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VORWORT

Die von der Akademie der pidagogischen Wissenschaften der RSFSR vor-
bereitete ,, Enzyklopidie der Elementarmathematik* \st als Hxndbuch fiir Maf.he-
matiklehrer an Oberschulen und fiir Studenten der phy
Fakultiten an pid hen Instituten und Lehrerhlldungsmstltuten gedacht.
Sie soll eine aystematlsche Darstellung der wissenschaftlichen Grundlagen der
Schulmathematik geben. Hieraus resultieren die Eigenarten dieses Werkes: Es
ka.nn nicht als Einfilhrung in den behandelten Stoff di sondern ist fiir Leser

t, die die El t: tik bereits studiert haben und schon Lehrer
der Elementarmathematik sind oder es werden wollen. Die ,,Enzyklopidie hilt
sich in der Regel weder an die Reihenfolge noch an die Methode der Darstellung
der Mathematik in der Oberschule, da beide durch die Entwicklung des Auffas-
sungsvermogens der Schiiller und die allgemeinbildenden Ziele der Oberschule
bedingt sind, d.h. durch Erwigungen, die fiir den ausgebildeten Fach ohne
Belang sind. Grundsatz unseres Aufbaus ist es vmlmehr, ]ene Fragen der Mathe-
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matlk aus denen die S in sy her und

fucher und anglicher Form darzuleg, Daneben sollen auch Fragen an-
geschnitten werden die zwar nicht direkt im Unterricht behandelt werden, die aber
fiir das richtige und bewuBte Verstindnis der Schulmathematik notwendig sind
oder Perspektiven auf eine weitere Entwicklung ihres Inhalts und ihrer Methoden
erdffnen.

Das ganze Werk ist auf 7 Binde von je 350 bis 450 Seiten berechnet. Obwohl sich
diese Binde und ihre Teile einem einheitlichen Plan unterordnen, konnen sie im
wesentlichen unabhiingig voneinander benutzt werden. Dariiber hinaus kénnen
auch die einzel Artikel weitgehend unabhingig voneinander gelesen werden.
Uberdies finden sich in den einzelnen Artikeln Hinweise auf andere Artikel der
»Enzyklopédie®.?) Hier ist der genauere Plan des Gesamtwerkes:

Erster Band. Arithmetik.

Die Entstehung der Bezeichnungssysteme fiir die Zahlen. Mengen, Gruppen,
Ringe und Korper; die theoretischen Grundlagen der Arithmetik. Die El
der Zahlentheorie. Kopfrechnen und schriftliches Rechnen; Hilfsmittel fiir das
Rechnen.

Zweiter Band. Algebra.

Vektorriume und lineare Transformationen. Der Ring der Polynome und der
Korper der rationalen Funktionen. Numerische und graphische Methoden zum
Auflosen von Gleichungen.

1) Beim Hinweis auf Artikel desselben Bandes wird neben dem Titel ledi ich dic entsprechende
Seitenzah] angegeben. Beim Hinweis auf andere Bande der Enzyklopadie verwenden wir
die Abkiirzung ,,EdEM* und Angabe der Nummer des betreffenden Bandes.



VI Vorwort

Dritter Band. Analysis.

Funktionen und Grenzwerte; rationale Funktionen, Potenzfunktionen, Expo-
nentialfunktionen und logarithmische Funktionen; die trigonometrischen Funk-
tionen und ihre Umkehrfunktionen. Die Elemente der Differential- und Integral-
rechnung. Elementare Funktionen einer kompl Verinderlichen

Vierter Band. Geometrie, Teil I.
Die Grundbegriffe der Topologie. Grundlagen der Geometrie. Die nichteukli-
dlsohen G ‘—:.,.. Die El te der analytischen und der projektiven Geometrie.
trische Transf ti Die M g von Flicheninhalten, Lingen, Volu-
‘mina und Oberﬂiohen.

Finfter Band. Geometrie, Teil II.

Polygone und Polyeder, Kreise und Kugeln. Anwendungen auf Geodisie und
Astronomie. Bemerkenswerte XKurven und Flichen. Konstruktionsaufgaben.
Methoden der graphischen Darstell

Sechster Band. Verschiedene Fragen.

Kombinatorik. Die El te der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathe-

tischen Statistik. Int te mathematische Aufgaben. Mathematische Para-
doxien und Sophi Mathematische Scherze und Spiele.

Siebenter Band. Methodologie und Geschichte der Mathematik.

Die Mathematik und ihre Stellung gegeniiber den anderen Wissenschaften, die
grundlegenden Etappen ihrer Entwicklung, ihre Methoden und ihre Aufgaben.
AbriB der Geschichte der Mathematik. Die Math tik in der Sowjetunion.
Beilage. Terminologisches Wérterbuch.

Der erste Band beginnt mit einem Artikel von I. G. BASCHMAKOWA und A. P.
JUSCHKEWITSCH, der kultur-historischen Betrachtungen iiber die Bezeichnungs-
systeme fiir die Zahlen gewidmet ist.

Es folgt ein umfangreicher Artikel von I. W. PROSKURJAKOW, der sich in der
Hauptsache mit der theoretischen Begrilndung der Arithmetik befaBt. In den
ersten beiden Kapiteln dieses Artikels werden al thematische Begriffe
behandelt, deren Bedeutung weit iiber die Grenzen der Arithmetik hinausgeht
und die sowohl im ersten als auch in den weiteren Bianden wiederholt gebraucht
werden. Es handelt sich um die Begnﬁe Menge, Gruppe, Ring und Kérper. Eine
zentrale Stellung nimmt in diesem Artikel die axiomatische Begrlindung der natiir-
lichen Zahlen ein, die das theoretische Fund t der t ithmetik dar-
stellt. Auf der Grundlage der Theorie der natiirlichen Zahlen werden sodann in
schrittweiser Verallgemeinerung die Theone der ganzen, der rationalen, der reellen
und der komplexen Zahlen entwick hlieBend macht der Verfasser mit
einer weiteren Verallgemeinerung des Zahlbegnﬁs (den hyperkomplexen Zahlen)
bekannt. Dieser Artikel gehort zu den schwierigsten und abstraktesten des ganzen
vorliegenden Werkes. Die Schwierigkeiten liegen hier allerdings im Wesen der Sache
selbst. Der Leser, der an den Fragen nach der logischen Begriindung der Arith-
metik nicht interessiert ist, kann diesen Artikel iibergehen und notfalls in den ersten
beiden Kapiteln dieses Artikels nachschlagen.




Vorwort VII

Der nachfolgende Artikel von A. J. CHINTSCHIN behandelt die elementarsten und
wichtigsten Fragen der Zahlentheorie. Hierzu gehdren die Fragen der Teilbarkeits-
theorie, insbesondere die Theorie der Kettenbriiche und die Fragen der Approxi-
mation irrationaler Zahlen durch rationale.

SchlieBlich ist der Artikel von W. M. BRADIS dem Runden von Zahlen, den Regeln
der Naherungsrechnung, der Fehlerrechnung und den Hilfsmitteln des Rechnens,
einschlieBlich dem Rechenschieber, gewidmet.

Als wesentliche Ergiinzung zum ersten Band wire ein Bericht iiber die historische
Entwicklung des Zahlbegriffs anzusehen, der folgende Dinge behandelt: die all-
mihliche und langwierige Herausbildung des allgemeinen Begriffs der natiirlichen
Zahl, die Entwicklung des Begriffs der gebrochenen Zahl, die Urform der Theorie
der positiven reellen Zahlen, wie sie sich bei den alten Griechen (in den ,,Ele-
menten‘ des EUKLID) gebildet hat, und die Entwicklung des Begriffs der negativen
und der komplexen Zahl im Zusammenhang mit der Gleichungstheorie und spéter
der analytischen Geometrie und Analysis. Auf alle dxese Fra.gen wird in den ein-
zelnen Artikeln nicht eingegangen. Sie ordmen sich vi hr in den allgemei
Abri8 der Geschichte der Math tik ein, der im letzten Bande der ,,Enzyklc-
pidie veroffentlicht wird.

Dle Redaktion.
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I. G. BASCHMAKOWA UND A. P. JUSCHKEWITSCH

DIE ENTSTEHUNG DER BEZEICHNUNGSSYSTEME
FUR DIE ZAHLEN



Einleitung

Der Zweck eines jeden Bezeichnungssystems fiir die natiirlichen Zahlen ist die
eindeutige Darstellung jeder natiirlichen Zahl mittels einer geringen Anzahl von
Grundzeichen. Dies kdnnte man schon mit Hilfe eines einzigen Grundzeichens ,,1
(,,Eins*) erreichen, indem man etwa die natiirliche Zahl n als Folge aus n Einsen
schreibt. Die Addition zweier Zahlen wiirde sich dann einfach als Aneinander-
fiigung der zugehbngen Folgen, die Subtraktion als Streichung darstellen. Obwohl
diesem B gssystem eine sehr einfache Idee zugrunde liegt, erweist es sich
fiir die Praxis als unbrauchbar, da sich in ihm einigermaBen groBe Zahlen kaum
darstellen lassen. Es wurde deshalb auch nur von solchen Volkern benutzt, deren
Rechnungen sich lediglich iiber sehr kleine Bereiche der Zahlenreihe erstreckten.

Die fiir das praktische Rechnen vollkommenste Schreibweise der Zahlen beruht

auf einem Prinzip, welches u. a. auch unserer fiblichen dezimalen Zifferndarstell
zugrunde liegt. Bei der dezimalen Zlﬁemdarstellung werden die Zshlen von
1 bis 9 durch die Zahlzeichen (Ziffern) ,,1“, ,,2, ,,3%, ..., ,,9' bezeichnet, ferner

nimmt man das Zeichen ,,0“ fiir die Zahl Null. Jede natiirliche Zahl 1aBt sioh
dann nach dem Prinzip des Stellen- oder Positionswertes allein mit Hilfe

dieser zehn Zeichen darstellen.
Dabei benutzt man die Tatsache, daB sich jede natiirliche Zahl n eindeutig in

der Form = 0n 10 4-Gn 1 1071 - 0,10 + g,

darstellen 1i8t, wobei die a; die Werte 0, 1, 2 ., 9 annehmen k¥nnen und a 3= 0
ist. Dann ergibt sich im (dezimalen) P ystem fiir die Zahl n die Dar-
stellung N =Gm Gm-1...0 8.

Jede Ziffer a; besitzt also im Positionssystem eine Bedeutung, die bestimmt ist
1.) durch ihre Gestalt und 2.) durch ihre Stellung im Schriftbild der Zahl. Wollen wir
z. B. die Zahl Viertausend schreiben, so miissen wir an die vierte Stelle von rechts
die Ziffer ,,4* setzen; die iibrigen drei Koeffizienten in der dezimalen Entwicklung
sind im betrachteten Fall Null, deshalb miissen wir bei der Darstellung unserer
Zahl im Positionssystem an die betreffenden Stellen das Zeichen ,,0° setzen: ,,4000*.
Somit kann also z. B. das Zeichen 4, je nach der Stellung, die es im Schriftbild
einer Zahl einnimmt, 4 Einer, 4 Zehner, 4 Hunderter usw. bedeuten.

Ui htet der scheinbaren Einfachheit dieser Schreibweise ist sie doch das
Ergebms einer langen historischen Entwicklung. An der Schopfung dieser Schreib-
weise waren viele Vblker, ja man kann sogar sagen, die ganze Menschheit beteiligt.
Der bekannte franzo Mathematiker und Physiker LAPLACE schrieb: ,,Die Idee,
alle Zahlen durch neun Zeichen auszudriicken, indem man diesen auBer ihrer Be-
deutung durch ihre Form noch eine Bedeutung durch ihre Stellung beilegt, ist so

i da8 es tlich wegen dieser Einfachheit schwer zu begreifen ist, wie
bewundemswert sie ist. Wie schwer es war, a,uf diese Methode zu kommen, sehen
wir am Beispiel der groBen Genien der griechischen Wi haft, ARCHIMEDES
und APPOLONIUS, denen diese Idee verborgen blieb.*

Ebenso wie im Vorhergehenden die Zahl 10 eine Basis fiir das dezimale Positions-
system abgab, kann auch jede andere (von 1 verschiedene) natiirliche Zahl als
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Basis fiir ein Positi t werden. Viele Mathematiker hielten z. B.
die Zahl 12 fir eine bra.uchbarere Basis als die Zahl 10, da 12 mehr Teiler als
10 besitzt. Die besonders weite Verbreltung des Dezimalsystems hiingt wohl eng
mit der Anzahl unserer Finger zusammen, worauf erstmalig ARISTOTELES in seinen
s, Problemen aufmerksam hte. Rein hlich hen besitzt es keinerlei
nennenswerte Vorziige, die es vor Positionssystemen mlt anderer Basis auszeichnen.
Die Auswahl der Basis erweist sich also prinzipiell als willkiirlich. Natiirlich darf
sie nicht zu groB sein, da man sonst zu viele Ziffern benétigt und z. B. das Ein-
maleins zu umfangreich wird. Andererseits darf sie aber auch nicht zu klein sein.?)

Einen Beweis dafiir, daB nicht in allen Epochen die Bezeichnungsweise der Zahlen
mit unserer heutigen iibereinstimmte, liefert schon die Betrachtung der Zahlwirter.
Bei der sprachlichen Bezeichnung der Zahlen herrscht keineswegs jene Einheitlich-
keit wie bei ihrer Ziffernschreibweise. So gibt es im Deutschen?) auBer den
Bezeichnungen fiir Null und die ersten neun Zahlen: ,Null“, ,Eins“, ,Zwei",
..., »Neun* spezielle Bezeichnungen fiir die drei darauffolgenden Zahlen, nimlich
»Zehn*, | EIf“, | Zwoli“3) (wihrend in der Schrift z. B. die Zahl Zehn durch ,,10%,
d. h. mit Hilfe von Eins und Null bezeichnet wird). Solche speziellen Bezeich-
nungen existieren auch fiir eine Reihe von groBeren Zahlen: ,,Hundert, ,, Tausend®,
,»Million‘‘ usw.

Ferner sprechen wir in der deutschen Sprache die Zahlen von 13 bis 19: ,,Drei-
zehn®, ..., ,,Neunzehn“, d.h., wir sprechen eine gewisse Zahl zwischen 3 und
9 mit dem Zusatz ,,-zehn*“. Die Zahlen von 21 bis 99 werden in der deutschen
Sprache durchweg praktisch in Ubereinstimmung mit ihrer Ziffernschreibweise aus-
gesprochen?): , Einundzwanzig®, ,ZweiunddreiBig usw.5). In der russischen
Sprache bilden hier eine Ausnahme die Zahlwérter copox (Vierzig) ®) und nessirocTo
(Neunzig)?).

In diesem Sinne unterscheiden wir in jedem Bezeichnungssystem zwischen Zahlen,
die eine individuelle Bezeichnung besitzen, also eine Bezeichnung, die sich nicht

!) Die Darstellung der Zahlen mit Hilfe emer beheblgen Basis wurde zuerst von B. PascaL

in seiner Abhandlunw ,,De numeris Itip ex sola ch um numericorum addi-
tione ht (1654, veroffentlicht 1665).

3) Die mhfolgenden Auafuhmngen sind si 3B auf die d he Sprach -ibertngen

Auf dl Ab gen der russischen gegeniiber der d hen § wird,

soweit, sie im betrack Z h von allgemei I sind, in der nachsten

Anmerkung bzw. an der betreffenden Stelle eingej gangen. Anm. d. wissenschaftl. Red.

3) Die Zahlworter ,,Elf*‘ und ,,Zwdlf* sind aus ,,ein-lif** (eins iiber [zehn]) bzw. ,,zwo-lif** (zwel
tiber [zehn]) entstanden (vgl. M. HEYNE, Deutsches Worterbuch, Band 1, 2. Aufl., Leipzig
1905, S. 740, und Band 2, 2. Aufl., Lelpzxg 1906, S. 1464), smd also duher nicht als indivi-
duelle Bezelchmmgen (slehe unten) In der russi S he hat eine derartige
Vi 1 nicht stattgefunden. Dort bezeichnet man die Zahlen von 11 bis 19 gleioh-
méBig als opuH-na- ALATS, ..., AEBAT-HA-ALATH, (eins auf zehn, . . ., neun auf zehn), d.h.,
man spricht dort eme Zahl zwischen 1 und 9 mit dem Zusatz «Ha fecATb» (auf uhn)
Anm. wuaenachaﬂl

4 Allerrd.mzs, wie auch in “ ge ischen S: hen, unter ,,Inversion der Zehner und
Einer. Eine derartige Inversion gxbt, es z. B. in der englischen, franzésischen oder russischen
Sprache nicht. Anm. der uuamchaftl Red.

%) Die SchluBsilbe in ,,Zwanzig", ,,DtexBxg“ usw. hingt mit dem gotischen Wort ,,tigus**
(zehn) Anm. d. Red.

¢) Die Zahl 40 spielte in RuBland und bei vielen anderen Vlkern des Ostens eine besondere
Rolle, von der spiter noch die Rede sein wird.

7) Das Wort gepanocto ist nicht als individuelles Zahlwort (s. u.) h daes v lich
aus «IeBATH RO cra» (neun bis Hundert) entstanden ist.
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aus anderen ‘Zahlwértern zusammensetzt (Knotenzahlen), und Zahlen, die eme
algorithmische Bezeichnung besitzen, also eine Bezei die eine Kombi

von individuellen Bezeichnungen ist (algonthmlsche Zahlen) er werden sehen,
daB sich in dieser Unterscheidung der Bi h her Untersct

in ihrer Entstehung bei der geschichtlichen Enthcklung des Zahlbegriffs wider-
spiegelt.?)

Analoge Erscheinungen wie in der deutschen und der russischen Sprache zeigen
sich natiirlich auch in anderen Sprachen. So haben sich z. B. in der franzosischen
Sprache offensichtliche Reste eines nicht-positionellen Zwanziger-Systems erhalten.
Es erweist sich nimlich dort die Zahl 20 als eine Zahl mit individueller Bezelchnung,
deren Benennung ,,vingt nicht aus den B n vorangeh
gebildet wird. Die Zahl 80 wird ,,quatre-vingt* (vler-zwanzxg), die Zahl 90 wird
,,quatre-vingt-dix** (vier-zwanzig-zehn) und die Zahl 120 wird gelegentlich ,,six-
vingt** (sechs-zwanzig) gesprochen. In der altfranzésischen Sprache wurde auBer-
dem 140 im Sinne von sieben-zwanzig, die Zahl 160 im Sinne von acht-zwanzig,
die Zahl 300 im Sinne von fiinfzehn-zwanzig usw. gesprcchen. Spuren eines Zwan-
ziger-Systems erhielten sich auBer in der franzosischen Sprache u. a.auch in der
englischen und der hollindischen Sprache. So bedeutet day englische Wort ,,score’
neben anderen Dingen dic Zahl 20 und ,three-score’* (drei-zwanzig) die Zahl 60.
In den skandinavischen Sprachen sind auBerdem ausgepriigte Spuren eines Fiinfer-
Systems zu finden.

Wir konnen also zusammenfassend feststellen:

1.) Die moderne Z:ffernschreibweise entspricht einem strengen Positionssystem,
die sprachlichen Bezeichnungssysteme dagegen nicht.

2.) Die Zlﬁemschrelbwexse ist streng dezimal, die sprachlich
systeme enthalten Spuren eines Zw&nzlger-Systems bzw. anderer Systeme

3.) In der modernen Ziffernschreibweise besitzen nur die Zahlen 0, 1,
2, ..., 9 eine individuelle Bezeichnung; in den sprachlichen Bezeichnungs-
systemen besitzen auch andere Zahlen eine soiche Bezeichnung, von denen
jede als Basis ihres Stellensystems dient, d. h. als Basis eines gewissen echten
Abschnittes der Zahlenreihe (z. B. spricht man in der deutschen Sprache die
Zahlen von 100 bis 999 als Kombinationen aus dem Wort ,,Hurndert* und
individuellen oder algoritbmischen Zahlwértern fiir kleinere Zahlen: ,,Hundert-
eins”, ,,Hundertzwolf*, , Hunderteinundzwanzig usw.).

R s oh

Man kann sagen, daB unsere sprachliche Ausdrucksweise ein fritheres Stadium
des Rechnens widerspiegelt als unsere moderne Schreibweise. Es ist aber z. B. noch
die romische schriftliche Numerierung, die unserem heutigen Positionssystem voran-
ging, ihrer Struktur nach mit der sprachlichen Numerierung der modernen euro-
piischen Volker verwandt.

!)1n der ,,Arithmetik" von L. MAaN1zKI aus dem Jahre 1703 findet sich eine Einteilung der
Zahlen in «nepersi» (Finger) (Zahlen bis 10), «cocrapn» (zusammengesetzte) (ganze Zehner)
und «couMHennn» (Verbmdungen) (die ubrigen Zahlen bis Hundert). Das ilteste bekannte
Beigpiel einer &hnli g aus dem 10. Jalnhundert. von Gmn'l' (d:gm
[Finger], articuli [Gelenke], positi [Z1 Offe h haben wir es
hier mit einer shnlichen Einteilung der Zahlen in solche mit individueller bzw. mit algorith-
mlscher Benlch;\ung zu tun. Zweifellos hingen auch die Bezeichnungen ,,Finger und
»Gelenke** mit der Fing
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Als individuelle Zeichen wurden in der romischen Numerierung benutzt: ,,I* fir
die Zahl 1, ,,V* fiir die Zahl 5, ,, X“ fiir die Zahl 10, ,,L fiir die Zahl 60, ,,C* fiir
die Zahl 100, ,,D* fiir die Zahl 500, ,,M* fiir die Zahl 1000. Eine Null gab es nicht.
Dieses System ist dezimal nicht-positionell und besitzt starke Uberreste eines
Fiinfer-Systems (mdxvtduelle Zeichen fiir 5, 50, 500). Bei der Bildung der algo-
rithmischen B wird hl d;e Addition als auch die Subtraktion
benutzt. Z.B.wird die Zahl 1948 in diesem Bezeichnungssystem folgendermaBen
geschrieben: MCMXLVIIIL.

Etwa in demselben Verhiltnis, in dem die romische Schreibweise der Zahlen zur
modernen sprachlichen Ausdrucksweise steht, stehen die Zahlmethoden vieler so-
genannter Urvélker zur romischen Schreibweise. Aus den bisherigen Bemerkungen
geht hervor, daB wir zur Aufdeckung der Herkunft der Bezelchnungssyswme (sowohl
der modernen Positionssysteme als auch der nicht-positi p
und sprachwissenschaftliches Material benutzen ‘miissen.

§ 1. Das Anfangsstadium der Entwicklung des Zihlens

Der Zahlbegriff ist einer der grundlegenden Begriffe der Mathematik. Er ist
auch einer der #ltesten Begriffe. Alle Kulturvélker, die eine Schrift besaBen, hatten
auch schon einen Begriff von der Zahl und gewlsse Sysﬁeme zu ihrer Bezeichnung.
Uber den Zn.hlbegnﬁ in vorgeschichtlichen Zeiten k wir nur indirekt urteilen.
Als Quellen erweisen sich lner erstens die Sprachwissenschaft und zweitens die Ethno-
graphie, die es gestatten, auf Grund des Studiums der Kultur von Vélkern, die nach
der Klassifikation von ENGELS auf der Stufe der Wildheit und Barbarei stehen,
tiber analoge Perioden des Lebens der Vorfahren der modernen Kulturvolker zu
urteilen. Leider war das S 1 graphischen Materials wihrend langer Zeit
das hlieBliche Monopol von Missionaren und Kolonisatoren. Als gegen Ende
des 19. Jahrhunderts — bedingt durch die Entwicklung der Wissenschaften — auoch
die Aufmerksamkeit der Gelehrten mit besonderer Stirke auf die vorgeschichtlichen
Zeiten des Lebens der Menschheit gerichtet wurde, zeigte es sich, daB es solche
sogenannten ,,Urvolker* fast nioht mehr gab. Die imperialistische Politik der
kapitalistischen Staaten hatte zu dieser Zeit zu einer nahezu vollstindigen Aus-
rottung vieler eingeborener Stimme gefiihrt. So war z. B. der australische Stamm
der Tasmanier zu Anfang des 20. Jahrhunderts vollstindig vernichtet. Genau das-
selbe war auch mit dem ehemals zahlenmiBig starken Stamm der Abiponer in
Stidamerika geschehen.

Bei der'Rekonstruktion der ersten Entwicklungsstadien des Zahlbegriffs mu8 man
sich also mit sehr spirlichem Material begniigen. Jedoch ist die Frage nach der
Herkunft dieses Begriffes so wichtig, daB auch jenes unvollstindige Bild, welch
man entwickeln kann, eine groSe Bedeutung besitzt. Sie ist insbesondere wichtig
fiir die Widerlegung der idealistischen Theorie, daB der Zahlbegriff und sogar die
gesamte Folge der natiirlichen Zahlen dem Mensch b sind. Bekannt
ist in diesem Z: hang der tolgende Ausspruch von KRONECKER: ,»Die ganzen
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Zahlen hat Gott geschaffen, alles iibrige ist das Werk von Menschenhinden.” Das
Studium der ersten Etappen der Entwicklung des Zahlbegriffs und anderer grund-
legender mathematischer Begriffe widerlegt diese und &hnliche biirgerliche Theorien
vollstindig. Eine objektive Untersuchung zeigt, daB eine enge Verbindung zwischen
dem Entstehen dieser Begriffe und der Arbeitspraxis der Horden der Urgesellschaft
besteht und daB selbst unsere ,,Intuition* keine unveriinderliche Kategorie ist, daB
also die sogenannten ,,Urbegriffe‘ keineswegs angeboren sind. Das Studium der ersten
Entwicklungsstadien des Zahlbegriffs zeigt uns, daB auch die ganzen Zahlen vom
Menschen geschaffen wurden, daB also auch sie das Werk von Menschenhéinden sind.

Unter den biirgerlichen Gelehrten des 19. Jahrhunderts (TAYLOR u. a.) war die

Meinung verbreitet, der Urmensch habe all sein Wissen iiber die Welt durch Be-

bachtung der Naturersch ination mit frither Geseh und logisch
Schliisse erhalten. Der Urmensch erschien dabei als ein rein betrachtender
Philosoph. In Wirklichkeit begann der Mensch nicht mit dem Theoretisieren,
sondern mit der Arbeit, mit dem Kampf um seine Existenz, nicht mit der passiven
‘Wahrnehmung der Natur, sondern aktiv mit ihrer Umgestaltung.

Magx schrieb in den ,Randglossen zu Adolph Wagners ,Lehrbuch der politi-
schen Okonomie* . daB die Beziehung des Menschen zur Natur von Anfang an keine
theoretische, sondern eine praktische, d. h. eine auf die Titigkeit gegriindcte, war.
,,Sie fangen, wie jedes Tier, damit an, zu essen, zu trinken etc., also nicht in einem
Verhiltnis zu stehen, sondern sich aktiv zu verhalten, sich gewisser Dinge der
AuBenwelt zu bemichtigen durch die Tat. und so ihr Bediirfnis zu befriedigen. =)

Uber die Arbeit schrieb ENGELS in der ,,Dialektik der Natur*: ,,Sie ist die erste
Grundbedmgung alles menschlichen Lebens, und zwar in einem solchen Grade,
daB wir in gewissem Sinne sagen miissen: Sie hat den Menschen selbst geschaffen.*?)
Insbesondere wurden im Proze8 der Arbeit solche grundlegenden Begriﬁo wie der
Zahlbegriff, der Begriff der natiirlichen Anordnung, der Begriff der Figur geschaffen,
wurden einfachste Rechenregeln sowie die Methoden der Lingen-, Flichen- und
Raummessung herausgearbeitet.

Dabei waren die Begriffe der Zahl und der Figur und ihre grundlegenden Eigen-
schaften Widerspiegelungen von Eigenschaften und Beziehungen der realen Gegen-
stinde der Umwelt. Hieriiber schrieb ENGELS: ,,Die Begriffe von Zahl und Figur
sind nirgends anders hergenommen als aus der wirklichen Welt. Die zehn Finger,
an denen die Menschen zahlen, also die erste arithmetische Operation vollziehen
gelernt haben, sind alles andere, nur nicht eine freie Schopfung des Verstand
Zum Zihlen gehoren nicht nur zéhlbare Gegenstinde, sondern auch schon die
Fihigkeit, bei Betrachtung dieser Gegenstinde von allen iibrigen Eigenschaften
abzusehen auBer ihrer Zahl — und diese Fihigkeit ist das Ergebnis einer 1
geschichtlichen, erfahrungsméBigen Entwicklung.*‘?)

Wir werden zeigen, wie der Begriff der Zahl und der Begriff der natiirlichen An-
ordnung auf der ersten Stufe der lrulturellen Entwicklung der Menschheit aussahen
und wie sie sich — allmiahlich sich verindernd und vervollkommnend — zu den
heutigen Begriffen entwickelten.

S

!) K. Marx und F. ExcELs, Werke, Bd. 19, Berlin 1962, S. 362—363.
1) F. ExNcrLs, Dialektik der Natur, Berin 1952, 8. 179.
*) F. ENazLs, Anti-Dihring, Berlin 1948, S. 44.



Leider gestatten es die uns zur Verfiigung stehenden Materialien nicht, die ver-

hied ersten Etappen der Entwicklung des Rechnens genau mit der von ENGELS
in seiner Arbeit ,,Ursprung der Familie, des Privateigentums und des Staates*
gegebenen Periodisierung der vorgeschichtlichen Stufen zu verbinden.

Es gab selbst in unserem Zeitalter noch Volker, deren Sprache nur zwei indi-
viduelle Zahlworter kannte, nimlich fiir die Zahlen 1 und 2. Bei vielen Stimmen
Australiens und Polynesiens war es damit noch in der jiingsten Vergangenheit so.
Die weiteren Zahlen wurden durch Kombination dieser Zahlworter gebildet:
3 == zwei-eins, 4 = zwei-zwei, 5 = zwei-zwei-eins, 6 = zwei-zwei-zwei. So gab es
z. B. bei den Bewohnern der westlichen Inseln der Torres-Strae nur die Zahl-
worter ,,urapun® fiir die Zahl 1 und ,,0kosa’ fiir die Zahl 2. Weiter zihlten sie:
3 = okosa-urapun, 4 = okosa-okosa, 5 = okosa-okosa-urapun, 6 = okosa-okosa-
okosa. Dieselbe Methode liegt dem iiltesten aller Zahlsysteme, dem dyadischen
System, zugrunde.!) Spuren dieser Rechenmethode finden wir mehrfach in der
agyptischen Multiplikations- und Divisionsmethode sowie in der igyptischen Bruch-
rechnung. 2) Sie duBert sich auch darin, daB in manchen Sprachen — z. B. in der
altslawischen — neben der Einzahl und der Mehrzahl noch eine Zweizahl auftritt.3)

Die Zahlen oberhalb 6 bezeichneten die Inselbewohner der Torres-StraBe durch
»viel-viel“, | Menge' oder ,,unabzihlbar”. Bei manchen Stimmen wurden die
Bezeichnungen ,,viel*, ,unabziihlbar bereits fiir die Zahlen von 3 ab angewandt.

1) Fiir die miindliche und schriftliche Numericrung ist das dyadische System zu unbequem,
da die Bezeichnungen fiir dic Zahlen sebr lang werden (z. B. wird die Zahl 777 in diesem
System durch ,,1100001001‘* bezeichnet), andererseits besitzt es aber auch bemerkenswerte
Vorteile. Die prinzipicllen Vortcile des dyadischen Systems wurden zucrst von LEIBNIZ be-
merkt, der auf die besondere Einfachheit der Rechenoperationen in diesem System hinwies
(die bekannten Additions- und Multiplikationsschemata reduzieren sich im wesentlichen auf
14+ 1=10, 1-1=1; bei der Division ist kein Probieren n dig). LEIBNIZ fahl
dieses System nicht etwa als Ersatz fir das dekadische bei praktischen Rechnungen, hob
jedoch hervor, da8 ,,die Berechnung mit Hilfe des Dubletts 0,1 als Entgelt fiir ihre Lingen
fiir die Wissenschaft grundlegend ist, indem sie neue Lnbdcckungon hervorbringt, die sich
spiter als niitzlich erweisen, und zwar sowohl in der Zahlenpraxis als auch besonders in der

eometric: Der Grund dafiir ist dic Tatsache, daB bei der Zuriickfithrung der Zahlen auf
ihre cmtnchsten Elemente, 0 und 1, iiberall eine wunderbare Ordnung zutage tritt'.
Expli de Parithméti bmalru qui se sert des seuls caractéres 0 et 1, avec des
remuques sur son utilité*, I703 in ,,Lelhnlzms mathematische Schriften®, hcmusgvgeben
von C. [. GERRARDT, Ba.nd VI1, Halle 1863, S.225; siche auch Lbendort den Brief von
LE1BN1zZ an SCHULENBURG von 1698). In der Tat erweist sich das dyadische System als
sebr brauchbar fiir eine Reibe von thcoretischen Untersuchungen. LEeiBNiz konnte jedoch
nicht vorausseben, daB das dyadische System auch groBe Vortclle fur dle praktmchc Mathe-
matik in sich birgt. Man hat namlich in der lctzten Zeit elek kon-
struiert, die im dyadischen System arbeiten. Die Leistungsfihigkeit “solcher Maschinen
kompensnert reichlich den Mebraufwand an Arbeit beim Ubergang vom dekadischen System

zum dyadischen System am Anfang der Rech und beim kehrten Ubergang zum
endgiiltigen Resnltat Slehez B.JI 1. Kynpnnuea.o
THYeCKNX TeJbHBIX x (L. D. Kunn.mwzlw, ﬁber die Prin-
zipien der Ansfuhrung arithmetischer Op auf R inen), Uspechi mat.
auk 6, Nr. 3 (37), 104—127 (1950). [Vgl. auch thera.turvarzelohms zum leczten Artikel.]
) Vgl. auch die Amfnhrungen iiber die Halb de der alten r Bruch-
rechnung in § 6,

3) In einigen Spnchen gibt es sogar noch eine Dreizahl, die auf ein triadisches System hin-
deutet. Anf eme Sondemcllnng der ersten drei Zeblen weist anch der Umatsnd hin, da8
sich in P ihre B; gen — im U hied zu den and ahlwortern
— mit dem Geschlecht &ndern (deutsch: ein, eine; russisch: oaum, ofna, ofHo; xBa,

nee; lateinisch: tres, tria).
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Somit ist auf dieser Kulturstufe die Folge der natiirlichen Zahlen endlich!) und
besteht mitunter nur aus zwei Gliedern. Man darf aber nicht denken, da8 die Stimme,
die nur Zshlwérter fiir die Zahlen 1 und 2 besitzen, nicht Gesamtheiten vergleichen
konnen, die aus mehr als zwei oder sechs Dingen bestehen. Der Mensch lernte im
iiblichen Sinne ,,zihlen®, lange bevor Bezeichnungen fiir die Zahlen entstanden.
So berichtet ein Forscher von den Abiponern — von denen bekannt ist, daB sie
nur Zahlworter fiir die Zahlen 1, 2 und 3 besaBen —, daB sie, wenn sie sich zur
Jagd zusammentaten und schon im Sattel saBen, sich umschauten und, wenn
etwa einer ihrer zahlreichen Hunde fehlte, diesen riefen. Den Forscher wunderte
es besonders, daB es die Abiponer fertig brachten, ohne zihlen zu kénnen, sofort
festzustellen, daB in der betrichtlichen Meute ein Hund fehlte.

Es war einfach so, daB in jenem Stadium die Anzahl einer Gesamtheit von Dingen
eine Kigenschaft war, die mit anderen Eigenschaften dieser G theit (der Farbe,
der Form, der Gestalt usw. ihrer Elemente) untrennbar verkniipft war. Sie charak-
terisierte also die Gesamtheit erstens beziiglich ihrer Vollstindigkeit (ob alle Dinge
der betreffenden Gesamtheit vorhanden sind) und zweitens in Ordnungsbeziehung
zu anderen Gesamtheiten aus gleichen oder zumindest dhnlichen Dingen (eine Ge-
samtheit ist groBer oder kleiner als eine andere).

Offensichtlich geniigte ein solches ,,Zihlen nur auf jener Stufe der Entwick-
lung der Menschheit, auf der es — kurz gesagt — nichts zu ziihlen gab, auf der
die Wirtschaft noch auf einem sehr niedrigen Niveau stand und es keine engere
Verbindung zwischen den verschiedenen Stimmen gab. Auf der ersten Stufe der
Entwicklung erscheint also die Zahl lediglich als spezielle Anzahl-Eigenschaft oder
Anzahl- Qualitit konkreter Gesamtheiten von Dingen. Eine Ordnungsbeziehung
tritt kaum hervor.

Heutzutage findet man keine Volker mehr, deren Zahlbegriff auf dieser ersten
Stufe stehengeblieben wiire, die im wesentlichen den ersten beiden Stufen der Wild-
heit entspricht. Das ,,Zahlen mit Anzahlen von konkreten Gegenstinden blieb
nur bei einigen Volkern als Uberrest erhalten.

Als Pfeil und Bogen erfunden waren und die Stimme zur systematischen Jagd
iibergingen, als sich die Menschen in Dérfern niedergelassen hatten und Verbindungen,
anfangs zwischen einzelnen Dérfern, spiter auch zwischen verschiedenen Stimmen
entstanden — kurz, beim Ubergang zu einer hoheren Stufe der Wildheit —, wurde
das ,,Zihlen* mit den konkreten Anzahlen unzureichend. Es geniigte nicht mehr,
die Anzahl von bestimmten, konkreten Gesamtheiten nur nach dem AugenmaB
bestimmen zu konnen, sondern man muBlte auch anderen von der Anzahl Mitteilung
machen kénnen. Man muBte z. B. benachbarten Stimmen mitteilen konnen, daB
nach einer bestimmten Anzahl von Mondwechseln eine Zusammenkunft zu Ver-
handlungen oder zu einer gemeinsamen Jagd festgesetzt sei, oder daB alle verbiindeten
Stimme nach einer bestimmten Frist eine gewisse Anzahl von Kriegern aufstellen
sollen. Hierfir benutzten die Aruntier (Australien) und die Polynesier folgende

1) Reste davon, daB auch bei den Vorfahren der europaischen Vélker die Zahl 7 gleichzeitig
als Bezeich iir eine unbesti; Anzahl diente, erhielten sich in der russischen Sprache
in Form von Sprichwdrtern und Red ten: «CeMepo OfHOTO He skAyT (Sicben Mann warten
nicht auf einen), «Cemb paa oTMepb, ofuME pas orpemb» (Sicbenmal abmessen, einmal
absohneiden), «¥V cemu Hamex JuTA Ges raasa» (Bei sieben Kindermadchen ist das Kind
ohne Aufsicht) usw. In allen diesen Fillen wird das Wort ,,sieben** offenbar im Sinne von
s, viel‘* gebraucht.




10 Die Entstehung der Bezeick

Methode: Zur Bezeichnung gréBerer Zahlen bedienten sich die Eingeborenen ver-
schiedener Korperteile, von denen jeder seine Bezeichnung hatte und der eine wohl-
bestimmte Stelle in ihrem Bezeichnungssystem einnahm. Eine bestimmte Anzahl so
aufgezahlter Korperteile bezeichnete dieselbe Anzahl von Kriegern, von Tagen oder
von Monaten — je nach dem besonderen Sachverhalt.

Die Zéhlung begann fiir gewdhnlich mit dem kleinen Finger der linken Hand,
ging iiber zu den anderen Fingern, dann zum Handgelenk, zum Ellenbogen, zur
Schulter usw. bis zum kleinen Finger der rechten Hand und danach — wenn die
abzuzahlende Gesamtheit noch nicht erschopft war — ln der umgekehrten Reihen-
folge zuriick. Bei der Regelung von Geschift: iigte es dann,
da8 sich der Eingeborene erinnerte, bis zu welchem Kﬁrpertell er bei der Abzihlung
irgendwelcher Dinge gekommen war, damit er — wenn er die Abzihlung, beginnend
mit dem kleinen Finger der linken Hand, wiederholte — die betreffende Anzahl
rekonstruieren konnte.

Auf diese Weise wurden bei den Insulanern der Torres-StraBe die Zahlen bis 33
durch Teile des menschlichen Kérpers versinnbildlicht. Bestand eine abzuzihlende
Gesamtheit aus mehr als 33 Dingen, so bedienten sie sich eines Biindels von Stib-
chen. Namentlich die Tatsache, daB sich die Menschen, nach Ausschopfung der
individualisierten Kérperteile, mit einem Biindel von Stibchen (die alle annihernd
gleich waren) behalfen, gibt uns den Schliissel zum Verstindnis der Urform einer
solchen ,lebenden Skala‘. Es wird némlich klar, daB sie im Anfang nicht zur Indi-
vidualisierung der Zahlen benutzt wurde, sondern nur zur Feststellung der Anzahl-
gleichheit zweier Gesa.mthelten, d. h. zur Herstellung einer umkehrbar eindeutigen
Beziehung zwischen zwei verschiedenen Gesamtheiten von Dingen.

Uberreste eines solchen Zshlverfahrens erhielten sich bei vielen Vélkern auch
noch auf einer hoheren Stufe der Entwicklung. So benutzten einige Vélker fiir den-
selben Zweck eine Leine mit Knoten, andere benutzten Rosenkrinze oder Kerb-
stocke (holzerne Stibe mit Kerben).

So ,,schrieben’* z. B. verschiedene peruanische St die Zahlen mit Hilfe von
Knotenleinen (sog. ,,Quipu®, Abb.1). Die Leinen wurden zu je vieren mit einer
fiinften Leine verbunden, auf der durch Knoten die Zahl vermerkt wurde, die die
Summe der Zahlen auf den ersten vier Leinen war. Die Einer, Zehner und Hunderter
einer gegebenen Zahl wurden jeweils durch verschieden geformte Knoten bezeichnet.
Bei den Inka (11.bis 16. Jahrhundert n. Z.) wurde mittels solcher Quipu die
ganze Buchhaltung ,.geschrieben. Derartige Knotenleinen dienten nur zum
Schreiben der Zahlen.l) Die arithmetischen Operationen wurden mit Hilfe von
Steinchen oder Maiskérnern ausgefithrt.

In diesem Entwicklungsstadium hatte man aber von der Zahl noch keine so
allgemeine Auffassung, daB man mit ihr alle untereinander anzahigleichen Gesamt-

1) HeropoT berichtet z. B. folgendermaBen von einer Anordnung, die DArius den Ioniern

nach dem Ubergn.ng itber den FluB Iatros wihrend des von ihm gegen die Skythen unter-

(6. Jahrh t v.u.Z.) gegeben hat: ,Danach band der Kaiser

in seinen Leibriemen sechzig Knoten. lieB alle ionischen Fiirsten zur Beratung kommen

und sagte zu ihnen: Die von mir gefallte Entscheidung beziiglich der Briicke, Ionier, wider-

rufe ich; nehmt jetzt diesen Riemen und verfahret so: beginnt an jenem Tage, an welchem

loh gegen die Skythen zwhe, und bindet jeden Tag einen Knoten auf; sollte ich in der Zwi-

t nicht z sein, 8o fahrt, wenn die Anzahl von Tugen verstrichen ist,

die durch die Known angegeben ist, guriick in ‘die Heimat; bis zu jener 2 Zelt aber beschiitzt
die Briicke und gebt euch alle Muhe bei ihrer Ver idig und I
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12 Die Entstehung der Bezeick ysts

heiten bezeichnete, sondern man begniigte sich damit, die Anzahlgleichheit zweier
Gesamtheiten festzustellen.

Falls eine abzuzihlende Gesamtheit eine geringe Anzahl von Gegenstinden ent-
hielt (< 20), wihlte man gewohnlich aus der Menge der zu dieser Gesamtheit
anzahlgleichen Gesamtheiten einen festen Reprisentanten aus und sagte von den
iibrigen Gesamtheiten dieser Menge, daB sie genau so viele Gegenstinde wie die
ausgewéhlte enthalten. Um z. B. auszudriicken, daB in einer Gesamtheit fiinf Gegen-
stiinde enthalten sind, sagte man, in dieser Gesamtheit sei¢n so viele Gegenstinde,
wie Finger an einer Hand. Die gemeinsame Eigenschaft aller anzahlgleich
endlichen Mengen — ihre Anzahl — wurde durch die Anzahl einer speziellen
Menge, eines Reprisentanten aus ihrer Gesamtheit ausgedriickt.

Es ist interessant, daB bei Stimmen, die auf der erwiilhnten Stufe der Entwick-
lung standen, dasselbe Verfahren auch bei der Bildung anderer Begriffe angewandt
wurde. Z. B. gab es bei den Tasmaniern keine Worte zur Bezeichnung so allgemeiner
Begriffe wie: hart, heiB, kalt, rund usw. Zur Bezeichnung der Hirte sagten sie
,wie Stein“, um auszudriicken, daB ein Gegenstand rund ist, sagten sie ,,wie der
Mond‘ oder ,,wie eine Kugel“. Genau dasselbe gilt auch fiir die Bezeichnung der
Farben. Auf dieser Stufe gab es auch keine solchen allgemeinen Begriffe wie Baum
oder Fisch, sondern nur spezielle Worter zur Bezeichnung der bekannten Baumarten
und Fischsorten.

Diese Phase in der Geschichte der Entstehung der abstrakten Zahlen ist also
dadurch charakterisiert, daB die abzuziihlenden Mengen von Gegenstinden mit
Hilfe von Korperteilen — besonders der Finger und Zehen — oder mit Hilfe von
Stiibchen, Knotenleinen usw. dargestellt wurden. Trotz ihrer duBersten Primitivitdt
spielte diese Methode der Darstellung eine auBerordentliche Rolle in der Entwick-
lung des Zahlbegriffs. Eine wesentliche Seite dieses Verfahrens ist niamlich, daB
elle abzuzihlenden Gesamtheiten mit Hilfe eines bestimmten Systems abgeziihlt
werden.

Ein solches Zihlverfahren fithrte in seiner weiteren Entwicklung zur Schaffung
des Fiinfer - Systems, des Dezimal - Systems und des Zwanziger-Systems. So
sagten z. B. die Bewohner von Miraluga (einer Insel der Torres-Strafe) ,,nabiget
fiir die Zahl 5, ,,nabiget-nabiget‘ fiir die Zahl 10, ,,nabikoku‘* fiir die Zahl 15 und
,»nabikoku-nabiget* fiir die Zahl 20. In ihrer Sprache bedeutete ,,get” die Hand
und ,,koku‘‘ der FuB. Dazu berichtet ein Forscher: ,,Man darf nicht denken, daB
,nabiget” ein Name fiir die Zahl 5 ist; es driickt vielmehr nur aus, daB es sich gerade
um soviel Gegenstiinde handelt, wie es Finger an der Hand gibt.” Nach Mitteilung
des bekannten russischen Forschungsreisenden N. N. MIkLUCHO-MAKLAI ziihlen
die Eingeborenen von Neu-Guinea folgendermaBen: ,,Ein beliebtes Zahlverfahren
besteht darin, daB8 der Papua einen Finger nach dem anderen umbiegt und dabei
einen bestimmten Laut aussi&Bt, z. B. ,be, be, be, .. .. Hat er bis fiinf gezihit,
80 sagt er ,ibon-be‘ (ibon = Hand). Darauf biegt er die Finger der anderen Hand
um und zihlt wieder ,be, be,...‘ bis er zu ,ibon-ali‘ (ibon-ali = zwei Hinde)
gelangt. Dann fihrt er fort und zihlt solange ,be, be, . . .* vor sich hin, bis er zu
,samba-be’ und ,samba-ali‘ (ein FuB, zwei FiiBe) gelangt. Ist es notig, noch weiter
zu zéhlen, so benutzt der Papua die Finger und Zehen eines Anderen.*1)

‘)H Mmmyxo Maknaﬁ Hy’rememna, (N. MikLucHO-MaKLAI, Reisen), Band 1, Verlag
der ften der UdSSR, 1940, S. 280.
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Ahnlich bezeichnen auch viele andere Stimme die Anzahlen. In diesem Ent-
wicklungsstadium des Zuahlbegriffs und des Rechnens war das Abzihlen mit den
Fingern (die sogenannte Instrumentalrechnung) weit verbreitet. Mit der Finger-
rechnung hing, wie wir sahen, auch die Einteilung der Zahlen in ,,Finger” und
,,Gelenke" zusammen.

Alle bisher behandelten Entwicklungsstadien des Zahlbegriffs konnen ungefdhr
der Periode der Wildheit zugeschrieben werden.

Mit der weiteren Entwicklung der Gesellschaft vergroBerte sich auch der Kreis der
abzuziihlenden Gesamtheiten. Die einfache Feststellung der Anzahlgleichheit und
die Handrechnung geniigten den neuen Bediirfnissen der Horden nicht mehr; trotz-
dem erhielt sich die Methode der Fingerrechnung eine lange Zeit hindurch!) noch
als Uberrest. Die eigentliche Entwicklung, die schlieBlich zur Schaffung der natiir-
lichen Zahlen fithrte, nahm indes eine andere Richtung. Das entstehende neue
System kann als ein Gruppensystem oder als das Rechnen mit Hilfe von abgezihlten
Gesamtheiten (Stiickzahlen) bezeichnet werden.

Ansiitze fiir ein derartiges Zihlen finden sich schon auf den fritheren Entwick-
lungsstufen. So bemerkten Forscher bei den Bewohnern der westlichen Inseln der
Torres-StraBe ,,deutlich ausgepriigte Anlagen eines Zihlens mit Gruppen von
zwei Dingen, also mit Paaren. Dasselbe bemerkte ein anderer Forscher bei den
Eingeborenen der Halbinsel Prince York. Bei diesen wurden gewisse Gegenstinde
vorzugsweise in Paaren zusammengefaBt, mit anderen dagegen wurde in Gruppen
zu zehn oder hundert Stiick gerechnet Es wurden also bei Rechnungen die Gegen-
stiinde — je nach Art — immer in Gruppen einer festen Anzahl vereinigt. Ein
Uberrest eines solchen Ziithlverfahrens ist z. B. die Dutzend- -Rechnung, die sich fiir
verschiedene Dinge (Hemden, Stiihle, Geschirr, Bleistifte, Gummibinder, Schreib-
federn usw.) in Europa noch bis in unsere Tage erhalten hat. Hierbei war das Dutzend
die Einheit des Rech ; zwolf Dutzend bildeten ein Gros, zwolf Gros bildeten
eine Masse.?) Derartige Zihlmethoden waren besonders bei den Stimmen verbreitet,
die auf den untersten beiden Stufen der Barberei standen. Im Laufe der Zeit erhielt
jede derartige Gruppe eine eigene Benennung, die neben der Anzahl stets noch die
Art der abgezihlten Gegenstinde ausdriickte. Die Gruppen dieser Art, mit deren
Hilfe gerechnet wurde, wollen wir Stiick-Anzahlen nennen.

Auf den Fidschi- und den Salomon-Inseln existieren Sammelnamen fiir zehn will-
kiirlich zusammengestellte Dinge, die aber weder die Anzahl im einzelnen noch die
Benennung der zusammengestellten Dinge ausdriicken. Auf den Fidschi-Inseln
gibt es auBerdem spezielle Bezeichnungen fiir 100 Kihne, 100 Kokosniisse, 1000
Kokosniisse usw. Sind zwei Gruppen von Dingen anzahlgleich, so kommt dies fiir
gewdhnlich auch in den Benennungen der Stiick-Anzahlen zum Ausdruck. So be-
deutet bei den Eingeborenen Floridas ,,na-kua‘ 10 Eier, ,,na-banara” 10 Kérbe mit
Lebensmitteln, aber das Wort ,,na", welches unserem Zahlwort ,,Zehn* entspriche,
wird einzeln nicht gebraucht. In einem der Dialekte der Indianer West-Kanadas
bedeutet das Wort ,,tcha“ soviel wie ,,drei Dinge®, ,,tchane bedeutet ,,drei Per-

1) Noch im Jahre 1529 erschien in Basel ein — allerdings schon lmge vorher guchnebenu —_
Buch von Bepa VENERABILIS (der Ebrwiirdige) (672—735), in
an den Fingern dargelegt wurden, wobei slch diese Rechnungen auf &lle Za.hlen bl! zu einer
Million erstreckten. Es ist ferner bel daB die chi hen und Kauf-
leute die Fingerrechnung noch in einér verhsltnismaBig spiten Zeit benutzten.

?) Einige Sudan-Stdmme verwenden auch heute noch ein derartiges Zwolfer-System.
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sonen", ,tchat’‘ bedeutet ,,dreimal, ,tchatoen* bedeutet ,,an drei Stellen* usw.
Es gibt aber dort kein Wort, welches die abstrakte Zahl 3 bezeichnen wiirde. Immer-
hin deutet das Vorhandensein ein und desselben Partikels in den Bezeichnungen
verschiedener anzahlgleicher Gesamtheiten darauf hin, daB man in diesem Stadium
der Entwicklung schon festzustellen beginnt, daB alle solche Gesamtheiten etwas
gemein haben, niémlich die Anzahl. In diesem Stadium der Entwicklung schreibt
man aber noch nicht jeder Gesamtheit von Dingen eine Anzahl zu, sondern nur
solchen Gesamtheiten, die im Leben der Stimme (z. B. in der Wirtschaft) héufig
gebraucht werden. Wenn die Pythagoreer im 6. Jahrhundert v. u. Z. erklirten,
daB ,,alles Zahl ist*, so kdnnen wir nur sagen, daB im betrachteten Stadium der
Entwicklung nicht alles Zahl war.

Die Benennung der Zahlen spiegelt das Wesen der Zahlen in diesem Stadium
wider: es waren keine abstrakten Zahlen. Nach und nach wurden die verschiedenen
Stiick-Anzahlen als neue Einheiten betrachtet, mit denen dann auch gerechnet
wurde. Tatsiichlich ist ja auch bereits darin, daB eine Gesamtheit von Dingen als
eine neue Einheit aufgefaBt wird, die Moglichkeit enthalten, ein Bezeichnungssystem
zu schaffen.

Im La.ufe der Zelt wurden mittels solcher festen Stiick-Anzahlen nicht nur die-

bezeichnet, fiir welche sie eingefiihrt waren, sondern auch Gegen-
stande, die den ursprunghchen in der Form oder dem Gebrauch nach éhnlich waren.
Auf diese Weise bildeten sich in den Ursprachen mehrere Reihen von Za.hlwortern
So gibt es in der Sprache der Tschimsian (Britisch-Columbia) sieben verschi
Reihen von Zahlwértern, die gebraucht werden zum Zihlen (1) von unbestimmten
Dingen, (2) von flachen Dingen, (3) von runden Gegenstinden und der Zeitein-
teil (4) von Menschen, (5) von linglichen Dingen (diese Zahlen werden z. B.
mittels des unserem Worte ,,Baum entsprechenden Wortes gebildet), (6) von Booten
und (7) von MaBen. Uberreste des Zihlens mit Stiick-Anzahlen wurden noch in
Altgriechenland beobachtet. So erdrterte ARISTOTELES in seiner ,,Metaphysik*
die Frage, ob die Einheiten in einer Zahl alle untereinander gleich seien und ob sie
in verschiedenen Zahlen gleich oder verschieden sind. Noch DIOPHANT (3. Jahr-
hundert u. Z.) setzte hinter jede Ziffer, die er schrieb, ein M — den ersten Buch-
staben des Wortes povag (Einheit) — er sah also noch jede Zahl als eine gewisse
Anzahl von untereinander gleichen Einheiten an.

Unter dem EinfluB des Handels begann eine Zahlenreihe alle anderen zu ver-
dréngen. Es war diejenige, die zur Zihlung des Geldes diente (das in der ersten
Zeit in Muscheln, Vieh o. dgl. bestand). Bei den Joruba (Negerstamm in Zentral-
Afrika) haben heute noch die Zahlworter — wie ein Forscher berichtete — zweierlei
Bedeutung, erstens als reine Zahlen und zweitens als Stiick-Anzahlen von ,Kauri‘
(Muscheln), die bei den Joruba die Rolle des Geldes spielen. So entstanden im Laufe
der Zeit universelle Zahlen, d. h. Zahlen, mit deren Hilfe man beliebige Dinge zihlen
konnte.

Die Stiick-Anzahlen bilden die Urtypen unserer Zahlen, allerdings nur der Zahlen
mit individueller Bezeichnung. Hatte man z. B. spezielle Bezeichnungen fiir Gruppen
von zehn oder zwanzig Gegenstinden einer gewissen Art oder rechnete men in
Dutzenden, so konnten auf die oben beschriebene Weise keine algorithmischen Be-
zeichnungen fiir Zahlen wie 17 oder 19 entstehen. Wenn iibrigens alle Zahlen nach
dem besc.hnebenen Schema. aus Stiick-Anzahlen tstanden wiren, so hitten sie

als unter der nicht verbund Begriffe bestanden, und die
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anzahlmiBigen Beziehungen zwischen ihnen wiren vollig unbekannt geblieben. Wir
werden zeigen, daB die algorithmischen Zahlwérter dadurch aus den individuellen
Zahlwértern entstanden sind, daB an den Zahlen mit individuellen Bezeichnungen
gewisse Operationen ausgefithrt wurden.

Beim Studium der Sprache der Klamathen (Indi it in Nordamerika) und
der Sprachen gewisser Stimme Britisch-Columbias zeigte sich, daB diese beim
Zihlen spezielle Verben — von den Forschern klassifizierende Verben genannt —

tzten, die eine bestimmte Art der Verteilung bezeichneten. Wurden die Rech-
nungen an einer festen Gruppe von nur zehn Gegenstinden durchgefiihrt, so wur-
den die Zahlworter nicht von diesen Verben begleitet. Diese Tatsache erklirten
die Forscher als eine B: derheit des Rech der Indianer. Wollten die Indianer
aber mehr als zehn G tind iihlen, so bildeten sie auf der Erde zu-
néichst einen Haufen oder eine Reihe aus zehn dieser G tinde und b
dann mit dem elften Gegenstand einen neuen Haufen oder eine neue Reihe. Die
klassifizierenden Verben begleiteten auch nicht die Zahlwiirter, die ganze Zehner be-
zeichneten, sie dienten v-wlmehr nur dazu, die Zahl i zwei g n

d So muBten die I um das Vorhand in von 26 G tind

auszudriicken, sagen: ,zu zweimal zehn Frﬁchten (oder a.nderen Gegensténden)
fiige ich sechs hinzu“. Somit entstanden dort die algorith
tatsiichlich als Resultat gewlsser Operationen an individuellen Anzahlen Diese
Operati waren anf: gs arithmetischer Natur, sondern rein motorisch.
Spuren davon erhielten .smh in vielen Sprachen. So werden in der russischen Sprache
die Zahlen von 11 bis 19 gesprochen als die entsprechende Zahl ,,auf zehn («a-
IeCATHY): NBA-HA-NECATH (zusammengezogen zu ABEeHANNATH, zwei-auf-zehn =
zwolf), DATb-HA-HECATDH (zusammengezogen zu OATHAAUATD, fiinf-auf-zehn = fiinf-
zehn) usw. Hier muB die Partikel «ma» (auf) jedenfalls im Sinne von «mopomxuTh HaY
(legen zu) verstanden werden.?)

Eine gute Illustration des Zihlens mittels bestimmter Anord von Dingen
bilden die Zahlzeichen der Azteken aus dem 15. und 16. Jahrhundert. Diese be-
zeichneten durch : :|. die Zahl 6, durch : : |- - die Zahl 7 usw. Offensichtlich be-
stand bei ihnen die grundlegende Gruppe aus fiinf Gegenstinden. Im Schriftbild
trennte ein Strich eine solche Gruppe von den anderen. Der Strich selbst hatte
keine ziffernmiiBige Bedeutung.

Spiter ging der unmittelbar motorische Charakter der Operationen mehr und
mehr verloren, und ihre arithmetische Bedeut trat klar in den Vordergrund.
So erscheint z. B. in den finnisch-ugrischen Spmohen die Zahl 8 als Differenz aus
10 und 2. Die Zahl 8 wird in diesen Spmohen als ,,zwei, zehn*, die Zahl 80 als ,,zwei,
hundert* und die Zahl 800 als ,,zwei, zehn, hundert* gesprochen (hier bedeutet
s»»zehn, hundert* die Zahl 1000).

In diesem Entwicklungsstadium ist die Zahlenreihe noch kei
Vielmehr stellen die Zahlen mit individueller Bezeichnung gemsserm&Ben Inse]n dar,
von denen aus die Zahlen mit algorithmischer Bezeichnung in verschiedenster Weise
gebildet werden. Eine bevorzugte Rolle spielte bei der Bildung der algorithmischen

1) Die Partikel «na» bat im Russischen auch die Bedeut: die das d he Wortchen ,,mal‘
bel der Multiplikation hat. Diese Bedeutung ist hier also offenbar nicht gemeint. — Anm.
d. wissenschaftl. Red.
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Bezeichnungen die Addition, jedoch waren in gleicher Weise auch Subtraktion
und Multiplikation beteiligt. So besitzen die schon erwiihnten Joruba folgendes
Bezeichnungssystem:

M=10+1,12=10+2 ..., 15=10 +35,
16=20—4, 17=20—3, ..., 19 =20—1.

Die Zahl 20 besitzt eine neue individuelle Bezeichnung, mit deren Hilfe die wei-
teren Zahlworter gebildet werden, und zwar werden bei ihrer Bildung sowohl
Addition als auch Subtraktion und Multiplikation benutzt. Die Zahl 70 er-
scheint bei ihnen als 20 - 4 — 10, die Zahl 190 als 20 - 10— 10 usw. Analoge Be-
zeichnungen finden sich auch in der lateinischen Sprache, in der z. B. die Zahl X VIIL
als ,,duo de viginti®, d. h. 2 von 20, gelesen wurde.

Die Zahlenreihe war in diesem Entwicklungsstadium aber nicht nur inhomogen,
sondern sie war auch endlich, wenngleich sie bei der allmihlichen Entwicklung des
Zahlbegriffs immer linger wurde. Dubei schoben sich die Worte ,,viel'* und ,,un-
abzihlbar, die anfangs die Zahlen 23 oder 10 bezeichneten, immer weiter hin-
aus, indem sie Zahlen =100, >1000 usw. bezeichneten.!) Der nichste Schritt
bestand dann darin, duB diese Worter, die urspriinglich eine unbestimmte Anzahl
b hneten, zu einer Bezeichnung der Zahlen 100 oder 1000 wurden — je nach der
Entwicklungsstufe des Bezeich des hetreffenden Volkes. So bedeutet ein
und dasselbe Wort auf der Insel Mengon die Zahl 3, auf den Fidschi-Inseln die
Zahl 100 und bei den Maori auf Neuseeland die Zahl 1000. Dies erklirt sich daraus,
daB die Maori und die Volker der genannten Inseln — obwohl sie uuf verschiedenen
Kulturstufen stehen — doch ungefihr dieselbe Sprache sprechen.

Die Reihe der natiirlichen Zahlen blieb noch eine lange Zeit hindurch endlich.
Aus dem Vorwort zur ,,Sandrechnung von ARCHIMEDES geht hervor, daB selbst
den Griechen des 3. Jahrhunderts v. u. Z. noch nicht bekannt war, wie man be-

1) Eines der kant: Beispiele solcher G hlen ist die Zahl 40, die in der russischen
Sprache achst zur Bezeich einer unb mten groBen Anzahl dlente Auf eine
soluhe Rolle dieser Zahl weist sowohl ihre individuelle B in der r h

als auch ihre als Uberrest erhaltene Anwendung bei der Bezeichnung unbestimmter groBer
Anzahlen von Dingen hin: copok copokop uepkseit (vierzig mal vierzig Kirchen), copox
©OPOKOB 4EPHEIX coGoaet (vierzig mal vierzig schwarze Zobel). Auf dieselbe Rolle der Zahl 40
weisen auch eine Reihe von religiosen Briuchen und Aberglauben hin, die mit ihr verbunden
sind; z. B. wurde der vierzigste Bar als der letzte im Leben des Jagers angesehen:
»Vierzig Baren nahm er auf den SpieB, beim einundvierzigsten versagte er.*
(N. A. NEKRASSOW

In spéterer Zeit, als die Zahl 40 langst aufgehort hatte, eine ,.Grenzzahl zu sein, spxelte sie
noch eine groBe Rolle im russischen MaBsystem: ein Pud enthielt vierzig Pfund, ein ,,Vier-
zigerfaB** vierzig Eimer usw.

Die Zahl 40 spielte auch bei vielen Volkern des nahen Ostens die Rolle einer ,,Grenzzahl*.
Dies fnnd = seine Widerspiegelung in dem berihmten armenischen Epos ,David

,Msn -Melik stxeg in eine Grube.
Da warf man vierzig Biiffelfelle auf ibn,
vierzig Miihlsteine warf man auf ihn .
Und das Epos schlieBt mit einem Gedanken an alle seine Helden:
»Vierzig mal-wollen wir uns im Guten an unsere groBen Urvater erinnern,
an Sanassar und seinen Bruder Bogdassar wollen wir uns erinnern,
und an Mger den Alteren wollen wir zuriickdenken.*
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liebig groBe Zahlen ausdriicken kann, z. B. ,,Zahlen, die groBer sind als die Anzahl
der Sandkornchen in einer Kugel, deren Radius gleich der Entfernung der Sonne
von einem Fixstern ist“. Das wesentliche Ziel des Werkes von ARCHIMEDES bestand
gerade in der Begriindung eines systematischen Verfahrens zur Konstruktion und
zur miindlichen Bezeichnung beliebig groBer Zahlen.

§ 2. Nicht-positionelle Bezeichnungssysteme

Als die Schrift entstand, vollzog sich die Entwicklung der Zahlzeichen etwa
folgendermaBen: Jede der Zahlen, die durch ein individuelles Zahlwort bezeichnet
wurde (sog. Knotenzahl), die also als individueller Begriff existierte, wurde als
Basis fiir ein gewisses Stellensystem beim Zihlen genommen. Als Basis des
ersten Systems nahm man die kleinste Zahl, die durch ein individuelles Zahlwort
bezeichnet wurde. Mit dieser Zahl wurde solange mittels Addition von Ein-
heiten, aber auch mittels Verdoppelung, Verdreifachung usw. gerechnet — kurz,
es wurden solange algorithmische Bezeichnungen gebildet, — bis man die zweite
Knotenzahl erreichte. Darauf wurde das zweite Stellensystem der Zihlung be-
gonnen, dessen Basis diese zweite Knotenzahl war. Die algorithmischen Zeichen
dieses zweiten Systems waren Kombinationen aus den ersten beiden Individual-
zeichen. Mit Hilfe derartiger Zahlzeichen gelangte man bis zur dritten Knotenzahl,
die als Basis des dritten Stellensystems diente usw.1)

Dieses Schema sah mitunter auch etwas anders aus: Die mittels einer Knotenzahl

bildeten elgorithmischen Zahlen reihten sich nicht nur nach oben an diese an,
sondern auch nach unten, indem zu ihrer Bildung neben der Addition auch die Sub-
traktion kleinerer Knotenzahlen benutzt wurde.

Eine Schreibweise, die nach dem ersten Schema gebildet wurde, besaBen die
Systeme vom Typ der dgyptischen Hieroglyphen (Tafel 1). Individuelle Zeichen

waren hier [| fiir die Zahl 1, [} fiir die Zahl 10, Q fiir die Zahl 100 und fiir die

Zahl 10002%), wobei das Symbol fiir die Zahl 1000 urspriinglich eine unbestimmte
Anzahl bezeichnete.

Diese Schreibweise spiegelt die Auffassung wider, daB jedes individuelle Zahl-
zeichen eine neue Individualitéit bezeichnet. Aus der Form der Zahlzeichen ist z. B.
nicht zu ersehen, daB jede nach.folgende Knotenzahl das Zehnfache der voran-
gehenden ist. Alle individuellen Z ichen haben absoluten Charakter; f} be-

1) Der Leser, der die CaxTorsche Theorie der transfiniten Ordinalzahlen kennt, bemerkt leicht
ichkeit zwischen dieser Bildungsmethode der Folge der natiirlichen Zahlen und dem
von CANTOR benutzten Verfahren. In der Tat gibt es auch bei CANTOR zwei Prinzipien zur
B:ldung von transfiniten Ordinalzahlen: 1. Bildung von Vlel.faohen \md Addition von Em-
heiten; 2. Einfihrung neuer Zahlen als G te der v Der Unti
ist nur der. daB in der Folge der natiirlichen Zahlen diese neue Zahl schon gegeben ist und
immer in endlich vielen Schritten erreicht werden kann, es ist einfach die folgende Knoten-

‘)Mun vermutet, daB die Hieroglyphe @ eine MaBleine darstellt, die in 100 Teile geteilt war
und daB die Hieroglyphe I die Bliite einer Lotosblume abbildet.
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zeichnet zehn Einer, aber auf keinen Fall zehn Zehner oder zehn Hunderter. Die
algorithmischen Zahlen erhilt man im igyptischen System vollig einheitlich mittels
einer einzigen arithmetischen Operation — der Addition. Beispielsweise wird
die Zahl 333 in diesem System durch QREAAAINI wiedergegeben.

Das dgyptische System ist noch deshalb von Interesse, weil dort die Zahl Zwei
eine besondere Rolle spielte. Sie diente wahrscheinlich urspriinglich als Basis des
Bezeichnungssystems. ,,Drei‘ war schon der Ausdruck einer unbestimmten Anzahl.
Dies ist daraus ersichtlich, daB die Agypter die Mehrzahl von gewissen Gegenstinden
oder Begriffen dadurch ausdriickten, daB sie unter die entsprechenden Hieroglyphen
drei Striche setzten.

Uberreste des dyadischen Systems spiegeln sich auch in der &gyptischen Multi-
plikationsmethode wider, die in Verdoppelungen und Additionen bestand. Wollten
die Agypter z. B. eine gewisse Zahl 7 mit 15 multiplizieren, so verfuhren sie (sche-
matisch dargestellt) folgendermaBen:

B 15=n(l+2+2+2P)=n-1+n-2+4+n-22+4n-2,

d. h., sie stellten den Multiplikator im dyadischen System dar und multiplizierten
daraufhin mit jedem Summanden der dyadischen Entwicklung einzeln. Spuren des
dyadischen Systems finden sich auch in der égyptischen Bruchrechnung, von der
spiter noch die Rede sein wird.

Systeme vom Typ der égyptischen Hieroglyphen sind das phénizische, das pal-
myrenische, das kretische und das griechisch-herodianische oder attische System
(8. Tafel 1).

Die attischen oder herodianischenl) Zahlzeichen entstanden, wie schon der Name
sagt, in Attika. Die dltesten Schriften in diesem System stammen aus dem 6. Jahr-
hundert v. u. Z. Das Zeichen fiir die Einheit ist hier, wie schou i dgyptischen
System, ein senkrechter Strich, mit dessen Hilfe die Zahlen bis 4 bezeichnet wurden,
Die Zahl 5 wurde durch das Symbol I, die Zahl 10 durch A, die Zahl 100 durch H,
die Zahl 1000 durch X und die Zahl 10000 durch M bezeichnet. Wie jetzt einwand-
frei festgestellt wurde (erstmalig machte schon WALLIS im 17. Jahrhundert hierauf
aufmerksam), sind diese Zeichen die Anfangsbuchstaben der entsprechenden Zahl-
worter. In der Tat heiBt fiinf auf griechisch #¢vte (in den attischen Gebieten diente
I als Bezeichnung des Buchstaben II, daher wurde dort TENTE geschrieben),
zehn heiBt AEKA, hundert heiBt HEKATON, tausend heiBt XIAIOI, und zehn-
tausend heiBt MYPIOI, Die Zahlen 50, 500, und 5000 schrieb man als Kombinationen
aus dem Zeichen fiir die Zahl 5 und den Zeichen fiir 10, 100 und 1000: [® = 50,
A = 500, [X = 5000. Alle iibrigen Zahlen wurden nach einem rein additiven Prinzip
geschrieben. So erschien die Zahl 325 als HHHAAT. Diese Schreibweise behauptete
sich in Attika bis in das 1. Jahrhundert u.Z., obwohl sie in den anderen grie-
chischen Lindern schon lange vorher durch das bequemere ionische Bezeichnungs-
system verdringt worden war.

Die zweite Art der Darstellung der natiirlichen Zahlen finden wir bei den rémischen
Zahlzeichen. Von ihnlichem Typ (Anwendung der Subtraktion) war, wie wir sahen,
auch das System der Joruba. Allerdings befanden sich die Rémer auf einer anderen

') HERODIAN war ein griechischer Geschichtsschreiber aus dem 2. bis 3. Jahrhundert u. Z.

Aus seinen Werken erhielt die westeuropai W haft die erste Kenntnis vom atti-
echen Bezeichnungssystem.
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Entwicklungsstufe als die Joruba. Das romische Bezeichnungssystem ist sehr alten
Ursprungs, wobei bekannt ist, daB friiher das Prinzip der Subtraktion in einem
noch breiteren MaBe angewandt wurde. So wurde z. B. die Zah! 8 durch ,,JIX* be-
zeichnet. Selbst die Form der ,,Ziffern entlehnten die Romer den friiheren
Einwohnern Italiens, den Etruskern. Die Zahl 10 wurde von den Etruskern durch
+ oder X bezeichnet, wobei die Rémer die zweite Form entlehnten. Die Zahl 5
schrieben die Etrusker \/ oder A — dies war die Hilfte des Zeichens fiir die Zahl
10. Die Zahl 50, die von den Etruskern § geschrieben wurde, wandelte sich an-
fangsin L, dannin ) und schlieBlich in L um. Das romische Zeichen ,,C* fiir die
Zahl 100 entwickelte sich aus dem etruskischen Zeichen @, welches sich anfangs in
® und schlieBlich in ,,C*‘ umwandelte usw.

Es ist interessant zu bemerken, daB die Rémer neben der Addition und Sub-
traktion noch ein originelles Prinzip der ,,Division* benutzten. So ist das Zeichen
fiir die Zahl 5.die Hilfte des Zeichens fiir die Zahl 10. Deutlicher tritt dieses Prinzip
in dem nichtpositionellen Zwanziger-System der Azteken hervor. Die Zahl 400 wird

dort durch é bezeichnet, 300 = é, 200 = a und 100 = 4 .
Den Positionssyst niher stelien schon die Bezeich ysteme mit multiplika-

tiver Schreibweise. Hierzu gehort das alte chinesische System, in welchem das multi-
plikative Prinzip bereits bei den Zehnern beginnt (Tafel 2), sowie das indische
System der Kharosthi-Ziffern (Tafel 2), in welchem das multiplikative Prinzip bei
den Hundertern anfiingt, u. a. Im alt-chinesischen System wurden die Zahlen 20
oder 30, schematisch dargestellt, als 2, 10 bzw. 3, 10 geschrieben usw. Die Zahlen
100, 1000 und 10000 besaBen individuelle Bezeichnungen. Die iibrigen zusammen-
gesetzten Zahlen wurden nach einem #hnlichen Schema wie die Vielfachen von 10
bezeichnet. So wurde die Zahl 333 schematisch als 3, 100, 3, 10, 3 geschrieben. In
der einheitlichen Bezeichnung der ganzen Zehner, Hunderter usw. kann man schon
eine erste Anniherung an ein Positionssystem erblicken. Dariiber wird ausfithrlicher
in dem Paragraphen, der den Ursprung der Positionssysteme behandelt, zu sprechen
sein. Wir weisen hier nur noch darauf hin, daB auch in unserer sprachlichen Be-
zeichnungsweise das multiplikative Prinzip eine groBe Rolle spielt (zwanzig =
zwei, — zehn; dreihundert = drei, — hundert usw.).

§ 3. Die alphabetischen Bezeichnungssysteme fiir die Zahlen

Die vollkommenste Art der nicht-positionellen Systeme stellen — abgesehen von
den Systemen mit multiplikativer Schreibweise — die Systeme dar, die zur Be-
zeichnung der Zahlen irgendein Alphabet benutzten. Als Beispiele hierfiir kénnen
des ionische (alt-griechische), das slawische (kyrillische und gla.gohtlsche,, das
hebriische, das arabische und auch das georgische und ar ngs-
system dienen.

Auch das #gyptisch-hieratische Bezeichnungssystem (s. Tafel 1) ist seiner Struktur
nach mit den alpha.betmchen Bezeichnungssystemen verwandt. Es bestand schon
2000 Jahre v. u. Z. neben dem hieroglyphischen System im alten Agypten. Ange-
wendet wurde es in Wirtschafteberichten und a,nderen oiﬁzlellen Dokumenten, aber
auch in mathematischen Papyri (die beiden #ltesten bel thematischen Pa-
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pyri, der Moskauer Papyrus und der Papyrus Rhind, sind im hieratischen System
geschrieben), wihrend die Hieroglyphen — wenn man sich so ausdriicken darf — in
,,Pa.ra.defhllen“ etwa fiir Aufschriften auf Denkmilern und Obelisken, benutzt
wurden. Die hieratische Schrift entstand aus den Hieroglyphen urspriinglich durch
Verkiirzung und Verschmel inzelner Zeichen, wie das bei jeder Schnellschrift
der Fall ist, wobei die Zahlen von 1 bis 9, welche in Hieroglyphen durch einfache
‘Wiederholung des Zeichens fiir die Zahl 1 bezelchnet wurden, besondere individuelle
Zeichen erhielten. Es traten hier also erstmalig spezielle Ziffern fiir die Zahlen der
ersten Dekade auf. Solche individuelle Zeichen bildeten sich auch fiir die ganzen
Zehner von 10 bis 90, fiir die ganzen Hunderter von 100 bis 900, fir die Tausender,
Zehntausender und Hunderttausend heraus.

Hierin unterscheidet sich also das hieratische Rechensystem pl‘lnzlpl“]] vom
hieroglyphischen. Auf die Bedeutung dieses neuen B gsprinzips
man etwa Ziffernprinzip nennen kann, wies 1911 der bedeutende russische Historiker
'W. W. BoBYNIN hin.?) Unlimgst stellte CH. BOYER in einer Tafel die Entwicklung
des Ziffernprinzips (in seiner Terminologie: ciphirisation) und des Positionsprinzips
zusammen. ,,Die Emfuhrung des Zlﬁernprmzlps durch die Agypter — schreibt
BoYER — ,,stellt einen entscheidenden Schritt in der Entwicklung des Zihlens dar,
und dieser Beitrag ist in seiner Tragweite dem Beitrag der Babylonier absolut
vergleichbar, die das Positionssystem einfithrten.“?) Wie bedeutend die Rolle
des Ziffernprinzips ist, wurde schon von BoBYNIN richtig gezeigt. Hingegen ist die
Behauptung BOYERS eine starke Ubertreibung. Ein Positionssystem hat — wie wir
sehen werden — gegeniiber einem System vom Typ des hieratischen unbestreitbare
Vorteile, selbst dann, wenn im betrachteten Positionssystem die Anzahl der Ziffern
Kklein ist, wie dies bei den Babyloniern der Fall war. Immerhin stellte das Ziffern-
prinzip einen bedeutenden Fortschritt etwa im Vergleich zum hieroglyphischen
Bezeichnungsprinzip dar. Wir werden noch ausfithrlicher auf seine Vorziige zu
sprechen kommen, wenn wir die Systeme mit alphabetischen Zahlzeichen betrachten.
Denselben Typus wie das s,gypt,xsch hieratische System hatte auch das alte sing-
halesische Rechensystem. Etwa im 8. Jahrhundert v. u. Z. breitete sich in Agypten
die demotische Schrift aus, die eine Variante der hieratischen Schrift ist. In der
griechisch-rémischen Epoche war sie in Agypten allgemein verbreitet.

Ein alphabetischeg System fiir die Zahlen war wahrscheinlich erstmalig in Griechen-
land in Gebrauch. Die &ltesten bekannten Inschriften, die in einem derartigen
System geschrieben -sind, stammen aus der Mitte des 5. Jahrhunderts v. u. Z. aus
Halikarnassos in Kleinasien. In allen alphabetischen Systemen werden die Zahlen
von 1 bis 9, die ganzen Zehner und die ganzen Hunderter durch individuelle Zeichen,
und zwar durch die aufeinanderfolgenden Buchstaben eines gewissen Alphabetes
bezeichnet (Tafel 3). Im griechischen und in den slawischen Bezeichnungssystemen
wurde iiber die Buchstaben, die Zahlen bezeichnen sollten, die also als Ziffern dlenten.
ein Strich gesetzt, damit man sie von den gewdhnlichen Buchstaben unter
konnte. Alle Zahlen bis 999 wurden mittels des Additionsprinzips als Kombinationen
der siebenundzwanzig individuellen Zeichen geschrieben. Da es im gewéhnlichen
griechischen Alphabet nur 24 Buchstaben gab, wurden noch drei slte Buchstaben

)B. B. Bo6unnn, OrsuB o counnesuax H. M. By6uosa, (W. W. BopYNIN, Bemerkungen
zu den Werken N M. Bmmows), 8t. Petersburg 1911

%) Cu. Bover, Fundamental Steps in the Develop of N tion, Isis, 1944. Nr. 100,
Band 35, 8. 158.
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als Zahlzeichen verwandt: e (Digamma) fiir die Zahl 6, § (Koppa) fiir die Zahl 90
und 3 (Sampi) fiir die Zahl 900 (siehe erste Spalte der Tafel 3).
Die Zahl 444 wurde also im griechischen Bezeichnungssystem als o8 geschrieben.
Im romischen System hitte sie die Form CDXLIV und im attischen die Form
HHHHAAAAII gehabt.

Schon dieses Beispiel zeigt den unbestreitbaren Vorteil der alphabetischen Be-
zeichnungssysteme. DaB sie tajsichlich einen neuen, hoheren Typ da.rstellen, be-
weist auch der Lauf der gesehlchthchen Entwwklung Nachdem in den gr
Handelskolonien die ioni ai war, breitete sie sich auch
rasch in Attika aus. Dort verdringte sie . die gewelhte Tradition des herodianischen
Systems, so daB das ionische System auch bald von denjenigen Gebieten befiirwortet
wurde, die lange Zeit hindurch in offiziellen Dokumenten nur die Anwendung des
herodianischen Systems gestattet hatten.

Wir sehen hierin eine weitere Bestiatigung der 1 arxistischen These von der Ent-
wicklung im Kampf der Gegensiitze, von der Uniiberwindlichkeit des Neuen. Un-
geachtet aller Hindernisse, entgegen der Kraft der Tradition iiberwand das alpha-
betische System das herodianische und bre:tete sich in Attika immer weiter aus.
Nachdem es unter PTOLEMAUS in Alexandrien {iblich geworden war, verdringte es
das herodianische System giinzlich.

Eine Reihe von Historikern der Mathematik, u. a. M. CANTOR und G. HANKEL,

nehmen sogar an, dle a]phabeusche ich ise der Zahlen stelle im Ver-
gleich zur attisch einen Ruckschntt dar. Hieraus zogen sie die
SchluBfolgerung, daﬂ die Griechen, denen im al ein bedeutender Platz in

der Entwicklung der europiischen Kultur zukommt, fir die Vervollkommnung des
Bezeichnungssystems durchaus nichts geleistet hitten. Diese Answht ist indes
vollig haltlos. Die Forderungen, die ein beq B hnungssystem erfiillen
muB, sind némlich folgende: 1.) Die Zahlen miissen sich schnell und bequem schreiben
lassen; 2.) Mit den in diesem System geschriebenen Zahlen mu8 méglichst miihe-
los gerechnet werden kénnen; 3.) Das System- muB leicht erlernbar sein; 4.) Es muB
prinzipiell méglich sein, beliebig groBe Zahlen in diesem System zu schreiben. Wir
sahen, daB das ionische System die erste Forderung erfiillte, speziell ist das Schrift-

bild der Zahlen im ionischen System tlich kiirzer als im attischen System.
Unm f llen, ob Rech im ionisch Syst.em miihsam sind, eignete sich
der fr ische Mathematik-Historiker P. TANNERY im Jahre 1882 die ionische

Bezeichnungsweise an und fiihrte mit ihrer Hilfe die Rechnungen durch, die in der
,,Krelsmessung des ARCHIMEDES unumginglich sind. Er gewann dabei die Uber-

daB im ionischen System praktische Vorteile verborgen liegen, von welchen
man friher kaum etwas vermuten konnte. Er stellte ferner fest, daB in diesem
System die Rechenoperationen nicht viel linger sind als unsere nach modernen
Rechenschemata ausgefithrten. Dieser Meinung P. TANNERYS schlieBt sich auch
T. CHiss an. In der oben erwihnten Arbeit entwickelt BoYER hi den Ge-
danken, daB die leichte Ausfithrbarkeit der Rechnungen weniger eine Folge des
Positionsprinzips als des benutzten Rechenschemas ist. Fiir nicht zu groBe Zahlen
ist das im gewissen Sinne richtig. Es ist jedoch zu bemerken, daB die modernen
Multiplikations- und Divisionsschemata selbst auf dem Positionsprinzip der Zahl-
darstellung beruhen, d. h., dabei wird in irgendeiner Form dasselbe Positionsprinzip
benutzt wie auch in unserer Bezeichnung.
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Auch die Tatsache, daB sich die Griechen an Stelle unserer 10 Ziffern 27 Zeichen
zu merken hatten, kann nicht als wesentlicher Mangel des alphabetischen Systems
gelten, da erstens diese Einprigung nur einmal vorgenommen werden muBte und

fir die Zahlen keine tlich neuen Zeich emgefuhrt wurden. Ihre
Bezeichnungen priigten sich zusammen mit dem Alphabet ein.

Gegen die alphabetischen Systeme erhob M. CANTOR noch den folgenden Einwand :
Im Dezimal-System folgt aus 2 43 =5 sofort, daB auch 20 + 30 =50 ist.
Hingegen ist etwa im ionischen System nicht zu sehen, daB aus § + ¢ = & sofort
% - A = # folgt. Daraus ergibt sich nach seiner Meinung, da8 die Griechen sich viel
mehr Sonderfiille der Addition und Multiplikation zu merken hatten als wir. Hierzu
ist zu bemerken, daB der ProzeB des Zihlens sich ja nicht nur auf Zeichen, sondern
auch auf Worte erstreckt.!) Wenn wir z. B. das Einmaleins lernen, priigen wir uns
nicht ein, daB das Zeichen ,,2*, verbunden durch das Zeichen fiir die Multiplikation
mit dem Zeichen ,,3*, das Zeichen ,,6* ergibt, sondern wir lernen diese Operation in
Worten: ,,zwei mal drei ist sechs”, was wir notfalls in Zeichen iibersetzen kénnen.
Nun war aber bei den Griechen die miindliche Bezelchnung der Zahlen auch nicht
schwieriger als die unsnge, deshalb konnten sie infach wie wir aus ,,zwei
mal drei gleich sechs auf ,,zwanzig mal dreiBig gleich sechshundert‘ schlieBen.

Fir verhiltnismiBig kleine Zahlen war also das alphabetische System sowohl
hinsichtlich der Schreibweise der Zahlen als auch hinsichtlich des Rech einem
Positionssystem so gut wie gleichwertig. Hingegen konnte man in einem alpha-
betischen System hinreichend groBe Zahlen zuniichst nicht niederschreiben. Zu
diesem Zweck wurde zu den bisher geschilderten Bezeichnungsprinzipien ein neues
Prinzip hinzugefiigt.

Die Versuche, in einem alphabetischen System auch Zahlen zu schreiben, die
groBer als 1000 sind, fithrten zu Bezelchnungen, die man a.ls Keune eines Positions-

systems ansehen kann. So verwandt.e man in Griech d zur Bezeich der
T der dieselben B gen wie fiir die Einer, nur daB man zur Unter-
scheidung links unten einen kleinen Strich heransetzte (s. Tafel 3):

&a=1, 2=1000, ..., 6 =9, § =9000

Mit Hilfe der Buchstaben, die links unten mit einem Strich versehen waren, konnten

L
die Grieche’n alle Zahlen bis 9999 ausdriicken. Die Zahl 10000 wurde durch M be-
zeichnet; M bedeutete 20000 usw. Hierbei wurde also achon das Multiplikations-

2
prinzip benutzt. An Stelle von M schrieb man auch ™ oder Mf. Im prsten Falle
setzte man auch héufig fiir das M einfach einen Punkt hinter den entsprechenden
Buchstaben; dann wurde z. B. die Zahl 43458 folgendermaBen geschrieben: d.,yv»).
Diese letzte Schreibweise, die u. a. von DIOPHANT benutzt wurde, kam einem Po-
sitionsprinzip am néchsten.

Die groBte Zahl, die man mit Hilfe des ionischen Systems ausdriicken konnte,
war 108 — 1. Wenngleich es den Anschein hat, als ob mit der alphabetischen Schreib-
weise schon der Gedanke aufgekommen ist, den Wert einer Ziffer nicht nur durch
ihre Form, sondern auch durch ihre Stellung im Schriftbild einer Zahl auszudriicken,
o stellen doch die alphabetischen Systeme nicht den Anfang der Positionssysteme

WM. f. Burogoxnil, Apupnernxa u anreGpa B npepnen unpe, (M. J. WyaoDski, Arithmetik
und Algebra im Altertnm), Moskau-Leningrad 1941, Beite 184.
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dar. Nur die beiden groSSten Mathematiker des Altertums, ARCHIMEDES (287—212)
und APOLLONTUS (265 *—170), kamen dem eigentlichen Sinn eines Positionssystems
recht nahe. So stellle ARCHIMEDES in seiner ,,Sandrechnung® eine Zihlung in
,,Oktaven‘* auf. Alle Zahlen von 1 bis 108—1 wurden in der ersten Oktave vereinigt.
Die Zahl 108 wurde als neue Zahleinheit genommen. Die Zahlen von 10° bis 10'¢—1
bildeten dann die zweite Oktave usw. Dabei wurden die Zahlen der zweiten, dritten
und folgenden Oktaven genauso wie die Zahlen der ersten Oktave bezeichnet.
Eine dhnliche Gruppierung gab APOLLONIUS in seinem ,,Schnellzéhler, der uns
bedauerlicherweise nicht erhalten geblieben ist. Er benutzte an Stelle der Oktaven
Quarten (10%). Alle Zahlen von 1 bis 10%—1 wurden in der ersten Quarte ver-
einigt; die Zahlen von 10* bis 108—1 bildeten die zweite Quarte usw.?).

Dennoch gelangte weder ARCHIMEDES noch APOLLONIUS zu einer einheitlichen
positionsméBigen Bezeichnung aller Zahlen mit Hilfe von zehn Zeichen (etwa der
ersten zehn Buchstaben des Alphabets) und noch weniger zur Einfithrung der Null.

Dieser Umstand 148t sich— wie auch M. J. WYGODSKI erwihnt — dadurch erkliren,
daB das ,jionische Bezeichnungssystem innerhalb des Zahlbereiches, in welchem die
griechischen Mathematiker zu operieren hatten, den Anforderungen der Praxis
vollstiindig geniigte“.?) Aus diesem Grunde énderten die Griechen ihr Be-
zeichnungssystem fiir die ganzen Zahlen auch dann noch nicht ab, als sie schon
ihre Briiche mit Hilfe des von den Babyloniern iibernommenen Sexagesimal-
systems bezeichneten, wobei auch fiir die Zahl Null ein Zeichen benutzt wurde.
Man kann dies auch so erkliren, daB das Positionssystem, welches bekanntlich
schon lange vor MAXIMUS PLANUDES (13. Jahrhundert) in Byzanz aufgestellt worden
war, dort noch nicht geniigend Verbreitung gefunden hatte und die alphabetische
Bezeichnung allgemein gebriuchlich blieb.

Spuren der alphabetischen Bezeichnung der Zahlen er sich bis in die Gegen-
wart. Wir numerieren héufig mit Hilfe des Alphabets die ,,Punkte eines Vor-
trages, einer Resolution usw., dhnlich wie damals die vierundzwanzig Lieder der
»Iliade* durchnumeriert wurden. Jedoch wird bei uns diese alphabetische Be-
zeichnung nur fiir die Ordinalzablen benutzt. Die Grund- oder Kardinalzahlen
werden grundsitzlich nicht durch Buchstaben bezeichnet. Erst recht operieren
wir nicht mit Zahlen, die im alphabetischen System geschrieben sind.

Auch im alten RuBland wurden die Zahlen mit Hilfe des Alphabets bezeichnet.
Die Bezeichnung mittels der slawischen Alphabete kam etwa im 10. Jahrhundert
u. Z. auf. Die Einfilhrung einer solchen Bezeichnung wird bereits dem Be-
griinder des slawischen Alphabets, KYRILLUS (gestorben 869), zugeschrieben. Dieses
Bezeichnungssystem der Zahlen war nach dem Muster des ionischen Systems auf-
gebaut, wie es ehemals bei den Byzantinern in Gebrauch war. Insbesondere dienten
nur jene Buchstaben des kyrillischen Alphabets als Zahlzeichen, die einem gewissen
Buchstaben des griechischen Alphabets entsprachen. So bezeichnete z. B. der zweite
Buchstabe des kyrillischen Alphabets, ,,Buki” ( | ), keine Zahl (s. Tafel 3). Die
Zahl 2 wurde durch den Buchstaben ,,Wedi* ( 4 ) bezeichnet, der dem Buchstaben

hielt

1) Ein.ahnliches Prinzip wird auch in dem von APoLLoNIUS eingefiihrten Multiplikations-
h g det, das heuti; vollig analog ist. Die Multiplikation zweier
Zahlen, die ein Vielfaches von zehn oder hundert sind, wurde dort so ausgefihrt, daB man
sie auf die Multiplikation ihrer ,,Wurzeln*, d. h. auf die Multiplikation der Zahlen zurack-
fiihrte, die die Anzahl der Zehner oder Hunderter in ihnen ausdriicken.
%) Vgl. Anmerkung 1 auf 8. 25: loc. cit. 8. 192.
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des griechischen Alphabets entsprach, wihrend ,,Buki‘ kein Urbild im griechischen
Alphabet hatte. Der Buchstabe ,,Fita* (), der im kyrillischen Alphabet an vor-
letzter Stelle stand, bezeichnete die Zahl 9, weil er niémlich dem griechischen Buch-
staben 6 entsprach, der im ionischen System die Zahl 9 bezeichnete. Bei dem zweiten
slawischen Alphabet, das zur Bezeichnung der Zahlen verwendet wurde — dem
glagolitischen Alphabet —, finden wir diese Besonderheit nicht.!) Hier wurden die
Zahlen in streng alphabetischer Reihenfolge bezeichnet. In beiden Systemen wurden
im Text die Buchstaben oder Buchstabenverbindungen, die Zahlen bezeichnen
sollten, durch ein dariiber gesetztes wa (Abkiirzungszeichen in derslawischen Kirchen-
schrift) kenntlich ht. In den west opiischen Lindern wurden wahrend
dieser Zeit und auch spéter ausschlieBlich die rémischen Zahlzeichen benutzt, die
einem pnmmveren Bezeichnungssystem entsprechen.

Zur Bezeichnung der T: der wurden im kyrillischen System dieselben Buch-
staben benutzt wne fiir die Einer, nur setzte man lmks unten an sie das Zeichen #.

In den slawischen Sprachen bildeten sich zwei Syst bei der B der
héheren Dezimalordnungen heraus: die Benennung als kleine Zahl, die bis 108
reichte, und die Benennung als groBe Zahl oder als groBe slawische Zahl, die Zahlen
bis 104 oder 10*° bzw. - sogar bis 10% erfaBte (,,mehr als der menschliche Verstand
fassen kann“) Dabei bezeichneten ein und dieselben Worter in beiden Systemen
ver hl So bedeutete eine ,,U: ge” im kleinen System die Zahl
10000, hmgegen im groBen Syster: eine Million. Eine ,,Legion’ war im ersten
System gleioh 10 Unmengen, also 100000, im zweiten eine Unmenge Unmengen,
also 10'%; eine ,,Leoder“ bestand im ersten System aus 10 Legionen, war also eine
Million, d&gegen im groBen System aus einer Legion Legxoneu (10“) Die weitere
Ziéhlung ging iiber zehn, hundert usw. Leoder bis zu hund d U
Legionen Leoder (1047). Als néchste Einheit diente eine Leoder Leoder (10%9), “die
auch , Krahe genannt wurde. Die Zahl 10%° nannte man mitunter ,,Spiel®.

Aus einer handschriftlichen Grammatik aus dem 17. Jahrhundert sind uns auch
die alten Zifferr fiir die Einheiten hoherer Ordnung, die ,,groBen slowenischen
Ziffern“, bekannt. Waren die Buchstaben des Alpha.bets die die Zahlen vonm

hnet,

1 bis 9 bezelchneten, mit einem Kreis O geben, so i sie die ent-
sprechende Anzahl von Unmengen, entsprechend dlente ein Kreis aus Punkten ()
zur K ichnung von Legi und ein Kreis aus Strichen 0 zur Bezeichnung
von Leoder. Das Zexchen m diente zur Bezeichnung einer Kriihe und das Zeichen T
zur Bezeichnung eines Spiels. %)

Zweifelsohne sind die belden Bezeichnungssysteme, die uns aus Hs.ndsohnften
des 17. Jahrhunderts bekannt sind, bedeutend friiher entstanden. In den r 1
muthemutmohen Handschriften des 17. Jahrhunderts wurde, nachdem das alpha-
betisch ystem verdriingt war, bereits unser heutiges verwendet. Mit
dem alphabetischen Bezelohnungssystem verschwanden auch die oben angegebenen
Namen fiir die héheren Dezimalordnungen.

1) Das glagolitische Alphabet ist eines der slawischen Alphabete. Seine Herkunft ist bis heute
noch nicht vollstandig geklirt. Man kann annehmen, daB du ghgoht:sohe Alphabet ein

Vorlaufer des kyrillischen ist. Uber frithere sl ist nichts Zu.
verlassiges bekannt.

%) B. B. Bo6uunH, Oueprn P ¢ TeMa' X B Poconn
(W.W. Bonrm, Skizzen zur Entwicklungsgeschichte der physikalisch-math isch

Wissenschaften in RuBland), 1. Aufl., Moskau 1886, Seite 45—47.
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Auch in Westeuropa besaBen die Zahlworter lange Zeit hindurch eine doppelte
Bedeutung, die davon abhiingig war, in welchem System man die Zahlen be-
trachtete. Das Wort ,Million‘* z. B. wurde zuerst im 14. Jahrhundert in Italien
zur Bezeichnung der ,,groBen Tausend*, das ist 10002, eingefithrt. Urspriinglich
diente es wahrscheinlich zur Bezeichnung eines konkreten MaBes von Fissern
mit Gold. Im 15.und 16. Jahrhundert breitete sich dieses Wort auch in den
anderen europiischen Lindern aus. Der franzosische Mathematiker NicoLas
CHUQUET fiihrte um 1500 die Worte ,,Billion*, ,,Trillion*, ,,Quadrillion, ...,
,»Nonillion als Benennung fiir die Potenzen der Million: 10000002, 10000003,
10000004, . .., 1000000° ein. In Frankreich wurden daneben die Zahlen ungefihr
in der Mitte des 17. Jahrhunderts in Perioden zu je drei Ziffern geteilt. Dabei
erhielt das Wort ,,Billion‘ die Bedeutung von 10° an Stelle von 10000002 = 102
frither. Die Worte ,,Trillion®, Qua,dnlhon“ usw. bedeuteten entsprechend 102
10'5, .... Jedoch bezeichnen in England, Deutschland und anderen nord-,
europiischen Lindern auch heute noch diese Worte die Zahlen 1012, 1018, 1024, . . ..

§ 4. Stellen- oder Positionssysteme

Das #lteste uns bek Bezeichnungssystem, das nach dem Stellen- oder Positions-

prinzip aufgebaut war, ist das Sexs,geslma.lsystem des alten Babylonien, welches

annihernd 2000 Jahre v. u. Z.aufkam. Die Babylonier schrieben alle Zahlen mit

Zahlwert 1 und einem ,,Winkelhaken* ¢, mit

W dem Zahlwert 10. Die Zahlen bis 60 wurden als

5 Folgen aus diesen beiden Zeichen geschrieben,

@adefw dem sich z. B. auch das iigyptische Bezeichnungs-

w system aufbaute. Die Zahl 32 besaB dement-
sprechend folgende Darstellung: {{ (Y.

WOdepm %S‘w’e’. rechts, wobei stets zuerst die Zehner und da-

hinter die Einer gesetzt wurden. Waren in einer

Zahl mindestens vier Einer oder Zehner ent-

Hilfe zweier Zeichen, einem ,,Keil* 'mlt dem
oder
v R
und zwar nach demselben additiven Prinzip, auf
Geschrieben wurden die Zahlen von links nach
<<< 4/ é halten, so verband man die entsprechenden
<< Zeichen zu einer zusammenhiingenden Gruppe
50

(Abb. 2).
Dle Za.hl 60 wu.rde wiederum durch das
Abb. 2 Z sie bildete also eine Ein-
heit hoherer Ordmmg Fur die Zahlen von
60 bis 3600—1, die Vielfache von 60 sind, wurden dieselb wie

fir die Zahlen von 1 bis 69 benutzt, wobei jetzt jedes emzelne Zeichen den
sechzigfachen Wert hatte. Also wurde z. B. die Zahl 82 folgendermaBen ge-
schrieben: J{ (V.

Diese Zeichenverbindung konnte aber auch 12 % 2 oder 82 - 60, allgemein 82 - 601*,
bedeuten. Daritber hinaus bezeichnete sie aber auch die Zahl 602 + 22, allgemein
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jede Zahl der Form 60+* 4 22 - 60+ usw. Die Positionsschreibweise im Sexagesimal-
system hatte also keinen absoluten Churakter Der wirkliche Wert einer
geschriebenen Zahl muBte aus dem Z; den. Dieser
nicht-absolute Charakter der Schreibweise ist durch das Fehlen eines Zeichens far
die Null bedingt.

Das Fehlen der Null war in den Anfingen der Entwicklung des Sexagesimal-
systems, als man nur mit verhéltnismiBig kleinen Zahlen zu operieren hatte, sicher
nicht so fithlbar, wie es uns heute anmutet. Man uberlegt sich leicht, daB zur ein-
deutigen Darstellung der Zahlen von 1 bis 3600 im babylomschen Za.hlsyatem die
Null nur 59mal erforderlich wire. In unserem heutigen Di
wir zum gleichen Zweck die Null 917mal. Rechnet man jedoch “mit Zahlen,
groBer als 3600 sind, so wiichst im babylonischen System das Bediirfnis nach der
Null erheblich. Daher ist es nicht verwunderlich, daB sich in spidteren Texten,
in welchen die Babylonier auf Grund der Anforderungen der Praxis — vor allem
der Astronomie — schon mit bedeutend gréBeren Zahlen operierten, Trennungs-
zeichen % finden. Diese dienten zur Kennzeichnung der Liicken in der sexa-
gesimalen Entwicklung der betrwhteten Zahl 1) Der absolute Wert der Zahl muBte
indes immer noch dem Z werden, da Trennungszeichen
niemals am Ende einer geschriebenen Zahl verwendet wurden.

Das Ziffernsystem der Babylonier unterscheidet sich also von unserem heutigen
dezimalen Positionssystem (wenn wir einmal vom Unterschied der Basen 60 bzw.
10 absehen) in den beiden folgenden Punkten:

1.) Bei den Babyloniern war das Positionsprinzip nicht vollkommen ausgebaut.

2.) Die Positionsschreibweise der Babylonier hatte wegen des Fehlens der Null

keinen absoluten Charakter.

Das Sexagesimalsystem der Babylonier spielte in der Mathematik und in der
Astronomie eine groSe Rolle. Spuren dieses Systems lassen sich bis in unsere
Zeit verfolgen. So teilen wir noch heute die Stunde in 60 Minuten, die Minute in
60 Sekunden usw. Ebenso teilen wir — wie ehemals die Babylonier — den Kreis
in 360 Grade.

Die Frage nach der Herkunft dieses ersten Positionssystems hat viele Jahre hin-
durch das Interesse der Wlssenscha.ftler erregt. Es gibt eine ganze Reihe einander
widersprechender Hyp. , die das Aufl dieses Systems erkliren wollen.

So nehm M. CANTOR anfanghch an, daB die Sumerer (Urbewohner des Euphrat-
tals) das Jahr in 360 Tage und Néchte teilten und daher das Sexagesimalsystem
astronomischen Ursprungs sei. Nun ist aber in allen uns erhalten gebliebenen
Texten aus dem alten Babylonien nur von Sonnenjahren zu 365 Tagen und Mond-
jahren zu 354 oder 355 Tagen die Rede. Diese Tatsache wie auch andere Bemerkungen
der Kritiker veranlaBten CANTOR, seine Hypothese spiter zuriickzunehmen.

Nach einer Hypothese von G. KEWrTscH lebten im Euphrattal zwei Volker,
von denen das eine ein Dezimalsystem, das andere ein System mit der Basis 6
besaB (die Basis 6 leitet KEWITSCH aus der Fingerrechnung ab, wobei er annimmt,
daB die geballte Faust die Zahl 6 bezeichnet). Durch Verschmelzung beider Syst:
soll dann die ,,KompromiB“-Basis 60 entstanden sein. Oder nach E. LOFFLER:

»Durch ihre Veranlagung zur Spekulation beschiftigten sich die sumerischen

1) Die llteaten bahnnte: Tex}e, in denen du Tzrennunglmwhen verwendet wurde, stammen
aus (6 u. Z.)
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Priester schon in einer sehr frithen Zeit mit Zahlenspielen. Dabei bemerkten sie,
daB unter allen Zahlen unterhalb 100 die Zahl 60 die groSte Anzahl von kleinen
Teilern, wie 2, 3, 4, 5, 6, besitzt. Diese Entdeckung regte sie dazu an, fiir wissen-
schaftliche Zwecke ein System mit der Basis 60 zu schaffen.”?)

Alle diese Hypothesen sind vollig unhistorisch, man konnte ihre Anzahl nach
Belieben vermehren?). Die zuletzt genannte Hypothese ist sogar antihistorisch,
da die Zahlensysteme niemals und nirgends — weder von Gelehrten noch von
irgendeiner anderen Klasse und erst recht nicht von Priestern — , fiir wissenschaft-
liche Zwecke* geschaffen worden sind. Die Zahlensysteme sind stets das Resultat
einer langwierigen historischen Entwicklung gewesen, das Resultat des Schaffens
einiger oder aller Volker.

Glaubwiirdiger ist eine von O. NEUGEBAUER?) im Jahre 1927 dargelegte Hypothese
iiber die Herkunft der Basis 60 und des babylonischen Positionssystems. lhr liegen
u. a. folgende wesentliche Fakten zugrunde:

1.) Im vierten Jahrtausend v.u.Z:hatten die Sumerer ein nicht-positionelles
Dezimalsystem mit individuellen Bezeichnungen fiir die Zahlen 1, 10 und 100.
Dabei bedeutete das Wort fiir die Zahl 100 (,;meu”) gleichzeitig eine unbestimmte
Anzahl. In dieser Beziehung hatten also die Sumerer ungefiihr dasselbe Bezeichnungs-

system wie zur gleichen Zeit die Agypter, nur war es noch duBerst unentwickelt.
1

Daneben hatten die Sumerer Individualbezeichnungen fiir die Briiche 3 % und ; .

2.) In der letzten, dem Auftreten der mathematischen Texte vorangehenden Bliite-
zeit der sumerischen Kultur trat eine neue individuelle Zahl auf: 60. Sie wurde
durch dasselbe Zeichen wie die Zahl 1 bezeichnet, aber mit einem deutlich gréBeren
Zahlzeichen als die gewdhnlichen Einheiten. In dieser Entwicklungsperiode wurde
das Ziffernsystem sexagesimal, obwohl sich in ihm noch ein individuelles Zeichen
fiir die Zahl 100 findet. Hingegen war das System noch deutlich nicht-positionell.
Dieses System besaB eine dem igyptischen Hieroglyphensystem analoge Struktur,
nur waren in Agypten 1, 10 und 100 Knotenzahlen, wihrend es in Babylonien 1, 10
und 60 waren. Natiirlich gab es noch keine Trennungszeichen; sie waren ja auch
noch nicht nétig, da die Knotenzahlen absolute Bezeichnungen besaBen.

3.) Im folgenden wird die Zahl 60 durch dasselbe Zeichen bezeichnet wie die Zahl 1
und das einheitliche Bezeichnungsprinzip auch auf die Briiche ausgedehnt. Jedoch
erhielten sich noch lange Zeit hindurch die individuellen Bezeichnungen fiir

die Briiche % , -:1; ,und ; .
Zur Erklirung dieser Fakten betrachtet NECGEBAUER das babylonische MaB-

system. Insbesondere wendet er seine Aufmerksamkeit den GewichtsmaBen zu,
da diese hier — wie fast iiberall — die Grundlage fiir das Geldwesen bildeten.

NE. Jleddaep, Linppu n undpoprie cicremsl KyJbTYPHEIX HAPOJOB B APEBHOCTH ¥ B HOBOE
ppema, (E. LOFFLER, Ziffern und Ziffernsysteme der Kulturvélker im Altertum und in der
Neuzeit), Odessa 1913, Seite 33.( Vgl. auch Archiv Math. Phys. 17 (1911), S. 135. Anm.

g&‘\tg aftl. Red.)

che d erkung von I. J. TimTscEENKO in @. Kanskops, Mcropua anementapuoit

M ami3 F. Cajori, A History of Mathematics, 2. Aufl., New York 1938), Odessa 1918,
3

fehe (hg:wa BAUER, Vorl iiber Geschichte der antiken mathematischen Wissen-

2

schaften, Band'la Vorgriechische Mathematik, Berlin 1934, S. 93—110.
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NEUGEBAUER kommt zu der Uberzeugung, daB bei den beiden Bevilkerungs-
ten des Stromgebietes von Euphrat und Tigris, den Sumerern und den
Aklmdem (semitische Volkergruppe, die spiiter das sumerische Bevélkerungselement
génzlich verdringte), tichst zwei verschied Gewichtssysteme in Gebrauch
waren. Die Grundeinheit des einen Systems war der Schekel (Sekel), die des anderen

die Mine. Die Reihe der MaBzahlen fiir diese Einheiten begann mit §
1, ..., 10

Belde Systeme waren urspriinglich Dezimalsysteme. Eine Umrechnungszahl
zwischen Schekel und Mine gab es anfangs nicht. Die MaBsySteme existierten
unabhiingig nebeneinander, und zwar wurde das eine System fiir kleine Gewichte,
das andere ﬁlr groBe Gewichte benutzt. Die Entstehung eines zentralisierten baby-

mit einheitlichem Wirtschaftssystem machte verhaltnisméBig frith-

:213»

zeitig eine Normierung des Geld-Gewichts-Systems not . Bei der Aneinand
fiigung der Gruppe der kleineren Gewichte und der der groBen Gewwhte waren
naturgeméB Beziehungen aufzustellen, die die Bruchteile (also E,gund —) der

groBen Einheit, der Mine, in ganze Vielfache der kleinen Einheit, des Schekels,
ﬁberfuhrten Nach der Memung NEUGEBA‘UERB wurden die Bruchteile der Mine

n des Schekel tzt, so daB auf diese Weise das Verhiltnis
zwlschen dem Schekel und der Mine auf 1: 60 festgesetzt wurde (dieses Verhiltnis
diirfte auch ungefihr dem Verhaltnis der urspriinglichen Gewichte entsprochen
haben).

Da anfangs kleine und groBe Einheiten in der Schreibweise entweder durch die
GréBe der Zahlzeichen oder durch explizite Angabe der Einheit unterschieden
wurden, war die Bezeichnung zunichst absolut.

Im Laufe der Zeit breitete sich die Zahlenskala der Gewichte auch in anderen
Gebieten aus. Hier hatte es nun keinen Sinn mehr, hinter die MaBzahlen die Be-
zeichnung eines Gewichtes zu setzen. Von diesem Gesichtspunkt aus erscheint die
Positionsbezeichnung als ,nichts anderes als der Verzicht auf die ausdriickliche
N g der MaBeinheiten. Dieser ProzeB verlief im Anfang vollig unbewuBt.
Es ist sonst nicht zu erkliren, warum nicht von vornherein die fehlenden Trennungs-
zeichen eingefiihrt worden sind. Die Tatsache, daB in alten Texten derartige Tren-
nungszeichen fehlen, beweist vielmehr, ,,daB man zunichst trotz der formal gleichen
Zahlzeichen immer noch bei den einzelnen Stufen an die konkrete MaBbezeichnung
dachte®.1)

Denselben ProzeB k& wir iibrigens auch in fast allen beutigen Sprachen
beobachten. So sagen wir statt ,,2 Mark 20 Pfennige* fast immes-,,zwei, zwanzig".
Die Di i der einzel GréBen wird hinzugedacht.?)

Die Trennungszeichen fiir innere ausfallende Stellen tauchten erst in dem Augen-
blick auf, als das sexagesimale Positionssystem bewuBt zu einem mathematischen
System ausgestaltet worden war. Dieses spiite Stadium der Entwicklung findet
seinen Ausdruck nur in rein mathematischen Texten und erscheint damit als Voll-

dung des nicht-absoluten sexagesimalen Positionssyst der Babylonier.

)

‘; Vgl. O. NEUGEBAUER, a. a. O., S. 108.
1) Vgl. M. J. WYGODSKI, 8. a. 0., 8. 69.
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Nwh der dn.rgelegt.en Hypothese smd also bei der Entstehung des babylonisch
Hauptetapp wesentlich gewesen:

l) Dm Emfuhnmg einer zahlenmiBigen Beziehung zwischen zwei unabhingig
d. va 1)

nder besteh

ey

2.) Der Verzicht auf eine explizite Angabe der MaBeinheiten.

NEUGEBAUER nimmt an, daB dies ganz allgemein die Etappen sind, die bei der
geschichtlichen Entwicklung der Positionssysteme durchlaufen wurden: ,,So er-

heint also das sexagesimale Positionssystem der mathematischen Texte als ganz
naturgemiiBes Endprodukt einer langen Entwicklung, die in prinzipieller Hinsicht
gar nicht ausgezeichnet ist vor analogen Prozessen in anderen Kulturen.“ Allein
auf einen giinstigen Umstand ist es zuriickzufithren, daB ein solches System zuerst
in Babylonien geschaffen wurde, némlich den, ,,daB die Normierung des Geld-
Gewichts-Systems in so eine frithe Entwicklungsphase fillt, daB einerseits die
auch im Babylonischen vorliegende, urspriinglich dezimale Struktur die Hundert
noch nicht wesentlich iiberschritten hatte und andererseits die natiirlichen Bruch-

teile auch noch auf die kleine Gruppe 3 3 3 2 peschréinks waren‘‘?), wihrend kem-

pliziertere Rechenprozesse sich noch nicht hemusgeblldet hatten.

Es ist interessant, an der dargelegten Hypothese zu verfolgen, wie ihr Verfasser
den EntwicklungsprozeB des sexagesimalen Positionssystems mit der Entwicklung
der gesellschaftlichen Ok ie, des MaBsystems, der Geldwirtschaft u. dgl. m. zu
verknﬁpien sucht. Jedoch kann man deshalb diese Hypothese noch nicht als
feststehende Theorie hen. M. J. WycoDsKl, der diese Hypothese im groSen
und ganzen befiirwortet, zeigte, daB in ihr durchaus noch ,,hypothetische Elemente
enthalten sind: Die Annahme iiber die Einfilhrung der Geld-Gewichts-Aquivalente
ist bisher durch keinen positiven Beweis bestiitigt worden.”‘%) Eine Reihe weiterer
Einwiinde gegen diese Hypothese brachte I. N. WESSELOWSKI?) in einem Referat
vor (z. B. das Vorhandensein einer groBen Anzahl nicht-positioneller Nieder-
schriften in der Handelskorrespondenz aus der Zeit nach HAMMURABI, das mit
der Annahme iiber die Entstehung des Positionssyst aus dem Geld-Gewichts-
Magsyst hlecht iibereinsti ). Der Orientalist F. THUREAU-DANGIN glaubte
annehmen zu diirfen, daB — entgegen der Meinung NEUGEBAUERs — dem Auf-
treten des sexagesimalen Systems in der Metrologie das sexagesimale Zihlen voran-
gegangen sei. Jedenfalls fehlt uns bis heute eine allgemeingtiltige Erklirung fir
die Herkunft des babylonischen Systems.

Auf alle Fille war das Auftreten der positionellen Zahlenbezeichnung einer der
wichtigsten Marksteine der Kulturgeschichte. Dieses Auftreten kann keinesfalls

1) DaB im betrachteten Fall diese beiden MaBsysteme urspriinglich bei zwei verachiedenen
Volkern (Sumerern und Akkadern) in Gebrauch waren, ist hier nicht wesentlich.
2) 0. NEUGEBAUER, a. a. 0., S. 109.
3) M. J. WYGODSKI, a. a. 0., S. 69—70.
4L N. WasssLOWSKI fihrt die Basis 60 auf das Zahlen mit den Fingern und Gelenken der
Hand und das Positionsprinzip auf die Verwendung des Abakus zuriick, auf die wir weiter
unten zu sprechen kommen. Auch I. J. TIMTSCEENRO lieB gelten, da’ die »Sexagesimal-
von der F eines Zahlens an den Fingern der rechten Hand auf die Ge-
lenke der rechten und linken Hand und in umgekehrter Richtung zuriick herriihrte", lieB
iedoch auch als M3glichkeit zu, da8 sie awh als Kombination aus einem Vierer- und einem
ystem (wie es z. B. in B wurde) entwickelt hat. (Vgl. seine Be-
merkung in der russischen Ubersetzung des Buches von F. CaJor1.)
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ein Zufall gewesen sein. Als Bestitigung hierfiir dient die zu verschiedenen Zeiten
und unabhiingig voneinander verlaufene Entwicklung eines Positionssystems bei

igstens drei verschied Volkern: 1.) Bei den Babyloniern im Zweistromtal
des E Euphrat und Tigris — mehr als 2000 Jahre v. u. Z,, 2.) zu Beginn unserer
Zeitrechnung beim Volke der Maya, den damaligen Bewohnem der Halbinsel
Yukatan in Mittel ika, und 3.) im 8. bis 9. Jahrhundert u. Z. in Indien.

Die Bliitezeit der Maya-Kultur fillt in das 6. bis 13. Jahrhundert -unserer Zeit-
rechnung. Zu dieser Zeit benutzten die Maya zwei verschiedene bysteme der Za.hlen-
schrift: 1.) Ein System vom Typ des hgyptxschen ich gssy N im
"‘o’ hen Leben benutzt wurde, und 2.) ein absolutes Positi tem, welch
hauptsichlich fir Kalenderber gen verwendet wurde. Chn.raktemtlsch fiir
das zweite Sy ist das Vorhandensein der Null. Als Zeichen fiir sie diente das
Bild eines halbgeschlossenen Auges. Die Basis dieses Positionssystems war die
Zahl 20, obwohl auch starke Spuren eines Fiinfer-Systems vorhanden waren. Die
Zeichen fiir die ersten hn Zahlen waren Kombinati aus dem Zeich
fiir die Zahl 1, einem Punkt (), und d:m Zeichen fiir die Zahl 5, einem Strich (—).
So wurden z. B. geschrieben:

sees
.

. er  eeee Cr — —
1 2 4 8 1 11 19

Die Einheit der niichsten Stelle — , Uinalz*, d. h. ,,20 Tage* genannt —
die Zahl 20. Sie wurde durch dasselbe Zeichen wie die Zahl 1 bezeichnet, unter das
aber zur Unterscheidung das Zeichen fiir die Null geschrieben wurde. Die Einheit
der niichsten Stelle bildeten nun nicht 20, sondern nur 18 Uinalz, die ein ,,Tun*
(360 Tage) genannt wurde. -Dies ist die einzi ichung von der Z ger-
Basis des Systems der Maya. Diese Um'egelmﬁBxgkelt erklirt sich daraus, daB
das Jahr bei den Maya in 18 Monate zu je 20 Tagen und gesondert 5 Tage eingeteilt
wurde. 20 Tun ergaben ein ,,Katun‘ oder 7200 Tage, 20 Katun bildeten die Einheit
der fiinften Stelle, das ,,Zikel”, und schlieBlich stellten 20 Zikel ein ,,groBes Zikel‘
oder 2880000. Tage dar. Das System der Maya hatte also die Stelleneinheiten
1, 20, 20 - 18, 20%- 18, 20°- 18,

Bei ihren kalendarischen und chr- logi: Ber gen operierten die Maya
bereits mit sehr groBen Zahlen. Die gréBte Zahl, die man in lhren Texten gefunden
hat, ist 12489781, Thr Schriftbild hatte (schematisch) folg,

>

12 489 781
12489781 = 4 (18 - 20%) + 6 (18 - 20%) - 14 (18 - 20%) +13 (18- 20) +15-20 + 1.
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Als Vorlidufer unseres heutigen Bezeichnungssystems kénnen wir wahrscheinlich
das indische System ansehen. " Bedauerlicherweise ist uns nur sehr wenig dariiber
bekannt, wie und wann das indische Positionssystem entstand. Die Untersuchungen
hiertiber waren schon deshalb sehr miithsam, weil eine groBe Anzahl gefilschter
Schriften auftauchte. So erwiesen sich von 17 alten Textstellen, die die Positions-
schreibweise enthielten, nur zwei als echt.

Vor der Entstehung des Positionssystems wurden in verschiedenen Teilen Indiens
die sogenannten Ziffern Kharosthi benutzt, die die ilteste bekannte Art von indischen
Zahlzeichen sind. Man fand sie im Gebiet dstlich von Afghanistan und im Nord-
Pandschab. Niedergeschrieben wurden sie vermutlich im 3. bis 1. Jahrhundert vor
der Zeitwende. Bei den Ziffern Kharosthi handelte es sich um ein nicht-
positionelles Dezimalsystem mit Individualzeichen fiir die Zahlen 1, 4, 10, 20 und 100
(8. Tafel 2). Die Tatsache, daB die Zahlen 4 und 20 Knotenzahlen waren, deutet
auf eine Sonderstellung dieser Zahlen hin. Die Zahlen 200, 300 usw. wurden mit
Hilfe des Zeichens fiir die Zahl 100 geschrieben, an das von rechts das Zeichen fiir
die Zahl 2 oder 3 usw. angefiigt wurde. Zur Darstellung der ganzen Hunderter
wurde also bereits das multiplikative Prinzip benutzt. Man sieht unmittelbar,
da8 die Ziffern Kharosthi sicher nicht als Urbilder unserer heutigen Ziffern an-
zusehen sind.

Neben den Ziffern Kharosthi existierte in Indien in #ltester Zeit noch ein anderes
Bezeichnungssystem fiir die Zahlen, dessen Zeichen den Buchstaben des sogenannten
brahmanischen Alphabets #hnelten (siehe die Ziffern aus den Hohleninschriften von
Nasik, Tafel 2). In diesem System gab es spezielle Zeichen fiir die ersten neun
Zahlen sowie fiir die ganzen Zehner von 10 bis 90 und fiir die Zahlen 100 und 1000.1)
Als Bezeichnung fiir die Zahl 200, 300, 2000 und 3000 diente das Zeichen fiir die
Zahl 100 bzw. 1000 mit zwei oder drei hinzugefiigten Strichen. Ahnlich schrieb
man die ganzen Hunderter von 400 bis 900 und die ganzen Tausender von 4000
bis 7000 (eine groBere Zahl kommt in den uns bekannten Inschriften nicht vor) als
Kombinati aus den Zeichen fiir 100 bzw. 1000 und den Zeichen fiir die Zahlen
von 4 bis 9. Die Zahl 3451 z. B. wurde (schematisch) als 3 -,,1000¢ 4-,,100° 5-,,10° 1.
geschrieben.

Dieses Ziffernsystem war noch bis zum Ende des 19. Jahrhunderts auf Ceylon
in Gebrauch, wohin im 3. Jahrhundert die altindische Kultur mit dem Buddhismus
gelangt war. Dort hatte sich das alte Ziffernsystem fast unverdndert erhalten.

Auch die Herkunft der brahmanischen Ziffern ist keineswegs genau bekannt.
Allerdings spricht eine Reihe von Griinden dafiir, daB sie aramiischer?) Herkunf{
sind. Vielleicht sind die brahmanischen Ziffern die Urform unserer heutigen Ziffern.

Daneben gab es in Indien noch ein drittes, wortmiBiges Bezeichnungssystem
fiir die Zahlen, auf das wir spiter zu sprechen kommen.

Die Verwendung eines Zeichens fiir die Null zum Schreiben der Zahlen im posi-
tionellen Dezimalsystem kam in Indien wahrscheinlich um das Jahr 500 unserer
Zeitrechnung auf. Es ist moglich, daB ein Zeichen fiir die Null schon ARYABHATA

‘) Es mt anzunehmen, dsB d.lese Zlﬁem, die auch singhalesische Ziffern t werden, aus
den A n den Zahlwérter herv sind.
3) Die Araméier waren eine n.mbmch semitische Vélkergruppe, die in der zweiten Halfte des
2. Jahrtausend v. u. Z. das Territorium des heutigen Syriens und einen Teil Mesopotamiens
bewohnte und dort eine Reihe von Staaten bildete.
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(476—550) bekannt war.l) Die erste genau datierte Handschrift, in der ein Null-
zeichen vorkommt, stammt jedoch erst aus dem Jahre 876 (sogenannte Gwalior-
Inschrift. Anm. d. Ubers.). In ihr ist die Zahl 270 in der Form 27 O2?) geschrieben
worden. Wie kamen aber nun die Inder zu einem absoluten Positionssystem ?

N. M. BusNow fithrte die Entsteh des Positionssyst auf die Benutzung
des Rechenbrettes — des sogenannten Abakus — in Indien und den anderen Lindern
des alten Orients zuriick. Diese Rechenbretter hatten Lingsrillen, deren jede einer
bestimmten Dezimalordnurlg entsprach, in denen sich Jetons (Marken) befanden.
Diese waren zunéichst ungezeichnet; ihre Anzahl in den einzelnen Rillen gab die
Anzahl der Einheiten der entsprechenden Ordnung an.

Nach N. M. BuBNow sind nun unsere Zahlworter und Zahlzeichen letzten Endes
ural-altaischen Ursprungs. Von den ural-altaischen Vélkern aus verbreiteten sie sich
insbesondere nach Chaldia (siidostlicher Teil Mesopotamiens). Von hier aus kamen
die Zeichen im 3. Jahrhundert v. u. Z, einerseits nach Indien, wo sie ohne Null
und ohpe Stellenwert als Ziffern benutzt wurden, und a.ndererselts nach Griechen-
land, wo sie auf den griechischen Abakus mit zunéchst unb hneten Jetons trafen.
Dort sollen dann die Jetons mit den Ziffern von 1 bis 9 versehen und ein zehnter
leerer Jeton (Sipos) hinzugefiigt worden sein, der das Fehlen von Einheiten einer
gewissen Dezimalordnung andeutete. Von Griechenland aus gelangten im Laufe
der Zeit die bezeichneten Rechenbretter iiberall hin. In Indien nun waren die Zeichen
des griechischen Abakus als Zahlzeichen — allerdings ohne Stellenwert — bereits
lange in Gebrauch. Hier bekamen sie ]etzt dadurch einen Stellenwert, da8 man die
Zeichen der Jetons in der Relhenfolge, in der sie auf dem Abakus lagen, aufs Papier
ibertrug. Man brauchte dazu ja nur die leeren Stellen verschiedener Dezimal-
ordnung bezeichnen zu kénnen. Im Laufe der Zeit soll man dann dazu iibergegangen
sein, auch fiir diese gezeichnete Jetons zu verwenden, und zwar sollen dafiir runde
Scheiben mit einem Loch in der Mitte, also sozusagen materialisierte Modelle unserer
heutigen Null, verwendet worden sein. In der Schrift wurden sie zunichst durch
einen dicken Punkt und spiiter durch einen Kreis O versinnbildlicht.

Diese Hypothese ist zwar recht scharfsinnig, jedoch wird sie durch die histo-
rischen Tatsachen nicht bestitigt. Vielmehr kann man gegen sie die folgenden
wesentlichen Einwinde ins Feld fithren:

1.) Auf allen uns iberlieferten antiken Zeichnungen ist der griechische Abakus
mit ungezeichneten Jetons dargestellt. Daher liegt kein Grund vor fiir die Annahme,
daB die alten Griechen gezeichnete Jetons verwendet hitten. Im Gegenteil zeigt
das Beispiel der russischen Rechenbretter, der chinesischen Suan-Pan und des
romischen Abakus, daB gezeichnete Jetons weder zur Fixierung einer Zahl auf
einem solchen Rechenbrett noch zurAusfithrung der Rechenoperatlonen L\berhaupt
ndtig waren. Es ist nur bekannt, daB im Mittelalter Rechenbretter mit gezeich
Jetons existierten und weit verbreitet waren.

2.) Es ist hochst unwahrscheinlich, daB sich die araméischen Ziffern withrend der
ganzen Ausbreitungszeit nach Indien und Griechenland nicht verdndert haben sollten.

1) Ein Zeichen fiir die Null in Form eines Punktes ki t hweislich in dem
Rechenbuch von Bakhsal1 vor, dessen genaue Entsteh it allerdings nicht bekannt ist.
Die Forscher geben hierfiir sehr verschiedene Daten an, die vom 2. bis zum 8. und 9. Jahr-
hundert unserer Zeitrech relohen

%) Vgl D. E. Sln'm and L. C. K ¥, The hind bical ls, New York 1911.

S.43 bis 44,
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3.) In der altesten Zeit waren Rechenbretter sowohl bei den Agyptern als auch
bei den Griechen, Chinesen und Romern in Gebrauch, ohne daB eines dieser Volker
zu irgendeinem Positionssystem iibergegangen wiire.!)

Es ist als glaubwiirdiger anzusehen, daB sowohl Abakus als auch Positionssystem
ein und desselben Ursprungs und durch denselben historischen ProzeB entstanden
sind.

Man kann sich dann die Entstehung der Positionsschreibweise folgendermaBen vor-
stellen: Das Positionsprinzip ist im Grunde die Vereinigung zweier Prinzipien:

1.) des Multiplikationsprinzips und 2.) des Prinzips, die Benennungen fiir die Dezimal-
ordnungen beim Schreiben auszulassen. Das Positionsprinzip wird schlieBlich durch
die Emfuhmng der Null vervollstindigt. Will man also die Entstehung des Positions-
prinzips einigermaBen befriedigend erkliren, so muB man vor allem einmal das
Auftreten der multiplikativen Bezeichnungsweise zu erkliren versuchen, denn diese
ist ja gleichermaBen auch die Grundlage fiir die Darstellung einer Zahl auf dem
Abakus.

Wir wollen zuniichst auseinandersetzen, worin sich die additive Schreibweise
prinzipiell von der multiplikativen unterscheidet. Vom rein algebraischen Stand-
punkt aus sind z. B. die beiden moglichen Schreiburten ITIx und X! der Zahl 30
nur ein Ausdruck des distributiven Gesetzes. In der Tat ist:

XXX =X +X+X=(+I+I)X = IIIx oder X1,

Dariiber hinaus bringt aber die multiplikative Schreibweise IIIx zum Ausdruck,
daB beim Zahlen die Zahl Zehn als neue Einheit angesehen wird. Dasselbe gilt
entsprechend fiir das Rechnen mit Hundertern, Tausendern usw. Somit umreilt
die multiplikative Schreibweise am klarsten den Tatbestand, daB beim Zihlen eine
bestimmte Anzakl von Einheiten erster Ordnung zu einer Einheit der folgenden
Ordnung zusammengefaBt wird. Entsprechend gewinnt man die Einheit der dritten
Ordnung, indem man eine bestimmte Anzahl von Einheiten zweiter Ordnung zu-
sammenfalt usw. Dadurch wird erreicht, daB ein und dasselbe Zahlzeichen eine
bestimmte Quantitit von Einheiten verschiedenster Ordnung bezeichnen kann.
Hinter dem Zeichen ist dann zu vermerken, von welcher Ordnung die bezeichneten
Einheiten sein sollen. Durch diese Bezeichnungsweise wird also unterstrichen, da8
die Objekte des Zihlens ganz beliebiger Art sein konnen (z. B. konnen es Gegen-
stiinde, aber auch Mengen einer bestimmten Anzahl von Gegenstiinden, wie Zehner,
Hunderter usw., sein). Das ist aber andererseits gerade die Wurzel des abstrakten
Zsahlbegriffs: Die Zahl ist die allgemeinste Eigenschaft, die allen den verschiedenen
konkreten Mengen gleicher Anzahl gemeinsam ist.

Von der gleichen Art war iibrigens — wie wir bereits erwihnten — das Rechnen
mit den Stiick-Anzahlen. Auch die afrikanischen Neger, die mit Hilfe von Steinchen
oder Niissen zihlen, legen diese in Hiufchen von je fiinf Stiick zusammen. Fiinf
dieser Héufchen vereinigen sie zu einem neuen Haufen usw. Offensichtlich werden
hiér also zunidchst die Steinchen, dann die Hiufchen, dann die Haufen usw. gezihlt.
Bei diesem Zihlverfahren muBl ganz besonders hervorgehoben werden, daf mit

1) Vgl. die Anmerkungen von I. J. TIMTSCHENEO in dem bereits zitierten Buche von F. Casort
auf 8.318—320. Dabei muB iibrigens hervorgehoben werden, da8 I. J. TIMTSCHENKO der
Méinung war, daB ,.die Idee des Stellenwertes der Zeichen wn.hrschemhch immer von der
Verwend: nngndu Abakus ausging, selbst wenn dieser mit ten Jetons
war'* (eben
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den Haufen genau so verfahren wird wie mit den einzelnen Steinchen. Nach dem-
selben Verfahren zihlt auch der bereits genannte Stamm der Joruba in Zentral-
afrika. Die Objekte des Zihlens sind hier allerdings goldfarbene Muscheln (Kauri),
die in Haufen zu je 20 Stiick vereinigt werden. Dabei ist noch interessant, da8 bei
den Jeruba das Wort ,,zihlen soviel wie ,,anhéufen®, ,,packen* bedeutet. Ganz
ahnlich war es iibrigens auch im alten Griechenland. Hier wurde die Arithmetik,
als die Wissenschaft von der Zahl, genau getrennt von der Logistik, als der Kunst
des Rechnens. Das griechische Wort Adoyog hat seine Wurzel aber in dem Wort ey,
was soviel wie ,,sammeln‘‘ bedeutete.

Als eine weitere Illustration zur Entwicklung des Zihlens, die zum multiplikativen
Prinzip fithrte, kann das folgende Beispiel von N. N. MIKLUCEO-MAKLAT dienen.
Er berichtet iiber ein Zihlverfahren bei den Eingeborenen Neu-Guineas: Um die
Anzahl der Zettelchen zu bestimmen, die der Anzahl der Tage bis zur Riick-
kehr der Korvette , Witjas* entsprach, verfuhren die Papuas folgendermaBen:
,,Der erste legte ein Zettelchen nach dem anderen auf sein Knie und sagte dabei
jedesmal ‘kare, kare’ (eins). Ein anderer wiederholte das Wort ‘kare’ und kriimmte
dabei jedesmal einen Finger, zuerst an der einen Hand und danach an der anderen.
Nachdem er so bis zehn geziihlt hatte, senkte er beide Fiuste auf die Knie und sagte
‘zwei Hinde’, wobei ein dritter Papua einen Finger der einen Hand kriimmte. Mit
den niichsten zehn Zetteln wurde genau so verfahren, wobei der dritte Papua den
zweiten Finger kriimmte. Analog machten sie es auch mit dem dritten Zehner.*1)

Ein ganz éhnliches Verfahren wenden siidafrikanische Stimme beim Zihlen ihrer
Viebherden an (dieses Beispiel wurde von ZEUTHEN angefiihrt). Dazu miissen drei
Mann vorhanden sein. Der erste hebt fiir jeden an ihm voriiberziehenden Kopf der
Herde einen Finger seiner Hiinde und zéhlt so laufend bis zehn. Der zweite zihlt
dann die Zehner des ersten und der dritte die Zehner des zweiten, also die Hunderter.
Ahnliche Zahlmethoden findet man auch in vielen anderen Landern. Die genannten
Beispiele werfen ein Licht auf die Herkunft sowohl des Abakus als auch des Po-
sitionssystems. Ersetzt man nimlich die Finger des ersten, zweiten und dritten
Zghlenden etwa durch Steinchen, die in verschiedene Rillen gelegt werden, oder
durch Glasperlen, die auf drei Drihte aufgereiht sind, so erhilt man die einfachste
Art des Abakus, und zwar in ihrer Urform. Wenn wir andererseits die Finger der
Ziblenden durch die Zeichen I, X, C bezeichnen, so erhalten wir — wenn wir die
Anzahl der gezihlten Finger aufs Papier iibertragen — die multiplikative Schreib-
weise. Beispielsweise wiirde sich die Zahl 323 (schematisch) folgendermaBen schrei-
ben: 3C2X3I.

Wenn das Stadium des Zihlens mit Stiick-Anzahlen vollig allgemein ist, so muB
es auch in Indien durchlaufen worden sein. Jedenfalls gab es in Indien — wie wir
sahen — schon von altersher multiplikative Zahlensysteme. So waren das System
Kharosthi und das brahmanische System auf dem multiplikativen Prinzip auf-
gebaut. Dabei wurden in Indien groBe Zahlen nach derselben Methode geschrieben,
die in Babylonien bis zu dem Zeitpunkt benutzt wurde, da man die Benennungen
der Ordnungen fortzulassen begann.

Man muB iibrigens in Indien dem Problem der Darstellung beliebig groBer Zahlen
ein erhebliches Interesse (und dies nicht nur unter den Gelehrten) entgegengebracht
haben. So wird im Lilavati, einem berithmten Werk der buddhistischen Literatur,

1) N. N. MIRLUCHO-MAELA1, a. a. O., 8. 58.
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der Wettkampf zwischen den Freiern der schtnen Hora (der Landesherrin) be-
schrieben. Gegenstand des Wettkampfes waren das Schrifttum, die Arithmetik,
das Ringen und die Kunst des Pfeilwerfens. Fast die Hélfte der Schilderungen ist
den Aufgaben in der Arithmetik gewidmet. So muBten die Wettkimpfer z. B.
einen Weg finden, um Zahlen auszudriicken, die groBer als 100 Koti (1 Koti = 107)
waren. Der Sieger, SARWATASSIDDA, erfand eine Zahlentabelle, die durch eine
geometrische Reihe mit dem Quotienten 100 dargestellt wurde und die als letztes
Glied die Zahl 107 +°*48 — eine 1 mit 421 Nullen! — hatte. Mit deren Hilfe berech-
nete er die Anzahl der ,,primiren Atome" der Lingeneinheit, wobei er eine Tabelle
zur Bezeichnung der betreffenden Zahlen aufstellt

In Indien lag nun ein besonders giinstiger Umstand fiir das Entstehen eines
Positionssystems vor. Wir erwithnten schon das dritte, das wortmiBige Bezeich-
nungssystem fiir die Zahlen, welches vor allem in den astronomischen und den mathe-
matischen Schriften angewendet wurde. Dieses System diirfte vor dem Beginn des
6. Jahrhunderts unserer Zeitrechnung entstanden sein. Die Zahl Eins wurde in diesem
System durch Wérter wie ,,Mond“, ,,Welt, ,,Brahma‘‘ usw. bezeichnet, also durch
Bezeichnungen fiir Gegenstinde, die in der Einzahl vorhanden sind. Die Zahl Zwei
wurde durch Worter wie ,,Zwillinge*, ,,Augen®, ,,Hinde'* usw., die Zahl Fiinf durch
‘Worter wie ,,Sinne”, ,,Speere (die fiinf Speere des Khamadewa, des Licbesgottes
der indischen Mythologie) usw. ausgedriickt u. dgl. mehr. Die zusammengesetzten
Zahlen wurden in diesem System nach dem Positionsprinzip gebildet. So wurde die
Zahbl 867 als ,,giri — raga — vasu®, d. h. Gebirge (7) — Geriiche (6) — Géotter (8)
geschrieben. Beim Schreiben begann man stets mit der niedrigsten Ordnung und
endete mit der hochsten. AuBerdem gab es im Sanskrit (das bei den Indern eine
shnliche Rolle spielte, wie bei uns etwa das mittelalterliche Latein) spezielle Be-
zeichnungen fiir die Dezimalordnungen bis zu 108, So wurde beispielsweise die Zahl
86 789 325 178 sanskritisch folgendermaBen gelesen: 8 kharva, 6 padma, 7 vyrbuda,
8 koti, 9 prayuta, 3 laksha, 2 ayuta, 5 sahasta, 1 gata, 7 dagan, 8. Eine solche Be-
zeichnungsweise hob bereits die Gleichberechtigung der verschiedenen Ordnungen
hervor. Es brauchte also nur noch ein Schriftsystem konstruiert zu werden, das
auch der bereits bestehenden wortméBigen Bezeichnungsweise entsprach. Ein
solches System entstand dann auch bei der weiteren Entwicklung der multiplikativen
Zahlenschrift

Der ProzeB, der zum Auslassen der Ordnungsbezeichnungen beim Schreiben
fiihrte, verlief wahrscheinlich genau so wie in Babylonien. Zur Vollendung des
Positionssystems ermangelte es nur noch eines letzten Schrittes — der Einfithrung
der Null. Wegen der kleinen Basis, die die Zahl Zehn nun einmal ist, und wegen des
Operierens mit relativ groBen Zahlen war — besonders nachdem die Bezeichnungen
fiir die Ordnungen weggelassen wurden — eine solche Einfithrung unumginglich.
Dabei ist es vollig gleichgiiltig, ob das Zeichen fiir die Null urspriinglich ein Abbild
des leeren Jetons des Abakus war oder ob es aus einem Punkt entstanden ist, den
man an die Stelle der fehlenden Dezimalordnungen gesetzt hatte. Wie dem auch sei,
die Einfithrung der Null war eine véllig unvermeidliche Etappe im gesetzméBigen
EntwicklungsprozeB, der zur Schépfung des modernen Positionssystems fiihrte.
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§ 5. Die Ausbreitung der positionellen Schreibweise der Zahlen nach
Westeuropa und RuBland

Wir fragen uns jetzt, auf welchen Wegen das indische Positionssystem nach
Europa gelangt ist und wie es hier seinen Einzug hielt.

Das Positionsprinzip breitete sich von Indien zunichst in die benachbarten Linder
aus. Dabei iibernahmen einige Vélker von den Indern nur das Prinzip, behielten
aber die Form ihrer Ziffern bei (China), andere iibernahmen dariiber hinaus von den
Indern auch die Form der Ziffern (Tibet, die Mongolei, die Volker des Nahen und des
Mltt.leren Ostens) Die frithesten Handschriften in arabischer Sprache, in denen das

inzip benutzt wird, st aus den Jahren 874 und 878. Da in den
verschxedenen Gebieten Indiens Ziffern von recht unterschiedlicher Form in Gebrauch
waren, hatten auch die Ziffern, die in der Folgezeit in den 6sthchen Kalifaten und
den maurischen Staaten auf dem Territorium des heuti benutzt wurden,
eine recht unterschiedliche Gestalt. Die ostarabischen Ziffern breiteten sich spiiter
auf den ganzen islamischen Osten aus, wo sie noch heute — allerdings in etwas ver-
énderter Form — gebraucht werden. Die Ziffern aber, die in den maurischen Staaten
verwendet wurden, die sogenannten ,,Gubar*-Ziffern (Tafel 4, 1. Zeile), sind die di-
rekten Vorfahren unserer heutigen Ziffern.
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Tafel 4

Es erhebt sich nun die Frage nach der Herkunft dieser Gubar-Ziffern. Wenn sie
tatsichlich indischen Ursprungs sind, so konnen sie nur iiber die vorderasiatischen
Liinder nach Spanien gelangt sein. Wie erklart es sich aber, daB gewisse Abarten
der iridischen Ziffern in die maurischen Staaten in Spanien gelangten und dabei
die vorderasiatischen Linder ,,ubersprangen“ ?

Nach einer Hypothese von WOEPCKE, die eine Zeitlang weite Anerk ng fand,
1aBt sich diese Tatsache folgendermaBen erkliren
Bereits im 2. Jahrhundert v.u.Z. best Handelsbezieh h

Indien und Alexandrien. Dadurch gelangten die indischen Ziffern (ohne Null und
Positionsprinzip) nach Alexandrien und von dort nach Rom, Westafrika und Spanien.
Als Bestitigung dieses Teils seiner Hypothese wertete WOEPCKE, daB8 in der ,,Geo-
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metrie* des BOETIUS (480 —524) Ziffern benutzt wurden, deren Form stark an die
Gubar-Ziffern erinnert. So berichtet BOETTUS in seinem Buch von -einem Abakus,
dessen Hersteliung er den Pythagoreern zuschreibt und dessen Marken keine Stein-
chen, sondern bezeichnete Jetons — sogenannte Apices — waren, auf denen Ziffern
dargestellt waren. Die Ziffern selbst, die in ihrer Form den Gubér-Ziffern ihnelten,
wurden spiiter auch Apices-Ziffern genannt. Spater entstanden in Indien die Null
und das Positionsprinzip. Diese wurden von den Vilkern des Nahen und Mittleren
Ostens zusammen mit den inzwischen in Indien gebriuchlich gewordenen neuen
Ziffern entlehnt. In den maurischen Staaten hingegen benutzte man zur Be-
zeichnung der Zahlen jene Ziffern weiter, die schon lingst in Spanien gebrauchlich
waren, und iibernahm von den &stlichen Glaubensbriidern nur das Zeichen fiir die
Null und das Positionsprinzip.

Von Spanien aus gelangten die Ziffern und das Positionsprinzip in das iibrige
Europa. Nach Ansicht des Begriinders dieser Hypothese erinnert das Wort ,, Gubar*,
was soviel wie ,,Sand‘‘ oder ,,Staub‘“ bedeutet, an die indische Herkunft der Ziffern
(in Indien wurden die Ziffern namlich in den Sand oder Staub geschrieben). Natiir-
lich waren die Ziffern in Indien selbst mannigfachen Verinderungen unterworfen.
Daraus erkliirt sich der Unterschied zwischen den Gubér-Ziffern und den heute in
Indien gebriuchlichen ,,Dewangari*-Ziffern.

Die Hypothese von WOEPCEE hat nun aber zwei schwache Stellen: 1.) Das Vor-
handensein von indischen Ziffern in Alexandrien im 2. Jahrhundert v.u.Z. und
auch spiter wird durch keine geschichtlichen Dok te bewiesen. 2.) Die,,Geometrie
des BoETIUS, auf die sich die Hypothese von WOEPCKE maBgeblich stiitzt, ist — wie
jetzt festgestellt wurde — nicht authentisch, sondern eine Filschung aus dem
11. Jahrhundert. N. M. BuBNOW unterzog in seinem Buche «Apudmernueckan
CaMOCTOATENbHOCTL eBponeftckoft KyabTyps (Die arithinetische Selbstandigkeit
der europiischen Kultur, Kiew 1908, deutsche Ausgabe: Berlin 1914) die Hypothese
‘WOEPCKES einer eingehenden Kritik. Allerdings ist seine eigene Theorie nicht stich-
haltiger als die kritisierte. Der bekannte russische Historiker W.W. BoBYynImv
unterzog die Hypothese BuBNOowS ihrerseits einer griindlichen Kritik in seinem
Buche «OTaus o counnennax H.M. By6uosa u 1. n.» (Bemerkungen zu den Werken
N. M. BuBNOWS usw., St. Petersburg 1911). W. W. BoBYNIN schrieb in bezug auf
die Theorie BuBNOWS: ,,Die Geschichte unserer Ziffern ist bisher nichts anderes als
eine mit willkiirlichen Annahmen vermischte Folge von MutmaBungen, welche —
nachdem sie durch Suggestion geniigend vorbereitet sind — manchmal den Ein-
druck aufkommen lassen, daB sie bereits bewiesene Tatsachen seien.

In neuerer Zeit fanden unter'der Leitung von S. P. ToLSTOW Ausgrabungen des
alten Chowaresm statt. Chowaresm war ein bedeutender Kulturstaat des Altertums
auf dem Territorium der heutigen Sowjetunion. Es ist zu hoffen, daB diese Aus-
grabungen Licht bringen werden in die Dunkelheit um die Entstehung unserer
Ziffern.

Jedenfalls besitzen wir bis heute keine historisch begriindete Theorie, welche die
Frage nach der Entstehung unserer Ziffern hinreichend befriedigend erkliren konnte.

Es ist jedoch unbestreitbar, daB die europaischen Vélker ihr Ziffernsystem von
den islamischen Staaten im heutigen Spanien bezogen haben. Im Laufe des 10. Jahr-
hunderts begann ein immer groBer werdender EinfluB der Kultur der maurischen
Staaten auf Europa sichtbar zu werden. Insbesondere begannen zu dieser Zeit die
Gubar-Ziffern nach Europa einzudringen, wo bis dahin fast susschlieBlich die
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»Smischen Ziffern in Gebrauch waren. Da damals in Europa die Kunst des Schrei-
bens nur spirlich verbreitet war und auBerdem das schriftliche Rechnen mit den
rémischen Ziffern sehr unbequem ist (der Leser versuche z. B. zwei vierstellige
Zehlen zu multiplizieren, die in rémischen Ziffern niedergeschrieben sind), wurde
zum Rechnen meist das Rechenbrett — der Abakus — verwendet.

Die Einfiihrung des Rechenbrettes in Europs ist mit dem Namen GERBERT (des
spiteren Papstes SYLVESTER II.) untrennbar verbunden. Er wird als einer der
hervorragendsten Mathematiker des 10. Jahrhunderts (gestorben 1003) angesehen.
GERBERT schrieb zwei Werke: ,,Regeln fiir das Rechnen auf dem Abakus* und
»,Biichlein iiber die Division von Zahlen“. In diesen Biichern beschreibt GERBERT
die zu seiner Zeit gebriuchlichen Rechenmethoden. Wir wissen, da8 in seinem Auf-
trage ein Abakus in Form einer ledernen Rechentafel hergestellt wurde, die 27 ver-
tikale Spalten besaB. Zu diesem Abakus gehtrten Marken aus Horn (Apices), die
mit den ersten neun Ziffern versehen waren. Nach anderen Angaben waren es sogar
30 Spalten, von denen 3 fiir Briiche bestimmt waren. Die ﬁbngen Spalten sollen in
Gruppen von je dreien eingeteilt n sein. Die ei Spalten waren mit
Buchstaben versehen, M (monas) oder S (smgula.m), D (decem, 10), C (centum, 100).
Dieselben Buchstaben — jedoch mit emem Querstnoh versehen — bezeichneten
auch den tausendfachen Wert. So bezei b lsweise C die Spalte fiir 100000.
Die Nachfolger GERBERTS nennte man Abacisten. Im Laufe der nichsten Jahr-
hunderte wurde das Rechenbrett wesentlich verindert, so wurden die numerierten
Jetons durch unbezeichnete ersetzt, an die Stelle des vertikalen Verlaufs der Rillen
traten horizontale Rillen. In dieser Form breitete sich der Abakus in Deutschland,
Frankreich und England aus.

Obwohl sich die erste Niederschrift in arabisch-indischen Ziffern — allerdings noch
ohne Verwendung der Null — bereits in einer Handschrift des spanischen Klosters
Albeldo (dem sc ten codex vi ig il ) aus dem Jahre 976 und — jetzt bereits
mit einem Zeichen fiir die Null — in einer Hmdschn!t. aus St. Gallen (Lmvers:t&ts-
bibliothek Ziirich) aus dem 10. Jahrhundert findet, b sich die arithmeti
Verfahren der Vélker des Mittleren und Nahen Osten erst zu Beginn des 12. Jn,hr-
hunderts in Europa zu festigen. Hierfiir besaBen die Uberset der arithmeti
Arbeiten des beriihmten chowaresmischen Gelehrten MuEAMMAD IBN Mosi
ALBWARAZMI (d. h. aus Chowaresm; um 840 gestorben) eine erhebliche Bedeutung.
In diesen Arbeiten wird bereits ein positlonelles BezeichnungssPstem fiir die Zahlen

ben.!) Die Methode der Bezeichnung selbst wurde als ,,Algorithmus* (eine
Verstﬁmmelung des Namens ALEWARAZMI)  bezeichnet. Eine groBe Rolle spielten
such das Sammelwerk ,,Buch der Algorithmen* (Liber alghoarismi) des Spaniers
JOHANNES VON SEVILLA aus dem 12. Jahrhundert sowie die mehr populiren Werke
tiber Arithmetik von ALEXANDER DE VILLA DEI und JOHANNES DE SACROBOSCO aus
dem 13. Jahrhundert. Es bildete sich geradezu eine ganze Schule von Arithmetikern
heran, welche das neue Bezelchnungsverfa.hren der Zahlen und das Rechnen in
diesem vertraten. Man nannte sie — im G tz zu den Abacisten — ,,Algorith-
miker”, da sie ausdriicklich beim Rechnen auf das Rechenbrett verzichteten. Die
Algorithmiker lehrten neben den vier Grundrechenarten der Arithmetik bereits das

1) Eine lateinische Ubersetzung der Werke von ALEWaRAzxMI, die in der Mitte des 12. Jahr-
bunderts angefertigt wurde, erschien unter dem Titel: Trattati d’arithmetica, ed. BoNocou-
PAGNT, Heft I, Roma 1857. (Als Heft Il erschien 1858 das im Text genannte Rechenbuch
des JOHANNES V. SEVILLA. — Anm. d. wissenschafil. Red.)
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Ausziehen der Wurzel. Sie benutzten fiir die Bruchrechnung — zu einer Zeit, als die
Abacisten noch mit rémischen Zwolfer-Briichen arbeiteten — die Sexagesimal.
Briiche.

Die neue Bezeichnungsweise setzte sich keineswegs sofort durch. Sie stieB viel-
mehr auf den heftigen Widerstand sowohl der damaligen scholastischen Wissen-
schaft als auch der herrschenden Regierungen. So wurde den Florentiner Kauf-
leuten im Jahre 1299 die Benutzung der indischen Ziffern in der Buchfithrung
offiziell verboten. Gestattet war ihnen ausschlieflich die Verwendung der rémischen
Ziffern oder die wortméBige Bezeichnung der Zahlen. Noch bisin das 18. Jahrhundert
hinein durften in amtlichen Schriftstiicken nur romische Ziffern benutzt werden.

Der groBe Wert der positionellen Schreibweise, der ihren Anhéingern wohl klar vor
Augen stand, wurde von der groben Masse nicht sofort erkannt. Das Rechnen auf
dem Rechenbrett blieb fiir viele ein unantastbares Privileg. Neben der Neigung zur
schablonenhaften Arbeit, dem hohen Preis des Papiers (seine Produktion in Europa
begann erst im 12. Jahrhundert) und des Mangels an Schreibwerkzeugen (der Blei-
stift wurde erst im 16. Jahrhundert erfunden) sind hieran vor allem die iiberaus
langsame Entwicklung der vier Grundrechenarten — insbesondere der Multiplikation
und der Division — sowie, bis zur Erfindung der Buchdruckerkunst im 15. Jahr-
hundert, die so unterschiedliche Schreibweise ein und derselben Ziffer durch die ver-
schiedenen Schreiber schuld.?)

Trotzdem war das neue System bereits im 13. Jahrhundert unter den italienischen
Kaufleuten verbreitet. Seine Vorziige waren angesichts der erheblichen Verein-
fachung der arithmetischen Operationen so gewaltig, daB es, ungeachtet aller Schwie-
rlgkelten, nach und nach die alten Rechenverfahren und die alte Bezeichnungsweise
verdringte. Ein interessantes Beispiel fiir den Sieg der positionellen Bezeichnungs-
weise ist, da zu einer gewissen Zeit die rémischen Ziffern mit Nullzeichen in positio-
neller Schreibweise verwendet wurden. So schrieb N. OCREAT (er lebte um die
Wende vom 11. zum 12. Jahrhundert) ITL.III fiir die Zahl 33, I.0.VIILIX fiir die
Zahl 1089 usw.%)

LEONARDO VON PI1sa (FIBONACOI), ein iiberzeugter Anhéinger der neuen Schreib-
weise, schrieb in seinem ,,Liber abaci® (1202)3): ,Mit Hilfe der neuen indischen
Ziffern 1, 2, . . ., 9 und dem Zeichen fiir die Null, welche von den Arabern zephirum
genannt wu'd kann men jede beliebige Zahl schreiben.” Hier ist ,,zephirum® eine
Latinisierung des arabischen Wortes ,,as-gifr*, das seinerseits eine wortliche Uber-

1)In verschiedenen Handschriften finden sich z. B. folgende Ziffern fiir die Zahl Eins:
L)L E AL

und folgende Ziffern fiir die Zahl Zwei:

°,1.9,7,L5.38%3.0%
3. ~2, %, M0 A

%) D. Suare and L. KarpINsgY, The lnndusuableal numera.ls 8. 119—120.
%) Das Wort ,,abacus* diente in jener Zeit zur B der ithmetik iib pt. Somit
ﬂ d:a Werk des LEONARDO eher ein ,,Buch der Arith etik* als eine Abhandl iiber den
akus.
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setzung des indischen Wortes ,,sunya‘ ist, was soviel wie ,leer” bedeutet und das
auch in Indien zur Bezeichnung der Null diente. Aus dem Worte ,,zephirum‘ ent-
wickelte sich spiiter das franzésische Wort ,,zéro* und. das italienische Wort ,,zero*
(Null). Von dem arabischen Wort ,,as-8ifr* leiten sich andererseits auch das Wort
,,Ziffer* wie auch das franzosische Wort ,,chiffre*, das englische Wort ,,cipher* und
das russische Wort uugpa ab.!) Bis in die Mitte des 17. Jahrhunderts wurden diese
‘Worter ausschlieSlich zur Bezeichnung der Null verwendet. So benutzte der russische
Gelehrte MAGNIZKI in seiner ,,Arithmetik* zur Bezeichnung der Zahl Null stets das
Wort nuudpa. Das lateinische Wort ,,nullus (nichts) fiir die Null kam erst im
16. Jahrhundert in Gebrauch.?)

In Deutschland, Frankreich und England wurden die neuen Ziffern vor der zweiten
Hilfte, ja bis gegen Ende des 15. Jahrhunderts kaum benutzt. Die ersten Miinzen
mit indischen Ziffern kamen 1424 in der Schweiz3), 1484 in Osterreich, 1485 in Frank-
reich, 1489 in Deutschland und 1551 in England in Umlauf. Die dltesten Inschriften
in indischen Ziffern auf Grabsteinen stammen aus den Jahren 1371 aus Baden
(Pforzheim — Anm. d. wissenschaftl. Red.) und 1388 aus Ulm. Im Jahre 1488 wurde das
Buch,,Dearte numerandi® (,,Uber die Kunst des Rechnens*') —auch unter dem Namen
,,Algorismus* bekannt — gedruckt. In diesem Buch, das man dem bereits er-
wahnten JOHANNES DE SACROBOSCO (Jomum HALIFAX) zuschreibt, wurden ohne

iele und Beweise die Gesetze der ,indischen Ari tik dargelegt. Jedoch
hatte erst im 16. bis 17. Jahrhundert die neue Bezeichnungsweise der Zahlen die
alte so gut wie vollstindig verdriingt. So druckte man noch im zweiten Drittel des
16. Jahrhunderts die Kalenderzahlen gewdhnlich in romischen Ziffern.

Die erste in RuBland gefundene mathematische Handschrift stammt aus dem
Anfang des 12. Jahrhunderts. Es ist die «Knpuxa duaxona u JlomecTnxa Anro-
HHMEBa MOHACTHIPA YUYEHHE, NM-7Ke BeJIaTH YeJIOBEKY YHMCJIa BCeX JeT» (,,Lehre des
Kyrik, Diskon und Domestik am Antoniter Kloster, wodurch der Mensch die Zahlen
aller Jahre lernen kann‘). In diesem Leitfaden wurden noch alle Zahlen im alpha-
betischen System dargestellt. Ebenso steht es mit den aus dem 14. und 15. Jahr-
hundert stammenden Abschriften des berithmten juristischen Schrifttumsdenkmals,
des «IIpasna Pycckasn» (,,Das russische Reeht“). Das neue Bezeichnungssystem fiir
die Zahlen breitete sich in RuBland nur wenig spiiter als im westlichen Europa aus.
In allen, also auch den mathematlschen Handschriften des 17. Jahrhunderts fand
schon das dezimale Posit tem Verwendung. Hieriiber schrieb W. W. BOBYNIN:
,»Spuren eirles ehemaligen Gebrauchs des alten gnechlsch-sl&mschen Systems findet
man nur in den éltesten von ihnen, und auch hier nur in einer so schwachen Form,
wie etwa der Erklirung der arabischen Ziffern durch die entsprechenden slawischen,
oder man begegnet hin und wieder einer Bezeichnung der betrachteten Zahlen durch
slawische Ziffern allein oder zusammen mit arabischen. Die Handschriften aus der

1) Es ist immerhin bezeichnend, daB im Elfer der inanderset ischen den Algorith-
mikern und den Abacisten die Worte * und ,,Ziffer* als Synonyme fir irgend-
welche anderen Dinge dienten.

%) In lateinischen Ubersetzungen von Werken aus der arabischen Sprache wurden im 17. Jahr-
hundert Ausdriicke wie ,,nu.lla. figura‘, ,,nullus circulus‘* (keine Figur, kein Kreis) zur Be-

hnung der Null b

3)In Sizilien, das eng mit den arabischen Staaten verbunden war, wurden hierfiir die indischen

Ziffern mit Sicherheit bereits 1138 gebraucht.
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zweiten Halfte des 17. Jahrhunderts weisen nicht einmal mehr diese unbedeutenden
Spuren auf.”!) Im Alltagsleben hingegen biirgerte sich die neue Bezeichnungsweise
nicht so schnell ein.

In gedruckten Werken in slawisch-russischer Sprache finden sich die indischen
Ziffern erstmalig bei der Numerierung der Seiten in zwei Biichern geistlichen Inhalts,
die 1611 in Venedig herausgegeben wurden.?) Das erste in einer russischen Druckerei
hergestellte Buch, dessen Seitenzahlen indische Ziffern waren, ist ein Psalmenbuch
aus dem Jahre 1638. Es wurde in dem kleinen Marktflecken Jewju (EBio) gedruckt.
Im Jahre 1647 wurde in Moskau das Buch «Yuenue u XUTPOCTh PATHOTO CTPOSHHA
neXOTHBIX Joaei» (,,Uber die Verwendung des FuBvolkes im Kriege*‘) herausgegeben.
Darin waren die Ziffern in den Zeichnungen und dem dazugehdrigen erliuternden
Text bereits indische Ziffern. Allerdings wurden noch lange danach sowohl die
,-russischen Ziffern* (wumena pycckue») als auch die ,,Ziffern* (amduprner), das
waren also die indischen Ziffern, benutzt. So wurde noch im Jahre 1702 das Journal
iiber die Belagerung von Noteburg (HoreGypr), welches in insgesamt 2000 Exem-
plaren erschien, zu je 1000 Exemplaren mit arabisch-indischen bzw. slawischen
Ziffern gedruckt.

In dem beriihmten Leitfaden «Apudmernra, cmpeunr Hayka YMCAMTENbHAA.
C pagHbIX IMAJIeKTOB HA CJABAHCKMN A3HIK HEPOBeIlEHHAA, M BO eUHO coGpaHa
¥ Ha 1Be KHUTM paafeneHa. B mero or corsopenua mupa 7211, oT pospecrsa
Bora Cnosa 1703. Counnuca cua xHura uepes Tpyast Jleontna Marsumkoros
(,,Die Arithmetik oder die Lehre von den Zahlen. Aus verschiedenen Dialekten ins
Slawische tibersetzt und in eins zusammengefaBt und auf zwei Biicher verteilt. Ge-
schaffen durch die Arbeit des LEONTI MAGNIZKI im Jahre 7211 seit Erschaffung der
Welt und 1703 seit der Geburt Christi*‘), in welchem z. B. noch der groBe russische
Gelehrte M. W. LoMONOsSOW studierte, wurden als Seitenzahlen slawische Ziffern ver-
wendet, wihrend im Text ausschlieBlich mit indischen Ziffern gerechnet wurde.
Beziiglich der Bezeichnungsweise der Zahlen (,,Numerierung*‘)sagt das Buch fol-
gendes: ,,Was ist eine Numerierung: Eine Numerierung ist ein Zihlen, das jede Zahl
mit einem Wort bezeichnet, das aus den folgenden zehn Bezeichnungen oder Bildern
erhalten und ausgedriickt werden kann: 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,0.“ Wir erwihnen,
daB damals das Zihlen als fiinfte Grundrechenart der Arithmetik galt.

Die dltesten russischen Miinzen mit indischen Ziffern sind Goldmiinzen im Nenn-
wert von !/, Dukaten. Sie tragen die Jahreszahl 1654. Allerdings wurden sie nicht
fiir den eigentlichen Geldverkehr gepriigt, sondern hs,uptsa,chhch als Geschenke,
Belohnungen usw. verwendet. Wenig spiter kamen in RuBland westeuropiische Taler
(sogenannte «epumkn») in Umlauf, die eine Priigung mit der Jahreszahl 1655 trugen.
Unter Peter L. verschwanden die slawischen Ziffern fast vollstindig von den Miinzen.
Letztmalig tauchten sie auf Kupfermiinzen aus dem Jahre 1718 auf.3)

In der Zeit nach Peter I. kamen die slawischen Ziffern schnell auBer Gebrauch.

1)W. W. Bosynin, Skizzen zur Enthcklungsgeschwhte der physikalisch-mathematischen
Wissenschaften in RuBland, I. Aufl., S. 4

?) Das erste Druckwerk tiberhaupt, in dem che Seitenzahlen indische Zitfern waren, stammt
aus dem Jahre 1471. Es war ein Wetk PETRARCAS, das ,,Liber de remediis utriusque fortunae'',
Coloniae 1471 (nach J. TRoPFER, Geschichte der El tar-Math tik, Band 1, II. Aufl.,
Berlin und Leipzig 1921, 8. 26.) — Anm. d. wissenschaftl. Red.

3)Nach I. G. Spassxr.
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§ 6. Briiche

In der modernen Mathematik pflegt man die Briiche als geordnete Paare (m, n)
aus ganzen Zahlen emzufuhren, fiir die dann — in bekannter Weise — eine reflexive,
symmetrische und t itive Gleichheitsrelation sowie die vier Spezies der Arith-
metik definiert werden.?) Dle g Zahlen erscheinen bei dieser Einfilhrung nach-
triiglich wieder als spezielle Briiche, wie auch die Operationen mit den ganzen Zahlen
Spezialfille der Operationen fiir die Briiche werden. Nach der Erweiterung des Be-
reiches der ganzen Zahlen zum Bereich der Briiche (oder der Zahlenpaare) besitzt
dann jede Gleichung der Form az = b — sofern nur a == 0 ist — fiir beliebiges ganz-
zahliges a und b eine eindeutige Losung.

Allerdings ist das nicht die hichtliche Entsteh ise der Briiche. Es ist
also keineswegs so, daB die Briiche als Ergebnis der Division ganzer Zahlen entstanden
sind oder gar, daB sie geschaffen wurden, damit die Umkehrung der Multiplikation —
die Division — immer ausfithrbar ist. Wire dies némlich der Fall gewesen, so
miiBten sie von Anfang an in rein logischer Weise benutzt worden sein, was sich sowohlt
in ihrer Behandlung als auch in ihrer Bezeichnungsweise widerspiegeln wiirde.
Historisch betrachtet ist das aber nicht
der Tatbestand. Dies zeigt schon ein Blick
auf die Tabelle der dgyptischen Briiche

AB=1aia7ia a3 gy,

¥y clalsles .5 Zuniichst sehen wir, daB die Agypte;
iiberhaupt nur fiir Bruche der Form
y FPlw|T0M, j! XY | )/| und gewisse der Briiche = Bezexch-
— gen besafen. Fiir » 25 wurden alle
=W ", % | % | 7.5 Briche der Form 1 auf vollig gleich-
* |2%% artige Weise bezeichnet, nimlich durch das
A ~|¥ i ;'% A fl! Zeichen <, welches soviel wie ,,Teil* be-
% % %%]  deutete. Unter dieses Zeichen wurde dann
%[,ﬁ;]?_‘ =11 £y 2 das Zeichen fiir n g “lD tspre-
chend wurdez. B.die Zahl 5 durch  be-

A L x| 3P N i i
% 2 , zeichnet. Bei den Agyptern waren also alle
%% diese Briiche — im Sinne unserer fritheren

s, | teves Pocterel dncs, Yowes |oemoni-|  Terminologie — algorithmische Zahlen. Zur
sche . 1, .
Hieroglyohen- iische  |Schnift | Bezeichnung der Zahl 5 benutzten die

Schrift e .
Agypter —an Stelle des zu erwartenden Zei-
Abb 3. chens {7 — das neue Zeichen =, wihrend
7 statt dessen die Zahl % bezeichnete.
Das Zeichen <, welches rechtmiBig die Zahl 1 zu bezeichnen gehabt hiitte, diente
tatsichlich zur Bezeichnung von % In den gleichen Schriften wurde die Za.h]—:—

1)In dem nachfo enden Artikel von I. W. PROSKURIAKOW werden die Briiche nach diesem
Muster behan n.
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durch das Zelohen % bezeichnet. In spiiteren Schriften wurde auch S zur Bezewh-
nung von 3 benutzt wiihrend 2 — dem eigentlichen Prmzip folgend —als 5 + 1
dargestellt wurde Die abwei e den Bezeich fir u.nd 3 dagegen bheben

)

erhalten.

Ganz ghnlich wurden auch bei den Babyloniern (Abb. 4), Griechen und Rémern
fiir eine kleine Gruppe von Briichen, in Abweichung von der allgemeinen Regel,
individuelle Bezeiclmuugen verwendet.

So wurde die Zahl & 3 von den Gnechen durch das Zeichen < bezeichnet, wihrend
alle anderen Briiche der Form S (n23) durch den oben rechts mit einem Strich
versehenen Buchstaben fiir die Zahl n bezeichnet wurden (so bezeichnete 9’ die Zahl
3 , wihrend das Zexchen B,

das an sich die Zahl -zube “ Bruch 7 1 2
zeichnen gehabt hatbe, die 2 3 3
2 yezei i Alte, sumerische
hZf.]l:l ?bezlelchnet;). 1:: Ver- Sthreioweise F | <O 0o
iltnisse lagen also hier ge-
nauso wie in Agypten. Ganz Sp?g;ﬁéfg:/g%ZChe PF' ﬂ bﬁy
analog hierzu wurden in der

akkadischen Sprache der
Bruch 3 durch ,,ditta qata”,
d.h, ,,zwex Hinde*, und = 3 durch ,,Salastd qata“, d.h. ,,drei Hinde", bezeichnet.
Bei den Rémern wurden dleselben Briiche durch die Worte ,,bes* (entstanden aus
»»binae partes”, ,,zwei Teile*) und ,tres partes* (,,drei Teile“) ausgedriickt.

Wir kennen keine Sprache, in der das Wort fiir die Zahl 5 3 ous dem Wort fir die
Zahl 2 entstanden wire. So heiBt 3 n.uf‘ teinisch ,,semis* (2 dagegen ,,duo®), auf
deutsch ,,einhalb“ (2d ,,zwei ), auf russisch «1osoBnHa» (2 dagegen ¢1Bas) usw.

Abb. 4

hech

Briiche, die eine derartige individuelle Bezeichnung besitzen, wollen wir Individual-
briiche (Knotenzahlen) nennen. Auch hier spiegelt — wie wir noch sehen werden —
die Unterscheidung zwischen Individualbriichen und algorithmischen Briichen die
Verschiedenheit ihrer Entstehung wider. Wihrend némlich die Individualbriiche
unmittelbar aus den Bediirfnissen der Praxis entstanden, und zwar als selb-
sténdige Zahlgebilde, nicht aber aus den g Zahl bgeleitet wurden, waren
die algorithmischen Briiche das Resultat " einer nachf Igend hnerischen Be-
handlung.

Der Umstand, daB die Briiche nicht- als Resultat der Division entstanden sind,
wird aber nicht nur durch die bereits erwihnten Unterschiede in der B
weise, sondern auch durch gewisse aus der Geschichte bekannte Beispiele der Division
ganzer Zahlen belegt. So wird in einer arabischen Handschrift aus dem 12. Jahr-
hundert u. Z. die folgende Aufgabe behandelt: ,Man teile 100 Pfund zu gleichen
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Teilen unter 11 Personen. Der Autor erhilt bei der Losung zuniichst einen Rest
von einem Pfund. Um dieses aufzuteilen, benutzt er nun kei gs Briiche, sondern
schligt vor, das restliche Pfund in Eier umzutauschern, und zwar — wie er feststellt —
gegen 91 Stiick. Nachdem jeder der 11 Personen seine 8 Eier bekommen hat, schligt
der Autor vor, die restlichen 3 Eier dem zu geben, der die Miihe des Teilens gehabt
hat, oder sie gegen Salz einzu hen. Auf die gleiche Art verfihrt auch Opo
voN CLUNY (gestorben 942 oder 943). Um 1001 Pfund ‘unter 100 Personen aufzuteilen,
zerkleinert er das restliche Pfund solange in Unzen, Drachmen usw., bis die Anzahl
der Teile grofer als 100 ist. Da auch hiernach die Division nicht aufgeht, schligt
er vor, daB der verbleibende geringfiigige Rest iiberhaupt weggelassen wird. Die
Division fithrte also hier nicht zu den Briichen, sondern zur Einfithrung immer
kleinerer benannter Einheiten, wihrend der dann verbleil bedeutende Rest
einfach weggelassen wurde.

Um die Frage nach der Herkunft der Briiche zu beantworten, miissen wir unser
Augenmerk noch auf einen anderen ProzeB richten, der schon in altester Zeit zu-
sammen mit dem Zihlen auftauchte, némlich auf das Messen (irgendwelcher
GroBen). In der geschichtlichen Entwicklung entstanden die Briiche durch MeB-
prozesse. Die Grundlage jeglichen Messens bilden irgendwelche GréBensysteme,
seien es Lingen, Volumina, Gewichte o. dgl. Die Wahl der als Grundlage des je-
weiligen MaBsystems dienenden MafBeinheit hing maBgeblich von den konkreten
historischen Bedingungen ab.

Die Entwicklung der MaBe ging in ungeféhr den gleichen Etappen vor sich wie die
Entwicklung des Zihlens.

Im ersten Entwicklungsstadium der menschlichen Gesellschaft wurden Messungen
ausschlieBlich nach dem AugenmaB vorgenommen. Das Ma8 wurde also urspriinglich
als eine qualitative Ei haft des g Korpers aufgefaBt. Als bel der wei-
teren Entwicklung der Gesellschaft das Messen nach AugenmaB nicht mehr aus-
reichte, entstanden gewisse natiirliche MaBe, welche hauptsiichlich von Teilen des

hlichen Kérpers abgeleitet wurden: der Liinge des FuBes, der Breite der Hand,
der Entfernung vom Ellbogen bis zum ausgestreckten Mittelfinger usw.

Von dem Vorhandensein derartiger MaBe zeugen MaBbezeichnungen, die sich
noch bis heute in Europa erhalten haben: , FuB‘ (die Linge desselben), ,,Zoll*
(Breite des Mittelfingers an der Wurzel), ,,Yard* (Linge des Unterarms), ,,Palm*
(Breite der Handfliche) usw. Zur gleichen Kategorie von MaBen gehort auch das
»,Machobaja Sashen* (Entfernung zwischen den Mittelfingern der seitwirts ausge-
streckten Héinde) und das ,Kosaja Sashen* (Entfernung vom weit ausgestreckten
groBen Zeh des linken FuBes bis zum Mittelfinger der nach oben ausgestreckten
rechten Hand), welche in RuBland noch lange Zeit in Gebrauch waren. Alle diese
MaBe dienten urspriinglich zum Vergleich der auszumessenden GréBen mit dem ent-
sprechenden Korperteil, aber auch zur Feststellung, welches Vielfache der MaB-

inheit in der den GroBe enthalten ist. Hierzu wurde die MaBeinheit £
8o oft angetragen, bis ein Vielfaches nE = E - - - - + E schlieBlich ungeféhr gleich

der auszumessenden GroSe A4 (d h.bis |[A—nEB|<3 ! E) war. Dadurch wurde

eine Verbindung zwischen dem Messen und dem Za.hlen hergestellt. Das Be-
diirfnis nach méglichst M fithrte dazu, daB die urspriinglichen
MaBe in zwei, drei oder vier Teile unterteilt wurden. Die als Resultat dieser Teilung
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entstandenen kleineren MaBeinheiten bekamen dann individuelle Namen und wurden
ihrerseits zu Messungen benutzt.

Somit entstanden die ersten konkreten Briiche als bestimmte Teile gewisser, ganz
bestimmter MaBe. Erst sehr viel spiter dienten die Namen dieser konkreten Briiche
als Bezeichnungen fiir die entsprechenden Teile anderer GroSen und erst danach
zur Bezeichnung der abstrakten Briiche.

,,Man darf nicht das ,uerBeprn‘ (Tschetwert) und das ,ueTn’, (Tschet) als Ein-
heit des Flichen- und HohlmaBes mit dem ,ueTBepTs’ oder ,yeth‘ (Viertel) als
Bruch verwechseln“ — schreibt L. W. TSCIEREPNINY). So bezeichnete das Wort

«noueTsepTus (ein halbes Viertel) eine lange Zeit hindurch den Bruch —18-, withrend

die Hilfte des LandmaBes Tschetwert durch dasWort «ocoMmuas (Osmina) bezeichnet
wurde, das nur zur Bezeichnung eines ganz bestimmten Land- oder HohlmaBes
diente. Es war also unméglich, etwa von «cnmuHa KHUrHY als von ,,einem Achtel
des Buches** oder von «ocbmMuHa myTH» als ,,dem achten Teil des Weges* zu sprechen.
1
3
Ganz ihnlich bezeichnete die Unze des rémischen MaBsystems urspriinglich nur
den zwolften Teil der Geld-Gewichts-Einheit As. Im Laufe der Zeit ging man
dann dazu iiber, auch den zwoélften Teil einer beliebigen GréBe mit dem Wort
»Unze" zu belegen, d. h., man gebrauchte es zur Bezeichnung des abstrakten Bruches

130 © daB es auch moglich wurde, von ,.fiinf Unzen des Weges* und von ,,sieben

Erst sehr viel spiter diente das Wort «oceMunan auch zur Bezeichnung des Bruches

Unzen des Buches* zu sprechen.

So waren die Individualbriiche im Anfang nichts anderes als bestimmte Bruch-
teile bestimmter MaBe. Abstrakte Briiche gab es damals noch nicht.

Diese Behauptung wird vollsténdig bestiitigt durch die Betrachtung der Zeichen,

die anfangs zur Bezeichnung. der Individualbriiche benutzt wurden. Die baby-
lonischen Schriftzeichen fiir %,% und % waren Darstellingen von GefiBen, also
konkreten HohlmaBen. Die éigyptische Flicheneinheit war das ,,Setat, ein Quadrat
der Seitenlinge von 1 Chet (1 Chet = 100 Ellen). Das Viertel eines Setat wurde

,Zerbrochenes* genannt und durch X bezeichnet. Spiter war der Begriff ,,Zer-

broch ““ die Bezeichnung fiir den Bruch schlechthin, wihrend das Zeichen x
im hieratischen System den abstrakten Bruch —i- bezeichnete. Es bestent Grund

zur Annahme, daB die Hilfte des Setat urspriinglich durch das Zeichen < (oder =)
dargestellt wurde. Als Einheit der Volumenmessung diente das ,,Hekat (,,Scheffel”,
ungefahr 41/, Liter). Da diese Einheit sehr klein war, benutzte man gewohn-
lich 100 Hekat als MaBeinheit. Die Hilfte und das Viertel dieser Einheit wurden
gleichfalls mit Hilfe der Zeichen <« und X bezeichnet, die man unter das Zeichen
fiir 100 Hekat setzte.2)

Schriftbilder vom Typus X H, wobei der Buchstabe ,,H etwa das Zeichen fiir
das Hekat vertreten moge, sind also vollig analog dem rémischen Ausdruck ,,fiinf

1JI. B. Yepennun, Pycexan Merpoaorusa (L. W. TscHEREPNIN, Die russische Metrologie),
Moskau 1944, Seite 53. i i

Y. H. Beceaosckuit, Eranerckan nayxa s I'peun (I. N. WESSELOWSKI, Die agyptische
Wissenschaft in Griechenland), flentlick des Insti fiir Geschiohte der Natur-

kunde, Band II, 1948, Seite 437—440.
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Unzen des Weges* gebildet. Die Verwendung des Namens (Zeichens) eines bestimmten
Teiles eines konkreten MaBes fiir den gleichen Teil eines anderen MaBes stellt einen
wichtigen Schritt auf dem Wege zur Schopfung der abstrakten Briiche dar.

Eine andere MaBeinheit der Agypter war das ,,Chen” ( = L Hekat ) . Der 32. Teil

des Chen wurde allgemein ,,Teil genannt und durch o bezelchnet Spﬁ,terhm
wurde — wie wir bereits sahen — dieses Zeichen allg zur B g der
Briiche verwendet.

Die Bezeichnungen fiir die Individualbriiche waren also anfangs nichts undetes
als Bezeichnungen fiir konkrete MaBeinheiten. Spiter bezeichneten sie — zuni
in Verbindung mit anderen MaBeinheiten geschrieben — konkrete Teile diesar
anderen MaBeinheiten. So bildete sich nur ganz allméhlich der (abstrakte) Bruch
als das allen gleichartigen Teilen verschiedener MaBe Gemeinsame heraus. Es
wurde keineswegs sofort erkannt, daB die Darstellung des Bruches als m-faches

des n-ten Teiles einer gewissen GroBe z, als T = 1': z, eine rein arithmetische Eigen-

schaft der Briiche, also unabhingig von den speziellen Eigenschaften des GroBen-
bereiches ist, dem x angehért. Dieser ProzeB verlief viel langsamer als die Ent-
stehung der abstrakten ganzen Zahlen. Es geniigt zu bemerken, daB selbst die
Romer noch ausschlieBlich konkrete Briiche benutzten.

Es besteht Grund zur Annahme, daB es urspriinglich nur dyadische Briiche gab.
,»Der erste Bruch, mit dem die Menschheit bekannt wurde, var — wie unmittelbar
einzusehen ist — das Halbe in seinen konkreten Formen, ndmlich in Form der Hilfte
irgendwelcher realer Gegenstinde.*!) Alle unmittelbar danach erscheinenden Briiche
waren Dualbriiche. Diese Etappe der Entwicklung fand ihren Niederschlag in der
altigyptischen Metrologie. So unterteilten die ter ihre Flicheneinheit, das
Setat, in zwei, vier, acht, sechzehn und zweiunddreilig Teile. Die gleiche Unter-
teilung besaB auch die Volumeneinheit, das Hekat. Fiir alle diese Teile gab es
individuelle Namen. ,,Da alle diese Teile konkrete Dinge waren, wurde mit ihnen
genau so wie mit den ganzen Gegenstiinden gerechnet.”‘?) Es ist ganz natiirlich,
daB als Zihler der Briiche zunéchst nur die Zahl Eins mdglich war. Spéter wurden

zu den genannten Briichen noch % und seine dyadischen Unterteilungen hinzu-
genommen. Die gleiche Einteilung findet man auch in der spiiteren dgyptischen

Divisionsmethode (Hemusbildu.ng der %- und %-Rei.he . Abnlich war auch das
altrussische MaBsystem aufgebaut. Einheit des LandmaBes war das ,,Socha“ («oxan),
das in ,,Halbsocha®, ,,Drittelsocha®, , Viertelsocha*, ,Halbdrittelsocha®, ,Halb-
Halbdrittelsocha* und ,,Halb-Halb-Halbdrittelsocha' («m0JI-n0Ja-HOATPETH COXMA)
unterteilt wurde!

Ein anderes LandmaB, das schon genannte Tschetwert, wurde zunichst gedrittelt
und dann sukzessive halbiert. Die kleinste Einheit war das ,,Halb-Halb-Halb-Halb-
Halb-Halb-Halb-Halb-Halb-Halb-Drittel“ (¢I0JI-10J-00J1-10J-I0JI-X0J]-I0JI-0J-
TOJI-IOJI-TPETHH X)),

Das System der altrussischen Briiche baute sich nach demselben Ptmzlp wie
das MafBsystem auf. Die grundlegenden Briiche waren:

1) W. W. BoBYNIN, Bemerkungen zu den Werken N. M. BusNows, 8. 114,
) W. W. BoBYxIN, loc. cit., S. 115.
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Bruck Russische Bezeichnung Deutsche Ubémtzung
% noa ein Halbes
% Tpers ein Drittel
% ders oder gerBepTH ein Viertel
% NOJNTPETH ein halbes Drittel
% noavern oder moaversepTn ein halbes Viertel
é TOJI-NONTPeTH ein halbes Halbdrittel
lls TON-NONAYETH ein halbes Halbviertel
1 ein halbes Halb-Halb-Drittel oder
% noJI-nox-noATperH oder MaaHe TPETH| ejn kleines Drittel
3—1§ H0a-noA-nIonTeTH oder ManNe yeTH :;“; hkl‘iib:e‘s I{,‘ii‘;;g“lh'we""el oder

Die iibrigen Briiche wurden in den altrussischen Quell istens als Summen
oder Dl.ﬁerenzen aus diesen Briichen dargestellt. So wurde —2% (schematisch) als
3 + 12+ T und a.ls ———l- geachrieben.

Natiirlich wurden alle diese Beziehungen im Original in Worten ausgedriickt.
Um auszudriicken, da8 an einer gewissen Anzahl von Einheiten eine halbe Einheit
fehlte, setzte man vor das betreffende Wort das Wort «oa (Halb). In diesem

Sinne bezeichnete «nom‘pe'rbm (Halb-Drei) die Za,hl 2 , ¢nojuerseprusdie Zahl 3 l,
«momnaTuy die Zahl 4 1 3» mommecth» die Zahl 5 usw. Als Uberrest dieser Bezeich-
nungsweise hat sich in RuBland das Wort: «nomopa» (entstanden aus «moaBTOpAY
Halb-Zwei) fir 1% erhalten. Eine #hnliche Bezeichnungsweise gibt es in RuBland
(wie auch bei uns in Deutschland — Anm. d. wissenschaftl. Red.) in der Zeitrech,
nung (Halb-Fiinf-Uhr, Halb-Sechs-Uhr usw.).1)

Nach einer Hypothese von I. N. WESSELOWSKI kamen die Agypter im Zusamm
hang mit der Zeitrechnung von den dyadischen Briichen zu den allgemeinen Briicl

der Form . Jedoch wurde auch lner nur der ,,Ziihler* Eins zugelassen. Z. B. konpte
im s.gyptlsohen System die Za.hl mcht durch ein einheitliches Symbol ausgedriiclkt
werden. Der Begriff — i: als emhelthche Zahl, a.ls einheitlicher Bruch, existierte
bei den Agyptern nicht. Alle Briiche der Form — mxt m > 1 stellten sie nach einpm

1) Eine &hnliche Bildung hat sich auch in der dinischen Sprache erhalten, wo die Zahl 50
geu;ch das Wort ,,halvtresindstyve* bezeichnet wird, was wortlich ,,Halb- Dren mal Zwangig"
eutet.
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allgemeinen Prinzip als Summen der Form Z":—‘ dar, wobei n;==n; fir i j. Da
(]

man die Zahl m in ihrer dyadischen Darstellung

m=2% 4 2% 4 2%, >0 > >m20
geschrieben denken kann, geniigt es zur Darstellung von ltsls 21 da man
alle Briiche der Form = i 5, in dieser Gestalt schreiben kann. Tatsachhch finden sich
in #gyptischen Papyn auch Tabellen fiir eine derartige Darstellung von 2
(n=3,5,...,101). Es gibt eine ganze Reihe von verschied Hypoth
iiber die Entstehung dieser Tabellen, auf die wir hier nicht néher emgehcn wollen. 1)
Es sei nur erwiihnt, daB schon bei der Anfertigung dieser Tabellen, die vor allem
praktischen Zwecken dienten, die #gyptischen Rechner zwangsliufig auf zahlen-
theoretische Probleme gefuhrt wurden.

Auch in Gneohenland wurden — genau wie in Agypten — hauptsichlich Briiche
der Form 1 5 benutzt. Offenbar war anfinglich der Bereich der gnechxschen Briiche
auch nllem auf diese beschrinkt. Zur Bezeichnung des Bruches — verwendewn
die Griechen — wie bereits gesagt — den mit einem Strich verselwnen Buchstaben
fiir n. So schrieb man 2—13 als %y’ (% = 20, y = 3).

HERON VON ALEXANDRIEN (1. bis 2. Jahrhundert v. u.Z.) gebrauchte daneben
auch Briiche der Form g:— Zu ihrer Bezeichnung schrieb er erst das Zeichen fiir m
mit einem Strich und wiederholte dann zweimal das Zeichen fiir » mit zwei Strichen.
So schrieb er den Bruch % als §'¢"' ¢’ und ?Eals xy' Ay Ay (2 =20,A =30,y =3).

DIOPHANT (3. Jahrhundert u. Z.) bezeichnete — wie auch wir heute — die Briiche
mit Hilfe eines Bruchstriches, nur schrieb er den Nenner iiber den Bruchstrich

und den Zahler unter denselben. Er schrieb also den Bruch —als—% (206 =25, %0 =21).

1270568 o, Wi
Der Bruch —j5=r=— hitte bei ihm die Form ot s gehabt.
Daneben verwendete DIOPHANT noch eine andere Schreibweise, indem er zunichst
den Zihbler des Bruches, dann den Nenner und dazwischen dasWort uogiov (Teilchen)

schrieb. Also:

3060000 — 7 o ——
331775 = % Omoo * Ay - ayos.

Genau wie in Agypten stellte man auch in Griechenland hiiufig die Briiche
als Summen von Briichen mit Zihler Eins dar, z. B.—%:%-{-% = &'¢’ (zur Be-
zeichnung der Addition wurden gewthnlich die S den hintereinander ge-

schrieben).

1)Vgl. hierzu die bereits erwahnte Arbeit von I. N. WessELowsk1 und C. A. fluosckan,
K TEOpHH ernne-roxg; apoGeti. (S A JANOWSEAJA, Zur Theone der agyptischen Briiche),
fir G

hichte der N o d g:nd I, 1947. ‘(isll{eh‘? auch
0 NEUGEBAUER, Die Grundlagen der & tuchenBruchroc ung, Berlin 1926, un OGEL,
Die Grun¢ n der Agyptischen Mat] hematik in ihrem e ‘mit der 2/n- T&be.llov

des Papyrus Rhind, Miinchen 1929. — Anm. d. wissenschaftl. Red.)
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Fiir ibre astrc ischen Berechnungen benutzten die Griechen die babylonischen
Sexagesimalbriiche, auf die wir weiter unten noch zu sprechen kommen.

Wie schon gesagt wurde, besaBen die Romer — im Gegensatz zu den Griechen —
nur konkrete Briiche, namlich die Teile ihrer Geldeinheit As. Diese war in 12 Unzen
unterteilt. Spéter wurde die Unze auch zur Unterteilung anderer MaBgroB8en benutat.
In Rom waren jedenfalls nur benannte Briiche bekannt, in dieser Hinsicht blieben
die Rémer sogar hinter den Agyptern, also um 1500 Jahre zuriick. Zur Bezeichnung
der Unze diente ein einfacher Strich ,,—*. Die Hiilfte wurde durch den Buchstaben

,»S (den Anfangsbuchstaben von ,,semis‘) bezeichnet. Die iibrigen Zwo]fer-Bruche

Zoioh hildet

wurden als Kombinationen aus diesen beiden g ) p
1
12_ﬁ+ﬁ"§+ﬁ's_

. 1 . ‘ T
,}4 As wurde ,semunzia‘* genannt, %% As hieB ,,duella®, 4_18 As ,,sicilius*,

1 «
= As ,,sextula’.

Eine andere Reihe von Unterteilungen der Grundeinheit war: 1 = As, -112- = unzia,
214 semunzia, 5= 2;8 = scripulus, 5‘;’6 == simplium, d. h., jeder dieser Briiche entsteht
aus dem vorhergehenden durch abwechselnd Mu]’uphkatlon des Nenners mit 2
bzw. 12. Die Gewichtseinheit As mit ihrer Unterteilung in Unzen war noch
lange Zeit hindurch in den” Apotheken gebriuchlich. Auch fanden die Zwélfer-
Briiche der Romer bei der mittelalterlichen Abakusrechnung Verwendung. Die
Geschichte der rémisct Briiche liefert ein Beispiel der ,,direkten Verwendung
eines metrologischen Systems, fiir welches die Rechenregeln und -methoden der
abstrakten Briiche zur Ausfithrung von Rechenoperationen ausgearbeitet wurden‘‘1).
Dergleichen beobachtet man auch anderenorts.

Die Inder dehnten die von ihnen erfundene Positionsschreibweise nicht auf die
Briiche aus. Vielmehr bezeichneten sie die Stammbriiche genau wie wir, indem
sie den Zihler iiber den Nenner schrieben, nur setzten sie dazwischen keinen Bruch-

strich. So wurde der Bruch 1 in der Handschrift von Bakhsall durch :1, bezeichnet.

3
Zur Bezeichnung gemischter Zahlen schrieben sie die ganze Zahl noch iiber den

Zéhler. Indiesem Sinneschrieben sie z. B. die Zahl ]%uls} . Diese Schreibweise

3
findet sich erstmalig bei dem tadshikischen Gelehrten ALNASAWI (um 1030 u. Z.).
Bei ihm ist diese Schreibart so konsequent ausgebildet, daB er sogar in dem Fall,
daB eine ganze Zahl fehlte, noch eine Null iiber den Zihler schrieb; so schrieb er

den Bruch%als (,). Der Bruchstrich findet sich erstmalig bei ALWASSAR (ABU
11

ZAQARIIJA ALHASSAR, 12, Jahrhundert u.Z.) erwihnt. RegelmiBig wurde der
Bruchstrich jedoch erst bei dem bereits genannten LEONARDO VON PISA (um 1250)
verwendet. Trotzdem dauerte es noch bis in das 16. Jahrhundert, ehe sich der
Bruchstrich allgemein eingebiirgert hatte. Im Mittelalter findet sich eine reiche

1)W. W. Bosyxivn, Bemerkungen zu den Werken N. M. Busxows, S. 119.
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Anzahl von Methoden zur Bezeichnung der Briiche. Hiufig schrieb man Zahler
und Nenner noch in rémischen Ziffern, wobei oft recht eigenartige Multiplikations-
prinzipien angewendet wurden. So findet sich in einem deutschen Rechenbuch

c
aus dem Jahre 1514 der Bruch a,ls | dargestellt. In einer Handschrift

ieLx
aus der Mltte des 14. Jahrhunderts wird 3 5 statt 2 und 47 statt & 7 geschrleben
DleZa.hl wurde oft durch -- bezeichnet; dann b eichnet zB4—dleZa.hl4—

Bei der Ausspmche der Briiche setzte man im Mittelalter stets noch das Won
,»Teil** hinzu,?) man sprach also von ,Zwei Fiinf-Teile fiir % .

In RuBland benutzte man withrend des 16. und 17. Jahrhunderts zur Aussprache
der Briiche, deren Nenner zwischen 5 und 10 lag, die Endung «wma», sagte also

beispielsweise «ceabmuuar fiir ; und «recaTunar fir 5. War der Nenner groBer

(i
als 10, so wurde das Wort «repeGeit» hinzugesetzt, man sagte also beispielsweise
«NATH TPHHANIATHIX epebrens fir i In alten russischen Handschriften wurden die
Briiche selbst als ,,Telle“ bezelchnet spater nannte man sie auch —entsprechend
der lateini i fracti‘ — ,,gebrochene Zahlen“. Diese Termi-
nologie benutzte auch MAGNIZKI in seiner ,,Arithmetik*.

Eine einheitliche, algorithmische Bezeichnung fiir beliebige Briiche findet sich
zuerst in Babylonien, wo auch die Briiche mit Hilfe des sexagesimalen Positions-
systems bezeichnet wurden. Dazu wurde die Einheit in bekannter Weise fortlaufend
in 60-tel, 3600-tel usw. unterteilt; in der Schnft wurde dann nur die Anzahl der
jeweiligen Teile vermerkt. Dle individuell fiir die g te kleine

S

Gruppe von Briichen (2 '3 ,§usw wurden im Laufe der Zeit aus den mathe-

matischen Texten fast vollstindig verdringt. Selbst fiir den Bruch & g Wurde schlieB-

lich die algorithmisehe Darstellung {{{ (0,30 — da sexagesimales qystem' Anm.
d. wissenschaftl. Red.) verwendet. Die sexagesimalen Briiche besaBen den unbestreit-
barenVorzug, daB mit ihnen genau wie mit den ganzen Zahlen gerechnet werden konnte.
Deshalb fanden sie spiterhin auch auBerhalb der Grenzen Bubyloniens Verwendung.
Wahrscheinlich sind sie nicht spiter als in der Mitte des 2. Jahrhunderts v. u. Z.
— in der Hauptsache durch astronomische Werke — nach Alexandrien gelangt.
Da das alphabetische System der Griechen sehr schlecht zur Darstellung auch nur
einigermafen groBer Zahlen und zum Rechnen mit ihnen geeignet war, muBten
sich die griechischen Astronomen zur Berechnung ihrer Tabellen entweder eines
anderen Bezeichnungssystems fiir die ganzen Zahlen bedienen und dann den Radius
des Einheitskreises hinreichend groB wihlen (dann konnten sie die Sehnen des Kreises
mit geniigender Genauigkeit als Vielfache der MuBeinheit des Radius ansehen)
oder sie muBten eine andere Darstellungsweise fiir die Briiche finden. Die griechischen
Astronomen entschieden sich fiir den zweiten Weg. Sie gebrauchten fiir die ganzen
Zshlen nach wie vor die alphabetische Bezeichnungsweise und daneben fiir die
Briiche das sexagesimale System der Babylonier, in welchen sie nur die Form der

1 Ein Uberrest dieser B b ist die End ..-tc ‘“ bei der deutschen Aussprache
der Briiche (Drittel usw., ) — Anm. d. ummm:haﬂl
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Ziffern &nderten. Die Zahlen von 1 bis 59 bezeichneten sie nicht nach dem additiven
Prinzip der Babylonier durch ¥ und {, sondern mit Hilfe der Buchstaben ihres
Alphabets.

Der bekannte griechische Astronom CrauDpIUS PTOLEMAEUS (Mitte des 2. Jahr-
hunderts u. Z.) teilte den Umfang des Kreises in 360 Teile. Diese Teile bezeichnete
er hiufig als Tun'uara, was soviel wie ,,Segment bedeutete, oder er nannte sie ein-
fach uolpar, abgekiirzt durch u°. Spiter bezeichnete man sie einfach durch einen
Kreis, wie er heute noch zur Bezeichnung des Grades Verwendung findet. Das
Wort ,,Grad* selbst ist nach Meinung von G. H. F. NESSELMANN (1842) arabischen
Utsprungs.

Jeden der erhaltenen 360 Teile (Grade) unterteilte’ PTOLEMAEUS in 60 Teile,
die er Asmra, d.h. wortlich , Kleinigkeit”, oder ,die ersten Sechziger” nannte.
Die folgende sexagesimale Unterteilung nannte er ,die zweiten Sechziger®,
die niichste ,,die dritten Sechziger. Bei der U'bersetzung dieser Bezelchnungen
ins Lateinische wurde daraus ,minuta prima®, ,minuta secunda®, ,minuta
tertia“. Das Wort ,minuta“ leitet sich von ,minuere (vermindern) ab
und ist damit die worthche Ubersetzung des griechischen ZAswra. Hieraus ent-
standen unsere heuti gen ,,Minute‘ und ,,Sek\mde" Fur ge-
wohnlich verwendete PTOLEMAEUS nicht die voll
sondern Abkurzungen So schrieb er 37°4'55"” als ,u°u'6' . Manchma,l lieB er auch
das Zeichen x° aus und setzte iiber die Buchsta.benverbmduug, die die Anzahl
der Grade angab, einen Querstrich. Beim Schreiben der sexagesimalen Briiche
verwendeten die Griechen das Zeichen o zur Bezeichnung nicht vorkommender
Sexagesimalstellen. Dieses Zeichen dhnelt in seiner Form unserer heutigen Null.
So wurde der Winkel 12°0'23" als ¢fo’xd" geschrieben. Da die ganzen Zahlen
weiterhin im iblichen alphabetischen System geschrieben wurden, diente das
Zeichen o auBerdem zur Bezeichnung der Zahl 70. Trotzdem waren bei der Be-

dieses Zeich zum Schreiben der Sexagesimalbriiche keine Verwechs-
lungen zu befiirchten, da hierbei die Zahl 70 nicht auftreten konnte (weil nimlich
an den einzelnen Stellen nur Zahlen bis 59 vorkommen), der Buchstabe o
(Omikron) konnte also getrost diese neue Bedeutung erhalten. Man nimmt an,
daB dieses Nullzeichen als Abkiirzung aus 09év (nichts) entstanden ist.

Wir weisen darauf hin, daB bei Kennzeichnung der Ordnungen die Verwendung
eines solchen Zeichens iiberfliissig ist. Dagegen war ein solches Zeichen im baby-
lonischen System, in dem beim Schreiben die Ordnungen nicht unterschieden
wurden, sehr wesentlich.

Aber nicht nur die Griechen, sondern auch die Vilker des Nahen und Mittleren
Ostens und danach auch Westeuropas iibernahmen die sexagesimalen Briiche der
Babylonier. Allerdings fanden sie dort ausschlieflich in w haftlichen Werken
Verwendung. Im Mittelalter wurden in Europa zur Darstellung der ganzen Zahlen
das Dezimalsystem und zur Dn,rstellung der Briiche das sexagesl.ma.le System und
verschied Darstellungsarten durch St briiche ver det.1)

‘)Dle Bruehrschnung galt hnge Zeit hindurch als der schwierigste und lizierteste Tell

In D d spricht man heute noch vom ,,in die Briiche geraten®,
wsnn ea sich um eine ichts} ache handelt. Auch in den Schulbiichern findet sich die
Behandlung der Briiche meistens am Ende der Darstell damit der Schiiler vorher
ohne allzugroBe Anstreng:ngen die Gesetze der Arithmetik erlernt. ErfahrungsgemiB ge-
langt bis zu diesem Abschnitt die Mehrzahl der Schiiler ohne Miihe.
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Erste Andeutungen der Dezimalbriiche finden sich schon bei den Indern. Zur
Berechnung der Quadratwurzel aus einer Nicht-Quadratzahl héingten sie an den
Radikanden so viele Paare von Nullen wie nétig waren, um genﬁgend wele Stellen
der Wurzel zu erhalten. Allerdings dehnten die Inder ihre positi
weise nicht auf diese ,,Dezimalbriiche*‘ aus, sondern schneben sie stets mit emem
Nenner. Ahnliche Methoden finden sich auch bei den Mathematikern des Mittleren
Ostens, z. B. bei ALNASAWI.

Ein dhnliches Verfahren zum Ausziehen der Quadratwurzel verwendete in Europa
zuerst JOHANNES VON SEVILLA in seinem schon erwihnten ,,Liber alghoarismi de
practica arismetrica‘* (12. Jahrhundert). In der Mitte des 15. Jahrhunderts be-
nutzten manche (REGIOMONTANUS u.a.) zur Berechnung der trigonometrischen
Funktionen einen Kreis vom Radius 10® oder 107 und bekamen damit de facto
die trigonometrischen GroSen in Form von Dezimalbriichen.

Im 15. bis 16. Jahrhundert begegnet man schon hiufiger Briichen mit dezimalen
Nennern. So findet man bei einem franzési Mathematiker?!) des 16. Jahr-
hunderts schon eine ganze, weit entwickelte Theorie der Briiche mit Dezimal-
nennern. Auch G. CARDANO (16. Jahrhundert) benutzte bereits derartige Briiche?).
Der deutsche Schreiber GRAMMATEUS (1523) schlug vor, dlese Briiche beim Ver-
glexchen von gemeinen Briichen zu benut: Um f Icher der Briiche

3 S und 2 3 groBer ist, hiingte er an die Zihler Nullen an (spaltete sie also in Dezimal-

s::ellen auf) und teilte sie dann durch die Nenner: #:62-;—und—2-g9=66 Y also

b
378

Der Franzose ORONTIUS FINAEUS (um 1550) berechnete die Quadratwurzel
aus 10, indem er an den Radikanden 10 sechs Nullen hiingte, also faktisch mit
Dezimalbriichen rechnete. Indes formte er anschlieBend den erhaltenen Wert in
den entsprechenden Sexugesimalbruch um. Dieses Beispiel zeigt deutlich, daB die
Dezimalbriiche, trotz ihres effektiven Auftretens, bis in das letzte Viertel des 16. Jahr-
hunderts hinein nicht systematisch verwendet wurden.

Den ersten folgerichtigen Gebrauch von Dezimalbriichen machte der flimische
Kaufmann und Ingenieur SIMON STEVIN (1548 bis 1620). Im Jahre 1584 veriffent-
lichte er eine Prozentetabelle in flimischer Sprache, die bald darauf auch in fran.
z6sischer Sprache erschien; im folgenden Jahre publizierte er seine Arbeit ,,La disme
enseignant facilement expédier par nombres entiers sans rompus tous comptes se
rencontrans aux affaires des hommes* (,,Das Dezimalsystem, nach welchem man
alle im tiiglichen Leben vorkc den Rechnungen in ganzen Zahlen ohne Briiche
leicht ausfithren kann“). In dieser insgesamt sieben Seiten umfassenden Abhandlung
werden u. a. die Dezimalbriiche eingefiihrt und die Grundrechenarten der Arith-
metik an ihnen erklirt. STEVIN erkannte klar den groBen Nutzen der Dezimal-
briiche, insbesondere bei Verwendung eines dezimalen MaBsystems, dessen erster
energischer Verfechter er auSerdem war. Sein Wunsch, daB das Dezimalsystem

I)Vgl. hierzu Gumz, The invention of the decimal fractions and application of the exp. tial
Bonfils of T: (Isis, XXV (1), 1936)
*) Der Mathematlker und Astronom GAT EDDIN ALKAYI aus Samarkand gab bereits um das
Jahr 1420 ein mehr als finfzehnstelliges Verhaltni der Lénge einer Sehne eines
Kreises und seinem Radius in Form eines Dezimslbruches an.
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von lichst weiten Kreisen werden moge, kommt z. B. darin zum
Ausdruc.{ daB er ,,La disme* nicht in Latein, sondern in der flimischen und fran-
zbsischen Umgangssprache schrieb.

Die Bezeichnung, die STEVIN vorschlug, weicht allerdings noch betrichtlich von
der heutigen ab. Statt eines Komma benutzte er die Zahl Null, die er zur Unter-
scheidung in einen Kreis einschloB. Ferner schrieb er hinter jede Dezimalstelle
die Stellenzehl, gleichfalls in einen Kreis eingeschlossen. So schrieb er z. B. die
Zahl 35,912 als 35 @9@ @ ® . In dieser Schrelbwexse kommt also dasselbe
Prinzip zur Anwendung, wie in der von STEVIN v Bezeichnung der
Potenzen von Unbekannten.

Im Jahre 1608 wurde ,,La disme* von RICHARD NORTON ins Englische iibersetzt.
1619 erschien in England ein Werk iiber Dezimal-Arithmetik von HENRY LicHT.
Trotzdem verdringten die Dezimalbriiche keineswegs sofort die anderen Be-
zeichnungsarten. Sie muBten vielmehr — genau wie auch das positionelle Dezimal-
system — einen hartnickigen Kampf gegen alte Traditionen filhren und konnten
erst allmihlich den Platz erobern, den sie heute einnehmen.

Auf dem Kontinent wurden nach STEVIN die Dezimalbriiche systematisch von
J. BtreI (1652 bis 1632) in einem handgeschriebenen Werk ungefihr aus dem
Jahre 1592 verwendet. BURGI benutzte als Trennzeichen zwischen dem ganzen
und dem gebrochenen Anteil eine Null, die er iiber die Einerstelle setzte.

Im Jahre 1603 erschien in Frankfurt a. M. die ,,Logistica decimalis* (,,Dezimal
Arithmetik) von J. H. BEYER, in welcher er die vier Grundrechenarten der Arith-
metik fiir die Dezimalbriiche behandelte. BEYER nannte diese Briiche seine eigene
Erﬁndung Seine Bezeichnungsweise erinnert an die damals vorherrschende Be-

gsart der Sexagesimalb dche So schrieb er die Zahl 123 459872 als

0 I IIIIVYVI
12 3-4-5-9-8-7-2 oder kiirzer als 123 459 872 Die Zeichenverbindung 54 bezeichnet
bei ihm die Zahl 0,000064. BEYER bemerkte, da8 sich die von ihm benutzten Dezimal-
briiche grundlegend von den ,,gemeinen‘ Briichen unterscheiden, bei denen der
Ziihler iiber dem Nenner geschrieben wird.1)

‘Wiihrend des 16. und 17. Jahrhunderts finden sich nebeneinander die verschied
sten Bezeichnungsweisen fiir die Dezimalbriiche.

Das Komma als Trennzeichen wurde zuerst von Btrer und KEPLER (1671—1630)
benutzt, die es neben Klammern gebrauchten.

Mit den Dezimalbriichen befaBte sich auch J. NEPER (NAPIER) (1550—1617),
der ihre Theorie in seiner , Rabdologia‘ niederlegte. Dort werden die Briiche in
der Regel nach demselben Prinzip bezeichnet, das wir heute zur Bezeichnung von
Graden, Minuten, Sekunden usw. benutzen. Der Bruch 28,675 z. B. wurde von ihm
als 28°6"7"'5""" geschrieben und ,,28 Ganze, 6 Primen, 7 Sekunden, 5 Terzen*
gelesen. In dem gleichen Werk benutzte NEPER als Trennzeichen auch einen Punkt,
wie er noch heute in England und Amerika verwendet wird.?) Jedoch findet man
noch im 17. Jehrhundert neben den Dezimalbriichen auch Sexagesimalbriiche im
Gebrauch, welche erst im 18. Jahrhundert giinzlich verdringt wurden.

&

1) Man nimmt an, daB die deutschen Wérter ,,Dezimalbriiche*, ,,gemeine Briiche* und ,,De-
zimalrechnung' gleichfalls auf BevEr zuriickgehen. (Vgl. J. TROPFKE, a.s. 0., Band 1.
2. Aufl,, 8.144.) — Anm. d. tl. Red.

%) Ein Punkt als Trennzeicken bei Dezimalbriichen wurde erstmalig von CER. CLAVIUS (1693)
verwendet.
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Die erste russische Darstellung der Dezimalbriiche findet sich in der ,, Arithmetik*
von L. MAGNTZKI. MAGNIZKI unterschied zwischen logistischer oder astronomischer
Arithmetik und Dezimalarithmetik. In der ersten behandelte er die Lehre von

den Sexagesimalbriichen, die er in der Form 51 25 4‘7 5] 25 schrieb. Die Dezimal-
Arithmetik verwendete er hlieBlich in der Geometrie. Dabei ging er auch auf
dezimale Lingen- und FlichenmaBe ein. Er fiihrte als Lingeneinheit die ,,Rute*
(,,deutscher Sashen*) ein mit den Unterteilungen 1 Rute = 10 FuB, 1 FuB =10
Zoll oder Palm, 1 Zoll = 10 Gran oder Sjoren, 1 Gran = 10 Skrupel oder Bruchteile.

Im 18. Jahrhundert breiteten sich die Dezimalbriiche immer weiter aus. End-
giiltig festigten sie sich nach der Einfithrung der dezl.malen Mag- und Gewichts-
systeme.!) Heute werden auch im Alltagsleb ders in der Statistik —
Prozente (das sind ja nichts anderes als Dezunalbrilche) hiufiger als gemeine
Briiche verwendet.

Zusammenfassung

Mit der Schépfung der Dezimalbriiche erlangte das positionelle Dezimalsystem
seine Vollendung, dieses System, das uns so unentbehrlich zur vollstindigen Be.
zeichnung der Zahlen wurde und das heute allgemein in Wi haft und
Alltagsleben herrscht. Daneben erhielten sich nur gn.nz unbedeutende Uberreste
anderer Bezeichnungssysteme der Zahlen, teils im Sprachgebrauch, teils in gewissen

Rechnungen {die sexagesimalen Unterteilungen der Stunde und des Grades, die

Verwendung der Stammbriiche -‘, ; ,% usw. |, manchmal auch bei der Bezeichnung
von Ordinalzahlen (mit Hilfe der Buchstaben eines Alphabets).

Mit der Einfiihrung der Dezimalbriiche dehnte sich unsere heutige Bezeichnungs-
weise der Zahlen, die anfiinglich nur zur Darstellung der ganzen Zahlen geschaffen
war, auf alle reellen Zahlen?) aus. Dazu brauchten keine neuen Prinzipien mehr
hinzugenommen zu werden; die Bezeichnung aller Zahlen ist vollig gleichartig.

Das positionelle Dezimalsystem erfiillt, wie leicht einzusehen ist, alle Forderungen,
die wir an ein bequem zu verwendendes Bezeichnungssystem fiir die Zahlen stellen
miissen (sieche S. 23). Es ist gleichermaBen gut geeignet zur Darstellung sehr
groBer wie sehr kleiner Zahlen, die die Menschheit seit dem Beginn der Re-
naissance — besonders aber in unserem Jahrhundert — bei der Erforschung der
entferntesten Himmelskorper einerseits und der inneratomaren Mikrowelt anderer-
selts benbtigt. Dlm Forderungen erfiillt in einem solchen MaBe keines der anderen

hnu die wir k gelernt haben. Deshalb muBten im Laufe der
fortschreltenden Entwicklung alle diese Systeme dem positionellen Dezimalsystem
weich tgegen jeglicher vielhundertjshriger Tradition und sonstiger Hindernisse.

1) Ein einheitliches MaBsystem wurde zuerst in Frankreich nach der b lichen Revol
von 1789 gesetzlich festgelegt. In der UdSSR wurde du metrische MaBsystem durch einen
BeschluB des Rates der Volkskommissare vom 14. Januar 1918 eingeﬁxhrt Bis 1926/27
hatte es die alten MaBsysteme vollstandig verdrén, Enghnd die USA und einige andere
Liander haben bis zum lmmgen Tage noch mcht off lell das
(Bei uns in Deutschland wurde das met: Sy im Jahre 1872 geletzmuhg ; verankert.
Anm. d. wissenschaftl. Red.)

%) Uber die reellen Zahlen nehe Kap. VI des nachfolgenden Artikels von I. W. PROSKURJAKOW
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Wir sahen, daB das Positionssystem das Ergebnis einer langen historischen Ent-
wicklung ist, daB an seiner Schopfung, die sich iiber mehrere Jahrtausende hinzog,
zahlreiche Vilker aus aller Welt teilgenommen haben. Die Entstehungsgeschichte
des Positionssystems bietet nicht nur im Rahmen unserer Einzeldisziplin — der
Mathematik — Interesse, sondern besitzt auch allgemeinere Bedeutung.

1.) Vor allen Dingen widerlegt die wissenschaftliche und objektive Geschichte
der Zahlenbezeichnung die idealistische Lehre vom apriorischen Charakter der
Zahlen und die Auffassung, sie seien dem menschlichen BewuBtsein angeboren. Die
Geschichte der Zahlenb hnung zeigt, daB der Begriff der natiirlichen Zahl (wie
auch der des Bruches) und die Elgenschaften und Gesetze der Zahlen das Resultat
von Abstraktionen bestimmter, ganz konkreter, quantitativer Eigenschaften
und Verhiiltnisse der Gegenstinde der realen Welt sind.

2.) Weiter zeigt die Geschichte unserer Zahlzeichen, da8 die Entwicklung der Be-
zeichnungssysteme stets vom Vielfiltigen und Reichhaltigen zum Einfachen und
Einheitlichen verlief. Je niedriger das wirtschaftliche und kulturelle Niveau der
Gesellschaft war, desto zahlreicher waren die in ihr gebriuchlichen Bezeich
systeme.

Die erste allgemeine Form von Bezeichnungssystemen waren Systeme vom
Typ der #éigyptischen Hieroglyphen, die auf einem additiven (mitunter auch einem
subtraktiven) Prinzip beruhten. Die Phase der hieroglyphischen Bezeichnungsweise
der Zahlen, der ein noch sehr primitives miindliches Zihlen entspricht, wurde an-
scheinend in mehr oder minder ausgepriigter Form von ullen Vélkern durchlaufen.
Obwohl das Prinzip dieser Bezeichnungsweise in den verschiedenen Lindern ein und
dasselbe war, zeigten sich bei der Wahl der Knotenzahlen, von denen ja jede als
Grundlage eines eigenen, besonderen Stellensystems diente, und in den Formen
ihrer Bezeichnungen groBte Unterschiede.

Die Bezeichnungssysteme vom Typ der Hieroglyphen wurden von den alpha-
betischen verdriingt, die ihrerseits einen wesentlichen Schritt auf dem V\ege zum
heutigen universellen Bezeichnungssystem bedeuteten. Sie waren gut geeignet zum
Operieren mit nicht allzu groBen Zahlen, im Einklang mit den dkonomischen Ver-
hiltnissen der antiken Sklavenhaltergesellschaft und des frilhen Feudalismus.

Alle alphabetischen Systeme waren Dezimal-Systeme und bauten sich nach
einem gemeinsamen Ziffernprinzip auf. Diese beiden Tatbestiinde waren ein t
licher Schritt auf dem Wege zu einer einheitlichen Bezeichnungsweise. DaB aber
hierbei jedes Volk sem ig Alphabet verwendete, hemmte die Entwicklung
elne!‘ inheitlich ‘N

SchlieBlich brachte das folgende Entmcklungsstsdmm das erste einheitliche, in
der g; Welt verwendete B tem, unser heutig les Positi
system. Einheitlich ist hierbei nicht nur dn.s Prinzip seines Aufbaues, sondern auch
die Form der Ziffern

3.) Damit hefert die Geschichte der Syst zur Bezeich der Zahlen eine
erginzende Illustration zu der marxistischen These von der Entwncklung im Kampf
der Gegensitze, im Kampf des Neuen und Progressiven mit dem Alten und Kon.
servativen, von der uniiberwindlichen und alles bezwingenden Kraft der fortschritt-
lichen El te der hlichen Gesellschaft und der menschlichen Kultur. Jedes

Y fixiert namlich ein schon vorhandenes miindliches Zéhlen, das
sich weiter entwickelt und mit dem Fortschritt der Gesellschaft immer mehr ver-
vollkommnet. Hierbei bleibt das schriftliche Bezeichnungssystem hiufig hinter den

&'
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fa.ktuwh exlstlerenden Zghlmethoden zuriick. Unvermeidlich erscheint dann ein neues,
voll B t Wir sahen, mit welcher Mithe sich jedes neue

System stets seinen Weg bahnen muBte. So muBte das alphabetische System die
jahrhundertealte Tradition der attischen Staaten iiberwinden. Dem dezimalen
Positionssystem standen die reaktiondren Krifte des europdischen Mittelalters
entgegen,

4.) SchlieBlich zeigt die Geschichte der Entstehung des Positionssystems von

die Einheitlichkeit der gesellschaftlichen Entwicklung. Als Zugang zum
Pogitionsprinzip dienten — wie wir sahen — die multiplikativen Rech
die sohlieBlich zum Positionssystem und zur Emfti.hmng der Null im alten Zwei.
stromland, bei den Stimmen der Ma,ya., in der spatnntlken Epoohe und schlieB-
lich in Indien fiihrten. Die Bildung des heutig y war also somlt
keine zufillige Erscheinung, sondern die geset ‘BlgeV llendung eines ging
lichen historischen Prozesses.

Die Geschichte der Bezeichnungssysteme fiir die Zahlen zeigt, daB auch unser
Bezeichnungssystem geschaffen wurde im Verlaufe der Geschichte der Gesellschaft
und der Geschichte der Basen wahrend vieler Jahrhunderte, durch die Anstren-
gungen Hunderter von Generati daB es geschaffen wurde zum Nutzen der ganzen
Gesellschaft, aller ihrer Klassen, als ein System, das cinheitlich fiir dic ganze Ge-
sellschaft und allen ihren Gliedern gemeinsam ist.!)

1) Weitere Lit ber die E r Bezei findet man z. B. in D. J.
STRUIK, Abriff der Gewhmhu der MAtT\emhk 2. Anﬂ Berlin 1963 (Ubersetzung aus dem
Amerikanischen), F. A. WILLERS, Z&hlzelchen und Rochnen im Wandel der Zeit, Berlin-
Lexpzlg 1949, und H. WussiNg, Mathematik in der Antike, 2. Aufl., Leipzig 1965. — Anm.

wwmchaﬂl. Red.



I. W. PROSKURJAKOW

MENGEN, GRUPPEN, RINGE UND KORPER
DIE THEORETISCHEN GRUNDLAGEN DER ARITHMETIK



EINLEITUNG

Der Begriff der Zahl, der auf sehr frithen Entwicklu der hlich
Gesellschaft aus dem Bediirfnis zu zéihlen heraus entstand, ist eine der grund-
legenden Errungenschaften der menschlichen Kultur. Die Zahl ist zu einem
dauernden und unentbehrlichen Hilfsmittel unserer gesamten praktischen Tatigkeit
geworden. Die Moglichkeit, die Zahlen fiir das Studium und die Verinderung der
uns umgebenden materiellen Welt zu benutzen, beruht darauf, daB der Mensch
die Zahlen selbst aus dieser Welt gewonnen hat. Alle Eigenschaften der Zahlen
sind nur ein von einer Reihe spezieller konkreter Merkmale befreiter, abstrakter
Ausdruck realer Beziehungen der materiellen Welt. So ist die Zahl Fiinf nur eine
Widerspiegelung der realen Eigenschaft, die den fiinf Fingern unserer Hand, einer
Bliite mit fiinf Bliitenblittern und allen anderen Gesamtheiten aus finf materiellen
Gegenstinden gemein ist, unsbhénglg von Form, GriBe, Farbe und anderen
konkreten Eigenschaften der Gegenstiinde,

ENGELS schrieb dariiber: ,,. . kemeswegs aber befaBt sich in der reinen Mathe-
matik der Verstand bloB mit seinen eigenen Schipfungen und Imaginationen. Die
Begriffe von Zahl und Figur sind nirgends anders hergenommen als aus der wirk-
lichen Welt. Die zehn Finger, an denen die Menschen zéhlen, also die ersten arith-
metischen Operationen vollziehen gelernt haben, sind alles andere, nur nicht freie
Schopfungen des Verstandes. Zum Zihlen gehoren nicht nur zihlbare Gegenstinde,
sondern auch schon die Fihigkeit, bei Betrachtung dieser Gegenstinde von allen
iibrigen Eigenschaften abzusehen, auBer von ihrer Zahl — und diese Fahigkeit
ist das Ergebnis einer langen geschichtlichen, erfahrungsmiiBigen Entwicklung.‘‘1)

Das ist das Wesen der Mathematik vom Standpunkt des dialektischen Materialis-
mus aus.

Entg tzte Meinungen werden vo. burgerhch-!dnm tischer Seite geduBert.
Nach diesen’ Meinungen ist die Mathematik ein Produkt der freien Schopfung des
menschlichen Geistes, und ihre grundlegenden Begriffe sind unserem Verstande
a priori eigen, d. h. vor jeder Erfahrung dem Menschen schon bei seiner Geburt
gegeben.

Die Unsinnigkeit derartiger Ansichten iiber die Mathematik wird millionenfach
und auf Schritt und Tritt durch unsere gesamte praktische Tatigkeit bewiesen,
da in den Anwendungen die Mathematik stets die Ergebnisse zeitigt, die wir von
ihr erwarten. Letzteres ist aber nur deshalb der Fall, weil die mathematischen
Wahrheiten eine Widerspiegelung objektiver GesetzmiiBigkeiten der Natur sind.

Die Zahl ist das wichtigste Mittel, mit dessen Hilfe die Mathematik die Gesetz-
miiBigkeiten der realen Welt studiert. Jedoch ist der moderne Zahlbegriff das
Resultat eines komplizierten und langwierigen historischen Entwicklungsprozesses.

4o

1) Frizprich ENGELS, Anti-Dithring, Berlin 1948, S. 44.
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Nach den natiirlichen Zahlen entstanden die gebrochenen Zahlen, spiiter die irratio-
nalen Zahlen und schlieBlich die negativen und die komplexen Zahlen. Der vor-
liegende Artikel wird nur ganz kursorisch die historische Entwicklung des Zahl-
begriffs andeuten, da seine eigentliche Aufgabe darin besteht, das logische Wesen
des modernen Zahlbegriffs aufzudecken. Der Leser findet hier auch keine Zusammen-
tellung von Eigenschaften der Zahlen, die fiir ihn neu sind. Nicht die Vermittlung
neuer Erkenntnisse, sondern die Begriindung derjenigen Eigenschaften der Zahlen,
die jedem von der Schulbank her bekannt sind, ist das Hauptziel dieses Artikels.

Gerade der Beweis der einfachsten Eigenschaften der Zahlen, wie z. B. des kommu-
tativen oder des assoziativen Gesetzes der Addition, verlangt eine genaue Definition
der Zahl und st68t daher auf bemerkenswerte Schwierigkeiten. Nichtsdestoweniger
glauben wir, daB der Lehrer, der tiiglich wiederholt von diesen Eigenschaften der
Zahlen Gebrauch macht, eine Vorstellung davon besitzen muB, wie sie bewiesen
werden. Dies ist auch fiir fihige, mathematisch interessierte Schiiler der oberen
Klassen fiir das allgemeine mathematische Wissen niitzlich. Aus demselben Grunde
kann der Artikel auch den Studenten der pidagogischen Institute empfohlen
werden. Da der Aufbau der reellen Zahlen an die Vorlesungen iiber Differential- und
Integralrechnung und der Aufbau der komplexen Zahlen an die Vorlesungen iiber
hohere Algebra heranfithrt, konnen die entsprechenden Kapitel dieses Artikels auch
den Studenten der physikalisch-mathematischen Fakultiten der Universititen
empfohlen werden.

AuBer der Begriindung der elementaren Eigenschaften der Zahlen hat der Artikel
zum Ziel, den Leser an die grundlegenden Ideen und die Begriffe der modernen
Mathematik * heranzufithren. Hierzu gehoren in erster Linie der Begriff der Iso-
morphie sowie die Begriffe der Menge, der Gruppe, des Ringes und des Kérpers.
Die konsequente Anwendung der angegebenen allgemeinen Begriffe erlaubt es, viel-
melige und anstrengende Wiederholungen ein und derselben rlegung beim Be-
weis analoger Eigenschaften von Zahlen verschiedener Art zu vermeiden, und ge-
stattet dem Leser, die Eigenschaften verschiedener Zahlenbereiche vom allgemeinen
Standpunkt aus zu erfassen. Selbstverstindlich bereitet einem Leser, der mit diesen
Begriffen nicht vertraut ist, eine solche Darlegung zusiitzliche Schwierigkeiten, da
er diese neue Auffassung von der Zahl wirklich erlernen muB. Die Kenntnis dieser
Ideen und Begriffe der mo-ernen Mathematik stellt den wesentlichen Teil jenes
Neuen dar, das der Leser im vorliegenden Artikel kennenlernt. Die Ausfithrungen
tiber die Begriindung des Zahlbegriffs vom Standpunkt der Theorie der Ringe und
Korper aus diirften, so scheint es uns, auch fiir den Fachmann von Interesse sein.

Im ersten Kapitel werden die wichtigsten Grundbegriffe der Mengenlehre
zusammengestellt. Das zweite Kapitel behandelt den Begriff der Gruppe, den
Begriff des Ringes und den des Kérpers, wobei in allgemeiner Form die Eigenschaften
algebraischer Operationen untersucht werden, die spiter beim Studium der ver-

hied Zahlenbereiche benutzt werd In den folgenden Kapiteln werden
nacheinander die natiirlichen, die ganzen, die rationalen, die reellen und die kom-
plexen Zshlen eingefiihrt. Im letzten Paragraphen werden schlieBlich noch die
Quaternionen betrachtet und die Frage nach der Moglichkeit einer nochmaligen
Erweiterung des Zahlenbereiches erortert.

Da wir eine streng logische Begriindung der Eigenschaften der Zahlen beabsich-
tigen, weisen wir bei der Benutzung schon bewiesener Eigenschaften in Klammern
auf die entsprechenden Sitze aus den vorhergehenden Kapiteln hin. Daher muB
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ein Leser, der die Richtigkeit der Begriindung einer gegebenen Eigenschaft nach-
priifen will, entweder den g vor g Teil des Artikels lesen oder
zumindest aber jene Teile, die in diesen Hinweisen angegeben sind. Jedoch kann
ein Leser, der sich speziell fir die Begrindung der Eigenschaften von Zahlen
einer gegebenen Art interessiert und die Eigenschaften der vorhergehenden Zahlen-
bereiche als bekannt ansieht, nach den ersten beiden Kapiteln und § 19 aus Kapitel IV,
in welchem Begriffe eingefiihrt werden, die fiir das Verstindnis alles weiteren not-
wendig sind, sofort das ihn interessierende Kapitel lesen. Bei einer solchen Lektiire
braucht man seine Aufmerksamkeit nicht auf die Hinweise in Klammern zu richten,
da die Eigenschaften, von denen die Rede ist, jedem von der Schule her bekannt
sind. So kann man, wenn man etwa die Eigenschaften der rationalen Zahlen als
bekannt annimmt, nach den ersten beiden Kapiteln und § 19 sofort das Kapitel VI
iiber die reellen Zahlen lesen; wenn man die Eigenschaften der reellen Zahlen als
bekannt annimmt, kann man das Kapitel VII iiber die komplexen Zahlen lesen.

Kapitel I

MENGEN

§ 1. Der Begritf der Menge

In den verschiedenen Gebieten der Mathematik werden hiufig die Objekte nicht
als einzelne Individuen, sondern in ihrer Gesamtheit untersucht. Manchmal faBt
man Objekte, die eine gewisse Eigenschaft gemein haben, zu einer Gesamtheit
zusammen und studiert sie in dieser Gesamtheit.

So ist die Gesamtheit aller natiirlichen Zahlen in der umfassenderen Gesamtheit
der ganzen Zahlen enthalten. Wenn man diesen Zahlenbereich erweitert, kommt
man zur Gesamtheit der rationalen, zur Gesamtheit der reellen und schlieB-
lich zur Gesamtheit der komplexen Zahlen. In der Algebra betrachtet man z. B.
die Gesamtheit der Polynome und die Gesamtheit der rationalen Funktionen. Wenn
man in der Geometrie die Eigenschaften eines Dreiecks studiert, so abstrahiert
man-héufig von seiner Lage in der Ebene oder auch von seiner GréBe und erhilt
so Sitze, die fiir alle untereinander kongruenten bzw. alle untereinander ihn-
lichen Dreiecke giiltig sind. In anderen Fillen betrachtet man Gesamtheiten von.
Punkten, die irgend Eigenschaft besitzen (geometrische Orter) usw.

Wir beschriinken uns hier darauf, die Anftmgsgrunde der Mengenlehre darzustellen,
und verweisen den interessierten Leser, der sie niher kennenlernen will, auf die
Biicher von P. S. ALEXANDROFF [1] und N. N. LusIn [2].

Eine Menge ist eine Gesamtheit von Objekten, die als ein Ganzes betrachtet wird.
Diese Worte darf man nicht als Definition des Begriffs Menge auffassen, denn
weshalb soll das Wort ,,Gesamtheit‘ besser sein als das Wort ,,Menge* ? Der Mengen-
begriff wird vielmehr als ein Grundbegriff angesehen, der nicht auf andere Begriffe
zuriickgefiihrt wird. Die Objekte, aus denen eine gegebene Menge besteht, heifien
ihre Elemente. Die grundlegende Beziehung zwischen einem Element a und einer
dieses Element enthaltenden Menge A wird durch e €4 (in Worten: ,,a ist Element
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der Menge A‘ oder ,,a gehért zu A* oder ,,A enthiilt a [als Element]) zum Aus-
druck gebracht. Wenn a nicht Element von A ist, so schreibt man a €4 (in Worten:
»@ ist nicht in 4 als Element enthalten® usw.). Eine Menge kann durch Auf-
zéhlung aller ihrer Elemente gegeben sein. Zur Bezeichnung derartiger Mengen ver-
wenden wir geschweifte Kl n. So bezeichnet {a, b, ¢} die Menge aus den Ele-
menten a, b, c. Eine entsprechende Schreibweise wird auch im Falle unendlicher
Mengen angewendet, wobei die nicht aufgeschriebenen Elemente durch Punkte er-
setzt werden. So wird die Menge der natiirlichen Zahlen durch {1, 2,3, .. .}, die
Menge der geraden Zahlen durch {2,4,6, ...} angedeutet, wobei die Punkte im
ersten Falle die fehlenden natiirlichen Zahlen und im zweiten Falle nur die fehlenden
geraden Zahlen bezeichnen.

Mengen 4 und B heiBen gleick, wenn sie aus denselben Elementen bestehen, wenn
also jedes Element von 4 auch der Menge B angehort und umgekehrt auch jedes Ele-
ment von B zu A gehort. In diesem Fall schreibt man A = B. Eine Menge ist
also eindeutig durch ihre Elemente bestimmt und hiingt nicht von deren Reihen-
folge ab. Z. B. kann also die Menge aus den Elementen a, b, ¢ auf folgende sechs
Arten geschrieben werden:

{a,b,¢c} = {a,c,b} = {b,a,¢} = {b,¢c,a} = {c,0,b) = {c, b, 0}.

Aus formalen Griinden fithrt man noch die sogenannte leere Menge ein, das
ist eine ,,Menge‘, die kein einziges Element enthilt. Wir werden sie durch das
Zeichen ,,0° bezeichnen (Verwechslungen mit der Zahl Null sind nicht zu befiirchten,
da die Bedeutung des Zeichens in jedem Falle klar ist).

Ist jedes Element einer Menge 4 in der Menge B enthalten, so nennen wir 4
eine Teilmenge oder Untermenge von B und B eine Obermenge von A. Man schreibt
dafir 4 € B bzw. B2 A (in Worten: ,,4 ist enthalten in B“, ,,B enthilt 4°).
Ist A €B und B € A4, so ist A =B. Die leere Menge ist per definitionem Teil-
menge jeder beliebigen Menge.

Wenn jedes Element der Menge 4 in B enthalten ist, aber B wenigstens ein Ele-
ment enthélt, das nicht zu A4 gehort, wenn also 4 € Bund A =+ Bist, so nennen wir
A eine echte Teilmenge von B bzw. B eine echte Obermenge von A. In diesem Fall
schreibt man 4 €B bzw. B> A. Offensichtlich ist A 5= 0 gleichbedeutend mit
A > 0; beides besagt nimlich, daB die Menge A nicht leer ist.

Wir bemerken noch, da8 man das Element a sorgfiltig von der Menge {a} unter-
scheiden muB, die a als einziges Element enthiilt. Diese Unterscheidung wird nicht
nur deshalb gefordert, weil Element und Menge verschied Rollen spielen (die
Beziehung a € A4 ist nicht symmetrisch), sondern vor allem aus der Notwendigkeit
heraus, Widerspriiche zu vermeiden. Betrachten wir nimlich einerseits die Menge
A = {a, b} und andererseits die Menge {4}, die als einziges Element die Menge 4
enthilt, so kimen wir — wiirden wir die Ménge A4 nicht von der Menge {4} unter-
scheiden — zu dem paradoxen Ergebnis, daB A einerseits die beiden Elemente a, b,
andererseits genau das eine Element 4 enthielte. Deswegen wenden wir auch
nicht die Schreibweise @ ¢ A an, sondern behalten die Schreibweise a €A bei.

Beispiele von Mengen. Man kann beliebig viele Beispiele fiir Mengen anfiihren.
So kann man von der Menge aller Buchstaben eines vorliegenden Buches sprechen,
in der ein und derselbe Buchstabe auf verschiedenen Seiten des Buches oder in
verschiedenen Zeilen einer Seite als zwei verschiedene Elemente angesehen werden,
oder von der Menge aller Menschen auf der Erde, wobei man allerdings voraussetzen
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muB, daB im betrachteten Moment weder ein Mensch stirbt noch ein Mensch geboren
wird, oder von der Menge der Wassermolekiile in einem Glase usw.

Das waren alles Beispiele fiir endliche Mengen. Beispiele fiir unendliche Mengen
sind, neben der bereits erwihnten Menge der natiirlichen Zahlen und der Menge
der geraden Zahlen, die Menge der rationalen Zahlen, die Menge der reellen Zahlen
usw.

Esseien nun a und b zwei reelle Zahlen mit a < b. Die Menge aller reellen Zahlen z
mit @ <z < b nennen wir das abgeschlossene Intervall mit den Enden a, b und be-
zeichnen sie durch [a, b]. Die Menge (a, b) aller 2 mit @ < < b nennen wir das
offene Intervall mit den Enden a, b. Weiter bezeichnen wir als halboffene Intervalle
die Menge [a, b) aller z mit a <z < b und die Menge (g, b] aller z mit a < z <b.
Wir fithren noch zwei Symbole ein: + oo (plus Unendlich) und —oco (minus Un-
endlich). Sie bezeichnen keine Zahlen, sondern dienen nur zur bequemeren Schreib-
weise. Nichtsdestoweniger vereinbaren wir, daB wir zu ihrer leichteren Behandlung
davon sprechen, da + oo gréBer als jede reelle Zahl und da8 —ooklemer als jede
reelle Zahl ist. Diese Zeichen ermiglichen es uns, beq gen fiir

beschrinkte halboffene und offené Intervalle einzufiihren, die ganz den obigen
fiir beschrinkte Intervalle entsprechen. Es bedeuten nimlich: [a, 4 00) die Menge
aller reellen Zahlen x mit @ <z, (— oo, b] die Menge aller z mit z <b, (a, +00)
die Menge aller z mit ¢ < z, (— 00, b) die Menge aller z mit z < b und (— oo, +00)
die Menge aller reellen Zahlen.

§ 2. Mengenalgebra

Unter der Vereinigung zweier Mengen 4 und B verstehen wir die Menge der
El te, die zu igstens einer der Mengen A, B gehdren (d. h. entweder zu 4
oder zu B oder zu beiden). Man bezeichnet sie durch 4 U B, gelesen: ,,Vereinigung
aus (von) A und B“. Der Durchschnitt der Mengen 4 und B ist. die Menge
der Elemente, die sowohl zu A4 als auch zu B gehéren. Man bezeichnet ihn durch
A n B, gelesen: ,,Durchschnitt von 4 und B“. Die Differenz aus den Mengen
A und B ist die Menge der Elemente, die zwar zu A4, aber nicht zu B gehéren. Man
bezeichnet sie durch 4\ B, gelesen: ,,Differenz aus 4 und B*“.1)

Beispiel 1. Es sei 4 das Intervall [1, 3] und B das Intervall [2, 4]; dann ist
die Vereinigung A U B das Intervall [1, 4], der Durchschnitt A n B das Intervall
[2, 3], die Differenz B\ 4 das halboffene Intervall (3, 4].

Beispiel 2. Es sei 4 die Menge aller Rechtecke, B die Menge aller Rhomben
in einer gewissen Ebene. Dann ist 4 n B die Menge aller Quadrate, AN\ B die
Menge aller Rechtecke mit ungleichen Seiten und B\ 4 die Menge aller Rhomben
mit ungleichen Winkeln.

Die Bildung der Vereinigung bzw. des Durchschnitts von Mengen hat viele
Eigenschaften mit der Addition und Multiplikation von Zahlen gemein; so gelten
fiir sie das kommutative, das assoziative und beide distributiven Gesetze.

Die Definition der Vereinigung und des Durchschnitts iibertrigt sich wortlich
von zwei Mengen auf eine beliebige endliche oder unendliche Menge von Mengen.

1) Viele Autoren vetwenden die Bezelchmmgen 4 + B, A B, A — B, was aber i in der Algebra
wegen der méog Verwechslung mit den algeb C kmaBig ist.
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Um zu einer besseren Ausdrucksweise zu kommen, nennen wir Mengen, deren
Elemente ihrerseits Mengen sind, Mengensysteme oder kurz Systeme. Unter der
Vereinigung eines Mengensystems (der Mengen dieses Systems) verstehen wir die
Menge der Elemente, die wenigstens einer der Mengen des gegebenen Systems an-
gehoren. Entsprechend verstehen wir unter dem Durchschnitt eines Mengensystems
die Menge der Elemente, die in jeder der Mengen des betreffenden Systems enthalten
sind.

Hierftir haben sich folgende B h ingebiirgert: Ist das vorgelegte
System endlich — bestehend etwa aus den Mengen 4,, 4,, ..., Ay —, sb bezeichnet
man die Vereinigung S und den Durchschnitt D durch:

"
S=4u4u---ud.=J 4,
t=1

»
D=4,n4,n---nds= [] 4
=1
Im Falle einer unendlichen Folge 4,, 4,, . . ., 4a, . . ., d. h. eines Systems, dessen
Mengen mittels der natiirlichen Zahlen durchnumeriert sind, schreibt man:

8S=A4,UdU---U4,U--- =] 4,

D=And,n---nd.n-- =[] 4

Beispiel 3. Es sei 4, die Menge der Punkte einer Ebene, die innerhalb eines
Kreises vom Radius 2* um den Nullpunkt der Ebene liegen, wobei n alle ganzen Zah-

+oo

len zwischen — oo und - oo annehmen kann. Dann ist die Veremlgung UA,. die
a=1

Menge aller Punkte der Ebene, wihrend der Durchschnitt nA_.. genau einen
Punkt, nimlich den Nullpunkt der Ebene enthilt. n=1

SchlieBlich schreibt man im Fall eines beliebigen Systems {Am}men von Mengen
Am, bei dem die Indizes m einer gewissen Menge M angehoren:

8=Udn, D=[4n
me

mEM

Beispiel 4. Es sei X die Menge aller positiven reellen Zahlen x und A4, die Menge
aller Punkte des Kreises mit dem Radius  um den Nullpunkt der Ebene. Dann
ist wieder die Vereinigung J 4. die Menge aller Punkte der Ebene, wihrend

=€X

der Durchschnitt n A, wieder aus nur einem Element, nimlich dem Nullpunkt
seX
der Ebene besteht.
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§ 3. Funktionen, Abbildungen, Michtigkeiten

Eine ebenso bedeutende Rolle wie der Mengenbegriff spielt in der Mathematik
der Funktionsbegriff. Was ist nun eine Funktion ? Man hért oft, eine Funktion sei
,,eine verinderliche GroBe, die von einer anderen verdnderlichen GroBe (Argument)
abhiingt”. In den Anwendungen auf konkrete Funktionen — z.B.y =sinz —,
wie sie in der Schule behandelt werden, geniigt diese ,,Definition‘* vollsténdig und
kann im Unterricht deshalb verwendet werden. Unsere Aufgabe besteht jedoch
in einer genaueren Erliuterung dieses Begriffes und in der Darlegung seiner modernen
Definition. Wenn man zuniichst einmal die Funktion

y =sin® x + cos? x
betrachtet, so stellt man fest, daB ihr Wert schon nicht mehr von dem Wert von x
abhingt. Ferner ist es iiblich, unter ,,GréBen* solche Objekte zu verstehen, die
man untereinander (der GréBe nach) vergleichen kann, zwischen denen also eine
Beziehung ,gréBer” bzw. ,kleiner besteht. Indessen betrachtet man in der
Mathematik auch Funktionen, fiir deren Argumente und Werte solche Beziehungen
nicht erklart sind, wie z. B. Funktionen, die auf der Menge der komplexen Zahlen oder
auf einer ganz beliebigen Menge definiert sind. Eine genauere Analyse des Funktions-
begriffs zeigt, daB an der Funktion keineswegs die Veranderung des Wertes mit
der Veriinderung des Argumentes wesentlich ist, sondern die Tatsache der Zuordnung
selber, auf Grund derer jedem Wert des Argumentes eindeutig ein ihm entsprechender
Funktionswert zugeordnet ist. So kann man die Funktion

y = sin? z 4 cos? z
einfach dadurch definieren, daB man verlangt, daB jeder reellen Zahl x die Zahl 1
zugeordnet wird. Eine Zuofdnung ist hierbei eine Vorschrift, nach welcher jedem
Element z einer gewissen Menge X eindeutig ein gewisses Objekt entspricht (das
dem gegebenen Element ,zugeordnet ist). Diese Worte sollen nur den Begriff
der Zuordnung erliutern, sind aber nicht als deren Definition anzusehen. Vielmehr
nehmen wir hier auch den Begriff der Zuordnung, wie schon den Begriff der Menge,
als einen Grundbegriff an, der keiner Definition unterliegt. Dann lautet die voll-
stindige Definition der Funktion folgendermaBen:

Definition 1. Eine auf einer gewissen Menge X erklirte (oder definierte) Funktion
18t eine Vorschrift, die jedem Element x der Menge X ein gewisses Objekt f(x) zuordnet.

Die Menge X heiBt der Definitionsbereich der Funktion, und die Menge Y der
Objekte, die den Elementen der Menge X zugeordnet sind, heiBt der Wertevorrat
der Funktion.

Beispiel 1. Es sei y = sin z. Definitionsbereich dieser Funktion ist die Menge
aller reellen Zahlen, Wertevorrat das abgeschlossene Intervall [— 1, + 1].

Beispiel 2. Es sei y = tg z. Definitionsbereich dieser Funktion ist die Menge
aller reellen Zahlen, die verschieden sind von den Zahlen der Form n =z + ;,

wobei 7 beliebig ganz ist (fiir diese Zahlen ist die Funktion bekanntlich nicht
erklirt), Wertevorrat ist die Menge aller reellen Zahlen.
Beispiel 3. Die DmicHLETsche Funktion:

£ (@) __{ 0, falls z rational ist,
1 1, falls z irrational ist.
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Definitionsbereich ist hier die Menge aller reellen Zahlen, Wertevorrat ist die
zweielementige Menge {0, 1}.

Es ist bemerkenswert, daB der geniale russische Mathematiker N. 1. LoBA-
TSCHEWSKI schon vor mehr als 100 Jahren eine iihnliche Funktion angegeben hat.
Gegeniiber der damaligen Auffassung der Funktion als eines analytischen Aus-
drucks (d. h. einer geschlossenen Formel) hob er die Bedeutung der Zuordnung
bei der Definition des Funktionsbegriffes hervor.

»Dieser allgemeine Begriff“ — schrieb LOBATSOHEWSKI iiber den Funktions.
begriff — ,,verlangt, daB eine Zahl, die fiir jeden Wert von 2 gegeben ist und die
sich zusammen mit z &ndert, eine Funktion von z genannt wird. Der Wert der
Funktion kann durch einen analytischen Ausdruck oder durch irgendeine andere
Bedingung gegeben sein, nach der aus der Gesamtheit der Zahlen eine ausgewihlt
werden kann; schlieBlich kann sie in Form irgendeiner Abhiingigkeit bestehen, die
an sich unbekannt bleibt.*1)

Dem Funktionsbegriff nahe verwandt ist der Begriff der Abbildung.

Definition 2. Gegeben seien Mengen X wnd Y. Eine Vorschrift, durch
welcke jedem Element x€X (eindeutig) ein Element y€Y zugeordnet wird, heifit
eine Abbildung der Menge X in die Menge Y ; ist speziell jedes Element y €Y wenig-
stens einem x € X zugeordnet, so heift diese Vorschrift eine Abbildung von X auf Y.%)

Das einem Element x bei einer Abbildung zugeordnete Element y heiBt das Bild
des Elementes x, und z heiBt ein Urbild des Elementes y. Man schreibt dafiir z - y
oder y = f(x). Die Menge A aller Elemente z€ X, die ein und dasselbe Bild y€Y
besitzen, heiBt das volle Urbild des Elementes y.

Beispiel 4. Es sei D die Menge der reellen Zahlen. Die Vorschrift z — | x| ist
eine Abbildung von D in sich und eine Abbildung von D auf die Menge der nicht-
negativen reellen Zahlen. Urbild der Zahl 0 ist allein die Zahl 0, wihrend jede
reelle Zahl y > 0 zwei Urbilder, nimlich + y und — y besitzt.

Beispiel 5. Es sei jedem Punkt eines Quadrates in der Ebene sein Projektions-
punkt auf die Grundlinie zugeordnet. Wir erhalten dadurch eine Abbildung des
Quadrates auf eine Strecke. Das volle Urbild jedes Punktes der Grundlinie besteht
aus der Gesamtheit der Punkte des Quadrates, die auf der in jenem Punkte er-
richteten Senkrechten zur Grundlinie liegen.

_ Die Beispiele 4 und 5 zeigen, daB bei einer Abbildung der Menge X in die Menge ¥
einerseits gewisse Elemente aus Y kein Urbild zu besitzen brauchen, andererseits
aber auch gewisse Elemente mehrere (unter Umstinden sogar unendliche viele) Ur-
bilder haben kénnen. Trifft weder das eine noch das andere zu, so nennen wir
die Abbildung eineindeutig (oder auch umkehrbar eindeutig). Wir erhalten also
folgende Definition:

Definition 3. Eine eineindeutige Beziehung zwischen den Mengen X und Y
(oder eine eineindeutige Abbildung von X auf ¥ ) ist eine Vorschrift (oder Abbildung),
die die folgenden drei Eigenschaften besitzt: 1.) Jedem Element der Menge X ist ein

)H. U. Jlo6aueBoku#, O6 MOUEBAHUN TPATOHOMETPHIBOKHX mgox (N. I. LOBATSCHEWSKI,
K“‘Ubel'die K g i trischer Reihen), Wissenschaftliche Schriften der Universitat
n, II, 1834.

%) Man spricht heute hi.uﬁ‘f schon dann von einer Abbildung, wenn jedem Element der Menge
X gewisse Elemente der Men}e Y zugeordnet sind, und nennt Abbildungen der oben an-
b Art eindeutige Abbildung Anm. d. wissenschaftl. Red.

geg
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heod,

und nur ein Element der Menge Y zugeordnet; 2.) Je zwes inander ver
Elementen der Menge X sind stets zwei inander verschiedene El. te der Menge Y
zugeordnet; 3.) Jedes Element der Menge Y ist einem Element der Menge X zugeordnet.

Wir bemerken, daB die ersten beiden Bedingungen eine eineindeutige Abbildung
von X auf eine gewisse Teilmenge von Y charakterisieren. In diesem Falle spricht
man auch von einer eineindeutigen Abbildung von X in Y.

Ist y = f(x) eine eineindeutige Abbildung von X auf Y, so kann man jedem y€Y
das eindeutig bestimmte Element = € X zuordnen, dessen Bild y bei der Abbildung f
ist. Diese Zuordnung heit die zu f entgegengesetzte oder inverse Abbildung
und wird mit f~! bezeichnet. Als Ubungswufgube beweise man, daB f—! eine ein-
eindeutige Abbildung von ¥ auf X ist und daB die zu f~! inverse Abbildung die
urspriingliche Abbildung f ist.

Definition 4. Mengen X und Y heiflen gleichmdichtig (oder dquivalent), wenn
man zwischen ihren El ten eine eineindeutige Zuordnung herstellen kann. Wir
driicken die Gleichmdichtigkeit der Mengen X und Y durch X ~ Y aus.

Von gleichmichtigen Mengen sagt man auch, daB sie dieselbe Michtigkeit be-
sitzen. Die leere Menge ist sich selbst und nur sich selbst gleichméchtig.

Bemerkung. Wir definierten eben den Begriff der Gleichmichtigkeit, nicht
aber den Begriff der Michtigkeit. Wir konnen sagen, daB die Michtigkeit einer
Menge X diejenige Eigenschaft ist, die allen zu X gleichmichtigen Mengen und nur
diesen gemein ist. Ubrigens reicht der Begriff der Gleichmichtigkeit stets aus.

Die Beziehung der Gleichmichtigkeit besitzt die folgenden drei grundlegenden
Eigenschaften:

1. Reflexivitiat: X ~ X;

2. Symmetrie: Wenn X ~ Y ist, so ist ¥ ~ X

3. Transitivitit: Wenn X~ Y und Y ~Z ist, s0 ist X ~Z.

Zum Beweis von 1. ordnen wir jedes Element x€ X sich selbst zu (identische
Abbildung), was bereits eine eineindeutige Abbildung von X auf sich ergibt. Der
Beweis der beiden anderen Eigenschaften sei dem Leser iiberlassen.

Die Miichtigkeit einer Menge charakterisiert sozusagen die ,,Anzahl* ihrer Ele-
mente. Hierbei kann unter Umstinden eintreten, da8 ,,ein Teil gleich dem Ganzen‘
ist, d. h., eine Menge kann die gleiche Michtigkeit wie eine ihrer echten Teilmengen
besitzen.

Beispiel 6. Die Funktion y = 10 » ergibt, wenn  die reellen Zahlen von 0 bis 1
durchlduft, eine eineindeutige Abbildung des Intervalls [0, 1] auf das zehnmal
80 lange Intervall [0, 10]. Also ist im Sinne der Miichtigkeit die ,,Anzahl* der Punkte
beider Intervalle gleich.

Beispiel 7. Je zwei Intervalle [a, 5] und [c,d] und je zwei Intervalle (a, b)
und (¢, d) sind gleichméchtig.

Zum Beweis braucht man nur die Funktion
d—ec
b

j—g (&—a)

y=c+

zu betrachten. Zuniichst entspricht bei dieser Abbildung jeder reellen Zahl z eine
eindeutig bestimmte Zahl y, wobei — wie man leicht ausrechnet — die Zuordnungen
@ —c und b - d bestehen. Es sei nun

2>y, Ty und 7 < 7.
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Da entsprechend der Definition des abgeschl bzw. offenen Intervalls a < b
und ¢ < d gilt, ist $=2 > 0. Mithin ist unter den angegebenen Voraussetzungen

¥ < y,. Ist alsoa <2 L b(odera < z < b),soistauchc <y <d(bzw. e < y <d).
Also entsprechen den Zahlen des Intervalls [a, b] die Zahlen des Intervalls [c, d], und
verschiedene Zahlen des Intervalls [a, b] gehen in verschiedene Zahlen des Intervalls
[¢,d]itber (entsprechend fiir offene Intervalle). SchlieBlich besitzt die inverse Abbildung

b—
et i g
dieselben Eigenschaften, woraus folgt, daB es auch zu jedem y aus [c, d] ein (und
auch nur ein) Urbild z aus [a, b] gibt. Damit ist bewiesen, daB [a, b] ~ [c, d] (und
entsprechend (a, b) ~ (c, d)) gilt.
Beispiel 8. Die Funktion y = tg z liefert die Aquivalenz des Intervalls

3 +3)
mit der Menge aller reellen Zahlen.
Beispiel 9. Indem wir die jeweils untereinanderstehenden Zahlen einander zu-
ordnen:
1, 2, 3 ..., = PN
2, 4, 6, ...,2n > oees
1, 3, 5 ...,2n—1, ...,
10, 100, 1000, ..., 10* ,
2, 3, 5 ..., Pn s « .. (pa n-te Primzahl),

schlieBen wir, daB die Menge aller natiirlichen Zahlen, die Menge aller geraden Zahlen,
die Menge aller ungeraden Zahlen, die Menge aller Potenzen von 10 und die Menge
aller Primzahlen dieselbe Machtigkeit besitzen, obwohl die erste von ihnen eine
echte Obermenge der iibrigen ist.

Beispiel 10. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist gleichmiichtig der Menge
der rationalen Zahlen.

Dazu denken wir uns jede von O verschiedene rationale Zahl in der Form Z mit
teilerfremden p und ¢ und positivem ¢ (d. h., wir schlagen das szelchen zum Zahler)

geschrieben. Von den méglichen Darstellungen der Zahl 0, niimlich 0 = 1= g = -
wihlen wir eine, etwa -‘i)- aus. Damit ist jede rationale Zah! eindeutig in der Form £

dargestellt (insbesondere erhilt man fiir ¢ = 1 die ganzen Zahlen). Als Hike der
Zahl % bezeichnen wir die natiirliche Zah! | p|+ g, wobei | p| den absoluten Betrag

von p bezeichnet. Dann kdnnen wir die rationalen Zahlen in einer Folge anordnen,
indem wir némlich die Zahlen einmal nach wachsender Hohe und die Zahlen glewhor
Hohe nach wachsendem Zihler aufschreiben. Auf diese Weise erhalten wir die Folge.

1 1 1 1
0, —1, +1, —2, —§.+§, +2, —3, —3,+3 +3,

3
T - S T T Sy
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Da es zu vorgegebener Hohe n nur endlich viele Zahlen gibt (nimlich hchstens
2 (n— 1), da der Zihler schlimmstenfalls von — (n — 1) bis + (n— 1) ausschlieB-
lich O lauft), stehen nur endlich viele Zahlen einer gegebenen Hohe in dieser Folge.
Daher lassen sich die rationalen Zahlen in der Tat auf die angegebene Weise mit
Hilfe der natiirlichen Zahlen durchnumerieren, womit die behauptete Gleichmichtig-
keit bewiesen ist.

§ 4. Endliche und unendliche Mengen

Alle im vorangehenden Paragraphen erwihnten Mengen, die einer echten Teil-
menge gleichmiichtig sind, waren unendlich. Wir werden sogleich sehen, daB das
kein Zufall ist (Satz 1). Zuniichst miissen wir aber eine einwandfreie Definition
der Begriffe ,endliche Menge* und ,unendliche Menge geben. Dazu miissen
wir allerdings eine wesentliche Eigenschaft der natiirlichen Zahlen benutzen,
deren systematische Begriindung erst in Kapitel III gegeben wird. Der Leser muB
sich davon iiberzeugen, daB sich in unseren Uberlegungen kein Zirkelschlu befindet.
Dazu geniigt es nachzuprifen, daB bei der Begriindung der Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen in Kapitel ITI keine Ergebnisse aus den ersten beiden Kapiteln
benutzt werden, die hier mit Hilfe der natiirlichen Zahlen erhalten wurden.

Definition 1. Unter einem Abschnitt der Folge der natiirlichen Zahlen verstehen
wir die Menge der natiirlichen Zahlen, die kleiner oder gleich einer gewissen natiirlichen
Zahl n sind. Speziell bezeichnen wir den durch die Zahl n bestimmten Abschnitt durch
1, n].

Definition 2. Eine Menge heift endlich, wenn ste leer ist oder wenn sie einem Ab-
schnitt der Folge der natiirlichen Zahlen gleichmdchtig ist. Eine Menge heipt unendlich,
wenn sie nicht endlich ist.

Mit anderen Worten: Eine endliche Menge (die nicht leer ist) ist eine Menge, deren
Elemente man aufziihlen kann, die man also durchnumerieren kann: e,, a, . . ., @,
wobei alle Elemente mit Hilfe der Zahlen von 1 bis » numeriert sind, bei der Nu-
merierung alle Zahlen von 1 bis » benutzt werden und verschiedene Elemente ver-
schiedene Nummern haben. Eine unendliche Menge dagegen ist eine Menge, deren
Elemente man nicht so aufzihlen kann.

Auf Grund der Symmetrie und der Transitivitit der Gleichmichtigkeit folgt un-
mittelbar, daB jede einer endlichen (bzw. unendlichen) Menge gleichmachtige Menge
ebenfalls endlich (bzw. unendlich) ist.

Satz 1. (Hauptsatz iiber endliche Mengen) Eine endliche Menge ist keiner
shrer echten Teilmengen und keiner shrer echten Obermengen gleichmdchtig.

Beweis: Jede der beiden Behauptungen dieses Satzes folgt unmittelbar aus der
anderen. Ist niimlich 4 ~ B und 4 > B, so folgt nach dem Gesagten aus der End-
lichkeit einer dieser Mengen die Endlichkeit der anderen. Es geniigt also zu zeigen,
daB keine endliche Menge einer ihrer echten Teilmengen gleichmichtig ist. Dieser
Satz gilt fiir die leere Menge 4 = 0, da diese iiberhaupt keine echte Teilmenge be-
sitzt. Es sei also 43= 0. Dann ist nach Definition der endlichen Menge die Menge A
) einem Abschnitt |1, » | der Folge der natiirlichen Zahlen gleichmichtig.

( g
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Wir beweisen durch vollstindige Induktion iiber n1), daB sich die Menge 4 auf keine
ihrer echten Teilmengen B eineindeutig abbilden 148t. Fiir » = 1 ist dies klar: Weil
nimlich wegen 4 ~ | 1,1 | die Menge A dann nur ein einziges Element enthilt, ist
B =0 die einzige echte Teilmenge von A, und diese ist der Menge A nicht gleich-
miichtig.

Wir nehmen nun an, daB der zu beweisende Satz bereits fiir die Zahl » gilt, und
zeigen, daB er dann auch fiir n+ 1 Giiltigkeit hat. Esseialsod ~ |1,n 41| undf
eine eineindeutige Abbildung von A4 auf eine echte Teilmenge B von A. Wir konnen
dann die Menge A mit Hilfe der Zahlen von 1 bis # 4 1 durchnumerieren und er-
halten:

A={ay,a,,...,8041}.

Der Fall B=0 fiihrt unmittelbar auf einen Widerspruch. Es mu8 also B = 0
gein. Ohne Beschrankung der Allgememhelt. konnen wir annehmen, daB a, . € B ist.
Andernfalls withlen wir nimlich ein Element b€ B aus und konstruieren uns eine neue
Menge B,, die dadurch aus B entsteht, daB wir b durch ay ., ersetzen: entsprechend
konstruleren wir eine neue Abbildung f,, die fiir alle Elemente aus 4 mit f iiber-

mt, das El t a €4 mit f(a) = b, fiir das wir f,(a) = an+1
setzen. Offenbar ist das so konstruierte fy eine eineindeutige Abbildung der Menge
A auf die echte Teilmenge B,, die a,.: enthilt. Ferner konnen wir annehmen,
essel f(@n+1) = @pe1. Ist niamlich f(@:) = ans1 und f(an+1) = a;, so konstruieren
wir die neue Abbildung f,, die fiir alle Elemente aus 4, mit Ausnahme von a; und
Gns1, mit f zusammenfillt, wihrend wir f(a)) = a; und f,(@n+1) = aa.1 setzen.
Esseialso any1 EBund f(@ns1) =an41,fernerseid’ = A\{a,.;. 1jund B'= B\{awn
Da B eine echte Teilmenge von 4 ist, gibt es ein a’€AN\ B. Wegen a1 €B ist
@’ =% @q41. Mithin ist a’ EA’\ B’. Also ist auch B’ eine echte Teilmenge von A4'.
Da nun f(@n+1) = @s+1 ist, vermittelt f eine eineindeutige Abbildung von 4’ auf B'.
Dann ergibt aber 4’ = {a;,a,,...,a,} ~|1,n| einen Widerspruch zur Induk-
tionsannahme. Also kann es keine Abbildung f mit den angegebenen Eigenschaften
geben, womit unsere Behauptung und damit der ganze Satz bewiesen ist.

Aus Satz 1 folgt unmittelbar

Satz 2. Jede nichtleere endliche Menge ist einem und nur einem Abschnitt der Folge
der natiirlichen Zahlen gleichmdchtig.

Beweis: Nach Definition 2 ist jede nichtleere endliche Menge 4 wenigstens einem
Abschnitt der Folge der natiirlichen Zahlen gleichmiichtig. Wiire sie nun zwei ver-
schiedenen Abschnitten gleichmichtig, wire also A~ |1, m |, A ~|1,2 |, m % =,
so wiire auf Grund der Eigenschaften der Gleichmichtigkeit |1, m | ~ |1, 2], im
Widerspruch zu Satz 1, da von zwei verschiedenen Abschnitten der Folge der natiir-
lichen Zahlen stets einer von beiden eine echte Teilmenge des anderen ist.

Definition 3. Die fiir jede nichtleere endliche Menge A eindeutig bestimmte natiir-
liche Zanl n mit A ~ |1, n| nennen wir die Anzahl der Elemente der Menge A. Als
Anzahl der Elemente der leeren Menge sicht man die Zah! 0 an.

Auf Grund der Eigenschaften der Gleichmichtigkeit sind zwei endliche Mengen
dann und nur dann gleichmiichtig, wenn sie die gleiche Anzahl von Elementen be-

1) Wir b 1 daB wir die Induktion nicht @iber ,,die Anzahl der Elemente von A** fithren
dtiirl’fden, da der Begriff ,,Anzahl der Elemente* erst unter Anwendung von Satz 1 eingefiihrt
wird.
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sitzen. Daher kann man die Michtigkeit einer endlichen Menge auch mit Hilfe der
Anzahl ihrer Elemente definieren.

Satz 3. Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich, jede Obermenge einer un-
endlichen Menge ist unendlich.

Beweis. Jede der beiden Behauptungen dieses Satzes folgt aus der anderen.
Wenn z. B. die erste der Behauptungen richtig ist, so ist es auch die zweite: Ist 4
unendlich und 4 € B, so ist auch B unendlich, anderenfalls wire nimlich auf
Grund der ersten Behauptung des Satzes A endlich. Es geniigt deshalb, die erste Be-
hauptung zu beweisen. Es sei also 4 endlich und B € 4. Ist 4 =0, so ist auch
B =0, und die Behauptung gilt. Es sei also ferner 4 > 0. Dann gibt es eine natiir-
liche Zahl n derart, daB A ~ |1, #|. Wir fithren den weiteren Beweis durch voll-
stindige Induktion iiber n. Fiir » = 1 gilt der Satz, da dann A4 genau ein Element
enthilt, also B = 0 oder B = 4 ist. Die Behauptung sei fiir ein gewisses n richtig.
‘Wir zeigen, daB sie dann auch fiir n + 1 gilt. Es sei also f eine eineindeutige Abbildung
von A auf den Abschnitt |1,n +1|. Ist B= A4, so sind wir fertig. Wir kénnen
also zusiitzlich voraussetzen, da8 B € A. Dann gibt es ein Element a €A\ B. Wir
konnen annehmen, daB f(a) == 41 ist. Gilt nidmlich f(a')== + 1 mit a'E4,
@’ % a, und ist f(a) = 4, so gehen wir zu einer neuen Abbildung f, iiber, indem wir
fi(@) =n +1, fi(a’) = i und f,(2) = f(2) fiir alle iibrigen Elemente z aus A setzen.
Es sei also f(a) =n 4-1. Wir betrachten dann die Menge A’ = A\ {a}. Augen-
scheinlich vermittelt f eine eineindeutige Abbildung der Menge A4’ auf den Abschnitt
|1,n|. AuBerdem ist B € A’. Folglich ist nach Induktionsannahme die Menge B
endlich. Damit ist Satz 3 vollstindig bewiesen.

Auf Grund von Satz 3 hat es einen Sinn, von der Anzahl der Elemente einer be-
liebigen Teilmenge einer gegebenen endlichen Menge zu sprechen. Wir behaupten
nun:

Satz 4. Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge A ist stels grofer als die
Anzahl der Elemente jeder ihrer echten Teilmengen B.

Beweis. Es sei m die Anzahl der Elemente von 4 und 7 die Anzahl der Elemente
von B. Angenommen, es wire n =m. Wegen A> B ist 40, also m > 0 und
A ~|1,m|. Auf Grund vonn =m > 0 gilt dann:

B~ |1,2|. )
Durch die eineindeutige Abbildung von 4 auf den Abschnitt |1, m| wird die Menge B

ebenfalls eineindeutig auf eine gewisse echte Teilmenge B’ des Abschnittes |1, m |
abgebildet, so daB also

B~PF @
gilt. Aus B'c |1, m| und m < » folgt
Bcll,nl. ®)
Aus (1) und (2) ergibt sich, daB B’ ~ |1, n| ist, was zusammen mit (3) einen Wider-
spruch zu Satz 1 liefert, da sich der Abschnitt |1, 7| einer echten Teilmenge B’
gleichmiichtig erweisen wiirde.
Bisher haben wir noch nicht die Existenz auck nur einer unendlichen Menge be-
wiesen. Jedoch folgt aus Satz 1 unmittelbar
Satz 5. Die Menge N der natiirlichen Zahlen und damit jede Menge, die eine zu N
gleschmiichtige Teilmenge enthill, ist unendlich.
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Beweis. Die Menge N ist unendlich, da die Abbildung f(n)=mn 1 eine
eineindeutige Abbildung der Menge N = {1,2,3,...} auf ihre echte Teilmenge
= {2,3,4,...}ist. Damit ist aber auch jede Menge N’, die zu N gleichmichtig
ist, unendlich und folglich — nach Satz 3 — auch jede Menge, die eine zu N
gleichmichtige Teilmenge N’ enthiilt.
Beispiele. Die Menge der reellen Zahlen und die Menge der komplexen Zahlen
enthalten die Menge N der natiirlichen Zahlen und sind daher unendlich. Auch da.s

Intervall [0, 1] ist unendlich, da esdie zu N gleichmichtige Menge N’ der Zahlen =
(n=1,2,3,...) enthilt.

Defuutmn 4. Eine Menge heift abzihlbar (unendlich), wenn sie gleichmichtig
der Menge der natiirlichen Zahlen ist.

Eine abzihlbare Menge ist — mit anderen Worten — eine Menge, deren Elemente
man mit Hilfe aller natiirlichen Zahlen so durchnumerieren kann, da8 alle
Zahlen dabei benutzt werden und verschiedene El te stets verschiedene Nummern
erhalten. Eine abzihlbare Menge kann man also immer in der Form

A={ay, a5, ...,q0,...}
schreiben. Die Beispiele am Ende des vorangehenden Paragraphen zeigen, da8
sowohl die Menge der geraden als auch die Menge der ungeraden Zahlen und sogar
die Menge der rationalen Zahlen abzihlbar ist.

Definition 5. Eine Menge heift iiberabzihlbar oder nichtabzihlbar, wenn sie
weder endlich noch abzihlbar ist.

Das folgende Beispiel zeigt, daB es tatsichlich iiberabzihlbare Mengen gibt.?)

Die Menge der reellen Zahlen ist nichtabzihlbar. Zuniichst bemerken wir, da8 auf
Grund der Beispiele 2 und 7 des vorangehenden Paragraphen folgt, daB die Menge
der reellen Zahlen gleichmichtig dem Intervall (0, 1) ist. Es geniigt also zu zeigen,
daf das Intervall (0, 1) iiberabzéhlbar ist.

Wir benutzen hierbei die bekannte Tatsache, daB sich jede Zahl des Intervalls
(0, 1) in Form eines endlichen oder unendlichen Dezimalbruches

0,a,a,ag""*
darstellen 148t, wobei mindestens eine der Ziffern a; verschieden von Null ist (da
die Zahl 0 = 0,000 - - - nicht dem Intervall (0, 1) angehért). Dazu miissen wir
bemerken, daB fiir jede Zahl, die sich in Form eines endlichen Dezimalbruches
schreiben ldBt, noch eine andere Schreibweise moglich ist, bei der von einer gewissen
Stelle ab alle Ziffern a; gleich 9 sind. Zum Beispiel ist

0,53000 - - - = 0,52999 - - -
Fiir alle iibrigen Zahlen (das sind also alle irrationalen Zahlen und die rationalen
Zshlen, die sich als periodischer Bruch mit einer von 9 verschiedenen Periode dar-

stellen lassen) ist diese Schreibweise véllig eindeutig.?) Wir wiihlen nun von den
miiglichen Schreibweisen fiir die Zahlen der ersten Art eine aus, etwa die in Form

l) Es ilbt sogar unendlich viele verschiedene Michtigkeiten von unendlichen Mengen, auf die
ier aber nicht naher eingehen wollen. Vgl. dazu dle schon erwlhnten Biicher [1] oder {2]
(oder auch i dein anderes ei Buch iiber N — Anm. d. wissenachafil.

9) Vgl. A. J. CrinrscmN, Elemente der Zahlentheorie. EAEM Band 1, S. 274.
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eines endlichen Dezimalbruches. Dann lassen sich alle Zahlen des Intervalls (0, 1)
in eindeutiger Weise in der Form
0,a,a5a5...,

schreiben, wobei nicht alle a; gleich Null sind und von keiner Stelle ab nur die Ziffer 9
steht. Umgekehrt liefert auch jeder derartige Dezimalbruch eine Zahl des Inter-
valls (0, 1).

Man sieht unmittelbar ein, daB das Intervall (0, 1) eine unendliche Menge ist, da
in ihm die zur Menge der-natiirlichen Zahlen gleichmichtige Menge

) 1 11
v={}.55 )
enthalten ist (vgl. Satz 5).
Wir zeigen nun, daB das Intervall (0, 1) iiberdies nicht abzéhlbar ist.
Angenommen niimlich, es wire abzihlbar, so kénnte man die Elemente des
Intervalls folgendermaBen durchnumerieren:

0,1) = {c, ¢5, ¢35, - -},

wobei sich jede der Zahlen c, in angegebener Weise als Dezimalbruch darstellen
1Bt

¢g;=0,aya,a4,...,
cg=0,ay0a5a; ...,
c3=0, a4, a3, a33 ..., 4)
€n =0, Qny Any Ang s

Wir konstruieren nun eine Zahl
c=0,bbyby... .
auf folgende Weise: Zunichst nehmen wir eine Ziffer b,, die verschieden ist von a,;,
0 und 9; dann nehmen wir eine Ziffer b,, die von a,,, 0 und 9 verschieden ist; dann
wiihlen wir by verschieden von agg, O und 9; allgemein wiihlen wir b, verschieden von
Gna, 0 und 9. Das Vorhandensein von zehn Ziffern gewihrt, daB stets fir die
Auswahl geniigend viele Méglichkeiten vorhanden sind (und zwar stehen bei unserer
Vorschrift jedesmal noch sieben Ziffern zur Auswahl). Der so konstruierte Bruch
besitzt dann gleichfalls die oben angegebenen Eigenschaften, und zwar sogar in
dem verschirften MaBe, daB er keine der Ziffern 0 und 9 enthilt, d. h., die Zahl ¢
gehort sicher dem Intervall (0, 1) an. Die Darstellung dieser Zahl ¢ ist aber ver-
schieden von allen Darstellungen in (4). In der Tat unterscheidet sich diese Dar-
stellung von ¢ von der von ¢, da b, = a,,, von der von ¢,, da b, 3= a,, usw. Nun war
aber die Darstellung der Zahlen des Intervalls durch Briiche des angegebenen Typus
eindeutig, also gilt:
cFe, CFC, CFCy. ., CFCay

Wir haben damit gezeigt, daB die Zahl ¢ nicht unter den Zahlen (4) vorkommt,
withrend wir angenommen hatten, daB in (4) alle Zahlen des Intervalls durch-
numeriert sind. Der erhaltene Widerspruch beweist die Behauptung.

Unter allen unendlichen Mengen erweisen sich die abzihlbaren Mengen als die
kleinsten im folgenden Sinne:
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Satz 6. Jede unendliche Menge besitzt eine abzihlbare Teilmenge.

Beweis. Es sei M eine beliebige unendliche Menge. Dann ist M == 0. Wir withlen
nun ein beliebiges Element aus M aus und esa;. A men, wir hitt
aus M schon n paarweise verschiedene Elemente ay, a,, .. ., a. ausgewihlt. Da M
unendlich ist, ist

M\ {a,,a,,...,04) 0,
und man kann ein weiteres Element

w1 €M\ {8y, 8y, - - -, 0n}
auswihlen. Dieses ist von allen bereits ausgewithlten Elementen verschieden. Auf
Grund des Prinzips der vollstindigen Induktion ist damit gezeigt, daB es zu jeder
natiirlichen Zahl n eine Teilmenge As = {a,,8;,...,as} von M gibt, die genau
n Elemente enthilt, wobei die Menge 441 aus der Menge A, durch Hinzunahme
eines weiteren Elementes a, 41 aus M hervorgeht. Dann ist offensichtlich

o0
A= U du= {0,085, ...,04,...}
=1
eine abzéhlbare Teilmenge von M.

Hieraus kann man jetzt leicht folgern, daB die fiir endliche Mengen bewiesene
Eigensohaft, keine gleichmichtige echte Teilmenge zu besitzen (Satz 1), auch nur
fiir endliche Mengen gilt. Wir behaupten also:

Satz 7. Jede unendliche Menge M ist einer ihrer echten Teilmengen gleichmichiig.

Beweis. Auf Grund von Satz 6 enthilt M eine abzihlbare Teilmenge

A={a),0a5,...,8n,...}.
Es sei dann M\ A = B. Wir betrachten die folgende Abbildung f der Menge M in

sich:
f@n) =@ni1(n=1,2,...), f(b)=0b(bEB).

Offensichtlich ist f eine eineindeutige Abbildung der Menge M auf ihre echte Teil-
menge M \ {e,}, womit die Behauptung unseres Satzes bewiesen ist.

Wir geben jetzt die folgende neue Definition der endlichen und der unendlichen
Menge:

Definition 2'. Eine Menge heift endlich, wenn sie keiner ihrer echten Teilmengen
gleschmdchtig ist. Eine Menge heift unendlich, wenn sie nicht endlich ist.

Aus den Sitzen 1 und 7 folgt die Gleick igkeit dieser Definition mit der friiheren
Definition 2. In der Tat ist eine Menge, die nach Definition 2 endlich ist, auf Grund
von Satz 1 auch nach Definition 2’ endlich. Umgekehrt: Ist eine Menge nach De-
finition 2’ endlich, so muB sie auch nach Definition 2 endlich sein, denn wire sie
nach Definition 2 unendlich, so wiire sie auf Grund von Satz 7 auch nach Definition 2"
unendlich, was ja nicht der Fall sein sollte. Also sind beide Endlichkeits-Definitionen
gleichwertig. Hieraus folgt sofort (durch gegenteilige Annahme) die Gleichwertigkeit
auch der Definitionen der unendlichen Menge.

‘Wir bemerken, daB die Definition 2’ den (allerdings nur formalen) Vorzug gegen-
iiber der Definition 2 besitzt, daB sie allein mit den Begriffsbildungen der allgemeinen
Mengenlehre formuliert ist, wihrend die Definition 2 bekannte Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen voraussetzt.
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§ 5. Geordnete Mengen

Bisher haben wir nur die Eigenschaften der Mengen studiert, die sich auf die
Grundbeziehung griinden, die zwischen den Mengen und ihren Elementen besteht.
Wir haben indes noch keine Beziehungen betrachtet, die zwischen den Elementen
ein und derselben Menge erklirt sind; alle Elemente einer Menge waren bis jetzt
vollig gleichberechtigt In der Mathematik kommen jedoch solche — wie man sagt —
,,reme ‘ Mengen nur selten vor. Meistens betrachtet man Mengen, zwischen deren

ten ganz bestimmte Beziehungen, ganz bestimmte Abhéngigkeiten bestehen.
So konnen zwei Geraden einer Ebene, wie man sie in der Geometrie studiert, sich
schneiden oder parallel sein. Zwischen den Punkten einer Geraden ist eine Beziehung
erklirt, die man durch die Worte ,,einer der drei Punkte liegt zwischen den beiden
anderen‘ ausdriickt. In der Arithmetik bestehen zwischen Zahlen die Beziehun-
gen @ + b = ¢ und ab = c usw. Eine der wichtigsten Beziehungen zwischen Zahlen
ist ihre Anordnung. Die Zahlen irgendeiner (reellen) Gesamtheit sind auf natiirliche
Weise in einer bestimmten Reihenfolge, némlich ihrer GroBe nach, angeordnet. So
ist fiir die Menge der natiirlichen Zahlen die Anordnung

1,23,...

die natiirliche Ordnung.

In diesem Paragraphen wollen wir den Begriff der Ordnung in seiner allgemeinsten
Form, und zwar sogleich fiir beliebige Mengen betrachten.

Definition 1. Eine Menge M heift geordnet, wenn zwischen ihren Elementen eine
Beziehung a << bY) (in Worten: ,,a geht b voran‘‘) erklirt ist, die die folgenden Eigen-
schaften besitzt: 1.) Zwischen Elementen a und b besteht eine und nur eine der drei Be-
ziehungen a = b, a < b, b < a; 2.) Fiir irgend drei Elemente a, b, ¢ gilt: wenn a < b
und b<< ¢ 18t, 8018t a < ¢. Auch die leere Menge gilt als geordnet.

Bemerkung. Das Zeichen ,,=* verwenden wir stets zur Bezeichnung der Iden-
titiat, des Zusammenfallens der Elemente. Die Schreibweise @ = b bedeutet also
einfach, daB die Buchstaben ¢ und b ein und dasselbe Element der Menge M be-
zeichnen. Daher ist die Bedingung 1.) gleichwertig der Bedingung, daB zwischen
zwei voneinander verschiedenen Elementen eine und nur eine der Bezxehungen
a < b oder b < a besteht.?)

Geht das Element a dem Element b voran, so sagt man auch, da8 b auf a folgt,
und schreibt b > a. Die Beziehung a > b besitzt, wie man leicht nachpriift, die zu
1.) und 2.) analogen Eigenschaften. Man kann auch sie als Grundbeziehung einfithren
und mit ihrer Hilfe die Beziehung a < b definieren (siehe unten, § 9).

‘Wenn man in einer geordneten Menge die Rollen der Beziehungen < und > ver-
tauscht, d. h. also, wenn man die Elemente a, die einem Element b vorangehen, als
dessen Nachfolger ansieht und umgekehrt, so erhiilt man eine neue geordnete Menge
1) Man verwechsle diese Schreibweise nicht mit der bezeichneten Bezieh s, kleiner

zwischen Zahlen.
l) Der Leser sehe sich hlera.uf noch einmal die Formulierung der Bedingung 1.) an. Es darf hier
gs heiBen ,,Z hen zwes El ten @ und b . ..*, da zwei Elemente stets vonein-
ander verschieden sind (sonst wéren es nicht zwei!). Die Bedmgung 2.) ist in der angegebenen

Form gleichfalls korrekt. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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irte hereichnet

M’, deren Ordnung man als die zur Ordnung von M
So ist zur oben betrachteten Ordnung der natiirlichen Zahlen die Ordnung

3,21

entgegengesetzt.

Geordnete Mengen, die aus denselben El ten bestehen, aber verschieden ge-
ordnet sind, werden als verschieden angesehen. Daher ist es bei der Angabe einer
geordneten Menge durch ihre Elemente stets notwendig, auch die jeweils betrachtete
Ordnung zu vermerken. Wir wollen vereinbaren, da8 in Zukunft die Schreibweise
von links nach rechts stets die entsprechende Anordnung der Elemente angibt,
und behalten die Bezeichnungen durch geschweifte Klammern bei. So kann man
die Menge der natiirlichen Zahlen einmal in ihrer natiirlichen Anordnung betrachten,
zum anderen kann man sie in der entgegengesetzten Ordnung betrachten, man
kann aber auch die ungeraden Zahlen in ihrer natiirlichen Anordnung den geraden
Zahlen in natiirlicher Anordnung voranstellen oder umgekehrt die geraden Zahlen
den ungeraden voranstellen, man kann schlieBlich hierbei die entgegengesetzten
Ordnungen betrachten usw. Wir kommen auf diese Weise zu den folgenden geordneten

Mengen:

{1,2,8,...}, (1)
{....8,2,1}, 2
{1,3,5,...,2,4,6,...}, 3)
{1,3,5,...,6,4,2}, 4)
{...,531,2,486,...}, (5)
{.',5,31,...,6,4,2}. 6)

Ein Element, das keinen Vorginger besitzt, heiBt ein erstes Element. Ein Element,
das keinen Nachfolger besitzt, heiBt ein letztes Element. Zwei (verschiedene) Ele-
mente a und b heiBen benachbart, wenn es kein Element ¢ gibt mit a < ¢ < b oder
b < ¢ < a. Sind a und b benachbart und ist a < b, so sagt man, daB a ein unmittel-
barer Vorginger von b ist und daB b ein unmittelbarer Nachfolger von a ist (unmittel-
bar vorangeht bzw. nachfolgt). Die geordnete Menge (1) besitzt ein erstes Element,
aber kein letztes, die Menge (2) dagegen ein letztes Element, aber kein erstes. Die
Menge (4) besitzt sowohl ein erstes als auch ein letztes, hingegen die Menge (5)
weder ein erstes noch ein letztes Element. Die Menge (3) besitzt zwei Elemente
ohne unmittelbaren Vorginger, die Menge (6) zwei Elemente ohne unmittelbaren
Nachfolger. In allen diesen Mengen besitzt jedes Element ein benachbartes. Hin-
gegen besitzt etwa in der nach der GroBe ihrer Elemente geordneten Menge der
rationalen Zahlen kein Element ein benachbartes Element, da zwischen zwei ratio-

nalen Zahlen a und b stets noch eine weitere, z. B. 112'— liegt.

Fir ,,a = b oder a < b* schreibt man: a <b, entsprechend fiir ,,a = b oder
a>b“:a>=b. Aus Definition 1 erhalten wir unmittelbar:

Satz1l: Wenna <bund b<aist,soista =b.

Satz 2. Wenn a <b und b<c ist, so st a<c. Wenn a>b und b=c s,
80 18t @ >c. Besteht in einer der Voraussetzungen eigentliche Ungleichheit, so auch in
der jeweiligen Behauptung.
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Definition 2. Geordnete Mengen A und B heifen ihnlich, wenn man 2wischen shnen
eine einesndeulige Beziehung herstellen kann, die die Ordnung erhilt, d. k. eine Zuord-
nung, fiir die aus a, - b,, a, > by und a, < a, folgt, daf b, < b, ist

Aus Definition 2 folgt unmittelbar, daB alle Mengen, die nur €in einziges Element
enthalten, untereinander ahnlich sind und da8 die leere Menge nur sich selbst #hnlich
ist. Man sagt von #hnlichen Mengen auch, sie hiitten den gleicken Ordnungstypus.
Die Ahnlichkeit von Mengen bezeichnen wir durch 4 = B.

Es soll dem Leser tiberlassen bleiben, die folgenden Eigenschaften der Ahnlichkeit
von geordneten Mengen zu beweisen:

I. Reflexivitat: 4 ~ 4.
II. Symmetrie: Wenn A =~ B ist, s0oist B~ A.
III. Transitivitit: Wenn A ~ B und B~ C ist, 8018t A ~C.

Ein Vergleich der Definition der Ahnlichkeit mit der Definition der Gleichmichtig:
keit (§ 3, Definition 4) zeigt, daB die erste die zweite einschlieBt, daB also gilt:

Satz 3. Ahnliche Mengen sind gleichmdchtig; aus A ~ B folgt A ~ B.

Die Umkehrung dieses Satzes ist keineswegs richtig. So sind die Mengen (1) und
(2) gleichmiichtig (sie sind ja als ungeordnete Mengen sogar gleich), aber nicht dhn-
lich, denn die Menge (1) besitzt ein erstes Element, aber die Menge (2) nicht, withrend
bei einer dhnlichen Abbildung das erste Element der einen Menge in das erste Element
der anderen Menge iibergehen miiBte. Jedoch gilt fir endliche Mengen auch die
Umkehrung des Satzes 3, also:

Satz 4. Wenn zwei endliche geordnete Mengen gleichmdchtig sind, so sind sie auch
Ghnlich.

Dieser Satz ist auf Grund der Eigenschaften I. bis ITI. der Ahnlichkeit eine un-
mittelbare Folge aus dem folgenden Satz 7. Als eine gewisse Umkehrung des Satzes 3
fiir beliebige Mengen kann der folgende Satz gelten:

Satz 5. Ist die Menge A einer gewdneten Menge B gleichmiichtig, so gibt es eine
Ordnung fiir A — also eine Bezieh hen den El ten von A, die den Be-
dingungen 1.) und 2.) aus Definition 1 genugt — derart, daP die so geordnete Menge A
der Menge B Ghnlich ist.)

Beweis. Es seien a, und a, beliebige Elemente der Menge 4 und 4, und b, die
ihnen vermdge der als existent vorausgesetzten eineindeutigen Abbildung von 4
auf B zugeordneten Elemente aus B. Wir setzen nun fest, daB a, < a, genau dann
gelten soll, wenn b, < b, (im Sinne der vorausgesetzten Ordnung von B — Anm. d.
wissenschaftl. Red.) ist. Man priift leicht nach, daB die so definierte Ordnungsbeziehung
den Bedingungen 1.) und 2.) geniigt und daB die (so geordnete — Anm. d. wissenschafil.
Red.) Menge A der geordneten Menge B #hnlich ist.

Satz 6. Jede geordnete endliche (nichtleere) Menge A besitzt ein erstes und ein
letztes Element.

Beweis. Angenommen, die Menge A besiile kein letztes Element. Dann wiihlen
wir ein beliebiges Element a, €4 aus. Da es nicht letztes Element sein kann, gibt
es ein @, €4 mit a, < a,; da auch a, nicht letztes Element sein kann, gibt es ein

) Man kann sogar zeigen, daB jede beliebige Menge — wie man sagt — wohlgeordnet werden
h}:m (siehe [1], S.99). Dieser Boweis wiirde aber den Rahmen unseres Artikels fiber-
schreiten. .
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a3€A4 mit a, < a; usw. Allgemein kann man zu jedem a, ein an.1€4 finden mit
Gy < @g11. Man kann also induktiv fiir jedes n ein an finden. Es sei nun

N ={a,a5,05,..}
die Menge der so erhaltenen Elemente. Auf Grund von Eigenschaft 2.) ergibt sich:
Wenn ¢ < k ist, so ist a; < @z, woraus auf Grund von Eigenschaft 1.) folgt, daB
a3 ax ist. Das besagt aber, daBl die Menge N’ der Menge der natiirlichen Zahlen
gleichmiichtig ist. Dann wiire aber die Menge 4 unendlich (§ 4, Satz 5), was der
Voraussetzung des Satzes widerspricht. Ganz analog beweist man die Existenz eines
ersten Elementes.

Satz 7. Jede endliche Menge kann geordnet werden. Alle endlichen Mengen mit der
gleichen Anzahl n > 0 von Elementen sind dem Abschnitt |1, n| der Folge der natiir-
lichen Zahlen und damit unteresnander dhnlich.

Beweis. Die leere Menge ist per definitionem geordnet. Sei also 4 = 0 eine
beliebige endliche Menge, also etwa A ~ |1,n|. Der Abschnitt |1, 2| ist offenbar
eine (durch die iibliche <-Beziehung) geordnete Menge. Dann kann die Menge 4
nach Satz 5 geordnet werden. Es sei jetzt A eine beliebige endliche geordnete Menge
mit einer Anzahl # > 0 von Elementen. Nach Satz 6 besitzt die Menge A ein erstes
Element a,. Ist n > 1, so ist die Menge

4, =A\{a}} 0

und enthilt damit — wiederum nach Satz 6 — gleichfalls ein erstes Element a,,
wobei @, < @;. Angenommen nun, wir hiitten schon ein Element a; gefunden, so ist
— sofern ¢ < n ist —

Ai=A\{ay, 0,5, ...,ai}F0,
und 4; enthdlt nach Satz 6 ein erstes Element a(,;, wobei a; < a;+1. Auf diese
Weise konnen wir fiir jedes 1 < » ein Element a; bestimmen, und es ist

An={a;,a,,...,a5}~|L,n|~A4.

Da die Menge A voraussetzungsgemiB endlich ist, ist sie keiner echten Teilmenge
gleichmiichtig (§ 4, Satz 1), es muB also gelten:

A=A4,={ay,ay,...,a.}.
Wenn i < k ist, so ist offensichtlich a; < ax, d. h., die geordnete Menge A ist dem
Abschnitt |1, 2| sogar dhnlich.

Dieser Satz hat zur Folge, da8 alle n! Permutationen einer Menge von n Elementen
den gleichen Ordnungstypus haben.



Kapitel II

GRUPPEN, RINGE, KORPER

§ 6. Gruppen

In der Arithmetik und in der Algebra haben wir es mit Objekten verschiedenster
Art zu tun: mit ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen, mit Polynomen,
rationalen Funktionen usw. Dabei werden in erster Linie die Eigenschaften der vier
Grundoperationen, der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division studiert.

Es zeigt sich nun, daB diese Operationen fiir die verschiedenen Objekte doch
weitgehend dieselben Eigenschaften besitzen. Daher ist die Betrachtung abstrakter
Gebilde mit den uns interessierenden Eigenschaften — wie sie der modernen Algebra
eigen ist — durchaus natiirlich und zweckmagig.

Hinzu kommt noch, daB man in einer solchen abstrakten Form die Bedeutung
und die gegenseitige Abhiingigkeit der betreffenden Eigenschaften leichter kliren
kann, da der jeweilige Sachverhalt in konkreten Zahlenbereichen, im Bereich der
Polynome usw. durch spezlelle weitere Eigenschaften kompliziert wird, die die zu
untersuch haften verschleiern.

In den spateren Knplteln wollen wir die verschiedenen Zahlenbereiche behandeln.
Um die Bedeutung ihrer unterschiedlichen Eigenschaften klarer herausarbeiten zu
konnen und um eine Wiederholung ein und derselben Uberlegung in jedem dieser
Bereiche zu vermeiden, schicken wir in diesem Kapitel die grundlegenden Begriffe
der abstrakten Algebra voraus. Wir verweisen den Leser, der dicse Fragen ein-
gehender studieren will, auf den Artikel von L. J. OKUNJEW!) und die Biicher
L. J. OkuNJEW [3] und B. L. VAN DER WAERDEN [4].

Vom Standpunkt der Mengenlehre aus ist jede der vier Grundoperationen nichts
anderes als eine gewisse Beziehung zwischen irgend drei Elementen der betrachteten
Menge (siehe Anfang § 5). Diese Beziehungen unterscheiden sich jedoch in einem
wesentlichen Punkte von anderen (z. B. von der in § 5 untersuchten Ordnungs-
beziehung), nimlich darin, daB in allen vier Fiillen.zu je zwei Elementen ein ein-
deutig bestimmtes drittes (das Resultat der jeweiligen Operation) gehért, das mit
den beiden anderen ein Tripel bildet, das in der betrachteten Beziehung steht.
Derartige Beziehungen haben einen besonderen Namen erhalten:

Definition 1. Eine Vorschrift, die jedem geordneten Paar a,b von Elementen
einer Menge M ein eindeutig bestimmies Element derselben Menge zuordnet, heifit eine
in M definierte algebraische Operation.

Unter Verwendung des Funktionsbegriffs (§ 3, Definition 1) kann man auch
kiirzer sagen, daB eine in M definierte algebraische Operation eine Funktion auf der
Menge der geordneten Paare von Elementen aus M mit Werten aus M ist.

Beispiele fiir algebraische Operationen sind: Die Addition a4 b =¢, die Sub-
traktion @ — b = ¢, die Multiplikation ab=¢, die Division % = ¢ im Bereiche der
reellen Zahlen, wobei zu beachten ist, daB bei der Division der Fall 6 = 0 aus-

1) ]Ii' J(.iOKlmuw, Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen Funktionen, Fd M
nd 2.
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geschlossen werden muB, da hierfiir die Division nicht definiert ist. Weitere Beispiele
sind die Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division fiir komplexe Zahlen, die
Vektoraddition nach der Parallelogrammregel, die Addition, Subtraktion und
Multiplikation von Polynomen usw.

Unter Umstinden konnen zwei oder mehrere Operatlonen dadurch verkniipft

sein, da8 in ihnen die Rolle von gegeb und gesucl El vertauscht ist:
Wenn a +b =c ist, so ist c—a = b; wenn ab = ¢ ist, so ist < F =@ usw. Dieser

Zusammenhang zwischen Operationen fiihrt uns zum Begriff der Umkehroperation.
Die genaue Definition hierfiir lautet :

Vorgegeben sei eine Operation, die jedem geordneten Paar a,b von Elementen
aus M ein gewisses Element ¢ aus M zuordnet. Die beiden Operationen, die man
aus der gegebenen dadurch erhilt, daB man die Rolle von a und ¢ bzw. von b und ¢
(also eines der gegebenen Elemente mit dem gesuchten) vertauscht, heiBen die
Umbkehroperationen der gegebenen Operation.

Somit besteht die erste Umkehroperation in der Zuordnung von a zu dem ge-
ordneten Paar b, ¢ und die zweite in der Zuordnung von b zu dem geordneten Paar
a,c. Bekanntlich brauchen die Umkehroperationen weder immer ausfiihrbar zu
sein, noch brauchen sie eindeutig zu sein. So sind im Bereich der natiirlichen Zahlen
die Addition und Multiplikation erklirt, withrend die Umkehroperationen Sub-
traktion und Division nicht unbeschrinkt ausfithrbar sind.

Eine Operation heiBt kommutativ, wenn sie den Paaren a, b und b, a dasselbe
Resultat zuordnet. Wir werden spiiter sehen, da8 fiir kommutative Operationen
die eine Umkehroperation dann und nur dann existiert, wenn die andere existiert,
und da8 dann beide zusammenfallen. Fiir nichtkommutative Operationen ist das
keineswegs der Fall.

So ist im Bereich der positiven reellen Zahlen die Operation f(a, b) = a® nicht

kommutativ, da im allgemeinen a® 5= b%ist. Die erste Umkehroperation f, (c, b) = ﬁ
existiert, wihrend die zweite Umkehroperation f,(c, @) =4 log ¢ nicht definiert ist
fiir a =1 und ¢+ 1 und fiir solche a und ¢, fiir die glog ¢ < 0 (wir haben ja unsere
Operstion nur auf der Menge der positiven reellen Zahlen betrachtet). In den
Fillen, in denen auch die zweite Operation existiert, fillt sie nicht mit der ersten
zusammen.

In ein und derselben Menge konnen mehrere algebraische Operationen gegeben
sein. Da wir aber die allgemé¢inen Eigenschaften der Addition und der Multi-
plikation von Zahlen studieren wollen, betrachten wir anfangs Mengen mit nur
einer algebraischen Operation. So gelangen wir zu dem ersten fundamentalen
Begriff der modernen Algebra, zum Begriff der Gruppe.

Definition 2. Eine nichtleere Menge G heift eine Gruppe, wenn in ihr eine
algebraische Operation — Multiplikation gemumt — erkldrt ist, die jedem geordneten
Paar a,b von El, ten aus G ein eind tes Element a b aus G — das
Produkt aus a und b — zuordnet und die die falge'nde'n Eigenschaften besitzt:

I. (Assoziatives Gesetz) a(bc) = (a b) cl);

II. (Gesetz der beiderseitigen Umkehrbarkeit) Fir beliebiges a und b
aus G sind die Gleichungen a x = b und ya =b losbar, d. h., 2u jedem a,b aus G
gibt es in G ein c und ein d derart, daf ac =b und da = b ist.

1) Das Zeichen ,,=** bezeichnet nach wie vor das Zusammenfallen der Elemente.
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Ist die Gruppenoperation kommutativ, also a b= b a fiir beliebiges a, b aus @,
so heiBt die Gruppe kommutativ?).

Wir fithren einige Beispiele fiir Gruppen an:

Beispiel 1. Die Mengen der ganzen, der rationalen, der reellen und der kom-
plexen Zahlen bilden Gruppen beziiglich der Addition von Zahlen als Gruppen-
operation ,,Multiplikation‘’. Keine dieser Mengen erweist sich als Gruppe beziiglich
der Multiplikation von Zahlen, da die Gleichung 0z = 1 in keinem dieser Bereiche
eine Losung besitzt.

Beispiel 2. Die Mengen der rationalen, reellen und komplexen Zahlen, die ver-
schieden sind von der Zahl 0, bilden Gruppen beziiglich der Multiplikation von
Zahlen.

Beispiel 3. Die Menge @ aus den beiden Elementen e und a bildet beziiglich
der durch die Gleichungen ee = aa = e und ea = ae = a festgelegten Operation
eine Gruppe.

Beispiel 4. Es sei @ die Menge aller eineindeutigen Abbildungen der Menge M
auf sich (§ 3, Definition 3). Das einem Element ¢ € M verméige der Abbildung s€G
zugeordnete Element moge mit as bezeichnet werden. Das Produkt s¢ von
Abbildungen s und ¢ aus @ soll die Abbildung sein, die man erhélt, wenn man die
gegebenen Abbildungen hintereinander ausfiihrt (zuerst s, dann ¢), d. h., es ist

a(st) = (as)t

fiir jedes @ € M?). Beziiglich dieser Multiplikation erweist sich die Menge G als
Gruppe. In der Tat gilt das assoziative Gesetz I., denn sind 7, s und ¢ irgendwelche
Abbildungen aus @, so gilt fiir jedes a aus M:

a [r (st)] = (ar) (8t) = [(ar) 8]t
und ebenso:

a[(rs)t] = [a(rs)]t = [(ar) 8] ¢,
d. h., es ist

a[r(st)] =al(rs)t)

fiir jedes @ aus M. Also ist r(st) = (rs)¢ (beide Abbildungen ergeben sich, indem
man die Abbildungen 7, 8, t hintereinander ausfiihrt).

‘Wir beweisen jetzt, daB in @ auch das Gesetz der beiderseitigen Umkehrbarkeit II.
gilt. Seien dazu s und ¢ beliebige Abbildungen aus @. Zu der eineindeutigen Ab-
bildung 8 existiert die inverse Abbildung s—?, die gleichfalls eineindeutig ist (§ 3).
Namentlich gilt: Ist as=25, so ist bs— =a. Offensichtlich ist also 85— = s—ls=e¢,
wobei e die identische Abbildung von M auf sich ist, also ex = ze = z fiir beliebige
Abbildungen z aus @ gilt. Nehmen wir nun einmal an, daB es in @ eine Abbildung u
mit. su = ¢ gibt. Wenn wir diese Gleichung von links mit s—! multiplizieren, so
erhalten wir:

81 (su) =8¢,
Auf Grund des assoziativen Gesetzes folgt s—1(su) = (s~18)u = eu = u, d. h., es
muB — wenn es iiberhaupt eine Losung u gibt — u =8~ ¢ sein. Also kann die

1) Kommutative Gruopen nennt man auch abelsck.

3) Man kann das Produkt st auch so definieren, da8 zuerst die Abbildung ¢ und dann die Ab-
bildung & ausgefiihrt wird. Dann schreibt man das einem Element a € M vermdge der
Abbildung s zugeordnete Element besser als sa.
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Gleichung 8z = ¢ hochstens die Losung s—1¢ haben. Diese Abbildung geniigt aber
auch in der Tat der Gleichung sx =t, da s(s~11) = (ss~1)t = et =1 ist. Analog
beweist man, daB die Gleichung ys =t die eindeutig bestimmte Losung y = ts—1
besitzt.

Also ist @ tatsiichlich eine Gruppe. Sie heiBt die Transformationsgruppe der
Menge M. Ist M eine endliche Menge, so spricht man auch von der Permutations-
gruppe von M.

Fiir den Fall, daB M mehr als zwei Elemente enthélt, ist die Permutationsgruppe
von M nicht kommutativ. So enthilt die Permutationsgruppe der drei Zahlen 1, 2, 3
sechs Elemente. Bezeichnen wir jede Permutation durch ein zweizeiliges Schema,
in dem wir unter jede Zahl die ihr vermdge der Permutation zugeordnete Zahl
schreiben, so erhalten wir die Elemente dieser Gruppe in der Form

123 123 123 123 123 123
(123)' (132)' (213)’ (231)' (312)' (321
Dann ist
123 123y (123 dl23_123_123
132)‘(213 —(231 un (213) (132)—(312)’
d. h., der Wert eines Produktes héngt im allgemeinen von der Reihenfolge der Fak-
toren ab.

Die Permutationsgruppen spielen eine groBe Rolle in der Algebra. Mit ihrer Hilfe
gelang es dem franzosischen Mathematiker EVARISTE GALors (1811—1832), die
Frage nach der Auflosbarkeit einer algebraischen Gleichung durch Radikale end-
giiltig zu klﬁren (und im allgemeinen Falle negativ zu entscheiden — Anm. d. wissen-
schafil. R

Folgeruugen aus dem assoziativen und dem kommutativen Gesetz.

Auf Grund des assoziativen Gesetzes I. kann man von dem Produkt aus Ele-
menten a, b, ¢ einer Gruppe @ in dem Sinne sprechen, da8 man darunter eines der
beiden (untereinander gleichen) Produkte a(bc) oder (ab)c versteht und dafiir ohne

Klammern abc schreibt. Man kann jedoch auch ohne Benutzung des assoziativen
Gesetzes das allgemeine Produkt

-
ayay -+ an =[] a
=1
induktiv fiir » beliebige Elemente a,, a,, .. ., an einer Gruppe @ definieren (die
Rechtfertigung der mduktxven Definitionen wird in Kapitel III gegeben), und zwar:

n+1 »
Definition 3. Ha,. = a, fiir jedes Element a, aus G; Ha; (ﬂ a;)u,‘“.
=1 4= -1
Entsprechend dleser Definition ist:
1050y = (2,0,)dy,
) 8,030, = [(a,25) 03]y,
a,0,0,0,05 = {[(a,0,)a5]az}a usw.

Das assoziative Gesetz erlaubt es dann, ein Produkt aus zwei (mehrgliedrigen)
Produkten als ein Produkt iiber alle vorkommenden Elemente darzustellen, d. h.:

(@05 * * * @) (Gms1 Gma1 " Gn) =Gy Cn
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oder kiirzer:

mtn

H“i Ham‘vk=17ai~ (O]
=1 k=1 i=1

Wir beweisen die Gleichung (1) bei festgehaltenem m durch vollstéindige Tnduktion
iiber n. Fir n =1 folgt die Gleichung (1) unmittelbar aus Definition 3. Aus der
Annshme, daB (1) bereits fiir die Zahl » gilt, ergibt sich auf Grund der Defini-
tion 3 und des assoziativen Gesetzes:

" n+1 m " L n
”muﬂuu=”¢i I?am+k'"n+n+l)= ”ai”ﬂm.k Am+n+l
f=1 =1 i=1 \k=1 =1 k=1

m+n mintl

:H Qi Cmint1 = 17 ai,
t=1 =1

womit (1) auch fiir die Zahl n 4 1 bewiesen ist.

Man kann ganz dhnlich auch das Produkt einer beliebigen endlichen Anzahl von
Gruppenelementen mit einer anderen Verteilung der Klammern definieren und
entsprechend seine Unabhingigkeit von der Verteilung der Klammern beweisen [5].

In einer kommutativen Gruppe G hingt das Produkt von » Elementen nicht von
der Reihenfolge der Faktoren ab, genauer: Ist f(i) eine beliebige eineindeutige
Abbildung der Menge 1, 2, .. ., n auf sich, so ist

‘g ai=ga:m- (2)

‘Wir wollen hier den Beweisgedanken nur kurz skizzieren und seine genaue Durch-
fiihrungdem Leser iiberlassen. Erstensbeweist man unter Benutzung deskommutativen
Gesetzes, daB sich ein Produkt aus » Elementen nicht éndert, wenn man
zwei benachbarte Elemente miteinander vertauscht. Dabei ist die oben cin-
gefiihrte, in der Schreibweise unberiicksichtigt gelasserre Klammerung genau zu be-
achten. Zweitens zeigt man, daB sich jede Vertauschung von irgend zwei Elementen
auf eine gewisse Anzahl von Vertauschungen benachbarter Elemente zuriickfiihren
1aBt. Drittens beweist man, daB jede Permutation der Faktoren auf eine gewisse Anzahl
von Vertauschungen von je zwei Elementen zuriickgefithrt werden kann.

Folgerungen aus dem Gesetz der beiderseitigen Umkehrbarkeit.
Wir bemerken zuniichst, daB in der Formulierung der Bedingung II. nicht die For-
derung nach der Existenz der Umkehroperationen der Gruppenmultiplikation ent-
halten ist, da II nur die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit der Elemente ¢
und d verlangt. Zum Beweis der Eindeutigkeit dieser Elemente fithren wir den
Begriff des Einselementes und den Begriff des inversen Elementes ein:

Definition 4. Ein Element e einer Gruppe G heift ein Einselement von G, wenn
ea =ae=a fir alle a aus G gilt. Ist e ein Einselement von @, so nennt man ein
Element a— aus G ein zum Gruppenelement a inverses Element (beziiglich e), wenn
as'=ala=e.

Satz 1. In jeder Gruppe G gibt es ein und nur ein Einselement e. Zu jedem Gruppen-
element a gibt es ein und nur ein inverses Element a—!. Die nach dem Geseiz der beider-
seitigen Umkehrbarkeit I1. existierenden Losungen der Qleichungen ax = bund ya = b
oind fir jedes a und b aus @ eindeutig bestimmt.
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Beweis. e sei eine Losung der Gleichung yb = b fiir ein gewisses Element &
aus G, also eb = b. Ferner sei ¢ eine Losung der Gleichung bz = a fiir ein beliebiges
a aus G, also bc = a. Dann ist

ea = e(bc) = (eb)c =bc=a.

Also gilt ea = a fiir alle a aus G. Entsprechend zeigt man, da8 es in @ ein Element ¢’
gibt, fiir das ae’ = a fiir alle a aus G gilt. Dann ist e = ee’ = ¢/, d. h., e ist ein Eins-
element der Gruppe G. Sind nun e, und e, irgendwelche Einselemente von G, so
ist e, = e,e, = ¢;, womit die Eindeutigkeit des Einsel tes e bewiesen ist.

Auf Grund des Gesetzes der beiderseitigen Umkehrbarkeit gibt es zu jedem a
aus @ Elemente b und c, fiir die ba = ¢ und ac = e gilt. Dann ist

b = be = b(ac) = (ba)c =ec =c,
also b = c. Mithin besitzt das Element b = a~! die Eigenschaft aa—! =a—la=e,
d. h., es gibt ein zu a inverses Element. Sind nun b und ¢ irgendwelche zu @ inverse
Elemente, so zeigt man genau wic oben, daB b = bac = c ist, womit auch die
Eindeutigkeit der inversen Elemente bewiesen ist.

SchlieBlich seien ¢, und ¢, beliebige Losungen der Gleichung ax = b, es sei also
ac, = b und acy, = b, d. h. ac, = ac,. Indem man diese letzte Gleichung von links
mit ¢~1 multipliziert, erhalt man ¢, = ¢,. Genau so beweist man die Eindeutigkeit
der Losung der Gleichung ya = b.

Damit ist Satz 1 in allen Teilen bewiesen.

Wir vermerken noch, daB man aus der Existenz eines Einselementes und aus
der Existenz von inversen El ten unter B g des assoziativen Gesetzes
das Gesetz von der beiderseitigen Umkehrbarkeit in @ beweisen kann. In der Tat
ist dann a=1b eine Losung der Gleichung az = b und ba—? eine Losung der Gleichung
ya =b. Man kann also eine Gruppe auch als eine Menge definieren, in der eine
assoziative Operation gegeben ist, beziiglich der ein Einselement und inverse Ele-
mente vorhanden sind.

In Beispiel 1, den Gruppen von Zahlen beziiglich der Addition, ist Einselement
in allen Fillen die Zahl 0 und das zu einer Zahl a inverse Element die Zahl —a.
In Beispiel 2, den Gruppen von Zahlen beziiglich der Multiplikation, ist Einselement
in allen Fillen die Zahl 1 und das zu einer Zahl a inverse Element die Zahl } In
Beispiel 3 ist Einsel 1t das El 1t e und jedes der Klemente e und a zu sich
selbst invers. In Beispiel 4 ist Einsel t die identische AlLbildung der Menge M
auf sich und das zu einer Abbildung s inverse Element die inverse Abbildung s~

Unter der n-ten Potenz eines Gruppenelementes a verstehen wir das Produkt aus
den n gleichen Faktoren a. Sie wird durch a" bezeichnet.

In dieser Form gilt die Definition zunéchst nur fiir jede natiirliche Zahl ». Im
Falle n = 0 soll a®= e sein, wobei e das Einselement der Gruppe G ist. Ferner
soll fiir negative ganze n = —m die Potenz a® =a~™ als (a~!)™ oder auch als
(@™)~! erkliirt sein. Beide Definitionen sind gleichwertig, da

a™ (a-‘)"‘ = (aaa---a) (a-la—la——l.. .a~l) =

ist, was (a—!)™ = (a™)~! zur Folge hat.
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Die Eigenschaft (1) des allgemei Produktes fithrt im Falle, daB alle Faktoren
des Produktes gleich sind, auf die bekannte Potenzregel
a™a® = a™+". 3)

Durch vollstindige Induktion iiber n beweist man leicht:
(amyr= am. @
In kommutativen Gruppen gilt auBerdem auch noch die dritte Potenzregel
(ab)* = a"b", (5)
die sich unmittelbar als Spezialfall der Vertauschungsregel (2) erweist. Wir haben

bisher nur angegeben, wie man die Gleichungen (3), (4) und (5) fiir natiirliche Zahlen
m und n beweist. Jedoch gelten diese Gleichungen auch fiir beliebige ganze Zahlen
m und n, wie man durch Nachpriifung aller Fiille m 30, 230 bestitigt.

Aus der eindeutigen Lisbarkeit der Gleichungen ax =b und ya =b folgt die
Existenz der beiden Umkehroperuationen der Gruppenmultiplikation von G. Ist @
eine kommutative Gruppe, so fallen die beiden Umkehroperationen zusammen.
Ist nimlich ¢ die Losung der Gleichung ax =, so ist ac = b. Dann ist aber auch
ca =b, also ¢ auch die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung ya = b.

Definition 5. Die Umkehroperation der Multiplikation einer kommutativen
Gruppe @ heift Division. Das den Elementen a und b vermige der Division zugeordnete
Element, d. h. die Losung der Gleichungen ax =b und ya =>b, wird der Quotient

der Elemente b und a genannt und durch b: a oder — bezeichnet.

Dije additive Schreibweise. Haufig bezeichnet man die Gruppenoperation
auch durch @ 4-b und nennt sie dann Addition. In diesem Fall spricht man von
der additiven Schreibweise der Gruppe. Meistens setzt man dann die Gruppe als
kommutativ voraus.!) Bei der Verwendung der additiven Schreibweise spricht man
an Stelle des Einsel tes vom Nullel, ¢t 0 und an Stelle des inversen Elementes
a=! vom entgegengesetzien Element —a. Ferner spricht man an Stelle der Potenz a*
vom Vielfachen na (man darf dabei aber nicht na als Produkt von = und a auf-
fassen, da die ganze Zahl n nicht Element von G zu sein braucht). Hierbei ist na
nichts anderes als eine Abkiirzung fiir

na=a-+a+a4-+a.
n-mal
In einer additiv geschriebenen Gruppe bezeichnet man auBerdem die allgemei
Summe durch

a; +ag 4+ +a..=‘2a¢.
-1

SchlieBlich veriindert sich entsprechend auch die Form der Gleichungen (1) bis (5),
wobei speziell die Gleichungen (3) bis (5) die Gestalt

(m +n)a =ma +na, (6)
m(na) = (mn)a, 7
n(a +b) =na +nb (8

') Die Gruppe wird dann oft als Modul Bezeich — Anm. d. wi, Aaftl. Red.
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annehmen. Die Umkehroperation einer additiv geschriebenen kommutativen Gruppe
heiBt Subtraktion, wobei das den Elementen a und b zugeordnete Element, also
die Losung der Gleichungen a + # = b und y 4 a = b, die Differenz der Elemente b
und @ genannt und durch b — a bezeichnet wird.

Untergruppen. Definition 6. Eine Teilmenge H einer Gruppe G heift eine
Untergruppe von @, wenn sie beziiglich der Gruppenoperation von G selbst eine Gruppe
ist.

Um von einer gegebenen Teilmenge H einer Gruppe G festzustellen, ob sie Unter-
gruppe von @ ist, kann man das folgende Kriterium benutzen:

Satz 2. Eine nicht-leere Teilmenge H einer Gruppe G ist dann und nur dann
Untergruppe von G, wenn 1.) das Produkt irgendwelcher Elemente a, b aus H wieder
zu H gehort und wenn 2.) mit einem Element a auch das zu a inverse Element a=! zu
H gehort.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingungen ist unmittelbar klar. Es sei also
H eine beliebige nicht-leere Teilmenge von @, die die Bedingungen 1.) und 2.) erfiillt.
Dann gibt es ein Element a in H, und es gehért wegen Bedingung 2.) auch a—! und
wegen Bedingung 1.) auch aa—! = e zu H. Somit besitzt H ein Einselement und
auBerdem zu jedem beliebigen Element @ ein inverses. Da sich das assoziative
Gesetz von G automatisch auf H iibertrégt, ist dann (nach einer friiheren Bemerkung
— Anm. d. wissenschaftl. Red.) H eine Gruppe und also eine Untergruppe von G.

Wir beschriinken uns hier auf die angegebenen grundlegenden Eigenschaften
der Gruppen und verweisen den interessierten Leser auf die Spezialliteratur ([6]
und [7]).

§ 7. Ringe

Im vorangehenden Paragraphen haben wir die Eigenschaften einer einzelnen
algebraischen Operation betrachtet. In Zahlenbereichen, mit denen wir uns spiiter
ausschlieBlich beschiiftigen werden, hat man aber stets zwei Operationen — die
Addition und die Multiplikation — zur Verfiigung, die zudem durch das distributive
Gesetz miteinander verkniipft sind. In diesem und dem folgenden Paragraphen
wollen wir deshalb in ganz allgemeiner Form Mengen betrachten, in denen zwei
Operationen mit gewissen Eigenschaften erklirt sind. Dabei beschriinken wir uns
auf den — fiir Zahlen allein interessierenden — Fall, daB die betrachteten Operationen
kommutativ sind.

Definition 1. Eine nicht-leere Menge R heift ein Ring, wenn in ihr zwei algebra-
ische Operationen erklirt sind, eine Addition — die jedem geordneten Paar a,b von
Elementen aus R ein eindeutig bestimmtes Element a 4 b, die Summe aus a und b,
2uordnet — und eine Multiplikation — die jedem geordneten Paar a, b von Elementen
aus R ein eindeutig bestimmtes Element ab, das Produkt aus a und b, zuordnet —,
die die folgenden Bedingungen erfiillen:

1. (Kommutatives Gesetz der Addition) a +b =b +a:

II. (Assoziatives Gesetz der Addition) a + (b 4-¢) = (@ +b) +¢;

III. (Gesetz der Umkehrbarkeit der Addition) Fir jedes a und b aus R
besitzt die Gleichung a + x = b (wenigstens) eine Losung, d. h., zu jedem a und b
aus R gibt ez ein cCR mit a +¢c=1b;
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1V. (Kommutatives Gesetz der Multiplikation)!) ab = ba;
V. (Assoziatives Gesetz der Multiplikation) a(bc) = (ab)c;
VI. (Distributives Gesetz der Multiplikation beziiglich der Addition)
(@ +b)e =ac + be.
Beispiele fiir Ringe. Beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation
erweisen sich als Ringe:
. Die Menge aller ganzen Zahlen.
Die Menge aller rationalen Zahlen.
. Die Menge aller reellen Zahlen.
. Die Menge aller komplexen Zahlen.
. Die Menge, die nur aus der Zahl 0 besteht.
. Die Menge aller geraden Zahlen und allgemein die Menge aller ganzen Zahlen,
die Vielfache einer gewissen Zahl n sind.
. Die Menge aller komplexen Zahlen der Form a + bi mit ganzzahligem a und b
(der sogenannte Ring der ganzen komplexen Zahlen).
8. Die Menge aller reellen Zahlen der Form a 4 b Vé_mit ganzzahligem a und b.
Die Menge aller natiirlichen Zahlen und auch die Menge aller positiven rationalen
Zahlen bilden keinen Ring beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation,
da dort die Bedingung III. nicht erfiillt ist.
9. Eine groBe Rolle spielt in der Algebra der Ring der Polynome in einer oder
auch mehreren Unbekannten mit Koeffizienten aus einem gewissen Ringe R.
Dabei werden als Addition und Multiplikation die iiblichen — von der Schule
her bekannten — Rechenoperationen fiir Polynome verwendet. Diese Rechen-
operationen sind bereits tiber einem Ring ausfiihrbar, da sie zuriickgefithrt werden:
auf die Addition und die Multiplikation der Koeffizienten der Polynome, die ihrer-
seits dem Ringe R angehoren, in dem diese Operationen ausfithrbar sind.
10. Die Menge aller geordneten Paare (a, b) von ganzen Zahlen bildet einen Ring,
sofern man die Operationen durch die Gleichungen

(@, 8)+(c,d) = (a+c,b+d), (a,b)(c,d) = (ac, bd)

DO W N

7

definiert.

Der Leser mége fiir alle diese Beispiele nachpriifen, daB die Bedingungen I. bis VI.
erfiillt sind.

Zunichst besitzen die Addition und die Multiplikation in einem Ring sicher alle
die Eigenschaften, die wir im vorangehenden Paragraphen ganz allgemein aus dem
assoziativen und dem kommutativen Gesetz gefolgert haben. Insbesondere kann
man in einem Ring die Summe und das Produkt einer beliebigen endlichen Anzahl
von Elementen definieren (vgl. § 6, Definition 3), fiir die dann die Rechenregeln
gelten, die der Regel (1) aus § 6 entsprechen und bei denen zudem der Wert un-
abhiingig von der Reihenfolge der gegebenen Elemente ist [§6, (2)].

Die Bedingungen I. bis III. besagen, da8 jeder Ring eine kommutative Gruppe
beziiglich der Addition bildet. Mithin gibt es in jedem Ring ein Element 0, das

1) In der Literatur wird die Bezeichnung ,,Ring‘ auch fiir M mit nichtkommutativer
und sogar nichtassoziativer Multiplikation verwendet. Auch die Formulierungen der an-
deren ﬁedingungen variieren von Fall zu Fall. Am Ende dieses Artikels werden wir beim
Studium gewisser Verallgemeinerungen des Zahlbegriffs Ringe mit nichtkommutativer
Multiplikation verwenden.
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Nullelement oder kurz die Null des Ringes, fiir das

a4+0=0+a=a
ist fir jedes a. Ferner gibt es zu jedem a ein entgegengesetztes Element —a mit

a+(—a)=(—a)+a=0.

Als Spezialfall der endlichen Summe bzw. des endlichen Produkts erhalten wir,
wenn nimlich alle Summanden bzw. Faktoren gleich sind, das n-fache na und die
n-te Potenz a" eines Elementes a. Dabei ist zu beachten, daB man in einem Ring
allgemein die Potenz a® nur fiir natiirliche Zahlen n definieren kann, da die Aus-
dehnung dieser Definition auf Zahlen » <0 (vgl. § 6) maBgeblich die Existenz
eines Einselementes und des inversen Elementes a—! benutzte, die in einem Ring
nicht vorhanden zu sein brauchen. Dementsprechend gelten in einem Ring die
Potenzregeln (3) bis (5) aus § 6 nur fiir natiirliche Exponenten. Dagegen bleiben
auch in einem Ring (als einer Gruppe beziiglich der Addition) der Begriff des
n-fachen na eines Elementes a und die Regeln (6) bis (8) aus § 6 fiir beliebige
ganze Zahlen sinnvoll.

Aus den Gesetzen I. bis III. fiir die Addition folgt (wie in jeder kommutativen
Gruppe), daB in jedem Ring eine Subtraktion als Umkehroperation der Addition
existiert. Hingegen besitzt in einem Ring die Multiplikation im allgemeinen keine
Umkehroperation, wie die Beispiele des Ringes der ganzen Zahlen und des Ringes,
der Polynome zeigen.

Folgerungen aus dem distributiven Gesetz. Bisher haben wir die beiden
Operationen eines Ringes unabhiingig voneinander auf ihre Eigenschaften hin unter-
sucht. er gehen jetzt da.zn iibgr, ihren Zusammenhang zu studieren. Dieser Zu-

ffensichtlich durch das distributive Gesetz VI. hergestellt.

Zuniichst erglbt sich aus VI. und IV. die folgende zweite Form des distributiven
Gesetzes:

a(d +c¢) =ab +ac.
Beide Formen des distributiven Gesetzes gelten auch fiir die Differenz, also:
(@a—b)c =ac—bc, a(b—c)=ab—ac. (1)
Zum Beweis der ersten dieser belden Gleichungen haben wir nur zu zeigen, daB

das Element (a —b)c der charpkteristischen Eigenschaft der Differenz aus den
Elementen ac und bc geniigt. In der Tat ist

be 4-(@a—bye = [b + (e —b)]c = ac.
Ganz analog beweist man die zweite Gleichung.
Wir zeigen jetzt, daB die Null eines Ringes beziiglich der Multiplikation eine
wesentliche Eigenschaft mit der Zahl Null gemein hat:

Satz 1. Ist ein Faktor eines Produkies gleich Null, so ist das ganze Produkt gleich
Null, d. h., es ist

a-0=0, 0:2a=0 (2)

fiir jedes a.
Es geniigt, die erste dieser Gleichungen zu beweisen, die zweite ergibt sich durch
Anwendung von IV.aus der ersten: Nach Definition der Null und der Differenz
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ist 0 = b — b fiir jedes Element b des Ringes. Dann ist aber
a-0=ab—b =ab—ab=0.

Hingegen ist die Umkehrung von Satz 1, die ja fiir Zahlen auch gilt, in beliebigen
Ringen nicht erfiillt ; mit anderen Worten: das Produkt zweier Elemente eines Ringes
kann gleich Null sein, ohne daB einer der Faktoren gleich Null ist. So ist in dem
oben als Beispiel 10 angefiihrten Ring aller Paare (a, b) von ganzen Zahlen offen-
sichtlich das Paar (0, 0) Nullelement. Sind also @ und b irgendwelche von Null
verschiedene ganze Zahlen, so sind die Paare (2, 0) und (0, b) beide von der Null
des Ringes verschieden, hingegen ist (a, 0) (0, b) = (0, 0).

Definition 2. Elemente a + 0 und b 3= O eines Ringes, fiir die ab = 0 gilt, heifen
Nullteiler. Ein Ring ohne Nullteiler wird Integrititsbereich genanni.

Satz 2. Ist a % 0 und a kein Nullteiler, so folgt aus ab = ac, daf b = c ist.

Beweis. Ausab = ac folgt, daB ab—ac =0, also daBa(b —¢) =0. Daa +0
und e kein Nullteiler ist, so muB8 b —c¢ =0, also b = ¢ sein.

Im folgenden werden wir es ausschlieBlich mit Ringen ohne Nullteiler zu tun
haben. In ihnen folgt also aus ab = ac stets b = ¢, gofern nur a 3= 0 ist.

Fiir die Multiplikation gelten ferner die iiblichen Vorzeichenregeln?):

a(—b)=—ab, (—a)b=—ab, (—a)(—0b)=ab. 3)
Zum Beweis der ersten Gleichung benutzt man, daB
ab+a(—b)=ab+(—b]=a-0=0
ist, woraus sich unmittelbar a(— b) = —ab ergibt. Die zweite Gleichung erhilt
man daraus gemiB

(—a)b=b(—a)=—ba=—ab.
SchlieBlich erhiilt man die dritte Gleichung aus den ersten beiden vermége
(—a)(—b) = —(—a)b=—(—ab) =ab.
Durch vollstindige Induktion kann man das distributive Gesetz auf Summen

aus einer beliebigen endlichen Anzahl von Summanden und auch auf Produkte
aus zwei Summen ausdehen. Man kommt dann zu folgenden Gleichungen:
» » » " " " » ki
(Y ai)b=J]a:ib, a}] b;:;’ab;, (Y @) (LZ be) =Zl' (kzl'a.'bk). 4)
=1 =1 =1 -1 t=l k=1 - -
Hieraus und aus den anderen Eigenschaften der Vielfachenbildung [§ 6, (7)] folgt,
sofern man in den Summen alle Summanden gleich, also
ai=a (1=12,...,n), be=b (k=1,2,...,m)
setzt:
(na) b =a (nb) = n (ab), ®
(na) (mb) = n [m (ab)] = (nm) (ab).
1) Wir bemerken, daB es hier wenig Sinn hat, die Termini ,,positives*‘ und ,,negatives* Element
von den Zahlen her zu iibernehmen. Wir werden vielmehr diese Begriffe fiir beliebige Ringe
erst in § 10 einfilhren. Solange die Efemente a und — a noch vdllig gleichberechtigt sind,

ist jedes von ihnen dem anderen entgegengesetzt. Wenn wir also — a mit b bezeichnen,
80 missen wir notgedrungen a mit — b bezeichnen.
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In Kapitel IV benétigen wir noch die folgenden Eigenschaften der Differenz
zwischen den Elementen eines Ringes:

Satz 3 (Eigenschaften der Differenz) In jedem beliebigen Ring besitzt die
Differenz von Elementen die folgenden Eigenschaften:

a) Esist a—b=c—d dann und nur dann, wenn a +d =b+c st;
b) (@—b) + (c—d) =(a+c)—(b+d);

¢) @—b)—(c—d)=(a+d)—(b+c);

d) (@ —b) (c—d) = (ac +bd) — (ad -+ be).

Beweis. Addiert man zur Gleichung a — b = ¢ — d auf beiden Seiten das Ele-
ment b+d, so erhdlt man die Gleichung a +d = b +c. Umgekehrt erhilt man
aus dieser zweiten Gleichung die erste, wenn man auf beiden Seiten das Element
(— b) 4+ (— @) hinzufiigt. Damit ist a) bewiesen. Ahnlich beweist man die Glei-
chungen b), ¢) und d).

Unterringe. Definition 3. Eine Teilmenge M eines Ringes R heift ein Unter-
ring, wenn sie bezilglich der Addition und der Mulliplikation des Ringes R selbst
ein Ring ist.

In diesem Sinne ist der Ring aller geraden Zahlen ein Unterring des Ringes aller
ganzen Zahlen und dieser seinerseits ein Unterring des Ringes aller rationalen Zahlen.
Um fi llen, ob eine gegebene Teilmenge eines gewi Ringes ein Unterring
desselben ist, ist es keineswegs nétig, die Giiltigkeit aller Ringeigenschaften in der
gegebenen Teilmenge nachzupriifen. Vielmehr tbertrigt sich der groBte Teil von
ihnen automatisch von einem Ring auf jede seiner Teilmengen. Daher ist es zweck-
miBiger, das folgende Kriterium zu benutzen:

Satz 4. Damit eine nicht-leere Teilmenge M eines Ringes R ein Unterring von R
ist, 18t notwendig und hinreichend, dap die S , die Differenz und das Produkt
von Elementen aus M wieder zu M gehiren.

Beweis. Zum Beweis der Notwendigkeit dieser Bedingungen sei M ein beliebiger
Unterring von R. Die Addition in M fillt dann mit der Addition in R zusammen.
Da die Umkehroperation der Addition in einem Ring eindeutig bestimmt ist, fallt
auch die Subtraktion in M mit der Subtraktion in R zusammen. Dann miissen
aber die Summe, die Differenz und das Produkt (im Sinne der Operationen von R)
von Elementen aus M wieder zu M gehoren, anderenfalls wiire eine von diesen
Operationen fiir gewisse Elemente aus M nicht in M ausfithrbar, was der Definition
des Ringes (siehe Definition 1) bzw. der aus ihr flieBenden Ausfithrbarkeit der
Subtraktion widersprechen wiirde.

Zum Beweis der Umkehrung sei M eine Menge, die den Bedingungen unseres
Satzes geniigt. Da die Summe und das Produkt (beziiglich R) von Elementen
aus M wieder zu M gehéren, kann man sie auch als Resultat einer gewissen Addition
bzw. Multiplikation in M ansehen. Dadurch wird in der Menge M geradezu eine
Addition und eine Multiplikation definiert. Die Eigenschaften I., IT., IV., V. und VI.
iibertragen sich offenbar automatisch von R auf jede Teilmenge, gelten also sicher
in M. Seien nun a und b beliebige Elemente aus M. Nach Voraussetzung gehért
dann auch 6 —a =c zu M. Aus den Eigenschaften der Differenz in R folgt

a+(b—a)=>b oder at+c=b.
Mithin ist also auch die Bedingung III. in M erfiillt und M ein Unterring des Ringes R.
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§ 8. Korper

Die im vorangehenden Paragraphen angefiihrten Beispiele fiir Ringe zeigen, daB
die verschiedenen Ringe beziiglich der Umkehroperation der Multiplikation véllig
verschiedene Eigenschaften besitzen (im Gegensatz zur Addition). So ist im Ring
aller ganzen Zahlen die Division nur in Ausnahmeféllen méglich, wobei jedoch alle
Elemente des Ringes durch + 1 und — 1 teilbar sind. Im Ring aller rationalen
Zshlen dagegen ist die Division (von der Division durch 0 abgesehen) stets moglich.
Die Frage nach der Umkehroperation der Multiplikation filhrt uns auf den wich-
tigsten Spezialfall des Ringes, den Korper.

Definition 1. Ein Ring K heift ein Korper, wenn er die folgenden Eigenschaften
besttzt:

VII. (Umkehrbarkeit der Multiplikation) Filr jedes a und b aus K besitzt,
sofern nur a 5 0 ist, die Gleichung ax = b (wenigstens) eine Losung, d. h., zu jedem
a == 0 und jedem b gibt es gin qGK mit aq = b.

VIIL. K enthilt wentgstens ein von Null verschiedenes Element.

Beispiele von Kérpern. Von den Beispielen 1 bis 10 fiir Ringe aus dem voran-
gehenden Paragraphen erweisen sich nur die in den Bejspielen 2, 3 und 4 angefithrten
Ringe, also der Ring aller rationalen, der Ring aller reellen und der Ring aller kom-
plexen Zahlen als Korper. In Beispiel 5 ist die Bedingung VIII. nicht erfiillt, weil
kein Element a == 0 vorhanden ist. In den iibrigen Beispielen ist die Bedingung VII.
verletzt. Wir fithren hier noch folgende Beispiele von Korpern an:

1. Die Menge aller komplexen Zahlen a -+ bi mit rationalem a und b (der so-
genannte Korper der rationalen komplexen Zahlen, vgl. § 7, Beispiel 7).

2. Die Menge aller reellen Zahlen der Form a + b }/2 mit rationalem a und o (vgl.
§ 7, Beispiel 8).

3. Die Menge aller rationalen Funktionen mit reellen Koeffizienten in einer oder
auch mehreren Verinderlichen.

4. Die Menge aus den beiden Elementen 0 und 1 beziiglich der folgendermaB8en
definierten Operationen:

0+0=141=0, 04+1=140=1,
0:0=0:1=1:-0=0, 1-1=1.

Wir iiberlassen es wiederum dem Leser, die Bedingungen 1. bis VIIL in allen
Fillen nachzupriifen.

Da die Korper spezielle Ringe sind, gelten alle in § 7 fiir Ringe abgeleiteten Siitze
auch fiir Korper. AuBerdem ergeben sich aus der Bedingung VII. Sitze iiber die
Multiplikation, die wortlich den in § 7 aus der Bedingung III. fiir die Addition ab-
geleiteten Sitzen entsprechen.

‘Wie jeder Ring, bildet auch jeder Korper eine kommutative Gruppe beziiglich der
Addition. Dariiber hinaus bilden die von Null verschiedenen Elemente eines Kor-
pers auch eine Gruppe beziiglich der Multiplikation. In der Tat: Ist a == 0 und
b= 0, so besitzt die Gleichung az = b eine Lisung g, die gleichfalls von Null ver-
schieden ist, da a0 = 0 == b ist (§ 7, Satz 1); damit folgt die Behauptung unmittelbar
aus den Bedingungen IV., V. (§ 7, Definition 1) und VII. Die Gruppe aller Elemente
eines Korpers beziiglich der Addition heiBt die additive Gruppe, die Gruppe der von
Null verschiedene Elemente eines Korpers beziiglich der Multiplikation die multi-
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plikative Gruppe des Korpers. Ein Korper ist vollstindig festgelegt durch Vorgabe
dieser beiden Gruppen sowie der Produkt¢ der Null mit allen anderen Elementen
und der Forderung des distributiven Gesetzes fiir beliebige Elemente, einschlieBlich
der Null. Hieraus folgt bereits, dal das Produkt eines beliebigen Elementes mit der
Null gleich Null sein muB (§ 7, Satz 1).

Allein aus den Eigenschaften der multiplikativen Gruppe folgt bereits, daB es in
jedem Korper ein Einselement gibt (§ 6, Satz 1), also ein Element e mit ae = e¢a =a
fiir alle ¢ aus K. Fir die Elemente a =+ 0 folgt dies aus den Eigenschaften des Ems-
elementes einer Gruppe und fiir @ = 0 aus den Eigenschaften der Null bezii
der Multiplikation. Ferner gibt es zu jedem a 3= 0 ein inverses Element a1 mit
asl=ala=e.

Hierbei sind sowohl das Einselement e als auch das inverse Element a—! eines vor-
gegebenen Elementes a eindeutig bestimmt. Wenn es nimlich in einem Ring iiber-
haupt ein Einselement gibt, so auch nur eines, was sich sofort aus e, = e,e; = ¢,
fiir Einselemente e, , e, ergibt. Entsprechend: Wenn es zu einem Element o eines
Ringes mit Einselement ein inverses Element gibt, so auch nur eines; denn sind
b und ¢ inverse Elemente zu a, so ist b = bac =c.

Jedoch braucht es in einem Ring mit Einselement keine inversen Elemente zu
geben, wie das Beispiel des Ringes der ganzen Zahlen zeigt. Ebenso gibt es auch
Ringe ohne Einselement, wie den Ring aller geraden Zahlen oder den Ring aller
ganzeu Zahlen, die Vielfache einer Zahl n > 1 sind.

Wenn es in einem Ring R ein Einselement e 4= 0 und zu jedem a = 0 ein inverses
Element a— gibt, so bildet die Menge der von der Null des Ringes verschiedenen
Elemente des Ringes eine Gruppe beziiglich der Multiplikation (§ 6), und der Ring R
ist ein Korper.

Da die multiplikative Gruppe eines Kérpers kommutativ ist, besitzt die Multi-
plikation eme eindeutig bestimmte Umkehroperation, die Dnnsxon Dabei ist der

Quotlent — fiir beheblges a== 0 und beliebiges b eindeutig b stimmt. Fiir b+0
folgt dles aus den allgemeinen Eigenschaft der Itiplikativen Gruppe des Kor-
pers (§ 6), und fiir b = 0 ist g =0,da a0 =0 ist. Die Forderung a = 0, die in die
Bedingung VII. eingeht, verletzt in einem gewissen Sinne die Symmetrie in den
Eigenschaften der Addition und der Multiplikation. Es ist jedoch unméglich, die
. genannte Symmetrie etwa dadurch herzustellen, daB man die Forderung a 30

fallen 1éBt. In der Tat besitzt die Gleichung ax = b fiir @ = 0 und b == 0 in keinem
Korper und auch in keinem Ring mit wenigstens einem von Null verschiedenen
Element eine Losung. Wire nimlich g eine Losung dieser Gleichung, so wire
aq=0q= 0=~>b, was der Voraussetzung b= 0 widerspricht. Daher ist die Di-
vision durch Null nicht a.usfuhrbar, wenn der Dividend von Null verschieden ist.
Hingegen kann der Quotxent ¢ iedes beliebi El t des betracht Ringes
sein, da fiir jedes ¢ gilt: 0g= 0

Satz 1. In einem Korper gibt es keine Nullteiler (§ 7, Definition 2), d. k., wenn
ab=01st, 50 15t a = 0 oder b = 0.

Beweis. Aus ab=0und a == 0 folgt, wenn man beide Seiten der Gleichung mit
a1 multipliziert, 1- b = a0, also b= 0
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Mithin ist jeder Korper ein Ring ohne Nullteiler. Die Umkehrung dieser Be-
hauptung gilt indes im allgemeinen nicht: Es gibt Ringe ohne Nullteiler, die keine
Korper gind (z. B. der Ring der ganzen Zahlen). Sie gilt jedoch ganz allgemein fiir
endliche Ringe, genauer:

Satz 2. Jeder endliche Ring ohne Nullteiler, der mindestens zwei Elemente enthilt,
18t ein Korper.

Beweis. Offenbar geniigt es, die Bedingung VII. zu verifizieren. Sei also a & 0.
Dann ordnen wir jedem Element  des Ringes das Element y = az zu. Ist z, & =,,
80 ist auch y; =+ y,, da andernfalls ax; = ax, und mithin 2, = =, wiire (§7, Satz 2).
Also ist die Zuordnung x — y eine eineindeutige Abbildung des ganzen Ringes R
auf eine gewisse Teilmenge M, also R ~ M. Da nach Satz 1 aus § 4 eine endliche
Menge R keiner ihrer echten Teilmengen gleichmiichtig ist, muB also R = M sein,
d. h., zu jedem Element 4 € R gibt es in R ein Element ¢ mit ¢ - b, also ag =b,
womit VII. bereits bewiesen ist.

Da die von Null verschiedenen Elemente eines Korpers beziiglich der Multi-
plikation eine kommutative Gruppe bllden, ist m einem Kﬁrper fiir jedes Element
a = 0 die Potenz a* fiir beliebige ganze Expc n definiert, wobei die iiblichen
Potenzgesetze gelten [§ 6, (3) — (6)].

Fiir die Quotienten aus Elementen eines belicbigen Korpers gelten dieselben
Rechenregeln, wie in der iblichen Bruchrechnung. In Kapitel V. bendtigen wir
speziell die folgenden Eigenschaften des Quotienten:

Satz 3. (Eigenschaften des Quotienten) a) Wenn b0 und d <=0 sst,

aogill 2= E dann und nur dann, wenn ad = bc ist.
adﬂ:bc

b) Wenn b0, d 50 ist, aowt—:t —5i
4 ac

o) Wenn b0, d =0 ist, so ut;-;—ﬁ

d) Wenn b0, ¢ 0, d 0 ist, s0 ist s : 5 g

Beweis. Wenn man beide Seiten der Gleichung & 5= mlt bd multipliziert, so
erhilt man ad = bc. Ist umgekehrt eine Gleichung ad = bc mit 4= 0 und d5 0
vorgegeben, so erhiilt man, wenn man % = z und % =ysetzt: bdz =ad, bdy = be,
also bdzr = bdy. Indem man beide Seiten dieser letzten Gleichung zuniichst mit
b -1 und dann mit d—* multipliziert, erhélt man x = y, also ;: %

Damit ist die Behauptung a) bereits bewiesen. Die Behauptungen b) und c) be-
weist man ihnlich wie den zweiten Teil der Behauptung a). Zum Beweis der Be-
hauptung d) braucht man sich offenbar nur davon zu {iberzeugen, da

ist, was aber bereits aus ¢) und a) folgt. Damit ist dann Satz 3 in allen Teilen bewiesen.

Die Charakteristik eines Korpers. In manchen Korpern gibt es Elemente a %= 0,
fiir die na = O fiir gewisse ganze Zahlen n == 0 gilt. So ist im Korper aus den beiden
Elementen 0 und e (siche Beispiel 4 am Anfang dieses Paragraphen) 2¢ =¢ +-¢ = 0.
‘Wesentlich ist nun der folgende
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Satz 4. In jedem Kirper K tritt genau einer der beiden nachstehenden Fille ein:

a) Fiir jedes Element a 5= 0 und jede ganze Zahl n == 0 ist das Vielfache na ebenfalls
von Null verschieden.

b) Es gibt eine eindeutig bestimmie Primzahll) p derart, daf pa = O ist fir jedes
Element a.

Beweis. Wir zeigen, da8, sofern der Fall a) nicht eintritt, sofern es also ein
Element a == 0 und eine ganze Zahl n 3= 0 mit na = 0 gibt, der Fall b) eintreten
muB.- Wegen a 3 0 gibt es zu jedem b€ K ein ¢ mit ag = b. Dann ist auf Grund
von Gleichung (5) aus § 7

nb =n(ag) = (na)g =0-¢=0.

Es geniigt also zu zeigen, daB der Fall b) fiir irgendein Element a == 0, also etwa
fiir das Einselement e, eintritt.

Wie wir gesehen haben, ist ne =0, also auch (— n)e =— ne =0. Eine der
Zahlen n,—n ist aber positiv, es gibt also eine natiirliche Zahl k mit ke =0. Sei
nun p die kleinste derartige natiirliche Zahl. 2)

Wir zeigen, daB p notwendig eine Primzahl ist. Zuniichst ist sicher p= 1, da
1:e=-e= 0 ist, withrend pe = 0 sein solte. Angenommen nun, es wire p durch
eine Zahl g teilbar, also p= gr, wobei 1 < ¢ < p und damit auch 1 < r < p ist.
Dann wire auf Grund von Gleichung (5) aus § 7

pe = (gr) (ee) = (ge¢) (re) = 0.
Da es nun aber in einem Korper keine Nullteiler gibt (Satz 1), wire dann ge = 0
oder re = 0 im Widerspruch dazu, daB p die kleinste natiirliche Zahl sein sollte, fiir
die pe= 0 ist.

Sei schlieBlich k eine beliebige natiirliche Zahl mit ke= 0. Wir kénnen dann &
durch p mit Rest dividieren, also % in der Form k = pq +-r darstellen, wobei der
Rest r der Bedingung 0 < 7 <C p geniigt. Dann erhalten wir aus Gleichung (6) aus
§ 6 und Gleichung (5) aus § 7:

ke = (pg+r)e=(pgle+re=gq(pe) +re=0+re=re=0.
Dann muB aber r =0 sein, da 7> 0 der Wahl von p widerspriiche. Also ist
k= pq, d. h. k durch p teilbar. Es kann also, wenn % von p verschieden ist, ¥ keine
Primzahl sein. . Damit ist gezeigt, daB p die einzige Primzahl mit pe = 0 ist.

Dieser letzte Satz fithrt uns auf die folgende

Definition 2. Unter der Charakieristik des Kérpers K verstchen wir die Zahl 0,
Jalls fiir jedes Element a == 0 des Korpers K und jede ganze Zahl n == 0 auch na == 0
ist, und die Primzahl p, falls pa = O fiir alle Elemente a aus K gilt.

Da fiir die Zahl 1 und jede ganze Zahl n die Gleichung 1 - » = n gilt, haben alle
Zahlkorper die Charakteristik 0.

Beispiel eines Korpers der Charakteristik p > 0. Es sei n eine beliebige
natiirliche Zahl groBer als 1. Dann kénnen wir die ganzen Zahlen dadurch in Klassen
einteilen, da8 wir alle Zahlen, die bei Division durch n denselben Rest lassen, in

1) &ll,n: Primzahl ist eine von 1 verschiedene natiirliche Zahl, die nur durch 1 und eich selbst
ilbar ist.
*)DaB jede nichtleere Menge von natiirlichen Zahlen eine kleinste Zahl enthilt, wird in
Kapitel ITI bewiesen.
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einer Klasse zusammenfassen. Bezeichnen wir mit (r) die Klasse der Zahlen, die
bei Division durch n den Rest r ergeben, so kommen wir auf die » paarweise ver-
schiedenen Klassen (0), (1), (2),..., (n—1). Offenbar gehdren Zahlen a und &
dann und nur dann derselben Klasse an, wenn ihre Differenz @ — b durch » teilbar
ist.}) Ferner verstehen wir unter C, die Menge der so definierten Klassen. Wir
fithren nun in C, eine Addition und eine Multiplikation ein. Sind (r) und (s) der-
artige Klassen aus C, wobei etwa die Klasse (r) die Zahl a und die Klasse (s) die
Zahl b enthalten moge, so verstehen wir unter der Summe (r) 4 (8) der gegebenen
Klassen diejenige Klasse, die die Zahl a 4 b enthalt und unter dem Produkt (r) - ()
die Klasse, die die Zahl ab enthilt. Die Summe und das Produkt von Klassen sind
eindeutig bestimmt, d. h. unabhiingig von der Wahl der Reprisentanten a und b
aus den betreffenden Klassen. In der Tat: Sind a und a’ Zahlen aus der Klasse (r)
und b und b’ Zahlen aus der Klasse (s), so sind die Zahlen a —a’ und b — b’ durch »
teilbar; dann sind aber auch
(@+b)—(@+¥b)=(@—a)+(b—b)

und

ab—a't' =(ab—a'b) + (a'b—a't)) =(a—a')b+a' (b—10b)
durch n teilbar, d. h., auch die Zahlen a + b und a’ 4 b’ sowie ¢b und a’b’ gehéren
jeweils derselben Klasse an.

Die Ringeigenschaften I. bis VI. aus § 7, Definition 1, sind automatisch erfiillt,
da sie fiir die ganzen Zahlen gelten und die Operationen zwischen den Klassen mit
Hilfe der entsprechenden Operationen zwischen den Repriisentanten definiert sind.
Also ist C,, unter allen Umsténden ein Ring. Er heiBt der Restklassenring nach dem
Modul n (auch: Restklassenring modulo n). Die Null des Ringes Cy ist offensichtlich
die Klasse (0) der durch = teilbaren Zahlen.

Ist die Zahl » = ki zusammengesetzt, so enthilt der Ring Cy Nullteiler, da zwar
(k) %= 0, () &= 0, aber (k) - (I) = (0) ist. Ist hingegen n = p eine Primzahl, so ent-
hiilt der Ring C, keine Nullteiler; denn ist (r) - (8) = 0, so ist rs durch p teilbar,
also 7 oder & durch p teilbar und mithin (r) = 0 oder (8) =0.

Weiter enthélt der Ring C, genau p Elemente, ist also endlich. Auf Grund von
Satz 2 ist er dann aber ein Korper. Da fiir jedes r die Klasse p(r) die Zahl pr ent-
hiilt, die durch p teilbar ist, ist p(r) = O fiir jede Klasse (r) des Kérpers Cy.

Damit ist bewiesen, daB C'; ein Kérper der Charakteristik p ist.

Unterkirper, Primkérper. Definition 3. Eine Teilmenge M eines Kérpers K
heift ein Unterkorper (oder Teilkiorper) von K, wenn sie bezilglich der Addstion und
der Multiplikation des Korpers K einen Korper bildet. Dann heift K auch ein Ober-
kirper oder eine Erweiterung des Kéorpers M.

In diesem Sinne ist der Korper der rationalen Zahlen ein Unterkorper des Korpers
der reellen Zahlen und dieser seinerseits ein Unterkérper des Korpers der kom-
plexen Zahlen.

Satz 5. Damit eine Teilmenge M' eines Korpers K, die igstens zwes El Y)
enthilt, ein Unterkorper von K ist, ist notwendsg und hinreichend, daﬁ die Summe, das
Produkt, die Differenz und der Quotient (sowest er in K erkldrt ist) von Elementen qus
M wieder 2u M gehort.

1) Wir haben es hier also mit nichts anderem als mit den Restklassen nach dem Modul n gu
tun (vgl. den Artikel von A. J. CHINTSOHIN in diesem Buche).
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Der Beweis hierfiir verliuft dem Beweis des entsprechenden Satzes fiir Ringe
(§ 7, Satz 4) vollig analog. Wir verzichten deshalb auf seine Wiedergabe.

Jeder Unterkorper M eines Korpers K enthilt die Null als Differenz a — a fiir
a €M und das Einselement als Quotient % fiir e €M mit a &= 0.

Satz 6.7) Der Durchschnitt (im gentheoretischen Sinn, § 2) eines beliebigen
Systems von Unterkorpern des Korpers K ist wieder ein Unterkorper von K.

Beweis. Es sei {M,} ein beliebiges System von Unterkérpern, wobei die In.
dizes s eine gewisse Menge S durchlaufen, und D = n M, der Durchschnitt der

sES8
Kérper M, des gegebenen Systems. Da O und 1 in jedem der Unterkérper M, ent-
halten sind, sind sie auch in D enthalten, d. h., D enthilt igstens zwei El te.
Sind nun a und b irgendwelche Elemente aus D, so sind sie in jedem M, enthalten.
Dann sind auf Grund von Satz 5 aber auch a + b, a —b, ab und, falls b 3 0 ist,

auch ; in jedem M, und damit in D enthalten. Dann ist aber auf Grund von Satz 5
auch D ein Unterkérper von K.

Definition 4. Ein Kérper heift Primkiorper, wenn er keinen Unterkorper aufer
sich selbst enthit.

Als Beispiele fiir Primkorper konnen der Korper der rationalen Zahlen und die
Restklassenkorper nach einer Primzahl dienen:

Ein beliebiger Unterkorper M des Korpers K der rationalen Zahlen enthilt nim-
lich sicher die Zahl 1, also auch alle ihre Vielfachen n-1=n, d. h. alle ganzen
Zahlen und damit auch alle Quotienten mit von Null verschiedenem Nenner, d. h.
alle rationalen Zahlen. Also ist X = M und K Primkorper. Entsprechend enthilt
jeder Unterkérper M des Restklassenkorpers Cj die Restklasse (1), die das Eins-
element von Cy ist, und damit auch jede Klasse (r) als r-faches der Klasse (1). Also
ist auch hier Cp = M und Cj Primkérper.

Man kann beweisen, daB in einem gewissen, niher zu priizisierenden Sinne die
genannten Kérper auch alle Primkorper erschopfen.

Satz 7. Jeder Kirper enthill genaw einen Primkirper.

Beweis. Zuniichst enthilt jeder Korper K mindestens einen Unterkérper (z. B.
K selbst). Es sei nun D der Durchschnitt aller Unterkérper des Kérpers K. Nach
Satz 6 ist D Unterkérper von K und auf Grund seiner Definition in jedem Unter-
korper von K enthalten. Wiire nun M ein beliebiger, von D verschied Unter-
kérper von D, dann wire auf Grund von Definition 3 offenbar M auch Unterkorper
von K, also D in M enthalten, was unméglich ist. Also ist D ein Primkérper von K.
Ist nun D’ ein beliebiger Primkérper von K, so ist der Durchschnitt D" = D n D’
ebenfalls ein Unterkorper des Kérpers K, wobei D’ €D und D" €D’ ist. Auf
Grund von Definition 3 ist dann aber D'’ Unterkorper sowohl von D als auch von
D', also ist — da D und D' Primkérper sind — D = D'’ = D', womit die Eindeutig-
keit des Primkérpers bewiesen ist.

") Der entsprechende Satz gilt auch fiir Ringe, d. h., auch der Durchschnitt eines beliebi
Systems von Unterringen eines Ringes R ist ein Untemn von R. Der Beweis hierfiir ver-
1&uft dem oben fiir Kdrper gefiihrten vollig analog und sei deshalb dem Leser iiberlassen.




§ 9. Der axiomatische Aufbau der Mathematik. Isomorphie 101

§ 9. Der axiomatische Autbau der Mathematik. Isomorphie

In den einzelnen mathematischen Theorien untersucht man Mengen von Objekten,
zwischen denen gewisse Beziehungen erklirt sind, die diese oder jene Eigenschaften
besitzen. Der Inhalt einer solchen Theorie besteht dann in der Definition von Be-
ziehungen (oder Begriffen) durch andere und im Beweis von Eigenschaften dieser
Beziehungen (oder Begriffe) auf Grund anderer Eigenschaften. So kann man in der
Theorie der geordneten Mengen jede der Beziehungen ,,gréBer* und ,kleiner* durch
die andere definieren oder mit ihrer Hilfe den Begriff ,erstes Element‘ einfiihren
(§ 5), so kann man in der Theorie der Ringe durch die Beziehung a + b = ¢ die Be-
ziehung a — b = ¢ definieren und mit ihrer Hilfe den Begriff ,,Null” einfiihren usw.

Es ist unmittelbar klar, da8 man nicht alle Begriffe und Beziehungen definieren
kann, wie man auch nicht alle ihre Eigenschaften allein mit Hilfe der Logik beweisen
kann: Jede Definition fiihrt den zu definierenden Begriff auf andere Begriffe zuriick,
jeder Beweis einer gegebenen Eigenschaft benutzt irgendwelche andere Eigenschaften.
Deshalb muB man in jeder mathematischen Theorie gewisse Beziehungen (oder Begriffe)
ohne Definition an die Spitze stellen ; das sind die sogenannten Grundbeziehungen oder
Qrundbegriffe (der betr. Theorie). Genau so muB man gewisse Eigenschaften dieser
Grundbeziehungen ohne Beweis voraussetzen ; das sind die sogenannten Grundeigen-
schaften oder Axiome (genau genommen sind die Axiome die Sitze, in denen die
Grundeigenschaften formuliert werden — Anm. d. wissenschafl. Red.). Die Auf-
stellung der Grundbegriffe und der Axiome bildet das Fundament jeder mathema-
tischen Theorie. Aus ihnen wird alles weitere auf rein logischem Wege getolgert.

Eine Eigentiimlichkeit des modernen Aufbaus der mathematischen Wissen-
schaften, die ihnen ihren abstrakten Charakter verleiht, ist das Studium der uns
interessierenden Begriffe und Eigenschaften in Anwendung auf beliebige Mengen,
auf denen sie definiert sind. Dabei ist es fiir die betrachtete Theorie vollig gleich-
giiltig, welche konkrete Bedeutung die Elemente der jeweils betrachteten Mengen
haben und was fiir konkrete Eigenschaften sie (abgesehen von den in der betreffenden
mathematischen Theorie untersuchten) besitzen. So haben wir in den drei voran-
gehenden Paragraphen Gruppen, Ringe und Korper als Mengen von Elementen mit
gewissen Operationen (Addition und Multiplikation) definiert, die einige grund-
legende Eigenschaften besitzen. Entsprechend steht es auch z. B. mit dem axio-
matischen Aufbau der Geometrie (vgl. [8] und [9]), wobei die Punkte, Geraden und
Ebenen irgendwelche Objekte sind, deren Natur fiir den formalen Aufbau der
Geometrie vollig gleichgiiltig ist; es sind lediglich zwischen ihnen einige grund-
legende Beziehungen (,,ein Punkt liegt auf einer Geraden‘* usw.) erklirt, dic gewissen
grundlegenden Bedingungen (den Axiomen der Geometrie) geniigen.

Es kénnte nun scheinen, als ob es viele Theorien der Ringe und Kérper und viele
Geometrien gebe, je nachdem, welche konkrete Menge man als Grundlage der je-
weiligen Theorie nimmt. Der Ausweg aus dieser scheinbaren Schwierigkeit ergibt
sich aber bereits aus dem oben Gesagten und besteht in einer genauen Festlegung
des Inhalts einer gegebenen mathematischen Theorie. In einer vorgelegten Theorie
studiert man — wie bereits gesagt — nicht alle Eigenschaften der Elemente einer
Menge, sondern nur diejenigen, die auf den Grundbezieh der vorg
Theorie beruhen, soweit sie aus den Axiomen fiir die Grundbeziehungen folgen.
Alle iibrigen Eigenschaften (die an sich natiirlich von gréBter Wichtigkeit sein
konnen) gehodren einfach nicht zum Gegenstand der Untersuchungen der vor-

Yot
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liegenden Theorie, von ihnen wird im betrachteten Zusammenhang abstrahiert.
Es wird also vom Standpunkt der betreffenden Theorie aus nicht zwischen solchen
Mengen unterschieden, fiir deren Elemente gewisse Grundbeziehungen (die jeweils
von den konkreten Eigenschaften der El te der betreffenden Menge abhiingen
kénnen) erklirt sind, die mit den Beziehungen der betreffenden Theorie die Grund-
eigenschaften gemein haben.

Da jedoch im konkreten Spezialfall die Grundbeziehungen in einer Menge aus-
gehend von den konkreten Eigenschaften ihrer Elemente definiert werden, behandelt
somit eine jede Theorie, auch wenn sie die Eigenschaften der Grundbeziehungen in
ganz abstrakter Form studiert, gewisse konkrete Eigenschaften einer ganzen Klasse
von konkreten Mengen. Diese dialektische Einheit von Abstraktem und Konkretem
ist jeder Wissenschaft eigen, aber wohl in der Mathematik am deutlichsten aus-
geprigt. SchlieBlich studiert ja die Mathematik nicht alle Eigenschaften der mate-
riellen Kérper, sondern nur diejenigen, die eine anzahlmiBige Beurteilung oder
eine riumliche Beschreibung gestatten. Namentlich sind die fiir die ganze Mathe-
matik grundlegenden Begriffe der Zahl und der Figur solche abstrakten Ausdriicke
fiir derartige Eigenschaften materieller Korper. Somit bleibt auch fiir die moderne
Mathematik, ungeachtet des abstrakten Charakters ihres Aufbaus, die von ENGELS
fiir die Mathematik gegebene Definition giiltig: ,,Die reine Mathematik hat zum
Gegenstand die Raumformen und Quantititsverhiltnisse der wirklichen Welt,
also einen sehr realen Stoff. DaB dieser Stoff in einer hochst abstrakten Form er-
scheint, kann seinen Ursprung aus der AuBenwelt nur oberflichlich verdecken.‘1)
Die Tatsache, daB Mengen, zwischen deren Elementen Beziehungen mit gleieh-
artigen Eigenschaften erklirt sind, im Rahmen éiner vorgelegten mathematischen
Theorie nicht unterschieden werden, erfihrt ihre Priizisierung in dem nachfolgenden
allgemeinen Isomorphiebegriff:

Definition 1. Mengen M und M’, in denen gewiase Beziehungen erklirt sind,

die in einem System S von Bezieh fapt sein mogen, heifen isomorph
bezuglwhdeagegebenen Systems von Beztehu‘ngen ( Turz: tsomorph; in Zeichen: M = M')
wenn es eine eineindeutige Zuordnung zwischen ihren El ten gibt, bei der die Be-
ziehungen aus S erhalten bleiben, also eine eineindeutige Abbildung, bei der Elemente

aus M, dié in ciner gewissen Beziehung aus S stehen, in Elemente aus M’ iibergehen,
die in derselben Beziehung stehen, und umgekehrt.

Man kann dann sagen, daB die in einer axiomatisch aufgebauten Theorie behan-
delten Mengen nur bis auf Isomorphie beziiglich des Systems der Grundbeziehungen
der betreffenden Theorie festgelegt sind.

Der Isomorphiebegriff besitzt offenbar die drei folgenden grundlegenden Eigen-
schaften:

L. M=M,

2. Wenn M = M’ ist, s0 st M' = M,

3. Wenn M =M und M' = M" ist, so ist M = M".

Beisniel

fiihrt die Definition 1 im Falle, daB keine Beziehungen vorgegeben
sind (also das System S die leere Menge ist), auf die Glelchma.chtlgkelt der Mengen
M und M’ (§3). Istals einzige Beziehung die Beziehung ,,a geht b voran‘’ vorgegeben,

1) F. ExoxLs, Anti-Diihring, Berlin 1952, S. 44/45.
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so fithrt Definition 1 fiir den Fall, daB diese Beziehung die entsprechenden Axiome
erfiillt, auf die Ahnlichkeit (§ 5).

Die Tatsache, daB der Begriff der Isomorphie die Gleichwertigkeit zweier Mengen
beziiglich der betrachteten Eigenschaften aufdeckt, kann in Form des folgenden
ullgemeinen Satzes formuliert werden:

8ind die Mengen M und M’ beziiglich eines gewissen Sy 8 8 von Be
isomorph, so iibertrigt sich jede Eigenschaft der Menge M, die mit Hilfe von Beznlnmgen
aus S (oder auch mit Hilfe von Beziehungen, die durch Beziehungen aus 8 definiert
sind) formuliert ist, auf die Menge M', und umgekehrt.

Wir wollen diesen allgemeinen Satz an Hand eines konkreten Beispiels unter-
suchen:

Es sei in den Mengen M und M’ eine Beziehung ,,gréBer* definiert, beziiglich der
die Mengen M und M’ isomorph sind. Dann ist, wenn M geordnet ist, wenn also in
M die Bedingungen 1). und 2.) aus § 5 erfiillt sind, auch die Menge M’ geordnet.

Beweis der Bedingung 1.). Es seien a’ und b’ Elemente aus M’ und @ und b die ent-
sprechenden Elemente aus M. Da die Bedingung 1.) nach Voraussetzung in M er-
fiillt ist, gilt in M genau eine der Beziehungen a = b, @ > b oder b > a. Die Ab-
bildung von M auf M’ erhiilt nun die Beziehung ,,gréBer*, d. h., es gilt mindestens
eine der Beziehungen a’' =¥, @’ > b’ oder ' > a’. Wiirde nun in M’ mehr als eine
dieser Bezichungen gelten, so wiirde, da auch die Abbildung von M’ auf M die Be-
ziehung ,,groBer* erhiilt, zwischen @ und b mehr als eine der Beziehungen gelten,
was der Bedingung 1.) fiir M widerspricht.

Beweis der Bedingung 2.). Ist a’ > b" und b’ > ¢/, so ist auch a > b und b > ¢c.
In M ist dann a > ¢, also ist.auch a’ > ¢'.

Wir wollen jetzt die Isomorphie von Gruppen, Ringen und Kérpern betrachten.
Da, hier die Beziehungen a + b = ¢ und ab = ¢ der zusitzlichen Bedingung geniigen,
daB es zu jedem a und b genau ein ¢ mit @ + b = ¢ bzw. ab = ¢ gibt (diese beiden
Bedingungen sind — genau genommen — zwei erginzende Axiome), kann hier
die Definition der Isomorphie gegeniiber der Definition 1 etwas vereinfacht werden.
Es braucht hier — kurz gesagt — nur verlangt zu werden, daB die Grundbeziehungen
beim Ubergang von M zu M’ erhalten bleiben. , Wir wollen uns dabei auf den Fall
der Ringe und Korper beschrinken, den wir bei den spiteren Untersuchungen der
Zahlbereiche nur benétigen (der Fall der Gruppen unterscheidet sich von dem be-
handelten nur darin, daB an Stelle der beiden Operationen eine einzige tritt). Wir
definieren also:

Definition 2. Ein Ring (oder Korper) R heift isomorph dem Ring (bzw. Korper)
R’ (in Zeichen: R = R’ ), wenn es eine eineindeutige Abbildung von R auf R' gibt, bei
der der Summe und dem Produkt von Elementen aus R die Summe und das Produkt
der entsprechenden Elemente aus R' zugeordnet sind,

Wir wollen uns iiberlegen, daB diese Definition tatsiichlich ein Spezialfall der
Definition 1 ist. Dazu brauchen wir uns nur davon zu itberzeugen, daB die inverse
Abbildung von R’ auf R ebenfalls Summe und Produkt erhilt. In R’ gelte also
a' b =¢', wobei den Elementen a’,.b’,c’ vermége der inversen Abbildung die
Elemente a, b, ¢ aus R zugeordnet seien. Es ist zu zeigen, daB @ +b = ¢ ist. An-
genommen, es wire a4 b =d 3=¢. Dann wiirde auf Grund von Definition 2
gelten: o’ + b’ =d’ 5= ¢’, was der Eindeutigkeit der Addition in R’ widersprechen
wiirde.

oh
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‘Wir sehen, daB wir bei diesem Beweis in keiner Weise von den Axiomen I. bis VT.
des Ringes Gebrauch gemacht haben. Aus diesem Grunde iibertragen sich De-
finition 2 und die anschlieBenden Uberlegungen wortlich auf beliebige Mengen, in
denen je zwei (oder auch mehr — Anm. d. wissenschafil. Red.) algebraische Opera-
tionen, eine Addition und eine Multiplikation, vorgegeben sind.

Satz 1. Es seien R und R’ beliebige Mengen, in denen zwei Operationen (Addition
und Multiplikation) definiert sind, beztiglich derer R und R’ isomorph (im Sinne von
Definition 2) sind. R ist dann und nur dann ein Ring (oder Korper), wenn'R’ Ring
(bzw. Korper) ist.

Beweis. Es geniigt offenbar zu zeigen, daBl R’ den Axiomen I. bis VI. bzw. I. bis
VIIL. (§ 7, Definition 1 und § 8, Definition 1) geniigt, falls dies fiir R gilt. In allen
Fiéllen (abgesehen von Axiom VIII., wofiir die Behauptung trivial ist) verliuft der
Beweis vollig gleichartig. Wir beweisen als Beispiel das Axiom III. fiir R’. Es seien
also @’ und b’ beliebige Elemente aus R’ und a und b ihre Urbilder in R. Da nach
Voraussetzung in R das Axiom III. gilt, gibt es ein Element cER mita +c=1b.
Ist nun ¢ ¢’, dann ist auf Grund der Isomorphie auch a’ ¢ =¥’, d. h., ¢ ist
Losung der Gleichung a’+ 2’ = b'. Also erfiillt auch R’ die Bedingung III. Dem
Leser sei empfohlen, die Giiltigkeit der anderen Axiome in R’ zu beweisen.

Zusammen mit den Grundeigenschaften bleiben also bei der Isomorphie auch alle
anderen Eigenschaften erhalten, die Folgerungen aus den Grundeigenschaften sind.
So entspricht bei einem Isomorphismus der Ringe R und R’ die Null von R’ der Null
von R; falls R ein Einselement enthiilt, so enthilt auch R’ ein Einselement, und die
Einselemente entsprechen sich wechselseitig. In der Tat: Aus @ +0 =a in R folgt
@' 40 =g’ in R und ausa-l=ain R folgt @’ - 1’ =a’ in R’, und zwar fiir jedes
a’ aus R'.

Eine groBe Bedeutung fiir die Konstruktion der Zahlkorper besitzt der folgende,
fast offensichtliche

Satz 2. Es set R ein Unterring des Ringes S und R’ ein zu R isomorpher Ring, der
mit S kein Element gemein hat. Dann gibt es zu jeder isomorphen Abbildung f des
ngec R auf den Ring R’ einen Ring S', der R' als Unterring enthdlt und der zu S

i8t. Dabei gibt es eine taomorphe Abbildung g des Ringes S auf §', die auf
R mit der gegebenen Abbildung f zusammenfdllt, d. h., fir die g(a) = f(a) fur alle a
aus R gilt. Ist S esn Korper, so ist auch S’ ein Korper. Ist R ein Unterkirper von 8, so
8t auch R’ ein Unterkirper von S'.

Beweis. Es sei §' die Menge, die aus § entsteht, wenn man in ibr die Elemente
von R durch die Elemente von R’ ersetzt, also 8’ = (S\ R)uR’. Wir konstruieren
nun die folgende Abbildung g der Menge S auf die Menge §': Ist a ES\ R, so0 sei
g(a) =a;ist a€R, so sei g(a) = f(a), wobei f(a) dasjenige Element aus R’ ist,
das dem Element a vermoge des Isomorphismus f zugeordnet ist.

Da f eine eineindeutige Abbildung von R auf R’ und g bereits eine eineindeutige
Abblldu.ng von S\R auf sich ist und da schlieBlich § und R’ voraussetzungsgemiB
kein g t besit: (es wiirde hier schon geniigen, da S\ R und R’
kein Element gemein haben), ist g eine ememdeutlge Abblldung von S auf 8'.

Die Addition und die Multiplikation definieren wir in 8’ mittels der entsprechenden
Operationen aus S auf dem Wege ihrer Ubertragung von § auf §’ vermége der Ab-
bildung g, d. h., wir setzen

g(a) +g() =ga-+b), g(a)g®)=g(ad) (1




§ 10. Angeordnete Ringe und Korper 106

fiir beliebige Elemente a und b aus S. Wegen der Eineindeutigkeit der Abbildung ¢
gibt es zu jedem Element o’ aus §' ein eindeutig bestimmtes Element a aus 8, fiir
das g(a) = @’ ist; mithin erfassen wir mit g(a) und g(b) alle Elemente aus §’, und die
Gleichungen (1) definieren algebraische Operationen in §'.

Gleichzeitig zeigen die Gleichungen (1), daB 8’ und § beziiglich der Addition
und der Multiplikation isomerph sind und daB damit auf Grund des vorangehenden
Satzes S’ ein Ring ist. Ist S ein Kirper, so ist aus dem gleichen Grunde auch §'
ein Korper.

Wir zeigen nun, daB die Operationen in §’ fiir die Elemente aus R’ mit den dort
vorgegebenen Operationen zusammenfallen. Da f eine isomorphe Abbildung von R
auf R’ ist, ist

f@)+fb) =f(a +b), [fla)fb)=f(ab) 2)

fiir alle Elemente a und b aus R. Wenn nun in (1) die Elemente g(a) und g(b) dem
Ring R’ angehoren, so gehoren a, b und damit @ + b und ab dem Ring R an. Dann
fallen aber nach Konstruktion von g die Gleichungen (1) mit den Gleichungen (2)
zusammen, in denen die Addition und die Multiplikation auf der linken Seite die
Operationen aus dem Ring R’ sind. Damit ist bereits bewiesen, daB in R’ die Ope-
rationen zusammenfallen. Damit ist weiter gezeigt, daB R’ ein Unterring von &' ist
und daB, falls R ein Unterkdrper von § ist, auch R’ ein Korper und damit ein
Unterkorper von 8’ ist. Damit ist der behauptete Satz in allen Teilen bewiesen.

§ 10. Angeordnete Ringe und Korper

Bisher haben wir Mengen ohne jede Beziehungen zwischen ihren Elementen (§ 1
bis § 4), Mengen mit einer Ordnungsbeziehung (§ 5) und Mengen mit einer oder zwei
algebraischen Operationen (§6 bis §9) betrachtet. Die wichtigste Rolle in der Mathe-
matik spielen indes Zahl in denen gleichzeitig eine Ordr bezieh
und algebraische Operationen erkliirt sind. Wir betrachten jetzt geordnete ng
und Korper, in denen auSlerdem noch eine Verbindung zwischen der Ordnungs-
beziehung und den Operationen besteht.

Mit der Ordnungsbeziehung in einem Ring (§ 7, Definition 1 und 3) sind die Be-
griffe ,,positiv’, ,,negativ’‘ und ,,absoluter Betrag* fiir die Elemente eng verbunden.

Das Vorhandensein der Operationen gestattet es, die Einfiihrung der Ordnung
in einem Ring etwas zu vereinfachen. Es zeigt sich nimlich, daB es geniigt, die
Ordnung der Elemente beziiglich der Null zu kennen. Ferner mu8 man, um die
bekannten Eigenschaften der Zahlen zu erhalten, den Operationen und der Ordnung
eine weitere Forderung auferlegen, die eine Verbindung zwischen den Operationen
und der Ordnung herstellt. Wir definieren dazu:

Definition 1. Ein Ring (oder Kiorper) heift angeordnet, wenn fir seine Elemente
eine Eigenschaft — positiv zu sein — definiert ist, die den folgenden Forderungen
geniigt:

IX. Fiir jedes Element aCR gilt genau eine der drei Beziehungen: a =0, a ist
positiv, —a st positiv.

g
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X. Wenn a und b positiv sind, so sind auch a 4 b und ab positiv.

a heipt negativ, wenn —a positiv ist.

Satz 1. Definiert man in einem angeordneten Ring R eine Ordnungsbeziehung
durch die Festsetzung, daf a > b dann und nur dann gelten soll, wenn a — b positiv ist,
80 i8t R eine geordnete Menge (§ 5), bei der die Null kleiner als alle positiven und grofer
als alle negativen Elemente ist.

Beweis. Es seien a und b beliebige Elemente aus R. Ista — b6 = 0, so ist @ = b.
Ist a — b positiv, so ist @ > b. Ist —(a—b) = b —a positiv, so ist b >a. Auf
Grund von Eigenschaft IX. folgt dann, daB stets genau einer dieser drei Fiille ein-
tritt [§ 5, Bedingung (1)). Ferner, wenn @ > b und b > c ist, so sind a — b und
b— ¢ positiv. Auf Grund von Eigenschaft X. ist dann auch (2 — b) 4 (b— ¢)=a—¢
positiv und damit @ > ¢ [§ 5, Bedingung (2)]. Also ist in der Tat R eine geordncte
Menge.

Ist a positiv, so folgt aus @ =a — 0, daB a > 0 ist; ist a negativ, so folgt aus
—a=0—a, daB 0 > a, also a < 0 ist.

Dieser Satz zeigt, daB die Bedingungen IX.und X. hinreichen, um in R eine
Ordnung einzufithren, wobei die Bedingung X. gerade die von den Zahlen her be-
kannte Verkniipfung zwischen der Ordnung und den Ringoperationen herstellt.

Satz 2. (Monotoniegesetze fiir die Addition und die Multiplikation)
Fir beliebige Elemente a, b, ¢ eines angeordneten Ringes R folgt aus a) a > b bzw.
a=0>bbw. a<<b jeweils b) a4+c>b+4c bz2w. a+c=b+4cbzw. a+c<b+c
und, falls ¢> 0 ist, ¢) ac > be bzw. ac = be bzw. ac < be und entsprechend, falls
c <0 t8t, d) ac < be bzw. ac = bc bzw. ac > be.

Beweis. Ist a > b, so ist

@+c)—((b+c)=a—5b>0,
d. h. also @ +¢>b-+c. Ist a=b, so ist wegen der Eindeutigkeit der Addition
a+c=>b+c. Ist a<<b, soist b > a, also auf Grund des ersten Falles
b+ec>a+te, ate<b+ec.
Damit ist b) vollstindig bewiesen.
Ist @ > b und ¢> 0, s0 ist a—b > 0, also auf Grund der Bedingung X. auch
(@a—byc=ac—bc>0, ac> be.
Ist hingegen ¢ < 0, so ist — ¢ > 0 und auf Grund der Vorzeichenregeln fiir die
Multiplikation [§ 7, Gleichung (3)]
be—ac=(b—a)c=[—(b—a)](—c)=(a—Db)(—c)>0,
bec>ac, ac<be.

Damit sind die ersten beiden Fille von c) und d) bewiesen. Die iibrigen Fiille
erledigen sich wie unter b).

Es gelten nun auch die Umkehrungen von Satz 2, also:

Satz 3. dus atc>b+4c bzw.atec=b+c bzw. adc<b-+c folgta>b
bzw. a = b bzw. a < b. Aus ac> be bzw. ac=bc bzw. ac < be folgt, falls c >0
t8t, a > b bzw. a = b bzw. a < b und entsprechend, falls c < 0 ist, a < b bzw. a = b
bzw. a > b.
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Beweis. In Satz 2 besitzen die Vor tzungen a) die Eigenschaft, daB stets
eine von ihnen (und auch nur eine von ihnen, was hier aber unwichtig ist) zutrifft,
und die Folgerungen [in jedem der Fille b), ¢) und d) fiir sich] die Eigenschaft,
daB sie sich paarweise ausschlieBen. Fiir jedes Theorem dieser Art gelten ganz
allgemein auch die Umkehrungen?!), wie man jeweils durch einen indirekten Beweis
zeigt. Als Beispiel zeigen wir, dal aus ac = bc im Falle ¢ > 0 auch ¢ = b folgt.
Wir nehmen dazu an, es wire a== b. Dann tritt eine der Voraussetzungen a > b
oder a < b des Satzes 2 in Funktion. Im Fall, daB a > b ist, besagt aber Satz 2,
daB dann ac > bc, und im Fall, daB a < b ist, daB ac < be ist, was jeweils einen
Widerspruch zu ac = bc ergibt, weil dadurch die Ungleichungen ac > bc und ac < be
ausgeschlossen sind.

Korollar 1. In einem angeordneten Ring folgt aus

a) a—b3c—d,
daf jeweils
b) a+dZb+c

18t, und umgekehrt.

In der Tat: Fiigt man in a) auf beiden Seiten die Summe b 4~ d hinzu, so erhilt
man b). Die Umkehrung gilt, da in a) alle Fille erschopft werden und die Aussagen
unter b) sich paarweise ausschlieBen.

Korollar 2. In einem angeordneten Korper folgt, falls bd> 0 ist, aus

a- ¢
a) 3 %E’
dap jeweils

b) adZbe

1st, und umgekehrt.

Der Beweis hierfiir verliuft analog dem vorhergehenden.

Aus Satz 2 folgen ferner die von den Zahlen her bekannten Rechenregeln fiir
das Rech mit Ung

Satz 4. Wenn a>b und c>d ist, 80 ist @ 4 ¢ > b4 d und, wenn die Elemente
a, b, c,d positiv .mui auch ac> bd. Sind die Elemente a, b, ¢, & alle negativ, so ist
‘unler den angeg Vor tzungen ac < bd. Schlieflich kann man tiberall > mit
< vertauschen.

Beweis. Wenn a> b ist, so ist auf Grund von Satz 2 auch a4¢>b e,
und wenn zudem ¢ > d ist, so ist b +¢ > b +d und damit @ +¢ > b +d. Ent-
sprechend zeigt man, daB fiir positive a, b, ¢, d auch ac > bd gilt. Sind hingegen
a, b, ¢, d negativ, so folgt aus @ > b, daB ac<< be ist, und aus ¢ > d, daB be < bd
und mithin ac < bd ist.

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3 ist

Satz 6. In einem angeordneten Ring gibt es keine Nullteiler (§ 7, Definition 2).

Beweis. Wenn ab= 0 ist, so ist ab = a0, also muB nach Satz 3, falls ¢ 3= 0,
also @ > 0 oder a<< 0 ist, b = 0 sein.

?) Dies ist die Aussage des sog. HaU hen Theorems der formalen Logik. — Anm. d. wis-
. senschaftl. Red.
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S8atz 6, Die Charakteristik (§ 8, Definition 2) eines angeordneten Korpers K ist
ull.

Beweis. Esseia €K und a = 0. Ist @ > 0, so ist auf Grund von Bedingung X.
fiir jedes natiirliche » auch na > 0 und, da (—mn)a = ——na ist, auch allgemein
na == 0 fiir beliebiges ganzes n== 0.

Satz 7. In einem angeordneten Ring ist stets die Summe der Quadrate einer end-
lichen Anzahl von El ten (also insbesondere das Quadrat jedes Elementes) grofier

.oder gleich Null. Eine Summe von Quadraten ist dann und nur dann gleich Null,
wenn alle gegebenen Elemente gleich Null sind.

Beweis. Fiir ein einzelnes Element gilt der Satz. Ist nimlich a, =0, so ist
such af = 0; ist hingegen a, == 0, also a, > 0 oder —a, > 0, =0 ist

@} =a,a, = (—a,) (—a,) > 0.

Fiir n = 1 Element gilt also der Satz. Angenommen nun, er sei bereits fiir Summen
von Quadraten aus n Gliedern bewiesen. Dann ist aber auch
ntl

"
2 dl= 3 al+a3,120,
i=1 t-1

als Summe aus nicht-negativen Summanden (Bedingung X.). Ist einer der beiden
Summanden > 0, so ist auch die Summe > 0. Das heilt, daB die Summe nur dann
gleich Null ist, wenn beide Summanden gleich Null sind, wenn also

"
Sa{_:O und aj.1=0
=1 v
ist. Dann ist aber auf Grund des bereits Bewiesenen @441 = 0 und nach Induktions-
voraussetzung @, =@y =+ =a, = 0.

Definition 2. Unter dem absoluten Betrag eines Elementes a eines angeordneten
Ringes (oder Korpers) verstehen wir das nicht-negative unier den Elementen a und — a.
Der absolute Betrag des Elementes a wird mit | a | bezeichnet.

Auf Grund dieser Definition ist [0| = 0 und |a| > 0, falls a &= O ist.

Satz 8 (Dreiecksungleichung) Der absolute Betrag einer Summe aus endlich
vielen Elementen eines angeordneten Ringes ist stets hichstens gleich der Summe
der absoluten Betrige der Summanden. Qleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn
alle S den nicht-negativ oder wenn alle Summanden nicht-positiv sind. Der
absolute Betrag eines Produktes aus endlich vielen Elementen ist gleich dem Produkt
der absoluten Betrdge der Fakioren.

Beweis. Wir beschrinken uns hier auf die Summe und das Produkt saus zwei
Elementen, da die Durchfithrung des Induktionsschlusses keinerlei Schwierigkeiten
bereitet. Wir zeigen also, da8

le+b| <ia| +1b] @

ist und daB hier Gleichheit dann und nur dann eintritt, wenn ¢ >0 und b >0
oder wenn @ <O und b <0 ist. Wir zeigen auBerdem, daB stets

lab| = [a] - |b] @)
ist.
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Wenn @ >0 und b >0 ist, so ist auch @ b =0 und mithin
{a+b] =a-+b=|a|+]b].
Ist ¢ <0 und b <0, s0 ist —a =0 und — b >0 und damit
—(@+b) =(—a)+(—b) 20,
woraus folgt, da
|6 +b| =—(a +b) = (—a) +(—b) = |a| 15|
ist. Also gilt in diesen beiden Fillen (1) mit dem Gleichheitszeichen. Da (1) in @ und &
véllig symmetrisch ist, geniigt es, von den restlichen beiden Fillen a >0, b << 0
und @ < 0, b > 0 einen, etwa den ersten, zu betrachten. Auf Grund von Satz 2
erhalten wir, wenn wir zu der Ungleichung b < — b das Element a addieren:
at+b<a-+(—b) =]la|+|b].
Entsprechend erhalten wir, wenn wir zu der Ungleichung — a < @ das Element
— b hinzufiigen:
—(@+b) =(—a)+(—b<a+4(—0b)=|a| +[b].
Nun ist aber |a 4-b| gleich einem der Elemente a + b oder —(a -+ b), also jeden-
falls
la+b] <|a+1b].
Mithin gilt in den restlichen Fillen (1) mit dem < -Zeichen.
Die Gleichung (2) ist sicher dann erfiillt, wenn wenigstens eines der El te @
oder b gleich Null ist. Es geniigt also, die folgenden drei Fille zu untersuchen:
1) a>0, b>0. Dann ist auf Grund von Bedingung X.ab >0 und mithin
|lab| =ab =|a}-|b|.
2)a<0,b<0,also —a>0, —b>0 und damit (— a)(— b) > 0. Dann ist
auf Grund der Vorzeichenregel (3) aus § 7
|ab] = |(—a)(— )| = (—a)(—b) =]a| - |b].
3.)a>0, b <0. Dann ist —b > 0, a(— b) > 0 und mithin
lab| = |—ab| = |a(— b)| = a(—b) = |a| - [b].
Aus der Ungleichung (1) folgt unmittelb
[lal —15]| <la £ b] <[al + 18] @
fir beliebige Elemente a,b eines angeordneten Ringes R. In der Tat: Da
a+b=a—(—b) und |b| = |—b| ist, geniigt es, (3) firr den Fall der Differenz
a—b zu beweisen. Aus @ =(a—0b) +b und b= (b —a) +a folgt auf Grund
von (1), da8
la] <la—b|+[b] und [|b|Z(b—a|+]|a]=|a—b|+]a]
ist, woraus sich
la|—|b] <|a—b| und [b|—|a] <|a—b|

und damit
[lal — 18l <la—b] = |a +(—b)| <la| +b]
ergibt.
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Bemerkung. Entsprechend gelten auch die aus der elementaren Algebra be-
kannten Regeln fiir den Vergleich und das Operieren mit sogenannten ,relativen
Zahlen* durch den Vergleich und das Operieren mit ihren absoluten Betrigen in
beliebigen angeordneten Ringen R.

Jedes positive Element des Ringes R ist grofer als jedes negative Element, wie
sich unmittelbar aus dem Vergleich mit der Null ergibt. Von zwei positiven Ele-
menten ist dasjenige groBer, das den groBeren absoluten Betrag: besitzt, da der
absolute Betrag eines positiven Elementes gleich dem Element selbst ist. Von zwei
negativen Elementen ist dasjenige groBer, das den kleineren absoluten Betrag
besitzt. In der Tat: Sind @ und b negativ, so ist a — b = (— b) — (— a) = |b| — |a]
und daher @ > b dann und nur dann, wenn |a| < |b| ist.

Wenn wir in Symmetrie zur B: hnung des ent tzten El tes das
entgegengesetzte Element von — a, also a selbst mit +a bezeichnen, so konnen
wir jedes Element mit Hilfe seines absoluten Betrages in der Form a¢ = 4+ |a|
ausdriicken. Dabei steht das Zeichen 4 fiir positive und das Zeichen — fiir _Dega-
tive Elemente. In diesem Sinne kénnen wir von dem Vorzeichen eines geg
Elementes sprechen. Dabei gelten die folgenden Rechengesetze:

Will man zwei El t Vorzeich addieren, so muB man ihre abso-

luten Betrige addieren und “dem Resultat das Vorzeichen der Summanden geben.
In der Tat: Ist a > 0 und b > 0, so ist dies klar; ist dagegen a < 0 und b < 0, so
ist @ +b=(—|a]) +(—|b)) = ——(l“l +[8)).

Will man zwei El te ver Vorzeichens addieren, so muB man von
dem groBeren der absoluten Betrige den kleineren subtrahieren (bei Gleichheit
der absoluten Betrige ist die Summe gleich Null!) und dem Resultat das Vor-
zeichen des Summanden mit dem gréBeren absoluten Betrag geben. Ist nidmlich
etwa @ > 0 und b < 0, so ist, falls |a| > |b] ist,

a+b=a—(b)=+(la|—]b)

und, falls |a| < [b] ist,
a4b=—(—b—a)=—(lb| —a)).
- Will man von einem Element ein anderes subtrahieren, so mu8 man zum ersten

Element das ent tzte El t des zweiten addieren. Dies gilt, wie wir
sahen, in ganz beheblgen Ringen.
Will man zwei Elemente mit d ltiplizieren (durcheinander dividieren),

8o muB man den absoluten Betrag des ersten El tes mit dem absoluten Betrag
des zweiten Elementes multiplizieren (durch 1hn dlvxdleten) und als Vorzeichen
das Zelchen + wiihlen, wenn beide EI te gl Vorzeichen haben; dageg

t man als Vorzeichen das Zeichen —, wenn die Vorzeichen voneinander ver-
schieden sind. Fiir die Multiplikation folgt dies aus den Vorzeichenregeln, die in
beliebigen Ringen gelten [§ 7, Gleichung (3)], da

ab=(xlal) (L)
ist. Fiir die Division (falls sie ausfithrbar ist) ergibt es sich folgendermaBen: Wenn

:—=c ist, so ist @ = b¢, also |a| = |b] |¢], woraus swhlbl = |c| ergibt. Bei der

Multiplikation mit einem positiven Element bleibt das Vor
es sich bei der Multiplikation mit einem negativen Element &ndert. Daher folgt

ichen erhalt wiih 4
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aus a = bc, daB bei gleichen Vorzeichen von a und b der Quotient ¢ positiv und bei
verschiedenen Vorzeichen negativ ist.

Wir haben damit gesehen, daB die iiblichen Rechenregeln des Zah h
mit Unglei und absoluten Betrigen nicht nur fiir Zahlen, sondern auch
fiir die Elemente eines ganz beliebigen angeordneten Ringes gelten. Sie erweisen
sich als unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen I.bis VI., IX. und X.

Es gibt aber noch eine wesentliche Eigenschaft der Zahlen, die nicht allgemein
auf angeordnete Ringe iibertragen werden kann. Wir meinen die Giiltigkeit des
sogenannten Archimedischen Axioms, nach welchem man mit Hilfe jeder positiven
Zah (so klein sie auch immer sein mag), wenn man sie nur hinreichend oft zu sich
selbst addiert, jede vorgegebene Zahl (wie groB sie auch immer ist) iibertreffen
kann. Ringe, die eine analoge Eigenschaft besitzen, bediirfen einer besonderen
Definition:

Definition 3. Ein Ring (Korper) heifit archimedisch angeordnet, wenn er die
folgende Eigenschaft besitat:

XI. (Archimedisches Axiom) Zu jedem Element a und jedem Element b> 0
des Ringes gibt es eine natiirliche Zahl n derart, daf nb > a ist.

Im Fall eines Kérpers liBt sich diese Bedingung etwas vereinfachen; es geniigt
dort namlich, die Bedingung jeweils fiir das Einselement ¢ des Korpers zu fordern,
d.h., in einem Kérper ist die Bedingung XI. gleichwertig mit

XT'. Zu jedem Element a des Korpers gibt es eine natirliche Zahl n mit ne > a.
In der Tat: Wenn b > 0 ist; so gibt es eine natiirliche Zahl =, fiir die ne > g—ist.
Multipliziert man diese Ungleichung mit b > 0, so ergibt sich nb > a.

Beispiel 1. Der Ring aller ganzen Zahlen, der Kérper aller rationalen Zahlen
und der Kérper aller reellen Zahlen sind archimedisch angeordnet (die Beweise hier-
fir finden sich in den entsprechenden Kapiteln).

Beispiel 2. Es sei R der Ring aller Polynome

J(z) =ap+a,x+ a2+ f-an2”
mit rationalen Koeffizienten (beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation
von Polynomen). Wir nennen ein Polynom f(z) positiv, wenn sein héchster (nicht
verschwindender) Koeffizient a, positiv ist. Man sieht leicht ein, daB dann die
Bedingungen IX. und X. der Definition 1 erfiillt sind, d. h., daB R ein angeordneter
Ring ist. Es ist dann 1 > 0, aber # - 1 = n < z fiir jede natiirliche (und auch jede
rationale) Zahl #, da  — n > 0 ist. Also ist R ein nicht-archimedisch angeordneter
Ring. Die Briiche der Gestalt { ((z)), wobei f(z) und g(x) Polynome aus dem Ring R
sind, bilden einen Korper K. Der Leser mag beweisen, daB der Korper K angeordnet

ist, wenn man einen Bruch =—— f 7@ als positiv bezeichnet, falls f(z) und g(z) bei der

oben angegebenen Anordmmg von R gleiches Vorzeichen besitzen. Da wieder
7+ 1 < z fiir jede natiirliche Zahl n gilt, ist K ein nicht-archimedisch angeordneter
Korper.



Kapitel III
DIE NATURLICHEN ZAHLEN

§ 11. Das Axiomensystem fiir die natiirlichen Zahlen

Der axiomatische Aufbau einer vorgelegten mathematischen Theorie (siehe § 9)
beginnt mit einer Aufzihlung der (nicht definierten) Grundbeziehungen und einer
Zusammenstellung der (ohne Beweis ver deten) Grundei, haften oder Axiome
fiir die betrachteten Bezieh Beim axiomatischen Aufbau der Theorie der
natiirlichen Zahlen wird eine Grundbezlehung eingefithrt, fiir welche vier Axiome
gefordert werden, und zwar:

Definition 1. Als natiirliche Zahlen bezeichnen wir die Elemente jeder michi-
leeren Menge N, fiir deren Elemente eine Beziehung ,,b folgt (unmittelbar) auf a*
(oder ,,b ist unmitielbarer Nachfolger von a*‘) erklirt ist (jede auf a folgende Zahl
werde mit @’ bezeichnet), die den folgenden Axiomen gemiigt:

1. Es gibt eine Zahl 1, die nicht unmiitelbarer Nachfolger einer anderen ist, d. h.,
fiir die a’ & 1 fiir jede Zahl a gilt.?)

II. Zu jeder Zahl a gibt es einen eindeutig bestimmien Nachfolger o', d.h., wenn
a=>ist, a0 ist o’ =V,

II1. Jede Zahl ist Nachfolger hochstens einer Zahl, d.h., wenn a’ = b’ ist, so ista = b.

IV. (Axiom der vollstindigen Induktion) Jede Menge M von natirlichen
Zahlen, die

A.) die Zahl 1 enthilt,

B.) mit einer Zahl a auch shren Nachfolger a' enthilt,
enthilt alle natiirlichen Zahlen, ist also gleich der Menge N.

Das hier angegebene Axiomensystem fiir die natiirlichen Zahlen stellt eine nur
unwesentliche Abénderung des im Jahre 1891 von dem italienischen Mathematik

und Logiker G.PEANO vorgeschl Axic yst dar.

Unsere Definition konnte desha.lb als schlecht erscheinen, weil nach ihr die Ele-
mente jeder Menge N, die die angegebenen Axiome erfiillt, als natiirliche Zahlen
bezeichnet werden.

Tatséchlich gibt es auch verschiedene Mengen, die der Definition 1 geniigen.
Alle diese Mengen sind indes beziiglich der Grundbeziehung ,,b folgt auf a* unter-
einander isomorph (vgl. § 9, Definition 1), besitzen also in bezug auf diese Beziehung
vollig gleichartige Eigenschaften, sofern diese aus den Axiomen I. bis IV. folgen.
Den Beweis hierfiir wie auch alle anderen Fragen, die das Axiomensystem selbst
betreffen, verschieben wir an das Ende dieses Kapitels (§ 17) und ziehen zunichst
eine Reihe von Folgerungen aus dem Axiomensystem.

Zuerst wollen wir die Bedeutung des Axioms der vollsténdigen Induktion niher
erliutern. Ublicherweise fithrt man die Beweise durch vollstindige Induktion
folgendermaBen. Ist ein gewisser Satz, in dessen Formulierung eine natiirliche Zahl n

1) Das Zeichen ,,=* bezeichnet nach wie vor das Z fallen der El te, das Zeich
»%* ihre Verschiedenheit. .
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eingeht (wie etwa der binomische Satz), fir jede Zahl n zu beweisen, so be-
weist man diesen Satz zundchst fir » =1 und zeigt dann, daB dieser Satz
fiir die Zahl » 1 gilt, sofern er fiir die Zahl » gilt. Danach sieht man den be-
treffenden Satz als fiir jede Zahl n bewiesen an. Fiir gewdhnlich begriindet man
das so: Der Satz gilt fiir die Zahl 1, alse auch fiir die Zahl 2; da er fir die Zahl 2
gilt, gilt er dann aber auch fiir die Zahl 3 und damit auch fiir die Zahl 4 usw. Was
bedeutet nun aber hier das ,,usw.“ ? Konnen wir etwa, wenn wir so fortschreiten,
nach und nach alle natiirlichen Zahlen ausschopfen? Offenbar doch nicht, denn
es gibt ja unendlich viele natiirlichen Zahlen. Das Axiom IV.der vollsténdigen
Induktion ist nun gerade das formale Hilfsmittel, um derartige Sitze sofort fiir die
ganze unendliche Gesamtheit der natiirlichen Zahlen zu beweisen. Es gilt nimlich
folgender Satz:

Satz 1 (Satz iiber die Rechtfertigung induktiver Beweise) Wenn ein
gewisses Theorem T, in dessen Formulierung eine natirliche Zahl n eingeht, fir die
Zahl 1 bewiesen tst und wenn auPerdem bewiesen ist, daB das Theorem fir die Zahl n'1)
gilt unter der Voraussetzung, dap es fiir die Zahl n gilt, so gilt das Theorem 1 fiir alle
natiirlichen Zahlen n.

Beweis. Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen, fiir die das betrachtete
Theorem T gilt. Dann ist A.) die Zakl 1 in M enthalten, da das Theorem fiir die
Zahl 1 bewiesen ist. B.) Es moge die Zahl n in M enthalten sein, also das Theorem
fiir die Zahl n gelten. Dann ist aber bewiesen, daB das Theorern auch fiir die
Zahl ' gilt, d. h., dann gehort auch die Zahl »’ zu M. Also erfiillt die Menge M
die Bedingungen A.) und B.) des Axioms IV. Auf Grund von Axiom IV. enthilt
mithin die Menge M alle natiirlichen Zahlen, d. h., (so war ja die Menge M gerade
definiert) das Theorem 7T gilt fiir jede natiirliche Zahl #n. Damit ist aber Satz 1
bereits bewiesen.

Definition 2. Wir sagen: ,,a geht b (unmittelbar) voran* (oder ,,a ist upmitlel-
barer Vorginger von b*), wenn b unmittelbarer Nachfolger von a ist.

Axiom I. besagt dann gerade, daB die Zahl 1 keinen unmittelbaren Vorgtinger
besitzt. Sie ist aber auch die einzige Zahl mit dieser Eigenschaft.

Satz 2. Zu jeder Zahl a == 1 gibt es genau eine Zahl, die thr unmittelbar vorangeht.

Beweis. Es sei M die Menge, die die Zahl 1 und alle die natiirlichen Zahlen ent-
hilt, die einen unmittelbaren Vorginger besitzen.

A.) Die Zahl 1 gehért zu M. B.) Wenn @ zu M gehért, so gehort auch a’ zu M,
da die Zahl a cin unmittelbarer Vorgéinger von a’ ist (die Voraussetzung, daB a
zu M gehort, wird hier offeribar nioht bendtigt). Auf Grund von Axiom IV. enthilt
dann M alle natiirlichen Zahlen. Also besitzt jede Zahl a 4= 1 wenigstens einen
unmittelbaren Vorgiinger. Die Eindeutigkeit der vorangehenden Zahl ergibt sich un-
mittelbar aus Axiom I1I., nach welchem jede Zahl héchstens einen Vorginger besitzt.

Satz 3. Sind die Nachfolger von a und b voneinander verschieden, so sind auch
a und b voneinander verschieden, d. h. wenn o' == b’ ist, so ist auch a == b.

Beweis. Wire nimlich @ = b, so wire auf Grund von Axiom II. a’' = b,

Satz 4. Sind zwei Zahlen voneinander verschieden, so sind auch thre Nachfolger
voneinander verschieden, d. h., wenn a == b ist, 80 ist auch a’ F b'.

Beweis. Wire niimlich a’ = ', so wire auf Grund von Axiom III auch a =b.

1) Um zu zeigen, daB n’ = n + 1 ist, muB zuvor dic Addition fiir natirliche Zahlen eingefithrt
werden.
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Satz 5. Jede Zahl ist von ihrem Nachfolger verschieden, d.h., es ist a == a’ fir
Jedes a.

Beweis. Es sei M die Menge der Zahlen, fiir die dieser Satz gilt.

A.) Auf Grund von Axiom IL.ist 1 s 1’, also 1 Element von M. B.) Wenn a zu
M gehirt, so ist a == a’, also nach Satz 4 auch a’ % (a')’, d. h. a’ Element von M.
Nach Axiom IV. enthalt dann M alle natiirlichen Zshlen, d. h., es ist a 5= a’ fiic
jede natiirliche Zahl a.

§ 12. Addition

Definition. Unter einer Addition im Bereich der natirlichen Zahlen verstehen
wir eine Vorschrift (Abbildung ), die jedem geordneten Paar von natirlichen Zahlen a, b
etne und nur eine natirliche Zahl a 4 b so zuordnet, dap

1) a+ 1 =4d’ fir jede natirliche Zahl a,

2) a+b = (a+b) fir belicbiges a und b.

Die Zahlen a und b heiPen Summanden, die Zahl a 4 b ihre Summe.t)

Es erhebt sich sofort die Frage, ob es iiberhaupt eine derartige Vorschrift gibt,
und wenn dies der Fall ist, ob es auch nur eine solche Vorschrift gibt. Die oben-
stehende Definition ist ein Beispiel fiir eine sogenannte induktive Definition. Ist
némlich @ eine beliebige natiirliche Zahl, so definiert die Bedingung 1.) die Zahla 4-1
und die Bedingung 2.) die Zahl @ + b’ unter der Voraussetzung, da bereits die Zahl
a+b definiert ist. Somit kann man — so scheint es wenigstens — auf Grund
von Axiom IV. die Zahl a + b bei festem a fiir beliebiges b als definiert ansehen,
und da @ ganz beliebig war, so ist dann @ 4 b fiir beliebiges @ und b definiert. Dies
dachten auch die Begriinder des axiomatischen Aufbaus der natiirlichen Zahlen,
PEANO und seine Schiller. Ahnliche Begriindungen findet man auch heute noch
in den meisten Lebrbiichern der Mathematik. Allein, diese Uberlegungen enthalten
einen Fehler. Wenn wir ndmlich das Axiom der vollstindigen Induktion benutzen,
miissen wir jedesmal genau die Menge angeben, fiir welche die Giiltigkeit der Bedingun-
gen A.) und B.) zu beweisen ist. So bestand in Satz 1 aus § 11 die Menge M aus allen
den natiirlichen Zahlen, fiir die das vorgelegte Theorem T gilt. Wir konnten dann
zeigen, daBl unter den angegebenen Vor tzungen iiber 7' die Bedingungen A.)
und B.) erfiillt waren, womit dann das Theorem 7 fiir alle natiirlichen Zahlen n
bewiesen war. Auch der Einwand wurde damit hinfillig, daB wir beim Beweis
des Theorems fiir n 4- 1 angenommen hiitten, da8 das Theorem bereits fiir # be-
wiesen sei, obgleich wir es dafiir noch gar nicht bewiesen haben. Denn wir benutzen
ja nicht, daB das Theorem fiir » gilt, sondern heweisen nur, entsprechend der be-
dingenden Form der Kigenschaft B.), die folgende bedingende Aussage: ,,Wenn das
Theorem T fiir n gilt, so gilt es auch fiir n 4 1.

Wir wollen jetzt aufzukliren versuchen, auf welche Menge M wir das Axiom IV.
im Fall der Definition der Addition anwenden miiBten. Kaun man sagen, daB

1) Die Addition ist mithin ein Spezialfall des all i Begriffs der al, Op
(§ 6, Definition 1) oder des noch allgemeineren Begriffs der Funktion (§3, Definition l)
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fiir ein festes a die Menge M aus den Zahlen b besteht, fiir die a 4 b definiert ist ?
Offenbar doch nicht, denn wir wollen ja gerade erst zeigen, daB die Zahl a +b
durch die Eigenschaften 1.) und 2.) eindeutig bestimmt ist (wir diirfen — kurz ge-
sagt — bei def Deflnition von M nichts benutzen, von dem wir noch gar nicht wissen,
ob es so etwas iiberhaupt gibt — Anm. d. wissenschaftl. Red.). Hierin besteht gerade der
Unterschied zwischen den induktiven Definitionen und den induktiven Beweisen,
bei denen die Menge M der Zahlen, fiir die das Theorem T' gilt, eine fest umrissene
Bedeutung hat, unabhiingig davon, ob das Theorem bewiesen ist oder nicht. Die
Aussage: ,,Fiir gegebenes a gibt es zu jedem b eine Zahl @ 4 b mit den Eigen-
schaften 1.) und 2.) kann doch offenbar nur bedeuten: ,Fiir gegebenes a gibt es
eine Vorschrift, die jeder Zahl b eine Zahl a 4 b zuordnet und fiir die die Bedin-
gungen 1.) und 2.) erfiillt sind.” Diese Aussage betrifft nun aber nicht eine, sondern
snfort alle Zahlen b und kann deshalb nicht durch vollstindige Induktion iber &
mit einfachem Hinweis auf die Bedingungen 1.) und 2.) bewiesen werden. Dafiir
bezieht sich diese Aussage aber auf eine vorgelegte Zahl a, und man kann deher
versuchen, sie durch vollstindige Induktion iiber @ zu beweisen (was wir auch weiter
unten tun werden). Wir behaupten ja keineswegs, daB die Aussage, nach welcher
die Bedingungen 1.) und 2.) eine eindeutig bestimmte Zahl @ + b definieren, falsch
ist, sondern nur, daB der Beweis durch vollstindige Induktion iiber b fehlerhaft ist.
Man kann sogar ganz allgemein zeigen, daB jede induktive Definition, die sich
auf die Ordnung der natiirlichen Zahlen stiitzt, einwandfrei ist (siehe § 16). Da
wir aber den Begriff der Ordnung erst unter Benutzung der Addition einfithren
(siehe § 14), miissen wir die Frage nach der Existenz der Addition auf einem anderen
Wege l6sen.

Satz 1. Im Bereich der natirlichen Zahlen gibt es genaw eine Addition, d. k., es
gibt ¥m Bereich der natiirlichen Zahlen eine und nur eine Vorschrift, die beliebigen
Zahlen a und b eine eindeutig bestimmte Zahl a + b dnet und die folgenden Be-
dingungen erfullt:

1) a+1=a’ fiir jedes a,

2) a4+ b = (a+b) fir jedes a und b.

Mit anderen Worten: Die Addition ist stets eindeutig ausfihrbar.

Beweis. a) Zunichst beweisen wir, daB es zu vorgegeb 1 @ hochst eine
Vorschrift gibt, die jeder Zahl b eine Zahl z, zuordnet und fiir die #, = a’ und
s = (2)’ fiir beliebiges b gilt. Es sei y, eine beliebige Vorschrift mit denselben
Eigenschaften, also eine Vorschrift, fiir die y, = a’ und ys = ()’ fiir beliebiges b
ist. Ferner sei M die Menge aller Zahlen b, fir die zy= ys ist.

A) z, =a' =y, d.h,1 gehort zu M.

B.) Wenn b zu M gehért, so ist x, = y», also auf Grund von Axiom IL auch
() = (y»)’ und mithin z,, = (23)’ = (y)’ = y»r, also auch b’ Element von M.

Dann enthiillt nach Axiom IV. die Menge M alle natiirlichen Zahlen, d. h., es ist
2y = ys fiir alle b. Damit ist die Einzigkeit der Addition fiir gegebenes a bewiesen.
Da a ganz beliebig gewiihlt war, gilt sie dann fiir beliebiges a und b.

b) Wir zeigen jetzt, daB es fiir vorgelegtes a eine (und wegen a) auch nur eine)
Vorschrift gibt, die jeder Zahl b eine eindeutig bestimmte Zahl @ 4 b zuordnet und
die die Bedingungen a+ 1 =a’, a +b = (a + b)" fiir beliebiges b (und vorgege-
benes a) erfiillt. Es sei M die Menge derjenigen natiirlichen Zahlen a, fiir die es
eine solche Vorschrift gibt (die dann wegen a) eindeutig bestimmt ist).




116 Die natiéirlichen Zahlen

A.) Fiir a =1 setzen wir a 4 b = b’ fiir beliebiges b. Diese Vorschrift besitzt
ffenbar die verl. Eigenschaften, denn es ist
a+1=1=d, a+b =) =(@+b).
Also gehort 1 zu M.

B.) Wenn a zu M gehort, so gibt es eine Vorschrift, die jeder Zahl  eine Zahl a + b
zuordnet und fir die a+1=4a', a+ b = (a+b)’ ist. Dann setzen wir o'+ b
= (a+b)’. Diese Vorschrift besitzt dann die entsprechenden Eigenschaften be-
ziiglich a’; in der Tat ist

d+l=(@+1)=@), o+ =@+b) =[(a4b)) = (@ +b).
Auf Grund von Axiom IV. enthilt dann M alle natiirlichen Zahlen, d. h., zu jedem
a gibt es eine Vorschrift, die jeder Zahl b eine Zahl a + b zuordnet und fiir die
a+l=a, a+b =(a+0b)

fiir das gegebene a und beliebiges b gilt. Da die Zahl a ganz beliebig gewahlt ist,
ist damit die eindeutige Existenz einer Vorschrift!) bewiesen, die jedem geordneten
Paar a, b von natiirlichen Zahlen eine Zahl a +4- b zuordnet und die die Bedingungen
1.) und 2.) erfiillt, was zu beweisen war.

Satz 2. (Assoziatives Gesetz der Addition)
(a+b)+ec=a+(b+c).

Beweis. Es bestehe fiir gegebenes a und b die Menge M aus allen denjenigen
Zahlen ¢, fiir die diese Gleichung gilt.

A) (@+b)+1=@+b) =a+b =a+(b+1);
M enthilt also die Zahl 1.
B.) Wenn ¢ zu M gehért, soist (a4 b) + ¢ =a -+ (b+c). Dann ist aber auch
@+b) +c =Ua+b) +cf =la+ b+ =atb+c) =a+(b+¢),
d. h. ¢’ Element von M.

Auf Grund von Axiom IV. gilt dann (a4 b)+¢ =a+ (b+c) fiir beliebiges
a, b und c.

Satz 3. (Kommutatives Gesetz der Addition)

at+b=>b+a.

Beweis. a) Wir zeigen zuniichst durch vollstindige Induktion fiber a, daB
a +1 =1 aist. Es sei M die Menge aller Zahlen a, fir die dies gilt. A.) Offen-
sichtlich gehort 1 zu M. B.) Wenn a zu M gehort, so ist @ +1 =1+ a. Dann ist
aber

-3

d4l=@+)+1=(14+a) +1=(1+4a =14d,

also auch a’ Element von M. Mithin ist auf Grund von Axiom IV.a4-1=1+a
fiir alle a.

1) Man braucht dazu nur jedem geordneten Pur a, b von m.thrlichen Zn.hlen die Zahl a + b
zuzuordnen, die der Zahl b vermoge der (ei g ) zu a gehdrigen Vorschrift
zugeordnet ist. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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b) Wir zeigen nun durch vollstindige Induktion iiber , daB a 4 b = b - a ist.
Dazu sei M die Menge derjenigen natiirlichen Zahlen b, fiir die dies fiir ein vor-
gegebenes a gilt. A.) Auf Grund des unter a) bewiesenen gehort 1 zu M. B.) Wenr
b zu M gehort, so ist @ + b = b +a, also gilt nach Satz 2:
at+b =@+b) =@b+a)=b4+a =b+@+1)=b+(1+a)=

=@®+1)+a=0b+a,
d. h., dann gehort auch &' zu M. Axiom IV. liefert unmittelbar die Behauptung.

Satz 4. a+b=+b.

Beweis. Dieser Satz gilt fiir b= 1, da auf Grund von Axiom I.a 41 =a' %1
ist. Wenn a + b == b ist, so ist auf Grund von Satz 4 aus § 11 auch

a4-b =(@a+b) Fb.

Satz 5. Fir natirliche Zahlen a und b gilt genau einer der folgenden drei Fille:
1) @ = b; 2.) Es gibt eine natiirliche Zahl k derart, daf a = b +- k ist; 3.) Es gibt eine
natiirliche Zahl I derart, dap b = a 4 [ ist.

Beweis. Aus Satz 4 folgt zunichst unmittelbar, daB nicht mehr als einer der
Fille 1.), 2.) und 3.) eintreten kann. Fiir 1.) und 2.) bzw. 3.) ist dies offensichtlich.
Wiirden etwa 2.) und 3). gleichzeitig gelten, so wiire

a=btk=(@+t)tk=at(l+k),
was wiederum dem Satz 4 widerspricht.

Wir zeigen nun, daB auch stets einer dieser Fille eintritt. Sei M fiir gegebenes a
die Menge der b, fiir die einer der Fille 1.), 2.) oder 3.) gilt.

A.) Ist @ =1, so tritt fiir b = 1 der Fall 1.) ein. Ist a 5= 1, so gibt es nach Satz 2
aus § 11 ein k derart,daBa =% =k 4+ 1 =1 4 kist, d. h., es gilt dann firb =1
der Fall 2.). Also gehért 1 zu M.

B.) Wenn b zu M gehort, so gilt: Entweder ist @ = bund demit ¥’ =b+41=a+1,
d. h., es gilt fiir b der Fall 3.). Oder es ist ¢ = b~ k; dann ist, falls k =1 ist,
a=>b+1="¥,d h, dann tritt fiir &’ der Fall 1.) ein; ist hingegen & == 1, so ist
k =m' und mithin

a=btm =bt(mt1)=b+t(ltm)=@+1)+m=b+m,
d. h., dann tritt fiir 4’ der Fall 2.) ein. Oder esist b = a -+ I; dann ist
V=(@+l) =a+l,
d.h., dann tritt auch fiir &’ der Fall 3.) ein. In allen Fillen gehért also b’ zu M.
Damit ist der behauptete Satz bewiesen.

Unter Benutzung dieses letzten Satzes konnten wir bereits jetzt eine Ordnung fiir
natiirliche Zahlen definieren und ihre grundlegenden Eigenschaften beweisen (siehe
§ 14), jedoch wollen wir hier zuniichst noch die Multiplikation fiir natiirliche Zahlen
einfithren, um spiter sofort den Begriff der Ordnung in seinen Beziehungen zu den
beiden Grundoperationen studieren zu konnen.

Aufgaben. Man beweise unter Benutzung der Definitionen

2=1, 3=2, 4—=3, 5=4, 6="5
und der induktiven Definition der Summe, da8
141=2 1+42=3 2+2=4, 2+4+3=5 2+4=3+3=6
ist.
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§ 13. Multiplikation

Definition. Unter einer Multiplikation im Bereich der natirlichen Zahlen ver-
stehen wir eine Vorschrift, die jedem geordneten Paar von natiirlichen Zahlen a, b eine
und nur eine natirlicke Zahl ab (oder a - b oder a X b) zuordnet und die die folgenden
Bedingungen erfillt:

1.) a - 1 = a fiir jede natirliche Zahl a;

2.) ab’ =ab + a fiir beliebiges a und b.

Die Zakl a heift der Multiplikand, die Zahl b der Multiplikator, beide zusammen
auch Faktoren; die Zahl ab heift shr Produkt.

Auf den ersten Blick mag es seltsam erscheinen, daB hier diese komplizierte in-
duktive Definition gegeben wird, anstatt bei der @iblichen Schul-Definition des Pro-
duktes ab als Summe von b Summanden, die alle gleich dem Multiplikanden a sind,
zu bleiben. Was soll hier aber ,,b Summanden*‘ bedeuten, wobei offenbar b die Rolle
einer Kardinalzahl spielt ? Der Begriff ,,Anzahl der Summanden® hat fiir uns eine
ganz fest umrissene Bedeutung, er bezeichnet niimlich die Michtigkeit der Menge
der Summanden (siehe § 3, Definition 4). Esist zwar richtig, daB wir fiir endliche
Mengen (mit denen wir es ja bei der Definition der Multiplikation zu tun haben)
eine andere Definition fiir ,,Anzahl der Elemente* gegeben haben (siche § 4, De-
finition 3) und daB wir gezeigt haben, daB sie mit dem Begriff ,, Anzahl der Elemente*
als Michtigkeit einer gewissen endlichen Menge iibereinstimmt. Aber wir haben
dabei wesentlich den Begriff des Abschnittes |1, n| der Folge der natiirlichen Zahlen
als Menge der natiirlichen Zahlen, die nicht gréBer als 7 sind, benutzt. Dieser
Begriff setzt also bereits eine bestimmte Ordnung deir Menge der natiirlichen
Zahlen voraus. Es ist nun weiter richtig, daB wir die Ordnung der natiirlichen
Zahlen vor der Multiplikation einfiihren konnten und daB wir dann mittels De-
finition 3 aus § 4 eine Vorschrift angeben ké die es gestattet, die natiirlichen
Zehlen mit den Michtigkeiten endlicher Mengen zu identifizieren. Auf diese Weise
wiirden  die natiirlichen Zahlen einen anzahlmiiBigen Charakter erhalten. Indes
bedarf die Arithmetik der natiirlichen Zahlen eines solchen nicht. Man kann viel-
mehr die natiirlichen Zahlen allein auf Grund der Definition 1 aus § 11 (durch suk-
zessives Weiterzihlen von der Zahl 1 aus — Anm. d. wissenschaftl. Red.) aufbauen,
ohne den Begriff der Michtigkeit zu benutzen. Die auf diesem Wege konstruierten
Zahlen heiBien Ordinalzahlen (Ordnungszahlen) im Unterschied zu den Miichtigkeiten,
den sogenannten Kardinalzahlen.

Damit die Theorie der natiirlichen Zahlen kein leerer Formalismus bleibt, sondern
zu dem grundlegenden Mittel der praktischen Titigkeit des Menschen wird, das sie
tatsichlich ist, ist es unumgiinglich, eine Beziehung zwischen den Michtigkeiten der
endlichen Mengen und den unabhingig von ihnen konstruierten natiirlichen Ordinal-
zahlen herzustellen und diesen damit einen anzahlméBigen Sinn beizulegen. Darin
besteht gerade die Bedeutung der Definition 3 und des Satzes 2 aus § 4.

Beziiglich der induktiven Definition der Multiplikation gelten alle die Bemerkun-
gen, die wir im vorangehenden Paragraphen anliBlich der Definition der Addition
gemacht haben. Insbesondere folgt aus ihr noch nicht unmittelbar die Existenz
einer Vorschrift mit den angegeb Eigenschaften. Aus diesem Grunde ist auch
hier das dem Satz 1 aus § 12 entsprechende Theorem von prinzipieller Bedeutung.
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Satz 1. Es gibt genau eine Multiplikation im Bereich der natiirlichen Zahlen, d. h.,
die Multiplikation st stets eindeutig ausfihrbar.

Beweis. a) Wir zeigen zunichst wieder, daB es zu vorgeg a hochstens eine
Vorschrift gibt, die jeder Zahl b eine Zahl z; zuordnet und die die Bedingungen
z, = @, Zp = 2 + a erfiillt. Ist nimlich y, eine beliebige Vorschrift, die diese Be-
dingungen erfiillt, so verstehen wir unter M die Menge der b, fiir die x, = y, ist.

A.)Wegen z, = a= y, gehort 1 zu M.

B.) Wenn b zu M gehort, so ist = 2y +a = y» -+ a = yur, d. h., dann gehdrt
auch b’ zu M.

Auf Grund von Axiom IV. ist dann z, = y, fiir jedes b. Damit ist die Einzigkeit
der Multiplikation fiir gegebenes a bewiesen und, da a ganz beliebig gewihlt war,
auch fiir jedes @ und b.

b) Wir zeigen nun, daB es zu jedem a eine (und wegen a) auch nur eine) Vorschrift
gibt, die jeder Zahl b eine Zahl ab zuordnet und die Bedingungen a-1=a,
ab’ = ab -+ a fiir beliebiges b (und das vorgegebene a) erfiillt. Dazu sei M die Menge
aller Zahlen a, fiir die es eine solche (und wegen a) dann auch nur diese) Vorschrift
gibt.

A.) Fiir a =1 setzen wir ab= b fiir alle b. Diese Vorschrift besitzt offenbar die
verlangten Eigenschaften, denn es ist

a'l=1=a, ab=b'=b+1=ab+a
und mithin 1 Element von M.

B.) Wenn a zu M gehort, so gibt es zu jedem b eine Zahl ab, wobei a * 1 = a und
ab’ = ab + a ist. Fiir die Zahl ¢’ wiihlen wir dann die folgende Vorschrift: Jeder
Zahl b wird die Zahl a’b = ab - b zugeordnet. Diese Vorschrift besitzt dann offenbar
auch die verlangten Eigenschaften, denn es ist

a:1l=a'14+1=a+l=da,
@bV =abt'+b =(@b+a)+b =ab4(a+b)=ab+(@a+b) =ab4(b+a)
=ab + (b+a')=(ab+d)+a =a'-b4a.
Also gehért dann auch o’ zu M.

Damit ist zu jedem a eine Vorschrift konstruiert, die fiir das vorgegebene @ und
jedes b, also fiir jedes @ und b die verlangten Bedingungen erfiillt, was zu beweisen
war.

Satz 2. (Rechtsseitiges distributives Gesetz)

(@a+b)c=ac+be.

Beweis. Wir beweisen diesen Satz fiir gegebenes a und b durch vollstindige In-
duktion iiber c.

A)@+b)l=a+b=a-1+4b-1,d. h, der Satz gilt firc = 1.

B.) Wenn der Satz fiir ¢ gilt, so ist (@ +b) ¢ =ac 4 bc. Auf Grund des asso-
ziativen und des kommutativen Gesetzes der Addition gilt dann

@+b)¢ = (@+b)c+(@+b) = (ac +be) + (@ +b)
= (ac +a) + (be 4 b) = ac’ 4 b¢',

4. h., unser Satz gilt auch fiir ¢'.
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Auf Grund von Axiom IV. ist damit unser Satz bewiesen.

Satz 3. (Kommutatives Gesetz der Multiplikation)

ab=ba.

Beweis. a) Zunichst beweisen wir den Satz fiir =1 durch vollstindige In-
duktion iiber b, also 1-b=>5-1. Es sei M die Menge aller b mit dieser Eigen-
schaft.

A.) 1 gehért zu M.

B.) Wenn 1:b=>5-1ist, soist

10 =1b4+1=b'141=b41=b=¥"-1,
also auch b’ Element von M.

b) Jetzt beweisen wir durch vollsténdige Induktion iiber @, daB ab = ba fiir alle
b gilt. Dazu sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen a mit ab = ba.

A.) Wegen a) ist 1 Element von M.

B.) Wenn a zu M gehért, so ist ab = ba, also auf Grund von Satz 2:

' b=(a+1)b=ab+41-b=ba+bd:1=ba+4b=0ba,
d. h., auch o' ist Element von M.
Satz 4. (Linksseitiges distributives Gesetz)
c(a+b) =ca+cb.
Der Beweis hierfiir ergibt sich unmittelbar aus Satz 2 und Satz 3.
Satz 5. (Assoziatives Gesetz der Multiplikation)
(ab)c = a(bc).

Beweis. Es sei M fiir vorgegebenes a und b die Menge der c, fiir die diese Glei-
chung gilt.

A) (ab):1=ab=a(b-1), d. h., 1 gehort zu M.

B.) Wenn ¢ zu M gehort, so ist (ab)c = a(bc). Durch Anwendung von Satz 4
erhalten wir dann

(ab)c' = (ab)ec +ab =a(bc) +ab=a(bec +b) =a(bc'),
d. h., dann ist auch ¢’ Element von M.
Damit ist Satz 5 bewiesen.

Aufgaben. Man zeige unter Benutzung der fritheren Definitionen 2 =1’,
3=2,4=9,...,daB82-2=4, 3-2=06ist.

§ 14. Ordnung

Bei der Definition der natiirlichen Zahlen (§ 11, Definition 1) gingen wir von der
Grundbeziehung ,,b folgt auf a* aus. Schon die Wahl des Wortes ,,folgt* 1aBt auf
einen Zusammenhang zwischen dieser Grundbeziehung und dem Begriff der Ordnung
schlieBen, wie wir ihn in § 5 fiir beliebige Mengen eingefiihrt haben. Zwar zeigen die
Axiome II. und ITI., daB sich die Beziehung ,,folgt auf** fiir Zahlen von der genauso
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benannten Beziehung der Ordnung unterscheidet, da sie lediglich jedes Element mit
hochstens zwei ,,benachbarten‘‘ Elementen verbindet, denn auf Grund von Axiom II.
folgt auf jede Zahl nur eine andere, und auf Grund von Axiom III. ist jede Zahl
Nachfolger hochstens einer anderen. Man kann indes im Bereich der natiirlichen
Zahlen eine Ordnung einfithren, die fiir @ und a’ mit der Grundbeziehung ,,folgt
auf‘ zusammenfillt. Fiir diese neue Beziehung verwendet man iiblicherweise das
Wort ,,groBer*.

Definition. Wenn es zu gegebenen Zahlen a und b eine Zahl k gibt derart, daf
a = bk ist, so nennen wir a grofer als b bzw. b kleiner als a und schreiben a > b
bzw. b < a. Wenn a > b oder a = b 1ist, so schreiben wir a >b. Wenn a << b oder
a = b ist, so schretben wir a <b.

Satz 1. a) Fir Zahlen a, b gilt eine und nur eine der dres Bezichungen: a == b,
a>boderb>a. b) Wenna>bundb>cist,soista>c.
Mit anderen Worten: Die oben definierte Beziehung ,,grofer' ist eine Ordnung der
Menge N der natiirlichen Zahlen im Sinne von Definition 1 aus § 5 (daB wir in § 5
diese Grundbeziehung durch das Zeichen ,,<<*‘ ausgedriickt haben, ist ohne Be-
deutung).

Beweis. Die Behauptung a) ist nur eine andere Schreibweise fiir Satz 5 aus § 12.
Der Beweis fiir die Behauptung b) ergibt sich folgendermaien: Ist a > b und b > ¢,
so ist a = b 4 k und b = ¢ 4! und mithin

a=bt+k=@c+)tk=c+l+5h),

a>c.

Die Beziehung ,,groBer fillt fiir unmittelbar aufeinander folgende Zahlen mit
der Beziehung ,,folgt auf* zusammen, da a’ = a + 1, also @’ > a ist. Was die Ver-
kniipfung der Ordnung mit der Addition und der Multiplikation anbetrifft, so bleiben
auch fiir die natiirlichen Zahlen die meisten der in § 10 fiir angeordnete Ringe be-
wiesenen Siitze giiltig. Da aber die natiirlichen Zahlen keinen Ring bilden, miissen
wir hier diese Sitze (die wir dort aus den Ringeigenschaften abgeleitet haben) neu
beweisen.

Satz 2. (Monotoniegesetze fiir die Addition und die Multiplikation)
Wenna)a 3 b ist, so ist entsprechend b) a+cZb+c und c) ac 3 be.

Beweis. 1.) Wenn a > b ist, so ist @ = b + & und mithin

at+ec=0b+kt+tec=c+@b+k=(c+b+k=(b+c)+k
also a4+ ¢ > b+ ¢ und ferner ac = (b+ k) ¢ = bc + ke > be.

2.) Wenn a = b ist, dann ist wegen der Eindeutigkeit der Addition und der Mul-
tiplikation @ + ¢ = b+ ¢ und ac = be.

3.) Wenna < bist, so ist b > a und auf Grund des unter 1.) Bewiesenen b +¢>a +¢
und bc > ac, also a+ ¢ < b+c¢ und ac < be.

Ferner gelten auch die Umkehrungen der Behauptungen von Satz 2.

Satz3. Wenna+cZ b+ coderacZ beist, soista 2 b.

Beweis. Da in Satz 2 die Voraussetzungen alle Moglichkeiten ausschopfen und
die Behauptungen sich paarweise ausschlieBen, gelten auch die Umkehrungen (siche
den Beweis von Satz 3 aus § 10).

also
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Aus Satz 2 erhilt man durch wértliche Wiederholung des Beweises von Satz 4
aus § 10 die bekannten Rechenregeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen.

Satz 4. Wenna 3 b und c Z dist, soistentsprechenda +-cZ b +d und ac3 bd.

Satz 5. Die Zahl 1 ist die kleinste natiirliche Zahl, a. h., es ist a = 1 fiir jedes a.

Beweis. Wenn a = 1ist, soist (§11, Satz2)a =b'=b+1>1.

Satz 6. In der Menge der natirlichen Zahlen gilt das Archimedische Aziom (§ 10,
Definition 3), d. k., zu jedem a und b gibt es esn c derart, daf bec > a ist.

Beweis. Dazu geniigt es, ein ¢ > a zu nehmen, da dann aus b =1 (Satz 5) auf
Grund von Satz 2 und Satz 4 die Ungleichung b¢ > a - 1 = a folgt.

Satz 7. Beziiglich der oben definierten Ordnung der natiirlichen Zahlen sind die
Zahlen a und a + 1 benachbart (§ 5), d. h., es gibt keine Zahl b mit a 1> b > a.
Insbesondere folgt aus b >a, dap b>a+1 ist, und aus b< a1, daff b <a ist.

Beweis. Wenn b > a ist, so ist b =a 4 k. Auf Grund von Satz 5 ist ¥ =1,
also ist auf Grund von Satz 2 aucha +k =a +1,d. h. b =a 1. Wegen Satz 1
kann dann aber der Fall a - 1 > b nicht eintreten, was zu beweisen war.

Sehr oft wird der folgende Satz benétigt:

Satz 8. In jeder nichtleeren Menge A von natirlichen Zahlen gibt es eine kleinste,
also eine Zahl, die kleiner als alle anderen Zahlen der betrachteten Menge ist.

Beweis. Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen & mit a < b fiir alle Zahlen
b der Menge 4. Auf Grund von Satz 5 gehort 1 zu M. Es gehdren aber sicher
nicht alle Zahlen zu M, denn wenn b zu A gehért, so gehort die Zahla =b+1>b
nicht zu M. Also gibt es eine Zahl a derart, daB a zu M gehort, aber a + 1-nicht zu
M gehort (denn anderenfalls wiirde M nach Axiom IV. alle natiirlichen Zahlen ent-
halten). Da a zu M gehort, ist a < b fiir alle b aus 4. Ferner gehort a auch zu 4,
da anderenfalls a < b fiir alle b aus 4 gelten wiirde und auf Grund von Satz 7 dann
a +1 Kb fir alle b aus 4 wiire, d. h. a + 1 zu M gehdren wiirde, was der Wahl
von a widerspricht.

Auf diesen Satz griindet sich eine zweite Form der induktiven Beweise:

Satz 9. (Vgl. § 11, Satz 1.) Wenn ein gewisses Theorem T fiir die Zahl 1 gilt und
wenn T unter der Voraussetzung, dap T fir alle Zahlen kleiner als n gilt, auch fiir -die
Zahl n gilt, so gilt T fiir alle natirlichen Zahlen.

Beweis. Wiirde 7 nicht fiir alle natiirlichen Zahlen gelten, so wiire die Menge M
der Zahlen #, fiir die es nicht gilt, nicht leer. Nach Satz 8 enthielte dann diese Menge
eine kleinste Zahl n. Da n zu M gehort, gilt fiir n das Theorem 7' nicht, also ist
n > 1. Nun sollte aber n die kleinste Zahl aus M sein, also gilt das Theorem 7' fiir
alle Zahlen, die klejner als n sind, also nach Voraussetzung auch fiir #, was jedoch
nicht der Fall sein sollte.

Nach Einfithrung der Ordnung fiir die natlirlichen Zahlen kdnnen wir die urspriing-
liche Fassung derinduktiven Beweise, d.h. Satz 1 aus §11 folgendermaBenmodifizieren :

Satz 10. Wenn ein gewisses Theorem T fir die Zahl k gilt und wenn es unter der
Voraussetzung, dap es fir eine beliebige Zahl n = k gilt, auch fir n 41 gilt, so gilt
dieses Theorem fir jede natirliche Zahl n > k.

Beweis. Wiirde das Theorem 7' nicht fiir alle Zahlen n =k gelten, so wiire die
Menge A der Zahlen n > k, fiir die 7" nicht gilt, nicht leer. Dann gibe es nach Satz 8
eine kleinste Zahl / > k, fiir die das Theorem 7' nicht gilt. Dann muB aber sogar
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1> ksein. Auf Grund von Satz 5 ist dann ! %= 1 und besitzt mithin einen unmittel-
baren Vorgéinger n (§ 11, Satz 2), d. h. eine Zahl », fiir die n’ = n + 1 = list. Hier-
beiist n =k, denn wiire n < k, so wire auf Grund von Satz 7 die Zahll = n + 1 k.
Wegen I = n 4 1ist n < 1, also gehort n nicht zu 4, d. h., fiir » gilt das Theorem 7'.
Dann miiBte nach Voraussetzung aber auch fiir » 41 =l das Theorem T gelten.
Dieser Widerspruch beweist unseren Satz.

Eine analoge Modifizierung gestattet auch die zweite Fassung der induktiven
Beweise (d. h. Satz 9), und zwar:

Satz 11. Wenn ein gewisses Theorem T iiber natiirlicke Zahlen fir die Zahl k gilt
und wenn es unter der Voraussetzung, daf es fir alle Zahlen a mit k <a< n gilt,
auch fiir die Zahl n gilt, so gilt dieses Theorem fiir alle natirlichen Zahlen n mit n 2 k.

Der Beweis hierfiir verliduft analog dem Beweis fiir Satz 10 und sei daher dem
Leser iiberlassen.

In Ergiinzung zum Satz 8 gilt:

Satz 12. Jede nichtleere, nach oben beschrinkie Menge A von natirlichen Zahlen
enthdlt eine grofte Zahl (dabei wird unter einer nach oben beschrinkten Menge eine
Menge verstanden, deren simtliche Elemente kleiner sind als eine gewisse natiirliche
Zahl k).

Beweis. Es sei B die Menge der natiirlichen Zahlen, die nicht kleiner sind als die
Zahlen der Menge 4. Da A nach oben beschriinkt ist, ist B nicht leer. Auf Grund
von Satz 8 enthiilt B eine kleinste Zahl . Nach Definition von B ist b 2 a fiir jedes
a aus 4. Wir zeigen nun, daB die Zahl b zu A gehért und folglich groBte Zahl in 4
ist. Wire néimlich b nicht Element von 4, so wire b > a fiir alle @ aus 4. Auf
Grund von Satz 7 wiire dann b—1 X a fiir alle a aus 4, also wiirde dann noch
b—1 zu B gehoren, was zusammen mit b — 1 < b einen Widerspruch zur Wahl
von b ergibt.

§ 15. Induktive Detinitionen. Summe und Produkt aus mehreren Zahlen

Zwei wichtige Spezialfille der induktiven Definition haben wir bereits anliBlich
der Definition der Addition und der Multipiikation kennengelernt. In beiden Fillen
ging es darum, fiir ein vorgelegtes a eine gewisse Funktion f(b) von b zu konstruieren
(deren Werte natiirliche Zahlen sind), welche folgende Ei haften besitzt: 1.) Fiir
b =1 nimmt die Funktion einen vorgeschnebenen Wert an (im Falle der Addmon
war f(1) = &', im Falle der Multiplikation war f(1) = a). 2.) Der Wert der Funktion
fiir eine von | verschiedene Zahl ist durch eine Rekursionsgleichung eindeutig durch
den Wert der Funktion fiir die vorangehende Zahl festgelegt (im Falle der Addition
war f(b') = [f(b)], im Falle der Multiplikation war f(b') = f(b) +a).

AnliBlich der Definition der Addition (§ 12) haben wir bereits gesagt, da8 aus
einer solchen Definition noch nicht unmittelbar (als einfache Folgerung aus dem
Azxiom IV. der vollstindigen Induktion) die Existenz und Einzigkeit einer Funktion
mit den Eigensohaften 1.) und 2.) folgt. Indes konnten wir im Falle der Addition und
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der Multiplikation auf anderem Wege sowohl die Existenz als auch die Einzigkeit
der entsprechenden Funktionen beweisen. Nachdem wir fiir die natiirlichen Zahlen
die Ordnung eingefithrt haben, koénnen wir ganz allgemein die induktiven De-
finitionen rechtfertigen, und zwar in einer noch etwas allgemeineren Form als im
Falle der Addition und der Multiplikation.

Definition 1. Unter einer induktiven Definition (oder Konstruktion) einer Funk-
tion f(a) auf der Menge der natiirlichen Zahlen verstehen wir ihre Definition durch die
Jolgenden beiden Angaben:

1.) Der Wert der Funktion fiir das Argument 1 st vorgegeben, etwa f(1) = z,.

2.) Es ist ein System S von Rekursionsgleich vorgegeben, mit dessen Hilfe sich
der Wert f(a) der Funktion f fiir eine natiirliche Zahla > 1 emdeuhg aus den Werten
f(b) fiir die natiirlichen Zahlen b < a bestimmen lapt.

‘Wir bemerken, daB die Werte einer induktiv definierten Funktion f (a) keineswegs
natiirliche Zahlen zu sein brauchen. Sie kénnen vielmehr El te eines beliebi
Ringes oder noch allgemeiner Elemente einer beliebigen Menge A sein, zwischen
deren Elementen gewisse Beziehungen erklirt sind, die in die Rekursionsgleichungen
des Systems S eingehen.

DaB eine solche induktive Definition tatsiichlich eine (und zwar eindeutig be-
stimmte) Funktion f(a) definiert, zeigt der folgende

Satz 1. (Satz iiber die Rechtfertigung der induktiven Definitionen)‘)
Zu jedem vorgegebenen System S von Rekursionsgleichungen gibt es eine und nur eine
Funlmtm fla), dze auf der Menge der natirlichen Zahlen erkldrt ist und die in De-
Fi Bedingungen erfullt.

Wu' beweisen dazu zuniichst das folgende

Lemma. Vorgegeben seien a) eine natiirliche Zahl n, b) ein Element z, aus einer
gewissen Menge A, c) falls n > 1 ist, ein System S von Rekursionsgleichungen, durch
welche fiir jede natirliche Zakl a mit 1 < a <n der Menge der Elemente xy mit
b < a aus A eindeutig ein Element x, der Menge A zugeordnet ist.2) Dann gibt es eine
und nur eine Funktion fa(a), die auf dem Abschnitt3) |1, n| definiert ist, deren Werte
der Menge A angehiren und die folgende Eigenschaften besitzt: 1.) fa (1) = =y,
2a) Wenn n> 1 und 1 < a <nist, so ist der Wert fa(a) mit den Werten fo(b) fiir
b < a durch die Rekursionsgleichungen des Systems S verkniipft.

Beweis des Lemmas. Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen =, fiir die
das Lemma gilt.

A.) Firn = 1 entfallen die Bedingung c¢) und die Eigenschaft 2,.). In diesem Fall
ist offensichtlich f,(1) = #, die einzige Funktion auf dem Abschnitt |1,1!, die die
Eigenschaft 1.) besitzt. Also gehort 1zu M.

B.) Wenn n zu M gehort, so gilt das Lemma fiir n. Die Voraussetzungen a), b)
und c) seien nun fiir die Zahl #» 41 erfiillt. Dann sind eo ipso diese Voraussetzungen
[und zwar beziiglich desselben Systems § wie in Voraussetzung c) fiir n 4 1 und des-

1) Dieser Satz geht zuriick auf R. DEDEXIND, ,,Was sind und was sollen die Zahlen ?*‘, Braun-
schweig 1888, 1893, 1911, 1930, Berlin, 1965. Auf dieses Biichlein sei der mteresnerte Leser
besonders hingewiesen, ferner auf das Buch von R6zsa PETER, ,,Rekursive Funktionen®,
2. Aufl., Berlm 1957, das wegen seiner elementaren Art besonders dem noch nicht so weit

fortg: Leser zu fehlen ist. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
3) Unter Umstianden brauchen die rekursiven Bezlehungen fira>n gar nicht erklart zu sem
3) Unter dem Abschnitt |1, #| der Folge der i Zahlen wir ( P

§ 4, Definition 1) die Menge der natiirlichen Zahlen a < n.
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selben z, wie in Voraussetzung b) fiir n + 1] auch fiir die Zahl » erfiillt. Mithin gibt
es eine und nur eine auf dem Abschnitt |1, n| definierte Funktion fu(a), die die
Eigenschaften 1.) und 2,.) besitzt. Wir konstruieren nun eine Funktion f,;1(a) auf
folgende Weise: Firr jedes a < n setzen wir fn41(a) = fa(a). Den Wert fni1(n 4 1)
definieren wir durch die Werte fo,1(a) mit @ < n+ 1 mittels der Rekursions-
gleichungen des gegebenen Systems §. Dies ist moglich, da die Voraussetzung c)
fiir die Zahl n -} 1 erfiillt sein soll. Damit ist die Funktion f, 4 1(a) auf dem Abschnitt
|1, n 4 1| erklirt, auf dem sie nach Konstruktion auch die Eigenschaften 1.) und
2p41.) besitzt. Ist nun g(a) eine beliebige Funktion, die auf dem Abschnitt |1, n 4-1|
definiert ist und die Eigenschaften 1.) und 2,,,.) besitzt, so ist sie erst recht auf
dem Abschnitt |1, »| erklirt und besitzt dort die “"C haften 1.) und 2,.). Wegen
der Einzigkeit der {Tunktlon fa(a) (fiir n sollte ja das Lemma bereits gelten), ist
g(a) = fa(a) fiir alle @ <n. Ferner sollte g(a) die Eigenschaft 2,.,.) besit
Also ist der Wert g(n + 1) eindeutig durch die Werte g(a) mita<<n+1 iestgelegt
Nun ist aber fiir @ << n 4 1, also fiir @ < n bereits

9(a) = fa(a) = fus:1(a).

Dann ist aber auch g(n 4+ 1) = fa.1(n + 1). Also stimmt auf dem ganzen Abschnitt
|1, n + 1| die Funktion g(a) mit der Funktion f,+1(a) iiberein, womit die Einzigkeit
der Funktion fa41(a) bewiesen ist. Damit ist das Lemma fiir die Zahl n 41 be-
wiesen, d. h., n 41 gehort der Menge M an. Auf Grund von Axiom IV. enthilt
dann M alle natiirlichen Zahlen, d. h., das Lemma gilt fiir jede natiirliche Zahl n.

Beweis von Satz 1. Die Bedingungen 1.) in Definition 1 und im Lemma fallen
zusammen. Die Bedingung 2.) aus Definition 1 folgt daraus, daB die Bedingung c)
des Lemmas fiir jedes » > 1 gilt. Entsprechend dem Lemma gibt es nimlich zu
jedem 7 eine und nur eine auf dem Abschnitt |1, n| definierte Funktion f.(a), die
die Eigenschaften 1.) und 2,.) besitzt. Ist nun m < n, so ist die Funktion fu(a) auch
auf dem Abschnitt |1, m| als Teilmenge des Abschnittes |1, n| erkliirt und besitzt
dort die Eigenschaften 1.) und 2,.) und folglich auch die Eigenschaft 2,.). Auf Grund
der Einzigkeit der Funktion fm(a) ist dann f,(a) = fu(a) fiir alle e <m. Also be-
sitzen alle Funktionen f,(a), die an der Stelle a definiert sind (fiir die also n > a ist),
dort ein und denselben Wert. Den gemeinsamen Wert f,(a) aller f, mit n > a
nehmen wir nun als Wert der gesuchten Funktion f an der Stelle a.!) Der Wert f(1)
ist dann also f,(1) fiir beliebiges #, und da alle Funktionen f,(a) die Eigenschaft 1.)
besitzen, so besitzt auch f(a) die Eigenschaft 1.). Ist @ > 1 und n = a, so ist
Jf(a) = fa(a), also geniigt f(a) auch den Rekursmnsglelchungen und besitzt ebenfalls
die Eigenschaft 2.). Ist schlieBlich g(a) eine beliebige, auf der Menge der natiirlichen
Zahlen definierte Funktion, die die Eigenschaften 1.) und 2.) aus Definition 1 besitzt,
s0 ist sie auf jedem Abschnitt |1,7n| definiert und besitzt dort die Eigen-
schaften 1.) und 2,.). Wegen der Einzigkeit einer solchen Funktion ist dann aber
g(a) =fn(a) =f(a) fir alle n > a, also g(a) = f(a) fir jedes a. Damit ist gezeigt,
daB es hochstens eine und daher genau eine Funktion f(a) mit den verlangten Eigen-
schaften gibt.

Auf das oben bewiesene Lemma griindet sich die Einfiilhrung der aligemeinen
Summe und des allgemeinen Produktes aus endlich vielen natiirlichen Zahlen.

1) Als geschl Formel ko wir etwa f(n) = fu(n) setzen. — Anm. d. wissenschaftl. Red
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Definition 2. Vorgegeben sei eine natiirliche Zahl n und eine Folge a,, ay, . . ., anl)
von natirlichen Zahlen.?)
Die Summe dieser Zahlen, in Zeichen:

gt = a,

-1

wird definiert durch die Bedingungen

1
2la=a, 1))
t=1

k+1 k
2“‘ =2¢4 + ax 41 2)
f=1 f=1

fiir jedes k < n.
Das Produkt dieser Zahlen, in Zeichen:

"
6,0, an = []a,
i=1

wird definiert durch die Bedingungen

1
Ha« =a, @)

k+1 k
[Ha = (Hai) Tt 4)
=1 i=1
fiir jedes k < n.

Die Bedingungen (1) und (3) legen den Wert der betrachteten Funktionen von &
fiir £ =1 fest. Die Bedingungen (2) und (4) spielen die Rolle der Rekursions-
gleichungen in Voraussetzung c) des obigen Lemmas Auf Grund des Lemmas gibt

es eindeutig bestimmte Funktionen 2 a; und H a;, die auf dem Abschnitt |1, n|
-1 f-1

erklart sind und die die Eigenschaften (1) und (2) bzw. (3) und (4) besitzen. Daher

hat die Definition 2 eine ganz priizise Bedeutung.

Bemerkung. Bisher haben wir beim Aufbau der Arithmetik der natiirlichen
Zahlen (beginnend mit § 11) keinerlei Siitze aus den ersten beiden Kapiteln benutzt.
Da wir jetzt andererseits alle die Begriffe und Fakten aus der Theorie der natiir-
lichen Zahlen (namentlich den Begriff des Abschnittes, des induktiven Beweises
und der induktiven Definition) behandelt haben, die wir in den ersten beiden Kapiteln
benutzten, kénnen wir uns beim weiteren Aufbau der Theorie der natiirlichen
Zahlen auf dic Ergebnisse aus den ersten beiden Kapiteln stiitzen, ohne Zirkel-
schliisse befiirchten zu miissen. Insbesondere gelten fiir die allgemeine Summe

1) Genau genoraen ist dies eine auf dem Abschnitt |1, n| definierte Funktion f(b) = ap.

%) Diese Defi und alle Ergeb dieses Paragrap ibertragen sich wortwﬁrtllch auf
belicbige Ringe und all, in auf beliebige M in denen eine kommutative und asso-
ziative Addmon und Multiplikation erklirt sind.
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und das allgemeine Produkt die grundlegenden Eigenschaften, die wir friiher [§ 6,
(1) und (2)] (allein aus dem assoziativen und dem kemmutativen Gesetz — Anm.
d. wissenschaftl. Red.) abgeleitet haben:

m+in

m » m+n
Zai+2;au+(=2 a; Izai I;anﬂ—-lzﬂi. (6)
51 =1 freyt 21

=1

Z"(a..-+b¢)=zn'u¢+2b4; ﬁ(aibl)=ﬁﬂt’ﬁb(- (6)
&l & < =1 -1 i

Falls in einer Summe bzw.in einem Produkt alle Summanden bzw. Faktoren
untereinander gleich sind, erhalten wir die Definition des Vielfachen bzw. der ent-
sprechenden Potenz der natiirlichen Zahl a. Fiir sie gelten dann die bekannten
Rechenregeln [§ 6, (3) bis (8)].

Als Definition des Vielfachen und der Potenz einer Zahl a gelten also die Glei-
chungen

an=Ya. @
i=1

a"=ﬁa. (8)
=1

Nun ist aber die Bezeichnung a= in (7) von frither her zuniichst it einer anderen
Bedeutung belastet; so haben wir namlich das Produkt aus den natiirlichen Zahlen @
und n bezeichnet. Wir werden indes zeigen, daB beide Erklirungen der Schreib.
weise an auf dasselbe hinauslaufen. Wenn wir dies bewiesen haben, so kommen
wir — indem wir der Zahl n (im Sinne der Miichtigkeit von Mengen) eine anzahl-
méBige Bedeutung beilegen — zur iiblichen Schul-Definition des Produktes an als
Summe von n Summanden, die alle gleich a sind. Analog kommt man zur Definition
der Potenz a* als Produkt aus n Faktoren, die alle gleich a sind. Wir beweisen also:

Satz 2. Pir beliebige Zahlen a und n gilt die Qleichung

an=J3a, 9)
=1
wobet die linke Seite von (9) das Produkt aus den Zahlen a und n (im Sinne der
finition aus § 13) bedeutet. I dere ist
=1 ~n=2 1,
i=1

d. h., jede natiirliche Zahl n ist Summe aus n Einsen.
Beweis. Fiir n =1 kommen wir entsprechend der Bedingung (1) der Definition
des Produktes aus § 13 und der Bedingung (l) der allgemeinen Summe auf

1= —-Ea

=1

» .
Ist an= Z’ a, 8o ist auf Grund von Bedingung (2) der Produktdefinition aus § 13

=1
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und der Bedingung (2) fiir die allgemeine Summe

a4+l

a(n+l)=an+tz=z”'a+a=2a.
i=l

fe=1
Damit ist nach Axiom IV.die Behauptung bewiesen.

§ 16. Subtraktion und Division

Nachdem wir die grundlegenden Fragen der Arithmetik der natiirlichen Zahlen
behandelt haben, die im Zusammenhang mit ihrem axiomatischen Aufbau gewisse
Schwierigkeiten enthalten, wollen wir noch kurz bei den Eigenschaften der Umkehr-
operationen verweilen,

Definition 1. Als Subtraktion im Bereich der natirlichen Zahlen bezeichnen wir
die Umkehroperation der Addition, also die Vorschrift, die den Zahlen a und b die
Zahl a — b (genannt Differenz aus a und b) zuordnet, fir die

(@—b+b=a (O]
ist.
Auf Grund der Definition der Ordnung und von Satz 3 aus § 14 erhalten wir
hieraus unmittelbar:

Satz 1. Die Subtraktion a —b ist dann und nur dann ausfihrbar, wenn a > b
ist. Falls die Differenz existiert, ist sie eindeutig bestimmd.

Aus (1) erhalten wir ferners

a—b<a. (2)

Hierbei wie auch im folgenden ist (wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt)
stillschweigend vorausgesetzt, da8 alle vorkommenden Differenzen existieren.

‘Weiter erhalten wir.

(@ —b)e =ac—be,
da
(@a—b)c+bec=ac. 3)
Aus (1) und (3) folgt, daB
a) a—b=c—d dann und nur dann gilt, wenn a +d =b+c ist; (4)

b) (@—b) 4 —d) = (a+c)— (b+d);
°) la—b—(c—d) =(@a+d) —(b+c);
d) (@ —b) (¢ —d) = (ac + bd) — (ad + bc).

Satz 2. Wenn a) b 3 cist, s0 ist entsprechend b)a —b S a — ¢, und umgekehrt.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, daB a) aus b) folgt. Dazu addieren wir auf beiden
Seiten von b) die Zahl b + ¢ und erhalten (§ 14, Satz 2) a 4-¢ § a + b und daraus
(§ 14, Satz 3) ¢ $ 5,63 c. Entsprechend folgt auch b) aus a).
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Definition 2. Als Division bezeichnen wir die Umkehroperation der Multiplikation,
die den Zahlen a und b die Zahl % oder a: b (genannt Quotient aus a und b) zuordnet,

fiir die
‘bh=a (8)

ol

8.
Wegen 1 <b ist stets
a<ab, (8)
wobei das Gleichheitszeichen nur im Fall b = 1 auftritt.
Hieraus und aus (5) folgt

a
37 <a, (7)
wobei auch hier Gleichheit nur im Fall b =1 eintritt.
Wie im Fall der Subtraktion sei auch hier vorausg , daB alle hingeschrieb

Quotienten tatsichlich existieren.
Satz 3. Wenn a) b E c14t, 8018t entsprechend b) % §%, und umgekehrt.

Der Beweis hierfiir verliuft analog dem Beweis von Satz 2.
Weiterhin gelten fiir den' Quotienten die folgenden Rechenregeln:

a) Es ist %=% genau dann, wenn ad = bc ist; (8)
a ¢ __adtbe,

b) FETI="%3
a O_GCV

c) R Rt T L
a ¢ __ad

d) 57 6"

Sie werden unter Benutzung des Satzes 3 aus § 14 wie die entsprechenden Eigen-
schaften in einem Korper bewiesen (§ 7, Satz 8). Ferner zeigt man, daB in
den Gleichungen b), ¢) und d) aus der Existenz der Quotienten auf der linken Seite
die Existenz des Quotienten auf der rechten Seite folgt.

SchlieBlich ergibt sich aus (6) und Satz 3 aus § 14:

Satz 4. Damit der Quotient -; existiert, ist notwendig (aber — wie wir gleich sehen
werden — nicht hinreichend), daf a = b ist. Wenn der Quotient existiert, so ist er
eindeutsg bestimmd.

DaB aus @ =b noch nicht die Existenz des Quotienten% folgt, zeigen bereits
sehr einfache Beispiele. So ergibt sich mit Hilfe der Zahlen

2=1, 3=2, 4=9,

daB es keine Zahl a gibt, fiir die 2a = 3 ist. Wegen (6) miiBite namlich a < 3 sein,
d.h., es miilte a =1 oder a = 2 sein. Hingegen ist 2-1 =2 und 2-2 =4.
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Dieser Sachverhalt bedingt einen tiefergehenden Unterschied zwischen den Eigen-
schaften der Subtraktion und denen der Division. Er fiihrt auf Eigenschaften der
Zahlen, die in der sogenannten Teilbarkeitstheorie behandelt werden.!)

§ 17. Bemerkungen zu dem Axiomensystem der natiirlichen Zahlen

Ausgehend von den Axiomen I.bis IV. (§11) haben wir im Vorangehenden die
Arithmetik der natiirlichen Zahlen aufgebaut. Wir wollen jetzt noch einmal auf
die Fragen der axiomatischen Begriindung dieser Theorie zuriickkommen.

Zur Beurteilung des Axiomensystems einer axiomatisch aufgebauten mathe-
matischen Theorie sind drei grundlegende Fragen zu lésen (die allerdings von un-
gleicher Schwierigkeit und Bedeutung sind), und zwar die Frage nach der Wider-
spruchsfreiheit, die Frage nach der Vollstindigkeit und die Frage nach der Un-
abhiingigkeit des vorgelegten Axiomensystems.

Widerspruchstreiheit. Um ein vorgelegtes Axiomensystem iiberhaupt als brauch-
bar annehmen zu kénnen, mu8 man sich vor allem davon iiberzeugen, daB die auf
seiner Grundlage aufgebaute Theorie keine Widerspriiche enthilt, daB man also
mit Hilfe dieser Axiome nicht zwei sich einander ausschlieBende Sitze b n
kann. Wie kann man nun aber iiberhaupt die Widerspruchsfreiheit (in diesem Sinne)
der Axiome eines vorgelegten Systems beweisen ? Wir wollen diese Frage zuniichst
an Hand des Beispiels der eb Geometrie untersuchen. Bei ihrem axiomatisch
Aufbau werden gewisse Grundbeziehungen zwischen Punkten und Geraden (,,Ein
Punkt liegt auf einer Geraden®, ,,Ein Punkt einer Geraden liegt zwischen zwei
anderen Punkten dieser Geraden® usw.) formal (abstrakt) untersucht. Diese Be-
griffsbildungen sind untereinander durch die Axiome eines gewissen Systems ver-
bunden. Eine andere axiomatische Theorie behandelt den Korper der reellen Zahlen.
Im Rahmen der analytischen Geometrie werden nun bekanntlich den Punkten
der Ebene Paare von reellen Zahlen (die Koordinaten der Punkte) und den Geraden

isse Gleich (die Gleichungen der Geraden) zugeordnet. Dabei entsprechen
den Gmndbemehungen zwischen Punkten und Geraden ganz bestimmte Zahlen-
beziehungen der Zahlenpaare und der Gleichungen, und zwar so, da den Axiomen
der Geometrie Sitze der Theorie der reellen Zahlen entsprechen, die auf Grund
der Axiome der reellen Zahlen beweisbar sind. Damit ordnet sich eine axiomatisch
aufgebaute Theorie (die Geometrie der Ebene) als Teil in eine andere (die Theorie
der reellen Zahlen) ein. Wiirde nun die Geometrie im oben angegebenen Sinne
einen Widerspruch enthalten, so wiirde sich der entsprechende Widerspruch auch
in der Theorie der reellen Zahlen finden (d. h., man kénnte dann auch auf Grund
der Axiome fiir die reellen Zahlen zwei einander ausschlieBende Satze beweisen).
Wenn also das Axiomensystem fiir die reellen Zahlen widerspruchsfrei ist, so gilt
dies auch fiir das Axi ystem der Geometrie. Damit ist in einem gewissen
Sinne die Widerspruchsfreiheit der Axiome der Geometrie bewiesen.

Die Darstellung einer axiomatisch begriindeten Theorie im Rahmen einer anderen
Theorie, wie wir sie eben am Beispiel der Geometrie der Ebene und der Arithmetik
der reellen Zahlen kennengelernt haben, spielt in der Mathematik eine groBe Rolle,

3 t)g‘bex;l die Eigenschaften der Teilbarkeit vgl. den Artikel von A. J. CHINTSCHIN in diesem
nae.
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und zwar nicht nur bei der Reduktion der Widerspruchsfreiheit einer gewissen
Theorie aul die Widerspruchsfreiheit einer underen Theorie. Wir gehen daher die
folgende

Definition 1. Eine Menge, zwischen deren El ten gewisse Beziehungen erklirt
sind derart, daf alle Axiome einer axiomatisch begriindeten Theorie erfillt sind, heift
ein Modell (cine Interpretation) dieser Theorie.

Die Konstruktion eines Modells einer gegebenen axiomatisch begriindeten Theorie
list — streng genommen — nicht die Frage ihrer Widerspruchsfreiheit, sondern
reduziert diese nur auf die Frage der Widerspruchsfreiheit jener Theorie, mittels
derer das Modell konstruiert ist.

Die Widerspruchsfreiheit der Theorie der natiirlichen Zahlen kann nicht mit
formal-logischen Mitteln (zumindest nicht mit Mitteln, die weniger anspruchsvoll
als die Mittel der Theorie der natiirlichen Zahlen sind — Anm. d. wissenschafil. Red.)
bewiesen werden. Jedoch hat die viclhundertjiahrige hliche Praxis gezeigt
daB die Theorie der natiirlichen Zahlen keine Widerspriiche enthélt und daB sie mit
den tatsiichlichen Gegebenheiten der realen Welt iibereinstimmt.

Vollstiindigkeit. Als zweites erhebt sich die Frage, inwieweit ein Axiomensystem
eine vorgelegte Theorie gut beschreibt. Kann man vielleicht sogar mit Hilfe des
gegebenen Axiomensystems jeden Satz, der mittels der Grundbegriffe der vor-
gelegten Theorie formuliert ist, beweisen oder widerlegen? Der osterreichische
Mathematiker K. GODEL hat im Jahre 1931 bewiesen, daB fiir eine Reihe von Theo-
rien, darunter auch fiir die axiomatisch hegriindete Theorie der natiirlichen Zahlen,
eine vollstiindige Beschreibung im angegebenen Sinne (grundsiitzlich) nicht erreicht
werden kann, d. h., es gibt stets Sitze, die mit gegebenen Mitteln nicht entschieden
werden konnen. Wir werden daher einen anderen Begriff von Vollstindigkeit ein-
fiihren, und zwar werden wir ein System dann als vollstindig bezeichnen, wenn
es eine Menge vollig beschreibt, d. h. bis auf Isomorphie eindeutig festiegt.

Definition 2. Ein Axiomensystem heift volistindig!), wenn je zwei Modelle dieses
Axiomensystems isomorph (§ 9, Definition 1) sind.

Ein Beispiel fiir ein in diesem Sinne unvollstindiges Axiomensystem ist das System
aus den Bedingungen I. bis VI. aus § 7, mit deren Hilfe wir den Begriff des Ringes
festgelegt haben. Tatsiichlich gibt es Ringe (z. B. endliche und unendliche), die
untereinander nicht isomorph sind. Es ist daher nicht verwunderlich, daB man
sich in der Theorie der Ringe hauptsiichlich fiir die Beschreibung aller Typen von
Ringen interessiert.

Wir wollen jetzt zeigen, daB das System der Axiome I. bis IV. fiir die natiirlichen
Zahlen im angegebenen Sinne vollstindig ist. Seien dazu N, und N, zwei beliebige
Modelle fiir dieses Axiomensysten. Die Zahlen dieser Modelle wollen wir gleich-
falls durch die Indizes 1 bzw. 2 unterscheiden. Wir konstruieren dann auf dem
Bereich N, induktiv (§ 15, Definition 1) eine Funktion f(x,) mit Werten aus N,,
fir die 1.) f(1,) =1, und 2.) f(al) = [f(a,)] ist.

Auf Grund von Satz 1 aus, § 15 gibt es genau eine Funktion mit den angegebenen
Eigenschaften. Wir zeigen, daB die Vorschrift f(a,) = a, ein Tsomorphismus zwischen
N; und N, ist. Wenn a, == 1, ist, so ist @; = b} und mithin

e flay) =f01) = [f(6)] * 1;.

1) Zum Unterﬁchled gegenuher dem vorher erwahnten Begriff von Vollstindigkeit spncln man
in der d hier von Kategorizitit. — Anm. d. wissenschaftl. R
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Also besitzt 1, bei dieser Abbildung genau ein Urbild in N,, nimlich 1,. Wenn
nun @, bereits das eindeutig bestimmte Urbild a, besitzt, dann ist
f@) = [f(a)] =at,
also besitzt dann ag wenigstens ein Urbild in ;. Ist aber b, ein beliebiges Urbild
von aj, so ist nach 1.) b, == 1,, also b; = ¢} und
=f(by) =f(ct) = [f(ey)]’;

auf Grund von Axiom III. ist dann a, = f(c,) und, da a, das einzige Urbild von a,
sein sollte, ¢, = a;, also nach Axiom IIL b, = ¢} =a}. Folglich ist dann a} das
einzige Urbild von aj. Auf Grund des Axioms IV.der vollstindigen Induktion
besitzt mithin jedes Element aus N, bei der betrachteten Abbildung genau ein
Urbild in &,. Die Zuordnung f(a,) = ¢, ist also eine eineindeutige Abbildung von
N, auf N;. Auf Grund von 2.) erhiilt die Abbildung f(a,) = a, von N, auf N, die
Grundbeziehung ,folgt auf*. Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB dies auch
die inverse Abbildung fYa,) = a, tut. Wegen f(a1) = [f(a,)) = a4 ist aber in der
Tat f~1(at) = aj, d. h.,auch die inverse Abbildung erhilt die Beziehung ,,folgt auf*.

Das Axiomensystem I.bis IV.ist also tatsichlich im angegebenen Sinne voll-

tindig. Uber die Bedeutung dieser Tatsache haben wir bereits in § 11 gesprochen.

Dank der Vollstindigkeit des Axiomensystems I. bis IV. sind alle Modelle fiir die
natiirlichen Zahlen gleichwertig (man kann also, unbeschadet der Giiltigkeit der
Sitze, romische oder arabische Ziffern benutzen, die Zahlen im dezimalen oder
im dyadischen System darstellen usw.),

Unabhiingigkeit. Weniger bedeutungsvoll und von mehr praktischem als prin-
zipiellem Wert ist die Frage nach der Unabhiingigkeit eines Axiomensystems. Bei
der Auswahl eines gewissen Axiomensystems fiir eine gegebene Theorie méchte
man nimlich mit einer moglichst kleinen Anzahl von Siitzen auskommen, die man
als Axiome nimmt. Erweist sich z. B. eines der Axiome als aus den iibrigen Axiomen
beweisbar, so braucht man es nicht mehr unter den Axiomen aufzufiihren.

Definition 3. Ein Axiomensystem heift unabhdingig, wenn keines seiner Axiome
aus den ibrigen beweisbar 1st.

Den Beweis fiir die Unabhingigkeit eines gegebenen Axiomensystems kann man
folgendermaBen fithren: Man gibt zu jedem Axiom ein Modell an, in dem alle iibrigen
Axiome gelten, in dem aber das ausgewiihlte Axiom nicht gilt. Wire dieses Axiom
néimlich eine Folgerung aus den iibrigen, so giibe es offenbar kein derartiges Modell.

Nach dieser Methode wollen wir jetzt die Unabhingigkeit der Axiome I. bis IV.
fiir die natiirlichen Zahlen beweisen. Dazu bemerken wir zunichst beziiglich des
Beweises fiir die Unabhiingigkeit des Axioms I., daB, falls das Axiom I. nicht gilt,
das Axiom IV. in unserer Fassung inhaltsleer wird, da es, wenn es keine natiirliche
Zahl 1 gibt, auch keine Menge M von natiirlichen Zahlen geben kann, die die Zahl 1
enthiilt. Deshalb modifizieren wir zum Beweis der Unabhiingighkeit des Axioms I.
von den iibrigen Axiomen die Formulierung des Axioms IV.etwas und ersetzen
es durch das folgende Axiom
IV'. Jede nichtleere Menge M von natiirlichen Zahlen, die die Bedingungen

A’.) Wenn es eine Zahl 1 gibt, die auf keine andere Zahl folgt, so gehort sie 2u M;

B.) Wenn eine Zahl a zu M gehort, so gehort auch ihr unmittelbarer Nachfolger a

u M;
erfallt, enthilt alle natiirlichen Zahlen.
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Offensichilich sind das Axiomensystem I.bis III.und IV.und das Axiomen-
system I. bis IIL. und IV'. iiquivalent, d. h., aus dem ersten Axiomensystem folgen
die Axiome des zweiten Systems, und umgekehrt (dazu geniigt es zu zeigen, da8
aus den Axiomen L. bis IIT. und IV. das Axiom IV’. folgt und daB aus den Axiomen
T. bis ITI. und IV'. das Axiom IV. folgt). Ist von zwei untereinander dquivalenten
Axiomensystemen das eine widerspruchsfrei bzw. vollstindig, so auch das andere.
Mithin ist also das Axiomensystem I. bis IIT. und IV’. widerspruchsfrei und voll-
stiindig. Wir zeigen jetzt abschlieBend auch seine Unabhiingigkeit.

1. Unabhiingigkeit des Axioms I. Essei N die Menge aus den drei Elementen
a, b, ¢ mit folgender Nachfolgerbeziehung:

a =b, b=c¢c, ¢ =a.?)

Da jedes der Elemente Nachfolger eines anderen ist, ist Axiom I. nicht erfiillt.
Hingegen gelten in diesem Modell die Axiome II., III., und IV’. Ist nimlich M == 0
eine beliebige Teilmenge von N, also z. B.b€ M, so ist nach B.)auch ' =a€E M
und ¢’ =a€ M, also M = N.

2. Unabhingigkeit des Axioms II. Es sei N die Menge aus den beiden Ele-
menten @ und b, @' = b und a erstes Element. Dann sind alle Axiome auSer IT.
erfiillt, da b keinen Nachfolger besitzt.

3. Unabhingigkeit des Axioms III. Es sei N die Menge aus den vier Ele-
menten a, b, ¢, d mit der Nachfolgerbeziehung

o' =b, b'=¢, ¢!=d, d=5b.

Axiom III. gilt nicht, da b sowohl Nachfolger von a als auch von d ist, d. h., aus
a’ == d’ folgt keineswegs @ = d. Die iibrigen Axiome gelten indes, and zwar spielt
a die Rolle des ersten Elementes.

4. Unabhiingigkeit des Axioms IV’ (oder auch 1V). Es sei N die Menge
aller natiirlichen Zahlen 1, 2,3,...,7,... und aller Zahlen der Form n - -;- mit

ganzem 7. Die Nachfolgerbeziehung sei fiir die natiirlichen Zahlen die iibliche und
fiir die anderen Elemente von N die Beziehung

(n + %) =n+4 % .

Axiom IV'.ist nicht erfiillt. In der Tat: Die Rolle des ersten Elementes spielt
die Zahl 1 selbst (sie allein ist nicht Nachfolger einer anderen Zahl). Die Menge M
aller natiirlichen Zahlen erfiillt dann offensichtlich die Bedingungen A’.)und B.)
(oder auch A.)und B.)aus Axiom IV.), aber sie enthélt nicht alle Elemente der
Menge N.

Das Axiomensystem I.bis III. und IV. fiir die natiirlichen Zahlen ist also auch
unabhiingig.

h

‘)I:{un konnte entsprechend jede endliche Menge mit einer EI t hl > 2 und =ykli
dnung El h




Kapitel TV
DER RING DER GANZEN ZAHLEN

§ 18. Das Erweiterungsprinzip in der Arithmetik und der Algebra

Der Zahlbegriff ist im Laufe einer langen geschichtlichen Entwicklung entstanden.
Die natiirlichen Zahlen wurden von den Menschen bereits auf einer frithen Ent-
wicklungsstufe als Mittel zum Rechnen benutzt. Die altgriechischen Mathematiker
kannten bereits die natiirlichen Zahlen wie auch die Briiche, jedoch waren ihnen
die negativen Zahlen noch unbekannt. Positive und negative Zahlen (in Form
von ,,Guthaben* und ,,Schulden) wurden zuerst von den Indern verwendet
(ARYABHATA [geb. 476], BRAHMAGUPTA [588 *—660], BHASKARA [geb. 1114]).

Die heutige Bezeichnung der positiven und negativen Zahlen durch die Zeichen ,, 4-*
und ,,— findet sich erstmalig gegen Ende des 14. Jahrhunderts in dem Rechenbuch
des JOHANNES WIDMANN. Trotzdem erkannten viele Mathematiker noch des
16. Jahrhunderts die negativen Zahlen nicht an. So beschrinkte sich der franzo-
sische Mathematiker F. VIETA (1540—1603) bei der Aufstellung der Beziehungen
zwischen den Wurzeln und den Koeffizienten einer Gleichung auf den Fall positiver
Wurzeln. Vollstindiges Biirgerrecht erhielten die negativen Zahlen in der Mathe-
matik erst im 17. Jahrhundert.

Die gebrochenen Zahlen traten also in der Mathematik eher in Erscheinung als
die negativen Zahlen. Dies erklirt sich daraus, daB die gebrochenen Zahlen im
Zusammenhang mit Messungen entstanden sind.

Abweichend von ihrer geschichtlichen Entstehung, behandeln wir hier die ganzen
Zahlen vor den Briichen, da sie vom logischen Standpunkt aus einfacher beschaffen
sind als diese.

Die natiirlichen Zahlen stellen das Fundament dar, auf welcheni alle anderen Zahlen-
bereiche aufgebaut werden kénnen. Wir werden im folgenden der Reihe nach die
ganzen, die rationalen, die reellen und schlieflich die komplexen Zahlen einfiihren.
Jeder der genannten Zahlenbereiche wird sich dabei als eine Erweiterung des voran-
gehenden erweisen. Hierbei sind wir bestrebt, die Erweiterung jeweils so vorzu-
nehmen, daB gewisse allgemeine Eigenschaften erfiillt sind. Die Menge B soll namlich
nur dann als Erweiterung der Menge A angesehen werden, wenn folgendes gilt:

1. A ist Teilmenge von B.

2. Die uns jeweils interessierenden Operationen oder allgemein die Beziehungen
zwischen den Elementen von 4 sind auch fiir die Elemente von B erklirt und fallen
fiir die Elemente von A (jetzt als Elemente von B aufgefaBt) mit den urspriinglichen,
vor der Erweiterung betrachteten Operationen in 4 zusammen.

3. In B ist eine weitere Operation ausfiihrbar, die in 4 entweder gar nicht oder
zumindest nicht unbeschrinkt ausfithrbar ist.

Diese bisherigen Forderungen priizisieren nur des Ziel, das man sich stets bei
der Erweiterung eines Bereiches steckt. Einige Beispiele migen dies niher erliutern:
Im Bereich der natiirlichen Zahlen ist — wie wir bereits gesehen haben -— die Sub-
traktion nicht unbeschrinkt ausfiihrbar, withrend sie im Bereich der ganzen Zahlen
immer ausfithrbar ist. Im Bereich der ganzen Zahlen wiederum ist die Division
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nicht unbeschriinkt ausfithrbar, withrend sie im Bereich der rationalen Zahlen (vom
Full der Division durch Null abgesehen, die prinzipiell unméglich ist) stets aus-
fiihrbar ist. [m Bereich der rationalen Zahlen dagegen sind gewisse Grenziihergiinge
nicht ausfiihrbar, die dann im Bereich der reellen Zahlen ausfiihrbar sind. [m Be-
reich der reellen Zuhlen schlieBlich existiert nicht immer die Wurzel, wihrend im
Bereich der komplexen Zahlen diese Operation stets ousfithrbar ist.

Zu den angegebenen Forderungen tritt ferner noch die nachfolgende Vollstindig-
keitsbedingung hinzu:

4. Die Erweiterung B ist unter allen Erweiterungen von 4, die die Bedingungen
1. bis 3. erfiillen, minimal und bis auf Isomorphie eindeutig durch 4 bestimmt.

In diesem Sinne erweitern wir die Menge der natiirlichen Zahlen zunichst nur
zur Menge der ganzen Zahlen und nicht gleich zur Menge der reellen oder der kom-
plexen Zahlen.

Die Menge der ganzen Zahlen setzt sich zusammen aus der Menge der positiven
(oder natiirlichen) Zahlen, der Menge der negativen Zahlen und der Zahl 0. Der
Begriff der negativen (gleichgiiltig jetzt, ob ganzen, rationalen oder reellen) Zahl
hiingt zusammen mit der Messung von GréBen in zwei entgegengesetzten Rich-
tungen, wie'z. B. der Liinge von Strecken, die auf einer Geraden von einem festen
Punkt aus nach links oder nach rechts abgetragen sind, oder den Werten auf der Tew-
peraturskala, die oberhalb oder unterhalb des Nullpunktes liegen usw. Man ver-
abredet in solchen Fillen, daB man die GroBen einer dieser Bedeutungen oder Rich-
tungen mittels der gewdhnlichen Zahlen miBt, die dann positive Zahlen genannt
werden, und da man die GroBen in der anderen Richtung mittels der gleichen
Zahlen miBt, die man jedoch zur Unterscheidung von den Zahlen der ersten Art
mit einem Zeichen ,,—* versieht und negative Zahlen nennt. SchlieBlich filhrt man
rein formal eine Zahl 0 ein, die die positiven von den negativen Zahlen trennt.
Ohne hier ausfiihrlicher auf die Einfiihrung von solchen ,,relativen Zahlen* einzugehen,
vermerken wir nur, daB ein derartiger Aufbau wohl am natiirlichsten wiire, da
er der Entstehung der negativen Zahlen Rechnung triigt, und daB er sich auch streng
formal durchfithren liBt. So kénnte man zur Konstruktion der ganzen , relativen
Zahlen* eine eineindeut‘irge Zuordnung zwischen den natiirlichen Zahlen a, b, ¢, . . .
und gewissen neuen Objekten &, b, ¢, . . . herstellen, ein neues Objekt O einfiihren
und danach die Summe, das Produkt und die ,,gréBer-Beziehung nach den be-
kannten Schulregeln erkliren, fiir die man dann (durch Betrachtung aller Fille)
die iiblichen Rechen- und Ordnungsgesetze beweist.

Hier wollen wir, um in den ganzen nachfolgenden Ausfiihrungen eine einheitliche
Linie zu wahren, eine andere Konstruktionsmethode benut: Wenn niimlich nach
der Erweiterung in B eine Operation unbeschriinkt ausfiihrbar sein soll, die in 4
nur beschriinkt ausfiihrbar ist, so kénnen wir in B formal nach den gleichen Gesetzen
operieren wie in 4 in den Fiillen, in denen dort die betreffende Operation erklirt
ist. Eine solche formale Ubertragung der alten Gesetze auf den neuen Bereich
fiihrt nun andererseits auch zu einer Konstruktion der gesuchten Erweiterung.
So ist die Differenz @ — b zweier natiirlicher Zahlen stets eindeutig bestimmt durch
das Zahlenpaar a,b. Diese Zahlenpaare werden wir nun geradezu als Ausgangs-
punkt fiir die Konstruktion der ganzen Zahlen verwenden. Der gleiche Gedanke
liegt dann auch der Konstruktion sowohl der rationalen wie auch der komplexen
Zshlen und der rationalen Funktionen zugrunde. Man bezeichnet diese Kon-
struktionsmethode gemeinhin als Theorie der Paare. Wir bemerken noch, da8 in
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allen angefiihrten Fillen die Konstruktion nicht sofort zur gesuchten Erweiterung B
des Bereiches A4 fiihrt. Vielmehr erhilt man zunichst nur einen zu B isomorphen
Bereich B’, der eine zu 4 isomorphe Teilmenge 4’ enthiilt. Die gesuchte Erweiterung
B erhilt man dann aus B’, indem man A’ durch die isomorphe Menge 4 ersetzt.
Bevor wir indes die Konstruktion der ganzen Zahlen nach diesem Muster vor-
nehmen, miissen wir noch einige Bemerkungen iiber die grundlegenden Eigenschaften
der Gleichheit machen.

§ 19. Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen

Unter der Gleichung a = b zwischen Elementen einer gewissen Menge ver-
stehen wir hier stets diejenige Beziehung zwischen den Elementen der Menge,
die im Zusammenfallen der Elemente, also in ihrer Identitiit, besteht.!)

Hieraus ergeben sich allein auf Grund der Logik die folgenden fundamentalen
Eigenschaften der Gleichheit: a) Es ist stets a = a (Reflexives Gesetz oder Satz
der Identitit); b) Wenn a = b ist, so ist auch b = a (Symmetrie); c) Wenn a = b
und b = ¢ ist, so ist @ = ¢ (Transitives Gesetz).

Diese Eigenschaften komnien aber — wie wir bereits wissen — auch anderen Be-
ziehungen zu, nimlich z. B. der Gleichmiichtigkeit 4 ~ B (§ 3), der Ahnlichkeit von
Mengen A = B (§ 5) und der Isomorphie 4 = B (§ 9).

Fiir alle derartige Beziehungen gilt der folgende fundamentale

Satz. Jede in einer Menge M erklirte Aquivalenzrelation a ~ b (in Worten: a ist
dquivalent b), d. h. eine Relation, die die Bedingungen

l) a~a;

2.) wenn a ~b ist, so ist auch b~ a;

3.) wenn a~b und b~c ist, 80 18t auch a~c;
erfillt, definiert eine eindeutig b Einteilung von M in paarweise elemente-
fremde, nicht leere Teilmengen (Aquivalenzkll ) derart, daf alle Elemente ein und
derselben Klasse unteremamicr dqmmlent sind und jeweils Elemente aus verschiedenen

Teilmengen nicht dqus sind.

Umkehrung. Zu jeder Emtellung einer Menge M in zueinander fremde, nicht
leere Teilmengen lipt sich eine Aqui lation definieren, beziglich der die vorge-
gebene Einteilung von M die Einteilung in Aquivalenzklassen ist.

Beweis. a) Vorgegeben sei eine beliebige Aquivalenzrelation. Fiir jedes Ele-
ment a € M verstehen wir unter M, die Menge aller Elemente 2 mit z ~a. Auf
Grund der Bedingung 1.)ist a € M,, d. h., jedes Element von M gehort mindestens
einer dieser Teilmengen an. Seinunb€M, und c€EM,. Dannistb~aundc~a,
also wegen 2.) auch a ~ ¢ und mithin wegen 3.) b ~ c. Es sind also je zwei Elemente
aus M, untereinander iiquivalent. Wenn a ~ b ist, so ist Ms = M,. In der Tat:
Ist ¢ € M,, 80 ist ¢ ~ a, also wegen a ~ b auf Grund von 3.)auch c~b, d. h., es
ist ¢c€M,; ist andererseits c€M,, so ist ¢~ b, auBerdem ist wegen a ~ b auf

1) lee Autoren lehen den Begriff der Gleichheit als einen Begriff an, der keiner Definition,
einer hen Beschreibung unterliegt.
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Grund von 2.) b~ a, also wegen 3.)c ~a, d.h, es ist c€EM,. Hieraus erhalten
wir: Wenn b € M, ist, so ist M, = M), was besagt, daB alle Elemente der Menge M,
glelchermaBen zur Festlegung dieser Menge dienen kénnen. Wenn also M, und M,
eing El t ¢ besit: soist einerseits M, = M,, andererselts M, = M,,
n.lso M, =M, Es konnen also zwei voneinander verschied dieser Mengen kein
gemeinsames Element besitzen, also auch keine untereinander équivalenten Ele-
mente enthalten. Die El te verschied Mengen sind untereinander nicht
dquivalent.

b) Vorgegeben sei eine Emtellung von M in paarweise elementefremde Teilmengen.
Eine Aquivalenzrelation in M werde wie folgt deﬁmert Es sei a ~ b dann und nur
dann, wenn ¢ und b derselben Teilmeng b Einteil jren.
Es ist unmittelbar klar, daB die Aqmva,lenzkla.ssen nach dieser Aqmvs,lenzreltmon
gleich- den Teilmengen der gegeb Einteilung sind.

Der eben bewiesene Ss.tz wird im folgenden wiederholte Anwendung finden.
Er gestattet es, die hier durchgefiihrten Uberlegungen in jedem konkreten Spezial-
fall fortzulassen.

§ 20. Definition des Ringes der ganzen Zahlen

Im Bereich der natiirlichen Zahlen ist die Umkehroperation der Addition, die
Subtraktion, nicht unbeschrinkt ausfiihrbar (§ 16, Satz 1). Wir stellen uns jetzt
die Aufgabe, die Menge N der natiirlichen Zahlen so zu einer Menge C zu er-
weitern, da8 in C' die Addition und die Multiplikation dieselben Eigenschaften
wie im Bereich der natiirlichen Zahlen besitzen, daB aber auch die Subtraktion
immer ausfiihrbar ist. Das bedeutet, daB C ein Ring (§ 7, Definition 1) sein muB.
Unter allen derartigen Erweiterungen wiihlen wir die kleinste im Sinne der nach-
folgenden Definition aus:

Definition 1. Unter einem Ring der ganzen Zahlen verstehen wir einen minimalen
Ring C, der die Menge N aller natiirlichen Zahlen enthilt, d. h. eine Menge mit den
Eigenschaften:1.) Centhdlt N; 2.) Cistein Ring; 3.) Die Addition und die Multiplikation
in C stimmen fiir die in C enthaltenen natiirlichen Zahlen mit der Addition und Multi-
plikation fiir natiirliche Zahlen iiberein; 4.) Der Ring C enthdlt keinen von sich selbst
verschiedenen Unlerring, der auch noch die Menge N enthilt.

Die Elemente von C heifen ganze Zahlen.

Auf Grund dieser Definition ist es kei egs klar, ob es iiberhaupt einen solchen
Ring C gibt, und wenn es einen derartigen Ring gibt, ob er eindeutig bestimmt ist.
Wir zeigen zuniéichst unter Voraussetzung der Existenz eines derartigen Ringes,
daB er bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Satz 1. Ein die Menge der natiirlichen Zahlen enthaltender') Ring C ist dann
und nur dann ein Ring der ganzen Zahlen (d. h. minimal), wenn jedes seiner Elemente
eine Differenz aus natirlichen Zahlen ist.

1) Hier wie auch im fe den soll die Red dung ,,Der Ring C enthilt die Menge der natiir-
lichen Zablen* bzw »Ein gewisser ng ist in einem anderen ent!ulten mu 8o verstanden
w crden, daB dle C b in den T mit den in den

ber

P
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Beweis. A.) Wenn der Ring C die Menge N der natiirlichen Zuhlen enthalt
und wenn jedes Element von C eine Differenz aus natiirlichen Zahlen ist, so ist C
minimal, weil jeder Unterring von C, der gleichfalls die Menge N enthilt, auch
alle Differenzen aus natiirlichen Zahlen enthilt (§ 7, Satz 4) und mithin gleich € ist.

B.) Sei umgekehrt C ein minimaler Ring, der dle Menge der natiirlichen Zahlen
enthilt. In jedem Ring besitzt die Differenz aus Ringelementen die folgenden
Eigenschaften (§ 7, Satz 3):

a) Es ist @ — b == ¢ —d dann und nur dann, wenn a4+d =b ¢ ist:

b) (a—b)-l—(c—d)‘_ (@ +c)—(b+d): m
) (@—b)— (e —d) ='(@ +d) — (b +0):
d) (@ —b) (c —d) = (ac 4+ bd) — (ad + be).

Wenn wir unter R die Menge aller Elemente aus €' verstehen, die Differenzen aus
natiirlichen Zahlen sind, so gehort wegen (1) die Summe, die Differenz und das
Produkt von Elementen aus R wieder zu R, es ist also R ein Unterring von C. Ferner
1éBt sich jede natiirliche Zahl a als Differenz aus zwei natiirlichen Zahlen, etwa in
der Form a = (a + b) — b darstellen, wobei b eine beliebige natiirliche Zahl ist.
Da voraussetzungsgemiB die Operationen in N und C iibereinstimmen, enthilt der
Ring R die Menge N, und folglich ist R = C' auf Grund der Minimalitit von C.
Das besagt aber gerade, daB jede ganze Zahl Differenz aus natiirlichen Zahlen ist.

Satz 2. Alle minimalen Ringe, die dic Menge der natiirlichen Zahlen enthalten, sind
untereinander isomorph, d. h., es gibt bis auf Isomorphie nur einen emz:gm Ring der
ganzen Zahlen.

Beweis. Dazu seien C; und C, beliebige derartige Ringe. Auf Grund des voran-
gehenden Satzes ist jedes Element von C, wie auch jedes Element von C, gleich
einer Differenz aus natiirlichen Zahlen. Wir erkliren nun eine Abbildung f zwischen
den Ringen C, und C,: Wenn ¢, €C, und ¢; = a— b in C| ist, wobei a und b natiirliche
Zshlen sind, und wenn @ — b = ¢, in C,?) ist, so setzen wir f(c,) =¢,. Dabei ist ¢,
unabhiingig von der speziellen Wahl der Zahlen a und . Wenn nimlich auBerdem
¢;=c—d ist, so ist a—b =c—d und mithin wegen (1) a +-d =bh4c in C,
und damit auch in C, (da @ + d und b+~ ¢ natiirliche Zahlen sind — Anm. d. wissen-
schaftl. Red.); folglich ist auch a — b =c¢ — din C,. Entsprechend ist, wennc, % d,
ist, wegen (1) auch f(c,) = f(d,). Da jedes ¢, €C, eine Differenz aus natiirlichen
Zahlen ist und da dasselbe auch in C, der Fall ist, ist f eine eineindeutige Abbildung
von C; auf C, . Auf Grund von b) und d) ist

fley+dy) = f(e)) +f(d;) und f(c,dy) = fle,)f(dy)
fiir beliebige ¢, und d, aus C,, d. h., die Abbildung f ist sogar eineisomorphe Abbildung
zwischen den Ringen C; und C, (§ 9, Definition 2). Wir beweisen etwa die erste
dieser beiden Gleichungen. Dazu sei ¢, =a—b, d, =c¢—d in C;. Dann ist in C,

fley) =a—b, fld) =c—d

und mithin
fle) +fd) =(@—b)+(c—d) =(a+c)— (b +d).

1)Ansc, =a —b und ¢, = a — b kann man kei auf ¢, == ¢, schlieBen, da die Differenz
in C, und C, auf ganz verschiedene Art erklirt sein “kann.




§ 20. Definition des Ringes der ganzen Zahlen 139

Andererseits ist in C;
ey +dy = (@-+c)—(b+d),
d. h., die Elemente ¢, 4 d, €C, und f(c,) + f(d,) € C, sind beide gleich der Differenz

der natiirlichen Zahlen a + ¢ und b +d. Dann ist aber auf Grund der Definition
der Abbildung f in der Tat

Sley+dy) = fley) +f(dy).

Entsprechend beweist man die zweite Gleichung. Damit ist dann der behauptete
Satz in allen Teilen bewiesen.

Bemerkung. Die isomorphe Abbildung f besitzt zusitzlich noch die Eigen-
schaft, daf} sie auf der Menge N gleich der identischen Abbildung ist, d. h., daB bei
der Abbildung von C; auf C, jede natiirliche Zahl in sich iibergefiihrt wird. In der
Tat: Wenn ¢, =a—b in C; und ¢, =a—b in C, ist, so sind, falls a > b ist,
die Elemente ¢, und c, gleich ein und derselben natiirlichen Zahl, es ist also
e =fle)=a—b=q¢.

Satz 3. Jeder Ring R, der diec Menge N der natiirlichen Zahlen enthilt, enthilt auch
einen Ring der ganzen Zahlen.

Beweis. Der Durchschnitt aller die Menge N umfassenden Unterringe des
Ringes R ist ein Unterring von R (§ 8, Satz 6), der gleichfalls die Menge N enthiilt.
Dieser Ring ist minimal, da er (nach Definition des Durchschnitts) in jedem Unter-
ring von R enthalten ist, der die Menge N enthilt. Er ist also auf Grund von De-
finition 1 ein Ring der ganzen Zahlen.

‘Wir haben bisher noch nicht gezeigt, daB es iiberhaupt einen Ring der ganzen
Zahlen gibt, d. h., wir haben noch keinen Ring (noch kein Modell) konstruiert, der
die verlangten Bedingungen erfiillt. Diesem Ziel wollen wir uns jetzt zuwenden.
Satz 1 legt uns bereits die Konstruktion eines der untereinander isomorphen Ringe
der ganzen Zahlen nahe. Wenn niimlich C ein Ring der ganzen Zahlen ist, so sind
alle Elemente von C Differenzen aus natiirlichen Zahlen. Man konnte nun als
Elemente des gesuchten Ringes die Symbole ,,a — b fiir die Differenzen selbst
nehmen. Das ist aber unzweckmiBig, weil auf Grund von (1) unter gewissen Be-
dingungen zwei verschiedene Symbole dieselbe ganze Zahl bezeichnen (es ist
a-—b=c-—d dann und nur dann, wenn a +d = b 4-¢ ist), was unseren Verein-
barungen iiber die Gleichheit widersprechen wiirde (wir wollten unter Gleichheit
stets die Identitiit, das genaue Ubereinstimmen verstehen), und weil ferner die Be-
zeichnung ,,a — b fiir die Subtraktion in dem gesuchten Ring vorbehalten bleiben
soll.

Statt dessen nehmen wir als Ausgangselemente fiir die Konstruktion die geord-
neten Paare (a, b) aus natiirlichen Zahlen. Es sei also M die Menge aller derartigen
Paare. In der Menge dieser Paare erkliren wir eine Aquivalenzrelation derart, da8
#quivalente Paare und nur solche eine und dieselbe Differenz aus natiirlichen Zahlen
des gesuchten Ringes festlegen, indem wir gemaB (1) verlangen, daB

(a, ) ~(c, d) @)

dann und nur dann gelten soll, wenn a +d =b +-c ist.
Ferner erkliren wir in der Menge der Zahlenpaare eine Addition und eine Multi-
plikation entsprechend der Addition und Multiplikation von Differenzen aus natiir-
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lichen Zahlen in dem gesuchten Ringe. Wir setzen also gemiB b) und d) fest:
(@,8) +(c,d) = (a+c,b+d) (&
(a, b) (¢, d) = (ac + bd, ad + bc). (4)
Satz 4. Die Addition und die Multiplikation im Bereich der Paare sind kommutativ,
assoziativ und durch das distributive Geselz miteinander verkniipft.
Beweis. Die behaupteten Eigenschaften folgen unmittelhar aus den entsprechen-

den Eigenschaften fiir die natiirlichen Zahlen und kionnen unschwer nachgepriift
werden. Als Beispiel beweisen wir hier das assoziative Gesetz fiir die Multiplikation:

[(, b) (¢, d)] (e, /) = (ac + bd, ad+ be) (e, f)
= (ace+bde+adf + bef, acf + bdf + ade+ bee);
(@, 0) [(c, d) (e, /)] = (a, b) (ce + df, cf +de)
= (ace+adf+bcf+ bde, acf + ade + bee 4 bdf).
Da die nach den Umformungen erhaltenen Paare iibereinstimmen, ist in der Tat

[(a, b) (c, D)) (e, f) = (a, b) [(c, d) (e, )].

Die oben unter (2) erklirte Aquivalenzrelation erfiillt die Bedingungen 1. bis 3.
des Satzes aus § 19. In der Tat ist

1) (a,b)~(a,b), da a+b=>b+a ist.

2.) Wenn (a, b) ~ (c, d) ist, so ist auch (c, d) ~ (a, b), da mit @ 4-d = b4 ¢ auch
c+b=d-+a ist.

3.) Wenn (a, b) ~ (¢, d) und (c, d) ~ (e, f) ist, so ist auch (a, b) ~ (e, f), da aus
e4+d=b+c und c+f=d+e sofort atdtctf=b+tc+d-4e und
hieraus a + f = b + ¢ (§ 14, Satz 3) folgt.

Die betrachtete Aquivalenzrelation liefert also eine Einteilung der Menge M
aller geordneten Paare von natiirlichen Zahlen in Klassen iquivalenter Paare. Diese
Klassen bezeichnen wir im folgenden durch kleine griechische Buchstaben o, f,
Y 0. ..

Definition 2. Es sei Cy die Menge aller Klassen dgquivalenter Paare der Menge M.
Unter der Summe (bzw. dem Produkt) der Klassen o und B aus C, werde die Klasse
a+ B (bzw. af) ver den, die die S (b2w. die Produkte) aus je einem Paar
der Klasse « und einem Paar der Klasse 8 enthdlt.

Hierbei miissen wir uns, wie in jedem Fall, in dem man Operationen zwischen
Klassen mittels Operationen zwischen ihren Reprisentanten erklirt, davon iiber-

gen, daB das Resultat der Operationen unabhiingig ist von der speziellen Wahl
der Repriisentanten. Offenbar haben wir hierzu den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 5. Wenn (a,, b)) ~ (a5, b,) und (c,, d;) ~ (cy, dy)

18, 80 st

(@1, b1) + (c1, dy) ~ (a3, by) + (cp, dy),
(@3, by) ¢y, dy) ~ (a5, by) (cp, dp).

Beweis. Zunichst zeigen wir, daB aus (a,, b))~ (a,, b,)folgt, daB fiir jedes Paar (c, d)
die Beziehungen (a,,b,) 4 (c, d) ~ (a, by) + (¢, d) und (ay, b,) (¢, d) ~ (ag, b,) (¢, d)
gelten.

Wenn nimlich a, + b, = a, + b, ist, so ist

(@, + )+ (by+ ) = (as+ ¢) + (b4 +d),
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d. h.
(a3, by) + (¢, d) ~ (ay, by) + (¢, d).
Multipliziert man die Gleichung a, -+ b, = a, 4 b, mit ¢ bzw. nach Vertauschung
der Seiten mit d, so erhilt man

a,c+bc =bctae, bjd-tad=a;d+byd.
Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhiilt man
(ayc—+ byd) + (agd—+ bye) = (byc + a;d) 4 (ay¢ + byd)
und damit
(a3, by) (¢, d) ~ (ag, by) (c, d).

Zweimalige Anwendung der eben bewiesenen Beziehungen ergibt unter Benutzung
des bereits bewiesenen kommutativen Gesetzes der Addition bzw. Multiplikation

(@y, by) + (cq, dy) ~ (a5, b)) +(cy, dy) ~ (a5, by) 1+ (Cp, dy)
(a1, b)) (ey, dy) ~ (ag, b)) ¢y, dy) ~ (a5, by) (cz, dy).
Damit ist gezeigt, daB durch Definition 2 in der Tat im Bereich Cy, der Klassen

aquivalenter Paare von natiirlichen Zahlen in eindeutiger Weise eine Addition und
eine Multiplikation erklirt sind.

Satz 6. Die Menge C, bildet beziiglich der angegeb Operati einen Ring.

Beweis. Wir haben zu zeigen, daB in Cy die Axiome I. bis VI. (§ 7, Definition 1)
erfiillt sind. Da die Operationen zwischen den Klassen aus €y mit Hilfe der ent-
sprechenden Operationen zwischen Repriisentanten dieser Klassen erklirt sind, ist
die (:iiltigkeit der Axiome 1., I1., IV., V. und VI. eine unmittelbare Folge aus Satz 4.
Es bleibt also zu zeigen, duB in Cy auch das Axiom TII. erfiillt ist. Dazu betrachten
wir zuniichst einmal zwei beliebige Paare (a, b) und (¢, d). Damit fiir ein gewisses
Paar (2, y) die Gleichung (a, b) 4 (x, y) = (¢, d) erfiillt ist, muB a4+ z =¢ und
b+ y =d sein, d. h., es muB @ < ¢ und b < d sein. Wenn also auch nur eine der
Ungleichungen a 2 ¢ oder b >d erfiillt ist, so kann es kein derartiges Paar (z, y)
geben. Somit ist die Subtraktion im Bereich der Paare nicht unbeschriinkt ausfithr-
bar, die Paare selbst bilden also keinen Ring. Trotzdem bildet die Menge Cy einen
Ring. Es seien uns also Klassen « und § aus C,, vorgegeben, wobei die Klasse & etwa
das Paar (a, b) und die Klasse § das Paar (c, d) enthalten moge. Gesucht ist eine
Klasse y derart, daB a4y =f ist. Wenn (2, y) ein Paar aus der gesuchten
Klasse y ist, so ist es durchaus nicht ndtig, daB die Gleichung (a, b) + (z, y) = (¢, d)
erfiillt ist; vielmehr geniigt es, da die Aqulvalem (@, b) + (=, y) ~ (c, d) besteht.
Setzen wir zuniichst einmal die Existenz eines Paares (z, y) voraus, das die angege-
bene Bedingung erfiillt. Wegen (a+4-z,b+y)~(c,d) muB dann a+z+4d
=b+y+c oder (a+d)+ z = (b+c)+ y sein. Wegen (2) ist das aber gleich-
bedeutend mit (z, y) ~ (b +¢,a +d).

Auf Grund von Satz 5 geniigt es, die Existenz auch nur eines Paares (z, y) nach-
zuweisen, das der Bedingung (a, b) 4- (2, y) ~ (c, d) geniigt. Das Paar (b +4c¢, a 4 d)
leistet nun aber in der Tat bereits das Verlangte, da

@b+ b+c,at+d) =(@+btc,btatd)~(c,d)

ist.
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Damit ist gezeigt, daB es wirklich eine Klasse y gibt, fiir die « 4y = § ist.

Aus der Existenz einer Klasse y mit « 4-y = § folgt bereits auf Grund eines ganz
allgemeinen Satzes (§ 6, Satz 1), daB sie auch eindeutig bestimmt ist.

Wir wollen uns jetzt der Frage nach der Null und den entgegengesetzten Ele-
menten im Ring Cjy zuwenden.

Seiner Definition gemiiB ist das Nullelement von C, diejenige Klasse 0, fiir die
o + 0 = q ist fiir jede beliebige Klasse «. Wenn die Klasse « das Paar (a, b) und die
Nullklasse 0 das Paar (z, y) enthilt, so muB also (a, b) + (2, ) ~ (a, b) sein. Ent-
sprechend dem Beweis des vorangehenden Satzes erhélt man, wenn man dort
(¢, d) durch (a, b) ersetzt:

(r, ) ~(b+a,a+b)=@+batb)=(k1k.
Andererseits gilt aber auch wegen (2) fiir jede natiirliche Zahl k:
(@, b) + (k, k) ~ (a, b).

Die Nullklasse von (g besteht also aus den und nur den Paaren aus gleichen natiir-
lichen Zahlen.

Die zu einer Klasse a entgegengesetzte Klasse — « ist diejenige Klasse, fiir die
a 4 (—a) =0 ist. Enthilt die Klasse o. das Paar (a, b) und die Klasse — a das
Paar (2, ), so ist also (g, b) + (2, y)= (k, k) fur eine gewisse natiirliche Zahl k.
Hier kann man an Stelle des Zeichens ,,~ fiir die Aquivalenz tatséichlich das
Gleichheitszeichen ,,=* schreiben, da wegen (2) alle zu einem Paar (k, k) dqui-
valenten Paare gleichfalls aus gleichen Zahlen bestehen. EsmuBalsoa 42 =b+y
sein, d. h., es muB (z, ) ~ (b, a) sein. Das Paar (b, a) leistet andererseits auch das
Verlangte, weil

(a,b) +(b,a) = (@ +b,b+a)
tatsiichlich der Klasse 0 angehért.

Wir wollen das Paar (b, a) entgegengesetzi dem Paar (a, b) nennen. Dem Uber-
gang von einem Paar (@, b) zu einem zu diesem iiquivalenten Paar entspricht bei dem
zu (a, b) entgegengesetzten Paar der Ubergang zu einem dem entgegengesetzten
Paar dquivalenten Paar. Ferner ist jedes Paar aus der Klasse — « einem eindeutig
bestimmten Paar aus der Klasse « entgegengesetzt. Die zu einer Klasse « entgegen-
gesetzte Klasse — « besteht also aus genau den Paaren, die zu einem Paar aus der
Kilasse o entgegengesetzt sind.

Der von uns konstruierte Ring C, ist isomorph jedem Ring der ganzen Zahlen.
Wenn es nur darauf ankommt, éinen Ring der ganzen Zahlen bis auf Isomorphie zu
kennen, so kann man C, selbst als Ring der ganzen Zahlen ansehen. Wir wollen
hier jedoch erreichen, daB bei der Erweiterung eines vorgegebenen Zahlenbereiches
zu einem neuen der neue Bereich stets eindeutig durch den gegebenen Bereich be-
stimmt ist, d. h., wir wollen aus allen Modellen fiir die Erweiterung ein ganz be-
stimmtes auswihlen. Unter diesen verschirften Bedingungen geniigt der Ring C,
noch nicht der Definition 1, da in C, die natiirlichen Zahlen nicht enthalten sind.
Die Elemente von C, sind vielmehr Klassen von iquivalenten Paaren aus natiir-
lichen Zahlen.

Da die natiirlichen Zahlen selbst noch nicht als Elemente in C, enthalten sind,
hat man, um aus C, einen Ring der ganzen Zahlen (Definition 1) zu erhalten, in C,
die Menge N der natiirlichen Zahlen ,,einzubetten‘.
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Dazu legen wir zuniichst in C, eine der Menge der natiirlichen Zahlen isumorphe
Teilmenge fest. LKine von der Nullllasse des Ringes C, verschiedene Klusse o be-
steht nach dem Gesagten aus Paaren (a, b) von natiirlichen Zahlen, fiir die a 3= b
ist. Wir nennen « eine Klasse erster Art (oder positive Klasse), wenn a > b ist, und
eine Klasse zuciler Art (oder negative Klasse), wenn a < b ist. Diese Definition ist
unabhéingig von der speziellen Wahl des Repriisentanten (a, b) aus der Klasse a.
Wenn namlich (a, b) ~ (c, d) ist, so ist a +d = b+ ¢; wenn also a > b ist, so ist
auch ¢ > d (§ 16, Satz 2), wiihrend aus a < b folgt, daB auch ¢ < d ist. Seien nun
N, bzw. N, die Mengen der Klassen erster bzw. zweiter Art. Wir zeigen, daB die
Menge N, also die Menge der Klassen erster Art beziiglich der Addition und der
Multiplikation der Menge N der natiirlichen Zahlen isomorph ist. Dazu betrachten
wir die folgende eineindeutige Abbildung zwischen den Mengen ¥, und N: Wenn
die Klasse « aus N, das Paar (a, b) enthilt, so ist nach Definition der Klassen erster
Art @ > b. Es gibt also eine natiirliche Zahl k derart, daB a =b 4 k ist (§ 14).
Wir setzen dann fest, daB f(x) = k ist. Diese F ng ist unabhingig von
der speziellen Wahl des Repriisentanten (@, b) aus der Klasse a; ist nidmlich
(@, b) ~(c,d), alsoa+d =>b—+c, so ist wegen a = b+ kdannb+k +d=0b+c,
also in der Tat ¢ =d + k. Bei dieser Abbildung entsprechen weiter verschiedenen
Klassen auch verschiedene natiirliche Zahlen; wenn némlich die Klasse o das Paar
(@, b) und die Klasse B das Paar (c, d) enthiilt und wenn f(x) = f(f) = k ist, so ist
a=b4+k, c=d+k, also

atd+k=b+ktc,a+d=>b+tc, (ab~(d), a=4.

Jede natiirliche Zahl k ist iberdies Bild einer eindeutig bestimmten Klasse « aus
Ny, nimlich der Klasse aller Paare der Form (a + k, a). Die Abbildung f ist also
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von N, auf N (§ 3, Definition 3).

Wir zeigen jetzt, daB die so erklirte Abbildung f ein Isomorphismus beziiglich der
Addition und Multiplikation von N, auf N ist, d. h., daBl die Gleichungen

gelten. f@ +1B) =f @+ B, ff B) =f@p) ®

Wenn die Klasse « das Paar (@ 4 %, a) und die Klasse § das Paar (b 41, b) ent-
hilt, so enthélt die Klasse a 4 8 das Paar (@ +b 4k 4+, a 4 b), und es ist

fe+By=k+1=[)+/f).
Entsprechend enthilt die Klasse «f das Paar
(@+ka) (b+1,b)=(ab+kb+al+kl+ab,ab+kb+ab+al)=(c+kl,c),
wobei ¢ = 2ab 4 al + bk ist. Mithin ist auch

fl@p) =kl =f(@)f(B).

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, endgiiltig einen Ring C'der ganzen
Zahlen zu konstruieren. Die hierfiir notwendigen Uberlegungen verlaufen analog
den entsprechenden Uberlegungen fiir beliebige Ringe (§ 9, Satz 2). Es sei also C
die Menge, die man aus dem Ring C, erhilt, indem man die Klassen erster Art
durch die ihnen vermoge der Abbildung f entsprechenden natiirlichen Zahlen er-
setzt. Wenn wir dariiber hinaus f(o) = « fiir die Klassen zweiter Art und die Null-
klasse setzen ,so erhalten wir eine umkehrbar eindeutige Abbildung von Cy auf C.
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Die Addition und die Multiplikation in C erkliren wir durch die Gleichungen
f@+fB) = fla+p), ff(B) =faph). (5)

Hierbei sollen nach wie vor « und g beliebige Elemente des Ringes C, sein. Dann
sind f(«) und f(B) gewisse Elemente der Menge C. Da die Summe « 4§ und das
Produkt «f fiir die Elemente von C, eindeutig festgelegt sind, wird durch die Glei-

chungen (5') tatsichlich fiir die El te von C eine Addition und eine Multi-
plikation definiert.
Durch die angegebenen F ngen wird also die Menge C zu einem Bereich

mit zwei Verkniipfungen. Die Gleichungen (5') zeigen dariiber hinaus, daB die
Menge C' beziiglich der so erklirten Addition und Multiplikation isomorph dem
Ringe C,, also selbst ein Ring (§ 9, Satz 1) ist.

Satz 7. Der eben konstruierte Ring C ist ein Ring der ganzen Zahlen.

Beweis. Esist zu zeigen, daB C die in Definition 1 am Anfang dieses Paragraphen
festgelegten Bedingungen erfiillt. Es wurde bereits gezeigt, daB 1.) C die Menge N
der natiirlichen Zahlen enthiilt und daB 2.) C ein Ring ist.

Sind k& = f(a) und ! = f(B) natiirliche Zahlen, so sind « und § Klassen erster Art.
Dann stimmen die Gleichungen (5'), die im Ring C die Summe k -7 und das Pro-
dukt k - I festlegen, mit den entsprechenden Gleichungen (5) iiberein, in denen die
Summe bzw. das Produkt auf der linken Seite die Summe und das Produkt von
natiirlichen Zahlen im Sinne der §§ 12, 13 sind. Damit ist gezeigt, daB 3.) die Addition
und die Multiplikation fiir natiirliche Zahlen im Ringe C' mit den iiblichen Opera-
tionen fiir natiirliche Zahlen zusammenfallen.

Wir wollen schlieBlich zeigen, daB jedes Element aus C gleich einer Differenz aus
natiirlichen Zahlen ist. Dazu beachten wir, daB sich jedes Element aus C in der
Form f («) darstellen 1aBt, wobéi « eine Klasse aus C, und f die oben definierte Ab-
bildung ist. Die Klasse « moge dann das Paar (k, !) von natiirlichen Zahlen ent-
halten und es mdge k = f(f) und I = f(y) sein. Nach Definition von f besteht dann
p aus allen Paaren der Form (b 4k, b) und y aus allen Paaren der Form (¢ +1, ¢);
folglich enthélt die Klasse « +y alle Paare (k, 1)+ (c+1,c)=(k+c+1I1+c),
die andererseits gerade in f§ liegen, Es ist also « +y = . GemiB der Definition
der Addition in C, d. h. gemi8 (5')!) ist somit

f@)+f) =fB), d.h. fe) =f(B) —fly) =k—L?

Da nun aber jeder Unterring von C, der die Menge N der natiirlichen Zahlen ent-
hiilt, auch alle Differenzen aus natiirlichen Zahlen enthilt, also mit C' zusammen-
fallt, gilt:

4.) Der Ring C enthilt keinen Unterring, der N enthilt und der von C verschieden
ist.

Wir haben also mit dem Ring C' tatsichlich einen der untereinander isomorphen
Ringe der ganzen Zahlen konstruiert. Seine Elemente (d. h. ganze Zahlen) sind
1.) die natiirlichen Zahlen, 2.) die Zahl 0 in Form der Klasse aller Paare aus gleichen
natiirlichen Zahlen und 3.) alle Klassen zweiter Art, also alle Klassen #iquivalenter
Paare (@, b) von natiirlichen Zahlen mit @ < b. Damit ist die Frage nach der Existenz
eines Ringes der ganzen Zahlen beantwortet.

1) Wir weisen darauf hin, daB man hier nicht etwa die Gleichungen (5) verwenden darf, weil
o nicht notwendig von erster Art zu sein braucht.

%) Firr die in C enthaltenen Klassen zweiter Art und die Nullklasse 0 bedeutet der bewiesene
Sachverhalt, da8 die Klasse, die das Paoar (k, I) enthalt, gleich der Differenz k — I ist.
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So gut dem Leser auch immer der Ring der ganzen Zahlen bekannt sein mag, er
wird sich in dem eben konstruierten Ring C doch nur schwer zurechtfinden. Wir
wollen daher im nachfolgenden Paragraphen eine Reihe von einfachen Eigen-
schaften dieses Ringes studieren und dabei sehen, daB er sich in keiner Weise von
der bekannten G theit der g Zahlen unterscheidet.

§ 21. Eigenschaften der ganzen Zahlen

Bemerkung 1. Fiir die ganzen Zahlen als Elemente eines Ringes gelten zunichst
alle Verkniipfungsregeln, die wir in § 7 fiir beliebige Ringe bewiesen haben. So ist
das Produkt der Null mit einer beliebigen Zahl stets Null [§ 7, (2)], es gelten die
iiblichen Gesetze fiir die Multiplikation [§ 7, (3)] usw.

Satz L. Die natiirlichen Zahlen 1,2, 3, . . ., die Zahl 0 und die Zahlen —1, —2,
—3, ..., also die den natiirlichen Zahlen entgegengesetzien Zahlen, erschopfen bereits
alle ganzen Zahlen, d.h., fir jedes Element a €C gilt einer und nur einer der drei
Jolgenden Félle: a ist eine natirliche Zahl, a = 0 oder — a ist esne natiirliche Zahl.

Beweis. Essei a = f(«), wobei « eine Klasse des Ringes C, ist.!) Wir haben oben
gezeigt, daB o von erster Art, gleich der Nullklasse oder von zweiter Art ist. Diese
Fille schlieBen sich auch gegenseitig aus; ist niémlich (k,I) ein Repriisentant der
Klasse «, so schlieBen sich (§ 14, Satz 1) die Beziehungen k¥ >, ¥k =1 und k <1
gegenseitig aus. Ist o speziell von zweiter Art, so ist k << l. Dann enthilt die zu «
entgegengesetzte Klasse — « das Paar (I, k), wobei dann I > K ist, d. h., dann ist —a
von erster Art. Ferner ist bei dem Isomorphismus f das Bild des entgegengesetzten
Elementes gleich dem entgegengesetzten Element des Bildes, d. h.,

fl—a)=—fl@) =—a.

‘Wenn o von erster Art ist, so ist @ = f(a) nach Definition von f eine natiirliche
Zahl; wenn « = 0 ist, so ist @ = « = 0; wenn « von zweiter Art ist, so ist — & von
erster Art und — a = — f(a) = f(— «) eine natiirliche Zahl.

Satz 2. Der Ring der ganzen Zahlen ist ein Integrititsbereich mit Einselement, und
2war spielt die natirliche Zahl 1 die Rolle des Einselementes.

Beweis. Wir wollen im folgenden, soweit es notwendig erscheint, statt @ auch +a
schreiben. Es soll jetzt gezeigt werden, daB das Produkt ab zweier ganzer Zahlen
nur dann Null ist, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist. Sei also a 40
und b %= 0. Auf Grund des vorangehenden Satzes ist dann a =+ ¢ und b=+ d,
wobei ¢ und d natiirliche Zahlen sind. Also ist ab =4 cd, wobei das Zeichen ,,+
bei gleichen Vorzeichen von @ und b und das Zeichen ,,—* bei ungleichem Vor-
zeichen von a und b steht. Es ist cd 3= 0, weil ein Produkt aus natiirlichen Zahlen
wieder eine natiirliche Zahl ist. Dann ist aber auch ab = 0.

3) Wir verwenden im folgenden zur Bezeich auch ‘der von natiirlichen Zahlen ver-
schiedenen ganzen Zahlen sowohl griechische als auch lateinische Buchstaben
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Ferner ist a - 1 =a fiir jede ganze Zahl a. Falls a eine natiirliche Zahl ist, gilt dies
auf Grund der Definition der Multiplikation fiir natiirliche Zahlen (§13). Fallsa =0
ist, gilt dies auf Grund vona+1=0+1=0=a. Falls a = —b ist, wobei b eine natiir-
liche Zahl ist, gilt dies auf Grund von a-1=(—b):1=— (@G 1)=—b=a.
Damit ist der behauptete Satz bewiesen.

Wir behandeln als niichstes den Begriff der positiven und der negativen Zahl
sowie den Vergleich ganzer Zahlen ihrer Grofle nach.

Satz 3. Der Ring C der ganzen Zahlen kann auf eine und nur eine Weise unge-
ordnet werden (§ 10, Definition 1). Dabei sind die natiirlichen Zahlen simtlich positiv,
waihrend die ihnen entgegengesetzten Zahlen — 1,— 2,— 3, . . . negativ sind.

Beweis. Wir erhalten eine Anordnung des Ringes C, wenn wir alle natiirlichen
Zahlen und nur diese als positiv ansehen. Nach Satz 1 ist dann nimlich entweder
@ positiv, @ = 0 oder — a positiv, d. h., dann ist das Axiom IX. (§ 10) in der Tat er-
fiillt. Da die Summe und das Produkt natiirlicher Zahlen wieder natiirliche Zahlen
sind, so gilt auBerdem auch das Axiom X. Da die natiirlichen Zahlen simtlich
positiv sind, sind die ihnen entgegengesetzten Zahlen simtlich negativ.

Die angegebene Anordnung ist aber auch die einzig mogliche: Dazu sei eine be-
liebige Anordnung des Ringes C vorgegeben. Auf Grund von Axiom IX. ist dann
eine der Zahlen + 1 oder — 1 positiv. Dann ist nach Axiom X. die Zahl 1 =1-1
=(—1) - (—1) als Produkt positiver Zahlen selbst positiv. Damit ist dann aber
auch jede natiirliche Zahl 7 als Summe aus 7 Einsen (§ 15, Satz 2) positiv, so da8 die
entgegengesetzten Zahlen — n wegen Axiom IX. nicht pcsitiv sein kénnen. Nun
bilden aber auf Grund von Satz 1 bereits die Zahlen 0 und + n, wo # alle natiirlichen
Zahlen durchléuft, den ganzen Ring C. Es sind also bei der angenommenen Anord-
nung von C die natiirlichen Zahlen und nur diese positiv, d. h., die betrachtete An-
ordnung von C stimmt mit der am Anfang dieses Beweises eingefiihrten Anordnung
von C iiberein.

Bemerkung 2. Als Elemente eines angeordneten Ringes besitzen die ganzen
Zahlen alle Eigenschaften, die wir in § 10 fiir die Elemente eines beliebigen angeord-
neten Ringes abgeleitet haben. So erhilt man eine Ordnung in der Menge der ganzen
Zahlen, beziiglich der die Zahl 0 kleiner als alle positiven Zahlen und groSer als alle
negativen Zahlen ist, wenn man festsetzt, daB dann und nur dann @ > b sein soll,
wenn a — b positiv ist (§ 10, Satz 1). Fiir diese Ordnung gelten dann die Monotonie-
gesetze und die iiblichen Gesetze fiir das Rechnen mit Ungleichungen (§ 10, Satz 2
bis Satz 4). Ferner kann man den absoluten Betrag | a| einer ganzen Zahl @ als die
positive der beiden Zahlen + a einfithren (siehe § 10, Definition 2), der dann die
iiblichen Eigenschaften besitzt und fiir den die bekannten Rechen- und Vergleichs-
regeln zwischen Zahlen und ihren absoluten Betriigen gelten (§ 10, Satz 8 und die
nachfolgende Bemerkung).

Satz 4. Die Ordnung der natiirlichen Zahlen im Ring der ganzen Zahlen stimmt mit
der tblichen Ordnung der natiirlichen Zahlen (§ 14) iberein.

Beweis. Sind @ und b ganze Zahlen mit @ > b, so ist a — b = k eine positive,
also eine natiirliche Zahl und @ =b - k. Wenn also a und b speziell natiirliche
Zahlen sind, so ist dies gleichbedeutend damit, daB @ > b ist im Sinne der Definition
aus § 14.

Da die Menge aller ganzen Zahlen keine kleinste Zahl enthilt, gilt fiir sie der Satz 8
aus § 14 nicht. Um fiir die ganzen Zahlen eine Behauptung dhnlicher Art aufstellen
zu kénnen, hat man weitergehende Vor tzungen zu hen
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Definition. Eine Menge A von ganzen Zahlen heifit nach oben beschrinkt (bzw.
nach unten beschrankt, baw. beschrinkt), wenn es eine ganze Zahl k gibt derart, daf
k> z (bzw. k < z, bzw. wenn es zwei ganze Zahlen k und ! gibt derart, dap k< a<<1)
Sir alle Zahlen x aus A gilt. Auch die leere Menge soll als beschrinkt gelten.

Satz 5. Jede nichtleere, nach oben (bzw. nach unten, bzw. schlechthin) beschrinkie
Menge A von ganzen Zahlen enthdlt eine grofte (baw. eine kleinste, bzw. eine gropte und
eine kleinste) Zahl.

Beweis. Sei 4 nach oben beschrinkt. Wenn die Menge A eine natiirliche Zahl
enthiilt, so ist die Menge der in A enthaltenen natiirlichen Zahlen nicht leer und be-
sitzt mithin eine groBte Zahl a (§ 14, Satz 2). Offenbar ist in diesen Fall @ auch
groBte Zahl von ganz A. Enthiilt 4 keine natiirliche Zahl, aber die Zahl 0, so ist 0
auch groBte Zahl von A. Enthilt schlieBlich 4 nur negative Zahlen, so ist die
Menge B der zu den Zahlen aus 4 entgegengesetzten Zahlen eine Menge von natiir-
lichen Zahlen, die dann eine kleinste Zahl b enthilt (§ 14, Satz 8), also eine Zahl b, fiir
die b 5 y fiir alle y uus B gilt. Multiplizieren wir alle diese Ungleichungen mit — 1,
so erhalten wir —b > —y oder, wenn wir a = —b und * = — y setzen, a2
fiir alle x aus 4. Ist hingegen 4 nach unten beschriinkt, so ist gemiB der oben ste-
henden Definition B nach oben beschriinkt und enthilt auf Grund des Bewiesenen
eine groBte Zahl b. Dann ist aber @ = — b kleinste Zahl von 4. Ist schlieBlich 4 be-
schrinkt, so ist 4 sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt und enthilt
damit eine griBte und eine kleinste Zahl.

Auf diesem Satz beruhen die verschiedenen Formen der einseitigen und zwei-
seitigen Induktion im Bereich der ganzen Zahlen. So gilt beispielsweise:

Satz 6. Es sei T eine Aussage tiber ganze Zahlen, die fir eine gewisse ganze Zahl a
gilt.

a) Wenn aus der Voraussetzung, daf die Aussage T fiir eine beliebige Zakl x > a
richtig ist, folgt, daf T auch fiir die Zahl x + 1 gilt, so gilt die Aussage T fiir alle
ganzen Zahlen b >a.

b) Wenn aus der Vorausseizung, daf die Aussage T' fiir eine beliebige Zahl x < a
gilt, folgt, daf T auch fiir die Zahl x — 1 gilt, so gilt die Aussage T' fiir alle ganzen
Zahklen b < a.

¢) Wenn aus der Vor tzung, daf fir beliebiges x, und x, mit x, <a < 7, die
Aussage T fir alle Zahklen x mit x, < x < , richtig 1st, folgt, daf die Aussage T
.auch fiir die Zahlen x, und x, gilt, so gilt die Aussage T fiir allc ganzen Zahlen b.

Beweis. Alle drei Behauptungen lassen sich nach éin und derselben Methode
beweisen. Als Beispiel fithren wir den Beweis fiir den Fall ¢) vor. Wiirde unter den
angegebenen Voraussetzungen die Aussage 7' nicht fiir alle ganzen Zahlen gelten,
so giibe es eine ganze Zahl b, fiir die die Aussage T falsch ist. Dann ist sicher b + a.
Es moge etwa b>a sein (im Falle b < a schlieBt man entsprechend); ferner
sei A dieMengeder ganzen Zahlen 2 > a, fiir die die Aussage 7' nicht gilt. Die Menge 4
ist dann durch die Zahl] a nach unten beschriinkt und nicht leer, weil sie nach An-
nahme die Zahl b enthilt. Auf Grund des vorangehenden Satzes besitzt dann die
Menge A eine kleinste Zahl x,. Setzt man etwa @ — 1 gleich z,, so gilt die Aussage 7"
fiir alle ganzen Zahlen x mit z, < x < x,, wobei auBerdem r; < a < 7, ist. Nach
Voraussetzung gilt dann gber T auch fiir x; und r,. Die Zahl z, sollte aber zu A4
gehoren, d. h., fiir x, sollte die Aussage 7 nicht gelten. Damit haben wir einen Wider-
spruch zu unserer Annahme erhalten, womit ¢) bewiesen ist.
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Satz 7. Der Ring der g Zahlen ist archimedisch angeordnet (§ 10, Definition 3),

Beweis. Es seien a und b beliebige ganze Zahlen und b > 0. Ist a <0, so ist
1-b=0b>a. Ist a> 0, so sind a und b natiirliche Zahlen, fiir die wir das Archi-
medische Axiom bereits bewiesen haben (§ 14, Satz 6), d. h., in diesem Falle gibt es
eine natiirliche Zahl n derart, daB n - b > a ist.

Auf die Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen wollen wir hier nicht niher
eingehen. Sie finden sich in dem nachfolgenden Artikel von A. J. CHINTSCHIN.

Kapitel V
DER KORPER DER RATIONALEN ZAHLEN

§ 22. Definition des Korpers der rationalen Zahlen

In diesem Kapitel wollen wir den Kaorper der rationalen Zahlen aufbauen. Die
gebrochenen Zahlen entstanden lange vor den negativen Zahlen bereits im frithen
Altertum. Thre Entstehung war bedingt durch das Messen von GréBen, die sich
nicht als ganzzahlige Vielfache der Mafeinheit ausdriicken lieBen. Wir bemerken,
daB sich die Reihenfolge unserer Untersuchungen von der Reihenfolge, in der der
hier behandelte Stoff in der Schule dargeboten wird, unterscheidet, da wir zuniichst
die ganzen Zatlen eingefiihrt haben und erst jetzt die rationalen Zahlen definieren,
withrend man in der Schule iiblicherweise die negativen ganzen Zahlen erst nach
den (positiven) gebrochenen Zahlen behandelt. Wir haben diesen Weg gewiihlt,
um méglichst schnell zu einem Zahlenbereich (den ganzen Zahlen) zu gelangen,
der einen Ring bildet, um im weiteren die in Kapitel IT dargelegte allgemeine Theorie
anwenden zu konnen. Wir weisen jedoch darauf hin, daB man ohne wesentliche
Veriinderung der Uberlegungen auch die Plitze der in §20 konstruierten ,,relativen
Zahlen'* und der rationalen Zahlen aus dem vorliegenden Paragraphen vertauschen
kann, womit man zu einer Darstellung kommt, die mit der in der Schule iiblichen
Reihenfolge iibereinstimmt

Die Erweiterung der Menge der ganzen Zahlen zur Menge der rationalen Zahlen
verléuft nach den in § 18 fiir beliebige Erweiterungen dargelegten allgemeinen
Prinzipien, wobei die hierfiir nétigen Uberlegungen den Uberlegungen bei der Er-
weiterung der Menge der natiirlichen Zahlen zur Menge der ganzen Zahlen véllig
analog sind. Der Unterschied besteht lediglich darin, daB dort von den Eigenschaften
der Addition die Rede war, withrend wir uns hier mit den Eigenschaften der Multi-
plikation zu beschiiftigen haben.

In der Menge der ganzen Zahlen ist die Umkehroperation der Multiplikation,
die Division, nicht unbeschrinkt ausfithrbar, selbst dann nicht, wenn man voraus-
setzt, daB der Teiler von Null verschieden ist. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe,
den Ring C der ganzen Zahlen zu einer Menge I" zu erweitern, in der eine Addition
und eine Multiplikation erklirt sind, die dieselben Eigenschaften wie die Addition
und die Multiplikation im Bereich der ganzen Zahlen besitzen, in der aber auBerdemn
die Division durch alle vom Nullelement des Ringes C verschiedenen Elemente
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maglich ist. Dies besagt nichts anderes, als daB I” ein Korper (§ 8, Definition 1)
ist. Unter allen derartigen Erweiterungen wihlen wir zudem die kleinste im Sinne
der nachfolgenden Definition aus.

Definition 1. Unter einem Korper der rationalen Zahlen verstehen wir einen
minimalen Korper I, der den Ring C der ganzen Zahlen enthilt, also eine Menge I'
mit folgenden Eigenschaften: 1.) I'" enthdlt die Menge C; 2.) I' ist ein Kirper; 3.) Die
Addition und die Multiplikation in I' stimmen fiir die in I" enthaltenen ganzen Zahlen
mit der Addition und Muliiplikation fir ganze Zahlen tberein; 4.} Der Kérper I'
enthdlt keinen von sich selbst verschiedenen Unterkirper, der ebenfalls noch die Menge C
enthalt. Die Elemente des Korpers I' heifen rationale Zahlen.

Auf Grund dieser Definition ist es keineswegs klar, ob es iiberhaupt einen der-
artigen Korper I' gibt, und wenn es einen solchen Kérper gibt, ob er eindeutig
bestimmt ist. Wir zeigen zunichst wieder unter Voraussetzung der Existenz eines
solchen Korpers, daB er bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Satz 1. (Vgl. § 20, Satz 1.) Ein den Ring C der Zahlen enthaltender?)
Korper I' ist dann und nur dann ein Kérper der rationalen Zahlen (d. h. minimal),
wenn jedes seiner El te ein Quotient aus g Zahlen ist.

Beweis. A.) Wenn der Korper I'" den Ring C der ganzen Zahlen enthélt und jedes
seiner Elemente ein Quotient aus ganzen Zahlen ist, so ist I" minimal, weil jeder
in I' enthaltene Unterkorper, der gleichfalls den Ring C enthilt, auch alle Quo-
tienten aus ganzen Zahlen enthiilt (§ 8, Satz 5) und mithin gleich I ist.

B.) Sei umgekehrt I' ein minimaler Korper, der den Ring der ganzen Zahlen
enthilt. In jedem Kérper besitzt der Quotient (falls die Nenner von Null verschieden
sind) die folgenden Eigenschaften (§ 8, Satz 3):

a) Istbz3=0undd =0, soist % =3 genuu dann, wenn ad = bc ist;

b) wenn b0 und d= 0 ist, so ist 5 & 5 =22E2%

1)
c¢) wenn b0 und d3=0 ist, soist 5':12_%
d) wenn b=+0, ¢ 0 und d == 0 ist, so ist a_ %:-:i‘

Wenn wir unter M die Menge aller Elemente aus I" verstehen, die gleich einem
Quotienten aus ganzen Zahlen sind, so gehéren wegen (1) die Summe, die Differenz,
das Produkt und der Quotient (falls der Nenner von Null verschieden ist) von Ele-
menten aus M wieder zu M, es ist also M ein Unterkérper des Korpers I' (§ 8, Satz 5).
Ferner 148t sich jede ganze Zahl a als Quotient aus zwei ganzen Zahlen, etwa in

heliohi,
5

der Form a = a_bb darstellen, wobei b eine von Null verschiedene ganze Zahl

sein kann. Da aber die Operationen in C und I iibereinsti enthilt folglich
M den Ring der ganzen Zahlen, und 'es ist M = I" auf Grund der Minimalitit von I.
Das besagt aber gerade, daB jede rationale Zahl Quotient aus ganzen Zahlen ist.

*) Hier wie im f den soll das ,,Enthal in' stets so den werden, daB die Ope-
in den Teil mit den henden Operati in den Ob ber-

P P

einstimmen.
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Satz 2. (Vgl § 20, Sntz 2) Alle minimalen Korper, die den Ring C der ganzen
Zahlen enth sind der isomorph, d. k., es gibt bis auf Isomorphie nur
einen einzigen Korper der rationalen Zahlen.

Beweis. Dazu seien I'; und I'; beliebige derartige Korper. Auf Grund des voran-
gehenden Satzes ist jedes Element von J'y wie auch jedes Element von I'y gleich
einem Quotienten aus ganzen Zahlen. Wie folgt erkliren wir eine Abbildung f
zwischen den Korpern Iy und I'y: Wenn ¢, €Iy und ¢, = % in I'y ist, wobeia und b
ganze Zahlen sind, und wenn ¢, = '; in I ist, so soll f(c,) = ¢, sein. Wegen der

vélligen Analogie des weiteren Beweises zum Beweis von Satz 2 aus § 20 beschriinken
wir uns auf den Hinweis, daB aus der obigen Eigenschaft a) die Eineindeutigkeit
der Abbildung f folgt. Aus der Eigenschaft b) erglbt sich

fley+dy) = fle))+f(@y),
und schlieBlich aus der Eigenschaft c)

fleydy) = fe)) f(dy),
beides fiir beliebige Elemente ¢, und d, aus I';. Damit ist dann aber bereits die
Isomorphie der Kérper I'; und I'y bewiesen.
Satz 3. (Vgl. § 20, Satz 3.) Jeder Korper K, der den Ring C der ganzen Zahlen
enthilt, enthilt auch einen Kérper I' der rationalen Zahlen.

Beweis. Der Durchschnitt aller C' enthalienden Unterkdrper von K ist ein
gleichfalls den Ring C' enthaltender Unterkérper von K, der zudem minimal ist,
weil er in jedem in K enthaltenen Unterkorper enthalten ist. Er ist also auf Grund
von Definition 1 ein Korper der rationalen Zahlen.

‘Wir wenden uns jetzt dem Beweis der Existenz eines Korpers der rationalen Zahlen
zu. Wie im Falle des Ringes der ganzen Zahlen geben wir auch hier ein Beispiel
(ein Modell) fiir einen der Definition 1 geniigenden Kérper an.

Die Konstruktion eines der untereigander isomorphen Kérper der rationalen
Zshlen wird wiederum durch Satz 1 nahegelegt, demzufolge die Elemente eines
Kérpers I' der rationalen Zahlen Quotienten aus ganzen Zahlen sein miissen. Uber-
dies werden die Verkniipfungsoperationen fiir diese Quotienten durch die For-
meln (1) festgelegt.

Als Ausgangselemente fiir die Konstruktion des Kérpers der rationalen Zahlen
verwenden wir wie in § 20 geordnete Paare (a, b), jetzt aber aus ganzen Za.hlen,
wobei wir voraussetzen, daB die zweite Zahl b von Null verschieden ist. Es sei
also M die Menge aller dieser Paare. Zwischen den Paaren der Menge M definieren
wir eine Aquivalenzrelation, eine Addition und eine Multiplikation, entsprechend
der Gleichheit, der Addition und der Multiplikation der aus den Zahlen der Paare
bestehenden Quotienten in dem zu konstruierenden Korper. Wir setzen also
gemiB (1) fest, daB

(a, b)~ (¢, d) @
dann und nur dann gelten soll, wenn ad = be ist, und da8
(@, b) + (¢, @) = (ad + be, bd), 3

(@, b) (¢, d) = (ac, bd) (4)
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sein soll. Die Paare auf der rechten Seite von (3) und (4) liegen tatséichlich in M,
weil fiir beliebige ganze Zahlen b und d aus b < 0 und & == 0 folgt, da8 auch bd 4= 0
ist (§ 21, Satz 2).

Satz 4. Die Addition und die Multiplikation der Paare sind kommutativ und
assoziativ, wihrend das distributive Gesetz in Form der Aquivalenz

[(a, )+ (¢, D] (e, ) ~ (a,d) (e, f) + (¢, d) (e, ) (8)
gilt.

Beweis. Alle diese Behauptungen beweist man ittelbar unter B ng
der Eigenschaften der ganzen Zahlen als Elemente eines Ringes (§ 20, Definition 1)
durch Riickgang auf die Definitionen. Als Beispiel filhren wir den Beweis fiir die
Aquivalenz (5) vor: Durch Umformung der rechten bzw. der linken Seite von (5)
erhilt man

[(@, ) + (¢, d)) (e, /) = (ad +bc, bd) (e, f) =(ade +bee, baf),
(a,5) (e.f) +-(c, d) (e, /) = (ae, bf) +-(ce, df) = (aedf +bfce, bfdf),
woraus sich auf Grund ~von Definition (2) unmittelbar die behauptete Aquivalenz
ergibt.

Die Aquivalenzrelation (2) fiir die Paare besitzt die grundlegenden Eigenschaften
einer solchen, nimlich:

1.) (@, b)~ (a, b), weil ab=ba is&.

2.) Wenn (a, b) ~ (¢, d) ist, so'ist (c,d) ~ (a,b), weil aus ad = bc folgt, daB
¢b =da ist.

3.) Wenn (a, b) ~ (¢, d) und (c, d)~ (e, f) ist, so ist (a, b) ~ (e, f); multipliziert
man némlich die Gleichung ad = bc mit f und die Gleichung ¢f = de mit b, so
erhilt man adf = bef = bde, d. h. adf = bde, woraus sich (wegen d == 0) af = be
ergibt.

Die Aquival lation (2) definiert in M eine Einteilung in Klassen dquivalenter
Elemente, die wir im folgenden durch kleine griechische Buchstaben «, 8,9, 4, ...
bezeichnen wollen.

Definition 2. Es sei I'y die Menge aller Klassen dgquivalenter Paare der Menge M.
Unter der Summe (bzw. dem Produkt) der Klassen o und f aus I'y versichen wir die
Klasse a+f (bzw.af), die die Summen (bzw.die Produkte) aus je einem Paar
der Klasse « und einem Paar der Klasse f enthilt.

Wie im vorangehenden Kapitel, so folgt auch hier die Unabhingigkeit dieser
Definition von der speziellen Wahl der Repréisentanten aus den Klassen « und g
aus dem folgenden

Satz 5. Wenn (ay, b)) ~ (ag, by) und (¢, dy) ~ (c,, dy) i8¢, s0 ist

(a3, b) +(¢1, dy) ~ (ag, by) + (¢, ds)
(@1, by) (61, dy) ~ (a5, by) (¢, ).

Beweis. Wie frither (§ 20, Satz 5) hat man nur zu zeigen, daB fiir ein beliebiges

Paar (c,d) die Aquivalenzen

(ay, by) + (¢, d) ~ (a, by) + (¢, )
(a5, by) (¢, @) ~ (as, by) (c, d)

und

gelten.
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Zuniichst ist auf Grund der Definition (2) der Aquivalenz (a,,b;) ~ (as, b,)
a, b, = ayb,.
Multipliziert man diese Gleichung mit d, so ergibt sich
a,b,d = ayb,d.
Addiert man zu dieser, letzten Gleichung b,cb;, so erhilt man
a,b,d + bycby, = aybyd + bych,.
SchlieBlich multiplizieren wir diese letzte Gleichung mit d und klammern die ge-
meinsamen Faktoren der Summanden aus. Dann ergibt sich
(@yd+ byc) byd = (ayd+ byc) byd
und hieraus
(a8 + by¢, byd) ~ (ayd + bye, byd).
Multipliziert man andererseits die Gleichung a,b, = a,b, mit cd, so erhilt man
(@,0) (byd) = (a,0) (byd)
und damit
(ayc¢, by d) ~ (ayc, byd).

Somit wird &lso durch Definition 2 in der Menge I'y der Klassen iiquivalenter
Paare von ganzen Zahlen tatsichlich eine eindeutig bestimmte Addition und Multi-
plikation erklirt. i

Satz 6. Die Menge I'y bildet beziiglich der in Definition 2 erkldrten Operationen
der Addition und Multiplikation einen Korper.

Beweis. Wir haben zu zeigen, daB in I'y die Axiome I. bis VI. (§ 7, Definition 1),
VII. und VIII. (§ 8, Definition 1) erfiillt sind. Da die Verkniipfungen zwischen den
Klassen aus I repriisentantenweise erklirt sind, folgt die Giiltigkeit der Axiome I.,
IL, IV, V.und VI. unmittelbar aus Satz 4. Offenbar enthilt Iy auch. mehr als
ein Element, d. h., das Axiom VIIL ist erfiillt. Ferner gilt in Iy das Axiom III.,
denn wenn die Klasse a das Paar (a, b) und die Klasse § das Paar (¢, d) enthilt, so
geniigt wegen

(@, b) + (bc —ad, bd) = (abd + b%c — abd, b2d) ~ (c, d)
die Klasse y, die das Paar (bc — ad, bd) enthilt, der Gleichung a +y =pg. Damit
ist bereits bewiesen, daB I, ein Ring ist.

Wu' wollen zuniichst die Frage kliren, welche Klassen das Nullelement und die

tzten El te dieses Ringes sind. Zunichst stellt man unmittelbar
iast daB alle Paare der Form (0, b) untereinander dquivalent sind. Andererseits
muB aber auch jedes Paar (r, y), das einem Paar der Form (0, b) dquivalent ist,
diese Form besitzen, da aus zb = y - 0 und b = 0 die Bedingung « = 0 folgt. Somit
bildet die Menge der Paare der Form (0, b) eine Klasse, die offenbar gerade Null-
element von I’y ist. Weiterhin ist klar, daB zu der das Paar (a, b) enthaltenden Klasseo
die Klasse entgegengesetzt ist, die das Paar (—a, b) enthilt. Sie mige mit —a
bezeichriet werden.

Wir wollen jetzt die Giiltigkeit des Axioms VII. in Iy nachweisen. Dazu seien
uns zwei Klassen a und § vorgegeben, wobei zudem o vom Nullelement von Iy
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verschieden sei. Wenn die Klasse « das Paar (a, b) und die Klasse # das Paar (c, )
enthilt, so ist (neben b und d) @ & 0. Mithin gehort das Paar (be, ad) zu der bei
der Definition von Iy betrachteten Menge M, und zwar moge es der Klasse y an-
gehoren. Wegen

(a, b) (be, ad) = (abe, abd) ~ (c, d)

ist dann aber ay = f, womit auch die Giiltigkeit von Axiom VII. nachgewiesen
ist. Es ist also in der Tat Iy ein Kérper.

Wir wollen noch die Frage behandeln, welche Klasse aus Iy Einselement
ist und was die inversen Elemente in I sind. Wenn a¢ = « ist, wo « verschieden
von Null sei und das Paar (a, b) enthalte, also a 3= 0 ist, so ist (a, b) (z, y) ~ (a, b),
also abz =aby, d. h. z =y, wenn (z, y) eine beliebiges Paar aus ¢ ist. Anderer-
seits erfiillen alle Paare (x, ) mit x == 0 die Beziehung

(@, ) (2, ) ~ (a, b).
Die Menge aller dieser Puare bildet also eine Klasse, die in J'y zudem die Rolle des
Einselementes spielt.

Zu der das Paar (g, b) mit a & 0 enthaltenden Klasse « ist die Klasse invers, die
das Paar (b, a) enthilt, da (a, b) (b, a) = (ab, ab) Element der Einsklasse von Iy ist.

Der soeben konstruierte Korper I'y ist zwar zu jedem Korper der rationalen Zahlen
isomorph, aber noch kein Kérper der rationalen Zahlen selbst, da die ganzen Zahlen
nicht unter seinen Elementen vorkommen. Unser Ziel wird es daher sein, den
Ring C der ganzen Zahlen in den Kérper I, einzubetten. Dazu miissen wir zunichst
eine dem Ring C der ganzen Zahlen isomorphe Teilmenge von Iy finden. Hierzu
betrachten wir die Klassen «, die ein Paar (b, c) enthalten, in dem b durch ¢ teil-
bar, also etwa b = ac ist. Offenbar sind je zwei Paare (ac,, ¢,) und (ac,, ¢5) dqui-
valent. Umgekehrt hat aber auch jedes zu einem Paar (ac, c) dquivalente Paar
die Form (ac,, c,), da aus (b, ¢,) ~ (a¢, ¢) zuniichst b, ¢ = ¢,ac und hieraus b, = ac,
folgt. Die betrachtete Klasse a besteht also aus genau den Paaren der Form (ac, ¢),
wobei a eine gegebene ganze Zahl und ¢ eine beliebige ganze Zahl == 0 ist.

Es sei nun C’ die Menge aller Klassen von Paaren (b, ¢) mit durch ¢ teilbarem b.
Jeder Klasse « aus C’ ordnen wir dann die ganze Zahl a zu, fiir die das Paar (ac, ¢)
in der Klasse « liegt. Da fiir beliebiges ¢, und ¢, (ungleich Null) die Beziehung
(acy, ¢,) ~ (acy, ¢,) gilt, wird durch diese Festsetzung eine eindeutige Abbildung
a = f(«) von der Menge C’ in die Menge C' der ganzen Zahlen definiert. Dabei ent-
sprechen {iberdies zwei verschiedenen Klassen auch verschiedene ganze Zahlen und
ist jede ganze Zahl a Bild einer gewissen Klasse, nimlich der Klasse, die das Paar
(ac, c) enthilt. Die Abbildung f ist also eine umkehrbar eindeutige Abbildung von
C' auf C. Daritber hinaus stellt aber f sogar einen Isomorphismus zwischen
C’ und C beziiglich der oben definierten Klassenverkniipfungen einerseits und
der Addition und Multiplikation von ganzen Zahlen andererseits her. Dazu haben
wir zu zeigen, daB

f@ +fB) =fla+B), fl@): f(B) =f(aB) ©

ist. In der Tat: Wenn die Klasse « das Paar (ac,c) und die Klasse § das Paar
(be,¢) enthilt, so enthilt die Klasse «a + 8 das Paar

(ac, ¢) + (be, ¢) = ((a + b)c?, c?)
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und die Klasse af das Paar
(ac, ©) (be, ¢) = (abe?, c?),

'woraus sich
fe+B) =a+b=Ff(a)+f(B)
und
f@p) =ab=f)f(B)
ergeben.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, nun endgiiltig den Korper I
der rationalen Zahlen zu definieren. Es sei n&mlich I" die Menge, die man aus Iy
dadurch erhilt, daB man jede Klasse aus C’ durch die ihr vermdge der Abbildung f
entsprechende ganze Zahl ersetzt. Zur Definition der Operat in I" setzen wir
die Abbildung f auf die ganze Menge I, fort, indem wir f(a) = ¢ fiir alle die Klassen «
ays I, setzen, die nicht in " liegen. Dadurch wird f zu einer umkehrbar eindeutigen
Abbildung von I'y auf I. Dann ké wir die Operati in I" einfach durch
die Gleichungen

F@) +1(B) =f+p), f@):f(B)=F(ap) ™
festlegen. Hierbei sind « und f beliebige Elemente aus I, und folglich f(a) und
f(B) beliebige Elemente aus I. Mithin werden durch die Gleichungen (7) tatsach-
lich Verkniipfungen in I" erklart.

Satz 7. Die Menge I bildet beziiglich der durch die Qleichungen (7) in I' erklirten
Addstion und Multiplikation einen Korper der rationalen Zahlen.

Beweis. Dazu ist zu zeigen, da8 I" die Bedingungen 1.) bis 4.) aus Definition 1
erfiillt.

1.) Nach Konstruktion enthilt I' den Ring C der ganzen Zahlen.

2.) I ist ein K&rper. Die Glemhungen (7), durch die in I' die Addition und die
Multiplikation erklirt wurden, zeigen nimlich, daB die Menge I" beziiglich dieser
Verkniipfungen dem Korper I, isomorph und daher selbst ein Korper ist (§ 9,
Satz 1).

3.) Fiir diein I"enthalt Zahlen sti die Addition und Multiplikation
in I' mit der entsprechenden Operation fur ganze Zahlen iiberein. In der Tat:
Bei der Abbildung f sind die ganzen Zahlen die Bilder der Elemente der Teilmenge
€’ von I'y; sind aber « und $ Klassen aus €', so stimmen fiir sie die Gleichungen (7)
mit den Gleichungen (6) iberein, in denen die Addition bzw. Multiplikation suf
der linken Seite die in § 20 definierten Verkniipfungen zwischen ganzen Zahlen sind.

4.) Der Korper I' der rationalen Zahlen enthilt keinen von sich selbst verschiedenen
Unterkorper, der den Ring C der ganzen Zahlen enthilt. Hierfilr beweisen wir,
deB jedes Element von I' ein  Quotient aus ganzen Zahlen ist. Dazu beachten wir,
daB sich jedes Element aus I" in der Form f(«) darstellen 1aBt, wo o eine gewisse
Klasse aus Iy ist. Diese Klasse « moge etwa dag Paar: (k1) ganzer Zahlen ent-
halten, wobei I 3= 0 ist. Ferner sei k = f(f) und [ =f(y). Auf Grund der Defi-
nition der Abbildung f besteht dann § aus allen Paaren der Forin (Kc,¢) und y
aus allen Paaren der Form (lc, ¢). Folglich enthilt die Klasse «y das Paar

(k, ) (Ie, c) = (klc,le) ~ (ke, ),
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d.h,esist ay =f. Auf Grund der Definition der Multiplikation in I" [zweite der
Gleichungen (7)] erhélt man daraus f(«) - f(y) = f(), es ist also in der Tat
=B _*
J@=%6)=1"
‘Wenn also ein beliebiger Unterkérper des Korpers I" alle ganzen Zahlen und damit
auch alle Quotienten aus ganzen Zahlen enthilt, so enthilt er nach dem Bewiesenen
den Korper I" und ist mithin gleich I

Damit ist der behauptete Satz in allen Teilen bewiesen.

Im Verlauf der gehenden Uberleg haben wir einen der untereinander
isomorphen Kdrper der rationalen Zahlen konstruiert. Seine Elemente sind einmal
die ganzen Zahlen und zum anderen die Klassen dquivalenter Paare (a, b) von ganzen
Zahlen, in denen b 3= 0 und a nicht durch b teilbar ist. Hiermit haben wir die Frage
nach der Existenz eines Korpers der rationalen Zahlen, d. h. eines Kérpers, der die
Definition 1 erfiillt, beantwortet. Es bleibt noch iibrig, fiir die rationalen Zahlen
die iiblichen Bezeichnungen durch Briiche emzuﬁi]nen und zu zexgen, da.B die so
konstruierten Zahlen die gewdhnlichen, all, i ten Eigenschaften besit

)
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Wir wollen zuniichst fiir die als El te des im vor henden Paragraphen
konstruierten Korpers I' definierten rationalen Zahlen die tbliche Bezeichnung
durch Briiche einfiihren. Wir haben gesehen, daB jede rationale Zahl e Bild einer
gewissen Klasse o des Kérpers Iy, also @ = f(«) ist. Nun ist ]ede Klasso emdeutlg
durch jedes beliebige in ihr enthaltene Paar (k, ) von
wobei definitionsgemdB I <=0 ist. Somit legt jedes dera.ﬁ.xge Paar (k,I) in ein-
deusiger Weise eine rationale Zahl a fest. In diesem Sinne wollen wir im folgenden

zur Bezeichnung der Zahl a die Schreibweise -? verwenden. Die Zeichen %, wobei

k und ! ganze Zahlen sind und ! 5= 0 ist, sollen Briiche genannt werden.?)
Wir haben andererseits das Zeichen | zur Bezeichnung des Quotienten aus k

und [ im Kérper I benutzt. Dies kann jedoch nicht zu Verwechslungen fithren.
Wenn némlich @ = f(«) ist und die Klasse « das Paar (k, I) enthilt, so ist (wie wir
am Ende des vorangehenden Paragraphen gezeigt haben) a = %, wobei jetzt % der

Quotient aus k und ! im Kérper I"ist. Nach dem Gesagten bezeichnen alle Briiche,
die man aus den Paaren einer Klasse a erhiilt, dieselbe rationale Zahl @ = f(x).

1)Im Gegensatz zur iiblichen Auffassung der Brhehe als Z&hlen emer besonderen %1]
werden hier die Briiche nicht als Zahlen, s als Z er Zahlen
angesehen. In der Tat kénnen verschiedene Briiche ein und dleselbe Zshl bezeaimen So ist

%-=%_ % « (Hierbei bezeichnet das Gleichheitszeichen jedoch nun nicht die Identitit
der Briiche — die Briiche sind Zeichen! —, die Identitat der durch sie bezeichneten

rationalen Zahlen. — Anm. d. wunnachaﬂl Iled)



156 Der Korper der rationalen Zahlen

Somit ist auf Grund der Definition der Aquivalenz (2) von Paaren

a 4

53 m
dann und nur dann, wenn ad = bc¢ ist. Als fund tale Eigenschaft der Briiche
folgt hieraus, daB fiir jedes ¢ = 0

5=be @

ist. Auf dieser Eigenschaft beruht bekanntlich das Kiirzen von Briichen und die
Moglichkeit, verschiedene Briiche auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen.

‘Wir bemerken, daB a = % eine ganze Zahl ist, wenn k durch [ teilbar ist. Als
einfachste Darstellung einer ganzen Zahl a in Form eines Bruches erhalten wir

dementsprechend die Darstellung a = %. Neben der Bezeichnung der ganzen Zahlen

durch Briiche soll jedoch auch die frithere Bezeichnungsweise beibehalten werden.
: 15 5
6 4 2 - -
3=5=1=2 F=TF=-5

Da jeder Bruch % eine wohlbestimmte rationale Zahl, nimlich den Quotienten

der Zahlen & und ! im Korper I, bezeichnet, gelten fiir die Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division der durch Briiche bezeichneten Zahlen die Regeln (1)
b), ¢), d) aus § 22, also die bekannten Verkn\ipfungsregeln fiir Briiche.
Eine rationale Za,hl die keine ganze Zahl ist, wollen wir eine gebrockene Zahl
(wir unterscheiden also in der Terminologie wohl zwischen einem ,,Bruch“
und einer ,,gebrochenen Zahl*). Die G theit der rationalen Zahlen setzt sich also
aus den ganzen und den gebrochenen Zahlen zusammen.

Bemerkung 1. Fir die rationalen Zahlen als Elemente des Kﬁrpers T gelten
alle die in den Paragraphen 7 und 8 fiir die El te eines beliebi oder
Korpers bewiesenen- Siitze. So also u. a. bei der Multiplikation die ‘bekannten Vor-
zeichenregeln [§ 7, (3)]. Ferner gibt es in I" ein Einselement, welches iibrigens gleich
der Zahl 1 ist, da diese vermoge des Isomorphismus f der Einsklasse von Iy zu-
geordnet ist [weil namlich diese Klasse sus allen Paaren (c, ¢) = (c - 1, ¢) mit ¢ 3= 0

besteht]. Uberdies gibt es zu jeder Zahl > & =+ O eine inverse, die gleich der Za.hl -

ist. SchlieBlich gibt es in I" keine Nullteller (§ 8, Satz 1) usw.

Wir wenden uns als nichstes der Frage nach der Anordnung des Korpers der
rationalen Zahlen zu.

Satz 1. Der Kérper I' der rationalen Zahlen kann auf eine und nur eine Weise
angeordnet werden. Bei dieser Anordnung ist eine Zahl a = 'Ii" dann und nur dann
positiv, wenn die ganze Zahl k1 positiv ist. Fiir die in I" enthalienen ganzen Zahlen
stimmit diese Anordnung mit der friheren (§ 21, Satz 3) Anordnung der ganzen Zahlen
uiberesn.

Beweis. Eine rationale Zahl a =!;- mit k 3 0 werde als positiv angesehen,
wenn k und ! gleiches Vorzeichen besitzen, wenn also beide positiv oder beide negativ
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sind. Es soll also a =% dann und nur dann positiv (in Zeichen: a > 0) sein, wenn
kl > 0 ist im Sinne der Anordnung der ganzen Zahlen. Diese Festsetzung ist un-

bhingig von der iellen Wahl des zur Bezeichnung von a b ten Bruches.
Wenn nimlich a = L= lil: und k, !, > 0 ist, so ergibt sich nach Multiplikation dieser
letzten Ungleichung mit der positiven ganzen Zahl I3

kW = (kL) (W) = (k) (hh) = kLIF> 0
und hieraus auf Grund von I} > 0 die Ungleichung k,/y > 0 (§ 10, Satz 3).
Diese Definition der positiven rationalen Zahlen erfiillt, wie wir sofort sehen werden,

die Axiome IX.und X.aus § 10.

Dazu sei a = % Da fiir die ganzen Zahlen das Axiom IX. erfilllt ist, gilt einer
und nur einer der drei nachfolgenden Fille:
kl>0, k=0, —kl>0.
Wenn kI > 0 ist, so ist a > 0; wenn k! = 0 ist, so ist £ = 0 und mithin ¢ = 0;

wenn —kl > 0 ist, so ist —a =_—l‘5 > 0. Also gilt das Axiom IX. auch fir die
rationalen Zahlen.

Wenn

al=%‘>0 und a,=’:—:>0

ist, so ist auch

k
a,+a,=-k‘—l'£;.—’l‘>0,

weil
(kyly + koly) Lily = (kyly) 13+ (Kels) 13 > 0
ist. Ebenso ist auch

k
a,a, =%> 0,

weil
(kykeg) (lg) = (ky1y) (Ryl) > 0

ist. Es gilt also fiir die rationalen Zahlen auch das Axiom X. Damit ist gezeigt,
daB vermdge der obigen Festsetzung der Korper I' ein angeordneter Korper ist.

Man sieht unmittelbar ein, da8 die Giiltigkeit der Axiome IX. und X. sich von
einem beliebigen Ring oder Kérper auf jeden seiner Unterringe iibertrigt. Daher
erzeugt die obige Anordnung des Korpers der rationalen Zahlen eine ganz bestimmte
Anordnung des in ihm enthaltenen Ringes C der ganzen Zahlen. Nun a8t sich aber
der Ring der ganzen Zahlen nur auf eine einzige Weise anordnen (§ 21, Satz 3),
d. b, beziiglich jeder Anordnung des Kérpers der rationalen Zahlen (also auch
speziell beziiglich der oben betrachteten) stimmt die Anordnung der im Korper
der rationalen Zahlen enthaltenen ganzen Zahlen mit der fritheren Anordnung des
Ringes C (§ 21) iiberein.
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‘Wir wollen nun zeigen, da8 die oben erklirte Anordnung des Korpers der rationalen
Zahlen auch die einzige ist. Dazu sei uns eine beliebige Anordnung des Kérpers
der rationalen Zahlen vorgegeben. Diese muB nach dem Gesagten fiir die in I”
enthaltenen ganzen Zahlen mit der Anordnung der ganzen Zahlen aus § 21 iiber-

einstimmen. Wenn nun 7 > 0 ist im Sinne der vorgegebenen Anordnung, so ergibt

sich nach Multiplikation dieser Ungleichung mit 72 > 0, daB kI > 0 im Sinne der
vorgegebenen Anordnung, also auch im Sinne der Anordnung der ganzen Zahlen

sein muB. Ist umgekehrt &I > 0, so muB auch % > 0 sein, weil anderenfalls — % =0
wire, woraus sich nach Multiplikation mit 72 > 0 die Ungleichung —k! =0 ergiibe,
was der Voraussetzung kI > 0 widerspricht. Es ist also eine rationale Zahl a =%

im Sinne der vorgegebenen Anordnung dann und nur dann positiv, wenn die ganze
Zahl k! positiv ist. Die vorgegebene Anordnung stimmt also — wie behauptet —
mit der oben betrachteten Anordnung der rationalen Zahlen iberein.

Bemerkung 2. Die rationalen Zahlen besitzen also alle Eigenschaften der Ele-
mente eines angeordneten Kérpers, wie wir sie in § 10 dargelegt haben. So erhilt
man eine Ordnung des Korpers der rationalen Zahlen, wenn man festsetzt, daB
dann und nur dann @ > b sein soll, wenn a — b positiv ist. Beziiglich dieser Ord-
nung ist die Zahl 0 kleiner als alle positiven und gréBer als alle negativen rationalen
Zahlen (§ 10, Satz 1). Fiir diese Ordnung gelten ferner die Monotoniegesetze und
die bekannten Rechenregeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen (§ 10, Satz 2 bis
Satz 4). Der Korper der rationalen Zahlen ist als angeordneter Korper von der
Charakteristik O (§ 10, Satz 6). SchlieBlich kann man auch fiir die rationalen Zahlen
den absoluten Betrag einer Zahl a als die nichtnegative der Zahlen +a definieren
und fiir diesen die iiblichen Vergleichsregeln (Dreiecksungleichung usw.) sowie die
Regeln fiir die Riickfilhrung des Rechnens mit Zahlen auf das Rechnen mit ihren
Betriigen beweisen (§ 10, Sdtz 8 und die nachfolgende Bemerkung).

Es sei nun X ein beliebiger Korper der Charakteristik Null (§ 8, Definition 2) und e
das Einselement von K. Wir definieren dann das Produkt az eines Elementes z

des Kérpers K mit einer rationalen Zahl a auf folgende Weise: Wenn a = %isc,
wobei k und ! ganze Zahlen sind und I 0 ist, so ist auch le==0, und wir kénnen
_k ke _
ae=ge=g. azx = (ae)x
setzen. Falls a eine ganze Zahl ist, stimmt diese Definition mit der entsprechenden

Definition aus § 7 iiberein. Wenn némlich a = %ist, so ist al =k und wegen (3)
aus § 7

(ae) (le) = (al) e = ke,
also ae = I;—:; mithin ist (a¢) x = a(ex) = az, d. h., fiir ganzzahliges a stimmt diese
neue Definition in der Tat mit der Definition aus § 7 iiberein.

Die Elemente der Form ae heiilen ganze bzw. rationale Elemente des Korpers K,
je nachdem, ob a eine ganze oder eine rationale Zahl ist.
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Satz 2. Jeder KorperQ der Charakteristik Null enthdlt einen und nur esnen dem Korper
T der rationalen Zahlen isomorphen Unterkirper I1. Dieser Unterkirper IT besteht aus
allen rationalen Elementen ae des KorpersQ, und es gibt nur-eine isomorphe Abbildung
von I1 auf I', nimlich die Abbildung, die dem Element ae die rationale Zahl a zuordnet.
Demzufolge besitzt speziell der Korper der rationalen Zahlen keine von sich selbst ver-
schiedenen Unterkirper, d. h., I ist Primkorper (§ 8, Deﬂnmon 4), und es gibt nur esne
isomorphe Abbildung vornl"auf.nch gmlich die idents. Abbildung. Der Korper @
i8t ferner isomorph einem Korper P, der den Kirper I als U'nlerlaorpcr enthdlt, wobes.
jede isomorphe Abbildung von Q auf P die Elemente von I in der oben beschriebenen
Weise auf die Elemente von I' abbildet. Ist der Korper @ auperdem angeordnet, so kann
auch der Korper P angeordnet werden und zwar so, dap ein Isomorphismus von P
auf Q die Anordnung erhilt.

Beweis. Zunichst gilt fiir beliebige ganze Zahlen m und = [§ 6, (6) und § 7, (5)]
%) me-+ne = (m+n)e, (me)(ne) = (mn)e.
Da die Charakteristik von @ gleich Null sein sollte, ist ne == 0 fiir jedé ganze Zahln == 0.
Ist also m 3=7n so ist m — n 3= 0 und mithin me — ne = (m — n) ¢ %= 0. Daraus
folgt, daB die Zuordnung n <> ne eine umkehrbar eindeutige Abbildung zwischen
dem Ring C der ganzen Zahlen und der Menge S der ganzen Elemente von @, und
wegen a) sogar ein Isomorphismus ist.

Ebenso folgen aus a) und den Regeln fiir die Addition und die Multiplikation von
Quotienten in einem Korper [§ 8, Satz 3b) und c¢)] fiir beliebige rationale Zahlen

a= % und b = '£ die Gleichungen

b) ae+be=(a+b)e, (ae)(be)=(ab)e,
weil
me _ (ke)(ne)+ (le) (me)  (kn-Im)e
ae+be= ne (Te)(ne) (In)e @+be,
ke me - (ke)(me)  (km)e _
(ae) (be) =75 ¢ @e) (ne) (nmye (ab)e
ist.
Wenn a —% == 0 ist, so ist & == 0 und mithin ae = e 4: 0. Hieraus folgt genau

wie oben, da8 mit @ == b auch ae = be ist. Daher ist dxe Zuordnung a <> ae eine
umkehrbar eindeutige Abbildung von dem Kérper I auf die Menge 7 der rationalen
Elemente von @, die wegen b) sogar ein Isomorphismus ist. Da I" ein Kérper ist,
ist dann auch I7 ein Korper (§ 9, Satz 1).

Sei nun I auf irgendeine Weise isomorph auf einen gewissen Unterkorper /I’ des
Korpers Q abgebildet. Der Zahl 1 entspricht dann notwendig das Einselement e des
Korpers Q. Auf Grund der Isomorphie-Eigenschaften ist dann aber auch

=14 4+leret-+-+e=nmne

und
—n<>—ne=(—n)e, 06>0=0-¢

(in der letzten Zuordnungsvorschrift steht links die Zahl 0 und rechts das Null-
element von Q). Es ist also n <> ne fiir jede ganze Zahl »n. Dann ist aber auch
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a= '2 - ’-"f = ae fiir jede rationale Zahl ¢ = '—" Folglich ist /I’ gleich IT und
]edar Isomorplnsmus zwischen I” und I7 gleich dem Isomorphismus a <> ae.

Da der Kérper @ den zu I' isomorphen Kérper IT als Unterkérper enthalt, ist @
isomorph dem Kérper P, den man erhilt, wenn man in @ die Elemente von /T durch
die ihnen entsprechenden Zahlen aus I’ ersetzt (§ 9, Satz 2). Hierbei muB jeder
Isomorphlsmus von P auf Q fiir die Elemente aus T mit dem oben angegebenen

iiberei weil I" nur dem Unterkdrper /T von Q isomorph ist
und es zudem nur eine isomorphe Abbildung von I" auf 17 g‘lbt

Ist schlieBlich der Korper @ angeordnet und y = f(z) eine beliebige isomorphe
Abbildung von P auf @, so erhilt man — wie man leicht einsieht — eine Anordnung
des Korpers P, wenn man diejenigen Elemente x aus P als positiv auszeichnet, deren
Bilder y = f(x) in @ positiv sind. Es ist klar, daB sich diese Anordnung bei dem
Isomorphismus f iibertriigt.

Damit ist der behauptete Satz in allen Teilen bewiesen.

Dieser Satz zeigt, daB unter allen Korpern der Charakteristik Null der Korper
der rationalen Zahlen im angegebenen Sinne minimal ist. Wenn wir diese Kéorper
nur bis auf Isomorphie betrachten, so konnen wir sagen, daB der Korper der
rationalen Zahlen Unterkorper jedes Kérpers der Charakteristik O ist.

Satz 3. Der Korper I' der rationalen Zahlen ist (bezilglich seiner einzig moglichen
Anordnung) archimedisch angeordnet.

Beweis. Zum Nachweis der Giiltigkeit; des Archimedischen Axioms in I” brauchen
wir — wie in jedem angeordneten Kérper — nur zu zeigen, daB es zu jeder rationalen
Zahl ¢ eine natiirliche Zahl n gibt, die groBer als ¢ ist. Dann gibt es namlich zu

jedem @ und & mit b > 0 eine natiirliche Zahl » mit n > %, woraus sich nach Mul-
tiplikation mit b sofort nb > a ergibt.

Sei also a eine beliebige rationale Zahl. Ist a <0, so ist n > a fiir jede natiirliche
Zahl n. Ist hingegen a > 0, so liB¢ sich a als Bruch der Form a = 4 7 darstellen,

wobei k und I natiirliche Zahlen sind. Wenn némlich a > 0 ist, so ist uuf Grund von
Satz 1 das Produkt kI >0, d. h., k und [ besitzen glei Vorzeichen, wobei nach
(2) das Vorzeichen von % und ! noch gleichermaBen verindert werden kann. Wenn
aber 1 >1 ist, so ist wegen a > 0 die natiirliche Zahl k = al > a, woraus sich fiir
n =k + 1 die Ungleichung n > a ergibt, was zu beweisen war.

Eine Teilbarkeitstheorie ist im Kérper der rationalen Zahlen, wie auch in jedem
anderen Korper, ohne Interesse und fithrt nur zu dem SchluB, daB jede Zahl durch
jede andere von Null verschiedene Zahl teilbar ist.

Fiir die Anwendungen der Mathematik in der Technik und den anderen Wissen-
schaften bendtigt man durchaus nicht alle rationalen Zahlen, sordern kann sich bei-
spielsweise auf diejenigen Zahlen beschriinken, die sich in der Form endlicher Dezimal-
briiche darstellen lassen. Bei allen Messungen und bei Berechnungen a.ngewa.ndter
Natur braucht man jeweils das Resultat nur bis zu einem gewi ad
zu kennen. Durch die Zahlen der genannten Art kann man aber in der Tat bereits
jede beliebige Genauigkeit erreichen. Zur Prizisierung dieser Behauptung geben
wir zuniichst die folgende

Definition. Vorgegeben sei eine natiirliche Zahl n. Alle Zahlen der Form mn*, wo-
bei m undk beliebige ganze Zahlen sind, nennen wir n-adisch rational oder kurz n-rational.
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Im Falle n = 2, 3, 10 sprechen wir speziell von dyadisch-, triadisch- bzw. deka-
disoh-rationalen Zahlen.

Fiir k = 0 ergibt sich, daB jede ganze Zahl n-rational ist, wie auch immer die
natiirliche Zahl n gewihlt ist.

Im folgenden werden wir zeigen, daB man bei allen Niherungsrechnungen die
rationalen Zahlen durch die n-rationalen Zahlen ersetzen kann. Wir beweisen die
nachfolgenden beiden Behauptungen nicht speziell fiir den Korper I' der rationalen
Zahlen, sondern gleich in einer etwas allgemeineren Form, in der wir sie im nach-
folgenden Kapitel bendtigen werden.

Satz 4. Vorgegeben sei ein archimedisch angeordneter Kirper K, der den Korper I'
der rationalen Zahlen enthdlt. Ferner sei a ein Element aus K und n eine beliebige
natiirliche Zahl groPer als 1. Dann gibt es zu jeder ganzen Zahl k eine ganze Zahl m
derart, daf

mnt < a < (m 4 1)n*
28t.

Beweis. Aus n>1 >0 folgt, daB n* >0 ist. Weil voraussetzungsgemiB K
archimedisch angeordnet ist, gibt es natiirliche Zahleu I, und [; derart, daB I, n* >a
und /, n* > —a, also (— 4,) n* < a ist. Folglich enthilt die Menge 4 der ganzen Zahlen
1, fiir die In* < a ist, die Zahl —I,, ist also nicht leer. Ferner ist diese Menge 4
nach oben beschrinkt, weil man aus In* < a << I, n* sofort auf [ < I, schlieBen kann.
Daher enthilt die Menge A eine groBte Zahl m (§ 21, Satz 5). Dann gehért also m
zu A, withrend die Zahl m + 1 > m nicht mehr zu 4 gehért. Nach Definition von
A ist dies gleichbedeutend mit

mnt < a< (m -+ 1)nk,
was zu beweisen war.

Satz 5. Vorgegeben sei ein archimedisch angeordneter Korper K, der den Kérper I'
der rationalen Zahlen enthilt. Ferner sei n eine beliebige natiirliche Zahl grofer als 1.
Dann gibt es zu jedem positiven Element a des Kiorpers K eine natiirliche Zahl k derart,
dap 3 <a iat.

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB fiir jede natiirliche Zahl #» > 1 und jede ganze
Zahl k die Ungleichung

>k @)
gilt.
D& stets n* > 0 ist, gilt diese Ungleichung fiir alle ganzen Zahlen k <0. Fiir die
h Zahlen, also fiir die natiirlichen Zahlen beweisen wir sie bei ge-
gebenem n duroh vollstandige Induktion iiber k. Wegen n! =2 > 1 gilt sie filr
k = 1. Wenn diese Ungleichung fiir die natiirliche Zahl k gilt, wenn also n* > k ist,
80 ist

Wl =n. 2t >nk22k=k+k=k+1,
d. h., unsere Ungleichung gilt auch fiir ¥ +4-1.
Wenn nun @ >0 ist, so gibt es auf Grund des Archimedischen Axioms eine natiir-

liche Zahl k mit 1 << ka. Wegen (3) ist dann aber auch 1 < n*a. Multipliziert man
diese Ungleichung mit n—* > 0, so erhélt man n—* < a, was zu beweisen war.
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Wir weisen darauf hin, daB wegen Satz 2 die letzten beiden Sitze auch in be-
liebigen archimedisch angeordneten Kérpern K gelten, sofern man in ihrer For-
mulierung die rationalen Zahlen durch die rationalen Elemente von K (also die
Zahlen r durch die Elemente re, wobei e das Einselement von K ist) ersetzt.

Aus den Sitzen 4 und 5 folgt, daB bei allen Nﬁhenmgsrechnungen an Stelle der
rationalen Zahlen n-rationale Zahlen mit einem beliebi > 1 genc werden
kénnen. Insbesondere lassen sich hierzu die durch endhohe Dezimalbriiche dar-
gestellten Zahlen (n = 10) verwenden, was auch in der Praxis hiiufig gesclneht Wir
wollen dies hier noch etwas niither ausfithren: Man sa.gt, das Resultat einer Rech-
nung sei durch rationale Zahlen mit einer G igkeit ¢ festgelegt, wobei ¢ eine
rationale Zahl > 0 ist, wenn man zwei rationale  Zahlen ¢ und b mit b > a (die
untere bzw. obere Fehlergrenze der Rechnung) gefunden hat derart, daB b—a < ¢
ist und das Ergebnis der Rechnung zwischen @ und b liegt. Auf Grund von Satz 5
gibt es dann eine ganze Zahl k mit

r - ¢—(—a)
<L

Ferner kann man nach Satz 4 zwei ganze Zahlen [ und m finden derart, da8
a=In*"< a<(I+1)n* und (m—1)n* <b<mnt=b,
ist. Da nach Konstruktion von @, und &, das Intervall (a,, b,) das Intervall (a, b)

umfaBt, liegt das Ergebnis der Rechnung zwischen @, und b,. Dariiber hinaus ist
aber auch

by—a,=(b,—0b)+(b—a)+(a—a,)
Swtb—a)+r<p—o+2 "0, g

d.h., die n-rationalen Zahlen @, und b, approximieren das Ergebnis der Rechnung
mit demselben Genauigkeitsgrad ¢ wie die rationalen Zahlen ¢ und b. Durch ent-
sprechende Uberlegungen kann man ibrigens auch die Zahl ¢ noch durch eine
n-rationale Zahl ersetzen.

Fiir die genaue Darstellung des Ergebnisses einer Rechnung sind jedoch im all-
gemeinen nicht nur die n-rationalen Zahlen, sondern sogar alle rationalen Zahlen
unzureichend.

Gesucht sei z. B. die Linge einer Strecke M N beziiglich der Strecke 4 B als
Einheitsstrecke. Die gesuchte Linge stellt sich dann als das Verhiltnis der Strecken
M N und 4 Bdar. Sind die Strecken 4 B und MN iiberhaupt vergleichbar (kommen-
surabel), so gibt es ein GrundmaB OD, welches p mal in MN und ¢ mal in 4B ent-

halten ist. Dann ist das Verhaltms MN:AB = Z eine rationale Zahl. Ist umgekehrt
das Verhltnis MN : AB = Z rational, so erhilt man ein gemeinsames MaB der

Strecken MN und AB, wenn man die Strecke 4B in ¢ gleichlange Teile teilt (von
denen jeder » mal in MN enthalten ist), dann sind also MN und 4B vergleichbar.
Aus der Geometrie ist jedoch bpimnnt, daB esinkommensurable Strecken gibt. So ist
z. B. die Diagonale eines Quadrates stets inkommensurabel mit den Seiten des
Quadrates. Wihlt man némlich eine Seite des Quadrates als MaBeinheit der Strecken-
messung, so 148t sich ihr Verh&ltnis zur Diagonalen durch keine rationale Zahl dar-
stellen.
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Die rationalen Zahlen reichen auch nicht dazu aus, um aus jeder positiven
rationalen Zahl oder auch nur aus jeder natiirlichen Zahl die Wurzel zu ziehen. In
der Tat: Wenn p eine Primzahl und » eine natiirliche Zahl groSer als 1 ist, so kann
¥ keine rationale Zah! sein. Anderenfalls wire nimlich (sofern man fiir gerades »
den positiven Wert der Wurzel wihlt) Jp = %, wobei ¢ und 7 natiirliche Zahlen sind.
Dann wiire aber p = ﬂ und mithin

prh=¢". (4)

‘Wenn nun p in der Primzahlzerlegung von ¢ genau @ mal und in der Primzahl-
zerlegung von r genau b mal vorkommt, so wiirde die Zahl p auf der linken Seite von
(4) na + 1 mal und auf der rechten Seite von (4) nb mal als Faktor auftreten. Nun
ist aber na 41 == nb, da zwar nb, aber nicht na -1 durch = teilbar ist; es wiirde
also der Faktor p in der Primzahlzerlegung der rechten und der linken Seite von (4)
in verschiedener Anzahl auftreten, was dem Satz iiber die eindeutige Zerlegbarkeit
einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren!) widerspricht.

Im folgenden Kapitel werden wir uns mit der Erweiterung des Kérpers der ratio-
nalen Zahlen zum Korper der reellen Zahlen beschiftigen, in dem unter anderem
der genaue Vergleich von Strecken und das Ausziehen der Wurzel aus einer po-
sitiven Zahl stets moglich sein werden.

Kapitel VI
DER KORPER DER REELLEN ZAHLEN
§ 24. Vollstiindige und stetige Korper

Die Existenz inkommensurabler Strecken war bereits im alten Griechenland be-
kannt. Das Bestreben, genaue Zahlenwerte fiir ihren Vergleich zu erhalten, hitte
notwendig zum Begriff der irrationalen Zahl gefiihrt. Dieser Schritt zu ihrer
Begriindung wurde indes von den Gelehrten des Altertums nicht getan. Viel-
mehr gaben sie in ihrem Streben nach einer strengen Begriindung der mathemati-
schen Aussagen diesen eine geometrische Form. Als Beispiel dieser eigenartigen
geometrischen Algebra konnen die ,,Elemente’ EUKLIDs gelten.

Im Mittelalter benutzten auch die Inder irrationale Ausdriicke, aber auch sie
blieben in der Frage nach ihrer Begrindung an der Oberfliche. Erst mit der Ent-
wicklung der Inﬁmbesxmn.lrechnu.ug im 17. und 18. Jahrhundert wurden die reellen
Zahlen zum G st ingehenderer Untersuchungen. Dabei operierte man zu-
nichst mit ihnen in rein anschaulicher ‘Weise, indem man sie auf die Punkte einer
Geraden abbildete.

1) Vgl. den nachfolgenden Artikel von A. J. CHINTSCEIN.
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In der zweiten Hailfte des 19. Jahrhunderts reifte das Bediirfnis nach einem
exakten Aufbau der Theorie der reellen Zahlen soweit heran, da8 ihre Begriindung
von einer Reihe von Mathematikern (DEDEXIND, CANTOR, WEIERSTRASS) in Angriff
genommen wurde. Ihre Begriindungsarten, die in der &uBeren Form vollkommen
verschieden sind, sind aber insofern gleichwertig, als sie zu einander isomorphen
Zahlenbereichen fiihren. Wir werden im folgenden den Aufbau CANTORS vorfiihren,
der eng an den Begriff des Grenzwertes ankniipft, den wir oben schon betrachtet
haben. In der Literatur findet man auch hiufig den Aufbau der reellen Zahlen nach
DEDERIND behandelt, mit dem sich der Leser gut an Hand des Buches von DEDE-
KIND [10] bekannt machen kann. Eine vortreffliche Darstellung der DEDEKIND-
schen Theorie, die reich an methodologischen Hinweisen ist, findet sich in dem Buch
[11] von A. J. CHINTSCHIN (der deutsche Leser sei auf das Buch ,,Irrationalzahlen
von Q. PERRON, 4. Aufl., Berlin 1960, und auf die ,,Grundlagen der Analysis‘‘,
von E. LANDAU, Leipzig 1930, hingewiesen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.).

‘Wir haben bereits am Ende des § 23 gezeigt, daB sich die Verhiiltnisse von Strecken
und die Wurzeln aus positiven Zahlen nicht immer durch rationale Zahlen aus-
driicken lassen. Unser Ziel wird es im folgenden sein, den Kérper I" der rationalen
Zahlen zum Korper D der reellen Zahlen zu erweitern, in dem diese (und eine um-
fangreiche Klasse weiterer) Aufgaben stets losbar sein werden.

Um zu einer moglichst naheliegenden Definition des Korpers der reellen Zahlen zu
gelangen, wollen wir zunichst an Hand der beiden detaillierten Aufgaben heraus-
arbeiten, was fiir Eigenschaften die Zahlen haben miissen, die diese Aufgaben lésen.

Gesucht sei also das Verhiltnis der Strecken 4B und MN. Dazu messen wir auf
der Strecke MN vom Punkte M aus die Strecke MM, — AB ab, sodann von M,
aus in derselben Richtung die Strecke M; M, = A B usw. Auf Grund der geometri-
schen Fassung des Axioms von ARCHIMEDES gibt es eine natiirliche Zahl # derart,
daB wir, wenn wir » mal die Strecke 4B auf diese Weise abgetragen haben, eine
Strecke n- AB > MN erhalten. Jedenfalls ist also die Menge der ganzen Zahlen %,
fiir die k- AB < MN ist, nach oben beschrinkt. Sie ist auch nicht leer, da die
Zahl 0 sicher in ihr enthalten ist. Also enthilt diese Menge eine groBte Zahl a,
(§ 21, Satz 5) d. h., wenn wir ay 4+ 1 = b, setzen, so ist

g+ AB< MN < by: AB.
Daher liegt das gesuchte Verhiltnis MN : AB sicher zwischen @, und b,. Nun
teilen wir die Strecke 4B in 10 gleiche Teile und wiederholen mit einem von ihnen,
etwa A, B,, die vorangehenden Uberlegungen. Auf diese Weise kommen wir zu

ganzen Zahlen a) und b} = @} + 1, fiir die
a4, B, < MN < by+- 4, B,

oder, wenn wir

a=1 b=
setzen,
a,-ABS MN <b,-AB, b—a, =1
gilt. Aus

106, 4, B, = a,- AB < MN < by- AB =10b,- 4, B,
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erhalten wir auf Grund der Definition von ajf:

104, < a} < 10b,,

woraus sich zuniichst

b =ai +1 K105,
und dann

. "

aos';—(‘)=al und b, 2 5="4

ergibt. Wenn wir dieses Verfahren fortlaufend wiederholen, so erhalten wir zwei
Zahlenfolgen a, und b,, die die Bedingungen

a) Gl <us...,
b) bhab=2b=..., 1)
o) b=, #=0,12,...

erfiillen. Dabei liegt das gesuchte Verhiiltnis der Strecken MN und 4 B stets zwischen
a, und b,, und zwar nihern sich die Zahlen dieser Folgen fiir wachsendes #» immer
mehr dem Wert des gesuchten Verhaltnisses. Wenn nimlich eine positive rationale
Zahl ¢ vorgegeben ist, so kann man eine natiirliche Zahl n, finden derart, da8 sich
die Zahlen a, und b, fiiralle » > 7, voneinander (und damit auch von dem gesuchten
Verhiltnis) um weniger als ¢ unterscheiden. In der Tat gibt es ein n, fiir welches
Tor- < ¢ (§ 23, Satz 5) und mithin b, — s =30 < e fir alle n > o gilt.
k

Als niichstes soll Ya bestimmt werden, wobei a eine positive rationale Zahl und k
eine natiirliche Zahl groBer als 1 sei. Dabei soll zunéchst nur vom positiven Wert der
Wourzel die Rede sein. Vorgegeben sei eine ganze Zahl n > 0. Dann ist 10—* > 0, und
es gibt nach dem Archimedischen Axiom eine Zahl m, so daB m - 10—*>a 4 1ist,
Nun gilt fiir jede rationale Zahl b > 1 und jede natiirliche Zahl k >1 die Un-
gleichung b*~! > 1 (§ 10, Satz 4), also b* > b. Daher ist

(m-10~"* >m.10—"* >a +1 >a.
Es sei nun A die Menge aller ganzen Zahlen J, fiir die (I 10—")* < a ist. Die Menge
dieser Zahlen ist nach oben beschrinkt und nicht leer, da sie die Zahl 0 enthilt.
Also enthilt sie eine groBte Zahl a;,. Setzen wir

bh=an+1, an=a,-10"" b,=>5y-10"",
80 ist
af < a < bE.

3
Mithin liegt die gesuchte Wurzel ya zwischen a, und b,. Ferner ist by — a, = 10—".
Da die Zahlen der Form m - 10—" gleich den Zahlen der Form

m’ - 10— +3)
sind, ist
Gn=a,- 10~ =10 g} - 10~0+1) < @l « 10=+D =ay,y.
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Da andererseits
a < (b4 10—™)* = (10 - b, - 10—+ 1)k
ist, ist auch
a1 < 10 b,
und daher
bri=ans1 +1<10- 85,

busr = by - 10~0+D < 104 B, - 10—+ — b,

Wir erhalten also wiederum Folgen @, und by, die den Bedingungen (1) geniigen.
Beriicksichtigen wir ferner, daB die gesuchte Wurzel fiir jedes n zwischen a, und b,
liegt, so konnen wir iiber die Anniiherung der Zahlen dieser Folgen an den Wert der
‘Wurzel dasselbe aussagen wie im Fall des Streckenverhiltnisses.

Das eigentliche Problem liegt jedoch darin, daB es im allgemeinen keine rationale
Zahl gibt, gegen die die Zahlen a, und b, in der beschriebenen Weise streben. Viel-
mehr miissen wir, wenn es fiir beliebige Folgen a, und b, von rationalen Zahlen, die
den Bedingungen (1) geniigen, eine derartige Zahl geben soll, neue (nichtrationale)
Zahlen einfithren. Zu diesem Zweck miissen wir zunéichst den Begriff der Zahlen-
folge néher prazisieren und seine wichtigsten Eigenschaften feststell

Definition1. Unter einer Folge von El ten einer gegeb ichtleeren Menge M
verstehen wir eine Funktion (§ 3, Definition 1) f(n) = a., die auf der Menge N der
natiirlichen Zahlen erklirt ist und deren Werte der Menge M angehoren. Mit anderen
Worten: Eine Folge ist eine Vorschrift, die jeder natiirlichen Zahl n eindeutig ein ge-
wisses Element a, der Menge M zuordnet.

Im folgenden bezeichnen wir Folgen durch a,,a,,as, ... oder kiirzer durch
{a.}. Das Element a, heiBt das n-te Glied der Folge {a.j.

Wir bemerken, daB die Glieder einer Folge nicht notwendig verschiedene Ele-
mente der Menge M sein miissen.

Zuniichst einige Beispiele fiir Folgen:
1.) Die Folge der natiirlichen Zahlen 1, 2,3, ... ={n}.

2,) 1%%:{%}

3.)1010,...= {a..}, wobei a, der Rest bei der Division von # durch 2 ist.
4) +1, —2, 43, —4,...={n- (—1)*+1}
3771111 _ (= Iyt

5) 3,551 g =2+

6.)-2,3,5,7,...={pn}, wobei p, die n-te Primzahl ist. Hier kénnen wir keine
geschlossene Formel fiir das n-te Glied der Folge angeben. Trotzdem ist diese Folge
einwandfrei definiert. Man braucht hierzu nur das Prinzip der induktiven Defini-
tionen zu benutzen (§ 15, Definition 1). Setzt man némlich f(1) = 2 und verlangt
man, daB f(n) die kleinste Primzahl sein soll, die groBer als f(» — 1) ist, so besagt
Satz 1 aus § 15, daB es genau eine Funktion auf der Menge der natiirlichen Zahlen
gibt, die diese Forderungen erfiillt. Dieses Beispiel zeigt dariiber hinaus, daB auch
eine Funktion nicht unbedingt durch eine geschl Formel gegeben zu sein
braucht, auf Grund derer der Wert durch das Argument bestimmt ist.
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Die nachfolgenden Begriffe haben in beliebigen Mengen keinen Sinn, sie beziehen
sich nur auf geordnete Mengen bzw. angeordnete Ringe. Wir beschrinken uns bei
unseren Ausfithrungen auf angeordnete Korper, die den Korper der rationalen
Zahlen enthalten.

In di Sinne verstehen wir in di Paragraphen unter K einen angeordneten
Kaérper, der den Korper I' der rationalen Zahlen als Unterkorper enthilt. Alles in
diesem Paragraphen iiber einen derartigen Korper K Ausgesagte bleibt (auf Grund
der in § 23, Satz 2 bewiesenen Isomorphie) auch fiir beliebige angeordnete Korper @
richtig, sofern man iiberall die rationalen Zahlen 7 durch die ihnen entsprechenden
Elemente re ersetzt, wobei e das Einselement des Korpers-Q ist.

Definition 2. Eine Folge {a,} aus Elementen eines Korpers K heift nach oben
(entsprechend : nach unten) beschrinkt, wenn es in K ein Element a gibt derart, daB
a, < a (entsprechend: a, > a) fiir alle n. Sie heift beschrinkt, wenn sie sowohl nach
oben als auch nach unten beschrdnkt ist, wenn es also in K ein Element a > 0 gibt der-
art, daP |a.| < a fir alle n.

Die unter Beispiel 4.) angefiihrte Folge ist weder nach oben noch nach unten be-
schriinkt. Die in den Beispielen 2.), 3.) und 5.) angegebenen Folgen sind beschrinkt.

Als néichstes fithren wir einen der wichtigsten Grundbegriffe der gesamten Mathe-
matik ein.

Definition 3. Ein Element a des Kirpers K heipt Grenzwert der Folge {an} von
Elementen aus K, wenn es zu jedem positiven ¢ aus K eine natiirliche Zahl n, gibt (die
durchaus von der Wahl von ¢ abhingen kann) derart, daf |a, — a| < ¢ fir allen > n,.
Man schreibt dafiir a = ”l_i’m” ay (tn Worten: ,,a ist Limes von an fiir n gegen Unend-
lich*) oder kurz a = lim an (,,a ist Limes von a.*). Eine Folge an, die den Grenz-
wert a besitzt, heifit gegen a konvergent oder kurz konvergent. Eine. Folge, die (in K)
keinen Grenzwert besitzt, heift divergent.

Von den oben betrachteten Folgen sind nur zwei konvergent, namlich die Folge 2.)
mit dem Grenzwert 0 und die Folge 5.) mit dem Grenzwert 2. In der Tat: Fiir die
Folge 2.) ist

lon —0] = fau| =an = 2,

_|(=Dmtr) 1
|an—2| _|——{" =1
Da es im Korper der rationalen Zahlen auf Grund des Archimedischen Axioms
(§ 23, Satz 3) zu jedem rationalen ¢ > 0 eine natiirliche Zahl n, > -:— gibt, ist dann

und fiir die Folge 5.) ist

1 1 "
;<—”-v<efur alle n > ny.

Die in Beispiel 3.) angegebene Folge ist divergent. Zwar gibt es zujedem ¢ > 0 und
jedem my ein ' > my.derart, daB [@,, —0| =0 < ¢, und ein 2 > n, derart, daB
|@n» —1| =0 < ¢ ist, aber sofern nur ¢ <1 ist, gibt es kein n, derart, daB eine
diesér Ungleichungen fiiralle n > n, erfullt wire. In der Tat: Wire z. B. |[a, — 0|
= |an| <& <1, sowhre a, =0 und mithin @,,+1 = 1 und damit |@,+1 — 0| =1 =e.

Der Begriff des Grenzwertes hat einige Ahnlichkeit mit dem Begriff der algebrai-
schen Operation (§ 6, Definition 1). Dort haben wir jedem geordneten Paar von
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Elementen einer gewissen Menge ein Element derselben Menge zugeordnet, wihrend
hier gewissen Syst: von El ten, die nach dem Typus der natiirlichen Zahlen
{1,2,3, .. .} geordnet sind, ein gewisses Element entspricht. In diesem Sinne spricht
man haufig von ,der Operation des Grenziiberganges. Natiirlich ist sie keine
algebraische Operation im Sinne von Definition 1 aus § 6 mehr.

Es dringt sich nun sofort die Frage nach der Ausfiihrbarkeit und der Eindeutig-
keit dieser Operation des Grenziiberganges auf. Wir sahen schon am Beispiel der
Folge 3.), daB nicht jede Folge einen Grenzwert besitzt. Wir wollen deshalb zunichst
die Frage nach der Eindeutigkeit behandeln. Hier gilt:

Satz 1. Wenn eine Folge von Elementen des Korpers K tiiberhaupt einen Grenzwert
besitzt, so auch nur einen.

Beweis. Es sei lim an =a und b 3= a. Wir zeigen, daB b nicht Grenzwert der
Folge {an} sein kann. Anschaulich wiirde man so argu ieren, daB die El t
a,, da sie gegen a streben, fiir hinreichend groBe Indizes von b abweichen. Formal
geht dieser Beweis folgendermaBen vor sich: Da a == b ist, ist |@ — b| > 0 und damit
| a—b

2
mit (@, —a| < Lind] fiir alle » > n, und andererseits eine natiirliche Zahl n
b} ) 1 2

mit [a, —b| < HT—b{ fiir alle » > ny. Ist nun n, die gréBere der Zahlen 2, und n,,
8o wiire fiir alle n > n,:

la—b|=|(@a—an) + (@, —b)| < | —an| + |an —b|
a—b a—b
I
also |[a — b| < |a —b|, was nicht der Fall ist.

Die Frage nach der Existenz des Grenzwertes wollen wir vorliufig noch zuriick-
stellen und zunéchst einige Eigenschaften der Operation des Grenziiberganges unter
der Voraussetzung ihrer Ausfithrbarkeit ableiten.

Satz 2. a) Wenn eine der Folgen {a.} oder {b,} von Elementen des Kirpers K kon-
vergiert und wenn lim (ay — bs) = 0 4st, so konvergiert auch die andere, und es ist
lim @y = lim b,.

Umgekehrt: Wenn Folgen {an} und {b.} gegen denselben Grenzwert konvergieren,
80 18t lim (@n — b,) = 0.

Ferner: Wenn die Folgen {a.} und {bs} von Elementen aus K konvergieren, so ist

b) lim (@ 4 bs) = lim ax 4 lim b,;

) lim (@5 + ba) = lim ay - im b,;

. Gy lima, " . .
d) lim ';—~= %;: sofern by == 0 fiir alle n und lim b, = 0 ist.

Die Konvergenz der Folgen auf der linken Seite der Gleichungen b), ¢) und d) braucht
nidu{vo;uuagesem 2uwerden, sondern folgt bereits aus der Konvergenz der Folgen {an}
und {b.}.

e) Wenn lim a, > lim b, 13, s0 gibt es ein Element ¢ > 0 in K und eine natiirliche
Zahl ny derart, daf an— by > ¢ fiir alle n > n,. Wenn es eine natiirlicke Zahl ny, gibt
derart, daP a, = b, fir alle n > ny ist, so ist auch lim an, = lim by.

’ > 0. Wire nun auch lim a, = b, so giibe es einerseits eine natiirliche Zahl

<

=|a—b|,
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Beweis. a) Es moge etwa die Folge {a.} konvergieren und lim a, = a sein. Dann
gibt es zu jedem ¢ > 0 aus K natiirliche Zahlen n, und n, derart, daB |a, —a| < %
fiir alle » > n, und |a, — bx| <-;- fiir alle n > n, ist. Ist nun =, die groBere der
Zahlen n, und n,, so ist

[ba—a| = |(bs—aa) +(@s—0)| < |ba—an| + |@—0|< 5 +5 =&
fiir alle » > n,y und mithin
lim by = @ = lim a,.
Die zweite Behauptung von a) folgt unmittelbar aus b).

Es seien jetzt Folgen {a.} und {b.} vorgegeben mit lim ay = a und lim b, = b.

b) Zu jedem ¢ > 0 gibt es nn.tlirhche Zahlen n,; und n, derart, daB |a, —a| <
fiir alle n >n, und [bys—b| < 35 ﬁh‘ alle n > n, ist. Ist nun n, die gréBere der
Zahlen n, und n,, so gilt fir ]edes n>ny
[(@s = ba) — (@ £ b)| = |(@n—8) & (ba—b)| < |an—a| + [ba —b| < %4—; =¢,

also ist
lim (@x 4 bs) = @ + b = lim a,, 4 lim b,.

¢) Wir zeigen zunichst, daB die als konvergent vorausgesetzte Folge {a.} be-
schrinkt ist (vgl. Definition 2). Da lim a = a is}, gibt es eine natiirliche Zahl p
derart, daB |a, —a| < 1 fiir alle n > pist. Dann ist aber fiir allen > p:

[oa] =|(@n—0) +a| < |an—a| +]a] <1 +]a|
Ferner gibt es unter den endlich vielen Elementen |a, |, |a,], . . ., s}, 1 + [a| des

Korpers K ein groBtes Element a’ (§ 5, Satz 6). Setzen wir nun ¢ =a’+ 1, so ist
¢=1>0und |a,|<cfﬁra]len

Zum Beweis der B t ¢) greifen wir ein beliebiges Element d > [b|, etwa
=|b| 41 heraus. Oﬂenba.r ist d >0 Da lim @, = a und lim b, = b ist, gibt es zu

]edem £>>0 aus K natiirliche Zahlen n, und n, derart, da8 |a,—a|< ffi fiir alle
n>n und b, —b| < zic fiir alle #n > n, ist. Nehmen wir nun als n, die groBere der
Zahlen n, und n,, so ist fiir jedes n > ny:
|@nbn — ab| = |(@nbn — anb) + (anb — abd)|

S fote — bl +[a26—b] = 0] pn—b] + ox e o

<e- +2d d=e¢,

also ist
lim (@xbs) = ab = lim a, - lim b,.
d) Wir zeigen zuniichst, daB es unter der Voraussetzung lim b, = b 3= 0 eine natiir-
liche Zahl n, gibt derart, daB |ba| > ! fiir alle n > ny. Dazu beachten wir, daB
es eine natiirliche Zahl p gibt* mit |b,. —bl< % fiir alle n > p. Ware nun die
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zu beweisende Behauptung falsch, so gibe es eine Zahl ¢ > p derart, daB |b,| < l—;'
ist. Dann wiire aber

b b
[b] = |6 —ba) + el < [b —ba] + 18] <21+ 12 — o),
also [b| < |b|, was nicht der Fall ist.

Ferner ist die Folge {a,}, da sie konvergent ist, beschrinkt, d. h., es gibt in K ein
Element ¢ > 0 mit |@,| < ¢ fiir jedes n.

SchlieBlich gibt es wegen lim @, = @ und lim b, = b zu jedem & > 0 aus K natiir-
. . |b] .. b2
liche Zahlen 2, und ng mit |@, —a| <%'fur allen > n, und b, — b| < 54':
alle n > n, (da aus b <= 0 jedenfalls b2 = |b[2 > 0 folgt).

Ist nun n, die groBte unter den Zahlen n;, 7, und ny, so gilt fiir jedes n > n,:

fiir

an_a|_|anb—bua| _ | (@nb—ands) +(anbn—baa)|
Bn 5|7 | 5.6 [5nB]
|anb—anbs | | |a,,b,.—b,,a|_|a.]|b—b,.[ |an—a]
R ™) B ) B T T R 1
el
dc 2
< £
L”_[|bl+|b ’
also ist
. a,._a_lima,.
bm g*= 7 = s, -

e) Es sei a >b. Dann ist ¢ = g—;—b->0. Mithin gibt es natiirliche Zahlen

ny und n, derart, daB [@, —a| < ¢ fiir jedesn > n, und [b, — b| < & fiir alle n > ny
ist. Nehmen wir als n, die groBere der Zahlen n, und n,, so wiire, wenn a, — b, < ¢
fiir ein gewisses n > n, gelten wiirde:

a—b=(@a—an) +(@n—by) +(bn—b)<e+ec+e=3c=a—b,
was nicht der Fall ist. Also ist in der Tat a, — by > & fiir alle n > n,.

Ist umgekehrt a, — by = 0 fiir alle n, die gréBer als ein gewisses %, sind, so gibe és,
wenn @ < b wire, nach dem bereits Bewiesenen ein ¢ > 0 und eine natiirliche Zahl
n, derart, daB b, — a, > ¢ > 0 fiir alle # > n, ist. Wihlen wir nun eine Zahl n,
die groBer als 7, und groBer als n, ist, so erhalten wir einerseits @» > b, und zum
andern b, > a,, was nicht moglich ist. Folglich muB a > b sein, womit der behauptete
Satz in allen Teilen bewiesen ist.

Wenn eine Folge iiberhaupt einen Grenzwert besitzt, so miissen sich mit wach-
senden Indizes die Glieder dieser Folge, indem sie dem Grenzwert beliebig nahe
kommen, auch untereinander beliebig nihern. Folgen dieser Art wollen wir einen
besonderen Namen geben:

Definition 4. Eine Folge {a.} von Elementen eines Kirpers K heift eine Fun-
damentalfolge (oder CAUCHY-Folge) in K, wenn es zu jedem & > 0 aus K eine natiir-
liche Zahl ny (die noch von ¢ abhdngen kann) gibt derart, dap |a, — a,| < ¢ fiir alle p
und q, die grofer als ny sind.
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Satz 3. Jede konvergente Folge von Elementen des Kiorpers K ist eine Fundamental-
Jolge.

Beweis. Wenn lim a, = a ist, so gibt es zu jedem £ > 0 aus K eine natiirliche
Zahl ny mit |an—a| <%ﬁira]len>n,,. ‘Wenn nun p > nyund g > n, ist, so gilt
auf Grund der Dreiecksungleichung [§ 10, (3)]:

|ap—ao| = |(@s — @) — (Ge—a) | < |ay —a| + |a,—a| <5 +75 =¢,
also ist {a,} in der Tat eine Fundamentalfolge.

Dieser Satz gibt uns also eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer
Folge: Damit eine Folge konvergiert, ist notwendig, daB sie eine Fundamentalfolge
ist. Diese Bedingung ist aber fiir beliebige Korper K keineswegs hinreichend. So
gibt es im Korper der rationalen Zahlen — wie wir gleich sehen werden — Fun-
damentalfolgen, die in diesem Korper keinen Grenzwert besitzen.

Wir kehren dazu noch einmal zu den Aufgaben zuriick, die wir uns am Anfang
dieses Kapitels stellten. In jedem der beiden Fille haben wir zwei Folgen von
rationalen (sogar dekadisch rationalen) Zahlen {an} und {b,} konstruiert, die die Be-
dingungen (1) erfiillen. Man sieht unmittelbar, daB8 jede dieser Folgen eine Fun-
damentalfolge ist. Da es némlich zu jedem rationalen £ > 0 eine natiirliche Zahl »,,
gibt mit1o— < ¢ (§ 23, Satz 5), gilt fir jedes pund g mit 2. B. p ¢ > ny:

‘”'D—“¢| =ay—aq < by — 8¢ < by, — @, =Tom, <&
und entsprechend [b, — by| < &.

Wenn nun eine der Aufgaben eine rationale Zahl ¢ als Losung besitzt, so muB ¢
Grenzwert sowohl der Folge {a.} als auch der Folge {b,} sein. Dann ist nimlich im
Falle der Strecken einerseits ¢+ AB = MN < b, - AB, also ¢ < b,, und andererseits
a,- AB < MN =c¢- AB, also a, < c. Entsprechend folgt im Falle der Wurzel aus
& =a, daBa, < ¢ < b, ist, daa, > ¢ die Ungleichung af > ¢* = a und b, < ¢ die
Ungleichung 8% < ¢* = @ zur Folge hiitte, was jedoch der Konstruktion der Zahlen
@, und b, widerspricht. Aus a, <c¢ < b, folgt, daB es zu jedem ¢ > 0 ein 7, der.

« 1
art gibt, daB o

< & und damit fiir jedes n > n,
° 1
|@n—¢| = ¢ —an < bn—8n X bn, —n, =g <€
und entsprechend |b, — ¢| < ¢ gilt, daB also tatsichlich
lima, =limb, =¢
ist. Die gesuchte Losung kann also, falls es iiberhaupt eine gibt, in der angegebenen
Weise durch einen Grenziibergang erhalten werden.

Umgekehrt: Wenn z. B. die Folge {a.} einen rationalen Grenzwert ¢ besitzt, so ist
auch lim b, = ¢ und ¢ eine Lésung der betreffenden Aufgabe. In der Tat: Wenn
lim a, = ¢ ist, 8o ist @n < ¢ <'b, fiir jedes n; denn wire fiir ein gewisses n, etwa
@a, > ¢, 80 wiire fiir jedes n > n;

@ > an, > ¢, |@n—e| =@ —c = an,—c,
oder wire fiir ein gewisses n, etwa ba, < c, so wire fiir jedes n > n,
@y < b S by, <o, |an —e| =¢c—an >c—bu,

was beides der Definition des Grenzwertes widerspricht. Aus a. < ¢ <ba folgt
aber, wie wir bereits oben sahen, lim a, = lim b, =c.
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Wir werden im Fall der Wurzel spiter auf Grund eines allgemeineren Satzes
zeigen, daB die so bestimmte Zahl ¢ im Bereich der reellen Zahlen eine Losung der
gestellten Aufgabe ist. Hier beweisen wir zunéichst nur, daB8 ¢* = a fiir rationales
@ > 0 und natiirliches £ > 1 ist, falls die am Anfang dieses Paragraphen konstru-
ierten Folgen {a¢,} und {b,} den rationalen Grenzwert ¢ besitzen. Angenommen
némlich, es wire ¢* < @, so wire auf Grund von Satz 2 ¢) wegen lim b, = ¢ auch
lim b% = ¢* und mithin giibe es eine natiirliche Zahl n, mit |b% — ¢*| < a — ¢* fiir
alle n > n,. Wegen b, = ¢ = a» = 0 ist aber b} = ¢*, also wiire sogar

bk —c*|=bk—cF<a—c,
d.b. b% < @, im Widerspruch zur Konstruktion von b,. Entsprechend fithrt man
den Fall ¢* > a zum Widerspruch. Damit ist gezeigt, daB c* = a, also ¢ = ’i/a ist.

Wenn es also fiir ein vorgegebenes rationales a > 0'keine rationale Zahl ¢ gibt
mit ¢* = a (siehe das Ende von § 23), so besitzen die fiir'dieses @ und & konstruierten
Folgen {a.} und {b,} im Korper der rationalen Zahlen keinen Grenzwert, obwohl
gie Fundamentalfolgen sind.

Fir das Streckenverhdltnis ist zu zeigen, da8 dann, wenn die fiir die Strecken AB
und MN konstruierten Folgen {a.} und {bs} von rationalen Zahlen gegen eine
rationale Zahl ¢ konvergieren, die Zahl ¢ gleich dem Verhiiltnis dieser Strecken, also
¢+ AB = MN ist. Angenommen, dies wire nicht der Fall und es wire z. B.
¢- AB<<MN, also ¢c- AB = MN,, wobei MN, ein echter Teil der Strecke MN ist.
So klein die Strecke N) N auch immer wire, stets gibe es auf Grund des Archime-
dischen Axioms eine natiirliche Zahl & derart, daB k - Ny N > A Bist. Nunist 10* >k

[§ 23, (3)), slso wire such 10°- ¥, N > AB. Hiersus folgte, daB e < N,N sein
miiBte. Die Zahl a; war nun so gewiihlt, daB

ar- AB< MN < b,- AB
ist, wobei

1
b — ax = Tor

gilt. Also wiire wegen a; < ¢

bi-AB =0y AB + (b —ay)- AB< - AB -2 < MN, +N,N=MN,
im Widerspruch zu b.- AB > MN. Entsprechend erhalten wir einen Wider-
spruch, wenn wir annehmen, es sei ¢+ AB > MN. Alsoist c- AB = MN.

Wenn also die Strecken 4B und MN inkommensurabel sind, so kann ihr Ver-
hiiltnis nicht durch eine rationale Zahl ausgedriickt werden, und mithin besitzen die
fiir sie konstruierten Folgen {a,} und {b,} von rationalen Zahlen keinen rationalen
Grenzwert, obwohl sie Fundamentalfolgen sind.

Wir haben an Hand dieser Beispiele gezeigt, daB es im Korper der rationalen
Zahlen Fundamentalfolgen gibt, die keinen Grenzwert besitzen.

Definition 5. Ein angeordneter Korper K heift vollstindig, wenn in thm die
Jolgende Bedingung erfullt ist:

XII. (Vollstindigkeitsaxiom) Jede Fundamentalfolge von Elementen aus K ist
konvergent, d. h., sie besitzt in K einen Grenzwert.
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Aus dem Gesagten folgt:

Satz 4. Der Korper I' der rationalen Zahlen ist nicht vollstindig.

Wir haben oben zwei Beweise fiir diesen Satz gegeben, indem wir fiir die in-
kommensurablen Strecken und fiir die rationalen Zahlen, die nicht k-te Potenz einer
rationalen Zahl sind, Fundamentalfolgen konstruiert haben, die nicht konvergieren.
Im Falle des Streckenverhiltnisses stiitzten wir uns dabei auf Sitze aus der Geometrie,
die wir hier nicht systematisch begriindet haben. Der andere Beweis dagegen fuBte
auf von uns bewiesenen Eigenschaften der rationalen Zahlen und ist daher liickenlos.

Bemerkung. Die in diesem Paragraphen eingefiihrten Begriffe des Grenzwertes,
der Fundamentalfolge und des damit zusammenhingenden Begriffs des vollstéan-
digen Korpers unterscheiden sich in einem wesentlichen Punkte von den frither be-
trachteten Begriffen der algebraischen Operation, der Anordnung und der archi-
medischen Anordnung: Vorgegeben sei ein Korper K und ein Unterkérper K’ von K.
Wenn fiir die Elemente a, b, ¢ des Unterkorpers K’ die Beziehung ¢ + b = ¢ gilt,
so gilt sie vermoge der Definition des Unterkérpers (§ 8, Definition 3) auch in dem
Oberkérper K. Umgekehrt: Wenn in K die Beziehung @ 4 b = ¢ gilt und wenn die
Elemente a, b, ¢ dem Unterkorper K’ angehoren, so gilt auch in K’ die Beziehung
a + b = ¢. Dasselbe gilt fiir die Beziehung ab = c. Ist zudem der Kérper K angeord-
net, so iibertriigt sich die Anordnung auch auf K’, indem wir niémlich ein Elemént @
aus K’ als positiv ansehen, wenn es im Oberkérper K positiv ist. Man zeigt, daB
beziiglich dieser Anordnung in K’ die Axiome IX. und X. (§ 10, Definition 1) der
Anordnung erfiillt sind, daB also in der Tat K’ ein angeordneter Korper ist. Auch die
Eigenschaft einer Anordnung von K’, archimedisch zu sein, hiingt nicht davon ab,
ob wir K’ als selbstiindigen Korper oder als Unterkérper von K ansehen. In der Tat
gilt fiir die Elemente e und a aus K’ die Beziehung ne > a dann und nur dann in K’,
wenn sie in K (beziiglich derselben Ordnung) erfiillt ist. In diesem Sinne sind die in
Kapitel II eingefiihrten Begriffsbildungen absolut; sie hingen nicht von dem um-
gebenden Korper ab. Anders steht es mit den im vorliegenden Paragraphen ein-
gefiihrten Begriffsbildungen; sie sind durchaus davon abhingig, in welchem Kérper
man die jeweiligen Elemente betrachtet. In diesem Sinne sind diese Begriffe relativ.
So besagt die Relation lim a, = a, daB es zu jedem Element e >0des Kérpers K
eine natiirliche Zahl n, derart gibt, da8 |a, —a| < ¢ fiir alle n > n, ist. Entspre-
chend kommt in der Definition der Fundamentalfolge ein Element ¢ > 0 des Korpers K
vor. Die Frage, welche Elemente dabei zur Konkurrenz kommen, hingt hier ma8-
geblich von der Wahl des Korpers K ab. Es liegt kein Grund zu der Annahme
vor, daB fiir die Elemente einer Folge {a,} und ein Element a aus einem Unterkérper
K’ des Korpers K die Relation lim @, = @ und die Eigenschaft der Folge {a.}, Fun-
damentalfolge zu sein, in K und in K’ zusammenfallen werden. Klar ist nur, da8 aus
dem Bestehen einer dieser Bedingungen in K das Bestehen derselben Bedingung in
K’ folgt. Wenn eine dieser Bedingungen fiir alle ¢ > 0 aus K und gewisse Elemente
aus K’ erfiillt ist, so gilt sie insbesondere fiir jedes ¢ > 0 aus K’. Man muB sich nur
vor dem umgekehrten SchluB hiiten. Wir wollen dies noch durch ein Beispiel unter-
streichen.

Sei K der Korper der rationalen Funktionen (d.h. der algebraischen Briiche)
';—((% , wobei f(x) und g(x) Polynome mit rationalen Koeffizienten sind. Eine Funktion
!g((iz)) heiBt positiv, wenn die hochsten Koeffizienten von f(z) und g(z) gleiches
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Vorzeichen haben. Auf diese Weise erhalten wir eine Anordnung des Korpers K,
die allerdings nicht archimedisch ist, da fiir jede natiirliche Zahl n die Ungleichung

T—n=
groBer als jede rationale Zahl. Wenn also @ > 0 und rational ist, so ist auch a—! > 0
rational und mithin ¢—! < 2. Wenn wir diese letzte Ungleichung mit %_ > 0 multi-

plizieren, so ergibt sich, da8 :—tl- < aist. Esist also % kleiner als jede positive ratio-
nale Zahl. Der Korper K enthilt ferner den Kérper I" der rationalen Zahlen als
Unterkorper. In I' konvergiert die Folge {—} = 1 2, 3 .., gegen die Zahl 0, ist
also eine Fundamentalfolge. In K dagegen ist Ill == > fiir jedes ». Daher kann
in K die Folge {—-} nicht den Grenzwert O besitzen. Sle ka,nn dort aber auch keinen
anderen Grenzwert besitzen, da sie in K keine Fundamentalfolge ist. In der.Tat:
Fiir p 5 ¢ ist die Zahl

L3>

P 9
und rational. Dann ist aber stets 1——% >%, Man zeigt iibrigens leicht, daB in K

eine Folge {a.} von rationalen Zahlen dann und nur dann eine Fundamentalfolge ist,
wenn sie stationir ist, d. h., wenn es eine rationale Zahl @ und eine natiirliche Zahl
n, derart gibt, daB a, = a fiir alle » > nyist. Dann ist offensichtlich auch lim @, = a.
Wenn wir diese Operation des Grenziiberganges vom Kérper K auf den Unter-
korper I' iibertragen, so erhalten wir einen vollstindigen Kérper, wihrend er im
Sinne der Definition & unvollstindig ist.

In einem Falle sind indes auch die in diesem Paragraphen eingefiihrten Begriffe
absolut. Es gilt nimlich:

Satz 5. Damit die Begriffe des Grenzwertes und der Fundamentalfolge in einem
Korper K mit denselben Begriffen in jedem seiner Unterkorper K' tibereinstimmen, ist
notwendig und hinreichend, daf die Anordnung des Korpers K archimedisch ist.!)

Beweis. Wenn der Korper K nicht archimedisch angeordnet ist, so gibt es in K
ein Element ¢ derart, daB n < ¢ fiir jede natiirliche Zahl n ist. Da nun aber der
Kérper I' der rationalen Za.hlen arc]'nmedlsch angeordnet ist, ist sogar a < ¢ fiir
jede rationale Zahl a. Dann st L <3 fur jede rationale Zahl @ > 0, wie wir ummtte]
bar aus a < ¢ durch Multxphka.tlon mit i > 0 erbalten. Es ist also 0 < <b,
wobei b= — ame beliebige positive ra,tlonn,le Zahlist. Im Korper der rationalen Za.hlen

konvergxert die Folge {%}, n=1,2,3,..., gegen 0, ist also dort Fundamentalfolge.

1) Aus dem Beweis des Satm erglbt sich sogar, daB die uohxmedlsche Anordnung dafiir not-
wendig ist, daB die Be, tes und der Fund: talfolge im Kérper K mit
denselben Begriffen in em in mm enthalteien Kérper I" der rationalen Zahlen
fallen. Mit anderen Worten: Wenn jede konvergente Fundamentalfolge aus I" auch in K
gonverglert 80 ist der Kbrper K arclumed:sch angeordnet. Hiervon werden wir am Anfang

o8

grap
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Sie ist aber keine Fundamentalfolge im Korper K, besitzt also dort inshesondere auch

keinen Grenzwert. In der Tat: Setzen wir ¢ = % > 0, so ist fiir alle p 3= q die Zahl
1 1

E—E\ >é. Es gibt also keine Zahl n, mit %~§I < ¢ fir alle p und g, die groBer
als ny sind. Damit ist die Notwendigkeit der angegeb Bedingung bewiesen.

Sei nun K ein beliebiger archimedisch angeordneter Korper. Wir zeigen, daB die
Eigenschaft einer Folge {a.}, konvergent oder Fundamentalfolge zu sein, unabhingig
davon ist, in welchem Unterkérper K’ die Elemente a, und (fiir den Fall der Kon-
vergenz) der Grenzwert @ = lim a, enthalten sind. Aus dem Bestehen dieser Eigen-
schaften in K folgt unmittelbar ihr Bestehen in K’. Es sei nun umgekehrt lim a, = a
in K’'. Wir zeigen, daB dasselbe dann auch in K der Fall ist. Dazu sei £ > 0 ein be-
liebiges Element aus K. Da K voraussetzungsgemiB archimedisch angeordnet ist,
gibt es eine natiirliche Zahl n > %, woraus 0 < % = ¢’ < ¢ folgt. Die Zahl &’ liegt
dann in jedem Unterkérper des Korpers K, also folglich auch in K’. Da in K’ die
Beziehung lim a, = a gelten sollte, gibt es eine natiirliche Zahl n, mit |a, —a| < &'<e
fiir jedes m > ny. Mithin ist auch in K die Eigenschaft lim a, = a erfiillt, was zu
beweisen war.

Definition 6. Ein Korper heift stetig, wenn er vollstindig und archimedisch om-
geordnet ist.

In einem stetigen Korper sind die am Anfang dieses Paragraphen gestellten Auf-
gaben, die Bestimmung des Verhiiltnisses zweier Strecken und der Wurzel aus einem
positiven Element, stets 15sbar. Auf die Aufgabe der Bestimmung der Wurzel gehen
wir in § 26 néher ein. Wir wollen hier abschlieBend nur noch etwas iiber die Bestim-
mung des Verhiiltnisses zweier Strecken sagen. Wenn es uns gelingt, den Korper I"
der rationalen Zahlen zu einem stetigen Kérper K zu erweitern, so sind auf Grund
des zuletzt bewiesenen Satzes die oben fiir die Strecken 4.B und MN konstruierten
Folgen {as} und {b,} nicht nur in I', sondern auch in K Fundamentalfolgen. Da aber
zudem der Kérper K vollstandig ist, besitzen sie dann in K einen gemeinsamen Grenz-
wert ¢ [Satz 2 a)]. Dieses Element ¢ kann man dann auf Grund seiner Konstruktion
als das Verhiiltnis der gegebenen Strecken ansehen, d. h., man kann annehmen, da8
MN:AB =c oder MN =c- AB ist. Diese neue Definition des Streckenverhilt-
nisses stimmt, wie wir gleichfalls oben gezeigt haben, im Falle kommensurabler
Strecken mit der fritheren Definition (siche Ende des § 23) iiberein. Wihrend aber
die frithere Definition nur fiir kommensurable Strecken geeignet war, existiert das
gemiB der neuen Definition bestimmte Element des Korpers K fiir beliebige Strek-
ken, unabhiingig davon, ob sie kommensurabel sind oder nicht. In diesem Sinne
sprechen wir davon, daB in einem stetigen Korper das Verhaltnis zweier Strecken
stets bestimmbar ist. Die Behandlung dieser Aufgabe gollte nur die Wichtigkeit des
Begriffs des stetigen Korpers illustrieren. Wir kénnen hier nicht daran denken, auf
diese geometrische Aufgabe ausfiihrlicher einzugehen.

Wir wollen noch ohne Beweis vermerken, daB das oben definierte Streckenver-
haltnis alle notwendigen Eigenschaften besitzt. Fiir beliehige Strecken AB und CD
und beliebige Elemente ¢ > 0 und @ > 0 eines stetigen Korpers K gilt ndmlich:

a) Wenn ¢ < dist,soistc- AB<d-AB;

b) ¢ +d)AB=c-AB +d- AB;

c) ¢(AB +CD) =c- AB +c¢-CD.
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Ferner gibt es zu jeder Strecke A B und zu jedem Element ¢ > 0 aus K eine Strecke
MN mit MN:AB =c.

Die Aufgabe, den Umfang des Kreises zu bestimmen, 1a8t sich auf die Bestimmung
der Liinge einer Strecke zuriickfithren. Dazu konstruieren wir zu einem vorgege-
benen Kreis zwei Folgen regelmiBiger Vielecke (nimlich der umbeschriebenen und der
einbeschriebenen), indem wir die Seitenanzahl laufend verdoppeln. Wenn wir in K
die Linge einer Strecke (in Form des Verhiltnisses dieser Strecke zu einer vor-
gegebenen Einheitsstrecke — Anm. d. wissenschafil. Red.) bestimmen konnen, so
kénnen wir auch den Umfang a, des einbeschriebenen und den Umfang b, des um-
beschriebenen regelmiBigen 2"+!-Ecks bestimmen. Auf Grund einfacher elementar-
geometrischer Uberlegungen kann man zeigen, daBa, < @, <<---,daB b, > by > --
und daB ferner a, < b, und lim (b, — a,) = 0 ist. Hieraus folgt unmittelbar, daB die
Folgen {E,,} und {b,.} von Elementen des Korpers K Fundamentalfolgen sind. Auf
Grund der Vollstindigkeit von K besitzen sie in K einen gemeinsamen Grenzwert c,
der definitionsgemiB den Umfang des Kreises festlegt. Analog zeigt man, daBl man
in K auch die Linge eines Kreisbogens bestimmen kann. Umgekehrt kann man
beweisen, daB es zu jedem Element zwischen 0 und dem Umfang des Kreises, also
zu jedem Element ¢’ aus K mit 0 < ¢’ < ¢ einen Kreisbogen der Peripherie des
gegebenen Kreises gibt, der die Linge ¢’ besitzt. In diesem Sinne ist in einem
stetigen Korper auch die Aufgabe der Rektifikation eines Kreisbogens lésbar.

Im folgenden Paragraphen werden wir sehen, daB speziell der Korper der reellen
Zahlen ein stetiger Korper ist.

§ 25. Definition des Korpers der reellen Zahlen

Im Korper I" der rationalen Zahlen ist — wie wir gesehen haben — die Operation
des Grenziiberganges nicht unbeschréinkt ausfiihrbar, d.h., der Korper I"ist nicht voll-
stindig (§ 24, Satz 4). Wenn wir den allgemeinen Prinzipien der Erweiterung eines
Zahlenbereiches, die wir in § 18 aufgestellt haben, folgen wollen, so miissen wir den
Korper I' zu einem Kérper D erweitern, in dem eine Anordnung definiert ist und in
dem jede Fundamentalfolge einen Grenzwert besitzt. Ferner sollen die Fundamental-
folgen aus I, fiir die in I bereits die Operation des Grenziiberganges ausfiihrbar ist,
in D denselben Grenzwert besitzen wie in I. Damit miissen die Fundamentalfolgen
aus I" auch Fundamentalfolgen in D sein. Mithin muB D ein vollstindiger und archi-
medisch angeordneter Korper, also ein stetiger Korper sein (§ 24, Satz 5). Ge-
nau wie im Falle der ganzeft (§ 20) und der rationalen (§ 22) Zahlen werden wir
auch hier den kleinsten Korper mit dieser Eigenschaft suchen. Dabei wird sich je-
doch herausstellen, daB8 diese Minimalbedingung von selbst erfiill ist, da die For-
derung der Stetigkeit den Korper D bereits eindeutig bis auf Isomorphie festlegt.
Deshalb eriibrigt es sich, die Minimalbedingung in die Definition von .D mit aufzu-
nehmen. Wir definieren also:

Definition 1. Unler einem Korper der reellen Zahlen verstehen wir einen stetigen
Korper D, der den Kirper I' der rationalen Zahlen als Unterkorper enthilt. Die Ele-
‘mente von D hesfen reelle Zahlen.
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Der Beweis fiir die Existenz und die Eindeutigkeit eines Kérpers D mit diesen
Eigenschaften verlauft analog wie im Fall des Ringes der ganzen Zahlen (§ 20) und
des Korpers der rationalen Zahlen (§ 22). Wir beginnen mit dem Beweis der Ein-
deutigkeit.

Satz 1. Ein angeordneter Korper K, der den Kirper I' der rationalen Zahlen ent-
hdltt), ist dann und nur dann archimedisch angeordnet, wenn jedes Element des Korpers
K Grenzwert einer Folge von rationalen Zahlen ist.

Beweis. a) Sei das Element a des Korpers K Grenzwert der Folge {a.} von
rationalen Zahlen. Dann gibt es eine natiirliche Zahl k derart, daB |a; —a| < 1 ist,
woraus sich

s |a|=[(@—a)ta|<|a—ar|+ o] <14 ||
ergibt. Da 14 |ax| eine rationale Zahl ist und da der Korper der rationalen Zahlen
archimedisch angeordnet ist, gibt es eine natiirliche Zahl » mit 1 4 |a;| <'n. Dann
ist aber auch a < # und mithin K archimedisch angeordnet (§ 10, XI".).

b) Sei nun umgekehrt der Kérper K archimedisch angeordnet. Dann gibt es zu
_jedem Element a aus K und zu jeder natiirlichen Zahl n natiirliche Zahlen m, und m,
mit

1 1
my+ — >a und my: - >—a,

also (—my) - ;—1‘ < a. Folglich ist die Menge A der ganzen Zahlen ! mit l-% <a

durch die Zahl m, nach oben beschriinkt und nicht leer, da sie die Zahl — m, ent-
hﬁ.lt Daher gibt es in A eine groBte Zahl m (§ 21, Satz 5). Oﬁeusichtlich ist dann
= S a<< Ti— . Indem wu' von dieser Unglelchung die Zahl = subtrahleren, er-
lmlten wir 0 <a—-— S . Wir setzen nun = = a, und zeigen, dnB hm a, = a ist.
Zunichst gibt es zu jedem &> 0aus K eine na.turhche Zahl ny mit n, > . Dann gilt

aber fiir alle n > ny:
1 1
|a..—a|=a—-a.<;<;n<ey

d. h., esist tatsichlich in K die Relation lim a, = a erfiillt.
Satz 2. Alle Kérper der reellen Zahlen sind untereinander isomorph, d. h., der Be-
griff des Kirpers der reellen Zahlen ist durch Definition 1 eindeutig bis auf Isomorphie

Jestgelegt. Dariiber h gibt es zwischen zwes Korpern Dy und D, der reellen Zahlen
nur eine 13omorphe Abbildung, die die Anordnung erhilt. Bes diesem speziellen Iso-
morphi. blesben die rationalen Zahlen el tweise fest. Insbesondere gibt es nur

eine uomorphe Abbildung eines Kirpers der reellen Zahlen auf sich, die die Anordnung
erhdlt, nimlich die identische Abbildung. (Auf Grund von Satz 2 aus § 23 gilt dieser
Satz auch fiir beliebige stetige Korper, sofern man die rationalen Zahlen durch die
rationalen Elemente ersetzt.)?)

1) Die Bedmgung K21 kann man lner noch dshmgehend abschwichen, daB man verlangt,
der Korper K thalte die Ele te eines and Karpers.

2) Wir werden in § 26 zeigen, daB die Bedi daB die Anord etha.lten bleibt, entbehr-
lich ist, da der Korper der reellen Zahlen iiberhaupt nur eine Anordnung gestattet.
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Beweis. Wir konstruieren auf folgende Weise eine Abbildung des Kérpers D,
in den Korpern D,: Es sei d; ein beliebiges Element aus dem Kérper D;. Da D,
archimedisch angeordnet ist, gibt es nach Satz 1 eine Folge {a.} von rationalen Zahlen
@» mit d; = lim @,. Dann ist {a.} eine Fundamentalfolge in D, und damit auch
in seinem Unterkorper I. Weil I'c D, und D, archimedisch angeordnet ist,
ist die Folge {a,} als Fundamentalfolge in I" auch Fundamentalfolge in D,
(§ 24, Satz 5). Da D, vollstindig ist, gibt es in D, ein Element d, mit lim a, = d,.
Wir setzen dann f(d;) = d,.

Als erstes zeigen wir, daB die Definition von d, unabhingig ist von der Wahl der
Folge {a.}. Wenn nimlich {b,} eine beliebige Folge von rationalen b, ist, fiir die
lim by = d, ist, so ist lim a, = lim by, also lim (@, — b,) = 0 [§ 24, Satz 2a)] in D,
und damit auch in I. Genau wie oben schlieBen wir, daB dann lim (@, — b,) =0
und mithin lim @, = lim b, = d, in D, ist. Ist speziell d, eine rationale Zahl, so ist
unter anderem lim a, =d, fir die Folge {an} mit a, =d, fiir alle n. Also ist
f(d,) = d,, d. h., die Abbildung f 148t die rationalen Zahlen elementweise fest.

Wenn ¢, % d; und ¢; =lim a,, d; = lim b, ist, so istlim (@, — ba) %= 0, also in D,
lim @, <= lim b, und mithin f(c,) ¥ f(d,). Also ist f eine eineindeutige Abbildung
von D, in D,. Sie ist jedoch im allgemeinen noch abhingig von der Definition des
Grenzwertes in D, bzw. in D,, also insbesondere von den Anordnungen dieser Korper.

‘Wir zeigen als niichstes, daB f eine isomorphe Abbildung von D, in D, ist. Dazu ist
zu zeigen, daB fiir beliebige Elemente ¢, und d, aus D, die Beziehungen

fley+d) =Ff(e)) +f(@y), flerdy) =fler)f(dy)
gelten. Dies folgt aber unmittelbar aus Satz 2'b) bzw. ¢) in § 24. Wenn nimlich
¢, =lim @, und d, = lim b, ist, so erhalten wir, indem wir die Definition der Ab-
bildung f benutzen:
fley+dy) = f (lim aa +lim bs) = f[(im (@n + b4)]

= lim f(a@s -+ ba) = lim [f(an) + f(ba)]

= lim f(a) +limf(bs) = f(lim ax) + f(lim bs)

=fl(e,) +f(dy)
und entsprechend die zweite Gleichung.

Wir zeigen weiter, daB die so konstruierte Abbildung die Anordnung erhélt. Dazu
sei ¢; < dy, ¢; = lim @s, d; = lim b, im Korper D;. Dann gibt es ein n, derart, daB
an < by fiir alle n > n, [§ 24, Satz 2 e)] und daher lim @, <lim b, in D,, d. h. also
fle)) Sf(dy) ist. Da auBerdem ¢, == d, ist, ist f(c,) 3= f(d,) und damit f(e;) < f(d,).

Als niichstes zeigen wir, daB f die einzige isomorphe Abbildung von D, in D, ist,
die die Anordnung erhilt. Ist nimlich g eine beliebige derartige Abbildung, so bildet
¢ den in D, enthaltenen Korper der rationalen Zahlen auf die rationalen Elemente
des Korpers D, ab, wobei die rationale Zahl r aus D, in das Element re iibergeht,
wenn e Einselement von D, ist (§ 23, Satz 2). Nun enthilt D, voraussetzungsgemiB
den Korper I, also ist e=1 und re =r-1=r, d.h., es ist g(r) =r fir jede
rationale Zahl r. Wiire nun die Abbildung g von der Abbildung f verschieden, so
giibe es ein Element d, in D,, fiir das a, = f(d,) % g(d,) = by ist. Wir konstruieren
eine rationale Zahl ¢, die zwischen a, und b, liegt. Dazu sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit @, < b;. Indem wir genau wie unter b) im Beweis des Satzes 1 vor-

gehen, finden wir zunichst eine natiirliche Zahl 7 mit % < by — ay und danach eine
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m+41

ganze Zahl m, fir die;: <ay<—p ist. Setzen wir schlieBlich ¢ = 2

1 .
, 80 ist

1
“a<°='£+7,<“2 + (b, — a3) = b,.

Da ¢ = f(c) ist und f nach dem oben Bewiesenen die Anordnung erhilt, folgt aus
f(dy) =a, < ¢, daB d, < ¢ ist. Da andererseits auch g(c) = ¢ ist und g gleichfalls
die Anordnung erhilt, ist dann

g(dy) = b, < glo) =c,
was der Konstruktion der Zahl ¢ widerspricht.

Bisher haben wir an noch keiner Stelle von der Vollstindigkeit des Kérpers D,
Gebrauch gemacht. Deshalb gilt das bisher Bewiesene auch in jedem beliebigen
archimedisch angeordneten Koérper. Es bleibt lediglich noch zu beweisen, daB die
oben konstruierte Abbildung f eine isomorphe Abbildung des Korpers D, auf den
Korper Dj ist. Hierbei werden wir wesentlich die Vollstindigkeit von D, benutzen.
‘Wir miissen zu jedem Element d, aus D, ein Element d, aus D, finden, fiir das f(d,) =d,
ist. Da D, archimedisch angeordnet ist, gibt es auf Grund von Satz 1 in D, eine
Folge {a.} von rationalen ay, fiir die d, = lim a, ist. Die Fundamentalfolge {a.} aus
D, ist wegen I" € D, Fundamentalfolge in I"und damit auch in D;. Wegen der Voll-
stindigkeit von D, gibt es in D, ein Element d; mit d, = lim @.. Nach Definition
von f ist aber dann f(d,) =d,. Damit ist der behauptete Satz in allen Teilen be-
wiesen.

Satz 3. Jeder archimedisch angeordnete Korper K ist isomorph einem Unterkorper
eines Korpers D der reellen Zahlen. Es gibt nur eine isomorphe Abbildung von K in D,
die die Anordnung erhilt. Insbesondere kann der Korper K nur auf eine Weise, nim-
lich identisch, ssomorph unter Erhaltung der Ordnung auf sich abgebildet werden.?)

Beweis. Zundchst kann der Korper K isomorph unter Erhaltung der Ordnung
auf einen angeordneten Korper Q abgebildet werden, der den Korper der rationalen
Zahlen enthélt. Da K archimedisch angeordnet ist, ist dann auch @ archimedisch
angeordnet. Fiir @ ergibt sich der Satz aber nebenbei aus dem Beweis von Satz 2,
wenn wir dort D; durch @ ersetzen und beachten, daB wir die Vollsténdigkeit von
D, nur im letzten Teil des Beweises benutzt haben. Dieser letzte Teil fillt aber in
dem jetzt betrachteten Satz weg. Auf Grund der Isomorphie von K und @ ist
Satz 3 dann auch fiir den K&rper K richtig.

Wenn es also iiberhaupt einen Korper D der reellen Zahlen gibt, so gibt es (von
isomorphen Abbildungen abgesehen) auch nur einen derartigen Korper.

Als nichstes wenden wir uns diesem Existenzbeweis zu. Wie auch im Falle der
ganzen und der rationalen Zahlen geniigt es, einen Korper (ein Modell) zu kon-
struieren, der der Definition 1 geniigt.

Es gibt mehrere Konstruktionsmethoden fiir einen derartigen Korper. Wir brin-
gen hier eine Methode, die auf G. CANTOR zuriickgeht.

1) Im Unterschied zu Satz 2 darf hier die Bedi daB die Abbild die Ordnung erhalt,
nicht weggelassen werden. In der Tat: Ist K der Korper aller Zahlen der Form a + b}2
mit rationalem a und b, so ist die Abbildung a + b Y2 «<>a —b YE ein Isomorphismus be-
ziiglich der Addition und der Multiplikation, der nicht die Identitat ist. Dies ist méglich,
da die Abbildung nicht die in K n.l_g Unterkorper des Korpers der reellen Zahlen gegebene
Anordnung erhilt, weil z. B. 1 + V2 > 0, aber 1 — V2 < 0 ist.
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Die Konstruktion eines der untereinander isomorphen Kérper der reellen Zahlen
wird durch Satz 1 nahegelegt. Wenn niimlich D ein derartiger Kdrper ist, so mu8
jedes Element aus D Grenzwert einer Fund talfolge von rationalen Zahlen sein.
Andererseits muB auch jede derartige Fundamentalfolge wegen der Stetigkeit von D
in D einen Grenzwert besitzen.

Als Ausgangselemente zum Aufbau des Kérpers D der reellen Zahlen wiihlen wir die
Fundamentalfolgen a,, g, ag, . . . = {a.} aus rationalen Zahlen, d. h. die Folgen, fiir
die es zu jedem rationalen & > 0 eine natiirliche Zahl n, derart gibt, daB |a, —a,| <&
ist fiir alle p und g, die groBer als =, sind (§ 24, Definition 4). Es sei M die Menge
aller dieser Folgen. Fiir die Elemente aus M definieren wir eine Aquivalenzrelation,
eine Addition und eine Multiplikation, die uns dann die Gleichheit, die Addition
und die Multiplikation derjenigen Elemente des Kérpers D liefern werden, die gleich
den Grenzwerten dieser Folgen sind [§ 24, Satz 2 a), b), ¢)]. Es soll ndmlich

{an} ~ {b:} 1
dann und nur dann gelten, wenn
lim(an — bs) =0
ist. Ferner soll
{aa} + {6} = {an + ba} @
und
{ar} - (b2} = {anbe} ®
sein.
Zunéchst wollen wir uns davon iiber , daB die Gleichungen (2) und (3) tat-

siichlich Operationen in der Menge M definieren, d. h., daB die Folgen auf der rechten
Seite wiederum Fundamentalfolgen sind. Fiir den Fall der Addition wihlen wir
eine beliebige rationale Zahl ¢ > 0. Da die Folgen {a.} und {6,} Fundamentalfolgen

sind, gibt es natiirliche Zahlen n, und 7, derart, daB |a, — a,| < 2 fiir alle 9>
[ 1 Ty 3 n

und |by — b, <% fiir alle p, ¢ > n,. Ist m, die groBere der Zahlen n, und =y, so
gilt fiir alle p, ¢ > n,

I(an+bn) — (@ +bw)| = Iap—aal + |bv—'b¢| <e,
d. h., die Folge {a, -+ bx} ist eine Fundamentalfolge.

Im Fall der Multiplikation .zeigen wir zunéchst, daB jede Fundamentalfolge {c.}
beschrinkt (§ 24, Definition 2) ist. In der Tat: Es gibt eine natiirliche Zahl n, derart,
daB |ep — ¢q| < 1ist fiir alle p, ¢ > ny . Dann ist aber fiir jedes 7 > n,

Ic"‘ = ‘(cﬂ—cﬁd‘l) +C».+1l = |°u—0q.+1| + |65,+1| <1l+4 |c..,+.|.
Indem wir die rationale Zahl ¢ so bestimmen, daB ¢ gréBer ist als alle Zahlen
le]s lea]s- -+ lem]s |em+1| +1 (also z. B. die Summe aller dieser Zahlen plus 1
nehmen), finden wir, daB |¢.| < ¢ ist fiir alle n.

Es gibt also rationale Zahlen a und b derart, daB [a.| < a und |bs]| < b ist fiir
allem. Ferner gibt es zu jeder rationalen Zahl ¢ > 0 natiirliche Zahlen n, und 7, mit

&

]a,,—a.]<2,,f\'n'a.llep,q>n1 und ]b,—b.|<§%ﬁirallep,q>'n,. Setzen wir
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wieder ny gleich der groBeren der Zahlen 7, und n,, so gilt fiir alle p, ¢ > 0,
|¢pbv - “abvl = I(asbp — aybq) 4 (@9bg — agby) |
<lap|- |0y —ba| + b3 |a» —ae| < “'2_3,,, +b'§5 =g,

d. h., auch {a,b,} ist eine Fundamentalfolge.

Wir eine Fund talfolge positiv, wenn es eine rationale Zahl &£ > 0 und
eine natiirliche Zahl n, gibt mit as > & fiir alle n > n,.

Die Aquivalenzrelation (1) zwischen den Folgen besitzt offensichtlich die grund-
legenden Eigenschaften der Gleichheit (§ 19), nimlich

1. {@n} ~ {@s}, da lim(@.— as) =0 ist.

2. Wenn {as} ~ {bn} ist, so ist auch {b,} ~ {an}; denn wenn lim (as — bs) = 0 ist,
go ist auch lim (b, — as) =0, weil |an — bn| = | by — an| ist.

3. Ist {an} ~ {bn} und {bs} ~ {ca}, S0 ist {@n} ~ {¢n} ; wenn néimlich lim (an—ba) = 0
und lim (bs — ¢4) = 0 gilt, so gilt auch

lim (@ — ¢4) = lim [(@n — ba) + (bx — ca)]
— im (G — by) +-1im (by—cn) =0 +0 =0

[§ 24, Satz 2b)].

Auf Grund des Hauptsatzes aus § 19 bestimmt also die Relation (1) eine Einteilung
der Menge M in Klassen dquivalenter Folgen. Derartige Klassen werden wir im
folgenden durch kleine griechische Buchstaben «, f, 9, 4, . . . bezeichnen.

Definition 2. Es sei D, die Menge aller Klassen dquivalenter Folgen aus M.
Unter der Summe (dem Produkt) der Klassen o und f verstehen wir diejenige Klasse
o+ B (bzw. aB), die die Summe (bzw. das Produki) aus einer Folge der Klasse o und
einer Folge der Klasse § enthilt. Eine Klasse heift positiv, wenn eine Folge aus dieser
Klasse positiv ist.

Zuniochst zeigen wir, daB die Summe, das Produkt und die Eigenschaft, positiv zu
sein, unabhéngig von der Wahl der Repréisentanten aus den jeweiligen Klassen sind.
Es sei also etwa

{an} ~ {6} und {ca} ~ {du},
lim (@n — bs) = 0 und lim(c, —da) = 0.

d h.

Dann ist auch
Km [(@n + cn) — (Bn + du)] = lim (@ — bs) + lim(cn — du) =0,

d. h. {as +cn} ~ {bn +du}.
Da die Folge {c.} eine Fundamentalfolge ist, ist sie beschrinkt, d. h., es gibt eine
rationale Zahl ¢ > 0 mit |ex| < ¢ fiir alle ». Ist nun eine beliebige rationale Zahl

& > 0 vorgegeben, so gibt es eine natiirliche Zahl ny mit |a, — b, < % tiirallen > n,.
Dann ist aber fiir alle n > 2,
Iancl_bncnl = Ian'_bu l' Icnl < %'c=£-
Folglich ist lim (@aca — bucs) = 0, d. h.
{anon} ~ {baca}.
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Indem wir das kommutative Gesetz und noch einmal das soeben Bewi be-
nutzen, erhalten wir daraus

{anca} ~ {Bac} = {Cabn} ~ {dnbn} = {bnda}.

Wenn schlieBlich die Folge {a.} positiv und ferner {a.} ~ {bs} ist, so gibt es ein
rationales ¢ > 0 und eine natiirliche Zahl %, mit a, > ¢ fiir alle n > n,. Ferner gibt

s zu dem gegebenen ¢ eine natiirliche Zahl 7, mit [ay — ba| < % fiir alle n > n,. Ist
wieder n, die gréBere der Zahlen #, und ny, so ergibt sich, daB fiir alle n > n,

ba= s —(an—bs) Zan—lan—bal >e—5 =3

ist, d. h., auch die Folge {b.} ist positiv.

Somit fithren die in Definition 2 zuniichst repriisentantenweise erklirten Ope-
rationen der Addition und Multiplikation und die mit Hilfe von Folgen definierte
Anordnung zu Beziehungen in der Menge D, der Klassen vorr iiquivalenten Folgen.

Satz 4. Die Menge D, bildet beziiglich der in Definition 2 erklirten algebraischen
Operationen der Addition und der Multiplikation und beziglich der dort angegeb
Anordnung einen stetigen Korper (§ 24, Definition 6).

Beweis. Esist zu zeigen, daB in D, die Bedingungen I. bis XII. (§ 7, Definition 1;
§ 8, Definition 1; § 10, Definitionen 1 und 3; § 24, Definition 5) erfiillt sind. Da die
Operationen (2) und (3) zwischen den Folgen durch die entsprechenden Operati
zwischen ihren Gliedern erklirt sind, folgen aus den Ringeigenschaften I. bis VI. fiir
die rationalen Zahlen die entsprechenden Eigenschaften fiir die Menge M und damit
auch fiir die Menge D,. Somit sind jedenfalls M und D, Ringe.

Wir wollen uns nun zuniichst iiberlegen, was die Null und das Entgegengesetzte
eines Elementes aus D, sind. Offensichtlich ist das Nullelement von D, die Klasse,
die die Fundamentalfolge {0} =0, 0,0, ... enthélt; wir wollen sie im folgenden
durch (0) bezeichnen. Diese Klasse besteht aus allen den Folgen {a,}, die der Folge
{0} aquivalent sind, also aus allen Folgen, fiir die lim a, = 0 ist. Derartige Folgen
nennt man Nullfolgen. Also ist einerseits jede Folge aus der Klasse (0) Nullfolge.
Andererseits ist aber auch jede Nullfolge als konvergente Fundamentalfolge mit der
Folge {0} squivalent und gehort mithin zur Klasse (0).

Wenn die Klasse « die Folge {a,} enthilt, so enthilt die zu « entgegengesetzte
Klasse — « sicher die zur Folge {a.} entgegengesetzte Folge {— a,}. Dariiber hinaus
enthiilt sie dann auch alle zur Folge {— a,} équivalenten Folgen. Wegen a, — ba
= — [(— @s) — (— bn)] ist nun {a,} ~ {b} genau dann, wenn {— a,} ~ {— bn} ist,
d. h., die Klasse — « besteht aus genau den Folgen, die zu einer Folge der Klasse «
entgegengesetzt sind.

Die Bedingung VII. folgt nun nicht, wie oben die Bedingungen I. bis V1., aus der
entsprechenden Bedingung fiir dierationalen Zahlen. Wenn namlich nicht alle Glieder
der Folge {a,.} aus M gleich Null sind, soist die Folge {a,} von der Folge {0} verschieden,
die wir oben als Nullelement des Ringes M erkannt haben. Jedoch besitzt die
Gleichung {@.} {xa} = {bs} sicher schon dann keine Losung, wenn nur @, =0 und
b, %= 0 ist. Folglich kann der Ring M kein Korper sein. Trotzdem konnen wir
zeigen, daB D, ein Korper ist. Seien dazu a 3= (0) und 8 beliebige Klassen aus D,.
Ferner sei {a.} ein beliebiger Reprisentant aus « und {b»} ein beliebiger Repriisentant
aus B. Dann gibt es einerationale Zahl a > 0 und eine natiirliche Zahl n, mit |a,| > a
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fiir alle n > n,. Andernfalls giibe es nimlich zu jeder rationalen Zahl ¢ > 0 eine
natiirliclre Zahl p derart, daB [a, — a,| < %i.st fiir alle 7, ¢ > p, und wir kénnten ein
g > pfinden, fiir das [a,| < %ist. Dann wire aber fiir alle n > p

|8a] = |(an — 0) + 0| < |an—a0| +|ae] < 5+5 =¢
und daher lim @, = 0, im Widerspruch dazu, daB {a,} der Klasse « = (0) angehoren
sollte.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir sogar annehmen, da8 a, 3= 0
fiir alle n ist. In der Tat kénnen ja wegen |a.| > a > O fiir alle n > n, nur endlich
viele Glieder @, (mit n < n,) gleich Null sein. Wenn wir diese endlich vielen Glieder
durch beliebige von Null verschiedene rationale Zahlen ersetzen, so erhalten wir eine
offensichtlich zu {a.} &quivalente Folge, die also zur Klasse « gehért und deren simt-
liche Glieder von Null verschieden sind.

Wir zeigen nun, daB die Folge {e.} = {:—:} eine Fundamentalfolge ist. Zunéchst
ist die Folge {b,} als Fundamentalfolge beschrénkt, d. h., s gibt eine rationale Zahl b
mit |b,| < b fiir alle n. Ist nun eine beliebige rationale Zahl & > 0 vorgegeben, so
gibt es, da {a.} und {b,} Fundamentalfolgen sind, natiirliche Zahlen n, und n; mit

|a,,—a,,|<a2;: fiir elle p, ¢ > 7, und |b, — b, | <‘~l2f fiir alle p, ¢ > ny. Ist n, die
groBte unter den Zahlen n,, 7y, 24, so gilt fiir jedes p, g > 2,

- bpag —apb, bpag—apby | apbp —apbe
apag apag ! agag

b b
ap  aq

alse ae
sl"tl"“e““n’ ! |b,—b¢|< I

]
&
lap]-ladl ' [aql et Ta ’

also ist in der Tat {c.} = {3—"} eine Fundamentalfolge.
n,

Ist y die {c.} enthaltende Klasse, so ist wegen {a.} {ca} = {ba} 8uch ay =p. Da-
mit ist die Eigenschaft VII. bewiesén.

Die Eigenschaft VIIL. ist trivialerweise erfiillt, weil D, offensichtlich mehr als
zwei Elemente enthilt.

‘Wir beweisen als niichstes, da8 in Dy auch die Bedingung IX. erfiillt ist. Dazu ist z2u
zeigen, daB fiir jede Klasse o einer und nur einer der folgenden drei Fille eintritt:
« ist positiv, — a ist positiv, « = (0). Wir nehmen an, es sei weder « noch — a
positiv und {a.} eine beliebige Folge aus der Klasse a. Ferner sei ¢ eine beliebige
rationale Zahl > 0. Da {a,} eine Fundamentalfolge ist, gibt es eine natiirliche Zahl

ny derart, daB |a, —aq| < % fiir alle p, ¢ > ny. Da o« nicht positiv ist, gibt es ein
r > nymite, < % Da —« nicht positiv ist, gibt es ein 8 > ny, mit —a, < % So-
mit gilt fiir jedes #n > n, einerseits

@y =ay + (@ —a,) <@ +|as—ar| <&
und andererseits

— = (s —ap) — & <o, —an| +(—a) <e.
Dabher ist |a,| < ¢ fiir alle # > ny, also lim @, = 0 und damit & = (0).
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Es tritt also stets mindestens einer der oben genannten Fille ein. Wenn nun die
Klasse « positiv ist, so gibt es eine rationale Zahl a >> 0 und ein n, derart, daB ay, >a
und mithin — a, < — a ist fiir alle » > n,. Damit ist sowohl ausgeschlossen, daB
lim a, = 0, also « = (0) ist, als auch, daB — o positiv ist. Entsprechend zeigt man,
daB die beiden anderen Fille ausgeschlossen sind, wenn — a positiv ist. Damit ist
dann gezeigt, daB sich alle drei Fille gegenseitig ausschlieBen, d. h. die Bedingung IX.
erfiillt ist.

Die Bedingung X. ist erfiillt, da die Summe und das Produkt positiver Folgen
offensichtlich positiv sind.

Damit ist gezeigt, daB D, ein angeordneter Korper ist. Durch die Festsetzung,
daB a > f dann und nur dann gelten soll, wenn « — f eine positive Klasse ist, fithren
wir in D, eine Ordnung ein, beziiglich der die positiven Elemente und nur diese groSer
als Null sind (§ 10, Satz 1). Man sieht weiter unmittelbar, daB Einsel t des
Korpers D, die Klasse ist, die die Folge {1} =1,1,1,... und alle mit ihr dqui-
valenten Folgen, d. h. alle Folgen {a} mit lim @, = 1 enthilt; diese Klasse wollen
wir mit (1) bezeichnen.

‘Wir zeigen als niichstes, daB in D, das Archimedische Axiom XI. gilt. Dazu sei a
die Klasse, die die Folge {a.} enthilt. Oben haben wir gezeigt, daB jede Fundamental-
folge beschrinkt ist. Daher gibt es eine rationale Zahl a mit |ax| < a und folglich
a —a, >0 fiir alle n. Da nun im Kérper der rationalen Zahlen das Archimedische
Axijom gilt, gibt es eine natiirliche Zahl ¥ > a + 1. Dann ist aber k —a, > 1 fiir
alle n und folglich die Klasse k- (1) —a positiv, d.h. k- (1) >a. Also ist im
Korper D, auch die Eigenschaft X1I. erfiillt.

SchlieBlich zeigen wir noch, da8 in D, auch das Vollsténdigkeitsaxiom XII. (§ 24,
Definition 5) erfiillt ist. Dazu eine Vorbemerkung: Wenn die Klasse « eine Folge
{as} enthiilt, fiir die a, >0 ist fiiralle n, die groBer als ein gewisses n, sind, so ist
« =(0), da die Annahme, es wiire « < (0), offensichtlich zu einem Widerspruch
filhrt. Daher ist « >p, wenn o eine Folge {a,} und § eine Folge {b.} enthilt,
fiir die a, = by ist fiir alle #, die groBer als ein gewisses n, sind. Entsprechend wie
wir oben die Klasse, die die Folge {0} bzw. {1} enthalt, mit (0) bzw. (1) bezeichnet
haben, bezeichnen wir fiir ein vorgegebenes rationales @ mit (a) die Klasse, die die
Folge {a} =a, a, a, . . . enthilt. Folgen, deren simtliche Glieder gleich sind, nennen
wir stationdr. Offensichtlich ist die Zuordnung @ <> (a) eine isomorphe Abbildung
des Korpers I" auf die Menge I™ aller der Klassen, die eine stationire Folge enthalten.
Insbesondere ist dann auch I™ ein Kérper (§ 9, Satz 1).

Im Kérper D, sind — wie in jedem archimedisch angeordneten Korper — die Be-
griffe des Grenzwertes und der Fundamentalfolge erklirt und stimmen mit den ent-
sprechenden Begriffen in jedem seiner Unterkérper iiberein (§ 24, Definitionen 3 und 4,
Bemerkung und Satz 5).

Wir zeigen, daB unter der Voraussetzung, daB die Klasse « die Folge {a.} enthilt,
in D, lim(as) = « ist. Dazu sei ¢ > (0) ein beliebiges Element des Korpers D, das
etwa die Folge {es} enthalten mége. Dann gibt es eine rationale Zahl ¢ > 0 und eine
natiirliche Zahl m derart, daB e, > ¢ ist fiir alle n > m, d. h., es ist ¢ > (¢). Wir

wihlen nun eine rationale Zahl ¢’ mit e > ¢’ > 0 {z. B.&’ = <). Dannist )<(@E=e
2

Da die Folge {a.} eine Fundamentalfolge ist, gibt es eine natiirliche Zahl %, mit
lap —ag| < ¢ fiir alle p, g > ny. Mithin ist fiir alle 2 > ny sowohl @, —as < ¢’
als auch a, — a, < ¢’ fiir beliebige p, ¢ > n,. Indem wir von den Folgen zu den sie
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enthaltenden Klassen iibergehen, erhalten wir geméB unserer Vorbemerkung
@ — (an) < (¢)) und (@) — < (),
d.h., es ist |(as) — a| < (¢') < ¢ fiir alle 7 > ny, also lim (@s) = «.

‘Wenn wir jetzt noch zeigen, da8 in D, jede Fundamentalfolge von Elementen (an)
des Unterkdrpers I einen Grenzwert besitzt, so erhalten wir miihelos die Voll-
stiindigkeit von D,. Dazu sei {us} eine beliebige Fundamentalfolge von Elementen
des Korpers Dy. Nach dem bereits Bewiesenen ist jede der Klassen a4 gleich dem
Grenzwert einer Folge von Klassen des Unterkérpers I, d. h., es gibt zu jeder natiir-
lichen Zahl n [wegen (%) > (0)] ein Element (as) aus I derart, daB jes — (an) | < (—:;)
ist. Wir zeigen nun, daB die Folge {(a)} der so erhaltenen (a4) in D, eine Fundamental-
folge bildet. Sei dazu e > (0) ein beliebiges Element aus D,. Auf Grund der bereits
bewi Giiltigkeit des Archimedischen Axioms gibt es dann einerationaleZahl ¢ >0
mit (¢) < &. Aus demselben Grunde gibt es eine natiirliche Zahl », mit n, > gbzw.

+<7%- Pemer gibt es, da {za} eine Fundementalfolgo ist, eine natiirliche Zahl ny

derart, daB |a, — aq| < (%) ist fiir alle p, ¢ > n,. Ist n, die groBere der Zahlen n,
und n,, so ist fiir alle p, ¢ > n,

[(@5) — (a0) | < [(@n) — s | + Jotp — ate| 4| e — (a0} |
1 e 1 e e [
<G+ +GE) <)+ () +6) - <
Auf Grund der Isomorphie der Kérper I'und I" (bei der offenbar die Anordnung
erhalten bleibt) ist dann auch die entsprechende Folge {a,} der rationalen Zahlen a,
eine Fundamentalfolge. Es sei « die Klasse aus D,, die die Folge {a.} enthalt. Wie wir

oben gezeigt haben, ist dannlim(a.) = a. Andererseits ist aber lim [(@s) — aa] = 0,
denn zu jedem & > (0) aus D, konnen wir eine rationale Zahle >0 und eine

natiirliche Zahl 7, bestimmen mit (¢) < ¢ und %o < e; dann ist aber in der Tat
[(@n) —an| < (%) < (e) < e fiir alle n > n,. Mithin konvergiert auch die Folge s,

und es ist
lim ¢p = lim (@n) = «.
Damit ist die Bedingung XII. und mithin Satz 4 bewiesen.

Der Korper D, stimmt bis auf Isomorphié mit jedem Korper der reellen Zahlen
iiberein. Jedoch enthilt er nicht den Kérper I' der rationalen Zahlen, von dem wir
bei seiner Konstruktion ausging Die El te des Korpers D, sind Klassen
dquivalenter Fundamentalfolgen von rationalen Zahlen, aber unter keinen Um-
stinden rationale Zahlen selbst.

Indes haben wir oben gezeigt, daB der Kérper D, den zum Korper I der rationalen
Zahlen isomorphen Korper I” der stationdren Folgen enthilt. Daher gibt es auch
einen Kérper D, der dem Kérper Dy (beziiglich der Addition und der Multiplikation)
isomorph ist und der den Korper I' der rafionalen Zahlen als Unterkérper enthilt
(§ 9, Satz 2). Ubertragen wir mittels der isomorphen Abbildung f des Kérpers D
auf den Kérper D, die Anordnung von D, auf den Korper D vermdge der Fest-
setzung, das ein Element d aus D denn und nur dann positiv sein soll, wenn das ihm
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entsprechende Element f(d) = d,, des Kérpers D, positiv ist, so wird D zu einem an-
geordneten Korper, wobei der Isomorphismus f die Anordnung erhélt. Die so er-
haltene Anordnung von D erzeugt nun ihrerseits eine Anordnung des Unterkdrpers
I'von D, die aber mit der frither fiir die rationalen Zahlen definierten Anordnung zu-
sammenfallt, da der Kérper I" nur eine Anordnung zulaBt (§ 23, Satz 1). Bei
der isomorphen Abbildung von D auf D, wird der Korper I" auf einen gewissen
Unterkérper I’ von D, abgebildet. Da aber andererseits I"isomorph zu I' ist und
I nur eine isomorphe Abbildung in D, zulaBt (§ 23, Satz 2), ist "' = I", und der
rationalen Zahl a aus I" entspricht bei der isomorphen Abbildung f die Klasse (a)
aus I. Da bei der isomorphen Abbildung von D auf D, die Anordnung erhalten
bleibt, gelten in D alle Eigenschaften der Anordnung gleichermaBen wie in D, ins-
besondere das Archimedische Axiom, die Konvergenz der Fundamentalfolgen, die
Kquivalenz von Folgen und die Vollstindigkeit. Insbesondere iibertrigt sich also
die Stetigkeit des Korpers D, auf den Korper D.

Damit ist die Konstruktion eines Korpers der reellen Zahlen abgeschlossen. Seine
Elemente, d. h. reelle Zahlen, sind erstens die rationalen Zahlen und zweitens die
Klassen von Fundamentalfolgen aus rationalen Zahlen, die keinen rationalen Grenz-
wert besitzen.

Aus den Eigenschaften des Korpers D, folgt, da8 in D jede Fundamentalfolge
{as} aus rationalen Zahlen einen Grenzwert besitzt. Dieser Grenzwert ist entweder
eine rationale Zahl (wenn niamlich die Folge {a,} bereits im Korper I' der rationalen
Zahlen konvergiert — Anm. d. wissenschaftl. Red.) oder sie ist diejenige Klasse, der
die gegebene Folge {a,} angehort.

§ 26. Eigenschatten der reellen Zahlen

Im Kérper D der reellen Zahlen sind zunéchst alle Eigenschaften erfiillt, die wir
in Kapitel II fiir beliebige angeordnete Korper bewiesen haben. So gibt es z. B. in
D keine Nullteiler (§ 7, Definition 2 und Satz 2; § 8, Satz 1). In D gibt es positive und
negative Zahlen (§ 10, Definition 1) und eine Ordnung, beziiglich der die positiven
Zahlen groBer als Null und die negativen Zahlen kleiner als Null sind (§ 10, Satz 1).
Fiir diese Ordnung gelten ferner die Monotoniegesetze und die iiblichen Rechen-
regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen (§ 10, Satz 2 bis 4). AuBerdem ist in D
das Quadrat jeder von Null verschiedenen Zahl positiv (§ 10, Satz 7). SchlieBlich
ist fiir die Zahlen aus D ein absoluter Betrag definiert (§ 10, Definition 2), der die
iiblichen Eigenschaften besitzt, fiir den also insbesondere die Regeln iiber die
Riickfithrung des Rechnens mit Zahlen auf das Rechnen mit ihren Betrigen gelten
(§ 10, Satz 8 und die nachfolgende Bemerkung).

Die nichtrationalen reellen Zahlen nennen wir srraiionale Zahlen.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, aus beliebigen reellen Zahlen die Wurzel zu
ziehen. Die Lésung dieser Aufgabe erhalten wir als Spezialfall einer anderen Auf-
gabe, der Frage nach den Argumenten, fiir die eine vorgegebene stetige Funktion
einen gegeb ‘Wert annimmt. Der Begriff der stetigen Funktion spielt neben dem
Begriff des Grenzwertes in den mathematischen Untersuchungen eine iiberragende
Rolle.
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Den allgemeinen Funktionsbegriff haben wir schon frither (§ 3, Definition 1) ken-
nengelernt. Hier werden wir es ausschlieBlich mit Funktionen zu tun haben, deren
Argumente und Werte dem Korper der reellen Zahlen entnommen sind.

Definition 1. Unier einer auf der Menge X von reellen Zahlen definierten reellen
Funktion (oder Funktion einer recllen Verinderlichen) y = f(z) (oder kurz f) ver-
stehen wir eine Vorschrift, durch die jeder Zahl x aus X eindeutig eine reelle Zahl
y = f () zugeordnet wird. Die Zahl z heipt ein Argument von f und die Zahl y der
Wert von f fiir das Argument z (oder im Punkte x).

In diesem Paragraphen verstehen wir unter einer Funktion — ohne daB wir dies
immer ausdriicklich betonen — stets eine reelle Funktion im angegebenen Sinne.

Definition 2. Eine auf einer Menge X von reellen Zahlen erklirte Funktion
y= = f(x) heipt stetig im Punkte x, der Menge X, wenn es zu jeder reellen Zahl e >0
eine reelle Zahl 8 > 0 gibt derart, daf die Ungleichung |f(z) — f(xo)| < & fiir alle =
der Menge X erfillt ist, die der Bedingung |z — z,| < 8 geniigen. Die Funktion
y =f(x) hespt stetig auf der ganzen Menge X, wenn sie in jedem Punkte xz, aus X
(also fiir alle reellen Zahlen xy aus X) stetig tst.

Der Begriff der stetigen Funktion ist mit dem Begriff des Grenzwertes durch den
folgenden Satz verkniipft:

Satz 1. Eine auf einer Menge X erklirte Funktion f ist dann und nur dann stetig im
Punkte zy aus X, wenn fiir jede Zahlenfolge {x.} aus X mitnlim Ta=1%, uuchﬂl_i)x{no S(zn)
= f(w,) tst. Die Funktion f ist dann und nur dann stetig auf ganz X, wenn fiir jede Folge
{x.} aus X und jeden Punkt z, aus X mit ”lim Zs = g auch "l}’nv}° J(2a) =f(,) sst.

Beweis. Es geniigt offenbar, den Teil des Satzes zu beweisen, der sich auf die
Stetigkeit der Funktion in einem Punkte bezieht.

a) Es sei die Funktion f stetig im Punkte z, und {2} eine beliebige Folge aus X
mit lim z, = x,. Ferner sei eine beliebige reelle Zahl ¢ > 0 vorgegeben. Auf Grund
der Definition der Stetigkeit gibt es dazu ein 8 > 0 derart, daB |f(x) — f(z,)| < &
ist fiir alle z aus X mit |z — 2,| < 8. Nach Definition des Grenzwertes (§ 24, De-
finition. 3) gibt es zu diesem & eine natiirliche Zahl n, derart, daB |z, — ,| < 8 ist
fiir alle n > n,. Wir konnen also zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 eihe natiirliche Zahl
n, finden mit (f(2a) — f(2y) | < € fiiralle n > n,. Dann ist aber auf Grund der De-
finition des Grenzwertes

Jim_ f(z) = f (o)

b) Es sei jetzt umgekehrt”liln f(zn) = f(,) fiir jede gegen z, konvergierende Folge
{=+} aus X. Angenommen, die Funktion f wire nicht stetig im Punkte %,. Dann giibe
es eine reelle Zahl ¢ > 0 derart, daB es zu jeder reellen Zahl 4 > 0 eine Zahl z aus

X gibt, fiir die zwar |2— x,| < 8, aber nicht [f(z)—f(mo)| <, also [f(z)— f(z,) | =&
ist. Mithin gibe es zu ]eder natiirlichen Zahl n eine Zahl x, aus X, fiir die

|20 — 2| < ; 1)
und
[f(xa) — f(zo) | 26 (2)

st
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Da im Korper der reellen Zahlen das Archimedische Axiom gilt (§ 25, Definition 1),
gibt es zu jeder reellen Za.hl e., > 0 eine natiirliche Zahl ny mit n, > 1 . Wegen (1)
wire also |z, — znl< <— <£,,furn.llen>n‘,,d h. lim 2, = #,. Danusfolgte

voraussetzungsgemiB hmf(a:..) f(), im Widerspruch zu (2). Also ist in der Tat
f stetig im Punkte z,. '

Unter der Summe, der Differenz, dem Produkt, dem Quotienten zweier auf einer
Menge X erklirter Funktionen f; und f, verstehen wir diejenige Funktion f, die jeder
Zahl z aus X die Summe beziehungsweise die Differenz, das Produkt oder den Quo-
tienten der Werte der Funktionen f; und f; im Punkte z zuordnet, d. h., fiir die f(z)
gleich

L@ +A@, A@—h@, HE@-KE, 1

fiir jedes x aus X ist (dabei miissen wir im Falle des Quotienten voraussetzen, da8
Js(2) == 0 ist fiir alle x aus X).

Aus Satz 1 und den bekannten Eigenschaften des Grenzwertes [§ 24, 2b), ¢), d)}
folgt unmittelbar

Satz 2. Die Summe, die Differenz und das Produkt von auf einer Menge X er-
kldrten stetigen Funktionen f, und f, sind gleichfalls auf der Menge X erklirt und stetig.
Der Quotient.von auf einer Menge X stetigen Funktionen f, und fy it in allen den
Punkten x von X stetig, in denen f,(x) =+ 0 ist.

Wir wollen zunéchst einige Beispiele fiir stetige Funktionen betrachten:

Beispiel 1. Die Funktionen f(z) = 2* mit ganzem k = 0 sind auf der Menge aller
reellen Zahlen definiert und daselbst stetig. Fiir k = 0 ist f(z) =1 fiir alle z und
mithin stetig, weil wegen |f(z) —f(%,)| =0 jede konstante Funktion stetig ist.
Weiterhin ist klar, daB auch die Funktion f(z) = z stetig ist. Hieraus ergibt sich
durch vollstindige Induktion iiber k auf Grund von Satz 2 die Stetigkeit von «* fiir
jede ganze Zahl k > 0.

Beispiel 2. Aus Beispiel 1 und Satz 2 ergibt sich durch vollstindige Induktion
iiber die Anzahl der Glieder leicht die Stetigkeit aller Polynome

@) =0+ ozt +aaa

mit reellen Koeffizienten ay, a,, ..., a,. Hieraus ergibt sich dann, wiederum auf
Grund von Satz 2, daB alle Funktionen f(—:;, wobei f(z) und g(x) Polynome mit

reellen Koeffizienten sind, auf der Menge X aller x stetig sind, fiir die g(x) == 0 ist. Die
Polynome der hier betrachteten Art nennt man ganze rationale Funktionen und
Quotienten aus solchen gebrochene rationale Funktionen.

Beispiel 3. Die Funktionen sin 2 und cos « sind auf der Menge aller reellen Zahlen
erkliirt und daselbst stetig. Die Funktionen tgz und ctg z sind an allen den Stellen
stetig, an denen sie erklirt sind, an denen also cos z'$= 0 bzw. sinz 5= 0 ist. Um
diese Behauptungen béweisen zu kénnen, miissen wir zunéichst eine genaue De-
finition der genannten Funktionen geben.

Jeder Winkel « bestimmt im Sinne der Geometrie einen gewissen Bogen des Ein-
heitskreises, also des Kreises vom Radius 1. Da nun der Koérper der reellen Zahlen
stetig ist, gibt es eine reelle Zahl z, die gleich der Linge des betrachteten Bogens
ist. Diese Zahl wird das Bogenmaf des Winkels « genannt. Andererseits gehdrt zu
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jeder reellen Zahl 2 ein gewisser Bogen der Linge z und zu diesem ein bestimmter
Zentriwinkel o, dessen zugehoriges BogenmaB gerade die Zahl z ist. Wenn wir in
bekannter Weise auch Winkel zulassen, die gréBer als 360° oder negativ sind, so
erhalten wir hierdurch eine eineindeutige Zu-

ordnung zwischen der Menge aller reellen Zahlen

und den Winkeln, wobei jeder Zahl z der Zentri- J
winkel « mit dem BogenmaB z entspricht. Da- \
her versteht man hiufig unter einem Winkel s
nicht die geometrische Figur, sondern die sein
BogenmaB ausdriickendereelle Zahl. Dann ist sin z sl a4 \
eine Funktion, die jeder reellen Zahl z eine ganz 7
bestimmte reelle Zahl, ndmlich (Abb. 1) das Ver-

héltnis der Strecke M P zum Radms MO unter

den aus der Trig i ten Verein-

barungen iiber des Vorzeichen zuordnet. Ent-

sprechend werden die anderen trigonometrischen

Funktionen erklirt. Wir weisen nochmals darauf

hin, daB die prinzipielle Schwierigkeit bei der Abb. 1
Definition der trigonometrischen Funktionen in

der Messung der Krejsbogen besteht, die aber im Kéorper der reellen Zahlen als
stetigem Korper méglich ist.?)

Die Zuordnung zwischen den Winkeln einerseits und den BogenmaBen anderer-
seits ist so beschaffen, daB dabei der Summe « -} § zweier Winkel die Summe z -y
ihrer BogenmaBe und dem Vielfachen ax eines Winkels a das Produkt a z des Bogen-
maBes z von « und der Zahl & entspricht. Hieraus folgt, daB die bekannten tri-
gonometrischen Formeln (wie Additionstheoreme usw.) fiir die trigonometrischen
Funktionen als Funktionen des Winkels auch fiir die trigonometrischen Funktionen
als Funktionen des BogenmaBes gelten.

7um Beweis der Stetigkeit der Funktion sin x zeigen wir zunachst, daB stets
|sinz| < |z| ist. Da sin(— x) = — sin z ist, kann man sich dabei auf die Zahlen
22> 0 beschrinken; da stets |sinz| < 1 ist, geniigt es schlieBlich, die Zahlen z mit
0< z <1 zu betrachten. Alle zu diesen gehdrigen Winkel hegen im ersten Qua-
dranten des Einheitskreises. Dann ist aber offenbar die Liénge der Strecke MP
gleich der halben Liinge der Strecke MN, die zum Bogen MAN = 22z gehért (Abb. 1).
Nun sind alle Polygonziige, die man in den Winkelraum M AN einbeschreiben kann,
mindestens so lang wie die Sehne MN. Dann ist aber auch die Linge 2z des Bogens
MAN als Grenzwert der Lingen der einbeschriebenen Polygonziige nicht kleiner als

die Sehne MN. Es ist also MN 521,# < z, also sin z < z. Nun sollte aber
0<z <1, also >0 und sin z > 0 sein. Folglich ist sogar |sin z| < |z|, was zu
beweisen war. .
Es sei uns jetzt eine beliebige reelle Zahl ¢ > 0 vorgegeben. Dann setzen wir 8 =&.
Auf Grund der Formel
sinu—sinﬂ-—ZcosaH_ﬂ sinm;"J
folgt somit unter Benutzung von |cos o | < 1, da8 fiir alle z und zoxmt |z — 2| < 8
‘)In den vd,lele iiber Differential- und Integralrech wird eine andere

r Funkti (etwa dnrch unendliche Relhen) gegeben, die nicht mit der
'v'v" kel oder sonsti Fragen
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die Ungleichung

z+ Z,

|sin  — sin zy| = |2 cos sinE R | Ll — gy < b=+
gilt, womit die Stetigkeit der Funktion sin = bewiesen ist.
Die Stetigkeit der Funktion cos = kann man entsprechend oder einfacher unter

Benutzung der Beziehung cos z = sin 2 —x ) beweisen. Aus der Stetigkeit der

Funktionen sin z und cos « folgt nach Satz 2 die Stetigkeit der Funktionen tg z
und ctg « an allen Stellen, an denen sie definiert sind.

Aus den angegebenen Beispielen erkennt man bereits, wie groB die Klasse der
stetigen Funktionen ist. Fiir alle diese Funktionen beweisen wir nun die folgende
weittragende Behauptung:

Satz 3. (Satz vom Zwischenwert) Es sei f(x) eine auf dem abgeschlossenen
Intervall [a, b] definierte und stetige Funktion ([a, b] ist die Menge aller reellen Zahlen
z mit a < z < b, siehe Ende von § 1) und f(a) = « und f(b) = B. Dann gibt es zu
jeder reellen Zahl y des Intervalls [«, B] (falls o < B ist) bzw. des Intervalls [, o] (falls
B <« ist) eine Zahl ¢ des Intervalls [a, b, fiir die f(c) =y sst. Mit anderen Worten:
Jede auf einem abgeschlossenen Intervall definierte und stetige Funktion nimmt alle
Werte an, die zwischen den Werten der Funkiion an den Endpunkten des Intervalls liegen.

Beweis. Wenn a = f ist, so kommt nur der Fall x =y = f in Frageund ¢ =4
oder ¢ = b leistet das Verlangte. Es sei also « << f (im Falle § < « verlauft der Be-
weis entsprechend). Wenn y = f ist, so kann man ¢ = b setzen und ist fertig. Wir
konnen daher annehmen, daB a <y < Bist. Wir schlieBen jetzt weiter nach der

sogenannten Halbierungsmethode. Dazu konstruieren wir zwei Folgen {a.} und
{bs von reellen Zahlen, deren Glieder simtlich im Intervall [a, b] liegen und fiir die

fla) <y <f(bn), ®3)
@ S ni1, b2 basa, (4)
bn_an=b;,.a (5)

fiir alle natiirlichen Zahlen » gilt.
Dazu setzen wir ay = a und by = b. Wenn wir bereits Zahlen a, und b, im Inter-

vall [a, b] gefunden haben, so liegt auch 22—2* + 2 im Intervall [a, b], und es ist daher
[ an dieser Stelle erklirt. Wenn nun

[
(=) <y
ist, so setzen wir
Ony1 = In _; b und bpq = ba.
Ist hingegen
ap + b
T
8o soll

Gny1 = an und bpyq =a,._-;-b,,
ein. Durch diese Bedingungen sind die Folgen {an} und {bn} eindeutig festgelegt
(§ 15, Satz 1). Sie erfiillen auBerdem — wie wir gleich sehen werden — die Be-
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dingungen (3), (4) und (5). Die Giiltigkeit von (4) folgt unmittelbar aus der De-
finition von @+ und ba41. Die Beziehungen (3) und (5) beweisen wir durch voll-
stiindige Induktion iiber #n. Da « <y < f ist, gelten (3) und (5) fiir n = 0. Wir
nehmen nun an, die Beziehungen (3) und (5) seien bereits fiir n bewiesen, es sei also
gezeigt, daB f(an) <y < f(b) und by — an = 5= gilt. Nach Definition von dnss

und b, ., ist aber dann offenbar auch

bp—an_b—a

f@ni1) Sy <frs1),  bagy1— 1 = T =i
womit (3) und (5) fiir » 4 1 und damit fiir jedes n bewiesen sind.

Aus (4) folgt, daB a, < a, ist fiir alle p und ¢ mit p < g. Hieraus und aus (5) folgt,
daB {as} eine Fundamentalfolge ist. In der Tat: Da der Korper der reellen Zahlen
archnnedxsoh angeordnet ist, gibt es zu jedem & > 0 eine natiirliche Zahl n, derart,

da.B < 5= (§ 23, Satz 5) und mlthmb 7 < ¢ ist (wegen o %= f ist namlich
&uch a= bunddamltb——a > 0). Wenn also p < q ist, soist

b—a
[ap—aal =ag—ay < bp—ay, = <&

fiir alle p, ¢ > n,.

Auf Grund der Vollstindigkeit des Korpers der reellen Zahlen besitzt in ihm die
Folge {a.} einen Grenzwert ¢. Aus (5) folgt leicht (durch abermalige Anwendung von
Satz 5 aus § 23), daB lim (@n — ba) = O und mithin [§ 24, Satz 2 a)] auch {bs} kon-
vergent und lim a, = lim b, == ¢ ist. Hieraus folgt geth Satz 1 wegen der Stetig-
keit der Funktion f(z) auf dem Intervall [a, b], daB auch im f(as) = lim f(bs) = f(c)
ist. Andererseits folgt aber aus (3), da8 lim f(a.) < y < lim f(bs) [§ 24, Satz 2 ¢)],
also f(c) <y < f(c), d. h. f(c) =y ist, was zu beweisen war.

Als Beispiel fiir die vielfdltigen Anwendungsméglichkeiten dieses Satzes folgern
wir aus ihm die Existenz der Wurzel aus einer positiven reellen Zahl und eines Win-
kels zu vorgegebenem Wert des Sinus, von der wir im néchsten Kapitel Gebrauch
machen werden.

Satz 4. Zu jeder reellen Zahl a > 0 und jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine und nur
eine reclle Zahl b > 0 derart, dap b = a ist. Mit anderen Worten: Fiir positives a

L]
besitzt Ya einen und nur einen positiven Wert b. Ist n eine gerade Zahl, so besitzt V;
noch genau einen negativen Wert, nimlich — b. Wenn a = 0 ist, so gibt es genau einen

Wert der Wurzel, nimlich V;: 0. Wenna < 0 ist, so gibt es fiir ungerades n einen
und nur einen Wurzelwert, der dann negativ ist, und fiir gerades n keinen reellen Wert
fiir Ya.

Beweis. Fir jede natiirliche Zahl » ist die Funktlon f(x) = 2™ auf der Menge
aller reellen Zahlen erklirt und daselbst stetig. I dere ist sie also auf jedem
abgeschlossenen Intervall definiert und stetig. Sei zuniichst @ > 0. Dann setzen
wir c=a + 1. Aus ¢ >1 > 0 folgt c"~1 =1 (wobei das Gleichheitszeichen nur im
Falle n = 1 steht) und mithin ¢* > ¢ > a. Wir wenden nun den Satz vom Zwischen-
wert auf die Funktion z® im Intervall [0, c] an. Da 0" < a < ¢*ist, gibt es auf Grund

dieses ‘Satzes eine Zahl b aus dem Intervall [0, c], fiir die " = a, also ﬁ: b ist.
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Insbesondere ist also offensichtlich & > 0. Wenn nun & > 0 und &' = b ist, so ist
im Falle b’ < b auch b’ < b* und im Falle b’ > b auch ™ > b* (§ 10, Satz 4), also
sicher 4™ 3= b*, d. h. b = a. Damit ist gezeigt, daB der gemdB der vorangehenden

Uberlegungen gefundene positive reelle Wert von V; der einzige derartige Wert ist.
Fiir den Fall, daB » eine gerade Zahl ist, ist auBerdem

hd ki
(O =[—MF = T =" =a,
also — b ein weiterer Wert von .‘;/;, der dann negativ ist. Wenn nun b’ < 0 und
b’ 3= — b ist, so ist im Falle b’ < — b umgekehrt 4’2 > b* > 0 und mithin
" n
b = (b")? >()E =b"=a,
withrend im Fall —b < b’ <0 entsprechend b™* < a ist. Somit gibt es im betrachteten
"

Fall auch genau einen negativen Wert fiir die Wurzel, némlich }a = — b.

Wenn n eine ungerade Zahl ist, so besitzt ’i/g keinen negativen Wert, weil aus
b’ < 0 folgt, da8 b < 0 < a ist.

Wenn a = 0 ist, so ist einerseits 0* = 0 = a, wihrend andererseits 0 auch der ein-

zige Wert von }/_mt weil der Kérper der reellen Zahlen nullteilerfrei ist und mithin
aus b* = 0 unmittelbar b = 0 folgt.

‘Wenn a < 0 und » ungerade ist, 8o gibt es auf Grund des bereits Bewiesenen eine
und nur eine positive reelle Zahl b, fiir die b = — a gilt. Dann ist

(=) = (—1)"b" =a.
Wenn jedoch b’ == b ist, so schlieBt man genau wie oben, daB auch ™ %= (— b)* =a
ist. Im zuletzt betrachteten Fall besitzt also 'i/a_ den einzigen Wert — b.

‘Wenn schlieBlich @ < 0 und n gerade ist, so kann ’i/; keinen reellen Wert be-
sitzen. Da némlich der Kérper der reellen Zahlen ein angeordneter Korper (§ 10,
Definition 1) ist, so gilt fiir jede rgel.le Zahl b die Ungleichung b2 >0 (§ 10, Satz 7),
woraus sich unmittelbar 5= (632 >0, also b* == @ ergibt.

‘Wir wollen uns nun der Frage nach der Existenz eines Winkels mit vorgegebenem
Wert des Sinus zuwenden. Hier gilt

Satz 5. Zu jeder reellen Zahl a des Intervalls [0, 1] gibt es genau eine Zahl b aus dem
Imrvall[o, g],far die & — sin b iat.

Beweis. Da die Funktion f(z) = sin z auf der Menge aller reellen Zahlen er-
klirt und stetig ist, ist sie insbesondere auch im Intervall [0, %] erklirt und stetig.
Wegen sin 0 <a <sin 5 gibt es auf Grund des Satzes vom Zwischenwert eine Zahl b

des Tntervalls [o, E], fir die sin b — g ist. Zum Beweis der Einzigkeit von b benutzen
wir die aus der Trig, trie bekannte Eigensohaft, daB die Funktion sin z ffir von
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0 bis :;' fortschreitendes x ebenfalls wiichst. Diese Tatsache kann man etwa folgen-
dermaBen beweisen: Wenn 0 < 2) < x, S%’ ist, so entspricht dem gréBeren Winkel
auch der groBere Bogen. AuBerdem ist dann 0 < 2z, < 2z, <n. Fir derartige
Winkel gehort zu dem gréBeren Bogen auch die groBere Sehne. Die Hilfte der zum
Bogen der Liinge 2 z gehorigen Sehne ist nun aber gerade die zum Winkel z gehérige
Gegenkathete. Damit ist aber einleuchtend, de8 sin z; < sin z, ist. Wenn also
b = b eine andere Zahl des Intervalles |0, 7-25 ist, so ist im Falle b < b’ auch

sin b < sin b’ und im Falle b’ < b auch sin b’ < sin b, also sicher sin &’ == sin b und
damit sin b’ ¥ a.

Zum SchluB wollen wir noch einige Eigenschaften des Korpers der reellen Zahlen
als eines stetigen angeordneten Korpers beweisen.

Satz 6. Der Kirper der reellen Zahlen kann (unter Beibehaltung der obigen Addition
und Multiplikation) nur auf eine Weise angeordnet werden und lift nur eine isomorphe
Abbildung (beziiglich der Addition und Multiplikation) auf sich zu, ndmlich die iden-
tische Abbildung.

Beweis. Es sei D der in der iiblichen Weise (§ 25, Definition 2) angeordnete
Kérper der reellen Zahlen und D’ ein Karper, der aus denselben Elementen wie D
besteht, in dem die Addjtion und die Multiplikation mit der Addition und der Multi-
plikation in D iibereinstimmt, der sber ganz beliebig angeordnet ist. Da die Addition
in D mit der Addition in D’ iibereinstimmt, ist das Nullel t von D auch Null-
element von D’. Ist weiter @ > 0 (also positiv) in D, so gibt es auf Grund von Satz 4
eine Zahl b derart, daB @ = b? in D und — da die Multiplikation in D mit der Multi-
plikation in D’ iibereinstimmt — auch in D’ ist. Nun ist D’ ein angeordneter Korper,
also ist a als Quadrat von b groBer oder gleich Null (§ 10, Satz 7) und wegen a == 0
sogar positivin D’. Ist hingegen a < 0in D, so ist —a > 0 in D und damit auch in
D', also ebenfalls ¢ < 0 in D’. Hieraus folgt, daB mit ¢ > 0 in D’ auch @ >0 in D
gilt, weil @ <0 in D auch @ <0 in D’ zur Folge hitte. Somit ist @ in D’ dann und
nur dann positiv, wenn a in D positiv ist, d. h., die Anordnung von D’ stimmt mit
der Anordnung von D iiberein. D liBt also tatséichlich nur eine Anordnung zu.

Es sei nun 2’ = f() eine (beziiglich der Addition und Multiplikation) isomorphe
Abbildung des Korpers D der reellen Zahlen auf sich oder auch auf einen seiner
Unterkérper D,. Wenn a > 0 ist, so ist @ = b2 mit b 3= 0. Auf Grund der Isomorphie-
eigenschaften ist dann aber

o’ =f(a) = f(b*) = [f(B) >0,
d. h., der Isomorphismus f erhilt auch die Anordnung.

Wir zeigen nun zuniichst, daB zwischen zwei reellen Zahlen @ und b stets oine
rationale Zahl ¢ liegt. In der Tat: Wenn etwa a < b ist, so ist b —a > 0. Mithin

gibt es nach dem Archimedischen Axiom eine natiirliche Zahl » mit n >5~1—u,
also 1% < b—a. Weiter gibt es aus demselben Grunde natiirliche Zahlen m, und m,
derart, da8

1
my+ 5 >a und m,-%>—a,
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also (—my) % < g ist. Daher ist die Menge 4 der ganzen Zahlen k mit k- %>a

nicht leer (weil m, zu A gehort) und durch die Zahl — m, nach unten beschrénkt.
Folglich enthilt die Menge A eine kleinste Zahl m (§ 21, Satz 5), fiir die also

21 <a<?Zist. Darsus folgt, daB
m m—1 1 .
G<-,"= Y +;<E+(b—d)=’b

ist, also die rational Za.hl:‘fz ischen & und b liegt.

Bei einer isomorphen Abbildung f des Korpers der reellen Zahlen auf sich wird der
Korper der rationalen Zahlen identisch auf sich abgebildet (§ 23, Satz 2). Ware nun
 nicht die identische Abbildung von D auf sich, so gibe es eine reelle Zahl g, fiir die
f(a) =b = aist. Es moge z. B. @ < bsein. Nach dem Bewiesenen gibe es also eine
rationale Zahl ¢ mit ¢ < ¢ < b, woraus sich

a—c<0<b—cund c—a>0>c—b
ergibe. Nun ist aber
fle—a)=fle)—f@) =c—b,
d.h., die Zahl ¢ —a > 0 wiirde in die Zahl ¢ — b < 0 iibergehen, was nach dem
bereits Bewiesenen nicht der. Fall sein kann.

Das Rechnen mit reellen Zahlen als Klassen dquivalenter Fundamentalfolgen von
rationalen Zahlen ist praktisch nicht sehr geeignet, da die Darstellung der reellen
Zahlen durch Fundamentalfolgen ziemlich viel Platz erfordert. In der Praxis ver-
wendet man daher zur Bezeichnung der reellen Zahlen durchweg die bequemeren
Dezimalbriiche.1)

§ 27. Die axiomatische Charakterisierung der reellen Zahlen

Im Verlauf der vorangehenden Uberlegungen haben wir zunichst die natiirlichen
Zahlen als Elemente einer beliehigen Menge eingefiihrt, zwischen deren EI t
eine Beziehung ,,folgt auf* erklirt ist, die den Peanoschen Axiomen geniigt (§ 11,
Definition 1). Einen derartigen Aufbau einer mathematischen Theorie nennt man
axiomatisch. Im weiteren Verlauf definierten wir dann unter Benutzung der natiir-
lichen Zahlen die ganzen Zahlen, die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen. In
allen drei Fillen ergab sich der neue Zahlenbereich aus dem vorhergehenden, indem
man weitergehende Forderungen stellte, die den neuen Bereich bis auf Isomorphie
eindeutig festlegten. In jedem der Fille iiberzeugten wir uns durch Angabe eines
Modelles (eines konkreten Beispiels) von der Existenz eines Bereiches mit den ver-
langten Eigenschaften. Wegen der Isomorphie aller die jeweiligen Bedingungen
erfiillenden Mengen konnten wir in allen Féllen das Modell selbst als entsprechenden
Zahlenbereich ansehen. Ein derartiger Aufbau eines Zahlenbereiches wird kon-
struktiv oder auch genetisch genannt. Es erhebt sich nun die Frage, ob man jeden der
genannten Zahlenbereiche auch axiomatisch festlegen kann.

1) Vgl. hierzu den Artikel von A. J. CHiNTscEIN, Kap. IV.
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Bei der Erweiterung der Zahlenbereiche haben wir jeweils gewisse Forderungen
(die Ausfithrbarkeit der Subtraktion, die Ausfiihrbarkeit der Division, die Stetigkeit)
aufgestellt, wobei die jeweilige Erweiterung auBerdem minimal sein sollte. Im Fall
der reellen Zahlen nun haben wir gesehen, daB sich diese Minimalbedingung eriibrigte,
daB sie von selbst erfiillt war. Das bedeutet, daB die Menge der reellen Zahlen bereits
durch gewisse Eigenschaften ihrer El te eindeutig bis auf Isomorphie festgelegt
ist. Man kann also gerade diese Eigenschaften der reellen Zahlen zu ihrer axio-
matischen Charakterisierung benutzen. Die reellen Zahlen werden somit durch die
Eigenschaften eines angeordneten stetigen Korpers axiomatisch festgelegt. Die in
di Begriff ngefaften Eigenschaften liefern eine Definition des Korpers
der reellen Zahlen.

Definition. Unter einem Korper der reellen Zahlen verstehen wir eine nichtleere
Menge D, zwischen deren El ten eine Addition (welche Elementen a und b aus D ein
eindeutig bestimmtes Element a + b aus D, die Summe aus a und b, zuordnet), eine
Multiplikation (welche Elementen a und b aus D das Produkt ab zuordnet) und eine
Eigenschaft ,,a ist positiv'* erklirt sind, die den folgenden Bedingungen geniigen:

I. (Kommutatives Gesetz der Addition)a+b=>5+4a.
II. (Assoziatives Gesetz der Addition) a4 (b+c) =(a+bd)+c.

III. (Gesetz der Umkehrbarkeit der Addition) Zu beliebigen Elementen
a und b aus D gibt es ein Element ¢ aus D derart, daB a +c = b ist.

IV. (Kommutatives Gesetz der Multiplikation) ab = ba.
V. (Assoziatives Gesetz der Multiplikation) a(bc) = (ab)e.

VI. (Distributives Gesetz der Multiplikation beziiglich der Addi-
tion) a (b+c) =ab+ac.

Die bisher genannten Bedingungen besagen, daB D ein Ring ist. Damit
ist insbesondere die Multiplikation der Elemente von D mit natiirlichen Zah-
len (Vielfachenbildung) erklirt. Ferner gibt es ein eindeutig bestimmtes Ele-
ment 0 mit a +-0=0+a =a fiir jedes a aus D. Weiter gibt es zu jedem
Element a aus D ein eindeutig bestimmtes entgegengesetztes Element —a, fiir
dasa + (—a) = (—a)+a =0 ist. SchlieBlich gibt es zu gegebenen Elementen
a und b aus D ein eindeutig bestimmtes Element b —a (die Differenz aus
bund a), firdasa + (b —a) = (b —a) +a = b ist.

Weiter verlangen wir:

VII. (Gesetz der, Umkehrbarkeit der Multiplikation) Zu Elementen
aund b aus D mit a 3 0 gibt es ein Element q aus D derart, daf ag = b ist.

VIO (Méchtigkeitsbedingung) Die Menge D enthiilt wenigstens zwei Ele-
mente.

Die Bedingungen I. bis VIII. besagen, daB D ein Korper (§ 8, Definition 1) ist.
Damit ist insbesondere der Begriff des Unterkorpers (§ 8, Definition 3) von D fest-
gelegt.

Als niichstes verlangen wir:

IX. Jedes Element a aus D besitzt eine und nur eine der folgenden drei Eigen-
schaften: a ist positiv, a = 0, — a 18t posstiv.

X. Die Summe und das Produkt aus positiven Elementen sind positi
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Die Bedingungen I. bis X. besagen, da8 D ein angeordneter Korper ist. Speziell
kénnen wir also in D dadurch eine Ordnung einfiihren, da8 wir @ > b dann und nur
dann setzen, wenn a — b positiv ist (§ 10, Satz 1).

Als néichstes verlangen wir:

XI. (Archimedisches Axiom) Zu jedem a und zu jedem b > 0 aus D gibt es
eine natiirliche Zahl n, derart daf nb > a ist.

Auf Grund der Bedingungen I. bis XI. ist D ein archimedisch angeordneter Kor-
per. Damit sind in D der Begriff des Grenzwertes einer Folge und der Begriff der
Fundamentalfolge erklirt, und zwar unabhiingig davon, ob man die Elemente einer
Folge als Elemente eines etwaigen Unterkorpers von D oder als Elemente von D
auffaBt (§ 24, Satz 5).

SchlieBlich verlangen wir:

XII. (Axiom der Vollstindigkeit; Jede Fund: lfolge aus El 2
der Menge D besitzt in D einen Grenzwert.

Die Axiome I. his XII. besagen, daB D ein angeordneter stetiger Korper (§ 24,
Definition 6) ist.

Die zuletzt gegebene Definition setzt den Begriff der natiirlichen Zahl voraus, da
sonst das Archimedische Axiom keinen Sinn hitte. Weiter unten werden wir ein

Axi yst: ben, in das der Begriff der natiirlichen Zahl nicht eingeht.
Es erhebt sich nun sofort die Frage nach der Widerspruchsfreiheit, der Vollstindig-
keit und der Unabhingigkeit des b Axic ystems.

Zum Nachweis der Wlderspruchsfrexhelt der Axiome I. bis XII. haben wir ledig-
lich ein Modell fiir diese anzugeben (§ 17, Definition 1). Der in § 25 konstruierte
Kérper D, (§ 25, Definition 2 und Satz 4) ist aber gerade ein derartiges Modell. Nun
basierte die Konstruktion von D, auf dem Korper der rationalen Zahlen. Wenn wir
jedoch fiir diesen seine konstruktive Definition, d. h. den Korper I'y (§ 22, Definition 2)
benutzen, in dem der Ring der ganzen Zahlen durch den konstruktiv definierten
Ring C, (§ 20, Definition 2) ersetzt ist, so konnen wir die Konstruktion des Kérpers
D, letztlich auf die natiirlichen Zahlen zuriickfithren. Damit ist die Widerspruchs-
freiheit des obigen Axiomensystems (im modelltheoretischen Sinne) auf die Wider-
spruchsfreiheit des Axiomensystems fiir die natiirlichen Zahlen zuriickgefiihrt.

Zum Beweis der Vollstindigkeit (Kategorizitit) zeigen wir, daB je zwei Modelle
dieses Axiomensystems isomorph sind (§ 17, Definition 3). Im wesentlichen haben
wir das bereits bewiesen. Wenn niimlich K; und K; zwei Interpretationen des
Systems der Axiome I. bis XII. (also zwei stetige Korper) sind, so gibt es ein Modell I"
des Korpers der rationalen Zahlen und zwei Kérper D, und D, derart, da8 D, und D,
den Karper I' als Unterkérper enthalten und (beziiglich der Addition, Multiplikation
und Ordnung) dem Kérper K, bzw. K, isomorph sind (§ 23, Satz 2). Infolge dieses
Isomorphismus sind D, und D, stetige Korper und als Oberkorper von I" unterein-
ander isomorph (§ 25, Satz 2). Dann sind aber auf Grund der Transitivitit der
Isomorphiebeziehung auch K, und K, (bzgl. der Addition, Multiplikation und Ord-
nung) einander isomorph. Damit ist die Vollstindigkeit des Axiomensystems
L.—XII. bewiesen.

Mit der Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit ist gleichzeitig bewiesen, daB
das Axiomensystem in der Tat den Korper der reellen Zahlen charakterisiert und
damit als Fundament fiir die Theorie der reellen Zahlen dienen kann. Der weitere
Aufbau vollzieht sich dann nach dem Muster des vorangehenden Paragraphen.
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Dle Frage nach der Unabhanglgkelt des obigen Axiomensystems ist nicht von der

t wie die Frage der Widerspruchsfreiheit und der
Vollumndlgkelt und mége daber unberiicksichtigt bleiben. Es sei nur darauf hin-
gewiesen, daB die Axiome XI. und XII. von den iibrigen Axiomen unabhéngig sind.
Wir hatten die Stetigkeit eines angeordneten Kérpers mit Hilfe des Archimedischen
Axioms und des Axioms der Vollstiindigkeit (§ 24, Definition 6) erklirt. Es gibt
daneben noch eine ganze Reihe von anderen Mdglichkeiten, den Begriff des stetigen
Kérpers zu erkliren. Wir wollen hier noch zwei von ihnen erwihnen. Dazu ist es
notwendig, eine Reihe von neuen Begriffsbildungen einzufiihren.

Unter einem Schnilt in einer gmdm!cn Menge (also insbesondere in einem an-
geordneten Korper) P verstehen wir ein Paar von nichtleeren Teilmengen X, ¥ von
P, die kein g Element besi und deren Vereinigung (§ 2) die Menge P
ist, d. h., fiir die

XNY=0, XUY=P

gilt und fiir die zudem z < y fiir beliebiges € X und beliebiges y € Y ist.

Wenn a groBtes Element in X ist und Y kein kleinstes Element besitzt oder wenn
a kleinstes Element von Y ist und X kein gréBtes Element besitzt, so nennen wir a
eine Schnittzahl des gegebenen Schnittes.

Ein Element b einer geordneten Menge P heiBit ein Haufungspunkt der Menge A,
wenn es zu jedem b, und b, mit b, < b < b, unendlich viele Elemente a aus 4
gibt, fiir die b; < a < b, ist.

Man sieht unmittelbar ein, da8 in einem angeordneten Korper K diese letzte
Definition mit der nachfolgenden équivalent ist:

Ein Element b ist dann und nur dann Hiufungspunkt der Menge 4, wenn es zu
jedem Element ¢ >0 aus K unendlich viele Elemente a aus A gibt, fiir welche
la —b| < e ist.

Eine Teilmenge 4 einer geordneten Menge (also i e eines
Korpers) P heilt beschrankt, wenn es in P ein Element b, und ein Element b, gibt
derart, da8 b; < a < by ist fiirallea € 4.

In einem angeordneten Korper K sind dann die drei folgenden Aussagen gleich-
wertig:

a) In K gelten die Aziome XI. und XII.

b) (DEDEKIND) Jeder Schnitt in K besitzt eine Schnittzahl.

c) (WEIERSTRASS) Jede unendliche beschrinkte Teilmenge von K besitzt mindestens
einen Haufungspunkt.

Man kann also den Kérper der reellen Zahlen durch die Bedingungen I. bis X.
u.nd eine der Bedingungen &), b) oder ¢) axiomatisch charakterisieren. Der Aqui-

beweis fiir die Aussagen a), b) und c¢) findet sich z. B. in dem Buch von I. W.
PROSKURIAKOW [5].

Den Kérper der rationalen Zahlen kann man axiomatisch als Primkérper der Cha-
rakteristik 0 festlegen. In der Tat: Jeder derartige Korper ist gleich seinem aus allen
rationalen El ten bestehenden Unterkérper und mithin dem Korper I' der
rationalen Zahlen isomorph (§ 23, Satz 2).

SchlieBlich kann man den Ring der Zahlen axiomatisch als Ring R mit
Einselement e cha.ra.ktensleren, der keinen von sich selbst verschiedenen Unterring
mit Einselement enthéilt und in dem ne == 0 ist fiir jede natiirliche Zahl ». Man

h d +
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geigt ndmlich leicht, daB die Menge der Elemente ne isomorph ist der Menge N der
natiirlichen Zahlen beziiglich der Addition und der Multiplikation und folglich R
einen dem Ring C der ganzen Zahlen isomorphen Unterring R, enthélt (§ 20, Satz 3).
Da aber R, ein Einselement enthélt, so stimmt Ry mit R iiberein, und es ist R dem
Ring der ganzen Zahlen isomorph.

Kapitel VII
DER KORPER DER KOMPLEXEN ZAHLEN

§ 28. Definition des Korpers der komplexen Zahlen

Bereits im Altertum stiel man bei der Losung von quadratischen Gleichungen auf
Gleichungen, deren Wurzeln — wie wir heute sagen wiirden — komplexe Zahlen
sind. Derartige Aufgaben sah man damals als unlésbar an. Die in der ersten Hilfte
des 16. Jahrhunderts von italienischen Mathematikern gefundenen Formeln zur
Auflsung kubischer Gleichungen durch Radikale fiihrten dann auf die Darstellung
reeller Wurzeln von Gleichungen mit reellen Koeffizienten durch Quadratwurzeln
aus negativen Zahlen. Dadurch wurden die Mathematiker jener Zeit dazu angeregt,
sich mit diesen neuen Zahlen, die sie ,,imaginir, ,,unméglich®, ,eingebildet* usw.
nannten, zu befassen. Dabei verwendeten sie fiir das Rechnen mit diesen Zahlen
dieselben Regeln, wie fiir das Rechnen mit reellen Zahlen. Die Bedeutung jener
Zahlen blieb ihnen jedoch unklar, was schon ihre Benennung verrdt. So nennt
CARDANO die neuen Zahlen ,falsche, wahrhaft sophistische* Zahlen. Eine erste
formale Begrilndung des Rechnens mit reellen und komplexen Zahlen findet sich in
der ,,Algebm“ des italieni Mathematikers RAFAELLO BOMBELLI (1572). Die

trische Darstell dieser Zahlen (durch Punkte oder Vektoren
der Ebene) wurde indes erst am Aufang des 19. Jahrhunderts gefunden. 1)

Danach gingen die Untersuchungen iiber komplexe Zahlen sehr schnell voran, so-
daB heute die Theorie der Funktionen einer komplexen Verinderlichen einen fun-
d talen Bestandteil der Mathematik bildet. Diese Theone findet ihre mannig-
fachen Anwendungen in den verschiedensten Wi haften, so u. a. in der Aero-
dynamik. Dabei sind die komplexen Zahlen ebenso gut begrundet wie etwa die
rationalen oder die reellen Zahlen.

Wir haben gesehen, da8 sich im Kérper der reellen Zahlen nicht immer die Wurzel
aus einer reellen Zahl bestimmen 1iBt, weil nimlich eine Wurzel geraden Grades aus
einer negativen Zahl keinen reellen Wert besitzt, d. h., fiir reelles @ << 0 und gerades
natiirliches n gibt es keine reelle Zahl b, fiir die " = a ist (§ 26, Satz 4). GemiB8
unseren in § 18 entwickelten a]lgemeinen Prinzipien der Erweiterung eines gegebenen

1) DIB erste eometrische Begnmdung firr das Rechnen mit komplexen Zahlen gaben 1799 der

ndmesser CAsPAR WEsSEL und umbhi,ngng von ihm im Jahre 1806 der fran-

zoquwhe Mathematiker J.-R. ARGAND. fand diese Ausl aber
erst nach einer weiteren, 1831 durch C. F f‘nuss gegebenen Begrﬁndung




§ 28. Definition des Korpers der komplexen Zahlen 199

Zshlenbereichs werden wir jetzt den Korper D der reellen Zahlen zum Kérper K der
komplexen Zahlen erweitern. Dabei wird es sich darum handeln, die Operation des
Wourzelziehens in K zu einer unbeschrinkt ausfithrbaren Operation zu machen. Als
wesentlich neues Resultat bei dieser Erweiterung ergibt sich, daB auch in dem
Fillen, in denen diese Operation bereits in D ausfiihrbar ist, in K noch weitere L&-

sungen auftreten, und zwar wird in K die ’i/a— fiir jedes a 5= 0 und beliebiges
natiirliches » genau » Werte besitzen.?)

Wir werden sehen, daB es geniigt, D zu einem Korper K zu erweitern, in dem
}— 1 mindestens einen Wert besitzt, d. h. zu einem Kérper, in dem es ein Element ¢
gibt, fir das 12 = — 1 ist. Unter allen derartigen Kérpern werden wir zudem den
kleinsten im Sinne der nachfolgenden Definition auswihlen:

Definition 1. Unter einem Korper der komplexen Zahlen verstehen wir einen
minimalen Korper K, der den Kirper D der reellen Zahlen enthdlt und in dem es ein
Element i gibt, fiir das i* = — 1 ist. Ein Korper der komplexen Zahlen ist also eine
Menge K, die die folgenden Bedingungen erfillt:

1.) K ist ein Korper, der den Korper D der reellen Zahlen als Unterkorper enthilt und
in dem es ein Element ¢ mit i = — 1 gsbt.

2.) Der Korper K enthilt keinen von sich selbst verschiedenen Unterkirper, der eben-
falls die Bedingung 1 erfiillt.

Die Elemente von K heifen komplexe Zahlen.

Wir beweisen zuniichst wieder die Eindeutigkeit (wie immer, bis auf Isomorphie)
des so definierten Korpers K.

Satz 1. Ein Korper K, der den Korper D der reellen Zahlen enthilt?) und in dem es
ein Element + mit 2= — 1 gibt, ist dann und nur dann minimal, wenn sich jedes
Element x aus K in der Form

z=a-bi 1)
darstellen lifit, wobei a, b reelle Zahlen sind. Diese Darstellung ist zudem eindeutig,
d. h., zu jedem x aus K gibt es auch nur ein geordnetes Paar a, b von reellen Zahlen, das
der Gleichung (1) geniigt.

Beweis. a) Es sei jedes Element x aus K in der Form (1) mit reellen a und b dar-
stellbar und P ein beliebiger Unterkorper von K, der den Kérper D der reellen
Zahlen enthilt und in dem es ein Element j mit j2 = — 1 gibt. Dadanni® = j2 =—1
ist, 80 ist (s +7) (1 —j) =¥ 44j—ij —j2 =0. Weil K als Korper keine Null-
teiler besitzt (§ 8, Satz 1), muB also s -+j =0 oder § —j = 0, also j = - i sein.
Jedes z aus K ist Somit wegen z = a + bi = a 4 bj auch Element von P und da-
her ist P = K. Damit ist die Minimaleigenschaft des Korpers K bewiesen.

"

1) Die Werte von Ja sind offenbar gerade die Wurzeln der Gleichung z# —a = 0. Gleichungen
dieser Art werden iiblicherweise ,,reine‘* Gleichungen genannt. Somit sind also im Kdrper
der komplexen Zahlen alle reinen Gleichungen sufldsbar. Daritber hinaus gilt die stirkere
Aussage, daB in K alle algebraischen Gleichungen, d. h. alle Gleichungen der Form
f(x) =0, wobei f(z) irgendein Polynom vom Grad n = 1 mit beliebigen komplexen Ko-
effizienten ist, auflésbar sind. Der Beweis dieses+Satzes findet sich in EAEM Band 2, L. J.
OxuxIEw, Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen, Kap. I, § 6.

%) Wie immer soll die Redeweise, ein Ring sei in einem and thalten, so den wer-
den, da8 die Operationen in beiden Ringen tibereinstimnmen.
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b) Sei nun umgekehrt der Kérper K minimal. Wir zeigen, daB dann jedes Element
z aus K in der Form (1) darstellbar ist. Dazu sei M die Menge der Elemente aus K,
die sich in der Form (1) darstellen lassen. Wie wir sogleich zeigen werden, gilt fir
diese Elemente

a) a + b = ¢ +ds dann und nur dann, wenn ¢ = ¢ und b = d ist;

b) @+b)) Lc+di)=@xc)+(bLd)i;

¢) (a -+ bs) (¢ + ds) = (ac — bd) + (ad + be) §; 2)

+bs ac+bd be—ad .

d) EH_—d". St aga falls o+ di 4 0 ist.

In der Tat: Wenn a = c und b =d ist, so ist auf Grund der eindeutigen Ausfithr-
barkeit der Addition und der Multiplikation im Kérper K natiirlich a 4- b4 = ¢ +ds.
Wenn umgekehrt a + bt = ¢ + di ist, so ist, wenn b = d ist, b+ =di und mithin

auch a = ¢; wiire aber b 4= d, so wire 1 = ::cb ein Element des Korpers D der

reellen Zahlen, was wegen 2 = — 1 < 0 nicht der Fall sein kann, weil das Quadrat
einer reellen Zahl niemals negativ ist (§ 10, Satz 7). Wenn also @ + bi = ¢ + di ist,
50 ist b = d und @ = ¢, womit die Behauptung a) bewiesen ist.

Da wegen der iiblichen Eig haften der Null offenbar 0 4 0 = 0 ist, so folgt
aus a) insbesondere, da8 dann und nur dann a@ + bs = 0 ist, wenna =0 und 6 =0
ist.

Die Rechenregeln b) und c¢) ergeben sich unmittelbar aus den Eigenschaften der
Addition und der Multiplikation im Kérper K.

Wenn ¢ 4 d+ 3 0 ist, soist c 3= 0 oder d == 0, also auch ¢ — d¢340und ¢* - d? > 0.
Multipliziert man den Zihler und den Nenner auf der linken Seite von d) mit
¢—di % 0, so #ndert sich der Quotient nicht. Danach kann er aber leicht auf die
rechts stehende Form gebracht werden.

Eine unmittelbare Folge aus a) ist die Eindeutigkeit der Darstellung (1).

Aus b), ¢) und d) folgt nun sofort, daB die Summe und die Differenz sowie das
Produkt und der Quotient (mit von Null verschied N ) von El ten der
obigen Menge M wieder zu M gehoren, also M ein Unterkérper von K ist (§ 8, Satz 5).
Da auBerdem wegen a = a -+ 04 alle reellen Zahlen und wegen ¢ =0 + 14 auch
zu M gehéren, so ist K = M auf Grund der Minimalitit von K, also jedes Ele-
ment von K in der Form (1) darstellbar.

Satz 2. Alle Korper der komplexen Zahlen sind untereinander isomorph, d. h., der
Begriff des Korpers der komplexen Zahlen ist durch Definition 1 eindeutig bis auf
Tsomorphie festgelegt.

Beweis. Es seien K, und K, beliebige Kérper der komplexen Zahlen, wobei K,
das Element i, ufd K; das Element i, enthalten mége, fiir das i = — 1 bzw. 43 = — 1
ist. Auf Grund des vorangehenden Satzes lassen sich dann alle Elemente aus K,
in der Form a + b4, und alle Elemente aus K, in der Form a 4 b3, darstellen, wobei a
und b beliebige reelle Zahlen sind und die jeweilige Darstellung zudem eindeutig ist.
Hieraus folgt bereits unmittelbar, daB die Zuordnung fla +bll) =a +bt, eine
eineindeutige Abbildung von K, auf K, ist. Nun zeigen die Gleichungen (2) b) und ¢),
daB die Addition und die Multiplikation in K, und K; in gleicher Weise auf die
Addition und die Multiplikation von reellen Zahlen zuriickgefithrt werden. Hieraus
folgt leicht, daB die Abbildung f sogar ein Isomorphismus ist. Dazu haben wir zu
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zeigen, daB

[ +9) =fz) +fly), [y =F(@)f(9)
fiir beliebiges z, und beliebiges z, aus K, gilt. Da der Beweis beider Gleichungen
vllig analog verliuft, wollen wir nur die erste beweisen. Es sei dazu

z, =a+bsy, y, =c+di,.
Dann ist
f(@) =a+biy, f(gh)=c+dip
und mithin
Sz +y1) =fl@ +b3) +(c +di)l = fla+e¢)+ (b +d)i]
= (a+c) + (b +d)i; = (@ +biy) + (¢ +diy) = f(z)) + f(#1),

was zu beweisen war.

Bemerkung. Bei dem angegebenen Isomorphismus wird offensichtlich jede
reelle Zahl in sich und das Element ¢, aus K, in das Element i, aus K, iibergefiihrt.

Satz 3. Jeder Kirper P, der den Korper D der reellen Zahlen enthdlt und sn dem es
ein Element s mit $2=— — 1 gibt, enthdlt einen Korper der komplexen Zahlen.

Beweis. Dazu sei K die Menge aller der Elemente aus P, die sich in der Form
@ + bi mit reellem a und b darstellen lassen. Entsprechend dem Beweis von Satz 1,
Teil b) iiberzeugt man sich davon, daB K ein Unterkédrper von P ist, der zudem den
Korper der reellen Zahlen und das Element i enthilt. Da sich auBerdem jedes Ele-
ment von K in der Form a + b¢ darstellen 1iBt, ist auf Grund von Satz 1 der Korper
K minimal im Sinne der Definition 1 und mithin ein Korper der komplexen Zahlen.
Damit ist der behauptete Satz bewiesen.

Wir wollen als nichstes die Existenz eines Korpers der komplexen Zahlen nach-
weisen. Dazu geniigt es, wie schon im Falle der ganzen, der rationalen und der
reellen Zahlen, ein Modell (ein Beispiel) eines der Definition 1 geniigenden Kérpers
anzugeben. Man kénnte hier versucht sein, als Elemente dieses Korpers die Sym-
bole a 4 b¢ zu nehmen, wobei a, b reelle Zahlen sind und ¢ ein Symbol ist, das der
Bedingung i? = — 1 geniigt. Dann miiBte jedoch gezeigt werden, daB in diesen
Korper die reellen Zahlen so eingebettet werden konnen, da8 das Symbol a 4 b
gleich der Summe aus @ und dem Produkt von b mit ¢ in dem genannten Korper ist.
Wegen der Unbestimmtheit des Symbols i wiirde es sich zudem um eine rein formale
Konstruktion handeln. Wir wollen deshalb einen anderen Weg einschlagen, der
zwar dem angedeuteten sehr nahe kommt, sich aber darin von diesem unterscheidet,
daB alle verwendeten Symbole eine ganz konkrete Bedeutung haben.

Der obige Satz 1 legt bereits die Konstruktion eines der untereinander isomorphen
Kérper der komplexen Zahlen nahe. Da jedes Element des gesuchten Korpers sich
in der Form a -+ b+ darstellen lassen muB, wird es eindeutig durch das Paar (a, b)
von reellen Zahlen festgelegt, wobei auBerdem verschiedenen Paaren auch verschie-
dene Elemente entsprechen. Somit werden wir es hier nicht notig haben, fiir die
Paare eine Aquivalenzrelation zu erkliren und zu den Klassen aus dquivalenten
Paaren iiberzugehen, wie wir es im Falle der g und der rationalen Zahlen getan
haben.

Definition 2. Es sei K die Menge aller geordneten Paare (a, b) von reellen Zahlen.
In der Menge K, erkliren wir eine Addition und eine Multiplikation durch die




203 Der Koérper der komplexen Zahlen

Gleichumgen
(a,5)+(c,d) =(a+c,b+d), ®
(a, b) (¢, d) = (ac — bd, ad + be). 4)
Die Verkniipfungen in K, sind offensichtlich entsprechend den Verkniipfungen in
dem gesuchten Korper erklirt, die durch die Gleichungen (2) b) und c¢) festgelegt
wurden.
Satz 4. Die Menge K bildet beziiglich der Verkniipfungen (3) und (4) einen Korper.
Beweis. Dazu haben wir zu zeigen, da8 in K, die Bedingungen I. bis VIIL. (§ 7,
Definition 1 und § 8, Definition 1) erfiillt sind.
Da die Addition der Paare gliedweise erklart ist, folgen die Bedingungen I. bis IIL.
fiir die Paare unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften der reellen Zahlen.
Dle Gult.lgkelt der Bedmgungen IV. bis VI. verifiziert man durch einfaches Aus-
r wir das distributive Gesetz der Multiplikation be-
ziiglich der Addition (Bedingung VI.):

(@, 8) + (c, D] (e, /) = (a +¢, b +d) (e, f)
=[@a+c)e—(b+d)f, @+ec)f +(b+d)e]
= (ae+ce—bf —df, af +-cf +be +de);

(3, 0) (e, f) +(c, @) (e, /) = (ae — bf, af +be) + (ce —df, ¢f +de)
=(ae—bf +-ce—df, af +be+cf +de).
Da die jeweils zuletzt erhaltenen Paare iibereinstimmen, gilt in der Tat VI.

Damit ist bereits gezeigt, daB K, ein Ring ist. Man sieht leicht ein, daB das Paar
(0, 0) in K, die Rolle des Nullelementes spielt und daB die entgegengesetzten Paare
und die Differenz zweier Paare durch die Formeln

—(@,b)=(—a,—b), (ab—(,d) =(@—cb—d
festgelegt werden.

Wir fragen jetzt nach der Umkehrbarkeit der Multiplikation (Bedingung VII.)
Dazu seien uns zwei beliebige Paare (a, b) und (¢, ) vorgegeben, wobei (a, b) == (0, 0)
ist. Diese letzte Forderung besagt nichts anderes, als daB a 3= 0 oder b == 0 ist.1)
Da a und b reelle Zahlen sind, so ist unter dieser Bedingung a? + b2 > 0 (§ 10, Satz 7).
Gesucht ist ein Paar (z, y), fiir das

(@, b) (z, y) = (¢, d)
ist. Setzen wir zuniichst einmal voraus, da8 es ein derartiges Paar (2, y) gibt, so muf
(ax—by,ay +bx) = (c, d)

sein, woraus sich az —by =¢ und bz +ay = d ergibt. Wenn wir dieses Glei-
chungssystem nach z und y aufl6sen, so erhalten wir

_ac+bd ad —be

=@m Y=arE
Damit ist gezeigt, daB es unter der Voraussetzung der Existenz eines der Gleichung (5)

1) Wie fiir die Elemente einer beheblgen Menge, setzen wir auch lner feab daB das Glelohheltl-
zeichen die Identitdt und das T die Vi eit ist
also im Fall der Paare (z, y) = (2, t) dann und nur dann, wenn z = z und y = tist.
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Jeniigenden Paares (z, y) auch nur ein derartiges Paar gibt, nimlich das Paar aus
den soeben angegebenen Zahlen z und y. Man priift nun leicht nach, daB dieses Paar
auch tatsichlich die Gleichung (5) befriedigt, da

ac+bd ad — be!
("xb)(:w—w )
_ {a%c+abd —bad +bic a*d —abc + bac+ b*d\
\ at + o8 4 at + b "‘

(e, d)

ist.

Damit ist fiir K, auch die Eigenschaft VII. nachg

Da es schlieBlich in K sicher mehr als ein Element gibt, so l.st auch die Bedingung
VIII. erfiillt und K, in der Tat ein Korper.

Einselement von K, ist das Paar (1, 0), weil

@b)-(1,0=@-1—b-0,a-0+4b-1) = (a,d)

ist.

Der Korper K, ist bis auf Isomorphie ein Korper der komplexen Zahlen.
Er selbst erfiillt allerdings noch nicht die Bedingungen der Definition 1, da er nicht
den Korper der reellen Zahlen enthilt. Um dies zu erreichen, werden wir wiederum
den Korper D in den Korper K, einbetten. Dazu sei D’ die Menge aller Paare des
Korpers K, die die Form (a, 0) haben. Aus den Gleichungen (3) und (4), die die
Addition und die Multiplikation in K, definieren, liest man unmittelbar ab, da8 die
Zuordnung @ < (a, 0) eine isomorphe Abbildung von D auf D’ ist. Daher ist D’
ein Korper (§ 9, Satz 1), und folglich gibt es einen Korper K, der den Kérper D als
Unterkérper enthslt und der so auf K, isomorph abgebildet werden kann, daB jeder
reellen Zahl a aus D das Paar (a, 0) aus D’ entspricht (§ 9, Satz 2).

Satz 5. Der so definierte Korper K ist ein Korper der komplexen Zahlen.

Beweis. Nach Konstruktion umfa8t der Korper K den Kérper D. Ferner ent-
hilt K das Paar (0, 1). Dieses Paar wollen wir mit ¢ bezeichnen; es ist also ¢ = (0, 1).
In K, ist nun

(0,1)2=(0,1)(0,1) =(0-0—1-1, 0.1+ 1-0) = (—1,0).
Da bei der oben genannten isomorphen Abbildung von K, auf K dem Paar (— 1, 0)
aus K, die Zahl — 1 aus K entspricht, ist in K also 1 = — 1. Somit besitzt K die
Eigenschaft 1.) aus Definition 1.

Es bleibt also lediglich zu zeigen, daB K auch die Minimalbedingung 2.) erfiillt.
Nach Satz 1 geniigt es hierzu zu beweisen, dal sich jedes Element z aus K in der
Form x = a 4 bi mit reellem a und b darstellen 1it. Dazu moge dera Element z

aus K bei der isomorphen Abbildung von K auf K, das Paar (a, b) aus K, entsprechen.
Offenbar ist dann in K,

(a,b) = (a,0) + (5, 0) (0, 1).

Auf Grund der Zuordnung 4 < (a, 0) ist dann aber in K in der Tat x = a + b4,
was zu beweisen war.
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§ 29. Eigenschaften der komplexen Zahlen?)

Der Korper der komplexen Zahlen besxtzt als Kﬁrper alle die in den §§ 7 und 8
fiir beliebige Ringe und Kérper bewi g

Da der Kérper der komplexen Zahlen den Korper der reellen Zahlen umfa8t, ist
seine Charakteristik gleich Null.

Der Korper der komplexen Zahlen ist sicher kein angeordneter Kérper, da in
einem solchen a? > 0 fiir jedes a ist (§ 10, Satz 7), withrend im Kérper der komplexen
Zahlen 12 = — 1 ist.

Die geometrische Darstellung der komplexen Zahlen. In einer Ebene wihlen
wir zwei beliebige, aufeinander senkrecht stehende Geraden, eine horizontale
Gerade Oz und eine vertikale Gerade Oy aus, die sich im Punkte O schneiden mégen
(Abb. 2). Ferner wihlen wir eine beliebige Strecke MN als Einheit der Lingen-
messung. Dann lassen sich alle komplexen Zahlen als Punkte der Ebene Oz y dar-

stellen. Dazu trigt man, falls 2 =a + bi eine gegebene

17 komplexe Zahl ist, auf der Geraden Oz vom Punkte O aus
Mr—N die Strecke O4 der Lange |a| ab, und zwar nach rechts,
wenn @ > 0ist, und nach links, wenn a << 0 ist. Ent-

& 4 sprechend wird auf der Geraden Oy die Strecke OB der
1 Linge |b| abgetragen, und zwar nach oben,- wenn b >0

ist, und nach unten, wenn b < 0 ist. Durch den Punkt 4
7 @ A ¥ legt man sodann eine zur Geraden Oy parallele Gerade

und durch B eine zu Oz parallele Gerade. Der Schnitt-

punkt Z dieser beiden Geraden dient als Bild der kom-
Abb. 2 plexen Zahl z = a -+ bi. Man iiberzeugt sich leicht davon,

daB jeder Punkt der gewdhlten Ebene eine gewisse kom-
plexe Zahl darstellt und da8 die so erklirte Zuordnung zwischen den komplexen
Zahlen und den Punkten der Ebene O zy umkehrbar eindeutig ist. Es wird also —
kurz gesagt — die Zahl z = a + b4 durch den Punkt Z(a, ) mit den rechtwinklig-
kartesischen Koordinaten @ und b dargestellt.

Bei dieser Zuordnung entsprechen offenbar den reellen Zahlen und nur diesen die
Punkte der Geraden O, wihrend die Zahlen der Form bi, die sogenannten rein
imagindren Zahlen, und nur diese durch die Punkte der Geraden Oy dargestellt
werden. Daher heiBt die Gerade Oz die reelle und die Gerade Oy die smagindre
Achse. Die nach rechts weisende Richtung der Geraden Oz und die nach oben wei-
sende Richtung von Oy werden als positiv bezeichnet, wihrend die nach links wei-
sende Richtung von Oz und die nach unten weisende Richtung von Oy b4
heiBen. Der Punkt O heiBt der Kmdlmnurapmng Die Geraden Oz und Oy
werden Koord h

Im folgenden werden wir bei Beweisen fiir irgendwelche Eigenschaften der kom-

plexen Zahlen nicht unmittelbar mit ihrer geometrischen Darstellung operieren,
sondern diese nur zur Veranschaulichung-der jeweiligen Eigenschaft benutzen.

1 behandel

1) Wir werden hier nur die elementaren Eigenschuften der ki Zahlen
Leser, der sich mit weiteren Eigenschaften dieser Znhlen (z B. der Taxlbnrkmmheona
im Rm,g der ganzen k 1 Zahlen) sei
auf das Buch von R. O. KusMix und D. K. FAbDEIEW [13] verwiesen.
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Die trlgonometrlscho Darstellnng der komplexen Zahlen. Definition. Umr euur
otoh.

tngo‘nomclmchen Dar g einer kompl Zahl 2 wir shre Schresb
in der Form

z=r(cosa + ¢sina),
wobes r und « reelle Zahlen sind und r 20 ist. Die Zahl r heipt der absolute Betrag
(oder kurz: Betrag) von z und die Zahl a das Argument oder der Arcus von 2.

Satz 1. Jede komplexe Zahl z lipt sich in trigonometrischer Darstellung schreiben.
Dabes ist der Betrag von z eindeutiq durch z bestiamt und dann und nur dann gleich
Null, wenn z = 0 ist. Fiir 2 =0 kann Argument von z jede beliebige reelle Zahl sein,
wdhrend fiir z 4= 0 das Argument von z eindeutig bis auf ganze Vielfache von 27 be-
stimmt ist.

Beweis. Wenn z =0 ist, so ist 0+ (cos « + 4 sin ) fiir beliebiges « eine trigono-
metrische Darstellung von z. Wenn umgekehrt 7(cos « + 4 sin ) =0 ist, so ist
r.=0, da wegen sin®a + cos®a = 1 stets cos « + ¢ sin « 3= 0 ist. Damit sind die
die Zahl z = 0 betreffenden Behauptungen unseres Satzes bewiesen.

Sei also jetzt z =a + b¢ = 0. Dann sind nicht @ und & beide Null, und es ist
a? 4 b® > 0. Mithin besitzt Va’-{— b2 im Korper der reellen Zahlen zwei Werte,
und zwar einen positiven und einen negativen Wert (§ 26, Satz 4). Den positiven
Wert dieser Wurzel wollen wir mit r bezeichnen. Da da.nn a® <72 und b Sr’ ist,

solst} lslundHSl Mithin gibt es eine Zahl «, derart, daBOSa,,s und

sin =|ﬁlmt (5 26, Satz 5). Da auBerdem (2)* +( )* = 1ist, s0 ist %=+ cose
und - = 4 sin .

Wenn nun E =cosxyund b = sin «, ist, so setzen wira = &tg; wenn £=—oosa,
undf- amao ist, sosetzenwu‘a—-n—a,,, wenn——oosuo und = = — sin
ist, so setzen wir & = — ay; wenn schhethh— =—oosay und - = —sin oy ist,

80 setzen wir « = + oy. In allen Fillen erhalten wir eine reelle Zu.hl o derart, daB
a b .
F=00sq, - =sina
und mithin
z=a+bi=r(;+i%) =r (cos a + 4 sin a)

ist. Also besitzt z jedenfalls eine trigonometrische Darstellung. Offenbar erhélt man
aus einer trigonometrischen Darstellung einer Zahl z weitere Darstellungen der-
selben Zahl z, wenn man zu « eine Zahl der Form 2kxn addiert, wobei k eine be-
liebige ganze Zahl ist.

Wir als niichstes die Eindeutigkeit des Betrages. Dazu sei

a-+bi=r(cosa+ isina).

Dann ist offensichtlich
a=rcosa, b=rsina. 1)
Quadriert man diese beiden Gleichungen und addiert sie anschlieBend, so ergibt
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sich a® + b% =12, also r = Ya® + 2. GemdB der Voraussetzung r >0 kommt von
den beiden Werten der Wurzel nur der positive Wert in Frage, womit die Eindeutig-
keit von r bewiesen ist.

Sind schlieBlich zwei trigonometrische Darstellungen einer und derselben kom-
plexen Zahl z gegeben, so ist

7(cos oy + ¢ 8in ;) = 7(cos ay -+ 1 sin ay),
woraus im Falle z 5= 0 zunéchst 7 5= 0 und dann
€OS &y = COB &y, S8in oy = sin oy
folgt, was seinerseits — wie man aus der Trigonometrie weiB — die Gleichung
o = &y + 2kn mit einer gewissen ganzen Zahl k zur Folge hat.

Wir wollen jetzt die Frage nach der geometrischen
Bedeutung des Betrages und des Argumentes unter-
suchen. Dazu moge der Zahl z = r(cos « + 4 sin «) der
Punkt Z der Ebene Ozy entsprechen (Abb. 3). Wir ver-
binden dann den Punkt Z durch eine Gerade mit dem
Koordinatenursprung O und fillen vom Punkte Z auf
die reelle Achse Ox das Lot ZP. Wenn z = a + bi ist,
so ist die Linge der Strecke O P gleich |a | und die Linge
der Strecke ZP gleich |b|. Daher ist

O =0P*+ ZP2=a®+ B2 =1®
und mithin r =0Z. Der Betrag von z ist also, geo-
Abb. 3 metrisch betrachtet, nichts anderes als der Abstand des
Punktes Z vom Koordinatenursprung. Wenn auBerdem
B das BogenmaB des Winkels zwischen der Geraden OZ und der positiven Richtung
der reellen Achse ist, so sieht man — wenn man noch den Kreis vom Radius 7 um den
Punkt O als Mittelpunkt zeichnet —, daB die Zahlen @ und b jhrem absoluten Be-
trage nach mit der Lénge der Ankathete bzw. der Gegenkathete des Winkels § im
Dreieck OPZ iibereinstimmen. Somit muB wegen (1)

: b .
cosﬂ—__-.—a?:oosa, sinf = =sine

sein, woraus sich « = f + 2k=x ergibt. Damit ist gezeigt, daB das Argument von z
bis auf ganze Vielfache von 27 gleich dem von der Geraden OZ und der positiven
Richtung der reellen Achse gebildeten Winkel ist. Aus dem Gesagten folgt un-
mittelbar, daB der Betrag und das Argument einer komplexen Zahl z nichts anderes
sind als die Polarkoordinaten des ihr entsprechenden Punktes Z in dem System,
dessen Pol der Koordinatenursprung O ist und dessen Polarachse in die positive
Richtung der reellen Achse Oz weist.

Besonders iibersichtlich wird in der trigonometrischen Darstellung der komplexen
Zsahlen ihre Multiplikation. Hier gilt:

Satz 2. Bei der Multiplikation einer beliebig dlichen Anzahl von komplexen
Zahlen multiplizieren sich shre Betrige, wihrend sich ihre Argumente addieren.

Beweis. Wir beschrinken uns hier auf ein Produkt aus zwei Faktoren. Der all-
gemeine Fall folgt hieraus unmittelbar durch vollstindige Induktion.
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Wir zeigen also, daB

[r1(co8 &, + ¢ 8in ;)] - [3(008 @y +- # 8in 0y)] = (7 7) [008 () + &xg) + ¥ 8 () + )] (2)
ist. Dies folgt aber unmittelbar daraus, daB
(008 &y + 4 8in ary) (008 &3 + ¥ 8in o) =
= (008 o, CO8 &ty — 8in y 8in o) + § (008 &, 8in ety - sin , co8 o)
= 008 (o + o) + i 8in (g + )
ist. Da nuu mit 7, 20 und ry >0 auch ryr, >0 ist, so ist in der Tat 7,7, der
Betrag und «, - «; das Argument des Produktes der gegebenen Zahlen. Damit ist

aber bereits der behauptete Satz fiir den Fall zweier Faktoren bewiesen.
Aus diesem Satz folgt unmlttelba.r

Satz 3. Bei der Di Zahlen dividieren sich shre Betrige, wihrend
sich thre Argumente subtrahieren, d. h., es ist
+ ..
oo =2 [00s (s, — ) + ¥ 1y — ). @

Beweis. Wie jede komplexe Zahl, so 1aBt sich auch der Quotient zweier gege-
bener komplexer Zahlen in der trigonometrischen Form darstellen. Sei diese in
unserem Fall rq(cosay 4 #8inay). Auf Grund der Definition des Quotienten ist
dann aber

r,(cos a; + 4 8in o)) = ry(cos &y +- 4§ 8in ay) « 79(C0S &g + 4 sin ag)
= ryrg[c08(xy + op) + i sin (xp + ag)],
woraus sich nach Einbeziehung evtl. Vielfacher von 27 in «y unmittelbar r, = ry7,
und o, = oy + &g, also 7y = :—‘, %y = &; — 0t ergibt, womit der behauptete Satz be-
wiesen ist. *

Fiir den Fall, daB in einem Produkt alle Faktoren iibereinstimmen, erhilt man

aus Satz 2 die sogenannte MorvREsche Formel
[r(cos & + i sin &)]* = 7™ (cos na + i sin n«). 4)

Mit Hilfe dieser Formel 148t sich jetzt leicht die Frage nach den Werten der
Waurzel aus einer komplexen Zahl beantworten. Hieriiber gibt Auskunft der folgende

Satz 4. Es sei z eine beliebige komplexe Zahl und n eine natirliche Zahl. Dann

n n
besitzt Vz im Korper der komplexen Zahlen fiir z = 0 den einzigen Wert Yz = 0 und
fiir z &= 0 genau n verschiedene Werte, und 2war sind dies, wenn
z=r(cosa + 4 sin a)
1st, die Werte
z,='i¢(cos¢+isinﬁ:ﬂ) k=0,1,2....,n—1). (5

Beweis. Es ist einerseits 0" — 0 und andererseits — da der Korper der kom-
plexen Zahlen als Kérper nullteilerfrei ist — mit 2" = 0 auch x = 0. Also ist in deér

Tat die Zahl 0 der einzige Wert von Jz im Falle z = 0.
Es sei jetzt
z=r(cosx—tsina)30.
Dann ist r 3= 0 und « bis auf ganze Vielfache von 2x eindeutig bestimmt. Wir
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setzen zunichst voraus, daB z ein Wert von 2 im Kérper der komplexen Zahlen ist,
daB also z* =z ist. Auf Grund von Satz 1 kénnen wir dann z in seiner trigono-
metrischen Darstellung in der Form
z=1'(cosa’ +isina’), >0
ansetzen. Nach der MorvREschen Formel (4) ist dann
7' (cos na’ + 4 8in na') = r(cos « + ¢ sin ),

woraus sich

o+ 2kn
=T

"
M =r na =a+2kn, r=»Jr,

ergibt. Dabei kann man sich auf ganze Zahlen k mit 0 < k¥ <n — 1 beschrianken.
Wenn man némlich k durch # mit Rest dividiert, so ist k = ng + k,, wobei ¢ und
k, ganze Zahlen sind und 0 < k; <n — 1 ist; dann ist aber

,  a+2kn u+:k,n+2qﬂ;

o = =
n
und es kann — da das Argument von z nur bis auf ganze Vielfache von 2z festgelegt
ist — das Argument von z gleich u-}-nﬂgesetzt werden.
Wir finden also, daB

z= F(msﬂusini‘—*#) O<k<n—1)

»
sein muB. Wenn }z iiberhaupt einen Wert im Kérper der komplexen Zahlen be-
sitzt, so stimmt er mit einer der Zahlen 2; aus (5) iiberein.

Andererseits sieht man auch leicht ein, daf} alle Zahlen z aus (5) tatsichlich Werte
-
von }z sind, und dies sogar fiir beliebiges ganzes k. In der Tat ist

" ]
% =(Vr‘) (oosi—“L—f—kﬁMsmﬁ}"—”)":r(cou +ising) =z.

Wir miissen jedoch noch zeigen, daB alle z; mit k¥ =0, 1,2, ..., n — 1 unterein-
ander verschieden sind. Wenn aber k 3= und 2z = 2 ist, so folgt aus Satz 1
wegen r = 0, daB

at+2kn a+2in

— =% —tma
mit einer gewissen ganzen Zahl m ist, und hieraus, daB k — ! = mn ist. Wire nun
0<k<nund0 << n,s0wire |k —| < nund mithin |mn|<n,also |m| <1
Da m eine ganze Zahl ist, miiBte also m = 0 und mithin k = sein, was im Wider-
spruch zur Voraussetzung k = [ steht.

Damit ist Satz 4 in allen Teilen bewiesen.
Aus (5) kann man noch unmittelbar die geometrisghe Bedeutung der Werte von
.Yz—fﬁr 2= 0 ablesen. Da die Betriige aller z gleich Jr sind, liegen die ihnen ent-
L)

sprechenden Punkte auf einem Kreise vom Radius }r um den Koordinatenursprung
als Mittelpunkt. Da sich auBerdem die Argumente zweier benachbarter Zahlen -
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% und 243 um 27" unterscheiden, liegen die zugehdrigen Punkte auf den Ecken
eines dem eben ten Kreise einbeschrieb regelmiBigen n-Ecks, wobei

ferner eine der Ecken der der Zahl z, entsprechende Punkt ist, die das Argument :‘—;

besitzt. Durch diese letzte Angabe ist aber bereits die Lage der anderen Ecken des
n-Eoks eindeutig festgelegt.

Nach dieser geometrischen Interpretation der komplexen Werte von V—ersohemen
jetzt die friiheren Aussagen iiber die Wurzeln einer reellen Zahl (§ 26, Satz 4) in

L
einem ganz neuen Licht. Gesucht seien also die reellen Werte von |z fiir reelles
23 0. Diese Werte werden durch diejenigen Ecken des oben genannten regel-
miBigen n-Ecks reprasentiert, die auf der reellen Achse liegen. Daher ist zuniichst
klar, daB es hochstens zwei derartige Werte geben kann, und wenn es zwel Werte
gibt, daB sie gleichen absoluten Betrag, aber verschied Vorzeich
Wenn nun z > 0 ist, 80 ist das Argument « von z gleich Null, und die z, darstellende
Ecke des regelmiBigen n-Ecks liegt auf der positiven reellen Halbachse. Ist dabei n
eine gerade natiirliche Zahl, so liegt offensichtlich auch die gegendborhegende Ecke

auf der reellen Achse, und wir erhalten zwei reelle Werte von f Wenn jedoch n
ungerade ist, so kann keine weitere Ecke auf der reéllen Achse liegen, und daher
gibt es in diesem Fall nur einen reellen Wert der Wurzel. Wenn dagegen z < 0
ist, so ist das Argument « von 2 gleich 7. Nun ist ein z; dann und nur dann reell,
wenn sein Argument ein ganzes Vielfaches von z ist. Fiir ungerades n ist das Ar-

2k 2k+1 s .
gument "—+n—"-=n :_ von z genau dann ein ganzes Vielfaches von z, wenn

== : ! ist, und manerhilt dann einen reellen Wert der Wurzel mit dem Argu.ment 7,
also einen negativen Wert. Dagegen kann fiir gerades n das Argument % k kein
ganzzahliges Vielfaches von x sein, d. h., in diesem Falle gibt es keinen reellen Wert
von .

Eigenschaften des Betrages einer komplexen Zahl. Auch den Betrag einer kom-
plexen Zahl z bezeichnet man gewdhnlich mit |z|. Fir reelles z sind dabei keine
Verwechslungen mit der friiheren Bezeichnung des absoluten Betrages einer reellen
Zahl zu befiirchten. Wenn namlich z = a + b1 eine reelle Zahl ist, so ist b= 0, und
der Betrag (im Sinne des Betrages einer komplexen Zahl) von z ist

|2]| = Yad + b8 = VE’=
d. h., der Betrag der reellen Zahl z ist gleich dem absoluten Betrag von 2 (im Sinne
des absoluten Betrages einer reellen Zahl).
Die komplexen Zahlen .
z=a-+bi und 2 =a—bs

heiBen zueinander konjugiert. Offenbar besitzen konjugiert komplexe Zahlen
denselben absoluten Betrag. Ferner ist das Produkt zweier konjugiert komplexer
Zahlen gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages:

2z = (a + bi) (a — bi) = a® + b3 =13,

Hieraus folgt, da8
2| =¥z ®)

ist.
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Der absolute Betrag der komplexen Zahlen besitzt ferner analoge Eigenschaften
wie der absolute Betrag der Elemente eines angeordneten Korpers (§ 10, Satz 8).
So ist

lzy| =|=|- |yl, m

|z +y| <|2|+ |yl (8)
fiir beliebige komplexe Zahlen # und y.

In der Tat: Die Gleichung (7) ist offensichtlich in Satz 2 mitbewiesen. Will man
jedoch nicht auf die trigonometrische Darstellung der komplexen Zahlen zuriick-
gehen, sondern als Definition des absoluten Betrages die Gleichung (6) benutzen, so
kann man zum Beweis von (7) auch folgendermaBen schlieBen:

ley| = Vzn) @) = Vay =y = oz Vyy =
Zum Beweis der Ungleichung (8) zeigen wir zuniichst, daB stets
142 <1+ |2 ®)
" ist. Dazu sei z = a + bs. Dann ist
2] = Vo + B 2 Yo =
N4+zpf=04+2Q+2) =1+ (42 +2z2=1+2a+ 22
<1420z 4 |z = (1 4 |23,
woraus sich unmittelbar |14 z| <1+ |z|, also (9) ergibt.
Nu(;x zum Beweis von (8)! Falls z = 0 ist, so gilt (8) trivialerweise. Es sei also
0.
Dann ist
lz+yl=]z@+ 272y | =]z|- |1 +271y| <[=]Q + |s72y]) =
= |z + |z||z71y| = 2| + |zz~1y] = |2] + |y,
was zu beweisen war.

Bei der Definition des Grenzwertes einer Folge, der Fundamentalfolge und der
Vollstindigkeit eines Kérpers (§ 24, Definition 3 bis 5) haben wir lediglich den Be-
griff des absoluten Betrages benutzt, wiihrend znm Nachweis jhrer wichtigsten Eigen-
schaften nur die in Satz 8 aus § 10 bew Eigenschaften des absoluten Betrages
verwendet wurden, also da8 |a[ > 0 ist fiir ¢ &= 0 und dai

lab| = |a{[b], |a+b] <|a]|+ 3]
ist. Die Formeln (7) und (8) zeigen nun, daB auch der absolute Betrag im Bereich
der komplexen Zahlen diese Eigenschaften besitzt. Deshalb kann man genauso im
Korper der komplexen Zahlen die obengenannten Begriffe einfithren und fiir sie die
fritheren Eigenschaften beweisen. Ebenfalls iibertragen sich auch die fundamentalen
Begriffe der Differential- und Integralrechnung vom Kérper der reellen Zahlen auf
den Korper der komplexen Zahlen. Alles dies wird in der umfangreichen und schénen

Theorie der Funktionen einer komplexen Verinderlichen (Funktionentheorie) be-
handelt.1)

1) Siehe EdEM Band 3, W. L. GoNTscEAROW, El Funkti im Bereich der kom-
plexen Zahlen.
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§ 30. Hyperkomplexe Zahlen. Quaternionen

In diesem Paragraphen werden wir sowohl den Begriff des Vektorraumes und seine
wichtigsten Eigenschaften als auch den Begriff des Polynoms mit komplexen oder
reellen Koeffizienten benétigen. Wir werden hier alle erforderlichen Eigenschaften
préizise formulieren, beziiglich ihrer Beweise sei der Leser jedoch auf den zweiten
Band der ,,Enzyklopidie” verwiesen.!)

Wir haben gesehen, da8 sich jede komplexe Zahl eindeutig in der Form

a+bi=a-1+bs

darstellen liBt (§ 28, Satz 1), d. h., jede komplexe Zahl 1i8t sich aus 1 und ¢ linear
mit reellen Koeffizienten a und b kombinieren. Nachdem die komplexen Zahlen in
der Mathematik weite Anerkennung gefunden hatten, entstand natiirlich die Frage,
ob man nicht Zahlen angeben kénnte, die noch allgemeiner als die komplexen Zahlen
sind und die sich simtlich durch n dieser Zahlen mit beliebigen reellen Koeffizienten
linear ausdriicken lassen. In der Mitte des 19. Jahrhunderts konstruierte der eng-
lische Mathematiker HAMILTON derartige Zahlen fiir » =4, die er Quaternionen
nannte. Jedoch muBte hierbei auf die Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes der
Multiplikation verzichtet werden. Spiter wurde gezeigt, daB dies keineswegs ein
Zufall ist: Der Korper der reellen Zahlen (fiir » = 1) und der Kérper der komplexen
Zahlen (fiir n = 2) sind die einzigen kommutativen Kérper der genannten Art.

Mit Riicksicht auf die Quaternionen und noch allgemeinerer Systeme, die in der
modernen Algebra eine wichtige Rolle spielen, wollen wir in diesem Paragraphen
unter einem Ring eine allgemeinere Bildung als in § 7 verstehen. Wir wollen nimlich
auf die Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes der Multiplikation (§ 7, Definition 1,
IV.) verzichten. Dann muB man allerdings an Stelle des bisherigen distributiven
Gesetzes (§ 7, VI.) die beiden Forderungen

vr'. (@+bc=ac+be, c(a+b=ca+cd
stellen. Entsprechend soll auch der Begriff des Korpers verallgemeinert werden.
Dabei haben wir an die Stelle des Gesetzes dér Umkehrbarkeit der Multiplikation
(§ 8, Definition 1, VII.) die schirfere Forderung

VII'. Fir jedes a 30 und fir jedes b besitzt jede der Qleichungen ax =b und
ya = b eine Losung
zu setzen. Im Unterschied zu den Ringen hat sich fiir derartige Kérper eine be-
sondere Terminologie eingebiirgert: Man nennt eine Menge K, in der eine Addition
und eine Multiplikation erklirt sind, die die Bedingungen I. bis ITI. und V. aus § 7
sowie die Bedingungen VI'. und VII'. erfiillen, und die mehr als ein Element enthalt,
einen Schiefkorper.

Offensichtlich bilden die von Null verschiedenen Elemente eines Schiefkérpers
beziiglich der Multiplikation eine (im allgemeinen nichtkommutative) Gruppe. Daher
gibt es auch im Schiefkdrper — genau wie in einem kommutativen Korper — zu
jedem von Null verschiedenen Element ein eindeutig bestimmtes inverses.

Definition 1. Eine Menge R heift ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem
gegebenen Korper K, wenn zwischen den Elementen von R ein Addition erklirt ist,
beziiglich der R eine kommulative Gruppe (§ 6, Definition 2) bildet, und zwischen

1) S8iehe .EAEM Band 2, A. I. Uskow, Vektorriume und lineare Transformationen.
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den Elementen von R und den Elementen von K eine Multiplikation erklirt ist, die
den folgenden Bedingungen geniigt:

1.) Das Produkt ax eines beliebigen Elementes a aus K und eines beliebigen Vektors
z aus R gehort wieder zu R.

2) a(x+ y) =ax + ay fir jedes a aus K und jedes z und y aus R.

3) (a+b)x=ax+ bz fir jedes a und b aus K und jedes x aus R.

4) (adb) x = a(bz) fiir jedes a und b aus K und jedes x aus R.

5.) In R gibt es n Elemente e,, . . ., es (eine Basis von R) derart, dap sich jedes x
aus R eindeutig in der Form

T =a,6; + g+ -+ + @nen
mit Elementen a,, a,, . . ., a, aus K darstellen lift. Die Elemente a,, as, . . ., ax hesfen
die Komponenten des Vektors z.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, daB der Addition zweier Vektoren die
Addition ihrer Komponenten und der Multiplikation eines Vektors mit einem
Element aus K die Multiplikation seiner simtlichen Komponenten mit diesem Ele-
ment entspricht. Aus diesem Grunde kann ein n-dimensionaler Vektorraum iiber
einem Korper K auch als Gesamtheit der n-Tupel (a,, a,, . . ., @») von Elementen
aus K beziiglich der so erklirten Addition und Multiplikation mit Elementen aus
K definiert werden.

Definition 2. Ein n-dimensionaler Vektorraum R tiber dem Kérper K heift eine
Algebra (oder ein hyperkomplexes System) vom Rang n diber K, wenn zwischen den
Elementen aus R neben der Addition eine Multiplikation erklirt ist und R beziiglich der
Addition und dieser Multiplikation einen (nicht notwendig kommutativen) Ring
bildet, wobei die Multiplikation in R mit der Multiplikation der Elemente von R mit
Elementen aus K durch die folgende Bedingung verkniipft sein soll:

6.) (az) y = z(ay) = a(zy)
tiir jedes a aus K und jedes x und y aus R. Wenn hierbes R sogar ein Schiefkorper ist,
80 spricht man von einer Divisionsalgebra.

Aus 8.) folgt, daB

(az) (by) = (ab) (zy) @1
fiir beliebige Elemente a und b aus K und beliebige Elemente x und y aus R gilt.

Hieraus ergibt sich auf Grund der distributiven Gesetze VI'., daB das Produkt
beliebiger Elemente aus R beréits durch die Produkte der Basiselemente festgelegt

ist. Wenn namlich
z=) me, y=72 b
=l f=1
ist, so ist
» ;[ n n
zy=(2a‘e«)(2bm>=”2 (aby) (eses). 2
=1 i=1 =1
Dabei kénnen die Produkte e;e; als Elemente aus R auf Grund von 5.) linear durch
die Basiselemente in der Form

eiéj = Z”'Gnm (&)
k=1
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ausgedriickt werden, wobei die ¢ij; gewisse Elemente aus K sind, die ihrerseits die
Produkte ee; eindeutig bestimmen.

Durch (2) und (3) wird andererseits in R eine Multiplikation erklirt, die jedenfalls
die distributiven Gesetze VI'. und die Bedingung 6.) erfiillt. Damit diese Multi-
plikation das assoziative Gesetz fiir alle Elemente aus R erfiillt, geniigt es offensicht-
lich, daB diese Multiplikation fiir die Basiselemente assoziativ ist. Dies fiihrt auf
die Bedingungen

(eie)) ex =ei(ejer) (3,5, k=1,2,...,m). 4)

Ersetzt man in (4) die Produkte der Basiselemente durch ihre Ausdriicke (3), so
erhilt man Bedingungen fiir die ¢i, die notwendig und hinreichend fiir die Giiltig-
keit des assoziativen Gesetzes fiir die durch (2) und (3) in R definierte Multiplikation
sind. Somit ist eine Algebra vom Range = iiber einem Korper K vollstindig fest-
gelegt durch Vorgabe des: Koérpers K, des Ranges n und von n® Elementen
o (3,5, k=1,2,...,n) aus K, die den Bedingungen (3) und (4) geniigen, wobei
€,€,...,e, eine gegebene Basis des Raumes K ist. Die n® Elemente cin aus
K heiBen die Strukturkonstanten der Algebra R.

Wir geben zuniichst einige einfache Beispiele fiir den Begriff der Algebra an.

Beispiel 1. Der Kérper D der reellen Zahlen bildet beziiglich der Addition und
Multiplikation der reellen Zahlen einen Vektorraum iiber D mit dem Basiselement 1.
FaBt man daneben das Produkt zweier Zahlen z und y auch als Produkt der
Vektoren z und y auf, so wird D zu einer Algebra vom Range 1 iiber D. Mit dem
Bagiselement 1 erhiilt man c,;; = 1 als einzige Strukturkonstente. Wihlt man da-
gegen eine Zahl ¢ == 0 als Basiselement, so folgt aus a® = a - a, daB ¢},, = a die neue
Strukturkonstante ist. Offensichtlich ist D eine Divisionsalgebra, die zudem kom-
mutativ ist.

Beispiel 2. Der Korper K der komplexen Zahlen bildet beziiglich der Addition
von komplexen Zahlen und der Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer
reellen Zahl einen zweidimensionalen Vektorraum itber dem Kérper D der reellen
Zahlen mit den Basiselementen 1 und 1, da sich jede komplexe Zahl eindeutig in der
Form a - 1 + b4 mit reellem.a und b darstellen 1i6t. Man erhiilt eine Algebra vom
Range 2 iiber D, wenn als Produkt zweier Vektoren z und y das iibliche Produkt
z+ y von komplexen Zahlen genommen wird. Aus den Multiplikationsregeln fiir die
Basiselemente (1-1 =1, i-4=—1, 1:4=14.1=14) findet man als Werte fiir
die 23 = 8 Strukturkonstanten zu der betrachteten Basis:

em=1 ¢433=0 ¢ =0, Cizp =1,

e =0, e =1 Cu=—1 cp=0.
Offensichtlich ist K eine kommutative Divisionsalgebra.

Beispiel 3. Der Schiefkérper der Quaternionen. Es gibt noch eine wei-
tere Divisionsalgebra iiber dem Korper D der reellen Zahlen, und zwar ist sie vom
Range 4. Es ist dies die Quaternionenalgebra Q.

‘Wir nehmen der Einfachheit halber an, daB @ den Korper der reellen Zahlen ent-
hilt. Dann kénnen wir als erstes Basiselement die Zahl 1 nehmen, wihrend wir die
iibrigen Basiselemente durch 4, j, & bezeichnen wollen. GeméB dieser Verabredung
stellt sich jede Quaternion in der Form

g=0+bi+cj+dk ®)
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dar, wobei a, b, ¢, d beliebige reelle Zahlen sind. Zur vollstindigen Beschrelbung der

Algebra geniigt es, die Multiplikationstahelle fir die Basisel g
Wir setzen
P=P=k=—1,
ij=k jk=s, ks =j, (6)

ji=—kki=—i, th=—j
und verlangen, da8 die Zahl 1 die iiblichen Multiplikationseigenschaften haben soll,
daBalsol:-1=11.4=14.1=4 usw. ist.
Wegen

i =—ji, jk=—kj, ki=—ik
ist die Algebra @ nicht kommutativ.

Es bleibt zu zeigen, da8 die Multiplikation fiir die Basiselemente assoziativ ist,
daB also (4) gilt. Da die Festsetzung (6) symmetrisch in i, j, k ist, braucht man von
jedem der Félle, daB in dem Produkt (ese;)ex alle Elemente untereinander gleich
sind, daB zwei von ihnen gleich sind und daB alle drei voneinander verschieden
sind, jeweils nur einen zu betrachten, wobei der Fall, daB eines der Elemente gleich
1 ist, auch noch auBer Betracht bleiben kann. Es geniigt also nachzupriifen, daB

(#9)i =i@i), (@) =403, @) =i@i),
(Fi) =j(i), @k =i(jk)
ist. Die Durchfiihrung dieser Rechnungen mége dem Leser iiberlassen bleiben.

Wir wollen nun zeigen, daB die Algebra @ ein Sclnefkorper ist. Aus der Tatsache,
daB die Zahl 1 bei der Multiplikation mit den B: ten die iiblichen Eigen-
schaften besitzt, folgt unter Benutzung von 2.) und 6.) auf Grund der Darstellung (5)
der Quaternionen g, daB 1+¢ =g+ 1 = g ist fiir jede Quaternion g, d. h., die Zahl 1
ist Einselement des Ringes .

Die Quaternion

g =a—bi—cj--dk
heiBt konjugiert zur Quaternion
g=a+bi+cj+dk.

Aus der Multiplikationstabelle (6) folgt unter Benutzung der distributiven Ge-
setze und der Beziehung (1), da8
9i =99 =a*+ b0+ + &
ist.
Die Zahl
N(g) =a®+ b% 4 ¢* + d?
heift die Norm der Quaternion g = a + bs + cj+ dk. Offenbar ist N(g)= N(q)
und N(g) =0, wobei N (g) > 0 ist fiir alle ¢ 5= 0. Da nun fiir jede Quaternion g =0
A AR
T =g !
ist, besitzt jede Quaternion ¢ == 0 ein inverses Element

- _9
7 Ng)®
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Hieraus folgt bereits (siche § 6), daB die Menge der von Null verschiedenen Quaternio-
nen beziiglich der Multiplikation eine Gruppe bildet. Dann ist aber der Ring @
ein Schiefkérper und mithin eine Divisionsalgebra iiber dem Korper D der reellen
Zahlen.

Beziiglich weiterer Eigenschaften der Quaternionen, besonders beziiglich ihrer
geometrischen Darstellung sei der Leser auf das Buch von E. CfSARO [14] verwiesen.

Wir haben bisher drei Divisionsalgebren iiber dem Korper der reellen Zahlen kennen
gelernt, und zwar jeweils eine vom Range 1, 2 und 4. Es gilt nun der bemerkens-
werte Satz, daB es keine weiteren Algebren dieser Art gibt, genauer, daB jede Di-
visionsalgebra iiber dem Korper der reellen Zahlen einer dieser drei Algebren iso-
morph ist.

Zum Beweis dieses Satzes machen wir zunichst einige allgemeine Bemerkungen
iiber Algebren iiber einem beliebigen Korper. Sollten einem Leser die abstrakten
Ausfiihrungen fiir beliebige Korper Miihe bereiten, so moge er sich am Korper der
reellen Zahlen orientieren. *

Bemerkung 1. Jedes Element x einer Algebra R tiber einem Korper K ist Wurzel
eines Polynoms mit Koeffizienten aus K, die nicht alle gleich Null sind.

In der Tat: Wenn n der Rang von R iiber K ist, so sind je n 4 1 Elemente aus R
linear abhiingig. Insbesondere sind also die Elemente z; ?, . . ., z"*! linear abhiingig,
d.h.; es gibt in K Elemente a,,a,, . .., @+, die nicht simtlich gleich Null sind
und fiir die @,z + @22 + - - + + @p412"*! = 0 ist. Das besagt aber nichts anderes,
als daB « Wurzel des Polynoms @,z + @522 + « - - + an4+12**! mit Koeffizienten aus
K ist.

Bemerkung 2. Es seien f(2), g(2), h(z) Polynome in z mit Koeffizienten aus
einem gewissen Korper K.1) Dann bleiben die Gleichungen f(z) + g(z) = h(z) und
f(z) - 9(z) = h(2) richtig, wenn man die Unbestimmte z durch ein beliebiges Element z
aus einer Algebra R tber dem Kirper K ersetzt.

In der Tat folgt aus 3.) unmittelbar, daB f(x) 4 g(x) = k() ist. Da z™. 2" = z™*+»
ist [§ 6, (3)], ergibt sich entsprechend auf Grund der Giiltigkeit der distributiven
Gesetze VI'. aus (1) und 3.), daB f(z) - g(x) = k() ist.

Bemerkung 3. Wenn eine Algebra R iiber einem Kirper K ein Einselement e
besitzt (speziell also, wenn R eime Divisionsalgebra ist), so ist R isomorph einer
Algebra R', die den Korper K enthilt.

Aus (1) und 3.) folgt nimlich, dal

ae + aze = (a, 1 ay)e,

(a,¢) (aze) = (a,a,) (ee) = (a,ap)e
ist. Mithin ist die Menge K’ der Elemente der Algebra R, die die Form ae haben,
isomorph dem Korper K (§ 9, Definition 2). Also gibt es nach Satz 2 aus § 9 (fiir
dessen Giiltigkeit die Kommutativitit der Multiplikation unwesentlich ist) einen

Ring R’, der den Kérper K enthilt und dem Ring R isomorph ist. Wir definieren
dann das Produkt a2’ eines Elementes 2’ aus R’ mit einem Element a aus K als das-

1) Die Definition eines Polynoms mit Koeffizienten aus einem beliebigen Korper K wie auch
die Definition der Addition und Multiplikation derartiger Polynome entsprechen vollig
den iiblichen Definitionen fiir Polynome, deren Kocffizienten Zahlen sind. Der einzige
I]gnterschied besteht darin, daB die Koeffizienten eben keine Zahlen, sondern Elemente aus

sind.
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jenige Element aus R', das dem Produkt a2 aus R bei obigem Isomorphismus ent-
spricht, wenn = das z’ entsprechende Element aus R ist. Man sieht leicht ein, daB
damit R’ zu einer Algebra iiber K wird, in der zudem fiir die in R’ enthaltenen
Korperelemente «' das zuletzt definierte Produkt az’ mit dem Produkt in K iiber-
einstimmt. Daher ist das Einsel t von K zugleich Einsel t von B’

Bemerkung 4. Jede Divisionsalgebra ist nullteslerfrei (§ 7, Definition 2).

Dies beweist man genau wie in einem kommutativen Korper: Wenn namlich
2y = 0 und z 5= 0 ist, so ergibt sich nach Multiplikation dieser Gleichung mit z~1,
daB y = 0 ist.

Satz 1. Jede k ive Divisionsalgebra R iiber dem Korper D der reellen Zahlen
8t entweder dem Korper D der reellen Zahlen oder dem Korper K der komplexen Zahlen
isomorph und damit vom Rang 1 oder 2 iiber D. Ist umgekehrt R eine Divisi
vom Rang 1 oder 2 iber dem Kérper D der reellen Zahlen, so ist R dem Korper der
reellen oder dem Korper der komplexen Zahlen isomorph und damsit kommutativ.

Beweis. a) Es sei R eine Divisionsalgebra iiber dem Kérper D der reellen Zahlen,
die den Korper D enthilt, die aber von D verschieden ist. Wir wollen zeigen, daB es
zu jedem Element z aus R, das nicht zu D gehért, reelle Zahlen a und b gibt
derart, daB a = 0 ist und das Element ¢ = az + b die Eigenschaft 12 = — 1 besitzt.

Fiir das Folgende sei betont, daBl wir hierbei nicht von der Kommutativitit der
Algebra R Gebrauch machen.

Auf Grund von Bemerkung 1 ist « Wurzel eines Polynoms f(z) mit reellen Koeffi-
Zienten, die nicht sémtlich Null sind. Es ist nun bekannt, daB sich jedes derartige
Polynom als Produkt aus Polynomen ersten und zweiten Grades mit reellen Koeffi-
zienten darstellen 1d8t.1) Es sei also

f@) =£(@f:(2) - - fil2)
eine solche Zerlegung. Nach Bemerkung 2 ist dann

f@ =f@fa(2) - fel2).
Da nun f(z) = 0 ist und nach Bemerkung 4 die Divisionsalgebra R keine Nullteiler
besitzt, mul es ein I < k geben, fiir das fi(x) =0 ist. Wire nun z Wurzel eines
Polynoms ersten Grades, also etwa des Polynoms z —¢, so wiire z —c¢ =0 und

mithin z =¢, d. h., es wire z Element von D, was unserer Voraussetzung wider-
spricht. Folglich muB x Wurzel eines Polynoms zweiten Grades sein, d. h., es mu8

reelle Zahlen p und ¢ geben derart, daB 24 pz + ¢ =10 und %.- — g <O ist,

letzt , weil anderenfalls 2 Wurzel eines Polynoms ersten Grades wiire, was nicnt
der Fall sein kann. Setzt man nun

P g

T—I=—"¢

mit reellem ¢, so ist
2 3
(z-}-g) =l;—_q =2

1) Siche EAEM Band 2, L. J. OkuxJew, Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen
Funktionen, Kap. I, § 6.
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woraus sich nach Division durch ¢ die Gleichung

:r:+§2
) =-—1

ergibt. Setzen wir schlieBlich noch a = % und b = 2—, so erhalten wirin t =ax + b

ein Element aus R, das der Bedingung 2 = — 1 geniigt, was zu beweisen war.

b) Es sei R eine kommutative Divisionsalgebra iiber dem Kérper D der reellen
Zahlen, die den Kérper D enthilt. Wenn R %= D ist, so gibt es in R ein Element ¢,
fiir das 42 = — 1 ist. Daher gehort ¢ nicht zu D, und die Elemente 1 und ¢ sind
linear unabhiingig. Es sei ferner R, die Menge aller Elemente x aus R, die sich in
der Form z =a + b4 mit reellem a und b darstellen lassen. Offenbar ist R, eine
Algebra vom Rang 2 iiber D und dem Kérper K der komplexen Zahlen isomorph.
Wir wollen nun zeigen, da8 R = R, ist.

Wenn wir in x = a 4 bs fiir b d1e Zahl Null nehmen, so wird z = a, d. h., R, ent-
hilt den Kérper der reellen Zahlen. Es sei nun « ein Element der Algebm R, das
nicht zu D gehdrt. Nach dem unter a) Bewiesenen gibt es reelle Zahlen ¢ und d der-
art, daB ¢ == 0 ist und das Element j = cz + d die Eigenschaft j2 = — 1 besitzt
Da nach Voraussetzung in R das kommutative Gesetz der Multiplikation gilt, ist
ij = ji und mithin

G+iE—g=f—ij+ji—j=0
Da nun geméf Bemerkung 4 die Algebra R keine Nullteiler besitzt, so muB i —j = 0
oder ¢ + j =0, also j = £ ¢ sein. Aus dem Gesagten ergibt sich unmittelbar, da8
dann das Element

d 1, d 1.
T=—ctoi=—cEol

zu R, gehort und daher R = R, ist.

Damit ist gezeigt, daB R entweder gleich dem Korper D der reellen Zahlen ist
oder dem Korper K der komplexen Zahlen isomorph ist.

Wenn schlieBlich R eine beliebige kommutative Divisionsalgebra iiber dem Kor-
per D der reellen Zahlen ist, so gibt es nach Bemerkung 3 eine zu R isomorphe Algebra
R’, die den Kérper der reellen Zahlen enthilt (und auf Grund der Isomorphie eben-
falls kommutativ und Divisionsalgebra ist). Daraus folgt aber unmittelbar, daB
dann R entweder dem Koérper D der reellen Zahlen oder dem Kaorper K der kom-
plexen Zahlen isomorph ist.

c) Es sei R eine beliebige Divisionsalgebra vom Rang 1 iiber dem Kérper D der
reellen Zahlen, die den Korper D enthélt. Wihlt man als Basiselement die Zahl 1,
so ergibt sich, daB jedes Element z aus R in der Form z = a - 1 =a mit reellem a
dargestellt werden kann und mithin R = D ist. Auf Grund der Bemerkung 3 ist
dann aber jede Divisionsalgebra, die vom Rang 1 iiber D ist, isomorph dem Kérper
D der reellen Zahlen.

d) Es sei R eine beliebige Divisionsalgebra vom Rang 2 iiber dem Kérper D der
reellen Zahlen, die den Korper D enthilt. Dann ist sicher B = D. Nach dem unter
a) Bewiesenen gibt es in R ein Element { mit 42 = — 1. Dann sind die Elemente 1
und ¢ jedenfalls linear unabhingig. Andernfalls giibe es némlich von Null verschie-
dene reelle Zahlen a, und ay derart, daB a, - 1 4 a1 = 0ist (da R als Divisionsalgebra
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nullteilerfrei ist, folgt aus a; = 0, daB a, = 0 ist, und umgekehrt). Dann wiire aber
= ——?, d.h. ¢ Element von D, was wegen i = — 1 nicht der Fall sein kann

1
(§ 10, Satz 2). Da nun in einem n-dimensionalen Vektorraum je n linear unabhiingige
Vektoren eine Basis bilden!) und R eine Algebra vom Rang 2 sein sollte, bilden
die Elemente 1 und ¢ aus R eine Basis von R, d. h., jedes Element z aus R ist ein-
deutig in der Form z = a -+ b7 mit reellem a und b darstellbar. Sind schlieBlich
z =a + bi und y = ¢ } di beliebige Elemente aus R, so ergibt sich auf Grund von
3.) bzw. auf Grund der distributiven Gesetze VI'., 3.) und 6.), da8

z+y=(a+o+ (b+d)i,
zy = (ac —bd) + (ad + be) ¢

ist. Damit ist gezeigt, daB R dem Korper K der komplexen Zahlen isomorph ist.
Nach Bemerkung 3 gilt dies genauso fiir beliebige Divisionsalgebren vom Rang 2
tiber dem Korper D der reellen Zahlen, da jede derartige Algebra isomorph einer
Algebra ist, die den Korper D enthiilt.

Damit ist Satz 1 in allen Teilen bewiesen.

Wenn man von der Giiltigkeit des kommutativen Gesetzes der Multiplikation
absieht, so gibt es noch genau eine weitere Divisionsalgebra iiber dem Korper der
reellen Zahlen, nimlich die Quaternionenalgebra. Es gilt also

Satz 2.(Satz von FROBENIUS) Jede Divisionsalgebra R diber dem Korper der
reellen Zahlen ist isomorph dem Korper D der reellen Zahlen, dem Korper K der kom-
plexen Zahlen oder dem Schiefkirper @ der Quaternionen und mithin vom Rang 1, 2
oder 4 diber D.

Beweis. Es sei R eine beliebige Divisionsalgebra vom Rang n iiber dem Korper D
der reellen Zahlen, die den Korper D enthilt. Falls n = 1 ist, so ist auf Grund von
Satz 1 die Algebra R dem Kérper D der reellen Zahlen isomorph. Wenn n = 2 ist,
so ist R dem Korper K der komplexen Zahlen isomorph. Es moge also der Rang n
von R groBer als 2 sein. Dann ist sicher R 3= D. Nach dem unter a) Bewiesenen gibt
es daher in R ein Element i, fiir das 42 = — 1 ist. Genau wie unter d) zeigt man
dann, da8 1 und ¢ linear unabhingig sind. Da nun der Rang groBer als 2 ist, gibt
es in R ein Element z, das sich nicht in der Form @ + b4 mit reellem a und b dar-
stellen liBt. Zu diesem gibt es, wie unter a) bewiesen wurde, reelle Zahlen a’ und
b’ derart, daB a' 4= 0 ist und das Element z, = a’z 4 b’ die Eigenschaft 2% = —1
besitzt. Hierbei ist auch das Element , nicht in der Form a -+ bi mit reellem a
und b darstellbar, weil es sonst auch fiir

1 v
rEeh T
eine derartige Darstellung giibe. Mithin sind sogar die Elemente 1, 1, z, linear un-
abhiingig: Wenn niamlich

ay-14ags 4 ag2, =0

mit gewissen reellen Zahlen a,, a,, ag gilt, so muB a; =0 sein (weil sich sonst z,
linear aus 1 und i kombinieren lieBe); dann muB aber wegen der bereits bewiesenen
linearen Unabhéngigkeit von 1 und 4 auch a, = @, = 0 sein. Genau wie unter a)

1) Siehe EAdEM Band 2, A. 1. Usgow, Vektorraume und lineare Transformationen.
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uberzeugt man sich davon, daB die Elemente ¢ - z, und ¢ — 2, Wurzeln quadrati-
scher Gleichungen mit reellen Koeffizienten sind, woraus sich

(t+ =) =p06+ ) +g,
(f—z)P=r@t—mz)+s
ergibt. Daher ist
—2+i':61+-’¢1"=?(f:+11)+9» } (7)
—2—ix,—mi=r(t—m)+8
mit gewissen reellen Zahlen p, g, r, s.
Addiert man diese beiden Gleichungen, so erhélt man
—d=@+ni+@—"nt+@+9,
woraus sich wegen der linearen Unabhiingigkeit von 1, 4, z,
p+r=0, p—r=0, dh p=r=0
ergibt. Hieraus und aus (7) folgt, daB
iz, + 2 =2t (8)
ist, wobei ¢ = % (g + 2) eine reelle Zahl ist. Wir setzen dann zy = 2, + ¢5. Auch
die Elemente 1, 1, z, sind linear unabhiingig, weil anderenfalls die Elemente 1, 1, z;
linear abhiingig wiiren. Aus (8) folgt ferner unmittelbar, da8

=—141t0, + 28) —3=08—1

ist. Dabei ist ## — 1 eine negative reelle Zahl. Wére namlich # — 1 > 0, so giibe es
eine reelle Zahl % mit t* — 1 = «2; dann wire aber

@+ ) (m—w) = — =0

und mithin %, = 4 u eine reelle Zahl, was der linearen Unabhéngigkeit von 1, , 23
widerspricht.

Wir konnen also 23 = — ¢? mit reellem ¢ setzen. AuBerdem sei j = -:—z,. Dann
ist j2 = — 1, und dié Elemente 1, 1, j sind linear unabhéingig, weil ja 1, i, 2, linear
unabhiingig waren. Weiter gilt wegen (8)

.r ‘s .1 ., 1 g
ij+jé =t3 (-’”1+“)+;(zl+“)’

= lm it aid ) =1 @—1—p=0,
d. h,, esist
§j = —ji. @)
SchlieBlich setzen wir j = k und zeigen, da8 sich k nicht linear dvrch 1, 4, j aus-

driicken 1aBt. Wire namlich k¥ = & + b3 + ¢j mit gewissen reeller. Zahlen a, b, ¢,
so milBte, wie sich nach linksseitiger Multiplikation dieser Gleichung mit s ergibe,

th=i(j)=—j=ai—b+ck=ai—b+c(a+ bi+cj)
und mithin
(@c—8) + (a + be)i + (1 + 1)j =0
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sein. Da aber 1, 4, j linear unabhiingig sind, miiBte ¢* + 1 = 0 also ¢® = — 1 sein,
im Widerspruch- dazu, daB c reell ist. Hieraus folgt aber unmittelbar, daB die Ele-
mente 1, {, j, k linear unabhéngig sind und da8 der Rang von R iiber D nicht kleiner
als 4 ist.

Wir wollen nun zunichst zeigen, daB fiir die Elemente ¢, j, k die Multiplikations-
tabelle (6) erfiillt ist.

Wir wissen bereits, da8 i = j2 = — 1 und ¢j = k ist. Wegen (9) ist ferner

B = (i) (5j) = i(ji)j =i(—i)i=—1,
gk =jg) = j(—ji) =4, ki =(ij)i = (—jd)i =7,
ji=—ij=—k, kj =(j)j =—1, tk =i(f) =—j.
Somit gelten also alle Beziehungen aus (6). Am SchluB der Bemerkung 3 haben wir
ferner darauf hingewiesen, daB die Zahl 1 Einselement der Algebra R ist. Daher
bildet die Menge @ der Elemente x aus R, die sich in derFormz = a 4 b1 4 ¢j 4 d%
mit reellem a, b, ¢, d darstellen lassen, den Schiefkérper der Quaternionen.

'Wir wollen schlieBlich zeigen, daB R = @ ist. Dazu nehmen wir an, es wiire R 5= Q.
Dann gibt es in R ein Element y, das nicht zu Q gehért. Nach dem unter a) Ue-
wiesenen gibt es zu y reelle Zahlen @ und b derart, daB a = 0 ist und das Element
l=ay+ b die Eigenschaft /> =—1 besitzt, Dieses Element ! mu8 ebenfalls
auBerhalb Q liegen, weil sonst y = 7:— l —g zu Q gehdren wiirde. Ahnlich wie unter (8)
findet man, daB es reelle Zahlen a, b, ¢ gibt, fiir die

il+li=a, jl+lj=0b, kKl+lk=c
ist. Hieraus folgt, daB
Ik =1(5) = U9)j = (@ —il)j = aj —i(lj)
=aj—ib—jl)=aj—bi + kl=aj—bi+ c—Ik,

also

2lk =c¢—bi+aj
ist. Multipliziert man diese Gleichung von rechts mit k, so ergibt sich

—2l=ai+ bj+ ¢k,
d. h., ! ist Element von @, was aber nach dem Gesagten nicht der Fall sein diirfte.
Also ist unsere Annahme falsch, und es ist R = Q.

Mithin ist also R = D, R = K oder R = Q.

Wenn R eine beliebige Divisionsalgebra iiber dem Korper D der reellen Zahlen ist,
so gibt es eine zu R isomorphe Algebra R’ (die offensichtlich auch Divisionsalgebra
ist), die den Kérper D der reellen Zahlen enthilt und nach dem Bewiesenen gleich
D, K oder @ ist. Dann ist aber R isomorph dem Korper D der reellen Zahlen, dem
Kérper K der komplexen Zahlen oder dem Schiefkérper @ der Quaternionen, was
zu beweisen war.

Ersetzt man in den Beispielen 1 bis 3 den Korper D der reellen Zahlen durch den
Korper I'der rationalen Zahlen, so erhilt man drei Divisionsalgebren iiber dem Korper
der rationalen Zahlen, niamlich den Korper I" selbst, den Kérper der komplexen
Zahlen der Form a + b¢ mit rationalem a und b (den sogenannten Gaussschen Zahl-
korper) und den Schiefkéorper der rationalen Quaternionen der Form a + bi + ¢j + dk
mit rationalem a. b, ¢ und d.
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Ersetzt man in den Beispielen 1 bis 3 den Korper D der reellen Zahlen durch den
Korper K der komplexen Zahlen, so erhilt man in Beispiel 1 den Kérper K selbst,
wiihrend man in den Beispielen 2 und 3 Algebren erhilt, die bereits keine Divisions-
algebren mehr sind. In der Tat: Auf Grund der Bemerkung 1 ist jedes Element z
aus einer Algebra iiber K, die den Korper K enthilt, Wurzel eines Polynoms f(z)
mit komplexen Koeffizienten. Nun weiB man, daB sich jedes Polynom mit kom-
plexen Koeffizienten als Produkt aus Polynomen ersten Grades darstellen 1aBt,
deren Koeffizienten gleichfalls komplexe Zahlen sind.!) Wenn nun R eine Divisions-
algebra iiber X ist, so findet man wie unter a), daB = Wurzel eines Polynoms ersten
Grades mit komplexen Koeffizienten, also eine komplexe Zahl sein muB. Also ist
dann R = K. Somit gilt:

Wenn R eine Algebra iiber dem Kérper der komplexen Zahlen vom Rang n > 1
ist, so ist R keine Divisionsalgebra.

1) Siche EdEM Band 2, L. J. OkuNJEW, Der Ring der Polynome und der Kérper der rationalen
Funktionen, Kap. I, § 8.
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A. J. CHINTSCHIN
DIE ELEMENTE DER ZAHLENTHEORIE



Kapitel I

TEILBARKEIT UND PRIMZAHLEN
§ 1. Einleitung

Vom frithen Altertum bis in unsere Tage ist ein groBer Teil der aktuellen Probleme
der Theorie der ganzen Zahlen direkt oder indirekt mit dem Begriff der Teilbarkeit
verkniipft. Der Grund hierfiir ist leicht einzusehen, ist doch von den vier Grund-
rechenarten nur die Division im Bereich der ganzen Zahlen nicht unbeschrinkt
ausfithrbar. Daher kann man verniinftigerweise nur beziiglich der Division die
Frage stellen, unter welchen Bedingungen sie ein Ergebnis besitzt. Schon
die elementarsten Begriffe der Teilbarkeitstheorie, wie der Begriff des groBten
gemeinsamen Teilers, des kleinsten gemeinsamen Vielfachen, der teilerfremden
Zahlen, der absoluten Primzahlen u.dgl. m. haben beziiglich der anderen Grund-
rechenarten kein Analogon, da diese Rechenarten unbeschrinkt ausfiihrbar sind.

Die historische Entwicklung der Arithmetik zeigt, daB die Teilbarkeitstheorie
der Zahlen, die anfiinglich von den einfachsten und natiirlichst mit dem Begriff
der Teilbarkeit verbundenen Aufgaben ausging, sehr schnell und unvermeidlich zur
Bildung komplizierterer Begriffe und zur Aufstellung neuer schwieriger Aufgaben
kam. Es ist bekannt, daB es hier Aufgaben gibt, die in ihrer Natiirlichkeit bereits
dem Schiiler einleuchten und von ihm begriffen werden und deren Losung teilweise
dem jahrhundertelangen Bemiihen der groBten Gelehrten versagt blieb. Hieraus
erkliirt sich, daB das Studium der ganzen Zahlen den Mathematikern aller Zeiten
ein unerschépfliches Forschungsfeld bot und daB die Untersuchung ihrer Probleme
die hervorragendsten Geister anzog.

Bei diesen Forschungen nahm die russische und spéter die sowjetische wissen-
schaftliche Schule einen fithrenden Platz ein, den die sowjetische Schule auch heute
noch innehat. Seit den Zelcen EULERs bis in unsere Tageliefert die russische Akademie
der Wi haften gl de Beispiele fiir neue tiefe Problemstellungen und witk-
same Losungsmethoden Es genugt hier, die bedeutenden Schépfungen der hervor-
ragenden TSCHEBYSCHEWschen Schule der arithmetischen Forschung zu erwihnen,
die in den letzten hundert Jahren in der Welt einmalig war und deren Tradition
in den Hinden der glinzenden Schule der sowjetischen Mathematiker es auch
heute noch zu den weitest reichenden Erfolgen bringt.!)

Wir wollen im folgenden in einem kurzen AbriB die Entwicklung einiger Stiicke
der Teilbarkeitslehre von der &ltesten Zeit bis in unsere Tage verfolgen und dabei
dort, wo es ndtig ist, unsere Aufmerksamkeit den methodischen und padagogischen
Fragen zuwenden.

1) Die wxcht,xgnten Etappen in der Entwicklung dieser Schule sind eingehend behandelt in
dem Buch B. H. leaone, Ilerep6yprekan wxoaa teopuu yucea, (B.N. DELAUNAY, Die
Petersburger ‘zahlentheoretische Schule), Verlag der Akad. d. Wiss. d. UdSSR, Moskau-
Leningrad 1947.



228 Teilbarkeit und Primzahlen

§ 2. Die eindeutige Zerlegbarkeit einer Zahl in Primfaktoren

In den mannigfachen Zweigen der Teilbarkeitstheorie spielt der Satz von der ein-
deutigen Zerlegbarkeit der Zahlen in Primfaktoren eine hervorragende Rolle:

Fundamentalsatz. Jede von 1 verschiedene natirliche Zahl Lipt sich als
Produkt von Primzahlen darstell Diese Darstellung ist, von der Reihenfolge der

- Faktoren abgesehen, eindeutig. _
Die letzté Behauptung besagt dabei folgendes: Wenn
R=P1Pe Pr=NT%" 0

ist, wobei die p; und g; Primzahlen sind, so'ist 8 = r, und die Zahlen g; unterscheiden
sich hochstens in der Reihenfolge ihrer Anordnung von den Zahlen p;.

Bemerkung. Eine Zahl p > 1 heiBt Primzahl (oder absolut prim), wenn sie
keine anderen natiirlichen Teiler als p und 1 besitzt. Alle anderen Zahlen, die groBer
als 1 sind, heiBen zusammengesetzt. Die Zahl 1 nimmt insofern eine Sonderstellung
ein, als sie weder zu den Primzahlen noch zu den zusammengesetzten
Zahlen gerechnet wird. Bedauerlicherweise wurde noch bis vor kurzem in fast
allen Schullehrbiichern die Zahl 1 zu den Primzahlen geziihlt, und es gibt auch
heute noch unter den Methodikern einfluBreiche Anhinger dieser Tradition, obgleich
ihre grobe Fehlerhaftigkeit wiederholt nachgewiesen wurde. Die Frage, ob die Zahl 1
eine Primzahl ist oder nicht, ist keineswegs — wie es zunichst scheinen kénnte —
eine Frage der Terminologie oder der Konvention. Wenn wir die Zahl 1 unter die
Primzahlen aufnehmen, werden fast alle Sitze iiber Primzahlen einfach falsch.
Wir wollen dies am. Beispiel des oben formulierten Fundamentalsatzes zeigen:
‘Wenn die Zahl 1 als Primzahl genommen wird, so besitzt z. B. die Zahl 5 die folgenden
unendlich vielen Primzahlzerlegungen :

5=1-6=1:-1-6=1:1-1-5=-..,

Diese sind tatsichlich alle voneinander verschieden, einfach deshalb, weil die
Anzahl der Faktoren in ihnen verschieden ist. 4

Wir wollen jetzt einen Beweis fiir den Fundamentalsatz geben, der in vielen
Bezichungen von methodischem Interesse ist.

Die Maglichkeit einer derartigen Zerlegung ist sehr leicht zu beweisen. Dazu
sei n eine beliebige natiirliche Zahl > 1., Unter ihren Teilern gibt es dann Zahlen,
die grofer als 1 sind (z. B. n selbst). Es'sei p, der kleinste von ihnen. Offensicht-
lich ist p, eine Primzahl; andernfalls besiBe nimlich p; einen Teiler e mit 1 < a < p,,
der aber als Teiler von p, auch Teiler von n wire, was der Definition von p, wider-
spricht. Also ist » = p,n,, wobei p, eine Primzahl ist. Ist n, > 1, so verfahren
wir mit 7, genauso wie eben mit » und stellen #, in der Form n, = p,n, dar, wobei p,
eine Primzahl ist. Dann ist » = p,p,n,. Wenn auch noch n, > 1 ist, so setzen
wir den ProzeB in der angegebenen Weise fort. Da hierbei n > n, > ny > - -
muB der ProzeB nach endlich vielen Schritten abbrechen, d. h., es mu8 nach endhch
vielen Schritten ein gewisses n; = 1 sein. Dann ist aber

n = pl pi v e pk’
wobei py, Py, . . ., o Primzahlen sind. Damit ist die Moglichkeit der Zerlegung einer
vorgegebenen natiirlichen Zahl # > 1 in Primfaktoren bereits bewiesen.
Wir miissen uns jetzt noch von der Eindeutigkeit einer derartigen Zerlegung
iiberzeugen, was sich als eine bedeutend schwierigere Aufgabe erweist. Historisch
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ist interessant, daB erst verhiltnismiBig spit bemerkt wurde, da8 diese Eindeutig-
keitsaussage keineswegs trivial ist (und damit eines effektiven Beweises bedarf),
nachdem man sie schon lange Zeit hindurch als eine offensichtliche Tatsache
benutzt hatte. Anscheinend hat GAUSS als erster nachdriicklich darauf hingewiesen,
daB die Unmaoglichkeit zweier wesentlich verschiedener Zerlegungen ein und der-
selben Zahl in Primfaktoren nicht trivial ist, sondern eines strengen Beweises bedarf.
Selbst z. B. ein so hervorragender Gelehrter wie LEGENDRE, der kurz vor GAUSS
wirkte, hat das nicht bemerkt. Die weitere Entwicklung der Zahlentheorie zeigte,
in welchem MaBe GAuss nicht nur vom formal-logischen, sondern auch vom inhalt-
lichen Standpunkt aus recht hatte. Im Verlaufe des 19. Jahrhunderts gingen nimlich
die Mathematiker dazu iiber, die Gesetze der Teilbarkeit auch in Gebieten zu unter-
suchen, die komplizierter sind als der Bereich der natiirlichen Zahlen, wie z. B.
im Bereich der sogenannten ganzen algebraischen Zahlen. Die Gesetze, die hier
gelten, erinnern zwar noch in vielem an die GesetzmiBigkeiten im Bereich der
natiirlichen Zahlen, es zeigen sich jedoch auch gewisse Unterschiede. So hat man
auch dort Primzahlen und kann auch jede Zahl in Primfaktoren zerlegen, aber
diese Zerlegung ist dort im allgemeinen nicht mehr eindeutig. Dieser Umstand schuf
in der Arithmetik der algebraischen Zahlen neue eigenartige Schwierigkeiten, die
man von der gewShnlichen Arithmetik der natiirlichen Zahlen her nicht kannte
und die erst in neuerer Zeit erfolgreich bewiiltigt wurden.

Den Eindeutigkeitsbeweis fiir die Zerlegung der natiirlichen Zahlen in Primfaktoren
stiitzt man gewohnlich auf den folgenden iiberaus wichtigen Satz, der auch in
vielen anderen Fiillen in der Zahlentheorie niitzliche Dienste leistet:

Satz 1. Wenn die natiirlichen Zahlen a und b teilerfremd sind, so gibt es ganze
Zahlen x und y derart, daf

az—by =1

4t y

Man beweist diesen Satz meistens unter Benutzung des Euklidischen Algorithmus
oder der Theorie der Kettenbriiche. Wir kommen darauf in Kapitel III zuriick.
Hier wollen wir einen anderen, methodisch sehr lehrreichen Beweis geben, der auf
GAvsS zuriickgeht und der keinen Gebrauch von irgendwelchen Algorithmen macht.

Es sei d die kleinste positive Zahl, die sich bei beliebiger Wahl der Zahlen z und
y in der Form

d=az—by 1)

darstellen 1i8t. Wir wollen zeigen, daB d = 1 ist. Hierzu geniigt es, da @ und b
voraussetzungsgemiB teilerfremd sind, d. h. keinen anderen gemeinsamen positiven
Teiler als 1 besitzen, zu zeigen, daB sowohl a als auch b durch d teilbar ist. Da
in (1) die Zahlen a und b véllig gleichberechtigt sind, reicht es hin, fiir eine der beiden
Zahlen — etwa fiir @ — zu zeigen, daB sie durch d teilbar ist.

Dazu mége a durch d mit dem Quotienten m und dem Rest 7 teilbar, also

a=md+r 0sr<<d)
sein. Hieraus folgt, daB
r=a—md=a—m(@z—by)=a(l—mz)—b(—my) =az’'—by

ist, wobei
2 =1—mz, ¥y =—my
gesetzt wurde.
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Also kann r in der Form a2’ — by’ mit ganzem z’ und y’ dargestellt werden.
Da r <d und definitionsgemi8 d die kleinste positive Zahl ist, die sich in der
Form axz — by darstellen 1aBt, muB r = 0, also @ = md sein, d. h., a ist tatsichlich
durch d teilbar, was zu beweisen war.

Wir bemerken, daB wir gleich etwas mehr bewiesen haben, nimlich einen Satz,
der sich auf beliebige ganze Zahlen a und b bezieht (die nicht notwendig teilerfremd
zu sein brauchen):

Die kleinste positive Zahl d, die sich in der Form ax — by mit ganzen a und b dar-
stellen Lipt, ist der grofte gemeinsame Teiler der Zahlen a und b.

DaB d ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, haben wir gerade oben bewiesen.
Andererseits zeigt aber die Relation (1), daB auch jeder gemeinsame Teiler von a
und b ein Teiler von d ist, d. h., d ist tatsichlich der groBte gemeinsame Teiler.

Wir weisen noch darauf hin, daB die hier behandelten Fragen im Zusammen-

_hang mit dem in Kapitel TIT betrachteten Euklidischen Algorithmus ein ausgezeich-
netes, nicht schwieriges und zugleich interessantes Material fiir mathematische
Zirkel an Oberschulen darstellen kénnen.

Den Satz 1 benutzen wir jetzt zum Beweis des folgenden sehr wichtigen Satzes
der Teilbarkeitstheorie (der schon EURLID bekannt war):

Satz 2. Wenn die Zahlen a und b teilerfremd sind und wenn b ein Teiler von ac
t8t, so ist ¢ durch b teilbar.

In der Tat: Auf Grund von Satz 1 gibt es ganze Zahlen x und y derart, da8

ar—by=1
ist, woraus sich

acx—becy=c
ergibt. Da nach Voraussetzung ac durch b teilbar ist, gibt es eine ganze Zahl k
mit ac = bk. Dann ist

c=acx—bcy =bkzx—bcy =b(kx—cy),

woraus zu ersehen ist, daB b ein Teiler von ¢ ist.

Wenn p eine Primzahl und a eine beliebige natiirliche Zahl ist, so tritt offensicht-
lich stets einer der folgenden beiden Fille ein: Esist p ein Teiler von a, oder ¢ und p
sind teilerfremd. Wenn némlich @ und p nicht teilerfremd sind, so besitzen sie einen
gemeinsamen Teiler d > 1; da aber p eine Primzahl ist, die nur durch 1 und p selbst
teilbar ist, muB d = p sein, und a wird von p geteilt.

Auf Grund dieser einfachen Bemerkung erhalten wir aus Satz 2:

Folgerung: Wenndas Produktabdurch eine Primzahl p teilbar ist, so ist wenigstens
einer der Faktoren a oder b durch p teilbar.

Wenn némlich z. B. u nicht durch p teilbar ist, so ist nach der eben gemachten
Bemerkung p zu a teilerfremd. Dann folgt aber auf Grund von Satz 2 aus der
Teilbarkeit von ab durch p tatsichlich die Teilbarkeit von b durch p, was zu beweisen
war.

Dieses Teilbarkeitsgesetz, das wir soeben fiir ein Produkt aus zwei Faktoren
bewiesen haben, 1aBt sich leicht durch vollstindige Induktion auf eine beliebige
Anzahl von Faktoren ausdehnen. Wenn z. B. das Produkt abc durch eine Prim-
zahl p teilbar ist und a nicht von p geteilt wird, so mu8 nach dem Bewiesenen das
Produkt bc durch p teilbar sein. Dann ist aber — wie wir wissen — b oder ¢ durch
p teilbar. Auf diese Weise haben wir in endlich vielen Schritten erschlossen, daB
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aus der Teilbarkeit des Produktes abc durch p die Teilbarkeit wenigstens eines der
Faktoren a, b, ¢ durch P folgt. Offensichtlich kann man in gleicher ‘Weise von drei
zu vier Faktoren, von vier zu fiinf Faktoren und allgemein zu einer beliebig end-
lichen Anzahl von Faktoren ubergehen 1) Wir 1 damit die folgende allg:
Aussage als bewiesen ansehen, die im wesentlichen das Ziel der vora.ngehenden
Uberlegungen ist:

Satz 3. Wenn ein Produkt aus endlich vielen Fakioren durch eine Primzahl p
teilbar ist, 80 ist wenigstens einer der Faktoren durch p teilbar.

Aus Satz 3 folgt unmittelbar die Eindeutigkeit der Zerlegung einer beliebigen,
von 1 verschiedenen natiirlichen Zahl in Primfaktoren. Wenn ndmlich

R=PP " Pr=N0T%" " 2
ist, wobei alle p; und g; Primzahlen sind, so miissen wir zeigen, daB sich die Zahlen
@3, 9z» - - -» ¢s hichstens in ihrer Reihenfolge von den Zahlen p,, p,, . . ., pr unter-
scheiden. Wenn wir zudem voraussetzen, daB die Zahlen p; und ¢; im Sinne der
obigen Entwicklung angeordnetsind (daB alsop, < p, < -+ < prund ¢, < < -+ <,
ist), so miissen wir zeigen, daB r = 8 und p; = g; ist fiir alle  von 1 bis r. In dieser
Weise werden wir im folgenden verfahren.

Wir zeigen zuniichst, daB p, = ¢, ist. Angenommen, es wiire ¢, > p,. Wegen (2)
ist das Produkt g,g, - - ¢, durch p, teilbar. Daher ist nach Satz 3 wenigstens eine
der Zahlen g¢; durch p, teilbar. Da alle ¢; Primzahlen sind, muB jede von ihnen, die
durch p, teilbar ist, gleich p, sein. Das ist aber nach unserer Annahme nicht
moglich, da geméB unserem Ansatz

<GSBS SO
ist. Ebenso kann nicht p, > ¢, sein. Also ist p, = ¢,. Hieraus und aus (2) folgt, daB
PaP3 - Pr =005 " Qs

ist. Mit Hilfe derselben Uberlegungen konnen wir offensichtlich zeigen, daB8
Py = ¢, und damit

PsPa* Pr=0q39" " Qs
ist. Hieraus folgt dann p; = g3 usw. Dieses Verfahren kdnnen wir so lange fort-
setzen, wie auf beiden Seiten noch Primfaktoren stehen. Es bricht ab, wenn auf
einer Seite die Primfaktoren erschopft sind. Es ist nun unmittelbar klar, daB dies
auf beiden Seiten gleichzeitig geschehen muB, daB also r = & sein muB. Wire
nimlich z. B. r < 8, so wiirden wir auf Grund des Gesagten schlieBen kénnen, da8
P1 =0, P =10y, ..-, Pr = ist, und nach Kiirzen dieser gleichen Faktoren, da

1=¢gr1r42° ¢
wiire. Das ist aber offensichtlich nicht der Fall. Also ist in der Tat
r=s
und
1=, Pa=4qg """ .Pr=10Gr

d. h., beide Zerlegungen stlmmen iiberein. Damit ist der Fundamentalsatz der
Teilbarkeitsth g bewiesen.

1) Beziiglich der strengen Fassung des Satzes von der vollstdndigen Induktion vgl. den voran-
gehenden Artikel von I. W. PROSEURJAROW, § 11, Satz 1. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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‘Wir sehen, daB wir bei sei Beweis tlich von Satz 2 Gebrauch gemacht
haben. Alle bekannten Beweise des Fundamentalsatzes basieren in irgendeiner
Form auf ihm. Sie unterscheiden sich lediglich in den Wegen, die zu Satz 2 fithren.
Der oben angegebene Beweis von Satz 2 stiitzte sich wesentlich auf Satz 1. Metho-
disch ist dieser Weg von groBtem Interesse, da er nicht von den Eigenschaften
des groBten gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier
Zahlen Gebrauch macht, ja es lag iiberhaupt kein Grund dazu vor, diese Begriffe
einzufithren. Dariiber hinaus gestattet bekanntlich gerade der Fundamentalsatz
iiber die eindeutige Primzahlzerlegung eine moglichst einfache und durchsichtige
Einfithrung des Begriffs des groBten gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemein-
samen Vielfachen.

Immerhin ist es methodologisch von groBem Interesse, daB der entscheidende
Satz 2 auch auf einem ganz anderen Wege bewiesen werden kann, der nicht den
Satz 1 benutzt, sondern auf den elementaren Eigenschaften des kleinsten gemein-
samen Vielfachen beruht. Wir wollen daher auch diesen Beweis vorfiithren.

Dazu muB man vor allen Dingen die Struktur der G t aller gemei
Vielfachen zweier gegebener Zahlen @ und b untersuchen, d.h. der Gesamtheit
aller Zahlen, die sowohl durch a als auch durch b teilbar sind. Dazu sei m die kleinste
positive Zahl, die durch @ und b teilbar ist (also das kleinste gemeinsame Vielfache
der Zahlen a und b) und m’ ein beliebiges gemeinsames Vielfaches von a und b.
Ferner sei ¢ der Quotient und 7 der Rest bei der Division von m’ durch m, also

m=qm+r 0<r<<m)

und mithin
r=m'—gm.

Da nun m und m’ beide durch a und b teilbar sind, so ist auch 7 durch a und b teilbar.
Weil aber r < m und m das kleinste positive gemeinsame Vielfache der Zahlen a
und b ist, muB r =0 und daher m' = gm sein, d. h., jedes gemeinsame Viel-
fache der Zahlen a und b ist ein Vielfaches der Zahl m. Andererseits ist aber auch
jede Zahl der Form gm ein gemeinsames Vielfaches der Zahlen @ und b, d. h., die
Gesamtheit aller Vielfacken der Zahlen a und b ist genau gleich der Gesamthest aller
Zahlen, die Vielfaches einer gewissen Zahl m sind (die dann das kleinste gemein-
same Vielfache der Zahlen a und b ist).

Wir zeigen nun, daB das kleinste gemeinsame Vielfache zweier teilerfremder Zahlen
gleich shrem Produkt ist.

Dazu seien a und b zwei beliebige teilerfremde Zahlen und m ihr kleinstes gemein-
sames Vielfaches. Da das Produkt ab ein gemeinsames Vielfaches von a und b ist,
ist nach dem vorher Gesagten

ab=gqm,
wobei ¢ eine gewisse ganze Zahl ist. Nun zeigen aber die sich hieraus ergebenden Rela-
tionen
a_m . b m
Ck R it £
daB ¢ ein gemeinsamer Teiler der teilerfremden Zahlen a und b ist (m war nach
Vor tzung das kleinste gemei Vielfach vonaundb,nlsosind’%und?
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ganze Zahlen — Amnm. d. wissenschaftl. Red.). Folglich ist ¢ =1 und m = ab, was
zu beweisen war.

Hieraus ergibt sich nun ganz leicht der obige Satz 2. Wenn némlich ac ein gemein-
sames Vielfaches der teilerfremden Zahlen a und b ist, so wird ac von dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen dieser Zahlen, also — wie wir eben festgestellt haben —
von dem Produkt ab geteilt. Es ist aber die Teilbarkeit von ac durch ab gleich-
bedeutend mit der Teilbarkeit von ¢ durch b, womit Satz 2 bewiesen ist.

§ 3. Uber Primzahlen

Die Primzahlen spielen in der Teilbarkeitstheorie die Rolle der primiren, un-
zerlegbaren Elemente, aus denen sich mittels der Multiplikation alle natiirlichen
Zahlen gewinnen lassen, wie dies der oben aufgestellte Fundamentalsatz zeigt.
Die Menge der Primzahlen kann also mit einigem Recht als multiplikative
Basis (d. h. als eine Basis, mit deren Hilfe sich alle Zahlen multiplikativ darstellen
lassen) der Menge der natiirlichen Zahlen angesprochen werden. Diese grundlegende
Eigenschaft der Menge der Primzahlen hat zu allen Zeiten das Interesse der Forscher
erregt. Was ist das nun fiir eine Menge, wieviel Elemente enthilt sie, wie ordnen
sich ihre Elemente in die Reihe aller natiirlichen Zahlen ein und welche GesetzmiBig-
keiten herrschen beziiglich der Verteilung der Primzahlen gegeniiber den zusammen-
gesetzten Zahlen ? Diese Fragen bewegten die Gelehrten aller Epochen von der
Antike bis in unsere Tage. Auch heute stehen sie in betriichtlichem MaBe im Mittel-
punkt der arithmetischen Forschung, namentlich weil ihre Losung sich als auBer-
ordentlich schwierig erwiesen hat.

Zuerst erhebt sich selbstverstindlich die Frage, ob es endlich oder unendlich
viele Primzahlen gibt. Hierbei ist hervorzuheben, daB der von uns bewiedene
Fundamentalsatz dariiber — zumindest unmittelbar — nichts aussagt. Er ist
weder eine Bestitigung fiir die Endlichkeit noch fiir die Unendlichkeit der Menge
der Primzahlen. Die genannte Aufgabe war ein erstes natiirliches Problem der
Theorie der Primzahlen, das bereits von den Mathematikern des Altertums gelost
wurde. Wir fithren hier die einfache und scharfsinnige Losung vor, die sich bei
EvkLID findet (womit nicht gesagt sein soll, daB sie von EUKLID stammt — Anm.
d. wissenschaftl. Red.) und die die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen beweist.
Obwohl die moderne Ausdrucksweise fiir dus Unendliche, das in der Mathematik
eine so zentrale Stellang einnimmt, EURLID natiirlich fremd war, hat er das
Wesentliche dieses Satzes folgendermaBen treffend formuliert: Die Menge der Prim-
zahlen ist grofer als jede gegebeme Menge derselben (in EUELIDs , Elementen®,
Buch IX, Satz 20).

Dazu seien p,, p,, . . ., P gewisse, endlich viele Primzahlen. Wir werden zeigen,
daB es eine Primzahl p gibt, die unter den vorgegebenen Zahlen nicht vorkommt.
Zuniichst betrachten wir die Zahl P + 1, wobei P = p,p, * * * p; ist, und bezeichnen
mit p den kleinsten von 1 verschiedenen Teiler dieser Zahl. Offensichtlich ist p
eine Primzahl, die auBerdem mit keiner der Zahlen p,, p, . . ., 7 zusammenfallen
kann, weil p ein Teiler von P + 1 ist, mithin bei Division durch jede der Zahlen
Py, Pa» - - - Pt den Rest 1 ergibt und folglich durch keine der vorgegebenen Zahlen
teilbar sein kann. Damit haben wir in p eine Primzahl gefunden, die noch nicht
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in der vorgegebenen (endlichen) Menge von Primzahlen enthalten ist, wie die Be-
hauptung EURLIDs verlangt.

Beziiglich der Anordnung der Primzahlen in der Reihe der natiirlichen Zahlen
soll hier nur eine Tatsache erwihnt werden, die sich genau so einfach wie der Satz
von EURLID beweisen 1a8t: In der Reihe der natiirlichen Zahlen gibt es beliebig lange
Intervalle, die keine Primzahl enthalten, also aus lauter gesetzten Zahl
bestehen.

In der Tat: Wenn » > 1 eine beliebige natiirliche Zahl ist, so enthilt die Folge
al4+2, 2l+3 2al44, ..., nl4+n

(die offensichtlich ein Intervall in der Menge der natiirlichen Zahlen von der Linge
n — 1 bildet) keine Primzahl, weil ! 4 2 durch 2, n! 4 3 durch 3 usw. und schlieB-
lich n! + » durch = teilbar ist, wobei in allen Féllen der Teiler kleiner ist als die
durch ihn teilbare Zahl.

Die Frage nach der Verteilung der Primzahlen in der Menge der natiirlichen
Zahlen war in der Zeit von EUKLID bis EULER so gut wie unbeantwortet geblieben.
Man hatte lediglich mit dem Ziel, irgendeine GesetzmiBigkeit in der Reihenfolge
der Primzahlen zu finden, Tabellen dieser Zahlen aufgestellt, die mit der Zahl 2
begannen und bis zu sehr groBen Zahlen reichten (heute bis ungefihr 10 Millionen).
Das Studium dieser Tabellen zeigte, daB beim Fortschreiten in der Folge der natiir-
lichen Zahlen die Primzahlen im Mittel immer seltener und seltener werden.
Das gilt aber nur im Mittel. In Wirklichkeit geht der anzahlmiBige Riickgang
der Primzahlen auBerordentlich unregelmiBig vor sich. Nach bedeutender Auf-
lockerung zeigen sich immer wieder Verdichtungen, wobei bisheute noch keine Gesetz-
miBigkeit in der Reihenfolge dieser Verdichtungen und Verdiinnungen festgestellt
worden ist.

Das alles gibt dem Problem der Verteilung der Primzahlen seine historisch be-
kannte, treibende Kraft.

Das bedeutendste Resultat EULERs auf diesem Gebiet ist die theoretische Be-
griindung dieser allméhlichen Verminderung der Anzahl der Primzahlen in den
fernsten Teilen der Folge der natiirlichen Zahlen, die sich — wie schon gesagt —
beim Studium der Primzahltabellen gezeigt hatte. Im folgenden wollen wir mit
7(n) die Anzahl der Primzahlen bezeichnen, die die vorgegebene Zahl » nicht iiber-
treffen. In diesem Sinne ist also z(10) = 4 und #(23) = 9. Dann kénnen wir das
Verhiltnis ’l(g)_ (das offensichtlich immer zwischen Null und Eins liegt) als einen
Bruch ansehen, der uns die ,,mittlere Dichte* der Primzahlen im Abschnitt der
natiirlichen Zahlen von 1 bis n festlegt: Je kleiner dieser Bruch ist, um so kleiner
ist die Anzahl der Primzahlen im Abschnitt (1, ) im Verhiltnis zur Anzahl der
natiirlichen Zahlen dieses Abschnittes.

Satz von EULER. Wenn die Zahl n unbeschrankt wichst, so geht @ gegen 0.

Das besagt nichts anderes, als daB in allen hinreichend groBen Abschnitten der
Folge der natiirlichen Znhlen die iiberwiegende Mehrheit der Zahlen zusammen-
gesetzt ist und nur ein geringfiigiger Anteil zur Menge der Primzahlen gehort.

Als wesentliches Hilfsmittel zum Beweis des Satzes von EULER schicken wir
zunichst den folgenden Satz voran:
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Lemma. Es sei py, Py, Py, . .. die Menge der Primzahlen in shrer natirlichen
Reihenfolge (also p, = 2, p, =3, p3 = 5 usw.). Dann geht

1 1

= (1=5)-(=5) - (—3)

gegen O, falls n iber alle Grenzen wichst.

Zum Beweis bemerken wir zunichst, daB fiir beliebiges k
1 1

=14

11 +Pb + g
Py

m=(Z) (E#) (&)

Hier steht auf der rechten Seite ein Produkt aus n absolut konvergenten Reihen,
das man bekanntlich?) genau wie ein Produkt aus endlichen Summen gliedweise
ausmultiplizieren kann. Dann erhilt man eine Reihe, deren allgemeines Glied
die Form

ist. Daher ist

!
PfrPgr. .. PA"
hat, wobei o, o, . . ., an beliebige Zahlen aus der Folge 0, 1, 2, . . . sind. Wir erhalten
also

1 1
m=_2  wmom

LR Y A

wobei die Summation iiber alle Kombinationen der Zahlen ay, a,, . . ., s (in be-
liebiger Reihenfolge) zu erstrecken ist. In der Form

phoph ... pin
konnen nun oftenbar bei beliebiger Wahl der o genau die natiirlichen Zahlen dar-
gestellt werden, die keine anderen Primteiler als p,, p,, ..., p. besitzen. Ins-

besondere kommen unter diesen Zahlen alle natiirlichen Zahlen vor, die nicht groer
als p, sind. Unter den Summanden der rechten Seite finden sich also bestimmt

die Bn’iche;]’; mit 1 < m < pa. Daher ist
Pn
1 1
m=1

Nun ist bekanntlich?) die Reihez’ ’% (die sogenannte ,harmonische Reihe*) di-

m=1
vergent. Wir werden also zu jedem noch so kleinen positiven ¢ ein » und damit ein
P» finden kénnen, fir das
o |
3>t
m=1

1) Siche EdEM Band 3, Diff ial- und Integralrech
%) Vgl. die vorangehende FuBnote.
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ist. Hieraus und aus der vorangehenden Ungleichung folgt:
1 1
7%
und mithin:
1, <e.
Da aus der Giiltigkeit dieser Ungleichung fiir ein gewisses n auch die Giiltigkeit
fiir alle groBeren natiirlichen Zahlen folgt, ist in Anbetracht der beliebigen Wahl
von ¢ der behauptete Hilfssatz bewiesen.
Wir gehen jetzt zum Beweis des Satzes von EULER iiber. Dazu bezeichnen wir
mit P, das Produkt p;p,- - P, der ersten n Primzahlen.
Fiir den Beweis ist es zunéchst notwendig, die Anzahl Q, der Zahlen aus der Folge
L2...,P 3

zu bestimmen, die durch keine der Primzahlen p,, p,, . . ., p teilbar sind. Es zeigt
sich, daB diese Anzahl

Un =P, 11, _P,.(l__) (1_ )...(1___

ist. Eine ausfiihrliche Begriindung dieser Formel wird in Kapitel IT gegeben werden
(siehe Seite 251).

Es mégen nun r und 8 beliebige natiirliche Zahlen sein. Notwendig und hinreichend
dafiir, daB die Zahl 8P, + r durch eine der Zahlen p,, p,, ..., s teilbar wird,
ist dann offenbar, daB r durch diese Zahl teilbar ist. Daher sind in der Folge

8P, +1, 8P, +2,...,8P,+ P,=(8+1) P,
fiir beliebiges & > 0 genau so viele Zahlen durch keine der Primzahlen p,, p,, ..., P
teilbar wie in der Folge (3), also Q..
Zu einer vorgegebenen, beliebig kleinen positiven Zahl ¢ bestimmen wir zunichst

eine Zahl 2 so, daB
L= (1=3) - (1=5) - (1=5) <

wird, was nach dem vorangehenden Lemma moglich ist. Wenn dann g eine beliebige
natiirliche Zahl ist, so wollen wir ¢ durch P, mit Rest dividieren, wobei sich der
Quotient & und der Rest r ergeben mége, also
g=8Py+r 0Zr<P,)

ist. Unser Ziel ist es, die Anzahl (g) der Primzahlen im Abschnitt (1,) zu be-
stimmen. Unter diesen kdnnen zunichst die » Primzahlen p,, p,,..., p» vor-
kommen. Alle iibrigen Primzahlen des Abschnittes (1, ¢) sind dann durch keine
der Primzahlen p,, p,, . . ., Ps teilbar. Von diesen gibt es aber — wie wir bereits
wissen — in jedem der Intervalle (1, Py), (Pa+1,2Ps), 2 Pa+1,3Py),...,
((s—1) Pa+ 1, 8 P,) genau @, = P,IT, Stiick, also im ganzen Abschnitt (1, 8 Py)
genau 8Q, = s P,II,. Daraus folgt, daB es im Abschnitt (1,q) = (1, 8Px+1)
nicht mehr als

8Qn +r <8P II,+ P,
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Primzahlen dieser Art geben kann. Auf diese Weise finden wir, daB
7(q) <n+ sPyll, 4 Py
und mithin

g?<n+tl".ﬂ.+ Py

Sﬂ+Pn+3Pan__ﬂ+Pni
8Py +r 3P,

= sP, T

I,

ist.

Wenn wir nun die Zshl ¢ (und damit die Zahl ) hinreichend groB wihlen (wobei
aber n fest bleibt!), so kann der erste Summand auf der rechten Seite kleiner als &
gemacht werden. Da andererseits die Zahl » so gewihlt war, daB [T, < e ist, so ist

n(g)

29 9
2 <2e
fiir alle hinreichend groBen ¢, d. h., es ist

lim 22 o
[E )
wie der Satz von EULER behauptet.

Dieses bemerkenswerte Resultat sagt aus, daB in der Folge der natiirlichen Zahlen
die Primzahlen im bekannten Sinne sehr ,,spirlich vertreten sind, spérlicher z. B.
als die Glieder einer beliebigen arithmetischen Folge (mit beliebig groBer Differenz).
Jedoch gilt das — wie schon betont — nur im Mittel. Wir haben keinerlei Griinde,
uns die Sache so vorzustellen, da8 irgendwo, sehr weit entfernt in der Folge der
natiirlichen Zahlen die Primzahlen ganz ,einsam‘‘ stehen, ohne daB einer ihrer
nihergelegenen Nachbarn — weder nach der einen noch nach der anderen
Seite — eine Primzahl ist. Im Gegenteil zeigt das Studium der Prtmzahltabellen,
daB von Zeit zu Zeit in der Reihe der natiirlichen Zahlen Primzahlen auftreten,
die sehr nahe beieinander liegen, ja daB sogar immer wieder ,,Primzahlzwillinge*
auftreten, die sich nur um zwei Einheiten unterscheiden, wie (5, 7), (41, 43), (101, 103)
usw. Die Frage, ob es unendlich viele derartige Zwillinge gibt, ist bis zum heutigen
Tage unbeantwortet. Wir haben jedoch keinerlei Griinde zu der Annahme, daB
die Existenz von unendlich vielen solchen Zahlen unméglich ist.

‘Wir wollen hier noch die folgende interessante Bemerkung machen. Das gleiche
Lemma, das uns oben zum EULERschen Satz fiihrte, der etwas iiber die relative
,»Spirlichkeit‘ der Verteilung der Primzahlen in der Folge der natiirlichen Zahlen
aussagt, gibt uns auch die Moglichkeit eines Beweises (und zwar auf viel einfacherem
Wege) dafiir, daB die Primzahlen in der Folge der natiirlichen Zahlen auch
hinreichend dicht liegen: Aus der Theorie der unendlichen Produkte ist bekannt?!),
daB aus der Tatsache, daB fiir unbeschrinkt wachsendes n die Folge der Produkte

== -

o

gegen Null strebt, die Divergenz der Reihe }] pl folgt, daB also die Folge der

n=1

’

1) Siehe A. . Xununn, Bocemb nekuuit no MaremaTuyeckomy aHaauay, (A. J. CHINTSCHIN,
Acht Vorlesungen iber mathematische Analysis), Gostechisdat, 1948. Der deutsche Leser
sei verwiesen auf MaNGoLDT-K¥NoPP, Einfithrung in die hdhere Mathematik, Band 2, 9. Auf-
lage, Leipzig 1949, S. 295. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Summen

™.
B

I
!

4
mit wachsendem # iiber alle Grenzen wichst. In dieser Beziehung verhilt sich somit
die Menge der Primzahlen genau so wie die Menge aller natiirlichen Zahlen (Diver-

genz der harmonischen Reihe 1 + 1 + 1 e —l—l + - - -),andersalsz.B.dieMenge

der Quadrate 12, 22, 33, . die Reihe 2 5 konvergiert ). Das zeigt, daB die Prim-

zahlen in gewissem Sinne ,,dichter* hegen als die Quadratzahlen.

Alle diese elementar beweisbaren Tatsachen, die aus dem Anfang des 19. Jahr-
hunderts stammen, geben jedoch nur ein hichst unklares Bild von der Verteilung
der Primzahlen in der Folge der natiirlichen Zahlen. Die Mathematiker dieser
Epoche dachten jedoch schon frith an eine viel bedeutendere Errungenschaft,
niimlich fir die Funktion m(n) (die Anzahl der Primzahlen, die nicht groBer
als 7 sind) eine gute Niherungsformel in Form eines méglichst einfachen analytischen
Ausdrucks in Abhingigkeit von n anzugeben, um die Wachstumsverhéltnisse der
Funktion z(n) ohne Schwierigkeiten erforschen zu koénnen. So ergab sich der sehr
verlockende Gedanke, zu der Funktion z(n) einen ,,asymptotisch gleichen ana-
lytischen Ausdruck anzugeben, d. h. eine analytische Funktion ¢(n) zu finden, fiir die

#(n)
@ (n)
gilt (die — m. a. W. — von gleicher GroBenordnung unendlich wird wie die Funktion
7t(n)). Indes verfiigte die Wissenschaft jener Epoche noch nicht iiber die zur Losung
dieser bedeutenden Aufgabe unentbehrlichen Hilfsmittel. Das Studium der Prim-
zahltabellen zeigte, daB es unter den elementaren Funktionen eine sehr einfache

-1 (n »>o00)

néherung an die Funktion 7 (n) ergibt. Viele der bedeutendsten Gelehrten jener
Epoche (LEGENDRE, GAUSS) versuchten beharrlich, diese zunichst empirisch ge-
fundenen Zusammenhiinge exakt zu begriinden. Diese Aufgabe erwies sich jedoch
als maBlos schwierig, und bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts wurde nicht ein Resultat
in dleser Rlchtung erzielt; dann aber trieben die groBartigen Untersuchungen des
Mat tikers P. L. TscHEBYSCHEW die Entwicklung voran.

Das Ziel, das — wie gesagt — jedem der Forscher vorschwebte, war der Beweis

des sogenannten Primzahlsatzes, der Relation

o) _z@? Ly (n > oo). @)

n
Inn
Auf dem Wege zu diesem Ziel, das in dieser Zeit noch nicht erreicht werden konnte,
bewies TSCHEBYSCHEW als erster einige entscheidende Tatsachen, von denen wir
nur die beiden folgenden erwihnen:
1. Wenn der Grenzwert

. n(n)lnn
c!gnee n

existiert, so ist er gleich Eins.
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2. Fir alle hinreichend groBen = ist

n(n)lnn
n

In2< <2In2.

Die Tragweite dieser hervorragenden Leistungen, die schon sehr nahe an das end-
giiltige Ergebnis (4) heranfithren, wird noch besonders durch zwei Umsténde unter-
strichen : Erstens, daB vor TSCHEBYSCHEW absolut nichts in der genannten Richtung
zu beweisen gegliickt war, daB er also alle Ideen und Methoden seiner Beweise
selbst schaffen muBte, da er keine Vorgiinger hatte. Zweltens, daB TSCHEBYSCHEW
seine so bedeatenden Resultate durch véllig elementare arithmetische Uberleg
ohne Hilfsmittel der hoheren Mathematik in Anspruch zu nehmen, erhielt.

Unmittelbar nach den Arbeiten TSCHEBYSCHEWS erschienen die Untersuchungen
des deutschen Math tikers B. RIEMANN, die vollkommen neue, komplizierte
analytische Hilfsmittel zur Behandlung von Problemen der Verteilung der Prim-
zahlen enthieltan. Dabei ist jedoch zu bemerken, daBB RIEMANN selbst seine Methoden
nicht als Resultat arithmetischer Forschung fand. So kam es, daB erst spiter,
gegen Ende des 19. Jahrhunderts, die gro3e Tragweite der RIEMANNschen Methoden
in Verbindung mit der sich zu dieser Zeit stiirmisch entwickelnden Theorie der
Funktionen einer komplexen Verinderlichen erkannt wurde. Mit Hilfe dieser
Methoden gelang es schlieflich im Jahre 1894 dem franzésischen Mathematiker
HaDAMARD, das so lange verfolgte Ziel zu erreichen und die Relation (4) zu be-

weisen, auf Grund derer die Funktion Fn—n tatsichlich ein asymptotischer Ausdruck
fiir die arithmetische Funktion 7 (n) ist.

Die weiteren Untersuchungen in dieser Richtung beschattigen sich bis zum heutigen
Tage mit einer Priizisierung dieses Ergebnisses, d. h. mit der Frage nach einer ge-
naueren Abschitzung der Differenz

n(n)lnn
n

)

—1,

von der man auf Grund des HADAMARDschen Satzes nur weiB, daB sie fiir n - co
beliebig klein wird. Sehr bedeutende Resultate in diesem Zusammenhang lieferte
in den letzten Jahren die von I. M. WINOGRADOW — einem der groBten Schopfer
der modernen Arithmetik — geleitete sowjetische zahlentheoretische Schule.

Ein anderer Zweig in der Entwicklung der Theorie der Primzahlen, der gleich-
falls von dem Satz von EUKLID iiber die Existenz unendlich vieler Primzahlen
ausging, behandelt die Frage nach der Anzahl der Primzahlen in gewissen Teil-
mengen der Menge der natiirlichen Zahlen, d. h. unter den natiirlichen Zahlen einer
gewissen vorgegebenen Form. Ein klassisches Ergebnis in dieser Richtung ist der
Satz von DIRICHLET iiber die Existenz von unendlich vielen Primzahlen in jeder
arithmetischen Progression, deren erstes Glied zur Differenz teilerfremd ist. Es
ist bis heute noch nicht gelungen, dieses Resultat (fiir das wir — an dieser Stelle
mége darauf hingewiesen werden — noch keinen rein arithmetischen Beweis kennen)?!)
wesentlich zu verbessern. Der Satz von DIRICHLET besagt, daB es fiir teiler-
fremdes a und b unter den Zahlen der Form az + b (wobei z eine beliebige ganze

1} Inzwischen wurde ein von analytischen Hilfsmitteln freier Beweis fiir den DIRICHLETschen
anzs.hlsatz gegeben von H. Zassenmaus: Uber die Existenz von Primzahlen im arith-
C t. Math. Helvetici 22 (1949), 232—259. — Anm. d. wissen-

schaftl. Red. c



240 Teilbarkeit urd Primzahlen

Zahl ist) unendlich viele Primzahlen gibt. Eine naheliegende Verallgemeinerung
dieses Resultates wire die Untersuchung der quadratischen Ausdriicke, also der
Ausdriicke der Form az® 4 bz + ¢ auf dieselbe Frage hin. Wir kennen selbst fiir die
wesentlichsten Spezialfille dieser Aufgabe bis heute keine Methoden zu ihrer Be-
handlung. Sogar die Frage, ob es unter den Zahlen der Form 22 + 1, also in der
Folge 2, 5, 10, 17, 26, 37, ... unendlich viele Primzahlen gibt, ist noch ungeldst.

Ein weiterer, sehr intensiv bearbeiteter Zweig der Theorie der Primzahlen bes
schiiftigt sich mit den Fragen, die im Umbkreis des berilhmten GoLDBACHschen
Problems liegen. Man hatte bereits sehr frith bemerkt, daB sich alle geraden Zahlen,
von der Zahl 4 angefangen, als Summe aus zwei Primzahlen darstellen lassen
4=2+4+26=3+3,8=345 10=3+7 12=5+ 17 usw.) und daB folg-
lich alle ungeraden Zahlen als Summen aus drei Primzahlen dargestellt werden
kénnen. Das GoLDBACHsche Problem besteht nun in der Losung der Frage, ob
dies tatsichlich fir alle geraden (bzw.ungeraden) Zahlen gilt.

Noch vor 25 Jahren hatte es den Anschein, als ob die Mathematik keinerlei
Methoden zur Losung dieser iiberaus schwierigen Aufgabe kenne. Nach einigen
unfruchtbaren Versuchen, die sich iiber mehrere Jahrhunderte erstreckten, wurde
im Jahre 1930 durch den jungen sowjetischen Mathematiker L. G. SCHNIRELMANN
ein bemerkenswerter Fortschritt in Richtung der Losung des GOLDBACHschen
Problems erreicht. Er bewies die Existenz einer Konstanten k mit der Eigenschaft,
daB sich jede von 1 verschiedene natiirliche Zahl als Summe aus hochstens & Prim-
zahlen darstellen 1aBt. Bis zu der Arbeit SCHNIRELMANNs war es nicht gelungen,
an dieses Resultat, geschweige denn an das GoLDBaCHsche Problem nur heran-
zukommen. Das ist umso bemerkenswerter, als die ganzen Untersuchungen SCHNIREL-
MANNs mit so elementaren arithmetischen Methoden durchgefithrt wurden, daB sie
in derselben Form schon gut hundert Jahre friiher, zur Zeit TSCHEBYSCHEWS,
hiitten durchgefithrt werden konnen.

Die Konstante k, die sich auf Grund der Untersuchungen SCHNIRELMANNS un-
mittelbar abschiitzen lieB, erwies sich zunéichst als sehr groB. Daher beschiftigten
sich sofort viele Wissenschaftler mit dem Problem, diese Konstante nach den gleich

J! taren Methoden besser abzuschétzen und weiter herabzusetzen. Im Laufe
einiger Jahre wurde sie bis auf 69 herabgedriickt.

Jedoch konnte bereits im Jahre 1936 I. M. WINOGRADOW mit von ihm selbst
geschaffenen analytischen Hilfsmitteln die GoLpBACHsche Vermutung fiir hin-
reichend groBe ungerade ganze Zahlen vollstindig beweisen; er zeigte also, daB
alle hinreichend groSen ungeraden Zahlen als Summe dreier Primzahlen dargestellt
werden kénnen. Daraus folgt unmittelbar, daB sich alle hinreichend groBen geraden
Zahlen als Summe aus vier Primzahlen darstellen lassen. Auf diese Weise wurde
die Konstante £ von SCHNIRELMANN bis auf 4 herabgesetzt. Wenn man die histo-
rische Berithmtheit des GoLDBACHschen Problems und die zu seiner Ldsung
gemachten Anstrengungen beriicksichtigt, muB man dieses Resultat I. M. WiNo-
GRADOWs als einen der bedeutendsten Erfolge sowjetischer Mathematiker an-
erkennen.




Kapitel IT

DIE KONGRUENZMETHODE

§ 4. Einleitung

Die besondere Schwierigkeit, die die Probleme der Zahlentheorie zu allen Zeiten
auszeichnete, veranlaBite die Forscher, nach immer neuen Methoden in diesem
Zweig der Mathematik zu suchen. So kommt es, daB8 wir heute in der Zahlentheorie
eine solche Vielfalt an Methoden besitzen wie wohl in keiner anderen mathematischen
Disziplin. Fiir alle diese Methoden ist charakteristisch, daB ihre Anwendungs-
moglichkeiten verhiltnismiBig beschrinkt sind. Jede derartige Methode kann in
der Regel nur zur Losung eines mehr oder weniger engen Kreises von unter-
einander verwandten Aufgaben verwendet werden. Sobald die Grenzen eines
solchen Kreises iiberschritten werden, muB nach neuen, zuweilen ganz anders
gearteten Methoden gesucht werden.

Man kann die verschiedenen Verfahren zunichst ganz grob nach ihrer gegen-
stindlichen Natur einteilen. Da haben wir in erster Linie die elementaren arith-
metischen Methoden (Sieb des ERATOSTHENES, Euklidischer Algorithmus usw.).
Daneben besitzen wir eine ganze Reihe von analytischen Methoden groBter Leistungs-
fahigkeit. Schlieflich treten heute immer mehr auch geometrische Methoden in
den Vordergrund, wie sie von MINKOWSKI in die arithmetische Forschung eingefiihrt
wurden. Diese Methoden kénnen natiirlich in anderen Bezlehungen sehr unter-
schiedlich sein. So ist ein Teil von ihnen Ausdruck gewi h-inhaltlich
Ideen (eme solche Methode ist z. B. die ,,Geometne der Zahlen von MINKOWSKI),
wiihrend ein anderer als Grundlage fiir gewisse formale Verfahren dient. Dabei
begegnet man sclbstverstindlich auch Methoden von gemischtem Typus.

Unter den formalen el tar-arithmetischen Methoden hat eine besondere Be-
deutung die von GAUss [Disquisitiones Arithmeticae, siehe Literaturverzeichnis
Nr. 13, die Wiss. Red.] geschaffene sogenannte Kongruenzmethode erlangt. Diese
Methode ist in erster Linie ein formaler Apparat, dem zwar eine sehr einfache
Idee zugrunde liegt, der aber bedeutenden technischén Wert besitzt. Wenn man
ihn beherrscht, kann man in vielen Fillen relativ einfach Resultate erhalten, die
auf anderem Wege nur schwer und umstindlich zu erreichen sind. Daher erweist
sich in Verbindung mit den jeweiligen Einzelheiten die Theorie der Kongruenzen
als ein formales Instrument, dessen Kenntnis eine merkliche Hilfe bei der Losung
fast aller Probleme der Zahlentheorie darstellt, und ohne dessen reichhaltige Methoden
wir viele Aufgaben kaum bearbeiten wiirden. Man kann daher ohne Ubertreibung
die Theorie der Kongr (beinahe als einzige) als eine universelle Methode
der Zahlentheorie ansehen, wenn man namlich darunter versteht, daB die An-
wendung der Verfahren dieser Theorie wesentliches leisten kann und in fast allen
Gebieten der Arithmetik eine erhebliche formale Hilfe gewihrt. In allen Teilen
der Zahlentheorie wiirde eine Arbeit ohne Benutzung der Elemente dieser Theorie
in gewissem Sinne als,,primitiv‘ und riickstindig empfunden werden. Dabei darf man
jedoch den Wert der Theorie der Kongruenzen auch nicht iiberschitzen. Selbst die
vollkommenste Beherrschung dieser Methode kann dem Forscher nur als techni-
sches Riistzeug dienen, ohne daB sie ihm irgendeine leitende Idee zu geben vermag.
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In diesem Kapitel wollen wir einen kurzen, nur auf das wesentlichste beschrinkten
Abri der Grundbegriffe der Theorie der Kongruenzen und ihrer hauptsichlichen
Anwendungen geben. Eine sowohl ihrer Vollstéindigkeit als auch ihrer Tiefe nach
uniibertroffene Darstellung der Theorie der Kongruenzen findet der Leser in der
klassisch gewordenen ,,Theorie der Kongruenzen‘ von P. L. TSCHEBYSCHEW. 1)

§ 5. Die Kongruenzen und ihre wichtigsten Eigenschaften

Der Begriff der Kongruenz hat seine Grundlage in der einfachen Bemerkung,
daB Zahlen a und b, die bei Division durch eine natiirliche Zahl m denselben Rest »
lassen, hinsichtlich der Fragen der Teilbarkeit in Beziehung zur Zahl m eine Reihe
von gleichen Eigenschaften besitzen. Die wichtigste Eigenschaft besteht darin,
daB alle gemeinsamen Teiler von a und m auch gemeinsame Teiler von b und m
sind und umgekehrt. Insbesondere ist der groBte gemeinsame Teiler (a,m) der
Zahlen a und m gleich dem groBten gemeinsamen Teiler (b, m) der Zahlen b und m.

In der Tat: Wenn wir voraussetzen, da die Zahlen @ und b bei Division durch m
denselben Rest r lassen, so ist

a=km+r, b=Ilm+4r
und mithin
a—b=k—10l)m
durch m teilbar. Hieraus folgt, da
a=qm-+b b=a—gqm,
also jeder Teiler von m und b auch Teiler von @ und jeder Teiler von 7 und a auch
Teiler von b ist.

Diese gemeinsame Eigenschaft der Zahlen a und b, die sich aus ihrer ,,Restgleich-
heit** bei der Division durch m ergibt, erweist sich als so fundamental, daB es sich
lIohnt, den Begriff der Restgleichheit formal festzulegen, indem man ihr einen be-
sonderen Namen und ein besonderes Zeichen gibt. Es ist iiblich geworden, Zahlen
a und b, die bei der Division durch m denselben Rest ergeben, kongruent modulo m
zu nennen und dies durch

a=b (mod m)

zu bezeichnen.

Ein Beispiel: 3 = — 17 (mod 5).

Die Kongruenz (also die Restgleichheit) zweier Zahlen nach einem gegebenen
Modul 7 macht sie — wie wir gesehen haben — in ihren Beziehungen zu der Zahl m
in einem ganz bestimmten Sinne gleichartig. Die Kongruenzrelation ist also eine
gewisse Ahnlichkeit zwischen den Zahlen, und die leitende Idee der Theorie der
Kongruenzen besteht gerade in der Auswahl dieser Relation und der Verwertung
ihrer wichtigsten Eigenschaften. Man muB sich jedoch fest einpriigen, daB der Begriff
der Kongruenz stets mit einem bestimmten Modul verbunden ist, daB also jene

1)II. JI. Ye6umes, Iloanoe cobpanme countenuit, 1. I, Teopun uncen, (P. L. TSCHEBYSCHEW,
Gesammelte Werke, Band I, Zahlentheorie) Verlag d. Akad. Wiss. d. UdSSR, 1944.
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Verwandtschaft oder Ahnlichkeit von Zahlen, von der hier die Rede ist, nicht fiir
die Zahlen selbst, sondern nur in ihren Beziehungen zur Zahl m charakteristisch ist.
Zahlen, die kongruent nach einem Modul m sind, werden in der Regel nach einem
anderen Modul m' nichts miteinander gemein haben.

Bei der Definition der Kongruenz kann die Forderung der Restgleichheit
gleichwertig durch eine andere Forderung ersetzt werden, nimlich die Forderung,
daB die Differenz der gegebenen Zahlen durch den Modul m teilbar ist, eine Forderung,
die wohl zur Kontrolle in konkreten Fillen besser geeignet ist als die urspriingliche.
So ist es im oben angefithrten Beispiel nicht notwendig, den Rest von 3 und —17
bei der Division durch 5 zu bestimmen, sondern man braucht sich nur davon zu
iiberzeugen, daf die Differenz dieser Zahlen, also 3 — (— 17) == 20, durch 5 teilbar ist.

Die nachfolgenden fundamentalen Sitze zeigen, daB man mit den Kongruenzen
in weitem Rahmen genau so wie mit gewShnlichen Gleichungen operieren kann.

Satz 1. Kongruenzen nach ein und demselben Modul kann man seitenweise addieren,
subtrahieren und multiplizieren.
‘Wenn also

@

a=b (mod m), }
a' = b’ (mod m)
ist, so ist
a+a =b+tb (modm),
aa’ = bb’' (mod m).
Wegen (1) ist namlich
a—b =mgq,
a —b =mgq,
also
(@ta)—@LV)=@—b L@ —b)=m(gtq)
und mithin
ata =>b4b (modm);
entsprechend ist
ad'—bb' =a@ —b)+b (@a—b)=(ag +b¢qgm
und mithin
aa’ = bb’ (mnod m),
was zu beweisen war.

Bemerkung. Insbesondere kann man also zu beiden Seiten einer Kongruenz
ein und dieselbe Zahl addieren und beide Seiten einer Kongruenz mit ein und der-
selben Zahl multiplizieren.

Wir haben den Satz 1 oben nur fiir den Fall zweier Kongruenzen bewiesen. Natiir-
lich iibertriigt er sich von zwei unmittelbar auf drei, vier usw., allgemein von n
auf n 4 1 Kongruenzen, womit er nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion
fir jede beliebige endliche Anzahl von Kongruenzen bewiesen ist.
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Folgerung. Wenn
a=b (mod m) (2)
s8¢, 8o ist
a* = b* (mod m)
fiir jede matiirliche Zahl k und fiir k = 0.
Zum Beweis geniigt es, die Kongruenz (2) k-mal seitenweise mit sich selbst zu
multiplizieren.
Wenn wir die bisher erhaltenen Resultate miteinander kombinieren, so erhalten
wir offensichtlich den folgenden wichtigen

Satz 2. Wenn P(x) ein beliebiges Pol mit g hligen Koeffizienten ist,
80 folgt aus
z=y (mod m),
dap auch

P(z) = P(y) (mod m)
ist.

Dieser Satz ist fiir die Arithmetik in der Schule von groBem Interesse, bildet
er doch die theoretische Grundlage fiir die Herleitung der wichtigsten Teilbar-
keitskriterien. Wenn némlich die Zahl n» im Dezimalsystem von links nach rechts
durch die Ziffern a, b,c, ..., k, 1 dargestellt wird, so ist

n=a:100456-10-14¢c-10-2 4 .-+ + k- 104 1.

Da nun
10==1 (mod 3) und (mod9)

ist, so ergibt sich aus Satz 2, daB

n=a+b+c+---+k+1!(mod3) und (mod9),
also jede Zahl ihrer Quersumme kongruent modulo 3 und modulo 9 ist. Hieraus
folgt speziell, daB der griBte gemeinsame Teiler einer Zahl # und der Zahl 3 (oder 9)
gleich dem groBten gemeinsamen Teiler der Quersumme dieser Zahl und 3 (oder 9)
ist. Insbesondere ist eine Zahl # dann und nur dann durch 3 (oder 9) teilbar, wenn
ihre Quersumme durch 3 (oder 9) teilbar ist. Durch eine dhnliche Uberlegung
erhilt man aus der Kongruenz

10=—1 (mod 11)

gemiB Satz 2:

n=(—1)ya+ (—1)"1b+---—k+1 (mod1l)
ittelbar das bekannte Kriterium fiir die Teilbarkeit einer Zahl

und hieraus un
durch 11.

Satz 1 sagt zunichst nur etwas aus iiber die unbeschrinkte Ausfithrbarkeit der
Operationen Addition, Subtraktion und Multiplikation von Kongruenzen; er sagt
jedoch nichts iiber die vierte Grundrechenart, die Division. Insbesondere wissen
wir nicht, ob die Division beider Seiten einer Kongruenz durch ein und dieselbe
Zahl (unter der Voraussetzung, daB sie ohne Rest durchfiihrbar ist) erlaubt ist.
Es ist kein Zufall, daB wir die Behandlung dieser Frage zuriickgestellt haben. Wir
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stoBen hier zum erstenmal auf eine Situation, in der sich die Kongruenzen
anders als die Gleichungen verhalten. Daher wollen wir uns iiber diese Frage ein-
gehend Klarheit verschaffen.

Einfache Beispiele zeigen bereits, daB die Division von Kongruenzen, auch wenn
sie ohne Rest mdglich ist, nicht immer durchfiihrbar ist. So sind in der Kongruenz

45 = 27 (mod 6)

beide Seiten durch die Zahl 9 teilbar. Wenn wir jedoch diese Kongruenz seiten-
weise durch 9 teilen, so erhalten wir das falsche Ergebnis

5=3 (mod 6).
Wir wollen jetzt sogleich den allgemeinen Fall betrachten. Dazu sei
a=b (mod m), (2)

wobei die Zahlen a und b durch ein und dieselbe Zahl d teilbar seien, also
a=da’, b=db

ist. Es erhebt sich dann die Frage, unter welchen Bedingungen die Kongruenz (2)
durch & gekiirzt werden kann, d. h. unter welchen Bedingungen
a’ = b’ (mod m)

ist. Zuniichst besagt offenbar die Kongruenz (2), daB die Differenz a — b = d(a’— b’)
durch m teilbar ist. Unter welchen Bedingungen. folgt nun hieraus, daB a’ — &’
durch m teilbar ist ? Hierauf gibt der Satz 1 aus Kapitel I eine Antwort. Er sagt
uns, daB das sicher dann der Fall ist, wenn d und m teilerfremd sind. Wir erhalten
also als wichtige Regel: Man kann beide Seiten einer Kongruenz durch einen gemein-
samen Teiler kirzen, wenn dieser Teiler zum Modul m teilerfremd ist. Umgekehrt
konnen wir sagen, daB die Division beider Seiten einer Kongruenz durch eine zum
Modul m nicht teilerfremde Zahl d im allgemeinen zu einem falschen Ergebnis
fithrt. So zeigt uns das obige Beispiel, daB die Division zu einem falschen Resultat
fithrte, weil der Teiler 9 nicht zum Modul 6 teilerfremd ist.

Dieser eben festgestellte Unterschied zwischen dem Verhalten der Kongruenzen
und dem der Gleichungen hat seine Ursache in dem iiberaus wichtigen Umstand,
daB sich die Kongruenzen einem der Hauptprinzipien der Teilbarkeitstheorie nicht
unterordnen, niémlich dem Prinzip, daf das Produkt zweier Zahlen nur dann gleich
Null ist, wenn mindestens einer der Faktoren gleich Null ist. In der Theorie der Kon-
gruenzen wiirde das entsprechende Prinzip offensichtlich lauten: Wenn das Produkt
zweier Zahlen kongruent Null modulo m ist, so ist mindestens einer der Faktoren
kongruent Null modulom. Nun besagt aber ,kongruent Null modulo m* nichts
anderes als die Teilbarkeit durch m, so daB das genannte Prinzip gleichwertig ist
mit: Wenn das Produkt zweier Zahlen durch m teilbar ist, so ist wenigstens einer
der Faktoren durch m teilbar. Aber das ist im allgemeinen falsch. Soist 4 - 15 = 60
durch 6 teilbar, wihrend weder 4 noch 15 durch 6 teilbar ist. Eine dhnliche un-
erlaubte Verwendung dieses Prinzips fiihrte uns — wie man leicht einsieht —
auch im vorigen Beispiel zu dem falschen Resultat.

Jedoch zeigt uns Satz 3 aus Kapitel I, daB es einen Fall gibt, in dem dieses Prinzip
gilt. Wenn namlich der Modul eine Primzahl p ist, so folgt in der Tat aus der Teil-
barkeit eines Produktes zweier Zahlen durch p unbedingt die Teilbarkeit mindestens
eines der Faktoren durch p. Diese bemerkenswerte Tatsache hat zur Folge, de8
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die Kongruenzen nach einem Primzahlmodul den Gleichungen bedeutend weiter-
gehend analog sind als die Kongruenzen nach einem zusammengesetzten Modul.

Insbesondere kann man hier in gewissem Sinne sagen, daB sich die Frage nach
der Moglichkeit der Division beider Seiten einer Kongruenz durch eine gewisse
Zahl im Fall eines Primzahlmoduls genauso beantworten 148t wie die entsprechende
Frage fiir Gleichungen. In der Tat: Wir haben bereits oben gesehen, daB man beide
Seiten einer Kongruenz immer dann durch eine Zahl d teilen kann, wenn d zum
Modul m teilerfremd ist. Wenn nun m eine Primzahl ist, so ist das ,,zu m teilerfremd
sein gleichbedeutend mit dem ,,nicht durch m teilbar sein*, oder — was wiederum
damit gleichwertig ist — mit dem ,,nicht kongruent Null modulo m sein*. Es ist
also im Falle des Primzahlmoduls lediglich die Division durch Zahlen verboten,
die kongrtent Null nach dem gegebenen Modul sind. Bei der Analogie zwischen den
Kongruenzen und den Gleichungen entspricht aber diesen Zahlen die Zahl Null,
durch die auch in der gewshnlichen Teilbarkeitstheorie nicht dividiert werden kann.
‘Wir sehen damit, daB sich in diesem Fall — wie auch in vielen anderen Fillen —
die Kongruenzen nach einem'Primzahlmodul g > wie die Gleichungen ver-
halten. Was jedoch die Kongruenzen nach einem zusammengesetzten Modul betrifft,
80 beobachten wir hier wesentlich andere GesetzmiBigkeiten als in der Theorie
der Gleichungen.

§ 6. Klassifikation der Zahlen nach einem gegebenen Modul

Wir haben Zahlen nach einem gegebenen Modul m kongruent genannt, wenn
sie bei Division durch m denselben Rest lassen. Hieraus ergibt sich unmittelbar,
daB aus der gemeinsamen Kongruenz modulo m zweier Zahlen @ und b zu einer Zahl ¢
folgt, daB auch a = b (mod m) ist. Dieser Umstand gestattet es uns, alle Zahlen,
die einer gegebenen Zahl @ (und damit auch untereinander) kongruent modulo m.
sind, in einer Klasse zusammenzufassen. Auf diese Weise wird die Menge aller
ganzen Zahlen in Restklassen modulo m eingeteilt. Alle Zahlen einer und der-
selben Klasse sind dabei kongruent modulo m, wihrend Zahlen aus verschiedenen
Klassen stets untereinander inkongruent modulo m sind.l)

1) Der Leser, der den vorangehenden Artikel von I. W. PRosRurJaROW (im folgenden als P.
gitiert) studxert hx.t sei auf folgendes hingewiesen: Man iiberzeugt sich leicht davon, da$
die oben fe Dritt ichheit [wenn a = ¢ (mod m) und b = ¢ (mod m) ist, 8o ist
a = b (mod m)] in Verbmdung mit dem fiir die Restgleichheit ebenfalls geltenden reflexiven
Gesetz [a = a (mod m)] gleichwertig ist der Giiltigkeit des Gesetzes der Symmetrie
{wenn a = b (mod m) ist, 80 ist b = @ (mod m)] und des transitiven Gesetzes [wenn a = b
(mod m) und b=c (mod m) ist, so ist a = ¢ (mod m)]. Die Kongruenzrelation ist also
eine Aquivalenzrelation im Berench der ganzen Zahlen im Sinne von P, § 19. Insbesondere
gilt also fiir die Kong:nzrelnhon der Hauptsatz der Theorie der Aquivalenzrelationen
(P. §19, Satz). Die klassen modulo m sind dann nichts anderes als die Aquivalenz-
klassen der Kongmenzrelnﬂon Fithrt man schlieBlich zwischen den Restklassen modulo m
durch Rech mit R eine Addition und eine Multiplikation ein (vgl. P. § 8,
Beispiel eines Korpers der Charakteristik p > 0), so erhilt man einen Ring aus genau

m El den ing modulo m. Dieser Ring ist (wie bereits in P. § 8 gezeigt
wurde) dann und nur dann ein Kbrper, wenn m eme Primzahl ist. Dies ist der tiefere Grund

fir die am Ende des v P: llten Ab zwischen
den Kongruenzen nach einem Primzahlmodul und den Kongruenzen nach enem zusammen-
geset: Modul And its erklart sich aus der Ring- bzw. Kérpereigenschaft die weit-

hende Analogi hen den Gleich und den Kongruenzen (vgl dxe Ausfithrungen

tber Ringe und Kbrper in P. § 7 und § 8). — Anm. d. wissenschaftl. R
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Wie die Anzahl und die iti, Bezieh der Klassen, 18t sich auch
ihre innere Struktur leicht iibersehen. Da alle Zahlen ein und derselben Klasse bei
der Division durch m denselben Rest lassen und als Reste bei der Division durch
den Modul m nur die Zahlen

0,1,2,....,m—1

in Frage kommen, muB m die Anzahl der Restklassen modulo m sein. Dabei ist
jede Klasse durch den jeweiligen Rest (0 < r <<m — 1) eindeutig festgelegt, und
die zugehorige Klasse besteht aus allen Zahlen der Form m z + r, wobei  eine beliebige
ganze Zahl ist. Offensichtlich bilden diese Zahlen eine nach beiden Seiten unendliche
arithmetische Folge der Differenz m. Auf diese Weise erscheint die Zerlegung der
Menge der ganzen Zahlen in Restklassen modulo m als nichts anderes als eine Zer-
legung in m arithmetische Folgen der Differenz m.

Wenn wir aus jeder der Klassen willkiirlich eine Zahl auswihlen, so erhalten
wir eine Menge von m Zahlen, die dadurch ausgezeichnet ist, daB keine zwei Zahlen
dieser Menge einander kongruent modulom sind und daB andererseits jede
ganze Zahl einer Zahl der betrachteten Mengen kongruent modulo m 1st Eine der-
artige Menge von ganzen Zahlen nennt man ein vollstinds; dulo m.
Offenbar gibt es unendlich viele vollstindige Restsysteme nach einem gegebenen
Modul. So konnen als vollstindiges Restsystem modulo 3 jedes der Tripel (0, 1, 2),
(10, 11, 12), (—4, 6, —5) und noch unendlich viele weitere dienen.

In vielen Fragen der Teilbarkeitstheorie verhalten sich nun — wie wir bereita
in einigen Fillen festgestellt haben — die Zahlen aus ein und derselben Restklasse
vollig gleichartig und ko nach Belieben durch einand tzt werden. Fiir
derartige Fragen ist es daher ginzlich gleichgiiltig, welches der unzihlig vielen

llstindigen Restsyst man fiir die jeweiligen s'berlegungen auswiihlt. Dieser
Umstand, der eine gewisse Willkiir schafft, kann nun in vielen Fillen zu einer
wesentlichen Vereinfachung der Rechnungen ausgenutzt werden (z. R — wie im
Falle der Regeln iiber die Teilbarkeit einer Zahl durch 3, 9 oder 11 — konnen unter
Umstinden groBe Zahlen durch bedeutend kleinere ersetzt werden).

Fiir die theoretischen Untersuchungen iiber den Begriff des vollstindigen Rest-
systems spielt eine erhebliche Rolle der folgende

Satz 3. Wenn die Zahlen a und m zuemander teilerfremd sind mui dw Zahl z in
dem Ausdruck ax + b ein vollstindig dulo m durchliuft, so durch-
laufen auch die Werte dieses Ausdrucks ein vollata’mitgec Restsystem modulo m.

Da die Anzahl der Werte des Ausdrucks az + b gleich m ist, geniigt es, sich davon
zu iiberzeugen, daB sie ein Restsystem modulo m bilden, d. h., daB die Werte paar-
weise verschiedenen Restklassen modulo m angehoren: Wiirde fiir zwei Zahlen z;
und z, aus verschiedenen Restklassen modulo m

az, +b=azx, + b (modm)
gelten, so wiire auch

az, = az, (mod m);
da nun aber nach Voraussetzung a und m teilerfremd sind, so kann man diese letzte
Kongruenz durch a kiirzen und erhilt
2, = x, (mod m),
was nicht der Fall sein sollte. Damit ist bereits der behauptete Satz 3 b
Wir werden bald wichtigen Anwendungen dieses Satzes begegnen.
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Wir haben bereits gesehen, daB alle Zahlen einer Restklasse mit dem Modul
dieselben gemeinsamen Teiler, also insbesondere denselben groBten gemeinsamen
Teiler besitzen. Wenn also eine Zahl aus einer Restklasse zum Modul teilerfremd
ist, so sind auch alle anderen Zahlen aus dieser Restklasse zum Modul teilerfremd.
Es hat daher einen Sinn, von der Teilerfremdheit einer Restklasse zum Modul m
zu sprechen. Unter einem reduzierten (im Gegensatz zum vollstindigen) Restsystem
nach einem gegeb Modul m verstehen wir dann eine Menge von ganzen Zahlen,
die aus jeder zu m teilerfremden Restklasse genau einen Vertreter enthilt. Eine
einfache Methode, um ein reduziertes Restsystem zu erhalten, besteht offensichtlich
darin, da8 man aus der Folge der Zahlen

,2,...,m,

die jedenfalls ein vollstindiges Restsystem modulo m darstellt, diejenigen Zahlen
auswithlt, die zu m teilerfremd sind. Hieraus folgt, daB die Anzahl der zu m teiler-
fremden Restklassen (und damit die Anzahl der Elemente jedes reduzierten Rest-
systems) gleich der Anzahl der natiirlichen Zahlen kleiner oder gleich m ist, die
zu m teilerfremd sind. Diese Anzahl, die offenbar nur von m abhingt, wird iiblicher-
weise mit @(m) bezeichnet. Die so erhaltene zahlentheoretische Funktion (die
sogenannte Eulersche Funktion — Anm. d. wissenschaftl. Red.) stellt eine der wich-
tigsten Funktionen der Zahlentheorie uberlmupt dar. er werden sp&ter zeigen,
wie man den Wert dieser Funktion fiir ein g rg infach aus der
Primzahlzerlegung von m bestimmen kenn.

Fiir jedes reduzierte Restsystem gilt der folgende, dem Satz 3 fiir vollstindige
Restsysteme analoge

Satz 4. Wenn die Zahlen a und m teilerfremd sind und die Zahl z in dem Aus-
druck ax ein reduziertes Restsystem modulom durchliuft, so durchlaufen auch die
Werte dieses Ausdrucks ein reduziertes Restsystem modulo m.

Man muB dabei jedoch beachten, daB die in Satz 3 nech auftretende Zahl b in
Satz 4 gleich Null ist. Das zeigt, daB die in Satz 3 formulierte Aussage fiber
vollstiindige Restsysteme doch weitergehend ist als die in Satz 4 aufgestellte Be-
hauptung iiber reduzierte Restsysteme.

Zum Beweis von Satz 4 geniigt es zu bemerken, da8 mit 2 auch alle ¢ (m) Produkte
a2z zu m teilerfremd sind und simtlich — wie bereits in Satz 3 gezeigt wurde — ver-
schiedenen Restklassen modulo m angehoren.

Als eine einfache, aber interessante und iiberaus wichtige Folgerung aus Satz 4
erhalten wir einen Satz, der auf EULER zuriickgeht. Dazu seien a und m zwei teiler-
fremde Zahlen und

L S X @
ein reduziertes Restsystem modulom (hier ist zur Abkiirzung @(m) = s gesetzt).
Dann bilden nach Satz 4 auch die Zahlen

a1y,G7s,...,a7, 4)
ein reduzieries Restsystem modulo m, d. h., jede der Zahlen (4) ist einer der Zahlen (3)
kongruent modulo m, also etwa
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wobei die Zahlen 4, 1y, . . ., %, eine Permuta.txon der Z&h]en 1,2,..., sbilden. Wenn

wir diese Kongruenzen seitenweise mitei plizieren, so erhalten wir
P iy =y ety =T 7y - o 1y (mod m).

Da nun jedes 7; zu m teilerfremd ist, ist auch ihr Produkt zu m teilerfremd, und wir

konnen diese letzte Kongruenz durch das Produkt 7,7, « -7, kiirzen. Auf diese

Weise kommen wir zu dem erwihnten Satz von EULER, der besagt, daB fiir teiler-

fremde Zahlen a und m stets

i a®*™ =1 (mod m)
[7'2

Beispiele: ¢ (10) = 4; 3% = 81 = 1 (mod 10); 7* = 2401 = 1 (mod 10).

Im Spezialfall, daB der Modul eine Primzahl p ist, ist der Satz bereits vor EULER
von FERMAT ausgesprochen worden. Wenn nédmlich p eine Primzahl ist, so sind
alle Zahlen der Folge 1,2,...,p mit Ausnahme von p selbst zu p teilerfremd,
8o daB ¢(p) = p—1 ist, und wir erhalten den

Satz von FERMAT. Wenn p eine Primzahl ist und a nicht von p geleilt wird,
80 st

a*~1=1 (mod p).

Bemerkung. Diesen letzten Satz bezeichnet man hiufig als ,kleinen FERMAT-
schen Satz“, im Unterschied zum sogenannten ,,groBen FERMATschen Satz‘, nach
dem die Gleichung z" + y* = z" fiir ganzzahliges n > 2 keine ganzzahlige Losung
%, 9,  besitzt (diese Behauptung, fiir die FERMAT nach eigenen Aussagen einen Be-
weis besa8, konnte bis heute noch nicht bewiesen werden). Zu dieser Bezeichnung
lst %u sagen, da.B — wenn es mwh der Wichtigkeit dieser Sitze im Rahmen der

twicklung der Mat, k ginge — wahrscheinlich die kehrte Termi-
nologxe angebmhter wiire,. Denn wenn wirklich der ,,groﬂe Fermat* einmal be-
wiesen sein sollte, so diirfte diese Tatsache — soweit hier eine Voraussage méglich
ist — der Wissenschaft kaum eine Stiitze fiir weitere Errungenschaften bieten.
Er wird wahrscheinlich immer mehr oder iger isoliert dastehen. Demgegeniiber
stellt der eben bewiesene ,kleine FERMATsche Satz* schon seit langem ein wich-
tiges Hilfsmittel der Forschung dar, und dies nicht nur in der Theorie der ganzen
Zahlen, sondern auch in wesentlich umfangreicheren Gebieten der Arithmetik und
der Algebra.

Wir gehen jetzt zur Berechnung der Funktion @(m) iiber, die die Anzahl der zu
m teilerfremden natiirlichen Zahlen, die-nicht gréBer als m sind, angibt.
Dazu zeigen wir zunichst, daB fiir beliebige teilerfremde Zahlen m und n
mn) =g@(m)@p(n
int. P(mn) =@(m)p(n)

Zur Berechnung von @(mn) ordnen wir die Zahlen von 1 bis mn in folgender
ibersichtlichen Tabelle an

1 2 ... E oo m
m+1 m4+2 ... m+k -+ 2m
2m+1 2m4+2 ... 2m+4+k .-+ 3m

m—1l)m+1 —HYm+2 ... m—l)m+k .. am
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und versuchen, die Anzahl der zu mn teilerfremden Zahlen in dieser Tabelle zu
bestimmen. Damit nun eine Zahl zu mn teilerfremd ist, muB sie sowohl zu m als
aueh zu n teilerfremd sein. Andererseits sind aber auch die Zahlen, die zu m und zu n
teilerfremd sind, zu mn teilerfremd, da nach Voraussetzung m und n teilerfremd
sind. Wir kénnen also unsere Berechnung so durchfithren, da8 wir zunéchst in
der obigen Tabelle die Zahlen auswihlen, die zu m teilerfremd sind, und dann unter
diesen diejenigen Zahlen bestimmen, die zu » teilerfremd sind. So wollen wir auch
im folgenden vorgehen.

In unserer Tabelle gehdren nun offensichtlich alle Zahlen, die in einer Spalte
stehen, ein und derselben Restklasse modulo m an. Das bedeutet, daB sie entweder
alle zu m teilerfremd sind oder alle einen mit m gemeinsamen Teiler haben, der
verschieden von 1 ist. Wir kénnen daher von ,,den Spalten, die zu m teilerfremd
sind““ reden. Die Anzahl dieser Spalten ist nun sehr einfach zu bestimmen: Da
namlich in der ersten Zeile unserer Tabelle die Zahlen 1, 2, ..., m stehen, ist die
Anzahl der zu m teilerfremden Spalten gleich der Anzahl der zu m teilerfremden
Zsahlen in der Folge 1,2, ..., m, also gerade gleich ¢(m).

Wir wihlen dann eine beliebige dieser ¢ (m) zu m teilerfremden Spalten aus. Dies
moge etwa die Spalte aus den Zahlen

k,m+k2m+k ....,(n—1)m+k (5)
sein. Gefragt ist nach der Anzahl der zu # teilerfremden Zahlen in dieser Spalte.
Da nun die Zahlen dieser Spelte simtlich die Form mz + k besitzen, wobei z
die Zahlen 0,1, 2,...,n—1 durchliuft, bilden nach Satz 3 die Zahlen dieser
Spalte ein vollstindiges Restsystem modulo n. Weil aber jedes vollstindige Rest-
system modulo » genau @ (n) zu n teilerfremde Zahlen enthilt, enthilt die betrachtete
Spalte und damit jede zu m teilerfremde Spalte ¢ (n) Zahlen, die zu n teilerfremd sind.

Wir fassen zusammen: Unsere Tabelle enthily ¢(m) Spalten, die zu m teiler-
fremd sind, und jede derartige Spalte enthiilt ¢(n) Zahlen, die zu n teilerfremd
sind. Also enthilt die Tabelle genau ¢ (m) - p(n) Zahlen, die sowohl zu m als auch
zu n teilerfremd sind, und mithin genau @(m) - ¢ (n) Zahlen, die zu mn teilerfremd
sind. Es ist also in der Tat

@(mn) =@(m)@(n),

was zu beweisen war.
Nun bereitet es aber keine wesentlichen Schwierigkeiten mehr, einen geschlossenen
Ausdruck fiir die Funktion ¢ (m) geben. Dazu denken wir uns die Zahl m in

ibrer Primzahlzerlegung hingeschrieben :
m = phph- .. pir,
wobei py, 7y, . . ., Pr paarweise verschiedene Primzahlen und «,, ay, . . ., & gewisse

natiirliche Zahlen sind. Nach der bereits bewiesenen Eigenschaft der Funktion ¢(m)
ist also

P(m) =g p(pr) - - @P.). 8
Dabei ist @(p{) (1 < ¢ < r) die Anzahl der natiirlichen Zahlen, die nicht groBer als
P4’ und zu p{/ teilerfremd, d. h. nicht durch p; teilbar sind. Zur Berechnung dieser
Anzahl bemerken wir, daB in der Folge der Zahlen

1,2,...,p¢
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nur die Zahlen
4,203 ., PV B = D,
also p§—! Stiick, durch p; teilbar sind, wiihrend die restlichen
i — ¢

Zahlen dieser Folge nicht von p; geteilt werden, also zu p¥ teilerfremd sind. Damit
haben wir gezeigt, da8

o(p) =p{ —pi~=pi (1 —-%
ist, woraus sich geméiB (6) die Gleichung
1) . 1 1
pm = (1—) ot (1—3 ) -9 (1)
=m 1__1_ .'1_l)... (1_l)
po! Py Pr,
ergibt.

Damit ist die Aufgabe der Berechnung von @(m) in befriedigender Weise
gelost. Es ist an der gefundenen Formel interessant, daB der von uns erhaltene
Ausdruck von @(m) nicht explizit von den Exponenten o; abhingt, zu denen die
Primfaktoren p; in m vorkommen. Es ist also zur Berechnung von @(m) nicht

notwendig, jene Exponenten zu kennen, sondern man braucht nur zu wissen, welche
Primzahlen in die Primzahlzerlegung von m eingehen.

Beispiel.
120 =28.3.5;
?(120)= 120(1—%) . (1—§)-(1—%) —120.5.2. 432,

Wir bemerken noch folgendes: AnlaBlich des Beweises des Satzes von EULER
in § 3 benttigten wir die Anzahl Q. derjenigen natiirlichen Zahlen von 1 bis
P, =p,p,- - - pn, die durch keine der Primzahlen p,, p,, . . ., P teilbar sind. Es
ist offensichtlich, daB diese Anzahl keine andere als die Zahl ¢(Py) ist. Dann ist

aber die Formel fiir Q,, die wir auf Seite 236 ohne Beweis angegeben haben, ein
Spezialfall unserer allgemeinen Formel fiir ¢(m).

§ 7. Kongruenzen, die Unbekannte enthalten

Man unterteilt die Gleichungen gewdhnlich in Identititen und Bestimmungs-
gleichungen. Eine ganz entsprechende Unterteilung konnen wir auch bei den
Kongruenzen vornehmen. Wir unterscheiden demgemdB zwischen identischen
Kongruenzen (das sind Kongruenzen, die entweder keine Variable enthalten oder
bei beliebigen Werten fiir die in ihnen enthaltenen Variablen erfiillt werden) und
Kongr die Unbel te enthalten (das sind Kongruenzen, die nur bei
spezieller Wahl der Werte fiir die in ihnen auftretenden Variablen befriedigt werden).
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Als Beispiele fiir identische Kongr gen die Kongr
103 =1 (mod 17), (s + b)*= a* (mod b)
dienen, withrend ein Beispiel fiir eine Kongruenz in einer Unbekannten die Kon-

gruenz
2?4 1=0 (mod 10)
ist.
Wir werden im folgend hlieBlich Kongr in einer Unbekannten be-
trachten. Eine solche Kongruenz nennen wir algebraisch vom Grade n, wenn sie
die Form

P(z) =0 (mod m)

hat, wobei P(z) = ay2™ + a,2" 1+ -+ 4 @a_1% -+ ax ein Polynom n-ten Grades
mit ganzzahligen Koeffizienten a,, a,,..:, @, und @3== 0 (mod m) (also a, nicht
durch den Modul m teilbar) ist. Der Begriff der algebraischen Kongruenz n-ten
Grades ist also vollig analog dem Begriff der algebraischen Gleichung n-ten Grades,
bei dem entsprechend verlangt wird, daB der Koeffizient von z" verschieden von
Null ist.

Auf Grund von Satz 2 ergibt sich unmittelbar, daB mit einer Zahl x, auch jede
Zahl z, die zu z, kongruent modulo m ist, eine gegebene algebraische Kongruenz
modulo m erfiilllt. Fir die algebraischen Kongruenzen ist also charakteristisch,
daB ihre Wurzeln ganze Restklassen nach dem gegebenen Modul bilden. Daher
ist es iiblich, als Losung einer algebraischen Kongruenz modulo m nicht eine einzelne
Zahl, sondern die ganze Restklasse (modulo m) zu bezeichnen, der die Zahl angehért,
die jene Kongruenz befriedigt. Deinentsprechend versteht man unter der Anzahl
der Losungen einer algebraischen Kongruenz modulo m nicht die Anzahl der Zahlen,
die diese Kongruenz erfiillen (hier gibt es entweder gar keine oder gleich unendlich
viele), sondern die Anzahl der Restklassen modulo m, die eine die Kongruenz er-
filllende Zahl enthalten.

Wir wollen zunichst den wichtigsten Spezialfall der algebraischen Kongruenz,
den derlinearen Kongruenz (d. h. der Kongruenz ersten Grades) in einer Unbekannten,
eingehend betrachten, die wir in der allgemeinen Form

az=1b (mod m) (7
ansetzen konnen.

Wenn die Zahl ¢ zum Modul m teilerfremd ist, so durchlduft nach Satz 3 mit
z auch das Produkt ax ein vollstindiges Restsystem modulo m, so daB eines und
nur eines dieser Produkte kongruent der gegebenen Zahl b ist. Unsere Kongruenz
hat also in diesem Fall, analog den Gleichungen ersten Grades in einer Unbekannten,
genau eine Losung.

Eine Moglichkeit zum effektiven Auffinden der Losung gibt uns der EULERsche
Satz. Da némlich

a*™ =1 (mod m)
ist, so ist
ba*™ = b (mod m),
und wir sehen, da8 die Zahl ba®™—! die Kongruenz (7) 16st. Da die Eindeutigkeit
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dieser Losung bereits feststeht, wird die vollstindige Losung durch
z = ba?™~1 (mod m) (8)
gegeben.

Offenbar ist der betrachtete Spezialfall die Regel, wenn m eine Primzahl ist.
Im Fall des Primzahlmoduls fillt niémlich die bei der Definition des Grades einer
Kongruenz gestellte Forderung, daB der Modul kein Teiler des héchsten Koeffizienten
ist, mit der Forderung, daB der Modul zum héchsten Koeffizienten teilerfremd ist,
zusammen. Daher besitzt jede Kongruenz ersten Grades nach einem Primzahlmodul m
stets genau eine Losung, die auf Grund des FERMATschen Satzes durch

z = ba™? (mod m) 9)

gegeben wird. Es muB allerdings bei dieser Gelegenheit darauf hingewiesen werden,
daB in den meisten Fillen die praktische Bestimmung der Lésung mit Hilfe der
Formeln (8) oder (9) nicht den kiirzesten Weg darstellt. Dieser fiihrt vielmehr
iiber den Euklidischen Algorithmus (vgl. Kapitel ITI). Die vorangehenden Uber-
legungen zeigen jedoch, daB sich im Falle eines Primzahlmoduls auch die Losung
linearer Kongruenzen nach dhnlichen Gesetzen wie die Losung linearer Gleichungen
vollzieht.

Als Losung der Kongruenz (7) kann jede Zahl r dienen, fiir die die Differenz
ax — b durch m teilbar ist, also die Form my hat, wobei y eine gewisse ganze Zahl
ist. Somit ist die Aufgabe, eine Losung der Kongruenz (7) zu finden, gleichwertig
mit der Aufgabe, die Gleichung

az—b=my
oder, was dasselbe ist, die Gleichung
ar—my==b (10)

in ganzen Zahlen z und y zu l6sen. (10) ist offensichtlich die aligemeine Form
der Gleichung ersten Grades in zwei Unbekannten. Wir kénnen also feststellen,
daB alle Aussagen der Theorie der linearen Kongruenzen in einer Unbekannten
im angegebenen Sinne auch als Aussagen der Theorie der ,diophantischen Glei-
chungen* (das ist die Lehre von den ganzzahligen Losungen algebraischer Glei-
chungen) ersten Grades in zwei Unbekannten gedeutet werden konnen. Insbesondere
kann das von uns erhaltene Hauptresultat auf folgende Weise als Resultat iiber
diophantische Gleichungen formuliert werden:

Wenn die Zahlen a und m teilerfremd sind, so besitzt die Gleichung (10) stets ganz-
zahlige Losungen. Ist (x,, y,) eine beliebige ganzzahlige Lisung von (10), so erhdlt
man alle ganzzahligen Losungen von (10) in der Form

=2y +mk, y=y,+ak,

wobes k eine beliebige ganze Zahl ist.

Im Spezialfall, daB b = 1 ist, haben wir die Aufgabe, eine Losung der Gleichung (1C)
(fiir teilerfremdes @ und m) zu finden, bereits in Kapitel I behandelt. Dort haben
wir (Satz 1) die Existenz der Losung mit Hilfe des Gaussschen Verfahrens er-
schlossen. Hier haben wir einen zweiten Beweis fiir dieselbe Tatsache gegeben.!)

1) Dem Umstand, daB dieser neue Bewcis einen Hinweis auf Satz 2 aus Kapitel I enthélt, ent-
a%ringt kein ZirkelschluB, da wir in Kapitel I gezeigt haben (8. 232), daB Satz 2 auch un-
abhingig von Satz 1 bewiesen werden kann.
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Dieser neue Beweis ist aber in einem erheblichen MaBe befriedigender als der erste,
da er uns neben der Existenz einer Losung auch einen Uberblick iiber simtliche
ganzzahligen Losungen der Gleichung (10) gibt. Der hier angegebene Weg zur
Auffindung der Loésungen ist aber — wie bereits erwihnt — nicht der kiirzeste.
‘Wir werden deshalb im néchsten Kapitel nochmals auf diese Aufgabe zuriickkommen
und dort einen einfachen Weg zur praktischen Bewiltigung der gestellten Aufgabe
zeigen.

Wir kommen jetzt auf den Fall zuriick, daB der groBte gemeinsame Teiler d
der Zsahlen a und m gréBer als 1, also

@m)=d>1
ist. Dann ist @ = da’, m = dm’, wobei (a’, m’) =1 ist, also @’ und m’ teilerfremd
sind. Wenn in diesem Fall d kein Teiler von b ist, so besitzt die Kongruenz (7)
keine Losung. Ist némlich x eine Losung der Kongruenz (7), so ist
az—b=my, b=azrx—my=d(@'z—m'y)

und d muB ein Teiler von b sein. Falls aber d ein Teiler von b ist, so ist b = db’
und die Teilbarkeit von az — b = d(a’ x — b’) durch m = dm’ mit der Teilbarkeit
von a’z — b’ durch m’ gleichbedeutend, d. h., die Kongruenz (7) ist mit der Kon-
gruenz

a'z=">' (mod m')
gleichwertig. Da aber in dieser letzten Kongruenz (a’, m’) = 1 ist, besitzt sie — wie
wir bereits wissen — als Losung genau eine Restklasse modulo m’. Die Zahlen,
die die Kongruenz (7) lésen, bilden also im betrachteten Fall eine Restklasse

modulo m’ = %' Jedoch sieht man unmittelbar, daB jede Restklasse modulo m’

in d Restklassen modulo m zerfillt. In der Tat: Wenn man die Zahlen einer Rest-
klasse modulo m’ in der Form: 2z, 4 m'z darstellt, wobei z eine beliebige ganze Zahl
ist, so gehoren offensichtlich die Zahlen

Zgs T+ m, 2y +2m, ..., 2+ (d—1)m’

aus dieser Restklasse modulo m’ simtlich verschiedenen Restklassen modulo m an,
withrend fiir die weiteren Zahlen die Beziehungen
Zg + dm’ = zy + m = z, (mod m),
T+ @+ 1)m' =25+ m + m' = zy+ m' (mod m)
usw. gelten. Wir stellen also fest, daB im zuletzt betrachteten Fall die Kongruenz (7)
im Sinne der iiblichen Terminologie genau d Losungen besitzt.

Damit ist die Frage nach der Losungsmannigfaltigkeit einer Kongruenz ersten
Grades in einer Unbekannten in allen Einzelheiten geklirt. Das Ergebnis kénnen
wir iibersichtlich in dem folgenden Satz zusammenfassen:

Sa,tz 5. Wenn (a, m) = d 1ist, so besitzt die Kongruenz (7) entweder genau d

gen, wenn ndmlich b durch d teilbar ist, oder gar keine Losung, wenn b nicht
«lurch d teilbar ist.

In diesem Satz ist der vorher betrachtete Fall d = 1 enthalten, ohne irgendwelche
Nebenbedingungen zu erfordern.

Wir konnen dieses Resultat auch gleichwertig in der Sprache der diophantischen
Gleich ersten Grades in zwei Unbekannten ausdriicken:
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4

Wenn (a, m) = d ist, g0 besitzt die Qleichung
ar—my=2>
fiir den Fall, daf b durch d teilbar ist, dlich viele g hli Ist
(%o, Yo) eine beliebige Losung dieser Gleichung, so erhdlt man v alle Loaungen in der Form
z=xo+k;, y=v%+k3,

wobei k eine beliebige ganze Zahl ist. Wenn d jedoch kein Teiler von b ist, so besitzt die
Gleichung keine g hlige Losung.

Wir wollen uns jetzt den algebraischen Kongruenzen hoheren Grades zuwenden.
Dabei beschrinken wir uns auf den Fall eines Primzahlmoduls p, da nur hier eine

entfernte Analogie zu den Verhéltni der Gleichungstheorie vorhanden ist. Wir
werden uns also mit Kongruenzen der Form
P(2) =y + @@+ -+ + 6,17 + G =0 (mod p) a1

beschiftigen, wobei p eine Primzahl und @, nicht durch p teilbar ist.

Zuniichst beweisen wir fiir derartige Kongruenzen einen Satz, der dem sogenannten
,»Satz von BfizouT* fiir algebraische Gleichungen analog ist:

Satz 6. Wenn x=a (mod p) eine Losung der Konmgruemz (11) ist, so gibt es
ein Polynom Q(z) vom Grad n — 1 mit g hligen Koeffizienten derart, daf identisch

P(2)= (z—a) @(z) (mod p) (12)

18t.

Der Beweis dieses Satzes verliuft vollig analog dem Beweis des entsprechenden
Satzes fiir algebraische Gleichungen. Wenn man némlich das Polynom P(z) im
iiblichen algebraischen Sinne durch das Binom z-—a dividiert, so erhilt man
als Quotienten ein Polynom @(x) vom Grad # — 1 mit ganzzahligen Koeffizienten
und als Rest eine ganze Zahl r, so daB also identisch

P(z)=(x—a)Q(z) +r
ist. Setzt man hier x = @, 80 erhilt man
r = P(a) =0 (mod p)
und mithin
P(z)= (x — a) Q(z) (mod p),
was zu beweisen war.

‘Wenn nun die Kongruenz (11) neben der Lésung z = a (mod p) noch eine weitere,
von dieser verschiedene Losung x= b (mod p) besitzt, so erhalten wir, wenn wir
in der Kongruenz (12) z = b setzen,

(b—a)@(b) =0 (mod p).
Da aber b eine von a verschiedene Losung der Kongruenz (11) sein sollte, ist p
kein Teiler von b — a und mithin

Q(b) =0 (mod p),
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d.h., x=0b(mod p) ist eine Lisung der Kongruenz Q(z) = 0 (mod p). Folglich
ist nach dem bereits bewiesenen Satz 6
Q(z) = (x — b) R(z) (mod p), (13)
wobei R(z) ein Polynom vom Grad » — 2 mit ganzen Koeffizienten ist. Aus (12)
und (13) folgt dann aber, daB identisch
P(2) = (z —a) (z—b) R(2) (mod p)

ist.

Wenn wir dieses Verfahren hinreichend oft fortsetzen, so erhealten wir folgenden
allgemeinen Satz:

Wenn die Kongruenz (11) die k < n paarweise verschiedenen Losungen x = z; (mod p)
(1 <4 <k) besitat, so ist identisch

P(z)=(z—2) (z—2) -+ (z— 2) L(2) (mod p),

wobei L(z) ein Polynom vom Grad m — k mit ganzen Koeffizienten ist. Wir weisen
bei dieser Gelegenheit darauf hin, daB die Polynome Q(z), R(z), L(x) simtlich
den gleichen hichsten Koeffizienten a, wie das Polynom P(x) besitzen, weil jedes
dieser Polynome aus dem Polynom P(z) durch sukzessive Division durch Binome
der Form « — a hervorgeht. Der obige Satz fiihrt unverziiglich zu dem folgenden
wichtigen Resultat:

Satz 7. Eine Kongruenz vom Grad n nach einem Pri
n Losungen besitzen.

In der Tat: Wiirde die Kongruenz (11) die n 41 paarweise verschiedenen Losun-
gen z=z;(mod p) (1 <4 <n -+ 1) besitzen, so wire zunichst gemaB der eben
durchgefiihrten Uberlegung fiir den Fall k = n identisch

P(x) =@y (z — ;) (x — Zy) * + * (x — Za) (mod p).

hlmodul kann hichstens

Setzen wir hier z = %4, und beachten wir, daB P(2s+1) = 0 (mod p) sein sollte,
so ergibt .sich, da8

g (Tnt1— %) (Tns1— Tp) + + * (Tns1— Zn) = 0 (mod p)
sein miillte, was aber der Annahme, daB die z; paarweise verschiedene Losungen
der Kongruenz (11) sind, widerspricht, da in diesem Fall kein Faktor der linken
Seite, also auch nicht die linke Seite selbst, durch p teilbar sein kann.

Dieser Satz, der weitgehende Analogien zwischen den algebraischen Kongruenzen
nach einem Primzahlmodul und den algebraischen Gleichungen zeigt, gilt nicht
mehr fiir zusammengesetzte Moduln. Hier haben wir bereits gezeigt, daB eine
Kongruenz ersten Grades nach einem zusammengesetzten Modul mehr als eine
Losung besitzen kann.

Ein interessantes Beispiel fiir den Fall, daB von einem Typus von algebraischen
Kongruenzen tatsichlich die Hachstzahl der méglichen Losungen erreicht wird,

liefert uns der Satz von FERMAT. Nach ihm erfiillen nimlich fiir jede beliebig
Primzahl p alle Zahlen, die nicht durch p teilbar sind, die Kongruenz
21 —1=0 (mod p). (14)

Diese Zahlen bilden aber, modulo p gerechnet, gerade p — 1 Restklassen, so daB
also die Kongruenz (14) fiir den Fall, daB8 p eine Primzahl ist, tatsichlich p —1
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Losungen besitzt. Hieraus folgt — wie wir gleichfalls bereits wissen —, daB identisch
2-l—1=(z—1)(z—2)--+ (x—p+1) (mod p)
ist. Wenn wir hier speziell x = O setzen, so erhalten wir:
— 1= (—1p"1(p—1)! (mod p).
Falls nun p > 2 ist, so ist (— 1)»~! =1 und mithin

(P—1!+1=0 (mod p), (16)
withrend im Falle p = 2 die Kongruenz (15) auf
2=0 (mod 2)

fithrt, was gleichfalls gilt.. Wir sehen also, daB die Kongruenz (15) fiir jede Prim-
zahl p erfiillt ist. Das ist die Aussage des sogenannten WiLsoNschen Satzes,
der dariiber hinaus sogar behauptet, daB die Kongruenz (15) charakteristisch
fiir die Primzahlen ist. D s ist deshalb der Fall, weil die Kongruenz (15) fiir
keine zusammengesetzte Zahl gilt; wenn nédmlich p eine zusammengesetzte Zahl
ist, so kann — wie man leicht verifiziert — p kein Teiler von (p — 1)! 4 1 sein.?)

Es ist bis heute nicht gelungen, das WiLsoNsche Kriterium fiir irgendwelche

theoretische SchluBfolgerungen auszunutzen, wenngleich es selbst natiirlich von
erheblichem Interesse ist.

Der Satz von FERMAT fithrt im betrachteten Problemkreis.noch zu einer Reihe
weiterer sehr allgemeiner und wichtiger Folgerungen. Wenn wir namlich die Kon-
gruenz

2?~1=1 (mod p)
(die gemiéB dem FERMATschen Satz fiir alle Zahlen « gilt, die nicht durch die Prim-
zahl p teilbar sind) mit # multiplizieren, so erhalten wir die Kongruenz
2* = z (mod p),

die jetzt aber fiir alle ganzen Zahlen z gilt, da sie fiir die Zahlen, die durch p teilbar
gind, trivialerweise erfiillt ist. Daher ist

z°* = z (mod p)
eine Kongruenz, die fiir alle ganzen Zahlen gilt. Mit anderen Worten:
Fiir jede ganze Zahl x ist 2? — x durch p teilbar,

Hieraus folgt, daBB man sich bei der Untersuchung von algebraischen Kongruenzen
nach einem Primzahlmodul p auf Kongr beschrinken kann, deren Grad nicht
groPer als p—1 ist. In der Tat: Wenn P(x) ein Polynom eines Grades = mit
ganzen Koeffizienten ist, so ergibt sich nach Division von P(z) durch 2* — z als

Quotient ein Polynom @(z) und als Rest ein Polynom R(z) mit gleichfalls ganzen
Koeffizienten. Wir erhalten also

P(2) = (2" — 2) Q(2) + R(),
wobei der Grad von R(z) hochstens p—1 ist. Da nun fiir alle ganzen Zahlen

1)In der Tat: Wenn p einen Teiler d mit 1 < d < p besitzt, so ist offensichtlich (p — 1)!
durch d teilbar. Dann kann aber (p — 1)! + 1 nicht durch & und mithin auch nicht durch
p teilbar sein.
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2° — z = 0 (mod p) gilt, ist jede Losung der Kongruenz

P(z) =0 (mod p)
gleichzeitig Losung von

R(z) =0 (mod p)
und umgekehrt. Auf diese Weise haben wir also tatsiichlich die Frage nach den
Lésungen einer algebraischen Kongruenz eines Grades X p gleichwertig, auf die
Frage nach den Lisungen einer Kongruenz eines Grades < p zuriickgefiihrt, wobei

die neue Kongruenz zudem in einfacher Weise aus der gegebenen Kongruenz ge-
wonnen werden kann.

Es sei also jetzt

P(x) =0 (mod p) (16)
eine algebraische Kongruenz eines Grades n < p. Als letzte Frage wollen wir hier
untersuchen, wie man feststellen kann, ob die Anzahl der Losungen dieser Kon-
gruenz gleich n oder kleiner als n ist (groBer als # kann sie — wie wir bereits wissen —
nicht sein). Dabei konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
daB der hochste Koeflizient des Polynoms P(x) gleich 1 ist. In der Tat: Dieser
Koeffizient a, ist nach Voraussetzung nicht durch p teilbar. Daher garantieren uns
unser® Uberlegungen iiber lineare Kongruenzen die Existenz einer Zahl a, fiir die
aga = 1 (mod p) ist. Wenn wir dann die Kongruenz (16) mit a multiplizieren, so
erhalten wir die zu ihr beziiglich der Losungsmannigfaltigkeit gleichwertige Kon-
gruenz

aP(z) =0 (mod p),
deren hdchster Koeffizient aya ist, der kongruent 1 modulo p ist und daher in der
Kongruenz durch die Zahl 1 ersetzt werden kann.

Wir setzen also im Folgenden voraus, daB in der Kongruenz (16) der héchste
Koeffizient von P(z) gleich 1 ist. Dann erhalten wir bei der Division von 2? — z
durch P(z) als Quotienten und als Rest Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten,
die w.r mit M(z) und N (x) bezeichnen wollen, so da8 also

a? — z = P(z)M(z) + N (=)
ist, wobei offensichtlich M (x) ein Polynom héchstens vom Grade p — n und N (z)
ein Polynom héchstens vom Grade » — 1 ist.

Wir nehmen nun zunichst an, daB die Kongruenz (16) genau n Lésungen besitzt.
Da aber z° — z = 0 (mod p) ist, erfiillt jede dieser n Losungen auch die Kongruenz
N(z) =2* — 2z — P(x) M (2) =0 (mod p).

Dann muB aber jeder Koeffizient des Polynoms N(z) durch p teilbar sein, da
anderenfalls N (x) =0 (mod p) eine algebraische Kongruenz eines Grades <<=

wiire, die genau n Losungen besitzt — was nicht moglich ist. Wir haben also
festgestellt, daB alle Koeffizienten des Polynoms N () durch p teilbar sein miissen.

Es sei nun umgekehrt bekannt, daB alle Koeffizienten des Polynoms N (x) durch
p teilbar sind, daB also identisch N (z) = 0 (mod p) ist. Dann ist auch identisch

P(x)M(z) =0 (mod p), [¢4))
d. h., alle p Restklassen modulo p erfiillen die Kongruenz. Nun ist aber offen-
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sichtlich jede Losung der Kongruenz (17) Losung wenigstens einer der Kongruenzen
P(z)=0 (mod p), M(zf=0 (mod p)

und mithin die Summe der Anzahlen der Losungen dieser beiden Kongruenzen

mindestens gleich p. Da aber die zweite hochst p—n Losungen besitzt,

kann die Anzahl der Losungen der Kongruenz (16) nicht kleiner als » sein und muB

mithin genau 2 sein.

Wir kommen also auf diese Weise zu folgendem Kriterium:

Satz 8. Damit die Kongruenz (16) vom Grad n < p mit hichstem KOeffizienten 1
genau n Lésungen besitzt, ist notwendig und hinreichend, dap alle Koeffizienten des
Polynoms, das sich als Rest bei der Division von x® — x durch P(x) ergibt, durch
P teilbar sind.

Kapitel IIT

DER EUKLIDISCHE ALGORITHMUS UND DIE KETTENBRUCHE
§ 8. Der Euklidische Algorithmus

Die elementare Arithmetik lehrt im wesentlichen zwei Methoden zur Bestimmung
des groBten gemeinsamen Teilers zweier gegebener Zahlen. Die eine Methode geht
iiber die Primzu hlzerlegung der gegebenen Zahlen, wobei der groBte gemeinsame Teiler
in bekannter Weise aus den Primfaktoren der gegebenen Zahlen bzw. eines Teils
derselben kombiniert wird. Die andere Methode besteht in einer Reihe sukzessiver
Divisionen der gegebenen Zahlen: Zunichst wird die eine der gegebenen Zahlen
durch die andere mit Rest dividiert; sodann dividiert man die zweite der gegebenen
Zahlen durch den Rest der ersten Division; anschlieBend dividiert man den Rest
der ersten Division durch den Rest der zweiten Division usw. Da bei diesem Ver-
fahren jeder Rest kleiner ist als der vorhergehende und da alle Reste nichtnegativ
sind, muB man nach endlich vielen Schritten zu einem Rest kommen, der gleich
Null ist. Wir werden zeigen, daB der letzte positive Rest in diesem ProzeB der
groBte gemeinsame Teiler der gegebenen Zahlen ist. Diese Methode zur Bestimmung
des groBten gemeinsamen Teilers, die man gewohnlich als ,,Euklidischen Algo-
rithmus* bezeichnet, ist offensichtlich auBerordentlich einfach. Fiir ihre Anwendung
ist es nicht notwendig, die Prim -ahlzerlegung der gegebenen Zahlen zu kennen. Darin
besteht ihr wesentlicher Vorteil gegeniiber der zuerst genannten Methode. Un-
geachtet seiner Einfachheit und des ihm anhaftenden elementaren Zuges, besitzt
der Euklidische Algorithmus schon auf Grund seines Wesens und seiner Geschichte
einen erheblichen methodologischen Wert. Er kann als Grundlage fiir die gesamte
Teilbarkeitstheorie, einschlieBlich der auf ihr begriindeten Theorie der diophantischen
Gleichungen ersten Grades in zwei Unbekannten (vgl. S. 253) dienen. Ferner ist
er — wie bekannt — ein unentbehrliches Hilfsmittel zur Bestimmung des gemein-
samen MaBes zweier Grofen und damit ein Grundpfeiler jeglicher Theorie des
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Messens. SchlieBlich dient er als Ausgangspunkt fiir die michtigste aller Methoden
der Arithmetik der irrationalen Zahlen, der Theorie der Kettenbriiche, und besitzt
damit einen weiteren unmittelbar praktischen Wert.

Wir wollen deshalb hier den Euklidischen Algorithmus und seine wichtigsten
arithmetischen Anwendungen eingehend und mit aller Sorgfalt betrachten.

Vorgegeben seien zwei Zahlen a und b, von denen die zweite positiv sei. Wir
wollen dann a durch b mit Rest dividieren, wobei der Quotient und der Rest der
Division mit a, bzw. r; bezeichnet werde, so daB also

a=ba +r, (0<r,<b) (1)

ist. Wenn nun r; > 0 ist, so dividieren wir b durch 7, wobei wir mit a, den Quo-
tienten und mit 7, den Rest dieser Division bezeichnen, so daB also

b=rig,+7 0Srn<n) (2)
ist. Wenn nun auch 7, noch nicht Null ist, so dividieren wir 7, durch 7, und erhalten
entsprechend

rn=na+r 0Sr<n)
usw. Da nun b>7 >7,>rg-++ 20 ist, muB der so begonnene ProzeB nach

endlich vielen Schritten abbrechen, d. h., wir miissen friiher oder spiter zu einem
Rest gelangen, der gleich Null ist. Es moge etwa erstmalig 7,1 = 0 sein, so daB also

Tpe1 = Tn@n+1

ist. Dann ist 7, der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen a und b. Zum Beweis
dieser Tatsache zeigen wir zunichst, daB @ und b durch 7, teilbar sind: GemaB
der zuletzt erhaltenen Gleichung ist sicher r,_; durch 7, teilbar. Dann zeigt die
vorangehende (bisher nicht hingeschriebene) Gleichung

Tn—2 = Tn—1@n + T, (3)
daB auch 7,_z durch 7, teilbar ist. Indem wir die von uns konstruierte Gleichungs-
kette (in umgekehrter Reihenfolge) weiter verfolgen, finden wir schrittweise, daB
auch 7,3, Tn—4, . . ., 1, und schlieBlich auch a und b durch 7, teilbar sind. Es bleibt
uns noch zu zeigen, daB jeder Teiler d der Zahlen @ und b auch Teiler von r, ist
(dann ist offensichtlich gezeigt, daB r, der gréB8te gemeinsame Teiler von a und
b ist). Dazu verfolgen wir wiederum die von uns konstruierte Gleichungskette,
dieses Mal aber von oben nach unten. Da die Gleichung (1) auch in der Form

rn=a—ba

geschrieben werden kann, erweist sich jeder gemeinsame Teiler d von a und b auch
als Teiler von #,. Dann zeigt aber die Gleichung (2) entsprechend, daB d ein Teiler
von 7, ist usw. SchlieBlich finden wir am Ende der Rechnung auf Grund der Glei-
chung (3), daB die Teilbarkeit von 7,_2 und 7,-, durch d die Teilbarkeit von 74
durch d zur Folge hat.

Das hier geschilderte Verfahren zur Bestimmung des groten gemeinsamen Teilers
zweier Zahlen mittels des Euklidischen Algorithmus erweist sich in den Anwendungen
als kiirzer und damit vorteilhafter als die andere Methode. Interessant ist es noch,
zu bemerken, daB die eben durchgefiihrten Uberlegungen zeigen, daB jeder gemein.
same Teiler zweier Zahlen auch Teiler des groBten gemeinsamen Teilers dieser
Zahlen ist.
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Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, daB der Euklidische Algorithmus als
Grundlage der gesamten Teilbarkeitstheorie dienen kann. Die Gleichung (1) zeigt
uns, daB die Zahl », als ,,Linearkombination* der Zahlen @ und b dargestellt werden
kann, daB also die Zahl r, in der Form az +- by mit ganzem z und y (némlich z =1
und y = — a,) geschrieben werden kann. Dann folgt aber aus Gleichung (2), daB
auch 7, = b — r, @, als Linearkombination der Zahlen a und b erhalten werden kann,
némlich

r,=b—(azx 4+ by)a;, =a(—ayz)+b(1—a,y).

Indem. wir die Gleichungskette des Euklidischen Algorithmus weiter verfolgen,
finden wir, daB auch die Zahlen 73, 7,, . .. sich in der Form ez + by ausdriicken
lassen. SchlieBlich erlaubt es uns Gleichung (3), aus der Darstellbarkeit von 7,z
und 7_; als Linearkombination von a und b auf die Darstellbarkeit von 7, in dieser
Form zu schlieBen. Auf diese Weise haben wir einen neuen Beweis fiir die bereits
aus Kapitel I bekannte Tatsache, daB der groSte gemeinsame Teiler zweier Zahlen
stets als Linearkombination dieser Zahlen darstellbar ist, erhalten. Wenn speziell
die Zahlen @ und b teilerfremd sind, so kommen wir erneut auf Satz 1 aus Kapitel I
(S. 229).

Wir haben damit einen dritten Beweis dieses Satzes gegeben, der zudem ein Ver-
fahren zur Bestimmung der in ihm auftretenden Zahlen z und y enthélt. Im Rahmen
der Theorie der Kettenbriiche werden wir noch eine bequemere Anordnung der
Operationen zum Auffinden dieser Zahlen kennenlernen.

Aus Satz 1 folgt leicht, wie wir in Kapitel I gezeigt haben, der dortige Satz 2,
der als Grundlage fiir den Fundamentalsatz iiber die eindeutige Zerlegbarkeit der
Zahlen in Primfaktoren und damit fiir die Theorie der Teilbarkeit diente. Damit ist
Satz 1 auch das Fundament fiir die Theorie der diophantischen Gleichungen ersten
Grades in zwei Unbekannten.

Die Bedeutung des Euklidischen Algorithmus reicht jedoch weit iiber die Grenzen
der Arithmetik der natiirlichen Zahlen hinaus. Ganz abgesehen davon, daB der
Euklidische Algorithmus als Grundlage fiir die Teilbarkeitstheorie in den ver-
schiedensten algebraischen Bereichen dient, bildet er in der Algebra das Fundament
fiir die Teilbarkeitstheorie der Polynome in einer Verinderlichen. Da diese Frage
sich unmittelbar an die Schulalgebra anschlieBt, wollen wir sie hier ausfiihrlich
behandeln. Dabei konnen wir uns in den meisten Punkten unserer:Darstellung
recht kurz fassen, indem wir auf die fast vollstindige Analogie zu den vorangehenden
Uberlegungen hinweisen.

Die Objekte unserer Rechenoperationen sind jetzt nicht Zahlen, sondern Poly-
nome der Gestalt

P(z) =ayz" + ;2" 4o+ 4 Gn-1Z 4 Ga,
wobei die Koeffizienten a,, a,, . . ., @, Tationale Zahlen sind. Wir nennen P(z) ein
Polynom vom Grad n, wenn g, == 0 ist.

Es seien nun A () und B(x) beliebige derartige Polynome, wobei das Polynom B (z)
keine Konstante (also kein Polynom, dessen siémtliche Koeffizienten auBer dem
absoluten Glied gleich Null sind) sei. Dividiert man nun nach dem bekannten
elementaren Verfahren A (z) durch B(z), so erhilt man zwei Polynome @(z) und
R(z) derart, daB identisch in 2

4(x) = Q(z) B(z) + R(z) (4)
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ist, wobei der Grad des Polynoms R(x) (des Restes) kleiner als der Grad des Poly-
noms B(z) (des Teilers) ist. Die Polynome @Q(z) (der Quotient) und R(z) (der
Rest) sind dabei eindeutig durch die Gleichung (4) festgelegt. In der Tat: Wenn
neben der Relation (4) noch eine weitere derartige Gleichung, etwa

A(z) =@ (2) B(z) + R (2)

gilt, wobei der Grad von R'(z) gleichfalls kleiner als der Grad von B(z) ist, so
ist identisch

R(2) + Q(2) B(z) = R'(2) + ¢ (2) B(2)
und mithin

[Q(z) — @' ()] B(z) = R'(2) — R(2).

Da nun der Grad des Polynoms auf der rechten Seite dieser letzten Gleichung
kleiner als der Grad von B(z) st, ist das Bestehen dieser Gleichung nur méglich,
wenn Q(z) und ¢’ (z) und mithin auch. R(z) und R'(x) iibereinstimmen.

Da die Koeffizienten der Polynome @ () und R(z) aus den Koeffizienten von A (z)
und B(z) mittels der rationalen Operationen gewonnen werden, sind sie gleich-
falls rationale Zahlen.

Im folgenden wollen wir unter der Gleichheit zweier Polynome die Gleichheit
der jeweiligen Koeffizienten der gleichen Potenzen von z verstehen. Insbesondere
bedeutet also P(z) =0, daB simtliche Koeffizienten von P(z).gleich Null sind.

Wenn in der Gleichung (4) das Polynom R(2) = 0 ist, wenn also 4 () in der
Form B(z)Q(z) darstellbar ist, so sagt man, das Polynom A(x) sei durch das

Polynom B(xz) (ohne Rest) teilbar. Mithin ist also die Teilbarkeit im Bereich
der Polynome analog wie im Bereich der ganzen Zahlen definiert.

Wenn r eine von Null verschiedene rationale Zahl und P(x) ein Polynom mit
rationalen Koeffizienten ist, so ist auch das Polynom # ein Polynom mit ratio-
nalen Koeffizienten. Dann zeigt aber die Beziehung

A@=r- 22,

daB jedes Polynom A(z) durch jede (von Null verschiedene) rationale Zahl und
durch jedes Polynom der Form ir”) teilbar ist. Die rationalen Zahlen spielen also in
der Teilbarkeitstheorie der Polynome dieselbe Rolle wie die Zahlen + 1 in der Teil-
barkeitstheorie der ganzen Zahlen. Es sind dementsprechend zwei Polynome teiler-
fremd zu nennen, wenn sie auBer rationalen Zahlen keine gemeinsamen Teiler
besitzen. Ferner nennen wir ein Polynom P(z) absolut prim (oder irreduzibel),
wenn es keine Teiler auBer den rationalen Zahlen und den Polynomen der Form

—P;r(i) besitzt. Dabei sollen jedoch die rationalen Zahlen nicht zu den irreduziblen
Polynomen gerechnet werden, da es — wie auch in der Teilbarkeitstheorie der
ganzen Zahlen — bequemer ist, die ,Eins“ nicht als Primelement anzusehen.

Die Relation (4), die in ihrer #uGeren Struktur der Beziehung zwischen dem

Dividenden, dem Divisor, dem Quotienten und dem Rest in der Teilbarkeitstheorie
der ganzen Zahlen véllig analog ist, kann auch hier — zunichst rein formal — als
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Ausgangspunkt fiir einen Euklidischen Algorithmus dienen, der gleichfalls die Teil-
barkeitstheorie der Polynome bereits im Keime enthilt. Im Fall der ganzen Zahlen
war hierbei das entscheidende Moment, daB bei jeder Division der Rest stets kleiner
als der Divisor war. Hierauf stiitzte sich die Endlichkeit des Algorithmus. Im Falle
der Polynome leistet der Grad des Restes die entsprechenden Dienste, da der
Grad des Restes stets kleiner als der Grad des Divisors ist. Da nun der Grad bei
der fortschreitenden Division immer kleiner wird, so mu8 er nach endlich vielen
Schritten zu Null werden, womit auch hier die Endlichkeit des Prozesses gesichert ist.

Die formale Seite des Algorithmus ist dabei die gleiche wie im Fall der ganzen
Zahlen, so daB wir gsic nur in groBen Ziigen ins Gedéichtnis zuriickzurufen
brauchen: Es wird zuniichst 4 (z) durch B(z), dann B(z) durch den ersten Rest,
dann der erste Rest durch den zweiten Rest usw. dividiert. Solange der Rest keine
rationale Zahl ist (also einen positiven Grad besitzt), ist der Grad des nachfolgenden
Restes kleiner als der Grad des betrachteten Restes. Wenn wir jedoch zu einem
Rest des Grades Null (d. h. zu einer rationglen Zahl) gekommen sind, so ist der
nachfolgende Rest die Zahl Null selbst. Wir konnen also feststellen, daB ein Rest
frither oder spiter die Zahl Null sein wird. Wenn wir unter R,(x) den letzten von
Null verschiedenen Rest (der insbesondere eine rationale Zahl sein kann) verstehen,
g0 erhalten wir — wie im Falle der ganzen Zahlen —

Ra—2(x) = Qa(2) Bu-1(x) + Ba(2),
Ruo1(2) = @n+1(x) Bu(2).
Ausgehend von der letzten Gleichung, iiberzeugt man sich davon, daB geméaB

der vorang ichung R,-2(z) und schlieBlich, nach endlich vielen Schritten,
daB auch die Ausgangspolynome A(z) und B(z) durch R, () teilbar sind. Es ist
also R, (x) ein g Teiler der gegebenen Polynome. Wenn man entsprechend

die Glelchungskette des Euklidischen Algorithmus in ihrer ursprii gl chen Reihen-
folge verfolgt, so findet man wie im Fall der ganzen Zahlen, daB jeder gemeinsame
Teiler D(x) der Polynome A(z) und B(z) auch Teiler des Polynoms R,(z) ist.
Mithin ist R.(z) ein gemeinsamer Teiler der Polynome A4(x) und B(x), der von
jedem anderen gemeinsamen Teiler dieser Polynome geteilt wird. In diesem Sinne
wollen wir R,(x) als gripten gemeinsamen Teiler von A(z) und B(x) bezeichnen;
diese Definition ist insofern ganz natiirlich, als wir Polynome nicht ihrer Gro8e nach
vergleichen konnen und somit die gewdhnliche Definition des groBten gemeinsamen
Teilers nicht aus der Theorie der ganzen Zahlen in das Gebiet der Polynome iiber-
nommen werden kann (wihrend andererseits die hier gegebene Festsetzung auch
zur Charakterisierung des groBten gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen be-
nutzt werden kann — Anm. d. wissenschaftl. Red.). Ubrigens besitzt auch hier der
groBte gemeinsume Teiler eine Reihe von Maximaleigenschaften, auf die wir jetzt
zu sprechen kommen wollen. Interessant ist dabei, daB wir auf diesem Wege die
Frage nach der Eindeutigkeit des groBten gemeinsamen Teilers zweier Polynome
sehr einfach werden lésen konnen. Wihrend diese Frage im Bereich der ganzen
Zehlen trivial entschieden werden kann, erfordert sie jetzt natiirlich eine gesonderte
Betrachtung.

Zunichst ist u ittalh

klar, daB mit einem groBten gemeinsamen Teiler D(z)
der Polynome 4 (x) und B(z) auch jedes Polynom der Form rD(xz), wobei r eine
beliebige von Null verschiedene rationale Zahl ist, ein groBter gemeinsamer Teiler



264 Der Euklidische Algorithmus und die Kettenbriiche

dieser Polynome ist. Wir sehen also, daB zwei Polynome stets unendlich viele
groBte gemeinsame Teiler b némlich sicher die rationalen Vielfachen des
gemdB dem Euklidischen Algorithmus gefundenen groBten gemeinsamen Teilers
(wir werden weiter unten sehen, daB dies auch alle groBten gemeinsamen Teiler
der gegebenen Polynome sind — Anm. d. wissenschaftl. Red.). Das ist aber keines-
wegs verwunderlich, da wir schon erkannt haben, da8 in der Teilbarkeitstheorie der
Polynome siimtliche rationalen Zahlen die Rolle der Zahlen 4- 1 spielen. Der Unter-
schied zwischen den bisher gefundenen verschiedenen groBten gemeinsamen Teilern
zweier Polynome ist insofern trivial, als sie beziiglich ihrer Teilbarkeitseigen-
schaften nur unwesentlich voneinander verschieden sind. Man sieht nun leicht
ein, daB jeder gemeinsame Teiler D' (z) der Polynome A(x) und B(x), der sich von
threm groften gemeinsamen Teiler D(x) wesentlich (d.h.nicht nur bis auf eine
multiplikative Konstante) unterscheidet, einen Grad besitzt, der kleiner als der Grad
von D(z) ist. In der Tat: Wenn D(z) eine rationale Zahl ist, so ist auch D’ () als
Teiler von D(z) eine rationale Zahl und mithin nur unwesentlich von D(x) ver-
schieden. Wir konnen also annehmen, daB der Grad von D(x) positiv ist. Dann
besitzt, da die Polynome D(z) und D’(z) wesentlich verschieden sein sollen, der
Quotient der Division von D(z) durch D’(z) einen positiven Grad und mithin
D’ (z) einen kleineren Grad als D(z), wie behauptet. Daraus folgt nun aber un-
mittelbar, daB je zwei gropte gemeinsame Teiler zweier Polynome sich nur durch
einen kon. Falktor unterscheiden, der groBte gemeinsame Teiler zweier Polynome
also bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt ist.

Damit kann auch hier — genau wie in der Theorie der ganzen Zahlen — der
Euklidische Algorithmus, mit dessen Hilfe man den (im wesentlichen eindeutigen)
groBten gemeinsamen Teiler zweier Polynome finden kann, als Grundlage fiir die
gesamte Teilbarkeitstheorie dienen. Zunichst folgt nimlich aus dem Euklidischen
Algorithmus in vélliger Analogie zu dem obigen Beweis im Bereich der ganzen Zahlen,
daB der groBte gemeinsame Teiler zweier Polynome stets als Linearkombination
dieser Polynome dargestellt werden kann. Die Koeffizienten dieser Kombi-
nation sind jetzt natiirlich gewisse Polynome mit rationalen Koeffizienten. Daraus
folgt insbesondere als Analogon zu Satz 1 aus Kapitel I, daB es zu teilerfremden
Polynomen A (x) und B(x) stets Polynome X (x) und Y (x) gibt, fir die

A(x)X(z) + B(zx) Y(z) =1

st
Hieraus ergibt sich nun vor allem, daB sich auch die Frage nach den Lisungen
einer diophantischen Gleichung ersten Grades in zwei Unbekannten (die Bezeich-
nung diophantisch soll hier — wie iiblich — besagen, da8 es sich um die ganzen,
also in unserem Falle um die Polynomlésungen der Gleichung handelt und nicht
etwa um die rationalen Funktionen, die die Gleichung erfiilllen — Anm. d. wissen-
schaftl. Red.) im Bereich der Polynome entsprechend wie im Falle der ganzen Zahlen
beantwortet. Wenn wir im Bereich der Polynome den Weg verfolgen, den wir
in Kapitel I fiir die g Zahlen vorgezeichnet haben, so erhalten wir leicht einen
Satz iiber Polynome, der dem Satz 2 aus Kapitel I entspricht. Daraus ergibt sich
dann auch hier — genau wie dort — die (bis auf die Reihenfolge der Faktoren
und jetzt einen konstanten Faktor) eindeutige Zerlegbarkeit eines Polynoms in
Primfaktoren (irreduzible Polynome), die als Fundament fiir die weitere Teilbar-
keitstheorie dient.
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Wir erwihnen noch, daB sich auch der Satz EURLIDs iiber die Unendlichkeit der
Menge der Primzahlen mitsamt seines Beweises wortlich auf den Bereich der Poly-
nome iibertragen liBt. Jedoch kann man hier die Existenz unendlich vieler irre.
duzibler Polynome auch einfacher erschlieBen, indem man feststellt, daB alle Poly-
nome ersten Grades irreduzibel sind. Der Beweis hierfiir sei dém Leser iiberlassen.

§ 9. Die elementare Theorie der Kettenbriiche

Wir kehren nun zu dem Bereich der ganzen Zahlen zuriick und schreiben uns
noch einmal sorgfiltig die Gleichungskette auf, die zur Bestimmung des groBSten
gemeinsamen Teilers fiihrte:

a=ba, +n,
b=ray,+r,,
r=ray+ 1y,

Tn-2 = Tn-18a + Ta,
Ta-1 = Tala+1,
wobei
b>r>r> - >rn>0 (6)
ist.
Diese Gleichungskette konnen wir offensichtlich gleichwertig in das folgende
Gleichungssystem umschreiben :

a r

F=aty

b 7y

At

n 3

hond aa+"‘,
'n—2 n
m-1 "+ ra—1’
T
n =0u41

In dieser Form li8t sich aber jede unserer Gleichungen als eine einfache arith-
metische Operation deuten. Es wird nimlich einfach aus den unechten Briichen auf
der linken Seite jeweils der ganze Teil ausgeso:.dert, d. h., die unechten Briiche auf
der linken Seite werden als Summen aus einer ganzen Zahl und einem echten Bruch
dargestellt. In der Tat: GemaB (5) stellen die Briiche auf der linken Seite unechte
Briiche dar, withrend gleichfalls wegen (5) die iten S den auf der recht
Seite echte Briiche sind. Wir weisen noch darauf hin, daB (angefangen von der
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der vor

zweiten Gleichung) die linke Seite jeder Gleichung gleich dem reziproken zweiten
q den Gleichung is

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, das Verhéltnis % der Zahlen a und b allein

mit Hilfe der Zahlen a,, ay, . . ., ax auszudriicken. Das laBt sich nun sehr leicht
erre.chen. Auf Grund der ersten Gleichung ist niémlich zunichst

a 1
F=at3

"
Setzen wir hier fiir ,ﬁ den entsprechenden Ausdruck aus der zweiten Gleichung
»
ein, so finden wir, da8
=a;+ ! m =a, + 1 i
“ty at—-

T2

EoE)

ist. Jetzt kénnen wir entsprechend fiir :—‘ den Ausdruck aus der dritten Gleichung
2
einsetzen und erhalten

1 1
%=“1 + =0+ 1
a; + a, +
Cat ot
st 1, st
T3
usw. So finden wir schlieSlich:
¢ o+ LI —a+ L 6)
a’+a.—+__— % +m——————
t . 1 c. 1
a1 -t an+1
'1'

Ein Ausdruck, wie er auf der rechten Seite der Gleichung (6) steht, heiBt ein
Kettenbruch. Hierbei ist a, eine ganze Zahl (die auch negativ oder Null sein kann),
withrend @y, ay, . . ., @441 natiirliche Zahlen sind.

Damit erhilt der Euklidische Algorithmus fiir uns einen ganz neuen und sehr
bedeutenden Wert, gibt er uns doch die Moglichkeit, jeden beliebigen einfachen
Bruch in Form eines Kettenbruches darzustellen, wobei er gleichzeitig eine An-
weisung zur faktischen Berechnung der Glieder liefert.

In der elementaren Arithmetik werden eine ganze Reihe von Moglichkeiten fiir
die Darstellung der rationalen Zahlen gelehrt. Da ist zuniichst die einfachste Dar-
stellungsart in Form der gewshnlichen Briiche, ferner die Darstellung in Form
der periodischen unendlichen und der endlichen Dezimalbriiche (oder allgemeiner
in Form beliebiger systematischer Briiche, d. h. als Briiche beziiglich einer beliebigen
Grundzahl) und schlieBlich in der Form von Prozentzahlen. Neben diesen ver-
schiedenen Darstellungsformen, von denen jede ihre Vorziige hat, haben wir jetzt
als neue Darstellungsform die Kettenbriiche kennengelernt, die sowohl fiir theo-
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retische Uberlegungen als auch in den praktischen Anwendungen eine wichtige
Rolle spielen. Daraus erklirt es sich, da8 die Lehre von den Kettenbriichen einen
erheblichen Umfang angenommen hat, der sich auch heute noch stéindig vergroBert.

Als Abkiirzung fiir den auf der rechten Seite der Gleichung (6) stehenden Ketten-
bruch schreibt man gewdhnlich

[as; a3, @35 ..+, Gaa],
wobei das Semikolon hinter a, die Zahl a, als ,,ganzen Teil“ der durch den Ketten-
bruch dargestellten Zahl hervorheben soll. Die Zahlen a,, gy, . . ., @s+1 heiBen die
Glieder oder auch die Teilnenner oder schlieBlich auch die unvollstindigen Quotienten
des gegebenen Kettenbruches. Der letzte Name erinnert noch an ihre Entstehung
aus dem Euklidischen Algorithmus.

Zunichst erhebt sich naturgemaB die Frage nach der Eindeutigkeit der Dar-
stellung einer gegebenen rationalen Zahl durch einen Kettenbruch, also die Frage,
ob zwei verschiedene Kettenbriiche ein und dieselbe Zahl darstellen kénnen, d. h.,
ob zwei verschiedene Kettenbriiche untereinander gleich sein kénnen. Sehr ein-
fache Beispiele wie

l_ 1
p) 1+%
oder kurz
[0;2]=1[0;1,1]

zeigen bereits, daB das durchaus der Fall sein kann. Allgemein: Wenn an4+1 > 1
ist, so ist
An+1 =(an+l—‘l)+'i_
und mithin
[ay; a5, .. .; @at1] = [@1; 85y - . ., Brp1— 1, 1],
Diese zweifache Méglichkeit der Darstellung einer rationalen Zahl als Ketten-

bruch ist indes von ebenso trivialem Charakter wie etwa die Moglichkeit der
Darstellung.

1=10,999---
in der Theorie der Dezimalbriiche. Entsprechend wie wir dort die Doppeldeutigkeit
aufheben konnen durch ein Verbot von unendlichen Dezimalbriichen, die mit einer
unendlichen Folge von Neunen abschlieBen, wollen wir hier verabreden, daB Ketten-
briiche, in denen das letzte Glied an.1 gleich 1 ist, auBer Betracht bleiben sollen.
Das ist sinnvoll, da der Bruch
[ay; ag, . . .y Gn-1, sy 1]
gleich dem Bruch
[a); @g;s - - -5 Gn-1, @n + 1]

ist, dessen letztes Glied groBer als 1 ist.
Wir zeigen nun, daB nach dieser Festsetzung die Eindeutigkeit der Dnrstellung
einer gegebenen rationalen Zahl als Kettenbruch gewihrleistet ist. Dazu sei

[ag; @y, 09, . . ., 0] = [bg; by, gy« - «s b,
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wobei a, > 1 und b, > 1 ist. Zu zeigen ist, daB dann r = s und @, = by, a, = b,,
..y G = b, ist.
Aus
1

4
ao_r“1+ .

L b 1
s Tty

folgt zundchst, daB die ganzen Teile in beiden Briichen gleich sein miissen. Denn

der zweite Summand des linker Hand stehenden Kettenbruches ist ein echter Bruch,

da er dann und nur dann gleich 1 wire, wenn r =1 und @, =1 ist, was wir in-

des durch unsere Forderung a, > 1 ausgeschlossen haben. Mithin ist der ganze

Teil des linker Hand stehenden Bruches die Zahl a,. Entsprechend schlieBt man,

daB der ganze Teil des rechter Hand stehenden Kettenbruches die Zahl b, ist und
daB mithin ay = b, ist. Wenn das aber der Fall ist, so ist

1 1
“'llLa‘+‘. l=b1+bx+._ T
.+ ;' -4 b_.

woraus wir auf dieselbe Weise, auf die wir eben auf a, = b, geschlossen haben,
auf @, = b, schlieBen kdnnen. Wenn wir diesen ProzeB hinreichend oft fortsetzen,
so erhalten wir offensichtlich nach und nach alles, was zu beweisen ist. Damit
kénnen wir die Eindeutigkeit der Darstellung einer rationalen Zahl in Form
eines Kettenbruches als bewiesen ansehen.

Der wichtigste Grundbegriff der gesamten Theorie der Kettenbriiche ist der Begriff
des Néherungsbruches. Dazu sei uns ein beliebiger Kettenbruch

1
%=ao+—“_lh—=[ao;“p"v“an]
“tav
‘. +L
vorgegeben. Wir betrachten dann die Folge der Kettenbriiche [a,], [2g; ay], [ay; - 5]
cees [a.,;a,,,a,_,i. . @n-1], [@y; @y,ay,...,as). Der letzte Bruch in dieser Folge

ist offensichtlich der gegebene Kettenbruch, wihrend man die vorhergehenden
durch ,,Abbrechen” nach einem gewissen Teilnenner a; erhilt. Man ksnn nun
jeden dieser Kettenbriiche ohne weiteres berechnen, d.h.in der Form eines ge-
wohnlichen Bruches angeben. Dabei findet man

log) =2y =22,
1 1
[30: 01] = g + - =222,
. _ 1 __(aa,+l)u + a,
Lo 03, ] = ay + —— = 5L
1 a’

usw. Die auf diese Weise erhaltene Folge von gewshnlichen Briichen nennt man
die Folge der Niherungsbriiche des gegebenen Kettenbruches (oder auch der durch
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ihn dargestellten Zahl 1) Wir wollen diese Briiche in der angegeb Reihenfolg
durch B—, ﬂ p—' 2 bezeichnen, so daB also insbesondere
%' 0’6’ 9
Po=08g, Py =00, + 1, Py =(aya, + 1) a; +ay, } ™
%=1, ¢=a, B =a0,+1
und schlieBlich
Pn_ 2
gn b
ist. Aus den Relationen (7) ergibt sich unmittelbar, da8
Py =P193+ Py»
B=0%+¢

ist. Es ist nun von auBerordentlicher Wichtigkeit, daB dieses Bildungsgesetz ganz
allgemein fiir die Zihler und die Nenner der Niherungsbriiche gilt, daB also fir
jedes k 2k <n)
P =18 + Pr-2,
(8)
@ = Qe-10¢ + Qi -2
ist.

Fiir k = 2 haben wir diese Relationen bereits bewiesen. Es bleibt also zu zeigen,
daB aus der Giiltigkeit von (8) fiir ein gewisses k¥ <# die Giiltigkeit fiir k¥ 4 1
folgt. Nun ist aber fiir jedes k <=n

Pr 1

[ R
- 1
T
Prvy +—l_.__
Ga %0 a+ ., ’
t. 1
+ 1
a'+"t+1

d.h,, 7*” geht dadurch aus 2 hervor, daB man a; durch a;
aber gemiB (8)

Pr _ Pi-19% + Pi-2 )
G Te-10k + Qe—2

ist, wobei die hier eingehenden Zahlen pi-y, pi-2, gk-1, gi -2 offensichtlich nur von
@y, 3y, ..., a1, aber nicht von a; abhingen, so ist

P (¢‘+ )+P"’ _(Pe_10e + Pe-8) Oky1 £ Pt PrOhe1+ Prot

Pr+1
T @10 + G2 Gk i1+ Tem1 Q01+ Qher’

Q41 Q-1 (
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d.h., pr+1 und g4 geniigen den Formeln, die man aus (8) erhélt, wenn man dort
k durch k 4 1 ersetzt.

Bemerkung. Wir werden uns bald davon iiberzeugen, daB die Briiche (9)
stimtlich reduziert (also unkiirzbar) sind, wenn man die Zahlen p: und g; gemaB
den Rekursionsformeln (8) bestimmt. Bis dahin wollen wir unter dem Zahler und
dem Nenner eines Niherungsbruches stets die Zahlen ¢ und g verstehen, die sich
rekursiv aus den Formeln (8) bestimmen, wobei wir zunichst die Frage nach der
Reduziertheit der Briiche (9) ganz auBer acht lassen.

Den Bmch nennen wir den Ndherungsbruch k-ter Ordnung. Offensichtlich ist

dieser Bruch eme Funktion der Zahlen a,,a,,...,a:. Die Gleichung (9) zeigt
iiberdies, daB8 wegen der bereits erwiihnten Unabhingigkeit der p¢—1, qk-1, Pr-2, gi-2
von a; der Bruch ﬂ bei festem a,, a,, . . ., @, (also nach Wahl fester Zahlenwerte
fir diese Vn.rmblen) eine gebrochene lineare Funktion von @ ist. Das ist
im wesentlichen. die Aussage der Rekursionsformeln (8), auf denen sich die ganze
Theorie der Kettenbriiche aufbaut.

Wir wollen jetzt die wichtigsten Eigenschaften der Niherungsbriiche zusammen-
stellen. Dazu fithren wir die folgende Bezeichnung ein:

Gl — Qe = (k=0,1,...,n—1).,
Auf Grund der Rekursionsgleichungen (8) ist dann

Ar = @ (pearsr + Pe-1) — Pr(Qr i1 + o) = — (@106 — P @s) = — i1,
d. h., simtliche 4, besitzen denselben absoluten Betrag, wihrend ihr Vorzeichen
laufend wechselt. Indem wir noch feststellen, daB gemiB (7)
4y =qp— P01 =1
ist, kommen wir zu der folgenden wichtigen Aussage:
Satz 1. dy=(—1} 0Kk <n).
Hieraus folgt nun unmittelbar, daB simtliche Niaherungsbriiche reduziert sind.

In der Tat: Wiren etwa die Zahlen 2; und ¢x durch ein und dieselbe Zahl ¢ > 1
teilbar, so wire auch A4z durch d teilbar, was nach Satz 1 unmdglich ist.

Wenn speziell unser Au,sga.ngshruch— - reduziert ist, so ist a = p, und b =g¢n

und mithin
dn1 =gr-18— pa1b = (— 1)1,
Damit haben wir (nun zum vierten Mal) den Satz bewiesen, daB es zu teilerfremden
ganzen Zahlen a und b stets ganze Zahlen x und y gibt derart, daB
az +by=1

ist. Der hier erhaltene Beweis liefert uns zudem eine Methode zur Bestimmung
der Zahlen z und y, die in den meisten Fillen der praktischen Anwendung bei
weitem am kiirzesten ist. Wir sehen, daB man dazu lediglich T in Form eines

Kettenbruches darstellen muB und dann, wenna = p, und b = gy ist, = (—1)*~1g, -,
und y = (— 1)*p,-; setzen kann.
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Beispiel. Es sei a =52, b =23. Dann ist
52 6
B=2+gm=2+

- 1 . »
=+ —T =9

3+3 3+
L+3
zq»_,=2+ 11 =%
2 3+T

r=4, y=—29, az+by=1.

Satz 1 gibt uns ferner einen vollstindigen Uberblick iiber die Anordnung der
Naherungsbriiche. Wegen Ay = (— 1)* ist ndmlich

e Pr+1 o (C1F

Gler1 Ge+1 B DD

d. ., fiir gerades & ist ;- p“" > , wihrend fiir ungerades % umgekehrt 2£+1 <a p.

i+
P Z' ausgehen, so kénnen wir zu-

niichst feststellen, da8 - P‘ >—— ist (Abb. 1). Femer ist P‘ <p L. da aber der Ab-

ist. Wenn wir also von den N&henmgsbrﬁchen

stand |ﬁ-—ﬂ ——1- von &zu—klemer als der Absta.nd |———— =L von
I 019 L' Qoth
% zu o 2 lst, 80 hegt yi) zwmchen und 2 ’7‘ X wie in Abb. 1 dargestellt ist.
4 z2 4 2 A
% % % % K7
Abb. 1

Wenn wir weiter die Lage des Bruches q: ermitteln wollen, so beachten wir

zunéchst, daB %1>§—' sein muB; da aber andererseits
3 ]

Ps P:‘_ 1 _I__Im p.l

E_Z AR P

ist, so muB %: niiher an £ @ * als an 2L liegen, d. h., q: liegt- zwxschen * und Z‘ wie
auch in Abb 1 dargestellt ist. In eutsprechender ‘Weise kénnen wir dlese Uberlegung
bis zu q— T fortsetzen Als SchluBfolgerung aus dieser Uberlegung erhalten wir
oﬁensxchthch

Satz 2. Alle Niherungsbriche gerader Ordnung von — amd kleiner als —, und
thre Grofe nimmi mit wwchaender Ordnung zu. Alle Nahemwgslmwhe ungerada-
Ordnung sind grofer ala , und ihre Grofe nimmt mit wachsender Ordnung ab.
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Hieraus folgt insbesondere, daB die Zahl % zwischen je zwei aufeinanderfolgenden
Niherungsbriichen % und %’i‘ liegt. Folglich ist der Abstand zwischen % und je-
dem dieser Briiche kleiner als der Abstand zwischen diesen beiden Briichen, der gleich
ﬁ‘l—ln—li“' Auf diese Weise kommen wir zu der folgenden Aussage, die in vielen Fragen
der Approximation von Zahlen eine erhebliche Rolle spielt:

Satz 3. .
<m.

Die Theorie der Kettenbriiche entwickelte sich historisch aus dem Bediirfnis
heraus, einen Bruch mit groBem Zihler und Nenner méglichst gut durch einen
Bruch mit bedeutend kleinerem Zihler und Nenner anzuniahern. Der Begriinder
der Theorie der Kettenbriiche, CHRISTIAN HUYGENS, hatte sich namlich die Aufgabe
gestellt, ein Zahnradmodell des Sonnensystems zu bauen. Dabei begegnete er einer
eigentiimlichen Schwierigkeit: Um das Verhdltnis der Umlaufszeiten zweier in-
einander greifender Zahnrider gleich dem Verhiltnis der Umlaufszeiten (um die
Sonne) der durch sie dargestellten Planeten zu machen, miissen die Anzahlen der
Zshne dieser Riider in dem gleichen Verhiltnis stehen. Das Verhéltnis wird jedoch
von so groBen Zahlen gebildet, da8 es technisch unméglich ist, Rider mit der-
artigen ,,astronomischen' Zahnezahlen herzustellen. Deshalb war es notwendig,
sich auf ein Niherungsmodell zu beschrinken, wobei die Anzahlen der Zahne einer-
seits im Rahmen des technisch Moglichen liegen muBten, andererseits aber das
Verhiltnis dieser Zahlen doch recht nahe dem Verhiltnis der sehr groBen Zahlen
liegen sollte. Hierzu gibt nun die Theorie der Kettenbriiche die notwendigen An-

Es seien niimlich a und b die gegebenen groSen Zahlen, deren Verhéltnis
durch das Verhéltnis der kleineren Zahlen ¢ und d approximiert werden soll, wobei
aus technischen oder anderen Griinden die Zahl d nicht groBer als z. B. 100 sein

darf. Dann stellen wir % in Form eines Kettenbruches dar und berechnen die auf-

einanderfolgenden Niherungsbriiche. Es moge nun ¢: < 100, aber gi+; > 100 sein.
Dann setzen wir ¢ = prund d = g;. Satz 3 gests.ttet es uns, den Fehler abzusohﬁ.tzen,

3 _ P
T

den wir machen, wenn wir das Verhaltms durch das Verhb,ltms ersetzen.
Beispiel. a = 13565, b = 946. Dann lst
7 =01:2,3,583],
Py 53  p,__ 434

@ 31 g 303'
1356 53 1
=\916 — 37 <.q,_q‘=m < 0,0001.

Hitten wir zur Losung dieser Aufgabe an Stelle von Kettenbriichen Dezimal-
briiche benutzt, so héitten wir fiir die gleiche Genauigkeit einen Bruch mit wenigstens
vier Stellen hinter dem Komma benutzen miissen, also einen Bruch mit dem Nenner
10000. Das hiitte aber in unserem Falle gar keinen Sinn gehabt, da der anzunghernde
Bruch nur den Nenner 948 besitzt. Wir sehen also, dal der Apparat der Ketten-
briiche fiir derartige Aufgaben nicht nur den Dezimalbriichen gegeniiber den Vor-
teil der bequemeren Handhabung bietet, sondern daB er auch in vielen Fillen (wie

Ps
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in dem angefiihrten Beispiel) noch dann anwendbar ist, wenn die Dezimalbriiche
zwangsliufig versagen. Grund dafiir ist einfach, daB bei den Kettenbriichen als
Nenner der Niherungsbriiche beliebige Zahlen auftreten konnen, withrend bei den
endlichen Dezimalbriichen die Nenner auf Potenzen von 10 beschrinkt sind, da8
also bei den Kettenbriichen eine erheblich groBere Freiheit der Auswahl besteht.
Dabei darf man jedoch nicht aus den Augen verlieren, da8 in anderen Beziehungen
die Dezimalbriiche (und die anderen systematischen Briiche) erhebliche Vorteile
gegeniiber den Kettenbriichen bieten. So ist allgemein bekannt, wie leicht sich
die arithmetischen Operationen an den in Dezimalbruchdarstellung geschriebenen
Zahlen ausfithren lassen, withrend es z. B. bis heute noch nicht gelungen ist, die
allgemeine Regel fiir die Addition zweier Kettenbriiche zu finden. Der richtige
Standpunkt besteht hier — wie iiberall — nicht darin, daB man iiber die relativen
Vorteile zweier leistungsfahigen Methoden rechtet, sondern darin, daB man beide
beherrscht und jede im richtigen Augenblick und am richtigen Orte anzuwenden
vermag.

Kapitel IV

DIE DARSTELLUNG DER ZAHLEN DURCH SYSTEMATISCHE
BRUCHE UND DURCH KETTENBRUCHE

§ 10. Einleitung

Beide Prinzipien, sowohl das Prinzip der systematischen Briiche (also speziell
der Dezimalbriiche) als auch das Prinzip der Kettenbriiche, erfiillen nur dann voll-
stindig ihren Zweck, wenn man mit ihrer Hilfe die Gesamtheit aller reellen Zahlen
(d. h. auch die irrationalen Zahlen) erfaBt. Wihrend wir némlich fiir die Darstellung
der rationalen Zahlen in den gewdhnlichen Briichen einen formalen Apparat be-
sitzen, der den weitaus meisten Anforderungen gerecht wird und der nur in Aus-
nahmefillen die Benutzung anderer formaler Hilfsmittel erfordert, besitzen wir fiir
die irrationalen Zahlen keine entsprechende Darstellungsweise. Fiir sie wird erst
durch die systematischen Briiche und durch die Kettenbriiche das formale Riist-
zeug zu ihrer Erforschung geliefert.

‘Wir haben bereits betont, daB der wesentliche Vorteil der systematischen Briiche
darin liegt, daB sich an ihnen die wichtigsten arithmetischen Operationen sehr ein-
fach ausfiihren lassen. Wenn wir uns hingegen die Aufgabe stellen, die arithmetische
Struktur einer gegebenen Zahl, sei sie rational oder irrational, zu untersuchen,
80 wire es dullerst unzweckmiBig, sie in Form eines systematischen Bruches (etwa
eines Dezimalbruches) anzusetzen, da die Reihenfolge der Ziffern in einem solchen
Bruch nicht die absolute Natur dieser Zahl charakterisiert, sondern nur ihre Wechsel-
beziehungen zu dem ausgewihlten Zahlensystem. Hierzu geniigt es, daran zu er-
innern, daB unter Umstinden ein und dieselbe Zahl in: einem Zshlensystem
durch einen endlichen und in einem anderen Zah'ensystem durch einen unendlichen
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systematischen Bruch dargestellt wird. Hingegen haben wir in den Kettenbriichen
eine Darstellungsweise der Zahlen, die von keinem speziellen Zahlensystem ab-
hiingt, sondern ausschlieBlich durch ihre eigentliche arithmetische Natur bedingt
ist und sich mithin sehr gut zur Erforschung ihrer arithmetischen Struktur eignet.

In der Oberschule lernen zwar die Schiiler die Grundrechenarten an den Dezimal-
briichen kennen, jedoch wird ihnen fast nichts iiber die theoretischen Grundlagen
dieses Apparates gesagt. Das ist dadurch bedingt, daB die Dezimalbriiche schon
verhéltnisméBig frith behandelt werden, wiihrend die strenge Begriindung der Theorie
der Dezimalbriiche eine Gewdhnung an formales Denken erfordert, die zu dieser
Zeit das Verstindnis der Schiiler weit iibersteigt. Daher wird jene Theorie in den
Mathematiklehrbiichern der Oberschulen sntweder gar nicht oder nur an Beispielen
und ohne tiefere Uberlegungen iiber ihre Anwendungen gebracht. Jedoch kann
ein Lehrer selbst einen solchen Unterricht iiber Dezimalbriiche nicht sicher fiihren,
wenn ihm nicht die theoretische Grundlage der Lehre von den Dezimalbriichen
in allen ihren Teilen klar ist.

Das gilt in gleichem MaBe auch von den zur Zeit im Unterrichtsplan der Ober-
schulen gar nicht vorgesehenen Kettenbriichen; gehoren doch die Kettenbriiche,
die eine der lebensfihigsten und wirksamsten arithmetischen Schépfungen der
klassischen Epoche darstellen und die heute ein wichtiges Hilfsmittel mathematischer
Forschung sind, schon lange zum Besitz jedes gebildeten Mathematikers.

§ 11. Die systematischen Briiche

Als Grundzahl des betrachteten Zahlensystems wollen wir eine beliebige ganze
Zahl k > 1 nehmen. In diesem Sinne werden wir von der Darstellung der Zahlen
als k-adische Briiche sprechen. In den Anwendungen wihlt man gewdhnlich
k = 10 (Dezimalbriiche). Fiir den Aufbau der Theorie ist es jedoch giinzlich belang-
los, welche Zahl man als Grundzahl des Zahlensystems nimmt, so daB wir keinen
AnlaB haben, diese Zahl niher zu fixieren. Unser Ziel ist es, jede reelle Zahl a
in diesem System darzustell Zur Vereinfachung der Rechnungen und der
Schreibweise wollen wir annehmen, daB 0 < « <1 ist. Offenbar bedeutet das
keine wesentliche Einschrénkung der Allgemeinheit unserer Uberlegungen, da die-
unter Umsténden notwendige Ergiinzung durch eine ganze Zahl keine zusitzlichen
Schwierigkeiten bereitet.

Definition 1. Die Zahlen 0,1, 2, ..., k— 1 nennen wir Ziffern.

Definition 2. Vorgegeben sei eine dliche Folge von Ziffern

Ay, g,y lny .. (0 an <)
Dann heift die unendliche Rethe
a Gy
E+at et M

ein k-adischer Bruch (oder kurz Bruch), wenn nicht von einer gewissen Stelle ab alle
an gleich k— 1 sind.
Einen derartigen Bruch schreibt man gewdhnlich in der Form

0,a105...8n....
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Der Grund, der uns zum AusschluB derjenigen Briiche veranlaBt, die auf eine un-
endliche Folge von Ziffern k —1 enden, ist aus der elementaren Theorie der
Dezimalbriiche hinlinglich bekannt. Wir konnen némlich eine Zahl, die durch einen
solchen Bruch dargestellt wird, stets auch mit Hilfe eines anderen Bruches dar-
stellen, der diese Eigenschaft nicht besitzt.!) Wir werden also die eindeutige
Darstellbarkeit der Zahlen durch Briiche nur dann erreichen kénnen, wenn wir
eine dieser beiden Darstell rten der g ten Zahlen hlieB

Definition 3. Der Bruch (1) heift endlich, wenn von einer gewissen Stelle ab
alle Ziffern an gleich Null sind. Ein Bruch, der micht endlich ist, heift unendlich.

Im Fall eines endlichen Bruches schreibt man iiblicherweise den Rest aus lauter
Nullen nicht mit, d.h., man schreibt fiir 0,a,a;...2,000... kurz 0,a,...a,.

Da fiir jedes n =1

a k—1 1
Osm <% <w=

ag

ist, konvergiert die Reihe &

=1

d. h., wenn wir 8y = 0 und fiir jedes n > 1

?r,-

n
8= 2 a‘

=1
setzen, so existiert jedenfalls der Grenzwert

lim 8y=a.
i —p 00

Definition 4. Wenn 2% = lim 8, =« ist, 0 sagt man, dap der Bruch (1)
i=1 hindad

die Zahl o darstellt oder kurz, daf er gleich « ist.
In diesem Sinne stellt jeder k-adische Bruch eine gewisse reelle Zahl dar.
Satz 1. Wenn der Bruch (1) die Zahl « darstellt, so ist fir jedes n >0

1

-

Bemerkung. Setzt manin Satz 1 speziell = = 0, so sieht man, daB stets 0 < a < 1

ist. Die von uns betrachteten k-adischen Briiche stellen also nur reelle Zahlen aus
diesem Intervall dar.

Beweis. Da stets

0<a—s,<

(2 8, il
— 8= o
=n+1 k

ist, ist offensichtlich « — 8, = 0; da sich andererseits unter den Ziffern an+1, @2, ...
stets solche befinden, die kleiner als k — 1 sind, ist

o k-1 k—1 1,1 1

a—8n < ZT=W{1+T+T’+“'}=F’
t=n+l

womit Satz i bewiesen ist.

1) So ist im Fall der Dezimalbritche 0,1999 ... = 0,2000.. ..



276 Die Darstellung der Zahlen

Satz 2. Damit der Bruch (1) die Zahl « darstellt, ist notwendig und hinreichend,

dap fir alle n 21
ay = [k*a] — k [k*—1a] 2)
1st.

Bemerkung. Wie iiblich, verwenden ‘wir das Zeichen [x] zur Bezeichnung der
groBten ganzen Zahl, die nicht groBer als z ist. In diesem Sinne ist also [z] = 3,
[—n] = —4 usw.

Beweis. 1.) Es seien die Zahl « und der Bruch (1) so gewihlt, daB fiir jedes
n > 1 die Relation (2) erfiillt ist. Dann ist

& &) (k) — k (k=1 O ([ - i &
a,=§ﬂ=2[;"lk+ﬂ=§{%_[ At

4 kt-1 kn &kn
=1
und mithin
kna - [knal
=

Da nun aber fiir jedes x offensichtlich 0 <z — [x] <1 ist, ist

o — 8

0Sa—s<pm (A=1,2..)

und es konvergiert s, gegen a, falls n gegen Unendlich geht, d. h., der Bruch (1)
stellt die Zahl « dar.

2.) Es mége nun umgekehrt der Bruch (1) die Zahl « darstellen. Dann ist auf
Grund von Satz 1 fiir jedes n >0

0 Sa——a.<kl—,

und daher
krsn < kta < k"sn+ 1.
Weil aber k"3, eine ganze Zahl ist, ergibt diese letzte Ungleichung, daB
k" sy = [k"a]
ist. Nun ist aber fiir jedes n 21
h—tp1 =7, =k (—s-1),
8o daB also in der Tat
ap = k" 8y — k(K" 184_1) = [k*a] — k [k*1a]
ist, was noch zu beweisen war.

Satz 3. Jede reelle Zahl o des Intervalls 0 < o <1 lapt sich durch einen und
nur einen k-adischen Bruch darstellen.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Darstellung ist eine unmittelbare Folge uus
Satz 2, nach welchem die Ziffern a,, die den darstellenden Bruch bilden, gemid8
der Formel (2) eindeutig durch die Zahl « festgelegt sind. Was die Moglichkeit
der Darstellung betrifft, so geniigt es hierzu — wiederum wegen Satz 2 —, zu
zeigen, daB die Zahlen a,, die nach Formel (2) bestimmt sind, fiir jedes « aus dem
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angegebenen Intervall als Ziffern eines k-adischen Bruches dienen konnen. Es ist
also zu zeigen, daB fiir alle n = 1
0<a. <k
ist und daB von keiner Stelle ab alle a, gleich ¥ — 1 sind.
Dazu setzen wir fiir ein gegebenes n > 1
"—a] =g, kF~la=g+p O0Sp<I),
so daB also
[k"a) = [kg + kp) = kg + [kp1"),
k (k"—1a) = kg
und mithin
ay = [k"a] — k [k*~1a] = [kf]
ist. Da aber 0 < B < 1 ist, gilt
0L an <k.
Wegen 0 < 8 <1 gibt es ferner eine natiirliche Zahl ¢ derart, da8
k‘ i Sh<l——
und daher
B2 1—1, BHp<k—1
;stis Hieraus folgt aber unmittelbar (wir erinnern daran, daB ¥"—l« = g + 8 war),
8.
Gniq-1 = [k*+—1a] — & [k**9—%a] = [B (¢ + A)] — K [&*—2 (g + B)]
=kg+ [l —kg—Ek[F 1<k —1—k(HF1—1)=k—1
ist. Da hier n ganz beliebig ist, sehen wir, daB es im betrachteten Brueh hinter

jeder Ziffer a; stets noch eine Ziffer gibt, die kleiner als k£ — 1 ist, womit wir Satz 3
bewiesen haben.

Damit ist gezeigt, daB die systematischen Briiche zu beliebiger Grundzahl als
ein formales Mittel zur Darstellung der reellen Zahlen dienen kénnen, da sie die
beiden Hauptforderungen, nimlich die nach der Existenz und die nach der Ein-
deutigkeit der Darstellung der reellen Zahlen, befriedigen. Wir wollen jetzt zu einer
Reihe von Sitzen kommen, die eine Verbindung zwischen der arithmetischen Natur
einer gegebenen Zahl und dem sie darstellenden systematischen Bruch herstellen.

Satz 4. Jeder periodische k-adische Bruch stellt eine rationale Zahl dar.

Beweis. Wir wollen den Bruch (1) periodisch nennen, wenn es Zahlen r > 0
und 8 =1 gibt derart, daB a, = @n, ist fiir alle » > . Dann kann man eine Zahl «,
die durch einen derartigen periodischen Bruch dargestellt wird, auch in der Form

“=£% ‘A_flk¢+2ak::{l+k'+k"+ } +2:;:: N

kl
schreiben, woraus unmittelbar ersichtlich ist, daB « rational ist, was zu beweisen war.

1) Dies folgt daraus, daB fir jede ganze Zahl @ mit z = @ + y auch [2] = a + [y] ist.
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Bemerkung. Der Bruch (1) heiBt reinperiodisch, wenn die Zahl r = 0 ist, und
gemischiperiodisch, wenn r > 0 ist. Im Falle eines reinperiodischen Bruches, also
im Falle r = 0, fithrt die letzte Gleichung fiir « auf

alk' 1+asks-24.. +¢'
ke —1

Da nun die Zahl k¥* — 1 jedenfalls zu k teilerfremd ist, erhalten wir die
Ergénzung. Jeder reinperiodische Bruch stellt eine rationale Zahl o =3 2 dar,
n der b zu k tederfremd ist.

Satz 5. Wenn a = T eine rationale Zahl ist, in der b zu k teilerfremd ist, so wird

o durch einen reinperiodischen Bruch dargestellt.
Beweis. Auf Grund des EULERschen Satzes (S. 249) ist

k#® =1 (mod b).
Wenn wir also ¢(b) = h setzen, so ist
»—1=bqg,

wobei ¢ eine gewisse ganze Zahl ist. Daher ist
_a_ag_ _oag. ag 1 1 A
CSFTRTR-ITB L 7{1+F+E+” }
und mithin
1 1 1 1

Pa—og{l+g+amt -} =as+ B {1+ 5+am+ | =agta,

woraus sich fiir beliebiges # = 1
Gnen = [IP+Pa] — & [k*+P~1a] = [k (aq + o) ] — K [k~ (2g + «)]

=k*aq + [(k*a] —kraq—k [k*—'a] = [k*a] — k [k*'a] = a
ergibt, was zu beweisen war.

Bemerkung. Man kann jedoch aus dem Beweis von Satz 5 nicht entnehmen,
daB die Periode des Bruches, der die Zahl a darstellt, notwendig gleich h = @ (b)
ist. Vielmehr ist es durchaus moglich, daB die Periode dieses Bruches kleiner als
b ist, so da8 also h aufeinanderfolgende Ziffern des Bruches nicht eine, sondern
mehrere Perioden enthalten. Die Frage, wie sich zu gegebenem a und b die Lange
der Periode bestimmt, ist von auBerordentlichem Interesse, wir kénnen hier jedoch

nicht daran denken, sie eingehend zu behandeln. Dasselbe gilt fiir die entsprechende
Frage im Zusammenhang mit dem nachfolgenden Satz 6.

Satz 6. Wenn die Zahl b nicht zur Zahl k teilerfremd ist, so wird die Zahl u =%

(wobes a und b ganz und teilerfremd seien) durch einen gemischtperiodischen Bruch
dargestellt.

Beweis. Es sel dxe reduzierte (unkurzba.re) Form der Zahl ko = k' = 7 . Wenn

*wir hier die Zahl r hinreichend gro8 wihlen, go k wir erreichen, daB Blch dabei
alle in b vorhandenen gemeinsamen Primfakboren der Zahlen b und & wegkiirzen,
80 daB wir also b’ und k als teilerfremd annehmen konnen. Dann sei [k"a] = ¢ und

Fa=b—q+3 (Os';—:'<l). ®
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Nach Satz 5 ist der die Zahl a—”darstellende k-adische Bruch 0, b,b, . . . rein-

periodisch, also etwa by4a = b. (n=1,2,...). Bezeichnen wirmit0, a,a,...an.
den die Zahl « darstellenden Bruch, so erhnlten wir gemiB (2) und (3) 'fiir )edes
a1

aya= O ra] — b+ ta) = [0 (g4 57) | - k[ (e +57) ]

=[5 ]—* [ 5] =t

rinth =Gin (n=1,2,...).

und mithin

Damit ist gezeigt, daB der die Zahl « = % darstellende Bruch 0,a,a,+ - Gp+ -+

periodisch ist. Er ist aber sicher nicht reinperiodisch, da sonst — gemé4B der Er-
ginzung zu Satz 4 — die Zahl b zu k teilerfremd sein miiBte. Damit ist Satz 6
bewiesen.

Bemerkung. Wenn alle Primfaktoren, die in der Zahl b enthalten sind, auch
in der Zahl k entha.lten sind, so ist im Beweis vom Satz 8 die Zahl " gleich Eins.
Wegen 0 S -~ <1 muB dann aber @'’ =0 sein, so daB auch alle b, gleich Null
sind. Dann xst aber gemiB (4) auch

Gin=0 (n=1,2,..)),

d. h., die Zahl & = % wird durch einen endlichen Bruch dargestellt. Hiervon gilt
nun offensichtlich auch die Umkehrung Wird némlich die Zaht « durch einen
endlichen Bruch dargestellt 8o ist & = F’ wobei g und n gewisse ganze Zahlen sind
und # > 1 ist. Wenn also die reduzierte Form von o ist, dann besitzt b keinen
Primteiler, der nicht auch anteller von k ist. Wir erhalten also als

Erginzung. Damit die Zahl « durch einen endlichen k-adischen Bruch dargestellt
wird, ist notwendig und hinreichend, daf o rational ist und daf in der reduzierten

Form a = % die Zahl b keine anderen Primfaktoren enthilt als die Zahl k.

Die eben bewiesenen Sitze zeigen, daB sich die irrationalen Zahlen und nur
diese als nichtperiodische k-adische Briiche darstellen. Das ist aber auch die einzige
Beziehung, die zwischen der arithmetischen Natur einer reellen Zahl und dem sie
darstellenden systematischen Bruch unabhéingig von der gewihlten Grundzahl
besteht. Das dabei gefundene Gesetz besagt, daB unabhingig von der Grund-
zahl des gewéihlten Zahlensystems die rationalen Zahlen eine periodische und die
irrationalen Zahlen eine nichtperiodische Darstellung besitzen. Alle anderen Be-
sonderhexf.en der Darstellung einer rationalen Zahl, die wir betrachtet haben, hingen

its von arithmetischen Beziehungen der rationalen Zahl zur gewiihlten Grund-

zahl ab.
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§ 12. Die Kettenbriiche

In Kapitel ITT haben wir gesehen, daB sich jede rationale Zahl eindeutig in Form
eines Kettenbruches [ay;4a,,...,as] darstellen liBt und daB umgekehrt jeder
Kettenbruch eine gewisse rationele Zahl darstellt. Wenn wir also mit den Ketten-
briichen auch die irrationalen Zahlen erfassen wollen, so miissen wir uns zwangs-
laufig nach einer Erweiterung des Begriffs des Kettenbruches umsehen. Es liegt
nun recht nahe, auch hier unendliche Kettenbriiche, d. h. Ausdriicke der Form

ag+ L = [09; @y gy oy Gy .. ), ®)

“taT.

an+t .

wobei a, eine ganze Zahl ist und @,, a,, ..., @, ... natiirliche Zahlen sind, in den
Kreis der Betrachtungen aufzunehmen.

Es ist klar, daB8 ein Ausdruck dieser Art so lange keine bestimmte Bedeutung
besitz!, als wir keine Verabredung in dieser Frage treffen.!)

Bevor wir zu einer zweckmiiBigen Vereinbarung iiber den Sinn des Ausdrucks (5)
kommen, bemerken wir, da8 wir zunéchst rein formal, ohne da8 wir dem Symbol (5)
vorher irgendeinen realen Inhalt beilegen, die Folge der ,,Niherungsbriiche*

Po_% P +_

=1 __ L0

% U’
1
&=ao+——l———,. . J=“o+m.——, s
- 1
ta
bilden kénnen. Alle diese Niherungsbriiche haben einen ganz bestimmten realen

Sinn. Sie unterscheiden sich durch nichts von den in Kapitel III betrachteten

Niherungsbriichen, da sich auch dort Pn ols Funktion der Glieder Gy, Gy, .oy Gn

n
erwies. Thre Form hing in keiner Weise davon ab, ob a, letztes Glied ist oder
ob auf a, noch ein weiteres Glied a,.; folgt. Der ganze Unterschied besteht darin,
daB im Falle eines endlichen Kettenbruches die Folge der Niherungsbriiche endlich
ist und das letzte Glied der Folge gleich dem ,,Wert* des gegebenen Kettenbruches
ist, wihrend im Falle des unendlichen Kettenbruches die Folge der Niherungsbriiche
eine unendliche Folge von rationalen Zahlen ist und wir iiber seinen ,,Wert* bis
jetzt noch nicht verfiigt haben.

Insbesondere besitzen auch die hier betrachteten Niherungsbriiche die folgenden
in Kapitel III festgestellten Eigenschaften:

1) Wir erinnern daran, da8 wir den systematischen Briichen, die wir zunichst rein formal als
Falgen von Ziffern a,,a,,...,@ay,... eingefiihrt hn.tten, dadurch einen Sinn beilegten,

da8 wir als Wert dieses Bruches die rcclle Zahl 2——- vereinbarten.
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1.) Fiir jedes n = 2 ist
Pn = Pn-10n + P2,
Gn = qn 10s + gn-2.
2.) Fiir jedes n 20 ist der Bruch reduzlert und
4= qnpnu — Pada+1 = (— 1"

3.) Mit wachsender Ordnung nehmen die Niherungsbriiche gerader Ordnung zu
und die Niherungsbriiche ungerader Ordnung ab. Dabei ist auBerdem jeder Nihe-
rungsbruch gerader Ordnung kleiner als jeder Niherungsbruch ungerader Ordnung.

Diese Eigenschaften der Niherungsbriiche geben uns die Moglichkeit, den Wert
eines unendlichen Kettenbruches zweckmiig zu definieren und eine brauchbare
Theorie der unendlichen Kettenbriiche aufzustellen.

Zunichst konnen wir auf -Grund von Eigenschaft 3.) feststellen, da8 die Folge
der Niherungsbriiche gera.der Ordnung eine monobon wachsende Folge

P2k
[ < < < 92k <
rationaler Zahlen bildet, die durch die Zahlﬂ nach oben beschrinkt ist. Daher
existiert der Grenzwert

lim 222 — o,
koo 2k

Entsprechend stellen wir fest, daB die Folge der Niherungsbriiche ungerader Ord-
nung monoton fallend ist, daB also
P2k+1

PP .,
'} > 9s > > g2k+1
ist, und daB diese Folge durch ’;—' nach unten beschrinkt ist, daB also auch
]

>

lim 22241 _ g
k> coQ2k+1

existiert. Dann ist fiir jedes k 2 0
Pek+1
< ef<gia g2k+1
und daher nach Eigenschaft 2)

. PeE4l P2k 1
OSﬂ u<q"+l Qek  G2kq2Rel’

Nach Eigenschaft 1.) ist nun aber gy > ga_1(n 2 1), so daB g, fiir » > co unbeschréinkt
wichst. Die rechte Seite der letzten Gleichung kann also fiir hinreichend groBes &

beliebig klein g ht den. Da f — « aber nicht von k abhingt, muBl somit
@ = ﬁ sein.
Wir haben damit gezeigt, daB fiir jeden unendlichen Kettenbruch der Grenzwert
im Po
nlemqn ®

existiert, den wir als Wert des Kettenbruches ansehen wollen. In diesem Sinne
wollen wir auch sagen, daB der Kettenbruch (5) die Zahl « ,darstellt.
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Offensichtlich ist in diesem Fall fiir jedes k =0

Pax P2E+1
g2k g2k+1’
Hieraus folgt, daB fiir jedes #n = 0
|¢_£: Pay1_ pa| 1
an dn+l  4n Iudn+1

Da & = [ay; @y,dq, .. .,8,) (n = 0) ist, konnen wir den Kettenbruch (5) auch

in der "folgenden iibersichtlich Form schreiben, die klar den Zusammenhang
zwischen dem Kettenbruch und seinen Niherungsbriichen zum Ausdruck bringt:

[ag; 81, a3, - - -5 @n, - - -] = lm [ag; 03,04, ., ]
Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen:

Satz 7. Jeder unendliche Ketienbruch (5), in dem ay eine beliebige ganze Zahl st
und a,,a,, . ... natirliche Zahlen sind, stellt eine eindeutig bestimmie reelle
Zahl dar, die durch d'e Grenzbeziehung

.l_i'u:‘q__=}_iln~ [ag; a1, 65, . . ., Ga)

festgelegt ist. Dabei ist far jedes k> 0

P2Ek+1
'é'g_g< gzE+t
und fir jedes n >0
Y P
la n <1n9n+l.

Im vorangehenden setzten wir den Kettenbruch (5) als gegeben voraus und
bestimmten die durch ihn dargestellte reello Zahl. Wir wenden uns jetzt der um-
gekehrten Aufgabe zu. Vorgegeben sei uns also eine behebxge reelle Zahl a. Geiragt
ist nach der Anzahl der Kettenbriiche, die diese Zahl darstellen (also insb e
danach, ob es iiberhaupt einen derarticen Kettenbruch gibt) und wie sie bestimmt
werden konnen.

Dazu setzen wir zunichst voraus, daB wir die Zahl « bereits in Form eines un-
endlichen Kettenbruches (5) dargestellt haben, und versuchen die Teilnenner ay, dieses
Kettenbruches durch a auszudriicken. Da wir bereits wissen (Satz 7), daB jeder
unendliche Kettenbruch eine gewisse reelle Zahl darstellt, konnen wir insbesondere
die Zahlen

=1[0);83,83,...,8n,...], @y=[05;03,0y,...,8n,...]
und allgemein
' = [0k Gh1, Bhiey o oo Beiy -] (B2 1)
bilden. Es ist nun sehr leicht, eine Beziehung zwischen den Zahlen o und oz 4+1

+ 11,

her Wenn wir nimlich mit uﬁ den r-ten Niherungsbruch des Kettenbruches,
r
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der die Zahl oy darstellt, und entsprechend mit >*die Naherungsbriiche des Ketten-
r
bruches von «;+1 bezeichnen, so ist

ot

Uy 1
—_— 4 esey @ = @ —— .
o [G2; G241, Br42, - s Gryr] = @ +[ﬂk+1:ak+2 e

Nun ist nach Definition von a; und o4

lim E’-=¢k, 1i

f—> 00 U r—o Uiy

‘wenn wir also (bei festem k) in der vorangehenden Gleichung r unbeschrinkt wach.
lassen, so wird (g = a gesetzt)

a,.=aHT‘H— (k=0). ®)

‘Wenn speziell ¥ > 1 ist, so ist @z = 1, d. h., es ist op> 1 fir k=1,2,.... Dann
folgt aber aus (6) (wegen al <l
k+1

< <ag+1l (£=0),
a=[n] (k=20 (7

also speziell, da8

ist.
Wann also die Zahl a in irgendeiner Weise in Form eines unendlichen Kettenbruches
tellt ist, so berech sich die Teilnenner dieses Bruches einfach nach dem
folgenden rekursiven Verfahren: 1.) a4y = [«]; 2.) Wenn bereits die Zahlen a; und a;

fiir 4 < & bestimmt sind, so berechnet sich «;.; gemi8 Relation (6) und danach
@41 nach (7) als [ap41].

‘Wir gelangen auf diese Weise zu f ichtigen SchluB: Wenn eine reelle
Zahl o iiberhaupt in Form eines unendhohen Kettenbruches dnrgeete]lt werden
kann, so sind die Teilnenner dieses Kettenbruches eindeutig durch die Zahl a be-
stimmt. Daraus folgt, daB die Darstellung einer reellen Zahl in Form eines unend-
lichen Kettenbruches, wenn eine solohe existiert, auch eindeutig ist. Mit anderen
Worten: Es gibt keine zwes verschi dlichen Kettenbriiche, die ein und die-
selbe reelle Zahl darstellen.

Wir weisen darauf hin, daB im Falle einer rationalen Zahl a =% unser ProzeB
der sukzessiven Konstruktion der Zahlen «,,as, ... nach Formel (8) sich durch
nichts von dem ProzeB unterscheidet, mit dessen Hilfe wir in Kapite! IIT (8. 265)

die Za.hl in einen Kettenbruch entwmkelt haben Die Zahlen «,, @, &, . . . sind
dort mchts anderes als die Zahlen . Nun haben wir dort aber fest-

b e
gestellt, daB fiir ein rationales & = F das Verfa.hren nach endlich vielen Schritten
abbricht, d. h., daB eine der Zahlen o ='"T;'— ganz und mithin a; = & ist, also

die Zahl a;41 nicht mehr nach Formel (6) bestimmt werden kann. Andererseits
haben wir jetzt gesehen, daB im Falle eines unendlichen Kettenbruches das durch
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Formel (6) charakterisierte Verfahren niemals enden kann, sondern sich un-
beschrinkt fortsetzt. Aus dieser Gegeniiberstellung konnen wir offensichtlich ent-
nehmen, daB keine rationale Zahl durch einen unendlichen Kettenbruch dargestellt
werden kann, daB also alle Zahlen, die durch einen unendlichen Kettenbruch dar-
gestellt werden, irrational sind.

Zum AbschluB des hier angeschnittenen Problemkreises bleibt uns also lediglich
noch zu zeigen, daB sich wirklich jede irrationale Zahl durch einen unendlichen
Kettenbruch darstellen a8t (die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung haben
wir bereits bewiesen). Es sei also « eine beliebige irrationale Zahl. Dann bestimmen
wir, ausgehend von « nach dem geschilderten Verfahren, also mit Hilfe der Rela-
tionen (6) und (7), die Zahlenfolgen o und a@;. Dieser ProzeB kann sicher nicht
abbrechen, d. h., es kann sich kein a; als ganze Zahl erweisen, da sonst « eine rationale
Zahl wire. Es ist also

0<&l—=¢k_ak=“k—[ak]<l,
k41
d.h. otz41 > 1 und mithin a4y =1 fiir jedes £ = 0.
Oben haben wir ferner gesehen, daB

a=ao+a‘+ - ,
t . 1
+ 1
"t e
Prtl 1
Tart 0 * a +
. 1
t—
o+ an+1
ist. Hieraus folgt, daB wir die Zahl « erhalten, wenn wir in Z::: als Funktion von
@y, 8y, . .., Gn, Gnyy das Argument @,y durch sy (mit gleichem ay, 4y, . . ., al)
ersetzen. Da aber
Pr+l __ PalGntl+ Pn-t
g+l gnan+lt gn—1

ist und Pu-1, Pn, Gn—1, ga DUT VOD @y, @, . . ., Gy abhingen, ist

__Pnon+1+ pa-1

T gnan+l+gn-1 ®)
und daher

‘z_@ _|Proms1tpn1  Pa|l_ |gnpe-1—Patna-1] 1 <Ll
an non+i+gu—1 Gn @nont1+gn-1)0n  (@nanti+gn-1)0n ¢’
woraus sich unmittelbar
lim 22— o
n—>oodn

ergibt. Damit ist gezeigt, daB der konstruierte Kettenbruch tatsichlich die
irrationale Zahl a darstellt.
Die zuletzt erhaltenen Ergebnisse konnen wir in folgendem Satz zusammenf; :
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Satz 8. Jede reelle Zahl o lipt sich auf genau eine Weise in Form eines Ketten-
bruches darstellen. Dieser Kettenbruch ist endlich, wenn o rational ist, und unendlich,
wenn « irrational ist.

Wir weisen darauf hin, daB der von uns angegebene Beweis streng konstruktiv
ist, d. h., daB er nicht nur die Existenz des eine gegebene Zahl darstellenden Ketten-
bruches zeigt, sondern auch ein Verfahren enthilt, das in Form eines einfachen
Algorithmus alle Teilnenner zu berechnen gestattet.

Wir sehen, daB die in den Sitzen 7 und 8 niedergelegten Grundgesetze iiber die
Darstellung reeller Zahlen durch Kettenbriiche bemerkenswert einfach sind: Zu
jeder reellen Zahl gibt es einen eindeutig bestimmten Bruch und zu jedem Bruch
eine eindeutig bestimmte reelle Zahl; dabei entsprechen den rationalen Zahlen die
endlichen und den irrationalen Zahlen die unendlichen Kettenbriiche. Wir haben
bereits hervorgehoben, daB diese Einfachheit und Harmonie durch die Eigen-
schaften des formalen Apparates bedingt sind, vor allem durch seinen absoluten
Charakter, der an kein spezielles Zahlensystem gebunden ist.

Unabhingig von der wiinschenswerten Aufnahme der elementaren Theorie der
Kettenbriiche in den Unterrichtsplan der Oberschulen gibt die Lehre von den Ketten-
briichen einen vortrefflichen Stoff fiir die Arbeit in mathematischen Zirkeln oder
anderer auBerplanmiBiger Form ab. Hierfiir ist besonders der Inhalt des nach-
folgenden Kapitels V zu empfehlen. Die Erfahrung hat gezeigt, daB die Theorie
der Kettenbriiche und ihre Anwendungen auf die approximative Darstellung der
reellen Zahlen stets das Interesse und die Aufmerksamkeit der Schiiler zu fesseln
vermégen. Das tritt immer dann deutlich in Erscheinung, wenn sich das Resultat
in Form einfacher und effektiver Sitze formulieren 1iBt, die zudem noch leicht
und elegant beweisbar sind. Dies ist aber bei fast allen Problemen der Fall, die
mit der Darstellung der Zahlen als Kettenbriiche zusammenhéingen.

Kapitel V

KETTENBRUCHE UND DIOPHANTISCHE APPROXIMATIONEN

§ 13. Die Niéherungsbriiche als beste Approximation

'Will man in der Praxis eine gegebene reelle Zahl mit Hilfe eines rationalen Bruches
angeniihert ausdriicken, so bedient man sich meistens der Dezimalbriiche. Dazu
wird die gegebene Zahl (sei sie nun rational oder irrational) in einen Dezimalbruch
entwickelt. Ist dieser Dezimalbruch endlich und auBerdem nicht allzu lang, so
erlibrigt sich eine Niaherung, da der erhaltene Dezimalbruch dann eine bequeme
und iiberdies absolut genaue Darstellung der gegebenen Zahl liefert. Wenn hin-
gegen der erhaltene Dezimalbruch unendlich oder, obwohl endlich, sehr lang ist
und sich damit fiir praktische Rechnungen nicht eignet, wird er in der Praxis nach
den bekannten Regeln ,,gerundet®, d. h., man beschriinkt sich in den Rechnungen
auf eine hinreichend groBe Anzahl von Dezimalstellen und 1a8t die iibrigen unberiick-
sichtigt. Eine solche ,,Rundung‘ ist nichts anderes als eine Annitherung der
gegebenen Zahl durch eine ratienale Zahl mit relativ kleinem Zihler und Nenner,
wobei man einen gewissen Fehler in Kauf nimmt.
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Welcher Fehler wird aber dabei zugelassen? Unser Ziel besteht doch darin,
bei einer solchen angeniherten Darstellung eine moglichst groBe Genauigkeit (d. b.
einen moglichst kleinen Fehler) bei kleinstmoglichem Zihler und Nenner des an-
nithernden Bruches zu erreichen. Daher ist es ganz natiirlich, daB man gewdhn-
lich die GréBe des Fehlers mit der GréBenordnung des Nenners eines solchen Bruches
vergleicht (man konnte ebensogut den Zihler nehmen, denn offensichtlich haben
die Zahler von annihernden Briichen mit Nennern gleicher GroBenordnung eben-
falls gleiche GréBenordnung; den Nenner wihlt man deshalb, weil er stets als
positiv vorausgesetzt ist, wihrend der Zihler auch negativ sein kann). Wenn wir
uns nun beim Runden eines Dezimalbruches auf n Stellen hinter dem Komma
beschrinken, so bedeutet da.s, daB die gegebene Zahl durch einen Bruch mit dem

N g=10" ghert wird. Bekanntlich iibersteigt der Fehler dabei nicht
die halbe Einheit der zuletzt berticksichtigten Ordnung, d. h., er ist nicht groBer als
1 1
2T 2q

Dieses Ergebnis wollen wir jetzt mit dem Resultat vergleichen, das uns die Ketten-
briiche liefern. Wenn hier%’ einer der Niherungsbriiche der gegebenen Zahl « ist,
80 ist — wie wir bereits wissen (siehe Kapitel IV, Satz 7) —

1
w (1)
wobei ¢’ der Nenner des nuf-;z folgenden Naherungsbruches ist. Wegen g’ > ¢ ist
also erst recht
l <z
Wir sehen also, daB bei der Annaherung der Zahl « durch den Niherungsbruch ?p
der Fehler nicht groBer als ql—, ist. Da nun bei beliebigem Nenner g die Zahl ql, erheb-

lich kleiner ist als 2—: , finden wir, daB die Approximation durch Niherungsbriiche

bei gleicher GréBenordnung des Nenners einen Fehler licfert, der im allgemeinen
erheblich kleiner als der Fehler bei Anniherung durch einen Dezimalbruch (oder
einen anderen systematischen Bruch) ist.

Das folgende Beispiel moge dies niiher erliutern: Gesucht sei ein Niherungswert
der Zahl x in Form eines rationalen Bruches, dessen Nenner die Zahl 100 nicht
iibersteigt. Bekanntlich liefert uns die Dezimalbruchentwickluaog die Losung in

Form des Bruches
31a=22

mit einem Fehler von etwa 0,0016 (einem Fehler, der sicher groBer als 0,0015 ist —
Anm. d. wissenschafil. Red.). Wenn wir andererseits z in Form eines Kettenbruches
darstellen, so finden wir

n=1[3;7,15,...]
und mithin
3 p 22 p, 333
1’
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Da der Nenner des Niaherungsbruches nicht groBer als 100 sein soll, miissen wir
uns mit dem Bruch = begniigen, fiir den aber immerhin nach (1)

22 1
|n—F| < 7ia5 <0.0014

gilt. Wir stellen also fest, daB die Annéherung durch den Niherungsbruch, trotz
des erheblich kleineren Nenners (7 statt 100), wesentlich besser ist als die Anniherung
durch den Dezimalbruch. Dieses Beispiel zeigt auch ganz deutlich, wodurch das
bedingt ist: Wenn wir eine gegebene Zahl durch einen Dezimalbruch anndhern,
so kommen nur Nenner der Form 10* in Frage, d. h., wir kénnen bei der Auswahl
des Nenners in keiner Weise der arithmetischen Natur der anzunéhernden Zahl
Rechnung tragen. Hitten wir an Stelle der Zahl # in unserem Beispiel eine andere
Zahl genommen, so wire bei der Annéherung durch einen Dezimalbruch der Nenner
derselbe, némlich 100 geblieben, withrend wir, gehend von ihrer Kettenbruch-
darstellung, bei ihrer Approximation durch Niherungsbriiche wahrscheinlich einen
ganz anderen Nenner erhalten hétten, der in irgendeiner Weise die arithmetische
Natur der gegebenen Zahl beriicksichtigt. Die Nenner der Naherungsbriiche ver-
schiedener Zahlen sind im allgemeinen verschieden, und diese groBere Freiheit in
der Wahl des Nenners hat eben die erheblich besseren Resultate zur Folge. Wir
mitssen also fiir die Bequemlichkeit des Rech in systematischen Briichen auf
der anderen Seite ziemlich teuer bezahlen.

‘Wenn auch der Vergleich zwischen der Qualitét der Approximation durch syste-
matische Briiche und der durch Kettenbriiche entschieden zugunsten der Ketten-
briiche ausfillt, so scheint diese Einschéitzung doch nur relativ zu sein, und es bleibt
die Frage nach der Méglichkeit noch kriftigerer Methoden davon giinzlich unberiihrt.
Daher wollen wir jetzt die absolute Giite der Approximation durch Niherungs-
briiche unabhéngig von anderen speziellen Approximationsmethoden untersuchen.
Zunichst iiberzeugen wir uns davon, daB die Niherungsbriiche einer gegebenen
Zahl fiir sie die beste Anniherung im folgenden prizisen Sinne darstellen:

Satz 1. WennZ2 - 2 ein Niherungsbruch der Zahl o ist, so ist jeder Bruch mit einem
Nenner q < gu weister von a enifernt als =" p .

Jeder Niherungsbruch liefert uns also eine Approximation, die besser ist als
die Annéiherung durch jeden Bruch mit kleinerem Nenner. Eine weitere Verbesserung
kann demnach nur um den Preis einer VergroBerung des Nenners (und damit auch
des Zihlers) des annihernden Bruches erreicht werden.

Zum Beweis dieses Satzes iiberzeugen wir uns zunéchst davon, da jeder Nihe-
rungsbmoh Pn na.her an « liegt als der vorangehende Naherungsbruch In der
Tat: Nach Sa.tz 7 aus Kapitel IV (8. 282) liegt der Bruch % zwischen 22 m ! und a.
Daher ist

Pu—-1
qn-1

Pu+1 — Pn-~-1
gn+l gn—1

__|gn=1(Paan+1+ pr—1) — pr—1 (g an+1+gn-1) |
- gn-14qn+1

Gn+1 _PL 9
T gn—1gn+1 qnqn+1>]“ | @

|«

was zu beweisen war,
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Wir zeigen jetzt, daB fiir jedes ¢ mit 0 < q <{gn
=% [>[=-5

3)
ist. Fiir den Fall, dal £= —q—z:—: ist, fallt die Ungleichung (3) mit der bereits

bewiesenen Ungleichung (2) zusammen. Wir kénnen also annehmen, daB 2 4:

9-—
ist.
Dann ist
P _po-i|_ |PIa-1—gpa-1| 1 Pn p..-x|
‘q an—1 gqn-1 qu» TR mrrar ey B
d.h,, ’; i Z" kann also nicht im Intervall (p"—"l g'—‘)

liegen, in dem aber — wie wir wissen — dle Zahl « hegtA = hegt also entweder

auf derselben Seite von « wm und weiter von « entfernt a,ls , 80 daB also trivialer-

weise
=5 1>]e~
ist, oder Z liegt auf derselben Seite von « wie ’; und weiter entfernt von « als
:"_1 , 80 daB wegen (2)
b d Pa-1
|4 [>]=—511>]

ist, was zu beweisen war.

Wir haben bisher die Giite der Approximation einer Zahl « durch einen Bruch 2
mittels der GréBe der Differenz 'a—-%| gemessen. Das ist ohne Zweifel die natiir-

lichste Art. Jedoch kénnen wir zu diesem Zweck auch die GroBe |ga — p| benutzen,

die sich von der vorhergehenden nur durch den Faktor ¢ unterscheidet. In diesem
Sinne kdnnen wir z. B. das Niherungsgesetz

%<z

an Ingn+1

fiir den Néherungsbruch % der Zahl o gleichwertig durch die Ungleichung
n

[gna— p»l<wl

ersetzen. So trivial diese Umformung auch immer er mag, di
liche Entwicklung der behandelten Probleme zeigt doch, daB die syst.emstlsohe
Verwendung der GroBe |ga— p|zur Abschitzung der Approximation der Zahl & durch

den Bruch Iq’ erhebliche Vorteile gegeniiber der Benutzung der GroBe|a——l

bietet. Einerseits ergeben sich namlich auf diesem Wege hiiufig Niaherungsgesetze
einer viel geschlosseneren Form (wir werden sofort ein Beispiel hierfiir kennen-
-lernen), und andererseits — und das ist besonders wichtig — eréffnet dieser Weg

hicht
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suBerordentlich reiche weitere Maglichkeiten. Er fithrt ganz natiirlich zur Bildung
neuer Begnﬁe und Aufgabenstellungen die das betrachtete Wissenschaftsgebiet in
MaBe bereichern. Wir werden auch hierfiir im folgenden eine Reihe

1ol 1 1.

Rt
von pielen kennenlernen

Zunéchst untersuchen wir von diesem neuen Standpunkt aus die Frage, die im
vorangehenden zu Satz 1 fithrte. Dazu sei o " ein Niherungsbruch der Zahl o und
0 < ¢ <gn. Kann man auch hier behaupten, daB fiir jedes p

lge—p|> | gac — ] @
ist # Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir das Gleichungssystem

Pa + Pas1y =P }
T+ Gni1y =¢

in den Unbekannten z und y. Wegen pagn+1 — gnPa+1 = - 1 besitzt dieses System
genau ein Losungspaar (z, y) von ganzen Zahlen z und y. Wir erweitern unsere
Aufgabenstellung nun gleich dahingehend, da8 wir zulassen, daB ¢ eine beliebige
natiirliche Zahl ist, die kleiner als g, 1, aber verschieden von g, ist. Ohne da8 wir
die Allgemeinheit unserer Frage im geringsten einschrinken, kénnen wir offenbar

voraussetzen, daB der Bruch % reduziert ist (also » und g teilerfremd sind). Dann

ergibt sich unmittelbar, daB die als Losung des Syst (5) bestimmten

Zahlen z und y verschiedene Vorzeichen haben miissen, also zy < 0 ist. In der
Tat: Wenn zy > 0 oder z =0 wire, so wire auf Grund der zweiten Gleichung
von (8) ¢ = gn+1, was nicht der Fall sein sollte. Wire y = 0, so wiire (da dann

(8)

wegen der Reduziertheit des Bruches 2 jedenfalls z = 1 sein miiBte) g = gu, was
gleichfalls geschl ist. Es ist also wirklich zy«<0.

Nun folgt aus (5), da
qe— P = Z (s — Pa) + ¥ (¢ +12 — Pus1)

ist. Da nun nach Satz 7 aus Kapitel IV die Zahlen guo — pp und gn 410 — P41 ver-
schiedene Vorzeichen besitzen und auch zy < 0 ist, haben beide Summanden auf .
der rechten Seite dieser Gleichung gleiches Vorzeichen, so da8 also sogar

l[ge—p| =]z |gnet — 2a| + |y[* |gn+10 — Prs1]

ist. Hieraus folgt, daB die Ungleichung (4) nur in einem Fall nicht gilt, wenn ném-
lich gn+10¢ — ppsy =0 und || =1 ist, in dem dann

lge — | = |gne — 7|
wird. Wegen (5) tritt dieser Fall jedoch nur dann ein, wenn

z=—1, y=1, g=qus1—dns P=Prs1—Pn
ist.

Wir finden also, daB fiir alle ¢ mit 0 < g < gu+1
|ga —p| 2 |gne — P4
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gilt.!) Hierbei tritt Gleichheit genau dann ein, wenn p = ps, g = gs oder wenn

® = ::::, ¢ =qn+1 —qn = (@n+1— 1) gn + @n—1 ist. In diesem letzten Fallist a4,

letzter Teilnenner des endlichen Kettenbruches
[ag; @15 85, . - - a1l =
und mithin nach Definition des Kettenbruches (Kapitel ITI, 8. 267) groBer als Eins,
so daB also ¢ =qu + gn-1 > gn ist.
7 3 1 kb wir fest

cellon. dab
lge—p| > |ge—m| 0<g<a), (6)
lga—p| 2|gea—pa| O<g <gus1) )

gilt.

Im folgenden wollen wir einen echten Bruch % eine beste Ndherung zwester
Art der Zahl o nennen, wenn fiir jedes ganze ¥’ mit 0 < k' << k und jedes ganze I’
e —0| > |ka—1|
gilt. Die Ungleichung (6) zeigt dann, daB jeder Niherungsbruch der Zahl a eine
beste Niherung zweiter Art ist. Die Bezeichnung ,,zweiter Art soll darauf hin-
weisen, daB es sich bei der Abschitzung der Giite der Approximation um die Ab-

schitzung nach der Differenz |ka — I| handelt im Gegensatz zu den Niherungen
,erster Art“, von denen Satz 1 handelt und die nach der Differenz Ia —% ab-

geschidtzt werden.

Nach dem Gesagten stellen die Niherungsbriiche ,,beste Niherungen* sowohl
erster als auch zweiter Art dar. Wesentlich ist jedoch, daB beziiglich der Naherung
zweiter Art die Néherungsbriiche auch die einzigen derartigen Briiche sind: Jede
beste Niherung zweiter Art ist esn Néherungsbruch.

In der Tat: Wenn der Bruch % kein Niherungsbruch der Zahl « ist, so gibt es
eine natiirliche Zahl n derart, daB ¢, << ¢ << ga+1 ist.2) GemiB (7) ist dann aber

[gnx—pa| < g2 —p| (@ <9)
und daher 2 keine beste Niherung zweiter Art der Zahl x. Zusammenfassend

konnen wir folgenden Satz aufstell

1) Der im gehend geschl Fall ¢ = qq ordnet sich hier offenbar trivial

ein, da stets [a — q% =le— 2’—: ist, wobei Gleichheit dann und nur dann eintritt, wenn
P = Py ist. — Anm. d. wissenschaftl. Red.

9) Der Fall, daB g = g,, aber p 3= p, ist, kann auBer Betracht bleiben, da man leicht einsieht,
daB ein solcher Bruch 2. keine beste Naherung zweiter Art sein kann, weil z. B. firg =gy > 1
aus p % p, folgt, daB

1 1
lge — pl =1 (gax — pa) + (Po — P)| 2 1 — Igne — Pal > l_'q.._ﬂ> ke | gu_y® — Pa-1]

ist.

Anm. d. wissenschaftl. Red.: Auch der Fall, daB alle g, kleiner als ¢ sind, erledigt sich
entsprechend, da dann der « dsrstellende Kettenbrush endlich, also @ = -’—;i\md mithin
0 =|ga — p,] < lga — p| ist.
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Satz 2. Die Niherungsbriiche einer gegebenen Zahl « und nur diese sind beste Nihe-
rungen zweiter Art der Zahl a.

Man kann zeigen, daB Satz 1 keine entsprechende Verschérfung zulaBt:
Neben den Niherungsbriichen einer Zahl konnen durchaus noch andere Briiche
als beste Naherungen erster Art auftreten. Der hier betrachtete Fall liefert uns
ein Beispiel fiir ein Problem, bei dem die Verwendung der Differenzen vom Typ
|qa——wfzu infacheren und tzméBigeren Resultaten fiihrt als die Benutzung

der Differenzen vom Typ |¢———

Durch Satz 2 werden wir nun aber an eine ganz neue Fragestellung herangefiihrt :
Vorgegeben sei eine reelle Zahl « und ein gewisser rationaler Bruch ? . Wie kann
man feststellen, ob Z ein Néherungsbruch der Zahl « ist ¢ Satz 2 gibt hierauf eine
sehr einfache Antwort: Man priife nach, ob der Bruch 2 eine beste Naherung zweiter

Art der Zahl « ist. Diese Antwort kann uns jedoch nur wenig befriedigen, verlangt
sie doch von uns, daB8 wir den gegebenen Bruch mit allen Briichen eines kleineren
N verglei Wir gegen nach einem Kriterium, das uns die
aufgeworfene Frage unter alleiniger Benutzung der Zahl « und des Bruches be-
antwortet.

Ein vortreffliches Beispiel einer einfachen Bedingung dieser Art gibt uns der bereits
auf LEGENDRE zuriickgehende

Satz 3. Wenn ¢ >0 und

1
lea—p| <57
ist, s0 m% ein Naherungsbruch der Zahl a.

Unter Benutzung des Satzes 2 konnen wir stattdessen auch behaupten: Wenn
g>0 und

1
lgz—pl<;
ist, 8o ist & 7 eine bcate Néherung zwester Art der Zahl a.

Beweis. Es sei q, ein beliebiger rationaler Bruch mit ¢’ >0 und

|ga—p' ISIqa—plsz—,- ()
Wir haben zu zeigen, daB ¢’ =g¢ ist.
Zunichst folgt aus Ungleichung (a), daB
Pl 1 Pl L
|e~F| <z [+—%|<za ,

ist. Da wir ohne Einschrinkung voraussetzen kénnen, daB ¢ = ¢’ (und mithin
T4z Pe—dpl2 1) ist, gilt

1 IL'_£| |2:_ ] l _ll LN

w=|F-t|s|B—a|+|e—E| < 5ppt g
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und damit
1 1 1 1 1
r=w e win
also ¢’ =g, was zu beweisen war.
Satz 3 gibt uns eine einfache Bedingung dafiir, da8 ein Bruch ?q— ein Néherungs-

bruch der Zahl « ist. Diese Bedingung ist jedoch nicht charakteristisch fiir die
Naherungsbriiche: Eine Zahl o besitzt im allgemeinen unendlich viele Naherungs-
briiche, die diese Bedingung nicht erfiillen. Man kann sich sogar davon iiberzeugen,
daB es kein allgemeines Kriterium der Form
a
lga—p| < 7
mit konstantem a gibt.

Dennoch kann man fiir die Naherungsbriiche der Zahl « eine hinreichend ein-
fache charakteristische (d.h.notwendige und hinreichende) Bedingung angeben.

Dazu stellen wir den gegebenen Bruch % in Form eines Kettenbruches

E=(ai 01,05 ... 0]
dar und bezeichnen mit %, den letzten Naherungsbruch dieser Darstellung, setzen also

%= [0 84,85, - . ., Qa1

Dann gilt der folgende, gleichfalls auf LEGENDRE zuriickgehende

Satz 4. Der Bmch%iat dann und nur dann ein Ndherungsbruch der Zahl a,
wenn

1

) lee—pl< 35 ®
sat.

Bemerkung. Da stets g 4 ¢’ << 2q ist, ergibt sich iibrigens Satz 3 als un-
mittelbare Folgerung aus Satz 4.

Beweis. 1.) Es sei 2 ein Néherungsbruch der Zahl o und£: der vorangehende
Niiherungsbruch. Wir haben dann bereits des &fteren festgestellt, daB

1
|9¢—P|<p

gilt, wobei g’ der Nenner des auf L; folgenden Naherungsbruches ist.1) Gemi8 dem

Bildungsgesetz der Niherungsbriiche kann dann ¢"’ in der Form ag + ¢’ dargestellt
werden, wobei a 21 ist, so daB also speziell ¢’ =¢ + ¢’ und damit

1
|qa——p|<m

ist. Hiermit ist gezeigt, daB fiir die Nitherungsbriiche die Bedingung (8) notwendig ist.

1) Hierbei wir allerdi daB ga 4 pist. Dasist aber keine Einschrinkung
der Allgemeinheit, ds im Falle g« = p die Ungleichung (8) trivial erfallt ist.
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2.) Es mdge nun umgekehrt die Bedingung (8) erfiillt sein. Dann kénnen wir
stets (und zwar auf genau eine Weise) eine reelle Zahl § bestimmen, fir die
_pB+y
*=efFe ®
gilt (dazu braucht man nur die Gleichung (9) nach 8 aufzulésen). Es sei
B =[an+1; Gns2, .. .]

die Kettenbruchdarstellung der Zahl . Wir zeigen zuniichst, daB as.; =1 ist.
Dazu geniigt es offensichtlich, zu zeigen, daB §>1 ist: Gem&B Ungleichung (8)
ist

=I5 s e
q ¢B+9 gl q@h+9e) Ta@+9)
und mithin

@$Pp+9d>9+4¢,
also sogar f > 1.

Nun folgt aus
L=logiay,. .., )
[vgl. Kapitel IV, Gleichung (8), 8. 284], daB

’;Zi’;= [39; @y, . . ., an, B1)

und daher

a = [ay; @y, .. ‘raﬂ)ﬂ]
ist. Wenn also

A

g, = [Ons1i Gnizy oo On]
die N#herungsbriiche der Zahl # sind, so ist
T
ﬂ _:l—l»mw I3
und daher
« = lim [ao; LT a».%] =lim [ay; 8y, . . ., 8, Gas1, - . ., Baa].

Das besagt aber nichts anderes, als daB « durch den Kettenbruch
[Bg; @ys - - o3 Bny Busr,y - - 2]
dargestellt wird, der zudem dann der einzige Bruch ist, der die Zahl a darstellt.
Insbesondere ist also
%= [@0; @y, - - -, Bn]
ein Niherungsbruch der Zahl «, womit gezeigt wurde, daB die LEGENDREsche Be-
dingung auch hinreichend ist.

1) Die Zahl § ist hier im allgemeinen nicht ganz. Das darf den Leser aber nicht stutzig machen,
da die von uns gegebene Deutung des Symbols [ay,a;,8,,...,as,f] fir beliebiges
B # 0 einen Sinn gibt.
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Wir haben schon darauf hingewiesen, da8 die in Satz 3 angegebene Bedingung
nicht notwendig ist (oder, was dasselbe ist, daB Satz 3 keine Umkehrung zuli8t).
Aber wenn auch nicht jeder Niherungsbruch einer Zah! die dort angegebene Eigen-
schaft zu besitzen b ht, so besitzt sie doch stets wenigstens einer von zwei auf-
einanderfolgenden Néherungsbriichen. Das ist dic Aussage des folgenden, von
VAHLEN aufgestellten Satzes:

Satz 5. Wenn % und %’, 2wes aufesnanderfolgende Néherungsbriiche der Zahl o
sind, so gilt igstens eine der Ungleichung
P 1 2 1
o] <ag |e—F|<a

Beweis. Da die Briiche 2 und B:— auf verschiedenen Seiten der Zahl « liegen,
wiirde aus q 7
? 1 7 1
le~tlzm |o—F|2mm
folgen, daB
p_p|_ 1.1 (l 1
7 q‘ 01’22 q'+q"
und mithin
1 1 2 1 1\2
wo—w=li—7) =0
gilt, was offensichtlich falsch ist. Damit ist Satz 5 bereits bewiesen.
Dadurch ist gezeigt, daB jede irrationale Zah! « unendlich viele Naherungsbriiche
% besitzt, fiir die

P 1
==5l<z
ist. Hier erhebt sich nun sofort die Frage nach der Mdglichkeit einer weiteren
Verschiirfung dieses Resultats. Kann man etwa die Konstante % auf der recht,

Seite dieser Ungleichung durch eine kleinere Konstante ¢ ersetzen, fiir die noch
dasselbegilt, d. h., gibt s eine kleinere Konstante c derart, daB es zu jeder irrationalen

Zahl unendlich viele Nlihemngsbriiche% mit

Picl

|°‘ e \< ¢

gibt ¥ Ferner: Wenn es solche Zahlen c. <% gibt, wie sieht die kleinste derartige
Zahl aus ! Die Losung dieses-Problems bedeutet die Bestimmung des im bekannten
Sinne besten universellen (d. h. fiir jede irrationale Zahl « geltenden) Niherungs-
gesetzes fiir die Approximation reeller Zahlen durch rationale Briiche.

HURWTTZ konnte zeigen, daB der kleinstmiogliche Wert der Konstanten ¢ die
Zahl F: ist. Kurz darauf bewies BOREL, daB von drei aufeinanderfolgenden Néhe-
rungsbriichen einer Zahl « igstens einer die g te Niherung ergibt. Es
gilt also
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Satz 6. Wenn ’;' ::; z::: dres aufesnanderfolgende Néiherungsbriche der Zahla

sind, 8o gilt wenigstens eine der Ungleichungen

'a—& < 1 | _ Pr1 1 ! Pr+2 1
y—qg m+1] Vgl gn+2 V5ad,e
Zu jeder Zahl ¢ < r—5: gibt es eine irrationale Zahl o derart, daf die Ungleichung
--3<s
| " ¢

nur fiir endlich viele rationale Briiche % erfullt ist.

Beweis. Zum Beweis der ersten Behauptung des Satzes 8 bendtigen wir das
folgende

Lemma. Von den beiden Quotienten q’;“ und 22 g'" ist mindestens einer grofer
als die Zahl y = VB +1,
2

In der Tat: Aus q"“ <y, Z:” < y1) wiirde wegen 1 + % =7y folgen, daB

gn+2 n __
q..+1_“"”+q +1>1+ =y

ist, was nioht gilt. Damit ist das Lemma bewiesen.
Fir den nun folgenden Beweis setzen wir fiir jedes s 21

y>

=41+ l;—l,
wobei
w1 = [Bia1; Biv2, Birs, .. ]
dieselbe Bedeutung wie in Kapitel IV (S. 283) hat. Dort (8. 284) haben wir gezeigt,
daB
1

I _“I—q¢(qmu+q-1)_wﬂ
lst Wir haben also unsere Behauptung bewiesen, wenn wir gezeigt haben, da8
wenigstens eine der Zahlen s, Va1, Pa+2 groBer als V5 ist.

Da nun o) = a4 +—— und q‘;l=a;+| +!1q:—1 ist, so gilt
! gi+1
1 1
Y= m“+ a4+2 [ ( 0)

Dabei iibertrifft nach dem oben berelts bewiesenen Lemma wenigstens einer
der Quotienten 'L;l oder :::: den Wert y. Zunéchst moge q"T“—> y sein. Da die
" L]

Funktion u + L fiir > 1 monoton wiichst, ist fiir den Fall, daB o2 Zq'Tﬂist,
»
v.+1-«.+¢+qf+1z wirt s >y +5= 15

1) Wegen der Irrationalitdt der Zahl y ist hier das Gleichheitszeich It dlich un-
mdglich.
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und fiir den Fall, daB o4z < q'“ ist, nach (10)

— qnu qn+1 ____
¥n= ¢g+2+ q~+| + >7’+ V—
qn
qn+l 1n+z

Wenn hingegen =—— 1> sein, und dieselbe Kette von Uber-

legungen mit jewells um 1 gréBerem Inde'( zeigt, daB yn,2 > V5_oder Yot1 > V-—
ist. Damit ist die erste Behauptung aus Satz 6 bewiesen.

Zum Beweis der zweiten Behauptung betrachten wir die Zahl « =y. Wegen
Y =l+-l7 iste=1[1;1,1,1,...],d.h. a. =1 und ay=a fiir jedes n. Hieraus
folgt, daB

<y ist, so muB

B_1l n_2 n 3

@ 1’ ¢ 17 g 2
also ¢, = Py, g; = p, ist. Auf Grund der Formeln pu+1 = P + Pa—1, G +1=0a+qn-1
folgt hieraus durch vollstindige Induktion, daB fiir jedes n

In+l = DPn
und mithin
gn+1 Pn

@ dn
gilt. Daher ist fiir alle hinreichend groBen n, wie klein ¢ > 0 auch immer gewiihlt
sein mag,

—»a=y (n->00)

”‘“ 2<yte,

also auf Grund von (10)

va<t+yte=|Ete

Pa

Hieraus folgt aber unmittelbar (unt.er Benutzung von l y—1In vgl. 8. 284

In
— Anm. d. wissenschaftl. Red.), daB fiir alle hinreichend groBen n

q"

Pa 1
——— >_—
|’ onl” orae

ist. Wenn also ¢ <—% ist, so kann es unter den Niherungsbriichen der Zahl y

nur endlich viele geben, fiir die

ist, wihrend von den Briichen, die keme Nﬁherungsbrﬂche von y sind, nach Satz 3
keiner diese Ungleichung erfiillen kann. Damit ist auch die zweite Behauptung
aus Satz 6 bewiesen.
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§ 14. Diophantische Approximationen
Wir sahen bereits, da der auf den ersten Blick so trivial anmutende Ubergang

von der Differenz m—% zur Differenz |gu — p| (als MaB fiir die Genauigkeit

einer Approximation) uns einerseits eine gesetzmiiBigere Losung einer frither ge-
stellten Aufgabe erméglichte und zum anderen uns in natiirlicher Weise an ganz
neue Probleme heranfithrte. Damit ist aber der eigentliche Wert dieses Uberganges
noch gar nicht voll erkannt. Die prinzipiell wichtigen und historisch bedeutungs-
vollen Probleme der hierdurch angebahnten Entwicklung liegen weit auBerhalb
der Grenzen nicht nur der Theorie der Kettenbriiche, sondern auch des Problem-
kreises der Anniherung reeller Zahlen durch rationale Briiche. Daher miissen wir
auch hier auf diese iiberaus weittragenden SchluBfolgerungen zu sprechen kommen.
AnliBlich der Suche nach ganzen Zahlen p und g, fiir die die Differenz g — p
ibrem Betrage nach beliebig klein wird (diese Frage haben wir doch im wesentlichen
in der ersten Hilfte des vorliegenden Kapitels behandelt), beschiftigten wir uns
— so kann man offenbar unser Bemiihen auch kennzeichnen — mit der angenéher-
ten Losung der Gleichung
rx—y=0 (11)
in ganzen Zahlen z und y bei gegebener reeller Zahl a. Dabei setzten wir voraus,
daB z positiv ist, und schlossen die triviale genaue Losung # =y =0 aus. Wenn
die Zahl « rational ist, so besitzt die Gleichung (11) stets unendlich viele nicht-
triviale (d. h. von der im folgenden ein fiir allemal ausgeschlossenen trivialen Losung
x =y = 0 verschiedene) genaue Losungen. Wenn dagegen « irrational ist, so kann
die Gleichung (11) auBer der trivialen Losung keine genauen Ldsungen besitzen.
Daher erhebt sich hier ganz naturgemii die Frage nach der angeniherten
Losung dieser Gleichung und den dabei geltenden GesetzmiiBigkeiten. Mit diesen
Fragen haben wir uns im vorangehenden beschiiftigt. Den in diesem Zusammen-
hang gewonnenen Satz 6 konnen wir von unserem neuen Standpunkt aus folgender-
maBen formulieren: Fiir irrationales « besitzt die Gleichung (11) unendlich viele an-
gendherte Losungen z >0, y mit

1
|zu—y|<ﬁ,
und die Zahl —l? 8t die kleinste positive Konstante, die in di Z: hang

aufireten kann.

LEJEUNE DIRICHLET gebiihrt das Verdienst, eine Methode von bewunderungs-
werter Einfachheit und Tragweite geschaffen zu haben, mit deren Hilfe man die
Aufgabe der niherungsweisen Losung der Gleichung (11) (und — wie wir bald
sehen werden — auch vieler anderer dhnlicher Aufgaben) ohne Benutzung der
Kettenbriiche oder anderer spezieller Algorithmen bewiltigen kann.

Es sei verlangt,

lza—y| <} (2>0) (12)
zu machen, wobei ¢ eine gegebene (groBe) natiirliche Zahl ist. Wie gro8 miissen

wir dazu die Zahl z (und damit auch y) wihlen ? Um hierauf eine Antwort zu finden,
lassen wir z der Reihe nach die Zahlen 0,1, 2, ..., ¢ durchlaufen und besti
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>

zu jedem dieser Werte den gebrochenen Anteil
zo — [7a)
des Produktes za. A&f diese Weise erhalten wir ¢ |- 1 Zahlen 2o — [xa], die offen-
sichtlich simtlich die Ungleichung
0 Sza—[zal <1 (0K z KY)
erfiillen. Wenn wir nun das Intervall [0, 1] in ¢ gleiche Teile (der Linge %) unter-

teilen, wobei wir zu jedem Teilintervall den linken, aber nicht den rechten End-
punkt hinzurechnen, gehort offensichtlich jede der Zahlen za — [za] genau einem
der Teilintervalle an. Da wir aber ¢ 4 1 Zahlen und nur ¢ Intervalle haben, miissen
in wenigstens einem Teilintervall zwei Zahlen z0 — [z,a] und zpa — [%;a] ent-
halten sein. Dann ist aber der Betrag der Differenz dieser beiden Zahlen kleiner

als die Linge des sie enthaltenden Teilintervalls, also kleiner als % . Nehmen wir an,
es sei x) < 7,, und setzen wir ¥, — 7, = z, [%a] — [¥,] = y, so finden wir, daB
1
|oa—y| <5
ist, wobei offensichtlich 0 < z <t sein muB. Wir gelangen auf diese Weise zu
der ‘folgenden, von DIRICHLET stammenden Aussage:

Satz 7. Es sei a eine beliebige reelle und t eine beliebige natirliche Zahl. Dann
gibt es stets ganze Zahlen x und y derart, daf

1
|z —y| <+ (13)
gilt, wobei 0 < x ¢ dst.

Man kann also die Ungleichung (12) immer erfiillen, wobei man 2 nicht groBer
als die gegebene Zahl ¢ zu wihlen braucht. Aus der Ungleichung (13) ergibt sich
offensichtlich die Ungleichung

1
lsa—yl <1,

deren Bestehen fiir geeignet gewihlte Losungen uns bereits aus der Theorie der
Kettenbriiche bekannt ist. Wir haben sie jetzt mit Hilfe der DIRICHLETschen
Methode ohne irgendei Algorithmus bewiesen. Andererseits 1aBt sich Satz 7

auch leicht mit Hilfe der Kettenbriiche beweisen: Dazu seien Z* die Naherungs-

briiche der Zahl «. Wir wihlen dann die Zahl # so (was offenbar smet.s moglich ist),
daB g4 < ¢ < g4y ist. Dann ist — wie bekannt —

1
<=

lq'a_‘p'l<qm>l t

(@ <),

was den Satz 7 beweist. Der Hauptvorteil der Methode DIRICHLETs besteht nun
keineswegs nur in ihrer Einfachheit (obwohl dies schon ein hinreichendes Moment
fiir ihre Bedeutung wiire). Ihre Tragweite erwelst sich erst dann in vo]lem Ma.Be
wenn wir von der el t Gleichung (11) zu komplizierteren und al

Aufgaben iibergehen.
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DIRICHLET bemerkte, daB man slch dleselbe Aufgabe, die wir eben fiir die Glei-
chung (11) gelést haben, auch al fir G gen der Form

“1¢1+za°‘2+ vt Tt —y=0
stellen kann, wobei «,, ay, . . ., as gegebene reelle Zahlen und #,, Z,, . . ., Za, y Ver-
dnderliche fiir ganze Zahlen seien. Dabei soll natiirlich die triviale Ldsung
%y =, =+++ = %p = y = 0 wiederum ausgeschlossen sein. Kann man auch hier
durch entsprechende (nichttriviale) Wahl von ganzen Zahlen z; und y die Differenz

n
Dmu—y
il

ihrem absoluten Bétrage nach beliebig klein machen, und, wenn ja, wie muB man
dabei die Zahlen z; (und folglich auch y) withlen? Es wiire hoffnungslos, diese
Aufg&be mit Hilfe der Kettenbriiche losen zu wollen: Die Geschichte des hier be-
trachteten Gebietes der Mathematik zeigt, daB es keinen allgemeinen Algorithmus fiir
eine derartige gleichzeitige Approximation mehrerer Irrationalititen ay,ay,. . ., 0
gibt (und wahrscheinlick auch nicht geben kann), wie wir ihn fir den Fall
einer einzelnen Irrationalitit o in Form der Kettenbriiche besitzen. Die Methode
DiricHLETs li8t sich dagegen — wie wir sogleich zeigen werden — sehr leicht der
neuen Aufgabe anpassen und fithrt ebenso einfach zu ihrer Losung wie im Fall der
vorhergehenden Grundsufgabe.

Dazu lassen wir die Variablen z,, x,, . . ., #; unabhiingig voneinander die Zahlen
0,1, ..., tdurchlaufen (wobei ¢ eine gegebene natiirliche Zahl ist). Wir erhalten auf
diese Weise offensichtlich (¢ + 1)* Wertsysteme (z,, z,, . . ., #») und folglich ebenso

viele Summenwerte 3’ x;o; und ebenso viele gebrochene Anteile

fel

n n
Znou——[z‘zmu]. (14)
iml f=1
(Von diesen Anteilen ko unter Umstiinden einige gleich sein — dieselbe Be-

merkung gilt iibrigens auch fiir den oben betrachteten Grundfall —, jedoch éndert
dies nichts am folgenden Beweis.)

Wir teilen nun das Intervall [0, 1] in ¢* gleiche Teile {der Linge 1 , wobei jeweils
wieder der linke, aber nicht der rechte Endpunkt zum Teilintervall hinzugezihlt werden
soll. Dann liegt wieder jeder gebrochene Anteil in genau einem Teilintervall, und da
die Anzahl (¢ 4 1)* dieser Anteile groBer ist als die Anzahl ¢ der Teilintervalle,
enthiilt mindestens eines der Teilintervalle zwei der gebrochenen Anteile (14).
‘Wenn wir schlieBlich die Werte der Verinderlichen dieser beiden gebrochenen An-
teile mit 2, 23, . . ., 25 bzw. z1’, 2%, . . ., 2 bezeichnen und

o —ri=z (1KiKn), [‘Z;Z"’ou]— ‘Z'lrius]=y

setzen, so erhalten wir wie frither:

1
<F’

M
Sru—y
=1

n
wobei || <t und nicht alle z; gleich Null sind (wa.s wir bequem in Yz} > 0 zu-
=1
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sammenfassen konnen). Wir kommen auf diese Weise zu folgendem Satz, der eben-

falls von DIRICHLET aufgestellt wurde:
Satz 8. Wenn ay, ay, . . ., a, beliebige reelle Zahlen sind und t eine beliebige natiir-
liche Zahl ist, so gibt es ganze Zahlen z,, z,, . .., xn, y derart, daf

" »
‘Z;xm—yl<,l,,, |t A<ign), _Z:x§>0
1st.

Wenn wir die groBte der Zahlen |z, |, |2,], . . ., | %] mit x bezeichnen, so erhalten
wir aus Satz 8 offensichtlich die

Folgerung. Unter den Voraussetzungen des Satzes 8 gibt es umendlich vielel)
Wertsysteme z,, x5, ..., Tn, y mit

hd 1
‘_3',‘1 04 — y, <z

Diese Ungleichung, die die aus der Theorie der Kettenbriiche bekannte Un-
gleichung

1
lgz—pl<g
verallgemeinert, 148t sich nicht mit bek ten algorithmisc Methoden be-
weisen und stellt daher ein bemerkenswertes Anwendungsbeispiel der DIRICHLET-
schen Methode dar.

Nachdem dieser erste Schritt einer Verallgemeinerung erst einmal getan war,
erffnete sich bald ein unerschopfliches Forschungsfeld. Von der allgemeinen linearen
homogenen Gleichung, mit der auch wir uns eben beschiftigt haben, ging man zu-
nichst einerseits zu Systemen von solchen Gleichungen und andererseits zu in-
homogenen Gleichungen itber. SchlieSlich beschiftigte man sich nicht nur mit
linearen Gleichungen, sondern auch mit algebraischen Gleichungen héheren Grades

!) Dies kann man nach dem Muster des Beweises von EUELID fiir die Unendlichkeit der Menge
der Primzahlen folgendermaBen erschlieBen: Es seien z, 4, Zouy-- ) Zau, Yu (6 = 1,2,...,m)
beliebige derartige Wertsysteme, unter denen ohne Beschrink der All inhei

" n
‘2 Timoy — y,,,l minimal sei. Wenn ‘ X Ty m4 — Ym| = 0 ist, 80 sind wir fertig, da dannalle
-1 i=1

Wertsysteme kim,kgm, ..., kZam, kym, Wobei k eine beliebige ganze und von Null ver-
»

schiedene Zahl ist, das Verlangte leisten. Ist hingegen ‘2 Zimos — Ym| <= 0, 80 gibt es eine
-1

natiirliche Zahl ¢ derart, daB ‘l,,s

»
X Tym% — Ym| ist. Zu dieser Zahl ¢ gibt es nach Satz 8
i=1

. k] 1
dann ein Wertsystem 2, ., . 1, 2500 115045 Zp s 13 Ypn oy derart, daB ‘le‘m“ 4= Ymt1| <pas

»
ey | S (1< i< m) und ‘Zzgm“ >0 ist. Dann ist aber — wegen der Wahl
=1

"
von | X Zimas— ym| — sicherlich das Wertsystem z,,, .1, Zopy1s---s Tpypmypps Ym+1 VOR

allen Wertsystemen Tips Zpyreor Zyyr Yn (# =1,2,..., m) verschieden und daher

»
‘L;’:‘,,.HN— ym+1| < =, sofern z die groBte der Zahlen |z, . .| ist. — Anm. d. wissen-

schafil. Red.
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und danach mit gewissen ¢ denten Gleich Damit wurde die Lehre
von der niherungsweisen Losung von Gleichungen durch ganze Zahlen geschaffen,
die nach einem Vorschhg von MINKOWSEI heute iiblicherweise Theorie der dio-
phantischen App t wird. Dieser Name ist sehr treffend, weil
man schon von a.]tersher unter diophantischen Qleichungen Gleichungen in Unbe-
stimmten fiir ganze Zahlen versteht. Die Begriinder dieser Theorie waren DIRICHLET,
TSCHEBYSCHEW, KRONECKER und MINKOWSKI. Insbesondere wurde durch MiN-
KOWSKI eine tiefe und sehr zugkriftige Methode fiir dieses Gebiet geschaffen, die
in der systematischen Anwendung geometrischer Gesetze auf Probleme der
Zahlentheorie (der sogenannten ,,Geometrie der Zahlen*) besteht.
Die inhomogene lineare Grunduunfgabe dieses Gebietes besteht offensichtlich darin,
die angeniiherten Losungen der Gleichung
za—y—pf=0 (15)
zu finden, wobei « und f gegebene reelle Zahlen und z und y Unbestimmte fiir ganze
Zahlen sind. Diese Aufgabe wurde erstmalig von dem groBen russischen Mathe-
- matiker TSCHEBYSCHEW gestellt und auch eingehend untersucht. Wenn wir voraus-
setzen, daB 0 < B < 1ist (wodurch offenbar die Allgemeinheit der Aufgabenstellung
nicht eingeschriinkt wird), so ist y = [z«], und die von TSCHEBYSCHEW gestellte
Aufgabe besteht in der Bestimmung solcher ganzzahligen Werte von z, fiir die der
gebrochene Anteil des Produktes xa nahe bei der vorgegebenen Zahl § liegt, analog
wie wir frither die Werte 2 suchten, fiir die dieser Anteil mdglichst nahe bei Null
liegt. Schon daB es maoglich sein soll, fiir ein beliebiges ¢ > 0 p de ganze
Zahlen 7 und y mit

|ze—y —B|<e (16)
zu finden (d. h. die Moglichkeit, die Gleichung (15) durch ganze Zahlen beliebig
genau zu ldsen), ist hier zunichst keineswegs klar. Wenn z. B.die Zahl « = %

rational ist, so laBt sich auch za — y fiir beliebiges ganzes x und y als rationaler
Bruch mit Nenner b darstellen; falls also § von dem niichsten Bruch mit dem
Nenner b den positiven Abstand 8 hat, 1Bt sich die Ungleichung

|za —y—p|<d
nicht durch ganze Zahlen x und y erfiillen.

Um so bemerkenswerter ist es, daB8 sick fir irrationales o die Ungleichung (18)
Jiir beliebiges B und beliebiges ¢ > 0 mit d Ghlt Zahlen = und v
realisieren liPt. Am einfachsten liBt sich “das durch folgende Uberlegung beweisen:
Aus der Theorie der Kettenbriiche wissen wir, daB es zu jeder irrationalen Zahl a
ganze Zahlen p und ¢ gibt derart, daB

O<gqa—p<e
ist. Setzen wir zur Abkiirzung ga — p = A und betrachten wir die Zahlenfolge
0,4,24,...,k4,...,

8o finden wir eine Zahl k>0, fiir die
K<< (k+1)2
|kA —B| = [kga —kp—B| <A<e
ist. Wenn wir also xr = kg und y = kp setzen, so ist die Ungleichung (18) erfiillt

und mithin
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Bis jetzt haben wir uns nur mit der Frage nach der Moglichkeit einer ange-
naherten Losung der Gleichung (15) mit beliebiger Genauigkeit befaBt, ohne dabei
nach der GroBe der dazu erforderlichen Zahlen z und y zu fragen. Man kann jedoon
auch in dieser Richtung noch fortschreiten und Gesetze aufstellen, die analog den
Satzen fiir die homogene Aufgabe sind, die wir im vorangehenden erhalten haben.
Wir beschriénken uns hier auf den Bewels eines Satzes von TSCHEBYSCHEW, der
ein wichtiges Resultat seiner Unter darstellt.

Satz 9. Wenn o eine irrationale Zahl und B eine beliebige reelle Zahl ist, so gibt
8 unendlich viele ganze Zahlen z und y, fir die

|za—y—p| <|i,|
sat.
Beweis. Es sei % ein Niherungsbruch der Zahl «, so daB also
1

le—tl<w
ist. Wir bezeichnen dann mit r die dem Produkt gf am néchsten gelegene ganze
Zahl, fir die mithin
a7

1 r

lp—rI<g. |6—7

gilt. Aus Kapitel II wissen wir, daB wir die Kongruenz
»z=r (mod gq)

durch efte ganze Zah} z erfiillen kénnen, die in einem beliebig vorgegebenen Inter-
vall der Linge g liegt. In diesem Sinne sei

pr=r(modyg), %Sz<3?q
so daB also
>3 (18)

und auBerdem
pr—7r=4qY (19)

ist. Dann folgt aus (17), (18) und (19):
= Py _ [Ty PE—9Y—"
lxa—y—ﬁl—-‘z(a— q) (‘8 q)+ q

==

wobei gemiB z > %q die Zahlen z und y noch beliebig groB gewihlt werden kinnen.
Damit ist Satz 9 bewiesen.

Die Konstante 3 auf der rechten Seite der Ungleichung kann noch bedeutend
herabgesetzt werden. MINROWSKI hat fiir die nicht durch ganze Zahlen genau

16sbaren Gleichungen (16) gezeigt, a8 der beste Wert der Konstanten 7 ist.

5!

<F+2_q<




Kapitel VI

ALGEBRAISCHE UND TRANSZENDENTE ZAHLEN

§ 15. Der Satz von LiouviLLe und das erste Auftreten
von transzendenten Zahlen

Jede rationale Zahl % ist offensichtlich Wurzel einer Gleichung ersten Grades

mit ganzen Koeffizienten, nimlich der Gleichung
bz—a=0,
und umgekehrt ist jede Wurzel einer solchen Gleichung eine gewisse rationale
Zahl. Auf diese Weise kénnen wir die Menge der rationalen Zahlen als Menge der
‘Whurzeln aller Gleichungen ersten Grades mit ganzen Koeffizienten charakterisieren.
Von diesem Standpunkt aus werden wir natiirlich genelgt sein, a.ls einfachste
Gl

Irrationalzahlen diejenig h welche quadrati

ar®+bx+c=0 1)
mit ganzen Koeffizienten a, b, c geniigen. Tatsichlich sind ja auch die ersten

Irrationalititen, mit denen man schon auf der Schule bekannt wird, Quadrat-
wurzeln aus ganzen oder, allgemeiner, rationalen Zahlen. Zwar ist jede derartige Zahl

«=]/2 @

Waurzel der quadratischen Gleichung
g2t —p =0,

die lediglich einen Spezialfall der Gleichung (1) darstellt, jedoch kann man bekannt-
lich jede Wurzel einer beliebigen Gleichung (1) mit ganzzahligen Koeffizienten
a, b, ¢ rational durch Irrationalititen vom Typus (2) ausdriicken. Weiter lernt man
in der Schule Wurzeln dritten, vierten Grades usw. aus rationalen Zahlen kennen.
Derartige Irrationalititen sind entsprechend Wurzeln von Gleichungen dritten,
vierten Grades usw. mit ganzen Koeffizienten (jedoch kann man hier im allgemeinen
nicht mehr die Wurzeln einer beliebigen Gleichung rational durch derartige
Irrationalititen ausdriicken — Anm. d. wissenschaftl. Red.).

Wenn wir in den vorangehenden Uberlegungen noch einen Schritt weitergehen,
so kommen wir zu denjenigen reellen Zahlen, die Wurzel einer beliebigen alge-
braischen Gleichung

a4z g, 2% 14t an12+ =0 (3)
mit ganzzahligen Koeffizienten g, @y, . . ., a, sind. Derartige Zahlen nennen wir
algebraisch, und zwar heiBt genauer eine reelle Zahl «. algebraisch vom Grad (oder
von der Ordnung) n, wenn « Wurzel einer Gleichung (3) vom Grad n, aber keiner
Gleichung desselben Typus von einem kleineren Grad ist. In diesem Sinne sind
die rationalen Zahlen algebraisch vom Grad (oder von der Ordnung) Eins, wihrend
z. B. J2 algebraisch vom Grad Zwei ist usw.
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Die erste und Hauptfrage nach der Einfithrung dieses Begriffes lautet offensicht-
lich: Gibt es reelle Zahlen, die nicht algebraisch sind, die also keiner Gleichung (3)
mit ganzen Koeffizienten geniigen ¥ Die erste Antwort auf diese Frage in Form
eines Beispiels fiir eine nichtalgebraische Zahl wurde in der Mitte des 19. Jahr-
hunderts von LIoUVILLE gegeben. Dazu schlug er folgenden Weg ein: Zunichst
zeigte er, daB bei der Anniherung algebraischer Zahlen durch rationale Briiche
gewisse ganz spezifische GesetzmiiBigkeiten auftreten, und gab dann einfache Bei-
spiele fiir Zahlen an, die diesen GesetzmiBigkeiten nicht geniigen und folglich
nicht algebraisch sein kénnen. Die nichtalgebraischen reellen Zahlen heiBen transzen-
dent (d.h. die Grenzen (der Algebra) iiberschreitend). Die transzendenten Zahlen
LiouViLLEs, deren Konstruktion wir glei¢h vorfiihren, bildeten historisch die ersten
Beispiele fiir derartige Zahlen.

Es sei a eine algebraische Zahl vom Grade » > 1, die die Gleichung (3) (und
keine Gleichung niedrigeren Grades) erfiillen mdge. Wenn wir die linke Seite von (3)
zur Abkiirzung mit f(z) bezeichnen, so gilt also f(x) = 0. Wiirde nun das Poly-

nom f(x) neben « eine rationale Nullstell %‘ it so wiire f(x) nach dem Satz

von BEzoUT durch z ——% teilbar, und wir hiitten

f@)=(a—F)fi(@),
wobei f; () ein Polynom mit rationalen Koeffizienten vom Grad n—1 ist. Da f(«x) =0

und a — 3 0 ist, miiBte f,(«) = O sein. Wenn dann ¢ der Hauptnenner der
3 1

Koeffizienten des Polynoms f,(z) ist, so ist gf;(z) ein Polynom vom Grad n — 1
mit ganzen Koeffizienten, fiir das gleichfalls gf, (x) = 0 sein miiBte, was nicht der
Fall ist, da « nach Voraussetzung eine algebraische Zahl der Ordnung = sein sollte.
Wir haben damit gefunden, daB das Polyrom f(z) keine rationale Nullstelle be-
sitzen kann.

Auf Grund des Satzes von BfzouT ist wegen f(x) = 0 identisch

f(z) = (z —a) p(2),

wobei ¢ (x) ein Polynom vom Grad » — 1ist. Wenn wir nun = % setzen, so erhalten

wir
i Y g
f(q) (5 “)"’(4)' @
Wir wihlen jetzt den rationalen Bruch 2 aus dem Intervall (x — 1, + 1) und

bezeichnen den gréBten Wert der Funktion |p(x)| in diesem Intervall mit §, so daB
also insbesondere

ya
olgl=e
ist. Da nach dem Bewiesenen
P\| _ |22 +a,pr-lg+ .-+ ang®|
lf(q)l_ [ |>o

ist, muB ' f (g)' 2% sein, und die Relation (4) ergibt in Verbindung mit der Un-
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gleichung (5)
I - ﬂl > 1
Y| =B
Dies gilt fiir jeden beliebigen rationalen Bruch 2 gus dem Intervell (x — 1, x + 1).
Liegt jedoch % auBerhalb dieses Intervalls, so ist
P 1
[—=r27
Wenn also 4 die kleinere der Zahlen 1 und %bezeichnet, so gilt fiir jeden rationalen
Bruch %
_Pls A
|¢ q IZ ™’ ®)

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen, der die Grundlage fiir die LIOUVILLE-
sche Konstruktionsmethode bildet:

Satz von LIOUVILLE: Zu jeder algebraischen Zahl vom Grade n gibt es eine positive
Zahl A derart, dap fir alle rationalen Briiche % die Ungleichung (8) gilt.

Wir wollen zuniichst die Aussage dieses Satzes noch etwas genauer beleuchten:
Als universelles (d. h. fiir jede irrationale Zahl a geltendes) Approximati

gesetz haben wir frither festgestellt, daB es unendlich viele rationale Briiche ?P
gibt, fiir die
P 1

Ia [1 | <7
ist. Damit ist nicht gesagt, daB nicht fiir spezielle Irrationalzahlen « ein viel besseres
Approximationsgesetz gelten kann. Wir werden bald sehen, daB diese Relation
keine Grenze darstellt, daB es vielmehr Irrationalititen gibt, die durch rationale
Briiche besser approximiert werden kéonnen, als irgendein vorgegebenes Approxi-
mationsgesetz festlegt. Der Satz von LIOUVILLE sagt nun gerade, daBl die alge-
braischen Irrationalititen nicht beliebig genau durch rationale Briiche approximiert
werden konnen; die Genauigkeit wird durch ein ganz bestimmtes Gesetz beschrankt
(und zwar hingt die Genauigkeit vom Grad der betrachteten algebraischen Zahl
ab). So gibt es z. B. fiir jede quadratische Irrationalitiit a (n = 2) eine Zahl 1 >0
derart, daB fiir jedes p und ¢

? A
l“ q ' = ¢
ist, d. h., die quadratischen Irrationalititen (z. B. V2_, V5—usw.) kénnen auf keinen
Fall besser als durch das ,,universelle’ Gesetz approximiert werden.

Wenn es uns gelingt, eine reelle Zahl zu konstruieren, die fiir jedes « eine bessere
Anniiherung gestattet, als nach dem Satz von LIOUVILLE maglich ist, so ist diese
Zahl notwendig transzendent. Es zeigt sich nun, daB eine solche Zahlenart (die
sogenannten ,,transzendenten Zahlen von LIOUVILLE®) sehr leicht konmstruiert
werden kann. Dazu kann jedes Verfahren benutzt werden, daB zur niherungsweisen
Darstellung reeller Zahlen durch rationale Briiche dient (jedoch kann man auch
die Konstruktion ohne ein solches Verfahren durchfiihren).
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Wir wollen hier zunichst die Methode der Kettenbriiche verwenden: Dazu setzen
wir @, = 0 und bestimmen die weiteren Glieder eines Kettenbruches rekursiv durch

folgende Festsetzung: wenn bereits die Teilnenner ay, @y, . . ., aa (und damit der

Niherungsbruch -51) bestimmt sind, so soll an41 = g} sein. Der auf diese Weise
',

konstruierte Kettenbruch [ay; a;, @, - - ., @, . . .] stellt — wie wir wissen — eine
gewisse irrationale Zahl « dar. Wir zeigen, daB diese Zahl « transzendent ist.

In der Tat: Bekanntlich ist fiir jedes k&

Pxl ) 1 1
@] Ge@rer G (@01 +He-1)  TROes]

woraus gemiB ari1 =g

qi+h

| & L3
folgt. Wenn nun A > 0 und die natiirliche Zahl n beliebig vorgegeben sind, so ist,
wenn die Zahl k = n so groB gewshlt wird, daB i, <Aist,

o—

ql+8 ql S : >
daher kann auf Grund des Satzes von LIOUVILLE « keine algebraische Zahl vom
Grad n und — da n ganz willkiirlich ist — iiberhaupt keine algebraische Zahl sein.

Wir fithren jetzt dieselbe Konstruktion noch einmal ohne die Verwendung eines
Algorithmus durch. Dazu beginrien wir mit einem ganz beliebigen reduzierten

Bruch % und umgeben ihn mit dem Intervall
1
= (11 —1’ 91
Im Intervall 4, wihlen wir einen reduzierten Bruch =* P’ nnt ¢s > ¢, und umgeben

ibn mit dem Intervall
—(a__- P
A’_(Q: @’ §|+ﬂ)

Wenn wir bereits das Intervall 4,_, konstruiert haben, so wihlen wir in diesem

einen reduzierten Bruch ? derart, daB g, > ga_1 ist, und umgeben ihn mit dem
n

Intervall

A
Diesen Proze8 kénnen wir unbeschrankt fortset Wir zeigen nun, daB jedes
Intervall 4, vollstindig in dem vorhergehenden Intervall 4,_; (» =2) enthalten
ist. In der Tat: Wenn z. B. der rechte Endpunkt von A, rechts von dem rechten
Endpunkt von A4,_, lige (oder mit ihm zusammenfiele), so miiBite
- 1 1
p_'!<p"_‘+ — S'&-l-;;

I -1 I-1 I In

1 p 1
a4 =(&_.. Pay ~
" \¢n q:’q..+
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und daher

Pac1 ﬂl Pa_1
91 -1 I s

sein; da der Mittelteil dieser Ungleichung ein positiver Bruch mit dem Nenner

¢%~14, ist, kann er nicht kleiner als

o<

sein, so daB also

n—1
n—13n
1 1
<=
PERT A o

sein miiBte, woraus sich ¢, < ¢n_1 ergibe, was dem Gang unserer Konstruktion
widerspricht.

Es ist also 4, vollstindig in 4., enthalten, so da — da die Lénge der Inter-
valle 4, fir » - oo gegen 0 strebt — es eine eindeutig bestimmte reelle Zahl «
gibt, die in allen Intervallen 4, (n =1, 2,3, ...) enthalten ist.

Es sei jetzt wieder ein 4 > 0 und eine natiirliche Zahl n beliebig vorgegeben.

Wenn wir dann & > n so groB wihlen, daB %< A wird, dann ist, da « in 4, liegt,
1 1 1 A

A <= .
' w| ¢ o %! oaG

Da 4 >0 und n ganz beliebig sind, ist mithin « nach dem Satz von LIOUVILLE
transzendent.

Px

§ 16. Die Methode von Cantor

Etwa 20 bis 25 Jahre nach den Arbeiten LIOUVILLEs erschienen die Unter-
suchungen G. CANTORs, in denen er den Grundstein fiir einen neuen wichtigen Zweig
der Mathematik, die Mengenlehre, legte. Eine der ersten Friichte dieser neuen
Theorie war ein neuer und auBerordentlich origineller Beweis fiir die Existenz
transzendenter Zahlen. Er enthilt Uberlegungen, die bis dahin noch niemals in der
Wissenschaft angewendet worden waren, und wurde in der Folge zum Vorbild einer
ganzen Reihe weiterer fruchtbringender Konstruktionen.

Zuerst richtete CANTOR seine Aufmerksamkeit auf die Tatsache, daB man die
algebraischen Zahlen gbzihlen kann. Was soll das bedeuten ? Es bedeutet, daB
man jeder algebraischen Zahl eine sie registrierende Nummer geben kann. Selbst-
verstéindlich bildet die Menge aller algebraischen Zahlen eine unendliche Menge,
da zu ihr alle rationalen Zahlen und damit insbesondere alle natiirlichen Zahlen
gehoren. Andererseits steht uns auch eine unbeschrinkte Menge von Nummern,
nimlich die Menge der natiirlichen Zahlen, zur Verfiigung. Es zeigt sich nun, da8
man mit Hilfe dieser unendlichen Folge von Nummern alle algebraischen Zahlen
durchnumerieren kann, &hnlich wie man mit Hilfe der ersten zehn natiirlichen
Zahlen die Finger der Hiande durchnumerieren kann. Aber ist das nicht trivial
Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen, konnen wir nicht mit ihrer Hilfe, da
sie uns einen unbeschrinkten Vorrat an Nummern bereitstellen, iiberhaupt jede
Menge von Gegenstinden durchnumerieren ¢ CANTOR zeigte (und das ist vielleicht
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das wesentlichste seiner ersten Resultate), daB dies nicht der Fall ist. Die Menge C
aller reellen Zahlen kann nicht mit Hilfe der unendlichen Menge der natiirlichen Zahlen
durchnumeriert werden. Aus dem Gesagten ergibt sich aber unmittelbar die Existenz
von transzendenten Zahlen, denn anderenfalls fiele die Menge C' mit der Menge 4
aller algebraischen Zahlen zusammen, und die Menge C' wire abzihlbar.

Wir wollen uns nun zunichst iiberlegen, wie man die Menge der algebraischen
Zshlen durchnumerieren kann. Dazu beachten wir, daB jede algebraische Zahl
Whurzel einer algebraischen Gleichung der Form (3) ist, wobei ay, a,, . . ., a, ganze
Zshlen sind und a, == 0 ist. Als ,,Hohe* dieser Gleichung bezeichnen wir die posi-
tive ganze Zahl

b=t lao| + lay| 4+ lanl
Wenn nun die Héhe 4 einer Gleichung vorgegeben ist, so sind durch sie der Grad
und die absoluten Betriige der Koeffizienten beschrinkt. Es kann also jeweils nur
eine endliche Anzahl von Gleichungen der Form (3) zu vorgegebener Hohe A geben.
In diesem Sinne wird die Gesamtheit der Gleichungen der Hohe 3 durch die Glei-
chungen

22 =0, —2?2=0, x+4+1=0, z—1=0,
—z+4+1=0, —2—1=0, 2z=0, —2z2=0
erschopft. Dieser Umstand gestattet es uns dchst, alle Gleichungen (3) durch-

ieren: Der kleinste Wert der Hohe einer Gleichung ist offensichtlich A = 2.
Zu dieser Hohe gibt es aber nur zwei Gleichungen, nimlich x =0 und —z = 0.
Diese Gleichungen versehen wir mit den Nummern 1 bzw. 2. Danach gehen wir
zu den oben genannten acht Gleichungen der Hohe k = 3 iiber und geben ihnen
der Reihe nach die Nummern 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. AnschlieBend gehen wir zu
den Gleichungen der Hohe A = 4 iiber und numerieren sie schrittweise durch die
Zahlen 11, 12, ... usw. Da es zu jeder Hohe & nur endlich viele Gleichungen gibt,
erhiilt bei unbeschrinkter Fortsetzung dieses Prozesses jede Gleichung vom Typus (3)
eine frithere oder spiitere, sie registrierende Nummer. Auf diese Weise kann man
also tatsichlich alle Gleichungen (3) durchnumerieren.

Wir kommen nun zur Numerierung der (reellen) algebraischen Zahlen. Diese
Numerierung gelingt uns, weil nach dem Fundamentalsatz der Algebra jede
Gleichung der Form (3) endlich viele (und zwar hichstens n) Wurzeln besitzt. Wir
betrachten zunichst die Gleichung mit der Nummer 1. Sie moge n, paarweise ver-
schiedene reelle Wurzeln besitzen, die wir mit «,, a,, ..., o, bezeichnen wollen.
Dann kommen wir zur Gleichung der Nummer 2. Diese mdgen, reelle Wurzeln
besit; die voneinander und von den reellen Wurzeln der Gleichung Nummer 1
verschieden sind und die wir mit «s,+1, %s +2, . - ., %n, +n, bezeichnen wollen. An-.
schlieBend bezeichnen wir mit

Oy bmy+1s  Ony+myd2y -+ 5 Onydmydn,
die reellen Wurzeln der Gleichung mit der Nummer 3, die voneinander und von
den Wurzeln der Gleichungen mit den Nummern 1 und 2 verschieden sind usw.
Wenn wir diesen ProzeB unbeschrinkt fort , 80 erhalten wir eine Folge
1 lgs e erns e o

von reellen Zahlen, in der jede reelle Zahl, die irgendeiner Gleichung vom Typus (3)
geniigt, einmal und nur einmal vorkommt. Diese Menge von reellen Zahlen ist
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also nichts anderes als die Menge aller algebraischen Zahlen, die wir damit wirklich
durchnumeriert haben.

Nachdem die Numerierung der Menge der algebraischen Zahlen gelungen ist,
bereitet die Konstruktion von transzendenten Zahlen keinerlei Schwierigkeit mehr.
Dazu habe der Kettenbruch, der die Zahl «; darstellt, die Form

o, =[al®; a®, o, ..., a®, ..1],
wobei wir (nur fiir dieses Mal) verabreden wollen, daB in den Fillen, in denen oy eine
rationale Zahl ist, in denen unser Kettenbruch also ein letztes Glied a* besitzt,

o), =al¥); =- - . =0 gesetzt wird (damit nimlich jede reelle Zahl in Form eines
unendlichen Kettenbruches erscheint). Wenn wir dann fiir jedes k > 0
by =a 41

setzen, so besitzt der Kettenbruch
[0;b;,b5,...,0a,...1,

mit b, begonnen, simtlich positive Glieder, stellt also eine gewisse reelle Zahl § dar.
‘Wir zeigen nun, daB § transzendent ist. In der Tat: Da die Folge (7) nach Konstruk-
tion simtliche algebraischen Zahlen enthiilt, so miite die Zahl 8, falls sie algebraisch
wire, gleich einer der Zahlen «; aus der Folge (7) sein; dann wire aber, wegen der
Eindeutigkeit der Darstellung der Zahlen als Kettenbriiche, by = al’ fiir jedes
n >0, also insbesondere by = a{*’, was der Definition der Zahl f widerspricht.
Damit ist gezeigt, daB die Zahl § wirklich transzendent ist.

Es ist klar, daB wir bei dieser Konstruktion einer transzendenten Zahl die Defi-
nition der Zahlen b; noch beliebig variieren kénnen. Das zeigt, daB man mittels
des CANTORschen Verfahrens beliebig viele transzendente Zahlen erhilt.

§ 17. Die arithmetische Natur der klassischen Konstanten

Im vorangehenden war es uns stets ohne erhebliche Schwierigkeiten gelungen,
Zahlen mit einer vorgegebenen arithmetischen Struktur zu konstruieren. Wir
konnen im Rahmen des Moglichen beliebig viele Beispiele von Zahlen angeben, die
nachweisbar irrational oder tr dent sind und die durch rationale Briiche sehr gut
oder auch nicht allzu gut approximierbar sind usw. Im Gegensatz dazu ist es un-
verglelchhch schwieriger, die arithmetische Natur einer Zahl zu bestlmmen, die
in der mathematischen Praxis unter keineswegs arithmetisch } kten
auftritt, die also sozusagen von auBen in die Arithmetik hineinkommt. Ist z. B.
die Zahl z, die in der Geometrie als das Verhiltnis von Umfang und Durchmesser
des Kreises definiert wird, rational oder irrational ? Hieriiber sagt ihre Definition
zunéchst gar nichts aus. Oder ist die Zahl e, die in der Analysis als

e=lim (143)°

¢=1+.11_!+2l!+ R T (8

n!
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definiert wird, algebraisch oder transzendent, und inwieweit ist sie durch rationale
Briiche approximierbar ¢ Auch ihre Definition 148t hleruber nichts erkennen. Die
Zahlen e und z spielen jedoch in der Math tik eine so fund tale Rolle, daB8
man iiber ihre arithmetische Natur moglichst genauen AufschluBl erhalten méchte.
Daraus erklirt es sich, daB die Frage nach der arithmetischen Stiruktur dieser und
auch anderer ,klassischer Konstanten* seit langem die Gemiiter der Wissen-
schaftler bewegt Die Schwierigkeit dieser Aufgabe spornte jedoch — wie es stets
der Fall zu sein pflegt — die Forscher zu weiteren Bemithungen an. Wi leich
such heute noch viele dieser Aufgaben ungelést sind, so kann sich doch die
Forschung mit vollem Recht bedeutender Erfolge in dieser Richtung rithmen,
Erfolge, die den Anstrengungen der groBten Geister vornehmlich des letzten Jahr-
hunderts zu verdanken sind.

VerhiiltnismiBig friith wurde erkannt, daB die Zahlen e und = irrational sind.
Der Beweis der Irrationalitit von e kann sogar so leicht erbracht werden, daB wir
ihn hier vorfithren kénnen. Als Ausgangspunkt wihlen wir die Definition (8) von
€ als Summe einer unendlichen Reihe.

Wiire die Zahl e rational, also e = %, so wire die Zahl ble ganz; aus (8) ergibt
sich jedoch

bl b b!
ble=bl++5+- + 45+ ,
bt !
terorterert
wobei alle Summanden der ersten Zeile auf der rechten Seite ganze Zahlen sind;
stinde nun auf der linken Seite eine ganze Zahl, so wiire auch die Summe in der
zweiten Zeile, also die Gréfie
1 1 1
=t ernery TerneraeEn T
eine ganze Zahl, im Widerspruch dazu, da8 diese Summe positiv und andererseits

1 1 1
“<pritermtormtorsh

also 0 <« <1 ist. Damit ist die Irrationalitit von e bewiesen.

Der Beweis fiir die Irrationalitit von = ist bedeutend verwickelter, da wir fiir
n keine so einfache und arithmetisch iibersehbare Darstellung kennen, wie wir sie
fiir die Zahl e in Form der Reihe (8) besitzen. Er wurde erst in dem Augenblick

gefunden, als es gelang, die Zuhl in Form eines Kettenbmches darzustellen.

Da sich dieser Kettenbruch als unendhoh erweist, ist die Zahl — und mithin auch
die Zahl x irrational.

Noch unverhaltmsmﬂlg schwieriger war die Frage zu lésen, ob die Zahlen e
und 7 algebraisch oder tr dent sind. Zuerst bewies im Jahre 1873 HERMITE
mittels komphzlerter analytischer Methoden, die auf der Betrachtung gewisser
bestimmter Integrale mit unendlichen Grenzen beruhen, die Transzendenz der
Zahl ¢. In Anbetracht der fundamentalen Rolle, die die Zahl e in der Differential-
und Integralrechnung spielt, darf die Benutzung von Integralen zur Losung der
Frage nach der arithmetischen Natur dieser Zahl nicht besonders verwunderlich
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eracheinen. Meun Johre spiter bewies LINDEMANK die Transzendenz der Zehl wt,
indem er das Verfahren von HERMITE weiter ausbaute. Dieser Zugang zur Zahl x
durch das HERMTTEsche Verfahren mag zuniichst recht seltsam anmuten, da nach
ihrer Definition die Zahlen e und # nichts miteinander zu tun haben; sie sind aus
ganz verschiedenen Gebieten in die Arithmetik gekommen. Bemerkenswert ist nun,
daB die Zahlen ¢ und z in der Analysis eine ganz enge Verkniipfung durch die Formel
e — — 1 erfahren. Auf diese Weise kann man jede dieser Zahlen auf die andere zu-
riickfithren, ein Umstand, den sich LINDEMANN in seinem Beweis zunutze machte.

Nachdem damit die Transzendenz der wichtigsten beiden klassischen Konstanten
bewiesen war, ereignete sich auf diesem Gebiet lange Zeit hindurch nichts Neues.
Wie kiimmerlich es noch heute in diesem Gebiet mit allgemeinen Methoden steht,
kann man daraus ersehen, daB wir gegenwiirtig noch nichts iiber die arithmetische
Natur solcher Zahlen wie ¢ + 7, ¢ —n oder en wissen (es ist sogar unbekannt,
ob sie rational oder irrational sind). 1907 gab HILBERT einen wesentlich einfacheren
Beweis fiir die Transzendenz der Zahlen e und n als vorher HERMITE und LINDE-
MANN. HURWITZ gelang es dann, einen Beweis zu finden, der im wesentlichen ohne
Integrale auskommt (jedoch dafiir ausgiebig die Mittel der Differentialrechnung
benutzt) Wenn auch alle diese Untersuohungen auBerordentlich heﬂ.legend und

tlich eleganter als die vor g den waren, so waren sie doch metho-
disch keineswegs ergiebiger als diese; sie vermochten keine neuen Resultate auf-
zudecken.

Auf dem internationalen Mathematiker-Kongre8 von 1900 lenkte HILBERT in
seinem berithmten Vortrag iiber aktuelle mathematische Probleme die Aufmerk-
samkeit darauf, daB wir von den von auBlen in die Arithmetik eingedrungenen
Zahlen e und bislang genug wissen, withrend iiber die arithmetische Natur g
Zahlen gen innerarithmetischer Herkunft bis dahin nichts bekannt war. Als
Beispiel verwies er auf die Zahl 2/Zund allgemein auf Zahlen der Form of, wo-
bei « und § algebraische Zahlen, « verschieden von Null und Eins, und 8 irrational
ist (eine derartige Zahl ist z. B. e7, da aus e™* = — 1 =1 folgt, daB e” = i—%! ist).
Diese Aufgabe von HILBERT wurde sehr beriihmt, jedoch waren im Laufe von
30 Jahren in dieser Richtung keine Erfolge zu verzeichnen. Es zeigte sich zu diesem
Problemkreis kein Zugang. Dann 6ffnete in den dreiBiger Jahren der damals noch
sehr junge sowjetische Mathematiker A.Q. GELFOND das Tor mit einem weittragenden
allgemeinen Verfahren, das sich auf die Theorie der Funktionen einer komplexen
Veriinderlichen griindete. Nachdem es anfangs nur die Losung fiir einige spezielle
Klassen der HILBERTschen Aufgabe zulieB, gelang 1936 der Beweis fiir alle von
HILBERT genannten Zahlen. GELFOND zeigte, dafl alle diese Zahlen ausnahmslos
transzendent sind. Die bedeutenden Verfahren, die der sowjetische Gelehrte be-
griindet hatte, waren von ihm schrittweise so weit vervollkommnet worden, deB
dieser Beweis gelang. Heute geben sie die Moglichkeit, die Tr d noch
vieler weiterer ganzer Klassen von Zahlen nachzuweisen.
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KOPFRECHNEN UND SCHRIFTLICHES RECHNEN
HILFSMITTEL FUR DAS RECHNEN



Kapitel T

ALLGEMEINE BEMERKUNGEN UBER DAS RECHNEN UND DIE
NAHERUNGSRECHNUNGEN

§ 1. Alligemeine Bemerkungen iiber das Rechnen in der Schule?)

Der Mathematikunterricht in den unteren Schulklassen ist fast ausschlieBlich
dem Rechnen gewidmet. Der gegenwiirtig geltende Unterrichtsplan sieht vor,
daB ein Schiiler nach AbschluB der ersten fiinf Klassen im Rechnen nur noch mit
den logarithmischen Rechenmethoden vertraut gemacht zu werden braucht, wofiir
geniigend Zeit in der neunten Klasse vorgesehen ist. Auf weitere Fragen, die mit
der Theorie und Praxis des Rechnens zusammenhangen, wird in der Schule nicht
eingegangen. Da in den hiheren Klassen in dieser Richtung nichts mehr geta.n wird,
verlieren die Schiler hiufig im Laufe der Zeit auch die igen R
und -fertigkeiten, die sie in den unteren Klassen erworben haben. Daher ist es nicht
verwunderlich, daB Universititen, und insbesondere technische Hochschulen hin-
sichtlich der Rechenkultur iiber die ungeniigende Vorbildung der Jugend, die die
Oberschulen durchlaufen hat, vielfach Klage fiihren.

Beim Studium der Mathematik darf man ihre praktischen Anwendungen nicht
auBer acht lassen, da jede Losung einer praktischen Aufgabe, die von mathematischen
Uberlegungen Gebrauch macht, im Endeffekt eine Rechnung mlt Za.hlen ist. Daher
muB es erste und oberste Aufgabe des allgemeinbildend hen Unter-
richtes sein, das richtige, schnelle und ohne unniitzen Zeit- und Krifteaufwand
durchzufiihrende Rechnen zu lehren; denn ein gewisses Minimum an guten und be-
stindigen Fertigkeiten im Rechnen hat jeder zivilisierte Mensch nétig. Dieses
Minimum erweitert sich lich fir alle technischen und physikalisch-math

tischen Fachrichtungen und in etwas geringerem Mafe mxch fﬁr alle anderen
naturwi haftlichen Diszipli Uberdies darf man aber auch den erzieherischen
Wert einer richtig angesetzten Rechenarbeit nicht auBer acht lassen: Durch sie

1) In der Originalausgabe handelt es sich hier naturgemi8 um eine Kritik des Rechenunter-
richtes der now,etlsrhen Schule Sie gilt aber in gleichem MaBe auch fiir den Rechen-
icht an den d \! Der erstc Absatz dieses Paragraphen der Original-
ausgabe, der den Gebrauch des russischen Wortcs €I (Zahlen, Rechnen) fiir den vor-
liegenden Artikel regelt, wurde in der d — Anm. d. wissen-
achafil. Red.

g
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wird besonders gut das Verantwortungsgefiihl entwickelt; indem man — wie es sich
gebithrt — jeden Schritt rationalisiert, werden die Fihigkeiten in der Selbstkontrolle,
némlich das Vermogen, seine Fehler zu entdecken und zu korrigieren, sowie die
Fihigkeit, konzentriert zu arbeiten, entfaltet.

Auf dem Gebiet der Rechentechnik entfernt sich unsere Oberschule vom Leben.
Zu den primitiven arithmetischen Fertigkeiten fiigt sie lediglich die Fihigkeit hinzu,
sich der logarithmischen Rechenmethoden zu bedienen. Inzwischen hat aber die
Benutzung der Logarithmen schon lingst die universelle Bedeutung verloren, die
ihr im 18. und 19. Jahrhundért zukam. An die Stelle der Logarithmentafeln traten
der logarithmische Rechenschieber, der im letzten halben Jahrhundert sich iiberall
dort eingebiirgert hat, wo eine Genauigkeit der Rechnungen von drei bis vier Stellen
ausreicht, ferner die verschiedenen Rechenmaschinen, mit deren Hilfe man Re-
sultate mit groBerer Genauigkeit erreichen kann, sowie Nomogramme, die Rech-
nungen nach bestimmten Formeln erstaunlich beschleuni

Es gibt ferner eine Reihe von mathematischen Tafeln, die bereits dem Schiiler
der Grundschule vollkommen zuginglich sind und die die alltégliche Rechenarbeit
wesentlich erleichtern, die aber tatsichlich in der Schule sehr selten verwendet wer-
den (Tafeln der Quadrate, Kuben, Quadrat- und Kubikwurzeln, der Reziproken,
der Kreisbogen und Kreisflichen u. a. m.).

Aber noch in einem anderen wesentlichen Punkt l6st sich das schulmiBige Rechnen
vom Leben. In der Schule werden hlieBlich Operati an vorgeg
genau fixierten Zahlen gelehrt, wihrend man es in der Praxis in der uberwnegenden
Mehrzahl von Fillen mit Zahlen zu tun hat, die nur angenihert genau den Wert
einer uns unbekannten realen GroBe darstellen. So kann man die Anzahl der
Gegenstinde einer Menge nur dann genau auszihlen, wenn sie relativ klein ist,
wihrend das Auszihlen einer mehr oder weniger umfangreichen Menge von Gegen-
stinden hiufig ernsthafte, oft uniiberwindliche Schwierigkeiten bietet und man sich
zufrieden geben muB, wenn man einen angeniiherten Wert fiir die Anzahl der Gegen-
stiinde einer solchen Menge angeben kann; und was die Messungen betrifft, so liefern
diese stets nur Naherungswerte fiir die gemessenen GroBen. In diesem Zusammen-
hang tauchen nun unvermeidlich die folgenden Fragen auf: Wie kann man in einem
vorliegenden Fall die Genauigkeit einer gegebenen Niiherungszahl (d. h.. einer Zahl,
die niherungsweise den genauen Wert einer betrachteten GroBe ausdriickt) ab-
schiitzen ? Wie schitzt man die Genamgken des Resultates einer Rechnung mit
Niherungszahlen ab? Von welch igkeit miissen vorgegebene Niherungs-
zahlen sein, damit das Resultat einer Rechmmg mit ihnen eine gewisse verlangte
Genauigkeit besitzt ? Wie fithrt man am zweckmiiBigsten die Grundrechenarten an
Niherungszahlen aus ?

Auf alle diese Fragen gibt die Schulmathematik keine Antwort. In diesen Punkten
scheint eine grundlegende Revision der Unterrichtspline, die den reinen Rechen-
unterricht. betreffen, unumginglich zu sein, und es bleibt zu hoffen, da8 eine solche
Revision nicht mehr lange auf sich warten 1iBt. Aber auch im Rahmen der gegen-
wiirtig geltenden Unterrichtspline kann der Lehrer noch viel fiir die Verbesserung
der Rechenkultur seiner Schiiler tun. Grundbedingung hierfiir ist allerdings, da8 er
selbst die entsprechenden Kenntnisse und Fertigkeiten besitzt.

Der vorliegende Artikel soll einen kurzen Uberblick iiber das dafiir wesentliche
Material geben. Die folgenden drei Paragraphen behandeln das genaue Rechnen,
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alle weiteren die Niaherungsrechnung. Der Umfang des Artikels zwingt uns dazu,
uns stets nur auf die prinzipielle Seite der gestreiften Fragen und auf ein Minimum
von erliuternden Beispielen zu beschrinken. Der Leser, der sich mit den Einzel-
heiten vertraut machen méchte, sei auf die am SchluB dieses Artikels angegebene
Literatur verwiesen. Hinweise im Text auf diese Literatur erfolgen in eckigen
Klammern.

§ 2. Das Kopfrechnen

Dle heute fiblichen Verfahren zur Durchfiihrung der arithmetischen Grund-
rten an hrstelligen, im Dezimalsystem dargestellten natiirlichen
Zahlen laufen letzten Endes auf die Verwendung von auswendig gelernten Additions-
und Multiplikationstabellen der einstelligen Zahlen hinaus. Sie setzen das Auf-
hreiben der vorgegeb Zahlen, der erhaltenen Zwischenergebnisse und des End-
resultates voraus. Eine Rechnung heiBt Kopfrechnung, wenn sie ohne jegliches
Schreiben durchgefithrt wird. Die Fertigkeit in dieser Art des Rechnens ist von
groBtem Wert, und zwar sowohl in rein praktischer Hinsicht, da es im téglichen
Leben unvergleichlich hiaufiger bendtigt wird als das schriftliche Rechnen, als auch
im Hinblick auf die Ausbildung jener Fihigkeiten, die durch den Mathematikunter-
richt im allgemeinen gepflegt werden sollen: die Auffassungsgabe, die Aufmerksam-
keit, die Initiative usw. Wihrend die schriftlichen Berechnungen nach streng defi-
nierten Regeln ausgefiihrt werden und sich im betréchtlichen MaBe als mechanische
Arbeit erweisen, 148t das Kopfrechnen einen groBen Spielraum fiir die Findigkeit und
die Beobachtungsgabe und stellt ernsthafte Anforderungen an die Aufmerksamkeit
sowie an die Fahigkeit der Selbstkontrolle. Eine M.\tbelstellung zwischen Kopf-
rechnen und schriftlichem Rech immt das ,»halbschriftliche* Rechnen
ein, bei dem nur die vorgegebenen Zahlen und das Endresultat aufgeschrieben
werden. Da sich jedoch keine scharfe Grenze zwischen Kopfrechnen und halb-
schriftlichem Rechnen ziehen liBt, wollen wir im folgenden zwischen beiden nicht
unterscheiden.

Ublicherweise eignen sich die Schiiler in den ersten vier Klassen der Grundschule
die einfachsten Verfahren des Kopfrechnens mit natiirlichen Zahlen bis 100 und mit
Briichen der Nenner 2, 4, 8, 3, 6, 10 an. Spiter werden diese Fertigkeiten jedoch
kaum weiter entwickelt, ja nicht einmal verwertet, so daB sie hiufig wieder schwin-
den. Manchmal sehen wir in der Oberschule Schiiler nach Bleistift und Papier
greifen, wenn sie die Summe zweier zweistelliger natiirlicher Zahlen finden sollen.
Beziiglich des Kopfrech erscheint es zweckmiBig, die folgenden drei Forderungen
in den Vordergrund zu stellen:

a) Es ist notwendig, die Schiiler aller Klassen der Oberschule dazu anzuhalten,
alle Berechnungen, die sich ohne ungewdhnliche Anstrengung bewiiltigen lassen,
im Kopf durchzufiihren. Hierzu gehoren in erster Linie die vier Grundrechen-
arten an Zahlen bis etwa 100. Die groBte Schwierigkeit bereitet hier sicherlich die
Multiplikation zweistelliger Zahlen, die sich aber ebenfalls bei einiger Ubung mit der
bekannten Regel der , Multiplikation iiber kreuz‘ bewiltigen 1a8t. Wenn man z. B.
53 mit 74 multiplizieren will, so bildet man zundchst das Produkt der Einer
(3 - 4==12); die Ziffer 2 schreibt man hin und behilt einen Zehner im Sinn; weiter
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bestimmt man das Produkt aus Zehner und Einer (5-4 = 20), Einer und Zehner
(37 = 21), bildet die Summe 1 + 20 + 21 = 42 (Zehner) und schreibt die Ziffer 2
links neben die bereits hingeschriebene Ziffer 2, wiihrend man die 4 (Hunderter) im
Sinn behilt; schlieBlich bildet man das Produkt der Zehner (57 = 35) und dann
die Summe 4 + 35 = 39, die man wiederum links von der frither erhaltenen Zahl 22
niederschreibt, so daB man als Endresultat die Zahl 3922 erhilt.

Wie iiberall muB jedoch auch hier ein verniinftiges MaB eingehalten werden.

b) Man sei bemiiht, in jeder Art und Weise verschiedenartige, besondere Kopf-
rechenverfahren zu pflegen, die von den individuellen Eigenschaften der Zahlen,
aber auch den kommutativen, assoziativen und distributiven Gesetzen sowie von
gesetzmiBigen Anderungen des Ergebnisses bei Abéinderung der gegeb Zahlen
Gebrauch machen. Derartige Verfahren sind erheblich 6konomischer (nicht nur hin.

ichtlich der verwendeten Kreide, sondern auch beziiglich der aufgewendeten Kopf-
arbeit) als die allgemeinen Verfahren. Hier einige Beispiele (die ausfiihrliche Schreib-
weise dient nur zur Erliuterung des Verfahrens!):

32704 - 256 = 3270400 : 4 = 817600,
weil némlich
a-25=(a-100):4

ist.
47 4 48 + 49 + 50 + 51 52 + 53 + 54
= (47 + 54) + (48 + 53) + (49 + 52) + (50 + 51)— 101 - 4 — 404.
735 4 99 — 735 + 100 — 1 — 835 — 1 — 834.
165 +32 g +15+25=06+32+ 142+ (3+5+¢) +1
=50 414 =51

14%-8:(14+%)-B=14-8+;-8=l]2+6=118.
135%:15:(1354-%):15=135:15+(§:3):5=9+;;5=95‘E.

©) Man erginze laufend den Vorrat an besonderen Verfahren, indem man — in dem
MaBe, in dem sie bekannt werden — verschiedene Formeln der Algebra praktisch
auswertet, aber auch indem man neue und praktisch wertvolle Formeln entwickelt:

5446 = (50 + 4) - (50 — 4) = 50% — 42 = 2484,
972 = (100 — 3)2 = 10000 — 600 + 9 = 9409.
Wenn b 4 ¢ = 10 ist, so ist
“(10a + b) (10a + ¢) = 100a (@ + 1) + be
und dementsprechend
9993 - 9997 = 100 - 999 - 1000 + 3 - 7 = 99900021,
82.88 =100-8-9 4 16 = 7216.
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Wegen
(10 4+ a) (10 4 b) = 100 4 10(a + b) +- ab
ist z. B.
1316 =100 + 10- 9 -+ 18 = 208,
oder anders

13:16 =16-10 4 16 - 3 = 160 + 48 = 208,

Y742 =702 = 1144 -4 =12.2 =24,

Zum AbschluB dieses Paragraphen erwiihnen wir noch eine Regel, an die sich mit
groBem Nutzen fiir die Rechenfertigkeit bereits eine ganze Reihe von Lehrern
halten: Die Schiiler aller Klassen haben bei jeder Zahlenrechnung mit einer grob
gendherten Abschit des hten Ergebnisses zu beginnen, wobei sie alle
gegebenen Zahlen auf ein bis zwei Stellen runden und samtliche Grundrechen-
arten im Kopf ausfithren (Uberschlagsrechnung). Wenn also z. B.

2 = }/0,0045 - 7,5132: (2,0719 - 0,864)
berechnet werden soll, so findet man zunéchst im Kopf
2z~ 10,004 - 8:(2-0,9) = /0.016:0,9 = }0,16:9 =0,4:3~ 0,13

und hinterher schriftlich den genaueren Wert (wenn man sich etwa auf vier Stellen
beschrankt, =2 0,1374). Derartige Abschitzungen verhiiten wesentlich grobe
Rechenfehler und werden von Angehdrigen ingenieur-technischer Berufe sehr ge-
schiitzt.

Wer sich eingehender mit den verschiedenen Kopfrechenverfahren beschiftigen
mdéchte, sei auf die Biicher [1], [2a], [3] und die Arbeit [4] verwiesen.

§ 3. Das schriftliche Rechnen

Hinsichtlich des schriftlichen Rechnens, sowohl mit ganzen als auch mit gebro-
chenen Zahlen, steht es in der Schule wesentlich giinstiger als hinsichtlich des Kopf-
rechnens. Hier stellen die gegenwiirtig in der Schule gelehrten Algorithmen fiir die
Grundrechenarten an mehrstelligen Zahlen (Schemata der Durchfiihrung und
des Aufschreibens) die besten unter vielen, zu verschiedenen Zeiten vorgeschla-
genen Varianten dar, die auch in der Mehrzahl der Fille bereits in der Grundschule
hinreichend sicher erlernt werden. Der Mathematikunterricht an den Grund- und
Oberschulen bietet gentigend Anwendungsmdglichkeiten fiir sie und garantiert da-
mit die Erhaltung der technischen Fertigkeiten. Es sollen jedoch auch hier einige
Wiinsche methodischer Art hinsichtlich der schriftlichen Durchfithrung der Grund-
rechenarten an mehrstelligen Zahlen ausdriicklich erwihnt werden:

a) Wihrend man die Schiiler bei der Wiederholung der Arithmetik oder in den
Anfingen der Algebra mit den kommutativen, assoziativen und distributiven Ge-
setzen der Addition und Subtraktion bekannt macht, erliutere man, wie diese
Eigenschaften bei den iiblichen Algorithmen der Addition und Subtraktion mehr-
stelliger Zahlen verwendet werden; ist es doch auBerordentlich wichtig, da8 die
Schiller nicht nur den Mechanismus der Algorithmen einwandfrei beherrschen
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sondern auch ihre theoretische Basis verstehen. Diese Frage li8t sich naturgemi
bei der erstmaligen Einfithrung der Grundrechenarten nicht vollstindig kliren.
Besonders lehrreich ist die Behandlung dieser Verhiltnisse bei der Multiplikation
und Division.

b) Wenngleich man immer und iiberall eine sorgfiltige Niederschrift verlangen
wird, muB8 man dieser bei der Durchfiihrung der Grundrechenarten an mehrstelligen
Zahlen besondere Aufmerksamkeit zuwenden. Es darf insbesondere auch keine
nachlissige Niederschrift der Berechnungen im Konzept geduldet werden, da diese
eine bestindige Fehlerquelle darstellt, indem die Fehler bei der Ubertragung ins
Reine mechanisch wiederholt werden.

¢) Wenn man von den Schiilern verlangt, daB sie keine Rechenfehler begehen,
so muB man sie auch mit verniinftigen Methoden zur Kontrolle ihrer Berechnungen
vertraut machen. Keine Rechnung darf als erledigt angesehen werden, ehe nicht,
das Resultat durch irgendein Kontrollverfahren iiberpriift ist. Die Addition kon-
trolliert man durch die Addition, allerdings bei anderer Reihenfolge der Summanden;
die Subtraktion kontrolliert man durch die Addition; die Multiplikation kontrolliert
man durch die Multiplikation (mit umgestellten Faktoren); die Division kontrolliert
man durch die Multiplikation des Divisors mit dem Quotienten und — falls vor-
handen — Addition des Restes; das Radizieren kontrolliert man durch das Poten-
zieren.

Sehr niitzlich ist auch die Kontrolle des Ergebnisses mit der Neuner- oder Elfer-
probe. Dabei werden die vorgegebenen Zahlen durch ihre Reste bei der Division
durch 9 bzw. 11 ersetzt; nimmt man dann an den Resten die in Frage stehenden
Grundrechenarten vor, so muB man im Fall der Fehlerlosigkeit der kontrollierten
Rechnung zu Zahlen kommen, die bei der Division durch 9 bzw. 11 denselben Rest
lassen wie das erhaltene Resultat. Die Zahlen 9 und 11 nimmt man deshalb, weil
sich der Rest der Division einer gegebenen Zahl durch 9 bzw. 11 besonders einfach
bestimmen laBt: Der Rest bei der Division einer beliebigen, im Dezimalsystem
angegebenen Zahl durch 9 stimmt némlich iiberein mit dem Rest bei der Division
ihrer Quersumme durch 9. So ist der Rest bei der Division der Zahl 4138097 durch 9
gleich dem Rest bei der Division der Zahl 4 + 1 + 3 + 8 + 0 4 9 4 7 = 32 durch
9 und dieser wiederum gleich dem Rest bei der Division von 3 + 2 = § durch 9.
Entsprechend erhilt man den Rest bei der Division einer gegebenen, im Dezimal-
system geschriebenen Zahl durch 11 mittels der ,alternierenden Quersumme?).
Diese Summe wird aus den mit wechselnden Vorzeichen genommenen Ziffern der
gegebenen Zahl gebildet, wobei man mit der Ziffer der Einer beginnt (damit das Auf-
treten von negativen Zahlen vermieden wird, kann man dabei jeweils 11 hinzufiigen,
wenn von einer Zahl eine groBere abgezogen werden muB). Zum Beispiel ist der Rest
bei der Division der Zahl 4138097 durch 11 gleich dem Rest bei der Division der
Zshl7 —940—8-+3 —1+ 4+ 11 =7 durch 11. Beziiglich weiterer Einzel-
heiten iiber die Neunerprobe vgl. das Buch [5].

Grobe Rechenfehler konnen bereits dadurch vermieden werden, daB8 man oben die
erwihnte, leicht im Kopf durchzufiihrende ,,Uberschlagsrechnung* vornimmt, deren
Durchfithrung vor jeder vollstindigen Berechnung wir empfohlen haben.

1) Vgl. 8. 244, A. J. Cexxrscmw, Elemente der Zahlentheorie.
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d) Wir wollen noch einige verbreitete Fehler erwithnen, die bei schriftlichen Rech-
nungen mit g und gebroch Zahlen begangen werden:

Haufig werden bei der Division zwischen den Ziffern des Quotienten Nullen ver-
gessen. Zum Beispiel findet man bei der Division von 3708 durch 18'den falschen
Quotienten 26 an Stelle von 206. Es ist interessant, daB dhnliche Fehler bei der
Durchfiihrung der Rechnung im Kopf nicht angetroffen werden, wie in dem
genannten einfachen Beispiel: 3708 : 18 = (3600 -+ 108) : 18 = 200 4 6 = 206.

Mitunter verzerrt man bei der Division den Rest durch das Streichen von Nullen
am Ende des Dividenden und des Divisors. Zum Beispiel ersetzt man bei der Division
von 650 durch 110 diese Zahlen durch 65 und 11, erhélt den richtigen Quotienten
5 und den falschen Rest 10 (an Stelle von 100).

Hiiufig werden ohne jede Veranlassung bei der Addition und der Subtraktion vor-
gegebene gemischte Zahlen in unechte Briiche umgewandelt. Zwar wird dadurch
das Resultat nicht beeinfluBt, jedoch werden die Rechnungen verwickelter.

Manchmal beschrinkt man sich filschlich bei der Multiplikation von gemischten
Zahlen nur auf die Multiplikation der ganzen mit der ganzen Zahl und des Bruches
mit dem Bruch. Auf diese Weise erhilt man bei der Multipli.kation von 5E mit
2 %wegen 5-2=10 und —;—-——— + das falsche Ergebnis 10— an Stelle von 1; il

7
=15

Es steht auBler Frage, daB eine griindliche Priifung dieser und @hnlicher Rechen-
fehler fiir den Schiiler #uBerst lehrreich ist.

e) Bei jeder komplizierten schriftlichen Rechnung ist eine zweckmiBige Nieder-
schrift des Rechnungsganges von groBSer Bedeutung. Eine unordentliche, ver-
streute Niederschrift ist auch im Konzept unter allen Umstinden unzulissig.
Jede Eintragung muB so klar sein, daB sich nicht nur der Rechner selbst, sondern
auch ]eder andere unmittelbar zurechtfindet. Die Niederschrift muB so voll-
stiindig wie notwendig und so knapp wie méglich sein, sie muB — kurz gesagt —
alles Notwendige und nichts Uberfliissiges enthalten. Sehr niitzlich ist die Auf-
stellung eines vorlaufigen Schemas, d. h. einer Einteilung auf einem Blatt Papier,
die Auskunft iiber den ganzen Verlauf der Rechnung gibt, wobei jedes Zwischen-
ergebnis einen wohlbestimmten Platz einnimmt; alle Nebenrechnungen, die nicht im
Kopf unmittelbar verfolgt werden kénnen, werden an einer besonderen Stelle aus-
gefiihrt. Wiinschenswert sind Hinweise auf die bei den Berechnungen ver-
wendeten Hilfsmittel (Tafeln, Geriite, Zeichnungen). Den AbschluB einer jeden
Berechnung hat eine Probe zu bilden; aber auch Uberlegungen iiber die Genauigkeit
des erhaltenen Resultates sind giinglich, da in der iiberwiegenden Mehrzahl der
Fille — auch bei genau vorgegebenen Zahlen — das Endergebnis nur angenéhert
zu sein ‘Rﬂegt (hiermit werden wir uns im folgenden noch ausfiihrlich beschéftigen).

ertragen der ausgefiihrten Rechnung ins Reine empflehlt es sich, jedes
Zwmchenergebms erneut zu priifen, indem man zur Kontrolla jede Rechnung wieder-
holt und das neue Ergebnis mit dem Konzept ver

&
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Hier ein Beispiel fiir die Niederschrift der Losung einer Aufgabe (9. Klasse):
Aufgabe: Man bestimme die Linge = der Seite des Quadrates, das dem Dreieck
mit den Seiten a = 89 m, b = 321 m, ¢ = 395 m flichengleich ist.

Graphische Lésung (Mafistab: 1 Einheit = 20 m). Nachdem wir aus den drei
gegebenen Seiten das Dreieck 4 BC konstruiert haben (Abb. 1), zeichnen wir CD 1 4B
und tragen auf der Verlingerung von 4B die Strecke BE = 0,5 CD ab; sodann
konstruieren wir iiber der Strecke AE den Halbkreis mit dem Durchmesser
AE; die Halbsehne (B, die senkrecht auf AE steht, stellt die gesuchte Liinge dar.
Thre Linge betrigt in der Zeichnung 4,8 Einheiten, so daB =~ 96 m ist. Die letzte
Stelle ist bereits unsicher, da eine Ungenauigkeit von @B um 0,1 Einheiten, d. h.
eine Ungenauigkeit des angeniherten Wertes von z um 2 m durchaus moglich ist.

|t
F
fl
T

b

Abb. 1
Rechnerische Losung. Wir verwenden die Formeln
d=p(p—a)(p—b)(p—c); 2p=a+b+ec; z=1s.
Berechnung mittels vierstelliger Logarithmentafel:

e 8 Igp | 26047
b 321 lg(p—a) | 24962
_c 1395 lg(p—b) | 19112
2p | 805 _le{p—o | 08751
P | 4025 lgs* =lg=t | 7,8872
gz | 19718
P—a | 3135 ;

p—b| 815 = |9372

p—cl 75 Ergebnis: z ~ 93,72.
(p—a) + (p—b)+ (p—c) = | 4025
=3p—2p=p | (Probe)

Sind die vorgegebenen Zahlenwerte genau, so kann man in der Losung fiir die
ersten drei Stellen garantieren, jedoch ist die vierte Stelle wegen der Verwendung
vierstelliger Logarithmen nicht véllig sicher. Es ergibt sich eine befriedigende Uber-
einstimmung zwischen der gmpluschen und der rechnerischen Losung.

Eine Kontrollrechnung mit siebenstelligen Logarit} ergibt: z ~ 93,71424.

Dem Verlangen nach einer rationellen Niederschrift jeder Berechnung und jeder
Losung von Aufgaben wird in der Schule eine viel zu geringe Beachtung geschenkt.
Es ist unbedingt notwendig, dem Schiiler gut durchdachte Muster von Losungs-
gingen vorzufithren, aber keineswegs zu fordern, daB er diese blind nachahmt,
sondern ihn zu weiteren Verbesserungen an ihnen anzuhalten.
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§ 4. Hilfsmittel fiir das Rechnen

Gegenwirtig haben bereits eine ganze Anzahl von Geriiten und Maschinen eine
weite Verbreitung gefunden, die zahlreiche mathematische Operationen automatisch
oder halbautomatisch ausfithren. Das beginnt bei der Addition (und Subtr&ktlon)
mehrstelliger Zahlen, die mit vollem Erfolg auf allen bekannt 1 n
a.usgefuhrt werden kann, und geht bis zur Durchfithrung der sehr komplizierten Be-

ngen der har ischen Analyse und der Integration partieller Differential-
glelchungen mittels der groBen Rechena,utoma,ten, von denen jeder eine Vielzahl
qualifizierter Rechner ersetzt. Darf man angesichts dieser Tatsache in der Schul
die duBerst niitzliche Mechanisierung des Rech vollig ignorieren ¥ Sogar im
Rahmen der Grundschule ist es moglich, drei noch néiher zu betrachtende einfache
Hilfsmittel des hen Rechnens zu benutzen (Rechenbrett, NEPERsche
Streifen, Sprossenradmaschine). Mit dem Gebrauch des logarithmischen Rechen-
schiebers, der heute zum unentbehrlichen Werkzeug jedes Ingenieurs und Tech-
nikers gehort, miissen die Schiiler der 9. und 10. Klasse eingehend vertraut gemacht
werden. Wiinschenswert ist, daB der Lehrer selbst ihn bestindig, sowohl bei seiner
Hausarbeit als auch vor den Augen der Schiiler aller Klassen, benutzt. Auf dieses
Gerit werden wir in § 17 ausfiihrlich zu sprechen kommen.

Das Rechenbrett ist ein schénes und bequemes Hilfsmittel fiir die Addition und
die Subtraktion mehrstelliger Zahlen. Solange nur mit diesen beiden Grundrechen-
arten gerechnet wird, konkurriert es mit Erfolg — was die Schnelligkeit der Reohmmg

betrifft — mit fast allen anderen gebriuchlichen Rech hinen. Das 1
daher, da8 man bei der Addition und Subtraktion auf Rechenmaschinen jede der
gegeb Zahlen einzeln ei tellen hat, um sie danach durch Drehen der Kurbel

zu addieren oder zu subtrahieren, wihrend auf dem Rechenbrett nur die erste Zahl
eine besondere Em.st,ellung erfordert. Allerdings ist das Rechenbrett nicht voll-
automatisiert ; ir dere erfordern die Ubertragung der Zehner, d. h. der Ersatz
von jeweils zehn Steinen, die sich auf einer Speiche angehduft haben, durch einen
Stein der niichsten Speiche und der entsprechende 'Ubetga.ng bei der Subtraktion
die Aufmerksamkeit des Rechners; sie stellen daher eine Hauptfehlerquelle dar.
Jedoch verkiirzt der Gebrauch des Rechenbtettes die fiir die Durchfithrung mehrerer
Additionen und Subtraktionen aufzuwendende Zeit derart, daB es wegen seines
einfachen Auilaus und seiner einfachen Bedienungsweise weite Verbreitung ge-
funden hat. Ju der Sowjetunion miissen laut Lehrplan alle Absolventen der Grund-
schule die Fertigkeit besitzen, an Rechenbrettern zu arbeiten. In der Oberschule
wird das Reclenbrett im allgemeinen nicht mehr benutzt, jedoch wire es wiinschens-
wert, daB man die Fertigkeit im Rechnen auf dem Rechenbrett auch in der Ober-
schule pflegt, zumal der bestindige Gebrauch des Rechenbretts eine bemerkens-
werte Einsparng an Zeit mit sich bringt, die man zur Lésung von Aufgaben, besonders
in der 5. Klaese, verwenden konnte. Auch die Multiplikation in Form aufeinander-
folgender Additionen und die Division in Form aufeinanderfolgender Subtrak-
tionen lasser sich mit Erfolg auf dem Rechenbrett ausfiihren (dabei beachte
man in besonderen Fiillen die jeweiligen Vereinfachungen: so kann man z. B. das
Produkt aus 365 und 17 auf dem Rechenbrett einfach dadurch berechnen, daB
man 3650 4- 3650 — 365 — 365 — 365 bildet). Anfangs sollte man sich jedoch auf
die Addition und Subtraktion beschranken.
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In dem gleichen unvollstindigen, aber doch bedeutungsvollen MaBe, in dem das
Rechenbrett die Addition und die Subtraktion mechanisiert, kann man die Multi-
plikation und die Division durch ein anderes, allerdings weniger verbreitetes, ein-
faches Gerit, die NEPERschen Streifen, mechanisieren. Das ist ein Satz Streifen,
wie er in Abb. 2 dargestellt ist, wobei von jedem Streifen einige Exemplare vor-
handen sein miissen. Die Streifen tragen oben die Ziffern von 0 bis 9 und darunter
die Produkte dieser Zahlen mit allen einstelligen Zahlen. Dabei wird in jedem Produkt
die Zehnerziffer links etwas oberhalb der Einerziffer hingeschrieben und durch einen
schrigen Strich abgetrennt. Will man nun z. B. die Zahl 37214 mit einer beliebigen
anderen natiirlichen Zahl multiplizieren, so legt man die Streifen, die oben die
Ziffern 3, 7, 2, 1, 4 tragen, der Reihe nach nebeneinander, wie Abb. 3 zeigt. Dann

0] 5] 3f7iz]7]«
% ) 71%|% 02 01 0‘
%] % 21%1%1%1%\%
2 7 31%1271%41%7
% 7 4 174126\%1%\7%
A 7 5 £1%61061%\%
%] 7 5 1%41%1741%1%
% 2 7 27 ‘g 74 9712,
A by 8 1271261741%4124
A Z 9 124141761%13
Abb. 2 Abb. 3
kann man das Produkt der vorgegebenen Zahl mit jeder der Zahlen 1, 2, ..., 9

unmittelbar ablesen, wobei die Ubertragung der Zehner jeweils im Kopf vor-
genommen wird. Zunichst miissen daher die Produkte von rechts nach links
gelesen werden. So erhilt man z. B. das Produkt 37214 mal 7 in der Form: 8 Einer,
7+ 2 = 9 Zehner, 4 + 0 = 4 Hunderter, 9 + 1 = 10 Tausender, 1 + 1 4 4 = 6 Zehn-
tausender, 2 Hunderttausender. Bei einiger Ubung wird man aber das Produkt
unmittelbar auch von links nach rechts ablesen konnen. Auf diese Weise erhalt
man mittels der NEPERschen Streifen zuniichst das fertige Produkt jeder beliebigen
Zahl mit allen einstelligen Zahlen. Will man mehrstellige Zahlen mit mehrstelligen
Zahlen multiplizieren, so legt man fiir den Multiplikanden die Streifen hin, multi-
pliziert diesen in angegebener Weise mit den jeweiligen Stellen des Multiplikators
und addiert in passender Weise. Indem man die NEPERschen Streifen mit dem
Rechenbrett kombiniert, kann man die Multiplikation so weit mechanisieren, daB
das Ergebnis fertig erhalten wird.

Unvergleichlich weitergehend als bei Rechenbrett und NEPERschen Streifen ist
die Mechanisierung des Rechnens bei den sogenannten Sprossenradmaschinen. Wir
geben im folgenden eine Beschreibung der in der Sowjetunion hergestellten Maschine
,,Felix*, so genannt zu Ehren von F. E. DzIERZYNSKI Diese Maschine ist in
Abb. 4 dargestellt. Sie stellt eine Weiterentwicklung einer Maschine dar, die gegen
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Ende des 19. Jahrhunderts von dem Petersburger Ingenieur W. T. ODHNER gebaut
wurde. Die Sprossenradmaschine hat (auch bei uns — Anm. d. wissenschaftl. Red.)
eine weite Verbreitung gefunden nnd ist gegenwirtig in fast allen Biiros zu finden.
Die Aneignung des Bauprinzips und der Arbeitsweise der Sprossenradmaschine
erfordert im ganzen etwa 15 bis 20 Minuten, und es wire wiinschenswert, daB alle
Absolventen der Oberschule mit ihrer Bedienung vertraut gemacht werden. Wahrend
der Gebrauch der NEPERschen Streifen die Durchfiihrung der Multiplikation und
Division etwa in der halben Zeit erméglicht, braucht man bei Benutzung der
Sprossenradmaschine nur ungefiihr den 10. bis 12. Teil der Zeit (im Vergleich zur
Durchfithrung der Grundrechenarten auf dem Papier). Eine Berechnung, die ohne
Verwendung der Sprossenradmaschine eine ganze Stunde Arbeit beansprucht, kann
also mit ihrer Hilfe in 5 bis 6 Minuten bewiiltigt werden, und zwar mit einer un-
vergleichlich geringeren Gefahr eines Fehlers.

Im folgenden geben wir die aus dem Buch [2a] des Autors entnommene Be-
schreibung des Bauprinzips und der Arbeitsweise der Maschine ,,Felix* wieder.

2= 65
(O O0HO0

Abb. ¢

Auf der Vorderseite der Maschine befindet sich das Einstellwerk. In Abb. 4 sind
neun Handgriffe sichtbar, die dem Einstellmechanismus angehéren und die in neun
Einschnitten gleiten.  Auf der linken Seite eines jeden Einschnittes sind von oben
nach unten die Ziffern von 0 bis 9 angeordnet. Durch Schieben der Handgriffe
kann man im Einstellwerk jede neunstellige ganze oder gebrochene Dezimalzahl
einstellen. Beim Einstellen von Briichen bedient man sich eines metallischen
,, Komma®, das oben zwischen zwei benachbarte Einschnitte geschoben werden
kann. Rechts neben dem Einstellwerk befindet sich eine Kurbel mit Handgriff.
Diese liaBt sich nur drehen, wenn man zuvor den Handgriff etwas nach rechts heraus-
gezogen hat. Nach jeder fiir die jeweilige Rechnung erforderlichen Anzahl von
Umdrehungen ist der Handgriff der Kurbel unbedingt wieder in die ,,Normallage*
zu bringen, in der er auf der Zeichnung dargestellt ist. Unterhalb des Einstellwerkes
befindet sich ein Schlitten, der mit zwei Reihen von Schauléchern ausgestattet
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ist: Rechts in der Abbildung sieht man 13 Schauldcher, die wir Resulialwerk nennen
wollen, da in ihnen die Ergebnisse der Addition, Subtraktion und Multiplikation
erscheinen; links sieht man 8 Schaulocher, die wir Umdrehungszihlwerk
wollen, da in ihnen die Triebwellenumdrehungen geziihlt werden (statt Umdrehungs-
zéhlwerk spricht man mitunter auch von Quotientenwerk, da in ihm die Ergebnisse
bei der Division abgelesen werden — Anm. d. wissenschaftl. Red.). Rechts und links
am Schlitten befindet sich je eine Ldschvorrichtung. Durch Umlegen der Hebel
werden die im Resultatwerk bzw. im Umdrehungszéhlwerk stehenden Ziffern durch
Nullen ersetzt (geldscht). Unterhalb der Schaulécher gleiten auf einer Leiste
metallene Kommata. Unter dieser Leiste befindet sich eine Vorrichtung (der Trans-
porter), mit deren Hilfe man den Schlitten jeweils um eine oder auch um mehrere
Intervalle zwischen b hbarten Einschnitten des Einstellwerkes verschieben kann.

Vor jeder Umdrehung der Triebwelle mul man sich davon iiberzeugen, ob beide
Hebel der Loschvorrichtung in horizontaler Richtung stehen (wenn man diese Lage
erreicht hat, rastet die Loschvorrichtung horbar ein) und ob die Leiste des Trans-
porters in einen der Zwischenrdume zwischen den Zihnen des darunterliegenden
Zahnkammes eingerastet ist (auch das geschieht hérbar). Wenn man diese An-
weisung nicht beachtet, so 1iBt sich das Triebwerk nicht drehen. Versucht man
dennoch mit Gewalt die Kurbel zu drehen, so tritt unverziiglich Maschinenschaden
ein. Links vom Einstellwerk ist auf der Hohe der unteren Einschnittenden ein
Knopf sichtbar. Er hat die Aufgabe, die Einstellung der Handgriffe des Einstell-
werkes auf die Nullage zu beschleunigen: Wenn man diesen Knopf nach links driickt
und gleichzeitig die Kurbel vorsichtig auf sich zu dreht,
so werden nach Riickkehr der Kurbel in Normallage alle
Handgriffe auf Null stehen. Man muB nur daran denken,
da8 nach etwa ein Drittel Umdrehung der Kurbel, wenn
alle Handgriffe ,,ausgerichtet* sind, der Knopf losgelas-
sen werden muB. Rechts vom Einstellwerk sind auf dem
Mantel der Maschine zwei entgegengesetzt gerichtete
Pfeile sichtbar, die mit den Zeichen fiir die Grund-
rechenarten versehen sind (+ und X nach oben, — und
: nach unten). Diese Pfeile zeigen die Richtung an, in
der das Triebwerk bei Durchfithrung der jeweiligen
Operation zu drehen ist. Diese Richtungen werden
wir positiv (Kurbel aus der Normallage auf den Rech-
ner zu) und negativ (vom Rechner weg) nennen. Damit
haben wir alle Teile der Maschine genannt, mit denen man beim Rechnen unmittel-
bar zu tun hat. Wir konnen hier auf ihre innere Konstruktion nicht néher eingehen,
wollen jedoch darauf hinweisen, daB ihr Hauptbestandteil das in Abb. 5 dargestellte
Sprossenrad (ODENERsches Rad) ist. Dieses Rad besitzt eine verinderliche Anzahl
nach auBen tretender Zihne, und zwar treten jeweils so viele Zihne nach auBen,
wie die Ziffer angibt, auf die der Handgriff im Einschnitt eingestellt ist. In Abb. 5
treten aus dem Rad sechs Zihne hervor, wihrend die anderen eingezogen sind.
Wenn wir den Handgriff im Einschnitt bewegen, so verindern wir die Anzahl der
Zahne auf dem Zahnrad, das mit diesem Handgriff versehen ist. In jeder Sprossen-
radmaschine befinden sich so viele Sprossenrider wie Handgriffe.

Wenn wir im ersten (duBersten rechten) Einschnitt den Handgriff auf die Ziffer 3
stellen und eine Umdrehung des Triebwerkes in positiver Richtung vollfithren, so
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drehen wir damit ein Rad um drei Zihne, auf dessen Reifen Ziffern angebracht
sind, die durch das erste (duBerste rechte) Schauloch zu sehen sind. Wenn vorher
in diesem Schauloch die Ziffer 0 zu sehen war, so erscheint jetzt die Ziffer 3. Eine
zweite Umdrehung des Triebwerkes in gleicher Richtung dreht dieses Rad um drei
weitere Zihne und statt der Ziffer 3 erscheint im Schauloch die Ziffer 6: Wir haben
die Addition 3 + 3, oder was dasselbe ist, die Multiplikation 3. 2 durchgefiihrt.
Eine weitere Umdrehung des Triebwerkes liefert bereits 6 + 3 =9 oder 3:3 = 9.
Bei der vierten Umdrehung gehen am ersten Schauloch die Ziffern 9, 0, 1, 2 voriiber
(das Rad hat eine vollsténdige Umdrehung g ht und beginnt mit der iten),
und im zweiten Schauloch des Resultatwerkes erscheint die Ziffer 1. Hierbei hat
sich die Titigkeit des Mechanismus der Zehneriibertragung eingeschaltet, der den
empfindlichsten Teil jeder Rechenmaschine darstellt. Als Resultat unserer Rech-
nung erhalten wir 9 + 3 = 12 oder 3:4 = 12.

Jetzt ist es nicht mehr schwierig, den Verlauf der Grundrechenarten auf der
betrachteten Maschine zu verstehen. Um zwei Zahlen zu addieren, muB man (1)
im Resultatwerk Nullen einstellen (indem man die rechte Loschvorrichtung bedient),
(2) im Einstellwerk den ersten Summanden einstellen (iiblicherweise beginnt man
dabei mit der letzten Ziffer am ersten, d. h. duBersten rechten Handgriff, was jedoch
nicht unbedingt notwendig ist), (3) diesen Summanden in das Resultatwerk ein-
fithren (durch eine Drehung des Triebwerkes in posxt\vex‘ Richtung), (4) den zweiten
Summanden in das Einstellwerk einfiihren, (5) durch eine weitere Umdrehung des
Triebwerkes in positiver Richtung den zweiten S d ltat

in das R k
iiberfithren; im Schauloch des Resultatwerkes erscheint dann die gesuchte Summe.
Entsprechend wird in fiinf Schritten die Subtraktion vorgenommen, wobei man
lediglich nach der Einstellung des Subtrahenden (Schritt (4)) in Schritt (5) die
Kurbel in negativer Richtung zu drehen hat. Es ist klar, daB man zu einer einmal
erhaltenen Zahl noch nach Belieben weitere Zahlen addieren (oder von ihr sub-
trahieren) kann.

Die Multiplikation mit einer einstelligen Zahl wird als eine wiederholte Addition
ausgefithrt. Wenn man also z. B. eine Zahl mit 9 multiplizieren will, so dreht man
das Triebwerk 9mal in positiver Richtung. Will man eine gegebene (im Einstell-
und Resultatwerk eingestellte) Zahl mit einer zweistelligen Zahl, etwa mit 39,
multiplizieren, so macht man von der Moglichkeit Gebrauch, den Schlitten beziig-
lich des oberen Teiles der Maschine, der den Einstellmechanismus enthilt, zu ver-

hi hdem man den Schlitten mit Hilfe des Transporters um ein Intervall
nach rechts verschoben hat, dreht man die Kurbel dreimal in positiver Richtung
und erhilt im Resultatwerk das Produkt der vorgegebenen Zahl mit 30. Dann
braucht man nur noch den Schlitten in Normallage zu bringen — das erste Schau-
loch des Resultatwerkes befindet sich dabei wiederum unter dem ersten Einschnitt —
und noch- 9 Umdrehungen der Kurbel in positiver Richtung zu vollfiihren. Im
Resultatwerk erscheint dann das Produkt der gegebenen Zahl mit 39.

Die Multiplikation einer gegebenen Zahl mit 39 erfordert in der eben beschriebenen
Weise 3 + 9 = 12 Umdrehungen der Kurbel; diese Zahl verringert sich auf 5,
wenn wir bei naoh rechts verschobenem Schlitten vier Umdrehungen ausfiihren
(also mit 40 multiplizieren) und darauf — nachdem der Schlitten in Normalstellung
gebracht wurde — c¢ine Umdrehung in negativer Richtung ausfithren. Auf Grund
dieses Verfahrens, das in der Praxis meistens angewendet wird, braucht man die
Kurbel bei jeder Schlittenstellung'nicht mehr als 5mal in einer Richtung zu drehen.
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So wird die Multiplikation mit 9, 8, 7, 6 durch die Multiplikation mit 10 und nach-
folgende Subtraktion des 1-, 2-, 3-, 4fachen Multiplikanden ersetzt.

Die Anzahl der Umdrehungen des Triebwerkes wird in den Schauléchern des
Umdrehungszihlwerkes (links) registriert. Bei der Durchfithrung einer Multiplikation
wird vorher die linke Loschvorrichtung des Umdrehungszihlwerkes betétigt, d. h.,
alle Ziffern der linken Schaulécher werden auf Null gestellt. Dann kann man das
Multiplikationsverfahren folgendermaBen beschreiben: Nachdem man im Einstell-
werk den Multiplikanden eingestellt hat, kombiniert man die Bewegung des Schlittens
und die Umdrehungen des Triebwerkes so, da in den Schauléchern des Umdrehungs.
zéhlwerkes der Multiplikator auftaucht; dann zeigt das Resultatwerk das Produkt
an. Dabei muB man jedoch beachten, daB beim Drehen der Kurbel in negativer
Richtung im Umdrehungszihlwerk rote Ziffern erscheinen, so daB man unter Um-
stinden den Multiplikator in einer etwas seltsamen Form einstellt. So taucht bei
der Multiplikation mit 39 =40 —1 im Umdrehungsziihlwerk die Zahl 41 auf,
wobei wir hier durch 1 die rote Ziffer 1 bezeichnen. Bei der Multiplikation mit der
Zahl 8376 stellen wir im Umdrehungszihlwerk die Zahl 12424 ein, wobei wiederum
2 und 4 die roten Ziffern bezeichnen. Bei Benutzung der roten Ziffern haben wir
im zuletzt betrachteten Fall 1 4 2 + 4 + 2 + 4 = 13 Umdrehungen zu vollfithren,
withrend es bei ausschlieBlicher Benutzung von schwarzen Ziffern 8 4 3 4 7 4 6 =24
Umdrehungen wiiren.

Genau wie man mittels der Sprossenradmaschine die Multiplikation als wieder-
holte Addition ausfiihrt, kann man mit ihr die Division als wiederholte Subtraktion
ausfithren. So heit 17 durch 3 teilen, erkennen, wie oft man von 17 die Zahl 3
abziehen kann (bis man einen Rest erhilt, der kleiner als der Divisor ist). Dem-
entsprechend stellt man bei der Division den Dividenden im Resultatwerk und den
Divisor im Einstellwerk ein und subtrahiert, bis im Resultatwerk eine Zahl steht,
die kleiner als der Divisor ist. Im Umdrehungszihlwerk kann man dann den Quo-
tienten als Anzahl der vollfilhrten Umdrehungen ablesen. Bei der Division mehr-
stelliger Zahlen kann man, genau wie bei der Multiplikation, eine Verringerung
der notwendigen Umdrehungen durch Betiitigung des Schlittens erreichen. Will
man z. B. 243 558 durch 913 dividieren, so stellt man den Dividenden in die &uBersten
linken Schaulocher des Resultatwerkes ein; alle anderen Schaulécher des Resultat-
werkes und alle Schaulécher des Umdrehungszithlwerkes miissen Nullen zeigen.
Indem wir mittels des metallenen Kommas (entsprechend der Stellenzahl des Divi-
sors) die ersten drei Stellen des Dividenden absondern, erhalten wir die Zahl 243;
da diese Zahl kleiner als der Divisor ist, nehmen wir noch die vierte Stelle hinzu,
d. h., wir sondern 2435 ab. Nachdem wir den Schlitten so weit wie méglich nach
rechts verschoben haben, stellen wir den Divisor 913 so im Einstellwerk ein, da8
er von 2435 abgezogen werden kann (also 9 unter 4). Dann nehmen wir die Sub-
traktion so lange vor, wie es moglich ist, d. h., bis wir als Rest eine Zahl erhalten
die kleiner als der Divisor ist. Im Beispiel finden wir nach zwei Umdrehungen (in
negativer Richtung) als Rest die Zahl 609. Dann verschieben wir den Schlitten
um eine Stelle nach links und das Komma um eine Stelle nach rechts und wieder-
holen die Operation. Nach sechs Umdrehungen erhalten wir im Beispiel den Rest 617.
Darauf riicken wir den Schlitten nochmals um eine Stelle nach links und das Komma
um eine Stelle nach rechts und wiederholen die fortlaufende Subtraktion, wobei
wir im Beispiel nach sechs Umdrehungen den Rest 700 erhalten. Damit ist im Bei-
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spiel die Division in g; Zahlen beendet. Als Quotient ergibt sich im Umdrehungs-
ziahlwerk 266 und als Rest im Resultatwerk 700. Setzt man die Division in an-
gegebener Weise weiter fort, so erhiilt man Zehntel, Hundertstel usw. des Quotienten.
Dabei braucht man bei der Division nicht auf die hintereinander erscheinenden
Reste zu achten. Man braucht die Kurbel nur bis zum Erténen eines Glocken-
zeichens zu drehen, das die erste iiberschiissige Umdrehung anzeigt, und dann diese
iiberschiissige Umdrehung durch eine Umdrehung in positiver Richtung auszugleichen.

SchlieBlich wollen wir noch auf das Ausziehen der Quadratwurzel mittels der
Sprossenradmaschine zu sprechen kommen.

Das am hiufigsten dabei angewendete Verfahren beruht auf der leicht nach-
priifbaren Identitét

143454+T4+@2n—3)+(2n—1)=n,

nach der die Summe der ersten » ungeraden Zahlen gleich dem Quadrat von n ist.
Um die Quadratwurzel einer gegebenen natiirlichen Zahl zu berechnen, muB man
also von ihr der Reihe nach die Zahlen 1, 8, 5, 7, ... abziehen, bis man als Rest
eine Zahl erhilt, die kleiner als der folgende Subtrahend ist. Die Anzahl der aus-
gefiihrten Subtraktionen ist dann gerade die gesuchte Quadratwurzel (genauer die
Quadratwurzel aus der groBten in der gegebenen Zahl enthalt Quadratzahl).
Eine passende Verschiebung des Schlittens gestattet auch hier hiufig, die Anzahl
der Subtraktionen wesentlich zu verringern. Die Einzelheiten des Verfahrens wollen
wir wieder an einem Beispiel démonstrieren.

Es moge nach }5234096 gefragt sein. Wir iibertragen den Radikanden, ent-
sprechend wie bei der Division den Dividenden, auf die fuBersten linken Stellen
des Resultatwerkes (alle iibrigen Schaul6cher des Resultatwerkes werden mit Nullen
besetzt) und loschen die Ziffern des Umdrehungszéihlwerkes. Dann verschieben wir
den Schlitten moglichst weit nach rechts und trennen die erste Stelle des Radikanden
(die Ziffer 5) mittels des Kommas ab. Daraufhin beginnen wir von 5 die ungeraden
Zahlen zu subtrahieren, wobei wir nach zwei Subtraktionen 5§ —1 —3 =1 er-
halten. Eine weitere Subtraktion ist nicht méglich. Dann verschieben wir den
Schlitten um eine Stelle nach links, aber das Komme im Radikanden um zwei
Stellen nach rechts. Den letzten Subtrahenden (3) vergroBern wir um 1 und stellen
in dem rechts benachbarten Einschnitt die Ziffer 1 ein. Dann fahren wir fort, mit
der Zahl 41 beginnend, ungerade Zahlen zu subtrahieren. Nach zwei Umdrehungen
héren wir auf, da wir die Zahl 123 — 41 — 43 = 39 erhalten, die kleiner als die
niichste ungerade Zahl 45 ist. Wiederum riicken wir den Schlitten um eine Stelle
nach links und das Komma um zwei Stellen nach rechts, vergroBern den letzten
Subtrahenden 43 um 1 und stellen in dem rechts anschlieBenden Einschnitt den
Handgriff auf die Ziffer 1. Sodann subtrahieren wir, mit der Zahl 441 beginnend,
weiter ungerade Zahlen, wobei wir (nach acht Subtraktionen) bei der Zahl 455
anhalten miissen. SchlieBlich riicken wir nochmals den Schlitten um eine Stelle
nach links und das Komma um zwei Stellen nach rechts (jetzt befindet sich das
Komma hinter der letzten Ziffer des Restes 36696) und subtrahieren nacheinander
die Zahlen 4561, 4563, . . ., 4573. Dann finden wir im Resultatwerk den endgiiltigen
Rest 3727 und im Umdrehungszéhlwerk die gesuchte Wurzel 2287. Eine Kontroll-
rechnung ergibt:

22872 + 3727 = 5234096,
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Ferner iiberzeugen wir uns davon, dal
22882 = (2287 + 1)? = 22872 4 2. 2287 + 1 = 22872 4 4575
groBer als der gegebene Radikand ist.

Von den anderen Rechenmaschinen, die — wie die Maschine ,,Felix*“ — fiir die
Ausfithrung der arithmetischen Grundrechenarten bestimmt sind, erwihnen wir
noch eine Rechenmaschine mit kontinuierlicher Zehneriibertragung, die von dem
berithmten russischen Mathematiker P. L. TSCHEBYSCHEW im Jahre 1882 erfunden
und konstruiert wurde. Bei jeder Bewegung eines der Rechenrider der Maschine
bewegt sich ein Rechenrad der nichst hoheren Kategorie mit einer zehnfach ge-
ringeren Geschwindigkeit; in diesem Sinne erfolgt also die Ubertragung der Zehner
einar Kategorie auf die niichste kontinuierlich ; der Ubertragungsmechanismus dieser
Maschine ist wesentlich einfacher als der Ubertragungsmechanismus in der von
ODHNER erfundenen Maschine. Eine ausfiihrliche Beschreibung der TSCHEBYSCHEW -
schen Maschine findet sich in Band IV seiner Gesammelten Werke.l)

Daneben gibt es heute eine
groBe Anzahl weiterer Maschi-
e i nen, mit deren Hilfe man die
i = arithmetischen ~ Grundrechen-
- arten ausfithren kann. Sie unter-
scheiden sich voneinander in
dem Grad ihrer Mechanisierung
und in verschiedenen Ergin-
zungsmechanismen, die Ant-
worten drucken, die Einstellung
der Werte kontrollieren, Zwi-
schenergebnisse liefern usw. Be-
sondere Verbreitung haben die
Maschinen mit Volltastatur ge-
funden, von denen eine in
Abb. 6 gezeigt ist. Das Trieb-
werk wird bei der abgebildeten

Abb. 6 Maschine nicht, wie bei der

Rechenmaschine ,,Felix®, mit

der Hand, sondern durch einen Elektromotor angetrieben. Die kleine Kurbel (auf

der Abbildung rechts) ist lediglich zum Loschen des Resultatwerkes bestimmt.

Die Maschine addiert und multipliziert nach einem Druck auf die Taste mit dem

Pluszeichen und subtrahiert und dividiert nach einem Druck auf die Taste mit

dem Minuszeichen. Dank der Arbeit des Motors liefert die Tastenrechenmaschine

die Resultate wesentlich schneller als die von Hand betriebenen Rechenmaschinen;
daher ist das Rechnen auf den Tastenmaschinen weniger ermiidend.

Fiir die in den verschiedenen Wissenschaften und Zweigen der Technik, besonders
in der Astronomie, der Optik und der Statistik auftretenden Rechenaufgaben sind
eine groBe Zahl von speziellen Rechenmaschinen konstruiert und gebaut worden,
die unvergleichlich komplizierter und vollkommener als die von uns beschriebenen
Rechenmaschinen sind. Dabei empfiehlt es sich jedesmal, eine besondere Maschine

———————
OO O0O00oH

N)IL JI. Ye6uwes, IMonHoe cobpamme counnenmuit, Band IV, Teopus mexamuamos. (P. L.
g‘sclx};:ggls{cnf:gv;,s Gesammelte Werke IV, Theorie der Mechanismen), Verlag d. Akad. Wiss.
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zu konstruieren und zu bauen, wenn sich in der Praxis eine solche Aufgabe bei ver-
schiedenen Ausgangszahlen hiufig wiederholt, besonders dann, wenn es darauf an-
kommt, die Losung méglichst schnell zu ermitteln. Mitunter stellt eine solche Ma-
schine eine Kombination einer Reihe von einfacheren Maschinen dar, von denen jede
eine ganz bestimmte Operation ausfilhrt und die Resultate an die nichste Ma-
schine weitergibt, wobei natiirlich alles automatisch vor sich geht. Auf diese Weise
haben die mannigfachen Aufgaben der Wissenschaft und Technik zu einem neuen
Zweig des Priizisionsmaschinenbaus gefithrt, dem die Konstruktion und Produktion
der verschiedensten ,,rechnunglésenden Mechanismen‘ obliegt.

,,Jedem rechnunglésenden Mechanismus®, so schreiben N. A. KOBRINSKI und
L. A. LiusTERNIK?), ,liegt die Herstellung eines physikalischen Modells einer
gewissen mathematischen Beziehung, cines physikalischen Prozesses, der diese Be-
ziehung darstellt, zugrunde. So wird die Addition von Zahlen realisiert durch die
Addition von Winkeln oder Strecken, durch die Addition von Strémen, die in einem
Knoten eines elektrischen Leitersystems zusammentreffen usw. Die Multiplikation
von Zahlen kann man modellmiBig erfassen, indem man die Faktoren als Winkel
bei der Drehung eines Hebelarmes bzw. als Linge des Hebelarmes und das Produkt
als Weglinge des Endes des Hebelarmes deutet oder indem man die Faktoren als
Spannung bzw. Leitvermogen und ihr Produkt gemaB8 dem OHMschen Gesetz als
Stromstirke darstellt usw. . . . Dabei beschreibt i. a. ein und dieselbe mathematische
Operation verschiedene physikalische Prozesse, von denen dann umgekehrt jeder als
physxkahsches Modell der mathematischen Operatlon dlenen kann. Man wird sich
naturgemédf vornehmlich mit physikalischen Prc f die leicht zu
untersuchen und zu messen sind . .. Interessant zu bemerken ist, daB man frither
mechanische Modelle zur Berechnung elektrischer Vorginge gebaut hat, wihrend
heute, nach der stiirmischen Entwicklung der elektrischen MeBtechnik, umgekehrt
elektrische Geriite als Modelle fiir mechanische Systeme dienen.*

In vielen Fillen der Praxis muB man den Inhalt eines von einer beliebigen Kurve
begrenzten ebenen Flachenstiicks bestimmen. Der Geodit tut dies auf der Land-
karte, der Energie-Ingenieur auf dem Indikatordiagramm, das die Abhéngigkeit des
Druckes im Zylinder einer Dampfmaschine oder eines Verbrennungsmotors von der
Kolbenlage anzeigt; in den Lederfabriken errechnet man die Produktion durch
Messung des Flicheninhaltes der einzelnen gegerbten Haute. Zur Vereinfachung
und Beschleunigung der Lésung dieser Aufgaben sind viele Spezialgerite gebaut
worden, die unter dem Namen ,,Planimeter* bekannt sind und Rechenmaschinen
fiir kontinuierliche Operationen darstellen. Sie arbeiten automatisch; man kann
das gesuchte Resultat ablesen, nachdem der Fahrstift des Gerites die vorliegende
Kontur umschrieben hat oder die zu messende Kontur (z. B. die Kontur einer ge-
gerbten Haut) die Walken des Gerites passiert hat.

Eine groBe Zahl von Aufga.hen in diskreten (nichtkontinuierlichen) GrdBen, die
letzten Endes Aufgaben in na.turhchen Zahlen sind, werden mit Maschinen eines
anderen Typs, den hen Maschinen geldst. Ihre Projek-
tierung, Produktion und Anwendung hat in den lotzten Jahren einen erheblichen
Aufschwung genommen. Es gibt besondere Fabriken, die diese Maschinen herstellen.
Gebraucht werden sie in Recheninstituten usw.

‘)E A. Ko6puncku#t n J. A. JIocrepuur, MaremaTmaeoxas Texmmia. (N. A.
KoBrmvskr und L. A. LyusTeRNIE, Mathematische Technik), Uspechi mat. nauk, Bd. I,
Heft 5/6 (15/16), (Neue Serie) 1946.
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Betrachten wir zwei Beispiele fiir die Anwendung rechenanalytischer Maschinen :

Im Rahmen einer Volkszihlung sei ein umfangreiches Material in Form von Frage-
bogen gesammelt, die von jeder gezihlten Person Angaben iiber Geschlecht, Alter,
Nationalitdt, Bildung, Beruf usw. enthalten. Zur Auswertung soll nun festgestellt
werden, wieviel Miinner und Frauen, wieviel Menschen in jeder Altersgruppe u. a. m.
vorhanden sind. Das Sortieren der Fragebogen von Hand und die Aufschliisselung
in Gruppen erfordert wegen ihrer Vielzahl einen maBlos groBen Zeitaufwand und
liefert Resultate, die bei weitem nicht frei von zufilligen Fehlern sind. Daher ist es
ganz natiirlich, daB man Maschinen gebaut hat, die diese Berechnungen automatisch
und mit sehr groBer Geschwindigkeit ausfiihren. Dazu werden alle Angaben, die
im Verlauf der Zihlung fiir jeden einzelnen Menschen ermittelt wurden, auf be-
sondere Lochkarten iibertragen, auf denen jedem speziellen Merkmal an einer be-
stimmten Stelle ein kleines Loch (oder auch eine Gruppe von Lichern) entspricht.
Diese Lochkarten laufen anschlieBend mit groBer Geschwindigkeit durch die rechen-
analytische Maschine. Die Maschinen arbeiten mit einem Motor und zéhlen fehlerlos
zusammen, wieviel Karten, die an bestimmten Stellen Licher besitzen, die Maschine
passiert haben, d.h., wie vielen der registrierten Menschen ein ganz bestimmtes Merk-
mal zukommt.

Als zweites Beispiel neh wir die ten ,,Differ tafeln*, die bei der
Losung vieler Aufgaben zu bilden sind. “Das sind Zahlentafeln, in denen die aui-
tretenden Zahlen Funktionswerte ganz konkreter Funktionen sind. Nachstehend
findet man eine solche Tafel der Differenzen erster, zweiter und dritter Ordnung fiir
die Funktion f(z) = 104 }/z ; die Werte sind jeweils auf ganze Zahlen gerundet und
entsprechen den ganzzahligen Argumentwerten von 10 bis 20.

z | f(zx) =108}z Aaf (z) 42 f (z) aAf ()
10 31623

1543
1 33166 —68

1475 8
12 34641 60

1415 6
13 36056 —54

1361 6
14 37417 —48

1313 5
15 38730 —43

1270 4
16 40000 —39

1231 3
17 41231 —36

1195 4
18 42426 —32

1163 1
19 43589 —31

1432
20 44721
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Die Zahlen in der Spalte unter A4f (), die erste Differenzen oder Differenzen erster Ord-
nung genannt werden, berechnen sich als Differenzen benachbarter Funktionswerte
(von jedem wird der vorangehende subtrahiert); so ist 33166 — 31623 = 1543;
34641 — 33166 = 1475 usw. Wenn wir mit der Spalte der ersten Differenzen
entsprechend verfahren, so erhalten wir die Spalte der zweiten Differenzen, darauf
die der dritten, vierten usw. Mitunter muB man die Differenzentafeln bis zu den
Diff 1 fiinfter, hster, siebenter und hoherer Ordnung aufstellen. Das ist
eine Arbeit, die prinzipiell hochst einfach ist, andererseits aber eine ungeheure
Miihe bereitet und eine sorgfiltige Priifung jedes Schrittes erfordert.

Vor einigen Jahren wendete I. N. JANSHUL, ein sow1etlscher Spezialist fiir rech-
nunglosende Mechani eine der rech lyti hi den sc 1ten
,»Tabulator®, zur automatischen Aufstellung von Differenzenschemata an. Fu:)eden
Wert der vorgelegten Funktion wird dabei nach einem besonderen Schliissel eine
Lochkarte hergestellt; die Lochkarten werden dann in die Maschine gegeben, die
automatisch die Differ: tafel druckt. Wenn man alle Hilfsoperationen in Betracht
zieht, die bei der Arbeit des Automaten bendtigt werden, so zeigt sich, daB nach
diesem Verfahren stindlich rund 2000 Differenzen geliefert werden, wobei jede
Differenz bis zu 7 Stellen haben kann. Das iibertrifit den bis dahin geltenden
Schnelligkeitsrekord fiir eine solche Arbeit um das 3- bis 4fache.

Die verschied h lytischen Maschi (Tabuli hi Multiplier
u. a.) gestatten es, sehr schnell und genau allerlei Tafeln zusammenzustellen. Die
gegebenen GroBen werden auf Lochkarten iibertragen, und die Maschinen liefern
automatisch (mit Motorantrieb) die fertigen, gedruckten Tafeln.

Uber die Geschichte der rechenanalytischen Maschinen und der Fortschritte, die
in der UdSSR hinsichtlich ihrer Projektierung, Produktion und Anwendung erzielt
wurden, kann man sich in den Artikeln informieren, die in der Zeitschrift
,,¥ cnex: maremaTnyeckux Hayk (Uspechi mat. nauk) in den Jahren 1946 und 1947
erschienen sind. Eine ausfiihrliche Bibliographie iiber Fragen der Mechanisierung des
Rechnens im allgemeinen findet sich in dem Buch ,,Mathematische Instrumente
von Fr.A. WILLERS?).

AbschlieBend wollen wir noch eine Maschine fiir die Auflésung eines Systems von
Gleichungen ersten Grades erwihnen. Prinzipiell erfordert die Auflosung eines
solchen Systems nichts weiter als die vier Grundrechenarten iiber dem Koeffi-
zientenbereich; sie kann durchaus von einem Schiiler der siebenten Klasse bewiltigt
werden. Wenn jedoch viele Gleichungen und Unbekannte vorliegen (was bei den in
der Praxis auftretenden Aufgaben hiufig der Fall zu sein pflegt, &s sind nicht selten
Systeme in einigen zehn Unbekannten aufzulésen) und wenn als Koeffizienten
mehrstellige Zahlen auftreten, so wird die Losung des Systems zu einer Angelegenheit,
die viele Monate angestrengter Arbeit beansprucht. Im Laufe der Zeit sind eine
ganze Reihe von Maschinen gebaut worden, die diese Arbeit wesentlich schneller

1) Fr. A. WiLLERs, Math ische Instrt te, Miinchen 1943. Eine russische U’bersetzung
dieses Buches ist 1949 in Mosk i In dieser Uber ist in zahlrei An-
mel‘kn.ugLen auf dle Entwwkllmg in der UdSSR hingewiesen und das Schn.ftenvemxohms

P digt. Eine N des Buches, in der die An-
ku der rusaischen Ub zum Teil verubexbet sind, ist 1951 (im Akademie-
Verlag Berlin unter dem Titel ,,Math M und Instru

(Anm. d. wissenschaftl. Red.).
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bewiiltigen. Erwihnt sei hier eine Maschine, die im Jahre 1940 von dem sowjetischen
Konstrukteur W. M. PROSCEEO?) gebaut wurde. Mit ihrer Hilfe kann man Systeme
von 10 Gleichungen ersten Grades in 10 Unbekannten und mit dreistelligen Koeffi-
zienten 16sen.

In der UdSSR wird gegenwiirtig von einer Reihe von wissenschaftlichen Zentren
aus intensiv an de: weiteren Vervollkommnung der bekannten Rechenmaschinen
und an der Konstruktion neuer Typen gearbeitet. Eine hervorragende Stelle nimmt
dabei die Abteilung fiir Néherungsrechnung des mathematischen Instituts der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR ein. Eingehend bekannt machen kann
man sich mit diesen Arbeiten an Hand eines Aufsatzes von K. A. SEMENDJAJEW,
der in dem Band «MaremMaruxa 8 CCCP aa Tpunnars aets (,,DreiSlig Jahre Mathe-
matik in der UdSSR*) enthalten ist, der vom Staatlichen Verlag fiir technisch-
theoretische Literatur im Jahre 1948 herausgegeben wurde.

§ 5. Niherungswerte

Bei der experimentellen Bestimmung des Wertes einer unbekannten GriBe z
handelt es sich um ihre Berechnung oder ihre Messung. Dabei erhilt man — wie
wir schon oben bemerkt haben — nur in sehr einfachen Ausnahmefillen genaue
Werte, wihrend man in der Regel gezwungen ist, sich mit angenéiherten Werten zu-
frieden zu geben: Statt der genauen Gleichung z = a erhiilt man eine Naherungs-
gleichung 2~ a. In der Schulmathematik wird dieser Charakter der meisten
Zahlen, mit denen wir es in der Praxis zu tun haben, véllig ignoriert. Man kommt
jedoch nicht um die Tatsache herum, daB man schon in der fiinften Klasse bei der
Behandlung der Briiche auf Quotienten sto8t, die auf unendliche Dezimalbriiche
fithren. Um diese Dezimalbriiche in der Praxis zu verwenden oder auch nur weitere
Operationen an ihnen vorzunehmen, muf man sie notgedrungen runden. Damit
st6Bt man aber bereits bei der Behandlung der rationalen Zahlen in der Schul-
mathematik ganz zwangsliufig auf das Rechnen mit Niherungswerten. Im Verlauf
des weiteren Unterrichtes tauchen dann die verschiedensten irrationalen Zahlen, wie
‘Waurzeln, Logarithmen und deren Numeri, die Zahl », Werte der trigonometrischen
Funktionen und der Kreisfunktionen usw. auf. Daher ist das Fehlen eines
besonderen Abschnittes iiber Naherungsrechnung in der Schulmathematik ein ernst-
hafter Mangel der gegenwirtigen Unterrichtspline, der sich hdchst ungiinstig auf die
mathematische Allgemeinbildung der schulentlassenen Jugend auswirkt.

Hier zunéchst ein ty-pl.sches Belsplel aus der physikalischen Praxis: Gefragt ist
nach dem (mdglich ittleren spezifischen Gewicht 8 des Materials
eines Stiickes runden Dm.htes dessen Durchmesser mittels einer Mikrometerschraube
zu 2r A~ 0,48 mm, dessen Lénge mittels eines MillimetermaBes zu &~ 264,4 mm
und dessen Gewicht mittels einer Laboratoriumswaageszu p~< 0,423 g bestimmt
wurde. Man hat dann lediglich die Berechnung nach den Formeln § = %, v=nr3h

auszufithren, wobei p in Gramm und 4 und r in Zentimetern auszudriicken sind.

1)B. M. Hpomxo, TIpuGopu pana
(W. M. ProscEEO, Instrumente zur Bestimmung der Wurzeln eines Systems lmamr Glei-
clmng:n), Uspeelu mat. nauk, Bd. I, Heft 5/6 (15/16), (Neue Serie) 1046.
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Bei dieser Berechnung tauchen nun eine Reihe von Schwierigkeiten auf. Erstens:
Mit welcher G igkeit ist z zu neh ? Um — wie verlangt — die GroBe 8 mog-
lichst genau zu bestimmen, wird man den genauesten Wert neh den man iiblich
weise in den Lehrbiichern angegeben ﬁndet néamlich 3,14159, wobei jedoch zwelfel-
haft bleibt, ob man nicht besser noch mehr Stellen verwendet. Dann findet man

ra2 0,24 mm, 72~ 0,0576 mm?, & 72~ 0,180955584 mm?,
v = 47,8446564096 mm® = 0,0478446564096 cm3.

Es taucht nun eine zweite Schwierigkeit auf: Die erhaltenen Zahlen besitzen sehr
viele Dezimalstellen; kann man sie nicht in irgendeiner Weise runden ? Aus-
sagen dariiber, welche Rundungen im vorliegenden Fall zulissig sind, macht die
Schulmathematik nicht, deshalb nehmen wir vorsichtshalber keine Rundungen
vor. Dann stoBen wir aber bei der Division von p~= 0,423 g durch den gefundenen
‘Wert v auf eine dritte Schwierigkeit: Wie viele Ziffern hat man in dem entstehenden
Quotienten zu nehmen, der durch einen unendlichen Dezimalbruch ausgedriickt
wird ¢ Die Division kann zwar unbeschrinkt fortgesetzt werden, aber es ist klar,
daB wir bei den angenihert gemessenen Werten von 7, k, p auch nur einen ange-
niiherten Wert fiir 6 erhalten kénnen. Daher wiire es unsinnig, wenn man nicht nach
einer gewissen Anzahl von Dezimalstellen abbrechen wiirde; sonst wiirde man ja die
Tatsache, daB die gegebenen GréBen nur angenihert sind, vollig ignorieren. Solange
man aber iiber keine feste Grundlage fiir die Bestimmung der notwendigen Anzahl
von Dezimalstellen verfiigt, befindet man sich in einem peinlichen Zustand der
Unsicherheit, der keinesfalls den Vorstellungen von einer exakten Wissenschaft,
wie die Mathematik es sein soll, entspricht. Wenn wir im Beispiel nach der Be-
rechnung der Hundertstelziffer abbrechen, so stellen wir fest, daB der Rest bei der
Division groBer als der halbe -Quotient ist. Wir werden also geneigt sein, den Quo-
tienten auf Hundertstel nach oben zu runden, und erbalten 6~ 8,84. Jedoch
haben wir keinerlei Grund fiir die Behauptung, daB alle Ziffern dieser Zahl genau
sind, noch kénnen wir aussagen, die unberiicksicht gelassenen Stellen (Tausendstel
und die weiteren) verdienten kein Vertrauen mehr.

Alle bei Rechnungen mit Niherungswerten auftretenden Schwierigkeiten von der
in dem Beispiel gezeigten Art lassen sich durch einige sehr einfache Regeln aus
dem Wege riaumen, die bereits von den Schiilern der fiinften Klasse durchaus be-
w&ltlgt werden konnen und die alle Berechnungen wesentlich vereinfachen. Uber
sie wird in den §§ 10—13 eingehender zu sprechen sein. Wendet man diese Regeln
auf die eben behandelte Aufgabe an, so findet man, daB § = 8,8 ist mit der Sicher-
heit, daB in der Zehntelziffer ein irgendwie bedeutsamer Fehler sehr unwahrschein-
lich ist, daB aber die unberiicksichtigt gelassenen Stellen (Hundertstel, Tausendstel
usw.) kein Vertrauen mehr verdienen. Wenn wir namlich die etwas langwierige,
aber prinzipiell sehr einfache ,,Methode der Wertschranken* anwenden, die selbst
von den Schiilern der Grundschule durchaus verstanden werden kann, so stellen
wir folgendes fest: Nimmt man némlich an, es sei 0,476 mm < 2r < 0,485 mm,
264,3 mm << h < 264,5mm, 0,422 g < p < 0,424 g, so kann man mit absoluter
Sicherheit behaupten, daB das gesuchte spezifische Gewicht zwischen 8,63 und 9,06
liegt und darum 8~ 8,8 (4 0,25) sein muB, d. h., der Néherungswert von d gleich 8,8
ist und von dem gesuchten genauen Wert auf jeden Fall um weniger als 0,25 ab-
weicht (die ausfithrliche Berechnung wird auf S. 348 nachgeholt).
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Im iiblichen Arithmetikunterricht lernen die Schiiler, Dezimalbriiche auf eine
bestimmte Ordnung oder — was dasselbe ist — auf eine bestimmte Dezimalstelle
zu runden. Diese Operation wird im Zusammenhang mit der Division behandelt,!)
besitzt aber auch unabhéingig von ihr eine erhebliche Bedeutung. Sie besteht darin,
daB man in einer gegebenen ganzen oder gebrochenen Zahl alle Ziffern vernach-
lassigt, die sich rechts von der Ziffer der betreffenden Ordnung finden. Wenn dabei
die erste vernachlissigte Ziffer gleich 0, 1, 2, 3 oder 4 ist, so ist der gerundete Wert
Kkleiner als der vorgegebene Wert, der gegebene Wert wird nach unten gerundet oder
abgerundet; wenn hingegen diese Ziffer gleich 5, 6, 7, 8 oder 9 ist, so erh6ht man die
letzte beriicksichtigte Ziffer um‘1, der gegebene Wert wird nach oben gerundet oder
aufgerundet. In beiden Fillen ist der absolute Betrag der Differenz zwischen vor-
gegebenem Wert und gerundetem Wert (der Fehler des Rundens) kleiner als die halbe
Einheit der zuletzt beriicksichtigten Ordnung (auf die gerundet wurde). Eine Aus-
nahme bildet nur der Fall, daB genau die Ziffer 5 (und nichts weiter) vernachlissigt
wird, in dem die Differenz genau gleich der halben Einheit der zuletzt beriicksich-
tigten Ordnung ist; hier wendet man mitunter die ,,Regel der geraden Ziffern* an:
ist die zuletzt beruckslchtxgte Ziffer gerade, so wird abgerundet, ist die zuletzt beriick-
sichtigte Ziffer ungerade, so wird aufgerundet. Mittels dieser zusitzlichen Regel
erhiilt man als Niherungszahlen beim Runden der Zahl 345,0715 auf Hunderter,
Zehner, Einer, Zehntel, Hundertstel, Tausendstel der Reihe nach 300; 350; 345;
345,1; 345,07; 345,072, wihrend die Zahl 345,0725 bei Abrunden auf Tausendstel
ebenfalls 345,072 ergibt.?)

Damit wir spéiter nicht nochmals auf das Runden zu sprechen kommen
erwihnen wir bereits hier, daB das Runden auf eine bestimmte Ordnung bzw. eine
bestimmte Dezimalstelle gleichbedeutend dem Runden mit einer bestimmten Anzahl
von ,,wesentlichen Ziffern‘ ist. Dabei verstehen wir unter den wesentlichen Ziffern
einer Niherungszahl alle ihre Ziffern, mit Ausnahme der Nullen links und jener
Nullen rechts, die vernachlissigte oder unbekannte Ziffern vertreten. So enthilt die
Zshl 3,14 zwei Dezimalstellen, aber drei wesentliche Ziffern. Beim Runden der
Zahl 345,0715 mit einer, zwei, drei, vier, fiinf, sechs wesentlichen Ziffern erhéilt man
der Reihe nach gerade die Zahlen, die oben angegeben sind. Wenn wir die Zahl 7893
mit einer, zwei, drei wesentlichen Ziffern runden, erhalten wir der Reihe nach 8000 ;
7900; 7890, wobei die Nullen rechts an die Stelle der vernachlissigten Ziffern treten
und unwesentliche Ziffern darstellen (besser wiire es, 8 #%%; 79 #1; 789 % zu schrei-
ben). Dagegen besitzt die Zahl 37,0, die zum Beispiel die mittels eines Fieberther-
mometers (mit einer in Zehntelgrad unterteilten Skala) gemessene Temperatur aus-
driickt, drei wesentliche Ziffern, die (geschriebene) Null rechts ist wesentlich (wih-
rend erst die nicht geschriebenen weiteren Nullen unwesentlich sind — Anm. d.
wissenschaftl. Red.)

Aus gewissen Griinden sieht man mitunter die Ziffer ,,1° dann nicht als wesent-
liche Ziffer an, wenn sie die Ziffer htchster Ordnung einer Niherungszahl ist, d. h.
wenn sie als erste Ziffer links steht (wir kommen hierauf auf S. 341 zuriick). Legen
wir diese Regel zugrunde, so besitzt z. B. die Zahl 12,47 nicht vier, sondern nur drei
wesentliche Ziffern.

1) Siehe A.II. Kroen s, ApupMernra. (A. P. K1ssELsjow, Arithmetik) 1946, § 169 u.nd 170.

2) Die Bezeichnungen ,,Aufmnden fﬂr du Runden nach oben, ,,Abrunden* fiir das d
nach unien un hen den Vorschriften des Normblmbes
(DIN 1333; Rundung und K(uzung von Zahlen). (Anm. d. wissenschafil. Red.)
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§ 6. Verschiedene Methoden zur Abschiitzung der Genauigkeit von
Niherungswerten

Wenn wir in irgendeinem Zusammenhang auf eine Niherungsgleichung der Form
2”2 a stoBen, so miissen wir in erster Linie ihren genauen Sinn kliren. Was be-
deutet im betrachteten Zusammenhang die Redeweise: ,,z ist angenihert gleich
einer gegebenen Zahl“ ¢

Eine Naherungsgleichung « ~ a erhilt sicher dann einen bestimmten Sinn, wenn
sie von der Angabe einer Schranke des absoluten Fehlers begleitet wird, d. h. von der
Angabe einer positiven Zahl Aa, die zu a addiert eine Zahl a + Aa ergibt, die nach-
weisbar groBer als der wahre (uns unbekannte) Wert von z, also eine sogenannte obere
Schranke von z (OS(z)) ist, und die von a subtrahiert eine Zahl a — da ergibt, die
nachweisbar kleiner als der wahre Wert von z, also eine unfere Schranke von z (US(z))
ist. In diesem Sinne bedeutet die Naherungsgleichung z~ 27,4 (£ 0,1) kg, daB
27,4kg —0,1 kg = 27,3 kg kleiner als z, aber 27,4 kg +4- 0,1 kg = 27,6 kg groBer als rist.
Die iiblicherweise verwendete Schreibweise z~ a (+ A4a)ist somit gleichbedeutend mit
der doppelten Ungleichung @ —4a < 2 < a + da. Wenn wir andererseits je eine
US(z) und eine OS(z) kennen, d. h., wenn wir eine doppelte Ungleichung der Form

¢ < z < p haben, so finden wir leicht als Naherungswert a = p_;'q mit da = g;_q

als Schranke des absoluten Fehlers. Die Niherungsgleichung 2~ a(+4a) besagt
also folgendes: ,,z ist angenihert gleich @ mit einer Schranke des absoluten Fehlers
von Aa® oder ,,z ist angeniihert gleich @ und weicht von a nach oben und nach unten
um weniger als 4a ab‘.

Manchmal ersetzt man die echten Ungleichungen ¢ —da < z < a 4 4a auch
durch die schwiicheren Ungleichungen a —da < z < a + 4a.

Nach einer Tradition, die sich seit der Zeit von GAUSS fest eingebiirgert hat, be-
sitzen alle in mathematischen Tabellen aufgefiihrten Niherungszahlen Schranken
des absoluten Fehlers, die gleich der halben Einheit der zuletzt geschriebenen Ord-
nung sind. Wenn wir z. B. in einer Logarithmentafel den Wert lg 7 =~ 0,8451 finden,
so koénnen wir sicher sein, dafl der wahre Wert von g 7 sich von 0,8451 um weniger
als 0,0001: 2 = 0,00005 unterscheidet und daB folglich 0,84505 < lg 7 < 0,84515
ist. Wenn wir entsprechend in einer Tafel den Wert tg 89°59' A~ 3438 finden, so ist
mit Sicherheit 3437,6 < tg 89°59" <C 3438,5.

Daneben ist noch einé andere Definition der Schranke des absoluten Fehlers mog-
lich und gebriuchlich, die offensichtlich der oben angegebenen dquivalent ist. Wenn
wir nimlich z = a + £ setzen, so ist £ = z — a (wenn 2 unbekannt ist, so ist auch &

bekannt). Wir £ den absoluten Fehler oder auch kurz Fehler der Niherungs-
zahl a. Unter einer Schranke des absoluten Fehlers werden wir dann eine beliebige
positive Zahl Aa verstehen, die der Ungleichung |§| < 4a, also [z —a| <4a, d. h.
der doppelten Ungleichung — da < 2 — a < Aa geniigt. Wenn wir zu jedem Glied
dieser Ungleichung die Zahl a addieren, so erhalten wir in Ubereinstimmung mit
der ersten Definition der Schranke des absoluten Fehlers die Ungleichungen
6 —lda < z<a-+A4da. Da man offenbar entsprechend von diesen letzten Un-
gleichungen zu der Ungleichung I:t — a| < Aa gelangt, sind beide Definitionen der
Schranke des absoluten Fehlers in der Tat dquivalent.
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Die Angabe einer Schranke des Fehlers gestattet es, die Genauigkeit verschiedener
Niiherungen ein und desselben unbekannten Wertes zu vergleichen: Je kleiner da
ist, desto genauer ist der Niherungswert a. Wenn wir einmal ermittelt haben, da8
2”2 5,64(4 0,01) ist, und ein andermal feststellen, daB z=< 5,63183 (4 0,00002)
ist, so konnen wir sagen, dal die zweite Niherung 0,01 : 0,00002 = 500mal so genau
ist wie die erste. Hingegen geniigt fiir den Vergleich der Genauigkeit von Niherungen
fiir verschiedene Zahlen die Angabe einer Schranke des absoluten Fehlers schon
nicht mehr. Wenn z. B. bekannt ist, daB zwei Langenmessungen mit ein und der-
selben Schranke des absoluten Fehlers von 1 mm durchgefiihrt wurden, und zwar im
ersten Fall ein Draht von etwa 2 mm Durchmesser und im zweiten Fall eine geo-
diitische Basis von etwa 1 km Lénge gemessen wurden, so ist unmittelbar klar, daB
die erste Messung sehr grob war — die Schranke des absoluten Fehlers stellt volle
50%, des Nitherungswertes dar —, withrend die zweite Messung auBerordentlich genau
ist — die Schranke des absoluten Fehlers betrigt nur 0,0001%, des gemessenen
Wertes. Auf diese Weise gelangen wir ganz naturgemi zum Begriff der Schranke
des relativen Fehlers. Sie wird erklirt als das Verhiltnis einer Schranke des abso-

luten Fehlers zum Néiherungswert, d. h. als Aa_a’ (oder auch als Verhéltnis einer Schran-

ke des absoluten Fehlers zum wahren Wert, d. h. als ? , was aber praktisch auf

dasselbe hinauslauft) und wird iiblicherweise in Prozenten ausgedriickt. Die Angabe
einer Schranke des relativen Fehlers ist in der Praxis weit verbreitet. So findet man
auf Einzelteilen fir Rundfunkempfinger (Widerstinde, Kondensatoren, Selbst-
induktionsspulen usw.) hiufig Aufschriften von der Art: ,,200 2 4 10%, was be-
deutet, daB der vorliegende Widerstand von 200 2 um nicht mehr als 109, dieser
GroBe, also um 20 2 abweicht und mithin zwischen 180 £ und 220 2 liegt.

Wir bemerken, daB sich die Schranke des relativen Fehlers einer Niherungszahl
beim Ubergang zu einer anderen MaBeinheit nicht &ndert. Insbesondere indert sich
ihre GroBe beim Verschieben des Kommas nicht, da sich hierbei sowohl a als auch
Aa um denselben Faktor vergroBern oder verkleinern.

Die Angabe einer Schranke des absoluten bzw. des relativen Fehlers liefert zwei
grundlegende Verfahren fiir die Charakterisierung der Genauigkeit von Niherungs-
zahlen. In der Praxis wendet man diese beiden Verfahren verhiltnismiBig selten an.
Unvergleichlich hiufiger charakterisiert man die Genauigkeit einer Niaherungszahl
durch einfache Angabe der Anzahl ihrer Ziffern, die zuverlissig
sind, und zwar sagt man, alle Ziffern einer betrachteten Niherungszahl seien zuver-
ldssig, wenn die halbe Einheit der Ordnung der letzten Ziffer dieser Niaherungszahl
eine Schranke des absoluten Fehlers dieser Zahl ist. Daher ist eine Niherungszahl,
deren simtliche Ziffern zuverlissig sind, das Resultat eines Rundens des entsprechen-
den wahren, uns unbekannten Wertes auf eine gewisse Ordnung. Wie gesagt, sind
alle in mathematischen Tafeln aufgenommenen Zahlen von dieser Art. Durch An-
gabe der wesentlichen Ziffern einer solchen Niherungszahl wird von selbst die Ge-
nauigkeit dieser Zahl charakterisiert. In diesem Sinne wird man unter einer zwei-
stelligen, dreistelligen, allgemein k-stelligen Niaherungszahl eine Zahl verstehen, die
zwei, drei, allgemein k wesentliche Ziffern besitzt. Diese Charakterisierung der Genauig-
keit einer Niherungszahl besitzt den Vorteil, daB sie keine zusiitzlichen Angaben er-
fordert ; die Niederschrift der Zahl spricht fiir sich selbst.
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Die Angabe der Anzahl der zuverlissigen Ziffern und der Kommastellung ist
gleichbedeutend mit der Angabe einer Schranke des absoluten Fehlers. So ist 0,0006
eine Schranke des absoluten Fehlers der mit vier zuverlissigen Ziffern und dem
Komma hinter der ersten wesentlichen Ziffer angegebenen Quadratwurzeln aus den
Zahlen 1 bis 100. Daneben 1aB8t sich auch ein SchluB iiber eine Schranke des relativen
Fehlers ziehen; zwar ist er weniger bestimmt als der SchluB iiber die Schranke des
absoluten Fehlers; trotzdem ist er iiberaus wesentlich fiir die Begriindung einiger
praktischer Regeln. In der Tat: Wenn uns eine k-stellige Niherungszahl a vor-
gegeben ist, deren simtliche Ziffern zuverliissig sind, und wenn das Komma hinter
ihrer letzten Ziffer steht (wie wir wissen, dndert éin Verschieben des Kommas den
relativen Fehler nicht), so geniigt diese Zahl a den Ungleichungen 10*-1 < a < 10,
und es ist Ada = 0,5; daher ist jede Schranke des relativen Fehlers dieser Nitherungs-
zahl zwischen 0,5 - 10-* und 0,5 - 10-*-1) eingeschlossen. Wenn wir dies in Prozenten
ausdriicken, so erhalten wir:

k 2 3 4 5 6
da von 0,6% von 0,06% | von 0,005% |von 0,0006% [von 0,00006%
7 bis 5% bis 0,5% bis 0,059, | bis 0,005% | bis 0,0005%

Wenn man die Ziffer 1 als Ziffer hochster Ordnung in einer Niherungszahl als
nicht wesentlich ansieht, so verringern sich die Werte der Schranken von A—af in

dieser Tabelle jeweils auf die Hilfte, da unter dieser Voraussetzung die schirferen
Ungleichungen 2 - 10*-1 < a < 2+ 10* gelten.

Mitunter findet man eine étwas andere Definition des Terminus ,,zuverlissige
Ziffer. So lesen wir in dem Artikel von P. S. ALEXANDROFF und A.N. KOLMOGOROFF
[6]: ,,Man sagt, eine Ziffer eines vorgegebenen Niherungswertes fiir eine Zahl sei
zuverlissig, wenn der absolute Fehler die GroBe der Einheit der betreffenden Ord-
nung nicht iiberschreitet.” In der Praxis trifft man jedoch hiufig auf Niherungs-
zahlen, bei denen der (absolute) Fehler erheblich gréBer sein kann; so fiihrt schon
die Addition von vier Summanden, von denen jeder einen Fehler von héchstens
einem halben Hundertstel aufweist, auf eine Summe, deren Fehler in der Nihe von
zwei Hundertstel liegen kann. Wenn nun die Wahrscheinlichkeit groBer Fehlerwerte
in der letzten Ziffer der Néherungszahl viel geringer ist als die kleiner Fehlerwerte,
80 bleibt auch die letzte Ziffer erhalten, da sie in einem bestimmten MaBe Vertrauen
verdient, wenn auch keine Gewihr fiir ihre Zuverlissigkeit vorhanden ist. Wir wer-
den dies noch an vielen Zahlenbeispielen sehen.

Wir haben bisher drei Verfahren zur Charakterisierung der Genauigkeit einer
Niherungszahl kennengelernt: 1.) Die Angabe einer Schranke des absoluten Fehlers,
2.) die Angabe einer Schranke des relativen Fehlers, 3.) die Angabe der Anzahl der
Ziffern, die zuverlissig sind. Diese letzte Methode wird im tiglichen Leben bei
weitem am haufigsten verwendet. Im folgenden werden wir noch zwei weitere Ver-
fahren kennenlernen, die groBe theoretische Bedeutung besitzen, bisher aber in der
Schule iiberhaupt nicht verwendet werden. Es sind die Charakterisierung der Ge-
nauigkeit einer Niherungszahl durch Angabe ihres mittleren quadratischen Fehlers
und die Charakterisierung durch Angabe der Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
von gewissen Werten des Fehlers.
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§ 7. Die Auswertung von MeBresultaten

In einfachen Fillen, mit denen man es zwangsliufig bereits in der Schule: zu tun
bekommt, erhilt man bei M iherte Resultate, deren G igkeit sich
leicht durch Angabe einer Schranke des absoluten Fehlers charakterisieren laBt.
Wenn wir z. B. mit einem Millimeterlineal die Liinge z eines Bleistiftes messen und
feststellen, daB sie zwischen 178 mm und 179 mm, und zwar niher an 179 mm liegt,
so finden wir, dafl z ~ 179(4- 0,5) mm ist. Streben wir eine noch kleinere Schranke
des absoluten Fehlers an, so werden wir sagen, daB z = 178,75(+ 0,25) mm ist.
Bei jeder Wiigung ermittelt man, bei welcher groBtmoglichen Belastung der einen
Waagschale mit zur Verfiigung stehenden Gewichten die andere Wa.agschale mit der
Last ein Ubergewicht zeigt und welche minimale Zulage von Gewichten ein Uber-
gewicht der Waagschale mit den Gewichten hervorruft. Wenn wir z. B. ein kleines
Gewicht von 0,1 g benutzen und bemerken, daB bei einer Belastung mit 67,6 g die
Last iiberwiegt, bei einer Belastung mit 67,7 g dagegen die Gewichte iiberwiegen, so
erhalten wir damit eine obere und eine untere Schranke des gesuchten Gewichtes. Hier-
aus erhalten wir dann aber auch unmittelbar einen Néherungswert fiir das gesuchte
Gewicht, der sich zu (67,6 + 67,7): 2 = 67,65 g ergibt, und eine Schranke des ab-
soluten Fehlers, die gleich (67,7 — 67,6) : 2 = 0,05 g ist.

Man wird nun stets bestrebt sein, unter gegebenen Verhiltnissen -eine groBt-

ogliche G igkeit der M g sicherzustellen. Deshalb teilt man das kleinste
Tellmterva.ll das sich auf der Skala des verwendeten MeBger&tes befindet, nach
AugenmaB nochmals in 5 oder 10 Teile und erhilt damit noch eine niherungsweise
weitere Dezimalstelle des gesuchten Wertes. Dabei wird sich allerdings bei Wieder-
holung der Messung hiiufig ein Wert ergeben, der von den Resultaten vorangehender
Messungen etwas verschieden ist, da sowohl bei der Abschitzung nach AugenmaB
als auch in der Einstellgenauigkeit geringfiigige Fehler auftreten konnen (z. B. kann
bei Messungen mit einem Millimeterlineal der Nullpunkt des Lineals um einige Milli-
meterteile vom Anfangspunkt des zu messenden Objektes abweichen) und unter Um-
stinden auch das zu messende Objekt nicht vollstindig bestimmt ist (so werden
z. B. mitunter bei Lingenmessungen die Enden der zu messenden Strecke durch
diinne Striche markiert, die immerhin eine Dicke von 0,1 mm haben und deren
Mitte man nach AugenmaB bestimmen muB). In komplizierteren Fillen nimmt
diese Schwankung im MeBresultat erheblich zu. Das ist z. B. der Fall, wenn man im
Geliinde eine lingere Strecke miBt, in die das verwendete MaB (20 m Band) einige
Male hineinpaBt, oder wenn man das mittlere Gewicht von hundert Weizenkornern
bestimmen mochte, die auf gut Gliick aus einem bestimmten Haufen Weizen heraus-
genommen werden.

Wenn wir also im Verlauf wiederholter Messungen eine Reihe von mehr oder
weniger gut iibereinstimmenden Niherungswerten a,, @y, ..., a, fir ein und die-
selbe unbekannte GroBe z gefunden haben, so erhebt sich die Frage nach einer Aus-
wertung der erhaltenen MeBresultate mit dem Ziel, 1.) fiir 2 einen méglichst guten
Niherungswert @ zu finden und 2.) eine Charakterisierung der Genauigkeit der
Niherungsgleichung z ~ a zu gewinnen.

Dabei ist zunichst zu untersuchen, ob die bei den Messungen erhaltenen Werte
keinen systematischen Fehler aufweisen, der durch eine bestindig wirkende
Ursache bedingt ist. Wenn man z. B. bei Lingenmessungen einen Millimeterstab
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benutzt, dessen Teilintervalle etwas kiirzer sind als die iiblichen, so erhilt man
laufend Werte, die zu groB sind. Wenn man einen hélzernen Gegenstand mit Messing-
gewichten wiigt, so erhilt man Werte, die auf Grund des bestindigen Verlustes
an Gewicht durch die verdrangte Luft (ARCHIMEDisches Gesetz in Gasen) kleiner als
die wahren Werte sind. Fehler dieser Art miissen naturgemaB beriicksichtigt und
zuniichst durch Einfiihrung entsprechender Korrekturen beseitigt werden. Hat
man z. B. festgestellt, daB die 100 Teilintervalle des verwendeten Millimeterlineals
nicht 100 mm sondern nur 98,6 mm messen, so mu8 man alle mit den Teilungen
diese s MaBstabes gemessenen Resultate mit 0,985 multiplizieren, um diese Resultate
in Millimetern zu erhalten.

Nach Beseitigung derartiger systematischer Fehler verbleiben die zufélligen
Fehler, die durch die Verschiedenheit der einzelnen MeBresultate bedingt sind.
‘Wenn alle Werte a,, a,, . . ., ax unter gleichen Bedingungen gewonnen wurden und
in gleichem MaBe Vertrauen verdienen, nimmt man als wahrscheinlichsten Wert
der GriBe z das arithmetische Mittel a =(a; + a3+ - + as) : n der ge-

n
messenen Werte, kiirzer a =%(2 m) geschrieben. Dabei brauchen die Werte ay
o1

durchaus nicht simtlich verschieden zu sein. Wenn a, sich », mal, a, sich n, mal,
allgemein a; sich #; mal wiederholt, so erhalten wir offensichtlich aus der Definition
des arithmetischen Mittels

1 &
a=;.(2a¢m).
=1
wobei n'=n; + ny 4 -+ - + n; ist.

Dieses in der Praxis weit verbreitete Verfahren ist theoretisch vollkommen gerecht-
fertigt.!) Daneben finden auch noch einige andere Methoden Verwendung; so ordnet
man mitunter die erhaltenen Werte ihrer GréBe nach und bildet den Mittelwert
zwischen dem groBten und dem kleinsten Wert (den ,,Median*).

Nachdem wir angenommen haben, daB 2~ u, a = (a, + ag+ -+ + an) : n ist,

miissen wir feststellen, von welcher G igkeit diese Naherungsgleichung ist. In
der Schule kann man eine Abschitzung der G igkeit dadurch gewi , daB
man die Zahl @ mit den einzelnen MeBresultaten a,, ay, . . ., as vergleicht. Dabei

rundet man das Mittel a dadurch ab, da8 man alle Ziffern beibehilt, die in allen
Werten a; unveriindert oder fast unverindert vorkommen, und alle folgenden weg-
1a8t.

Daneben kann die Berechnung der Abweichungen vom Mittel, d. h. der
Differenzen @ — a;, empfohlen werden. Die Summe dieser Differenzen ist, wie man
leicht erkennt, gleich Null (Kontrolle!). Der Mittelwert aus den absoluten Werten
dieser Differenzen (,,der mittlere Fehler) kann dann zur Charakterisierung der
G igkeit des gefund Mittels benutzt werden. Mit einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit, die wir weiter unten berechnen werden, kann man behaupten, da8
der wahre Wert von 2 von a um weniger als dieser mittlere Fehler verschieden ist.

1) Vgl. EdEM Bd. 8, B. W. GNEDENEO, El der Wahrscheinlichkeitsrech und
Statistik.
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Beispiel: Eine zu ermittelnde GroBe sei fiinfmal gemessen worden. Die MeB-
resultate sind in der zweiten Spalte der folgenden Tabelle aufgefithrt:

i a; a—ay (@ —ay)*
1 4,781 + 0,0022 0,00000484
2 4,795 —0,0118 13924
3 4,769 + 0,0142 20164
4 4,792 —0,0088 7744
5 4,779 + 0,0042 1764
Summe der absoluten
Werte 23,916 0,0412 0,00044080
Mittel 4,7832 0,00824

Welche Ziffern des gefundenen Mittels a == 4,7832 kann man beibehalten ? Die
Ziffer der Einer (4) und der Zehntel (7) wiederholen sich in jedem einzelnen Me8-
resultat und sind daher unbedingt zuverlissig. Die Ziffern der Hundertstel schwan-
ken, allerdings recht unbedeutend (von 6 bis 9), deshalb verdient die dritte Ziffer
des Mittels (die Hundertstelziffer 8) auch einiges Vertrauen und wird beibehalten.
Dann erhebt sich die Frage nach der Zuverlissigkeit der Tausendstelziffer (3).
Sie ist schon sehr unzuverlissig und kann daher wegbleiben; iiblicherweise zieht
man es jedoch vor, auch die€ erste anzuzweifelnde Ziffer noch aufzufithren (meistens
aus dem Bestreben, evtl. auftretende Rundungsfehler zu vermeiden). Die Ziffern
dagegen, die rechts von der ersten anzuzweifelnden Ziffer stehen, im vorliegenden
Falle also die Zehntausendstelziffer (2), werden weggelassen. Folglich ist im be-
trachteten Beispiel z~ a = 4,783. Wir haben also eine Niherungszahl mit vier
wesentlichen Ziffern (drei Dezimalstellen) erhalten, wobei die ersten drei Ziffern
zuverlissig sind und die vierte zweifelhaft ist. Diese Folgerung wird auch durch
die Berechnung des mittleren Fehlers bestiitigt. Die Abweichungen vom Mittel
sind in der vorstehenden Tabelle in der dritten Spalte aufgefiihrt. Die Summe
der positiven Abweichungen ist -+ 0,0206, die der negativen Abweichungen
— 0,0206, ihre Summe ist — wie es sein muB — Null. Mithin ist die Summe der
absoluten Werte der Abweichungen 0,0206 -2 =0,0412 und der mittlere Fehler
0,0412: 5 = 0,00824; nach Abrunden auf eine wesentliche Ziffer erhalten wir also
0,008. Dieses Resultat kann als Bestitigung fir die oben gezogenen SchluBfolge-
rungen iiber die Zuverlissigkeit der Ziffer der Hundertstel und die Fragwiirdigkeit
der Ziffer der Tausendstel angesehen werden.

Auf derartige Abschitzungen der Genauigkeit des arithmetischen Mittels mufl
man sich zwangsliufig in der Schule beschrinken. Ein genaueres, in der Fehler-
rechnung ganz wesentliches Verfahren fiir die Behandlung von gleichberechtigten
MeBresultaten ist im folgenden enthalten (wir machen hier nur Angaben iiber die
praktische Handhabung dieses Verfahrens und verweisen den, der sich niher mit
der Theorie des Verfahrens vertraut machen méchte, auf das Buch [7]; zum Ver-
stindnis dieses Buches sind allerdings einige Kenntnisse aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung erforderlich, die der Leser dem Buche [8] entnehmen kann?)).

1) Vgl. auch EdEM Bd. 6, B. W. GNEDENKO, El te der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
der Statistik.
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Nachdem man den Mittelwert a = % und die Abweichungen vom Mittel a — a;

bestimmt hat, berechnet man die Quadrate dieser Abweichungen und a.nschlieBend
den ,,mittleren quadratischen Fehler s gemiB der Formel s? =£g— ; diese
Zahl s kann zur Charakterisierung der Genauigkeit der ganzen MeBreihe benutzt
werden. Weiter findet man nach der Formel s, = s: V;,,den mittleren quadratischen
Fehler des arithmetischen Mittels“. Die Wahrscheinlichkeit « dafiir, daB die Un-
gleichung @ — & < z < a + ¢ besteht, d. h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der
gesuchte Wert = von dem gefundenen Mittelwert @ um iger als eine gegeb
Zah £ (nach oben oder nach unten) abweicht, hingt dann allein von dem Verhiltnis
¢ =¢:8, und der Anzahl n der Messungen (oder — was dasselbe ist — von der
Zahl k =n —1) ab. Die Zahl « kann durch eine ziemlich komplizierte Formel
ausgedriickt werden, und es gibt Tabellen, aus denen man fiir gegebenes k == — 1
und ¢ den Wert von « ersehen kann und mittels derer man auch umgekehrt fiir ge-
gebenes k und o den Wert von ¢ und damit von ¢ bestimmen kann. Wir geben
einen Auszug aus einer solchen Tafel, der dem Buch [7] entnommen ist:

k=n—1]t=20[t=25[t=30[t=35k=n—1]t=20[t=25[t=30[t=35
1 0,7048 | 0,7578 | 0,7952 [0,8228 | N 0,9292 | 0,0704 | 0,9880 | 0,9950
2 8164 | 8704 | 9048 | 9276 | 12 9314 | 0720 | 9800 | 9956
3 8606 | 9122 | 9424 | 9606 | 13 9332 | 9737 | 8998 | 0960
4 8838 | 9332 | 9600 | 9752 | 14 9348 | 9740 | 9004 | 0964
5 8080 | 9456 | 9700 | 9828 | 15 9360 | 9754 | 9910 | 9968
6 9076 | 9534 [ 9760 | 9872 | 18 0372 | 9764 [ 9916 | 9970
7 9144 | 9500 | 9800 | 9900 | 17 9382 | 9770 | 9920 | 0972
8 9194 | 9630 | 9830 | 9920 | 18 9302 | 9776 | 9924 | 9974
9 9234 | 9662 | 9850 | 9932 | 19 9400 | 9782 | 9926 | 9976
10 9266 | 9686 | 9866 | 9942 | 20 9408 | 9788 | 9930 | 9978
00 9545 | 9876 | 9973 | 9995

In dem oben betrachteten Beispiel war
n =>5, k =4, a=4,7832, s8* = 0,00044080 : 4 =0,00011020, s =0,0105,
8. =0,0105:}/5 = 0,0021 - }/5 =0,00469.

‘Wir wollen untersuchen, bei welchem Wert von & die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
a—e < z <a-¢ist, gleich 0,96 ist. Die Tabelle zeigt, daB bei k¥ = 4 die Wahrschein-
lichkeit gleich 0,96 ist, wenn ¢ = 3,0 und mithin ¢ = ¢ - s, = 3,0 - 0,00469 ~ 0,0141
ist. Folglich kann man mit einer Wahrscheinlichkeit 0,96 behaupten, da der wahre
Wert von 2 von dem gefundenen Mittel a = 4,7832 um weniger als & = 0,0141
verschieden ist. Mit anderen Worten: Von 100 Chancen sind 96 dafiir, daB z von
6 = 4,7832 um weniger als & = 0,0141 verschieden ist, und nur 4 dagegen. Aus
der Tabelle ist ersichtlich, daB bei konstantem ¢ die Wahrscheinlichkeit « um so
groBer ist, je groBer die Anzahl n der Messungen ist, und daB bei konstanter An-
zahl n von Messungen die Wahrscheinlichkeit « mit der Zahl ¢t =¢: &, d. h. mit
wachsendem ¢ und fallendem s,, wiichst.

Untersuchen wir noch, wie groB die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, da der wahre
Wert von = vom Mittel a = 4,7832 um weniger als die GréBe des gefundenen mitt-
leren Fehlers 0,00824 abweicht. Jetzt ist ¢ = 0,00824, ¢t = 0,00824 : 0,00469 = 1,76.
Die Tabelle zeigt, daB dann « etwas kleiner als 0,8838, also vielleicht a« = 0,85 ist.
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Zum AbschluB dieses Paragraphen bemerken wir, daB auch fiir die Schule j jenes
sehr einfache Verfahren, mit dessen Hilfe man die G igkeit einer e
Messung abschiitzen kann und von dem am Anfang dieses Paragra.phen die Rede
war, bereits eine groBe Bedeutung besitzt. Wenn wir dahin kommen, daB ein
Schiiler der Oberschule lernt, bes jeder Meamw eine Schranke des absoluten Fehlers
unzugeben oder — was dmelbe ist — eine untere und eine obere Schranke fiir die

bekannte Zahl zu bestimmen 8o wird bereits ein groBer Schritt in der
Rlchtung getan sein, daB im Schulunterricht die Mathematik nicht nur rein formal
{ibermittelt wird.

Kapitel IT

FEHLERRECHNUNG

' § 8. Berechnungen mit strenger Fehlerrechnung nach der Methode
der Wertschranken

‘Wenn wn' ngendemo Berechnung mit angeniherten Daten durchfithren, so ist
das R weise auch nur angenshert. In di Resultat treten
sowohl die Fehler der urspr(lng].\chen Zsahlen als auch etwaige ,,Berech fehler*
auf; letztere werden z. B. unvermeidlich durch das Auf- und Abrunden hervor-
gemfen, das im Verlauf der Rechnung vorgenommen wird. In diesem Zusammen-
hang taucht eine Frage von erstrangiger Bedeutung auf: Wie schitzt man die Ge-

. nauigkeit des Resultates von Rechnungen mit solchen angenéherten Daten ab ¥
Das sowohl hinsichtlich der Strenge als auch der Zugiinglichkeit beste Verfahren
einer derartigen ,,Fehlerrechnung* ist ohne Zweifel die Methode der Wertschranken.
Wenn man eine untere und eine obere Schranke (US und OS) einer jeden der
vorgegebenen Zahlen kennt, so kann man (zumindest in einfacheren Fillen) eine
US und eine OS des Remlt.ates Jedet Grundrechenart an ihnen bestunmen und
erhiilt letzten Endes eine US und eine OS des gesuchten Endergel Dieses
Verfahren verwendete bereits ARCHIMEDES in selner berithmten ,,K.relsmessung
Er begniigte sich nicht damit, fiir das Verhiltnis vom Umfang zum Durchmesser
jedes Kreises den Niherungswert 22:7 zu bestimmen, sondern zeigte, daB das

wahre Verhaltnis, das wir heute mit dem Buchstaben 7 bezeichnen, groBer als 3 ;—‘:

und kleiner als 31 ist, . h., er stellte fest, daB US(m) =319 und 08 () =3
ist.

»ARCHIMEDES berechnet der Reihe nach die Seite des umschriebenen Sechseck
des Zwdlfecks, des Vierundzwanzigecks, des Achtundvierzigecks und des Sechs.
undneunzigecks, ausgedriickt durch den Durchmesser, und zwar gibt er mit feinem
mathematischem Gefiihl das (immer nur naherungsweise bestimmbare) Verhiltnis
des Durchmessers zur Seite des umschriebenen Polygons jedesmal etwas zu klein
an, wodurch er fir den Umfang des betreffenden Polygons und um so mehr fiir
den Kreisumfang jedesmal eine sichere obere Grenze gewinnt... Um die untere
Grenze fiir das Verhiltnis des Kreisumfanges zum Durch festzustellen, be-
dient sich ARCHIMEDES der entsprechenden emgeschnebenen Polygone, mit ‘dem
Sechseck beginnend und dem Sech hlieBend. Bei diesen Berech-

3
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nungen aber wihlt ARCHIMEDES mit derselben bewuBten Sicherheit die auftretenden
Quadratwurzelwerte jedesmal so, daB die betreffende Polygonseite etwas zu klein
angegeben wird.*1)

Vom theoretischen Standpunkt aus ist die Methode der Wertschranken &uBerst
einfach. Sie benutzt allein die bereits aus den ersten Klassen der Schule bekannten
Sitze iiber die Anderung der Resultate der Grundrechenarten in Abhiingigkeit
von Anderungen der verkniipften Zahlen. Wenn wir uns auf die ersten vier Grund-
rechenarten beschrinken, so erhalten wir die folgenden Sitze iiber Schranken
{(die Unbekannten z und y seien als positiv vorausgesetzt):

US(+y) = US(z) + US(y)  O8(z+y) =O08(2) + 08(y)
US(z —y) = US(x) —O08(y) O08(z —y) =08(z) — US(y)

US(zy) =US8(z) - US(y) 08(z y) = 08(x) - O8(y)
z\ _ US () z\ _ 08 (z)
Us(v)_ 08(y) 08 (y)_ U8 (y)
Hinzu kommen noch drei weitere Satze, die unmittelbar aus der Definition von

US und 08 folgen: 1.) US darf nur abgerundet, 08 nur aufgerundet werden. 2.) Je
kleiner die Differenz O8(x) — US(x) ist, um so genauer ist = bestimmt. 3.) Es
empfiehlt sich, als Niherungswert von x das arithmetische Mittel der Zahlen US(z)
und OS8(z) oder eine Zahl, die diesem Mittel sehr nahe liegt, zu nehmen.

In einfachen Fillen bietet die Anwendung der Methode der unteren und oberen
Schranke keine Schwierigkeiten, wie das folgende Beispiel vollstindig erlautert:

Beispiel 1. Gesuchtmtz—(—"':)—c, wobeuz_:ii b= 3ll . c_28% ist und

die genauen Werte von a, b, ¢ durch Ni.herungswerte ersetzt sind, die bis auf Hun-
dertstel genau sind.

Losung.
us 08
2,27 2,27
; sis | 3a + 190 =130
atb=m 7,02 7,04 417:2=2085 037:2 = 0,185
s—b i ood % ~ 2,085 (& 0,185)
(@—bde=n| 311 369 T~ (£02).
z="12 1,90 2,27

Erliuterung. Nachdem wir die Ungleichungskette 1,90 < z < 2,27 gefunden
haben, ist es natiirlich, als Naherungswert fiir 2 das arithmetische Mittél aus den
erhaltenen Sohmnken, namlich 2,085, zu nehmen Hierbei kann jedoch der Ein-
druck entstehen, es sei z auf T dstel genau bestimmt. Diese T: hung wird
dadurch vermieden, daf wir angeben, wie groB die groBtmogliche Abwexohung des
wahren Wertes von diesem Mittel l.st d.h,, daB wir eine Schranke des absoluten
Fehlers des Mittels bestimmen. Eine solche Schnmke ist, wie wir wissen, die halbe

1HO. Pynno, o xnnpuype Kpyra (F ano. Uber die Quadratur des Kreises), iibersetzt
aus dem Deut ter der und mit A k von 8. N. BErNsTEIN,
3. Aufl,, G’ITI 1936 S 31—32 Originalausgabe: F. Rup1o, Das Problem von der Quadratur
des Zu-keln Vierti. Natf. Ges. Zirich 35 (1890), 1—51, insbesondero 8. 10, 11—12.
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Differenz der erhaltenen oberen und unteren Schranke. Dann erhalten wir als
Losung die Naherungsgleichung = 2,085 (+ 0,185). Runden wir schlieBlich den
geiundenen ‘Wert noch so auf, daB nur eine anzuzweifelnde Ziffer verbleibt, so
erhalten wir #~ 2,1, und wegen 2,1 —1,9 =0,2; 2,27 —2,1 = 0,17 schlieBlich

~ 21 (02).
Da. uns im vorliegenden Beispiel die g Werte a, b, ¢ bekannt sind, kénnen
wir das erhaltene Resultat mit dem g Wert von z, der gleich 2% = 2,1215- - -

ist, vergleichen. Wir sehen, daB dieser genaue Wert wirklich innerhalb der von
uns angegebenen Schranken 1,90 und 2,27 liegt. Der von uns gefundene Niherungs-
wert 2,1 unterscheidet sich von dem wahren Wert sehr wenig. Auf Grund unserer
allgemeinen Uberlegungen kénnen wir gamntleren, daB er vom wahren Wert um
weniger als 0,2 verschieden ist; tatsichlich tibersteigt jedoch der Unterschied kaum
0,02. In unserem Fall stellt sich also die Abschiitzung des Fehlers als zu grob heraus,
eine Tatsache, die man iibrigens fast immer beobachtet.

Als zweites Beispiel filhren wir die vollstindigen Rechnungen an, die fir die
Losung der auf S.337 behandelten Aufgabe erforderlich sind: Zu bestimmen war
dort 8 = p:v, v =m 2 h, wobei 2~ 0,48 (4 0,005) mm, h~ 264,4 (4 0,1) mm,
P~ 0,423 (4 0,001) g ist. Dabei miissen die Werte von r und % in Zentimetern
ausgedriickt werden.

Die nachfolgenden Werte von #7* sind aus einer Tafel fiir Kreisflichen ent-
nommen.

U8 08
9,06 9,05
2r 0,0475 0,0485 1888 L
nrt 0,001772 | 0,001847 17,68:2 = 8,84  042:2 =021

» 26,43 26,45 8~ 8,84 (4 0,21)
v=nrh | 00468 0,0489 3~ 88 (% 0,25).

? 0,422 0,424

d=p:v | 863 9,06

SchlieSlich wollen wir ein noch etwas schwierigeres Beispiel betrachten, das Schii-
lern etwa der 9.und 10. Klassen zuginglich ist.

Beispiel 2. Zu berechnen sind auf vier Dezimalstellen genau die Werte von
sin 3° und cos 3° unter Benutzung der Gleichungen ag =r und @, =0,57 (Y5 — 1),
wobei ag bzw. a,y die Linge der Seiten des einem Kreis vom Radius r einbeschriebenen
regelmiBigen Sechs- bzw. Zehnecks ist.

Lésung.

sin 30° =0,5a4:r =0,5; oos30°=V1_—_0,2€=0,5V§;

sin 18° = 0,6 ay0: 7 = 0,25 (}/5— 1); cos 18° =0,25 /10 + J20 ;
sin 16° = 0,5 (1 — c0s 30°) =0,5 V2 — J/3 = 0,25 (}6 — }2);
008 15° = 0,5 (1 + 005 30°) = 0,5 V2 + V3 =0,25 (J6+12);
sin 3° = sin (18° — 15°) = sin 18° cos 15° — cos 18°sin 16°%;
008 3° = cos 18° cos 156° 4- sin 18° sin 15°.
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sin 15° = 0,25 (/6 — ¥2), cos 15° = 0,25 (V6 + }2).

" Resultat (auf vier Dezimalstellen

genau):
sin 15° ~ 0,2588,
cos 15° 2 0,9659.

(Y5 —1), cos 18° =0,25 V10 +}20.

Resultat (auf vier Dezimalstellen
genau):
sin 18° A 0,3090,
cos 18° A2 0,9511.

sin 3° = sin 18° cos 15° — cos 18° sin 15°,
cos 3° = cos 18° cos 15° + sin 18° sin 15°,

§8. Berechnungen mit ger Fehlerrech
Berechnung.
vs 08
Ve 2,44948 2,44950
Vz 1,41420 1,41422
a, =V6—V2 1,03526 1,03530
=5+ }f_ 3,86368 3,86372
sm 15° =a: 0,25881 0,25883
cos15° = b;: 4 0,96592 0,06593
Berechnung.
sin 18° = 0,25
Uvs [«}]
Vs 2,23606 2,23608
a,=J5—1 1,23606 1,23608
sin18° — a,:4 0,30901 0,30902
VE 4,47213 4,47215
=104 }20 | 1447213 14,472156
c, = yi,‘ 3,80421 3,80424
co818° =¢,: 4 0,95105 0,95106
Berechnung.
us 08
a, = sin 18° 0,30901 0,30902
by = cos 15° 0,96592 0,96593
¢y = cos 18° 0,96105 0,95106
dy = sin 15° 0,25881 0,25883
3 by 0,20847 0,29849
cydy 0,24614 0,24616
8in3° = a3 b, —cydy |  0,05231 0,05235
bycy 0,91863 0,01865
Gydy 0,07997 0,07998
3° = bye, +a3d;|  0,99860 0,99863

Resultat (auf vier Dezimalstellen
genau):
3°~0,0523,
cos 3° A2 0,9986.
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Zur Probe kénnte man die Summe s = sin? 3° - cos? 3° bilden und sich iiber-
zeugen, daB US(s) < 1 und OS(s) > 1 ist, wie es auch sein muB. Einfacher ist
es jedoch, sich Auskunft aus einer Tafel zu holen. In einer vierstelligen Tafel finden
wir die gerade von uns erhaltenen Werte, wihrend wir in einer sechsstelligen Tafel
(PeTERS) die Werte sin 3° = 0,052336, cos 3° = 0,998630 finden, was unsere Er-
gebnisse vollstindig rechtfertigt. Wir bemerken, daB ein noch genauerer Wert fiir
oos 3° der Wert 0,99862995 ist.

§9. Bereelmgngen mit strenger Fehlerrechnung nach der Methode der
Fehlerschranken

Bei aller Strenge und Zuginglichkeit erweisen sich Berechnungen nach der Methode
der Wertschranken doch als sehr umfangreich, da man in jedem Schritt US und
08 bestimmen muB, also jede Rechnung wiederholt durchzuftihren ist. Daher
erhebt sich ittelbar die folgende Frage: Ist es nicht mdglich, unter Umgeh
der Berechnungen .von US(z) und 08 (z) eine Methode der Berechnung mit strenger
Fehlerrechnung ben, die es gestattet, einen Naherungswert und eine Schranke
des absoluten Fehlers fiir die gesuohte Zahl in Abhiingigkeit von Niherungswerten
und Schranken des absoluten Fehlers der vorgegebenen Zahlen zu bestimmen ?

Es sei etwa bekannt, daB 2~ a (4- 4a) und y~ b (4- 4d) ist. Gefragt ist nach

L]
Naherungswerten fir 2+ y, z — y, zy, 3, ™, }/; (n natiirliche Zahl) und nach
einer Charakterisierung ihrer Genauigkeit.

Zunéchst erhalten wir aus den Ungleichungen

a—da<z<a+da M
b—Ab<y<b+4b ()

durch gliedweise Addition
a+b—(da+Ab)<z+y<a+b+ (da+4b). 3)
Ferner erhilt man, wenn man alle Glieder der Ungleichungen (2) mit (—1)
multipliziert,
—b—d4b< —y< —b+Ab
und nach Addition zu (1)
a—b—(da+Ab)<z—y<a—b+ (da+4b). 4
Aus den Ungleichungen (3) und (4) erhalten wir den folgenden
Satz 1. Jede Summe aus jewesls esner Schranke des absoluten Fehlers 2weier Néhe-
rungszahlen ist eine Schranke des absoluten Fehlers der Summe und der Differenz
dieser Niherungszahlen.
Der angegebene Satz 148t sich offensichtlich unmittelbar auch auf Summen be-
liebig vieler Niherungszahlen verallgemeinern.
Nehmen wir alle Glieder der Ungleichungen (1) und (2) als positiv an und multi-
plizieren wir sie gliedweise, so erhalten wir

ab—(adb+bda)+dadb<zy<ab-+ (adb+4bdda)+ Aaddb. (5)
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Das Produkt 4a Ab auf der linken Seite kann unbeschadet der Giiltigkeit der
Ungleichungen wegbleiben. Wenn die Zahlen Aa und 4b bedeutend kleiner als a
und b sind, was in der Praxis stets der Fall zu sein pflegt, so lassen wir jedoch auch
das Produkt 4a 4b auf der rechten Seite als eine Zahl ,,zweiter (GréBen-)Ordnung*
fort. Dadurch entziehen wir allerdings die Methode der Fehlerschranken jener ein-
wandfreien Strenge, die dem oben entwickelten Verfahren der Wertschranken inne-
wohnt. Wir erhalten somit die neuen Ungleichungen

ab—(adb+bda)<zy<ab+ (add+ bda), (6)
oder nach einer einfachen Umformung

(da Ab)(zy—ab< + b )
Diese letzten Ungleichungen fithren uns auf den folgenden
Satz 2. Jede Summe aus jeweils einer Schranke des relativen Fehlers zweier Nihe-
rungszahlen ist esne Schranke des relativen Fehlers shres Produktes.
Um zu einem analogen Satz iiber den Quotienten zu gelangen, wollen wir zu-
nichst eine Schranke des relativen Fehlers der Zahl 1:b in Abhéngigkeit von
gegebener Schranke des relativen Fehlers A—bl’ der Zahl b bestimmen.

Wenn wir wiederum alle Glieder der Ungleichungen (2) als positiv annehmen,
8o konnen wir sie auch in der Form

1 1
FF ATy <=2
schreiben und erhalten der Reihe nach
1 1 1 1 1 1
m“7<‘—x<r—ﬁ—f'
4b 1 4b
i1 46 <y b<b_(b %)

1 ab
b+Ab<( b) ?<t-dp"
In der letzten Ungleich kett terscheidet sich der Bruch auf der linken Seite

von dem gréBeren Bruoh - nur durch eine Zahl zweiter GroB dnung lich
§ (gd-t)A G und entsprechend der Bruch auf der rechten Seite von dem kleineren
by

Bruch =~ um die Zahl 50— 43) zweiter GréBenordnung. Durch einen erneuten
ermgfuglgen VerstoB gegen die Strenge der Uberlegungen gelangen wir also zu
den Ungleichungen
4b 1 1\, 1 4
-F<li—3)<% ®
gemiiB denen jede Schranke des relativen Fehlers von b auch eine Schranke des

relativen Fehlers von 1: b ist. Indem wir den Quotienten % als Produkt a - %auf—
fassen, gelangen wir zu

Satz 3. Jede Summe aus jeweils einer Schranke des relativen Fehlers zweser Néhe-
rungszahlen ist eine Schranke des relativen Fehlers shres Quotienten.
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Eine einfache Folgerung aus Satz 2 ist die Ungleichungskette
—nda _an—a® _nda
a an “a

d h N
Satz 4. Jedes Produkt aus einer Schranke des relativen Fehlers der Basis mit
dem (natirlichen) Exponenten ist eine Schranke des relativen Fehlers der Potenz.

L
Setzen wir schlieBlich y = |z, so ist z = y", A:—ﬂ, und mithin
4y_4d=.
Y x

so daB wir auf folgenden Satz gefiihrt werden:
Satz 5. Jeder Quotient aus einer Schranke des relativen Fehlers des Radikanden und
dem (natiirlichen) Wurzelexponenten ist eine Schranke des relativen Fehlers der Wurzel.
‘Wir wollen die Anwendung dieser Sitze an einem einfachen Beispiel demonstrieren:
Beispiel 1. Zu berechnen ist unter Angabe einer Schranke des relativen Fehlers

t_]/_—Zhd
T Yed—d)’

wobei ha 25,3 (£ 0,1), d~ 19,32 (4 0,01),
i d,~ 0,998 (& 0,0005), g7 982 (4 0,5)
Lésung. Hier ist
AT=0’5:1", u =% (nach Satz 5);
de_ "2“‘,’.:“’ + "‘”’, v=d —d, (nech Satz 3);
Az(i’;d) + ) (naoh Satz 2 unter Beriicksichtigung von 42 =0);
% "’+ (nach Satz 2);

do=4 @— d1)=Ad+Ad1 (nach Satz 1).

Also schlieBlich ﬁ_os[‘”‘ 44 "’4—2"”;“"]

Den Niherungswert bestimmen wir mlf. Hilfe von vierstelligen Logarithmen, die
Schranke des relativen Fehlers mit dem Rechenschieber.

d 19,32 g2 | 0,3010
d 0,998 Igh | 1,4031
v=d—d, | 18322 1,2860

5,7449

Igv 1,2630
Igg 2,0921
1g(gv) 4,26561

Ak =0,1; Ad =0,01; Ad, = 0,0005; A =0,5;
At:t=05- [0396+0052+0061+0,057]%

=0, 227% von 0,2331
0,00053.
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Antwort.
t A2 0,2331 (4 0,00053) ~ 0,233 (£ 0,00053)
oder schlieSlich :
t=2 0,233 (4 0,001).
Die vierte wesentliche Ziffer des Ergebnisses, das mit Hilfe von vierstelligen
Logarithmen bestimmt wurde, ist unzuverlissig und daher weggelassen worden.
Zur Probe und zum Vergleich der Methoden l6sen wir dieselbe Aufgabe noch-

mals mittels des Verfahrens der Wertschranken und ohne Beniitzung von Loga-
rithmen.

Us 08
h 25,2 25,4 0,2338
Zh og | 808 0,2325
d 1931 | 19,33 +0232 @
2hd =a 073,224 | 981,964 0,4663 : 2 = 0,23315
d 0,9975 | 10,9985
d—d, 18,3115 | 18,3325 0,2338
g 981,5 982,56 —02825
gld—d) =5 17972 | 18012 0,0013 : 2 — 0,00065
a:ib=1 0,05403 | 0,05465
¢ 0,2325 | 0,2338

t ~ 0,2331 (& 0,0007)

Hier sind alle Fehlerquellen beriicksichtigt. Das Resultat stimmt in beiden Fillen
praktisch iiberein.

Alle Formeln fiir die Berechnung einer Schranke des Fehlers, die wir oben durch ganz ele-

Uberl abgeleitet_haben, lassen sich unter Benutzung der Differential-
rechnung wesentlich einfacher ableiten.

Dazu sei f(z, y) eine gegebene differenzierbare Funktion der beiden Verénderlichen 2 und y;
a, und y, seien beliebige Elemente aus ihrem Definitionsbereich. Wir setzen dann z = z, + a,
Y=y, + B, |a| <4z, |f| < Ay, wobei wir die gegebenen Zahlen Az und Ay als so klein im
Verhiltnis zu @, und y, annehmen, daB ihre Potenzen und Produkte vernachlassigt werden
konnen. Wir stellen uns die Aufgabe, den groBten Wert des absoluten Betrages der Differenz
f(%, y) —f (%o, Yo) zu berechnen, unter der Nebenbedingung, daB der Zuwachs der ,,Inkremente‘
&« = z— 7, und f§ = y — y, absolut genommen die Werte 4z bzw. 4y nicht iiberschreitet.

Wie aus der Differentialrechnung?) bekannt ist, setzt sich die Differenz f(z, y) — f(2o, ¥o)
(der ,,Zuwachs* der Funktion f(z, y)) aus zwei Anteilen zusammen: Erstens aus einem Haupt-
;nteil, den man vollstindiges Differential der Funktion f(z, y) ‘nennt und der sich nach der

ormel

of of
d/—azdz+ay dy
berechnet (z und y sind dabei in den Ableitungen an den Stellen 2, und y, zu nehmen), und
i aus Gliedern hoh rdnung. Hierbei sind dz und dy die Differentiale der Argu-
mente z und y oder, was dasselbe ist, die Anderungen der Inkremente z — z, und y — y,, die
wir hier mit dyen Buchstaben « und 8 bezeichnet haben (wahrend die Zeichen Az und dy zur
Bezeichnung der oberen Grenzen dieser Anderungen dienen). Wenn Az und Ay sehr Eleine
Zahlen gind, was wir im folgenden voraussetzen wollen, 8o sind auch die Zahlen « und § sehr
klein, und alle Glieder hoherer Ordnung konnen vernachlassigt werden. Wir finden also, daB
9, 2,
fEt st h)—famm~Lat Lp

z oy

ist.
1) Vgl. EdEM Bd. 3, Artikel ,,Differential- und Integralrech .
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‘Wenden wn' hierauf den behmnten Satz ixber den absoluten Betrag einer Summe an (,,Der
Betrag einer S ist b gleich der S der Betrige der Summanden*) und be-
achten wir, daB der absolute Betrag eines Produktes gleich dem Produkt der absoluten Betrige
der Faktoren ist, so erhalten wir, wenn wir noch |a| durch Az und |8| durch Ay abschitzen,

o+ & 90+ 0) 1 200 < | 2L |- 101+ 3L |11

Der zahlenmaBige Wert dieses letzten Ausdrucks (den man erhalt, wenn man 2 und y durch
zo bzw. y, ersetzt) ist dem Betrage nach gréBer als alle unter den g V
u.uff,retenden Werte der Differenz zwischen dem Wert f(z, + a, ¥, + )]
und dem bekannten Naherungswert f(2,, ¥,), lmnn also als eine Schranke des absoluten Fehlers
der Zahl f(z,. yo) als Niherungswert fir f(z, y) aufgefaBt werden.
Dieser SchluB 148t sich leicht von einer Funktlon zweier Variablen auf eine Funktion mit
beliebig vielen Argumenten iibertragen, wobei wir die Formel

L) ant || ay+| L[| 2+ @

Af (2 Yoo 2an -+ ) = | 7
erhalten, mit deren Hilfe sich gleichfalls eine Schranke des absol Fehlers berech 1a8¢.
Die einzelnen Glieder auf der rechten Seite geben den Anteil jeder einzelnen Variablen am
Gesamtfehler an. Lassen wir in (A) die Funktion f(z, y) der Reibe nach die Funktionen
z+y,z—y 2y, f—,z",'i/z_du. hlaufen, 8o k i ittelb

wir auf die oben angegebe-
nen Sitze 1 bis 5. Setzen wir z. B. f(z, y) = 5-, 8o wird == f — = — ?, und die For-

mel (A) liefert (fiir p ositives z und y): 4 (?) =7 4z + —: Ay oder, nach Division durch 5 N

z\ z Adz Ay
4{=)===
(!I) Yy z v ¥
d. h. den Batz 3.
Hier noch ein Beispiel einer ittelbaren Anwend der Formel (4).

Beiepiel 2. Zu berechnen ist die Seite ¢ eines Dreiecks, wenn man seine anderen’ beiden
Seiten z =~ 25,0(4 0,2) mm, y ~ 30,0(% 0,2) mm und den Winkel zwischen ihnen

2~ 60° 0 (4 0°,5)

kennt.
Lésung. Zur Berechnung eines Naherungswertes verwenden wir die Formel
=2} y®— 2zxycosz
und benutzen eine vierstellige Tafel. :)ann erhalten wir ¢ =~ 27,84 mm. Die Differentiation-
ergibt:
ot _z—ycorz Ot y—zxcosz Ot _ zysinz
2z [ 'y t ‘ozt
und wir finden als Schranke des absoluten Fehlers des Naherungswertes ¢ gemaB Formel (A)
4t = 0,359 - 0,2 + 0,628 - 0,2 4 23,3 - 0,00873 = 0,072 + 0,126 + 0,203 = 0,401.
Hierbei ist 4z im BogenmaB ausgedriickt.
Wir finden also das Resultat ¢ ~ 27,84 (4- 0,401) mm oder nach dem iiblichen Runden
t = 21,8(: 0,40) mm; d. h,, man kann garantieren, da8 die Lange der gesuchten Dreiecksseite
von 27,8 mm um weniger als 0,40 mm abweicht. Dasselbe Ergebnis erhalt man bei Anwendung
der Methode der Wertschranken.
Bisher hatten wir es mit Aufgaben zu tun, in denen aus bekannten Schranken
des Fehlers der gegebenen Zahlen eine Schranke des Fehlers im Resultat zu be-
stimmen war. Manchmal hat man indes auch die umgekehrte Aufgabe zu lésen,




$ 9. Berech mit strenger Fehl hnung nach der Methode der Fehlerschranken 355

d. h., man hat f tellen, welche G igkeit die Ausgangszahlen haben miissen,
demit das Resultat eine vorgegeb Genauigkeit besitzt. Bei der Losung der-
artiger Aufgaben besitzt nun die Methode der Fehlerschranken erhebliche Vorziige
gegeniiber dem Verfahren der Wertschranken. Wir wollen hier auf derartige Auf-
gaben nicht niher eingehen, sondern uns auf die Betrachtung eines Beispiels be-
schrinken. Der Leser, der sich mit Einzelheiten vertraut machen mochte, sei auf
die Biicher [9] und [2b] verwiesen.

Mit welcher Genauigkeit mu8 man das Gewicht p (in Gramm) und das Volumen v (in
Kubikzentimeter) eines Stiickes Blei ermitteln, um sein spezifisches Gewicht 6 nach der

Formel éz—g mit einem Fehler von weniger als einem halben Prozent berechnen

zu konnen ?
Auf Grund von Satz 2 ist
48 _Ap 4w
i + 4
d.h., man muB gemiB unserer Aufgabe die Werte p und v so genau bestimmen,
daB die Summe der Schranken ihrer relativen Fehler 0,59, nicht iiberschreitet.
Da man beim Wigen mit Leichtigkeit eine viel groBere Genauigkeit erreichen kann
als bei der Volumenmessung, wird man den zulissigen Héchstfehler bei der Be-
stimmung des Gewichtes zu ein Zehntel des Gesamtfehlers ansetzen, also zu 0,05%,
und die restlichen 0,45%, dem Fehler bei der Bestimmung des Volumens zuschreiben.
Wenn also das Gewicht des betreffenden Stiickes Blei sich grob geniihert als 400 g
herausstellt und sein Volumen nahe an 40 cm? liegt, so ist das Gewicht mit einem
Fehler zu bestimmen, der 0,069, von 400 g, also 0,2 g nicht iiberschreitet, das Vo-
lumen da.gegen mit einem Fehler, der 0,18 cm?® nicht iiberschreitet. Die verlangte
igkeit bei der Besti ng des spezifischen Gewichts lit sich alsu ga,ra.ntlert
da.nn erreichen, wenn eine Wa.age zur Verfiigung steht, die bei einer Belastung mit
400 g auf 0,2 g anschlagt, und wenn ein Gerit zur Messung des Volumens vor-
handen ist, das mit einer Genauigkeit bis zu 0,1 cm?® abzulesen gestattet.

‘Wir haben bisher zwei Verfahren kennengelernt, mit deren Hilfe man ganz be-
stimmte Schliisse iiber die G igkeit der Rech Itate ziehen kann, wenn man
die G igkeit der gegeb Zahlen kennt, d. h., wir haben zwei Methoden der
»genauen Fehlerrechqung kennengelernt. Welches der beiden Verfahren, die
Methode der Wertschranken oder die Methode der Fehlerschranken, verdient nun
den Vorzug?

Augenscheinliche Vorziige der Methode der Wertschranken sind: 1.) Die auBer-
ordentliche Einfachheit, mit der man ihre ganze Theorie auf ein Grundprinzip
zuriickfithren kann, dessen praktische Anwendung selbst dem nur wenig ausgebildeten
Rechner keinerlei Schwierigkeiten bereitet ; 2.) ihre uneingeschrankte Anwendbarkeit
auf alle numerischen Rechnungen, von den einfachsten bis zu den kompliziertesten;
3.) die absolute Strenge, mit der man bei Anwendung dieser Methode unbedingt zu-
verlissige Resultate erhnlten kann, dank .der Moglichkeit, sowohl die Fehler, die
von der Us igkeit der A hlen herrithren, als auch die Rundungs-
fehler zu berucksxchtlgen 4.) die Kontrollméglichkeit fiir die Richtigkeit der
Rechnungen, die aus dem Vergleich der Resultate der beiden parallelen Reihen
von Operationen flieBt.




356 Fehlerrechnung

Demgegeniiber iibertrifft die Methode der Fehlerschranken das Verfahren der Wert-
schranken in der Hinsicht, daB sie 1.) erlaubt, im voraus den Fehler zu berechnen,
der von der Ung igkeit der vorgegeb Zghlen herriihrt, und dadurch eine
mehr oder weniger zuverlissige Aussage iiber die Genauigkeit macht, mit der die
Rechnung durchzufiihren ist; daB sie 2.) festzustellen erlaubt, welcher Anteil des Ge-
samtfehlers im Resultat von den Fehlern der einzelnen vorgegebenen Niherungs-

zahlen hervorgerufen wird.

Auf den ersten Blick scheint es, daB ein wesentlicher Nachteil der Methode der
Wertschranken in der Notwendigkeit liegt, alle Berechnungen doppelt durchfiihren
zu miissen. Wenn wir jedoch an ein und derselben Aufgabe die Fehlerrechnung
nach der Methode der Wertschranken mit der Fehlerrechnung nach der Methode
der Fehlerschranken vergleichen, so finden wir, da8 die Quantitit der Rechnungen
in beiden Fillen ungefihr die gleiche ist. Das liegt daran, daB die Berechnung
einer Schranke des Fehlers ebenfalls einige Miihe erfordert. Zwar kann diese Be-
rechnung hiaufig dadurch wesentlich vereinfacht werden, daB man grobere Nihe-
rungen benutzt, jedoch ergeben sich dadurch entweder sehr unsichere Resultate
oder die Schranken des Fehlers wachsen unniitz an. Allerdings bemerkt man, daB
bei Berechnungen nach einer Formel, die nur Grundrechenarten zweiter und dritter
Stufe (Multiplikation, Division und Potenzleren, Radlzleren) enthizlt die Berech-
nungen nach der Methode der Fehlerschranken im al hnell
durchgefithrt werden konnen ‘als nach der Methode der Wertschrnnken Anders
steht es, wenn in die Formel neben den Grundrechenarten zweiter und dritter Stufe
auch die Grundrechenarten erster Stufe (Addition, Subtraktion) eingehen.

In Fillen, in denen es nicht auf eine absolute Sicherheit, sondern nur auf eine
mehr oder weniger groBe Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses ankommt, wie dies
z. B. bei der Auswertung von Versuchen und Beobachtungen der Fall ist, benutzt
man meistens die Methode der Fehlerschranken. Bei Berechnungen dagegen, bei
denen eine absolute Sicherheit unumginglich (und im Wesen der Sache maglich)
ist, wie z. B. bei der Berechnung mathematischer Tafeln, ist es besser, die Methode
der Wertschranken zu benutzen. In didaktischer Hinsicht hat die Methode der
‘Wertschranken unbestreitbare Vorteile gegeniiber dem Verfahren der Fehlerschranken,
so daBl man, zumal fir eine erste Einfithrung in die Methoden der genauen Fehler-
rechnung, unbedingt das Verfahren der Wertschranken empfehlen muB.

§ 10. Hochstfehler der Resultate der Grundrechenarten an Niherungswerten.
Regeln der Ziffernzihlung

Wenn bekannt ist, wie viele zuverlissige Ziffern jede vorgegebene Néaherungszahl
besitzt, und wenn auBerdem diese Ziffern selbst bekannt sind, so kénnen wir in
jedém Einzelfall auf Grund der oben betrachteten Verfahren feststellen, wieviel
Ziffern des Resultates Vertrauen verdienen, und wir kénnen es dann entsprechend
rund In di Z hang erhebt sich naturgemif die folgende Frage:
Kann man aus der Kenntnis der Anzahl der zuverlissigen Ziffern jeder gegebenen
Zahl ohne Kenntnis dieser Zahlen selbst irgendwelche Schliisse iiber die Genauigkeit
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des Resultates ziehen ? Es zeigt sich, daB derartige Schliisse durchaus moglich sind
und daB sie in der Praxis des Rechnens mit Erfolg angewendet werden konnen.
Meistens spricht man in diesem Zusammenhang von ,Regeln der Ziffernzihlung*
bzw. von ,,Regeln fiir das Runden der Resultate der Grundrechenarten an Nihe-
rungszahlen. Um zu diesen Regeln zu gelangen, miissen wir feststellen, welchen
maximalen Fehler die Resultate der Grundrechenarten annehmen kénnen, wenn die
Anzahl von zuverlissigen Ziffern in den Komponenten gegeben ist. Wir werden also
unter dem ,Hochstfehler des Resultates einer jeden Grundrechenart die obere
Grenze seines absoluten Fehlers bei beliebigen Komponenten mit vorgegebener
Anzahl von zuverlissigen Ziffern verstehen und uns mit der Berechnung dieses
Hochstfehlers in den verschiedenen Fillen beschiftigen. Den Hochstfehler werden
wir stets mit dem Buchstaben ¢ bezeichnen.

Sehr einfach 1iBt sich der Hochstfehler einer algebraischen Summe berechnen.
Sind die Komponenten (Summanden und Subtrahenden) mit einer gegebenen An-
zahl von Dezimalstellen vorgegeben, so ist ¢ = 0,5 - n - 10~%, wenn die Komponente
mit der kleinsten Anzahl von Dezimalstellen k& Dezimalstellen (k nicht-negativ,
ganz) besitzt und im ganzen n Komponenten vorhanden sind. Der wirkliche
absolute Fehler der Summe ist dann und nur dann gleich diesem Hchstfehler,
wenn alle Komponenten k Dezimalstellen besitzen, jede den maximalen Fehler von
einer halben Einheit der Ordnung der letzten Ziffer annimmt und alle Fehler das-
selbe Vorzeichen besitzen. In diesem Fall kann der Hochstfehler im allgemeinen
nicht herabgesetzt werden.

Diese Uberlegungen geben uns bereits eine hinreichende Begriindung fiir die
folgende praktische Regel:

Regel 1 der Ziffernzdhlung. Bei der Addition und Subtraktion von Niherungs-
2ahlen sind ¥m Resultat nur 8o viele Dezimalstellen beizubehalten, wie in einer vorgegebenen
Naherungszahl mit kleinster Anzahl von Dezimalstellen vorhanden sind.

Wir erinnern bei dieser Gelegenheit daran, da man unter den Dezimalstellen
einer Zahl die Ziffern der Zahl versteht, die rechts vom Komma stehen. Dabei
denken wir uns alle vorgegebenen Niherungszahlen so vorgegeben, daB nur die-
jenigen Ziffern aufgefiihrt sind, die Vertrauen verdienen. Hierbei empfiehlt es sich,
ganze Zahlen, in denen rechts eine gewisse Anzahl von Nullen unbekannte Ziffern
ersetzt, in Form eines Produktes mit einer gewissen Zehnerpotenz mit ganzzahligem
Exponenten zu schreiben (z. B.ist es besser, die Niherungszahl 347000, falls sie
Ergebnis des Rundens einer gewissen genauen Zahl auf die Ordnung der Tausender
ist, in der Form 347 . 10% oder 3,47 - 10% o. dgl. zu schreiben).

Die Zulissigkeit des Rundens gemiB der angegebenen Regel wird augenschein-
lich, wenn man irgendein konkretes Beispiel betrachtet. Dabei empfiehlt es sich,
die unbekannten Ziffern der vorgegebenen Niherungszahlen durch ein besonderes
Zeichen, etwa durch ein Fragezeichen, anzudeuten. Es sei z. B. nach der Summe
der unten angegebenen Niherungszahlen gefragt, von denen die erste der auf drei
Dezimalstellen gerundete Wert einer uns unbekannten Zahl ist, die zweite ent-
sprechend der auf eine Dezimalstelle und die dritte der auf zwei Dezimalstellen
gerundete Wert uns unbekannter Zahlen ist. Wiirden wir im vorliegenden Falle
die Addition so ausfithren, als wenn es sich um genaue Komponenten handelte,
8o erhielten wir die Zahl 87,943, in der naturgemiB die Hundertstel- und Tausendstel-
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ziffern keinerlei Vertrauen verdi und wegzul sind, wie gerade die Regel 1
verlangt.
0,42317.
+72811%. .
14,7212 ..
87,9431,
87,9

Im vorliegenden Beispiel kann der wahre absolute Fehler der Summe die halbe
Einheit der letzten aufgefiihrten Ordnung nur wenig iibertreffen. Man kann jedoch
leicht Beispiele konstruieren, in denen er einige Einheiten dieser Ordnung ausmacht.
Inwieweit verdient also die letzte Ziffer Vertrauen? Auf diese Frage werden wir
in den §§ 11 und 12 zu sprechen kommen.

Wir gehen nun zur Muitiplikation iiber und formulieren folgenden Satz iiber den
Hochstfehler:

Satz 1. Das Produkt zweier Niherungszahlen mit je k zuverlissigen Ziffern besitzt
einen Hochstfehler von 5,5 Einheiten der Ordnung seiner k-ten wesentlichen Ziffer;
dieser Wert des Hochstfehlers vermindert sich auf 5,05 Einheiten, wenn eine der Nihe-
rungszahlen k zuverlissige Ziffern und die andere (k + 1) zuverldssige Ziffern besitzt;
er vermindert sich auf 5 Einheiten, wenn einer der Fakloren k zuverlissige Ziffern
besitzt und der andere genau ist.

Hier zunichst ein Beispiel, in dem der absolute Fehler des Produktes in der Nihe
des im Satz angegebenen Hochstfehlers liegt:

z = 100,499, y =9,99499, zy = 1004,486.--, ¢ =100, b = 9,99, a b = 999.

Hier weicht das Produkt der Niherungszahlen a, b von dem Produkt der genauen
Zahlen z, y um 5486 .. Einheiten der Ordnung der dritten wesentlichen Ziffer
des Produktes ab.

Wir wollen den Beweis von Satz 1 fiir den Fall £ = 3 ausfiihren (man sicht leicht, daB der
angegebene Beweis auch fiir beliebiges k Giiltigkeit hat und dort nur etwas gréBere Schreib-
arbeit erfordert). Zunichst ist ittelbar kiar, da die Stellung des Kommas in den gegebenen
Faktoren gleichgiiltig ist; um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, wollen wir voraus-
setzen, daB das Komma im ersten Faktor hinter der dritten wesentlichen Ziffer und im zweiten
Faktor hinter der ersten wesentlichen Ziffer steht. Die genauen Werte der angeniherten
Faktoren a, b seien z und y, 8o daB z=a +« und y =b + § ist, wobei a und § die wirklichen
absoluten Fehler der Naherungszahlen ¢ und b sind. GeméB unserer Voraussetzung iiber die
Kommastellung ist dann

100 < @ < 999; 1,00 < b < 9,99; |«| < 0,55 |8] < 0,005.

Wir wollen nun eine Abschatzung der Differenz zy — ab = af + ba 4 «f in Einheiten der
Ordnung der dritten wesentlichen Ziffer des Produktes ab geben. Offensichtlich erhalten wir:

|zy —ab| <0,005a + 0,5 b + 0,0025

|zy — ab| < 0,005(a + 100 b) + 0,0025.

Wir treffen nun eine Fallunterscheidung, je nachdem ob (1) das Produkt ab drei oder (2) das
Produkt ab vier Ziffern vor dem Komma besitzt. Die Ungleichungen 100 - 1,00 < @b < - 9,99
zeigen, daB genau diese beiden Falle moglich sind.

oder

Im ersten Fall ist ab < 999,99; 1005 < %', wobei p* = 99999 ist, und mithin

a+loObSa+p'
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Durch Differentiation der Funktion a + - nach a finden wir, daB sie bei stetigem Wachsen

der Variablen a von 100 bis 899 zuniichst monoton fillt (und zwar vom Werte 1099,99 bei
a = 100 bis zum Wert 2p = 632,4... bei a = p = 316,2...) und danach monoton wiichst

(vom Werte 2p bei ¢ = p bis zum Werte 1099 + 599 beia = 999). Wenn wir beachten, da8
die Summe a + 100b nur ganze Werte annimmt, so kommen wir zu dem SchluB, da8 der groBt-
Wert dieser S gleich 1099 und daher
|zy — ab| < 0,005 - 1099 + 0,0025 = 5,4975 < 5,5
ist, womit die erste Behauptung von Satz 2 fiir den Fall bewiesen ist, daB das Produkt drei
wesentliche Ziffern vor dem Komma besitzt.

Im zweiten Fall, wenn also das Produkt nicht drei, sondern vier Stellen vor dem Komma
besitzt, 148t sich der groBtmdgliche Fehler des Produktes weit einfacher berechnen. Dann ist
namlich

|zy —ab| < 0,005 - 999 4 0,5 - 9,99 4 0,0025 = 9,9925 < 10,

wobei im Fall von vier wesentlichen Ziffern vor dem Komma die Zehnerziffer die dritte wesent-
liche Ziffer ist, so daBl wir gezeigt haben, daBl die Zahl | zy — ab| kleiner ist als eine Einheit der
Ordnung der dritten wesentlichen Ziffer dee Produktes. Damit st die erste Behauptung von
Satz 2 auch fiir den zweiten Fall bewiesen.

Wenn einer der Nlhemngxflktoren k=3 und der andere k + 1 = 4 zuverlissige Ziffern
besitzt, so erhalten wir durch ent: de Ubel wie oben:

100 < o < 999; 1,000 < b < 9,999; || < 0,5; |8] < 0,0005;
|2y — ab| < 0,0005a + 0,5 5 + 0,00025 = 0,0005(a + 1000 b) + 0,00025.

Wenn dann das Produkt ab drei Ziffern vor dem Komma besitzt, so ist

ab < 999,899; 10000 < l:—,
wobei p* = 899999 ist, und mithin
a+10006<a+E

Diese letzte Summe ist, falls ¢ von 100 bis 999 wachst, monoton fallend, da ibr Minimum bei
a = p=999,99... liegt. Folglich ist ihr groBtmoglicher Wert gleich 100 4 9999,99 = 10099,99,
und da die Summe a + 1000 b nur ganze Werte annimmt, kann sie die Zahl 10099 picht itber-
treffen. Daraus ergibt sich, daB

|zy — ab| < 0,0005 - 10099 + 0,00025 = 5,04975 < 5,05
ist. Wenn dagegen das Produkt ab vier Ziffern vor dem Komma besitzt, so ist
|zy — ab| < 0,4995 + 4,9095 + 0,00025 = 5,49925 < 5,6

oder 0,65 Einheiten der Ordnung der dritten lichen Ziffer des Produk Damit ist
auch die zweite Behauptung unseres Satzes bewiesen.
Zum Beweis der drittén Behauptung schlieBen wir folgend Ben:

z=a+a; 100<a<999; |a| <05; y=0; 1<b<10;
|zy —ab] < 0,60 < 6.
Wenn das Produkt drei Stellen vor dem Komma besitzt, so ist sein Fehler nicht groBer als
5 Einheiten der Ordnung seiner dritten wesentlichen Zlﬁu wenn es dagegen vier Stellen vor
dem Komma besitzt, also seine dritte liche Ziffer die Zeh iffer ist, 80 ist sein Fehler
hochstens gleich 0,6 Einheiten der Ordnung der dritten wesentlichen Ziffer.

Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

Aus dem oben formulierten Satz konnen wir bereits eine Reihe von praktischen
SchluBfolgerungen ziehen. Wenn eine vorgegebene Naherungszahl k zuverlissige
wesentliche Ziffern besitzt und eine andere vorgegebene Zahl nicht weniger genau
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ist, d. h. entweder eine Niherungszahl mit mindestens k zuverlissigen wesentlichen
Ziffern oder genau ist, so hat es keinen Sinn, im Produkt mehr als ¥ wesentliche
Ziffern beizubehalten, ja schon die k-te wesentliche Ziffer ist zweifelhaft. In diesem
Zusammenhang taucht die Frage auf, ob es sich {iberhaupt lohnt, diese k-te wesent-
liche Ziffer beizubehalten (diese Frage wird in den §§ 11 und 12 positiv beantwortet).
Ferner kann man im Fall zweier Faktoren mit verschiedener Anzahl von wesent-
lichen Ziffern, ohne Nachteil fiir die Genaunigkeit des Resultates, vor der Rechnung
den genaueren Faktor derart runden, daB er nur eine wesentliche Ziffer mehr als
der weniger genaue Faktor besitzt: Wenn der weniger genaue Faktor k Zuverlissige
wesentliche Ziffern besitzt, so vergroBert sich der Hochstfehler des Resultates dabei
nur wenig, nimlich von 5 auf 5,05 Einheiten der Ordnung der k-ten wesentlichen
Ziffer des Produktes. Allerdings lohnt es sich in jedem Falle, die (k + 1)-te wesént-
liche Ziffer des genaueren Faktors beizubehalten, da sich sonst der Hochstfehler
des Produktes unniitz vergroBert, nimlich von 5,05 auf 5,5 Einheiten der Ordnung
der k-ten wesentlichen Ziffer.

Wenn wir in analoger Weise den Quotienten untersuchen, erhulten wir:

Satz 2. Der Quptumt 2weier Ndherungszahlen mit ]e k zuverld
Ziffern besitzt einen Hoichstfehler von 10 Einheiten seiner k-ten wesenﬂldlen Ziffer.
Dieser Hichstfehler verringert sich auf 5,5 Einhesten, wenn eine der gegebenen Ndihe-
rungszahlen k und die andere (k + 1) zuverldasige wesentliche Ziffern besitzt. Er ver-
ringert gich auf 5,22 Einheiten, wenn der Dividend genau ist und der Divisor k zu-
verldssige wesentliche mejem besitzt, und auf 5 Einheiten, wenn der Divisor genau
st und der Dividend k zuverlissig tliche Ziffern besitzt.

Auf den Beweis dieses Satzes, der analog dem Beweis des vorangehenden Satzes
verlduft, wollen wir hier verzichten. Die angegebenen Abschitzungen des Hochst-
fehlers von Produkt und Quotient von Niherungszahlen fithren uns auf folgende
praktische Regel:

Regel 2 der Ziffernzahlung Bei der Multiplikation und Division von Néhe-
rungazahlen sind im Resultat so viele tliche Ziffern beizubehalten, wie in der
Naiherungszahl mit der kleinsten Anzahl von wesentlichen Ziffern vor-

tlinh

handen sind.

Der Zweifel an der ZweckmiBigkeit der Festsetzung, daB auch die k-te wesent-
liche Ziffer beim Produkt noch beizubehalten ist, wobei der Fehler ja bis 5,5 Einheiten
der betreffenden Ordnung betragen kann, und noch mehr beim Quotienten, bei
den er 10 Einheiten erreichen kann, wird durch Uberlegungen beseitigt, auf die
wir in den §§ 11 und 12 eingehen werden.

Die Brauchbarkeit der Regeln 1 und 2 macht man sich am besten an Hand von
konkreten Beispielen klar, wobei man zweckmiBigerweise die unbekannten Ziffern
durch Fragezeichen ersetzt. Wir fiihren vier derartige Beispiele an, die ohne jede
Erklirung verstandlich sind:

9,561 3,143?  936:1:2181 =429  65:4,71:2,6? = 250
X 2,181 0,851 872} 1 52{1  (besser 2,5 10%)
B3R Tt 64i 11 13:47
76481 1;5715? 43 : 61 13: 01
9561 25} 1442 20741t Y
191:2? 26 715611 19} 627 '
208 ; 40817 2T 781
20,8 '




§ 10. Hochstfehler des Resul der Grundrechenarten an Naher hl 361

Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die zuverlissigen Ziffern durch vertikale
punktierte Linien abgetrennt. Niheres ilber Beispiele dieser Art kann man in dem
Buch [2a] nachlesen.

Wenn wir zu den Grundrechenarten dritter Stufe (Potenzieren und Radizieren)
iibergehen und uns auf den Fall beschrinken, daB als Exponent der Potenz und der
Waurzel die Zahlen 2 und 3 auftreten, so beweisen wir miihelos die beiden folgenden
Sitze:

Satz 3. Das Quadrat bzw. der Kubus einer Niherungszahl mit k zuverld
wesentlichen Ziffern besitzt einen Hochstfehler von 3,5 bzw. 7,2 Emlmten der Ordmmg
seiner k-ten wesentlichen Ziffer.

Satz 4. Die Quadrat- bzw. die Kubikwurzel aus einer Ndiherungszahl mit k zu-
verlissigen wesentlichen Ziffern besitzt einen Hochstfehler von 0,81 bzw. 0,79 Einheiten
der Ordnung ihrer k-ten wesentlichen Ziffer.

Diese Siitze bilden die Grundlage fiir die folgenden Regeln der Ziffernzihlung:

Regel 3 der Ziffernzihlung. Beim Potenzieren mit 2 und 3 sind im Resultat
80 viele Ziffern als wesentlich beszubehalten, wie die Basis zuverldssige wesentliche
Ziffern besitzt.

Regel 4 der Ziffernzihlung. Bei der Berechnung der Quadrat- und Kubik-
wurzel aus einer Niherungszahl sind vm Resultat so viele Ziffern beszubehalten, wie im
Radikanden zuverlissige tliche Ziffern vorhanden sind.

Auf Grund der oben angegeb Werte des Hochstfehlers und der Uberlegungen
aus den §§ 11 und 12 kénnen wir zu diesen Regeln noch folgendes bemerken: Die
letzte Ziffer eines in der angegebenen Weise gerundeten Quadrates und besonders
eines so gerundeten Kubus ist wemger zuverlissig als die letzte Ziffer der Basis;
hingegen ist die letzte Ziffer der in b Weise gerundeten Quadrat- und
besonders der so abgerundeten Kubikwurzel zuverléssiger als die letzte Ziffer des

Radikanden.

Auf die praktische Anwendung der Regeln der Ziffernzihlung kommen wir erst
in § 13 zu sprechen. Wir wollen jedoch bereits hier darauf hinweisen, daB sich beim
Runden des Resultates nach den Regeln der Ziffernziihlung die oben angegebenen
Hochstfehler jeweils um maximal 0,5 Einheiten vergroBern. In der Tabelle auf
8. 366 sind sowohl die oben angegebenen Héochstfehler als auch die so vergroBerten
Héchstfehler aufgenommen.

Interessant ist noch die Analogie, die zwischen den Regeln der Ziffernzihlung und
den Sitzen aus § 9 iiber die Schranken des absoluten und relativen Fehlers besteht:
Bei der Addition und Subtraktion von Niherungszahlen addierten sich die durch
die Anzahl der zuverlissigen Dezimalstellen festgelegten Schranken ihres absoluten
Fehlers. Bel der Multxpllkatlon und Division dagegen waren die durch die Anzahl
der zuverld den Ziffern bestimmten Schranken des relativen Fehlers
der gegebenen N; aherungsza,hlen zu addieren. Die Multiplikation der Schranke des
relativen Fehlers mit dem Exponenten beim Potenzieren und die Division durch den
Waurzelexponenten im Fall des Radizierens machen die oben bemerkte Ver-
minderung der Geuuuigkeit im ersten Fall und ihre VergréBerung im zweiten Fall
begreiflich.
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§ 11. Der mittlere quadratische Fehler der Resultate der Grundrechenarten
an Niherungszahlen. Das Prinzip von A. N. KryLow

In den Fillen, in denen wir die Moglichkeit haben, auBer einer Schranke des
Fellers, d. h. seines groBtmoglichen Wertes, auch den wahren Wert des Resultates
festzustellen, bemerken wir im allgemeinen, daB der wahre Fehler bedeutend kleiner
ist als der theoretische Hochstfehler. Diese Erscheinung wird um so markanter,
je mehr Naherungszahlen in die Berechnung eingehen. Wenn wir z. B. die Summe
der vierstelligen Logarithmen der zwanzig Zshlen von 11 bis 30 einschlieSlich be-
stimmen, so ist 0,00005 eine Schranke des absoluten Fehlers jedes Logarithmus,
also 0,00005 X 20 = 0,001 eine Schranke des absoluten Fehlers der Summe. Da die
Sumime der genannten Logarithmen 25,8638 ist, konnen wir also dafiir garantieren,
daB der wahre Wert dieser Summe gréBer als 25,8628 und kleiner als 25,8648 ist.
Wiederholen wir dieselbe Rechnung mit achtstelligen Logarithmen, so erhalten wir
die Surame 25,86389705, d. h., der wahre Fehler der ersten Summe macht nicht ein-
mal ein Zehntausendstel aus, stellt also ungefihr ein Zehntel des oben berechneten
theoretischen Wertes dar.

Diese Differenz zwischen dem wahren Fehler und dem Héchstfehler erklirt sich
daraus, daB wir beim Bestimmen des Héchstfehlers die ungiinstigsten Umsténde
vorausgesetzt haben. So haben wir im eben betrachteten Beispiel als Schranke des
Fehlers jedes Summanden die halbe Einheit der Ordnung seiner letzten Ziffer an-
gesetzt. Indes konnen die wahren Fehler dieser Summanden alle moglichen Werte
zwischen — 0,56 und + 0,5 Einheiten dieser Ordnung annehmen, und sie nehmen
auch in der Tat verschiedene dieser Werte an. Dabei kommen positive Abweichungen
ungefihr in derselben Hiufigkeit vor wie negative Abweichungen und heben sich
damit in mehr oder weniger bedeutendein MaBe auf. Der Anhiufung von Fehlern
lauft also eine gewisse gegenseitige Kompensation parallel, so daB8 die Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten eines groSen, nahe dem Héochstfehler gelegenen Fehlers
im Resultat duBerst gering ist. Zwar kann man bei kiinstlicher Wahl der Sum-
manden Fehler konstruieren, die dem Hochstfehler beliebig nahe ko jedoch
ist das Auftreten von solchen kiinstlichen Auswahlen in der Praxis sehr unwahr-
scheinlich.

Mit den Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man {ibrigens sehr genau
berechnen, wie oft ein gegebener Wert des Fehlers in der Summe auftritt. Die Re-
sultate dieser theoretischen Untersuchungen wurden durch direkte Experimente
bestitigt. So hat mun z. B. folgenden Versuch durchgefiihrt: Man hat 440 Summen
aus je zwanzig Logarithmen berechnet, und zwar einmal mit fiinf Dezimalstellen
und zum anderen mit sieben Dezimalstellen. Sodann hat man die Differenzen der
jeweiligen Summen von fiinf- und siebenstelligen Logarithmen berechnet, d. h. einen
Niherungswert fiir die Fehler der Summen aus fiinfstelligen Logarithmen bestimmt :

Der Fehler der Summe Nach der Anzahl der Fille in der

liegt zwischen Theorie Wirklichkeit
0 und 100 56,149, 65%,
100 und 200 31,726, 289,
200 und 300 10,139, 6%
300 und 400 1,82% 1%
400 und 500 0,189 0%
500 und 1000 0,01% 0%
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Die vorangehende Tabelle zeigt ein iigend gutes Ubereinstimmen der Re-
sultate des Versuches mit den theoretischen Werten, Die Fehler sind dabei in Zehn-
millionstel (d. h. Einheiten der Ordnung der letzten Ziffer der siebenstelligen Loga-
rithmen) angegeben. Die theoretische Schranke des absoluten Fehlers jeder Summe
aus zwanzig Summanden mit je fiinf zuverlissigen Dezimalstellen ist gleich
0,5-10-5. 20, d. h. 1000 Zehnmillionstel. Jedoch wird diese Schranke in keinem
der 440 Fille erreicht. Bei praktischen Berechnungen muB man mit der an-
gegebenen Wahrscheinlichkeit, mit einem groBen, d. h. dem Hochstfehler relativ
nahen Fehler rechnen.

Da die genaue Fehlerrechnung, wie wir in den §§ 8 und 9 gesehen haben, manche
zusiitzliche Arbeit erfordert, wendet man sie in der Praxis nur gelegentlich an. Ge-
wohnlich begniigt man sich damit, die Berechnungen auf eine bestimmte Anzahl
von Ziffern (wesentliche Ziffern oder Dezimalstellen) vorzunehmen, wobei man im
Resultat eine oder auch zwei unzuverlissige Ziffern beibehilt (vgl. den SchluBl des
Artikels [6]).

In der Praxis 1aBt man iiblicherweise zu, daB die auftretenden Zahlen Fehler be-
sitzen, die die Einheit der Ordnung ihrer letzten Ziffer nicht iberschreiten. So
finden wir in dem Buch [10] von A. N. KrRyLow:

,»Das Resultat jeder Berechnung und Messung wird durch eine gewisse Zahl aus-
gedriickt. Dabei werden verabredungsgemiB alle Zahlen so niedergeschrieben, daB
man aus der Form der Niederschrift bereits den Grad der Genauigkeit ablesen kann,
und zwar benutzt man in der Regel eine Schreibweise, bei der alle wesentlichen
Ziffern mit Ausnahme der letzten zuverlissig sind und die letzte Ziffer nur um
hichstens eine Einheit der betreffenden Ordnung angezweifelt werden kann.

Wenn man diese letzte Forderung buchstiblich nimmt, so ist sie nur sehr schwer
zu erfilllen. Um sie zu befolgen, miiBte man entweder eine fortlaufende genaue
Fehlerrechnung durchfiihren oder bei jedem Schritt die Resultate stark runden.
So besitzen z. B. die vierstelligen Logarithmen, die man als Summen von drei vier-

stelligen Logarithmen erhilt, einen Héchstfehler von 1 % Einheiten der Ordnung der

letzten Stelle, und man miiBte sie beim starren Festhalten an der genannten Regel
auf drei Dezimalstellen runden. Fiigen wir jedoch in die obige Regel den Zusatz
»im' Mittel ein, so erhalten wir ein Prinzip von entscheidender Bedeutung, mit
dessen Hilfe man eine ganze Reihe von praktischen Regeln fiir das Rechnen mit
Niiherungszahlen verniinftig begriinden kann. Dieses ,,Grundprinzip fiir gewthn-
liche Rechnungen“ d. h. fiir Rechnungen ohne genaue Fehlerrechnung, formulieren
wir in seiner endgiiltigen Gestalt folgendermaBen:

Prinzip von A.N.Kryrow. Jede Niherungszahl ist so zu schreiben, daP alle
shre wesentlichen Ziffern mit evtl. Ausnahme der letzten zuverlissig sind und die letate
Ziffer im Mittel um hochstens eine Einheit der betreffenden Ordnung zweifelhaft ist.

Diesen Zusatz ,,im Mittel* werden wir dabei so verstehen, daB hier nicht von
einer Schranke des Fehlers, sondern vom mittleren quadratischen Fehler,
d.h. von der Quadratwurzel aus dem Mittelwert der Quadrate der moglichen
Fehler die Rede ist.

Um eine klare Vorstellung von dem mittleren quadratischen Fehler zu erhalten,
wollen wir als Beispiel den mittleren quadratischen Fehler beim Runden durch Ver-
nachldssigung einer Ziffer berechnen. Dabei sehen wir alle moglichen Werte der fort-
gelassenen Ziffer als gleich wahrscheinlich an, d. h., wir setzen voraus, daB (bei einer
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groBen Zahl von derartigen Vernachlissigungen) alle Werte gleich oft auftreten.
Es sind also folgende Werte fiir den Fehler beim Runden (in Einheiten der Ord

der zuletzt beriicksichtigten Ziffer) gleich wahrscheinlich: —0,5; —0,4; —0,3;
—0,2; —0,1; 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5. Insgesamt sind dies 11 Fehlerwerte. Wir
bilden dann die Summe der Quadrate dieser Fehlerwerte, teilen sie durch 11 und
ziehen aus dem Quotienten die Quadratwurzel. Dies ergibt dann gerade den ge-
suchten mittleren quadratischen Fehler beim Runden, also

V% (0,25 + 0,16 + 0,08 + 0,04 + 0,01 = |/ 2% _ 5T~ 0,316,

Besteht das Runden nicht im Fortlassen einer, sondern zweier Ziffern, so treten
an die Stelle der 11 Fehlerwerte die 101 Fehlerwerte von — 0,50 bis + 0,50 (Ein-
heiten der Ordnung der zuletzt beriicksichtigten Ziffer) und der mittlere quadratische
Fehler ergibt sich zu 0,292. Bei dieser Berechnung kann man die an sich notwendige
Addition der Quadrate durch Verwendung der Formel

1z+2a+3z+...+n:=1(_".+_lw

vermeiden.

Wenn schlieBlich das Abrunden im Fortlassen einer unendlichen Anzahl von
Ziffern besteht, so erhilt man als mittleren quadratischen Fehler durch Ubergang
zum Limes (oder unter Benutzung der Integralrechnung) den Wert V-3_ 6 = 0,289.

Fiir die Anwendung des Prinzips von A. N. KRYLOW in seiner oben angegebenen
Formulierung suf die Grundrechenarten an Niherungszahlen miissen wir die mitt-
leren quadratischen Fehler der Resultate der einzelnen Grundrechenarten bestimmen.
Wir wollen hier nur den mittleren quadratischen Fehler einer Summe aus » ange-
niherten Summanden bestimmen, deren jeder das Ergebnis des Rundens einer
gegebenen genauen Zahl auf ¥ Dezimalstellen ist.

Dazu sei uns zuniichst ein Néiherungswert a vorgegeben, der k zuverldssige De-
zimalstellen besitzt und den wir als Ergebnis des Rundens einer Zahl 24 mit m > k
Dezimelstellen ansehen wollen. Dann sind insgesamt 10™—* 4 1 =gp derartige
Zahlen z; moglich, von denen jede gleichwahrscheinlich ist. Ist z. B. a = 74,62;
k=2;m =25, so ist p=1001; =, = 74,61500; z, = 74,61501; z; = 74,61502; . . .;
Zy000 = 74,62499; 0, = 74,62500. Der wahre absolute Fehler z; — @ des Wertes a
kann also gleichfalls p Werte annehmen, nimlich die p gleichwahrscheinlichen Werte
von z, —a = — 0,5 - 10~* bis z, —a = + 0,5 - 10~*, wobei

2
) @—op
z =1
2 (@ —a)=0, ————=adi
) =1 P
ist.
Hier bezeiohnet o, den mittleren quadratischen Fehler der Zahl e, der im Falle

k=2 m=35 augensohgin]ich

2-%A500-501 -1001
- -10-5~2 0,289 - 10-3

1001
ist.
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Fir m — oo erhiilt man entsprechend:
5 %V:T . 10-¢.

Daneben betrachten wir jetzt eine zweite Naherungszahl b, die — vollkommen
unabhiingig von der ersten — ebenfalls k¥ zuverlissige Dezimalstellen besitze
und das Ergebnis des Rundens der genauen Zahl y; mit ebenfalls m > k Dezimal-
stellen sei. Dann sind auch fiir y; im ganzen 10™—* + 1 = p Werte mdoglich, die
wiederum gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. Wir erhalten also ebenso wie im

ersten Fall
;4
R Zl (ys—b»
Yy —b) =0, =0
f=1

und damit o, = 0,.

SchlieBlich stellt die Summe ¢ = a + b einen gewissen Naherungswert einer ge-
nauen Summe z; = ; + y; dar. Dabei kann z; ein beliebiger von p* méglichen und
gleichwahrscheinlichen Werten sein (ein beliebiger der p mdglichen Werte z; wird
mit einem beliebigen der p méglichen Werte von y; kombiniert).

Wir halten nun in der Gleichung

(2 — 0)* = [(@ —a) + (ys — O)F =
=(z—a)? + (y1 — b+ 2(xs —a) (ys —b)
den Index j fest und summieren die p Gleichungen iiber i von 1 bis p. Dann erhalten
wir

k4 » ?
‘Z:(zu—c)’= ‘Z,:(x« —al 4+ ply; — ) + 2(y —b)‘Z:(m—a);

hier ist der dritte Summand auf der rechten Seite gleich Null. Danach summieren
wir alle Gleichungen nach dem Index j iiber die p Werte von 1 bis p und erhalten

b4 P P 14

) 3 (i—cp=p 3 (mi—a)t+pJ) (v — b

j=1 i=1 i=1 j=1
Nach gliedweiser Division durch p? ergibt sich hieraus

o} =oj+af,

wonach unter den angegeb Vi t das Quadrat des mittleren quadrati-
schen Fehlers einer Summe. gleich der Summe der Quadrate der mittleren quadratischen
Fehler der Summanden ist.

Dieses Ergebnis (das — wie man leicht sieht — auch unter allgemeineren Voraus-
setzungen erhalten bleibt) 1aB8t sich unmlttelbar auch auf Summen aus einer be-

liebigen Anzahl von Summanden verallg n. Wenn uns eine Summe aus n
Summanden vorgegeben ist, die die obigen Bedingungen erfiillen, so erhalten wir
di=ot+od+---40), da=0oy=:--=0a 0}=n0dl,
0,=0, |n.
d. h., der mittlere quadratische Fehler einer S aus gleich S di

st pmportumal der Quadratwurzel aus der Anzahl der Summanden. Hieraus folgt,
daB der mittlere quadratische Fehler einer Summe aus n Néherungszahlen, deren
jede das Ergebnis des Rundens einer b Zahl auf k Dezimal-

88 &
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stellen ist, gleich%- V3 Vn -10-* oder angenihert 0,289 Jn - 10-* ist. Auf Grund
des Prinzips von A.N.KryLow muB also im betrachteten Fall die Ungleichung
%Vi V; <1 gelten, die unmittelbar auf n < 12 fiihrt. Wenn nicht mehr als 12

angendherte Summanden vorgegeben sind, von denen jeder durch Runden auf
ein und dieselbe Dezimalordnung erhalten wurde, so kann man in der Summe alle
Dezimalstellen beibebalten. In der Praxis wird die Anzahl 12 natiirlich hiufig iiber-
schritten. Das oben beschriebene Experiment mit der Addition von » = 20 Loga-
rithmen zeigt, daB auch dort noch alle Stellen der Summe erhalten bleiben.

Interessant ist eine Gegeniiberstellung der Werte des Hochstfehlers ¢ und der
Werte des mittleren quadratischen Fehlers o einer Summe aus 2 Summanden. Wir
geben nachfolgend eine Tabelle fiir » von 2 bis 12 an, in der ¢ und o in Einheiten der
Ordnung der k-ten Dezimalstelle ausgedriickt sind:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

e 1 1.6 2 2,6 3 3,6 4 4,6 5 5,6 6

4 0,409 | 0,601 | 0,578 | 0,647 | 0,708 | 0,765 | 0,818 | 0,867 | 0,915 | 0,960 | 1,000

Die angegebene Berechnung des Wertes von o fiir eine Summe aus # Summanden
vereinfacht sich wesentlich, wenn man einfache Sitze aus der Wahrscheinlichkeits-
rechnung und die Integralrechnung benutzt. Dann bereitet auch die Berechnung
des mittleren quadratischen Fehlers fiir die Resultate der anderen Grundrechen-
arten keinerlei Schwierigkeiten. Wir wollen uns hier auf die Angabe einer Tabelle
beschriinken, in der die Werte des Hochstfehlers und des mittleren quadratischen
Fehlers gegeniibergestellt sind:

Grundrechenart e 4 &

Algebraische S aus n 8 d 05n [0289)n| 05n
Produkt zweier k- stelliger Naherungszahlen 55 0,626 [
Produkt einer k-stelligen Niherungszahl mit einer genauen

Zahl 5 0,442 5,6
Produkt einer k-stelligen Niherungszahl mit einer (k + 1)-

stelligen Nlhemngluh 5,05 0,445 5,56
Quotient der Division einer k-stelligen Niaherungszahl durch

eine k-stellige Naherungszahl 10 0,576 10,6
Quotient der Division einer k-stelligen Naherungszahl durch

eine genaue Zahl 5 0,151 5,5
Quotient der Division einer k-stelligen Naherungszahl durch

eine (k + 1)-stellige Nihenmgsuhl 5,6 0,391 6
Quotient der Division einer genauen Zahl durch eine k-stellige

Naherungszahl 5,22 0,425 5,72
Quotient der Division einer (k + 1)-stelligen Naherungszahl

durch eine k-stellige Naherungszahl 5,5 0,427 6
Quadrat einer k-stelligen Naherungszahl 3,5 0,705 4
Kubus einer k-stellxgen Néherungszahl 7,13 1,059 7,63
Quadratwurzel aus einer k-stelligen Naherungszahl 0,81 0,221 1,31
Kubikwurzel aus einer k-stelligen Naherungszahl 0,79 0,185 1,29

Alle Zahlen, die in den Spalten ¢, 0, ¢, auftreten, sind in Einheiten der Ordnung
der k-ten tlichen Ziffer ausgedriickt. Eine Ausnahme bilden nur die Zahlen in




§ 12. Verteilung der Fehler in den Rechenresultaten 367

der ersten Zeile, die in Einheiten der Ordnung der k-ten Dezimalstelle ausgedriickt
sind. Die Gegeniiberstellung von Hochstfehler ¢ und mittlerem quadratischem
Fehler o bestitigt die ZweckmaBigkeit der in § 10 aufgestellten Regeln der Ziffern-
zahlung, da sie zeigt, daB alle dort beibehaltenen Ziffern dem Prinzip von A. N.
KRYLOW geniigen. Die Zahlen in der Spalte ¢, gehen aus den Zahlen der Spalte ¢
durch Addition von 0,5 hervor und geben an, welchen Hochstfehler man begeht,
wenn man das Resultat auf k wesentliche Ziffern rundet.

§ 12. Vemilung der Fehler in den Rechenresultaten

Die in der Tabellein § 11 g G iiberstellung von mittlerem quadratischem
Fehler und Hochstfehler ze:gt daB groﬂe Fehler (d. h. Fehler, die dem Héchstfehler
nahe kommen) eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit besitzen: Wenn z. B. das Produkt
zweier k-stelliger Niherungszahlen einen Hochstfehler von 5,5 und der mittlere
quadratische Fehler dagegen nur 0,626 Einheiten der Ordnung der k-ten wesent-
lichen Ziffer betriigt, so muB in der iiberwiegenden Mehrzahl der Fille der wirkliche
Fehler sehr gering sein und nur in seltenen Fillen sich dem Héchstfehler nahern.
Hierbei méchte man sich naturgemiB noch ein genaueres Bild von der Verteilung
der Fehler machen, d. h., man mochte wissen, wie hiufig Fehler vorkommen, die in
einem vorgegebenen Intervall liegen.

Die Losung dieser Aufgabe erfordert erhebliche Mittel aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, und wir miissen uns darauf beschrinken, auf das Buch [10] von
A. N. KrRYLOW hinzuweisen, in dem dieses Problem fiir die Summe geldst ist (S. 195
bis 204). Durch Anwendung der dort angegebenen Formeln auf eine Summe aus
zwanzig Summanden, die simtlich aus genauen Zeahlen durch Runden auf die
gleiche Dezimalstelle erhalten werden, gewinnt man gerade die oben (S. 362) an-
gegebene Fehlerverteilung : Einen Fehler von héchstens einer Einheit der Ordnung der
letzten Dezimalstelle begeht man in 56,14%, aller Fille; einen Fehler von einer bis
zwei Einheiten begeht man in 31,729, aller Fille, einen Fehler von zwei bis drei
Einbeiten in 10,13%, aller Fille, einen Fehler von drei bis vier Einheiten in
1,82%, aller Fille, einen Fehler von vier bis fiinf Einheiten in 0,189, aller
Fiille; einen Fehler von fiinf bis zehn Einheiten begeht man schlieSlich nur in 0,019,
aller Fille, d. h. im Mittel nur einmal unter 10000 derartigen Additionen; ein Fehler,
der zehn Einheiten iibertrifft, ist schon nicht mehr méglich. Entsprechend findet
man bei der Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen, die durch Runden genauer
Zahlen auf k wesentliche Ziffern gewonnen werden, im Resultat einen Fehler von
hochstens einer Einheit der Ordnung der k-ten wesentlichen Ziffer des Produktes in
91,519, aller Fille, einen Fehler von ein bis zwei Einheiten in 5,879, aller Fille,
einen Fehler von zwei bis drei Einheiten in 2,09%, aller Fille, einen Fehler von drei
bis vier Einheiten in 0,47%, aller Fille und einen Fehler von vier bis fiinfeinhalb
Einheiten in 0,06%, aller Fille; ein Fehler von 5,5 Einheiten ist bereits Hochst-
fehler.

Die Richtigkeit dieser letzten Berechnung 148t sich gleichfalls leicht am Experiment
besttitigen. Die Uberei ung zwischen Experiment und Theorie ist um so
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groBer, je mehr Produkte in Betracht gezogen werden. Bei kollektiver Arbeit
von 20 bis 30 Personen beansprucht man fiir die Durchfithrung eines solchen Experi-
mentes etwa 15 bis 20 Minuten. Jeder Teilnehmer multipliziert zunichst eine ge-
wisse Anzahl von Paaren beliebiger, etwa dreistelliger Zahlen. Dann rundet er die
Ausgangszahlen auf z. B. zwei wesentliche Ziffern und multipliziert die so ge-
rundeten Zahlen von neuem. Wenn man schlieflich das Komma in simtlichen
Faktoren so setzt, daB die Produkte zwei Ziffern links vom Komma besitzen,
so findet man als Fehler die Differenzen aus den so abgeiinderten genauen
Produkten und den so abgeinderten Produkten der zweistelligen Niherungszahlen.
Wenn wir z. B. von den Zahlen 492 und 927 ausgehen, so erhalten wir als Produkt
456084 ; als zweistellige Naherungszahlen finden wir 49 und 93 mit dem Produkt
4557 ; dann setzen wir in jedem Faktor das Komma hinter die erste wesentliche Ziffer
und erhalten 4,92 - 9,27 = 45,6084 und 4,9 - 9,3 = 45,57; der Fehler zwischen dem
genauen Produkt und dem Produkt der Niherungszahlen betriigt dann 0,0384 Ein-
heiten der Ordnung der zweiten wesentlichen Ziffer des Produktes. In Fortfithrung
des Experimentes hat man dann nur noch die Anzahl aller Fille zusammenzuzihlen,
die Anzahlen der Fille zu bestimmen, in denen die Differenzen zwischen 0 und 1,
1und 2,2 und 3, 3 und 4, 4 und 5,5 Einheiten liegen, und danach die entsprechenden
Prozente zu bestimmen.

Hier das Ergebnis eines derartigen Experimentes, das an 200 Paaren von fiinf-
stelligen Zahlen durchgefiihrt wurde, die im Laufe des Experiments auf drei wesent-
liche Ziffern abgerundet wurden. Die Fehler der Produkte lagen zwischen 0 und 1
(Einheiten der Ordnung der dritten wesentlichen Ziffer des Produktes) in 186 Fillen,
d.h. 93% aller Falle (nach der Theorie miiten es 91,51%, sein); der Fehler lag
zwischen 1 und 2 Einheiten in 10 Fillen, d. h. 5% aller Fille (nach der Theorie
5,87%); der Fehler lag zwischen 2 und 3 Einheiten in 3 Fillen, d. h. 1,6% aller Fille
(nach der Theorie 2,09%); der Fehler lag zwischen 3 und 4 Einheiten in nur einem
Fall, d. h. 0,5% aller Fille (nach der Theorie 0,47%,); ein Fehler von iiber 4 Einheiten
trat im Experiment nicht auf (die Theorie Liefert fiir das Intervall von 4 bis 5,5 den
Wert 0,06%,).

Wir finden also eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen den theoretischen
Untersuchungen iiber die Fehlerverteilung bei der Summe und beim Produkt mit
den experimentellen Daten. Ahnlich liegen die Dinge auch beim Quotienten, beim
Quadrat, beim Kubus, bei der Quadratwurzel und bei der Kubikwurzel. Auf diese
Weise erhalten die Regeln der Ziffernzihlung eine neue Bestitigung. Wenn man sie
befolgt, kann man zwar nicht mehr fiir die Zuverlissigkeit der letzten Ziffer des Re-
sultats garantieren, jedoch ist in der Mehrzahl der Falle der Fehler in der letzten
Ziffer nur 'unbedeutend, und es wiire unklug, sie vollig wegzulassen, wie es auch un-
klug wiire, mehr Ziffern beizubehalten, als die Regeln empfehlen.

Es versteht sich natiirlich von selbst, daB in Fillen, in deren eine vollstindig
sichere Berechnung des Resultates erforderlich ist, die Regeln iiber die Ziffern-
zihlung nicht angewendet werden diirfen. Hier ist eine genaue Fehlerrechnung nach
der Methode der Wertschranken oder der Methode der Fehlerschranken unerliBlich.
Bei gewohnlichen Berechnungen hingegen, bei denen iiblicherweise keine genaue
Fehlerrechnung durchgefithrt wird, machen die Regeln der Ziffernzihlung zuver-
liissige Angaben iiber das zweckmiiBigste Runden aller erhaltenen Resultate.
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§ 13. Praktische Anwendungen der Regeln iiber die Ziffernzéhlung.
Aufstellung weiterer Regeln

Die Regeln 1 bis 4, die wir in § 10 aufgestellt haben, geben an, wie man die Re-
sultate der Grundrechenarten an Niherungszahlen zu runden hat. Dabei werden
die im Resultat vorhandenen Fehler manchmal vergréBert, manchmal verkleinert.

So ist z. B. fiir die gegebenen Zahlen z = 33,1 und y = 2,52 das wahre Produkt
zy = 83,412. Wenn wir beide Zahlen auf zwei wesentliche Ziffern abrunden, so
erhalten wir @ = 33 und b = 2,5 mit dem Produkt 82,5, das von dem genauen Pro-
dukt um die Differenz 83,412 — 82,5 = 0,912 abweicht. Ersetzen wir nun dieses
Produkt durch das gemuB Regel 2 auf zwei wesentliche Ziffern gerundete Produkt
der Niiherungszahlen, also durch 82, so vergroBert sich diese Differenz auf 83,412 —82
= 1,412. Tm vorliegenden Fall wird also der wirkliche Fehler des Resultates durch
das Runden gemiB Regel 2 vergrofert. Nehmen wir dagegen z. B. das Produkt
1,411,783 = 2,4393, wobei die Faktoren als Niherungszahlen mit drei wesentlichen
Ziffern fiir die genauen Werte }2 = 1,41421 ... und }/3 = 1,73205. . . aufgefaBt
seien, und runden wir dieses Produkt gemif Regel 2, so zeigt es sich, daB das auf-
gerundete Produkt 2,44 von dem genauen Produkt V2_ V3—= V6 = 2,43948 .
etwas weniger abweicht als das nicht aufgerundete Produkt. Eine genauere Unter-
suchung zeigt allerdings, daB im allgemeinen ein Runden die Genauigkeit ver-
schlechtert, so daB man, wenn es nur um die Genauigkeit ginge, besser daran tite,
die angenéherten Resultate nicht zu runden. In der Praxis des Rechnens spielt aber
neben der Genauigkeit auch die Einfachheit des Resultates eine bedeutende
Rolle: Der Verzicht auf ein Runden zieht die Notwendigkeit nach sich, laufend mit
Zahlen groSer Ziffernanzahl, ja Zahlen mit unendlich vielen Ziffern umgehen
zu miissen. Dadurch wiirden alle Rechnungen #uBerst schwierig, wenn nicht génz-
lich undurchfithrbar werden. Man kann zeigen, daB der ungiinstige EinfluB des
Rundens fast unmerklich wird, wenn man folgende Regel anwendet:

Regel 5 der Ziffernziahlung. In allen Zwischenergebnissen (d. h. in allen Ergeb-
nissen, die als Grundwerte fiir weitere Rechenoperationen im Gang der Gesamtrech-
nung dienen) behalte man jeweils eine Ziffer mehr bei, als die Regeln 1 bis 4 empfehlen.

Bei der Anwendung dieser Regel empfiehlt es sich, die auftretenden iiberschiissigen
Ziffern besonders zu kennzeichnen, z. B. sie etwas kleiner zu schreiben. Im End-
ergebnis wird die iiberschiissige Ziffer dann natiirlich weggelassen. Das Beibehalten
von mehr als einer Zusatzziffer ist nur bei besonders komplizierten Berechnungen
gerechtfertigt. In der Mehrzahl der Fille ist dies ohne Einflu auf die Genauigkeit
des Endergebnisses und bedeutet nur eine unuiitze VergréBerung des Arbeitsumfanges.

In eine analoge Lage geraten wir, wenn die Ausgangszahlen eine verschiedene
Anzahl von Ziffern (Dezimalstellen bei der Addition und Subtraktion, wesentliche
Ziffern bei den anderen Grundrechenarten) besitzen.

Regel 6 der Ziffernziahlung. Es empfiehlt sich, die g en Ausg hl
derart zu runden, dap sie nur eine uberschiissige Ziffer gegenuber der u’ngenawtm
Awusgangszahl besitzen.

Durch Vergleich der Werte des mittleren quadratischen Fehlers des Resultates
(siehe die Tafel auf S. 366) zeigt man, daB es fiir die Genauigkeit des Resultates
ohne Belang ist, wenn man mehrere Zusatzziffern beibehilt. Der hinzukommende
Arbeitsaufwand 1iBt es sogar na.chtelhg erschemen Ein Verzicht auf die Zusatz-
ziffer vermindert hingegen die G




370 Fehlerrechnung

Wir wollen jetzt unter Benutzung der Regeln der Ziffernzihlung die Aufgabe
18sen, die wir auf S. 352 mit genauer Fehlerrechnung gelost haben. Gesucht ist
t = Ja:b, a=2hd, b = g(d — dy), wobei h ~ 25,3, d~ 19,32, d, ~ 0,998, g =~ 982.

Die vollstindige Lésung lautet:

2k | 50,6 19,32 19,32 18,322  977,6: 17990
a=2hd | 9778 50,6 —0,998 982 9776 : 179900 = 0,054302 - - -
d—d, | 18,322 11 592 18,322 36644 8995 ~0,05430
b=g(d—d) | 1790 966 0 1833 146576 7810  |/0,06430 = 0,2330
a:b | 005430 Grrrgs ” 16489 8 7196 (nach Tafel)
t=Va:b| 0233 TN 17992,204 6140
179% 5097

Antwort: ¢ ~ 0,233 . —4300

Diese Antwort stimmt vollstindig mit der Antwort iiberein, die wir oben mit dem
Verfahren der Wertschranken erhalten haben (siehe S. 352, wo wir gefunden haben:

A 0,2331 (-+ 0,0007)).
Als zweites Beispiel wollen wir die Aufgabe lésen, die wir auf S. 348 nach dem Ver-
fahren der Wertschranken gelost haben: Zu bestimmen ist § = ;p , v =nr¥h, wobei

27 2 0,048 cm, h = 26,44 cm, p~ 0,423 g ist. Auf S. 337 haben wir bereits die
Schwierigkeiten erwihnt, die unvermeidlich auftreten, wenn man die besonderen
Gegebenheiten ignoriert, die bei der Durchfiihrung der Grundrechenarten an
Niherungszahlen zu beachten sind.

Im vorgegebenen Fall sind 2r, A, p mit zwei, vier, bzw. drei wesentlichen Ziffern
gegeben. Mit wieviel Ziffern soll man sz nehmen ? Da unter den durchzufithrenden
Operationen die Multiplikation und die Division auftreten, wenden wir die Regel 6 an
und beschriinken uns auf den Wert # = 3,14. Die vollstindige Berechnung lautet:

2r | 0,048 0,000576- 3,14  0,001809- 26,44 0,423 :0,04783

r| 0,024 2304 7936 42300:4783 = 8,84 - - -
| 0,000576 576 7236 38264
% 3,14 1728 10854 40360
n rh 22,221809 000180864 3618 38264
: o080 —— 004782096 20060
v=nrh| 004785  0,001809 _Do4r8anes 2";’3"
0423 0,04783 _loiaz
; g 1828
o=21 s

Antwort: 6~ 8,8.

Auch hier stimmt die Antwort vollstindig mit der Antwort des Verfahrens der
Wertschranken iiberein. Man muB sich jedoch vor Augen halten, da8 bei der An-
wendung der Methode der Wertschranken (im betrachteten Fall, wie auch ganz all-
gemein) die Antwort véllig bestimmt ausfillt, indem sie ganz prizise Angaben iiber
den groBtmoglichen Fehler macht. Dagegen gewiihrleisten die Regeln der Ziffern-
zéhlung, auch wenn sie auf dasselbe Ergebnis hinfiihren, nur mit einer groBen Wahr-
scheinlichkeit, da der Fehler in der letzten beibehaltenen Ziffer des Resultats ziem-
lich klein ist. Wenn eine solche unvollstindige Bestimmung des Resultats sich als
unzulénglich erweist, so ist die genaue Fehlerrechnung unumginglich. Aber selbst
in solchen Fillen ist die Verwendung der Regeln der Ziffernzihlung noch niitzlich,
da man sich mit ihrer Hilfe relativ sch¥fell eine erste Orientierung iiber die Anzahl
der zu erwartenden zuverliissigen Ziffern des Resultats verschaffen und dement-
sprechend feststellen kenn, mit wieviel Ziffern die ganze Berechnung zu fithren ist.
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Wir wollen noch ein Beispiel fir die ZweckmiiBigkeit der Regel iiber das
Runden der Zwischenergebnisse (Regel 5) betrachten:

Bei der Auflosung der Gleichung f(z) = z* + 22 — 522 4 32 — 7 =0 sei eine
ihrer Wurzeln, niamlich 2, ~ — 3,71, bis auf Hundertstel genau bestimmt worden.
Zur Kontrolle des gefundenen Wertes ist f(x,) zu bestimmen.

z — 3,71 —3,7 — 3,71
z* 13,8 13,7¢ 13,764
2 — 51,1 — 51,06 — 51,064
22 — 102 102,1 — 102,13
—52? — 69,0 — 68,80 — 68,820
3z —11,1 — 11,13 — 11,130
—1 —17,0 — 7,00 — 7,000
22 —528+3z—1 — 189 — 189,00 — 189,08
: z* 190 189,¢ 189,45
f(z) +1 + 0.2 + 0,37
Bei Vernachlissigung der Z iffern: +1 ) 0

Wir fithren die dazu notwendigen Berechnungen (unter Verwendung der Regeln
der Ziffernzihlung) in drei Varianten durch: Zunichst ohne Zusatzziffer, denn mit
einer Zusatzziffer, schlieBlich mit zwei Zusatzziffern.

Wir sehen, daB die Verwendung einer Zusatzziffer das Resultat etwas verindert hat,
withrend die Verwendung von zwei Zusatzziffern keine weitere Verinderung bewirkt.

Es bleibt noch ein Fall der Verwendung von Zusatzziffern zu besprechen, die Be-
rechnungen auf eine vorgegebene Genauigkeit. Wenn man die Ausgangszahlen mit
mehr oder minder willkiirlicher Ziffernanzahl nehmen kann, die Genauigkeit des
Resultats aber im voraus verlangt ist, so konnen wir niemals fiir die Genauigkeit der
letzten Ziffer des Resultates garantieren, sofern wir die Ausgangszahlen nur mit einer
solchen Anzahl von Ziffern nehmen, daf das Resultat gemiB den Regeln 1 bis 4 die
erforderliche Anzahl von Ziffern erhilt, sofern wir also die Ausgangszahlen sozu-
sagen ,,knapp'’ withlen. Die Regeln der Ziffernzihlung garantieren uns nur, daB ein
bedeutender Fehler im Resultat viel unwahrscheinlicher ist als ein kleiner. Diese
Unsicherheit in der letzten Ziffer verschwindet weitgehend, wenn wir in allen Aus-
gangszahlen noch eine Zusatzziffer hinzunehmen. Eine' Hinzunahme von zwei Zu-
satzziffern verspricht im aligemeinen Fall keinen Gewinn an Genauigkeit, sie ver-
groBert nur die Rechenarbeit (nur im Fall von sehr komplizierten Rechnungen emp-
fiehlt sich die Verwendung von jeweils zwei Zusatzziffern).

Regel 7 der Ziffernziahlung. Wenn die G tgkeit der Au hlen will-
kirlich ist, so muf man, um ein Resultat mit k zuverldssigen Ziffern zu erhalten, die
Ausgangszahlen so wéihlen, da sie gemdf den Regeln 1 bis 4 auf ein Resultat mit (k4 1)
Ziffern fiihren.

Hier ein Beispiel fiir eine Berechnung mit vorgegebener Genauigkeit des Re-
sultates: Unter Verwendung der Reihe

g1 +z)=M(z—%z’+-§—r’-—%z‘+;—xs—---,),

wobei M = 0,43429448 ..., —1 < z <1 ist, ist der vierstellige Logarithmus

der Zahl 7 zu bestimmen. . .
Es ist nicht méglich, sogleich z = 6 zu neh da die angegebene Reihe nur fiir

solche x konvergiert, die (absolut) kleiner als 1 sind, und daher auch nur fiir die
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Berechnung der entsprechenden Logarithmen verwendet werden kann. Deshalb wer-
den wir zuniichst 1g 0,7 bestimmen. Dazu setzen wir x = — 0,3 und fithren alle
Berechnungen mit einer lichen Dezimalstelle, also mit fiinf (4 + 1 = 5) De-
zimalstellen. Wir ziehen dazu alle Glieder der Reihe in den Kreis der Betrachtungen,

die beim Runden auf fiinf Dezimalstellen nicht verschwinden:

z — 0,30000 z | —0,30000

z? 0,09000 — z2: 2 | —0,45000

— 0,02700 23 3 | — 0,00900

o = (z%)? 0,00810 — 24: 4] —0,00202

25 =2t 23| —0,00243 28 5 [ — 0,00049

28 = (2%)? 0,00073 — 2%: 6| —0,00012

27 =23 24| — 0,00022 27:7 | —0,00003

X8 = (z4) 0,00007 — z*: 8 | —0,00001

2% = at. 28 | —0,00002 2°: 9 | — 0,00000

710 = (2%)2 0,00001

M 0,43429 .

Indem wir die Zusatzziffer im Resultat vernachlissigen, erhalten wir dann
1g 0,7 = — 0,1549 und damit

1g7 =1g(0,7- 10) = —0,1549 + 1 = 0,8451.

Denselben Wert fiir lg7 finden wir in der vierstelligen Logarithmentafel.
Wenn wir dieselbe Berechnung mit genauer Fehlerrechnung durchfithren wollten,
8o miiBten wir auch noch das Restglied der Reihe beriicksichtigen.

Einer besonderen Erwithnung bedarf noch der sogenannte ,,Genauigkeitsverlust bei
der Subtraktion‘. Bei der Subtraktion zweier Néherungszahlen, die sich nur wenig
voneinander unterscheiden und die eine gleiche Anzahl von Dezimalstellen besitzen,
ergeben sich in der Differenz weniger wesentliche Ziffern, als vorher in jeder Kom-
ponente vorhanden waren. Wenn wir also eine solche Differenz mit einer bestimmten
Anzahl von wesentlichen Ziffern berechnen wollen, miiissen wir die Komponenten
mit einer Stellenzahl kennen, die bedeutend groBer ist.

Gesucht sei z. B. der Wert z — 225N
{arca)?
Ziffern (mit arc « wird dabei das BogenmaB von « bezeichnet).

Um den Quotienten auf drei wesentliche Ziffern zu erhalten, muB man gemi8
Regel 7 der Ziffernzihlung den Dividenden und den Divisor mit vier wesentlichen
Ziffern nehmen. Um nun die Differenz tg 5° — sin 5° = 0,0875 — 0,0872 mit vier
wesentlichen Ziffern zu erhalten, miissen wir nicht, wie wir es eben ansetzten, tg 5°
und sin 5° nur mit vier Dezimalstellen, sondern mit sieben Dezimalstellen nehmen.
Dagegen geniigt es, den Wert von arc 5° mit fiinf Dezimalstellen zu kennen. Die
weitere Berechnung ist aus dem folgenden Schema unmiBverstindlich zu ersehen:

fiir « = 5° mit drei wesentlichen

arc 5° 0,08727
tg 5° 0,0874887
sin 5° 0,0871557
a = tg 5° —sin 5° | 0,0003330
b = (arc 5°)° 0,0006646
z= %‘ 0,501
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Zu demselben Resultat gelangt man im vorliegenden Fall viel leichter, wenn man
den Zihler der gegebenen Funktion auf eine Form bringt, die zum Logarithmieren
geeignet ist, und fiir die Rechnung vierstellige Logarithmen benutzt. Auf diese
Weise findet man:

sin 5°(1 —cos 5°)  2tg 5°8in®2°30" _ 2tg 5° sin® 2°30”
= C0s5°. (arc 5°) (arc5°) - (= :36)3

und r~ 0,5012,

oder nach Abrunden auf drei Dezimalstellen, z &~ 0,501.

Wir wollen noch auf eine Regel hinweisen, mit deren Hilfe man die Genauigkeit
einer logarithmischen Berechnung beurteilen kann.  Wenn man mittels Logarithmen
den Wert eines eingliedrigen!) Ausdrucks berechnet, dessen Komponenten genau
sind, so wird man einen um so kleineren Fehler begehen, je mehr Stellen die Man-
tissen der verwendeten Tafel besitzen. 1aB hierbei im allgemeinen Fall ein Fehler
auftreten wird, erklirt sich daraus, daB alle Logarithmen, ausgenommen die Lo-
garithmen der Zahlen 1, 10, 100 usw., Niherungszahlen sind. Das Experiment wie
auch die theoretische Untersuchung zeigen, daB bei Benutzung einer k-stelligen
Logarithmentafel der im Resultat auftretende Rechenfehler eine Unzuverlissigkeit
der k-ten wesentlichen Ziffer des Resultates bewirkt. Wenn wir z. B. den Wert von
z = 70: 19 unter Benutzung von 3-, 4-, 5-, 7-, 12-stelligen Logarithmentafeln be-
rechnen?), so finden wir:

k 3 4 5 7 12
1g 70 1,845 1,8451 1,84510 1,8450980 1,845098040014
g 19 1,279 1,2788 1,27875 1,2787536 1,278753600953
gz 0,666 0,5663 0,56635 0,5663444 0,566344439061
z 3,68 3,684 3,6842 3,684210 3,68421052632

im Vergleich zum wahren Wert
x ="70:19 = 3,68421052631578947368 - - -,

einem periodischen Bruch mit einer Periode von 18 Ziffern. Wir sehen also, da$
alle Ziffern der erhaltenen angeniiherten Resultate genau sind. Jedoch kann man
leicht beliebig viele Rechenbeispiele mit k-stelligen Logarithmen anfiihren, in denen
das gewonnene Resultat von wahren Wert um ein bis zwei Einheiten der Ordnung
der k-ten Stelle abweicht. So findet man bei der Berechnung des Quotienten
17:6 = 2,833 . - . mittels vierstelliger Logarithmen den Wert 2,832, und bei der
Berechnung der Potenz 3,9% = 59,319 mittels fiinfstelliger Logarithmen den Wert
59,317.

Will man also mit Hilfe von Logarithmen sicher ein Resultat mit k zuverlissigen,
wesentlichen Ziffern bestimmen, so muB man eine mindestens (k -+ 1)-stellige
Logarithmentafel benutzen. Diese Uberlegungen fithren uns auf Regel 8 der Ziffern-
zéhlung, die wir unten angeben. Wenn man diese Regel befolgt, so hat man eine

1) Hierunter soll verstanden werden, daB in dem betrachteten Ausdruck keine Addition oder
Subtraktion vorkommt. — Anm d. wioamchaﬂl

%) Die zwdlfstelligen Logaritk ind aus: M @. Cy660Tun, Mrorognavnse
TabaRIR aorapnqmos (M. F. Stmno'rm, Mehrstellige Logarithmentafeln), Verlag d. Akad.

d. Wiss. d. UdSSR, 1940.
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Gewihr dafiir, daB man nicht durch die Verwendung von Loganthmen die Gena.mg-
keit des Resultates vermindert, die auf Grund der G igkeit der
Komponenten erreichbar ist. Desglelchen gibt uns diese Regel die Moghchkelt an
die Hand, durch Verwendung einer Logarithmentafel von geeigneter Stellenzahl,
némlich einer Stellenzahl, die der Genauigkeit der Komponenten angepaBt ist,
unnétige Rechenarbeit zu vermeiden.

Hier noch eine Zusammenfassung der acht Regeln der Ziffernzihlung, die wir
oben betrachtet haben:

1. Bei der Addition und Subtraktion von Néherungszahlen sind im Resultat nur
80 viele Dezimalstellen beizubehalten, wie in der Ausgangszahl mit kleinster Anzahl
von Dezimalstellen vorhanden sind.

Bemerkung. ,,Dezimalstellen* einer Zahl sind diejenigen ihrer Ziffern, die rechts
vom Komma stehen.

2. Bei der Multiplikation und Division von Néiherungszahlen sind im Resultat nur
80 viele tliche Ziffern beizubehalten, wie in der Ausgangszahl mit kleinster Anzahl
von tlichen Ziffern vorhanden sind.

Bemerkung. ,,Wesentliche Ziffern* einer Zahl sind alle ihre Ziffern mit Aus-
nahme der Nullen, die links von ihrer ersten, von Null verschiedenen Ziffer stehen.

3. In der zweiten und dritten Potenz einer Niherungszahl sind nur so viele wesent-
liche Ziffern beizubehalten, wie in der vorgegebenen Zahl (der Basis) vorhanden sind.

Bemerkung. Die letzte Ziffer des Quadrates und besonders des Kubus ist
weniger zuverlissig als die letzte Ziffer der Basis.

4. In der Quadratl- und Kubikwurzel aus einer Niherungszahl sind so viele wesent-
liche Ziffern beizubehalten, wie in der vorgegeb Zahl (dem Radikanden) vorhand
sind.

Bemerkung. Die letzte Ziffer der Quadrat- und besonders der Kubikwurzel
ist zuverlissiger als die letzte Ziffer des- Radikanden.

6. Bei der Berechnung von Zwischenergebnissen empfwhlt es sich, jeweils eine Ziffer
mehr beizubehalten, als die vorangehenden Regeln

Bemerkung. Im Endergebnis ist diese Z iffer wegzul Es empfiehlt
sich, die Zusatzziffern jeweils besonders zu kennzeichnen.

6. Wenn einige Ausgangszahlen mehr Dezimalstellen (im Fall der Grundrechenarten
erster Stufe) bzw. mehr wesentliche Ziffern (im Fall der Grundrechenarten zwester und
dritter Stufe) als die anderen besitzen, so sind sie vorker so zu runden, daf sie gegen-
vber den anderen nur eine iberschiissige Ziffer besitzen.

7. Wenn die G igkeit der Ausg hlen willkirlich ist, aber verlangt ist, daf
das Resultat k Ziffern besitzt, so sind die Ausgangszahlen so zu wihlen, daf man gemif
der Regeln 1 bis 4 ein Resultat mit (k + 1) Ziffern erhilt.

8. Bei der Berechnung des Werles eines eingliedrigen Ausdrucks mittels Logarithmen
hat man eine Logarithmentafel zu benutzen, deren Mantissen eine um 1 grofere Stellen-
anzahl besitzen als die Ausgangszahl mit kleinster Anzahl von wesentlichen Ziffern
wesentliche Ziffern besitzt. Im Endergebnis ist die letzte wesentliche Ziffer wegzulassen.

Bemerkung. Bei den Regeln der Ziffernzihlung sind alle Nullen unberiick-
sichtigt zu lassen, die am Ende der Niherungszahlen stehen und unbekannte Ziffern
ersetzen.




Kapitel III
VERSCHIEDENE FRAGEN

§ 14. Niherungsformeln. Abgekiirzte Verfahren fiir die Grundrechenarten

Bei praktischen Rechnungen finden eine Reihe von Niherungsformeln haufige
Verwendung. Jhre Begriindung ist selbst den Schiilern der hoheren Klassen der
Oberschule bereits zuginglich. So priift man leicht, daB identisch

1 2
Trz=1—*t+t1%
ist. Hieraus folgt, daB man in den Fillen, in denen die Zahl z so klein ist, daB man
bei der iiblichen Rechengenauigkeit ihr Quadrat vernachlissigen kann, den Quo-
tienten 1: (1 4+ z) durch die Differenz 1 — x ersetzen darf.

Wenn wir beachten, daB die G]eichung

T + = 0,005
(gendhert) die Wurzeln 0,0733 und — 0,0683 besitzt, so konnen wir feststellen, daB diese
Ersetzung einen maximalen Fehler von der halben Ordnung der zweiten Dezimal-
stelle (also einem halben Hundertstel) bedingt, wenn 2 im Intervall von — 0,0683
bis 0,0733 liegt, wenn also der absolute Betrag von z die Zahl 0,068 nicht iiber-
schreitet. Analog stellt man fest, daB der Fehler der Niherungsgleichung
1:(1 + )~ 1 — z den Wert 0,5 - 103 nicht iibertrifft, wenn |z | < 0,022 ist, und
daB er 0,5 - 10~ nicht iibertrifft, wenn |z | < 0,0074 ist. Mittels dieser Formel konnen
wir z. B. leicht den Quotienten 1 : 0,997 berechnen, indem wir z = — 0,003 setzen;
dann erhalten wir 1 — z =1 4 0,003 und kénnen mit Sicherheit behaupten, daB
1:0,997 ~ 1,0030 ist (die unmittelbare Division ergibt 1,0030090 - - -). Die Nihe-
rungsformel 1: (1 4 )~ 1 — z erleichtert also, wie wir sehen, in gewissen Fillen
die Division sehr erheblich; sie gestattet es aber auch — und das ist noch wichtiger —
die Anderung des Quohenten bei geringfiigiger Anderung des Divisors zu berechnen:
Wenn die Zahl 4b sehr klein im Verglelch zu b ist, so ist

a a
b+ 46— b(l be) Fl b( )
b
a a a A
a8 YT

Ebenso erhalten wir, wenn wir das Quadrat 22 vernachlissigen, die Niherungsformel
1+ 22~ 1+ 2z.

Wenn wir in dieser Niherungsformel 2z durch y ersetzen und auf beiden Seiten
die Wurzel ziehen, so erhaiten wir die neue Niherungsformel

JTFy~1+05y.
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Im folgenden geben wir eine Liste der wichtigsten Niherungsformeln an, die
besonders hiufig beim praktischen Rechnen auftreten. Dabei geben wir gleich-
zeitig die maximalen Werte des Betrages des Argumentes 2 an, fiir die der Fehler bei
Anwendung der betreffenden Formel den Wert 0,5 - 10~* fiir k = 2, 3, 4 nicht jiber-
steigt. Man berechnet sie am einfachsten, indem man fiir eine Folge von wachsen-
den Werten des Argumentes den Wert der linken und der rechten Seite der Formeln
bestimmt (und zwar unter Benutzung von geeigneten Tafeln).

Formel k=2 k=3 k=4
1 I+2)l+y=~1+z+y, |22y 0,07 0,022 0,007
II A+214+y(l+2)~1+z+y+2 0,04 0,012 0,004
|2l 2|yl 22|
1 (I+2p~1+22z 0,07 0,022 | 0,007
v (l+2P~1+32 0,04 0,012 | 0,004
1
v et Bt 0,07 0,022 | 0,007
l 2
VI sl +e 0,18 0,081 | 0,037
v TFz~1+g2 021 | 006t | 002
v TFz~1+ % z— % o 046 | o020 | o000
3
1
IX T+z~1+ 3% 0,22 0,068 0,021
3 1 1
X T+z~1+ gz—gat 0,47 0.21 0,09
X1 gsinz~ 2 17° 8°,2 3.8
XI11 sinz~ 2z ——% Fod 51° 32° 20°
X111 cosz~~1 5°,7 1°8 0°,5
X1v cosz A 1 _% o 33° 18° 10°
XV tgz~z 14° 6°,4 3°0
XVI tgzzz+—§z’ 29° 18° 11°
XVII Ig (14 2)~0,4343 = 0,15 0,048 | 0,015
XVIII In(l +z)~zx 0,10 0,031 | 0,010
XIX el +z - 0,00 0,031 | 0,010
XX 108 ~ 1 + 2,303 2 0,04 0,014 | 0,004
XXI Ig i i : ~ 0,8686 z 0,25 0,119 | 0,055
XX mitZos, o190 | 0000 | o0s2

Hierbei bezeichnet 1g den BrIGGschen Logarithmus und In den natiirlichen Loga-
rithmus. In den trigonometrischen Formeln ist z im BogenmaB ausgedriickt.
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In sehr vielen Spezialfillen erleichtern die Niherungsformeln die Berechnungen
ganz erheblich. Demselben Zweck dienen die sogenannten ,-abgekiirzten Verfahren*
fiir die Multiplikation, Division und das Ausziehen der Quadratwurzel. Sie sind fast
immer anwendbar, besonders aber dann, wenn es sich bei den Ausgangszahlen um
Niiherungszahlen handelt. Hinsichtlich der Frage nach der Bedeutung dieser Ver-
fahren fiir die Schule gehen die Meinungen sehr auseinander. So schenkt Prof.
W. L. GONTSCHAROW in seinem Buch [5] diesen Verfahren groBe Beachtung.

Wenn man sich jedoch vergegenwiirtigt, daB diese Verfahren, auf die schon seit
sehr langer Zeit hingewiesen worden ist, keinerlei Verbreitung in der Schule gefunden
haben, obgleich sie in fast jedem Buch fiir, Lehrer behandelt werden, das der Rechen-
technik gewidmet ist, so scheint die zweite Meinung zutreffender, nach der die
genannten Verfahren im Vergleich zu den Rechengeriiten und den Tafelwerken
eine nur zweitrangige Bedeutung besitzen. Wie dem auch sei, fiir den Lehrer wird
es stets niitzlich sein, sie zu kennen.

Es sei z. B. nach den ersten vier wesentlichen Ziffern des Produktes 29,97 - 2,738
gefragt. Nachfolgend vollziehen wir diese Multiplikation einmal nach der iiblichen
Methode (links) und zum anderen nach dem ,abgekiirzten Verfahren‘ (rechts).

29,97 - 2,738 29,97 - 2,738
23976 8372
8991 5004
20979 2098
5994 90
82,05786 24
82,06 82,06

Dabei werden die Ziffern des Multiplikators in umgekehrter Reihenfolge unter
die Ziffern des Multiplikanden geschrieben. Wenn es nun darum geht, vier wesent-
liche Ziffern des Produktes zu bestimmen, so schreibt man die Ziffer hochster Ord-
nung des Multiplikators unter die vierte wesentliche Ziffer (von links) des Multi-
plikanden. Jedes Teilprodukt ergibt sich durch Multiplikation (der entsprechenden
Ziffer des Multiplikators) mit jenen Ziffern des Multiplikanden, die iiber und links
von der betreffenden Ziffer des Multiplikators stehen. So multipliziert man im
Beispiel die Ziffer 2 mit der Zahl 2997, wihrend man die Ziffer 7 nur mit der Zahl
299, die Ziffer 3 bereits nur mit 29 und die Ziffer 8 mit der Zahl 2 multipliziert.
An die Stelle der vernachlissigten Ziffern des Multiplikanden tritt eine niherungs-
weise Korrektur. So stellen wir im Beispiel fest, da bei der Berechnung des zweiten
Teilproduktes die vernachlissigte Ziffer 7 bei der Multiplikation mit 7 ungefihr
5 Zehner ergibt; wir behalten dann diese Korrektur 5 im Sinn, multiplizieren 9
mit 7 und addieren zu diesem Produkt 63 die Korrektur 5, erhalten also 68; die
Ziffer 8 schreiben wir unter die duBerste rechte Ziffer und behalten die 6 im Sinn;
die weiteren Ziffern des Teilproduktes werden in der iiblichen Weise gewornen.

Auch die Stellung des Kommas kann man nach einer genauen Regel bestimmen,
jedoch ist es einfacher, wenn man die Stelle des Kommas durch eine grobe Ab-
schitzung gewinnt. Wenn wir also im Beispiel die Ziffern 8206 erhalten haben
und wenn wir beachten, daB die Faktoren nahe an 30 bzw. 3 liegen, so stellen wir
fest, daB als Produkt nur die Zahl 82,06 in Frage kommt, und nicht etwa 8,208
oder 820,6.
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Wenn wir die Rechnung so filhren, wie es eben angegeben wurde, so erhalten
wir entweder gerade so viele Ziffern wie verlangt werden oder eine mehr. Im zweiten
Fall lassen wir diese iiberschiissige Ziffer weg.

Die Rechtfertigung dieses Verfahrens bereitet keine Schwierigkeit. Man braucht
nur die Teilprodukte der vollsténdigen Rechnung mit denen der abgekiirzten Multi-
plikation zu vergleichen. Der Fehler des Resultates der abgekiirzten Multiplikation
tibertrifft (bei genauen Faktoren) nicht die mit der Ziffernanzahl des Multiplikators
multiplizierte halbe Einheit der letzten Ordnung des Produktes.

Die abgekiirzte Division betrachten wir am Beispiel des auf vier wesentliche
Ziffern zu bestimmenden Quotienten aus 81,3747 und 0,377264. Nachfoigend geben
wir die Berechnung nach dem gewdhnlichen Verfahren (links) und nach dem ab-
gekiirzten Verfahren (rechts).

81,37 | 4700 : 0,377264 = 215,6- -+ 813747 : 877264 = 216,7
75,45 28 =215,7 76545
592190 592
377 264 377
214 . 9260 215
188 | 6320 189
26 | 29400 26
22 | 635684 26
3658160 [)

Dabei kann man auch hier alle Ziffern rechts vom vertikalen Strich vernachlissigen;
d. h., wir sondern im Divisor so viele wesentliche Ziffern ab, wie im Quotienten
verlangt sind, also im betrachteten Beispiel vier wesentliche Ziffern, und beginnen
die Division nach dem iiblichen Verfahren. Dem Komma im Dividenden und im
Divisor wenden wir zunichst keine Aufmerksamkeit zu. Der weitere Verlauf der
Division unterscheidet sich dann von der iiblichen Division darin, daB wir nach
der Berechnung jeder Ziffer des Quotienten im Divisor eine (jeweils die letzte)
Ziffer fortlassen und die nachfolgenden Ziffern des Dividenden nicht herunterziehen.
Nachdem wir also im Beispiel 8137 durch 3772 geteilt haben und als erste Ziffer
des Quotienten die Ziffer 2 gefunden haben, multiplizieren wir 3772 mit 2 und
erhalten nach Korrektur der vernachlissigten Ziffer des Divisors als Produkt 7545
und als ersten Rest 592; jetzt lassen wir die letzte Ziffer des Divisors weg, teilen
also 592 nur durch 377 und erhalten als zweite Ziffer des Quotienten die Ziffer 1,
die wir mit 377 multiplizieren, wobei wir als zweiten Rest 215 bekommen; diesen
teilen wir durch 37, erhalten als dritte Ziffer des Quotienten die Ziffer 5, deren
Produkt mit 37 zusammen mit der Korrektur der vernachlissigten Ziffern des Divi-
sors den Wert 189 ergibt, wobei wir als dritten Rest 26 erhalten; schlieBlich bleibt
26 durch 3 zu teilen; wenn wir hier im Quotienten die Ziffer 8 nehmen, so erhalten
wir als Produkt zusammen mit der Korrektur der vernachlissigten Ziffern des
Divisors den Wert 30 und als Rest —4; wenn wir dagegen nicht 8 sondern 7 nehmen,
so liefert das Produkt zusammen mit der Korrektur gerade 26.

Damit ist die Ziffernfolge im Quotienten festgelegt. Es bleibt also nur noch
die Stellung des Kommas zu bestimmen. Dies macht man wieder am besten durch
eine grobe Abschitzung. So finden wir im Beispiel, daB der Quotient nahe an
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80:0,4 =200 liegen muB; daher setzen wir in der erhaltenen Ziffernfolge das
Komma hinter die dritte wesentliche Ziffer und erhalten als Quotienten 215,7.
Die Regel der abgekiirzten Division wird dadurch gerechtfertigt, da man Schritt
fiir Schritt die vollstindigen Werte mit den abgekiirzten Werten vergleicht.
Es verbleibt das abgekiirzte Verfahren fiir die Berechnung der Quadratwurzel.
Dieses beruht auf folgendem

Satz. Wenn man nach der Berechnung der ersten m wesentlichen Ziffern einer
Quadratwurzel den erhaltenen Rest durch den doppelten Niherungswert der Wurzel
dividiert, so erhdlt man in den ersien (n — 1) Ziffern des Quotienten die (n — 1)
Jolgenden Ziffern des Wertes der Wurzel.

Zum Beweis dieses Satzes setzen wir voraus, daB der Radikand b einen ganzen
Bestandteil mit 2n—1 oder 2 n wesentlichen Ziffern besitzt und daB die ersten =
Ziffern der Wurzel gefunden seien, die fiir sich die Zahl a bilden mogen. Gefragt
ist nach dem gebrochenen Bestandteil der Wurzel, den wir mit z bezeichnen
wollen. Offensichtlich ist dann

—at 3
V'b_=a+z, b=a*+2az 4 22, b2—:=x+-;—a.
Dabei ist die Differenz b — a2 nichts anderes als der Rest, der nach der Berechnung
—a?
der ersten n Ziffern der Wurzel verbleibt, und der Quotient b 2: ist eben jener
Quotient, von dem im obigen Satz die Rede ist. Daraus folgt, daB

_b—a? z?

*="3a " 2a

—at 2
ist. Wenn wir nun z~ b—2‘—:— setzen, so begehen wir den Fehler 21_4’ fiir den
wegen z <1, a = 1071
z! -1
Ta <0,5.10-t»-1

gilt. Falls wir also bei der Division von b — a? durch 2 @ nach (n — 1) Schritten,
d. h. nachdem wir (» — 1) Dezimalstellen des Quotienten bestimmt haben, halt-
machen und den gefundenen Wert in bekannter Weise runden, so kommt zu dem
genannten Fehler noch ein Rundungsfehler hinzu, und der Gesamtfehler nahert sich
im ungiinstigsten Fall einer Einheit der Ordnung der (n — 1)-ten Dezimalstelle,
den er jedoch niemals vollstindig erreicht.

Die Voraussetzung iiber die Kommastellung im Radikanden bedeutet keine Ein-
schrinkung der Allgemeinheit, da wir das Komma stets auf den betreffenden Platz
bringen kénnen, indem wir den Radikanden mit einer passenden geraden Potenz von 10
multiplizieren (bzw. durch eine passende Potenz dividieren) und den gefundenen
‘Wurzelwert entsprechend durch die Potenz von 10 mit halbem Exponenten divi-
dieren (bzw. mit ihr multiplizieren). In der Praxis braucht man diese Umformungen
natiirlich nicht vorzunehmen.

‘Wir wollen diese Regel an einem Beispiel démonstrieren: Es soll etwa Y10 mit
sieben wesentlichen Ziffern bestimmt werden. Nach dem iiblichen Verfahren be-
stimmen wir zunichst die ersten vier wesentlichen Ziffern und danach durch Division
des Restes durch den doppelten Niherungswert die drei weiteren. Zum Vergleich
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geben wir daneben (rechts) die Berechnung aller sieben Ziffern nach dem iblichen
Verfahren an.

y10 = 3,162277 V10 = 3,162277 . ..
9 9
1

61 | 100 €11 100
61 1| 61

626 | 3000 626 | 3900
613756 63755
6322 | 14400 322 | 14400
2112644 2]12644
1756 : 6324 63242 | 175600
1265 2]126484

491 632447 | 4911600
443 714427129
48 6324547 [ 48447100
44 7(44271829
4 4175271

Den Rest 1756 haben wir als ganz angesehen und durch den doppelten Niherungs-
wert der Wurzel dividiert, den wir gleichfalls als ganz angesehen haben. Die Ziffern
des Quotienten haben wir einfach neben die bereits erhaltenen Ziffern der Wurzel
geschrieben. In Wirklichkeit haben wir natiirlich den Rest 1756 - 10-% durch den
doppelten Niherungswert 6324.10~% dividiert und den erhaltenen Quotienten
0,277 - 10-3 an die betreffenden Stellen geschrieben.

§ 15. Mathematische Tafeln

Unter allen Rechenhilfsmitteln besitzen gegenwiirtig die mathematischen Tafeln
wegen ihrer Verbreitung, Einfachheit und Bequemlichkeit die groBte Bedeutung.
Beim praktischen Rechnen werden laufend Tafeln verschiedener Art benétigt. Sie
stellen ein schones Rechenhilfsmittel dar, sind auBerordentlich einfach in ihrer
Ausstattung und Anwendung, allgemein zugiinglich wegen ihres geringen Preises,
garantieren in hohem MaBe fiir die aufgenommenen Werte und erméglichen eine
groBe Zeit- und Kraftersparnis.

Die groBte Verbreitung besitzen Tafeln, die eine Abhingigkeit zwischen zwei
verinderlichen GréB8en angeben (zwischen Argumenten und Funktionswerten). Von
dieser Art sind die Logarithmentafeln, die Tafeln der Quadrate und Kuben usw.
Viel seltener sind Tafeln, in denen die Abhéngigkeiten zwischen drei Verinderlichen
aufgefithrt sind (Tafeln von Funktionen zweier Argumente), wie z. B. die Tafeln
irgendwelcher Produkte.
Fiir ein tiefergehendes Studium der Fragen, die mit der Ausstattung und An-

dung von mathematischen Tafeln zusammenbingen, ist eine besondere mathe-
matische Disziplin — ein Zweig der Analysis — heranzuziehen, die ,,endliche Diffe-
renzenrechnung®. Elementare Bemerkungen iiber Tafeln, die bereits den Schiilern
der hoheren Klassen der Oberschulen zuginglich sind, finden sich in den ,Er-
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4ot

léuterungen‘‘ der (im Vergleich zu den friiheren Auflagen tlich iiberark
19. Auflage der ,Vierstelligen mathematischen Tafeln” von W.BRADIS (1948).
Ausfithrliche Hinweise kann man auch den Biichern [2a] und [2b] entnehmen.
Viele interessante und lehrreiche Beispiele und Ubungen finden sich in dem Buch [5];
es wiire sehr wiinschenswert, wenn sie in Verbindung mit der Behandlung von Tafeln
auch in die Schulmathematik Eingang finden.

Im Schulunterricht haben sich am weitesten Logarithmentafeln und Tafeln der
trigonometrischen Funktionen eingebiirgert. Wir bemerken, daB fiir die meisten
Aufgaben die Verwendung vierstelliger Tafeln ausreicht. Mit ihrer Hilfe kann man
alle Resultate mit vier wesentlichen Ziffern erhalten (wobei allerdings hiiufig die
letzte Ziffer nicht ganz zuverlissig ist). Wenn dem Schiiler der Umgang mit vier-
stelligen Tafeln vollstindig geldufiz geworden ist, so ist es wiinschenswert, daB er
auch mit dem Gebrauch von vollstindigeren Tafeln, etwa sicbenstelligen Loga-
rithmen, vertraut gemacht wird, da mitunter Aufgaben auftauchen (in der Schul-
praxis freilich selten), welche eine Berechnung mit erhhter Genauigkeit erfordern.

Neben den Logarithmentafeln gibt es zahlreiche Tafeln, deren Einfithrung in den
bestindigen Schulgebrauch dringend empfohlen werden mu8. Hierzu gehéren in
erster Linie die Tafeln der Quadrate und Quadratwurzeln. Sie kénnen in der Schule
bereits vor allen anderen Tafeln benutzt werden und erméglichen eine fiihlbare
Zeitersparnis (man hat doch sehr oft Zahlen ins Quadrat zu erheben und aus ge-
gebenen Zahlen die Quadratwurzel zu ziehen!). Wir bemerken, daB man bei der
Verwendung einer hinreichend vollstindigen Tafel der Quadrate keine gesonderte
Tafel fiir die Quadratwurzeln benétigt. Dasselbe gilt in gleichem MaBe fiir die
Tafeln der Kuben und der Kubikwurzeln. Uberaus niitzlich sind auch Tafeln fiir
die Werte der trigonometrischen Funktionen. Sie machen in vielen Fiillen die
Reduktion auf eine Gestalt, die fiir das Logarithmieren geeignet ist, iiberfliissig
nnd gestatten es, in der achten Klasse Dreiecksaufgaben zu behandeln, bevor die
Logarithmen bekannt sind. Daneben kénnen auch Reziprokentabellen der Zahlen
und Tafeln fiir die Umrechnung vom Gradma8 in BogenmaB Verwendung finden.

Falls eine gegebene Zahl wiederholt als Faktor oder als Divisor auftritt, empfiehlt
es sich, eine Produkttafel selbst anzufertigen, die die Produkte der gegebenen Zahl
mit den ersten zehn Zahlen enthiilt. Diese Tafeln erhiilt man schnell durch fort-
laufende Addition der betreffenden Zahl. Hierbei ist die Addition bis zum zehn-
fachen Wert der gegebenen Zahl zu fiihren, der eine gute Kontrollmoglichkeit fiir
die Richtigkeit der ganzen Tafel darstellt. Die Tafeln fiir den Kreisumfang und die
Tafeln fir die Umformung von GradmaB in BogenmaB sind nichts anderes als
ausfiihrliche Produkttafeln (nimlich der Zahlen &t bzw.x: 180).

Die groBte Schwierigkeit beim Gebrauch von Tafeln bietet die ,,Interpolation®,
d. h. die Berechnung von Funktionswerten fiir solche Argumentwerte, die zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Tafelwerten liegen, und der umgekehrte ProzeB. Dieses
,,Lesen zwischen den Zeilen der Tafel“ wird fiir gewdhnlich so ausgefiihrt, da man
annimmt, daB sich die Funktionswerte zwischen den in der Tafel aufgefiihrten
Argumentwerten gleichmiiBig (linear) iindern. Diese ,lineare’* Interpolation ist aber
nur dann zuliissig, wenn sich zwischen den Tafelwerten, die diquidistanten Argument-
werten entsprechen, gleiche oder zumindest sich nur langsam dndernde Differenzen
(,,Tafeldifferenzen*’) befinden. Nur ein volles Verstindnis des Wesens der linearen
Interpolation und der Bedingungen fiir ihre Zulissigkeit garantiert eine bewuBte
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und nicht nur mechanische Anwendung solcher iiberaus niitzlicher und viel ver-
wendeter Hilfsmittel fiir die lineare Interpolation wie der ,,proportionalen Teilung*
und der ,fertigen Interpolationstafeln. Man kann hier erginzen, daB die Schiiler
durchaus nicht nur solche fertigen Interpolationstafeln ver den miissen, sondern

daB sie sich auch selbst derartige Tafeln zusammenstellen kénnen.

§ 16. Graphische Berechnungen

In Fillen, in denen einé Genauigkeit von zwei bis drei wesentlichen Ziffern aus-
reicht, kann man oft die Berechnung des Resultates durch eine Konstruktion
oder durch ein Ablesen aus einer fertigen Zeichnung ersetzen. Derartige graphische
Methoden fiir die Lsung von Rechenaufgaben, die die Arbeit hiufig um das zehn-
oder hundertfache verkiirzen, besitzen gegenwirtig weiteste Verbreitung in allen
Zweigen der Technik und werden besonders dann angewendet, wenn es auf eine
mbdglichst schnelle Ermittlung eines angeniherten Zahlenergebnisses ankommt. Die
Oberschule wiirde sicherlich denjenigen ihrer Absolventen, die an Ingenieurschulen
oder technischen Hochschulen studieren wollen, viel Miihe bei der Erlernung der
graphischen Methoden ersparen, wenn sie die einfacheren graphischen Verfahren
pflegen wiirde. Diese sind zum Teil selbst den Schiilern der Grundschule ver-
sténdlich. Allerdings sind die graphischen Berechnungen bis heute noch nicht voll-
stiindig methodisch verarbeitet, so da in absehbarer Zeit kaum mit ihrer weit-
gehenden und planmiBigen Aufnahme in die Lehrpline der Oberschule zu rechnen
ist. Um so wichtiger ist es, dem Lehrer nachdriicklich zu empfehlen, daB er sich
bei jeder Rechenaufgabe die Frage nach einer graphischen Lésung und deren
Vorteilen gegeniiber der iiblichen rechnerischen Losung vorlegen sollte. Besonders
betonen wir hier nochmals, daB in jedem Falle die Vorziige der graphischen
Losung zu kliren sind : Im Prinzip kann man némlich jede Rechenaufgabe graphisch
16sen, jedoch bedeutet eine graphische Losung nur manchmal einen Gewinn, withrend
sie hiufig gerade das Gegenteil bedeutet ; wenn wir aber eine Aufgabe auf graphischem
Wege losen, die mit den iiblichen Rechenmitteln viel einfacher und besser geldst
wird, so kompromittieren wir nur die graphische Methode in den Augen der Schiiler.

Besonders auffallend sind die Vorteile der graphischen Methode bei sogenannten
,,Serienrechnungen, bei demen nach ein und derselben Formel, aber mit ver-
schiedenen Ausgangszahlen, die Resultate zu bestimmen sind. Hierfiir ein einfaches
Beispiel :

Vorgelegt sei uns die Folge der Zahlen 18, 23, 38, 57, 85, 92, die etwa die Preise
von verschiedenen Waren in D-Mark bedeuten. Es wird verlangt, diese Preise
jeweils um 279, herabzusetzen. Bei der rechnerischen Losung haben wir jede dieser
Zahlen mit 0,73 zu multiplizieren. Falls uns eine Produkttafel oder ein anderes
geeignetes Rechengeriit zur Verfiigung steht, werden wir die Rechnung unmittel-
bar ausfithren. Sehr leicht 1aBt sich die Rechnung jedoch auch mittels eines gra-
phischen Verfahrens durchfiihren. Dazu zeichnen wir (Abb. 7) auf ein Stiick kariertes
Papier, am besten Millimeterpapier, ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
100 mm und 73 mm, aus dem sich unmittelbar die erniedrigten Preise 13, 17, 28,
42, 62, 67 ablesen lassen (die Produkttafel liefert: 13,14;16,79;27,74;41,61;
62,05; 67, 16).
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Auf Millimeterpapier lassen sich bequem graphische Losungen von Aufgaben in
linearen Funktionen y = a z + b darstellen. Dagegen benutzt man die handels-
iiblichen ,,logarithmischen Papiere’ fiir die graphische Losung von Aufgaben, die mit
Potenzfunktionen der Form y = a 2* zusammenhingen, wobei a und « beliebige
reelle Zahlen sein konnen; auf gewissen derartigen Papieren sind die graphischen

HoRHEH 70 HHEH 20 B 70 B «0 BEEEH 50
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Abb. 7

Darstellungen dieser Funktionen gerade Linien, wihrend auf anderen Papieren die
Exponentialfunktionen y = a b* und die logarithmischen Funktioneny =a-lgx +b
als Geraden erscheinen (niheres findet man in dem Buch [2b]).

Das Bestreben, die Durchfithrung von Serienrechnungen der genannten Art zu
erleichtern, hat zur Begriindung eines ganzen neuen Zweiges der Mathematik, der
sogenannten Nomographie gefithrt. Ihr sind eine Reihe von Biichern gewidmet?),
unter denen fiir eine erste Einfithrung besonders das Buch [13] zu empfehlen ist;
einige Beispiele, die besonders gut fiir die Schule geeignet sind, finden sich in dem
Buch [2b]. Den Leser, der sich mit der Nomographie eingehender vertraut machen
mochte, verweisen wir auf das Buch [14].

Wenn wir ein und dieselbe Aufgabe einmal rechnerisch und zum anderen graphisch
l6sen, gewohnen wir die Schiiler an eine brauchbare Selbstkontrolle, da die graphische
Methode leicht grobe Rechenfehler aufdeckt. Dabei empfiehlt es sich sogar, mit
der graphischen Losung, die im allgemeinen weniger genaue Resultate als die Rech-
nung liefert, zu beginnen, weil sonst unwillkiirlich auf Grund der Kenntnis des
1) Uber die Anwendung der Nomographie auf die niherungsweise Auflosung von Gleichnngen

vgl. EdEM Bd. 2, A. P. DoMORrJAD. Numerische und graphische Methoden fiir die Auf-
16sung von Gleichungen.
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genaueren Wertes des Resultates der graphisch gewonnene, weniger genaue Wert
dem genaueren Wert ,,angepa8t wird. In dieser Reihenfolge sind wir z. B. auch
in § 3 (Seite 323) bei der Losung der dort gestellten geometrischen Aufgabe vor-

gegangen.

§ 17. Der logarithmische Rechenschieber

Ohne Zweifel besteht fiir die Rationalisierung der Rechenarbeit in der Oberschule
die dringendste Aufgabe gegenwiirtig in der Vermittlung der Theorie und Praxis
des logarithmischen Rechenschiebers. Dieses Recheninstrument ist einfach in seinem
Aufbau, klein in seiner Dimension und deswegen handlich und erschwinglich im
Preis. Mit seiner Hilfe kann man auBerordentlich schnell Produkte, Quotienten,
Potenzen, Wurzeln, Werte von Logarithmen und trigonometrischen Funktionen
sowie eine groBe Zahl weiterer Rechenresultate nach komplizierteren Formeln er-
mitteln. Der Rechenschieber normaler Liinge, d. h. mit einer 250 mm langen Skala,
liefert Ergebnisse mit drei wesentlichen Ziffern; falls die erste wesentliche Ziffer
eine 1 ist, erhilt man sogar vier wesentliche Ziffern. Der Rechenschieber leistet
allerdings keine Hilfe bei der Addition und der Subtraktion; deshalb ist es zweck-
miiBig, ihn mit dem Rechenbrett zu kombinieren. Der Rechenschieber liefert die
Resultate im allgemeinen schneller als die iiblichen Rechenmaschinen, so daB zumal
bei Serienrechnungen der Geschwindigkeitsgewinn erheblich ist. So erhilt man z. B.
die Werte von s = 4,9 ¢? fiir die Folge der Werte ¢ von 3 bis 7 im Abstand 0,5 im
Laufe von 30 bis 40 Sekunden:

t= 3 35 4 45 5 55 6 6,5 7
s =441 60,0 784 99,2 1224 148,0 1764 207  240.

Bei der Arbeit von zwei Personen, von denen die eine den Rechenschieber hand-
habt und die andere die erhaltenen Werte nach Diktat aufschreibt, beschleunigt
sich die ‘Arbeit nochmals um ungefahr 30%,

Wie schon erwihnt, liefert der Rechenschieber die Resultate nur mit einer be-
schrinkten Genauigkeit, so daB er damit z. B. fiir Finanzrechnungen ungeeignet
wird, da man es bei ihnen hiéufig mit Zahlen aus 6, 7, 8 und mehr Ziffern zu tun
hat und die Rechnung auf den Pfennig genau stimmen muB, wie groB auch immer
die Anzahl der Ausgangszahlen sein mag. Anders steht es aber z.B. bei tech-
nischen Berechnungen, bei denen man in der iiberwiegenden Mehrheit der Fille
nur an den ersten drei wesentlichen Ziffern, ja mitunter nur an den ersten beiden
interessiert ist. Hierbei ist die mit dem Rechenschieber erhaltene, beschrinkte
Genauigkeit der Resultate sogar oft geradezu vorteilhaft, da alle (oder fast alle)
Ziffern, die zu vernachlissigen sind (weil sie ungenau sind), von selbst fortfallen.
Es ist deshalb ganz natiirlich, daB der Rechenschieber eine weite Verbreitung ge-
funden hat: Ohne ihn kommt heute kein Ingenieur, kein Techniker und kein Student
der technischen Hochschule mehr aus.

In der Oberschule wird gegenwiirtig der Rechenschieber nicht behandelt, obwohl
es eine Zeit gab, in der die Vermittlung seines Aufbaues und seines Gebrauchs zum
iiblichen Schulpensum gehérte.!) Das ist daraus zu erkliren, daB einmal bis vor

1) Dies bezieht sich naturgemaB auf die Schule in der Sowjetunion. — Anm. d. wissen-
schaftl. Red.
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kurzem nicht geniigend billige und hinsichtlich der Priizision befriedigende Rechen-
schieber hergestellt wurden, und zum anderen dadurch, da8 dle Mehrzahl der
Mathematiklehrer nicht hinreichend geschickt mit dem Rech b
vermochte. Auch an den piidagogischen Hochschulen ist bis in letzter Zeit dem
Studium des Rechenschiebers nicht mehr geniigend Beachtung geschenkt worden.
Der erste Umstand beginnt nach und nach zu schwinden: In den Liden erscheinen
allmihlich wieder hinreichend gute und nicht teure Rechenschieber. Um so be-
dauerlicher ist der zweite Grund. Falls jedoch ein Lebrer die Arbeitsweise des
Rechenschiebers gut beherrscht und seinen Wert richtig einschiitzt, so sollte er
interessierten Schiilern vorschlagen, daB sie sich mit ihm in zusitzlicher Arbeit,
etwa im Rahmen einer Arbeitsgemeinschaft, mit dem Studium des Rechenschiebers
befassen; er wird dann sicher eine Gruppe von Schiilern finden, die sich am eigenen
Rechenschieber die Fertigkeit in seinem Gebrauch erfolgreich aneignen werden.
Heute gibt es eme ganze Anzahl von Lehrbiichern, in denen die Theorie des
logarithmischen Re hiebers entwickelt wird, und welohe Anweisungen fiir ein
schnelles Erlernen seines Gebrauches geben; Kapitel iiber den Rechenschieber finden
sich auch in fast allen Biichern iiber praktisches Zahlenrech Wir geben im
folgenden den Anfang des Kapitels iiber den logarith hen Rechenschieber aus
dem Buch [2a] des Verfassers wieder, in welchem die Grundprinzipien dieses Instru-
mentes und die ersten Anweisungen fiir seinen Gebrauch entwickelt werden.
Wenn uns zwei gewohnliche Millimeterlineale von z. B. je 300 mm Linge zur Ver-
fiigung stehen, so kénnen wir uns mit ihrer Hilfe miihelos ein Geriit fiir die mecha-
nische Addition und Subtraktion von ganzen Zahlen, die selbst und deren Resultat
unter 300 liegen, herstellen. Dazu legen wir die Lineale so aneinander, da8 sich
die Kanten mit der Stricheinteilung decken und éndern die Numerierung auf dem
oberen Lineal so, dal wir O an Stelle von 30, 1 an Stelle von 29 usw. schreiben.
Auf diese Weise erhalten wir zwei Millimeterskalen, wie sie in Abbildung 8 A dar-
gestellt sind. Obgleich die Zahlen nur an die Striche gesetzt sind, die ganzen Zenti-
metern entsprechen, so kinnen wir doch von der Zahl sprechen, die durch einen
beliebigen Strich, ja durch einen beliebigen Punkt der Skala bezeichnet wird. So

Abb. 8
bezeichnet der halblange Strich zwischen den Strichen mit den Zahlen 2 und 3

die Zahl 2,5, der nichste Strich rechts die Zahl 2,6, der folgende die Zahl 2,7 usw.
Der Punkt in der Mitte zwischen den Strichen mit den Zahlen 2,6 und 2,7 bezeichnet
dann die Zahl 2,85 u.dgl. m. Auf diese Weise bezeichnet jeder Punkt der Skala
eine gewisse reelle Zahl, nimlich die Zahl, die (in Zentimetern) den Abstand des
Punktes vom Anfangspunkt der Skala ungibt. Im folgenden werden wir statt von
,,dem Punkt fiir die Zahl a‘“ auch kurz von ,,der Zahl a* sprechen.
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Verschieben wir nun eine der beiden Skalen (etwa die untere) so, da8 ihr Anfang
z. B. der Zahl 2,8 der anderen Skala gegeniibersteht (siche Abb. 8B), so steht jeder
Zahl a der unteren Skala die Zahl a 4 2,8 der oberen Skala gegeniiber, d. h., wir
haben (in den Grenzen der Skalen) die Addition von 2,8 vollzogen; wenn wir also
z. B. auf der unteren Skala die Zahl 4,6 aufsuchen, so lesen wir auf der oberen
Skala 7,4, also die Summe 4,6 + 2,8 ab; nehmen wir auf der unteren Skala die
Zahl 5,9, so finden wir auf der oberen Skala die Zahl 8,7 = 5,9 + 2,8 usw.

Weiter konnen wir auch subtrahieren. Wenn wir z. B. von der Zahl 8,2 die Zahl
3,7 abziehen wollen, so bra,uchen wir nur die Zahl 8,2 der oberen Skala der Zahl 3,7
der unteren Skala tell Dann erscheint der Anfang der unteren
Skala gegenuber der-Zahl 4,5 der oberen Skala, und diese ist gerade die Differenz
8,2 —3,7

Wir haben auf diese Weise zwei Regeln gewonnen: 1). Um die Summe ¢ =a + &
zu finden, muB man die Zahl a der einen Skala dem Anfang der anderen Skala
gegeniiberstellen und kann dann gegeniiber der Zahl b der zweiten Skala auf der
ersten Skala die Zahl ¢ ablesen. 2). Um die Dlﬁerenz d =a—bzu ﬂnden, mufl
man die Zahl a der ersten Skala der Zahl b der n Skala iiberstell
und keann dann gegeniiber dem Anfang der zweiten Skala auf der ersten Skala -
die Zahl d ablesen.

Da die Addition und die Subtraktion fiir sich allein so einfach smd kommt dem
eben geschllderten Instrument, das wir als ,,metrischen Rech hi
kénnten, kaum irgendeine Bedeutung zu. Jedoch fihrt uns sein Prinzip, die Gegen-
iiberstellung zweier Skalen, zu einer Reihe von anderen Formen des Rechenschiebers.
Unter diesen spielt eine hervorragende Rolle ein Instrument, das den Namen ,,loga-
rithmischer Rechenschieber* triigt und das sich in der Praxis als auBerordentlich
wertvoll erwiesen hat, so daB es im Laufe der letzten Jahrzehnte weite Verbreitung
iiberall dort gefunden hat, wo numerische Berechnungen irgendwelcher Art aus-
zufithren sind.

Beim metrischen Rechenschieber haben wir zwei metrische Skalen gegeniiber-
gestellt, bei denen die Entfernung jedes Punktes der Skala vom Anfang der Skala
proportional der durch diesen Punkt bezeichneten Zahl ist. Wenn wir nun unter
Beibehaltung der zahlenmifigen Wertung der Striche die Striche so auf der Skala
verschieben, daB die Entfernung der Striche vom Anfang der Skala proportional
den Logarithmen (beziiglich einer gegebenen Basis) der durch die Striche bezeichneten
Zahlen wird, so erhalten wir eine sogenannte logarithmische Skala. Falls wir mit G den
Abstand (in Millimetern) des Striches mit der Zahl @ vom Anfang der Skala bezeichnen,
so erhalten wir als ,,Gleichung der logarithmischen Skala“: @ = m - lg a, wobei m
ein Proportionalititsfaktor ist, den wir den ,,Modul* der vorliegenden Skala nennen
wollen. Fiir beliebiges m finden wir offenbar die Zahl 1 am Anfang der Skala, da
mlg 1 = 0ist, die Zahl 10 im Abstand m mm vom Anfang der Skala, die Zahl 100
im Abstand von 2m mm vom Anfang der Skala usw. In Abb.9 A ist eine loga-
rithmische Skala mit dem Modul m =100 und Strichen fiir die Zahlen von
1 bis 10 dargestellt. Fiir m = 100 befindet sich z. B. der Strich mit der Zahl 1,56
in einer Entfernung von 100 - Ig 1,5 = 17,6 mm, der Strich mit der Zahl 2 in einer
Entfernung von 100 - Ig 2 = 30,1 mm usw. Wir haben in der Zeichnung die Striche
nach oben und nach unten fortgesetzt, so daB man, wenn man diese doppelte Skala
entlang ihrer Achse aufschneidet, zwei spiegelbildliche logarithmische Skalen gleich
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Moduls erhilt. Wenn wir nun z. B. die untere Skala so verschieben, da ihr Anfang,
also ihre Zahl 1, unter der Zahl 2 der anderen Skala zu liegen kommt (Abb. 9 B),
so stellen wir fest, da8 iiber jeder Zahl @ der unteren Skala auf der oberen Skala

7 2 3 4 5 6 789w

Ap—+— A

7 2 3 4 5 678390

7 2 3 4 5 6 7890
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8 I 1 | T T TTTTiTiereTT
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Abb. 9

die Zahl b = 2 a erscheint, d. h., wir haben (in den Grenzen der Skala) die Multi-
plikation mit 2 vollzogen.

Man kann die genannte Tatsache leicht begriinden: Wenn sich z. B. die Zahl a
der oberen Skala und der Anfang der unteren Skala gegeniiberstehen, so erscheint
iiber gewissen Zahlen b der unteren Skala eine gewisse Zahl ¢ der oberen Skala
(Abb. 10). Bezeichnen wir nun entsprechend wie oben mit @, b, ¢ den Abstand der
Zshlen a, b, ¢ vom Anfangspunkt der jeweiligen Skala, so erhalten wir: & + b = é.
Dann sind aber die Zahlen selbst durch die Gleichung mlga + mlgh = mlgc oder
Iga 4-1gb = Igc oder ab = ¢ verkniipft. Wenn umgekehrt gegeniiber der Zahl a
der oberen Skala die Zahl b der unteren Skala liegt und dem Anfang der unteren

n ¢ ¢ b ¢ $
i % & '3
Abb. 10

Skala die Zahl ¢ der oberen Skala gegeniiberliegt (Abb. 10), so besteht zwischen den
Abstiinden die Beziehung @ — b = ¢ und mithin zwischen den Zahlen die Beziehung

mlga — mlgb = mlgc oder % =c.

Wir kommen also auf diese Weise zu den Regeln iiber die Ausfiihrung der Multi-
plikation und Division auf einem Paar logarithmischer Skalen, die vollstindig
den obigen Regeln iiber die Addition und Subtraktion auf einem Paar metrischer
Skalen entsprechen: 1.) Um das Produkt ab = ¢ zu finden, muB man die Zahl a der
einen Skala dem Anfang der anderen Skala gegeniiberstellen und kann dann gegen-

iiber der Zahl b der zweiten Skala die Zahl ¢ ablesen. 2). Um den Quotienten —:— =c

zu finden, muB man die Zahl @ der ersten Skala der Zahl b der zweiten Skala gegen-
iiberstellen und kann dann gegeniiber dem Anfang der zweiten Skala die Zahl ¢
ablesen.

Wir sehen also, daB man auf einem Paar logarithmischer Skalen die Multi-
plikation und die Division von Zahlen mit der gleichen Leichtigkeit ausfithren kann,
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mit der man auf einem Paar metrischer Skalen die Addition und die Subtraktion
ausfilhrt. Das so erhaltene Recheninstr t ist im lichen der logarith-
mische Rechenschieber.

Nachdem man das Prinzip des logarithmischen R s verstanden hat,
bereitet es keinerlei Schwierigkeiten, sich in alle Einzelheiten des Aufbaus und des
Gebrauches eines Rechenschiebers fabrikmiBiger Herstellung hineinzufinden. Er
unterscheidet sich von dem eben beschriebenen selbstverfertigten darin, daB seine
Skalen sehr sorgfiiltig ausgefiihrt sind und eine groBe Anzahl von Strichen enthalten,
und zweitens darin, daB er auBler dem beschriebenen Paar logarithmischer Skalen
noch eine Reihe von weiteren Skalen besitzt. Mit ihrer Hilfe kann man auBer der
Multiplikation und Division noch eine groBe Anzahl von weiteren mathematischen
Operationen ausfithren: das Potenzieren, das Radizieren, die Losung von Dreiecks-
aufgaben, das Bestimmen von Logarithmen und Numeri usw.

Es werden Rechenschieber verschiedener GréBe (Taschenformat 125 mm und
250 mm, Tischformat 500 mm, Demonstrationsmodelle bis zu 2 m) und Ausfithrungen
hergestellt. Rechenschieber dienen einerseits allgemeinen Zwecken, sind fiir die
Ausfithrung der Multiplikation, Division usw. bestimmt, andererseits aber auch
speziellen Zwecken, sind also z.B. besonders fiir Elektrotechniker, Wirme-
techniker usw. gedacht. GroBte Verbreitung besitzen gegenwiirtig die normalen
Rechenschieber mit einer Linge von 250 mm und 6 oder 7 Skalen. Mit ihrer Hilfe
kann man die Resultate gewohnlich mit drei, zum Teil mit vier wesentlichen Ziffern
bestimmen. Fiir die meisten technischen Berechnungen reicht diese Genauigkeit
durchaus hin. Bei geschickter Handhabung ermoglicht der Rechenschieber bei der
Durchfithrung der Rechnungen einen erheblichen Zeitgewinn, liefert zuverlissige
Resultate und erspart einen wesentlichen Kraftaufwand. Daher ist es ganz natiirlich,
da8 der Rechenschieber eine so groBe Verbreitung gefunden hat : weder ein Ingenieur,
noch ein Techniker, noch ein Student der technischen Hochschule kann mehr ohne
dieses Rechenhilfsmittel auskommen. Es stimint allerdings, daB die Arbeit mit dem
Rechenschieber hohe Anforderungen an die Augen stellt; Personen mit schwa-
cher Sehkraft kann er deshalb nicht empfohlen werden (eine einfache Kurzsichtigkeit
dagegen behindert die Arbeit mit dem Schieber nicht). Aus diesem Grunde ist auch
die Benutzung des Rechenschiebers bei schlechter Beleuchtung unzulissig.

Das Studium des Rechenschiebers vollzieht sich in zwei Schritten: Im ersten
Schritt erlernt man die Technik der Durchfithrung der Multiplikation, der Division,
des Potenzierens mit den Exponenten 2 und 3, der Berechnung von Quadrat- und
Kubikwurzeln, der Losung von Verhiltnisaufgaben und der Berechnung von Wer-
ten, die gegebenen Werten direkt oder umgekehrt proportional sind. Im zweiten
Schritt schlieBen sich eine Reihe von komplizierteren Operationen an, insbesondere
trigonometrische Berechnungen. Fiir die vollstandige Beherrschung der im ersten
Schritt zu erlernenden Operationen bendtigt man etwa 15 bis 20 Arbeitsstunden
und fiir die Beherrschung der im zweiten Schritt zu erlernenden Operationen etwa
die gleiche Zeit. Dieser betrichtliche Zeitaufwand wird jedoch bald durch die
Okonomie kompensiert, die die Verwendung des Rechenschiebers jedem Rechner
einbringt.

Hierzu noch ein Zitat aus dem Buch ,,Meine Erinnerungen* von A. N. Kryrow
(Verl. d. Akad. d. Wiss. d. UdSSR, 1945, 8. 116):

,»Der von mir im Jahre 1892 gehaltenen Vorlesung iiber die Theorie des Sohiffes
schickte ich einen Uberblick iiber die Grundprinzipien der Naherungsrechnung im

h hieh
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allgemeinen und ihrer Anwendungen auf das Schiff im besonderen voraus. Dabei
erhob ich zum obersten Prinzip, daB alle Berechnungen mit der Genauigkeit zu
fiihren sind, die fiir die Praxis notwendig ist: jede unrichtige Ziffer stellt einen
Fehler dar, jede iiberfliissige Ziffer einen halben Fehler. In welchem MaBe die da-
malige Rechenpraxis unvollkommen war, zeigte ich an einer Reihe von Beispielen,
in denen 90%, der angegebenen Ziffern iiberfliissig waren. Bei einer Berechnung,
die im Zeich 1 des Marinetechnischen Komitees durchgefiihrt wurde, erreichte
diese unniitze Arbeit sogar 97%,. In meiner langjihrigen Praxis gelangte ich zu der
Uberzeugung, daB ein zur Routine gewordener Unsinn sich um so schwieriger be-
seitigen liBt, je absurder er ist.*

Diese iiberfliissigen Ziffern, die nach dem Ausdruck von A. N. KRYLOW einen halben
Fehler darstellen, kann man radikal beseitigen, wenn man laufend die Regeln der
Ziffernzahlung (§§ 10 bis 13) benutzt. Ein iiberaus wirksames Kampfmittel gegen
die iiberfliissigen Ziffern stellt auBerdem die breite Verwendung des Rechenschiebers
dar.

§ 18. Uber den Rechenunterricht in den verschiedenen Schuljahren

In einer erliuternden Bemerkung zu den heute giiltigen Unterrichtsplinen fiir
Mathematik in den Oberschulen der RSFSR konnen wir folgendes lesen: Die Ver-
bindung von Theorie und Praxis ist im Verlaufe des Mathematikunterrichts durch
geeignete Aufgaben herzustellen. Diese miissen eine gewisse Vorbereitung fiir die
Losung wirklicher praktischer Fragen darstellen. Zum anderen muB sie verwirklicht’
werden durch die Ausiibung eigener praktischer Arbeiten der Schiiler, in denen die
mathematischen Kenntnisse verwertet werden. Diese Arbeiten und Ubungen

im organischen Zusa hang mit dem jeweiligen Stoff stehen und diirfen
nicht der Arbeitsweise der mathematischen Wi haften entgegengesetzt sein
(Ausgabe 1950, 8. 5).

Ein Lehrer, der bestrebt ist, diese wichtige Forderung ernsthaft zu erfiillen und
der die Losung von Aufgaben lehren will, die wirklich in der Landwirtschaft und
den verschiedenen Zweigen der Technik vorkommen, also Aufgaben, wie sie in der
erliuternden Bemerkung gemeint sind, st6Bt auf zweierlei Schwierigkeiten. Die
erste besteht darin, daB8 derartige Aufgaben im allgemeinen ziemlich umfangreiche
Zahlenrechnungen erfordern, die viel Zeit rauben und keinerlei Blldungswert be-
sitzen, da die Fertigkeit in der rationellen Ausfithrung solcher Rech ]er-
worben ist. Die zweite Schwierigkeit besteht darin, daB alle bei der Lésung von
nrealen Aufgaben auftretenden Zahlen zwangsliufig Niherungszahlen sind. Ge-
naue Ausgangszahlen treten nur ausnahmsweise auf; angeniherte Ausgangszahlen
dagegen fiithren wieder nur auf angeniiherte Resultate. Unausbleiblich erhebt
sich daher die Frage: Welche Ziffern des Resultats verdienen Vertrauen? Ein
Runden ohne eine feste Stiitze in Form einer Methode der genauen Fehler-
rechnung oder auch nur in Form der Regeln der Ziffernzihlung birgt die Gefahr in
sich, daB man entweder Zahlen mit falschen Ziffern angibt (,,Tauschungen durch
Vor g einer ,,G igkeitsillusion*’) oder daB man richtige Ziffern fortliBt,
d.h. ungerechtfertlgt die Genauigkeit der Resultate vermindert. Auf Grund einer
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jahrhundertealten Tradition ignoriert die Schulmathematik den angeniherten
Charakter der meisten Zahlenergebnisse fiir reale GroBen. Hierin liegt eine der
Ursachen dafiir, daB die Schulmathematik so lebensfremd ist.

Wie kann man nun diese beiden Schwierigkeiten beseitigen ? Notwendig ist zu-
niichst eine Rationalisierung der Rechenarbeit der Schiiler. Sie besteht erstens in
einer Skonomischen Verwendung der verschiedensten Hilfsmittel und Verfahren, die
das Operieren an mehrstelligen Zahlen erleichtern und beschleunigen (Kopfrechnen,
Verbesserung der Technik des schriftlichen Rech itgehende Verwendung
von Recheninstrumenten, Tafeln und graphischen Darstellungen usw.) und zweitens
in der Aneignung der El te der Theorie der Niherungsrechnung. Um die
herrschende Lage von Grund auf zu verbessern, mu8 man einen gewissen Umbau
der Lehrpline vornehmen. Jedoch ist es auch im Rahmen der geltenden Pline
durchaus méglich, den Schiilern viele wertvolle, bestindige und bewuBte Féhig-
keiten zu vermitteln.

Dazu ist es notwendig, daB man sich besonders dem Kopfrechnen und der Technik
des schriftlichen Rechnens eingehend in der fiinften Klasse widmet und da8 man
fiir die Erhaltung und Erweiterung der erworbenen Fahigkeiten auch in allen folgen-
den Jahren Sorge trigt. Das Rechnen auf dem Rechenbrett wird im Programm
bereits fiir die unteren Klassen empfohlen, und es ist sehr bedauerlich, da8 die Mehr-
zahl der Lehrer es vernachliissigt. Das Rechnen auf dem Rechenbrett kann man als
einen ersten Schritt der Mechanisierung der Rechenarbeit ansehen; es erleichtert
die Addition und Subtraktion mehrstelliger Zahlen ganz erheblich. Einen zweiten
Schritt stellt die Einfilhrung der NEPERschen Streifen dar; sie erleichtern im selben
MaBe die Multiplikation und Division mehrstelliger Zahlen. Im derzeit giiltigen
Unterrichtsplan der Oberschulen werden die NEPERschen Streifen nicht erwihnt.
Man kann daher ihre Herstellung und Verwendung nur als zusitzliche und nicht
obligatorische Betitigung empfehlen (besonders als Aufgabe fiir bessere Schiiler;
Zirkelarbeit). Den folgenden Schritt, den man als Ubergang von der kleinen Me-
chanisierung zur groen Mechanisierung der Rechenarbeit ansehen kann, stellt die
Beherrschung der Arbeit an der eigentlichen Rechenmaschine dar. Dies ist ein
schones Thema fiir eine Zirkelarbeit, die allerdings davon abhingt, da8 es dem
]Lehrer gelingt, sich eine Rechenmaschine zu verschaffen, und er selbst damit arbeiten
ernt.

Noch wichtiger ist die Einfilhrung des logarithmischen Rechenschiebers in den
Schulunterricht. Sie ist ganz natiirlich verbunden mit dem Unterricht iiber Lo-
garithmen im neunten Schuljahr. Da die Jugend an einer Vielzahl von Beispielen
die Verwendung des Rechenschiebers bei Arbeiten in vielen Fachgebieten sieht,

wird sie gern bereit sein, sich einen Rechenschi zu verschaffen und an einem
Zirkel teilzunehmen, um ihn kennen zu lernen. Beim spiteren Ubergang an die
techni Hochschulen werden diejenigen, die in der Schule den Rechenschieber

kennengelernt haben, einen erheblichen Vorteil gegeniiber den anderen Studenten
besitzen. Aber auch in der Schule erspart der Rechenschieber bei der Durchfithrung
von Berechnungen, die in der Mathematik und in der Physik auftreten, viel Zeit.
Was die organisatorische Verbesserung des Mathematikunterrichts anbetrifft, so ist
keine Angelegenheit so entscheidend wichtig und doch so leicht losbar wie die
Forderung nach der dauernden Einfilhrung des Rechenschiebers in den Schul-
gebrauch.
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In viel zu geringem MaBe werden in der Schule auch die als Hilfsmittel fiir das
Rechnen doch so gut geeigneten mathematischen Tafeln benutzt. Eine Tafel kann
jedesmal dann benutzt werden, wenn die grundlegenden Verfahren fiir die Durch-
fithrung der jeweiligen Grundrechenart friiher erlernt sind und in irgendeinem spé-
teren Zusammenhang Aufgaben auftreten, die die mehrmalige Anwendung dieser
Grundrechenart erfordern. Die ersten Tafeln, die die Schiiler kennenlernen kénnen,
sind die Produkttafeln. Schon eine kleine, selbst verfertigte Produkttafel (eine
gegebene Zahl wird mit allen einstelligen Zahlen multipliziert) stellt eine wirkliche
Hilfe fiir die Multiplikation und Division dar. Weiterhin sind die Tafeln der Qua-
drate und der Quadratwurzeln zu empfehlen. Sie kénnen in der sechsten und
siebenten Klasse verwendet werden. Die Tafeln der Kuben, mittels derer sich auch
Kubikwurzeln bestimmen lassen, konnen als wesentliches Hilfsmittel fiir die Losung
vieler guter geometrischer Aufgaben mit durchaus realem Gehalt benutzt werden.
Breite Moglichkeiten erdffnet auch die konsequente Verwendung von Tafeln fiir den
Kreisumfang, fiir die Kreisfliche, fiir das Bogenma8, fiir die reziproken Werte der
Zahlen usw. Ein erfolgreiches Studium der Propideutik der Trigonometrie in der
achten Klasse ist undenkbar ohne den Gebrauch der iiblichen Sinus- und Tangens-
tafeln. Den Tafeln fiir die Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen Funk-
tionen werden in der Schule augenblicklich geniigend Beachtung geschenkt.

AuBerst wichtig ist es jedoch, daB von vornherein die Tafeln nicht mechanisch,
sondern vollkommen bewuBt angewendet werden. Dazu muB man bei den Schiilern
vor allem eine Vorstellung davon wecken, wie eine Tafel zusammengestellt wird;
hierfiir ist es gut, wenn man einmal probeweise einige Tafelwerte nachrechnet (bei
rationeller Arbeitsverteilung nimmt diese Rechnung den Charakter einer Kontrolle
der fertigen, gedruckten Tafel oder eines gewissen Teiles derselben an). Hierbei ge-
langt man zu einer vollstiindig bewuBSten Anwendung der Interpolation und wird
erst danach die Hilfsmittel der linearen Interpolation (proportionale Teilung, fertige
Korrekturtafeln) vollstindig verstehen.

In diesem Zusammenhang erhebt sich die Frage, ob die Einfiihrung in die Tafeln
nicht zu viel Zeit erfordert, an der es dem Mathematiklehrer hiufig fehlt ¢ Hierzu
kann man nur sagen, daB es bei der Einfithrung der Tafeln ahnlich steht wie in allen
anderen Fillen der Rationalisierung der Arbeit : Die Zeit, die man fiir die Einfiihrung
einer neuen Tafel opfern muB, macht sich dank der Okonomie, die durch diese Tafel
erzielt wird, spiiter durch einen entsprechenden Gewinn an Zeit und eine erhebliche
Kraftersparnis bezahlt. Die Berechnung einer Quadratwurzel auf vier wesentliche
Ziffern, fiir die man bei Anwendung der iiblichen schriftlichen Rechenverfahren zwei
bis drei Minuten bénétigt, kann mittels einer vierstelligen Tafel der Quadrate oder
der Quadratwurzeln in 10 bis 15 Sekunden geleistet werden, und auch Fehler sind
dabei in viel geringerem MaBe zu befiirchten als bei der iiblichen Berechnung. Wie-
viele derartiger Berechnungen kénnen aber durch die konsequente Benutzung von
Tafeln erleichtert werden!

Hiiufig wird empfohlen, in der Schule auch die ,,abgekiirzten Verfahren fiir die
Ausfilhrung der Grundrechenarten zu lehren (siehe oben S. 377). Hier kann man
jedoch an der ZweckmiBigkeit zweifeln. Der Grund dafiir ist, daB diese Rechen-
verfahren erst. voll zum Tragen kommen, wenn man es mit Zahlen einer groSen
Ziffernanzahl zu tun hat ; diese kommen jedoch bei praktischen Rechnungen ziemlich
selten vor. Bei Rechnungen mit 2., 3-, 4-stelligen Zahlen halten die Verfahren der
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abgekiirzten Durchfiihrung der Grundrechenarten einem Vergleich mit den ver-
schiedenen Rechenhilfsmitteln (Tafeln, Recheninstrumenten, graphischen Dar-
stellungen usw.) nicht stand. Diese Einstellung zu den abgekiirzten Verfahren
bezieht sich jedoch nicht auf die Néherungsformeln (§ 14) und auf die speziellen
Verfahren fiir die Ausfihrung der arithmetischen Grundoperationen. Von den
letzteren haben wir in § 2 gesprochen.

Von der Unterschiitzung der graphischen Methoden in der Schule war schon oben
die Rede (§ 16). Graphische Berechnungen konnen buchstablich in allen Klassen
durchgefiihrt werden, und es ist durchaus niitzlich, daB man sich bei jeder Aufgabe
die Frage nach der ZweckmaBigkeit der Verwendung eines graphischen Verfahrens
vorlegt. Ein Beispiel einer Aufgabe, fiir deren Losung man vorteilhaft eine gra-
phische Darstellung auf einem Stiick Millimeterpapier benutzt, ist folgende: Wieviel
Prozent ihrer Gesamtsumme stellen die und die vorgegebenen Zahlen dar ¢ Auch
wenn man die Sitze iiber die Ahnlichkeit von geometrischen Figuren noch nicht
kennt, begreift man leicht die Moglichkeit einer proportionalen Verinderung einer
Strecke durch Parallelverschiebung einer Seite eines geeigneten Dreiecks.

Bei der Einfihrung in die Elemente der Niherungsrechnung kann man z. B.
folgendermaBen vorgehen: In der fiinften Klasse taucht bei der Wiederholung der
MaBe unvermeidlich die Frage nach dem Messen selbst auf. Hier kann man ganz
natiirlich den Begriff des Néherungswertes und des MeBresultates einfiihren und
ebenfalls den Schiilern brauchbare Methoden fiir die Behandlung von MeBresultaten
entwickeln (vgl. § 7). Weiterhin treten dann ganz natiirlich die Regeln der Ziffern-
zihlung (§ 10) in Erscheinung. Ihre ZweckmiBigkeit kann man an einfachen, dem
Verstindnis der Schiiler der fiinften Klasse entsprechenden Beispielen erliutern,
wobei man die unbekannten Ziffern jeweils durch Fragezeichen ersetzt. Eine wesent-
liche Bedeutung hierfiir besitzen die Einsicht des Lehrers in den Wert dieser Regeln
und die Forderung nach ihrer bestindigen Anwendung. Die Regeln der Ziffern-
ziéhlung, die allein dem Verlangen entspringen, nur vertrauenswiirdige Ziffern hinzu-
schreiben (Prinzip von A.N.KryLow), bilden den ersten wesentlichen Kreis von
Kenntnissen in der Niherungsrechnung.

Einen zweiten Kreis bildet das einfachste Verfahren der genauen Fehlerrechnung,
die Methode der Wertschranken (§ 8). Prinzipiell 148t sich auch diese Methode voll-
stindig in der fiinften Klasse bewiiltigen, doch ist es wohl besser, wenn man sie auf
die sechste Klasse verschiebt und spiiter im Zusammenhang mit dem Studium der
Ungleichungen auf sie zuriickkommt.

Der dritte Kreis von Kenntnissen aus der Niherungsrechnung betrifft das Ver-
fahren der Schranken des absoluten und des relativen Fehlers. Es ist wiinschens-
wert, daB man dieses Verfahren in der siebenten Klasse behandelt, wobei man sich
allerdings mit ungefiihren Vorstellungen dieser Schranken begniigen muB. Jedoch
muB ein Absolvent der Grundschule durchaus in der Lage sein, den Sinn von Aus-
driicken der Form 134 (4 1) mm und 5,4(4 2%,) zu verstehen, und in solcher Form
seine Mefiresultate (und die nach den Methoden der Schranken gewonnenen Rechen-
ergebnisse) anzugeben. Die Frage nach den Sitzen iiber Fehlerschranken der
Resultate der Grundrechenarten, die im bisherigen Programm nicht vorgesehen
sind, wird bereits dringlich angesichts der Anwendungen dieser Sitze im Physik-
unterricht der héheren Klassen der Oberschule. Bei der Ableitung dieser Sitze
kann man nochmals auf die Regeln der Ziffernzahlung zuriickkommen und eine neue
Begriindung fiir sie geben, indem man den Zusammenhang zwischen der Anzahl der
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Dezimalstellen und den Schranken des absoluten Fehlers herstellt und entsprechend
auf die Z ischen der Anzahl der wesentlichen Ziffern und den
Schranken des relativen Fehlers hinweist. (Vgl. S. 361 und den Artikel [6]). Wenn
die Verfahren der Schranken griindlich erlernt sind, lassen sich die Sitze tiber
Schranken des absoluten und des relativen Fehlers sehr leicht beweisen. Eine ge-
wisse Schwierigkeit tritt lediglich beim Fortlassen der Zahlen zweiter GroBenordnung
auf, die sich jedoch leicht beheben li8t, wenn man die Schiiler vorher mit den
Niherungsformeln bekannt macht.

Bei jeder Aufgabe muB man zwischen Planen und Ausfiihren unterscheiden. Die
Ausfithrung jeder mathematischen Aufgabe erfordert nun mehr oder wemger erheb-
liche Zahlenrechnungen. Dieser angewandte Teil der Mathematik wird im heuti
Schulunterricht erst in dritter oder noch spa.terer Linie behandelt. Dles fithrt dazu, -
da8 der ganze Komplex der math isse und Fertigkei die der
Schiiler in der Oberschule erhilt, einen im hohen Grade formalen Charakter tragt.

Zur Beseitigung dieses Ubelstandes ist es erforderlich, da8 der Lehrer selbst hin-
reichende theoretische und praktische Rechenfertigkeiten besitzt indest in dem
MaBe, wie sie in den vorangehenden Darlegungen angef\"lhrt wurden,
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bis 74, 81

—, Gleichheit von 66

—, Gleichmachtigkei* von 71
bis 74, 81

Mengendifferenz 67

Mengensystem 68

Methode der Wertschranken
337, 346

metrischer Rechenschieber
285, 286

Minute, das Wort 55

mittlerer Fehler 343

— quadratischer Fehler 345,
363—366

Modell 131—133

Multiplikation von kom-
plexen Zahlen 202, 206,
207

— — natiirlichen Zahlen
118—120

— — rationalen Zahlen 151

— — reellen Zahlen 181

multiplikative Gruppe 96, 96
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nungsprinzip 16, 17, 21,
25, 34, 36—38, 60

Nachfolger 80, 112, 121

n-adisch rationale Zahl 160
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Naherungsbruch 268—272,
280, 287—2906

Naherungsbriiche, Approxi-
mation durch 287—291

Naherungsformeln 375, 376,
392

Naherungsgleichung 338, 339

Naherungswert 336—375,
392

Nabherungszahl, -stellige 340
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20, 34

natiirliche Zahl 3, 64, 73,
112—133

negativ 105—111

negative Zahl 64, 134, 135,
136

Neger 13, 14, 36, 37

Nepersche Streifen 326, 390

Neunerprobe 244, 322

nichtabziahlbarec Menge 76,
77
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76, 77, 309
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121, 122 30—32, 34
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330 Null, das Wort 43

— mit dem Rechenschieber —, Entstehung der 35, 38, 60
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Ordinalzahl 17, 118
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120—123
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— — reellen Zahlen 184, 186
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Positionsprinzip 3, 22, 23, 28,
29, 39, 40, 42, 60

Polynom 188, 211, 215, 261
vis 265

Polynome, Ring der 91, 111
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25, 26, 28—45, 59

— der Babylonier 28—33, 54

— — Inder 33—35, 38, 53,
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— — Maya 33
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Restklassenring 99, 246
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—, vollstandige 247, 248, 250

Resultatwerk 328

Ring 64, 90—94, 100, 103 vis
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—, angeordneter 105—111
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134—148, 197, 198

— — Polynome 91, 111

—, endlicher 97

~—, nichtkommutativer 211
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Rechenmaschine 8, 327—336,
390

Rechenkontrolle 322, 323

Rechenschema 323

Rechenschieber, logarith-
mischer 386—390

—, metrischer 385, 386
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taten 336, 337

reduziertes Restsystem 248
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— Zahl 58, 64, 67,76, 176 bis
198
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3567—361, 369—374, 392

rein imaginare Zahl 204
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—, obere 339, 347

—, untere 339, 347
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bylonier 28—33, 54

Sinus 188—190, 192, 193

Sprossenrad 328

Sprossenradmaschine 327 bis
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stationire Folge 174, 184
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stetiger Korper 175, 176
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162, 172, 175, 176

—, kommensurable 162, 175,
176

Streckenverhiltnis 162, 164,
165, 171, 172, 175, 176
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Strukturkonstanten 213

Subtraktion auf der Sprossen-
radmaschine 329

— in einer Gruppe 90

— — einem Ring 92

— von natiirlichen Zahlen
128

subtraktives Bezeichnungs-
prinzip 6, 16, 17, 19, 21,
59

Sumerer 29—32, 47

Summe von reellen Funk-
tionen 188

systematischer Bruch 266,
274—279

— —, endlicher 275, 279

Sachverzeichnis

umkehrbar eindeutige Ab-
bildung 70, 71, 85

Umkehroperation 84

Unabhiingigkeit eines Axio-
mensystems 132, 133, 196

unendliche Menge 66, 67,
73—78

unendlicher Dezimalbruch
76, 77

— Kettenbruch 280—285

— systematischer Bruch 276

unmittelbarer Nachfolger 80,
112, 113, 121

— Vorgénger 80, 113

untere Schranke 339, 347

Untergmppe 90
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— —, periodischer 277—279
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— —, unendlicher 275
— Fehler 343

Tangens 188

Tasmanier 6, 12

Teilbarkeit 228—233

— von Polynomen 262

teilerfremd 229, 230

— fiir Polynome 262

Teilkorper 99, 100, 104, 105

Teilmenge 66, 75, 76
,echte 66, 71, 75, 76

l em“ Ketten-

kérper 99, 100, 104, 105
Untermenge 66, 75, 76
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Unterring 94, 104, 105
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Axiomensystems 130, 131,
196

Wilsonscher Satz 257

Wurzel 162, 163, 165, 166,
171, 172, 198, 199, 207 vis
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Waurzelziehen auf der Spros-
senradmaschine 331, 332

Zahl, algebraische 303—306

— als Eigenschaft 9

— — Stiickanzahl 13, 14, 36

—, der Begriff 6, 7, 63, 64

—,ganze 7, 64, 134—148,
197, 198

—, ganze komplexe 91
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279 284, 285, 207—302

—_ )! 64, 198—210

Urbild eines ElI tes bei
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Vereinigung 67
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89
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Transzendenz von e 310, 311
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der komplexen Zahlen
206—207
Tschimsian 14

iiberabzahlbare Menge 76, 77
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Umdrehungszahlwerk 328
Umfang des Kreises 176
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Vorganger 80, 113
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33, 34, 47, 49, 59
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197, 279, 284, 285
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—, reelle 58, 64, 67, 76, 176
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—, transzendente 304—311

—, Versinnbildlichung durch
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— — — — Halbinsel Prince
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