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VORWORT

Der im Algebra-Unterricht der Schule behandelte Stoff besteht in einer
eigentiimlichen Zusammenfassung von Tatsachen aus verschied Teil-
gebieten der Mathematik. Dazu gehéren: Der allgemeine Zahlbegriff (der suk-
zessive Aufbau des Systems der rationalen, der reellen und schlieBlich der
komplexen Zahlen), den wir zur Arithmetik rechneten (siche den Artikel von
PROSKURJAKOW im ersten Band); die Untersuchung des Ringes der Polynome
und des Korpers der rationalen Funktionen (die sogenannten identischen Um-
formungen von rationalen Ausdriicken); ferner die Auflosung der einfachsten
algebraischen Gleichungen, alsc.der eigentlich algebraische Stoff (welcher im
vorliegenden Band behandelt ist); einiges iiber elementare nicht-algebraische
Funktionen, wie z. B. die Potenz-, die Exponential- und die Logarithmus-
funktion sowie iiber Grenzwerte, Folgen und einfachste unendliche Reihen,
d.h. Stoff aus der Analysis (vgl. den dritten Band dieser Enzyklopidie);
schlieBlich die Anfangsgriinde der Kombinatorik (die von uns im sechsten
Band behandelt wird, in welchem der Leser auch eine grundlegende Zu-

fassung der Wahrscheinlichkeitsrechnung findet). Der Leser, der sich
fiir die wissenschaftliche Grundlegung der in der Schule behandelten ,,Algebra‘
interessiert, muB also in mehreren Binden der ,,Enzyklopidie* nachschlagen,
némlich den Béiinden I, II, III und VI, die die Titel ,,Arithmetik*, ,,Algebra“,
,»Analysis* und ,,Verschiedene Fragen‘ tragen.

Der vorliegende Band enthilt drei Artikel. Ein Artikel von A.I. Uskow
behandelt die Grundtatsachen aus jenem Teil der Mathematik (der so-
genannten linearen Algebra), der aus der Theorie der Systeme algebraischer
Gleichungen ersten Grades (linearen Gleichungen) erwachsen ist. In diesem
Artikel (der insbesondere die Lehre von den Determinanten enthilt) werden
von einem einheitlichen und allgemeinen Standpunkt aus eine Reihe von
Einzeltatsachen der Schulmathematik behandelt. Er enthdlt auBerdem Ver-
allgemeinerungen und Vertiefungen einiger geometrischer Begriffe (Vektor,
Raum, Bewegung usw.), die bereits ein breites Anwendungsgebiet gefunden
haben.

In dem Artikel von L. J. ORKUNJEW werden die Theorie der Polynome in
einer und mehreren Unbestimmten sowie das Problem der Auflésung alge-
braischer Gleichungen durch Radikale entwickelt. Insbesondere wird die
fiir die Elementarmathematik wichtige Frage nach Bedingungen fiir die Auf-
16sbarkeit algebraischer Gleichungen durch quadratische Radikale untersucht.

Von dem abschlieBenden Artikel von A. P. DOMORJAD gehirt genau ge-
nommen nur das erste Kapitel in das Gebiet der Algebra. In ihm wird unter
anderem ein allgemeines Verfahren von I. N. LOBATSCHEWSKI zur numeri-
schen Losung von algebraischen Gleichungen beliebigen Grades mit beliebigen
numerischen Koeffizienten behandelt. Im ganzen enthdlt der Artikel eine




Vi Vorwort

recht vollsténdige Z tellung der wichtigsten Methoden zur numeri-
schen und graphischen Losung von algebraischen und transzendenten Glei-
chungen, die durch viele konkrete Beispiele illustriert werden.

Eine historische Zusammenfassung der Entwicklung der Theorie der alge-
braischen Gleichungen und anderer Gebiete der Algebra ist in diesem Band
nicht enthalten. Sie wird im siebenten Band ,,Abri8 der Geschichte der
Mathematik* ausfiihrlich behandelt.

Die Redaktion.
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A. 1. USKOW
VEKTORRAUME UND LINEARE TRANSFORMATIONEN



Kapitel I

DETERMINANTEN UND AUFLOSUNG LINEARER
GLEICHUNGEN

§ 1. Vektoren in der Ebene

In der Elementargeometrie versteht man unter einem Vektor eine ge-
richtete Strecke, die man gewthnlich als Strecke mit einem Pfeil zeichnet,
der in die betreffende Richtung weist. Wir werden in der Regel Vektoren
durch kleine Frakturbuchstaben bezeichnen. Jedoch werden wir mitunter auch
einen Vektor durch Angabe seines Anfangs- und seines Endpunktes festlegen
(und durch einen dariibergesetzten Pfeil andeuten, da8 wir den entsprechenden
Vektor meinen).

Wir nennen Vektoren genau dann gleich, wenn sie durch eine Parallel-
verschicbung zur Deckung gebracht werden kinnen. Offenbar besitzt die so
definierte Gleichheit von Vektoren die iiblichen
Eigenschaften einer Gleichheit (Aquivalenzrela-
tion): Jeder Vektor ist sich selbst gleich; wenn
ein Vektor einem zweiten gleich ist, so ist der zweite
auch dem ersten gleich ; wenn zwei Vektoren einem
dritten gleich sind, so sind sie auch untereinander
gleich.

Es empfiehlt sich, die folgenden Rechenopera-
tionen fiir Vektoren zu erkliren: Das Produkt
eines Vektors mit einer Zahl ist der Vektor, dessen
Linge gleich dem Produkt aus der Liinge des ge- L4
gebenen Vektors und dem absoluten Betrag der
gegebenen Zahl ist und dessen Richtung ent-
weder mit der Richtung des gegebenen Vektors Abb. 1
iibereinstimmt (wenn nédmlich die gegebene Zahl positiv ist) oder dieser
Richtung entgegengesetzt ist (wenn die Zahl negativ ist). Neben dieser Mul-
tiplikation eines Vektors mit einer Zahl erkliren wir noch eine Vektoraddi-

tion, und zwar wollen wir unter der Summe der Vektoren E und Eden
—_ —_ —_
Vektor AD verstehen, der die Diagonale des von den Vektoren 4B und AC
aufgespannten Parallelogramms bildet (Abb. 1).3)
Mit Hilfe dieser beiden Operationen kann man aus gegebenen Vektoren
neue Vektoren der Form kya; 4 k50,4 - - -+ ks, mit beliebigen (reellen)
Zahlen als Koeffizienten bilden. Vektoren, die auf diese Weise aus gegebenen

') Die Summe von Vektoren sowie das Produkt eines Vektors mit einer Zahl bleiben
bei Parallelverschiebung erhalten, sind also wirklich Vektoroperationen. — Anm.
d. wissenachaftl. Red.
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Vektoren gewonnen werden kinnen, heilen Lineark
Vektoren.

Speziell wollen wir auch ,,Strecken der Lange Null, d. h. ,,Strecken*,
bei denen Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen, als Vektoren ansehen.
Alle ,,Nullvektoren*, die man auf diese Weise erhilt, sind im Sinne unserer
obigen Definition gleich. Insbesondere wird der Nullvektor o als jedem anderen
Vektor parallel angesehen.

Die oben erklarten Vektoroperationen haben mit den elementaren Grund-
operationen fiir Zahlen viele Eigenschaften gemein: Eine Summe von Vektoren
ist unabhingig von der Reihenfolge der Summanden, und es gilt das asso-
ziative Gesetz (a +b)-+ ¢=a+ (b+ ¢); in einer Linearkombination von
Vektoren kann man gleiche Faktoren ausklammern (Abb. 2) usw. Ferner
ist die Umkehroperation der Vektoraddition, die Subtraktion von Vektoren
stets ausfithrbar: Die Differenz der Vektoren a und b ist gleich dem Vektor

Abb. 2

a-+ (—1)-b. Auf Grund dieser Eigenschaften der Vektoroperationen kann
man nach dem Vorbild der elementaren Algebra Vektorgleichungen formal
wumformen (so kann man Glieder von der einen Seite einer Vektorgleichung
auf die andere bringen, beide Seiten einer Vektorgleichung mit derselben Zahl
multiplizieren oder zu beiden Seiten denselben Vektor hinzuaddieren; ebenso
kann man auch Vektorgleichungen addieren usw.).

Wenn Vektoren a und b parallel ein und derselben Geraden sind und wenn
a = 0, d. h. a vom Nullvektor verschieden ist, so kann man b stets in der
Form b = ka darstellen, wobei k eine geeignet gewiihlte (reelle) Zahl ist. Um-
gekehrt folgt aus unserer Definition des Produktes, daB8 auch nur solche Vek-
toren in dieser Form dargestellt werden kénnen.

Wir wollen uns zuniichst auf die Betrachtung von Vektoren beschrinken,
die in einer gegebenen Ebene liegen. In diesem Fall konnen wir auf Grund
der letzten Bemerkung feststellen, daB jeder Vektor als Linearkombination
2weier beliebiger nicht paralleler Vektoren dargestellt werden kann. Sind nédmlich
a und b gegebene nicht parallele Vektoren und ist r ein beliebiger Vektor (der-
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selben Ebene), so kann man zunichst durch Parallelverschiebungen die Anfangs-
punkte der drei Vektoren zur Deckung bringen (Abb. 3). Sodann zieht man
durch den Endpunkt von r parallele Geraden zu b und a und bestimmt ihre
Schnittpunkte mit den Geraden, in denen a bzw. b liegen. Aus der Zeichnung

— — — —
ersieht man, daB y = OX, + OY, ist, wobei die Vektoren OX; und OY, den
Vektoren a bzw. b parallel sind. Man kann also Zahlenfaktoren x und y so be-

stimmen, daB za = OX, und yb = OY ist. Hieraus ergibt sich auf Grund
der vorangehenden Gleichung, daB r= a:a+ yb ist, d. h., wir haben r als
Linearkombination aus a und b dargestellt.

Bemerkenswert. ist noch, daB der Vektor y auch nur auf eine Weise als Linear-
k der gegeb Vektoren a und b dargestellt werden kann. Wenn
némlich ;——xu-{- yb z a+ y'b ist,
80 muB auch die Gleichung

(@ —2a=H—9y>
gelten, im Widerspruch zur Vorausset-
zung, daB die Vektoren a und b nicht
parallel sind.

Die letzten Ausfiihrungen enthalten
bereits das Prinzip der Koordinaten-
darstellung, wie es aus der analytischen
Geometrie her gelaufig ist: Wenn man
in einer Ebene zwei nicht parallele Vek-
toren e, und e, vorgibt, kann man bereits
jeden Vektor ¢ der Ebene eindeutig
als Linearkombination der Vektoren e,
und ¢,, d. h. in der Form y =z, ¢, + z, ¢, darstellen. Daher kann man jedem
Velttor auf die angegebene Weise Zahlen x, und x, zuordnen, die ihrerseits
den Vektor r eindeutig festlegen. Man nennt sie die Vektorkoordinaten von ¢
in bezug auf die Grundvektoren ¢,, ¢,. Die beiden Grundvektoren nennt man
mitunter eine Basis (oder ein Koordinatensystem) in der betrachteten Ebene.
Auf Grund der eindeutigen Darstellbarkeit jedes Vektors als Linearkombina-
tion zweier nichtparalleler Grundvektoren ergibt sich, daB Vektoren dann und
nur dann gleich sind, wenn shre Vektorkoordinaten (in bezug auf dieselben Grund-
vektoren) ibereinstimmen. Fiir das Folgende ist es zweckmiBig, die Koordi-

Abb. 3

naten eines Vektors r in Form einer ,,Spalte* (:1) zu schreiben.
2

Sind die Vektoren r und 1) in der Form r = z;¢, + 2, e;undy =y, ¢, + e,
vorgegeben, so ergibt sich auf Grund der oben angegebenen Eigenschaften
der Vektoroperationen: 1 41 = (2, 4- ¥;) ¢; + (:::2 —+ ¥,) &, d. h., die Koordi-
naten einer Summe von Vektoren sind gleich den S der entsprechenden Ko-
ordinaten der S den. Entsprechend erhilt man fiir das Produkt eines
Vektors mit einer Zahl: Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl
;;lerden die Koordinaten des gegebenen Vektors mit der gegebemen Zahl multi-

iziert.
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Mit Hilfe der bisher vermittelten Kenntnisse kénnen wir bereits eine kon-
krete Frage in Angriff nehmen, nimlich die bereits aus der Schule bekannte
Auflosung eines Systems von zwei linearen Gleichungen in zwel Unbekannten.
Wir wenden uns also der Untersuchung des Gleichungssy

ax”"'bx.'/—-cl, m
a4,z + by =c,
zu, wobei die Koeffizientena, , b,, a,, by, und ¢,, ¢, gegebene Zahlen sind, die wir
zunichst als reell annehmen wollen.

Die Aufgabe, das Gleichungssystem (1) aufzulosen, besteht bekanntlich
darin, die ,,Unbekannten & und y so zu bestimmen, da8 die ermittelten
Werte, wenn man sie in die Gleich (1) einsetzt, Identit zwischen
reellen Zahlen ergeben. Von der Schule her ist beka.nnt daB das System (1)
mitunter eindeutig losbar ist, d. h., daB es genau ein Wertsystem z, y gibt,
das beiden Gleichungen des Systems ,,geniigt, daB zuweilen iiberhaupt keine
Losung und manchmal unendlich viele Losungen existieren.

Die obigen Ausfiihrungen iiber Vektoren versetzen uns in die Lage, alle
diese Fille unmittelbar zu iiberblicken. Dazu denken wir uns in der Ebene ein
beliebiges Koordinatensystem ausgezeichnet und betrachten in ihm die fol-
genden Vektoren: Den Vektor a mit den Koordinaten a,, a;, den Vektor b mit
den Koordinaten b, , b, und den Vektor ¢ mit den Koordinaten c,, ¢,. Sind nun
zunichst z und y beliebige gegebene Zahlen, so stehen auf der linken Seite
von (1) die Koordinaten des Vektors a x + b y. Damit seine Koordinaten
gleich den Koordinaten des Vektors ¢ sind, muB also der Vektor az+by
gleich dem Vektor ¢ sein. Wenn es uns umgekehrt gelingt, Zahlen = und y so
zu bestimmen, daB die Gleichung az 4 by = ¢ erfiillt ist, so haben wir in
ihnen auch eine Lisung des Systems (1).

Die Auflsung des Systems (1) ist also vollkommen gleichwertig der Losung
der einen Vektorgleichung

az+by=c¢c, 2)
d. h. der Aufgabe, eine Darstellung des Vektors ¢ als Linearkombination der
gegebenen Vektoren a,b zu ermitteln.

Diese geometrische Deutung gibt uns unmittelbar Aufschlu8 iiber alle Mog-
lichkeiten, die hierbei eintreten konnen:

1. Es kann sich herausstellen, daB die Vektoren a, b nicht parallel sind. Dann
1aB¢ sich jeder Vektor als Linearkombination von a und b darstellen, und diese
Darstellung ist eindeutig (d. h., es gibt genau ein Wertepaar z, y, das die Glei-
chung (2) erfiillt). Daraus folgt: Im vorliegenden Fall besitzt das System (1)
stets genau eine Lisung, wie auch die Konstanten c,, ¢, gewGhlt sein miogen.

2. Wenn die Vektoren a, b parallel sind, so kann eine Losung nur dann exi-
stieren, wenn der Vektor ¢ parallel zu a und b ist; anderenfalls ist es unmoglich,
Zahlen z und y so zu bestimmen, daB sie der Gleichung (2) und damit dem
System (1) geniigen.

3. Wenn die Vektoren a, b und ¢ parallel sind und wenn wenigstens einer der
Vektoren a, b vom Nullvektor verschieden ist, so erhilt man alle Losungen
auf folgende Weise (dabei setzen wir, um etwas Bestimmtes vor Augen zu
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haben, voraus, dafl a 3= 0 ist): Wir setzen fiir y eine beliebige Zahl ein und
bringen by auf die rechte Seite: az=c¢— by. Da der Vektor ¢— by
parallel dem Vektor g ist, kann man dann z stets so bestimmen, daB die letzte
Gleichung erfiillt ist.

Den bisher noch nicht behandelten Fall, daB nimlich a und b beide gleich
dem Nullvektor sind, konnen wir unmittelbar erledigen: Wenn der Vektor ¢
vom Nullvektor verschieden ist, so kann es keine Ldsung geben; ist aber
der Vektor ¢ gleich dem Nullvektor, so erfiillt jedes Zahlenpaar z, y das
System (1).

Mit Hilfe unserer fritheren geometrischen Uberlegungen konnen wir fiir
den Fall, daB die Vektoren a, b nicht parallel sind, sogar explizite Formeln fiir
die (eindeutige) Losung des Systems (1) angeben. Aus Abb. 4 ersicht man nam-
lich unmittelbar, daB die gesuchten L&-
sungen z und y gleich dem Streckenver-

hiltnis 922 bzw. O sind. Nun ist aber,
wie man aus derselben Abbildung ent-
nimmt, das erste Verhéltnis nichts an-
deres als das Verhaltnis der Hohe des
Parallelogramms OCEB zur Hohe des
Parallelogramms 04D B, beidesmal mit
der Grundseite b. Da nun beide Paralle-
logramme dieselbe Grundseite besitzen,
ist das Verhéltnis der Hohen gleich dem
Verhiltnis der Flicheninhalte, d. h.
Fliache OCEB 3
Flache OADB* a2
Entsprechend ergibt sich, daB sich 0B
zu OB verhilt wie der Flicheninhalt
des Parallelogramms OCFA zum Flicheninhalt des Parallelogramms OADB,
also

rT=

Flache OCF A "
Y= Fliche0ADE" @)
Es wiirde im betrachteten Fall keine Schwierigkeiten bereiten, den Flichen
inhalt der Parallelogramme auszurechnen. Man brauchte sie dazu nur in Drei-
ecke zu zerlegen und erhielte dann einfache Formeln, durch die die Werte der
Unbekannten durch die Koeffizienten der gegebenen Gleichungen ausgedriickt
werden. Hier kommen wir jedoch wesentlich einfacher mittels des iblichen
Verfahrens zum Ziel: Man multipliziert beide Seiten der ersten Gleichung
von (1) mit b, und beide Seiten der zweiten Gleichung von (1) mit (—b,)
und addiert, die erhaltenen Gleichungen: dann ergibt sich fiir z die Bestim-
mungsgleichung

(@15, — aby) z = €5, — €5b; . 4)

Entsprechend erhilt man firr y die Bestimmungsgleichung
(@30, — ayd,y) y = a,¢, — ayc, . @)
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Die Ahnlichkeit dieser Formeln zu den Formeln (3) und (3') fillt unmittel-
bar auf: Lost man nimlich die letzten beiden Gleichungen nach z und y auf,
80 tritt in beiden derselbe Nenner auf, wie dies auch in (3) und (3') der Fall ist;
zudem héiingt der Nenner nur von den Koeffizienten a,, a,, b,, b,, den Vektor-
koordinaten von a und b ab, wihrend der Nenner von (3) und (3’) der Flichen-
inhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms ist. Dies legt es nahe,
nach der geometrischen Bedeutung der Differenz a,b, — a,b, zu fragen. Dazu
wiihlen wir in der Ebene eine Basis aus zwei zueinander senkrechten Vektoren
¢, ¢, der Linge 1 (Abb. 5). In bezug auf diese Vektoren als Grundvektoren
sind die Vektorkoordinaten a,, a, und b,, b, der Vektoren a=a, e, + a,e, bzw.
b = b,e, + bye, abgesehen vom Vorzeichen gleich den Lingen der Strecken
04,,04,,0B,,0B, (in der Zeichnung sind die Vektoren a, b so gewihlt, dal
ihre simtlichen Vektorkoordinaten positiv sind). Offenbar ergibt sich der
Flicheninhalt des Parallelogramms OACB zu

8o4c8=28048 = 2 [So8,8 + SB,4,48 — So4,4]
8y

b, b, b,
=2[%+a'—_;'(¢1 —b)— —2']= ayby— a5b; .

Dieser Flicheninhalt ist also gerade die uns interessierende Differenz.

Allerdings haftet unseren geometrischen Konstruktionen eine gewisse Un-
genauigkeit an: Wiahrend der Flicheninhalt im elementar-geometrischen Sinne
stets positiv ist, kann die von uns betrachtete Differenz a,b, — @,b, durchaus
negativ sein. Wir haben dem nur deshalb bisher nicht Rechnung getragen,
weil in unserer Abbildung alle auftreten-
den Werte zufillig positiv waren. Diesem
Mangel kann man nun dadurch abhelfen,
daB man dem Flicheninhalt eines Parallelo-

amms noch ein Vorzeichen zuschreibt:

licherweise wertet man den Flicheninhalt
des von den Vektoren a, b aufgespannten
Parallelogramms als positiv, wenn der bei
O in Richtung von a begonnene Umlauf des
Parallelogramms denselben Umlaufsinn auf-
weist wie der bei O in Richtung von e, be-
gonnene Umlauf des von e, und e, aufge-
spannten Parallelogramms. Der Leser mag
sich auf Grund einer Reihe von Zeichnun-
gen, die entsprechend Abb. 5 anzufertigen
sind, davon iiberzeugen, daf3 dasso definierte
Vorzeichen des Flicheninhalts eines Parallelogramms stets mit dem Vorzei-
chen der Differenz a,b, — a,b, iibereinstimmt.

Wir erwihnen hier nur, daB sich. der Gedanke, den Fliacheninhalt einer
Figur mit einem Vorzeichen zu versehen, nicht nur beim Parallelogramm,
sondern auch in vielen anderen Fillen von Nutzen erweist. Viele Ergebnisse
erhalten dadurch eine geschlossenere und allgemeinere Form.
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Die Differenz a,b,— a,b, nennt man Determinante zweiter Ordnung (in der
Literatur ist auch der Ausdruck ,,zweiten Grades* iiblich; Anm. d. wiss. Red.)
und bezeichnet sie durch
a; by
s by|’

Die Bezeichnungsweise deutet an, daB die Determinante als Funktion der
Spalten angesehen werden soll, in denen die Koordinaten der Vektoren a und b
stehen. Das Verschwinden dieser Determinante ist — wie man leicht einsieht —
gleichbedeutend damit, daB die Vektoren a und b parallel sind. Wenn

ay by, — a,b, =0
ist, so wird die (dann eindeutige) Losung des Systems (1) durch die Formein

()

geliefert, wie man unmittelbar aus (4) und (4') entnimmt. Die geometrische
Deutung der Determinante zeigt, daB diese Formeln dasselbe besagen wie (3)
und (3').

Fiir das Folgende bendtigen wir einige einfache Eigenschaften der Deter-

minante. Dabei empfiehlt es sich, an Stelle der Bezelchmmg‘ 1 b fiir die

Determinante die Bezeichnung |a,b| zu benutzen, durch die angedeutet wird,
daB wir die Determinante als Funktion zweier Vektoren auffassen.

A. Die Determinante ist als Funktion jedes shrer Argumente linear.

Man nennt eine Funktion linear!), wenn sie die beiden folgenden Eigenschaf-
ten besitzt:

1. Wenn man einen beliebigen Argumeniwert der Funktion mit einer gegebenen
Zahl multipliziert, so ist der zugehorige Funktionswert gleich dem Produkt aus
dem Funktionswert fiir das betrachtete Argument und der gegebenen Zahl.

2. Ist der Argumentwert eine Summe, so ist der zugehdrige Funktionswert gleich
der S der Funkti rie fir die Argumentwerte, aus denen der betrachtete
Arg 4 t2t ist.

‘Wenn wir beha,upten, da,ﬁ die Determinante in bezug auf jedes ihrer Argu-
mente linear ist, so meinen wir damit, daB sie die Eigenschaften 1. und 2. fiir
jedes ihrer beiden Argumente besitzt.?)

1) Die Bezeichnung ,linear* geht darauf zurick, daB die lineare Funktion f(z) = kz,
wobei k eine beliebige Konstante ist, diese Elgenschaften besitzt. Aus den Regeln
fiir die rationalen Operationen ergibt sich namlich unmlttelbn,r, dag f(mz) = mf(::)
und f(x + y) = f(z) + f(y)ist, also die Funktion f(z) tatsachlich die Eig
und 2. besitzt.

%) Man beachte, daB die De i nur als Funktion der Vekioren, nicht aber als
Funktion von vier Zahlen linear ist. — Anm, d. wissenschafil. Red.
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Neben der Linearitiit (als Vektorfunktion — Anm. d. wiss. Red.) besitzt die
Determinante noch die folgenden beiden Eigenschaften:

B. Die Determinante verschwindet, wenn die Vektoren, aus denen sie gebildet
18t, einander gleich sind.

C. Die Determinante aus den Einheitsvektoren (;) und (‘;) (tn dieser Reihen-
folge) ist gleich Eins.

Alle diese Behauptungen bestitigt man leicht durch direktes Ausrechnen.
Man kann sie daneben auch rein geometrisch beweisen. Wir beschrinken uns
hier auf das Beispiel eines algebraischen Beweises der zweiten Behauptung
von A:

a; bi+ b

hbH¢g=mwﬂwﬁ—hﬁ+MW

ay by
132 bé’ :

a; b

=a1by —apbi a1 by —abl' =| ",
as bs

§ 2. Vektoren. Determinanten beliebiger Ordnung

Es ergibt sich jetzt naturgema die Frage, ob man die Uberlegungen aus
dem vorangehenden Paragraphen auch auf die Untersuchung der Losungen
eines Systems von mehr als zwei linearen Gleichungen und mit mehr als zwei
Unbekannten anwenden kann. Man braucht sich nur ein System von minde-
stens drei Gleichungen mit mindestens drei Unbekannten aufzuschreiben, um
festzustellen, daB auch hier die Koeffizienten in Spalten angeordnet sind, die
jetzt allerdings aus drei oder mehr Zahlen bestehen. Wenn nun die Spalten
mehr als drei Zahlen enthalten, ist es unmaéglich, sie sich als Vektorkoordinaten
im iiblichen geometrischen Sinne zu veranschaulichen. Die Schwierigkeit wird
noch dadurch vergréBert, daB man zuweilen Gleichungssysteme mit komplexen
Koeffizienten zu untersuchen hat, kann man sich doch keinen Vektor mit kom-
plexen Koordinaten vorstellen.

Alle diese Schwierigkeiten lassen sich nun auf eine im folgenden zu be-
schreibende Weise umgehen. Der hierbei leitende Gedanke erweist sich als
auBerordentlich fruchtbar und fiir fast alle mathematischen Disziplinen als
niitzlich: Wir werden niamlich den elementaren Vektorbegriff derart verall-
gemeinern, daB alle erwihnten Schwierigkeiten von selbst verschwinden, die
wesentlichen Eigenschaften der Vektoren aber erhalten bleiben. Man muB
noch hinzufiigen, daB uns die geometrische Terminologie von selbst auf die ge-
suchten Eigenschaften fithren wird.

Bei unserem Vorgehen miissen wir alle auftretenden Begriffe genau defi-
nieren, d. h. mit schon bekannten mathematischen Begriffen in Zusammenhang
bringen.

anﬁchst zum Zahlbegriff! Eine Betrachtung des ,,algebraischen Teiles
von § 1 zeigt, daB bei den dortigen algebraischen Berechnungen die Natur der
verwendeten Zahlen vollig gleichgiiltig ist; es kommt nur darauf an, daB man
mit den Zahlen nach den vier Grundrechenarten rechnen kann und da8 fir
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diese Rechenoperationen die bekannten Rechengesetze gelten. Wir brauchen
also im folgenden nicht stets alle Zahlen zu betrachten, sondern kénnen uns
auf beliebige Mengen von ihnen beschrinken, von denen man lediglich zu ver-
langen braucht, daB in ihnen die besagten rationalen Operationen unbeschrankt
ausfithrbar sind. Auf diese Weise gelangen wir zum Begriff des Zahlkérpers:

Eine Menge von Zahlen, in der mit zwei beliebigen Zahlen auch ihre Summe,
ihre Differenz, ihr Produkt und (falls der Divisor von Null verschieden ist) auch
thr Quotient enthalten ist, heift ein Zahlkorper.t)

Die Menge aller komplexen Zahlen erfiillt diese Bedingungen und bildet daher
einen Zahlkorper. Entsprechend bilden auch die Menge aller reellen Zahlen
und die Menge aller rationalen Zahlen Zahlkérper. Mit diesen Zahlkorpern hat
man es in den Anwendungen meistens zu tun, sie sind daher fiir uns am wich-
tigsten. Doch gibt es auch ganz andere Zahlkérper: So kann sich der Leser
leicht davon iiberzeugen, daBl die Menge aller Zahlen der Form ¢+ b ﬁ, wobei
a und b beliebige rationale Zahlen sind, einen Zahlkérper im angegebenen Sinne
bildet.

Im folgenden wird es hiufig gleichgiiltig sein, welchen Zahlkérper wir zu-
grunde legen. In solchen Fillen werden wir der Einfachheit halber den Korper
mit einem neutralen Buchstaben bezeichnen.

Es sei jetzt K ein beliebiger Zahlkirper und n eine natiirliche Zahl. Unter
einem n-dimensionalen Vektor iiber dem Korper K verstehen wir eine aus n Zahlen
des Korpers K gebildete Spalte.

Den Vektoren der Ebene entsprechen — wie wir gesehen haben — umkehr-
bar eindeutig die Spalten aus zwe1 reellen Zahlen, und diese Spalten sind im
Sinne unserer Defi ZW ionale Vektoren iiber dem Korper der
reellen Zahlen.

Zur Vereinfachung der Redeweisen wollen wir verabreden, daB auf die An-
gabe des Korpers verzichtet werden soll, wenn alle betrachteten Vektoren iiber
demselben Korper gebildet sind.

Da wir die Spalten aus Zahlen Vektoren genannt haben, sollen die Zahlen,
aus denen eine gegebene Spalte gebildet ist, die Koordinaten des betreffenden
Vektors heilen.

Jetzt kénnen wir bereits die grundlegenden Operationen zwischen Vektoren
erkliren, wobei wir uns die Analogie zu den in § 1 eingefiihrten ,,geometrischen*
Operationen zunutze machen.

Unter der Summe zweier n-dimensionaler Vektoren verstehen wir den;emye’n
n-dtmemmnalen Vektor dessen Koordinaten die S aus den entsprech
Koordinaten der geg 8 den sind.

Analog hierzu nennen wir den n-dimensionalen Vektor, dessen Koordinaten
die mit einer Zahl k (aus dem Korper K) multiplizierten entsprechenden Ko-
ordinaten eines g len Vektors sind, das Produkt des ge-
gebenen Vektors mtt der Zahl k

er Ari

1) Vgl EdEM Band I I \:V Pnosxunuxow, Mengen, Gruppen, Ringe und Korper.
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In Formeln lauten diese beiden Definitionen:

ay by a+ b 51 ka,
@z + by |\ _ [ + b, 2= k_“z
an b G+ by 4 ka,

Wie bereits in § 1 werden wir auch aligemein Vektoren durch kleine Fraktur-
buchstaben bezeichnen ; daneben wollen wir verabreden, da8 die entsprechen-
den, mit einem Index verseh kleinen lateinischen Buchstaben die Ko-
ordinaten des betrachteten Vektors andeuten, wobei der Index jeweils die
Nummer der Koordinate angibt.

Der ganzen Theorie verleihen wir noch dadurch ein mehr geometrisches
Gepriige, daB wir die Gesamtheit aller n-dimensionalen Vektoren iiber dem
Korper K den n-dimensionalen Vektorraum #ber K nennen.

Unter den n-dimensionalen Vektoren zeichnen wir besonders die Vektoren

/1 1) 0
0 1 0
e=]|0]; e=]0], sen=]0
0 0 1

aus. Offenbar kann mit ihrer Hilfe jeder Vektor r eindeutig als Linear-
kombination
1
r= z:2 =z + Loty t -+ Tney

Zn

dargestellt werden. Die Vektoren e, , . . . , ¢, spielen also die Rolle einer Basis
unseres ,,Raumes‘‘. Den Begriff der Basis werden wir jedoch erst spéter, wenn
wir von den Eigenschaften einer Basis in stirkerem MaBe Gebrauch zu machen
haben, genauer definieren. Ausgehend von den angegeb Definitionen kénnte
man jetzt eine Geometrie des betrachteten Raumes entwickeln, die in starkem
MaBe an die iibliche analytische Geometrie erinnert. Mit einer Reihe ihrer
Fragen werden wir uns noch zu beschéftigen haben. Hier soll es zuniichst nur
unser Ziel sein, den Begriff der Determinante so zu verallgemeinern, da8 wir
in der Lage sind, einfache Formeln fiir die Losung eines Gleichungssystems in
beliebig vielen Unbekannten anzugeben. Es liegt nahe, daB man den Begriff
der Determinante zweiter Ordnung so zu verallgemeinern sucht, da — von
selbstverstindlichen Anderungen abgesehen — die angegebenen Eigenschaften
der Determinante zweiter Ordnung erhalten bleiben. Die Notwendigkeit fiir
Abénderungen ist darin begriindet, da8 wir es statt mit zweidimensionalen
Vektoren mit n-dimensionalen Vektoren zu tun haben. Das fiihrt uns auf fol-
gende Definition:
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Unter einer Determinante n-ter Ordnung verstehen wir eine Funktion

lay, az, . -+ anl
von n Vektoren der Dimension n, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

A. Sie ist linear in bezug auf jedes threr Argumente.

B. Sie verschwindet, wenn zwei threr Arg te iibereinsti

C.lep 20 -5 €| =1.

Um also zu erreichen, daB die Eigenschaften der Determinanten zweiter
Ordnung bei der angestrebten Verallgemeinerung erhalten bleiben, legen wir
sie einfach unserer Definition zugrunde.

Es ist natiirlich weder sicher, ob es iiberhaupt eine Funktion gibf, die
den in der Definition angegebenen Bedingungen geniigt, noch ob es nur eine
derartige Funktion gibt. Der Beweis fiir beide Behauptungen kann nur durch
eine weitergehende Untersuchung erbracht werden und wird in allgemeiner
Form in § 5 gefiihrt.

§ 3. Eigenschaften der Determinante, die sich unmittelbar
aus ihrer Definition ergeben

Wir setzen zunichst voraus, daB es mindestens eine Funktion |a; , . . ., as|
gibt, die die Eigenschaften A, B und C besitzt. Aus diesen drei Eigenschaften
werden wir eine Reihe von weiteren Eigenschaften folgern, die uns auf einen
expliziten Ausdruck fiir diese Funktion fiihren werden. Zuerst wollen wir die
Eigenschaft A (Linearitdt) niher untersuchen. Angewendet auf das erste
Argument besagt sie: .

|eas,az, ..., 00| =« |01, G5, ..., 0], I
lai+ af,az, ..., an| = a1, 0z,..., 00|+ |01, 02, ..., Qaf

(vgl. das iiber die Linearitit auf Seite 9 Gesagte). Entsprechende Formeln
erhiilt man, wenn man das Produkt bzw. die Summe nicht an die Stelle des
ersten, sondern eines beliebigen Argumentes setzt.
Der Leser wird sofort bemerken, daB diese Formeln den bekannten For-
meln
XA A @3-+ Ay = X(A Az A3+ ++ Bp) ,
(a1 4 ai')az @3-+ - a, = ajaeas - - @+ ay G2 a3+ Gn

fiir die Multiplikation von Zahlen analog sind. Die Formeln (1’) gelten natiirlich
entsprechend auch in bezug auf jeden anderen Faktor. Aus diesen Rechen-
gesetzen fiir jeden einzelnen Faktor erhilt man in bekannter Weise die all-
gemeinen Regeln fiir das Ausmultiplizieren von mehrgliedrigen Ausdriicken.
‘Wenn also z. B. die ersten beiden Faktoren Summen sind, so ist

)

wi(ai+ofal) (xh ab+a¥ay)as - ay—af o} o] 0has -« - G+ af af 0 A5G- - ax

+ o @30y abaz - - - an + oy o' a7 @Faz - - @
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Entsprechend ergibt sich aus den Formeln (1), daB man in gleicher Weise
bex einer Determinante verfahren kann: Sind die Werte eines oder mehrerer
Arg te einer Determs 80 kann man die bekannien Klammer-
regeln anwenden und auﬂerdem Zahlfaktoren vor die Determinante zichen.

Der dem Leser fiir gewShnliche Produkte von Zahlen bekannte Beweis nimmt
im Fall der Determinante die folgende Form an (als Beispiel nehmen wir an,
daB die ersten beiden Argumente Summen aus zwei Summanden sind; die
Zahlfaktoren werden gleich Eins angenommen und treten daher nicht auf):

lai + ai', 02+ a2, a3, - . ., G

=lai, a2+ a2, 03,..., ]+ |ai, a2+ a7, a3, . . ., an]
= lai, a3, a3, ..., a4 |a1,07,03,...,as] +
+ lat’, a2, a3, - - -, aa| 4 |ai’, 02, a3, . . -, @) -

Das ist eine erste wesentliche Folgerung aus den Eigenschaften A, B, C.
Als zweite wichtige Folgerung behaupten wir:

Vertauscht man in der Determinante die Plitze zweier Argumente, so dndert
die Determinante ihr Vorzeich

Zum Beispiel wollen wir die ersten beiden Vektoren a, und a, miteinander
vertauschen. Wir gehen aus von dem Wert

lay + ag, 0y + @z, 05, . . ., | -
Auf Grund von Eigenschaft B der Determinante ist er gleich Null, da zwei
Argumente iibereinstimmen. Wenden wir auf diesen Wert die bereits bewiesene
Eigenschaft an, so kénnen wir ihn als Summe

|ay, 01,85, ., @]+ a5, 05,05, .., an] +
+ |0z, 05, 05, + -+, Qn|+ |03, 05, 05, - . -,

aus vier Determinanten darstellen, von denen die erste und die vierte aus dem-
selben Grunde wie oben verschwindet. Wir erhalten also:

lay, 8z, 03, - - - an| + |0z, 01,05, - . ., aa| = O,
was zu beweisen war.

Die hier angestellten Uberlegungen sind vollkommen allgemein und unab-
hingig davon, welche Argumente wir speziell vertauschen. Nur der einfacheren
Darstellung wegen haben wir uns auf die ersten beiden Vektoren beschriinkt.

Allein mit Hilfe der bisher bewiesenen Eigenschaften kénnen wir den bereits
erwiahnten expliziten Ausdruck fiir die Determinante bestimmen. Um den
Leser nicht von vornherein durch unnétig komplizierte Einzelheiten, die im
allgemeinen Fall auftreten, zu belasten, skizzieren wir den Grundgedanken
der Umformung in den expliziten Ausdruck zuniichst an Hand der Deter-
minante zweiter Ordnung.

Vorgegeben seien die zweidimensionalen Vektoren

a_( )—a,e1+ aye,, b=(::)=ble,+ bye,.
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Zu bestimmen ist der Wert |a,b| der Determinante. Indem wir ihn in der
Form
la, B = |aye; + azep, bre; + byey|
schreiben und die obige Regel der , Klammerauflosung* anwenden, erhalten wir
|a, B] = |ayey, byes| 4 |ayes, byeql+ lazes, byey| + |ages, byeg| -
Hier konnen auf Grund der Linearitit der Determinante noch die Zahl-
faktoren herausgezogen werden, so dafl wir
|a, b = a, b, Iell el + axbzlel’ ezl + ayb, Jeas eq]+ a3 by ey, €]
finden. In der Summe auf der rechten Seite verschwinden der erste und der
letzte Summand, da in der Determinante jeweils gleiche Argumente auf-
treten. Wenn wir nun noch beachten, daB |e,, ¢,|=—|e;, & (Vertauschungs-
regel fiir die Argumente!) und |e,, e,| = 1 ist, so erhalten wir
|a,b] = a, b, — ay b, ,
also gerade den expliziten Ausdruck, durch den wir friiher die Determinante
zweiter Ordnung eingefiihrt haben.
Dem Leser sei empfohlen, dieselben Uberlegungen fiir die Determinante
dritter Ordnung |a, b, ¢| zu wiederholen. Setzt man hier

a by 1
a=|ay}), b=1{b}, c=|¢ |,
23 by C3

8o erhilt man nach Anwendung der Klammerauflosungsregel auf

|a,b, ¢|=|aye, + ase,+agey, bye; + bye; -+ byeg, ¢y ey 4 cyep 4 cgeg)
eine Summe aus 27 Summanden, wobei in jedem der Summanden einer der
Werte

[e1s €15 €, |1, €, €5], €2, €3, €], [y, €5, €] usW.
als Faktor steht. Von diesen 27 Werten verschwinden 21, da in der Deter-
minante gleiche Argumente auftreten. Alle iibrigen Werte konnen durch Ver-
tauschen von zwei oder mehreren Argumenten auf den Wert |e,, ¢;, eg| re-
duziert werden, der gemia C gleich 1 ist, also z. B.
[e2, €5, &) = — |er, €5, ea] = |e1, €, 5| = 1.

Nach Durchfiihrung aller dieser Rechnungen erhilt man

[a,b, ¢| = ayby05— a,bgcy + @yby0y — @yby 65+ aghycy — agbyey . @)

Nach dem Muster dieser Berechnungen erhiilt man aus den Eigenschaften

A, B, C stets einen eindeutig bestimmten Ausdruck fiir die Deter-
minante, d. h., auBler der durch diesen Ausdruck dargestellten Funktion kann
es keine Funktion geben, die die Eigenschaften A, B und C besitzt. Es ist
daher (fiir jede Ordnung) nur einer der beiden folgenden Fille moglich: Ent-
weder gibt es keine Funktion mit den Eigenschaften A, B, C, oder es gibt
genau eine solche Funktion.
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Diese Alternative isi fiir » = 2 und n = 3 leicht zu entscheiden. Hier geniigt
es namlich zu zeigen, daB die durch den gefundenen Ausdruck dargestellte
Funktion tatsichlich die Eigenschaften A, B und C besitzt. Fiir die Deter-
minante zweiter Ordnung ist dies bereits frither geschehen, und fiir den Aus-
druck (2) kann der Leser diese Kontrolle nach dem auf S. 10 angegebenen
Muster fiir die Determinante zweiter Ordnung selbst durchfithren. Mit der
Verifizierung der Giiltigkeit der Bedingungen A, B, C fiir den Ausdruck (2)
ist dann auch die eindeutige Existenz der Determinante dritter Ordnung be-
wiesen.

§ 4. Permutationen. Determinanten n-ter Ordnung

Als néchstes wollen wir zeigen, da man auf Grund unserer Definition
auch zu einem expliziten Ausdruck fiir die Determinante beliebiger Ordnung
gelangt. Dabei kénnen wir denselben Weg einschlagen, den wir im voran-
gehenden fiir die Determinante zweiter und dritter Ordnung beschritten
haben.

Zuniichst geben wir einen Exkurs iiber die sogenannten Permutationen.

Vorgegeben sei uns eine gewisse endliche Anzahl von beliebigen Elementen
(Gegenstéinden). Unter einer Permutation dieser El te versteht man eine
Anordnung der Elemente in einer bestimmten Reihenfolge. Offensichtlich héingt
die Anzahl der Permutationen nur von der Anzahl der gegebenen Elemente ab.
Wenn n die Anzahl der Elemente ist, so ist die Anzahl ihrer méglichen Permu-
tationen gleich n! =1-2...7n.

Ublicherweise setzt man fiir die betrachteten Gegenstinde eine gewisse
Reihenfolge als ,,Normalordnung* (auch ,,ausgezeichnete’ Anordnung oder
ausgezeichnete Permutation genannt — Anm. d. wiss. Red.) voraus. Sind z. B.
die Elemente ganze Zahlen, so nimmt man im allgemeinen die natiirliche Anord-
nung als Normalordnung. Analogbetrachtet man fiir die Vektoren e,, e,,..., s
die Anordnung in dieser Reihenfolge als Normalordnung. Wenn nun eine gewisse
Permutation der Elemente vorgegeben ist, so wird man untersuchen, worin sich
die gegebene Permutation von der Normalordnung unterscheidet. Gewshnlich
macht man das auf folgende Weise: Man betrachtet irgend zwei Elemente
in der Permutation; dann konnen zwei Fille eintreten, nimlich entweder
tehen die betrachteten El te in der gegebenen Permutation in der Normal-
ordnung oder in der dazu entgegengesetzten Ordnung. Im zweiten Fall
sagt man, daB das Elementepaar eine Inversion bildet. Man kann nun
leicht die Gesamtzahl der Inversionen in der gegebenen Permutation
bestimmen. Diese Anzahl ist dann und nur dann gleich Null, wenn die ge-
gebene Permutation gleich der Normalordnung ist. Andernfalls ist diese Anzahl
unbedmgt groBer als Null. Es liegt nahe, diese Anzahl als MaB fiir die Ab-

hung der gegeb 1 Permutation von der Normalordnung anzusehen.

Wir wollen das Gess.gbe durch einige Beispiele illustrieren: Die Permu-
tationen

(3,254, 1), 2,534, 1), 3,5 41,2
entstehen durch Vertauschung der fiinf Zahlen 1, 2, 3, 4, 5. In der ersten
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Permutation bilden die Zahlen 3 und 2 eine Inversion, in der zweiten Permu-
tation dagegen nicht. Der Leser moge sich davon iiberzeugen, daf die An-
zahl der Inversionen in den betrachteten Beispielen gleich 6 bzw. 6 bzw. 7 ist.

Eine Permutation heiBt gerade, wenn die Anzahl ihrer Inversionen gerade
ist, andernfalls ungerade.

Von den im Beispiel angegebenen Permutationen sind also die ersten beiden
gerade und die dritte ungerade.

Aus einer gegebenen Permutation erhilt man eine neue, wenn man in ihr
die Plitze von zwei Elementen vertauscht. Eine derartige Vertanschung von
zwei Elementen einer Permutation nennt man eine T'ransposition dieser beiden
Elemente. Indem man in einer Permutation gewisse Transpositionen hinter-
einander ausfiihrt, erhidlt man eine Reihe von weiteren Permutationen. Fiir
unsere Untersuchungen ist es nun wesentlich, daB man aus einer gegebenen
Permutation jede andere Permutation durch eine Reike aufeinanderfolgender
Transpositionen erhalten kann.

Fiir die Permutationen von zwei Elementen stimmt diese Behauptung
offenbar, da es hier nur zwei verschiedene Permutationen gibt, von denen
jede aus der anderen durch Transposition der beiden Elemente hervorgeht.
Den allgemeinen Fall werden wir durch vollstindige Induktion iiber die Anzahl
der Elemente beweisen.

‘Wir setzen also voraus, unsere Behauptung sei bereits fiir alle Permutationen
aus irgendwelchen n — 1 Elementen bewiesen, und

(G192, ..., %) und  (j1, 72, - -, fa)
seien zwei Permutationen derselben n Elemente. Gesucht wird eine Folge
von Transpositionen, die die zweite Permutation in die erste iiberfithrt. Dazu
beachten wir, daB unter den Elementen jj, j,, .. ., ja sicher das Element i,
vorkommt. Es mége etwa das Element ji sein. Wenn j; == 7, ist, so trans-
ponieren wir in der zweiten Permutation die Elemente j; und ;. Auf diese
Weise gelangen wir zu der Permutation

(s Jos - o> Jem15 005 Jis1s ooy fn).

Vergleichen wir diese Permutation mit der Permutation (i), 7,, ..., 4,), so
stellen wir fest, daB ihre Elemente vom zweiten Element ab eine gewisse
Permutation der Elemente i3, 43, . . ., i, bilden. Da die Anzahl dieser Elemente
gleich n — 1 ist, gibt es auf Grund der Induktionsvoraussetzung eine Folge
von Transpositionen, die — wie verlangt — diese Elemente in die Reihenfolge
1g, 13, . . ., iy bringt. Der bisher ausgeschlossene Fall j; = 7, ist noch einfacher,
da hier die Transposition von j; und j; entfillt.

Eine weitere fiir uns wesentliche Tatsache ist die folgende:

Wenn man in einer Permutation irgend zwei Elemente transponiert, so geht
cine gerade Permutation in eine ungerade und eine ungerade Permutation in
eine gerade iber.

Diese Behauptung ist sicher richtig, wenn man in einer Permutation zwei
benachbarte Elemente transponiert, da bei der Vertauschung der Ele-
mente genau eine Inversion auftritt oder verschwindet, wiihrend die An-
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ordnung der transponierten Elemente zu den anderen Elementen und die der
anderen Elemente unter sich erhalten bleibt.

Handelt es sich jedoch bei der Tra.nsposltlon nicht um eine Vertauschung
benachbarter Elemente, so konnen wir die Transposition auf folgende Weise
durch Transposition benachbarter El te erhalten: Zuniichst vertauschen wir
das erste der gegebenen Elemente mit dem darauffolgenden Element, sodann
in der neuen Permutation das erste der gegebenen Elemente mit dem darauf-
folgenden Element usw., und dies solange, bis das erste Element auf dem
Platz steht, den das zweite in der urspriinglichen Anordnung einnimmt; an-
schlieBend wird das zweite Element solange mit unmittelbar vorangehenden
Elementen transponiert, bis es an der Stelle des ersten Elements in der ur-
spriinglichen Anordnung steht. Man iiberlegt sich nun leicht folgendes: Wenn
zwischen den gegebenen Elementen in der betrachteten Permutation m Ele-
mente stehen, so benétigt man zur geschilderten ,,Uberfiihrung des ersten
Elementes auf den Platz des zweiten Elementes genau m + 1 Transpositionen
benachbarter Elemente und zur anschlieBenden Uberfithrung des zweiten
Elementes auf den Platz des ersten Elementes nochmals m Transpositionen.
Fiir die geforderte Transposition sind also insgesamt 2 m -+ 1 Transpositionen
benachbarter Elemente notwendig. Da nun bei jeder Transposition benach-
barter Elemente eine gerade Permutation in eine ungerade und eine ungerade
Permutation in eine gerade iibergeht, éndert sich — da die Zahl 2m + 1
ungerade ist — letzten Endes die Charakteristik der Permutation.

Die erhaltenen Ergebnisse iiber Permutationen werden wir jetzt dazu be-
nutzen, um zu einem expliziten Ausdruck fiir die Determinante n-ter Ordnung
zu gelangen, wobei wir zunichst wieder voraussetzen wollen, dal die Deter
minante (als Funktion, die die Bedingungen A, B und C aus § 2 erfiilit
existiert.

Zunichst wenden wir uns dem Spezialfall

Jers @1as - v sl (1)
d. h. dem Wert der Determinante fiir die Basisvektoren e, . .., e, zu. Es ist
(auf Grund von Eigenschaft B) klar, daB der Wert gleich Null ist, wenn zwei
der Vektoren ¢;,, e, . .., ¢, gleich sind. Es ist also nur noch der Wert der
Determinante (1) fiir die Falle zu berechnen, daB die Vektoren e¢;, paarweise
verschieden sind. In diesem Fall bilden die Vektoren ey, ¢j,, . . ., ¢j, (in dieser
Reihenfolge) eine Permutation der Vektoren e;,...,es, die nach dem
Gesagten durch eine Folge von Transpositionen in die Normalordnung
e, . - «, s iibergefiihrt werden kann. Dabei geht.der Wert der Determinante (1)
in den Wert der Determinante |e,,e,, .. ., ea| iiber, der gemiB der Eigen-
schaft C gleich 1 ist. Wenn wir noch beriicksichtigen, dafl bei jeder Trans-
position der Argumente der Determinante sich nur das Vorzeichen ihres
Wertes iéndert (§ 3), so erhalten wir das folgende Resultat:

Der Wert der Determinante |eg, , ¢j,, . . ., ¢;,| ist, falls die Vektoren ey, ey, ..., e,
rpaarweise verschieden sind, gleich + 1 oder — 1, je nachdem, ob die Permutation

Cits Oz e - vy €y
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der Vektoren ey, . . ., e, gerade oder ungerade ist. Sind mindestens zwes der Vek-
toren ¢, e, . . ., &, gleich, so ist der Wert der Determinante gleich Null.

Ubrigens ist die Frage, ob die Permutation ey, ¢j,, ..., ¢, der Vektoren
€1, ..., ¢ gerade oder ungerade ist, gleichbedeutend der Frage, ob die Permu-
tation j1, ..., j» der Indizes gerade oder ungerade ist.

Vorgegeben seien jetzt die Vektoren ay,..., a.. Zur Bezeichnung ihrer
Koordinaten empfiehlt es sich, Doppelindizes zu benutzen. So soll z. B. die
zweite Koordinate des dritten Vektors mit a,5, die vierte Koordinate des
ersten Vektors mit a,, bezeichnet werden. Dann ist

a1 @2 Q1n
L3 A2 G2n
a=[ -], =] "}, s =\
Qn1 dn2 Gnn,
Die Vektoren ay, . . ., ax lassen sich also — wie friiher bemerkt — durch die

Vektoren e,, ..., ¢, in der Form

a1 = e1@11 + e2 821+ -+ €a a1,

Gn = e181n—+ €282n + - - 4 €aGan

ausdriicken. Dann kénnen wir die Determinante |a;, s, ..., a] auch in
der Form
|e1@11+ -+ enlar, 2012+ - - - eapz, . . ., Q1810+ - - - Cnlan|  (2)

schreiben.
Wir konnen nun mit der Determinante wie mit einem ,,Produkt‘ rechnen
(§ 3). Wenden wir dies auf (2) an, so erhalten wir

Jor, 0, . o= Zen, er, o h 0, G112+,

wobei die Summe rechts iiber alle moglichen Kombinationen der Indizes
41, J2 - .., ju zu erstrecken ist. Da nun — wie oben bemerkt — der Wert
ey € - - -, &j,| der Determinante verschwindet, wenn mindestens zwei der
Indizes iibereinstimmen, treten in der Summe nur die Glieder effektiv
auf, in denen alle ji paarweise verschieden sind. Die Werte der in diesen
Gliedern auftretenden Determinanten sind aber durchweg gleich 1 1. Wir
erhalten somit endgiiltig

|as Gz oo an| = T £ 1 8550+ Ggpm (3)

wobei das Pluszeichen steht, wenn die Permutation ,, j,, . . ., j» der Indizes
gerade ist, und das Minuszeichen, wenn diese Permutation ungerade ist. Die
Anzahl der Summanden in der Summe (3) ist gleich der Anzahl der Permu-
tati von n El ten, also gleich a!.
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Da uns unsere Uberlegungen zu einer eindeutigen Darstellung der Deter-
minante n-ter Ordnung gefiihrt haben, kénnen wir behaupten:

Wenn es iberhaupt eine Funktion |ai, az, ..., as| von n Vektoren der Di-
mension n gibt, die die Bedingungen A, B und C der obigen Definition erfiillt,
30 ist sie gleich der durch den Ausdruck (3) bestimmien Funktion.

Mit anderen Worten: Die Bedingungen A, B, C legen die Funktion bereits
eindeutig fest.

Es ergibt sich naturgeméB die Frage, was geschieht, wenn man gewisse
der genannten Bedingungen fallen lift. Es zeigt sich, daB dann die Eindeutig-
keit der Funktion verlorengeht. Ein besonders interessantes Resultat erhilt
man, wenn man die Bedingung C fortliBt. Da dieses Resultat fiir unsere
weiteren Untersuchungen von einigem Nutzen ist, wollen wir es hier formu-
lieren und beweisen.

Der Wert jeder Funktion F(a,qq,...,a,) von n Vekioren ay,..., a, der
Dimension n, die die Bedingungen A und B erfiillt, lift sich gemdf

F(a,05,...,8:)=0;,05,...,8:| F(e,85,...,¢)

berechnen, wobei |ay,a,,...,0s| der Wert der Determinante fir die Vektoren
Q3,5 0n, 4. h. die durch (3) bestimmie Funktion ist.

Zur Berechnung aller Werte der Funktion geniigt es also, den einen Wert
F(ey,...,en) zu kennen.

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir nur zu bemerken, daB wir in den
vorhergehenden Uberlegungen die Eigenschaft C nur an den Stellen benutzt
haben, an denen der Wert |e,,¢,,...,e.| bendtigt wurde. Daher bleiben
insbesondere die Analogie zur Multiplikation von Zahlen und die Anderung
des Vorzeichens der Funktion bei Vertauschung zweier Argumente fiir die
hier betrachtete Funktion F(a,,a,,...,a,) erhalten. Wir brauchen also im
ganzen Beweis nur |a,, 0, ...,0,| durch F(a;, @, ..., a,) zu ersetzen. Dann
erhalten wir an Stelle der Formel (3) unmittelbar

F(alyﬂa: .. -yan)=F(e1; €, .5 8n) 2 + 818552 Ajpn s
was zu beweisen war.

§ 5. Weitere Eigenschaften der Determinante

In diesem Paragraphen werden wir uns mit den Eigenschaften der durch (3)
definierten Funktion befassen. Dabei wird sich herausstellen, daB sie die Be-
dingungen A, B und C erfiillt. Damit haben wir dann allgemein die Existenz
der Determinante bewiesen. Eine Reihe von weiteren Eigenschaften wird eine
verhiiltnismiBig einfache Berechnung der Determinante beliebiger Ordnung
ermoglichen und uns, wie wir spiter sehen werden, erlauben, mittels der De-
terminanten Gleichungssysteme mit beliebig vielen Unbekannten aufzulsen.

Um nicht unnétig weitere Bezeichnungen einfiihren zu miissen, wollen wir
im folgenden die auf der rechten Seite von (3) des vorhergehenden Paragraphen
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stehende Summe als ,,Determinante” bezeichnen und dann auch an Stelle
von |ay, 0, ...,as| die Bezeichnungsweise

Qi1 12 ... 01a

azy de2 ... 02p

An1 Ap2 <o Aun
benutzen, die wir frither bereits fiir Determinanten zweiter Ordnung ver-
wendet haben.
Die Gleichung (3) lautet dann, ausfiihrlich geschrieben,

a1y 812 ... Q1
Q21 Qg2 ... G2y

=2 a1 a2 Ojn- *)
@p1 Bn2 ... Arn

Man sieht unmittelbar, daB in jedem Summanden auf der rechten Seite dieser
Gleichung aus jeder Spalte der linken Seite genau ein Faktor vorhanden ist.
Da andererseits die Indizes 7, , ,, . . ., j» eine Permutation der Zahlen 1,2, .. ., n
bilden, kommt in jedem Summanden auch aus jeder Zeile des quadratischen
Schemas links genaw ein Faktor vor. Ferner sollte das Vorzeichen jedes einzelnen
Summeanden nur davon abhingen, ob die entsprechende Permutation der
Indizes gerade oder ungerade ist, d. h. nur von den Stellen, an denen im qua-
dratischen Schema die Faktoren des betrachteten Summanden stehen.

Aus den angegebenen Eigenschaften ergibt sich unmittelbar die Bedingung
A, d. h. die Linearitit der Determinante. Multipliziert man namlich alle Ele-
mente aus einer Spalte des Schemas mit derselben Zah! k, so entspricht dem,
da jeder Summand auf der rechten Seite genau einen Faktor aus der be-
trachteten Spalte enthilt, die Multiplikation der ganzen Summe mit ¥. Damit
haben wir bereits die erste Linearititsbedingung bewiesen: Multipliziert man
alle Elemente einer Spalte der Determinante mit k, so multipliziert sich der Wert
der Determinante mit derselben Zahl. Mit anderen Worten: Ein gemeinsamer
Faktor aller Elemente einer Spalte kann vor die Determinante gezogen
werden.

Als nichstes betrachten wir die Determinante

, y
a1 @12 ... 2k F 01k .. Q10

............ ,:.-u..”u.-...q. =‘al’a2,‘..’ak’.'.’a"|.
@nl Ga2 o oo Auk+ Gk ... Qun

Auf Grund unserer Gleichung (*) erkennt man, daB in jedem Summanden
rechts eine Summe aj; + af} als Faktor enthalten ist. Wir spalten dann jeden
Summanden additiv in zwei Summanden auf, von denen der erste den
Faktor aj; und der zweite den Faktor aji enthilt. Auf diese Weise zerfillt
die urspriingliche Summe in zwei Summanden, die sich dadurch von der ur-
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spriinglichen Summe unterscheiden, da8 in ihnen an Stelle der Elemente der
urspriinglichen k-ten Spalte die Elemente einer der Spalten

ai: ai'y
aa=1| - bzw. af =
Gnk @n'e

stehen. Die Werte dieser Teilsummen entsprechen also den Werten der Deter-
minanten

lag, 0z, ..., 0%,...,0:] und [aj,0,,...,08,...,0s],
deren Summe die urspriingliche Determinante ist.

Wir wollen nun die Darstellung (*) fiir den Fall untersuchen, da8 wenigstens
zwei der Spalten q, ..., 0, iibereinstimmen. Der einfacheren Darstellung
wegen wollen wir annehmen, da8 dies fiir die ersten beiden Spalten gilt (wir
werden weiter unten sehen, daB die folgenden Uberlegungen unabhiingig von
der speziellen Wahl der Spalten sind). Jeder Summand 4 ay1a4,2 a5,
der Summe (*) enthilt nun den Faktor a;,; aus der ersten Spalte und den
Faktor aj,» aus der zweiten Spalte. Vertauscht man die Indizes j; und 7,,
so erhilt man die Summanden 4 aj,)aj,2:--as,» von (*). Das Vorzeichen
dieser Summanden wird durch die Permutationen 3, fy, . . ., 7a und fo, 93, . - -, 7n
bestimmt. Da nun jede dieser Permutationen aus der anderen durch Trans-
position der Indizes j, und 7, hervorgeht, ist sicher eine von ihnen gerade
und die andere ungerade. Die zugehorigen Summanden besitzen also entgegen-
gesetzte Vorzeichen. Da nun die Spalten a, und a, gleich sein sollten, ist
aj9=ay,; und a2 =ay,;, d. h., die Produkte

10452+ jyn  Und  Ggy1 05200+ Gpyn
stimmen iiberein. Wenn also in der Determinante | q,, a,, . . -, aa | zWei Spalten
gleich sind, so kommt mit einem Summanden auch der gleiche Summand
mit ent tztem Vorzeichen in der Summe vor, d. h., der Wert der
Determinante ist gleich Null. Damit ist gezeigt, da8 die Bed.mgung B erfiillt ist.

Es bleibt somit nur noch zu zeigen, daB auch C gilt. Dazu betrachten wir
die Determinante

100...0
010...0
001...0].
000 1

Die Gleichung (*) zeigt, daB in der Summe nur ein Summand von Null ver-
schieden ist, nimlich das Produkt aus den in der Diagonale stehenden Einsen.
Diesem Glied entspricht die Permutation 1, 2, 3, . . ., n, die keine Inversionen
enthélt. Folglich ist der Wert der betrachteten Determinante gleich +-1.

Damit haben wir gezeigt, daB die am Anfang dieses Paragraphen festgelegte
Bedeutung des Terminus ,,Determinante‘ mit der friiheren, in § 2 angegebenen
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Bedeutung iibereinstimmt. Damit besitzt dann auch die Summe (*) die in
§ 3 bewiesenen Eigenschaften der Determinante.

Zu den bisher bekannten Eigenschaften wollen wir noch zwei weitere hinzu-
fiigen, die besonders bei der Berechnung von Determinanten von Nutzen sind
und die unmittelbar aus dem bereits Bewiesenen folgen:

Der Wert der Determinante dndert sich nicht, wenn man zu den Elementen
einer Spalte die mit einem gemeinsamen Faktor multiplizierten El te einer
anderen Spalte addiert.

Beim Beweis empfiehlt es sich, unsere alten Bezeichnungen zu benutzen.
Als Beispiel wollen wir zu den Elementen der ersten Spalte der Determinante
|a;, 05,03, . ..,0,| die mit der Zahl k¥ multiplizierten entsprechenden Elemente
der dritten Spalte addieren, also den Wert |a,+ kag,a,,0;,...,an| be-
rechnen. Auf Grund der Linearitit der Determinante in bezug auf die Spalten
ist

[a;+ ka3, 05,05, .-, 0n| =] 01, 05,05, ..., 0|+ %] 05, 05,0, . . ., O] -

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist aber wegen der Eigenschaft B
gleich Null, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Der Wert der Determinante bleibt ungeindert, wenn man ihre Spalten mit den
entsprechenden Zeilen vertauschi.

Wenn man in einer Determinante die Spalten mit den entsprechenden
Zeilen vertauscht, so erhilt man die transponierte Determinante. Man sieht
iibrigens unmittelbar, daB die Determinante

Q11 21 ... Gq1

aus der gegebenen Determinante durch Spiegelung an der Hauptdiagonale
entsteht. In dem so erhaltenen Schema bezeichnen die ersten Indizes die
Spalte und die zweiten Indizes die Zeile. Mit Hilfe von (*) berechnet man
also den Wert der Determinante zu

D=2 1 t1s, 01y - Oy - (**)

Wir vertauschen nun in jedem Summanden @), @2z, @nz, die Faktoren so,
daB die zweiten Indizes der GréBe nach angeordnet sind. Dabei wird im
allgemeinen die natiirliche Anordnung der ersten Indizes zerstort, was wir
durch die Schreibweise a;,1 ay,3 - - - @7, » andeuten wollen. Aber die Permutation
J1sd25 -+ +»Jn ist immer noch dann gerade bzw. ungerade, wenn die Permu-
tation k,,k,, ...,k gerade bzw. ungerade ist, da zur Uberfithrung der einen
Permutation in die Normalordnung gerade so viele Transpositionen notwendig
sind, wie zur Uberfithrung der anderen in die Normalordnung. Damit ist ge-
zeigh, dal der Summand 4 a1, dzk,*** @ak, in der Summe (**) mit dem
Summanden der Summe (*) iibereinstimmt, den man durch die angegebene
Vertauschung der Faktoren erhilt. Aus der Ubereinstimmung der einzelnen
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Summanden ergibt sich dann aber unmittelbar auch die Gleichheit der
Summen (*¥) und (*), was zu beweisen war.

Die zuletzt b Eigenschaft der Determinante zeigt, daff ihre Spalten
und Zeslen vollkommen glewhberechugt sind. Alle /mher /ur dw Spalten formu-
Uerten und bewi gen gelten also gleichermafen auch fir die

Zeilen. Dies gilt dann mtaprechend auch /wr den durch (*) definierten Ausdruck,
da in seine Formulierung alle Elemente einer Spalte eingehen.

§ 6. Entwicklung einer Determinante nach einer Zeile oder Spalte.
Berechnung von Determinanten

Vorgegeben sei die Determinante
Q11... B, k-1 C1k @1 k41 -.. C1a
1..-Q2k-1 G2k 02, k41 ... Qgn

[~}
|
$

An1.co Qn k—1 Qnk Ao k41 .. Gun
in der wir eine Spalte, etwa die k-te ichnen. Die El te dieser Spalte
lassen sich nun auf folgende Weise als Summe von n Zahlen darstellen:
a1 ...a-1 Gk +0 440 @i @
D[t -2 O+ase+---+0 agrs1 ... 020

Qny .. Bni-1 040 oo d-Gnp Gnks1...Cnn
Unter B g von Eigenschaft A konnen wir dann D als Summe aus n
Determinanten schreiben, in deren k-ter Spalte héchstens ein von Null ver-
schiedenes Element steht, das wir schlieBlich noch als Faktor vor die jeweilige
Determinante ziehen kénnen. Wir erhalten damit

a1 ... k-1 1 Qi1 . G1a
.. 10 2
D—ay; azx-1 0 az i1 2n +
a1 oo @ni-1 0 Gnis1... Qua (1)
a1y ...0,6-1 0 @41 ... G1n

ap1...026-1 0 Gge41 ... G2n

B Y
@n1 oo @ako1 ] Gukir ... Gan

Oﬁensxchthch erhilt man die auf der rechten Seite stehenden Deter-

ten aus der b , indem man in ihr die k-te Spalte durch eine

Spalte ersetzt, deren simtliche Elemente bis auf eines, das gleich 1 ist, gleich
Null sind.
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Man nennt diese Determinanten die algebraischen Erginzungen (algebrai-
schen Komplemente) jeweils des Elementes der gegebenen Determinante, das
durch die Zahl 1 ersetzt wurde. Wir konnen also (1) auch folgendermaBen
aussprechen:

Jede Determinante ist gleich der Summe aus den Produ}'ten der Elemente einer
shrer Spalten mit den zugehongen algebraischen Erg

Dieses Resultat werden wir dazu benutzen, um dle Berechnung einer Deter-
minante auf die Berechnung von Determinanten niederer Ordnung zuriick-
zufithren. Es wird sich namlich zeigen, daB die algebraischen Komplemente
bis auf die Vorzeichen gewissen Determinanten niederer Ordnung gleich sind,
die man leicht aus der urspriinglichen Determinante erhilt.

Unter der Adjunkte oder dem Minor einer Determinante beziiglich ihres
Elementes g3 versteht man diejenige Determinante, die man aus der ge-
gebenen erhilt, wenn man in ihr die Zeile und die Spalte streicht, in der das
Element a;: steht.

Zuniichst wollen wir das algebraische Komplement unserer Determinante
von dem in der linken oberen Ecke stehenden Element, d.h. vona, , , berechnen.
Dazu gehen wir davon aus, daB definitionsgemiB

lays... a1

0az... az,

0 asgz... Qg

0 anz... Qnn
die algebraische Ergiinzung von a,, ist. Der Wert dieser Determinante dndert
sich nicht, wenn wir zur zweiten Spalte die mit — a,, multiplizierte erste

Spalte, zur dritten Spalte die mit — @3 multiplizierte erste Spalte usw.
addieren. Dann wird aus der letztgenannten Determinante die Determinante

10 0...0
0 azz az3... az,

0 agz a3s. .. @z, |. (2)

0 Gnz @y3... Qgn

Wir sehen also, daB das algebraische Komplement von @, nur von den Spalten

@29 23 Qzn
2T 33 a3a

B O IR IO B ®
Qn2 an3 \&nn

abhingt, also als Funktion dieser Spalten angesehen werden kann, und diese
Spalten sind ihrerseits (n — 1)-dimensionale Vektoren.
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Auf Grund der bekannten Eigenschaften der Determinante besitzt nun (2)
offenbar folgende Merkmale:

1. Multipliziert man eine der Spalten (3) mit &, so multipliziert sich (2) mit &

2. Ist eine der Spalten (3) eine Summe von zwei Spalten, so ist (2) gleich
der Summe der Determinanten, die man aus (2) erhilt, wenn man dort die
betrachtete Spalte jeweils durch die Spalten ersetzt, deren Summe sie ist.

3. Sind zwei der Spalten (3) gleich, so verschwindet die Determinante (2).

4. Sind die Spalten (3) der Reihe nach gleich den Spalten

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1

8o erhilt man in (2) die Determinante, in deren Diagonale simtlich Einsen
stehen, withrend alle iibrigen Elemente gleich Null sind, also eine Determinante
mit dem Wert 1.

Die Determinante (2) ist folglich eine Funktion von n — 1 Vektoren der Di-
mension 7 — 1, die beziiglich dieser Vektoren den Bedingungen A, B und C
geniigt, sie st also gleick der Determinante (n — 1)-ter Ordnung aus den Spalten
(3), also gleich der Adjunkte von D in bezug auf a,, .

Jetzt konnen wir aber auch das algebraische Komplement der iibrigen aj
unserer Determinante leicht berech Dazu ver hen wir in der alge-
braischen Erginzung

an see Q1 k-1 0 @LE+1 - .. C1n

1,1 @-1,6-1 0 @1 ks1...85_1n
a1 ... p1 1 @hEp1 ... Gyn

L R A R U TR

die k-te Spalte solange mit den vorangehenden, bis sie an der ersten Stelle
steht. Entsprechend verfahren wir mit der j-ten Zeile. Hierfiir sind im all-
gemeinen Fall ¥ — 1 Spaltentranspositionen und j — 1 Zeilentranspositionen
durchzufithren. Man hat also zum Ausgleich des bei jeder derartigen Trans-
position eintretenden Vorzeich hsels die Determinante mit (— 1)/+¥-2,
also mit (1 —)/*+* zu multiplizieren. Wir finden also, daB das betrachtete alge-
braische Komplement von aj; gleich

1 aj1 e ko1 Gkl veeQin
0 a1 ...G-1 GLis1 .. Orn
1 P e PO
(— 1)I+
0 1,1 -0 @ju1,k—18i—1k41 -« CG—1,n

0 @ ...8pk_1 Qnksl ... Gan
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ist. Zur Reduktion des Wertes dieser Determinante auf den Wert einer Deter-
minante niederer Ordnung haben wir jetzt lediglich noch den oben bewiesenen
Satz anzuwenden. Dazu entwickeln wir diese letzte Determinante nach der
ersten Spalte, stellen sie also dar als Summe aus den Produkten der Elemente
der ersten Spalte und ihren algebraischen Erginzungen. Von dieser Summe
bleibt aber de facto nur das erste Glied stehen, da alle iibrigen Elemente der
ersten Spalte gleich Null sind. Die algebraische Erginzung des ersten Elementes
der ersten Spalte ist jedoch — wie wir oben gesehen haben — gleich der Ad-
junkte in bezug auf dieses Element. Wir finden also, daB die gesuchte alge-
braische Ergéinzung gleich

a1 ... QLk-1 QLE+1 ... O1a

Qn1  -..Qn k-1 Gnk+1l ... qnn

ist.

Die hier erhaltenen Resultate lassen sich iibersichtlich formulieren, wenn
man die algebraische Ergiinzung des Elementes a;; durch 4;; und die ent-
sprechende Adjunkte durch My, bezeichnet. Die zuletzt bewiesene Behauptung
lautet dann:

Ajp=(—1)** My,

withrend der am Anfang dieses Paragraphen formulierte Satz in der Form

»
D=’z;allAIt=altAlk+a’zlA2b+“‘+auhAr.k 4)
oder
n
D=1z; (— 17+ My aj )

ausgesprochen werden kann, wobei k& die Nummer der Spalte ist, nach der die
Determinante entwickelt wurde.

Die Formel (4') kann ganz allgemein zur Berechnung von Determinanten
verwendet werden. Am einfachsten 148t sie sich offensichtlich dann benutzen,
wenn die betrachtete Spalte moglichst viele Nullen enthilt. Da das relativ
selten der Fall ist, wird man versuchen, in der Determinante kiinstlich mog-
lichst viele Nullen zu schaffen, indem man zu den Spalten der Determinante
mit einem passenden Faktor multiplizierte andere Spalten der Determinante
addiert, wobei sich der Wert der Determinante bekanntlich nicht &ndert.
Diese Verfahren haben wir bereits oben bei der Berechnung der algebraischen
Ergiinzung mit Erfolg angewendet.

Wir weisen darauf hin, daB unsere Definition der algebraischen Ergiinzung
ihrer Form nach unsymmetrisch ist, da in ihr Zeilen und Spalten eine ver-
schiedene Rolle spielen. Die Beziehung A = (— 1Y+* M;, zeigt jedoch, daB
dies nur scheinbar der Fall ist, da sich weder die Summe j + & aus Zeilen- und
Spaltenindex noch die zugehorige Adjunkte bei einer Vertauschung von Zeilen
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und Spalten dndert. Man kann also unsere Resultate, die wir oben fiir die
Spalten der Determinante erhalten haben, auch auf die Zeilen anwenden.

Die Gleichung (4) nimmt dann die Form D = ):‘ ajr Ajp an.

Eine Anzahl von Beispielen fiir die Berechnung von Determinanten findet
sich in der im Literaturverzeichnis aufgefiihrten Aufgabensammlung von
FADDEJEW und SoMINSKI. Dort werden auch vereinfachende Rechenver-
fahren fiir die Berechnung von speziellen Determinanten ausfiihrlich behandelt.

AbschlieBend beweisen wir noch eine weitere Determinanteneigenschaft,
die sich unmittelbar aus dem obigen Satz ergibt:

Die Summe aus den Produkten der Elemente einer Spalte und den algebrai-
schen Erginzungen der entsprechenden Elemente einer anderen Spalte ist gleich
Null.

Beim Beweis betrachten wir die k-te und diel-te Spalte. Zunichst gilt wegen (4)

n
D=’2;a11 Aﬂ.

Ersetzen wir in der Summe rechts die Elemente der I-ten Spalte durch die
entsprechenden Elemente der k-ten Spalte, so erhalten wir

121 a5 Ajr . (6)

Der Unterschied beider Summen besteht also nur darin, daB die explizit auf-
tretenden Elemente der I-ten Spalte durch die entsprechenden Elemente der
k-ten Spalte ersetzt werden, wihrend die algebraischen Erginzungen unge-
dndert bleiben, d. h., (5) ist gleich der durch die entsprechende Ersetzung aus D
entstehenden Determinante. Diese Determinante enthilt aber, da in ihr die
Elemente der I-ten Spalte der urspriinglichen Determinante D durch die ent-
sprechenden Elemente der k-ten Spalte dieser Determinante ersetzt sind, zwei
gleiche Spalten. Daher ist — wie behauptet — die Summe (5) gleich Null.
Die entsprechende Formel fiir die Zeilen lautet:

n
Zm.A,g:O, falls l=f=f .
k=1

§ 7. Uber die Auflésung von Gleichungssystemen

In den vorangehenden Pa.ra.graphen haben wir uns einen umfassenden Hilfs-
apparat geschaffen, den wir jetzt dazu benutzen wollen, eine allgememe
Formel fiir die Losung eines Systems von » linearen Gleichungen in 7 Un-
bekannten aufzustellen.

Wir betrachten also ein System

@112+ 12T+ AT =b1,
2+ "+alnzn—b2,

(8}

LEN +an~.»x:+«~--1-am.r,.—b..
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Die aus den Koeffizienten des Gleichungssystems (1) gebildete Determinante

a1 @12...C1q

agy Q22 ... G2q

lag, - oml =) L =D @

Qny Qn2... Gpn
wir die Determinante des Gleich tems. Die algebraischen Ergin-
zungen der Elemente der ersten Spalte von (2) mogen mit 4y, A4, ..., dus

bezeichnet werden. Wir multiplizieren nun die Gleichungen des Sysbems der
Reihe nach mit der entsprechenden algebraischen Erginzung und addieren
die so erhaltenen Gleichungen. Beachten wir, dal die Summe der Produkte
aus den Elementen der Spalte einer Determinante und den algebraischen Er-
ginzungen der entsprechenden Elemente einer anderen Spalte verschwindet,
80 stellen wir fest, daB in der erhaltenen Gleichung die Koeffizienten aller Un-
bekannten #; (¢ = 2, 3, . . ., n) gleich Null sind. Die erhaltene Gleichung redu-
ziert sich also auf

(2mmqa=zmmb ®
=1 i=1

Hierin ist der Koeffizient von @, offenbar nichts anderes als die Determi-
nante D des Systems (1). Da sich die rechte Seite von (3) von dem Koeffi-
zienten von z, auf der linken Seite von (3) nur darin unterscheidet, daB an
Stelle der Zahlen a;; die Zahlen b; stehen, konnen wir auch die Summe auf
der rechten Seite als Determinante schreiben, und zwar erhialt man gerade
die Determinante, die aus der Determinante des Gleick dadurch
hervorgeht, dafi man in ihr die erste Spalte durch die Spalk der absoluten
Qlieder ersetzt, also der Glieder, die von Unbekannten frei sind. Bezeichnen wir
diese Determinante mit D,, so kénnen wir fiir (3) kurz
Dz, = D,

schreiben. Analog erhilt man, wenn man die Gleichungen (1) mit den ent-
sprechenden algebraischen Erginzungen der Elemente der k-ten Spalte multi-
pliziert und die so erhaltenen Gleichungen addiert,

Dz = Dy,

wobei D; dadurch aus D hervorgeht, daB man die k-te Spalte von D durch die
Spalte der absoluten Glieder ersetzt.

Nach den genannten Umformungen fir k=1, 2,...,n erhilt man das
neue Gleichungssystem
Dz = D, (k=l,2,....,”). 4)

Auf Grund seiner Herleitung ist (4) eine unmittelbare Folge aus (1), d. h. jede
Léosung von (1) muB auch dem System (4) geniigen.

Nun sind, falls die Determinante D von Null verschieden ist, die Werte der z
durch (4) eindeutig bestimmt, nimlich zu

m=2 k=12,...m. )
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Das System (1) wird im betrachteten Fall héchstens durch diese Werte
der Unbekannten erfiillt. Wir erhalten damit das folgende Teilergebnis:

Wenn die Determinante eines Systems von n Gleichungen mit n Unbek
von Null verschieden ist, so besitzt dieses System hiéchstens eine Losung.

Die vorangehenden Uberlegungen garantieren jedoch nicht, daB auch (1)
eine Folge aus (4) ist; im allgemeinen ist das nicht der Fall. Wenn jedoch die
Determinante D von Null verschieden ist, so kann man unmittelbar besté-
tigen, daB die durch (5) festgelegten Werte der Unbekannten z; dem Ausgangs-
system geniigen.

Dazu entwickeln wir die Determinante Dy nach der k-ten Spalte. Dann
erscheint (5) in der Form

n
b; 4;
b1 dix+by Aot + b Ank_lg P
- D - D
Ersetzt man nun die Unbekannten in der j-ten Gleichung von (1) durch diese
Werte, so erhilt man fiir die linke Seite dieser Gleichung

ﬂ“( Z'biAu) + a5z ( Z'biAaz) + - +ain( 2 Acn)
(=1 i-1 t=1
5 .
Ordnet man hier den Ausdruck im Zahler noch nach by, bs, . . . , bs , 80 ergibt sich

% [bl (kéalk Au)+bz (kéaik Azk) Fertba (ké‘l“ib Ank)] :

In der eckigen Klammer ist jedoch nur die j-te Summe von Null verschieden,
und zwar gleich der Determinante D, weil sie die Summe aus den Produkten der
Elemente der j-ten Spalte von D und ihren algebraischen Erginzungen ist.
Das Verschwinden der iibrigen Summen ergibt sich wieder unmittelbar aus
dem am Ende des vorangehenden Paragraphen bewiesenen Satz. Wir finden
so, daB der letzte Ausdruck gleich

1
50D

oder, nach Kiirzen von D, gleich b, ist, also gleich der rechten Seite der j-ten
Gleichung des Systems (1).

Da der Index j ganz beliebig gewihlt war, geniigen die Werte (5) allen
Gleichungen des Systems (1), womit die Existenz einer Losung bewiesen
ist. Zusammen mit dem obigen Satz iiber die Eindeutigkeit der Losung
gelangen wir zu dem folgenden Satz:

H&uptsatz uber die Losung von Gleichungssystemen. Ein System
von n linearen Qleichungen in n Unbekannten mit von Null verschiedener Deter-
minante besitzt stets genau eine Lisung. Die eindeutig bestimmte Losung ergibt
sich gemif folgender Regel: Der Wert einer jeden Unbekannten ist gleich dem
Quotienten, in dessen Nenner die Determinante des Systems und in dessen Zéhler
Bie~Reterminante steht, die man aus der Systemdeterminante erhdlt, wenn man
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in ihr die zu der betrachteten Unbekannten gehbrende Koeffizientenspalte durch
die Spalte der absoluten Glieder des Systems ersetzt.

Dieses Verfahren zur Bestimmung der Werte der Unbekannten nennt man die
CraMERsche Regel.

Unser Hauptsatz besagt weder etwas iiber die Existenz noch die Eindeutig-
keit der Losung bei verschwindender Systemdeterminante. Aus dem Beweis
dieses Satzes konnen wir lediglich gewisse Bedingungen entnehmen, unter
denen das System keine Losung besitzt (wenn z. B. die Determinante D gleich
Null ist und wenigstens eine der Determinanten D, nicht verschwindet). Da
dieses Ergebnis unzureichend ist, wollen wir uns im folgenden noch ausfiihr-
licher mit der Untersuchung von linearen Gleichungssystemen beschaftigen.
Die Ausfithrungen des nichsten Kapitels sind dieser Frage gewidmet.




Kapitel II

VEKTORRAUME UND SYSTEME VON LINEAREN
GLEICHUNGEN

§ 8. Vektorriume. Der abstrakte Standpunkt

Der Begriff des n-dimensionalen Raumes, wie er im vorangehenden Kapitel
erklirt wurde, ist seinem Wesen nach keine Verallgemeinerung, sondern nur
ein Analogon zum Begriff des Vektorraumes der elementaren Geometrie.

Um die von uns gewonnenen Resultate sowohl auf jenen als auch auf andere
Réume anwenden zu konnen, empfiehlt es sich, auf irgendwelche Einschrin-
kungen des Charakters jener Objekte, die Vektoren heiB3en sollen, zu verzichten.
Dies erreicht man, wenn man von der folgenden Definition ausgeht:

Eine G heit L von irgendwelchen El ten heift ein Vektorraum iiber
einem myegebemn Zahlkorper K, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Es gibt eine Vorschrift, durch die beliebigen Elementen a und b aus L ein
eindeutig bestimmtes Element a + b aus L, die Summe von a und b, zugeordnet
18t.

2. Es gibt eine Vorschrift, durch die jedem Element a aus L und jeder Zahl k
aus K ein eindeutig bestimmtes Element ka aus L zugeordnet ist.

3. Fiir die genannten Vorschriften gelten die folgenden Axiome:

1. Fiir belichige Elemente a, b, ¢ aus L gilt:

a) a + b= b+ a (kommutatives Gesetz);

b) (a+B)+ c=a+ (b+ ¢) (assoziatives Qesetz).

IL. In L gibt es ein Element o (Nullelement) derart, daff a+ o = a ist fir
jedes a aus L .

IIL. Zu jedem Element a aus L gibt es in L ein Element (— a), ein zu a ,,ent-
gegenges “ Element, fir das a + (— a) = o 1st2)

IV. Fiir alle Elemente a und b der Menge L und beliebige Zahlen ky und kg
des Kirpers K gelten folgende Beziehungen:

a) kb (kya) = (kky)a,

b) (k, + k)a = kya + ksa,

c) k, (a+ b) = kya+ k,b.

V. Fiir jedes a aus L ist 1a = a, d.h., die Multiplikation mit 1 dndert die
Elemente aus L nicht.

Jedes Element einer Menge L, die die angegebenen Axiome erfiillt, nennt
man einen Vektor.

1) Die Axiome I., I, IIL b flenbar nichts and als daB L beziiglich
der Addition eine kommutative Gruppe bildet (vgl. EdEM, Band I, I. W. Pros-
KURJAEOW, Mengen, Gruppen, Ringe, Ko:-per Die theoretischen Gmndlagen dee
Arithmetik). — Anm. d. wissenschaftl. R
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Zu der obigen Definition ist folgendes zu bemerken:

Es ist kein Zufall, daB wir nicht niher angegeben haben, durch welche
Vorschriften die Summe von Vektoren und das Produkt eines Vektors mit
einer Zahl erklirt werden. Diese Vorschriften kénnen ganz beliebiger Art sein,
verlangt wird nur, daB fiir sie die angegebenen Axiome gelten.

Es ist ebenfalls nicht zufillig, daB wir zuniichst den Begriff des Vektorraumes
und erst dann den Begriff des Vektors erklirt haben. Die Ursache hierfiir ist,
daB die uns interessierenden Eigenschaften der Vektoren nicht an einzelnen
Vektoren, sondern in dem, was allen Elementen der betrachteten ganzen Ge-
samtheit gemeinsam ist, in Erscheinung treten.

Was den Gebrauch des Gleichheitszeichens betrifft, so wollen wir ein fiir
allemal vereinbaren, daB eine Gleichung stets besagt, daB die durch das Gleich-
heitszeichen verbundenen Zeichen dasselbe Objekt bezeichnen, also die Gleich-
heit die Identitiat der Objekte bezeichnet. Bei dieser Festlegung der Gleich-
heit sind die Eigenschaften der Gleichheit, nimlich die Transitivitit, die Sym-
metrie und die Reflexivitit, rein logische Eigenschaften, die keines beson-
deren Ubereinkommens bediirfen.

Bevor wir niher auf die Eigenschaften der Vektorriume eingehen, wollen
wir an einigen Beispielen zeigen, welche groBe Freiheit uns die angegebene
Definition noch 1a8t.

Man erkennt zunichst unmittelbar, daB8 sowohl die Menge der ,,geometri-
schen‘‘ Vektoren der Ebene als auch die Menge der n-dimension&len Vektoren
(fiir jedes vorgegebene n) Vektorriume im Sinne unserer Definition bilden.

Es gibt jedoch noch eine weitaus groBere Anzahl von Beispielen fiir Vektor-
réume.

Beispiel 1. Es sei F, die Menge aller Polynome ay+a,z+ - -+ a,z",
deren Grad die Zahl # nicht iiberschreitet und deren Koeffizienten einem ge-
gebenen Zahlkorper K entnommen sind. Die Addition derartiger Polynome
und die Multiplikation eines solchen Polynoms mit einer Zahl setzen wir als
aus der elementaren Algebra bekannt voraus. Diese Operationen fiihren offen-
bar nicht aus der Menge F, heraus. Ferner sind die Forderungen erfiillt,
die wir in den Axiomen I. bis V. formuliert haben. Dies besagt, dag8 die be-
trachtete Gesamtheit F, beziiglich der genannten Operationen einen Vektor-
raum iiber K bildet und daB man die Polynome, deren Grad nicht groBer als n
ist, als Vektoren dieses Raumes ansehen kann.

Wir weisen darauf hin, daB man, wenn man sich auf Polynome beschriinkt,
deren Grad genau gleich n ist, keinen Vektorraum erhilt, da die Summe solcher
Polynome einen geringeren Grad besitzen kanu, also nicht mehr Element dieser
Gesamtheit zu sein braucht.

Beispiel 2. Unter einer Matriz von m Zeilen und n Spalten wollen wir jedes
System von Zahlen verstehen, das in der Form

iy Q12 ... Q1
Qzy Qg2 ... Q2a
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angeordnet ist. Wenn alle diese Zahlen aus dem Zahlkérper K stammen, o
wollen wir von einer Matrix iiber diesem Kérper sprechen.

Fiir Matrizen sind folgende Definitionen der Addition und der Multipli-
kation mit einer Zahl iiblich: Das Produkt einer Matrix mit einer Zahl ist die-
jenige Matrix, die man aus der gegebenen Matrix erhilt, wenn man alle Ele-
mente dieser Matrix mit der betrachteten Zahl multipliziert. Unter der Summe
von Malrizen wird diejenige Matrix verstanden, die man durch Addition der
entsprechenden Zahlen (d. h. der Zahlen, die an entsprechenden Plitzen stehen)
erhilt. Die Summe von Matrizen kann also sinnvoll nur dann so definiert
werden, wenn die verkniipften Matrizen hinsichtlich ihrer Zeilen- und Spalten-
anzahl {ibereinstimmt.

Beziiglich dieser Operationen bildet die Menge aller Matrizen von m Zeilen
und 7 Spalten — wie man leicht nachpriift — einen Vektorraum iiber dem
Korper K.

Der Raum der m-dimensionalen Vektoren iiber K ist ein Spezialfall des eben
definierten ,,Matrizenraumes*; die Matrizen werden zu Vektoren (im alten
Sinne), wenn n=1 ist, d. h., wenn sie aus nur einer Spalte bestehen.

Beispiel 3. Es sei C die Menge aller auf dem abgeschlossenen Intervall
[a, b] erklirten stetigen reellen Funktionen. In der Differentialrechnung erklirt
man eine Addition solcher Funktionen und das Produkt einer derartigen Funk-
tion mit einer reellen Zahl. Man zeigt leicht, daB die Summe zweier auf einem
Intervall stetiger Funktionen eine suf demselben Intervall stetige Funktion
ist, und daB entsprechendes auch hinsichtlich des Produktes einer stetigen
Funktion mit einer reellen Zahl gilt. AuBerdem geniigen die so erklirte Addi-
tion und Multiplikation den Axiomen I bis V.

Aus dem Gesagten folgt, daB die Menge C beziiglich der genannten Opera-
tionen fiir Funktionen einen Vektorraum itber dem Korper der reellen Zahlen
bildet.

Beispiel 4. Die Menge F., aller Polynome mit Koeffizienten aus dem Kor-
per K bildet beziiglich der iiblichen Addition von Polynomen und der iiblichen
Multiplikation eines Polynoms mit einer Zahl einen Vektorraum iiber dem
Korper K.

Durch die angefiihrten Beispiele werden bei weitem nicht die iiberhaupt
denkbaren Vektorrdume erschépft, ja es werden nicht einmal jene erfaBt, die
sich als am wichtigsten fiir die moderne Mathematik erwiesen haben.

Der Vorteil der in diesem Paragraphen angegebenen axiomatischen oder
,»abstrakten‘ Definition des Vektorraumes besteht gerade darin, da man durch
sie eine sehr groBe Anzahl von ,konkreten* Raumen gleichzeitig erfaBt. Es
werden namlich alle Resultate, die wir, allein von der obigen Definition aus-
gehend, erhalten konnen, notwendigerweise in allen Fillen gelten, in denen die
in der Definition angegebenen Bedingungen erfiillt sind.

Es muB hinzugefiigt werden, da8 der tatsiichliche Zusammenhang zwischen
,,abstrakten‘ und , konkreten Resultaten nicht nur darin besteht, da man
aus allgemeinen Sitzen der abstrakten Theorie konkrete SchluSfolgerungen
ziehen kann, sondern auch darin, daB bekannte Resultate aus besonders
,,konkreten‘ Riiumen, z. B. der Gesamtheit der Vektoren der Ebene oder des
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dreidimensionalen Raumes, Tatsachen ahnen lassen, die auch im allgemeinen
Fall vorliegen. Dadurch erhalten wir ein Mittel in die Hand, um mitunter einen
Zusammenhang zwischen Gebieten der Mathematik herzustellen, die auf den
ersten Blick sehr entfernt voneinander zu liegen schei Die Entwicklung
der Mathematik seit dem Ausgang des 19. Jahrhunderts deckte viele derartige
Zusammenhinge auf. Thre Aufzéhlung wiirde hier ohne Nutzen sein, wihrend
ein tieferes Eindringen in das Wesen der Sache uns zu weit von unserem eigent-
lichen Thema abbringen wiirde. Wir wollen uns daher auf die gemachten Be-
merkungen beschriinken und sogleich zum systematischen Studium der Eigen-
schaften der Vektorrdume iibergehen, wobei wir mit einer Reihe von ein-
fachen Eigenschaften beginnen.

§ 9. Die einfachsten Eigenschaften der Vektoroperationen

Wir beginnen mit einigen einfachen Folgerungen iiber die Vektoroperationen,
die sich unmittelbar aus der Definition des Vektorraumes ergeben.

Aus unseren Vereinbarungen iiber den Gebrauch des Gleichheitszeichens
und der eindeutigen Ausfiihrbarkeit der Addition von Vektoren schlieBen wir
auf die folgende bekannte Regel iiber das Rechnen mit Gleichungen:

Addiert man in einer Vektorgleichung auf beiden Seiten denselben Vektor, so
erhilt man wieder eine Vektorgleichung.

Beweis. Wenn a="5 ist, so besagt das, daB die Buchstaben a und b den-
selben Vektor bezeichnen. Da nun der Vektor a - ¢ eindeutig durch die Vek-
toren a und ¢ bestimmt ist, kann man diesen Vektor unabhingig davon er-
halten, wie der erste Summand bezeichnet ist; es muB also a + ¢ =b- ¢ sein.

Aus demselben Grunde bleibt eine Vektorgleichung richtig, wenn man beide
Seiten der Gleichung mit derselben Zahl multipliziert.

Die Additionsvorschrift fiir Vektoren ordnet beliebigen Vektoren a und b
ihre Summe a+b zu. Sollen nun nicht zwei, sondern mehrere Vektoren
addiert werden, so miissen wir diese Operation in mehreren Schritten aus-
fiihren, von denen jeder in der Addition zweier Vektoren besteht. Wenn wir
nun z. B. die Vektoren a, b, ¢ addieren wollen, dann sind dabei folgende Kom-
binationen moglich:

(a+b)+c,a+(+c),(@+)+b,...,

wobei die Klammern — wie iiblich — die Reihenfolge andeuten, in der die
einzelnen Summen gebildet werden. Auf Grund des kommutativen und des
assoziativen Gesetzes, die beide unter unseren Axiomen vorkommen, kénnen
wir behaupten, daB man in allen Fillen dasselbe Resultat erhilt. Fiir die
ersten beiden Ausdriicke ist dies nach unserer Formulierung des assoziativen
Gesetzes unmittelbar klar. Fiir den dritten Ausdruck ergibt es sich auf Grund
der Gleichungskette

(a+¢+b=br(at+c)=(b+a)+c=(a+b)+c.
Jede dieser Gleichungen erhélt man durch einmalige Anwendung der Glei-
chungen a) oder b) aus Axiom I.
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Man interessiert sich nun dafiir, ob dies auch fiir die Addition einer noch
groBeren Anzahl von Vektoren gilt.

In der Tat kann man durch vollstindige Induktion das folgende allgemeine
Gesetz beweisen:

Die Summe einer beliebigen Anzahl von Vektoren ist unabhingig von der
Reihenfolge, in der die gegeb Vektoren addiert werden.

Auf Grund dieses Ergebnisses kann man beim Aufschreiben einer Summe
simtliche Klammern weglassen oder auch, wenn dies fiir die weiteren
Rechnungen bequem sein sollte, beliebig setzen.

Der Beweis dieser Behan:ﬂtung kann folgendermaBen erbracht werden:

Wir betracht Achst dio spezielle S

(- (a4 ag) +05) + a) + -+ +a04,) + any

d. h. die Summe, in der zunichst die ersten beiden Summanden addiert sind, zu dieser
Summe der dritte Summand hmzugefugt ist, dazu weiter der vierte Summand addiert
xst usw. Diese Summe wollen wir kanonuch nennen und ohne jegliche Klammern

Wie b #chst, daB die he Summe a; + a3+ -+ + a,
aus n Summanden geméaB ihrer Definition in der Form

(a4 4 ap) +aker+---+a,

geschrieben werden kann, d.h. als kanonische Summe aus n—k+1 Summanden,
deren erster die kanonische Summe aus den ersten k S den der
Summe ist.
Wir wol]en nnn zelg D, deB man in der kanonischen Summe die Reihenfolge der
n kann. Far Summen aus zwei Summanden ist dies auf
Gnmd von Axmm Iilar Die Behauptung sei nun bereits fiir alle k&nomschen Summen
aus n — 1 Summanden bewnesen, und es sei die Summe a, + a, + 4 a, vorgelegt.
Es soll geze:gt werden, daf sie gleich der Summe aj, + a;,+ +a;,, ist, wobei
3,83, .+, eine belichige Permutation der Zahlen 1,2,...,n bxldet Dazu denken
wir uns die beiden betrachteten Summen in der Form

@+ +6ay) + 0 bzw. (@i +-c -+ ain_y) + i

Wenn §, = n ist, so sind wir fertig, da es in diesem Fall nur auf eine Permutation
der Summe a; + - -+ + @y_; ankommt. Andernfalls kommt der Vektor a;, unter den
Vektoren @y, ..., @z~ vor und kann in der zugehdrigen Summe durch eine Permutation
jhrer n — 1 Summanden an die letzte Stelle gebracht werden, ohne daB sich da.bel
die Summe @, + - - - 4 G4, &ndert. Wir kénnen also ohne B: r All,
helt annehmen, daB der Vektor q;,, bereits an der letzten Stelle steht, also i, = —n—1

. Dann bilden die Vektoren Qiys ooy By Giy_, eine Permutation der Vektoren
u,,.. 5 On_g, Gn. Also kenn man (wiederum nach Induktlousvorsussetznng) in der
zweiten der betrachteten Summen die Summanden der ersten Klammer in die Reihen-
folge @y, ..., Gn_y, Gn bringen, ohne daB sich die Summe &ndert. Es bleibt somit nur
noch zu zeigen, daB die Summen

@+ +an_y)+an und (a;+---+anog+0y) + Any
ch eind. Dies kann folgendermaBen gescheben: Die erste dieser Summen ist nach
%n'er Definition gleich (a; +«++ + @n_a) +Gn_y + a,.. d. h. gleich der Summe aus den

drei Summanden (@, + <+ ++an_;), Gp—; und . Auf diese Summe aus drei Sum-
manden konnen wir das assoziative Gesetz anwenden

(ay + cet@ua) H gt =(a+ A Ang) F (@ +an).
Durch A g des k iven Geset: erhalten wir hieraus
(@4 -+ an_s) +(an_1+an) =(ay+ -+ an_y) +(Gn +an_,)

8
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und durch nochmalige A dung des iativen Geset
(@ +---+ an-.) +lantany)=(a:+ - +ang) +an)+any.
Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht )edoch nichts anderes als die Summe
O+t 8p_gtantaay oder (a4 -cc+ an_g+an)+8ays
womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Als nachstes werden wir zeigen, daf eine Summe aus zwei kanonischen Summen
gleich der kanonischen Summe aller ihrer Summanden ist.

Falls die zweite der gegebenen Summen nur aus cinem Summanden besteht, folgt
dies lbar aus der Defi der I ischen Summe. Die Behauptung sei nun
bereits fiir den Fall bewiesen, daB die zweite Summe n — 1 Summanden enthilt, und
es sei die Summe (a; + -« + + am) + (b, + - - - + b,) vorgelegt, deren zweiter Summand
eine kanonische Summe aus # Summanden ist. Diese Summe ist gleich

(@, + -+ +am) + ((by+ - - - +ba_y) +Ba),
d. h. gleich der Summe aus den drei Summanden
@i+ +am), (by+---+ba_y) und b,
In dieser Summe kenn man anf Grund des assoziativen Gesetzes die Klammern auch
folgendermaBen setzen: ((ay + + * - + m) 4 (By + - - + + bu_1)) + bn. Hier tritt im ersten

Summanden eine Summe aus zwei kanonischen Summen auf, deren zweiter Summand
nur 7 — 1 Summanden enthalt. Nnch Induktionsvoraussetzung kann also der erste

Summand auch in der Form (a, + + Qm+ By - + bn_1) geschneben werden,
so daB die ganze Summe gleach (2 + ctomt bl +--+ 5,,._,) +b,. ist. Diea Jist
aber nichts and als die k aller Sum der v

Summe.

Es verbleibt jetzt, zur Untersuchung beliebiger Summen noch den Nachweis
dafiir zu erbringen, daB eine beliebig geklammerte Summe gleich der kanonischen Summe

shrer Smnmamien 1st,
hauptung gilt fir S aus zwei Vek da diese stets kanonisch

nnd Wir setzen nun voraus, daB unsere Behauptung bereits fiir alle Summen mit
n—18 sei und denken uns eine Summe der #» Vektoren
Gyy . o0y On m:t beliebiger Vertellung der Klammern vorgegeben. Diese Summe kénnen
wir als eine 8 aus zwei auffassen (man muB nur nachsehen, welche
Summe zuletzt gebildet wird), die ihrerseits echte Teilsummen der vorgegebenen
Summe sind. Da nun in jeder echten Teilsumme die Anzahl der Summanden kleiner
-.ls n ist, konnen wir beide Tellsummen kanonisch klammern, so daB die gegebene
eine § aus zwei k: hen Summen ist. Nach dem bereits Bewiesenen
ist diese Summe gleich der kanonischen Summe aller Summanden, womit unsere
Behauptung bewiesen ist.
Auf dhnliche Weise kann man auch allgemein Produkte von Vektoren und
Zahlen untersuchen und z. B. beweisen:

Das Produkt
(ky+-+-+4kn) (ay+ -+ am)

18t gleich der Summe aus allen Produkten kya; (1=1,2,...,n;j=1,2,...,m).

Letzteres beweist man zweckmiiBigerweise durch vollstindige Induktion
iiber die Anzahl m der Vektoren, und zwar fiir m =1 seinerseits durch voll-
stindige Induktion iiber die Anzahl n der Zahlfaktoren. Die hierfiir not-
wendigen Uberlegungen bereiten im einzelnen keine Schwierigkeiten und
sollen daher dem Leser iiberlassen bleiben.

Der bequemeren Darstellung wegen wollen wir noch folgendes verabreden : In
einem Produkt aus einem Vektor und gewissen Zahlen diirfen die Faktoren
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in beliebiger Reihenfolge geschrieben werden. Wir setzen also noch defini-
torisch fest, daB ka = ak sein soll fiir jeden Vektor a und jede Zahl k aus K.
Dann gelten fiir das Rechnen mit Vektoren und Zahlenfaktoren die iiblichen,
aus der elementaren Algebra bekannten Rechengesetze. Man muB dabei nur
beachten, daB in jedem Produkt héchstens ein Vektor als Faktor vor-
kommen darf.

Wir wollen nun niher auf den Inhalt der Axiome II bis V eingehen.

Axiom II sichert uns die Existenz eines Elementes o (eines Nullvektors),
fiir den a4 p=a fiir jeden Vektor a ist. Man sieht nun leicht, daB es auch
nur einen solchen Vektor geben kann: Sind nimlich p und o’ derartige Vektoren,
soist o+ o' =0’ + o, und dies ist einerseits gleich o und andererseits gleich o’,
d. h., die Vektoren o und o’ sind gleich.

Entsprechend zeigt man, daf es zu jedem Vektor t auch nur einen entgegen-
gesetzten Vekior gibt: Sind némlich (— r) und (— x)’ derartige Vektoren, so er-
hélt man ihre Gleichheit auf Grund der folgenden Gleichungskette, die sich
unmittelbar aus unseren Axiomen ergibt:

En=E=n+o==nN++=n)=(=nN+n+r
=@+ =D+ =0+ (== +o=(1r .

Hieraus folgt unmittelbar: Wenn fir den Vektor x und auch nur einen Vek-
tor a die Gleichung a -+ 1= a gilt, s0 ist y=p. Dazu braucht man lediglich zu
der betrachteten Gleichung beiderseits den Vektor (— a) zu addieren.

Aus dieser Eigenschaft des Nullvektors ergibt sich, daf das Produkt eines
beliebigen Vektors a mit der Zahl O gleich dem Nullvektor ist.

Beweis. Auf Grund der Axiome IV und V ist

a+0.a=1-a40-a=(1+40)-a=a.
Mithin erfiillt der Vektor 0 a die Voraussetzung des vorangehenden Satzes
und ist folglich gleich dem Nullvektor.

‘Wenn in einer Vektorgleichung auf einer Seite der Vektor a als Summand vor-
kommt und wir zu dieser Vektorgleichung beiderseits den Vektor (—a) ad-
dieren, so erhalten wir eine Gleichung, die sich von der urspriinglichen darin
unterscheidet, daB der Vektor a ,,auf die andere Sexte der Gleichung gebracht*
ist, dort allerdings das entgeg tzte Vorzeich itzt. Diese und dhnliche
forma.le Umformungen von Vektorglewhungen werden wir im folgenden fort-
laufend benutzen, ohne sie stets im einzelnen erneut zu motivieren.

§ 10. Die lineare Abhiingigkeit von Vektoren

Die im vorangehenden Paragraphen bewiesenen Eigenschaften der Vektor-
operationen erlauben es, mit Vektoren dhnlich zu rechnen wie mit Zahlen oder
Polynomen. Wir wollen auf diese elementaren Eigenschaften nicht niher ein-
gehen, sondern uns einem Begriff zuwenden, der im folgenden eine grundlegende
Rolle spielt, dem Begriff der linearen Abhiingigkeit.

Bereits in § 1 haben wir im Spezialfall der Vektoren der Ebene den Begriff
der ,,Linearkombination* von Vektoren verwendet. Entsprechend werden wir
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in einem beliebigen Vektorraum L die Vektoren der Form
kyay +keaz <+« 4 knan

Linearkombinationen der Vektoren ay,0,, ..., s nennen, wobei jetzt die Koef-
fizienten k,, ky, . . . , ks dem Korper K angehoren miissen, tiber dem L gebildet
ist. Man beachte, daB hier auch der Fall zugelassen ist, da8 alle Koeffizienten
verschwinden. Der Nullvektor 188t sich also stets als Linearkombination be-
liebig vorgegebener Vektoren darstellen.

Es sei nun M ein beliebiges System von Vektoren des Raumes L. Ist
eine Linearkombination von Vektoren aus M dann und nur dann gleich dem
Nullvektor, wenn alle Koeffizienten verschwinden, so heiit das System M
linear unabhingig. Wenn es dagegen eine Linearkombination von Vektoren
aus M gibt, die gleich dem Nullvektor ist, ohne daB alle ihre Koeffizienten
gleich Null sind, so nennt man das System M linear abhingig.

Man sieht sofort, daB zwei beliebige nicht parallele Vektoren der Ebene
linear unabhiingig sind : Keine aus ihnen gebildete Linearkombination mit von
Null verschiedenen Koeffizienten ist gleich dem Nullvektor. Dasselbe findet
man im iiblichen dreidimensionalen Raum, wenn man hier drei Vektoren be-
trachtet, die nicht simtlich einer und derselben Ebene parallel sind.

Betrachtet man dagegen drei beliebige Vektoren der Ebene, so sieht man,
daB sie unbedingt linear abhiingig sind, da jeder von ihnen eine Linearkombi-
nation der beiden anderen ist. Wenn aber z. B. a=1#;b+k,¢ ist, so ist
la—k,b—k,c=o, d. h.,, wir haben eine Linearkombination der gegeb
Vektoren gefunden, die gleich dem Nullvektor ist, obgleich nicht alle ihre
Koeffizienten verschwinden (denn der Koeffizient 1 des Vektors a ist sicher un-
gleich Null).

Diese einfachen Uberlegungen fiihren uns all in auf den folgenden wich-
tigen

Satz. Ein System von Vektoren, das mehr als ein Element enthilt, ist dann
und nur dann linear abhingig, wenn sich wenigstens ein Vekior des Systems als
Linearkombination der ibrigen darstellen lipt.

Die in diesem Satz auftretende Bedingung ist also der urspriinglichen Defini-
tion der linearen Abhingigkeit so gut wie gleichwertig. Sie versagt nur im
Fall eines Systems, das aus einem einzigen Vektor besteht, da man ihn schwer-
lich durch die ,,iibrigen‘ ausdriicken kann, wihrend man natiirlich nach der
linearen Abhiingigkeit oder Unabhingigkeit im Sinne unserer Definition eines
solchen Systems fragen kann, da man durchaus auch Linearkombinationen
betrachten kann, die nur aus einem Summanden bestehen. Der Vorteil unserer
Definition gegeniiber der Bedingung fiir die lineare Abhiingigkeit im ange-
gebenen Satz besteht gerade darin, daB sie ohne jegliche zusiitzlichen Bemer-
kungen angewendet werden kann.

Beweis. Das System M sei linear abhiingig. Dann gibt es eine Linear.
kombination ka4 %202+ -+ k.a, von Vektoren ap,az,...,a, des Sy.
stems M, die gleich dem Nullvektor ist, wobei mindestens einer der Koeffi.
zienten von Null verschieden ist. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen
daB %, 4= 0 ist (sonst brauchte man die Vektoren nur anders zu numerieren)_
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Wenn man nun die Gleichung &, a; + k2az + - « + + k.0, =0 beiderseits mit der
Zahl k71 = kl— multipliziert, so erhilt man a, =—k—’ a—-- -—:—" Qn, d. h., einer

1
der Vektoren des Systems lifBit sich als Linearkombination der iibrigen aus-
driicken.

Kann man umgekehrt einen Vektor a, des Systems M als Linearkombination
der iibrigen darstellen, etwa a; = k;a;,+ - - - + kn s, 80 erhiilt man eine Linear-
kombination mit (wenigstens) einem von Null verschiedenen Koeffizienten,
die dem Nullvektor gleich ist. Dazu braucht man nur alle Glieder der be-
trachteten Gleichung auf eine Seite zu bringen.

Aus unserer Definition ergibt sich ferner unmittelbar, dag ein System von
Vektoren bestimmt dann linear abhingig ist, wenn es den Nullvektor enthdlt.
In diesem Fall ist niémlich ko eine Linearkombination von Vektoren des Sy-
stems (aus nur einem Summanden), die fiir jede Wahl des Koeffizienten %,
also auch fiir ein gewisses k£ == 0 (z. B. fiir ¥=1) eine Linearkombination des
Nullvektors ist.

Ebenso einfach ergibt sich, daﬂ jedes Teilsystem eines linear unabhingigen

8 ebenfalls linear bhingig ist. Wire es nimlich linear abhingig, so
gabe es eine Linearkombination von Vektoren dieses Teilsystems mit wenig-
stens einem von Null verschiedenen Koeffizienten, die gleich dem Nullvektor
ist. Diese Linearkombination wire aber auch eine Linearkombination von
Vektoren des ganzen Systems, was der linearen Unabhingigkeit dieses Sy-
stems widerspricht.

‘Wir wollen Systeme von Vektoren dquivalent nennen, wenn sich jeder Vektor
des einen Sy als Linearkombination von Vektoren des anderen Systems
darstellen lipt.

Betrachten wir z. B. drei Vektoren r,v,3 der Ebene, die durch die Be-
zjehung 3=r -+ 1 miteinander verkniipft sind, so stellen wir fest, daB die
Systeme {r,p}, {r,9,3} und {n,3} dquivalent sind. Fiir die ersten beiden
Systeme ergibt sich dies aus der Giiltigkeit der Gleichungen

1r

=1 . ; 3

b1y, 0=1v,
EETES R

die gerade besagen, daB jeder Vektor des ersten Systems als Linearkombination
von Vektoren des zweiten Systems und jeder Vektor des zweiten Systems als
Linearkombination von Vektoren des ersten Systems dargestellt werden kann.

Die so erklirte Aquivalenz von Systemen besitzt offenbar die folgenden
grundlegenden Eigenschaften:

Jedes System von Vekloren ist sich selbst dquivalent.

Ist ein System von Vektoren einem zweiten System von Vektoren Gquivalent,
80 18t auch dieses dem ersten dquivalent.

Wenn zwei Systeme von Vektoren einem und demselben dritien System dqui-
valent sind, so sind sie auch uniereinander dquivalent.

Der Beweis dieser drei Behauptungen sei dem Leser iiberlassen.
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Eine wesentliche Eigenschaft der linear unabhingigen Systeme formulieren
wir in dem folgenden

Austauschsatz. Wenn sich jeder Vektor eines endlichen, linear ?
Systems von Vektoren a,,0,,...,a, als Innearkmnbmatm von Vektoren elm
gewissen anderen Systems M darstellen lift, so kann die Anzahl der Elemente
von M nicht kleiner als n sein, und man kann gewisse n Vekioren des Systems M
derart durch die Vektoren a,,q,, ...  On ersctzen, daf das entstehende System M’
dem urspriinglichen System M dqus t ist.

Beweis. Da in die Formulierung des angegebenen Satzes eine natiirliche
Zahl n eingeht, wird man versuchen, den Beweis durch vollstindige Induktion
iiber diese Zahl n, die Anzahl der Elemente des gegebenen endlichen Systems,
zu fiihren.

Wir beginnen mit dem Fall n=1, in dem das gegebene endliche System aus
nur einem Vektor a, besteht. Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhiingig-
keit muB a, 5= o0 sein. Andererseits muB sich a, als Linearkombination gewisser
Vektoren m,;,m,,...,m, aus M darstellen lassen:

ay=kymy + kg + - - - kym,.
Hieraus folgt bereits, daB das System M mindestens einen Vektor enthalten
muB, d.h., die erste Behauptung gilt im betrachteten Fall. Weil nun a, 3=0
ist, muB mindestens einer der Koeffizienten &, %,, . . . , k,, etwa k;, verschieden
von Null sein (denn anderenfalls wiire die Linearkombination gleich dem Null-
vektor und folglich nicht gleich a,). Dann kann man aber die obige Gleichung
folgendermaBen umschreiben:

1 I o

Ty = Gy — p Ml — e M.
Hieraus folgt, daB das System M’, das man erhilt, wenn man in M den Vektorm,
durch a, ersetzt, dem System M &dquivalent ist. Ist ndmlich r ein beliebiger
Vektor des Systems M, so kénnen offensichtlich genau die beiden folgenden
Fille eintreten:

8) Der betrachtete Vektor r ist von m, verschieden; dann gehdrt er auch
dem System M’ an, weil er von der vorgenommenen Ersetzung nicht beriihrt
wird, und wir erhalten in y=1p eine Darstellung von r als Linearkombi-
nation von Vektoren aus M.

b) Es ist ¥ = m,. Dann zeigt die Gleichung m1=klla!—ll?m.,—- R Me
1
daB x eine Linearkombination von Vektoren aus M’ ist.

Ist umgekehrt § ein beliebiger Vektor des Systems M’, so sind die beiden
Fille a) ¢ &= a, und b) ¢ =, moglich, und man erhilt eine Darstellung von
als Linearkombination aus Vektoren des Systems M in

r=r bzw. r=a;="km+---+km.
Damit ist gezeigt, daB die Systeme M und M’ dquivalent sind.

‘Wir betrachten nun den Fall, daB n > 1 ist, wobei wir voraussetzen, dal
unsere Behauptung bereits fiir jedes linear unabhingige System von n—1
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Vektoren bewiesen ist. Wir zeigen, daB dann unser Satz fiir jedes endliche
System aus n Vektoren gilt.

Dazu schlieBen wir zunichst aus dem gegebenen System ay,...,0n-1,0a
den letzten Vektor a, aus. Das verbleibende System von n—1 Vektoren ist
nach wie vor linear unabhingig und so beschaffen, da jeder seiner Vektoren
Linearkombination von Vektoren aus M ist. Dann ergibt sich auf Grund
unserer Induktionsvoraussetzung, daB die Anzahl der Elemente von M griBer
oder gleich » — 1 ist und daB man gewisse » — 1 Vektoren aus M so durch
die Vektoren a,,...,0s-1 ersetzen kann, daB das erhaltene System M"
dem System M &quivalent ist. Jetzt betrachten wir den Vektor a,. Nach Vor-
aussetzung laBt er sich als Linearkombination von Vektoren aus M darstellen.
Da nun M und M” dquivalent sind, 148t er sich somit auch aus Vektoren des
Systems M’ linear kombinieren. Unter diesen Vektoren kénnen durchaus die
Vektoren ay, . . ., @21 vorkommen, so daB

an=kay+---+ ka1t hm+HLm,

ist, wobei die Vektoren m,, ..., m, der urspriinglichen Menge J entstammen
und von den Vektoren @y, ..., a,_; verschieden sind. Wir werden zeigen, daB
in dieser Linearkombination fiir a, mindestens ein solcher Vektor mit einem
von Null verschiedenen Koeffizienten auftreten muB.

In der Tat: Wiren alle Koeffizienten Z,,1,, ..., gleich Null (oder gibe es
keine Vektoren my, . .., m, von der verlangten Art), so lieBe sich a, als Linear-
kombination der Vektoren ay,...,a,_1 darstelien, was der vorausgesetzten
linearen Unabhingigkeit der Vektoren a,, ..., @n_1, 6, widerspricht.

Dies zeigt, daB es in der Menge M’ wenigstens einen Vektor m geben muB,
der von den Vektoren a;,...,Qs-1 verschieden ist, d.h., daB im System M
mindestens n Vektoren enthalten sind. Wiederholt man den Beweis fiir den
Fall n=1, so stellt man folgendes fest: Einer der Vektoren m; des
Systems M"' kann durch a, ersetzt werden, so da8 das erhaltene System M’
dem System M’ dquivalent ist. Beriicksichtigt man schlieBlich, da3 M/ und M"
#quivalent sind und daf3 M’ letzten Endes dadurch aus M erhalten wurde, da
man n seiner Vektoren durch die Vektoren ay, ..., an ersetzte, so iiberzeugt
man sich von der Richtigkeit der zweiten Behauptung unseres Satzes.

Wir bemerken noch folgendes: Im Austauschsatz wird nicht behauptet, da
man beliebige Vektoren aus M durch die Vektoren a;, ..., a. ersetzen darf.
Vielmehr zeigt der Beweis, daB8 man jeweils nur einen solchen Vektor nehmen
kann, der in die betreffende Relation mit einem von Null verschiedenen Koef-
fizienten eingeht. Welche Vektoren dies im einzelnen sind, kann man von
vornherein nicht entscheiden. Aus dem Beweis kann man nur entnehmen,
daB es stets solche Vektoren gibt.

Aus dem Austauschsatz ergeben sich einige wichtige Folgerungen, von denen
wir zunéchst die folgende nennen:

LéPt sich jeder Vektor eines Systems M von Vektoren als Linearkombination
von gewissen endlich vielen Vektoren b1,bg,...,bm darstellen, so kann kein
linear unabhingiges Teilsystem von M mehr als m Vektoren enthalten.
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Denn bilden die Vektoren a,...,a, ein linear unabhingiges Teilsystem
von M, so konnen wir auf sie und das endliche System der Vektoren by, ...,bm
den Austauschsatz anwenden und finden, daB » < m ist.

Wenden wir dieses Ergebnis speziell auf den n-dimensionalen Vektorraum
iiber einem gewissen Kérper K an, so erhalten wir, da sich jeder n-dimensionale
Vektor als Linearkombination der Grundvektoren e,,...,e, darstellen liBlt
(§ 2), daP kein linear unabhingiges System von n-dimensionalen Vektoren mehr
als n Vektoren enthalten kann.

Eine weitere wichtige Folgerung aus dem Austauschsatz ist der folgende

Satz. Sind 2wei endliche, linear bhingige Systeme von Vektoren

by, o.sbn und ¢,..., 0
aquivalent, so besitzen sie dieselbe Anzahl von Elementen, so ist also m = p.
Da die beiden Systeme dquivalent und linear unabhingig sind, kann man

zweimal den Austausch anwenden, indem man einmal das erste System
als Menge a;,...,0as und das zweite System als Menge M und zum anderen
das zweite System als Menge aq,,...,0, und das erste System als Menge M

nimmt. Dies liefert fiir die Anzahlen der Elemente die Ungleichungen m < p
und p < m, woraus sich unmittelbar die behauptete Gleichheit ergibt.

Wir betrachten nun beliebige Mengen von Vektoren eines gegebenen
Raumes und wihlen aus ihnen alle moglichen endlichen, linear unabhéingigen
Teilmengen aus. Dann konnen offensichtlich die folgenden beiden Fille ein-
treten: Entweder gibt es zu jeder vorgegebenen natiirlichen Zahl # eine linear
unabhingige Teilmenge aus #n Vektoren oder die Anzahl der Vektoren jeder
derartigen Teilmenge ist kleiner oder gleich einer gewissen natiirlichen Zahl 2.
Die obige Bemerkung iiber den n- dlmenslonalen Vektorraum zex@,t daB dort
der zweite Fall vorliegt. Dal auch der erste Fall nicht nur eine logische
Moglichkeit ist, sondern tatsichlich eintreten kann, beweist das Beispiel des
Raumes F, aller Polynome (§ 8, Beispiel 4). Die Potenzen von z, also

x,22,...,2%, ...,

sind spezielle ,,Vektoren“ dieses Raumes. Linearkombinationen dieser Vek-
toren sind die Polynome &,z + k, 2%+ - - -+ k, 2", wobei die Koeffizienten der
Linearkombination gerade die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von z
sind. Hieraus folgt, dal wir dann und nur dann das Nullpolynom (den Null-
vektor unseres Raumes) erhalten, wenn alle Koeffizienten gleich Null gesetzt
werden. Folglich sind die ,,Vektoren* z,...,z",... linear unabhiingig, und
wir kinnen aus ihnen linear unabhingige, endliche Systeme mit beliebig
vielen Elementen bilden.

Dies alles fiihrt uns auf die folgende Definition:

Unter dem Rang einer Menge M von Vektoren verstehen wir die maximale
Anzahl von linear unabhiingigen Vektoren in M.

Wenn eine Menge von Vektoren keinen Rang im Sinne dieser Definition
besitzt (wie dies im oben betrachteten Raum Fo, der Fall ist), so wollen wir
sagen, der Rang dieser Menge sei unendlich.
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Es sei nun M eine beliebige Menge von Vektoren des Raumes L (speziell
kann also M gleich dem ganzen Raum L sein) und ay, ..., G, ein System von
linear unabhingigen Vektoren aus der Menge M. Wir nennen dieses System
maximal in der Menge M, wenn es nach Hinzunahme eines beliebigen Vek-
tors aus M zu einem linear abhingigen System wird. Fiir derartige’ Systeme
gilt der folgende

Satz. Ein linear unabhingiges System von Vektoren ay, ..., an 18t dann und
nur dann mazimal in M, wenn es der Menge M dquivalent ist. Sind

Q1y-vvs8n und by,...,bm
beliebige imale linear bhingige Systeme in M, so ist die Anzahl threr
Elemente gleich, also m =mn.

Man sieht unmittelbar, da8 die zweite Behauptung eine Folge der ersten
ist, da nach einer unserer Folgerungen aus dem Austauschsatz équivalente
linear unabhingige Systeme gleiche Anzahlen von Elementen besitzen. Der
Beweis der ersten Behauptung dagegen kann folgendermaBen erbracht werden:

1. Es sei a1,...,0, €in in M maximales linear unabhingiges System von
Vektoren. Dann kann man zunichst jeden Vektor dieses Systems linear
aus Vektoren der Menge M kombinieren. Ist umgekehrt y ein beliebiger
Vektor aus M, so ist das System q,,..., G, ¢ linear abhéngig. Es 1Bt sich
also der Nullvektor als Linearkombination

ka4 +Eata+kp=0

dieser Vektoren mit mindestens einem von Null verschied Koeffizient:
darstellen. Dabei kann offenbar der Koeffizient k£ nicht verschwinden; andern-
falls miiBte einer der anderen Koeffizienten von Null verschieden sein, und
wir erhielten eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der Vek-
toren @, ...,0, mit mindestens einem von Null verschiedenen Koeffizienten
— im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit dieser Vektoren. Wir kénnen
also diese Gleichung nach r auflésen und erhalten

k
Bk,

Damit ist gezeigt, daB sich auch jeder Vektor aus M als Linearkombination
der Vektoren a,...,a, darstellen liBt.

2. Es sei nun umgekehrt das linear unabhingige System der Vektoren
ai, ..., a, aus der Menge M der ganzen Menge M idquivalent. Dann 148t sich
jeder Vektor » der Menge M als Linearkombination dieser Vektoren darstellen:

t=ka+---+koa, oder lp—kiaz—-++—kpan=0.

Da diese letzte Linearkombination gleich dem Nullvektor ist, ohne daB alle
Koeffizienten verschwinden, ist das System ai,...,an, ¥ nicht mehr linear
unabhiingig, aelso das linear unabhingige System g, ...,a, maximal in M,
was zu beweisen war.

Der Rang einer Menge M von Vektoren gewinnt eine besonders anschauliche
Bedeutung, wenn man als Menge M die Menge aller Vektoren der Ebene bzw.
sller Vektoren des gewohnlichen dreidimensionalen Raumes nimmt. Man stellt
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leicht fest, daB in diesen Fillen der Rang gleich 2 bzw. 3 ist, d. h. mit der
Zahl iibereinstimmt, die man iiblicherweise die Dimension nennt. Betrachtet
man die Menge aller Vektoren, die auf einer Geraden liegen, so stellt man
miihelos fest, daB ihr Rang gleich 1 ist, also wieder mit der Dimension iiber-
einstimmt, die man der Geraden zuschreibt.

Die angegebenen Beispiele legen die folgende Definition fiir die Dimension
eines beliebigen Vektorraumes nahe:

Die Anzahl der Elemente eines maximalen linear unabhangigen Systems
von Vektoren eines Vektorraumes L heiBt die Dimension von L

Auf Grund des oben bewiesenen Satzes hiingt diese Anzahl nicht von der
speziellen Auswahl eines maximalen linear unabhiingigen Systems von Vek-
toren ab.

Wir bemerken noch, daB die Vektoren e,...,e, des n-dimensionalen
Vektorraumes iiber einem Zahlkérper K (§ 2) ein maximales linear una-
hiingiges System von Vektoren bilden. Wir konnen also feststellen, daB die
Dimension dieses Raumes im eben erklirten Sinne gleich » ist. Hierdurch wird
nachtriglich die friiher eingefiihrte Bezeichnung ,,n-di ionaler* Vektor-
raum gerechtfertigt.

§ 11. Unterriume

Betrachten wir im gewohnlichen dreidimensionalen Raum die Menge der
Vektoren, die in einer gegebenen Ebene liegen, so stellen wir unmittelbar
fest, da eine Summe derartiger Vektoren sowie das Produkt eines solchen
Vektors mit einer reellen Zahl wieder in derselben Ebene liegen. Dies fithrt
uns im Falle eines beliebigen Vektorr auf eine Begriffsbildung, die
unserer Theorie einen noch weitergehend geometrischen Charakter verleiht:

Als Unterraum (Teilraum) eines gegebenen Vektorraumes wird jede beliebige
Menge von Vektoren dieses Raumes bezeichnet, welche die folgenden Eigenschaf-
ten besitzt:

1. Mit Vekioren a und b gehort auch ihre Summe dieser Menge an.

2. Mit einem Vektor a gehirt auch jedes Produkt ka, wobei k eine beliebige Zahl
aus dem Korper K ist, zu dieser Menge.

Man erkennt sofort, daBl jeder Unterraum eines Vektorraumes selbst
ein Vektorraum im Sinne der Definition aus § 8 ist. Denn fiir die Elemente
des Unterraumes ist in diesem Unterraum eine Addition und die Multi-
plikation mit Zahlen aus K erklirt, und die in den Axiomen I bis V nieder-
gelegten Eigenschaften dieser Operationen iibertragen sich vom ganzen Raum
auf jeden Unterraum. Damit gilt alles, was wir oben iber Vektorriume gesagt
haben, auch fir Unterrdume.

Indes stoBt man bei der Untersuchung von Unterrdumen auf eine Reihe
neuer Probleme.

Vorgegeben seien zwei Unterriume L; und L, eines und desselben Vektor-
raumes L. Die Gesamtheit aller Vektoren, die sowohl dem Unterraum L, als
auch dem Unterraum L, angehoren, wird man naturgemiB den Durchschnitt
der Vektorrdume L, und L, nennen. Diese Definition deckt sich einerseits mit
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der geometrischen Vorstellung und stimmt andererseits mit der Definition
des Durchschnittes in der allgemeinen Mengenlehre iiberein, in der man be-
kanntlich unter dem Durchschnitt beliebiger Mengen die Gesamtheit ihrer
gemeinsamen Elemente versteht.!) Betrachten wir nun z. B. einerseits die Ge-
samtheit aller Vektoren des gewdhnlichen dreidimensionalen Raumes, die in
einer gegebenen Ebene liegen, und andererseits die Gesamtheit aller Vektoren
dieses Raumes, die in einer anderen Ebene liegen, so erhalten wir als Durch-
schnitt dieser Mengen die Gesamtheit aller Vektoren, die in der Schnitt-
geraden beider Ebenen liegen. Diese Gesamtheit bildet ihrerseits einen Unter-
raum des dreidimensionalen Raumes. Betrachtet man in entsprechender Weise
einerseits die Vektoren in einer Geraden und andererseits die Vektoren in
einer Ebene, die von der Geraden durchstoBen wird, so findet man, da der
Durchschnitt dieser Unterrdume nur aus dem Nullvektor besteht, denn nur
von diesem kann man sagen, dal er zugleich in der Ebene und der betrach-
teten Geraden liegt. Aber auch der Nullvektor fiir sich bildet einen Unter-
raum: Die Addition des Nullvektors zum Nullvektor und die Multiplikation
des Nullvektors mit einer Zahl ergibt stets wieder den Nullvektor. Diese voll-
kommen anschaulichen Uberlegungen fithren zu der Vermutung, daB vielleicht
der folgende allgemeine Satz gilt:

Satz. Der Durchschnitt zweter Unterriume eines gegebenen Raumes ist wieder
ein Unterraum dieses Raumes.

Beweis: Es seien L, und L, Unterriume des Raumes L. Wenn die Vek-
toren a und b dem Durchschnitt dieser Unterrdume angehiren, so gehéren sie
beiden Unterrdumen an, also jedenfalls dem Unterraum L,. Da nun L,
ein Unterraum ist, gehdren auch ihre Summe a + b und das Produkt ka
zu L,. Entsprechend stellt man fest, daB ihre Summe und das Produkt auch
dem Unterraum L, angehéren. Dann sind sie aber auch im Durchschnitt von
L, und L, enthalten, was zu beweisen war.

So wie vom Durchschnitt zweier Unterrdume kann man entsprechend vom
Durchschnitt eines beliebigen Systems von Unterriumen sprechen.
Es zeigt sich, daB8 er ebenfalls einen Unterraum des betrachteten Raumes
bildet.

Es kann ferner der Fall eintreten, dafl ein Unterraum in einem anderen ent-
halten ist. Das soll bedeuten, dal jeder Vekior des ersten Unterraumes auch
Vektor des zweiten Unterraumes ist. Zum Beispiel ist der Durchschnitt zweier
oder auch mehrerer Unterrdume in jedem der urspriinglich vorgegebenen Unter-
riaume enthalten. Es ist klar, dall man jeden Unterraum L, eines Vektorraumes
L, der in einem anderen Unterraum L, von L enthalten ist, gleichzeitig als
Unterraum von L, auffassen kann. Wir weisen noch darauf hin, daB im
Einklang mit unserer Definition jeder Vektorraum in sich selbst enthalten ist,
also auch Unterraum von sich selbst ist. Wollen wir zum Ausdruck bringen,
daB ein betrachteter Unterraum nicht mit dem ganzen Raum iibereinstimmt,
so werden wir von einem echten oder eigentlichen Unterraum sprechen.

1) Vgl EdEM Bd I, I w. Pnosxunnxow, Mengen, Gruppen, nge, Korper. Die
der Arit, — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Man sieht leicht ein, daB die G theit aller Linearkombinati einer be-
Viebigen Menge M von Vektoren eines Vektorraumes L einen Unterraum von L
bildet: Die Summe zweier Linearkombinationen von Vektoren aus M ist wieder
eine Linearkombination von Vektoren aus M und desgleichen das Produkst einer
Linearkombination mit einer Zahl aus dem Grundkérper K. Dieser Unter-
raum heiBt der von M erzeugte (aufgespannte) Unterraum.

Von groBtem Interesse fiir uns ist der Fall, da die betrachtete Menge M
von Vektoren endlich ist.

Ist ein Vektorraum der Elementargeometrie vorgegeben, so besteht der
von einem einzelnen Vektor erzeugte Unterraum, falls dieser vom
Nullvektor verschieden ist, aus der Gesamtheit aller Vektoren, die auf der
durch den betrachteten Vektor bestimmten Geraden liegen. Derselbe Unter-
raum wird auch von zwei auf dieser Geraden liegenden Vektoren erzeugt (von
denen dann wenigstens einer vom Nullvektor verschieden ist). Gehen wir da-
gegen von zwei Vektoren aus, die nicht in einer Geraden liegen, so ist
der von diesen Vektoren erzeugte Unterraum gleich der von den gegebenen
Vektoren aufgespannten Ebene. Betrachten wir schlieBlich drei Vektoren, die
nicht in einer Ebene liegen, so erhalten wir als den von ihnen erzeugten
Unterraum den ganzen Raum.

Auch in den Vektorrdumen, die wir in den Beispielen 1 bis 4 in § 8 ange-
geben haben, kann man leicht eine Reihe von Unterriumen angeben: So
bildet im Raum F,, den wir bereits im vorangehenden Paragraphen niher
‘betrachtet haben, die Gesamtheit der Polynome, in denen keine ungerade Po-
tenz von z auftritt, einen Unterraum. Man erkennt leicht, daB dieser eigent-
liche Unterraum, genau wie der ganze Raum, die Dimension unendlich be-
sitzt: Die Vektoren 1, 22%,..., 2", ... dieses Unterraumes sind jedenfalls
linear unabhingig (§ 10). Es gibt in diesem Vektorraum aber auch Unterraume
von endlicher Dimension: So ist in Fo, der Raum F, aller Polynome, deren
Grad 7 nicht iiberschreitet, als Unterraum enthalten, und die Dimension
dieses Unterraumes ist endlich, da sich alle Polynome aus F, als Linear-
kombination der ,,Vektoren* 1, z, 22, . . . , 2* dieses Raumes darstellen lassen.

Auf Grund der im vorangehenden Paragraphen bewiesenen Sitze kann man
in vielen Fillen die Dimension eines Raumes ebenso einfach bestimmen, wie
oben fiir den n-dimensionalen Vektorraum. Zum Beispiel ist die Dimension
von F,, also des Raumes aller Polynome mit einem Grad < =, gleich n -+ 1,
weil die speziellen ,,Vektoren* 1, z, 22, ..., z* linear unabhingig sind und
sich jeder Vektor (d. h. jedes Polynom vom Grade < n) als Linearkombination
dieser ,,Vektoren‘‘ darstellen laBt.

Zwischen der Dimension eines Raumes und der Dimension jedes seiner
Unterrdume besteht nun allgemein die folgende Beziehung:

Die Dimension eines Unterraumes ist stets hickstens so grof wie die Dimension
des Gesamiraumes. Wenn die Dimension eines Raumes endlich ist, so ist die
Dimension jedes seiner echten Unterriume echt kleiner als die Dimension des
ganzen Raumes.

Beweis. Die erste Behauptung ist unmittelbar klar, da jedes System von
linear unabhingigen Vektoren eines Unterraumes auch ein System von
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linear abhingigen Vektoren des ganzen Raumes ist. Den Beweis der zweiten
Behauptung fiihren wir indirekt: Wir betrachten ein beliebiges maximales
linear unabhiingiges System von Vektoren des gegebenen Unterraumes. Die
Anzahl der Vektoren dieses Systems ist gleich der Dimension des Unterraumes
und folglich, wenn wir die Dimension des Unterraumes gleich der Dimension
des ganzen Raumes setzen, auch gleich der Dimension des Gesamtraumes.
Daraus folgt, daB das betrachtete System von linear unabhéingigen Vektoren
maximal im ganzen Raum ist. Dann ist aber — nach einem friiher bewie-
senen Satz — das betrachtete System dem Gesamtraum #quivalent, also ins-
besondere jeder beliebige Vektor des Raumes als Linearkombimation aus
Vektoren des betrachteten Systems darstellbar, die simtlich dem gegebenen
Unterraum angehoren. Beachtet man nun, daB jede Linearkombination aus
Vektoren eines Unterraumes wieder dem Unterraum angehért, so ergibt sich,
daB jeder Vektor des Raumes dem gegebenen Unterraum angehéort, im Wider-
spruch dazu, daB es ein eigentlicher Unterraum sein sollte.

§ 12. Anwendungen auf Gleichungssysteme

‘Wir unterbrechen nun die Darstellung der allgemeinen Theorie und wollen zu-
néichst darlegen, wie sich die bisherigen Uberlegungen auf die Untersuchung
von Gleichungssystemen anwenden lassen.

Vorgegeben sei uns ein System von linearen Gleichungen

e+ a2zat--+aim Tn=0by,
9171 +ag2 T3+ - -+ G2 Tm =g,

@n1 21+ Cn2Za+ - G T = bs

Dabei setzen wir keineswegs voraus, daB die Anzahl der Gleichungen des
Systems gleich der Anzahl der Unbekannten ist; sie kann sowohl groBer als
auch kleiner als diese sein.

Gefragt ist, ob dieses System iiberhaupt eine Losung besitzt und wenn dies
der Fall ist, wie viele Losungen es besitzt. SchlieBlich ist es wiinschenswert,
daB man ein Verfahren angeben kann, nach dem sich diese Losungen effektiv
bestimmen lassen.

Alle diese Fragen lassen sich, wie wir sogleich sehen werden, leicht auf ent-
sprechende Fragen iiber Vektoren zuriickfilhren, die sich eng an die obigen
Ausfithrungen anschlieBen.

Dazu fassen wir die Spalten der Koeffizienten der einzelnen Unbekannten
sowie die Spalte der absoluten Glieder als n-dimensionale Vektoren auf, die

O}

wir entsprechend mit a;,...,an und b bezeichnen. Dann kénnen wir das
Gleichungssystem (1) gleichwertig in der Form
@2+ 02T+ -+ amTn =0 (2)

schreiben. Offenbar ist nimlich jede Lésung von (1), d. h. jedes System
von Werten, das das Gleichungssystem (1) identisch erfiillt, auch eine Losung
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von (2) und umgekehrt. Das folgt einfach daraus, daB (2) nur eine andere
Schreibweise fiir (1) ist.

Wir konnen also feststellen:

Das Gleichungssystem (1) besitzt dann und nur dann eine Losung, wenn sich
der Vektor b als Linearkombination der Vektoren qy, . . ., am darstellen lipt.

Wir werden sehen, daB fiir uns eine etwas andere Formulierung desselben
Resultates besonders wichtig ist:

Das Gleichungssystem (1) besitzt dann und nur dann eine Losung, wenn der
Rang der Vektorensysteme a1, Gz, - . ., Gm und ay, G2, . . . , G, b Gbereinstimms.

Beweis. Der Rang eines Systems von Vektoren ist nach Definition gleich
der Anzahl der Vektoren in einem beliebigen maximalen linear unabhingigen
Teilsystem dieses Systems. Wenn nun die Systeme

a1,02,...,8n und @;,Qz2,...,0m, 0

gleichen Rang besitzen, so ist jedes maximale linear unabhingige Teil-
system von
1,02,...,0m

auch ein maximales linear unabhéngiges Teilsystem von a;,a3,...,0m,0.
Nun ist aber auf Grund eines im vorangehenden Paragraphen bewiesenen
Satzes jedes in einer Menge von Vektoren maximale linear unabhingige
System eben dieser Menge dquivalent. Mithin sind

a;,0,...,0m und a;,0p,...,0m,0,

da sie beide ein und demselben maximalen linear unabhiingigen System dqui-
valent sind, untereinander dquivalent, und der Vektor b laBt sich als Linear-
kombination der Vektoren aj, az, ..., an darstellen, d. h., (1) besitzt eine
Losung.

Es moge nun umgekehrt das Gleichungssystem (1) eine Losung besitzen.
Dann liBt sich also b als Linearkombination der Vektoren aj,az,...,am und
mithin jeder Vektor des einen der Systeme als Linearkombination von Vektoren
des anderen der beiden Systeme darstellen (Zweifel konnten ja allenfalls nur
hinsichtlich b bestehen), d. h., die Systeme

a1,02,...,0n und @1,02,...,0m,b
sind équivalent.

Die soeben erhaltene Bedingung fiir die Existenz einer Losung des Glei-
chungssystems (1) 148t sich auch mit Hilfe des Terminus ,,Unterraum‘ formu-
lieren. Hierbei fillt die Analogie zu der in § 1 erhaltenen Losbarkeitsbedingung
fiir ein System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten auf. Der Unter-
schied besteht einzig darin, daB wir hier alle moglichen Fille auf einmal er-
fassen:

Das System (1) besitzt dann und nur dann eine Lisung, wenn der Vektor b
in dem von den Vektoren a1, az, . . ., Gm erzeugten Unterraum liegt.

Dem Leser sei empfohlen, sich von der Richtigkeit dieser Behauptung selbst
zu iiberzeugen und sie der Formulierung in § 1 gegeniiberzustellen.
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‘Wenn wir die eben angestellten Uberlegungen etwas weiter ausbauen, so ge-
langen wir leicht zu einer einfachen Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Lo-
sung von (1):

Es gibt dann und nur dann nur eine Lisung fir das Gleichungssystem (1), wenn
die Vektoren ay, Gz, . . . , Gm linear unabhingig sind (wobei wir natiirlich voraus-
setzen, dall wenigstens eine Losung existiert).

Beweis. Die Vektoren a;, a,, . . ., am seien linear unabhiingig. Wiirde dann
das Gleichungssystem (1) zwei verschiedene Losungen

Z1,...,%m und X,...,%n

besitzen, so besife auch die Gleichung (2) diese beiden Losungen, und es wiire

G+ + GnZm =D,

02+ o+ OmZm=D0,
woraus sich unmittelbar

a1 (71— 2) 4 -+ + Gm(Tm — Tm) =0

ergibt. Eine Linearkombination von linear unabhingigen Vektoren ist nun
aber dann und nur dann gleich dem Nullvektor, wenn alle Koeffizienten, also
(%1 — 1), (2, — 23),...,(Zm — ) verschwinden. Dies widerspricht der An-
nahme, daB zwei verschiedene Losungen existieren.

Sind umgekehrt die Vektoren ay,.. ., Ga linear abhingig, so kann man aus
ihnen den Nullvektor mit nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten linear
kombinieren: a;k; -+ azks -+ ---+ m kn = 0. In diesem Fall kann man zu
jeder Losung i,...,2a von (2) die weitere Losung

B+ ki, Tt ke, ., Tt
bilden, die von ihr verschieden ist. In der Tat ist
(@t k)t ot o (Tt kn) = 02+ o+ A Zn - Gk oot G
=M+t Gntm=Db,
d. h., das angegebene Wertsystem erfiillt gleichfalls die Gleichung (2).
Auf die angegebenen Resultate wollen wir uns zunichst beschrinken. Wir

werden sie noch weitergehend prézisieren konnen, wenn wir erst einmal in der
Lage sind, den Rang eines Systems von Vektoren effektiv zu berechnen.

§ 13. Basis eines Raumes. Koordinaten

Am Ende von § 11 haben wir gefunden, da8 jedes in einer Menge von Vek-
toren maximale linear unabhingige System der betrachteten Menge dqui-
valent ist. Insbesondere ist also jedes maximale linear unabhiingige System
e1,...,e, von Vektoren des Raumes L dem ganzen Raum #quivalent. Dies
bedeutet, daB (wenn es iiberhaupt ein maximales System von der genannten
Art gibt — Anm. d. wissenschaftl. Red.) jeder Vektor x des Raumes sich als
Linearkombination dieser Vektoren darstellen 1a8t:

F=erzi—+ o ey, 1)
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wobei die Koeffizienten ; gewisse Zahlen aus dem betrachteten Grundkérper
K sind.

Die Gleichung (1) kénnen wir umgekehrt aber auch als Bestimmungs-
gleichung fiir die unbekannten Koeffizienten xi,..., 2, ansehen, da wegen
der linearen Unabhiingigkeit der Vektoren ei,..., e, die Eindeutigkeits-
bedingung aus dem vorangehenden Paragraphen erfiillt ist.

Eine éhnliche Sachlage, vor die wir uns in § 1 gestellt sahen, gab uns dort
die Moglichkeit, fiir die Vektoren der Ebene Koordinaten einzufiihren. Nach
demselben Muster konnen wir dies jetzt auch fiir beliebige Vektoren eines
Vektorraumes iiber einem Zahlkérper K machen.

Dazu verstehen wir unter einer Basis eines Vektorraumes L ein beliebiges
maximales linear una.bhanglges System von Vektoren e,...,

Wenn eine Basis eines Raumes L vorgegeben ist, so wird durch die Glei-
chung (1) jedem Vektor r umkehrbar eindeutig ein System x;,...,2, von
Zahlen aus dem Grundkérper K zugeordnet. Diese Zahlen sollen die ’Koords-
naten des Vektors y in bezug auf die Basis e, . .., e, genannt werden. Dabei ist
klar, daB jedem System von Zahlen auch ein eindeutig bestimmter Vektor
aus L entspricht.

Durch Einfiihrung von Koordinaten kann man — wie in der Geometrie der
Ebene und des Raumes — die Untersuchungen von Vektorensystemen auf eine
Untersuchung von Zahlensyst zuriickfithren. In der analytischen Geo-
metfie ist dies nur ein Hilfsmittel zur einfacheren Lasung von Aufgaben, die
auch durch spezifisch geometrische Verfahren gelost werden kénnen. Im allge-
meinen Fall ist dagegen die Einfiihrung von Koordinaten hiufig die einzige
Methode fiir die Losung konkreter Aufgaben, da unter Umstinden keinerlei
,,geometrische* Methoden zur Verfiigung stehen.

Noch eines miissen wir erwiihnen: Wir haben oben den Terminus ,,Koordi-
naten“ fiir n-dimensionale Vektoren so erklirt, da8 wir unter den Koordinaten
des Vektors

die Zahlen ai,...,a, verstanden, aus denen der Vektor a gebildet ist.
Wenn wir uns noch daran erinnern, daB jeder n-dimensionale Vektor a
in der Form a=gaje;+ ---+ ane. dargestellt werden kann, wobei die
,,Einheitsvektoren ey, ..., e, linear unabhingig sind, so kénnen wir jetzt
genauer sagen, daB die Zahlen ay,...,a, die Koordinaten von a beziiglich
der Basis e;,...,¢, des n-dimensionalen Vektorraumes bilden. Dieser Zu-
satz ist auch wirklich notwendig, da man die Vektoren anstatt auf die Basis
€,..., ¢ auf eine andere Basis ¢1, . . . , ¢, beziehen kann (die natiirlich aus
derselben Anzahl von Vektoren besteht), beziiglich der die einzelnen Koordi-
naten der Vektoren dann aber ganz andere Werte haben.
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Dieser Tatbestand, daB die Koordinaten nicht irgend etwas Absolutes sind,
sondern maBgeblich von der Wahl der Basis abhiingen, fiihrt uns unmittelbar
auf die folgenden Fragen:

1. Wie kann man einem vorgegebenen System von Vektoren ansehen, ob
es als Basis des betrachteten Raumes genommen werden kann?

2. Wie hiingen die Koordinaten eines Vektors beziiglich zweier verschiedener
Basen miteinander zusammen?

Wir wenden uns zunéchst der ersten Frage zu. In einem Vektorraum L sei
eine Basis ¢,, . . ., ¢, und ein System e, ez, . . . , em von Vektoren vorgegeben.
Jeder Vektor dieses Systems kann dann eindeutig als Linearkombination aus
Vektoren der gegebenen Basis dargestellt werden. Die Koeffizienten dieser
Linearkombinationen wollen wir mit ¢;; bezeichnen, wobei der erste Index an-
gibt, zu welchem Basisvektor ¢; der Koeffizient gehort und der zweite der
Nummer des Vektors e; entspricht. Es ist also

el =eic11 + e 4+ eatna,
€2 =e1012 + €262 + -+ €aCna,

em=ei1C1im+ 2C2m+ -+ Cnlm.

Es liegt nahe, daB man die Koeffizienten ¢;; in einem rechteckigen Schema,
also zu einer Matrix

@)

€11C12. .. Cim)
C21C22...Com

@

Cn1Cn2. .. Cnm

anordnet, die wir die Ubergangsmatriz von der Basis e, . . . , e, zum System
¢, ¢, ..., em nennen wollen. In der Ubergangsmatrix von der Basis ey, . .., ¢,
zum System ef, €3, ..., ¢n stehen also in den Spalten die Koordinaten der
Vektoren ef, ez, . . . , em in bezug auf die Basis e,, . . . , ex. Diese Matrix ist ein-
deutig durch das gegebene System e, ¢z, . . . , em bestimmt, das sie ihrerseits
(bei vorgegebenen Basisvektoren e,, ..., e,) auch emdeutxg festlegt. Die auf-
geworfene Frage kann man nun folgendermaBen prizisieren: Welche Bedin-
gungen mup die Ubergangsmairiz (3) erfiillen, damit das System e}, ¢, . . ., em
eine Basis des Vektorraumes L 1st?

Die Antwort glbt der

Satz. Not und hinreichend dafiir, daf das System ei, ez, . . ., em eine
Basis des Raumes L bildet, ist, dap die U bergungamatnz (3) quadratisch ist und
die aus thr gebildete Deter te nicht ver

Beweis. Da.s System e, ez, . . . , ém kann sicher nur dann eine Basis des
Raumes L bilden, wenn die Anzahl der Vektoren dieses Systems gleich n ist
(alle Basen des Raumes L besitzen ja dieselbe Anzahl von Elementen). Um
zu zeigen, daB die Determinante der Matrix (3) nicht verschwindet, wenn
m=mn ist und das System ej, e3, . . ., en eine Basis bildet, benutzen wir Uber-
legungen aus den §§ 2 bis 4.
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Dazu setzen wir fiir beliebige Vektoren fy, fs, . . . , Fn des Raumes L

n=ez1+eexe1+ -+ a1,
fo=e1212 + €2 Z22 + ++ - + €aZn2,

................................. @
Fa=e1%1n+ €2 %2n -t "+ €nTan
und
T11 T12... T1n
Zoy Xog... Tan
F(tpeop = | 720 ®
Zny Tnz Zan

Hierdurch ist im Raume L eine Funktion von n Vektoren erklirt, die sicher
nicht identisch verschwindet, da definitionsgemaB F (e, . . . , ex) = 1 ist. Setzt
man andererseits 1 = e1, . . . , }a = €n, 50 erhilt man als Wert der Funktion F
gerade die uns interessierende Determinante der Matrix (3). SchlieBlich er-
wihnen wir, da88 die Funktion F die Eigenschaften A und B aus der Deﬁm-
tion der Determinante besitzt, die wir in § 2 angegeben haben. Insb

gelten also fiir sie die Folgerungen aus diesen Elgenschaften, die wir in § 3
gezogen haben, wie z. B. die Regeln der Klammerrechnung und die Eigen-
schaft, daB die Funktion das Vorzeichen éndert, wenn man zwei Argumente
vertauscht. Bildet nun das System ej, ..., e, eine Basis des Raumes L, so
kann man auf Grund dieser Eigenschaften den Wert der Funktion auch fol-
gendermaBen berechnen. Man stellt zunichst die Vektoren ry,..., 1. als
Linearkombinationen der Vektoren e, ..., ¢, dar:

fi=-ei i1t et 251+ + ea zh1,
Fe=-eiZig+ €2 Zp2 4+ - 4 en Zn2,

(8)
Fa=e1Zin+ e Z2n+ -+ enTna.

Setzt man dies in F(y,, . . ., ¥») ein und wendet man hierauf die genannten Um-
formungen an, so erhilt man entsprechend wie am Ende von §4

ziy Zz ... i

Ty Xps ... X3 ,
Flrta,otm=| 0 722 R (e e, €0 M
Thy Tng ... Tan

Hieraus ergibt sich jetzt aber unmittelbar das von uns behauptete Ergebnis:
Wiirde der Wert F (ef , . . . , es) verschwinden, so ergiibe sich auf Grund von (7),
daB F(r,, ..., rs) fiir beliebige Vektoren p,, ..., fa» verschwindet, was der
Definition der Funktion F widerspricht. Die im obigen Satz a.ngegebenen
Bedingungen sind also notwendig dafiir, daB das System ej,..., e; eine
Basis des Raumes L bildet.
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Wir setzen nun umgekehrt voraus, daf} diese Bedingungen erfiillt sind, da8
also die Anzahl der Vektoren e; gleich # ist und die Determinante der Uber-
gangsmatrix nicht verschwindet. Offenbar wiirden die Vektoren ei,..., ey
nur dann keine Basis bilden, wenn einer dieser Vektoren eine Linear-
kombination der iibrigen wiire, also etwa

i=2
In diesem Falle erhielten wir jedoch
n
Fleh by, )=F (3 kit chyoo, €)= ShF(h 6., 60)=0

im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Damit ist der behauptete Satz
vollstéindig bewiesen.

Auch die zweite der obigen Fra.gen 1a8¢ sich leicht beantworten. Dazu mdge
der Vektor y in bezug auf die Basis ef, .. . ) ¢y, die Koordinaten 21, z3, . . ., Zn
besitzen, also r=e; ]+ esxp+ -+ e 2y sein. Setzt man hier die Aus-
driicke (2) fiir die Vektoren der neuen Basis in bezug auf die alte Basis ein,
8o erhilt man

F=(e1011+- -+ ealnr) 2+ + (Q201a+t -+ +€nCan) 20
=er(en121 + 1922+ Feah) -t en(Car @i+ -+ Canh) .

Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung (1), in der der Vektor r
durch die Basisvektoren e, ..., e, ausgedriickt ist, und beachtet man, daB
die Koordinaten eines Vektors (in bezug auf eine gegebene Basis) eindeuti
bestimmt sind, so erhilt man das Gleichungssystem

-3

2y=c1121+C1222 ++ -+ C1nn,

Ty =Co1%1 +Co2 22+ -+ Cann,

(8)
Zn=Cp12] +Ca2 s+ -+ Cann,

in dem die ,,alten’ Koordinaten z,, . . ., 2, des Vektors r durch die ,,neuen*
Koordinaten i, . . ., z, von r ausgedriickt werden.
Das System (8) kann man bei gegebenen ,,alten Koordinaten z,, ..., Zs

als ein System von 7 linearen Gleichungen in den » Unbekannten zj, . ..,z
ansehen. Die Determinante dieses Systems ist die Determinante der Ubergangs-
matrix (3) und daher von Null verschieden, so dal das System (8) (auf Grund
des in Kapitel I bewiesenen Hauptsatzes iiber lineare Gleichungssysteme)
genau eine Losung besitzt. Man kann also aus den Koordinaten eines Vekiors
beziiglich einer gegebenen Basis die Koordinaten dieses Vektors beziglich mier
anderen Basis unmittelbar berechnen, sofern die Ubergangsmatriz von der einen
Basis zur anderen Basis bekannt ist.
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§ 14. Der Rang eines beliebigen Systems von Vektoren

Auf Grund der im vorangehenden Paragraphen gewonnenen Resultate
kann man fiir jedes (endliche) System von Vektoren, dessen Anzahl gleich
der Dimension des betrachteten Raumes ist, unmittelbar entscheiden, ob sein
Rang gleich dieser Dimension ist (man braucht ja nur die Determinante der
Uber trix zu berechnen — Anm. d. wiss. Red.). Dieses Ergebnis laBt
sich nun leicht zu einem Verfahren fir die Bestimmung des Ranges
eines beliebigen (endlichen) Systems von Vektoren ausbauen. Dazu verwenden
wir einen einfachen Satz, der sich unmittelbar aus dem friither bewiesenen Aus-
tauschsatz ergibt.

Satz. Es sei ¢y, ..., e, eine beliebige Basis des Raumes L der Dimension n
und ei,,..,en ein belichiges linear bhingiges System von Vektoren dieses
Raumes. Dann kann man das System ei, . . ., en durch Hinzunahme geeigneter

Vektoren der Basis ey, . .., e, zu einer Basis von L vervollstindigen.

Beweis. Da die Vektoren ¢y, . . ., ¢, eine Basis von L bilden, lassen sich die
Vektoren ef, . . ., en aus ihnen linear kombinieren. Nun sind voraussetzungs-
gemiB die Vektoren ej, ..., ¢m linear unabhiingig; also kann man auf Grund
des Austauschsatzes einen Teil der Basisvektoren ey, . ..,e, (falls n=m ist,
sogar alle Basisvektoren) so durch die Vektoren e, ..., e, ersetzen, daBl das
entstehende System von Vektoren der urspriinglichen Basis dquivalent ist,
d. h. jeder Vektor des Raumes L als Linearkombination von Vektoren des so
erhaltenen Systems dargestellt werden kann. Daraus folgt aber unmittelbar,
daf dieses System linear unabhingig ist, da man anderenfalls unter Bei-
behaltung der Aquivalenz zur Basis ey, . .., e, wenigstens einen Vektor aus
di System fortl konnte, im Widerspruch dazu, daB man nicht alle
Vektoren eines Raumes der Dimension » als Linearkombination von weniger
als n festen Vektoren ausdriicken kann. Das erhaltene System bildet also eine
Basis des Raumes L. Die geschilderte Konstruktion kann aber offenbar
auch so aufgefaBt werden, daB man das System ei, ..., en durch passende
Vektoren der Basis ey, . .., ¢, erginzt.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB die Voraussetzung der linearen Unab-
hingigkeit des Systems e, ..., e nicht entbehrt werden kann, da man ein
linear abhiingiges System von Vektoren sicher nicht zu einer Basis ergiinzen
kann: Jede Teilmenge einer Basis, wie iiberhaupt jedes linear unabhiingigen
Systems ist linear unabhingig.

Den soeben bewiesenen Satz wollen wir jetzt auf das System

el =erc11 oo+ encpr,
ez =e1ci2 -+ 4 enCa2
) o (m<n) o)

em=e1Cim+ "+ CuCum

anwenden. Die Ubergangsmatrix von der Basis e;,...,e, zum System
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ef,..., em ist in diesem Fall
€11 G2 ... C1m
o @
Cnl Cn2 .-« Cam
Wenn wir jetzt zu dem Vektorensystem e, . . . , ew noch n — m Vektoren der
Basis ¢, .. ., e, hinzufiigen, so gewinnen wir eine Ubergangsmatrix, die man

dadurch aus der Matrix (2) enthilt, daB man ihr noch n — m Spalten hinzu-
fiigt, in denen bis auf genau eine Eins nur Nullen stehen (denn jeder Basis-
vektor e; besitzt die Basisdarstellung e;=e¢;- 0+ ---+ e;-14---+ e,-0).
Dabei ist noch hervorzuheben, daB die Einsen der hinzugenommenen Spalten
in verschiedenen Zeilen der erweiterten Matrix stehen.

Auf Grund der im vorangehenden Paragraphen erhaltenen Resultate bilden
nun die Vektoren des in angegebener Weise erweiterten Systems e, ..., en
dann und nur dann eine Basis des Raumes L, wenn die Determinante der er-
weiterten Ubergangsmatrix von Null verschieden ist.

Fassen wir nun den Aufbau dieser erweiterten Ubergangsmatrix niher ins
Auge, so stellen wir fest, daB man ihre Determinante unmittelbar nach der
letzten Spalte entwickeln kann (da in dieser letzten Spalte nur genau eine
Eins und sonst Nullen stehen) und daB man dies solange fortfiihren kann, bis
man auf die letzte Spalte der urspriinglichen Matrix (2) stoBt. Als Endergebnis
erhalten wir: Die uns interessierende Determinante ist bis auf das Vorzeichen
gleich der Determinante der Matrix, die man aus der Matrix (2) dadurch er-
hiilt, daB man in ihr die Spalten streicht, in denen in den zugefiigten Spalten die
Zghl Eins auftritt. Daraus ergibt sich aber sofort der folgende

Satz. Die Vektoren (1) sind dann und nur dann linear unabhingig, wenn man
aus der Matriz (2) gewisse n — m Zeilen so streichen kann, daf die Determinante
der verbleibenden gquadratischen Matriz von Null verschieden ist.

Beweis. Wenn die Moglichkeit besteht, aus der Matrix (2) in angegebener
Weise n — m Zeilen zu streichen, so erhilt man, indem man zu den Vektoren
¢, ..., en diejenigen Vektoren e; der urspriinglichen Basis hinzunimmt, deren
Index gleich der Nummer einer der gestrichenen Zeilen ist, ein System von
Vektoren mit einer Ubergangsmatrix, deren Determinante von Null ver-
schieden ist. Dieses System bildet dann auf Grund des Satzes aus dem voran-
gehenden Paragraphen eine Basis des Raumes, so daf speziell das System
el, ..., en linear unabhingig ist.

Erhilt man umgekehrt, wie man auch in der Matrix (2) n — m Zeilen
streicht, stets nur quadratische Matrizen mit verschwindender Determinante,
80 erhéilt man, wie man auch zu dem System ej, ..., ¢ Vektoren der Basis
e1, ..., e, hinzufiigt, stets Systeme, die keine Basis bilden. Das ist aber nur
dann moglich, wenn die Vektoren ¢j, . . ., em linear abhéngig sind.

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, den Rang eines beliebigen (endlichen)
Systems ei, . . ., ep, zu bestimmen. Das diesbeziigliche Resultat wird sich un-



§ 14. Der Rang eines beliebigen Systems von Vektoren 57

e oTh h

aus dem Vi den ergeben. Jedoch empfiehlt es sich, zu seiner
einfacheren Formulierung noch einen neuen Begriff einzufiihren.
Vorgegeben sei eine beliebige Matrix

€1 C12 ... Cim
Co1 C22 ... C2m 3)

die keineswegs quadratisch zu sein braucht, deren Spaltenanzahl also durchaus
groBer oder auch kleiner als ihre Zeilenanzahl sein kann. Indem man in der
Matrix (3) gewisse Spalten und Zeilen streicht, kann man auf die verschieden-
sten Arten quadratische Matrizen bilden. Die Determinanten der so ge-
wonnenen Matrizen mogen Unterdeterminanten der Matriz (3) genannt werden.
Einige dieser Unterdeterminanten kénnen von Null verschieden sein, andere
dagegen konnen verschwinden. Unter dem Rang der Matriz (3) werde die maxi-
male Ordnung verstanden, zu der es wenigstens noch eine nicht-verschwin-
dende Unterdeterminante von (3) gibt.

Zur Berechnung des Ranges einer beliebigen Matrix hat man also alle Unter-
determinanten der Matrix zu berechnen und nachzupriifen, zu welchen Ord-
nungen es von Null verschiedene Unterdeterminanten gibt. Diese Berechnung
kann vereinfacht werden, wenn man beachtet, daB das Verschwinden
aller Unterdeterminanten einer gegebenen Ordnung das Verschwinden aller
Unterdeterminanten hoherer Ordnung nach sich zieht (denn diese Unter-
determinanten lassen sich ja linear durch ihre Unterdeterminanten niederer
Ordnung ausdriicken). Es ist daher unter Umstinden nicht erforderlich, alle
Unterdeterminanten einer Matrix zu berechnen. Es geniigt festzustellen, da
alle Unterdeterminanten einer gewissen Ordnung simtlich verschwinden,
withrend es mindestens eine Unterdeterminante der um Eins kleineren Ord-
nung gibt, die nicht gleich Null ist. Auf weitere Vereinfachungen der Be-
stimmung des Ranges einer Matrix kommen wir spiter zu sprechen.

Beziiglich des Ranges eines beliebigen (endlichen) Systems von Vektoren
gilt nun der folgende

Satz. Der Rang eines belichigen Systems von Vektoren ei,...,en eines
Vektorraumes L der Dimension n ist gleich dem Rang der Ubergangsmatriz von
einer Basis des Raumes L zu dem betrachteten Vektorensystem.

Beweis. Es sei r der Rang der genannten Ubergangsmatrix. Dann ist eine
ihrer Unterdeterminanten der Ordnung r verschieden von Null. Wir betrachten
nun diejenigen Spalten der Ubergangsmatrix, die zur Bildung dieser Unter-
determinante herangezogen werden. Die aus ihnen gebildete Matrix kénnen
wir als Ubergangsmatrix von der Basis ¢y, .. ., e, zum System der Vektoren
e, - - - » ¢, auffassen, wobei die Indizes i, . . ., jr den Nummern der betrach-
teten Spalten entsprechen. Da man nun in der zuletzt betrachteten Uber-
gangsmatrix n — r Zeilen so streichen kann, daB die Determinante der ver-
bleibenden quadratischen Matrix nicht verschwindet, sind die Vektoren
€jy5 -« - » ¢, auf Grund des oben bewiesenen Kriteriums linear unabhéngig.
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Betrachten wir andererseits einen beliebigen Teil des Systems ej, ..., en,
der mehr als 7 Vektoren enthalt, so finden wir — gleichfalls auf Grund des oben
bewiesenen Kriteriums —, da8l dieses Teilsystem linear abhingig ist.

Damit ist gezeigt, daB8 die maximale Anzahl von linear unabhingigen Vek-
toren, die man aus dem System ei, ..., en auswihlen kann, genau gleich
dem Rang 7 der Ubergangsmatrix ist.

Aus diesem Satz koénnen wir eine interessante Folgerung ziehen. Wihrend
wir bisher unter n-dimensionalen Vektoren iiber einen Zahlkérper K aus-
schlieBlich Spalten aus n Zahlen dieses Kérpers verstanden, kann man — wie
man leicht einsieht — auch fiir die Zeilen aus m Zahlen eines Kérpers K ent-
sprechend wie fiir die Spalten eine Addition und eine Multiplikation mit
einer Zahl einfithren und zeigen, daB die Menge dieser Zeilen beziiglich dieser
Operationen einen Vektorraum der Dimension m iiber dem Kérper K bildet.
Somit kénnen wir auch von der linearen Unabhiingigkeit von Zeilen, also ins-
besondere der Zeilen einer Matrix sprechen. Da sich nun der Wert einer Deter-
minante beliebiger Ordnung nicht éndert, wenn man ihre Zeilen und Spalten
vertauscht, ergibt sich auf Grund des zuletzt bewiesenen Satzes unmittelbar:

Die maximale Anzahl linear unabhingiger Spalten, die man aus einer vor-
gelegten Matriz auswdihlen kann, ist gleich der maximalen Anzahl linear unab-
hingiger Zeilen.

§ 15. Die Auflésung von beliebigen linearen Gleichungssystemen

Mittels der Sitze aus den vorangehenden beiden Paragraphen kann man
nicht nur den Ergebnissen aus § 12 eine endgiiltige Form geben, sondern auch
ein Verfahren zur Bestimmung aller Losungen eines beliebigen linearen Glei-

hungssystems entwickeln

Vorgegeben sei ein System von n Gleichungen in m Unbekannten

@121+ + GmTm= b1,

31 %1+ oo GemTm = by, o

1aZ1t e T GamTm = ba.

Die Spalten der Koeffizienten der einzelnen Unbekannten und die Spalte
der absoluten Glieder mogen entsprechend wie in § 12 mit a;, ..., am und b
bezeichnet werden (die Koordinaten beziehen sich dabei auf die Basis aus den
,,Einheitsvektoren® ey, . . . , e, des Raumes der n-dimensionalen Vektoren iiber
dem Grundkérper K, dem die Koeffizienten und die absoluten Glieder ent-
stammen). Als eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
(wenigstens) einer Losung des Systems (1) haben wir in § 12 die Gleichheit der
Riinge der Vektorensysteme a1, 2, . . ., Gm und @y, . . ., Gm, b erkannt. Diesem
Resultat konnen wir unter Benutzung des im vorangehenden Paragraphen
festgestellten Zusammenhanges zwischen dem Rang eines Vektorensystems
und einer Matrix eine etwas andere Form geben. Dabei wollen wir die Matrix
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aus den Koeffizienten der Unbekannten des Gleichungssystems die System-
matriz des Gleichungssystems nennen, wihrend die Matrix, die aus der Sy-
stemmatrix durch Hinzufiigen der Spalte der absoluten Glieder entsteht, die
erweiterte Systemmatriz des Gleichungssystems heilen soll. Dann nimmt das
Kriterium fiir die Existenz einer Lésung des Systems (1) die folgende Form an:

Satz?!). Das System (1) besitzt dann und nur dann wenigstens eine Lisung,
wenn der Rang seiner Systemmatrizx gleich dem Rang seiner erweiterten System-
matriz ist.

‘Wenn nun diese Losbarkeitsbedingung erfiillt ist, so kann man auf folgende
Weise alle Losungen des Systems (1) bestimmen : Es sei r der Rang der System-
matrix und damit auch der erweiterten Systemmatrix. Da auf Grund der Be-
merkung am Ende des vorangehenden Paragraphen die maximale Anzahl von
linear unabhéingigen Zeilen der erweiterten Systemmatrix ebenfalls gleich r ist,
lassen sich alle ihre Zeilen als Linearkombination von gewissen r Zeilen dar-
stellen. Das besagt aber nichts anderes, als daB sich alle Gleichungen des
Systems (1) aus gewissen r Gleichungen des Systems ergeben (man erhilt alle
Gleichungen des Systems (1) aus den Gleichungen, die den linear unabhéingigen
Zeilen entsprechen, wenn man diese mit geeigneten Zahlen multipliziert und
die so erhaltenen Gleichungen passend addiert).

Es geniigt also jedenfalls, eine Losung dieser » Gleichungen zu bestimmen,
da jede Losung der r Gleichungen auch eine Losung der iibrigen Gleichungen
ist (wihrend natiirlich umgekehrt jede Lisung des ganzen Systems (1) trivialer-
weise eine Losung der ausgewiihlten » Gleichungen sein muB — Anm. d.
wissenschaftl. Red.). Da die Reihenfolge der Gleichungen willkiirlich ist, kénnen
wir annehmen, da8 die ersten r Gleichungen

A+ anza=b,
2121+ + 2 T =bo,

@

121+ armTn=b,

linear unabhingig sind. Da aus der Existenz einer Losung des ganzen Sy-
stems (1) speziell die Existenz einer Losung des Systems (2) folgt, mufl der
Rang der Systemmatrix von (2) ebenfalls gleich r sein. Man kann also aus dieser
Systemmatrix r Spalten so auswiihlen, da8 die aus ihnen gebildete Determi-
nante von Null verschieden ist, wobei die Spalten eindeutig durch die Unbe-
kannten bestimmt sind, zu denen sie gehéren. Da aber die Indizierung der
Unbekannten ganz in unserem Ermessen liegt, konnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, daB es sich um die ersten r Spalten handelt.
Wenn die Anzahl der Unbekannten gleich r ist, so erschépfen die ausge-
withlten Spalten die ganze Systemmatrix von (2), so daB also (2) ein System
von r Gleichungen in # Unbekannten mit nicht-verschwindender System-
determinante ist. Dann besitzt das System (2) genau eine Losung, die auf
Grund der CRAMERschen Regel bestimmt werden kann (§ 7), und die voran-

1) Dieser Satz wird hiufig Satz von KRONECKER-CAPELLI genannt.
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gehenden Uberlegungen ergeben, daB diese Losung auch (und zwar die einzige)
Losung des Gleichungssystems (1) ist.

Wenn dagegen r kleiner als die Anzahl der Unbekannten ist, so bringen wir
die Glieder mit den Unbekannten z,41,. .., 2= auf die rechte Seite von (2),
betrachten also das System

G T+t At =b1— 01,11 T 1 — = A Tm,s
a1y 02,2 =by—Gar i1 Trp1—

@)

Die in diesem System auf der rechten Seite stehenden Unbekannten heiBen
freie Unbekannte oder Parameter. Wenn wir nun in (3) fiir jede freie Unbe-
kannte einen beliebigen Wert einsetzen, so erhalten wir offenbar jeweils
ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten 2, . . ., z,, das wir eindeutig nach
diesen Unbekannten auflésen kénnen (da die zugehérige Systemdeterminante
von Null verschieden ist). Wir gelangen auf diese Weise zu einer unendlichen
Schar von Lﬁsungan des Systems (1), deren jede man bei einer festen Wahl
der Parameter in angegebener Weise bestimmen kann.

Man sieht nun leicht ein, da8 man auf diese Weise alle Lommgen des Systems(3)
und damit auch des Systems (1) erhilt. Wenn niamlich zl, e Ty gLy ey Tm
eine bliebige Losung des Systems (3) ist, so setzen wir in (3)

Tp 1 =Tr41, e s Tn =T
Dann sind durch (3) eindeutig die Werte fiir die Unbekannten z,, ..., z,
bestimmt, die in Verbindung mit 7., , ..., z;» das Gleichungssystem (2) er-
fiillen. Es sollten aber die Werte zi, . . ., 2 diese Eigenschaft haben, so da8
sie sich (wegen der Eindeutigkeit!) nach dem oben angegebenen Verfahren aus
dem Gleichungssystem (3) ergeben miissen.

Indem wir die vorangehenden Uberlegungen zusammenfassen, gelangen wir
zu dem folgenden

Satz. Wenn der Rang der Systemmatriz von (1) und der ihm gleiche Rang
der erweiterten Systemmatriz kleiner ist als die Anzahl der Unbekannten, so be-
sitzt das System (1) eine unendliche Schar von Lisungen. Sind dagegen die Réinge
der genannien Matrizen gleich der Anzahl der Unbekannten, so besitzt das Sy-
stem (1) genau eine Losung.

‘Wir wollen noch einen wesentlichen Spezmlfall des bisherigen Ergebnisses
beha,nde]n, némlich den Fall des homog Darunter soll
ein Gleichungssystem (1) verstanden werden, dessen simtliche absoluten Glieder
verschwinden. Bei einem homogenen Gleichungssystem kann der Rang der
Systemmatrix niemals vom Rang der erweiterten Systemmatrix verschieden
sein, da die Hinzunahme des Nullvektors zu einem System von Vektoren den
Rang des Systems ungeiindert liBit. Daher muB ein homogenes Gleichungs-
system stets (mindestens) eine Losung besitzen. Dies leuchtet auch unmittel-
bar ein: Ein homogenes Gleichungssystem wird trivial befriedigt, wenn man
alle Unbekannten gleich Null setzt. Diese , Nullosung* ist freilich gewshnlich
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uninteressant (schon deshalb, weil sie in keinem Zusammenhang mit den
Koeffizienten der Gleichung steht, also kaum eine Verbindung zu einer Auf-
gabestellung besitzen kann, die auf ein homogenes Gleichungssystem fiihrt);
eine Rolle spielen nur diejenigen Losungen, die von der Nullésung verschieden
sind. Auf Grund des vorangehenden Satzes erhalten wir sofort das folgende
Kriterium iiber die Existenz solcher ,,nicht-trivialen‘ Lﬁsungen':

Satz. Ein homogenes Qleichungssystem besitzt dann und nur dann eine Losung,
die von der Nullosung verschieden ist, wenn der Rang der Systemmatriz kleiner
18t als die Anzahl der Unbekannten.

Ist niamlich diese Bedingung erfiillt, so besitzt das vorgelegte homogene
Gleichungssystem eine unendliche Schar von Losungen, es mul also Losungen
geben, die von der Nullosung verschieden sind.

Dieser Satz nimmt eine besonders einfache Form an, wenn es sich um ein
homogenes System von n Gleichungen in n Unbekannten handelt:

Satz. Ein homogenes Gleichungssystem von n Gleichungen in n Unbek
besitzt dann und nur dann eine Lisung, die von der Nullisung verschieden ist,
wenn die Systemdeterminante dieses Systems gleich Null ist.

In diesem Fall kann man némlich aus der Koeffizientenmatrix nur genau
eine Unterdeterminante der Ordnung n bilden, und zwar die Systemdeter-
minante selbst. Daher ist das Verschwinden der einzigen Unterdeterminante
der Ordnung n notwendig und hinreichend dafiir, daB der Rang der System-
matrix kleiner als # ist.

§ 16. Geometrische Interpretation. Gleichungssysteme
in drei Unbekannten

Wir wollen jetzt unsere geometrischen Redeweisen benutzen, um uns die
Losungsmannigfaltigkeit eines gegebenen linearen Gleichungssystems zu
,»veranschaulichen. Dazu fassen wir eine Zusammenstellung von beliebigen
Werten fiir die Unbekannten z;, 22, . . ., Z) als Vektor des m-dimensionalen
Raumes auf. Falls eine solche Zusammenstellung von Werten eine Losung des
gegebenen Gleichungssystems bildet, wollen wir sagen, daB dieser Vektor
eine Losung des betrachteten Systems ist.

Da im allgemeinen nicht jeder m-dimensionale Vektor eine Losung des
uns interessierenden Gleichungssystems ist, werden die ,,Lésungsvektoren‘
nur einen gewissen Teil des m-dimensionalen Raumes ausschopfen, und unsere

_Aufgabe soll gerade darin bestehen, diesen Teil zu charakterisieren.

Wir betrachten zundchst das homogene Gleichungssystem

a2y a2 ® -+ AmZn=0,

Gu1 T+ G2 B2+ A Zm=0.
Man tiberzeugt sich unmittelbar davon, daB mit den Vektoren

¥=(zi,28,...,%m) und "=(af,2%,...,%n)
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(wir schreiben sie einfachheitshalber als Zeilen) auch die Vektoren
Y4 =(d+a, ..., et 2n) und ky'=(kai, k2,..., kan)

(fiir jeden Zahlenfaktor k) Losungen des homogenen Gleichungssystems sind.
Die Losungsmannigfaltigkeit enthilt also mit einem Vektor auch alle seine
Vielfachen und mit zwei Vektoren auch deren Summe Daraus folgt (vgl. §11):

Die Lg igfaltigkeit eines h 0g Gl 7 n m Un-
bekannten bildet einen Unterraum des m-di ianalen Vektorr

Auch die Dimension dieses Unterraumes 1a8t sich leicht bestimmen. Dies-
beziiglich gilt der

S&tz Die Di ion der Losung igfaltigkest eines h Glei-

in m Unbekannten ist gleich m— r, wobei r der Rang der System-

matriz ist.

Beweis. Zunichst wihlen wir — so wie im vorangehenden Paragra-
phen — unter den Gleichungen des gegebenen homogenen Systems r linear
unabhiingige Gleichungen (es mégen die ersten r Gleichungen sein) und unter
den Unbekannten m — r ,freie Unbekannte (es mogen die Unbekannten
%41, ..., %m sein) aus. Dann erhalten wir alle Losungen des gegebenen Glei-
chungssystems, wenn wir den freien Unbekannten beliebige Werte beilegen
und anschlieBend die Werte der iibrigen Unbekannten aus dem Gleichungs-
system

e+ a1y B =—0Lr11 %41 — — Ol %,

@1 @1+ Qoo A Gy T =G4 1 Tp g1 — " Crm T

bestimmen. Dabei entspricht jeder Wertekombination fiir die freien Unbekannten
genau eine Wertekombination fir die ibrigen Unbekannten und damit eine ein-
deutig bestimmte Losung des gegebenen homogenen Systems.
Wir geben nun den freien Unbekannten der Reihe nach jeweils die Werte
2==1,0,...,0,
Zry2=0,1,...,0,

Zn =0,0,...,1

(betrachten also insgesamt m — r Kombinationen), denen die Ldsungs-
vektoren

1z % x(lm—f)
a,"; z','.' xg;-—r)

¥={1f, =0}, ..., =] 0 (1)
0 1 0

(=3
O e
—



§16. G ische Interpretation. Gleichungssysteme in drei Unbekannten 63

entsprechen mogen. Wir werden zeigen, daB diese Vektoren eine Basis der
Losungsmannigfaltigkeit bilden. Damit ist dann bewiesen, da8 die Lésungs-
mannigfaltigkeit ein Unterraum der Dimension m — r des m-dimensionalen
Vektorraumes ist.

Dazu geniigt es zu zeigen, dafl die Vektoren (1) linear unabhingig sind und
daB sich jeder Losungsvektor des gegebenen Gleichungssystems als Linear-
kombination dieser Vektoren darstellen liBt.

Das erste ist unmittelbar klar: Jede Linearkombination der Vektoren (1)
hat die Form

Byt kar 4t ks gm0 = Ry |, @)
ky
km—,
wobei die ersten 7 Koordinaten durch Punkte angedeutet sind. Eine solche
Linearkombination kann aber nur dann gleich dem Nullvektor sein, wenn alle
Koeffizienten k;,ks,. .., kn_, verschwinden.
Zum Beweis der zweiten Behauptung sei

z

r=| =z (3)

ein beliebiger Losungsvektor des gegebenen homogenen Gleichungssystems.
Unter Benutzung von (2) stellt man unmittelbar fest, daBl sich eine Linear-
kombination der Losungen (1) bilden lift, in welcher die letzten m — r Ko-
ordinaten mit den letzten m — r Koordinaten der Losung (3) iibereinstimmen;
man braucht ja lediglich & = 2,.1, ko= Z;42, . .., km—p= Zm zu setzen. Die
80 gewonnene Linearkombination der Losungen (1) ist dann sicher eine Losung
des gegebenen Gleichungssystems (weil die Losungsmannigfaltigkeit einen
Unterraum bildet). Wenn wir aber beachten, daB es bei vorgegebenen
Werten fiir die freien Unbekannten nur einen Losungsvektor gibt, dessen
letzte m — r Koordinaten gleich diesen Werten sind, so erhalten wir, daB die

te Linearkombination gleich dem Losungsvektor (3) ist, was zu be-
weisen war.

Im angegebenen Ergebnis ist auch der Fall r=m enthalten. In diesem
Fall treten keine freien Unbekannten auf, es gibt nur die Nullésung, die fiir
sich allein einen Unterraum bildet. Da dieser Unterraum keine linear unab-
hiingigen Vektoren enthiilt, kommt ihm sinngemiB die Dimension Null zu.
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Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die Losungsmannigfaltig-
keit des allgemeinen linearen Gleichungssystems von n Gleichungen in m
Unbekannten (des Systems (1) aus dem vorangehenden Paragraphen) zu be-
stimmen. Dazu wollen wir dasjenige homogene Gleichungssystem, das man aus
dem System (1) des § 15 erhiilt, indem man die absoluten Glieder b,,b,,..., b,
simtlich gleich Null wihlt, das zu diesem System gehorige homogene Glei-
chungssystem nennen. Die Losungsmannigfaltigkeit dieses homogenen Glei-
chungssystems bildet nach dem Vorangehenden einen gewissen Unterraum
des m-dimensionalen Vektorraumes.

Wenn nun ein lineares Gleichungssystem iiberhaupt eine Losung besitzt,
so erhiilt man, ausgehend von einer beliebigen Losung 210, 20,...,%mo
dieses Gleichungssystems, auf folgende Weise alle Losungen:

Satz. Die Losungsmannigfaltigkeit eines linearen Qleichungssystems besteht
aus der Qesamtheit der Vektoren, die man erhilt, wenn man zu sémtlichen Losungs-
vektorm des zuqehongen homogenen Gleichungssystems eine gegebene Losung des
betrachtet Y addiert.

Zum Beweis sei

, /
=21+ %10, T2 = 22+ 220, - .-, Tm = Tm + Tmo,

wobei zj, 22, . . ., m neue Unbekannte sind. Setzen wir dies in das Gleichungs-
system (1) aus § 15 ein, so erhalten wir

a2+ 1325+ o+ G mZm+ (311 %10+ 12 Z20 -+ + B1m Tmo) = by,

P e eee e (4)
An1 21+ @na 2+ -+ G Zrm+ (@1 10+ Gaz 220+ <+ + B Tmo) =ba.
Da nun 219, Z20,..., Zmo €ine Losung des gegeb Gleich it sein

sollte, ist die in ]eder der Gleichungen von (4) links auftretende Klammer gleich
dem absoluten Glied auf der rechten Seite der entsprechenden Gleichung und
mithin das Gleichungssystem (4) dem Gleichungssystem

anzi+ a2+ +aimrn=0,

AT+ Tt t Cam =0

gleichwertig, d. h., die neuen Unbekannten zi,23,. o a:,,. genuge'n dem zum
urspriinglichen Glewhungssyatem gehirigen h 1 Dies
besagt aber nichts anderes, als daB der Vektor (zl, x3, .. - Zm) da.nn und nur
dann ein I.osungsvekbor des urspriinglich gssystems ist, wenn der
Vektor (2}, %3, ..., Znm) der Losungsmanmgfa.lﬂgkext des zugehorigen homo-
genen Glelchungssystems angehort, was zu beweisen war.

Die vorang Uberl gewinnen anschaulichen Inhalt, wenn

wir uns auf Gleichungssysteme in drei Unbekannten beschriinken, da wir uns
in diesem Falle alle auftretenden Vektoren in iiblicher Weise als ,,geometrische‘
Vektoren vorstellen koénnen, und zwar mit den Zahlen als Koordinaten (in
bezug auf ein beliebiges Koordinatensystem), aus denen die auftretenden drei-
dimensionalen Vektoren gebildet sind. Dabei kénnen wir uns offenbar
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auf die linear unabhiingigen Gleichungen des Systems beschrinken. Ihre An-
zahl ist — wie wir wissen — gleich dem Rang der Systemmatrix des gegebenen
Gleichungssystems. Da der Rang der Systemmatrix nicht gréBer sein kann als
die Anzahl der Unbekannten, kénnen nur die folgenden vier Félle eintreten:

A. Der Rang der Systemmatrix ist gleich Null. In diesem Fall gibt es im
betrachteten Gleichungssystem keine linear unabhéngigen Gleichungen, d. h.,
alle Gleichungen sind Identititen, simtliche Koeffizienten und alle absoluten
Glieder sind gleich Null. Hier schopfen offenbar die Losungen den ganzen
Raum aus. Der Zusammenhang zwischen dem betrachteten Gleichungssystem
und dem zugehérigen homogenen Gleichungssystem ist insofern bedeutungs-
los, als es zu der untersuchten Rangbedingung nur homogene Gleichungs-
systeme gibt.

B. Der Rang der Systemmatrix ist gleich Eins. In diesem Fall liBt sich das
Gleichungssystem auf eine einzige Gleichung

4112+ 815 T+ ay 373 =5, (5)
reduzieren, deren zugehoriges homogenes Gleichungssystem aus der einen
Gleichung
4112 402 +a,373=0 ©)

besteht. Hier konnen zwei Unbekannte als Parameter genommen werden,
wobei lediglich zu beachten ist, daB der Koeffizient der dritten Unbekannten
von Null verschieden sein mufl. Wenn wir ohne Beschrankung der Allgemein-
heit annehmen, daB a,, nicht verschwindet, so erhalten wir auf Grund von (6)
fiir 2, die Bestimmungsgleichung

Die Lésungsmannigfaltigkeit der homogenen Gleichung (6) bildet im betrach-
teten Fall einen zweidimensionalen Vektorraum, und man erhilt eine Basis
dieses Raumes, wenn man den freien Unbekannten z,, z3 die Werte 1, 0 bzw. 0, 1
zulegt und die zugehérigen Losungsvektoren der homogenen Gleichung be-
stimmt:
(—2.1,0) und (—22,0,1).
an @1y

Deutet man die Losungsvektoren der homogenen Gleichung als Vektoren des
iiblichen dreidimensionalen Raumes, so erhilt man als Losungsmannigfaltig-
keit der homogenen Gleichung die Vektoren der Ebene L,, die von den ange-
gebenen Basisvektoren ,,aufgespannt‘‘ wird.

Zur Bestimmung der Losungsmannigfaltigkeit der Gleichung (5) geniigt es,
einenihrer Lésungsvektoren r,zu kennen. Auf Grund des oben bewiesenen
Satzes erhilt man dann alle Losungsvektoren, wenn man zu r, die Vektoren
der Ebene L, addiert. Man erkennt unmittelbar, daB die Endpunkte aller
dieser Vektoren (wenn man annimmt, da8 ihre Anfangspunkte im Koordinaten-
ursprung liegen) auf der Ebene liegen, die durch den Endpunkt des Vektors x,
geht und parallel zur Ebene L, ist.
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C. Der Ra.ng der Systemmat,nx ist gleich Zwei. In diesem Fall reduziert sich
das g gssystem auf zwei linear unabhingige Gleichungen. Die
Losungsmanmgfa.lhgkelt des zugehorigen homogenen Gleichungssystems bildet
hier einen Vektorraum der Dimension Eins, d. h., sie besteht aus allen Vektoren,
die auf einer gewissen Geraden L, liegen, die durch den Koordinatenursprung
hindurchgeht. Die Lésungsmannigfaltigkeit des urspriinglichen Gleichungs-
systems erhdlt man, indem man zu allen Vektoren der Geraden L,
einen Losungsvektor r, dieses Gleichungssystems addiert. Sie bildet also eine
Gerade, die durch den Endpunkt von r, geht und zu L, parallel ist.

D. Der Rang der Systemmatrix ist gleich Drei. In diesem Fall besitzt das
zugehérige homogene Gleichungssystem nur die Nullsung. Dann besitzt auch
das urspriingliche Gleichungssystem nur eine Lésung, so daB sich die ,,Losungs-
mannigfaltigkeit’ auf einen einzigen Vektor reduziert.

Die geometrische Bedeutung unserer Sitze wird noch klarer, wenn man an
Stelle der Vektoren die Punkte betrachtet, die die entsprechenden Koordinaten
besitzen. Hierbei wird man sinngeméifl vom geometrischen Ort der Lo-
sungen sprechen. Unsere Resultate nehmen dann die folgende Form an:

Der geometrische Ort aller Lisungen eines linearen Gleichungssystems in drei
Unbekannten ist der ganze Raum, wenn sich das Qleichungssystem auf eine (not-
wendzy homogene) Identitit reduziert. Er ist eine Ebene, wenn sick das Sy.stem
auf eine Glewhung reduzzert Er ist eme Gerade, wenn sich das System auf zwei
linear unabhd duziert. Er ist ein Punkt, wenn das vorgegebene
System drei linear umzbhangtge Gleichungen enthdlt.

Der Leser wird hierin ohne Mithe bekannte Tatsachen aus der analytischen
Geometrie wiedererkennen.

Zum SchluB sei erwiihnt, daB man alle fritheren Uberlegungen iiber Vek-
toren entsprechend fiir Punkte hitte anstellen kénnen. Dies ist aber insofern
nicht sehr zweckmiBig, als man dann fiir Punkte algebraische Operationen,
wie die Addition, zu erkliren hiitte: Die Gewshnung an Redeweisen wie ,,Addi-
tion von Punkten‘‘ wiirde dem Leser lediglich Schwierigkeiten bereiten, ohne
einen Gewinn an geometrischer Klarheit zu bringen.

§ 17. Anwendungen auf Systeme von Gleichungen hoheren Grades

Der letzte Satz aus § 15 spielt in vielen Fillen eine duBerst wichtige Rolle.
Er findet zuweilen bei Fragen Anwendung, bei denen man es kaum vermutet.
Als Beispiel wollen wir die Auflsung eines Systems von zwei Gleichungen in
zwei Unbekannten untersuchen, wobei der Grad der Gleichungen ganz beliebig
sein kann.

Vorgegeben sei also das Gleichungssystem
F(z,y)=0, }

G(z,y)=0
wobei F(z, y) und G (z, y) gegebene Polynome in den Unbekannten z und y

@1
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sind. Gefragt ist nach den Werten von x und y, die beiden Gleichungen ge-
niigen.

‘gVenn die in Frage kommenden Werte der einen Unbekannten bereits be-
kannt sind, so lauft die Auflésung des Gleichungssystems (1) auf die Losung
von Gleichungen in nur einer Unbekannten hinaus. Man braucht dazu nur die
als bekannt vorausgesetzten Werte der einen Unbekannten in beide Gleichungen
einzusetzen, die entstehenden Gleichungen in einer Unbekannten zu 16sen und
nachzusehen, welche 16senden Werte der zweiten Unbekannten beiden Gleichun-
gen geniigen. Im Fall der Gleichungssysteme in zwei Unbekannten ge-
niigt es also, die Werte einer der Unbekannten zu bestimmen, fiir die die Glei-
chungen (1) gemeinsame Nullstellen (in bezug auf die andere Unbekannte) be-
sitzen.

Dazu denken wir uns die Gleichungen (1) so aufgeschrieben, da8 in den
Polynomen links die Glieder nach fallenden Potenzen von y geordnet sind
und in den Gruppen mit gleicher Potenz von y die gemeinsame Potenz von y
ausgeklammert ist. Offenbar stehen dann in den Klaemmern Polynome in
der Unbekannten z allein, so daB das System (1) die Form

2@ Y™+ ay(#)y™ 1t am(2) =0, } @

by(@)y™ + by () y"~ 4o+ ba (2) =0
annimmt.
Ist nun %, y, eine Losung des Gleichungssystems (2), so gilt
(2 93 + 0 (%) Y5~ + -+ + am (%)) =0

bo(%)y’.; + b;(%)%‘“ + et ba (2g)=0.

und

Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit y3~',%3-%,...,30=1
bzw. mit y@~!,y52,..., 43 =1 multipliziert, erhilt man eine Reihe von
weiteren Gleichungen, nimlich

() Y7 " 0y () Ut a, (20) 95 =0,
Ag(20) Y5+ v -1 () 45 =0

@y (2g) Yo +++  + 8 () =0, 3)
bo () 45" 4 by (2 5T b, (2 YN =0,

bo(@) Yo+ -+ by (o) =0.

Die Anzahl m +n dieser Gleichungen stimmt mit der Anzahl der in ihnen
auftretenden verschiedenen Potenzen von y, iiberein, die von der nullten bis
zur (m-+-n—1)-ten reichen. Offenbar besagt das Gleichungssystem (3)
nichts anderes, als daB die genannten Potenzen von y, eine Losung des fol-
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genden linearen homogenen Gleichungssystems bilden:

o (Zg) Um +n + @) (Zg) Ym+n—1 e +am(zg)ua =0,
Ao (Zp)Umsn—1-F**+ Cm(Zg)Un-1=0,

................................................ )
bﬂ(:o) Unsn+ b 1 (Zo) Uman-1 4+ ba (Z9) Um
bo(@g)Un 41+ FbulTg)u;  =0.
Die Losung wa=1,us=%0,..., %Ums+n=yJ+"~! ist sicher von der Nullésung

verschieden, da der Wert der Unbekannten u, gleich 1 ist; mithin muB die
Systemdeterminante von (4) verschwinden, d. h., es muB

0 .. 0ay(zy)a,(x,)
bo(mg) ... ba(%)00...0 [=0 (5)

00 ... 0by(x)....bn(%)
sein.
Dies gilt unabhingig von der Wahl der Losung z,, y, des Gleichungs-
systems (1). Daher kann man alle Werte z = z,, die (zusammen mit einem
den y,) als Losungen des Systems (1) in Frage kommen, auf folgende
Weise bestimmen. Man bildet aus den Gleichungen des gegebenen Systems die
Gleichung

ay(z) ay(z)  ..... an(z) 0..0
nZeilend]-creririi .

0..0 ay(x) ay(x) ..... Am ()

bo(x) .... ba(x) 00 ... O |=0. (6)
m Zellen | "

0 0 0 b, (2) b, ()

Auf Grund des Bewiesenen ist jeder Wert z,, der zusammen mit einem pas-
senden y, als Losung von (1) auftreten kann, Wurzel von (6). Daher besteht
das ganze weitere Problem darin, alle Losungen der Gleichung (6) zu be-
stimmen, sie der Reihe nach in (1) einzusetzen und die entstehenden Glei-
chungssysteme (in der Unbekannten y) jeweils auf gemeinsame Losungen hin
2u untersuchen. Auf diese Weise reduziert sich die gestellte Aufgabe auf das
Bereohnen der Nullstellen gewisser Polynome in einer Unbekannten (auch die
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linke Seite von (6) ist ein Polynom in * — Anm. d. wissenschaftl. Red.) und
das endlich oftmalige Einsetzen verschiedener Werte fiir die Unbekannten.

Es soll noch ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daB das Bestehen der
Gleichung (6) nur eine not wendige Bedingung dafiir ist, daB der Wert z = z,
als Losung des Systems (1) in Frage kommt. Zwar kann man das homogene
Gleichungssystem (4) fiir jeden Wert von z, der der Gleichung (6) geniigt, nach
den Unbekannten %,, U, . .., Um+a suflosen, jedoch besteht keine Gewihr da-
fiir, daB sich die auftretenden Werte der Unbekannten als entsprechende Po-
tenzen ein und derselben Zahl y, darstellen lassen. Eine eingehendere Unter-
suchung erglbt allerdings, da8 nur solche Werte von z ,,unbrauchbar* sind,
die Nullstellen der Koeffizienten ay(x) und b,(x) aus (2) sind.

Die Determinante auf der linken Seite von (6) heilt die Resultante des vor-

h Neich
L) G SN
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§ 18. Ergiinzende Bemerkungen

1. Aqulvalenz von lmearen Gleichungssystemen. Man nennt
Gleich (speziell also lineare Gleichungssysteme) dgquivalent, wenn
jede Ldsung ; des einen Systems auch Losung des anderen Systems ist, und um-

ekehrt.

8 Im Falle li Gleich yst besteht eine iiberaus einfache Beziehung
zwischen den Glelchungen a,qulvalenter Gleichungssysteme : Wenn zwei lineare
Gleick lent sind, so kann man jede Qleichung jedes der beiden
Syateme dadurch aua den Glewhungen des anderen Systems erkalten, dafi man
sie mit p Zahlen multipliziert und hliefend addiert.

Ma.n sa,gt dann kurz, jede Glexchung des einen S) stems lasse sich als Linear-

tion der Gleichungen des anderen Systems darstellen.

Der Beweis hierfiir ergibt sich unmittelbar aus dem grundlegenden Satz iiber
die Losungsmannigfaltigkeit eines linearen Gleichungssystems. Sind niémlich
zwei Systeme linearer Gleichungen dquivalent, so erhilt man in dem System,
das aus den Gleichungen beider Systeme besteht, ein Gleichungssystem, das
den beiden gegebenen Systemen idquivalent ist. Dieses neue System besitzt
dieselben Losungen wie die urspriinglichen Systeme und folglich dieselben
freien Unbekannten. Daraus folgt, daB der Rang der Systemmatrix des neuen
Gleichungssystems gleich dem Rang der Systemmatrizen der urspriinglichen
Gleichungssysteme ist. In dem Gleichungssystem, das aus allen Gleichungen
der beiden gegebenen Systeme besteht, gibt es also die gleiche maximale An-
zahl von linear unabhingigen Gleichungen wie in den gegebenen Systemen.
Da man nun (wiederum wegen der Gleichheit der Riinge) bereits aus jedem
der gegebenen Systeme ein linear unabhiingiges Teilsystem von dieser Anzahl
von Gleichungen auswihlen kann, ist damit unsere Behauptung bewiesen.

2. Uber die Bestimmun-~, des Ranges einer Matrix. Das Verfahren
zur Bestimmung des Ranges einer Matrix, das sich unmittelbar aus der Defi-
nition des Ranges ergibt, ist in den meisten Fillen iiberaus langwierig, da im
allgemeinen eine groBe Anzahl von Unterdeterminanten zu berechnen ist.
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Dieses Verfahren ist nur dann einigermafien kurz, wenn in der gegebenen
Matrix eine groBere Anzahl von Elementen gleich Null ist, da dann natiirlich
viele Unterdeterminanten verschwinden und nur relativ wenige Determinanten
auszurechnen sind. Auf Grund der folgenden Bemerkung ist man nun héufig in
der Lage, die betrachtete Matrix kiinstlich zu vereinfachen:

Addiert man zu einem der Vektoren des Systems ei,...,em eine beliebige
Linearkombination der ibrigen Vekioren, so bleibt der Rang des Systems un-
gedndert.

Zum Beweis betrachten wir die Systeme

,

el,...,ef,...,em und ej, ..., e£+‘2k,e;, ceer Cme
+

Nach Konstruktion ist jeder Vektor des zweiten Systems als Linearkombina-
tion von Vektoren des ersten Systems darstellbar. Es ist aber auch unmittelbar
klar, daB sich jeder Vektor des ersten Systems als Linearkombination von
Vektoren des zweiten Systems darstellen 1iBt. Beide Systeme sind also équi-
valent und besitzen folglich denselben Rang.

Ubersetzen wir den Inhalt dieser Bemerkung in die Sprache der Matrizen,
80 erhalten wir, wenn wir noch beachten, daB man nach Belieben die Zeilen
oder die Spalten der gegebenen Matrix als ,,Vektoren* ansehen kann, den

Satz. Der Rang einer Mairix bleibt ungedndert, wenn man zu einer ihrer
Spalten (oder zu einer ihrer Zeilen) eine Linearkombination der ibrigen Spalten
(Zeilen) addiert.

Das folgende Beispiel moge zeigen, wie niitzlich dieser Satz zuweilen bei der
Berechnung des Ranges einer Matrix sein kann:

Zu bestimmen sei der Rang der Matrix

1 23 45
6 7 8 910
11121314 15
16 17 18 19 20

(n

‘Wenn man hier von jeder Zeile die vorangehende Zeile subtrahiert (der Rang

bleibt dabei unverindert!), so erhdlt man die Matrix
12345
555556
55555
55555

()

Man sieht unmittelbar, daB alle Unterdeterminanten dritter Ordnung dieser
Matrix verschwinden, weil sie niimlich mindestens zwei gleiche Zeilen besitzen.
Andererseits gibt es in der Matrix (2) Unterdeterminanten zweiter Ordnung,

die von Null verschieden sind (z. B. die Determinante é g) Daraus folgt,

daB der Rang der Matrix (2) und damit auch der Rang der Mattix (1) gleich
2 ist.
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3. Uber die Existenz von Lésungen eines Gleichungssystems in
verschiedenen Zahlkéorpern. Das Auftreten von verschiedenen Zahl-
korpern (und nicht nur Zaklkérpern) in der modernen Mathematik ist zum Teil
dadurch bedingt, daB es Gleichungen gibt, die in gewissen Zahlkérpern L&-
sungen besitzen, in anderen dagegen nicht. So besitzt z. B. die Gleichung
2% 4 1=0, deren Koeffizienten dem Korper der reellen Zahlen angehoren,
bekanntlich in diesem Korper keine Losungen, wihrend sie im Koérper der
komplexen Zahlen die Losungen i und — ¢ hat. Dies war geradezu der Grund
dafiir, daB man — um einen Korper zu erhalten, in dem jede algebraische Glei-
chung (zunichst mit reellen Koeffizienten) eine Losung besitzt — die kom-
plexen Zahlen einfiihrte.

Im Fall der linearen Gleichungen ist nun eine solche Erweiterung des Kér-
pers, dem die Koeffizienten und die absoluten Glieder angehoren, nicht er-
forderlich. Hier gilt:

Wenn ein lineares Gleichungssystem, dessen Koeffizienten und absoluten
Glieder einem gewissen Korper K angehoren, im Kérper K keine Lisung be-
sitzt, so besitzt es auch in ket anderen (umf den) Korper eine Lisung.

Die Existenz von Losungen (wie auch die Anzahl der Losungen) héingt nim-
lich nur ab vom Rang der Systemmatrix und dem Rang der erweiterten
Systemmatrix. Diese Rénge andern sich jedoch nicht, wenn man den gegebenen
Korper erweitert, da sich nicht einmal die Werte der Unterdeterminanten
dieser Matrizen éindern (die Berechnung der Unterdeterminanten macht nur
von den Grundrechenarten im Grundkérper, der Addition, Multiplikation,
Subtraktion und Division, Gebrauch).

Hieraus erklirt sich auch die Tatsache, daB das Problem der Erweiterung
von Zahlkérpern historisch erst zu dem Zeitpunkt auftrat, als man sich ein-
gehender mit Gleichungen zweiten und hoheren Grades beschiftigte.




Kapitel III

LINEARE TRANSFORMATIONEN
DER EBENE UND DES DREIDIMENSIONALEN RAUMES

§ 19. Metrik. Das skalare Produkt von Vektoren

Eine Reihe der wichtigsten Eigenschaften der Vektorraume der Elementar-
geometrie kann man sinngemiB auf eine ganze Klasse von allgemeinen Vektor-
riumen iibertragen, die sich ja als naturgemiBe Verallgemeinerung der Vektor-
riume der Elementargeometrie erwiesen haben. Hierzu gehdren in erster
Linie die metrischen Eigenschaften, die mit der Moglichkeit der Lingen-
und der Winkelmessung zusammenhingen.

Die Linge eines Vektors und die GroBe eines Winkels kann man in jedem
endlich-dimensionalen Vektorraum iiber einem beliebigen Zahlkérper erkliren.
‘Wir wollen uns jedoch im folgenden auf die Untersuchung des iiblichen drei-
dimensionalen Raumes und der Ebene beschrinken. Als Grundkérper nehmen
wir dabei den Korper der reellen Zahlen an.

Um die Linge eines Vektors und den von zwei Vektoren gebildeten Winkel
auf moglichst einfache Weise mit den Koordinaten der Vektoren in Zusammen-
hang zu bringen, empfiehlt es sich, zunichst den Begriff des skalaren Produktes
von Vektoren einzufiihren.

Unter dem skalaren (oder inneren) Produkt zweier Vektoren soll das mit dem
Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels multiplizierte Produkt ihrer
Lingen verstanden werden.

Das skalare Produkt der Vektoren a und b werde mit (a, b) bezeichnet.

Die Verwendung des inneren Produktes bei der Untersuchung der metri-
schen Eigenschaften eines Raumes ist insofern von Vorteil, als man mit seiner
Hilfe die Ldnge eines Vektors und auch den von zwei Vektoren gebildeten
Winkel ausdriicken kann. Bezeichnet man niamlich — wie iiblich — die Liinge
eines Vektors als absoluten Betrag dieses Vektors, so ergibt sich aus der Defi-
nition

(a,b)=|a|-|b| cosa (1)
des skalaren Produktes unmittelbar
2__ R ()
|aj={(a,q), cosa Toows (2)

Hierdurch wird die Berechnung der Linge eines Vektors und der GréBe des
von zwei Vektoren aufgespannten Winkels in der Tat auf die Berechnung des
inneren Produktes zuriickgefiihrt.

Es bereitet nun keinerlei Schwierigkeit, fiir das skalare Produkt zweier
Vektoren einen analytischen Ausdruck ihrer Koordinaten anzugeben. Dabei
bezieht man sich im Falle des dreidimensionalen Raumes zweckmiiBigerweise
auf eine Basis aus drei (im Falle der Ebene — zwei) aufeinander senkrechten
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Vektoren ¢, , ¢, ¢; der Linge Eins. Dann sind die Koordinaten jedes Vektors ¢
gleich den mit einem passenden Vorzeichen versehenen Lingen der Projek-
tionen OX,, 0X,, 0X, von ¢ auf die Richtungen der Vektoren e, , ¢,, ¢; (Abb. 6).
Wenn also 1 = e, 2, + ¢,%; | €37 ist, 80 erhilt man
als Linge von r (nimlich als Linge der Diagonale
Ash, eines rechtwinkligen Parallelepipeds)
AN [p[? =2+ 2f+ 2} ®)
N\, (wihrend man im Falle der Ebene zu der Formel
|32 = 2% + 2% gelangt, die sich von der voran-
gehenden nur durch das Fehlen des dritten Gliedes
unterscheidet).

0 X;
a) Abb. 6 b)

Um zu einem Ausdruck fiir das skalare Produkt der Vektoren
F=ezt et e und p=ey+ 6yt gy
mittels ihrer Koordinaten zu gelangen, betrachten wir ihre Summe
FHD = (% + y1) + ¢ (Ty+ ya) + €5 (23 + ¥)-
Das Quadrat der Liinge des Vektors ¢ + 1 kann man nun auf zweierlei Weise
ausdriicken. Einmal ergibt es sich auf Grund von Formel (3) als
[F+9E= (@ + 1)+ (z2+ )* + (23 + 9)®
=zi+ a3+ a3+ + B+ B+ 2@n+ ny+ ny),
zum anderen ist es (Abb. 7) gleich dem Quadrat der Diagonalenlinge in dem
von den Vektoren r und 1) aufgespannten Parallelogramm:
[s+oF={r*+[v[*+2]x|-|p]| cosx
=z +af+af+yit+ei+oi+2(ny).
Ein Vergleich dieser beiden Ausdriicke ergibt
(59) =291+ %y + Z3Ys - 4)
Das ist aber bereits ein Ausdruck fiir das innere Produkt in
den Koordinaten der Vektoren.
Aus (4) kann man ittelbar einige tliche Eigen-
schaften des skalaren Produktes ablesen, die sich allerdings
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zum Teil auch aus seiner Definition direkt herleiten lassen:

1. Das innere Produkt ist unabhingig von der Reihenfolge der Faktoren.

2. Ein Zahlfaktor kann aus dem skalaren Produkt herausgezogen werden, d. h.,
es ist (ka, b) = k (a, b) fiir beliebige Vektoren a, b und jede reelle Zahl k.

3. Fiir das skalare Produkt gilt beziiglich der Addition von Vektoren das distri-

butive Gesetz
(a,b+¢)=(a,b)+(a,0).}) ®)
Alle diese Eigenschaften kann man unter Benutzung der Koordinaten-
darstellung (4) des skalaren Produktes durch direktes Ausrechnen beweisen.
So ergibt sich die dritte Eigenschaft folgendermaBen: Es sei

a=e,8;+ €,8; + €303, b= e;b; 4 e3b, + e3b3, ¢ = e,6; + €36, + €5¢.
Dann ist
b+ c= e, (b + ¢)) + ea(by+ ) + e3(b3+ ¢3),
und mithin auf Grund von (4)
(@, 4 ¢) = a,(by + ¢1) + ay(by + ¢5) + ag(b3+ ¢5) -
Andererseits ist, gleichfalls nach (4),

(0,8) = ayby + azby + azhy, (a, ©) = a,6, + a5, + 565
und somit

(ad) -+ (a, ¢) = a; (b + ¢;) + az(by + ¢p) + a5z + ¢3) -
Ein Vergleich der beiden Ausdriicke ergibt die Gleichung (5). Der Beweis der
beiden anderen genannten Eigenschaften ist noch einfacher und kann daher
dem Leser iiberlassen bleiben.

Das distributive Gesetz werden wir natiirlich auch auf Summen anwenden
konnen, die aus mehr als zwei Summanden bestehen. Die Rechtfertigung dieser
Anwendung erfordert keinen erneuten Riickgang auf (4), sondern ergibt sich
bereits aus den angegebenen Eigenschaften des inneren Produktes. Das hierbei
verwendete Verfahren entspricht vollkommen dem in der elementaren Algebra
iiblichen Verfahren. Man macht sich dies am einfachsten an Hand des folgenden
Beispiels klar:

(@+b,c+d)=(+b, o)+ (a+bd=(,a+b+ (datb)

= (¢ a)+ (¢, b) + (0, a) + (0, B)

= (a,¢)+ (b,¢) + (a,d) + (b, D) .
Hier wird zunichst das Produkt (a + b, ¢ 4- 9) als Produkt des Vektors a 4 b
und der Summe der Vektoren ¢ und d aufgefaBt. Dann macht man von der
Moglichkeit Gebrauch, die Faktoren eines inneren Produktes zu vertauschen,

und wendet wieder das distributive Gesetz (5) an. SchlieSlich vertauscht man
in simtlichen skalaren Produkten nochmals die Reihenfolge der Faktoren.

1) Offenbar besagen die Eigenschaften 2. und 3. in Verbindung mit der Eigenschaft
1. nichts anderes, als daB das innere Produkt (a, b) als Funktion der Vektoren a, b
linear in bezug auf beide Argumente ist. — Anm. d. wissenschafil. Red.
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Den Beweis fiir beliebige Summen von Vektoren fiihrt man durch voll-
sténdige Induktion nach der Anzahl der Summanden.

Auf Grund der Eigenschaften 1. bis 3. des skalaren Produktes konnen wir
jetzt auch leicht eine Koordinatendarstellung des inneren Produktes in einem
beliebigen Koordinatensystem angeben, d. h. beziiglich einer Basis aus be-
liebigen Vektoren ej, ez, e, von denen jetzt nur vorausgesetzt ist, daB sie
nicht in einer Ebene liegen. Wenn niamlich

r=eizi+erxetesas, p=eiyit+ezyrterys

ist, 80 ist
(F,9) = (e1, €1) 21 yi + (o1, e2) 1 y2 + (e2, ¢1) 22 Y1

+ (o1, e3) 71 Y3+ (e3, e1) @5 Y1 + (e2, €2) T2 Y2 (6)

+ (ez, e8) 22 y3 + (e3, e2) 5 y2 + (e3, €3) 25 95 .
Der in (6) auf der rechten Seite auftretende Ausdruck ist insofern bemerkens-
wert, als in jedem Summanden je eine Koordinate des betrachteten Vektors ¢
und je eine Koordinate des betrachteten Vektors 1, und zwar genau in der
ersten Potenz auftritt. Ausdriicke dieser Art nennt man Bilinearformen in den
Koordinaten zi, 23, 23. Wenn die Vektoren ei, e3, e5 paarweise aufeinander
senkrecht stehen, so verschwinden alle in (8) auf der rechten Seite auftretenden
skalaren Produkte, die aus verschiedenen Vektoren gebildet sind (da der
Kosinus des von ihnen aufgespannten Winkels gleich Null ist), und wir erhalten

(r,p) = (e, e1) =i 91 + (e2, e2) 75 y2 +- (5, €3) x5 ¥3. ™

Wenn auBerdem die Vektoren ej, ez, e5 simtlich die Linge Eins besitzen, so
vereinfacht sich der Ausdruck fiir das innere Produkt noch weiter und nimmt
die Form .

(ro)=z1yi+ 22y + 25 y3 (8)
an, was iibrigens bereits auf Grund unserer fritheren Uberlegungen unmittel-
bar klar ist.

Ein Vergleich der Formeln (6), (7), (8) zeigt, daB es bei der Losung metrischer
Aufgaben, d. h. Aufgaben, bei deren Losung die Berechnung von Lingen und
Winkeln notwendig ist, zweckmiBig sein wird, sich auf Basen aus zueinander
senkrechten Vektoren der Liinge Eins zu beziehen. Derartige Basen (oder auch
Koordinatensysteme) heiBen orthonormal.

Ohne daB wir hier noch einmal alle Uberlegungen fiir die Ebene wiederholen,
geben wir die den Formeln (4), (6) und (8) entsprechenden Formeln fiir die
Ebene an:

BY)=o1y1+ 2290,
(£, 9) = (e1, e1) 21 ¥1 - (e1, e3) 21 yé+(e’z,ei)r'zyi+(eé,eé)zéyé,I )
(rLy)=21y1+2292.

Speziell liefert die letzte Formel einen Ausdruck fiir das skalare Produkt zweier
Vektoren in einer beliebigen orthonormalen Basis der Ebene.
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§ 20. Koordinatentransformation

Obwoh! es — wie wir festgestellt haben — bei der Losung metrischer Auf-
gaben zweckmiiBig ist, eine orthonormale Basis zu benutzen, ergibt sich im
Verlaufe der Losung einer solchen Aufgabe hiufig die Notwendigkeit, die Basis
zu wechseln. Dabei éndern sich natiirlich die Koordinaten der einzelnen
Vektoren. Es wird daher unsere Aufgabe sein, den Zusammenh&ng zwxschen
den Koordinaten eines gegeb Vektors in verschi Koordi
8y zu unter

Dieses Problem wird in den beiden uns interessierenden Fillen der Ebene
und des dreidimensionalen Raumes vollkommen gleichartig geldst. Der Unter-
schied zwischen beiden besteht nur in der Anzahl der Basisvektoren und dem-
entsprechend in der Anzahl der Koordinaten der betrachteten Vektoren. Zu-
néchst wollen wir die hier geltenden Formeln im Falle des Raumes aufstellen.

Vi ben sei eine beliebige Basis ¢;, ¢z, e3 des dreidimensionalen Raumes,
in bezug auf die ein gleichfalls gegebener Vektor r die Koordmaten 1, T2, 73
besitzen moge, so daB r = e;2; + e; Z -+ ¢3 23 ist. Ferner sei e, ¢z, e eine be-
liebige andere Basis des Raumes beziiglich der der Vektor » die Koordinaten
x}, 23, 23 besitze. Dann kann man auf folgende Weise einen Zusammenhang
zwischen den ,,alten und den ,neuen“ Koordinaten von r herstellen. Die
Vektoren ej, ez, es sind zuniichst als Vektoren des Raumes eindeutig als Linear-
kombinationen der Basisvektoren ey, ¢z, ¢3 darstellbar. Die Koeffizienten dieser
Linearkombination wollen wir — wie schon friiher — mit ¢z bezeichnen, wobei
die Indizes die Rolle eines jeden Koeffizienten festlegen, und zwar mége

e1=e1011 + €3ca1+ €331,
ez =e1012+ €acaz+ €3csa, (1)
e3=e1¢13+ €223+ €3Cs3
sein (die ersten Indizes entsprechen also den Vektoren der ,alten Basis und
die zweiten Indizes den Vektoren der ,,neuen‘‘ Basis). Die Matrix
€11 €12 C13
21 C22 C23 (2)
€31 C32 C33
aus den Koeffizienten von (1) haben wir bereits friiher (§ 13) die Ubergangs-
matriz von derBasis e, ¢z, ¢3 zur Basis e1, ¢z, e3 genannt. Wegen der linearen
Unabhéngigkeit der Vektoren ef, e, ¢5 ist ihre Determinante von Null ver-
schieden. Setzen wir nun die rechten Seiten von (1) in die Darstellung von y in
bezug auf die ,,neue’‘ Basis ein, so erhalten wir
r=eizi4erxpte5p
=e (€117 + €122+ €13 78)
+ e2(C21 21 + €222 + €2373)
+ ea(ca12i + caz @2+ caazs) ,
also eine Linearkombination von r in den Basisvektoren e,, ¢3, e3 der ,,alten‘

@®)
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Basis. Da aber jeder Vektor nur auf eine Weise als Linearkombination von
Vektoren einer gegebenen Basis dargestellt werden kann, muB die Linear-
kombination (3) koordinatenweise mit der urspriinglichen Basisdarstellung
£ = €121 + €2 %3 4 eg 23 von f iibereinstimmen. Es mu8 also das lineare Glei-
chungssystem

Ty =12+ 1322+ 1373,

Ty =091 %1 + Caa %2+ €233, 4

%3 = C3121 + C3a %2 + €33 23
erfiillt sein.

Hierdurch wird in der Tat ein Zusammenhang zwischen den ,,alten* und
den ,,neuen* Koordinaten von r hergestellt. Da die Determinante des Glei-
chungssystems (4) von Null verschieden ist, kann man die ,,neuen‘‘ XKoordi-
naten in eindeutiger Weise aus den ,,alten” Koordinaten bestimmen. Wir be-
merken noch, da8 als Koeffizienten im Gleichungssystem (4) gerade die Ele-
mente der Ubergangsmatrix auftreten. Dies wird es uns spéter ermdglichen,
eine einfache, gleichmiBige Schreibweise fiir die Formeln (1) und (4) einzu-
fithren. '

Wir wenden uns nun dem Fall der Ebene zu, in der uns Basen ¢;, ¢ und
e, e vorgegeben seien, die durch die Gleichungen

¢i=hcu+tntm,}
e2=e1C13} €aCae

€11 C12 ,
(Cn 052) @
miteinander verkniipft sein mogen. Offenbar sind hier die Koordinaten des
Vektors y = €121 + ea 23 = ¢ 21 + e¢ 23 durch das Gleichungssystem
T =€ +°u$§y}
Ty =21 2]+ C20 %}

@)

mit der Ubergangsmatrix

@)
miteinander verkniipft.

In § 19 haben wir bereits darauf hingewiesen, da bei der Lésung metrischer
Probleme die Verwendung von orthonormalen Basen besonders zweckmi8ig
ist. Daher erscheint es von Wichtigkeit, die Bauart der Formeln fiir die Ko-
ordinatentransformation beim Ubergang von einer orthonormalen Basis zu einer
anderen zu beschreiben. Wir wollen mit dem Fall der Ebene beginnen. Wenn
hier die oben betrachteten Vektoren e;, ¢ eine orthonormale Basis bilden (d. h.
aufeinander senkrecht stehen und die Linge Eins besitzen), so gilt fiir die
skalaren Produkte aus den Vektoren ej, ez gemiB (4') aus § 19

(ef,e1)=c2, + By, (ef,et)=criC1z+Corces, (e2,€2)=1clp4-cls.
Daher sind die Vektoren ef, ¢5 der neuen Basis dann und nur dann orthonormal,
wenn fir die Elemente der Ubergangsmatrix (2') die Beziehungen

&1 +chi=1, cutiatence=0, df3+ci=1 5"
erfiillt sind.



78 Lineare Transformationen der Ebene und des dreidimensionalen Raumes

Entsprechend erhiilt man im Falle des Raumes fiir die Elemente einer Uber-
gangsmatrix von einer orthonormalen Basis zu einer anderen die Bedingungen

it Bt Bi=1, €164z 05162=0,
cfatcatcda=1, €165+ 1023+ C51033=0, (5)
fstedsteds=1, €13615CaaCa3t+C32633=0.

Koordinatentransformationen, die von einer orthonorma.len Bs.sxs zu einer
anderen orthonormalen Basis fuhren nennt man orthogonale Transformati

Abb. 8

Die Ubergangsmatrizen von solchen Transformationen werden orthogonale
Matrizen genannt.

Die orthogonalen Transformationen der Ebene lassen sich geometrisch be-
sonders einfach iibersehen. Dazu mige der Vektor e der neuen (orthonormalen)
Basis mit dem Vektor e, der alten Basis den Winkel ¢ bilden. Dann bilden

offenbar der Vektor ¢z und der Vektor e; den Winkel —+<p oder ———+ ]

(Abb. 8). Durch Projektion der Vektoren e;, ¢; auf die Richtungen von e, und e
erhilt man fiir die Vektoren der neuen Basis unmittelbar die Darstellung

ei= e cosp-+esing,
e;=—e,sinp+e,co8¢

(6)
bzw.

Ci:hcosq)—{-ezsin(p,} @)
e;=e; sin p—escosQ,
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und d tsprechend die Ubergangsmatrix
cosp —sing cosp sing
bzw. . 7
(sin ®  cos (p) <sin @ — cos (p> M

Geometrisch unterscheiden sich die beiden méglichen Fille dadurch, daB man
im ersten Fall die Basis ei, ¢; durch eine passende Drehung (in der Ebene) aus
der Basis e, , e, erhalten kann, wihrend dies im zweiten Fall nicht moglich ist;
dreht man nidmlich die Ebene so, daB die Vektoren e, und ei zusammen-
fallen, so stimmt nach dieser Drehung der Vektor e, nicht mit dem Basis-
vektor e; iiberein, sondern weist in die entgegengesetzte Richtung. Analytisch
besteht der Unterschied darin, daB im ersten Fall die Determinante der Uber-
gangsmatrix gleich + 1 und im zweiten Fall gleich —1 ist.?)

Ganz entsprechend erhélt man auch im Falle des Raumes zwei Klassen
orthogonaler Transformationen. Geometrisch ist zunichst unmittelbar klar,
daB man durch eine Drehung des Raumes den Vektor e, mit dem Vektor ej
zur Deckung bringen kann. AnschlieBend kann man die Drehung so fort-
fiithren, daB die Achse e fest bleibt und der Vektor e, mit dem Vektor e;
zur Deckung gebracht wird. Offenbar deckt sich dann entweder der Vektor ey
mit dem Vektor e oder er ist ihm entgegengerichtet. Dabei ist es offenbar
im zweiten Fall iiberhaupt unméglich, die Vektoren e, e, ¢3 durch eine
Drehung des Raumes in die Vektoren e1, ¢3, e3 iiberzufithren. Analytisch unter-
scheiden sich die beiden Fille in gleicher Weise wie in der Ebene, was jedoch
wesentlich schwieriger zu erkennen ist. Wir werden auf diese Frage spiter
zuriickkommen, wenn wir niamlich im folgenden Paragraphen die dazu not-
wendigen Hilfsmittel bereitgestellt haben.

§ 21. Matrizenoperationen

Viele Beziehungen, insb dere die im vorangehenden Paragraphen be-
trachteten, gewinnen eine iibersichtliche Form, wenn man von gewissen
Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen Gebrauch macht.

Im vorangehenden Kapitel haben wir bereits eine Addition von Matrizen
und eine Multiplikation von Matrizen mit Zahlen erklirt. Die Definitionen
fiir diese Operationen waren so gefaBt, daB die Gesamtheit aller Matrizen mit
vorgegebener Zeilen- und Spaltenanzahl einen Vektorraum bildeten. Im
folgenden werden wir noch zwei weitere Operationen fiir Matrizen erkléiren.
Die erste von ihnen, die sogenannte Transponierung, ist uns implizit bereits

1) Man bestitigt dies unmittelbar durch direktes Ausrechnen; z. B.

cosp — sing

— cos? in?g =
din g cosg cos?p 4 sin?gp =1.
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begegnet. Wenn niémlich eine Matrix

Q11 @12 ... G1p
azy Q22 ... Gam

am1 Gm3 -« Gmn
vorgegeben ist, so nennt man die Matrix

@1 @21 ... Gm1
Gy G22 ... Gm2

Qin 025 - - . Omn

die aus der gegebenen Matrix dadurch hervorgeht, daB man ihre Zeilen und
Spalten vertauscht, die zur gegebenen Matrix transponierte Matriz.

Da es bei der Untersuchung von Matrizen hiufig nicht auf ihre Elemente im
einzelnen ankommt, empfiehlt es sich, zur Bezeichnung von Matrizen eine
eigene Kategorie von Variablen einzufiihren (wir werden im folgenden hierfiir
groBe Druckbuchstaben verwenden). Die zur Matrix 4 transponierte Matrix
soll dann mit A7 bezeichnet werden.

Besteht insbesondere eine gegebene Matrix X aus nur einer Spalte, also

Lot
x=["],
Tn
80 besteht die zu ihr transponierte Matrix X7 aus nur einer Zeile, also
XT=(x,%2, ..., Zn)-

Neben der Bildung der transponierten Matrix fithren wir noch eine Multi-
plikation fiir Matrizen ein. Die Definition des Produktes von Matrizen wird
durch die Formeln (1), (4) und (4’) aus § 20 nahegelegt, und zwar erkliren wir:

Vorgegeben seien Matrizen 4 und B derart, daB8 die Spaltenanzahl von 4
gleich der Zeilenanzahl von B ist.l) Unter ihrem Produkt AB werde dann die
Matrix verstanden, deren Zeilenanzahl gleich der Zeilenanzahl von 4 ist,
deren Spaltenanzahl gleich der Spaltenanzahl von B ist und deren Elemente
8o gebildet sind, daB in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von 4B die Summe
der Produkte aus den Elementen der i-ten Zeile von 4 mit den entsprechen-
den Elementen der j-ten Spalte von B steht.

Falls die Anzahl der Spalten der Matrix 4 verschieden von der Anzahl der
Zeilen der Matrix B ist, soll ihr Produkt nicht erklirt sein. Auf Grund
dieser Definition ergibt sich unmittelbar, daB das Produkt aus einer Matrix,
die nur eine Zeile besitzt, und einer beliebigen (passenden) Matrix eine Matrix

1) Wir wollen dafiir in der deutschen Ubersetzung auch Imrz sagen, da8 die Matrizen
A, B zueinander passen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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aus nur einer Zeile ist, withrend das Produkt einer beliebigen Matrix mit einer
(passenden) Matrix, die aus nur einer Spalte besteht, eine Matrix ist, die nur
eine Spalte besitzt. Ein noch speziellerer Fall ist die Multiplikation einer Zeile
mit einer (passenden) Spalte, die als Resultat eine Matrix besitzt, die aus
einem einzigen Element besteht.

Die ZweckmiBigkeit dieser Produktdefinition wird sich im folgenden deut-
lich erweisen. Zunichst wollen wir uns darauf beschrinken, sie an Hand
einiger Beispiele zu erliutern. Offensichtlich lassen sich die Formeln (4) bzw. (4')
aus dem vorangehenden Paragraphen jetzt in der Form

’
1 €11 C12 C13\ (%1 ,
, 5y €11 G2\ (21
2 |=|c21 C22 Co3 || 22| baw. = ,
’ E2) C21 C22/ \ T2
3 C31 C32 €33/ \73

sohreiben. Fithrt man hier fiir die Ubergangsmatrix (2) bzw. (2') noch die ak-
kiirzende Bezeichnung C ein, so gelangt man zu der einheitlichen Schrazib-
weise

2 £

z £
T2 =C Ié bzw. =C b
" £2) T2
23, 3

Der Leser moge sich ferner davon iiberzeugen, daB die folgenden Matrizen-
produkte gemif unserer Definition gebildet sind:

o1)(0a)=os) o3)(o)=Goa)

1000 @11 G13 43 Q4 Q11 Gy ;3 Gy4
0100 @) B3 Gp3 Gp3 | [ G2y Gg Ga3 Q34
0010 3 Ggp G35 Qg4 | | @3 G3p g3 O34
0001 @41 Qg O43 Bgq aa1 Q43 g3 By

Das letzte Beispiel zeigt, daB sich die quadratischen Matrizen der Form

100 ... 0)
010...0
001...0
000 1

bei der Matrizenmultiplikation @hnlich verhalten, wie die Zahl Eins bei der
Multiplikation von Zahlen: Wenn die Multiplikation einer gegebenen Matriz mit
einer golchen Matriz iberhaupt méglich ist (d. h., wenn unsere Forderung beziig-
lich der Zeilen- und Spaltenanzahl der verkniipften Matrizen erfiillt ist), so
dndert sich dabei die gegebene Matriz nicht. Das vorangehende Beispiel zeigt
dagegen, daB fiir die Matrizenmultiplikation ein wesentliches Gesetz der Grund-
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rechenarten fiir Zahlen nicht gilt: Die Multiplikation von Matrizen ist im all-
gemeinen Fall nicht k tativ. Trotzdem kann man mit Matrizen fast ebenso
bequem rechnen wie mit Zahlen, denn es gelten zwei andere wesentliche Ge-
setze der Grundrechenarten fiir Zahlen auch fiir Matrizen, nimlich das assozia-
tive Geselz fiir die Multiplikation und das distributive Gesetz, das einen Zusammen-
hang zwischen der von uns erklirten Addition und Multiplikation von Matrizen
herstellt. Wir behaupten also, daB fiir beliebige Matrizen 4, B und C die Be-
ziehungen

(A+ B)C=AC+ BC, A(B+C)=AB-+4AC, (AB)C=A(BC) (1)

gelten. Man beweist dies durch direktes Ausrechnen, indem man beide Seiten
der Gleich (1) einzeln ausrechnet und die erhaltenen Matrizen element-
weise verglelcht Sind z. B. die Matrizen 4, B und C entsprechend gleich

(“11“12) (bubxz) und (Cx)
a1 @52/ "\bay boa cf’

80 ist
@y, +byy ay5+by5) [¢;
(A+BC=(“ 11 %2 )()
) 31+ byy Gy Dy
___((411+b11)°1+(a12+blz)cz)
(@33 +bag) € + (322 +by5) €5
und

AC+ BC= (allcl +"m°z> (bu¢1 +1712°2)
2161+ 8990y baycy +b06,
_ (aucx +ay26+byy6+ bn"z)
3161+ @p5C5 Dy 11+ by, 6,
Da die in beiden Fillen erhaltenen Matrizen iibereinstimmen, ist fiir die be-
trachteten Matrizen die Gleichung (4 + B)C'=AC+ BC bewiesen. Der
allgemeine Beweis wird nach demselben Muster gefiihrt, ist aber naturgemif
in der Darstellung wesentlich komplizierter. Fiir das assoziative Gesetz
(AB) C= A (BC) wollen wir den allgemeinen Beweis vorfiihren, da er nicht
so leicht zu iibersehen ist und fiir das Folgende das assoziative Gesetz eine er-
hebliche Rolle spielt.
Die Matrizen 4, B und C seien jetzt der Reihe nach gleich

- 0m b11 b1z ... bin €11 €012... C1g
. Qom b2y Doz ... ben C21 C22 ... C2q

. Opm bm1 bmz ... bmn Cn1 Cn2. .. Cngq

(Wir erinnern nochmals daran, daB fiir die Ausfiihrbarkeit der Multiplikation
-die Gleichheit der Spaltenanzahl von 4 mit der Zeilenanzahl von B sowie die
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Gleichheit der Spaltenanzahl von B mit der Zeilenanzahl von ¢ notweudlg
ist). In der i-ten Zeile und j-ten Spalte von 4 B steht dann die Zahl

dij= gam ba

und dementsprechend in der ¢-ten Zeile und k-ten Spalte des Produktes (4 B) C
die Zahl

G _ s b .
fix pé:l g Cak “_Zl'ﬂ?‘aa ap Cpk

Andererseits steht in der j-ten Zeile und k-ten Spalte des Produktes BC die
Zahl

n
dix= X bigc
14 ,£1 78 Cak

und dementsprechend in der i-ten Zeile und k-ten Spalte des Produktes 4 (BC)
die Zahl

m m n
fie= Xaador= 3 X aiabapcge-
amt e=14=1

Ein Vergleich der erhaltenen Ausdriicke fiir die Zahlen fix und fi; zeigt, daB
diese Zahlen gleich sind, so daB also (4B) C = 4 (BC) ist, was zu beweisen
war.

Es ist noch niitzlich, dal wir feststellen, wie sich das T'ransponieren auf eine
Summe und ein Produkt von Matrizen auswirkt. Hierfiir gelten die Gleichungen
(A4 B)"=A7+ BT und (4B)T= BTAT,
oder in Worten: a) Die transponierte Matriz einer Summe von Mairizen ist
gleich der Summe der transponierten Summanden. b) Die transponierte Matriz
eines Produktes von Matrizen ist gleich dem Produkt der transponierten Faktoren

in umgekehrter Reihenfolge.

Die erste Regel ist unmittelbar klar. Die zweite Regel beweist man, indem
man auf die Definition des Produktes von Matrizen zuriickgreift. Wir be-
schrinken uns hier darauf, ihre Giiltigkeit in zwei Spezialfillen nachzupriifen:

b
) (@0 ()= @by +ab); Gy, 1) = (a,b, + aghy):
@z

by b,
b) ("nbz)(b;l l:)-—-(‘11511‘|"‘2bzx 1015+ a3bgo);

(bu bs:)(al) - (a,bu +“:b21) .
612 by \@1by9+ aghy,
Der allgemeine Beweis wird dhnlich wie der oben angegebene Beweis fiir das
assoziative Gesetz gefiihrt.

Ein interessanter Zusammenhang besteht zwischen dem Produkt quadra-
tischer Matrizen gegebener Ordnung und dem Produkt ihrer Determinanten.
Hier gilt der folgende
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Satz. Die Determinanie eines Produktes quadratischer Matrizen ist gleich
dem Produkt aus den Determinanten der Faktoren.

Wir fithren hier den Beweis fiir Matrizen der Ordnung drei, der Leser wird
jedoch unmittelbar erkennen, daB sich der Beweis wortlich auf Matrizen be-
liebiger Ordnung iibertragen 1a8t.

Vorgegeben seien die Matrizen

@y G13 Gy3 b1y bys by
A=|ay, a3 ayg| und B=|by; byy bys}.
331 G323 O33 Ds1 bys bys
GemdB unserer Produktdefinition ist dann
(“11b11+“nb:1+alabsl PLTE P PE ST
AB=

Qg1 011+ 822051 +8o5051 @3y b1at 02305135050
031 511+ 33031 + 333051 G5y b13+ 53025+ 5505

31613+ a3 b33+, 5 b33
a3y b3t o053+ ay3bss ). (2)
31015139 b33 435 b3

Die Determinante dieser letzten Matrix wollen wir jetzt als Funktion der

Spalten der Matrix B auffassen, also — wenn wir die genannten Spalten (die wir
als dreidi ionale Vektoren ansehen konnen) mit b, , by, bg bezeichnen — als
F (b, by, by) . (3)
Wir wollen nun die Funktion (3) auf ihre Eigenschaften hin unt k
Zuniichst ist folgendes klar: Multipliziert man eine Spalte der Matrix B mit
einer gewissen Zahl &, so erhiilt man auch in der Matrix (2) das k-fache der
entsprechenden Spalte, und folglich ist die Determinante der so erhaltenen
Matrix gleich der k-fachen Determinante der Matrix (2). Beispielsweise ist also

F (kby, By, bg) = EF (b,,b,,b,y) .
Ist ferner eine Spalte von B, z. B. die erste, gleich der Summe der Spalten b;

und by’ und mithin die entsprechende (in unserem Falle die erste) Spalte der
Matrix (2) gleich der Summe der Spalten

a11b11 4 a; 5651 + @13b51 a11811 + 12021 + a13631

91511 + G20b31 + a23dsy und  @51511 + a22b5) + a23bsy

aa1b11 + aaabga 4 azsbn 31511+ aazbg1 4 assbii,
so ist auf Grund der Determinantenei haften

F (b1 4 b1, ba, bs) = F (b1, bz, bs) + F (b1', bz, bs) .
Stimmen schlieBlich zwei der Spalten der Matrix B iiberein, so stimmen auch
die entsprechenden Spalten der Matrix (2) iiberein und ihre Determinante,
d. h. der Wert F (b,, by, b), verschwindet.
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Damit haben wir gezeigt, daB die Funktion (3) dle Exgenschn.ften A und B
besitzt, die in die Definition der Determi Mithin } wir
auf die Funktion (3) den Satz anwenden, den wir am Ende des § 4 bewiesen
haben. Auf Grund dieses Satzes ist

b1 biabrg

F (b1, b2, b3) = |ba1 baa baa | F(er, €2, €3) , (3"

b3y bz bys

wobei F(e,, ¢,, ¢;) der Wert der Funktion F fiir die Argumente

1 0 0
e={0], e=|1], e=|0
0, 0, 1

ist. Offensichtlich erhilt man jedoch aus der Matrix (2) die Matrix 4, wenn
man dort fiir die Spalten b, , b,, by die Spalten e,, e,, ¢; einsetzt. Daraus folgt,
daB F(ey, e,, eg) gleich der Determinante von 4, also

@11 Q12 Q13
F(El,ea,ea)= Q21 Q22 Q23
@31 @32 A33
ist. Setzen wir dies in die Gleichung (3') ein, so erhalten wir

bu b1z bis| (@11 @12 @13
F(b1,b2,b3) =021 bap by~ faz1 a2z azsf,
b1 sz bas| las: ase ass
was zu beweisen war.
Zum SchluB soll noch der Begriff der inversen Matrix eingefiihrt werden.
Wir haben bereits oben erwihnt, daB, wenn man eine beliebige Matrix mit
einer passenden quadratischen Matrix der Form

100...0
010...0
E={001...0
000...1

multipliziert, die gegebene Matrix sich nicht éndert. Eine quadratische Ma-
trix E der angegebenen Form heiBt eine Einkeitsmatriz (man beachte, daB es
zu jeder Ordnung genau eine Einheitsmatrix gibt!). In Analogie zur Multipli-
kation von Zahlen nennt man eine Matrix B invers (reziprok) zu einer gegebenen
Matrix A, wenn die beiden Produkte 4B und B4 Einheitsmatrizen sind.
Es ist nun keineswegs so, (aB es zu jeder quadratischen Matrix eine inverse
gibt. Aus dem vore,ngehenden Satz folgt unmittelbar, daB eine quadratische
Matriz A, deren Determs ver indet (singuldre oder ausgeartete Matrix),
keine inverse besitzt. Wenn némlich eine Matnx A eine inverse Matrix B be-
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sitzt, so muB das Produkt der Determinanten der Matrizen 4 und B gleich
der Determinante einer Einheitsmatrix, d. h. gleich Eins sein, was jedoch un-
méglich ist, wenn nur eine der Determinanten der Matrizen 4 oder B ver-
schwindet. Es zeigt sich nun, daB es zu jeder quadratischen Matriz

a; @12 ... G1n
A= Q21 Q22 ... O2n

an1 Qn2 ... Qan

deren Determinante von Null verschieden ist, eine inverse gibt. Zum Beweis ge-
niigt es, zu einer beliebig vorgegebenen nicht-singuliren, quadratischen Ma-
trix A eine inverse anzugeben. Dazu betrachten wir die zu den Elementen 2,3
der Matrix A gehorigen algebraischen Komplemente Ay der Determinante
von 4. Da die Determinante d von A von Null verschieden ist, kann man
alle diese algebraischen Komplemente durch & dividieren und die Matrix

Ay Ay Awm

d d 7 d

B=| ¢ tevvveennannns

bilden (man beachte, daB hier f%“— in der k-ten Zeile und i-ten Spalte steht).

Im Produkt AB der Matrizen 4 und B findet man dann in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte das Element

@i djy+ai djz+ -+ aindjn
P s

d.h. die durch d dividierte Summe aus den Produkten der Elemente der
i-ten Zeile von 4 und den algebraischen Komplementen der entsprechenden
Elemente der j-ten Zeile von 4. Nach einer friiher bewiesenen Eigenschaft der
Determinanten ist eine solche Summe gleich Null, wenn die Zeilennummern
voneinander verschieden sind, und gleich der Determinante d, wenn sie iiber-
einstimmen. Die Division durch d ergibt im zweiten Fall die Zahl Eins, so dafl im
Produkt AB in der Diagonale Einsen stehen, wihrend auBerhalb der Diago-
nale iiberall die Zahl Null zu finden ist. Mit anderen Worten: Das Produkt 4 B
ist gleich der Einheitsmatrix der Ordnung n. Der Leser mdge sich davon iiber-
zeugen, daB auch das umgekehrte Produkt die Einheitsmatrix ergibt.

Im folgenden werden wir die Inverse einer Matrix 4 (sofern sie existiert)
mit A-1 bezeichnen.

Unter Benutzung der in diesem Paragraphen eingefiihrten Begriffsbildungen
kénnen wir nun fiir Matrizen beliebiger Ordnung erkliren, was es heiit, daB
sie orthogonal seien. In den im vorangehenden Paragraphen untersuchten
Fillen der Ebene und des dreidimensionalen Raumes erwiesen sich solche
Matrizen als orthogonal, bei denen die Summen aus den Produkten entspre-
chender Elemente aus verschiedenen Spalten gleich Null sind, wihrend die
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Quadratsummen aus den Elementen einer beliebigen Spalte den Wert Eins
haben. Ist nun C eine solche Matrix, so iiberzeugt man sich leicht davon, daB
das Produkt C7C dieser Matrix mit ihrer Transponierten C'7 gleich der Einheits-
matrix (entsprechender Ordnung) ist. Multipliziert man nimlich die Elemente
der i-ten Zeile der Transponierten CT mit den entsprechenden Elementen der
j-ten Spalte von C, so kommt dies ja gerade auf die Multiplikation der Ele-
mente der i-ten Spalte von C mit den entsprechenden Elementen der j-ten
Spalte von C hinaus, und diese ergibt im Falle gleicher Indizes die Zahl Eins
und im Falle verschiedener Indizes die Zahl Null, so daB in der Tat C7C' = E ist.
Es liegt nun unmittelbar nahe, eine quadratische Matrix C beliebiger Ordnung
orthogonal zu nennen, wenn ihre Transponierte C7 zu C invers, also
CT=C-1 ist.

Oben haben wir gezeigt, daB im Falle der Ebene die Determinante einer
orthogonalen Matrix gleich 41 oder —1 ist. Es zeigt sich jetzt, daB dies ganz
allgemein fiir orthogonale Matrizen beliebiger Ordnung gilt. Wenn namlich
eine Matrix C orthogonal ist, so ist C7C' = E und mithin auf Grund des oben
bewiesenen Satzes iiber die Determinante eines Produktes aus quadratischen
Matrizen auch |CT|.|C|=1, wobei |C7| und |C| die Determinanten der Ma-
trizen CT bzw. C sind. Nun ist nach einem allgemeinen Satz iiber Deter-
minanten |C7|=|C| und infolgedessen [C|>*=1, d. h. |C|=+ 1.

‘Wir merken noch an, da8 der im Vorhergehenden entwickelte Matrizenkalkiil
in erheblich weiterem Rahmen Anwendung finden kann, als dies oben ge-
schah. So kann man z. B. auch Matrizen aus Vektoren bilden und sie mit einer
Matrix aus Zahlen multiplizieren. Die Rechenregeln fiir Matrizen bleiben dabei
im wesentlichen erhalten. LiBt man dies zu, so kann man die Gleichungen (1)
aus dem vorangehenden Paragraphen, die einen Zusammenhang zwischen den
Basen ¢, ¢z, ¢; und e1, €2, e3 herstellen, in der Form

€11 €12 €13)
(1, €2, €3) = (€1, €2, €3) | €21 C22 Ca3 (56)
C31 C32 C33/

schreiben. Man muB allerdings bei einer solchen Ubertragung beachten, daB
ein Produkt aus zwei Matrizen aus Vektoren keinen Sinn hat und da man
nur Matrizen addieren kann, deren Elemente denselben Charakter haben.

§ 22. Lineare Transformationen

Nicht nur in der Geometrie, sondern in der ganzen Mathematik tritt die
Vorstellung der Transformation oder Abbildung immer mehr als leitender
Grundgedanke in den Vordergrund. Ihre Entstehung kann man schon an den

ersten Zeichnungen des Ur hen verfolgen, in denen — ungeachtet ihrer
Primitivitit — bereits deutlich das Bestreben zutage tritt, jedem Detail eines
darzustellenden Geg ndes sein bestimmtes ,,Bild“ in der Zeichnung

gegeniiberzustellen. Bereits in der Schulgeometrie wird dieser Gedanke
hiufig verwertet, wenn man némlich beim Beweis eines Satzes oder bei der
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Lésung einer Aufgabe di¢ Bewegung von Figuren oder den Ubergang von einer
Figur zu einer ihr &hnlichen Figur verwendet.

Die Definition der Abbildung in ihrer allgemeinsten und dabei deutlichsten
Form kann man etwa folgendermaBen fassen. Vorgegeben seien Mengen M
und N von beliebigen Objekten (Elementen); man sagt, es liege eine Abbildung
der Menge M in die Menge N vor, wenn es eine Vorschrift gibt, durch die
jedem Element der Menge M eindeutig ein bestimmtes Element der Menge N'
als Btld zugeordnet ist.1)

Mei ichnet man allgemein Abbildungen in gleicher Weise, wie man
es speziell fiir Funktionen in der Anslysis gewohnt ist. So sagt man, es liege
eine Abbildung F vor und deutet das Bild des Elementes 2 aus der Menge
durch F(z) an. Diese Uberei in der Bezeich ise ist nicht
zufillig, sondern dadurch bedingt, daB die tiblichen Funktionen einfach Bei-
spiele fiir Abbildungen sind. Jede in der Differentisl- und Integralrechnung
untersuchte Funktion ist eine Abbildung von einer gewissen Menge von Zahlen
in eine gewisse andere Menge von Zahlen. So ordnet die Funktion y = arcsinz
jeder reellen Zahl zwischen —1 und -1 eine eindeutig bestimmte reelle Zahl

zwischen —g und +; zu. Sprechen wir dagegen in der Elementargeome-

trie von einer Bewegung, so meinen wir damit, daB eine gegebene Ausgangsfigur
in eine gewisse andere Figur iibergefiihrt wird, wobei die neue Figur die Eigen-
schaft hat, daB jeder ihrer Punkte in eindeutig bestimmter Weise einem Punkt
der Ausgangsfigur entspricht. Wenn man auch in der Schule nie klar und deut-
lich von dieser Zuordnung spricht, so benutzt man sie doch bei allen Beweisen,
irr denen von einer Bewegung Gebrauch gemacht wird (es sei nur an die Be-
weise der Kongruenzsitze fiir Dreiecke erinnert, bei denen den Punkten der
Strecken und Winkel eines gegebenen Dreiecks die Punkte der ihnen kon-
gruenten Strecken und Winkel eines anderen Dreiecks zugeordnet werden).

Fiir unsere Zwecke ist es notwendig, daB8 wir in zweierlei Hinsicht von den
elementaren, in der Schule iiblichen Vorstellungen der geometrischen Zu-
ordnung abgehen:

1. Wenn wir von einer Abbildung des Raumes sprechen, so setzen wir vor-
aus, daB sie im ganzen betrachteten Raum erklirt ist, daB also jedes Element des
Raumes ein bestimmtes Bild besitzt (und nicht nur die Elemente einer be-
stimmten Figur).

2. Die Elemente, zwischen denen eine Zuordnung hergestellt wird, werden
nicht als Punkte, sondern als Vektoren angesehen.

‘Wir werden also sagen, es liege eine Abbildung A eines Vektorraumes L,
in einen Vektorraum L, vor, wenn jedem Vektor r des Raumes L, ein eindeutig
bestimmter Vektor 4 (r) oder kurz A des Raumes L, zugeordnet ist.

Entsprechend der oben verwendeten allgemeinen Terminologie soll der
Vektor A (r) das Bild des Vektors r bei der Abbildung 4 genannt werden. Wir

1) Haufig faBt man in der modernen Mathematik den Begriff der Abbildung bereits
80 &llgemem, daB man nicht einmal mehr die Eindeutigkeit verlangt, sondern zula8t,
daB einem Element aus M mehrere Elemente aus N als Bild zugeordnet sein konnen.
— Anm. d. wissenschaftl.
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werden auch davon sprechen, da die Abbildung A den Vektor y in den Vek-
tor Ay iiberfiihrt oder transformiert. Weil durch eine vorgelegte Abbil-
dung A jedes System von Vektoren des Raumes L, in ein gewisses System von
Vektoren des Raumes L, transformiert wird, spricht man im Falle von Ab-
bildungen der von uns betrachteten Art auch haufig von Transformationen
des Raumes L,.

Unter den Abbildungen von Vektorraumen sind besonders einfach und in
den Anwendungen am hiufigsten die sogenannten linearen Abbildungen (oder
lineare Transformationen).

Eine Abbildung 4 eines Vektorraums L, in einen Vektorraum L, heiBt
linear, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt: 1. Das Bild einer Summe
aus zwei beliebigen Vektoren des Raumes L, ist gleich der Summe der Bilder
im Raum L,. 2. Das Bild eines Produktes aus einem beliebigen Vektor des
Raumes L, und einer beliebigen Zahl ist gleich dem Produkt aus dem Bild
dieses Vektors im Raum L, mit derselben Zahl. Eine Transformation ist also
linear, wenn fiir beliebige Vektoren r und 1 und jede Zahl k&

A(r+y)=Ar+ 4y, 1)
Akr)y=kAr 2)
gilt.
‘Wir wollen dies durch einige Beispiele illustrieren:

Beispiel 1. Wir ordnen jedem Vektor des dreidimensionalen Raumes der
Elementargeometrie seine Projektion auf eine gegebene Ebene zu (Abb. 9).

Abb. 9

Hierdurch wird offensichtlich eine Abbildung des ganzen Raumes auf den
zweidimensionalen Raum L, der Vektoren der gegebenen Ebene erklirt. Die
Linearitit dieser Abbildung ergibt sich aus bekannten Sitzen iiber die Pro-
portionalitiit von Strecken und der Tatsache, daB eine Projektion von parallelen
Strecken auf parallele Strecken fiihrt.

Beispiel 2. Wir ordnen jedem Vektor der Ebene der Elementargeometrie
den Vektor zu, der aus dem betrachteten Vektor durch Drehung um einen
gegebenen Winkel ¢ hervorgeht (wobei der Drehungssinn fiir alle Vektoren
derselbe sein soll). Die Linearitiit dieser Abbildung ist unmittelbar klar.
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Beispiel 3. Wir denken uns eine Ebene, realisiert durch den unteren Be-
schnittrand des Buchblocks eines auf dem Tisch vor uns liegenden Buches
(Abb. 10). Driickt man den Deckel des Buches leicht von rechts nach links,
so erfahren die einzelnen Blitter des Buches eine Verschiebung gegeneinander.
Durch diese Verschiebung wird uns eine lineare Transformation der von uns
betrachteten Ebene geliefert, wie es der Vergleich der Abbildungen 10a und 10b
unmittelbar ergibt. Unser Beispiel ist natiirlich nur eine grobe Illustration
dessen, was man eine Verschiebung nennt, da das Vorhandensein der einzelnen
Blitter unserer ,,Ebene* diskreten Charakter verleiht. Dennoch entspricht

Abb. 10

diese anschauliche Vorstellung inhaltlich genau dem, was man unter einer Ver-
schiebung im streng geometrischen Sinne des Wortes versteht.

Beispiel 4. Jedem Vektor der Ebene werde sein Spiegelbild in bezug auf
eine gegebene Gerade zugeordnet, d. h. derjenige Vektor, der zu dem betrach-
teten Vektor symmetrisch in bezug auf diese Gerade liegt. Hierdurch wird
wiederum eine lineare Abbildung der Ebene auf sich gegeben (Abb. 11).

In allen Beispielen lag der spezielle Tat-
v % bestand vor, daB der betrachtete Vektorraum
in sich abgebildet wurde, also die Bilder dem-
selben Vektorraum angehérten wie die Aus-
gangsvektoren. Dieser Spezialfall ist vom
algebraischen Standpunkt aus bei weitem am
interessantesten (der allgemeine Fall 1Bt sich
iibrigens leicht auf diesen Spezialfall zuriick-
fithren). Wir werden daher im folgenden stets
von linearen Transformationen im Sinne von
linearen Transformationen des Raumes in
sich sprechen.

Der Zusammenhang zwischen den einge-
’4(?* %J) :'4?*’479 fithrten geol:net.rischelfz Begriffen und der i.l

Abb. 11 gebra wird dadurch hergestellt, daB wir durch
: formale Verkniipfungen (die iibrigens eine
ganz konkrete geometrische Bedeutung haben) aus gegebenen linearen Trans-
formationen neue lineare Transformationen herstellen. Durch die Einfithrung
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von Verkniipfungsoperationen im Bereich der Transformationen werden diese
naturgemédB zu einem Untersuchungsobjekt der Algebra.

Zuniichst erkliren wir eine Addition vonlinearen Transformationen.
Vorgegeben seien beliebige lineare Transformationen 4 und B eines gewissen
Vektorraumes L in sich. Durch jede dieser Transformationen wird einem ge-
gebenen Vektor r des Raumes L sein Bild Ay bzw. By zugeordnet. Da die
Vektoren A1 und By voraussetzungsgemi dem Raum L angehoren, konnen
wir in L ihre Summe Ay -+ By bilden. Wenn wir nun jedem Vektor r den
Vektor Ay -+ By zuordnen, so erhalten wir eine ganz bestimmte neue
Abbildung des Raumes L in sich. Diese neue Abbildung moge C genannt
werden. Es ist fast unmittelbar klar, daB sie linear ist. Dazu haben wir ledig-
lich zu zeigen, daB sie die Eigenschaften (1) und (2) besitzt: Nach Definition
der Abbildung C und auf Grund der Linearitit der Abbildungen 4 und B
gelten zunichst fiir beliebige Vektoren r und 1 die Relationen

Cr+9)=A(x+9+ B(r+vy)=Ar+4y+ Br+ By,
Ckr)=A(kr)+ B(ky)=kAr+kBr=k(4r+ By),
Cyr=Ar+ By, Cy=Ay-+ By.
Aus diesen ergibt sich jedoch unmittelbar, da
C(r+9)=Cr+Cy, Ckr)=kCr
ist, und das sind gerade die Gleichungen (1) und (2) fiir die Abbildung C.

Die auf diese Weise erklirte Abbildung C nennt man die Summe der Ab-
bildungen A und B. Zur Bezeichnung der Summe von Abbildungen verwendet
man das iibliche Zeichen, setzt also C = 4 + B. Das Gleichheitszeichen be-
deutet hier natiirlich wieder, daB die gemeinten Objekte auf beiden Seiten der
Gleichung iibereinstimmen (dabei stimmen Transformationen dann und nur
dann iiberein, wenn sie jeden Vektor des Raumes in denselben Bildvektor
iiberfiihren).

Eine Multiplikation von Abbildungen wird auf folgende Weise erklart.
Vorgegeben seien Abbildungen 4 und B. Dann kann man zuniichst einen ge-
gebenen Vektor r des Raumes vermdge der Abbildung B in den Vektor By
iiberfithren; anschlieBend kann man nun auf den Vektor By noch die Trans-
formation 4 anwenden und zu dem Vektor 4 (Br) gelangen. Auf die angegebene
Weise wird jedem Vektor r des betrachteten Raumes der Vektor A (By) des-
selben Raumes zugeordnet und damit eine Abbildung des betrachteten Raumes
in sich erklirt. Diese Abbildung nennt man das Produkt der Abbildungen A
und B. Man bezeichnet sie mit 4 B,') wobei genau auf die Rethenfolge der Fak-
toren zu achten ist. Die Wichtigkeit dieser Bemerkung zeigt bereits das folgende
einfache Beispiel. Die Abbildung 4 sei die Drehung der Ebene um den Winkel ¢
(entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn) und die Abbildung B die Spiegelung an
der z-Achse. Der Leser iiberzeugt sich unmittelbar davon, daB der Vektor p

1) Mitunter bezeichnet man die Abbildung, die einen beliebigen Vektor g in den Vek-
tor-4 (By) tiberfithrt, auch mit BA. — Anm. d. wissenachaftl. Red.
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der Abb. 12 in den dortigen Vektor B(Ar) iibergeht, wenn man zuerst die
Drehung 4 und anschlieBend die Spiegelung B ausfithrt, und daB er in den
von diesem verschiedenen Vektor A(By) iibergeht, wenn man zuerst die
Spiegelung B und danach die Drehung A vornimmt.

Hiiufig definiert man das Produkt zweier Transformationen auch kiirzer
und priignanter, aber weniger genau, als diejenige Transformation, die in der
Hintereinand fiihrung der gegeb Transformati besteht. Dabei muB
man nur beachten (oben wurde es ausdriicklich gesagt), daB zuerst die

Transformation ausgefithrt wird, die im Produkt an zweiter Stelle steht.
Offensichtlich ist das Produkt linearer Transformationen wieder linear.

Wie im Falle der Matrizen weichen auch die Regeln fiir das Rechnen mit

Transformationen nur hinsichtlich des kommutativen Gesetzes von den iib-

lichen algebraischen Rechenregeln ab. Alle

Ay iibrigen grundlegenden Gesetze der Algebra

bleiben vollstindig erhalten. So gelten fiir

beliebige Transformationen 4, B, C die For-
meln

A(B4+ C)= AB 1 4cC,
(A+B)C= AC+ BC,
(4B)C = A(BO).

Sie konnen nach einem ganz allgemeinen
Verfahren, das wir im nichsten Paragra-

ABCp)-A(BY)

H‘? phen darstellen werden, aus den entspre-

henden Rechengesetzen fiir Matriz -

5'4(?) =5(A@) ' ﬁa?:enenwerdine.nglzurufﬁr l(lirn.s at;sso:il::.i;ievre
Abb. 12 Gesetz der Multiplikation empfiehlt es sich,

den Beweis direkt zu fithren. Dies ergibt
sich jedoch unmittelbar daraus, daf einerseits fiir jeden Vektor r die Gleichung

(AB)Cy = (4B) (Cp) = A(B(CP)

gilt (hierbei haben wir lediglich die Definition der Multiplikation von Trans-
formationen zu benutzen: Um das Bild des Vektors ¢ bei der Transformation
(AB)C zu bestimmen, hat man zunichst auf r die Transformation C anzu-
wenden und anschlieBend die Transformation 4 B auszufiihren; um weiter das
Bild des Vektors Cy bei der Abbildung AP .zu erhalten, muB man auf den
Vektor Oy zuniichst die Abbildung B und danach die Transformation 4 an-
wenden). Andererseits erhilt man auf Grund derselben Uberlegungen, da

A(BC)y = A((BO)y) = A(B(Cy)

ist. Ein Vergleich der beiden Gleichungen ergibt, daB das Bild jedes Vektors r
bei der Transformation (4.B) C gleich dem Bild von r bei der Transformation
A(BC) ist, so daB also beide Transformationen iibereinstimmen.
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§ 23. Die Darstellung linearer Transformationen dureh Matrizen

Die im vorangehenden Paragraphen eingefiihrten Rechenoperationen fiir
lineare Transformationen lassen sich im konkreten Einzelfall keineswegs so
leicht handhaben, wie z. B. Rechenoperationen im Bereich der Zahlen od. dgl.
Um dies zu erreichen, werden wir ihre Auswertung auf die Grundrechenarten
fiir Zahlen zuriickfiihren. Hierzu ist es zunichst notwendig, eine analytische
Schreibweise fiir die linearen Transformationen zu erarbeiten.

Den Schliissel fiir diese Schreibweise gewinnen wir aus der folgenden Be-

merkung:

Eine lineare Transformation eines (endlichdi ionalen) Vektorraumes in
sich ist eindeutig festgelegt durch die Bilder der Vektoren einer Raumbasis bei
dieser Transformation. Sind namlich die Bilder Ae,, ..., Aes, der Vektoren

€, ..., ey einer Basis des Raumes L bekannt, so erhilt man auf Grund der
fundamentalen Eigenschaften der linearen Transformationen das Bild eines
beliebigen Vektors r= e;; + - - - + e, bei der Transformation 4 in ein-
deutiger Weise in der Form

Ar=A@z1+ -+ eaza) =Aer- 21+ <+ + Aen- Za.

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, betrachten wir einen dreidimen-
sionalen Raum mit den Basisvektoren e,, ¢, ¢;. Da ihre Bilder bei der Trans-
formation 4, also die Vektoren Ae,, Ae,, Ae;, ebenfalls diessm Raum ange-
héren sollen, lassen sie sich als Linearkombination der Vektoren e, e;, es
darstellen:

Aey=e¢,8;; + €85, 1 €303,
Aey=1e,0,;+ €05, + €305, {1
Aey=1e,ay5+ €855+ €353,

Somit gilt fiir jeden Vektor x

3
Ar=Ae; -2+ Aey- 2+ Aeg-23= J eia . (2)
ik=1
Dies zeigt, daB die Transformation A eindeutig durch die Matrix
G11 %2 O3
Qg Qg2 a3 (3)
O3y 33 33

aus den Koeffizienten a;; der Gleichungen (1) festgelegt ist. Man nennt (2)
die Matriz der linearen Transformationen A in bezug auf die Basis e, e,, e;.

Unter Benutzung der in § 21 eingefiihrten Matrizenoperationen kann man
die Schreibweise noch derart vereinfachen, daB ihre Handhabung vollstindig
mechanisch wird. Dazu empfiehlt es sich, das Bild einer ,,Zeile von Vektoren'
bes einer linearen Transformation einzufiihren, und zwar soll darunter die Zeile
der entsprechenden Bildvektoren verstanden werden, so da8 also z. B.

A(ey, e5,09) =(Ae;, ey, Aey)
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ist. Dann kénnen wir das Gleichungssystem (1) auch in der Form

@11 G2 O3
A(e, 85, 85)=(8;, 83, 83)| O3y Gpp B (1)
O3y Q33 O33
schreiben. Bezeichnen wir die Matrix (3) noch zur Abkiirzung mit M, (4 ist
dabei die Transformation, deren Matrix (3) ist), so gelangen wir zu der Glei-
chung
A (e, ez, e3) = (e1, €2, €3) My 1)

Der Nutzen dieser Schreibweise wird noch klarer, wenn man sie auf die Glei-
chung (2) anwendet, die dann die Form

% 1
Ar=A|(e),¢5,8) | 73 | |=(e1,¢5,¢) My | 7,
\ T3, T3,

ennimmt. Bezeichnen wir hier die Spalte, die aus den Koordinaten des Vek-
tors r besteht, mit X, so ergibt sich

Ap=A((e;, &, ¢3) X) = (e, ¢, ¢3) Mu X . (4)

Die letzte Gleichung gilé auch dann, wenn man an Stelle der Spalte X eine be-
liebige Matriz seizt. Denn werden die Spalten von X mit X,, X,, X, bezeichnet,
8o ist das Produkt der Zeile (e, ¢,, ¢5) mit X gleich der Zeile aus den Produkten

(€1, €5, 3) Xy, (e5,¢5,85) X,, {eg, ¢, 89) X;.

Wenden wir auf diese Zeile (von Vektoren!) die Transformation 4 an, so er-
halten wir durch gliedweise Anwendung von 4 auf Grund von (4) die Zeile
aus den Vektoren

(1,02, e3) Ma Xy, (e1,02,e3) MaX2, (e1,82,¢3) MaXs,
die wir auch kurz in der Form

(e1,e2,e3) Mu X
schreiben kinnen.

‘Wir zeigen nun, daB auch umgekehrt die Matrix M, die in der Gleichung (1”")
auftritt, eindeutig durch die lineare Transformation A festgelegt ist. Denn die
Spalten von M, sind gerade die Koeffizienten der Basisvektoren e,, ¢,, ¢; in
der Basisdarstellung der Bilder dieser Vektoren und als solche durch die Bild-
vektoren Ae;, Ae,, Ae; eindeutig bestimmt.

Auf Grund der vorangehenden Bemerkungen sind wir nun unmittelbar in
der Lage, die Matrizen einer Summe und eines Produktes von gegebenen
linearen Transformationen aus den Matrizen dieser linearen Transformationen
zu bestimmen. Dazu beachten wir, daB gemiB der Definition der Summe
und des Produktes von linearen Transformationen und der in § 21 bewiesenen
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Rechengesetze fiir Matrizen die Gleichungen

(A-+B) (e1, ez, e3)=A (e1, e2, e3)+ B(e1, ez, e3)=(e1, €2, e3) Ma+(e1, €2, ¢3) M

= (e1, ez, e3) (M4 -+ M) 5)
und
(AB) (&1, 2, e3)= A(B(e1, ez, €3)) = A (21, €2, e3) Mp)=(e1, €2, &3) My M (6)
bestehen. Da andererseits die Matrizen der Transformationen 4 + B und 4B
durch

(A -+ B) (e1, 2, e3) = (e1, e2, €3) M4+ 5,
(AB)(e1, €2, e3) = (1, €2, €3) Mu 5

festgelegt sind, so ist

My, p=M,+Mp und M,up=M,Mp.

Auf diese Weise gelangen wir zu dem folgenden grundlegenden Satz: Die
Matriz einer Summe bzw. eines Produktes von linearen Transformationen ist
gleich der Summe bzw. dem Produkt aus den Matrizen der verkniipften Trans-
formationen.

Damit ist das Rechnen mit linearen Transformationen auf das Rechnen mit
Matrizen, also letztlich auf das Rechnen mit Zahlen zuriickgefithrt.

Wir haben uns im vorangehenden auf einen Raum der Dimension 3 be-
schrinkt. Unsere Uberlegungen gelten jedoch — wie man leicht sieht — in
jedem Vektorraum endlicher Dimension. Es &ndert sich iiberall nur die Anzahl
der Zeilen und der Spalten der betrachteten Matrizen.

Einige Beispiele von linearen Transformationen der Ebene mégen das Voran-
gehende noch illustrieren. Dabei beschrinken wir uns zunichst auf eine Basis
e, ¢; von aufeinander senkrecht stehenden Vektoren der Linge Eins.

Als erstes betrachten wir die Drehung der Ebene um den Winkel ¢ (ent-
gegengesetzt dem Uhrzeigersinn). Wird diese Abbildung mit 4 bezeichnet, so
sind die Bilder 4 e; und Ae, der Vektoren ¢, und e, — wie man leicht sieht —
die Vektoren e und es, die den Gleichungen (6) aus § 20 geniigen (Abb. 8a).
Unter Benutzung dieser Gleichungen ergibt sich, daB

_ cos @ —sin @
Aey, e0)= (e, ) (sin ¢ cos ‘P>
gilt, so daB also R
__(cosp —sin @
Ma= (si.u @  cos (p)
die Matrix der Transformation A4 ist.

Anderen linearen Transformationen werden andere Matrizen entsprechen.
So wird die Matrix B der Spiegelung an der Geraden, auf der der Vektor e,
liegt, durch

1 0
”’=<0 — 1)
gegeben, da

1 0
Bley, ep) =(e;,— &)= (el,ez)(o _1)-
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Unsere Uberlegungen geben uns eine weitere Méglichkeit, die Verschieden-
heit der Produkte 4B und BA der Transformationen 4 und B zu beweisen
(Abb. 12). Die Matrizen dieser Produkte werden namlich durch

cosp —sing) (1 0\ fcosp sing
sin @ cos:p) 0 —1) sing —cosg,

1 0\fcosp —sing) [ cosp —sing

0 —1/\sing cosg, - ~—sing —cosg
gegeben, so daB also die Produkte 4B und BA nicht gleich sein kénnen.

SchlieBlich wollen wir noch ein drittes Beispiel behandeln. Wir betrachten

nochmals die Spiegelung B der Ebene an der Geraden, die den Vektor e,
enthalt (Abb. 8a), nehmen jetzt aber als Basis der Ebene die obigen Vektoren
¢; und e;. Durch die Transformation B werden die Vektoren e; und e in
die Vektoren Bej und Bej der Abbildung 8a iibergefiihrt, die sich beziiglich
der Basis ¢;, ez durch

Bej=¢j cos2p—e;sin2¢, Be;=—e] sin2¢ —e; cos 2¢
darstellen lassen. Daraus folgt, daB die Matrix der Transformation B in bezug
auf die neue Basis durch

My— clos 2¢ —sin 2¢
—sin 2 —cos2¢

gegeben wird, die von der Matrix der Transformation B in bezug auf die Basis
e;, ¢, durchaus verschieden ist. Wir sehen also, daB ein und dieselbe lineare
Transformation in bezug auf verschiedene Raumbasen durch verschiedene
Matrizen beschrieben wird.

Jedoch besteht zwischen den Matrizen, die eine gegebene lineare Transforma-
tion in bezug auf verschiedene Basen beschreiben, ein einfacher Zusammenhang.
Die Herstellung dieses Zusammenhanges bereitet keinerlei Schwierigkeiten,
so daB wir ihn sogleich fiir den allgemeinen Fall des n-dimensionalen Vektor-
raumes herausarbeiten konnen. Dazu seien e,, €;, ..., ¢, und ej, ..., e, zwei
verschiedene Basen eines Vektorraumes L und 4 eine lineare Transformation
des Raumes L in sich. Die Matrizen von 4 in bezug auf die betrachteten
Basen werden dann durch

Aey, - --y €a) =10, ..., en) My, }
Afel, ..., en)={(e. ..., e)) M}
gegeben. Wir erinnern uns nun daran, daB der Ubergang von einer Basis

€, ¢, ..., e zu einer anderen Basis ef, ..., e; durch eine Ubergangsmatrix
C charakterisiert wird, fiir die

(81, «.er en)=1(e1, ..., ) C \
(€gs +vvs €a)=(el, ..., ex) O-1|

(M

®
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gilt. Wenden wir auf die erste dieser Gleichungen die Transformation 4 an,
so erhalten wir

Ael, ..., en)=A((ey, ..., ea) O)=1(e1, ..., ex) M, C
(die letzte dieser Gleichungen folgt aus (4), wenn man dort fiir X die Ubergangs-
matrix C nimmt). Setzen wir hier fiir (e;, ..., e,) den entsprechenden Aus-
druck aus der zweiten Gleichung von (8) ein, so ergibt sich
Ael, ..., en)=(e1, ..., ex) CT1 M, C.
Ein Vergleich mit der zweiten Gleichung von (7) liefert die Beziehung
M,=C'M,C, 9)
durch die ein Zusammenhang zwischen den Matrizen M, und M} hergestellt

‘Wir weisen zum Abschlul dieses Paragraphen noch auf folgendes hin. Wie
wir gezeigt haben, entspricht bei gegebener Basis des Raumes jeder linearen
Transformation eine eindeutig bestimmte Matrix (die ihrerseits auch die
Transformation eindeutig festlegt — Anm. d. wissenschaftl. Red.). Es ergibt
sich nun die Frage, ob man auch jede Matrix als Matrix einer gewissen linearen
Transformation auffassen kann. Es zeigtesich, daB dies tatsichlich der Fall ist.
Dazu geniigt es, die folgende Abbildung des Raumes in sich zu betrachten.
Bei gegebener Matrix M, wird das Gleichungssystem (1) als Definition fiir
die Bilder der Vektoren e,,..., e, bei der zu konstruierenden Abbildung 4
angesehen und das Bild eines jeden Vektors r durch (2) erklirt. Die so ge-
wonnene Transformation ist linear, weil die Koordinaten der Summe zweier
Vektoren gleich der Summe der entsprechenden Koordinaten der Summanden
und entsprechend die Koordinaten des Produktes eines Vektors mit einer
Zahl gleich den Produkten aus den entsprechenden Koordinaten des Vektors
und dieser Zahl sind. GemiB unserer Definition stimmt die Matrix der so
konstruierten Abbildung 4 mit der gegebenen Matrix M iiberein.

§ 24. Geometrische Eigenschaften der linearen Transformationen und
entsprechende Eigenschaften der sie darstellenden Matrizen

Nachdem wir jeder linearen Transformation (nach Auszeichnung einer Basis)
umkehrbar eindeutig eine Matrix zugeordnet haben, erhebt sich ganz natur-
gemiB die Frage, welcher Zusammenhang zwischen den Eigenschaften einer
linearen Transformation und denen ihrer Matrix besteht.

Eine lineare Transformation eines Raumes L in sich heiBt singulir, wenn
sie L auf einen gewissen echten Teil von L iberfiihrt. So ist z. B. die Trans-
formation singulir, die jedem Vektor des dreidimensionalen Raumes seine
Projektion auf eine gewisse Ebene zuordnet, weil die Gesamtheit aller Vek-
toren des Raumes auf die Vektoren der gegebenen Ebene abgebildet wird.
Eine Transformation, die einen Vektorraum auf den ganzen Raum abbildet,
wird nicht-singuldr oder reguliir genannt. Beispiele fiir nicht-singulire Trans-
formationen sind die Drehungen des dreidimensionalen Raumes und der Ebene,
die Verschiebungen (§ 22, Beispiel 3) usw.
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Ob eine vorgelegte lineare Transformation regulir oder singulir ist, kann
man leicht an ibrer Matrix erkennen:

Eine lineare Transformation A ist dann und nur dann reguldr, wenn ihre
Matriz eine von Null verschiedene Determinante besitzt.

Beweis. Wenn die Transformation A4 singulér ist, so konnen die Vektoren
Aey,...,Ae, nicht linear unabhingig sein, da sonst jeder Vektor p des
Raumes als Linearkombination der Form Ae; 214+ Ae, @, dargestellt
werden kénnte und mithin Bild eines Vektors r=e; 21+ - -+ e 2, wiire; di¢
Gesamtheit der Bildvektoren der linearen Transformation 4 wiirde also ent-
gegen der Voraussetzung den ganzen Raum ausfiillen. Auf Grund des in
Kapitel II bewiesenen Kriteriums fiir die lineare Abhingigkeit von Vektoren
muB dann die Determinante der Matrix, die aus den Koeffizienten der Linear-
kombinationen der Vektoren Ae;,...,Ae, durch die Basis e;,...,e, be-
steht, gleich Null sein. Diese Determinante ist aber gerade die Determinante
der zu A4 gehérenden Matrix.

Wenn umgekehrt die Determinante der Matrix M, verschwindet, so sind
auf Grund des genannten Kriteriums die Vektoren Aey,..., A e, linear ab-
hiingig, und die aus ihnen gebildeten Linearkombinationen kénnen nicht den
ganzen Raum ausfiillen. Da nun das Bild jedes Vektors

r=e1Z1-+- - +eas
eine derartige Linearkombination ist, so besagt dies die Singularitét der Trans-
formation 4.

Die reguliren Transformationen besitzen noch eine weitere Eigenschaft, die
dhnlich wie die vorangehende fiir sie sogar charakteristisch ist:

Eine lineare Transformation A ist dann und nur dann regulir, wenn bei der
Transformation A nur der Nullvektor in den Nullvektor iibergeht.

Wenn die Vektoren Aey,...,Ae, linear abhingig sind, so gibt es Zahlen
Z1,..., %, die nicht simtlich gleich Null sind, derart, daB

Aey-zy+---+Aen- 2a=0
ist. Das besagt aber gerade, dal der Nullvektor Bild des vom Nullvektor ver-
schiedenen Vektors y=-¢; 21+ .-+ e, ist. Sind umgekehrt die Vektoren
Aey,...,Ae, linear unabhingig, so ist das Bild Ae;z1+---+ Aex 2, jedes
Vektors r=e1 214+ +-+en2n, der vom Nullvektor verschieden ist, gleich-
falls vom Nullvektor verschieden.

Die einfachste aller linearen Transformationen ist die sogenannte identische
Transformation E, die die Vektoren des Raumes elementeweise festlaBt, fir
die also Eyt = p fiir jeden Vektor y gilt. Aus der Gleichung

100...0

010...0

000 ...1

folgt, daB die identische Transformation in bezug auf jede Basis durch die Ein-
heitsmatriz dargestellt wird.

E(er,...,en)=(e1,...,8n)=(1,. ., 0n)
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Falls eine vorgelegte Transformation A reguldr ist (und auch nur dann), kann
man von ihrer inversen Transformation sprechen. Darunter soll diejenige
Transformation verstanden werden, die dem Bild 4 eines beliebigen Vek-
tors x den Vektor r zuordnet. Mit anderen Worten : Die inverse Transformation
einer reguliren Transformation A ist diejenige Transformation A-, fir die
das Produkt A=A gleich der identischen Transformation ist. Auf Grund des
frither bewiesenen Satzes iiber die Matrix eines Produktes von linearen Trans-
formationen folgt, daB die Matrix der Inversen einer linearen Transformation
gleich der inversen Matrix der gegebenen Transformation ist, da

M, My=M,~1,=Mz=E.

Im weiteren beschrinken wir uns auf die Behandlung von linearen Trans-
formationen der Ebene und des gewdhnlichen dreidimensionalen Raumes, wobei
wir orthonormale Basen (d. h. Basen aus aufeinander senkrecht stehenden
Vektoren der Linge Eins) benutzen wollen. Hierbei werden wir naturgemil
aus der Gesamtheit aller linearen Transformationen gewisse spezielle Typen
aussondern, die fiir unsere Untersuchungen besonders geeignet erscheinen.
Diese Aussonderung kann man zunichst rein formal durch entsprechende
Eigenschaften der sie darstellenden Matrizen vornehmen.

Die wichtigsten Klassen von linearen Transformationen, die man auf diese
Weise erhiilt, sind die folgenden:

1. Die orthogonalen T'ransformati Das sind diejenigen linearen Trans-
formationen des betrachteten Raumes, die in einer vorgegebenen orthonormalen
Basis eine orthogonale Mairiz besitz

2. Die symmetrischen Transformationen. Das sind lineare Abbildungen, die
in einer gegebenen orthomormalen Basis eine symmetrische Matrix besitzen (das
ist eine Matrix, die gleich ihrer Transponierten ist, fiir die also M= M, gilt).

Die erste Frage, die in diesem Zusammenhang auftaucht, ist die folgende.
Kann eine lineare Transformation in einer gewissen orthonormalen Basis eine
orthogonale bzw. symmetrische Matrix besitzen, dagegen in einer anderen
orthonormalen Basis durch eine Matrix dargestellt werden, die diese Eigen-
schaft nicht besitzt ? Diese Frage ist zu verneinen:

Wenn eine betrachtete lineare Transformation A in bezug auf eine gegebene
orthonormale Basis eine orthogonale (bzw. symmetrische) Matrixz besitzt, so be-
sitzt sie auch in bezug auf jede andere orthonormale Basis eine orthogonale (bzw.
symmetrische) Matriz,

Beim Beweis benutzen wir, daB der Ubergang von einer gegebenen ortho-
normalen Basis zu einer anderen orthonormalen Basis durch eine orthogonale
Ubergangsmatrix C vermittelt wird (§ 21), also durch eine Matrix C, fiir die
CT=C-" gilt. Ferner benutzen wir die Gleichung

My=C-1M,C=CTM,4C,
die die Matrizen M, und 3’ einer linearen Transformation A4 in verschiedenen
orthonormalen Basen in Beziehung setzt.

Wenn nun die Matrix M, symmetrisch ist, wenn also M7 == M, gilt, dann
ist auch die Matrix 5, symmetrisch, weil nimlich

MI=(CTM,C)T=CTMICTT=CTM ,C
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ist (wir haben dabei von der in § 21 angegebenen Bildungsregel fiir die Trans-
ponierte eines Produktes von Matrizen und der Tatsache, daB die Transponierte
einer transponierten Matrix gleich der urspriinglichen Matrix ist, Gebrauch
gemacht).

Ist dagegen die Matrix M, orthogonal, so ergibt sich auf Grund der Glei-
chung M3 M, = E, die ja gerade die Orthogonalitit von M, aussagt, und
entsprechend der Orthogonalitit von C, daB

MM, =(C1M4C)"(C-*M4,C)=(CTM4C)T(CTM ,C)
=CTMICO™M,C=CTMIM,C=CTC=E
ist, wodurch die Orthogonalitiit von M’ bewiesen ist.

Die orthogonalen Transformationen kénnen wir sehr einfach geometrisch
charakterisieren. Es gilt namlich der

Satz. Eine lineare Transformation A ist dann und nur dann orthogonal,
wenn sie die Lingen aller Vektoren ungeindert lift, d. k., wenn fiir jeden Vek-
tor ¢ die Qleichung

(Ar, Ar) = (5, 1)
erfullt ist.
Beweis. Es sei zuniichst die Transformation A4 orthogonal. Dann gelten fiir
die Vektoren e; und e; einer orthonormalen Basis die Gleichungen

(Aea,A&;,:{l falls ¢ =3

0 falls ¢4

(die sich daraus ergeben, daB die in bezug auf irgendeine orthonormale Basis
gebildete Matrix von 4 orthogonal ist). Hieraus folgt unmittelbar fiir jeden
Vektor
T=azit e
die besagte Gleichheit der Langen:
ApAp=a}+---+2i=(r1).

Der Beweis fiir die Umkehrung ist etwas komplizierter. Zuniichst zeigen wir,
dafB eine lineare Transformation, die alle skalaren Produkte ungeiindert 1i8t,
orthogonal ist. Es méoge also (4y, Ay) = (x, 1) fiir beliebige Vektoren r und y
gelten. Dann ist speziell (4e;, Ae;) = (ei, ¢), also (A e;, Ae;) gleich Null oder
Eins, je nachdem ob i == j oder 2 = j ist. Dies besagt aber nichts anderes,
als die Orthogonalitiit der in bezug auf die Basisvektoren ¢; gebildete Matrix
der Transformation 4.

Fir den vollstindigen Beweis unseres Satzes bleibt also nur noch die Giiltig-
keit folgender Aussage zu zeigen:

Wenn eine lineare Transformation A die Lingen aller Vektoren ungedndert
lift, so lapt sie auch alle skalaren Produkte ungeindert.

Beweis: Wenn eine lineare Transformation die Liingen aller Vektoren un-
geandert 1aBt, so gelten fiir beliebige Vektoren r und 1) die Gleichungen

(Ar+1v), Ax+9)=(G+0, r-t+ov),
ArAr) =(r1), (dy, 49)=(9,9).
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Da nun
(A(r+1), (Ar+v) = (4r+ 4y, Ar+ Ay)
= (41, A1)+ 2(Ar, Ay) + (4p, 4Ay)

F+9r+9) =1+ 29+ 0,9)

ist, so ist (A, Ay) = (r,9), d. h., das skalare Produkt beliebiger Vektoren
ist gleich dem skalaren Produkt ihrer Bilder, was zu beweisen war.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir leicht zeigen, daB jede orthogonale
Transformation des Raumes auf eine Drehung und evtl. eine anschlieBende
Spiegelung hinausléuft.

‘Wir beschriinken uns hier auf den Fall des dreidimensionalen Raumes. Dabei
mogen die Vektoren e, , e,, e; die orthonormale Ausgangsbasis bilden und die
Vektoren ef, ez, e ihre Bilder bei der orthogonalen Transformation 4 sein.
Dann ist folgendes unmittelbar klar:

1. Man kann eine Drehung des Raumes um den Ursprung derart ausfiihren,
daB e; in ej iibergeht (die Lingen beider Vektoren sind gleich!). Dabei werden
die Vektoren ¢, und e, so gedreht, daB sie hinterher beide senkrecht auf e]
stehen.

2. AnschlieBend kann man den Raum so um den Vektor e; drehen, daB e,
in ez iibergeht.

Da hierbei der Vektor e, in einen Vektor iibergeht, der senkrecht auf ¢
und e steht, so sind nur die folgenden beiden Fille mdgllch Entweder fillt
nach der zweiten Drehung der Vektor e; mit dem Vektor es zusammen oder er
ist ihm ent, ichtet. Im zweiten Fall kann man die Vektoren e, und e
dadurch zur Deckung bringen, daB man noch eine Spiegelung an der durch ej
und e; aufgespannten Ebene anschlieBt. Daher kann man durch eine passende
Drehung und evtl. eine anschlieBende Spiegelung (sofern eine solche notwendig
ist) die Vektoren e, e2, 3 stets in die Vektoren ey, ez, eé iiberfithren. Weil nun
alle Drebungen und Spiegelungen linear sind, ist die im betrachtenden Fall
resultierende Transformation gleichfalls linear. Da schlieBlich ihre Wirkung
auf die Basisvektoren e, e, e dieselbe ist, wie die der vorgegebenen Trans-
formation 4, so stimmt sie mit A iiberein.

und

§ 25. Die symmetrischen Transformationen der Ebene

Die geometrische Charakterisierung der symmetrischen Transformationen
ist etwas komplizierter als die der orthogonalen Transformationen, obgleich
die Resultate hier ebenso anschaulich sind wie dort. Wir beginnen mit den sym-
metrischen Transformationen der Ebene, da hier die erforderlichen Berech-
nungen leichter zu fiihren sind.

Vorgegeben sei eine symmetrische Transformation 4 der Ebene. Beziiglich
-einer Basis aus zwei aufeinander senkrecht stehenden Vektoren der Linge Eins
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stellt sich die lineare Transformation 4 in der Form

a11 a2
A (e, e2) = (ex, €2) (an a“)
dar, wobei wegen der Symmetrie der Transformation a,, = ay, ist.

Wir untersuchen zunichst die Frage, ob es einen Vektor = e,2, + e,x, der
Ebene gibt, der bei Anwendung der Transformation A seine Richtung beibehdili.
Dabei setzen wir natiirlich voraus, dafl dieser Vektor vom Nullvektor ver-
schieden ist, da es sonst keinen Sinn hitte, von seiner Richtung zu sprechen.

Damit ein gegebener Vektor r die gestellte Bedingung erfiillt, muB sich sein
Bild Ay aus dem Vektor r durch Multiplikation mit einer gewissen Zahl A er-
geben, also die Gleichung 4 y= Ay gelten. Schreiben wir diese Gleichung in
Matrizenform, so erhalten wir, da

4 z\\ a dz\ (@) Azy
(e1, 2) z = (&1, €2) Gz a2a) \ 22 =(e1,02) Az

sein muB. Das ist aber dann und nur dann der Fall, wenn

anz1+aa =4z, oder (au—ﬁ)xx-l-anzz:(),}
@12 T+ azp x2 = A 22, 1271+ (a2 —A) 22 =0

U

ist. Letzteres ist ein homogenes Gleichungssystem in den Unbekannten z,, z,,
dem die Koordinaten des Vektors r gentigen miissen. Damit dieses Gleichungs-
system eine von der Nullosung verschiedene Lisung besitzt (der betrachtete
Vektor r sollte vom Nullvektor verschieden sein — Anm. d. wissenschaftl.
Red.), ist bekanntlich notwendig und hinreichend, dal seine Systemdeter-
minante verschwindet:

an—24 a

.=0.
12 Q2 — A
Dies liefert uns aber bereits eine Gleichung zur Besti g der moéglichen
Werte fiir die Zahl 4, namlich
— (@11+ @29) A —aly + @11 @23 =0. 2)

Da die Koeffizienten dieser quadratischen Gleichung reell sind (wir betrachten
die gewshnliche Ebene der Elementargeometrie, in der alle Koordinaten von
Vektoren reelle Zahlen sind) und da die Diskriminante dieser Gleichung
(@11 + @22)® + 4af; —4ayy @gp = (@11 — @22)* + 44},

nicht negativ ist, sind die Losungen dieser Gleichung jedenfalls reelle Zahlen.

Wir zeigen jetzt, daB es zu ]eder Losung A der Gleich (2) tatsichlich
einen Vektor r gibt, fiir den Ar=A2y gilt. Dazu unterscheiden wir die beiden
folgenden Fille:

a) Die Wurzeln der Gleichung (2) fallen zusammen. Das ist bekanntlich
dann und nur dann der Fall, wenn die Diskriminante von (2) verschwindet,
also (13— @22)% + 4a?; = 0 ist. Dann muB aber ;1 —az2=0 und a;2=0
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gein, und die Matrix der Transformation A hat die Gestalt

a;; 0O
(0 au) :
Die Transformation 4 léuft also darauf hinaus, daB beide Basisvektoren mit
derselben reellen Zahl a,, multipliziert werden und mithin fiir jeden Vektor
die Gleichung Ay = a,, ¢ gilt. Geometrisch bedeutet dies, daB A eine Ahnlich-
keitstransformation mit dem Ahnlichkeitskoeffizienten a,, ist.

b) Die Gleichung (2) besitzt zwei voneinander verschied L gen A,
und 4,, die sich in bekannter Weise durch die Koeffizienten der Gleichung (2)
ausdriicken lassen:

Gt o =4+,

2
81183, — afy =41 4,.

Setzen wir einen dieser Werte fiir 1, etwa 4,, in das Gleichungssystem (1) ein,
so erhalten wir ein homogenes Gleichungssystem in z, und z,, dessen System-
determinante verschwindet und das sich daher auf eine beliebige seiner Glei-
chungen reduziert. Mithin bilden die Werte 2, = a,, und 2, = 4, — a,, (und
alle zu ihnen proportionalen Werte) eine Losung des Systems, und wir erhalten
in dem Vektor

(3)

B =815+ &(4 — ayy)

einen Vektor, der bei Anwendung der Transformation 4 seine Richtung nicht
#ndert, sondern lediglich mit der Zahl A, multipliziert wird. Dieselbe Eigenschaft
besitzt auch jeder Vektor, dessen Richtung mit der Richtung des Vektors r,
iibereinstimmt. Analog kann man einen Vektor r, bestimmen, fiir den A, = 4,5,
gilt, und zwar zeigt es sich, daB z. B. der Vektor r, = e,a,, + ¢, (4, — a,,)
diese Eigenschaft besitzt. Man erkennt auBerdem leicht, daB die von uns kon-
struierten Vektoren r, und r, aufeinander senkrecht stehen, weil namlich fiir
ihr inneres Produkt die Gleichung

(51, F2) =afy + (h —an1) (A2 — a11)
=afy-+ A — (h+A)ai+ e}, =0
gilt.1)

Um den gewonnenen Resultaten eine einfache abschlieBende Form geben
zu koénnen, filhren wir noch zwei neue Begriffsbildungen ein. Wenn fiir eine
gegebene lineare Transformation 4 ein Vektor ¢ die Eigenschaft hat, daB mit
einer gewissen Zahl 4 die Gleichung A = Ar gilt, so nennt man r einen Eigen-
vektor der Transformation A und die Zahl A den Eigenwert der Transformation A,
zu dem der Eigenvektor y gehirt. Die oben erzielten Ergebnisse lassen sich dann
in folgendem Satz zusammenfassen:

Satz. Zu jeder sy trischen Transformation der Ebene gibt es zwei zu dem-
selben oder zu verschied Eig ten gehirende Eigenvektoren, die aufein-
ander senkrecht stehen.

1H L ist eine ittelbare Folge aus den Beziehungen (3).
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Wenn wir jetzt noch davon Gebrauch machen, daB man die Linge eines
Eigenvektors beliebig abindern kann, so kénnen wir in der Ebene eine ortho-
normale Basis aus Eigenvektoren der vorgelegten symmetrischen Transformation
bilden. Beziehen wir die symmetrische Transformation A4 auf eine Basis e1, 3
aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten 2,, 4,, so erhalten wir fiir 4 die Matrix-
darstellung

Ael, e2) = (her, Aze2) = (], ea)( 32)

Diese zelgt, daB jede aymmetmche Transformation auf eine Dehnung (oder Kon-
traktion) sn zwei der senkrechten Richtungen hinausliuft. Man muB8 das
Gesagte allerdings in einem etwas erweiterten Sinne verstehen, da die Eigen-
werte A, oder 1, durchaus nega.uv sein kénnen und sich d&nn die Richtung
eines oder beider Vektoren ej, e umkehrt. Eine echte Dehnung oder Kon-
traktion liegt vor, wenn die beiden Eigenwerte 4, und 2, positiv sind.

§26. Die symmetrischen Transformationen des dreidimensionalen Raumes

‘Wir wollen uns nun dem Fall des dreidimensionalen Raumes zuwenden. Hier
ist im wesentlichen derselbe Gang der Untersuchungen wie im Fall der Ebene
méglich, wobei allerdings wegen der grofleren Anzahl von Koordinaten einige
Komplikationen auftreten. Damit hierbei die Schreibweise nicht zu uniiber-
sichtlich wird, empfiehlt es sich, noch einige formale Hilfsmittel bereitzustellen.

Zuniichst filhren wir den Begriff der Konjugierten einer Transformation ein.
Dazu denken wir uns eine lineare Transformation A vorgegeben, deren Matrix
in bezug auf eme gleichfalls vorgegebene orthonormale Basis M 4 sei. Unter der
2u A konjugierten Transformation soll dann diejeriige Transformation ver-
standen werden, deren Matrix die zur Matrix von 4 konjugierte Matrix M7
ist. Die zu A konjugierte Transformation werde mit A* bezeichnet.

Zuniichst iiberzeugen wir uns davon, daB diese Transformati bhi;
von der speziellen Wahl der orthonormalen Basis ist. Geht man namlich von
einer gegebenen orthonormalen Basis zu einer anderen orthonormalen Basis
mittels einer orthogonalen Ubergangsmatnx C iiber, so geht die Matrix der
gegebenen linearen Transformation 4 in die Matrix oy 4 C iiber, die Matrix
der Transfq tion A*dagegen in die Matrix C7 M7 C (denn esist ja C-1=C7,
und die Uberg&mgsma.tnx C ist fiir alle Transformationen dieselbe). Diese
letzte Matrix stimmt jedoch mit der transponierten Matrix der transformierten
Matrix von 4 iiberein, denn (CT M 4 C)7 = CT M7 C. Wir erhalten also dieselbe
Transformation 4*, welche orthonormale Basis wir auch zugrunde legen.

Eine andere Charakterisierung der konjugierten Transformation ist die
folgende:

Eine Transformation A* ist dann und nur dann zu einer gegebenen Trans-
formation A konjugiert, wenn fir alle Vekioren einer orthonormalen Basis
e1; &3, o3 die Gleichungen (A e, ¢j) = (e:, A* &) gelten.
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Beweis. Die Transformationen 4 und A* seien durch die Gleichungen

11 812 3

A(eyr, eg, 85)= (e}, €5, ¢5) | 21 gz a3

@31 T32 O3
aty af; afy
A*(ey, 3, €5)= (e, 5, ¢y) af, a%, afy
afy afy afy
bestimmt. Diese Gleichungen besagen nichts anderes, als da8

Aes= e101:+ 282+ esaa¢

A*e;= e1at;+ eqaly+ esaly

ist. Daraus folgt aber, daB (4 ¢;, &) = a; und (¢;, A*¢;) = ai} gilt. Dies zeigt,

daB die im obigen Satz angegebenen Gleichungen mit den Gleichungen ay; = af

gleichwertig sind, d. h. mit der Bedingung, da8 die Matrix der Transforma-
tion 4* zur Matrix der Transformation 4 transponiert ist.

Durch eine geringfiigige Abanderung der obigen Bedingung gelangt man zu
einer charakteristischen Eigenschaft der konjugierten Transformation, in der
keine Basis des Raumes mehr ausgezeichnet ist.

Eine Transformation A* ist dann und nur dann zu einer gegebenen Trans-
formation A konjugiert, wenn fiir beliebige Vektoren r und v die Gleichung
(41,9) = (r, A*y) gilt.

Beweis. Wenn die angegebene Gleichung fiir alle Vektoren r und y) erfiillt
ist, so gilt sie insbesondere fiir die Basisvektoren e, ¢,, ey, und die Transforma-
tion 4* ist auf Grund des vorangehenden Satzes zur Transformation A4 konju-
giert. Gelten umgekehrt die Gleichungen (4 ey, ej) = (es, A*e¢y), so gilt die
Gleichung (41, 9) = (r, A* 9) auch fiir beliebige Vektoren

F=e%+ &5+ 7y und =¥+ &Y T &Y,

da auf Grund der fundamentalen Eigenschaften des inneren Produktes und
der linearen Transformationen

3
(Ar,n) = (A(y 7+ a7y + &3 73), €191+ Q¥+ &%) =”2_‘l=«y; Ae, ¢),

(,7=1,2,3)

3
(1, A*9)=(e, %, + €%+ €375, A% (e, 41+ &%+ €33)) = ’Zl Zsyi(ei, A%ej)

ist. Da nun fiir die Basisvektoren die Gleichungen (Ade, ¢) = (es, A*¢;)
gelten sollten, ist auch

(41, 9) = (5, 4*).

Die Bedeutung der eingefiihrten Begriffsbedignungen fiir die symmetrischen
Transformationen liegt auf der Hand. Auf Grund der Definition der symme-
trischen Transformationen ist ndmiick eine lineare Transformation dann und
nur dann symmetrisch, wenn sie mit ihrer Konjugierten iibereinstimmt, wenn also
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A = A¥* ist. Auch die orthogonalen Transformationen kann man mittels des
Begriffs der konjugierten Transformation sehr einfach erfassen: Eine lineare
Transformation A ist dann und nur dann orthogonal, wenn ihre Inverse mit ihrer
Konjugierten iibereinstimmt, wenn also A*A = E ist. Im letzten Fall besteht
nimlich zwischen den Matrizen der Transformation 4 und der Transformation
A* die Beziehung M e M4 = M3 M= E, die fiir die Orthogonalitit der
Transformation A charakteristisch ist.

Alles Gesagte gilt natiirlich entsprechend auch im Fall der Ebene, jedoch
lobnt es sich dort kaum, die hier erarbeiteten Begriffe einzufiihren, da die in
der Ebene bestehenden Beziehungen so einfach sind, da8 man sie unmittelbar
verfolgen kann — wie dies oben gezeigt wurde.

Wir betrachten nun eine beliebige symmetrische Transformation des drei-
dimensionalen Raumes, die in bezug auf eine gegebene orthonormale Basis die
Matrixdarstellung

\

a1y G12 43
A(ey, ep, 83) = (€1, €, €5) | ap; Gy aza) s (G =axs)
P31 %32 %33
besitzen mége. Entsprechend wie im Fall der Ebene erhalten wir als Bedingung
dafiir, daB ein Vektor ¥ = e, &, + €,%, + ¢37; Eigenvektor (im Sinne obiger
Definition) der Transformation 4 zu einem Eigenwert 4 ist, die Gleichung

y @31 @12 B3\ [Ty Az
Al (e, ep, 60| %2 | | = (e1. €2, €5) | @aq Bpp @ag || %2 | =1(e1, €2, 89) | 422 |,
Z3, @31 @32 33/ \%3 PEN

die jedem der Gleichungssysteme
a1 %+ 0%+ 81325 = Az
A1 %)+ Gap T+ By3 2y = Ay,
G31 7)o+ G55 %y + 83323 = Azg

(@1 — A% +ay57 + 0,323 =0,
@y + (A — ) %y + G373 =0,
g%, + G35 %5+ (33— A) 23 =0
gleichwertig ist. Das zweite Gleichungssystem besitzt auf Grund friiherer

Uberlegungen dann und nur dann eine von der Nullssung verschiedene Lo-
sung, wenn seine Systemdeterminante verschwindet, also

a;—4  ay, Q3
@) Gp—A 3y | =0 (2)
a31 a3y agg—4h

ist. In (2) haben wir jetzt eine Gleichung dritten Grades mit reellen Koeffi-
zienten fiir die moglichen Eigenwerte 4. Bekanntlich besitzt nun eine Gleichung
dritten Grades mit reellen Koeffizienten stets mindestens eine zeelle Losung
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(da ein Polynom dritten Grades fiir hinreichend groBe positive Werte und hin-
reichend kleine negative Werte der Unbekannten sicher Werte mit verschie-
denem Vorzeichen annimmt). Man kann also mindestens einen Wert 2 finden,
der der Gleichung (2) geniigt. Fiir diesen Wert besitzt das Gleichungssystem (1)
eine von der Nullésung verschiedene Lésung z,, ,, #3, die einen Eigenvektor ¢
unserer symmetrischen Transformation bildet. Damit haben wir das folgende
Lemma bewiesen.

Lemma. Jede symmetrische Transformation des dreidimensionalen Raumes
besitzt mindestens etnen Eigenvektor.

Auf Grund dieses Lemmas konnen wir jetzt auch unmittelbar die Existenz
von drei paarweise aufeinander senkrecht stehenden Eigenvektoren beweisen.
Dazu bezeichnen wir den gefundenen Eigenvektor (den wir ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit als Einheitsvektor anneh kénnen) mit e; und be-
trachten die Gesamtheit aller auf ei senkrecht stehenden Vektoren. Offensicht-
lich fiillen diese Vektoren eine gewisse Ebene aus, die wir als selbstiindigen
zweidimensionalen Vektorraum ansehen wollen. Diese Ebene ist dadurch
ausgezeichnet, daB thre Vektoren senkrecht 2u dem Vekior ¢; bleiben, wenn man
auf sie die Transformation A anwendet, d. h., die Ebene bleibt als Ganzes bei
der Transformation 4 fest. Ist namlich r ein beliebiger Vektor dieser Ebene,
so ist (r, 1) =0 und mithin auch

(Ar, e1)=(r, A*e1)=(r, de1) = (r, hre1) =0,

weil A = A* ist. Das Verschwinden des inneren Produktes (4 1, e1) zeigt, daB
auch der Vektor 4 r senkrecht auf ¢’ steht (es kann iibrigens auch 4 = o sein,
ohne daB die Giiltigkeit unserer Ableitung beeintriichtigt wird).

Dieses letzte Resultat zeigt, daB die Transformation 4 auch als Transforma-
tion der betrachteten Ebene in sich aufgefalt werden kann. Sie ist als Trans-
formation der Ebene linear, weil sie im ganzen Raum linear ist. AuBerdem ist
sie auch als Transformation der Ebene symmetrisch, denn die Gleichung
(Ar,9)=(r, Ap), die eine unmittelbare Folge der Symmetrie 4 == 4% ist,
gilt im ganzen Raum und damit auch in der betrachteten Ebene. Nun haben
wir im vorangehenden Paragraphen gezeigt, da man zu jeder symmetrischen
Transformation der Ebene zwei aufeinander senkrechte Eigenvektoren ¢z, e} der
Ebene finden kann (von denen man auBerdem annehmen kann, daB sie die
Linge Eins besitzen).

Damit haben wir auch im dreidimensionalen Raum drei paarweise aufein-
ander senkrecht stehende Eigenvektoren e¢i, ¢z, eg der Transformation A ge-
funden, die zudem die Lange Eins besitzen. Indem man sie als Basis des drei-
dimensionalen Raumes wihlt, erhélt man fiir die Transformation 4 die Ma-
trixdarstellung

3,0 0
Alfel, ez, e3) = (el, e2,e3) [0 4 O |,
00 2

die zeigt, daB die Transformation A im wesenilichen auf eine Deknung des
Raumes in drei paarweise zueinander senkrechten Richtungen Linausliuft (wobei
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die Richtungen moglicherweise noch in die entgegengesetzten Richtungé\
iibergehen).

Eine eigentliche Dehnung bzw. Kontraktion des Raumes erhilt man.
wenn die Eigenwerte A,, 4;, 45 siimtlich positiv sind. Dies kann man noch da-
durch genauer fassen, da3 man den Begriff der positiv definiten Transformation
einfithrt. Darunter soll eine Transformation verstanden werden, bei der kein
Vektor mit seinem Bild einen stumpfen Winkel einschlieBt, fiir die also

(Ar,1) >0
fiir jeden vom Nullvektor verschiedenen Vektor r gilt.

Samtliche Eigenwerte einer positiv definiten sy trischen Transformation A
sind positiv. Wenn nimlich e, ein Eigenvektor der Transformation 4 ist, so
ist die Ungleichung (4e,, ¢,)=(4,¢;, ¢;) >0 (da das innere Produkt (e,, e,)
als Quadrat der Linge von e, positiv ist) gleichwertig damit, daB 4, > 0 ist.

Die Dehnungen des Raumes sind also spezielle positiv definite symmetrische
Transformati des R

§ 27. Die Darstellbarkeit aller linearen Transformationen als Produkt
aus einer orthogonalen und einer symmetrischen Transformation

Als Folgerung aus den Ergebnissen der vorangehenden Paragraphen er-
halten wir den folgenden Satz, der besagt, da man jede beliebige lineare
Transformation des Raumes (oder der Ebene) durch Hintereinanderausfithrung
einer Dehnung in drei zueinander senkrechten Richtungen, einer Drehung
und evtl. einer Spiegelung an einer Ebene erhalten kann.

Satz. Jede regulire lineare Transformation ist als Produkt aus einer symme-
trischen und einer orthogonalen Transformation darstellbar.

Der Beweis dieses wichtigen Satzes wird in mehreren Schritten gefiihrt.

1. Das Produkt aus einer reguliren linearen Transformation und ihrer
Konjugierten ist eine symmetrische positiv definite Transformation.

Dazu entspreche einer gegebenen linearen Transformation 4 in einer gleich-
falls gegebenen orthonormalen Basis die Matrix M4. Dann entspricht ihrer
Konjugierten A* in derselben Basis die transponierte Matrix M7} und damit
dem Produkt A*A4 die Matrix M7 M 4. Letztere stimmt indes wegen

(ML M )T =ML (MDT
mit ihrer Transponierten iiberein, so daBl in der Tat die Transformation 4*A4
symmetrisch ist. )

Um zu zeigen, daB die Transformation 4*A4 positiv definit ist, brauchen wir
uns nur die grundlegende Eigenschaft der konjugierten Transformation zu-
nutze zu machen. Ist niémlich r ein beliebiger vom Nullvektor verschiedener
Vektor, so ist auch Ar+0, und es gilt

(r,A*Ar)=(Ax, A));

das innere Produkt eines vom Nullvektor. verschiedenen Vektors mit sich
selbst ist aber stets positiv, so daf in der Tat (r, A*A ) > 0 ist.
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2. Jede symmetrische positiv definite Transformation A ist gleich dem Quadrat
einer symmetrischen positiv dehmten Transformation.

GemiB den Uberlegungen im vorangehenden Paragraphen kann man eine
orthonormale Basis des Raumes finden, in der die Matrix der Transformation 4
die Form

2,00
M,;=(0 20
0 0 A

hat. Die Zahlen 4,, 45, 4; sind dabei positiv, da die Transformation 4 positiv
definit sein sollte. Wir betrachten nun die Matrix

Vi 0 o
Mp=| 0 Vi, 0
0 0y

Sie ist — wie jede Matrix — die Matrix einer gewissen linearen Transformation
B des Raumes. Weil die Matrix Mz symmetrisch ist, ist auch die Transforma-
tion B symmetrisch. Da das Produkt der Matrix M p mit sich selbst gleich der
Matrix M 4 ist, ist das Quadrat der Transformation B die Transformation 4.1)

3. Die Konjugierte eines Produktes aus zwei oder mehreren linearen Trans-

Iormatumen 18t gleich dem Produkt der Konjugierten der urspriinglichen Trans-
n kehrter Reihenfolge.

Dles folgt einfach aus dem entsprechenden Satz fiir Matrizen. Sind niamlich 4
und B gegebene Transformationen und M, und M p ihre Matrizen in bezug auf
eine gegebene orthonormale Basis, so ist M4 M die Matrix der Transforma-
tion AB, wihrend (M M ;)7 die Matrix der konjugierten Transformation
(AB)* ist. Nun ist (M,M3p)" = M5 M7, und dies ist nichts anderes als das
Produkt der Matrizen M g+ und M 4« der Transformationen B* und 4*.

Nach diesen Vorbereitungen bereitet der Beweis des oben formulierten
Satzes keinerlei Schwierigkeiten mehr. Dazu sei A eine beliebige regulire
Transformation. Wir betrachten dann das Produkt A*4. Diese Transforma-
tion ist symmetrisch, positiv definit und regulir (letzteres auf Grund eines
fritheren Satzes iiber die Determinante eines Produktes von Matrizen). Dann
gibt es eine symmetrische positiv definite Transformation B, deren Quadrat
gleich A*4 ist, fiir die also

Bt= A*A
gilt. Diese Transformation B ist ebenfalls reguliir, besitzt also eine Inverse B-1,
fiir die .
= (4B-)B

1) DaB die Transformation B positiv definit ist, folgt schlieBlich daraus, daB in der
oben betrachteten Basis — und damit in jeder orthonormu.len Basis — fiir jeden

Vektor ¢ = e, 2, + €32, €323 0 die Ungleichung (B, ) = ‘Z 2} YA; >0 gilt. —
-t
Anm. d. wissenschafil. Red.

\
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gilt. Unser Satz ist offensichtlich bewiesen, wenn wir gezeigt haben, da8 die
Transformation 4 B-! orthogonal ist. Nun gilt aber?)

(AB-1)*AB-1= B-14*4B-1= B-1B*B-1=E,
was besagt, daB die Transformation (4 B-1)* zur Transformation 4 B-! invers

ist, was noch zu beweisen war (vgl. die Bemerkung iiber orthogonale Trans-
formationen im vorangehenden Paragraphen).

§ 28. Die Hauptachsentransformation fiir Kurven und Flichen
zweiter Ordnung

Die in den vorangehenden Paragraphen entwickelte Theorie findet eine be-
deutsame Anwendung bei der Untersuchung von Kurven und Flichen zweiter
Ordnung. Wir beginnen mit der Betrachtung von Kurven, wobei wir uns auf
den Spezialfall beschrinken, daB die Kurve ein Symmetriezentrum besitzt.
Derartige Kurven nennt man Mittelpunktskurven oder zemtralsymmetrische
Kurven.

In einem beliebigen rechtwinkligen Koordinatensystem, dessen Ursprung
im Symmetriezentrum der betrachteten Kurve zweiter Ordnung liegt, stellen
sie sich durch Gleichung der Form

ax? + 2bxy+ cyt=d (1)
dar, wobei der Faktor 2 beim gemischten Produkt nur aus Griinden der Be-
quemlichkeit eingefiihrt ist.

Sind e, und e, die Einheitsvektoren, die lings der beliebig gewihlten Ko-
ordinatenachsen gerichtet sind, so ist r = ¢,z + ¢,y der Radiusvektor, der
vom Symmetriezentrum zum Punkt z, y weist.

Wir stellen nun der gegebenen Mittelpunktskurve diejenige lineare Trans-
formation A gegeniiber, die in der Basis e,, ¢, durch die Matrix

a b

(b c)
dargestellt wird, die aus den Koeffizienten der Gleichung (1) gebildet ist. Man
sicht unmittelbar, daB der Vektor 4 (r) durch den Ausdruck

A(r)=A(e)z+ A(e)y
= (ae,+ bey))z+ (be, + cer)y = ey (ax+ by) + e(bz 4 cy)
gegeben wird. Daraus folgt, daB die linke Seite der Gleichung (1) gleich dem
inneren Produkt der Vektoren r und A (r) ist, so daB wir die Gleichung der be-
trachteten Kurve auch in der Form
(r, Ar)=4d 2)

schreiben kénnen.

Bei dieser Schreibweise kann man leicht erkennen, wie sich die Gleichung
der Kurve beim Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem indert. Da

1) Die Transformation B-! ist ebenfalls symmetrisch: (B-1)* = B-1.
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die Transformation 4 symmetrisch ist, gibt es in der Ebene eine orthonormale
Basis, die aus Eigenvektoren e; und ez der Transformation 4 besteht. Gehen
wir speziell zu dem Koordinatensystem iiber, das durch diese Basis bestimmt
ist, so stellen wir fest, dal

r=-ei2' 4 ety’, A(e]) = Aei,
A(ez) = Ayes, A(r) = el @' + esdyy
und
(e1,e)) = (ez,e2) =1, (e1,e2) =0

¢ilt, so daB in diesem neuen Koordinatensystem die Gleichung (2) die Form

Lt Dyt = (3)
annimmt.

In der einfacheren Form (3) kann man unmittelbar genaue Aussagen iiber
die Gestalt der Kurve machen, was in der urspriinglichen Form (1) erhebliche
Schwierigkeiten bereiten wiirde. Insbesondere erkennt man aus der Glei-
chung (3) unmittelbar, daB die neuen Koordinatenachsen Symmetrieachsen
der gegebenen Kurve sind.l) Damit ist fiir beliebige Mittelpunktskurven
zweiter Ordnung die Existenz von zwei aufeinander senkrecht stehenden
Symmetrieachsen bewiesen. Ein geringfiigiger Ausbau der vorangehenden
Uberlegungen fiihrt zu einer vollstindigen Klassifizierung aller Kurven zweiter
Ordnung. Wir wollen hief jedoch nicht niher darauf eingehen, da dies auBer-
halb unseres Themas steht.

Die Zugkraft der verwendeten Methoden wird noch augenscheinlicher, wenn
man sie auf die Untersuchung von Mittelpunktsflichen zweiter Ordnung an-
wendet.

Falls sich der Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems im Sym-
metriezentrum einer solchen Fliche befindet, stellt sie sich in diesem Koordi-
natensystem in der Form

az®+2bzy+ ey +2dzz+ 2fyz+g22=h

dar. Der Leser iiberzeugt sich unmittelbar davon, dafl diese Gleichung auch
in der Form (r, A (r)) = & geschrieben werden kann, wobei r der Radiusvektor
vom Symmetriezentrum zum Flichenpunkt und 4 die symmetrische Trans-
formation mit der Matrix

ab

bef

dfg

1) In der Geometrie spricht man in diesem Zusammenhang auch von Hauptachsen
der Kurve und nennt die Transformation, durch die das Koordmatensystcm € €3,
in dem die gcgcbene Kurve durch die Gleichung (1) bestimmt wird, in das Koordi-
natensystem e, ej ubergefuhrt wird, m dem die betrachtete Kurve der Gleichung (3)
geniigt, eine Hauj formation der gegebenen Kurve. — Anm.d. wissen-
schafil. Red.

ist.
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Gehen wir von dem gegeb Koordinatensystem zu einem Koordinaten-
system iiber, das durch eine Basis aus Eigenvektoren der Transformation 4
bestimmt ist, so ergibt sich durch entsprechende Uberlegungen wie oben, daB
die Gleichung der Fliche in diesem neuen Koordinatensystem die Form

L2+ Ayt A2t =h

annimmt.

Wie auch im Falle der Kurven kann man an dieser Gleichung ziemlich leicht
die Gestalt der vorgelegten Fliche erkennen. Insbesondere zeigt sie, dal jede
Mittelpunktsfliche zweiter Ordnung drei paarweise aufeinander senkrecht
stehende Symmetrieebenen besitzt.
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L. J. OKUNJEW

DER RING DER POLYNOME UND DER KORPER
DER RATIONALEN FUNKTIONEN



Kapitel 1

DER RING DER POLYNOME IN EINER UNBESTIMMTEN

§ 1. Der Ring der Polynome

In der elementaren Algebra spielen die Begriffe des Polynoms und der ratio-
nalen Funktion (des algebraischen Bruches) eine bedeutsame Rolle. Bereits
in der Oberschule hat man es hiufig mit Ausdriicken der Form

Bat taytyrts, TEY
oder von dhnlicher Gestalt zu tun. Es ergibt sich naturgemaB die Frage,
was man unter solchen Ausdriicken zu verstehen hat und welchen Sinn Gleich-
heit, Addition und Multiplikation von Ausdriicken dieser Art besitzen.

Wir wollen zunachst einige konkrete Beispiele betrachten, an denen wir uns
die Schwierigkeiten klar machen kénnen, die mit den Begriffen des Polynoms
und des algebraischen Bruches verkniipft sind.

Betrachten wir etwa das Polynom 2° -+ 22, Dieses Polynom kann man als
eine auf der Menge der reellen oder der komplexen Zahlen definierte Funktion
der Verdnderlichen = ansehen. Dieser funktionale Standpunkt, der fiir die
Analysis charakteristisch ist, erweist sich jedoch in der Algebra in einer Reihe
von Fillen als unzweckmiBig.

Um dies einzusehen, betrachten wir die Menge der ganzen Zahlen und be-
zeichnen die Gesamtheit aller geraden Zahlen mit 0 und die Gesamtheit aller
ungeraden Zahlen mit 1. Die endliche Menge aus den beiden Elementen 0 und 1
werde K genannt. SchlieBlich werde innerhalb der Menge K eine Addition und
eine Multiplikation vermége der Gleichungen

o )

,T+T=6,}

erklirt. Bei der Festlegung dieser Addition und Multiplikation lassen wir uns
von der Tatsache leiten, daB die Summe zweier gerader Zahlen gerade ist, die
Summe aus einer geraden und einer ungeraden Zahl ungerade, die Summe
zweier ungerader Zahlen gerade, das Produkt zweier gerader Zahlen gerade
ist, usw.

Der Leser mdge sich davon iiberzeugen, daB8 die Menge K beziiglich der so
erklirten Addition und Multiplikation einen Kérper!) bildet. In ihm ist 0
Nullel t und 1 Einsel t

1) Beziiglich der Definition des Ringes und des Korpers und ihrer grundlegenden
Eigenschaften vgl. EAEM Band 1, I. W. ProsxURJAEOW, Mengen, Gruppen, Ringe
und Korper. Die theoretischen Grundlagen der Arithmetik.
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Betrachten wir jetzt das Polynom z® + 22 als Funktion von z auf dem Kor-
per K, so stellen wir auf Grund der Gleichungen (1) unmittelbar fest, daB die
Funktion 2* 4 2® auf der Menge K identisch verschwindet, daB also

B4+ 22=0
gilt. Daraus folgt, daB
P+ 22t z=2z, A+ 2P+ 2=t
ist, usw.

Wir gelangen also, wenn wir die Polynome als auf der Menge K definierte
Funktionen ansehen, zu Regeln fiir das Rechnen mit Polynomen, die erheblich
von den iiblichen abweichen.

Bei den algebraischen Briichen taucht dariiber hinaus noch eine weitere
Komplikation auf. Dazu betrachten wir z. B. die Briiche

[(::)::z’_l (z+1)2

z—1’ 9(@)= z+1

und sehen sie als Funktionen im Bereich der reellen Zahlen an. Hier haben f(z)
und g () verschiedene Definitionsbereiche: Die Funktion f(z) ist fiir alle von 1
verschiedenen reellen Werte z erklirt, withrend die Funktion g(z) fiir alle von
—1 verschiedenen reellen Werte z erklart ist. Daher miissen f(z) und g(z) als
verschiedene Funktionen angesehen werden; d. h., es ist

A1 (z+1)¢

z—1 * z+1 °

Ebenso stellt man fest, dal
z2—1
z—1

+z4+1
ist.

In einer allgemeinen Theorie der Polynome und algebraischen Briiche diirfte
es sich daher als zweckmaBig erweisen, vom funktionalen Standpunkt abzu-
gehen und diese Begriffe rein algebraisch zu erkliren. Spater (§§ 3, 11 und 12)
werden wir feststellen, in welchen Fillen die algebraische und die funktio-
nale Auffassung gleichwertig sind.

Wir beginnen unsere Darstellung mit der Untersuchung von Polynomen in
einer einzigen Unbestimmten z. Auf die Polynome in mehreren Unbestimmten
2, ..., Z, und die algebraischen Briiche den wir erst im AnschluB daran
eingehen.

Den Begriff des Polynoms in einer Unbestimmten z kann man auf folgende
Weise erkliren:

Es sei R ein kommutativer Ring mit Einselement e 5= 0. Die Elemente des

Ringes R bezeichnen wir mit den Buchstaben a, b, ¢, . ... Unter einem Poly-
nom in z iber dem Ring R verstehen wir einen Ausdruck der Form
a7k @y Fr oo a, 2% (821), (2)

wobei @, @, . . . , @, beliebige Elemente aus Rund k; < ky < - - - < k, beliebige
nichtnegative ganze Zahlen sind. Dabei setzen wir iiberdies fest, da8 z° gleich
dem Einselement e sein soll und daB fiir beliebiges nichtnegatives ganzes k die
Gleichungen ez* = a*e = 2* gelten.
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Hierbei miissen wir darauf hinweisen, daB wir zunichst z, 22, , k.
wie auch die Ausdriicke a,2%, ..., q, x": und das Zeichen ,,+ , welches dle
Ausdriicke a, 2%, . . . , a,2*s verbindet, als reine Zeichen auffassen, denen noch
keine bestimmte Bedeutung zugeschrieben ist. Daher wird = eine Unbestinmte
genannt. Erst nachdem wir fiir die Polynome Gleichheit, Addition und Multipli-
kation erklirt haben, werden wir zu einer einwandfreien Deutung der Unbe-
stimmten gelangen. Die Zeichen z* werden dann mit den Potenzen von x
iibereinstimmen, withrend die Ausdriicke der Form (2) als Summen aus Pro-
dukten dieser Potenzen mit Elementen des Ringes R erscheinen werden.

Wir erwilhnen noch, daB man auch die Elemente des Ringes R als Poly-
nome iiber R auffassen kann, nidmlich als Polynome der Form a2®. Offenbar
sind auch die Ausdriicke a2*, wobei k eine beliebige nichtnegative ganze Zahl
ist, also insbhesondere die Unbestimmte z, Polynome iiber R.

Die Elemente a,, a,, . . ., @, die in den Ausdruck (2) eingehen, werden die
Koeffizienten des Polynoms (2) genannt, withrend die Ausdriicke

a, b, ayzhs, L L agate

die Glieder des Polynoms (2) heiBen. Speziell nennt man a,z*s das hichste Glied
(Leitglied) und a, den hichsten Koeffizienten (Leitkoeffizienten) des Polynoms (2).
Zur Abkiirzung werden wir Polynome meistens mit f(z), g(x), k(z) usw. be-
zeichnen.

Als nichstes definieren wir Gleichheit, Summe und Produkt von Poly-
nomen iiber dem Ring R.

Dazu seien f(x) und g(x) beliebige Polynome iiber R. Diese Polynome werden
dann und nur dann als gleick (identisch) angesehen, wenn die Polynome f(z)
und g(z) — von Gliedern mit dem Koeffizienten Null (falls solche vorhanden
sind) abgesehen — gliedweise iibereinstimmen. In diesem Sinne sind z. B. die

Polynome
242+ 2* und O+ 2+ 22+ 28+ 0- 2t
gleich, wihrend die Polynome
f@=2+242 wd g@)=z+22+ 23+

verschieden sind, weil in g() das Glied 2# auftritt, das im Bestand der Glieder
von f(x) nicht vorhanden ist.

Aus dieser Definition der Gleichheit von Polynomen folgt speziell, daB man
jedes Polynom f(z) iiber R auf die Gestalt

f(x) =ag+aztaya®+---+ au2"

bringen kann, wobei 7 eine hinreichend groe nichtnegative ganze Zahl ist. Dazu
braucht man offenbar nur in ein gegebenes Polynom, das diese Gestalt nicht
besitzt, passend Glieder mit verschwindendem Koeffizienten einzufiigen. In
dieser Form werden wir uns die Polynome meistens dargestellt denken.

Aus der Definition der Gleichheit von Polynomen ergibt sich dariiber hinaus
unmittelbar, daB ein Polynom f(z) dann und nur dann gleich Null (d. h. gleich
dem Nullelement des Ringes R) ist, wenn alle Koeffizienten von f(x) ver-
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schwinden. Ist also f(x) nicht gleich Null, so muB mindestens einer seiner
Koeffizienten von Null verschieden sein.
Als niichstes erkliren wir die Grundrechenarten fiir Polynome. Dazu seien

f(@)=ay+ a2+ a2t 4 - -+ an 2",

g(z) =by+ bz + bz 4+ -+ 4 bmz™
beliebige Polynome iiber dem Ring R. Unter der Summe f(z) + g(z) dieser
Polynome werde das Polynom

dy+diot dz 4ot Gt
verstanden, wobei k das Maximum der beiden Zahlen m und # und d; = a;+ b

ist (wenn n > m ist, so muB man sich b1 =« -+ = by = 0- gesetzt denken,
wiihrend man im Falle n < m entsprechend ap4; =::+ = am = 0 setzen
muB).

Unter dem Produkt f(z) g () soll das Polynom
aobn + (uob1+ albo)z+ et
A+ (Bobk + @rbr_at - -+ @bt 4 - 2 bp 2™ (A)

verstanden werden, wobei a; = 0 fiir ¢ > » und b; = 0 fiir j > m gesetzt sei.

Wir wollea jetzt aus den angegebenen Definitionen fiir die Summe und das
Produkt von Polynomen iiber R einige Folgerungen ziehen. Dazu verstehen
wir unter R [z] die Menge aller Polynome in z iiber dem Ring R. Wir behaupten,
daB fiir die von uns eingefiihrten Grundrechenarten Addition und Multipli-
kation die iiblichen algebraischen Gesetze gelten, g , daB folgendes gilt:

Satz 1. Die Menge R{xz] bildet in bezug auf die oben erklirte Addition und
Multiplikation von Poly einen k tativen Ring.

Beweis. Wenn wir zwei beliebige Polynome in der Unbestimmten z, deren
Koeffizienten dem Ring R angehoren, addieren oder multiplizieren, so er-
halten wir offenbar stets ein eindeutig bestimmtes Polynom in z mit Koeffi-
zienten aus demselben Ring R. Daher sind Addition und Multiplikation von
Polynomen in z, deren Koeffizienten dem Ring R angehdren, algebraische
Operationen in der Menge R[z].

Man priift nun leicht nach, da8 fiir Addition und Maltiplikation der Poly-
nome aus R[z] das kommutative, das assoziative und das distributive Gesetz
gelten. Wir begniigen uns hier mit dem Nachweis der Giiltigkeit des assoziati-
ven Gesetzes fiir die Multiplikation. Zu diesem Zweck multiplizieren wir

H@)g(x)=aoby + (agby +a,Bg) x+ -« - + @nbma™+™
mit dem Polynom

h(z)=co+Crz+--+ad.
Nach der Definition des Produktes von Polynomen erhalten wir
[H2)g(2)]h(z) =
= aybyCo + (3pboCy + o1 Co +ayboco) T+ + - +anbmarzn+ ™. 3
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Andererseits ist
g(@)h(z)="byey+ (boe; +bycp)z++ - +-bmcrz™+,

woraus sich, ebenfalls auf Grund der Definition des Produktes,
(=) [g(x)h(2)] =

= ayby o+ (@ybycy +agby g -+ b9Co) T+ + -+ Bnbmera™+ ™+ 4)
ergibt. Ein Vergleich der Koeffizienten von (3) und (4) liefert nach der
Definition der Gleichheit von Polynomen die Beziehung

[f(@)g (@) h(z) = f(2) [g(2) A ()],

womit gezeigt ist, daB fiir die Multiplikation von Polynomen iiber R in der
Tat das assoziative Gesetz gilt.!)

SchlieBlich iiberzeugt man sich leicht davon, daB in der Menge R[z] die
Addition stets umkehrbar ist: Fiir beliebige Polynome

Hx)=ay+a 2+ -+ anz"

g(x)=by+ bz~ +bpa™
aus R [z] ist die Gleichung f(z) + z = g() in R [«] losbar.
Denn auf Grund der Definition der Addition von Polynomen ergibt sich
unmittelbar, daB fir n =m

z=(y—ag)+ (b; — @)z + -+ + (b — a5) 2",

z2=(by—ag) + (b, —a)x+- -+ (bn —am)a™
F(—anir) @ oo (—an) 2"

und

firn>m

und firn < m
2=(by—ap) + (b —a))x+-- -+ (bp—an) 2"
F (= bas1) 2™ e oo (— bm) 2™
das Gewiinschte leisten.

Aus dem soeben bewiesenen Satz 1 kann man leicht eine Reihe von SchluB-
folgerungen hinsichtlich der Polynome iiber R ziehen. Wir erwithnen hier nur
die wichtigsten:

1. Da fiir die Addition von Polynomen das assoziative Gesetz gilt, kénnen
wir jedes Polynom

f(x) =ay+ ayz+ - -+ az2"

als Summe seiner Glieder a;x’ auffassen. Hierbei kann man die Glieder des
Polynoms f(z) noch in beliebiger Reihenfolge anordnen, denn die Addition
ist ja auch kommutativ. Insbesondere konnen wir also auch die Glieder des

1) Eine wesentliche Rolle beim Beweis dieses Satzes spiclt die Tatsache, daB R ein
Ring ist. So haben wir uns z. B. beim obigen Nachweis der Giiltigkeit des asso-
ziativen Gesetzes fiir die Multiplikation von Polynomen darauf gestiitzt, daB fir
die Koeffizienten (als Elemente des Ringes R) das assoziative und das distributive
Gesetz fiir die Addition und die Multiplikation gelten.
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Polynoms f(z) nach fallenden Indizes der Koeffizienten anordnen:
f@) =, 2"+ ap_1 2"~ 4+ 4a,.

2. Da fiir die Multiplikation von Polynomen gleichfalls das assoziative Gesetz
gilt, kénnen wir die Symbole 22, 23, .. ., z" als Pot der Unbestimmten z
auffassen, wobei z*a* = z**+* gilt. Ferner kann jedes Glied a;2* des Polynoms
f(z) als Produkt des (als Polynom iiber R aufgefalten — Anm. d. wissen-
schaftl. Red.) Elementes a, aus dem Ring R mit der Potenz z* der Unbestimmten 2
angesehen werden, wobei wegen der Kommutativitit der Multiplikation
a,7' = 2'a; gilt.

3. Falls a, b beliebige Elemente des Ringes R und , I beliebige nichtnegative
ganze Zahlen sind, ist (az*) (ba') =aba*+!. Da iiberdies fiir die Addition und
Multiplikation von Polynomen aus R [x] das distributive Gesetz gilt, kann man
die Polynome f(x) und g(x) nach der aus der Schule bekannten Regel multipli-
zieren. Diese besteht darin, daB man zunichst jedes Glied von f(x) mit jedem
Glied von g(z) multipliziert, wobei man zu Ausdriicken der Form a;b;z'+/
kommt. Sodann bildet man die Summe aller dieser Ausdriicke und faBt schlieB-
lich gleichartige Glieder zusammen.l)

4. Sind f(z) und g(z) beliebige Polynome aus R [2], so besitzt die Gleichung
f(%) + z = g(x) auf Grund einer bekannten Eigenschaft beliebiger Ringe auch
nur eine Losung. Die eindeutig bestimmte Losung dieser Gleichung bezeichnet
man mit g(z) — f(z) und nennt sie die Differenz der Polynome g(z) und f(z).

Speziell ist
f(@)— @) =0, 0—f(@)=—f(2),

wobei —f(z) das zu f(z) entgegengesetzte Polynom ist, d. h. dasjenige Poly-
nom, dessen Summe mit dem Polynom f(z) gleich Null ist. Da die Menge
R[] einen Ring beziiglich Addition und Multiplikation von Polynomen iiber R
bildet, wollen wir R [] den Ring der Polynome tn z iber R nennen.

Bisher haben wir die Unbestimmte x lediglich als ein Symbol angesehen.
Unser nichstes Ziel wird es sein, der Unbestimmten x eine feste Bedeutung
beizulegen. Dazu fithren wir die Begriffe des Unterringes, der Erweiterung
eines Ringes und des transzendenten Elementes ein.

Es sei K ein beliebiger (nicht notwendig kommutativer) Ring. Eine belie-
bige Teilmenge K’ des Ringes K, die beziiglich der Ringoperationen ,,+“
und ,,-“ des Ringes K ihrerseits einen Ring bildet, wird ein Unterring von K
genannt, wihrend K eine Erweiterung des Ringes K’ heilt.

In diesem Sinne ist der Ring der geraden Zahlen ein Unterring des Ringes
der ganzen Zahlen und der Ring der ganzen Zahlen eine Erweiterung des Ringes
der geraden Zahlen. Ein anderes Beispiel ist der Ring R [z] der Polynome iiber
R, der eine Erweiterung des Ringes R ist.

1 Letztem ist dadurch gerechtfertigt, daB fiir die Addition von Polynomen aus R[z]
ve und das Gesetz gelt,en und Addition und Mulh—
pllkxt)on von Polynomen aus R[z] vermittels des d ven G
verkniipft sind.
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Im folgenden werde unter R ein kommutativer Ring mit Einselement e &= 0
verstanden. Ferner sei £ eine kommutative Erweiterung des Ringes R, die
dasselbe Einselement e wie R besitzt. Ein Element 0 aus £ nennen wir
transzendent in bezug auf R, wenn fiir jedes nichtnegative ganze n und fiir be-

liebige Elemente a4, ay, ..., @, aus R die Gleichung
ag+ a, 04+ a,6" =
nur fir gg=a, =+ =a, = 0 gilt.

Auf Grund dieser Definition erkennt man unmittelbar, da8 ein in bezug auf R
transzendentes Element 8 ein Element auBerhalb von R ist, d. h. nicht in R
liegen kann. Wiire nimlich 6 Element von R, so wiire § = @, wobei a Element
des Ringes R ist, und wiirde daher der Gleichung 6 — @ = 0 geniigen, wobei
der Koeffizient e von 0 verschieden von Null ist, was der Transzendenz von 0
widerspricht.

Die historisch ersten Beispiele fiir transzendente Elemente waren die soge-
nannten transzendenten Zahlen; das sind komplexe Zahlen, die in bezug auf
den Ring der ganzen Zahlen transzendent sind. Die Existenz transzenden-
ter Zahlen wurde im Jahre 1851 von LIOUVILLE bewiesen. Im Jahre 1873
zeigte HERMITE die Transzendenz der Zahl e (Basis der natiirlichen Loga-
rithmen), und im Jahre 1882 erkannte LINDEMANN, da8 auch die Zahl n
(Verhéltnis des Umfanges eines Kreises zu seinem Durchmesser) transzendent
ist. Ein weiterer wesentlicher Schritt in der Entwicklung der Theorie der
transzendenten Zahlen wurde in den Jahren 1929 bis 1936 von dem sowje-
tischen Mathematiker A. O. GELFOND getan, der die Transzendenz einer
hemerkenswerten Klasse von Zahlen!) bewies (und damit ein HILBERTsches
Problem 16ste — Anm. d. wissenschaftl. Red.).

Es ergibt sich nun naturgemif die Frage, ob es zu jedem Ring R transzen-
dente Elemente gibt. Eine Antwort auf diese Frage gibt der folgende

Satz 2. (Hauptsatz iiber die Existenz eines transzendenten Ele-
mentes.) Zu jedem kommutativen Ring R mit Einselement e == O gibt es eine
kommutative Erweiterung 2 mit demselben Einsel t e, die igstens ein
beziiglich R tr dentes Element enthilt.

Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir hier verzichten.?)

Es sei 0 ein beziiglich R transzendentes Element in einer passenden Er-
weiterung 2 des Ringes R. Die Gesamtheit der Elemente aus 2, die sich in der

1) Vollstandigere Angaben iiber transzendente Zahlen finden sich in EdEM, Band I,
A. J. CaintscHIN, Elemente der Zahlentheorie.

3) Ein Beweis dieses Satzes findet sich in I. W. PROSKORJAROW [6] auf den Seiten 239
und 240 und in L. J. ORUNJEW [4] auf Seite 330. (Der deutsche Leser sei verwiesen
auf R. KocHENDORFFER, Einfilhrung in die Algebra, 3. Aufl.,, Berlin 1866, ferner auf
0. Havupr, Einfithrung in die Algebra, Teil 1, 2. Aufl., Leipzig 1956, Seite 148 ff., und
H. Hasse, Hohere Algebra, Band I, 3. Aufl,, Berlin 1951, Seite 31 ff. — Anm. d.
wissenschaftl. Red.) Es sei darauf hingewiesen, daB in Satz 2 lediglich von der Existenz
einer Erweiterung 2 die Rede ist, die wenigstens ein transzendentes Element enthalt, .
jedoch nichts iiber die Natur einer solchen Erweiterung (d. h. dariiber, ob dieses trans-
zendente Element im Kérper der komplexen Zahlen liegt) wird. Daher kann
man aus Satz 2 nicht die Existenz von t dent: ahlen hlieB
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Form ay+ a,0 + - - - 4 @, 0" darstellen lassen, wobei 7 eine beliebige nicht-

negative ganze Zahl ist und a,, @, . . ., a, beliebige Elemente aus R sind, werde

mit R [6] bezeichnet.

Man zeigt leicht, daB die Addition und die Multiplikation des Ringes

auch in R [0] algebraische Operationen sind. Dazu sei
a=ay+a;04---+a,0",
B="by+b, 04+ +bnb™,

wobei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit n = m ist. Wir betrachten nun

die Summe

a+B=(ag+a; 0+ +an 0"y (b 45,04 - +bn6™). (5)
Wie in jedem Ring, so gelten auch in Q2 fiir die Addition das assoziative und
das kommutative Gesetz. Daher kann man in dem Ausdruck auf der rechten
Seite der Gleichung (5) die Klammern auflésen und die Summanden nach
gleichen Potenzen von 8 ordnen. Dies ergibt?)

o= (ag+bo) + (@, 0+, 6) +- - - + (am 6™ + b 0™)
+amp16m - @, 07,
oder nach Anwendung des distributiven Gesetzes
o+ B=(ag+bg) + (@, +by) 0+ + (@m+bm) O™ +-am i1 6™+ - - - t-a, 0",
Da nun die hierbei auftretenden Koeffizienten
ay+by,a,-+by, ..., Gmt-bm, ity oo, @a

dem Ring R angehoren, ist « + § Element der Menge R[6).

Analog iiberzeugt man sich davon, daB auch af zu R [0] gehort (hierzu
hat man neben dem kommutativen und dem assoziativen Gesetz fiir die Addi-
tion und dem distributiven Gesetz noch das assoziative und das kommutative
Gesetz fiir die Multiplikation von EI ten des Ringes 2 her iehen).

Noch weit wesentlicher ist der folgende

Satz 3. Die Menge R [0] und der Ring R [x] der Polynome sind isomorph.

Beweis: Hierzu ordnen wir jedem Polynom f(z)=@a,+a,z+---+4a,z"
aus R [#] dasjenige Element a«=ay+ a,0+----4-a,0" aus R [6] zu, das mit
denselben Elementen a,,a,, .. ., @ aus R gebildet ist wie das Polynom f(z):

f@)=ay+ a@+---+a2" > a=ay+a,0+---+ a,0" (6)
(,,»* ist das Zeichen fiir die Zuordnungsrelation). Es ergibt sich unmittelbar,
daB die Zuordnung (6) ein Isomorphismus zwischen R [z] und R [0] ist. Dazu
iiberzeugt man sich zunichst davon, da8 die Zuordnung (6) nicht nur ein-
deutig, sondern sogar umkehrbar eindeutig ist. Denn ist
9(@)=by+byz 4+ +bna"

1) Wenn n = m ist, so entfallen die Glieder a, , 6™+1, ..., a, 6",
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ein beliebiges Polynom aus R [z] und gilt

g(@)=by+bx+-++bpz™ - f=by+b,0+-- -4 bn0™,
8o folgt aus a =p, daB a — =0 ist, also

_ﬂz(ao+a19+' "+an0')—(bo+b10+"'+bu0-)=0
gilt. Unter Benutzung der grundlegenden Eigenschaften der algebraischen
Operationen, die in jedem kommutativen Ring, insbesondere also im Ring Q2
gelten, erhalten wir im Fall n = m

(3g—bo) + (@, —b;) 0+ -+ (@ —by) *=0,

im Fall n>m

(@g—bo) + (@, —b) 0+ - + (@n—b) 0™ + Gm41 6%+ - - a0 0" =0
und im Fall n <m

(ap— bo)+("1—b1)0+’ st (an—ba) 6% — buyy 6F1—- - —bm 6m=0.
Da nun 6 in bezug auf R transzendent sein sollte, ist im Fall n =m

ag="by,a,=b,, ..., an=bn,
im Felln>m
ay=by,a,=by, ..., tn=>bm,am41=0,..., 8, =0
und im Fall z<m
ay=by,a,=by, ..., @n=bn, bp11=0,...,m=0.
Hieraus ergibt sich jedoch unmittelbar, daB f(z)=g() ist.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB einer Summe bzw. einem Produkt
beliebiger Polynome aus R [z] bei der Zuordnung (6) die Summe bzw. das
Produkt der zugehorigen Elemente aus R [6] entspricht. Dazu sei

f(@)=a,+a,z+ - Fau2",
g(@)="by+bz+t--+bna™,
wobei z. B. » = m ist. Auf Grund der Definition der Addition im Ring R [2]
ist dann
1@ +g@=cot e+ +aa",

wobei ¢g=a;+b; ist und im Fall » >m die Koeffizienten bpmy1, ..., by
verschwinden. Diesem Polynom f(z) + g(z) entspricht bei der Zuordnung (6)

das Element
y=e+c0+--fcab".
Nun ist aber .
a+p=(ay+a,0+4---+a.0" +(by+b,0+ - +bnb™)
=cot,0+---tc.00=y,
so daB wirklich
f(@)+g(x)>a+tp.
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Analog iiberzeugt man sich davon, daB auch die Zuordnung
H@)g(2) > ap
besteht. Damit ist der behauptete Satz vollstindig bewiesen.

Auf Grund der Isomorphie des Ringes R [z] der Polynome iiber dem Ring R
zur Menge R [0] ergibt sich unmittelbar, daB R [0] ebenfalls ein Ring ist.
Daher ist R[0] eine Erweiterung des Ringes R, die das Element 0 enthilt,
und gleichzeitig ist R [0] ein Unterring des Ringes 2. Dariiber hinaus zeigt
sich, daB R [6] minimal in folgendem Sinne ist: Kein Unterring des Ringes
R [0], der von R [0] verschieden und eine Erweiterung von R ist, enthilt das
Element 0. Es sei nimlich S ein Unterring von R [0], der das Element 0 ent-
hélt und eine Erweiterung von R ist. Offenbar enthilt dann S nicht nur 6,
sondern auch jede Potenz 0* des Elementes 0, sofern k eine nichtnegative
ganze Zahl ist. Da S eine Erweiterung von R ist, liegt in S auch jedes Element @
des Ringes R und damit a 0*. SchlieBlich sind dann in S alle Elemente der

Form
ay+a,0+4---+a, 0"

enthalten, wobei 7 eine beliebige nichtnegative ganze Zahlist und ay, a,, ..., a,
beliebige Elemente aus R sind. Daher muB3 S gleich R [0] sein, womit die
Minimalitit von R [0] bewiesen ist.

Auf Grund der Isomorphie des Ringes R [2] der Polynome zum Ring R [0]
brauchen wir die Ringe R [£] und R [0] hinsichtlich der algebraischen Eigen-
schaften der Addition und Multiplikation nicht zu unterscheiden und kinnen z
selbst als ein beliebiges Element ansehen, das in bezug auf R transzendent
ist. Dies ist eine fest umrissene Deutung der Unbestimmten z.

Als niichstes wollen wir den Begriff des Grades eines Polynoms in der Un-
bestimmten z einfilhren. Dazu betrachten wir ein beliebiges Polynom aus
R [z], das vom Nullpolynom verschieden ist. In jedem derartigen Polynom
gibt es wenigstens einen nicht verschwindenden Koeffizienten. Der groBte der-
jenigen Exponenten, die in Gliedern mit von Null verschiedenen Koeffizienten
des betrachteten Polynoms auftreten, wird der Grad dieses Polynoms genannt.

So ist z. B.

f(x)=1+42z+4+8322+0- 234224 +0- 2%

ein Polynom vierten Grades in z iiber dem Ring der ganzen Zahlen.

Ist der Grad eines Polynomns f(z) gleich #, so konnen wir dieses Polynom
offenbar in der Form

f(x)=ay+a,z---~a,2"
oder auch in der Form
f@)=an2"+an_12" '+ +a,

schreiben, wobei der hochste Koeffizient a, von Null verschieden ist — ein-
fach deshalb, weil die Koeffizienten derjenigen Glieder, die x in einer hoheren
als der n-ten Potenz enthalten, gleich Null sind, so daB wir die entsprechenden
Glieder fortlassen konnen.
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Jedes Element a %= 0 des Ringes R kann man als Polynom vom Grad Null
in der Unbestimmten z auffassen, da e=aa® ist. Was das Nullelement des
Ringes R betrifft, so soll es als Polynom angesehen werden, das keinen Grad
besitzt.

Unter Benutzung des Begriffs des Grades kénnen wir eine iiberaus einfache
Bedingung fiir die Gleichheit von Polynomen in 2 angeben. Sind nimlich

f@)=a+az+--+ar®  (a.50)
g(@)=by+b x4+ - +bnz™ (bn=0)

beliebige Polynome aus R [x] vom Grad n bzw. m, so sind diese Polynome
offenbar dann und nur dann gleich, wenn ihr Grad iibereinstimmt und
ihre Koeffizienten bei gleichen Potenzen der Unbestimmten jeweils dieselben
sind :

und

n=m, ay="by, a,=by, ..., aa="by.

Beziiglich des Nullpolynoms ist dabei lediglich zu beachten, daB seine samt-
lichen Koeffizienten gleich Null sind.

Aus der Definition der Addition von Polynomen ersieht man unmittelbar,
daB der Grad einer Summe f(z) + g(x) von Polynomen nicht gréBer sein kann
als der groBere der Grade der einzelnen Summanden f(z) und g(z); er kann
jedoch durchaus kleiner sein als der Grad von f(z) und g(z). So ist z. B. die
Summe der Polynome

fey=2834224+x—1, g(z)=—228— 2245246
das Polynom
/(@) +g(x)=6x+35,
dessen Grad gleich Eins ist.

Bei einer oberflichlichen Betrachtung des Ausdrucks (A) (Seite 120) konnte
man meinen, daB der Grad des Produktes der Polynome f(z) und g(z) gleich
der Summe ihrer Grade ist. Dieser SchluB} ist jedoch im Fall eines beliebigen
Ringes R nicht stichhaltig. Es gibt nimlich Ringe R mit Nullteilern, d. h.
Ringe, in denen ein Produkt aus Elementen gleich Null ist, ohne daB einer der
Faktoren verschwindet (ab= 0, obwohl a =0, b==0). Derartige Elemente
a =0 und b5 0 nennt man bekanntlich Nullteiler.

Ein sehr einfaches Beispiel fiir einen Ring mit Nullteilern ist die Menge aller

Matrizen
(“1 1% z)
@yy Qg3

zweiter Ordnung mit reellen Elementen a,,, @,,, @;,, @y,. Man iiberzeugt sich
leicht davon, daB diese Menge in bezug auf Addition und Multiplikation von
Matrizen!) einen Ring bildet. Nullelement dieses Ringes ist die Nullmatrix

) Beziiglich der Grundrechenarten fiir Matrizen vgl. § 21 des vorangehenden Ar-
tikels von A.I. Uskow, ,,Vektorriume und lineare Transformationen*.
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(o o)

deren tliche El te verschwinden. Wir betrachten nun die Matrizen

o) *=(o3):

die beide von Null verschieden sind, da sie die von Null verschiedene Zahl 1
als Element enthalten. Ihr Produkt ist jedoch auf Grund der Definition der
Multiplikation von Matrizen gleich Null, nimlich gleich der Nullmatrix.

Wenn nun R ein Ring mit Nullteilern,

f@)=ay+a,z+---+a.z" (a4 0)
ein Polynom vom Grad = iiber R,

g@)=by+bz+---+bma™ (bm=0)
ein Polynom vom Grad m iiber R ist und die Leitkoeffizienten a, und bm
Nullteiler in R sind, also a,bm =0 ist, so ist der Grad des Produktes f(x)g(z)
kleiner als n + m, da das Glied @,bs2"+™ verschwindet. Sind jedoch die Leit-
koeffizienten a, und bu nicht beide Nullteiler in R, so ist der Grad des Produktes
{(x)g(x) genau gleich der Summe n -+ m der Grade der Faktoren.

Falls der Ring R ein Integrititsbereich (d. h. ein Ring ohne Nullteiler) oder
speziell ein Kérper?) ist, so ist der Grad eines Produktes f(x)g(x) von Poly-
nomen f() und g(2) iiber R stets gleich der Summe der Grade der Faktoren.

Eine weitere wesentliche Eigenschaft der Polynome in z iiber einem Inte-
grititsbereich R ist folgende:

Satz 4. Wenn der Ring R ein Integrititsbereich ist, dann ist der Polynom-
ring R [x] ebenfalls ein Integrititsbereich.

Beweis. Es seien f(z) und g(z) beliebige vom Nullpolynom verschiedene
Polynome aus R [z], die also einen ganz b Grad besit; Spez:ell
mége f(z) ein Polynom vom Grad » und g(z) ein Polynom vom Grad m sein.
Da R voraussetzungsgemi ein Integritdtsbereich ist, muB ihr Produkt f(x)g(z)
ein Polynom vom Grad n -+ m sein. Da aber das Polynom f(z)g(x) einen be-
stimmten Grad besitzt, ist es vom Nullpolynom verschieden, also f(z)g(x) 4= 0.
Damit ist gezeigt, daB es im Ring R([z] keine Nullteiler gibt und infolgedessen
R[] ein Integrititsbereich ist.

AbschlieBend wollen wir uns einem weiteren wesentlichen Begriff zuwenden,
der im folgenden eine nicht unbedeutende Rolle spielen wird.

Dazu sei
f@)=ag+ a2+ -+ ana”
ein beliebiges Polynom aus R{z]. Setzen wir hier fiir die Unbestimmte z ein

zweiter Ordnung, also die Matrix

1) Da8 es in einem Korper keine Nullteiler glbt kann man folgendermaBen einsehen:
Wenn ab =0 und a =+ 0 ist, so ist a~1 a 0 und damit b = 0, weil a-? a gleich
dem Einselement des Korpers ist.
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Element ¢ des Ringes R ein, so erhalten wir in

d=6y+ a6+ - -+ tme”
ein Element desselben Ringes R. Dieses Element d heiBt der Wert des Poly-
noms f(x) fiir den Wert ¢ der Unbestimmiten z und wird mit f(c) bezeichnet. Wir
weisen darauf hin, daB die Unbestimmte = jedes Element des Ringes R als Wert
annehmen kann.

Wenn f(z) = g(x) ist, so gilt f(¢) = g(c) fiir jedes ¢ aus R. Die Umkehrung
ist im allgemeinen nicht richtig. So kénnen bekanntlich iiber einem endlichen
Ring R verschiedene Polynome f(z) und g(z) durchaus fiir jedes ¢ aus R
gleiche Werte f(c) und g(c) annehmen (man denke nur an das auf Seite 118
angegebene Beispiel). In § 3 werden wir zeigen, daB die Umkehrung fiir un-
endliche Integritiitsbereiche?) gilt, so daB in derartigen Ringen die funktionale
Auffassung von den Polynomen gerechtfertigt ist. Dies ist auBerordentlich
wichtig bei der Untersuchung der Eigenschaften von Polynomen iiber dem
Korper der reellen oder der komplexen Zahlen.

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB aus der Giiltigkeit der Beziehungen

f(@) + g(2) = h(z), [(2)g(2) = k()
die Giiltigkeit von

o)+ ge)=h(), [fe)gle)=k) Y}
folgt. Wir beschrinken uns hier darauf, die erste Identitat in (7) zu be-
weisen.

Dazu sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der Grad des Polynoms g(z)
nicht gréBer als der Grad des Polynoms f(z), also

f@=a,+ a2+ -+ az* (an$0),
§(2) = by+ byz 4+ -+ + bua™  (bn % 0)
mit m < ». Dann ist
h(x) =co+ ;x4 -+ + ez,
wobei ¢; = a; + by ist und, falls » > m, die Elemente bn.1, ..., by gleich
Null zu setzen sind. Zu bestimmen ist der Wert A (c), der nach Definition durch
hic) =co+cyc+ + -+ + cac®
festgelegt ist. Dazu beachten wir, daB auf Grund des kommutativen und des
assoziativen Gesetzes fiir die Addition in R, sowie des distributiven Gesetzes,
die letzte Beziehung auch in der Form
hic) = (ap+ a0+ -+ - 4 anc”) + (g + bye+ -« - + + bmc™)
geschrieben werden kann, woraus sich unmittelbar
k(c) = fle) + g(c)
ergibt. Ahnlich beweist man die zweite Identitat (7).

1) Das sind Integrititsbereiche, die uneﬁdlich viele Elemente enthalten.
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§ 2. Teilbarkeitseigenschaften der Polynome in einer Unbestimmten

Von besonderem Interesse ist in der Algebra der Ring der Polynome mit
Koeffizienten aus einem gegebenen Korper. Die in einem solchen Ring von
Polynomen geltenden Teilbarkeitseigenschaften sind den Teilbarkeitseigen-
schaften im Ring der ganzen Zahlen weitgehend analog. Tm vorliegenden
Paragraphen wollen wir die Grundziige der Teilbarkeitstheorie der Polynome
iiber einem beliebigen Kérper K entwickeln. Das Einselement des Korpers K
werde im folgenden mit 1 bezeichnet.

Bereits bei der Definition des Kérpers pflegt man die Division als das Auf-
suchen der Losung der Gleichung ax = b zu erkliren. Entsprechend nennen
wir ein Polynom f(x) aus dem Ring K[z] durch ein Polynom g(2) == 0 aus
demselben Ring K[z] teilbar, wenn die Polynomgleichung g(2)X =f(x) in
K[z] l6sbar ist. Mit anderen Worten: Ein Polynom f(x) ist genau dann
durch ein Polynom g(x) teilbar, wenn es im Ring K [x] ein Polynom g(z) gibt,
fiir das die Beziehung f(z) = g(z)q(z) gilt.

Man darf nicht denken, dafl im Polynomring K [z] die Division immer aus-
fithrbar ist. Man sieht z. B. sofort, da3 das Polynom f(z) = z + 1 nicht durch
das Polynom g(z) = 2% + 1 teilbar ist. Denn wiire f(z) durch g(2) teilbar, so
miiBte es in K [z] ein Polynom g(z) geben, fiir das die Polynomgleichung

z+ 1= (224 1)g(2)
gilt. Das ist aber nicht méglich, weil der Grad des Produktes (z* + 1)g(z)
groBer als der Grad von z + 1 ist. Daher ist K[z], iahnlich wie die Menge der
ganzen Zahlen, die ebenfalls nur einen Integrititsbereich bilden, kein Kérper.

Zuniichst wollen wir die einfachsten Teilbarkeitseigenschaften fiir Polynome
zusammenstellen :

1. Jedes Polynom f(x) == 0 aus K[x] ist durch sich selbst teilbar.

Denn fiir jedes Polynom f(z) gilt

fe)=f=)-1,
wobei man das Einselement 1 des Korpers K als Polynom aus K [z] vom Grad
Null ansehen kann.

2. Sind f(z) und g(x) Polynome aus K [z] derart, daf f(z) durch g(x) und g(x)
durch f(x) teilbar ist, so unterscheiden sich die Poly {(z) und g(x) nur durch
einen Faktor vom Grad Null, d. h., es ist

(@) =cg(x) (c+0),
wobes ¢ ein Element des Korpers K ist.

Wenn nimlich f(z) durch g (z) und g(z) durch f(z) teilbar ist, so gilt auf
Grund der Definition der Teilbarkeit

@) =g(@)q1(2), g(z) =[(2)q:(2) .
Setzt man nun den durch die zweite Beziehung gegebenen Ausdruck fiir g(z)
in die erste ein, so erhilt man

H(z)= [(2)9,(2)¢2()
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oder, wenn man in dieser letzten Beziehung durch f(z) kiirzt1),
1=q,(#)g:() .

Da hierin auf der linken Seite das Polynom 1, also ein Polynom vom Grad
Null steht, muB das Produkt g,(z)g,(z) gleichfalls ein Polynom vom Grad
Null sein. Das ist aber nur dann maoglich, wenn jeder der Faktoren ¢, (z) und
gy(z) den Grad Null besitzt. Daher muB ¢,(x) = ¢ und ¢,(z) = d sein, wobei
cund d von Null verschiedene Elemente aus K sind. Hieraus folgt speziell,
daB f(x) = cg(x) ist, was zu beweisen war.

Im folgenden werden wir Polynome, die sich nur durch Faktoren vom Grad
Null voneinander unterscheiden, ,bis auf einen konstanten Faktor gleich*
(assoziiert) nennen.

3. Wenn Polynome f, () und f,(x) aus K[x] durch ein Polynom g(x) aus K[z]
teilbar sind, so sind auch thre Summe f, () + fo () und ihre Differenz f, (x) — fo(x)
durch g(z) teilbar.

Der Beweis verlauft fiir beide Behauptungen ganz entsprechend: Zunéchst
gilt gemiiB der Definition der Teilbarkeit

h(@ =9@)q:(2), fo(2)=9(2)g(2),
wobei ¢,(x) und g¢y(x) Polynome aus K[z] sind. Durch Addition bzw. Sub-
traktion der beiden Beziehungen ergibt sich unmittelbar
(@) £ f(2) = g(2)q(2),
wobei ¢(z) = ¢;(2) 4 g,(2) ein Polynom aus dem Ring K[z] ist. Hieraus liest
man unmittelbar ab, daB f,(z) 4 f,(x) durch g(z) teilbar ist.

Die Eigenschaft 3. kann man leicht folgendermaBen verallgemeinern:

4. Wenn die Polynome f,(z), fo(2), . .., fe(x) aus K[x] durch das Polynom
g(x) aus K [z] teilbar sind, so ist es auck das Polynom

& fu(@) + cofp (@) + - - - 4 i fa (),
wenn die c; beliebige Elemente aus dem Korper K sind.

Der Beweis hierfiir verliuft ganz ahnlich dem Beweis fiir 3.

5. Sind f,(2), f3(2), . . ., fe(x) beliebige Polynome aus K [x] und ist das Poly-
nom f,(x) durch das Polynom g(x) aus K[z] teilbar, so ist auch das Produkt
F(@)fo(2) f3(2) - - - fa (%) durch g(z) teilbar.

Ist nimlich £, (z) durch g(z) teilbar, so gilt

h(z)=g(x)q, (%), 1)
wobei g, () ein gewisses Polynom aus K [z] ist. Multipliziert man beide Seiten
von (1) mit fy(x)f5(x) - - - fe(=), so ergibt sich

@) fe(@) - - - fe(@) = g(2)q(2),
1) Dleses Kiirzen ist dadurch gerechtfertxgt daB K [:r:] ein Integritatsbereich ist. Gilt
lich in einem Integril h die ac = be (oder ca = cb) und ist

c =l=0 80 ist ac —bc =0 und daher (a—b)c = 0. Weil nun ¢ % 0 ist und ein
Integritatsbereich keine Nullteiler enthalt, muB ¢ — b = 0 und mithin ¢ = b sein.
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wobei ¢(z) = ¢;(2)f,(2) - - - fi () wiederum ein Polynom aus K[z] ist. Daher
ist wirklich f, (2)f;(2)f3(%) - - - fe () durch g(z) teilbar.

6. Sind f(2), g(x) und h(x) Polynome aus K([z] derart, daf f(z) durch g(z)
und g(x) durch h(z) teilbar ist, so ist auch f(x) durch h(z) teilbar.

Zum Beweis greifen wir wieder auf die Definition der Teilbarkeit zuriick.
Es ist also

f(x) =g(@)q1 (), g(2) = h(2)g5(),

wobei ¢, () und g,(x) gewisse Polynome aus K[z] sind. Setzen wir den Aus-
druck fiir g(z) aus der zweiten Beziehung in die erste ein, so erhalten wir

f(2) = h(2)q(2),
wobei g(r) = ¢,(x)gy(%) ein Polynom aus K[z] ist, so daB in der Tat f(z)
durch A(z) teilbar ist.
SchlieBlich beweisen wir noch folgende elementare Eigenschaft:
1. Die Polynome aus K[z] vom Grad Null sind Teiler jedes Polynoms f(z)
aus K[z].
Dazu sei ¢ 3= 0 ein Element des Korpers K und
f(®) =ag2* + aj2* '+ -+ +ay
ein beliebiges Polynom aus K[z]. Offenbar ist dann
f@=o(Ra + %1+ B)=cq(a),
wobei
g(@)="0gn 4 S gn-1p... 400

gleichfalls ein Polynom aus K[x] ist.

Ganz dhnliche Teilbarkeitseigenschaften gelten bekanntlich im Ring der
ganzen Zahlen. Dort spielen die Zahlen 1 und —1 die Rolle, die im Ring K [z]
die Polynome vom Grad Null spielen, genauer: Ist eine ganze Zahl a durch eine
ganze Zahl b teilbar und ist umgekehrt auch b durch a teilbar, so unterscheiden
sich die Zahlen @ und b nur durch einen Faktor 41; ferner ist jede ganze Zahl a
durch 41 teilbar.

Die Frage, ob ein vorgelegtes Polynom durch ein anderes teilbar ist, 148t
sich leicht mit Hilfe eines dem Leser aus der elementaren Algebra bekannten
Verfahrens feststellen. Gemeint ist die sog te Division mit Rest. In unserem
Fall bedarf dieses Verfahren jedoch einer genaueren Begriindung, da nicht von
vornherein ersichtlich ist, da es in bezug auf einen beliebigen Korper K gilt.
Diese Begriindung ist im Beweis des folgenden Satzes enthalten:

Satz 5. (Satz liber die Division mit Rest.) Zu jedem Polynom f(x)
und jedem Polynom g(zx) %= 0 aus K[xz] gibt es genau ein Paar von Polynomen
g(x) und r(x) aus dem Ring K[z], fir das

f(2) = g(2)g(2) + r(2) 2)
gt und, falls r(x) = 0, der Grad von r(x) kleiner als der Grad von g(z) ist.
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Bemerkung. Man nennt iiblicherweise g(x) den Quotienten und r(z) den
Rest bei der Division von f(z) durch g(z).

Beweis. Es sei
f@)=ag2" +a,2" !+t an (a5 0),
g@)=bya™+by 2™+ +bn (B 0).

Wenn n < m ist, so wird (2) von ¢(2) = 0 und r(z) = f(x) mit der an-
geg! N““ooerfu]lt

Ist hingegen n = m, so gehen wir m der folgenden Weise vor: Wir sub-
trahieren zunichst von f(z) das mit 22 b ® zn~m multiplizierte Polynom g(z):

@) —g =" g(@)=f(2).
Dadurch verschwindet das Leitglied des Polynoms f(x), so da8 das Resultut
f1(x) einen kleineren Grad als f(z) besitzt:
h(@) =agam + azm-14 ... 4 ap, (WF0, 7, <n).
Falls der Grad von f,(z) noch nicht kleiner als der Grad von g(z) ist, so ver-
ringern wir auf dieselbe Weise den Grad von f,(x):
h@)— x"‘-m g(2)=/;(2)

usw. Da die Grade n, n,, n,, ... mcht unbeschrinkt kleiner werden kénnen,
miissen wir nach endlich vielen Schritten zu einem Polynom r(z) kommen,
dessen Grad kleiner als der Grad von g(x) ist. Dabei gelangen wir zu einer
endlichen Kette von Beziehungen der Form

) —3> B ¥ 9@ =ha),

fl(z)——bn_z"‘—"g(z) = fy(),
h(@) =2 g (@) =r(a).

Eliminieren wir aus dieser Kette — beginnend bei der letzten Beziehung —
die Polynome f,(2), fo(2), ..., fe(z), so erhalten wir nach einer einfachen
Umformung
1@ —(Rarnt prann g ") g () =r ),
also
. fiz) = g(2)q(2) + r(2),
wobei

q(z)_—x"-'"+ xn, m+ + "t-"
ist. Die Koeffizienten der Polynoma ¢(z) und r(x) smd Elemente des Korpers
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K, weil zu ihrer Berechnung aus den Koeffizienten von f(z) und g(z) nur die
Operationen der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division bendtigt
werden, die nicht aus dem Koérper K herausfithren.

Es bleibt demnach nur noch zu zeigen, daB Quotient und Rest eindeutig
bestimmt sind. Dazu nehmen wir an, daB neben ¢(z) und 7(z) noch der Quo-
tient ¢, () und der Rest r,(z) das Verlangte leisten, daB also

H(z) = g(2)q,(2) + 74(x) (&)

ist, und auch der Grad von r,(z) kleiner als der Grad von g(z) sei. Aus (2)
und (3) ergibt sich unmittelbar

g(2)g(z) + 7(2) = g(2) 4, (2) + 71(2)

g(2)[g(x) — ¢, (2)] = () — r(2). )

Wiire nun ¢(2) 3 ¢, (x), so wire ¢(z) — ¢,(x) == 0 und damit auch
7 (x) —r(x) £ 0.
Dies fiithrt aber unmittelbar auf einen Widerspruch, da auf der rechten Seite
von (4) die Differenz 7,(z) — () steht, deren Grad kleiner als m ist, wihrend
auf der linken Seite von (4) das Produkt g(x)[g(z)—gq,(x)] steht, dessen
Grad nicht kleiner als m sein kann. Also ist ¢(x)=g¢,(¥) und damit
r(z)=ry(2).

Das Verfahren, mit dessen Hilfe im vorangehenden Beweis der Quotient
und der Rest bestimmt wurden, ist nichts anderes als der aus der Schulalgebra
bekannte Divisionsalgorithmus fiir Polynome, der durch den Beweis von
Satz 5 gleichfalls seine Begriindung erfahren hat.

Mit einer geringfiigigen Einschrinkung liBt sich Satz 5 auch auf beliebige
kommutative Ringe R mit Einselement e==0 iibertragen. Hier gilt:

Satz 6. Ist R ein k tativer Ring mit Einsel t e 0, f(x) ein be-
liebiges Polynom aus R[xz] und g(x) == 0 ein Polynom aus R[x], dessen Leit-
koeffizient gleich Eins ist, so gibt es genau ein Paar von Polynomen q(z) und
r(x) aus dem Ring R(z], fir das

f(z)=g(x)g(z) +7(2)
gilt und, falls r(x) 4= 0, der Grad von r(x) kleiner als der Grad von g(x) ist.

Der Beweis hierfiir verliuft ganz entsprechend dem Beweis fiir Satz 5,

wobei das Verfahren zur Bestimmung des Quotienten und des Restes noch

und mithin

einfacher ist als dort, weil hier an Stelle der Faktoren :L:c""",:—"z"-""
0 o

usw. einfach die Faktoren a,2"~™, aqz™-™,...genommen werden konnen.

Beim Eindeutigkeitsbeweis fiir Quotienten und Rest hat man nur zu beriick-

sichtigen, daB das Einselement e des Ringes R kein Nullteiler!) und daher

der Grad des Produktes g(z)[g(z)—g,(z)] genau gleich der Summe der

Grade von g(z) und g(z)— g, () ist.

1) Wire niamlich das Einselement e Nullteiler, so gibe es ein Element a % 0, fiir das
ae = 0 ist, im Widerspruch zu qe =a % 0.
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Mit Hilfe des Divisionsalgorithmus kann man leicht feststellen, ob ein ge-
gebenes Polynom f(x) aus K[z] durch ein Polynom g(x) aus K[z] teilbar
ist oder nicht. Ein Polynom f(x) ist nimlich dann und nur dann durch g(z)
teslbar, wenn der Rest bei der Division von f(z) durch g(z) gleich Null ist.

Denn ist 7(x)=0, so ergibt sich aus (2)

fz)=g(@)e(),
also ist f(x) durch g(z) teilbar. Ist umgekehrt f(x) durch g(z) teilbar, so ist

f(@)=g(2)q(),
wobei g(z) ein gewisses Polynom aus K[z] ist. Hieraus ergibt sich auf Grund
der Eindeutigkeit von Quoti und Rest, daB r(z)=0 ist.

Dieser Zusammenhang zwischen der Teilbarkeit und der Tatsache, daB
der Rest das Nullpolynom ist, zeigt, daBl die Teilbarkeit eines Polynoms f(z)
durch ein Polynom g(x) unabhingig davon ist, iiber welchem Kiirper die
Polynome f(z) und g(z) betrachtet werden. Gleichgiiltig, ob wir sie iiber
dem Korper K oder einem den Korper K umf: den Korper betracht
stets erhalten wir bei der Division von f(z) durch g(z) denselben Quotxenten
und denselben Rest.

Die Bedeutung des Divisionsalgorithmus ist damit aber noch bei weitem
nicht erschopft. Wir werden sogleich sehen, daB sich auf Grund von Satz 5
weitere Parallelen zwischen der Teilbarkeitstheorie der ganzen Zahlen und
der Teilbarkeitstheorie der Polynome ziehen lassen, da bekanntlich im Ring
der ganzen Zahlen ein dem Satz 5 analoger Satz gilt.

Dazu seien f(z) und g(z) beliebige Polynome aus K[z]. Wir nennen ein
Polynom d(x) einen gemeinsamen Teiler der Polynome f(z) und g(z), wenn
d(z) sowohl f(x) als auch g(z) teilt. Insbesondere heiBt ein gemeinsamer
Teiler D(x) ein grofter gemeinsamer Teiler, wenn D(z) durch jeden gemein-
samen Teiler d(z) der Polynome f(z) und g(z) teilbar ist.

Wir zeigen zuniichst, daB es zu beliebigen Polynomen f(z) und g(z) aus
K[z] stets in K[x] einen groBten gemeinsamen Teiler gibt, und zwar geben
wir sogar ein Verfahren an, um zu gegebenen Polynomen f(z) und g(z) 4= 0
aus K[z] einen groBten gemeinsamen Teiler zu bestimmen. Dieses unter dem
Namen Euklidischer Algorithmus bekannte Verfahren ist folgendes: Zunichst
wird f(z) durch g(x) dividiert (wir nehmen dabei an, der Grad von f (z) sei
mindestens gleich dem Grad von g(z)). Der dabei auftretende Quotient werde
mit g, () und der dabei auftretende Rest mit r, () bezeichnet. Sodann wird g(2)
durch den Rest r,(z) dividiert, wobei der Quotient g,(x) und der Rest ,(x)
auftreten mogen, usw. Allgemein wird stets der vorangehende Rest durch
den folgenden Rest dividiert. Offensichtlich verringert sich der Grad der
bei diesem Verfahren auftretenden Reste 7, (%), r5(2), ... stindig. Da diese
Grade nichtnegative ganze Zahlen sind, muB das angegebene Verfahren
nach endlich vielen Schritten abbrechen, d. h., wir miissen nach endlich
vielen Schritten zu einem Rest 7;(2) kommen, der ein Teiler des voran-
gehenden Restes 7,_, (z) ist. Wir behaupten, daB dieser letzte (nicht verschwin-
dende) Rest ry(x) ein grofter gemeinsamer Teiler der Polynome f(z) und g(z) st.
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Wir schreiben uns den geschilderten Algorithmus etwas ausfithrlicher auf:

fz) = g(@)qy(2) + 1y (2) ,
g(2) = 1(2) g (%) + 13() ,
........................ (5)
7e-2(2) = 71 (2) e (2) 4 () ,
71-1(Z) = re(2)ge41(2) .

Zuerst zeigen wir, daB ri(z) ein gemeinsamer Teiler von f(z) und g(z)
ist. Dazu betrachten wir zunichst die vorletzte Beziehung des Systems (5),

re-2(2) = 12 (2)qe(2) + e (2) .
Da auf Grund der letzten Beziehung von (5) 7:_;(z) durch r¢(z) teilbar ist,
ergibt sich aus der vorletzten, daB auch rp_g(x) durch ri(z) teilbar ist-

Danach betrachten wir die vorangehende, bisher nicht hingeschriebene
Beziehung des Systems (5),

7i-3(2) = re2(2) Q-1 (2) + re1(2) .

Nach dem Bewiesenen sind 742 (%) und r;_; () durch 7, (z) teilbar, so daB auf
Grund dieser Beziehung auch r¢_3(x) als durch r.(z) teilbar erkannt wird.
Setzen wir auf diese Weise das begonnene Verfahren schrittweise nach oben
fort, so gelangen wir schlieBlich zu den Polynomen g(z) und f(z), die sich
damit gleichfalls als durch (%) teilbar erweisen.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB r; () sogar ein grofter gemeinsamer
Teiler ist. Zu diesem Zweck gehen wir von der ersten Beziehung

f(z) = g(2)g,(2) + (=)

aus und unt hen, was man beziiglich eines beliebigen gemeinsamen Teilers
d(z) der Polynome f(x) und g(z) aussagen kann. Wenn f(z) und g(z) durch
d(z) teilbar sind, so ist auch die Differenz f(z) — g(z)q,(%) = ry(x) durch
d(z) teilbar. Entsprechend erhilt man auf Grund der zweiten Beziehung des
Systems (5),

9(2) = 1, (2)g(2) + 73(2) ,

daB auch r,(x) durch d(x) teilbar ist, usw. Setzt man das so begonnene
Verfahren schrittweise nach unten fort, so stellt man schlieBlich fest, daB
auch ry(z) durch d(z) teilbar ist. Damit ist dann in der Tat gezeigt, daB
ri(z) ein groBter gemeinsamer Teiler desr Polynome f (z) und g () ist.

Es bereitet keine groBen Schwierigkeiten zu zeigen, daB der grofte gemein-
same Teiler von Polynomen f(x) und g(z) bw auf esn Polynom vom Grad Null
(einen konstanten Faktor) eindeuts, t 1st.

Dazu seien D, (z) und D,(z) grbBte gemeinsame Teiler der Polynome f(x)
und g(z). GemiB der Definition des groBten gemeinsamen Teilers ist D, (z)
durch D,(z) und D,(z) durch D,(2) teilbar. Hieraus ergibt sich auf Crund
der Teilbarkeitseigenschaft 2., daBl D,(x) = ¢D, () ist, was zu beweisen war. -
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Der grofite gemeinsame Teiler zweier Polynome f(z) und g (z) kann durchaus
ein Polynom vom Grad Null sein. In diesem Fall nennt man die Polynome
f(x) und g(z) teilerfremd.

Im folgenden’'wollen wir — wie es auch im Fall der ganzen Zahlen iiblich
ist — den (bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmten) gréBten
gemeinsamen Teiler der Polynome f(z) und g() durch (f(z), g(z)) bezeichnen.

Beispiel 1. Es ist der groBte gemeinsame Teiler der Polynome

fl@) =225 — 824 — 523+ 2P+ 62+ 3,

g(x) =324 4 22 — 322 — 52— 2
im Korper der rationalen Zahlen zu besti Um gebrochene Koeffizienten
zu vermeiden, empfiehlt es sich, das Polynom f(z) vorher mit 3 zu multi-
plizieren:

(625 — 928 — 1543+ 322+ 182+ 9): (328 + 22% — 322 — 52— 2) = 2z
6254 428 — 623 — 1022 — 4z

— 1328 — 943+ 1322+ 222+ 9
Dann multiplizieren wir — ebenfalls um gebrochene Koeffizienten zu
vermeiden — die erhaltene Differenz mit 3. Hierbei erhalten wir zwar
einen etwas verinderten Rest, was aber ohne wesentlichen EinfluB auf das
Ergebnis ist, weil der groBte gemeinsame Teiler sowieso nur bis auf einen
konstanten Faktor bestimmt ist. Damit setzen wir unsere Rechnung fort:

(— 3924 — 272% 4 392%} 662+ 27): (324 + 22— 322 — 52— 2)=—13
— — 39a* — 264% + 39224 652+ 26
— at —+ z4 1
Auf diese Weise finden wir (bis auf einen konstanten Faktor)
n@Ey=a2—zr—1

als Rest der Division von f(z) durch g(x). Als niichstes ist g(z) durch » ()
zu dividieren. Der Leser mag sich selbst davon iiberzeugen, da88 g(zx) durch
r,(x) ohne Rest teilbar ist. Damit erhalten wir

2—z—1
als grofSten gemeinsamen Teiler der Polynome f(z) und g(x).

Da der Euklidische Algorithmus auf eine schrittweise Anwendung der
Division mit Rest hinausliuft, gelangt man unmittelbar zu der wichtigen
Folgerung, daB der groite gemeinsame Teiler D(z) der Polynome f(x) und
g(%), der ja mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus bestimmt werden kann,
nicht davon abhingt, ob die Polynome f(z) und g(z) iiber dem Korper K
oder iiber einem umfassenden Korper K’ betrachtet werden. Im obigen Bei-
spiel stellten wir fest, daB8 der groBte gemeinsame Teiler der Polynome

fx)=22"—3A—52%+ 2246243,
g(x)=3at4-22° —32*—52—2
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im Korper der rationalen Zahlen gleich 2® —z—1 ist. Daran andert sich
nichts, wenn wir die Ausgangspolynome als Polynome iiber dem Kérper der
reellen Zahlen ansehen; auch dort besitzen sie den groBten gemeinsamen
Teiler 23—z —1.
Analog erklért man fiir mehrere Polynome
fi(2), f2(2), .., fe(2)

aus K[] den Begriff des gemeinsamen Teilers und des groBten gemeinsamen
Teilers: Ein Polynom d(z) aus K [x] heiBt ein gemeinsamer Teiler der Polynome
fu(@), fe(@), . . ., fr(x), wenn jedes der Polynome f,(), fo(%),...,fe(x) durch
d(z) teilbar ist. Ein gemeinsamer Teiler D(x) heilt ein grifter gemeinsamer
Teiler, wenn D (x) seinerseits durch jeden gemeinsamen Teiler der Polynome
h1(2), f2(®), . - ., fi(®) teilbar ist.

Die Frage nach einem groBten gemeinsamen Teiler mehrerer Polynome
kann man leicht auf die Frage nach dem groBten gemeinsamen Teiler zweier
Polynome zuriickfiihren. Ist nimlich D,(z) ein groBter gemeinsamer Teiler
der k— 1 Polynome f; (%), f2(2), ..., fe—1(z), so ist jeder groBte gemeinsame
Teiler D(z) der Polynome D, (x) und fi(z) ein groBter gemeinsamer Teiler
der k Polynome f(z), f2(2), ..., fi().

Durch entsprechende rlegungen wie oben kann man sich davon iiber-
zeugen, daB auch der groBte gemeinsame Teiler mehrerer Polynome eindeutig
bis auf ein Polynom vom Grad Null festgelegt ist.

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus kann man noch eine Reihe weiterer
SchluBfolgerungen ziehen. Wir erwihnen hier:

Satz 7. Ist D(x) ein grofter gemeinsamer Teiler der Polynome f(z) und
g(x) aus K[z], so gibt es im Ring K[xz] Polynome ¢ (z) und v (z) derart, daf

'k () @(2)+-g(2) p ()= D(2) (6)
gilt.
Beweis. Wir gehen von der vorletzten Beziehung des Systems (5) aus

und bringen in ihr 74_1(2)g(%) auf die linke Seite. Unter Benutzung der
bereits bewiesenen Beziehung 7;(x)= D(2) erhalten wir dann

re_2(2) —1e1(2)qe (2) = D () . (7
Als niichstes losen wir die drittletzte Beziehung von (5),
76-3(%) = 7e—2(2) qe-1(%) +76-1(2),
nach 7;_;(x) auf, finden
71-1(2) =75 _3(2) — re-2(2) gz -1(2)
und setzen diesen Ausdruck fiir r;_;(z) in (7) ein. Es ergibt sich
ri_2(2) [1+ g (2) qe—1(2)] — 1e—3(2) 2 (2) = D ()

11-2(2) @y () +1:—3(2) 9y (2) = D(2), (8)

oder

wobei
A (2)=14q(2)g-1(2), ¥1(2)=—g:()
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ist. Sodann lésen wir
Te—a(2) = 1e_3(%) gr—_2(2) + 12—2()

nach 7;_2(«) auf und setzen den erhaltenen Ausdruck in (8) ein. Es ergibt sich
7e-3(2) @2(2) + - (2) Yo (x) = D(2)

usw. Auf diese Weise gelangen wir schlieBlich zu
1(@) Pr—2(2) + ¢(2) Yr_2(2)=D(2),

d. h., es gilt (6) mit @(x)=@i_2(x) und Y (x) = Pr_2(2).
Sind speziell die Polynome f(z) und g(x) teilerfremd, so nimmt (6) die

Form
f(@)p(z)+g(@)p(R)=c (c40)

an, wobei wir die Konstante ¢ noch gleich Eins setzen kénnen, da man beide
Seiten der letzten Gleichung durch ¢ dividieren und dann fiir ¢ (z) und %(z)
die Polynome

?(z) ¥ (z)

e wd =~

nehmen kann. Man kann also zu teilerfremden Polynomen f(x) und g(z) aus
dem Ring K[x] stets Polynome @(x) und y(x) finden derart, daf8

H(@)p(2) + g(z)p(z) =1 (6%)

gilt.
Beispiel 2. Zu den Polynomen
f(x) =22°— 3t — 52%+ 2+ 62+ 3,
g(z)=3aA+ 22— 322 — 52— 2
sind iiber dem Korper der rationalen Zahlen Polynome ¢(z) und y(z) so zu

bestimmen, daB
Hz)p(2) + g(z) p(x) = D(x)

gilt. Hierbei spielen nicht nur die Reste, sondern auch die Quotienten des
Euklidischen Algorithmus eine wesentliche Rolle. Daher ist es notwendig,
jedes eventuell vorgenommene Kiirzen bzw. Erweitern zu beriicksichtigen.
Mit den angegebenen Polynomen f(x) und g(x) hatten wir es bereits im Bei-
spiel 1 zu tun. Unter Beriicksichtigung der dort vorgenommenen Multi-
plikation von f(x) mit 3 und der Multiplikation des Polynoms

— 1324 — 923 1322 222+ 9
mit 3 kénnen wir die dort erhaltenen Resultate kurz in der Form

3f(x)=g(2)- 22+ (— 1324 — 9% 4 1322 + 222 4-9) ®)
3(—1324—92%+ 1322+ 2224 9)=g(x)- (— 13) — r () (10)

ibernehmen, wobei

n@)=z—z—1
ist. Aus Beispiel 1 wissen wir, daB »,(z) ein grofter gemeinsamer Teiler der
Polynome f(z) und g(x) ist, d. h. r,(z) = D(x) gilt.
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Wir multiplizieren nun beide Seiten von (9) mit 3 und setzen den Aus-
druck fiir
3(—132%— 9241322 4-2224-9)

aus (10) in die so erhaltene Beziehung ein. Es ergibt sich
9f(x)=g(2)-6z+g(2)- (—13)—r,(2)
9f(x)=g(x) (6x— 13) — D(x).
Hieraus erhalten wir unmittelbar
() (—9)+9g(2)- (62—13)=D(z),

oder

d. h., wir finden
@(@)=—9, p(r)=6x—13.

Aus (6%) erhalten wir ohne Miihe weitere Eigenschaften von teilerfremden
Polynomen, die den Eigenschaften von teilerfremden ganzen Zahlen vollig
analog sind.

1. Polynome f(x) und g(x) aus K[x] sind dann und nur dann teilerfremd,
wenn es Polynome @(x) und y(x) aus K[z] gibt, fiir die

@) g () + g(x)p(z) =1 (6*)
gilt.

Beweis. Wenn die Poynome f(z) und g(z) teilerfremd sind, so gibt es —
wie wir bereits wissen — Polynome ¢(x) und y(z) aus K[z], welche (6*)
erfiillen.

‘Wenn umgekehrt gewisse Polynome ¢ (z) und y () aus K [z] die Beziehung (6*)
erfiillen und d(z) ein beliebiger gemeinsamer Teiler von f(z) und g(2) ist, so
wird die linke Seite von (6*) von d(z) geteilt. Dann muB aber auch die rechte
Seite von (6*), also 1, durch d(z) teilbar sein. Das ist aber nur dann méglich,
wenn d(z) selbst ein Polynom vom Grad Null ist. Daher konnen f(z) und
g(z) nur Polynome vom Grad Null als gréBten gemei en Teiler besit:
und miissen somit teilerfremd sein.

2. Ist D () ein groPter gemeinsamer Teiler der Polynome f(x) und g(x) aus
K([z], so sind die Polynome f,(x) und g,(x), die sich als Quotienten bei der
Division von f(z) und g(x) durch D(x) ergeben, teilerfremd.

Beweis. Nach Definition der Polynome f,(z) und g,(2) ist

f(@) = fi(®)D(z), g(z)=g,(2)D(2),
so daB man die Beziehung
f(@)p(x) + g(x)p(2) = D(x)

auch in der Form
fi(z)p(2) D (x) + g, (x)y(x) D(z) = D(x)
schreiben kann. Kiirzt man diese letzte Identitit durch D(z), so erhilt man
L@@ + g1 (@)p(x) =1.
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Hieraus folgt auf Grund von 1., daB die Polynome f, () und g, (%) teilerfremd
sind.
3. Wenn Polynome f(z) und g(z) aus K[z] zu einem Polynom h(z) aus
K[z] teilerfremd sind, 8o ist auch shr Produkt {(2)g(z) zu h(x) teilerfremd.
Beweis. Da nach Voraussetzung f(z) und h(z) teilerfremd sind, gibt es
Polynome ¢(z) und y(z) aus K([z], fir die

f(@)p(z) + h(x)p(z) =1
gilt. Multiplizieren wir hier beide Seiten mit g(z), so erhalten wir
f(x)g(2)p(2) + h(z)g(2)y(2) = g(2).

Wenn nun d(z) ein gemeinsamer Teiler der Polynome f(z)g(z) und k() ist,
so ist die linke Seite dieser letzten Beziehung, und folglich auch ihre rechte
Seite, d. h. g(z), durch d(x) teilbar. Also ist d(z) ein gemeinsamer Teiler der
nach Voraussetzung teilerfremden Polynome g(z) und A(z). Daher mu8 d(z)
ein Polynom vom Grad Null sein, so daB in der Tat das Produkt f(z)g(z)
zu h(z) teilerfremd ist.

Die Eigenschaft 3. kann man durch vollstindige Induktion unmittelbar
auf eine beliebige Anzahl von Polynomen aus K[z] iibertragen:

Wenn jedes der Polynome f,(z), f,(2), . . ., fi(x) zu einem gegebenen Polynom
h(x) teilerfremd ist, so ist auch ihr Produkt f,(z) fy(2) - - - fe(%) zu h(z) teiler-
fremd.

4. Sind f(x), g(), h(z) Polynome aus K[x] derart, daf f(x) zu h(z) tesler-
fremd, aber das Produkt f(z)g(x) durch h(z) teilbar ist, so ist g(x) durch h(z)
teslbar.

Beweis. Da f(z) und h(z) teilerfremd sind, gibt es Polynome @(z) und
y(z) aus K[z), fir die

H(@)p(=) + k(@)yp(x) =1

gilt. Multiplizieren wir beide Seiten mit g(z), so erhalten wir

1@ g(2)@(2) + h(z)g(@)p(2) = g(2) .

Da die linke Seite dieser letzten Identitat durch A(z) teilbar ist, muB auch
ihre rechte Seite, d. h. g(«), durch h(z) teilbar sein, was zu beweisen war.

Die Rolle der Primzahlen spielen in der Teilbarkeitstheorie der Polynome
die sogenannten irreduziblen Polynome.

Definition. EinPolynom f(z) aus K[x] heiBt reduzibel iber dem Korper K,
wenn es als Produkt von Polynomen aus K [#] niedrigeren Grades dargestellt
werden kann.

Dagegen heiBit ein Polynom p(z) aus K[z], dessen Grad groBer als Null ist,
irreduzibel iiber dem Kérper K, wenn es nicht als Produkt von Polynomen
niedrigeren Grades aus dem Ring K[z] darstellbar ist.

Auf Grund dieser Definition sind die Polynome vom Grad Null weder
reduzibel noch irreduzibel. In dieser Beziehung spielen sie in der Teilbarkeits-
theorie der Polynome dieselbe Rolle wie in der Teilbarkeitstheorie der g
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Zahlen die Zahl Eins, die bekanntlich weder zu den Primzahlen noch zu
den zusammengesetzten Zahlen gezihlt wird.

Beispiel 3. Wir betrachten das Polynom

flx) =28 — 52246
iiber dem Korper der rationalen Zahlen. Man stellt leicht fest, daB es sich
iiber dem Kérper der rationalen Zahlen als Produkt zweier Polynome nied-
rigeren (und zwar zweiten) Grades darstellen liBt:
f@)=(z*— 2) (s*— 3).
Folglich ist das Polynom f(z) iiber dem Korper der rationalen Zahien redu-
zibel.
Beispiel 4. Jedes lineare Polynom
p(x)=2z+1
ist tiber jedem Korper K irreduzibel.

Denn sind f(z) und g(z) beliebige Polynome, deren Grad groBer als Null
ist, so ist ihr Produkt ein Polynom von wenigstens zweitem Grade, also
sicher nicht von erstem Grade.

Beispiel 5. Das Polynom

p(z)= 28— 2
ist iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.

Wire das Polynom p(z) iiber dem Korper der rationalen Zahlen reduzibel,
s0 lieBe es sich als Produkt zweier Polynome darstellen, von denen das eine
den Grad 1 und das andere den Grad 2 besitzt:

p(x)=2%— 2= (ax-+ b)(ca®+dz+e),

wobei a, b, ¢, d, e rationale Zahlen sind. Setzen wir hier z = — 580 erhalten
wir 5

—F—2=0
oder 5

3

y2=—7
Es miifite also ;/? gleich der rationalen Zahl — %— sein, was nicht der Fall
ist. Also ist das Polynom p(x) = 23— 2 in der Tat iiber dem Korper der
rationalen Zahlen irreduzibel.

Hingegen ist das genannte Polynom iiber dem Korper der reellen Zahlen
bereits reduzibel, da es sich als Produkt von Polynomen mit irrationalen
Koeffizienten darstellen liBt, nimlich

p(@) = (z—2) (o4 Y2z + 12).

Fiir die Polynome des Ringes K[z] gilt nun ein Satz, der dem Satz iiber
die Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen in Primfaktoren analog ist.
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Satz 8. Jedes Polynom aus K(x), dessen Grad grofer als Null ist, lift sich
als Produkt aus iiber K irreduziblen Polynomen darstellen:

1(2) = py(2)Pp(2) -+~ Pr(2)

und diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Fakioren und bis auf Poly-
nome vom Grad Null eindeutig.

Zum Beweis dieses Satzes miissen wir zunichst eine Reihe von Eigenschaften
der irreduziblen Polynome beweisen, die denen der Primzahlen analog sind.

1. Sind p (%) und p,(x) iber K irreduzible Polynome und ist p,(x) durch
Po () teilbar, so stimmen p, (x) und p, (x) bis auf einen konstanten Faktor iberein.

Aus der Identitit p,(x) = p,(x)q(x), wobei g(x) der Quotient von p,(z)
durch p,(z) ist, ergibt sich auf Grund der Irreduzibilitit von p,(z) unmittel-
bar, daB g(z) ein Polynom vom Grad Null, also ¢(z) = ¢ &= 0 ist. Mithin ist
P1(%) = c p, (%), was zu beweisen war

2. Bin Polynom {(x) aus K [z] ist dann und nur dann durch das iber K irredu-
zible Polynom p(x) nicht teilbar, wenn f(x) und p(z) teilerfremd sind.

Beweis. Es sei f(z) nicht durch p(x) teilbar. Ferner sei D(z) der groBte
gemeinsame Teiler der Polynome f(x) und p(z). Da p(z) iber K irreduzibel
ist, ergibt sich auf Grund der Teilbarkeit von p(x) durch D(x) die folgende
Alternative: (a) D(z) ist ein Polynom vom Grad Null; (b) D(z) ist bis auf
einen konstanten Faktor gleich p(z). Die zweite Moglichkeit entfillt jedoch,
weil dann das Polynom f(z) durch p(z) teilbar wiire. Es bleibt also nur die
Moglichkeit, daB D(z) ein Polynom vom Grad Null ist und daher f(z) und
p() teilerfremd sind.

Es seien umgekehrt f(z) und p(2) teilerfremd. Dann kann f(z) nicht durch
p(x) teilbar sein, denn in diesem Fall wire der groBte gemeinsame Teiler
von f(z) und p(x) gleich p(z) und mithin kein Polynom vom Grad Null.

3. Ist das Produkt f(z)g(z) der Polynome f(z), g(z) aus K[z] durch das
iiber K irreduzible Polynom p(x) teilbar, so ist wenigstens einer der Faktoren
1(x) oder g(x) durch p(z) teilbar.

Beweis. Angenommen, dies wire nicht der Fall, es wiire also weder f(z)
noch g(z) durch p(z) teilbar; dann wiiren auf Grund der soeben bewiesenen
Eigenschaft 2. die Polynome f(x) und g(z) zu p(z) teilerfremd. Dann wire
auf Grund der Eigenschaft 3. von teilerfremden Polynomen auch das Produkt
Hz)g(x) zu p(z) teilerfremd und daher nicht durch p(z) teilbar, im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Durch vollstindige Induktion kann man offenbar die Eigenschaft 3. auch
auf Produkte aus beliebig vielen Faktoren ausdehnen.

Beweis von Satz 8. Wir zeigen zuniichst, daB sich jedes Polynom f(z)
aus K[z], dessen Grad groBer als Null ist, als Produkt aus irreduziblen Fak-
toren darstellen liBt.

Fiir ein irreduzibles Polynom f(z) ist diese Behauptung evident. In diesem
Fall besteht die Zerlegung aus einem einzigen irreduziblen Faktor, nimlich
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f() selbst. Es sei also f(x) reduzibel. Dann gilt
() = f1(2) fo(2) ,

wobei f,(z) und f,(z) Polynome aus K[x] sind, deren Grad kleiner ist als
der Grad von f(z). Ist mindestens einer der Faktoren f,(z), f,(2) reduzibel,
so kann man ihn (oder eventuell beide) weiterhin in Faktoren noch niedri-
geren Grades zerlegen, usw. Dieser ProzeB der sukzessiven Faktoren-
zerlegung muB nach endlich vielen Schritten abbrechen, weil die Grade
der Polynome bei jedem Schritt niedriger werden. Somit kommen wir letzten
Endes zu einer Zerlegung des Polynoms f(z) in irreduzible Faktoren.

Es bleibt also nur noch die zweite Behauptung des Satzes, nidmlich die
Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Faktoren, zu beweisen. Dazu
nehmen wir an, f(z) besiBe die Darstellung

(@) = Py (@) Pa(2) -+ P (%) , 11
und die Darstellung

f(@) = g1 (2)g3(2) - @ (2) , (12)

wobei die p;(x) und die g;(z) iber K irreduzible Polynome sind. Ohne Be-
schriinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, da8 k < ! ist. Aus (11)
und (12) folgt

P1(2)23(2) - P (3) = 4 (2) 42(2) -+ ()

Die linke Seite dieser Identitat ist offensichtlich durch p,(x) teilbar, also
muf auch ihre rechte Se)te durch p,(2) teilbar sein, so daB auf Grund der

Ej haft 3. von irreduziblen Polynomen wenigstens einer der Faktoren
der rechten Seite von (13) durch p,(2) teilbar ist. Es sei etwa g,(z) durch
Py (%) teilbar.!) Auf Grund von Eigenschaft 1. der irreduziblen Polynome
miissen dann die Polynome g¢,(z) und p,(z) bis auf einen Faktor vom Grad
Null iibereinstimmen, es muf3 also

0 (2) = ¢;p, (%)

sein. Setzen wir diesen Ausdruck fiir ¢, () in die rechte Seite von (13) ein und
kiirzen wir die erhaltene Identitit durch p,(z), so erhalten wir

P3(2) -+ i (%) = €105(2) -+ @() . (14)
Beziiglich (14) kénnen wir die obigen Uberlegungen noch einmal anwenden
und erhalten g,(x) = ¢,p,(%). Nach Einsetzen dieses Ausdrucks in die rechte
Seite von (14) und Kiirzen durch p,(x) ergibt sich

P3() -+ Pr (%) = €163 43(2) - - q1(2)

usw. Als néchstes zeigen wir, daBB k = [ ist. Ware k kleiner als [, so erhielten
wir nach allen moglichen Kiirzungen die Beziehung

1=1¢,¢ - Ceges1(2) - qu(2),

1) Nétigenfalls numeriere man die Polynome anders. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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die nicht besteht, weil 1 nicht durch die Polynome g¢41(2), . . ., ¢:(z), deren
Grade grofer als Null sind, teilbar ist.

Damit haben wir gezeigt, daB k = I und ¢, (%) = ¢, 9, (), .. ., (%) = ap;(2)
ist, was zu beweisen war.

In der Zerlegung eines Polynoms f(2) in irreduzible Faktoren konnen durch-
aus gewisse Faktoren auftreten, die bis auf ein Polynom vom Grad Null
gleich sind. So liBt sich z. B. das Polynom

f(z) = 6(z®— 1)
iiber dem Korper der rationalen Zahlen als Produkt aus vier irreduziblen
Faktoren in der Form
f@) =22+ 22+ 2)(@*+ 2+ 1D(x—1)(B3z—3)
darstellen, wobei die Polynome
2224+ 22+2 und 2*+2z2+41
bis auf den Faktor 2 und die Polynome
z—1 und 3z—3
bis auf den Faktor 3 iibereinstimmen.
Wenn in der Zerlegung
1 (@) = py(2)Py(%) - - 2 (%)
des Polynoms f (%) in iiber dem Kérper K irreduzible Polynome die Faktoren
(), Py(2), . . . (bis auf einen Faktor vom Grad Null) der Reihe nach «,-mal,
og-mal, ... auftreten, so erhalten wir nach Zusammenfassen der mehrfach

auftretenden Faktoren die sogenannte kanonische Darstellung won f(z) als
Produkt irreduzibler Polynome,

f(z) = epi (2) p3(2) -+ - e (@) ,
wobei r < k und ¢ + 0 ein Element aus K ist.

In der kanonischen Darstellung sind die irreduziblen Faktoren p;(z) paar-
weise voneinander wesentlich verschieden (d. h., sie stimmen paarweise nicht
bis auf einen konstanten Faktor iiberein).

Den beim irreduziblen Faktor p;(x) auftrétenden Exponenten o nennt man
die Vielfachheit des irreduziblen Faktors p;(x).

In diesem Sinn besitzt das oben betrachtéete Polynom

f(z)=6(z*— 1)
die kanonische Zerlegung
f(®) =6+ z+ 1) (z—1),
wobei die Vielfachheit jedes irreduziblen Faktors gleich 2 ist.

Im allgemeinen Fall sagt man, ein gegebenes Polynom g(z) aus K[z] sei
in einem anderen Polynom f(x) aus K[z] zur Vielfachheit « enthalten, wenn
f(2) durch g=(z), aber nicht durch g«+!(z) teilbar ist.
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Beispiel 6. Gefragt ist nach der Vielfachheit, zu der das Polynom
glz)=at—4

im Polynom f(x) = «5+ a* — 8 28 — 8 22 16 2+ 16 enthalten ist.

Mittels der Division mit Rest iiberzeugt man sich ohne Miihe davon, daB
f(x) durch g?(z), aber nicht durch g3(z) teilbar ist, d. h., daB g(z) in f(z)
zur Vielfachheit 2 enthalten ist.

Beispiel 7. Zu welcher Vielfachheit ist das Polynom g(z)=2? — 2z — 2
im Polynom f(x) = 2% — 3  — 3 enthalten?

Man priift leicht nach, daB f(z) nicht durch g(z) teilbar ist, d. h., daB
g(x) in f(x) zur Vielfachheit Null enthalten ist.

§ 3. Die Teilbarkeit durch ein lineares Polynom a — a. Die Nullstellen

von Polynomen

Im folgenden Paragraphen werden wir uns der groBeren Allgemeinheit
wegen mit Polynomen iiber einem beliebigen kommutativen Ring R mit
Einselement e == 0 beschiiftigen. Jeder Korper ist offenbar ein spezieller der-
artiger Ring.

In der Algebrs hat man es hiaufig mit der Aufgabe zu tun, ein Polynom
{(x) aus R[z] durch ein lineares Polynom z — a zu dividieren, wobei a dem
Ring R angehért, in dem die Koeffizienten des Polynoms f () liegen.

Da der Leitkoeffizient des Polynoms z — @ gleich 1 ist, kénnen wir auf
Grund von Satz 6 das Polynom f(z) in der Form

@) =(z—a)q@)+r 1)
darstellen. Dabei ist der Rest r ein Element des Ringes R, da fiir 7 3= 0 der
Grad von r kleiner sein muB als der Grad des Divisors z — a.

Diese Gleichung (1) gilt fiir alle Elemente x des Ringes R (§ 1, (7)). Setzen

wir speziell x = a, so erhalten wir:

fla)=(@a—a)g(@)+ 7
fley=r.

Dies fithrt uns auf den folgenden

Satz 9. Der Rest bei der Division eines Polynoms f(x) iiber dem Ring R
durch ein lineares Polynom x — a iiber demselben Ring R ist gleich dem Wert
des Polynoms f(x) fir © = a.

Unter Benutzung dieses Satzes kann man den Rest bestimmen, ohne die
Division von f(x) durch z — a auszufiihren.

Beispiel 1. Man bestimme den Rest bei der Division von

fe)=38320—a2®—222—2x+1

durch z 4 2 iiher dem Ring der ganzen Zahlen, ohne die Division im einzelnen
auszufiihren.

oder, wegen ¢ — a =0,

.
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Da z+ 2= x— (— 2) ist, wird hier @ = — 2. Mithin erhalten wir auf

Grund von Satz 9 als gesuchten Rest:
r=f(—2) =3 (— P (2P -2 (— P — D+
—4848—8+4+ 2+ 1=51.

Zur Bestimmung des Quotienten bei der Division eines Polynoms f(z)
durch ein lineares Polynom z — @ verwendet man am besten das sogenannte
HoBrNERsche Schema. Darunter versteht man folgendes:

Da der Grad des Quotienten ¢ (z) bei der Division von f(z) durch z —a
um 1 niedriger ist als der Grad von f(z), kénnen wir g(z) in der Form

q(@) = byz" 1+ bya"E 4 o 4 bay
ansetzen. Dann lautet die Beziehung (1) ausfiihrlich geschrieben

002"+ a2 e = (2 — ) (b1 by @t e by) 7
oder, wenn wir ausmultiplizieren und nach Potenzen von z ordnen,

@z + a2t oot ap=Dbyz* + (b, — abp)z" 1+« - (r—abai).
Auf Grund der Definition der Gleichheit von Polynomen ergibt sich hieraus

by=a,, b —aby=a,, by—aby=a,, ..., bii—abiz=a.,
r—aby1=a,
und mithin
by=ay, by=abyta;, by=ab+ay ..., boi=abs2tan, }
r=aby_1+ @ .

Mit Hilfe der Formeln (2) kann man nacheinander die Koeffizienten des

Quotienten sowie den Rest bestimmen. Besonders iibersichtlich werden

die Formeln (2), wenn man sie nach folgendem Schema anordnet, welches
unter dem Namen HORNERsches Schema bekannt ist:

@

| u. | al | a’ I o I an—l I s

“l ay | aby+a, | ab; +a, I |‘1bn-:+ﬂn-1 I ab,_;+ay

In diesem Schema sind in der oberen Zeile die Koeffizienten des Polynoms
{(z) nach fallenden Potenzen von z angeordnet, wihrend in der unteren
Zeile die Koeffizienten b; des Quotienten g(z) und der Rest r stehen.

Zur Erliuterung des HORNERschen Schemas geben wir die folgenden Bei-
spiele an:

Beispiel 2. Man dividiere unter Verwendung des HOoRNERschen Schemas
das Polynom

f(x)=225—52—82+41

durch das lineare Polynom = — 3.

Zuniichst stellen wir das HORNERsche Schema auf. Hierbei ist zu beachten,
daB man alle Koeffizienten von f(z) aufzunehmen hat, also auch die im
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betrachteten Beispiel fehlenden Koeffizienten von z¢ und 23, so daB wir
a; =0 und a; = 0 zu setzen haben. Dann folgt:

[2] o | -s [ 0 l -8 | 1
e l3-2+0=6|3-6—5:13]3-13+0:39|3-39—8=lO9I3-109+l=328

Hieraus liest man unmittelbar ab, daB der Quotient g(z) gleich
224+ 6254 1322+ 39 24 109
und der Rest gleich 328 ist.

Beispiel 3. Man dividiere unter B ng des HORN hen Sch
das Polynom

f@)=320+225— 2410
durch das lineare Polynom z -+ 3.
‘Wir stellen das HORNERsche Schema auf, in dem wegen z + 3 = z — (— 3)

offenbar @ = — 3 zu setzen ist. Die Rechnungen moige der Leser selbst
durchfiihren. Wir geben zur Kontrolle das Resultat an:

s ]2]o0]-1]w
——8| 3 |—7| 21 |—64]202
Daraus ist ersichtlich, da8 der Quotient g(z) gleich
328 —Ta%4 212 — 64
und der Rest gleich 202 ist.

Das HorNERsche Schema eignet sich nicht nur zur Ausfithrung der Division
eines Polynoms f(«) durch ein lineares Polynom z — a, sondern erweist sich
auch bei der Berechnung des Wertes eines Polynoms an einer Stelle a als
vorteilhaft. Wir kénnen nimlich unter Benutzung des HORNERschen Schemas
leicht den Rest bei der Division von f(z) durch z — a bestimmen, der auf
Grund von Satz 9 gleich dem Wert des Polynoms f(z) fiir z = a ist.

So konnen wir auf Grund des in Beispiel 3 mit Hilfe des HORNERschen
Schemas bestimmten Restes bei der Division von

f@) =828+ 22— 2410
durch z+ 3 behaupten, daB f(— 3) = 202 ist. Hierzu noch ein weiteres
Beispiel :

Beispiel 4. Mit Hilfe des HORNERschen Schemas ist der Wert f(— 2)

des Polynoms

flz)=2A— 843+ 24 22 — 50 z + 90
zu berechnen. Das HORNERsche Schema lautet in diesem Fall
| 1 |-8] 2 |_5ol 90
—2| 1 |10 s [-138] 368
und wir sehen, daB f(— 2)=366 ist.
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Wir untersuchen jetzt den Fall, daB ein Polynom f(x) ohne Rest durch
ein lineares Polynom z — a teilbar ist. Hiermit hingt eng die Frage nach den
Nullstellen eines Polynoms zusammen.

Definition. Nullstellen eines Poly f(x) sind diejenigen Werte
zo der Unbestimmten z, fir die der Wert- des Polynoms verschwindet, fiir
die also f(z,) = O ist.

Es zeigt sich, daB ein Element a des Ringes R dann und nur dann eine Null-
stelle des Polynoms f(x) ist, wenn f(z) durch x — a teilbar ist.

Beweis. Es sei f(z) durch z — a teilbar. Dann gibt es avf Grund der
Definition der Teilbarkeit ein Polynom g(z), fiir das

f(@)=(z—a)q(z)
gilt. Setzen wir hierin x = a, so erhalten wir f(2) =0, d.h., a ist Null-
stelle des Polynoms f(2).

Es sei umgekehrt @ eine Nullstelle von f(z). Dann ist auf Grund von Satz 9
der Rest bei der Division von f(x) durch z — a gleich f(a) =0, d.h,, f(z)
ist durch z — a teilbar.

Manchmal spricht man statt von den Nullstellen eines Polynoms auch von

den Wurzeln der entsprechenden algebraischen Gleichung n-ten Grades iiber
dem Ring R, d. h. der Gleichung

a2+ +a=0, a,+0, @)
wobei ag, a,, ..., a, Elemente des Ringes R sind, die man die Koeffizienten
der Gleichung nennt. Dabei wird unter einer Wurzel der Gleichung (3) eine
Nullstelle des Polynorhs f(2)=ay2" 4 a,2"~!4-- - - 4 a, verstanden.

Jedoch darf man hierbei die Gleichung (3) nicht als Identitit zwischen
Polynomen (nimlich dem Polynom f(z)=a,2"+a,2"~'+---+a, und dem
Nullpolynom) ansehen, da das Zeichen x in (3) eine ganz andere Bedeutung
als im Polynom f(z) hat; z bedeutet in (3) irgendeine Wurzel der be-
trachteten Gleichung.?)

Es kann nun natiirlich durchaus der Fall eintreten, da8 ein Polynom f(x)
vom Grad » nicht nur durch z — a, sondern sogar durch eine gewisse Potenz
von z — a teilbar ist. Man nennt a eine k-fache Nullstelle des Polynoms f (),
wenn f(z) durch (z—a)*, aber nicht durch (x — a)*+! teilbar ist. Ist z. B.
1 (2) durch (z — a)?, aber nicht durch (z — a)® teilbar, so ist a eine doppelte
Nullstelle (d. h. eine Nullstelle der Vielfachheit 2) von f(z) oder eine Doppel-
wurzel der Gleichung f(z) =

Beispiel 5. Die Zahl 1 ist eine Nullstelle des. Polynoms

f@)=a— 228+ a3+ 22— 2z +1
iber dem Ring der ganzen Zahlen. Es ist die Vielfachheit dieser Nullstelle

1) Die Glelchung (3) wird auch Besti: i t, da es sich dabei un
die Aufgabe handelt, solche z zu bestimmen, fur welche sie gilt; diese z sind gerade
die Wurzeln dieser Gleichung bzw. die N ullstellen des auf ibrer linken Seite stehen-
den Polynoms. — Anm. d. wissenschaftl. R
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zu bestimmen. Dazu dividieren wir mit Hilfe des HORNERschen Schemas
f(x) durch z— 1:
REEIRN RN

v -] o 1|10

Demnach ist der Quotient dieser Division
gr)=at— a4+ 2z2—1

und, wie zu erwarten war, der Rest gleich Null. Als niichstes dividieren wir
den erhaltenen Quotienten seinerseits durch z — 1:

[ 1 |-1] o |1 |1
1| l oo 1]o
Wir sehen, daB auch hier der Rest noch verschwindet, withrend der Quotient

durch
a@)=2+1

gegeben wird. Dividieren wir schlieBlich noch ¢,() durch z — 1, so erhalten
wir einen von Null verschiedenen Rest. Daher hat das gegebene Polynom
f(z) fiir £ = 1 eine doppelte Nullstelle, weil f(z) durch (z — 1)%, aber nicht
mehr durch (z — 1) teilbar ist.

Es ergibt sich jetzt naturgemi8 die Frage, wieviel Nullstellen ein Polynom
f(z) vom Grad = iiber einem Ring R besitzen kann. Dazu wollen wir zun#chst
einige konkrete Beispiele betrachten, die uns auf die richtige Antwort fithren
sollen.

Beispiel 6. Das Polynom 2® — 2 besitzt im Korper der rationalen Zahlen
keine Nullstelle. Betrachten wir hingegex'x dieses Polynom iiber dem Korper

der reellen Zahlen, so finden wir, daB V2 eine Nullstelle dieses Polynoms
ist. Man sieht jedoch unmittelbar, daB die Anzahl der Nullstellen des Poly-
noms 2° — 2 sowohl im Korper der rationalen Zahlen als auch im Korper
der reellen Zahlen kleiner als 3, also kleiner als der Grad ist.

Beispiel 7. Das Polynom 22 — 1 besitzt im Ring der ganzen Zahlen genau
zwei Nullstellen, nimlich + 1 und — 1. In diesem Fall ist also die Anzahl
der Nullstellen des Polynoms genau gleich dem Grad des Polynoms.

Diese beiden Beispiele ‘iihren uns auf die Vermutung, daB die Anzahl der
Nullstellen eines Polynoms iiber dem Ring R den Grad des Polynoms nicht
iibersteigen kann. Das folgende Beispiel zeigt jedoch, daB die Verhéltnisse
bedeutend komplizierter liegen.

Beispiel 8. Wir nehmen als Ring R die Menge aller quadratischen Matrizen

der Form
a 0
085’

wobei a und b beliebige reelle Zahlen sind. Der Leser mag sich davon iiber-
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zeugen, daB diese Menge in bezug auf Addition und Multiplikation von Ma-
trizen tatsichlich einen kom iven Ring bildet. Einselement dieses Ringes

ist die Matrix
10
£= .
01

Wir wollen untersuchen, wieviel Nullstellen das Polynom f(z) = a® — ¢
im Ring R besitzt. Auf Grund der Definition der Nullstellen eines Polynoms
haben wir Matrizen

E— u 0
0v

so zu bestimmen, daB 2 — ¢ = 0, d. h. £ = ¢ gilt, fiir die also

G0

ist. Man erkennt unmittelbar, da

w0\ (10

0+ \01)’
und damit »2=1 und 2 =1 gelten muB. Dies fithrt uns auf u =+ 1,
v = - 1, und wir erhalten die vier Nullstellen

1 0 —1 0 —1 0 10
51=(0 _1), 5:—( 0 1>, 53—( 0_1): 5¢=(0 1)-_—5-

Im betrachteten Fall iibersteigt also die Anzahl der Nullstellen den Grad des
Polynoms f(z) = 2* — &. AuBerdem miissen wir jedoch feststellen, daB es im
betrachteten Ring R Nullteiler gibt, denn es ist

10 00
G=(0 0):#0, ﬂ=(0 1)4:0,
aff= (0 0) 0.

‘Wir haben also folgendes festgestellt: In den ersten beiden Beispielen
war die Anzahl der Nullstellen der unt hten Polynome nicht groBer
als der Grad der Polynome, und in den zugrunde gelegten Ringen, nimlich
dem Korper der rationalen Zahlen bzw. dem ng der ganzen Zahlen, gab
€8 keine Nullteiler. Im Gegensatz dazu hatten wir es im dritten Beispiel mit
einem Ring zu tun, in dem es Nullteiler gibt, und die Anzahl der Nullstellen
des untersuchten Polynoms war groBer als der Grad dieses Polynoms. Der
folgende Satz zeigt nun, daB dieser Zusammenhang zwischen der Anzahl der
Nullstellen und dem Auftreten von Nullteilern nicht zuféllig ist.

Satz 10. Es sei R ein kommulativer Ring mit Einselement e = 0, der keine
Nulitesler enthilt (also ein Integrititsbereich). Dann besitzt jedes Polynom
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iiber R vom Grad n in R hichstens n Nullstellen, wobei jede Nullstelle nock ent-
sprechend shrer Vielfachheit gezihlt werden kann.

Beweis. Es sei f(z) ein beliebiges Polynom iiber R, dessen Grad groBer
als Null ist. Seine Nullstellen @, a5, ..., @, mogen die Vielfachheit
ky, ks, . . ., k, besitzen. Da die Vielfachheit der Nullstelle @, gleich k, ist, gilt

f@) = (z— a)hfy(2),
wobei f,(z) ein Polynom iiber R ist, das nicht durch 2— @, teilbar ist, also
nicht @, als Nullstelle besitzt, d. h., fir das f,(a;) %0 gilt.

Setzen wir hier # = a,, so erhalten wir

(a3 — ay)"1f1(a2) = 0.
Hierbei ist @, — @, = 0. Folglich muB, da es in B keine Nullteiler gibt,
f1(az) = 0, also ay eine Nullstelle von f;(z) sein.

Die Vielfachheit von a, als Nullstelle von f,(z) sei #. Dann gilt

f1(2) = (2 — a)t fy(2),

wobei fy(az) % 0 ist.
Man sieht sofort, daB8 k < k, ist. Wire namlich k> k,, so ergube sich auf
Grund von
f(@)= (2 — ayr(z — @) fo(2),
daB a, als Nullstelle des Polynoms f () eine groBere Vielfachheit als k, hatte.
Da andererseits a, eine ky-fache Nullstelle von f(z) ist, gilt
f(2)=(z— a) p(2),
wobei ¢(a,) == 0 ist. Hieraus folgt
(@ — gy (z — ) f(2) = (z— @) () . (39
Nun erhilt der Ring R[z] keine Nullteiler, weil er mit dem Ring R gleich-
falls Integrititsbereich ist (Satz 4). Daher kann man (3’) durch (z — a,)*
kiirzen. Dies ergibt
(—a)hfy (2) = (z— sl p(2).
Wire also ky > k, so erhielten wir fir z =a,
(a,— a))" 5 (a) = 0,
und damit f;(ay) =0, was nicht der Fall ist. Daher muB k, = k sein.
Es ist also
h(@) = (z— apft f ()
f(@) = (z— a))+ (z— a) 5 (2).
Entsprechend iiberzeugt man sich davon, daB

f2 (2) = (x — ag)hs f3 (x)
gilt, wobei f; (23) == 0 ist, und da8 damit
F(2) = (z — a))'s(z — ap)'s(z — ag)*s f3(2)

und damit
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gilt, usw. Auf diese Weise gelangen wir in endlich vielen Schritten zu der
Beziehung
f@)=(z— a)hr(z— ap)ts -+ (x— @) fo(2) .

Hierbei ist der Grad des auf der linken Seite stehenden Polynoms gleich »
und der Grad des auf der rechten Seite stehenden Polynoms nicht kleiner
als ky + ky+ -+ + + k,. Dies zeigt, daB in der Tat &y + kp + « -+ + ks < n ist,
womit der behauptete Satz fiir Polynome iilber B vom Grade n =1 be-
wiesen ist. Fiir Polynome vom Grad Null ist dieser Satz trivial, da ein solches
Polynom gar keine Nullstelle besitzt.

Aus diesem Satz erhalten wir unmittelbar die

Folgerung. Es sei R ein k iver Ring mit Einsel t e 0, der
keinen Nulltesler enthilt. Wenn Polynome f(z) und g(z) aus R[z), deren Grad
nicht grofer als n ist, in mehr als n Werten ibereinstimmen, so sind diese Poly-
nome gleich, d. h.

(@) =g(2).

Dazu betrachten wir das Polynom h(z) = f(x) — g(z). Der Grad dieses
Polynoms ist nicht groBer als ». Andererseits verschwindet es fiir mehr als
n verschiedene Werte von z, besitzt also mehr als » Nullstellen. Hieraus folgt
auf Grund des soeben bewiesenen Satzes, daB h(z) = f(2) — g(2) =0, d. h.
f(z) = g(2) ist.

Falls R ein unendlicher Integrititsbereich ist, so ergibt sich aus dieser
Folgerung, daB Polynome f(z) und g(z), die fiir alle Werte von z iiberein-
stimmen, gleich sind.

‘Wenn wir in einem gegebenen Polynom f(x) aus R[z] die Unbestimmte =
durch ein beliebiges Element ¢ des Ringes R ersetzen, so erhalten wir jeweils
ein bestimmtes Element f(c) aus R. Auf diese Weise wird jedem Polynom
f(x) aus R[z] eine Funktion einer Veriinderlichen zugeordnet, die auf der
Menge R definiert ist:

f@) - f(&). 4)
Dabei bezeichnen wir mit £ das Argument und mit f(£) den Wert der dem
Polynom f(x) zugeordneten Funktion.

Wir wollen zeigen, da8 im Fall eines unendlichen Integrititsbereiches R
der funktionale und der algebraische Standpunkt gleichwertig sind. Es gilt
néamlich der

Satz 11. Es sei R ein unendlicher kommulativer Integrititsbereich mit Eins-
element e == 0. Dann bildet die Menge der Funktionen f(£), die den Polynomen
f(x) aus R[x] zugeordnet sind, einen Ring, der dem Ring R[x] isomorph ist.

Beweis. Einem Polynom g(z) aus R[z] sei dieselbe Funktion f(£) zu-
geordnet, wie dem Polynom f(x), d. h.

f @) > f&), g9(@) 1.

Dann ist f(c) = g(c) fiir alle Elemente ¢ aus R. Da nun R ein unendlicLer
Integrititsbereich ist, sind Polynome, die fiir alle Werte der Unbestimmten
z iibereinstimmen, gleich, so daB auch f(z) = g() ist. Damit haben wir
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gezeigt, daB die Zuordnung (4) nicht nur eindeutig, sondern sogar umkehrbar
eindeutig ist.

Es seien nun f(z) und g(x) beliebige Polynome aus R[z]. Thre Summe
/(z) + g(x) werde mit h(z) und ihr Produkt f(z) g(x) mit k(z) bezeichnet.
Dann entspricht dem Polynom f(x) + g(«) die Funktion %(£) und dem Poly-
nom f () g(z) die Funktion %(§):

f(@) + g(x) > h(&), [()g(z) - k().
Nun wissen wir bereits, da8 fiir beliebige Elemente ¢ aus R die Identititen
fe)+glo)=h(c), f()g(e)= k(o)
gelten (§ 1, (7)). Daher ist auf Grund der Definition der Summe und des
Produktes von Funktionen!)

RE =1+ g&), k& =/(®g®,
f@)+ 9(@) > f(E)+ g(8), [(2)9(x) > [(E)g(é)

gilt. Damit ist bewiesen, daB die Zuordnung (4) in der Tat ein Isomorphismus
zwischen dem Ring R[z] und der Menge der Funktionen f(£) ist, daB also
die Menge der Funktion f (&) einen zu R[x] isomorphen Ring bildet, was zu
beweisen war.

Im Verlauf der weiteren Untersuchungen werden wir das Argument der
Funktion f (&) ebenso wie die Unbestimmte mit dem Buchstaben z bezeichnen.

so daB

§ 4. Polynome iiber dem Korper der rationalen Zahlen

Bereits in der elementaren Algebra entwickelt man die einfachsten Zer-
legungsmethoden fiir Polynome £ (z) mit rationalen Koeffizienten in iiber dem
Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren. Da diese Methoden eng
mit der Berechnung der rationalen Nullstellen eines solchen Polynoms zu-
sammenhiingen, wollen wir in diesem Paragraphen hst die Berech -
verfahren fiir rationale Nullstellen mit der notwendigen Ausfiihrlichkeit be-
handeln.

Es sei also
f(@) =@y + a;2" '+ -+ +an (8, 0) 1)
ein Polynom vom Grad n (n = 1) mit rationalen Koeffizienten. Ohne Be-
schrinkung der Allgemei ko, wir vor tzen, daB alle Koeffizienten

des Polynoms (1) ganze Za.hlen sind. Besitzt ns,mlloh das Polynom f(z) ge-
brochene Koeffizienten, dann brauchen wir f(z) nur mit dem Hauptnenner

1) Es sei M eine beliebige Menge, in der zwei algebraische Operationen ,,+* u
erklirt sind. Unter der Summe f(E) + g(e) von Funktmnen J (&) und g(&), dne u.uf
der Menge M erklart sind, wird d die jedem Element
¢ sus M die Summe der Werte fle) “und g(c) der gegebenen Funktionen fir £ =¢
zuordnet. Entsprechend versteht man unter dem Produkt f(£)g(£) der Funktionen
J(£) und g(£) diejenige Funktion, die jedem Element ¢ aus M das Produkt der Werte
J(c) und g(c) der gegebenen Funktionen fiir § = ¢ zuordnet.
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aller Koeffizienten zu multiplizieren und erhalten ein Polyfiom mit ganzen
Koeffizienten, das dieselben Nullstellen wie f () besitzt. Die Berechnung der
rationalen Nullstellen von (1) stiitzt sich auf den folgenden
Satz 12. Wenn der normierte Bruch % (I und m ganze Zahlen) eine rationale
Nullstelle des Polynoms (1) ist, so ist | ein Teiler des absoluten Gliedes a, und m
ein Teiler des Leitkoeffizienten ag.
Beweis. Ist nimlich '—i eine Nullstelle des Polynoms (1), so gilt auf Grund
der Definition der Nullstelle
bid ln—l 1
Gttt 2 =0
oder — wenn wir mit m® multiplizieren —
el +a, " 'mt b Im g, m =0,
Hieraus folgen unmittelbar
"= —m@ " 4 aym™) 2)
und n n—1 1
agm” = — Uagl" 4 o w7 (3)
Da die rechte Seite von (2) offenbar durch m teilbar ist, muB auch die linke
Seite, also a,l", durch m teilbar sein. Da nun voraussetzungsgemif o ein
normierter Bruch ist, ist die Zahl I™ zu m teilerfremd, und es muB a, durch
m teilbar sein.
Eine iihnliche Uberlegung kénnen wir fiic (3) anstellen. Die rechte Seite
dieser Identitit ist durch I teilbar, so daB auch a,m* durch I teilbar sein

mufl. Dann mufl aber a, durch [ teilbar sein, da m" und ! teilerfremd sind.
Aus diesem Satz ergibt sich unmittelbar die
Folgerung. Ein Polynom
fe)y=2"+ay2* 14+ a,
mit ganzen Koeffizienten a,,...,a, und Leitkoeffizienten 1 besitzt als
rationale Nullstellen nur ganze Zahlen.
Nach Satz 12 muB nidmlich der Nenner m > 0 einer rationalen Nullstelle

"’o:% von f(z) ein Teiler des Leitkoeffizienten, also gleich 1 sein. Daher

ist zo =1 und die Nulistelle z, eine ganze Zahl.
Um nachzupriifen, ob ein vorgelegtes Polynom f(z) mit ganzen Koeffi-
zienten eine rationale Nullstelle besitzt, hat man also nur alle moglichen

Brﬁche;’; (m > 0), deren Zihler I ein Teiler von @, und deren Nenner m

ein Teiler des Leitkoeffizienten a, ist, daraufhin zu untersuchen. Durch Ein-
setzen dieser Briiche finden wir alle rationalen Nullstellen von (1) oder iiber-
zeugen uns von der Tatsache, daB das Polynom (1) keine rationale Nullstelle
besitzt. Dieses im allgemeinen recht beschwerliche Verfahren kann man je-
doch unter Benutzung des folgenden Satzes w tlich abkiirzen:
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Satz 13. Ist ein normierter Bruch %'- (m > 0) eine rationale Nullstelle des
Polynoms (1), so ist fiir jede ganze Zahl k, fiir die | — km == 0 ist, der Wert
f (k) durch I — km teilbar.

Beweis. Dazu multiplizieren wir das Polynom (1) mit m",

m* f (2) = ay(m2)" + may (ma)*~1 4. - 4 mha,
Setzen wir hier mz = y, so erhalten wir
mf(z) =@(y) = a 4" + may*~t 4 ... 4 ma,
Da nun % eine Nullstelle des Polynoms f () sein sollte, ist die Zahl ! eine

Nullstelle des Polynoms ¢(y). Betrachten wir ¢(y) als Polynom iiber dem
Ring der ganzen Zahlen, so konnen wir folgern, daB

o =(y—hey)

ist, wobei ¢(y) ebenfalls ein Polynom iiber dem Ring der ganzen Zahlen ist-
Daher mufl .
km mnf(k)

P =T =— qlkm) @

eine ganze Zahl sein oder — anders ausgedriickt — es muB m"f(k) durch
I — km teilbar sein. Man sieht nun unmittelbar ein, daB m und ! — km teiler-
fremd sind. Wiire dies nicht der Fall, so lieBe sich

l—km i_ 1
m
kiirzen, d. h., es wiire
l—km
mom
mit 0 < my < m und daher
w1
L=k,
m, m
woraus sich
1 _L+km
m- m

ergibe, was zusammen mit m, < m einen Widerspruch zur Normiertheit des
Bruches "l; ergibt.

Damit ist aber bereits der behauptete Satz bewiesen. Da nimlich das
Produkt m” f(k) durch ! — km teilbar, aber m zu I — km teilerfremd ist,
muB f(k) durch { — km teilbar sein.

Wir wollen soglewh an Hand einiger Beispiele zeigen, wie man auf Grund
unserer all Uberl die rationalen Nullstellen eines Polynoms
berechnen kann.
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Beispiel 1. Man bestimme die rationalen Nullstellen des Polynoms
f(x) =2t —22%— 823+ 132 — 24.
Samtliche Koeffizienten dieses Polynoms sind ganze Za.hlen, und der Lstt
koeffizient ist gleich 1. Daher miissen alle tuell vorh
Nullstellen auf Grund der Folgerung aus Satz 12 ganze Zahlen sein. Aus Satz
12 folgt, daB die ganzen Nullstellen von f(x) Teiler des absoluten Gliedes
— 24 sein miissen. Die ganzen Nullstellen sind also unter den Zahlen

i=1,-1,2 —2,3, —3,4, —4, 6, —6, 8 —8,12, —12, 24, —24 (§)

zu suchen. Diese Zahlen kann man als Briiche % mit m = 1 ansehen. Hieraus
schliefen wir auf Grund von Satz 13, daB fiir eine ganzzahlige Nullstelle
Zy= —:— =1 die Zahl f(k) durch I — k teilbar sein muB, wobei k eine beliebige
ganze Zahl ist, die von ! verschieden ist. Zuniichst setzen wir k =1 und
k=—1. Da f(1) =— 20 und f(— 1) =— 42 ist, sind 1 und — 1 keine
Nullstellen von f(z). Daher bleiben nur noch die Zahlen

=2,—2,83 —3,4 —4,6,—6,8, —8,12, —12, 24, — 24 (6)

zu untersuchen. Wir priifen nun nach, fiir welche der Zahlen (6) der Wert
f(1) durch Z—1 und der Wert f(—1) durch I 41 teilbar ist. Man sieht
sofort, daB hierbei nur die Zahlen
1=2 —3,—4,6
in Frage kommen.
Da f(2) =— 30 == 0 ist, bleiben nur noch die Zahlen

1=—3, —4 und 6

iibrig. Ist eine dieser Zahlen ! eine ganzzahlige Nullstelle des Polynoms f(z),
so muB f(2) = — 30 durch I — 2 teilbar sein. Diese Teilbarkeitsbedingung
erfiillen nur noch die Zahlen — 3 und — 4. Setzen wir fiir z diese Zahlen
in das Polynom f(x)ein, so finden wir, daB f(— 3) =0 und f(— 4) =180
ist; also besitzt das betrachtete Polynom nur die eine rationale Nullstelle
Xy =—3.

Beispiel 2. Man bestimme die rationalen Nullstellen des Polynoms
flx)=242° 41028 — 2> — 1922 — 5z 4 6.

Auf Grund van Satz 12 muB der Nenner m einer rationalen Nullstelle von
f(x) ein Teiler von 24 und der Zihler ! ein Teiler von 6 sein. Dabei kénnen
wir den Nenner m als positiv annehmen, da wir das Vorzeichen des Bruches

'—:- dem Zihler ! beilegen konnen. Auf diese Weise erhalten wir die folgende
Tubelle fiir die méglichen rationalen Nullstellen z,:
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l m EN 1 m EN l m N
1 1 1 3 2 3y 1 6 1,
-1 1 | —1 | —3 2 —3 | —1 6 | —v,
2 1 2 1 3 A 1 8 1,
—2 1 —2 | —1 3 — | =1 8 —1,
3 1 3 2 3 Yy 3 8 *s
—3 1 —3 | —2 3 —3 | —3 8 — 9
6 | 1 6 1| 4 1, 1 12 Y
—6 1 | —6 | —1 4 —1 | —1 12 — e
1 2 1, 3 4 3, 1 24 Ve
—1 2 | =1 —3 | 4 —5 | —1 24 | —1y
Die Zahlen 1 und — 1 fallen aus, da f(1) =15 und f(— 1) =— 21 ist.

Sodann kénnen wir unter Benutzung von Satz 13 noch eine Reihe weiterer
der moglichen Werte fiir z, ausschlieBen. Dazu sehen wir nach, fiir welche

der z,-Werte % die Zahl f(1) =15 durch ! — m und die Zahl f(— 1) = — 21

durch I 4 m teilbar ist. Wir finden ohne Miihe, daB diese Teilbarkeits-
bedingung nur von den Zahlen

To=2,—2, 6 Y5, — o, — 3, — 2, — Y4, ¥ss s

erfiillt wird. Da f(2) = 840 und f(— 2) = — 660 ist, fallen die Werte 2 und
— 2 auch noch aus, und es bleiben die Zahlen
6, Yo, — Yoy — oy — %3, — s Yas Ve 7)

zu betrachten. Aus (7) konnen wir dann diejenigen Zahlen streichen, fiir die
f(2) =840 nicht durch I — 2m teilbar ist. SchlieBlich konnen noch die-

jenigen Zahlen " weggelassen werden, fiir die f(— 2) = — 660 nicht durch
1 4 2m teilbar ist. Hiernach verbleiben die Zahlen
Yoo = Yar — %2s — as Ys -

Diese Werte unterziehen wir einer direkten Priifung, indem wir sie in f(z)
einsetzen und

1 2 3 1 16 3

=3, Y -
erhalten. Damit ist gezeigt, dall das betrachtete Polynom genau die rationalen
Nullstellen
1 2 3
PR
besitzt, und wir erhalten die folgende Darstellung fiir f(z) als Produkt von
itber dem Korper der rationalen Zahlen irreduziblen Polynomen:

Xy=

/(z):(z—%)(z+%)(x—%) (242 +24 2+ 24)
oder
J(@)=@2z—1)3z+2)@z—3)(2*+z+1).
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Das quadratische Polynom 2? 4z -+1 ist irreduzibel, weil es keine rationale
Nullstelle besitzt.

In manchen Fillen leisten auch die folgenden Aussugen eine Hilfe bei der
Berechnung der rationalen Nullstellen eines Polynoms:

1. Ein Polynom f(x) mit ganzen Koeffizienten besitzt keine ganzzahlige Null-
stelle, wenn fiir gewisse ganze Zahlen s und t die Werte f(28) und f(2¢ 4 1)
ungerade Zahlen sind.

Beweis. Angenommen, dies wire nicht der Fall, f(x) besiBe also eine
ganzzahlige Nullstelle z,, und es gibe ganze Zahlen s und ¢, fiir die f(2s)
und f(2t 1) ungerade Zahlen sind. Dann ist

H@)=(x—xo)q(),
also
1(28)=(28—zo)q(29) (8)

fEtFD)=@14+1—z) g@e+1). ©)

Da {(2 5) ungerade ist, muB8 auf Grund von (8) die Zahl 2 s — z, ungerade
sein, und weil 2 s gerade ist, muB z, selbst ungerade sein. Andererseits folgt
aus (9), daB 2¢ + 1 — =z, ungerade ist, und weil 2 { <+ 1 ungerade ist, muB z,
gerade sein. Dies ist offenbar ein Widerspruch, da z, nicht sowohl gerade
als auch ungerade sein kann.

2. Ein Pol. f(z) mit g Koeffizienten besitzt keine rationale Null-
stelle, wenn es zwei ganze Zahlen ky und k, mit ky, — ky > 2 gibt, so0 daf
fky) =+ 1 und f(k;) = 1 gill.

Beweis. Wir nehmen an, das Polynom f (2) besiBe unter den angegebenen

und

Voraussetzungen eine rationale Nullstelle x‘,:-'l;. Auf Grund von Satz 13
muB dann f (k;) = 4= 1 durch I — &;m und f (k;) = 4 1 durch ! — k,m teilbar
sein. Hieraus folgt, daB

l—km=+4+1 und I—kym=+41

sein muB. Subtrahieren wir die erste Gleichung von der zweiten, so erhalten
wir
(ky—kyym=+4-2 bzw. (k;—k,)m=0.

Die Gleichung (k; — k;)m = 0 kann ausgeschlossen werden, weil k, == k; und
m > 0 ist. Unter der gemachten Annahme muB also (k, — k;) m = -+ 2 gelten.
Auf Grund dieser Gleichung miite 2 durch k, — k, teilbar sein, was aber
unmoglich ist, weil k), — k, voraussetzungsgemi8 groBer als 2 ist.

Beispiel 3. Man bestimme die rationalen Nullstellen des Polynoms
fle)=a8 425 — 2t — 223 —622+ T2+ 105.

Auf Grund der Folgerung aus Satz 12 ist jede rationale Nullstelle dieses
Polynoms eine ganze Zahl. Da nun f(0) und f(1) ungerade Zahlen sind —
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es ist f(0) =f (1) =105 —, besitzt nach 1. das vorgelegte Polynom keine
ganzzahlige und damit auch keine rationale Nullstelle.
Beispiel 4. Man bestimme die rationalen Nullstellen des Polynoms
fo) =22A—Tad— 22— 182 +25.
Fiir =1 bzw. # = 4 erhalten wir f(1) =1 und f(4) = 1. Das angegebene
Polynom erfiillt also die Voraussetzungen von 2. und besitzt daher keine
rationale Nullstelle.

§ 5. Die Zerlegung von Polynomen in iiber dem Korper der rationalen
Zahlen irreduzible Faktoren. Ein Irreduzibilititskriterium

Auf der Grundlage der im vorangehenden Paragraphen gemachten Aus-
filhrungen geben wir jetzt einige Methoden fiir die Zerlegung eines Polynoms
f(x) mit rationalen Koeffizienten in iiber dem Korper der rationalen Zahlen
irreduzible Faktoren an.

Fiir Polynome zweiten und dritten Grades ist die Frage nach einer der-
artigen Faktorzerlegung noch einfach zu beantworten. Ist nimlich ein Polynom
zweiten Grades

f@)=a2*+bz+c (03]
mit rationalen Koeffizienten iiber dem Kérper der rationalen Zahlen redu-
zibel, so 1aBt es sich offenbar als Produkt aus zwei linearen Faktoren dar-
stellen,

f@)=a(z—=z)(z—=,),
wobei 2, und 2, rationale Zahlen sind, und das Polynom f(z) besitzt die
beiden rationalen Nullstellen z, und z,. Wenn umgekehrt ein Polynom f(z)
zweiten Grades eine rationale Nullstelle z, besitzt, so zerfillt das Polynom
{(z) iiber dem Kérper der rationalen Zahlen in zwei Linearfaktoren.

Ahnlich liegen die Verhiltnisse auch noch bei den Polynomen dritten
Grades

Hx)y=ax®*+ba?+cx+d (2)

mit rationalen Koeffizienten: Ein Polynom (2) tst iber dem Korper der raho~
nalen Zahlen dann und nur dann reduzibel, wenn es gslens eine rali
Nullstelle besitzt.

Ist nimlich ein Polynom (2) iiber dem Kérper der rationalen Zahlen redu-
zibel, so muB es wenigstens einen Linearfaktor pz ¢ mit rationalen Ko-

effizienten p,q abspalten. Da dieser Faktor die Nullstelle z,=— %besitzt,
ist dann auch x0=—1 eine Nullstelle des Polynoms (2).
Besitzt umgekehrt das Polynom (2) eine rationale Nullstelle z,, so ist
f(@)=(z—2,)q(),
und das Polynom f () ist iiber dem Korper der rationalen Zahlen reduzibel.
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Beispiel 1. Man untersuche das Polynom
f@)=28—at—z—1
auf Reduzibilitit iiber dem Korper der rationalen Zahlen.

Unter Verwendung der im vorangehenden Paragraphen entwickelten
Methoden stellt man fest, daB dieses Polynom keine rationale Nullstelle
besitzt. Daher ist es iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzibel.

Beispiel 2. Man zerlege das Polynom
f(x)=623—Ta2—2z4-2
in iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren.
Man stellt leicht fest, da -;— die einzige rationale Nullstelle von f(z) ist.

Daher ist das vorgelegte Polynom iiber dem Korper der rationalen Zahlen
reduzibel, und zwar zerfillt es in einen linearen und in einen quadratischen
Faktor. Mit Hilfe des HORNERschen Schemas finde man ohne Miihe die ge-
suchte Faktorzerlegung

1
f(z)=(z—§)(ﬁz’—4z—4)
oder
f(x)=@2z—1)(322—22—2).
Beispiel 3. Man zerlege das Polynom
f(x)=623+4Ta2—9z+2
in iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren.
Man priift leicht nach, daB das Polynom f(z) die drei rationalen Null-

stellen%, % und — 2 besitzt. Daher zerfillt f(z) in die drei Linearfaktoren

( —%), (z——;—) und (z 4-2):
f(:c)=6(x——;-)(z—%)(z+2).

Der auftretende konstante Faktor 6 riihrt von dem héchsten Koeffizienten 6
von f(z) her. Nach einfachen Umformungen gelangt man schlieBlich zu der
Faktorzerlegung

f@)=@z—1)@z—1)(z+2).

Fiir Polynome héheren als dritten Grades gestalten sich die Untersuchungen
wesentlich schwieriger. Zwar gilt immer noch, daB ein Polynom n-ten Grades
(n =4) mit rationalen Koeffizienten, das eine rationale Nullstelle z, besitzt,
iiber dem Korper der rationalen Zahlen reduzibel ist, da es in diesem Fall
durch z — z, teilbar ist. Das Umgekehrte ist jedoch nicht richtig. So besitzt
z. B. das Polynom

f(x)=2—at -3+ 22+ 3z +1

keine rationale Nullstelle und ist dennoch iiber dem Korper der rationalen
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Zahlen reduzibel, da
f(@)= (@ —z—1) (23 —2z—1)
gilt.

Fiir Polynome vierten Grades 148t sich noch eine ziemlich einfache Methode
fiir die Bestimmung der irreduziblen Faktoren angeben. Hierzu empfiehlt es
sich, den Begriff der kubischen Resolvente einzufiihren.

Es sei

f(x)=284ax®4-battcz+d 3)
ein beliebiges Polynom vierten Grades mit rationalen Koeffizienten. Wir
suchen dieses Polynom so umzuformen, daB es sich als Differenz zweier Qua-
drate darstellt. Dazu bringen wir zundchst f(z) auf die Form

/(x)=’[(z:)=+2x=(§)] + P 4oz td).

Durch Addieren und anschlieBendes Subtrahieren von %)’ ergiinzen wir
den in der eckigen Klammer stehenden Summanden zu einem vollstindigen
Quadrat:

Ha)= [(z’)’+2zz‘ “2")4_(“2_‘)’] +[(b—941)x’+cz+d],
also
ez

2 3
f(:c)=(z’+7) —{-[(b—%)x’—kcz-{—d].
Als niichstes filhren wir eine Hilfsgré8e y ein, mit der wir den Ausdruck
2= +5) v+t

bilden, den wir zu der zuletzt gewonnenen Darstellung von f(z) addieren
und dann wieder subtrahieren. Wir erhalten

1@ =(2+ 5+ +[o—%F) @ +osti—2(2+5)y—v]
oder
/(z):(zi+9§‘5+y)’—(Ax=+Bx+o) @
mit
A4=2y4+%—b, B=ay—c, C=yp—d.

SchlieBlich versuchen wir y so zu bestimmen, daB das quadratische Polynom
Ax*+4 Bx+C ein vollstindiges Quadrat wird. Dabei benutzen wir den
folgenden Satz:

Ein quadratisches Polynom Az®-+ Bz +C mit komplezen Koeffizienten
4, B, Cist dann und nur dann vollstindiges Quadrat eines linearen Polynoms
«x+f mit komplexen Koeffizienten «,f, wenn B*=4AC ist.

Beweis. Es sei

A2+ Ba+C=(az+p)>
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Dann ist
Aax®+ Bz +C=ao?z?+2afx+ 2.
Nun sind Polynome dann und nur dann gleich, wenn sie koeffizientenweise
iibereinstimmen. Also gilt
=a?, B=2af, C=pt.

Da nun allgemein (2aB)?=4q?p? ist, gilt B2=4A4C.

Es sei umgekehrt B2 =44 C. Dann kann man das betrachtete quadratische
Polynom offensichtlich in der Gestalt

A2+ B+ C= (VA z)*+2(V4 2) YO+ (VO = (Y4 =+ VO)

schreiben, d.h., A2®+4 Bz + C ist das Quadrat eines linearen Polynoms.

‘Wir kniipfen nun weiter an die Darstellung (4) von f(x) an und versuchen,
y 80 zu bestimmen, daB B*=4 AC, also

2
(ay—oP=4(20+F—b)(*—d) ®
ist. Dies filhrt uns auf eine Gleichung dritten Grades fiir y, die man die
kubtsche Resolvente des Polynoms (3) nennt.

Damit haben wir gezeigt: Wenn y eine Wurzel der kubischen Resolvente (5)
des Polynoms (3) ist, so lift sich das Polynom (3) als Differenz zweier Quadrate
wn der Form

2
1@ =(2+% +9) — (wz+pp
darstellen.

Mit Hilfe des folgenden Satzes gelangen wir dann unmittelbar zu einer
Methode fiir die Zerlegung eines Polynoms (3) vierten Grades in iiber dem
Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren:

Satz 14. Ein Polynom vierten Grades

f(x)=2at+az®*+ba?+cx+d 3"

mit rationalen Koeffizienten, das keine rationale Nullstelle besitzt, ist dann und
nur dann iber dem Kérper der rationalen Zahlen reduzibel, wenn seine kubische
Resolvente eine rationale Wurzel y, besitzt, fir die

a? -~
2.'/0"1‘—[—5 und V.’/o“d
rationale Zahlen sind.
Beweis. Die kubische Resolvente (5) moge die rationale Wurzel y, be-
sitzen, fiir die l/2y.,+“7'—b, und Yy3—d gleichfalls rational seien.
Auf Grund der fritheren Ultarlegungen kénnen wir dann f(x) in der Form

1@ =(2+ 5+ %) — @a+pr
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a=x)200+ 5, p=+Vi—3d

rationale Zahlen sind. Da nun bekanntlich eine Differenz aus zwei Quadraten
stets gleich dem Produkt aus der Summe und der Differenz ist, erhalten wir:
1@ =]+ (3+a)o+ ot B)] - [#* Hg—a) s +0—B)]

d.h., f(#) ist iiber dem Korper der rationalen Zahlen reduzibel.

Es sei nun umgekehrt / (z) iiber dem Korper der rationalen Zahlen reduzibel.
Da f(z) nach Vor g keine rationale Nullstelle besitzt, ist f(x) ein
Produkt aus zwei qua.d.r&tlschen Polynomen mit rationalen Koeffizienten,

also
fe)=rt+ad+ b2+ cz+d=(P+pz+q) (P +p2+¢o)

darstellen, wobei

2b+4a2dtbat4-cx4d
=24+ )P+ P+ 0+ 0) P+ 018+ 20) T+ 010,
Durch Koeffizientenvergleich findet man:
ntm=a PP+a+%=b P&+Pn=c a=d. (6)

Unter Benutzung von (6) stellt man miihelos fest, daB die Resolvente (5) die
rationale Wurzel

Yo =% (91 +)

besitzt und daB8 VZ Y +——b yi—d rationale Zahlen sind. Denn es ist

A=290+ % —b=(g,+ g+ PP _(pp, 4,10
Pl—2ppt_ (p—pi
z;p P =( 2?.) ,

C=p—d= (ﬂx+h) _q1q2=q§—-2!;1-+9§=(g%9.)”

) Gt

B=ay,—c=(p+ P, — (1% +20)
_PAh+ PG — PG — Pt (Bi— D) (11— )
== - 2z

s0 daB firr y=yo=2F% die Bezichung (5) in die Identitit

[(h = p.)2(q. — q.‘)r —4 (m - p.)' (!1—2-_%)2

libergeht. Daher besitzt die Resolvente (5) eines iiber dem Kéorper der ratio-
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nalen Zahlen reduziblen Polynoms (3) die rationale Nullstelle

+
yo=91 : gz ,

|/2y“+—-—b_ A_Pn T’t ]/__V—_ql '

sind rational, da 2 '; Pt ynd %—& rationale Zahlen sind.

und

An Hand einiger Beispiele wollen wir wieder zeigen, wie man auf Grund
der vorangehenden Ausfithrungen die Zerlegung eines Polynoms vierten
Grades ermitteln kann.

Beispiel 4. Man zerlege das Polynom
fx) =2aA+2*—3a24+32z—1
in iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren.

Zunichst untersuchen wir, ob das vorgelegte Polynom eine rationale Null-
stelle besitzt. Mittels der frither angegebenen Verfahren stellt man fest, daB ;
die einzige rationale Nullstelle von f(z) ist. Dann ergibt sich unter Be-
nutzung des HORNERschen Schemas, daB

f(”)=(x—%)(2z"+213—2x+2),

also
(@) =@z — 1)@+ 22— z +1)
ist. Das Polynom 2 4 22 — z 4 1 ist iiber dem Korper der rationalen Zahlen

bereits irreduzibel, da es keine rationale Nullstelle besitzt (die Nullstellen
dieses Polynoms wiiren auch Nullstellen von f(z)).

Beispiel 5. Man zerlege das Polynom
fx) =at + 323 — 222 422 — 2
in iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren.

Das angegebene Polynom besitzt keine rationale Nullstelle. Daher haben
wir Satz 14 anzuwenden. Wir bilden die kubische Resolvente des Polynoms
(),

9
By—2r=4(2y+7+2) @ +2),
die wir nach trivialen Umformungen auf die Form

8y° + 842428y +30=10

B4 2224+ 142430=0
bringen konnen, wobei z =2y ist. Da diese letzte Gleichung keine rationale
‘Whurzel besitzt, besitzt auch die Resolvente keine rationale Wurzel, und.
das Polynom f(x) ist iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzib

oder schlieBlich
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Beispiel 6. Man zerlege das Polynom
fa)=at+2a% — 222+ 2241

in iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren.

Man iiberzeugt sich zunichst leicht davon, daB dieses Polynom keine
rationale Nullstelle besitzt. Daher haben wir wieder Satz 14 anzuwenden.
Als Resolvente des betrachteten Polynoms erhalten wir:

2y —2P=4(2y+3)(*—1)
(y—1N(*+2y+2)=0.

Man zeigt leicht, daB die Resolvente nur die eine rationale Wurzel y, =1
besitzt. Fiir diese gilt:

VE—d=11—1=0, |200+F—b=1}5.
Da }/E' irrational ist, ist das betrachtete Polynom irreduzibel.
Beispiel 7. Man zerlege das Polynom
fl)=6A—Ta3 |22 —2
in iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren.

Dieses Polynom besitzt keine rationale Nullstelle. Um Satz 14 anwenden
zu konnen, formen wir f(z) so um, daB der Leitkoeffizient gleich 1 wird,
indem wir f(z) durch 6 dividieren und

h@=a—go+ga—3

oder

erhalten. Die Resolvente dieses Polynoms ist
3 sl e+

1082% — 1822 ++ 1442425 =0,

oder schlieBlich

wobei z =2 y ist.
Diese Gleichung besitzt die rationale Wurzel zo=——;—. Daraus ergibt

sich !/o':“jlf als Wurzel der Resolvente. Fiir diese gilt:

at 1,49 1 1 1
V2y° 4 b_V 6 144 s“l/m_lz’
s ]/1 1 9 7
vi—d=gts=|m=

Daher ist das Polynom f,(x) und damit auch das Polynom f(z) iiber dem
Korper der rationalen Zahlen reduzibel. Zur Berechnung der Faktoren, in
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die /() zerfillt, bestimmen wir zunichst
7 1 7
B=ay°—c=——5-(———)=ﬁ.
B ist also positiv. Da 2af = B > 0 ist, mii « und B gleiches Vorzeict
besitzen. Wir nehmen an, da8 « und S beide positiv sind (mit gleichem Erfolg
konnten wir sie auch beide negativ wiihlen), und zwar

a=+]/250+ T b=, B=+ViA—di=g;

Unter Benutzung der im Beweis von Satz 14 vorgenommenen Umformungen
erhalten wir:

h@ =2 +(F+o)2 +0+8) [#+ (3 —2) 2+ 50— 5)]

S A TV GRS B
(Lot Y(e—2a-).
Hieraus ergibt sich:
f(@)=8f (z)=(222—2+1) (322 —22—2).
Bei der Untersuchung von Polynomen héheren als vierten Grades beginnt

man stets mit der Berechnung der rationalen Nullstellen des gegeb
Polynoms. Besitzt nimlich f(z) eine rationale Nullstelle z,, so ist
f(@)=(2— =) /1(2),

und die Frage nach der Zerlegung von f(z) in irreduzible Faktoren ist damit
auf die Frage nach der Zerlegung des Polynoms f, () in irreduzible Faktoren
zuriickgefiihrt, wobei der Grad von f,(z) kleiner ist als der Grad von f(z).
Erst wenn man auf diese Weise zu einem Polynom f(z) gelangt, das keine
rationale Nullstelle besitzt, muB man besondere Methoden anwenden.

Auf eine solche Methode wollen wir im folgenden noch g ingeh

Zuniichst konnen wir bei den folgenden Betrachtungen v tzen, daB
die Koeffizienten des betrachteten Polynoms

f@)=ag+a 2+ +anz* (aa0)

ganz sind — anderenfalls braucht man f(z) nur mit dem Hauptnenner der
Koeffizienten zu multiplizieren.

Unter dieser Voraussetzung heiBt ein Polynom f(z) primitiv, wenn der
groBite gemeinsame Teiler seiner Koeffizienten gleich 1 ist.

In diesem Sinne ist das Polynom

Hx)=2a—42* 4323+ 222 — Bz 47
primitiv, wihrend das Polynom
f(x)=38x4—212°+ 1522 — 62118
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nicht primitiv ist, da der groBte gemeinsame Teiler seiner Koeffizienten
gleich 3 und nicht gleich 1 ist.
Wie beweisen zunichst die folgenden beiden L ta, die unter dem
Namen Gavsssche Lemmata bekannt sind.
Lemma 1: Jedes Produkt aus primitiven Polynomen tst wieder ein primi-
tives Polynom.
Beweis. Es seien
p@)=ay+a,z+ay 2t +- -+ +an2”,
p(@)=by+b 2452+ - +bp2™
primitive Polynome. Wir nehmen an, ihr Produkt

P@ Y@ =Cctez+ Feaymz™t”
wire nicht primitiv. Dann besit die Koeffizient
¢o=20qgby,
& =aoby +a,b,,

Catm=0nbp

des Produktes @(z) ¥(z) einen groBten gemeinsamen Teiler d, der von 1 ver-
schieden ist. Wenn also p eine Primzahl ist, die d teilt, so ist p ein Teiler
samtlicher Koeffizienten ¢,, ¢,, ..., ¢aim des Produktes ¢(z) (z). Da nun
@(x) und y(z) primitiv sind, kann p nicht alle Koeffizienten von ¢(z) und
nicht alle Koeffizienten von y(z) teilen. Es sei a; der erste Koeffizient des
Polynoms ¢(x) und b; der erste Koeffizient des Polynoms y(z), der nicht
durch p teilbar ist. Wir betrachten dann den Koeffizienten

Ciag=apbisgt- -+ a1 b1+ by i1 b1 - o - Fauigby (6)

des Produktes ¢(z)y(z). Alle Summanden auf der rechten Seite von (6)
mit Ausnahme von a;b; sind durch p teilbar, weil

@y, ooy @y, by_y, ..., By

simtlich durch p teilbar sind. Der Summand a;b; ist nicht durch p teilbar,
weil weder a; noch b; durch p teilbar ist. Hieraus folgt, daB die rechte Seite
von (6) nicht durch p teilbar ist, im Widerspruch zu der angenommenen Teil-
barkeit aller Koeffizienten von ¢(x) 9 () durch p. Damit ist das behauptete
Lemma bewiesen.

Mit Hilfe des Lemma 1 beweisen wir ein zweites Lemma, das fiir die in
Frage stehende Methode grundlegend ist. Es besagt folgendes:

Lemma 2: Jedes Polynom f(z) mit ganzen Koeffizienten, das iber dem
Korper der rationalen Zahlen reduzibel ist, lift sich als Produkt von Polynomen
niedrigeren Grades mit g Koeffizienten darstell
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Beweis. Das Polynom
f(@)=a,+ a2+ -+ a.2" (@.+0,722)

mége iiber dem Korper der rationalen Zahlen auf folgende Weise in Polynome
niedrigeren Grades zerfallen:

f(@)=g(x)h(z).
Wenn similiche Koeffizienten der Polynome g(z) und h(x) ganz sind, so
sind wir fertig. Wir konnen also annehmen, daB g(z) und A(z) gebrochene
Koeffizienten besitzen. Es sei m, der Hauptnenner der Koeffizienten von
g(x) und m, der Hauptnenner der Koeffizienten von k(z). Dann gilt:

1= (@) wid A@)= k(@)

wobei g, (z) und , (¢) Polynome mit ganzen Koeffizienten sind. Ist schlieBlich
d, der groBte gemeinsame Teiler der Koeffizienten von g, (x) und d, der groite
gemeinsame Teiler der Koeffizienten von 4, (), so gilt:

1 d
9@ = (@ =29,
1 d
@) = g () =29(2)
wobei @(z) und y(z) primitive Polynome sind. Hieraus folgt, daB

1) =28 () p ()

ist. Setzen wir ddy 7

— , wobei — ein unkiirzbarer Bruch sei, so erhalten wir:
m,my & 8

f@=Fo v(@). -
Wenn also
(@) P(2)=chtcyz++ - Fenz”
gilt, so ergibt sich auf Grund von (7):

rCy re, 7Cp
qy=—", =— ..., Gp=—.

] 8 8
Da a, eine ganze Zahl ist, muB 7¢, durch s teilbar sein. Weil aber s und
teilerfremd sind % sollte ein unkiirzbarer Bruch sein), muB ¢, durch s teilbar
sein. Entsprechend findet man, daB ¢,, ¢,, ..., ¢, durch 8 teilbar sind. Damit
ist gezeigt, daB & ein Teiler samtlicher Koeffizienten des Produktes ¢ () y(2)
ist. Nun ist nach Lemma 1 das Produkt ¢(z) % () primitiv. Daher ist s =1,
und wir erhalten:
@) =rep@)p(2),

d. h. eine Zerlegung des Polynoms f(x) in Faktoren mit ganzen Koetfizienten,
deren Grade niedriger als der Grad von f(x) sind.
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Mit Hilfe der vorangehenden Untersuchungen gelangen wir zu einer grund-
legenden Methode fiir die Zerlegung eines beliebigen Polynoms in iiber dem
Kérper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren. Der gréBeren Anschaulich-
keit wegen wollen wir sie an einem konkreten Beispiel demonstrieren.

Beispiel 8. Man zerlege das Polynom

fle) =25 -2t 4323 f- 422 4242
in iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren. Man be-
stitigt leicht, daB das vorgegebene Polynom keine rationale Nullstelle besitzt.
‘Wenn es also iiberhaupt zerlegbar ist, so muB es in ein Polynom zweiten und
ein Polynom dritten Grades zerfallen. Auf Grund von Lemma 2 konnen wir
annehmen, da8 die Koeffizienten dieser Polynome ganze Zahlen sind, wobei
zudem die héchsten Koeffizienten dieser Polynome gleich 1 sein miissen, da
niimlich der hochste Koeffizient von f(z) gleich 1 ist. Wenn also das Polynom
f(x) reduzibel ist, so muB sein quadratischer Faktor die Form
g(@)==2*+pz+g

besitzen, wobei p, g ganze Zablen sind. Zur Bestimmung der noch unbekannten
Koeffizienten des Polynoms g(x) beachten wif, daB fiir beliebiges ganz-
zahliges m die Zahl f(m) durch die Zahi g(m) teilbar sein muB.

Da f(0) =2 und f(— 1) =— 1 ist, kommen fiir g(0) und g(— 1) nur die
folgenden Wertekombinationen in Frage:

Dg®=1 und g—D=1, 5g@®=2 und g(—1)=1,
2) g(0) =1 und g(—1)=—1, 6) g(0)=2 und g(—1)=-—1,
3)g(0)=—1 ud g(—1=1, 7NgO)=—2 und g(—1)=—1,
4) g0) =—1 und g(—1)=—1, 8 g(0)=—2 und g(— 1)=1.
‘Wir beginnen mit der Untersuchung der Kombination g(0) =1 und g(— 1) =1.
Sie fiihrt uns auf

g0 =¢=1, g(-l)=1—p+g=1,
woraus sich

p=q=1 und g(z)=2+z+41

ergibt.

Durch Division von f(z) durch #? 4 z 4-1 bestitigt man, daB f(z) durch
diesen quadratischen Ausdruck teilbar ist, und erhilt:

f@=@+ae+1)(z+22+42).

Damit ist die gestellte Aufgabe geldst. Es ist eine Zerlegung des Polynoms
f(z) in tber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Faktoren an-
gegeben. Im betrachteten Fall eriibrigt sich die Untersuchung der Kombi-
nationen 2 bis 8.

In vielen Fillen empfiehlt sich die Benutzung von Irreduzibilititskriterien,
mit deren Hilfe man unmittelbar iiber die Irreduzibilitit vieler Polynome
entscheiden kann. Eines der am hiufigsten benutzten Kriterien ist das
folgende
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Irreduzlblhtitskntenum von EISENSTEIN. Ein Polynom f(x) mit
Koeffizienten, dessen simtliche Koeffizienten mit Ausnahme des
Leutlcoeﬂuienten durch eine Primzahl p teilbar sind und dessen absolutes Glied
sich zwar durch p, wioch mcht durch p? teilen lipt, ist iber dem Korper der
rationalen Zahlen irred
Beweis. Wir nehmen an, daf§ fiir das Polynom
f@=ay+ ozt +aa
die Voraussetzungen des EISENSTEINschen Irreduzibilitdtskriteriums erfiillt
sind, jedoch f(x) iiber dem Korper der rationalen Zahlen reduzibel ist. Dann
1aB8¢ sich auf Grund von Lemma 2 das Polynom f(z) als Produkt von Poly-
nomen g(z) und k(z) mit ganzen Koeffizienten darstellen, deren Grade nied-
riger als der Grad von f() sind:

f(e) =g(2)h(x) . ®)

g(x)=by+ bz -+ bt (b0, 0<k<n),
h(@)=cp+cz+--+azx (%0, 0<l<n)
sein. Auf Grund von (8) ist dann
o ="byCo,
ay=cyb; + 15,
ay=cob; ¢, by +¢3by,

Dabei moge

Ay = b.cz.

Nach Voraussetzung ist das absolute Glied a, =byc, von f(x) durch eine
Primzahl p teilbar. Dann muB b, oder ¢, durch p teilbar sein. Da a, nicht
durch p? teilbar sein soll, kénnen nicht b, und ¢, beide durch p teilbar sein.
Es sei etwa p ein Teiler von by, aber kein Teiler von ¢,. Wir betrachten nun
die Gleichung

a, =cyb, +¢,b,.
Nach Voraussetzung ist die linke Seite dieser Gleichung durch p teilbar.
Weil b, durch p teilbar ist, ist der auf der rechten Seite dieser Gleichung
stehende Summand ¢,b, durch p teilbar. Also muB auch der erste Summand,
d. h. ¢yb;, durch p teilbar sein. Weil p kein Teiler von c, ist, ist folglich b,
durch p teilbar. Aus der folgenden Gleichung

@y =Coby +¢, b, + o0y
schlieBt man #hnlich auf die Teilbarkeit von b, durch p usw. SchlieBlich
ergibt sich aus der Gleichung
ar=Cobr + ¢ br_1+- -+ aby,
daB b, durch p teilbar ist.
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Da aber a,=bi¢; ist, hat die Teilbarkeit von by durch p die Teilbarkeit
von a, durch p zur Folge. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung des
Kriteriums, daB der Leitkoeffizient a, des Polynoms f(z) nicht durch p teil-
bar ist. Damit ist das behauptete Kriterium bewiesen.

Beispiel 9. Das Polynom

flg)=2a%—12a% 4+ 362> — 122 — 12
ist iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzibel. Es sind niimlich fiir
die Primzahl p =3 die Voraussetzungen des EISENTEINschen Irreduzi-
bilitatskriteriums erfiillt. Der Leitkoeffizient von f(z) ist nicht durch 3 teil-
bar, wihrend die iibrigen Koeffizienten durch 3 teilbar sind, und das absolute
Glied 12 ist nicht durch 32 =9 teilbar.

Mit Hilfe des EISENSTEINschen Kriteriums kann man zeigen, daB es iiber
dem Korper der rationalen Zahlen irreduzible Polynome beliebig hohen Grades
gibt. So sind z. B. alle Polynome der Form

f@)=2"+22" 142224+ 2
iiber dem Koérper der rationalen Zahlen irreduzibel.

In Fillen, in denen das EISENsTEINsche Kriterium nicht unmittelbar an-
wendbar ist, gelangt man hiufig dadurch zu einer Entscheidung, daB man
x =a y -+ p setzt, wobei « und B passend gewiihlte rationale Zahlen sind.
Gelangt man nidmlich dabei zu einem Polynom

h)=fay+p=/=)
in y, auf das die Bedingungen des Kriteriums von EISENSTEIN zutreffen,
80 kann man aus der damit bewiesenen Irreduzibilitét von f;(y) unmittelbar
auf die Irreduzibilitét von f(z) schlieBen. Denn wire f(z) reduzibel, wihrend
f1(y) irreduzibel ist, so ergibe sich aus

f(z)=g(x)h(z)
unmittelbar

fey+h=h=g@y+Bray+B=nHhE),

d. h., f,(y) wire gleichfalls reduzibel, was nicht der Fall sein sollte.

Beispiel 10. Man beweise mit Hilfe des EISENSTEINschen Irreduzi-
bilitdtskriteriums die Irreduzibilitit von

fy=at—2+2z 41

iiber dem Kérper der rationalen Zahlen.

Auf das Polynom f(z) selbst 18t sich das EISENSTEINsche Kriterium nicht
anwenden, da man keine Primzahl p finden kann, die den Voraussetzungen
des Kriteriums geniigt. Setzen wir hingegen z =y -1, so erhalten wir das

Polynom
fy+)=h=E+1)—(y+1)°+2@+1+1
=y +3° 4342 +3y+3,
auf das fiir p =3 die Bedingungen des Kriteriums von EISENSTEIN zu-
treffen. Daher ist f,(y) und damit auch f(z) iber dem Korper der rationalen
Zahlen irreduzibel.
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§ 6. Der Fundamentalsatz der Algebra

Wir haben bereits gesehen, daB ein Polynom f(z) vom Grad n mit Koeffi-
zienten aus einem beliebigen Zahlkorper!) K im Korper K hochstens » Null-
stellen besitzt (wobei jede Nullstelle noch entsprechend ihrer Vielfachheit
gezihlt werden kann). Jedoch braucht ein Polynom f(2) im Korper K
iiberhaupt keine Nullstelle zu besitzen. Es ergibt sich nun naturgemiB
die Frage, ob es einen Zahlkorper gibt, in dem jedes Polynom vom Grad n
genau 7 Nullstellen besitzt. Im folgenden werden wir zeigen, da8 der Korper
der komplexen Zahlen, also der umfassendste Zahlkorper, diese Eigenschaft
besitzt. Diese wichtige Eigenschaft des Korpers der komplexen Zahlen ergibt
sich aus dem sogenannten Fundamentalsatz der Algebra, nach welchem jedes
Polynom f(z) mit komplexen Koeffizienten, dessen Grad » mindestens 1 ist, im
Kérper der komplexen Zahlen igstens eine Nullstelle besitzt.

Zum Beweis dieses Satzes haben wir zunichst die grundlegenden Eigen-
schaften des Begriffs der Stetigkeit von Funktionen im Bereich der komplexen
Zahlen zu studieren. Er wird bei unserem Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra eine wesentliche Rolle spielen.

Die iibliche Definition einer stetigen Funktion, wie sie aus der Differential-
und Integralrechnung bekannt ist, lif3t sich ohne besondere Schwierigkeiten
auf den Fall iibertragen, da8 sowohl die Argumente z als auch die Funktions-
werte @(z) einer Funktion ¢ komplexe Zahlen sind. Und zwar heiBt eine
Funktion @ an der Stelle (oder im Punkte) x, stetig, wenn es zu jeder vor-
gegebenen positiven Zahl ¢ eine positive Zahl & gibt derart, daB fiir alle
Werte z, fiir die

|z—2| <8 ()
gilt, auch die Ungleichung
lo(@)— ()| <e @
erfiillt ist.
Dabei bedeuten — im G tz zur Definition der Stetigkeit von reellen

Funktionen — die senkrechten Striche nicht den absoluten Betrag von reellen
Zahlen, sondern den Betrag der betreffenden komplexen Zahlen.2)

Der groBeren Anschaulichkeit wegen wollen wir noch eine geometrische
Deutung dieser Definition der Stetigkeit geben. Dazu denken wir uns die
Argumentwerte z und die Funktionswerte @ (z) in zwei verschiedenen Ebenen
P und Q dargestellt, wobei die Ebene P auf ein rechtwinkliges (£, 7)-Ko-
ordinatensystem und die Ebene @ auf ein rechtwinkliges (u, v)-Koordinaten-
system bezogen sei. Im folgenden wollen wir P die Ebene der Argumente
und Q die Ebene der Funktionswerte nennen. Da z und ¢(z) komplexe Zahlen

1) Unter einem Za

hikérper teht man eine beliebige Teilmenge des Korpers der
komplexen Zahlen, die in bezug auf dle Rechenopemtmnen mit Zahlen einen
Korper bildet. Insb dere kann diese Tei gleich dem Korper der komplexen

Zahlen selbst sein.
?) Vgl LW Pnosxvnuxow, Mengen, Gruppen, Ringe und Korper. Die theoretischen
dl der A EdEM, Band 1, §28. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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sind, kénnen wir sie in der Form
z=E&4in, @@)=utiv
darstellen, wobei &, 7, u, v reelle Zahlen sind und ¢ die imaginire Einheit ist.
Jedem Argumentwert =& 417 kénnen wir in der Ebene P den Punkt X

mit den Koordinaten &, 7 oder auch den Vektor OTf vom Ursprung O zum
Punkt X zuordnen. .

Ebenso entspricht dem zugehorigen Funktionswert w = ¢(x) =u + iv in
der Ebene Q der Punkt W mit den Koordinaten u, v oder auch der Vektor

W vom Ursprung O (der Ebene @) zum Punkt W.

Wird die komplexe Zahl x in der Ebene P der Argumente durch den
Punkt X und die Zahl z, durch den Punkt X, dargestellt, so bedeutet |z — |
den Abstand der Punkte X und X, in dieser Ebene. Mithin besagt die Un-
gleichung (1), daB der Punkt X innerhalb des Kreises C; mit dem Radius 8
um den Mittelpunkt X, liegt. Analog kann man die Ungleichung (2) in der
Ebene der Funktionswerte deuten. Entspricht dem Funktionswert @(z,) in
der Ebene der Funktionswerte der Punkt W,, so liegen die den Funktions-
werten @(z) aus (2) entsprechenden Punkte W im Innern des Kreises C, mit
dem Radius ¢ um den Mittelpunkt W,.

Die Stetigkeit einer Funktion in einem Punkte gibt dann den folgenden
anschaulichen Sachverhalt wieder. Eine Funktion ¢ ist in einem Punkte z,
genau dann stetig, wenn sich zu jedem in der Ebene der Funktionswerte
gelegenen Kreis C, (mit dem Radius ¢) um den der Zahl ¢(x,) entsprechen-
den Punkt W, ein in der Ebene der Argumente liegender Kreis C; (mit dem
Radius 4) um den Punkt X, so finden 14Bt, daB jedem Punkt im Innern des
Kreises C; vermége der Funktion ¢ ein Punkt im Innern des Kreises 0,
entspricht.

Eine in allen Punkten der Ebene der Argumente stetige Funktion heilt
iiberall stetig oder kurz stetig.

Wir wollen jetzt untersuchen, was sich hinsichtlich der Stetigkeit der
Polynome mit komplexen Koeffizienten aussagen 1aB8t, sofern man sie als
komplexe Funktionen einer komplexen Veranderlichen ansieht.!)

Hier gilt der folgende Satz:

Jedes Polynom f(x) mit komplexen Koeffizienten ist eine stetige Funktion
der komplexen Verinderlichen z.

Beweis. Es sei

@)=z 2" 4+
und z, ein beliebiger Wert fiir das Argument z, also — geometrisch aus-
gedriickt — ein beliebiger Punkt. Wegen

1(@0) = g2y +ay 7§+ +-aa

1) Da der Kérper der komplexen Zahlen ein unendlicher Integritatsbereich ist, kdnnen
wir auf Grund friiherer Uberlegungen die Polynome iiber dem Korper der kom-
plexen Zahlen als Funktionen einer komplexen Verdnderlichen auffassen.
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ist dann

F(x) = f(zo) = @y (2™ — 23) +ay (2"  — 25~ 1) -+ - +-an-a(z— 1) .
Wegen
o —2h = (2 — ) (21 22y oo - 2hT)
konnen wir dies auch in der Form
1(2)— () = (@ — ) [ag (8%~ + 2% &g+ -+ 23 -+ -+ + Gp-a]
schreiben. Bekanntlich ist nun der Betrag einer Summe héchstens so gro3

wie die Summe der Betriige der Summanden und der Betrag eines Produktes
gleich dem Produkt der Betriige der Faktoren. Daher gilt:

[F(2)—F(z0)]
S|a— | [fao] (|2[*~ 1 2"~ 2 [ @]+ - - +[ %] +- - - H awal]. (3)

Wir withlen den Punkt z so nahe an z,, daB z im Innern des Kreises um
Z, vom Radius 1 liegt, daB also |z — %o| < 1ist. Dann gllt |z| i}x‘,l-i-l.
Da auBerdem Iz‘,L< |2o] +1 gilt, bleibt, wenn wir |z,| + setzen,
die Ungleichung (3) sicher richtig, wenn wir darin |z| und |x‘,| durch das
groBere M ersetzen. Auf diese Weise erhalten wir:

[H@)— (o) | <|z— 0| [|ag] (M*-1 +- - 4- M"-Y)

#-mal

Flay) M2 f M e an],
(n~1)-mal

also
[H2) = f(zo)| <|z— 70| [n{ag| MP =1 4 (n—1)|a; | M -2+ +[ana]]. (4)
Setzen wir schlieflich zur Abkiirzung
nJag] M*-1 (n—1) |ay| M*=* -+ |as| =N
80 konnen wir die Ungleichung (4) in der Form
1@ —f(z)| <N |2 — | ®

schreiben. Wenn wir also zu einer vorgegebenen positiven Zahl ¢ die
positive Zahl § so wihlen, daB sowohl 6<% als auch 8 <1 gilt, so
finden wir auf Grund der Ungleichung (5), daB fiir alle Punkte z, fiir die
& — x| < 6 gilt, auch die Ungleichung

(@) = f(z)| < N 5,
d. h.

[Hx)— fan)| < e

erfiillt ist. Damit ist gezeigt, daB f(z) im Punkte z, stetig ist. Da der Punkt
%, ganz beliebig gewdhlt war, ist f(z) sogar eine iiberall stetige Funktion,
was zu beweisen war.
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Wir zeigen als niichstes, daB mit einer Funktion f(x) auch der Betrag |H=)|
eine stetige Funktion der komplexzen Verinderlichen x ist.

Dazu beachten wir, da8 allgemein fiir den Betrag die Ungleichung

[|#@)] — [#o) || S (@) — Flao)| ®)
gilt. Wenn also f(x) eine stetige Funktion des komplexen Argumentes z ist,
80 gibt es zu jedem & > 0 ein 6 > O derart, daB fiir alle z mit |z — z,| <48
auch

[H=) — Hao) | <&
gilt. Dann gilt aber auf Grund der Ungleichung (6) erst recht
1@ =1 <&

fiir alle z, die die Ungleichung |z — ,| < é erfiillen.

Aus der Stetigkeit der Polynome kionnen wir sofort eine wesentliche Folge-
rung ziehen:

Es sei

f@)=apz"+ayz" 1 o apa

ein Polynom vom Grad n = 0, dessen absolutes Glied a, verschwindet. Dann
gibt es zu jeder positiven Zahl & eine positive Zahl § derart, dap fir alle z, die
der Ungleichung |z| < 8 geniigen, die Ungleichung |f(x)| < ¢ erfiille ist.

Dazu benétigen wir nur die Stetigkeit des Polynoms f(x) im Punkte 2, = 0.
Auf Grund dieser gibt es zu jeder positiven Zahl ¢ eine positive Zahl 8 derart,
daB fiir alle z, die der Ungleichung |  — 0| < 8 geniigen, die Ungleichung

/@) — O] <e

erfilllt ist. Nun ist aber in unserem Fall f(0)=0, da in f(x) das absolute
Glied verschwindet. Damit ist unsere Behauptung bereits bewiesen.

Zum Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra benétigen wir auBerdem
die folgenden Hilfssitze:

Lemma 1. Fiir dem Betrage nach hinreichend grofe Werte der Verinder-
lichen z wird der Betrag des Wertes

f(@) =gz + a7~ - - an_ 12+ an
eines Polynoms f(x) vom Grad n = 1 grofer als jede beliebig vorgegebene reelle
Zahl M.
Beweis. Zundchst bringen wir das Polynom f(z) auf die Form
_ a; 1 | ag an 1
f(z)= aax"[1+( At e

Da der Betrag einer S stets mindestens so groB ist wie die Differenz
der Betriige der Summanden, gilt:

I#()| o] 2l |1 -

all

el ™
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Dabei kann

a 1 a, 1 an 1
a.;+;o.z_’+...+;°..;

als ein Polynom in % angesehen werden, dessen absolutes Glied verschwindet.

Mithin kann zu ¢ =;— eine positive Zahl 6 so gefunden werden, daB fiir

alle z, fiir diel%]<6 gilt, die Ungleichung

<3 ®

a 1 an 1
e

erfilllt ist; d. h., die Ungleichung (8) gilt fiir alle x, die der Ungleichung
|| > %—:N geniigen. Wahlt man also |z|> N, so gilt wegen (7):

1
11> el 1= F[1-3],
also
1
[1@]> ||| =]

Somit ist in der Tat fiir alle z, deren Betrag hinreichend gro8 ist, d.h.,
der den Ungleichungen |z{ > N und |z| > N, geniigt, wobei
EES

|ao]

=

ist, die Ungleichung

[f@)|> 5 laa]- |21 > 3ol (22

d. h. die Ungleichung |f(z)] > M erfiillt, was zu beweisen war.
Bei unserem Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra spielt dariiber
hinaus der folgende Hilfssatz eine wesentliche Rolle:

Lemma 2 (Lemma von p’ALEMBERT). Wenn ein Polynom
f(e)=ap2"+a, 2" 14+ - t-an
vom Grad n 2 1 fiir x = x, nicht den Wert Null annimmt, so gibt es eine kom-
plexe Zahl h derart, daf
. {Hap 1| < | (zo)]
gilt.
Beweis. Setzen wir x = x, + &, so erhalten wir:
1@ +1) = g2 + )" +ay(@ W1+« +aa.
Wenn wir die hierbei auftretenden Ausdriicke (x, 4 k)* simtlich nach dem
binomischen Satz entwickeln und den entstehenden Ausdruck nach Potenzen
von k ordnen, so erhalten wir:
f(@o+h)=0by+bh+by R+ - - + buy "~ - ayh", 9)
wobei by, by, . . ., ba_y komplexe Zahlen sind. Setzt man in (9) A=0, so findet
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man by, = f(x,), so daB also
1@ + 1) =F(z) +bih 4088 4o 4 buy Bt gkt (10)

gilt. Dabei konnen natiirlich einige der Zahlen by, bo, ..., ba_y oder auch
alle verschwinden. Wir nehmen zunichst an, daB nicht simtliche b gleich
Null sind. In diesem Fall gibt es eine natiirliche Zahl (1 < k < n), so daB
b %= 0, aber bl—b,—'--—b, 1 =0 ist (wenn &, 5 0 ist, so ist k£ =1).
Unter der angeg Vor ng ist also

Haa B = flzo) bkt 4 bra BT o aghn.

Da nun f(z,) == 0 sein sollte, diirfen wir beide Seiten dieser Gleichung durch
}(%,) dividieren und erhalten:

.-f%’;:—)"’ 14 Ceht A cpy BEH e g h®, an
‘wobei
- b bny __ G
iy T U T Tm) e

gilt und wegen b; == 0 auch c; 5= 0 ist; daher konnen wir die rechte Seite
von (11) folgendermaBen umformen:
L@ +H) + B(Ckt1p L g o0 n-t)
Pt D — ek +ak (c, L L) B
Ziehen wir in Betracht, daB der Betrag einer Summe hochstens so groB ist
wie die Summe der Betrige der Summanden und daB der Betrag eines
Produktes gleich dem Produkt der Betrige der Faktoren ist, so kénnen wir
hieraus auf
(%o +M| 1 &,
lfmo) < 1 Fesht|+|cht]
schlieBen. Dabei ist

Gerrp oy On pak
ML h e 2] 12)

°—ZZ—‘”+---+§—;"*’"
ein Polynom in A, dessen absolutes Glied verschwindet. Daher kénnen wir
zu s=% eine positive Zahl § so finden, daB fiir alle b, die der Ungleichung
|h| < 8 geniigen, die Ungleichung
°"c—:‘h+-~-+%;-h"-*|<é-
erfiillt ist. Fiir |h| < 6 ergibt sich jedoch aus (12) die Ungleichung

zo+ A 1
lf‘f:;:) <1 cah| o foaht]. 3)

Bis jetzt war h nur der Bedingung unterworfen, da8 |A| hinreichend
klein ist. Nun soll A noch so gewihlt werden, daB czk* eine negative reelle
Zshl ist. Da nun eine komplexe Zahl dann und nur dann negativ reell
ist, wenn ihr Argument gleich 7 ist, muB arg (c¢2*) == gelten, d. h., es muB
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arg ¢¢ +k arg h == sein, woraus sich

argh= :_ZM (14)

ergibt. Wir neh also im folgenden an, daB % so gewihlt ist, daB das Ar-
gument von h der Gleichung (14) geniigt. Dann ist ¢;h* = — ngh. |» und die
Ungleichung (13) nimmt die Form

f(%e+h) 1

\ 720 I<l1—]c,,h*||+§|c.hb|
an. Dabei kénnte zunichst durchaus |c;h*| = 1 sein. Durch entsprechende
Wahl von h kann man jedoch stets erreichen, daB |c;k*| < 1 gilt. Dann ist
aber die Differenz 1 —|c;h*| positiv und daher

|1—leeh¥(] =1— |csht],

so daB

h 1
ot <1 — Jauht| +glexht| =1—Fea|

gilt. Mit |c;*| < 1ist nun offenbar auch 1 ——lcg #*¥| < 1. Wird % nach den
obigen Vorschriften gewiihlt, so gilt:

f(2o+h) ,

I £(%o) <1

(z.,+h)|_ (@ + R
. Flzo) 7 (To)‘
unmittelbar fl(;(":)r) ! <1 und damit

[Hzo+B)| < | H(0)|
ergibt.

Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, daB in der Gleichung (10) alle
Koeffizienten b; verschwinden. In diesem Fall kommen wir wesentlich schneller
zum Ziel. Wenn nimlich b; = by =+ -+ =b,_; =0 ist, so ist

f(®o + 1) =f(xo) + aph"

woraus sich wegen

und damit

f(xo""h)_ n
T = Lo

wobei ¢, = f( )=|= 0 ist. Dann ist aber auch

h
f(f’z’:) )l=|l+o.h"|.

Wiihlen wir also % so, daB arg h=%’§ﬁ und [e.h"| <1 gilt, so ist

oM bl =1 — e <1
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und mithin
[Hzo+B)| <|f(2o)| -

Damit ist das Lemma von D’ALEMBERT bewiesen.

SchlieBlich benétigen wir noch einige Eigenschaften des Grenzwertes von
Folgen komplexer Zahlen. Dabei setzen wir voraus, da der Leser mit dem
Begriff der Konvergenz und dem Begriff des Grenzwertes von Folgen reeller
Zahlen vertraut ist.

Es sei

Ty, Tpy ey Ty (15)
eine Folge von komplexen Zahlen z; = a; -+ 1b;, wobei a; und b; reelle Zahlen
sind. Eine komplexe Zahl « heiit ein Grenzwert der Zahlenfolge (15), wenn es
zu jeder positiven Zahl ¢ eine (natiirliche) Zahl N > 0 so gibt, daB fiir
alle k > N die Ungleichung | z: — «| < & gilt. Man sagt in diesem Fall auch,
die Folge (15) konvergiere gegen o und schreibt dafiir .lim z; =o. Zahlen-
folgen, die keinen Grenzwert besitzen, heiBen divergent. Der kiirzeren Schreib-
weise wegen bezeichnen wir die Folge (15) auch durch {z:}.

Es gilt der folgende wesentliche Satz:

Eine Folge {z;} = {a; -+ ibs} von komplexen Zahlen konvergiert dann und nur
dann gegen die komplexe Zahl a=§ +in, wenn die reelle Zahlenfolge {a:}
gegen die reelle Zahl £ und die reelle Zahlenfolge {bi} gegen die reelle Zahl n kon-
vergiert.

Beweis. Es gelte Jim 2 =a. Auf Grund der Definition der Konvergenz

von komplexen Zahlenfolgen gibt es dann zu jeder positiven Zahl ¢ eine
natiirliche Zahl N, so daB fiir alle k > N

| —a| <& (16)
gilt. Da @ — o = (ax — &) + i(br — 7) ist, kénnen wir die Ungleichung (16)
auch in der Form

(@ —8P+ (e —n)i<e
schreiben. Hieraus folgt, dafl insbesondere
lar—&|<e, |br—1n| <e

gilt, daB also die Folge {a:} gegen £ und die Folge {b;} gegen 7 konvergiert,
d. h., daB bl_i)n; a=2_, b].Ln; by=1n gilt.

Es mége nun umgekehrt .lin.,‘., a;=2¢ und klin:o by =1 gelten. Dann gibt es
fiir jedes & >0 zu ¢, =—V‘2=> 0 natiirliche Zahlen N, und N, derart, daB
fiir alle k > N,

Jar—&| < V% an
und fiir alle £k > N,

Ibr—nl<’ﬁ @18)
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gilt. Wenn also N das Maximum der Zahlen N; und N, ist, so gelten fiir
alle k > N die Ungleichungen (17) und (18). Daher gilt fiir alle ¥ > N:

|lm—a|=Y(@—EP+G:i—nP < ;+§=e,

d.h., die Folge {z;} konvergiert gegen die komplexe Zahl .

Mit Hilfe dieses Konvergenzkriteriums fiir komplexe Zahlenfolgen konnen
wir jetzt leicht die folgende Eigenschaft der stetigen Funktionen einer
komplexen Verinderlichen beweisen :

Wenn die komplexe Funkiion () des komplexen Argumentes x im Punkie
%, stetig ist, 8o gilt fir jede gegen z, komvergierende Folge {z:} von komplezen
Zahlen:

i ¢ (2) =g () -

In der Tat: Nach Definition der Stetigkeit in einem Pankte gibt es zu
jeder positiven Zahl ¢ eine positive Zahl 8 derart, daB fiir alle komplexen
Zahlen 2z, die der Ungleichung |z — z,| <8 geniigen, die Ungleich

lp(@) — p(ao)| <e

erfiillt ist. Es sei nun {2} eine beliebige gegen z, konvergierende Folge von
komplexen Zahlen. Dann gibt es zu gegebenem & > 0 eine natiirliche Zahl N
derart, daB8 |zx — | <4 fiir alle ¥ > N gilt. Fiir eben diese z; gilt dann
offenbar:

-3

(o) — (z0)| <&.
Damit ist gezeigt, daB die Folge {p(x:)} gegen @ (%) konvergiert, d. h., daB

Sl @ (2x) = o()
gilt.

Eine konvergente oder divergente Folge {z;} von komplexen Zahlen heifl
beschrankt, wenn fiir eine hinreichend groBe (reelle) Zahl M die Ungleichungen
|| < M (k =1, 2, 3,...) gelten.

Unter einer Teilfolge der Folge {;} von komplexen Zahlen versteht man
eine Folge {x,,}, wobei #,72,...,V,... eine (monoton wachsende) Folge
von natiirlichen Zahlen »; <wp <C:-+<<w; <--- ist.

Man zeigt leicht, daB jede Teilfolge {z,,} einer gegen z, komvergierenden
Folge {x;} von komplexen Zahlen gleichfalls gegen z, konvergiert.

Konvergiert nimlich die Folge {:} gegen z,, so gibt es zu jeder positiven
Zahl ¢ eine natiirliche Zahl N derart, daB fiir alle k> N die Ungleichung
|zk—xo| < ¢ erfillt ist. Dann gilt aber auch |z, — zol < ¢ fir alle »,> N,
d. h., die Folge {z,,} konvergiert gleichfalls gegen .

Alle beschrinkten Folgen von komplexen Zahlen besitzen die folgende
wesentliche Eigenschaft: In jeder beschrinkten Folge {x;} von komplezen Zahlen
gibt es igstens eine k g Teilfolge.
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Beweis. Wir setzen voraus, daB die Giiltigkeit dieses Satzes fiir Folgen
von reellen Zahlen bekannt ist. Dann kénnen wir ihn fiir Folgen von kom-
plexen Zahlen folgendermaBen beweisen :

Aus der Beschrinktheit der Folge {:}={a: + ib;} ergibt sich zunichst un-
mittelbar, daB die Folgen {a;} und {b;} beschrinkt sind. Da nimlich

|or| <[ 2| und [br] <[]

gilt, folgen aus |2 | < M unmittelbar die Ungleichungen |a; | < M, |bs| < M.
Als beschrinkte Folge von reellen Zahlen besitzt nun die Folge {a;} eine kon-
vergente Teilfolge {a,,}. Dann ist {z,,}={a,,+ib,,} eine gewisse Teilfolge
der gegebenen Folge {z;}. Insbesondere ist also die Folge {b,k} der Imaginir-
teile der ,, eine Teilfolge der beschrankten Folge {6,} und als solche selbst
beschréinkt. Daher besitzt die reelle Zahlenfolge {b,,} eine konvergente Teil-
folge {b,,}. Weil die Folgen {b,,} und {a,,} konvergent sind (die Folge {a,,}
ist eine Teilfolge der konvergenten Zahlenfolge {a,,}), konvergiert die Folge
{#) = {a4, +3b,,}. Damit ist gezeigt, daB die Folge {z:} eine konvergente
Teilfolge {z,,} besitzt, was zu beweisen war.

Es sei jetzt wieder f() ein beliebiges Polynom und A die Menge aller Werte
von |f(z)|. Da der Betrag jeder kompl Zahl nichtnegativ ist, gilt stets
| f(z)| = 0. Die Menge 4 von reellen Zahlen ist also nach unten beschrénkt.
Nun besitzt bekanntlich jede (nichtleere) nach unten beschrinkte Menge von
reellen Zahlen eine untere Grenze. Daher besitzt insbesondere die Menge A
eine untere Grenze, d. h., es gibt eine reelle Zahl ! derart, da8 |f(z)| = fiir
alle Argumentwerte x gilt, und es gibt zu jeder positiven Zahl ¢ einen
Argumentwert z= 2’ derart, daB |f(z)| < 48 ist. Mit anderen Worten, es
gibt zu jedem 8> 0 eine komplexe Zahl z’ derart, daB

0 |f(z)|—U<é (19)

lt.
gllDa.rﬁber hinaus besitzt — wie wir sogleich zeigen werden — die Zahl I
die folgende wesentliche Eigensohaft:

Satz 15, Ist | die untere Grenze der Menge A aller mbglichen Werte des Be-
trages | f(z)| des Polynoms f(z), so gibt es wenigstens eine komplexe Zahl z,,
fir die 1=(z) gil.

Beweis. Es sei {4;} eine beliebige gegen Null konvergierende Folge von
positiven reellen Zahlen Auf Grund der Ungleichung (19) gibt es zu jedem dx
eine komplexe Zahl z}, fiir die

0<|f@h)|—l<h (k=1,23,...) 20)

gilt.

Nun sollte die Folge {83} gegen Null konvergieren. Daher gibt es zu jeder
(reellen) Zahl ¢ > 0 eine (natiirliche) Zahl N > 0, so daB 8; < ¢ fiiralle k > N
gilt. Weil dariiber hinaus fiir alle £ > N auch die Ungleichung (20) erfiillt
ist, gilt fiir alle ¥ > N erst recht die Ungleichung

0 |f(ab) | —l<e.
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Diese letzte Ungleichung zeigt, daB die Folge {|f(xt)|} von positiven reellen
Zahlen gegen die Zahl ! konvergiert. Da jede konvergente Zahlenfolge be-
schriinkt ist, ist insbesondere die Folge {|f(x)|} beschrinkt, d.h., es gibt
eine (reelle) Zahl M > 0, fiir die

[fai<M (k=1,2,3,...) (21)

gilt. Auf Grund von Lemma 1 kann man zu dieser Zahl M eine positive reelle
Zahl N so finden, daB fiir alle |z|> N die Ungleichung

[f(z)| > M (22)

gilt. Da nun fiir die Zahlen zj, 27,..., 2},... die Ungleichungen (21) er-
fiillt sind, geniigen sie sicher nicht der Ungleichung (22), so daB die Betriige
dieser Zahlen nicht groBer sein konnen als N, und folglich |zi| < N gelten
muB. Damit ist gezeigt, daB die Folge {zi} beschrinkt ist. Daher besitzt —
wie wir gezeigt haben — die Folge {i} eine konvergente Teilfolge {z,},
wobei kll’n; z,,= 7, gelten moge.

Als Teilfolge der gegen ! konvergierenden Zahlenfolge {|f(x+)|} konvergiert
die Zahlenfolge {|/(z},)|} ebenfalls gegen I, d. h., es gilt:

Jim [£(zy)|=1. (23)
Andererseits ist wegen der Stetigkeit des Betrages des Polynoms f(z)
Jim [£(,) | =1/ (z0)] @
Durch Vergleich der Formeln (23) und (24) erhilt man
|z |=1,

womit der behauptete Satz bewiesen ist.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, den sogenannten Funda-
mentalsatz der Algebra zu beweisen:

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom f(z) mit komplexen
Koeffizienten, dessen Grad n mindestens 1 ist, besitzt im Korper der komplezen
Zahlen igstens eine Nullstell

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, daB es mindestens eine komplexe Zahl z,
gibt derart, daB die Gleichung |f(zo)|=1 gilt, wobei ! die untere Grenze aller
Werte des Betrages |f(x)| ist. Es geniigt also zu zeigen, daB /=0 ist. Dazu
nehmen wir an, es wire [ 4 0. Dann wiire auch f(z,) &= 0, und wir konnten
das Lemma von D’ALEMBERT anwenden. Auf Grund dieses Lemmas gibe
es eine komplexe Zahl o' =u=,+k, fiir die |f(z')| <|f(zo)], also |f(z)] <1
gilt. Dies steht im Widerspruch zur Definition von I als unterer Grenze aller
Werte von |f(z)|. Daher ist unsere Annahme falsch, und es ist f(z,)=0,
d. h., , ist eine Nullstelle des Polynoms f(z).

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra lassen sich eine Reihe von inter-
essanten Folgerungen ziehen, von denen wir die wesentlichsten hier anfithren
wollen:
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1. Uber dem Kirper der komplexen Zahlen sind nur die Polynome ersten
Grades irreduzibel.

Es sei p(x) ein iiber dem Korper der komplexen Zahlen irreduzibles
Polynom. Auf Grund des Fundamentalsatzes der Algebra besitzt p(x) wenig-
stens eine komplexe Nullstelle x,. Hieraus folgt, daB sich p(z) in der Form
p(z)= (z— %,) ¢(x) darstellen 1aBt. Wegen der Irreduzibilitit von p(z) muB
g(z) ein Polynom vom Grad Null sein, also ¢() =c¢ gelten, wobei ¢ eine
von Null verschiedene komplexe Zahl ist. Somit ist p(x)=c(z— 2,), d.h.,
p(z) ist ein Polynom ersten Grades, was zu beweisen war.

2. Jedes Poly f(x) mit komple Koeffizienten, dessen Grad n mindestens
1 ist, zerfillt iiber dem Korper der kompl Zahklen vollstindig in Linear-
faktoren.

Da nimlich nur die Polynome vom Grad Eins iiber dem Kérper der kom-
plexen Zahlen irreduzibel sind, 1aBt sich das Polynom f(x) auf folgende Weise
als Produkt von iiber dem Korper der komplexen Zahlen irreduziblen Poly-
nomen darstellen:

H@)y=ap(z— 2 (z— zp)h2 oo (2 —2)lr . (23)
Hierbei ist offensichtlich a, der hochste Koeffizient des Polynoms f(z).

3. Es sei f() ein Polynom vom Grad n mit komplexen Koeffizienten. Zihlt
man jede komplexe Nullstelle von f(x) entsprechend ihrer Vielfachheit, so besitzt
}(x) genau n komplexe Nullstellen.

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus (25).

Fiir weitere Folgerungen aus dem Fundamentalsatz der Algebra bendtigen
wir die folgende wichtige Eigenschaft von Polynomen mit reellen Koeffi-
zienten:

Wenn x, eine Nullstelle des Polynoms f(x) ist und simtliche Koeffizienten
von f(z) reell sind, 8o ist auch die zu x, konjugiert komplexe Zahl %, eine Null-
stelle von f(z).

Beweis. Es sei 2g—a -} f1 eine echt komplexe Nullstelle des Polynoms

f(@)=ap2" +a; 2"+ +an
mit reellen Koeffizienten. Wir dividieren das Polynom f(z) durch das Polynom
g(x)= (z— %,) (x — Tp) = 2®— 2a + («® 4 f?), wobei 7, die zu z, konjugiert
komplexe Zahl ist. Da der Grad des Polynoms g(z) gleich Zwei ist, er-
halten wir im allgemeinen Fall als Rest ein Polynom der Form Pz +-Q,
dessen Koeffizienten reell sind — weil sowohl die Koeffizienten von f(z) als
auch die von g(2) reell sind. Es gilt also:

H@)= (2 — %) (z— Zp)q(2) + (Pz+Q),
(x+pi) P+Q=0,
(«P+Q) +ipP =0
‘ aP4+Q=0, BP=0.
Da nun z, eine komplexe (nicht reelle) Zahl ist, gilt: f 3= 0. Dann muB aber

d. h. fir z =2,

und damit
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P =0 und mithin auch Q=0 sein. Daher gilt in diesem Fall:
(@)= (x— %) (x— Zp)q (),
woraus unmittelbar folgt, daB 7z, eine Nullstelle des Polynoms f(x) ist.

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir aus dem Fundamentalsatz der Algebra
einige weitere Folgerungen fiir Polynome mit reellen Koeffizienten ziehen.

4. Alle iiber dem Korper der reellen Zahlen irreduziblen Polynome sind
hichstens vom Grad Zwei.

Gibe es — entgegen unserer Behauptung — ein Polynom f(z) mit reellen
Koeffizienten, das iiber dem Korper der reellen Zahlen irreduzibel und
dessen Grad groBer als Zwei wire, so besiBe f(x) auf Grund des Funda-
mentalsatzes der Algebra wenigstens eine komplexe Nullstelle z,. Diese Null-
stelle kann nicht reell sein, da anderenfalls f(x) iiber dem Korper der reellen
Zahlen reduzibel wiire (es wire namlich in diesem Fall

H@)=(z—z)q(),
wobei ¢(#) ein Polynom mit reellen Koeffizienten ist). Es muB also z, eine

komplexe Zahl sein, d. h. die Form z, =« + f1 (8 = 0) haben. Daher kén-
nen wir auf Grund des vorangehenden Satzes das Polynom f(z) in der

Form
f(2)=[2*—2az+ (o +B*)]g(2)
darstellen. Da die Koeffizienten des quadratischen Polynoms

2 —2az+ @+
reell sind, muB auch g(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten sein. SchlieB-
lich kann der Grad von ¢ () nicht kleiner sein als Eins, da f(x) voraussetzungs-
geméB einen Grad groBer als Zwei besitzt. Dies steht aber im Widerspruch
zur angenommenen Irreduzibilitit des Polynoms f(z).

Aus 4. folgt unmittelbar:

5. Jedes Polynom mit reellen Koeffizienten, dessen Grad n mindestens 1 ist,
lipt sich als Produkt von Polynomen mit reellen Koeffizienten darstellen,
deren Grad nicht gréfer ist als Zwei.

6. Die Anzahl der reellen Nullstellen eines Polynoms f(x) mit reellen Koeffi-
zienten, dessen Grad n mindestens 1 ist, ist dann und nur dann gerade bzw.
ungerade, wenn n gerade bzw. ungerade ist.

Dies ergibt sich folgendermaBen: Auf Grund von 3. besitzt f(z) genau n
komplexe Nullstellen. Von diesen kénnen durchaus einige reell sein, und zwar
moge f(x) genau & reelle Nullstellen besitzen. Offensichtlich ist 0 < 8 < .
Die iibrigen n— & Nullstellen sind dann echt komplexe Zahlen. Da die echt
komplexen Nullstellen paarweise konjugiert sind, mu8 ihre Anzahl n—3s
gerade sein. Daher-sind also entweder » und 8 beide gerade oder beide un-
gerade, was zu beweisen war.

Aus 6. folgt insbesondere, daB esn Polynom f(x) mit reellen Koeffizienten,
dessen Grad ungerade ist, eine ungerade Anzahl von reellen Nullstellen und daher
mindestens eine reelle Nullstelle besitzt.




186 Der Ring der Polynome in einer Unbestimmten

Bereits im 17. Jahrhundert tauchte die Vermutung auf, daB ein Polynom
n-ten Grades genau n komplexe Nullstellen besitze. Jedenfalls wurde sie nach-
weisbar im Jahre 1629 von dem franzosischen Mathematiker GIRARD aus-
gesprochen. Im Jahre 1746 unternahm dann D’ALEMBERT den Versuch, einen
Beweis fiir den Hauptsatz der Algebra zu geben. Jedoch wurde der erste
zufriedenstellende Beweis erst im Jahre 1799 von C.F. GAuss erbracht.
Heute sind fiir diesen Satz die verschiedensten Beweise bekannt.!)

Wihrend frither der Hauptsatz der Algebra als Grundlage der gesamten
Algebra angesehen wurde, kann man ihn heute in Anbetracht der immer
intensiveren Entwicklung solcher Teilgebiete der Algebra wie der Gruppen-
theorie, der Theorie der Ringe und der Kérpertheorie, nur noch als Hauptsatz
der Algebra der komplexen Zahlen bezeichnen.

§ 7. Die Auflésung von Gleichungen durch Radikale.
Reine Gleichungen

Im vorangehenden Paragraphen haben wir festgestellt, da8 jede alge-

braische Gleichung n-ten Grades mit komplexen Koeffizienten
G+, @ ol =0 (@ 0)

genau n komplexe Wurzeln besitzt. Es ergibt sich jetzt die Frage, mittels

welcher Operationen man diese Wurzeln aus-den Koeffizienten der Gleichung (1)

herleiten kann.

Die grundlegendan algebrai fiir komplexe Zahlen sind
einerseits die vier Grundrechenarten der Arithmetik und andererseits das
Potenzi und das Radizi Hieraus ergibt sich naturgemi8 das folgende
Probiem der Auflésung von Gleichungen durch Radikale: Kann man die
Wurzeln der Gleichung (1) erhalten, indem man die Operationen Addition, Sub-

1 4

traktion, Multlphka«twn, , P teren und Radizieren endlich oft auf
die Koeffizienten dieser Gleich det?
Die Wurzeln der sogenannten reinen Gleichung
z"—a=0 (a30) (2)

nennt man die n-ten Wurzeln der komplexen Zahl a. Man bezeichnet sie in

der Algebra gewohnlich mit "}/Tz und nennt diese Symbole hiufig Radikale.
Aus der Elementarmathematik ist die Auflosbarkeit der quadratischen
Gleichung durch Radikale bekannt. In den beiden folgenden Paragraphen

1) In den Lehrbiichern Kurosca [2] und ORUNJEW [4] iiber hohere Algebra findet
sich ein Beweis des Hauptsatzes der Algebra, der den Begriff des Zerfallungskérpers
benutzt. In dem Buch KusMIN-FADDEJEW [1] findet sich ein funktionentheoretischer
Beweis, bei dem das Verhalten der Werte des Polynoms f(z) der komplexen Ver-
anderlichen z beim Durchlaufen einer geachlossenen Kurve der z-Ebene studiert
wird. Desgleichen 148t sich der Hauptsatz der Algebra- mittels topologischer Methoden
beweigen. Ein derartiger Bewels findet sich in R. CoUraNT and H. Ronnms Wu
ist Mathematik?, Berlin-G Heidelberg 1962 (Uber gausdem E

g




§ 7. Die Auflosung von Gleichungen durch Radikale 187

werden wir zeigen, daB auch die Gleichungen dritten und vierten Grades
durch Radikale auflosbar sind. Wesentlich komplizierter liegen die Ver-
haltmsse bei Gleichungen hoheren als vierten Grades. Wir werden in § 16
beweisen, daB die allgemeine Gleichung von hoherem als viertem Grad nicht
durch Radikale a.ufgelost werden kann. Die algebraischen Operationen sind
also fiir die Auflésung von beliebigen Gleichungen hoheren als vierten Grades
unzureichend.

Zuniichst wollen wir uns der Untersuchung der Werte der n-ten Wurzel
aus einer komplexen Zahl zuwenden. Wie aus der Theorie der komplexen
Zahlen bekannt ist, lassen sich die Wurzeln der reinen Gleichung (2) in der

Form
Va=[¥r (cosq’—““,-f-’-‘-’i-'risin"ifﬁ) (k=0,1,...,n—1) 3

darstellen, wobei r der Betrag der komplexen Zahl a, ¢ das Argument von a

und H/;' der absolute Betrag der n-ten Wurzeln aus r ist.

Die Formel (3) gestattet eine bekannte geometrische Auslegung. Dazu
stellt man die komplexen Zahlen in einem ebenen rechtwinkligen Koordinaten-
system dar. Die Zahlen

1t=|’i/-7'< tp+2ku+ vz+2k:r)

erscheinen dann als Endpunkte von Vektoren der betrachteten Ebene, deren
Anfangspunkt im Ursprung O des betrachteten Koordinatensystems liegt und
deren Endpunkte die Ecken eines regelmiBigen n-Ecks bilden, das dem Kreis
um O mit dem Radius R= H/—rl einbeschrieben ist. Wir ersehen hieraus,
daB die Auflésung der reinen Gleichung (2) eng mit der Konstruktion des
regelmiBigen n-Ecks zusammenhangt.

Beispiel. Gesucht ist das der reinen Gleichung 2 — ¢ = 0 entsprechende
regelmaflige Sechseck, wobei ¢ die imaginire Einheit ist. Da der Betrag von

1 gleich 1 und das Argument von i gleich 2z ist, erhalten wir aus (3):

+ 2k=n - + 2kx
)/—— cos +¢ sm 3
Hieraus ergibt sich fiir k =0, 1, 2, 3, 4, 5.
x‘,:cos%—i—isin;‘—z,, x3=cos +o mlf;,
z —cos—+tsm , z,,—cos +csm 12 ,
z,= cos 3% +zsm 12 ,  Xy= cos +zsin21n
Der Waurzel z, entspricht der Vektor 0z x, der Li‘mge Eins, der mit der positiven
reellen Achse den Winkel -1%, also einen Winkel von 15° bildet. Um den der
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—_— —
Wurzel z, entsprechenden Vektor Oz, zu erhalten hat man den Vektor Oz,

1"2 =%, also um 60°

zu drehen. Entsprechend erhdlt man den Vektor 012, wenn man den

entgegen dem Uhrzeigersinn um den Winkel 12

Vektor Oz, entgegen dem Uhrzeigersinn um diesen Winkel dreht, usw.
—_— —— — — ——
Mit anderen Worten: Die Endpunkte der Vektoren Oz,, Oz, 0%,, Oz;, Ox,

und b_x: bilden die Eckpunkte eines regelmifligen Sechsecks, das dem Kreis
vom Radius R =1 einbeschrieben ist.
Von der allgemeinen reinen Gleichung (2) gelangt man zu der speziellen

Gleichung
" —1=0. )

Thre Wurzeln nennt man die n-ten Einheitswurzeln. Zwischen den Wurzeln
der Gleichung (2) und den n-ten Einheitswurzeln besteht folgender wichtige
Zusammenhang:

Multipliziert man einen gegebenen Wert der n-ten Wurzel aus a der Reihe nach
mit allen n-ten Einheitswurzeln, so erhilt man alle Werte der n-ten Wurzel
aus a.

Beweis. Wir bezeichnen die Werte der n-ten Wurzel aus a wie oben mit
2 und die n-ten Einheitswurzeln mit o . Zunéchst zeigen wir, daB das Produkt
eines beliebigen Wertes der n-ten Wurzel aus a, etwa des Wertes ,, mit der
n-ten Einheitswurzel oy ein Wert der n-ten Wurzel aus a ist. Dies folgt un-
mittelbar aus

(oox)"= 2jof=a-l1=a.

Es sei jetzt umgekehrt z; ein beliebiger Wert der n-ten Wurzel aus a. Wir
betrachten den Quotienten :—‘ . Wegen
0

zk)ﬂ__ 2’2 a —1

‘T m a

L s N . .

ist z—" eine n-te Einheitswurzel, also x—‘:ou, woraus sich unmittelbar
1] 0

Ty = Ty 5)

ergibt. Damit ist gezeigt, daB man jeden Wert der n-ten Wurzel aus a geméiB
Formel (5) als Produkt aus einem gegebenen Wert z, der n-ten Wurzel aus a
und einer passenden n-ten Einheitswurzel erhalten kann.

In der Theorie der remen Glelchunﬂen splelen unter den =»-ten Einheits-
wurzeln die sogenannt itiven E zeln eine besonders wichtige
Rolle. Man nennt eine n~te Einheitswurzel ¢ primitiv, wenn ihre Potenzen
&, e, ..., ¢"! simtliche n-ten Einheitswurzeln ergeben.

Es ist lelcht zu zeigen, dal} es zu jeder positiven g Zahl n igstens
esne pry n-te Einheit. zel gibt. Da.zu wenden wir die Formel (3) auf
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die Zahl @ =1 an und erhalten:
nk

’i’—l=cos2:—k+isingn— (k=0,1,2,...,n—1).

Also ist auf Grund der MorvREschen Formel

Yi=¢ (=0,1,2,...,2—1),

wobei
2n .
e=cos—'T+tsmT

ist. Hieraus folgt, daB ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel ist.

§ 8. Gleichungen zweiten und dritten Grades

Wir wollen jetzt speziell die Gleichungen zweiten und dritten Grades mit
komplexen Koeffizienten untersuchen. Dazu ist es zunichst angebracht, eine
Bemerkung iiber algebraische Gleichungen

2"+, 2" 1 tan=0 (2,5 0) 1)
beliebigen Grades zu machen. Wir wollen niémlich zeigen, daB man durch
eine passende Substitution der Unbestimmten z durch eine neue Unbestimmte
y eine gewisse Vereinfachung von (1) erreichen kann, niamlich die, daB man
durch eine passende Substitution das Glied a, z*~! zum Verschwinden bringen
kann. Dazu setzen wir # = y-+-«, wobei a eine zunichst noch beliebige Zahl
sein soll. Dann geht die Gleichung (1) in die Gleichung

a(y+a)+ta(y+a)t+--4a,=0
iber. Mit Hilfe des binomischen Satzes kann man die linke Seite dieser
Gleichung als Polynom in y darstellen:
Gy +(naga+tay) Y-l (g a" g @14 - 4-aa) =0
Damit in dem Polynom auf der linken Seite dieser Gleichung das Glied mit
y*~! wegfiillt, hat man die bisher beliebige Zahl « so zu-wihlen, daB
nage+a;=0
gilt, also a:=-—-:—; zu setzen. Damit ist gezeigt, daB man verméoge der Sub-
0

stitution z=y— ’%— aus einem beliebigen Polynom in z ein Polynom in y

erhilt, in dem das Glied mit y™-! fehlt. Wollen wir diese Umformung auf die
quadratische Gleichung

az?+bzr+c=0 (a30) 2)

anwenden, so haben wir wegen @,=a, a,=b, n=2 die Substitution

b
z=y—g5r
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vorzunehmen, die uns von (2) zu
b2 b
o= ol oo
oder nach trivialen Umformungen zu
b?—dac
ay*— fa 0
fithrt. Aus dieser Gleichung kann man unmittelbar die Losung

__ Vi —dac
¥="3a

___—b+]lb'—4ac
- 2a

als Losung fiir (2) ergibt. Das ist die bekannte Losungsformel fiir quadratisch
Gleichungen, die man meistens ausfiihrlicher in der Form

_—biyb’—4ac

ablesen, aus der sich

z

@)

schreibt, wobei Vb’ 4a c einer der Werte der Quadratwurzel aus 2 — 4 ac
ist. Auf diese Weise liefert die Formel (3) beide Wurzeln der quadratischen
Gleichung (2).

‘Wir wollen uns hier noch etwas niher mit den Werten der Quadratwurzeln
aus einer komplexen Zahl befassen. Auf Grund unserer allgemeinen Formel
fiir die Werte der n-ten Wurzel aus einer komplexen Zahl erhalten wir im
vorliegenden Fall:

ﬁ:l}/r_l[cos(%+kn)+isin(%+kn)] k=0, 1), @)

wobei r der Betrag von 4 und ¢ das Argument von A4 ist. Wir konnen die
Formel (4) auch noch auf eine andere Gestalt bringen, die immer dann von
Vorteil ist, wenn die komplexe Zahl 4 in der Form 4 =« -+ fi gegeben
ist, da sie die zur Anwendung der Formel (4) notwendige Berechnung des
Betrages und des Argumentes der komplexen Zahl 4 eriibrigt. Dazu beachten
wir, da8 7, cos ¢ und sin ¢ mit dem Realteil « und dem Imaginirteil 8
durch die Beziehungen

r=|Ja2 42|, cm¢=r‘——]%ﬂ: Biﬂ¢=|—],?p+—ﬂ,‘

verkniipft sind. Dabei sollen die Absolutstriche andeuten, daB jeweils der
positive Wert der Wurzel genommen wird. Hieraus ergibt sich:

0s D \ l-l—Cos(;‘ | al+ﬂ"+a

S o

“[ a?+ fr—a
2V +F°

} l—cos<p

nL =
ng
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Dabei sind in den Ausdriicken fiir cos%und sin% die Vorzeichen in Uber-
einstimmung mit
oos’;gm Z’_=.l_sin¢=l._ﬂ__
LR N
zu withlen. Wenn also § > 0 ist, so besitzen cos% und sm'-;— gleiches Vor-

zeichdn, withrend sie im Fall 8 << 0 verschiedene Vorzeichen haben. Wenn
wir schlieSlich beachten, da8

cos(%-}-n): — oos% , sin(%—i—n):— sin%
ist, so erhalten wir aus (4):

Y= Vm;_—:l: Wﬁm .VTIﬂT—a ), -

wobei im Imaginirteil fiir § = 0 das Pluszeichen und fiir 8 < 0 das Minus-
zeichen zu setzen ist.

Beispiel 1. Man bestimme die Werte von }/214-204.
Hier ist a= 21, =20 > 0 und daher gemiB (5)

e (e e lss w2y
=+ (V5| +i|y1)) = (5+24).

Beispiel 2. Man lose die quadratische Gleichung
(A4 a2—(T+34) 2+ (22+204)=0
Auf Grund der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen erhalten wir:

_ 4390+ VT T34+ (22+20."

2(1+79)

_(T+3i)+ V321261

2(1+19)

also

Vor das Wurzelzeichen haben wir nur das Pluszeichen geschrieben, da bei
uns /32— 1261 einen beliebigen Wert der Quadratwurzel bezeichnet. Zu
bestimmen bleiben also die Werte von /32— 1264 :

pori- PR PR

=4 (9—T7i).
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Damit erhalten wir:

g T30+ (@7

A+
_ (430 +(0—Ti)_8—2i . .
0= A +9) =1 =354,
(439 —(9—Ti) _ —1+45i ,
GQ= gty = 147 T3

Als nachstes wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen eine
quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten verschiedene Wurzeln
bzw. wann sie eine mehrfache Wurzel besitzt. Hierzu benétigen wir die so-
genannten VIETAschen Formeln. Wir wollen sie fiirr den allgemeinen Fall der
Gleichung n-ten Grades herleiten, weil wir sie spiter auch auf Gleichungen
von hoherem als zweitem Grade anwenden werden.

Es sei also

a2t -0, =0

eine algebraische Gleichung mit komplexen Koeffizienten a,, a,, ..., @,
deren Leitkoeffizient gleich Eins ist. IThre Wurzeln mogen mit z,, 2,, ..., Za
bezeichnet werden. Dann li8t sich das Polynom

f(@)=2"+a,a"1+---+as
auf folgende Weise in Linearfaktoren zerlegen:
20,2l = (2 — &) (= Z) - (B 2a)

Hieraus ergibt sich:
e

=2 — (2 + Ty o+ 2) e (1122, 7
Da nun Polynome dann und nur dann gleich sind, wenn sie koeffizienten-
weise iibereinstimmen, folgt hieraus:

@y =—(Zy + 2+ -+ ),

Q=+ (7% + 2T+ + Za-1%a)

(4)
AG=(—1)" 2,25 - 2.

Hier stehen auf der rechten Seite jeweils alle moglichen Produkte der Wurzeln,
wobei die Anzahl der Faktoren jeweils gleich dem Index des entsprechenden
Koeffizienten ist. Das sind die VIETAschen Formeln.

Wir kehren nun zu den quadratischen Gleichungen zuriick. Der groBeren
Einfachheit halber wollen wir im folgenden voraussetzen, da8 der Leit-
koeffizient gleich Eins ist. Dies bedeutet keine Einschrinkung der Allgemein-
heit, da man anderenfalls nur beide Seiten der quadratischen Gleichung
durch den Leitkoeffizienten zu dividieren braucht. Wir betrachten also die
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quadratische Gleichung
224 pr4+qg=0. (6)
Die Wurzeln dieser Gleichung mogen mit z; und z, bezeichnet werden. Auf
Grund der ViETaschen Formeln ist dann
p=— (71t %), ¢=2%. (7
Andererseits geniigen die Wurzeln z, und x, der Gleichung

Auch hier haben wir vor die Wurzel nur das Pluszeichen geschrieben, weil

2
fiir uns l/ %-——q einen beliebigen Wert der Quadratwurzel bedeutet.

. .
Den Radikanden i——-—q nennt man iiblicherweise die Diskriminante der

quadratischen Gleichung (6). Aus den ViETaschen Formeln folgt nun leicht,
daBl die Qleichung (6) dann und nur dann eine Doppelwurzel besitzt, wenn
thre Diskriminante verschwindet.

Besitzt nimlich die Gleichung (6) eine Doppelwurzel, so ist 2, == 2, und
daher p =— (%, + 7)) =— 22;, ¢ = 2,7, = 2%, also

2 _2: 2
- S B e B1)

Wenn umgekehrt die Diskriminante %’ — ¢ verschwindet, so erhilt man ver-

moge der Darstellung von p und ¢ gemiB den ViETAschen Formeln durch die
Wurzeln 2, und z,:

»* _Emt )
T79= 4

R
woraus sich (z; — %,)? =0 und damit z, = =z, ergibt.

Falls die Koeffizienten von (6) reell sind, kann man mittels der Diskri-
minante iiberdies feststellen, unter welchen Bedingungen die Wurzeln dieser
Gleichung reell bzw. echt komplex sind. Offenbar sind némlich die Wurzeln
von (6) genau dann reell, wenn die Diskriminante von (6) nicht negativ ist,

weil in diesem Fall die Quadratwurzel aus %’— g nur reelle Werte besitzt.
AuBlerdem ersieht man leicht aus den VieTaschen Formeln, da8
1.) die Gleichung (6) zwei verschiedene negative reelle Wurzeln besitzt, wenn
pi
-
2.) die Gleichung (6) zwei verschiedene positive reelle Wurzeln besitzt,

¢ >0 ist und die Koeffizienten p und ¢ beide positiv sind;

wenn - — g > 0, p negativ und ¢ positiv ist;
3.) die Gleichung (6) eine positive und eine negative Wurzel besitzt, wenn
2
’;——q>0 und ¢ negativ ist;
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‘]
4.) die Gleichung (6) fiir %—q =0 eine reelle Doppelwurzel besitzt, die
positiv oder negativ ist, je nachdem p negativ oder positiv ist.

h der kubischen Gleichung

Als niichstes wenden wir uns der Unter
2 +az®+bzx+c=0

zu. Auch hier bedeutet es keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir
annehmen, daB der Leitkoeffizient gleich Eins ist. Vermége der Substitution

z= y——%— bringen wir das quadratische Glied zum Verschwinden. Auf diese
Weise erhalten wir die sogenannte kanonische Gleichung dritten Grades:

¥ +ry+49=0, (8)
wobei p=b—%a’ und q::ii;-—%—{-c ist.

Zur Bestimmung der Wurzeln von (8) gehen wir von einer beliebigen
Wourzel y von (8) aus und betrachten die quadratische Gleichung
22— yz—§—= 0.
Sind % und v die Wurzeln dieser Gleichung, so gilt auf Grund der VIETAschen
Formeln:
y=u+v und uv=—%. 9)
Da nun y eine Wurzel von (8) sein sollte, ist
(w49 +pu +v) +¢=0.
Durch eine einfache Umrechnung ergibt sich hieraus:
( +v) Buv +p) + (u* +v* +¢) =0.
Da aber auf Grund von (9) die Beziehung 3 uv + p =0 gilt, erhalten wir:

w+1¥4+qg=0
oder
wtrr=—gq. (10)
AuBerdem folgt aus der zweiten Gleichung von (9):
uavs=_(.gi)’, 1)

Aus (10) und (11) folgt auf Grund der Vieraschen Formeln, daB %3 und »*
Wourzeln der quadratischen Gleichung

s (8]

sind. Dies fithrt uns unmittelbar auf

Il
1)

w=e=—3 G+ (5
=t =5 3 + (5]
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und damit auf 3

= VT

also auf

VLT VT o

Das ist die sogenannte CARDANOsche Formel fiir die Auﬂosung von kubischen

Gleichungen. Bei der Berechnung der Wurzeln von (8) hat man zu beachten,

da8 % und v picht voneinander unabhingig sind, sondern noch zusitzlich

der Bezichung »

u=—3

geniigen miissen.
Beispiel 3. Man lose mit Hilfe der CARDANOschen Formel die Gleichung

o +15z 4124 =0.

Da diese Gleichung bereits die kanonische Form besitzt, kann man auf sie

unmittelbar die CARDANOsche Formel anwenden. Hier ist p =15, ¢ =124

und daher

. —
u=V—621 V3969 =y —62 - 63=J1.

Hieraus ergeben sich fiir u die Werte

u——}/_— cos0+isin0= cos——+zsin2Tk (k=0,1,2),
d. h.
uy=cos0+1isin0=1,
ulzcos——+zsm2?=—%+ —';E,
u,-cos-—-f—zsm%’:—%—i——};z.

Die entsprechenden Werte fiir v erhilt man auf Grund der Beziehung

uv:—g:—s
zu
5 -
Yp=—7=—3
v,=—-——-5—-=i+i§E,
1 ‘.VT 2 2
—3Ti
5 5 .5(3
vy=— I VE:E—‘T'
X2
3 7
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Hieraus ergeben sich unmittelbar die drei Wurzeln der betrachteten Glei-
chung:
Ty=1Uy+v=—4,

“’1=”1+”1=2+3i}/3—;
Zy= 1y +v,=2—35 3.

Beispiel 4. Man bestimme mit Hilfe der CARDANOschen Formel die
‘Wurzeln der Gleichung
B’ 4+322—62+3=0.

Mit Hilfe der Substitution z = y — 1 bringen wir die betrachtete Gleichung
zunichst auf die kanonische Form:

¥—9y+11=0.
Dann ist

= VAT - Y -

Fiir die weitere Berechnung empfiehlt es sich, zunichst den reellen Wert u,

der Kubikwurzel aus ilztﬁ zu bestimmen. Man erhilt mit einer Ge-
nauigkeit von vier Stellen hinter dem Komma:
up A — 1,5463 .

Die iibrigen Werte von u erhilt man durch Multiplikation von u%, mit den
dritten Einheitswurzeln:

27 .. 27 1, .V3
cos g Fising=—g+iy,
4n . . 4xm 1 V3
08 3~ +1sm-——-3 =—z—ig,

also
u=2(—1+i)3), w="2(—1—i}3).

Die entsprechenden Werte

v,,:%%—l,swl,

vl=%=_%vo(1+i}/3_)~0,9700(1+i}/§),

vz:%:—%va(l—iﬁ)%0,9700(l——iV:T)
ergeben sich aus uv=—2=3,

3
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Somit folgt:
Yo= Uy -+ ~z — 3,4864,
Y1 =1+, =~ 1,7431 +-0,1969 4 }/3,
Y= Uy + v, 2 17431 — 0,1969 3,
also

Yo A~ — 3,4864,
9~ 1,7431 +0,34105,
Yo~ 1,7431—0,3410¢.

Beriicksichtigen wir noch, daB z = y — 1 gesetzt wurde, so erhalten wir als
Whurzeln der gegebenen Gleichung:

To=yo— 1 ~~ —4,4864,
2=y, — 1 ~0,7431 +0,34101%,
2=y, — 1 ~ 0,7431 — 0,34101.

Ganz #hnlich kénnen wir offenbar auch im allgemeinen Fall vorgehen.
Dazu sei u, einer der Werte von « und ¢ eine primitive dritte Einheitswurzel.
Dann lassen sich die anderen beiden Werte von % in der Form

Up=TUp &, Up=1hy &>
darstellen. Als entsprechende Werte fiir v ergeben sich hieraus:

P =P P 2 P s,
Yo== 3u,’ n= Buge” 3w, € 3%5 =%,
P___ P P
"2""3%3'_“3“.,;' E= gy, = Yot

Daher kann man allgemein die Wurzeln der Gleichung (8) auch mit Hilfe
der Formeln

Yo =1+,
Y1 ="t + v, &2, 12)
Yo=1pe? + o8

bestimmen. Hierbei ist %, einer der moglichen Werte von u (von welchem
Wert man ausgeht, ist natiirlich gleichgiiltig), ”“:_3%« und ¢ eine primi-
tive dritte Einheitswurzel.

Nimmt man e=cosz—3’i+ising;—= —%-{-ig, so erscheinen die Formeln
(12) in einer fiir Berechnungen noch geeigneteren Form:
Yo="1%+ %
Uy +v, | . (Ug— ) V3
h=— 02 o+1( o 20) , (12%)
Ug+ vy . (ug—v) V3
y,:.__"_f_ﬂ_,%_
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Der Ausdruck A=<%)=+(%>3, der in der CARDANOschen Formel unter

der Quadratwurzel auftritt, wird hmal die Diskriminante der kubisch
Gleichung (8) genannt.?)
Wir wollen noch untersuchen, was eintritt, wenn 4 =0 bzw. 4 == 0 ist.

3
Aus 4 =<%)z+(%>3:0 folgt offenbar u= ]/ ——% . Diese Darstellung fiir

w kann man noch etwas vereinfachen. Zunichst ist ndmlich

Da nun (%)’+(‘§)’=0 ist, gilt (%)’=—(%)3. Also ist

q
U =—— ,
p 3
2/ —(5)
woraus sich
g 3¢
Yy =— =5
9
als einer der Werte fiir » ergibt. Der entsprechende Wert fiir v ist
LAY a3
P ol 1 B YO
S T 71 Pq P 2p
Die Formeln (12*) ergeben dann:
3
.'/o=’”'o+“o=2“o=;q
2u, 3
3/1:—"2_——“0—‘—21,;
2u, q
T

Auf diese Weise gelangen wir zu folgendem Ergebnis: Wenn 4 =0 ist,
80 besitzt die Gleichung (8) fiir p == 0 und g = 0 eine einfache Wurzel y, und
eine Doppelwurzel y,= y,. Zur Berechnung dieser Wurzeln braucht man weder
Quadratwurzeln noch Kubikwurzeln auszurechnen, sondern man erhilt sie un-
mittelbar auf Grund der Formeln

_3¢ ., —_ 3¢
?/o—’p“’ N=%="3," (13)

1) Meistens versteht man unter der Diskriminante nicht 4, sondern — 4.
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Beispiel 5. Man 16se die Gleichung
P—328—92+27=0.
Zunichst bringen wir die angegebene Gleichung auf die ki ische Form.

Dazu setzen wir z =y + 1 und erhalten:
y¥*—12y+16=0.
Man priift leicht nach, daB A= (%)2 + (—g)‘: 0 ist. Daher konnen wir

zur Berech der Nullstellen die Formeln (13) benutzen:
3 48 48
!Io=;?'=_—12=—4, h=yh=——5r=2.

Als niichstes wollen wir zeigen, daf tm Fall 4 &= 0 die Qleichung (8) dres
verschiedene Wurzeln besitzt.

Beweis. Dazu nehmen wir an, die Gleichung (8) besiBe unter der an:
gegebenen Bedingung eine Doppelwurzel « und eine weitere Wurzel #; dann
ist auf Grund der VieETaschen Formeln

2a +f=0, o*+22f=p, —o*f=g,
also § =— 2« und daher
p=—3a% ¢g=2a3.
Hieraus folgt unmittelbar:
2 3
A=+ =0,
was der Voraussetzung 4 == 0 widerspricht.

Bei unseren bisherigen Uberlegungen haben wir als Koeffizienten und als
Wourzeln der betrachteten kubischen Gleichungen beliebige komplexe Zahlen
zugelassen. Im folgenden wollen wir speziell kubische Gleichungen mit reellen
Koeffizienten untersuchen, wobei besonders nach den reellen Wurzeln dieser
Gleichungen gefragt sei. Wir werden sehen, daB hierbei die Diskriminante 4
eine wesentliche Rolle spielt.

A) 4> 0. Da im betrachteten Fall 4 4= 0 ist, miissen die Wurzeln der

untersuchten Gleichung (8) paarweise verschieden sein. Wir wollen kliren,
wie viele dieser Wurzeln reell sind. Dazu gehen wir von der Beziehung

=y tr7a

aus. Da 4 > 0 ist, steht unter der Kubikwurzel eine reelle Zahl. Daher muB
wenigstens einer der Werte von u reell sein. Ein solcher Wert sei u,. Dann
ist offenbar auch der entsprechende Wert v, reell. Hieraus folgt auf
Grund von (12*), daB die Wurzel y, = u, + %, und nur diese reell ist. Man
kann auch leicht entscheiden, wann diese Wurzel positiv und wann sie
negativ ist.
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Ist namlich p > 0, so ist
=<l
und daher %, positiv, wihrend die Zahl v,, die gleich dem reellen Wert von
3
|/ — % —Vya

ist, negativ ist. Ferner ist fiir ¢ > 0
—11ya|<|-4-V3|

|2+ va|>|--va|.

Hieraus folgt, da8 im Fall ¢ > 0 die Ungleichung |uy| < |v,| besteht, also
Yo = Up + v, negativ ist, wihrend im Fall ¢ < 0 die Ungleichung |uy| >|v,|
besteht und daher y, positiv ist.

Ist dagegen p < 0, so ist
=21~ 1|

und daher %, fiir ¢ > 0 negativ und fiir ¢ << O positiv, wihrend die Zahl v,,
die gleich dem reellen Wert von

und fiir ¢ <O

ist, ebenfalls fiir ¢ > 0 negativ und fiir ¢ < O positiv ist. Daher ist die Wurzel
Yo = Uy + v, fiir ¢ > O negativ und fiir ¢ < O positiv.

Damit haben wir bewiesen: Wenn A > 0 ist, so besitzt die Gleichung (8)
genau eine reelle Wurzel, die fiir ¢ > O negativ und fiir ¢ << O positiv ist.

B) 4 =0. In diesem Fall besitzt die Gleichung (8) fiir p 3= 0 und ¢ 34 0
eine Doppelwurzel. Dariiber hinaus gilt fiir Gleichungen mit reellen Koeffi-
zienten: Wenn 4 =0, p =0, ¢ == 0 ist, so sind simtliche Wurzeln von (8)
reell, wobei eine von ihnen eine Doppelwurzel ist. Mit anderen Worten: Im
angegebenen Fall besitzt die Gleichung (8) eine einfache und eine reelle Doppel-
wurzel, nimlich

!Io=3—:‘, .’I1=.’/z=—3—:-
Da wegen 4= (%)z + (%)3 =0 offenbar (%)3= —_ (%)2 <0 ist, muB p<O

sein. Hieraus folgt: Wenn ¢ > 0 ist, so ist die einfache Wurzel y, negativ
und die Doppelwurzel y, =y, positiv; ist hingegen q < 0, so ist y, positiv
und y, =y, negativ.

C) 4 < 0. Dieser Fall ist unter dem Namen casus trreduzibilis bekannt.
Er ist besonders bemerkenswert, weil hierbei Kubikwurzeln aus komplexen
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Zahlen zu ziehen sind und daher sowohl % als auch » komplex sind. Trotzdem

gind im betrachteten Fall alle drei Wurzeln reell. Denn da 4 < 0 ist, kénnen
wir 4 = — a2 setzen, wobei « eine positive reelle Zahl ist. Dann ist

u= V —|— at.
Es sei r der Betrag und ¢ das Argument des Radikanden. Offenbar gilt:

Sy et N Y e

cos¢=—%_, simp=7>0.

Daher ist .
u=}/r(eosqz+isin:p)=wr_|(cosw+isinﬁ#3).
Fiir ¥ =0, 1, 2 erhélt man hieraus:
3
=1}/7l(cos%+isin%),
u1=ﬁ/;|(cos——wgzn+isin——¢§2"),
u,:];/;[(eos'p—.%g-i—isinv—gﬂ).

Nun ist bekanntlich das Produkt aus einer komplexen Zahl z und ihrer Konju-
gierten z gleich dem Quadrat des absoluten Betrages der Zahl z:

2z =: |z]2.

Unter Benutzung dieser Eigenschaft der komplexen Zahlen kiénnen wir leicht
%, ¥y, v, bestimmen. Zu diesem Zweck kehren wir noch einmal zu der Dar-

stellung
u=|;/r—| (cos——w"':k" +1 sin——¢+:kn)

von u zuriick. Man ersieht hieraus, daB der Betrag von' u durch

1= V=]

gegeben wird. Daher ist das Quadrat des Betrages von u gleich —g ? und
daher auch uu=—§p. Andererseits sind aber auch % und v durch diese

Bedingung miteinander verkniipft: wv=— g Hieraus folgt, daB v=7u ist
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und daher

n=wu= |3V;|<cos ';2“ —isin?i32f> ,
ve=TUp= ];’r_| (cos?istf—isinﬂ'%‘—”)
gilt. Wir erhalten also als Wurzeln der Gleichung (8):
Yo=t0-+=2[¥ | cos s
!h="1+"1=2ﬁ/'—|°°’¢—4;2£’ 149

yz=“z+vz=2ﬁ/;| cos'p';‘"

Aus (14) liest man unmittelbar ab, daBl die Wurzeln y,, ¥,, ¥, sémtlich reell
und paarweise verschieden sind. Dariiber hinaus ergibt sich aus (14) leicht,
daB fiir ¢ > 0 die Gleichung (8) zwei positive Wurzeln und fiir ¢ < O eine
positive Wurzel besitzt. Ist namlich ¢ > 0, so ist cos ¢ < 0. Weil auBerdem
sin @ > 0 ist, liegt im betrachteten Fall der Winkel ¢ im zweiten Quadranten.

Also ist g >%, d.h.,% liegt im ersten Quadranten und ‘P+34" liegt im

vierten Quadranten, so daB y, und y, positiv sind. Entsprechend zeigt man,
daB fiir ¢ < O nur y, positiv ist.

Damit haben wir bewiesen: Wenn A < 0 ist, so besitzt die Gleichung (8)
drei verschiedene reelle Wurzeln, von denen fiir ¢ > O zwei positiv sind, wihrend
fiir ¢ < O nur eine positiv ist.

Die Wurzeln y,, ¥, , ¥, lassen sich iibrigens nach (14) sehr einfach berechnen,
wenn man eine Tafel der Logarithmen der trigonometrischen Funktionen ver-
wendet.

Die Formel (I) auf Seite 195 hat den Nachteil, daB sie fiir negatives 4
die reellen Wurzeln einer Gleichung (8) mit reellen Koeffizienten in komplexer
Form liefert. Fiir CARDANO und seine Zeitgenossen erschien der Fall eines
negativen A paradox, da zu jener Zeit der Begriff der komplexen Zahl noch
keine konkrete Bedeutung besaB und daher die Berechnung der Quadrat-
wurzel aus negativen Zahlen und das Berechnen der Kubikwurzel aus kom-
plexen Zahlen als unmoglich angesehen wurden. Um so erstaunlicher war es
fiir die Mathematiker jener Zeit, daB sich bei negativem A mit Hilfe dieser
unméglichen Operationen reelle Zahlen ergaben. Man hat daraufhin vielfach
den Versuch unternommen, diesen Nachteil der CARDANOschen Formeln zu
beseitigen, jedoch sind alle diese Versuche fehlgeschlagen. Mit Hilfe der am
Ende unseres Artikels gefithrten Uberlegungen liBt sich sogar zeigen, da8
sich die Wurzeln einer kubischen Gleichung (8) mit reellen Koeffizienten fiir
4 < 0 auf keine Weise durch Radikale mit reellen Radikanden d&rstellen

R

lassen. Aus diesem Grund entstand die g casus irred
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Ein anderer Nachteil der Formel (I) besteht darin, daB durch sie mitunter
rationale Wurzeln in irrationaler Form erscheinen. Wir wollen dies an einem
konkreten Beispiel erliutern.

Beispiel 6. Mit Hilfe der frither angegebenen Verfahren fiir die Berechnung
der rationalen Nullstellen eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten findet
man leicht, daB die Gleichung

»—zr—6=0
die rationale Nullstelle z, = 2 besitzt. Da fiir die angegebene Gleichung
242
A4=3F>0

ist, ist 2 auch die einzige reelle Wurzel der angegebenen Gleichung. Zur Be-
rechnung dieser Wurzel nach Formel (I) haben wir dagegen zunichst die
reellen Werte der Kubikwurzeln

3 -— 3
= |/3+1—91 Ve, u,,=|/3—1—9' Ve

zu bestimmen. Offenbar sind dies irrationale Zahlen. Aus ihnen erhalten
wir auf Grund von Formel (I) fiir die Wurzel z, = 2 den recht verwickelten

Ausdruck
3 3
2= |/3+%’ Vo+ [/3—%1 G

(fiir jede der Kubikwurzeln ist dabei der reelle Wert zu nehmen), welcher nur
eine niherungsweise Berechnung gestattet, so da man praktisch immer nur
zu einer Zahl kommt, die zwar nahe an 2 liegt, jedoch nicht gleich 2 ist.

Daher ist es angebracht, die rationalen Wurzeln einer kubischen Gleichung
nit rationalen Koeffizienten nicht nach Formel (I) zu berechnen, sondern
mittels der in § 4 entwickelten allgemeinen Methoden fiir die Berechnung von
rationalen Nullstellen.

§ 9. Gleichungen vierten Grades

Wir begi unsere Untersuchungen mit der iltesten Methode zur Auf-
l6sung von Gleichungen vierten Grades
Atad+ba?tex+d=0, (1)

die von L. FERRARI, einem Schiiler CARDANOs, stammt. Wir haben dieses
Verfahren implizit bereits in § 5 bei der Faktorzerlegung eines Polynoms
vierten Grades mit rationalen Koeffizienten verwendet.

Wie auch in den vorangehenden Paragraphen setzen wir voraus, da8 die
Koeffizienten der betrachteten Gleichung komplexe (oder speziell reelle)
Zahlen sind.
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Zunéchst nehmen wir an dem auf der linken Seite der Gleichung (1) stehenden

Polynom
f(x)=24+az®+batt-cx4d
die in § 5 angegebene Umformung vor. Dann nimmt die Gleichung (1) die
Form
az 2

(#+%5+9) —(@s+Bz+0)=0 @

an, wobei
3
A=2y+5—b, B=ldy—c, O=y>—d

ist. Sodann wird die HilfsgroBe y so gewihlt, daB das quadratische Polynom

Az? 4 Bz + C das Quadrat eines linearen Polynoms az -+ f wird. Wie wir
wissen, muB dazu y Wurzel der kubischen Resolvente

2
(@y—cp=4(2y+ 5 —b)@—d @
sein. Ist nimlich y, eine Wurzel von (3), so gilt fiir y=y,:

A3+ Bz +C=(az+p)?
oder, nach Beriicksichtigung der Gleichung (2),

(#+%5 + ) —@z+pr=0.

Stellen wir diese Differenz zweier Quadrate als Produkt aus der Summe und
der Differenz dar, so erhalten wir nach einfachen Umformungen:

[#+(3+a) 2+ @ +B)-[#+(5—o) 2+ w—p]=0.
Offenbar erhiilt man in den Wurzeln der quadratischen Gleichungen
2+ (3 +a) s+ o+ A =0,

B+ (3—2)2+ W —H =0,

die vier Wurzeln der Gleichung (1).

Damit ist gezeigt, daB sich die Auflosung von (1) auf die Auflssung einer
kubischen Gleichung — der kubischen Resolvente — und der beiden qua-
dratischen Gleichungen (4) zuriickfithren 1aBt.

Zur Auflésung einer gegebenen Gleichung vierten Grades empfiehlt es sich
jedoch meistens, die FERRARIschen Umformungen Schritt fiir Schritt vor-
zunehmen und nicht sofort die fertigen Formeln zu verwenden. Dazu be-
trachten wir als Beispiel die Auflosung der folgenden Gleichung:

Beispiel 1. Man l6se nach der FERRARIschen Methode die Gleichung

A42234+522462+9=0.

Zunichst bringen wir das quadratische Glied, das lineare Glied und das
absolute Glied mit umgekehrten Vorzeichen auf die rechte Seite der ge-

4)
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gebenen Gleichung:
A+223=—542—62—9
oder
(PP +22z=—523—62—9.
Fiigen wir auf beiden Seiten dieser Gleichung das Glied 2* hinzu, so erhalten
wir auf der linken Seite ein vollstindiges Quadrat:

(22 +222z2+422=—522—62—9+ 22

(Pt 2P=—422—62—9.

Sodann fiigen wir auf beiden Seiten der erhaltenen Gleichung 2 (2®+ z) y + y?
hinzu. Danach erhalten wir auf der linken Seite wieder ein vollstindiges
Quadrat:

(B4 2P 2B+ 2 y+ P =—1P 6294 2(2+2)y+ 92

oder

(F+z+yP=Q2y—4)2*+2y—6)z+(y*—9). ()]
Wir wihlen nun y so, da8 auch auf der rechten Seite von (5) ein vollstindiges
Quadrat entsteht. Dazu muB y eine Wurzel der kubischen Resolvente sein.
Zur Aufstellung der kubischen Resolvente hat man die Bedingung B*=4 4C
zu verwenden, wobei im betrachteten Fall A=2y—4, B=2y—6 und
C =y?—9 ist. Dies filhrt uns auf

(Ry—62=4(2y—4)(3*—9)
oder, nach einigen Vereinfachungen, auf
(y—3) [(y—3)—(2y—4) (y+3)]=0.

Hieraus ersisht man unmittelbar, da im betrachteten Fall y,— 3 eine Wur-
zel der kubischen Resolvente ist. Wir wenden uns nun wieder der Glei-
chung (5) zu. Setzen wir hier y=1y,=3, so erhalten wir:

(Bta+3p=222

oder

oder
(& +2z+32—(Y22p2=0,
[2*+(1+}2) -+ 3] [2*+(1 — }2) 2+-3]=0,
was uns auf die quadratischen Gleichungen
z*+(1+ﬁ)z+3=0.}
24 (1—Y2)z4+3=0

fithrt. In den Losungen der quadratischen Gleichungen (8) erhalten wir simt-
liche Losungen der betrack Gleichung vierten Grades, niamlich

1+V2 |, .Yo—2V2
——axi—
‘.V9+2V?
—_

6)

2=

23.4:@ :t
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Als niichstes geben wir eine Losungsmethode fiir Gleichungen vierten
Grades an, die auf LEONEARD EULER zuriickgeht. Mit ihrer Hilfe kann man
die Wurzeln einer Gleichung vierten Grades unmittelbar durch die Wurzeln

der kubischen Resolvente ausdriicken. Dazu setzen wir zunichst 2=y — % .
Dann nimmt die Gleichung (1) die einfachere Form
Y+ry*+ey+r=0 (W)

an. Neben der Gleichung (7) betrachten wir die folgende kubische Gleichung
in z:

B—2y2tmztn=0, (8)

wobei y eine der Wurzeln von (7) ist und die Koeffizienten m und # zunichst
beliebig gewihlt sind. Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung (8) mit
u, v, w, eo gilt auf Grund der ViETaschen Formeln:

2y=u+tv+w, m=uvtuwtow, n=—uvw.
Wenn wir die Gleichung
2y=u+t+v+w 9)
ins Quadrat erheben, erhalten wir:
4yt=ut+v®{- w42 (uvtuwtow). (10)

Nochmaliges Quadrieren von (10) ergibt:
16 yo= (u® -+ 12 + w?)2+ 4 (w0 + uw -+ vw) (U2 + o2+ w?)
+4 W+ w4 vPuwd) - 8uvw(utv+w). (11)

Setzen wir in (7) fiir y, y3, y* ihre Darstellungen aus (9), (10) und (11) ein,
80 erhalten wir nach einigen Vereinfachungen:

(W0 108 4 (uv - uw - vw) (W3- o3 w242 p)
+4p (02 10?) + 8 (uvw+ g) (v +w) a2
+4 (@t w4+ dut)+16r=0.

Jetzt wihlen wir die Koeffizienten 7 und = in (8) so, daB die Gleichung (12)
moglichst einfach wird, niamlich?)

w4+ +wr42p=0, wvwtg=0
gilt. Dann nimmt die Gleichung (12) die Form
w4 v Rud=p2—4r

1) Man iiberlegt sich leicht, daB dies mdglich ist. Aus der Gleichung uvw + ¢ =0
folgt ndmlich zunichst, daB man n = — uvw = ¢ zu setzen hat. Ersetzt man anderer-
seits auf der rechten Seite von (10) 4?4 ¢* + w?® und uv + ww + vw durch die
verlangten Werte — 2 p und m, so ergibt sich

4y'=—2p+2m
und daraus m = 2 y* + p.
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an. Hieraus folgt, daB u, v, w dem Gleichungssystem
w4 uwi=—2p,
wt b tui=p'—4r, (13)
Wl =¢3

geniigen. Auf Grund der ViETAschen Formeln besagt das aber gerade, daB
u?, v?, w?® Wurzeln der kubischen Gleichung

B4+2p24 (pPP—4r)z2—¢2=0 (14)
sind, die in die kubische Resolvente von (7) iibergeht, wenn man z durch
22’ — p ersetzt. Wenn wir die Gleichung (14) auflésen, so erhalten wir die

Whurzeln:
2y =ul, z,=13, z3=u?,

u=Vz, v=V)n, w=V)z (15)

ergibt. Dabei sind die Werte der Radikale Vz_l, Vz:, V;, 80 zu bestimmen,

daB

Va-Va Va=—4
gilt. Offenbar kann man dabei die Werte zweier Radikale willkiirlich wihlen,
withrend der Wert des dritten Radikals dann durch die Bedingung (15) vor-
geschrieben wird.

Nachdem wir in angegebener Weise die Radikale Vz,, 2z, Vz gewihit
haben, erhalten wir die Wurzeln der Gleichung (7) durch die Formeln:

2n=Va+VatVa,
2yz=Vz_x_V;;_Vz_3’ (16)
2h=—Va+Va—Va,
2y=—Va—VutVa.
Beispiel 2. Man lése mit Hilfe der EULERschen Methode die Gleichung
#— 62841022 —22—3=0.
Im betrachteten Fall haben wir zuniichst 2=y +:— zu setzen. Durch
diese Substitution geht die betrachtete Gleichung in die Gleichung

— 3V Hy+ =0 an

woraus sich

iiber. Es ist also p=—-%, g=1 und r=f—;, so daB die Gleichung (14)

die Form
B2—T224+72—1=0 (18)
annimmt, Man priift leicht nach, daB

n=1, z=3+4+2)2, z,=3—-2)2
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die Wurzeln der Gleichung (18) sind. Da ¢ =1 > 0 ist, kénnen wir im be-

trachteten Fall fir die Radikale }z, }/z_z, Vz—,, die positiven Werte nehmen.
Dann erhalten wir auf Grund von (16):

2y, =1+V3 1212 +V3—2V2,
2g,=1—Va 1272 —V3—2712,
2y, =—1+13+2V2 —V3—217,
2y=—1—V3+2V2+V3—2V2

oder, weil V3+2V2=1+V2, V3—212 =1—1V7 ist,

2y,=3,
2y=—1,
2y3=—1+2}ff,

2y =—1—2}2.
Hieraus ergeben sich als Wurzeln z,, z,, 2, und z, der urspriinglichen Glei-
chung:

=8, z,=1, z=1+)2, z=1—}2.

§ 10. Algebraische Erweiterungen und eine andere Fassung des Problems
der Auflésung éiner Gleichung durch Radikale

Das Problem der Auflosung einer Gleichung durch Radikale hingt eng
mit dem wichtigen Begriff der algebraischen Erweiterung zusammen, den wir
im folgenden ndher untersuchen wollen.

Es sei K ein gegebener Zahlkorper und « eine beliebige komplexe Zahl.
Offenbar gibt es fiir die Zahl « folgende zwei Moglichkeiten. Entweder ist «
Wourzel einer gewissen algebraischen Gleichung

Gy a 2" 14 oo a=0

vom Grad n mit Koeffizienten aus dem Kéorper K, oder es gibt keine al-
gebraische Gleichung mit Koeffizienten aus K, die o als Wurzel besitzt. Im
ersten Fall nennt man o algebraisch iiber dem Korper K und im zweiten Fall
— entsprechend der allgemeinen Definition des transzendenten Elements
(§ 1) — transzendent iiber K. Sicher ist jedes Element a des Korpers K in
bezug auf K algebraisch, einfach weil es Wurzel der Gleichung z —a =0
mit Koeffizienten aus K ist.

Ist speziell K der Kérper der rationalen Zahlen, so liBt man meistens den
Zusatz ,,in bezug auf den Kérper K fort und spricht einfach von algebraischen
oder transzendenten Zahlen. In diesem Sinne ist V2_ eine algebraische Zahl
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(d. h. in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen algebraisch), da J2 Wurzel
der quadratischen Gleichung 2® — 2 =0 ist, deren Koeffizienten rationale
(speziell sogar ganze) Zahlen sind.

Ferner verstehen wir unter K [«] die Menge aller Zahlen der Form

fl2)=coF-c1o +Caot+++ - Fcrak,

wobei k eine beliebige nichtnegative ganze Zahl ist und ¢, ¢;, ..., ¢ be-
liebige Elemente des Korpers K sind. Man priift leicht nach, daB8 die Menge
K[a] in bezug auf die ersten drei Grundrechenarten abgeschlossen ist und
daher einen Zahlring bildet.
Daneben betrachten wir auBerdem die K[«] umfassende Menge aller Quo-
tienten . .
a Co+C a4 Cal
@ drdet o raa IO+

aus Elementen des Ringes K[a]. Diese Menge bildet, wie man leicht einsieht,
einen Zahlkérper. Wir werden ihn im folgenden durch K(x) (« in runden
Klammern!) bezeichnen. Man nennt ihn den durch Adjunktion von a zu K
entstehenden Kirper oder die durch Adjunktion von o 2u K entstehende einfache
Erweiterung von K. Den Ubergang von K zu K (x) nennt man die Adjunktion
von « zu K.

Ist ein gegebener Zahlkérper 4 in einem anderen Zahlkérper £2 enthalten,
so nennt man bekanntlich 4 einen Unterkdrper von 2 und 2 einen Erweiterungs-
korper von A. Die einfache Erweiterung K(«) von K ist also ein spezieller
Erweiterungskorper von K.

Man nennt K (x) eine einfache algebraische Erweiterung des Korpers K, wenn
« in bezug auf K algebraisch ist. Anderenfalls nennt man K (x) eine transzen-
dente Erweiterung von K.

Beispiel 1. Es sei K der Korper der rationalen Zahlen und o die Zahl }/5.
Wir wollen untersuchen, welche Zahlen in K [V5_] und K (VS) enthalten sind.

Auf Grund unserer allgemeinen Definition besteht K [V5] aus allen Zahlen,
die sich in der Form

6ot & (18) +6,(V5)2+- - -+ (f5) (1)

darstellen lassen, wobei k eine beliebige nichtnegative ganze Zahl ist und
€, - - -, Ck beliebige rationale Zahlen sind.
Offenbar 1iBt sich die Darstellung (1) noch wesentlich vereinfachen. Da

niimlich _
(Jor=5, (J5=5Y5

usw. ist, kann man jeden Ausdruck der Form (1) in der Form a+bV§
darstellen, wobei a, b gewisse rationale Zahlen sind. Damit ist gezeigt, daB
der Ring K [}/5_] aus genau den Zahlen besteht, die sich in der Form a4 b Vf{
mit rationalem @ und b darstellen lassen.
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Welche Zahlen sind nun in K (}/5) enthalten? Auf Grund seiner Definition
besteht K (VS_) aus genau den Zahlen, die sich in der Form
a+b)5
— = 2
pyrrsTS 2)
darstellen lassen, wobei a, b, ¢, d beliebige rationale Zahlen sind und
c+d)5+0
ist. Jedoch liBt sich auch (2) noch wesentlich vereinfachen. Dazu multi-
plizieren wir Zéhler und Nenner von (2) mit ¢ —d VE Wir erhalten dann:

“+bﬁ=a/+b/}/5_'

c+d)5
wobei
,_8sc—bbd , _be—ad
=g 5a b T A—b6d%

ist. Wir ersehen hieraus, daBl die Elemente des Korpers K(Vg) sich in der-
selben Form darstellen lassen, wie die Elemente des Ringes K [V5—]. Dies be-
deutet nichts anderes, als daB der Ring K[}5] gleich dem Korper K (}/5)

ist, d. h., daB B
K([}5]=K(}/5)

gilt. Wir werden sogleich sehen, daB dies kein Zufall ist, sondern daB diese
Eigenschaft allen algebraischen Zahlen gemeinsam ist.

Satz 16. Ist « eine in bezug auf einen Korper K algebraische Zahl, so ist
K (o] ein Zahlkérper und daher K[a] = K ().

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, da3
« Nullstelle eines iiber K irreduziblen Polynoms

P@E)=py+pz+ 2 (Pa0)

mit Koeffizienten aus dem Korper K ist. Ist nimlich « Nullstelle eines iiber
K reduziblen Polynoms F(x) mit Koeffizienten aus K, so ist « Nullstelle
eines der irreduziblen Faktoren von F(z), und dieser Faktor kann als das
betrachtete Polynom p(z) gewihlt werden.

Nach Definition des Ringes K[«] liBt sich jedes Element 8 dieses Ringes
in der Form

B=t@)=co+cyat--+erat ®)

darstellen, wobei k eine nichtnegative ganze Zahl ist und ¢;, ..., ¢x Zahlen
aus K sind. Zuniichst zeigen wir, dafl man (3) auf die Form

B=aytdyottan1art
bringen kann, wobei die hochste auftretende Potenz von a kleiner ist als

der Grad n des Polynoms p(z). Dazu bezeichnen wir mit ¢(z) den Quotienten
und mit r(x)=ay+a; 2+ a2+ -+ +a,_12"~! den Rest bei der Division
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des Polynoms
@) =cotezteeetopat
durch das Polynom p(z), so daB also
f(z)=p(z)q(z) +r(z) @
gilt. Setzen wir in (4) =« und beachten wir, daB p(«x) = 0 ist, so erhalten
wir f(a)=r(a), d. h.
B=f@)=r@=ay+ax+: -+ a1,
was zu beweisen war.
Nun untersuchen wir den Quotienten

f(®) _ao+a,e+-:-+an-1an-1

7@ bt bat Fhiwl @F0), ®)
von dem wir zeigen werden, daB er sich als ganzrationaler Ausdruck in «
darstellen 1aBt. Dazu betrachten wir das Polynom

g(2)=bg+ b x4+ +bp_12z*-1.
Dieses ist nicht (identisch) gleich Null. Wire dies namlich der Fall, so wire
by="b,="++=bn_1=0 und daher
g@)=by +bja+-++ba1a"1=0,

im Widerspruch zu g(«) = 0. Da der Grad von g(z) kleiner ist als der Grad
von p(x), ist g(z) nicht durch p(z) teilbar. Daher folgt aus der Irreduzibilitit
von p(z), daB die Polynome g(x) und p(z) teilerfremd sind. Es gibt also
Polynome @(x) und y(z) mit Koeffizienten aus K, fiir die

9(2)p(2)+p(2)p(z)=1 (6)
gilt (§ 2). Setzen wir in (6) z =a, so erhalten wir wegen p(a) =0:
g(@)p@=1. )

Indem wir in (5) Zéhler und Nenner des Quotienten mit ¢ (x) multiplizieren,
erhalten wir 4uf Grund von (7):
f@)_f@o@ fla)ole)__
1@ s@e@ 1 e
Hierbei ist f(a)@(x) ein Polynom in « mit Koeffizienten aus K:
fpe)=co+cja+- -+ tarat.
Damit ist gezeigt, dafl

%=co+oxa+---+qa'

ist und folglich der Kérper K (x) aus denselben Elementen (3) besteht wie der
Ring K[a], daB also K (x) = K[«] ist, was zu beweisen war.

Bemerkung. Im Verlauf des vorangehenden Beweises haben wir gesehen:
da8 sich jedes Element 8 des Kérpers K («) als Polynom in « darstellen 1a8t,

f=ay+aat- - 4asya™?,




212 Der Ring der Polynome in einer Unbestimmten

wobei der Grad dieses Polynoms nicht gréBer ist als » — 1, wenn n der Grad
des Polynoms p(x) ist. Man zeigt leicht, daB dies auch die einzige derartige
Darstellung des Elementes 8 ist. Denn wenn auBerdem

B=by+biat-- +bs_yam!
ist, so gilt:

(@0—bo) + (a1 —bi)a+- -+ (@1 —ba1)a1=0
Daraus folgt, daB das Polynom
h(z)=(ag—bo) + (a1 —b1) T+ - * + (@n_1—ba_1)z"!
die Nullstelle « besitzt und daher die Ponnome p(z) und h(z) nicht teiler-
fremd sein konnen (sie besitzen ja den en Teiler z — «). Also muB
wegen der Irreduzibilitit von p(z) das Polynom h(z) durch p(z) teilbar sein.
Dann muB aber k(z) =0 sein, da anderenfalls p(x) Teiler eines Polynoms
wiire, das einen kleineren Grad als p(z) besitzt, was unméglich ist. Wenn aber
h{z)=0 ist, so ist ag—bp=0, ..., @y_1—ba_1=0 und daher
ao=bo, .o .,an_1=bn—1,

80 daB in der Tat 8 nur auf eine Weise als Polynom in « darstellbar ist.

Als niichstes wollen wir zeigen, daB fiir ein iber K transzendentes Element o
der Ring K [a] kein Korper mehr ist.

Beweis: Angenommen, der Ring K[«] wire ein Korper. Dann lieBe sich

speziell das Element = L als ganzrationaler Ausdruck in « darstellen:

z+l—¢o+01°‘+" +erat,
wobei ¢g, ..., c; Elemente des Kérpers K sind. Dann wire also
a+1=cox+cra®+---+cpat+?

—14(co—1atcrat+- - Feraf+!=0,
was der Transzendenz von « widerspricht, da die Koeffizienten auf der linken
Seite dieser letzten Gleichung nicht simtlich verschwinden (z. B. ist —1 von
Null verschieden).

Bei den bisherigen Uberlegungen handelte es sich darum, daB zu einem
gegebenen Korper K eine Zahl o adjungiert wurde. Wir betrachten nun meh-
rere komplexe Zahlen oy, as, ..., a, (zunichst gleichgiiltig, ob algebraisch
oder transzendent). Als erstes adjungieren wir zum Korper K die Zahl «,,
bilden also die einfache Erweiterung K («,). Sodann adjungieren wir zu K («,)
die Zahl «,. Auf diese Weise erhalten wir einen Erweiterungskorper von K,
der mit K (a, , «,) bezeichnet werden mige, usw. Nachdem wir nacheinander die
Zahlen oy, as, . .., «, adjungiert haben, erhalten wir den Erweiterungskorper
K(x, ..., a,) des Korpers K. Man nennt diesen Korper den durch Adjunktion
der Zahlen oy, g, .. ., &, zu K entstehenden Erweiterungskorper und zeigt leicht,
daB der Korper K(a, ..., a,) der kleinste Kirper ist, der den Korper K umfaft
wnd die Zahlen oy, 0z, ..., a, enthdlt, d. h., K(x, ..., a,) ist der Durchschnitt

und daher
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aller Zahlkorper A, die den Korper K umfassen und die Zahlen o, as, . . ., a,
enthalten.

Beweis. Da jeder der genannten Korper A4 in bezug auf die ersten vier
Grundrechenarten (ausgenommen die Division durch Null) abgeschlossen ist,
enthilt jeder derartige Korper 4 mit o; und K auch alle Zahlen, die sich in
der Form

J(e)  2o+ay04+- "+¢k¢f

g(®) " by +bya, + -+ +bjal
darstellen lassen. Daraus folgt, daB in jedem derartigen Korper 4 der Kérper
K (o) enthalten ist. Wenn dies aber der Fall ist, so ist auch K (x;,a,) in 4
enthalten. Da nimlich 4 in bezug auf die ersten vier Grundrechenarten ab-
geschlossen ist, enthilt A mit K (o) und a, auch alle Zahlen, die sich in der
Form

(9(y) +0)

ag (1) + 83 (1) & + -+ - + @p (@) &k
bo (@) + By () ag + - - + by () !
darstellen lassen, wobei a;(x;), bj(x;) Elemente des Korpers K(«,) sind und
der Nenner von Null verschieden ist, und diese bilden gerade den Korper
K (e, , «p), usw. SchlieBlich zeigt man, daB 4 auch K(xy,...,a«,) enthilt. Be-
zeichnen wir nun mit X den Durchschnitt aller Korper A4, die den Korper K
umfassen und die Zahlen «,, ..., «, enthalten, so gilt, da alle diese Kérper
den Kérper K (ay, . . . ,,) umfassen:
Ky, ...,x)EZ. (8)

Andererseits umfaBt offenbar der Korper K (o, ..., «,) den Kérper K und
enthilt die Zahlen o, . .., «,, ist also einer der Kérper 4, die den Kérper K um-
fassen und die Zahlen «, ..., o, enthalten. Daher gilt auch:

ZEK (o, .o q). 9)

Ein Vergleich von (8) und (9) ergibt, daB K(«,, ..., a)=Z ist.
Aus der angegebenen Charakterisierung des Korpers K (x,, .. .,,) ergibt
sich unmittelbar, daB der Korper K(«x,,...,«,) nicht davon abhingt, in
welcher Reihenfolge man die Zahlen «,, ..., «, zum Kérper K adjungiert, d. h.

Kay, -« oy o) =K (@, - - -5 0tgy) -
Da néimlich K (x,, . . . , «,) der Durchschnitt aller Kérper ist, die den Korper X
umfassen und o, .. ., , enthalten, hingt K(«,,...,«,) nur vom Kérper K
und der Menge der adjungierten Zahlen,, . . . , «, ab, die ihrerseits unabhingig
von der Reihenfolge ihrer Elemente ist.
Aus der angegebenen Tatsache kann man auch leicht ersehen, daB der
Korper K(a,, . . . , ,)aus allen und nur den Zahlen besteht, die sich in der Form

() (1) ()
Ao ol ol A, P R kD
TR 1
R e

Byaf ol
darstellen lassen, wobei Ay, B; Elemente des Korpers K und k‘,” und l}")
beliebige nichtnegative ganze Zahlen sind.

(10)
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In der Tat: Auf Grund der Abgeschlossenheit von K(xy,...,a,) in bezug
auf die ersten vier Grundrechenarten enthilt K (ay, . . . , ,) mit dem Kérper K
und den Zahlen a,, . . . , «, auch alle Zahlen, die man aus den Zahlena,, . .., «,
und den Zahlen aus K mit Hilfe der vier Grundrechenarten erhilt. Daher ent-
hiilt der Kérper K(ay, .. .,a,) sicher alle Zahlen, die sich in der Form (10)
darstellen lassen. Andererseits bildet die Menge aller dieser Zahlen einen Zahl-
korper, der den Korper K umfa8t und die Zahlen a,, . .., «, enthilt. Daher
miissen die Zahlen, die sich in der Form (10) darstellen lassen, auf Grund der
angegebenen Minimaleigenschaft bereits den Korper K (,, . . . , «,) erschépfen.

Als Erginzung zu den bereits erwihnten Tatsachen bemerken wir, daB
dann, wenn «, algebraisch iiber K, ferner «, algebraisch iiber K (a,) usw.,
schlieBlich «, algebraisch iiber K(«,, ..., ®,_;) ist, der Korper K(ay,...,a,)
bereits von allen den Zahlen gebildet wird, die sich in der Form

Aot bt e A, ok MR L kP
darstellen lassen, die man also mit Hilfe der ersten drei Grundrechenarten
aus den Zahlen des Korpers K und den Zahlen «, . . ., a, erhalt. Dieses Er-
gebnis ergibt sich unmittelbar durch wiederholte Anwendung der Tatsache,
daB fiir ein iiber K algebraisches « der Ring K[a] ein Korper ist und daher
K[a] = K(a) gilt.

Das Problem der Auflésung einer algebraischen Gleichung durch Radikale
hiingt nun eng mit der Erweiterung eines Korpers durch Adjunktion von Zahlen
zusammen, die in bezug auf den betrachteten Korper algebraisch sind. Diesen
Zusammenhang werden wir in § 16 beim Beweis des Satzes von RUFFINT und
ABEL benétigen. Als Einleitung hierfiir wollen wir bereits in diesem Para-
graphen den wichtigen Begriff des Normalkorpers untersuchen.

Es seien «,, . . . , o die # Wurzeln der algebraischen Gleichung n-ten Grades
f()y=apz" + a1z 4. fa,=0. (11)
Wir adjungieren zum Korper R der rationalen Zahlen die Koeffizienten
@y, Gy, . .., a, der betrachteten Gleichung. Den entstehenden Korper
R(ao, a1, ..., @Gn)

wollen wir den Rationalititsbereich der Gleichung (11) nennen und zur Ab-
kiirzung mit 4 bezeichnen. Sodann adjungieren wir zu 4 die Wurzeln

o1, gy v e ey Une
Den entstehenden Erweiterungskorper 4(ay, . . . , @) des Kérpers 4 nennt man
den Normalkirper oder auch den GavLoIsschen Korper der Gleichung (11). Wir
wollen ihn im folgenden mit 2 bezeichnen.

Es soll nun gezeigt werden, daB die Gleichung (11) dann und nur dann durch
Radikale auflosbar ist, wenn der Normalkérper Q=A (ay, . .., a,) einen Er-
weiterungskorper = A (g1, g2, - . . , o) besitzt, den man erhdlt, indem man zu A

ny Ny — "k . . .
gewisse Radikale 9= }C«i—,gzz }/Ag, e o= }/A_, adjungiert, wobe: A, in
A4, Ay in A(gy), A3 tn A(p1, 03), - - -, Ax in A(py, - . ., 0x—1) enthalten ist.
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Beweis. Ist die Gleichung (11) durch Radikale auflésbar, so lassen sich
die Wurzeln der Gleichung (11) aus ihren Koeffizienten und Radikalen
01, @2, - - - » 0¢ durch endliche Kombinationen der vier Grundrechenarten ge-
winnen. Da der Kérper 2= A4(g1, 02, . - . , 0x) die Koeffizienten ,81, ..., 8
und die Radikale g, g3, ..., g enthilt, miissen auch die Wurzeln «;, ..., xn
in X liegen, da X', wie jeder andere Zahlkorper, in bezug auf die vier Grund-
rechenarten abgeschlossen ist. Daher ist 2 als kleinster Zahlkorper, der A
und a1, . . . , % enthilt, Teilkérper von X',

Ist umgekehrt Q2 Teilkorper von X, so sind die Wurzeln oy, ..., x, der
Gleichung (11) in X enthalt Daher sind a4, . . . , «, mit Hilfe der Radikale
015 -.,0: und gewisser Zahlen aus A darstellbar. Weil 4 =R (a,, .. ., a,)
ist, kann nun jede Zahl aus 4 ibrerseits mit Hilfe der vier Grundrechenarten
aus den Koeffizienten der Gleichung (11) erhalten werden. Daher lassen sich
die Wurzeln der Gleichung (11) durch endliche Kombinationen der vier Grund-
rechenarten aus a,...,a, und den Radikalen g, ..., @; ausdriicken. Mit
anderen Worten: Die Gleichung (11) ist durch Radikale auflésbar.

Beispiel 2. Wir haben bereits gesehen, daB die Wurzeln der Gleichung
2 +pr+g=0
durch die Formeln

r P
BE=U "5y =Yg “z=un"3%. (12)

gegeben werden, wobei u,, u;, %, die Werte des Radikals
R —
SRR
. q\2 8 . . . . . .
sind. Den Ausdruck (E) +(§) bezeichnen wir mit A4;. Offensichtlich ist
A, in 4 = R(p, q) enthalten. Ferner verstehen wir unter g, einen der Werte
des Radikals VZ: und unter 4, den Wert —% -+, . Offenbar gehirt 4, dem

Korper 4(g,) an. Als weitere Radikale wihlen wir g, = u,, 03 = u;, g4 =u, .

3,
Hierbei sind also g, g3, o, die Werte von ] A,. Dann nehmen die Formeln (12)
die Form

C m=a—gy (13)

©n s

??o=92*3iv =033
an. Damit ist gezejgt, daB sich die Wurzeln z,, x,, z, mit Hilfe der Radikale
01> 02, 03, 0, darstellen lassen und daher in 4 (g,, @;, €3, 0,) liegen.

AbschlieBend weisen wir den Leser noch auf die folgende interessante Tat-
sache hin. Wenn die Gleichung (11) durch Radikale auflosbar ist, so lassen
sich ihre Wurzeln stets so darstellen, daf3 die Radikale 9., 0,, ..., 2 nicht im
Nenner auftreten, d. h., man kann die Wurzeln mit Hilfe von Addition, Sub
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traktion und Multiplikation — ohne Verwendung der Division — aus den
Radikalen g,, g;,...,0r und passend gewihlten Zahlen des Korpers 4 er-
halten. Dies folgt daraus, daB g, iiber 4, g, iiber 4 (p,) usw. algebraisch ist. Im
angegebenen Beispiel kommen in den Formeln (13) nun zwar die Radikale
0a; 03, 04 Noch im Nenner vor, jedoch kann man die Formeln (13) so umformen,
daB im Nenner nur noch Elemente des Korpers 4 auftreten. Versteht man
némlich unter ¢ ein beliebiges der Radikale g,, g3, g4, s0 gilt:

1_ ¢ @ _e’(—%-—e)_ (”(_%—Ql) _279’(§+e.)
e @& _g._ (g T eV _(a}_(e} P ’
—i+e (§-a (-G -06)
woraus sich
99%(%-“&)
Lo=02— P )
925(%'*‘21)
=203 7 »
992(%+e;)
To= 04— P

ergibt.



Kapitel II

DER RING DER POLYNOME
IN MEHREREN UNBESTIMMTEN UND DER KORPER
DER RATIONALEN FUNKTIONEN

§ 11. Der Ring der Polynome in mehreren Unbestimmten

Ausgehend vom Ring der Polynome in einer Unbestimmten definieren wir
jetzt induktiv den Ring der Polynome in mehreren Unbestimmten. Es sei R
ein kommutativer Ring mit Einselement e 3= 0. Den Ring der Polynome in z,
iiber dem Ring R, der Polynome in z; mit Koeffizienten aus R nennen wir den
Ring der Polynome in den Unbestimmten z, und 2, iiber dem Ring R und be-
zeichnen ihn durch R[z,, z,]. Allgemein nennen wir den Ring der Polynome
in z, mit Koeffizienten aus dem Ring R,_, der Polynome in z,, ..., Z,_, iiber
R den Ring der Polynome in den » Unbestimmten z,, 2,, ..., #, und be-
zeichnen ihn durch R[zy, z,, ..., z].

Welches sind nun die Elemente des Ringes R[z,, z,,..,.,]? Um dies zu
kliren, betrachten wir zuniichst den Ring R [z, , z,] der Polynome in den beiden
Unbestimmten x,, 2,. Nach Definition dieses Ringes ist jedes seiner Elemen-
te f ein Polynom in z, mit Koeffizienten aus dem Ring R[z,], also

f=as(m)+ar (1) za+ -+ +am(21) 2T, 1)

wobei jeder der Koeffizienten a;(z,) ein Polynom in z, mit Koeffizienten aus R
ist, d. h.
ai(T)=aio+ai1 214 -+ Gy, 2 } @

(#1=0,1,...,m; a; Elemente aus R).

Da R[x,] ein Unterring des Ringes R[zx,, x,] ist, sind die Addition und die
Multiplikation in (1) und (2) die Addition und Multiplikation im Ring R[z,, x,].
Daher kiénnen wir in (1) die Koeffizienten «;(x,).durch ihre Ausdriicke (2) er-
setzen und die Klammern auflosen. Auf diese Weise gelangen wir zu der fol-
genden Darstellung von f:

f=diapaft dyarafto o Apafrags (k2 ), @)
wobei die Exponenten «;, f; nichtnegative ganze Zahlen und die Koeffizienten
4; Elemente des Ringes R sind. Offenbar konnen wir dabei annehmen,

daB in (3) keine ,,ihnlichen‘* Summanden auftreten, d. h. Summanden, die
sich voneinander nur durch die Faktoren A; unterscheiden. Sind nimlich

A,z 2f und A, z{* 2l
in diesem Sinne iihnliche ‘Summanden, so ist «y=u2, f1=p2, und daher
A apal o Ay 2B afr = (4, 4 4,) = :rﬁ' das heiBt, wir konnen die beiden
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Summanden 4, zfaf* und 4,2®xf* durch den einen Summanden
(Ay+ A,) xf xf* ersetzen.

(Genauso wie wir eben gezeigt haben, daB sich jedes Element f des Ringes
R [x,, z,) in der Form (3) darstellen liBt, beweist man im allgemeinen Fall
von n Unbestimmten: Jedes Element f des Ringes R[zy, ..., z,] lipt sich in
der Form

f_—_Alzl”lzgl...x”‘l'l_*...._}_Atz‘l'kzgk...z:'k ()
darstellen, wobei die Exponenten «i, fii, . . . , g nichinegative ganze Zahlen und
die Koeffizienten Ay, A,, ..., Ay Elemente des Ringes R sind, und dariiber
hinaus in (4) keine ,,Ghnlichen Summanden auftreten.

Diese Tatsache beweisen wir durch vollstindige Induktion, d. h., wir
nehmen an, unsere Behauptung sei fiir » — 1 Unbestimmte richtig, und zei-
gen, daB sie dann auch fir » Unbestimmte gilt.

Es sei also f ein Polynom in 2, mit Koeffizienten ausdem Ring R[x,, ..., Zn_1],

f=ao(z1,..., Za)t@r(1,. .., )Ty + - F A (1, Taa) 2], (B)
wobei die Koeffizienten a;(z;, . . ., #._1) Polynome iiber dem Ring R in den
Unbestimmten 2, ..., #,_1 sind. Nach Induktionsannahme lit sich dann
jeder Koeffizient a;(y, ..., :-1) in der Form

a (Zy, .00 T _q) = Ay iy e e Ay 2 a2 (6)
darstellen. Da der Ring R [z, ..., #n~1] ein Unterring des Ringes R [z, ... , .]
ist, sind die Addition und Multiplikation in (5) und (6) die Addition bzw.
Multiplikation im Ring R [z, ,...,2,;]. Daher kann man, wenn man auf der
rechten Seite von (5) die Koeffizienten a(xy,...,2,_1) durch ihre Darstel-

lungen (6) ersetzt, in dem erhaltenen Ausdruck die Klammern auflésen und
ihnliche Glieder zusammenfassen. Als Resultat dieser Umformungen erhalten
wir dann gerade fiir f eine Darstellung in der Form (4). Damit ist die ange-
gebene Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen n bewiesen.

Andererseits gilt natiirlich auch die Umkehrung hiervon: Jede Summe der
Form (4) ist esn Element f des Ringes R[2, ..., z,] .

Beweis. Da jedes der Glieder Al.;r:izgi---z;’( von (4) ein Polynom in
z, mit Koeffizienten aus R[z,,..., 2,_1] ist — offenbar liegt A;xfi- - - 2%,
in R[z,, ..., @y_1] —, ist auch die Summe (4) ein Polynom in z, mit Koeffi-
zienten aus dem Ring R{z,, ..., %,-1], d. h., diese Summe ist Element des
Ringes Rz, ..., 2,].

Die Elemente f des Ringes R[x,, ..., x,] heillen Polynome in den n Unbe-
stimmien x,, Xy, ..., xn mit Koeffizienten aus R. Wir werden sie im folgen-
den mit f(z,, x,, vy Zn), G(Zy, Xy, ..., %) oder idhnlich bezeichnen. Die
Darstellung (4) eines Elementes des Ringes R[x,, . .., ¥,] nennt man iiblicher.
weise eine Normalform des betrachteten Polynoms. Die Summanden
Agxgi ... 2% werden die Glieder und die Elemente A; aus R die Koeffizienten
des Polynoms genannt.
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Aus dem Gesagten folgt unmittelbar, dal man speziell jedes Element a des
Ringes R als Polynom in 7 Unbestimmten auffassen kann.

Aus den bekannten Eigenschaften der Addition, Subtraktion und Multi-
plikation der Elemente eines beliebigen Ringes erhilt man miihelos die iib-
lichen Rechenregeln fiir Polynome in n Unbestimmten. Sind z. B.

f@y s )= A gl e Aadiale o 2k,

9(Zy, - 2= ByaFialieo 2% 4 oo+ Byl ol - 2
beliebige Polynome aus R[z,, ..., 2], so ist
@, 2+ g(x, ., ) =4, 28 xrte o A, Tk 2)

+(B,x;';...x:3+...+311;;...1:;),

Da nun in jedem Ring, speziell also im Ring R[z,, ..., #,] fir die Addition
und die Multiplikation das assoziative, das kommutative und schlieSlich das
distributive Gesetz gelten, konnen wir in dem zuletzt erhaltenen Ausdruck

die Klammern auflésen und #hnliche Glieder zusammenfassen, wobei wir als
Endergebnis die Normalform der Summe

f(2y, 2oy Tn) + (2, 2,000, Tn)

erhalten. Die Berechnung der Differenz f(z,,..., %) — g(2, ..., Z,) wird
vermoge ihrer Definition durch f(z,,..., 2s) +[—g(2,..., 2.)] auf die
der Summe zuriickgefiihrt. Dabei ist

—g(®y, ..., 3)=(—By) &rzh . a¥i 4o (—B)afiafl o2l .
SchlieBlich verwendet man zur Berechnung des Produktes
f(@1see, 2a)g(21, .0, 20)

zuniichst die in jedem Ring geltende Multiplikationsregel fiir eine Summe mit
einer Summe:

@+ g e ap) (by+ Bt ) =ayby e aybg e+ by

Auf Grund dieser Regel hat man zur Ermittlung des Produktes zuniichst jedes
Glied

A‘z‘l’izgi ooz
des Polynoms f(x,, Z,, . . ., 2,) mit jedem Glied

B; z‘;}zg} e x;’;
des Polynoms g(z,, Z,, . . . , ;) zu multiplizieren. Sodann kann man die Pro-
dukte

(Agafiafse - aps) (Byafiahi - - - 23i)

mit Hilfe des kommutativen und des assoziativen Gesetzes fiir die Multiplika-
tion sowie des distributiven Gesetzes auf die Form

, , .
A, Bagiteiglit b . gt o
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bringen. FaB8t man anschlieBend noch alle dhnlichen Glieder zusammen, so
erhilt man die Normalform des Produktes f(zy, ..., Zn) g(Z;, ..., Zn) .

Wir haben frither festgestellt, dal ein Polynom in einer Unbestimmten dann
und nur dann gleich dem Nullpolynom ist, wenn seine simtlichen Koeffizienten
verschwinden. Der entsprechende Tatbestand liegt nun auch bei Polynomen
in 7 Unbestimmten vor, d. h., es gilt der

Satz 17. Ein Polynom
@y a)y=Aafrafre e alid oo F Aafeafe. . alk (7)
aus R[z,, ..., x,] ist dann und nur dann gleich dem Nullpolynom, wenn simt-
liche Koeffizienten verschwinden.

Beweis: Wenn alle Koeffizienten 4; des Polynoms (7) gleich Null sind, so
ist offenbar auch das Polynom selbst gleich Null. Es sei nun umgekehrt

Ajghah a4 A aik e ak=0. (8)
Wir zeigen, daB dann 4, =- .- = 4, = 0 ist. Fiir Polynome in einer Unbe-
stimmten haben wir dies frither bewiesen. Wir nehmen nun an, da8 die an-
gegebene Behauptung fiir Polynome in » — 1 Unbestimmten richtig ist und
zeigen, daB sie dann auch fiir Polynome in 7 Unbestimmten gilt. Dazu klam-
mern wir auf der linken Seite von (8) jeweils die Potenzen von z, aus. Wir er-
halten:

@ (2., Ty Tpid g, (2, ..., Z,_,) 20 =0, (9)
wobei die Koeffizienten a;(z,, .. ., Z,_1) Polynome in den n — 1 Unbestimmten
2, ..., Zn-1 mit Koeffizienten aus R sind. Fassen wir die linke Seite von (9)

als Polynom in der Unbestimmten =z, mit Koeffizienten aus dem Ring
R[z,,..., ;1] auf, so erhalten wir auf Grund der Giiltigkeit von Satz 17
fiir Polynome in einer Unbestimmten, daB
@ (Ty, .oy Taog) = = A(Zy, ., Tng) =0
ist. Nun hatten wir angenommen, da8 die zu beweisende Behauptung bereits
fiir Polynome in # — 1 Unbestimmten gilt. Daher miissen die Koeffizienten
der Polynome
@ (Xy, ooy Tn1), ey Bs(Xy, o 0oy Tna)
séimtlich verschwinden, woraus sich unmittelbar ergibt, dal auch die Koeffi-
zienten des Polynoms f(z,,..., %,) simtlich gleich Null sind, was zu be-
weisen war.
Hieraus folgt, daB in jedem vom Nullpolynom verschiedenen Polynom

F@ryee s m)=Agafafieoap 4o Aafhafe. .o

wenigstens einer der Koeffizienten Ay, . .., 4; von Null verschieden ist.
Ferner ergibt sich aus dem angegebenen Satz, daB man auch in einem Poly-
nom in » Unbestimmten nach Belieben Glieder mit dem Koeffizienten Null hin-
zufiigen bzw. weglassen kann. Dementsprechend legen wir der Normalform eines
von Null verschiedenen Polynoms noch die Forderung auf, daB alle Gliedér
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deren Koeffizienten verschwinden, fortgelassen werden. Dann ergibt sich aus
Satz 17 unmittelbar, daB die Darstellung eines Polynoms in Normalform —
von der Reihenfolge der Glieder abgesehen — eindeutig ist, d. h.:

Satz 18. Polynome f(z1, . .., x:) und g(2, . .., ,) aus R[z,,. .., z,] sind
dann und nur dann gleich, wenn (von Gliedern mit Koeffizienten Null abgesehen)
jedes der Glieder von f(2y, . . ., Ta) unter den Gliedern des Polynoms g(z, . . . , %)

und umgekehrt jedes Glied von g(xy, . . ., x.) unter den Gliedern von f(xy, . . . , %)
vorkommt.
Beweis. Enthalten Polynome f(z,..., %) und g(z,...,2,) dieselben

Glieder, so gilt:

f(@1, 0.0, Za)=g(T1,. .., Zn),
da die Polynome dann die Summe jeweils derselben Ringelemente sind. Es
sei nun umgekehrt

f(@1 .. Za) =g(21, ..., Tn).
Ang es enthielte z. B. das Polynom f(z;,...,%,) ein Glied, das
im Polynom g(zi, ..., ») nicht auftritt. Dann enthielte die Differenz

f@1y ey @) —g(@1s 0oy %n)

wenigstens ein Glied, dessen Koeffizient nicht verschwindet. Dann wire alsoz. B.
f—g=Cyafrafieo ok Cyaliay o =0 (C,+0). (10)
Diese Beziehung (10) steht im Widerspruch zu Satz 17.

Fiir das Studium der weiteren Eigenschaften der Polynome in mehreren
Unbestimmten fiihren wir als nichstes den Begriff des Grades auch fiir solche
Polynome ein. Unter dem Grad eines Polynoms f(x1,...,%s) % 0 aus dem
Ring R[x, . . ., a] in bezug auf die Unbestimmie z; verstehen wir den hichsten
Exponenten, zu dem z; in den Gliedern des betrachteten Polynoms auftritt.
In diesem Sinne ist der Grad des Polynoms

2} + 52, 23— w73 + 1
in bezug auf die Unbestimmte z, gleich Zwei, in bezug auf die Unbestimmte z,
gleich Drei und in bezug auf die Unbestimmte x, gleich Sechs.

Tritt in einem Polynom f(z, ..., #,) = O eine gegebene Unbestimmte z;
faktisch nicht auf, so ist offenbar der Grad des Polynoms f(21,...,2») in
bezug auf diese Unbestimmte z; gleich Null.

Weiterhin verstehen wir unter dem Grad des Gliedes

A‘,g:zg:... z0 )
eines Polynoms f(zi, ..., Z;) 4= 0 die Summe der Exponenten
a4+ B+ +oi.

SchlieBlich ist der Grad eines Polynoms (in bezug auf alle Unbestimmten) der
maximale Grad seiner Glieder. In diesem Sinne ist das Polynom

22 + 2,04 + 72+ 1
ein Polynom iiber dem Ring der ganzen Zahlen vom Grad Zehn.
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Wir machen darauf aufmerksam, daB der Begriff des Grades nur fir
Polynome f(z,, ..., z,) des Ringes R[x,, ..., 2,] erklirt ist, die von Null
verschieden sind. Wie auch im Fall der Polynome in einer Unbestimmten ver-
einbaren wir, deB das Nullpolynom keinen Grad besitzt. Man erkennt un-
mittelbar, daB jedes Element a %= 0 des Ringes R im Ring R[2, . .., Z.] ein
Polynom vom Grad Null ist. Wir treffen also auch hier auf denselben Sach-
verhalt wie im Fall der Polynome in einer Unbestimmten. Jedoch werden
wir — anders als bei den Polynomen in einer Unbestimmten — bei Poly-
nomen in mehreren Unbestimmten nicht vom hochsten Glied sprechen, weil
in einem derartigen Polynom mehrere Glieder den hochsten Grad, ja in
gewissen Fillen alle Polynomglieder denselben Grad besitzen konnen. So ist
z. B

o+ 7ot —3ata, +5af— 1

ein Polynom vom Grad Fiinf, das in 2} und z, 2§ 2wei Glieder vom Grad Fiinf
enthilt. Im Polynom

5zyz— 2%y + 4z (11)

z. B. besitzen simtliche Glieder den Grad Drei.

Ein Polynom f(2;, ..., ) = 0 aus R[2y, ..., 2,] heiBt homogen oder eine
Form vom Grad m, wenn simtliche Glieder den Grad m besitzen. Speziell heiBt
eine Form vom Grad Eins eine Linearform, eine Form vom Grad Zwei eine
quadratische Form, eine Form vom Grad Drei eine kubische Form. In diesem
Sinne ist das oben betrachtete Polynom (11) eine kubische Form in den Un-
bestimmten z, y, z.

Fiir Ringe R ohne Nullteiler gilt der folgende

Satz 19. Ist R ein Ring ohne Nullteiler, so ist auch der Ring R[z,, ..., ]
nullteilerfres.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, daB der behauptete Satz fiir den Fall
einer Unbestimmten gilt (§ 1). Es liegt daher nahe, den Beweis durch voll-
stindige Induktion zu fiihren.

Wir nehmen also an, daB der Ring R([z,, ..., Z.—1] der Polynome in n — 1
Unbestimmten nullteilerfrei ist, und zeigen, daB8 dann auch der Ring
Riz,, ..., %) keine Nullteiler enthilt. Das folgt aber unmittelbar daraus,
daB der Ring R[, , ..., ) gleich dem Ring der Polynome in der einen Un-
besti z, mit Koeffizi aus dem nullteilerfreien Ring R[%,, ..., %n_1]

ist.

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir jetzt leicht zeigen, daB auch der in § 1
angegebene Satz iiber den Grad des Produktes aus zwei Polynomen in einer
Unbestimmten entsprechend fiir Polynome in mehreren Unbestimmten gilt.

Satz 20. Uber jedem nullteilerfreien Ring R ist der Grad des Produktes zweier
Polynome aus R[x,, . . ., xx] gleich der Summe der Grade dieser Polynome.

Beweis. Wir beweisen den angegebenen Satz zunichst fiir homogene Poly-
nome. Dazu seien ¢(z1, ..., z,) und p(2y, . .., z;) Formen aus R[z,,..., %.]
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vom Grad m, bzw. m,:
p=d,zhzfr 24 A xRl 20k,
p=Byafiafi-e a4+ Batiafl... 20,
a+fit - Foi=m; g+t wj=m,
=12,...,k j=12,...,0).
Multiplizieren wir jedes Glied der Form ¢ mit jedem Glied der Form p, so er-
halten wir eine Summe aus Gliedern
Aiglzg(ﬂ}zlﬂwﬁ'i ceegoited (12)
wobei der Grad jedes dieser Summanden (in bezug auf alle Unbestimmten)
(@i +af) + B+ )+ -+ + (0 + w))
= (@it 0) + (0 + B+ o) =my my
ist. Wenn also gy == 0 ist, so verschwinden nicht alle Summanden (12) und
der Grad von @y ist gleich m, + m,. Der Fall, daB gy gleich dem Nullpolynom
ist, kann nicht eintreten, weil auf Grund von Satz 19 der Ring R[z,, ..., z,]
nullteilerfrei ist. Damit ist der behauptete Satz fiir Formen bewiesen.
Es bleibt zu zeigen, daB unsere Behauptung auch fiir beliebige Polynome
f(xy, ..., xs) und g(21,...,%a) aus R[2y, ..., 2,) gilt. Dazu sei f(z,, . . ., 2,)
ein Polynom vom Grad m; und g¢z, ..., ;) ein Polynom vom Grad m,.

Dann kénnen wir offenbar die Polynome f(zi,...,%,) und g(z1,..., z,)
folgendermaBen darstellen:

f(Zr, oo Zn) =@y (T1s e ooy Zn) F@r (F1, 0o s Za) o @ (21, ..., ),
G(Z1, ey Tn) = Pmy (T, e oo Ta) TP (Z1, -5 Ta) F oo, (2y, .., Za),

wobei ¢m,, @r,, - - . , @r, Formen vom Grad my, k,, ...,y und m,, r,, . . . , Pr,
Formen vom Grad my,k,, ..., r, sind und

my>k > o> bzw. my Sk, > >
gilt. Hieraus erhalten wir folgende Darstellung fiir das Produkt der Polynome:

fays oo s Za)g (@, s Tn) = @, (X5 - s Tn) Yy (Tys - oo, Tn) o0
e @ (B Za) P (T, e, Za) -

Dabei sind offenbar die Glieder hchsten Grades des Produktes

f(Xy, oo, ) g2y, ..., T0)
simtlich in dem Summanden

Pm, (L) -+ oy Xn) Y (Ty,y oo oo Xn) (13)
enthalten. Auf Grund des bereits Bewiesenen ist aber der Grad von (13) als
Grad des Produktes der Formen gm, (2,, ..., Z,) und 9m, (%, ..., %) vom

Grad m, bzw. m, gleich der Summe m, + m,. Daher ist auch der Grad des
Produktes f(2,, ..., Z)g(%y, ..., Zn) gleich m; +m,.
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Natiirlich 148t sich der soeben bewiesene Satz unmittelbar auch auf Pro-
dukte aus mehr als zwei Polynomen ausdehnen: Der Grad eines Produkies von
Polynomen aus R[z,, . .., z] st gleich der Summe der Grade dieser Polynome.

Genauso wie fiir Polynome in einer Unbestimmten kann man auch fiir
Polynome in mehreren Unbestimmten den Begriff des Wertes einfiihren. Dazu
sei f(z;,..., ;) ein beliebiges Polynom aus R[z,,..., 2,]. Setzen wir in
f(2y,...,%,) fiir die Unbestimmten z,,...,z, irgendwelche Elemente
€,...,¢, des Ringes R ein, so erhalten wir ein bestimmtes Element d des
Ringes R. Dieses Element wird der Wert des Polynoms f(z,, ..., x,) fir die
Werte 2, =c¢,, ..., Tn =¢, genannt und mit f(c,, ..., ¢,) bezeichnet.

Es ist unmittelbar klar, daB gleiche Polynome aus R[z,, ..., z,] fir die-
selben Werte der Unbestimmten dieselben Werte annehmen. Die Umkehrung
hiervon gilt nicht fiir beliebige Ringe R, wie wir schon im Fall der Polynome in
einer Unbestimmten gesehen haben. Jedoch gilt sie fiir unendliche Ringe R
ohne Nullteiler. Hierzu beweisen wir zunéchst den folgenden

Satz 21. Ist R ein unendlicher Ring ohne Nullteiler, so ist ein Polynom
f(2y, ..., xa) mit Koeffizienten aus R dann und nur dann gleich dem Null-
polynom, wenn es fiir alle Werte der Unbestimmten den Wert Null annimmt.

Beweis. Wenn f(x,, ..., .) gleich dem Nullpolynom ist, so verschwinden
simtliche Koeffizienten, so daB das Polynom f(z,, . . ., #,) fiir alle Werte der
Unbestimmten wirklich den Wert Null annimmt.

Es mége nun umgekehrt f(z,, . .., z,) fiir alle Werte der Unbestimmten den
Wert Null annehmen. Durch vollstindige Induktion nach der Anzahl der
Unbestimmten zeigen wir, daB dann f(z,, ..., Z») gleich dem Nullpolynom
ist. Fiir den Fall einer Unbestimmten (d. h. fiir n = 1) haben wir dies bereits
in § 3 bewiesen. Wir nehmen nun an, die angegebene Behauptung gelte fiir
n — 1 Unbestimmte, und zeigen, daB sie dann auch fiir » Unbestimmte
richtig ist. Dazu beachten wir wieder, daB sich jedes Polynom f(z,, ..., %)
in der Form

flzy, ... s Zn) =8 (Ty, oo, Tac1) F 0y (Zy, ..oy Tnay) Tn
+otam(y, ., Tao) 2]
darstellen liBt, wobei die Koeffizienten a;(%, ; . . . , ») Polynome in den n — 1
Unbestimmten z;,..., 2,1 sind. Setzen wir hier fiir die Unbestimmten
Zy,...,%y_1 irgendwelche Werte b,,...,b,_1 ein, so erhalten wir ein
Polynom in der einen Unbestimmten z, mit Koeffizienten aus dem Ring R:

Gobys- -2 a1) -+ @By e s ba ) @nt e OBy ee o ba )2l (14)
Da nun das Polynom f(x,, . . ., ,) fiir alle Werte der Unbestimmten z,, ..., %,
den Wert Null annehmen sollte, muB das Polynom (14) fiir alle Werte der Un-
bestimmten z, den Wert Null annehmen. Daraus folgt auf Grund der Giiltig-
keit von Satz 21 fiir Polynome in einer Unbestimmten, da8

ao(bys - s b)) =0, ..., Gn(dy,...,ba1)==0 (15)
ist. Weil nun die Werte b, , . . . , b,_; ganz beliebig gewiihlt waren, verschwinden
also die Polynome a;(,, ..., Zs) fiir beliebige Werte der Unbestimmten
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&), ..., Tn_1. Daher ist nach Induktionsannahme
(%), ..., 2,1)=0, ..., @m(®y, ..., ZTn1)=0

und f(x,, ..., Z,) gleich dem Nullpolynom.

Aus dem zuletzt bewiesenen Satz ergibt sich weiter der

Satz 22. Ist R ein unendlicher Ring okne Nullteiler, so sind Polynome aus
Rlz,, ..., x,] dann und nur dann gleich, wenn ihre Werte fiir beliebige Werte
der Unbestimmten iibereinsti

Beweis. Wenn die Polynome f(z,,..., #,) und g(z;, ..., %,) gleich sind,
so stimmen — wie wir bereits bemerkt haben — ihre Werte fiir alle Werte der
Unbestimmten iiberein, unabhiingig davon, ob nun R ein unendlicher Ring
ohne Nullteiler ist oder nicht. Es geniigt also zu zeigen, daB auch die Um-
kehrung hiervon gilt. Wir setzen also voraus, daB die Werte der Polynome

f(xy,..., %) und g(,,...,2,) fir alle Werte der Unbestimmten iiberein-
stimmen. Dann nimmt die Differenz
flay, ooy @n) —g(Zy, ..., Ta)

fiir beliebige Werte der Unbestimmten den Wert Null an, so daB sie auf Grund
von Satz 21 gleich dem Nullpolynom
f(@yy e ees Tn)—g(2;, ..., 20)=0
ist, d. h., esist f(z),..., %) =g(x;,..., 2a).
AbschlieBend bemerken wir, daB man mit annihernd den gleichen Uber-
legungen, die wir hierfiir bei den Polynomen in einer Unbestimmten ange-
wendet haben, zeigen kann, daB aus

f(@y, oo Za) 92y, . Za)=R(y, ..., 2),
f(xy, oo, 2a)g(zy, ..., ) =k(2y,..., %a),
die Giiltigkeit von
fers s e Fg(ers s e)=h(cr, ... ), }
flers - sen) gy, ooy ca)=k(cy, .- ¢n)

fiir beliebige Werte z, =¢,, ..., 2, =¢, der Unbestimmten folgt.
Unter Beriicksichtigung der Beziehungen (16) und des Satzes 22 ergibt sich,
daB fiir unendliche nullteilerfreie Ringe R die algebraische und die funktionale
Auffassung auch bei den Polynomen in mehreren Unbestimmten gleichwertig

sind. Die diesbeziiglichen Uberlegungen verlaufen im wesentlichen genauso
wie fiir Polynome in einer Unbestimmten.

(16)

§ 12. Der Korper der algebraischen Briiche

Der Begriff des Polynoms ist ein Spezialfall des Begriffs des algebraischen
Bruches. Wir wollen in diesem Paragraphen zunichst eine genaue Definition
der algebraischen Briiche geben und anschlieBend kliren, unter welchen Be-
dingungen man die algebraischen Briiche als Funktionen ansehen kann.

Es sei K ein beliebiger Korper. Im vorangehenden Paragraphen haben wir
gesehen, daB die Menge K[z, ..., 2.]) der Polynome in den Unbestimmten
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Zy, . .., T, einen kommutativen Ring ohne Nullteiler bildet. Es ist unmittelbar
klar, daB K[z,,..., x,] kein Korper ist, denn es ist nicht jedes gegebene
Polynom durch jedes andere Polynom teilbar. So ist z. B. fiir ein von 0 ver-
schiedenes Element @ aus K das Polynom 2%+ a nicht durch das Polynom
2} + a teilbar, denn der Grad des Polynoms z} -+ a ist kleiner als der Grad des
Polynoms z§ -+ a. Bei den folgenden Uberlegungen wollen wir zunichst vor-
aussetzen, daB es einen Korper £ gibt, der den Ring K[z, ..., Z,] als Unter-
ring enthilt. Dann gibt es in 22 zu gegebenen Polynomen

(%, ooy %) und g(zy, ..., Za) =0
aus K[z,, ..., 2,) ein Element «, das Losung der Gleichung
g(®1, - Za)2=f(2y, ..., Tn)
ist. Wir wollen diese Losung im folgenden mit

f@iyeee, n)
g{%ryoey Zn)

bezeichnen und einen algebraischen Bruch iiber dem Kérper K in den Unbe-

stimmien z,, ..., z, nennen. Das Polynom f(z,,...,z,) wird der Zihler
dieses Bruches und das Polynom g(2,, ..., Z,) der Nenner dieses Bruches
genannt.

Aus den allgemei Korpereigenschaften folgt unmittelbar, daB fiir die

vier Grundrechenarten fiir algebraische Briiche die bekannten Gesetze der
Bruchrechnung gelten, d. h.:
1. Es ist dann und nur dann
fx(xxw--»zn)zfﬂ(zn"wzn)
G (Zrseen, @n) Gal@y, .0, 20)

wenn
Fi(®s e, Ta)ga @y, o, Za)=fo (21, ..., Ta)Gy (2, ..., Ta);

2 f1(31)---:xu)_Lf:(zn---,In)
(@, ) ' G (Ey,. e, Za)
=fn(21.---,xn)h(tn---,1n)+f=(=vn-~-.zn)y;(=¢1.-~~,¢n),
G1(Z1ye ey Zn) G2 (21,00, Zn) ’

3. Ji(Z1s0 0, %n) fn(zln~-v1n):f1(xn---:zn)fi(zxwu.zn)_

D@ 2n) G2(Zy,een, 20 Q@00 Z0) 02 (21,000, %)’

Nl osZa) fo(@iseeos®a)  fil@isees Zn)ga(Zryo -, Za) |
(@, Zn) G (Zry e, Zn) Q1@ ) S (F, e 2n)]
(fa(=ys - . . 22) #0) .
Wir beschriinken uns hier auf den Beweis von 1., wobei wir zur Abkiirzung
fir fy(2y,..., %), 91(%y,..., 2n), ... einfach f,, g,, ... schreiben.
Es sei also

A_h_,
9 0
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Dann gilt nach Definition des algebraischen Bruches:
fe=f, Goa=f.
Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit g, und die zweite Gleichung
mit g,, so erhalten wir:
e =he, 0ge=/a,
woraus sich unmittelbar f,g, = f,g, ergibt.
Es sei nun umgekehrt f, g, = fog; und g, = f, . Wir zeigen, dafl dann « auch
Losung der Gleichung g,z = f, ist. Dazu multiplizieren wir beide Seiten der
Gleichung ¢, = f; mit g, . Dann erhalten wir:

91920=f19z.
Da nun f,g, = f,g, sein sollte, konnen wir auf der rechten Seite dieser Glei-
chung f,g, durch f,g, ersetzen, was uns auf

919:0= a9y
fiithrt. Da nun g, = 0 ist, konnen wir in der letzten Gleichung durch g, kiirzen

und erhalten g,a = f,. Hieraus folgt, daB « = !7 , also 'f— ——f—‘— ist.

Aus den Elgenschaften 1. bis 4. folgt, daB die Menge aller algebraischen
Briiche iiber X einen Unterkorper des Korpers £2 bildet. Diesen Korper wollen
wir im folgenden mit 4 bezeichnen und den Korper der algebraischen Briiche

dber K in den Unbestimmien z,, ..., x, nennen.
Im vorangehenden haben wir K[z, ..., #,] als Unterring eines gegebenen
Korpers 2 betrachtet. Daneben wird im allgemeinen K([z,,..., z,] auch

Unterring noch anderer Korper sein. Hieraus ergibt sich naturgemifl die
Frage, wie der Korper der algebraischen Briiche als Unterkorper eines ge-
wissen anderen Korpers ' beschaffen ist. Wir wendew zeigen, daB der Korper
der algebrs.lschen Briiche in bezug auf den Karper Q' (bis auf Isomorphle)
derselbe ist, wie der in bezug auf den Kdrper £ gebildete. Es gilt also, mit
anderen Worten, der folgende

Satz 23. Wenn es zum Polynomring K(z,, . .., ,) iberhaupt einen Korper
der algebraischen Briiche gibt, so gibt es (bio aaf Isomorphie) auch nur einen
derartigen Korper.

Da wir bisher nicht wissen, ob es einen Kdvpergibt, der den Ring K [7, . . ., 2]
als Unterring enthilt, haben wir im angegelienen Satz vorsorglich voraus.
gesetzt, daBl es wenigstens einen Korper der algebraischen Briiche gibt.

Beweis. Es sei K[x,,..., 2,] sowohl Unterring des Kérpers 2 als auch
Unterring des Korpers £'. Dann soll unter 4 der Kécper der algebraischen
Briiche in bezug auf 2 und unter A’ der Korper der algebraischen Briiche in
bezug auf £’ verstanden werden. Fiir gegebene Polynome f(z,, ..., ;) und
g(xy, ..., x,) == 0aus K[z, ..., x,) verstehen wir unter « bzw. x’ die Losung
der Gleichung

. gz =f )
in 4 bzw. 1", Dana erhalten wir in
a - o 2)
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eine Zuordnung zwischen den Elementen « des Kérpers 4 und den Elementen
o’ des Korpers A’. Es zeigt sich nun, daB diese Zuordnung nicht nur eindeutig,
sondern sogar umkehrbar eindeutig ist. Denn wenn der Losung f der Glei-

chung
nz=h 3)
dasselbe Element «’ entspricht wie dem Element «, so bedeutet dies, daB die
Gleichungen (1) und (3) in A4’ dieselbe Losung o’ besitzen. Daher muB auf
Grund der Eigenschaft 1. der algebraischen Briiche
fan=hg 4)
sein. Hieraus folgt aber wiederum nach 1., da8 § =« ist.
Ferner ist jedes Element o’ aus A’ einem gewissen Element « aus 4 zu-
geordnet.
Damit ist gezeigt, daB durch (2) eine umkehrbar eindeutige Abbildung von 4
auf A’ erklart wird. Es bleibt zu zeigen, daB diese Abbildung sogar ein Iso-
morphismus ist.

Dazu seien o und f beliebige El te aus 4, die Losungen der Gleichungen
nz=h (@+0) (5)

bzw.
g22=l (9, 0) (6)

im Korper A sein mogen. Die Losungen dieser Gleichungen im Kéorper 4
mogen mit &’ bzw. f’ bezeichnet werden, so daB also

a—a, f>f
gilt. Auf Grund der Eigenschaft 2. der algebraischen Briiche ist nun die Summe
o+ f Losung der Gleichung

n92=he+ha (7)
im Kérper 4. Bezeichnen wir mit y’ die Lésung von (7) im Kérper 4’, so gilt
also:
atf =y .

Da nun — gleichfalls wegen Eigenschaft 2. — auch «'4-§’ eine Losung der
Gleichung (7) in A4’ ist, erhalten wir auf Grund der Eindeutigkeit der Losung
von (7), daB ' =o' + B’ ist, woraus sich unmittelbar

at+f o' +p
ergibt. Entsprechend beweist man unter B g der Eigenschaft 3. der
algebraischen Briiche, daB auch af —«'f’ gilt. Damit ist gezeigt, daB die
Korper 4 und 4’ isomorph sind.

Wir weisen darauf hin, daB bei dem Isomorphismus (2) jedes Polynom aus
K [z,,...,a,) sich selbst zugeordnet ist, d. h. f—f gilt. Denn offenbar ist
jedes Polynom f(x,, ..., x,) Losung der Gleichung

l.z2={,
wobei 1 das Einselement des Korpers K ist. Diese Gleichung besitzt aber so-
wohl im Kérper 4 als auch im Korper A" die Losung f.
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Bisher haben wir nur gezeigt, dafl es, wenn es zu einem gegebenen Polynom-
ring K [,,..., ,) liberhaupt einen Kérper der algebraischen Briiche gibt,
auch nur einen derartigen Korper gibt. Wir wollen als nichstes zeigen, daB die
angegebene Voraussetzung stets erfiillt ist.

Satz 24. (Uber die Existenz des Kérpersder algebraischen Briiche).
Zu jedem Polynomring K [z,,...,%.] gibt es einen Korper der algebraischen
Briiche.

Beweis. Es sei M die Menge aller geordneten Paare (f, g) von Polynomen
f=f(x,...,%,) und g=g(2;,...,2,) +0 aus K[z,,...,2,]. GemiB der
Eigenschaft 1. der algebraischen Briiche fithren wir fiir diese Paare (f, g) eine
Aquivalenzrelation ein, indem wir dann und nur dann (f;, ¢;) ~ (f, g,) setzen,
wenn f,g;=f, g, ist. Man zeigt leicht, daB man auf die angegebene Weise tat-
sichlich eine Aquivalenzrelation in der Menge M erhilt.

Da nimlich stets f, g, =1, g, ist, gilt (f,, ) ~ (f;, 1), d. h., die betrachtete
Beziehung zwischen den Paaren ist reflexiv.

Da die Gleichung f,g;=/f,9; mit f,g,=/,g, gleichwertig ist, folgt aus
(h»91) ~ (fa, g2) unmittelbar (f;,g;) ~ (f;,9:), d. h., die betrachtete Beziehung
ist symmetrisch.

‘Wenn schlieBlich (f,, g,) ~ (f5, 9;) und (f;, g;) ~ (fs, g5) ist, so gilt:
ho:=han (8)
und
fags=1Isg:- (9)
Multiptizieren wir beide Seiten der Gleichung (8) mit g, und beide Seiten der
Gleichung (9) mit g,, so erhalten wir:
ho0s=hond hLogs=hog,
und demit
hoe9s=fsg1 02
Kiirzen wir schlieBlich die zuletzt erhaltene Gleichung durch g,, so erhalten wir
f19s = f3g1, d. b, aus (£, 9)) ~ (f2, 92) und (f,, go) ~ (fa, g5) folgt:
(hg) ~ (f3,93),
womit gezeigt ist, daBl die betrachtete Bezichung auch transitiv ist.

Die Beziehung besitzt also alle Eigenschaften einer Aquivalenzrelation. Da-
her bestimmt sie eine Einteilung der Menge M in Klusse niiquivalenter Paare.!)
Bezeichnen wir die Klasse, die das Paar (f, g) enthilt mit 7" , so gilt offenbar
H_h

Faars dann und nur dann, wenn f,g, = f,g, ist.
1 £

: . .
) Vgl. EdEM, Bd. I, I. W. PRoskURIAKOW, Mengen, Gruppen, Ringe und Kérper;
die theoretischen Grundlagen der Arithmetik. e TPers
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In der Menge A aller dieser Klassen 1 konnen wir nun leicht eine Addition

und eine Multiplikation erkliren, beziiglich denen die Menge 4 einen Kérper
bildet. Dabei legen es die Eigenschaften 2. und 3. der algebraischen Briiche
nahe, daB man die Summe und das Produkt von Klassen durch

Lo h_hethe

(10)
91 0 0192
é.fl:-&fl (11)
9 92 D19

definiert. Wir wollen zeigen, dafl diese Definitionen ,,verniinftig® sind. Dazu
beachten wir, dal wegen g, == 0 und g, 3= 0 (in der Menge M waren ja nur
Paare (f, g) aufgenommen, fiir die g 5= 0 ist) auch g,g, & 0 ist, so daB die auf
der rechten Seite von (10) und (11) stehenden Ausdriicke einen ganz be-
stimmten Sinn haben. Weiterhin ist unmittelbar klar, daB die Ausdriicke auf
der rechten Seite von (10) bzw. (11) nicht von der speziellen Wahl der Re-
prisentanten aus den auf der linken Seite stehenden Klassen abhiingen. Es sei

hov
9 ¢ 12

‘Wir wollen untersuchen, was mit der Summe h + ] und dem Produkt ? ‘?

1 1 3

geschieht, wenn wir dort‘z—' durch :}—, ersetzen. Aus (12) folgt zundchst, daB
1

he=va a3
ist. Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (13) mit g,, so erhalten wir:

hoap=¥0:0: -
Addieren wir zu dieser Gleichung das Produkt f,g,¢, so ergibt sich:

hee + oo =va9; +hae,
(h9: +F0)9 = (vg: +F9)01 -

Indem wir schlieBlich noch beide Seiten der zuletzt erhaltenen Gleichung mit g,
multiplizieren, erhalten wir:

(he: + 199 = (yg: + 9)919: - (14)
Die Gleichung (14) besagt aber gerade, dafi
fi9s +f:_!1_1='l’ﬂx+fi‘1’
Nfa P9
ist. Entsprechend erhilt man, wenn man beide Seiten der Gleichung (13) mit
f2g, multipliziert:
hh99 =9 0192
d. h. fifs _vh
N 99
In analoger Weise zeigt man, daB sich auf der rechten Seite von (10) bzw. (11)
dieselben Klassen ergeben, wenn man an Stelle des Paares (f,, g,) einen anderen

Repriisentanten der K!asse';—‘ wiihlt.
2
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Wir beweisen nun, daB die Menge aller Klassen in bezug auf die eben er-
klirten Verkniipfungen einen Korper bildet. Dazu haben wir die Giiltigkeit
der einen Korper charakterisierenden Axiome nachzuweisen. Da der Beweis
fiir alle Korperaxiome in derselben Weise verliuft, beschrinken wir uns hier
auf den Beweis des assoziativen Gesetzes fiir die Addition. Offenbar ist

AL (? BY_fi  SedstSsgs f19:9:+f2010:+Ss010s.
y1+ 1+Fs) 91+ Y 91929s ’
hoo h\  fi_het+feg  fi fi19:9s 420105 +f:910.
(Un +7:)+93 0192 +gs 910305 .
Da wir in beiden Fillen zu demselben Endergebnis gelangen, ist also
Loy B _(Ly S\, fo
2% +(ﬁ +9;) - (ﬂl+i:) +V:| '

Wir behaupten weiter, dafl der so konstruierte Korper gerade der gesuchte

Korper der algebraischen Briiche ist. Hierzu geniigt es offenbar zu zeigen,

daB der Korper 4 einen zum Ring K[2,, ..., Z,] isomorphen Unterring
besitzt.
I

Dazu betrachten wir im Korper die Gesamtheit aller Klassen der Form <,

wobei 1 das Einselement des Koérpers K ist, und ordnen jedem Polynom f
aus K [z,, . . ., 2,] die Klasse ‘% zu, die mit Hilfe des betrachteten Polynoms f
gebildet ist. Es zeigt sich, daB die Zuordnung

i-1 (15)

eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Ringes K[z,, ..., 2,] auf die
Menge aller Klassen der Form i ist. Zuniichst ist nimlich unmittelbar klar,
daB verschiedenen Polynomen f, und f, aus K [, ..., @] verschiedene
Klassen %:}:I—l' entsprechen. Wiire dies nimlich nicht der Fall, so miiite auf

Grund der Definition der Gleichheit von Klassen f,-1=/f,-1 sein, d.h.
fy="1. gelten, was unserer Voraussetzung widerspricht. Weiter ergibt sich
unmittelbar, daB die umkehrbar eindeutige Zuordnung (15) sogar ein Iso-
morphismus ist. Wenn namlich
hol pok

gilt, so gilt auch:
f1+fz_fx'1+fz' _./_1 f:

T = 11 =17

f1+’2 - 1.1

T
Also bildet die Menge aller Klassen der Form — einen Unterring des Korpers 4,

1
der dem Ring K([z,, ..., z,] isomorph ist, und wir brauchen nicht die
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Klassen vaon den entsprechenden Polynomen f zu unterscheiden. Da schlisB-

lich die Klasse % inverses Element der Klasse L ist, konnen wir wegen

1
f1_7
1 g9
jede Klasse gi, d. h. jedes Element des Korpers 4 als Quotienten der Polynome
f und g 3= 0 aus dem Korper K[z,, ..., x,] ansehen, d.h., der Korper 4
ist der Korper der algebraischen Briiche fiir den Ring K [z, ..., 2,], womit
der behsuptete Satz bewiesen ist.

Nachdem wir uns von der Existenz des Korpers der algebraischen Briiche
fiir den Polynomring K[z, ..., ] iiberzeugt haben, wollen wir diesen
Korper im folgenden durch K(z,, ..., ) (die Unbestimmten in runden,
nicht in eckigen Klammern!) bezeichnen.

Wir wollen uns jetzt der Frage nach der funktionalen Auffassung der al-
gebraischen Briiche zuwenden. Dabei wollen wir zunichst die algebraischen
Briiche in einer Unbestimmten betrachten.

Es sei

_9(@)

r(z) = @ (16)
ein beliebiger algebraischer Bruch aus K (z). Es soll erklirt werden, was wir
unter einem Wert des algebraischen Bruches r(z) verstehen wollen.

Zunichst werde bemerkt, daB wir Zihler und Nenner von (16) stets
als zueinander teilerfremd annehmen konnen. Besitzen niamlich f(z) und g()
einen groBten gemeinsamen Teiler D(2), dessen Grad groBer als Null ist,
80 ist

@) =h=)D(2), g(x)=g,(x)D(2),
wobei f,(z) und g, (z) teilerfremde Polynome sind. Dann ist aber auf Grund
der Definition der Gleichheit von algebraischen Briichen
Jiﬂ zfx(z)
g(z) g (2)°
Also bedeutet es keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir in (16)
die Polynome f(z) und g(z) als zueinander teilerfremd annehmen.

Es sei nun ¢ ein beliebiges Element des Korpers K, fiir das g(c) == 0 ist.
Unter dem Wert r(c) des Bruches r(z) fir x =c soll dann der Quotient %c)—)
der Werte der Polynome f(x) und g(x) fiir  =c¢ verstanden werden. Auf
Grund dieser Definition ist es klar, daB jeder Wert r(c) des Bruches r(z)
ein gewisses Element des Korpers K ist.

Weiterhin ergibt sich: Sind algebraische Briiche r,(x) und ry(x) gleich, so
stimmen ihre jeweiligen Werte fiir alle Werte der Unbestimmten z, fir welche
die Nenner der Briiche ry(x) und r,(z) nicht verschwinden, iiberein.

Denn ist
n@=R" @0

r{x)=
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und 7, (%) = r,(x), so gilt auf Grund der Definition der Gleichheit von al-
gebraischen Briichen:

h(2)g2 (%)= fo(2)g1 ().

Wenn also ¢ ein beliebiges Element des Kérpers K ist, fiir das
g1(0)#+0 und gy(c)==0

gilt, so erhalten wir hieraus fiir z =c:

h(0g:(c)=Ffa()gy(c),
woraus sich auf Grund der Eig haften des Quotienten von El t
des Korpers K

fule) _ fale)

n(e)  gil0)

ergibt.
ngVir wollen nun zeigen, daB fiir unendliche Korper K auch die Umkehrung
hiervon richtig ist: Stimmen die Werte der algebraischen Briiche r,(x) und
ro(2) fiir beliebige Werte der Unbestimmten z, fir welche die Nenner der be-
trachteten Briiche nicht verschwinden, jeweils iberein, so sind die Briiche r,(z)
und ry(x) gleich.
Beweis. Es sei
H(e) __falo)
7i1(0)  gale)’
wobei ¢ ein beliebiges Element des Kérpers K ist, fiir das die Nenner g, (z)
und g,(z) von Null verschieden sind. Dann ist stets

JROIACESACEACR a7

Da K unendiich ist und die Gleichungen ¢, (z) = 0 und g,(x) = 0 im Kérper
K nur endlich viele Wurzeln besitzen, gilt die Gleichung (17) fiir unendlich
viele Elemente ¢ des Korpers K. Hieraus folgt, daB die Polynome

fi(2)gz(x) und fo(2)gy(2)

gleich sind, d. h.
h(@)g (2)=f,(2)g; (2)
gilt. Auf Grund der Definition der Gleichheit von algebraischen Briichen ist

dann aber
hHiz) =f 2 (%)
9:(2)  9:(2)

»

was zu beweisen war.

Ersetzt man in einem gegebenen algebraischen Bruch r(z) =£—%} aus K ()
die Unbestimmte z durch irgendein Element ¢ des Kérpers K, fiir das der
-Nenner g(x) nicht verschwindet, so erhilt man ein wohlbestimmtes Element
7(c) aus K. Auf diese Weise entspricht jedem algebraischen Bruch r(z) aus
K (z) eine wohlbestimmte Funktion eines Argumentes £, die fiir alle Werte =
erklirt ist, fiir welche der Nenner g(z) des Bruches »(z) nicht verschwindet.
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Wir erhalten also eine Zuordnung
r(z) »r(§), (18)
wobei r(£) die dem algebraischen Bruch 7(x) entsprechende Funktion ist.
Man nennt jede derartige Funktion r(£) eine rationale Funktion iber dem
Korper K.
Vermége der Zuordnung (13) konnen wir leicht Addition und Multiplikation
fiir rationale Funktionen erkliren. Sind
fil=z) _f(®
M@= O 5@
beliebige algebraische Briiche aus K (x), so soll unter r,(§) + 7,(£) diejenige
rationale Funktion verstanden werden, die der Summe 7, (2) -+ ry(x) der be-
trachteten algebraischen Briiche entspricht, wihrend 7, (£)r,(£) die gemiaf
(18) dem Produkt r,(x)7,(x) zugeordnete rationale Funktion sein soll. Die
angegebene Definition der Addition und Multiplikation von rationalen Funk-
tionen unterscheidet sich etwas von den iiblichen Definitionen dieser Ver-
kniipfungen von Funktionen. So ist z. B. in unserem Sinn

E— Dt eip=E—1, 19)

wihrend im iiblichen Sinne die Funktion (£ —1)2- E%l von der Funktion

& — 1 verschieden ist, weil die zweite genannte Funktion fiir alle Werte des
Argumentes & erklirt ist, wihrend die zuerst genannte Funktion fiir § =1
nicht definiert ist.

Nachdem wir auf die angegebene Weise die Addition und Multiplikation
von rationalen Funktionen iiber einem Korper K erklirt haben, kénnen wir
jetzt leicht zeigen, daB iiber einem unendlichen Kérper K die algebraische
und die funktionale Auffassung der Briiche in gewissem Sinne zusammen-
fallen; es gilt also der

Satz 25. Ist K ein unendlicher Korper, so bildet die Menge der rationalen
Funktion r(£) iiber K in bezug auf die angegebene Addition und Multiplikation
von rationalen Funktionen einen Korper, der dem Kérper K (x) der algebraischen
Briiche isomorph ist.

Beweis. Zuniichst zeigen wir, daB die Zuordnung (18) nicht nur eindeutig,
sondern sogar umkehrbar eindeutig ist. Dazu nehmen wir an, daB den al-
gebraischen Briichen

fi(=) Jfa(@)

@)= (%)
dieselbe rationale Funktion 7 (&) iiber K entspricht, d. h.
n(z) >r), n(@) >r@)

gilt. Dann ist 7, (c) =r,(c) fir beliebige Elemente ¢ des Kérpers K, fiir die
die Nenner g, (z) und g,(z) der Briiche ,(z) und () nicht verschwinden.
Daraus folgt auf Grund der friiheren ’(}berlevunrven, daB wegen der Un-
endlichkeit des Korpers K die betrachteten algebraischen Bruche gleich sein
miissen. daB also 7, (%) =r,() gilt.

und 7,(2)=
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Ferner folgt aus der Definition der Summe und des Produktes von rationalen
Funktionen, daf die Beziehungen
1y (@) + 1y(2) =1 (§) +r2(8),
ry (@) 1y () > 1y (£) 72 (&)
bestehen. Hiermit ist gezeigt, daB8 die Zuordnung (18) ein Isomorphismus
zwischen dem Korper K (z) und der Menge der rationalen Funktionen r(&)
iiber K ist. Daher bildet die Menge der rationalen Funktionen einen zu A (z)
isomorphen Korper, was zu beweisen war.

Auf Grund des zuletzt bewi Satzes brauchen wir im Fall eines un-
endlichen Kérpers K nicht mehr zwischen den algebraischen Briichen und
den rationalen Funktionen zu unterscheiden!) und kénnen im betrachteten
Fall das Argument & mit demselben Buchstaben wie die Unbekannte z be-
zeichnen.

Auch die algebraischen Briiche in mehreren Unbestimmten iiber einem
unendlichen Korper K kann man in entsprechender Weise mit den rationalen
Funktionen in mehreren Verinderlichen identifizieren. Der Beweis hierfir
verlduft entsprechend dem b Beweis fiir die algebraischen Briiche
in einer Unbestimmten. Auf eine Durchfithrung dieses Beweises soll hier ver-
zichtet werden.

§ 13. Symmetrische Funktionen

Im vorliegenden Paragraphen wollen wir eine wichtige Klasse von al-
gebraischen Briichen, die sogenannten symmetrischen algebraischen Briiche,
auch symmetrische Funktionen genannt, behandeln.

Es sei R ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Einselement e == 0.

Ein Polynom f(zy, ..., #,) iitber R in den # Unbestimmten z;, ..., Z., das
bei jeder Permutation der Unbestimmten zi,...,z, unverindert bleibt,
nennt man ein symmetrisches Polynom. In diesem Sinne ist

F(y, 2, @) == 2ty + 2y 2§ - 2 2y + 2y 2 2f 2y 2y 23 (1)

ein symmetrisches Polynom; denn man iiberzeugt sich leicht, daB es sich
bei keiner Permutation der Unbestiminten andert, d. h., es ist

2y, 2y, 2) = f(35, 2, 1) = [ (25, 2y, Tg) = [ (%, Ty, 27)
=f(ey, 23, ) =f(az, 21, 1,).
So erhalten wir z. B. das Polynom
fag, 2y, 7) = 2§, + T3 25 + 232, + vy 2} + G+ 2,9, 2)
wenn wir in der Darstelluny (1) des Polynoms f(z,, z,, x,) die Unbestimmte
%, durch die Unbestimmte x; ersetzen, die Unbestimmte z, ungesindert lassen
und fiir die Unbestimmte x; die Unbestimmte z, setzen. Ein Vergleich von (1)
und (2) zeigt, daB sich die erhaltenen Ausdriicke nur in der Reihenfolge der
Glieder und der Reihenfolge der Unbestimmten in den einzelnen Gliedern

?) Dies -allerdings nur in bezug auf die algebraischen Operationen.
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voneinander unterscheiden, so da8 tatsichlich f(z;, z,, 2)) =f(2,, %,, x3)
ist.
Ein algebraischer Bruch

F(@see oy @)
g(®r, ey )’
dessen Zihler f(xy, . . ., %) und dessen Nenner g (%, . . ., Zx) 3 0 symmetrische

Polynome iiber einem gegebenen Koérper K sind, nennen wir einen symmetri-
schen algebraischen Bruch oder auch eine symmetrische Funktion iiber dem
Korper K.

Da sich die symmetrischen Funktionen in der angegebenen Weise durch
symmetrische Polynome darstellen lassen, beschrinken wir uns im folgenden
auf die Untersuchung der grundlegenden Eigenschaften der symmetrischen
Polynome.

Die symmetrischen Polynome spielen z. B. bei der Lésung der folgenden
Aufgabe eine wesentliche Rolle. Es sei

fe)=2"+a 2" 4.4 a,=0 (3)
eine algebraische Gleichung vom Grad » mit Koeffizienten aus einem Korper
K, deren Leitkoeffizient Eins ist und die im Korper K die Wurzeln

01, d2y v e 5 0n

besitzt. Zu bestimmen sind die Koeffizienten a; der betrachteten Gleichung
Wir haben frither gesehen (§ 8, Seite 192), daBl die Koeffizienten von (3)
gemiB den ViETAschen Formeln durch die Wurzeln von (3) festgelegt sind:

o =—(m+oz+ o),
az= (o s to1 ag -+ +otn_1 o),
ag=— (o1 oz a3+ 03 4+ - 0n_2 An_1 %n) 5 4)

ay=(—1)Va1ag-otu.

Entsprechend diesen Formeln bilden wir die folgenden Polynome in » Un-
bestimmten:

oy=z+z+t 2.,

Gr=2122+ T3+ +Tn1%a, @)

Cr=X1 %2~ Xy .

Man sieht leicht, daB die Polynome (5) symmetrisch sind. Dazu brauchen
wir nur zu beachten, daB die Beziehungen (4) nicht davon abhiingen, in welcher
Reihenfolge wir die Wurzeln «;, a,, ..., o; numerieren. Wiirden wir z. B.
der Wurzel o, die Nummer 2 und der Wurzel o, die Nummer 1 geben, so hitte
dies keinen EinfluB auf die Formeln (4), da es bei ihrer Herleitung vollkommen
gleichgiiltig ist, welche der Wurzeln man mit «;, welche man mit «,, usw.
bezeichnet.
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Die Polynome (5) nennt man die el Y trischen Funkit in den
n Unbestimmten 2y, ..., Za.

Sie spielen in der Theorie der symmetrischen Funktionen eine groBe Rolle,
denn es gilt der folgende

Hauptsatz iiber symmetrische Polynome. Jedes symmeirische
Polynom /(z,, Ceay z,.) in n Unbestimmi mit Kuz,,' tenten aus dem Ring R
kann als ein Poly in den el £ trischen Funkti 01,02, « - +; Ony
dessen Koeffizienten demselben Ring R angehoren, dargestellt werden;

f(xr, ..., 2)=g(01,...,0n),

Wobei g(0y, ... ,0n) ein Polynom iiber R in o1, 03,...,0, 18t

Es gibt fiir diesen wichtigen Satz sehr viele Beweise. Wir wollen hier einen
Beweis vorfilhren, der sowohl in theoretischer als auch in praktischer
Hinsicht hinreichend einfach ist. Dazu fithren wir zunéchst fir die Glieder
eines Polynoms eine Anordnung — wir wollen sie lezikographische An-
ordnung nennen — ein, fiir die wir einen wesentlichen Hilfssatz beweisen.

Esseif(x1, . . ., Za) ein beliebiges Polynom (das nicht notwendig symmetrisch
zu sein braucht). Sodann seien

Az oo ®
und
Bafafe - ol ™

zwei beliebige Glieder dieses Polynoms. Sind die Exponenten der Unbestimmt,
z, in (6) und (7) voneinander verschieden, so soll dasjenige der betrachteten
Glieder, dessen Exponent von z, der groBere 1st dem anderen in der lexiko-
gr&phlschen Anordnung vorangeh ti gen die Exponenten von
x, der betrachteten Glieder ﬁberem withrend d:e Exponenben von z, von-
einander verschieden sind, so geht dasjenige Glied in der lexikographischen
Anordnung voran, das den groBeren Exponenten von z, besitzt, usw. Ist
allgemein o; — f; die erste von Null verschiedene Differenz, so soll also im
Fall oy — B; > 0 das Glied (6) dem Glied (7) vorangehen, dagegen im Fall
o;— Py < 0 das Glied (7) dem Glied (6) vorangehen.

Beispiel 1. Welches ist das lexikographisch erste Glied des Polynoms
f(@1, 22, 23) =82y 222§ + 2f 22+ 2 2§ 23 — 2} 2k ?

Im Sinne der lexikographischen Anordnung steht das Glied 8 z, z, 2§ hinter
dem Glied z}x,, das seinerseits hinter dem Glied a}a%z; steht, wihrend
o4 2§ 2® hinter — 24 2 2} steht. Daraus folgt. daB — x4 z32% das lexikographisch
erste Glied des betrachteten Polynoms ist.

Der Leser sei darauf hingewiesen, daB das erste Glied im Sinne der lexiko-
graphischen Anordnung keineswegs das Glied héchsten Grades zu sein braucht.
So besitzt im betrachteten Beispiel das Glied 8z, zwar den hdchsten
Grad, steht aber im Sinne der lexikographischen Anordnung an letzter Stelle.
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Lemma. Das lexikographisch erste Glied des Produktes der Polynome
f(®y, oo, 2p) und g(z,,. .., x,) ist gleich dem Produki aus den lexikographisch
ersten Gliedern dieser Polynome.

Beweis. Es seien

Azhnage...xmn (8)
und )
Bafiafe... afn 9)
die lexikographisch ersten Glieder der beiden Polynome f(x,, ..., z,) bzw.
g(xy, ..., zn). Ferner sei
M. . xhn (10)
ein beliebiges Glied des Polynoms f(z;, ..., z,) und
Nx‘:x Igl.-.z:n (1)
ein beliebiges Glied des Polynoms g(x,, . . ., Z,). Zu zeigen ist, daB das Produkt
ABZ:1+‘1 x;x"’ﬂg cee z;n“"’n (12)
der Glieder (8) und (9) dem Produkt
MN:c‘l'x*""lx{z‘:*”lz- .. x:n*"n (13)

der Glieder (10) und (11) im Sinne der lexikographischen Anordnung voran-
geht, falls (10) hinter (8) oder (11) hinter (9) steht.
Da (8) und (9) die lexikographisch ersten Glieder von

f(zy, ooy 2a) bzw. g(2y, ..., Zn)

sind, gilt o, >u,, B, = 4,, woraus sich « +f; 2 + 4, ergibt. Falls
o + By > #y + A, ist, so geht das Glied (12) trivialerweise dem Glied (13)
im Sinne der lexikographischen Anordnung voran. Ist dagegen o, + f, =, -+ 4,
80 ist a; = 4;, f; = 4,, und wir betrachten die zweiten Exponenten o, und g,.
Es sei also oy = u,, f; = 4,. Da das Glied (8) nicht hinter dem Glied (10)
und das Glied (9) nicht hinter dem Glied (11) stehen, ist oy = s, f; =4,
und daher ay, + 8, =p, + 4,. Falls

aptfa >y + 4
ist, steht das Glied (13) hinter dem Glied (12), wihrend im Fall

o =ty + 4

offenbar ay=p,, B, = A, ist, und wir die Exponenten o3 und f; zu be-
trachten haben, usw. Da nun wenigstens eines der Glieder (10) oder (11)
hinter dem entsprechenden Glied (8) bzw. (9) stehen sollte, miissen wir nach
endlich vielen Schritten zu Exponenten o; und f; gelangen, fiir die wenigstens
eine der Ungleichungen ay > p; bzw. i > 4, erfiillt ist und fiir die dann
ox + PBr > pr + A gilt, so daB tatsiichlich das Glied (12) dem Glied (13) im
Sinne der lexikographischen Anordnung vorangeht.
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Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Beweis des Hauptsatzes iiber
symmetrische Polynome.
Beweis. Es sei f(z,, ..., z,) ein beliebiges symmetrisches Polynom und

Az .-zt (14)
das erste Glied von f(,, . . ., #») im Sinne der lexikographischen Anordnung.
Da das Polynom f(z,, ..., x,) symmetrisch ist, muBl es mit dem Glied (14)

auch alle diejenigen Glieder enthalten, die man aus (14) erhilt, indem man
die Unbestimmten z,, ,, ..., 2, beliebig permutiert. Daraus folgt, daB

O 2y Xt Zla (15)
sein muB. Vertauscht man nimlich in (14) die Unbestimmten z, und z,,

so erhilt man das Glied
Axppxg. -z,

Da nun (14) das erste Glied sein solite, kann der Exponent von z; in dem
erhaltenen Glied nicht groBer als der Exponent von z; im Glied (14) sein,
so daB a; =a, gelten muB. Vergleicht man entsprechend das Glied (14) mit
dem Glied

Az gz 2,

welches man aus (14) durch Permutation der Unbestimmten z, und z; erhilt,

80 findet man, daB «, = «; sein mufl, usw.
Wir betrachten nun das Produkt

A o'i‘xcr;n oo 0',’:" , (16)

wobei die Exponenten k; zunichst beliebige nichtnegative ganze Zahlen sind.
Offenbar ist (16) ein symmetrisches Polynom in den Unbestimmten
&y, ..., Ta. Wir wollen nun die Exponenten %; so bestimmen, da das lexiko-
graphisch erste Glied von (16) gleich dem Glied (14) wird. Da die elementar-

symmetrischen Polynome g,, 0,, . . ., 0, als lexikographisch erste Glieder die
Glieder z,, z,2,, ..., 2,2, + - - &, besitzen, ist auf Grund des oben bewiesenen
Lemmas

Azhi(zy z)oe e oo (2 2 0o ) Pn= Aafat it R gyt oty L gk 17)

das im Sinne der lexikographischen Anordnung erste Glied des Polynoms (16).
Daher stimmt das Glied (17) mit dem Glied (14) iiberein, wenn wir die Exponen-
ten k; gemdlB
by Ayt th=ay,
SN S——
n—=dn
wihlen. Losen wir dieses Gleichungssystem nach den k; auf, so erhalten wir:

b=y —ay, ky=oy— 0y, ..., Fnoi=@n1—an, kn=on.
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Auf Grund der Ungleichungen (15) sind die so bestimmten Exponenten kg
nichtnegative ganze Zahlen.

Subtrahieren wir nun von dem Polynom f(z,, ..., Z) den Ausdruck
Aofi™ "2 057" cagny " “nagn,
80 verschwindet das Glied (14), und wir erhalten ein symmetrisches Polynom
h@, oo z)=f(2, ..., 7,)— Ao~ "2057% .- 07,
dessen sémtliche Glieder im Sinne der lexikographischen Anordnung hinter
dem Glied (14) liegen. Es sei nun
Bafiafa...zbn

das im Sinne der lexikographischen Anordnung erste Glied des Polynoms
f1(2y, ..., 2,). Indem wir das soeben geschilderte Verfahren wiederholen,
d.h. von f,(z,, ..., :) das symmetrische Polynom
Bofi~faghats...abs
subtrahieren, erhalten wir ein weiteres symmetrisches Polynom
fol@ys ooy @) =F1 (%1, ..., 3,) — BofiPrchaPa...ofs,

usw. Es bleibt zu zeigen, daB das geschilderte Verfahren nach endlich vielen
Schritten abbricht. Nachdem wir nach % Schritten zu einem symmetrischen
Polynom f (%, ..., ») gelangt sind, dessen erstes Glied im Sinne der lexiko-
graphischen Anordnung

Lhiaise - ahn (18)

"

dessen Expc A4 einerseits den Bedingungen

A2z 2,
wihrend andererseits o; =4, ist, da ja das Glied (14) dem Glied (18) im
Sinne der lexikographischen Anordnung vorangeht. Nun gibt es offensichtlich
nur endlich viele Systeme von nichtnegativen ganzen Zahlen 4, 42, .. ., .,
die den Bedingungen «; =4 und 4; =43 =- -+ = 4, geniigen. Daraus folgt,
daB der geschilderte ProzeB nach endlich vielen Schritten abbricht, d.h.,
daB8 nach endlich vielen Schritten der Fall

foo(@y, ..., 2)—Ho{1™ %2053 %o =0

sel, g L2

eintreten mufB. Hieraus folgt, da8
f(@y,...,z,)=A0chr %05 %...a%n
+ Baffﬂ’l’gs_ﬁ’ ceiofn oo Ho{r 20537 %o g¥n

ist, d. h., daB sich f(z1, ..., z,) als Polynom in den elementarsymmetrischen
Funktionen oy, o2, . . ., 0, darstellen liBt, wobei die Koeffizienten demselben
Ring R wie die Koeffizienten des Polynoms f(z, ..., #,) angehéren. Damit
ist der behauptete Satz bewiesen.
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Das im angegebenen Beweis enthaltene Verfahren fiir die Darstellung eines
symmetrischen Polynoms durch elementarsymmetrische Polynome ist auch
in praktischer Hinsicht recht brauchbar. Wir wollen dies an folgendem Bei-
spiel zeigen.

Beispiel 2. Das symmetrische Polynom

(21, %y, @) = (21— 2p)* (¥ — 23)% (2 — 23)° (19)
ist als Polynom der elementarsymmetrischen Polynome ¢;, 0,, 05 darzustellen.

Da die Polynome x; — @, ; — %3, &, — 23 die lexikographisch ersten
Glieder z,, z; bzw. z, besitzen, ist auf Grund des oben bewiesenen Lemmas

afaf a3 =t a3
das im Sinne der lexikographischen Anordnung esste Glied des Polynoms (19}.

Die weiteren Uberlegungen werden w tlich dadurch erleichtert, da (19)
eine Form sechsten Grades ist.

Wir stellen zunéchst eine Tabelle der im Sinne der lexikographischen An-
ordnung ersten Glieder der Polynome

f@,.c @), A@L.., @), fo(@, .., @)
usw. auf, die wir beim oben geschilderten Verfahren zur schrittweisen Be-
seitigung der lexikographisch ersten Glieder des symmetrischen Polynoms

benétigen. Da jedes dieser Polynome eine Form sechsten Grades ist, besitzen
auch alle diese Glieder den Grad Sechs:

Ex?onenten.uystem des Lexikographisch Ents-prcchende Kombi-

lexikographisch ersten erstes Glicd nation der elementar-
Gliedes symmetrischen Funktionen
420 xf 2} at-203-%03=o0%o}
411 Baziz, x, Bo{=10}~lo;= Bojo,
330 C x} 3 Co3~%03-%3=Co}
321 Daz}aiz, Doi-203-1o;=Do,0,0;
222 Ea}alat Eo2-203-20}=:Eo}

Wir weisen darauf hin, daB in der ersten Spalte nur Zahlen 4, 4,, 4; auf-
zunehmen sind, die der Bedingung 4, > 4, = A, geniigen, da ja fiir die Ex-
ponenten im lexikographisch ersten Glied des nach %k Schritten unseres

Verfahrens entstandenen Polynoms fi(x,, ..., ) diese Bedingungen erfiillt
sind.
Daher ist
(2, 22, ) =0}03 + Boto; + Co3+ Doy0,05+ Eof . (20)

Es bleiben hierbei noch die Werte der Koeffizienten B, C, D, F zu bestimmen.
Zur Berechnung dieser Koeffizienten setzen wir in (20) fiic die Unbestimmten
Zy, ¥y, 23 passende Werte ein.
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Fiir 2, =1, 2,=1, 23=0 ist
1(1,1,00=0, 6,=2, 0,=1, 03=0
und daher nach (20)

0=4+4C,
also C = — 4. Daher ist
f(zy, %3, %) = 0}0f + Botog — 403 + Doy 0305+ Eof . (21)
Setzen wir z;, =1, 2, =1, 2, = — 2, so erhalten wir:

£1,1,—2)=0, 0,=0, 0,=—3, g;=—2
und daher aus (21)
0=108 +4E,
also £ = — 27. Daher ist
f(2, %, ¥3) = 020% + Boday — 40} + Do, 0,03 — 27 03 .
Setzen wir z, =1, 2z, =1, 23 =1, so erhalten wir:
f(,1,1)=0, 0,=3,0,=3, oz=1

und
0=81+27B—108+9D—27,
also
3B+ D=6. (22)
Setzen wir schlieBlich z,=1,2,=1, ;=—1, so erhalten wir:
f1,1,—1)=0, oy=1, 0,=—1, g3=—1
und
0=1—B+4+D-—-21,
also

B—-D=_922. (23)
Aus dem System der Gleichungen (22) und (23) ergibt sich:
B=—4, D=18.
Damit erhalten wir:
H(#y, %y, 23) = 6}08 — 4 d}o;— 4 0} + 180, 0,0, — 2703

Im Fall eines inhomogenen symmetrischen Polynoms empfiehlt es sich
meistens, dieses zuniichst in eine Summe von homogenen Polynomen zu zer-
legen und jedes dieser Polynome nach dem Muster des angegebenen Beispiels
als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen darzustellen.

Daneben gibt es noch eine groBe Anzahl anderer Verfahren fiir die Dar-
stellung eines symmetrischen Polynoms durch die elementarsymmetrischen
Polynome; einige dieser Verfahren findet der Leser in dem Buch A. K. Cymxe -
Bu4, OcroBu Bricurelt agreGpe (A. K. SUSCHKEWITSCH, Grundziige der
hoéheren Algebra), 4. Aufl., Moskau-Leningrad 1941. Trotz der Vielzahl der Dar-
stellungsmethoden fiir die symmetrischen Polynome durch elementarsymme-
trische Polynome gilt der folgende



§ 14. Einige Anwendungen der Theorie der symmetrischen Funktionen 243

Satz iber die Eindeutigkeit der Darstellbarkeit der symmetri-
schen Polynome durch elementarsymmetrische Polynome. Jedes
symmetrische Polynom ist auf nur eine Weise als Poly in den el tar-
8 trischen Poly darstellbar.

Wir wollen hier auf einen Beweis dieses Satzes verzichtenl).

Offenbar gelten die grundlegenden Ergebnisse dieses Paragraphen auch
fiir symmetrische algebraische Briiche. So kann man jeden symmetrischen
algebraischen Bruch

9 (Zyy <0y Zn)
in 7 Unbestimmten iiber einem Korper K als algebraischen Bruch in den
elementarsymmetrischen Polynomen o,, 0g,, ..., 0, iiber demselben Kérper
darstellen:
f(@y ooy %a) @01 --0, 0n)
g(Z1y e vy Ta) (01,00, 00)
wobei @(ay, ..., 0a) und (o, ..., 0a) Polynome iiber K in ay, .. ., oy sind.

§ 14. Einige Anwendungen der Theorie der symmetrischen Funktionen

Bereits in der elementaren Algebra begegnet man der Aufgabe, eine im
Nenner eines gegebenen Bruches auftretende Irrationalitit zu beseitigen. Wir
wollen hier diese Aufgabe sogleich in voller Allgemeinheit fiir den Fall eines
beliebigen Zahlkérpers behandeln.

Es sei

x
1% g@=+0

ein beliebiger algebraischer Bruch iiber einem Zahlkérper K in der Un-
bestimmten z und ¢ () ein beliebiges Polynom vom Grad n mit Koeffizienten
aus K. Es seien ferner 6,, ..., 0, die komplexen Nullstellen des Polynoms
@(x), wobei wir voraussetzen wollen, da8 die Zahlen 6, . .., 0, keine Null-
stellen von g (x) sind. Unsere Aufgabe soll es nun sein, den gebrochen rationalen
Ausdruck 100

1

g6y (0}

so umzuformen, daB er gleich einem ganzrationalen Ausdruck in 6, mit.
Koeffizienten aus dem Korper K wird, d. h. (1) in der Form

100, _
AN R(6;)

darzustellen, wobei & (z) ein Polynom mit Koeffizienten aus dem Kérper K ist.

1) Beweise dieses Satzes finden sich in fast allen Lehrbiichern iiber hohere Algebra,
s0 z. B. in dem Lehrbuch A. KuroscH [2] und L. ORUNJEW [4] (den deutschen Leser
verweisen wir auf R. KocHENDORFFER, Einfithrung in die Algebra, 2. Aufl., Berlin
1962, Seite 121, B. L. vaN DER WAERDEN, Moderne Algebra, 1. Teil, 3. Aufl., Berlin-
Gottingen-Heidelberg 1950, Seite 91, und O. Hauer, Einfithrungin die Algebra, Teil I,
3. Aufl., Leipzig 1956, Seite 175, 176. — Anm. d. wissenschaftl. Red.)
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Wir wollen im folgenden zwei Lésungen dieser Aufgabe geben.
1. Multiplizieren wir den Zahler und den Nenner von (1) mit g(6,) - - - ¢(6a),
so erhalten wir:
S0) __f6:1)9(B3) -+ g(On)
9(01)" 9(61)g(92)++-9(0n)"

Hier tritt auf der rechten Seite als Nenner das in 0, ..., 6, symmetrische
Polynom F(f,, ..., 0,) =g(6,)g(6,) - - - g(0,) auf, das wir nach dem Haupt-
satz iiber symmetrische Polynome als Polynom in den elementarsymmetri-
schen Polynomen o,, 0,, ..., 0, darstellen kénnen, wobei die Koeffizienten
Elemente des Korpers K sind. Daher kann man auf Grund der ViETaschen
Formeln den Nenner F(6,, ..., 0,) als Polynom in den Koeffizienten des
Polynoms ¢(x) darstellen. Wenn also

@) =2 +azntte-- +a,
ist, so ist F(0,, ..., 6,) =H(a,, ..., a,), wobei H(a,, ..., a,) ein Polynom
in a,, @, ..., a, mit Koeffizienten aus K ist. Da aber a,, a,, ..., @, Zahlen
aus dem Korper K sind, ist dann F(0,, . . ., 6,) = H(a,, . . ., a,) ein gewisses
Element b des Kérpers K, so dal

(] 1
LR =169 9(6)
gilt. Daher geniigt es, f(6,)g(0,) - - - ¢(0a) durch 6, auszudriicken. Hierzu
betrachten wir das Produkt g(6,)g(0s) - - - g(8,) . Offenbar ist
9(62)g(65) - - - g(6n) @)
ein symmetrisches Polynom in 6,, ..., 6,. Wir kénnen also (2) als Polynom
in den elementarsymmetrischen Funktionen

G1="0:+03+4---+0,,
Go=0s3 4+ 0p_10,,

Ono1="003--0n
darstellen. Nun lassen sich aber die elementarsymmetrischen Funktionen
E),Ez; . ~.,3,._1

ihrerseits auf folgende Weise durch 6; und die elementarsymmetrischen
Polynome a,, 65, ...,04 in 0y, . .., O, ausdriicken:

o,=0,—0,

0, =0, — 0,6, =0, — 0,(0;, — 0,) =0,— 0,6, + 63,

03 =03 — 0,0, = 0, — 0, (0, — 0,6, + 6}) = 05— 0,6, + 0, 65 — 6},
usw. Beachten wir, daB auf Grund der VieTaschen Formeln

0y =—a, 0,=0a, ..., On={(—1)a,
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ist, so erhalten wir:
G=—a—0,, G=0a,+a,0,+6}, G=—ay—ay6,—0,6;{—6}
usw.

Damit ist gezeigt, daB sich das Produkt g(6,) - - - g(0.) ganzrational durch
6, und die Koeffizienten a, , . . ., @, des Polynoms ¢ () ausdriicken li8t, d. h.

9(62)9(05) - - - g(6a) = £(6,)

gilt, wobei k(6,) ein Polynom in 6, mit Koeffizienten aus K ist. Insgesamt
ist also

6) 1
L= S 16k 6,
womit die gestellte Aufgabe gelost ist.

Beispiel 1. Gegeben sei der Bruch

1
146
wobei 6= 0, eine Wurzel der Gleichung 2® — 2 2 — 2 =0 ist. Die im Nenner
dieses Bruches auftretende Irrationalitiit soll beseitigt werden.

Zunichst multiplizieren wir Zihler und Nenner des betrachteten Bruches
mit (1 + 6,)(1 + 0;), wobei 6, und 0, die beiden anderen Wurzeln der be-
trachteten Gleichung sind, und erhalten:

1 A+40)(1+6y
T+6 (T+06)(I+0)(1+0y)"

Als niichstes driicken wir das symmetrische Polynom
F(ou 0,, 63)=(1 +01)(1 +6.)(1 4+ 03)
= 010,05 + (0,0 + 0,05 + 0,05) + (8, 4- 6, + 63) + 1
durch die elementarsymmetrischen Polynome aus. Da
6,0,0, =05, 6,0,+ 6,0, +6,0,=0,, 6,40, +06;=0a
F(6,,0,,05) =03+ 0, +0,+1.
Auf Grund der VieTaschen Formeln ist in unserem Fall

ist, gilt:

0,=0, 0,=—2, gG=—(—2)=2,
so dafl
F(6,,0,,65)=2—24+0+1=1
gilt. Damit erhalten wir:
T =001+ 6 =1+ (8, +6) + 6,05

Es verbleibt die Aufgabe, diesen Ausdruck in 6 = 6, darzustelleu. Hierzu
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beachten wir, da
0, +6;=0,—6,
6,0; = 0y — 6,6, — 0,0;= 0, — 6, (6, + 63)

=0, — 0,(0y — 0;) = 0, — 0,6, + 6}
gilt, woraus sich wegen 0, =0, 0,=—2, 0;=2

O+ 0,=—0,, 0,6,b=—2+6
ergibt. Damit erhalten wir:

ﬁ:1_9,_2+e§=—1—o,+og:—1—o+oz.

Beispiel 2. Man beseitige die im Nenner von

3
25 —1
‘m+4

auftretende Irrationalitéit.!)

Die im Zahler auftretende Irrationalitit 6, = g'/g ist Wurzel der Gleichung
2% — 5 = 0. Zunichst bringen wir nun den angegebenen Bruch auf die Form

26, —1
[ ET
Multiplizieren wir Zéhler und Nenner dieses Bruches mit
(63 + 4)(65 +4),
go erhalten wir:
20, —1_ (26, —1)(63+4) (03 +4)
e I+ HG O+
Das im Nenner auftretende symmetrische Polynom
F(6y,6,,0,)= (67 +4)(63 ' 4)(6 +4)
= 616365 -+ 4 (6365 -+ 6305 +6303) + 16 (67 + 63 + 03) + 64
léBt sich nun in der Form
F(6y,0,,0,)= 0§ + 4 (0§ — 20,05) + 16 (0 — 20,) +-64
als Polynom in den elenentarsymmetrischen Polynomen darstellen. Da im
betrachteten Fall 0,=0, 6,=0, g3=5 ist, gilt also:
F(6,,0;,0,)=25+64=89
und daher
26, —1 1
e CUSMCEDICRDE
1) Man 168t diese Aufgabe am einfachsten, indem man Zahler und Nenner dieses Bruches

3 3
mit | 26% — 425 + 16 multipliziert. Wir wollen jedoch hier die gestellte Aufgabe
nach der oben dargelegten allgemeinen Methode 15sen.
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Es bleibt also _
(63 +4)(63 +4) = 6362 44 (63 +63) 16
durch g,, &, auszudriicken. Da

6365 = (6,0, =0%, 6} + 65 = (6, + 05)*— 26,0, = 0] — 2,

ist, gilt
(034 4) (63 +4) =03 +4 (0} —25,) +18.
Beachten wir noch
El='—'a1_01 =— 01, E,=a2+a19,+0§=0%,
so erhalten wir wegen 63 =5:

(63 +4) (0 +4) = 04 + 4 (03 — 20) + 16 = 6 — 403 -+ 16 =56, — 46} +16.
Daher ist
26,—1 1
BT HCH—D 66— 10-+16)
— 2 —_
=g (863 1463 4 276, — 1) = 2 H A0 270 — 10
14624276, —56
- 89
oder

3
3
LE:%(M 1254 27Y5—56).
V2544

2. Die zweite Methode fiir die Beseitigung einer Irrationalitit aus dem
Nenner eines Bruches beruht auf der Anwendung des Euklidischen Algo-
rithmus und besteht in folgendem:

Als Nullstelle des Polynoms ¢ () ist die Zahl 8, in bezug auf den Kérper K
algebraisch. Nun hatten wir bereits in § 10 gezeigt, daB sich fiir eine derartige
Zahl 6, der Bruch 10

(61)

96,
als ganzrationaler Ausdruck in 6, mit Koeffizienten aus K darstellen laBt,
wenn f(0;) und g(6,) == 0 beliebige Polynome in 6, mit Koeffizienten aus
dem Koérper K sind, d. h., es ist
B —ney
gey)
wobei k(6,) ein Polynom in 6, mit Koeffizienten aus K ist. In § 10 haben wir
dariiber hinaus eine allgemeine Methode zur Bestimmung des Polynoms %(6,)
angegeben. Wir weisen darauf hin, da8 fiir die Anwendbarkeit dieser Methode
die Irreduzibilitit des Polynoms g(x) iiber dem Kéorper K wesentlich ist.
Beispiel 3. Es sei 6; eine Wurzel der Gleichung @(z) = 2% — 22— 2 =0.
Man beseitige die im Nenner des Bruches
6,
LSS
auftretende Irrationalitit.
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Im betrachteten Fall ist g(z) =« + 1 und das Polynom ¢(z) iiber dem

Korper der rationalen Zahlen irreduzibel. Die Division des Polynoms
Pr)=2"—22—2

durch das Polynom g(z) = z + 1 ergibt den Quotienten

@)=t — a2+ a2t—z—1

und den Rest r(z) = — 1. Daher ist
p(@)=g(2)g(z)—1,

also
7(z)g(z) —p(x)=1.

Setzen wir in der letzten Gleichung z = 6,, so erhalten wir:

9(6))g(6)=1

und damusq(O,):u 3 also

5= 00(8) =6, (08— 1 + 61 — 6, — 1) = 65 — 61 + 62— 03 —0,.

Da 6, eine Wurzel der Gleichung 2®* — 2z — 2 =0 ist, gilt 6§ =26, +2

und daher
6,

T+0;

=20, +2—04+68 —02—0,=— 64+ 03— 6240, }2.

Die symmetrischen Polynome leisten hiufig auch wertvolle Dienste bei der
Auflésung algebraischer Gleichungen. Es sei
p@E)=2"+a12" '+ gzt 4.o 4 aa=0 3)
eine Gleichung n-ten Grades mit komplexen Koeffizienten, die die Wurzeln
6y, ..., O besitzen moge. Ferner sei
u=f(61,6s, ..., 6,)
ein beliebiger ganzrationaler Ausdruck in den Wurzeln 6,, 0, ..., 0, mit
rationalen Koeffizienten. Wenden wir in ihm auf die Wurzeln 64, 63, ..., 0s
alle moglichen Permutationen an, so braucht sich die Zahl u bei einigen
Permutationen nicht zu #éndern, wihrend sie sich bei anderen durchaus
éndern kann. Wir wollen annehmen, daB bei den Permutationen der Wurzeln
0y, 02, ..., 0, die m verschiedenen Werte u —u;, 42, ..., 4m auftreten.
Offenbar ist 1 < m < n!. Wir bilden dann das Polynom
9(@)=(F—u)(F—ug) - - (z—tm)= 2" —g1 2"~ 22" 2 —- - - + (— 1)"Gm,
wobei
r=u1+us+-*+Um,
gr=umtp++ -+ Un_1 Un,

ist.
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Da bei einer Permutation der Wurzeln 64, 6z, ..., 6, hochstens die in
der Produktdarstellung von g(z) auftretenden linearen Faktoren z — u; ver-
tauscht werden, é#ndert sich bei einer solchen Permutation das Polynom g(z)
nicht. Daher miissen die Koeffizienten g; des Polynoms g(z) symmetrische
Polynome in den Wurzeln 6y, 0;, ..., 6, sein. Hieraus folgt, daB sich die
Koeffizienten g; ganzrational durch die Koeffizienten der gegebenen Glei-
chung (3) ausdriicken lassen, d. h., es ist

g=h(a, ..., a),
wobei die A4(ay, . . ., as) Polynomein a,, . .., @, mit rationalen Koeffizienten
sind. Die Gleichung
g@)=(@—wm)(z-—u) " - (¥ — Um)
=2 — il gyt (— 1) ga=0
nennt man eine Resolvente der Gleichung (3).

In manchen Fillen gelingt es nun, mit Hilfe einer pa.ssenden Resolvente
die Losung einer gegebenen Gleichung (3) auf die Losung einer Glelchung
niedrigeren Grades zuriickzufiihren. Als IlI tion hierfir betracht:
das folgende

Beispiel 4. Wir betrachten die Gleichung vierten Grades
Ata, P +a,22+azx+a,=0, 4)
die die Wurzeln 6,, 6,, 0;, 0, besitzen moge. Setzen wir
u=10,0,+6,0,,

80 ist leicht zu erkennen, daB u bei allen méglichen Permutati der Wur-
zeln 0,, 6,, 03, 6, nur die drei Werte

uy=u=0,6,+050,, u;=0,65+06,6,, uz=0,0,+6,0,
annimmt. Daher ist im betrachteten Fall die Resolvente g(z) = 0 eine kubische

Gleich Durch verhaltnismiBig einfache Rechnungen bestimmt man die
Koeffizienten g¢,, g;, g5 zu

h=utuntuy=a,,
B=wUt Uyt uu=aa—4q,
93 = uguy=af+ai a,—4aya,.
Daher besitzt die Resolvente die Gestalt!)
2 —ay2? + (a a3 —4a,) z— (a +ala, — 4 a,a,)=0.
Es geniigt jetzt offenbar, die Wurzeln u,, u,, ug der Resolvente zu be-

stimmen, aus denen sich leicht die Wurzeln der gegebenen Gleichung (4)
berechnen lassen. Fiir u, gilt nimlich

0,0, +0,0,=u,, 6,0,-036,=a,,

1) Setzen wir hier z = 2 y, so ergibt sich gerade die Resolvente (3), die wir auf Seite 204
nach der FERRARIschen Methode erhalten haben.
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woraus zu ersehen ist, daB 6,0, und 636, die Wurzeln der quadratischen

Gleichung
22 —u,z4a,=0 (5)

gind. Ferner ist auf Grund der VieTaschen Formeln
6,6,65+ 6,050, + 6,056, +0,0,0,=—a;

0,05 (85 +00) + 050, (0, +0,) = —a .

Bezeichnen wir die Wurzeln 6,6, und 6,6, der quadmtmchen Glelchung (5)
mit o bzw. §, so erhalten wir aus dleser Gleichung die
gen fiir 6, 6, und 03+ 6,:

(01+91)+(63+0n): —a, ﬂ(01+02)+a(03+0‘)=——a,.
Hieraus ergibt sich unmittelbar, daB

+o2__aa—-—o;;al, 93_,‘_0 :ﬁ:::;a

gilt. Daher sind 6, und 6, die Wurzeln der quadratischen Gleichung
B 2—preta=0

also

und 0 und 6, die Wurzeln der quwdmtlschen Gleichung
et i p—0.



Kapitel III

UBER DIE AUFLOSBARKEIT ALGEBRAISCHER
GLEICHUNGEN DURCH RADIKALE

§ 15. Permutationen

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, daB algebraische Gleichungen von
hoherem als viertem Grad im allgemeinen nicht durch Radikale auflosbar
sind. Hierzu haben wir uns zunichst eingehender mit dem Begriff der
Permutation zu beschiftigen, der iibrigens auch unabhéingig von unserer
eigentlichen Aufgabe von Interesse ist.

Es sei

{ay, @z, ..., @a} 1)

eine beliebige Menge von n Elementen. Uber die- Natur dieser Elemente
sollen zuniichit keine einschrinkenden Voraussetzungen gemacht werden.

Unter einer Permutation n-ten Grades der El te (1) verstehen wir eine
umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge dieser Elemente auf sich, d. h.
eine Zuordnung, durch die jedem Element a; ein gewisses Element a; ent-
spricht, und bei der verschiedene Elemente in verschiedene Elemente iiber-
gehen. Dabei konnen natiirlich ein oder mehrere Elemente a; in sich selbst
iibergehen, d.h. bei der Permutation unverindert bleiben.

Ublicherweise schreibt man eine Permutation n-ten Grades in Form eines

Schemas
S— a, a; a3 ... Gn
a, @, a, ... @)’

in dem unter jedes der Elemente a,, ay, ..., a, der ersten Zeile das ihm
vermoge der Permutation entsprechende Element ay,, ay,, - - - @, geschrieben
Ist. Das angegebene Schema besagt also, de8 dem Element a, das Element ay,,
dem Element a, das Element a;,, . .., dem Element a, das Element as, ent-
spricht. In diesem Sinne ist

a, a a

S—= ( 1 % Q3 a) @
O3 @y @y Gy

diejenige Permutation vierten Grades der Elemente a,, a,, a3, @,, bei der das
Element a, in das Element ay, das Element a, in das Element a,, das Element
ag in das Element @, und das Element a, in das Element a, iihergeht.

Zur Vereinfachung der Schreibweise fiihren wir im folgenden an Stelle der
Elemente a,, a,, . . ., a, nur ihre Indizes auf, betrachten also die entsprechende
Permutation n-ten Grades der » Zahlen 1, 2, ..., n. Dann erhalten wir z. B.
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die Permutation (2) in der Form
1234
@41J'
Wir wollen nun fiir Permutationen eine Verkniipfung, Multiplikation ge-
nannt, einfiiliren. Dazu betrachten wir zuniichst zwei spezielle Permutationen

vierten Grades
(1234 . . (1234
=l3142/ " T=l2341 @

und untersuchen, was geschieht, wenn man zuniichst die Permutation S und
anschlieBend die Permutation 7' ausfiihrt.

Die Permutation § fiihrt die Zahl 1 in die Zahl 3 und die Permutation 7'
die Zahl 3 in die Zahl 4 iiber. Daher geht bei Hintereinanderausfiihrung von
8 und 7 (in dieser Reihenfolge!) die Zahl 1 in die Zahl 4 iiber:

14,
Weiterhin wird durch die Permutation S der Zahl 2 die Zahl 1 zugeordnet,
welche durch die Permutation 7" in die Zahl 2 iibergefiihrt wird. Daher geht

bei der Hintereinanderausfilhrung der Permutationen 8 und 7' die Zahl 2
in die Zahl 2 iiber:

252,

d. h., die Zahl 2 bleibt unverindert. Entsprechend findet man, da8 durch die
Hintereinanderausfithrung der Permutationen .S und 7' die Zahl 3 in die Zahl 1
und die Zahl 4 in die Zahl 3 iibergefiihrt wird:

31,
453,

Wir ersehen hieraus, daB die Hintereinanderausfithrung der Permutationen
8 und 7' der Ausfiihrung der einen Permutation

1234 "

4213 “
gleichwertig ist. Die Permutation (4) soll das Produkt der Permutationen S
und 7 genannt und mit S7 bezeichnet werden.!)

Allgemein versteht man unter dem Produkt §,S, von Permutationen Sy
und §, vom Grade n diejenige Permutation n-ten Grades, die man bei Hinter
einanderausfithrung der Permutationen S, und S, erhilt.

Man sieht leicht ein, daB die so erklirte Multiplikation von Permutationen
nicht kommutativ ist. So ist 2. B. das Produkt 7'S der Permutationen (3)

1) Leider ist in der Literatur die Bezeich ise des Produktes von Permutationen
nicht einheitlich. In hen Biichern bedeutet 87" die Hi inand fiilhrung
der Permutationen 7' und 8. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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durchaus von der Permutation (4) verschieden, denn es ist
1234
=(1 42 3)'
Jedooh gilt fiir die betr&chteteVerknupfung von Permutati der folgend
Satz 26. Die Menge ©, aller Permut n-ten Grades bildet in bezug auf
die soeben erklirte Multiplikation von Permutationen eine Gruppe.
Beweis. Wir zeigen zunichst, da8 fiir die Multiplikation von Permutationen

das assoziative Gesetz gilt, d. h., daB fiir beliebige Permutationen 8,, §; und
83 vom Grade n

(8,85) 85 = 8, (8;5,)

ist. Es sei nimlich o eine der Zahlen 1, 2, ..., n. Wir wollen annehmen, da8
die Zahl « bei der Permutation 8, in die Zahl 8 iibergeht, daB die Zahl 8
bei der Permutation S, in die Zahl  iibergeht und daB schlieBlich die Zahl y
bei der Permutation S, in die Zahl J iibergeht. Dann geht bei der Permutation
8,8, die Zahl « in die Zahl y iiber, und daher wird die Zahl « durch die Permu-
tation (8,9,) S in die Zahl § iibergefiibrt. Ebenso fiihrt aber auch die Permu-
tation §,(8,8;) die Zahl « in die Zahl J iber, denn bei der Permutation 3

geht o in f iiber, wihrend durch die Permutation 8,8, die Zahl g in die Zahl ]
iibergefithrt wird. Wir sehen also, daB die Permutationen (8,5;)8; und
8,(8,8;) auf die Zahl a dieselbe Wirkung ausiiben; bei beiden geht « in 4
iiber. Nun war aber « eine beliebige der Zahlen 1, 2, ..., n. Daher folgt:

(8,85) 8y = 8, (8, 83) -

Ferner gibt es unter den Per ti n-ten Grades eine Permutation,
die bei der Multiplikation von Permutationen die Rolle eines rechten Einheits-
elementes spielt. Ist némlich

123...'»)
“\123... 4
die te tdentische Permulation, so gilt fiir jede beliebige Permutation

n-ten Grades
123 ...n
= (5)
%y Kg &g ... Gn
SI=S8.

Das besagt aber gerade, da8 I rechtes Einheitselement ist.

SchlieBlich zeigen wir, daB es zu jeder Permutation (5) n-ten Grades eine
Permutation n-ten Grades gibt, die bei der Multiplikation von Permutationen
die Rolle eines rechten inversen Elementes von S spielt. Offenbar besitzt die

Permutation
, [t
8 ‘(1 2...n

die Gleichung
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diese Eigenschaft. Da nimlich bei der Permutation 8 die Zahl 1 in die Zahl o,
und bei der Permutation §' die Zahl «, in die Zahl 1 iibergeht, fiihrt die Per-
mutation S8’ die Zahl 1 in sich iiber. Entsprechend sieht man, daB bei der
Permutation S8’ die Zahl 2 in die Zahl 2, die Zahl 3 in die Zahl 3, ..., die
Zahl n in die Zahl n iibergeht, so daB also 88’ = I ist, was zu beweisen war.

Die Per tion 8’ bezeichnet man iiblicherweise mit S-! und nennt sie
eine zu S inverse Permutation.

Die Gruppe ©, aller Permutationen n-ten Grades heilt die symmetrische
Gruppe n-ten Grades. Da im allgemeinen die Multiplikation von Permutationen
nicht kommutativ ist, ist die symmetrische Gruppe &, (von den Spezialfillen
n=1, 2 abgesehen) nicht abelsch. Offenbar besteht die symmetrische
Gruppe &, aus genau n! Elementen, d. h., &, ist eine endliche Gruppe der
Ordnung »!.

Jede Untergruppe ® der symmetrischen Gruppe &, nennt man eine Per-
mutationsgruppe n-ten Grades. So gibt es z. B. genau sechs Permutations-
gruppen dritten Grades, nimlich die symmetrische Gruppe &; selbst, die
Gruppe @,, die aus den Permutationen

7 123 123 123
T\123)° \231)’ \312

besteht, die Gruppe @,, die aus den Permutationen

I 123) 123
“\123/° \213

besteht, die Gruppe ®;, die aus den Permutationen
123 123
T=l123) 321
besteht, die Gruppe ®,, die aus den Permutationen
123 123
I=l123) 132
besteht, und schlieBlich die Gruppe ®;, deren einziges Element die identische

Permutation
I 123
123

ist. Die Gruppe ®; wird iiblicherweise mit € bezeichnet und die Einheits-
gruppe genannt (unabhingig von der Anzahl der zu permutierenden Ele-
mente).
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§ 16. Uber die Nichtauflosbarkeit von Gleichungen hheren als vierten
Grades durch Radikale

Wir wollen in diesem Paragraphen zeigen, daB es fiir die algebraischen
Gleichungen vom Grad n = 5 keine allgemeine Formel zur Auflésung durch
Radikale gibt.

In § 10 haben wir bewiesen, daB eine algebraische Gleichung

42"+ a 2"t 4ot a. =0 (a3F0)
dann und nur denn durch Radikale auflosbar ist, wenn der Normalkérper

Q=A4(ay, ..., a) in einem Erweltemngskorper A(gy, 03, - - - » o) enthalten
ist, den man aus 4 durch Adjunktion gewisser Radikale

a= }I‘Tv 0= }Isz’ ey 6= VZ
erhilt, wobei 4, zu 4, 4, zu 4(p,), ..., Ay zu A(gy, 0;, - - - , @2—1) gehort.
Hierbei ist, wie in § 10, der Kérper 4 der Rationalitatsbereich der betrachteten
Gleichung (1).
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir dabei annehmen, daB
die in den Radikalen auftretenden Zahlen m,, n,, ..., 7 Primzahlen sind.

2
Tritt néamlich z. B. das Ra,dika.l l}’Z auf, so ersetzen wir es durch die Radikale

=V4,0"'= }/_ und o' V—”— Um anzudeuten, daB als Exponent
des Radikals p; eine Primzahl auftritt, schreiben wir an Stelle von 7; jetzt
74, wobei unter den Zahlen p; auch tatséichlich Primzahlen verstanden werden
sollen.

'Wir adjungieren nun zum Rationalititsbereich 4 der Gleichung (1) jeweils
eine primitive p-te, p,-te, ..., pi-te Einheitswurzel und bezeichnen mit
K = A(g;, &, - . ., &) den als Resultat dieser Adjunktion erhaltenen Korper.
Ist die Gleichung (1) durch Radikale auflésbar, so ist ihr Normalkérper £
sicher im Erweiterungskorper K (p,, g,, - - . , o¢) enthalten. Dabei kann jedoch

P
der Fall eintreten, daB einige der Radikale g, = ﬂ:, ey 0= "VT iiber-
ﬂlisslg sind. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn der Radikand 4; eines Radikals

o= }/Z; eine p;-te Potenz eines Elementes des Korpers K (gy, . . ., gi-1) ist,
d. h., 4; = a?i gilt, wobei a ein Element des Korpers K (g;, - . ., @i-1) ist. In
diesem Fall sind némlich alle Nullstellen des reinen Polynoms 27— A4; im
Korper K(g, ..., 1) enthalten, so daB das Radikal iiberfliissig ist, d.h.
seine Adjunktion zum Kérper K (g;, . . . , gi—1) keine echte Erweiterung ergibt,
daB also

K(91, 025 -+ 00 = K(e1, 25 - - - » 04-1)

ist. Wir beweisen nun das folgende
Lemma 1. Ist A; nicht p;-te Potenz eines Elementes des Korpers
Ky -- -5 00-1) s
80 ist das Polynom zPi— A iiber dem Kérper K (gy, o, - - -  01-1) Srreduzibel.
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Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei nicht erfiillt, d. h., zP¢ — 4,
sei iiber dem Korper K (g, g5, - - ., p4-1) reduzibel, z. B.
zP— A= g(z)p(a),
wobei @(z) und y(z) Polynome iiber dem Kérper K(gy, g, - . . , gi—1) sind.
Es sei ¢ eine primitive p;-te Einheitswurzel und 8, eine beliebige Nullstelle
des betrachteten Polynoms. Dann lassen sich, wie wir bereits wissen, die
anderen Nullstellen 6, des betrachteten Polynoms in der Form

6, = &6,
darstellen. Daher gilt fiir das konstante Glied b des Polynoms ¢(z):
b=(—1y6,,0,,-- 6, =¢(—6),
wobei ¢ =" ... e und 1 <r < py ist. Hierbei ist offensichtlich ¢’ eine
pi-te Einheitswurzel. Erheben wir b in die pi-te Potenz, so erhalten wir:
bPi=g'Pi(— 0,y Pé = (— 1)'P A}, d.h. A]=(—1)"% b%.
Dal <r<p ist und g eine Primzahl sein sollte, miissen r und P teiler-

fremd sein. Es gibt also ganze Zahlen s und ¢ derart, daB rs + pit = 1 gilt.
Daher ist

A= APP = A7 AT = (— 1) Pt P AP =[(— 1) b° AP,
d.h, A ist pi-te Potenz eines Elementes des Korpers K (gy, 0y, - - -, 0i—1),
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung.

?
Lemma 2. Gehort das Radikal g;= V“i_(nidu dem Korper K (py, 0g, - . -, 01—1)
an, so liegt eine Potenz o7 dann und nur dann in K(g,, 0,, .. ., 0i-1), wenn m
durch py teilbar ist.
Beweis. Ist m durch p; teilbar, so ist m = p;q, wobei g eine positive ganze
Zahl ist. Dann ist

ol =pli"=(o})'=4}.

Da mit 4; auch Af dem Korper K(g,, 0p, - .., 0i—1) angehort, ist dann o
Element des Korpers K(p,, @5, - - ., 0i-1)-

Liegt umgekehrt o in K(g,, 0z, - - -, 0¢—1), 80 ist of* = a, wobei a ein
Element des Korpers K (g,, g;, - - . , 0i—1) ist. Bezeichnen wir mit ¢ den Quo-
tienten und mit r den Rest bei der Division von m durch p;, so gilt m =p;¢ 4 7.
Wire nun der Rest r von Null verschieden, so wire

o =ept" = (el ei=4lei,
woraus gich auf Grund von o' =a
Ajoi=a oder g;=b

ergibe, wobei b = aA;? ein Element des Korpers K(o;, @3, - -, @:-1) ist.
Hieraus ergibe sich, daB8 o; sowohl Nullstelle des Polynoms p(x) = z%i — 4;
als auch des Polynoms ¢(z) = 2" — b sein miiBte, so daB die Polynome p(z)
und @(z) nicht teilerfremd wiren. Nun ist auf Grund von Lemma 1 das
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Polynom p(z) iiber dem Kérper K (p,, 0;, - - . , 0s-1) irreduzibel. Daher miiBte,
falls p(z) und @(x) nicht teilerfremd wiren, @(z) durch p(z) teilbar sein.
Das ist aber unmoglich, da der Grad r des Polynoms ¢(x) kleiner als der
Grad p; des Polynoms p(z) ist. Daher ist unsere Annahme, daB r 4 O ist,
falsch, also m durch p; teilbar.

Lemma 3. Die Qleichung (1) ses durch Radikale auflssbar, und es sei o eine
Wurzel dieser Qleichung. Ferner sei — wie oben — K der durch Adjunktion
jeweils einer primitiven py-ten, py-ten, . .., pi-ten Einheitswurzel ¢, &,, . . ., &
zum Rationalititsbereich A der Gleichung (1) entstehende Erwesterungskorper.

?,
Dann gt es Radskale g, = Va4, 00="14;, ..., o= VA (h < ¥), wobei die
Wour o I sind, A, ein Element des Korpers K, A, ein
Element des Korpers K(gl), ..., Ay ein Element des Korpers K(p,, . .., oa-1)
18t derart, daf folgendes gilt :

1. Die Wurzel « kann in der Form

%=ty 40y + g0} + - -+ uzy-1058”
dargestellt werden, wobei die Koeffizienten u; Elemente des Kirpers

. K (01,00, ---504-1)
sind.

2. Das Radikal g, ist nickt in K, das Radikal g, nicht in K(g,), ..., das
Radikal gn nicht in K(p,, 0,, . . ., or—1) enthalten.

3. Die Wurzel « ist in keinem der Korper K (p,, 0, . - -, 01), K(01, 035 - - - » 04),
> K(01, 025+ -5 002, 08), K(01,05:--.,0n-1) enthalien.

Beweis. Es sei « = «, eine Wurzel der Gleichung (1). Wenn die Gleichung (1)
durch Radikale auflosbar ist, so ist « in 2 =A4(p,, ..., gx) und daher in
einem Korper vom Typus K(g,, 05, . . .,0s) (2 < k) enthalten. Daraus folgt,
daB man « in der Form

a=ay+a,0, 0,05+ +a, 1007 @

darstellen kann, wobei die a; Elemente des Kérpers K (oy, g;, . . . , @4—1) sind.
Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir dabei voraussetzen, daB
¢, nicht in K, p, nicht in K(p,;),..., g nicht in K(g,, g;,...,0s-1) und
schlieBlich « in keinem der Kérper K (g;, ..., 0i-1, @i+1,---,08) (1=1,2,..., k)
liegt. Wiire dies nimlich der Fall, so kénnte man in der Darstellung (2) einige
Radikale g; weglassen.

Wir wollen nun zeigen, daB man bei passender Wahl des Radikals ps den
Koeffizienten a, =1 erhélt. Denn zunichst kénnen sicher nicht alle Koeffi-
zienten a, . . ., ap,—1 auf der linken Seite von (2) gleich Null sein, da anderen-
falls « Element des Korpers K(p;, 0s, - .., 0r-1) wire, was nicht der Fall
sein sollte. Es sei also z. B. ;40 (1 <! < ps). Dann setzen wir

a0, =0} -
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Da I und p; zueinander teilerfremd sind, gibt es ganze Zahlen s und ¢, so da8
8l 4 tpy =1 ist. Man sieht nun leicht ein, daB & nicht durch p, teilbar ist.
Wiire dies niamlich der Fall, so wiire sl 4-¢py durch p, teilbar, was sicher
nicht der Fall sein kann. Wenn wir nun g} in die s-te Potenz erheben, so er-
halten wir
er =ajelf =aig,™'™ =aje, 45
und damit
er=ve;,
wobei
v=Ala;*
ein Element des Korpers K(g,, ..., pa—1) ist. Offenbar gehort oh nicht
dem Korper K (g, - .., ga—1) an; wire dies namlich der Fall, so wiirde auch
on=vp;’ dem Korper K(p;,...,0or—1) angehoren, was indes nicht der Fall
sein sollte. Aus dem Gesagten folgt, daB wir an Stelle des h-ten Radikals g
auch das Radikal g, setzen kénnen. Fithrt man in (2) diese Ersetzung aus,
8o ergibt sich auf Grund von a;0} = oh fiir « die Darstellung

a=a,=0)+a,v0; +8,0°0;" + -+ -+ g+ - +a, o7 N (3)

In (3) sind die Potenzen g;**(»=0,1,..., pp— 1) simtlich voneinander
verschieden. Wiare namlich z.B. g;**=g;"** (»,>,), also "™ "'=1,
so wire auf Grund von Lemma 2 die Zahl (», — »,)s durch p, teilbar.

Weil aber — wie gezeigt — & nicht durch die Primzahl p, teilbar
ist, miite dann v, — v, durch p, teilbar sein. Dies ist jedoch unméglich, weil
0< v, — ¥, < py gilt. Damit ist gezeigt, daB fiir », ==, die Potenzen g;"*
und p;** voneinander verschieden sind.

Es sei weiterhin ¢ der Quotient und 7 der Rest bei der Division von »s
durch ps. Dann ist
e ="M ey =bey ,
wobei b= (g'?»)? ein Element des Korpers K (g;, g, - - - , gr-1) ist. Durchliuft »
die Werte von 1 bis p,—1, so durchliuft auch r in irgendeiner Reihenfolge
die Werte 1,2,..., pn—1. Dabei erscheint dann (3) in der Form

a =1+ 0+ U0y + - Uy, 10377,
wobei gegeniiber (2) an Stelle von @, der Koeffizient 1 steht.

Lemma 4. Ist die Qleichung (1) durch Radikale g,, g,, . . . , ox mit den Wurzel-
exponenten Py, Dy, ..., P auflisbar, so sind die Radikale o; gamzrationale
Funktionen der Wurzeln der Qleichung (1) mit Koeffizienten aus dem Korper K,
wobei K dieselbe Bedeutung wie im Lemma 3 besitzt.

Beweis. Es sei « =«, eine beliebige Wurzel der Gleichung (1). Auf Grund
von Lemma 3 konnen wir dann « in der Form

a=a,=u+ 0+ 05+ -+ 1, 10" ®
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darstellen, wobei gn so gewiihlt ist, daB kein Radikal g; im entsprechenden
Korper K(g,, 0, - -, 01—1) liegt und « keinem der Kéorper

K(Qyyerer0i=1,00415---,08) (1=1,2,...,k)

?
angehort. Dann liegt insbesondere gp = ’VZ nicht in K(g,, @2, ..., @4-1)»
80 daB auf Grund von Lemma 1 das reine Polynom 2?4 — A4 iiber dem Kéorper
K(0y, 0, -, 0n-1) irreduzibel ist. Setzen wir nun in die Gleichung (1) fiir
die Unbestimmte z die Wurzel o in ihrer Darstellung (4) ein, so erhalten
wir auf der linken Seite ein Polynom in g, dessen Grad wir auf Grund von
oirv= A, bis auf p,—1 reduzieren konnen:

Bo+-319n+"‘+Bp,,-l@;’i"_l=0:

wobei die Koeffizienten B; dem Kdrper K (g, @5, - - . , 0a-1) angehoren. Da
aber das reine Polynom z?» — A, iiber dem Koérper K (py, g2, . . ., @a-1) irre-
duzibel ist, folgt aus der letzten Gleichung, daB B,=Bj="---=B, _1=0
sein muB. Daher wird diese Gleichung von jeder Nullstelle ¢} g, des reinen
Polynoms 2?4 — A, erfiillt. Folglich sind auch

@1 =t ot oty P IT 1=0,1,...,m—1) ()
Waurzeln der Gleichung (1).

‘Wir multiplizieren nun bei gegebener Zahl », die der Bedingung 1 <v < py—1
geniigt, jede der Gleichungen (5) mit &,~#” und addieren die entstehenden
Gleichungen. Dann erhalten wir nach einfachen Umformungen?):

Pp—1 Pp-1
PAQA—EBA %yr1s Pal, Qn—)—’% Fa,y 0=2,...,m—1)

a=0

und dmmt
p;,— . pp—1 Pp-1 -
- - -
&= 2 25» bogen w=0\ Ve g | Y & )
o =0

womit gezeigt ist, daB das Radikal g» und die Koeffizienten u, in K (a,, . .., o)
liegen.

Daher sind Ay=p}» und die Koeffizienten w, ganzrationale Funktionen
der Wurzeln «y, ..., o, mit Koeffizienten aus dem Korper K. Andererseits
lassen sie sich aber.auch durch die Radikale 01, ..., ga-1 darstellen. Zur
Abkiirzung der Schreibweise wollen wir Az==¢f* und die Koeffizienten u,

inheitlich mit B, bezeich Dann ist unmittelbar klar, daB in der Dar-

1) Hierbei ist folgendes zu beachten: Da nach Voraussetzung ey eine primitive py-te Ein-
heitswurzel ist, erhalten wir in den Potenzen &), ¢},. .., £fA~ ! samtliche Nullstellen

=1

des reinen Polynoms z”h— 1, so da8 auf Grund der Vieraschen Formeln X & =0
=)

ist. — Anm. d. wissenachafil. Red. *
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stellung wenigstens einer der GroBen f, durch die Radikale gy, ..., ga_1 das
Radikal gs_, auftreten muB. Wire dies nimlich nicht der Fall, so wiirde in
der Darstellung (4) der Wurzel « das Radikal g;_, fehlen, so daB also x bereits
in K(g1, ..., gr2, o) liegen wiirde, was nicht der Fall sein sollte. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB gs-; in der Dar-
stellung von B, durch die Radikale gy, ..., ga—1 vorkommt, und zwar moge
p, die Darstellung

Bi=v+ 9011+ 0,05 1+ T LY 1=t (6)

besitzen. Andererseits war B, eine ganzrationale Funktion der Wurzeln
a1, ..., an mit Koeffizienten aus K:

Br=r(a1, ..., ).
Nehmen wir in r(ay, ..., «,) alle moglichen Permutati der Wurzeln a,
vor, so erhalten wir n! Werte 6; =/, 02, ..., 0. Mit diesen bilden wir

die Gleichung

9(2)= [T (2— 6)=0. @

Da die Koeffizienten dieser Gleichung symmetrische Polynome in o, atg, .. ., aa
mit Koeffizienten aus dem Kérper K sind, ist g(z) ein Polynom iiber K.

Wir sehen also, daB 8, eine Wurzel der durch Radikale auflosbaren Glei-
chung (7) ist. Daher kann man auf Grund von Lemma 3 in (6) den Koeffi-
zienten v, gleich Eins wihlen:

bBr=v+40s-1+ -+ vp_1 9:‘_‘;"‘ .
Wiederholt man fiir B, die oben fiir «, durchgefithrten Uberlegungen, so ergibt
sich, daB das Radikal gs_; und die Koeffizienten v, dem Korper K (a1, . . ., @)
angehoren.

Bezeichnen wir weiterhin Q:’:'il und die Koeffizienten v, einheitlich mit y,,
so ergibt sich entsprechend wie oben, daB in der Darstellung wenigstens
eines der y, (die nach Konstruktion dem Korper K (g1, . . ., gs—2) angehoren
— Anm. d. wissenschaftl. Red.) durch die Radikale g, ..., pa_2 das Radikal
on_zauftreten muB. Dann ergibt sich analog wie vorher, daB gs_z dem Kérper

Ky, - . -, 0n) angehort, usw. Auf diese Weise gelangt man in endlich vielen
Schritten bis zum Radikal g, und zeigt fiir dieses, daB es dem Korper
K, --., %)

angehort. Damit ist Lemma 4 bewiesen.
Lemma 5. Es set T = R(e1, ..., ) der durch Adjunktion jeweils einer
primitiven pl-ten, Py-tem, .. -5 p.-ten Einheitswurzel &1, eq, . . ., & zum Korper R
Zahlen ent de Erweiterungskorper. Dann bleibt jede iber
dem Kiirper T rationale Beziehung der Form
@(T1, X2, ..o, Tn, 01,02, -+ ., Op) =0 8)
isch inand bhingigen Verinderlichen 2, ..., 2, und ihren
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L trischen Poly 01,0z, ..., 0n bei jeder Permutation der
Veramlerlwhen erhalten, d. h., so gilt
@5, Tiys + o5 1y, 01,02, ..., 0n) =0 9)

bes jeder Permutation iy, 1y, ..., in der Zahlen 1, 2, 3, ..., n
Beweis. Es sei 23 = a1, ..., Z» = ay ein beliebiges System von Werten
fiir die Verinderlichen z;, %2, . . ., », wobei die Werte «; beliebige komplexe
Zshlen sind. Die Werte der elementarsymmetrischen Polynome 61, 03, . . . , 0y
fiir dieses Wertsystem seien 0y = 71, . . ., Oy = Pn. Dann ist nach Voraus-
setzung
Ploa, o2, ooy %y P1, P2y oo Do) =0

Da wir fiir 21 = ay,, 22 =a,, - - - , Zn = @, flir die elementarsymmetrischen
Polynome offenbar dieselben Werte 6y = p1, ..., 0y = p, erhalten, ergibt
sich aus (8), wenn wir dort
Ty =04y, Zg=0ig, +-¢y TIn =0,y O1=2P1, ..., Op =17y
setzen :
@(0gs Mgy < s Riys P1, P2y oo Pa) = 0.
Daraus folgt, da die Zahlen a;, az, . . ., @, ganz beliebig gewihlt waren:
@(Tiy, Tigy <oy Xiys Oy ooy On) =0

Bemerkung. Da der Ubergang von (8) zu (9) durch die Permutation

12...n

B f2... %
geliefert wird, gilt: Eine Beziehung der Form (8) wird durch eine Permutation
der symmetrischen Gruppe &, n-ten Grades nicht gedndert.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, den genannten Satz
iiber die Nichtauflosbarkeit von algebraisc gen hdheren als
vierten Grades durch Radikale zu beweisen.

Satz von RUFFINI und ABEL. Fir die algebraischen Gleichungen vom
Grad n>5 gibt es keine allgemeine Formel, durch die jeweils eine Wurzel jeder
dieser Qleichungen durch Radikale dargestellt wird.

Beweis. Wir nehmen an, daB man jeweils wenigstens eine Wurzel jeder
beliebigen algebraischen Gleichung
2 — 21t gt — oo (— ), =0
eines gegebenen Grades n =5 mittels einer allgemeinen Formel
1 =1(01,.-.,04,01,02,...,0n) (10)

durch Radikale g, . .., g» darstellen kann, wobei r(g;, ..., @a, 01, - . ., Gn)
eine rationale Funktion in gy,..., 04, 01, ..., 0n mit Koeffizienten aus
T=R(e1, e2, ..., &) ist, die unabhéngig von der speziellen Wahl der be-
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trachteten Gleichung ist. Dabei moge, wie schon oben gesagt, & jeweils eine p;-te
primitive Einheitswurzel bedeuten. Da die betrachtete algebraische Gleichung
ganz beliebig gewihlt wurde, kénnen wir ihre Wurzeln z,, ..., z, als un-
abhingige Verinderliche auffassen. Nun sind auf Grund von Lemma 4 die
Radikale g1, g2, ..., on ganzrationale Funktionen der Wurzeln z, ..., 2z,
mit Koeffizienten aus K= A(e, ..., &), wobei 4 = R(01,0,, . . ., d,) ist,
oder, was dasselbe bedeutet, rationale Funktionen in 21, ..., s, 01,...,0n
mit Koeffizienten aus dem Kérper T':

@ =7i(T1, ..., Tn, 01, « - - 5 On). (11)

Dabei sind wegen Formel (10), die nach Annahme fiir alle algebraischen
Gleichungen des betrachteten Grades n =5 gilt, die Ausdriicke

T5(Zy, ooy Tn, Oy, oo, On)

ebenfalls von der speziellen Wahl der betrachteten Gleichung n-ten Grades
unabhingig. Wir betrachten nun die Permutation

123456...n
#=\234516...2)°

bei der die Wurzel z, in die Wurzel x,, die Wurzel z, in die Wurzel z;, die
Waurzel z, in die Wurzel z,, die Wurzel z, in die Wurzel z; und schlieSlich
die Wurzel zg in die Wurzel z, iibergeht, wihrend (im Fall » > 5) die iibrigen
‘Wurzeln ungeéndert bleiben.

Ist ¢ eine beliebige Permutation n-ten Grades, so verstehen wir unter H¢
den Ausdruck, den man erhilt, wenn man auf eine gegebene rationale Funktion
H von #,...,%,01,...,0, mit Koeffizienten aus dem Korper T die
Permutation ¢ anwendet.

Wir zeigen nun, da8 sich bei Anwendung der Permutation s der Wert des

n
Radikals g, nicht &ndert. Da g1 = (21, ..., Zn, 01, - - - , On) = | 4; ist,

wobei 4, eine rationale Funktion von o1, 03, .. ., 0, mit Koeffizienten aus
T ist, kann man die Gleichung

en=4,
als eine rationale Beziehung zwischen z;, ..., 2,,01, ..., 0, mit Koeffi-

zienten aus 7' auffassen. Als solche wird sie auf Grund von Lemma 5 bei
Anwendung der Permutation 8 nicht geiindert, d. h., es ist

(o) = 4,5
oder, da (gf:) 8= (,8)» und 4,8 = 4, ist,
(0,8 8=4,,
d. h,, g, 8 ist ebenfalls eine p,-te Wurzel aus 4,. Hieraus folgt, daB p,8 =¢]p,
gilt, wobei » eine passende nichtnegative ganze Zahl ist. Weiterhin gilt dann

0,8™=(0,8) 8™~ =¢](g, 8™ ) =--- =¢T"p;. Nun ist 8= I, wobei I die
identische Permutation ist. Daher gilt 9,8% = o, = ¢§"p,, d. h. &}* = 1.
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Als niichstes betrachten wir die Permutationen

(123456 123456...2
“N24536... 9] " “T\231456...0)

Man erkennt leicht, daB t = s und # = u® = I ist. Ferner beweist man ent-
sprechend wie oben, da8 fiir passend gewihlte nichtnegative ganze Zahlen
und 2 die Gleichungen ;¢ = &/ g, und p,u = ¢}p, gelten, woraus sich
r=cP=1
ergibt. Hieraus folgt:
018 =1 (tw) =¢f (@ u) =&} - elo; = eli*ttgy ,
woraus sich &} = e4*4 ergibt. Insgesamt erhalten wir also:
, E:v E:y{-u (B:p S:A)i 1

g=F="7T =71 =1=L
also g,6 = g;, d. h., das Radikal g, wird durch die Permutation & nicht ge-
andert.

Entsprechend iiberzeugt man sich davon, daB auch die Radikale g,, g5, usw.,
und schlieBlich, daB alle Radikale g, g, . .., ps bei der Permutation & unge-
éndert bleiben. Nun betrachten wir die Gleichung (10). Auf Grund von (11)
konnen wir (10) als eine rationale Beziehung zwischen 23, ..., 24,01, ..., Os
mit Koeffizienten aus dem Korper T auffassen. Nach Lemma 5 bleibt dann
die Gleichung (10) bei Anwendung der Permutation s unverindert, d. h.,

718 =7(018, ..., @n8, 018, ..., On8) .
Nun ist aber 218 = 3, 6y8 = 0y und nach dem Bewiesenen

018=01,...,0n8=0n >
also
Ta=1(01,.-+,0n, 01, .., 0n),
d.h., %= z,, im Widerspruch zur Unabhingigkeit der Wurzeln
Ty ooy Tn .

§ 17. Die Gruppe einer algebraischen Gleichung

Der im vorangehenden Paragraphen bewiesene Satz von RUFFINI und
ABEL zeigt zuniichst nur, dal es keine allgemeine Formel zur Auflésung von
algebraischen Gleichungen eines vorgegebenen Grades n =5 durch Radikale
gibt. Hieraus folgt noch nicht unmittelbar die Existenz einer Gleichung,
deren Koeffizienten komplexe Zahlen sind und die nicht durch Radikale auf-
losbar ist (es bleibt ja immer noch die Moglichkeit, daB jede algebraische
Gleichung eine von der gegebenen Gleichung abhingige Auflosung durch
Radikale zuliBt). Um dies zu zeigen, miissen wir die Frage nach der Auf-
l5sbarkeit von algebraischen Gleichungen durch Radikale eingehender unter-
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suchen, wobei wir dchst einige Tatsachen aus der Theorie der Normal-
kdrper (GaLoisschen Korper) entwickeln miissen.
Es sei

F(z)=Ad,2"+ -+« + 4.=0 (1)
eine beliebige algebraische Gleichung n-ten Grades mit Koeffizienten aus
einem gegebenen Zahlkérper K. Dabei wollen wir voraussetzen, daB die kom-
plexen Wurzeln der Gleichung (1) paarweise voneinander verschieden sind.)

‘Wir adjungieren dann zum Korper K die Wurzeln «,, «,, . . . , & der Glei-
chung (1). Den entstehenden Korper 2 = K(ay, . . . , xs) nennt man Normal-
korper oder den GALOISschen Korper in bezug auf den Korper K. Ist speziell K
Rationalititsbereich der Gleichung (1), so wird der Zusatz ,,in bezug auf K
fortgelassen und £ kurz Normalkorper oder GALoIsscher Korper genannt
(§ 10, Seite 214).

Als niichstes wollen wir den fiir das Folgende wichtigen Begriff der Gruppe
einer Gleichung einfithren. Dazu bezeichnen wir mit & die Gesamtheit aller
derjenigen Permuta.tlonen der Wurzeln a,, ..., xs der Gleichung (1), bei
denen jede b I le Bezieh der Form 7(ay, ..., %) =0 mit
Koeffizienten aus dem Kérper X erhalten bleibt.

Wir wollen zelgen, daB die Menge ® in bezug auf die friher definierte Multi-

plikation von Per Li eine Gruppe bildet.

Beim Beweis dieser Tatsache verwenden wir den aus der Gruppentheorie
bekannten Satz, daB eine endliche Menge von Elementen einer gegebenen Gruppe
thrersests eine Gruppe bildet, wenn sie mit zwei Elementen auch stets deren
Produkt enthlt. Dann geniigt es zu zeigen, daB die Multiplikation der Per-
mutationen aus @ eine algebraische Operation in @ ist, d. h., daB die Multi-
plikation von Permutationen aus der Menge @ nicht hinausfiihrt. Dazu seien
8, und 8, beliebige Permutationen aus ®. Bei der Permutation s, moge
eine gegebene rationale Beziehung r,(x,, .. ., s) = O zwischen den Wurzeln
der Gleichung (1) in die rationale Beziehung ry(a,, . .., ®,) = O iibergehen,
wihrend durch die Permutation s, die rationale Beziehung ,(xy, - . ., s) =0
in die rationale Beziehung r5(x), ..., xs) = O iibergehen moge. Dann geht
bei der Permutation 8,8, die rationale Beziehung r,(x;, ..., as) = O in die
rationale Beziehung

73(0y, s %y) =0
ber. Daher bleibt auch bei der Permutation 8,8, jede rationale Beziehung
(o, . . ., %s) = O zwischen den Wurzeln von (1) erhalten, so da8 s,s, zu &
gehort, Da G auBerdem eine endliche Menge von Permutationen ist, bildet &
auf Grund des oben angegebenen Satzes in bezug auf die Multiplikation
von Permutationen eine Gruppe.

Man nennt die Gruppe G die GALOISsche Gruppe der Qleichung (1) in bezug
auf den Kiorper K oder kurz die Gruppe der Gleichung (1) in bezug auf den
1) Anderenfalls ki wir die mebrfachen Wurzeln absondern. Vgl. hierzu z. B.

das Buch Kuroscr [2] oder den § 29 des Buches ORUNJEW [4]. (Der deutsche Leser

-el verwiesen auf R. KooHENDORFFER, Einfilhrung in die Algebra, 2. Aufl., Berlin

8 7 und 8 ferner O. Haver, Emfﬁhmng in die Algebra, Teil I, 3. Aufl.,
Lellmgl 56, Kap. 13.1. — Anm. d. wissenschafil. Red.
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Kbrper K. Ist K Rationalititsbereich der Gleichung (1), so wird der Zusatz
,in bezug auf den Kérper K* wieder fortgelassen.

Beispiel 1. Gesucht ist die Gruppe einer quadratischen Gleichung
2?2+ pz+qg=0 (2)
mit rationalen Koeffizienten, die zwei verschiedene reelle irrationale Wurzeln
a, und «, besitzt.

Im betrachteten Fall ist K der Korper der rationalen Zahlen. Da «, und o,
algebraische Zahlen (in bezug auf den Korper der rationalen Zahlen) sind,
kann man jede rationale Beziehung r(x;, o) =0 zvnschen den Wurzeln der
Gleichung (1) als ganzrational h Ferner & h daB
der Grad von r(a,, ap) = 0 in bezug auf die Wurzel a, und in bezug auf die
‘Waurzel «, nicht groBer ist als 1, da man mit Hilfe von (2) die evtl. auftretenden
hoheren Potenzen der Wurzeln beseitigen kann. Wir kénnen also annehmen,
daB die Beziehung r(a;, @) = 0 die Form

(o, o) = Gyt + by + cag+d=0

hat, wobei a, b, ¢, d rationale Zahlen sind. Nun ist auf Grund der ViETAschen
Formeln a,a; = ¢. Setzen wir also ag+ d = m, so gilt:

r(y, &) = by - cop +m=20.

Da ferner ag = — p — &, ist, kénnen wir die betrachtete Beziehung auch
in der Form

r(og, 09) = (b—c)oy + (m— pe) =0
darstellen. Wiire hier b — ¢ == 0, so ergéibe sich fiir «, die Darstellung

pc—m

b—c ’
die im Widerspruch zur Irrationalitit der Wurzel «, steht. Daher muBb —c¢ =0
sein, so daB wir die Beziehung 7(«;, ;) = O endgiiltig in der Form

Py, ) = blay + a) + m =0 @)

o=

darstellen konnen.

Aus der Beziehung (3) kann man unmittelbar ersehen, daB sie bei jeder
Permutation der Wurzeln «, und «, erhalten bleibt (sie bleibt sogar bei allen
Permutationen dieselbe), so daB die Gruppe der Gleichung (2) die symmetrische
Gruppe &, ist.

Man kann auch noch von elnem anderen Gesichtspunkt aus zum Begriff der
Gruppe einer Gleich Dazu verstehen wir unter einem Auto-
morphismus des Norma.lkﬁrpers Qder Gleichung (1) in bezug auf den Kérper K
einen Isomorphismus des Normalkérpers 2 auf sich, bei welchem jedes Ele-
ment a des Korpers K in sich iibergefithrt wird. Zur Bezeichnung von Auto-
morphismen verwenden wir im Unterschied zur Bezeichnung von Permu-
tationen die Buchstaben S, 7', ... Um anzudeuten, daB ein gegebener Auto-
morphismus § ein Element w des Korpers 2 in ein Element o’ iberfiihrt,
schreiben wir:

wS=w'.
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Weiter filhren wir fiir die Automorphismen des Korpers 02 eine Multi-
plikation ein. Dazu seien S, und S, beliebige Automorphismen von £, fiir die

ws; =0, 0'S=0"
gilt. Offenbar erhalten wir dann durch die Zuordnung @ — '’ eine umkehr-
bar eindeutige Abbildung des Korpers £2 auf sich, bei der
o+ wy >0l +or, 0w > ooy

gilt und die Elemente des Korpers K elementweise festbleiben. Diese Zuordnung
ist also — kurz gesagt — ein Automorphismus des Korpers 2 in bezug auf den
Korper K. Wir wollen ihn im folgenden mit S, S, bezeichnen und das Produkt
der Automorphismen 8, und S, nennen.

Es zeigt sich nun, daB die Menge $ aller Automorphismen des Normalkiorpers
Q in bezug auf den Grundkirper K hinsichtlich der soeben erklirten Multi-
plikation von Automorphismen eine Gruppe bildet, die der Gruppe ® der Glei-
chung (1) isomorph ist.

Wir betrachten dazu eine beliebige rationale Beziehung der Form

(g, .oy p) =0
zwischen den Wurzeln der Gleichung (1) mit Koeffizienten aus dem Kérper K
und untersuchen, was mit dieser Beziehung bei einem Automorphismus S
des Normalkérpers £ in bezug auf K geschieht. Da bei Anwendung des Auto-
morphismus § die algebraischen Operationen des Korpers {2 erhalten bleiben
und auBerdem S die Elemente des Korpers K nicht &ndert, fiilhrt S die Be-

ziehung r(«,, . . ., %s) = 0 in die Beziehung r(«, S, . . ., 2, 8) = 0 iiber. Weil
nun voraussetzungsgemi. jedes oy Wurzel der Gleichung (1) ist, gilt F(«;) = 0.
‘Wenden wir auf diese Gleichung den Automorphi: S an, so erhalten wir

die Gleichung F(x;8) = 0. Daraus folgt, da8 mit «; auch &S Wurzel der
Gleichung (1) ist, also etwa a8 = «y, gilt. Da § eine umkehrbar eindeutige
Abbildung ist, ist fiir ¢ &= k offenbar oS = ouS. Es entspricht also jedem
Automorphismus § eine eindeutig bestimmte Permutation

(12‘..7»)
8=\. . .
g .. in

der Wurzeln der Gleichung (1), bei der die Beziehung r(a;,...,2s) =0 in
die Beziehung (o, . . ., %,) = O iibergeht, so daB die dem Automorphismus 8
entsprechende Permutation s sogar der Gruppe & der Gleichung (1) angehort.
Diese Tatsache benutzen wir, um eine eindeutige Zuordnung zwischen den
Automorphismen 8 des Kérpers 2 in bezug auf den Kérper K und den Permu-
tationen s der Gruppe ® herzustellen:

S s, (4)

Wir zeigen, da8 die Zuordnung (4) ein Isomorphismus zwischen der Menge §

und der Gruppe ® ist.
Zuniichst ist unmittelbar klar, daB die Zuordnung (4) umkebrbar eindeutig
ist. Dazu sei T ein beliebiger Automorphismus von £2 in bezug auf K, dem
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dieselbe Permutation s zugeordnet ist wie dem Automorphismus 8, fiir den
also T — s gilt. Ferner sei w ein beliebiges Element aus £2, das sich auf Grund
der Definition von £ offenbar als Polynom in a, ..., 2, mit Koeffizienten
aus K in der Form

o= f(ay, ..., %)
darstellen 1iBt. Dann ist

w8=f(ul,...,0a8)=flas, ..., a,)=FfaTl,...,0.T) =0T

und, weil w ein ganz beliebiges Element aus £ ist, S = 7.

Weiter iiberzeugt man sich leicht davon, daB es zu jeder Permutation &
aus ® einen Automorphismus § des Normalkorpers £ in bezug auf den Kérper
K gibt, fiir den § — s gilt. Ist namlich

(1 2... n)

8= RS . 3

By tg ... Oy

so fiihrt die Permutation s jedes Element w = f(a,, ..., an) des Kérpers Q

in ein gewisses Element o’ = f(x,, ..., w,) des Korpers £ iiber. Dieses
Element ' ist unabhingig von der speziellen Wahl der Darstellung

©=flo,...,e),
d. h., auch von jeder anderen Darstellung & = g(x1, . . ., %) des Elementes »
durch die Wurzeln der Gleichung (1) gelangt man bei Anwendung von &
zum Element «’. Dies folgt aus der Tatsache, daB die rationale Beziehung

’(dl'"':“n)zy(alx---,un)

zwischen den Wurzeln der Gleichung (1) durch keine Permutation s der
Gruppe geindert wird. Daher vermittelt die Permutation & eine Zuordnung

w0, (5)
die unabhiingig von der speziellen Darstellung von w durch die Wurzeln der
Gleichung (1) ist, wobei offenkundig die Elemente @ des Korpers K sich
selbst entsprechen, d. h. a - a gilt. Es sei nun 0 ein beliebiges Element des
Korpers 2. Wenn fiir dieses die Zuordnung 6 — o’ besteht, so fiihrt die
inverse Permutation s-! das Element o’ einerseits in das Element w und
andererseits in das Element 0 iiber, was nur dann méglich ist, wenn w = 0
ist, da - wie wir soeben gezeigt haben — jede Permutation der Gruppe G,
insbesondere also die Permutation s—!, das El t ' unabhiingig von einer
speziellen Darstellung durch die Wurzeln der Gleichung (1) in ein eindeutig
bestimmtes Element iiberfilhrt. Daher ist die Zuordnung (5) nicht nur ein-
deutig, sondern sogar umkehrbar eindeutig. SchlieBlich 1a8t sich zu jedem o’
ein @ finden, fiir das w -’ gilt. Ein solches Element w erhiilt man niamlich
gerade, wenn man auf @’ die inverse Permutation s~ anwendet. Damit ist
gezeigt, daB die Zuordnung (5) eine umkehrbar eindeutige Abbildung des
Korpers 2 auf sich ist, bei der die Elemente des Korpers K festbleiben. Es
bleibt zu zeigen, daB die Zuordnung (5) der gesuchte Automorphismus § ist.
Dazu gelte w +w’ und 6 — 6’. Dann fithrt die Permutation s die Summe
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o+ 0=1f(a,..., %)+ gl&; ..., xs) in
F@igy « oo tiy) 4+ gl@eys « o oy 4p) =0’ 6

iiber, so daB also w + 6 - w’ -+ 6’ und entsprechend w6 — w0’ gilt.

Damit ist zundchst gezeigt, daB die Zuordnung (4) eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung von der Menge § auf die Menge G ist. Es bleibt zu zeigen,
daB die Zuordnung (4) sogar ein Isomorphismus ist. Dazu gelte:

s...s:c?”",‘); T_.z=(’:":""':").
Ty g... i Gy Gz cee In
Dann ist fiir ein beliebiges Element w = f(x1, - .., ®,) aus 2

o(8T) = (@8) T = flays - - o> ttn) T = fl&tgys - - -» tg,) = @',

Hieraus ist zu ersehen, daB man das Element o’ aus dem Element @ ver-
mittels der Permutation
12... 'n) p
=38

.7‘1 iz e jn
erhilt, da8 also ST - st gilt.

Damit ist gezeigt, daB $ und G zueinander isomorph sind. Daher brauchen
wir im folgenden nicht mehr zwischen $ und G zu unterscheiden und kénnen
nétigenfalls auch die Gruppe der Automorphismen des Normalkérpers Q als
Gruppe der Gleichung (1) ansehen. Da die Automorphismengruppe $ nur
vom Kérper £ abhiingt, werden wir bisweilen ® (und $) die Gruppe des Nor-
malkérpers 2 nennen.

Bevor wir zu weiteren Untersuchungen iiber die Gruppe einer Gleichung
iibergehen, vermerken wir noch einige Eigenschaften des Normalkérpers 2
und der algebraischen Erweiterungen iiberhaupt.

Satz 27. Jedes Element »» des Normalkirpers Q ist Nullstelle eines iiber dem
Grundkirper K irreduziblen Polynoms.

Beweis. Als Element des Korpers £ lifit sich w als Polynom der Wurzeln
der Gleichung (1) mit Koeffizienten aus K darstellen:

@ = f(0ty, .+, ).
‘Wenden wir auf f(a,, . . ., ) simtliche n! Permutationen der symmetrischen
Gruppe &, an, so erhalten wir n! Elemente des Korpers
0,=w, 05, ...,0m.
Mit Hilfe dieser Elemente bilden wir die Gleichung
g@)=(x—0)(x—0) - (x—0n)=0.

Auf Grund des Hauptsatzes iiber symmetrische Polynome ergibt sich leicht,
daB g(z) ein Polynom iiber K ist. Dariiber hinaus besitzt natiirlich g(z) die
Nullstelle w. Dann ist offenbar  auch Nullstelle eines der iiber K irredu-
ziblen Faktoren von g(z), womit der behauptete Satz bewiesen ist.
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Satz 28. Enthili der Normalkirper 2 wenigstens eine Nullstelle w eines iiber K
srreduziblen Polynoms p(x), 80 enthilt 2 similiche Nullstell Poly p(®).

Beweis. Wie im Beweis des vorangehenden Satzes benutzen wir auch hier
das dort betrachtete Polynom g(z) iiber K, welches w als Nullstelle besitzt.
Nach Konstruktion liegen alle Nullstellen von g(z) in 2. Andererseits hat g(z)
mit p(z) die Nullstelle w gemeinsam und ist daher wegen der Irreduzibilitit
von p(z) durch p(z) teilbar. Daher kommen die Nullstellen des Polynoms p(x)
unter den Nullstellen des Polynoms g(x) vor. Da nun aber simtliche Null-
stellen von g(z) in Q liegen, sind dann speziell auch simtliche Nullstell
von p(x) in Q enthalten.

Satz 29. Es sei A ein beliebiger Zwischenkirper zwischen dem Grundkorper K
und dem Normalkorper Q,d.h. KEA S Q. Wenn es eine isomorphe Abbildung
von dem Korper Q auf den Korper A gibt, bei dem die Elemente des Grund-
korpers K elementweise festbleiben, so ist 4 = Q.

Beweis. Man iiberzeugt sich zunichst leicht davon, daB der Normal-
korper Q2 in bezug auf die Addition der Elemente von £ und die Multiplikation
der Elemente von 2 mit Elementen des Grundkérpers K einen Vektorraum
iiber K bildet. Jedes Element des Korpers 2 = K(a,, ..., «n) ist nimlich

ein Polynom in a,, . . ., a, mit Koeffizienten aus K. Wenn man zwei derartige
Polynome addiert, erhilt man offenbar wiederum ein Polynom in a, . . ., o,
mit Koeffizienten aus K. G > erhiilt man ein Polynom in ay,...,an

mit Koeffizienten aus K, wenn man ein derartiges Polynom mit einem Element
des Grundkérpers K multipliziert. Dabei sind die Axiome I bis V (Seite 32),
durch die ein Vektorraum charakterisiert wird, erfiillt. Dann bildet offen-

ichtlich der Zwischenkérper A in bezug auf die angegebenen Verkniipfungen
einen Unterraum von Q.

Es ist nun unmittelbar klar, da8 Q ein Vektorraum von endlicher Dimension
ist. Da némlich die Elemente a; (i =1, 2, ..., n) Wurzeln der algebraischen
Gleichung (1) sind, die den Grad n besitzt, ist jede Potenz a¥, bei welcher der
Exponent & 2 n ist, linear durch die Elemente «f =1, as, . . . , af ! ausdriick-
bar. Daher kann man jedes Element a des Korpers Q2 als Polynomina,, . . ., o
mit Koeffizienten aus K darstellen, in welchem die Exponenten beia,, .. ., an
jeweils hoohstens n — 1 sind. Daraus folgt, daB die Menge der Produkte
ofi afi + + + aff, in denen die Exponenten k;, I, ..., 8 nicht groBer als n — 1
smd eine Basis des Raumes £ bilden, so daB in der Tat Q2 ein endlich-dimensio-
naler Vektorraum ist.

Nach diesen Vorbereltungen kénnen wir den angegeb Satz b
Dazu entnehmen wir der Theorie der Vektorriume, daB ein end].lch-
dimensionaler Vektorraum auf keinen echten Unterraum derart isomorph
abgebildet werden kann, daB die Elemente des Grundkoérpers K element-
weise festbleiben. Daraus folgt dann unmittelbar, daB 4 kein echter Unter-
kérper von £ sein kann und daher 4 = £ ist.

Als néchstes fithren wir den fiir das Studium der weiteren Eigenschaften
der Gruppe einer Gleichung auBerordentlich wichtigen Begriff der Fort-
setzung eines Isomorphismus ein.
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Es seien R und R isomorphe Ringe (gleichgiiltig, ob Zahlringe oder nicht),
4 eine Erweiterung des Ringes B und A eine Erweiterung des Ringes R,
wobei auch 4 und A zueinander isomorph sind. Ein Isomorphismus!) 4 == 4
heiBt Fortsetzung eines Isomorphismus R = R, wenn jedes Element a des
Ringes R, welches beim Isomorphi R=Rina iibergeht, auch durch
den Isomorphismus 4 = 4 in das Element @ iibergefithrt wird.

Beispiel 2. Es sei R der Korper der reellen Zahlen und E der Korper
der Matrizen der Form
a 0
0a)’

wobei a eine beliebige reelle Zahl ist. Die algebra.lschen Operationen im
Korper R seien dabei die iiblichen arithmeti Operati , wihrend als

Addition und Multiplikation in R die Addition und die Multiplikation fiir
Matrizen zu nehmen sind. Wir ordnen nun jeder reellen Zahl a die Matrix

(o<
(o2

Man sieht leicht ein, daB diese Zuordnung ein Isomorphismus R =R ist.
Sodann betrachten wir als Erweiterung 4 des Korpers R den Korper der

komplexen Zahlen und als Erweiterung 4 des Korpers B den Kérper der
Matrizen der Form
a b ®)
—ba)’

wobei a, b beliebige reelle Zahlen sind. Der Leser moge selbst nachpriifen,
daB die Menge aller Matrizen der Form (6) in bezug auf die Addition und
die Multiplikation von Matrizen einen Korper bildet.

Wir ordnen nun jeder komplexen Zahl a -+ bi die Matrix (_ e :) zu:

b
ab
a—l—bi»( ) )
—ba
Auch diese Zuordnung ist ein Isomorphi 4 =24.

Setzen wir speziell b = 0, so geht die Zuordnung (7) in die Zuordnung

(u 0)
a -
0 a

3) Durch e soll ein beliebiger Isomorphismus bezeichnet werden.
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iiber. Daraus folgt, daB bei dem Isomorphismus 4 = 4 jeder reellen Zahl a
die Matrix
a 0
0 a

entspricht, d. b., daB der Isomorphismus 4 = 4 eine Fortsetzung des Iso-
morphismus R =R ist.

Als eine erste tliche Eigenschaft der Fortsetzung eines Isomorphi
erwihnen wir folgenden

Satz 30. Es seien K und K isomorphe E&rper Dann kann man den Polynom-
ring K([x] derart auf den Polynomring K[x] tsomorph abbilden, daf der Iso-
morphismus K[z] = R[z] eine Fortsetzung des Isomorphismus K = K ist.

Beweis. Beim Isomorphismus K =< K mdge einem gegebenen Element a
aus K das Element g aus K entsprechen, also a - @ gelten. Dann ordnen
wir jedem Polynom f(z) = a,+ 6,2+ -+ - + @nz™ aus K(z] das Polynom
(@) =Ty + a2+ - - + 2™ aus K[z] zu:

f@=aytayz+---+amz"™ > [(2) =T+ 8z 4+ Tmz™. (8)
Der Leser priift unmittelbar nach, daB (8) eine umkehrbar eindeutige Ab-
bildung von K[z} auf K[z] ist. Wir zeigen hier nur, daB die Zuordnung (8)
sogar einen Isomorphismus der Ringe K{z] und K(z] vermittelt.

Es sei namlich g(x) =b,+ b,z + ---+ bya' ein weiteres Polynom aus
K[z}, fiir das

g(@)=by+byz+---+ bz’ >g@)+b+bz+ - +b &
gilt, wobei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ! < m sei. Dann ist
@) +g(@)=cot+e;z+ - +ema™,
mit ¢; = a;+ b;, wobei im Fall I <m noch bj41="+-=bn =0 zu setzen
ist. Hieraus folgt unmittelbar:
H@) +g(2) >8G4+ Ez+- -+ Enz™ = F(2) +§(2) .
Entsprechend beweist man f(z) g(z) - F(z) g(z).

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB der Isomorphismus K[z] = K[z]
eine Fortsetzung des Isomorphi K = K ist. Dazu betrachten wir das
Polynom f(z) = a, wobei a ein beliebiges Element des Korpers K ist. Hier
nimmt die Zuordnung (8) die spezielle Form a - @ an. Also geht beim Iso-
morphismus K [#] = K[«] jedes Element a des Korpers K in das Element @
des Korpers K iiber, das dem Element a beim Isomorphismus K == K ent-
spricht.

pgevor wir uns einer weiteren Eigenschaft der Fortsetzungen eines Iso-
morphismus zuwenden, wollen wir noch folgendes verabreden: Ist f(z) ein
gegebenes Polynom mit Koeffizienten aus einem Korper K und K ein zu K
isomorpher Korper, so soll unter f (z) dasjenige Polynom iiber X verstanden
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werden, das dem Polynom f(x) bei dem im Beweis von Satz 30 betrachteten
Isomorphismus K{[z]= K[z] entspricht.

Aus Satz 30 folgt dann z. B. unmittelbar: {at p(z) ein iiber K irreduzibles
Polynom, so ist auch das Polynom P(x) iiber K irreduzibel.

Satz 31. Es seien K und K isomorphe Zahlkorper. Ferner sei 6 Nullstelle
eines ulm‘ K srreduztblen Palymm p(x) und 0 eine Nullstelle des p(z) ent-
apr srred: Poly P(x). Dann kann man den Isomorphismus
K = K 2u einem Isomorphismus K (6) =K(0) fortsetzen, bei dem der Null-
stelle 0 die Nullstelle O entspricht.

Beweis. Es sei k der Grad des Polynoms p(z). Dann laBt sich jedes Element y
der algebraischen Erweiterung K (0) auf genau eine Weise in der Form

y=ay+ a0+ -+ 4 ar_16%!
darstellen, wobei die Koeffizienten a; Elemente des Korpers K sind (vgl.
die Bemerkung auf Seite 211). Es mogen nun bei dem Isomorphismus K = K
den Elementen a; die Elemente @ entsprechen. Dann ordnen wir dem Ele-
ment y das Element 7 — @+ & 6 + « - - 4 @1 6*~" aus dem-Korper X (8) zu:
y=ay+ a0+ -t ar 1P =Go+ a0+ -+ a@m_1 01, (9)
Wir behaupten, da8 die Zuordnung (9) ein Isomorphismus K (8) = K () ist.

Dazu sei zuniichst  ein beliebiges Element des Erweiterungskérpers K (6),
dem bei der Zuordnung (9) dasselbe Element aus K () entspricht wie dem
Element y, fiir das also 8 —» 7 gilt. Ist speziell 8 =by+ b,0+ - -« by 6-1,
so gilt:

8 byt 084 4 b B =F =g+ 30+ -+ + Ty 81
Da nun p(z) ein iiber K irreduzibles Polynom ist, 148t sich 7 auf nur eine
Weise als Polynom in § von héchstens dem Grad k — 1 mit Koeffizienten

aus K darstellen. Daher ist a, ._b,, "1—”1: vv.,8k-1=bs_1 . Hieraus folgt
auf Grund der Isomorphie K = K, daB a,= b,, @, =b,, ..., Gz_1=bs_, ist,
d.h. § =y gilt.

Ferner ist unmittelbar klar, da es zu jedem Element 7 aus K (5) wenigstens
ein Element y aus K () gibt, dem das Element 7 bei der Zuordnung (9)
entspricht.

Damit ist gezeigt, daB durch (9) eine umkehrbar
von K(0) auf K () erklirt wird.
Es seien nun
P1=08o+ a0+ -+ a1 0* ! und yy=bo+ b0+ -+ bi 16!
beliebige Elemente des Korpers K (6). Ihnen entsprechen in der algebraischen
Erweiterung K (6) die Elemente

Pr=Gat @04 4T 81, Fy=be by O by 041

PO JUNYY Abbild
=5
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Dann ist aber der Summe

P+ ve= (@4 bo) + (@1 + b:1) 04 - - - 4 (@r-1 -+ br_1) 6*-?
die Summe

@+ B+ @+ 504+ @1+ o) B =71+ 72

zugeordnet. Analog iiberlegt man sich, daB dem Produkt y, y, das Produkt
717, entspricht. Daher ist die Zuordnung (9) sogar ein Isomorphismus:

K@) =EK(@®).
Dariiber hinaus ergibt sich unmittelbar, daB der Isomorphismus
K@)=K@®)

eine Fortsetzung des Isomorphismus K = K ist. Wenn namlich y ein Element
aus K ist, so ist y = a,, und die Zuordnung (9) nimmt die Form aq, - @,
an. Daher wird beim Isomorphismus K (0) = K (8) jedem Element aus K
dasjenige Element zugeordnet, das ihm beim Isomorphismus K = K ent-
spricht.

SchlieBl_ich geht bei der Zuordnung (9) offenbar das Element 6 in das
Element 6 iiber.

Wir wollen uns jetzt wieder dem Studium der Gruppe der Gleichung (1)
zuwenden.

Wir haben bereits gezeigt (Satz 27), dal jedes Elementw des Normalkorpers
£ Nullstelle eines iiber K irreduziblen Polynoms p(x) ist. Man nennt nun
Elemente w und o’ des Kérpers 2 konjugiert, wenn sie Nullstelle ein und des-
selben iiber K irreduziblen Polynoms p(z) sind. Es gilt dann der folgende
wesentliche

Satz 32. Bei jeder Permutation (jedem Automorphismus) aus der Gruppe
der Gleichung (1) geht ein gegebenes Element co des Normallcorpers 2 in ein 2u
ktmyugwrtes Element o' iiber. Ist umgekehrt o' em 2u Lan;ugterte.q Element,
80 gibt es in der Gruppe der Gleick (1) gstens eine Permutation (einen
Automorphismus), dte (der) w in o’ uberfuhrt.

Beweis. Es seiw Nullstelle eines iiber K irreduziblen Polynoms p(2) und s
eine beliebige Permutation aus der Gruppe ® der Gleichung (1). Daw rational

durch die Wurzeln «,, .. ., a, der Gleichung (1) darstellbar ist, erhalten wir
in der Gleichung p(w) =0 eine rationale Beziehung zwischen den Wurzeln
&y, .. . , &y der Gleichung (1). Wenden wir auf diese Beziehung die Permutation s

an, so erhalten wir auf Grund der Definition der Gruppe einer Gleichung,
daB auch p(ws)= 0 ist. Daher ist w’ = ws Nullstelle des Polynoms »(z),
d.h,, o ist ein zu w konjugiertes Element.

Es sei nun umgekehrt o’ ein beliebiges zu w konjugiertes Element. Dann
gibt es ein iiber K irreduzibles Polynom p(x), das sowohl w als auch o’ als

Nullstelle besitzt. Auf dieses wenden wir mit K = K und dem Isomorphismus
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K = K, der jedem Element a des Korpers K das Element e zuordnet!)s
Satz 31 an. Auf Grund dieses Satzes kann man den g t i
K = K zu einem Isomorphismus K (w) = K (') fortsetzen, bei dem o in o’
iibergeht. Ist nun K(w)= £, so stimmt auf Grund von Satz 29 auch die
Erweiterung K (w') mit £2 iiberein, so daB wir in diesem Fall bereits einen
Automorphismus von 2 in bezug auf K gefunden haben, derw in®’ iiberfiihrt.
Ist hingegen K (w) ein echter Teilkérper von £, so schlieBen wir folgender-
maBen weiter: Wir betrachten ein beliebiges Element 6 aus £, das nicht
dem Kérper K (w) angehort. Ferner sei p, () ein iiber K irreduzibles Polynom,
welches 0 als Nullstelle besitzt. Dann kann natiirlich p,(z) iiber dem Korper
K (w) durchaus reduzibel sein. Es moge p,(x) iiber dem Korper K(w) etwa
auf folgende Weise in irreduzible Faktoren zerfallen:

Py (2) = 0, (2)ga(2) -+ - G () . (10)
(Die Polynome g;(z) sollen dabei von mindestens erstem Grad sein.) Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, da8 § Nullstelle des
Polynoms g, () ist. Nun entspricht auf Grund von Satz 30 der Zerlegung (10)
im Korper K (') eine Zerlegung

Py () =, (%) Gy (%) - - - T ()
bei der die Faktoren g(z) in bezug auf den Korper K (w') gleichfalls irreduzibel
sind. AuBerdem beachten wir, da8 auf Grund von Satz 28 simtliche Null-
stellen des Polynoms p,(z) dem Normalkérper 2 angehoren. Dann kénnen
wir behaupten, da8 in 2 auch simtliche Nullstellen des Polynoms ¢, (x) ent-
halten sind. Es sei nun 6’ eine beliebige Nullstelle des Polynoms g, (). Dann
ist auf Grund von Satz 31

K, ) =K', ), a1
wobei der Isomorphismus (11) eine Fortsetzung des Isomorphismus
K(w) =K (')
ist. Wenn nun K(w, 6) = 2 ist, so ist auf Grund von Satz 29 auch
K, 8)=02

und demzufolge (11) ein Automorphismus von £2 in bezug auf K, bei welchem
w in @' iibergeht. Ist hingegen auch K (w, 6) noch ein echter Teilkérper von £,
so setzen wir auf die angegebene Weise das Verfahren fort. Offenbar ge-

langen wir in endlich vielen Schritten zu einem Automorphismus von £ in
bezug auf K, der w in «’ iiberfiithrt.?2)

Ny
Tsomory

1) Wir betrachten also den sog tdentischen Isomorphi des Korpers X
auf sich.

2) DaB der geschilderte ProzeB nach endlich vielen Schritten abbricht, ergibt sich auf
Grund der folgenden Uberlegungen. Jede Erweiterung K (w), K (w, 8), ... kann als
ein Unterraum des Raumes 2 aufgefaBt werden. Aus der Theorie der Vektorrdume

ist jedoch bekannt, daB eine Folge von U eines geg b endlich-
dimensionalen Raumes, in der jeder U m in dem folg echt enthalt.
ist, endlich ist (da die Folge der prechenden Di: i beschrinkt ist).
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‘Wir wollen sagen, daB ein Element w des Normalkorpers 2 alle Permutationen
(Automorphismen) aus der Gruppe des Korpers 2 zuldft, wenn w bei allen
Permutationen aus der Gruppe von 2 ungeéndert bleibt. Dann erhalten wir
aus Satz 32 unmittelbar die wichtige

Folgerung. Ein Element w des Normalkorpers Q2 lift dann und nur dann
alle Permutationen aus der Gruppe & des Korpers Q zu, wenn « dem Grund-
kérper K angehirt.

Beweis. Falls w dem Grundkérper K angehort, so wird natiirlich @ von
keiner der Permutationen aus & gedndert. Bleibt umgekehrt w bei allen
Permutationen aus der Gruppe ®& ungedndert, so miissen auf Grund von
Satz 32 alle zu w konjugierten Elemente mit w iibereinstimmen. Das ist aber
dann und nur dann méglich, wenn w Nullstelle eines Polynoms p(x) vom

irad Eins ist, d. h. p(2) = z — a gilt, wobei a Element des Korpers K ist.
Daher ist w — a =0, also ® = a, d. h., w gehort dem Grundkérper K an.

Eine wesentliche Rolle spielt bei unseren Uberlegungen der folgend

Satz 33. Es sei 2 der Normalkorper und © die Gruppe der Qleichung (1)
iiber dem Kéorper K. Dann entspricht jedem Zwischenkorper K'(K € K' € Q)
eine Untergruppe &' der Gruppe ®, welche die Gruppe der Gleichung (1), nun
aber iiber K', ist; und zwar ist &’ die Gesamtheit aller derjenigen Permutationen
aus &, welche jedes Element des Korpers K' festlassen. Hierbes ist der Korper K’
durch die Untergruppe &' eindeutig festgelegt, und zwar ist K' die Gesamthest
aller derjenigen Elemente aus 2, welche alle Permutationen aus der Gruppe G’
,,zulassen’, d. h., die bei diesen Permutationen festbleiben.

Beweis. Die Gruppe &’ der Gleichung (1) iiber dem Korper K’ ist offenbar
die Gesamtheit aller derjenigen Permutationen der Wurzeln oy, . .., ay der
Gleichung (1), bei denen alle iiber K’ rationalen Beziehungen zwischen den
Whurzeln «y, . .., ay erhalten bleiben und die die Elemente von K’ element-
weise festlassen. Da nun jede iiber K rationale Beziehung zwischen den
Wurzeln ay, . .., aa als eine spezielle Beziehung iiber K’ angesehen werden
kann, bleiben bei einer Permutation 8 aus &’ insbesondere alle iiber K ratio-
nalen Beziehungen zwischen den Wurzeln «y, . . ., a, erhalten. Daraus folgt,
daB jedes Element s der Gruppe ' auch Element der Gruppe G ist, d. h.,
daB @’ eine Untergruppe von  ist (die natiirlich mit der Gruppe % zusammen-
fallen kann).

Wir wollen nun zeigen, daB ®’ aus genau denjenigen Per tionen aus
der Gruppe ® besteht, welche die El te von K’ festl Dazu bezeich
wir die Gesamtheit aller dieser Permutationen mit &’’. Es ist unmittelbar
klar, daB die Gruppe ' eine Teilmenge von G’ ist, d.h. &' € G gilt.
AuBerdem sieht man leicht ein, daB8 die Menge '’ eine Gruppe bildet. Denn
das Produkt zweier Permutationen, welche beide die Elemente des Korpers
K' festlassen, 1aBt ebenfalls die Elemente von K’ fest.

Es sei jetzt ¢ eine beliebige Permutation aus der Gruppe G’'. Speziell ist
dann ¢ in der Gruppe der Gleichung (1) enthalten, stért also keine iiber K
rationale Beziehung zwischen den Wurzeln «,, . .., as. Wir betrachten nun
eine beliebige iiber K’ rationale Beziehung r(x1, . .., ay) = 0. Ersetzt man
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die Koeffizienten dieser Beziehung durch ihre Darstellungen in «y, ..., &y,
so erhdlt man eine Beziehung zwischen den Wurzeln ay, ..., a, der Glei-
chung (1), deren Koeffizienten dem Korper K angehéren. Daraus folgt, daB
die Beziehung 7(«, .. ., ®s) = O bei Anwendung der Permutation ¢ erhalten
bleibt. Dies kann man andererseits auch daraus entnehmen, daf8 die Koeffi-
zienten der Beziehung r(x1, ..., ®s) = O durch die Permutation ¢ nicht ge-
andert werden. Damit ist gezeigt, daB ¢ in &' enthalten ist, also G” € &’
gilt. Zusammen mit G’ £ G ergibt dies die Gleichung 6’ = G"'.

Zum vollstindigen Beweis des behaupteten Satzes haben wir nur noch zu
zeigen, daB der Korper K’ durch die Untergruppe @’ eindeutig bestimmt ist.

Dazu sei w ein beheblges Element des Korpers 2, das simtliche Permu-
tationen der Gruppe &’ zuliBt. Dann ergibt sich auf Grund der Folgerung
aus Satz 32 unmittelbar, daB w ein Element des Korpers K' ist.

Als néchstes fithren wir den fiir die fc den Untersuch ichti
Begriff des Homomorphismus von Gruppen ein, der eine nnhehegende Ver-
a.llgememenmg des Isomorphiebegriffs ist.

Dazu sei ®, eine beliebige Gruppe und ¢ eine eindeutige Abbildung von
der Gruppe ®, auf eine Gruppe ®,, wobei ¢ nicht notwendig umkehrbar

tig zu sein braucht. Eine solche Abbildung heift nun ein Homeo-
morphismus, wenn dem Produkt von irgendwelchen Elementen der Gruppe 6,
das Produkt der entsprechenden El te der Gruppe ®, zugeordnet ist.
Eine homomorphe Abbild g von einer gegeb Gruppe ®, auf eine Gruppe
§, soll im folgenden durch &, ~ G, bezeichnet werden.

Wir beweisen nun den folgenden

Satz 34. Es sei K' ein zwischen dem Korper K und dem Normalkorper Q
gelegener Korper, der seincrseits Normalkorper eines gewissen Polynoms g(z)
iiber K ist. Dann gibt es eine homomorphe Abbildung von der Gruppe G des
Korpers Q iiber K auf die Gruppe ® des Korpers K’ iiber K.

Beweis. Es seien §,, f,, . . ., fm die Nullstellen des Polynoms g(z). Dann
fiihrt jede Permutation & aus @ eine gegebene Nullstelle f; in eine evtl. andere
Nullstelle §; iiber, und zwar so, daB zwei verschiedenen Nullstellen 8; und f:
verschiedene Nullstellen fis und fis entsprechen. Wire nimlich §;s = fis
fir B; 4 P, so erhielte man durch Anwendung der inversen Permutation
8-1 auf die Gleichung fis = Bis, daB f; = B wire, was nicht der Fall sein
sollte. Daher wird durch jede Permutation s aus & eine gewisse Permutation

s B ~--ﬂ-)
i Biy -+ - Bim

der Nullstellen des Polynoms g(z) hervorgerufen. Offenbar bleiben bei der
Permutation & alle iiber K rationalen Beziehungen r(fi, ..., Sm) =0 er-
halten und die Elemente des Korpers K elementweise fest, d. k., & ist eine
Permutation aus der Gruppe des Kérpers K’ iiber K.

Umgekehrt kann jede Permutation & aus der Gruppe des Korpers K’ iiber K
mit Hilfe des im Beweis von Satz 32 angegebenen Verfahrens zu einer Permu-
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tation (einem Automorphismus) s aus der Gruppe des Korpers Q iiber K
fortgesetzt werden.

‘Wir ordnen nun jeder Permutation s aus der Gruppe & die durch s hervor-
gerufene Permutation & zu:

83, 12)

Man sieht leicht ein, daB bei der Zuordnung (12) jedes Produkt 8,8, in das
Produkt 5,3, iibergeht, so daB durch die Zuordnung (12) eine homomorphe
Abbildung der Gruppe ® auf die Gruppe ® erklirt wird.

§ 18. Gleichungen mit symmetrischer Gruppe

Im vorliegenden Paragraphen werden wir zeigen, da8 Gleich vom
Grad n = 5, deren Gruppe die symmetnsche Gmppe xst nicht durch Radikale
auflosbar sind. Hierzu beweisen wir zunichst einige Si.tze

Satz 35. Gehdren fiir beliebiges n =2 die primitiven n-ten Einheitswurzeln
nicht dem Korper K anl), so ist die Gruppe der reinen Gleichung

f(z)=2"—1=0 1)
in bezug auf K eine kommutative Gruppe.

Beweis. Es sei ¢ eine primitive Wurzel der Gleichung (1). Dann ist K ()
Normalkérper der Gleichung (1) in bezug auf K, da alle Wurzeln der Glei-
chung (1) durch ¢ rational ausdriickbar sind, und zwar sind es einfach die
Potenzen von ¢. Es sei ferner p(z) derjenige der iiber K irreduziblen Faktoren
des Polynoms f(z), der ¢ als Nullstelle besitzt. Offenbar ist dann K (¢)
auch Normalkérper des Polynoms p(2) in bezug auf K, so daB die Gruppe
der Gleichung p(z) = 0 mit der Gruppe der Gleichung (1) iibereinstimmt.
Sind aber 0, =¢, O3 =¢*, ..., O = e*m simtliche Nullstellen des Poiy-
noms p(z), so gibt es auf Grund von Satz 31 fiir jedes ¢ (1 <t < m) einen
Isomorphismus K (6;) = K(0), der eine Fortsetzung des identischen 1so-
morphismus K == K ist (d. h. des Isomorphismus, welcher die Elemente
von K festliBt) und der 6, in 0; iiberfiihrt.. Da nun offenbar K(6;) in K(6,)
enthalten ist, muB auf Grund von Satz 29 dann K (6,) = K (6;) sein. Daraus
folgt, daB die Isomorphismen K (0;) == K (6;) Automorphismen des Normal-
koérpers K (6y) in bezug auf K sind, also der Gruppe & der Gleichung (1)
in bezug auf K angehoren. Daher besteht die Gruppe & aus genau m ver-
schiedenen Permutationen 8 = I, s;, ..., 85, wobei

0181=0|, 0182=09, ceey 918,n=0,,‘
gilt. Berechnen wir nun 0, (8;8;) und 6,(s;8;), so kénnen wir feststellen, daB

01(818) = 0185 = (¥4) 8= (e 8;)* = (01 8)) 8= 0OF¢ = cibs,

01 (8;81) = E}ikl
ist. Hieraus folgt, daB &s;- = ;8; ist, d. h., die Gruppe ®. ist kommutativ.

1) Anderenfalls ist die Gruppe der Gleichung (1) in bezug auf K die Einheitsgruppe
und der behauptete Satz trivial. — Anm. d. wissenschafil. Red.
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Satz 36. Es set
F(z)=Adoa"+ Ayan-1+4-. 4+ 4,=0 (2)
eine algebraische Gleichung mit Koeffizienten aus K, deren Gruppe in bezug
auf den Korper K die symmetrische Gruppe ist. Dann ist das Polynom F(z)
iiber K irreduzibel.

Beweis. Es seien «, . . ., ay die Wurzeln der Gleichung (2). Angenommen,

das Polynom F(z) wire iiber K reduzibel, also
F(2)=cphr(z)pps(2) - - - Plr(2) ,
wobei die Polynome p(zx) simtlich voneinander verschieden und irreduzibel
iiber K sind. Ferner sei o4 eine beliebige Nullstelle des Polynoms p, (z) und «;
eine beliebige Nullstelle des Polynoms p,(z). Wir betrachten dann diejenige
Permutation s, die die Nullstellen oy, «; vertauscht und die iibrigen Wurzeln
der Gleichung (2) ungeiindert li8t, also die Permutation
(1 2...4 7n)
8= . . .
12...7...1...n
Wenden wir die Permutation s auf die rationale Beziehung p,(x;) = 0 an,
so erhalten wir die Beziehung p,(aj) =0, d.h., es miite o; Nullstelle des
Polynoms p, (x) sein. Dann miilte aber wegen der Irreduzibilitit von p,(z)
das Polynom p,(x) durch das Polynom p,(z) teilbar sein. Entsprechend er-
gibe sich, daB p,(x) durch p,(x) teilbar ist. Hieraus wiirde folgen, da8 die
Polynome p,(x) und p,(x) bis auf einen Faktor vom Grad Null iiberein-
stimmen, was nicht der Fall sein sollte.

Satz 37. Es sei (2) eine beliebige algebraische Gleichung vom Grad n > 2
mit Koeffizienten aus K, deren Gruppe in bezug auf K die symmetrische Gmprpe
ict Dann ist keine Wurzel der Gleichung (2) rational in bezug auf K durch eine

itive k-te Einh zel ¢ darstellbar, d. h., dann gehirt keine Wurzel oy
der Gleichung (2) dem Korper K (e) an.

Beweis. Auf Grund von Satz 35 ist die Gruppe 6’ des Korpers K (¢) in
bezug auf K eine kommutative Gruppe. Da wegen Satz 36 das Polynom
F(x) iiber K irreduzibel ist, ergiibe sich aus der Annahme, wenigstens eine
Nullstelle des Polynoms F(x) liege in K (), daB in K (¢) simtliche Nullstellen
des Polynoms F(z) enthalten sind und

Q=K(y,...,on) S K(e)
gilt. Dann wire aber auf Grund von Satz 34 die Gruppe & der Gleichung (2)
in bezug auf K oder, was dasselbe ist, die Gruppe des Kérpers 2 homomorphes
Bild der Gruppe 6’. Hieraus wiirde folgen, daB die Gruppe ® ebenfalls kom-
mutativ ist.!) Das ist aber unméglich, da nach Voraussetzung & die sym-
metrische Gruppe sein soll, die fiir »>> 2 nicht kommutativ ist.

1) Werden namlich bei einem H hi @ ~ @ El te a’, b’ der Gruppe
@’ auf die Elemente a, b aus & nbgablldet 80 bestehen dann dle Zuordn:
a’b’ — ab und ¥’a’ — ba. Wenn nun die Gruppe @’ kommutativ ist, so ist a’b’ = b’a’

und daher auch ab = ba, d. h., auch die Gruppe @ ist kommutativ.
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Satz 38. Es sei (2) eine algebraische Gleichung iber K vom Grad n> 2,

deren Gruppe in bezug auf K die symmetrische Gruppe ist. Ferner seien
€1y + 0.y &k

primitive py-te, ..., pr-te Einheitswurzeln, wobei py, ..., pr paarweise ver-

hiedene ungerade Primzahlen sind. Dann ist auch die Gruppe der Qleichung (2)
in bezug auf den Korper K' = K(e,, ..., &) die symmetrische Gruppe.

Beweis. Zur Abkiirzung bezeichnen wir den Kérper K(a, ..., ap) mit
£ und den Korper K’ (a;. . . ., an) mit . Wir zeigen zunéchst, daB K’ = K (¢)
ist, wobei ¢ eine primitive p; p,- - - pi-te Einheitswurzel ist. Da némlich, wie
man leicht sieht, das Produkt &) &+« - &; eine primitive p; pg - - - pi-te Einheits-
wurzel ist, gilt einerseits:

K@) Ky, ..., a);
andererseits ist aber auch

Ker, ..., &) EK(e),
weil ndmlich jede Einheitswurzel £; eine Wurzel der reinen Gleichung 2™ — 1=0
mit m = py pe- - - P und daher eine gewisse Potenz von ¢ ist. Also ist tat-
sichlich K(e,..., &) = K(¢).

Daher folgt aus Satz 37, daB X oK’ ist. Fiir die Kérper K und K’ gibt es
nun zwei Moglichkeiten. Entweder ist K'= K, oder es ist K'> K. Falls
K'= K ist, gilt der behauptete Satz trivialerweise. Wir konnen also an-
nehmen, daB

KcK'cX (3)
ist. Dann stehen auf Grund von Satz 33 die Gruppe &, des Kérpers X in
bezug auf K, die Gruppe ®, des Korpers X' in bezug auf X’ und die Einheits-
gruppe € in der Beziehung

6,26,2€,
wobei offenbar ®, zugleich auch Gruppe der Gleichung (2) in bezug auf K’ ist.

Nun kann offenbar der Kérper X auch als Normalkorper des Polynoms

h@)=F@) @ 4amtt bz t]) m=mpr-p)
in bezug auf K angesehen werden. Daher ist ®, auch Gruppe der Gleichung
h(z) = 0 in bezug auf K.
Bezeichnen wir nun die Nullstellen des Polynoms z™-14...4 241
mit 6, 0s, ..., On_1, so erhalten wir als Nullstellen des Polynoms A (z):

Oy, Oy e ey Gny Oy, 0oy Omoy.

Diese Nullstellen sind paarweise voneinander verschieden, da auf Grund von
Satz 37 die Polynome F(x) und z™~!'—+--..4 z+4 1 keine gemeinsame Null-
stelle besitzen.

Wir wollen nun untersuchen, wie die Permutationen 8 der Gruppe ®; be-
schaffen sind. Sicher kionnen diese Permutationen keine der Nullstellen
«; in eine der Nullstellen 6, iiberfiilhren. Wire nimlich z. B. a; 8= 8;, so wire
wegen F(x;) = 0 auch F(6;) = 0, im Widerspruch zu Satz 37. Daraus folgt,
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daB die Permutationen s aus @, die Gestalt

(11 az...0n 01 0,4..0,,._.) "
8=

gy a;,...a;,,o,,o,,...o,,,_, ( )
haben miissen, wobei die Indizes i;, %2, . . ., 1, eine gewisse Permutation der
n Zahlen 1,2, ..., n bilden. Dabei treten aber auch alle diese Permutationen

tatsiichlich auf. Da némlich X2Q2K gilt und die Gruppe des Kérpers Q
in bezug auf K die symmetrische Gruppe S, ist, ist auf Grund von Satz 34
die Gruppe ®, der symmetrischen Gruppe S, homomorph, und zwar wird ein
solcher Homomorphismus z. B. durch die Zuordnung
_ («1 A ... u.)
8= (5)
iy Oig - -+ Kig

gegeben; wiirden also in (4) als Indizes 1,, g, ..., %, nicht alle #! Permu-
tationen der Zahlen 1, 2, . . ., » auftreten kornen, so wiirde die Zuordnung (5)
nicht alle Permutationen s der symmetrischen Gruppe &, ausschopfen, also
durch die Zuordnung (5) die Gruppe ®, nicht auf die Gruppe S,, sondern
nur suf einen echten Teil derselben homomorph abgebildet werden.

Als niichstes wollen wir untersuchen, aus welohen Permutationen die Gruppe
®, des Korpers X' in bezug auf K’ besteht. Auf Grund von Satz 33 enthilt
die Gruppe ®, genau diejenigen Permutationen aus der Gruppe G,, die die
Elemente des Zwischenkorpers K', insbesondere also die Nullstellen 6; element-
we!se festla.ssen Daher besteht auf Grund von (4) die Gruppe ®, aus allen

Per t der Form

_(cq g .. 010,...0,._1)

&y Aig « « .mnol 03. . .0,-_1 '

&

Hieraus ergibt sich jetzt miihelos, da.B die Gmppe ®, der symmetrischen
Gruppe S, isomorph ist. Hierzu b wir hen den EI ten der
Gruppe G; und den Elementen der Gruppe &, nur die Zuordnung

- (11 oxg ... ﬂ-u)
t > 8=
4y Oy « -+ Oty
zu treffen.

Damit ist der behauptete Satz bewiesen: Die Gruppe ®; der Gleichung (2)
iiber K’ ist bis auf Isomorphie gleich der symmetrischen Gruppe G,.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt den Hauptsatz iiber die
Nichtauflosbarkeit algebraischer Gleichungen, deren Gruppe die symme-
trische Gruppe ist, beweisen.

Satz 39. Ist

F(2)= Aoz + A1z 4o 4 A, =0 )

eine algebraische Qleichung mit k !/ Koeffizienten, deren Grad grofer
als Vier und deren Gruppe die 8ymme¢mche Gruppe ist, so ist diese Gleichung
nicht durch Radikale auflosbar.
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Beweis. Als Korper K nehmen wir den Rationalititsbereich 4 der Glei-
chung (6) und als Kérper K’ den Korper K’ = A(gy, . . ., &). Auf Grund von
Satz 38 ist die Gruppe der Gleichung (6) auch in bezug auf den Kérper K’ die
symmetrische Gruppe. Insbesondere gehéren also dieser Gruppe die Per-
mutationen

[123456..n [123456...n
*=\234516...a)° “\124536...0)°

12345...n
©=
23145...n

an. Diese Permutationen lassen, wie auch jede andere Permutation der Gruppe
der Gleichung in bezug auf K, die Elemente des Kérpers K, insbesondere also
die Einheitswurzeln &; fest. Daher konnen wir alle im Beweis des Satzes von
RUFFINI und ABEL (§ 16) durchgefiihrten Uberlegungen wortlich iiber-
nehmen. Als Resultat erhalten wir dann, daB die Wurzeln «;, und oy der
Gleichung (6) gleich sind, was wegen der Irreduzibilitit des Polynoms F(z)
unmdoglich ist.

Zum AbschluB unserer Uberlegungen wollen wir noch ein konkretes Beispiel
einer Gleichung fiinften Grades angeben, deren Gruppe die symmetrische
Gruppe ist.

Dazu erwihnen wir sichst einige Tatsachen aus der Theorie der Per-
mutationsgruppen, ohne sie hier niher zu begriinden.

Es sei ® eine Permutationsgruppe n-ten Grades, d. h. eine Untergruppe
der symmetrischen Gruppe &,. Dann sind zwei Fille moglich: 1. Es gibt in
der Gruppe & Permutationen, die die Zahl 1 in eine beliebig vorgegebene Zahl
k(k=1,2,...,n)iberfithren. 2. Durch Permutationen aus ® kann die Zahl 1
nicht in jede vorgegebene Zahl k iibergefiihrt werden.

Im ersten Fall nennt man die Gruppe ® transitiv, im zweiten Fall intran-
sitiv.

Die Bedeutung der transitiven Gruppen fiir die Theorie der algebraischen
Gleichungen ergibt sich aus dem folgenden

Satz 40. Ist eine algebraische Gleichung n-ten Grades

F(zx)=Aga"+ 42" 1+..-+4,=0
mit komplexen Koeffizienten A; iiber threm Rationalititsbereich A irreduzibel,
s0 ist ihre Gruppe transitiv.

Beweis. Es sei F(z) iiber dem Kérper 4 irreduzibel. Dann gibt es auf Grund
von Satz 32 in der Gruppe der Gleichung F(z) = 0 Permutationen, welche
die Wurzel «, in eine beliebige andere Wurzel «; der Gleichung F(z) = 0
iberfithren. Damit ist die Transitivitit der Gruppe bereits bewiesen.

Ferner b wir im folgenden als weitere Eigenschaft der transitiven
Gruppen:

Eine transitive Gruppe vom Primzahlgrad p, die eine Transposition enthilt,
18t gleich der symmelrischen Gruppe.
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Bemerkung. Unter einer Transposition versteht man eine Permu-
tation, welche lediglich zwei Zahlen vertauscht, d. h. eine Permutation der

Form

123...4...5...n

(l 2 371n)
Ublicherweise bezeichnet man die Transposition, die die Zahlen i und j ver-
tauscht, mit (3, 7).

Mit Hilfe dieser Eigenschaft der transitiven Gruppen beweisen wir jetzt
den folgenden

Satz 41. Jede Qleichung vom Primzahlgrad p = 5 mit rationalen Koeffizienten,
die iiber dem Korper der rationalen Zahlen irreduzibel ist und nur ein Paar von
echt komplexen Wurzeln besitzt, ist nicht durch Radikale auflésbar.

Beweis. Nach Satz 40 ist die Gruppe einer solchen Gleichung F(z) = 0
transitiv. Dariiber hinaus ist sie eine Gruppe vom Primzahlgrad p. Es seien
nun o, = a -+ bt und «; = a — bi die komplexen Wurzeln dieser Gleichung
und o, @, ..., «p die iibrigen Wurzeln, die nach Voraussetzung reell sind.
Wir betrachten nun eine beliebige rationale Beziehung

7o, o, ..., %) =0 7
zwischen den Wurzeln «;, o, ..., ap. Offenbar kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit die Beziehung (7) als ganzrational ansehen.
Setzen wir nun auf der linken Seite von (7) fiir «; und «, ihre Darstellungen
a + bi bzw. @ — bi ein und zerlegen die so erhaltene Beziehung in Realteil
und Imaginirteil, so erhalten wir r(o1, a2, ..., ay) = P+ ¢Q = 0, wobei
P und Q rationalzahlige Polynome in a,b, a3, ..., &, sind; offenbar ist dann
P=Q=0. Wenden wir nun auf (a1, az, ..., ap) die Transposition (1, 2)
an, so liuft dies, da die Wurzeln o, und «p konjugiert komplexe Zahlen
sind, lediglich auf einen Wechsel des Vorzeichens des Imaginirteils von
r{oay, o2, ..., p) hinaus, d. h.

7(ag, 01, ..., 0p) =P —iQ.
Da aber P= @ = 0 ist, muBl dann auch
7o, 1. ..., ap) =0

sein. Daher bleibt bei der Transposition (1, 2) die Beziehung (7) erhalten.
Das bedeutet aber, daB die Transposition (1, 2) in der Gruppe ® der be-
trachteten Gleichung enthalten ist. Dann muB aber auf Grund der oben er-
withnten Eigenschaft der transitiven Gruppen & gleich der symmetrischen
Gruppe G, sein. Folglich ist auf Grund von Satz 39 die Gleichung F(z) = 0
nicht durch Radikale auflésbar.
Aus dem zuletzt bewiesenen Satz ergibt sich, daBl die Gleichungen fiinften
Grades der Form
#—gtz—g=0, ®
wobei ¢ eine beliebige Primzah! ist, nicht durch Radikale auflosbar sind. Man
priift nimlich mit Hilfe des E1SENSTEINschen Kriteriums leicht nach, daB
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die Gleichungen (8) samtlich iiber dem Korper der rationalen Zahlen irre-
duzibel sind, wihrend man mit Hilfe des STURMschen Satzes!) sofort zeigt,
daB die Gleichungen (8) genau drei reelle Wurzeln besitzen. Daher erfiillen die
Gleick (8) alle Vor gen des Satzes 41 und konnen nicht durch
Radikale aufgelést werden.

Das Studium der Eigenschaften algebraischer Gleichungen mit den Methoden
der Gruppentheorie ist die grundlegende Aufgabe der sogenannten GALOIS-
schen Theorie. Die hier behandelte Frage nach der Auflosbarkeit algebraischer
Gleichungen durch Radikale stellt eine Anwendung dieser Theorie dar. In
Arbeiten verschiedener sowjetischer Mathematiker (S. O. SCHATUNOWSKI,
N. G. TSCHEBOTARJOW, B. N. DELAUNAY u. a.) wurde die GaLoO1Ssche
Theorie weiterentwickelt und verallgemeinert.2) N. G. TSCHEBOTARJOW
schrieb zwei Monographien iiber die GaLoISsche Theorie: «OcHOBH Teopuwm
Taxya» (Grundziige der GALOISschen Theorie), Band 1, GTTI 1934; Band 2,
ONTT 1937%); und «Teopus I'amya»r (GaLoissche Theorie), ONTI 1936. Er
selbst gelangte auch zu grundlegenden Resultaten auf einem der Teilgebiete
der Gavroisschen Theorie, dem sog ten ,,Resolventenproblem‘. Fiir
die Untersuchungen auf diesem Gebiet (die Hauptergebnisse dieser Unter-
suchungen wurden in seiner Arbeit «IIpoGiema pesosbBenT» in der Jubiliums-
ausgabe der Akademie der Wi haften der UdSSR 1947 veroffentlicht)
wurde N. G. TSCHEBOTARJOW mit dem Stalinpreis erster Klasse ausgezeich-
net. B. N. DELAUNAY schuf eine neuartige geometrische Theorie, die eine
Verallgemeinerung der Garoisschen Theorie darstellt und von ihm und
D. K. FADDEJEW auf die Losung verschiedener schwieriger Probleme der
Gavroisschen Theorie angewendet wurde.

& 19. Uber die Auflisbarkeit von algebraischen Gleichungen durch
quadratische Radikale

Bei vielen geometrischen Konstruktionsaufgaben wird man auf das Problem

gefiihrt, die Wurzeln einer algebraischen Gleichung n-ten Grades
a2t a2t 4o a, =0

zu bestimmen. Zu diesen Aufgaben gehoren unter anderem die Verdoppelung
des Wiirfels und die Dreiteilung des Winkels. In der Theorie der geometrischen
Konstruktionen zeigt man nun, daB eine gewisse GroBe o dann und nur dann
mittels Zirkel und Lineal konstruierbar ist, wenn man « durch Auflésung einer
oder mehrerer Gleichungen von héchstens zweitem Grad berechnen kann. In
diesein Sinne ist z. B. die Grofie

a=‘Y1+V§ (O]

1) Vgl. Seite 295, A. P. DoMoRrJaD, N ische und phische Methoden zum Auf-
16sen von Gleichungen, insbesondere Seite 309.
?) Einen ausfiihrlichen Uberblick findet man in dem Sammelwerk «MaTemaTnka
B CCCP aa 30 ner» (30 Jahre Mathematik in der UdSSR), Gostechisdat 1948.
3) Dentsch Grundziige der Galoisschen Theorie, iibersetzt und bearbeltet von
H. SCHWERDTFEGER, Groningon-Djakarta, 1950. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruierbar, da man sie als Losung von
mehreren Gleichungen von hiochstens zweitem Grad erhalten kann. Zunichst
ist ndmlich «; =} 2 eine Wurzel der quadratischen Gleichung 2* — 2 =0,
d.h,, ﬁ kann mittels Zirkel und Lineal konstruiert werden. Dann kann aber
auch ¢, =1 +V§ mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruiert werden,
denn a, ist Wurzel der Gleichung z — (1 + «,) = 0; zur Konstruktion braucht
man ja offenbar nur die Strecken 1 und ﬁ aneinanderzufiigen. Sodann
ist oy = Yu, Wourzel der quadratischen Gleichungen 2% —a; = 0 und kann,
da o, bereits mittels Zirkel und Lineal konstruiert ist, seinerseits miihelos mit
Hilfe von Zirkel und Lineal konstruiert werden. SchlieBlich ist dann o Wurzel
der quadratischen Gleichung 22 — a3 = 0; da a; bereits konstruiert ist, kann
auch « mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruiert werden.

Aus diesem Grunde ergibt sich fiir uns unmittelbar die Frage, unter
welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen die Gleichung (1)
durch quadratische Radikale auflésbar ist.

Zunichst fithren wir den sehr wichtigen Begriff der endlichen Erweiterung
ein. Dazu seien 4 und £ beliebige Zahlkorper, wobei Q2 ein Erweiterungs-
kérper von A4 sein moge. Dies soll im folgenden allgemein durch 4 £ an-

gedeutet werden. Wir nennen nun ein System von k Elementen «,, .. ., ar
aus 2 in bezug auf A linear abhingig, wenn es in 4 Zahlen c,, ..., ¢ gibt,
die nicht sémtlich gleich Null sind und fiir die

€04+ =0 (1)

gilt. Ist dies nicht der Fall, d. h., gilt die Gleichung (1) nur fiir
01=cz="'=¢k=0;

80 heiBen die Elemente a, . .., % linear unabhingig (in bezug auf A4).

Den Begriff der endlichen Erweiterung definieren wir dann auf folgende
Weise. Eine Erweiterung 2 des Korpers 4 heit in bezug auf A endlich,
wenn es in £ ein System von linear unabhingigen Elementen w,, ..., w,
gibt derart, daB jedes Element o des Korpers 2 als Linearkombination

a=a, 0+ 4w,

dargestellt werden kann, wobei die Elemente a; dem Korper 4 angehéren.
Das System der Elemente w,, . . ., ®, nennt man eine Basis der Erweiterung Q.
Allgemein versteht man unter einer Basis jedes System von linear unabhén-
gigen Elementen aus £, mit deren Hilfe man jedes Element der Erweite-
rung £ linear darstellen kann.

Fiir endliche Erweiterungen gelten nun die folg
Siitze:

1. Die Anzahl der Basisel: te einer endlichen Erweiterung Q ist unabhingig
von der speziellen Wahl der Basis.

Die Anzahl der Basiselemente nennt man den Grad von 2 in bezug auf 4
und bezeichnet sie durch (2: 4).

d 41,

grur den
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2, Ist (Q:A) = s, s0 ist jedes System von 8+ 1 Elementen aus Q in bezug
auf A linear abhingig.

3. Ist (Q:4) =3, 80 ist jedes Element a der endlichen Erweiterung Q in
bezug auf A algebraisch, und zwar Nullstelle eines Polynoms iber A, dessen
Grad nicht grifer als s ist.

Die Behauptung 3. folgt unmittelbar aus der Behauptung 2. Auf Grund
von 2. sind namlich insbesondere die s+ 1 Elemente =1, «, a?, ..., «’
in bezug auf A linear abhingig, d. h., es gibt eine Darstellung

. %+51“+°:¢2+"‘+°n¢'=0: (2)
wobei die Elemente ¢; dem Korper 4 angehoren und die Elemente ¢; nicht

samtlich gleich Null sind. Die Gleichung (2) besagt aber gerade, daB das Ele-
ment « Nullstelle des Polynoms

f@=c+ez+- +o
iiber A ist, dessen Grad nicht groBer als s ist.

Wir wollen nun zwei Beispiele fiir endliche Erweiterungen betrachten.

Beispiel 1. Der Korper K der komplexen Zahlen ist eine endliche Er-
weiterung des Korpers D der reellen Zahlen, und zwar eine endliche Er-
weiterung vom Grad 2.

Zunichst bilden némlich die Zahlen 1 und ¢ ein in bezug auf den Kérper D
der reellen Zahlen linear unabhiingiges System, denn die Gleichung

c-14d-i=0
ist fiir reelle Zahlen ¢ und d dann und nur dann erfiillt, wenn ¢ = @ = 0 ist.
AuBerdem laBt sich aber auch jede komplexe Zahl in der Forwu a -+ b mit
reellen Zahlen a und b darstellen. Daraus folgt, daB die Zahlen 1 und i eine
Basis des Korpers K bilden. Da diese Basis aus zwei Elementen besteht, ist
(K:D)y=2.

Beispiel 2. Es sei K ein beliebiger Zahlkorper. Jede algebraische Er-
weiterung K (6), die man durch Adjunktion einer Nullstelle § eines iiber K
irreduziblen Polynoms p(z) zu K erhilt, ist eine endliche Erweiterung des
Korpers K, deren Grad gleich dem Grad k des Polynoms p(z) ist.

Offenbar bilden namlich die Elemente 1, 0, 63, . .., §*-! ein System von
linear unabhingigen El ten; denn wiire dies nicht der Fall, so giibe es
in K Elemente ¢, ¢,, . . ., ¢i-1, die nicht simtlich gleich Null sind und fiir die

Cot 104000+ - t-cpo16¥-1=0
gilt; dann wiire aber 6 Nullstelle eines Polynums iiber K, dessen Grad kleiner
als k ist, was der Irreduzibilitit von p(x) widerspricht. AuBerdem l&8t sich
bekanntlich jedes Element aus K (6) in der Form

a=ay+a,0+4a, 02+ far_ 041

darstellen, wobei die Elemente a; dem Korper K angehdren. Daraus folgt,
daB K (0) eine endliche Erweiterung des Korpers K ist und speziell die Ele-
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mente 1, 6, 62, ..., 6*-1 eine Basis von K (6) bilden. Da diese Basis aus &
Elelpenben besteht, ist (K(0): K) = k.

Eine grundlegende Rolle in der Theorie der endlichen Erweiterungen spielen
die beiden folgenden Sitze:

Satz 42. Es sei Q) eine endliche Erweiterung des Kérpers A und 2, eine
endliche Eﬂl_)eitemng von ;. Dann ist auch , eine endliche Erweiterung von
A4, und es gilt (Q,: 4) = (92,:2,) (2,: 4).

. Satz 43. Es sei Q eine endliche Erweiterung des Korpers A. Dann ist auch
jede in £ enthaliene Erweiterung X des Korpers A eine endliche Erweiterung
von A, wobei der Grad (X: A) ein Teiler des Grades (Q: A) ist.l)

Aus Satz 42 folgt unmittelbar, daB fiir in bezug auf K algebraische Elemente
0y, . .., 0, der Erweiterungskorper K (0,, . .., 6,) eine endliche Erweiterung
des Kérpers K ist. Daher ist insbesondere der Normalkorper

Q=A4(, ..., an)

eines Polynoms f(z) = ay 2* +a, 2"-1 4+ - . 4 a. ein endlicher Erweiterungs-
korper des Rationalititsbereiches 4 des Polynoms f(z).

Nach diesen Vorbereitungen 1iBt sich die am Anfang des vorliegenden
Paragraphen gestellte Frage leicht beantworten. Es gilt namlich der folgende

Satz iiber die Auflésbarkeit einer algebraischen Gleichung
durch quadratische Radikale.2) Es sei f(x) ein Polynom n-ten Grades,
A der Rationalititsbereich von f(x) und Q der Normalkdrper von f(z). Dann ist
die Gleickung f(x) = O dann und nur dann durch quadratische Radikale auf-
losbar, wenn (2:4) = 2™ 1st.

Die Nichtauflosbarkeit einer Gleichung f(z) = 0 durch quadratische Ra-
dikale schlieBt natiirlich nicht aus, daB gewisse Wurzeln dieser Gleichung
durch quadratische Radikale darstellbar sind. Ist allerdings f(x) iiber seinem
Rationalitatsbereich A irreduzibel, so gilt der folgende

Satz 44. Ist ein Polynom f(x) vom Grad n > 2 iiber seinem Rationalitdts-
bereich A irreduzibel und ist igstens eine seiner Nullstellen durch quadratische
Radikale darstellbar, so lassen sich simtliche Nullstellen des Polynoms f(z)
durch quadratische Radikale darstellen.

Beweis. Es sei « eine Nullstelle von f(z), die etwa durch die quadratischen

Radikale g, = VZ, 0= VZ, 05 = VA_,, N VZ: darstellbar ist, wo-

1) Beweise fir die Sitze 42 und 43 und eine Begriindung der anderen Eigenschaften
endlicher Erweiterungen findet man bei L. J. ORUNJEW [4], Kapitel XI, §§ 52—55.
Der deutsche Leser sei verwiesen auf R. KOCHENDGRFFER, a. 8. 0., Seite 143,
ferner B. L. vAN DER WAERDEN, Algebra, 1. Teil, 4. Aufl., Berlin-Gottingen-Heidel-
berg 1955, § 36, und H. Hasse, Hohere Algebra. Band II, 3. Aufl., rlin 1951,
§ 7c. — Anm. d. wissenschaftl. Rea.
%) Einen Beweis fiir diesen Satz vgl. bei L. J. OxuNJEW [4], § 54.
Der deutsche Leser sei verwieren auf R. KOCEENDORFFER, a. a. 0., Seite 202,
ferner B. L. vaAN DER WAERDEN, Algebra, a. a. 0., §60. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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bei A, ein Element von A, 4, ein Element von 4(g,), 45 ein Element von
Ay, 02) - - -, Ak ein Element von 4(g;, g, - - -, 0x-1) sei.
Offenbar kann man das erste Radikal als Nullstelle des Polynoms

Pi(x)=2*— 4,

hen, d ffizienten dem Korper 4 angehoren. Neben dem Radikal
o besitzt das Polynom ?1(2) noch als Nullstelle das quadratische Radikal
01= — g,. Da nun 4; ein Element des Kérpers 4(g,) ist, kann man 4, in

der Form A, = a + b g, darstellen, wobei a, b Elemente des Kérpers 4 sind.
Daraus folgt, daB man das Radikal g, als Nullstelle des Polynoms

@a(2) = (22— a—bg) (P — a+bg) = o — 2azd + (a + B34,)

hen kann, d Koeffizienten gleichfalls dem Korper 4 angehoren.
Man erkennt leicht, daB das Polynom w,(z) neben dem Radakale, noch die
quadratischen Radikale gz = — g,, 07 = }/a—bgl, 02’ = — p¢ als Null-

stellen besitzt.
Da sodann A4; dem Kérper A4(g,, g;) angehort, kann man 4, in der Form
,-— ¢+ d g, darstellen, wobei jetzt ¢, d Elemente von 4(p,) sind, also
sich in der Form ¢ = m + n ¢, und & = m, -+ n, ¢, mit m, n, m,, n, aus 4
darstellen lassen. Hieraus folgt, daB8 man das Radikal g, als Nullstelle des
Polynoms

Pa(@) = (2" — c— dgy) (# — c +dgy) (2* — c — dgy) (2" — S +d)
auffassen kann, wobei

t=m—ng, d=m—np, @g=})a— bg
ist, also die Koeffizienten von @g(z) dem Korper 4 angehéren. Offenbar

besitzt @3(z) neben g, noch gewisse andere quadratische Radikale als Null-
stellen.

Entsprechend kann man sich davon iiberzeugen, da8 g, Nullstelle eines Poly-
noms @, (z) iiber A ist, welches neben g, noch gewisse andere quadrati
Radikale als Nullstellen besitzt, usw.

Wir betrachten nun das Polynom

F(z) =g (2) ga(2) - - pa(2),

dessen Koeffizienten gleichfalls dem Korper 4 angehoren. Indem wir zu 4
die Nullstellen des Polynoms F(z) adjungieren, erhalten wir den Normal-
korper 2 des Polynoms F(z). Nach Konstruktion gehdrt die betrachtete
Nullstelle « des Polynoms f(z) dem Korper £2 an. Da nun voraussetzungs-
gemiB f(z) iiber 4 irreduzibel ist, enthilt auf Grund von Satz 28 der Korper Q
samtliche Nullstellen des Polynoms f(x). Daraus folgt, daB sich simtliche
Nullstellen f(z) rational in bezug auf A4 durch die Nullstellen des Polynoms
F(x), also durch quadratische Radikale, darstellen lassen, was zu beweisen
war.
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§ 20. Uber die Auflosbarkeit von Gleichungen dritten und vierten Grades
durch quadratische Radikale

In der Theorie der geometrischen Konstruktionen gelangt man hiufig zu
Aufgaben, die auf algebraische Gleichungen zweiten, dritten oder vierten
Grades fiihren. Da die Wurzeln einer quadratischen Gleichung bekanntlich
durch quadratische Radikale darstellbar sind (also die entsprechende Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal moglich ist), hat man hierzu nur noch die
Gleichungen dritten und vierten Grades zu untersuchen.

Fiir die Gleichungen dritten Grades gilt nun der folgende

Satz 45. Eine kubische Gleichung

f(x)=ag2® + a; 22+ gz +a; = 0 (1
18t dann und nur dann durch quadratische Radikale auflosbar, wenn das Polynom
f(z) = ag2® + a,2® + apx 4 ay iiber seinem Rationalititsbereich A redu-
zibel ist.

Beweis. Es sei f() liber 4 irreduzibel. Adjungiert man zu 4 eine beliebige
Wurzel 6 der Gleichung (1), so erhilt man eine endliche Erweiterung
Z'= A(0), deren Grad in bezug auf A gleich Drei ist. Offenbar ist der Er-
weiterungskérper X im Normalkérper 2 des Polynoms f(z) enthalten. Daher
muB auf Grund von Satz 43 der Grad (22: 4) durch (X: 4) = 3 teilbar sein.
Also kann der Grad (2:4) keine Potenz 2™ sein. Daraus folgt, daB die
Gleichung (1) nicht durch quadratische Radikale auflésbar ist.

Ist umgekehrt f(x) iiber 4 reduzibel, so gilt:

fe)=(x—a)(z*+ pz+ ),
wobei a, p, ¢ Zahlen aus 4 sind, d. h., (1) zerfallt in eine Gleichung ersten
und eine Gleichung zweiten Grades, ist also durch quadratische Radikale
auflosbar.

Dem Satz 44 kann man iiberdies entnehmen, da8 iiberhaupt keine Nullstelle

eines iiber seinem Rationalitatsbereich A irreduziblen Polynoms
(@) = ay2® + a,2% + a2+ ay
dritten Grades durch quadratische Radikale darstellbar ist.

Aus Satz 45 ergibt sich die

Folgerung. Eine Qleichung dritten Grades mit rationalen Koeffizienten ist
dann und nur dann durch quadratische Radikale auflosbar, wenn sie wenigstens
eine rationale Nullstelle besitzt.

Dies kann man daraus entnehmen, daB im angegebenen Fall der Rationali-
titsbereich des Polynoms f(z) = ay2® + a,2® + ay% 4 a4 gleich dem Korper
der rationalen Zahlen ist. Bekanntlich ist aber ein Polynom dritten Grades
mit rationalen Koeffizienten dann und nur dann iiber dem Kérper der ratio-
nalen Zahlen irreduzibel, wenn keine seiner Nullstellen rational ist. Man kann
sich iibrigens auch unabhiingig von Satz 45 leicht von der Richtigkeit der
angegebenen Folgerung iiberzeugen. Wir wollen dies noch kurz zeigen.
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Beweis. Zunichst kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraus-
setzen, daB der hochste Koeffizient der betrachteten Gleichung dritten Grades
gleich Eins ist, daB also

fley=a2*+az*+bz+c=0 1)
ist. Falls die Gleichung (1') eine rationale Wurzel besitzt, ist sie natiirlich
durch quadratische Radikale auflosbar.

Wir setzen jetzt umgekehrt voraus, daB die Gleichung (1’) durch qua-
dratische Radikale auflosbar ist, und nehmen an, sie besie keine rationale
Wurzel. Wenn dann 2, eine Nullstelle des Polynoms f(z) ist, so ist sie
durch gewisse quadratische Radikale g;= VA_I, 0= V44—2, 0= VA_,
darstellbar, wobei k >1 ist, 4, ein Element des Korpers 4 der rationalen
Zahlen, A, ein Element des Korpers A(p,) ist, usw. Dabei kénnen wir
annehmen, daB das Radikal g; nicht dem Korper 4(g,, . .., ge—1) angehort,
da es in diesem Fall iiberfliissig wiire. Dariiber hinaus kénnen wir annehmen,
daB keines der Radikale dem Korper der rationalen Zahlen angehort. SchlieB-
lich sind wir zu der Annahme berechtigt, daB x, nicht in A(g,, ..., gi-1)
liegt, da in diesem Fall g, wiederum iiberfliissig wiire. Man kann dann x,
in der Form

n=p+aqe
darstellen, wobei p, ¢ Elemente des Kérpers 4 (g, , . . ., g¢—1) sind und g0
ist. Durch eine einfache Rechnung zeigt man, daB z, = p — ¢ g: ebenfalls
Nullstelle des Polynoms £ () ist. Setzt man namlich den angegebenen Wert von
2, in die Gleichung (1) ein, so erhilt man nach einfachen Umformungen:

f(@)=P+Qa=0,

wobei

P=p+3pgArtap*+ag®ditbp+tec,

Q=3p"¢+ 4:s®+ 2apg+ by
ist. Offenbar gehdren P und Q dem Korper A(gy, ..., gi-1) an. Wire
nun @ % 0, so wire Q,:—s—, d. h., das Radikal g; wiirde dem Korper
A(oy, . . - , e-1) angehoren, was nicht der Fall sein sollte. Es ist also Q=0
und daher auch P = 0. Setzt man andererseits in f(z) fiir z den Wert

Tp=P— 90k
ein, so erhilt man nach entsprechenden Umformungen wie oben:
f(z)) = P—Qox.

Da nun aber, wie bewiesen, P = Q = 0 ist, gilt dann f(z,) =0, d.h., z,
ist Nullstelle des Polynoms f(x). Wegen ¢ = 0 ist natiirlich z, + z,.
Weiterhin werde die dritte Nullstelle von f(x) mit z, bezeichnet. Dann ist
auf Grund der Vieraschen Formeln
T+ Xt 3=—a,
also
B=—"0— 21— o
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oder, wenn man fiir , und z, die oben angegebenen Werte einsetzt,
xg=-—a—2p.

Mit @ und p gehért dann auch z; dem Korper A(g,, . .., pr-1) an.?)

Stellt man fir die Nullstelle z; dieselben Uberlegungen an wie fiir z;,
so ergibt sich, da z; durch die Radikale g,, . .., g¢-1 darstellbar ist, daB z,
und z, dem Kérper A(g,, ..., or—2) angehdren, was unmdoglich ist, da nach
Voraussetzung #, noch nicht einmal in A(gy, ..., g¢-1) liegen soll.

Wir wollen dieses Resultat kurz auf zwei geometrische Konstruktions-
aufgaben anwenden.

Das Problem der Verdopplung des Wiirfels fithrt bekanntlich auf die kubisch
Gleichung

fm=2—2=0, @
deren Koeffizienten rationale Zahlen sind. Offenbar besitzt diese Gleichung
keine rationale Losung. Daher ist (2) nicht durch quadratische.Radikale
auflésbar, also die Verdopplung des Wiirfels nicht mit Zirkel und Lineal durch-
fiihrbar.

Als zweites Problem wollen wir das bekannte Problem der Dreiteilung des
Winkels behandeln. Bei diesem Problem handelt es sich darum, einen be-
liebig vorgegebenen Winkel a in drei gleiche Teile zu teilen. Auf welche
algebraische Gleichung fiihrt nun diese Aufgabe?

Bezeichnen wir den gesuchten Winkel mit ¢, so ist

cosa=cos 3¢ =4 cos®p — 3cosg.
Da der Winkel « vorgegeben ist, kénnen wir auch seinen Kosinus als gegeben
ansehen. Setzen wir etwa cos « =—2b~ , wihrend die gesuchte GroBe cosg mit

—;— bezeichnet werden soll, dann gelangen wir zu der Gleichung
b z\3 z
RERE
f)=2*—3z—b=0.
Ist speziell u=§, 80 ist b = 1, und wir erhalten die Gleichung:
2—3z2—1=0
mit rationalen Koeffizienten. Man sieht leicht ein, daB diese Gleichung keine

rationale Nullstelle besitzt. Daraus folgt, daB sich der Winkel a = Z mittels

3
Zirkel und Lineal nicht in drei gleiche Teile teilen 1aBt.
Beziiglich der Gleichungen vierten Grades gilt der folgende
Satz 46. Es sei

oder schlieBlich

f@)y=2t4+a,2°+ 0,22+ agz+a, =0 3)
?) Durch &hnliche Uberl far Gleich dritten Grades mit beliebigen (nicht
d tionalen) Koeffizi erhilt man iibrigens einen anderen Beweis fiir

Satz 45.
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eine beliebige Gleichung vierten Grades. Wenn die kubische Resolvente dieser
Gleichung ¥m Rationalititsbereich A des Poly f(z) tgstens eine Wurzel
besitzt, so sind die Wurzeln von (3) durch quadratische Radikale darstellbar.
Sind umgekehrt die Wurzeln von (3) durch quadratische Radikale darstellbar,
80 besitzt die kubische Resolvente von (3) in A wenigstens eine Wurzel.
Beweis. Wir setzen zunichst voraus, daB die kubische Resolvente von (3)
in 4 eine Wurzel y, besitzt. Dann kiénnen wir auf Grund der in § 5 an-
gegeb Umfor gen f(z) auf die Gestalt

1@ =(2*+gaz+uo)—(dz+ Bp

bringen, wobei
t]
AS=%_b+2yo, B=yi—d, 24AB=ay,—c

ist. Daher kann man die Wurzeln von (3) durch die bei der Losung der qua-
dratischen Gleichungen

@+ (5+4)o+ v+ B)=0, @
zs+(g—A)z+<yo—B)=0 )

auftretenden quadratischen Radikale darstellen.

Es seien nun umgekehrt die Wurzeln von (3) durch quadratische Radikale
darstellbar. Bezeichnen wir mit z,, x, die Wurzeln der Gleichung (4) und mit
3, z, die Wurzeln der Gleichung (5), so ist

Zz=y+ B, zr,=y,— B
und damit
1
yor—‘f(xlzt;—}—xsr‘).

Da nach Voraussetzung die Wurzeln von (3) durch quadratische Radikale
darstellbar sind, ergibt sich aus der letzten Gleichung, dal auch y, durch
quadratische Radikale darstellbar ist. Ist also

v*+ay+byt+c=0 )]
die kubische Resolvente der Gleichung (3), so sind, da y, beliebig gewihlt
war, alle Wurzeln der kubischen Resolvente durch quadratische Radikale dar-
stellbar. Ist aber die kubische Resolvente (6) durch quadratische Radikale
auflésbar, so besitzt sie auf Grund von Satz 45 wenigstens eine Wurzel in 4.

Folgerung. Eine Gleichung vierten Grades mit rationalen Koeffizienten ist

dmm und nur dann durch quadratische Radikale auflosbar, wenn ihre kubische
I igstens eine rationale Wurzel besitzt.
Auf Grund des folgenden Satzes kann man Satz 46 noch etwas verschirfen.
Satz 47. Besitzt ein Polynom vierten Grades

fey=2*+a, 2+ a, 2*+ a3+ a
sn seinem Rationalitéitsbereich keine Nullstelle und ist igstens eine der Null-
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stellen o. von f(x) durch quadratische Radikale darstellbar, so lassen sich samiliche
Nullstellen des Polynoms f(x) durch quadratische Radikale darstellen.

Beweis. Wenn f(z) iiber seinem Rationalititsbereich A4 reduzibel ist, so
muB es in das Produkt zweier quadmmcher Polynome mit Koeffizienten aus
A zerfallen, da niémlich vor i8 das Polynom f(z) in 4 keine
Nullstelle besitzen soll. In diesem Fall erhilt man die Nullstellen von f(z)
durch Auflésung der quadratischen Gleichungen in die f(z) =0 zerfallt,
so daB also f(z) durch quadratische Radikale auflosbar ist.

Ist dagegen f(z) iiber seinem Rationalititsbereich irreduzibel, so miissen
sich auf Grund von Satz 44 simtliche Nullstellen von f(z) durch quadratische
Radikale darstellen lassen.

Beispiel. In einer Ebene E sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem z, y
gegeben. Durch den Punkt 4=(2, 1) dieser Ebene soll eine Gerade g so gelegt
werden, daB8 die Entfernung ihrer Schnittpunkte mit der z- und der y-Achse
fiinf Einheiten des gewihlten MaBstabes betrigt.

Wir setzen die Gleichung der gesuchten Geraden in der Form
z y__
ut2 + v
an. Da die Gerade g durch den Punkt 4=(2, 1) gehen soll, ist
R
und daher
_u42

u
Setzen wir diesen Ausdruck fiir v in die Gleichung
(4 22+ =25
ein, so erhalten wir nach einfachen Umformungen:
ut -+ 4ud — 20wt 4 4ut4=0. 7

Man priift leicht nach, daB die Gleichung (7) keine rationale Nullstelle besitzt
Daher sind auf Grund von Satz 47 die folgenden beiden Fille moglich: 1. Samt-
liche Wurzeln von (7) sind durch quadratische Radikale darstellbar, oder
2. Keine Wurzel dieser Gleichung liBt sich durch quadratische Radikale
darstellen.
Als kubische Resolvente der Gleichung (7) erhilt man
P+ 102—50=0.

Man sieht leicht, daB sie keine rationale Wurzel besitzt. Daher kénnen wir
dem Satz 46 entnehmen, daB keine der Wurzeln der Gleichung (7) durch

quadratische Radikale darstellbar ist. Hieraus folgt, daB man die Gerade g
nicht mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruieren kann.
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A.P.DOMORJAD

NUMERISCHE UND GRAPHISCHE METHODEN
ZUM AUFLOSEN VON GLEICHUNGEN



EINLEITUNG

Bereits m der Oberschule werden die wichtigsten Typen von Gleichungen
und Glei behandelt, die eine ,,genaue” Auflésung gestatten:
Bei den linearen Glelchungen und den linearen Gleichungssystemen kann man
die Losungen rational durch die Koeffizienten ausdriicken, wihrend man
in den anderen Fillen in der Regel auf quadratische oder reine Gleichungen
gefiihrt wird, deren Losungen sich mit Hilfe von Radikalen durch die Koeffi-
zienten ausdriicken lassen:

Daneben betrachtet man aber bereits in der Schule beiliufig auch kompli-
ziertere Gleichungen, wie etwa

22 —42=0; (1)
224+ y=31 }
y¥+z=41 @

usw., wobei die Forderung nach einer ,.elementaren Auflésung derartiger
Gleichungen erhalten bleibt.

Es liBt sich nicht leugnen, daB die Suche nach kunstvollen Verfahren fiir
die Losung solcher Aufgaben einen gewissen Nutzen besitzt. Jedoch erhilt
man in den meisten Fillen nur einige der moglichen Losungen, wobei auBer-
dem eine iibermiBige Begeisterung fiir derartige kunstvolle Beispiele und
besonders die Gegeniiberstellung von ,,el taren’’ und ,,nicht-el
Losungen eine groBe Gefahr in sich birgt, die Gefahr na,mhch, daB sich der
Schiiler nicht richtig iiber die Anforderungen orientieren kann, die durch die
Praxis an die Mathematik gestellt werden.

Es ist bedeutend niitzlicher, in solchen Fillen den Schiiler mit dem Wesen
allgemeiner Auflosungsverfahren fiir Gleichungen bekannt zu machen, und
zwar mit Verfahren, die die Berech beliebiger reeller Losungen sowohl
von algebraischen als auch von transzendenten Gleichungen mit beliebiger

ienauigkeit gestatten. Es sei erwihnt, daB diese allgemeinen Verfahren
genau so gesetzmifBig sind, wie es z. B. die Auflosung einer Gleichung mit
Hilfe von Radikalen ist.

Aber nicht nur beiliufig gelangt man in der Schule zu Gleichungen
hoheren Grades und zu transzendenten Gleichungen. Es gibt eine ganze Reihe
von Aufgaben der Element thematik, die naturgemaB auf derartige
Gleichungen fithren.
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Einige Beispiele mdgen dies zeigen:
Aufgabe 1. Man bestimme die GroBe des Zentriwinkels eines Kreissektors, dessen
Flacheninhalt durch die Sehne, die durch die Enden des Kreisbogens geht, halbiert
i 1

Auf gabe 2. Man bestimme die GroBe eines Kreisbogens, dessen Linge gleich
seinem Kosinus ist.?)

Setzt man den Zentriwinkel gleich z Radianten, so gelangt man bei den genannten
Aufgaben leicht zu den Gleichungen:
z—2s8inz=0, 3)

z—cosz=0. 4)

Aufgabe 3 (ArcEiMEDisches Problem). In welchem Abstand vom Mittelpunkt
einer Kugel muB eine Ebene diese schneiden, damit von der Kugel der n-te Teil ihres
Volumens abgeschnitten wird.

Man sieht leicht, daB der gesuchte Abstand der folgenden Gleichung dritten Grades

geniigt:

bzw.

z’—3R’x+2(l—-%)R’=0, )

Aufgabe 4 (Dreiteilung eines Winkels). Ein gegebener Winkel ¢ ist in drei

gleiche Teile zu zerlegen.
Diese Aufgabe fiihrt ebenfalls auf eine algebraische Gleichung. Setzt man nimlich
fir R=1

cosp =a, cos L =z,

3

80 erhélt man auf Grund einer bekannten Formel fiir den Kosinus des Dreifachen
eines Winkels fir z die Gleichung

42°—3z—a=0. (6)

Aufgabe 5 (Konstruktion regelmiaBiger Vielecke). Die Konstruktion eines

gelmaBigen Siek ks, N ks bzw. Elfecks hangt jeweils mit der Konstruktion

einer Strecke der Lange 2 cos 27” , 2cos 2{ bzw. 2 cos 21—;’ zusammen, die (fiir R=1)
der Gleichung X

P4 —22-1=0 1)

bzw. #—-3z+1=0 (8)

bzw 24 at—42°—32'+324+1=0 9)

geniigt.

Wir sind der Meinung, daB der Behandlung dhnlicher Aufgaben in der
Schule von Zeit zu Zeit einige Aufmerksamkeit gewidmet werden sollte, da
die Aufstellung von Gleichungen eine gute Ubung zum Schulstoff ist. Die
Erliuterung des ganz einfachen Tabellenverfahrens zur Bestimmung der
Lésungen von Gleichungen der Form

f@)=0, (10)
wobei f(z) eine beliebige stetige Funktion ist, gibt dem Schiiler bereits eine
klare Vorstellung vom Auflosen beliebiger Gleichungen und wird dazu bei-
tragen, den Mathematikunterricht den Bediirfnissen der Praxis anzupassen.
AuBerdem erhiilt man beim Auflésen von beliebigen Gleichungen éinen Zu-

1) L. EvLER, Introductio in Analysin infinitorum, 1748, Band II, Nr. 532.
3) Ebenda, Nr. 531.
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gang zu den irrationalen Zahlen, die nicht vom ,,Radikaltyp* sind, und einen
Einblick in das Wesen der transzendenten Zahl.

Ein Verfahren fiir die Berechnung von reellen Wurzeln der Gleichung (10),
welches wir im weiteren Tabellenverfahren nennen wollen, besteht in folgendem :
Setzt man fiir das Argument z ganzzahlige Werte ein, so findet man z. B.,
daB

f@<0, ja+1)>0.

Dann muB} es einen zwischen @ und a + 1 liegenden Argumentwert x geben,
fiir den f(x) = 0 ist. Hierauf setzt man fir z die Werte

1 2 3
et et etgg -

ein und priizisiert so den Wert der gesuchten Losung. AnschlieBend geht
man zur Prizisierung der Hundertstel éiber, usw.

Wenn es sich darum handelt, eine groBere Genauigkeit zu erreichen, so
ist das Tabellenverfahren sehr mithsam. Es gibt jedoch Verfahren, die eine
wesentlich schnellere Berechnung von reellen Wurzeln mit groBer Genauig-
keit gestatten. Einige dieser Verfahren erlanben auch die Berechnung von
komplexen Wurzeln einer algebraischen Gleichung, die bekanntlich bei vielen
Fragen eine erhebliche Rolle spielen, so z. B. in der Mechanik bei den Schwin-
gungen, wo festzustellen ist, ob der Realteil einer komplexen Wurzel einer
gewissen Gleichung negativ ist.

Sehr hiufig gelangt man bei verschiedenen Aufgaben der Mechanik, der
hoheren Mathematik, der Astronomie usw. zu Gleichungen, deren Auflosung
die Anwendung spezieller Rechenmethoden erfordert. Wir beschrinken uns
hier auf die Angabe eines Beispiels: Bei den umfangreichen Berechnungen,
die LEVERRIER zur Entdeckung des Planeten Neptun fiihrten, kam er zu
der Gleichung?)

3447 28 + 14560 2° -+ 22430 24+ 25857 2% + 29193 22 + 11596 z + 5602 =10.

In der Praxis (z. B. in der Geodisie) hat man es hiiufig mit Gleichungs-
systemen zu tun, in denen die Anzahl der Gleichungen grofler ist als die
der Unbekannten. Dabei sind hiiufig Gleichungen aufzulosen, deren Koeffi-
zienten nur angenihert bekannt sind. Es ist klar, daB selbst eine genaue Auf-
l6sung eines solchen Gleichungssystems immer nur eine angeniherte Losung
des betrachteten Problems liefern kann.

Einfliisse dhnlicher Art sind auch der Grund dafiir, daB man mit Hilfe
von ,Niherungsrechnungen den Fehler studiert, der bei der Berechnung
einer Losung begangen wird.

Wir setzen fiir das Folgende voraus, daB die Xoeffizienten der betrachteten
Gleichungen genau sind und in Gleichungssystemen die Anzahl der Gleichungen
gleich der Anzahl der Unbekannten ist. Im vorliegenden Artikel werden Ver-

3) I1. B. Menentbes, Heckoabko HOBEIX MeTONOB H TNPHEMOB NPHOMIKEHHBIX BHYH-
caeruit (P. W, MELENTIEW, Neuere Methoden und Verfahren der Naherungs-
rechnung), 1937, Seite 26.
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fahren betrachtet, die zum Auflésen von Gleich mit beliebi Zahl-
koeffizienten geeignet sind. Von der Moglichkeit, Gleichungen mittels spe-
zleller Formeln aufzulosen (wie z. B. die kubischen Gleichungen) oder sie zu
vereinfachen (wie z. B. mittels tg? x — tg # — 1 = 0), wird bei den folgenden
Untersuchungen kein Gebrauch gemacht.

Die von uns behandelten Methoden nennt man besser Rechenmethoden und
nicht — wie es manche Autoren tun — Naherungsmethoden, denn die Algo-
rithmen, auf die sie fiilhren, geben die Moglichkeit, den Wert einer Ldosung
mit beliebiger Genauigkeit zu bestimmen. Sie stehen also in dieser Beziehung
in keiner Weise den Losungen nach, die z. B. durch Formeln, welche die
Wurzel einer Gleichung mit Hilfe von Radikalen ausdriicken, gewonnen
werden konnen. Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch bemerken, da8 uns
die Frage nach der Auflosbarkeit “einer Gleichung durch Radikale, die in
vieler Beziehung auch fiir den Schulunterricht von Bedeutung ist (z. B. im
Hinblick auf den Zusammenhang zwischen der Losbarkeit einer Konstruktions-
aufgabe mit Hilfe von Zirkel und Lineal und der Moglichkeit, die Wurzeln
einer algebraischen Gleichung mit Hilfe von Quadratwurzeln darzustellen),
hier nicht interessieren wird.l)

1) Vgl. hierzu den Artikel von OEKUNJEW in diesem Bande.



Kapitel I
DIE AUFLOSUNG VON ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN

§ 1. Problemstellung

Zuniichst behandeln wir Methoden, die in der Hauptsache zur numerischen
Liosung von algebraischen Glelchungen brauchbar nmd obwohl einige von
ihnen auch bei der Losung von tr gen verwend
werden konnen.

Bei der Frage nach den Losungen einer algebraischen Gleichung interessiert
man sich hiufig fiir eine ganz bestimmte Wurzel der Glelchung (Will manz.B.
die Linge der Seiten eines dem Einheitskreis regelmaBigen
Achtzehnecks bestimmen, so hat man die kleinste positive Wurzel der Gleichung
23 — 3 2+ 1 = 0 zu ermitteln.) In anderen Fillen hat man dagegen sémtliche
reellen und manchmal auch noch die komplexen Wurzeln einer Gleichung
zu berechnen (so z. B. bei der Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion,
bei der Auflésung der sogenannten charakteristischen Glelchung, die in der
Theorie der gewdhnlichen linearen Differentialgleich mit konstant
Koeffizienten und in anderen Fillen eine wesentliche Rolle spielt).

Sind simtliche reellen (und vielleicht auch die kompl ) Wurzeln einer
a.lgebra.lschen Gleichung gesucht, so empfiehlt es sich i in ]edem Fall, zunichst
ein moglichst kleines Intervall (oder entsprechend ein mdglichst kleines
Gebiet in der komplexen Ebene) zu bestimmen, in welchem sémtliche Wurzeln
der betrachteten Gleichung liegen. Wir werden sehen, daB sich diese Aufgabe
sehr einfach lésen 1iBt, auch dann, wenn angeniherte Werte der Wurzeln
noch nicht bekannt sind. AuSSer der Ermittlung des Gebi in welch
simtliche Wurzeln einer Gleichung liegen, ist ‘es fiir einige Bsreohnungs-
verfahren fiir reelle Wurzeln (z. B. fiir das HORNERsche Verfahren [§ 4] und
die Methode von LAGRANGE [§ 5]) notwendig, die zu berechnende Wurzel
von den anderen Wurzeln zu isolieren, d. h. ein Intervall zu bestimmen, in
welchem auBer der gesuchten Wurzel keine weitere Wurzel enthalten ist.
Auch diese Aufgabe, die te T'r der Nullstellen, a8t sich ohne
vorhenge Kenntnis der Werte der Wurzeln losen. Diesen Fra.gen wollen wir
uns in den beiden folgenden Paragraphen zuwenden.

§ 2. Die Bestimmung von Schranken fiir die reellen Nullstellen

Zur Bestimmung einer oberen Schranke fiir die positiven Wurzeln der
Gleichung
f@)y=apz" +a,2" '+ ayz"-2 .- +an 12+ @ =0 1)
mit reellen Koeffizienten gibt es eine Reihe von Verfahren, die sehr schnell
zum Ziele fithren. Diese Verfahren liefern jeweils eine positive Zahl K, die
groBer als simtliche Wurzeln der betrachteten Gleichung ist.
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So sieht man leicht, daB der folgende Satz gilt:
Satz. Ist ay >0 und A das Mazimum der Zahlen

N las, lagls - - -, Jau],
80 st

E=1+% @
grofer als alle Wurzeln der Qleichung (1).
Beweis. Fiir beliebige positive Werte von z ist offenbar
f(@)=ay2"+a,2" 1+ a2 apz" —da*~1—Adz"3...—Adz—4 (3)

(dem Leser bleibe es {iberlassen festzustellen, in welchem Fall hier Gleichheit
eintritt) und daher

1@ 2az— ATy =2 (a— 7 245)+ 725 @)

z

Gilt also z>l+£, 80 ist z—1 >£>0 und daher a,,>z—ii>0. Es
sind also fiir z>l—+—;‘—. beide S den auf der rechten Seite von (3')

positiv, und daher ist fir z > 14 ui insbesondere f(z) > 0. Hieraus folgt,
0

daB f(x)-fiir keinen Wert von z, der groBer als 1 +-u£. ist, den Wert Null
snnehmen kann, so daB also
A
K=14+=
+a

eine obere Schranke fiir die Wurzeln von (1) ist.
Bemerkung. Eine entsprechende Uberlegung zeigt, daB fiir eine Gleichung

bz + byl - - 4 by=0

mit komplexen Koeffizienten die Zahl 1 bil, wobei B das Maximum
Ll
der Zahlen |b,|, |by|, - .., |ba| ist, eine obere Schranke fiir die Betréige der
Waurzeln der betrachteten Gleichung ist. Hieraus folgt, daB die komplexen
Waurzeln der betrachteten Gleichung simtlich im Innern des Kreises um den
Nullpunkt der komplexen Ebene mit dem Radius B =1 +% liegen.!)
¢ ]

Die Formel (2) ergibt im allgemeinen nur einen sehr groben Wert fiir eine
obere Schranke der Wurzeln von (1). Bei ihrer Herleitung haben wir niémlich
einen Wert von z bestimmt, fiir welchen die rechte Seite von (3’) positiv
wird, und der dort stehende Ausdruck wird im allgemeinen seinerseits bereits
wesentlich kleiner als f(z) sein.

1) Vgl. z.B. A. K. Cymxkesnu, Ocmopu pucueft aareSpu (A. K. SuscExEwrrscH,
Grundziige der hheren Algebra), 4. Aufl., Moskau-Leningrad 1941, Seite 115.
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Einen besseren Wert fiir K liefert in der Regel eine auf MACLAURIN zuriick-
gehende Methode, bei der auch die Vorzeichen der Koeffizienten von (1) ins
Gewicht fallen. Sie beruht auf dem folgenden

Satz. Sind in der Qleichung (1)

a,>0, a, ay,...,am_120, en<0 4)

und ist A, das Maximum der absoluten Betrige der megativen Koeffizienten
von f(x), s0 ist

K=14+ ;‘—: ®)

eine obere Schranke fir die (positiven) Wurzeln von (1).
Der Beweis hierfiir verlauft dhnlich dem Beweis des vorangehenden Satzes.
Wegen (4) gilt némlich fiir beliebige positive x:

Ha) 28y 2" — 4y (@t 2*=" 124 1)

Ay (an-mtl—]) a2V (z—1)—4, 4,
—a zh— —gn-m+1
%* z—1 z z—1 +z—l ®)
ag(z—1)"— 4, 4,
n-m+1 — —
> z—1 +z—l'

m
Nun ist fiir alle z>1+4 V? offenbar ayg(z— 1)™ > 4,, so daB fir alle
0

diese z jeder der Summanden am Ende der Relation (6) und damit auch
(=) positiv ist, d. h., keine Wurzel von (1) kann groSer als die in (5) angegebene
Zahl K sein.

SchlieBlich erwihnen wir noch das NEwTONsche Verfahren, das sich auf
den folgenden Satz stiitzt:

Satz. Sind fir einen gewissen Wert ¢ > O die Zahlen

@, fE©, '@,....f*1(), f™) (M
samtlich positiv, so letstet die Zahl K = ¢ das Verlangte.
Beweis. Auf Grund der TaYLORschen Formel fiir Polynome!) ist

v, (n
1D =10+ @a—) + D @ —op 4o 4 LD g

Hieraus folgt, daB unter der Voraussetzung (7) fiir alle z = ¢ das Polynom
/() positiv ist, also kein derartiges = Nullstelle von f(z) sein kann.

Als nichstes wenden wir uns dem Problem zu, eine untere Schranke fiir
die negativen Wurzeln von (1) zu bestimmen, also eine Zahl, die kleiner ist
als jede negative Wurzel der betrachteten Gleichung. Zu di Zweck neh
wir in (1) die Substitution

z=—2 (8)
1) Siehe Seite 305.
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vor, was uns auf die Gleichung f(— z) = 0 oder — was dasselbe ist — auf
die Gleichung

(— P f(— D) =g 2" — @y 27y 2t (— )2 =0 (9)
fithrt (die Multiplikation mit (— 1)" hat nur den Zweck, den Leitkoeffizienten
positiv zu machen). Ist nun K, eine obere Schranke fiir die positiven Wurzeln
dieser Gleichung, so gilt also

2, < K,
fiir jede positive Wurzel von (9), so daB wegen (8) die negativen Wurzeln
von (1) die Ungleichung
n=—2>—K,

erfiillen, d.h., die Zahl — K, ist eine untere Schranke fiir die negativen

‘Waurzeln von (1).
Die genannten Methoden sollen noch an einigen Beispielen erliutert werden

(siehe S. 305 ff.).

Zuvor sei daran erinnert, daB man die fiir die Division eines Polynoms
durch ein Binom z— ¢ notwendigen Berechnungen leicht mit Hilfe des
HorNERschen Schemas durchfiihren kann:

G Q1 Qg ... Gn_y @ + Koeffizienten des Dividenden,
c|by by ba ... ba_y * + Rest,
—_—
Koeffizienten des Quotienten.
Dabei ist offenbar der Leitkoeffizient des Quotienten gleich dem Leit-

koeffizienten des Dividenden, also b, = a,, wiihrend sich die weiteren Koeffi-
zienten des Quotienten und der Rest gemiB den Formeln
by=ar+bx_1c,
r=an+bn_1c
berechnen. Die Formeln (10) ergeben sich unmittelbar durch Koeffizienten-
vergleich aus der Identitit
g z"+ a1zt a1 T+ an
=(z—c)(bpa" '+ b1 2" e ba_y) F 7,
wenn man in ihr die auf der rechten Seite stehenden Klammern ausmulti-
pliziert und den erhaltenen Ausdruck nach fallenden Potenzen von z ordnet.
Das HorNERsche Schema ist unter anderem fiir die Losung der folgenden
Aufgabe brauchbar, die uns im folgenden noch héufiger begegnen wird: Man
entwickle ein gegebenes Polynom f(z) mach Potenzen des Binoms z — c.
Dazu sei

(10)

H(&)=g,(2)(z— ¢) + 7o, l

Q(2)=g(z)(z— )+ 1y,

eetesrsesstaresacennanans (ll)
Gn-2(T) = gn-1(2) (2 — €) + Tn_g, I
gn-1(2) = ay(Z— )+ Tn_1,
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wobei allgemein ¢,,; (2) der Quotient und 7, der Rest bei der Division von
g(x) durch  — ¢ ist. Setzt man den in der letzten Zeile von (11) stehenden
Ausdruck fiir ¢,_,(z) in die vorletzte Gleichung, sodann den dabei fiir ¢,_z(z)
erhaltenen Ausdruck in die dritte Gleichung von unten usw. ein, so gelangt
man schlieBlich zu

f@)=ro+nr(x—c)tr(z—cf+ 4 ras(z— )"~ 14 gy(z—0o)*, (12)
also gerade zu der gesuchten Entwicklung von f(z) nach Potenzen von z — c.

‘Wenn man nun in (12) und in den Relationen, die daraus durch k-malige
Differentiation (bis ¥ = n) hervorgehen, fiir  den Wert ¢ einsetzt, so erhilt
man die Formeln

)= Y
1@ (c) = ki, (13)
f™ (c)=nla,.

Damit geht (12) in

f@ =10+ )0

() PEPUUURTE Aitiiad . DU Lol O D

+ E— At ("_1)!(2 ot @ =t (14

iiber, und das ist gerade die TAvLORsche Formel fiir Polynome (siehe S. 303).
Da die Division von f(z) durch z — ¢ mittels des HORNERschen Schemas

die Koeffizienten des Quotienten g¢,(z) liefert, der seinerseits im nachsten

Schritt durch z — ¢ zu dividieren ist, usw., kann man alle Berechnungen

iibersichtlich in einer Tabelle anordnen, wie dies das folgende Beispiel zeigt:
Man entwickle das Polynom f(z) = 24 — 3 2 4 z — 2 nach Potenzen von

z—3.

1 -3 0 1 —2

3{1 0 0 1 1 g@=41, ro=1;

3|1 3 9 28 Q) =22+ 3249, r,=28;

31 6 27 q3(x) = x4 6, r,=21;

311 9 gy(7) =1=a,, r3=9.
Folglich ist

f@)=1(z—38+9(x—3P-+27(x—32+28(x—3)+1;
hieraus ergibt sich auf Grund von (13):
fB@)=1, f(3)=28, f'(3)==54, [""(3) =54, f'V(3)=2%. (13)
Wir kommen nun zu einigen Beispielen fiir die Berechnung von Schranken
fiir die Nullstellen eines Polynoms.
Beispiel 1. Man bestimme Schranken fiir die reellen Wurzeln der Gleichung

f(z) =225+ 3 a4 — 10 28 — 60 22 + 40 z + 200 = 0.
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Im betrachteten Fall ist a, = 2, 4 = 200, 4, = 60, m = 2. Das erste Ver-
fahren liefert als obere Schranke fiir die Nullsteller von f(z) den Wert

k=1+%—101.

Nach dem MAcLAURINschen Verfahren ergibt sich als obere Schranke die
Zahl K = 1+VT.22N6,5 (zur Sicherheit ist der Niherungswert 6,5 etwas
groBer gewihlt worden).

Zur Bestimmung einer Zahl ¢, welche die Bedingungen (7) erfiillt, sind
einige Proben notwendig. Bei den Berechnungen wird jedesmal das HORNER-

sche Sch ver det. Wir versuchen es dchst einmal mit der Zahl 2:
l 2 3 —10 —60 40 200
2 2 17 4 —52 —64 72
2 | 211 26 0 —84=f(2).

Wegen f'(2) = — 64 < 0 ist der erste Versuch fehlgeschlagen; die Bedin-
gungen (7) sind fiir die Zahl 2 nicht erfiillt. Als nichstes versuchen wir es
mit der Zahl 3:

lzs—lo—so 40 200

3
3

29 17 —9 13 239
215 62 177 544.

Da die zweite Zeile durchweg positive Zahlen enthiilt, eriibrigt es sich, weitere
Zeilen zu berechnen, denn diese konnen offenbar ebenfalls nur positive
Zahlen enthalten. Hieraus folgt, daB die Zahlen

13, @) 3,1 3), /Y3 1Y(3)

simtlich positiv sind, so daB auf Grund des NEwTONschen Verfahrens die

Zahl K = 3 eine obere Schranke fiir die reellen Nullstellen des Polynoms f(z)

ist. Wir sehen also, daB im betrachteten Fall das NEwTONsche Verfahren

den besten Wert fiir eine obere Schranke der Nullstellen von f(z) liefert.
Die Substitution = — 2 fithrt auf

225 — 324 — 1023+ 6022 40z —200=0.

Hier ist ay= 2, 4 = 200, 4, = 200, m = 1. Daher erhalten wir mit Hilfe
des zuerst behandelten Verfahrens die Schranke K, =1 +?: 101. Das

MacrLaURINsche Verfahren liefert ebenfalls die Schranke K, =1+ @:101.
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Fiir das NEWTONsche Verfahren versuchen wir es mit der Zahl 2:

l 2 —3 —10 60 40 —200

2
2.

2 1 —8 44 128 56
2 5 2 + +

Auch hier treten in der zweiten Zeile bereits durchweg positive Zahlen auf,
80 daB sich eine weitere Berechnung wieder eriibrigt; fiir ¢ = 2 sind also die
Bedingungen (7) erfiillt, d. h., K, = 2 leistet das Verlangte. Das NEWTONsche
Verfahren liefert wiederum den besten Wert, wihrend die ersten beiden Ver-
fahren denselben allerdings sehr schlechten Wert fiir K, ergeben.

Wir konnen also feststellen, daB — K, = — 2 eine untere Schranke fiir
die Nullstellen von f(z) ist.

'3 d ké

Zusam
im Intervall (— 2, 3) liegen.

Beispiel 2. Man bestimme Schranken fiir die reellen Wurzeln der Glei-
chung

wir behaupten, daB simtliche Wurzeln von (15)

228+ 1024 — 16022+ 2 —12=0. (16)
‘Wir weisen darauf hin, daB im betrachteten Fall m — 4 ist, denn vor dem
ersten Glied mit negativen Koeffizienten stehen vier Glieder, deren Koeffi-
zienten nichtnegativ sind (die nicht vorhandenen Glieder miissen unbedingt
beriicksichtigt werden!).
Die transformierte Gleichung hat die Form
228 +1024 — 16022 —z —12=0. (17)
Man stellt leicht fest, da8 sich nach der zuerst behandelten Methode die
Werte K = 81 und K, = 81 ergeben, so daB also simtliche reellen Wurzeln
der Gleichung (16) (falls es solche iiberhaupt gibt) sicher im Intervall (— 81,81)
legen.
Nach dem MacLAURINschen Verfahren ergeben sich die Werte

4
E=K,=1+|/3F ~4,

80 daB also die reellen Wurzeln von (16) sogar im Intervall (— 4,4) liegen
miissen.

‘Wir gehen nun zum NEwTONschen Verfahren iiber und versuchen es hier
mit der Zahl 3, und zwar gleichzeitig fiir die Gleichungen (16) und (17), die
sich ja nur im Vorzeichen des linearen Gliedes unterscheiden:

I 2 0 10 0 —160 +1 —I2

3|262884 92 4+ +.
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Da in der ersten Zeile — und damit auch in allen weiteren Zeilen — durchweg
positive Zahlen stehen, sind fiir ¢ = 3 die Bedingungen (7) erfiillt. Wir stellen
also fest, daB bereits das Intervall (— 3, 3) simtliche reellen Wurzeln der
Gleichung (16) enthilt.

Wir erwithnen noch zwei weitere Sitze iiber Schranken von Wurzeln einer
Gleichung, die aber bei Fragen der Auflésung von Gleichungen eine wesentlich

geringere Rolle spiclen: Die Zahl ¢~ iat eine positive untere Schranke der posi-
c]
tiven Wurzeln einer Gleichung (also eine posstive Zahl, die kleiner als jede positive
Wurzel der betrachteten Gleichung ist), wenn K, eine obere Schranke der Wurzeln
derjenigen Qleichung ist, die man aus der gegebenen Qleschung durch die Sub-
stitution x = % erhdlt. Die Zahl — KL 15t eine negative obere Schranke der nega-
3
tiven Wurzeln einer gegebenen Gleichung (also eine negative Zahl, die grofer
als alle negativen Wurzeln der betrachteten Qleichung ist) ;wenn Kg eine obere
Schranke der Wurzeln derjenigen Gleichung 1ist, die man aus der gegebenen

Gleichung durch die Substituti z=—%erhdlt.

§ 3. Trennung der Nullstellen

Das vollkommenste Verfahren fiir die Trennung der Nullstellen liefert
der STURMsche Satz, dem wir uns jetzt zuwenden wollen.

‘Wir setzen dabei voraus, dafl uns eine Gleichung mit reellen Koeffizienten
vorgelegt ist, deren mehrfache Wurzeln bereits ausgesondert sind, d. h. eine
Gleichung

(@)= +a,z" 1+t an 17+ aa=0, )
deren simtliche Wurzeln einfach sind.

Das Funktionensystem

f(z), f (z), B1(2), Ra(2), . . ., Bm-1(%), Bm= const (2)
sei auf die folgende Weise bestimmt: Zunéchst wird die Funktion f(z) durch
die Funktion f'(x) dividiert; dabei mége der Rest — R,(x) auftreten; dann
ist R,(z) die dritte Funktion des Systems (2). (B,(z) ist also der mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen g Rest bei der Division von f(z) durch
f (x)). Sodann wird f'(z) durch R,(z) dividiert; ist — R,(z) der dabei auf-
tretende Rest, 80 ist R,(z) die vierte Funktion des Systems (2). Dieses Ver-
fahren wird solange fortgesetzt, bis man eine Funktion erhilt, die in der vor-
hergehenden Funktion des.Systems (2) ohne Rest aufgeht.

Das beschriebene Verfahren stimmt im Prinzip mit dem beim Aufsuchen
eines groBten gemeinsamen Teilers der Polynome f(x) und f () verwendeten
euklidischen Algorithmus!) iiberein (die Vorzeicheninderungen haben dabei
keinerlei Bedeutung, da beim euklidischen Algorithmus nicht nur der letzte,
sondern auch jeder zwischendurch auftretende Rest mit einem beliebigen

1) Siehe EAdEM, Band I, A.J. CrixTscniy, Elemente der Zahlentheorie.
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konstanten Faktor multipliziert werden darf). Da nach Voraussetzung die
Gleichung (1) keine mehrfachen Wurzeln besitzt, sind f(z) und f'(z) teiler-
fremd, so daB ihr groBter gemeinsamer Teiler, d. h. der letzte Rest des oben
beschriebenen Verfahrens, eine Kons*ante ist. Wir nehmen an, daB sich dieser
letzte Rest bei der m-ten Division ergibt, und bezeich ihn demgemaB
mit — Rp; die mit dem ent tzten Vorzeichen genommene Zahl,
also Ry, ist dann das letzte Glied unseres Systems (2).

Die mit Hilfe des angegebenen Verfahrens gewonnenen Funktionen (2)
nennt man STURMsche Funktionen, wihrend das ganze System (2) die zum
Polynom f(x) gehtrende STURMsche Kette genannt wird.

Wir behalten diese Bezeichnungen auch fiir Systeme von Funktionen bei,
in welchen sich jede Funktion von der entsprechenden Funktion des Systems (2)
durch einen konstanten positiven Faktor unterscheidet.

Es seien nun

1(e), f (¢}, Bale), . - . Rm-1(c), Rm (3)

die Werte der STURMschen Funktionen fiir einen t
z = ¢. Haben zwei benachbarte Zahlen der Zahleniolge (3) verschledene Vor-
zeichen, so sagt man, daB der Ubergang von der einen Zahl zur anderen von
einem Vorzeichenwechsel begleitet ist. Haben dagegen zwei benachbarte Zahlen
dasselbe Zeichen, so spricht man von einer Vorzeichenwiederholung. Ist eine
der Zahlen der Folge (3) — ausgenommen f(c) — gleich Null, so wird dieses
Ghed beim Vergleich der Vorzeichen benachbarter Zahlen ausgelassen. Die
h]l der Vorzeichenwechsel in der Folge (3) werde mit W(c) be-

zelohnet.

Satz von STURM. Ist a <b, so it W(a) = W(b), und die Differenz
W (a) — W (b) gibt die Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung (1) an, die im
Intervall (a, b) liegen.

Mit anderen Worten: Die Anzahl der Vorzeichenwechsel, die die STURM-
sche Kette beim Ubergang von a nach b einbiiBt, ist gleich der Anzahl der im
Intervall (a, b) liegenden reellen Wurzeln der Gleichung (1).

Bevor wir den STURMschen Satz beweisen, wollen wir ihn uns zunéichst an
einem Beispiel klarmachen.

Beispiel. Vorgegeben sei die Gleichung

2 —102+42=0. 4)
Man bestimme die Anzahl der positiven und die Anzahl der negativen Wurzeln

dieser Gleichung; ferner sind diese Wurzeln voneinander zu trennen.
Es ist f'(z) = 3 22 — 10, so daB wir zundchst die folgende Division durch-

zufithren haben:
3(2®* —10z+2)[322—10
328 —10z
—20:+G=—R1(x).

Wir konnen also R,(z) = 10 2 — 3 setzen.
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Bemerkung. Um keine gebrochenen Koeffizienten zu erhalten, haben wir
im betrachteten Fall den Dividenden mit der positiven Zahl 3 multipliziert.
Hierbei ist auch der Rest dreimal so groB geworden, was aber ohne Belang
ist, da uns ja nicht die Zahlen R, (a) und R, (b) selbst, sondern nur jhre Vor-
zeichen interessieren. Aus demselben Grund kénnen wir auch an Stelle von
20z — 6 einfach R,(x)= 10z — 3 WBetrachten. Ein derartiges Erweitern
bzw. Kiirzen mit negativen Zahlen ist natiirlich nicht erlaubt.

Im néchsten Schritt haben wir f'(z) durch R, () zu dividieren:

10 (322 —10) |10z —3
T 3022—92 3z+9
10 (9 z — 100)
- 90xz-—27
—973=—R,.
Wir erhalten R, = 973, wofiir man auf Grund der vorangehenden Bemerkung
auch einfach Ry = 1 setzen kann.

Damit gelangen wir zu der folgenden STURMschen Kette fiir die Glei-

chung (4):
fx)=2—102+2; f(2)=322—10; R (z)=10z—3; R,=1.
Um die Anzahl der Vorzeich hsel fiir verschiedene Werte von z iiber-
sichtlich bestimmen zu konnen, legen wir uns die folgende Tabelle an:

Funktionswerte bzw. deren Vorzeichen
z W(z)
(=) (=) Ry (z) R,
0 +2 —10 —3 +1 2
+ oo + + + +1 o
— oo — + —_ +1 3
—2 + 14 +2 —23 +1 2
— 4 —22 + 38 —43 +1 3
5 + + + +1 ]
2 — + + +1 1

Zur Berechnung der Anzahl der positiven Wurzeln von (4) miissen wir
W (0) und — unter Vorbehalt ausgedriickt — die Zahl W (+ oo) bestimmen.

Zwar konnen wir die Werte der STURMschen Funktionen fir x = + co
nicht berechnen, denn 4 oo ist in unserem Zusemmenhang nur ein Zeichen
fir eine (nicht niher festgelegte) hinreichend groBe positive Zahl; jedoch
gibt es eine einfache Regel, mit deren Hilfe man das Vorzeichen von f(z),
f () usw. fiir hinreichend groBes positives  bestimmen kann: Das Vorzeichen
der Werte eines Polynoms ist fiir hinreichend groBe Werte des Argumentes
gleich dem Vorzeichen seines Leitkoeffizienten (diese Regel ergibt sich daraus,
daB das Leitglied fiir |z| —» <+ co seinem Betrage nach schneller wiichst als
die iibrigen Glieder des Polynoms.?)

!) Biehe 2. B. A. K. Cymwesny, OcHosu suowe#t aare6pu (A. K. SusomgEwITSOR,
Grundztige der hoheren Algebra), 1941, Seite 131.
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Daher ist
W(0)—W(+o00)=2—0=2
die Anzahl der positiven Wurzeln von (4). Sodann findet man, da W(— oco)=3
ist, so daB
W(—o0) —W(0)=1
die Anzahl der negativen Wurzeln von (4) ist.

Wir suchen nun ein verhaltnismiBig kleines Intervall, in welchem die nega-
tive Wurzel der Gleichung (4) liegen muB. Setzen wir versuchsweise z = — 2,
8o erhalten wir wegen

W(—2)=2=W(0) und W(—o0)—W(--2)=1,
daB die negative Wurzel von (4) kleiner als — 2 sein muB. Da andererseits
W (— 4) = 3 ist, kénnen wir behaupten, daB die negative Wurzel im Intervall
(— 4, — 2) liegt.

Setzen wir z = 5, so stellen wir fest, daB W (5) = 0 ist, d. h., die beiden

positiven Wurzeln liegen im Intervall (0, 5), denn
W(0)—W(5)=2.
Setzen wir schlieBlich = 2, so erhalten wir: W (2) = 1; damit sind auch die
positiven Wurzeln voneinander getrennt, denn wegen
WO)—WE2)=W2)—W{E)=1
liegt die eine im Intervall (0,2) und die andere im Intervall (2,5).

‘Wir wenden uns jetzt dem Beweis des STURMschen Satzes zu. Er griindet
sich auf die folgenden vier Eigenschaften der STURMschen Funktionen:

1. Bei einer Anderung von z dndert die letzte STURMache Funktion ihr Vor-
zeichen micht.

Dies folgt unmittelbar daraus, daB die letzte STURMsche Funktion eine
Konstante ist.

II. Bei ket Arg t neh zwes benachbarte Funkti der
StUuRMechen Kette beide den Wert Null an.

Zum Beweis dieser Eigenschaft betrachten wir die folgenden Identititen
(die sich unmittelbar aus der bekannten Relation

,, Dividend = Divisor X Quotient 4+ Rest

ergeben):
f(@) =1 (2)q:(2) — Ry (2),
f'(2) = By (2) ga(z) — Ry (),
B, (2) = Ry (2) g3(2) — By (2),

B2 () = Bm-1(2) gm(%) — Bm,
Rpn_1(2) = Rugn+1(2),
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& '8 8

wobei ¢;(2), ¢3(%) usw. die jeweiligen Quotienten sind. Wir nehmen nun an,
es wiirden fiir einen gewissen Argumentwert x = z, zwei benachbarte Funk-
tionen der STURMschen Kette beide den Wert Null annehmen, also z. B.
Ry (zg)= R.u(z,) 0 Da.nn ergibe sich aus (5), daB auch R;_1(2,) =0 wire.
Aus den vc gen wiirde sich dann entsprechend

5

Ry_z (20) =0, Ri_3(%0) =0, ..., Ra(20) =0, Ry (%) =0

und schlieBlich f (z,) = 0 und f(,) = O ergeben. Dies bedeutete aber, daB
, eine mehrfache Nullstelle von f(z) ist, und eine solche sollte es ja voraus-
setzungsgemaB nicht geben.

II1. Wenn eine der STURMschen Funktionen f (), Ry (), R3(z), . .., Rm_1{Z)
an einer gewissen Stelle z = ¢ den Wert Null annimmt, so haben die Werte der
ihr in der STURMschen Kette benachbarten Funktionen an dmer Stelle verschiedene
Vorzeichen.

Es sei etwa Ry(c) = 0. Dann ist auf Grund von
Ri_1(2) = Re(2) g+1(2) — Bea(2)

in der Tat
RBi_1(e)=—Ri41(c). (6)

Die Eigenschaft III spielt deshalb eine wesentliche Rolle beim Beweis des
STURMschen Satzes, da sich aus ihr ittelbar eine wichtige Folgerung
ergibt. Dazu lassen wir z nur iiber so dicht beieinander liegende Werte ¢ — ¢,
¢, ¢ + ¢ variieren, daB das Vorzeichen der Zahlen Ri_;(c —¢) und Ri_;(c +¢)
stets gleich dem Vorzeichen der Zahl R;_, (c) und das Vorzeichen von R; ;1 (c —¢)
und Rpyi(c +¢) stets gleich dem der Zahl R;,:(c) ist.!) Dann besitzen auf
Grund von (6) in den Zahlentripeln

Ry_1(c—¢), Rilc—¢), Rypalc—e), (7
By 1(c+¢), Rulc+e), Rrsalc+e) (8)
die &uBeren Zahlen jeweils verschiedene Vorzeichen. Unabhingig vom Vor-
zeichen der Zahlen Ri(c — s) und R.(c + e) hefert also jedes dieser Zahlen-
tripel genau einen Vor gilt dies auch fiir die

Funktionen f(z), f'(z), R, (), falls x durch eine Nullstelle von f'(z) hindurch-
geht. Andererseits behalten diejenigen Funktionen der STURMschen Kette,
die an der Stelle z = ¢ von Null verschieden sind, in einer hinreichend kleinen
Umgebung von ¢ ihr Vorzeichen und haben daher keinen EinfluB auf die
Anderung der Zahl der Vorzeichenwechsel bei Durchgang durch c. Zusammen-
fassend konnen wir feststellen:

Geht z bei hsenden Arg twerten durch eine Nullstelle einer der Funk-
tionen [ (z), Ry (%), Ry(%), ..., Rm—y(x), 80 haben die dabei evtl. auftretenden
Vorzeicheninderungen dieser F ki keinen Einfluf auf die jeweilige
G hl der Vorzeich hsel in der STURMschen Kette (3)

1) Dies ist moglich, da Ri—, (z) und Ri4, () als Polynome stetige Funlitionen sind.
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Anders liegen die Dinge jedoch, wenn z bei wachsenden Argumentwerten
durch eine Nullstelle von f(z) hindurchgeht:

IV. Ist x, eine Nullstelle der Funktion f(z), so haben /ur jedes hinreichend
kleine positive ¢ die Zahlen f(z, — ¢) um f' (z‘— £) verschtedem Voruwhcn
wihrend die Zahlen f(x, + ¢) und f'(z, + €) g Vor

Hierzu wihlen wir ¢ so klein, daB im Intervall (z; — ¢, x; + ¢) die Funktion
f' () ihr Vorzeichen nicht wechselt. Das ist moglich, da f'(z;) = 0 ist (denn

anderenfalls wiire entgegen unserer V¢ 1g , eine mehrfache Nullstelle
von f(z)). Wir unterscheiden die beiden folgenden Fille:

1. Die Funktion f () ist fiir alle z des Intervalls (z, — &, #, + ¢) positiv-
In diesem Fall ist die Funktion f(z) im Intervall (x, — &, #; + &) monoton
wachsend und dasher f(z, —¢) < O und f(z, 4 &) > 0 (withrend nach Vor-
aussetzung f (z, — €) und f (2, + &) positiv sind).

2. Die Funktion f' () ist fiir alle x des Intervalls (z, — &, 2, + ¢) negativ.
In diesem Fall ist die Funktion f(z) im Intervall (z, — &, z, + &) monoton
fallend und daher f(z, — &) > 0 und f(z; 4 ¢) < O (wihrend f'(z; — ) und
f (%, + €) negativ sind).

Damit ist IV bereits bewiesen.
Auf Grund von IV ist

W(xy,—e)— W(z,+e)=1,

d. h., die G hl der Zeich hsel in der SToRMschen Kette nimmt
um 1 ab, wenn z bei hsenden Arg rten durch eine Nullstelle von
f(z) geht. Da sich die G tanzahl der Zeich hsel sonst nirgends
#ndert, ist die Anderung in der Gesamt; hl der Zeich hsel bei T-

gang von a nach b gleich der Anzahl der reellen Nullstellen von f(z) im Inter-
vall (a, b), was zu beweisen war.

Wie wir im oben angegebenen Beispiel gezeigt haben, kann man mit Hilfe
des STURMschen Satzes die reellen Wurzeln einer Gleichung voneinander
trennen. AnschlieBend kann man dann die Intervalle, die genau eine Wurzel
enthalten, beliebig verkleinern. Nachdem man einmal erreicht hat, daB jedes
Intervall nur eine einzige Wurzel enthilt, ist es zur Verkleinerung der Inter-
valle nicht mehr notwendig, die Werte aller STURMschen Funktionen zu
berechnen; vielmehr geniigt es, immer kleinere Intervalle zu bestimmen, an
deren Endpunkten f(z) verschiedene Vorzeichen besitzt (Tabellenverfahren).

Auf den ersten Blick hat es den Anschein, als ob man ohne Benutzung des
STURMschen Satzes, allein mit Hilfe des Tabellenverfahrens, die Nullstellen
voneinander trennen kénnte. In vielen Fillen ist dies auch méglich. Jedoch
besteht hierbei immer die Gefahr, daBl man gewisse von den in einem Intervall
liegenden Nullstellen iibersieht. Betrachten wir z. B. die Gleichung

F(z)=92°— 612+ 60=0,
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die uns auf folgende Tabelle fiihrt:

z F(z)
0 60
1 8
2 10
3 120

Hiernach kénnte man meinen, daB die betrachtete Gleichung keine positive
Wourzel besitzt (man sieht leicht, daBl F(x) fiir x > 3 nur positive Werte an-
nimmt, denn dann gibt das Leitglied gegeniiber dem negativen linearen Glied
den Ausschlag). Dieser SchluB ist jedoch vollkommen falsch, denn im Intervall
(1, 2) liegen zwei reelle Nullstellen von F (), was man daraus entnehmen kann,
daB z.B,F(%)=—% ist.

Dieses Beispiel gibt AnlaB zu der folgenden Regel: Wenn in einer Funktions-
tabelle bei relativ kleinen Funktionswerten ein Ubergang von fallenden zu
steigenden Funktionswerten (oder umgekehrt) stattfindet, ohne daB damit
zwischendurch ein Wechsel des Vorzeichens verbunden ist, so ist Vorsicht
geboten. Um behaupten zu konnen, daB in einem solchen Intervall keine
Nullstelle enthalten ist, muB das Verhalten der Funktion in dem betreffenden
Intervall niher untersucht werden.

Noch gefahrlicher ist es, wenn in einem Intervall drei reeille Nullstellen
liegen, wiihrend die Tabelle nur eine reelle Nullstelle ,,anzeigt“. So verhilt
es sich z. B. bei der Gleichung

D(z)= (32 —T) (4z— 11) (2 — 3z +1)
= 12a% — 972% 4 27222 — 2922 + 77 = Q.
Auf Grund der Tabelle

z P ()
[} 1
1 —28
2 — 3
3 + 2
4 125

konnte man vermuten, de8 das Intervall (2, 3) nur eine Wurzel dieser Glei-

chung enthilt; tatsichlich sind aber in diesem Intervall die drei Wurzeln
z, = %; 12:]7:-; Ty = %—i—}/l_ﬂg%?,s

enthalten.
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Das Tabellenverfahren kann also leicht zu falschen Schliissen fiihren, die
bei konsequenter Anwendung des STURMschen Verfahrens vermieden werden,
wenn auch damit unter Umstinden sehr umfangreiche Berechnungen ver-
bunden sind.

Neben dem STURMschen Verfahren gibt es noch eine ganze Reihe weiterer
Methoden zur Bestimmung der in einem Intervall liegenden reellen Nullstell
Wir fithren als Beispiel den Setz von BUDAN und FOURIER an, ohne ihn
hier zu beweisen. Er arbeitet mit einem einfacheren Funktionensystem als
der STURMsche Satz, gibt dafiir aber auch meistens eine ung e Ant-
wort.

Satz von BUDAN und FoURIER. Die Anzahl der in einem Intervall
(a, b) liegenden reellen Wurzeln der Gleichung (1) ist gleich der Anderung der
Anzahl der Vorzeichenwechsel im Funktionensystem

f@), f @), ' @), ..., =7 () f*(=2)

beim Ubergang von a nach b oder um eine gerade Zahl kleiner als diese.

Wenn sich also die Anzahl der Vorzeichenwechsel beim Ubergang von a
nach b um 5 #éndert, so ist die Anzahl der reellen Wurzeln im Intervall (a, b)
gleich 5, 3 oder 1. Andert sich die Anzahl der Vorzeichenwechsel beim Ubergang
von a nach b um 1, so liegt im Intervall (a, b) genau eine Wurzel.

Gleichfalls ohne Beweis filhren wir den folgenden Satz von DESCARTES
an.t)

Satz von DESCARTES (Cartesische Zeichenregel). Die Anzahl der positiven
reellen Wurzeln der Gleichung (1) ist gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel
in der Koeffizientenfolge

@y, Gy, Gy, ...y qac1, Qn
oder um eine gerade Zahl kleiner als diese.

Dieser Satz gestattet also eine einfache (allerdings nicht immer ganz ge-
naue) Bestimmung der positiven reellen Wurzeln einer Gleichung. Fithrt man
in (1) die Substitution z = — z aus, so kann man mit Hilfe des Satzes von
DESCARTES auch die Anzahl der negativen reellen Wurzeln feststellen.

§ 4. Das Hornersche Verfahren
Es sei
(@) = ap2" + 42"~ + -+ + ap g7+ @y = 0 m
eine beliebige Gleichung mit reellen Koeffizienten.

Die Berechnung einer beliebigen reellen Wurzel der Gleichung (1) mit Hilfe
des HorNERschen Verfahrens geht folgendermaBen vor sich: Zunichst
bestimmt man mit Hilfe des Tabellenverfahrens den ganzzahligen Anteil in
der Dezimalbruchentwicklung der gesuchten Wurzel. Sodann fiihrt man die
Gleichung mit Hilfe einer geeigneten Substitution in eine Gleichung iiber,

1) Interessante Einzelheiten iiber die Satze von BunAN-FoURIER und DEscarTES finden
sich in dem frither zitierten Buch von SUSCHREWITSCH.
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bei welcher der ganzzahlige Anteil in der Dezimalbruchentwicklung einer ge-
wissen Wurzel dieser Gleichung gleich der ersten Dezimalstelle der gesuchten
Wurzel von (1) ist. Wiederholt man diesen ProzeB, so kann man beliebig
viele Dezimalstellen der betrachteten Wurzel von (1) berechnen.

Wie sieht nun diese Substitution aus?

Es sei

zl=c°+l‘—(‘)+1%0+li+"':°o,cxcecs'"

h 4.

die Dezimalbruchentwicklung der zu b Waurzel von (1), wobei
¢, bereits mit Hilfe des Tabellenverfahrens ermittelt wurde, und zwar etwa
durch die Feststellung, daB f(c,) und f(cy+ 1) verschiedene Vorzeichen be-
sitzen. Die Substitution

T—cp=1y (2)
filhrt uns dann auf eine Gleichung

Py =0, 3)
die die Wurzel y,=0,¢,¢,¢;5..., besitzt. Sodann gelangen wir von der
Gleichung (3) durch die Substitutionen

Y
Y=1 4)
zu einer Gleichung
% (¥)=0, (5)

welche die Wurzel Yy =¢,,cycq¢,... besitat.
Hierauf bestimmen wir den ganzzahligen Anteil in der Dezimalbruchent-
wicklung von Y, und gehen mittels der Substitution

Y—c¢ =2 6)
von (5) zu einer Gleichung
@:(2) =0 )
iiber, welche durch die Substitution
z2= Z ®)
10
in eine Gleichung
¥.(Z)=0 (9)

iibergefithrt wird, die die Wurzel
Zy=¢y,C304. ..
besitzt. Es ist klar, daB dieses Verfahren beliebig oft wiederholt werden kann.

Wenn wir Z, nicht nur in den Einern, sondern z. B. bis zu den Hundertsteln
genau bestimmen, also wissen, dal

9,036, < Zy < €y,63¢4+ 0,01

ist, so erhielten wir statt einer weiteren Ziffer sogleich drei weitere Ziffern
der Dezimalbruchentwicklung von z;, und die zur Berechnung weiterer Dezi-
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malstellen notwendigen Substituti hitten die Form
Z—cy,c5¢,=1u, (10)
U
= jo06- 1)

Um die Substitutionen (2), (6), (10) usw. bequem ausfilhren zu kénnen,
empfiehlt es sich, f(z) nach Potenzen von = — ¢y, ¥;(Y) nach Potenzen von
¥ — ¢, usw. zu entwickeln. Der Ubergang von (3) nach (5) besteht dann ein-
fach in einer Multiplikation der entsprechenden Koeffizienten mit 1, 10, 10%,
10® usw. (withrend bei der Substitution (11) mit 1, 103, 10 usw. zu multi-
plizieren ist).

Beispiel 1. Man bestimme die positive Wurzel der Gleichung

f(x)=2*4+2—13=0.

Wegen f(2)= — 3 und f(3) = 17 ist 2 < 2, < 3 und daher ¢, = 2. Daher
sind im ersten Schritt die Substitutionen z— 2=y, y= 150 auszufithren,

die man auch zu der einen Substitution z = 2 4 % zusammenfassen kann :

‘Wir erhalten also:
) =9 +64+13y—3=0,
,(Y)=Y?+4-60 ¥* 41300 Y — 3000 =0.

Hier ist leicht zu sehen, da8 v, (2) < 0 und , (3) > Ogilt unddaher2< ¥; < 3
ist, was uns auf ¢, = 2 fihrt. Im néchsten Schritt sind dann die Substitu-

tionen ¥ — 2 =2 und z=% auszufiithren, die man auch zu der einen Sub-
stitution ¥=2+ % sussmmenfassen kann (ﬁir die gesuchte Wurzel gilt
also z, = 2,2+%):

1 60 1300 — 3000

2 1 62 1424 —152
2 1 64 1552
2 1 66
Dies fithrt uns auf
v4(Z) = Z® + 660 Z2 + 155200 Z — 152000 = 0.



318 Die Aufldsung von algebraischen Gleichungen

Es ist klar, daB 0 < Z, < 1 ist, so daB im niichsten Schritt die Substitutionen

Z=0+u=u; =15 auszufithren sind, die sich auf die Substitution
Z=7 reduzieren (es st also x1=2,20+%0%); diese filhrt uns auf die
Gleichung

3 (U) = U + 6600 U+ 15520000 U — 152000000 =0.

Obwohl wir eine Gleichung mit sehr groBen Koeffizienten erhalten haben,
ist es auf Grund des starken Anwachsens der Koeffizienten in den Gliedern
niederer Ordnung moglich, Schranken fiir U; mit Hilfe einer einfachen Divi-
sion zu bestimmen. Dividiert man namlich das Absolutglied durch den
Koeffizienten von U, so erhilt man bereits mehrere weitere Ziffern der Dezimal-
bruchentwicklung fiir die gesuchte Wurzel:

162000000  |15520000
—139680000 |—p7g

1
—10864000,0
1456000,00
— 776000,00
680000,00
Die letzte Ziffer des Quotienten wird mit 5 Hundertstel (und nicht mit
9 Hundertstel, wie bei der iiblichen Division) ver hlagt, um einen Rest
zu erhalten, der groBer ist als der Wert der versuchsweise unberiicksichtigt
gelassenen Glieder U+ 6600 U2 fir U = 9,75:

9,75% 4 6600 - 9,75% < 661000 < 680000.

Damit ist gewihrleistet, daB ; (9,75) < 0 gilt. Hitten wir andererseits 6 als
letzte Ziffer im Quotienten genommen, so hitten wir den Rest

524800 < 9,763 -+ 6600 - 9,762
erhalten. Hieraus folgt, daB y, (9,76) > O ist.
Also ist 9,756 < U, < 9,76 und daher

2,20975 < z, < 2,20976,

womit eine positive Nullstelle von f(z) mit einer Genauigkeit von 10-% be-
rechnet wurde. Mit Hilfe des Satzes von DESCARTES stellt man unmittelbar
fest, daB dies auch die einzige positive reelle Nullstelle von f(z) ist.

Diese letzte Kontrolle ist notwendig, da im Intervall (c,, ¢y + 1) durchaus
mehrere Wurzeln der Gleichung (1) liegen konnten. Wir erinnern daran, da8
bei einer geraden Anzahl von Wurzeln die Vorzeichen von f(co) und f{co + 1)
gleich sind, und man bei unvorsichtiger Anwendung des Tabellenverfahrens
diese Wurzeln sogar iibersehen wiirde, worauf schon im Zusammenhang mit
dem SturMschen Satz (§ 3) hingewiesen wurde.

‘Wenn nun aber festgestellt wurde, daB im Intervall (cy, ¢y + 1) z. B. genau
zwei reelle Wurzeln liegen, so kann man sie auch nach dem HORNERschen
Verfahren getrennt berechnen, wie dies die folgenden Uberlegungen zeigen.
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Es seien etwa
<1, <c+1 und <z <41
zwei reelle Wurzeln der Gleichung (1). Dann besitzt (5) die Wurzeln
0< Y,<10 und 0< Y,<10.

Stellt sich nun heraus, da8 die Wurzeln Y, und Y, gleichfalls noch denselben
hligen Anteil besit also Y, und Y, beide zwlsohen ¢, und ¢y 41

l:egen, so vol]zxehen wir mittels der Substitution ¥ = c,+ o den Ubergang

zur Gleichung (9). Es mége sich jetzt zeigen, daB die ganzzahligen Anteile
von Z, und Z, voneinander verschieden sind, also etwa

a<Zy<cy+1 und ¢y <Z,<ecy+1

gilt. Dann kann man einerseits iiber die Substitution Z =c; +% die Wurzel

2, und andererseits iiber die Substitution Z=c;’ +% die Wurzel z, mit be-
liebiger Genauigkeit berechnen.
Beispiel 2. Man berechne die positiven Wurzeln der Gleichung
9z3—-612+60=0.
Aus § 3 wissen wir, daB zwei Wurzeln dieser Gleichung im Intervall (1, 2)
liegen, s0 daB also 1 < 2, 7, < 2 gilt. Die Substitution z=14- fihrt auf

9 0 —61 60

19 9 52 8
1 9 18 —34

1 9 27
¥1(¥)=9Y° 127072 — 34007 -1 8000—0.
Der Tabelle
Y ’ 3 ‘ 4 | 6 i7
Vorzeichen von ¥, (Y) ‘-*— l - \_ ‘ +

entnimmt man, daB 3< ¥, <4, 6< ¥, < 7 gilt.
Die Substitution ¥ =342 fihrt auf die Gleichung

923 4351022 — 153700 Z + 473000 =0

(die notwendigen Rechnungen bleiben dem Leser iiberlassen). Wegen 3 < Z, < 4
ist 1,33 < z, < 1,34. Setzt man dieses Verfahren fort, so kann man beliebige
weitere Dezimalstellen von z, berechnen.
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Die Substitution ¥ = 6+ fiihrt auf die Gleichung

9 W3 44320 W2 81200 W — 736000 =0.

Wegen 6 < W, < 7 ist 1,66 < z, < 1,67.

AbschlieBend wollen wir noch einige Bemerkungen iiber die Berechnung
von negativen Wurzeln mittels des HORNERschen Verfahrens machen.

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

j(@)=2*+10x+453=0.
Wegen f(—3)=—4 und f(— 2)=25 ist — 3 < z, < — 2. Hier haben
wir die Substitution x=—3 +1 _y_ durchzufiihren:

1 0 10 63

-3| 1 =3 19 —4
-3 1 -6 37
-3 1 —9

Man gelangt also zu der Gleichung
¥2—90Y%+3700Y —4000=0,

bei der 1 < ¥, < 2 gilt. Es schlieBt sich die Substitution ¥ =1 +iz—0 an, die

auf die Gleichung
Z?—93022 - 351700Z —391000=0

fiihrt, bei der 1 < Z, < 2 ist. Unter Verwend t hender Bezeich
nungen wie fiir die Loga.nthmen mit negativer Kennziffer erhalten wir

3ll< < 312

oder
— 2,89 < 7, < —2,88.

Zu demselben Ergebnis wiiren wir gelangt, wenn wir die betrachtete Gleichung
vorher der Substitution # = — w unterworfen hitten, die auf die Gleichung
w4 10w — 53 = 0 fiihrt. Fiir diese findet man 2,88 < w; < 2,89 und
dawit — 2,890 < z, = — w, < — 2,88.

§ 5. Das Verfahren von Lagrange

Bei der Berechnung einer reellen Wurzel mit Hilfe des HORNERschen Ver-
fahrens werden der Reihe nach die Dezimalstellen dieser Wurzel ermittelt.
Demgegeniiber bestimmt man beim Verfahren von LAGRANGE der Reihe nach
die Teilnenner gy, ¢, g3, ... in der Kettenbruchentwicklung der zu berech-
nenden reellen Wurzel.
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Vorgelegt sei die Gleichung

1(@) = aga™ + @271 4 -+ + Gu 1T+ Gy =0 m

mit reellen Koeffizienten, und es sei (etwa mit Hilfe des Tabellenverfahrens)
bereits festgestellt, daB im Intervall (gy, go - 1) eine reelle Wurzel z, dieser
Gleichung liegt. Dann kénnen wir z, in der Form

”1=90+¢=Qo+'§ (2)

ansetzen, wobei a eine unbekannte positive Zahl kleiner als Eins ist, so daB
groBer als Eins ist. Daher fithrt die Substitution

T=goty ®
auf eine Gleichung
Fiy=0, (&)

die eine positive Wurzelbesitzt, welche groBer als Eins ist. (Liegen im Intervall
(90, 9o + 1) mehrere Wurzeln der Gleichung (1), so gibt es entsprechend auch
mehrere Wurzeln der Gleichung (4), welche grofer als Eins sind).

Wir bezeichnen die Wurzel der Gleichung (4), die der Wurzel z, von (1)
entspricht, mit y,. Dann ist

1 .
n=q0+y- @)
Es sei nun ¢, eine ganze Zahl, die der Bedingung

. a<n<q+l
geniigt. Die Substitution

1
y=aq+ z (5)
fiihrt dann die Gleichung (4) in eine Gleichung
D(z)=0 ©)

iiber, die ihrerseits eine positive Wurzel z, besitzt, fiir die
1 2
n=a+ 5 (5")

gilt. (Der Leser mache sich klar, in welchem Fall die Gleichung (6) mehrere
Wourzeln besitzt, welche groBer als Eins sind).

Hat man dann das Intervall (g;, ¢, + 1) gefunden, in dem z; liegt, so fiihrt
man die Substitution

i=qt; ™

durch, usw. Dieses Verfahren setzt man solange fort, bis man die gesuchte
Wurzel mit der verlangten Genauigkeit berechnet hat.
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Setzen wir (3'), (§') usw. jeweils ineinander ein, so erhalten wir eine Dar-
stellung der gesuchten Wurzel in Form des Kettenbruches

1 1 1
H=tt g =t — =t t— =
@+~ G+—7
1
z, . ¢|+;‘ .
—pt——5 - ®
q‘+9|+.. 1
+ :
ilr}-;x

‘Wenn bei dem geschilderten Verfahren eine der unterwegs zu bestimmenden
Wourzeln eine ganze Zahl, also etwa u, = ¢, ist, so ist

H=gp+—1 ®)

@+ 1

at 14y
und daher die gesuchte Wurzel rational. Bricht also das Verfahren von La-
GRANGE nach endlich vielen Schritten ab, so ergibt sich automatisch, daB die
gesuchte Wurzel rational ist. Es ist dies ein sehr wesentlicher Vorteil des Ver-
fahrens von LAGRANGE gegeniiber anderen Methoden zur Berechnung
von reellen Nullstellen. Fiir irrationale Wurzeln hat dagegen das Verfahren
von LAGRANGE kein Ende, d.h., 2, wird durch einen unendlichen Ketten-
bruch dargestellt, fiir welchen man aber nach dem Verfahren von LAGRANGE
beliebig viele Teilnenner ¢,, ¢;, ¢3, - . . berechnen kann. Bricht man einen
(endlichen oder unendlichen) Kettenbruch bei irgendeinem Teilnenner ab, so

erhilt man einen sogenannten Naihkerungsbruch

P, 1
a=tt—
Qs 1
4+
qz+._ 1
*a
So ist z. B. »
o, _%. ﬂ_ l=%§x+l.
9% Wty = g

P, 1 otz t%+a
A W+ 1 T @+l '
9z
Die Niherungsbriiche eines gegebenen Kettenbruches besitzen nun eine
Reihe von bemerkenswerten Eigenschaften, von denen wir hier einige ohne
Beweis mitteilen wollen.!)

N

1) Vgl. EdEM, Band 1, A. J. CHiNTscEN, Elemente der Zahlentheorie.
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1. Der Zihler (Nenner) jedes Niherungsbruches eines gegebenen Kettenbruches
1Pt sich durch die Zihler (Nenner) der beiden vorangehenden Niherungsbriiche
ausdriicken, und zwar ist stets

Piyy= Peqena+ Pioa, (10)
Qes1=Qr fes1+ Qi1 (11)
Mit Hilfe der Formeln (10) und (11) kann man sehr einfach aus % und %
]
die weiteren Niherungsbriiche berechnen. Als Beispiel behandeln wir die
Kettenbruchentwicklung der Zahl 3T::

s, 1
392 1
5+
4+
Pyl
2ty
Hier ist
Py o, 2 Py 1_1 _
6:_2—T’ 'Q,_2+E_6 und ¢y=¢
und daher

Py=Pyg;+ Py=11-4+4 2 =146,

Q=%+ E = 544+1=21
Diese und die weiteren Berechnungen lassen sich bequem in einer Tabelle an-
ordnen:

(12)

k 0 1 2 3 4 5
% 2 11 46 103 252 869
Q% 1 5 21 47 115 392
9 2 b 4 2 2 3

Zunichst fiillt man die erste und die letzte Zeile sowie die erste und die zweite
Spalte aus. Sodann berechnet man P, und @, [siche (12)]. Als nachstes be-
rechnet man Py= 103 (indem man P, = 46 mit dem folgenden Teilnenner
g5 = 2 multipliziert und hlieBend P, = 11 addiert); analog berechnet man
Q, usw. Offensichtlich ist der letzte Niherungsbruch % gleich dem Wert des
L]
gesamten Kettenbruchs. Wir erhalten also im betrachteten Beispiel die
Niiherungsbriiche

2 146 108 2 8%
1’ 6’ 21° 47’ 115’ 302°
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11, Jeder Néherungsbruch

P P Py
QO ’ ol ’ ql e
mit geradem Index ist kleiner, und jeder Niherungsbruch
A P P
Ql ’ Ql ’ Ql [

mit ungeradem Index ist grofer als der gegebene Kettenbruch.
II1. Es ist stets

P Py (=1 !
T e.“o.e.“‘ a3
So ist im betrachteten Beispiel
A A S U1
Q@ a B 105’

P, P, 103 46 1

Qe @A @

Die zuletzt angegebene Eigenschaft gibt die Méglichkeit, beim Verfahren
von LAGRANGE laufend di igkeit der Berechnung zu ermitteln. Da

amlich z, stets zwisch % und g”"‘ liegt, ist sicher
l+l_& —_1
. |~ <le—al=aam a4
Nun ist

Qi1=Qs¢+1+ Q-1 2@, +Qs-1
(denn es ist g,+; =1) und daher
P, 1
le II < Qi@+ Qiy)”
Wenn also die Berechnung so weit gefithrt werden soll, daB der Fehler in
der Niihemngsgleichung T~ z kleiner ist als eine gegebene Zahl «, d. h.

[+

sobald

m< « oder Q.(Q-+Q-—x)> <
ist.

Werden bei der Berechnung von ¢y, ¢;, ¢;, - - - nach dem Verfahren von
LAGRANGE gleichzeitig noch die Werte von Q. (Qs + @s—1) berechnet, s kn.nn
man aus einem entsprechend der oben angeg Tabelle angelegt
jederzeit bequem ablesen, mit welcher Genauigkeit der jeweilige Naherungs-
bruch die gesuchte Wurzel annihert. Auf Grund von Eigenschaft II kann

man sogar feststellen, in welcher Richtung der erhaltene Niherungswert vom
wirklichen Wert abweicht.
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Wir wollen das Verfahren von LAGRANGE noch an einigen Beispielen er-
lautern. Dazu sei vorher bemerkt, daB man die Substitution z=q°+l

(und jede ihr ahnliche) sehr einfach mit Hilfe des HORNERschen Schemas
vollziehen kann. Dazu geniigt es, das Polynom f(z) nach Potenzen von z — ¢,

zu entwickeln ; hieraus erhilt man wegen =z — g, =7 unmittelbar die gesuchte

Gleichung in y, wenn man die nach dem HORNERschen Schema bestimmten
Koeffizienten in der umgekehrten Reihenfolge (also das absolute Glied als
Leitkoeffizienten, usw., und schlieBlich den Leitkoeffizienten als absolutes
Glied) nimmt.

Beispiel 1. Man bestimme die positive Wurzel der Gleichung
f(#)=T2*—32*4-42—20=0.
Aus der Tabelle

z 0 1 2

/(z)l —20 —12 32

ist zu entnehmen, da8 die positive Wurzel im Intervall (1, 2) liegt. Es ist also
die Substitution z=1 +§- durchzufiihren

|7—34—20

1 7 4 8 —12
1 7 1119
1 7 18
Die erhalterien Zahlen werden in umgekehrter Reihenfolge genommen (und

mit — 1 multipliziert, um in der transformierten Gleichung ein positives
Leitglied zu erhalten):

oY) =1243— 1942 —18y—7=0.
Man sieht, daB ¢(2) < 0 und ¢(3) > 0 ist, so daB 2 < y, < 3 gilt und daher
im néichsten Schritt die Substitution y == 2-{-zi durchzufiihren ist:

12 —19 —18 —7

12 5 —8 —32
29 50
12 53

WO N
—
)
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Dies ergibt
p(2) =2322— 5022 —532—12=0.

Hier ist 9(3) = 0, also z;, = 3, und daher
1 10
9:1=l+—1=—.

7
2+g

Beispiel 2, Es ist 9 , d.h., die einzige reelle Wurzel von 2’ —9 =0, mit
einer Genauigkeit von 10~5 zu bestimmen.
Offensichtlich ist 2 < z; < 3, so daB im ersten Schritt die Substitution

x=2+ —;— durchzufiihren ist:

Dies ergibt fiir y die Gleichung:
Py =y"—1242—6y—1=0.

Es ist zweckmiBig, die linke Seite dieser Gleichung in der Form
—pfy_12_8 L
P =y (y -3 ,.)
darzustellen; denn hieraus ist unmittelbar ersichtlich, da8
@(12) <0 und ¢@(13)>0
gilt, so daB also 12 < y, < 13 ist und im zweiten Schritt die Substitution

y=12 +% durchgefithrt werden muB:

1 12 -6 —1

12 1 0 —6 -—78
12 1 12 138

Die entsprechende Gleichung in z hat also die Form

w(z):73z3_13822—:'“—1:22(73z—138—?—%)=0.

Hier ist 9(2) < 0 und p(3) > 0, also 2 < z, < 3, so daB im dritten Schritt
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die Substitution z= 2+ durchgefiihrt werden muB:

73 —138 —24 —1

2 73 8 —8 17
2 73 154 300
2 73 300

Dies fiihrt auf die Gleichung

F(u)=u’(l7u—300—-¥—2)=0.

ul
Es ist unmittelbar zu sehen, daB F(18) < 0 und F(19) > 0, also 18 < u, < 19
gilt.
Ermittelt man nun parallel zu den eben durchgefiihrten Berechnungen fiir
1
24—t
tEE.

=2+

die entsprechenden Naherungsbriiche:

E |0 1 2 3 4

P, |2 25 52961

Q |1 12 25462 ...

o |2 12 218

so ergibt eine Berechnung von Q3(Q; -+ @,), daB der Niherungsbruch

P, 961
- =15y — 2,080086 ...

die gesuchte Wurzel mit einer Genauigkeit approximiert, die die verlangte
Genauigkeit noch iibersteigt; denn es ist

Q5(Q@s + Qp) = 462 - 487 > 108 =é,

Py

Auf Grund von II ist der Wert von 2 etwas groBer als der genaue Wert der
3
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gesuchten Wurzel. Da aber ———=
behaupten, daB

163187 487 < 0,000005 ist, kénnen wir mit Sicherheit

L)
2,080081 <9< 2,080087
oder

¥9=2,080084 (+ 3-10-9)
gilt. Einer Tafel entnimmt man: 9 ~-2,0800838.

§ 6. Das Verfahren von Lobatsehewski

Ein drittes, sehr elegantes Verfahren zur Auflésung von algebraischen
Gleichungen stammt von dem bedeutenden russischen Mathematiker N. I. Lo-
BATSCHEWSKI. Seine Anwendung empfiehlt sich besonders dann, wenn man
sowohl die reellen als auch die komplexen Nullstellen eines Polynoms zu be-
stimmen hat.)

Ein wesentlicher Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daf8 man vor seiner
Anwendung weder Grenzen fiir die reellen Nullstellen noch ihre Gesamtanzahl
zu bestimmen braucht; es ist auch nicht notwendig, die Nullstellen vorher
zu trennen. Alles dies ergibt sich auf Grund des ganz unkomplizierten Rechen-
ganges von selbst. Die Rechnungen beruhen letzten Endes nur auf Addition,
Substraktion und Multiplikation von Zahlen, wobei sich sofort samtliche
Wurzeln einer betrachteten Gleichung ergeben. Wir gehen jetzt zur Be
schreibung des genannten Verfahrens iiber.

Gegeben sei eine Gleichung

f(@)=agz*+a12"" 14+ -4 ap1 24 8. =0 (1)
mit reellen Koeffizienten, die die Wurzeln
L1, T2, X35 -+ v Tn

besitzen moge. Zunichst wird eine Gleichung

h(x)=0 (2)
aunfgestellt (ihre Konstruktion wird weiter unten geschildert), welche als
Wourzeln die Zahlen

2 2 2
— X — Xy, — 2

1) Dieses Verfahren wurde von LoBATscCHEWSKI spitestens 1832 entwickelt. Er versffent-
lichte es in seinem 1834 erschienenen Werk «Anrefpa nau BHuHCAeHWE KOHEYHHX>-
[Algebra oder die Berechnung des End.hchen] — Vgl a.uoh N. I Lonusonwsm,
Ilonnoe cobpanne couvnenuit [Vollstd G gabe], Band IV, G .
Moskau-Leningrad 1948. Unabhingig von LOBATSCHEWSKI wurden ﬁhnlmhe Vetfsh-
ren auch von dem belgischen Mathematiker DANDELIN (1826) und dem Schweizer
Mathematiker GRARFFE (1837) geschaffen. Weil die Arbeit des letzteren die grbBte
Verbreitung gefunden hat, ist es erklirlich, daB man dieses Verfahren hiufig das
GRAEFFESche Verfahren nennt..
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besitzt, also die mit entgegengesetztem Vorzeichen g Quadrate
der Wurzeln von (1).

AnschlieSend geht man mit Hilfe derselben Transformation zu einer Glei-
chung

fa(x)=0 3)
iiber, die die Wurzeln
—(—alf=—dt, —at, ..., — 2}
besitzt, usw.
Nach k-maliger Wiederholung dieses Prozesses kommt man zu einer Glei-
chung
(@) =Aoa+ Ay a1 4o 4,=0, @
deren Wurzeln die Zahlen
— o, — — a2
sind v B "

Der Zweck dieser Transformationen wird besonders klar, wenn man an-
nimmt, daB simtliche Wurzeln von (1) reell und ihre Betriige paarweise von-
einander verschieden sind. Es sei nimlich etwa

[2]|>|22|> -+ >|2a1|>| 2] - ®)
Setzen wir
=g, ©

80 ergibt sich aus (4) auf Grund der ViETaschen Formeln:

4
B=dt gttt

=214+ + (3] = 0+,
D-ddtddg bt ot

=25 [1+(2)+E) 4| =g 14,
Lodhg+ A Gt it

=AA4A4[1+E) + | =An A A +ay),

=xlz;...a,’n_l+z‘l...x' x;+...

n-2

=z'lz"...x:_l[1+( n )‘+...

Zn-1

=522 (1 +a,y),

@

— ] 3
=2zl 7.
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Dividiert man jede dieser Relationen (beginnend mit der zweiten) durch die
vorangehende, so erhilt man:
4,

A=

_ 4 +a)

T A (Tt )
z: A»(IA"'I‘“‘" 1)

II

Wegen (5) sind nun die Zahlen :—', ?, % ysw. und allgemeiner die Zahlen
1 1
(l > m) ihrem Betrage nach kleiner als Ems, s0 daB fiir hinreichend groBes k

(und damit 8) die positiven Zahlen oy, a3, ..., a1 beliebig klein werden.
Daher konnen die Beziehungen (8) durch die Niherungsbeziehungen

©)

A‘

4

ersetzt werden, wobei der relative Fehler fiir hinreichend groBes s beliebig
klein wird. Die Wurzeln der Gleichung (4) kénnen also dank ihrem groBen
Unterschied voneinander mit groBer Genauigkeit nach den Formeln (9) be-
rechnet werden. Mit Hilfe der Logarithmentafel zieht man aus den Zahlen (9)
sodann die s-te Wurzel und erhilt die Wurzeln der Gleichung (1), (wobei
jeweils nur noch festgestellt werden muB, welcher der Werte

s s
Aﬂl Aﬂ
+ Am-1 oder _ll Am-1
die Gleichung (1) erfiillt).
Wir wollen uns jetzt der Frage nach dem Ubergang von (1) nach (2), so-
dann nach (3) usw. zuwenden.
Die Konstruktion eines Polynoms f, () mit den Nullstellen

2 2 2
—xf, —23,...,— a2

R

vollzieht man am bequemsten auf die folgende etwas unnatiirliche Weise:
Fiir das Polynom f(x) gilt bekanntlich:

@y (z— 1) (T — T2) + + + (T — Xy)
=agya"+a, 2" a2 24 a2 34 @y_22% - An_1 24 a,.

Ersetzt man in dieser Identitdt x durch — z, so erhilt man nach Multi-
plikation mit (— 1)* (letzteres, damit das Vorzeichen des Leitkoeffizient

(10)




§ 6. Das Verfahren von Lobatschewski 331

auf der rechten Seite nicht geéindert wird):

ay(z+ 1) (2 + 22) -+ - (2 2) an

=gy —a, 2"l a2t —agz" 34 o (— )P a1 24 (— 1) @,

AnschlieBend multipliziert man die Identititen (10) und (11) miteinander:

af(a®— z8) (2 — 2}) - - - (2 — 27)

=a} 2™ — (a3 — 2aya,) 22"~2 4 (0} — 20, a3+ 2y q,) 22" —- .-
coeb (—1)F @ —2ak—10ks1 + 2Qp—p@ppo—- ) ZEPEE L0
s (=)t ad, —2aa-2aa) 22 - (— 1)"al.

Ersetzt man schlieBlich in der zuletzt erhaltenen Identitit z? durch — z
und multipliziert man beide Seiten mit (— 1)*, so erhilt man

ay(a+a}) (@+af) -+ (x+ 27)
= 03:" + (af— 2a5a,) 2" 4o (“E_za'k—lak+l R e S (13)
soot (@5 — 20, 5a,) T+a;.

Das auf der rechten Seite erhaltene Polynom f, () ist das gesuchte, denn aus
der linken Seite von (13) ist unmittelbar zu entnehmen, daB f,(z) fiir

z2=—a}, —2f,...,— 22
den Wert Null annimmt.

Sind also z,, #, ..., #n die Wurzeln der Gleichung (1), so erhilt man
die Koeffizienten einer Gleichung, deren Wurzeln die Zahlen

(12)

2 2 2
i PR PR R

sind, wenn man vom Quadrat des entsprechenden Koeffizienten der Glei-
chung (1) das doppelte Produkt der benachbarten Koeffizienten subtrahiert,
hierzu das doppelte Produkt derjenigen Koeffizienten addiert, deren Index
sich von dem des betrachteten Koeffizienten um die Zahl Zwei unterscheidet,
sodann das doppelte Produkt derjenigen Koeffizienten subtrahiert, deren
Index sich vom Index des betrachteten Koeffizienten um die Zahl Drei unter-
scheidet, usw., bis schlieBlich einer der auBeren Koeffizienten nicht mehr
vorhanden ist.

Da in der Regel die Koeffizienten schon nach zwei bis drei Schritten sehr
groB werden, verwendet zu ihrer Berechnung zweckmiBigerweise Log-
arithmen. Am besten eignen sich hierfiir die GaUussschen Additions- und Sub-
traktionslogarithmen.!) Man kann auch gut eine Rechenmaschine verwenden,
wobei man allerdings laufend die Resultate so runden muf, daB bei den
groBeren Summanden die fiir die geforderte Genauigkeit notwendige Anzahl
von Ziffern erhalten bleibt. Hier empfiehlt es sich, die Resultate in Form

1) Siehe B.IIpmepaasckuft, [Iatnsnaunnie tabanus norapugmon (W. PRSHEWALSKI,
Finfstellige Logarithmentafeln), Seite 1566—171. (Der deutsche Leser sei verwiesen
auf: H. ScHUBERT und R. HAUSSNER, Vierstellige Tafeln und Gegentafeln, 3. Aufl.,
Berlin 1960. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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eines Produktes aus einem Dezimalbruch, dessen ganzzahliger Anteil kleiner
als 10 ist, und einer passenden Zehnerpotenz darzustellen.

In dem nachfolgend durchgerechneten Beispiel wird gezeigt, wie man die
Rechenergebnisse iibersichtlich anordnen kann. In dieses Schema werden
auBer den endgiiltigen Resultaten auch die doppelten Produkte der ,,ent-
sprechend benachbarten‘ Koeffizienten eingetragen, was im Fall einer evtl.
notwendigen Kontrolle die Nachpriifung der Berechnungen wesentlich er-
leichtert. Die erhaltenen Zwischenergebnisse werden stets unter Beriick-
sichtigung des entsprechenden Vorzeichens in die Tabelle eingesetzt; es
werden also z. B. die Werte a%, — 2a,a;, -+ 2aga, usw. in die Tabelle ein-
getragen, damit bei den nachfolgenden Rechnungen nur noch addiert zu
werden braucht. Wird das Doppelte eines Produktes gegeniiber dem Quadrat
des entsprechenden Koeffizienten (innerhalb der Genaunigkeitsgrenzen der
Gesamtrechnung) klein, so setzen wir an seine Stelle einen Stern (*).

Beispiel. Vorgelegt ist die Gleichung

f@)=22- 1522+ 162+ 12=0.
Man berechne die Polynome f, (), f,(2), f;(x) und f,(z) mit einer Genauigkeit
von jeweils vier Ziffern.

k 2 Koeffizienten
f(=) 2 —15 16 12
(—15)* = 225 16* = 256
—2.2.16=—64 —2.(—15)-12 = 360
1 2 4 161 616 14
1 . 10¢ 616* = 3,795 - 10®
1612 = 2,692 - 10 | Zzoaer1u
—2.4.616 = —0,493-10¢ 2046408
2 4 16 2,099 - 104 3,331-108 2,074 - 104
4,406 - 108 1,110 - 10h
— 0,107 - 108 — 0,008 101
3 8 256 4,299 - 10° 1,102 . 101 4,301 -109
1,848 . 1017 1,214 -10%
— 0,001 - 10*7 *

4 | 16 [8,554 104 1,847 107 1,214 10% 1,850 - 1017




§6. Das Verfahren von Lobatschewski 333

Aus der Tabelle ergibt sich:
fo(#) = 6,554 - 104 2° 4 1,847 - 107 22 1,214 - 10% z - 1,850 - 1017,
Je mehr sich die Wurzeln der Gleichung (1) voneinander unterscheid
d. h., je kleiner die Za.hlenaL———l sind, um so schneller werden fiir wachsendes k

die in (7) auftretenden Zahlen «,, «y, . . ., an—1 Kklein, und mit entsprechend
weniger Transformationen kommt man aus, um eine geforderte Genauigkeit

zu erreichen. Wenn eine obere Schranke fiir die Zahlen %I bekannt ist,

s0 kann man natiirlich leicht fiir jedes ¥ die Zahlen «;, a,, ..., &1 &b-
schétzen.
Wir wollen nun versuchen, ein Kriterium zu finden, auf Grund dessen

man, ohne etwas iiber die GréBe der Zahlen l:':ll zu wissen, beurteilen kann,

mit welcher Genauigkeit die Wurzeln der gegebenen Gleichung nach einer
bestimmten Anzahl von Transformationen erhalten werden kénnen, und um-
gekehrt, wie viele Transformationen man sausfithren mu8, um auf Grund der
Formeln (9) die Wurzeln von (1) innerhalb einer gegebenen Fehlergrenze be-
rechnen zu konnen. Hierzu nehmen wir an, daB wir die Gleichung (4) noch
einmal transformiert haben und dabei zur Gleichung

fes1(®) = Bya"+ By a* '+ .. 4 B,=0 (14)
gelangt sind, die die Wurzeln
gl ot (@H1—3.2t—3y)
besitzt. Entsprechend den Formeln (7) ergibt sich
Bn
Z=aa e (14+p) A<m<n), (15)

wobei die Zahlen $,, f,, .. ., fa-1 kleiner als die entsprechenden Zahlen a;
sind und B, = 0 ist. Wegen

Al
A_:': =[z 2. 2, (1+a,) (16)
und B, = A} erhalten wir nach Division von (15) durch (16):
1+6m
Ba— A}.—(T++m), . a7
Sind nun die in (7) auftretenden Zahlen a,, &y, . . ., @1 im Vergleich zu 1

hinreichend klein, so daB die Gleichungen (8) innerhalb der Genauigkeits-
grenzen durch die Naherungsgleichungen (9) ersetzt werden kénnen, so gelten
auf Grund von (17) mit etwa derselben Genauigkeit die Beziehungen

By A (17)
Wir miissen also die Transformation so lange fortsetzen, bis simtliche Pro-
dukte tsprechend benachbarter Koeffizienten (innerhalb der Genauig-
keit der Berechnung) im Verhiltnis zu den Quadraten der ent-
sprechenden Koeffizienten hinreichend klein sind.
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Wir erwihnen ohne Beweis, daB auch die Umkehrung hiervon gilt: Wenn
(innerhalb der Genauigkeitsgrenzen der Rechnung) fiir alle m die Beziehung
B < A gilt, so gelten auch die Beziehungen (9) mit derselben Genauigkeit,
d. h., man braucht dann keine weitere Transformation auszufithren und kann
zur endgiiltigen Berechnung der Wurzeln nach Formel (9) iibergehen.

Besonders bei einer groeren Anzahl von Transformationen kann sich der
Rechenfehler etwas vergroBern, d. h., es ist nicht sicher, daB die endgiiltigen
Werte der Wurzeln so viele richtige Ziffern enthalten, wie jeweils bei der
Berechnung beibehalten wurden. Im allgemeinen kann man jedoch damit
rechnen, daB die Anzahl der im endgiiltigen Resultat richtigen Ziffern nur
um Eins kleiner ist als die Anzahl der Ziffern, die bei der Berechnung zugrunde
gelegt wurde.

Wir erwihnen noch folgendes: Sind alle Wurzeln der Gleichung (1) reell,
so sind die Wurzeln der Gleichungen (2), (3) usw. alle negativ und daher die
Koeffizienten simtlich positiv (wovon man sich leicht durch Anwendung des
Satzes von DESCARTES — vgl. Seite 315 — iiberzeugt). Wenn sich also heraus-
stellt, daB eine der Gleichungen (2), (3) usw. einen negativen Koeffizienten
besitzt, so kann man behaupten, daB die Gleichung (1) komplexe Wurzeln
besitzt.

Die Berechnung von komplexen Wurzeln. Wir betrachten zunichst den
einfachsten Fall, daB die Gleichung

H@)=@ayz"+a, 2" 14 -4 @y 12+ a.=0
nur ein Paar von komplexen Wurzeln besitzt, zum Beispiel

Zyg=u+vi=r(cosp 4 ising), (18)
wobei
. |21 > 7> |2y >+ > |2aa| > |2 (19)
sei.
Wir erinnern daran, daB die Summe und das Produkt von gleichen Po-
tenzen zweier konjugiert komplexer Zahlen reell sind:
7y 2y =2r"cossp, apzp=r"" (20)

Unter der Voraussetzung (19) hat in jeder der Gleichungen (7) — aus-
genommen der zweiten — der erste Summand den groSten Betrag:

D=dlta), FdfQte), F=drbita), .. @)

Wegen (20) liefert die zweite Beziehung (7):
A4 s 3
o= @+ A + A+ B+ e
=2z{r'cossp+ 7'+ 2iz{+- -+ (22)

=2z}f‘(oosaq;-|—2z.+£_‘+...),
1

Die Betriige aller in der KI stehenden Summanden, mit Ausnahme

r
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von cos 8@, streben mit wachsendem s gegen Null, wobei ihre Summe genau
wie die Zahlen a«y, o, ... in (21) reell ist; denn die komplexen Summanden
treten jeweils konjugiert auf. Das Verhalten des Summanden cos 8¢ hingt
dagegen maBgeblich von der GroBe des Winkels ¢ ab. Ist z. B. ¢ = 120°, so
ist
1
cos (2g)=cossp=—5;

ist ¢=% , 80 ist fiir 8 = 2* > 2™ offensichtlich cos sp = 1. Im allgemeinen

wird jedoch cos 8¢ fiir wachsendes s positive und negative Werte annehmen,
die ihrem Betrage nach sowohl dicht bei O als auch dicht bei 1 liegen konnen.
Fiir rein imaginire Wurzeln ( = %), bei denen in der zweiten und allen
folgenden transformierten Gleichungen coss@ =1 ist, verhalten sich bei
groBen Werten von ¢ die Koeffizienten von z"~2 genauso regelmiBig wie bei
reellen Wurzeln. In der Tat folgt aus

P=2ntr (1) und F=2aFr% (1)

unmittelba.r, daB
A} o, B,
—; ~daP a2 _B:

A

gilt, woraus sich wegen B, = A% sofort
1
By~ A% (23)
ergibt.
Aber auch bei einer irreguliren Anderung der Koeffizienten von z*-2 ergibt
sich aus (21) immer noch

4 A A
,flwz‘x_', ,"NT:, zij—:,.,., A

woraus man durch Radizieren

(24)

Xy, Xy, Ty, r s XTn
und

berechnen kann. Aus
Bt @tz te t T 2ut gt b a=— 2 (25)

ergibt sich sodann unmittelbar der Realteil der gesuchten komplexen Null-
stellen von f(x),

1
u=—§(Z—:+x1+z‘+-~-+:n), (28)
und hiernach auch ihr Imaginirteil auf Grund von

v= yr’—u’. (27)
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Zur Erlauterung der Formeln (24), (26), (27) wollen wir ein Beispiel durch-
rechnen.
Beispiel. Man berechne die Wurzeln der Gleichung
1223 —1722+5652+15=0.

k|es Koeffizienten
12 —17 55 15
289 3025
—1320 510
1|2 144 —1,03.10° 3,64 -10* 225
1,06 - 10¢ 1,25 107
—1,02-10¢ + 0,06 - 107
2|4 207-10¢ 0,04 - 10¢ 1,30-107 5,06 - 10¢

Man sieht leicht, daB (innerhalb der bei der Berechnung zugrunde gelegten
Genauigkeit von drei Stellen) die Koeffizienten der bei der nichsten Trans-
formation entstehenden Gleichung, bis auf den zweiten, gleich den Qua-
draten der zuletzt aufgefiihrten Zahlen sind. Da wir bei der Transformation
auf negative Koeffizienten gestoBen sind, muBl die gegebene Gleichung kom-
plexe Wurzeln besitzen. Da sich im betrachteten Beispiel nicht der Koeffi-
zient von z"—2, sondern der von z*~! irregulir éndert, ist — anders als im
vorher untersuchten Fall —

z;,8=r(cosptising)=u+vi und r>|z.
Also ist
4 /1,30-107 5,08 - 104

il Trs S o A v T

(auf Grund des Satzes von DESCARTES hat die betrachtete Gleichung ent-
weder zwei oder iiberhaupt keine positive Wurzel; da die Gleichung zwei
komplexe Wurzeln besitzt, kann sie nur eine reelle Wurzel besitzen, die folg-
lich negativ sein muB).
GemiB (26) und (27) ist
un—1 (_ L) 2498) 08333, v~ }/5,006— 0,8338 ~ 2,077

und daher z, , 20,8333 & 2,077 i; (die genauen Werte sind

~ —0,2498;

2,=—0,25, z,,=%ii-@=o,33333...ii-2,0742...).

Mit Hilfe der Relationen (7) iiberzeugt man sich leicht davon, daB im Fall
von zwei Paaren von komplexen Wurzeln, etwa
Zy,9 =1y (cospy - ising)=u; v,
und
Zg,6 =Ty (COSQ, + ising,) = uy 31,1,
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mit 71> |2s|>|24|>r2>|25|>- - >| 24|, die Koeffizienten von z"-! und
z*-5sich irregulir verhalten, wihrend sich die iibrigen Koeffizienten von
einer gewissen Stelle ab (innerhalb der Genauigkeitsgrenzen der Rechnung)
bei weiteren Transformationen einfach ins Quadrat erheben. Wir erhalten
dann an Stelle von (24):

] 4 s I'A
~ 2 ~ 3 ~ 4
/7t 0 =g
0 2 3 28
. s
b o)A
i~z a~lg -
4 6

Zur Bestimmung von %, und u, kann man die Beziehungen

Bt Tyt ot Ba= 20+ By b 2t 2up bz o =—31,

% (29)
_l_+l+.,.+_l_— 1, 1 1%
z 0 T, Ty Ut U vz - 23

benutzen (die letzte Relation ergibt sich aus der Tatsache, dal die Gleichung

. 1 1 1
Gn @Gy y 21 by 2 bao=0 die Wurzeln —, L, L 1 pe.
z, %y Ty Zn
s 1 1 2w 2w
sitzt). Da nun ;T_'_—v;.-i-m_ draA— T ist und entsprechendes auch

fiir das zweite Paar komplexer Wurzeln gilt, erhalten wir aus (29):
2w+ 2t =— (4 oyt otz oo+ 7).
2u; | 2uy @n—1 1 1 1 .. 1
= ta et )

woraus sich leicht %; und u, berechnen lassen. Sodann erhilt man v, und »,

auf Grund von
vy=Jrt—ut, w=|rj—ui. (30)

Reelle Wurzeln, die ihrem Betrage nach fast gleich sind. Sind alle Wur-
zeln der Gleichung (1) reell und gilt statt (5) z. B.

21| > 22|~ |2 > 2] > -+ > 2al )
so ergibt sich aus der zweiten Relation von (7):
4, . s e
R R L R I N R P Ne NP
—2 5 (1+)).

Ist nun & so groB, daB a3 im Verhiiltnis zu 1 klein ist, so erhalten wir bei der
néchsten Transformation eine Gleichung der Form (14), wobei

By~g Al @3)

(29"

ist — was sich entsprechend dem Nachweis fiir die Beziehung (23) ergibt
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Es werden also die sich irregulir indernden Koeffizienten aufier acht ge-
lassen, und es ergibt sich aus

4, 4, 25 Ay
TR, TRanuNGy, g, ...
0 o 0
unmittelbar

z. N’l/ﬁ 2z, ~2|'/A_’. z, =’|/ﬂ
1 An’ 2,3 7~ l, 4 Aay""

Nach dem Radizieren muB natiirlich noch untersucht werden, welches Vor-
zeichen jeweils zu wiihlen ist. Dabei kann es sich herausstellen, daB z, und z;
verschiedene Vorzeichen besitzen (also die Wurzeln nur ihrem Betrage nach
nahezu iibereinstimmen); es kann aber auch durchaus der Fall eintreten, daB z,
und x; dasselbe Vorzeichen besitzen (mehrfache oder ,,fast mehrfache* Wurzeln).

Wir kénnen also feststellen, daB sich die Koeffizienten von 2"-2 fiir reelle
Wurzeln z,, 23 mit |@,|~¢|z,| shnlich wie beim Auftreten von komplexen

Wurzeln z,,; mit ‘P'—‘gi... verhalten. Es sei jedoch nochmals bemerkt,

da8 man das Vorhandensein von komplexen Wurzeln im allgemeinen
am Auftreten von negativen Koeffizienten in irgendeiner transformierten
Gleichung erkennen kann. Es kann natiirlich vorkommen (n&mlich bei sehr
kleinen Werten von ¢), da8 man nach einer gewissen Anzahl von Trans-
formationen zu keinem negativen Koeffizienten gelangt und das geschilderte
Verhalten der Koeffizienten filschlich als Kennzeichen fiir zwei reelle Wurzeln
mit annihernd gleichem Betrag ansieht.

Beispiel. Man berechne nach dem Verfahren von LOBATSCHEWSKI die
Waurzeln der Gleichung

f(x) = 2®+ 101 22 + 2601 z -+ 2501 = (22 + 100 = 2501)(z+ 1)=0,
(deren genaue Werte
2y, = — 50 4= ¢~ 50,01 (cos 1°10" + i sin 1°10), 3= —1

sind).
k| e Koeffizienten
1 101 2601 2501
1,02 .10¢ 6,77 . 10¢
—0,62 104 —0,50 - 10¢
1 2 1 0,50 - 10¢ 6,27 - 10¢ 6,26 - 10¢
2,50 - 107 3,93 .10t
—1,25.107 —0,01.10%
2 4 1 1,26-107 3,92 .101% 3,82.101
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Da sich — wie man sieht — die Koeffizienten von z und die absoluten
Glieder regulir indern, wihrend sich die Anderung der Koeffizienten von 2%
gemiB der Beziehung (23) vollzieht, aber keine transformierte Gleichung
negative Koeffizienten besitzt, kénnte man annehmen, daB wir eine Gleichung
mit zwei reellen Wurzeln annihernd gleichen Betrages vor uns haben:

8 4
] /3,210 ] /3,92.10
Ty Y ~ 4560, w3~ 30z 108 — +1.

Man stellt nun leicht fest, da8 — 1 in der Tat Nullstelle von f(x) ist. Man
sieht aber ebenfalls leicht, daB weder 50 noch — 50 noch irgendeine nahe bei
50 oder — 50 gelegene reelle Zahl Wurzel der betrachteten Gleichung ist.

Um die komplexen Wurzeln zu berechnen, dividiert man am besten f(z)
durch # - 1 und 13st die sich dabei ergebende quadratische Gleichung direkt.
Man kénnte aber auch so vorgehen, daBl man nicht mit drei, sondern z. B.
mit sieben Ziffern rechnet (was sich mittels einer Rechenmaschine leicht
durchfiihren 1iBt); hierbei wiirde man nach einigen Transformationen zu
einer Gleichung mit negativen Koeffizienten gelangen, deren Auftreten von
komplexen Wurzeln zeugt. SchlieBlich kann man in dhnlichen Fillen auch
mit Erfolg den STURMschen Satz anwenden.

Die Berechnungen nach dem Verfahren von LOBATSCHEWSKI werden
wesentlich erschwert, wenn die vorgelegte Gleichung z.B. drei Paare von
komplexen Wurzeln besitzt und die Betrige von zwei oder gar allen drei
Paaren fast gleich sind oder der Betrag eines Paares mit dem absoluten Be-
trag einer reellen Wurzel iibereinstimmt o. dgl. m.

Beziiglich weiterer inter ter Einzelheiten verweisen wir auf die Spezial-
literatur, insbesondere auf «JIexuuu o npuGAMKEHHEIX BRYKCIEHAAXH (Vor-
lesungen iiber Niaherungsrechnungen) von A.N.KryLow. Dort werden
weitere Moglichkeiten ausfiihrlich betrachtet und verschiedene Verfahren an-
gegeben, die zur Berechnung der Argumente ,, @;, @3, ... der komplexen
Wurzeln verwendet werden kénnen. Es werden weiterhin Prizisierungs-
verfahren angegeben, die auf mit Hilfe des Verfahrens von LOBATSCHEWSKI
gewonnene Werte angewendet werden kénnen, um diese zu verbessern.

Aufgaben zu Kapitel I
1. Man trenne mittels des STurRMschen Verfahrens die Wurzeln der Gleichungen

a) 224+ z—24=0,
b) 23— 60z 4+4=0,
c) 24 —622 +4=0

und gebe fiir jede Wurzel ein Intervall an, dessen Lange nicht groBer als Eins ist.

2. Man bestimme Schranken fir die reellen Wurzeln der Gleichungen
a) 284228 —102%+202 —40=0,
b) x84+ 2t — 23 —4224-60=0,
c) 420 — 22 +202—-2=0.
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3. Man i mit einer G igkeit von 0,01 nach dem HomNxEeschen Ver-
fahren und na.oh dem Verfahren von LAGI.ANGI die ponhven ‘Waurzeln der Gleichungen

a) —28=0,
b) z'—l5z+4=0,
) 244+2—-19=0.

4. Die Wurzeln der folgenden Gleichungen sind nach dem StumMschen Verfahren
zu trennen und anschlieBend nach dem HorNEmschen Verfahren und nach dem Ver-
fahren von LAGRANGE mit einer Genauigkeit von 0,01 zu berechnen:

a) 15z — 652* + 93z —44 =0,
b) 322 +422—9z—12=0.
5. Man beweise, daB R— eine untere Schranke der positiven Wurzeln und _T eine

obere Schranke der negn.tlven Wourzeln ist (vgl. SchluB von § 2).
6. Mit einer Genauigkeit von 0,0001 ist nach dem HorxEmschen Verfahren der
kleinste positive Wert % aus
28 —3R*z+ R*=0

zu berechnen und die geometnsche Bed g des erhalts Resul zu erl n
(siehe Gleichung (5) der Einl ).

7. Man benut,ze den Gmndgeda,nken der Methode von LAGRANGE zur Berechnung

der ersten drei T der fir die Losung der Gleichung
107 = 2.

8. Es sei f(2) = 0 eine Gleichung mit durchweg reellen Wurzeln, wobei
|m|~ || = | 2] > | 24| >+ > |2a]

gelten mdge. Man zeige, daB sich dann beim Verfahren von LoBaTscEEWsKI die Koeffi-
zienten von 27-1 und zn—2 irregular dndern und

8 s
A A
EAEEAEAES E] I/T:,]x‘]w I/T: usw.
gilt.

9. Man berechne mit Hilfe des Verfahrens von LoBATscHEWsKI die Wurzeln der
Gleichungen

8) 32° — 3223+ 170z — 100 =0,
b) 28 —92% + 4128 + 40z 4 50 =0,
°) 3% — 412941132 -11=0,

d) 28 —132% 4+ 2728 —282+6=0.



Kapitel II
DIE AUFLOSUNG VON TRANSZENDENTEN GLEICHUNGEN

§ 7. Lineare Interpolationsverfahren und das Newtonsche Verfahren

Es ist zunichst zu bemerken, daB jedes der im folgenden beschriebenen
Verfahren zur Auflosung von transzendenten Gleichungen natiirlich auch zur
Auflésung von a.lgebrmschen Gleichungen verwendet werden kann.

Bei dem in der Einleit benen Tabellenverfahren wird das eine
reelle Losung der gegebeuen (n.lgebralschen oder transzendenten) Gleichung
f(x)=0 @

enthaltende Intervall (a, b) fortlaufend verkleinert. Dieses Verfahren, das im
Prinzip auBerordentlich einfach ist, erfordert naturgemiB eine erhebliche
Rechenarbeit, denn man hat im allgemeinen eine groBe Anzahl von Werten
der Funktion f(z) auszurechnen. Man kann jedoch das genannte Ziel wesent-
lich schneller erreichen, wenn man sich einer Kombination zweier Methoden
bedient, einem linearen Interpolationsverfahren, welches auch unter dem
Namen regula falsi bekannt ist, und dem NEwTONschen Verfahren. Ihrer
Beschreibung wollen wir uns jetzt zuwenden.

Es sei bekannt, daf8 im Intervall (a, b) nur eine Losung z, der Gleichung (1)
enthalten ist, wobei die Funktionswerte f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen
besitzen mogen. Es sei ferner

{"’(#) im Intervall (a, b) iiberall von Null verschieden. (2)

Setzen wir die Funktion f’(z) als stetig voraus, so kénnen wir behaupten,
da8 die durch die Funktion f(x) gegebene Kurve iiber dem Intervall (a, b)
entweder durchweg nach oben (im Fall /’(z) > 0) oder durchweg nach unten
(im Fall f"(z) < 0) gewtlbt ist. Diese beiden Moglichkeiten sind in Abb. 1
gegenubergestellt wobei jeweils dasjenige Ende des betrachteten Interval]s
mit a b hnet ist, an welchem f(z) und f”(z) gleiches Vorzeichen b
Es braucht also — entgegen der iiblichen Vera.bredung — nicht notwendig
a der linke Endpunkt des Intervalls (a, b) zu sein.

Der Ubergang zu einem kleineren Intervall (a,,b,) vollzieht sich nun
folgendermaBen: Man stellt zunichst die Gleichung der Geraden MN anf,
die durch die Punkte M(a, f(2)) und N(b, f(b)) geht:

_y—f@) _z— z—a
TO—f@ @
Sodann bestimmt man den Schmttpunkt cler Geraden MN mit der z-Achse,
also denjenigen Wert von , der sich aus (3) fiir y = 0 ergibt, d. h., man lst
die Gleichung

0— f(a) z—a
o —f@ bt—a"
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Die Losun,
g b =a_f(a)(b—a) @
1 f®) 1@

dieser Gleichung nimmt man als einen Endpunkt des neuen Intervalls
(ay, b,). Die Funktion f(z) wird also durch die lineare Funktion (d. h. Funktion
ersten Grades)

v=1@HO=LE ;_q ®)

ersetzt, die sich aus (3) ergibt.

7 y 7

y M F
J
02 \% 4 2,
Ola q az 17 j//a,a x
N 7

Abb. 1

Man nennt das auf der rechten Seite von (5) stehende Polynom ein Infer-
polationspolynom. Seine Werte fiir # = a und 2 = b stimmen mit den ent-
sprechenden Werten von f(x) iiberein. Das geschilderte Verfahren zur Be-
stimmung des Endpunktes b, nennt man Verfahren der linearen Interpolation.

Bemerkung. Wir erinnern daran, daB die lineare Interpolation auch bei
der Benutzung der verschiedensten mathematischer Tafeln zur Ermittlung von
Funktionswerten fiir Argumentwerte, die zwischen den in der Tafel auf-
gefiihrten Argumentwerten liegen, verwendet wird. Z. B. entnimmt man der
Logarithmentafel, da8

Ig 1705 = 3,23172,
Ig 1706 = 3,23198

ist. Wir ersetzen nun die Funktion Ig # im Intervall (1705, 1706) durch das
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gemiB (5) bestimmte Interpolationspolynom, setzen also

1g 1706 — 11705

Ig 27 1g 1705 + =moe——w0z— (¢ — 1705); (6)
mittels (6) ergibt sich
1g 1705,4 ~ 3,23172 + 0,00026 - 0,4 ~ 3,23182 .

In Fillen, in denen dieses Verfahren einen zu groBen Fehler liefert, verwendet
man die sogenannte parabolische Interpolation, bei der man die gegebene
Funktion z.B. durch ein Interpolationspolynom zweiten Grades ersetzt,
dessen Werte mit denen der gegebenen Funktion nicht nur an zwei, sondern
etwa an drei Stellen iibereinstimmen. Fiir den uns gegenwirtig interessierenden
Fall (die Schranke b der gesuchten Lésung zu verbessern) erweist sich aller-
dings schon die Verwendung von Interpolationspolynomen zweiten Grades
als praktisch unzweckmiBig.

Den anderen Endpunkt a des Intervalls (a, b) verbessern wir nach dem
NrewTtoNschen Verfahren. Dazu nehmen wir an, daB

f(z) =~ f(@) + f (@)(z — a) ()]

ist, d. h., wir vernachliissigen in der TayLORschen Entwicklung von f(z) die
Glieder in (z — a)?, (z — a)® usw.

Setzt man

f@+f@(z—a=0,

so erhilt man in der Losung dieser Gleichung den anderen Endpunkt

a
m=a—far ®
des neuen Intervalls. Da die durch den Punkt M(a, f(a)) gehende Tangente
MT (Abb. 1) durch die Gleichung
y={@) +f(@)(z—a)
gegeben wird, ist der nach (8) gefundene Wert a, die Abszisse des Schnitt-
punktes der Tangente MT mit der z-Achse.

Solite sich das Intervall (a,, b,) immer noch als zu groB erweisen, so wenden
wir das Verfahren der linearen Interpolation und die NEwWTONsche Methode
noch einmal an und berechnen
f(@) by —a)

) —f(a)’

— f(a)
=0 —f'(all) :

by=a,—

Ist auch das Intervall (;, b,) noch zu groB, so wiederholt man den Rechnungs-
gang so lange, bis man zu einem hinreichend kleinen Intervall (a;, b:) gelangt
(Abb. 1).

Mitunter verwendet man zur niaherungsweisen Berechnung einer Losung
von (1) auch allein das NEWTONsche Verfahren, indem man nur a,, a,, a4
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usw. bestimmt, was geometrisch auf die Konstruktion von Tangenten M T,
M,T,, M,T, usw. hinausliuft (Abb. 2).

Mit Hilfe einer speziellen For-
¥ mel (vgl. § 8) kann man unmittel-
o bar die Fehler der Niherungen
z, A2 @y, ¥, X a, usw. abschiitzen.
Die Approximation einer gesuch-
ten Losung von zwei Seiten durch
kombinierte Anwendung von zwei
Verfahren hat den Vorteil einer

groBeren Anschaulichkeit. Da
a\q; a 03\ L man hierbei automatisch eine
Fehlerabschitzung erhilt, sind

7

7 7

hiiufig auch die praktischen Be-

rechnungen etwas einfacher.
Wir wollen jetzt einige Bei-

spiele behandeln.

Beispiel 1. Man bestimme simtliche positiven Losungen der Gleichung

f(x)=2"—42=0.

Abb. 2

Aus der Tabelle

z |0 1 2 3 45 6 x>6

flz)
entnimmt man, daB 0 < z; < 1 und z, = 4. Wegen
f(x)=2*In2—4~0,693-2°—4 und f’(z)~ 0,6932.2%
ist im Intervall (0, 1) die Bedingung (2) erfiillt:
(=) >0,

wegen f(0) > 0 und f(1) < O bezeichnet a den linken und b den rechten End~
punkt des Intervalles (0, 1), d. h., = 0 und b = 1. Es gilt also:

fay=10)=1,
1O =il)y=—2,
f(@)=f(0)~ — 3,307,
so daB sich auf Grund der Formeln (4) und (8)
1
— 3,307
b=0—-0=%_0333...~ 0334
ergibt. Hieraus erhélt man:

a,+
2

1 -2 —4—4 01240 f(z)>0

a;=0 =0,3023- - - = 0,302,

b~ 0,318 (- 0,016).

Il%
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Bemerkung. Um zu vermeiden, daB man zu einem Intervall gelangt,
welches die gesuchte Losung nicht mehr enthiilt, empfiehlt es sich, die unteren
Schranken stets nach unten und die oberen Schranken stets nach oben zu
runden (also wie im Beispiel 0,3333 - - - = 0,334 und nicht 0,333 zu setzen.

Beispiel 2. Gesucht ist eine positive Losung der Gleichung

f(x)=x+4sinz—5e46=0 (e~ 2,7183).
Zuniichst ist ein Intervall zu bestimmen, welches eine Losung der gegebenen
Gleichung enthiilt. Dazu berechnen wir einige Funktionswerte:
H0)=1,
fl)=1+44sinl —35e+ 6~ T744sin57°18 —5-2,7183
~ 74408415 — 13,5915 = — 3,2255,
1(0,5) = 0,5 + 4 sin 28° 39’ — 5. 1,6487 -~ 6~ 0,1741.
Wegen £(0,5) > 0 und /(1) < 0 ist 0,5 < z; < 1; auBerdem ist im Intervall

(0,5; 1) offensichtlich f’(z) = — 4 sinx— 5¢ < 0, so daB wir ¢ =1 und
b = 0,56 setzen miissen. Auf Grund der Formeln (8) und (4) ergibt sich:
ay =135 g600... a0 070

—10,431
(da f'(1)=1-44cos 1 —5e~ — 10,431),

— 3,2255 (0,5 — 1)

bh=1—grmi— (— 3,2955)

=0,525.. .~ 0,52.

Im vorliegenden Fall wurde das ziemlich groBe Intervall (0,52; 0,70) er-
mittelt, so daB es besser gewesen wire, zuvor in einer kleinen Erginzungs-
rechnung (Tabellenverfahren) ein kleineres Ausgangsintervall (a, ) zu be-
stimmen.

Ist in einem zu untersuchenden Fall im Intervall (a, b) die Bedingung (2)
nicht erfiillt, so braucht unter Umstinden der im vorangehenden geschilderte
Weg nicht zum Ziel zu fithren. Hat z. B. die Kurve y = f(z) die in Abb. 3
dargestellte Form, so kann man suf keines der Enden des Intervalls (a, b
die NEwroNsche Methode anwen-
den, einfach deshalb nicht, da sie J/

uns von der zu berechnenden Lé-

sung entfernt. Grund hierfiir ist A\

das Verschwinden von f’(z) im In- a

tervall (a,b). Die Kurve hat in die- b x

sem Fall einen sogenannten Wende-
punkt, d.h. einen Punkt, in welchem
sich die Richtung der Kriimmung
indert.
Verkleinert man das Intervall Abb. 3
(a, b), so kann man jedoch im allgemeinen (wenn nimlich f’(z,) % 0 ist)
erreichen, daB die Bedingung (2) erfiillt ist. Nur im Fall {(z,) = 0 ist die
Bedingung (2) in jedem die Losung z, enthaltenden Intervall verletat.
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Es sei darauf hingewiesen, daB die Bedingung (2) fiir die kombinierte An-
wendbarkeit von NEwTONschem Verfahren und linearer Interpolation hin-
reichend ist; sie ist jedoch keineswegs notwendig. Wie Abb. 4 zeigt, kann die
Anwendung dieser beiden Verfahren auch dann noch ein gutes Resultat
liefern, wenn die Bedingung (2) verletzt ist.

Das Verfahren der linearen

N/ Interpolation wird in ver-

M schleierter Form gewdhnlich
auch bei der Berechnung von
Losungen mit Hilfe des Ta-
bellenverfahrens verwendet.
Wenn man z. B. fiir die Glei-

b b, chung 2® + 2 2 — 28 = 0 aus
77l a, a x der Tabelle
l l/ 2 2 3
N
Abb. 4 f(z) | —16 5

entnommen hat, daB eine Wurzel dieser Gleichung im Intervall (2, 3) liegt,
und man will die erste Dezimalstelle prizisieren, so wird man nicht die Funk-
tionswerte 2,1; 2,2; usw. berechnen; denn die gesuchte Wurzel liegt augen-
scheinlich in der Nihe von = 3. Man wird es daher zunichst mit den Ar-
gumentwerten 2,7 oder 2,8 und vielleicht auch mit denen ihnen benachbarten
versuchen. Um dies zu bestitigen, berechnet man b, mittels linearer Inter-
polation (b, & 2,76).

Wir weisen darauf hin, daB man bei der Anwendung des Tabellenverfahrens
auf transzendente Gleichungen besonders vorsichtig sein muB, wenn die
Funktion nach monotonem Fallen auf relativ kleine positive Werte zu wachsen
beginnt,; die Kurve kann dann irgendwo die z-Achse beriihrt oder sogar in
dicht benachbarten Punkten geschnitten haben. Bei nachlissiger Anwendung
des Tabellenverfahrens kénnen Losungen durchaus iibersehen werden.

Wenn an den Endpunkten jedes Interva.l.ls (a, b), we]ches eme gesuchte
Losung von (1) enthilt, f(a) und f(b) gleiches Vorzeich so muB
man sich entweder mit einer einseitigen Annaherung nach der NEwTONschen
Methode begniigen oder eines der im folgenden Paragraphen beschriebenen
Verfahren anwenden.

§ 8. Verallgemeinerungen des Newtonschen Verfahrens

Wir wollen zunichst eine weitere Folgerung aus Formel (8) des voran-
gehenden Paragraphen ziehen. Diese wird uns einerseits die Moglichkeit geben,

und andererseits auf

eine Reihe von Formeln fithren, die eine natiirliche Verallgemeinerung des
NewrToNnschen Verfahrens erlauben.
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Dazu sei a ein beliebiger Niherungswert fiir den genauen Wert einer Losung

der (tr denten oder algebrai hen) Gleichung
f@)=0, 1)
wobei
T=ataxa 2)

gelten moge, also « der Fehler der Niherung z, & a ist. Wegen f(a 4 «) = 0
(@ + « ist der genaue Wert der betrachteten Losung) kenn man (2) auch in
der Form

x1=a+a+cf(u+«)—a+a+c[ f@+f @+
@3)
" §
=atef(@) +all+ef @]+ g
schreiben, wobei ¢ eine beliebige Konstante und £ eine gewisse Zahl zwischen a
und z, ist. Setzen wir hier

e—— 1 4)
- Ser

8o verschwindet in (3) der Koeffizient von «, und wir erhalten:

_ fa) _ 1@
HT T @ T @
{(—':) eine neue (NEwTONsche) Niherung der gesuchten
Lésung ist, fiir die die Néherungsgleichung x, = @, den Fehler
—_ e
“E @ ¢

=0, +u,~a, (3

wobei ¢, =a —

5)
besitzt.

Um auf Grund der vorangehenden Uberlegungen zu einer wirklichen Ver-
aligemeinerung der NEwWTONschen Formel zu gelangen, schreiben wir (2)
in der Form

Zy=a-+ta-t(c;+ca)fla+a)
=atat@ran|fo+f@atlBa 0l @
die mit
f@=F, f@=rF, {@=p, "= M
in
n=a+aF +all+oF +6Fl+a [oF +6F]
@ [P €+ F T+ adeF " §) (6)

iibergeht. Diese Beziehung gilt fiir beliebige Konstanten ¢, und ¢,. Wir wollen
nun diese Konstanten so wihlen, daB die Koeffizienten von « und «? auf der
linken Seite von (6’) verschwinden:

14 e, F 4¢,F=0, ¢,F'4+¢F=0. (8)
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Hieraus ergibt sich:

_F P
Q=R FF A FE_FF ©)
Setzen wir diese Werte fiir ¢, und ¢, in (6') ein, so erhalten wir:
B FF A[F) — F P (§)] + A" F (§)
=0 —tpp_Fr T FF—FF” (10)
oder
z, =af faf < af, (10"
wobei . s
*__ - 2f(@)f'(a)
d T e TV T e OV 0T an
un
af _ o [(FH)], — PP @)+ acFuFm(f) . (12)

FE—FF"

Wiirden wir den Koeffizienten von f(a + «) in der Form ¢, + c,a -+ c3a? an-
setzen, so erhielten wir entsprechend

Z, = a¥* - a¥* 2 a¥*, (13)
wobei
F'F
F
e F”F’

! F’FO‘

(14)
F'F'F
PR R

1
ist und a¥* von of, of, «® abhiingt.

Die Formeln (11) und (14) enthalten Verallgemeinerungen des NEWTON-
schen Verfahrens, sind aber ihrerseits nur Spezialfille von noch allgemeineren
Formeln, die vom Verfasser des vorliegenden Artikels gefunden wurden.
Diese allgemeinen Formeln geben ein Verfahren, um die Ausgangsniitherung
%, == a+ a~ a durch eine Niherung z,~° @, zu ersetzen, deren Fehler
von a¥*+1, «*+2, ... abhingt, wobei k eine beliebige ganze Zahl ist.

Aus den Formeln (5) und (12) erhilt man unmittelbar eine Abschétzung fiir
die obere Grenze des Fehlers der Niiherungswerte @, und a¥. Wenn man nim-
lich weiB, daB |« |< y gilt (wobei y gleich 0,1 oder 0,01 oder dgl. ist), bestimmt
man zunidchst Schranken fiir f/(£) cder f*(¢) und anschlieBend auf Grund
von (5) oder (12) Schranken fiir |o«,| bzw. |a¥|.

Beispiel. Man berechne, ausgehend von einer nach dem HORNERschen
Verfahren mit einer Genauigkeit von 0,01 bestimmten Niherung, die positive
Wurzel der Gleichung

f(x)=24+32x—3=0.
Aus 0 <z, <1 ergibt sich nach Prizisierung der ersten Dezimalen
08<z,<09.
Aus diesem Grund ist zunichst die Substitution z-— 0,8 =y auszufiihren
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(die Substitutionen y=l£0, z=i% usw. sollen im weiteren Verlauf der

Rechnung nicht gesondert erwihnt werden):

10 3 -3

o8| 1 08 364 —0,088
08| 1 16 492
08| 1 24

f(2) = (z— 0,8)*+ 2,4(z — 0,8)% + 4,92(z — 0,8) — 0,088
=33+ 2440 +492y—0,088=g(y)=0. (15)
Wegen 0,01 < y, < 0,02 ist im niichsten Schritt die Substitution y — 0,01 =z
auszufithren (es ist also 2=z — 0,81):

1 24 4,92 —0,088

001 1 241 49441 —0,038559
001 1 242 49683
001| 1 243

f(x) = (y— 0,01+ 2,43(y — 0,01)* 4- 4,9683(y — 0,01) — 0,038559
=284 24322+ 4,9683 2 — 0,038559 .
Auf Grund von z= z — 0,81 sind die Koeffizienten dieses Polynoms gleich

den entsprechenden Koeffizienten der TAyLORentwicklung von f(z) nach
Koeffizienten von z — 0,81, d. h.

1(0,81) = — 0,038559 = F,
1 (0,81) = - 4,9683 = F”,

7081 g
—g— =1=F"

AufBlerdem ist 0,81 < 2, <082, d. h. z, =081+ a~ 08l =a, wobei
0 < o << 0,01 gilt.

Wegen 0,81 < £ < 2, < 082, f'(z)=6z, ["(2)=6 ist
£'(€&) < 4,92 und "' (£) = 6 oder F""(§) =1,
so daB sich aus (5)
4,92
24,9683

0, <0 und o, |< - |¢|? < 0,00005
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und aus (12)
T o3[2,430—4,9683-1]+ ot 2,43.1 o3 at
0<at=""Gesmr—243-(— 0038560, ~ 2 < 0,00000005,

also

0 < a¥ < 0,00000005 (16)
ergibt. Daher erhilt man bei der Berechnung von e, nach dem NEWTONschen
Verfahren fiinf und bei der Berechnung von a# nach Formel (11) acht Stellen
hinter dem Komma:

a;=0,81— =0,81776.. .,

—0,038559
4,8683
o = 08— e sy = OSLTI3165 .. .
Es ist also auf Grund des NEwTONschen Verfahrens
0,81771 < z, < 0,81777
und auf Grund des verallgemeinerten Verfahrens

0,81773165 < z, < 0,81773171. an

Bemerkung 1. Aus (17) kann man entnehmen, daB der Fehler der Nihe-
rung z,~ 0,81 sogar kleiner als 0,0078 ist, so daB man (16) zu af < 2. 10—8
und damit (17) zu

0,81773165 < z, < 0,81773168 17)
verschiirfen kann.

Bemerkung 2. Da im betrachteten Beispiel das NEWTONsche Verfahren
nicht in Verbindung mit der Methode der linearen Interpolation verwendet
wurde und der Fehler « der Ausgangsniherung bereits hinreichend klein war,
konnte auf die Voraussetzung der Gleichheit der Vorzeichen von f(a) und
{"(a) verzichtet werden. Im betrachteten Fall wire es noch besser gewesen,
von der Niherung a = 0,82 auszugehen, da dieser Wert — wie aus (15) zu
erkennen ist — niher an dem wirklichen Wert liegt als 0,81. Wir empfehlen
dem Leser, die entsprechenden Rechnungen selbst durchzufiihren. Sie liefern
fiir z, noch bessere Schranken als (17°); im ersten Schritt ergibt sich z. B. bereits

—0,0023 <a<0.

Die verallgemeinerte Formel vom Typus (14) ist bereits viel zu umfang-
reich, um sie auf einigermaBen komplizierte Gleichungen anzuwenden. Be-
sondere Schwierigkeiten bereitet die Fehlerabschitzung. Fiir die einfachsten
Fragen jedoch, mit denen man in der Oberschule in Berithrung kommt, wie
z. B. das Wurzelziehen, liefert das verallgemeinerte NEWTONsche Verfahren
eine Reihe von niitzlichen Formeln, die die Arbeit stark vereinfachen. Wir
kommen in § 10 hierauf zuriick. Zum AbschluB erwihnen wir, da man
fiir algebraische Gleichungen festen Grades mit beliebigen Koeffizienten voll-
kommen elementare Formeln fiir das gewdhnliche und das verallgemeinerte
NewTONsche Verfahren angeben kann. Dabei wird f(a + «) natiirlich nicht

ittels der TayLORschen Formel, sondern auf elementarem Wege entwickelt.
In § 10 wird dies fiir die Gleichung 2" — N =0 durchgefiihrt.




§ 9. Das Iterationsverfahren 351

§ 9. Das Iterationsverfahren

Fir die Anwendung des Iterationsverfahrens, dessen Name sich vom
lateinischen Wort ,iteratio (Wiederholung) herleitet, muB die gegebene
Gleichung

f(2)=0 M
zundchst auf die Form
T =g(7) (2)
gebracht werden. Wir werden weiter unten sehen, daB dies auf mannigfache
Weise moglich ist.

Wir nehmen an, daB auf irgendeine Weise (z. B. mit Hilfe des Tabellen-
verfahrens) ein Naherungswert z,~< a fiir eine Losung der Gleichung (2)
bestimmt ist. Es werden dann der Reihe nach die Zahlen a,, ay, ..., @y, ...
gemiB der Formel

=@ (@_1) (3)
bestimmt, wobei @, = a und folglich a, = @(a) ist. Unter gewissen Voraus-
setzungen kann man sodann aus dieser Folge den genauen Wert der Lisung
mit beliebiger Genauigkeit berechnen. Der folgende Satz gibt ndmlich eine
Bedingung dafiir, daB die Folge a,, a,, a,, ... gegen die gesuchte Losung
konvergiert.

Satz. Ist in einem die Zahl z,, die Zahl a und die gemif (3) bestimmien
Zahlen ay, a,, a,, . .. enthaltenden Intervall die Bedingung

¢’ (@) <m <1 (O]
erfillt, so ist

lim a,==, .

A->o0
Wenn wir also — mit anderen Worten — die durch (3) definierte Operation
laufend wiederholen, so kommen wir der gesuchten Losung beliebig nahe.

Zum Beweis dieses Satzes subtrahieren wir von der Gleichung

2, =@(z,), (5)
wobei z; die betrachtete Losung von (2) ist, die Gleichung (3) und wenden
den Mittelwertsatz der Differentialrechnung an:

2 — G = (%)) —@(ar_1) = (T;— ax_1) ¢ (§) ;
hierbei ist £ eine gewisse reelle Zahl aus dem Intervall (@r_,, 2,). Wir gehen

sodann zum absoluten Betrag iiber, benutzen die Voraussetzung (4) und er-
halten

|2y — @] = @y —ara|-|¢" (O) | <m| 2y — @pa] . (6)
Diese Ungleichung gilt fir k=0, 1, 2, ... ; setzen wir also |z, —a,|=4,,
80 ist
4, <md,;
dy<m4,,

......... M
da<mdy_y,
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also
A hy-e Ay A <m® Ay by - Apy
und damit
An<m™ 4,
d. h.,

[y — an| < m|z, —ao| .
Wegen nli_)m m" =0 ist also
lim a, =1z, ,
n> o0
was zu beweisen war.
Offensichtlich streben die Zahlen a,, a,, . .., @y, ... um so schneller gegen
z,, je kleiner m ist. Man wird daher versuchen, den Uberga.ng von (1) zu (2)

80 zu gestalten, dafl die Ableitung der Funktion ¢(z) in der Umgebung der
gesuchten Losung z;, dem Betrage nach moglichst klein wird.

Wir erwihnen schlieBlich noch, daB aus dem Ubereinstimmen von a, und
a,_; (innerhalb der Grenzen der Genauigkeit) folgt, da8 a, =@ (a,_;) =a,_; ist,
d.h., a,_, erfiillt die Gleichung (2), so daB man x, = a,_, setzen kann. Der
Rechenpmzeﬂ bricht also beim Iterationsverfahren automatisch ab.

Beispiel. Man lsse die Gleichung
f(x)=2*—20244=0. ®)

Mit Hilfe des Tabellenverfahrens stellt man leicht fest, daB diese Gleichung
drei reelle Wurzeln z,, z,, #; besitzt, die in den Intervallen (0, 1), (4, 5),
(— 5, — 4) liegen.

Man kann nun die Gleichung (8) auf die verschiedensten Weisen auf die Form
(2) bringen; z. B.

=T 00523+ 4) ©
oder
3 S
=V20z—4 (10)
oder
r=2+ (P —20z+4). 1)

Tiir die Gleichung (11) ist ¢'(z) = 3 22 — 19, und die Bedingung (4) ist
in keinem Intervall erfiillt, welches eine der Losungen von (8) enthilt.

Fiir die Gleichung (9) ist ¢’ (z) = 323 , so daB im gesamten Intervall (0,1)

die Bedingung |¢'(z)| < ~2—0 erfiillt ist. Hieraus folgt, daB man z, aus (9) mittels
des Iterationsverfahrens berechnen kann. Dagegen ist in der Umgebung der
Losungen , und zg offensichtlich | ¢’(2)| > ;% , 80 daB fiir die Berechnung von

%, und 3 nach dem Iterationsverfahren auch die Gleichung (9) nicht zu
gebrauchen ist.
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Fiir die Gleichung (10) ist schlieBlich ¢'(z) = —,—A—— Im Intervall

3 )20z -4y
(0,1) ist |@'(x)| >1, also (10) fiir die Berechnung von z, nach dem Iterations-
verfahren unbrauchbar; dagegen ist in den Intervallen (— 5, — 4) und (4,5)
offensichtlich |¢'(z)|< 1, so daB (10) fiir die Berechnung von 2, und z; ver-
wendet werden kann.

Wir berechnen zunichst , nach (9). Es wird zunichst z, ~ 0 = a gesetzt.
Dann ist

a;=0,05 (0°+4) =02,

a, = 0,05 (0,28 + 4) = 0,2004 ,

ag = 0,05 (0,20043 4 4) =2 0,2004 .
Da (innerhalb der Grenzen der Genauigkeit der Rechnung) a, = a, ist, gilt
2, A2 0,2004.

Wir empfehlen dem Leser, #; auch ausgehend von dem Naherungswert
2,~ 1 = a zu berechnen; hierbei kann man mit Vorteil die BARLOWschen
Tafeln (vgl. Literaturverzeichnis) verwenden. Als Resultat mu8 sich natiirlich
ebenfalls x, & 0,2004 ergeben.

Als niichstes berechnen wir a, nach Gleichung (10), wobei wir vom Nihe-
rungswert x, A2 — 5 = a ausgehen. Es ergibt sich:

a,= 7101 ~ 4,703,
ay= 98,06~ — 4,611,
4y = J— 96,41~ — 4,586,
0= V=952~ — 4574,

ag=}— 9548~ — 4,571,

ag= 1= 95,42~ — 4,570,

a,= Y9540~ — 1,569,

ag= 1/7.5,35% —4,569.
Die Werte der Wurzeln wurden der BARLOWschen Tafel entnommen.

Wegen ag == a; (mit drei Stellen hinter dem Komma) bricht die Rechnung

automatisch ab; es ist a3~ — 4,569.

Das einfachste Verfahren fiir den Ubergang von (1) zu (2) mit der Neben-
bedingung (4) ist im allgemeinen Fall das folgende: Da die Gleichung
z=21x—cf(x) (12)
fiir beliebiges ¢ dieselben Lésungen wie die Gleichung (1) besitzt, braucht man
die Konstante ¢ nur so zu bestimmen, daB in einer Umgebung der gesuchten
Losung ¢'(z) = 1 — ¢f'(z) dem Betrage nach hinreichend klein wird. Ein
solcher Wert fiir ¢ ergibt sich am einfachsten aus der Gleichung
¢ (@)=1—cf(a)=0,
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da wir in der zu konstruierenden Folge zuniichst nur den Niherungswert a
der gesuchten Losung brauchen. Hieraus ergibt sich c=—+a), und (12)

nimmt damit die Form
_I@
f'(a)

=2

(13)
an.
Wenn a hinreichend nahe bei z, liegt und f'(z) sich nur langsam indert,
d.h. f(ay), f(a,), ... sich nur wenig von f(a) unterscheiden (mit anderen
Worten: f’(z) in einer gewissen Um-
y gebung der gesuchten Losung dem Be-
trage nach hinreichend klein ist), so
sind ¢/(ay), ¢'(a), ¢'(65) usw. nur wenig
von Null verschieden. Dann ist die Vor-
aussetzung (4) erfiillt, die Gleichung (13)
1aBt sich mittels des Iterationsverfah-
rens lésen, und wir erhalten:
y=a— }’% (14)
in Ubereinstimmung mit dem NEw-
ToNschen Verfahren. Im betrachteten
Fall ist also a, der Schnittpunkt der
Tangente AT mit der z-Achse (Abb. 5).
Beim NEwTONschen Verfahren wird
auch die folgende Niherung (wir wollen
sie mit @, bezeichnen) nach der Formel

auf
bestimmt, der geometrisch die Tangente BL im Punkte B entspricht. Das
Iterationsverfahren dagegen liefert

=0, (16)

was der Konstruktion der zu AT parallelen Geraden BM entspricht; in der
Tat entnimmt man der Abb. 5

e BT _ fla)
thMz—w_— ]

s
Gy — Gy

tgdTz—70— 1@

a—a,’

und die rechts stehenden Briiche sind wegen (14) und (16) beide gleich f'(a).

Es ist klar, daB man sich beim NEwTONschen Verfahren der gesuchten
Losung schneller nihert als bei der Losung von (13) mittels des Iterations-
verfahrens. Demgegeniiber ist jedoch die beim Iterationsverfahren aufzu-
wendende Rechenarbeit wesentlich geringer, denn f'(a,), f'(a;) usw. brauchen
nicht berechnet zu werden. Den konstanten Faktor f'(2) kann man auBerdem
noch innerhalb gewisser Grenzen runden. Wir erwihnen abschlieBend, da8
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das NEwTONsche Verfahren eine Abart des Iterationsverfahrens ist, denn die
Gleichungen f(x) = 0 und
r—z f(z)
=z—L2 (17)
besitzen, sofern f'(z) beschriinkt ist, dieselben Losungen. Die Losung von (1)

ittels des NEwTONschen Verfahrens ist aber der Lésung von (17) nach dem
Iterationsverfahren gleichwertig.

§ 10. Verschiedene Verfahren fiir das Ausziehen von Wurzeln

In der Einleitung wurde bereits darauf hingewiesen, daBl es wiinschens-
wert wire, wenn die Schiiler mit dem Tabellenverfahren fiir die Auflésung
von Gleichungen vertraut gemacht wiirden. Dieses Verfahren ist im all-
gemeinen mit einer groBen Rechenarbeit verbunden. Daher wird bei den
Schiilern der Wunsch nach vollkommeneren Verfahren fiir die Auflésung von
Gleichungen entstehen. Viele der in den vorangehenden Paragraphen dar-
gestellten Methoden diirften dem Verstindnis der Schiiler bereits zuginglich
sein, wenn man sie nicht in ihrer allgemeinen Form, sondern an konkreten
Beispielen von algebraischen Gleichungen niederen Grades mit beliebigen
Koeffizienten darlegt. Hier lassen sie sich ohne Benutzung der TAYLORschen
Formel und des Begriffs der Ableitung in verstindlicher Form bringen. Im
folgenden wird die Anwendung einiger dieser Verfahren am Beispiel der reinen
Gleichungen, d. h. zum Ausziehen von Wurzeln, erliutert. Jedenfalls kann
man die Schiiler in Arbeitsgemeinschaften mit diesen Verfahren bekannt
machen. Der erfahrene Lehrer wird jedoch auch wihrend des Unterrichtes
eine passende Gelegenheit finden, um diese Verfahren irgendwie zu erlautern.

Das Ausziehen von Quadratwurzeln nach der Methode von Lagrange. Ge-
sucht ist z. B. die positive Wurzel z; der Gleichung

22—22—2=0. (1)
Wegen 2 <z, <3 ist z=2+ly zu setzen:

1 -2 -2
1 0 —2
1 2

Wir erhalten also: 2%2—2y—1=0. Hier ist 1<y, <2 und daher
y:l—}—% zu setzen:
2 —2 -1

1 2 0 —1
1 2 2
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Es ergibt sich: 22 — 2z — 2 = 0. Da die Koeffizienten dieser Gleichung mit
denen der Gleichung (1) iibereinstimmen, werden sich die Koeffizienten der
weiteren Gleichungen und damit auch ihre Wurzeln periodisch wiederholen:

1 1 o1
11=2+I, u‘:l+ﬁ, ”1=2+Es---,
so daB
=2+t —12,1,21,2 ..
1+ i
241

T4.,
(in den eckigen Klammern stehen die Teilnenner des Kettenbruches).

In der Zahlentheorie wird gezeigt (vgl. z. B. ARNOLD, Zahlentheoric —
der deutsche Leser sei ferner z. B. verwiesen auf O. PERRON, Irrationalzahlen,

3. Aufl,, Berlin 1947), daB iiberhaupt jede Irrationalzahl der Form 4 + B VE,

wobei 4, B und C rationale Zahlen sind, eine periodische Kettenbruch-

entwicklung besitzt. Daher lassen sich die reellen Wurzeln jeder uadratischen

Gleichung, insbesondere also VIV— sofern N nicht Quadrat einer rationalen

Zahl ist — durch einen unendlichen periodischen Kettenbruch ausdriicken.
Wir empfehlen dem Leser, die folgenden Beispiele zu verifizieren:

V2 =0,2222...1],
B =m1212,..1],
V28 =105 3223103, 23,10,...].
(am Ende des Buches von ARNOLD findet sich eine Tabelle der Entwicklungen
von VIV fiir alle ganzen N von 2 bis 99).
Aus den erhaltenen Teilnennern von }/lv ergeben sich unmittelbar die

Niiherungsbriiche, aus denen man einfach und schnell Vﬁ mit beliebiger
Genauigkeit berechnen kann.

Gesucht ist z. B. }/28 mit einer Genauigkeit von 10—¢:

P, |5 16 37 127 1307 4048

Q|1 3 7 24 247 765 1777

|5 3 2 3 10 3 2.

Wegen
1 L1
7651777 < 1300000 < 0:0000008
ist
o8 A 3048
28 A~y = 5,29150326 . ..

(aufgerundet), wobei der Betrag des Fehlers kleiner als 0.0000008 ist.
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Das Ausziehen von Wurzeln nach dem Hornerschen Verfahren. Aus der
Schule ist bekannt, wie man das iibliche Verfahren zur Berechnung von
Quadratwurzeln auf Wurzeln dritten Grades verallgemeinert. Man kann
dieses Verfahren schematisch etwa ifolgendermaBen darstellen:

3
YN=cy,c,...
c2

- N——.cg 2 [ 3
3¢} (:—6) + 3¢ (f%) + ('l%)
N — (c,, + :—(‘))‘ usw.

Der ganzzahlige Anteil ¢, sei schon gefunden, und wir suchen die Anzahl der
Zehntel, d. h. die groBte Zahl ¢,, fiir die die Summe

s 23]+
kleiner als N — ¢} ist. Wenn ¢, gefunden ist, so wird N —-(co -}—l—"'(',)3 ge-

bildet und die Anzahl der Hundertstel bestimmt usw. Genau das wird aber
auch beim HorRNERschen Verfahren g ht, wenn man von der entsprechen-
den Gleichung — 23 -+ N = 0 ausgeht: Man bestimmt zunichst ¢, und fiihrt
dann die Substitution z — ¢y = y aus:

-1 0 0 N
6 | =1 —cg —¢§ N—c}
¢ | —1 —2¢p —3¢}
6 |—1 —3¢
Nun wird ¢, bestimmt und die Substitution y — '1'6 = z ausgefiihrt:
—1 —3¢ —3c3 N—c}

1 —36—5 —3d—3cp—(3f N~—(c.,+l°—l’))R
—1 3¢ —3(00+ﬁ)

a1 —3(c0+10)

(wohei die Substitutionen y =

»;sts» zle

Y _z
10°'*<T10

usw. umgangen sind). Wir erhalten
als Resultat N —(co+lf(-‘))a und die Koeffizienten der neuen Gleichung,

die bei der Substitution z — W =wu uns N — (co—}— -f—m—o> liefert usw.
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Hier fillt besonders ein fiir das HORNERsche Verfahren charakteristisches
Merkmal auf: Bei der Berechnung von /(qﬁ—%) wird der schon gefundene
Wert f(c,) verwendet, der sozusagen nur ein wenig ,,verbessert” wird. Indem
man /(co—}-%) ein wenig verbessert, findet man /(c°+1%‘+lcT.0) usw. In
dieser Hinsicht unterscheidet sich das HORNERsche Verfahren vorteilhaft
vom Tabellenverfahren, bei welchem die Funktionswerte unabhiingig von-
einander berechnet werden.

Bei der Berechnung von W verlduft das Verfahren offensichtlich ent-
sprechend wie bei den Wurzeln dritten Grades.

Formeln, die sich aus dem gewdhnlichen und dem verallgemeinerten
Newtonschen Verfahren ergeben. Den Grundgedanken des NEwTONschen Ver-
fahrens und seiner Verallgemeinerung (vgl. § 8) kann man benutzen, um auf ele-
mentarem Wege eine Reihe von praktisch brauchbaren Formeln abzuleiten,
die zur Berechnung von Wurzeln beliebigen Grades verwendet werden konnen.

Dazu sei a:1=7—1\7 eine Wurzel der Gleichung

2"~ N=0, (2)
fiir die

n=a+axa
eine erste Naherung ist. Wegen (a 4 «)* — N = 0 ist

Zy=a 4+ (6; + oo + C5® - - - +crat =) [(@ +@)* — N]
=a+a+(cl+czzx+~--+ckm""l)X 3)
X (0" — N + (f) a"~to+ (§) a2 + (§) a2 +-- ]
Setzen wir

cl=_F und cy=¢c,=:+-=¢=0,

so erhalten wir (sofern die Glieder, die 3, of, ... enthalten, vernachlissigt
werden koénnen):

a®*—N

T =% 4)

a"—N+ ~
=0 ————toya—
1 nag-1 1

wobei

«2

Kl%—

2a
ist.

Man kann aber in (3) die Zahlen c,, ¢,, ..., ¢ auch so wihlen, daB die
Glieder, die a, «?, ..., «* enthalten, genau gleich Null werden; dann ergibt
sich eine Formel fiir eine Niaherung, deren Fehler nur von der (k- 1)-ten
und hiheren Potenzen von « abhingt. Man priift leicht nach, daB sich fiir

s 3
YN, wenn man von der Niherung YN = a+ a~ca ausgeht, folgende
Niiherungen und Fehler ergeben:
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Néherung Fehler
2a3 4+ N a*— N . 3aa? 4o o3 ,
k=l a=Tga—=a-gg o, O a=——gm—~—g &)
_ _ (@ —N)a _a(a®42N) _2a0° ot  2a° "
k=2 =ty ~e+n O | C-mry cm ©
a®—N)(6a*+3aN) at ’
=3 atr=o— gy O | ot ~—gm ™

5
Fir YN=a-+«~sa ergibt sich entsprechend:

Niherung Fehler
a*— N 2a? R
k=1 4 =a— —, 8 @y~ — @)
_ _a(2a*+3N) 2 @)
k=2 t =32y ® g T

Fiir die Quadratwurzeln kann man durch ein besonders einfaches Ver-
fahren eine allgemeine Formel erhalten: Es sei dazu }/——a-}—a Dann ist

(—a)=(a— V—_) , und daher

(_a)m=am_('f)am-l YI?-I—(Z‘)a""?N—('g)a""’N Vﬁ_'_,

also
J¥ an +(5)amtN + (Tam Nt + (10)
= o
e B s o
wobei
_ (= 1)ym+1gm (_1)m+l¢u ll)
BT GNP (
Insbesondere erhalten wir also:
Niherung Fehler
2 2
m=2 al=¥ 12) | a=—gz 129
a*+3aN o3 o ,
m=3| af= "1 —7 SN (13) T dadvd (13")
a* 4+ 6a*N 4 N? at ot )
R e A “7'=—m “g
_ . a‘+lOa3N+5aN’ axk od o« -
m=5|a] sarar ey O |9 = e nar T~ et )
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SchlieBlich wollen wir noch die entsprechende Formel von W fir k=2

angeben: Wenn W =a+4 a~q ist, so ist auf Grund der Formeln (10'),
(11) und (12) aus § 8

e o %_ aln—1a"+(n+1)N]
Vﬁ—af+af~af—~m—, (16)
wobei
B Dintl) _lélﬁ”“’ an
ist,

Zur Erlduterung des Vorangehenden rechnen wir noch einige Beispiele
durch.
Beispiel 1. Es ist JI3 =4+ a~s4==a. Nach Formel (15) ist dann
454+10-4%.134-5-4-132
— %% L L PP 1 1 —
V18 = al** fat** ~al** = 5.4 F10.4.13 +13°
12724
3529

1]
Hier ist af** = 3%5 (genau). Wegen |o| < 1 sind in dem erhaltenen Wert

sicher die ersten drei Stellen hinter dem Komma richtig,sodaB — 0,4 < a < 0
und damit af** < 0 ist. Daher ist sogar
5
[oF**] < 5% < 0,00000291
und damit }13 ~= 3,605554 (aufgerundet), wobei der Fehler dem Betrage nach
kleiner als 0,000003 ist.

Wir wollen an dem behandelten Beispiel noch eine Besonderheit aufzeigen,
die fiir das verallgemeinerte NEWTONsche Verfahren charakteristisch ist,
wenn man es auf algebraische Gleichungen anwendet. Man kann nidmlich
eine einfache Abhiingigkeit zwischen dem alten und dem neuen Fehler fest-

stellen: Wir erhielten oben Vﬁmit fiinf Stellen hinter dem Komma:
Y13 =3,60555 .
Dann hat auch « A~z — 0,39445 fiin{ richtige Stellen hinter dem Komma, so da8

sk, (—0,3945)8
R 5T R

= 3,605553981 . . .

.3 — 0,000002 706

wenigstens vier richtige Wertziffern besitzt. Fiigen wir zu dem oben erhaltenen
Wert von a}** diese negative Korrektur hinzu, so erhalten wir:
Y13 ~ 3,605551275,
wobei alle Stellen, bis evtl. auf die letzte, zuverlissig sind.
3
Beispiel 2. }/2_9 =3+a~3=a Wegen 313>29 ist 0<a<<Ol.
Wir wenden Formel (6) an und erhalten:

_3-(27+58) 255
t="fryos =g 3072288,
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wobei 200
o
a¥ Nya< 0,0001, d.h. a=0,072
und daber o A % A2 0,00003 ist, so daB 20 A~ 3,07232 gilt. An die-
sem Wert ist allenfalls die letzte Stelle zweifelhaft.

Das Iterationsverfahren. Jede der Formeln (5), (6), (12) usw. kann man auch
mehrmals anwenden. Hat man z. B. gemia8 Formel (6) a} bestimmt, so kann

P —Niat o rechnen, anschlieBend af, usw. Das kommt
20 + N g 8, TR

aber gerade darauf hinaus, daB wir die Gleichung
z* —N)z
’«‘="’f'“(27+—N='P(I) (18)
nach dem Iterationsverfahren losen. Diese Gleichung besitzt dieselben Léd-
sungen wie die Gleichung 2® — N = 0 (die zusiitzliche Losung z —= 0 stort
nicht).
Bemerkung. Der IterationsprozeB wird sehr schnell konvergieren, denn
es ist

man af =af —

3 _ N)?
¥ (0) — s

so da8 fiir einen kleinen Fehler der Ausgangsniherung Wkﬁ a in der Um-
gebung der Werte af, af usw. ¢'(2) bereits sehr klein wird.

Wir erwihnen noch, dal NEwTON selbst die Formel (12) zur iterierten
Verbesserung der Gleichung }/ﬁ% a verwendet hat.?)

Diese Berechnung der Wurzel macht deutlich, daB man auch jede andere
Gleichung mit Hilfe des Iterationsverfahrens 16sen kann, wenn man sie vorher
in Form einer Niherungsgleichung schreibt.

Aufgaben zu Kapitel II.
10. Man berechne nach dem Iterationsverfahren die irrationale Losung der Gleichung
-

z==, mit einer Genauigkeit von 10-3, wobei man von z = 0,5 == a ausgehe.

11. Man berechne mit Hilfe des NEwToNschen Verfahrens die Losungen der Glei-
chungen

a) x—cosz =0, b)z—2sinz=0

mit_eincr Cienauigkeit von 0,001, Die Ausgangsniberungen sind nach dem Tabellen-
verfahren mit einer Genauigkeit von 0,1 zu bestimmen.

12. Man entwickle die positiven Wurzeln der Gleichungen

a) 22— 4z—3:20, b)3s24+22x—-5=0, ¢)22—23=0

in Kettenbriiche und berechne sie anschlicBend mit eciner Genauigkeit von 10-¢.

1) Interessante Einzelheiten hieriiber findet der Lescr in dem Buch ¥V WTTEKEp U
Podnucon, MaTevatitueckan oGpaGeTiza pesyantatop HaGaofennit, 1933 (Original-
ausgabe: E. T. WairTaker and G. RosixsoN, The calculus of observations, London
1924).
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18. Man wende auf die Naherungsgleichungen V50~ 7, V33~ 6, [T ~ 10 die
Formel (15) aus § 10an, suche jedesmal die folgende Naherung und schatze den Fehler ab.

14. Man verifiziere auf elementarem Wege die (dem NEwToNschen Verfahren ent-
sprechende) Formel
a®+ Aa*+ Ba+ C
3a*+ 24a+ B
zur Verbesserung eines Nih erungswertes 2 =~ a fiir eine Wurzel der Gleichung
2+ A2*+ Bz 4+C=0.

; 15. Man verifiziere die Formeln (5) bis (9) und (18) sowie (5) bis (9’) und (17) aus
10.
16. Welchem Ld; rfahren fiir die Gleick —(a® + r) = 0 entspricht die

im Jahre 1202 von LEONARDO VON P18 zur nih wexaen hnung von Kubik-
wurzeln aufgestellte Formel

3 r
3 - S
ya*+r=a+ 3u’+3a+l’
17. Welchem Losungsverfahren fiir Gleichungen entspricht die bereits den Baby-
loniern bekannte Formel
Va‘+b’z:sa+§b—a— (b<a)

und welchem die von dem arabischen Mathematiker AL-KARAGI (11. Jahrh.) aufgestellte

Formel
VaiTr =
a5r “+2a+1

18. Man verbessere mit Hilfe des NEwToNschen Verfahrens die Naherung
z,~—05+085i=a

fir eine komplexe Wurzel der Glelchung 2* 4 2 + 1 = 0. AnschlieBend fiihre man
dieselbe Rechnung nach dem verallg ten NEWT hen Verfahren [§ 8 (11)]
durch und vergleiche beide Resul

a=a—

mit dem g Wert

.V3°

1
Ty = — -2—+ et
19. Welche der beiden Gleichungen
z=tgz, arctg z=2x

hat man zu wéhlen, damit das Itera,tlonsverfahren konvergiert? Man berechne die
kleinste positive Losung mit einer G t von 0,01, hdem man mittels des
Tabellenverfahrens eine Ausg herung bestimmt hat.




Kapitel III
DIE AUFLOSUNG VON GLEICHUNGSSYSTEMEN
§ 11. Das Newtonsche Verfahren

Wir wenden uns jetzt der Aufldsung von Gleichungssystemen zu. Als erstes
behandeln wir das NEwTONsche Verfahren, das sich zur Losung sowohl von
algebraischen als auch von tr: denten Gleich eignet.

Wir betrachten der Einfachheit halber ein System von zwei Gleichungen
in zwei Unbekannten:

(2, y)=0, }

p(z,y)=0.

Es seien fiir ein Paar (z,, y,) von reellen Losungen bereits Niherungs-
werte @ und b bekannt, deren Fehler wir mit « und § bezeichnen wollen, so
daB also

1)

r,=a ~a,
1 +a “} @)

p=>b+p=~b

gilt. Entwickeln wir ¢ (, y) und y(z, y) nach Potenzen von z — e und y — b
und setzen anschlieBend z = 2, und y = y,, so erhalten wir:

@(21, 1) =0=0(a,b) +:(a,b) (x, —a)

+ 4(@,8) (11— 1)+ 5 [pee(@, D) (mp—a -1+,
(@1, 1) =0=1(a, b) +p: (a,b) (&, —0)

Fp(@,5) (5 — )+ 5 (pee(,0) (zy— -+ oo

Aus diesen Gleichungen sind z; — a und y, — b (d. h. « und ) zu bestimmen.
Indem man in (3) die zweiten und héheren Potenzen von 2, — @ und y, — b
vernachlissigt, hat man beim NEwTONschen Verfahren das System

98+ ¢:(@,b) a+ gy (a, b)ﬁ=0,}

v(@, )+ y.(a,0)a +y2(a, ) =0
zu 16sen. Aus diesem System ergeben sich Niherungswerte & und f§ fiir die
gesuchten Korrekturen o und f§:

P(a:b) @y(a, b)(

@)

(4)

yz(a,0) v(e,b)
Pz(a,8) y(a,b)
¥=(a,b) v,(a,b)

¥(a,b) vy(a,b)
9:(a,b) g,(a,b)|’
¥:(a,b) vy(a,b)

9:(a,0) ¢(a, b)l
. ®)

F=—
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Fiigt man diese Naherungswerte @ und f zu a und & hinzu, so ergibt sich
n~ay=a+44a,
n~b=b+p.

Die Fehler dieser Niaherungen mogen mit «, und f, bezeichnet werden. Sie
konnen entsprechend (4) aus

@(ay, b))+ @:(ay, b)) o + @y (ay,8) B, =0, }
p(ay, b))+ p:(ay, by) &y + vy (a1, by) fy =0
angenihert berechnet werden. Mittels &, und f§, bildet man

(6

ay=a,+& und by=0b 4+ B,
usw.

Im allgemeinen Fall werden die Glieder ¢(a, b), y(a, b), @(a,, by), y(a;, b,)
usw. und damit die Fehler o, i dem Betrage nach monoton fallen, so dal
man die Berechnung abbrechen kann, wenn die bei der Losung der Glei-
chungen (4), (6) usw. auftretenden ,,Korrekturen‘ (innerhalb der Genauigkeit
der Rechnung) hinreichend klein sind. Sind nimlich &, fi so klein, da
(innerhalb der Genauigkeit der Rechnung)

Apy1= A + T A2 i,
bisr=bi + B by

gilt, so unterscheiden sich die Bestimmungsgleichungen fiir @ .1 und fi41
nicht von denen fiir a; und 8;, so daB die neuen Korrekturen vernachlissig-
bar klein sind.

Beispiel. Man lose das System

2 —5=0,
i +y - } ™
Pt z—T7=0.
Wir konstruieren als erstes die durch
diese Gleichungen gegebenen Kurven.
Man sieht unmittelbar, da8 genau die
Koordinaten der Schnittpunkte beider
Kurven beide Gleichungen erfiillen, also
Losungen des Systems (7) sind. Aus
Abb. 6ist zu entnehmen, daB das System
Z genau vier Losungen besitzt. Zeichnet
man die Kurven auf Millimeterpapier,
so sieht man, daB z. B.

(X7, Y4

D)
~|

n~—l4=a,

Abb. 6 h~+29="b.
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Aus
plz,y)=2*+y—35,
&y =9y+=z—1,

o9 o9 .

6—-:_21:, Framkl l ®
o _ 2 _

oz :ﬁ_zy

ergeben sich sodann ohne Schwierigkeit fiir z=a und y = b die Gleichungen
—0l4—28x+p=0,
001+ a+588= o,}
die ihrerseits auf @ ~ — 0,051, f~ 0,007 und damit
yNag=a+a=—1451, y,~b=>b+ f=2907

@)

fiihren.
Berechnet man sodann die Funktionswerte (8) fiir z=a, und y = b, so
erhilt man

0,0124 — 2,902, + f, = 0, } @)

— 0,0004 + o, -}- 5,814 8, =0
und hieraus & = + 0,0041, B, = — 0,0006, so daB
Ty R Ay = @y + & = — 1,4469 ~ — 1,447,
Yy~ by=b, + B, = 2,0064 ~ 2,906
ist.

Bei den folgenden Korrekturen &, und j, ergeben sich dieselben ersten drei

Dezimalstellen, d. h.

ay = — 1,447 = a,,

by = 2,906 = b,,
so daf man die erhaltenen Werte als Niherung fiir die gesuchte Losung
nehmen kann.

Wir erwiihnen, daB es vorteilhaft ist, zu diesen und #hnlichen Berechnungen
eine Rechenmaschine zu verwenden.

Wenn man aus den Gleichungen (1) eine der Unbekannten eliminieren
kann, so kommt man auf eine Gleichung in einer Unbekannten zuriick, die
mit den bekannten Losungsmethoden gelost werden kann. Fiir Systeme von
algebraischen Gleichungen z. B. ist dies stets mdglich. Wenn hierbei die ge-
gebenen Gleichungen den Grad m bzw. n haben, so erhilt man nach der
Elimination einer der Unbekannten gemi8 dem Satz von BgzouT!) eine
algebraische Gleichung von sehr hohem Grad, der im allgemeinen gleich dem
Produkt m n ist (manchmal ist der Leitkoeffizient der erhaltenen Gleichung
natiirlich auch gleich Null). Daher ist es bei der Berechnung der reellen

1) Naheres iiber die Elimination einer Unbckannten aus einem System von zwei
algebraischen Gleichungen und iiber den Satz von B£zovuT findet man in den Lehr-
biichern iiber hohere Algebra.
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Losungen eines algebraischen Gleichungssytems hiufig zweckmiiBig, das eben
geschilderte NEwWTONsche Verfahren oder das Iterationsverfahren, welches
im folgenden Paragraphen behandelt wird, zu verwenden.

Das NEwToNsche Verfahren kann nicht nur auf zwei Gleichungen mit
zwei Unbekannten, sondern entsprechend auch auf » Gleichungen mit » Un-
bekannten angewendet werden. Die Korrekturen fiir die Niherungswerte er-
geben sich dabei aus dem linearen Gleichungssystem, das man aus den
TayrLoRschen Entwicklungen der linken Seiten nach Vernachlissigung der
Glieder zweiter und hoherer Ordnung erhlt.

§ 12. Das Iterationsverfahren
Fiir ein Paar (z;, %,) von Losungen des Gleichungssyst
14 (zx ,7/) =0,
o
p(z, y)=

seien auf irgendeine Weise (z. B. graphisch oder nach dem NEwTONschen
Verfahren) Niherungswerte

) R ay, }
2
N~ by @
bestimmt worden. Ferner sei zu dem System (1) ein ihm gleichwertiges System
=P(z, ), }
y=¥(@, 9
bestimmt und gemiB den Formeln
a=Pa;1, br-1),
_w } @
b= ¥(ar_1, br-1)
die Folge der Zahlenpaare (a,, b,), (2¢5,b,), . . ., (@s, ba), . . . gebildet. Es gilt
dann der

Satz. Wenn fiir die FPunktionen P (z, ) und Y(z, y) m allen Punkten emea
rechteckigen Gebietes mit zu den Koords Réndern,

pa
die Punkte (2y, ¥1), (g, bg)s (15 b1), - - - 5 (@n, ba), - . . enthilt, die Bedingungen

®)

|82'+'3x|<m<1 &)
s+ <me

erfillt sind, so streben die Zahlen |z, — x| und |y, —bs| fir wachsendes k
gegen Null. Mit anderen Worten: Sind die Voraussetzungen (5) erfiillt, so
kann von (@, b,) aus nach Formel (4) die Losung (z,, y;) mit beliebiger Ge-
nauigkeit berechnet werden.
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Beweis. Fiir die Losung (z,, ¥;) gilt nach (3):

= [ (%1, 1),
v, | ©
$ =¥ (@, %).
Wir subtrahieren nun von der ersten Gleichung (6) die erste GIelclmng (4)

und von der zweiten Gleichung (6) die zweite Gleichung (4) und
die TaYLORsche Formel fiir Funktionen zweier Verdnderlicher an:
a—a=0, ) — -1, b)=@—a )P+ —b-0F, @
n—b=¥@, p)—¥er1, b =@ —a-)¥:+Gm -5, ©

wobei @,, d_ﬁ,, @, und ’;’ die Werte der Funktionen %—%, %, g—f un 86‘;"’
fiir gewisse Werte z, y aus den Intervallen (a;—1, 1) bzw. (bi_1, %1) sind. Nach
Ubergang zu den Betriigen ergibt sich aus (7) und (8)

|21 — ae| < |@1 — @rmn |- [ B |+ |2 — Baca|- [ By] )

11— b | < 21— ars |- |Pe |+ |91 — biea ]+ | Ty ] - 8)
Durch Addition erhalten wir hieraus:
[z1—ae |+ —be| < |21 — aaa [ {|9: |+ | e |} |9 — Be-a | {| @ |+ Fy |}, 9)
woraus sich auf Grund von (5)

|21 — ae |+ g — b |<m {| 21— @e_1 |+ |91 — be_s |} (10)

ergibt. Setzen wir

le‘a:H"Iyl—bal:An (11)
so erhalten wir aus (10), wenn wir dort k& der Reihe nach die Werte
1,2,3, ..., n—1,n

annehmen lassen:
4, <md,,
dy<md,,
............... 12)
Ap1<mdn_g,
A <mdn_,y
und damit 4, <m"4,, so daB
|21 — aa]+ 91— ba] <m" {21 — 20| +]91— bo |} 13

gilt. Hieraus ergibt sich wegen ] hm m*=0 fir 0 <m <1 die Behauptung
unseres Satzes.

Wie muB man nun die Transformation ansetzen, um aus (1) ein passendes
System der Form (3) zu erhalten ? Manchmal gelingt dies nach einigen Ver-
suchen durch einen geschickten Kunstgriff. Wir betrachten z. B. das System

22+ y—5=0, }

P+a—1=0, (4
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dessen Losung z;~ —14=ay und y,~ 2,9 =25, berechnet werden soll.

Man versucht es z. B. mit den transformierten Gleichungen
z=T—g, }

y—5_ 2 14)

12‘15_!/’ (14:/)
y=+)1—=.
Das System (14') erfiilly offensichtlich die Voraussetzung (5) nicht (denn es
ist z. B. ;21 :l—Zy , was fir y=29 =25, den zu groBen Wert 5,8
Liefert). Fir das System (14") ist dagegen fiir z=ay =— 1,4 und y = b, =2,9

aﬁ___o 2@ (ag, by) _ 1 9 (aq, bo) <04
Gz ey os—gp | oy |
¥ QY (ag, b) 1 Y (ay, by)

w=" " g e 10F

und wie aus dem weiteren Gang der Berechnung zu ersehen ist, liegen auch
(@, by), (ay, by) usw., schlieBllich (2, y;), in der Niihe des Punktes (a,, ),
so dall die partiellen Ableitungen der Funktionen @(z, y) und ¥(z, ) in
einem hinreichend kleinen Rechteck Iches diese Punkte enthiilt, die Werte
0,4 urd 0,2 nicht wesentlich iibersteigen werden. Daher sind fiir das System (14")
die Voraussetzungen (5) erfiillt, so daB man aus ihm die Losung (z,, %)
nach dem Iterationsverfahren mit beliebiger G igkeit berech kann.

Nach der BARLOWschen Tafel ergibt sich:
ay=—16—b,=— J2 1~ — 1,449, =—}2,098 ~ — 1,447,

by=}7—a,=—}84~ 2,898, by =/8,450~22,907,
‘o= —}2,102 A — 1,450, ay=— 2,008 ~ — 1,447,
b, =1/8,449~ 2,907, by = /8,447 ~ 2,906.

Der folgende Schritt liefert:
as=P(ay, b))~ — 1447 =gq,,
bs =¥ (a,, by)~ 2,906 =b,,
d. b, innerhalb der Genauigkeit der Rechnung ist
z A — 1447, g~ 2,908
eine Losung von (14”).
Erhélt man aligemein bei der Losung von (3) einmal
ap = Plag_y, b)) R ai_y,
b= Y(ak-1, beoy) = by,
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so ist

N und Yy b,
d. h., die erhaltenen Zahlen erfiillen (innerhalb der Genauigkeit der Rech-
nung) das System (3).

Es gelingt allerdings keineswegs immer so einfach, ein gegebenes Gleichungs-
system so auf die Form (3) zu transformieren, daB die Bedingungen (5) erfiillt
sind. Man kann sich jedoch leicht davon iiberzeugen, daB man fast immer
durch Kombination der gegebenen Gleichungen erreichen kann, daB die Be-
dingungen (5) mit hinreichend kleinem m gelten, so da8 eine schnelle Kon-
vergenz des Iterationsverfahrens gewihrleistet ist.

Ein Vorbehalt muB jedoch dabei beriicksichtigt werden: Die Ausgangs-
nitherung z, ~ a,, ¥, = b, muB besser sein als der Maximalwert der zweiten
Ableitungen der Funktionen ¢ (2, y) und (2, y) in dem betrachteten Gebiet,
welches die Punkte (ay, bp), (a,, b;) usw. enthiilt.

Man sieht tatsichlich leicht, daB das System

ag(@, y)+ By (=, y)=0,} 5)
r9(@ y)+op(z, »)=0

von allen Losungen (z;, y;) des Systems (1) erfiillt wird, wobei die Kon-
stanten «, 8, ¥, 6 noch beliebig gewiihlt werden konnen. Erfiillen nun diese
Zahlen die Bedingung
« B

=ad— 0, 16
} po|=%0hr=+ (16)

80 kionnen auch die linken Seiten von (15) nur dann gleichzeitig verschwinden,
wenn ¢ (x, y) und y(z, y) beide gleich Null sind (ein System von n homogenen
linearen Gleichungen in # Unbekannten mit von Null verschiedener Deter-
minante besitzt nur die triviale Losung).!) Unter der Voraussetzung (16)
besitzt also (15) dieselben Lisungen wie (1), d. h., die Systeme (15) und (1)
sind idquivalent.

Wir schreéiben nun (15) in der Form

z=z+ap(z,y)+Ay( 9 =>2(x3), } (15")
y=y+yey)+op(z,y)="¥(z,y)

und wihlen «, §, y, 0 so, daB die Ableitungen der rechten Seiten von (15')

fir z = a, und y = b, verschwinden, d. h., wir bestimmen « und 8 aus den

Gleichungen

D:(ag, bp) = 1 +ag2(ay, b)) +-By:(ay, bp) =0, } an
Py (ay, b) = a@y(ag, bo) +Byy(ag, bp) =0
und y und ¢ aus den Gleichungen
¥z (ap, bo) = Y P=(aq, by) + 692 (ay, bp) =0, } (18)
¥y (g, bo) == 1 +7 @y (aq, by) -0y (ag, bg) == 0.

1) Vgl. A.I. Uskow, Vektorraume und lineare Transformationen, in diesem Bande.
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Wenn sich nun ¢;(2, ¥), ¢,(%, ¥), ¥:(2, y) und p,(2, y) in der Umgebung
von (ay, by) nicht zu schnell dndern, d. h., wenn @.;(ag, by), Pzy(ag, by) usw.
hinreichend klein sind und aq, b, hinreichend nahe bei der gesuchten Losung
liegt, so werden @.(z, y), Dy(z, ¥), ¥:(2, y), ¥y(2, y) in dem uns inter-
essierenden Gebiet nur wenig von Null abweichen, so daB die Voraussetzuny (5)
erfiillt ist.

Als Beispiel untersuchen wir nochmals das System

glz,y)=22+y—5=0, }
Y@, y)=y*+2—7=0.

Wegen
p:=2%, p,=1, Zy~ —14=a,,

y.=1, p,=2y, n=29=bh
nehmen im betrachteten Fall die Gleichungen (17) die Form
1—28x+p=0, «+588=0 a7
an, aus denen sich

—28 —1
1 0
— 751 ~ —0,06
ergibt. Entsprechend nimmt (18) die Form
—2,8y+6=0, 14+y+585=0 (18)
an, woraus
01 —-28 0
-1 58 1 I Nt | PO
v= I—z,s 1 [ —17,24 —008, 6= —iaa 016
1 5,8

folgt. Das System (15’) hat also im betrachteten Fall die Form
z=2+0,34 (2 +y—5)— 0,06 (4’ +2—T7)=P(,y),
y=y—0,06(a®+y—5)—0,16 (P +z—7)=¥(z,y).
Wir setzen nun rechts 2= a¢y= — 1,4 und y = by =2,9 und erhalten
a,=0(ay, b)=—14-+0,34- (—0,14) — 0,06- 0,01 = —1,4482,
by =¥ (ay, b)) = 2,9 — 0,06+ (— 0,14) —0,16 - 0,01 =2,9068,

d. h., wir haben in einem Schritt fast dieselbe Genauigkeit wie beim NEWTON-
schen Verfahren nach zwei bis drei Schritten erreicht.

Wir erwihnen, daB es nicht notwendig ist, die Losungen der linearen
Gleichungssysteme (17) und (18) sehr genau zu bestimmen, denn
D, (ay, by), Pz (ag, by) usw.
sind ja gleich oder doch fast gleich Null. Ebenso werden die Werte dieser
Ableitungen in den Punkten (a,, b)), (a5, by) usw. nur wenig von Null ab-

} (15"
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weichen, so daB eine ungenaue Losung von (17) und (18) nur wenig EinfluB
auf die Voraussetzung (5) hat. Es kann sogar vorkommen, daB eine Ab-
weichung der Funktionswerte @, (a,, by), ¥z(ay, by) usw. von Null eine Ver-
kleinerung der Funktionswerte in den Punkten (a,, b,), (a,, b,) usw. nach
sich zieht, der sich im Endeffekt giinstig auf den Wert von m in (5) auswirkt,
d. h. auf die Schnelligkeit, mit der sich diese Punkte der Losung (z,, ¥,)
nihern. Daher ist es durchaus sinnvoll, «, 8, y, é graphisch zu bestimmen;
im Kapitel IV werden wir hieriiber niheres ausfithren.

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch eine weitere bemerkenswerte Eigen-
schaft des Iterationsverfahrens erwithnen: Hat man bei der Berechnung von
z.B. a; einen gewissen Fehler begangen und einen Wert @; erhalten, der
etwas von a, abweicht, so wird sich dies im ungiinstigen Fall — wenn der
Fehler nicht zu groB ist — nur darin #uBern, daB sich die Anniherung an
die gesuchte Losung etwas verzogert. Es kann jedoch durchaus auch der Fall
eintreten, daB man durch einen Fehler auBerordentlich nahe an 2, herangebracht
wird, was dann die Berechnung wesentlich abkiirzt. Ein erfahrener Rechner
kann sich, wenn er eine GesetzmiBigkeit in der schrittweisen Niherung fest-
gestellt hat, sogar absichtlich ,,verrechnen®, indem er einen nach (4) bestimmten
Wert (ax, bs) ,,nach AugenmaB‘ éindert. Das soll jedoch nicht bedeuten, dafl
man die Berechnungen beim Iterationsverfahren nachlédssig fiihren darf, in
der Hoffnung etwa, einen giinstigen Fehler zu begehen. Hierbei kann es
nédmlich unter Umstiinden passieren, da man die Grenzen des Ge-
bietes verliBt, in welchem die Voraussetzungen (5) erfiillt sind. Insbesondere
muB die SchluBetappe der Rechnung, bei der sich herausstellt, daB (an, ba)
und (@n-3, bp—1) innerhalb der Genauigkeit der Rechnung iibereinstimmen,
mit aller Sorgfalt gefiihrt werden; hierbei sind Fehler unter allen Umstiinden
zu vermeiden.

Im vorangehenden haben wir das Tterationsverfahren am Beispiel eines
Systems von zwei Gleichungen in zwei Unbekannten erldutert. Es dndert
sich aber im Wesen nichts, wenn man zu Systemen von n Gleichungen in n
Unbekannten iibergeht. Es seien z. B. drei Gleichungen der Form

z=F(z,9,2),
y=9P(2,9,2), (19)
2=Y(2,9,2)
gegeben, fiir die in einem rechtwinkligen Parallelepiped, welches die Punkte
(a9, by, €o)s (a1, by, €1), ..., (%1, Y3, 2,) enthilt, die Bedingungen
P+ (8,42, < m<1,
[Fy |+ | +#y | <m <1, (20)
[P+, |+ <m <1
erfiillt sind; dann ergeben sich auf Grund der Formeln
ar="F(ar_1,be_1,¢-1),
b= (@e-1,br-1, 1), (e2)
a="Y(ar-1,br-1,0e-1)
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immer bessere Néherungen fiir die gesuchte Losung (z;, ¥,, 2,) von (19), wenn
[N, BNb, 7RG

Ausgangsniherungen sind.

Das Schwierigste ist es in jedem Fall, zu einem beliebig vorgegebenen
Gleichungssystem eine Ausgangsniherung zu erhalten, die eine Transformation
des gegebenen Gleichungssystems auf die Form (19) unter den Bedingungen (20)
zuléBt. Wir werden in Kapitel IV sehen, daB sich (fiir Gleichungen in zwei
oder drei Unbekannten) diese Aufgabe mitunter relativ einfach auf graphi-
schem Wege losen laBt.

§ 13. Einige Bemerkungen iiber die Berechnung von komplexen Wurzeln
einer algebraischen Gleichung
Die Berechnung der komplexen Wurzeln einer Gleichung

f@)=aoz"+ayz" ' 4o Fan 12+ 2, =0 1)
kann man stets auf die Berechnung von reellen Wurzeln eines Gleichungs-

systems in zwei Unbekannten zuriickfilhren. Setzt man nimlich
r=u-tvi, 2)

so wird

Hae)=fu+vi)=ay(u-+v9)"+ay(u+vi)"~ 4 H-a,.
Loést man hier die Klammern auf und faBt die reellen und die rein imaginiren
Summanden fiir sich zusammen, so erhiilt man eine Gleichung der Form

f@)=¢(,v)+ iy, v)=0, 3)
so daB % und v das Gleichungssystem
@(u,v)=0,
p(u,9)=0 } @

erfiillen miissen. Dieses Verfahren ist nicht nur auf Gleichungen mit reellen,
sondern auch auf Gleichungen mit komplexen Koeffizienten anwendbar. So
nimmt z. B. die Gleichung
2+ (4 +i) 2+ (—2+260)=0 (3)
nach der Substitution z=u-v1 die Form
(ut4-4udvi—6u20? —tuvdi oY) (i) (u+vi) —2+26i=0
an, und diese Gleichung kann man in die beiden Gleichungen

wt —6uv? 41t 4u—v—2=0, ®
4ty —4udt+ut+4v+26=0
zerlegen. Man priift leicht nach, daB (6) die Losung u ~= 2, »; = — 1 besitat,

die zusammen die Losung 2, = 2 — 4 von (5) ergeben.
Man erhilt jedoch schon bei verhiltnismiBig kleinem » ein ziemlich kompli-
ziertes System der Form (4), so daB dieses Verfahren eigentlich nur in
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methodischer Hinsicht von Interesse ist. Hat man allerdings auf irgendeine
Weise bereits einen Naherungswert x, = a -+ b ¢ fiir eine komplexe Wurzel
von (1) bestimmt (etwa nach dem Verfahren von LOBATSCHEWSKI, falls (1)
reelle Koeffizienten besitzt), so wird damit unter Umstinden die Losung
von (4) vereinfacht, denn man kann ja jetzt von der Niherung
w~a und ;b

ausgehen und diese — etwa nach dem NEewToNschen Verfahren (§ 11) —
verbessern.

Wir erwithnen ohne Beweis, daB man einen bekannten Niherungswert
z,~2 « = a - b1 fiir eine komplexe Wurzel von (1) auch mittels

.t
MTET )
verbessern kann. Diese Formel entspricht dem iiblichen NEwTONschen Ver-
fahren fiir die Berechnung einer reellen Wurzel einer Gleichung mit einer
Unbekannten.!)
Aufgaben zu Kapitel IIL

20. Man berechne nach dem NEwTtoxschen Verfahren und nach dem Iterations-
verfahren, ausgehend von den angegeb Niherungen, die entsprechenden Ldsungen
mit einer Genauigkeit von 0,001:

a) 22°—y*—1=0,

Ty — y—4=0,
b) z4+3lgz—y*=0, xx~14, y~-135,
222 —zy— 5z+l—0 2~ 34, Y2 2,2,

21. Man berech d von graphisch bestimmten Niaherungen, die vier Paare

von Lésungen des Systems

z~12, y=17;

y=31, P4 zr=41

mit einer Genauigkeit von 0,001.

22. Man berechne, ausgehend von der Niherung

2~ 1,33, y~ 4,07,
die zugehérige Losung von
z=tgy, y=tgz,

mit einer Genauigkeit von 0,001.

28. Man zeige, daB der Realteil einer komplexen Wurzel 2 = u + iv einer Gleichung
dritten Grades

f(z) =ay2® + ;2% + a,x + a3 =0

erfillt. S f"" () — 3 (u)f (w) =

24. Man berechne, ausgehend von den Niherungswerten
zn~1, yy~—13, 7~16,
nach dem NEwTONschen Verfahren und dem Iterationsverfahren die zugehorige Losung
des Systems
z—~y+4+3z2—-7=0, 224+ y*—-22=0, z—y*+22-25=0
mit einer Genauigkeit von 0,01.

die Gleichung

1 Vgl z. B.A.H.{puaos, Jleuuuu o npudamxénunx sruncaenunx (A.N.KryLow,
gen fiber Niih g ), 6.-Aufl., Moskau 1954.

Vorl



Kapitel IV
GRAPHISCHE VERFAHREN

§ 14. Gleichungen in einer Unbekannten

In der Regel erhilt man mittels graphischer Methoden nur grobe Naherungs-
werte fiir die Losungen einer vorgelegten Gleichung. Ist eine groBere Ge-
nauigkeit gefordert, so kann man sie jedoch als Ausgangsniherungen nehmen,
die dann z. B. mittels des Iterationsverfahrens oder des NEWTONschen Ver-
fahrens verbessert werden.

Vorgelegt sei eine Gleichung der Form

f(z)=0. 1)
Um die reellen Nullstellen der Funktion f(z) zu bestimmen, zeichnet man die
Kurve y = f(x) und ermittelt diejenigen Abszissenwerte z;, z,, ..., in
denen diese Kurve die z-Achse schneidet. Diese Abszi te sind dann die
Nullstellen der Funktion f(z), denn es ist dort f(2)=y;=0.

In einigen Fillen ist die graphische Darstellung von f(z) leicht zu kon-
struieren. So geniigt es z. B. zur Losung der Gleichung a # — b =0 (fiir
hinreichend groBes a und b), zwei nicht zu nahe beieinander liegende Punkte
der Geraden y = a x — b zu bestimmen.

Bei dieser Art der graphischen Losung ist es manchmal zweckmiBig,
durchsichtiges Papier zu verwenden und auf dieses eine speziellere Kurve zu
zeichnen. So kann man z. B. mittels einer auf durchsichtigem Papier ge-
zeichneten Parabel y = 2 ohne weiteres die Wurzeln beliebiger quadratischer
Gleichungen 22 4 p z + ¢ = 0 ermitteln. Dazu braucht man nur den Scheitel

der ,,durchsichtigen* Parabel im Punkte (—%, q—%’) eines rechtwinkligen

Koordinatensystems anzulegen und ihre Achse parallel der y-Achse zu richten,
um dann die Wurzeln der gegebenen Gleichung als Schnittpunkte der Parabel
mit der z-Achse ablesen zu kénnen. In der Tat ist

@ =2+ potg=(a+5f +a—F,

so daB .
=19

ein Minimum der Funktion f(z) ist. Andererseits ist
7\ _ P\
-l

y=2+pr+gq

d.h.,
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ist die Gleichung der so angelegten ,durchsichtigen' Parabel in bezug auf
das gezeichnete Koordinatensystem.

In Abb. 7 sind die Kurven der folgenden Gleichungen dargestellt:
L 2—12¢—26=0,
2
_.%=0,6, q—%% —3, 24, T~ —12;
II. 2+ 52+ 6=0,
__ 1
3 7 '_Z »
L s*— 42+ 6=0,

2 =—38, Z=—2;

P_ _P_
—3=2 ¢ T=2

Da im Fall III die ,,durch-
sichtige* Parabel die z-Achse Y I
nicht schneidet, besitzt die

Gleichung III keine reelle d
Waurzel. 1 |
In komplizierteren Fillen
konstruiert man in groBtmog- Uy /,\
licher Nihe einer vermuteten NS —t I., —

Nullstelle (oberhalb und unter-
halb der z-Achse) Punkte der
Kurve y = f(z) und zeichnet
nach AugenmaB den vermut- 3
lichen Verlauf der Kurve. Man
konnte nun meinen, da man
allein aus der zugehdrigen
Tabelle mittels linearer Inter-
polation bereits einen der- Abb.7

artigen Niaherungswert finden

kann. Hierbei kann sich aber unter Umstéinden ein betrichtlicher Fehler
einschleichen, den man bei graphischer Konstruktion umgehen kann. So wiirde
man z. B. aus der Tabelle

| 3 4 5 8 1
f@]—12 —6 —12 12 08
bei linearer Interpolation den Néherungswert z, & 5,5 ablesen, withrend man

in einer Zeichnung eine niherungsweise parabolische Interpolation ausfiihren
wiirde, die auf z,~ 5,4 fithrt (Abb. 7).

Mitunter ist es zweckmiBig, die Gleichung (1) in der Form

Fy(z) = Fy(2) 2

-
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darzustellen und, nachdem man die Kurven y = F,(z) und y = Fy(z) ge-

ichnet hat, die Abszi 2y, Z,, ... der Schnittpunkte dieser Kurven zu
bestimmen (Abb. 8). Die gefundenen Werte z,, ,, ... sind dann Lisungen
der Gleichung (2) bzw. (1), denn fiir sie ist

Fy(x¢) = Fy(xr) .

Die Anwendung dieses Verfahrens ist immer dann besonders vorteilhaft,
wenn man mehrere Gleichungen

V! desselben Typus zu 16sen hat, bei

Y-F;(x) V=F7(X) denen die Funktion F,(x) stets
dieselbe ist, wihrend die Funktion

F,(z) verschiedene Formen anneh-
Z; men kann, wobei die zugehérigen

X 0 "z Kurven aber jeweils einfach zu
konstruieren sind. Man hat dann die

Kurve y = F,(x) nur einmal sorg-
fiilltig zu konstruieren und in die-
selbe Zeichnung die entsprechenden
Abb. 8 Kurven y = F,(z) einzutragen.

So ist z. B. die quadratische Gleichung

2taz+b=0
gleichwertig mit
2=—azxz—>b.

Man hat also nur einmal die Parabel y = 2* genau zu konstruieren um dann
fiir gegebenes @ und b aus dieser Zeichnung Naherungswerte fiir die Losungen
der Gleichung 22+ ax+ b= 0 als Schnittpunkte der Parabel mit der
Geraden y = — a z — b ablesen zu konnen. In Abb. 9 ist dies fiir die folgenden
Gleichungen durchgefiihrt:

L22—152z—356=0, z~28, z,~-—13;
II. 22+ 0,82+ 1,4 = 0; sie besitzt keine reelle Wurzel, da die Gerade
y=— 0,82z — 1,4 die Parabel y = 2? nicht schneidet.

IIL. 22+ 0,02z — 0,1 = 0; die Substitution z— % fiihrt suf die Gleichung

22+ 022x—10=0, und man entnimmt aus der Abbildung, da8
2~ 3,1, a2 —33 ist, so daB 2z, ~ 031, z,~~ - 0,33 gilt.
Dasselbe Verfahren kann man bei der Losung von Gleichungen der Form
P4 prt+g=0
anwenden (hier ist F)(z) = 2® zu setzen).
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Auf Gleichungen der Form
B2ta24+bzt+c=0
wendet man zunichst die Substitution z = — @ z an, die auf
b c
B=a— At
fithrt. Um diese Gleichung zu losen, zeichnet man zunichst die kubische

y

Abb. 9

Parabel y = 2® und legt an sie in passender Weise die ,,durchsichtige” Pa-
rabel y = 2% an; es konnen unmittelbar die Werte z,, x,, x; abgelesen werden,
aus denen sich die gesuchten Losungen vermoge
z=—az k=1, 2, 3)
ergeben.
Bei Gleichungen der Form
sinkz—az—b=0

liefert die Substitution z = %:
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Zur Bestimmung von z,, Z,, ... braucht man also nur in die Sinuskurve
15 T2
. . a o . .
y==sinz die Gerade y= £t b einzuzeichnen; z,, z,, ... ergeben sich

sodann unmittelbar.
Der Ubergang von Gleichung (1) zu Gleichung (2) ist offenbar auch dem
Ubergang zum Gleichungssystem
=F (z N
K 1(%) } @)
y="F,(z)

gleichwertig, von dessen Losungen allerdings nur die z-Werte interessieren
(die entsprechenden y-Werte werden nicht benétigt). Manchmal gelingt es
auch, die Gleichung (1) durch ein (in bezug auf graphische Konstruktionen)
einfaches System der allgemsineren Form

Pz, 9) = 0,}
p(, y)=0]

zu ersetzen, von dem man durch Elimination von y zu (1) gelangt. So ist
z. B. die Gleichung

(€]

#tax2t+bztc=0 (5)
einem Gleichungssystem der Form
22— y=0,
(z—aP+(@y—pr—r=0 ] ©
gleichwertig. Eliminiert man nédmlich aus (6) y, so erhélt man:
(@— a4 (@ — pr—1
= a2(1—28)— 2az+ o2+ F—r2=0. (T)

Setzt man also in (6)

b
a=—g,
ﬁ=l;a’ N (8)

so stimmen die Gleichungen (3) und (7) iiberein. Besitzt nun das System (6)
die Losungen (z,, ¥,), (%5, ¥») usw., 8o besitzt die Gleichung (5) die Losungen
Ty, Ty USW.

In graphischer Darstellung erscheint die erste Gleichung von (6) als die
Parabel y = 22, wihrend die zweite Gleichung durch den Kreis mit dem
Mittelpunkt C(x, ) und dem Radius r = Ja®+ 2 —¢ dargestellt wird.
Damit verfiigen wir iiber ein elegantes Verfahren zur graphischen Losung
von Gleichungen vierten Grades. Aus Abb. 9 ist dies unmittelbar zu ersehen.
Dargestellt ist dort die Losung der Gleichungen

I A—322+52—4=0,a=—25, =2, r=176,25-+4-44~3,73,

2~ — 2,4, 2,/ 1,2, x5, sind komplex.
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M oA —522—122428=0, a=86, =38, r~41l, x,,=2 (mehr-
fache Wurzel), z; , sind komplex.
I 22— 132 +4zx+2=0,a=—2, =17, r=~"715 z,~—3,7,
z,~— 03, 2~ 06, r,~ 34.

Graphische Lisung von algebraischen Gleichungen (Lillsches Verfahren).
Zur schnellen Losung von algebraischen Gleichungen mit reellen Koeffi-
zienten ist ein Verfahren vorteilhaft, das im Jahre 1876 von dem franzésischen
Ingenieur E.LILL entwickelt wurde. Wir wollen alles wesentliche am Bei-
spiel der Gleichung vierten Grades erliutern, ohne dabei die Allgemein-
giiltigkeit der Uberlegungen zu beeintrichtigen. Vorgelegt sei also eine Glei-
chung der Form

gt -a, 24 a2t azxt+ e, =0, 9)
deren linke Seite (die im folgenden mit F(x) bezeichnet werden soll) wir
etwas umformen wollen:

F@)={lmz+a)zt+alzta}zta,.
Fiir einen konkreten Wert z = z, kann man nun miihelos Strecken kon-
struieren, deren Lingen (bei fest gewihlter MaBeinheit) gleich
a4 T+ @y, (39 Zp+ @) Zp+
[(ao %o + a1) % + a5] 7 + a5, F()

sind. Dies geschieht nach einem sogenannten Poly h fiir F(x), das
folgendermaBen aussieht:

Man wihlt einen festen Ausgangspunkt O und eine passende MaBeinheit
und triigt nacheinander die folgenden Strecken an:

0A, = a, wird nach oben fiir ¢, > 0 und nach unten fiir @, < 0 angetragen.
Ay4, = a, wird nach rechts fiir a; > 0 und nach links fiir @, < 0 angetragen,
A, 4, = ay wird nach unten fiir @, > 0 und nach oben fiir a, << 0 angetragen,
A,A,5 = ay wird nach links fiir a3 > 0 und nach rechts fiir a; < 0 angetragen,
A,A, = a, wird nach oben fiir ¢, > 0 und nach unten fiir ¢, < 0 angetragen.
Der Streckenzug 04,4,4,4;4, ist .
das Polynomschema fiir F (). 44083
Fiir Gleichungen hiheren Grades wer- 7
den entsprechend auch die Strecken fiir
a5, ag, . .. angetragen. Ist ein Koeffi-
zient a; gleich Null, so hat auch die
entsprechende Strecke A4;_,4; die

Liinge Null, d. h., so fallen A;_; und Ao
A; zusammen. A

In Abb. 10 ist das Schema fiir die 0
Gleichung
Fz)=aA4+328—22— 421 4=0 (11)
"dargestellt. Abb. 10
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Fiir einen vorgegebenen Wert x, bestimmt man nun den im Intervall
(—%, %) liegenden Winkel ¢, dessen Tangens gleich #, ist, und bestimmt
mit seiner Hilfe den Streckenzug OByB,B,B; auf folgende Weise:

B, ist der Schnittpunkt der an die Strecke 04, im Punkte O mit dem

Winkel ¢ angetragenen Geraden mit der Geraden durch 4, und 4,,
B, ist der Schnittpunkt der im Punkte B, auf OB, senkrecht stehenden

Geraden mit der durch 4; und 4, bestimmten Geraden,

B, ist der Schnittpunkt der im Punkt B, auf B,B, senkrecht stehenden
Geraden mit der durch 4, und 4; bestimmten Geraden,

B, ist der Schnittpunkt der im Punkt B, auf B,B, senkrecht stehenden
Geraden mit der durch 4; und 4, bestimmten Geraden

(fir ¢ < 0 beginnt man dabei im Uhrzeigersinn und fiir ¢ > 0 im ent-
gegengesetzten Sinn).

Aus Abb. 10 ist unmittelbar zu entnehmen, daB

By, = 04, tgp = a, 7y,

Byd, = Bydy+ Aod) = ay 7, + @y,

B4, = Bod, tgp = (a %+ ay) %,

B4, = ByA; + 4,4, = (80 %+ a)) Ty + a5, (12)
ByA, = B, 4, tgp = [(8y %o + 1) %y + 5] 7,

Bydy = Bydy + 4,45 = [(ay %y + @) %+ ] %y + a3,
Bydy = B4, tg o = {[(a0 % + @1) %o + a5) % + a5} 2,
Byd, = Byd;+ A4, =F (%,).

In Abb. 10 sind der Streckenzug OB,B,B,B; fiir F(1) (hier ist tgp =1)
und der Streckenzug OBy B) B B; fiir F (— 2) (hier ist tg ¢ =—2) eingezeichnet.
Man entnimmt aus der Abbildung, da8

Byd,=+3=F()
gilt, was man auch durch unmittelbares Nachrech bestitigt. Da die
Punkte B und 4, zusammenfallen, ist F(— 2) = B34, =0,s0daB z=— 2
eine Wurzel der Gleichung (11) ist.

Man beachte, daB man es in (12) bei den Gleichungen vom Typ

Bidio1= Bidi + Zidigr
mit der Addition von gerichteten Strecken zu tun hat. Bei den Gleichungen
vom Typ BiA,~ B;_;A;tgp befindet sich das Vorzeichen des Produktes
in strenger Ubereinstimmung mit dem Vorzeichen der Faktoren, wovon man
sich miihelos an Hand von Abb. 10 iiberzeugt.

Der einer Wurzel der gegebenen Gleichung entsprechende Winkel ¢ wird
am einfachsten durch Probieren gefunden. Zu diesem Zweck benytzt man




§15. Die Losung von Gleichungen durch Nomogramme 381

zweckmiBigerweise durchsichtiges, kleinkariertes Papier, das man auf das
Gleichungsschema 04,4,4,4,4, unter einem gewissen Winkel zur Grundlinie
auflegt; man kann dann leicht mit dem Auge verfolgen, auf welche Punkte
By, By, B,, B, fallen; durch Drehen des durchsichtigen Papieres kann man
dann auch ohne weiteres die Lage finden, in der B; und A, zusammenfallen.

Besonders einfach ist die Ermittlung der néherungsweisen Richtung von
OB, fiir die Losungen einer quadratischen Gleichung, da es hier geniigt, auf
dem Mitteiglied Ag4, (oder seiner Fortset-
zung) des Schemas einen Punkt B, zu finden, 4, g 8 A
von dem aus die Strecke OA4, unter einem 0
rechten Winkel erscheint. Hierzu geniigt es,
iiber OA4, als Durchmesser den Kreis zu
zeichnen, dessen Schnittpunkte mit der 7]
Geraden durch 4, und 4, die Punkte B,
und B fiir die Wurzeln der betrachteten
Gleichung ergeben, durch die umgekehrt Ay 7
aber die Wurzeln auch vollkommen fest- Abb. 11
gelegt sind. In Abb. 11 ist die Lésung ’
der Gleichung

2?2 —4z4+2=0

dargestellt.

Bei Gleichungen dritten Grades ist es im
allgemeinen Fall nicht moglich, den einer Lo-
sung entsprechenden Polygon-
zug OB, B, B, allein mittels Zir-
kel und Lineal zu konstruieren.
Man kann jedoch aus Abb. 12
ersehen, wie man unter Ver-
wendung von zwei ,rechten
Winkeln“ durch Verschieben
ein Zusammenfallen von B, und
A, erreichen kann. Aus diesem Abb. 12
Grunde spricht man auch da- :
von, da8 Konstruktionsaufgaben dritten Grades, d.h. Aufgaben, bei denen
es sich darum handelt, eine Strecke zu konstruieren, deren Liinge einer Glei-
chung dritten Grades geniigt (z. B. das beriihmte Problem der Dreiteilung
des Winkels und das Problem der Verdoppelung des Wiirfels), mit Hilfe von
zwei rechten Winkeln gelst werden konnen.

§ 15. Die Losung von Gleichungen durch Nomogramme

Eine besondere Art von Methoden zur graphischen Losung von Gleichungen
bilden die Nomogramme. Unter einem Nomogramm versteht man dabei eine
spezielle Zeichnung, die fiir Gleichungen eines ganz bestimmten Typs kon-
struiert wurde und ein schnelles Auffinden der reellen Ldsungen jeder Glei-
chung dieses Typs gestattet.
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So kann man z. B. Nomogramme zur Losung von Gleichungen der folgenden

Typen angeben:
?+pz+q=0, @)
»+pr4g=0, 2
am—a=0, (3)
Btartt+brte=0
usw.

Je weniger Parameter ein Gleichungstyp enthilt, um so einfacher wird
das Nomogramm sein und um so schneller wird man fiir konkrete Parameter-
werte die Losungen der zugehorigen Gleichung bestimmen konnen.

Wir beschriinken uns hier auf die Behandlung der einfachsten Nomogramme
fiir Gleichungen der Typen (1), (2) und (3) mit zwei Parametern.

Den interessierten Leser verweisen wir beziiglich weiterer Einzelheiten auf
die Spezialliteratur iiber Nomographie, wo man insbesondere eine Theorie
der Konstruktion von ,,Fluchtlinientafeln‘ findet und wo auch allgemeine Kon-
struktionsprinzipien fiir Nomogramme fiir Gleichungen mit einer gréBeren
Anzahl von Parametern erliutert werden.

Im vorangehenden Paragraphen wurde gezeigt, daB es zur Losung von
Gleichungen der Form

2" +pr+g=0 )
geniigt, eine Kurve der Gleichung
y=a" 3)
anzufertigen und in diese die der Gleichung
y=—pz—g (6)
. geniigende Gerade eir ichnen;
52 3 6yh -6 {3_%; -15 die Abszi der Schnittpunkte
der Kurve (5) mit der Geraden (6)
-7 sind die Losungen der Glei-
chung (4).
~0,75 Man kann nun aber auch, an-
statt jeweils die Gerade (G) zu

7
i
a5 -05 konstruieren, sich auf durchsich-
025 -(,25 tigem Papier die Geradenschar
\ y=—pz fir verschiedene

T p-Werte aufzeichnen (Abb. 13).
\ Das ,,Transparent* muB dabei
\ denselben MaBstab wie die Zeich-

nung der Kurve (5) besitzen.
Man legt dann den Ursprung des
Transparentes auf den Punkt mit
der Ordinate — ¢ und sucht auf
dem Transparent die Gerade mit
dem p-Wert, der gleich dem
Abb. 13 Koeffizienten von # in der ge-
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gebenen Gleichung ist. Auf ihr kann man unmittelbar die Wurzeln der ent-
sprechenden Gleichung (4) ablesen.

Jedoch kann man Nomogramme fiir Gleichungen des genannten Typus
auch nach ganz anderen Prinzipien konstruieren. Wir betrachten z. B. die

Gleichung (1)
@?+prtg=0

Eine reelle Zahl z, ist sicher genau dann Wurzel der Gleichung (1), wenn
sie zu p und ¢ in der Beziehung

g=—%p—2} (O]
steht. Wenn man nun auf der Abszissenachse den Wert von p und auf der
Ordinatenachse den Wert von ¢ abtriigt, so definiert in diesem System die
Beziehung (7) eine gewisse Gerade (der Steigung — z, und mit dem Ordinaten-
abschnitt — zZ). Die Koordinaten jedes Punktes dieser Geraden sind Koeffi-

zienten einer gewissen quadratischen Gleichung, die die Zahl z, als Wurzel
besitzt.
So entspricht z. B. in Abb. 14 der Geraden MN mit der Gleichung
1 1
9=3P— 3%

der Wert xy = — 0,5. Daher besitzen z. B. die zu den auf der Geraden MN
liegenden Punkten (1; 0,25), (— 1,5; — 1) gehorenden Gleichungen

24+24+025=0, 2—152—1=0
die Wurzel z = — ~21-

Die Zeichnung mit der Geradenschar (7) fiir verschiedene Werte von z,
ist eine sogenannte Netztafel der Gleichung (1). Zur Ermittlung der Wurzeln
von (1) fiir gegebenes p und g braucht man auf ihr nur den Punkt (p, ¢) auf-
zusuchen und die zu den durch diesen Punkt gehenden Geraden gehérenden
Werte von x, zu bestimmen. So gehen z. B. durch den Punkt (— 3, 2) die
Geraden mit den zugehorigen Werten 2, = 1 und z, = 2, so daB die Gleichung
22 — 3 x4+ 2= 0 diese als Wurzeln besitzt.

Wir wollen mit Hilfe von Abb. 14 noch die Wurzeln der Gleichung

24+2x—1=0
bestimmen. Zwar gibt es in ihr keine Gerade, die genau durch den Punkt
(1, — 1) geht. Jedoch kann man leicht nach AugenmaBl abschitzen,
welche Werte dieser Geraden in einem Nomogramm mit sehr dichten Netz-
linien entsprechen wiirden; es sind dies z;~ 0,6 und z,~ — 1,6.

Die Genauigkeit der Losungen wird um so groBer, je dichter die im Nomo-
gramm aufgenommenen Werte beieinander liegen.

In Abb. 14 gibt es Punkte, durch die in einem noch so genauen Nomogramm
sicher keine Netzlinien hindurchgehen. lhnen entsprechen Gleichungen mit
komplexen Wurzeln. Man sieht leicht, dai ,alle diese Punkte oberhalb der

Parabel =7 2 liegen, d. h., da8 fiir diese ———q<0 ist.
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Das in Abb. 14 dargestellte Nomogramm wird eine Netztafel genannt, weil
es im wesentlichen ein Netz aus drei Kurvenscharen enthilt:1)

Abb. 14

1. Die oben betrachteten Geraden z = const,
II. Die zur Abszissenachse parallelen Geraden ¢ = const,
III. Die zur Ordinatenachse parallelen Geraden p = const.
Ein gewisser Nachteil der Netztafeln besteht darin, daB die in ihnen ent-
haltene groe Anzahl von Kurven das Aufsuchen der Losungen erschwert.
Bedeutend einfacher und iibersichtlicher sind die sogenannten Flucht-
linientafeln.
Wir betrachten z. B. die Gleichung
" —a=0. 3)
Zur Ermittlung der positiven Wurzel von (3) (fiir @ > 0) logarithmieren wir
die Gleichung und erhalten
1 g
Igz= 7 Iga. 3)

Auf zwei parallelen Geraden (Abb.15) C;4A und C,X seien sogenannte
logarithmische Skalen aufgetragen, d. h. Skalen, auf denen bei gegebener MaB8-
einheit £ die Abstinde C;D und C,B vom Anfang der Skala zu Punkten a

1) In Abb. 14 eind die Kurvenscharen II. und III. nicht eingezeichnet. Wird das Nomo-
gramm auf Millimeterpapier dargestellt, so braucht nur die Kurvenschar I. kon-
struiert zu werden.
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8 14 4

bzw. x den Gleichungen
C\D=Eiga,

) C,B=Elgx
geniigen.

Es sei nun  ein Punkt der Geraden C,C,, fiir den Gt = n gilt. Wegen der
2

Khnlichkeit der Dreiecke SC,D und SC,B ist offensichtlich g:_’;_‘—‘;%:, s0
daB _

1

l_if:;=” (8)

gilt.

/1 ol-g2 Py
%07 Gz G4 60867 B2 04 a;9|7 234 610 20040 80700 %

Abb. 15

Um also (3) fiir gegebenes 7 und a zu 16sen, braucht man nur entsprechende
Punkte S und: D auf den Geraden C,C, bzw. C;4 des Nomogrammes zu he-
stimmen und mit Hilfe eines Lineals den Punkt B auf der Geraden C,X zu
ermitteln, der mit S und D auf einer Geraden liegt (daher Fluchtlinientafel!).
Der auf der Skala B gefundene Wert ergibt die gesuchte Losung von (3).

Entsprechend kann man das in Abb. 15 dargestellte Nomogramm auch zur
Losung von Gleichungen der Form

b*—a=0 9

verwenden. Hierbei werden auf den Geraden Cy4 und C,X die Punkte mit
den Skalenwerten a und b bestimmt und anschlieBend der gesuchte Wert z
auf der Geraden C,C, ermittelt. In Abb. 15 sind Losungen fiir die folgenden
Aufgaben eingetragen:

I 22— 0,2 = 0; die positive Losung ist z, ~ 0,45;
I 22— 20=0, z,~ 2,7;
IIL. 0,4*— 01 =0, 2~ 2,5.
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Als niichstes wollen wir die Konstruktion von Fluchtlinientafeln fiir Glei-
" ungen der Form (1), (2) usw. beschreiben:
Wir konstruieren in der z, y-Ebene die durch die Gleichungen

z= 1
=10
re (10)
Y="1+=
gegebene Kurve (hierbei ist z der laufende Parameter; eliminiert man ihn
aus diesen Gleichungen, so ergibt sich y = — (1;:)

Man stellt miihelos eine Tabelle fiir die zu verschiedenen Parameterwerten =
gehorenden Werte von z und y auf. Fiir s = 2 ist z. B.

z |0 1 2 3 4 9 oo —-0,5 |1 —09
z{1| o5 | vy, [ 025 02 [...] 01 [...] o 2 10
y| 0| —05|—4|—22| 32 ~81 —oo [ —05 | —821
2| —099 | —1 ] —101 | —15] —2 | —3 —11 —oo
z| 100 f4oof —10| —2 | =1 | =05 [...[ =01 ... 0
y| —8801 |Feol 1201 | 45 4 4.5 12,1 +oo

Wir markieren nun in einer Zeich-
nung die den gefundenen Zahlen-
paaren (z, y) entsprechenden Punk-
te und setzen neben jeden Punkt
den zugehérigen z-Wert. Dies liefert
eine ,krummlinige” Skala fiir die
Variable z. Fiir s = 2 ist dies eine
Hyperbel, diein Abb. 16 dargestellt
ist.

AuBlerdem tragen wir auf der
y-Achse die gleichmiiBige p-Skala
und auf der zu ihr parallelen Ge-
raden AB die gleichmiflige q-Qka.ln.

% ab. Wiblt man nun fiir eine ge-
gebene Gleichung

24 pztq=0 (11)

auf diesen Skalen die Punkte

C(0,p) und D(1,q), so schnei-

-3 det die Gerade CD die konstruierte

4 Kurve im allgemeinen in gewissen

Abb. 16 Punkten E und F, die gewissen




§ 15. Die Losung von Gleichungen durch Nomogramme 387

z-Werten z, und z, entsprechen (im Fall s > 2 konnen natiirlich auch noch
mehr Punkte auftreten).
Auf Grund eines bekannten Kriteriums dafiir, daB die Punkte C 0, p),

D (1, ¢) und E(—l—%;,—%) auf einer Geraden liegen, erhalten wir:
1 0 P
1 1 q =0
1 2f

1 1z 14z
L ? _.7 _ i i
oder — m-}- 4= Al vy =0, woraus sich unmittelbar

A+p2+9=0 a2)
ergibt.

Abb. 17

Die Bedingung (12) zeigt, daB der zu E gehorende z-Wert eine Wurzel
der Gleichung (11) ist. Dasselbe gilt natiirlich fiir die anderen Schnittpunkte
der Geraden CD mit der krummlinigen z-Skala.
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‘Wir bemerken, daB sich die positiven z-Werte an den Punkten des Zweiges
der Kurve befinden, der von der y-Achse und der Geraden A B eingeschlossen
ist. Dieser Zweig gestattet es also bereits, die positiven Wurzeln der Glei-
chung (11) zu ermitteln. Man kann sich aber iiberhaupt jeweils auf diesen
Zweig beschrinken, da man die negativen Wurzeln der Gleichung (11) erhiilt,

wenn man in ihr die Substitution z = — ¢ ausfiihrt, also zur Gleichung
(—tp—pt+g=0,
d. h. zur Gleichung
t—pt+qg=0 (13)
fiir gerades s und zur Gleichung
t*4+pt—qg=0 (14)
fiir ungerades & iibergeht und deren positive Wurzeln ¢,, 4, ... bestimmt.

In Abb. 17 ist das Nomogramm fiir die positiven Wurzeln der Gleichungen (1)
und (2) dargestellt, wobei die MaBeinheit auf der x-Achse groBer als die auf
der y-Achse gewihlt ist.

In das Nomogramm sind die L6 fiir die Gl

2462—15=0 (3~ —53, 2,~03);
—224+6=0 (23,~—2,2; die Gleichung besitzt keine positive Wurzel)
eingezeichnet.
Die in den Abbildungen 14, 15 und 17 dargestellten Nomogramme sind
natiirlich nur erliuternde Zeichnungen. Fiir praktische Berechnungen miissen

selbstverstindlich groBere Nomogramme, die mit feineren Skalen hzw.
dichteren Geradennetzen versehen sind, verwendet werden.

s h

§ 16. Graphische Liosung von Gleichungssystemen

In § 11 haben wir bei der Bestunmung einer Ausgangsna.herung fiir die
eines Gleich ystems in zwei Unbekannten bereits ein graphisches
Verfa.hren verwendet. In’ § 14 haben wir darauf hmgemesen, daB es bei Glei-
chungen vierten Grades mitunter zweckmifig ist, sie durch ein graphisch
einfach zu lésendes Gleichungssystem zu ersetzen.

Vorgelegt sei nun allgemein ein Gleichungssystem der Form

P(z, y)=0, ¥(z, y)=0. 1)
Zur Ermittlung der reellen Losungen dieses Syst sind die Schnittpunkte
der diesen Gleichungen entsprechenden Kurven zu bestimmen, da die Koordi-
naten der auf beiden Kurven liegenden Punkte (z,, ¥,), (%3, ¥,) usw. beide
Gleichungen erfiillen und damit Losungen des Systems (1) sind.

Die Konstruktion dieser Kurven wird wesentlich vereinfacht, wenn die
Gleichungen nach einer der Unbekannten aufgelost oder beide Unbekannten
als Funktionen ein und desselben Parameters ausgedriickt werden kénnen
(vgl. z. B. § 15, Konstruktion von Abb. 16). Es empfiehlt sich, die Kurven
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zuniichst in kleinem MaBstab mit Hilfe verhiltnismiBig weit inand
liegender Punkte zu konstruieren und sich dadurch grobe Naherungswerte
fiir die Losungen zu verschaffen. Sodann werden die Kurvenstiicke, die sich
an die Schnittpunkte anschlieBen, in
groBerem MaBstab gezeichnet, wodurch % 1

die Losungen mit gréBerer Genauigkeit 25
erhalten werden. Danach kann man .
dasselbe Verfahren nochmals wieder- 0 05 7.0 75 X
holen oder die erhaltenen Werte nach
dem NEWwTONschen Verfahren oder
dem Iterationsverfahren rechnerisch _g 5t
weiter verbessern.

Als Beispiel betrachten wir das

System

z—cosy— 0,44 =0, -1.0f

y-+sinz—0,23=0.

Eine grobe Skizze der Kurven
y=023—sinz, =044} cosy

zeigt, daB eine Losung dieses Systems in der Umgebung der Stelle (1; — 0,5)
zu suchen ist.

Sodann zeichnen wir die Kurven in einem kleincren MaBstab, wobei wir
die Koordinaten ihrer Punkte folgend Ben berechnen?):

Abb. 18

z | 0,5 0,75 1 1,25 1,5
y=023_sinz| —025 —045 —061 —072 —0,77

y | 0 —025 —05 —075 —1
z=044+cosy | 1,44 1,41 1,32 1,17 0,98

Aus der dem System entsprechenden Abb. 18 ist zu ersehen, da8 sich die
Kurven in der Nihe des Punktes (1,2; — 0,7) schneiden.

Fir die Umgebung dieses Punktes stellen wir nun eine ausfiihrlichere
Tabelle auf:

z | 1,18 1,2 1,22
y=023—sinz | 0,6946 07020  0,7091
y | —068 —0,7 —0,72
z=044fcosy | 12176 1,248  1,1918
Der entsprechenden Abb. 19, die in gréBerem Mafstab gezeichnet ist,
mer bnung von Funkti ten der A t selbst und Werte

der trigonometrischen Funktionen des Argnmentwertes auftreten, verwendet man
zweekmlﬂlgerweue trigonometrische Tafeln, in denen die Argumente im Bogenma8
ausgedriickt sind.
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entnimmt man:
z~ 1,204, y,~—0,704
Im sllgemeinen ist die Konstruktion einer durch eine Gleichung der Form
F(z, y) = 0 gegebenen Kurve eine zeitraubende Angelegenheit, denn man
hat zur Bestimmung der einem gegebenen
Wert « = z, zugeordneten y-Werte die Glei-

-0,68 chung
.69 F(zy, 9)=0 @
' zu losen. Hierbei kann man unter Umstin-
N~ ischen Hilfsmitteln einiges er-

T Y7 de.n mit analyt s g
4 reichen, indem man zunichst evtl. vorhan-

0,77, dene Asymptoten, Wendepunkte usw. der

| Kurve bestimmt; eine Losung von Gleichun-

0,72 gen der Form (2) wird man jedoch in der
Regel nicht umgehen konnen.

Abb. 19 Besonders einfach ist die graphische Losung

von linearen Gleichungssystemen in zwei Unbekannten:
a11+b1y=°x:} 3
ar+by=c,. @)
Hier braucht man fiir jede der Gleichung nur zwei (nicht zu dicht beieinander-
liegende) Punkte zu bestimmen und diese mittels eines Lineals durch eine
Gerade zu verbinden. Bei nicht zu groBen und einigermaBen ,,runden Koeffi-
zienten ist es natiirlich nicht notwendig, dieses graphische Verfahren an-
zuwenden. Es ist jedoch sehr brauchbar, wenn die Koeffizienten umfangreich
sind (wie dies in § 11 beim NEwTONschen Verfahren bei der Bestimmung
der Korrekturen @ und f und in § 12 beim Iterationsverfahren bei der Er-
ittlung der Koeffizienten o, §, y, 4 der Fall war).
Bei drei Gleichungen mit drei Unbekannt

f(z, ¥, 2)=0, 4)
oz, y, 2)=0, (6)
vz, ¥, 2)=0 ©

sind die den Gleichungen entsprechenden geometrischen Bilder Flichen.
Losung des Systems sind die Koordinaten der Punkte, die auf allen drei
Flichen liegen. Der Grundgedanke des Verfahrens, das zur Ermittlung der
Schnittpunkte von drei Flichen aus einer Zeichnung verwendet wird, ist
auBerordentlich einfach: Man setzt in (4) bis (6) fiir 2z einen festen Wert z,
ein; fiir (4) ergibt dies z. B. die folgende Beziehung zwischen z und y:

f(z, y, z9)=0. (W)
Die Projektionen dieser Schnitte auf die z, y-Ebene sind Kurven, die man

Niveaulinien der entsprechenden Flichen nennt. Sie werden gezeichnet, und
an sie wird der Wert 2, geschrieben. Hat man nun fiir jede der Gleichungen
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in ein und derselben Zeichnung eine Schar von Niveaulinien etwa fiir die
Werte z=0,1,2, ..., —1, — 2, — 3, ... gezeichnet, so erhilt man,
wenn man die zu gleichen z-Werten gehérenden Schnittpunkte der Niveau-
linien von (4) und (5) nach wachsenden Werten von z miteinander verbindet,
eine Kurve, die Projektion der Schnittkurve der Flichen (4) und (5) ist.
Entsprechend findet man die Projektion der Schnittkurve der Flichen (4)
und (6). Die Schnittpunkte dieser beiden Kurven in der z, y-Ebene liefert
die gesuchten Losungen (die z-Werte der Losungen sind gleich den zu diesen
Schnittpunkten gehérenden z-Werten, die man aus den z-Werten der be-
nachbarten Niveaulinien nach AugenmalB bestimmt).
Das geschilderte Verfahren soll an einem Beispiel erliutert werden.
Beispiel. Zu losen ist das Gleichungssystem
z—y+3z—7=0,
2+ P —22=0,

z—y*+22—25=0,
das wir auch in der Form

y=z+32—1, 8)

2pypr=2, ©

z=y—22+25 (10)

schreiben kénnen. Fiir z =1, 2, 3, ... erhalten wir aus diesen Gleichungen

Geraden bzw. Kreise bzw. Parabeln. In Abb. 20 sind die Projektion (8—10)

J

(-1)
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der Schnittkurve der Flachen (8) und (10) und die Projektion (9—10) der
Schnittkurve der Flichen (9) und (10) eingezeichnet (die entsprechende
Kurve (8--9) ist nicht eingezeichnet, sie muB aber auch durch die Punkte
A, B, C, D hindurchgehen).

Die Kurven (8— 10) und (9— 10) schneiden sich in den Punkten 4, B, C, D,
denen die Losungen

3y~ L5, A, 23N —29, 1N —4,
y~20, =~ —13, y~-—09, y,~13, (11)
5y~ 25, 5~ 186, 23”2 3, zg 41

entsprechen.

Die erhaltenen Niherungswerte konnen natiirlich graphisch noch ver-
bessert werden, Zu diesem Zweck braucht man nur die Flichenteile, die an
die gefundenen Schnittpunkte angrenzen, in groBerem MaBstab auf ent-
sprechende Weise zu zeichnen.

Das Zeichnen der Niveaulinien ist im allgemeinen Fall eine sehr kompli-
zierte Aufgabe. Hierbei kénnen auf durchsichtiges Papiergezeichnete spezielle
Kurven wertvolle Dienste leisten. Im betrachteten Beispiel ist eine ,,durch-
sichtige* Parabel z = y? sehr niitzlich.

Besonders einfach lassen sich wieder lineare Gleichungssysteme l6sen, da bei
ihnen die Niveaulinien Scharen von parallelen Geraden bilden. Ebenso sind die
Projektionen der Schnittgeraden der den Gleichungen entsprechenden Ebenen
ihrerseits Geraden. Hierdurch wird die Konstruktion wesentlich vereinfacht.

In Abb. 21 ist eine Losung des Gleichungssystems

152—15y—2,22—05=0,
08z+1,7y+2—42=0, (12)
23z —14y+22—38=0
dargestellt. Man bringt z. B. die dritte Gleichung auf die Form
2: —38

Y 0) Tae S

und bestlmmt fur z=0 und

beliebige Werte von z die zu-
" m gehorigen Werte von y. Das-
selbe wiederholt man fiirz=1.
Auf diese Weise erhdlt man
zwei Niveaulinien der dritten
Ebene. Entsprechend verfahrt

! 2 J 4 5 X man bei den anderen Ebenen.

) \ Die notwendigen Berech-
(1-1) nungen kann man einfach auf

m @ dem Rechenschieber ausfiih-

ren, da in der Regel keine
allzugroBe Genauigkeit gefor-
Abb. 21 dert wird.
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Der Abb. 21 ist zu entnehmen, dafl =, =~ 2,1, y, =~ 1,3, z; =< 0,3 gilt.

'Wir erwithnen abschlieSend, dafl es auch fiir lineare Gleichungssysteme mit
einer groBeren Anzahl von Unbekannten ein einfaches graphisches Losungs-
verfahren gibt, das allerdings auf anderen Prinzipien beruht.!) Die graphische
Losung von beliebigen Gleichungssyst mit mehr als drei Unbekannten
ist dagegen auBerordentlich kompliziert.

Aufgaben zu Kapitel IV
25. Wieviel reelle Losungen besitzt die Gleichung
10sinz — z =0?
Man bestimme die kleinste positive Lésung mit einer Genauigkeit von 0,01.
26. Die irrationale Losung der Gleichung
2F —42=0
von 0,001 zu bestimmen.

ist hisch mit einer G igkei

grap

27. Das Gleichungssystem
241z —215y =032, 045z— 1,14y =16
iet graphisch zu lésen.
28. Man zeige, daB jede kubische Gleichung
a2 + a, 2% + a;z + ag =0
durch eine Substitution der Form z = « z auf die Form
24224+ A2+ B =0

a ebracht werden kann. Sodann gebe man ein hisches L verfakren fiir kubisch
leichungen an, welches sich auf diese Transformation stiitzt.

29. Man lése mittels des auf Seite 378 angegebenen Verfahrens die Gleichungen
a) 24 —14224 24 2—8=0, c)zt+ 2224+ 2+ 2=0,
b) 2t — 72 —42—20 =0, d) 2+5z—11=0

(im letzten Fall gelangt man durch Multiplikation beider Seiten mit z zu einer Gleichung
vierten Grades, welche die triviale Losung z = 0 besitzt).

80. Man lése nach dem Lirischen Verfahren die Gleichungen

a) P4 224+ 2—T7=0, d3a*+2—2=0,
b)azt+22—2—1=0, e) a*+4z2+4=0,
¢) P —2 =0, f) 22 —4z+5=0.
81. Man bestimme graphisch die kleinste positive Losung des Systems
z=tgy,
y=tgzw

mit einer Genauigkeit von 0,01.

1) Slehe I. H I‘ononnnﬂ Tpagnueckan mareMatnka (D. N. GoLown1N, Graphische
), Mosl grad 1931, Seite 130—134.
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82. Man konstruiere in einem groBen MaBstab Fluchtlinientafeln fiir die Glei-
chungen (1) und (2) aus § 15 und verwende sie zur Losung der Gleichungen

a) 328 —1lz— 4=0,
b) 52+ 82—13=0,
e) 2#—10z+ 2=0.
88. Man l6se durch Einzeichnen von Geraden in die Parabel y = 2* die Gleichungen
a) 28— 0,06 z + 0,0007 =0,
b) 60 2* —z—0,01 =0
(vorher fithre man eine Substitution z = « z aus).

84. Man ermittle durch Ubergang zu immer gréBeren MaBstiben die Ldsungen
des Systems (12) aus § 16 mit einer Genaulgkext von 0,01.

85. Man ittle durch Ub B8 MaBstaben die Losungen
des Systems aus den Gleichungen (8), (9), (10) a,ua § 16 mit einer Genauigkeit von 0,01.




ANHANG

1. Kurze historische Angaben

Vor verhéltnismaBig kurzer Zeit offenbarte die Entzifferung von Keil-
schrifttafeln, jener Denkmiler babylonischer Kultur, daB die Babylonier
bereits am Anfang des zweiten Jahrtausends vor unserer Zeitrechnung ziem-
lich umfangreiche mathematische Kenntnisse besaBen.

Thnen war unter anderem die Néherungsformel

VEFR~aty (i b<a)

fiir die Berechnung der Quadratwurzel bekannt. Dariiber hinaus vermochten
sie bereits Aufgaben zu losen, die auf quadratische und sogar einfache kubische
Gleichungen fithren. So fiihrt z. B. eine der iiberlieferten Aufgaben auf die
Lésung der Gleichung

125 4 =14 o

(in heutiger Schreibweise). Zum besseren Verstiindnis erinnern wir daran, daB
die Babylonier ein Sexagesimalsystem verwendeten.

Durch Multiplikation beider Seiten mit 122 wurde sie auf die Form

(122)° + (122)* =4 - 60412
gebracht und daraus auf
12z=6

geschlossen.

Die Losung der auf diese Form transformierten Gleichungen wurde mit
Hilfe von (ebenfalls iiberlieferten) speziellen Tabellen vollzogen. In heutiger
Schreibweise sieht eine solche Tabelle etwa folgendermaBen aus:

wenn 22 422= 2, so z=1,

wenn 23 -4+22=12, so z2=2,
wenn 28 +422=5.602+ 4-60412, so z=26,
wenn 28-422=5.602-1+40-604+12, so z=27 usw.

Den Agyptern, deren Kultur sich parallel der babylonischen Kultur ent-
wickelte, waren Gleichungen zweiten und dritten Grades wahrscheinlich un-
bekannt. Uber die mathematischen Kenntnisse der Agypter koénnen wir
allerdings im Grunde nur nach zwei Papyri urteilen, dem Londoner Papyrus
(Papyrus Rhind) (550X 32 cm) und dem Moskauer Papyrus (550 X8 cm).

Eine der in diesen Papyri vorhandenen Aufgaben fiihrt (in moderner
Schreibweise) auf Gleichungen der Form

axtbztcxt---=d,
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wobei @, b, ¢, ... ganze Zahlen oder Briiche waren, deren Zéhler gewdhnlich
gleich Eins war.

Zur Losung derartiger Gleichungen verwendeten die Agypter das folgende
Verfahren, das spiter den Namen ,,regula falsi® erhielt. Man berechnete fiir
irgendeinen Wert z = z; den Wert der linken Seite der Gleichung

ax,+ba,tcx 4 =d;
Sodann wurde die gewahlte Zahl z, durch den erhaltenen Wert dividiert
und das Resultat mit d multipliziert (z: zd),

In spiiterer Zeit spielte in verschiedenen Lindern ein Verfahren eine Rolle,
welches seinem Wesen nach mit der in § 7 behandelten linearen Interpolation
iibereinstimmt.

Die Inder behandelten mit seiner Hilfe Aufgaben, die vom heutigen Stand-
punkt aus auf lineare Gleichungen fiihren und bei denen es sogar genaue

Werte liefert. Der arabische Mathematiker AL-Ka®aGi (11. Jahrhundert) ge-
wann mit Hilfe der linearen Interpolation die Formel

r
Va’-}—r%a-{—ém,

wihrend LEONARDO VON P1sa (1202) auf dhnlichem Wege die Formel

3 T
fo+r~at3mraaTi

ableitete. Wir erwihnen, daB er, wahrscheinlich gleichfalls mit Hilfe der
linearen Interpolation, die positive Wurzel der Gleichung

P4+2224 102 =20

mit groBer Genauigkeit berechnete: z, =1°22'7" 42" 331V 4" 40"! (im
Sexagesimalsystem). Der Fehler des von ihm gefundenen Wertes ist kleiner
als 1010,

Die griechischen Mathematiker hatten einen verhiltnismiBig geringen Ein-
fluB auf die Entwicklung von numerischen Losungsmethoden. Die griechischen
Geometer des 5. bis 1. Jahrhunderts vor unserer Zeitrechnung interessierte
die berechnende Mathematik (Logistik) in der Regel sehr wenig. Selbst in
den Werken (z. B. bei ARCHIMEDES), in denen vom Quadratwurzelziehen
die Rede ist, finden sich keine genaueren Hinweise dariiber, wie diese Operation
auszufiihren ist. Erst in der ,,Metrica® des HERON VON ALEXANDRIA (er
lebte etwa im 1. bis 2. Jahrhundert unserer Zeitrechnung, eventuell etwas
eher) findet sich ein Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel, welches
in unserer heutigen Schreibweise etwa in der Form

V,—fm l(a—i—‘i)

ausgedriickt werden konnte, wobei @ ein zu kleiner und = em zu groler Nihe
rungswert fiir die Wurzel ist.
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Den Griechen waren sicherlich auch andere Verfahren zur Berechnung von
Quadratwurzeln und sogar von Kubikwurzeln bekannt. Die uns iiberlieferten
Texte gestatten aber nur mehr oder weniger ungenaue Aussagen sowohl iiber
das Wesen als auch iiber die theoretischen Grundlagen dieser Verfahren.
Einige Mathematikhistoriker nehmen an, daf3 die griechischen Mathematik
ihre Naherungsformeln mit Hilfe der linearen Interpolation gewonnen haben.
‘Wahrscheinlicher ist es jedoch, daB die Herleitung dieser Formeln in der
,,geometrischen Algebra® zu suchen ist, die fiir die griechische Mathematik
kennzeichnend ist.

PTOLEMAUS (2. Jahrhundert u. Ztr.) berechnete bereits Quadratwurzeln im
Sexagesimalsystem nach dem heute iiblichen Algorithmus.

Bei geometrischen Aufgaben, die auf Gleichungen dritten Grades fithren
(vgl. die Gleichungen (5) und (6) der Einleitung), interessierte die Griechen
mehr die geometrische Konstruktion der entsprechenden Strecken als die
Berechnung der Losungen.

Die heute iiblicherweise verwendeten Algorithmen zur numerischen Be-
rechnung von Quadrat- und Kubikwurzeln, bei denen die gesuchten Wurzeln
Ziffer fiir Ziffer berechnet werden, waren bereits im 6. Jahrhundert unserer
Zeitrechnung den Indern bekannt (selbstverstindlich in einer #uBerlich
anderen Form). Von den Indern stammt bekanntlich auch die positionelle
dezimale Bezeichnungsweise der Zahlen.

Durch die Araber kam dieses Verfahren nach Europa. Um 1600 gelang
es VIETA, dieses Verfahren zur Berechnung der Wurzeln von algebraischen
Gleich zu verwenden. Aber erst nach der Veroffentlichung des HORNER-
schen Verfahrens (im Jahre 1819), durch das die bei der ViETAschen Methode
notwendigen Transformationen auf eine iihersichtliche Form gebracht wur-
den, erlangte es die in § 4 beschriebene Gestalt.

Gegen Ende des 16. Jahrhunderts schuf NEWTON seine Methode zur
numerischen Losung von Gleichungen, der RAPHSON die in § 7 dargelegte
Form gab. Etwa zu derselben Zeit entstand auch das Iterationsverfahren.

Die Untersuchungen LAGRANGEs (17. Jahrhundert) zur Theorie der Ketten-
briiche fiihrten unter anderem zu dem in § 5 beschriebenen Losungsverfahren.

Das von N. I. LoBATSCHEWSKI entdeckte Losungsverfahren war ein groBer
Schritt vorwirts, gab es doch dem Rechner ein brauchbares Verfahren zur
Berechnung sowohl der reellen als auch der komplexen Wurzeln von alge-
braischen Gleichungen an die Hand.

Technische Entwicklungen, die keine groie Genauigkeit erforderten, lieBen
am Ende des vorigen Jahrhunderts die graphischen Methoden, insbesondere
die Nomographie, entstehen.

Heute ist die Aufmerksamkeit der Mathematiker besonders auf die Ent.
wicklung numerischer Losungsmethoden fiir spezielle algebraische Gleichungen
(die sogenannten charakteristischen Gleichungen oder Sikulargleichungen) ge-
richtet, die eine groBe Rolle in der Mechanik, der Astronomie, der Algebra usw.
spielen. Eine der besten Methoden zur Lésung von charakteristischen
Gleichungen stammt von A.N. KryLow.
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2. Ratschliige ftiir den Lehrer und empfehlenswerte Literatur

In dem vorliegenden Artikel sind selbstverstindlich bei weitem nicht alle:
wesentlichen Verfahren zur numerischen und graphischen Lésung von Glei-
chungen auch nur erwiihnt, und dies ist auch gar nicht notwendig. Uns kam
es darauf an, daB der Leser nach dem Studium dieses Artikels und nach dem
Durcharbeiten der Aufgaben davon iiberzeugt mt daB man die Lgsungen
von beliebigen Gleichungen und Gleich (beim Vorhand
der entsprechenden Tafeln) mit beliebiger Gena.ulgkelt berechnen kann.

Die Aufmerksamkeit der Lehrer sollte man besonders noch auf zwei im
vorangehenden Artikel nicht behandelte Fragen lenken: 1. Die graphische
Lésung von Gleichungen durch Konstruktion graphischer Darstellungen der
logarithmischen Funktionen, wobei man zweckmiBigerweise sogenanntes
logarithmisches Papier verwendet. 2. Die graphische Lésung von linearen
Gleichungssystemen mit mehreren Unbekannten. Beide Fragen werden in
dem unten angegebenen Buch von GOLOWNIN ausfiihrlich behandelt. Sie
eignen sich gut als Material fiir mathematische Arbeitsgemeinschaften

Die im vorangehenden angegebene Aufgabensammlung kann nach Belieben
vom Leser selbst erweitert werden. Man kann hierzu den Rat geben, entweder
Gleichungen mit von vornherein bekannten Liosungen aufzustellen, wie z. B.

f(x)=(22— 42+ 5)(2P—2z—T)=aA—52°+ 222+ 232—35=0,
oder zufillig gewonnene Gleichungen oder Gleichungssysteme mit Hilfe ver-
schiedener Methoden numerisch zu ldsen, was eine gute Kontrolle fiir die
Richtigkeit des Ergebnisses gewihrleistet.
Wir wollen den Lehrer noch besonders auf die in den §§ 14 und 16 dar-
tellten graphi Lo verfahren hinweisen, mit deren Hilfe man die
reellen Losungen von Glelohungen in einer Unbekannten und von Gleichungs-

y in zwei Unbekannten mit beliebiger Genauigkeit erha.lben kann.

Die Losung von algebraischen und einfachen tr denten Glei

ittels Tabellen oder graphischer Verfahren sollte man auch noch desha.lb
empfehlen, da sie dem Schiiler helfen, die Bedeutung der Winkelmessung im
BogenmaB, die Bedeutung der graphischen Darstellung von Funktionen usw.
zu erkennen.

‘Wir bemerken bei dieser Gelegenheit noch, daB bei der Konstruktion von
Kurven und im sllgemeinen auch bei der Anwendung von numerischen
Losungsmethoden es immer gut ist, auf Rechentafeln, Rechenschieber und
besonders auf Rechenmaschinen hinzuweisen, und diese, wenn méglich, auch
zu benutzen. Hierdurch wird wesentlich zur Popularisierung dieser Gerite
in der Schule beigetragen.

In der Oberschule wird die rechnerische Losung von einfachsten Gleichungen
in bekannter Weise geometrisch interpretiert. Man muB jedoch den Schiiler
davon iiberzeugen, daB man die Losung einer Gleichung nicht nur graphisch
interpretieren kann, sondern daB sich in manchen Fillen die Wurzeln sogar
schneller und einfacher graphisch als rechnerisch finden lassen. Zu diesem
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Zweck sollte man vielleicht in der Klasse Gleichungen etwa der Art
22— 1,632 —247=0
I16sen lassen.

Die graphischen Losungsmethoden kann man auch gut in mathematischen
Arbeltggemeinscha.ften behandeln. So kann man z. B. Teilnehmer mit der
Anfertigung der Kurven y =22 y=24% y=sinz, y=2®4 22 (vgl. Auf-
gabe 28) usw. beauftragen bzw. Nomogramme (in groBem MaBstab) fiir die
Glelcpungen (1) bis (3) aus § 15 anfertigen lassen, und an diesen in den Arbeits-
g}rlnemscha.ften Ubungen im graphischen Losen von Gleichungen durch-

ren.

Leser, die sich mit weiteren Einzelheiten iiber das numerische oder graphische
Losen von Gleichungen bekannt machen wollen, seien auf die folgenden
Biicher hingewiesen :

1. BesukoBnu, fl. C., llpn6mmxénunie Burumcaenna (J. S. BEsIko-
wiITscH, Niherungsrechnungen), 6. Aufl., Moskau-Leningrad 1949.

2.T'maroxes, A. A., Homorpadus nasa mxoasHuKoB (A. A. GLAGOLEW,
Nomographie fiir Schiiler), 1935.

3. I'maroxnes, H. A., Teopernueckne ocHoBu nHomorpagmm (N.A.GLa-
qoLEW, Theoretische Grundlagen der Nomographie), 2. Aufl.,, Moskau-Lenin-
grad 1934.

4, Towmosunu, JI. H., Tpapuueckaa marematnka (D. N. GOLOWNIN,
Graphische Mathematik), Moskau-Leningrad 1931.

5. HemvricH, H., Einfiihrung in die praktische Analysis, Teil I, Leipzig 1962.

6. Kpuaxos, A. H,, Jlekumn o mpuGmuxéHnsix Beramciennax (A. N.
KryrLow, Vorlesungen iiber Naherungsrechnungen), 5. Aufl., Moskau-Lenin-
grad 1950.

7. Mathematik fiir die Praxis (Ein Handbuch), Band II, 2. Aufl., Berlin 1965.

8. MaonseeBckuit, B. K., Peuwenne uncnennsix ypapnenmit (B. K.
MropsEJEWSKI, Das Losen von numerischen Gleichungen), 1924.

9. OBRESCHKOFF, N., Verteilung und Berechnung der Nullstellen reeller
Polynome, Berlin 1963.

10. Porosn1, G. N., Mathematisches Praktikum, Leipzig 1963 (Ubersetzung
aus dem Russischen).

11. Cymxesuu, A. K., OcHoBu Beicineit anre6pei (A. K. SUSCHREWITSCH,
Grundziige der hoheren Algebra), 4. Aufl., Moskau-Leningrad 1941.

12. RouNgGE, C., Graphische Methoden, 2. Aufl., Leipzig und Berlin 1919.

13. ScARBOROUGH, J. B., Numerical mathematical analysis, Baltimore Md.
und London 1930.

14. WarTTARER, E.T. and RoBINsSON, G., The calculus of observations.
A treatise on numerical mathematics, 2. ed., London and Glasgow 1929.
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15. Ruwneg, C., Praxis der Gleichungen, Berlin 1921.

16. RuxgE, C. und Koénie, H., Vork gen iiber I isches Rech
Berlin 1924.

17. WiLLERS, A, Methoden der praktischen Analysis, 3. Aufl., Berlin 1957.

Wir verweisen ferner auf die folgenden Tafelwerke, die bei Berechnungen
sehr dienlich sind:

18. PETERS, J., Sechsstellige Werte der trigonometrischen Funktionen,
Berlin 1938. Das Argument andert sich in diesen Tafeln um jeweils 10”.

19. BarLows Tables of squares, cubes, square roots, cube roots and reci-
procals of all integer numbers up to 10000, 3. Aufl., London 1930.

20. Wertetabellen der trigonometrischen Funktionen fiir Arguaiente, die im
BogenmaB ausgedriickt sind, findet man z. B. in dem Buch vonH.M. Beckumn,
Bompocs Tpuronomerpum u eé mpenopaBanue (N. M. BESKIN, Fragen der
Trigonometrie und der Trigonometrie-Unterricht), 1950, Seite 132-137.

Weitere Literatur siche EAEM, Band 1, Seite 394—395 (Anm. d. wissen-
schaftl. Red.).
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Komplement, algebra-
isches 25

konjugierte Elemente 273

— Transformation 104

Konstruktion mittels Zir-
kel und Lineal 283

— regelmiBiger Vielecke
298

Kontraktion 104

Koordinaten cines Vek-
tors 51

Koordinatensystem 5

Korper der algebraischen
Briiche 227

—, Gavorsscher 214, 264

KRONECKER-CAPELLI,
Satz von 59

kubische Form 222

— Gleichung 189

— Resolvente 163

LaGRANGE, Verfahren von
320
Lange eines Vektors 72
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Leitglied 119

Leitkoeffizient 119

lexikographische Anord-
nung 237

Livrsches Verfahren 379

linear 9

— abhingig 38, 284

lineare Abbildung 89

— Interpolation 241, 396

— Transfurmation 89

Linearform 222

Linearkombination 3, 39,
69

linearunabhingig 39, 284

LoBATSCHEWSKI, Verfahr-
ren von 328

logarithmische Skala 334

Lésungsmannigfaltigkeit
61

Losungsvektor 61

MacraurINsches Verfahren
308

Matrix 33

— einer linearen Trans-
formation 93

—, ausgeartete 85

—, inverse 85

—, orthogonale 87

—, Rang einer 69

—, singulére 85

—, transponierte 80

Matrix, Unterdeterminante
einer 57

Matrizen, Addition von
35

—, Multiplikation von 80

maximale linear unabhin-
gige Menge 44

mehrfache Wurzel 149

Metrik 72

Minor 25

Mittelpunktskurve 110

Multiplikation einer Ma-
trix mit einer Zahl 33

— eines Vektors mit einer
Zahl 3, 11

— von Automorphismen
226

— — linearen Transforma-
tionen 91
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Multiplikation von Matri-
zen 80

— — Permutationen 252

— — Polynomen 120

n-dimensionaler Vektor 11
— Vektorraum 12
n-te Einheitswurzel 188
Niherungsbruch 322
Nenner (eines algebra-
ischen Bruches) 226
Netztafel 383
Newronsches Verfahren
341, 363
nicht-singulire lineare
Transformation 97
Niveaulinien 390
Nomogramm 381
Normalform eines Poly-
noms 218
Normalkérper 214, 264
Nullmatrix 127

Nullésung 60
Nullstelle eines Polynoms
Nullteiler 127 [149

Nullvektor 4, 38
orthogonale Matrix 78, 86
— Transformation 78, 99

orthonormal 75
parabolische Interpolation
343

Parallelverschiebung 3

Parameter 60

Permutation 16, 251

—, gerade 17

—, identische 253

—, inverse 254

—, ungerade 17

Permutationsgruppe 254

Polynom 118, 218

—, Glieder eines 119

—, homogenes 222

—, irreduzibles 141

—, Koeffizienten eines 149

—, Leitglied eines 119

—, Leitkoeffizient eines
119

—, Nullstelle eines 149

—, primitives 167

—, symmetrisches 236

—, Wert eines 129

Sachverzeichnis

Polynome, Differenz von
122

—, gemeinsamer Teiler von
138

—, groBter gemeinsamer
Teiler von 138

—, Ring der 122

—, teilerfremde 137

Polynomschema 379

positiv definit 108

primitive Einheitswurzel
188

primitives Polynom 167

Produkt einer Matrix mit
einer Zahl 34

— eines Vektors mit einer
Zahl 3, 11

—, skalares 72

Satz von BupaX und Fou-
RIER 315

— — DErscarTEs 315

— — KRONECKER und
CaPELLI 59

— — RuUFFINT und ABEL
261

—. STUuRMscher 310

singulire lineare Transfor-
mation 97

— Matrix 85

skalares Produkt 72

Spalte 5

Strecke, gerichtete 3

Sturmsche Funktionen
309

— Kette 309

Srurmscher Satz 310

— von Autormorphi
266
— — linearen Transforma-
tionen 91
— — Matrizen 80
— — Permutationen 252
— — Polynomen 120

quadratische Form 222
— Gleichung 189
Quotient 133

Radikal 186

Rang einer Matrix 57, 69

Rang eines Systems von
Vektoren 43, 55

rationale Funktion 234

Rationalititsbereich 214

reduzibel 141

regula falsi 341, 396

regulire lineare Transfor-
mation 97

reine Gleichung 136

Resolvente 249

—, kubische 162

Rest 133

Resultante 69

reziproke Matrix 85

Ring der Polynome 122, 217

—, Erweiterung eines 122

—, kommutativer 120

RUFFINI und ABEL, Satz
von 261

Regulargleichung 397

Subtraktion von Vektoren
4

Summe von linearen Trans-
formationen 91

— — Matrizen 33

— — Polynomen 120

— — Vektoren 3, 11

Symmetrieachse 111

symmetrische Funktion
236

— Gruppe 254

symmetrische Matrix 99

symmetrischer algebra-
ischer Bruch 236

symmetrisches Polynom
235

symmetrische Transforma-
tion 99, 101

Systemmatrix 59

—, erweiterte 59

Tabellenverfahren 299

Teilbarkeit von Polyno-
men 130

teilerfremd 137

Transformation 89

—, Eigenvektor einer 103

—, Eigenwert einer 103

—, identische 98

—, inverse 98

—, konjugierte 104

—, lineare 89

—, nicht-singulére 97



Transformation, orthogo-
nale 78, 99

—, positiv definite 108

—, reguliire 97

—, singulire 97

—, symmetrische 99

transitive Gruppe 281

transponierte Determi-
nante 23

— Matrix 80

Transposition 17, 282

transzendente Erweiterung
209

transzendentes Element
123, 208

transzendente Zahl 123,
208

Trennung der Nullstellen
308

Ubergangsmatrix 52, 76
Unbestimmte 119

Sachverzeichnis 405
Unterdetermi 57 Vorzeichenwiederholung
Unterkorper 209 309
Unterrfxum 45 Varzeichenregel, CAr-
Unterring 122 rEsische 315
Vektor 3, 11, 32, 33
Vektorgleichung 4 ‘Wert eines algebraischen
Vektorkoordinaten 5, 11 Bruches 232

Vektorraum 12, 31

Verdopplung des Wiirfels
290, 381

Verfahren von LAGRANGE
320

— — LOBATSCHEWSEI 328

—, GrRAEFFEsches 328

—, HorNERsches 315

—, LiLrsches 379

—, MacLAURINsches 308

—, NEwroNsches 303

Vielfachheit eines irredu-
ziblen Faktors 145

Vierasche Formeln 192

g Per ion 17

Vorzeich hsel 309

— — Polynoms 129, 224

Winkel zwischen Vek-
toren 72

Wourzel einer algebraischen
Gleichung 149

Zahl, algebraische 208

—, transzendente 123, 208

Zihler (eines algebraischen
Bruches) 226

Zahlkorper 11, 172

Zeichenregel, CARTESische
315

zentralsymmetrische
Kurve 110



