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YORWORT

Dieser dritte Band der ,,Enzyklopidie der Elementarmathematik* schlieBt
den ersten groBen Teilabschnitt dieses Werkes ab, der diejenigen Anfangs-
griinde der Mathematik systematisch behandelt, auf denen der Schulunter-
richt in Arithmetik, Algebra und Trigonometrie aufbaut. Wihrend die ersten
beiden Binde sich vorzugsweise auf Fragen der Arithmetik und der Algebra
im engeren Sinne des Wortes, d. h. auf die Lebre von den Zahlen, ihren Ver-
allgemeinerungen und den Rechenoperationen — genauer, den algebraischen
Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division — und
auf die Theorie der algebraischen Gleichungen beschrinkten, werden in diesem
dritten Band Probleme der Analysis, nimlich Funktionen und Grenzwerte,
dargelegt.

Neben der Lehre von den elementaren Funktionen und einer sehr aus-
fithrlichen Behandlung der Theorie der Grenzwerte wurden auch die elemen-
tarsten Tatsachen aus der Differential- und Integralrechnung, der Reihenlehre
und eine Einfithrung in die komplexe Funktionentheorie aufgenommen.

Die Begriffe ,,Ableitung* und ,,Integral* verlangen nach Aufnahme in den
Stoff der allgemeinbildenden Schule. Wie man auch zu ihrer faktischen Auf-
nahme in die Lehrpline stehen mag, eine irgendwie befriedigende abgeschlos-
sene Darlegung der elementaren Grundlagen der Mathematik ohne diese
Grundbegriffe muB beim heutigen Stand der Wissenschaft als unméglich an-
gesehen werden.

Was die komplexe Funktionentheorie betrifft, so besteht weder die Mog-
lichkeit noch die Notwendigkeit, in nichster Zukunft eine systematische Ein-
filhrung in den Lehrplan ‘aufzunehmen. Jedoch rechtfertigt die Tatsache,
daB die elementaren Funktionen analytische Funktionen sind, die (mit even-
tueller Ausnahme einzelner Punkte) in der ganzen komplexen Ebene definiert
sind, und daB daher ein volles Verstindnis der Eigenschaften dieser Funk-
tionen und der Zusammenhinge zwischen ihnen nur erreicht werden kann,
wenn man sie als Funktionen einer komplexen Verdnderlichen betrachtet,
voll und ganz die Aufnahme eines kurzen Abrisses iiber analytische Funktionen
einer komplexen Verdnderlichen in diesen Band.

Die Redaktion
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W.L. GONTSCHAROW

ELEMENTARE FUNKTIONEN
EINER REELLEN VERANDERLICHEN.

GRENZWERTE VON FOLGEN UND FUNKTIONEN.
DER ALLGEMEINE FUNKTIONSBEGRIFF



Kapitel I

ALLGEMEINE BETRACHTUNGEN UBER
ELEMENTARE FUNKTIONEN UND DIE
GRAPHISCHE DARSTELLUNG VON GLEICHUNGEN

§ 1. Elementare Funktionen

Die Zahlen und die iiber ihnen ausfiihrbaren Rechenoperationen bilden
den genden Gegenstand mathematischer Untersuchungen. Sowohl der
Begriff Zahl als auch der Begriff Operation lassen sich erheblich erweitern
und verallgemeinern. Im vorliegenden Artikel werden, sofern keine besonderen
Einschrankungen gemacht werden, unter Zahlen stets reelle Zahlen verstanden.
An Operationen werden (jedenfalls in den ersten drei Kapiteln) in erster Linie
diejenigen Operationen untersucht, die in der Elementarmathematik auftreten
und daher iiblicherweise elementar genannt werden. Hierher gehéren vor allem
die algebraischen Operationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division,
ferner das Potenzieren, das Ausziehen von Wurzeln beliebigen Grades und das
Logarithmieren in bezug auf eine beliebige positive Basis; schlieflich betrachtet
man in der Elementarmathematik noch die trigonometrischen Funktionen
(Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens, Sekans und Cosekans) und die zugehérigen
Umkehrfunktionen (Arcussinus, Arcuscosinus usw.).

Diese Operationen kann man nun, je nach den Umstéinden, in irgendeiner
Reihenfolge auf vorgegebene Zahlen oder auf Verinderliche anwenden. Wir
setzen in den Kapiteln I und II voraus, daB die Anzahl der auszufithrenden
Operationen stets endlick ist. Das Resultat einer Operation bezeichnet man
mit einem neuen Buchstaben; z. B. schreibt man

v=u'®, (1)

Mitunter ist es zweckmiBig, diesem Buchstaben die in die Rechnung ein-
gehenden Veréinderlichen in einer bestimmten Reihenfolge und durch Kommata
getrennt, in Klammern beizufiigen, also z. B.

fO=s (@)

Y

oder
F(z,y)=22+y*—25 (3)
zu schreiben.

Durch die auf diese Weise erhaltenen mathematischen Ausdriicke (Formeln)
wird jedem Zahlenwert der auftretenden (d. h. an der Rechnung beteiligten)
Verinderlichen ein bestimmter ,, Funktionswert* zugeordnet; sie legen ele-
mentare Funktionen dieser Verinderlichen fest.

Die in den vorliegenden Formeln auftretenden ,,Veriinderlichen werden
genauer unabhingige Verinderliche (Argumente), die Funktionen selbst
abhingige Verinderliche genannt.



4 All ine Betrachtungen iiber el Funktionen

Die Funktionssymbole der Form f(t) oder F(z, y) sind in folgender Hinsicht
besonders zweckmiiBig : Ungeachtet dessen, was c,a, b bedeuten — Zahlen
oder irgendwelche neuen ,,Buchstabenausdriicke — bedeutet flc) bzw.
F(a, b) diejenige Zahl oder denjenigen Ausdruck, den man erhilt, wenn man ¢
an Stelle von ¢ bzw. a an Stelle von z und gleichzeitig b an Stelle von y setzt.
In diesem Sinne folgt aus (2) und (3)

2.3 3 2.1
@) =gg=% f(1)=—lz+l=1i
F(6,7)=6"4T72—25=60, F(4,3)=42+32—25=0
und entsprechend
2. ™
m_ % oma __2=h et
f(T)— R R AT At aerriris whtend ey o
(T)+l

F(pz, qy) = (px)*+ (qy)* — 25 = p*2*+ g*52— 25.

Werden die unabhingigen Verinderlichen nicht in Klammern beigefiigt,
80 bendtigt man zur Festlegung von bestimmten Werten fiir die unabhingigen
Veréinderlichen eine kompliziertere Schreibweise; z. B. kann man im Fall (1)
[v)u-n="%"=1 schreiben, was man etwa durch die folgende Redewendung
wiedergeben kann: ,,Fiir = n nimmt die Funktion » = u'*%% den Wert 1 an.*

Dem Leser ist sicherlich die Definition einer Funktion (einer Verénderlichen) als
Zuordnung zwischen den Zahlenwerten der unabhingigen Veranderlichen und denen
der abhingi, Veranderlichen bel 1) Nach dieser Definition ist eine dnderliche
Grépe y eine Funktion der (z. B. in einem gewissen Intervall I) verdnderlichen Grofe z,
wenn jedem Wert z aus I ein eindeutig bestimmter Wert von y entspricht. In diesem all-
gemeinen Sinn findet sich der Funktionsbegriff bereits im Jahre 1834 bei N.I. LoBa-
TSCHEWSKI, der ihn mit folgenden Worten definierte: ,,Dieser allgemeine Begriff (einer
Funktion — die Red.) verlangt, daB eine Zahl, die fiir jeden Wert von z gegeben ist und
die sich zusammen mit z &ndert, eine Funktion von z genannt wird. Der Wert der Funktion
kann durch einen analytischen Ausdruck oder durch irgendeine andere Bedi g gegeb
sein, nach der aus der Gesamtheit der Zahlen eine ausgewahlt werden kann; schlieBlich
kann sie in Form irgendeiner Abhéngigkeit bestehen, die an sich unbekannt bleibt.*2)

Die Worte ,,es entspricht* (oder ,,es ist zugeordnet* — wie man auch haufig sagt)
lassen die Frage, welcher Natur die Vorschrift ist, durch die die Zuordnung getrofien
wird, vollkommen offen; wesentlich ist nur, daB es eine irgendwie geartete Vorschrift
gibt. Zum Beispiel kann die Zuordnungs hrift rein pirischen* Charakter tragen.
Das ist etwa dann’der Fall, wenn man die Temperatur als Funktion der Zeit betrachtet
(hier besteht die Zuordnungsvorschrift darin, den in bestimmten Zeitabstinden ab-

1 Ther I £ legen)

Bei den in der Element. thematik auftretenden Funktionen hat die Zuordnunge-
vorschrift fast ausschlieBlich ,,operativen* oder ,,analytischen'* Charakter: Es wird

') Vgl. I. W. PRoOSKURJAROW, Mengen, Gruppen, Ringe und Korper. Die theoretischen
Grundlagen der Arithmetik. EAEM, Band 1, Seite 187 (deutsche Ausgabe) — Anm.
d. wissenschaftl. Red.

2) N.I. LoBATSCEEWSKI, Gesammelte Werke, Band V, Seite 43, Gostechisdat 1951.




§ 1. Elementare Funktionen b

ben, in welcher Reihenfolge man welche mathematischen Operationen

auf die unabhan gigen Veranderlichen anzuwenden hat, um den zugehérigen Funktions-
wert zu erhalten.

Es ist kein Grund dafiir vorbanden, dem Begriff der durch einen eindeutigen analy-
tischen Ausdruck gegeb Funktion den Begriff der Funktion als Zuordnung gegen-
iberzustellen: Der erste Begriff ist ein Spezialfall des zweiten.!)

Der Begriff der Funktion als analytischer Ausdruck wurde in der ersten Hailfte des
18. Jahrhunderts gepragt, und zwar von JoEANN BERNOULLI (1718) und L. EULER (1748).
Bei EULER findet sich z. B. die folgende Definition: ,,Eine Funktion einer Veranderlichen
ist ein analytischer Ausdruck, der irgendwie aus jener Verinderlichen und Konstanten
zusammengesetzt ist.**2?) Es muB jedoch gesagt werden, daB bei EvrLer 1. die ,,zu-
gelassenen'* Operationen nicht klar genug abgegrenzt sind; 2, keine Ausdriicke aus-
geschlossen sind, die unendlich viele Operationen enthalten.

Die g Definition der el Funktion (im modernen Sinn) griindet sich
auf den Begriff der Funktion als Zuordnung und kann folgendermaBen formuliert werden:

Eine Funktion heifit elementar, wenn man shre Werte aus konstanten Zahlen und den
jeweiligen Werten fir die bhangigen Verdnderlichen durch endlich viele elementare
Operationen erhalten kann.

Konkrete Beispiele fiir nichtel tare Funkticnen werden in Kapitel IV gegeben.
Zu diesem Zweck wird dort ein ganz natiulickes Veirfahren entwickelt (vgl. §49).

Im vorliegenden Abschnitt werden wir mehifach den Funktionsbegriff in voller
Allgemeinheit (als Zuordnung) anzuwenden haben. Zurachst kann der Leter jedoch,
sofern von Funktionen die Rede ist, darunter diejenigen elementaren Funktionen ver-
stehen, die ihm von der Schule her bekannt sind.

Im folgenden (in den Kapiteln I bis IV) werden wir uns auf Funktionen in
hochstens zwei Verinderlichen, die wir stets mit 2 und y bezeichnen wollen,
beschrinken.

Gegeben sei eine Gleichung der Form

F(z, y)=0, (4)

wobei F(z,y) eine beliebige elementare Funktion in z und y ist.?) Es seien
ferner z, und y, beliebige Zahlen. Sind die Zahlen z,und y, so gewihlt, daB die
Gleichung (4) erfiillt ist, wenn man z, fiir  und y, fiir y einsetzt4), also

F (%, o) =0

1) Diese beiden Funktionsbegriffe (den engeren und den weiteren) kann man durch die
folgenden beiden Verfahren einander annahern bzw. sogar gleichmachen: a) Man
stellt fest, daB sehr umfangreiche Klassen von Zuordnungen eine analytische Dar-
stellung besitzen (vgl. z. B. den Satz von WEIERSTRASS in §49); b) man betrachtet
als weitere mathematische Operation den Ubergang von einem Zahlwert der un.
abhangigen Veranderlichen zu dem (auf Grund einer gegebenen Zuordnung) ent-
sprechenden Funktionswert.

2) L. EvLER ,,Introductio in Analysin infinitorum*, Bd.I, Kap.I. — Anm. d. wissen.
schaftl. Red.

3) Sofern in einer Gleichung auf der rechten Seite noch nicht die Zahl Null steht, kann
man den dort stehenden Ausdruck auf die andere Seite bringen.

4) Wir setzen hierbei stillschweigend voraus, deB diese Substitution einen Sinn hat,
d. h., daB die mit F (z, y) bezeichnete Z: fe g von Op i fiir die
Werte z = z, und y = y, ausgefithrt werden kann.




6 Allgemeine Betrachtungen iiber el tare Funktionen

gilt, so heiBt das Paar (z,, 7,) eine Losung (eine der Lisungen) der gegeb
Gleichung. Die Funktion F (z, y) kann nun so beschaffen sein, da die Glei-
chung F(z,y)= 0 @berhaupt keine Losung besitzt (wie dies z.B. fiir

Fz,y)= z% und F(z,y)= 25~V der Fall ist). Ebenso kann der Fall ein-

treten, daB die Gleichung (4) nur eine oder im ganzen nur endlich. viele

gsungen besitzt (z. B. besitzt die Gleichung % + y* = 0 als einzige Losung
%= 0, y,= 0). SchlieBlich ist auch das entgegengesetzte Extrem nicht aus-
geschlossen, daB nimlich F(x,y) identisch verschwindet, daB also jedes
Wertepaar (x,y) die Gleichung (4) erfiillt.

Besonders wichtig ist der héufig anzutreffende Fall, daB die Gleichung
F(z,y)=0 unendlich viele Losungen besitzt, und zwar derart, da8 man zu
jedem ,,willkiirlich gewihlten Wert der einen Verinderlichen wenigstens
einen Wert fiir die andere Verinderliche finden kann, so daB die Gleichung
befriedigt wird. Man sagt dann, die Funktion F'(z, y) stelle eine funktionale Ab-
hiingigkest zwischen den Verdinderlichen z und y her.

Betrachten wir z. B. die Funktion

F(x, y)=2x—5y+10. (5)

Offenbar kann man zu jedem Wert fiir z genau einen Wert fiir y bestimmen,
fiir den

2z—5y+10=0 (6)
gilt, und zwar leistet
_ 2z -;— 10 ™

das Verlangte. Durch (6) wird also jedem Wert von 2 ein eindeutig bestimmter
Wert von y zugeordnet, der sich auf Grund von (7) ergibt. Setzt man also

foy =221,

80 ist die Gleichung F'(z, y) = 0 der Gleichung y = f(2) gléichwertig.
Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktion F(z,y)=2*+y*—1.
Die Gleichung
?+yP—1=0 (8

besitzt ganz andere Eigenschaften als die Gleichung (6). Hier kann man als
Werte fiir # nur Zahlen aus dem Intervall —1 < x < +1 willkiirlich wéhlen,
erhilt dann aber jeweils zwei verschiedene Werte fiir y, néimlich

y=+V1—2%

Setzt man

f@=+V1—2, fie)=—V1—2,
80 sieht man leicht, daB jede der Gleichungen
y=h(), y=, () ©
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die Gleichung (8) zur Folge hat; umgekehrt ist jede Losung von (8) Losung einer
der Gleichungen (9).!) Im zweiten Beispiel konnen die Verdnderlichen = und y
ohne weiteres vertauscht werden.

Wir kommen nun von den speziellen Beispielen wieder zum allgemeinen
Fall zuriick. Wir haben gesehen, daB man unter Umstéinden eine funktionale
Abhiingigkeit zwischen z und y durch eine Gleichung ersetzen kann, welche =
und y miteinander verkniipft, wobei es hiufig noch gleichgiiltig ist, welche der
Verinderlichen z,y man vorteilhafter als unabhingige bzw. abhingige Ver-
dnderliche nimmt.

Nehmen wir etwa z als unabhingige Verinderliche. Wenn die Gleichung
F(z,y)=0 fiir jeden Wert von z aus einem gewissen Intervall (z. B. dem
Intervall a < x < b) stets nur eine Lésung y besitzt, die sich el tar durch
z ausdriicken 1i8t, so ist ¥ im gegebenen Intervall eine eindeutige Funktion

von x:
y=f(z).

In diesem Fall ist (im betrachteten Intervall) die Gleichung y= f(z) der
gegebenen Gleichung F(z,y) =0 gleichwertig. Entsprechen dagegen jedem
Wert der Verinderlichen z aus einem gewissen Intervall mehrere (etwa k)
Lésungen y der gegebenen Gleichung, von denen sich jede durch eine besondere
Formel

y=hH@), y=h@E), ..., y=F)

elementar ausdriicken liBt, so erhalten wir k verschiedene eindeutige
Funktionen oder, wie man manchmal auch sagt, eine mehrdeutige (k-deutige)
Funktion. In diesem Fall 18t sich die gegebene Gleichung F(g,y)=0 in
k Gleichungen ,,aufspalten‘.

Im oben angefithrten Beispiel (6) ist y eine eindeutige Funktion von =z fiir
beliebige Werte von  (—oo < z < +00); im Beispiel (8) ist y eine zweideutige
Funktion von z im Intervall —1 <2z < +1.

Zur Erliuterung der hierbei bestehenden Vielzahl von Modglichkeiten be-
trachten wir noch ein weiteres Beispiel?), und zwar

F(z, y) =2+ y*—2*—yt. (10)
Die Gleichung Ayttt an
(die der Gleichung %+ 4% —a*—y?>=0 gleichwertig ist) ist eine biquadra-
tische Gleichung in y. Thre Losungen sind '
1 1
y=:|:l/§‘:|: T'l'x’—l"-

1) Auf die Gleichung (8) kommen wir in §46 ausfiibrlicher zuriick.
2) Vgl. Seite 68.
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Man priift leicht nach, daB fir

1
1<M<V%+ L
d. h. in den Intervallen

I[l 1 1 1
- '§'+V;<$<—l und l<I<V§+ 5

der innere Radikand stets positiv und das zugehorige Radikal kleiner a]s—;-

ist. Daher ist in den betrachteten Intervallen unabhiingig von der Wahl des
Vorzeichens fiir das innere Radikal der #uBiere Radikand stets positiv. Die
Gleichung (11) fiihrt also in diesen Intervallen auf vier eindeutige elementare

Funktionen y=filz) (t=12,3,4),

wobei ——
mm=—V%+V%+f—”'
ho==lz-)5+a—=

Am=+V}—V}+v—r,

no =+ +]5 a2

Im Intervall —1 < # < +1 ist der innere Radikand positiv und das innere
Radikal groBer als % . Dahererhalten wir in diesem Intervall nur die Funktionen

y=filx) wnd y=fi(z).

|/l
|3|> 7+V§:
d. h. in den Intervallen
1 T 1 1
-—-oo<z<——l/7_+l/? und V?+l/;<:c<oo,

besitzt die Gleichung (11) iiberhaupt keine Lisung.

Fir

§ 2. Graphische Darstellungen. Verfahren zur punktweisen Konstruktion
Wir haben gesehen, daB eine Gleichung
F(z,y)=0 (12)

unendlich viele Losungen besitzen kann. Um einen anschaulichen Uberblick
iiber simtliche Losungen zu erhalten, bestimmt man in einer z, y-Ebene fiir
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jede Losung (x, y) den Punkt, der die Abszisse  und die Ordinate y besitzt.
Die Menge der hijerbei erhaltenen Punkte bildet eine graphische
Darstellung der Losungen der Gleichung. G und einfacher: Die
graphische Darstellung einer Gleichung ist die Gesamtheit (Menge) aller Punkte?)
einer Ebene, deren Koordinaten der Gleichung geniigen.

Das Aufsuchen aller Losungen einer gegebenen Gleichung und die Kon-
struktion jhrer graphischen Darstellung sind im wesentlichen gleichwertige
Aufgaben; sprechen wir jedoch statt von der Gesamtheit jhrer Losungen von
ihrer graphischen Darstellung, so verleihen wir nicht nur den uns interessieren-
den Fragen Anschaulichkeit, sondern vereinfachen auch erheblich die Aus-
drucksweise.

Wenn eine vorgeleg g nach der a Verinderlichen y
»aufgelost” ist, also y in einem gewissen Intervall a <z < b als eindeutige
Funktion von z dargestellt ist,

y=f(z),

80 sprechen wir, ohne einen Unterschied zu machen, von einer graphischen
Darstellung der Gleichung y = f(x) oder auch von einer graphischen Darstellung
(einem graphischen Bild) der Funktion f(x).

Die graphische Darstellung hat in di Fall die charakteristische Eigen-
schaft, daB (in den Grenzen des Intervalls) jede zur y-Achse parallele Gerade
mit dem Bild der Funktion f(z) genau einen Punkt gemeinsam hat.

Der zuletzt genannte Fall ist sowohl in praktischer als auch in theoretischer
Hinsicht von besonderer Wichtigkeit; wir werden ihm daher im folgenden
besondere Beachtung schenken.

Um fiir eine gegebene Gleichung eine graphische Darstellung anzufertigen,
miifte man im allgemeinen simtliche Punkte der graphischen Darstellung in
einer gegebenen z, y-Ebene kennzeichnen. Wenn man von Spezialfillen absieht,
s0 ist dies einfach deshalb dglich, weil diese Punkte eine unendliche Menge
bilden. Daher beschrinkt man sich gewshnlich auf eine Naherungskonstruk-
tion, die man folgendermaBen ausfithrt: Man markiert in einer Ebene eine
geniigende Anzahl von Punkten der graphischen Darstellung, wobei nach
Méaglichkeit die einzelnen Punkte einen hinreichend kleinen Abstend von-
einander besitzen; sodann verbindet man aufeinanderfolgende Punkte durch

P de Kur tiicke'; auf diese Weise ergibt sich im allgemeinen eine
angenéherte graphische Darstellung der gegebenen Gleichung. Man nennt
diese Methode das Verfahren der punktweisen Konstruktion. Je nach dem
Charakter der angestellten Berechnungen und den verwendeten geometrischen
Operationen sind die auf der Zeichnung markierten Punkte mehr oder weniger
genau bestimmt. Wie genau jedoch die graphische Darstellung ,zwischen‘
den markierten Punkten der Gleichung ist, hiingt einerseits von den Eigen-
schaften der betrachteten Gleichung und zum andern von den Kenntnissen
und Erfahrungen des Konstrukteurs ab.

logte (Mleich Hha

) Man sagt auch: ,,...der geometrische Ort der Punkte ...".
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Ein allgemein bekanntes Verfahren, eine gmphische Darstellung einer
Funktion zu gewinnen, besteht darin, daB man fiir eine Folge von Werten fiir
die unabhingige Veridnderliche x (he zugehongen Funktionswerte y = f(x)
berechnet, die dabei gow ichtlich in einer Tabelle
tellt, d h (oder zugleich mit der Berechmmg) die entsprechen-
den Punkte in einer Ebene markiert und schlieBlich die erhaltenen Punkte
durch eine passende Kurve verbindet.!)
In Abb.1 und der zugehérigen Tabelle ist z. B. eine punktweise Kon-
struktion fiir die Funktion - .
v=Vz (13)

im Intervall 0,5 < z < 1,2 dargestellt; die Werte von z sind dabei von Zehntel
zu Zehntel genommen.

Y -
hed z Yy z v
4~
J/
- 05 0 09 095
43 0,6 071 1,0 1,00
07 0,84 11 1.05
0.8 0,89 1.2 1,10
25 0 T

Abb. 1

Abb. 2 zeigt eine punktweise Konstruktion der Funktion

_=@=+])
T z+4+2 14

im Intervall 0 < z < 1; die Werte von = sind dabei von Fiinftel zu Fiinftel
genommen.

Y z v z Yy
(1]
06 y4
7 0 0 3| oy
o4
o) 1 6 4 18
an 5 ="~ 0,11 5 B~ 0,51
F3 2 7 2 -
ol ZJ4L = " 0,23 1 3 ~ 06
Abb. 2

1) Haufig verwendet man dabei ,,iquidistante** Werte von z, d. h. Werte, die eine arithme-
tische Progression bilden.
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Mitunter ist es zweckmaﬁlg, in d.le Tabe]]e Spalten fur stchenergebmsse

einzuschieben, wie dies aus fc

piel er

y=ﬂz*+1. (15)
s 2 241 F¥1 % V= ¥1
0,0 0,00 1,00 1,00 0,50
0,6 0,25 1,25 1,12 0,56
1,0 1,00 2,00 1,41 0,70
1,6 2,26 3,25 1,80 0,90
2,0 4,00 5,00 2,24 1,12
2,5 6,256 7,25 2,69 1,34

Neben dem geschilderten ,numerischen Verfahren spielen auch
geometrische Konstruktionen eine groBe Rolle. Wenn die rechte Seite der

Gleichung y=/()

keine anderen Operationen als die vier Sp und das Ausziehen der Quadrat-
wurzel enthilt, so kann man, sofern man den Wert von z als Strecke vorgibt,
den zugehérigen Wert von y als Strecke mit Zirkel und Lineal konstruieren.
Sind fiir verschiedene Werte

T=12,

T=1,, ..

die zugehérigen Funktionswerte ,zzu konstruieren‘, so empfiehlt es sich,

systematisch zu arbeiten und die n Kc ktionen zu erledigen,

indem man jeden Konstruktionsschritt fir alle

n Konstruktionen gleichzeitig vornimmt. ¥
Betrachten wir z. B. die Funktion (15). Um

fiir einen gegebenen Wert z den zugehérigen

S =Ty

Funktionswert y zu konstruieren, nimmt man P
auf der horizontalen!) Achse den Punkt P mit /"

der Abeszisse z und auf der vertikalen Achse e

den Punkt Q mit der Ordinate 1 (Abb. 3); in P |/ "

errichtet man die Senkrechte und tragt auf ihr g

von P aus die Strecke PQ ab; der Mittelpunkt M 1 23>

der dabei erhaltenen Strecke PR besitzt die

Abszisse = und die Ordinate y. Sollen nun die- - 7

jenigen Punkte der graphischen Darstellung von —r z
Abb. 3

(15) konstruiert werden, welche zu den Ahszissen-
1) Unter der hori: len Achse hen wir im folgenden die z-Achse, unter der
Vertikalachse die y-Achse; die Parallelen zu z-Achse werden kurz Horizontalen, die
Parallelen zur y-Achse Vertikalen genannt.
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& &

werten ,, . . ., &, gehoren, so geht man folgendermaBen vor: Man markiert
zundchst auf der z-Achse die Punkte P,, ..., P, mit den Abszissen z,,...,2,;
sodann errichtet man in jedem Punkt P, die Senkrechte; als nichstes trigt
man mit dem Zirkel auf der Senkrechten in P; von P, aus die Strecke P,Q,
auf der Senkrechten in P, von P, aus die Strecke P, @, usw., schlieBlich auf der
Senkrechten in P, von P, aus die Strecke P, @ ab; endlich ermittelt man
den Mittelpunkt , der Strecke P, R;, den Mittelpunkt M, der Strecke P, R,
usw. Die auf diese Weise erhaltenen Punkte M, ..., M, sind offenbar die
gesuchten.
Bei der Funktion
_ z(@z+])
Y

(1)

kann man zu gegebenem Wert von z den zugehérigen Wert von y etwa so
konstruieren: Man markiert in der z, y-Ebene den Punkt 8 mit den Koordi-
naten (—2, 0); ferner zeichnet man die Gerade y = z + 1, die durch die Punkte
(—1,0) und (0, 1) geht (Abb. 4). Auf der Horizontalachse wird im Punkt P
mit der Abszisse = die Senkrechte errichtet und auf ihr der Schnittpunkt Q

¥ -~

mit der Geraden y = 2 + 1 markiert. Da (fiir > —1) im Dreieck PQS die
Kathete PQ gleich  + 1 und die Kathete PS gleich = + 2 ist, geniigt es,
durch den Punkt O eine Parallele zur Geraden SQ bis zum Schnittpunkt M
mit der Geraden PQ zu zeichnen, um ein dem Dreieck PQS ahnliches Drei-
eck PMO zu erhalten, fiir das

PM _ PQ
0P~ 8P’
d.h.
__0P-PQ _ z(z+))
PM=—3p—="072
\
gilt, so daB der Punkt M der graphischen Darstellung von (16) angehért. Sind

die zu den Abszissen z,, ..., z, gehérenden Punkte M, ..., M, zu kon-
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struieren, so bestimmt man zunichst auf der z-Achse die Punkte Py, ..., P,
mit den Abszissen z,, ..., z,, errichtet in diesen die Senkrechten und be-
stimmt deren Schnittpunkte @, . . ., @, mit der Geraden y =41, zeichnet
die Geraden 8Q,,..., SQ, und bestimmt schlieBlich die Schnittpunkte
M,, ..., M, der Parallelen zu 8Q,, ..., 8@, durch O mit P;@,, ..., P,@,.
Die Punkte M,, ..., M, sind die gesuchten.

SchlieBlich wollen wir uns noch mit der Funktion

y=Vz (17)

befassen. Offenbar kann der Funktionswert y als geometrisches Mittel von z
und 1 aufgefaBt werden. Unter Beriicksichtigung dessen markieren wir auf
der z-Achse den Punkt S mit der Abszisse —1 und den Punkt P mit der Ab-
szisse z, zeichnen den Halbkreis iiber dem Durchmesser S P und fillen vom
Schnittpunkt N dieses Halbkreises mit der

y-Achse das Lot auf die Vertikale durch P. y
Fiir den FuBpunkt M dieses Lotes gilt

PM=0ON=1Yz, X M

d. h., der Punkt M gehért zur graphischen 7
Darstellung der Funktion (17) (Abb. 5).

Die punktweise Konstruktion einer gra-
phischen Darstellung von (17) liuft also S op—=z F oz
darauf hinaus, durch den Punkt S eine
Reihe von Halbkreisen mit Mittelpunkten Abb. 5
auf der z-Achse zu zeichnen und die
Schnittpunkte dieser Halbkreise mit der y-Achse auf die Tangente des Kreises
zu projizieren, die durch den § gegeniiberliegenden Endpunkt des entsprechen-
den Durchmessers geht.

Weitere Beispiele von Funktionen der genannten Art, an denen man die
Findigkeit in geomet Konstruktionen iiben kann, lassen sich jederzeit
angeben.

Wir wollen uns nun einer ganz natiirlichen Verallgemeinerung der im
vorangehenden geschilderten Konstruktionsverfahren zuwenden. Dazu neh
wir an, es seien Funktionen

y=u(z), y=v(x),...

gegeben, deren graphische Darstellungen bereits vorliegen. Dann verfiigt
man auch ohne weiteres iiber eine graphische Darstellung jeder Funktion

y=f(z, u(@), v(z),...), (18)

wobei die rechte Seite aus den Argumenten z, %, v, . . . allein mittels der oben
angegebenen fiinf Operationen aufgebaut ist. In der Tat: Da graphische Dar-
stellungen fiir die Funktionen %(z), v(z), . . . vorliegen, kann man fiir jeden
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Wert von z stets Strecken der Liinge u(z), v(z), ... bestimmen, aus denen
man dann mit Hilfe von Zirkel und Lineal die Strecke f(z, u(z), v(x), . ..)
konstruieren kann.

Besonders int; jeren uns die folgenden Spezialfille:

1. Aus graphischen Darstellungen der Funktionen y = u(z) und y = v(z)
kann man punktweise eine graphische Darstellung der Funktion

y=1u(z)+v(z) (19)

gewinnen (Abb. 6a).

2. Aus graphischen Darstellungen der Funktionen y = u(z) und y = v(z)
kann man punktweise eine graphische Darstellung der Funktion

y=u(x)—v(z) (20)
gewinnen.
8. Aus graphischen Darstellungen der Funktionen y = %(z) und y = v(x)
kann men punktweise eine graphische Darstellung der Funktion
y=u(z)o(z) 2y
gewinnen (Abb. 6b).

b3 0 z
Abb. 6a Abb. 6b
4. Aus graphischen Darst der Funktionen y = u(z) und y = v(z)
kann man punktweise eine gmplusche Darstellung der Funktion
_ @
=5 (22)

gewinnen.

Man sieht unmittelbar, daB es hierbei auf die Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division von Strecken ankommt. ,,Strecken* sind hierbei
natiirlich im algebraischen Sinn zu verstehen, denn % (z) und (z) sind reelle
Zahlen, die groBer, kleiner oder gleich Null sein kénnen. Die ,,Multiplikation‘
z. B. ist also folgendermaBen gemeint: Man multipliziert die Zahlen und nimmt
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dann (als Ordinate des zu konstruierenden Punktes) diejenige Strecke, die der
Linge und dem Vorzeichen nach mit dem erhaltenen Produkt iiberein-
stimmt.!)

Hiufig ist es angebracht, die Subtraktion und die Division zu vermeiden,
indem man die Subtraktion auf die Addition und die Division auf die Multi-
plikation zuriickfiihrt:

u—v=2u+(—"),
1

u
—_—=ur—
v

v

und sich hierbei auf folgenden Sachverhalt stiitzt:

5. Aus einer graphischen Darstellung der Funktion y = v(z) kann men
punktweise eine graphische Darstellung der Funktion y = —v(2) gewinnen
(Abb. 6¢).

6. Aus einer graphischen Darstellung der Funktion y = v(z) kann man
punktweise eine graphische Darstellung der Funktion Y=< gewinnen
(Abb. 6d).

Y

S R

Abb. 6¢ Abb. 6d

In der Tat: Aus einer graphischen Darstellung der Funktion y = v () ergibt
gich eine graphische Darstellung der Funktion y=—v(z), wenn man jede
Ordinate durch die Ordinate mit entgegengesetztem Vorzeichen ersetzt, d. h.
die graphische Darstellung von y = v(x) an der z-Achse spiegelt; was dagegen
die graphische Darstellung von y = ulz) betrifft, so ergibt sie sich aus einer
graphischen Darstellung von y = v(z), wenn man in dieser jede Ordinate
durch ihren Kehrwert ersetzt.

1) Die geometrische Konstruktion in den Fallen 3. und 4. wird offenbar auf eine Be-
ti der ten vierten Proportionalen zuriickgefiihrt, wenn men der

Gleichung y = uv die Form Y _ 2 und der Gleichung y= 2 die Form y_x
gibt. u 1 v 1 v
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Die in 1. bis 4. erwihnten Operationen an graphischen Darstellung,
kann man kurz ,,Addition* 1 ,»Subtraktion‘, ,,Multlphkatlon“ bzw. ,,Di-
vision“ von graphischen Darstell Sie ké: tweder durch
Rechnung und nachfolgende punktweme Konstruktion oder aber auch durch
geometrische Konstruktionen allein vollzogen werden.

In diesem Zusammenhang sei auch noch auf folgendes hingewiesen, was
nicht in dem oben genannten Prinzip (18) enthalten ist:

7. Aus graphischen Darstellungen der Funktionen y = u(x) und y = v(x)
kann man punktweise eine graphische Darstellung der ,,zusammengesetzten‘
Funktion (,,Funktionsfunktion® oder ,,mittelbaren Funktion‘*)

gewinnen. y=u(v(x)) 23)

Dieser Fall moge noch etwas genauer untersucht werden: Es sei P der
Punkt der z-Achse, der die Abszisse x besitzt (Abb. 7). Der Schmttpunkt
der Senkrechten in P mit dem graphischen Bild von y= v(z) sei Q. Es sei

17} ' 4
s /el
4

d

\r“@

4 ?

)
]
i
7!
0 r—
Abb. 7

ferner 7' der Punkt der z-Achse mit der Abszisse v(z), so daB die Linge von
OT gleich der Linge von PQ ist. Die Vertikale durch 7' schneidet das gra-
ph:sche Bild von y = %(z) in einem Punkt S mit der Ordinate u (v(z)). Prop-
zieren wir also' den Punkt S auf die Vertikale durch P, so erhalten wir einen
Punkt M, der die Abszisse z und die Ordinate u(v(x)) besitzt. Statt auf der
z-Achse die Strecke OT' abzutra.gen, kann man auch die Winkelhalbijerende O B
des Winkels zwischen den Koordinat benut (thre Gleich ist
z=y). Man bestimmt den Schnittpunkt R der Horizontalen durch @ mit
der Winkelhalbierenden O B und anschlieBend den Schnittpunkt S der Verti-
kalen durch R mit dem graphischen Bild von y = u(x); dann verfihrt man
wie oben.
Hat man sich mit dieser Konstruktion einmal vertraut gemacht, so kann
man sie auch sehr schnell fiir mehrere Punkte P,, ..., P, durchfilhren: Man
hnet dchst die Strecken P, ,, dann die Strecken Q,R,, daraufhin die
Strecken R, S, und schlieBlich die Strecken S,M,.
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§3. Einfachste Transformationen von graphischen Darstellungen

Den Uberlegungen dieses Paragraphen liegt folgende Vorstellung zugrunde:
Auf irgendeine Weise sei bereits eine graphische Darstellung & der Gleichung

F(z,9)=0 (24)

gefunden; dann kann man in einer Reihe von Fallen, in denen sich eine Glei-
chung F* (2, y) = 0 von der Gleichung F'(z, y) = 0 nur durch ein bestimmtes,
leicht feststellbares Merkmal unterscheidet, aus der graphischen Darstellung G
der Gleichung F (z, y) = 0 durch eine leicht ausfiihrbare geometrische Trans-
formation eine graphische Darstellung G* der Gleichung F*(x,y)= 0 ge-
winnen.
Wir begniigen uns hier mit der Untersuchung der folgenden elementaren
Transformationen :
1. a) Spiegelung an der x-Achse;
b) Spiegelung an der y-Achse;
c) Spiegelung am Ursprung O.
(Spiegelungen an einer beliebigen Geraden und an einem beliebigen Punkt
werden nicht betrachtet.)

II. a) Verschiebung (Bewegung, Translation) um eine gegebene Strecke
parallel zur z-Achse;
b) Verschiebung um eine gegebene Strecke parallel zur y-Achse.
(Verschiebungen parallel zu einer beliebigen Geraden werden nicht be-
trachtet.)
III. a) Dehnung (oder Stauchung) mit gegeb Deh faktor in Rich-
tung der z-Achse;l)
b) Dehnung mit gegeb Dehnungsfaktor in Richtung der y-Achse.

(Dehnungen in beliebiger Richtung werden micht betrachtet.)

Andere als die hier genannten elementaren Transformationen sollen nicht
untersucht werden; jedoch werden auch Transformationen betrachtet, die
durch Hintereinanderausfiihrung gewisser dieser elementaren Transformationen
erhalten werden konnen. Auch die Drehungen sollen (bis auf einen unter IV zu
behandelnden Spezialfall) auBer acht bleiben.

Die genannten Transformationen besit: die folgenden Eigenschaften
(durch die man sie geradezu definieren kann):

I. a) Bei der Spiegelung an der z-Achse geht der Punkt mit den Koordinaten

(,y) in den Punkt mit den Koordinaten (z,—y) iiber;
b) bei der Spiegelung an der y-Achse geht der Punkt mit den Koordi-
paten (z,y) in den Punkt mit den Koordinaten (—z,y) iiber;

1) Eine ,,Stauchung mit dem Stauch faktor m* ist dasselbe wie eine Del mit

dem Debnungsfaktor .
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c) bei der Spiegelung am Ursprung O geht der Punkt mit den Koordinaten
(z,y) in den Punkt mit den Koordinaten (—z,—y) iiber.

II. a) Bei einer Verschiebung parallel zur z-Achse um eine Strecke a(a = 0)
geht der Punkt mit den Koordinaten (z, y) in den Punkt mit den
Koordinaten (z + @, y) iiber;

b) bei einer Verschiebung parallel zur y-Achse um eine Strecke b (b = 0)
geht der Punkt mit den Koordinaten (z,y) in den Punkt mit den
Koordinaten (x,y -+ b) iiber.

y

576 G,
D LSS N

Abb. 8

III. a) Bei einer Dehnung in Richtung der z-Achse mit einem Dehnungs-
faktor p(p >0, p = 1) geht der Punkt mit den Koordinaten (z, y)
in den Punkt mit den Koordinaten (pz,y) iiber;

b) bei einer Dehnung parallel zur y-Achse mit einem Dehnungsfa.ktor q
(g>0,g=1) geht der Punkt mit den Koordinaten (z,y) in den
Punkt mit den Koordinaten (z,qy) iiber.

Man erkennt hieraus nun leicht, daB die folgenden Sitze gelten

(Abb. 8):

I. a) Die graphische Darstellung @, der Gleichu.ng
F(z, —y)=
hegt in bezug auf die z-Achse symmetnsch (spiegelbildlich) zur gra-
Darstellung der Gleichung F(z, y)= 0;
b) dJe graphische Darstel.lung G, der Glelchung
F(—z9)=0
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liegt in bezug auf die y-Achse symmetrisch zur graphischen Dar-
tellung @G der Gleichung F'(z,y) = 0;

¢) die graphische Darstellung G, der Gleichung

F(—z, —y)=0

liegt in bezug auf den Ursprung O sy trisch zur graphischen Dar-

stellung der Gleichung F'(x,y) = 0.
II. a) Die graphische Darstellung G, der Gleichung

F(x—a,y)=0

ergibt sich aus der graphischen Darstellung @ von F(z, y) = 0, indem
man diese parallel zur z-Achse um die Strecke a verschiebt;

b) die graphische Darstellung G; der Gleich
F(x,y—b)=0
ergibt sich aus der graphischen Darstellung & von F(z, y) = 0, indem
man diese parallel zur y-Achse um die Strecke b verschiebt.
II1. a) Die graphische Darstellung G, der Gleichung

(o)

ergibt sich aus der graphischen Darstellung G von F(z, y) = 0, indem
man diese parallel zur z-Achse um den Faktor p dehnt;

b) die graphische Darstellung @, der Gleichung

Flz, L)=0

(=4)

ergibt sich aus der graphischen Darstellung & von F(z, y) = 0, indem
man diese parallel zur y-Achse um den Faktor ¢ dehnt.

Die graphischen Darstellungen G;und G in Abb. 8 (III) entsprechen Dehnungs-
faktoren p=3 bzw. ¢=2.

-]

Beweis von L a) Es sei M(z,, y,) ein Punkt der graphischen Darstellung @, so daB
F(zo, 40)=0.

Dann gehort der Punkt M (z,, —y,) zur graphischen Darstellung G,, da seine Koordinaten
der Gleichung F(z, —y) = 0 geniigen. Der Punkt M liegt jedoch in bezug auf die z-Achse
symmetrisch zum Punkt M. Also enthalt die graphische Darstellung G, sicher alle die-
jenigen Punkte, die in bezug auf die z-Achse sy trisch zu i dei Punkt M
der graphischen Darstellung G liegen. Wiirde nun die graphische Darstellung G, dariiber
hinaus noch einen weiteren Punkt N’(z,, y,) enthalten, so galte

F(zy, —9) =0,

d. h., der Punkt N (z;, —y,), der zu N’(z,, y,) in bezug auf die z-Achse symmetrisch liegt,
wiirde zu G gehoren, was nicht der Fall sein sollte.
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&

Beweis von II. a) Es sei M (z,, y,) ein Punkt der graphischen Darstellung G, so daB
F (2o, o) =0.

Dann gehért der Punkt M’(, + @, y,) der graphischen Darstellung G, an, da seine Koordi-
naten der Gleichung F(z—a, y)= 0 geniigen. Der Punkt M’ wird jedoch aus dem
Punkt M dadurch erhalten, daB man diesen parallel zur z-Achse um die Strecke a ver-
schiebt ; usw.

Beweis von III. a) Es sei M (%, y,) ein Punkt der graphischen Darstellung @, so
F(zy, yo)=0.

Dann gehort der Punkt M’(pz, y,) der graphischen Darstellung G4 an, da seine Koordi-

naten der Gleichung F %, y) = 0 geniigen. Der Punkt M’ geht jedoch bei der Dehnung

der z, y-Ebene parallel zur z-Achse mit dem Dehnungsfaktor » aus dem Punkt M her-
vor; usw.
]’)ie anderen Sitze werden entsprechend bewiesen.

Aus diesen Sitzen erhilt man miihelos entsprechende Sitze fir das gra-
phische Bild einer Funktion

y=f(). (25)
F(z, y)=y—f(2).
Fz, —y)=—y—f(),
so daB die Gleichung F'(x, —y) = 0 auch in der Form
=—f()

Dazu setzen wir

Dann ist z..B.

geschrieben werden kann.
Hieraus folgt:
I’. a) Das graphische Bild der Funktion —f () liegt in bezug auf die 2-Achse
" symmetrisch zum graphischen Bild der Funktion f(z) (vgl. § 2, 5).
Entsprechend ergeben sich die folgenden Sitze:
b) Das graphische Bild der Funktion f(—z) liegt in bezug auf die y-Achse
symmetrisch zum graphischen Bild der Funktion f(z).
c) Das graphische Bild der Funktion —f(—x) liegt in bezug auf den
Ursprung O symmetrisch zum graphischen Bild der Funktion f(z).
II'. a) Das graphische Bild der Funktion f(z —a) erhilt man aus dem
graphischen Bild der Funktion f(x), indem man dieses parallel zur
z-Achse um die Strecke a verschiebt.
b) Das graphische Bild der Funktion f(z) + b erhdlt man aus dem
graphischen Bild der Funktion f(z), indem man dieses parallel zur
y-Achse um die Strecke b verschiebt.
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P &

IIT'. a) Das graphische Bild der Funktion f(%) erhélt man aus dem gra-

phischen Bild der Funktion f(z), indem man es parallel zur z-Achse
mit dem Dehnungsfaktor p dehnt.

b) Das graphische Bild der Funktion ¢f(x) erhélt man aus dem gra-
phischen Bild der Funktion f(z), indem man es parallel zur y-Achse
mit dem Dehnungsfaktor ¢ dehnt.

Die bisher betrachteten Transformationen kénnen nun, wie bereits er-
wahnt, miteinander kombiniert werden. So ergibt sich z. B. die Gleichung
F(z—a, y—b)=0, wenn man in der Gleichung F(z,y)=0 zunichst
durch z — @ und danach y durch y — b ersetzt (oder umgekehrt). Man erhélt
also eine graphische Darstellung der Gleichung

F(zx—a, y—b)=0,

wenn man eine graphische Darstell der Gleichung F(z,y)= 0 parallel
zur z-Achse um die Strecke @ und pmllel zur y-Achse um die Strecke b ver-
schiebt (was natiirlich zusammengenommen auf eine Parallelverschiebung
lings einer geeignet gewdhlten Geraden hinausliuft).

Entsprechend erhélt man aus einer graphischen Darstellung von F'(z, y) = 0
eine graphische Darstellung der Gleichung

z ¥
F( P’y ) =0

wenn man sie in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor p und in
Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor g dehnt.

Entsprechend erhélt men aus einer graphlschen Darstellung vonF(z y) =
durch zwei hintereinander ausgefiihrte Spiegelungen eine graphi Dar-
stellung der Gleichung

F(—z, —y)=0,

und zwar spiegelt man die graphische Darstellung von F'(z, y) = O zunichst
an der z-Achse und danach die dabei erhaltene graphische Darstellung an
der y-Achse (oder umgekehrt). Andererseits erhidlt man (auf Grund von I ¢))
eine graphische Darstellung von F(—z,—y)= 0, wenn man eine gegebene
graphische Darstellung von F(z,y)= 0 am Ursprung spiegelt. Das ist nicht
verwunderlich, denn man zeigt auch leioht direkt geometrisch, daB die Hinter-
emwderausfuhrung von Spiegel inander senkrechten Geraden
jeden Punkt P in einen Punkt uberfuhrt der zu P in bezug auf den Schnitt-
punkt der beiden Geraden symmetrisch liegt.

Besondere Beachtung verdient noch der Fall, daB sich F(z, y) bei der
Substitution von y durch —y nicht #ndert, d. h., daB

F(z, —y)=F(z, y).
In di Fall sti die graphischen Darstellungen der Gleichung

F(z,—y)=0 und F(z,y)=0
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iiberein. Da andererseits (auf Grund von Ia)) die Gleichung F(z, —y)=0
eine graphische Darstellung besitzt, die zur graphischen Darstellung von
FP(z,y) =0 in bezug auf die z-Achse symmetrisch liegt, bedeutet das Uber-
insti der graphischen Darstellungen von F (z, y) = 0 und F(z, —y) = 0,
daB die graphische Darstellung G der Gleichung F(z,y)= 0 die z-Achse
als Symmetrieachse besitzt.

Entsprechend ergibt sich aus Ib) bzw. I¢):

Ist F(—=z,y)=F(z,y), so besitzt die graphische Darstellung G ¥on
F(z,y)=0 die y-Achse als Symmetrieachse; ist F(—=z,—y)=F(z,y), so
besitzt die graphische Darstellung ¢ von F(z,y)= 0 den Ursprung O als
Symmetriezentrum.

Wir wenden uns nun der Gleichung y = f(z) zu. Andert sich die Funktion
f(z) nicht, wenn man z durch —z ersetzt, gilt also

fl=x)=f(2),

80 nennt man f(z) eine gerade Funktion; dndert sich beim Ersetzen von z
durch —z nur das Vorzeichen der Funktion f(z), gilt also

 flen)=—f),

80 heiBt f(z) ungerade. Aus den Sitzen I’ b) bzw. I ¢) folgt unmittelbar:

Das graphische Bild einer geraden Funktion besitzt die y-Achse als Sym-
metrieachse, das graphische Bild einer ungeraden Funktion besitzt den Ur-
sprung als Symmetriezentrum.

Andert sich eine Funktion F(z,y) nicht, wenn man gleichzeitig « durch
z—a und y durch y —b ersetzt, gilt also

F(zx—a, y—b)=F(z, y),

8o nennt man F(z, y) periodisch mit der Periode (a, b); das gleiche sagt man
in diesem Fall auch von der graphischen Darstellung der Gleichung F (z, y) = 0.
Andert sich eine Funktion f(x) nicht, wenn man z durch = — a ersetzt, so heiBt
f(2) (und ebenso ihr graphisches Bild) periodisch mit der Periode a.

In Abb. 9a ist das graphische Bild einer Gleichung F(z,y) = O mit einer
periodischen Funktion F(z,y) der Periode (1, 2) wiedergegeben, wihrend
in Abb. 9b eine periodische Funktion y = f(x) mit der Periode 1 dargestellt ist.

Mit einer Zahl a sind auch die Zahlen 2a, 3a, ..., na, ... und die Zahlen
—a, —2a, . .. Perioden einer periodischen Funktion f(z). Ublicherweise ver-
steht man jedoch unter der Periode einer Funktion die kleinste positive
Zahl @, welche Periode von f(z) ist. Entsprechendes gilt auch fir Funktionen
F(z,y) und ihre graphische Darstellungen.

Man kénnte sich auch speziell mit Funktionen F(z, y) bzw. f(z) befassen, die sich bei
Substitation von z durch pz und y durch gy bzw. z durch pz nicht andern, d. h., fir
die

F(pz, qp)=F(z, 9), f(p2)={(=)

gilt. Die graphische Darstellung von F (z, y) = 0 bzw. y = f(z) ist fiir derartige Funktionen
gegentiber den prechenden Dehnungen ,,invariant*. Diese Eigenschaft ist fiir uns
hier jedoch ohne besondere Bedeutung.
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Kann man von einer graphischen Darst g sofort feststellen, daB sie
symmetrisch bzw. penodmch sein muB, so bedeubet dies eine wesentliche
Vereinfachung der tlichen Konstruktic beit. Wenn man z. B. erkannt

hat, daB die graplnsche Darste].lung in bezug auf die y-Achse symmetrisch
ist, so braucht man sie nur in einer Halbebene (z. B. der rechten Halbebene)
genau zu konstruieren; liegt die graphische Darstellung in bezug auf beide
Achsen symmetrisch, so kann man sich sogar auf einen Quadranten (etwa
den ersten) beschrinken; ist bekannt,
daB die graphische Darstellung die @ gL..__.__
Periode a besitzt, so braucht man nur
ihren Verlauf in einem ,,Perioden-

streifen‘ (z B. im Intervall 0sz<a

oder im Intervall —- <z ) zu be-
trachten, usw.

Zur Erliuterung wollen wir einige
Beispiele betrachten.

Beispiel 1. Die graphische Darstellung
der Funktion y =42 hat die y-Achse als
Symmetrieachse. Da man der betrachteten

L) RSP, NP

[ S .

Gleichung auch die Form % = 2% geben kann,

erhélt man ihre graphische Darstellung aus
einer graphischen Darstellung von y = z*
durch Dehnung in Richtung der y-Achse mit
dem Deh faktor 4. And ite kann
man die betrachtete Gleichung aber auch in

1
der Form y=(%) schreiben, so da8 man
3

jhre graphische Darstellung auch aus der
von y=a* durch Stauchung in Richtung
der z-Achse mit dem Stauchungsfaktor 2
gewinnen kann.

Beispiel 2. Eine graphische Darstellung
von y=2z—1 erhdlt man aus einer gra-
phischen Darstellung von y = 22 durch Par-
allelverschiebung langs der y-Achse um die
Strecke —1. Bringt man die betrachtete
Gleichung suf die Form y=2(x——;—), 50
sieht man, daB men ihre graphische Darstellung aus der von y = 2z auch durch Ver-

Abb. 9

schiebung lings der z-Achse um die Strecke gewmnen kann.

Beispiel 3. Da die Gleichung #2 + 4% = 2 (3:v+4y) auch in der Form
(@—3)+(y—47=25
gesohrieben werden kann, 138t sich ihre graphische Darstellung aus der von z2 + 2 = 26

durch Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke 3 und parallel zur y-Achse um
die Strecke 4 gewinnen.
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)

Beispiel 4. Eine graphische Darstellung von y = 2#~* erhalt man aus der von y = 2=
durch Parallelverschiebung langs der z-Achse um die Strecke 3. Da man die betrachtete

Gleichung andererseits auch auf die Form y = % - 22 bringen kann, 1aBt sich ihre graphische
Darstellung auch aus der von y = 2¢ durch Stauchung in Richtung der y-Achse um den

Faktor 8 gewinnen.
Beispiel 5. Die Funktionen y=cosz, y=sin2z, y=cosz+sin2z haben die
Periode 27, 7 bzw. 27. Die erste Funktion ist gerade, so daB ihre graphische Darstellung
in bezug auf die y-Achse symmetrisch ist; die zweite

y Funktion ist ungerade, so daB ihre graphische Darstellung
6, in bezug auf den Ursprung symmetrisch ist; die dritte
3 ot Funktion ist weder gerade noch ungerade.
~ e Beispiel 8. Die Funktionen y = tg xz (ungerade) und
. 4 6 y = tgtnz (gerade) besitzen beide die Periode 1.
RN /% Beispiel 7. Die graphische D 1L der Funkti
RN X sindz+sinty= % ist symmetrisch in bezug auf beide
S \\ Gy Achsen und daher such in bezug auf den Ursprung. Sie hat
e \‘ die Perioden (z, 0) und (0, ) (und allgemein Perioden
. ., der Form (m#, nx), wobei m und n beliebige ganze Zahlen
" > sind).
Abb. 10

Zum AbschluB erwihnen wir noch einen Satz,
der sich auf Drehungen bezieht:
IV. Die graphischen Darstellungen G; und G, der Gleichungen

43

ergeben sich aus der graphischen Darstellung von F(z, y) = 0 durch Drehung
um den Ursprung um 46° in positivem (d. h. von der z-Achse zur y-Achse
gerichtetem) bzw. negativem (d. h. von der y-Achse zur z-Achse gerichtetem)
Drehsinn (Abb. 10).

Das ergibt sich aus den Formeln

z=2a'cosp—y'sing,
y=2a'sing +y cosy
fiir die Drehung des Koordinatensystems?) um einen Winkel ¢, wenn man

in jhnen ¢=% setzt.

§ 4. Funktion und Umkehrfunktion

Im Zussmmenhang mit den Sétzen I bis IV des vorangehenden Paragraphen
ergibt sich noch die Frage, was mit einer graphischen Darstellung geschieht,
wenn man in der zugehérigen Gleichung F(z,y)= 0 die Verinderlichen =
und y vertauscht.

1) Vgl. etwa O.-H. KELLER, Analytische Geometrie und lineare Algebra, Berlin 1957.
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"Es gilt hier der folgende Satz:
V. Die graphische Darstellung G,, der Gleichung
F (y’ 2)=0
liegt zur graphischen Darstellung @ der Gleichung F (z, y) = 0 in bezug auf die
Winkelhalbierende & = y des ersten Quadranten symmetrisch (Abb. 11).

Gehort namlich ein Punkt M (z, ) zur graphischen Darstellung G, so gehdrt der
entsprechende Punkt M’(y,, z;) zur graphischen Darstellung G,y; der Punkt M’ liegt
aber offenbar zum Punkt M symmetrisch in bezug auf die Winkelhalbierende z = y.

Ist insbesondere die Funktion F(z, y) ,,symmetrisch®, d. h., éndert sie sich
nicht bei Vertauschung von z und y,

F(y, z)=F(z, 9),
so besitzt die graphische Darstellung der Gleichung F(z,y) = 0 die Gerade
z=y als Symmetrieachse.

Beispiele fir symmetrische Funktionen sind:

z+y=1, 22+4?=25, zy=1,

z+y=zy, Vz+ly=1

usw.

Es sei F(z,y) = 0 eine Gleichung, durch die sowohl
y als (eindeutige oder mehrdeutige, vgl. §1) Funktion
von z als auch z als eindeutige oder mehrdeutige

Funktion von y festgelegt wird. Diese Funktionen, die Abb. 11

im allgemei (vom Standpunkt der auszufithrenden

Operationen aus) verschieden sind, nennt man mitunter Funktion und Um-
kehrfunktion. :

Wir wollen uns hier auf den einfachsten Fall beschrénken und anneh
daB in einem gewissen Teil der Ebene (oder evtl. der ganzen Ebene) die gra-
hische Darstellung der Gleich

P

Flz,4)=0 (26)

mit jeder Parallelen zur y-Achse und jeder Parallelen zur z-Achse nur einen
Punkt gemeinsam hat. Dies hat zur Folge, daB man in dem betreffenden Teil der
Ebene die Gleichung (26) sowohl nach y als auch nach z ,,auflsen’* kann:

y=[(), 27
z=9¢(y). (28)

Wenn wir noch annehmen, daB man aus jedem in Frage kommenden Wert
von z den zugehérigen Wert von y allein mit Hilfe von elementaren Operationen
ausrechnen kann und entsprechendes auch fiir die Berechnung von z aus y
gilt, so sind die durch f und g bezeichneten Funktionen elementare Funk-
tionen. In diesem Fall kann man f als Funktion und g als Umkehrfunktion
ansehen (oder umgekehrt). Da die Gleichungen (26), (27) und (28) auf Grund
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Vor tzungen gleichwertig sind, besitzen sie alle dieselb hiscl
Darstellung G. In Gleichung (28) spielt dabei jedoch, entgegen unseren
llen Verabredungen, die Variable y die Rolle der unabhanglgen Ver-
a.nderhohen, withrend z die abhdngige Verinderliche b t. Vert:
wir in (28) die Buchstaben z und y, so erhalten wir vom Sta.ndpunkt der aus-
zufithrenden Operationen aus dieselbe Gleichung
y=9g(z), (29)
die jedoch im allgemeinen eine ganz andere graphische Darstellung besitzt,
namlich die graphische Darstellung, die man erhilt, wenn man G an der
Geraden z = y spiegelt.
Wir erhalten damit den folgenden wichtigen Satz: Das graphische Bild
der Umkehmnktwn y = g(x) einer Funktion y= f(z) liegt zum graphischen
Bild von y = f(z) in bezug auf die Gerade ==y symmetrisch.

Beispiel 1. Die Gleichung 2z — 5y + 10 = 0 (vgl. §1) ist jeder der Gleichungen

_2s+10 o 5y;10
gleichwertig. Nimmt man 22410
@) =—%—
als Funktion, so wird
—10
g(@)=

die zugehdrige Umkehrfunktion.
Beispiel 2. Da man die Gleichung 22 —y = 0 auch in der Form
y=22

schreiben kann, erhalt man, wenn man sie nach z aufldst,

_ | +Vy in der rechten Halbebene (2> 0),

B ‘—V; in der linken Halbebene (z < 0).
Nimmt man also f(2) = 2* als Funktion, so erhalt man g(z) = ¥z als Umkehrfunktion
(die Wurzel im algebraischen Sinn), oder genauer: in der oberen Halbebene (y > 0) ist

9(z) = + ¥z und in der unteren Halbebene (y < 0) lst ¢(2) = — Yz Umkehrfunktion (jetzt
die Wurzeln im arithmetischen Sinne ).1)

Beispiel 3. Fir die Funktion /()= (z"+ 1) ist g(z)= V 00z —1
die Umkehrfunktion.
Beispiel 4. Die Funktion

1o =147

1) In der deutschen Literatur bezeichnet man in der Regel die hier Wurzel im algebra-
ischen Sinn genannte Wurzel mit unbestimmten Vorzeichen als Wurzel schlechthm

wahrend man den hier Wurzel im arithmetischen Sinn g nicht
Wert der Wurzel als positive Wurzel oder Betrag der Wurzel bezeichnet. — Anm. d.

wissenschaftl. Red.
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besitzt die Funktion
9@ =g—7F
als Umkehrfunktion.
Beispiel 5. Nimmt man als Funktion
f(z)=Igcosz,
80 erhdlt man als Umkehrfunktion
g(z) = arccos 10%.

§ 6. Elementare Diskussion von Funktionen
(Fragestellung und einige allgemeine Verfahren)

Es sei eine Gleichung der Form
y=f(z) (30)

gegeben. Unter ,,Diskussion der Funktion f(z) (oder ihrer graphischen Dar-
stellung) kann man eine Erliuterung der verschiedensten Eigenschaften
von f(z) verstehen. Meistens sucht man jedoch, wenn man von ,,Diskussion‘*
spricht, nur Antwort auf folgende Fragen zu erhalten:

A. Nimmt die Funktion f(z) den Wert Null an und, wenn ja, an welchen
Stellen? In welchen Intervallen ist die Funktion f(x) positiv und in welchen
negativ?

B. In welcher Weise ,,andert* sich die Funktion f(z)? In welchen Inter-
vallen wiichst die Funktion f(z) und in welchen féllt sie? Wo nimmt die
Funktion f(z) einen gréBten Wert (ein Maximum) und wo einen kleinsten Wert
(ein Minimum) an?

Hierbei bediirfen dchst die Bezeichnungen ,,wichst, ,fallt", , Maxi-

um‘ und ,,Minimum*‘ einer niheren Erlduterung.

Man nennt eine Funktion f(z) in einem Intervall wachsend, wenn fiir zwei
beliebige Werte von z aus diesem Intervall, etwa firr 2’ und 2, die Be-

ieh:
meme <z (31)
die Beziehung

F@)<f=") (32)

zur Folge hat. (Dann folgt natiirlich aus der Ungleichung (32) auch die Un-
gleichung (31); denn wire z’ < z’, 8o wiire f(z”’) < f(2’), wilhrend die Gleich-
heit 2" = 2’ die Gleichheit f(z”’) = f(z’) zur Folge hitte.)

Anders ausgedriickt besagt dies: Eine Funktion f(x) ist wachsend, wenn
mit den Argumentwerten (den Werten fiir die unabhingige Verdnderliche) auck
die Funktumawerte (che Werte fiir die abhingige Verinderliche) wachsen und

kehrt; ents den mit den Argumeniwerten auch die Funktions-
werte klemer und umgekehrt. Bei einer wachsenden Funktion &ndern sich also
die Verinderlichen z und y ,,in gleichem Sinne*“.1)

1) Beispiele fiir hsende Funkti sind: f(z) = mz (m >0), f(z)=2° in jedem
Intervall 1(z) = 22, f(z) = Yz im Intervall 0 < 2 < c.
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Man nennt eine Funktion f(z) in einem Intervall fallend, wenn fiir zwei be-
liebige Zahlen 2’ und z” aus diesem Intervall die Beziehung

@' <2’ (33)
f@)>f(=") (34)

zur Folge hat (und dann natiirlich auch das Umgekehrte gilt). In diesem Fall
hat also ein Wachsen der Argumentwerte ein Fallon der Funktionswerte und
ein Fallen der Argumentwerte ein Wachsen der Funktionswerte zur Folge;
die Veriinderlichen = und y éndern sich ,,in verschiedenem Sinne‘.)

Es sei a < ¢ < b; eine Funktion, die im Intervall von a bis ¢ wichst und im
Intervall von ¢ bis b fillt, besitzt an der Stelle ¢ ein Maximum; eine Funktion,
die im Intervall von a bis ¢ fillt und im Intervall von ¢ bis b wichst, besitzt an
der Stelle ¢ ein Minimum. Das sind jedoch nicht die iiblichen Definitionen
fiir ein Maximum bzw. Minimum. Diese lauten folgendermaBen: Eine Funk-
tion f(z) besitzt an der Stelle x =c ein Mazimum, wenn es Zahlen a und b
mit a < ¢ < b gibt, so daB fiir jedes # mit @ < z < b und z = ¢ die Ungleichung

fley>f(=) (35)

erfiillt ist; entsprechend fiir ein Minimum. Spiter (§ 46, Beispiel 4) wird an
einem Beispiel gezeigt werden, daB die zweite Formulierung eine gewisse
Verallgemeinerung der ersten ist.

Die geometrische Bedeutung der Begriffe ,,wachsend®, ,fallend®, ,Maxi-
mum* und ,Minimum* ist so klar, daB sich eine weitere Erlduterung er-

ibrigt.

die Beziehung

Bemerkung 1. Die Begriffe ,,wachsende Funkti und ,,fallende Funktion‘ k
noch etwas erweitert werden, und zwar da,du.rch daB man an dle Stelle der Beziehung (32)
als Folge der Ungleichung 2’ < # die g g
@)= f(@) 32
setzt. Hierdurch wird zum Ausdruck g ht, daB beim A h der A t

werte die Funktionswerte ebenfalls gréol}er werden oder aber sich nicht andern (also
jedenfalls nicht kleiner werden). Eine Funktion, die diese Eigenschaft besitzt, heiBt
nicht-fallend.

Jede wachsende Funktion ist nicht-fallend; die Umkehrung hiervon gilt nicht.

Hier ein Beispiel fiir eine nicht-fallende Funktion ,,aus dem Alltag: Es sei z die
Zeit, f(z) der Stand des Elektrizitatszahlers. Bei Entnahme von elektrischer Energie
steigt mit der Zeit auch der Zahlerstand; wird jedoch im Laufe eines Zeitraumes keine
Energie entnommen, so bleibt der Zahlerstand unverandert.

Man kann zeigen, daB8 jede elementare nicht-fallende Funktion (die nicht in eine
K ) bestindig wachst.

1) Beispiele fiir fallende Funktionen sind: f(z) = mz (m < 0) in jedem Intervall; f(z) = % R

% (5>0) fiir 0 <z < oo.
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Entsprechend wird eine Funktion f(z), die an Stelle der Bezieh (34) der Bezieh
(&) z (&) (34)

geniigt, nicht.wachsend genannt.

Bemerkung 2. In ahnlicher Weise lassen sich der Begriff des Maximums und des
Minimums erweitern : Eine Funktion f(z) besitzt im Punkt z = cein Magzimum im weiteren
Sinn (schwaches Maximum), wenn an Stelle der ‘Ungleichung (35) in einer gewissen ,,Um-
gebung" von ¢ die Beziehung

Ho 2 (@) (35")
gilt. Entsprechend fiir ein Minimum.

Bemerkung 3. Die nicht-fallenden und die nicht-wachsenden F leti werden zu-

£ 3 tone Funlti "

Bemerkung 4. Die Begriffe ,,Maximum* und ,Minimum* werden zum Begriff
w « P

Beziiglich der Fragen vom Typ A (s. 8.27) beschrinken wir uns hier
auf eine allgemeine Bemerkung: Um Aufschlu8 iber das Vorzeichen der
Werte einer Funktion f(z) zu erhalten, versucht man gewohnlich, die Formel,
die die Funktion f(z) beschreibt, (durch sogenannte identische Umformungen)
in ein Produkt von Faktoren umzuwandeln, deren Vorzeichenverhalten sich
leicht iibersehen 1é8t; alles weitere ergibt sich dann auf Grund der elementaren
Eigenschaften eines Produlktes:

1. Ein Produkt ist dann und nur dann gleich Null, wenn wenigstens einer
der Faktoren verschwindet.

2. Sind alle Faktoren von Null verschieden, so ist das Produkt positiv
bzw. negativ, je nachdem, ob die Anzahl der negativen Faktoren gerade oder
ungerade ist.

Tn den Fillen, in denen eine solche Faktorzerlegung nicht gelingt, versucht
man die Fragen vom Typ A auf Fragen vom Typ B zuriickzufiihren. Hat man
z. B. festgestellt, daB eine Funktion in einem Intervall wichst und da8 sie im
Anfangspunkt des Intervalles einen positiven Wert annimmt, so kann man
sofort behaupten, daB die Funktion im ganzen Intervall positiv ist. Zur
selben SchluBfolgerung gelangt man, wenn man nur weiB, daf der kleinste
Wert der Funktion in betrachteten Intervall positiv ist.

Die Stellen, an denen eine Funktion f(z) den Wert Null annimms, nennt
man iiblicherweise Nullstellen der Funktion f(x). '

Beziiglich der Fragen vom Typ B 148t sich allgemein sagen, daB ihre Be-
antwortung prinzipiell schwieriger ist; Methoden hierfir werden in der Dif-
ferentialrechnung bereitgestellt. Insbesondere gehort die Frage nach dem
Wachsen oder Fallen einer Funktion zu den Grundaufgaben der Differential-
rechnung; sie wird dort dadurch geldst, daB man das ,,Wachstumsverhalten‘
einer Funktion f(z) auf die Untersuchung des Vorzeichens einer anderen
Funktion, der sogenannten ,,Ableitung* von f(z) z iickfithrt (vgl. S. 291).2)

Es gibt jedoch auch verschiedene, wenn auch kei gs erschopfende.
elementare Methoden zur Untersuchung der Art der Anderung einer Funktion;

1) Das heiBt, eine Frage vom Typ B wird euf eine Frage von Typ A zuriickgefiihrt.
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ihnen kommt im Hinblick auf den Schulunterricht besondere Bedeutung zu, so
daB es angebracht erscheint, auf einige von ihnen hier niher einzugehen.
Dariiber hinaus muf festgestellt werden, da es in einigen Fallen iiberhaupt
tiberfliissig ist, auf Hilfsmittel der Differentialrechnung zuriickzugreifen, da
sich diese Aufgabe auf einfachstem und natiirlichstem Wege durch elemen-
tare Methoden losen liBt; in anderen Fillen dagegen ist eine elementare
Losung, wenn sie auch méglich ist, viel komplizierter als eine Losung mit
Hilfsmitteln der Differentialrechnung und héufig sehr gekiinstelt (vgl. den
SchluB von § 10).

Die elementaren Methoden griinden sich darauf, daB man fiir einfachste
Funktionen die , Wachstumsverhéltnisse direkt durch Riickgang auf die
Definition des Wachsens und Fallens ermitteln kann. Von diesen kann man
durch Anwendung einer Reihe von fast trivialen Sitzen auf die Art der
Anderung komplizierterer Funktionen schlieBen.

Zur Abkirzung wollen wir sagen, daB sich Funktionen u(z) und v(z) in
einem gewissen Intervall im gletchen Sinn dndern, wenn sie beide wachsen oder
beide fallen; dagegen werden wir sagen, die Funktionen u(z) und v(z) dndern
sich im enigegengeseizten Sinn, wenn die eine wichst und die andere fallt.

Es gelten dann die folgenden Sétze:

1. Die Funktionen %(z) und u(x) + O, wobei C eine beliebige Konstante
ist, andern sich im gleichen Sinn.

2. und 2. Die Funktionen u(r) und Cu(x) éndern sich im gleichen oder
im entgegengesetzten Sinn, je nachdem, ob die Konstante C' positiv oder
negativ ist.

3. Andern sich die Funktionen u(z) und v(z) im gleichen Sinn, so &ndert sich
auch die Funktion %(z) + »(z) in diesem Sinn.

4. Andern sich positive Funktionen w%(z) und v(z) im gleichen Sinn, so
éndert sich auch das Produkt «(z) v(z) in eben diesem Sinn.

4’. Andern sich negative Funktionen u(z) und v(z) im gleichen Sinn, so
dndert sich das Produkt %(2) »(z) in dem zu u(z) und v(z) entgegengesetzten
Sinn.

5. und &'. Ist u(z) eine positive Funktion, so &ndern sich u(z) und %2 (z) im
gleichen Sinn; ist u(z) eine negative Funktion, so dndern sich % (z) und u2(x)
im entgegengesetzten Sinn.

6. Die Funktionen u(z) und —u(z) &ndern sich im entgegengesetzten Sinn.

7. Ist die Funktion u(z) in einem gewissen Intervall positiv, so éndern
sich in diesem Intervall die Funktionen u(z) und
Sinn.

7'. Ist die Funktion u(z) in einem gewissen Intervall negativ, so éndern
sich in diesem Intervall die Funktionen u(x) und ﬁ ebenfalls im entgegen-
gesetzten Sinn.

@) im entgegengesetzten
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Man kann also sagen, daB in einem Intervall, in dem die Funktion u(z)
iiberall von Null verschieden ist und in dem sie ihr Vorzeichen nicht éndert,

sich die Funktionen u(z) und L

u(z)

8. Ist die Funktion u(z) in einem gewissen Intervall positiv, so &ndern
sich in diesem Intervall die Funktionen u(x) und m im gleichen Sinn
(unter Yu(z) die Wurzel im arithmetischen Sinn, d. h. als ,,positive Wurzel
verstanden).

9. Eine ,,zusammengesetzte Funktion‘ u(v(x)) wéchst, wenn sich u(z) und
v(x) im gleichen Sinn dndern; sie fillt, wenn sich «(z) und v(z) im entgegen-
gesetzten Sinn éndern.?)

Die Beweise dieser Sitze sind alle von derselben Struktur und &uBerst elementar.
Man hat dabei die Definition fiir das Wachsen bzw. Fallen einer Funktion und einfachste

im entgegengesetzten Sinn dndern.

Sitze iiber das Rech mit Ungleichungen zu verwenden. Als Beispiel b e
Satz 3 fiir den Fall wachsender Funktionen, d. b.:
Eine 8 von hsenden Funkti ist eine hsende Funkti

Beweis. Es sei (2) = #(x) + v(z), wobei «(z) und v(z) in einem gewissen Intervall
wachsende Funktionen sind. Es seien ferner
7’ und z” beliebige Zahlen aus diesem Inter- i
vall, und zwar sei 2’ < z””. Dann ist nach

Voraussetzung _ y!(x),
w(@) < u(z"), NG
v(z') < v(2”). y-5(z)

Hieraus ergibt sich unmittelbar / My

u(®) +0(@) <u(@) + o), 7 ”
{(@) < f(z"). 0 ¥
Es sei an dieser Stelle noch erwihnt, Abb. 12

daB man sich bei der ,,Diskussion*

einer Funktion natiirlich nicht streng nur an die unter A und B aufgezihlten
Fragen hilt; die Antwort auf weitere interessierende Fragen kann aber hiufig
auf die Beantwortung von Fragen vom Typ A oder B zuriickgefiihrt werden.
Ein Beispiel moge dies erldutern: . '

Neben der graphischen Darstellung @ einer zu diskutierenden Funktion
y = f(x) liege bereits die gut bekannte graphische Darstellung G, einer Funk-
tion y = f,(z) vor (Abb. 12). Es kann dann unter Umsténden die Beantwortung
folgender Fragen wesentlich sein:

A’. Schneidet die graphische Darstellung G die graphische Darstellung G,
und wenn ja, in welchen Punkten? In welchen Intervallen liegt & oberhalb G,
und in welchen darunter?

1) Die Anderung der Funktion u(z) bezieht sich hierbei auf das Intervall, dem bei
veranderlichem z die Werte der Funktion v(z) angehoren.
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B’. Wie iindert sich (mit hsendem z) die Strecke M, M zwischen den
Schnittpunkten der vertikalen Geraden mit G, bzw. G? In welchen Inter-
vallen wiichst bzw. fillt sie? In welchen Punkten nimmt sie einen maximalen
bzw. minimalen Wert an? .

Man sieht unmittelbar, daB die Beantwortung der Fragen A’ und B’ auf die
Beantwortung der Fragen A und B fiir die Funktion f(z)—f,(x) hinaus-
lauft.

Bei der Diskussion der verschiedenen Eigenschaften einer Funktion f(z)
hat man hiufig die Formel, die die Funktion f(z) beschreibt, identischen Um-
formungen zu unterwerfen. Welche Umformungen im konkreten Fall vor-
zunehmen sind, hiéngt davon ab, welche Eigenschaft der Funktion man
betrachtet.




Kapitel IT

UBERBLICK UBER DIE
ELEMENTAREN FUNKTIONEN UND IHRE
GRAPHISCHEN DARSTELLUNGEN

§ 6. Klassifikation der rationalen Funktionen

Eine Funktion f(z) heiBt rational, wenn man jeden ihrer Werte y = f(z) aus
dem Argumentwert z und konstanten Zahlen durch alleinige Anwendung der
vier Spezies (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division) berechnen
kann;l) sie heiBt eine ganze rationale (oder ganzrationale) Funktion®), wenn
man allein mit Hilfe der drei Rechenoperationen Addition, Subtraktion und
Multiplikation suskommt. Die Subtraktion braucht hierbei nicht unbedingt
erwithnt zu werden, denn die Subtraktion einer Zahl ist ja nichts anderes als
eine Addition nach vorheriger Multiplikation mit —1. Die rationalen Funk-
tionen, die nicht ganzrational sind, heiBen gebrockene rationale Funktionen.
Beispiele fiir ganze rationale Funktionen sind:

2z—3, (@—1)(z+4), 2% i(=,.l),

[ 5
JAriatd (=242),% ST (=2+1)

cos(2arccos z) (=2a2—1).4)

Beispiele fiir gebrochene rationale Funktionen sind:
a1 1 1 3z—z°
T cte =) wletes(= 1),
Man beweist nun leicht durch vollstindige Induktion:
1. Jede ganzrationale Funktion P(z) lipt sich als Polynom in x der Form
P(x)=az"+ b2 '+ -+ kx+1

darstellen, wobei a < 0 und n eine nicht negative ganze Zahl ist. Die hierbei auf-
tretende Zahl 7 heiBt der Grad von P(z).

1) Gemeint ist lich die Berechenbarkeit nach einer Formel, in die nur Zeichen
fiir diese Operationen eingehen, was natiirlich nicht bedeuten soll, daB die Funktion
von vornberein durch eine solche Forme! gegeben sein muB (vgl. die folgenden Bei-
spiele). Zur notwendigen Prizisierung des Begriffs der rationalen Funktion vgl.
L. J. Okunsew, Der Ring der Polynome und der Korper der rationalen Funktionen,
EAEM Bd. 11, insbes. Seite 1563 und Seite 234. — Anm. d. wissenschafil. Red.

2) Ublicherweise nennt man die g: len Funkti auch Pol;

%) Gemeint ist hier der nicht negative Wert der Wurzel.

4) Von der hier ichst notwendigen Vi t; =|z|§l werden wir uns im Artikel

lichen' befrei

»El tare Funkti einer kompl Verand
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2. Jede gebrochene rationale Funktion R (z) laft sich als Quotient zweier Poly-
nome P(x) und Q(x) ohne gemes Falktor darstellen:

P(z)
Q) °

Der Grad einer gebrochenen rationalen Funktion ist das Maximum von Grad
des Zahlers P(x) und Grad des Nenners Q(z).!)

Die vollstindige Induktion beim Beweis von 1. wird iiber die Anzahl N der bei der
Berechnung der Werte von P (z) verwend Operati hritte gefithrt. Dazu bemerken
wir achst, daB a) die S b) die Diff und ¢) des Produkt von Polynomen
der oben angegebenen Form als Polynome dieser Form dargestellt werden konnen. Wir
nehmen nun an, da8 die Behauptung 1. fiir jede ganzrationale Funktion gilt, die aus
der Variablen z und Konstanten mit Hilfe von ¥ Operationen ,,gebildet* ist, und zeigen,
daB sie dann auch fiir jede ganzrationale Funktion richtig ist, die auf die angegebene
Weise mittels N +1 Operationen erhalten wird: Die letate, (N + 1)-te Operation,
die in der Formel auftritt, mit deren Hilfe die betrachtete Funktion b hnet wird,
muB entweder eine Addition, Subtraktion oder Multiplikation sein. Da aber jede. der
beiden ganzrationalen Funktionen, an denen diese Operation auszufiihren ist, mit nicht
mehr als N Operationen ,,gebildet* ist, kann jede von ihnen als Polynom in z dargestellt
werden. Folglich kann auf Grund der vorangehenden Bemerkung auch die gegebene
Funktion als Polynom in z dargestellt werden.

Es bleibt zu erwahnen, daB die Behauptung fiir den Fall N = 0 trivialerweise richtig ist.

Die Behauptung 2. beweist man ebenfalls durch vollstindige Induktion, di 1 iiber
die Anzahl der auszufiihrenden Operati inschlielich Division. Hier ist zuvor zu
bemerken, daB a) die Summe, b) die Differenz, c) das Produkt und d) der Quotient von
Britchen, in denen Zéhler und Nenner Polynome sind, sich ebenfalls als Briiche dieser
Art darstellen lassen.

R(I) =

§7. Die Potenzfunktionen mit positivem ganzem Exponenten
Wir betrachten die graphischen Darstell der Funktionen

&

z, 2%, 28, ..., 2% ... (1)
Das Bild G, der Funktion

y==z (2)

') Man beachte den Unterschied zwischen dem Grad einer rationalen Funktion und der
»Ordnung* (vgl. §17) der durch sie dargestellten algebraischen Kurve (ihrer gra-
phischen D llung). Vom g ischen Standpunkt ist die Ordnung einer Kurve
die Maximalzahl jhrer Schnittpunkte mit einer beli bigen Geraden, wahrend der Grad
einer Funktion die Maximalzahl der Schnittpunkte ihrer graphischen D: llung mit

einer beliebigen horizontalen Geraden ist (Schnittpunkte jeweils unter Einsohlu8 der

komplexen* Schnittpunkte). Fiir ganze rationale Funkti i Grad und

Ordnung iiberein, fiir gebroch tionale Funktionen kénnen sie verschieden sein.

So ist z. B. die Funktion y = % vom Grad Eins, wahrend ihre graphische Darstellung,
eine Hyperbel, eine Kurve zweiter Ordnung ist.
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besteht aus allen den Punkten, deren Abszisse gleich ihrer Ordinate ist, d. b.
aus den Punkten der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten;
es ist also die Gerade, die durch den Ursprung O geht und mit der positiven
Richtung der z-Achse einen Winkel von 45° einschlieSt (Abb. 13a).

Das graphische Bild @; der Funktion

y=at 3)

(Abb. 13b) ist eine sogenannte Parabel (im weiteren Sinne nennt man zu-
weilen auch die graphischen Bilder beliebiger Polynome Parabeln). Es liegt
symmetrisch zur y-Achse, denn die Funktion 22 ist gerade. Mit Ausnahme
eines Punktes, des Ursprungs O, des sogenannten Scheitels der Parabel, in dem

Y y Y
| + A
H (]
& o/
9 : :
17 T l 23
a) o) o

Abb. 13

die graphische Darstellung G, ihre Sy trieach hneidet, liegen sdmt-
liche Punkte von G,in der oberen Halbebene; denn es ist stets 22 > 0, und
es gilt 2 = 0 nur fiir z = 0. Da die Funktion y = 2 wachsend ist, ist fir > 0
die Funktion 22 ebenfalls wachsend, wihrend sie wegen ihrer Symmetrie zur
y-Achse (oder auf Grund von Satz 4’ von Seite 30) fiir < O fallend ist.

Um die gegenseitige Lage der graphischen Darstellungen von (2) und (3) zu
ermitteln, betrachten wir die Differenz z® — z. Der Faktorzerlegung

B—z=x(r—1)

entnimmt man, daB @, und G, genau zwei Punkte gemeinsam haben, den
Ursprung O mit den Koordinaten (0, 0) und den Punkt P mit den Koordinaten
(1,1). Fiir z > 1 ist 22— z > 0, so daB dort @, oberhalb G, liegt; fir 0 <z <1
ist 22 —x <0, d. h., G, liegt dort unterhalb G;; fiir x <0 liegt schlieBlich
@, wieder oberhalb G,.

Fiir sehr kleine Werte von |z| ist der Quotient

y

L=z
z
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seinem Betrage nach sehr klein, d.h., die graphische Darstellung von G,
schmiegt sich in der Umgeb\mg des Ursprunges O (ihres Scheitels) eng an die
z-Achse an (sie ,berithrt sie im Punkte O, vgl. S.293). Fiir groBe Werte
von |z| ist dagegen dieser Quotient sehr groB, was von einem schnellen
Wachsen der Funktion z* zeugt.

1 )

o

=17

Z

Das graphische Bild G, der Funktion
y=2° (4)

(die ,,kubische‘ Parabel) hat den Ursprung O als Symmetnezentmm (Abb. 13¢);
denn die Funktion 23 ist ungerade. Ahnlich wie G, liegt es im ersten und
dritten Quadranten. Mit G; hat G, die Punkte O und P(l,1) gemeinsam.

Im Intervall 0 < = < 1 liegt G’, unterhalb, im Intervall 1 < z < co oberhalb G,.
In der Nihe des Ursprungs schmiegt sich @, noch enger an die z-Achse an als

Abb. 14



§ 8. Polynome ersten Grades 37

@, (im Punkt O beriihrt G; die z-Achse ,,von zweiter Ordnung®, wobei die
Tangente die Kurve schneidet); bei unbeschrinktem Wachsen von z wichst z*
noch schneller als 23.
Es sei allgemein (fiir beliebiges positives ganzes n) G, das graphische Bild
der Funktion "
y=z"

Man stellt leicht fest, daB fiir jedes » das Bild G, durch die Punkte O und
P(1,1) geht. Fir gerades n hat G, die y-Achse als Symmetrieachse und liegt
im ersten und zweiten Quadranten, wihrend fiir ungerades n der Ursprung O
Symmetriezentrum ist und G, im ersten und dritten Quadranten liegt. Im
Intervall 0 < z < 1 bilden fiir jedes 2 die entsprechenden Werte der Funk-
tionen (1) eine fallende geometrische Folge, d. h,, in der Folge

Gy, G,, Gyy oo Gy, .. (5)

der graphischen Bilder liegt im Intervall 0 <z <1 jedes vorangehende
oberhalb aller folgenden, und die Kurven schmiegen sich immer enger an die
z-Achse an. Im Intervall 1 <z <oo bilden die betreffenden Werte eine
wachsende geometrische Folge, und bei den graphischen Bildern liegt jedes
vorangehende unterhalb der folgenden.

In Abb. 14 sind die graphischen Bilder der Funktionen z, a2, 28, 4, 2, 2% im
Intervall —1 < z < 1 dargestellt.

§8. Polynome ersten Grades (lineare Funktionen)
Unter einer U Funkti teht man allgemein eine Funktion der
Form
y=az+b  (a+0). (8)

Der Gleichung kann man entnehmen, daB man ihre graphische Dsrste].lu.ng
aus der graphischen Darstellung der Gleichung y =z durch Dehnung in
‘Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor |a| (1m Fall a<0 mt nwch-
folgender Spiegelung an der z-Achse) und Li Ve
die Strecke b parallel zur y-Achse erhalten kann. In der Tat: Wir betmchten

der die graphi Darstellungen der Gleichung
1. y=u=,
2. y=|a|=,
3. y=axz,
4. y=ar+b.
Die graphische Darstellung der Gleich 1. ist uns bereits bekannt; es ist die

Winkelhalbierende des ersten und dntten Quadranten. Der Gleichung 2. kann
man auch die Form —% =z geoben, woraus zu ersehen ist (vgl. §3, lTIb), daB
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h

ihre graphische Darstellung aus der graphi Darstellung von 1. durch
Dehnung mit dem Dehnungsfaktor |a| erhalten werden kann. Die graphische
Darstellung von 3. unterscheidet sich im Fall @ > 0 nicht von der graphischen
Darstellung von 2.; im Fall ¢ <0 kann man der Gleichung 3. die Form
y= —|a| z oder (—y) = |a| = geben, woraus zu ersehen ist, daB in diesem
Fall die graphische Darstellung von 3. aus der graphischen Darstellung von 2.
durch Spiegelung an der z-Achse erhalten werden kann. SchlieBlich sieht man
leicht ein (§ 3, IIb), daB man die graphische Darstellung von 4. aus der von 3.
durch Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse um die Strecke b er-
halt.1) .
Entsprechend entnimmt man der Darstellung

y=a(x+-3—)

fiir (6), daB man die graphische Darstellung von (6) auch durch Verschiebung
der graphischen Darstellung von y = z parallel zur z-Achse um die Strecke

(— —:—) und nachfolgende Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungs-

faktor |g|' (und im Fall ¢ < 0 mit nachfolgender Spiegelung an der z-Achse)
erhalten kann.

So, aber auch auf andere Weise, kann man sich klar machen, daB das
graphische Bild jeder linearen Funktion eine geneigte (d. h. zu keiner Koordi-
natenachse parallele) Gerade ist. Der Koeffizient a in der Gleichung (8) ist
ein MaB fir die Steigung (oder den Anstieg) der durch (6) dargestellten Ge-
raden; er wird deshalb auch Steigungskoeffizient gemannt. Der Steigungs-
koeffizient ist der Tangens des Winkels, den die Gerade mit der positiven
Richtung der z-Achse einschlieft. Im Fall a=1 ist dies klar, da in diesem
Fall der Winkel 45° betrigt. Im Fall a=1 ergibt sich diese Behauptung
daraus, daB bei Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungs-
koeffizienten |a| sich der Tangens im gleichen MaBe &ndert, wihrend bei
einer evtl. Spiegelung an der z-Achse der Winkel wie auch der Tangens ihr
Vorzeichen #ndern.

Das absolute Glied b ist der Wert der Funktion (6) fir z=0, d. h. die
Strecke, welche die Gerade auf der y-Achse ,,abschneidet oder genauer: die
Ordinate des Schnittpunktes der Geraden mit der y-Achse.

Was den Schnittpunkt der Geraden mit der z-Achse betrifft, so ist seine

Abszisse gleich —.
Die Funktion (6) ist, wie man leicht sieht, im Fall @ >0 wachsend und

im Fall ¢ < 0 fallend.
Im Fall a = O entartet die Funktion (6) in eine Konstante (ein Polynom
vom Grad Null); ihr graphisches Bild ist eine zur 2-Achse parallele Gerade.

1) Im folgenden werden Uberl dieser Art nicht mehr im einzelnen ausgefihrt,
sondern mit Hinweisen auf die prechenden Sétze in § 3 abgetan.
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§9. Polynome zweiten Grades

Ein Polynom zweiten Grades ist ein Ausdruck der Form
y=az*+bx+c (@=0). (7

Wir nehmen auf der rechten Seite die folgenden Umformungen vor: Zunichst
ziehen wir a ,,vor die Klammer* und spalten dann ein vollstindiges Quadrat
ab:
b\2 6 4ac—b

y=a(o+55) + 5] ®
Die Gleichung (8) zeigt, daB man die graphische Darstellung der Gleichung (7)
aus der Parabel y = z? durch Hintereinanderausfiihrung folgender Trans-
formationen erhdlt:

1. Eine Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke (—;;a) .

2. Eine Verschiebung parallel zur y-Achse um die Strecke 4“:; L

3. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor |a|
(und im Fall @ < O anschlieBend eine Spiegelung an der z-Achse).

Die Gleichung (7) kann man aber auch in der Form

b 4ac—b
y=a(etgy) + 20 ®

schreiben, so daB auch eine andere Folge von Transformationen méglich ist:
1. Eine Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke (—;—a) .

2. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse (mit evtl. nachfolgender Spie-
gelung an der z-Achse) mit dem Dehnungsfaktor |a|.

3. Fine Verschicbung parallel zur y-Achse um die Strecke 222=%

Die graphische Darstellung eines Polynoms zweiten Grades ist also eine
Parabel, die kongruent ist zur Parabel, die man aus der Normalparabel y = 2*
durch Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor |a| erhalt.

Unabhingig von den beschriebenen Transformationen ist aus den Glei-
chungen (8) und (9) ersichtlich (vgl. §5), da8 im Fall a >0 die Funktion

ax? + bx 4 ¢ fir z<——% fillt und fir z>—?ba- wichst und daB sie im
Punkt o= — o fao ¥
b

ein Minimum mit dem Wert annimmt; im Falla <0
wiichst sie dagegen fiir z < _?b&' und falit firz>—-—, wihrend sie im Punkt

2a da
—pt
z =—?ba- ein Maximum mit dem Wert “:—ab annimmt.

Ist b0, so wird (bei der Transformation 1.) die Parabel nach links ver-
schoben, wenn a und b gleiches Vorzeichen besit: und nach rechts, wenn
die Vorzeichen verschieden sind. Ist b = 0, so fiillt die Horizontalverschiebung
fort.
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Die Vertikalverschiebung fillt weg, wenn die Diskriminante
D=4ac—b*

verschwindet. Die Gleichungen (8) und (9) zeigen, daB dann die Funktion
ax? 4 bx + ¢ fiir alle Werte von z mit Ausnahme von z= —?"a— dasselbe
Vorzeichen besitzt, und zwar gerade das Vorzeichen von a, wahrend sie
fir z= —% der Wert Null annimmt, d. h., die Parabel beriihrt in diesem
Fall die z-Achse.

Ist D positiv, so ist in (8) die Summe in den eckigen Klammern fiir alle
Werte von z positiv, d. h., die Funktion az® 4 bz + ¢ besitzt fiir alle Werte
von z dasselbe Vorzeichen wie a, d. h., die Parabel hat mit der z-Achse keinen
Punkt gemeinsam.

Ist D negativ, so kann man den Ausdruck in den eckigen Klammern in (8)
als eine Differenz von Quadraten ansehen und, wenn man

_ —b—Vrr—dac z,= —b+ Vb —4dac
n= %a ’ 23
setzt, das Polynom als Produkt
ar?+br+c=a(x—x)(xr—x,) (2, < xg)

darstellen. Dieser Gleichung kann man entnehmen, da die Funktion
az? + bz + ¢ fir = z, und z = z, verschwindet, d. h., daB in diesen beiden
Punkten die Parabel die z-Achse schneidet. Zum Vorzeichen der Funktions-
werte ist zu sagen, daB es nicht iiberall dasselbe ist; im Fall @ > 0 sind die
Funktionswerte positiv fiir <z, und = > 2, und negativ fir z, <z < z,,
withrend im Fall ¢ < 0 die Verhédltnisse genau umgekehrt liegen. Auch dies
1aBt sich natiirlich leicht geometrisch deuten,

§ 10. Polynome dritten Grades

Ein Polynom dritten Grades ist ein Ausdruck der Form
y=a*+bx®+cz+d (2= 0). (10)

Ziehen wir hier ¢ vor die Klammer und spalten wir einen vollstindigen Kubus
ab, so erhalten wir

y=a[(z+§—a)°+(%~ 5w =+ (6o )]
=e|fetgs) +(E 5 o) Eras) s Era )] Ao

=a|(e+45) +D(a+55)+ D)

o:|- ]
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wobei zur Abkiirzung

c 1 b

T 3 @
d 1 be 2 »
D=g—gatua

gesetzt ist. Ist D=0, so kann man (11) noch folgendermaBen umformen:

b \3 b
T4+ z+
y DI
= D /' ( 3“) :':( 3“) X }’ 12
el { Dl ARV 42)
wobei vor dem zweiten Glied das Plus- bzw. Minuszeichen steht, je nachdem,
ob D > 0 oder D < 0. Ist dagegen D = 0, so nimmt (11) die Form

y=a{(z+—;—a)z+ D} (13)
an.

Den Gleichungen (12) bzw. (13) kann man entnehmen, daB das graphische
Bild jeder Funktion (10) aus dem graphischen Bild eines der folgenden ein-
facheren Polynome durch el tare Transformati (vgl. §3, I bis III)
gewonnen werden kann:

(¢) y=2*+=,
B y=2—=,
(») y=2>

Ist nidmlich D == 0, so erhilt man das graphische Bild von (10) aus dem gra-
phischen Bild von () bzw. (8) (je nachdem, ob D > 0 oder D < 0) durch
folgende Transformationen:

1. Eine Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor V|D|.

2. Eine Parallelverschiebung lings der z-Achse um die Strecke (—:—a)‘

b
| D' .

4. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor
|| - | D[ (und eine Spiegelung an der z-Achse im Fall a < 0).

Im Fall D= 0 erhélt man das graphische Bild von (10) aus dem von (y) durch

1. Eine Parallelverschiebung lings der z-Achse um die Strecke (—%).

2. Eine Parallelverschiebung lings der y-Achse um die Strecke D’. . )

3. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor |a|
(und eine Spiegelung an der z-Achse im Fall a < 0).

Um also Klarheit iiber den Verlauf und die Lage des graphischen Bildes
einer beliebigen Funktion der Form (10) zu erlangen und diese zu diskutieren,
braucht man nur die graphischen Bilder der Funktionen («), (8) und (y) zu
untersuchen.

3. Eine Parallelverschiebung lings der y-Achse um die Strecke
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Was die Untersuchung der Funktion (y) betrifft, so kénnen wir auf §7
verweisen.

Die Funktionen (x) und (B) sind beide ungerade, d. h., ihre graphischen
Bilder (Abb. 15) liegen symmetrisch in bezug auf den Ursprung Die Funk-
tion () ist fiir > O wachsend (vgl. §5); ihre graphische Darstellung liegt
fir > 0 offenbar oberhalb der Geraden z=y und schmiegt sich in der
Umgebung von O eng an diese an (sie beriihrt die Gerade z= y im Punkt 0).

¥ !/r
() )
U . \\ 1+
” N
24 1I N g2
. [ H [
-7 1z 0 TV T
) é ~|
Vet ~N :
,I N
-1+ -7k N
Abb. 15

Der Verlauf der graphischen Darstellung von (8) ist komplizierter. Die
Faktorzerlegung
B—z=z(@x—1)(z+1)

zeigt, daB das Bild von (f) die z-Achse in den Punkten =0, z=1 und
z=—1 schneidet. Fiir das weitere beschriinken wir uns auf positive Werte
von z. Ersichtlich ist 23— x> 0 fiir z > 1 und 2® —z < 0 fiir 0 < 2 < 1. Ferner
ist unmittelbar klar, daB (fiir > 0) das graphische Bild von (f) oberhalb der
Geraden y= —z liegt und d.iese im Punkt O beriihrt. Der Identitit

. e Lo I

kann man entnehmen, da8 die Funktion (8) fiir z= W ein Minimum mit dem
Wert (— 3}2/5) annimmt. Aus (14) ergibt sich ferner, daB die Funktion (8)

fiir &> -},;= wiichst (s. § 5).

Ebenfalls kann man, wenn man direkt auf die Definition zuriickgeht, leicht
elementar zeigen, daB die Funktion f(z)= o* — x fiir 0 < z < - fallt. Sind
némlich 13

=z
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und
2'=z+h
Zahlen aus diesem Intervall, die der Bedingung
0§x’<z"ST
geniigen, so ist
0<hs—-,
3
1
ngg—a—h
und L . )
3 R —— —=—k)+ 1
322+ 3hz + g?,(ﬁ h) +3h(},§ )+
=1—-hV3 +m=1—r({3 -1)<1,
80 daB in

f@)—f@)=f(z+ k) —f(z)
=[(z + B — @+ B)] — (&®— %) = — h{l — (3 8hz + %))

der Ausdruck in den geschweiften Klammern positiv und daher die Differenz
J(@’)— f(2') negativ ist,?)

§ 11. Biquadratische Polynome

Von den Polynomen vierten Grades wollen wir hier nur die sogenannten
biguadratischen Polynome, d. h. die Polynome der Form

=aat+ ba? 0 15
niher untersuchen. y=aattbaite (@+0) (5)

Alle diese Polynome sind gerade Funktionen, d. h., ihre graphischen Bilder
liegen symmetrisch in bezug auf die y-Achse. Die Umfounung von (16) zu

i

188t erkennen, daB man im Fall b+ 0 die graphische Darstellung des Poly-
noms (15) aus der von
(@ y=oA+a

# y=z—z

1) Es ist zundchst nicht ersichtlich, wie man auf die Identitst (14) kommt. Das 1a8t
dxe von uns verwendete elementare Methode sehr kiinstlich erscheinen. In diesem

G

bzw.

hang ist es nittzlioh, sich zu tigen, daB die Differentialrechnung
eine natiirliche und einheitliche Methode zur Bestimmung von Maxima und Minima
liefert und auch das Studium der ,,Wachst hiltnisse* einer Funktion wesentlich

erleichtert.
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durch passende Dehnungen in Richtung beider Achsen (mit evtl. Spiegelung
an der z-Achse) und anschlieBende Verschiebung parallel zur y-Achse erhalten
kann, wihrend man im Fall 6= 0 von einer graphischen Darstellung von

() y==*
ausgehen muB.

Da die Funktionen z2 und a* positiv und fiir > 0 wachsend sind und ihre
graphischen Bilder im Punkt O die x-Achse beriihren, besitzt auch ihre S
die Funktion («), diese Eigenschaften (Abb. 16).

Was die Funktion (f) betrifft, so kann man zunichst der Gleichung

—z?=a(r—1)(x+1)

unmittelbar entnehmen, daB sie fir =0 und x= 41 verschwindet (im
Punkt O beriihrt die graphische Darstellung von () die z-Achse; vgl. Abb. 16).

]

17 Y.

@ v

Abb. 16

Nun kann man die Funktion (f) aber auch in der Form y = ¢ (2?) darstellen,
wobei @ () = u? — u ist. Wuchst hier » von 0 bis L ——, so fillt die Fun.ktlon @(u)
von 0 bis —i, withrend fir - < u < 0o d1e Fu.nktlon @(u) von e bls oo
wichst ;1) wachst also z(= }’u) von 0 bis f’ 80 fe.llt die Funktion y @(2?)
von 0 bis ——, withrend sie fiir —— < z < o0 von 'y ! bis oo wiichst (vgl. §5).

V—
§12. Polynome hiheren Grades

Die Hauptschwierigkeit bei der Untersuchung, wie sich die Vorzeichen der
Werte eines Polynoms

y=aa"+ba" ...+ kx+1 (@$0; n=4) 17

1) Es ist namlich (vgl. §9)
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verhalten, besteht darin, es in Faktoren zu zerlegen, was seinerseits darauf
hinausléuft, alle (zumindest aber die reellen) Wurzeln der Gleichung

gL ba* e kz+1=0 (18)

zu bestimmen. Nehmen wir an (und damit schrinken wir die Allgemeinheit
der Uberlegungen nur wenig ein), der hichste Koeffizient a sei gleich 1. Aus
der Algebral) ist bekannt, daB das betrachtete Polynom nach Zusammen-
fassung der paarweise konjugiert komplexen Faktoren als Produkt der Form

y=@E—a)} z—pF (—y) (@ +pT+gP- (19)
dargestellt werden kann, wobei die Zahlen «, §, ... die reellen (paarweise
hied ) Nullstellen des Polynoms und 4, g, . . . ihre Vielfachheiten sind,

wiihrend die quadratischen Polynome 22+ pz + g, . . . nur konjugiert komplexe
Nullstellen besitzen. Da die Polynome 2%+ px+ g, ... stets positiv sind,
hiingt das Vorzeichen der Funktionswerte y nur von den Vorzeichen der
Faktoren (z— o), ... ab. Um etwas bestimmtes vor Augen zu haben, wollen
wir annehmen, daB die Nullstellen a, f, . . . der Grofe nach angeordnet sind,
etwa a>f>.... Wir untersuchen nun, was geschieht, wenn bei kleiner
werdenden Argumentwerten z durch die Werte a, §, ... hindurchgeht. So-
lange z groBer als « ist, sind alle Faktoren des Produktes und damit auch das
Polynom selbst positiv. Hat = den Wert « durchlaufen, so ist die Differenz
Z — « negativ; ob der Faktor (x — a)* positiv oder negativ ist, hingt davon ab,
ob der Exponent A (d. h. die Vielfachheit von «) eine gerade oder ungerade
Zahl ist. Entsprechendes gilt, wenn z den Wert § durchlduft, usw.

Aus diesen rlegungen ergibt sich das folgende Resultat fiir die graph
Darstellung des Polynoms (17): Das graphische Bild des Polynoms (17) liegt
fiir = > o oberhalb der z-Achse; fiir § < z < « liegt es oberhalb bzw. unterhalb
der z-Achse, je nachdem, ob die Vielfachheit A von « gerade oder ungerade ist;
fiir y <z <f liegt es oberhalb bzw. unterhalb der z-Achse, je nachdem,
ob A+ u gerade oder ungerade ist, usw. Die Summe der Grade aller Faktoren
in(19),d. h. A4+ u+v+---+ 20+ ---, ist gleich dem Grad « des gegebenen
Polynoms. Daraus folgt, daB fiir gerades n das graphische Bild von (17) links
von der kleinsten Wurzel (wie auch rechts von der gréSten Wurzel) oberhalb
der 2-Achse liegt, wihrend es fiir ungerades = links von der kleinsten Wurzel
unterhalb der z-Achse liegt. Alles dies gilt auch dann, wenn der héchste
Koeffizient a eine beliebige positive Zahl ist; jst dagegen a negativ, so
kehren sich alle Vorzeichen um.

Wir bemerken noch, daB in den Punkten, welche einfachen Nullstellen (d. h.
Nullstellen der Vielfachheit Eins) des gegebenen Polynoms entsprechen, das
graphische Bild die z-Achse schneidet, ohne sie zu berithren; in Punkten,
welche Nullstellen einer geraden Vielfachheit entsprechen, liegt eine Be-
rilhrung ohne Schnitt vor; eine Berithrung mit Schnitt (wie z. B. bei der
Funktion y= %) erfolgt in den Punkten, die Nullstellen ungerader Viel-

sonh

1) Vgl. EdEM, Bd.II, L. J. OkunsEw, Der Ring der Polynome und der Korper der
rationalen Funktionen, § 6. — Anm. d. wiss. Red.
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fachheit 4 = 3 entsprechen Alles dies a8t sich streng mit Methoden der
Differential

Das Wachstumsverhalten eines Polynoms hoheren Grades liBt sich mit
elementaren Methoden nur in Spezialfillen ermitteln. Die Darstell

y=a(l+ T+t ot ) (20)

zeigt lodiglich, daB bei unbeschrinktem Wachsen von |z| auch der absolute
Betrag der Funktionswerte y unbegrenzt wichst, und zwar um so schpeller,
je groBer der Grad = ist.

Bei der Untersuchung von Polynomen sind gewisse Vereinfachungen dann
méglich, wenn das Polynom eine gerade oder ungerade Funktion ist. Offenbar
ist ein Polynom dann (und nur dann) eine gerade Funktion der Veriinder-
lichen z, wenn es nur gerade Potenzen von z enthélt, und eine ungerade Funk-
tion, wenn es nur ungerade Potenzen von z enthilt.

§ 13. Die Potenztunktionen mit negativem ganzen Exponenten

Wir wollen jetzt die graphischen Bilder G, G,, G;, ..., G,, ... der ein-
fachsten gebrochenen rationalen Funktionen

111
?) ?y 8 A
untersuchen. Wir beginnen mit der Funktion
1
Y= (21)
die als Losung der Gleichung
zy=1 (22)

zweiter Ordnung auftritt. Thr graphisches Bild (Abb. 17a) kann man ent-
sprechend § 2,6 punktweise aus der Geraden z= y gewinnen. Es liegt sym-
metrisch in bezug auf den Ursprung O und in bezug auf die Gerade z=y
(vgl. §4); der Punkt z= 0 ist dadurch ausgezeichnet, daB ihm kein y-Wert
entspricht, d. h., auf der y-Achse liegt kein Punkt des graphischen Bildes von
(21). Dieser Punkt ist eine ,,Unstetlgkeltsstelle“ der Funktion (vgl. Kap. III,

§42), in ihm ,,verliert die Funktion y = — lhren Sinn“. Es sei zm folgenden
z > 0. Da die Funktion y = z wachsend 1st ist die Funktion y= — aIs zu ihr

reziproke Funktion fallend. Ihr graphisches Bild &, geht durch den Punkt
mit den Koordinaten (1,1). Wiichst z unbeschrinkt, so wird der reziproke

Wert % beliebig klein, die graphische Darstellung nihert sich (wie man sagt,
»asymptotisch‘) der z-Achse. Néahert sich  dem Wert 0, so wird der reziproke
Wert % beliebig groB, das graphische Bild geht unter (,,asymptotischer)
Annéiherung an die y-Achse ,,ins Unendliche”. Wegen der Symmetrie zum
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Ursprung besteht die Kurve aus zwei ,,Asten** (oder ,,Zweigen®); der eine Liegt
im ersten, der andere im dritten Quadranten. Man nennt die Kurve eine
Hyperbel. Die z- und die y-Achse sind ihre Asymploten.t)
Wir betrachten als niichstes die Funktion
1

y=7- (23)
Thre Funktionswerte sind reziprok zu den prechenden Funkti erten
der Funktion y= 2?. Eine Symmetrie zur Winkelhalbierenden z=y liegt
y 17 u
Gr 0 G
7+ 7+ 7+
1 1 1 1 1
Z7 51_ 7 T =7 7 T 70 7 I
~7 -1+ -1+
a) )] 9
Abb. 17

beim graphischen Bild @, der Funktion (23) nicht vor. Fiir z>1 ist 2>z
und daher & <, s0 da8 fiir 2> 1 das graphische Bild 6, unterhalb von G,

" liegt (sich schneller der z-Achse anschmiegt). Fiir 0 < z < 1 ist dagegen 2 < z
und dsher &>, 50 daB far 0 <z ©1 das Bild von (23) oberhalb G, liegt
(schneller anwichst). An die Stelle der Symmetrie von @, zum Ursprung tritt
bei G, eine Symmetrie zur y-Achse; auch das graphische Bild G, besteht aus
zwei ,,Asten*, von denen einer im ersten und der andere im zweiten Quadrant,
liegt (Abb. 17b).

Eine Untersuchung der weiteren Funktionen y= —:—_ und ihrer graphischen
Bilder G, (n=3,4,...; G, ist in Abb. 17c dargstellt) zeigt, daB alle diese
Funktionen, wie auch die beiden bereits betrachteten, fir z= 0 ,,ihren Sinn
verlieren*, ferner gerade oder ungerade sind, je nachdem, ob 7 gerade oder
ungerade ist, und fiir > 0 bei unbeschrinktem ‘Wachsen von z beliebig klein
und bei Anniherung von z gegen Null beliebig groB werden. Wegen

r<B<aP< .- fiir z>1

und
r>>a23>... fir0<z<1

1) Vgl. etwa O.-H. KELLER, Analytische Geometrie und lineare Algebra, Berlin 1957
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Geometrisch bedeutet dies, daB fiir jedes  im ersten Quadranten fiir z > 1 die
Kurve @,,, unter der Kurve @, und fiir 0 < z < 1 die Kurve G,,, iiber der

Y
]
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Abb. 18

Kurve G, liegt. Alle Kurven nihern sich asymptotisch der z- und der y-
Achse (Abb. 18). Jede der Kurven @, besitzt nooh einen zweiten Ast, der, je
nachdem, ob # ungerade oder gerade ist, zum ersten in bezug auf den Ursprung O
oder die y-Achse symmetrisch ist und im dritten oder zweiten Quadranten
liegt. Die Kurven G, (n=2,3,4,...) nennt man mitunter 4uch Hyperbeln
hoherer Ordnung.
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§ 14. Gebrochene lineare Funktionen

Im vorliegenden Paragraphen betrachten wir Funktionen

az+b
Y="z+d’

(24)

wobei wir annehmen konnen, da8 der Bruch auf der rechten Seite nicht gekiirzt
(ad — be %= 0) und die Funktion nicht auf eine ganze lineare Funktion zuriick-
gefiihrt werden kann (c = 0). Da man (24) offenbar auch in der Form
y=t 2l (25)
c® (a: + ?)
schreiben kann, 148t sich das gnp]:usche Bild der Funktion (24) aus dem von i
durch folgende el t: fi tionen erhalten:
L. Eine Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor
| ad—be (und eine Spiegelung an der z-Achse im Fall ad —b¢>0).

2. Eine Parallelverschiebung in Richtung der z-Achse um die Strecke
d
(%)
3. Eine Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse um die Strecke %.

Hieraus folgt, daB die Gleichung (24) ebenfalls eine (gewdhnliche) Hyperbel

darstellt. Im Punkt z= — - verliert die Funktion (24) ihren Sinn (sie hat dort
d

keinen Wert, sie ,existiert dort nicht). In den Intervallen (—oo, _T)

und (_% +oo) wiichst, (im Fall ad— be > 0) bzw. fallt (im Fall ad — be < 0)
sie stindig.!) Bei unbegrenztem Wachsen von |z| ke die Funktionswerte
dem Wert % beliebig nahe, wie man unmittelbar aus (25) oder noch einfacher
aus

b
az+b a+;
cz+d d

et

ersieht. Der Punkt mit dem Koordinaten (——f— , :—) (der nicht auf der Kurve
Liegt) ist der Mittelpunkt (das Symmetriezentrum) der Hyperbel; die Geraden
z= —% und y= % sind ihre Asymptoten.

1) Wir sagen hierfur auch kurz: Die Funktion wachst (oder fallt) éiberall mit Ausnahme
der ,,Unstetigkeitsstelle*‘.
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§ 15. Gebrochene rationale Funktionen zweiten Grades

Auch das Wachstumsverhalten von Funktionen

2+ b
Y=gy (@+d+0) (26

mit teilerfremdem Zihler und Nenner 1Bt sich mit elementaren Methoden
beschreiben, obgleich die dabei verwendeten ,identischen Umformungen*
teilweise mehr oder weniger kiinstlich sind. Ist d == 0, 50 kann man die rechte-
Seite von (26) in der Form :
azt+bz4c a 1
dz?*tez+f d d(dzt+ ez +[)
(bd—ae) z+ (cd—af)

darstellen (die Ausdriicke bd —ae und cd — af kénnen nicht beide gleich
Null sein, da sonst in (26) nicht Zihler und Nenner teilerfremd wiiren). Damit
ist die Untersuchung dex, Funktion (26) auf die Untersuchung einer gebrochenen
rationalen Funktion zuriickgefiihrt, deren Zshler ein Polynom zweiten Grades
und deren Nenner ein Polynom ersten Grades ist. Im Fall d = 0 ist (26) bereits
von vornherein eine rationale Funktion dieser spezielleren Art.
Wir betrachten also eine Funktion
_ mzlynz4p
Y="zvs

" wobei wir annehmen, daB m = 0 und 7 = 0. Durch diese Nebenbedingung
werden lediglich bereits friiher betrachtete Fille ausgeschlossen (§14 und §9).
Setzen wir

27y

(28)

8
=——

T

so erhalten wir, wenn wir den Zihler von (28) nach Potenzen von z— o«

ordnen, _Mm@E—aP+2ma +.n) (z—a)+ (ma+ na + p)

y r(z—a) ’

d. h.

m
z—a

% NI
—”‘_l (29)

y=%l(z~a)+(2a+%)+

Die Zahl A= o2+ %a+ % ist von Null verschieden?), so daB die Fiille
I. 4<o0,

II. 4>0
alle Moglichkeiten erschopfen.

*) Die Beziehung 4? + 42 +0 bringt offenbar zum Ausdruck, daB mindestens eine der
Zahlen a oder b von Null verschieden ist.

%) Da a Nullstelle des Nenners von (28) ist, hatte das Verschwinden von A zur Folge,
da8 « auch Nullstelle des Z&hlers ist, d. b., daB Zahler und Nenner in (28) nicht teiler-
fremd sind.
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Im ersten Fall konnen wir (29) auf die Form
_ 2ma+n m}'lT g—a V|_A—|
y= r + T V4] s—«

bringen. Hieraus ist zu ersehen, daB die graphische Darstellung der Funk-
tion (28) in diesem Fall aus der graphischen Darstellung der Funktion

y=z—% (I)

durch Anwendung folgender Transformationen erhalten werden kann:
1. Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor ¥|4|;

2. Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor %;

3. Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke a= -5

4. Verschiebung paralle]l zur y-Achse um die Strecke -?m:#.

Im zweiten Fall konnen wir, wenn wir beachten, daB dann |4|= 4 ist,
der Gleichung (29) die Form

ot ot fece )
r T A

T—a

geben. Hieraus ist zu ersehen, daB im Fall IT die graphische Darstellung
von (28) durch dieselbe Transformation wie im zuvor behandelten Fall I aus
der hischen Darstellung von

y=z++ an

gewonnen werden kann,

Es geniigt also, die graphischen Bilder der Funktionen (I) und (II) niher
zu untersuchen.

Der Gleichung (I) kann man offenbar auch die Form

_#—1
Tz

oder

— 1
y={e=Deth 30)

geben. Aus (30) ist zu ersehen, daB die Funktion (I) genau an den Stellen
z=1 und z= —1 verschwindet und an der Stelle z= 0 ihren Sinn verliert
(eine ,,Unistetigkeitsstelle” hat) (Abb. 19a). Ihr Vorzeichenverhalten 1aBt sich

unmittelbar iibersehen. Weil die Funktion z iiberall’und die Funktion —%

iiberall mit Ausnahme der Unstetigkeitsstelle z= 0 wiichst, ist (vgl. § 5, 3)
auch die Funktion (I) mit Ausnahme der Unstetigkeitsstelle iiberall wachsend.
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Auch die Funktion (II) hat eine Unstetigkeitsstelle im Punkt z= 0; im
Gegensatz zur Funktion (I) nimmt sie aber nirgends den Wert Null an
(Abb. 19b). Um ihr Wachstumsverhalten fiir z > 0 zu ermitteln, geben wir (II)
die Form

y= z+0z—7ry (31)

Diese Schreibweise 148t erkennen, daB die Funktion (II) im Punkt z=1
ein Minimum mit dem Wert y = 2 annimmt. Da die Funktionen }z un ——%

z
im Intervall 1 <z < oo wachsend sind (§5; 3, 6, 7, 8), wichst dort auch

Y4

Abb. 19

ihre Summe V_——_., und wegen ]/———V= >0 smd dort auch die Fu.nktlon
(}/—— —-) und schheBl.wh die Funktion (31), d.h. die Funktion z + =

bhend sieht man, daB die Funktion (II) im Intzrva].l
0<z<1 fa.]lt “hierzu braucht man nur der Gleichung (IT) die Form

y=z+ﬁg_vg (32)

zu geben.

Eine eingehende Untersuchung der Funktionen (I) und (II) fiir negative
Werte von z eriibrigt sich, weil beide Funktionen ungerade sind, d. h. ihre
graphischen Bilder zum Ursprung O symmetnsch hegen

Zu bemerken ist noch, daB die beiden graphi tell die Gerade
x=y als Asymptote besitzen (vgl. Abb_ 19a und b). Dles ergibt sich daraus,

da8 die Differenz (zj; ?) —z beliebig klein wird, wenn |z| unbeschrinkt
wiichst.
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Wir haben bisher das Verhalten von Funktionen der Form (28), d. h. von
Funktionen (26) mit d= 0 untersucht. Zur Klirung des allgemeinen Falls
geniigt es unter Hinweis auf (27) zu bemerken, daB man das graphische Bild
von (26) mit d & 0 aus dem graphischen Bild einer geeigneten Funktion (28)
(im Fall bd — ae 3 0) bzw. einer Funktion

y=az*+bz+c (@a%0)
(im Fall bd — ae= 0, cd — af 5 0) durch folgende Transformationen erhilt:

1. Ubergang von der graphischen Darstellung einer Funktion zur graphischen
Darstellung der reziproken Funktion (vgl. §2);

2. Parallelverschiebung lings der y-Achse um die Strecke —;—

Damit ist auf Grund v
von §5, 1 bis 9, auch
das Wachstumsverhal-
ten der betrachteten
Funktion leicht zu er-
mitteln. Ebenso be-

reitet die Bestimmung ; SN

des Vorzeichenverhal- \

tens und die Ermitt- N 1

lung der Punkte, in AN 78\ 3 al

denen die Funktion
verschwindet und in

denensieUnstetigkeits-
stellen besitzt, keine
Schwierigkeiten.
Beispiel 1.
2—4
= Abb. 20
V=F—5z—3 ®
Die Schreibweise @+ (-2
T (=3 (z+1)
1aBt erk daB die hische Di llung der Funktion (33) die z-Achse in den
Punkten z = —2 und z = + 2 schneidet und in den Punkten z=—1 und z=3 Un-
stetigkeiten besltzt, sm ermagllcht es auch, des Vorzei halten der Funktion zu
ermitteln. Der S
4
y= ——"1 =
- 2 3
==

sieht man an, daB sich y dem Wert 1 néihert, wenn |z| unbeschrankt wichst. Die Gerade
y =1 ist also Asymptote. Mit Hilfe von zwei bis drei Punktsubstitutionen kann man
ein graphisches Bild entwerfen, wie es in Abb. 20 dargestellt ist.
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Um sich jedoch davon zu iib gen, da8 die Funktion (33) mit A hme der Un-
stetigkeitsstellen wirklich iiberall fallt, muB man auf die oben entmokolte Theom zuriick-
greifen. Sie fiihrt auf die folgende D. llung der bet: F

2
=
1 4
-1+ (d;—?) +j
2

und man kann sich, um die erforderlichen Sohliisse zu ziehen, unmittelbar auf die ent-,
sprechenden Sitze aus § 5 berufen.

Beispiel 2.

y=1+

_#+z+1
T ar—z+1°

Abb. 21

Da der Zahler und der Nenner stets pomlv sind, ist auch die Funktion tiberall positiv.
Wie in Beispiel 1 ist auch hier die Gerade y = 1 Asymp Die dargelegte Theorie fithrt
auf die Darstellung 9

—l+(z+%)

y=1+

.

Dadjel“tmktionz+lﬁir|s|<l(mit‘ hme der U igkeitsstelle) fallt und ftir
|#| > 1 whchst, ist die betrachtete Funktion fiir | | < 1 wachsend und fiir || > 1 fallend;
Unstetigkeitastellen treten nioht auf (Abb. 21).

Beispiel 3. 1

y==i1
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Auch diese Funktion ist iiberall positiv. Ihr Wachst halten folgt ittelbar aus
den Satzen des § 5 (Abb. 22).
Beispiel 4.
eispie s
Y=Fr

Abb. 23 -

Dwse Funktion lndert ibr Vorzeiohen in den Punkten z = :kl (Abb. 23), zur Unm
ung ihres W haltens geniigt es, sie nach den A
Theorie in der Form 2

y=lmg

darzustellen.

§16. Gebrochene rationale Funktionen (allgemeiner Fall)

Jede gebrochene rationale Funktion y= R(z) kann dargestellt werden als
Quotient zweier Polynome ohne gemeinsame Nullstelle:

- 55

P(z)=az"+ba™t+.--+kz+1
=a(z—af (z—p)- - (F+pz+gf-,
Q@) =a2a" + b2+ ¥zt
=d@—d) @B @ PN
ist und die bei der Aufspaltung in Faktoren auftretenden quadratischen
Polynome nur komplexe Nullstellen besitzen, also stets positiv sind. Die Null-
stellen des Zihlers werden, wie bereits gesagt, als verschieden von den Null-
tellen des N \{ tzt. Von den héchsten Koefﬁzle%ten a und @’

konnen wir (und dadurch wird die All inheit der folgend
nur un tl hrinkt) h daB sie glelch Eins sind. Also ist

-

wobei

@—at@—py - (@ +pst+gl---
=R(z)= - - - 34
y @ (z—a’)‘ @—p) . (2 +p'z 4N ( )
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Wir stellen uns nun vor, daB die Zahlen a, §, . .., o, f,. . ., also die reellen
Nullstellen des Zihlers und des Nenners, der Gré8e nach angeordnet sind.
Durch sie wird dann die z-Achse in eine bestimmte Anzahl von Intervallen
zerlegt. Ist nun z ein Wert aus irgendeinem dieser Intervalle, so kann man
Jeicht die Anzahl derjenigen Faktoren des Zihlers und des Nenners von (34)
ermitteln, welche fiir diesen Wert « negativ sind ; das Vorzeichen des zugehéri-
gen Funktionswertes hingt dann davon ab, ob diese Anzahl gerade oder
ungerade ist. Da die besagte Anzahl von Faktoren gleich der Anzahl der-
jenigen reellen Nullstellen des Zihlers und des Nenners ist, deren Vielfachheit
ungerade ist und die gréBer als der betrachtete Wert x sind, hingt sie nicht
davon ab, wie man den Wert z in einem festen Intervall zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Nullstellen von Zéhler oder Nenner wihlt, sondern nur von
dem Intervall selbst. Ausgehend von dieser Uberlegung kann man nun aber
auch sofort das Vorzeichen ermitteln, das die Funktion in einem gegebenen
Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen annimmt; dazu
braucht man sich nur vorzustellen, da z von + oo bis —oo fillt, und
zu beriicksichtigen, daB bei jedem Durchgang durch eine reelle Nullstelle
ungerader Vielfachheit des Zahlers oder des Nenners ein Vorzeichenwechsel
auftritt.

Sind a und o’ voneinander verschieden (also insbesondere nicht beide gleich
Eins), so tritt vor dem Bruch auf der linken Seite von (34) noch ein Zahl-
koeffizient auf; ist dieser positiv, so beeinfluBt er das Vorzeichen der Funktion
nicht (er bewirkt lediglich eine Dehnung des graphischen Bildes von (34) in
Richtung der y-Achse); ist der Koeffizient dagegen negativ, so gelangt man
zu einer entgegengesetzten Vorzeichenverteilung (zur Dehnung kommt noch
eine Spiegelung an der z-Achse).

Wir wollen nun den Verlauf des graphischen Bildes der Funktion in der
Umgebung der Punkte, die Nullstellen des Zihlers oder des Nenners ent-
sprechen, noch etwas eingehender studieren. Dazu sei & eine beliebige
Nullstelle des Zahlers oder des Nenners von (34). Wir kénnen dann (34) auch
in der Form

y=R()=(x— &) B ()

schreiben, wobei £ die betrachtete Nullstelle und |o| ihre Vielfachheit ist;
R, (z) ist das Produkt aller iibrigen Faktoren.

Ist £ eine Nullstelle des Zihlers, also o > 0, so nimmt die Funktion (34) an
der Stelle £ den Wert Null an, d. h., der zugehérige Punkt der graphischen
Darstéllung liegt auf der z-Achse. Die graphische Darstellung berithrt oder
schneidet!) in diesem Punkt die z-Achse, je nachdem, ob ¢ gerade oder ungerade
ist. Wenn man noch bedenkt, daB R, (&) positiv oder negativ sein kann, so
sieht man, daB eine der vier in Abb. 24a schematisch dargestellten Anordnun-
gen vorliegen muB.

1) Im Fall o = 1 ohne Beriihrung, in den Fallen o = 3, 5, ... mit Bertihrung.



§ 16. Gebrochene rationale Funktionen 57

Im Fall 6 < 0, wo also £ eine Nullstelle des Nenners (und daher eine Unstetig-
keitsstelle der Funktion R(z)) ist, gelangt man zu vier entsprechenden An-
ordnungen, die in Abb. 24b dargestellt sind.

Um.die Frage nach ,,dem Verhalten der Kurve im Unendlichen‘ zu kléren,
braucht man nur den Zihler und den Nenner der vorgegebenen Funktion
durch z¥ zu dividieren, wobei N das Maximum der Zahlen » und »’ (des Grades

N

a”:r?m mf o de(s3) a”‘oae ofﬂrm
) (A5 A i)

<0
6un,
”y g

a>0

6 gerace JM 63) 66<0de
h (€)<0 ”M dé}‘”

N

D] )]
Abb. 24

von Zihler bzw. Nenner) ist. Man findet dann als Verhalten von R(z) bei
N h 'N

dnkt dem |z|:

1. Ist n < »’, 8o nihert sich die Kurve asymptotisch der z-Achsey
2. ist n= n’, 80 besitzt sie die Gerade

=7

als horizontale Asymptote;

3. ist m>=’, so wichst |y| unbeschrinkt; dabei gibt es fiir n > n’ 4 2
keine geradlinige Asymptote, wihrepd im Fall n= n’+ 1 eine ,geneigte
Asymptote vorliegt, deren Gleichung man dadurch erhilt, daB man den ,,ganz-
rationalen Anteil” (der im betrachteten Fall ein Polynom ersten Grades ist)
abspaltet. Zum Beispiel besitzt die durch

_ 22°4 32
Y=Frz+1
beschriebene Kurve, wie man aus der Darstellung

3z+1
o411

ersieht, die Gerade y=2z+ 1 als Asymptote,

y=2z+41—
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§17. Irrationale algebraische Funktionen

Unter einer ganzrationalen Funktion (einem Polynom) von zwei Verdnder-
lichen = und y versteht man eine Funktion in den Verinderlichen z und y,
deren Werte man aus den Werten dieser Verinderlichen und aus konstanten
Zahlen mit Hilfe einer Formel berechnen kann, in die nur die Operationen
Addition, Subtraktion und Multiplikation eingehen.

Ist P (z,y) eine solche Funktion, so definiert die (;

(sog te algebraische)

Gleichung
P(z, y)=0 (35)
eine algebraische funktionale Abhingigkeit zwischen z und y.
Ist nun
y=1(=) (38)
eine (emdeut)ge oder mehrdeuuge) Fu.nlmon, die in einém gewissen Intervall
einer algeb hung (36) identisch in z geniigt, d. h.
P(z, fx))=0,

so nennt man f(z) eine algebraische Funktion. Zum Beispiel ist die Funktion
y= Y1 — 2? eine algebraische Funktion, denn sie geniigt im Intervall —1 < z<1
der Gleichung 22+ y2=1.1)

Jede rationale Funktion (speziell also jede ganzrationale Funktion) ist
algebraisch.

In der Tat: Aus der Beziehung

P(z)
Y=Q@
wobei P(z) und Q(z) Polynome (ganzrationale Funktionen) in z sind, folgt
die Beziehung
Q@@)y—P)=

deren linke Seite eine ganzrationale Funktion in den Verinderlichen z und
y ist.

Ebenso wie die Polynome einer Verinderlichen werden auch die Polynome
in zwei Veranderlichen z und y nach ihrem Grad klassifiziert. Man muB hierbei
jedoch hinsichtlich des Grades in bezug auf z, des Grades in bezug auf y und
des Grades in bezug auf beide Verianderlichen unterscheiden; unter letzterem
wird folgendes verstanden: Zunéchst versteht man unter dem Grad eines ein-
zelnen Gliedes in bezug auf z und y die Summe der Exponenten von z und y,
die in diesem Glied auftreten; der Grad des gesamten Polynoms in bezug auf =
und y ist dann das Maximum der Grade seiner einzelnen Glieder.

Zum Beispiel ist das Polynom

P(z,y) =2+ 32y~

1) Siebe auch Seite 203.
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ein Polynom in z vom Grad 5, ein Polynom in y vom Grad 4 und ein Polynom
in z und y vom Grad 8.

Hat die linke Seite einer algebraischen Gleichung (35) den Grad = in bezug
auf z und y, so sagt man, die algebraische Gleichung sowie ihre graphische
Darstellung seien von der Ordnung n.

Aus dem Vorangehenden folgt, daB jede rationale Funktion y= P(z) einer

Jgebraischen Gleichung geniigt, die in bezug auf y den Grad Eins besntzt
Dies bedeutet jedoch mcht daB auch umgekehrt jede algebraische Gleichung,
die eine rationale Funktion festlegt, beziiglich y den Grad Eins besitzen muB.
Zum Beispiel geniigt die rationale Funktion y= z der Gleichung

yPr=2a? (37)
die in bezug auf y den Grad 2 besitzt, und der Gleichung
yP=a° (38)

die in bezug auf y den Grad 3 hat; der Gleichung (37) geniigt neben der ratio-
nalen Funktion y= z auch noch die rationale Funktion y= —z, wihrend
der Gleichung (38) auBer der Funktion y= z keine andere Funktion geniigt.
Die algebraischen Funktionen, die nicht rational sind, heiBen irrational.

Einfache Beispiele fiir irrationale algebraische Funktionen sind
y=Vz
und
y=V=2+1.9

Um die Irrationalitét einer gegebenen algebra.:schen Funktion zu beweisen;
muB man zeigen, daB es unméoglich ist, sie als Quotienten zweier Polynome
darzustellen. Wie jeder Unméglichkeitsbeweis ist auch ein solcher Beweis
mit gewissen Schwierigkeiten verbunden. Dem Leser sei empfohlen, die als
Beispiel angefiihrten Funktionen nach dem Muster des Beweises fir die
Irrationalitéit von ¥ 2 als irrational nachzuweisen; man muB sich dabei auf
den folgenden Hilfssatz stiitzen: Ist das Quadmt eines Polynoms durch =
(bzw. 2%+ 1) teilbar, so ist auch das Polynom selbst durch z (bzw. 2%+ 1)
teilbar.

§ 18. Einige Beispiele fiir die Diskussion von algebraischen
Funktionen
Wir wollen hier nur einige charakteristische Beispiele fiir die Diskussion von
algebraischen Funktionen betrachten.
Beispiel 1. Die Funktion

y=Vz (220) (39)
1) In diesem und dem folgenden Pa,rs.g'mphen werden, wenn nichts anderes gesagt wird,
die Wurzeln stets im algeb Sinn verstanden, d.h., im Fall eines geraden

Exponenten sind bei der Wourzel beide Vorzeichen zugehssen
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ist die zur Funktion y= 2 gehdrende Umkehrfunktion, denn sie geniigt der
Gleichung

P—z=0. (40)

Vertauscht man in (40) die Verinderlichen z und y, so erhilt man die
Gleichung
y—=*=0, (41)

die wir bereits frilher untersucht haben (§7). Die graphische Darstellung
von (41) ist eine Parabel, die die y-Achse als Symmetrieachse besitzt und deren
Scheitel im Ursprung o llegt sie ist ganz in der oberen Halbebene enthalten

(Abb. 13b). Die graphi tellung der Gleichung (40) ergibt sich aus der
\ Y ! . Y !
\ / I

/, [
\ [ - 1,/
\\ IS o
\\ o’ /,/ //,
N\ //, N [} 4
0 7 T 7”7 7 T
’ ’
//’ 'I,
/, 'I'
1/ ’
/ Vi ’ " "
’
b
Y A )
Abb. 25

von (41) durch Spiegelung an der Geraden y= z; sie hat die z-Achse als
Symmetrieachse und liegt ganz in der rechten Halbebene (Abb. 25a).

Die graphische Darstellung von (41) hat in ihrem Scheitel O eine horizontale
Tangente (die z-Achse), so daB die graphische Darstellung von (40) im Punkt O
eine vertikale Tangente besitzt (die y-Achse).

Durch die Gleichung (40) wird eine doppeldeutige Funktion in y festgelegt ;
daher ist in (39) die Wurzel im algebraischen Sinn (mit beliebigem Vor-
zeichen) aufzufassen. Nimmt man nur das positive Vorzeichen (die Wurzel
im arithmetischen Sinn), so erhilt man als graphisches Bild nur eine ,,Hélfte*
der Parabel, und zwar die in der oberen Halbebene liegende; entsprechendes
gilt, wenn man nur das negative Vorzeichen zulift.

Beispiel 2. Ahnlich liegen die Dinge bei der Funktion
y="Vz, (42)
y=2. (43)

der Umkehrfunktion zu
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Das graphische Bild von (43) ist eine kubische Parabel, deren Scheitel im
Urspru.ng O liegt, die im ersten und dritten Quadranten verlduft und die -
Achse im Punkt O berihrt (vgl. § 7; Abb. 13¢). Daher ist das graphische Bild
von (42) ebenfal]s eme kubische Parabel, und zwar liegt sie zu der durch (43)
hen Parabel spiegelbildlich in bezug auf die Gerade
B x, besitzt also ebenfalls den Punkt O als Scheitel, liegt ebenfalls im ersten
und dritten Quadranten, hat aber im Punkt O die y-Achse als vertikale Tan-
gente (Abb. 26b). Die Funktionen (42) und (43) sind beide eindeutig und fiir
alle Werte von z erklirt.

Beispiel 3. Allgemein ist fiir jedes positive » die Funktion
y=Vz (44)
y=2" (45)

Das graphische Bild jeder Funktion (44) liegt zum graphischen Bild der ent-
sprechenden Funktion (45) spiegelbildlich in bezug auf die Gerade y= z;
alle Kurven haben also im Punkt O die y-Achse als vertikale Tangente, der
sie sich um so enger anschmiegen, je groBer n ist. Der Verlauf der Kurve ist
fiir gerades n #hnlich dem der Kurve fiir »= 2 und fiir ungerades » #hnlich
dem der Kurve fiir n= 3.

Beispiel 4. Wir wollen als nichstes die Potenzfunktion mit beliebigem
positivem rationalem Exponenten, d. h. die Funktion

»
y=z? (p$9 (46)

Umkehrfunktion zu

oder
=Yz (47)
betrachten, wobei p und g positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Faktor
sind. Die Funktion (46) geniigt der algebraischen Gleichung
2P —yfi=0. (48)
Beschrinken wir uns zunichst auf die Betrachtung positiver Werte fiir =
und y, so erkennen wir, daB der Quotient

P

Y g7
z

wenn z gegen Null geht, entweder gleichfalls beliebig klein wird oder aber

b t wichst, je nachd gmlich, ob £ > 1 oder £ < 1 ist; geometrisch

bedeutet dies, daB sich das graphische Bild von (46) bei Annsherung an den
Ursprung aus dem ersten Quadranten her entweder an die z-Achse (Abb. 26a)
oder an die y-Achse (Abb. 26b) anschmiegt (die betreffende Achse ,,beriihrt‘),

je nachdem, ob der Exponent % groBer oder kleiner als Eins ist.
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Uber den Verlauf des graphischen Bildes in den anderen Quadranten erhilt
man leicht AufschluB aus Gleichung (48): Sind p und g beide ungerade, so
liegt das graphische Bild symmetrisch in bezug auf den Ursprung, es liegt also
im ersten und dritten Quadranten; ist p gerade und ¢ ungerade, so ist die
graphische Darstellung symmetrisch zur y-Achse, sie liegt also im ersten und
zweiten Quadranten; ist p ungerade und g gerade, so liegt Symmetrie in bezug
auf die z-Achse vor, das graphische Bild verlduft im ersten und vierten Qua-
dranten; der Fall, daB p und g beide gerade sind, kann nicht eintreten, da p
und ¢ als teilerfremd vorausgesetzt sind.

y y Yl
? 7 7
) — 1 1
H I 7 X 7

£>7.pa¢ beide ungerade '5>I. pgrrade,wngmab g>7,punyerade ¢ gerade

F ¥

7<l'plw beide ungerade 7< p yerao'e. q ungerade <7 5P ungerade, g gerade

Abb 26

Sind die Zahlen p und g nicht beide ungerade und ist die ungerade Zahl
groBer als die gerade, so tritt im Koordinatenursprung O eine ,,Spitze* auf.
In Abb. 26 sind die moglichen Fille schematisch dargestellt.

Beispiel 5. Die Funktionen »
y= x—T
oder

1

i

(fiir positives ganzes p und ¢) sind die reziproken Funktionen der im veran-
gehenden Beispiel behandelten Funktionen. Wir beschrinken uns darauf
(vgl. § 2, 6, und § 5, 7), den Verlauf ihrer graphischen Darstellungen in der Um-
gebung des Ursprungs in Abb. 27 sch tisch darzustell
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Beispiel 6. Das graphische Bild der Funktion

y=V—z (=0 (49)

liegt zu dem der Funktion (39) symmetrisch in bezug auf die y-Achse (vgl.

Abb. 25a).
Ys yT Y
7 T 0 T
pug ungerade P gerade, g ungerade P ungerade, g gerade

Abb. 27

Beispiel 7. Die Funktion
y=Vi—=2 (z|=1) (50)
geniigt der algebraischen Gleichung

4

-_<77.

2tyr=1. (61)

1 Ihbr graphisches Bild ist der Kreis um den Ur-

+ sprung mit dem Radius 1 (Abb. 28); denn man

ersieht aus Gleichung (51), daB die Koordinaten

emes Punktes M (2, y) dann und nur dann dieser

i wenn sein Abstand vom
K Koordmatenursprung gleich Eins ist.

Bei einer Dehnung der Ebene in Richtung

der z- und der y-Achse mit dem Dehnungs-

faktor 7 erhalten wir die Gleichung

2 tyi=rt, @)

Abb. 28 deren graphisches Bild der Kreis um den Ur-

sprung mit dem Radius » ist. Wenn wir nun

noch eine Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke ¢ und eine Ver-
schiebung parallel zur y-Achse um die Strecke b vornehmen, so gelangen wir

zu der Gleichung (@—af+y—bp="r, 3)

die den Kreis vom Radius » um den Punkt mit den Koordinaten (a, b) be-
schreibt.
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Beispiel 8. Bei Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungs-
faktor p und Dehnung in Richtung der y-Achse um den Dehnungsfaktor ¢
nimmt Gleichung (51) die Form

28 (54)
»' ¢
oder
y=3VP—= (zl<p)

7 ~ an. Diese Gleichungen beschreiben die Eilipse

1 IP mit den Halbachsen p und g (Abb. 29). Die

, Gleichung (54) wird die kanonische Qleichung
gl .

|
Tt ! der Ellipse (auch Hauptachsengleichung) ge-
1 1 nannt. Fir p= ¢=1r erhilt man die Glei-
Abb. 29 chung (52) fiir den Kreis um O mit dem
Radius 7.

Beispiel 9. Wendet man auf die Gleichungen

b a) z*—yi=1, y=V=22—1 (z|]21), (55)
ZW.

b) PB—gr=—1, y=y2F+1 (56)

die in §3 betrachtete Transformation IVa bzw. IVb an, so gelangt man in
beiden Fillen zur Gleichung
2zy=1.

Abb. 30

Es geniigt, eine Dehnung in Richtung beider Koordinatenachsen mit dem
Dehnungsfaktor V2 auszufithren, um zu erkennen, da8 die graphischen Bilder
der genannten irrationalen algebraischen Funktionen Hyperbeln sind (vgl. § 13,
Abb. 17). Sie sind in Abb. 30 dargestellt. N
Beispiel 10. Wendet man auf die Gleichungen a) und b) des Beispiels 9
eine Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor » und eine
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Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor ¢ an, so gelangt
man zu den Gleichungen

o) %=1, y=LVF—p  (alzp) ®7
W) S—f——1, y=1VFEF (58)

(deren graphische Bilder zueinander konjugierte Hyperbeln mit den Halbachsen
P und g sind; Abb. 31a und 31b).

I y
~ 1 1 ! [
\\\\ : . l ,,’// AN 1 I /,//
A - ——pl L . 3. 4=
SN et | !
~ 7 1
Cd NN ———
e S 5
,’/ II \\ ! \\\
3
Beispiel 11. Die Funktionen
1
a == <1),
) vy=y= (el<D
1
b) y=— 1),
) ¥ Vo=t (|z|>1) (69)
0 yol_
Va2 +1

geniigen den Gleichungen
Byt 1=y% 2Pyt=y2+1 bzw. 2P+ yi=1.
Sie sind die zu (50), (56) bzw. (56) reziproken Funktionen.

Durch die genannte Tatsache ist bereits ihr Wachstumsverhalten festgelegt.
In Abb. 32 sind ihre graphischen Bilder dargestellt (ausgezogene Linien);
zum Vergleich ist jeweils das graphische Bild der entsprechenden Funktion
(50), (65) bzw. (56) eingezeichnet (gestrichelte Linien).

Beispiel 12. o

Vz+Vy=1. (60)
Beseitigt man in (60) in bekannter Weise die Wurzeln, so erhillt man die

Gleichung
(r—y)'+1=2(z+y)-_ (60%)
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Sie definiert die doppeldeutige algebraische Funktion
y=0—V2) (z20). (61)
Y Y
f Y !
o i
LN
NS 1|
<IN N
/ \ AN
/ NN
[) 7T S
\ /4 / ,/,/ \s
\\ 7 \, /
k4
I,’
) ») 9

Abb. 32

Thr graphisches Bild hat die Gerade y= z als Symmetrieachse; denn die
Gleichungen (60) und (60’) dndern sich nicht, wenn man dort = und y ver-
tauscht. Es liegt vollstindig im ersten
Quadranten und hat mit den Achsen
nur die Punkte mit den Koordinaten (0, 1)
und (1, 0) gemeinsam. Eine Drehung der
Ebene um —45° (vgl. § 3) fithrt die Glei-
chung (60’) in die Gleichung
1 7’2

YR

iiber. Der Gleichung (62) entnimmt man,
daB das graphische Bild eine Parabel ist,
die in den Punkten (0, 1) und (1, 0) die
Koordinatenachsen beriihrt (Abb.33).1)
Beispiel 13. Die vierdeutige Funktion

Abb. 33 y=Vz+1+Vz (z20) (63)
*) Die graphische Darstellung von (62) ergibt sich namlich aus der Parabel y = 2% durch
Dehnung in Richtung der z.Achse mit dem Dehnungsfaktor ¥2 und Verschiebung

1
rallel zur y-Achse die Strecke —=.
pe Y- um die o IYE

(62)
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geniigt der Gleichung
(2 —17=4ay’, (64)

zu der man gelangt, wenn man zunéchst
u=Yz+1, v=]/;. y=u+tv

setzt und dann « und v wieder eliminiert. Uber den Verlauf des graphischen
Bildes erlangt man Klarheit, wenn
man y als unabhingige Verinder-
liche nimmt,
z= -1
IF

oder indem man die Parabeln y =V
und y=Vz+1 ,addiert” (vgl. §2).

Nimmt man die Wurzeln in (63)
jm arithmetischen Sinn, so spal-
tet sich die vierdeutige Funktion in
vier eindeutige Funktionen auf, nim-
lich in
n=Vz+1+ V=,

— 1 1
w=VerT—Vemgmgrr =

%
Ys=—Yz,
Ya=—Y1

Die graphischen Darstellungen von y,
und g, liegen beide im ersten Qua-
dranten; y, ist iberall wachsend, y,
iiberall fallend; die graphischen Dar-
stellungen von y; und y, gehen im Punkt (0,1) ineinander iiber, wo sie eine
vertikale Tangente besitzen (Abb. 34). Mit & wachst y; unbeschrinkt, wenn
auch ziemlich langsam?), wihrend y, gegen Null strebt.?) Das graphische
Bild von y, bzw. y, liegt zu dem von y, bzw. g, symmetrisch in bezug auf
die z-Achse.

Abb. 34

1) Genaueres sagt dariiber die Beziehung
1

. _ 1
oVt ———— <
o Vz+1+4Vz 2Vz

aus.

%) Es ist namlich
1
<—="
Y 2Vz
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Beispiel 14. Aus der Gleichung
dyt=a+y (85)
(vgl. § 1, Seite 7) kann man bereits eine Reihe von Symmetrieeigenschaften
des zugehdrigen graphischen Bildes ablesen (§ 3): Die graphische Darstellung
von (65) liegt symmetrisch in bezug auf die 2-Achse, symmetrisch in bezug
auf die y-Achse (und folglich symmetrisch zum Ursprung), aber auch sym-

metrisch in bezug auf die Winkelhalbierende y = z. Daher kann man sich bei
ihrer Diskussion auf das durch die Ungleichungen

0sz<y

beschriebene ,,Achtel“ der Ebene beschrinken. Man braucht also in der
nach y aufgelosten Gleichung

y=V%+V%+ﬁ—r (66)

(beide Wurzeln im arithmetischen Sinn genommen, denn das negative Vor-
zeichen vor der inneren Wurzel ergibt fiir 0 <z < 1 keinen Sinn) nur solche
Werte fiir z zu betrachten, die nicht groSer als 1 sind (fiir > 1 wird nimlich

I/%+ar‘—z‘<% und damit y < 1, was der Bedingung z < y widerspriiche)
Wenn nun z von 0 bis 1 wiichst, so hingt die Anderung der zugehorigen Funk-

tionswerte y nur von der Anderung von

z=-i—+:c=_z4=%_(z,'_%)z

ab (vgl. §9). Offenbar ist z niemals groBer als % und nimmt den Wert % nur

fir z=% an. Infolgedessen kann die Funktion (66) héchstens den Wert

%+ V; annehmen, und dieses Maximum wird im betrachteten Intervall
0<z=1 genau an der Stelle z= L angenommen. Wiichst z von 0 bis 1

V2 Vs
fallt (z'——;-)' von -1— bis 0, so daB z von % bis—;- und y von 1 bis V%+V%

wiichst ; wiichst = weiter von L bis 1, so wichst (z’—i)’vono bis i, sodaB
T2 T3 ry

1.1 1 1. "
zvon?blsTu.ndyvon V?+V?bm 1 fallt.

Man beachte, daB man fiir z=0 und z=1 vor die innere Wurzel das
Minuszeichen setzen kann. Dies ergibt noch einen ,,isolierten Punkt* im
Ursprung O. In Abb. 35 ist der Gesamtverlauf des graphischen Bildes von (66)
dargestellt.
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Bemerkung. Ist die rechte Seite einer Gleichung y = f(2) aus z und konstanten
Zahlen allein mit Hilfe der rationalen Operationen und von Wurzeln mit ganzen Expo-
nenten (in endlicher Anzahl) ,,aufgebaut*’, so ist y eine elementare und obendrein alge-
braische Funktion der Ver&nderlichen z. Durch ,,Beseitigen** der Wurzeln kann man
die Gleicl y = () namlich
stets auf die Form (35) bringen.?) Y

Gehen wir umgekehrt von einer

1

-

algebraischen Gleichung der Form | \,r/' ‘il
7

(35) aus, so ist, wenn es iiberhaupt
eine Funktion y = f(z) gibt, die
dieser Gleichung geniigt?), diese
Funkti auch algebraisch; sie
braucht jedoch keineswegs ele-
mentar zu sein. Zum Beispiel
ist es nicht mdglich, die Glei-
chung Pry=2

durch Wurzeln (iiber den Para-
meter z) nach y aufzulosen; trotz-
dem kann man leicht zeigen,
daB in diesem Fall y stets ein-
deutig durch z festgelegt, also y
eine eindeutige Funktion von z
ist: Wachst nédmlich z von —oo
bis +oo, so wichst auch die linke
Seite der Gleichung von —ea bis
oo (Abb. 36) und nimmt daher 17
fiir einen und nur einen Wert von
y einen vorgegebenen Wert z an
(vgl. §52, Satz von Borzawo).
Selbstversténdlich wird hierbei -1
der Begriff Funktion im Sinne

von ,,eindeutiger Zuordnung'* ver-

wendet. Abb. 36

§ 19. Elementare transzendente Funktionen

Der Begriff der transzendenten Funktion hat eine ganz prizise Bedeutung:
Eine Funktion y= f(x) heiBt transzendent, wenn sie keiner algebraischen
Gleichung P(z, y) = 0 geniigt, wobei P(z, y) ein Polynom (eine ganzrationale
Funktion) in den Verinderlichen z und y ist. Im Mathematikunterricht der
Oberschule werden an transzendenten Funktionen die Exponentialfunktionen,
die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen systematisch
behandelt; daneben treten noch mannigfache Kombinationen dieser Funktio-

1) Hierzu filhrt man die Wurzeln als neue Veranderliche ein, die man ansohlieBend wieder
eliminiert (vgl. EdEM, Band II, A. I. Uskow, Vektorrdume und lineare Transforma-
tionen, §17).

3) Das ist nicht stets der Fall! 8o gibt es keine reellwertige Funktion einer reellen Ver-
anderlichen, die der Gleichung 2® + * +1 = 0 genligt.
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nen auf. In der hoheren Mathematik werden transzendente Funktionen der
verschiedensten Typen betrachtet und studiert.

Das Wort .t dent” bedeutet wortlich: ,,iibersteigend*, und zwar
versteht man nach EULER darunter: den Anwendungsbereich algebraisch
Methoden iibersteigend, was genau der oben angefiihrten Definition entspricht.
Transzendenzbeweise fiir Funktionen sind ,,Unméglichkeitsbeweise; sie
werden indirekt gefithrt und erfordern tieferliegende Verfahren verschiedener
Art.

§ 20. Die Exponentialfunktionen

Jede Funktion der Form
y=a° (a>0) (67)
heilt eine Exp tialfunktion. Die Bedeutung des Symbols a* wird dabei in
mehreren Schritten erklirt:
1. Bezeichnet z eine positive ganze Zahl n, so versteht man unter a* das

Resultat der »-maligen Multiplikation der durch @ bezeichneten Zahl mit
sich selbst:

a*=aa---a. (68)

7 mal
2. Ist z eine positive gebrochene rationale Zahl % , 80 ist definitionsgemi8

? —
ar={a?, (69)
wobei die Wurzel im arithmetischen Sinn int ist.

3. Ist z eine negative rationale Zahl —% , 80 ist

4

a 9=

|

(70)
a [ 4
4. Weiter setzt man
a’=1. (71)

5. SchlieBlich wird a® von den rationalen Zahlen ,,stetig auf die irrationalen
Zshlen fortgesetzt (vgl. §51).

Bemerkung. Im vorliegenden Paragraphen werden zwar die wichtigsten Eigen-

haften der Exp tialfunlti bereits fc liert, jedoch die Beweise nur fiir rationale
Exponenten erbracht. Fiir irrationale Exponenten vgl. § 51.

Aus der Definition folgt, daB jede Exponentialfunktion fiir alle Werte der
unabhéngigen Verinderlichen z positive Werte annimmt. Insbesondere ist sie
fiir jeden Wert 2 von Null verschieden, d. h., ihr graphisches Bild liegt ganz
oberhalb der z-Achse. .

Die Exponentialfunktionen auch fir negative Basen a zu betrachten, ist
aus folgendem Grunde nicht angebracht: Wenn e negativ ist, so darf die
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2m+1
2n
Werten gar nicht zu sprechen

unabhingige Verinderliche  sicher die Werte

, wobei 7 und n ganze

Zahlen sind, nicht anneh von irrati
(s. S. 489 fF.).

Die Fiélle a=0 und a=1 sind ohne besonderes Interesse.

Ist die Basis a grofer als Eins, so ist die zugehirige Exzponentialfunktion
wachsend, ist die Basis a kleiner als Eins, so ist sie fallehd.

Es seien 2’ und z”” rationale Zahlen mit 2’ < z”. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB sie auf denselben Nenner
¢ >0 gebracht sind:

4 "’
x,=%' ’"='PT’ P<p.

Ist nun a>1, so ist a” <a?' (und zwar unabhingig vom Vorzeichen der
Zahlen 9’ und 2" — Anm. d. wiss. Red.). Dann ist aber, da die Funktion
1

2? fiir z > 0 wachsend ist (vgl. §18, Beispiel 3), auch
»
a?<a?, d h a"<a”.

E;a,tapreohend ergeben sich im Fall 0 <a<1 die Ungleichungen a? > g*"’,
LA
a? >a?,d.h &>d*.

Abb. 37

Wir wollen nun die gegenseitige Lage der graphischen Bilder zweier Ex-
ponentialfunktionen ¢ und & (0 < a < b) beschreiben. Dazu beachten wir
zunéchst, daB sie sich im Punkt (0, 1) schneiden; denn = b°= 1. Ferner
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stellen wir folgendes fest: Ist 0 < a < b, so gilt fiir jedes x > 0 die Ungleichung
a® < b* und fiir jedes z <0 die Ungleichung a® > b 1)
SchlieBlich kénnen wir feststellen, da die graphische Darstellung der

Funktion (%)’zu der der Funktion a® symmetrisch in bezug auf die y-Achse
liegt; definitionsgema8 ist ndmlich

1\2 _z
(&) =
und unsere Behauptung ist eine unmittelbare Folge aus §3, Ib.

In Abb. 37 sind die graphischen Bilder einiger Exponentialfunktionen zu
versghiedenen Basen dargestellt.

Ist a > 1, so wichst mit x auch die Exponentialfunktion a* unbegrenzt, und
2war sehr schnell, schneller als jede beliebige Potenz von z.

Da die Funktion a* wachsend ist, geniigt es, die Funktion o fiir ganzzahlige
Werte z zu betrachten; nimmt namlich die Funktion fiir einen ganzzahligen
Wert =7 einen bestimmten Wert N an, so nimmt sie fiir jeden groSeren
Wert = (auch jeden Wert, der nicht ganz ist) einen Wert an, der groBer als
N ist.

Setzen wir nun a—1=6, a=1+446 (6>0),

8o erhalten wir nach der binomischen Formel:
a*=(1406)"=14+n0d6+4+...4+6">né

(denn eine Summe von positiven Zahlen ist gréBer als jeder Summand). Weil
nun mit # auch n4 beliebig groB wird, gilt dies erst recht fir a®.

Es sei nun p eine beliebige positive ganze Zahl. Um zu zeigen, da8 fiir alle
geniigend groBen Werte » die Ungleichung

a*>nP
gilt, bedienen wir uns nochmals der vorangehenden Uber

1 =3 =J il b
jetzt aber zur Abschiitzung nicht das zweite, sondern das (p -+ 2)-te Glied
der binomischen Entwicklung:

_ _ a(n—1)---(n—p)
a"—(l+6)"—l+n6+...+W0ﬂl+...+m

n(n—1)-- (n—p)
> D &+, (72)

Fiir hinreichend groBes n ist nun aber

n(n—1).--(n—p) .
l'2"~(p+l) ép#l>.np’ (73)

}) Man braucht hierzu nur ¢ fiir z zu setzen und zu beachten, daB die Funktion z* fir
¢> 0 wachsend und fiir ¢ < 0 fallend ist (fiir rationales ¢ folgt dies aus § 18, Beispiel 4,
fiir irrationales ¢ vgl. § 51).
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denn diese Ungleichung ist gleichwertig der Ungleichung
1-2---(p+1)

Iy -2\’

2 (%)

und diese ist tatsichlich fiir hinreichend groBes = erfiillt, da die linke Seite
der Ungleichung mit n tber alle Grenzen wichst, wihrend sich die rechte

Seite dem festen Wert w nihert. Zur Vollendung des Beweises ge-

p+1
niigt es, die Ungleichungen (72) und (73) zu kombinieren.
Setzt man z. B. §=0,01 und p= 100, so kann man behaupten, daB fir
hinreichend groBes z
(1,01)7 > 100

G
a
folgt: Ist a < 1 und wichst z, indem es stets negativ bleibt, dem Betrage nach tiber
alle Grenzen, so werden die zugehirigen Werte der Exponentialfunktion y=a®
beliebig klein, und zwar schneller als jede belicbige megative Potenz von z.

Die Eigenschaft der Exp tialfunktion, schnell zu h oder zu fallen, wenn
die unabhiingige Veranderliche wachst, kann zum Nachweis ihrer Tr. ds ver-
wendet werden.

Beweis. Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, setzen wir & > 1 voraus. Wir
nehmen nun an, die Funktion y = a* ware algebraisch. Dann gabe es eine algebraische
Gleichung der Form P(z, y) = 0, der die Funktion y = a* identisch geniigt. Wir kénnten
dann das Polynom P(z, y) nach fallenden P von y ickeln und erhiel

P&, y)=Py(2) y*+ Py (@) y* >+ -+ + Po_y(3) y + Po(3),
wobei n eine positive ganze Zahl ist und Py(z), Py(z), ..., Py_y(2), P, (2) Polynome in
z sind. Insbesondere sei
Py(z)= A2+ .-,

wobei m eine positive ganze Zahl oder gleich Null, 4 jedoch von Null verschieden ist.
1 der All, heit k& -

n>(l_

ist.
Aus der Identitiit

Ohne Besch g wir h daB 4 > 0 ist. Wir wiirden
dann die Identitat

P(z,a%)=0
auf die Form

Py(s) s+ Py(8) 6054+ 4 Py _1(2) %+ Po(s) =0
ode
- Py@)=—Py(#)a—++-— P, ,(2) -+~ 05— P, (g) s~

bringen. Sodann kénnten wir z iber alle Grenzen wachsen lassen. Dabei wiirde das
Polynom auf der linken Seite der Identitit ebenfells beliebig groB (im Fall m > 0)
werden, oder es ware durchweg gleich der positiven Konstanten 4 (im Fall m = 0). Was
nun die rechte Seite betrifft, so wiirde sie in eine Summe aus endlich vielen Gliedérn
zerfallen, von denen jedes die Gestalt Cz*a~2= (k> 0) hatte. Infolgedessen strebte sie wegen
der bewi Eij haft der Exp tialfunktion gegen Null (man beachte, daB

e ta ;l.— <1 ist). Damit ergibt sich ein Widerspruch, und die Transzendenz der Funk-
tion a* ist bewiesen.
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Unter den Eigenschaften der Exponentialfunktionen ist in erster Linie eine
Funktionaleigenschaft zu nennen, die in der fiir beliebige Zahlen 2’ und
2 geltenden Beziehung

%" = g% a™ (74)
zum Ausdruck kommt (,,Additionstheorem*).

Diese Gleichung ist sicher dann richtig, wenn ' und z”* ganze Zahlen sind.
Wir wollen nun zeigen, daB sie auch fiir beliebige rationale Zahlen z’ und z”*
gilt. Dazu denken wir uns &’ und z” al$ Briiche mit gemeinsamen Nenner
g > 0 dargestellt: »

=

Dann ist zuniichst offenbar

4
, =2,
q

aP' " = g g

Hieraus ergibt sich auf Grund bekannter Eigenschaften der Wurzel:
A 2 P
et YT VP =P JF =atar.

Durch vollstindige Induktion kann man (74) leicht auf den Fall ver-
allgemeinern, daB auf der linken Seite im Exponenten eine S aus n
Zahlen auftritt. Im Spezialfall, daB alle Summanden dieser Summe gleich
(etwa gleich z) sind, ergibt dies die Identitét

a® = (a®)". (75)

Diese Beziehung 148t sich nun leicht auf den Fall verallgemeinern, daB an
Stelle von 7 eine beliebige (reelle) Zahl 4 steht:

a*? = (a®). (76)

Ist A eine ganze Zahl, so ergibt sich dies leicht aus (75) und evtl. (70) bzw.
aus (71); ist dagegen A eine gebrochene rationale Zahl 2 mit g > 0, so ergibt
sich (76) aus dem bereits behandelten Spezialfall A = p, indem man auf beiden
Seiten die g-te Wurzel zieht. )

Aus (76) ergibt sich insbesondere folgendes: Durchldujt bes einer Ezponentialfunktion o=
die unabhéngige Verdnderliche z eine arithmetische Folge

' 9 g+h, g+2h ..., g+nh, ...,
8o durchlaufen die zugehdrigen Funktionswerte eine geometrische Folge
G, Gq, Ggt, ..., Gg~, ....})

Dabes ist
G=a’ g=ah
Fiir das graphische Bild der Funktion a* bedeutet dies, daB zu einer Folge von dquidi-
etanten Punkten der z-Achse eine Folge von Punkten des graphischen Bildes gehort,
deren Ordinaten eine trische Folge bilden.

1) Es ist zu bemerken, daB neben den Exponentialfunktionen a*® auch die Funktionen
der etwas umfassenderen Klasse ca (wobei ¢ eine beliebige Konstante ist) diese Eigen-
schaft besitzen.
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Setzt man in (74) #’ = z, 2"’ = —c¢, so ‘erhilt man
a*~°*=Cd7,

wobei C'= a~°. Dies bedeutet (vgl. §3): Eine Verschicbung des graphischen
Bildes der Funkiion a® parallel zur x-Achse um die Strecke ¢ ist gleichbedeutend
Seiner Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Deh sfaktor a~¢ (Stauch
mit dem Stauchungsfaktor af).

In (76) sind z und 4 beliebige reelle Zahlen, so daB man in (76) ohne weiteres
A und z vertauschen kann:

Y -4

art= (ax)z.
Setzen wir hier A= = (p>> 0), 50 erhalten wir folgende Eigenschaft des graphi-
schen Bildes der Funktion a®: Eine Dehnung in Richtung der z-Achse mit dem
Dehnungsfaktor p ist gleichbedeutend dem Ubergang zum graphischen Bild der

1
Exponentialfunktion zur Basis a?.

Auch der Relation (74) wohnt eine ganz bestimmte geometrische Bedeutung
inne. Setzen wir nidmlich in (74) 2’ = Az, a’’ = uz, so erhalten wir
arT T — aAzapz’

woraus sich auf Grund von (76)

(al)z (ay)z_____ (ai-n:)z oder a/za//z_% (a/aﬂ)z
ergibt, wobei

a'=a,

a’=a"
Somit gilt: Die ,,Multiplikation' (vgl. § 3) der graphischen Bilder der Ex-
ponentialfunktionen zur Basis a' bzw. a” liefert das graphische Bild einer
Ezponentialfunktion, und zwar der Exponentialfunktion zur Basis a’a”.

§ 21. Die hyperbolischen Funktionen
Wir betrachten die Funktionen

a*+a* 6*—a

=", g@="5" (@>1.

Das graphische Bild der Funktion f(z) erhélt man, wenn man die beziiglich
der y-Achs¥ zueinander symmetrischen Bilder der Exponentialfunktionen zur

Basis a und% naddiert* (vgl. § 2,1) und anschlieBend eine Stauchung mit dem

Stauchungsfaktor 2 vornimmt. Die auf diese Weise gewonnene graphische
Darstellung kénnte man die ,,Halbsumme* der gegebenen graphischen Bilder
nennen. Die punktweise Konstruktion der graphischen Darstellung lauft
natirlich darauf hinaus, daB man auf jeder vertikalen Geraden die durch ihre
Schnittpunkte mit den graphischen Bildern von a* und a~% bestimmte Strecke
halbiert.
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In entsprechender Weise zeichnet man das Bild der Funktion y(:c), nur muf
men hier von dem graphischen Bild von a~* dchst zum grap Bild
von (—a®) iibergehen, d. h., das graphische Bild von a™* an der z-Achse
spiegeln.

Man priift leicht nach, daB die Funktion f(z) gerade und die Funktion g(z)
ungerade ist; fir die zugehorigen graphischen Bilder haben wir daher die be:
kannten Symmetrieeigenschaften (vgl. §3).

Offenbar gilt: Esist f(0)=1 und g(0) =0.

Es ist f(x) > 0 fiir alle z und g () > 0 fiir alle > 0, g () <O fir alle x <O0.
In der Tat ist fiir @ > 1 offenbar a > a™! und daher a*>a™% (vgl. §20) fiir
z >0 usw.

Fir alle Werte z gilt

f@)P—[lg(=P=1. (77)

Wir wollen nun zeigen, daB die Funktion f(z) fir z > 0 wachsend und daher
(da sie eine gerade Funktion ist) fiir z <0 fallend ist und daB die Funktion g ()
iiberall wichst. Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daB

1 1 1 1
f@)=5 (u+7), g(z)=?(u—-':),
wobei
u=a®

Ist nun = >0, so ist u S 1 (da nach Voraussetzung a > 1). Fir » > 1 sind
aber (vgl. §15, (I) und (II)) die Funktionen u+ % und % — % wachsend. Da nun
fiir @ > 1 die Exponentialfunktion % = a* ebenfalls wachsend ist, sind unsere
Behauptungen evident (vgl. § 5, 9).

Aus der Funkﬁonalelgenschaft (74) der Exponentialfunktionen kann man
eine entsg de Funktionaleigenschaft der Funktionen f(z) und g(z)
ableiten.

Einerseits ist namlich

f@+a") = *;- (@7 a” ) = % (a®a® +a"a™),
andererseits ist

@) f") +9(=) g(=")
_g -;a e -;a a —20 K —20 =%(a"c‘"-|:a"'a""),
so daB
f@ + ") =f(=) f(&") + g (=) g (). (78)
Analog beweist man
g(z'+2") =f(=') g (") + g () f(="). (79)

Als drittes untersuchen wir die Funktion

M) =T =22 @>). (80)



§ 21. Die hyperbolischen Funktionen 7

Da die Funktiop f(z) gerade und die Funktion g(z) ungerade ist, ist die
Funktion %(x) ebenfalls ungerade, so daB 4(0)= 0. Offenbar ist A(z) >0
fiir z > 0 und, A(x) <0 fiir z <0.

Fiir z > 0 ist die Funktion % () wachsend. Es ist nidmlich

1—
h@)=1r

mit % = a~2%; wiichst nun z von Null bis Unendlich, so fallt « von 1 gegen Null ;
daher (vgl. §5; 6, 1,7, 4) wichst die Funktion k(z) und niihert sich bei un-
beschrinktem Wachsen von z dem Wert 1. Aus der Tatsache, daB & (x) ungerade
ist, folgt sodann, daB A (z) sogar iiberall wichst und sich dem Wert —1 nahert,
wenn r gegen —oo strebt.

Fir die Funktionen f(z), g(z) und k(z) sind (iiblicherweise allerdings nur
fir a—e=2718..., vgl. §44) folgende Bezeichnungen und Namen ge-
brauchlich:

f(x) =C@ojz (, Kosinus hyperbolicus*)
g() = Sinz (,,Sinus hyperbolicus*)

h(z) =Zgz (,,Tangens hyperbolicus*).1)

In diesen Bezeichnungen nehmen die Beziehungen (77) bis (80) folgende
Form an:

Cof?z — Bintz =1, (81)

Cof(z' 4 z") = Cof ' Cofz” + Sina’ Sinz”, (82)

Sin(z' 4 2”) = Cof 2’ Sin2” + Sinz’ Cofz”,?) (83)

Ty =G (84)

Hieraus ist die Analogie zu den iiblichen (,,Kreis-*) Funktionen cosz, sinz,
tgz klar zu erkennen; daher rithren auch die Namen ,,Kosinus®, ,,Sinus* und
»»Tangens‘.3)

Was den Terminus ,,hyperbolische* Funktionen betrifft, so erklirt er sich
auf folgende Weise: Wie aus der Trigonometrie bekannt ist (vgl. auch § 25),
geniigen die Funktionen

X =cosz, Y =sinz

X4 Yi=1.

Diese Gleichung stellt (in der X, Y-Ebene) einen Kreis dar, und deshalb heiBen
die Funktionen cosz und sinz ,,Kreisfunktionen‘. Entsprechend geniigen die

Funktionen
X=Cofz und Y =@&inz

der Gleichung

1) Man schreibt auch: cosh z, sinh z, tanh z. — Anm. d. wissenschaftl. Red.

?) Die Beziehungen (82) und (83) nennt man die ,,Additionstheoreme* (fiir die hyper-
bolischen Funktionen Gofz und Ginz).

3) Der eigentliche Grund fiir diese formale Analogie zwischen Kreis- und Hyperbelfunk-
tionen wird auf Seite 487 erlautert.
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(vgl. Formel (81)) der Gleichung
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Abb. 38

weil diese Gleichung in der X, Y-Ebene eine Hyperbel beschreibt (§18,
Beispiel 9), nennt man die Funktionen Gofz und Sinz ,hyperbolische®
Funktionen oder Hyperbelfunktionen.
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Abb. 39

Die graphischen Bilder der Funktionen €ofz und &inz sind in Abb. 38,
das graphische Bild der Funktion ¥g z ist in Abb. 39 dargestellt.
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§ 22. Die logarithmischen Fanktionen

Die logarithmische Funktion (kiirzer: der Logarithmus) zur Basis a (a > 0)
ist ‘definitionsgemiB die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur
Basis a.

‘Wir wollen annehmen, daB a > 1 ist. Dann erhilt man aus der Exponential-

funktion
y=a* (@a>1) (86)
'}
r
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Abb. 40

den Logarithmus zur Basis g, indem man die Rolle der Verinderlichen z und y
vertauseht (vgl. §4); die Logarithmusfunktion zur Basis a

y=log,x (86)

wird also durch die Gleichung z= o’ definiert.

Das graphische Bild des Logerithmus liegt zu dem der entsprechenden
Exponentialfunktion (85) in bezug auf die Winkelhalbierende y =z symme-
trisch (vgl. §4). In Abb. 40 sind die Exponentialfunktion zur Basis 10
(gestrichelte Linie) und die zugehtrige Logarithmusfunktion y =gz (,,dekadi-
scher Logarithmus*) dargestellt.

Die Frage, zu welchen Zahlen z es eine Zahl y gibt, so daB a¥ = z ist, scheint
eine prizise Antwort zuzulassen, und zwar sieht es 8o aus, als ob es genau fiir
die positiven Zahlen z eine solche Zahl y gibt, wihrend fiir negative Zahlen und
fiir z= 0 eine solche Zahl y nicht existiert. Das ist auch tatsichlich der Fall,
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jedoch kann eine exakte Begriindung fiir die Existenz des Logarithmus zu
jeder positiven (reellen) Zahl erst spiter gegeben werden (vgl. § 52). Sie diirfte
jedogh auf Grund der geometrischen Vorstellungen als plausibel erscheinen.

Die bekannten Eigenschaften des Logarithmus kann man unmittelbar-den
in § 20 hergeleiteten Eigenschaften der Exponentialfunktionen entnehmen.

Sicher ist, daB die Logarithmen nur fiir positive Zahlen existieren (denn die
zugehdrige Exponentialfunktion nimmt nur positive Werte an).

Ferner kann man zeigen, daB die Funktion log,xz fiir z >0 wachsend ist
(vgl. § 52). Sie wichst mit z iiber alle Grenzen, jedoch lang als jede positi
Potenz von x. In der Tat: Es sei § eine beliebige positiv Zahl, Setzen wir

logogz=y, z=aY,

80 ist
130
log,z _ y y‘)
2 &\
Nun wird die Exponentialfunktion ¥ fiir hinreichend groBe Werto v groBer

als jede Potenz von y, also z. B. groBer als 2. Daraus folgt, daB der Ausdruck
in der Klammer kleiner als Eins wird, so daB fiir hinreichend groBes z

logz < 2*
gilt.
Fiir z < 1 ist log,z negativ und strebt, wenn z gegen Null sirebt, gegen —oo,
Jjedoch lang als jede negative Potenz von z.
Aus der Funktionaleigenschaft (74) der Exponentialfunktion a® ergibt sich
unmittelbar die bekannte Funktionaleigenschaft

log, (2’ 2”) =log, 2’ + log, 2" (87)

der Logarithmen, die dem logarithmischen Rechnen zugrunde liegt. Es eriibrigt
sich, auf die bekannten Folgerungen aus (87) einzugehen.

Wir wollen hier lediglich noch einige Eigenschaften der graphischen Bilder
von logarithmischen Funktionen erwihnen.

Aus der Formel

log, % =log, z— log, p (88)

folgt: Die Deknung des graphischen Bildes der Funltion log,z in Richtung der
z-Achae mit dem Deknungsfaktor p ist gleickwertig seiner Verschieb g parallel zur
y-Achse um die Strecke (—log,p).

Die Formel

qlog,z=logguz (89)

besagt, daB die Dehnung der graphischen Darstellung des Logarithmus zur Basis a
n Richtung der y-Achse mit dem Dekhnungsfaktor g gleichbedeutend dem Ubergang
1

zur graphischen Darstellung des Logarithmus zur Basis a? ist.
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Logarithmieren wir die Identititen
@l%8e% — x, bloesz — 4

nach den Basen b bzw. a, so erhalten wir

log,z-logya =logyx, logyx-log,b=1log,z

oder
__log,z
logyz = Togb

log,z = (90)

loj
Togya’
Diese Formeln geben an, wie sich der Logarithmus einer Zahl in bezug auf eine
gegebene Basis durch den Logarithmus dieser Zahl in bezug auf eine andere
Basis ausdriickt. Aus diesen Formeln ergibt sich insbesondere (wenn wir in
der ersten z= b und in der zweiten » = a setzen), daB log, b und log, ¢ zu-
einander reziprok sind:
log,b-logya=1.

Es gilt also: Um von der Logarithmusfunktion in bezug auf eine Basis zur
Logarithmusfunktion in bezug auf eine andere Basis uberzugehen, braucht man
nur jeme mit einem passenden konstanten Faktor (dem ,»Ubergangsmodul*)
2u multiplizieren.

Geometrisch bedeutet dies gerade eine Dehnung des graphischen Bildes in
Richtung der y-Achse (man gelangt iibrigens zum gleichen Ergebnis, wenn man

1

in (89) a? =b setzt).
Bemerkung. Bisher haben wir vorausgesetzt, daB a > 1 ist. Der Fall
0 < a < 1 erledigt sich durch Hinweis auf die Identitdt

log,z=—logy =
a

(ist. némlich z= a¥, 80 ist z= (%)") Der Fall a= 1 ist ohne besonderes
Interesse.

§ 23. Die ‘Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen

1. Da die Funktionen f(z), g(z) und k(z) aus §21 sehr einfache Kombi-
nationen von Exponentialfunktionen sind, diirfte es nicht verwunderlich
erscheinen, daB ihre Umkehrfunktionen in bestimmter Weise mit dem Logarith-
mus zusammenhingen. Unser Ziel soll es sein, einen expliziten Ausdruck fiir
die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen anzugeben.

Dazu miissen wir (vgl. §4) in den Gleichungen

R e (91)
_ a*—a
Y= wtar

(92)
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die Veranderlichen z und y vertauschen und die dabei entstehenden Glei-
chungen

x=%, z==0" (93)
av—ar

nach y auflésen.
Multiplizieren wir die Gleichungen (93) mit 24, so erhalten wir nach ein-
fachen Umformungen

¥ —2za¥+1=0, a?¥—2za¥—1=0,

d. h. quadratische Gleich fiir a¥, so daB

)

=z4 Ya?—1, a'=z+Y2241.

Im zweiten Fall ist das Minuszeichen vor der Wurzel iiberfliissig, da wir bei
der Auflosung der quadratischen Gleichungen nach a¥ natirlich nur ihre
positiven Losungen suchen und z— Y22+ 1 offenbar stets negativ ist (von
2—¥2>—1 kann man Entsprechendes nicht behaupten). Logarithmieren wir
die zuletzt erhaltenen Gleichungen, so erhalten wir

y=log(x+ Va?—1), y=log,(z+ V2> +1).

‘Wegen
R SR U
z+V22—1
kénnen wir schlieBlich die Umkehrfunktionen der Funktionen (91) in der Form
y==zlog(z+ V22 —1), y=log,(z+Va2+1) (95)

darstellen. Die erste Funktion unterliegt der Einschrinkung z =1 und ist

doppeldeutig (wobei sich die beiden Werte nur durch ihr Vorzeichen unter-

scheiden), die zweite unterliegt keinen Einschriinkungen und ist eindeutig.
Légen wir schlieBlich die Gleichung (94) nach ¥ auf, so erhalten wir

1+z
=1
(die Wurzel im arithmetischen Sinn), so daB die zu (92) gehérende Umkehr-
funktion durch

1 1
y=glog, 112 96)

gegeben wird. Sie unterliegt der Einschrinkung —1 < z < 1 und ist eindeutig.
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Piir @ = e ergeben die Formeln (95) und (96) explizite Ausdriicke fiir die
Umbkehrfunktionen des hyperbolischen Kosinus, des hyperbolischen Sinus und
des hyperbolischen Tangens, nidmlich

ArCofzr= £ In(x+ Va2 —1) (,,Area Kosinus*)
Ar Sinz =In(z+ Va2 + 1) (,,Area” Sinus*)
ﬁt%gx——ln 1+z (,,Area Tangens*).?)

Die graphischen Bilder der Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen
(fiir @ = e) ergeben sich aus denen der hyperbolischen Funktionen (vgl. Abb. 38
und 39) durch Spiegelung an der 4
Winkelhalbierenden y = z. I

2. Sehr héiufig muB man sich [
iiber das Verhalten des Log-
arithmus einer FunktionKlar-
heit verschaffen, unter der Voraus- 1+
setzung, dafl man das Verhalten
der Funktion selbst kennt. Mit
anderen Worten: Aus dem graphi- /-\ / L
schen Bild einer Funktion ist das !
graphische Bild des Logarith
der Funktion zu konstruieren.

Das ist nicht schwer, wenn man
beachtet, daB folgendes gilt:2)

a) Die Funktion log, f(z) ist ge-
nau fir die Werte x erklart, fir die
die Funktion f(x) positiv ist.

b) Die Funktionlog, f (z) ist gleich Abb. 41
Null, positiv oder negativ, je nach-
dem, ob f(x) gleich, groer oder kleiner als Eins ist; fiir a= 10 (aber z. B. auch

fiir a = e) gilt
log, f(x) < f(z).

¢) Die Funktion log,f(x) waichst und fillt in jeweils denselben Intervallen
wie die Funktion f(z) (vgl. §5,9); sie hat ein Maximum bzw. Minimum an
denselben Stellen wie f(z).

Die zuletzt erwihnte Eigenschaft ist insofern noch von besonderer Be-
deutung, als es mitunter viel einfacher ist, ein Maximum oder Minimum des
Logarithmus einer Funktion zu bestimmen, als fiir die Funktion selbst.

1) Mit In bezeichnet man iiblicherweise den Lognnthmus zur Basis o (,,natﬂrhcher Log
arithmus*); vor allem in der hoheren Math ik, b ders in der Funk
wird daneben die Bezeichnung log (ohne Angabe einer Basis!) verwendet. — Anm. d.
wissenschaftl. Red.

2) Nach wie vor wird @ > 1 vorausgesetzt.
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In Abb. 41 sind die graphischen Bilder der Funktionen
f@)=(x—1) (z—2) (x—3) (Kurve I)

logy, f(z) =logy, [(x—1) (x—2) (x—3)] (Kurve II)
dargestellt.

und

§ 24. Potenzen mit beliebigem reellen Exponenten

Bisher haben wir die Potenzfunktion
y=a* (97)
fir den Fall untersucht, da der Exponent a eine positive oder negative
ganze Zahl (vgl. § 7 und §13) oder eine beliebige rationale Zahl % (§18) ist.

Im Fall eines irrationalen « versteht man unter (97) die durch ,,stetigen‘
Grenziibergang im Exponenten gewonnene Funktion. Vorausschickend be-
merken wir, da8 die Funktion z* schon im Fall eines rationalen Exponenten
(mit geradem Nenner) ihren Sinn fiir negative Werte von z verliert; ist der
Exponent « irrational, so kann man dem Ausdruck z* fiir negatives = weder
direkt noch als Resultat eines Grenziiberganges einen verniinftigen Sinn
beilegen. Aus diesem Grunde liBt maen, wenn man eine Potenzfunktion z*
mit irrationalem Exponenten « betrachtet, die unabhingige Verinderliche z
grundsétzlich nur nicht negative Werte durchlaufen, betrachtet also diese
Funktion nur fiir 0 < 2z < co. Die Funktion (97) ist, wie man zeigen kann,
fiir irrationales « eine transzendente Funktion, d. h., eine Potenzfunktion z*
ist dann und nur dann algebraisch, wenn der Exponent o rational ist.
Zwischen der Potenzfunktion 2* auf der einen Seite und der Exponential-
und der Logarithmusfunktion zu einer beliebigen positiven Basis @ auf der
h .

A Seite heataht “‘ lU d. A g:
2% = (a)%8e%)% = q21084%, (98)
Dieser Zusammenhang ist sowohl theoretisch als auch praktisch von groBer
Bedeutung.

Einerseits stellt namlich ein stetiger Grenziibergang eine recht komplizierte
Bildung (Operation) dar, die man, wenn man die Exponentialfunktionen und
die Potenzfunktionen unabhingig voneinander definiert, sowohl bei den
Exponentialfunktionen als auch bei den Potenzfunktionen durchzufiihren hat.
Es empfiehlt sich daher, den Grenziibergang nur einmal, und zwar etwa bei
der Exponentialfunktion (vgl. §52)!) vorzunehmen; er ibertrigt sich dann

1) Haufig wird auch ein etwas and Weg"eingeschl gen: Man definiert achst fir
‘alle z>1 den (;,natiirlichen, d.h., zur Basis e gehorenden; vgl. Kap. III, §44)
Logarithmus gema8 . .

d
= [
i
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automatisch auf deren Umkehrfunktion, den Logarithmus, und dann auf
Grund von (98) auch auf die Potenzfunktionen.?!) .
Andererseits gibt Formel (98) eine einfache Moglichk:it, zu vorgegebenen
Werten z die zugehorigen Werte 2* mit Hilfe einer Logarithmentafel zu be-
rechnen.
SchlieBlich kann man aus (98) ein Verfahren fiir die punktweise Konstruktion
des graphischen Bildes der Funktion 2* mit Hilfe graphischer Bilder der

¥
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Abb. 42

Funktionen a* und log,z gewinnen. Der Verlauf der Konstruktion ist in
Abb. 42 fir den Fall a = 2, a=% dargestellt.

Beziiglich der graphischen Bilder der Potenzfunktionen zu verschiedenem
Exponenten « sei noch folgendes bemerkt (vgl. Abb, 43):

1. Sie gehen alle durch den Punkt 4 mit den Koordinaten (1, 1).

2. Fiir « > 0 ist die Funktion 2* wachsend; ihr g phisches Bild kommt aus
dem Ursprung O und geht ins Unendliche; es liegt ganz in den Quadranten

d. h. als Inhalt der durch die Hyperbel y = %, die z-Achse und die Vertikalen durch

die Punkte (1, 0) und (z, 0) begrenzten Flache; sodann erklart man die Exponential.
funktion zur Basis e als Umkehrfunktion des Logarith und die Exponentialfunktion
zur Basis ¢ mit Hilfoe von Formel (90) (dort b = e gesetzt); schlieBlich definiert man
die Potenzfunktion z= mittels Formel (98).

?) Nimmt man (98) als Definition fiir z«, so ergibt sich die Formel fiir das Logarithmieren
einer Potenz als Folgerung.
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OMAN und SAT. Ist « <0, so ist die Funktion 2* fallend; ihre graphische
Darstellung liegt ganz in den Teilbereichen .M 48 und y NAT; sie nihert
¥, sich asymptotisch der z- und der
y-Achse.

3. Ist o/ <a”, so liegt von den
graphischen Darstellungen der Funk-
tionen z* und z*” fir 0 <2 <1
die erste oberhalb der zweiten und
fir £ > 1 die zweite oberhalb der
ersten.

4. Die graphischen Bilder der
1
Funktionen y=2* und y= 2%

liegen zueinander symmetrisch in
bezug auf die Winkelhalbierende

y=2z (etws 2% und Vz; % und
9 7 z 1 ) .

Abb. 43 Vz)°

§ 25. Die trigonometrischen Grundfunktionen Sinus und Kosinus

Wir betrachten in der X,Y-Ebene den ,,Einheitskreis
X2 4 Y2=1 (99)
um den Ureprung O mit dem Radius 1.

Den Schnittpunkt A des Einheitskreises mit der positiven Halbgeraden der
X-Achse wollen wir als ,,Anfangspunkt‘
ansehen. Wir stellen uns nun vor, daB
sich ein Punkt M auf der Peripherie des
Kreises bewegt (auf ihr um den Ursprung
lauft). Wir sagen, der Punkt M durchlaufe
die Kreisperipherie in positivem Sinn,
wenn er sie in der Richtung durchléuft,
% die von der positiven Richtung der X-

Achse zur positiven Richtung der Y-Achse
fiihrt, also entgegengesetzt dem Uhrzeiger-
sinn verlauft (Abb. 44).

Die Lage des Punktes M ist nun jeweils

2 eindeutig durch die Liinge = des Bogens
bestimmt, den der Punkt M vom Punkte 4
Abb. 44 aus im positiven "Durchlaufungssinn der

Peripherie des Einheitskreises durchlaufen

miite, um an die gegebene Stelle zu gelangen.
Wenn z von O bis 27 wachst, so filirt der Punkt M einen vollen Umlauf
auf dem Einheitskreis aus, gelangt also (vgl. Abb. 44) diber B, C, D nach 4
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zuruck Du:chluuftzdxelnbervalle0<z< <z<n <l 5 nbzw
—n<z< 27, so durchlauft M die K.relsbogen AB BC’ éD bzw DA
d h. die Teile der Kreisperipherie, die im ersten, zweiten, dritten bzw. vierten
Quadranten der X, Y-Ebene liegen. Man nennt diese Kreisbigen (und im iiber-
tragenen Sinne auch die zugehérigen Intervalle) die ,,Quadranten des
Einheitskreises.)

Die Abszisse X bzw. die Ordinate Y des Punktes M, der so auf der Kreis-

peripherie liegt, daB die Linge des Bogens A gleich z ist, sind Flm.ktxonen
von z, die man Kosinus bzw. Sinus nennt:

X=cosz=0M,, Y=sinz=M M. (100)
Aus (99) ergibt sich ittelbar die Identitét
cos?z 4 sin?z=1. ] (101)

Diese Definition der trigonometrischen Funktionen, die im Prinzip mit der
in der Schule gegebenen Definition iibereinstimmt, triigt rein geometrischen
Charakter. Weil sie mit der Betrachtung der Peripherie eines Kreises zusammen-
hiingt, heiBen die trigonometrischen Funktionen auch Kreisfunktionen.
Daneben gibt es noch verschiedene analytische (in Formeln gefaBte) Defi-
nitionen des Sinus und Kosinus. Die einfachsten derartigen Definitionen sind
die durch Potenzreihen (vgl. Seite 452 und Seite 480).

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Sinus und Kosinus, welche sie von
allen Funktionen, die wir bisher untersucht haben, unterscheidet, ist ihre
Periodizitit. Geometrisch ist dchst ittelbar klar, daB der Punkt M
nach einem vollen Umlauf des Einheitskreéises wieder auf seinem fritheren Platz
erscheint; daraus ergeben sich die Identitdten

sin(x 4+ 27) =sinz, cos(z+ 27) = cosz, (102)

welche besagen, daB 27 eine Periode der Sinus- und der Kosinusfunktion ist
(vl §3).%)

Aus der P der trigonc ischen Funktionen kann man leicht auf ihre
Transzendenz schlieBen (vgl. §19). In der Tat: Ist eine Funktion periodisch, so nimmt
sie jeden Wert ¢, den sie iiberhaupt annehmen kann, an unendlich vielen Stellen an:

PP

1) Verfolgt man dies weiter, so erkennt man, daB dem nachsten Intervall 25 < z < % n

wiederum' der Bogen AB entspricht, es ist dem ersten ,,homolog*, gem.uso ist das
5
sechste Intervall g a<s< 37 dem zweiten homolog usw.; das Intervall — 5 < z<0

ist dem vierten Intervall homolog, das Intervall —z < z< — ? ist dem dntten homolog
usw.

%) Die Funktionen sin z und cos z neh also an ,,homol * Stellen jeweils denselben
Wert an. Aus diesema Grund kann man sich in vielen Fallen auf die Betrachtung der
Funktionen im Intervall 0 < z < 2n (oder in einem anderen Intervall der LCnge 2m)
beschranken.
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Zum Beispiel nimmt die Funktion cos # den Wert 1 an allen Stellen 2kz an.!) Eine
Funktion, die diese Eigenschaft besitzt und die nicht in eine Konstante entartet, kann
aber niemals algebraisch sein. Eine algebraische Funktion y = f(z) geniigt namlich
identisch einer Gleichung P(z, y) = 0, wobei P ein Polynom in z und y ist. Wiirde nun
f(z) den Wert ¢ unendlich oft, aber nicht iiberall annehmen, so besiSe die Gleichung

P(z, c)=0,

die dann keine Identitat in z ist, unendlich viele Wurzeln. Das ist aber unméglich, denn
sie ist eine algebraische Gleichung in z, und eine solche besitzt bekanntlich nur endlich
viele Wurzeln. Also sind die Funktionen Sinus und Kosinus transzendente Funktionen.

Um Klarheit iiber das Vorzeichen- und Wachst halten der trigono-
metrischen Grundfunktionen zu erhalten, muB8 man auf ihre Definition
zuriickgehen, d. h. sich auf die geometrische Anschauung stiitzen. Die Funk-
tion sin z verschwindet dann und nur dann, wenn die Ordinate des Punktes M
gleich Null ist, d. h., wenn M auf der X-Achse liegt. Also ist

sinkn=0. (103)

Die Funktion cos z verschwindet dann und nur dann, wenn die Abszisse des
Punktes M gleich Null ist, d. h., wenn M auf der Y-Achse liegt. Also ist

oos(—;-'+lm)=0. (104)
Das Vorzeichen der Funktionen sin z und cosz (in den yerschiedenen

Quadranten) ist durch das Vorzeichen der Ordinate bzw. der Abszisse des
Punktes M bestimmt und aus folgendem Schema zu entnehmen:

I I I I
+ |+ -]+
-] - -+
-4 X o i 4
sinx s T

Die Werte der Funktionen sin z und co8 = variieren zwischen —1 und +1
einschlieBlich. Die Funktion sin z nimmt den maximalen Wert +1 an, wenn
der Punkt M mit dem Punkt B zusammenfillt, so daB

sin (g +2 kn) =1, (105)
und den minimalen Wert —1, wenn M = D, so da8
sin (%n+2ku) =—1. (108)

1) Hier und fernerhin bed k eine beliebige ganze Zahl.
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Die Funktion cos # nimmt den maximalen Wert +1 an, wenn M= 4, so daB8
cos2kn=1, (107)

und den minimalen Wert —1, wenn M = C, so da8

cos(m+2kn) =—1 (108)
(Abb. 44).
Uber das Wachstumsverhalten der Funktionen sinz und cosz gibt das
folgende Schema AufschluB:

Am besten kann man sich die genannten Eigenschaften jederzeit dadurch
in die Erinnerung zuriickrufen, da8 man direkt auf die Darstellung der trigono-
metrischen Funktionen am Einheitskreis zuruckgrelft (Abb. 44). Diese
einfache Zeichnung a8t sich immer leicht auf einem Stiick Papier oder in
Gedanken rekonstruieren.

Stellt man die Schemata fiir das Vorzeich halten den Schemata fir
das Wachst halten g iiber, so siecht man, daB die Anderung des Sinus
in ,direktem Verhaltnis** zum Vorze:chen des Kosinus steht (d. h., der Sinus
wiichst dort, wo der Kosinus pesitiv ist, und fallt
dort, wo der Kosinus negativ ist); dagegen steht die
Anderung des Kosinus in ,,umgekehrtem Verhiltnis*
zum Vorzeichen des Sinus.l)

Wir tragen nun vom Punkt 4 aus einerseits den
Bogen z und andererseits den Bogen —z ab (Abb. 46).
Die dabei erhaltenen Punkte seien M und M,. Offen- '
bar besitzen M und M, dieselbe Abszisse, wahrend
ihre Ordinaten zwar dem Betrage nach, aber nicht im
Vorzeichen iibereinstimmen. Hieraus folgt (vgl. §3),

daB der Kosinus eine gerade und der Sinus eine un- 00sf-z)= cos
gerade Funktion ist, d. h. sinf-x)~-sinx
cos(—z) =cosx, sin(—z)=—sinz. (109) Abb. 45

?) Das ist nichts anderes als ein Teil des Inhalts der ,,Differentiationsregeln‘
(sin )’ = cos 2, (co8 z)’ =~ —ainz (vgl. 5.296 Formeln 5. und 6.).
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Als nichstes betrachten wir die Punkte M und M, die sich als Endpunkte
der Bégen x und z 4 7 ergeben (Abb. 46). Die Punkte M und M, liegen sich
im Einheitskreis diametral gegeniiber, also zum Ur-
sprung O spiegelbildlich. Daher unterscheiden sich so-
wohl die Abszissen als auch die Ordinaten von M und
M, nur durch ihr Vorzeichen. Folglich ist

cos(z + m) = —cosz, sin(x4 )= —sinz. (110)
SchlieBlich betrachten wir die Punkte M und M,
die zu den Bogen z und % — z gehéren (Abb. 47).

Man sieht leicht ein, daB die Punkte M und M, zu-
cos(T+T)m-COST - einander symmetrisch in bezug auf die Winkelhal-
sin(z+m}-sinz -  bierende y = x liegen. Also ist (§ 4) die Abszisse von
M, gleich der Ordinate von M und die Ordinate von

Abb. 46 M, gleich der Abszisse von M. Somit gilt
oos(%——x):sinx, sin (?—z)——cosx. (111)
Aus (111), (109) und (110) gewinnt man leicht
cos z = sin (x+ %) . (112)

Bevor wir zur Beschreibung der graphischen Bilder
der Funktionen sin z und cos z iibergehen, bemerken
wir, daB man nur die graphische Darstellung des

cos| -2--1)-sin1 Sinus im Intervall 0 Sz < 12'- benétigt, um sie unter

sinfZ-z) cos 2 Verwendung der Formeln (109) und (110) mittels ele-

mentarer Transformationen auf die ganze z-Achse

Abb. 47 fortzusetzen; (112) liefert dann die Darstellung des
Kosinus.

In der Tat: Auf Grund von (109) liegt das graphische Bild symmetrisch
zum Ursprung O, so daB man es durch Spiegelung am Ursprung unmittelbar

vom Intervall 0< zs — auf das Intervall —5 T <x<0 fortsetzen kann.
Ferner folgt aus (110), daB d.le gmphlsche Da.rsbe]]ung der Funktion sin z
symmetrisch zur Geraden z= ? liegt ; ersetzt man nimlich in (110) « durch
z—% und beachtet man, daB der Sinus eine ungerade Funktion ist [vgl. (109)],
8o erhdlt man unmittelbar

sin(%+x)=sin(%— )
Dies gestattet es, das gr: Bildvonsinzaufdaslntervaﬂ—%gxg-—:—n

fortzuset Die For g auf die ganze z-Achse gelingt schlieBlich dadurch,
daB man die Periodizitit der Funktion sin z ausnutzt [Formel (102)]. Was

(1
d 3
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die graphische Darstellung der Funktion cos z anbetrifft, so gewinnt man sie,
wie aus (112) ersichtlich ist, aus dem graphischen Bild des Sinus durch eine
Parallelverschiebung lings der z-Achse um die Strecke —%)

Zur punktweisen Konstruktion des graphischen Bildes der Funktion sin x
iiber dem Intervall nggg teilt man einerseits (Abb. 48a) den ersten

Quadranten des Einheitskreises in der X,Y-Ebene und zum anderen (Abb.48b)

yt v
s ,
7 1o
ol %
o
i A X 0| 3 I3 3 E3
) ) F ¥ ¢ ¥
Abb. 48

das Intervall 0 < zg% in der z, y-Ebene in jeweils m gleiche Teile; sodann

zieht man durch die Teilpunkte die vertikalen Geraden und tréigt auf den
Vertikalen in der z,y-Ebene die Ordinaten der entsprechenden Teilpunkte
des ersten Quadranten des Einheitskreises ab. Die erhaltenen Punkte gehdren
dem graphischen Bild der Funktion sin z an.

Wenn es darum geht, schnell eine (nicht allzu genaue) graphische Dar-
stellung des Sinus zu entwerfen, so ist die Konstruktion ,,aus vier Punkten®,
die dem Fall m = 4 entspricht, recht vorteilhaft (vgl. die fett gedruckten
Ordinaten in Abb. 48b). Die Lingen der Ordinaten (die zu den Werten von
sin z fiir = 0, %, %, %n, % gehﬁren) sind annéhernd gleich 0; 0,4; 0,7;
0,9;1.7)

Hierbei sei noch auf folgendes hingewiesen: Sind M, M’, M”’ drei Punkte
des ersten Quadranten des Einheitskreises in der X ,Y-Ebene, die in der Nihe
des Punktes A liegen, also zu kleinen Werten der unabhéngigen Verinderlichen
z gehoren, so sind zwar die Ordinaten dieser Punkte, wie man aus Abb. 49a
erkennt, etwas kleiner als die Lingen der zugehorigen Bogen, jedoch strebt
das Verhéltnis von Ordinate zu Bogenlinge, wenn der Punkt M gegen den
Punkt 4 strebt, gegen Eins. Dem entspricht bei der graphischen Darstellung
der Funktion sin z in der z, y-Ebene (Abb. 49b), da8 zwar die Ordinate P M

1) Genauer: 0; 0,383; 0,707; 0,924; 1.
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eines Punktes M der Sinuskurve stindig etwas kleiner als seine Abszisse O P

(oder was dasselbe ist, als die Ordinate PQ des Punktes @ auf der Winkel-

halbierenden y = z) ist,

¥ daB jedoch das Verhilt-

é nis ry (oder ﬂ[) !

oP Pg 8osen

o m Eins strebt, wenn der

Y Punkt M gegen den
g Punkt O ricks,

Es gilt also: Das gra-

phische Bild der Funktion

PP T sinz liegt (fir z>0)

%) unterhald der Winkel-

Abb. 49 halbierenden y = z (d. h.

sinz < ), schmiegt sich

aber in der Ndhe des Punktes O immer besser an diese an (,,beriibrt sie im

Punkte 0%).

In Abb. 50 sind die graphischen Bilder der Funktionen

y=sinz und y=cosz (113)

dargestellt. Man nennt diese Kurven die ,,Sinuskurve* und die ,,Kosinus-
kurve (auch ,,Sinuslinie bzw. , Kosinuslinie*).

!; ,,r ) .
SinT o
0 y e{lll b d b ) 443 21
7 A
/5 3\ e H )
I,
td
’ T or r ' m x
Abb. 50

Die ,,Additionstheoreme fiir die Funktionen sin z und cos z,
sin (2’4 2”) = sinz’ cos z” - cos 2" sin x”,
cos(z’+ 2”’) = cos 2’ cos z” —sina’sin z”,

diirften allgemein bekannt sein, so daB wir uns hier nicht niher mit ihnen zu
beachiiftigen brauchen (vgl. Seite 484).
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§ 26. Einfache harmonische Schwingungen
Die graphische Darstellung der Funktion
y=0sini(z—c¢) (C>0, A>0) (114) .
erhélt man aus der Sinuskurve mit Hilfe folgender Transformationen:
1. Stauchung in Richtung der z-Achse mit dem Stauchungsfaktor 1

Dehnung mit dem Dehnungsfaktor %) H
2. Dehnung in Richtung der y-Achse mit dem Dehnungsfaktor C;
3. Verschiebung parallel zur z-Achse um die Strecke e.
Jede Funktion der Form (114) heiBt ebenso wie lh.r gmphmchea Bild eine
infache har gung (kurz: har gung). Die zu-
gehbnge Kurve nennt man ha.uﬁg auch smu.sformg
Fiir die Parameter C, 4, ¢ in (114) sind die folgenden Bezeichnungen tblich:
C heiBt die Amplitude, A die Frequenz und ¢ die Phase.
Infolge der Stauchung mit dem Stauchungsfaktor A hat die Funktion (114)

nicht mehr d.w Periode 27, sondern die Penode - . Setzt man w = 2;’ ,
80 wird A=—, und Glewhung (114) bekommt d:e Form
y= Cmn—(x—c) (0>0 w>0). (115)
Die Frequenz und die Periode einer har ischen Schwingung sind umgekehrt
proportional; ihr Produkt ist gleich 2m:
Aw=2mx. (1186)

~
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In Abb. 51 ist das grn.phi:h:;:ii:lld( ::r— }i%:)vmonischen Schwingung

mit der Amp]itude C =2, der Frequenz A =3 (der Periode & = —231) und der

Phase ¢ = 1 *_ dargestellt. Die sinusformige Kurve ist dabei aus vier Punkten
konstruiert. !

A

~ISL
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Da wir uns im weiteren zuniichst nur mit harmonischeh Schwingungen
gleicher Periode beschiftigen werden, nehmen wir der Einfachheit halber an,
daB =27, d. h. A=1 ist. ,

Beispiele fiir einfache har ische Schwingungen mit der Periode 27 sind

u=Acosz und v=Bsinz. (117)

Man sieht leicht, daB sich die Phasen der harmonischen Schwingungen (117)
(welches Vorzeichen auch 4 und B besitzen mdgen) um eine Viertelperiode,

also um % unterscheiden.
Jede einfache har ische Schwi
y=Csin(z—¢)

gurny

mit der Periode 27 kann als Summe aus zwei harmonischen Schwingungen
(117) dargestellt werden:

Csin(z—c) = A cosz + Bsinz. (118)

Dazu geniigt es zu beachten, daB8

C'sin(z —¢) = C(sinz cos¢c — cosz sinc);
setzt man
A=—Csin¢, B=Ccosec, (119)
so ergibt sich (118).

Umgekehrt ist aber auch jede S aus 2wet einfachen harmonischen Schwin-
gungen gleicher Periode eine einfache harmonische Schwingung mit eben dieser
Periode.

Beweis. Zunichst nehmen wir an, daB die  gegeb harmonisch
Schwingungen von der Form

u=Acosx, v=DBsinz

sind. Es ist zu zeigen, daB es eine Konstante ¢ > 0 und eine Konstante ¢ gibt,
so daB (118) gilt. Hierfiir haben wir die Gleichungen (119) bei gegeb A
und B nach € und ¢ aufzulésen. Zu diesem Zweck quadrieren wir die Gleichungen
(119) und addieren die erhaltenen Resultate. Es ergibt sich

C=YVA4*+ B (120)

Dann kann man einen eindeutig bestimmten Wert ¢ im Intervall 0 < ¢ < 2%
so finden, da8

4
Var+ B’

sinc=—

B
CO8C = ——,
Y42+ B®

Die erhaltenen Zahlen C' und c leisten das Verlangte.
Im allgemei Fall stellen wir die gegeb Funktionen
y1=0Cysin(z—c), yy=0Cysin(z—cy)
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zunichst in der Form (118) dar:

y,= (—C;singy) cosz + (Cycose,) sinz,

ya= (—Cysinc,) cosz + (Cycoscg) sinz.
Die Summe der Funktionen ist dann

¥ =1+ ya=— (C;sinc, + Cysinc,) cosz + (C, cose, + C cos¢y) sinz,
und diese ist von der Form (118), wenn man
A=—(C,sinc,+ Cysincy), B=C,cosc,+ Cyeosc,

setzt.

Die Summe einfacher harmonischer Schwing mit verschied Perioden
st bereits keine einfache harmonische Schwmgung mehr. Sind namlich die
Frequenzen der zu addierenden Schwingungen kommensurabel, d. h. ist

h=mi, kh=ml,
wobei m, und m, teilerfremde positive ganze Zahlen sind, so ist die Summe
der Schwingungen
»1=0ysinki(z—¢;) und y,=Cpsindy(z—cp)

gleich
y=0Cysinl;(z—c)) + Cysin Ay (z—cy),
und dies stellt eine sogenannte gesetzte har ische Schwingung®)
mit der Periode a>=—2ll dar. (Sind die Phasen inkommensurabel, so ist die
Summe keine periodische Funktion mehr.)
In Abb. 52 ist die (punktweise konstruierte) Summe der Schwingungen

y;=sin2z und y,=sin3z

mit den Perioden 2 und 3 dargestellt (die Schwingungen y, und y, gestrichelt,
die Summe durchgehend).

siy] 4]

1) Zur Definition der h ischen Schwi val. §27.
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§ 27. Trigonometrische Polynome

Enteprechend wie jede Funktion
fl@=cyt+eztcat+t - 4-cpz”

(wobei 7 eine positive ganze Zahl und c,, . . ., ¢, konstante Koeffizienten sind)
ein (rationales) Polynom in der Verdnderlichen = genannt wird, hat sich fir die
Funktionen, die durch eine Gleichung der Form

f(z)=a,+ (a,cosz + b, sinz) + (@yc032z + bysin2z) 4 -
+ (aycosnz + bysinnz) (121)

gegeben werden, wobei n eine positive ganze Zahl ist und a,, .. ., a,, b,, ..., b,
konstante Koeffizienten sind, ein besonderer Name eingebiirgert; man nenpt
sie trigonometrische Pglynome (in der Verinderlichen z). Ist a3+ b2 <0,
80 heiBt » die Ordnung des trigonometrischen Polynoms (121). Der Koeffi-
zient a, wird das absolute Qlied, der Summand @, cosz-b,sinz das erste
Glied, der Summand a, cos 2z + b, sin 2z das zweste Glied usw. genannt. Die
graphische Darstellung des m-ten Gliedes eines trigonometrischen Polynoms
ist (fiir m = 1) eine einfache harmonische Schwingung der Frequenz m
( also mit der Periode-%"—) . Die graphische Darstellung jedes trigonometrischen
Polynoms eines Grades n = 2 wird eine zusammengesetzte harmonische Schwin-
gung genannt. Ein Beispiel fiir eine zusammengesetzte harmonische Schwingung
findet sich im vorangehenden Paragraphen (Abb. 52).

Da mit einer Zahl w auch alle Vielfachen von w Perioden einer gegebenen
Funktion sind, besitzt jedes Glied von (121) die Peripde 25. Weil andererseits
jede Summe von Funktionen mit der Periode w eine Funktion mit der Periode
ist, hat das Polynom (121) selbst die Periode 27.1)

Man sieht leicht, daB folgendes gilt:

1. Die Summe zweier (oder mehrerer) trigonometrischer Polynome, deren
Ordnung héchstens = ist, ist ein trigonometrisches Polynom, dgssen Ordnung
ebenfalls hochstens = ist.

1) Allgemeiner versteht man unter einem trigonometrischen Polynom bzw. einer zusammen-
gesetzten harmonischen Schwingung auch Funktionen der Form

2nz

2nz . 2nnz .
ao+ (°1°°ST+519|BT)+H-+(a.eosT+b.sm R

2nnz )
P
die aus den oben betrachteten durch Dehnung in Richtung der z-fchse mit dem
Deh fe “fm% tstehen. Diese Funktionen haben natiirlich die Periode w. Wir
wollen uns hier jedoch der Einfachheit halber auf den Fall w = 27 beschranken.
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2. Jedes Vielfache eines trigonometrischery Polynoms von der Ordnung =
ist ein tngonometmches Polynom von der Ordnung n.

Wir wollen nun zeigen, daB folgendes gilt: Ist P(u, v) ein rationales Polynom
in den Verdnderlichen u und v, so ist P (cos z, sinzx) ein trig trisches P
in z, wobei die Ordnung dieses Polynoms nicht grofer als der Grad von P(n, v)
in bezug auf u und v ist.

Der Beweis hierfiir erfolgt in mehreren Schritten:

1. Die Funktionen

cosprcosgw, sinpzcosgzr, cosprsingz, sinpzsingz (122)

(wobei p und g beliebige positive ganze Zahlen sind) sind tngonometnsche
Polynome der Ordnung p + ¢. Dies ergibt sich ittelbar aus den el ren
Identitaten

COSPxCOBqT = g[cos(p + g) 4 cos(p—g) ],
sin pz cosgz = [sin(p+ ¢) 2+ sin(p— ) ),
cospzsinqz=%[sin(p+ g) x—sin(p—q) =],

sinpz singz = 5 [—c08 (p +9) z + cos (p—q) 2].

2. Das Produkt zweier trigonometrischer Polynome f(x) und g(x) der
Ordnung r bzw. s ist ein trigonometrisches Polynom der Ordnung 7 +-s.
Zum Beweis sei

f(x)=a,+ (a,cosz + bysinz) + - - - 4 (g, cosrz + b, sinrz)

g(z) = a4+ (a] cosz -+ by sinx) + - - - + (a} cos sz + b sinsz).

Das Produkt der trigonometrischen Polynome f(z) und g(x) ist eine Linear-
kombination aus endlich vielen Gliedern der Form (122) mit konstanten
Koeffizienten und daher wegen der vorangehenden Bemerkungen ebenfalls
ein trigonometrisches Polynom. Seine Ordnung ist offenbar nicht groBer als
7 + 3. Sie kann aber, wenn f(z) die Ordnung 7 und g () die Ordnung s besitzt,
auch nicht kleiner sein, denn Glieder der Ordnung r + s treten nur bei der

Multiplikation der Glieder @, cos 7z + b, sin 7z und a; cos sz + b} sin sz auf;
und zwar sind es genau die folgenden:

5 @@l —b,b0) cos(r + 8) 2+ (o bi-+ b, sin (r + 9) 2);

die hier bei cos(r -+ &)z und sin(r + )z a.uftre'oenden Koeffizienten kénnen
nicht beide gleich Null sein, denn wegen af + b} > 0 wiirde aus

’

un

a,a,—b,b;=0,
bai+a b=
sofort
a,=b,=0

folgen, was nicht der Fall ist.
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3. Jede Funktion

cos? z sin* (123)
(wobei % und k beliebige nicht negative ganze Zahlen sind) ist ein trigono-
metrisches Polynom der Ordnung % -+ .

In der Tat: Jeder der % + k Faktoren in (123) ist cos = oder sin z, also ein
trigonometrisches Polynom der Ordnung 1.

4. Da P(cos z, sinz) fiir jedes rationale Polynom P (u, v) eine Summe aus
endlich vielen Gliedern der Form (123) mit konstanten Koeffizienten ist,
ist auf Grund der vorangehenden Bemerkungen P(cosz, sinz) ein trigo-
nometrisches Polynom, dessen Ordnung nicht gréBer sein kann als das Maxi-
mum der Zahlen % -+ k fiir die Glieder (123) aus P(cos , sin z), also nicht
groBer als der Grad von P(u,v) in bezug auf « und v. Die Ordnung von
P(cosz, sinz) kann aber durchaus kleiner als dieser Grad sein (wie dies das
Beispiel P(u,v)= u?+ v® zeigt).

§ 28. Tscaenyscaewsche Polynome

Wir wollen nun zeigen, daB auch die Umkehrung des im vorangehenden
Paragraphen bewiesenen Satzes gilt:
Jedes trigonometrische Polynom
f(z) = ao+ (a;cosz + b, sinz)
+ (830822 + b;8in22) + -+ - + (@pcosnz + bysinnz) (a2 452 40) (124)

der Ordnung n lift sich in der Form f(x)= P(cos z, sin z) darstellen, wobei
P (u, v) etn rationales Polynom in u und v genaw vom Grad n ist.

Da eine Summe von Polynomen und das Produkt eines Polynoms mit einer
konstanten Zahl wieder Polynome sind, geniigt es, die Behauptung iiber die
Darstellbarkeit fiir die trigonometrischen Polynome der Form cos nz und
sinmz (wobei n eine beliebige positive ganze Zahl ist) zu beweisen und zu
zeigen, daB allgemein auch die Behauptung iiber den Grad von P (u, v) erfiillt
werden kann.

Wir zeigen zunichst, daB es zu jeder positiven ganzen Zahl  ein Poly-
nom T, (x) vom Grad » und ein Polynom U, (x) vom Grad n—1 gibt,
8o daB identisch in =

cosnz =T,(cosz), (125)

sinnz = U,(cosz)sinz (126)
ist.
Um die Art der hierbei auftretenden Polynome T, () und U, («) genau zu
erkennen, wollen wir zunéchst die Spezialfille n = 1, 2, 3 behandeln.
Im Fall =1 leisten offenbar die Polynome :

Ti(w)=u, Uy(w)=1 (127)
das Gewiinschte.
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Im Fall n= 2 ist bekanntlich
082z = cos?x —sin?x = 2cos?z—1,

8in2x = 2sinx cosx =2cosxsinz,
so daB
To(uw)=2u*—1, Up(u)=2u (128)

gesetzt werden kann.
Im Fall n=3 gilt schlieBlich
co83x == cos(2x + ) = cos2z cosz —sin2z sinz
= (2costx— 1) cosx — 2cosx sin®x
= (2co82z — 1) cos z — 2 cos z(1 — cos?x) = 4cos®z — 3cos z,
sin3z =sin(2z + z) =sin2x cosz + cos 2z sinx

=2cos?xsinz + (2cosx — 1) sinz = (4cos®*x — 1) sinz,
so daB
Ty(u) =4v*—3u, Us(u)=4u*—1. (129)

In dieser Weise kann man nun offenbar fortfahren.

Den strengen Nachweis fithren wir durch vollstindige Induktion. Wir
nehmen also an, daB die Existenz der Polynome 7', (z) und U,(u) bereits
gesichert ist und daB sie bereits ausgerechnet vorliegen; wir zeigen, daB dann
auch die Polynome T,,,(x) und U,,,(u) existieren und geben an, wie sie
berechnet werden konnen.

Nach Induktionsvoraussetzung ist einerseits

cos(n + 1)z = cos(nz + z) = cosnz cosz —sinnzrsinz
=T, (cosz) cosz — U, (cosz) sin*z

= T (cosz) cosz — U, (cosz) (1 — cos®x)
und andererseits

sin(n + 1) x =sin(nz + x) =sinnz cosz 4 cosnrsinzx
= Uy,(cosz) sinz cosz + T, (cosx) sinz
= {U,(cos z) cosz + T(cos z)} sinz.
Da die Polynome 7', () und U, (x) den Grad » bzw. n— 1 besitzen, haben die
Polynome .
To(w)u—Up(u) (1 —u?) und  Up(u)u-+ Th(u)
den Grad n + 1 bzw. n. Bezeichnen wir diese Polynome mit T, ,, bzw. U,,,,
Tyix(w)=uTp(u) + (u*—1) Up(u)

(130)
Upa(w) =Tp(u) + uUg(u),

so gilt
c08(n + 1) 2 = Ty (c08),
sin(z 4 1)z = U, ,,(cosz)sinx,

d. h., die so erhaltenen Polynome T, («) und U,,, («) leisten das Verlangte.
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Die Polynome 7', (v) und U, () sind direkt durch (127) gegeben. Die Poly-
nome T'y(u), Uy(u) fiir n = 2 kénnen mittels der Rekursionsformeln (130)
berechnet werden. Fiir =2, 3,4, 5,6,... erhilt man aus (130) sofort
(128), (129) und weiter

T,(u) =8u?—8u?41, U,(u) =8ud—4u,'
Ts(u) =185 — 2043+ 5u, Ug(u) =16ut— 124241,

To(u) =32us— 48uf + 18u—1, U,y(u) = 32us— 32ud+ 6u
usw.

Aus den Formeln (125) und (126) folgt unmittelbar, daB alle Polynome
Ty (u) und U,,,,(u) gerade und alle Polynome T, ,, (x) und U, («) ungerade
sind.

Ferner beweist man leicht durch vollstindige Induktion, daB der héchste

Koeffizient der Polynome 7, (z) und U, («) gleich 2*-1 ist, so daB
=on-lyny ...,
Ta(u) wt+ RESY)
Upw) =201 14 ...,

Die Polynome T',(u) heiBen TscHEBYSCHEWsche Polynome erster Art, die
Polynome U,(u) TSCHEBYSCHEWsche Polynome zweiter Art.

Unter Verwendung der TscEEBYscHEWschen Polynome kénnen wir nun
dem Polynom (124) die Form

flx)= {ao +a, T, (co8z) + ay Ty (co8z) - - - + 2, Ty (cos 2)}
+ sinz {by Uy (cos) 4 b, Uz (co82) + - - - + by U (co82)}

geben. Die Ausdriicke in den geschweiften Kl n auf der rechten Seite sind
Polynome in u= cos z:

L(u) =ay+a, Ty () + 0, Ty(u) + - - - + @y T (),
Mw)= bUy(u)+bUy(u)+- -+ by Up(w),

(132)

so daBl
f(x)=L(cosz)+ sinz M (cosx). (133)

Ist nun a, 0, so ist L(u) vom Grad =; ist b,= 0, so ist M (x) vom Grad
7 — 1. Da nun nach Voraussetzung wenigstens einer der Koeffizienten a,, oder
b, von Null verschieden ist, ist ganz gewiB L(u) vom Grad n oder M (u)
vom Grad n — 1, so da8 L () + v.M (u) in bezug auf u und » vom Grad = ist.

Das Polynom 'L(u) + v M (u) aus (133) geniigt also allen Anforderungen,
die durch den behaupteten Satz an P(u, v) gestellt werden; selbstverstindlich
ist es nicht das einzige Polynom, welches diesen Forderungen geniigt.!)

Wir wollen noch eine andere mégliche Form fiir das Polynom P(u, v)
angeben.

1) Dies folgt z. B. daraus, da8 man an die Stelle von 42 nach Belieben 1 — v? setzen kann.
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Ersetzen wir in (125) und (126) die Veranderliche z durch = 3 %80 erhalten
wir die neuen Gleichungen

cosn (?—x) T,(sinz),
(134)
sinn -’25—_ ) = U,(sinz) cosz,

welchen man durch Aufspaltung in die Fille eines geraden und ungeraden n
auch die folgende Form geben kann:

cos2nz = (—1)"T,,(sinz), cos(2n+1)z=(—1)"TU,,,,(sinz)cosz,
gin2nz = (—1)"*! Uy, (sinz) cosz, sin(2n+1)z=(—1)"T,,,,(sinz).
Hieraus ergibt sich
f@)={ao+ b, T,(sinz) — 6, T,(sinz) — by Ts(sinz) + a, Ty (sinz) 4-- -}
+ cosz {a, U, (sin z) + b, U, (sin x) — a3 Us(sinz) — b, U, (sin z)

+a; Uy(sinz) +---}
oder, wenn wir

Ly (v) = ay+ by Ty (v) — @ Ty (v) — b3 T'3(v) + @, Ty (v) +- -+, (135)
M, (v)= @, Uy () + 5, Uy (v) — a3 Us(v) — b, Uy (v) +- -+
setzen,
f(z) = L,y(sinz) + cos z M, (sinz). (136)
AbschlieBend wollen wir noch folgende Spezialfille behandeln:

1. Ist b= by="+.-=by=0, 8o ist f(z) ein trigonometrisches Polynom der
Form
f(x) =ay+ a,cosx+ ayc0822+ -+ + aycosnz;

in diesem Fall kann nach (133) f(z) als Polynom in cos z dargestellt werden.
2. Ist ay=@a,=---=@a,=0, 80 ist f(x) ein trigonometrisches Polynom
der Form
 f@)=bysinz+ bysin2z + - -- + b,sinnz;
in diesem Fall kann nach (133) f(z) in der Form
f(z)=sinz. P(cosx)
dargestellt werden, wobei P (cos z) ein Polynom in cos z ist.

3. Istay=ay=az="---=0und by=b,=b,=-.. =0, 80 ist f(z) ein trigono-
metrisches Polynom der Form

f(x)=a,+b;8inz+ a,c082z + bysin3z 4+ - -;
'in diesem Fall ist nach (136) f(z) ein Polynom in sinz.
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4, Ist gp=ay,=a;=---=0 und b,=b;=b;=...=0, so ist f(r) ein
trigonometrisches Polynom der Form -

f(x) =a,co8z+ by8in2x + ayco83x + bysindz +-- -3
in diesem Fall kann nach (136) f(z) in der Form
f(x)=cosz- P(sinz)

dargestellt werden, wobei P (sin z) ein Polynom in sin z ist.
Man priift leicht nach, daB alle diese Behauptungen auch umkehrbar sind.

§ 29. Der Tangens und andere gebrochene trigonometrische
Funktionen

Wir wollen nun zur Untersuchung gebrochener trigonometrischer Funktionen
iibergehen. Hierunter versteht man rationale Funktjonen der trigonometrischen
Grundfunktionen sin z und cos z, bei denen mindestens einmal die Division
auftritt. Die einfachst (el taren) gebroch trigonometrischen
Funktionen sind die, welche nur eine Grundrechenart (die Division) enthalten
und bei denen die Division auch nur einmal angewendet wird. Es sind dies
die Funktionen Tangens, Kotangens, Sekans und Kosekans, die
folgendermaBen definiert sind:

sin

tgz— il , ctgr= Raakd , secx= 1 und cosecz = .l (137)
cos8z sz cos ¥ . sing
Besonderes Interesse verdient der Tangens.
Aus den Formeln (110) folgt
_ sin(z+n) —sing sinz
tg(z+m) = o8 (@+7m)  —ocosz  008Z =tg=, (as38)

d. h., der Tangens besitzt die Periode 7, also eine Periode, die halb so groB wie
die des Sinus und des Kosinus ist. )
Ferner ist klar, dal der Tangens eine ungerade Funktion ist:

sin(—g) _ —sinz — (139)

tgl—2z) = wos(—a) — ooz tgx.

Es geniigt also, das Verhalten des Tangens im Intervall 0<:a:<i zu

studieren. Verfiigt man iber das graphlsche Bild des Tangens in dlesem
Intervall, so kann man es zunichst wegen seiner Symmetrie in bezug auf den

Ursprung O auf das Intervall —-7<:c<0 und von dort aus wegen der
Periodizitit des Tangens auf die ganze z-Achse fortsetzen.
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Tir z= 0 erbalten wir

tg0= ::g =0.

Da der Zahler sin z im Intervall 0 st-’i von 0 bis 1 wichst und der
Nenner cos x von 1 bis 0 fillt, wichst der Tangens im Intervall 0 < :c< 5
und zwar von Null iiber alle Grenzen Fir z = T 7 ist der Tangens nicht erklirt
(verliert er seinen Sinn, b t er eine Unstet: a‘-mf) weil ndmlich der Nenner
cos z dort verschwindet, wihrend der Zahler sin z den Wert Eins annimmt. So-
mit hat das graphische Bild des T: mit der Geraden z = % keinen Punkt

=

gemein.

Der Tangens ist posltlv im Intervall 0 < z <3z * und negativ (wel.l er ungerade
ist) im Intervall — & < < 0. Wegen der Penod:zlta.t ist er wiederum positiv
im Intervall # <z < -5 " und negativ fidr = 5 < & <n. Schematisch kann man
also das Vorzewhenverhslten des Tangens fo]gendermaﬁen beschreiben :

Zur geometrischen Deutung des Tang: keh wir zum Einheitskreis
zuriick (Abb. 53): Ist M der Endpunkt des Bogens A der Linge z, so
hat der Schnittpunkt P des Durchmessers
OM mit der Tangente an den Kreis im v
Punkte 4 die Ordinate tgz; denn aus der 8
Ahnlichkeit der Dreiecke 04 P und OM, M

folgt

AP _ MM
04~ OM,’ L]
d. h " Ole—cos 7ot X
AP sinz
T sz’ AP=tgz.
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In Abb. 54 ist dargestellt, wie man das graphische Bild des Tangens im
Intervall 0<z<—; punktweise gewinnen kann. Das Intervall ist zu diesem

Zweck in acht gleichlange Teilintervalle zerlegt.

y Unter Beachtung der geo-
metrischen Deutung des Tan-
gens hat man bei der punkt-

., weisen Konstruktion des gra-
phischen Bildes der Funktion

& tgz in der z, y-Ebene (Abb. 54)

lediglich die Schnittpunkte

der Durchmesser des Einheits-

L —1 19 4 kreises mit der vertikalen Tan-

gente im Anfangspunkt A

des Einheitskreises zu be-

stimmen und die Ordinaten
dieser Punkte auf den ent-
a) 1)) sprechenden vertikalen Ge-
Abb. 54 raden in der z, y-Ebene abzu-

tragen.

Bemerkenswert ist noch f¢ de Eigenschaft des graphischen Bildes der

Funktion tgz. Wie der Abb. 53 zu entnehmen ist, ist die Léinge des Bogens AM

stets kleiner als die Strecke 4 P,?) so daB der Quotient % groBer als Eins

ist; wenn sich der Punkt M dem Punkt A néhert, so strebt dieser Quotient
gegen Ems In Abb. 54 entspricht dem fo]gendes Die Abszisse jedes Punktes
der grap Darstell ist kleiner als seine Ordinate, und daher das
Verhiltnis der Ordinate zur Abszisse groBer als Eins; strebt jedoch der Punkt
der graphischen Darstellung gegen den Ursprung 0 80 nihert sich dieses

Verhéltnis dem Wert Eins. Wir konnen also feststellen, daB die Tangenskurve
im Intervall 0 <z<; oberhalb der Winkelhalbierenden y = z lLiegt,

\

Y
&

z<tgz (0<z<%),

daB sie sich aber in unmittelbarer Niahe des Ursprungs eng an diese Gerade
anschmiegt (sie im Koordinatenursprung beriihrt).

Ohne uns mit einer eingehenden Diskussion der Funktionen ctg z, sec z
und cosec z abzugeben, bemerken wir lediglich, daB sich die graphischen °
Bilder dieser Funktionen dadurch ergeben, daB man aus den graphischen
Bildern der Funktionen tg z, cos z, sin z die graphischen Bilder der zugehérigen
reziproken Funktionen konstruiert (vgl. §4).

1) Bezeichnet man nédmlich mit 4’ den Punkt des Einheitskreises, der in bezug auf die

Gerade OM symmetrisch zum Punkt A4 liegt, so ist der Bogen AM A’ kleiner als der
Streckenzug APA’ (denn von zwei konvexen Kurven ist die ,,innere* kiirzer als die

»auBere«), so daB auch der Bogen AM Kleiner als die Strecke 4P ist.
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Die graphische Darstellung der Funktion ctg = kann allerdings aus der des
Tangens noch durch ein anderes, einfacheres Verfahren gewonnen werden:
Da nimlich

£ sm(%— ) cos z
tg(?_z)= eos(%—_)= sz — 6%

ist, braucht man am graphischen Bild des Tangens nur die folgenden Trens-
formationen auszufiihren:

1. eine Spiegelung an der z-Achse;

2. eine Parallelverschiebung lings der z-Achse um die Strecke —g—

Man sieht leicht ein, daB diese Transformationen z en einer Spiegel
an der Gerade z = % gleichwertig sind.?)

In dhnlicher Weise, wie man die graphische Darstellung des Kosinus aus
der des Sinus erhilt, kann man auch die graphische Darstellung des Kosekans
aus der des Sekans erhalten.?)

IVIEZIWITIY
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Abb. 55

-3

3%

),
\

In Abb. 65 sind die graphischen Bilder der sechs trigonometrischen Funktionen

sinz, cosz, tgz, cosecz, secr, ctgx
dargestellt. .

1) Hierbei ist allerdings noch zu beriicksichti daB die graphische Darstell des
Tangens symmetrisch in bezug auf den Ursprung O liegt.
%) Daher die Bezeict Kofunktion*‘.

&
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Unm iiber die Beziehungen zwischen den sechs trigonometrischen Funktionen
Klarheit zu erlangen, setzen wir zur Abkiirzung

w=cosx, u=s6ecz,
v=sinz, = cosecz, (140)
w=1gx, w; = ctgx.
Die grundlegenden Beziehungen (101) und (137) kann man dann in der Form
1. w?42=1, 3. uy =1,

2. w=21, 4. vy, =1, (141)
schreiben. 5. wuy =1
Das System dieser fiinf Gleichungen besitzt die folgende Eigenschaft: Ist

ein Wert fiir eine der sechs Verinderlichen vorgegeben, so kann man, ohne
auf andere Rechenarten als auf die vier Grundrechenarten und das Ausziehen
der Quadratwurzel zuriickgreifen zu miissen, die Werte der ibrigen finf Ver-
dnderlichen besti (das Gleichungssystem (141) nach diesen fiinf Ver-
énderlichen auflésen). Man mu8 jedoch, entsprechend der Problemstellung
die Werte der Quadratwurzeln im algebraischen Sinn nehmen, d. h., in de

Fillen, in denen sie auftritt, verbleibt eine Unbestimmtheit im Vorzeichen,
also eine Doppeldeutigkeit.

Wenn es also des System (141) auch gestattet, jede der sechs GroBen u, v,
w, %,, v, w, als Funktion jeder anderen anzusehen, so sind, wie eine aus-
fidhrliche Betrachtung zeigt, von den 5 - 6 = 30 hierbei auftretenden Funktio-
nen doch nur 6 eindeutig (rational), wihrend die iibrigen eine Quadratwurzel
enthalten und daher doppeldeutig sind. Wenn beispielsweise fiir den Sinus der

Wert v= % vorgegeben ist, so ergeben sich fiir den Kosinus die beiden Werte

u=j;Ts. Das Vorzeichen kann nur dadurch bestimmt werden, daf man

von irgendwelchen zusitzlichen Angaben ausgeht, die eine Entscheidung
dariiber gestatten, in welchem der vier Teilintervalle des Intervalls 0 < z < 2x
der Wert der unabhéngigen Veranderlichen z liegt. Unter den sechs trigono-
metrischen Funktionen gibt es keine, durch deren Werte die Werte der iibrigen
Funktionen eindeutig bestimmt sind.

Lediglich der Tangens verdient in dieser Hinsicht ein besonderes Interesse.
Ist nimlich tg z = w, so ergeben sich die entsprechenden Werte des Sinus und
des Kosinus gemif w

sinz = i
V1 +w (142)
€o8T = ———=.
+V1 +w?
Auch hier ist zwar das Vorzeichen vor den Wurzeln noch willkirlich, jedoch
muB in beiden Fillen dasselbe Vorzeichen gewihlt den. Daraus folgt,
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daB nicht nur die Werte sin32 und cos®z, sondern z.B. auch das Produkt
sinz cosz und die Werte sin 2z und cos 2z eindeutig (rational) durch w aus-
driickbar sind:

sin2p = 2%
= Tror
o (143)
cos2:c=l+—w,.

Hieraus ergibt sich nun, daB sich mittels einer neuen Funktion der Periode
27, nimlich des Tangens des halben Winkels,

z
t=tg5,

der Sinus und der Kosinus und damit auch die iibrigen vier trigonometrischen
Funktionen rational ausdriicken lassen. Ersetzt man namlich in (143) zdurch R
so erhdlt man
2t
1+6°
1—¢
1+8

sinz =
(144)
coszT=

(was man natiirlich auch direkt ausrechnen kann).

Das graphische Bild der Funktion tg5- (in Abb. 56 gestrichelt) ergibt sich
aus der graphischen Darstellung der Funktion tg # durch Dehnung in Richtung
der z-Achse mit dem Dehnungsfaktor 2. Der Abb. 55 ist zu entnehmen, da3
jeder Wert ¢ einem und nur einem Wert z (aus einem Intervall der Linge 27)
entspricht. Folglich gehort zu dem Wert ¢ auch nur ein Wert jeder der Funk-
tionen u, v, w, %, v;, wy.

Natiirlich leistet die Funktion ¢, = —~— ctg 5 genau dasgelbe.

§ 30. Uber die Darstellbarkeit von Funktionen, die rational von den
trigonometrischen Funktionen abhingen, durch eine oder zwei
trigonometrische Funktionen

Jede rationale Funktion der elementaren trigonometrischen Funktionen in
ein und derselben unabhingigen Verinderlichen z kann als rationale Funktion
in den beiden trigonometrischen Grundfunktionen

w=cosz und v=sinz
dargestellt werden.
Dies folgt daraus, daB sich auf Grund von (141) die Funktion w= tg z,
aber auch die Funktionen u,= secz, v, = cosec ¢ und w, = ctg = rational
durch die Funktionen cos z und sin z ausdriicken lassen. Hierbei hat man nur



108 Uberblick iiber die elementaren Funlktionen

zu beachten, daB eine rationale Funktion in einer oder mehreren Verinder-
lichen, deren jede rational von einer oder mehreren Verinderlichen abhingt,
offenbar selbst eine rationale Funktion von eben dieser oder diesen letzt.
genannten Verinderlichen ist.

Beispiel.
l( sec  cosecz \ v cosz
2\1+tgz I—ctgz) u*—o? co8*Z—sinlz
L. Jede rationale Funktion der el en trigonometrischen Funktionen (in

ein und derselben Verinderlichen z) kann als rationale Funktion von nur einer
Funktion, dem Tangens des halben Winkels,

t= tgi )
dargestellt werden. Dies ergibt sich unmittelbar aus den Formeln (144).
Beispiel.

z

co8z S 1-tgly
22 _—gin?z 1 — 6¢2 - -
cos?z—sin’z  1—6824 44 l—Gtg’%+tg‘%

Wihrend Satz I ganz allgemein gilt, enthalten die folgenden Sitze II, ITI
und IV zusitzliche Voraussetzungen und sondern somit wichtige Spezial-
fille aus.

IL. Ist f(z) eine rationale Funktion der elementaren trigonometrischen Funk-
tionen, die als Funktion von z gerade baw. ungerade ist, so kann man f(z) als
rationale Funktion allein in cos z bzw. als Produkt aus sin z und einer rationalen
Funktion von cos z darstellen.

a) Es sei f(2) gerade. Dann ist einerseits (nach Satz I)

f@ =R (tg5)Y (145)
und andererseits -
fl—2)=f(a). (146)
Daraus folgt
B (g 52) =R (s 5),
d.h
R, (—tg %) =R (t,g %) (147
oder
Ri(—t)=Ri(1),?) (148)
‘)MitIT(evf,l.mitInd.izea)l ich wir im folgend tionale Funkti

%) Die Gleichung (148) folgt aus Gleichung (147), da man zu jedem ¢ ein z so finden kann,

daB t-tg;.
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so daB die rationale Funktion R, gerade ist. Demzufolge kann sie als rationale
Funktion in #* dargestellt werden?):

Ry(t) = By(#*).

Nun ist aber

und daher

fla)= R,m—Rz«*)—R,(lH) Byu),

was zu beweisen war.
b) Ist dagegen die Funktion f(x) ungerade, so gilt an Stelle von (146)
f—=2)=—f(x)
und an Stelle von (148)
RBi(—t) =—Ry (1),
so daB die Funktion R,(t) ungerade ist. Dann ist aber die Funktion —%—
gerade, und es gilt wie oben
R,
t

RI (0]

= Ry(t*) = Ry(u).

1) Ist R(z) eine gerade rationale Funktion in z, so ist R eine rationale Funktion in z*.
Der Beweis dieses Satzes liegt auf der Hand, soll jedooh der Vollstandigkeit halber
hier angedeutet werden:

Es sei R(z) = P‘:’

, wobei P(z) und @ (z) Polynome in z sind. Trennen wir in P(z)

und Q(z) die Glieder mit geraden und ungeraden Pot: von z, so erhalten wir
P(2)=Py(2%) +2P3(z%), Q(2)=Q1(s*)+2C(3"),
gy = 1@+ 2Py

Q@) +2G (2%’
wobei Py, P,, Q, und @; neue Polynome sind. Aus der Beziehung R(—z) = R(z) ergibt

sich nun
Py (3?) — 2Py (2?) - Py (%) + 2Py (s%)
Q@) —2Q (@) Qi) +5G(=)

Py(2?) _ Py(2?)
Q@) QE)

Hier steht auf der linken Seite dieselbe rationale Funktion wie auf der rechten Seite.
Bezeichnen wir sie mit S(z2?), so erhalten wir

Py(z*) = @, (2%) 8(z?), Py(z%) = @a(s*) 8(s?)
R(z)=8(z%).

d.h

und damit

2) Mit u, v, ¢t werden wie bigher die Funktionen cos z, sin z bzw. tg — bezeichnet.
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Im betrachteten Fall ist also
f@)=Ry(0) =t Ry(u) = tg 5 - Ry(u).

Nun gilt aber
z sinz
8 = THoms’ (149)
so daB

F) = o By () = T2 Ry() = oRy(w),

was zu beweisen war.

IIL. Ist f(x) eine rationale Funktion der el taren trigonometrischen
Funkti , die bei Substituti von x durch m — x sich iberhaupt nicht dndert
bzw. die bes dieser Substitution nur ihr Vorzeicken dndert, s0 ist J(z) eine rationale
Funktion allein von sin z bzw. Produkt von cos x mit einer rationalen Funktion
von sin z.

a) Ist fiir jedes z

fl@)=f(n—z), (150)
80 ist, wie man erkennt, wenn man z durch z+% ersetzt, auch
=z
Setgen wir nun
H5—2) =,
so ist also
' h@=f(=+3). (161)

Die Funktion f, (2) ist also gerade und kann dsher nach Satz IT als rationale
Funktion in = cosz dargestellt werden,

H(@)=Ry(w),
d. h

f(z + %) = R,(cosz).

2
f) =R, (cos (z_;)) = RB,(sinz) = By (v).
b) Gilt an Stelle von (150) die Beziehung'

flz—a)=—f(z),

80 ist die in (151) definierte Funktion f, (z) ungerade, und es ergibt sich auf
Grund von Satz IT

Ersetzen wir nun hier  durch z—=-, so erhalten wir

fi(z)=vR;(u) =sinz- R, (cos z),
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d. h.
f(x+§) —sinz- R, (cos2).
Ersetzt man hier z durch z—% , 80 erhilt man
f(x) =—cosz- R,(sinz) = 008z - Ry(sin z) = uR,(v).
IV. Ist f(z) eine rationale Funktion der el taren trigonometrischen Funk-
tionen, die bei Substitution von z durch x + 7 sich iberhaupt nicht dndert (also
die Periode 7 hat) bzw. die bei dieser Substitution nur shr Vorzeichen dndert,

80 ist f(z) eine rationale Funktion von tg = bzw. Produkt von cos z oder sin z mit
esner rationalen Funkiion von tg z.

a) Wir betrachten zuniichst den Fall, daB f(z) die Periode 7 besitzt, d. h.,
daB fir jed
jodes fle+m)=f()

gilt. Offenbar kionnen wir zunichst f(z) auf die Form

f(z) — P (cos z, sin z)

Q(cos z, 8inz)
bringen, wobei Zihler und Nenner Polynome in cos z und sin z sind. Auf
Grund von

: 2 . tgz .
, sm'x:L, smzcosz=—5—, sinz =tgzcosx

cos®z = 2
1+tgtz 1+tgiz

_
1+tgis
kénnen wir dann f(z) folgendermaBen schreiben:

fla)= R, (tg7) + R,y (tgz) cos 2
T Ry(tg2) + R, (tgz) cosz ’

wobei R,, R,, Ry, R, rationale Funktionen sind. Wegen cos(z + ) = —cos
gilt nun flatm= R, (tgz) — Ry(tgz) cosz

Ry (tg7) — Ry (tg) cosz ’
d. h, da f(z + 7)= f(x) ist,
R, (tg2) + Ry(tg z) cosz _ R, (tgz)— Ry(tgz) cos z

Ra(tg2) + Ru(tgz) cosz Ry (tg2) — Ry (tgs) cosz

und daher
Ry(tgz) _ Ra(tgz)
Ry (tg 7) R, (tgz)

= R(w), s0 ist R eine rationale Funktion, und es gilt

R, (10)
Ry (w)

By (tgz) = B(tgz) Ry(tgz), R,(tgz)=R(tgz)R,(tg)
und daher

Setzen wir nun

R(tgz) (Ry(tg 7) + Ry(tg 7) cos z)

f@ =g en+ R sz

was zu beweisen war.

= R(tga),
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b) Geniigt dagegen die Funktion f(z) der Bedingung
fle+m)=—f(2),
so betrachten wir die Funktionen
fw=LE wnd fm=LE

co8 2 sinz

Man sieht leicht, daB f, () und f,(z) die Periode z besitzen, so daB nach dem

oben Bewiesenen
filx)=Ry(tgz), folz)=2Ry (tg=)

ist. Dann ist aber
f(x) = f,(x) cosz = cosx R, (tg 2),

f(z)=fuz) sinz = sin 2 Ry tg2).

Bemerkung. Man priift leicht nach, daB auch die Umkehrungen der Satze I bis IV
gelten. Fiir die Satze II bis IV stellt man dies direkt fest; was Satz I betrifft, so gentigt
ein Hinweis auf die Beziechung (149). Die Satze I bis IV liefern also notwendige und
hinreichende Bedingungen dafiir, daB eine Funktion in der jeweils angegebenen Form
darstellbar ist.

§ 31. Beispiele liir die Diskussion von rai;ionaloanunktiouon
der trigonometrischen Funktionen.
Trigonometrische Gleichungen

Die im vorangehenden Paragraphen bewiesenen Sitze I bis IV und die mit
ihnen verwandten Sitze aus § 28 eréffnen die Moglichkeit fiir eine Diskussion
von Funktionen, die rational von den trigonometrischen Grundfunktionen
abhiingen. Dies gelingt dadurch, daB man die gegebene Funktion f(x) in der
Form f(x)= R(g(x)) darstellt, wobei R eine rationale Funktion und g(x)
eine der Funktionen cos z, sin z, tg x oder, im allgemeinen Fall, die Funktion

tg-‘;— ist. Da man das Verhalten der rationalen Funktion und das Verhalten

der Funktion g(z) im Prinzip als bekannt ansehen kann, ist damit auch das
Verhalten der zusammengesetzten Funktion f(z) festgelegt (vgl. § 5, 9).

Die genannten Sitze sind aber dariiber hinaus auch niitzlich bei der Losung
von trigonometrischen (goniometrischen) Gleichungen. Das Hauptproblem
bei der Losung solcher Gleichungen besteht darin, sie durch Einfiihrung einer
passenden neuen Verinderlichen zu ,,algebraisieren‘. Die genannten Sitze
gestatten es nun, die Wahl der trigonometrischen Funktion, die als neue
Verdnderliche genommen wird, nach einfachen formalen Kriterien zu treﬂ‘en,
wodurch natiirlich die Art der weiteren identischen Umformung, h
beeinflult wird.
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Zu bemerken ist noch folgendes: Eine ,Rationalisierung® mit Hilfe der
Funktion t=tg% gelingt immer (§30, Satz I), die Wahl von tg% als neue

Veriinderliche ist sozusagen die ,,Universalsubstitution®. Allerdings ist in den
Fillen, in denen man mit den Funktionen = cos, v=sinz oder w=tgz
auskommt, die zu verwendende rationale Funktion im allgemeinen einfacher,
so daB die ,,Universalsubstitution‘ nur ,,im &uBersten Fall“ zu empfehlen ist.

Beispiel 1.

1
y=ta== 3+2cosz

Dies ist eine rationale Funktion in u = cos 2. Durchlauft z alle Zahlen, so variiert

u im Intervall von —1 bis +1 (und zwar periodisch mit der Periode 2n). Die Funktion

st in diesem Intervall (ja sogar ttberall mit Ausnshme der U

s Yo L Ty

1
34 2u
u= —% fallend, so daB (vgl. § 5,9) die Funktion y = f(z) iiberall dort wichst, wo cos z
fallt, und tiberall dort fallt, wo cos z wachst. Da die Funktion f(z) die Periode 27 besitzt

Y4
; 7
z
;
z
- _x o x R
2 ;
Abb. 56

und gerade ist, geniigt es, ihr Verhalten im Intervall 0 < z < # zu untersuchen. Wachst )
z von 0 bis 7, so fallt cos z von 1 bis —1, so daB die Funktion f(z) im Intervall0 Sz < =
wachst (u.nd zZwar von % bis 1) . Fir z = 12[- nimmt f(z) den Wert —:1’— an (Abb. 56).

Beispiel 2.
sin?z —sin 27
cos?z

y=1@®)=

Da die Werte der Funktion sich nicht d4ndern, wenn man z durch z + x ersetzt (f(z)
also die Periode n hat), wird man natiirlich versuchen, w =tgz als neue Verdnderliche
einzufithren. Einfache Umformungen ergeben

y=tgz(tgs —2).
Die Funktion
w(w—2)=(w—1)2—1
fallt fiir —oo <w <1 und wachst fir I <w <co. Die Funktion w = tg z ist durchweg
wachsend; den Wert @ = 1 nimmt sie (im Intervall 0 <2< ) fiir 2-14’- an. An der

Stelle z = % besitzt sie eine Unstetigkeitsstelle. Wenn also z von 0 bis i:— whchst, so wiichst |,
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w von 0 bis 1, so daB y von 0 bis —1 fallt; wlchstzvon%bis-;,sowlchstwvon }
iiber alle Grenzen und y von —1 iiber alle Grenzen (der Wert y = 0 ergibt sich fiir v = 2,
d. b, fir 7~ 63,5%; wachst 2 weiter von % bis 7, so wichst (hinter der Unstetigkeits-
stelle) w von —co bis 0, so daB y von +oo bis 0 fallt. Es sei noch erwahnt, daB sich fiir

==%a die Werte w=—1, y=3 orgebei: (Abb. 57).
i

\ VA
\C AL T \

=ZN dz] [T [

gl
IS

=

Abb. 57
Beispiel 3.
y=/(z)=%(3cosz—cos3z).
Da die Funktion f(z) die Periode 2n besitzt und gerade ist, kann man sich bei der
Diskussion auf das Intervall 0 < # < n beschrinken. Als Hilfsfunktion verwenden wir

u = cos 7. Wegen
0837 =4cos*z—3cosz=4ul—3u

(das Tsc EWache Polynom T (x)) ist
=%[3u—(4u’—3u)]=3u—2u’.

Dieses Polynom dritten Grades bringen wir durch die Substitution

4=2 3‘ 2=1u l
= N = 3

(vel. §10, (8)) auf die ,,Normalform*

y=-—3l/§(z’—z).

Das Wachstumsverhalten der Funktion 2® — z andert sich in den Punkten z = + I/ -%

(v&l. §10), denen dio Punkte u — + |/ 5 wnd damit & = % , % = 7 entaprochen. Bei Be-

trachtung der durch diese Punkte gebildeten Intervalle iiberzeugt mean sich nun leicht
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auf Grund allgemeiner Satze itber das Wachstumsverhalt tzter Funkti
(vgl. § 5), daB folgendes gilt: Wachst z von 0 bis 1, so fallt « von 1 bis ; , Z von
V3 bml/3 , z‘—zvon—; I/ 2 bis —i I/—— und y wichst von 1 bls ; wachst

zvon—blsin,sofalltuvonp bls—V;,zvonll bls-—|/ , 28—z wichst

von — o I/ bIB-—- |/—und y fallt von V— bis — V_ wiichst zvon—n bis 7, so

3

Y
13

]

1

7 i

1

1

|

!

] T X Ed H
z z % X T

-1
-z

Abb. 58

Falltuvon—l[ bis —1, zvon—l/—bls—-l/a,z’—-zvon—l/ bm—

und y wichst von —}/_ 2 bis —1 (Abb. 58). Fiir za? nimmt y den Wert 0 an. Mm

kann an diesem Beispiel die Ergebnisse der Diskussion mit einem punktweise kon-
struierten graphischen Bild der Funktion I(a:) verglelchen, die punktweise Konstruktion

besteht in der Bildung der ,,Halb ** der graphischen Bilder von
y1=c083z und y,=—3co8z.
Beispiel 4.
cos 22
y=le)=""2.

Diese Funktion besitzt ebenfalls die Periode 2z und ist ungende, s0 daB man auch hier
die Funktion nur im Intervell 0SS z=<nx zu b ht. Die Funktion f(z)
andert sich nicht, wenn man z durch z — z ersetzt; man ersieht daraus, daBl man vorteil-
haft die Funktion o =ginz als Hilfsfunktion einfihrt. Ferner entnimmt man der

ten Tatsache, daB das graphische Bild der Funktion f(z) symmetrisch in bezug

auf die Gerade z = % ist, so daB man sich bei der Diskussion sogar auf das Intervall
0s 257 beschrinken kenn.
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Offenbar ist
22 —gin? —_ in2
—ostz—sin’z 1-3sindz 1 o, 1 ,, (162)
sinz sinz sinz v
oder auch
Vz+) (13-
y=2 ” . (153)
Y
| | |
e -Z T 7T K
7 9 > il |z
[ 1T [
Abb. 59
Die Funktion —'l’—-2v ist mit A hme ihrer U igkei lle v = 0 iiberall fallend,

denn die Funktion % ist fallend und die Funktion 2v ist wachsend. Wenn z von 0 bis —’2—'
wachst, so whchst v = sin  von O bis 1, und y=%—2n fallt von oo bis —1. Aus (153)

ersieht man, daB y (n:n Intervall 0 <z < 2) den Wert 0 fiir v = |/%, d.hfirz=—2
annimmt (Abb. 59).

Beispiel 5.
14 cosz
3—sginz

y=1@)=-3

Hier gelingt es nicht, S; trie- oder Periodi: haften (auBer der trivialen
Periode 27:) zu erkennen. Wu- werden daher die Substitution

t=tg%
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vornehmen. Drticken wir cos z und sin # gemaB (144) durch ¢ aus, so erhalten wir

1—¢8
14—
1+¢ 2

= 32t T3—2t+3e (154)

T14e

und weiter (vgl. §9) . .
=?_—‘ _1_=+s' (165)
( - 3) )

* 1
Die Funktion ‘—-—;‘7) + % &ndert ihr Wachstumsverhalten bei ¢ = 3" Diesem Wert ¢
entspricht derjenige Wert z, der sich als Losung & der Gleichung

ergibt, das ist der Wert

Abb. 60

2
Wachst 2 von —z bis £, so wachst £ von — o bis%, und (t—%) +% fallt von o bis—gr-,

so daB y von 0 bis ry wichst; wichst z weiter von ¢ bis 7, so wichst ¢ von% bis iiber

2
alle Grenzen und (t-—%) +% von % itber alle Grenzen, so daB y von—— bis 0 fallt. Wir

bemerken, daB, sich fiir =0, z-?, z=—— die Werte y—% y-—E bzw. y=-:—
ergeben (Abb. 60).

Bevor wir zu den Beispielen fiir die Losung von trigonometrischen (gonio-
metrischen) Gleichungen iibergehen, weisen wir darauf hin (vgl. § 5), daB uns
hierbei in erster Linie die Frage interessiert, fiir welche Werte der Verinder-
lichen z eine gegebene Funktion den Wert Null annimmt. Da es bei der
Beantwortung dieser Frage hauptsichlich darauf ankommt, die gegebene
Funktion in ein Produkt von hinreichend einfachen Faktoren zu zerlegen,
konnen bei der Losung dieser Aufgabe die Sitze IT bis IV aus § 30 (oder die
entsprechenden Sitze aus § 28) gute Dienste leisten. Nach Anwendung dieser
Sitze, die angeben, welche trigonometrische Funktion als Hilfsfunktion am
besten geeignet ist, ist es mitunter nicht schwer, die Art der vorzunehmenden
identischen Umformungen zu erkennen.



118 Uberblick Giber die el Funkti

Beispiel 6.
9—1lcosz + 13co8 2z —3co8 3z =0.

Da die linke Seite der Gleichung eine gerade Funktion in z ist, kann man (nach Satz IT
aus §30) die linke Seite als Funktion in u = cos z darstellen. Wegen
cos 2z =2u2—1, cos3z=4u*—3u
(TscBEBYSOHEWsche Polynome erster Art, Seite 100) ist
9—1lcosz +13c0s2z —3cos 37 =—2(6u®— 13u+ u +2).
Man sieht leicht, daB man den Faktor u — 2 abspalten kann. Zerlegt man das ver.
bleibende Polynom zweiten Grades noch in Linearfaktoren, so erhalt man
6ud— 134 +u42=(u—2) (6ut—u—1)=(a—2) 2u—1)Bu+1).
Also kenn man der zu losenden Gleichung die Form
(cosz —2) (2cosz—1) (3cosz+1)=0

geben. Der Faktor cos z — 2 kann nirgends den Wert Null h so daB die gegeb
Gleichung nur fir

oosz—-l— und omz——l
T2 )

erfiillt, ist. Dies fiihrt (im Intervall —n < z <n) auf die Losungen
x n °
=g #H=—7g Ty T1°, Zym —T1°
Beispiel 7.
38in 22 + 4c0s 3z — 3sin4z=0.

Da die linke Seite der Gleichung lediglich das Vorzeichen &ndert, wenn man z durch
75—z ersetzt, empfiehlt es sich (nach Satz IIT aus §30), 0 = sin z als neue Verinderliche
einzufiihren. Mittels der TscEEBYSCHEWschen Polynome ergibt sich

8in22 = cosz - 29,
0832 = 4c08* % — 3008 % = cos 5(4cos?z —3) =cosz - (1 — 49,
sin 4z = (8.c0s® £ — 408 7) 8in Z = cos 7(8cos?z — 4) sinz = (4v —8v%) 008 2.
Wir konnen also der gegebenen Gleichung auch die Form
) (120 — 80— 30+ 2) cosz=0
goben. Zerlegt man das Polynom auf der linken Seite in Faktoren, so erhalt man
(40?—1) (30— 2) cosz =0
oder
(4sin?z — 1) (3sinz — 2) co8 £ =0.
Dies ergibt (fiir das Intervall 0 < z =< 27) insgesamt aocht Ldsungen:
"'1=i", 3:=£" %=—7£ "4='u—“’ 31=£ 5.=3—”'-
[) [ 6’ [ 2’ 2
25 und 7z, sind die beiden Losungen der Gleichung

ins——2—
sinz=.
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Beispiel 8. Gesucht sind die L gen der Gleick
1+48inz co8 z = 35cos 2
im Intervall 0S 2 < —g- Da auf beiden Seiten nur Glieder geraden Grades in bezug auf

cos z und sin r auftreten, sich also die rechte und die linke Seite bei Substitution von
z durch z + 7 nicht &ndert, empfiehlt es sich, w = tg z als neue Veranderliche einzufiihren.
Unter Verwendung von (142) kann man die gegebene Gleichung auf die Form

1+ w%) (1 + 0+ w?) = 35 (166)

bringen. Da w = tg # im Intervall 0 < xé% stets positiv ist, bendtigen wir nur die

pos: Lasungen der Gleichung (156). Da die linke Seite dieser Gleichung eine wachsende
Funktion in ® ist, kann es hochstens eine positive Ldsung geben, und man priift
leicht nach, daB w = 2 auch wirklich eine positive Losung ist. Es bleibt also nur noch

der Wert z im Intervall 0 <s<l;- zu bestimmen, fiir den
tgrz=2

gilt.

§ 32. Die Umkehrhinktionen der trigonometrischen Funktionen

Vertauschen wir in

y=sinz (167)
die Rolle der Verinderlichen z und g, so erhalten wir die Beziehung
z=siny, (158)
die man auch in der Form
y = Arcsinz (169)

schreibt; die Gleichungen (159) und (158) b
als gleichwertig anzusehen.

Die zyklometrische Funktion Arcsin z (,,Arkussinus“ z bedeutet wértlich:
der Bogen, dessen Sinus gleich z ist) ist nicht eindeutig. Um dies einzusehen,
vergegenwirtigen wir uns die Verhéltnisse am Einheitskreis, mit dessen Hilfe
der Sinus definiert wurde (Abb. 44).

Jedem gegebenen Bogen A M entspricht ein eindeutig bestimmter Wert des
Sinus, und zwar ist dies die Ordinate des Punktes . Ist nun umgekehrt ein
gewisser Ordinatenwert = vorgegeben (der positiv oder negativ sein kann,
aber dem Betrage nach nicht gréBer als Eins sein darf), so 148t sich offenbar
die Frage, welcher Bogen einen Endpunkt besitzt, desien Ordinate gleich x
ist, nicht eindeutig beantworten. Mit einem Bogen AM besitzen auch der

—~ T P Y
Bogen 4 BN, der Bogen A BCDAM, der Bogen A BCDA BN usw., aber

T =
auch die ,,negativen” Bogen ADCN, ADCBM usw. diese Eigenschaft
{vgl. Abb. 44). Wenn also fiir einen gegebenen Wert = die Funktion Arcsin
den Wert y besitzt, so besitzt sie damit auch im Punkt z stets den Wert 7w — y
und (allgemein) die Werte y + 2k und (7w —y) + 2kx.

genau dasselbe, sind also

'
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Die Mehrdeutigkeit der Funktion Arcsin z kann man iibrigens auch unmittel-
bar aus ihrer graphischen Darstellung ablesen. Wie wir wissen, geht namlich
die graphische Darstellung von (158) (und demit (159)) aus der von (157) durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden y= 2 hervor (Abb. 61). Dem gra-
phischen Bild von Arcsin

y / sieht man unmittelbar an,
27 daBes fiir jedes z mit |z| <1
unendlich viele Punkte ent-

hilt, die die Abszisse z be-
sitzen; ist y die Ordinate
eines dieser Punkte (ganz
gleich welches), so sind

y+2kn, (n—y)+2kn

die Ordinaten der anderen
yeAresing Punkte. Genauso, wie man
yd bei der Quadratwurzel aus

x| ___ e einer gegebenen positiven
7 e Zahl (der Umkehrfunktion
7 der Funktion 22) zwischen
der doppeldeutigen ,,alge-
0 Ny braischen‘‘ Wurzel und der

N X - i J\T  eindeutigen ,arithmeti-
¢ K schen* Wurzel unterschei-

den muB, muB man beim
4 Arkussinus einer gegebenen
) 4 Zahl z mit |z| < 1 angeben,
/ 7 ob ein beliebiger oder aber
ein ganz bestimmter Wert
i (und zwar welcher) gemeint

N ist. Der einzige Unterschied
in den genannten Beispielen
Ahb. 61 besteht darin, daB die Qua-

dratwurzel }f;: eine doppel-

deutige, die Funktion Arcsin = dagegen eine unendlich vieldeutige Funktion ist.

Den eindeutig bestimmten Wert Arcsin 2, der der Bedingung —-’21 sys< ;

geniigt, nennt man den Haupiwert; man bezeichnet ihn mit arcsin . Dann
ist also
arcsinz + 2kx,
Arcsinz = 160
osns [(n—arcsin:c)+2kn. (160)

In Abb. 61 ist das graphische Bild der Funktion arcsin z durch fetteren
Druck hervorgehoben. Die Funktion arcsin z ist definiert im Intervall — 1 <z <1
und ist dort eindeutig, ungerade und iiberall wachsend (vgl. § 52).
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Nachdem die Verhiltnisse am Beispiel des Arkussinus genauer dargelegt
sind, ist es nicht notwendig, auf die Umkehrfunktionen der anderen elementaren
trigonometrischen Funktionen hier ebenso ausfiihrlich einzugehen; wir be-
schrinken uns daher auf kurze Angaben und graphische llustrationen.

Y

N, 4
\\4'\ It
4
-7 U N x , ,’ng z
N,
-t yeosdNg L o’

- .WT
Abb. 62
Die Funktion
y = Arccosz (161)
(,»Arkuskosinus*) ist die Umkehrfunktion der Funktion
y = cosz; (162)

sie ist (ebenso wie die Funktion Arcsin z) definjert im Intervall -1 <z <1
und dort unendlich vieldeutig. Thr Hauptwert y = arccos z ist festgelegt durch
die Bedingung 0 < y < 7; die anderen Werte der Funktion Arccos  ergeben
sich aus dem Hauptwert durch

Arccosz = + arccosz + 2kz. (163)

Die Funktion arccos z ist ebenfalls im Intervall —1 < z < 1 erklirt und dort
eindeutig und iiberall fallend (Abb. 62).
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Die Funktion
y = Arctgz (164)

(,,Arkustangens‘‘) ist die Umkehrfunktion der Funktion
y=tgz. (165)

Sie ist definiert fiir allo Werte der unabhiingigen Verinderlichen z (fiir
—oo < # < o) und (ebenso wie die Funktion Arcsin x) unendlich vieldeutig.
¥ Der Hauptwert arctgz ist
i festgelegt: durch die Bedin-

gumg —F<ys<g. Die
anderen Werte des Arctg z

ergebensichausdemHaupt-
wert durch

|

N

/" ,
//
T ! ,
HI
] / Arctgz = arctgz + kx.

T
L /—*_ - . . vop e
17, / Die Funktion arctgzist ein-

N
“"ﬁ-‘

N,
~,
'~
“k“'-_-_— =
iy

/ . 7 ,/ deutig, ungerade und iiber-

A7 o ,’{J, * all wachsend. Die Funktion

,l ‘? / Z / %‘7’ Arctg xz ist aller Werte

T / mit Ausnahme der Werte
¥

A0 -%l' JI’,_——- % + kn fihig. Hieraus

// ’I / " folgt, daB ihr graphisches

e | - ] Bild aus unendlich vielen

y | / | Zweigen besteht, die

durch Verschiebung des
Abb. 63 graphischen Bildes des
Hauptwertes arctg 2 in
Richtung der y-Achse um Strecken der Form ks aus diesem hervorgehen
(Abb. 63).
Entsprechend werden die Funktionen Arkuskosekans, Arcussekans und
Arkuskotangens definiert :
y = Arccosecz,
y = Arcsecz, (166)

y = Arcctgz.
Sie sind bzw. die Umkehrfunktionen von

Y = cosecz,
Yy =secz, (167)
y=ctgz.
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Ihre Verwendung kann stets dadurch vermieden werden, daB man beachtet,
daB?)
Arcoosec z = Arcsin 1 , Arcsecx = Arccos 1 ,
z z
1 (168)
Arcetg x = Arctg -

Bei Aufgaben der Elementarmathematik ist es nur ganz selten notwendig,
die zyklometrischen Funktionen in expliziter Form zu verwenden. Zum Beispiel

ist die Aufgabe, den Wert von Arcsin z fiir z = % zu berechnen, gleichwertig
der Aufgabe, alle Bégen (oder Winkel) zu finden, deren Sinus gleich -% ist. Bei

den meisten Aufgaben geometrischen Inhalts gestattet in der Regel eine
geeignete Wahl der Verinderlichen, die Umkehrfunktionen der Kreisfunktionen
zu umgehen. Dagegen treten in der hoheren Mathematik (in der Integral-
rechnung) die zyklometrischen Funktionen auf ganz natiirlichem, direktem
Wege auf (vgl. Seite 350), und es wire dort auBerordentlich unzweckmaBig,
sie umgehen zu wollen.

Die trigonometrischen Funktionen stehen durch eine ganze Reihe von
Relationen miteinander in Beziehung. Einen bedeutenden Teil von ihnen
findet man in den iiblichen Lehrbiichern der Trigonometrie; einige dieser
Formeln sind so wichtig, daB man sie stets und stindig im Gedachtnis haben
muB.?) Mit den Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen taucht
eine groBe Anzahl weiterer Formeln auf. Die mathematische Praxis zeigt
jedoch, daB Beziehungen, die zyklometrische Funktionen enthalten, nur
gelegentlich auftreten und daB nur einige dieser Formeln besondere Beachtung
verdienen. Es interessieren nur Formeln einiger spezieller Typen:

L. Jede trigonometrische Funktion einer zyklometrischen Funktion (die
durchaus nicht von derselben Art zu sein braucht) ist eine algebraische Funktion,
und zwar ipt sie sich allein mit Hilfe der arithmetischen Operationen und
von Quadratwurzeln ausdriicken.

Handelt es sich bei den Funktionen um Funktionen ,.gleicher Art“, so
»heben sie sich auf*, wie unmittelbar aus der Definition hervorgeht:3)

sin(Arcsinz) =z, cos(Arccosz) =z, tg(Arctgz)=z.

Wir betrachten nun die Fille, in denen Funktionen verschiedener Art vor-
liegen. Zum Beispiel ist
sin Arccosz = J1—22, (169)

1) Die Bogen, deren Kosekans gleich z ist, sind gleich den Bogen, deren Sinus gleich
i ist; usw.
2) Hierzu gehoren z. B. die ,,Additionstheoreme* (fir den Sinus und den Kosinus).

2) Wir fragen uns: ,,Wer ist Vater des Sohnes, dessen Vater Johann hei8t?** Hier gibt
es keinen Zweifel: Der Vater ist Johann.
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denn der Sinus des Bogens, dessen Kosinus gleich z ist, ist gleich J1 —a®,
da sin? z + cos® z = 1. Oder genauer: Ist y irgendein Bogen, d Kosinus
gleich z ist,

Arccosx =y,
so ist
z=cosy
und daher?)
sin Arecosz =siny = V1 —costy=Y1—2*

Entsprechend gelangt man zu den folgenden Beziehungen:%)

sin Arotgz = V&' oosArcsi.nz:l/l—z’,
4
1 . z
cosArctg.t: m > tgArcsm:c: ﬁ,
v —z
tgArcoosz:%L.

II. Jede zyklometrische Funktion einer mgoncrmetnaohen Funktion (glelcher
oder verschiedener Art) ist eine dlich ktion, die nur im
Fall entsprechender Funkti 'wn,d in den Fillen, n denen die zyklometmche
Funktion zur ,Kofunktion der tr trischen Funktion gehirt, vereinfacht
werden kann.

Es gilt ndmlich:?3)

t)

z+2kn,
(m—zx)+2kx,
Arccos(cosz) =tz +2k=,
Arctg(tgz) =z +kn.

Arcsin (sinz) =

Ferner ist
. T . k4
Arcsm(ooaz)=(—§-:Fx)+2kn, Arccos(smx)=:|:(?—z) +2kn

usw. In der Tat: Zum Beispiel bezeichnet Arcsin(cos z) jeden Bogen, dessen
Sinus gleich cos z ist. Wegen

s3]

1) Natiirlich sind hierbei die Wurzeln im algebrmschen Smn zu nehmen; das Vomlchen
kann nur dann genau prizisiert werden, wenn bekannt ist, in welch Q
sich der Endpunkt des Bogens befindet, der durch die zyklometrische Funktion ge-
geben wird.

2) Ist der Bogen, der durch die zykl ischen Funkti; auf der linken Seite gegeben
wird, jeweils derselbe, so besitzen dlo Wourzeln auf der rechten Seite jeweils dasselbe
Vorzeichen.

3) Wir fragen uns: ,,Wer ist Sohn des Vaters, dessen Sohn Johann hei8t?** Die Antwort
hierauf ist nicht eindeutig: Es kann Johann, es kann aber auch einer seiner Briider
sein.
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ist %— z einer dieser Bogen. Ein anderer Bogen, der diese Eigenschaft hat, ist
der Bogen % + z. Alle weiteren Bogen unterscheiden sich von einem der beiden
genannten um ein Vielfaches von 2.

IIT. Mitunter hat man schlieBlich eine zyklometrische Funktion durch passende
Amiemng des Arguments in eine andere uberzufuhren Beispielsweise soll
einer der Werte von Arcsinz als Arkuskosinus einer GroBe y dargestellt
werden,

In diesem Fall muB

Arcsinz = Arccosy.
y = cos(Arcsin z)

sein, so daB auf Grund von I
y= 1=22

Arcsin z = Arccos J1 —a2. (170)

Die Formel (170) besagt, daB ]eder Wert von Aresin z (fiir [2] < 1) gleich
einem gewissen Wert von Arccos J'1 — z* ist; welcher Wert dies ist, bedarf
einer genaueren Prizisierung, die von den gegebenen Umstinden abhingt.
Ahnlich ergibt sich .

Arecsin z = Arctg VIL ,

sein muB, d. h.

Arctgx = Arcsin ——— Vl

§ 33. Diskussion der Tscaepyscaewschen Polynome.
Thre Minimaleigenschaft

Das Grundprinzip bei der elementaren Diskussion von trigonometrischen
Polynomen (oder allgemeiner von Funktionen, die rational von den trigono-
metrischen Grundfunktionen abhiingen) bestand (vgl. §30) darin, diese
Funktionen mit Hilfe einer trigonometrischen Substitution aus einer rationalen
Funktion zu gewinnen.

In einigen Fillen liBt sich nun auch der umgekehrte Weg hreiter
némlich die Untersuchung eines rationalen Polynoms (oder einer rationalen
Funktion) auf die Untersuchung eines trigonometrischen Polynoms (oder einer
rationalen Funktion der trigonometrischen Funktionen) zuriickfiihren. Es ist
némlich moglich, die elementaren Eigenschaften gewisser einfacher trigono-
metrischer Polynome direkt zu ermitteln. Hierzu gehéren in erster Linie die
trigonometrischen Polynome cos nz und sin nz.

Als Beispiel betrachten wir das TscHEBYSCHEWsche Polynom T',(z) erster
Art im Intervall —1 <z < +1. Ersetzt man in

cosnz =T, (cosz)
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cos z durch u, so ergibt sich
Ty (u) = cos (n Arccos u). 17

Hier ist es gleichgiiltig, welcher Wert des Arkuskosinus genommen wird,
denn die Funktion cos nx éndert sich nicht, wenn man z durch —z oder durch
z + 2k ersetzt. Wir ko also h daB es sich um den Hauptwert
handelt.

Zuniichst betrachten wir den Fall, daB = eine gerade Zahl ist: n = 2m.

Wiichst « von —1 bis +1, so fillt z = arccos « von z bis Null und somit
nz = n arccos « von nx bis Null; wenn aber das Argument des Kosinus von
nn = 2maz bis Null fillt, so fithrt (wie man leicht einsieht, wenn man sich die
graphische Darstellung des Kosinus vergegenwiirtigt) der Kosinus selbst, d. h.

das Polynom 7T, (u), insgesamt %= m volle Schwingungen zwischen +1 und
—1 aus und zuriick. Es gilt also folgendes:
1. Den Wert + 1 nimmt 7', (%) iiberall dort an, wo » arccos « = 2k=x, d. h.

fir »= cos 2:" , also
T, (cosﬂ)_l (ogkgg). 172)
2. Den Wert —1 nimmt 7', (u) iiberall dort an, wo n arccos u = 7 4 2kn,
d. h. fir u= eosw, also
T,(oos‘z’”;—”")=—1 (ogk<§). (173)

3. Den Wert 0 nimmt T,(z) iiberall dort an, wo na.rceosu——+ k=,
d. h. fiir u=cos — =—, also

( (k+—;—)n)
T, 008 ——=— =0 (0sksn—1). (174)

Ist # ungerade, n = 2m + 1, so erhalten wir ein ganz dhnliches Resultat.
Der einzige Unterschied besteht darin, daB = arccos « von = (2m + 1)n
bis Null fallt, wenn « von —1 bis + 1 wiichst, so daB 7', (u) zunédchst von —1
bis 41 wichst und dann noch m volle Schwingungen von +1 bis —1 und
zuriick ausfihrt. Die Formeln (172) bis (174) gelten auch hier.

In Abb. 64 ist das TscEEBYSCHEWsche Polynom

y="T1:(2)")
im Intervall —1 < 2 <1 dargestellt.

1) Hier und im folgenden bezeick wir die unabhangige Verdnderliche wie iiblich
wieder mit z.
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Eine bemerkenswerte Eigenschaft der TscHEBYSCHEWschen Polynome
y= Tq()

ist folgende: Durchléuft = das Intervall —1<z<1 von 1 bis —1, so nimmt
T, (z), angefangen vom rechten Endpunkt (z = 1), abwechselnd das Maximum
+1 und das Minimum —1 an, die dem Betrage nach ibereinstimmen, und
lduft dabei n-mal von +1 bis
—1 oder umgekehrt von —1
bis +1; T,(2) nimmt also am
linken Endpunkt des Intervall
(x=—1) den Wert +1 oder
—1an, je nachdem, ob n gerade
oder ungerade ist; auBerhalb
des Intervalls —1<z<+1
wiichst |T,(z)| schnell an.

Y Wir nehmen nun eine Stau-
chung in Richtung der y-Achse
it dem Stauchungsfaktor 2"~*
vor, gehen also zu dem Polynom

S

y=-=r Tale)  (175)

iber. Die graphische Darstellung

-1 7 dieses Polynoms besitzt ent-
sprechende Eigenschaften wie
die des Polynoms T,(z), nur
sind hier die Betriige derMaxima

- und Minima gleich - . Gleich-
zeitig ist der hochste Koeffizient

',:_ 2 des neuen Polynoms gleich 1,
denn der héchste Koeffizient
Abb. 64 von T,(z) ist gleich 2"~ (vgl.
§28, (131)). Damit ist gezeigt,
daB es unter den Polynomen n-ten Grades eines gibt,

Py@)=a"+---, (176)

=
L

S~

das im Intervall —1 < x <1 iiberall die Ungleichung
1
IP n(z)l = T

erfillt (namuch das Polynom 5 T, (z)).

Wir wollen sofort zeigen, daB man die damit erhaltene Grenze nicht noch
weiter herabdriicken kann: Ein Polynom n-ten Grades mit hochstem Koeffi-
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zienten 1 kann nicht fir alle z mit || <1 Werte annehmen, die der Un-
gleichung L
|P,,(:B)| < T (177)

geniigen.

In Abb. 65 ist der Teil des graphischen Bildes der Funktion (175) dar-
gestellt, der im Rechteck mit den Eckpunkten

1 1 1 1
A(+1 g=) B(-L g), o(-1—5), D1, —5-1)

liegt (ausgezogene Linie). Durch die Vertikalen, die durch die Maxima und
Minima gehen, wird dieses Rechteck in # Teile zerlegt; und zwar in # Recht-
ecke, die alle dieselbe Hohe wie das urspriingliche Rechteck haben. Gibe es

8 Y A

- g N
-~ - ~. -
T = ~ A
- ~
- N, ” N ]

nan
Abb. 65

nun ein Polynom (176), das im Intervall —1 < z <1 iiberall der Ungleichung
(177) geniigt, so lage der Teil der graphischen Darstellung von

y="Pylz), (178)

der durch die Grenzen —1 < x < 1 bestimmt ist, ganz innerhalb des Streifens
zwischen den Geraden A B und DC (gestrichelte Kurve in Abb. 65). Da er die
Strecken BC und 4D verbinden wiirde, hétte er mit dem graphischen Bild
von (175) igstens n Schnittpunkte gemeinsam. In der Tat: Verfolgt man
den Verlguf des graphischen Bildes von (178) von BC nach A B, so sieht man,
daB es alle Vertikalen schneiden muB, die die Teilrechtecke voneinand
trennen, und innerhalb jedes Teilrechteckes hiitte die graphische Darstellung
von (178) einen Punkt mit der von (175) gemeinsam; denn offenbar ist es
unmdglich, daff sich zwei inmerhalb eines Rechiecks liegende Kurven wicht
schneiden, wenn die eine von ihnen gegeniiberliegende Eckpunkte und die andere
innere Punkte gegeniiberliegender Seiten verbindet. Die Abszi der » Schnitt
punkte der graphischen Bilder von (178) und (175) (sie sind ohne Zweifel
paarweise verschieden) wiren nun Wurzeln der Gleichung

o Talz) — Pa() = 0. (179)
Das ist aber unméglich, denn die héchsten Koeffizienten der betrachteten
Polynome sind gleich, so daB der Grad des Polynoms auf der linken Seite
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von (179) kleiner als n ist. Wir sind damit zu einem Widerspruch gelangt, so
daB unsere Annahme, es gibe ein Polynom P, (), fiir das tiberall im Intervall
—1 < z <1 die Ungleichung (177) gilt, falsch ist.

Die bewiesene Eigenschaft der TscHEBYSCHEWschen Polynome formuliert
man hiufig folgendermaBen: Von allen Polynomen Py (x) der Form (176)

weicht im Intervall —1 <x <1 das TscEEBYSCHEWSche Polynom 2,,1_1 Tp(x)

am wenigsten von Null ab. Hierbei hat man unter der ,,Abweichung® eines
Polynoms P(z) von Null im Intervall a <z <b den groBten Wert von
| P(z)| in diesem Intervall zu verstehen oder, anders ausgedriickt, die (dem
Betrage nach) groBte Ordinate der entsprechenden graphischen Darstellung.
Diese Eigenschaft ist der Ausgangspunkt fiir die von P. L. TSCHEBYSCHEW (in
der Mitte des vorigen Jahrhunderts) begriindete Theorie der besten Approxi-
mation von Funktionen gewesen.

Entsprechend konnte man die TscEEBYSCHEWschen Polynome zweiter Art (vgl. §28,
(131))

sin(n arccos z) _ sin(n arccos z)

Unlz)=

sin arccos 7 -2
untersuchen.!) Wir wollen hier nicht niaher darauf eingeh dern als ites Beispiel
eine gebrochene rationale Funktion behandeln, deren U h auf die Unter-
hung einer gebroch tri ischen Funktion hinauslduft, und zwar wollen
wir die Funktion
y=R,(z) =tg(narctg 7) (180)

betrachten?). Man sieht leicht, daB diese Funktion rational ist. Zunachst ist ndmlich
R, (z) = tg(arctg ) = = eine rationale Funktion. Ferner ist mit R, (z) wegen
R, ,1(2) =tg((n + 1) arctg ) = tg (n arctg z + arctg z)

_ _tg(narctgz) {-tglarctgs) _ R, (z)+=
T —tg(narctgs) - tg(arctgz) 1—R,(z)-z

auch R,,, (<) rational, so daB fiir jedes » die Funktion R, (2) rational ist. Beispielsweise
ist

_ 2z _8z—2° __4@—2Y)
R’(z)_—l——z‘ » Ry(x)= T—322° Ry(2)= T—6zira -
Da arctg # und auch tg z mit A hme ihrer U igkeil llen tiberall hsend
sind, ist auch die Funktion R, (z) mit Ausnahme ihrer Ul igkei llen iiberall wachsend

Wichst nun z von —oo bis o, 50 wachst die Funktion arctg z von —% bis % , also n arctgz

1) Die Maxime und Minima von U, (2) liegen allerdings nicht auf horizontalen Geraden,
sondern auf den Kurven
1

-z’

2) Es ist gleichgiiltig, welchen Wert des Arkustangens men nimmt, da sich die Funktion
tg z nicht andert, wenn z durch z + # ersetzt wird. Man kann also etwa den Haupt-
wert wahlen.

y==
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von ——’:21 bis ﬁ;—- Unstetigkeitestellen treten fiir n arctg z=—';i+ kx, d. h. fir
i+Im
T=1tg - auf, wobei k¥ den Ungleichungen
nn _n nx
—Tp Sgtkas+o,
d. h.
n+1 n—1
- §lc§—2 (181)
1
|
'
1
|
1
7 I
|
]
]
|
]
'
%)
Abb. 66

gentigt. Die Funktion R,(z) verschwindet iiberall dort, wo n aretg 7 = kx, d. h. fir
z-tgk”—n, wobei k den Ungleichungen

nn nn
-7 = kn<+ 5
d.h.

n n
—‘ 5 k= 5 (182)
genligt. Die Werte von £, die genau gleich den in (181) bzw. (182) angegebenen Grenzen
sind, geben ,,Unstetigkeitsstellen* bzw. , Nullstellen* im Unendlichen. Geometrisch
bedeutet eine ,, Unstetigkeit™ fiir z = oo eine geneigte Asymptote, wihrend ein ,,Ver-
schwinden“ fiir # = 4+ co dem Fall entspricht, daB die z-Achse Asymptote ist. In Abb. 66

-sind die graphischen Bilder von R, (z) und R,(s) dargestellt.




Kapitel ITI

GRENZWERTE VON ZAHLENFOLGEN UND
VON FUNKTIONEN

§ 34. Endliche und unendliche Zahlenfolgen

Aus den El ten einer gegeb Menge (Gesamtheit) E von beliebigen
Objekten kann man Folgen bilden. Dies geschieht auf folgende Weise: Man
greift aus der Menge E ein beliebiges Element 4, heraus und nimmt es als
erstes Glied der Folge; sodann gibt man ein zweites Element A4, an, das man
in der Folge unmittelbar auf A, folgen 1Bt und welches das zweite Glied der
Folge genannt wird ; weiter gibt man ein Element 4, an, das unmittelbar auf 4,
folgt und als drittes Glied der Folge bezeichnet wird, usw. Die Elemente 4,,
Ay, A, ... brauchen nicht unbedingt paarweise verschieden zu sein, d. h., es
kann mehrfach dasselbe Element genommen werden. Der BildungsprozeB
einer Folge besteht darin, daB zu einem bereits vorliegenden n-ten Glied,
das mit der laufenden Nummer (dem Index) n behaftet ist, das ihm unmittelbar
folgende (n + 1)-te Glied mit dem Index » 4 1 angegeben wird.

Dieser ProzeB kann nun bei einem Objekt 4, das einen gewissen Index N
besitzt, abbrechen. Dieser Fall tritt ein, wenn kein (N + 1)-tes Element
benannt wird, das unmittelbar auf A4, folgt; dann heiBt A, das letzte Glied
der Folge und der Index N gibt in diesem Fall die Anzahl der Glieder der Folge
an, Die Folge selbst heiBt im genannten Fall endlich.

Schreibt man die Glieder in ihrer Reihenfolge auf, so setzt man zwischen
zwei aufeinanderfolgende Glieder iiblicherweise ein Komma:

A,, Ay, A, ..., Ay. 1)

Die Punkte deuten im betrachteten Fall die nicht explizit aufgefithrten Glieder
der Folge, deren Index groBer als 3 und kleiner als N ist, an.

Man kann sich aber auch den Bildungsproze8 einer Folge als einen unbegrenzt
fortgefithrten Prozef, der also kein Ende hat, vorstellen. In diesem Fall existiert
in der Folge kein letztes Glied; wie auch immer eine natiirliche Zahl n gewihlt
wird, stets folgt auf das Folgeglied 4, mit dem Index » noch ein weiteres Glied
Agy.q, dessen Index um Eins groBer ist. Wir sagen dann, daB sich im End-
ergebnis des Bild eine dliche Folge erglbt das besagt nur,
daB man, welche natiirliche Zahl # man auch nimmt, immer ein Glied der
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Folge finden kann, das den Index = besitzt, und daB umgekehrt auch jedes
Glied der Folge eine gewisse natiirliche Zahl als Index besitzt.)

Die Glieder einer Zahlenfolge werde im folgenden durch kleine Buchstaben
bezeichnet. Das einfachste Verfahren, eine endliche Zahlenfolge anzugeben,
besteht darin, daB man alle ihre Glieder, eines nach dem anderen, so wie sie
in der Folge aufeinanderfolgen, hinschreibt:

a, B3, Gy, ..., ay. (2)
Hier einige Beispiele fiir endliche Zahlenfolgen:
a) 1,2,3,4,5 (N =5),
b) 7,2, 10 (N=3),

c)1,2,3,1,2,3,1,2 (N=8).

Fiir den Fall, daB die Anzahl N der Glieder sehr groB ist, wird natiirlich dieses
Hinschreiben aller Glieder eine recht mithsame Angelegenheit. Daher benut

man zur Beschreibung auch von endlichen Folgen zuweilen eine analytische
Methode. Hierbei verwendet man eine (elementare) Funktion f(x), die wenig-
stens fiir die positiven ganzen Zahlen von 1 bis N erklirt ist und die so be-
schaffen ist, da sie fir z= 1 als Wert gerade das erste Folgeglied a,, fir
x= 2 als Wert das Folgeglied a,, usw., schlieBlich fiir x—= N als Wert das
Folgeglied ay annimmt. Um die Folge anzugeben, geniigt es nun, die Funktion
f(%) und die Gliederanzahl N anzugeben; die Berechnung der Folgeglieder

f), £(2), f(3), ..., f(N) bereitet dann keine Schwierigkeiten.
1) Letzteres besagt folgendes: Wir betrachten z. B. die G heit der untereinand

1 1
verschiedenen Zahlen der Form 1 ——1"—, 1+ w7 2—7, wobei fiir # jede natiirliche
Zahl auBer 1 bzw. 2 gesetzt werden soll. Ordnen wir diese Zahlen nach ihrer GroBe,

so erhalten wir folgendes ,,geord * Zahlensystem :
2345 765 45791 1
ER R A R il il sl S Sl S ol ol .

In diesem System gibt es ein erstes Glied, nimlichz, dem kein anderes Glied voran-

geht; abgesehen hiervon geht jeder Zahl des Systems eine und nur eine Zahl unmittel-
bar voran, und jedem Glied folgt ein und nur ein Glied unmittelbar nach, so daB es
u.a. im System kein letztes Glied gibt. Das betrachtete System bildet jedoch keine

unendliche Folge. Ordnen wir namlich dem Glied % den Index 1, dem Glied % den
Index 2, allgemein dem Glied 1 —% den Index n —2 ml:, 80 wiirden wir alle natiir-
lichen Zahlen als Indizes fiir die Glieder der Form l—; verbrauchen, und fiir die
Glieder der Form 1 +% und 2 —% wiirden die natiirlichen Zahlen zur Indizierung

nicht ausreichen. Geht man zu einer anderen Reihenfolge iiber, so kann man dieses
System natiirlich in mannigfacher Weise als unendliche Folge darstellen, z. B.:

2 4 5 3 5 7 4 6 9 5 7 11

ol
o
w
»
bt
b
(-]
o
o
=
ol
=~|
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Beispiele.
1. Fiir f(z) = z* und N = 5 erhilt man die Folge
1,4,9,16, 25.
2. Fiir f(z) = 23— 6a?+ 112 — 6 und N = 4 erhilt man die Folge
0,0,0, 6.

3. Fiir f(z)=(—1)**! und N = 8 erhiilt man die Folge
ly _1: 1, —1, 1, —], l, —1.

Fiir eine endliche Folge mit N Gliedern kann man stets eine elementare Funktion
angeben, die die gewinschie Bedingung erfillt.?)
Unendliche Folgen von beliebigen Objekten deutet man durch

Ay, 4, A4, ... (3)
oder
Ay, Ay, Ay, ..., Ay, (4

an. Die ersten Punkte in der zweiten Schreibweise bezeichnen — wie frither —
die nicht explizit hingeschriebenen endlich vielen Glieder zwischen 4; und
A,, die Punkte am Ende der Zeile bedeuten nach einer allgemeinen Ver-
abredung immer, daB unendlich viele Glieder weggelassen “worden sind,
oder besser gesagt, die Maglichkeit einer unbegrenzten Fortsetzung.

Hiufig verwendet man auch die noch kiirzere Schreibweise

{44} (8)
Dags Folgeglied 4,, dessen Index durch einen neuen Buchstaben (im vor-
liegenden Fall #) angedeutet wird, heilt das allgemeine Glied der Folge.

Im vorliegenden Kapitel werden nur Zahlenfolgen, d. h. Folgen von (aus-
schlieBlich reellen) Zahlen, im folgenden Kapitel Folgen von Funktionen
(Funktionenfolgen) behandelt. Spiter werden wir uns auch mit Folgen zu
beschiiftigen haben, die aus anderen Objekten gebildet sind.

Wie soll man nun eine unendliche Zahlenfolge angeben (definieren)? Am
natiirlichsten ist hier die analytische Methode, die in expliziter Form angibt,
welche Operationen am Index n vorzunehmen sind, um das allgemeine Glied

a,=f(n) (r=1,2,3,..)
der Folge zu erhalten.
In jedem konkreten Fall kann es mehr oder weniger Miihe kosten, eine Funktion f(z)

zu finden, die das Verlangte leistet. Es ist nicht die Aufgabe dieses Artikels, diese Frage
ausfithrlicher zu behandeln; ihr wird hier kein Platz eingeraumt. Wir bemerken lediglich

1) Eine solche ist z. B. fiir die Folge (2) die Funktion

_ '_ m (2—=1)(z—=2)---(z—m+1)(z—m—1)...(z—N)
fey=_Z1" =¥ —m)! il

die ein rationales Polynom vom Grad N —1 ist (LaGRaNGEsches Interpolationspolynom).
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folgendes: In jedem Fall kann man die Funktion f(#) noch auf verschiedene Weise ab-
dndern. So kann man im Beispiel 3 an die Stelle der Funktion f(z) = (—1)**2 etwa die
Funktion f(z) = cosnz setzen; allgemein kann man an Stelle einer Funktion f(z) stets
auch die Funktion f(z) 4+ sinzz nehmen usw.

Eine andere Methode fiir die Definition von Zahlenfolgen besteht darin,
daB man sie durch eine Rekursionsformel beschreibt. Eine solche Rekursions-
formel gibt an, welche Rechenoperationen an den bereits berechneten Folge-
gliedern

Ay, Ay, ooy Ag

auszufithren sind, um das folgende Glied a,,,, zu erhalten. Hierbei miissen (je
nach dem Charakter der Rekursionsformel) noch ein oder mehrere Glieder
der Folge als Anfangsglieder (Anfangsbedingung der Rekursion) vorgegeben
werden.

Wir wollen die vorangehenden Ausfiihrungen an einer Reihe von Beispielen
erléutern, wobei wir der Einfachheit halber die entstehenden Folgen immer als
unendliche Folgen ansehen wollen.

1. Eine arithmetische Folge (arithmetische Progression) wird durch die
Rekursionsformel (Differenzengleichung)

Cpp1—ay=d n=1,2,3,..) (6)
mit einer Anfangsbedingung der Form
a=a

definiert. In der Schreibweise (4) stellt sich die Folge als

a,a+d,at+2d,...,a+(n—-1)d, ...
dar. Thr allgemeines Glied wird durch

ap=a+(n—1)d n=1,2,3,...)
beschrieben, und zwar gibt diese Gleichung sofort auch eine analytische
Definition fiir die betrachtete Folge. Man sieht, daB die arithmetischen Folgen

gerade diejenigen Folgen sind, die mit Hilfe einer linearen Funktion gewonnen
werden konnen.
2. Wird das allgemeine Glied der Folge mittels einer Formel
a,=P(n)
gegeben, wobei P(z) ein Polynom vom Grad m in z ist, so nennt man die Folge {a,}
eine arithmetische Folge der Ordnung m. Die gewohnlichen arithmetischen Folgen sind

somit die arithmetischen Folgen der Ordnung 1.
Beigpiele fiir arithmetische Folgen héh Ordnung sind

("%)=1, 4,9,26,25,... Ordnung2,
{"(L;H}so, 1,3, 6,10,... Ordoung2,

3 __
{M}ao, 1,4,10,20,... Ordnung3.
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Ist nun P(z) ein Polynom vom Grad m, so ist
P(z+1)—P(2)
ein Polynom vom Grad m —1; denn ist
P(z)=az™+baz™ 1+4...+1 (a=0),
8o ist

m(m—1)
2

P(z+1)—P(z)=moam~1+ a+(m—1)b]r--z+...,

und mit & ist auch ma von Null verschieden. Hieraus folgt, daB die ,, Differenzenfolge*
{@nr1—0,}
einer arithmetischen Folge der Ordnung m eine arithmetische Folge der Ordnung m —1
ist. Man kann aber auch umgekehrt zeigen (worauf wir lner vemohten wollen), da8 die
aus einer arithmetischen Folge der Ordnung m gebilde folg
@ +ay+o+a)

eine arithmetische Folge der Ordnung m + 1 ist. Man kann dies leicht an den oben genannten
Beispielen nachpriifen. Diese Eigenschaft der arithmetischen Folgen kann man auch
zur fortlaufenden Berechnung der Glieder einer arithmetischen Folge hoherer Ordnung
benutzen. Schreibt man z. B unter die oben aufgeschriebenen ersten fiinf Glieder der

Folge "("2_ nl die ent: henden Diffe 80 erhélt man den Anfang einer arithme-

P

tischen Folge erster Ordnung; setzt man diese fort und summiert dann, so erh&lt men
die Fortsetzung der gegebenen Folge:

0,1,3,86,10, 15, 21, 28, ...
1,2,8,4, 5, 6, 7,...

Hieraus ersieht man, daB sich die Glieder einer arithmetischen Folge beliebiger Ordnung
allein mit Hilfe der Addition berechnen lassen.

3. Eine geometrische Folge wird durch eine Rekursionsformel

B @=1,2,3..) )

mit einer Anfangsbedingung der Form
a=a
definiert. In der Schreibweise (4) stellt sich die Folge in der Form
a, ag, ag®, ..., ag"" %, ...
dar. Thr allgemeines Glied
ay=ag""* n=1,2,8,...)
gibt zugleich eine analytische Definition fiir die geometrische Folge.
4. Die Folge der Fakultiten wird durch die Rekursionsformel
Ap1=(m+1)a, n=1,2,3,...)

mit der Anfangsbedingung .
=
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definiert. Sie lautet ausfiihrlich geschrieben:
1,2,6,24,120, ..., 7!, ...;
ibr allgemeines Glied wird durch
Gp=nl=1:2.3...7n

gegeben.
5. Eine FsoNaccische Zahlenfolge!) wird durch die Rekursionsformel
Gy y3=0p+ g, (n=1,2,..) (8)

beschrieben, nach der jedes Glied (angefangen vom dritten) gleich der Summe
der vorangehenden beiden Glieder ist. Als Anfangsbedingung muB man die
ersten beiden Glieder vorgeben, z. B.

a=0, a=1. 9)
Dann erhilt man auf Grund der Rekursionsformel (8) miihelos
4=0+1=1, a=1+1=2, a=1+2=3,
Gg=2+3=5, @,=3+5=8, a,=5+8=13,
a,=8+13=21, @;,=13421=34, ....

Nachdem man auf diese Weise eine Anzahl von FiBowaoocmschen Zahlen
erhalten hat,
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ..., (10)

ergibt sich natiirlich die Frage, ob man diese Folge auch analytisch beschreiben
kann, d. h., ob es méglich ist, das allgemeine Glied a, explizit als Funktion
des Index  (in ,,geschl Form*‘?)) darzustellen. Das geht nun tatsichlich.
Zuvor sei aber bemerkt, daB es nur eine Folge gibt, die den Forderungen (8)
und (9) geniigt; denn durch (9) sind die ersten beiden Glieder vorgegeben,
daB dritte Glied ist durch die ersten beiden eindeutig bestimmt, das vierte
Glied ergibt sich aus dem zweiten und dritten, usw.

Man priift leicht nach, daB das allgemeine Glied der Folge (10) der FIBONACCI-
schen Zahlen durch

-t {(1+l")" ’_(l—z_ﬁ)"'ll n=1,2,..)
gegeben um'd

1) Benannt nach FrBonacor (LEoNARDO von Pisa) — 13. Jh. (Interessante Einzelheiten
iiber die F1BoNaccischen Zahlen finden sich in: N. N. Worossow, Die Fibonaccischen
Zahlen (Ubers. aus dem Russ.), Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1954).

2) Das bedeutet folgendes: In der Formel, die @, durch n ausdriickt und die nur mit
Hilfe der el Op fgeb mt darf die Anzahl der auszufiihrenden
Operationen nicht von n abhé.ngen In diesem Sinn kann men von der Folge der Fakul-
t&ten mcht beha.uptsn, ihr a.l.lgememes Glied a, = n sei ,,in geschlossener Form** ge-

h die S Berst kurz ist).
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Dem Leser, den diese Formel iiberrascht, geben wir gerne einen Wink, wie er
sie gewi kann. Wir h achst, ohne die Anfangsbedi gen (9) zu beacht:
eine geometrische Folge zu finden, welche die Rekursionsgleichung (8) erfiillt. Setzen
wir in (8) a, = ag*-%, so erhalten wir

ag*ti=ag*"l+ags,
was uns, wenn wir annehmen, daB ¢+ 0 und ¢ 0, auf die quadratische Gleichung
¢=1+4g (03]
fishrt. Dies zeigt, daB der ,,Quotient* der Folge (wenn es iiberhaupt eine Folge der ver-
langten Art gibt) gleich einer der Zahlen
13

1+V5 _1-
9=—g  oder ¢=—5—

sein muB. Umgekehrt sieht man aber leicht, daB fiir beliebiges  und o’ die Folgen
a, aq, ag® ag, ..., ag®"1, ...

o, d¢, g a'g? ..., agF Y, .
der Rekursionsgleichung (8) genii Mit den Folgen (12) erfiillt aber auch ihre ,,Summe**
a+d’, ag+d'¢, ag*+d’¢’? a+a'q? ..., a¢" 1+a'gF?
diese Rekursionsgleichung.1) Es geniigt also, die Konstanten ¢ und ¢’ so zu wahlen,
daB auch die Anfangsbedingungen (9) erfiillt sind, d. h.

a+a’=0,
eg+a'qg=1

(12)

1 1
ilt. Dies erreicht man, indem man a = —=, a’=—— setzt.
el 7 3

8. Wir wollen nun die Folge betrachten, die sich dadurch von der Folge der
Fmsonaocischen Zahlen unterscheidet, da8 jedes Glied nicht gleich der Summe,
sondern gleich der ,,Halbsumme* der vorangehenden beiden Glieder ist,

Gt Guia

Opy=——— (»=1,2,38,..), (13)
und die ebenfalls die Anfangsglieder
@=0, a,=1
besitzt. Wir erhalten L L3
_or1_1 My 4 _2*T s
®B="g =3 ST T BT =%
3.5 5 11 1,2
aedit8 1 BT _m 1613 g
=" " 160 "3 — 3 BT g =g

1) Addiert man némlich die Gleichungen
aqﬂ*l=aqﬁ—l+a9ﬂ ‘lnd alql.§l=alrn—l+a/qlﬂ’
80 erhilt man
aqﬂl'fl+alqll*1=(a¢-1+a/qlu-l)+(¢¢+alql-).
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Das allgemeine Glied der Folge

13 5 1 21 43
2> 4’8’16 327 64 "7
kann man durch dasselbe Verfahren, wie es bei der Folge der FroNaccischen Zahlen

verwendet wurde, gewinnen. An Stelle der quadratischen Gleichung (11) erhilt man hier
die quadratische Gleichung

0,1 (14)

l1+4¢
= ——
q 5
’
welche die Losungen 1 und — % besitzt. Wahlt man die Konstanten in g + (—1)*~? %

dann wieder so, daB die Anfangsbedingungen erfiillt sind, so erhalt man als aligemeines
Glied der Folge (14)

a,=%{1+ (2_1_’:} (n=1,23,..).

7. Wird statt (13) verlangt, daB jedes Glied gleich dem arithmetischen Mittel der
vorangehenden drei Glieder ist,

Gt Gy yy+ Gy
ypg= 2Tt (a1, 2, .00,

80 muB man als Anfangsbedingung die ersten drei Glieder vorgeben. Die rekursive Be-

g der einzel Glieder bereitet keine Miihe; allerdings st5Bt man bei der Auf-
stellung der Formel fiir das allgemeine Glied a, auf gewisse Schwierigkeiten.?)
Eine endliche Zahlenfolge
@y, Ggy B3y vy Qs ooy Oy (15)

kann man sich auf zweierlei Art geometrisch veranschaulichen.
Bei der zuerst zu schildernden geometrischen Darstellung benutzt man die
z, y-Ebene. Man markiert dort die Punkte mit den Koordinaten

(n,a) (v=1,2,...,N)

und zeichnet die vertikalen Strecken, die jeweils den Punkt (n, a,) mit dem
Punkt (n, 0) auf der z-Achse verbinden. Die Glieder der Folge werden durch
diese Strecken (,,Sdulen”) dargestellt. Ist ein Glied positiv, so ist die ent-
sprechende Strecke nach oben gerichtet, ist es negativ, so ist sie nich unten
gerichtet. Ist von zwei positiven Gliedern das eine groBer als das andere, 30 ist
die zum ersten gehorende Strecke linger als die zum zweiten gehtrende, usw.
Ist die Folge in der Form
ay=f(n)

gegeben, wobei f(x) eine elementare Funktion ist, so geniigt es, das graphische
Bild von y=f(z) zu zeichnen und die vertikalen Strecken, die den ganz-
zahligen Abszissenwerten entsprech inzutragen.

1) Eine &hnliche Uberlegung wie in den vorangehenden Beispielen fiihrt auf eine Gleichung
dritten Grades mit komplexen Wurzeln, die sich allerdings in der endgiiltigen Formel
wieder ausachalten lassen.
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Bei der zweiten Darstellungsweise fiirr Zahlenfolgen kommt man mit einer
Zahlengeraden aus. Auf der Zahlengeraden werden nacheinander die Punkte,
die a,, a,, ... entsprechen, markiert; damit man die Punkte nicht ver-
wechselt, muB8 man jeden Punkt mit einem Index versehen. Ein Glied
einer Folge ist dann und nur dann
positiv bzw. negativ, wenn der 1+
zugeordnete Punkt auf dem posi-
tiven bzw. negativen Halbstrahl der
Zahlengeraden liegt. Ist von zwei § ------- -‘——‘ —-—

Gliedern das eine gréBer als das sk
andere, so liegt der dem ersteren
entsprechende Punkt rechts von dem
zum zweiten gehorenden.

S

Um von der zuerst genannten
Darstellungsweise zur zweiten zu a) 7T 2 3 4 5 6 7 &
gelangen, braucht man nur die ver-

tikalen Strecken auf die vertikale 4 ?’ a:, ?ﬁ’:‘ ar;
Achse zu projizieren und (nachdem [ aydg 7
man sie, wenn man will, um 90° Abb. 67

gedreht hat) die Indizes an den
Projektionen anzubringen.

In Abb. 67 sind die ersten acht Glieder der durch (13) definierten Zahlenfolge
graphisch dargestellt. Ebenso kann man sich unendliche Zahlenfolgen durch ent-
sprechende graphische Darstellungen veranschaulichen. Ein wesentlicher Unter-
schied besteht allerdings darin, daB es natiirlich unméglich ist, die angegebenen
Konstruktionen jeweils fiir die gesamte unendliche Zahlenfolge auszufiihren,
sondern dafl man stets bei einem gewissen Glied a, abbrechen muB, von wo

ab man alles weitere dem g trischen Vor gsvermogen iiberlaBt.

§ 35. Die allgemeine Definition von unendlichen Zahlenfolgen

‘Wenn wir im weiteren von Folgen sprechen, so meinen wir damit — dem all-
gemeinen mathematischen Sprachgebrauch folgend —stetsunendliche Folgen.

Eine unendliche Folge unterscheidet sich von einer endlichen Folge grund-
sitzlich dadurch, daB eine endliche Folge (wie groB die Anzahl ihrer Glieder
auch sei) durch direktes Aufzihlen ihrer Glieder angegeben werden kann,
wihrend eine derartige Aufzihlung bei unendlichen Zahlenfolgen prinzipiell
unmoglich ist.

Dem genannten Sachverhalt wird ein unerfahrener Leser ohne weiteres zustimmen,
und er wird auch nicht zégern, die Frage: ,,Wodurch kann man im Fall einer unendlichen
Folge das direkte Aufzahl ?** dah hend zu b ten, daB fiir eine un-
endliche Folge eine ,,GesetzmaBigkeit** charakteristisch ist, d. h., daB ein bestimmtes
,»Gesetz‘ angegeben werden muB, nach dem die Glieder der Folge, eines nach dem anderen,
gebildet werden kénnen. So findet man es auch vielfach in der Literatur.

Es kann nicht bestritten werden, daB diese Uberl im’ lichen richtig

sind; jedoch muB der Inhalt des Begriffs ,,Gesetz** bzw. ,,GesetzmaBigkeit* einer ge-
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Analy werden, do, Bognﬁsblldungen dieser Art (die zwar auBer-
ordentlich suggestiv sind) im math P g h keine ganz einheitliche
Bedeutung haben.

‘Wenn man von ,,Gesetz' spricht, meint man meistens in erster Linie eine mathematische
Formel, durch die (im betrachteten Fall der Folgen) das all ine Glied als Funkti
des Index 7 gegeben wird. Wenn man den Begriff ,, Formel* oder ,,elementare Funktion'
(8o wie es in § 1 geschehen ist) naher prazisiert, so bedeutet die Angabe eines ,, Gesetzes*
genau dasselbe wie die ,,analytische Definition einer Folge' in ,,geschlossener Form",
etwa wie in § 34. Diese Methode, eine Folge zu definieren, ist sowohl im Fall der end-
lichen als auch im Fall der unendlichen Folgen recht brauchbar. Jedoch ist diese Er-
k]&r\mg fiir den Begriff ,,Gesetzma.Blgkel “ ziemlich diirftig, werden doch durch sie augen-

inlich viele einfach k e Folgen* nicht ohne weiteres erfaBt; denn bei einer
rekursiven Definition bleibt doch stets die Frage offen, ob eine analytische Darstellung
der Folge ,,in geschlossener Form* existiert oder nicht.

In vielen Féllen ist es nicht schwer, eine Funktion f(z) zu finden, die eine irgendwie
gegebene Folge analytisch beschreibt. So leistet z. B. fiir die Folge

-1, 1, 1), 1, 1), 1,... (16)
die Punktion f(z) = cos nz das Gewiinschte. Schwieriger mag es schon fir die Folge
1,0,0,1,0,0,1,0,0, ... an

erscheinen, jedooh 148t sich auch hier eine Funktion f(z) angeben, z. B. kann man
1 2
f(z) = ?{l + 2cos [ﬁn(z— 1)]]
setzen. Ahnlich gelangt man auch bei jeder anderen ,,peﬁod.iechen Folge*

@y, Gy, ...y Gy, Gy, Gy, oony Gy, Gy, Gy, oony Gpy oot (18)

mit einer beliebigen ,,Periode* p zum Ziel.
Jede derartige Folge wird and its durch die Rekursionsgleich

Gpip=08, (1=1,2,8,..)
beschrieben, wobei die Glieder a,, . . ., 8, noch als Anfangsbedi beliebig vorgegeb

werden kénnen.
Ebenso definiert aber z.B. auch die Rekursionsgleichung

a..n—ﬂa=m

mit der Anfangsbedingung a, = 1 eine eindeutig besti Folge, namlioh die Folge
1 1 1 1 1 1

Lldtg, Tdgtag, o bbgtgtoto, (19)
und es liegt wohl kein Grund dafiir vor, diese Folge nicht zu den ,,gesetzmaBigen Folgen
zu rech obwohl kei gs vollig klar ist, ob es eine elementare Funktion f(z) gibt,
die den unendlich vielen Bedingungen

1 1 1
'(”)=1+?+T+'”+T n=1,2,3,...)

geniigt.

Zugleich muB man aber folgendes bedenken: Wenn man sich bei der Definition von
Folgen nur auf die ,,analytische® Methode stiitzt, so macht man den Begriff ,,Folge'
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von der zugelassenen Klasse von Funktionen f(z) abhdngig, denn es liegt natiirlich kein

Grund vor, sich nur auf die Klasse der ,,elementaren‘* Funktionen zu beschranken. Bei

seiner weiteren Vem]lgememerung gewumt der Funktxonsbegnﬁ jedoch so an Elastizitét,

daB man mit seiner Hilfe jede beliebig GesetzmaBigkeit widerspiegeln kann.')

Tm Zusammenhang damit wird, wenn men sich so ausd.rucken darf, die Vorsbe]]ung von
,,GesetzmaBigkeit* auf eme hohere Stufe gehoben.

Nach den h Uberlegungen und den angefiihrten Beispielen wird es nicht
mehr verwunderlich erscheinen, daB wir fiir den Begriff der Folge die nachstehende
allgemeine Definition geben, die gegenwirtig in der Mathematik iiblich ist:

Eine Zahlenfolge {a,} soll als gegeben angesehen werden, wenn eine Vorschrift
angegeben ist, welche es gestattet, zu jedem vorgelegten Index, d. h. zu jeder
beltebs, Zahl n das Glied a,, das an n-ter Stelle steht, etndeutig
2u bestimmen. Mit anderen Worten: Hine Folge {a,) t8t gegeben, wenn jeder
positiven ganzen Zahl n eine eindeutig bestimmie Zahl a, zugeordnet ist.

Uber die Art der Vorschrift, welche die Zuord.nu.ng zwischen z und a, her-

stellt, werden keine einschrinkenden Vor ht. Im ein-
faohsten Fall, dem der ,,unalytnschen“ Beschrelbung a, f(n), gibt die Funk-
tion f(z) an, welche el Op man auf die

Zahl » anzuwenden hat, um die Zah] a, zu erhalten. Die Zuordnungsvorschrift
kann aber auch ganz anderer Natur sein.

Hier einige Beispiele, bei denen man die Zuordnungsvorschrift ohne Mithe
erraten kann:

1 0,1,01,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1, 1, 1,
2.1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6,
3.3,1,41,5,9,2,6,53,5,...;

4 1 1 21 '8 1°2 3 °4°1°5

In jedem dieser Beispiele liegt eine ,,GesetzmiBigkeit” (im weiteren Sinne)
vor; die Folgen sind gegeben, wenn es auch keineswegs klar ist, ob eine elemen-
tare Funktion f(z) existiert, fiir die f(n) = a,, gilt, und es ebenfalls unméglich
ist, das Bestehen einfacher Rekursionsgloichungen zu erkennen.

In Beispiel 3 ist die Zuord schrift fol : Das Glied a, ist die n-te Ziffer
in der Denmalbmchentmcklung der Zahl n, die das Verh&ltms des Umfangs eines Kreises
zu einem Durchmesser angibt.

In Beispiel 4 sind alle reduzierten echten Briiche in Form einer Folge aufge-
schneben, wobei die Reihenfolge durch folgende Bedingung festgelegt ist: Von zwei

Briichert £ und A folgt der Bruch z hinter l, wenn ¢’ > ¢ oder wenn ¢’ =g und

p’> pist. Um zu erfahren, welcher Bruch an der n-ten Stelle steht, mu8 man die Folge
bis zu dieser Stelle fortsetzen und nachsehen, welcher Bruch dort auftritt.

Wir wollen nun einige wwhtlge Eigenschaften der unendlichen Zahlenfolgen
behandeln.

1) Ein iiberzeugendes Beispiel hierfiir wird in §49 angegeben.
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Aus endlich vielen vorgegebenen Zahlen, die paarweise voneinander verschieden sind,
kann men stets die groBte und die kleinste Zahl auswahlen. Der Begriff der groBten und
der kleinsten Zahl erfordert eine genngfug:ge Prizlsnerung fiir den Fall, daB die vorgelagten

Zahlen nicht notwendig paarweise den sind. Zunachst betracht
wir eine endliche Zahlenfolge
ay, Gy, G3, ..., Gy. (20)
Eine Zahl der Folge (20), die von keiner Zahl dieser Folge iibertroffen wird, heiBt eine
gropte Zahl (ein Maaimum) der Folge und wird mit max(a,, . . ., 6,) bezeichnet. Offenbar
ist
max(a,, @y, ..., ay) =6, (=1,2,...,N), (21)

wobei aber fiir wenigstens einen Index n Gleichheit vorliegt.
Entsprechend heiBt eine Zahl der Folge (20), die von keiner Zahl der Folge unterboten

wird, eine kleinste Zahl (ein Minimum) der Folge und wird mit min(a,, . . ., a,) bezeichnet.
Fiir das Minimum gilt
min(a,, g, ..., 8y)Sq, n=1,2,...,N), (22)

wobei auch hier fiir wenigstens ein » das Gleichheitszeichen auftritt.

Die Existenz einer groBten und einer kleinsten Zahl bei jeder endlichen
Zahlenfolge unterliegt keinem Zweifel.!)

Ganz anders verhalten sich die Dinge bei einer unendlichen Zahlenfolge :
In einer unendlichen Zahlenfolge braucht es weder ein groptes nock ein kleinstes
Qlied zu geben. Zum Beispiel gibt es in der Folge {n} der natiirlichen Zahlen
kein groBtes Glied; in der Folge {—n} der negativen ganzen Zahlen gibt es
kein kleinstes Glied; in der Folge {(—1)"*'n} gibt es schlieBlich weder ein
groBtes noch ein kleinstes Glied.

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen endlichen und unendlichen
Zahlenfolgen hingt mit dem Begriff der Beschrinktheit zusammen.

Eine Folge (gleichgiiltig, ob endlich oder unendlich) heiBit

a) nach oben (oder — wie man auch sagt — nach rechts) beschrinkt, wenn alle
ihre Glieder kleiner als eine gegebene Zahl M sind:
a<M (n=1,2,3,..); (23)
b) nack unten (nach links) beschrankt, wenn alle ihre Glieder groBer als eine
gegebene Zahl m sind:
a,>m m=1,2,3,..); (24)
¢) (schlechthin) beschrinkt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten
beschrinkt ist, d. h., wenn es Zahlen M und m gibt, so daB

m<a, <M (n=1,2,3,..). (25)
Jede endliche Zahlenfolge ist offenbar beschrinkt. Als obere Schranke M
kann man jede Zahl M nehmen, die groBer ist als das Maximum der Glieder,

1) Die groBte und die kleinste Zahl einer Folge konnen natiirlich durchaus iberein-
stimmen. Dieser Fall tritt dann und nur dann ein, wenn alle Glieder der Folge gleich
sind.
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als untere Schranke jede Zahl m, die kleiner ist als das Minimum der Glieder.
Die entsprechende Aussage fiir unendliche Folgen ist wiederum falsch. Zum
Beispiel ist die Folge {n} der natiirlichen Zahlen zwar nach unten, aber nicht
nach oben beschriinkt; die Folge {—=} der negativen ganzen Zahlen ist nach
oben, aber nicht nach unten beschrankt; die Folge {(—1)"*'n} schlieBlich
ist weder nach oben noch nach unten beschrinkt.

Jede unendliche arithmetische Folge erster Ordnung ist nach unten und nicht
nach oben bzw. nach oben und nicht nach unten beschrankt, und zwar je nachdem,
ob die ,,Differenz* der Folge positiv oder negativ ist. Jede geometrische Folge,
deren ,,Quotient” grofer als Eins ist, ist nach unten, aber micht nach oben be-
schrinkt; jede geometrische Folge, deren Quotient zwischen —1 und +1 liegt,
ist sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt; jede geometrische Folge,
deren Quotient kleiner als —1 ist, ist weder nach oben noch nach unten beschrankt.
Die unendliche Folge der FisoNaccischen Zahlen (10) ist nach unten, aber
nicht nach oben beschrinkt. Die Folge (14) ist sowohl nach oben als auch nach
unten beschriankt. Beschrinkt sind ferner alle periodischen Folgen, desgleichen
auch die Folgen 1., 3. und 4. von Seite 141; die Folge 2. ist dagegen zwar nach
unten, nicht aber nach oben beschrinkt.

Die Folge

g4+t (19)

ist nach oben nicht beschrinkt. Um dies zu beweisen, mii wir zeigen,
daB jede noch so groBe Zahl M von einem gewissen Glied a, der Folge (19)
iibertroffen wird, d. h., man muB zu gegebenem M ein » so finden, daB

L ]
Dazu beachten wir, daBl

QERENE R,

1+ 1+
1 1
+3+ +5+
1 1 1 1
+5++ +5+5+
_]T3T1 S]TET > 2.
1 1 1 1 1 1 1 1
+5t+tetsts Tt +st+tstgtet
o + Joee e +
1 1 1 1
Tt oty Tttty

1) Die Summe in jeder Zeile ist namlich = % , und im ganzen sind es p + 1 Zeilen.
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Wihlen wir also p > 2 M, so ist
1 1 1
1+?+§+'~'+5>M.

Eine unendliche Folge kann nach oben beschrinkt sein, ohne daf sie ein
Mazimum besitzt. So ist z. B. die Zahl Eins eine obere Schranke fiir die Glieder

der Folge
»1_1 2 3
ntlf- 27347 "

welche jedoch kein Maximum besitzt.

Die Umkehrung hiervon ist selbstverstindlich richtig: Wenn die Folge {a,}
ein mazimales Qlied besitzt, so ist sie nach oben beschrinkt; denn fiir jede Zahl M,
die groBer ist als das Maximum der Folge, gilt

a,< M
fiir alle n.

§ 36. Der Satz von Borzano und WEikrstrass iiber die Existenz eines
Hiufungspunktes

Wir wollen zuniichst einige der Begriffsbildungen, die bereits in fritheren
Artikeln und auch im vorliegenden Artikel vielfach benutzt wurden, g
behandeln, um zu prizisieren, in welchem Sinn sie im weiteren verwendet
werden.

Jede reelle Zahl z kann man sich in Form eines dlichen Dezimalbruchs

T =Ty, Ty Ty Ty. .+

hrieben denken. Dabei bedeutet z, die Anzahl der Einer, z, die Anzahl der
Zehntel x, die Anzahl der Hundertstel, usw., allgemein z, die Anzahl der Ein-
heiten von der Ordnung 10-*, die ,,in der betrachtet Zahl enthalten sind*.
Auch die Zahlen, die sich in Form eines endlichen Dezimalbruchs darstellen
lassen, kann man natiirlich als unendliche Dezimalbriiche schreiben, und zwar
als Dezimalbruch mit Periode Null, z. B. ’
4,83 =4,83000... .
Daneben lassen diese Zahlen noch eine zweite Darstellungsweise zu, namlich
die als Dezimalbruch mit Periode Neun, z. B.
4,83 =4,82999 ... .
Jede reelle Zahl kann also auf genau eine Art oder genau zwei Arten als
unendlicher Dezimalbruch geschrieben werden. Umgekehrt stellt jeder
unendliche Dezimalbruch genau eine reelle Zahl dar.

Sind @, b zwei reelle Zahlen mit @ < b, so verstehen wir unter dem (ab-
geschlossenen) Intervall [a,b] die Gesamtheit aller reellen Zahlen z, die
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zwischen a und b liegen, einschlieBlich dieser beiden Zahlen (des Anfangs-
und des Endpunkies des Intervalls), fiir die also

asxr<b

gilt. Die vom Anfangs- und Endpunkt des Intervalls verschiedenen Punkte
aus dem Intervall heiBen innere Punkte; Anfangs- und Endpunkt werden
auch unter dem Begriff Randpunkt faBt. Die Differenz b — a wird

die Linge des Intervalls [a, b] genannt. Die cia'inge eines Intervalls ist stets
positiv. Als Mittelpunkt des Intervalls [a,b] bezeichnet man die Zahl (den
Punkt) 232

Je zwei voneinander verschiedene reelle Zahlen a und b kann man als End-
punkte eines eindeutig bestimmten Intervalls ansehen, und zwar des Intervalls
[a,b] (falls a < b) oder des Intervalls [b, a] (falls b < a). Die Liinge dieses
Intervalls ist gleich @ — b|. Die Zahl |a — b| bezeichnet man auch als Abstand
der Punkte ¢ und b (Entfernung des Punktes a vom Punkt b oder des Punktes b
vom Punkt a). Offenbar ist fiir beliebige reelle Zahlen a und b stets

|a—b]=0. (26)

Nach Definition des absoluten Betrages bedeutet die Ungleichung
|lz—e|<m (m>0) 27)
die gleichzeitige Giiltigkeit der beiden Ungleichungen
r—ec<m,
—(z—c)<m,
und dies ist gleichwertig dem Bestehen der Ungleichungskette
c—m<z<ct+m. (28)

Die Ungleichung (27) hat also stets die Ungleichungen (28) zur Folge und um-
gekehrt. Da ¢ der Mittelpunkt des Intervalls [c —m, ¢ -+ m] der Linge 2m
ist, kann man den genannten Sachverhalt auch folgendermafen deuten: Die
Entfernung eines Punktes z vom Punkt ¢ ist dann und nur dann kleiner als m,
wenn der Punkt z im Innern des Intervalls der Linge 2m um c als Mittel-
punkt liegt.

Unter einer Umgebung des Punktes (der Zahl) ¢ versteht man die Gesamtheit
der inneren Punkte eines Intervalls, welches ¢ im Innern enthélt. Meistens
hat man es mit Umgebungen zu tun, fiir die der gegebene Punkt sogar Mittel-
punkt ist. Solche Umgebungen nennt man m-Umgebungen, und zwar versteht
man unter der m-Umgebung (m > 0) des Punktes ¢ genauer die Menge aller
derjenigen Punkte, deren Abstand von ¢ kleiner als m ist, d. h,, fiir die (27)
bzw. (28) gilt. Ist 0 < m, < my, so gehért jeder Punkt der m;-Umgebung
von ¢ auch der m,-Umgebung von ¢ an; die Umkehrung hiervon ist selbst-
verstindlich nicht richtig.
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Dem Leser sei empfohlen, sich den geometrischen Inhalt der vorangehenden
Uberlegungen auf der Zahlengeraden zu veranschaulichen. Wir erwihnen
schlieBlich als Hilfssatz noch den folgenden Sachverhalt:

Vorgelegt sei eine ,,zweiseitige‘) arithmetische Folge mit der Differenz d > 0.
Dann enthilt fiir jedes m > d die m-Umgebung eines belicbigen Punktes c, der
nicht der Folge angehort, beide Punkte der Folge, zwischen demen ¢ liegt, und
damit auch das ganze von ihnen gebildete Intervall. Ist dagegen der Pumkt ¢
selbst ein Punkt der Folge, so enthilt seine m-Umgebung beide Nachbarpunkte
von ¢ in der Folge und auch die beiden zugehérigen Intervalle der Linge d.

Geometrisch ist dies vollkommen klar. Aber auch der analytische Beweis
bereitet keinerlei Schwierigkeiten. Haben némlich die Glieder der Folge
allgemein die Form

at(p—1)d (—o<p<+o),
so folgt fiir m >d aus
at(p—1)d=<c=<a+pd
unmittelbar
c—m=a+t+pd—m<a+pd—d=a+(p—1)d,

ctmza+t(p—1)d+m>a4(p—1)d+d=a+pd,
c—m<a+(p—lld<a+pd<c+m

so daB

gilt.
Wir kommen nun zum Fundamentalsatz dieses Paragraphen:
Zu jeder beschrinkten unendlichen Folge

{aa}=0y, a5, a3, ..., @, ... (29)

gibt es stets mindestens einen Punkt c, so daf in jeder (der Linge nach) noch
0 kleinen Umgebung von ¢ unendlich viele Glieder der Folge (29) liegen.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf einem wesentlichen arithmetischen
Prinzip, das wir der groBeren Anschaulichkeit wegen folgendermaBen formu-
lieren :

Wenn in endlich vielen Schubfichern unendlich viele Dinge liegen, so liegen
bereits in wenigstens einem dieser Schubficher unendlich viele dieser Dinge.

Bevor wir zum Beweis des Fundamentalsatzes iibergehen, wollen wir
folgendes verabreden: Wenn unter den Gliedern a, der Folge negative Zahlen
auftreten sollten, so wollen wir sie uns als Dezimalbriiche mit negativer
»Kennziffer”’, aber positiver ,,Mantisse* geschrieben denken, z. B.

—4,62038...=05,47961 ... .

Wir denken uns nun die Folgeglieder a,, auf endlich viele Klassen (,,Schub-
facher*) verteilt, und zwar sollen Glieder a, und g,, dann und nur dann der-
selben Klasse angehéren, wenn sie in ihrer Dezimalbruchentwicklung diesell
Kennziffer, d. h. denselben ganzzahligen Anteil besitzen (dieselbe ganze Zahl

!) Das ist eine ,,Folge", die sich nicht nur nach rechts, sondern auch nach links un-
beschrankt fortsetzt.
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links vom Komma steht). Die Anzahl der hierbei auftretenden Klassen ist in der
Tat endlich; denn da die Folge {a,} beschrinkt ist, gibt es Zahlen m und M,
so daB m<a<M (n=1,2,3,..);

nehmen wir nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, daB die Zahlen m
und M ganz sind, so kénnen wir behaupten, daB es hochstens so viele Klassen

gibt wie Kennziffern
m, m+1, m+2, ..., M—1, (30)

also N = M — m. Weil nun die Folgeglieder a, (mehrfach auftretende Glieder
auch mehrfach gezihlt) eine unendliche Menge bilden, liegen in wenigstens
einer der Klassen unendlich viele Glieder der Folge. Das heit mit anderen
Worten: Unter den Zahlen (30) gibt es igst eine, wir bezeich sie
mit ¢,, so daB unendlich viele Glieder der Folge {a,} die Kennziffer c, besitzen,
also fiir unendlich viele Glieder der Folge die Ungleichungen °

oS r<co+1

erfiillt sind.

Wir zerlegen nun die Klasse, die zur Kennziffer ¢, gehort, ihrerseits in
10 Klassen, und zwar sollen zwei Folgeglieder aus der Klasse zu ¢, dann und
nur dann derselben Klasse der neuen Kl inteilung angehéren, wenn in
ihren Dezimalbruchdarstellungen die erste Ziffer hinter dem Komma iiber-
einstimmt. Da in der Klasse zu ¢, unendlich viele Glieder der Folge liegen,

auch in wenigstens einer Klasse der neuen Klasseneinteilung unendlich-
viele Glieder der Folge enthalten sein. Nehmen wir an, daB zu dieser Klasse
die Ziffer ¢, als erste Ziffer hinter dem Komma gehért, so konnen wir behaupten,
daB fiir unendlich viele Glieder der Folge die Ungleichungen

€ 01 S I<cmcl+ll_0
erfiillt sind.

Im nichsten Schritt denken wir uns die Klasse, die alle die Folgeglieder
enthilt, deren Dezimalbruchentwicklung mit ¢, ¢, beginnt, ihrerseits in
10 Klassen zerlegt, und zwar so, daB Folgeglieder aus der betrachteten Klasse
dann und nur dann derselben Klasse der neuen Kl inteilung angehéren,
wenn ihre Dezimalbruchentwicklungen in der zweiten Stelle hinter dem Komma
iibereinstimmen. Wieder enthilt eine der Klassen, es sei die Klasse, die der
Ziffer ¢, an der zweiten Stelle hinter dem Komma entspricht, unendlich viele
Glieder der Folge, so daB also fiir unendlich viele Glieder der Folge die Un-
gleichungen

€0rC1Ca S T < €y €102+ %
erfiillt sind.

Denken wir uns diesen ProzeB unbeschriinkt fortgesetzt, so erhalten wir eine
unendliche Folge von Ziffern?)

Coy €1y €35 +++5 Cpy « o ey

1) Bis auf die ,,Ziffer c,, die eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, sind alles Ziffern im
iiblichen Sinne, d.th. Zahlzeichen fiir die Zahlen von 0 bis 9.
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die so beschaffen sind, daB in jedem der Intervalle

[eos €o+1],
[co,¢15 €o,¢1+ 1071,
[co,e';ce: co,olc:+ 1077, @1)

[co,clcz- - Ca3 CrCiCp- c..+ 10"‘]

unendlich viele Glieder der Folge {a,} liegen.
Wir betrachten nun die Zahl ¢ mit der Dezimalbruchdarstellung

€=0Cp,C1Cq.-+Cprn. - (32)

Wir behaupten, daB diese Zahl die verlangte Eigenschaft besitzt, d. h., daB
in jeder Umgebung von ¢ unendlich viele Glieder der Folge {a,} liegen. Zu-
niichst ist klar, daB die Zahl ¢ jedem der Intervalle (31) angehort. Wir be-
trachten nun irgendeine Umgebung des Punktes ¢, d. h. ein beliebig kleines
Intervall, welches den Punkt ¢ im Innern enthilt, Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB ¢ der Mittelpunkt des betrachteten
Intervalls ist.!) Bezeichnen wir die Linge dieses Intervalls mit 2¢, so haben
wir es mit einer e-Umgebung des Punktes ¢ zu tun, d. h., die betrachtete
Umgebung besteht aus allen den Zahlen z, fir die

[z—¢|<e
oder
c—e<z<cte
gilt.
Wir wihlen nun die Zahl » so gro8, da8
e>10"", (33)
und betrachten die ,zweiseitige** arithmetische Folge

.,—3.10%, —2.10""*, —1.107", 0,1-107%, 2.10™, 3.107",....

Nach dem oben bewiesenen Hilfssatz enthélt wegen (33) d:e e-Umgebung
von ¢ die beiden ¢ benachbarten Glieder der betracht:
Folge, also die Zahlen

C0s€1Cp- . . €y UDNA  Cg,C4C,. . . Cq+ 107"
und damit auch das von ihnen gebildete Intervall

[€0:€1C2. - - Cai €gsC1Cs. .. Cu+ 1077] (34)

1) Wenn bewiesen ist, daB jedes Intervall mit Mittelpunkt ¢ unendlich viele Punkte
der Folge {a,} enthalt, so gilt diese Behauptung auch fiir jedes andere Intervall, welches
¢ im Innern enthalt, denn in jedes Intervall, welches ¢ im Innern enthilt, kann man
stets ein Intervall ,,einbetten, das ¢ als Mittelpunkt hat.
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(dies ist auch dann der Fall, wenn ¢ mit einer der Zahlen zusammenfillt). Da
aber im Intervall (34) unendlich viele Glieder der Folge {a,} liegen, enthilt
dann auch die betrachtete e-Umgebung von ¢ unendlich viele Glieder der Folge,
was zu beweisen war.

Es bleibt noch zu bemerken, daB die Ungleichung (33) mit der Ungleichung

n>lg T (36)
gleichwertig ist.

Einen Punkt mit der Eigenschaft, daB in jeder seiner Umgebungen un-
endlich viele Glieder einer gegebenen Folge liegen, nennt man einen Haufungs-
punkt der betrachteten Folge. Unter Verwendung dieser Begriffsbildung kénnen
wir den zuletzt bewiesenen Satz auch folgendermaBen formulieren:

Satz von BorLzaNo und WEIERSTRASS. Jede beschrinkte unendliche
Folge besitzt wenigstens einen Hdiufungspunkt.

Bemerkungl. Beim obigen Beweis des Satzes von BorzaNo und WEIERSTRASS
wurde nirgends davon Geb h g ht, daB die Menge der betrachteten Zahlen a,
(n=1, 2, 3, ...) als Folge angeordnet, d. h., da8 sie abzahlbar (vgl. EdEM, Band 1,
S. 76) ist. Daher gilt der Satz nicht nur fiir Zahlenfolgen, sondern fiir beliebige un-
endliche beschrinkte Mengen von Zahlen.

Bemerkung 2. Bei Mengen?) kann man die Definition des Haufungspunktes noch
dahingehend abschwachen, daB man nur verlangt, daB in jeder noch so kleinen Umgebung
des betrach Punktes ig ein von thm verschied Punkt der gegeb Menge
liegt.

Hierzu beweisen wir: Wenn in jeder Umgebung eines Punktes ¢ wenigstens ein von ¢
verschiedener Punkt einer gegebenen Menge E liegt, so liegen in jeder Umgebung von ¢ sogar
unendlich viele Punkte der Menge E.

In der Tat: Wir betrachten fiir beliebiges ¢>0 die &-Umgebung von ¢. Nach Voraus-
setzung gibt es in dieser Umgebung wenigstens einen von ¢ verschiedenen Punkt ¢, der
Menge E. Wir betrachten dann eine &;,-Umgebung von ¢, wobei ¢, der Bedingung £, < | ¢, — ¢|
geniige. Auch in dieser Umgebung gibt es nach Voraussetzung einen von ¢ verschiedenen
Punkt ¢, der Menge E, und dieser ist wegen &, < |¢, — c| offenbar von ¢, verschieden. Weiterhin
betrachten wir dann eine ¢,-Umgebung von ¢mit ¢, < |¢; —¢|. Auch in dieser Umgebung gibt
e einen von ¢ verschiedenen Punkt ¢ der Menge E, der offenbar von ¢, und ¢, verschieden
ist, usw. Indem wir in der angegebenen Weise fortfahren, erhalten wir unendlich viele
(verschiedene) Punkte der Menge E, die simtlich in der e-Umgebung von ¢ liegen, womit
unsere Behauptung bewiegen ist.

1) Fir Folgen ist die entsprechende Abschwachung im sllgemeinen nicht zulissig. Zum
Beispiel ist die Zahl 1 Haufungspunkt der Zahlenfolge 1, 1, 1, 1, ... (denn in jeder
Umgebung von 1 liegen unendlich viele — sogar alle — Glieder der Folge), ohne daB
auch nur in einer Umgebung von 1 i ein von 1 verschied Glied der Folge
liegt (denn ein solches existiert ja ger nicht). Die Bedingung ,,ein vonihm verschiedener
Punkt* ist selbstverstindlich in der abgeschwichten F: g nicht entbehrlich, da
sonst jeder Punkt der Menge Haufungspunkt wire. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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§ 37. Beispiele. Der Grenzwert als einziger Hiufungspunkt

Jede unendliclie Folge besitzt eine gewisse Anzahl von Haufungspunkten.
Diese Anzahl kann gleich Null sein; es gibt aber auch Folgen, die unendlich
viele Hiufungspunkte besitzen. Dabei kann sowohl der Fall eintreten, da8 ein
Héufungspunkt der Folge ,,angehort®, d. h. gleich einem ihrer Glieder ist
(vielleicht sogar mehrfach), als auch, daB er ihr nicht angehért. Von der
Vielfalt der hier bestehenden Maglichkeiten sollen die folgenden Beispiele
einen Eindruck vermitteln. Dem Leser sei empfohlen, sich die jeweiligen
Verhiltnisse dadurch zu veranschaulichen, daB er sich die Folgeglieder als
Punkte auf der Zahlengeraden darstellt.

1. Die Folge 1 111
{T}El, 208 g
hat als einzigen Haufungspunkt die Zahl Null (vgl. Abb. 68a).

. 8
I | grpae @ "
-7 0 7
/ 3
— i ik i TRl o il
-7 0 1
l 2 ﬂ
0 uHE Yy 8 i fr f: I:fr
-1 0
. Abb. 68
2. Dasselbe gilt von der Folge
1 1 1
0,1, 5, 5,50

die sich von der vorangehenden Folge nur dadurch unterscheidet, daB die
Zahl Null als erstes Folgeglied hinzugekommen ist, wihrend alle anderen
Glieder um eine Stelle nach rechts geriickt sind. Ebenso besitzt aber auch die

Folge
1 1 0 1

0,1,0,4,0, 3,0, %, ...

die Zahl Null als einzigen Héufungspunkt. Sie unterscheidet sich von der
Folge %} dadurch, daB vor das erste Glied und zwischen je zwei aufeinander-

folgende Glieder die Zahl Null getreten ist.
3. Auch alle Folgen ;
RN } =1 1 1 1

=l e

mit o >0 besitzen die Zahl Null als einzigen Haufungspunkt.
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4. Ebenso besitzt die ,,alterni de*“ Folge

(SRS N s
{ n = T3 T e

die Zahl Null als einzigen Haufungspunkt (Abb. 68b), wie allgemeiner jede
Folge, die man aus der Folge %} dadurch erhilt, da man jedem Glied dieser
Folge noch ein beliebiges Vorzeichen gibt.

5. Jede geometrische Folge, deren Quotient g der Bedingung [g]| <1
geniigt, hat die Zahl Null als einzigen Hiufungspunkt.

6. Die Folgen
[a+%}, {a+#, [a+%} mit >0, f{e+g% mit |g]<1

besitzen sémtlich die Zahl a als einzigen Héufungspunkt.
7. Die Folge
= e o
besitzt genau zwei Haufungspunkte, niimlich 1 und —1 (Abb. 68¢).
8. Dasselbe gilt von der Folge
{eosnm}={(—1"}=—1,1, —1,1,....
9. Besitzt die Folge {a,} die Zahla und die Folge {b,} die Zahl b jeweils als
einzigen Hiufungspunkt, so besitzt, falls a = b ist, die Folge
@y, bys s, by, G, b, - (36)

genau die beiden Haufungspunkte a und b, withrend im Fall ¢ = b die genannte
Folge genau einen Hiufungspunkt besitzt, namlich ¢ =b. Zum Beispiel
besitzt also die Folge

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

n,l 2 3 4

die Zahl Null als einzigen Haufungspunkt.

Hieran iindert sich nichts, wenn man die Glieder def Folgen {a,} und {b,}
nicht wie in (36) ,,abwechselnd* nimmt, sondern die neue Folge in beliebiger
anderer Weise aus den Folgen {a,} und {b,} ,,zusammensetzt** (natiirlich so,
daB dabei alle Glieder jeder der beiden Folgen verbraucht werden).

10. Die Folge
{sinnglsl,o, —1,0,1,0,—1,0,...

besitzt drei Haufungspunkte, némlich 1, 0, —1. Allgemein hat jede periodische
Zahlenfolge genau diejenigen Zahlen als Hiufungspunkte, die als Glieder
innerhalb der Periode auftreten.
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11. Besitzt die Folge {a,} die Zahl a, die Folge {b,} die Zahl b, usw., die
Folge {I,} die Zahl ! jeweils als einzigen Hiufungspunkt, so besitzt die Folge
a, by, o, @y, byl ag, by,
genau die Zahlen a,b, ..., ! als Haufungspunkte.
12. Die Folgen in den Zeilen des Schemas

1 1 1 1 1 1 1 1
Tt 1t Tte Ttw o
/ / /
1 1 1 1 1 1
e 3t tw ozt
/ / v
1 1 1 1 1
3t 3tE 3tw st
/ 7 /
1 1 1 1 1 1 1
ItE TtE Ttw otEe
besitzen der Reihe nach 1, 2 3 , i, ... jeweils als einzigen Hiufungspunkt.

Bilden wir aus den Gliedern dieser u.nendlich vielen unendlichen Folgen eine
neue Folge, indem wir die Glieder entsprechend der ei ichneten Pfeile auf-
einander folgen lassen, so erhalten wir die Dmgons,lfolge

9,3 5 43 105 1 11

die neben den Zahlen 1, - 2 3 , i, ... noch die Zahl Null als Haufungspunkt
besitzt (vgl. dazu den Satz von Seite 153).
13. Die Folge 1. von Seite 141 besitzt die beiden Haufungspunkte 0 und 1.
14. Die Folge 3. von Seite 141 kann hochstens die zehn Zahlen
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
als Haufungspunkte besitzen. Ob diese Zahlen alle Hiufungspunkte sind,
konnen wir hier nicht entscheiden.

15. Die Folge 4. von Seite 141 hat alle Zahlen des Intervalls [0,1] als
Héufungspunkte, denn jedes Intervall enthilt unendlich viele rationale Zahlen
(die rationalen Zahlen liegen iiberall dicht).!)

17. Ist 6 eine beliebige irrationale Zahl, so besitzt die Folge {sin n6} alle
Zshlen des Intervalls [—1,1] als Haufungspunkte.

Den Beweis des zuletze genmnten Satus ﬁlhren wir indirekt. Wir stellen uns dazu
vor, daB auf der Periph des Einheitsk igen Punkte P, markiert sind, deren

JOTLIES

1) Vgl. EAdEM, Band 1, A. J. CHINTSCHIN, Elemente der Zahlentheorie, Kap. IV und V.
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zugehdriger Zentriwinkel die Form nn0 besitzt. Ferner seien die Projektionen P, der
Punkte P, auf den vertikalen Durcl i ichnet

Gabe es nun auf diesem Durchmesser ein Intervall, in dem kein Punkt P; liegt, so
gabe es auch auf der Peripherie einen Kreisbogen, der keinen Punkt P, enthélt. Es ware
zunachst denkbar, daB es meh solcher Kreisbogen gibt; dann gibt es aber, weil die
Summe ihrer ,,Langen* den Umfang 2z des Einheitskreises nicht iibertreffen kann,
einen Bogen L maximaler Lange A (wobei 0 <A < 27). Drehen wir nun den Bogen L
um den Winkel 2n7 um den Mittelpunkt, so erhalten wir (auf der Peripherie des Kreises)
denselben Bogen. Geht umgekehrt bei der Drehung um einen Winkel ¢ der Bogen L
in sich iiber, sgo muB der Winkel @ ein Vielfaches von 2z sein.

Wir wollen nun Bégen homolog nennen, wenn sie durch Drehung um einen ‘Winkel,
der ein Vielfaches von =8 ist, ineinander iibergefithrt werden kénnen. Offenbar enthalt
jeder zu L homologe Bogen ebenfalls keinen der Punkte P,.

Wir betrachten nun die Menge der Bégen L,(z=1,2,3,...), die homolog zum
Bogen L, = L sind. Da die Lange jedes dieser Bogen gleich 4 > 0 ist und es jhrer un-
endlich viele gibt, haben wenigstens zwei von ihnen, etwa L, und L, (p < g) einen Bogen i
einer Lange >0 gemeinsam. Es sind nun zwei Falle méglich: (1) u=2; (2) p <A
Der erste Fall kann aber offenbar nicht ei Ist ndmlich y = 4, so stimmen bei
den Bdgen L, und L, sowohl die Anfangs- als auch die Endpunkte iiberein, so daB der
Drehwinkel, der L, in L, aberfiihrt, ein Vielfaches von 2z sein muB. Dieser Winkel ist
aber gleich (¢ — ) #0. im Fall (1) miiBte also

(g—p)nb=2rn (r ganz),
d.h.

sein, im Widerspruch zur Irrationalitit von 6.
Aber auch der zweite Fall kann nicht eintreten. Da namlich weder L, noch L, einen
der Punkte P, enthalt, enthalt auch die Vereinigung dieser Bogen (d. h. der en,

der aus den Punk der Kreisperipherie besteht, die auf ig einem der Bogen L,
und L, liegen) keinen der Punkte P,. Die Lange dieses Bogens ist aber gleich
2A—p>2,

was der Wahl des Bogens L widerspricht (L sollte unter den Bogen, die keinen der Punkte
P_ enthalt. imale Lange besitzen)

Satz. Jedér Hiufungspunkt der Menge der Hiufungspunkte einer Punki-
menge E ist zugleich Haufungspunkt von E.

Beweis. Es sei E’ die Menge der Haufungspunkte von F und ¢”” ein Haufungspunkt
dieser Menge. Nach Definition des Haufungspunl gibt es dann in jeder Umgebung
von ¢ unendlich viele Punkte der Menge E’, wahrend es in jeder Umgebung eines Punktes
¢’ von E’ unendlich viele Punkte der Menge E gibt. Es ist zu zeigen, daB es in jeder Um-
gebung von ¢” wenigstens einen von ¢’ verschiedenen Punkt der Menge E gibt. Dazu
betrachten wir die ¢-Umgebung von ¢”. In der —;—-Umgebung von ¢” finden wir zunichst

einen von ¢’ verschiedenen Punkt ¢’ der Menge E’, fiir den also

€
— —_—
lo—e"l<5
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gilt. Ferner gibt es in der %-Umgebung von ¢’ unendlich viele Punkte der Menge E, also
sicher einen Punkt ¢ der Menge E, der von ¢’ verschieden ist. Fiir den Punkt ¢ gilt dann

€
—¢ —_—
le—¢'| < 5"

Auf Grund einer bel Eigenschaft des absoluten Bet 1) ergibt sich sodann

|c—c"|§|c—-c’|+|c’—c"|<%+%=e,

womit der behauptete Satz bereits bewiesen ist.

Bemerkung. Der vorangehende Satz und sein Beweis bleiben richtig, wenn man
dort die Menge E durch eine Folge {a,} ersetzt.
Besitzt eine beschrinkte Folge nur einen Hiufungspunkt, so nennt man
diesen den Limes (oder Gremzwert) der Folge.
Von einer unbeschriinkten Folge und einer beschrinkten Folge mit mehreren
Héufungspunkten sagt man,

PN sie besitze keinen Limes.
+ —t+— —t— In diesem Sinn besitzen die
ma) ce ¢ i in den Beispielen 1 bis 6 be-
handelten Folgen einen Limes,
l,—”“‘\\ /""“\\ und zwar ist es in den Bei-
f—t—t ] pielen 1 bis 5 die Zahl Null
) e ¢ e 0¥ und in Beispiel 6 die Zahl a,
wihrend die in den Beispielen
Abb. 69 7 bis 16 behandelten Folgen

keinen Grenzwert besitzen.?)

Wenn ein Punkt ¢ nicht nur Haufungspunkt, sondern sogar Limes (d. h.
einziger Hiufungspunkt) einer gegebenen beschrinkten Folge {a,} ist, so
liegen nicht nur in jeder Umgebung von ¢ unendlich viele, sondern sogar
fast alle Glieder der Folge. ,,Fast alle* bedeutet hierbei — nach einem all-
gemei thematischen Sprachgebrauch — alle Glieder mit Ausnahme
von hoohstens endlich vielen. Wie frither, kann man sich auch hier aufdie
Betrachtung von Intervallen beschrinken, die ¢ als Mittelpunkt besitzen,
also auf ¢&-Umgebungen des Punktes ¢ (vgl. Abb. 69a), wobei wir, wenn alle
Glieder der Folge zwischen m und M liegen, noch annehmen kénnen, da8
&< M —cund ¢ < c—m, so daB das Intervall [c —¢, ¢ + £] ganz innerhalb
des Intervalls [, M] liegt. Dies sieht man leicht ,,indirekt* ein. Nach Voraus-
setzung liegen alle Glieder der Folge im Intervall [m, M]. Wiirden nun nicht
fast alle Glieder der Folge bereits im Innern des Intervalls [c —e¢, ¢+ €]
liegen, so wiirden unendlich viele Glieder der Folge in den Intervallen [m, c —¢€]

1) Vgl. 8. 160.
2) Dies trifft auch auf die in Beispiel 14 behandelte Folge zu. Man sieht némlich leioht,
daB die in diesem Beispiel angegeb Folge ig! zwei Haufung kte be-

sitzen muB. Anderenfalls wiirde namlich die Zahl 7z durch einen peﬁodjsch;n Dezimal-
bruch dargestellt und wire demnach rational (vgl. EdEM, Band 1, S.277, Satz 4),
was aber nachweisbar nicht der Fall ist.
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und [¢ + &, M] zu finden sein. Dann miiBte aber bereits wenigstens eines dieser
Intervalle undenlich viele Glieder der Folge enthalten, und dann miite nach
dem Satz von BorzaNo und WEIERSTRASS auch wenigstens ein Hiufungspunkt
der Folge in dem entsprechenden Intervall zu finden sein. Das ist aber unmaog-
lich, wenn ¢ der einzige Hiaufungspunkt der Folge ist. Wir haben damit gezeigt,
daB fast alle Glieder der Folge bereits im Intervall [c —¢, ¢ + €] liegen.
Liegen umgekehrt in jeder Umgebung eines Punktes ¢ fast alle Glieder einer
Folge {a,}, s0 ist ¢ der einzige Hiufungspunkt dieser Folge. Auch dies beweisen
wir ,,indirekt*. Wir nehmen also an, daB es auBer ¢ noch einen weiteren
Haufungspunkt ¢’ (+c¢) gibt. Ohne Beschrinkung kénnen wir annehmen,
daB ¢’ > ¢ ist (vgl. Abb. 69b). Da ¢’ Hiufungspunkt sein soll, liegen in jeder
&-Umgebung von ¢’ unendlich viele Glieder der Folge {a,}. Andererseits
liegen jeweils in der entsprechenden e-Umgebung von ¢ fast alle Glieder der
Folge (also alle, bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen). Wihlen wir

nun ¢ so, daB ¢ < ;c , 80 wird ¢+ & < ¢’ —e¢, d.h., die entsprechenden

&-Umgebungen von ¢ bzw. ¢’ haben kei Punkt gemeinsam; dies ergibt
offenbar einen Widerspruch.

Wir wollen schlieBlich den Begriff ,,fast alle’ noch etwas variieren. Wenn
fast alle Glieder einer Folge in einer gewissen e-Umgebung eines Punktes ¢
liegen, so bedeutet dies, daB nur endlich viele Glieder der Folge auBerhalb
dieser Umgebung liegen. Jedes dieser Folgeglieder hat nun einen ganz bestimm-
ten Index, und da die Anzahl dieser Folgeglieder endlich ist, gibt es unter
diesen Indizes einen gréBten N. Dieser Index N hingt natiirlich von der
gewiihiten Umgebung, d. h. von & ab. Um dies hervorzuheben, hingt man
manchmal an N das ¢ als Index an, schreibt also statt N ausfithrlicher N,.
Von den Gliedern der Folge {a,}, deren Index nicht gréBer als N ist, liegen
eventuell einige in der -Umgebung von ¢, andere auBerhalb dieser Umgebung;
von den Gliedern der Folge, deren Index groBer als N ist, kann man jedoch mit
Sicherheit sagen, daB sie alle in der ¢-Umgebung von ¢ zu finden sind.

Auf Grund dieser Uberlegungen kann man den Begriff des Limes einer Folge
anders fassen. Dies fiihrt zu einer zweiten Definition des Grenzwertes, die der
oben angefiihrten Definition logisch gleichwertig ist und mit der wir uns
sogleich genauer befassen werden (sie ist historisch gesehen die iltere).?)

§ 38. Die klassische Definition des Grenzwertes einer Folge und seine
wesentlichsten Eigenschatten

Eine Zahl a heiBit Grenzwert oder Limes (,im eigentlichen Sinn‘‘) einer
Zahlenfolge

(@) =0y, a3, a5, ..., @, ...,

1) Diese Definition geht auf A. Cavcy zuriick. Sie ist heute allgemein verbreitet und
wird in der h ischen Praxis laufend verwendet.
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wenn man zu jeder noch so kleinen positiven Zahl ¢ eine Zahl N = N, so finden
kann, daB fiir alle Folgeglieder a, mit

n>N (37)

die Ungleichung
|ag—al<e (38)
gilt.)

Haufig driickt man dies auch folgendermaBen aus (was aber viel ungenauer
ist): Die Zahl a ist Grenzwert der Folge {a,}, wenn fiir hinreichend groBen
Index n der Abstand des Folgegliedes a, von a beliebig klein wird.

Zur Bezeichnung dafiir, daB a Limes der Folge {a,} ist, sind die folgenden
beiden Schreibweisen gebriuchlich :

1. lim a,=a (éltere Schreibweise),
2. a,—>a (neuere Schreibweise).
Beide Schreibweisen sind gegenwirtig gleichermaBen tblich.

Statt ,,a ist Grenzwert der Folge {a,}‘, sagt man hauﬁg auch, ,,a, strebt
gegen a*. Will man pur zum Ausdruck brmgen, daB eine Folge einen Limes
itzt, ohne ben, welche Zahl dies ist, so sagt man, die Folge sei kon-
veryent Manchmal & sagt man bei Angabe des Limes auch, die Folge konvergiere
gegen a oder, noch ausfithrlicher, sie konvergiere gegen den Grenzwert a.

Besitzt eine Folge keinen Grenzwert, so nennt man sie divergent.

‘Wir wollen zunéchst die Beispiele 1 bis 5 des vorangehenden Paragraphen
vom Standpunkt der hier angegebenen Definition des Grenzwertes noch
einmal betrachten. In allen diesen Beispielen ist der Grenzwert @ gleich Null.
Daher nimmt in diesen Féllen die Ungleichung (38) die einfachere Form

|aqs| <& (39)

an.
In Beispiel 1 war a,= —, so daB die Ungleichung (39) fiir » > erfu].lt ist,
d. b, man muB als N eme beliebige Zahl nehmen, die nicht klemer als ist.
Bei der ersten Folge aus Beispiel 2 ist (fir » =2) a,= e und che Un-
gleichung (39) ist erfiillt, wenn n > — + 1, d. h man ksnn als N jede Zahl
nehmen, die wenigstens um Eins groBer als — ist.

Bei der zweiten Folge aus Beispiel 2ist a,,, = 7 s Gym_1="0. Die Ungleichung
(39) ist fiir alle die Folgeglieder, deren Index ungera,de ist, von selbst erfiillt;
fiir gerades 7 ist sie erfiillt, wenn —_m>— d. h fiir n>—— Man kann

2
also als N jede Zahl nehmen, die nicht klemer a.ls = ist.

1) Zur tbersichtlick Darstellung dés Folgenden ist der Buchstabe ¢ des vorangehend
Paragraphen hier durch den Buchstaben 4 ersetzt.
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In Beispiel 3 ist a,= La, und als N kann jede Zahl genommen werden, die
1 n

nicht Kleiner als & = ist.

In '.Belsplel4 liegen die Dinge g » wie in Beispiel 1, denn es ist
( l)ﬂ*l
[=={=5-
In Beispiel 5 ist schlieBlich a,=ag""?, so daB |a|-|g|"~* <&, sobald
1
18[“|+18?
[
lIg—
lq|

In diesem Fall muB also N so gewihlt werden, daB es nicht kleiner ist als die
auf der rechten Seihe dieser Ungleichu.ng stehende Zahl.

Die ispiele zeigen, in welchem Sinne die bei der Definition des Limes
einer Folgo erwahnte Abhﬁnglgkelt der Zahl N von der Zahl ¢ zu verstehen ist. Es muB
allerdings gesagt werden, daB man in der Praxis nur selten auf die ,, Epeilontik* zuriick-

greifen muB, wenn es gilt, den G t einer legten Folge zu besti H&uﬁg
gelingt es namlich mittels der unten Satze, komplizi Falle auf ei
zurtickzufiihren. Nur selten erwamt sich eine Ruckﬁﬂmrung dieser' Art als unméglich,
80 daB man auf die ,,Epsilontik* als B« i zuriickgrel.fen muB.

. 3

Als erstes beweisen wir einen Satz, den wir im folgenden hiufig
anzuwenden haben:

Aus jeder beschrinkten Folge kann man eine konvergente Teilfolge ,,aus-
sondern®‘.

Dies bedeutet folgendes: Ist die Folge {a,) beschriinkt, so kann man
eine wachsende Folge {Da} “von positiven ganzen Zahlen so finden, daBl die
Folge {a,,} einen Grenzwert besitzt.

Beweis. Nach dem Satz von BorzaNo und WEIERSTRASS (§ 36) besitzt
die Folge {a,} wenigstens einen Ha.ufungspunkt a. Aus der Definition des
Haufungspunktes ergibt sich, daB in jeder e-Umgebung von a unendlich viele
Glieder der Folge {a,} liegen. Es sei nun {e,} eine fallende Folge von posmven
Zahlen, die gegen Null konvergxert Zu jedem Glied ¢, (n=1,2,...)
der Folge konnen wir dann ein Glied a,, der Folge {a,} so wihlen, daB a,” in
der ¢,-Umgebung von @ liegt, daB also

|ap—a|<en n=1,2,3,..) (40)
gilt. Da es in der ¢,-Umgebung von a sogar unendlich viele Glieder der Folge

gibt, kann man noch dafiir sorgen, daB jeder folgende Index p,,, groBer als
der vorangehende p, ist. Aus den Relationen (40) ergibt sich sofort

Ap, —> @

Bemerkung. Wir werden uns im vorliegenden Paragraphen nur mit beschrinkten
Folgen befassen, weisen aber bereits hier darauf hin, daB eine unbeschrankte Folge keinen
(endlichen) Grenzwert besitzen kann, d. h., daB jede konvergente Folge {a,} beschrinkt ist.
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In der Tat: Konvergiert die Folge {a,} gegen a, so gibt es zu jedem £ >0 ein N, so
daB vom Glied mit dem Index N + 1 an alle Glieder der Folge {a,} der Ungleichung

g, <a+te
geniigen. AuBerdem kann man aber unter den verbleibenden endlich vielen Gliedern
6y, Gy, ..., Gy ein groBtes auswihlen. Ist dann M eine Zahl, die sowoh! groSer als dieses
maximale Glied als auch groBer als a + ¢ ist, so gilt fir jedes n die Ungleichung
e, <M,

d. h., die Folge {a,} ist nach oben beschrankt. Ahnlich sieht man, daB die Folge {a,} auch
nach unten beschrankt ist.

Den Ubergang von einer Folge zu ihrem Grenzwert (den sogenannten Grenz-
iibergang) kann man als eine gewisse Operation ansehen. Sie hat manches mit
den arithmetischen Operationen gemeinsam, unterscheidet sich aber auch in
vieler Hinsicht merklich von diesen. Wie bei den arithmetischen Operationen
wird hier zu gegebenen Zahlen

[ A R S

eine neue Zahl a =lim a, gebildet; wie bei den arithmetischen Operationen
ist & durch die gegebenen Zahlen eindeutig bestimmt. Jedoch ist der Ubergang
zum Limes bei weitem nicht immer ,,méglich’ (eine gegebene Folge von
Zahlen braucht keinem Limes zu besitzen). Ein weiterer wesentlicher Unter-
schied zu den arithmetischen Operationen besteht darin, daB man hier nicht
von zwei (oder endlich vielen) ,gegebenen‘‘ Zahlen ausgeht, sondern von
unendlich vielen. Dabei ist es iiberaus bedeutsam, da8 sich das Konvergenz-
verhalten einer Folge und ihr Gremzwert (wenn vorhanden) nicht dndern, wenn
man endlich viele Glieder der Folge fortlipt, hinzufigt oder durch beliebige andere
Zahlen ersetzt.) Ist némlich a der einzige Hiufungspunkt einer Folge {a,},
so ist offenbar a auch der einzige Héufungspunkt jeder Folge, die man auf
eine der genannten Arten aus {a,} erhilt.

Sehr wichtig ist auch, daB man bei einer konvergenten Folge, ohne den
Grenzwert zu dndern, sogar unendlich viele Glieder fortlassen kann, wenn
nur unendlich viele iibrigbleiben. Es gilt namlich der folgende Satz:

Es sei

(Pa} =11, Pas -+ s Pas -

eine beliebige wachsende Folge von positiven ganzen Zahlen. Besitzt eine gegebene
Folge {a,) den Grenzwert a,

a,—>a,
s0 hat auch die ,, Teilfolge* {a,} einen Limes, und dieser ist ebenfalls gleick a:
a,, —>a.

Beweis. Wenn die Folge {a,) den Limes a besitzt (und daher beschrankt ist), so ist
a der einzige Haufungspunkt der Folge {a,}. Weil nun die Glieder der Folge {a,} unter
denen der Folge {a,} vorkommen, ist die Folge {a,} ebenfalls beschrinkt und besitzt

1) D. h., eine konvergente Folge bleibt konvergent, eine divergente Folge bleibt divergent.
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deher wenigstens einen Haufungspunkt (vgl. § 36). Jeder Haufungspunkt der Folge {a,}
ist aber offenbar erst recht Haufungspunkt der Folge {a,}. Dahet kann die Folge {a, ]}
hochstens die Zahl & als Haufungspunkt besitzen. Also ist a der einzige Haufungspunkt
der Folge (a,_}, d. h. ihr Grenzwert.

Die folgenden Sitze stellen einen Z: hang her zwischen der Operation
des Grenziiberganges und den arithmetischen Operationen. Sie spielen dariiber
hi eine tliche Rolle bei der Berechnung der Grenzwerte von
gegebenen Zahlenfolgen.?)

SatzI. Wenn die Folgen {a,) und {b,) einen Grenzwert besitzen, also elwa

a,—>a, b,—b,
s0 besitzt auch die ,,Summenfolge” {a,+ by} einen Grenzwert, und zwar gilt:

@y +by—>a+b.

Satz I1. Unter den gleichen Vor tzungen besitzt auch die ,,Differenzen-
folge* {an— by} einen Grenzwert, und zwar gilt:
ay—by—>a—b.

Satz ITL. Unter eben diesen Voraussetzungen besitzt auch die ,, Produktfolge‘
{@n by} einen Gremzwert, und zwar gilt:
@b, — ab.
Satz IV. Unter den g ten Vor tzungen und den zusilzlichen Voraus-
setzungen by % 0 fir n=1,2,3,... und b= O besitzt auch die ,Quotienten-
Jolge* [Z—"} einen Grenzwert, und zwar gilt:

6, o
b_,—> 3"
Haufig spricht man den in Satz I wiedergegebenen Sachverhalt kurz folgendermaBen
aus: ,,Der Grenzwert einer Summe ist gleich der § der G te**, und schreib

lim(a, + b,) = lima, + limb,,

wobei man sich die Voraussetzungen des Satzes hinzudenkt. Wenn die Folgen {a,} und

{b.} keinen Grenzwert besitzen, so kann man im allgemeinen nichts iiber den Grenzwert

der Folge {a,+ b,} aussagen. Zu bemerken ist, daB die Folge {a, +- b,} durchaus einen

Grenzwert besitzen kann, ohne daB dies fir {s,} und fiir {b,) der Fall zu sein braucht.?)
Entsprechendes gilt fiir die Sitze IT bis IV.

1) Beweise fiir diese Satze sind bereits in EJEM, Band 1, S.168/69 angegeben. Wir be-
weisen sie im folgenden nochmals mit Hilfe eines anderen Verfahrens.
3) Beispielsweise sind die Folgen
1,—1,1,—-1,1,—-1,...
—1,1,—-1,1,—1,1,...
beide divergent, wihrend ihre ,,Summenfolge*
0,0,0,0,0,0,...

und

konvergent ist.
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Wir beweisen zunichst Satz I. Vorausgesetzt ist dort, daB der Abstand
a,—a| fir hinreiochend groBes n beliebig klein wird und daB dasselbe fiir
by—b| gilt; zu zeigen ist, daB auch der Abstand |(a,+ b,) — (a + b)| fiir
ninreichend groBes n beliebig klein wird.

Auf Grund einer bel ten Eigenschaft des absoluten Betrages?) ist

| (@t ba) — (@ +8)| =| (G — @) + (ba—b)| < |an—a | + | by—b].

‘Wenn uns nun eine beliebige Zahl ¢ > 0 vorgegeben ist, so kénnen wir einer-
seits eine Zahl N’ so finden, daB fiir n > N/

|an—al|< %,
und ebenso kénnen wir eine Zahl N7 so finden, daB fiir n > N7
&
|bp—b| < 5
Bezeichnen wir mit N, das Maximum der Zahlen N, und N/, so gilt fir
alle n > N,
|(@a+ba) — (a+b) | < |as—a| +[ba—b| <5 + 5 =¢,
womit Satz I bewiesen ist. )
Als néchstes beweisen wir Satz III. Hier ist unter den Voraussetzungen von

Satz I zu zeigen, daB der Abstand |a,b,— ab| fiir hinreichend groBes =
kleiner als ein beliebig vorgegebenes & > 0 wird. Offenbar ist

ayby—ab = (a,—a)b + a(b,—b) 4 (a,—a) (b,—b),
so daB :
|onba—ab| < [ay—al b1+ [a] - [ba—b + lan—a] - [bs—5]. (a1

Es sei nun K das Maximum der Zahlen |a|, |b] und 1 (letzteres ist fiir den Fall
a=>b=0 erforderlich); ferner wollen wir fiir die vorgegebene Zahl & an-
nehmen, daB8

e<3K?

gilt. Wir denken uns nun die Zahlen N, und N/ so gewihlt, da8

lay—a| <<= fir a>N;

3K
und
€ N
lb"_bl<W fir n>N'.
1) Gemeint ist die Dreiecksungleichung
|z +yl=lz|+]y].
Ferner b wir im folgenden die Beziek
lzyl=1z|-|y].

Siehe EdEM, Band 1, Seite 108.
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Dann ist fir > N,, wobei N,=max(N;, N7),
|ax—a]-[b] +|al- |ba—b| + |@s—a] - |ba—b]
& [ € [ 2 € 2 3K?
S o K+ K g+ 37 5p = (5 + 5 < (5 T ogs) = @

Aus den Ungleichungen (41) und (42) ergibt sich die Behauptung von Satz III1.

Als Spezialfall von Satz III (fir den Fall, daB alle Glieder der Folge {a,}
gleich a sind) ergibt sich: Wenn die Folge {b,} gegen b konvergiert, so konvergiert
die Folge {ab,} gegen ab (,.ein konstanter Faktor kann vor das Limeszeichen
gezogen werden®). Insbesondere ergibt sich fir a=—1: Konvergiert die
Folge {b,) gegen b, so konvergiert die Folge {—by} gegen —b.

Hieraus folgt mit Hilfe von Satz I sofort Satz IL:

ag—by =+ (—b,) >a+ (—b)=a—b.

Wir wenden uns schlieBlich dem Beweis von Satz IV zu, und zwar zunéchst
fiir den Spezialfall, daB alle Glieder der Folge {a,} gleich 1 sind, d. h., konvergiert

die Folge {b,) gegen die Zahl b= 0, so konvergiert die Folge {bl} gegen .
Hierzu haben wir den Abstand des Punktes -

vom Punkt % abzuschitzen:

[
1 1] [b—d|
| = e “
Der Abstand |b,—b| wird nach Vor tzung fiir hinreichend groBes n
kleiner als jede positive Zahl, insbesondere also kleiner als I—;—':
|b,,—b|<|2LI (fir »n>N').
Es ist jedoch
80 daB
16—bu] 2 5] —[bal-
Dabher ist 5]
[o|—lbal <-5-»
d. h. 1
Jba] > 5 [6]- (84
Wahlen wir nun die Zahl N, so groB, daB fir » > N’ die Ungleichung
[ba—b] <+ [bl2e (45)
erfiillt ist, so ist wegen (43) und (44) fir n > N,, wobei N, = max(N’, N/),
5 lbie
1 1 2
T_T| T e
" 18- 5181

womit der betrachtete Spezialfall von Satz IV bewiesen ist.
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Aus d bewi Spezialfall von Satz IV und aus Satz III ergibt sich:
unmittelbar Satz v selbst Wenn na,ml:ch a,—>a, by—>b gilt, so gilt auch
a, 1 a
B, 0 b,, TeT=y

SchlieBlich beweisen wir noch den folgenden Satz iiber den Grenziibergang
in einer Ungleichung:
Wenn die Folgen {a,} und {b,) einen Grenzwert besitzen, und zwar
ay—>a, by—>b,

und wenn auferdem fiir alle n die Ungleichung

a, < b, (46)
erfillt ist, so gilt auch die Ungleichung
ash. (47

Wir betrachten zunéchst den Speznalfall daB alle Glieder der Folge {a,,} und
damit auch a gleich 0 sind. Hier ist zu zeigen, daBaus b, =0 (n=1,2,3,...)
und b,— b die Ungleichung b = 0 folgt. Dies beweisen wir indirekt, d. h wir
nehmen an, es wire b < 0. Setzen wir ¢ = ||, so finden wir, daB fiir hin-
reichend groBes » die Ungleichungen
— bl <lba—b|<|b], (48)
b—|b| <b,<b-+|b| (49)
erfiillt sein miissen. Ware b < 0, so wire b+ |b| = 0, und (49) néhme die
Form b, <0 an, im Widerspruch zur Voraussetzung 6,=0 (n=1,2,3,...).

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu. Nach Vomussetzung ist
by=2a,(n=1,2,3,...), also by—a,=0(n=1,2,3,...). Ferner gilt auf
Grund von Satz II die Beziehung b, — a,—>b— a. Hieraus ergibt sich durch
Anwendung des bereits bewiesenen Spezialfalles: b—a >0, also b= a.

Ersetzt man die Voraussetzung (46) durch die stiirkere Voraussetzung

a,< by,

d. h.

so kann man ebenfalls nur auf ¢ < b (und nicht etwa auf a < b) schlieBen.

§ 39. Verallgemeinerung des Limeshegriffs (,,uneigentliche Grenzwerte*)

Wir wollen uns nun mit einigen Redeweisen vertraut machen, die in der
mathematischen Praxis weitverbreitet sind.

Unter einer ,,Umgebung des Punktes +oo*, wollen wir jedes Intervall
verstehen, welches nach oben nicht beschrinkt ist (also keinen Endpunkt
besitzt). Insbesondere nennen wir die Menge aller Zahlen

z>M (oder M <z<+ o) (50)
die ,,-Umgebung des Punktes --oo*‘.
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Man sagt, eine Folge besitze den ,,Héufungspunkt oo, wenn in jeder
,,Umgebung des Punktes 400 unendlich viele Glieder der Folge enthalten
sind. Dies bedeutet offenbar gerade, daB die Folge nach oben unbeschrénkt ist.

Entsprechend wird jedes Intervall, welches nach unten nicht beschrinkt ist
(keinen Anfangspunkt besitzt), eine ,,Umgebung des Punktes —co genannt.
Insbesondere bezeichnen wir das Intervall

z<—M (oder —o<z<—M) (51)

als die ,,(—M)-Umgebung des Punktes —oo*“. Die Aussage, eine Folge besitzt
,den Hiufungspunkt —oo®, ist gleichwertig der Feststellung, dal die be-
trachtete Folge nach unten unbeschrénkt ist.

Den Satz von Borzano und WEIERSTRASS kénnen wir dann kurz folgender-
maBen aussprechen:

Jede unendliche Folge (a,} besitzt wenigstens einen Haufungspunkt (im
,seigentlichen* oder im ,,uneigentlichen‘‘ Sinne).

Tn der Tat: Ist die Folge nach oben unbeschriinkt, so hat sie den Haufungs-
punkt +00; ist sie nach unten beschrinkt, so hat sie den Hiufungspunkt —oo.
Ist sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt, so hat sie nach dem
Hauptsatz aus § 36 igstens einen ,eigentlichen‘ (,,endlichen*) Héufungs-
punkt.

Da wir nach wie vor einen Punkt, der einziger Haufungspunkt einer Folge ist,
als ihren Limes bezeichnen, hat mit der Erweiterung des Begriffs ,, Haufungs-
punkt* auch der Begriff ,,Limes* eine Verallgemeinerung erfahren, und zwar
dadurch, daB jetzt auch die Punkte +co und —oo als (,,uneigentliche*) Grenz-
werte von Folgen zugelassen werden. Wir wollen zunichst die Tatsache, daB
+oo einziger Haufungspunkt einer gegebenen Folge ist, mit anderen Worten
susdriicken. Da in diesem Fall —co kein Haufungspunkt ist, mu8 die Folge
nach unten beschrinkt sein, so da8 in einem bestimmten Intervall (—oo, m)
kein Punkt der Folge liegt; weil kein ,endlicher Punkt Haufungspunkt der
Folge ist, sind in jedem endlichen Intervall [m, ] mit M >m nur endlich
viele Glieder der Folge enthalten. Es sei nun N = Ny der grote Index von
diesen Folgegliedern. Dann liegen offenbar alle Folgeglieder a,, deren Index
groBer als N ist, in der M-Umgebung des Punktes +oo, d. h., sie geniigen
der Ungleichung a,, > M. Selbstverstindlich gilt hiervon auch die Umkehrung:
Wenn fiir jedes noch so groBe M alle Glieder {a,} mit hinreichend groem =
in der M-Umgebung des Punktes +oo liegen, so besitzt die Folge {a,} den
Punkt +oo als einzigen Haufungspunkt, d. h. als Grenzwert. Es gilt also:
Eine Folge {a,} besitzt dann und nur dann den Grenzwert +oco, wenn man zu
jeder noch so grofen Zahl M eine Zakl N = Ny finden kann derart, daf fir
alle n > N die Ungleichung a, > M gilt. Man schreibt dafir

1. lim @, = oo,

2. a, > .

Statt ,,{a,} hat den Grenzwert +-co* sagt man auch ,,{a,} strebt gegen +-co*
oder auch ,,{a,} divergiert gegen +-co*“ oder auch ,,{a,} divergiert bestimmt
gegen +o00“ (,bestimmte* Divergenz im Geg tz zu ,,unbestimmter
Diverg bei der meh Hiufungspunkte vorhanden sind).
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Entsprechend ergibt sich, daB eine Folge {a,)} dann und nur dann den Grenz-
wert —oo besitzt, wenn man 2u jeder nock so grofen Zahl M eine Zahl N = Ny
%0 finden kann, dap fir alle n > N die Ungleichung ay < —M besteht. Man
schreibt dafiir: lim @,= —oo oder a, - —

Einige Beispiele mogen das Vorangehende erldutern:

1. Die Folge der natiirlichen Zahlen {n} besitzt + oo als einzigen Héufungs-
punkt und damit als Grenzwert. Dasselbe gilt fiir die Folgen {n*} mit « > 0.

2. Die Folge

{(—1r+in}=1,—2,3,—4,5,—86,...

besitzt die beiden Ha.ufungspunkbe 400 und —oco und infolgedessen nicht
inmal einen G Tt im gentlichen Sinne.
3. Besitzt {a,) keinen endlichen Hiufungspunkt, so ist Lim |a,|= +-co.
4. Die arithmetische Folge {a + (n — 1) d} besitzt den Grenzwert 4-co oder
—oo, je nachdem, ob d >0 oder d < 0.
5. Die geometrische Folge g™} besu;zt fﬁr q > 1 den Grenzweﬂ; +oo (siehe
Seite 72 ff.), withrend sie fir ¢ < —

6. lim(l+—2—+?+--~+7)=oo (siehe § 35).
7. Die Folge 2. von Seite 141 hat alle natiirlichen Zahlen und +oco als
Haufungspunkte. Einen Grenzwert besitzt sie nicht.

8. Die Folge {tg n70} hat fiir irrationales 6 alle reellen Zahlen, 400 und —oco
als Hiaufungspunkte. Giibe es nimlich in einem Intervall («, ) keinen Punkt

der Folge {tg n70}, 80 lige im Intervall (TV_:-_a_’ , TVf-—F) kein Glied der Folge

{gin n7z6} im Widerspruch zu Beispiel 16 aus §37.

Die Sétze I bis IV aus § 38 sind bei unendlichen Limites nur mit Vorsicht
anzuwenden, da sie hier nur teilweise richtig sind. Es gelten die folgenden
Siitze (der Beweis bleibe dem Leser {iberlassen):

T'. Strebt die Folge {a,} gegen oo und ist die Folge {b,} nach unten beschrinkt,
30 strebt die Folge {a,+ by} gegen +oo.

1. Strebt die Folge {a,) gegen —oo und ist die Folge {by} nach oben beschrinkt,
g0 sirebt die Folge {a,+ by} gegen —oo.

Die Sitze vom Typ I kann man durch entsprechende Wahl des Vorzeichens
aus den Siitzen vom Typ I erhalten.

Dagegen ist es unméglich, z. B. auf folgende Fragen eine allgemeingiltige
Antwort zu geben:

1. Wie verhélt sich die Folge {a,— b,} fiir a,— oo, by—>oc0?

2. Wie verhilt sich die Folge {a,b,} fir a,— oo, b,— 0?

3. Wie verhalt sicki die Folge {Z—} fiir a,— 00, by —> 00?

4. Wie verhdlt sich die Folge {%} fiir a,— 0, b,— 0?
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Diese und dhnliche Fragen kénnen nur dann beantwortet werden, wenn die
Folgen {a,} und {b,} konkret vorgegeben sind. Sehr héufig schafft dann eine
einfache identische Umformung eine Situation, in der bereits Sitze vom Typ
I bis IV anwendbar werden.!) Mitunter muB8 man jedoch auch besondere
Unter tellen (Beispiele siehe unten, § 43 bis 45).

B

4

§ 40. Der Grenzwert einer Funktion im Unendlichen

Der Begriff des Grenzwertes einer Funktion wird auf den Begriff des Grenz-
wertes einer Folge zuriickgefiihrt. Als erstes behandeln wir den Begriff des
Grenzwertes einer Funktion ,,im Unendlichen‘* (4-o0).

Vorgegeben sei eine Funktion f(x) der reellen Verdnderlichen z, die in einer
gewissen Umgebung des Punktes + oo, etwa im Intervall (2, o), d. h. fiir alle z
mit @ < z < oo erklért ist (dort nirgends ihren Sinn verliert). Im vorangehenden
hatten wir es bereits mit Folgen zu tun, deren allgemeines Glied a, die Form
f(x,) mit z,= n hatte:

{f@}=fQ), f(2),..., f(r),... .
Im Gegensatz dazu sei jetzt {z,} eine beliebige Folge von Zahlen aus dem
Intervall (a, ), die den Grenzwert +oco besitzt:

Zp—>+ 00, (62)
Es kann nun der Fall eintreten, daB auch die Folge der zugehérigen Funktions-
werte
{(fle}=f(z1), fl@a), -..s flaa)s.--
gegen einen gewissen endlichen oder unendlichen?) Grenzwert L strebt,
f(za)—>L, (53)

und zwar unabhingig davon, wie die Folge {,} mit der Eigenschaft (52) aus-
gewiihlt ist. In diesem Fall sagt man, die Funktion f(x) strebe fiir unbeschrankt
wachsendes x gegen den Grenzwert (Limes) L. Man bringt dies durch folgende
Schreibweisen zum Ausdruck:

1. lim f(z)=1L, l

2. f(x)—>L fir z—>o0.

(54)

Wenn dagegen zwei verschiedene Folgen der Form {f(z,)} verschiedene
Grenzwerte besitzen oder wenn fiir wenigstens eine Folge {z,} die zugehorige

1) Die verbreitete Ausdrucksweise ,,Auswertung unbestimmter Ausdriicke* (dié Falle:
2) ist irrefilhrend, da die ,,Unbestimmtheit** doch lediglich darin

- 0, —
@ — 0, 00+
’ )

besteht, daB eine ittelbare A dung z. B. der S&,tu I-IV nicht mﬁghch ist.
2) In beiden Fallen wollen wir den G: t mit L bezei
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Folge {f(2,)} keinen G rt besitzt!), so sagt man, die Funktion f(x) strebe
fiir unbeschrinkt wachsendes = nicht gegen einen Grenzwert bzw. der Grenzwert
lim f(x) existiere micht.
Zz-—+00

Ahnlich definiert man den Begriff des Grenzwertes von f(z) fir z — —co.

Beispiele.

1. Die Funktion f(z)= % besitzt fir x > 0o den Grenzwert 0:

lim = =0.

z

Wenn némlich z,— oo, so %—» 0 (IV’”’). Ebenso ergibt sich
R
I z= 0.

7> —o
2. Fiir die Funktion f(z) = 2™ (n natiirliche Zahl) gilt

{ + o0, fallsn gerade ist,

limz?= 40, lim >= — oo, fallsn ungerade ist.

Z—>00 T—>—0C
3. Fiir die Funktion f(z) = ¢ (@ > 1) gilt
lim a* =0, lim a*=0.
T—>0C T —00

Fiir ganzzahlige Werte von z ist dies auf Seite 73 gezeigt; fiir alle anderen
Werte folgt es daraus, daB die Funktion a* wachsend ist.
4. lim log, z = oo (fiir @ > 1). R
-0
6. Die Funktion f(z) = sin = (Abb. 70a) besitzt fiir unbeschrénkt wachsen-
des z keinen Grenzwert. Setzen wir némlich z,= 7n, so erhalten wir

flmn)=sinn — 0; setzen wir dagegen z,‘=%+ 27 n, so erhalten wir
f(%+ 21m) =sin (% + 27m) —1; setzen wir x,= %n-{- 27 n, so erhalten wir

f(%n+2nn) =sin (%n + 2:::1&)—)—1, usw.
Ebenso ergibt sich, daB lim sin z nicht existiert.

Z—>—00
6. Die Funktion f(z) = zsinz (Abb. 70b) besitzt ebenfalls weder fiir z > o©
noch fiir z — —oo einen Grenzwert. Auch dieses Mal gilt f(z2n)—>0, withrend

f(_’zi+2nn)—>+co, f(%n +2nn)->—oo.

1) Der Fall, da8 alle moglichen Folgen der Form {f(z,)} einen Grenzwert besitzen, dabei
aber nicht immer denselben, kann nicht ei . BesaBe namlich die Folge {f(z})}
den ‘Grenzwert L’ und die Folge {/(z}/)} den davon verschiedenen Grenzwert L”, so

wiirde die Folge
1@, f(23), Hah), 1@, ooy Hahaads [(@50)0 - -

auf Grund von § 37, Beispiel 9, keinen G t besi
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7. Die Funktion f(z) = 222
den Grenzwert 0:

167

- (Abb. 70¢) besitzt fiir z — oo und fiir z - —oco

lim 2229,
z>too &

Abb. 70

Dies ergibt sich auf Grund der Ungleichungen

lsinz __ |sinz] < 1
s lzl = 1=l

aus Beispiel 1.
8. Die Funktion f(z)= 2®sin 27z besitzt fiir - oo keinen Grenzwert,
withrend sie fiir £ - —oo gegen O strebt:

lim 2%sin2nz=0.

Z=>—00



168 G te von Zahlenfolgen und von Funkti

Entsprechend besitzt die Funktion f(x) = 2% sin 2z (Abb. 71) fiir z — oo
den Grenzwert 0: © op.: ’
lim 2-*sin27z=0,
z—>4-00
wihrend sie fiir £ —> —oo keinen Grenzwert besitzt.

Der oben angegebenen Definition des Grenzwertes einer Funktion im Un-
endlichen sind fiir den Fall des Punktes +oco die folgenden Bedingungen
gleichwertig.

1. Fir endliches L: Zu jedem noch so kleinen € > 0 gibt es eine Zahl X = X,
80 daf fiir jedes x> X die
Ungleichung

|f@f—L|<e (65)
erfillt ist.

2. Fiir L= +4-00: Zu jeder
noch so grofen Zahl M kann
man eine Zahl X = Xy so
finden, daf fir alle x> X
die Ungleichung

fl@)>M (58)
erfallt iat.

3. Fiir L = —oo: Zu jeder
noch so groPen Zahl M kann
man eine Zahl X = X so
finden, daf fiir alle x> X
/ die Ungleichung
/ f@<—M (57

Abb. 71 erfiills ist.

Wir beschrinken uns hier
darauf, die Gleichwertigkeit fiir den Fall eines endlichen Grenzwertes L zu
beweisen.

Zunichst setzen wir voraus, daB aus Zp—> 00 stets f(z,) - L folgt, und

zelgen, daB man dann zu jedem & >0 eine Zahl X = X, mit der unter 1.

Eigenschaft finden kann. A.ngenommen, dxes wire nicht der

Fu].l men kénnte also nicht zu jedem & eine solche Zahl X finden. Dann

existiert eine gewisse Zahl &* > 0, zu der es keine Zahl X mit der geforderten

Eigenschaft gibt, d. h., wie groB auch X sei, stets kann man einen Wert z > X
so finden, daB |f(z) — L| = &* ist. Es sei nun

(X=X, X, ..., Xny ...

eine Folge von Zahlen mit X, — oo. Zu jeder Zahl X, konnen wir dann eine
Zahl z, so finden, daB
zp> X, (88)
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5

und gleichzeitig flaw) — L] 2 &% (59)

gilt. Wir betrachten nun die Folge
()=, 25, ..., 25y ... .

Aus (58) folgt, daB z,— co. Andererseits folgt aus (59), daB f(z,)— L nicht
gelten kann, da ja wegen (59) der Abstand |f(z,) —L| groBer als die be-
trachtete positive Zahl ¢* bleibt. Damit sind wir zu einem Widerspruch
gelapgt, so daB also unsere Annahme falsch war.

Umgekehrt setzen wir nun voraus, daB man zu jedem & >0 eine Zahl
X = X, so finden kann, daB aus der Ungleichung = > X stets die Ungleichung
(55) folgt, und zeigen, daB aus z, — oo stets f(z,) > L folgt. Wenn nun z,, —> co
gilt, so gibt es zu jedem M ein N = Ny, so daB fiir alle » > N die Ungleichung
2, > M erfiillt ist; setzen wir M = X, so ist fiir alle » > N dann z,> X,
woraus sich auf Grund unserer Voraussetzung |f(z,) — L| < ¢ ergibt.

§ 41. Einseitiger Grenzwert einer Funktion in einem endlichen Punkte

Wir wollen nun den Begriff des Grenzwertes einer Funktion f(z) an einer
endlichen Stelle z= ¢ behandeln, d. h., wir fragen nach dem Grenzwert,
gegen den moglicherweise der Wert f(x) strebt, wenn x dem Wert ¢ beliebig
nahe kommt. Wir beginnen mit einer Reihe von Beispielen, welche die Vielzahl
der hierbei auftretenden Mdglichkeiten zeigen sollen.

Beispiel 1. Wir wollen das Verhalten der Funktion

1
Ha)=27 (60)
¥

Abb. 72

untersuchen und g@abei unsere Aufmerksamkeit besonders auf die Umgebung des Punktes
z = O richten. Die tion f(z) ist fiir alle Werte von z mit A hme von z = 0 definiert.
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Sie ist offenbar fiir alle £ 0 positiv. Ferner sieht man leicht, daB
hm H@) = h-m / (#)=

1
Fallt nun z von +o gegen Null, so wachst —; von 0 iiber alle Grenzen und 2* von 1 iiber

alle G Wachst and its z von —oo gegen Null, so fallt % von O unter alle Grenzen
1

und 2% von 1 gegen O (wobei der Wert 0 fiir keinen Wert & angenommen wird). Das
graphische Bild der Funktion (60) ist in Abb. 72 dargestellt.

Eine fiir uns hier b k te Eigenschaft der Funktion (60) besteht darin, daB
ihr graphisches Bild im Punkte z = 0 eine Unstetigkeit (,,Sprungstelle*) besitzt; wenig
rechts vom Punkt z =0 sind die Funktionswerte iiberaus groB, wihrend sie ein wenig
links davon nahe bei Null liegen; im Punkt z = 0 selbst ist die Funktion nicht erklart
(d.h., auf der y-Achse liegt kein Punkt ihres graphischen Bildes).

Beispiel 2.

fl@)= (61)
1427
e
| 7 z
Abb. 73
Das Wach halten dieser Funkti ittelt man &hnlich wie das der Funktion (60).

Man geln.ngt dabei zu einem graphischen Bild, wie es in Abb. 73 dargestellt ist. Auch
hier liegt eine Unstetigkeit im Punkt # = 0 vor; wihrend etwas links vom Punkte z = 0
die Funktionswerte f(z) nahe bei 1 liegen, sind sie ein wenig rechts vom Punkte z = 0
nahe bei 0 gelegen (,,endlicher Sprung*); auf der y-Achse liegt kein Punkt des graphischen
Bildes der Funktion (61), da die Funktion fiir # = 0 nicht definiert ist. Man sieht un-
mittelbar, daB

@) +i=2)=1,

50 daB der Punkt mit den Koordinat (o, %) Symmetriezentrum des graphischen Bildes
der Funktion (61) ist.
Beispiel 3. Die graphischen Bilder der Funktionen

a) f(@}=— wund b) f(@‘)-—
besitzen gleichfalls Sprungstellen im Punkte z = 0. In beiden Fallen sind die Funktions-

werte bexdenelts der Stelle z =0 dem Betrage nwh beheblg groB inw ersten Fall mit
hi Vorzeichen, im iten Fall mit g
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Beispiel 4. 1
/(z)=sin_. (62)

Die Funkti rte schwanken bei dieser Funktion offenbar immer zwischen +1 und —1.
Es ist klar, daB lim f(z) =0. Wenn nun « von +oo bisifé.llt, 80 wichstivono bis
z—00 £ z

2
i;— und /(z) von 0 bis 1; fallt z von = bis 3%, 80 wachst % von % bis %n und f(z)
fallt von 1 bis —1, wobei f(z) fur x = —:—’ den Wert Null annimmt usw. Weil die Funk-
tion /() ungerade ist, hat ihr in Abb. 74 dargestelltes graphisches Bild den Ursprung O

¥
7

L 118) SO
S|
ol

Slof
LN

=1
Abb. 74

als Symmetriezentrum. Je naher z an Null kommt, um so mehr , haufen* sich die
Schwank “ der Funkti rte. Im Punkte z =0 ist die Funktion (62) nicht

definiert.
Beispiel 5. 1 1
f@)=—sin—. (63)

Diese Funktion charakterisiert eine ,,Schwingung", bei der sich bei Annaherung von z an
den Punkt 0 die Schwankungen ,,haufen*, wobei die Amplitude immer gréBer wird. Da
fir z>0

CIEES
d.h.
1 1
—gsles+y

gilt, wird das graphische Bild der Funktion (63) von den Zweigen der Hyperbeln

Ficah

y= % und y = —% sseingeschlossen‘* (Abb. 76). Die Beriihrungspunkte der
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Darstellung der Funktion (63) mit der oberen Hyperbel ergeben sich aus der Gleichung

1 - . .
sm-;=l, d. h., sie liegen bei x=mm, entsprechend erhélt man als Be-

rithrungspunkte der graphischen Darstellung von (63) mit der unteren Hyperbel

2 X . . 1 . )
T=@ETan (d‘“ sind die Lésungen der Gleichung sin - = — 1). Da die Funktion

(63) gerade ist, liegt ihr graphisches Bild sy trisch in bezug auf die y-Achse. Offenbar
schneidet es die y-Achse nicht; denn die Funktion (63) ist fiir z = 0 nicht erklart.

12
o
. . f ) L.
1% 1 2 4 4 3 ¢ r
F r T T T X
~~\\\ 4"’—
\\\\ ,”f
\\ ’/
N 0
N, 4
N, ’
N, /
\ ’
p) ;
Y, 7
\ 1
\ ’
Y ;
\ I
\ /
' i
Abb. 75
Beispiel 6.
f(z) = zsin % (64)

Auch diese Funktion charakterigiert eine Schwingung, die dadurch gekennzeichnet ist,
daB ihre Amplituden bei Annéherung an den Ursprung O beliebig klein werden. Fiir
£ >0 ist offenbar
@) =2,
so daB
—zsf(z)< +2. (65)
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Gleichheit tritt rechts fir 2 = '(2102_1):1 und links fiir 2 = ﬁ ein. Die Maxima
und Minima der Funktion hegen etwas rechts von diesen Punkten.?) Da die Funktion (64)
gerade ist, liegt ihre hi; D: trisch in bezug auf die y-Achse
(Abb. 76). Trotz Best hens der U gleichung (65) ist die Funktion (64) im Punkte z =0
unstetig; denn im Punkte z = 0 ist die Funktion (64) nicht erklart, so da8 auf der y-Achse
kein Punkt ihrer graphischen Darstellung liegt.2)

Abb. 76

Die graphischen Bilder der in Beispiel 5 und Beispiel 6 betrachteten Funktionen
zeichnet man am einfachsten nach den in §2 b t ischen Verfah

By

1) Man erhélt dies am einfachsten mit Hilfe der Differentialrechnung. Offenbar ist
1 1 1
4 = gin — — — —_—
/(z)_smz aoos‘.
Daraus folgt

(@rmz) = oo

Die Gleichung f*(z) = 0 16st man am einfachsten, indem man sie auf die Form tg—:— = —:—

oder tg¢ = ¢ mit £= % bringt und diese Gleichung graphisch 1ost.
2) Wir setzen %= #. Da sin 2 <u fiir 4> 0, ist :sin-:—<l fir > 0. Ferner folgt aus
’ . siny

lim
v—0 %

=1
(vgl. Formel (89) auf Seite 181)

lim zsin —=1.
P z

Daher ist die Gerade y = 1 eine Asymptote des graphisohen Bildes der Funktion (64);
das graphische Bild selbst néhert sich ihr von unten her.
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Beispiel 7. N
le)=2 = (66)

Diese Funktion ist gleichfalls fiir z = 0 nicht erklart. Sie nahert sich jedoch, wenn
man von rechts oder von links her gegen 2 = 0 geht, ohne ,,Schwingungen* sehr schnell
dem Wert Null (Abb. 77).

Abb. 77

Die Beispiele der genannten Art geben zu folgenden prizisierenden Defini-
tionen AnlaB: Die Funktion f(z) sei definiert in einem gewissen Intervall mit
Ausnahme evtl. des Endpunktes ¢, wo sie entweder definiert oder auch nicht
definiert ist. Wenn dann fiir jede Zahlenfolge {z,} mit

1.z, <c
2. zp—>c

}(n=1,2,...) 67)

aus diesem Intervall die Folge {f(z,)} der zugehorigen Funktionswerte gegen

ein und denselben endlichen oder unendlichen Grenzwert L’ strebt,
flza) > L, (68)

80 sagt man, die Funktion f(x) strebe bei linksseitiger Anniherung von x an den
Punkt ¢ gegen den Grenzwert L'. Man schreibt hierfiir

lim f(z) =L,
E 2l
z<e
fl@)—>L fir z—>¢, z<c,
lim f(z)=1L,
Z-rc—
lim f(z)=1L"
z—>c—-0
und gelegentlich
fle—0)=1L".

Ist die Funktion f(z) in einem gewissen Intervall mit Ausnahme evtl. des
Anfangspunktes ¢ definiert und strebt fiir jede Zahlenfolge {z,} mit

L z,>e¢ _
y x:_”} (n=1,2,..) (69)
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aus diesem Intervall die Folge der zugehorigen Funktionswerte f(z,) gegen ein-
und denselben Grenzwert L”,
flxn)>L7, (70)

so sagt man, die Funktion f(x) strebe bei rechtsseitiger Anniherung von xz an ¢
gegen den G t L. Man schreibt dafiir:

lim f(z) = L,

P
fl@)—>L" fir z—>c, z>c,
lim f(z)=L",
z—>e+
lim f(z)=L"
d gelegentlich er?
and relegent
geleg; fle40)=1I7.

In den oben betrachteten Beispielen war stets ¢ = 0. Wir erhalten dann
in Beispiel 1: L' =0, L = +o0;
in Beispiel 2: L' =1, L” = 0;
in Beispiel 3: a) I’ = —o0, L =+400; b) L' = L/ = +00;
in Beispiel 4 und Beispiel 5 existieren weder L’ noch L”;
in Beispiel 6 und Beispiel 7: L' = L” = 0.

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, da8 die Zahl f(c), der Funktions-
wert der Funktion f(z) fir = ¢, fiir die Grenzwerte L’ und L” keinerlei
Rolle spielt; die Funktion f(z) braucht unter Umsténden im Punkte z=c
,keinen Sinn zu haben®.

Gleichwertig der oben angegebenen Definition des Grenzwertes L’ sind die
folgenden Bedingungen :

1. Fiir endliches L’ : Zu jedem noch so kleinen & > 0 gibt es eine Zahl = 6,>0,
80 dap fiir alle x mit

z<c, z>c—0 (71)
die folgende Ungleichung erfullt ist:
If(:t)—~L'|<e. (72)

2. Fir I/ = +00: Zu jeder noch so grofen Zahl M gibt es eine Zahl 8 = 8y > 0,
s0 dag fir alle =z, fiir die (1) gilt, die folgende Ungleichung erfiillt ist:
fle)y> M. (73)
3. Fiir I/ = —oo: Zu jeder noch so grofen Zahl M gibt es eine Zahl 8= oy > 0,
s0 daf fir jedes x, fiir das (71) gilt, die folgende Ungleichung erfillt ist:
floy<—M. (74)
Durch analoge Eigenschaften kann auch der Grenzwert L charakterisiert.
werden.
Wir wollen uns hier nicht mit dem Gleichwertigkeitsbeweis aufhalten. Er
wird ganz entsprechend wie der Gleichwertigkeitsbeweis im vorangehenden
Paragraphen gefiihrt.
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§ 42. Der zweiseitige Grenzwert und der Begriff der Stetigkeit

Die GroBen L’ und L” des vorangehenden Paragraphen werden auch
linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert der Funktion f(z) im Punkte z= ¢
g t. Man bezeichnet sie fe d auch als einseitige Gr te.

Wenn in einem gewissen Punkte z = ¢ der linksseitige und der rechtsseitige
Grenzwert einer Funktion f(z) iibereinstimmen,

L'=L'=L,Y
50 nennt man ihren gemeinsamen Wert L den zweiseitigen Grenzwert oder kurz

den Grenzwert der Funktion f(z) im Punkte z= ¢. Um anzudeuten, daB L der
Grenzwert der Funktion f(z) im Punkte x = ¢ ist, schreibt man

lim f(z) =L (75)

oder
f@)—>L fir z-—ec. (76)

Unabhiingig von den einseitigen Grenzwerten kann man den zweiseitigen
Grenzwert auch folgendermaBen charakterisieren: Die Funktion f(x) sei in
einer gewissen Umgebung, des Punktes 2 = ¢, mit Ausnahme evtl. von ¢ selbst,
definiert. Konvergiert fir jede Zahlenfolge {x,} aus dieser Umgebung, welche
die Eigenschaften sak e

" ’

Tp—>C

besitzt, die Folge {f(2,)} der zugehérigen Funktionswerte stets gegen ein- und
denselben endlichen oder unendlichen Grenzwert L,

(x> L, (78)

so sagt man, die Funktion f(x) strebe bei beliebiger Anndherung von x an den
Punkt ¢ gegen den Grenzwert L.

Dies ist nun offenbar notwendig und hinreichend dafiir, daB L der Grenz-
wert der Funktion f(z) im Punkte z=c¢ im Sinne der oben angegebenen
Definition ist. In der Tat: Wenn die Beziehung (78) fiir jede Folge {,} gilt,
die der Forderung (77) geniigt, so ist sie insbesondere fiir jede Folge erfiillt,
die der Forderung (67) oder der Forderung (69) geniigt, so daB aus der Existenz
des Gr tes L speziell die des linksseitigen Grenzwertes L’ und die des
rechtsseitigen Grenzwertes L” folgt, wobei L’ = L = L. Existieren umgekehrt
der linksseitige Grenzwert L’ und der rechtsseitige Grenzwert L” und sind
diese Grenzwerte gleich, L' = L” = L, so kann man jede Folge {z,}, die der
Forderung (77) geniigt, als eine Folge auffassen, die aus zwei Folgen. ,zu-
sammengesetzt‘ ist, von denen die eine die Forderungen (67) und die andere
die Forderungen (69) erfiillt; entsprechend ist dann die zugehérige Folge
{f(x,)} aus zwei Folgen ,zusammengesetzt*, die beide den Grenzwert L
besitzen, so daB auch f(z,) > L.

(™

') Hierbei seien auch der Fall L = + c und der Fall L = — o zugelassen.
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SchlieBlich 1Bt sich der Grenzwert L auch noch durch folgende Bedingungen
charakterisieren.

1. Im Fall eines endlichen L: Zu jedem noch so kleinen & >0 gibt es eine
Zakl 6= 6,> 0, so dap fiir alle x mit

zHe, |z—c|<é (79)
die Ungleichung
If@)—Lf<e (80)
erfiillt ist.

2. Fiir L=-+o00: Zu jeder noch so grofen Zahl M kann man eine Zahl
8= 83> 0 80 finden, daf fir alle z, die der Bedingung (719) geniigen, die Un-
gleichung

f@)>M (81)
erfullt sst. )

3. Fir L=—oo: Zu jeder noch so grofen Zahl M kann man eine Zahl
8= 8y > 0 so0 finden, daf fiir alle z, die der Bedingung (79) gentigen, die Un-
gleichung

f@y<—M (82)
erfallt ist.

Die in den Beispielen 1, 2, 3a, 4 und 5 des v henden Paragraphen betrachtet
Funktionen besitzen im Punkte z = 0 keinen Grenzwert; fiir die in den Beispielen 6
und 7 betrachteten Funktionen ist L = lim f(z) = 0, wahrend fiir die in Beispiel 3b be-
trachtete Funktion L = + oo ist. z=0 -

Es sei darauf hingewiesen, daBl es sowohl fiir den numerischen Wert des
,Zweiseitigen* Grenzwertes
L=1lim f(x)
Eandd
als auch fiir seine Existenz ohne Belang ist, welchen Wert f(c) die Funktion f(x)
im Punkte #= ¢ annimmt, ja, ob sie dort iiberhaupt definiert ist.
Mit dem Begriff des Grenzwertes einer Funktion in einem Punkte hingt eng
“der Begriff der Stetigkeit der Funktion in diesem Punkte zusammen. Dazu
nehmen wir an, daB die Funktion f(z) in allen Punkten einer gewissen Um-
gebung des Punktes z = ¢ definiert ist, daB die Funktion im Punkte z=c
einen linksseitigen Grenzwert L’ und einen rechtsseitigen Grenzwert L besitzt
und daB die GréBen L’, L”” und f(c) iibereinstimmen:

L'=L"=f(c). (83)

Ist dies der Fall, so nennt man die Funktion f(z) im Punkte z = c stelig.
Auf Grund des oben Bewi ist die Funktion f(z) dann und nur dann im
Punkte = c stetig, wenn sie im Punkte x = c etnen endlichen Grenzwert L
besitzt und wenn dieser Grenzwert L mit‘ dem Funkti 7t f(c) iibereinstimmi :
L=f(c). (84)
Keine der in den Beispielen 1—7 des henden P: hen behandelten Funk-

tionen ist im Punkte z = 0 stetig, und zwar aus folgend Griind : In den Beispielen 1,
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2, 3a ist L’ % L, s0 daB diese Funktionen im Punkte z = 0 keinen Grenzwert besitzen;
in Beispiel 3b existiert zwar der Grenzwert im Punkte z = 0, ist jedoch nicht endlich;
in den Beispielen 4 und 5 existi weder L’ noch L”; in den Beispi¢len 6 und 7 existiert
zwar der Grenzwert L, ist auch endlich, jedoch sind die dort angegebenen Funktionen
im Punkte z = 0 nicht definiert.

Ubrigens trifft der zuletzt genannte Sachverhalt auf alle anderen Funktionen auch
zu, 80 daB schon aus diesem Grunde keine der in den Beispielen behandelt
Funktionen im Punkte z = 0 stetig ist.

Die angegebene Definition der Stetigkeit einer Funktion f(z) in einem
Punkte ¢ macht vom Begriff des Grenzwertes Gebrauch. Das kann man
dadurch vermeiden, daB man den Inhalt dieses Begriffes in die Formulierung
der Stetigkeitsdefinition einbezieht. Auf diese Weise gelangt man zu den
folgenden Definitionen, die der oben angegebenen Definition dquivalent sind.

1. Eine Funktion f(z), die in allen Punkten einer gewissen Umgebung des
Punktes x = c definiert 1st, ist im Punkte x = c stetig, wenn fiir jede Folge {z,}
aus dieser Umgebung, die gegen ¢ konvergiert,

z,—>c, ) (86)
die Folge (f(z,)} der zugehérigen Funkiionswerte gegen f(c) konvergiert,
flaa)—>f(c) (86)
(Definition nach HEINE).

2. Eine Funktion, die in einer gewissen Umgebung des Punktes x = c definiert
ist, st im Punkle x = c stetig, wenn man zu jeder noch so kleinen Zahl ¢ > 0
eine Zahl 8=24, so finden kann, dap fir alle z, die der Bedingung

lz—e| <82 (87)

|fx)—flo)] <e (88)

erfullt st (Definition nach Caucry).

Mit dem Begriff der Stetigkeit einer Funktion in einem Punkte ist eng
der Begriff der Stetigkeit einer Funktion in einem Intervall verkniipft,
und zwar nennt man eine Funktion stetig in einem gewissen Intervall®), wenn
sie in jedem Punkte dieses Intervalls stetig ist.

Zum Beispiel ist die Funktion f(z) = % im Intervall 0 < 2 < 1 (den Anfangs-

punkt 2 = 0 also nicht mitgerechnet) stetig, wihrend sie im Intervall 0 < z < 1
nicht stetig ist, da sie fiir x = 0 nicht erklirt ist.

Eine Funktion f(x), die in einer gewissen Umgebung des Punktes z= ¢
definiert ist, heilt unstetig im Punkte z = ¢, wenn sie dort nicht definiert oder
nicht stetig ist.

N J
geniigen, die Ungleich

') Eine Beschrinkung auf z,# ¢ ist hier nicht mehr notwendig.
%) Die Einschrankung z < c¢ ist hier iiberfliissig.
%) Anfangs. und Endpunkt nach Belieben hi
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§ 43. Beispiele fiir stetige Funktionen

Um nachzuweisen, daB eine gegebene Funktion f(z) in einem Punkte ¢
stetig ist, braucht man hiufig weder alle Folgen {f(z,)} mit z, — ¢ zu unter-
suchen (was im allgemeinen praktisch gar nicht mdglich ist) noch eine
»»Epsilon-Konstruktion durchzufiihren.

Zuniichst bemerken wir, da8 die Funktion

fmy=0
wobei C irgendeine Konstante ist, und auch die Funktion
fla)y==

in jedem Punkte stetig sind. Im ersten Fall ist namlich | f(x) — f(c)| fiir jedes
2 gleich Null, wihrend im zweiten Fall fiir alle z offenbar | f(x) — f(c)| = |z — ¢|
ist. Daher braucht man in (87) nur &= ¢ zu setzen, damit (88) erfiillt ist.

Mit Hilfe der in § 38 bewiesenen Sitze iiber den Grenzwert von Zahlen-
folgen kann man aus der Stetigkeit einiger Funktionen sofort auf die Stetig-
keit einer ganzen Reihe von weiteren Funktionen schlieSen. Insbesondere
gelten die folgenden Sitze:

Sind die Funktionen u(x) und v(z) beide im Punkte c stetig, so sind es dort
auch a) die Summe u(z) + v(z), b) die Differenz u(z) —v(x), ¢) das Produkt
u(x) v(z) und d), falls v(c) 30, der Quotient :::)) .

Als Beispiel beweisen wir die Behauptung a). Sind % (x) und »(z) im Punkte ¢
stetig, so gilt fiir jede Folge {z,}: Wenn x, — ¢, so auch %(z,) - u(c) und
v(x,) —> v(c). Dann gilt aber nach SatzI aus §38

u(Zp) + v(z4) > ule) + v(c),
womit a) bewiesen ist.

Ferner gilt der folgende Satz iiber die Stetigkeit einer ,,zusammengesetzten
Funktion :

e) Ist die Funktion u(x) stetig im Punkte z = c und die Funktion f(u) stetig
im Punkte w = u(c), so tst die Funktion F(x) = f(u(x)) stelig im Punkte x = c.

In der Tat: Wenn z,— ¢, so gilt wegen der Stetigkeit der Funktion u(z)

u(zp)—>ulc),
und hieraus folgt wegen der Stetigkeit der Funktion f()

f(utx)—f(ule),

d.h. F(z,)—>F(c).

Aus e) folgt sofort:

Ist die Funktion v(z) in einem ganzen Intervall a <z <b stetig, wobes die
Funktionswerte von v(z) alle in einem Intervall ¢ <z <d ltegen, m dem eme
andere Funktion u(x) (iherall) stetig ist, so ist die
u(v(z)) im ganzen Intervall a <z < b stetig. Wenn also msbesondere die
Funktionen u(z) und »(z) fiir alle reellen Werte z definiert und stetig sind,
so0 gilt dasselbe auch fiir die Funktion u(v(2)).
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Aus a) bis ¢) folgt sofort, daB jede ganzrationale Funktion (jedes Polynom)
P(z) tn allen Punkten (d.h. im Intervall —oo< x <-+00) stetig ist.
Hieraus und aus d) ergibt sich sodann:
Jede gebrochene rationale Funkti
R(z) =

P(z)
Q=)

(wobei P(z) und @(z) Polynome ohne gemeinsamen Teiler sind) ist diberall
stetig, mit Ausnahme der Punkte, in denen der Nemner Q(x) verschwindet. In
diesen Ausnahmepunkten sind die Limites L’ und L’ (vgl. den vorangehenden
Paragraphen) unendlich, und zwar mit demselben oder mit verschiedenen
Vorzeichen, je nach der Vielfachheit der Nullstelle von Q(x) (vgl. §16). Eine
rationale Funktion besitzt also nur endlich viele Unstetigkeiten, und alle
sind von einem der genannten Typen.
Die Wurzelfunktion N
f@=V=,

wobei n eine beliebige natiirliche Zahl ist, ist iiberall dort steiig, wo sie definiert ist.
Als Beispiel betrachten wir die positive Quadratwurzel (n = 2). Fiir jedes

>0 ist — | sa—e | lz—c| _ lra—c]
[Vza—Ve|= Vant Ve }’i};.}’_s Yo &

Wenn nun z,—> ¢, so strebt f’i/:—cl und damit |}z, — Vc| gegen Null. Im
c

Punkte ¢=0 kann natiirlich nur von einer rechtsseitigen Stetigkeit der
Funktion f(z)= }/; die Rede sein. Hierzu ist zu zeigen, daB l/x—,,—>0, falls
zy,—> 0 mit z,>0. Um aus "" |<6
auf "

Ve, <e

schlieBen zu kénnen, braucht man aber nur 8 < 8, = ¢ zu wiihlen.
Beziiglich des allgemeinen Falles (n = 3) vgl. S. 233, Beispiel 2.
Die trig trischen Funkti sin z und cos z sind diberall stetig.
In der Tat: Wir betrachten auf dem Einheitskreis die Bogen AC = ¢ und

AM == (z = ¢). Unter C, bzw. M, verstehen wir die Projektion des PunktesC
bzw. M auf die z-Achse und unter P die Projektion des Punktes C' auf die
Gerade M, M. Dann ist offenbar

sinz —sine — M, M — C,C = P M,

cosz—cosc = OM,— 0C,=—PC,;

hieraus folgt, wie man leicht sieht,
|sinz —sin¢|=|PM |

| cosx—cosc|=|PC|

<OM<CH=|z—|,

so daB also, wenn z,— ¢, auch sin z,—>sin¢ und cos z,—> cosc.
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Aus der Stetigkeit der Polynome einerseits und der der trigonometrischen
Funktionen andererseits folgt auf Grund von e) sofort, daB alle trigonome-
trischen Polynome (ganzrationalen Funktionen in sin z und cos z, vgl. §27)
tiberall stetig sind.

Fiir die gebrochenen trigonometrischen Funktionen gilt &hnliches wie fiir
die gebrochenen rationalen Funktionen, jedoch haben jene im Unterschied
zu diesen, wenn sie iiberhaupt eine Unstetigkeitsstelle (Nullstelle des Nenners)
besitzen, stets unendlich viele Unstetigkeiten, wobei allerdings in jeder Periode
nur endlich viele Unstetigkeitsstellen liegen. So besitzen z. B. die trigono-
metrischen Funktionen tg z, sec z und cosec z in einer Periode jeweils zwei
Unstetigkeitsstellen.

Als Produkt fiberall stetiger Funktionen sind die Funktion z sinz und
a.]lgemem alle Funktionen der Form P(z) sin z und P (x) cos z, wobei P (z)
eine ganzrationale Funktxon ist, ubeml.l stetng

Die Funktion f(z) =
Ausnahme des Punktes =0 stetig. Fir 2= 0 ist die Funktion f(z) nicht
definiert, so daB dort auch nicht von der Stetigkeit der Funktion f(z) die
Raede sem kann. 1) Trotzdem besitzt die Funktion f(x) im Punkte z = 0 einen

..... t, und zwar ist

=)

Tim S22 3, (89)
z—0 s

In der Tat: Es sei zundchst z >0, Dann ist fir alle z < 7 (vgl. §25
und § 29)
sinz <z <tgz. (90)

Dividieren wir die Ungleichung (90) gliedweise durch sin z und gehen wir
anschlieBend zum reziproken Wert iber, so erhalten wir

(91)

‘Wegen der Stetigkeit der Funktion cos kann men nun zu jedem & > 0 ein &
so finden, daB fiir alle || < d die Ungleichung

|cosz—1|<e
erfillt ist, also
cosz>1—¢

gilt. Dann ergibt sich jedoch aus (91)

1—e<°i'%<l,
also

sinz

—l|<a‘.

1) Vgl. iibrigens S. 483, Aufgabe 5.
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Damit ist gezeigt, daB die betrachtete Funktion f(z) im Punkte 2= 0 den
rechtsseitigen Grenzwert L= 1 besitzt. Die Existenz des linksseitigen
Grenzwerts L’ und die Gleichheit L’ = L’ =1 ergibt sich daraus, daB die
Funktion 52 gerade ist.

Die Ezptmentealfunktm fx) = a® ist diberall stetig.')

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB a > 1;
im Fall a < 1 braucht man nur zu beachten, daB a*= '(,,_—l:)Tr wobei a"1> 1.

Als erstes beweisen wir, daB die Funktion o® in jedem Punkt ¢ einen rechts-
seitigen Grenzwert L” besitzt und daB

L'=a. (92)
Dazu sei {z,} eine beheblge Zahlenfolge mit z,>¢ fir =1, 2, ... und
x,—> ¢. Dann gilt

a"s=a’-a™°. (93)

Wir setzen nun z,= ¢ + h,. Offenbar ist h,> 0 fir n=1, 2, ..., und es
gilt

Fy—>0. (94)
Zu zeigen ist .

ah—>1;

denn dann strebt die rechte und damit auch die linke Seite von (93) gegen a°.
Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:

1. Es sei h,,=% (n=1,2,...). In diesem Fall ist zu zeigen, daB
Va-s1. (95)
Auf S.72 wurde gezeigt, daB fiir beliebiges b >1 die Ungleichung
W>14(b—1)n,

d.h

b b“ 1

gilt. Insbesondere gilt dies, da wegen a>1 auch ’i’;> 1 ist, fiir b=’}7;:
‘V_a—-l< a;l

De nun die linke Seite dieser Ungleichung stets positiv ist, wihrend die
rechte gegen Null strebt, geht auch die linke Seite gegen Null. Hieraus folgt(95).

1) Der nachfolgende Beweis ist sowohl richtig, wenn nur rationale Werte fiir z betrachtet
werden, als auch dapn, wenn beliebige reelle Werte zugelassen sind. Beziiglich der
Definition der Exp tialfunktion @ fiir irrati te und der

rt g ihrer tlichen Eigenschaften auf den Fall irrationaler Argumente
vel. §51.
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2. Es sei h,,=pi, wobei ‘{p,‘} eine beliebige Folge von positiven ganzen
Zahlen mit p,— o ist. In diesem Fall ergibt sich aus (95) unmittelbar

Pn,
a—>1

(vgl. S.158).
3. Es sei schlieBlich {k,} eine beliebige Folge von positiven Zahlen mit
hy—> 0. Wir bestimmen dann zu jeder Zahl k, diejenige ganze Zahl p,, fiir die

1
s N <pat+1.
) Offenbar gilt p,—>oc. Da die Funktion a” wachsend ist, kénnen wir aus

b ,.—
unmittelbar auf "

a< ay_.
schlieBen. Da die linke Seite dieser letzten Ungleichung stets gréSer als 1
ist, withrend die rechte Seite gegen 1 strebt, gilt auch a*»—1.
Die Existenz des linksseitigen Grenzwerts L’ der Funktion ¢® im Punkte ¢
und die Beziechung

L'=a (96)
erhilt man entsprechend, wenn man von der Beziehung
a
ar= e (wa<c)
Gebrauch macht und
c—z,=Fy>0

setzt.

Da a° der Wert der Funktion a” im Punkte z = ¢ ist, ergibt sich aus (92)
und (96) sofort die Stetigkeit der Funktion a® im Punkte c.

Die Funktion log,z (@ > 1) ist diberall dort stetig, wo sie definiert ist, d. h.
SJir 2> 0.

Beim Beweis machen wir wesentlich davon Gebrauch, da8 die Funktion a®
wachsend ist. Wir betrachten die Funktion log,z im Punkte z=1¢>0 und
zeigen, daB sie dort einen rechtsseiti Gres t L’ besitzt, wobei
L =log,c. Es sei {z,} eine beliebige Zahleni'olge mit :c,,> cfirn=1,2,.
und z,—>c. Aus z,>c folgt, daB log,z,>log,c. Zu zeigen |st dsB
log, 2, —> log,c. Wir nehmen an, dies wire nicht der Fall. Dann gibe es
eine Zahl e*> 0, so daB fiir beliebig groBe n die Ungleichung

log,x, > log,c + &*

erfiillt werden kann. Fiir eben diese Werte = gilt dann aber (da die Funktion a®
wachsend ist)

d.h

im Widerspruch zu z,— ¢.

al%8e%n > alog,eu"

Zy> 00" >c¢
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Damit ist die Existenz des rechtsseitigen Crenzwerts im Punkte ¢ und
die Beziehung L= log,c bewiesen. Entsprechend beweist man die Existenz
des linksseitigen Grenzwerts L’ und die Bezichung L’ = log,c. Daraus erglbt
sich dann L' = L” = log,c und damit die Stetigkeit der Funktion log,z im
Punkte c.1)

Die Stetigkeit der allgemeinen Potenzfunktion x* fiir beliebiges o in jedem
Punkte x= ¢ > 0 ergibt sich dann als unmittelbare Folgerung mit Hilfe
des Satzes iiber die Stetigkeit einer zusammengesetzten Funktion. Es ist
némlich (vgl. § 24)

2= aloc,z.

Setzen wir a log, z = v(z) und a®= u (), s0 ist 2*= w(v(x)), wobei die Funktion
u(z) iiberall und die Funktion v(z) fiir z > 0 stetig ist.
Entsprechend ergibt sich, da8 die Funktion 2> fiir z > 0 stetig ist (2% = ¢*'%8%),

Aus dem Gesagten ergibt sich, da8 bei den elementaren Funktlonen die Stetigkeits-
stellen sozusagen die Regel sind, wihrend die Ut igkei h bilden.
Viele elementare Funktionen sind iiberall dort stetig, wo sie deﬁmert sind, andere sind
bis auf ,,einzelne** Punkte iiberall stetig (in fritheren Zeiten hat man sich héufig so aus-
gedriickt, ohne daB man ndher prazisierte, was unter diesen ,,einzelnen Punkten* zu
verstehen sei).

Als letztes Beispiel betrachten wir die Funktion

fla)= 97)

sin —
z

Sie besitzt Unstetigkeiten in allen Punkten z=%, wobei k eine beliebige

von Null verschiedene ganze Zahl ist, und auBerdem noch eine Unstetigkeit
im Punkte z=0.

§ 44. Grenzwerte bei monotoner Anderung. Die Zahl e

Satz von WEIERSTRASS. Jede wachsende oder zumindest nicht-fallende nach
oben beschrinkte Folge {a,} besitzt einen endlichen Grenzwert.

Hierbei hat man unter einer wachsenden Folge natiirlich eine solche zu ver-
stehen, bei der jedes Folgeglied a,,, groBer ist als das vorangehende Folge-
glied a,; ist jedes Folgeglied a,,,, nicht kleiner als das vorangehende Glied a,,
d. h. gilt

QE RS- Sa S, (98)

80 heifit die Folge {a,} nicki-fallend.

1) Ein allgemeiner Satz tiber die Stetigkeit von Umkehrfunkti wird in §52 be-
wiesen.
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Ist nun die Folge {a,)} wachsend oder nicht-fallend, so ist sie sicher nach
unten beschrinkt, da alle ihre Glieder groBer als jede Zahl m sind, die kleiner
als @, ist. Weil sie andererseits nach oben beschrankt sein sollte, ist sie also
beschrinkt. Dann besitzt sie aber nach dem Satz von Borzano und Werer-
STRASS (§ 36) wenigstens einen Haufungspunkt. Es ist zu zeigen, daB sie auch
nur hdchstens einen Hiufungspunkt besitzen kann. Dazu nehmen wir an,
sie besiiBe zwei Haufungspunkte o und @’. Ohne Beschriinkung der Allgemein-
heit kénnen wir annehmen, daB a < a’. Wir betrachten dann eine beliebige
Zahle, welche der Bedingung

’
0<e<? > ¢

geniigt. Offenbar ist dann
ate<a—e. (99)

Da o’ Héufungspunkt der Folge {a,) ist, liegt in der &-Umgebung von o’
wenigstens ein Glied ay der Folge {a,)}:

o —e<ay<d+te.

Da die Folge {a,} wachsend oder wenigstens nicht-fallend ist, sind auch alle
auf ay folgenden Glieder a, groBer als o’ —e:

e, 2ay>a—e m=N+41,N+2,..).

Es konnen also nur solche Glieder der Folge kleiner als o’ — ¢ sein, deren
Index kleiner als N ist, und das sind endlich viele. Daher kénnen wegen (99)
in der e-Umgebung von @ nur endlich viele Glieder der Folge {a,} liegen, im
Widerspruch dazu, deB ¢ Hiufungspunkt sein sollte. Damit ist gezeigt, dal
unter den angegeb Vor gen die Folge {a,} genau einen Haufungs-
punkt besitzt, der dann definitionsgeméB ihr Grenzwert ist; die Folge {a,}
ist konvergent.

Wir merken an, daB beim Satz von WEIERsTRASS die Folge {a,} natiirlich
nicht durchweg nicht-fallend zu sein braucht; es geniigt vorauszusetzen,
daB sie von einem bestimmten Glied an nicht-fallend (bzw. sogar wachsend)
ist.

Was im Satz von WEIERSTRASS iiber nicht-fallende nach oben beschriinkte
Folgen ausgesagt wurde, gilt natiirlich genauso fiir picht-wachsende nach
unten beschrinkte Folgen.

Indem wir, wie es iblich ist, den Begriff der nicht-fallenden Folge und
den der nicht-wachsenden Folge zum Begriff der b Folgel) z
fassen, konnen wir beide Fille in einer gemeinsamen Formulierung wieder-
geben:

Jede monotone beschrinkte Folge besitzt einen endlichen Grenzwert.

Oder allgemeiner: Jede tone Folge besitzt einen Grenzwert, und zwar
ist dieser Grenzwert endlich, wenn die Folge beschrinkt ist, und unendlich,
wenn sie unbeschrinkt ist.

1) Vgl §5, S.29.
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Beispiel 1. Die Folge
1 1 1 1 1 1
{“"?""ﬁ"'"“"ﬁ =1, T4, lhgrtg. (100

ist monoton wachsend (trivial) und nach oben beschrinkt. Vom Glied ag_ 1
kann man ndmlich feststellen, daB

1 1 1
apa=ltmtmt oty

1+ [1+ ]
1 1 1 1
+wteut +mtwt
1 1 1 1 1 1 1 1
Sitegtetet="T <N+ttt tet
doe e + G +

e ) B )

1,1 1 1

Wenn aber fiir jedes p

ap_1 <2 (101)
gilt, so gilt auch fiir jedes n
a, <2. (102)
In der Tat: Wir wihlen zunichst eine Zahl p so, dal
22—12n;
dann ist
Op < Ggp_y,s

da die Folge {a,} wichst; hieraus und aus (101) ergibt sich jedoch sofort (102).

Damit ist klar, daB die Folge (100) einen endlichen Grenzwert besitzt,
wobei 1 1 1

a=1inm,,=1jm(1+-2;+F+...+F <2.

Es bereitet keine wesentlichen Schwierigkeiten, diesen Limes jeweils auf

eine gegebene Anzahl von Dezimalstellen zu berechnen:
a=1,644....

Jedoch gelingt es erst mit Hilfsmitteln der Differential- bzw. Integralrechnung,

den folgenden merkwiirdigen Zusammenhang zwischen der Zahla und der
Zahl v festzustellen:

@I ],

a=

(di Ergebnis st t von EULER).
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Beispiel 2. Besonders bedeutungsvoll ist in der Analysis die Folge {a,}
mit
1\n
an=(1+5)" (103)
Wir empfehlen dem Leser, die Folgeglieder a, fiir n = 1, 2, 3, 4, 5 mit einer Genauig-

keit von 0,001 zu berechnen; dann berechne man e, mit Hilfe der Logarithmentafel fiir
n =10, 50, 100 und 1000.

Die Folge (103) ist wachsend. Entwickelt man nimlich a, nach dem bino-
mischen Satz, so erhilt man

ettt -2 -2 0=
+”—!(l—%)(l—%)...( ";1)
und entsprechend

B e .

2 n—1 1
+- +nl( n+l)(l_n+l)'”(l_n+l)+(n+l)"”'
Vom dritten Snmma.nden an ist ]eder Summand der zweiten Summe grioBer

als der de S d der ersten Summe, wobei in der zweiten
Summe zusitzlich noch ein weiterer Summand vorhanden ist. Also gilt

(104)

An<Cpyy.

Weiter erkennt man sofort, daB die Folge {a,} nach oben beschrinkt ist;
denn aus (104) ergibt sich, daB fir jedes »

D B B NPT

1 1 1
< (g getotpr) <1423
ist.
Daher besitzt die Folge (103) einen endlichen G t, welcher hichst
gleich 3 ist und den man mit e bezeichnet:

e=lim (1 +%)". (105)

Der numerische Wert von e wird durch
e=2,71828...
gegeben.

Die Zahl e spielt in der hoheren Mathematik eine fund tale Rolle.
Sie bildet u. a. auch die Basis fiir die sogenannten ,,natiirlichen* Logarithmen?)
(vgl. S.301).

1) Die Logarithmen zur Basis e deutet man haufig durch In # oder log z an.
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Die vorangehenden Ausfithrungen iiber monotone Folgen lassen sich sinn-
gemiB auch auf monotone Funktionen iibertragen:

Wenn die Funktion f(x) in einer gewissen Umgebung des Punktes + oo definiert
und dort wachsend (oder zumindest nicht-fallend) und nach oben beschrinkt
tat, so besitzt sie einen endlichen Grenzwert

L=lim f(z).
Z~+00

Wir haben zu zeigen, daB fiir jede Folge {z,} aus der, betreffenden Um-
gebung von oo, fiir welche z, — oo gilt, die Folge {f(z,)} gegen jeweils den-
selben endlichen Grenzwert L konvergiert.

Zunichst ist klar, daB die Folge {f(n)} wachsend und beschriinkt ist (jeden-
falls von einem gewissen Glied an) und somit einen Grenzwert besitzt. Wir
setzen dann

L=1limf(n). (108)

Es sei nun {z,} eine Folge der genannten Art, wobei wir annehmen kénnen,
daB alle Folgeglieder groBer als Eins sind. Wir bestimmen dann fir jedes z,
diejenige positive ganze Zahl p,,, fiir welche

Sz, <patl  (r=1,2,..) (107)
gilt. Aus (107) folgt sofort
F(Pa) = flza) <f(Pat+1). (108)

Weil nun offenbar p, — co und p, 4 1 —> oo, erhalten wir aus (106) unmittelbar
J(@u) > L und f(p,+ 1) - L, so daB wegen (108) auch

flxg)—>L.

Dasselbe gilt natiirlich, falls die Funktion f(z) in einer gewissen Umgebung
von +oo fallend (nicht-wachsend) und nach unten beschrinkt ist. Ent-
sprechendes gilt ferner fir den Punkt —oo. SchlieBlich gelten entsprechende
Siéitze auch fiir die einseitige Annaherung an einen endlichen Punkt:

Wenn die Funktion f(x) in einem gewissen Intervall c <z <c-+ 8 bzw.
e—d0<z<c mit § >0 definiert ist und sich dort monoton verhilt (nicht-
fallend oder nicht-wachsend ist), so besitzt die Funktion f(z) im Punkte c einen

hisseitigen bzw. linksseitigen Grenzwert. Dieser Grenzwert ist genau dann
end.hch wenn die Funktion im betreffenden Intervall beschrénkt ist.

Es diirfte sich eriibrigen, den Beweis fiir diese Behauptung hier vor-
gufiihren.

Beispiel 3. Wenn man mit el taren Hilfsmitteln leicht beweisen konnte,
daB die Funktion

f@=(1+3)
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wachsend ist, so kénnte man mit Hilfe des vorangehenden Satzes sofort fest-
stellen, da8
lim (1+ )-—e. (109)

z=+00

Da wir jedoch iiber diese Eigenschaft der Funktion f(z) nicht verfiigen,
miissen wir zum Beweis von (109) etwas anders vorgehen. Zunichst wissen
wir, daB f(n) — e. Wir wihlen nun entsprechend wie oben

p’l é z'l < p’l + 1 M
Dann ist einerseits

(42 <1+ 2= 1+ 2™ (14 2) (110)

und andererseits

N
(1+ ) (l+p+l _ 1 Patl/ (1
1+l
................. Y=o ____
" L J L 1 1 1 1 I N } 1 1 3
-6 =5 ~4 =3 =2~ 2 3 6 5 6 7 6 9 wz

Abb. 78

Man sieht nun leicht, daB die rechte Seite sowohl von (110) als auch von (111)
gegen e konvergiert; dann gilt aber auch
. 1\%
lim ( 14 ;—:) =
und damit (109).
Als niichstes wollen wir lim f (z) berechnen. Dazu sei {z,} eine beliebige

Folge mit z, — —oo. Wu' setzen |%a| = —%p=£&,. Dann ist

o= 2= = 1= ) )
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Weil nun §,—>oc0 und ebenso £,—1 —oo, konvergiert der erste Faktor auf
der rechten Seite gegen 1, wihrend der zweite, wie bereits bewiesen wurde,
gegen e strebt. Damit erhalten wir neben (109) sofort auch
lim (1+l)’=e 112)
Z—»—00 z :
In Abb. 78 ist die graphische Darstellung der Funktion y = (1+ %)’ wieder-
gegeben. )

1) Im schraffierten Streifen liegen noch ,,einzelne** Punkte der graphischen Darstellung.

So erbalt man fiir z= —% keinen (reellen) Wert fiir f(z), wahrend sich fiir z= ——;—

ein negativer und fiir z = —% ein positiver Wert ergibt usw. Dieser zunachst etwas

sonderbare Sachverhalt findet seine Erklirung in der Theorie der Funktionen einer
komplexen Verdnderlichen.



Kapitel IV

GRENZWERTE VON FUNKTIONENFOLGEN.
EIGENSCHAFTEN STETIGER FUNKTIONEN

§ 46. Einfache Konvergenz von Funktionenfolgen

Bei der Behandlung der Zahlenfolgen haben wir erkannt (§ 38), da8 man
den Grenziibergang a,— a als eine Operation auffassen kann, durch welche
unter Umstéinden gegeb Zahlen a, (n=1,2,...) eine neue Zahl a, der
Grenzwert der Folge {a,), zugeordnet wird:

a=lima,.

Ganz ent hend betrachten wir jetzt Funktionenfolgen
{fn(z)) = fi®), fo(®), ..., fal2), ...y (1)
wobei wir voraussetzen, daB alle Funktionen f,(z) in einem gegebenen (end-

lichen oder unendlichen) Intervall erklirt sind, und definieren auch hier
einen Grenziibergang
falz) > f(2),

durch den unter Umstinden den Funktionen f,(z)})(n=1,2,...) eine
neue Funktion f(z), der Grenzwert der Funktionenfolge {f,(z)}, zugeordnet
wird :

Jz) =,.lin3,°f"(x)' 2)

Die Frage nach der Konvergenz einer Funktionenfolge kann man von
verschied Gesichtspunkten aus behandeln. Wir beschiiftigen uns zunéchst
mit dem allgemeineren Begriff der einfacken Konvergenz und wenden uns dann
(§48) dem spezielleren (und praktisch wichtigeren) Begriff der gleichmdpigen
Konvergenz zu.

Vorgegeben sei also eine Funktionenfolge (1), wobei wir annehmen wollen,
da8 alle Funktionen f,(z) (n=1, 2, ...) im Intervall I definiert sind. Dann
kénnen wir fir jede Zahl z, aus I die Zahlenfolge

(fu(%)} = fi(zo), falmo), - .- falxo), - (3)

bilden. Es kann nun der Fall eintreten, daB einige oder sogar alle diese Zahlen-
folgen (f, (z,)} einen endlichen Grenzwert besitzen, der natiirlich im allgemeinen
von der Wahl des Punktes z, abbingen wird und den wir daher mit f(z,)
bezeichnen wollen.
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s & &

Wenn nun fiir jedes 2, aus  die Folge {f, ()} im eigentlichen Sinne (vgl. § 38)
gegen einen Grenzwert f(z,) konvergiert,

Salzo) = f(zo),

so sagt man, die Funktionenfolge {f,(x)} komvergiere in| I gegen die Grenz-
Sunktion (den Grenzwert) f(z); man schreibt dafiir

Jul2) > f(2). )

Es muB sofort bemerkt werden, daB hierbei f(z) durchaus nicht immer
eine elementare Funktion (§ 1) sein wird (auch dann nicht, wenn alle Funk-
tionen f,(z) elementar sini). Wir kénnen nur feststellen, daB jedem Wert £
aus I im betrachteten Fall eine eindeutige Zahl f(z,) zugeordnet ist. Zur
Bestimmung von f(z,) wird dabei neben den el taren Operati die
Operation des Grenziiberganges (fiir Zahlenfolgen) verwendet, und es ist nicht
gesagt, daB man dasselbe Resultat auch ohne Verwendung dieser Operation
erhalten kann. Wenn wir also den Grenzwert der Folge (1) als eine Funk-
tion der Verinderlichen # ansehen, so verlassen wir zwangsliufig den Bereich
der elementaren Funktionen. Alle Uberlegungen sind natiirlich vollstindig-
unproblematisch, wenn man von vornherein den allgemeinen Funktionsbegriff
verwendet. Die folgenden Beispiele werden zeigen, von welcher Natur die
Funktionen sind, die man aus den elementaren Funktionen auf die an-
gegebene Weise erhilt.

Allgemein sind fiir einen Zahlenwert z =z, aus I die folgenden Falle
moglich:

1. Die Folge (3) besitzt einen endlichen Grenzwert.

2. Die Folge (3) besitzt, einen igentlichen (unendlichen) Grenzwert
(400 oder —oo).

3. Die Folge (3) besitzt keinen (weder einen endlichen noch einen unend-
lichen) Grenzwert.

Bezeichnen wir die entsprechenden Mengen von Punkten x = z, mit E,,
E,, E,, so konnen wir feststellen, daB jeder Punkt des Intervalls I in genau
einer der Mengen E,, E, oder E, liegt. Im ersten Fall kénnen wir entsprechend
wie oben den Grenzwert mit f (z,) bezeichnen; liegt z, in Ky, so hat S () keinen
Sinn; im zweiten Fall kénnte man

flxg) =+o00 oder flz))=—o0

schreiben, was jedoch nicht iiblich ist.!) Die Menge E,, in der im allgemeinen
Fall die Funktion f(x) erklirt ist, nennt man den Konvergenzbereich der
Folge (1) (im Intervall I).

1) Geometrisch besteht jedoch zwischen den Fallen z, aus E, und z, aus Ey ein wesent-
licher Unterschied.
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Im folgenden wird die Schreibweise

fal@) > f(z)
”l_i’ﬂ:of..(z) =f(=)

oder

nur dann verwendet, wenn ¥, mit dem Intervall I iib t, d. h., wenn
fiir jedes z, aus I die zugehdrige Folge (3) gegen einen endlichen Grenzwert
konvergiert.

Wir betrachten nun einige Beispiele, wobei I stets die Menge aller reellen
Zahlen ist.

Beispiel 1. Wir betrachten als erstes die Folge {f,(z)}, wobei
n
falz)= (1+%) m=1,2,3,...).

Es sind drei Fille zu unterscheiden:
1. =0, In diesem Fall gilt f,(z) - 1.
2. > 0. Hier setzen wir bei festgehaltenem z

= Wgq.

8=

Da mit # —> co auch w, — oo, gilt nach §44, Be:spxel 3, auf Grund der Stetig-
keit der Potenzfunktion

o= 2 = 2y
3. 2 < 0. Setzen wir auch hier

= W,

EYEY

n
s0 gilt w,—> —oo fir 7 — oo, und wir erhalten (vgl. den SchluB von §44)
Salz) > €%
Es gilt also in allen drei Fillen

f@)=lim fu(m) = lim (14 )" =e" ®

Im betrachteten Beispiel konvergiert also die Funktionenfolge fiir alle z,
und die Grenzfunktion ist eine elementare Funktion.
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Beispiel 2. Es sei nun f,(z)=2" (n=1,2,3,...). Die Folge
==z, 2% 2 ..., 2" ...
(vgl. § 37, Beispiel 5, und § 39, Beispiel 5) konvergiert fir —1 < z < 1 gegen 0,

fiir 2 =1 gegen 1, divergiert fiir z > 1 gegen J-co und besitzt fiir z<—1
keinen Grenzwert. Im vorliegenden Fall besteht also die Menge E, aus allen

-1k

Abb, 79

Zohlen z mit —1 < z < 1, die Menge E, aus allen Zahlen z mit = > 1 und die
Menge E; aus allen Zahlen z mit » < —1. Daher ist die Grenzfunktion
f(z) = lim z" fiir genau die z mit —1 < z < 1 definiert, und zwar ist

fi—> 00

0 fir —l1<z<+41,
1 fir z=1.

fl@)= (8)
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Thr graphisches Bild ist in Abb. 79 als fettgedruckte Linie mit einer Unstetig-
keit (einem Sprung) fiir z = 1 dargestellt; zu beachten ist, daB die Punkte (1, 0)

und (—1, 0) nicht dem graphischen Bild angehdren.
Beispiel 3. Als niichstes betrachten wir die Funktionenfolge f, (z) = Iﬁ
(n=1, 2,3, ...). Die Folge

1 y__1 1 1
1+n2z2f 1422’ 14422 149227 "7

konvergiert fiir jedes . Wie man leicht sieht, wird die Grenzfunktion f(x)
durch

flo)= Il fir z=0, ™
0 fir z540
gegeben. Sie besitzt im Punkte z = 0 (vgl. Abb. 80) eine Unstetigkeitsstelle,
Y
7]
-1 [ 7r
_Abb. 80

-es gilt namlich (vgl. §41)
L= :i_r::of(:c) =0, L'= limof(z) =0,
z<0 z>0
flo)y=1.

Im betrachteten Beispiel erhilt man die graphische Darstellung von Sa(@)
aus der von f, () durch Stauchung in Richtung der 2-Achse mit dem Stauchungs-
faktor n.

Zu einem #hnlichen Resultat gelangt man bei der Funktionenfolge

= (1"

withrend
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Beispiel 4. Es sei f,(z) =cos?®nz (n=1,2,3,...).

Auch hier liegt Konvergenz auf der ganzen z-Achse vor. Die Grenzfunktion
f(x) wird gegeben durch .
1, falls z eine ganze Zahl ist,

= 8,
i) 0 sonst. @
¥
3 -7 7 7 2 T
Abb. 81

Sie besitzt unendlich vielo Sprungstellen, und zwar genau fir die ganz-
zahligen Argumentwerte = (Abb. 81). )

Beispiel 5. Bei der Funktionenfolge f,(z)=cos*nz (n=1,2, 3, ...) ge-
horen genau die Punkte z =k, wobei £ eine ungerade Zahl ist, zu E,,

Abb. 82

withrend alle anderen Punkte der Menge E, angehéren. Die Grenzfunktion

f(x) (vgl. Abb. 82) wird gegeben durch
1, falls x eine gerade ganze Zahl ist,
fe)= [ gorace &

0, falls  keine ganze Zahl ist.

9)
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Beispiel 6. Wir betrachten die Funktionenfolge
fa@)=2arctgnz  (n=1,2,3,...).

Abb. 83 zeigt die graphischen Bilder der Funktionen f,,(z)=%arctgn:¢.

Man erhilt die graphische Darstellung der Funktion f,(x) aus der von f (z)
durch Stauchung in Richtung der z-Achse mit dem Stauchungsfaktor ». Die
Grenzfunktion f(z) ist fiir alle Werte von z definiert und wird durch
—1 far z<O,
fl@y={ 0 fir z=0, (10)
+1 fir z>0 :

———m e m e e ————————————] 7-}

P WS LY

Abb. 83

gegeben. Die Funktion f(x) ist im Punkte z =0 unstetig, da im Punkte 0 der
linksseitige Grenzwert gleich —1 und der rechtsseitige Grenzwert gleich +1 ist,
wihrend f(0) = 0. Die durch (10) definierte Funktion f(z) wird haufig die Signum-
Sfunktion (Vorzeichenfunktion) genannt und mit sgn z bezeichnet.
Beispiel 7. Es sei
j,(z):;zl—zs,rctgnx n=1,2,3,..). (11)

Durch Grenziibergang findet man
f(z)=lim f,(z)
n—>0C

= lim %xarctgnz

-
.2

=z-lim = arctgnz
fn— 00 B

=z-sgnz=|z|.
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Das graphische Bild der lﬁmktlon fa () erhdlt man ausdemvonf, (z) = —-zarctg z

{vgl. Abb. 84) durch gleichzeitige Stauch in Richt der z- u.nd der y-
Achse mit dem Stauchungsfaktor n, d. h. durch n-fache Verkleinerung. In
der Grenze ergibt sich dabei eine aus zwei Halbstrahlen, den Winkelhalbieren-
den des ersten und zweiten Quadranten, bestehende Figur, und das ist ja die
graphische Darstellung der Funktion |z|.

Abb. 84

Beispiel 8. Die Funktionenfolge {f,(z)} mit
1
Sh@F
besitzt als Grenzfunktion die Funktion
1 fir z<0,

f@)={+ far z=0, 12
0 fir z>0.
Beispiel 9. Es seien u(z) und v(x) zwei beliebige, fir alle z erklirte Funk-
tionen. Dann besitzt die Funktionenfolge {f,(x)} mit

@)= 1@ 1 0@ e

die Grenzfunktion
uw(z)  fir z<O,

w@) +o(@) o 2=0
— ,

fla)y=
v(x) fir 2>0.

‘Dieselbe Funktion erhilt man, wenn man
ful) = u(z) + v(z) u(z) — v(a;) 2

arctg nr
-setzt.
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Beispiel 10. Ist F(z) eine Funktion, welche fiir alle = definjert ist, so erhilt
man als Grenzfunktion der Funktionenfolge {fa(x)} mit

falz)= [%F”(z‘)r

diejenige Funktion f(z), die iiberall dort gleich 1 ist, wo F(z) =0, und die
iberall dort gleich O ist, wo F'(z) = 0.
Iat
falz) = % arctgnF (z),

8o erhilt man als Grenzfunktion die Funktion f(z)= sgn F'(z), die den
Wert —1, 0 oder +1 annimmt, je nachdem, ob F(x) negativ, gleich Null oder
positiv ist.
Beispiel 11. Die Funktion
f»(2) = lim cos®¢(107nz)
g—oc

+ heid

sich von der Grenzfunktion aus Beispiel 4 nur dadurch dag ihr graphisok
Bild in Richtung der z-Achse mit dem Faktor 10 gestaucht ist. Sie nimmt also genan
dann den Wert 1 an, wenn  sich als Dezimalbruch der Form Gy, y...a, darstellen 1a8¢t,
und ist iiberall sonst gleich Null.

Wir betrachten nun die Funktion
f(#) = lim f,(z),
p—>cc

d.h. den G t der Funkti fol

B

h@), fi(=), fa(2), ... .

Ist z, eine Zahl, die sich nicht als endlicher Dezimalbruch darstellen 1a8t, so enthalt
die Folge f,(z,), fz(%), ... nur die Zahl Null, so daB auch ihr Grenzwert gleich’ Null
ist; 188t sich dagegen die Zahl 7, als endlicher Dezimalbruch darstellen, so enthalt die
Folge {f, (%)} endlich viele Glieder, die gleich Null sind, wahrend alle iibrigen Glieder
gleich 1 sind, so daB auch der Grenzwert der Folge gleich 1 ist. Die Funktion f() ist
also iiberall definiert; sie nimmt fiir ein gegebenes z dann und nur dann den Wert 1 bzw. 0
an, wenn sich z durch einen endlichen Dezimalbruch darstellen 1aB8t bzw. wenn dies
nicht der Fall ist. '

Das graphische Bild der Funktion y = f(z) 1aBt sich natiirlich nicht mehr zeichnen,
jedoch kann man es sich tellen als eine Punkt die sowohl auf der Geraden y=0
als auch auf der Geraden y =1 ,,iiberall dicht* liegt.

Man beachte, daB bei der Definition der Funktion () im zuletzt betrachteten Beispiel
die Operation des Grenziibergangs zweimal ausgefithrt wurde:

p—>oc [g—>oc

f(z) = lim [ Lim oos"(lO'nz)J. (13)
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& 5! &

§ 46. Der allgemeine Begrift der Funktion einer reellen Verdnderlichen

Die vonngehenden Beispiele mlgen, dnB man, wenn man d!a Oparatmn des Grenz-
iib htigt zu den
Méghchkelten ﬁir dlB Bildung neuer Funkti erhilt. So gowi ) man Funkti
die Unstetigl der v ten Typen besitzen!) (vgl. B 12 bis 6 in
§45), Funktionen, die aus mehreren gegebenen Funktionen ,,znsammengeeetz ‘¢ sind
(vgl Beispiel 9), Funktionen, deren Wert davon abhangt, welcher Menge der zugehorige

hort (Beispiel 10 und 11) usw. Aus den angegebenen Griinden er-

schemt es ku.nat].lch und nur schwer zu rechtfertigen, wenn man sich auf die alleinige
Betrachtung von ,,elementaren* Funktionen beschrankt.

Hinzu kommtnoch ein weit heidender Gesick : Bepm Funkti
beg'n.ﬁ kommt es in erster Linie darauf an, daB jedem Arg\unentwert z ein ganz be-
Funkti rt f(z) pricht, und nicht darauf, mit Hilfe welcher Operationen

man zufillig den Funktionswert berechnen kann.

Die angefithrten Uberlegungen dienen nicht _nur zur Erk]i.rung, sondern auch zur
elgonthchen Rechtfertigung der folgenden Defi des i Funktionsbegriffs,
die heute in der Wissenschaft emzlg iiblich ist:

Man sagt, auf einer Menge E von Zahlen sei eine Funktion
y=f()
egeben, wenn jeder Zahl z aus der Menge E auf irgendeine Weise ein und nur
ein Wert f(z) zugeordnet ist.
Es ist mit anderen Worten eine beheblge Vorschrift angegeben, vermoge der

jedem Argumentwert z (aus E) ein eindeutig bestimmter Funktionswert f(z)
entspricht.

Durch diese Definition wird der Begriff der Funktion gegeniiber dem Begriff der
elementaren Funktion in ungewéhnhchom MaBe erweitert, weil der Charakter der ge-
nannten ,, Vorschrift** durch nichts eing ktwird. Natiirlich kann diese ,, Vorschrift*
in einer Formel bestehen, wie dies bei den elementaren Funktionen der Fall ist; dies
braucht aber keineswegs der Fall zu sein.

Zugleich wird aber der Begriff der Funktion durch diese Definition gegeniiber der
fritheren Definition der elementaren Funktion eingeengt, und zwar dadurch, da8 jedem
Wert z nur ein Wert f(z) entsprechen soll, also ,,mehrdeutige Funktionen** ausgeschlossen
werden.

Die Beschrink auf eindeutig F\mktlonen hat fhr d.lB Theorie der Funktionen

einer reellen Ver&nderlich eine grundl deutung: Wenn man sich
suf die Betracht von igen Funktionen beschrankt (also evtl ft d
mehrdeutige Funktionen — soweit dies moglich ist — in eine Reihe von eindeutigen
Funktionen ,,aufspaltet*), infachen sich die Fc lierungen vieler Aussagen ganz
erheblich.

Den hier eingefithrten allgemeinen Funktionsbegriff haben wir bereits in §1 erwahnt,
wobei wir uns jedoch dort auf den Fall beschrankt haben, daB die Funktion in einem
gewissen Intervall, nicht sber in einer beliebi ,,Punkt; * definiert ist.

1) Insbesondere erhalt man also Funktlonen, bel denen mhtesomger Grenzwert, links-
t und Funkti rt sind.
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Wn- wollen hier noch einige Beispiele fiir Funktionen geben, die nicht durch eine

+

Formel* sind.

Beispiel 1. Unter
Ha)=[2] (14)

versteht man iiblicherweise diejenige Funk-
tion, welche einer gegebenen Zahl z die-
jenige ganze Zahl g zuordnet, fiir die gilt:
g=z<g+1, d. h. die groBte ganze Zahl,
welche nicht grdBer als z ist. Beispielsweise
ist also

[7 %] —7, (8]=3, [-247)=—3.
Das graphische Bild dieser Funktion f(z) ist Ormes

in Abb. 85 dargestellt. Fiir jede ganze Zahlg

ist im Punkte g der linksseitige Grenzwert Abb. 85
von f(z) gleich g —1 und der rechtsseitige

Grenzwert gleich g.

MR

<~k
o}
«}
o}
ol
<~}
L

Beispiel 2. Als nichstes erklaren wir eine Funktion f(z) im Intervall 0 <z <1
dedurch, daB wir sie zunachst auf der Menge E aller derjenigen Briiche definieren, deren
Nenner die Form 2* hat, und zwar sei

10=0, 1m=1, j(g)=LA%HD,

sodann
1
by fO+3(3)
Hg)=——"" y
7 5T
1 °°
N -
)=
usw.; allgemein sei fir jedes m ®
°
m41
/ 2m+1 _'( )+3f( ) °
( on+1 )_ 4 :
(Die Definition von f(z) in den Punkten des 0 7z
Intervalls 0 <z =<1, die nicht zu E gehoren, Abb. 86a

erfolgt dann weiter ,,durch stetige Fortsetzung* ;
vgl. §51.)

In Abb. 86a sind alle die Punkte des graphischen Bildes von f(z) eingezeichnet,
die den Werten # aus F mit n < 4 entsprechen.
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Beispiel 3. Abnlich wie im henden Beispiel sei zunachst f(0)=0, f(1)=1.
m P m+1 ?

Ist dann (—)=—, ( )=—,
RE)=¢ T )=7 y
woboi%und%reduziem]}riiche sind (0=—2— 7

gesetzt), 80 sei o
’(2rn+l) p+p °

w1 )T q- . 0°

Man sieht leicht, daB °

Abb. 86b

usw. (vgl. Abb. 86b). (Auch hier kann f(z) von E stetig suf das Intervall 0 < z < 1 fort-
gesetzt werden.)

Beispiel 4. Die Funktion f(z) werde im Intervall —1 =z = 1 durch folgende Be-
dingungen definiert:

1. f(0) =0; 1

2. {(z) = =, falls z die FormTlg- (g ganz) hat, und {(2) = 27, falls z die Form ‘Zg_+_l_ hat;

3. (%) ist in jedem der Intervalle ”;_Hszg—'l? (n=1,2,3,...) linear;

4. f(z) ist gerade.

Der Leser fertige eine graphische D 1L der Funktion f(z) an und iiberzeuge
sich davon, daB diese Funktion im Punkte z = 0 ein Minimum besitzt, ohne dal es mog-
lich ist, eine Zahl ¢ >0 so anzugeben, daB im Intervall —e <z <0 die Funktion f(z)
fallt und im Intervall 0 < z < e wachst.?)

Beispiel 5. Die Funktionen f;(z) und f;(z) seien fiir z< 0 durch

sinz ‘

1
h@=2 =, L@ =23

und durch
£(0)=0, f,(0)=1

definiert. Man sieht sofort, da8 f;(z) und f,(z) iiberall (d. h. fiir — o0 < 7 <eo) stetig sind
(vgl. §41, Beispiel 7, und § 43).

1) Dieselbe Eigenschaft besitzen auch die Funkti

3
I(z)=2|zi+zsi.n%. I(z)=z7+zsin% (z+0).
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Beispiel 6. Auf Seite 6 haben wir die Gleichung
2igp=1
betrachtet und festgestellt, daB es im Intervall —1 < z < 1 zwei Funktionen gibt, die
diese Gleichung identisch erfiillen, namlich

h@=VT—2% und fy(z)=—V1—=.

Wir wollen hier nochmals auf diese Frage zuriickk und hen, ob dies
die einzigen Funktionen sind oder ob es noch wenore Funktlonen gibt, die dsr a,ngegebenan
Glexchung geniigen. Von dem in diesem P: hs punkt aus
miiseen wir feststellen, daB f,(z) und fy(z) kei die einzigen Funkti sind, die

das Verlangte leisten, sondern da8 es daneben noch unendlich viele weitere derartige
Funktionen gibt. Zum Beispiel leistet auch die Funktion

Y1-2* fir —1=2z=0,
—V1—-2 fir 0<zs+1
das Verl Diese Funktion ist nicht el tar; sie besitzt im Punkte z = 0 eine
Sprungstelle.

‘Wir nehmen nun an, das Intervall -1 < z =< 1 sei auf irgendeine Weise in zwei Mengen
4 und B eingeteilt, die keinen Punkt gemeinsam haben. Dann geniigt auch die Funktion

fa)= Y1—z®, fallszin 4 Liegt,
—V1—22, falls z in B liegt,
der betrachteten Gleichung.

Unter den g Funkti sind allerdings nur die Funkti f,(2) und fy(2)
stetig.

Der zu Beginn dieses Paragraphen skizzierte Gedankengang spiegelt auch
ungefahr den geschichtlichen EntwicklungsprozeB wider. Bei der geschicht-
lichen Entmcklung des Fu.nktlonsbegnﬁ‘s trat allerdings der Grenzubergang
nicht sofort in der allgemei inlichen) Form, sondern in Form
der S tion von Funkt ihen auf. Durch die Arbeiten von FOURIER
(im ersten Viertel des vorigen Jahrhunderts) wurden die Vorbedmgungen fiir
eine Erweiterung des Funktionsbegriffs geschaffen, indem nimlich in ihnen
Methoden (in Gestalt von Formeln mit Grenziibergéingen) fiir die analytische
Darstellung auch solcher Funktionen gegeben wurden, die man bis dahin
nicht als analytisch darstellbar ansah und die man deshalb auch nicht niher
untersucht hatte. Danach wurde eine neue, im wesentlichen die heute all-

iibliche Definition des Funktionsbegriffs unumginglich; sie wurde
zuerst von LoBATSCHEWSKI (vgl. S.4) und LesEuNE DmroELET formuliert
und von RIEMANN verwendet.

Die m der oben angegebenen Definition auftretende Menge E, also die
G it derj Zahlen z, fiir welche die Funktion f(z) erklért ist, wird
der Deﬁmtmberewh der Funktion genannt. Sehr hiufig ist der Definitions-
bereich einer Funktion ein Intervall. Dabei hat man zwischen abgeschlossenen
Intervallen der Gestalt a g z = b und offenen Intervallen der Gestalt a < z <b
zu unterscheid Im abgeschlo Intervall a <z < b ist die Zahl a
kleinste und die Zahl b groBte Zahl, wihrend es in einem offenen Intervall
weder eine grofte noch eine kleinste Zahl gibt. Daneben hat man es mitunter

fs (@)=
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auch mit Intervallen zu tun, die an einem Ende offen und am anderen Ende
abgeschlossen sind (z. B. dem Intervall —1 <2 <1 usw.). Abgeschlossene
Intervalle werden auch Segmente genannt.

Unendliche Intervalle werden an dem Ende, das sich ins Unendliche erstreckt,
als offen angesehen.

Heute sind die folgenden Bezeichnungen allgemein iiblich:

[a, b] fiir das abgeschlossene Intervall a <z <b;

(a, b) fiir das offene Intervall a <z < b;

[a, b) fir das halboffene Intervall a < z < b usw. |

Bemerkung. Der Leser wird wahrscheinlich eine Analogie zwischen der Definition
der Zahlenfolge in § 35 und der Definition der Funktion im vorhegendeu Puagnphen
bemerkt haben. Hier liegt jedoch nicht nur eine Analogie vor, vielmehr ist der
Folgenbegriff ein Spezialfall des allgemeinen Funktionsbegriffs. Vom Standpunkt des
vorliegenden Paragraphen aus ist eine Folge nichts anderes als eine auf der Menge aller
positiven ganzen Zahlen erklarte Funktion.

Wie aus der a.ngegebenen Definition ersichtlich ist, kann der Definitions-
bereich einer Funktion eine ganz beliebige Menge von Zahlen sein; wir werden
es a]lerdmgs im folgenden hauptsiichlich mit Funktionen zu tun haben, die
in einem Intervall einer der genannten Arten erklért sind.

§ 47. Eigenschaften stetnger Flmktlonon
Um zu einer richti Vorstell des allgemei Funkt; griffs zu g
miissen wir noch kurz etwas iiber die graphische D 11 einer Funktion sagen.
Deﬁmtlonagemw wird durch eine Funktion (=) Jedem Wert = (eventuell aus einem

gewissen Intervall, all in aus dem Definitionsb h der Funktion) ein eindeutig
bestimmter Wert y = f(z) zugeordnet. G isch bedeutet dies, daB auf jeder Verti-
kalen durch die gegobono,,Vomchnfb“em i Punkt ausgezeichnet wird (praktisch
ist es lich im inen nicht moglich, alle diese Punkte zu markieren; men kann

sich jedoch ,,vorstellen*, daB dies g heh ist). Die Menge der auf diese Weise ent-
stehenden Punkte braucht selbstverst&ndhch keine ,,zmmmenhﬁngende Kurve* .zu
bilden (vgl. etwa Beispiel 11 aus §45); das wird genau dann der Fall sein, wenn die
Funktion f(2) (im betrachteten Intervall) stetig ist.!) Obwohl in der Mathematik das
Studium von Funktionen mit ,,Unstetlgkeltsstellen“ mcht. nur in theoretischer Hinsicht,

sondern auch fiir viele A d von gr d g ist, bilden die stetigen
Funktionen (und ihre gmphmchen Bllder, die stotlgen Kurvon) eme besonders wichtige
Klasse von Funktionen, die be te Eige i dieser
Eigenschaften wollen wir uns im vorli den Paragraphen b ““’ Auf weitere
w liche Eigenschaften 1 wir in den §§49 und 50 zu sprechen.

SatzI. Nimmt eine in einem Intervall atehge Funktion in zwei Punkien
dieses Intervalls Werte mit verschi Vorzeichen an, so verschwindet sie in

(wenigstens) einem Punkte zwischen diesen Punlkten.

Dieser Satz liegt der unter dem Namen Tabellenverfahren?) bekannten
Nsherungsmethode zum Auflésen von Gleichungen zugrunde und wird durch
ein dhnliches Verfahren bewiesen.

1) Vgl. §42. Der Begriff der Stetigkeit ist offenb bhingig davon, in welcher Form
die Funktion gegeben ist.
3) Vgl. EdEM, Band II, S.229.
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Beweis. Die Funktion f(z) sei im Intervall I stetig, und es seien a und b
(a < b) Punkte d.leses Interva].ls in denen die Funktionen f(x) Werte mit ver-
Vor itzt Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben,

wollen wir annehmen, daB f(a) < 0 und f(b) > 0. Wir betrachten nun den
Punkt a+b , d. h. den Mittelpunkt des Intervalls ¢ < z < b. Es sind dann
folgende Féllo miglich: f(“’b) 0 ode rf(““’) >0 oderf(“;' )<0. Im
ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten Fall setzen wir @, = @ und b,= a;b ,
wihrend wir im dritten Fall g, = 232
fla)<0, f(5,)>0 mit a< e, <b;<b und b, —a,= b%. In entsprechender
Weise konstruieren wir (ausgehend von a,, b,) Punkte a,, b, mit f(a;) <0

by —ay —a

fb)>0,a<a, <0, <by<b, <b und b,—a,= g =7 » usw. Die

auf diese Weise entstehenden Folgen {a,} und {b,} sind beide monoton und
beschréankt, so daB beide (vgl. §44) einen Grenzwert besitzen. Wegen
by—ay= b2'° — 0 besitzen aber beide Folgen sogar denselben Grenzwert,
den wir mit £ bezeichnen wollen. Wegen der Stetigkeit der Funktion f(z)
folgt aus

daB

und b = b setzen. Dann ist offenbar

g,—> ¢ und b,— &,

flag)—>f(&) und f(by) > f(§).
Aus f(a,)<0(n=1,2,...) folgt f(£) <0 (vgl. §38, Seite 162), wihrend
sich aus f(b,) > O entsprechend f(£) =0 ergibt. Beides zusammen liefert
f&)=

Folgerung. Eine in einem Intervall stetige Funktion f(z) nimmt dort mit
2wet Werten A und B auch alle zwischen A und B gelegenen Werte an; genauer:
Ist f(a) = A-undf(b)— B, wobes a < b und A % B, so gibt ufurjedezwwchenA

und B g igstens ein & derart, daf a < & < b und f(£) =
Zum Bewels dleser Behauptung geniigt es, den bereits bewiesenen Satz auf
die Funktion A@=1@)
A —

anzuwenden, die in demselben Intervall stetig ist wie f(z).

Diese Eigenschaft der stetigen Funktionen charakterisiert noch deutlicher
als die eigentliche Stetigkeitsdefinition den ,,Zusammenhang* des Kurven-
verlaufs. Sie ist jedoch nicht der iiblichen Stetigkeitsdefinition gleichwertig.
Zum Beispiel erfiillt auch die Funktion

1
sin— fir z<40,
Sflz)= z
0 fir =0,

die doch eine Unstetigkeitsstelle fiir z = 0 aufweist (vgl. § 41, Beispiel 4), die

angegebene Bedingung.
Das soeben bewiesene Resultat geht bereits auf BorzaNo (1817) zurick.
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Mit Hilfe dieses Satzes von Borzano la8t sich leicht zeigen, daB es genau eine positive
reelle Zahl gibt, deren Quadrat gleich 2 ist. Die Funktion f(2) = #* ist namlich stetig
(§ 43) und wéchst im Intervall 0 < z < 2 monoton von O bis 4. Sie muB daher in einen
bestimmten Punkte £ den Wert 2 annehmen, d. h., es gibt wenigstens ein ¢, fir das

&) =4§=2

Es kann aber auch nur eine solche Zahl ¢ geben. Wiirde es namlich zwei derartige Zahlen
& und §” (& < £) geben, so miiBte eine vonihnen Kkleiner als die anderse sein, etwa £’ < £.
Hieraus ergibe sich jedoch sofort: &2 < £%, im Widerspruch zu £ = £”2 = 2. Es gibt
a,]so eine u.nd pur eine poemve Zahl £ mit ¢ = 2, die man iiblicherweise mit }2 bezeichnet.

b t man dxe i aller and (irrati '--3 Wurzeln wie a.uch
der Nullstellen von P ‘, kann man dann hend von der S k
der E ialfunkti ) die Exi der L itk beweil Allgemei kann
man den Satz von Borzano dazu verwenden, die Exis der Umkehrfunktion einer
g und m t Funktion zu beweisen (vgl. § 52) usw.

Satz I1. Eine in einem abgeschlossenen Intervell stetige Funktion ist dort
auch beschrinkt.

Beweis. Die Funktion f(x) sei stetig im Intervall @ < z < b. Zu zeigen ist
unter anderem, daBl es eine Zahl M gibt, so daB

fle s M

fiir alle 2 mit @ < z < b. Wir nehmen an, es gibe keine derartige Zahl M.
Dann giibe es zu jedem noch so groBen M ein x = 2y aus dem betrachteten
Intervall, fiir welches

flzy>M

gﬂt Es sei nun {M,)} eine Folge von Zahlen mit M, —> . Zu jedem M, wihlen
wir eine Zahl z, aus dem betrachteten Interva.ll mit

fl@a) > M.
f(zg)—>00. (15)

Aus der beschriinkten Folge {z,} kiénnen wir nun (vgl. §38, Seite 167) eine
konvergente Teilfolge {z,,} auswihlen:

Dann ist wegen a < z,, < b (vgl. §38) auch ¢ < £ < b. Da die Funktion f(x)
stetig ist, strebt die Folge {f(z,,)} gegen den endlichen Grenzwert f(§):

Dann gilt

. flap,) —>f(§).
Andererseits folgt aus (15)
S(xp,) =00,
Damit haben wir emen Wldersprueh erhalten. Es gibt also eine Zahl M,
Iche die gewiinscht, haft besitzt, die Funktion f(z) ist im Interva.ll

a <z < b nach oben besch.mnkt Entsprechend zeigt man, daB sie auch nach
unten beschriankt ist.
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Wir weisen darauf hin, daB der Satz nicht mehr gilt, wenn man die Voraus-

setzung iiber die Abgeschl heit des betrachteten Intervalls fallen 1aBt.
Ein Gegenbeispiel liefert bereits die Funktion
1
flz)= re

sie ist im Intervall 0 < = < 1 stetig, aber dort — wie man leicht sieht — nicht
nach oben beschrinkt.

Sa.tz III (annsmuss) Eine in einem abgeachloaaemn Intervall stetige
t dort hl einen groften als auch einen kleinsten Wert an.?)

Mit anderen Worten: Ist die Funktion f(z) im Intervall a < z < b stetig,

o gibt es Zahlen & und & mit ¢ <& <b und a< §, <b derart, daB

(&) < f() < f(&) fiir alle z mit a <2< b (Wobei natiirlich im allgemeinen
weder £, noch &, eindeutig bestimmt ist).

Beweis. Wir beweisen als Beispiel die Existenz von &,; die Existenz von &,
1iBt sich dann entsprechend zeigen.

Nach Satz II ist die Funktion f(z) im Intervall ¢ <z < b beschrinkt,
d. h., es gibt Zahlen m und M, so da8 fiir alle z aus dem betrachteten Intervall
gilt:

m<flx)<M.

Offenbar kénnen wir nun u.nter den rationalen Za.h]en, die eine Dezu:nal-
bruchda,rstel.lung der Form ¢, a; besit zwei aufe derfolgende y; und
¥ %, <) so finden, daB fiir alle z aus dem betrachteten Intervall

fln< yl N
daB aber nicht fiir alle derartigen =
gils. fl@) <y
Insbesondere gibt es dann im Intervall a < z < b eine Zahl z = 2, so daB
y] =flm)< yl .

Entsprechend findet man unter den rationalen Zahlen, die eme Dezu:nal-
bruohdarswllu.ng der Form g, a,a, besit zwei aufei rfolg A
und yj (y; <y;) derart, daB ;

f(2) <y,
fiir alle, aber ,
‘ f@)<y,

nicht fiir alle z aus dem betrachteten Intervall gilt. Insbesondere gibt es
eine Zahl z = z,, so daB , P
yzgf(zz) <Y,
usw.

1) Ein groBter Wert einer Funktion f(#) (in einem Intervall) ist ein Funktionswert, der
von keinem anderen Funktionswert iibertroffen wird; ein kleinster Funktionswert ist
ein Funktionswert, welcher von keinem anderen Funktionswert unterboten wird.
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Die auf diese Weise gewonnenen Folgen {y7} und {y;} sind beide monoton
und beschrinkt, so daB jede von ihnen einen Grenzwert besitzt. Aus

Yo—y,=10"">0 (16)

folgt, daB diese Grenzwerte iibereinstimmen, Bezeich wir den
samen Grenzwert der Folgen {yh} und {ys) mit 7, so gilt also

Y1 am
i1 (18)

Nach Konstruktion ist nun fiir jede natiirliche Zahl » und fiir jedes z aus
dem Intervall [a, b] fa) <y’

f@=9.
Wir werden nun zeigen, daB es eine Zahl £, = £ aus dem betrachteten Inter-
vall gibt, fiir die F&=n

Nach Konstruktion gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n eine Zahl z, aus
dem Intervall [z, b], so daB |, ”
Yo = flxa) <yy

oder, wenn man (16) beachtet,

flzn) <y < f(zg) + 107"

Aus der beschriinkten Folge {z,} kénnen wir nun eine konvergente Teilfolge
{p,) auswihlen, und zwar gelte

z,>&  (@<ED).

5

und

Hieraus ergibt sich fir n—>o0

Offenbar ist dann auch
J(25) <9}, < f(25) + 107,

In dieser Ungleichung vollziehen wir nun den Grenziibergang (fir n — ).
Wegen der Stetigkeit der Funktion f(z) im Punkte z= £ gilt einerseits

f(zp) > f(8).
Andererseits gilt wegen (18) "
Yo~ 1.
Damit erhalten wir
fE=n<f&,
also
f&)=mn,

was zu beweisen war.

Der Satz von WEIERSTRASS ist nicht mehr allgemein richtig, wenn man
auf die Vor tzung der Abgeschl heit des betrachteten Intervalls
verzichtet. Als Gegenbeispiel kann wieder die Funktion f(z) = L im Intervall
0 <z <1 dienen. Ein noch einfach Gegenbeispiel liefert die Funktion
f(z)=z im Intervall 0 <z < 1.
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Der Satz ist auch nicht mehr allgemein richtig, wenn man die Voraussetzung
der Stetigkeit von f(z) fallen 1iBt. Ein Gegenbeispiel liefert die Funktion
z fir 052z<],
far= lo fir z=1.

Diese Funktion besitzt eine Unstetigkeit im Punkte z = 1. Im abgeschlossenen
Intervall 0 < # < 1 nimmt sie keinen groBten Wert an.

Satz IV (Satz von der ,gleichméaBigen‘ Stetigkeit). Ist die Funktion f(z)
stetig im abgeschlossenen Intervall I, so gibt es zu jedem & > 0 eine Zahl 8=6,>0
derart, daf fiir alle o und = aus dem Intervall I die Ungleichung

o —a"| < & (19)
die Ungleichung
[f@)—fla<e (20)
2ur Folge hat.

Wir iiberlassen es dem Leser, sich den geometrischen Inhalt dieses Satzes
zu veranschaulichen.

Beweis. Wir nehmen an, der genannte Satz wire nicht richtig, d.h.,
man kénnte nicht zu jeder Zahl & eine Zahl 8 mit der erwihnten Eigenschaft
finden. Dann giibe es eine gewisse positive Zahl ¢*, so daB es zu jeder noch
so kleinen Zahl 8 > 0 zwei Zahlen 2/ und 2 aus I gibt, derart daB zwar die
Ungleichung .
|#—2"| <4,
aber nicht die Ungleichung

[f@)—f") <e*
erfiillt ist, daB also die Ungleichung
[F(@) —fa")| =z e*
besteht. Wir betrachten dann eine Folge {4,) von positiven Zahlen mit

6,—~0
und bestimmen zu jedem 8, ein Zahlenpaar z;, zy, fiir welches
|za—2n| < du (@1
und
|flan) —flam)| = &* (22)

gilt. Aus der beschrinkten Folge {z7} wihlen wir sodann eine konvergente
Teilfolge {zp,} aus, und zwar gelte

4 > &. (23)

Die Zahl & gebort dabei, wie man sofort sieht, zu 7. Aus (21) und (23) folgt,
daB wegen &, -0 auch
a:;,"—> £. (24)
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Wegen der Stetigkeit der Funktion f(z) im Intervall I folgt aus (23) und (24)
f(z5,) > f(8),
fE) > 1@
Aus (22) folgt andererseits, daB fiir jedes
[f(2s,) — ()| 2 &*

gilt. Vellziehen wir in dieser Ungleich g den G iibergang % — oo, so
erhalten wir einen Widerspruch, denn die linke Seite strebt gegen Null, wihrend
die rechte Seite stets gleich der positiven Zahl e* ist.

Bemerkung 1. Der liche Unterschied zwischen der ,,gleichméBigen* und der
»gewohnlichen* Stetigkeit besteht darin, daB im Fall der ,,gewdhnlichen* Stetigkeit
in einem Punkte z = 2, die Zahl § in der Ungleichung |# — 2| <& nicht nur von der
Zahl ¢ in der Ungleichung |f@) — f(%)| <e, sondern auch von der Zahl 7, abhingt:

8=20(e, z,),

wahrend bei der ,,gleichmaBigen* Stetigkeit in einem gegeb Intervall die Zahl 6
in der Ungleichung (19) nur von der Zahl £ aus (20) und von dem Intervall selbst abhéngt
(und nicht von Punkt zu Punkt des Intervalls variiert).

Bemerkung 2. Aus der gleichmaBigen Stetigkeit einer Funktion in einen gegebenen
(abgeschlossenen oder nicht abgeschlossenen) Intervall I folgt offenbar sofort ihre Stetig-
keit, (im gewohnlichen Sinne) in jedem Punkte z, des Intervalls /. Gilt namlich die Un.

leichung (20) fiir irgendwelche #’ und 2/, welche der Beziehung (19) geniigen, so kann
man insbesondere z” = z, setzen und erhalt, daB fiir alle z = 2/, die der Ungleichung

|2~ 2| < 8
geniigen, die Ungleichung
1@~ t(zo)| <&
erfilllt ist, wie dies gerade bei der Definition der »gewohnlichen‘ Stetigkeit gefordert
wird.

Bemerkung 3. Satz IV ist nicht mehr allgemein richtig, wenn man die Voraussetzung
der Abgeschlossenheit des Intervalls I fallen 1aB8t. Man sieht dies wieder z. B. an der

I'\mktion[(z)-% im Intervall 0 < # < 1. Setzt man hiere= 1, & = 8, 2’ = %,soerhilt
man fir § <1

o~ =3 <a,
wihrend
e — 1@l = |5 - 3= 3>1.

Damit haben wir erhalten: Eine Funktion f(x) ist in einem abgeschlossenen
Intervall I dann und nur dann gleickmafig stetig, wenn sie dort stetig ist. Im
Falle eines nicht abgeschlossenen Intervalls ist dies dagegen nicht richtig.
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§ 48. GleichmiBige Konvergenz von Folgen stetiger Funktionen

In §45 haben wir den Begriff des Grenzwertes einer Funktionenfolge mit
Hilfe des Begriffs des Grenzwertes von Zahlenfolgen definiert. Dabei haben
wir verlangt, daB fiir jedes x aus dem betrachteten Intervall die Folge {f,(x)}
konvergiert; der Grenzwert der jeweiligen Zahlfolge wurde sodann als der
entsprechende Funktionswert der Grenzfunktion angesehen.

Man kann an dieselbe Frage aber auch von einem anderen Standpunkt
aus herangehen, indem man némlich die Funktionen der gegebenen Funktionen-
folge im betrachteten Intervall ,als Ganzes“ ansieht. Im folgenden wird
eine der hierbei moglichen Betrachtungsweisen g diskutiert. Der Ein-
fachheit halber setzen wir voraus, daB wir es zunéchst nur mit Funktionen
zu tun haben, die im betrachteten
Intervall stetig sind.?)

Es seien f(r) und g(x) zwei in
einem geg ‘N n‘l.‘z Tl
(und damit endlichen) Intervall I
(@< z<b) stetige Funktionen.
Unsere erste Aufgabe soll es sein, den
,,Abstand“ der einen Funktion von
der anderen (oder des graphischen /4
Bildes der einen vom graphischen
Bild der anderen) durch eine Zahl zu
charakterisieren. Bekanntlich ver-
steht man unter dem ,,Abstand‘
einer Zahl a von einer Zahl b (vgl.
§ 36) den absoluten Betrag ihrer Abb. 87
Differenz, d. h. die Zahl |a —bj.

Demgegeniiber nehmen wir als MaB fiir den ,, Abstand zweier Funktionen
(oder kurz als ,,Abstand*“ der Funktionen) das Maximum (den gréBten Wert)
des absoluten Betrages der Differenz der Funktionswerte im betrachteten

I :
ptervall olf: D=elf, ) =mex|fx) —g(a)]- 25)

Geometrisch ist der Abstand g(f, g), wie man leicht einsieht, die maximale
Linge der durch die Punkte des graphischen Bildes von f bzw. g mit gleichen
Abszissen gelegten Strecken (Abb.87). Da die Funktionen f(z) und g(x)
stetig sind, ist es auch die Differenz f(x) —g(2) und damit auch der
absolute Betrag davon, d.h. die Funktion |f(z) —g(x)|;?) daher gibt es
(nach Satz IIT des vorangehenden Paragraphen) unter allen in Betracht
kommenden Strecken wirklich eine groBte.

1) Diese Einschrinkung ist nur teilweise sachlich begriindet; sie wird jedoch dadurch
gerechtfertigt, daB es gemaB dem Vorhaben dieses Artikels lediglich darauf ankommt,
jeweils die einfachsten und wichtig: Falle zu behandel

2) Wir iiberlassen es dem Leser, all §i den folgenden Satz zu beweisen: Ist die Funkti
F(z) im Punkte z = c stetig, so ist es dort auch die Funktion |F(z)|.
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Der auf diese Weise definierte Abstand o(f, g) besitzt die folgende Eigen-
schaft:
Fir jede Zahl x aus dem Intervall I ist

[f@)—g(@)|<elf 9), (26)
wobei fiir wenigstens einen Wert = aus I Gleichheit eintritt.
Der Abstand o(f, g) ist nicht negativ,
olf, ) =0; (27)
er ist dann und nur dann gleich Null, wenn im betrachteten Intervall die
Funktionen f(x) und g (x) Gbereinstimmen (ihre graphischen Bilder zusammen-
fallen).
Man nennt nun eine Folge

{fn(z)} = fil), folz), ..., fal@), .. .
von Funktionen, die alle in einem gegebenen abgeschlossenen Intervall I

ot

stetig sind, in diesem Intervall gleichmifig k gent gegen die g
Funktion f(z), wenn die Zahlenfolge

{Q(fm f)} = Q(fh f)’ Q(fzv f)’ ety e(fm f)! M
gegen Null konvergiert:

e(fa, f)—>0. (28)
Die gleichméBige Konvergenz einer Funktionenfolge deutet man iiblicher-
weise durch
Sz f (29)
an.

Satz. Aus der gleichmifigen Konvergenz (f, = f) folgt die Konvergenz im
gewohnlichen Sinne (f,— f).

In der Tat: Die mit (29) gleichwertige Beziehung (28) bedeutet doch, daB
bei noch so kleinem & > 0 fiir alle hinreichend groBen n die Ungleichung

olfas l<e (30)
erfiillt ist. Es sei nun « eine beliebige Zahl aus dem Intervall 1. Wegen (26)
ilt d
gile damn Vfel@)—£(@)| S 0lfar ) @1
und damit

[fal2) —f(2)] <.
Es gilt also fiir jedes z aus J
Jalz) > fl2).

(Der Beweis laBt sich folgendermaBen kurz zusammenfassen: Wegen
Ja = f strebt fiir n— co die groBte der ,,Strecken” |f,(z) —f(2)| und damit
auch jede einzelne ,,Strecke gegen Null.)

Die folgenden Beispiele zeigen, daB man umgekehrt aus der gewdhnlichen
Konvergenz im allgemeinen nicht auf gl?ichmii.ﬂige Konvergenz schlieBen
kann.
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Beispiel 1.

W)= =1,2,3,..), ©2)

”"'(’_W)'

wobei wir uns auf das Intervall

0=sz=1
beschrinken wollen. Wir erhalten:
1. Firz=0
1
IO =77 -0;
2, fir 240
1
he=gm 1 v 1 °

( z}/;) nizt
Daher gilt fir jedes z .

In(®)—0,

8o daB die Grenzfunktion f(z) identisch hwindet. Jedoch liegt keine gleichméaBige
Konvergenz vor, da

elfas f) =max lfa(@)— [ (=)] =m’~xl..(s)= 1.y

Es ist lich, sich die Verhaltni P haulichen; dabei beacht
man, daB das graphische Bild der Funktion fu(@) dns gleiche ist, wie das der in §45,

Beispiel 3, betrachteten Funkti

pur ist es um —— nach rechts verschoben.
n

Im folgenden Beispiel sind die Fu.nktlonen der Folge zwar keine elementaren
Fu.nktwnen, ]edoch lassen sie slch infacher iibersehen als die im voran-
pisl betrachteten F'
y

Beispiel 2. Im Intervall 0 <z <1 seien die 7
Funktionen f, () gegeben durch

nz fuir 0 gzg%,

fa@)={2—nz fir -:—ézg%, (33)

(n=1,2,3,..)

(in Abb. 88 ist die Funktion f, dargestellt). —; T
Dann gilt:
1. Fir z=0 Abb. 88
f+(0)=0-0;

%) Aus (32) ersicht man sofort, daB die Funktion f,(z) fir #, = — ihren groBten Wert
Ja(2,) =1 annimmt. V—
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2. fir0<zrs<1 2
fu(z)=0, falls ng--z—,

80 daB auch in diesem Fall
fn(2) 0.

Somit gilt also im gesamten Intervall 0=z <1
fa(@)~>{(#)=0.

Andererseits ist 1
olfu = maxfy(@) = 1o () =1.

Daher ist die Konvergenz f,—f keine gleichmaBige Konvergenz.

Der geometrische Inhalt der gleichméBigen Konvergenz ist leicht zu er-
kennen: Die Beziehung (29) be-
deutet doch, daB bei noch so
kleinem & > 0 fiir alle hinreichend
groBen natiirlichen Zahlen » die
Ungleichung

elfn: i <e

erfiillt ist. Diese Ungleichung ist
jedoch auf Grund der oben an-
gegebenen Eigenschaft des Ab-
standes von Funktionen gleich-
wertig dem gleichzeitigen Be-
stehen der unendlich vielen Un-
gleichungen

fa@)—fz)<e  (34)

{wobei z eine beliebige Zahl aus dem Intervall I ist).
Geben wir der Ungleichung (34) die Form

f@)—e<fal®) <f(2) +¢,
80 konnen wir die gleichmiBige Konvergenz
o= f

auch folgendermaBen beschreiben: Wir betrachten zunichst das grap
Bild der Funktion f(z) —¢ und das der Funktion f(z) + &, welches man aus
dem von f(z) durch Parallelverschiebung um die Strecke ¢ nach unten bzw.
nach oben erhilt (Abb.89). Die gleichmiBige Konvergenz f, = f besagt
dann, daB fiir hinreichend groBes » (r > »,) das graphische Bild der Funktion
Ja(@) in dem zwischen diesen beiden graphischen Darstellungen geleg:

Streifen enthalten ist. (Bezeichnen wir diesen Streifen als ,,¢-Umgebung*
des graphischen Bildes der Funktion f(z), so kénnen wir auch sagen, daB
das graphische Bild ,,fast jeder* Funktion f,(z) ganz in dieser s-Umgebung
gelegen ist, d. h. nur endlich viele von ihnen sich nicht ganz darin befinden;
vgl. hierzu die Definition des Grenzwertes einer Zahlenfolge auf Seite 154.)

Abb. 89

1iooh
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Oben wurde die gleichmiBige Konvergenz f, = f nur fiir den Fall definiert,
daB sowohl alle Funktionen der Folge {f,} als auch die Grenzfunktion f(z)
in dem betrachteten Intervall stetig sind. Zu dieser Einschrinkung liegt
jedoch keine logische Notwendigkeit vor. Aus der Definition der gleichméBigen
Konvergenz ergibt sich nimlich unmittelbar, daB genau dann f,= f, wenn
es zu jedem & > 0 eine natiirliche Zahl n gibt (welche von &, aber nicht von z
abhingt) derart, daf fiir jedes x aus dem Intervall I die Ungleichung (34) er-
Jfiillt ist. Diese Aussage nimmt man gewdhnlich als Definition der gleich-
méBigen Konvergenz, wobei man dann weder die Stetigkeit der Funktionen
fa(z) noch die der Funktion f(z) voraussetzt.

Fir die so verstandene gleichmiBige Konvergenz gilt der

Satz. Wenn eine Folge {f,} von in einem gegebenen Intervall I stetigen Funk-
tionen dort gleichmdfig gegen eine Funktion f(x) konvergiert, so ist diese Funktion
f(@) im Intervall I ebenfalls stetig.

Beweis. Es sei ¢ eine beliebige Zahl aus dem Intervall I und ¢ eine be-
liebige positive Zahl. Aus der Identitit

f(@)—f(0) = [f(x) — fu ()] + [fa (@) — fa ()] + [fu(e) — f(e)]
ergibt sich sofort die Ungleichung
[f@) —f ()| S 1f(@) —fal@)| + |fal@) —fulO)] +|fale) —fl)].  (36)

Hier wihlen wir nun a) » so groB, daB fiir alle = aus I (insbesondere also fiir
z=r¢)
f@) —fa@)| <5

gilt, b) 4 > 0 so klein, daB fiir eines der in Frage kommenden = fiir |z—e¢| <8
die Ungleichung e
|fa(@) —fale)| < 3

erfiillt ist. Dadurch wird erreicht, daB jeder Summand auf der rechten Seite
von (35) kleiner als —;— ist, so daB fiir alle x mit |z —¢| <8 die Ungleichung

|[f@)—fle)| <e

erfiillt ist. Das besagt aber gerade, daB die Funktion f(x) im Punkte ¢ stetig
ist. Dies gilt fiir jedes ¢ aus I, so daB die Funktion f(z) im ganzen Intervall I
stetig ist, was zu beweisen war.

§ 49. Der Satz von WEeiErsTRASs-BERNSTEIN {iber die Approximation
stetiger Funktionen mit Hilfe von Polynomen

Eine fundamentale Aufgabe, welcher die Kapitel I und II des vorliegenden
Artikels gewidmet waren und deren Losung gleichermaBen Schiler, Studenten
und Lehrerschaft interessiert, besteht in folgendem : Gegeben ist eine Gleichung,
durch die eine verinderliche GroBe y durch eine andere verinderliche GroBe z
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8 & B8

ausgedriickt wird ; es soll die zugehérige Kurve dargestellt werden. Die Losung
dieser Aufgabe bereitet keine prinzipiellen Schwierigkeiten. Jedoch ist es
wegen der Vielzahl der moglichen Fille notwendig, technisch brauchbare
Konstruktionsverfahren auszuarbeiten, und hijerin besteht das eigentliche
Problem.

Daneben interessiert aber sowohl den Praktiker als auch den Wissenschaftler
hiufig die umgekehrte Aufgabe, bei der Schwierigkeiten prinzipieller Art
auftreten. Sie 1dBt sich kurz folgendermaBen formulieren: Gegeben ist eine
graphische Darstellung; gesucht ist die ,,zugehérige” Gleichung.

Ein Beobachter z. B., welcher den Verlauf eines bestimmten Vorganges
registriert, bei dem jeder ,,Zustand durch die Werte zweier funktional ab-
hingiger GroBen (Verinderlicher oder Parameter) charakterisiert wird, erhilt
in der Koordinatenebene eine graphische Darstellung des beobachteten Vor-
ganges in Form einer empirischen oder (wie man zu Zeiten EULERS sagte)
,»willkiirlichen* Kurve; wenn man nun den beobachteten Vorgang th
matisch erfassen will, so muB man eine (genaue oder in einem gewissen Sinne
niherungsweise) Gleichung fiir die erhaltene Kurve aufstellen.

Wie gelangt man nun zn einer solchen Gleichung?

Zunéichst muB die Fragestellung g priizisiert werden, was auf mehrere
Weisen moglich ist.

Wir wollen hier annehmen, daB die gegebene Kurve in den Grenzen des
betrachteten Intervalls I (@ < x < b) mit jeder vertikalen Geraden nur einen
Punkt gemeinsam hat, so daB man die Ordinate y jedes Kurvenpunktes als
(eindeutige) Funktion seiner Abszisse x ansehen kann,

y=f(z)

(Funktxon hierbei als ,,Zuord.nung aufgefaBt) Weiter setzen wir voraus,
daB die Funktion f(x) im g tischen Sinne stetig ist (vgl.
§42).%)

Mitunter geht man nun so vor, daB man auf der vorgelegten Kurve endlich
viele Punkte

Mz, i) (i=1,2,...,m)

markiert und eine elementare stetige Funktion (meistens ein Polynom P (2))
bestimmt, deren graphisches Bild genau durch die markierten Punkte hin-
durchgeht (wobei man auf ein g Ubereinsti der Kurven in den
Zwischenpunkten verzichtet). Das Aufsuchen einer derartigen Funktion be-
zeichnet man als Interpolation.

Eine andere Aufgabenstellung, und zwar die, welche uns hier interessieren
soll, besteht darin, eine elementare Funktion (ein Polynom) P(z) so zu be-

1) In dieser letzten Forderung ist ein idealisierendes Element enthalten, da sie bei einer
empirisch gegebenen Kurve nur bedingt erfiillt lst Streng erfiillt ist sie aber z. B.
bei jeder stetigen Kurve, die aus i tzt* st (vgl.
§ 45, Beispiel 7 und 9, unter der Vomussetzung, daB u(z) und v(z) stetige Funktionen
sind und dabei %(0) = v(0) = 0 ist).




§ 49. Der Satz von WEIERSTRASS-BERNSTEIN 217

stimmen, daB der Abstand der Funktion f(z) von P(z) in allen Punkten des
betreffenden Intervalls kleiner als eine gegebene Zahl ¢ ist, d. h., daB

[P(x)—f(2)| <e
fiir alle x aus I gilt, also (mit den Bezeichnungen aus §48)
o(P, f)<e

ist. Dies bezeichnet man als Approzimation von f(z) durch P ().

In erster Linie interessiert hierbei natiirlich, ob man fiir jedes beliebig
kleine £ > 0 zu der gegebenen Funktion f(z) ein Polynom P (z) finden kann,
welches das Verlangte leistet.

" Eine positive Antwort auf diese Frage gibt ein Satz von WEIERsTRASS (18865),
welchen man in gewissem Sinne als Umkehrung des am Ende des voran-
gehenden Paragraphen bewi Sat hen kann. Hier ist seine genaue
Formulierung :

Zu jeder Funktion f(z), die in einem abgeschlossenenl) Intervall I (a < x < b)
stetig 1at, lapt sich eine Folge {P,(x)} von Polynomen angeben, welche in I gleich-
mafig gegen. f(x) konvergiert.

Die Aufgabe, eine gegebene Kurve durch eine ,,Gl
besitzt also die genaue Losung

f(z) = lim P,(z)

s h 3 hearhraih

g zu

und die Néherungslésung
S(z) = Py(),

wobei die Abweichung | P,(x) —f(x)| die Zahl g(P,, f) = max|P,(z) —f@)],
welche von z unabhéngig ist, nicht @bertrifft und wobei o(P,, f) fir n — co
gegen Null strebt.

Da die Spitze jedes Schreibgerites (Bleistift, Feder, Kreide) einen gewissen Durch-
messer besitzt, ist jedes ,,reale graphische Bild (in Form der Spur, welche auf dem Papier
bei Bewegung des Schreibgerates markiert wird) keine ,,ideale mathematische Kurve*,
sondern ein ,,Streifen‘, welcher eine gewisse ,,Breite besitzt. Aus diesem Grunde kann
man den Satz von WEIERSTRASS auch in der folgenden, zwar recht ungenauen, dafiir
aber sehr haulichen Form prechen: Zu jedem noch so ,,gewundenen* vorgegebenen
»realen Kurvenverlauf, der durch ,,Bewegung* eines Schreibgerates erzeugt wird (vgl.
Abb. 89), 1a8% sich ein rationales Polynom finden, dessen graphisches Bild genz im ge-
zeichneten ,,Streifen* verlauft.

Zuniichst bemerken wir, daB die Folge {P,(x)} nicht eindeutig bestimmt
ist. Verschiedene Autoren haben Beweise fiir diesen Satz angegeben, bei
denen verschiedene Verfahren zur Konstruktion der approximierenden Poly-
nome verwendet wurden.

Die ersten Beweise fiir den Satz von WEIERSTRASS waren so kompliziert,
da8 sie nicht allgemein verstanden wurden. Wir fiihren im folgenden einen

1) Diese Vi ist lick
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5 B &

Beweis durch, der im wesentlichen mit dem von S. N. BERNSTEIN im Jahre 1912
gegeb Beweis ibereinstimmt. Obgleich dieser Beweis vollkommen
elementar ist, empfiehlt es sich, zundchst einige Vorbereitungen zu treffen.
Der Einfachheit halber neh wir an, daB die Approximation der Funktion

f(z) im Intervall

021
erfolgen soll.

Die von BERNSTEIN verwendeten Polynome bezeichnet man heute iiblicher-
weise mit B,(z). Sie haben die Form

By = 3 1) (1 )ama —zp-m, (36)

m=0

wobei unten ( :‘) der Binomialkoeffizient

ny_ n!
(m)_ m!(n—m)!
verstanden wird (hierbei ist 0! = 1 zu setzen).

Satz von BERNSTEIN. Es sei f(2) eine im abgeschlossenen Intervall 0 < z < 1
stetige Funktion. Dann konvergiert die Folge { B, (z)} der Polynome (36) in diesem
Intervall gleichmépig gegen f(x):

By(z) = f(x). @7
Wir beweisen zuniichst das folgende
Lemma. Ist p+q=1, s0 ist
3 n
8W= 3 m—npp( ) )" "=npg  (1=0,1,2, ...
m=0 m

Beweis. Zunichst berechnen wir die Summen

sp=3 (n)ome ™

m=0
5= Fm(2)smen
1= S mim ()

Was die erste Summe betrifft, so ist auf Grund des binomischen Satzes

SP=(p+9q
also nach Voraussetzung

SM=1 (a=0,1,2,..).
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Zur Berech von 8 beachten wir zunichst, daB’

-3

m m—1

m(")=n("~1) m=1, n=1).

Hieraus folgt fiir » > 1

s=Zm(n)oem= Zim (1 )or
g e

n

PZ’(”_I)P -1gtn-1-(m-1)

m=1

Il
3

n—

1
=np 3 ("'l) g* NP =np.§P-V=np.
m=0

Zur Berechnung von S{" beachten wir, da

m(m—l)( )—n(n—l)(m :) m=2, nz2).
Daher ist fir n =2

n

=n(—1) 3 (,,, g)p e

m=2

=nn—1g* 5 (;:ﬁ) prgeeey

—n(n—l)p’Z' ( )p gn--m
=n(n—1)p?-8f-D=n(n—1)p
Damit erhalten wir
SP=1, SM=np, SP=n(n—1)p (n=0,1,2,...).9
Um nun 8™ zu berechnen, gehen wir von der Identitit
(m—npR=n2p?— (2np—1)m+ m(m—1)

!) DaB diese Formeln auch firr S®, S und 8§ richtig sind, bestatigt man leicht
direkt.
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aus. Mit ihrer Hilfe und wegen der bereits hergeleiteten Formeln erhalten
wir (fir » = 0)

so= 5 m—npk (1) g "

n

=m§'o{n5p3—- (2np—1)m+m(m—1)} (m ) gt
=t 3 (n)zmem—@np— l)méz)m(,',',)p"'q“‘"‘

+ S mm—1(n) "
= n’p’~Sg")— (2np—1) S{")+ ggn)

=nipt1—@2np—lnp+n(n—1)p
=np(l—p)=npq.

§ 50. Beweis des Satzes von BernsTEIN

Wir setzen zunédchst zur Abkiirzung

u,‘,',"(z)=(:_)x'~(1_m)"-"' (m=0,1,...,n; n=0,1,2,..),
so daB also
Bu@)= 3 /(%) @) (38)
m=0
Ersetzen wir in

o= 3 (2)re-nms

p durch z und g durch 1 — z (so daB also p + ¢ = 1), so erhalten wir die folgende
Identitdt in z:

Z @) =1. (39)
m=0
Hieraus folgt
)= 3 o) u(a). (40)

Subtrahieren wir nun (40) von (38), so erhalten wir

By —f0) = 3 [1(%) = 1] o2 o).
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Daher ist (auf Grund einer bekannten Eigenschaft des absoluten Betrages)

B 1@l = 3 |f(%) 1@

u (z).%) (41)

Wir haben uns nun nur davon zu iiberzeugen, daf fiir hinreichend groies »
die rechte Seite von (41) kleiner als jede beliebige Zahl & >0 wird. Hierbei
werden wir maBgeblich die Stetigkeit der Funktion f(z) auszunutzen haben.

Da die Funktion f(z) im Intervall 0 < z < 1 stetig ist, ist sie dort beschrénkt
(vgl. §47, Satz II) und gleichmaBig stetig (§47, Satz IV). Das bedeutet:

1. Es gibt eine Zahl M, so daB
f@|=HM (0=zg)). (42)

2. Zu jeder vorgegebenen Zahl & > 0 kann man eine Zahl 6> 0 so finden,
daB fiir jedes 2’ und 2 aus dem Intervall 0 < z < 1 aus der Ungleichung

|z'—2"|<d
die Ungleichung
lf)—f@| <5 (43)
folgt.
Wir wenden uns nun der ,,Abschitzung der rechten Seite von (41) zu.
Hierfiir zerlegen wir die dort stehende S in zwei S den, und zwar

auf folgende Weise: Es sei z eine beliebige Zahl aus dem Intervall 0 <z < 1.
Bei der Summation in (41), bei der m von 0 bis 7 léuft, ist, wenn » geniigend
groB ist, fiir gewisse m die Ungleich

& -1

|%—z|<6 (44)

erfiillt, wihrend sie fiir die tibrigen m nicht erfiillt ist. In die erste der beiden
Summen, in die wir die rechte Seite von (41) zerlegen wollen, nehmen wir
nun alle diejenigen Glieder auf, fiir welche die Ungleichung (44) erfiillt ist,
withrend der zweite Summand aus allen den Gliedern besteht, fir die dies
nicht der Fall ist. Die auf diese Weise gewc Teil sollen durch
den Index I bzw. II angedeutet werden?), so daB

Zlr5)-re

wP ()

()
=2t (5) s

Die Teilsummen werden nun einzeln untersucht.

@)+ Za|f (5) 1| @.

1) Offenbar ist u(z) =0 fir 0 <z =<1.
3) Diese Zerl hangt selb andlich noch von z ab, jedoch soll dies nicht explizit
berticksichtigt werden.
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& B 8

Im ersten Summanden treten nur solthe Zahlen m auf, fiir die die Un-
gleichung (44) erfiillt ist, so daB wegen 2. fiir alle diese m die Ungleichung

) -sn] <5

erfiillt ist. Daher ist
Zi|r(2)—s@

U @) < 5 P @)= 5 Ty 4P (2). (46)

n
Wir betrachten nun die Summe 3’ u{™ (z); diese kann man ebenso wie die
m=0

vorher betrachtete S in zwei Teil zerlegen :
n
Zouy(:)(z) =211l3.') (z) + Zn “g"(’-') .
m=

Da nun die Glieder «{¥(z) alle nicht-negativ sind und die Gesamtsumme
wegen (39) den Wert 1 hat, kénnen wir feststellen, daB8

@ =1—-SpuP@) < 1. (47)
Damit erhalten wir aus (46)

e 1o
Wir betrachten nun die zweite Teilsumme

Zalf(%)-s@

CACES- (48)

u{M(z).

Wegen
(%) —s@)|s|#(2) [+ r@) s+ =2

(vel (42)) ist
Zn|f(2)—f@

Nach Voraussetzung ist nun fir die Glieder von 3, die Ungleichung (44)
nicht erfiillt, d. h., es gilt die Ungleichung

P (2) < S 2 Mul (2) =2 M 3wl (). (49)

[2efze
der man auch die Form
|m—mnz|=én
oder
(m—nz)*= &*n?
oder schlieBlich

lé(m—nzy

on
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geben kann. Multiplizieren wir beide Seiten der zuletzt erhaltenen Ungleichung
mit 4’ (z) und summieren wir anschlieBend im Sinne von 3, so erhalten

wir

S @SSy (mé—""')’uf,'," (z)= yl", Snm—napu®@). (50)

n
Die Summe 3 (m— nz)2 4™ (r) kénnen wir nun ebenfalls in die Summen N
m=0

und zerl:gen,
3 (n—n2p i) = By (m—n2P ud @) + Sylm—naf ud(e),
was jetzt .
Znm—nPud @< 3 m—nafu ) (81)
ergibt. Aus (50) und (51) folgt

St @) gy 3 (m—nafud o). (52)

Die in (52) auf der rechten Seite auftretende S 1aBt sich nun aber sehr
infach berech Hierzu brauchen wir ndmlich nur in dem im vorangehenden
Paragraphen bewiesenen Lemma p =  und ¢ = 1 — z zu setzen; dies ergibt

Z"' (m—nzp oy (z)= Zn’ (m—nz)? (':)z"‘(l — P =nz(l—az).
m=0 m=0

Damit nimmt die Ungleichung (52) die Form
1—
Py “g:) (@)= %
an. Das hierbei auftretende Produkt z(1 — z) kénnen wir nun sofort folgender-
maBen abschitzen:
1 131,
z(l—2) =5 (x—?) g—[ 5
hieraus folgt

1
Znu‘g’) (@)= v

Aus dieser Ungleichung und der frither erhaltenen Ungleichung (49) ergibt
sich

M
Zalf (%) —f@|u @5 557 (53)
Fassen wir schlieBlich die Beziehungen (41), (45) und (48), (53) zusammen,
so erhalten wir

|Ba@) —f(2)| < &+ g
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Dle Za.hl &> 0ist hmrbel willkiirlich vorgegeben, wihrend die Zahl § unter
Beri htigung der gleich Blgen Stetigkeit von f(z) in Abhingigkeit von &
zu bestimmen ist. Bisher haben wir noch nichts iiber den Grad n des Polynoms
B, () vorausgesetzt. Wir wollen nun annehmen, da8 der Grad = so groB ist,
daB die Ungleichung

M €

282n < 2
erfiillt ist, d. h., es sei

M

n> e (54)

Dann gilt
|B,,(:c)—f(x)]< +—=e

Diese Ungleichung gilt fiir jedes  aus dem Intervall 0 < z < 1. Nehmen wir
far z speziell denjenigen Punkt aus dem Intervall 0 <z <1, in dem die
stetige Funktion |B,(z)—f(z)| ibr Maximum im Intervall 0 <z <1 an-
nimmt (vgl. § 47, Satz III), so erhalten wir

¢(By, f) = max |B,(x) — f(z)| <e&.
Damit haben wir gezeigt, daB es zu jedem & > 0 eine Zahl n, gibt (z. B.
n,=—£) , 80 daB fiir alle n > n, die Ungleichung '

e
e(Bs, fi<e
erfiillt ist. Das bedeutet aber gerade
¢(Ba, f)—>0,
so daB im Intervall 0 <z <1
By (2) > f(2)

gilt, womit der Satz von BERNSTEIN bewiesen ist.
Beispiel 1. Fiir f(z) = 6% erhalten wir

B.(s)ié‘oa%(:')zﬂ(l—z)u_n=[(l—z)+a%z]-=[l+(-}'_a—l)z]..
Beispiel 2. Fiir f(z) = sin nx ist?!)
B @)= L. (1 )a."(l—z)""'

{[(1 2asint - +lzsm——] [1 2zsm’—)—azsm—]}

1) Hierbei benutzen wir die Formel

t__ g— 1
sint=e‘ ¢

24
(vgl. S.484). Die Koeffizienten von B,(z) sind natiirlich reell.
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Bemerkung. Aus (54) kann man entnehmen, welcher Grad = fiir B, dafiir ausreicht,
daB o(B,, ) kleiner als eine gegebene Zahl ¢ wird.
Im Falle der Funktion f(z) =sinzz kann man etwa M =1 setzen; ferner geniigt
es wegen
|sinna’ —sinna”’| < |z’ — 2| 1)
offenbar,

§=2=
n

zu setzen, damit fir |# — 2| <4 stets |f(") — f(#”)| <e ist. Daher ist gemaB (54)

n?
n>?-

zu wihlen, damit ¢(B,, f) <e wird. Fiir ¢ = 0,1 ergibt dies, daB sicher dann g(B,, f)
kleiner als 0,1 ist, wenn der Grad von B,(z) groBer als 3141 ist.

Dieses Resultat ist dchst recht tigend, jedoch muB man beriicksichtigen,
daB ein so hoher Grad hinreichend dafiir ist, daB o(B,, f) kleiner als 0,1 wird; er
ist aber keineswegs dafiir notwendig, tatsachlich wird die gewiinschte Approximation
schon bei bedeutend kleineren Werten von n erreicht. Wir haben uns hier nur mit der
prinzipiellen Seite der gestellten Aufgabe befaBt Hétten wir es uns zur Aufgabe gemacht,
den tatsachlichen Fehler der Approximati so wiren dafiir andere (und
zwar wesentlich komplizi ) Method dig g

§ 61. Endgiiltige Definition der Exponentialfunktionen. Fortsetzung
einer stetigen Funktion auf die Randpunkte einer iiberall dichten Menge

d beschiafti

Im vorliegenden ngra.phen wollen wir uns mit Fragen f :
Ist es mdghoh den Wert einer Funktion y = f(z) in einem Punkte z = ¢ aus Werten der

Funkti i von ¢ hied Punkten zu bestimmen? Ist die Funktion f(z)
dabei kemen speziellen Bed.mgu.ngen unterworfen, so ist dies offenbar nicht méglich,
und zwar folgt das lbar aus der Definition der Funktion als einer ,,willkiirlichen

Zuordnung" (vgl. § 46). Ganz anders liegen dagegen die Dinge, wenn man iiber die Funktion
}(z) passende Voraussetzungen macht, durch die aus der Klasse aller Funktionen eine
engere Klasse ausgewahlt wird.

Beschriinkt man sich z. B. auf die Klasse der elementaren Funktionen (vgl. §1),
8o kann man beweisen, daB man bei Kenntnis der Werte einer elementaren Funktion
in allen Punkten eines Intervalls noch so kleiner Lénge die Werte der Funktion in allen
Punkten, in denen die Funktion erklart ist, berechnen kann (da8 alle Werte der Funktion
durch ihre Werte in einem noch so kleinen Intervall emdeutlg festgelegt sind). Hier noch
ein anderes Belsplel Jedem Leser ist die triviale Tatsache b t, daB zur vollstandi
Definition einer linearen Funktion die Vorgabe ihrer Werte in nur zwei Punkten aus-
reicht; a,llgemem ist der Verlauf eines Polynoms vom Grade » eindeutig durch die Werte
des Polynoms in n + 1 verschiedenen Punkten festgelegt.

Im folgenden wollen wir untersuchen, in welchem MaBe die Werte einer stetigen
Funktion in einer gewissen Punktmenge die Werte der Funktion in Punkten besti
welohe nicht dieser Menge angehoren.

1) Vgl. S.180.
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8

Aus der Definition der Stetigkeit ergibt sich unmittelbar, da8 fiir eine in
einer gewissen Umgebung des Punktes z = ¢ definierte und in diesem Punkte
stetige Funktion f(z) der Wert f(c) eindeutig durch die Werte der Funktion
f(2) in den Punkten irgendeiner gegen ¢ konvergierenden Folge {,) festgelegt
ist. In diesem Fall ist némlich

fle)=1limf(z,).

Speziell ist also der Wert f(c) eindeutig festgelegt durch die Werte der Funktion

f(z) auf jeder Menge E, aus der man eine gegen ¢ konvergierende Folge {z,}
auswihlen kann.

Von diesem Gesichtspunkt aus verdienen die iiberall dichten Mengen ein
besonderes Interesse. Man nennt eine Punktmenge E dberall dicht, wenn in
jedem (noch so kleinen) Intervall («, f), « < f, wenigstens ein Punkt der
Menge E liegt. Allgemeiner nennt man eine Menge E iiberall dicht in einem
vorgegebenen Intervall I, wenn die genannte Bedingung fiir jedes in I ent-
haltene Intervall («, 8) erfiillt ist.

Beispiele fiir iberall dichte Mengen sind 1. die Menge aller rationalen
Zahlen, 2. die Menge aller Zahlen, die eine endliche Dezimalbruchentwicklung

besitzen, 3. die Menge aller Zahlen der Form ; (m und n ganz) usw.

Satz. It eine Menge E siberall dicht (in einem gegebenen Intervall I), so gibt
€8 2u jedem c (aus I) eine Folge (x,} von Punkien aus E, die gegen ¢ konvergiert:

T, —>C. (55)

In der Tat: Essei {¢,} eine monoton fallende Folge von positiven Zahlen, die
gegen Null konvergiert. Wir wihlen aus jedem Intervall (c— Eny C+ &)
(n=1,2,...)einen Punktz, aus E. Fiir die so erhaltene Folge {z,} gilt dann
offenbar (55).

Nebenbei sei bemerkt, da8 man sogar erreichen kann, daB die Folge {x,}
monoton wiichst oder monoton fillt. Um etwa eine monoton wachsende Folge
zu erhalten, wihlt man den Punkt 2, aus dem Intervall (c —&,¢) und an-
schlieBend jeden Punkt z,,, innerhalb des Intervalls (z,,c) (n=1,2, .. ).

Aus dem Vorangehenden ergibt sich:

Alle Werte einer in einem gegebenen Intervall I stetigen Fumktion f(z) sind
eindeutig festigelegt durch die Werte der Funktion f(z) in den Punkten einer
beliebigen, in I iiberall dichten Menge E.

Dieses Ergebnis erméglicht es uns, die bei der Definition der Exp tial
funktion f(z) = a®(a > 1) verbliebene Liicke zu schlieBen. Nach Formel (69)
aus §20 gilt

4

f(B)=ar=Ya: 56)

damit ist die Exponentialfunktion a® in sllen Punkten der iiberall dichten
Menge der rationalen Zahlen definiert (gegeben). Unsere Aufgabe besteht nun
darin, mit Hilfe der Operation des Grenziiberganges die Funktion ¢® auch
fiir alle irrationalen Argumentwerte zu erkliren. Zu diesem Zweck sei ¢ eine
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beliebige irrationale Zahl. Die vorangehenden Ergebnisse legen es nahe, eine
Folge {r,} von rationalen Zahlen mit r, — ¢ zu betrachten und den Funktions-
wert a° durch die Beziehung
f(e)=a°=lim a™ (57)
Nn—r 00
zu definieren. Dlese Uberlegung bedarf aber noch einer wesentlichen Er-
g g, da z neswegs sicher ist, ob es eine stetige Funktion f(z)

gibt, welche in den rationalen Punkten r = 2 gie in (56) angegebenen Werte

annimmt. Hierfiir ist zu zeigen, daB 1. in (67) der Grenzwert auf der rechten
Seite existiert und daB 2. dieser Grenzwert nicht von der Zahlenfolge {r,},
sondern nur von deren Grenzwert ¢ abhéngt.

DaB die Funktion a*im Bereich der rationalen Zahlen stetig ist, ist hierbei ohne Belang.
Zum Beispiel sind fiir jedes irrationale ¢ die fiir % ¢ definierten Funktionen

0, falls z<e,
’1(")={ 1, falls z>c,

und fy(z) = sm

belds im Bereich der rationalen Zahlen stetig, ohne daB’es moglich

ist. ihnen im Punkte z = ¢ einen Wert so zuzuschreiben, daB sie auch im Punkte z = ¢
stetig sind.

Beim Nachweis von 1. und 2. empfiehlt es sich, die Monotonie der Exponen-
tialfunktion im Bereich der rationalen Zahlen und ihr Additionstheorem zu
verwenden (vgl. dazu §20),

Wir betracht éichst eine wachsende Folge {ry} und eine fallende Folge
{r) jeweils von rationalen Zahlen mit 7, — ¢ und 7, — c. Wegen

P ST <o SO <y <o < T <] (58)

gilt dann
F) <ford) <+ <flrp) <o <FlR) <o <f05) <f(r). (69)
Die Folge {f(rp)} ist also wachsend und nach oben beschrinkt, die Folge {f| (r;f))

fallend und nach unten beschrinkt. Daraus folgt, dal die Folge {f(r})} einen
Grenzwert ¢’ und die Folge {f(r,,)) einen Grenzwert C” besitzt:

! 0’,
S (:n) - : (80)
Sflra)—> c”,
wobei wegen
fr<fen)  m=1,2,..)
die Ungleichung
<o

besteht.
Um nun zu zeigen, daB ¢ = C”, beachten wir, daB

e .

AT g, (61)
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' 1

Hierbei gilt offenbar 7, — 7, — 0, so daB a':"';—>l“) Damit ergibt sich
aus (61) unmittelbar =0 62)

Bezeich wir den gemei Wert von ¢’ und C” mit C, so gilt also
f(ry) —> C und f(ry)— C. )

Wir wollen nun geigen, daB fiir jede Folge {o,} von rationalen Zahlen, die
gegen c strebt, die Folge der zugehtrigen Funktionswerte f(o,) gegen C
strebt. Hierfiir ist zu beweisen, daB man zu jeder noch so kleinen Zahl & > 0
eine Zahl n, 8o finden kann, da8 fiir alle n > n, die Ungleichung

[fle) —C|<e (63)
erfiillt ist. Zu diesem Zweck wihlen wir zuniichst N so gro8, daB
C—e<f(ry) und f(r¥)<C+e. (64)

Da nun ¢ im Innern des Intervalls (v, 7’%) liegt, kénnen wir sodann eine Zahl 7
80 bestimmen, daB fiir alle » > n, die Ungleichung

N <en<rt¥
erfiillt ist. Dann gilt aber fiir alle n > n, auch
flry) <flen) <flr). (65)

Aus (64) und (65) folgt jedoch unmittelbar (63).

Damit hat fiir jeden irrationalen Punkt = ¢ die Definition der Exp tial
funktion f(z) = a* durch Formel (57) ihre Rechtfertigung erfahren.

Man zeigt nun leicht, daB die Exponentialfunktion auch in allen irrationalen
Punkten stetig ist. Dazu ist zu beweisen, dag fiir jede Folge {x,) mit 2, > ¢
die Folge {f(z,)} der zugehérigen Funktionswerte gegen C = f(c) konvergiert.
Der Beweis hierfir verlduft genauso wie der oben angegebene Beweis fiir
rationale Zahlenfolgen {g,}, wenn man beriicksichtigt, daB die Hinzunahme
irrationaler Punkte an der Monotonie der Exponentialfunktion nichts dndert.

Damit ist jetzt die Exponentialfunktion o® fiir alle z definiert und gezeigt,
daB sie iiberall stetig und monoton wachsend ist.

Es bleibt schlieBlich zu zeigen, daB auch das Additionstheorem

T g g (66)
fiir die Exponentialfunktion allgemein richtig ist, was wir frither nur fiir den
Fall rationaler Zahlen 2’ und 2"’ begriindet haben. Zum Beweis dafiir betrachten
wir zwei Folgen {z;} und {z;} von rationalen Zahlen mit z, - #’ und z/, — z”’.
Dann gilt

@™t = gn g,
Gehen wir in dieser Gleichung zur Grenze » — oo iiber, so erhalten wir (66).

Wir wollen hier noch ein and 11, i Verfahren erwil mit dessen Hilfe
men eine Funktion f(z), die zunachst nur fir alle Punkte einer in einem Intervall  iiber-
all dichten Menge E erklart ist, ,,stetig” auf das ganze Intervall I fortsetzen kann.

1) Vgl. 8.182.
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Dieses Verfahren beruht auf dem folgenden Satz:

Es seien die Werte einer Funktion f(z) in allen Punkten einer im Intervall I (a < z < b)
aberall dichten Menge E gegeben, wobes 1. die Funktion f(z) auf der Menge E stetig ist
und monoton wachst und 2. die Werte der Funktion f(z) fir z aus B einem gewissen Inter-
vall K (A < y < B) angehéren, in dem sie dberall dicht liegen. Dann kann die Funktion {(z)
30 auf das gesamte Intervall I Iartgemzt werden, dap die entstehende Funktion auf ganz I
stetig ist.

Der Beweis fir diesen Satz verlauft dhnlich wie der Beweis fiir die Fortsetzbarkeit
der Exponentialfunktion von der Menge der rationalen Zahlen auf die Menge aller reellen
Zahlen. An die Stelle der Menge der rationalen Zahlen tritt dabei die Menge E, wahrend
an die Stelle der irrationalen Zahl ¢ eine Zahl tritt, die in J liegt und nicht zu E gehort.
Es muB nur gezelgt werden, daB man die Gleichung (62) auch ohne Benutzung spezieller
Eig, ialfunktion (also ohne Verwendung des Additionstheorems)
beweuen ka.nn, wobel jetzt aber natiirlich die Voraussetzung 2. verwendet werden darf.
Dazu nehmen wir an, es wire €’ < C”. Dann gibt es wegen 2. eine Zahl z = r aus F

derart, da8 o<ty <om. )

Da ¢ nicht zu E gehért, ist r + ¢. Es sei etwa r < ¢; fiir hinreichend groBes n ist dann
r<rh<c und daher l(r) < [(r.), Woraus sich durch Grenziibergang f(r) < C’ ergibt,

mderT'"' (67 P P d fihrt man den Fall r > ¢ zum
‘Widerspruch. Also muB €’ = C” sein
Beispiel 1. Um den bewi Satz speziell auf die Funktion 6= (a > 1) d

zu konnen, miissen wir zeigen, daB die Menge der Werte, die die Funktion o= fiir rationales
z annimmt, iiberall dicht ist. Dazu sei («, f) ein beliebiges Intervall mit 0 < « < f. Wegen

i 4]
f=—>cc | &
kénnen wir eine natiirliche Zahl n so finden, daB8
(2>
«
also 1
B
Ad _
g=a""< i

Man fiberlegt sich nun leicht, daB wenigstens eine der Zahlen
g heh1l,q9,¢ .0

im Intervall (a, B) liegt; ist etwa a<f<ﬂ.

so gilt -

. a< 67 <
was zu beweisen war. B

Beispiel 2. Bei der in § 46, Beispiel 2, betrachteten Funktion f(z) liegt die Menge K
der dort definierten Funktionswerte iiberall dicht im Intervall (0, 1). Bezeichnen wir
nimlich mit K, die Menge derjenigen Werte, welche die Funktion f(z) in rationalen
Punkten mit einem Nenner = 2* annimmt, so sehen wir, daB das groBte der in (0, 1) durch

die Punkte von K, gebildeten Intervalle die Lange (ﬁ_) hat. Ist also (a, §) ein beliebiges
Intervall mit 0 < « < g <1, so brauchen wir nur 7 so groB zu wahlen, da8 T) <a— ﬁ
ist, um zu erreichen, daB ein Punkt von K, (und damit von K) in (a, B) liegt.
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Beispiel 3. Auch fiir die in § 46, Beispiel 3, betrachtete Funktion (=) ist die Menge X'
der dort definierten Funktionswerte iiberall dicht im Intervall (0, 1). Den Beweis hierfir
tiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Wir wollen schlieBlich noch eine dritte Konstrukti hode fiir die Exp ial
funktion angeben, die auf einer gleichméBigen Approximation der Exponentialfunktion
durch Polynome beruht. Dazu betrachten wir die Folge der in § 45 naher untersuchten
Polynome

P,,(z):(l-;-%)" (n=1,2,3,....

Man sieht leicht, daB die Folge {P,(z)} in jedem Intervall (0, B) mit R >0 gleichmaBig
gegen eine bestimmte Grenzfunktion konvergiert.

In der Tat: Entwickeln wir P,(z) und P,,,(z) nach Potenzen von #, so erhalten wir
zunéchst (&hnlich wie in § 44, Formel (104)), daB

O<Py(s) S Py(a) -+ s P(2) .- (68)
und daB dartiber hinaus fiir jedes n

Pa@=14 7 (5)+ 25 (2 20l (o)

z oz z"
<l+~n—+—+~'+"—!

21!
R R R»
Sltqrtgrt+ar

Es sei nun N eine ganze Zahl mit N > R. Dann ist fiir jedes n > N

P.(z)él+R+2£l+...+£+%{(%)+(%)2+_”+(%).-y}

N1
R? R¥ R¥ R 9)
SI+B4gr+t gty v_r=4

Aus (68) und (69) folgt, daB fir jedes z aus [0, R] die Zahlenfolge { P, ()} gegen einen
gewissen endlichen Grenzwert f(z) konvergiert :

Py(2)—>[(2). (70)
Wir wollen nun zeigen, daB es sich bei dieser Konvergenz sogar um eine gleichmaBige
K handelt. Dazu betrachten wir die Differenz P,,,,(z) — P,(z). Da in ihrer
g nach P von z nur positive Koeffizienten auftreten, kénnen wir sie
héchstens vergréBern, wenn wir in ihr z durch R ersetzen:

P, 1(8) = Pp(2) < Ppyy (R)— P, (R).

Hieraus ergibt sich u. a.

ntp—1 nt+p—1
X [P..u(’)—P...(z)]émZ'” [Py 1(R)—Po(R)],

n )

m=n
d.h.
Ppip(@) —Pu(s) = P, ,,(R)— Po(R).
Vollziehen wir in dieser Ungleichung den Grenziibergang p -» », so erhalten wir

(z)— Py(2) < {(R)— P,(R). (1)
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Es bleibt zu b ken, daB bei vorgegel &> 0 und beliebigem z aus dem Intervall
[0, R] die rechte (von z bhingige) Seite der Ungleick (71) und damit auch die
linke Seite fiir hinreichend groBes n kleiner als ¢ gemacht werden kann, so daB im Intervall

[0, R] die Folge (P, (z)} gleichméBig gegen die Grenzfunktion f(z) konvergiert:
Py (2) = [(z).

Da nun die Funktionen P, (z) iiberall stetig sind, ist die Funktion f(z) im Intervall
{0, R) stetlg Da hierbei die Zahl R beliebig groB gewahlt werden kann, ist die Funktion
f(#) sogar im Intervall [0, ) stetig.

Andererseits zeigen die in §45, Bomplel] durchgefithrten Uberlegungen, daB fiir
{‘:des rationale z (und nur fiir d.lese sind im gegenwartigen Zusammenhang die dortigen

tichhaltig) die G

f(z)=¢
gilt. Daraus folgt, daB die iberall stetige Funktion

@)= lim (1+ )' fir z20,

z fur 2<0
1o =Ty
fiir jedes rationale # den Wert e*-annimmt.

Damit haben wir zunichst die Exponentialfunktion e vollstandig definiert. Man iber-
legt sich leicht, daB man die Exponentialfunktion @ erhalt, wenn man in der letzten
Formel z durch zlna ersetzt:

o*=lim (1+

n—+oc

zlna ) ; a2)

. § 62. Der Satz von Borzano und das Problem der Existenz einer eindeutigen
Umkehrfunktion

Vorgegeben sei eine im abgeschlossenen Intervall I = [a, ] stetige Funktion

= f (). Nach dem Satz von WEIERSTBASS (§ 47, Satz III) nimmt die Funktion
f(:c) in bestimmten Punkten des Intervalls ihren kleinsten Wert A und ihren
groBten Wert B an. Der Fall A = B, in dem sich die Funktion auf eine Kon-
stante reduziert, soll im folgend hlossen werden. Auf Grund des
Satzes von BorzaNo (§47, “Satz I) kinnen wir dann behaupten, daB die
Funktion f(z) im Intervall I jeden zwischen 4 und B liegenden Wert u (evtl.
mehrmals) annimmt. Fiir jedes y mit A <y < B besitzt also die Gleichung

f@)=y (73)
wenigstens eine Losung z mit ¢ <z < b. Ordnen wir nun jedem Wert y aus

dem Intervall [4, B] alle dxe]emgen z zu, welche Losung der Gleichung (73)
sind, so erhalten wir eine im allg tige Funktion

z=g(y), (74)

die man die Umkehrfunktion der Funktion f(z) nennt und die im ganzen
Intervall [4, B] erklart ist.
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Besonderes Interesse verdient der Fall, daB die Umkehrfunktion z= g(y)
eindeutig ist. Eine hinreichende Bedingung hierfir liefert der folgende
Satz:

Ist die Funktion y = f(z) stetig und im Intervall [a, b] wachsend (fallend),
s0 ist die Umkehrfunktion z = g(y) eindeutig, wachsend (fallend) und im Inter-
vall [A, B] stetig.?)

Ist die Funktion f(x) wachsend (fallend), so ist offenbar 4 = f(a) und
B=f(b) (4=f(b) und B= f(a)).

Wir beschrinken uns auf den Beweis des Satzes fiir wachsende Funktionen.

Die Existenz einer Losung der Gleichung (73) ist fiir y= A und y= B Kklar;
fir A <y < B ergibt sie sich, wie bereits erwihnt wurde, aus dem Satz von
BorzaNo. DaB es auch nur eine Losung gibt, erkennt man folgendermaBen:
Angenommen, es gibe fiir ein gegeb y zwei Losungen 2’ und z” (¢’ < z”);
da die Funktion f(z) als wachsend vorausgesetzt ist, folgt aus 2’ < 2’ sofort

f@)<f@"),

im Widerspruch dazu, daB f(z’) =y und f(z”)=y, also f(z’) = f(z"’) sein
sollte.

Bezeichnen wir die fiir ein gegebenes y aus [A4, B] eindeutig bestimmte
Losung z der Gleichung (73) mit g(y), so ist also

flay) =y (A<sy<B).

Wir wollen nun zeigen, daB die Funktion g(y) im Intervall [4, B] monoton

wiichst. Dazu seien 3y und y” Zahlen aus dem Intervall (4, B] mit
ASy<y'<B. (75)
Setzen wir etwa g(y')=2', g(y”)=2", so ist
&)=y, f&)=y¢"

Zu zeigen ist, daB z’ < z”’. Dazu nehmen wir an, dies wire nicht der Fall,
d. h., es wire = 2”’. Da die Funktion f(z) wichst, wire dann f(z’) = f(z”),
d.h. ¥ =2 y”, im Widerspruch zu (75).

Es bleibt also zu zeigen, daB die Funktion g(y) im Intervall [4, B] stetig
ist. Dazu sei y = d eine beliebige Zahl mit 4 < d < B. Da die Funktion g(y),

wie soeben bewiesen wurde, wichst, existieren (vgl. § 42 und §44) der links-
seitige und der rechtsseitige Grenzwert

L' = lim g(y) und L” = lim g(y).?)
y—d y—>d
y<d v>d

1) Bezdghch der Umkehrung dieses Satzes vgl. den Schluf von §62.
%) Ist d einer der Endpunkte A bzw. B 80 haben im folgenden natiirlich nur die in bezug
auf L” bzw. L/ ptungen Giiltigkeit.
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Ist y < d, soist g(y) < g(d); durch Grenziibergang y —> d ergibt sich hieraus
L’ < g(d). Entsprechend erhlt man g(d) < L”. Somit gilt
L'sgdy=L"
Zu zeigen ist, daB
L'=g(@d)=1L".
Nehmen wir an, dies wiire nicht der Fall, es wire also z. B. L’ < g(d). Dann
betrachten wir eine beliebige Zahl & mit
L'<é<g(d). (76)

Wegen g(d) < g(B)=b und L' >g(4)=a ist a < £ < b. Daher entspricht
dem A S . b

Arg t 2 = £ ein b Funktionswert f(£), wobei wegen (76)
FI)<f(&) <flg@d)=d. (77)
Andererseits folgt aus lim g (y) = L’ auf Grund der Stetigkeit der Funktion f(z)
y—d
y<d
lin:lf (9@) =f(L).
<a
Wegen
lim f(g(y)) = lim y=d
y—d y—d
y<d y<d
ist daher
f(Ly=d.
Damit nimmt die Ungleichung (77) die Form
d<fé)<d

an, und dies ist offenbar ein Widerspruch. Entsprechend fiihrt man den Falf
g(d) < L” ad absurdum.

Ist das betrachtete Intervall I an einem seiner Enden oder an beiden Enden
nicht abgeschlossen, z. B. I das Intervall a <z < b (wobei auch der Fall
b = oo zugelassen ist), so kann man den zuvor bewi Satz zunichst auf
jedes Intervall ¢ < z < b, mit b, < b anwenden und anschlieBend zur G
b,—> b iibergehen. Dabei zeigt sich, daB der Satz auch in diesem (und den
anderen Fillen) richtig ist, wobei im betrachteten Fall an die Stelle des
abgeschlossenen Intervalls [4, B] natiirlich iiberall das halboffene Intervall
A <y < B mit B=lim f(z) tritt.

z—+b

Beispiel 1. Die Funktion y=a®(a >1) ist stetig und wachsend (im
eigentlichen Sinne) im Intervall —oo < & < 400, Auf Grund des oben be-
wiesenen Satzes folgt hieraus, da8 ihre Umkehrfunktion z = log,y eindeutig,
wachsend und stetig im Intervall 0 < y < oo ist.

Beispiel 2. Die Funktion y = z” (» natiirliche Zahl) ist stetig und wachsend

fiir 0 < @ < oo. Also ist ihre Umkehrfunktion x='i/§ (die Wurzel im arith-
metischen Sinne) stetig und monoton wachsend fiir 0 < y < oo,
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Beispiel 3. Die Funktion y = tg« ist stetig und wachsend fiir —% <z 3'2— .
Demzufolge ist die Funktion z = arctg y stetig und wachsend fiir —oo <y <oo.

Beispiel 4. Da die Funktion y = #* + z im Intervall 0 < x < o stetig und
wachsend ist, ist ihre Umkehrfunktion z= g(y) eine eindeutige, monoton
wachsende und stetige Funktion im Intervall 0 <y < co. Diese Funktion g(y)
ist jedoch, wie hier nur bemerkt werden soll, keine elementare Funktion mehr
im Sinne von §1 (vgl. auch die Bemerkung in §18).

§ 53. Funktionalgleichungen und elementare Funktionen

Es sei f(t) eine beliebige in einem Intervall I erklirte Funktion. Es seien
ferner = und y Zahlen aus I, fiir die auch z + y in I enthalten ist, so daB wir
die Funktionswerte

X=f(), Y=f@), Z=flz+y) (78)
bilden konnen. Wir setzen ferner voraus, daB sich aus den drei Gleichungen (78)
die Veranderlichen z und y eliminieren lassen, d. h., daB zwischen X, Y, Z
eine Beziehung etwa der Form .
F(X,Y,Z2)=0 (79)

besteht, in der z und y nicht explizit auftreten. Ersetzt man in (79) X, ¥, Z
durch die entsprechenden Werte (78), so erhillt man eine Beziehung der

Form
F(f@), f@), fe+y9)=0, (80)

welche fiir alle z, y gilt, die der obigen Einschrinkung geniigen.

Die Beziehung (80), welche der Kategorie der sogenannten Funktional-
gleichungen angehért, bezeichnet man als Addtionstheorem der Funktion
f®.4

Hitten wir an Stelle der Summe z + y das Produkt zy gewshlt, so wiren
wir in entsprechender Weise zu einer Funktionalgleichung

D(f@), fy), flay)=0 (81)
gelangt, die man Multiplikationstheorem der Funktion f(f) nennt.

Analog wiirde man, wenn man an Stelle der Summe oder des Produkts eine andere
Funktion o(z, y) nimmt, eine Funktionalgleichung der Form

(=), f(9), | (@(z, 9))) =0 (82)

erhalten. Dx ige Verall inerungen werden uns hier jedoch nicht interessieren;
wir werden uns vielmehr auf die Untersuchung der Additions- und Multiplikations-
\ eini pezieller Funkti beschranks

1) Es wird verlangt, daB die Beziel (80) eine Identitat in bezug auf z und y ist.
DaB man dem von einer Funktional,,gleichung* spricht, liegt daran, dal man
in der Beziehung (80) die Funktion f(z) als Unbekannt ieht
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5

Wir betrachten em:ge Beispiele (das Intervall I ist dabei in allen Féllen
der Definitionsbereich der betrachteten Funktion).

Beispiel 1. Es sei f(t) die homogene lineare Funktion
f&)y=mt.
In diesem Fall haben die Gleichungen (78) die Form
X=mz, Y=my, Z=m(x+y)),

und es gilt
Z=X+7,
fE+y) =f(=)+f)- @

Das ist das Additionstheorem fiir die Funktion f(f)= m¢. Entsprechend
ergibt sich aus den Gleichungen

X=mz, Y=my, Z=mzy
das Multiplikationstheorem

d.h.

mf(zy) =f()f(y). (83)
Wir sehen also, daB jede der Funktionen mt ein eigenes Multiplikations-
theorem besitzt, wihrend fiir alle homog Funktionen das Addi-
tionstheorem dasselbe ist.
Beispiel 2.
fity=a' (@>0).
Aus
X=d* Y=o, Z=d"
folgt
Z=XY,
d.h
fz+9)=f=)1(). )

Das ist das Additionstheorem fiir alle Exponentialfunktionen a‘. Das Multi-
plikationstheorem fiir die Funktion a* besitzt entsprechend die Form

log, f(zy) = log, f(z) loga f(y), (84)
héngt also von der Basis a ab.

Beispiel 3.
S(t) =log,t.

In diesem Fall hingt das Additionstheorem vom Pargmetera ab:
al G+ = gl®) 4 ol W),

wihrend das Multiplikationstheorem nicht von & abhéngt:
flzy) =f(z)+f(y). (III)
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Beispiel 4.
f)y=t (x=0).

Auch hier hingt das Additionstheorem vom Parameter « ab:

1 1 1
[f@+9) =1f=)]1* +1f )=,
wihrend das Multiplikationstheorem wieder von o unabhéngig ist:
flay) =f(=) fly). (Iv)

Mit den vier Funktionalgleichungen (I) bls (IV) wol.len wir uns noch etwas
eingehender beschiftigen. Wir wollen ndmli Iche der uns
bekannten Funktionen diese thktxonalglemhungen erfullen Dabei wird sich

herausstellen, daB mit einig Einschrinkungen die in den
Beispielen angegebenen Funktlonen bereits alle Losungen der entsprechenden
Funktionalgleichung hopfen. Es gelten namlich die folgenden Sitze:

Satz 1. Geniigt eine fiir alle reellen Zahlen t (—oo< t <o) definierte und
siberall stetige Funktion f(t) der Funktionalgleichung (I), so hat sie die Form
f(¢) = mt, wobei m eine Konstante ist.

Satz 2. Gendigt eine fiir alle reellen Zahlen t definierte und diberall stetige
Funktion f(t) der Funktionalgleichung (II), so hat sie die Form f(t) = af, wobes
a etne nicht negative Konstante ist.

Satz 3. Ist f(t) eine fiir alle pomwen reellen Zahlen t definierte und stetige
Funktion, die nirgends versch und identisch in allen positiven z und y
die Funktionalgleichung (III) erfiillt, so hat sie die Form f(t) = log,t, wobei a
eine positive Konstante ist.

Satz 4. Ist f(t) eine fiir alle pomwen reellen Zahlen t definierte und stetige
Funktion, die nirgends t und tdentisch in allen positiven x und y
die Funktionalgleichung (IV) erfillt, so hat sie die Form f(t) = t*, wobei o eine
Konstante ist.

Beweis von Satz 1. Durch vollstindige Induktion iiber n beweist man
zunédchst aus (I), daB

- f@it st o+ 2) =f @) + f20) + - -+ flza)- (85)
r
By=Tg=+ =Ty =2
ergibt sich hieraus
f(nz)=nf(z). (88)
Setzen wir nun
m=f(1),

so erhalten wir aus (86) fir x= 1, daB fir alle natiirlichen Zahlen » die
Gleichung
fln)=

gilt.
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Ersetzen wir in (86) n durch ¢ und z durch 2 (p, q positive ganze Zahlen),

so erhalten wir 7
—af(2
s =af(2),
woraus sich wegen f(p) = mp unmittelbar
P\
f(E)=m2 (87)
ergibt.
Setzen wir in (I) z=1 und y =0, so erhalten wir
FA) =f(1)+£(0)
und damit
f(0)=0. (88)
Ersetzen wir schlieBlich in (I) y durch —z, so finden wir
0= f(z) + f(—=)
und damit
fl—2)=—f(x). (89)

Aus (87), (88) und (89) folgt, daB auf der iiberall dichten Menge der rationalen
Zahlen die Beziehung
flx)=mz (90)

gilt. Hieraus ergibt sich wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion
f(¢) und der Stetigkeit der Funktion m¢ auf Grund des in § 51 bewiesenen
Satzes, daB die Beziehung (90) fiir alle reellen Zahlen z gilt.

Beweis von Satz2. Ersetzen wir in (II) sowohl z als auch y durch %,
so erhalten wir

f0=r(3) zo0.

Wenn nun fiir irgendeinen Wert ¢ = z die Funktion f(t) den Wert Null
annimmt, 8o verschwindet sie wegen (II) auch fiir ¢ = z + y, wobei y eine
ganz beliebige reelle Zahl ist, und dies bedeutet, deB die Funktion f(f) dann
identisch verschwindet. In diesem Fall ist also f(t) = 0%

Wir kénnen also annehmen, daB fiir alle ¢

f@y>0
gilt. Es sei dann f(1) = a > 0. Setzen wir

f0)=ar®, () =log.f(0),

8o ergibt sich aus (II)
@ EH) = gP @ gP W),

d.h.
p+y) =9+ o).
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Das ist aber eine Funktionalgleichung vom Typ (I), und wir kénnen dem
bereits bewi Satz 1 entneh daB
@(t) =mt
f&)y=a™.
Setzen wir hier t=1, so finden wir, daB m=1, also f(t) = a* ist.
Beweis von Satz 4. Da hierbei z und y positive reelle Zahlen sein sollen,
konnen wir
z=10¢, &=INgz,
y=10" n=lgy
setzen, wobei die Funktionalgleichung (IV) die Form
F(108+7) = £(10F) £(107) v,

oder

annimmt. Setzen wir
F(z)=£(107), 1)

so konnen wir (IV’) auch in der Form
F(E+n)=F(§)F(n)
ausdriicken.

Hierbei sind nun & und 7 beliebige reelle Zahlen. Die Funktion F(z) ist
als Hintereinand fiilhrung der stetigen Funktionen f(f) und 10 iiberall
stetig. Daher konnen wir auf Grund von Satz 2 behaupten, daB

Fo)=a (220).
Ersetzen wir in dieser Identitit 7 durch lg ¢, so erhalten wir schlieBlich
0, falls a=0,
t* (wobei a =1ga), falls a>0.

Beweis von Satz 3. Offenbar konnen wir die Funktionalgleichung (III)
auch in der Form

f)=d®=

10769 = 10/® 10/ W)
schreiben. Setzen wir

Q(t)=101®, (92)
so konnen wir ihr auch die Gestalt
G(zy) = G(z) G(y) (I1r)

geben. Auf Grund von Satz 4 kénnen wir dann jedoch feststellen, daB ent-
weder @ ()= 0 ist oder aber G(f)=1* gilt. Da nun eine Exponentialfunktion
nirgends den Wert Null annimmt, scheidet der erste Fall aus, d. h., es ist
G(t)y=1t°. Ist dabei a =0, so ist G(¢)=1 und f(t)=0. Ist dagegen x50,
8o ist :

1
f(t)=algt =log,t (mit a=10°‘).
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Die vorangehenden Untersuchungen zeigen, daB die Funktionalgleichungen
(I) bis (IV) fir die Funktionen mt, af, loggt bzw. t* charakteristisch sind;
d. h. mit anderen Worten, diese Gleichungen kénnen unter zusitzlicher Vor-

tzung der Stetigkeit der Funktionen zur Definition dieser Funktionen
dienen.

Bemerkung 1. Fordert man an Stelle der Stetigheit der Funktionen ihre Differenzier-
barkeit (vgl. S.293), so sind die Sitze 1 bis 4 erst recht richtig. Unter dieser Voraus-
setzung lassen sich jedoch die Bewei lich infachen. Zum Beispiel kann man
dann Satz 1 folgendermaBen beweisen: Difft jert man die Gleich (I) nach z, so
erhalt man

Fz+y) =)
Da hierbei y ganz beliebig ist, muB f'(z) eine Konstante sein:
f@)=m.
Durch Integration ergibt sich jedoch hieraus
Hz)=mz+C,

wobei C eine neue Konstante ist. Setzt men den so gefundenen Ausdruck fiir f(2) in (I)
ein, 8o erhalt man, daB identisch in # und y die Gleichung

m{z+y)+C=(mz+C)+(my+C)

gelten muB, und daraus folgt, deB C =0, also () = mz ist.
Unter den Funktionen, die durch die Funktionalgleichungen (I) bis (IV) erfaBt werden,
befinden sich weder die trigonometrischen Funktionen nooh deren Umkehrfunktionen.
Um z. B. das Additionstheorem fiir die Funktion f(f) = sin ¢ aufzustellen, geht man
von der aus der Trigonometrie bekannten Formel fiir den Sinus einer Summe aus und
dritckt den darin auftretenden Kosinus durch den Sinus aus; die dabei entstehende
Formel hat die recht komplizierte Gestalt

fe+9)=1@)-V1—F)+1(y) 11— (2).

An dieser Stelle ist die folgende Uberl gebracht : In der Theorie der Funktionen
einer kompl Ve derlichen wird bewi daB sich die tri; isch et

im Kompl durch die Exy tialfunktion ausdriicken lassen, und zwar auf folgende
Weise:

t — it 1__ o= 14
costm Y sints"'z: ' (93)

dadurch verli sie gen das Recht auf selbstandige Bed g5 prechend
kann man die zyklometrischen Funktionen durch Logarithmen und Wurzeln ausdriicken
(vgl. S. 491). Hieraus folgt, daB man zur Konstruktion der elementaren Funktionen
neben den vier Grundrechenarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division)
lediglich noch die Exp tialfunktion, des Logarithmi und das Potenzieren mit
einem beliebigen Exponenten benétigt.”)

1) Wir erinnern daran, daB sich such das Potenzieren mit einem beliebigen Exponenten
nooh auf die iibrigen Operationen zuriickfithren 148t (vgl. S. 84).
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Damit ergibt sich die Richtigkeit folgender Behauptung:

Jede elementare Funktion kann man in endlich vielen Schritten aus der unabhdngigen
Verdnderlichen z und k Zahlen mit Hilfe der arithmetischen Grundrechenarten und
derjenigen Operationen, die als (stetige) Losungen der Funktionalgleichungen (I) bis IV) auf.
treten, aufbauen.

Hieraus erkennt man die Bed g, die in th ischer Hinsicht die Funktional-
gleichungen (I) bis (IV) fir die El tar-Mathematik besi
‘Bemerkung 2. Genau genommen folgt die soeben ausgesprochene Beh noch

nicht aus den Sitzen 1 bis 4, weil bei Bildung der trigonometrischen Funktionen aus
der Exponentialfunktion gemaB (93) noch die Operation f(¢) = it benétigt wird, wihrend
bisher in der Losung f(t) = m¢ der Gleichung (I) die K m stets als reell voraus-
gesetzt wurde. Um unsere Behauptung endgiiltig zu beweisen, ist es noch ndtig, die
Satze 1 bis 4 auch im Komplexen als richtig nachzuweisen. Hierbei ist natiirlich die
Voraussetzung der Stetigkeit durch die der Regularitat der gesuchten Funktion f(t)
2u ersetzen. In dem zu Satz 1 analogen Satz im Komplexen ist also die Funktion f
in der ganzen Ebene als regular v und zu verlangen, daB fiir alle komplexen
Zahlen z, y die Beziehung (I) erfiillt ist, Da aus der Regulari peziell die Diff i
barkeit folgt, kann man den weiteren Beweis so fithren, wie dies in Bemerkung 1 an-
gedeutet wurde, wobei dann aber m eine beliebige komplexe Zahl sein kann.

Wir empfehlen dem Leser, nach dem Studium des Artikel ,,Elementare Funktionen
einer komplexen Ver&inderlichen'* auch die Satze 2 bis 4 in den Bereich der komplexen
Zshlen zu iibertragen und die horigen Beweise im einzel durchzufithren.




Kapitel V

DER ALLGEMEINE FUNKTIONSBEGRIFF

§ 54. Zuordnungen zwischen Mengen

Die Definition einer Funktion als einer Zuordnung zwischen zwei Zahlen-
mengen auf Grund einer vollstindig beliebigen Vorschrift war bereits in § l
erwihnt und in §46 niher betrachtet worden. So allgemein diese Definiti
auch ist, sie ist doch in einer Hinsicht recht beschrankt und 158t noch eine
bemerkenswerte Erweiterung zu. Nach der blshengen Definition ordnet eine
Funktion

y=f(2)

jeder Zahl z (jedem Argumentwert aus einem gewissen Intervall) eine gewisse
andere Zahly (den zugehorigen Funktionswert) zu. An Stelle der Zahlen
und y kann man nun aber Objekte ganz beliebiger Art betrachten. Dies fithrt
dann auf den folgenden ganz allgemeinen Funktionsbegriff, der in der modernen
Mathematik eine iiberragende Bedeutung besitzt:

Gegeben sei eine Menge von beliebigen Objekten, die wir mit ¥ bezeichnen
wollen und deren Elemente durch den Buchstaben X (evtl. mit Indizes)
gekennzeichnet werden sollen. Weiter sei eine mit 9) bezeichnete Menge von
Objekten vorgegeben, deren Elemente wir mit Y (evtl. mit Indizes) bezeichnen
wollen. Die Menge ) kann dabei vollkommen oder auch teilweise aus Elementen
bestehen, die in X vorkommen, sie kann aber auch durchweg aus Elementen
bestehen, die nicht in X liegen. Unter einer Abbildung der Menge X .in die
Menge 9) versteht man dann eine Vorschrift, durch welche jedem Element X
der Menge X ein oder mehrere Elemente der Menge %) zugeordnet werden.

Hierbei wird im allgemei nicht vorausgesetzt, daB jedes Element der
Menge 9 auch wirklich einem Element der Menge X entspricht, d. h., es
kann vorkommen, daB in der Menge 9 ,,freie” Elemente vorkommen, die
keinem Element aus X zugeordnet sind.

Es wird selbstverstindlich auch nicht verlangt, daB verschied El t
X’ und X” aus X stets verschiedene Elemente aus 9) entsprechen, d.h.,
es ist durchaus méglich, daB verschiedenen Elementen X’ und X” dasselbe
Element aus 9) zugeordnet ist.

Ist jedem Element der Menge X nur ein Element der Menge %) zugeordnet,
so nennt man die Abbildung eindeutig; ist dies nicht der Fall, d. h., gibt es

ein El t aus ¥, dem mehrere Elemente zugeord.net sind,
80 helBt die Abbildung mehrdeutig. Die eindeutigen Abbildungen werden auch
t bezeichnet man a.llerdmgs auch mehrdeutige

Abbildungen als Funktlonen) Bezeichnet f eine Funktion im hier angegebenen
Sinne, so versteht man fiir jedes X aus % unter f(X) das dem Element X
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durch die betrachtete Funktion (Abbildung) zugeordnete Element aus 9.
Durch die Schreibweise
Y=f(X)1) @)

wird angedeutet, daB8 das Element ¥ aus ) dem Element X aus X durch
die Funktion f zugeordnet wird (daB ¥ das Bild von X bei der Abbildung f
ist).
Im folgenden werden wir nur eindeutig g
Eine Abbildung f von einer Menge X auf eine Menge 9) heiBt umkehrbar

43 Abbild betracht:

g oder deutig, wenn jedes Element aus §) einem gewissen Element
aus ¥ zugeordnet ist und dabei je zwei hied El ten aus X je
zwei hied El te aus 9 entsprechen, d.h., wenn aus der Be-
ziehung

FIX')=f(X")
die Beziehung
X=X
folgt.

In diesem Fall wird durch die Abbildung (1) nicht nur jedem Element X
aus ¥ ein eindeutig bestimmtes Element ¥ aus 9 zugeordnet, sondern es
entspricht bei dieser Abbildung auch umgekehrt jedes El t ¥ aus 9
einem eindeutig bestimmten Element X aus ¥. Wir konnen also in diesem
Fall die inverse Abbildung (Umkehrfunktion)

X=g(Y) ()]

bilden, und diese ist eindeutig.?)

Sind die betrachteten Mengen Z und 9) speziell Mengen von reellen Zahlen,
so gelangen wir zum Begriff der reellen Funktion einer reellen Verdnderlichen,
wie er in §46 betrachtet wurde. ’

In den folgenden Paragraphen werden wir eine Reihe von Beispielen fiir
Abbildungen kennenlernen, bei denen die Mengen X und ) nicht Mengen
von Zahlen, sondern Mengen anderer Natur (z. B. Mengen von Zahlenpaaren,
Mengen von Zahlentripeln usw., d. h. Zahlensysteme, aber auch Mengen von
Funktionen einer bestimmten Klasse oder dgl.) sein werden.

Hierbei werden wir zu gewissen geometrischen oder mechanischen (kine-
matischen) Interpretationen gelangen, die (wie im einfachsten Fall bei der
»graphischen Darstellung* einer Funktion) zur Veranschaulichung des allge-
meinen Funktionsbegriff dienen kénnen, andererseits aber zugleich konkrete
Beispiele fiir den allgemeinen Funktionsbegriff darstellen. Allerdings wird
dieser Uberblick recht oberflichlich sein, nicht nur wegen des beschrinkten
Umfanges, den wir ihm im vorliegenden Artikel widmen kénnen, sondern
auch deshalb, weil nicht damit zu rechnen ist, daB die folgenden Darlegungen

ingehend in der Schule behandelt werden konnen.

1) Das Gleichheitszeichen (=) bezeichnet hier die Identitat der Objekte Y und /(X) aus 9.
2) LaBt man auch mehrdeutige Abbildungen zu, so kann man natiirlich die inverse Ab-
bildung generell bilden; wesentlich ist hier, da8 fiir umkehrbar eindeutige Abbild
(und auch nur fiir diese) die inverse Abbildung eindeutig ist. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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AbschlieBend wollen wir noch einige Beispiele fiir ,,funktionale Zuord: ““ oder
Abbildungen erwéhnen, bei denen die Mengen £ und ) beide aus endlich vielen Ele-
menten bestehen. In einem derartigen Fall ist die Anzahl der moglichen eindeutigen
Abbildungen ebenfalls endlich, und zwar ist sie gleich n™, falls Z aus m und P sus n
Elementen besteht.!)

1. Es sei X die Menge der Finger den linken Hand, §) die Menge der Finger der rechten
Hand. Insgesamt sind 5% = 3125 eindeutige Abbildungen von Z in §) méglich, von denen
aber nur 51 =120 umkehrbar eindeutig sind.

2. Es sei ¥ die Menge der Schiiler in einer Klasse (Anzahl: 30), 9 die Menge der Zen-
suren (1—5). Bei jeder Zensierung (z. B. einer Klassenarbeit) wird jedem Schiler (Element
aus %) eindeutig eine Zensur (Element aus 9)) zugeordnet. Insgesamt sind 5°° derartige
Zuordnungen méglich.

3. Jeder von drei Freunden wiinscht bzw. wiinscht nicht an einer Exkursion teil-
zunehmen. Es sei Z die Menge der Freunde, %) die aus den beiden Zeichen -+ (Teilnahme)
und — (keine Teilnahme) bestehende Menge. I t sind 2% =8 Zuordnungen
moglich.

4. Es sind m verschiedene Gegenstande (%) auf » Kisten () zu verteilen. Dies ist
auf n™ Arten moglich.

§ bb. Geometrische Gebilde in mehrdimensionalen Riumen

Es sei X die Menge aller reellen Zahlen z (evtl. aus einem gewissen Intervall).
Es seien ferner
z=f(2),

y=9()

reelle Funktionen (im iiblichen Sinne). Es sei schlieBlich 9 die Menge aller
Zahlenpaare (z,y). Wir betrachten dann die Abbildung, die jeder Zahlz
das entsprechende Zahlenpaar (f(2), g(2)) zuordnet. Offenbar erhalten wir
auf diese Weise eine eindeutige Abbildung der Menge X in die Menge 9.
Veranschaulichen wir uns die Verhiltnisse in einem rdumlichen z,y, 2-
Koordinatensystem im dreidimensionalen Raum, so erkennen wir, daB durch
die Beziehungen (3) in jeder zur z,y-Ebene parallelen Ebene ein eindeutig
bestimmter Punkt ausgezeichnet wird. Sind die Funktionen f(z) und g(z)
stetig, so bildet die Menge aller dieser Punkte eine gewisse Raumkurve.
Der Leser moge beispielweise die Schraubenlinie (Abb. 90)

N

3)

(4)

x = cosz,
y=sinz

1) Jedem der Elemente aus 2 kann ein beliebiges Element aus §) zugeordnet werden.
Ist m = 1, so gibt es offenbar n derartige Abbildungen. Ist m = 2, so erhélt man n*
Abbildungen, da man jede der n Abbildungen des ersten Elementes mit jeder der =
Abhild des iton El on kombini kann, All in beweist man den
Satz durch vollstandige Induktion iiber m.
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hend betracht.

3 und sich veranschaulichen, wie bei Anderung von z von 0
bis 27 ein vollstindiger Umlauf der Kurve um die z-Achse zustande kommt.

Als niichstes sei £ die Menge aller Zahlenpaare (z,y) oder, geometrisch,
die Menge aller Punkte der z,y-Koordinatenebene bzw. eine gewisse Teil-
menge hiervon (z. B. die Menge aller Punkte, die im Innern einer geschlossenen
Kurve in der z, y-Ebene liegen bzw. auf einer Seite einer aus dem Unend-
lichen kommenden und ins Un-
endliche gehenden Kurve oder
dgl.). Die Menge 9 sei die Menge
aller reellen Zahlen z. In diesem
Fall ist eine eindeutige Abbildung
von ¥ in 9 nichts anderes als
eine reelle Funktion von zwei
reellen Veridnderlichen :

2=f(z,y). (6)

Geometrisch bedeutet eine solche
Funktion, daB im z,y,z-Raum
auf jeder zur z-Achse parallelen
Geraden, die durch einen Punkt
der z,y-Ebene geht, der zu %
gehort, genau ein Punkt ausge-

ichnet ist. Die G theit aller
dieser Punkte bildet, falls die
Funktion (5) eine gewisse Stetig-
keitsbedingung erfiillt, eine Fliche
77 im Raum.

Als Beispiel betrachten wir die
Funktion

z=sin} 22+ 42, (6)

Beriicksichtigt man, daB Y2+ y2
Abb. 80 der Abstand des Punktes (z, y)
vom Koordinatenursprung O ist,
80 erkennt man, daB hier auf der durch den Punkt (z,y) gehenden Par-
allelen zur z-Achse derjenige Punkt ausgezeichnet ist, d Koordinate z
gleich dem Sinus des genannten Abstandes ist. Hieraus ersieht man, daB die
Menge der Punkte (x,y,z) des Raumes, welche die Gleichung (6) erfiillen,
eine Wellenfliche darstellt (Abb.91). Man kann diese Fliche offenbar da-
durch erhalten, daB man die in der z, z-Ebene liegende Sinuskurve z = sin 2
(0 £z <o) um die z-Achse rotieren 1aBt.
Ein anderes Beispiel, dessen Untersuchung wir dem Leser empfehlen, ist
die durch

z,

27

~
\\

- ——

/

sl

]

2= Arctg % (7)
gegebene ,,Schraubenfliche”* um die z-Achse.
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In den bisherigen Beispielen war die Anzahl der auftretenden Verinderlichen
gleich drei. Es sollen nun Zuordnungen betrachtet werden, bei denen mehr als
drei Verdnderliche vorkommen. Ist die Anzahl der Verinderlichen gleich vier,
so hat man, wenn die Verdnderlichen etwa nut :c, y, 2, u bezeichnet werden,

drei tlich verschied Fille zu unt
1. Drei der Verdnderlichen sind Funktionen der vierten, z. B.
z=f(u),
y=g(u), 8
z2="h(u);

in diesem Fall ist X eine Menge von Zahlen und 9) ist die Menge aller') Zahlen-
tripel (z,y,2).

2. Zwei der Verinder-
lichen sind Funktionen
der anderen beiden, z. B.

z=f(z, y),
f= 9 l ®
uv=f(z, y);

in diesem Fall ist %
eine Menge von Zahlen-
paaren (z, y) und 9
die Menge aller Zahlen-
paare (z, u).

3. Eine der Veriinderlichen ist Fu.nktxon der iibrigen drei, z. B.

u=f(z, y, 2); (10)

in diesem Fall ist Z eine Menge von Zahlentripeln (z, y, z) und %) die Menge
aller reellen Zahlen.

SchlieBlich betrachten wir noch den in d Z lig t
Fall, wbbei die Menge ¥ eine gewisse Menge von ,,p-Tupeln (zl, .. von
Zahlen ist, die Menge ) aus der Menge aller ¢g-Tupel (y,, ..., y,) von ia.hlen
besteht und die Zuordnung durch ein Gleichungssystem der Form

=z, T2, . .5 Tp),
Ya=ralzy, Ty, Tp)s an

Yo=Jo(T1, Ts ..., Zp)
beschrieben wird.
Um auch hier zu einer geometrischen Vorstellung zu gelangen, miite man
in den (p+ g)-dimensionalen (2, ..., %,, ¥, ..., ¥,)-Raum gehen, in dem

) Wu' ennnern daran, daB nicht alle Elemente aus {) als Bilder von Elementen aus £
hen. — Anm. d. wi haftl. Red. '
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durch das Gleichungssystem (11) eine gewisse p-dimensionale geometrische
Figur bestimmt wird, die aus der Gesamtheit der ,,Punkte*

(T1s Zay -+ o5 Tpy Y1s Yoo -+ Yg)
besteht, fiir welche die Gleich (11) simultan erfiillt sind.

Naturhch kann man auch geometrische Gebilde!) betrachten, die durch
inerer Art beschrieben werden (z. B. ,,implizit* durch eine
Glelchu.ng der Form F (x,, vy T, Y1, - - o Yg) = 0). Hierbei muB man )edoch
beachten, daB fiir gegebenes (z,, . . ., 2,) keine ,,Ldsung‘ (3, . . ., y,) zu exi-
stieren brs,ucht wihrend andererseits a.uch Mehrdeutigkeiten auftreten
konnen. Als Beispiel erwih wir die Gl g der ,,Kugel vom Radius R*
im n-dimensionalen Raum:

Btafte =R

Diese Gleichung kiénnen wir zwar z. B. nach z,(=y,) auflosen, wobei wir
jedoch fiir 2§ + 28 4 ...+ 2%_; < R? die doppeldeutige Funktion

n=+VR— (@ +af+---+23)

erhalten. Im betrachteten Fall ist p=n—1 und ¢=1.
Wn‘ erwahnen zum AbschluB, daB ein und dasselbe Gebilde durch ganz ver-
ich b beschrieben werden kann. So haben wir z. B.
oben die Schmubenhme betrachtet, die durch die Gleichungen (4) beschrieben
wird. Geometrisch entsprechen die Gleichungen (4) der Gewinnung der
Schraubenlinie durch Schnitt zweier sinusformiger Zylinderflichen, deren
Erzeugende parallel der y-Achse bzw. der xz-Achse sind. Die Schraubenlinie
1aBt sich aber auch durch die Gleichungen

Bpp=1,
z = Arctg %

(12)

erfassen, und dies entspricht geometrisch der Gewinnung der Schraubenlinie
durch Schnitt eines Kreiszylinders um die 2-Achse mit der oben betrachteten
Schraubenflache.

§ 56. Raumliche Abbildungen

Hiufig ist es mdglich, analytische Zusammenhinge geometrisch darzustellen,
wobei man im allgemeinen noch eine gewisse Freiheit bei der Wahl der Inter-
pretation hat: gegebene analytische Zusammenhinge kénnen unter Umsténden
auf ganz verschiedene Weisen geometrisch dargestellt werden.

1) Der Begriff ,,Gebilde* dient hier als Z fe g fiir alle moglichen Typen von
geometrischen Figuren im n.dimensionalen Raum Die ,,Di jon* eines solch
Gebildes ist dabei gleich der Anzahl der unabhi Veranderlick Unter ,,Kurven*
versteht man gewdhnlich eindi ionale Gebilde, wahrend man (» — 1)-dimensionale

Gebilde als Flachen oder Hyperflichen bezeichnet.
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Das Verhalten einer Funktion )
y=f(x) (13)
kann man sich z. B., wie wir dies im vorangehenden bereits hiufig getan haben,
dadurch veranschaulichen, daB man in der z, y-Ebene alle diejenigen Punkte
markiert, deren Abszisse z und deren Ordinate y in der Beziehung (13) steh
Neben dieser Darstellung im (, y)-Koordinatensystem kann man jedoch
auch eine Darstellung folgender Art betrachten: Vorgegeben sind zwei beliebj

A AIAANN

y

At s

Abb. 92
Geraden als z- bzw. y-Achse; durch die Funktion (13) wird dann jedem Punkt
der z-Achse ein eindeutig bestimmter Punkt der y-Achse zugeordnet. In Abb.92
ist eine derartige Darstellung fiir die Funktion y = %z’ skizziert. Einander

entsprechende Punkte sind dabei durch Pfeile verbunden.
Genauso kann man sich jede Abbildung der Form (3) dadurch veranschau-
lichen, daB man jedem Punkt einer beliebig gelegenen z-Achse (oder eines

gewissen Intervalls oder dgl. 3 ;g
dieser Achse) den entsprechen- 0 %' ? i %x--:ry-x o
den Punkt auf einer beliebig —~CI_7 ] ———3

gelegenen z,y-Ebene zuordnet. Y
In Abb.93 ist auf diese Weise <
die Zuordnung (4) dargestellt, wo-
bei in diesem Fall das Intervall
0 <z < 2% und allgemein jedes
Intervall 2kn<z<2(k+ 1)
auf den Kreis 22 4 y*= 1 abge-
bildet wird.
Entsprechend kann man jede
Funktion der Form (5) als eine
Zuordnung zwischen den Punkten
einer z, y-Ebene (oder eines Teils Abb. 93
derselben)und deneneinerz-Achse
interpretieren. In Abb. 94 ist auf diese Weise die Funktion (6) dargestellt;
hierbei gehen alle Punkte, die auf einem gegebenen Kreis um den Nullpunkt
der z, y-Ebene liegen, in denselben Punkt der z-Achse iiber, und zwar wird

z. B. allen Punkten des Kreises z? + 2= —7;—, der Punkt z=1 zugeordnet,

withrend die Punkte, die im Innern dieses Kreises liegen, auf die Punkte des
Intervalls 0 <z <1 abgebildet werden.

Auf dhnliche Weise lassen sich im Fall von vier Verdnderlichen die Ab-
bildungen vom Typ (8), (9) und (10) der Reihe nach als Abbildungen einer
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Geraden auf den Raum, einer Ebene auf eine Ebene und des Raumes auf eine
Gerade interpretieren.

Allgemein kann man eine Abbildung vom Typ (11) als Abbildung des
»p-dimensionalen (z,,..., z,)-Raumes* auf den ,,g-dimensionalen (y,, ..., ¥,)-
Raum** deuten.

Wir betrachten nun einige Bei-
spiele fiir Abbildungen der ge-
nannten Art. Auf eine formel-
mifige Beschreibung der Ab-
bildungen wird dabei nicht un-
bedingt Wert gelegt, und zwar
deshalb nicht, weil diese entweder
sehr einfach ist oder aber eine ge-
naue oder niherungsweise formel-
miBige Wiedergabe mehr oder
A L, L) weniger prinzipielle oder prak-

001 02 47 04 05 06 07 68 69 7 z  tische Schwierigkeiten bereitet.

Abb. 94 1. Dle Splegel\mgen, Parallel-

D gen, Deh-

nungen und Stauchungen (vgl. die Vlelzahl von Belsplelen in Ks,pltel I)
sind jell kehrbar eindeutige Abbi gen einer Ebene auf eine Ebene

bzw. des Raumes auf den Raum.

2. Wir betrachten die folgende Abbildung einer Ebene auf eine Ebene (im
vorliegenden Falle sogar der Ebene auf sich): Gegeben ist ein Kreis mit dem
Mittelpunkt O und dem Radius R (Abb. 95);
jedem Punkt M (< O) wird derjenige Punkt M’
der Halbgeraden O M zugeordnet, fiir den

OM-OM'=R?
gilt. Man sieht leicht, daB diese Abbildung um-
kehrbar eindeutig ist. Sie wird als Inversion (am
Kreis) oder — im Fall R= l— als Abbildung
durch reziproke Radien b hnet und besitzt
eine Reihe von sehr bemerkenswerten Eigen- Abb. 95
schaften, auf die wir hier jedoch nicht eingehen
konnen. In dhnlicher Weise kann man im Raum eine Inversion an der Kugel
erkliren.

Ist R=1 und O der Ursprung des Koordinatensystems, so besitzt der betrachtete

Kreis die Gleichung 2tyr=1.
Bezeichnen wir mit z, y die Koordinaten des Punktes M und mit #’, y’ die des Punktes M”,
so0 gilt z z
=, T =——,
sy oder iy
==Y g .
iy’ 7’24 y'?

Dies ist eine analytische Beschreibung der Inversion.
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3. Wir stellen uns ein GefaB (V) vor, welches mit einer in Ruhe befindlichen
(idealen) Fliissigkeit gefiillt sei; sodann denken wir uns die Flissigkeit um-
geriihrt und den Moment gekommen, in dem die Fliissigkeit wieder in Ruhe ist.
Ordnen wir jedem Fliissigkeitsteilchen vor dem Umriihren dasselbe Teilchen
nach dem Umriihren zu, so erhalten wir eine Abbildung des Teilraums (V)
auf sich.

4. Bewegt sich ein Punkt im Laufe eines gewissen Zeitintervalls f, <t < ¢,
a) auf der z-Achse, b) in der z, y-Ebene, c¢) im z, y, z-Raum, so kann man die
Bewegung des Punktes durch eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der

Form 0 c=f(0),
a)z=f(t) b} _ (t)’ ) y=g0), (14)
y=90, 2= h(t)

beschreiben. Dadurch wird das Zeitintervall ¢, < ¢ <, auf die Gerade, die
Ebene bzw. den Raum abgebildet. Diese Abbildung ist natiirlich im allgemeinen
nicht umkehrbar eindeutig, da der Punkt zu verschiedenen Zeitpunkten
dieselbe Lage besitzen kann.

Hier einige spezielle Beispiele dafiir:

= cost,
{:N:;:‘ (gleichformige Bewegung des Punktes auf dem Kreis 2° +y* = 1);
N z=Colt, (vgl. §21, gieichfémige Bewegung des Punktes auf der Hyperbel
“ly=¢cint #F—y*=1);"

z = cost,
3. [ y=sint, (Bewegung des Punktes auf einer Schraubenlinie im Raum).
z=t

5. Es sei u irgendeine skalare physikalische GroBe (Temperatur, atmo-
sphérischer Druck usw.). Dann wird die Verteilung der GréBe « a) auf der
z-Achse, b) in der z,y-Ebene, c¢) im z,y,2-Raum (oder in irgendwelchen
Teilen dieser Bereiche) durch eine Gleichung der Form

a) u=f(z), b)u=f(x,y), c)u=f(z,y,2)

beschrieben. Gleichzeitig wird dadurch eine Abbildung der z-Achse, der z, y-
Ebene, des z,y, z-Raumes auf die u-Achse definiert. Die Gesamtheit der
Punkte, in welchen u einen vorgegebenen Wert annimmt (d. h. die Gesamtheit
der Punkte, denen ein gegebener Punkt der u-Achse entspricht) wird im Fall b)
als Nivegukurve und im Fall c) als Niveaufliche bezeichnet; ist u die Temperatur,
so sind dies die Isothermen, ist u der atmosphirische Druck, so sind dies die
Isobaren usw.

Die folgenden Beispiele haben etwas allgemeineren Charakter, und zwar
handelt es sich dabei um Abbildungen von Kurven auf Kurven bzw. Flichen
auf Flichen.

1) Daher die Bezeichnung ,,Hyperbelfunktionen‘.
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6. Es sei (c) ein Kreis, der im Innern eines anderen Kreises (C) liegt, und O
ein Punkt im Innern von (c). Wir betrachten die Abbildung, welche jedem
Punkt m des Kreises (c) denjenigen Punkt M des Kreises (C) zuordnet, der
auf der Halbgeraden Om liegt. Man erhilt auf diese Weise eine umkehrbar
eindeutige Abbildung des Kreises (c) auf den Kreis (C).

Entsprechend kann man im Raum mit zwei Kugeln verfahren.

7. Wir umwickeln einen Zylinder mit einem Blatt Papier, das sich nicht iiber-
deckt, und ordnen jedem Punkt der Mantelfliche des Zylinders denjenigen Punkt
auf dem Blatt Papier zu, der direkt auf ihm liegt. Breiten wir das Blatt Papier
in der Ebene aus,so erhalten wir damit eine umkehrbar eindeutige Abbildung der
Mantelfliche des Zylinders auf die Ebene, bei der jede auf der Zylindermantel-
fliche gelegene Kurve in eine ebene Kurve gleicher Linge iibergeht.

Entsprechend kann man mit einem Kegel verfahren.

Die genannte Abbildung bezeichnet man als Abwicklung des Zylinders bzw.
des Kegels auf die Ebene.

8. Dasselbe kann man z. B. mit der Kugel nicht machen. In vielen Fillen
liegt jedoch ein ausgesprochenes Bediirfnis vor, die Oberfliche einer Kugel (in
der Kartographie z. B. der Erdkugel) oder einen Teil derselben auf die Ebene
abzubilden. Das ist auf viele verschiedene Weisen méglich, wobei man der
Abbildung noch verschiedene Bedingungen (z. B. Winkeltreue, Lingen-
treue usw.) auferlegen kann.

Die wohl einfachste Methode besteht darin, da8 man die geographische
Linge w und die geographische Breite v der Punkte der Erdoberfliche als
rechtwinklige Koordinaten, d. h. als Abszisse und Ordinate des Bildpunktes
interpretiert. Wir empfehlen dem Leser, sich nach diesem Prinzip auf Milli-
meterpapier eine Karte von Europa anzufertigen.

§ 57. Metrische Riume

In §38 wurde eine Definition des Grenzwertes einer Zahlfolge gegeben, bei
der nur vom Begriff der Umgebung eines Punktes (auf der Zahlengeraden)
Gebrauch gemacht wurde; unter der Umgebung eines Punktes war dabei die
Gesamtheit aller der Punkte zu verstehen, deren Abstand (Entfernung) vom
betrachteten Punkt kleiner als eine vorgegebene Zahl ist.

In ganz entsprechender Weise kann man nun den Begriff des Grenzwertes
auch fiir Folgen von Elementen einer ganz beliebigen Menge erkliiren, sofern
man vorher vereinbart, was unter dem ,,Abstand‘‘ zwischen je zwei Elementen
dieser Menge verstanden werden soll. Mit anderen Worten: Es muB in der
betrachteten Menge zunichst eine ,,Metrik festgelegt werden.

Unter dem Abstand zweier Zahlen ’ und z”* versteht man natiirlich (vgl. § 36)
den absoluten Betrag ihrer Differenz, also |2/ —x”|, d. h. den Abstand im
elementargeometrischen Sinne zwischen den entsprechenden Punkten M’ und
M"” auf der Zahlengeraden:

MM =|2—2"|. (15)
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Betrachtet men dagegen zwei Zahlenpa.a.re (a,/ y') und (z”,y”), so kann
man unter Beriicksichtig der iibli D solcher Zahl als
Punkte einer (kartesxschen) z, y-Koordms,tenebene unter ihrem Abstand die
Entfernung der entsprechenden Punkte M’ und M" verstehen, die bekanntlich

dureh MY —VT— T+ G —7F 16)
= —z —
gegeben wird.
Handelt es sich um Zahlentripel (2, ¥, ') und (2", ", 2”’), so erhilt man
bei Deutung als Punkte in einem rdumlichen z, y, 2-Koordinatensystem die
Entfernung zwischen den entsprechenden Punkten M’ und M gemif

MM =Y — 2P+ — P+ ") . (17
Allgemein kann man sich bei Betrachtung von n-Tupeln (i, ..., z;) und
(%, . .., 25) auf den sogenannten n-dimensionalen Raum beziehen, in dem

die Entfernung der zugehérigen Punkte M’ und M”’ durch
MM =V, — P+ (= 2P+ (— ) 1)

oder in kiirzerer Schreibweise
M'M"=]/ 3 (@ a9)
m=1

definiert ist.1)

In §36 haben wir sodann die ¢-Umgebung eines Punktes z, der z-Achse
durch die Ungleichung
Jx—zyl <&

definiert, was gerade auf das offene Intervall

Ty—e<x<Zy+ €
fiihrt. Entsprechend verstehen wir in der z, y-Ebene unter der e-Umgebung
des Punktes (z,, y,) die Menge aller Punkte (z,y), fir die

(E—ze)+ (y—yo)*<e
gilt. Geometrisch bedeutet dies das Innere des Kreises um den Punkt (z,, y,)
vom Radius ¢:

(@ — 2P+ (y—go)* < &

man im dreidimensionalen z,y, z-Raum als
£ Umgeb\mg eines Punktes (2, ¥y, 2,) das Innere der Kugel um (z,, %, 2,)

vom Radius &1 (ot (y— o (z— < o,

wihrend im n-dimensionalen (zy, ..., z,)-Raum unter der e-Umgebung des
Punktes («1,...,2%) das Innere der , Hyperkugel“ um (z%,...,2%) vom
Radius ¢ verstanden wird :

(= 2 (zy— a4 (ay— 2P < et

1) Im Fall # =1 nimmt (18) offenbar gerade die Form (15) an.

Tt hend bet htet
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Es muB bemerkt werden, daB die durch die Formeln (15) bis (19) definierten
Metriken nur durch geometrische Veranschaulichungen nahegelegt werden,
daB sie aber in keiner Weise logisch zwingend sind. Man bezeichnet sie als
euklidische Metriken. Fir viele Untersuchungen erweist es sich als durchaus
zweckmiBig, andere Metriken zu betrachten.

Wir wollen dies an einem Beispiel erlautern: Dazu betrachten wir zunéchst den s Ab-
stand‘* zweier Punkte einer Kugel, etwa der Erdkugel. Im Sinne der euklidischen Metrik
ware dies die Lange ihrer Verbindungsstrecke, d.h. der durch die Punkte bestimmten
Sehne. Demgegeniiber miBt man den Abstand zweier Punkte der Erdoberfliche auf der
Oberfliche selbst, und zwar nimmt man als Abstand die Bogenlinge auf dem GroBkreis,
der durch die betrachteten Punkte hindurchgeht (dies ergibt den , kiirzesten* Abstand
aufder Kugel) Wnr wollen nun annehmen, daB uns die beiden Punkte M’ und M* durch
ihre Koordinaten*‘, die Lange « und die Breite v, gegeben sind. Weiter
wol.len wir voraussetzen, daB8 wir uber eine Karte verfiigen, auf der die Punkte (x, v)
durch Punkte mit den kartesischen Koordinaten u (Abszisse) und v (Ordinate) darge-
stellt werden (vgl. Beispiel 8 des v gehenden Paragraphen). In diesem Fall ergibt

(W —u"’)+ (o' —v")? den Abstand zwxschen zwei Punkten auf der Karte, nicht jedoch
(von trivialen MaBstab 8! hen) auf der Erdoberfliche. Der Abstand
der Punkte auf der Erdoberfliche ist vielmehr eine k lizierte Funktion der vier
Koordinaten w’, ¢/, u”, v", auf die wir hier nicht elngehen wollen.

An Stelle der Kugel ko wir natiirlich auch i deine andere gelm)mmte Fthe
im Raum nehmen, auf der in belxeb:ger Weise em 4RI liniges** Koordi
aufgetragen ist. Als Abstand zweier Punkte M’ und M” auf einer derartigen Flache
nimmt man gewdhnlich die Lange der kiirzesten Verbindung von M’ und M” auf der
Flache.!) Dieser Abstand ist eine mehr oder weniger komplizierte Funktion der Koordi-
naten von M’ und M” in bezug auf das gegebene krummlinige Koordinatensystem.
Bilden wir die Flache dadurch auf die Ebene ab, daB wir die krummlinigen Koordinaten
eines Punktes der Flache als kartesische Koordinaten in der Ebene deuten, so werden
wir nur in ganz seltenen Spezialfillen erreichen, daB der Abstand auf der Flache mit
dem euklidischen Abstand in der Ebene iibereinstimmt.

Wir wollen uns nun wieder der a].lgememen Theorie zuwenden. Man ss,gt,
in einer Menge (einem ,,Raum*) % sei eine Metrik eingefithrt, weny je zwei
Elementen X’ und X” aus X eindeutig eine Zahl ¢ (X', X”’) als Abstand so
zugeordnet ist, daB folgende Bedingungen erfiillt sind:

1L o(X, X")=p(X", X). (20)
Dies bedeutet, daB der von X’ nach X" gemessene Abstand gleich dem von X"

nach X’ gemessenen Abstand ist, so da man also vom Abstand zwischen
(bzw. von) X’ und X’ sprechen kann.

2. o(X’,X”)>0, falls X’ und X" verschiedene Elemente aus ¥ sind.

21
o(X’, X") =0, falls X’ und X” iibereinstimmen. I( )

1) Da es auf der Flache unendhch v1ele Verbindungen je zweier Punkte gibt, bedarf
die Exist einer ki Vi gslinie (einer sog. geoditischen Linie) eines

Beweises.
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Hieraus folgt, daB der Abstand zweier Elemente niemals negativ ist und da8
er dann und nur dann verschwindet, wenn X’ und X" dasselbe Element
aus ¥ bezeichnen.

3. Fir beliebige Elemente X’, X" und X"’ aus ¥ gilt
e(xl’ XII)—_<_9(XI, XI//)+9(XII/’ ‘x'l')‘ (22)

Diese te Dreieck leich: besagt, daB der unmittelbar von X’
nach X gemessene Abstand “die Summe des von X’ zu irgendeinem dritten
Element X’ genommenen Abstandes und des von X’ bis X” gemessenen
Abstandes niemals iibertrifft.

Beispiel. Ist X der ,,Raum‘ aller Paare (z, y) von Zahlen (d. h. die Menge
aller Punkte der z, y-Ebene), so haben wir bereits oben den Abstand der
Punkte M’ = (z/,4) und M” = (2, ") durch

oM, M) =V (@ —a"P+(y—y" ) (23)

definiert. Der Leser priift leicht nach, daB hierfiir wirklich die angegebenen

Bedingungen 1. bis 3. erfiillt sind; einige Schwierigkeiten bereitet nur der

formale Beweis von 3., der aber ebenfalls véllig elementar gefuhrt werden kann.!)
Ebenso sind aber auch z. B. fiir

oM, M) =|a'—2" |+ |y —y"| 24
o, M) = max{|z'—z"|, |y’ —y"|} (25)

die angegebenen Bedingungen 1. bis 3. erfiillt. Der Leser mache sich klar,
welche geometrische Bedeutung der durch (24) und (25) definierte ,,Abstand‘
besitzt.

Ist in einem Raum ¥ eine Metrik eingefiihrt, so ist damit auch der Begriffy
der Umgebung fir jedes Element festgelegt: Unter der s-Umgebung eines
Elementes X, aus % versteht man die Menge aller derjenigen Elemente X
aus X, fir welche die Ungleichung

X, Xp)<e

und

erfiillt ist.

Beispiel. Je nachdem, ob man in der z, y-Ebene die durch (23) oder (24)
oder (25) definierte Metrik betrachtet, wird die e-Umgebung eines Punktes
(%o, yo) durch die Ungleichungen

(E—zof 4 (y —9o)* <&
(Inneres des Kreises um (z,, y,) vom Radius &),
max{|z—z,[, [y —gol} <&
1) Dies fithrt auf die sogenannte Minxowskische Ungleichung
V&= + W=y < V&= 2P+ WP + V&= 2P+ (= ¥
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(Inneres des Quadrates mit dem Mittelpunkt (x,, o) und der Seitenlinge 2,
wobei die Seiten parallel den Koordinatenachsen sind) oder -

|“_zoi+]?l_‘%|<3

(Inneres des Quadrates mit dem Mittelpunkt (x,, yo) und den Eckpunkten
(% + &, Yo)s (Zo» Yo+ €), (@ — &, o) und (2o, Yo —¢)) gegeben.

Im vorangehenden haben wir vorwiegend Réume betrachtet, deren Elemente
Zahlen bzw. Zahlensysteme (Paare, Tripel usw.) waren. Man kann jedoch
auch Réume betrachten, deren Elemente Geraden, Kreise, Ebenen, irgend-
welche Kurven oder Flichen usw. sind. Auch in derartigen ,,Réumen‘ kann
man Metriken einfiihren, die die angegebenen Bedingungen 1. bis 3. erfiillen.
Wir beschrinken uns hier auf das Studium gewisser spezieller Beispiele von
,,Funktionenrdumen®, d. h. von Réumen, deren Elemente Funktionen sind,
wobei wir zeigen wollen, wie man auch in derartigen Réumen eine Metrik
einfithren kann.

Zunichst betrachten wir als Elemente des zu konstruierenden Funktionen-
raumes die Menge aller Funktionen f(x) einer unabhingigen Verinderlichen z,
die in einem gegebenen Intervall I (a < z < b) definiert sind, wobei wir uns
der Einfachheit halber auf die in I stetigen Funktionen beschrinken wollen.
Diese Menge werde mit % bezeichnet. Wie kénnen wir nun in ¥ eine Metrik
erkliren? Wir haben bereits frither (vgl. §48) den durch

olf, 9) =me(|f(x)—g(z)I} (26)

definierten Abstand zweier Funktionen f(z) und g(xj kennengelernt. Geo-
metrisch bedeutet dieser Abstand die maximale Linge der Strecken PQ
(vgl. Abb. 87) fiir z aus I.

Es sei hier erwahnt, daB man als ,,Abstand* o(f, g) auch eines der Integrale
jl/(z)—ﬂ("')! dz @7
(Flicheninhalt des schraffierten ,,Streifens* in Abb. 87) oder
‘f[f(z)—g(x)l*dz (28)

nehmen kann. (Der durch (28) gegebene ,, Abstand* ist besonders zweckmaBig, da hierbei
die meisten Rechnungen sebr einfach werden.)

Der Nachweis der Bedingungen 1. bis 3. fir den durch (26) gegebenen ,,Abstand*,
bereitet keine Schwierigkei ebenso der Nachweis von 1. und 2. fiir den durch (27)
und (28) gegebenen ,,Abstand*, wahrend zum Beweis von 3. fiir (27) und (28) die Kenntnis
einiger tieferliegender Eigenschaften des bestimmten Integral dig ist.1)

1) Es besteht im Prinzip eine sehr wichtige f le Analogi ischen den Metriken (26),

(27) und (28) im Funktionenraum und den Metriken (25), (24) und (23) im (zweidimen-
sionalen) Punktraum.
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§ 58. Der Begriff des Grenzwertes in metrischen Riumen

Gegeben sei ein beliebiger metrischer Raum %. Wir betrachten eine Folge
(4 = 41, 4gy - 4py - (29)

von Elementen aus %. Ein Element A aus %, fiir das es zu jeder noch so
kleinen positiven Zahl ¢ unendlich viele Glieder der Folge {4,} gibt, welche
die Ungleichung

o(X, A)<e (30)

erfiillen, nennt man einen Haufungspunkt (oder Haufungswert) dieser Folge.
Geniigen fiir jedes & > 0 sogar fast alle Glieder der Folge, d. h. alle von einem
gewissen Glied an (alle mit Ausnahme von endlich vielen) der Ungleichung (30),
so nennt man A einen Grenzwert der Folge {4,)}; man schreibt dafiir:

A,—>A oder limd,=4.

Jede Folge von Elementen eines metrischen Raumes besitzt héchstens etnen
In der Tat: Wenn 4, — A und 4, — 4’, so gelten fiir jedes £ >0 bei hin-
reichend groBem n die Ungleichungen

o(A,, 4)<e und (4, Ay <e,
und daraus folgt (wegen der Bedingungen 3. und 1.)
o(4, A)<p(4, 4,)+ 0(4,, A)=0(4n, A)+ o4, A)<ete=2e.

Da hierbei ¢ beliebig klein sein kann, gilt also
o4, 4)=0,

und daher stimmen (nach Bedingung 2.) A und A’ iberein.

Eine Folge {4,}, die einen Grenzwert besitzt, heit konvergent (gegen diesen
Grenzwert).

Eine Folge {4, heiBt beschrinkt, wenn fiir ein gewisses A’ aus ¥ die Folge
{e(4,, A’)} beschrinkt ist. Man sieht unmittelbar, daB dies unabhingig
von der speziellen Auswahl des Elementes 4’ ist, d. h., mit {o(4,, 4")} ist
auch jede andere Folge {o(4,,4")} (4" aus %) beschrénkt.

In der Tat: Ist z. B.

o(ds, A<M n=1,2,3,...)
und
o(d’, A"y=m,
80 ist (wegen 3.)
o(dn, A) S o(dy, 4)+old', 4") <M +m.
Es ergibt sich sofort die Frage, ob in einem beliebigen metrischen Raum Z jede be-

schrankte Folge {4,) unbedingt g8 einen Ha kt besitzt, d.h., ob der
Satz von BorLzaNo-W 8s (§36) in beliebi ischen Réumen gilt.
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Diese Frage ist zu verneinen. Zum Beispiel gilt der Satz von BoLzaNO-WEIERSTRASS
nicht in dem mit der Metrik (26) versehenen Raum der im Intervall I (a < z < b) stetigen
Funkti Um dies ei h betrachten wir die Folge

{sinnz}. 31)
Diese Folge ist beschriinkt; denn wahlen wir als ,,Vergleichselement* 4’ die Funktion
f(z) =0, so erhalten wir

o(sinnz, 0) = max|sinnz|<1.

Dagegen besitzt, wie man leicht feststellt, die Folge (31) in keinem Intervall 7 auch nur
einen Haufungspunkt.

Eine Menge % von Elementen eines metrischen Raumes X heiBt kompakt
(in X), wenn jede Folge von Elementen aus % in X.einen Hiufungspunkt
besitzt.

Jede kompakte Menge W ist beschrankt.

Wiire dies namlich nicht der Fall, so konnte man aus 9 eine Folge {4,)
auswihlen, fiir die oAy, 4)—>oo 32)

gilt (wobei 4’ ein beliebiges Element aus 9 ist). Andererseits besitzt aber die
Folge {4,}, weil A kompakt ist, wenigstens einen Haufungspunkt 4. Daher
gilt bei beliebig vorgegebenem & > 0 fiir unendlich viele Glieder der Folge

{4,) die Ungleichung o(d,, A)<e.

Fiir alle diese Elemente gilt jedoch auf Grund der Dreiecksungleichung
0(4n, A) S o(4g, A)+0(4, A)<e+o(4, A)=H,

im Widerspruch zu (32).

Das oben angegebene Beispiel zeigt, daB die Umkehrung dieses Satzes
nicht allgemein richtig ist, d. h., daB es in gewissen metrischen Réumen be-
schriinkte Mengen gibt, die nicht kompakt sind. Diese Umkehrung gilt jedoch,
wie wir bereits frither gesehen haben (§ 36), im eindimensionalen ,,Punkt-
raum®. Sie gilt auch, und das bestitigt man leicht, in jedem anderen endlich-
dimensionalen ,,Punktraum*.

Wir wollen die zuletzt ausgesprochene Behauptung fiir den Fall der Ebene
beweisen; die Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen Raum ist dann
vollsténdig trivial. :

Vorgegeben sei eine beschrinkte Punktfolge

{Pa(za, Ya)}-

Nebmen wir als ,,Vergleichspunkt* 4’ den Koordinatenursprung O, so finden
wir, daB es eine Zahl M gibt derart, daB fiir alle Punkte P, die Ungleichung

o(Py, O)=Va+yi<M  (n=1,2,3,..)
erfiillt ist, und hieraus folgt
|ag| < M (33)

n=1,2,3,..).

und
lyal <M (34)
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TInsbesondere ist also wegen (33) die Folge {z,} beschrinkt und besitzt daher
einen Haufungspunkt &. Fiir jedes & >0 liegen also im Intervall

f—fy <r<tt s (35)
unendlich viele Glieder der Folge {z,}, und zwar mogen dies die Glieder
Tgys Tpys - o5 Tpar - -+

sein. Wir betrachten nun die Zahlenfolge
Ypes Yper - o> Ypur oo+ +

Diese ist wegen (34) beschrinkt und besitzt daher einen Haufungspunkt 7.
Im Intervall . .

—— — 36

1= 75 <Y<n + 73 (36)

liegen dann unendlich viele Glieder der Zahlenfolge {y,,}. Hieraus folgt nun,
daB in dem durch die Ungleichungen (35) und (36) festgelegten Bereich der
z, y-Ebene unendlich viele Punkte der Folge {P,) liegen. Dieser Bereich ist
aber, wie man unmittelbar sieht, ganz in der e-Umgebung

(@— &2+ (y—n)<e

des Punktes (£, 7)) enthalten. Da hierbei die Zahl ¢ beliebig klein sein kann,
ist (£,7) ein Haufungspunkt der Folge {P,}, was zu beweisen war.

In einem kompakten metrischen Raum X ist ein Element A dann und nur
dann Grenzwert einer Folge {A,}, wenn A einziger Hiufungspunkt dieser
Folge ist.

Beweis. Es sei A einziger Haufungspunkt der Folge {4,}; in diesem Fall
ist A auch Grenzwert dieser Folge, d. h., fiir jedes £ > 0 gibt es nur endlich

ol .
viele Elemente 4, mit old,, A) . @7

Wiire dies niimlich nicht der Fall, gibe es also unendlich viele derartige
Elemente, so miiBte die aus ihnen gebildete Folge, weil X kompakt ist, einen
Haufungspunkt B besit es wiirde also fiir unendlich viele Glieder der
Folge {4,} sowohl die Ungleichung (37) als auch die Ungleichung

oy, B)< 5

erfiillt sein. Da nun auf Grund der Dreiecksungleichung

ist, wire dann
€

o4, B)Zo(d,, 4)—o(4q, By>e—5 =15,

d. h., die Elemente 4 und B wiren voneinander verschieden, die Folge {4,}
besiBe ent, Annahme zwei Haufungspunkte.

i)
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Es sei nun umgekehrt 4 Grenzwert der Folge {4,}. Dann ist zunichst 4
auch Héufungspunkt dieser Folge. BesiBe die Folge {4,} nun daneben noch
einen zweiten Hiufungspunkt B, so kénnten wir eine Zahl ¢ so wihlen, da

0<e<yold, B). (38)

Fiir hinreichend groBes » wiire dann sowohlg (4,,, 4) < ¢ alsauch ¢ (4,,, B) <e,
‘woraus
o(d, B)< (4, 4,)+o(4,, B)<2¢

folgen wiirde, im Widerspruch zu (38).

Dagegen braucht, wenn % nicht kompakt ist, der einzige Haufungspunkt einer Folge
nicht auch zugleich ihr Grenzwert zu sein. Als Beispiel betrachten wir in dem mit der
Metrik (26) versehenen Raum der in I stetigen Funktionen die Folge

ginz, 0, sin2#, O, sin3z, O, ..., sinnz, 0,... . (39)

Einziger Haufungspunkt dieser Folge ist die Funktion f(z) =0, der aber keineswegs
Grenzwert der Folge ist.

Hinsichtlich der unbeschrinkten Folgen sei noch bemerkt, daB sie einen
Grenzwert im eigentlichen Sinne nicht besitzen kénnen. Es sind jedoch in
diesem Fall verschiedene Verallgemeinerungen des Grenzwertbegriffs maglich
(uneigentliche Grenzwerte, vgl. §39).

§ 59. Topologische Ridume?)

Ist in einem Raume eine Metrik eingefiihrt, so kann man, wie wir im voran-
gehenden Paragraphen gesehen haben, in diesem Raum auch den Begriff des
Grenzwertes einer Folge von Elementen erkliren. Der Begriff des Grenzwertes
kann jedoch in einer Menge unter Umstéinden auch unabhingig von einer
Metrik erklirt werden. So ist z. B. der Begriff der einfachen Konvergenz
einer Folge {f, (2)} von in einem Intervall I (¢ < z < b) definierten Funktionen
(vgl. § 45) unabhingig von einer Metrik des Funktionenraumes.

Man nennt einen Raum ¥ einen topologischen Rawm, wenn in ihm auf
irgendeine Weise ein Grenzwertbegriff fiir Folgen von Elementen aus %
definiert ist, und zwar dadurch, daB jeder vorgegebenen Folge entweder gar
kein Element oder genau ein Element 4 aus % als ,,Grenzwert* zugeordnet
ist, wobei nur verlangt wird, daB folgende Bedingung erfiillt ist: Wenn A4
Grenzwert der Folge {4,} ist, so ist A zugleich auch Grenzwert jeder Teil-
folge {4,), d.h., wenn 4,— 4, so auch 4,,— A. Man sieht unmittelbar,
daB die Menge aller in einem Inberval.l I deﬁ.merben Funktionen (und auch
jede Teilmenge hiervon) einen topologischen Raum beziiglich der einfachen
Konvergenz von Funktionenfolgen bildet. Aber auch jeder metrische Raum

!) Im folgenden wird der Begriff des topologischen Raumes in einem etwas anderen
Sinne verwendet, als dies in der modernen Topologie iiblich ist.
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ist (und zwar in bezug auf den aus der Metrik gewonnenen Grenzwertbegriff)
ein topologischer Raum.

In einem topologischen Raum kann man in sehr einfacher Weise auch all-
gemeiner den Begriff des Hiaufungspunktes einer Folge erkliéren. Man nennt
némlich einen Punkt A genau dann Haufungspunkt der Folge {4,}, wenn es
eine Teilfolge {4,,} von {4,} gibt, die 4 als Grenzwert besitzt. Es gilt dann:
Der Grenzwert einer Folge {Ay) ist (falls er iiberhaupt existiert) auch Haufungs-
punkt der Folge, und zwar der einzige.

Wiirde némlich im betrachteten Fall noch ein anderer Héufungspunkt 4’
existieren, so miiBte eine gewisse Teilfolge {4,,} von {4,} den Grenzwert A’
besitzen, zugleich aber nach der Definition des Grenzwertes auch den Grenz-
wert A, und das ist unmoglich. )

Die hier angegebene Definition des Hsufungspunktes einer Folge {4,) ent-
spricht im Falle eines metrischen Raumes ¥ vollstindig der fritheren Definition
des Haufungspunktes.

Ist namlich 4 Haufungspunkt der Folge {4,} in einem metrischen Raum %,
so liegen, wie klein auch & gewihlt wird, in jeder Umgebung ¢(X, 4) <e¢
unendlich viele El te A,. Wir betrachten dann eine Folge {¢,} von positiven
Zahlen mit ¢, — 0. Aus der Umgebung o(X, 4) < ¢, wihlen wir dann ein
Element A4, aus der Umgebung o(X, 4) <&, ein Element 4, mit p, > pi,
aus der Umgebung o(X, A) < ¢, ein Element 4, mit p; > p, usw. Fir die
Elemente der Folge {4,,} gilt

Q(Apu’ A) < &p,
o(4y,, 4)—>0,
Ap,—~4.

Besitzt umgekehrt die Folge {4,} eine Teilfolge {4,,}, die gegen 4 konver-
giert, so ist natiirlich 4 Haufungspunkt der Folge {4,); denn die Beziehung
A,,—> A bedeutet ja gerade, daB fir hinreichend grofles » die Ungleichung

o4y, 4)<e
erfiillt ist, so daB jede e-Umgebung von A unendlich viele Elemente der
Folge {4,} enthilt.
Der Begriff der Kompaktheit 18t sich unveréndert in topologische Réume
iibernehmen.

Dabei ist jedoch zu beachten, daB in einem allgemeinen topologisch Raum der einzige
Hiiufungspunkt einer Folge nicht no i ht, und zwar

so daB
d. h.

g G t zu sein b
auch dann nicht, wenn alle Elemente der Folge einer gewissen kompakten Menge % an-
gehoren. 1)

1) Der Begriff des Grenzwertes sei folgendermaBen definiert: Die Folge {4,} besitzt
genau dann den Grenzwert 4, wenn alle Elemente der Folge gleich 4 sind. Nun ist
offenbar die aus zwei hied El ten P, Q bestehende Menge kompakt
Wir betrachten dann die Folge, deren erstes Glied P und deren weitere Glieder gleich @
sind. Der einzige Haufungspunkt dieser Menge ist @, sie besitzt aber keinen Grenzwert.




260 Der allgemeine Funktionsbegriff

§ 60. Mengenalgebra. Die Ableitung einer Menge. Abgeschlossenheit
und Zusammenhang

1 oleichzeiti hied.

Hat man bei ugendwe]chen Unter ver
Mengen von Elementen eines gegebenes Raumes % zu betmchten, so ist es
hiufig zweckmiBig, einige grundlegende Begriffsbildungen aus der allgemeinen
Mengenlehre®) zu verwenden, die es gestatten, die Ausdrucksweise zu ver-
eihfachen und die das Verstindnis erleichtern. Wir wollen diese Begriffe
hier in einer Tabelle zusammenstellen.

Sind ¥, B usw. Mengen von Ele-
menten aus %, so

bedeutet :

AC B bzw. B2A (gelesen: ,, A ist
enthalten in B“ oder ,, U ist Teil-
menge von B°)

Jedes Element der Menge U ist auch
Element der Menge B.

AC B bzw. BDOA (gelesen: ,, Y ist
echte Teilmenge von B*)

Jedes Element der Menge U ist auch
Element der Menge %, und es gibt

tens ein El t in 98, welch
mcht zu Y gehort.

Die Mengen % und B enthalten die-
selben Elemente, d. h., es gilt zu-
gleich: AC B und BCUA.

A+ B
(,,Summe** oder ,,Vereinigung* der
Mengen % und 98)2)

Die Menge aller derjenigen Elemente,
die in wenigstens einer der Mengen
9 oder B liegen.

AB
(,,Produkt“ oder ,,Durchschnitt
der Mengen % und %B)

Die Menge aller derjenigen Elemente,
die sowohl in Y als auch in B liegen.

D

Die ,,leere” Menge, welche kein Ele-
ment enthilt.

Beziiglich Klammersetzungen gelten dieselben Vereinbarungen wie in der

Algebra.

1) Eine ausfithrlichere D: llung der

Tiohat,

Grundbegnﬁe der allgemeinen

Mengenlehre ist in EAEM Bd. I, S. 65—82 gegeben. Wir verweisen den Leser ferner auf
das ganz ausgezeichnete Lehrbuch von P. S. ALEXANDROFF, Einfiihrung in die Mengen-
lehre, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1956. — Anm. d. wissenschaftl. Red.

2) Statt % + B und AP sind in der modernen Li

auch die Bezeichnungen % U B

bzw. AN B iiblich. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Man stellt unmittelbar fest, daB zwischen den hier eingefiihrten Begriffs-
bildungen folgende Beziehungen bestehen:

1. Wenn % CB und BLE, so ALCE;

2. wenn =B und B=C, so A=C;

3. A+B=B+%

4. AB=BY;

5. A+ (B+C)=(A+B)+C;

8. A(BE)=(AB)E;

7. A(B+C)=AB+AC;

8. A+ BE=(A+ B)(A+C);

9. AAB;

10. AC A+ B;

11. wenn A B, so AB =Y, und umgekehrt;
12. wenn A LB, so A+ B =1, und umgekehrt;
13. A4+ A=AA=U;

14. wenn A+ B =90, so A= B =D, und umgekehrt;

15. wenn B =%, so A= B =%, und umgekehrt.

Es sei nun X ein beliebiger topologischer Raum. Wir wollen als erstes
erkliren, was unter einem Haufungspunkt einer beliebigen Menge % von
Elementen aus X verstanden werden soll: Ein Element A aus X (welches
der Menge 9 angehéren kann, aber nicht angehéren muB) heilt ein Haufungs-
punkt (oder Haufungswert) der Menge %, wenn es eine Folge {4,} von paar-
weise verschiedenen Elementen aus 9 gibt, diec den Grenzwert A besitzt,
fiir die also gilt: A, AY)

Die Menge aller Hiufungspunkte einer Menge % nennt man die Ableitung
der Menge U; sie wird iiblicherweise mit 9’ bezeichnet.

Hier einige Beispiele:

1. Ist % das offene Intervall @ < z < b, so ist in bezug auf die gewohnhche
Metrik %’ das abgeschlossene Intervall a <z <b.

2. Zu demselben Resultat gelangt man, wenn man als Menge % die Menge
aller rationalen Zahlen oder aller endlichen Dezimalbriiche im Intervall
a < r < b nimmt.

1) Man beachte, da8 ein U hied besteht zwischen dem Begriff des Haufungspunktes
einer Folge und dem Begriff des Haufungspunktes der Menge der Elemente einer Folge.
Zum Beispiel besitzt die Folge 0, 1,0, 1, 0, 1, . . . die Haufungspunkte 0 und 1, wahrend
die aus ihnen gebildete Menge nur zwei Elemente enthalt und daher (wie jede andere
endliche Menge) keinen Haufungspunkt besitzt. Fiir Folgen ohne ,,mehrfache* Elemente
stimmen natiirlich beide Begriffe iiberein.
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3. Ist % die Menge aller Punkte (z, y), welche der Bedingung [g:;z%

geniigen (Inneres des ,,Einheitsquadrates), so ist %’ die Menge aller Punkte

(z, ) mit {gé;gi (,,Einheitsquadrat unter EinschluB seiner Seiten).
4. Es sei % die Menge aller Punkte der Ebene, die auf der Kurve y = sin%

(0 < z < 1) liegen (vgl. § 41, Beispiel 4). Dann ist A’ die Vereinigungsmenge

aus % und der Menge aller Punkte (z, y) mit {_Tzz’g +1 (Intervall

—1 <y <1 auf der y-Achse).

5. Ist % die Menge aller Zahlen %(n =1,2,3,...), so enthilt A’ nur die
Zahl 0.

6. Ist A die Menge aller rationalen Zahlen %+% (p, g positive ganze

Zahlen), so ist A’ die Menge aus allen Zahlen % und der Zahl 0.

7. Ist % die Menge aller Punkte auf den Kreisen z’+y2=(l—%)2
n=2,3,4,...), so ist A die Vereinigungsmenge aus % und der Menge aller
Punkte, die auf dem Kreis 22 4 3 =1 liegen. ~

8. Ist U die Menge aller Polynome (betrachtet als Funktionen in einem
gegebenen Intervall ¢ < z <b), so ist in bezug auf die zur gleichmaBigen
Konvergenz gehirenden Metrik %’ die Menge aller im Intervall a Sz < b
stetigen Funktionen (vgl. den Satz von WEIERSTRASS in § 49).

9. Ist A die Menge aller Funktionen f,(x) = Tln'z—* (n=1,2,3,...),s0ist

in bezug auf die Topologie der einfachen Konvergenz %’ die Menge, die nur

aus der Funktion
1 fir z=0,

=10 far z+0

besteht. In bezug auf die zur gleichmiBigen Konvergenz gehérende Metrik
ist A’ die leere Menge.

Eine Menge % von Punkten eines topologischen Raumes X heifit ab-
geschlossen, wenn sie alle ihre Hiufungspunkte enthilt, d.h., wenn

AWCA.
Die Vereinigungsmenge von % und der Ableitung %’ von ¥, also die Menge
A=A+ U,

bezeichnet man als abgeschlossene Hiille oder Abschliefung von . Offenbar
stimmen fiir jede abgeschlossene Menge % die Mengen ¥ und 9 tiberein.
Gilt umgekehrt fiir eine Menge 9 die Beziehung % = %, so ist die Menge %
abgeschlossen (wegen 10., Seite 261). Eine Menge % ist also genau dann ab-
geschlossen, wenn sie mit ihrer abgeschl Hiille sibereinstimmst
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Beispiele fiir abgeschlossene Mengen sind:

a) Die Menge aller Punkte des abgeschlossenen Intervalls ¢ < z < b;

b) die Menge aller im Intervall a < z < b stetigen Funktionen (in bezug
auf die zur gleichméBigen Konvergenz gehorende Metrik).

Ist AL B, so ist auch A C B'.

Satz. In einem metrischen Raum st jede abgelemte Menge (jede Menge, die Ableitung
einer and Menge ist) abg

" P T RO | d

In Gestalt einer Formel kann man diese Behauptung Ben aus-
driicken:
AU

Beweis. Es sei 4” irgendein Punkt der Menge %’’. Zu zeigen ist, daB in jeder noch
80 kleinen Umgebung von A" Punkte der Menge % liegen, d. h., daB es zu jedem noch
30 kleinen ¢ > 0 ein Element A aus % gibt, fiir welches

o4, 4" <e

gilt.
Da A” ein Haufungspunkt der Menge 9’ ist, gibt es zunachst einen Punkt A’ aus %’
mit
&
’ " —_
e, A< <.

Andererseits gibt es, da 4’ Haufungspunkt % ist, ein Element 4 aus % mit
&
’
o4, 4)< 5

Aus den angegebenen Ungleichungen ergibt sich jedoch auf Grund der Dreiecksungleichung
sofort:

e(4, 45 o(4, 4) +o(d) 4")< 5+ =

was zu beweisen war.

Der angegebene Satz ist offenbar die Verall, inerung des auf Seite 153 formulierten
und bewiesenen Satzes nul' beliebige metrische Raume.

In beliebj topol Ra ist der Satz nicht richtig.

'POIOE!

Eine Menge 9 von Punkten eines topologischen R X heiBt
hingend, wenn es keine zwei Mengen Mt und N aus % gibt, fir die folgende

Bedingungen erfiillt sind:

1L A=M+R, I
2. MR+ MR+ MR =0, (40)
3. M+, N+ O. l

Beispiele (zugrunde gelegt ist in allen Fillen die iibliche euklidische
Metrik).

10. Die aus zwei Zahlen a und b (23 b) bestehende Menge ist nicht zu-
sammenhingend (man braucht als Menge 9t nur die aus dem einzigen Elementa
und als N nur die aus dem einzigen Element b bestehende Menge zu nehmen).
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11. Genauso verhilt es sich bei der aus den Punkten der Kreisscheiben
(x+ )+ <R und (z—c)f+y*<R?
bestehenden Menge, falls ¢ > R >0 (und sogar bei ¢c= R > 0).

12. Enthilt eine Menge 9 von Zahlen die Elemente a und ¢, aber nicht
ein gegebenes Element b mit @ < b < ¢, so ist die Menge A nicht zusammen-
héngend. Als Menge S kann man in diesem Fall die Menge aller Punkte z
aus 9 nehmen, fiir die < b gilt, und als Menge R die Menge aller = aus ¥,
fir die z > b gilt.

13. Das abgeschlossene Intervall a <z < b ist zusemmenhingend.

Diese Behauptung, die ganz trivial erscheint, ist rein formal gar nicht so einfach zu
beweisen. Wir wollen hier den Verlauf des (indirekten) Beweises fiir diese Behauptung
nur andeuten, die Durchfiihrung im einzelnen jedoch dem Leser iiberlassen.

Man nimmt also an, die Menge 9 aller Punkte des Intervalls @ < z < b ware nicht
zusammenhangend, es gibe also Mengen 9 und R, welche die Bedingungen (40) erfiillen.
Aus 1. und 3. ergibt sich dann sofort, da es in AM einen Punkt m, und in AN einen
Punkt n, gibt. Da wegen 2. MR = O ist, gilt m;+n,. Es sei etwa m; <n,. Dann ge-
hort sicher der Punkt l'l%'& zu . Folglich liegt dieser Punkt in einer (und zwar

wegen SR = O sogar in genau einer) der Mengen 3 oder N. Im ersten Fall setzen wir

m,+ . . m, + n,
my= ’2 ™1 pg=ny, im zweiten my=my, ny= ’2 1

die gleichen Uberlegungen wie vorher mit m; und n, an. Setzt man diesen Prozef un-
begrenzt fort, so erhalt man zwei monotone Folgen von Zahlen, die beide gegen den-
selben Grenzwert & streben, der zu ' N’ gehort. Beachtet man noch, daB § entweder
zu 9 oder zu N gehort, so erhilt man einen Widerspruch zu MR’ = M'N = D.

14. Was oben itber abgeschlossene Intervalle gesagt wurde, laBt sich ent-

sprechend auf beliebige andere Intervalle itbertragen.

gekehrt ist jede zusammenhd de Menge auf der Zahlengeraden ein
Intervall einer der moglichen Typen (endlich oder unendlich, offen oder ab-
geschlossen oder ,halboffen‘); vgl. Beispiel 12.

Eine Menge % von Punkten eines Raumes %, welche in diesem Raume
zusammenhéngend und abgeschlossen ist, wird ein Kontinuum genannt.

Ist X der ,eindimensionale euklidische Raum®, d.h. die Zahlengerade
mit der gewshnlichen Metrik, so sind die Kontinua genau die abgeschlossenen
Intervalle und nur diese.

Im ,zweidimensionalen euklidischen Raum®, d.b. in der Ebene mit der
gewdhnlichen Metrik, gibt es dag die verschiedensten Typen von Kontinua:
Hierzu gehoren z. B. alle ,,abgeschlossenen Quadrate“ (d.h. Quadrate mit
Berandung), die abgeschlc Kreisscheiben usw.

und stellen mit m, und 7,

§ 61. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften
Ein topologischer Raum ¥ moge durch eine Abbildung f auf einen topo-
logischen Raum ) abgebildet werden. Unter ¥ = f(X) soll dasjenige Element
aus 9 verstanden werden, das dem Element X aus ¥ bei der Abbildung f
entspricht.
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Ist ¥ irgendeine Menge von Elementen aus ¥, so verstehen wir unter f()

die Gesamtheit der Elemente aus 9), die El ten aus % zugeordnet sind.
Eine Abbildung Y= %)
heiBt stetig im Punkte X, wenn aus der Beziehung
X,—>X

stets die Beziehun
¢ X X)

folgt; die Abbildung heiBt stetig auf der Menge %, wenn sie in allen Punkten
von ¥ stetig ist.

Wir wollen hier einige Eigenschaften von beweisen :

Satz 1. Ist die Menge U (S X) zusammenhingend und die Abbildung ¥ = f(X)
stetig auf der Menge W, so ist auch die Menge B = f(N) (C ) zusammen-
hiingend.

Wir werden diesen Satz indirekt beweisen, d.h., wir nehmen an, die
Menge B wire nicht zusammenhiingend. Dann gibt es zwei Mengen
und N derart, daB 1 B=M+w,

2. MR+MR 4+ MR=D,
3. M+, N+D.

Wegen IR = O wird kein Element 4 aus ¥ gleichzeitig in ein El t
aus M und in ein Element aus N abgebildet. Bezeichnen wir mit § die Menge
derjenigen Elemente aus %, die in 0%, und mit & die Menge derjenigen Elemente
aus ¥, die in N abgebildet werden, so ist also Q= O. Dabei ist wegen
M+D und N+ O auch K+ O und L+ O, und wegen B =M + N auch
A= 8+ 8.

Wir beweisen als erstes, daB ¢ = . Angenommen, es wire ¢ + 0.
Dann giibe es in der Menge § ein Element A, welches Haufungspunkt der
Menge & ist. Man konnte also eine Folge {4,} von Elementen der Menge @
finden, die das Element 4 aus ® als Grenzwert besitzt:

A,—~A4.
Wegen der Stetigkeit der betrachteten Abbildung ergibt sich daraus
(4~ f(4).
Das bedeutet, daB man in R eine Folge {f (4,)} von Elementen so finden kann,
daB sie das Element f(4) aus 9 als Grenzwert besitzt. Dann wire aber
MR 4 O, im Widerspruch zu 2. Somit ist also R = ©. Entsprechend
ergibt sich €= ©. Damit erhalten wir
L 4=8+¢,
2. R4+ R+ W=D,
3. 8+ D, 2+,
d. h., die Menge 9 wire nicht zusa hi d, entgegen unserer Voraus-
setzung. Damit ist Satz 1 bewiesen.

ods Abbild
-
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Satz 2. Ist die Menge (S X) kompakt und abgeschl , 80 18t auch, sofern
die Abbildung Y = f(X) auf % stetig ist, die Menge B = f(H)(C D) kompakt.

Satz 3. Unter den gleichen Vor tzungen ist die Menge B = f(ANCY)
abgeschlossen.

Beweis. Es sei {B,} irgendeine Folge von Elementen aus 8. Unter {4,}
verstehen wir jeweils eines der El te aus o, welches auf B, abgebildet
wird, so daB also

B,=f(4,) n=1,2,3,..).

Wir betrachten dann in % die Folge {4,}. Da die Menge % kompakt ist, kdnnen
wir aus der Folge {4,) eine Teilfolge {4,,} auswiihlen, die in ¥ einen Grenz-
wert A besitzt. Wegen der Abgeschlossenheit von ¥ gehort 4 zu . Da die
. betrachtete Abbildung stetig ist, folgt aus

Ap,—~ A,
daB
fdy,)—f(4). (41)

Damit ist gezeigt, daB die Folge {f(4,,)}, und somit auch {B,} konvergiert,
d.h., jede Folge {B,} von Elementen aus B besitzt einen Haufungspunkt.
Folglich ist B kompakt, womit Satz 2 bewiesen ist.

Zum Beweis von Satz 3 fithren wir denselben Ubergang aus, wobei wir
jedoch zusitzlich vor t daB die Folge {B,} einen Grenzwert B be-

sitzt:
B,—>B, (42)

wobei B ein gewisses Element aus 9 ist. Nun konnen wir der Beziehung (41)
offenbar auch die Form
By~ f(4) (43)

geben, und da nach Definition des Grenzwertes in einem topologischen Raum
(vgl. S.258) der Grenzwert einer Teilfolge nicht von dem der Gesamtfolge
verschieden sein kann, erhalten wir aus (42) und (43)

B=f(4).

Nach Konstruktion ist aber A ein Element aus 9, und da es in B abgebildet
wird, gehort B folglich zur Menge B, was zu beweisen war.

Nehmen wir als topologische Riume % und ) speziell die Menge aller
reellen Zahlen mit der gewohnlichen Metrik und als Menge % hinsichtlich
Satz 1 ein beliebiges und hinsichtlich Satz 2 und 3 ein abgeschlossenes Intervall,
8o erhalten wir unmittelbar, daB die Menge der von einer stetigen Funktion
f(z) in diesem Intervall angenommenen Werte

1. zusammenhéngend ist, d.h. ein gewisses Intervall bildet (vgl. §60,
Beispiel 14).

2. (falls % ein abgeschlossenes Intervall ist) kompakt, d. h. beschriinkt ist
(vgl. §36 und § 57).
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3. (falls % ein abgeschlossenes Intervall ist) abgeschlossen ist, so daB es
unter den Werten einen groBten und einen kleinsten gibt.

Das sind aber nicht anderes als die Sitze I bis III aus §47.

Auch SatzIV aus §47 iber die gleichmiBige Stetighkeit 1iBt sich ent-
sprechend verallgemeinern; da jedoch die in jhm gemachte Aussage im wesent-
lichen metrischer Natur ist, bringen wir hier nur seine Verallgemeinerung
auf beliebige metrische und nicht auf beliebige topologische Réume.

Satz 4. Es sei U eine kompakie und abgeschl Menge eines metrischen
Raumes %, die durch die stetige Abbildung Y = f(X) auf eine gewisse Menge
B=f(N) eines ebenfalls metrischen Raumes ) abgebildet wird. Dann kann
man zu jeder noch so kleinen Zahl € >0 eine Zahl & so finden, daf fir alle X’
und X" aus U, welche die Bezichung

o(X!, X< é (44)
e(fX), fIX") <e (45)

erfiillen, die Ungleichung

gilt.

Der Beweis hierfiir verlauft entsprechend dem Beweis von Satz IV in §47.
Wir nehmen also an, man kinnte nicht zu jedem ¢ > 0 eine derartige Zahl 8
finden. Dann gibt es ein gewisses ¢* > 0, so daB sich zu jeder Zahl 4, aus
einer Folge {8,} mit &, >0 und §,— O ein Paar Xj, X; von Elementen
aus YU so angeben 1iBt, daB die Ungleichungen

o(Xy, X7) <9,
o(f(Xn), f(Xm) = e (46)

gelten. Da nun % kompakt ist, kann man aus der Folge {X7} eine konvergente
Teilfolge {X;} auswihlen, und zwar moge

X5 (47)

und

gelten. Man sieht unmittelbar, daB dann auch
XI5 (48)
o(X5,, E) < o(Xy,, Xp,) +0(Xp,, 5),
und de hier die rechte Seite gegen Null strebt, gilt dies auch fiir die linke
Seite. Wegen der Abgeschlossenheit von 9 gehort nun £ zu %. Daher folgt
aus (47) und (48) auf Grund der Stetigkeit der Funktion f(X) in %
[(X3) = f(E), [(Xp) > f(E) (49)
e(fXp), f(X5))~>0.
Dies steht jedoch im Widerspruch zu der sich aus (46) ergebenden Beziehung

o(f(X3,), (X)) = e*.

denn es ist

und damit



268 Der allgemeine Funktionsbegriff

§ 62. Homdomorphe Abbildungen

Im vorliegenden Pa.mgmphen wollen wir den Fal.l betrachten, d&B die
Mengen X und 9) durch eine Abbildung f umkehrbar eindeutig und in beid
Richtungen stetig aufeinander abgebildet werden, d. h. also:

1. Jedem Element X aus ¥ entspricht genau ein Element ¥ = f(X) aus 9,
wobei auch gekehrt jedes El t Y aus 9 Bild eines und nur eines
Elementes X aus X ist (vgl. §54).

2. Hingt eine Folge {X,} von Elementen aus X mit einem ebenfalls zu ¥
gehorenden Element X durch die Beziehung

Xo—>X (50)

zusammen, so besteht zwischen der Folge {Y,}= {f(X,)} und dem Element
Y = f(X), das zu 9) gehért, die Beziehung

Y,—~7Y, (51)
f(X) > f(X),

und besteht umgekehrt zwischen einer Folge {Y,} von Elementen aus ) und
einem Element Y aus §) die Beziehung (51), so besteht zwischen der ent-
sprechenden Folge {X,} aus ¥ und dem entsprechenden Element X aus ¥
die Beziehung (50).

Eine Abbildung f der Menge 4 auf die Menge ), welche diese Eigenschaften
besitzt, nennt man eine & phe oder topologisch Ablnldung bzw. einen

oméomorphismus. Mengen X und ¥, die man durch eine homéomorphe
Abbildung aufeinander abbilden kann, wollen wir kurz homéomorph nennen.

d. h.

Einfache Beispiele fiir homéomorphe Mengen sind (ebene) Figuren F und F”, die im
elementargeometrischen Sinne dhnlich sind. Bekanntlich nennt man Figuren F und F’
genau dann dhnlich, wenn man sie so aufeinander abbilden kann, daB fiir je zwei Punkte
M und N von F und die entsprechenden Bildpunkte M’ und N’ von F’

M'N'
MN

gilt, wobei A >0 ein konstanter dhnlichkeitskoeffizient ist. Nehmen wir nimlich der
Einfachheit halber an, daB die Figuren F und F” nicht nur u.nteremander a.hnhch sind,
sondern auch zueinander &hnlich in bezug auf emen gegeb: prung
liegen, so konnen wir die betrachtete Abbild b du:ch" de Beziel
zwischen den Koordinaten (z, y) eines Punktes M und den Koordinaten (', y") seines
Bildpunktes M’ beschreiben:

7’'= Az, T=
oder
y=iz y=

z
7

52
v 62)
T
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Ist nun {(z,, ¥,)} eine Folge von Punkten der Figur F, die den Punkt (z, y) der Figur F
als Haufungspunkt besitzt, und bezeichnen wir mit (7, ya) und (&, ¥') die entsprechenden
Punkte auf F”, so bedingen sich die Beziehung

Ty —>%, Yu—>Ys

und B, gy

gegenseitig; dies bedeutet offenber, da8 die betrachtete Abbild in beiden Rich-

tungen stetig ist.
in and infaches Beispiel fiir h phe Mengen bilden ebene Figuren F

und F, die zueinander spiegelbildlich in bezug auf den Einheitskreis liegen, d. h., die

durch Inversion am Einheitskreis ineinander iibergefithrt werden konuen (vgl. § 56,

S. 248). In diesem Fall t k ischen den Koordinaten (z, y) eines Punktes M auf F
und den Koordinaten (#’, y’) seines Bildpunktes M’ auf F’ die Beziehung
z 4
= pm—
Tty iyt
. +Yy oder ty (63)
y== y= v
Ztyt Tty
Enthalt die Figur (Punktmenge) F nicht den Koordi prung O, so beschreib

wie man sofort einsieht, die Formeln (53) eine umkehrbar eindeutige und in beiden
Richtungen stetige Abbild von F auf F'.

Bevor wir uns .weiteren Beispielen von homéomorphen Abbildungen zu-
wenden (wobei wir uns wie in den vorangehenden Beispiel hlieBlich
auf die Ebene mit der gewshnlichen Metrik beschrinken werden), wollen wir
zuniichst einen wichtigen Hilfssatz beweisen:

Wird durch eine Abbildung f eine Menge X homdomorph auf die Menge 9
abgebildet, so wird durch f auch jede Teil, %, von X homdomorph auf die ¥,
durch f zugeordnete Teilmenge 9y= f(%,) von ) abgebildet.

In der Tat: Ist {X,) eine Folge von Elementen aus ¥,, die gegen das zu ¥,
gehérende Element X konvergiert, so gilt zundchst in 9

f(Xp)—>f(X).

Da aber nach Konstruktion alle Elemente ¥, = f(X,) und auch das Element
Y = f(X) zu 9, gehoren und alle diese Uberlegungen umkehrbar sind, ist
die durch f zwischen %, und 9, erkliirte Zuordnung ein Homdomorphismus.

Ist insbesondere I—Z+% und HEH=D

und f eine homgomorphe Abbildung von ¥ auf eine gewisse Menge 9), wobei ¥,
auf 9, und %, auf %), abgebildet werden moge, so ist f als Abbildung sowohl
von %, auf ), als auch von ¥, auf 9), ein Homsomorphi Neh wir
speziell an, daB %, nur ein Element enthilt, so enthlt auch ¥, nur ein Element,
und wir erhalten:

Ist f eine homsomorphe Abbildung einer Menge ¥ auf eine Menge 9, o
vermittelt f zugleich auch eine homé phe Abbildung zwischen den Mengen,
die man erhilt, wenn man aus der Menge X einen Punkt und aus der Menge 9
den entsprechenden Bildpunkt herausnimmd.
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Mit Hilfe dieses und der im vorangehenden Paragraphen bewiesenen Sitze
werden wir in einer ganzen Reihe von Fillen zeigen konnen, daBl es unméglich
ist, zwischen gewissen Mengen eine homéomorphe Abbildung herzustellen.

Zunichst ist klar, daB je zwei abgeschlossene Intervalle zueinander
homgomorph sind (weil sie dhnlich sind). Genauso verhilt es sich mit je zwei
offenen Intervallen (Intervallen ohne Endpunkte). Dagegen sind ein ab-
geschlossenes und ein offenes (oder halboffenes) Intervall niemals homéo-
morph, da schon bei jeder stetigen Abbildung jede abgeschlossene und kom-
pakte Menge in eine abgeschlossene Menge iibergeht (vgl. §61, Satz 3).
Aber auch ein halbabgeschlossenes und ein offenes Intervall kénnen niemals
zueinander homdomorph sein. Wire dies ndmlich der Fall, so kénnten wir von
dem halbabgeschlossenen Intervall den einen Endpunkt und aus dem offenen
Intervall dessen Bildpunkt fortnehmen und erhielten nach dem vorangehend
zwei Mengen, die ebenfalls homSomorph sind. Das ist aber unméglich, da eine
dieser Mengen (ndmlich das von dem halboffenen Intervall verbleibende offene
Intervall) zusammenhingend ist, wihrend dies bei der anderen nicht der
Fall ist (vgl. §61, Satz 1).

Aus demselben Grunde kann auch ein Intervall niemals einer Vereinigungs-
menge von zwei oder mehr Intervallen ohne gemeinsame Punkte homéomorph
sein. Desgleichen ist eine Vereinigungsmenge von zwei Intervallen ohne
gemeinsame Punkte niemals homSomorph einer Vereinigungsmenge von drei
oder mehr Intervallen ohne gemeinsame Punkte usw. Dagegen ist aber die
gung; ge von zwei abgeschlossenen Intervallen, die einen Endpunkt
gemeinsam haben (aber nicht auf einer Geraden zu liegen brauchen, also einen
,,Streckenzug*‘ bilden kénnen) jedem abgeschlossenen Intervall homdomorph,
z. B. dem Intervall [0, 1]. Zur homdomorphen Abbildung des Streckenzuges
ABC auf das Intervall [0, 1] braucht man némlich nur die Strecke (das

Interval]) A B auf das Intervall (0, - | und die Strecke BC auf das Intervall
1] abzubilden, was jeweils d\u'ch eine Ahnlichkeitstransformation erreicht

werden kann, Allgemein ist jeder Streck g, der sich nicht selbst schneidet
und kein geschlossenes Vieleck bildet, jedem abgeschlossenen Intervall homéo-
morph. So beschaffen sind z. B. die Buchstaben?)

L,M, N, V,W, Z

Demgegeniiber ist z. B. der Buchstabe T kei Intervall homéomorph.
Wire dies namlich der Fall, so erhielte man, wenn man in T den Mittelpunkt
des horiozontalen ,,Balkens®, der zugleich oberer Endpunkt des vertikalen
Balkens ist, und in dem dazu homd&omorphen Intervall dessen Bildpunkt
fortlieBe, eine homdomorphe Abbildung einer Vereinigungsmenge von drei
Intervallen ohne gemeinsame Punkte auf eine Vereinigungsmenge von zwei
Intervallen ohne gemeinsame Punkte, was unméglich ist.

Vereinij

fon1fe

1) Die ,,Buchstaben‘* sind hierbei natiirlich in einem idealisi Sinne
s0 namlich, als wiren sie mit einer ,,unendlich feinen* Feder geschrieben.
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Die Buchstaben
E,F, Y

sind ebenfalls keinem Intervall homéomorph, wohl aber dem Buchstaben T
und damit auch untereinander.

Der Buchstabe K ist dem Buchstaben X, doch weder einem Intervall
noch einem der bisher genannten Buchstaben homdomorph.

Der Buchstabe O (Kreis) ist weder einem Intervall noch einem der bisher

" betrachteten Buchstaben hom&omorph. Um dies einzusehen, nehmen wir an,

dies wire doch der Fall. Nehmen wir dann aus dem Intervall einen von den

Endpunkten verschiedenen Punkt und aus O den ihm entsprechenden Punkt

fort, so erhielten wir wiederum einerseits eine nicht zusammenhingende
Menge und andererseits eine zusammenhéngende Menge.

Dagegen sicht man ittelbar, daB z. B. jede Ellipse jedem Kreis hom&o-
morph ist.

Dem Leser diirfte es ein leichtes sein, weitere Beispiele zu finden. So kénnte
man, falls wieder ,,Buchstaben“ in Betracht gezogen werden, das gesamte
lateinische (oder russische oder griechische) Alphabet derart in eine Reihe
von Buchstabenklassen zerlegen, daB8 die Buchstaben aus einer und derselben
Klasse jeweils untereinander homéomorph sind, wihrend dies fiir Buchstaben
aus verschiedenen Klassen nicht der Fall ist.

4 Fr. +all bef:

Wir wollen uns hier zum AbschluB noch mit einer g
und zwar wollen wir am einfachsten Beispiel homo pher Abbild lich der
Abbild eines abgeschl Intervalls auf ein abgeschlossenes Incervn].l unter-
suchen, wie man demmge Abbildungen realisieren kann. WI.I‘ haben bereits frither (§ 52)
gesehen, daB jede in einem Intervall [a, b] t de oder fallende stetige
Funktion y = f(z) eine homdomorphe Abbildung eines Intervalls [a, b] der z-Achse auf
ein Intervall {4, B] der y-Achse vermittelt. Wir wollen nun zeigen, daB hiervon auch
die Umkehrung gilt, d.h., daB man jede homgomorphe Abbildung von einem Intervall

" [a, b) der z- Achse auf ein Intervall [A, B) der y- Achse durch eine im Iutervall [a, b] monotone
und stetige Funktion y = f(z) lisieren kann.

Da jede h y:iv Abbild eine ielle eindeutige Abbildung ist, ist zu-
nichst klar, daB es eine Funktion y= /(.z-) gibt, welche die vorgelegte Abbildung
,-realisiert*. Ferner ist klar, daB diese Funktion auch stetig sein muBl; denn jede homéo-
morphe Abbildung ist ja stetig. Es bleibt also zu zeigen, daB diese Funktion auch
monoton ist.

Zuniachst sieht man sofort ein, daB den Endpunkten des einen Intervalls die End-
punkte des anderen Intervalls zugeordnet werden miissen; wiirde nimlich z. B. dem Punkt
a ein innerer Punkt des Intervalls [4, B] zugeordnet, 8o wiirde man nach Fortlassen
dieser beiden Punkte in dem einen Fsl.l eine de und im and Fall
eine nicht h de Menge erhalten. Es sind also nur die folgenden Fille
moglich: 1. f(a) = 4, f(b) = B, 2. /(a) B, f(b) = A; wir beschrinken uns hier auf
den ersten Fall.

Da a < b und 4 < B ist, kann die Funktion nicht fallend sein; wir beweisen, da8 sie
monoton wichst.
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Ware dies nicht der Fall, so gabe es Punkte 2’ und 2 mit

asz<z’'sh,
fiir die
&) > H=")
gilt.
Wir nehmen zunéchst an, daB a < 2. Da die Abbild kehrbar eindeutig

kann dann der Fall f(a) = () nicht eintreten, es muB also f(a) < f(2’) oder f(a) > I(a:’)
sein. Im ersten Fall betrachten wir irgendeine Zahl C, die zwischen der groBeren der
beiden Zahlen f(a) und f(z”’) und der Zahl /(') liegt. Wegen der Stetigkeit der Funktion
{(z) muB diese den Wert C wenigstens einmal im Intervall (a, z') und wemgatens emma.l
im Intervall (z’, z”) annehmen, und dies ist oglich, da die b htete Ab g

deutig ist. Im zweiten Fall kann man dieselb U‘ 1 beziiglich
der Intervalle («/, r") und (#”, b)!) anstellen, wobei als C eine zwischen f(z-”) und der
kleineren der Zahlen f(z’) und f(b) gelegene Zahl zu nehmen ist. Dieselbe U'berlegung
fishrt auch im Fall ¢ = 2 zum Ziel. Entsprechend verlauft der Beweis, falls f(a) =
und (b)) = 4

§ 63. Obere und untere Grenze, Limes superior und Limes inferior
von Zahlenmengen und Zahlenfoigen

Die Zahlenmengen (d. h. Mengen von reellen Zahlen) zeichnen sich vor
anderen Mengen dadurch aus, daB ihre Elemente in natiirlicher Weise, nimlich
ithrer GréBe nach angeordnet sind: Zwischen je zwei Elementen z und y
einer Menge von reellen Zahlen besteht stets genau eine der Beziehungen

z<y oder x>y.
Wir legen im folgenden die gewdhnliche Metrik auf der Zahlengeraden zu-
grunde, bei der
olz, y)=|z—y|

ist. In bezug auf diese Metrik ist eine Menge E von Zahlen genau dann nach
oben beschrinkt, wenn es eine Zahl M gibt, so daB fiir jede Zahl = aus E

<M (54)
gilt. Ein Element z, aus der Menge E heif3t groﬁtes Element von E (Mazimum
von E), wenn fiir alle Elemente z aus E die Bezichung z < x, besteht (wenn

alle von z, verschiedenen Elemente aus E kleiner als z, sind). Offenbar ist
jede Menge E, die ein grotes Element enthiilt, nach oben beschrinkt. Die Um-
kehrung hiervon ist keineswegs richtig. Dies zeigen die folgenden Mengen:
Die nach rechts offenen Intervalle (0, 1) und [0 1), die Menge der echten
Briiche, die Menge aller Zahlen der Form 1 ——, die Menge aller Zahlen der

Form 1 —%—— (wobei m und n natiirliche Za.hlen sind) usw.

1) Der Fall 27 = b ist nicht moglich, da nach Annahme f(z”") < f(2’) < f(a) und iiberdies
Ha) < 1(b) gilt.
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Fine Zahl @ heiBt obere Grenze oder Supremum einer gegebenen, nach oben
beschrinkten Menge Z, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

1. Fiir alle Zahlen z aus E gilt 2 < G;

2. Zu jeder noch so kleinen Zahl &£ >0 gibt es ein Element z aus £ mit
x>0 —e¢
ffenbar kann eine gegebene Menge E keine zwei verschiedenen oberen Grenzen
besitzen. Wiren niamlich G, und G, obere Grenzen von E und etwa G, < G,,
so wiirden bei beliebigem & >0 fiir ein gewisses Element aus E die Un-
gleichungen
z>G,—e und z=<Gy

gelten, was fiir ¢ < G, — @, einen Widerspruch ergibt.

Besitat eine Menge E ein groPtes Element M, so ist dieses zugleich obere
Grenze von E. ’

Zunichst erfiilllt namlich die Zahl 3, sicher die Bedingung 1.; ferner ist
aber fiir z = M, bei beliebigem & > 0 stets die Ungleichung z > M, — ¢ erfiillt,
d. h., es gilt auch die Bedingung 2.

Satz. Jede nicht leere und nach oben beschrinkte Zahlenmenge E besitzt eine
obere Grenze.

Es sei M eine Zahl, fiir die bei beliebigem x aus E die Ungleichung z < M
erfiillt ist, und L eine Zahl, die kleiner ist als irgendein Element aus E. Dann
besitzt das Intervall [L, M] der Linge 4 = M — L folgende Eigenschaften:

(«) Es enthilt wenigstens ein Element der Menge E;

(B) es gibt in E kein Element, welches groBer als jede Zahl aus diesem
Intervall ist (d. h., welche gréBer ist als dessen rechter Endpunkt).

Wir betrachten jetzt die Intervalle [L, L;M und [L';M , M] . Wenig-
stens eines der beiden neuen Intervalle, das wir mit [L,, M,] bezeichnen
‘wollen, besitzt ebenfalls die Eigenschaften («) und (8).

Sodann betrachten wir die Intervalle [Ll, #] und —I%M‘, Ml] von
denen wieder wenigstens eines, das wir mit [L,, M,] bezeichnen wollen, die
Eigenschaften («) und (f) besitzt, usw.

Setzen wir dieses Verfahren unbegrenzt fort, so erhalten wir eine Folge
{[Ln, M,]} von Intervallen, von denen jedes die Eigenschaften («) und (8)
besitzt und die so beschaffen sind, daB

1. jedes Intervall [L,, M,] das nachfolgende Intervall [L,,,, M,,,]
enthilt;

2. die Folge der Lingen der Intervalle gegen Null strebt; denn es ist

1 ]
Mﬂ+l"Lu+1=?<Mn—Ln)x also Mn_Ln=F~

Hieraus ergibt sich, daB die Folgen {L,} und {3,} gegen denselben
Grenzwert G konvergieren: lim L, = lim M, = G, wobei offenbar fiir jedes »
die Ungleichung L, < @G < M, erfiillt ist.




274 Der allgemeine Funktionsbegriff

Wir wollen zeigen, da8 die Zahl G' die oben angegebenen Bedingungen 1.
und 2. erfiillt, also obere Grenze von E ist.

Dazu nehmen wir an, es gibe ein Element z, aus E mit z, > G. Wihlen wir
dann 7 so groB, daB %< z,— G, so finden wir z,> G'-l-% = L,,+%=M,,
was der Eigenschaft (8) des Intervalls [L,, M,] widerspricht. Also erfiillt die
Zahl G die Bedingung 1.

Zum Beweis von 2. sei ¢ eine beliebige positive Zahl. Wir nehmen an, da8
fiir alle Elemente x aus E die Ungleichung < G — ¢ erfiillt ist. Dann wihlen

wir 7 so groB, daB % < ¢&; offenbar ist dann fiir alle z aus £
r<G— s My—f =L,

im Widerspruch zur Eigenschaft («) des Intervalls [L,, M,]. Also erfiillt G
auch die Bedingung 2.

Die obere Grenze G einer Menge E kann auch auf folgende Weise charakte-
risiert werden: Enthdlt E ein griftes Element, so ist G dieses grépte Element;
enthdlt E kein groptes Element, so ist G die kleinste Zahl M, fiir die (54) fiir alle x

aus E gilt.
Im ersten Fall ist G offenbar ein Element der Menge E, und es gibt unter
den der Ungleichung (54) geniigenden Zahlen M keine kleinste.!) Im zweiten

Fall gehort @ nicht der MengeE an, da sonst die Ungleichung x < M = @ fiir
z = @ erfiillt sein miifite.

Ferner kann man behaupten:

Die obere Grenze G einer nach oben beschrankten Menge E ist entweder das
gropte isolierte Element der Menge E oder Haufungspunkt (vgl. § 36) von E.
(Unter einem isolierten. Element einer Menge verstehen wir dabei ein Element
der Menge, zu dem es eine gewisse Umgebung gibt, die keine anderen
Elemente der Menge enthiilt.)

In der Tat: Es sei @ nicht groBtes isoliertes Element von E. Wir betrachten
eing beliebige Folge {e,} von positiven Zahlen mit ¢, 0, und wihlen unter
Beriicksichtigung der Eigenschaft 2. der oberen Grenze zu jedem &, ein
Element z,, der Menge ¥ mit z, > G — ¢, und z, % G.?) Da wegen 1. auBerdem
noch z, < @ ist, strebt, wie leicht einzusehen ist, die Folge {z,} gegen G. Nun
enthilt aber’ die Folge {x,} unendlich viele verschiedene Glieder; hat man
nimlich x, , so erhilt man ein Glied ,,, welches von x,, verschieden ist, wenn
man 7, so gro wihlt, daB e, < G—-x,,l, usw. Hieraus folgt jedoch unmittel-
bar, daB in jeder Umgebung des Punktes G unendlich viele verschiedene
Punkte der Menge E liegen, d. h., @ ist Haufungspunkt der Menge E.

Dabei ist natiirlich nicht der Fall ausgeschlossen, daB @ zugleich groBtes
(nicht isoliertes) Element und Haufungspunkt von ¥ ist. Als Beispiele hierfir
kénnen dienen: Der Punkt 1 im Falle des Intervalls [0, 1] und der gleiche

) Man kann als M jede Zahl wihlen, die groBer als G ist; unter diesen Zahlen gibt es
jedoch keine kleinste.
?) Das ist mdglich, weil @ kein isoliertes Element von E ist.
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Punkt im Falle der Menge, die aus allen Punkten der Gestalt 1 — 1 uind dem
Punkt 1 besteht. "

Aus dem zuletzt bewiesenen Satz folgt sofort:

Jede beschrinkte abgeschlossene Menge E enthdlt ein groftes Element, und zwar
ist die obere Grenze G von E grofSites Element von E.

Nach dem soeben bewi Satz ist namlich G entweder groBte isolierte
Zahl in E oder einer ihrer Haufungspunkte. Im ersten Fall sind wir dann fertig
im zweiten Fall gehort G zur Ableitung B, und da E abgeschlossen sein
sollte (d. h. B’ C E, vgl. §60) auch zu E.

Wir filhren als nichsten wesentlichen Begriff den des oberen Héaufungs-
wertes einer Menge E ein:.

Eine Zahl L heiBt oberer Héufungswert oder Limes superior einer nach oben
beschréinkten Menge E, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

1. Fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 geniigen fast alle (d. h. alle bis auf endlich
viele) Elemente z aus E der Ungleichung z < L +¢;

2. Fir jedes noch so kleine ¢ > 0 geniigen unendlich viele Elemente z aus E
der Ungleichung z > L —e.

Hieraus folgt unmittelbar, daB keine endliche Menge einen Limes superior
besitzt. Daher ist die angegebene Definition des Limes superior der folgenden
Definition gleichwertig:

Der Limes superior einer Menge E ist der grote Hiufungswert dieser Menge
(d. h. das groBte Element der Ableitung E’). .

In der Tat: Erfilit der Punkt L die oben angegebenen Bedingungen 1.
und 2., so folgt sofort, daB in jeder Umgebung des Punktes L unendlich viele
Elemente aus F liegen, d. h., L ist ein Hiufungspunkt von E. Dariiber hinaus
ist aber L auch der grofte Haufungspunkt, weil die Existenz eines groBeren
Hiufungspunktes L’ der Bedingung 1. widersprechen wirde (wenn dort ¢
kleiner als L’ — L gewihlt wird). :

Tst umgekehrt L der groBte Haufungspunkt von E, so kann die Bedingung
2= L+ ¢ nur von endlich vielen Elementen der Menge E erfullt werden;
denn anderenfalls wiirde nach dem Satz von BoLzaNo und WEIERSTRASS (§ 36,
Bemerkung 2) die Menge E einen Haufungspunkt L’ besitzen, fiir den L'zL+¢
gilt. Damit ist die Eigenschaft 1. bewiesen. Die Eigenschaft 2. ergibt sich
sodann aus der Tatsache, daB L Haufungspunkt von E ist.

Satz. Jede nach oben beschrinkte unendliche Menge E besitzt einen Limes
superior. .

In der Tat: Im betrachteten Fall ist die Ableitung E’ von E nicht leer;
ferner ist sie (vgl. §37, S. 153) abgeschlossen; schlieBlich ist sie nach oben
beschrinkt. Daher enthiilt sie nach dem Vorangehenden ein groBtes Element.

Trivial gilt: Der Limes superior einer unendlichen Menge ist nicht grofer als
ihre obere Grenze: L6 (55)

Man iiberlegt sich sofort, daB in (55) das Ungleichheits- oder Gleichheits-
zeichen steht, je nachdem, ob G isoliertes Element von E oder Hiufungspunkt
von E ist.
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Vollkommen analog zu den oben angefithrten Begriffen, Beziehungen und
Sitzen sind folgende Begriffe, Beziechungen und Sitze: Eine Menge E von
Zahlen ist genau dann nachunten beschrinkt, wenn es eine Zahl m gibt,
so daB fiir alle Zahlen z aus £ die Beziehung

z>m (66)
besteht.

Ein Element m, aus B, fiic welches fiir alle z aus E die Ungleichung 2 = m,
erfiillt ist, heiBt ein kleinstes Element (Minimum) von E.

Eine Zahl g wird untere Grenze oder Infimum der Menge E genannt, wenn sie
folgende Bedingungen erfiillt:

1. Fir alle z aus F ist z = g.

2. Zu jeder noch so kleinen Zahl &> 0 gibt es wenigstens ein Element z,
aus E mit z,<g+e.

Besitat eine Menge E ein kleinstes Element my, so ist dieses zugleich untere
Grenze von E:

g=my. (67)

Satz. Jede nicht leere, nach wnten beschrinkte Menge E besitzt eine unitere
Grenze.

Die untere Grenze einer Menge E ist entweder kleinstes Element von E oder die
gropte der Zahlen m, fiir welche die Ungleichung (66) fiir alle x aus E erfallt ist.

Auferdem ist g entweder das kleinste isolierte Element der Menge E oder
Héufungspunkt von E.

Daraus folgt: Jede abgeschlossene Menge besitzt ein kleinstes Element.

Eine Zahl [ heiBt untere Hiufungsgrenze oder Limes inferior einer Menge E,
wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

1. Fiir jedes noch so kleine & > 0 geniigen fast alle Elemente x aus E der
Ungleichung z >1—e.

2. Fir jedes noch so kleine ¢ > 0 geniigen unendlich viele Elemente z aus £
der Ungleichung z <1+ &.

Ist E'eine nach unten beschrinkte unendliche Menge, so ist | genau der kleinste
Héiufungspunkt von E.

Daraus folgt der

Satz. Jede nach unten beschrinkte unendliche Menge E besitzt einen Limes
inferior.

Der Limes inferior einer Menge E ist (sofern er existiert) nicht kleiner als die
untere Grenze von E: ’

l=zg. (68)

Da der Limes inferior einer Menge E nicht groBer sein kann als der Limes

superior von E (vorausgesetzt, daB diese existieren), gelten insgesamt die

Ungleichungen g<I<L<@. (59)
Der Fall I =L tritt dann und nur dann ein, wenn die Menge E nur einen
Hiufungspunkt besitzt. In di Fall bezeichnet man den gemei

Wert von I und L mitunter als Grenzwert der Menge E.
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Der Fall g= @ tritt dann und nur dann ein, wenn die Menge £ nur aus
einem einzigen Punkt besteht.

Wir haben bisher ausschlieBlich Mengen betrachtet, die sowohl nach oben
als auch nach unten beschrinkt sind. Ist eine Menge nicht nach oben be-
schrinkt, so setzt man gelegentlich

L=G=+4o;
ist sie nicht nach unten beschrénkt, so setzt man entsprechend
l=g=—o0.

Der Begriff der oberen und der unteren Grenze sowie die Begriffe des Limes
superior und des Limes inferior lassen sich éhnlich auch fiir Folgen erkliren.
Dazu beachten wir, daB zu jeder Zahlenfolge {a,) die aus den Gliedern dieser
Folge gebildete Menge E gehort.

Als obere bzw. untere Grenze von {a,} bezeichnet man dann gerade die obere
bzw. die untere Grenze dieser Menge E, unabhingig davon, ob die Menge £
endlich oder unendlich ist. Damit stimmt die Definition der oberen (bzw.
unteren) Grenze einer Folge fast wortlich mit der Definition der oberen (bzw.
unteren) Grenze einer Menge iiberein; man erkennt nimlich sofort, daBdie
Zahl G dann und nur dann obere Grenze der Folge {a,} ist, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt.

1. Firalle n(n=1,2,3,...) gilt ¢, <G.

2. Zu jeder noch so kleinen Zahl & >0 gibt es ein a,, welches der Un-
gleichung a, > G — ¢ geniigt.

Bei der Definition des Limes superior und Limes inferior einer Folge {a,}

i wir dagegen etwas vorsichtiger vorgehen. Eine Zahl L heiBt Limes
superior einer gegebenen nach oben beschriinkten Folge {a,}, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt:

1. Fiir jede noch so kleine Zahl ¢ >0 ist die Ungleichung a, < L + ¢ fir
fast alle Glieder a, der Folge (d. h. alle Glieder der Folge von einem gewissen
Glied ay an) erfiillt; :

2. Fir jedes noch so kleine >0 ist die Ungleichung a,>L —¢ fiir
unendlich viele Glieder a, der Folge erfiillt.

Auf Grund dieser Definition ergibt sich sofort, daB jede nach oben beschrankte
Folge einen Limes superior besitzt, auch dann, wenn die aus den Gliedern der
Folge gebildete Menge E nur endlich viele Elemente enthilt.

Entsprechendes gilt fiir den Limes inferior.

Zum Beispiel ist der Limes superior bzw. Limes inferior der Folge {(—1)")
gleich+1 bzw. —1, obwohl die Menge der Folgeglieder endlich ist, némlich
nur aus den beiden Zahlen +1 und —1 besteht.?)

1) Bei dieser Gelegenheit sei erwahnt (was allerdings im hier betrachtet
hang ohne Bedeutung ist), daB man nicht jede Menge von Zahlen zu einer Folge an-
ordnen kann; dies ist unmdglich, sobald die Menge iiberabz&hlbar viele Elemente ent-

halt (vgl. EAEM Band I, Seite 76).
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Fiir die obere bzw. untere Grenze einer Menge bzw. einer Folge sind die
folgenden Bezeichnungen iiblich:
G=supE, g=infE
und
@=suplay), g=infa,).
Fir die obere bzw. die untere Haufungsgrenze verwendet man die Bezeich-
nungen
L=ImE, I=lmE
und -
L=1ima,, l=lima,.

Fir die Menge oder Folge!) der Zahlen {(—l)"L:—l} r=1,2,3,..)
ist z. B.

3 .
e=spf—1p2E-2, gl 2o s,
L=fimp 2y, t=lim(—1r 2l oy

Die Schreibweise lim a,= L kann, wovon man sich leicht iiberzeugt, in dem
Sinne ausgelegt werden, da8 fiir eine gewisse Teilfolge {a,,} der Folge {a,)} die
Beziehung lim a,, = L besteht, wiihrend es fiir kein ¢ > 0 eine Teilfolge {an,}
gibt, fir welche lim a,, = L + ¢ ist.

Entsprechend versteht man unter der Schreibweise

fim f(z) =L, (60)

daB es eine Folge {z,} mit z, — ¢ gibt, fiir welche lim f(z,) = L gilt, wiahrend
es fiir kein ¢ >0 eine Folge {z,) mit x,—>c gibt, die die Bedingung
lim f(z,) = L + ¢ erfiillt.

Entsprechendes gilt fiir den Limes inferior.

Die Zahlen lim f(z) und Lim f(x) bezeichnet man als Limes superior bzw.

T—>C —>C
Limes inferior (oder auch alsz oberen bzw. unteren Grenzwert) der Funktion f(z)
im Punkte z= c. Offenbar ist stets

lim f(z) < im f(x),

z—e z—>e
wobei dann und nur dann das Gleichheitszeichen steht, wenn die Funktion
f(x) im Punkte z= ¢ stetig ist.

1) Hierbei ist es ohne Belang, ob man die Folge oder Menge betrachtet, da die Glieder
der Folge paarweise verschieden sind.
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Fur die Funktion f(z) = sin— (vgl. §41, S. 171) ist z. B.

lim sin%=+l, lim sin%=—l.
z—+0 z—0

Macht man in (60) die zusitzliche Einschrinkung z > ¢ bzw. z <c¢, so
gelangt man zum Begriff des rechisseitigen bzw. linksseitigen Limes superior
der Funktion f(z) im Punkte z = c; entsprechend erklirt man den rechis-

itigen baw. linksseitigen Limes inferior.

Es sei zum AbschluB darauf hingewiesen, daB sich bei Verwendung der im voran.
gehenden eingefiihrten Begriffe die Beweise vieler Sitze erheblich vereinfachen und
vereinheitlichen lassen. Einige Beispiele mogen dies erliutern, wobei wir uns auf Satze
beschrinken wollen, welche uns bereits bekannt sind. Wir geben hier nur kurze Beweis-
skizzen und iiberlassen die genaue Durchfiihrung der Beweise dem Leser.

1. Jede nach oben beschrankte unendliche Menge besitzt einen Limes superior (vgl. S. 275).

Es sei £ die gegebene Menge. Wir betrachten dann die Menge @ derjenigen Punkte z,
die nur von endlich vielen Punkten aus E iibertroffen werden. Die untere Grenze der
Menge € ist gerade Limes superior der Menge E.

2. Jede in einem Intervall [a, b] stetige Funktion {(z), die in den Endpunkten a und b
Werte mit hied Vorzeich i1 hwindet in ig einem Punkte
des Intervalls [a, b] (Satz von Borzawo, §47, S.204).

Es sei etwa f() <0 und f(b) > 0. Dann betrachten wir die Menge aller derjenigen
Punkte z des Intervalls [a, b], in denen f(z) > 0 ist. Die untere Grenze dieser Menge ist
ein Punkt des Intervalls [a, b], in welchem die Funktion f(z) den Wert Null annimmt.

3. Es sei [(z) eine im Intervall [a, b] stetige Funktion. Dann gibt es unter den Werten
der Funktion f(z) im Intervall einen groPten (Satz von WEIERSTRaSS, §47, S.207).

Es sei € die Menge der Werte von f(z) im Intervall [a, b], G ihre obere Grenze. Wir
nehmen an, es gibe keinen Punkt z = £, in welchem /(£) = @ ist. Dann betrachten wir
die Funktion

1
"’(’)=—0-—/(z) .

Sie ist ebenso wie die Funktion f(z) stetig im Intervall [a, 5] und daher (Satz II auf
8. 206) nach oben beschrankt:
plz)< M.

In diesem Fall ist/ﬁir alle z aus dem Intervall [a, b]
1
B <G—57,
im Widerspruch dazu, daB @ die obere Grenze der Werte von f(z) im Intervall [a, b]

sein sollte.
4. Jedes abgeschlossene Intervall % = [a, b] st zusammenhdngend (§ 60, S.264).

Angenommen, die Menge 9 wére nicht zusammenhéngend. Dann gébe es Mengen R
und N derart, da8
L. 4=M+N,
2. MR+MR +M'N=0,
3 M+, N+D.
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Fs mége der Punkt a etwa der Menge I angehoren. In diesem Fall sei g die untere Grenze
der Menge $t. Der Punkt g gehort dann entweder zu % oder zu 9t. Im ersten Fall liegen
alle Punkte z, die der Ungleichung @ < z < g geniigen, in 9, es wire also g Haufungs-
punkt von 9, im Widerspruch zu 'R = . Im zweiten Fall gibe es dagegen in * Punkte,
die beliebig nahe bei g liegen, so daB g Haufungspunkt von R wiire, im Widerspruch zu
MR’ = O. Damit ist auch dieser Satz bewiesen.
Der Leser moge selbst entscheiden, in welchem MaBe die Beweise der v hend:

Satze gegeniiber den fritheren Beweisen an Klarheit und Kiirze dadurch gewonnen haben,
daB systematisch der Begriff der oberen bzw. unteren Grenze verwéndet wurde.
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Bei der Erforschung von Naturvorgingen und in der Technik hat man es
fast immer mit verinderlichen GréBen oder, wie man kurz sagt, mit Ver-
anderlichen zu tun. So sind z. B. die Lufttemperatur, der Dampfdruck in
einem Kessel, die Stromstiirke in einer elektrischen Leitung, die Geschwindigkeit
eines Flugzeuges usw. GroBen, die sich mit der Zeit andern und daher
veriinderliche Groen darstellen. Jedoch wurde erst im 16. und 17. Jahrhundert,
und zwar unter dem Einflu der sich stiirmisch entwickelnden Naturwissen-
schaften und Technik, der allgemeine Begriff der verdnderlichen GroBe in die
Mathematik aufgenc Seit dieser Zeit stellen verinderliche GréBen ein
grundlegendes Objekt thematischer Forschung dar. Hierfiir bilden die
mathematischen Arbeiten von DESCARTES ein groBartiges Beispiel.

F. ENGELS schreibt: ,,Der Wendepunkt in der Mathematik war DESCARTES’
variable Gréfe. Damit die Bewegung und damit die Dialektik in der Mathematik,
und damit auch sofort mit Notwendigkeit die Differential- und Integralrechnung,
die auch sofort anfingt und durch NewTo~ und LEIBNI1Z im genzen und groBen
vollendet, nicht erfundeyp.“?)

Man kann kurz sagen, daB die Analysis die Mathematik der verinderlichen
GroBen ist. Jedoch muB zu einer genaueren Charakterisierung der Analysis
sofort gesagt werden, daB dort verinderliche GroBen nicht isoliert, sondern in
Abhingigkeit voneinander studiert werden. Der préizise mathematische Begriff,
der den Gedanken einer Abhéngigkeit verinderlicher GroBen ausdriiokt, ist der
Funktionsbegriff. Dies ist der eigentlich fundamentale und zugleich wich-
tigste Begriff der Analysis.

Die grundlegenden Begriffsbildungen der Analysis, also der Begriff der ver-
dnderlichen GroBe und der Funktionsbegriff, besitzen auch fiir die Elementar-
mathematik eine auBerordentliche Bedeutung. So ist z. B. die gesamte Theorie
der trigonometrischen Funktionen in der Hauptsache ein elementarer Abschnitt
der Analysis. In der Schule werden bereits die rationalen, die einfachsten irratio-
nalen algebraischen, aber auch schon gewisse nichtalgebraische (transzendente)
Funktionen untersucht. Zu den letzteren gehtren die Potenzfunktionen mit
irrationalem Exponenten, die Exponentialfunktionen und die logarithmischen
Funktionen, aber auch die trigonometrischen Funktionen. In der Schule werden
ferner die Grundziige der Theorie der Grenzwerte und der einfachsten Reihen
vermittelt. In der Geometrie werden u. a. der Inhalt gewisser einfacher krumm-
linig begrenzter Figuren und von gekrii Flichen begrenzter Kérper als

1) F. ENGELs, Dialektik der Natur, Berlin 1952, S.275.
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Gr rt der Inhalte von and

definiert.

Zu den wichtigsten Teilen der Analysis, welche vielfiltige Anwendung in

imtlichen Gebieten der Math tik, der Physik und der Technik finden,
gehéren die Differential- und Integralrechnung und die allgemeine Theorie der
Reihen. Diese Teile sind heute (in der Sowjetunion — Amnm. d. wiss. Red.)
nicht in das Programm der allgemeinbildenden Schulen aufgenommenen. Jedoch
sind der Begriff der Ableitung und der Integralbegriff schon seit langem grund-
legende Begriffe der Mathematik, welche einen hervorragenden Bildungswert
besitzen, so daB sie im Laufe der Zeit (wenn auch nur in sehr bescheidenem
MaBe) in den Mathematikunterricht der Mittelschulen aufgenommen werden
sollten.

Der vorliegende Artikel enthilt in systematischer Anordnung die grund-
1 den Tatsachen iiber Ableitungen, Integrale und Reihen. Der gebotene
Stoft uberstelgt in vielen Fillen das, was man im Schulunterricht bringen kann.

it ichtspunkte bei der Stoffauswahl sind, wie auch in den anderen
Artikeln der ,,Enzyklopad.le der Elementarmathematik®, die Erfordernisse beim
Studium und der Untersuchungder elementaren Funktionen sowie bei der Losung
einer Reihe von geometrischen und physl.kahschen Aufgaben (w1e z. B. der
Konstruktion der Tangente an eine Kurve, der Best g des Flicheninhalts
ebener Figuren, der Linge von Kurven und der Oberfliche einfachster Korper,
der Bestimmung der Geschwindigkeit bei gegebenem Wege und des Weges bei
gegebener Geschwind.igkeit).

Es seien hier einige Etappen in der Entmcklungsgeschlchte der Analysis
erwihnt, wobei nicht beabsichtigt ist, einen auch nur einigermafBen voll-
stindigen AbriB ihrer Entwicklungsgeschichte zu geben.

Schon in der antiken Wissenschaft lassen sich einzelne wichtige Gedanken-
giinge der Analysis beobachten. So stellt die klassische ,, Ausschépfungsmethode‘
das Urbild einer Reihentheorie dar. Weiter findet sich in einigen Arbeiten von
ArcHIMEDES in den ersten Anfingen ein Gedankengang, der fiir die spitere
Integralrechnung charakteristisch ist.

Erst etwa in der Mitte des 17. Jahrhunderts wurden die Ergebnisse der alt-

gri Wi haft auf dem Gebiete der Mathematik wesentlich iiber-
troﬂ’en, und bereits gegen Ende des 17. Jahrhunderts wurde der Aufbau der
Differential- und Integralrechnung durch die Arbeiten von NEwToN (1642 bis
1727) und LErBN1z (1646—1716) abgeschlossen.

Wenn wir hier von einem ,,Abschlu* des Entstehungsprozesses der Analysis
sprechen, so meinen wir damit, daB nun die Leitprinzipien der Analysis auf-
gestellt und die Wechselbeziehungen zwischen den Problemen der Differential-
rechnung und denen der Integralrechnung erkannt waren. Es wiire falsch, diesen
AbschluB so zu verstehen, daB nach den Arbeiten von NEwToN und LEmBNIZ
die Entwicklung der Analysis beendet gewesen wire. Genau’' das Gegenteil ist
der Fall: Das wissenschaftliche Schaffen auf diesem Gebiet wurde im 18. und
19. Jahrhundert und bis auf den heutigen Tag intensiv und erfolgreich fort-
gesetzt. So werden gegenwiirtig in den verschiedenen Teilgebieten der Analysis
jéhrlich mehr als tausend Arbeiten veréffentlicht.

sie approximierenden Figuren und Kérpern
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In RuBland ist der Beginn der Beschaftigung mit Problemen der Analysis
untrennbar mit dem Namen des bekannten Mathematikers L. EvLER (1707 bis
1783) verbunden. EvLER, der von Geburt Schweizer war, verbrachte den groBten
Teil seines Lebens in Petersburg. Er war Mitglied der Petersburger Akademie
der Wissenschaften. Die bedeutendsten Ergebnisse EULERs, der sich mit den
verschiedensten Problemen der Mathematik und der Mechanik beschiftigt hat,
liegen auf dem Gebiete der Differential- und Integralrechnung.

Eine Reihe von wichtigen Ergebnissen auf dem Gebiet der Integralrechnung
(Integrationsverfahren, Theorie der mehrfachen Integrale, Differentialgleichun-
gen, Variationsrechnung) wurden von M. W. OSTROGRADSKI (1801—1861) ge-
funden. Seine bekannte Formel fiir die Umformung mehrfacher Integrale (es
handelt sich dabei um den Satz, der in der deutschen Literatur als Gaussscher
Integralsatz bezeichnet wird; — Anm. d. wiss. Red.) und ein von ihm ge-
schaffenes Verfahren zur Integration rationaler Funktionen sind heute in allen
Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung zu finden.

AuBer OSTROGRADSKI beschiftigte sich zu dieser Zeit noch V.J. Bunoa-
KOWSEI (1804—1889) mit Fragen der Analysis. Von ihm stammen eine ganze
Reihe von Veraffentlichungen aus diesem Gebiet. Inter ntersuchungen
im Bereich der Analysis wurden auch von dem groBen Geometer N. I. LoBa-
TSCHEWSKI (1792—1856) durchgefiihrt.

Begriinder einer g analytischen Schule war der geniale russische
Mathematiker P.L. TscHEBYScHEW (1821—1894). Er selbst ist Autor von
Arbeiten zur Integralrechnung (und zwar sowohl zum Problem der Integrierbar-
keit in elementaren Funktionen als auch hinsichtlich der niherungsweisen Be-
rechnung von bestimmten Integralen). Sein Hauptverdienst liegt allerdings in
seinen Untersuchungen zur Approximationstheorie. Die Weiterentwicklung
dieser Untersuchungen fiihrte zu einem neuen Zweig der Analysis, der konstruk-
tiven Funkti theorie, welche groBte Bedeutung fiir die Anwendungen besitzt.

Die hervorragendsten Vertreter der TSCHEBYSCHEW schen Schule waren
A. A. MARKOFF (1856—1922) und A. M. LiapunorF (1857—1918). Die Tradi-
tionen dieser Schule leben noch heute an der Leningrader Universitéit fort.

Im 20. Jahrhundert entwickelte sich unter N. N. Lusin (1883—1950) und
D. F. Ecorow (1869—1931) die Moskauer Schule. Sie kam in der sowjetischen
Periode zur vollen Bliite und nimmt heute hinsichtlich der Vielzahl der behan-
delten Probleme und der Bedeutsamkeit der erzielten Resultate unbestreitbar
den ersten Platz in der Welt ein. Thre hervorragendsten Vertreter auf dem
Gebiet der Analysis sind A. N. Kormogororr, I. G. PErrowskr, I I Pr1-
waLow, D. E. MENscHOW und andere.

Einer der bedeutendsten lebenden Mathematiker ist S.N. BERNSTEIN
(geb. 1880). Er setzte die Untersuchungen TSCHEBYSCHEWS iiber die Theorie

der Approximation von Funktionen (und iiber Wahrscheinli hkeitsrechnung)
fort. Durch ihn wurden eine ganze Reihe von jungen sowjetischen Mathematikern
herangebildet.

Der allgemeine Aufschwung der Kultur und der Wissenschaft machte sich
auch in der Mathematik lebhaft bemerkbar. Oben wurde bereits die hervor-
ragende Bedeutung der Mosk thematischen Schule erwihnt. Sehr bedeu-
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tende und umfangreiche Unt hungen werden aber auch in den anderen
wissenschaftlichen Zentren der Sowjetunion gefiihrt, so in Leningrad, Kiew,
Charkow, Odessa, Tbilissi, Kasan, Erewan usw.
Eine ausfithrliche Darstellung der in der UdSSR erzielten Fortschritte in den
thematischen Wi haften (bis 1947) findet man in dem Gemeinschafts-
werk ,Maremaruxa 8 CCCP 8a 30 aer* (30 Jahre Mathematik in der UdSSR),
Gostechisdat 1948.




Kapitel I
ABLEITUNGEN

§ 1. Ableitung und Differential

1. Probleme, die auf den Begrift der Ableitung fiihren. Der wichtigste Begriff
der Differentialrechnung ist der Begriff der Ableitung. Wir betrachten zu-
niichst einige konkrete Aufgaben, die auf diesen Begriff fiihren.

A. Das Problem der Geschwindigkeit. Ein Punkt M bewege sich auf
einer Geraden.!) Bekanntlich versteht man unter der mittleren Geschwindigkest
des Punktes in einem gegebenen Zeitintervall das Verhiltnis des Weges, den
der Punkt im Verlaufe des Zeitintervalls zuriickgelegt hat, zu der dazu be-
nétigten Zeit.

Man sieht unmittelbar ein, dal die mittlere Geschwindigkeit eines Punktes
in einem Zeitintervall keinen Aufschlu8 iiber die Art der Bewegung in einem
vorliegenden Moment zu geben ver-

mag. Dadurch wird man in der Me- ! : 1
chanik zur Betrachtung des Begriffs 7 v
der Geschwindigkeit eines Punktes in Abb. 1

einem gegebenen Zeitmoment gefithrt.
Hierunter versteht man den Grenz-
wert der mittleren Geschwindigkeit des Punktes bei Ubergang zu einem
,;unendlich kleinen‘‘?) Zeitintervall, welches mit dem betrachteten Moment
beginnt (oder mit diesem endet).

Hiufig spricht man, um den Unterschied dieses Geschmndlgkextsbegnﬂ's
vom Begriff der frither definierten mittl Geschwindigl
von der ,,wahren Geschwindigkeit des Punktes M im gegebenen Zeit-

punkt.
Wir denken uns nun auf der Geraden, auf der sich der Punkt M bewegt,
einen bestimmten Anfangspunkt O, eine bestimmte Li inheit und eine

ausgezeichnete Richtung festgelegt. Dann ist die Lage “des Punktes M in
jedem Zeitpunkt eindeutig durch den Abstand OM des Punktes M vom An-
fangspunkt O bestimmt (Abb. 1). Dieser Abstand ist gleich einer gewissen
(positiven oder negativen oder verschwindenden) Zahl s, welche natiirlich von
dem betrachteten Zeitpunkt abhiingt. Dieser Zeitpunkt kann dabei durch
Angabe der Anzahlt der Zeiteinheiten beschrieben werden, welche ihn von

1) Im Fall einer krummlinigen Bewegung hat die Geschwindigkeit Vel harakt
80 daB ihre Definition komplizierter wird.

%) Das heiBt bei Ubergang zu immer kleineren Intervallen, wobei die Lange der Intervalle
(die Dauer der Zeitabschnitte) gegen Null strebt.
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einem beliebig gewiihlten Anf; itpunkt tr Damit wird der Abstand
OM = s eine Funktion der Arguments t:
s=f(t), (0]

wobei die Bewegung des Punktes vollstindig durch diese Funktion beschrieben
wird. Man nennt die Gleichung (1) die Gleichung der Bahnkurve fiir den be-
trachteten Punkt. Beispiele fiir derartige Gleichungen sind

s=#, s=2»+1, g=sint, s—%

Wir wollen nun untersuchen, wie man bei gegebener Bewegungsgleichung (1)
die ,,wahre*“ Geschwindigkeit des Punktes M im Zeitpunkt ¢ (d. h. in dem
Zeitpunkt, in welchem seit dem Anfangszeitpunkt genau ¢ Zeiteinheiten ver-
gangen sind) ermitteln kann. Dazu betrachten wir neben dem Zeitpunkt ¢
noch einen weiteren Zeitpunkt ¢ + A¢. In diesem Zeitpunkt besitzt der Punkt M
vom Punkt O den Abstand

s+ ds=f(t+ A¢t).

Daher wird der Weg 43, den der Punkt M im Verlauf desjenigen Zeitintervalls
durchlaufen hat, das zum Zextpunkt t beginnt und zum Zeitpunkt ¢+ A¢

endet, durch
As=f(t+ At)—f(2)

gegeben. Da die Linge des betrachteten Zeitintervalls gleich A¢ ist, erhalten
wir als mittlere Geschwindigkeit in diesem Zeitintervall

/(‘+At)—/(')
At At

Die wahre Geschwindigkeit v des Punktes M im Zeitpunkt ¢ ergibt sich dann,
wenn wir den Grenzwert dieses Verhdltnisses fiir 4¢ — 0 berechnen:

ds [+ 40— f()
v_]tl-r:]o‘“ Alcl—n»lo"— @

Damit fiihrt die physikalische Aufgabe, die wahre Geschwindigkeit eines
Punktes M zu bestimmen, auf die rein analytische Aufgabe, den Grenzwert
(I) zu berechnen.

Als niichstes betrachten wir eine Aufgabe vollkommen anderer Art, die uns
jedoch auf die Bestimmung eines Grenzwertes ganz éhnlicher Natur fiihren
wird.

B. Das Tangentenproblem. In den Anfingen der Elementargeometrie
definiert man als Tangente an einen gegebenen Kreis eine Gerade, welche mit
dem Kreis genau einen Punkt gemeinsam hat. Geht man zur Betrachtung
allgemeinerer Kurven iiber, so reicht jedoch diese Definition nicht mehr aus.
So wird man z. B. die y-Achse nicht als Tangente an die Parabel ¥ = 22 ansehen
(Abb. 2), obwohl beide nur einen Punkt gemeinsam haben.
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Aus diesem Grunde ist in der hoheren Mathematik eine andere Definition
fiir die Tangente iiblich, und zwar versteht man unter der T'angente in einem
Punkte M einer Kurve K diejenige Gerade M T (vgl. Abb. 3), welche als
Grenzlage der Sekante M N auftritt, die durch M und einem anderen Punkt N

der Kurve K fiihrt, wenn sich N,
y ohne K zu verlassen, unbegrenzt dem
&+ Punkt M nihert.

y-1?

1 1
-3 2 -1 0 7 2 I T

Abb. 2 Abb. 3

Man sieht unmittelbar, daB im Fall eines Kreises diese Definition mit der
oben angegebenen Definition gleichwertig ist.

Unsere Aufgabe soll es nun sein, die Gleichung fiir die Tangente in einem
Punkte M(z, y) einer Kurve y=f() @)

zu bestimmen, wobei f(z) eme beliebige stetige Funktion ist.
Da uns ein Punkt der Tangente, nimlich M, bereits bekannt ist, geniigt es,
den Steigungskoeffizienten k der Tangente
zu bestimmen, d.h. den Tangens des ¥
Winkels «, unter dem die Tangente M T T
die z-Achse schneidet (Abb. 4).
Dazu wihlen wir auf der Kurve einen
zweiten Punkt N(z+ Az, y+ Ady) und
legen durch M und N die Sekante M N. M
Wie aus der analytischen Geometrie be-

kannt ist, wird der Steigungskoeffizient 7= & T
der Sekante durch |
kl=,A_y Abb. 4
Az
gegeben. Da die Tangente die Grenzlage der Sekante ist, hat man daher
k=limk*. 1) (3)

N—->M
Nun ist aber, da M und N beide auf der Kurve (2) liegen,

y=f), y+Ay=flz+42)

1) Der strenge Beweis fiir (3) ergibt sich ohne Schwierigkeiten aus der Stetigkeit der
Funktion tg «.
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und daher
Ay=fz+ Az)—f(z).

Wenn nun der Punkt N gegen den Punkt M strebt, so strebt 4 z gegen Null.1)
Also kann die Beziehung (3) auch in der Form

o Ay . flat+An)—f(z)
k= === _—

4]::30 z 4‘:20 4z )
geschrieben werden.

Damit ist das Tangentenproblem auf die Bestimmung des Grenzwertes (11}
zuriickgefiihrt, der sich nur in den Bezeichnungen vom G t (I) unter-
scheidet.

Wir wollen schlieBlich noch ein drittes Problem betrachten, welches ebenfalls
auf einen Grenzwert dieses Typs fiihrt.

C. Das Problem der Dichte. Unter der mittleren Dichte eines gerad-
linigen Stabes versteht man das Verhaltnis seiner Masse zu seiner Linge (wir

P beschrinken uns hier auf die Be-

I JUi trachtung der ,Llinearen Dichte*
& . eines Stabes; man wird hierzu ge-
Abb. 5 fithrt, wenn man die Dicke eines

,-realen* Stabes vernachlissigt). Um
zu einer genauen Beschreibung der Massenverteilung lings des Stabes zu
gelangen, fithrt man den Begriff der ,,wahren* Dichte des Stabes in seinen
einzelnen Punkten ein. Hierunter versteht man den Grenzwert der mittleren
Dichte bei Ubergang zu einem auf diesen Punkt zusam hrumpfend
,;unendlich kleinen* Stabteil.

Die Lage jedes Punktes M auf dem Stab kann durch den Abstand OM = I
des Punktes M von einem der Endpunkte O des Stabes charakterisiert werden
(Abb. 5). Weiter bezeichne m die Masse des Stiickes O M. Dabei ist offenbar m
eine Funktion von I,

m=f(), 4)

wobei die Verteilung der Masse auf dem Stab vollstindig durch die Funktion (4)
beschrieben wird.

Wir wollen nun untersuchen, wie bei gegebener Massenverteilung (4) die
Stabdichte in einem gegebenen Punkte M des Stabes berechnet werden kann.
Dazu betrachten wir neben dem Punkt M noch einen weiteren Punkt N des
Stabes, und zwar sei ON = I+ Al, wobei I = 0M ist.?) Dann ist die Masse
des Stiickes ON gleich

m+ Am=f(1+ A1),
80 daBl die Masse des Stiickes M N durch
Am=fQ4AH)—f()
') Wegen der Stetigkeit der Funktion f(z) gilt hiervon auch die Umkehrung, d. h., fir-

Az —+ 0 strebt auch N gegen M.
%) Wir empfehlen dem Leser, sich eine Skizze anzufertigen.
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gegeben wird. Daraus ergibt sich
am _ f0+4h—f(0)
ar Al
als mittlere Dichte dieses Stiickes; die wahre Dichte p des Stabes im Punkte M
ist der Grenzwert dieses Verhiltnisses, wenn NV gegen M, d.h. wenn 41! gegen 0
strebt. Wir erhalten also’
. A4m . fl+4)—f0)
= lim =+ =lim 4 —— 1 1T
s1+0 41 pras ai 0
wobei wiederum ein Grenzwert des oben angegebenen Typs zu berechnen ist.

2, Deflnition der Ableitung. Wir wollen jetzt allgemein Grenzwerte der Art
betrachten, wie sie uns in den vorangehenden konkreten Aufgaben begegnet
sind, und zwar wollen wir dabei von der konkreten Aufgabestellung abstra-
hieren und uns nur mit der zugehérigen mathematischen Problemstellung
befassen.

Vorgegeben sei eine im offenen Intervall (g, b) definierte und dort stetig
Funktion

y=f(2).

Wir fithren dann folgende Operationen aus:

1. Wir betrachten einen beliebigen Punkt z € (a, b) und bestimmen den zu-
gehorigen Funktionswert y = f(z).

2. Sodann fiigen wir zu dem Argumentwert z einen beliebigen von Null
verschiedenen Zuwachs A 2 (= 0) hinzu, welcher jedoch nicht aus dem Inter-
vall (a, b) hinausfiihren soll, und bestimmen den zu diesem neuen Argumentwert
gehorenden Funktionswert y + Ay =f(z + 42).

3. Hieraus berechnen wir den dem Zuwachs 4« entsprechenden Zuwachs
der Funktion:
Ay=f(z+ Az)—f(x).

4. Als niichstes bilden wir das Verhiltnis
4y _ [@+42)—(@@)
az Az .

5. SchlieBlich lassen wir den Zuwachs 4 z gegen Null streben und berechnen
den Grenzwert

Ay Ha+dn—i(@)
41:':0 az —4]:110 Az ’ @)

Dieser Grenzwert wird, falls er existiert!), die Ableitung der Funldtion f(z)
sm Punkte z genannt.

1) Wir betrachten hier nur endliche Grenzwerte. Zuweilen fithrt man auch die ,,un-
eigentlichen Grenzwerte* -+ oo und — oo ein und kann dann auch von unendlichen Werten
der Ableitung sprechen, was wir jedoch hier nicht tun wollen.
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Die Ableitung ist also, kurz gesagt, der Gr t des Verhiltnisses des Zu-
wachses der Funktion zum zugehérigen Zuwachs des Argumentes bei gegen Null
trebendem A wachs.

Die Ableitung der Funktion y = f(z) im Punkte z wird mit f'(z) oder y
bezeichnet. Die erste Bezeichnung ist insofern zweckmaBiger, als in ihr explizit
der Punkt z auftritt, in welchem die Ableitung betrachtet wird.

Die Operation, welche die Besti ng der Ableitung einer gegebenen
Funktion zum Ziele hat, bezeichnet man als Differentiation. Der Punkt, in dem
die Ableitung gebildet wird (d.h. der Wert z, der bei der ersten der oben ge-
nannten Operationen zur Auswahl kommt), nennt man den Differentiationspunkt.

Zur Illustration def gegebenen Definition moégen die folgenden Beispiele
dienen:

Beispiel 1. Gesucht istdie Ableitung der Funktion y = 22 im Punkte 2=5.
Im betrachteten Fall ist y =25, y+ Ay = (5+ A 2)* = 26+ 104z + (4 z)?,
also

Ay=104z+(42F und 2L=104 4z,
Lassen wir hier 4z gegen Null gehen, so erhalten wir

y=10.

Beispiel 2. Gesucht ist die Ableitung der Funktion y = 2* in den Punk-
ten r=4,2z=1, 2=0, 2=12.

Um nicht fiir jeden einzelnen Punkt dieselben Uberlegungen wiederholen
zu miissen, bezeichnen wir den Differentiationspunkt allgemein mit 2. Dann
ist (die hierbei verwendeten Bezeichnungen verstehen sich von selbst)

y=2%, y+Ady=(x+dzpP=22+2z4z+ (dzp,
Ay=2zAx+ (Azxp,

% =2z+ Az,
y'=2z. ®

Wir weisen darauf hin, daB der auf der rechten Seite in (8) auftretende Punkt z
gerade der betrachtete Differentiationspunkt ist. Setzen wir in (6) der Reihe
nach die speziellen Werte =4, 2 =1, z==0, x = 12 ein, so erhalten wir
¥=8 y =2y =0Dhbzw y =24

Aus dem betrachteten Beispiel ist bereits ersichtlich, daB die Differentiation
einer Funktion in allgemeiner Form, d. h. bei Bezeichnung des Differentiations-
punktes durch einen Buchstaben, erhebliche Vorteile bietet.

Beispiel 3. Gesucht ist die Ableitung der Funktion y= Vz im
Punkte z (> 0). In diesem Falle ist

y=Vz, y+dy=Vz+4dz, Ady=Vz+4z—V=,
4y _ Vzidz—Vz _ 1 1

4z~ 4dz " Vatdz+Vz’ "/=2V2'
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Jede Funktion ¥ = f(z) kann nun in bekannter Weise graphisch dargestellt
werden. Nachdem dies geleistet ist, kann man die Frage nach der Gleichung
der Tangente in einem gegebenen Punkt der Kurve (d. h. der graphischen
Darstellung) aufwerfen. Diese Frage haben wir bereits am Anfang dieses
Paragraphen behandelt. Ein Vergleich des dabei erhaltenen Ausdrucks (II)
fiir den Steigungskoeffizienten der Tangente mit der Definition der Ableitung
fithrt auf folgende wichtige Aussage:

Satz. Die Ableitung i’ = J’ (x) bedeutet geometrisch den Steigungskoeffizienten
der Tangente in demjenigen Punlide der graphischen Darstellung der Funktion,
dessen Abszisse der Differentiationspunkt ist.

Die groBe physikelische Bedeutung der Ableitung geht bereits deutlich aus
dem oben betrachteten Problem A hervor. Dort wurde nimlich gezeigt, daB
in dem Fall, in welchem die betrachtete Funktion den Weg beschreibt, den
ein sich bewegender Punkt im Laufe der Zeit zuriicklegt und wobei die Zeit
die Rolle der unabhiingigen Verinderlichen spielt, die Ableitung gerade die
wahre Geschwindigkeit des Punktes in den einzelnen Zeitpunkten liefert. Ganz
allgemein kann man aber auch bei jedem anderen physikalischen ProzeB, bei
dem zwei voneinander abhiingige verinderliche GroBen z und y auftreten,
von der Geschwindigkeit der Anderung der einen in bezug auf die andere
sprechen. Man sieht leicht ein, da8 dann die Ableitung ' gerade die Geschwin-
digkeit der Anderung von y beziiglich = charakterisiert. Es eriibrigt sich, auf
die Bedeutung hinzuweisen, die das Studium derartiger Anderungsgeschwindig-
keiten in der Physik besitzt. Ist etwa x die Zeit und y die im Verlaufe der Zeit «
~durch den Querschnitt eines Drahtes flieBende Elektrizitétsmenge, so ist ¥’
nichts anderes als die Stromstirke. Es bereitet keine Schwierigkeiten, weitere
Beispiele dieser Art zu finden.

3. Differenzierbarkeit und Stetigkeit. Einseitige Abloitungen. Die Ableitung
einer Funktion in einem gegebenen Punkt wurde oben als Grenzwert einer
gewissen verinderlichen GroSe definiert. Nun strebt jedoch nicht jede ver-
iinderliche GréBe stets gegen einen bestimmten Grenzwert. Aus diesem Grunde
ist auch nicht zu erwarten, daB jede Funktion in jedem Punkte, in welchem
sie definiert ist, eine Ableitung besitzt. Es ist vielmehr so, daB in jedem Punkt,
in welchem die Ableitung vorhanden ist (der Grenzwert (5) also existiert), die
Funktion notwendigerweise stetig ist, d. h., es gilt der

Satz. Besitzt die Funktion y = f(x) im Punki x eine Ableitung,?) so ist die
Funktion in diesem Punkt auch stetig.

Beweis. Ist Az = 0 ein gewisser Zuwachs des Argumentwertes z und Ay
der entsprechende Zuwachs des Funktionswertes y, so ist

Ay=%Az.

1) Man sagt hierfiir auch, die Funktion y = f(2) gei im Punkte z differenzierbar.
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Fir Az— 0 strebt nun das Verhiltnis % gegen den endlichen!) Grenzwert
¥ =f(2), so daB

lim Ay=0

4z—0
ist; dies bedeutet offenbar gerade, daB die Funktion f(z) im Punkte z (d. h. in
dem Punkte, zu welchem der Zuwachs Az hinzugefiigt wurde) stetig ist.
Es ergibt sich nun naturgemis die Frage, ob nicht vielleicht auch die Stetig-

keit einer Funktion in einem Punkte fiir die Existenz der Ableitung in diesem
Punkte (d. h. fir die Differenzierbarkeit in diesem Punkte) hinreichend ist.
Diese Frage muB nun durchaus verneint werden. Zum Beispiel besitzt die
itberall stetige Funktion y = || im Punkte z = 0 keine Ableitung; denn es ist

Ay !
2z =*L
je nachdem, ob 4z > 0 oder 4z < 0 ist. Daher existiert im vorliegenden Fall

u der Grenzwert

lim 4Y
yelzl az—0 4%
nicht. Dies ist auch geometrisch voll-
kommen klar; denn der die Funktion
y=|| darstellende Streckenzug (Abb. 6)
besitzt im Koordinatenursprung keine
Tangente.
o z Das betrachtete Beispiel ist insofern
recht einfach, als bei der Funktion
Abb. 6 y =|z| im Punkt 2 =0 immer noch die
sog te rechtsseitige und linksseitig
Ableitung existieren. Dabei versteht man unter der rechtsseitigen Ableitung
einer Funktion f(z) im Punkte z den Grenzwert von

H(z+42)—f(z)
Aaz

fiir 4z — 0, wobei jedoch fiir4 = nur positive Werte zugel sind. Bezeich
wir die rechtsseitige Ableitung im Punkte z mit fi(z), so ist also
' f1)= tim Lerr 2t

a4z—0

4z>0
Entsprechend wirddie linksseitige Ableitung f7 () im Punkte z durch

im [E+42)—f(2)
L (2) =lim == ——
f (x) AzEO Az

40
definiert.

1) Vgl. die FuBnote auf Seite 291.
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Offenbar ist die Funktion?) f(z) dann und nur dann im Punkte z diflerenzier-
bar, wenn sie im Punkte x sowohl eine rechtsseitige ala auch eine linksseitige

Ableitung besitzt und wenn diese beiden Ables

Fir die Funktion f(z) = |z| ist f(0) = +1, f_(0) = —1, so daB sich auch
hieraus das Fehlen der gewohnhchen Ableitung f*(0) erklir.

Ein interessantes Beispiel fiir eine iiberall stetige Funktion, fiir welche weder
f3(0) noch f’(0) existiert, ist die Funktion

P zsint  (z40),
0 (x=0).

Ist ndmlich z. B. 42 > 0, so ist

fO+4z—p0) _ .1
Az =sm oz

und dies strebt fiir 4z—>0 gegen keinen bestimmten Grenzwert, sondern
schwankt vielmehr unendlich oft zwischen +1 und —1, wobei diese Werte
und jeweils auch alle dazwischenliegenden Werte angenommen werden. Man
kann dies auch unmittelbar der Abb. 7 entnehmen, wo ein Teil des graphischen
Bildes der Funktion f(x) dargestellt ist; denn die durch den Koordinaten-
ursprung und irgendeinen Punkt N (z, y) des graphischen Bildes der Funktion
f(z) gehende Sekante fithrt bei Anniherung des Punktes N an den Koordi-
natenursprung unendlich viele Schwingungen zwischen den Geraden y = + z
und y = —z aus, so daB sie gegen keine Grenzlage strebt.

In den betrachteten Beispielen fehlt die Ableitung nur in einem einzigen
Punkt. Derartige Beispiele waren bereits im 18. Jahrhundert bekannt. Damals

1) Hierbei setzen wir — wie oben — voraus, daB die Funktion f(z) in einem den Punkt z
enthaltenden offenen Intervall (a, b) erklart ist. Fiir eine in einem abgeschlossenen
Intervall [a, b] erklirte Funktion hat man haufig auch die Ableitungen £} () und £’ (b)
zu betrachten. In einem derartigen Fall hebt man meistens die Einseitigkeit der Ab-
leitungen nicht hervor, schreibt also einfach f’(a) und f'(b).
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herrschte jedoch (wenn auch nicht klar ausgesprochen) die irrige’ Auffassung,
daB jede stetige Funktion (auch dieser Begriff war, nebenbei gesagt, noch
nicht genau prizisiert) iberall mit Ausnahme von héchstens endlich vielen
Punkten eine Ableitung besitze.

Erst im Jahre 1834 unterschied der groSe russische Mathematiker N. I.
LosatsorEWSKI deutlich zwischen der Stetigkeit und der Differenzierbarkeit
einer Funktion. Noch in der Mitte des 19. Jahrhunderts vers‘chte man jedoch
zu beweisen, daB eine stetige Funktion bis auf endlich viele Punkte iiberall
eine Ableitung besitze. Diesen Versuchen bereitete im Jahre 1871 K. WEIER-
sTRASS dadurch ein Ende, daB er eine Funktion konstruierte, welche iiberall
stetig ist aber nirgends eine Ableitung besitzt. Das erste Beispiel fiir eine der-
artige Funktion wurde allerdings bereits wesentlich frither (nicht nach 1830)
von dem bedeutenden tschechischen Mathematiker B. BoLzaNo angegeben.
Dieses Beispiel blieb jedoch lange Zeit unbekannt und wurde erst in den zwan-
ziger Jahren dieses Jahrhunderts verdffentlicht.

4. Die Ableitungen der einfachsten elementaren Funktionen. In diesem und
den niichsten beiden Abschnitten wollen wir zu folgender Feststellung gelangen:
Jede elementare Funktion besitzt in allen Punkten ihres Definitionsbereiches,
endlich viele Punlkte evtl. , eine Ableitung, wobei die Ableitung
ihrerseits wiederum eine elementare Funktion des Differentiationspunictes ist.

Ziel des vorliegenden Abschnitts ist der Beweis folgender Formeln?):

. _ 1
L (Y=o, T (e =—ss

2. (z)=1, 8. (ctgx)’=—$q,
3. ("Y=na"Y 9.  (¢*¥=d"lng,

4. (2*Y=az*t, 10. (f) =¢F
5.

(sinz)’ = cosz, 11. (].n:c)’=71=—,

1

6.'(coszy =—sinz, 12. (logsa)'=—3—-

Der Buchstabe ,,z* bezeichnet iiberall jeweils den Differentiationspunkt. In
Formel 3. bedeutet n eine beliebige natiirliche Zahl, wihrend der in 4. auf-
tretende Buchstabe ,,a*“ eine beliebige reelle Zahl bezeichnet. Dies hat zur
Folge, daB die in 3. betrachtete Funktion 2" auf der ganzen z-Achse definiert
ist, withrend die in 4. betrachtete Funktion 2* unter Umstiinden nicht iiberall
erklirt ist. Ist ndmlich @ eine irrationale Zahl, so ist die Funktion nur fiir z > 0
definiert (falls @ > 0 ist, auch noch fiir z = 0); ist dagegen a eine von Null ver-

schiedene rationale Zahl, und zwar a = %, wobei p und g teilerfremd sind und
1) Auf die Funktionen sec z und cosec z soll hier nicht eingegangen werden, da sie im

kaum gebraucht werden. Auf die zyklometri Fun
wir in Abschnitt 5 zu sprechen.
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q > 1 ist, so ist bei ungeradem ¢ die Funktion 2* sowohl fiir z > 0 als auch
fiir 2 < 0 (und im Fall p > 0 auch noch fiir £ = 0) erklirt, wihrend sie bei
geradem ¢ nur fir >0 (und im Fall p > 0 auch fir z = 0) definiert ist.
Ahnlich verlieren auch einige andere der oben aufgefithrt Funktionen fiir gewisse
Argumentwerte ihren Sinn, so etwa tg z fiirr x = %+kn(k=0, +1,4£2,..),
In z fiir < 0 usw. Aus den nachfolgenden Beweisen ist jedoch ersichtlich, daB
die Formeln 1. bis 12. fir alle diejenigen Punkte z gelten, in denen sowohl die
rechte als auch die linke Seite der entsprechenden Formel einen Sinn besitzt.

Fiir die Beweise benitigen wir die folgenden Formeln aus der Theorie der
Grenzwerte:

lim M -1, (A)
z—0
zoﬂii___m (B)
ki ©)
2—0
lim S22 _ 1, (D)
z
20

Die Formel (D) wurde bereits im vorangehenden Artikel (vgl. S.181)
Wir hen also nur noch die Formeln (A) bis (C) zu beweisen.
Bekanntlich (vgl S. 189) ist die Zahl e der Grenzwert von

(1+2)
fiir 2 —> + co. Setzen wir hier
2=,
80 ist also .
Lm (1 42)% =e
z—0

Hieraus ergibt sich auf Grund der Stetigkeit des Logarithmus:

lim mu+n

z—0

l:mln(l+z)'—-lne—l

womit Formel (A) bereits bewiesen ist.
Zum Beweis von (B) setzen wir

(1+42°—1=u (a%0).
Fiir z— 0 gilt offenbar u — 0. Ferner ist wegen
(1420=14u
aln(l42)=In(1+u)

natiirlich
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und daher
(14+2z)*—
z

© aln(l+32)
In(l+u) 2 .

pr— u fr—
=-=
Hieraus und aus (A) folgt jedoch sofort die Beziehung (B), die auch fiir a =0
richtig ist.

Setzen wir schlieBlich
F—1l=u (a>0),

so gilt fiir z—>0 offenbar u — 0. Hierbei ist aber

__In(l+u)
" Ina
und daher
—l u
mu+w

Daraus und aas (A) folgt unmittelbar (C).

Wir wenden uns nun dem Beweis der Formeln 1. bis 12. zu.

Die Formeln 1. und 2. sind offenbar trivial. Ist nimlich y = C, d. h. kon-
stant, 8o ist der zu einem beliebigen Zuwachs 4z des Arguments gehdrende
Zuwa.chsA y der Funktion gleich Null, so daB (C) = 0. Ist y = =, so ist stets
Ay = Az und daher (z) =1.

Nun zum Beweis von Formel 3. Fiir y = 2" ist

y+Ady=(@+4x)", Ay=(z+da)*—2"
und daher
(z+ Az)"—

=Grda—s —(z+Ax)""+(:c+Aa:)""z+-~+x"".

Lassen wir hier Az gegen Null gehen, so ergibt sich
4y _
420 Az

»1+I -1+ +xs-1__nzu-l

nmal

womit Formel 3. bewiesen ist.

Zum Beweis von Formel 4. betrachten wir zunichst einen von Null ver-
schiedenen Argumentwert z, fiir welchen die Funktion z* erklirt ist. Dann
ist sie auch fiir alle in hinr ichender Nihe liegenden Argumentwerte z + Az

erklirt, und es gilt

y+dy=(a+aap=2 (143,

so dafB also
(1+—‘L—“)~1 . (1+%)—1
lim 5% = lim 2% ~———=2%"11lim
V= 4z->04’ 420 Az 470 4z
z

Setzen wir hier %= 2, 80 ist 4. eine unmittelbare Folge aus (B).
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Beim bisherigen Beweis war der Fall 2 = 0 ausdriicklich ausgeschlossen.
Hierfir ist also eine besondere Uberlegung notwendig. GemiB der. oben
getroffenen Vereinbarung mii wir vor tzen, daB fir z =0 beide
Seiten von 4. einen Sinn haben, daB also a > 1 ist. Dann ist aber fiir =0
auch y=2*=0 und y+ Ay = (4)% Folglich ist also

4y

T (dz)>-1

und daher y =0, in Uberoinstimmung mit 4. fiir a > 1 und z = 0 (wir weisen

darauf hin, das fir a=2""1 wobei m und n natirliche Zahlen sind, die

Funktion #® nur fiir z > 0 definiert ist, so daB uns 4. fiir solche @ im Fall z = 0
lediglich die rechtsseitige Ableitung liefert).

Die Beweise fiir 5. und 6. laufen vollkommen analog, so daB wir uns hier
auf einen Beweis fiir 5. beschriinken.

Es sei also .

y=sinz, y+ dy=sin(z+dz).
Dann ist !

Ay=sin(a:+A:c)—si.nx=2sinAT’cos(x+£;—'-)
und

Ay sng- 42
/= lim —% = lim | —— -].im':os(z+-——).
y 22--04% 420 % 4250 2

Der erste der Faktoren auf der linken Seite ist wegen (D) gleich 1, wihrend
der zweite (wegen der Stetigkeit der Funktion cos z) gleich cos = ist. Also ist
y’ = cos z, womit Formel 5. bewiesen ist.

Die Formeln 7. und 8. lassen sich ebenfalls analog beweisen, so daB wir uns

auf einen Beweis fiir 7. beschrinken. Es sei dazu z 4 (2n — I)% und
y=tgz, y+Ay=tg(z+ 4z).

Dann ist?)
Ay— sindz
y= cosz - cos(z + Az) *
woraus alles iibrige trivial folgt.

Zum Beweis von 9. sei
y=a, y+dy=a**4s,
8o daB
Ay = a*(@4*—1),-

woraus auf Grund von (C) bereits die Behauptung folgt.
1) Bekanntlich ist

sin(4 — B)

tgd—tgB= cosAcosB °
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Formel 10. ist sodann ein Spezialfall von 9.
Zum Beweis von 11. sei z > 0. Dann ist fir
y=Inz, y+Ady=I(z+42)
offenbar
Ay=m(3+4x)—1nx=1n(1+$),

und wir erhalten auf Grund von (A)

ofets) e
= lim =— lim =—.
S/Az-»o Az Z 4250 Az z

z

Ist schlieBlich ¥ = log,, so ist a¥ =z, also y = %‘ Wiederholt man den
soeben fiir In z gefithrten Beweis fiir ll%:ﬂ, 80 erhiilt man genau Formel 12.

Zum AbschluB dieser Uberlegungen wollen wir auf die Frage eingehen,
warum in den Formeln der Analysis in iiberwiegendem MaBe nicht der deka-
dische, sondern der natiirliche Logarithmus auftritt. Auf den ersten Blick
erscheint diese Tatsache verwunderlich; denn der dekadische Logarithmus
besitzt gegeniiber dem natiirlichen Logarithmus unbestreitbare Vorteile, die
ihn zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel fiir das numerische Rechnen mach
Diese Vorteile bestehen in folgendem: Auf Grund der Definition des deka-
dischen Logarithmus ist

jg1=0, Iglo=1, Iglo0=2, lgl000=3, ....

Soll nun der Logarithmus einer Zahl bestimmt werden, welche keine ganz-
zahlige Potenz von 10 ist, etwa von der Zahl 637, so verfihrt man folgender-
maBen: Die Zahl 637 liegt zwischen 100 und 1000. Also ist auf Grund der
Monotonie des Logarithmus

1g 100 < 1g 637 < Ig 1000
oder
2<1g637<3,
d.h.
1g637=2, ... .

Dies zeigt, daB sich der ganzzahlige Anteil des Logarithmus (seine ,,Charak-
teristik* oder ,,Kennziffer*‘) stets auf den ersten Blick erkennen liBt, so daB
es nur noch notwendig ist, den gebrochenen Anteil (die ,Mantisse”) zu
bestimmen.

Weiter hiingen die Zahlen 637 und 63,7 durch die Beziehung

637 =63,7-10
zusammen, so dafl .
dg637=1g63,7+1g10=1g63,7+ 1.
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Ein weiterer Vorteil der dekadischen Logarithmen besteht also darin, deB die
Mantisse gegeniiber der Multiplikation der betrachteten Zahl mit Zehn oder
einer Zehnerpotenz unabhingig ist:

Man sieht nun leicht ein, daB der Grund fiir diese rechnerischen Vorziige
des dekadischen Logarithmus in der Verwendung des Dezimalsystems zu
suchen ist. Wiirde man an Stelle des Dezimalsystems z. B. ein Zwolfersystem
verwenden, so wiirde nicht mehr der dekadische Logarithmus, sondern der
Logarithmus zur Basis 12 die genannten Vorziige besitzen. Die Verwendung
der Zahl 10 als Basis unseres Zahlensystems erklirt sich aber nicht durch
irgendwelche besonderen arithmetischen Eigenschaften dieser Zahl, sondern
einfach durch die physiologische Tatsache, daB sich an den Hinden des Men-
schen 10 Finger befinden. Beim Abzihlen von Gegenstinden durch Einbiegen
der Finger war der Mensch einer frithen Kulturstufe gezwungen, wenn er bei
10 angekommen war, sich irgendeinen Vermerk zu machen, etwa eine Kerbe
in einen Baumstamm oder dgl. Dieser Vermerk stellte dann die ,,Rechen-
einheit zweiter Ordnung* dar, und wir sehen, daB diese gerade gleich 10 ist.?)

Die vorangehenden Ausfithrungen zeigen, daB die Verwendung der deka-
dischen Logarithmen durch keinerlei theoretische Erwigungen bedingt ist
und daher auch keinen theoretischen Nutzen bringen kann. Das bedeutet
natiirlich in keiner Hinsicht eine Herabsetzung der rechnerischen Bequem-
lichkeiten, die die Verwendung der dekadischen Logarithmen mit sich bringt,
80 daB er bei allen numerischen Rechnungen benutzt wird. Nun spielen aber
in der Mathematik nicht die numerischen, sondern die ,,buchstabenméBigen‘
Rechnungen die beherrschende Rolle, und bei derartigen Rechnungen werden
natiirlich die Vorteile des dekadischen Logarithmus hinfillig. Gleichzeitig
damit ergibt sich die Frage, bei welcher Basis der Loga.nthmen die allge-
meinen Formeln moglichst einfach werden. Hierbei zeigt sich z. B., daB die
natiirlichen Logarithmen am geeignetsten sind, denn die Formel fiir die Ab-
leitung des natiirlichen Logarithmus,

(lnz)=—
ist nun einmal einfacher als die fiir den Logarithmus zu jeder anderen Basis,
(log, )’ = m
Da insbesondere In 10 = 2,30259 . . . ist, wird die Ableitung des dekadischen

Logarithmus durch
1 _ 0,43429...

(
2= cogmm = =

gegeben.
5. Differentiation der Umkehrfunktionen. Es sei y = f(x) eine im abge-
schlossenen Intervall [a, b] definierte, stetige und echt monotone Funktion.

1) Vgl. hierzu den Artikel von I. G. BascEMAROWA und A. P. JuscEREWTTSCH in EdEM
Bd. I. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Dann existiert (vgl. S. 232) die zu f() gehérende Umkehrfunktion z = g(y),

Iche in dem & hlc Intervall zwischen f(a) und f(b) definiert ist
und jedem y aus diesem Intervall den eindeutig bestimmten z-Wert aus dem
Intervall [a, b] zuordnet, fiir den f(x) = y ist. Die Umkehrfunktion ist eben-
falls stetig und monoton.')

Unter diesen Voraussetzungen (und mit diesen Bezeichnungen) gilt:

Satz. Existiert in einem Punkte z, die Ableitung f'(x,) und ist f'(2,) = 0, so
ist auch die Umkehrfunktion g(y) im entaprecbenden Punkte y, = f(x,) differen-
zierbar, und es i8t

7 (o) = ,,(, Y
Beweis. Es sei Ay & 0, und es liege y, + 4y zwischen f(e) und f(b). Dann
ist, falls 9(yo+ dy) =2, + 4=
gesetzt wird, 420, z,+ Az€[a,b] und
fl@wo+ dz) =y, + dy.

9%+ 49)—9(w) _ 4z
4y Hao+ 42)— f(m0) *
Weil nun die Funktion z = g(y) stetig ist, strebt mit 4z auch 4y gegen Null.
Daraus folgt, dsB die linke Seite der zuletzt angegebenen Gleichung fir
Ay—0 gegen —

Offenbar ist dann

7 (s) strebt, womit der angegebene Satz bewiesen ist.

Eine kurze aber prigaante Schreibweise fiir diesen Satz ist
. o

Yz = 7o

S

Als ein Beispiel fiir eine Anwendung dieses Satzes beweisen wir

(arcsinz) = },1_1_’,_ (—l<z<1).
Dazu betrachten wir die Funktion
y=sinz,
wobei wir z nur in dem abgeschlossenen Intervall [—? , ’2’] variieren lassen.

In diesem Intervall ist die Funktion y = sin z echt monoton wachsend, und

1) Ist die urspriingliche Fu.nlmon y= l(z) in einem offenen Intervall (s, b) erklart,
80 ist auch die Umkehrfunktion in einem off und zwar in dem offenen Intervall
zwischen f(a) und f(b) definiert. Dabei konnen dann eines oder beide der erwéhnten

Intervalle unendlich sein {z. B. ist fiir y = tg =, —%<z<—’2’—, die Umkehrfunktion
im unendlichen Intervall (— oo, + o) erkll.rt) .
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zwar wiichst sie dort von —1 bis + 1. AuBerdem ist die Funktion y =sin =
im betrachteten Intervall stetig. Folglich besitzt sie dort eine Umkehrfunktion

z = arcsiny,
welche im Intervall [—1, + 1] definiert ist und welche jedem y € [—1, +13
den eindeutig bestimmten Wert 2 € [ — % s 12'-] zuordnet, fiir welchen sin 2 = yist.
Beachten wir noch, daB die Funktion gy = cos 2 iiberall auBer in den
Punkten z = j:—;'— von Null verschieden ist, so kénnen wir schlieBen, daB die
Umkehrfunktion z —arcsiny iiberall auBer fir y =41 eine Ableitung
besitzt und daB

(arcsiny) =

cosz ’
wobei z = arcsin y. Nun ist aber cos*z + sin®z=1 und daher

cosz= £ J1—sin?z =+ V1 —4*.

Von den beiden Vorzeichen kommt im betrachteten Fall nur das Pluszeichen
n

in Frage, da —?< z< % und fiir diese Werte cos > 0 ist. Also ist
(arcsiny) = .
K2 i

Diese Formel unterscheidet sich jedoch von der zu beweisenden nur in der
Bezeichnung des Differentiationspunktes.
Ganz entsprechend beweist man die Formeln

-1

(arccos z) =—“r___7 (—l<z<+4l),
(arctg:c)’=—l% (—o<z<+00),
(arcctgz) = —1:+1_s' (—o <z <+ o).

6. Formeln fiir die Differentiation von zusammengesetzten Funktionen. In
den beiden vorangehenden Abschnitten haben wir gezeigt, daB die einfachsten
elementaren Funktionen differenzierbar sind, wobei wir zugleich die Aus-
driicke fiir die Ableitungen angegeben haben. In den Anwendungen hat man
es jedoch in den meisten Fillen nicht nur mit den bisher betrachteten einfach-
sten Funktionen, sondern auch mit gewissen Kombinationen dieser Funktionen
zu tun, insbesondere mit Funktionen, die man durch Anwendung arithme-
tischer Operationen aus diesen Funktionen erhilt. Wir wollen uns daher jetzt
der Frage nach der Differenzierbarkeit derartiger und éhnlicher Kombinationen
der betrachteten Funktionen, insbesondere dem Problem der Differentiation
von Summe, Differenz, Produkt und Quotient zuwenden.
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Offenbar haben wir es hierbei mit einem Spezialfall der folgenden all-
gemeineren Aufgabe zu tun: Gegeben sind zwei (nicht unbedingt elementare)
Funktionen % = %(2) und » = »(2), die beide in demselben Intervall (g, b)
definiert und in einem gewissen Punkte z dieses Intervalls differenzierbar sind
und dort die Ableitungen «’ und v’ besitzen. Gefragt ist dann nach der Differen-
zierbarkeit der Funktionen?)

utv, u—v, wuv, % (7)
im Punkte z und wie sich gegebenenfalls die Ableitungen dieser Funktionen
durch %’ und ¢’ ausdriicken lassen.

Diese Aufgabe 1a8t sich in allen vier Fillen durch fast dieselbe Uberlegung
l6sen, so daB wir uns hier auf den Fall des Produktes v beschrinken wollen.

Es seien « bzw. v die Werte der Funktionen u(z) bzw. »(z) im betrachteten
Differentiationspunkt x. Fiigen wir zu z einen Zuwachs 4 z (4 z # 0 und nicht
aus (a, b) hinausfiihrend) hinzu, so éndern wir damit die Werte von u(z)
und v(z), und zwar seien 4 + A% und v + A die neuen Werte. Der neue Wert
des Produktes y = u(z)v(z) wird dann

y+ Ay = (u+ du) (v 4 Av).

Subtrahieren wir hiervon y = v und dividieren wir anschlieBend durch 4 z,
so erhalten wir

4y . Au 4v | Adu
Vil P s il PR

Lassen wir nun hier 4z gegen Null gehen, so gilt nach Definition der Ab-
leitung:
Au 4v
lim —— =/, lim ——=v"
AzTO 4z =" AonAz ¢

Auflerdem gilt aber auch, und das ist hier sehr wichtig,
lim 4v=0.

4z—0
Da nimlich die Funktion v(x) im Punkte z differenzierbar sein sollte, ist sie
dort auch stetig; es strebt also mit dem Argumentzuwachs auch der entspre-
chende Funktionszuwachs gegen Null.
Fassen wir dies alles zusammen, so finden wir
4y _ ’
hmom- =u'v+ uv

4z~
oder, was dasselbe bedeutet,
(uv) =u" v+ uv.

1) Im Fall des Quoti % muB natiirlict t werden, da8 im betrachteten
Differentiationspunkt z der Nenner v(z) von Null verschieden ist.
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Anslog ergibt sich
(wtoy=w'+v, @—ov)=uw—7, (,i)'= Lisll

Damit ist zugleich gezeigt, daB mit den Funktionen u(x) und v(z) auch die
Funktionen (7) #m Punkle z differenzierbar sind.
Ist beim Produkt speziell einer der Faktoren eine Konstante, so nimmt die
obige Formel die Gestalt
(cu) =cu

an, d. h., eine Konstante kann beim Differenzi ,,h gezogen'‘ werden.
Mit Hilfe der angegeb Differentiationsregeln konnen wir jetzt bereits
die verschiedensten Kombinationen der vorher betrachteten elementaren
Funktionen differenzieren, z. B.!)
81Dz

= z
Yy V;e,

y= (@45t —Tz42) 2L
oder dergleichen.
Jedoch sind wir z. B. noch nicht in der Lage, die Ableitung der Funktion
y= eslnz
zu berechnen, da sie nicht das Resultat von arithmetischen Operationen iiber
den einfachsten elementaren Funktionen ist. Hierfiir benétigen wir noch eine
weitere Differentiationsregel (die woh! im betrachteten Zusammenhang die
wichtigste Regel ist), namlich die sogenannte Kettenregel (Differentiations-
regel fiir mittelbare Funktionen).
Thr liegt folgende Fragestellung zugrunde: Vorgegeben sei eine im Inter-
vall (4, B) definierte Funktion .
y=1),

welche in einem gewissen Punkt z, dieses Intervalls differenzierbar ist und dort
die Ableitung
e =f"(z)

besitzt. Vorgegeben sei ferner eine zweite in einem Intervall (a, b) definierte
Funktion
z=¢(x),

deren Funktionswerte der Ungleichung
A<g@(x)<B
geniigen, so daB wir die sogenannte mittelbare Funktion
flop)
1) Vgl. 8. 308.
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bilden kénnen, und zwar sei dem Punkt z,€ (@, b) durch die Funktion @(z)
gerade der oben betrachtete Punkt z, zugeordnet, d. h., es sei p(z,) = 2. Wir
wollen schlieBlich annehmen, daB die Funktion ¢(z) im Punkte z, eine Ab-
leitung besitzt, und zwar sei ¢/(2,) =2;. Was kann man in diesem Fall diber
die Differenzierbarkeit der Funktion f(p(z)) im Punkte x, aussagen, und wie
1aBt sich gegebenenfalls die Ableitung dieser Funktion im Punkte z, durch
y; und 2, ausdriicken ?

Zur Beantwortung dieser Frage benétigen wir eine Hilfsformel, die iibrigens
auch an und fiir sich ein gewisses Interesse beanspruchen kann. Es sei dazu
f(z) eine Funktion, welche in einem gewissen Punkt z ihres Definitionsbereiches
die Ableitung y; = f’(x) besitzt. Es sei ferner 4z ein von Null verschiedener
Argumentzuwachs, der nicht aus dem Definitionsbereich der Funktion heraus-

fihrt, und Ay der entsprechende Zuwachs der Funktion. Da dann % fir
Az—>0 gegen die Ableitung y, strebt, wird also die Differenz

a=g—y ®
zwischen -j—% und y; fiir 4z —> 0 beliebig klein. Wir schreiben nun (8) in der
Form

Ay=y,dz+ adx. (9)

Diese neue Formel ist, wie auch (8), zuniichst nur fiir Az = 0 sinnvoll; denn
die GroBe a, die im wesentlichen eine Funktion von Az ist, « = a(4 z), ist
fir Az =0 dberhaupt nicht erklirt. Da aber fir Az =0 offenbar auch
Ay =f(z+ Az)—f(z) =0 ist, kann man fiir 4z = 0 die Funktion « (4 z) ganz
beliebig festsetzen, wobei dann (9) auch noch fiir Az = 0 richtig ist.

Wir setzen nun

2Ly fir Azto,
0 fir Az=0.

u(Az):{ (10)

Dann ist, wie bereits gesagt, die Formel (9) ausnahmslos giiltig. AuBerdem ist
jetzt aber fiir jede gegen Null strebende Folge {k,}

lim & (hy) =0,

und zwar unabhingig davon, ob alle Glieder der Folge {h} von Null ver-
schieden sind oder nicht.

Mit dieser Erkenntnis wenden wir uns jetzt wieder der Frage nach der
Differenzierbarkeit der mittelbaren Funktion y = f(p (z)) zu.

Unter Beibehaltung der oben benutzten Bezeichnungen geben wir dem
Argument z zuniichst den Wert z, und denach den Wert z,+ 4, wobei
Az + 0 und %,+ Az € (a, b). Dabei nimmt z = p(z) die Werte 2 = @(%,) und
2+ dz=g@(z,+ Az) an, wobei allerdings nicht ausgeschlossen ist, daB
Az =0 wird. Setzen wir nun y, = f(z) und y, + 4y = f(z,+ Az), 50 erhalten
wir nach dem oben Bemerkten

Ady=y,4z+adz,
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wobei «, wenn Az eine gegen Null strebende Folge durchliuft, ebenfalls gegen
Null strebt, und zwar unabhingig davon, ob von den Gliedern der betrachteten
Folge gewisse verschwinden oder nicht.

Dividieren wir nun die zuletzt erhaltene Beziehung durch Az und lassen
wir anschlieBend Az gegen Null gehen, so erhalten wir

Ay . A4z . A4z
lim =% =y, im — - lim ——,
az—0 47 y‘az—»o 4z 220 4%
das heilt , L,
Yo=Y 2z, an

was wir auch in der Form
{fle@)) =F(p@) - ¢')

schreiben konnen. In Worten besagt dies: Die Ableitung einer mittelbaren
Funktion ist gleich dem Produld aus der Ableitung der Funktion nach der als
Argument genommenen inneren Funktion und der Ableitung der inneren Funktion
selbst. In der nachfolgenden Tabelle sind nochmals alle von uns bewiesenen
Differentiationsformeln und -regeln zusammengestellt:

1. (Y=o, . 1
2 =1, 3. (arcsinz) g
3 (&Y =na""1, 14. (arccosz) = __Ti__z‘_ ,
. (f =™ 15. (arctgz) = 1
5. (sinz)'=cosz, : 1+22’
8. (cosz) =—sinz, 16. (arcctga) = _l-l-;z‘ s
7. (tgz)= preyd) 17. (@wtvy=w+v, *)
1 18. (u—v)=u'—7,
8. (ctga)=——S—,
; sin?z 19. (oY= v+ uv,
S @r=aha, 20, (owf=cd,
0= 21. (1‘)’= wo_uv
1L (nay=1, C 1 v
) =
12. (loggz) = L s 2 ==
shna 23. Y=yt 2k,

Mit Hilfe dieser Formeln kann man die Ableitung jeder elementaren Funk-
tion besti wobei die Ableitung selbst sich stets als elementare Funktion
des Differentiationspunktes erweist.
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" Wir wollen die Anwendung dieser Formel

an einigen Beispielen illustrieren:
Beispiel 1. Gesucht ist die Ableitung 3 der Funktion
y="T2*+ 822 —9x+11.
Unter Verwendung der Regeln 17., 18. und 20. aus Tabelle (*) ergibt sich
Y = (12% + (8% — (9=) 4 (11)
=7(2%) + 8(22) — 9(x) + (11Y = 2122+ 162 — 9.
Analog beweist man ganz allgemein fiir ein beliebiges Polynom
y=062"+a2" £ 2" 2.ty 7+ ay,
daB

Y=an2" 4 a,(n—1)a" 2t ay(n—2) 2" -t ap_g 22+ ay_,
Beispiel 2. Gesucht ist die Ableitung 3 der Funktion

sinz
= €.
=%

Unter Verwendung der Regeln 19. und 21. sowie der Formeln 5., 4. und 10.
aus Tabelle (*) findet man

1 -1
Vz—sinz. =2z 3
CO8 T }’; sz 22 - sinz -
= = —e®.

z © +
Beispiel 3. Gesucht ist die Ableitung %’ der Funktion

— (2 B T4 2) 2082 “"‘” .
Man findet

Inz arctg z
_ arctgz 1+a2® =
y' = (6224 102—7) e +(2z‘+5:’——7x+2)T
Beispiel 4. Gesucht ist die Ableitung der Funktion
y = efioz,
Hier haben wir es im Gegensat:
dem Resultat von arithmetisch

zu den vorangehenden Beispielen nicht mit

Operationen an einfachsten elementaren

Funktionen, sondern mit einer mittelbaren Funktion zu tun.
Mit,

. y==¢, z=sinz
finden wir
y,=e’cosxr = e Zcos .
Beispiel 5. Gesucht ist die Ableitung ¥ fiir
= Yarctgz.

Setzen wir y= ]/;, z=arctgz, 80 erhalten wir

1
=1 (arctgz) 2- 1
¥=3 T+
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Beispiel 6. Gesucht ist die Ableitung ¥’ fir
y=tg’lnz.
Hier missen wir die Kettenregel zweimal an tzen wir
y=2% z=tglz,

8o erhalten wir
=322 =3tg?lnx. 2"
Zur Berechnung von 2’ setzen wir sodann
z=tgu, u=Inz
und erhalten

1 1 1
P =ty 'z zcodlngs
Insgesamt ergibt sich also
TgIot 8l y = ns
z cos’lnz

Das Auftreten von allzuvielen Hilfsbuchstaben bei mehrfacher Anwendung
der Kettenregel kann man dadurch vermeiden, daB man das Argument der
jeweils zu differenzierenden Funktion immer mit demselben Buchstaben,
etwa z, bezeichnet. Ist z. B. ﬁie Funktion

y=1tg® VIn arcsin x
zu differenzieren, so setzt man y =25 mit

z=+tg JInarcsinz.

= btgt YIn arcsin z - (tg ¥n arcsin z) .

z= 'V In arcsin z
und erhilt

1 ’
y = 5tgt Yn arcsin z ——————— (}VIn arcsin z) .
cos? }In arcsinz )

AnschlieBend versteht man unter z die Funktion

Dann ist also

Sodann setzt man

lnarcsinz,
was

1
y'=5tg* Vlnarcsing . ———«—-
oos? pl.nuesinz

ergibt. SchlieBlich setzt man

E]
—;— (Inarcsinz) 3 (Inarcsin z)’

z=arcsinx
und bekommt
y'=5tgt YInarcsinz -

1
arcsing  y1_g®

l _l
5 (Inarcsinz) 3

1
cos? IVln arcsinz
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Praktisch filhrt man natiirlich alle diese Substitutionen nur im Gedichtnis
aus und notiert sofort das Ergebnis der Differentiation.

Ist etwa y = Yarctge™Z, so ist

1
1 =3 1
¥ =5 (arctge™®?) ? -Weﬁ"" cosz.

7. Differentiale. Mit dem Begriff der Ableitung hingt eng der Begriff des
Differentials zusammen, von welchem die Bezeichnung ,,Differentialrechnung*

herriihrt.
Um zuniichst das Wesen dieses Begriffs zu erldutern, betrachten wir eine

im offenen Intervall (@, b) definierte und in einem gewissen Punkte z dieses
Intervalls differenzierbare Funktion y = f(x). Wir geben dann dem Argument-
wert z einen von Null verschiedenen Zuwachs Az, und zwar so, daB auch
z + Az € (a, b). Den entsprechenden Zuwachs der Funktion bezeichnen wir wie
iiblich mit 4y. Dann ist, wie wir im vc henden Abschnitt gesehen haben,
Ay=y Az +oadz,
wobei « mit 4z gegen Null strebt. Setzen wir nun
adz=p,

#o wird mit Az auch g beliebig klein und strebt dabei schneller gegen
Null als 4z, worunter genau zu verstehen ist, daB

lim £ =0
az—0 42

gilt. (Hat man allgemein zwei voneinander abhéngige GréBen 4 und u, wobei
mit u auch A gegen Null strebt, so sagt man, 4 strebe schneller oder von héherer
Ordnung gegen Null als u, wenn :

im A —o

w0 B
gilt.) Grob gesprochen bedeutet, da ¢ von hoherer Ordnung gegen Null strebt
als Az, daB bei kleinem Az die GroBe ¢ noch um Vieles kleiner ist als 4z.
Daher kann in vielen Fillen die GroBe o = a4z bei kleinem 4 vernach-
lissigt werden, was dann auf die Niherungsformel

) Ay~y Az

fiihrt. Diese Formel besagt, daB der Funktionszuwachs 4 y bis auf einen kleinen
Fehler hoherer Ordnung (verglichen mit A z) direkt proportional dem Argu-
mentzuwachs A z ist, wobei die Ableitung g’ (im Punkte z) gerade die Rolle

des Proportionalititsfaktors spielt.
Das Produkt y’Ax, welches niherungsweise gleich dem Zuwachs Ay ist,
wird nun das dem Arg hs A x entsprechende Differential der Funktion

y =f(z) im Punkte z genannt. Das Differential von y = f(z) wird folgender-
maBen bezeichnet:

dy=y'dz, df(x)=["(z)4z. (12)
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DefinitionsgemiB ist das Differential dy eine Funktion von zwei voneinander
unabhingigen Verinderlichen, dem Differentiationspunkt # und dem Zu-
wachs Az.1) In der Bezeichnung df(x) tritt nur der Punkt z, in der Be-
zeichnung dy weder = noch 4 z auf; daher sind beide Bezeichnungen unvoll-
stiindig.

Das Differential spielt deshalb eine so groBie Rolle, weil es (bei festgehal-
tenem Differentiationspunkt) folgende bemerkenswerte Eigenschaften besitzt:
1. Es ist dem Argumentzuwachs direkt proportional. 2. Der Unterschied
zwischen Differential und Funktionszuwachs (im betrachteten Differentia-
tionspunkt) strebt von héherer Ordnung gegen Null als der Argument-
zuwachs dz.

Durch die erste Eigenschaft wird eine einfache Berechenbarkeit des Diffe-
rentials gewihrleistet, withrend die zweite es gestattet, bei hinreichend kleinem
Zuwachs Az den Zuwachs 4y angeniihert durch dy zu ersetzen.

Zur Mlustration des Gesagten betrachten wir folgendes einfache Beispi

Es sei y=22°4 322+ 4z +2.

Gesucht sind 4y und dy fir z =2, Az =0,001. Im betrachteten Fall ist
y =38, y+ Ay = 38,040015002, also

Ay =0,040015002.
Andererseits ist ' = 622+ 62 + 4, fiir x = 2 ist also ¥’ = 40 und daher

dy =0,04.
In der fritheren Bezeichnung ist also
0=10,000015002.

Der relative Fehler, den wir begehen, wenn wir 4 y durch dy ersetzen, ist also

8= 2 _ 0000016002 _ 0000016 _ ¢ 004 _ ¢ 040/

Daraus folgt, daB hier die Approximation von 4y durch dy auBerordentlich
gut ist.
Wir wollen als niichstes 4y und dy fiir dieselbe Funktion
y=205+ 322+ 4+ 2

in demselben Punkte z = 2, aber beziiglich des Zuwachses 4 z =3 berechnen.
Hier ist y =38, y+ 4y = 347, also

Ay =309;

andererseits ist ¥’ = 40, also dy = 120.

1) Am Anfang dieses Abschnitts haben wir 4z der Bedingung # + 4z € (a, b) unterworfen.
Dadurch hingt der Variabilititsbereich von 42z von der Wahl von z ab. Man kann
sich jedoch von dieser Unbequemlichkeit sofort dadurch befreien, da man dy durch
dy = y’Az als fiir beliebiges A4 definiert ansieht.
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‘Wir sehen also, daB jetzt A4y und dy durchaus nicht nahe beieinander liegen.
Der recht bedeutende Unterschied zwischen den beiden Beispielen erklirt
sich daraus, daB der im ersten Beispiel auftretende Zuwachs Az recht klein
war, wihrend im zweiten Beispiel 42 zu groB gewiihlt wurde. Im allgemeinen
ist also die Verwendung der oben angegebenen Niherungsformel ohne Ab-
schitzung des begangenen Fehlers eine recht zweifelhafte Angelegenheit.
Man kann z. B. sagen, daB 7 nidherungsweise gleich 32 ist, und obwohl diese
Aussage in praktischer Hinsicht véllig unsinnig ist, ist sie dennoch formal
richtig. Wenn wir also im oben angegebenen Zusammenhang feststellten, da8
fiir hinreichend kleines 4 z die GroBen 4y und dy annihernd gleich sind, so
ist diese Aussage zumindest einer néheren Prizisierung bediirftig. Weiter
unten werden wir zeigen, daB fiir eine recht umfangreiche Klasse von Funk-
tionen der Fehler, der beim Ersetzen
y von Ay durch dy begangen wird,
nicht grofer ist als

M(Azp,

wobei M die obere Grenze des ab-
soluten Betrages der zweiten!) Ab-
leitung f”/(z) im betrachteten Inter-
vall ist. Bis dahin wollen wir uns
mit der oben angegebenen, etwas
verschwommenen Formulierung zu-
frieden geben.

Wir wollen noch kurz auf die geo-
metrische Bedeutung des Differentials eingehen. Dazu betrachten wir das
geometrische Bild der gegebenen Funktion y = f(x) und denken uns an den
dem Differentiationspunkt z entsprechenden Kurvenpunkt M (z, y) die Tan-
gente MT gelegt (Abb. 8). Daneben betrachten wir den Kurvenpunkt
N(z+ Az, y+ Ay), wobei y+ Ay = f(z + Az). Dann ist der Zuwachs 4y
der Funktion gleich der Linge der Strecke KN in der Abbildung, wihrend
die Linge der Strecke K L durch

KEL=MK -tga=y Az
gegeben wird, also gleich dem Differential dy ist, d. h., das Differential bedeutet
geometrisch den Z hs der Ordinate auf der Tangente an das g trische Bild
der Funktion im Punkte M (z, y). Da in unmittelbarer Nihe des Beriihrungs-
punktes die Tangente sich eng an die Kurve anschmiegt, wird auch hieraus
Kklar, daB fiir kleines 4z das Ersetzen von 4y durch dy keinen bemerkens-
werten Fehler verursacht.

Hier noch einige weitere Beispiele fiir die Besti g des Differentials:

1. Gesucht ist das Differential der Funktion y = 23 fiir t =2und 4z = 0,1.
Im betrachteten Beispiel ist allgemein y’ = 32?%, fiir =2 ist also y’ = 12,
8o daB dy=1.2.

1) Vgl S. 316,
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Definitionsgem#8 hingt das Differential (auBler von der betrachteten Funk-
tion) vom Differentiationspunkt z und dem betrachteten Zuwachs 4 z ab. Im
folgenden wollen wir uns diese beiden GroBen nicht zahlenmiBig vorgegeben
denken, sondern allgemein dy formelmiBig durch = und 4z ausdriicken.

2. Gesucht ist dy fiir y = e”. In diesem Fall ist ¥’ = e*und daherdy = e* Az
oder kurz

de*=¢e"Azx.
Analog findet man
Az
3. dtgz=—q7—,
4 dhnz=42
z
und
1
N 1 1 _1
5. dtg® Ylnsinz = 6t V]nsina: ————— 5 (Insinz) 3 ——cosz-Az.
¢ e cos® ’Vln sinz o smz
Es ist klar, daB es bei der Berechnung der Differentiale im tlichen auf

die Berechnung der zugehérigen Ableitung ankommt (und natiirlich auch um-
gekehrt). Aus diesem Grunde wird das Bestimmen der Ableitung auch als
,,Differentiation‘‘ bezeichnet.

Ein sehr aufschluBreiches Beispiel fiir die Ermittlung des Differentials
liefert die Funktion y = 2. Hier ist nidmlich ¥ = 1 und daher dy = Az, d. h.

dz=Adz.
Bei der Funktion y = x stimmt also das Differential mit dem Zuwachs wberein.1)
Hieraus folgt, daB die Formel (12), durch welche ja gerade das Differential
definiert wurde, auch in der Form
dy=ydx (13)

geschrieben werden kann. Aus diesem Grunde kann man die Ableitung 3
auch durch

dy

dz

bezeict und diese Bezeichnur weise ist tatsichlich sehr weit verbreitet.2)

Bemerkenswert ist an Formel (13), daB sie auch dann noch richtig ist, wenn
z nicht mehr die Rolle der unabhiingigen Verinderlichen spielt, sondern seiner-
seits Funktion einer Veriinderlichen ¢ ist. In diesem Fall ist auch y eine (mittel-
bare) Funktion von ¢, und das Differential dy zum Zuwachs A¢ wird durch

dy=y 4t
1) Allgemein kommt diese Eigenschaft jeder li Funktion y = az + b zu.

*) Diese Tatsache erklirt, daB die Ableitung haufig auch als Differentialquotient be.
2eichnet wird. — Anm. d. wissenschaftl. Red.




314 Ableitungen
gegeben. Auf Grund der Kettenregel ist nun aber

Y=y
und daher
dy=y.z 4¢.

Beriicksichtigen wir schlieBlich noch, da8 z;A¢t=dx ist, so kommen wir
unmittelbar zu Formel (13).

Um Irrtiimer zu vermeiden, weisen wir darauf hin, daB eine entsprechende
Eigenschaft der Formel (12) natiirlich nicht zukommt. Ist niamlich z eine
Funktion von ¢, so bezeichnen 4z und dz vollkommen verschiedene Begriffe,
und (12) und (13) sind keineswegs mehr gleichwertig.

Der wesentliche Vorzug der Schreibweise (13) fiir das Differential d y besteht
geradezu in der ,Invarianz‘‘ gegeniiber Ersetzung von x durch eine Funktion
z(t). So gilt z. B. fir y = 2° die Beziehung

dy=32%dx

unabhingig da.vonl ob z die Rolle der unabhingigen Veriinderlichen spielt’
oder eine Funktion ist.
Wi | nun zu einigen Beispielen fiir die Anwendung des Differentials.

Beispiel 1. Man berechne (1 + A)* fiir sehr kleines . Zu diesem Zweck
betrachten wir die Funktion y = 2% Da der Funktionswert dieser Funktion
fiir =1 bekannt (und zwar gleich 1) ist, geniigt es, den Zuwachs 4y der
Funktion fiir den Argumentzuwachs Az =k zu berechnen. Da % sehr klein
sein sollte, konnen wir Ay durch dy erset Im betrachteten Fall ist nun
allgemein dy=az*"dz=aa* Az, was fir =1, Az="h auf dy=ak
fithrt. Damit erhalten wir die Néherungsformel

(14+hf~1+ah.

Aus dieser Formel ergibt sich eine schnell zum Ziele fithrende Methode zur

niherungsweisen Berechnung von Wurzeln. Ist nimlich » eine natiirliche und

B eine im Vergleich zu A" kleine Zahl, so ist
1

VM=A(I+%);~A(I+%)

und daher 5
YA+ B~ A+

Zum Beispiel ist also
Vl3l=V125+6~6+3.L5,z5,08
(tatschlicher Wert: 131 = 5,0788. . .).
Beispiel 2. Man berechne tg 31°. Hierbei ist die Funktion y =tgz zu
betrachten. Da der Wert der Funktion tg z fiir £ =30°= % bekannt ist, geniigt
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es, den Zuwachs Ay der Funktion y =tg z zu berechnen, wenn man dem

Argumentwert z = 30° den Zuwachs dz=1°= W erteilt. Statt des Zu-

wachses Ay berechnen wir einfach das Differential dy:
Az 1 n
4y = ootz = wosF " a0 — T35 = 0028
Wegen

1g30°=—1>=0,577...

-
oal wl

ist dann
tg31°~0,600. ..

(tatsiichlicher Wert: tg 31° = 0,60076...).

Beispiel 3. Es sei y =wuv, wobei » und v Funktionen derselben Ver-
énderlichen z sind. Wir wollen nun annehmen, daB z einen kleinen Zuwachs
dz erfihrt. Dann ist

dy=ydz=(uv+wv)dz=udv+vdu
und daher
dy _du | dv
v - T

Sind » und v zwei mit irgendeinem MefBgerit gemessene GroBen und du
und dv die entsprechenden MeBfehler, so bedeutet die erhaltene Beziehung,
daB der relative Fehler des Produkts gleich der Summe aus den relativen Fehlern
der Faktoren ist.1)

Zum AbschluB sei erwithnt, da das Differential d y einer Funktion y = f(z)
bereits durch die folgenden Eigenschaften vollstindig definiert ist. 1. Es ist
proportional zu 4z. 2. Der Quotient

Ay—dy
Az
strebt mit Az gegen Null In der Tat: Es sei z eine beliebige GroBe, welche
diese beiden Eig besitzt, d. h., esselz—kAz,undesge]te
. Ady—z
lim =0. 14
4z—0 4z ( )
Wegen
Ay—z _ 4y 2
A4z~ 4z
und (14) ist dann
k= lim 4¢

also k =y und daher z =dy.
Aus diesem Grunde bedeutet jedes ,,Runden“ von Ay, bei welchem 4y
(bis auf eine von hoherer Ordnung als 4z gegen Null strebende GroBe) durch

') Vgl. EdEM Band 1, 8. 351. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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eine zu 4z proportionale Grofle ersetzt wird, das Ersetzen von Ay durch das
Differential dy.

Zum Beispiel wird der kubische Ausdehnungskoeffizient 8 eines Materials
in der Physik folgendermaBen berechnet: Ein Wiirfel aus diesem Material mit
der Kantenlinge 1 wird um 1° erhitzt. Dann vergroBert sich dabei die Linge
jeder Kante auf 1+ «, wobei « der lineare Ausdehnungskoeffizient des betr.
Materials ist. Daher vergroBert sich bei der Erwarmung das Volumen auf

(14 a)=1+3a+3a+a?,
8o daB der Volumenzuwachs 30+ 34 o
betrﬁgt.' Vernachlissigt man die Glieder 3«* und o® (dies ist moglich, weil a
sehr klein ist), so kommt man zu der Formel

p=3a.

Mathematisch bedeutet dies gerade, daB der Volumenzuwachs durch das
Differential ersetzt wird.

Dieses Verfahren, kleide Anderungen einer Funktion als proportional den
entsprechenden Anderungen des Arguments anzusehen, ist dem Leser auch
bereits aus der praktischen Arbeit mit der Logarith tafel bekannt. Es
werden also sogar schon auf der Schule, ohne daB es dort natiirlich gesagt
wird, Differentiale benutzt.

8. Ableitungen und Differentiale hoherer Ordnung. Es sei y = f(z) eine im
Intervall [a, b] erklirte Funktion, welche in jedem Punkt dieses Intervalls
differenzierbar ist.!) Dann ist die Ableitung y’ = f’(«) ihrerseits eine Funktion
von z (wobei z der jeweilige Differentiationspunkt ist). In diesem Fall kann
man in den einzelnen Punkten des Intervalls [a, ] nach der Existenz der Ab-
leitung von y’ = f’(z) fragen. Man bezeichnet diese auch als zweite Ableitung
(oder Ableitung zweiter Ordnung) der Funktion y = f(z) und deutet sie (sofern
sie existiert) durch " oder f” () an.

Allgemein versteht man unter der (n + 1)-fen Ableitung einer Funktion
y = f(z) die Ableitungihrer n-ten Ableitung. Fiir die Ableitung dritter Ordnung
sind die Bezeichnungen y’" und f* (x) ublich, wihrend die weiteren Ableitun-
gen mit ™, y™, . ™, .. bzw. f®(z), f(”(:c) ., f®(z), . .. bezeichnet
werden. Man sieht leicht ein, "daB nicht jede Funktion Ableltungen beliebiger
Ordnung besitzt; es kann auch der Fall eintreten, daB Ableitungen einer
gewissen Ordnung in einer Reihe von Punkten existieren, wihrend sie in
anderen Punkten nicht vorhanden sind. Insbesondere muB man bedenken,
daB die Existenz der Ableitung f®*(z) in einem Punkte z, die Existenz der
n-ten Ableitung nicht nur im Punkte z,, sondern in einem ganzen, z, ent-
haltenden offenen?) Intervall voraussetzt.

1) In den Punkten ¢ und b kann man natiirlich sinngem#8 nur von den einseitigen Ab-
leitungen sprechen.

%) Dieses Intervall kann auch abgeschlossen sein und z, als Randpunkt besitzen. In diesem
Fall ist f**V(z,) nur eine einseitige Ableitung.
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Obwohl man definitionsgemi8 zur Berechnung der (n + 1)-ten Ableitung
die n-te Ableitung selbst benétigt, kann man in einer Reihe von einfachen
Fillen den Ausdruck fiir die Ableitungen héherer Ordnung sofort angeben,
ohne erst die Ableitungen der vorangehenden Ordnungen zu notieren. So ist
2. B. vollkommen klar, daB fiir y = e” fiir jedes # auch 3™ = e” ist. Genauso

einfach e;glbt sich, daB fiir y = sin z wegen ' = cos z = sin (z + %) fiir jedes'n
y™ =sin (z +n%)
ist. Eine weitere wichtige Tatsache ist, daB fiir jedes Polynom m-ten Grades

Y=0apz"+ @, 2" 1+ + 1T+ O

die m-te Ableitung ¥™ konstant gleich aym! ist, wihrend alle Ableitungen
hoherer als m-ter Ordnung identisch verschwinden.

Mit Hilfe der Ableitungen hoherer Ordnung kann man in folgender Weise
den binomischen Satz beweisen: Es sei 7 eine beliebige natiirliche Zahl. Dann
ist, wie man leicht einsieht, (¢ + z)* ein Polynom n-ten Grades in z:

@+ 2" =Ad,+ 4,2+ da2+-- -+ 42" (15)
Unsere Aufgabe soll es nun sein, die Koeffizienten 4,, 4,, ..., 4, zu be-
stimmen.
Indem wir zunichst z = 0 setzen, erhalten wir
a*=4,.
Differenzieren wir die Identitiit (15) nach «, so finden wir
nl@+a* t=A4,+24,z+ - +nd, 2, (16)

woraus sich fiir x =0
=4,

ergibt. Differenzieren wir sodann (16), so erhalten wir
nn—1)(a+ 2" *=2-14,+3-24,z+---+n(n—1) 4,22 (17)

und fir 2=0 nn—1)a"t=2.1.4,.

Die Identitit (16) ist das Resultat einmaliger, die Identitit (17) das Resultat
imaliger Differentiation von (15). Da bei jeder weiteren Differentiation
der Exponent jedes Gliedes als Faktor vor dieses Glied tritt und sich der
Exponent um Eins erniedrigt, erhalten wir nach m-maliger Differentiation von
(15) (m < =)
an—1).--(n—m+4+1)(a+2)* " "=m(m—1)-.-1.4
'm Faktoren +(m+l)m"'2"4muz
EIP
+nn—1)...(n—m~+1) 42" ™
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Hierbei ist der erste Su d auf der rechten Seite iibrigens gerade die m-te
Ableitung von 4, 2™, der zweite Summand die m-te Ableitung von 4, &t
usw. Setzen wir in der zuletzt erhaltenen Identitit z =0, so finden wir

nn—1)---(n—m+1)a* P=mm—1)---1-4,,.

Die vorangehenden Uberlegungen zeigen, da8 man durch fortgesetztes
Differenzi und jeweiliges Einsetzen von z = 0 nach und nach alle Koeffi-

zienten Ay, A,, . . ., A, bestimmen kann. Insgesamt ergibt sich dabei

Ady=da", A,=nd*"!, A,="(;'—._ll)-a"", N
_nr=1)---(n—m+1) ,_

A"'_——_m(m—l)-ul at "™, ..,
_n(n=1).---(r—n+1) ,_n

A,,—————”("_l).”l a""=1.

Setzen wir dies in (15) ein, so erhalten wir

(e+z=a*+na" 'z + "(;‘._21) a" 22?4 "(”;12)(.';—2) a*3ad 4. 42
Das ist aber gerade die Aussage des binomischen Satzes. Bemerkenswert ist,
daB der vorangehende Beweis ganz ohne kombinatorische Hilfsmittel aus-
kommt.
Ganz allgemein kann man durch Differentiation aus einer Identitit stets
eine neue Identitit gewinnen. So ergibt sich z. B. aus der Identitit
1hztats o tar=to2

-z

durch Differentiation sofort die neue Identitit
1—(n+1)z°+nart?
(1—2p

Mit dem Begriff der Ableitung hoherer Ordnung hingt eng der Begriff des
Differentials hoherer Ordnung zusammen. Wir haben im vorangehenden Ab-
schnitt gesehen, daB das Differential dy = y’dx einer Funktion y = f(z)
von zwei GroBen, namlich dem Differentiationspunkt = und dem Zuwachs
Az =dz abhiingt (wir betrachten jetzt x als unabhiingige Veranderliche).
Wenn wir nun dz festhalten, so wird dy eine Funktion der einen Veréinder-
lichen z. Das Differential dieser neuen Funktion nennt man dann das zweite
Differential (oder Differential zweiter Ordnung) der Funktion y = f(z). Es
wird mit d?y bzw. d2f(z) bezeichnet. Nach Definition muB man zur Ermittlung
des zweiten Differentials die Ableitung der Funktion dy bestimmen und das
erhaltene Resultat mit dx multiplizieren. Theoretisch kénnte nun dieser zu-
letzt genannte Faktor dz durchaus von dem bei der Bestimmung von dy
verwendeten Zuwachs dz, der bei der Differentiation festgehalten wird, ver-
schieden sein. Die Definition des Differentials zweiter Ordnung ist jedoch

142243224+ na"t=
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(und das ist genau genommen eine weitere Bedingung) so gemeint, daB in
beiden Fillen derselbe Zuwachs zu nehmen ist. Dann ist

@y =d(dy) =d(y'da) = (y dz) dz = y"(dz)"

Ublicherweise wird das Quadrat (dx)? kurz durch da? bezeichnet (diese Be-
zeichnung kann allerdings leicht zu Irrtiimern fithren, weil d2* ebensogut das
Differential der Funktion z* bezeichnen kénnte). Daher ist schlieBlich

&y =y"da®
Das Differential dieser Funktion (bei festgehaltenem dz und gleichem dx

als Faktor) wird das dritte Differential oder Differential drigter Ordnung der
Funktion y = f(z) genannt und mit d® bzw. d®f(x) bezeichnet. Dann ist

oﬂ'e::ba.r By —y"d.

Entsprechend bezeichnet man allgemein als Differential (n + 1)-ter Ordnung
der Funktion y = f(z) das Differential des Differentials n-ter Ordnung, wobei
wiederum dz festgehalten und dz fiir beide Differentiale in gleicher Weise
gewithlt wird. Ma_g sieht unmittelbar, daB dann

dty =y™Mda" (18)

ist, so daB man die n-te Ableitung %™ = f®™(z) einer Funktion y = f(2) all-

gemein folgendermaBen schreiben kann:
dy darf(z)
T bzw. —=.

Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, daB die Formel
dy=ydx

invariant ist gegeniiber Ersetzung von z durch eine Funktion z(t). Man sieht
leicht ein, daB eine derartige Invarianz fiir die Differentiale hoherer Ordnung
nicht mehr vorhanden ist, d. h., daB die Formel (18) nicht richtig ist, wenn
man dort die unabhingige Verinderliche z durch eine Funktion z(f) ersetzt.
In der Tat: Bei der Definition des Differentials d?y wurde das Differential
dy = y’dz bei festgehaltenem dz als Funktion von z betrachtet. Ist nun z
eine Funktion von ¢, so ist dz = z,d¢ ebenfalls eine Funktion ¢, und das Fest-
halten von dz (bei verinderlichem t) ist unmoglich.

Dies 1aBt sich natiirlich auch durch eine direkte Rechnung leicht bestétigen.
Ist nimlich y = f(z) und z = @(¢), so ist y eine mittelbare Funktion von ¢,
und es gilt &y =yldn.

Auf Grund der Differentiationsregel fiir mittelbare Funktionen ist nun
¥ = (4h)i = (yiad)i =yt + gial.
Ferner ist (y5); = (42);- %1 = ya z}. Daher gilt
d2y = yrx2d 2+ yiay ded.
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Beriicksichtigen wir schlieBlich noch, daB
zidt=dz, zidt=d?z,
80 gelangen wir zu der Formel
Py =y;da*+yidz,
und diese ist von Formel (18) verschieden.
9. Partielle Ableftungen und totales Differential. Zwar ist der vorliegende Artikel

im lichen den Funkti einer Verinderlich gemd.mat, jedoch soll hier kurz
such etwas iiber die Differentiation von Funkti Verinderlich or gessgt
werden. Der Begriff der Ableitung fiir eine Funktion von meh Vi

wird fast unmittelbar auf den Begriff der Ableitung einer Funktion einer Veranderlich
guriickgefiihrt, indem man niémlich bei einer Funk tion von meh Veranderlichen alle

Veranderlichen bis auf eine festhélt und die Funktion der einen noch verbleibenden Ver-
&nderlichen betrachtet.
Sei z. B. z = f(z, y) eine Funktion der beiden Vorinderhchen z \md 12 Wir betrachten

dann einen festen Punkt (z,, ¥,) und besti den Fu t f (%o Yo)-
Sodann geben wir bei festgehaltenem y = y, dem A z,, einen Zi hs 4z % 0.
Der zugehorige Funktionswert ist dann f(z,+ 4%, g,). Der Grenzwert
tim @0+ 42, 30) (o, 90) ' 9)
az—0 Az

wird die partielle Ableitung der Funktion f(z, y) beziglich der Verdnderlichen z im Punkte
(%> %) genannt Offenbar ist dies nichts anderes als die gewohnliche Ableitung der Funk-
tion f(z, y,) einer Veranderlichen. Fiir den G: t (19) sind folgende Bezeichnungen
iiblich:

0z

of
(%05 o), krE 22 Fre

Anelog definiert man die partielle Ableitung g—;
Wir weisen darauf hin, daB im G tz zur Ableitung von einer Funktion einer Ver-
&nderlichen das Symbol ﬁ nicht als Quotient von irgendwie definierten GroBen 4z und

oz mfgof&Bt werden kann Diese Symbole sind fiir sich allein vollkommen sinnlos. WI.I'
wollen an einem Beispiel zeigen, daB die Nichtbeachtung dieser Tatsache zu vollig unsi

Beziehungen fiihrt.
Seien etwa die Veranderlichen 2, gy, z durch die Beziehung
zyz=1 (20)

miteinander verkniipft. Dann ist z=Ly und daher 6: ; v Analog ergibt sich
oz 1 ay 1 0z 0y 0z —
Ty =g W 5 = g %0 08 30 5L 3 = o und wegen (20)

CE3 . oy ﬁ__ 1

9y 9z 0z :
Wiiren nun die b Ausdriicke Quoti s0 miiBte natiirlich ihr Produkt

gleioh + 1 sein.
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Der Leser iiberlegt sich leicht, daB die partiellen Ableitungen geometrisch die Steigungs-
koeffizienten der Tangenten an die Schnittkurven der Flache z = f(g, y) mit den Ebenen y = y,
und z = 7z, sind.

t ist, daB im G zu den Verhéltnissen bei den Funktionen einer Ver-
a
anderlichen die Existenz beider partiellen Ableitungen %’% und 0_; in einem Punkte (%, ¥o)

noch nicht die Stetigkeit der Funktion f(z, y) im Punkte (,, y,) gewahrleistet. Betrachten
wir z. B. die Funktion
0 fir zy=+0,

He, y)={ 1 fir zy=0.

Man sieht sofort, daB diese Funktion im Punkte (0,0) unstetig ist, obwohl beide partiellen
Ableitungen in diesem Punkte vorhanden sind.

a
Wens fiir eine Funktion z = /(z, y) tiberall die partielle Ableitung - existiort, so
kann man die partielle Ableitung a_; it its als Funktion von z und y ansehen und
von ihr unter Umstand ied die partiellen Ableitungen bilden. Dies fithrt dann
auf die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, die man mit
0%z 2z
38’ 9z 0
bezeichnet. =%y
Entaprochend ka it der Funktion 2% verfabren und die Ableitungen —t—
prec end kann man mi kT un¢ ngen 552

92z 0
und o % bilden. Dabei hat man zunachst zwischen den Ableitungen ——— 530y und W;—;

zu untorschelden Es zeigt sich allerdings, daB diese beiden partiellen Ableitungen, wenn sie
ezistieren und stetig sindl), ubereinstimmen:

&z 0z
dzdy Oyoz
Diesen kurzen Ausfithrungen sei noch folgendes hi fugt
Wir hsben oben geaehen, daB im Fall einer Funktion einer Verinderlichen der zu
einem Zi hs Az des Arg: de Z hs 4y einer differenzierbaren Funk-
tion y = f(2) in der Form Ay=/’(z)Az+g (@1
dargestellt werden kann, wobei ¢ von hoherer Ord.n\mg gegen Null strebt als 4z. Etwas
ganz Ahnliches gilt nun auch fiir die Funkti Vi hen. Es sei 2. B.

z = f(#, y) eine Funktion der beiden Verénderlichen # und y, fiir welche in allen Punkten
des Rechtecks a <z < b, ¢ < y < d die partiellen Ableitungen /,(z, y) und {,(z, y) existie-
ren, wobei diese partiellen Ableitungen selbst stetige Funktionen des Differentiations-
punktes (z, y) seien. In diesem Fall kann der zu dem Zuwachs 4z und dem Zuwachs 4y
gehorende Zuwachs 4z der Funktion /(z, y) in der Form

Az=f:(z, y) Az + fy(=, y) Ay +e (22)

dargestellt werden, wobei z und y die betrachteten Ausgangswerte sind und ¢ von hoherer
Ordnung als |4z| +|4y| gegen Null strebt. Den Beweis hierfir werden wir in Ab-
schnitt 11 fithren. Der Ausdruck

dz=[,(z, y) Az +{,(=, y) Ay
1) Diese V. t ist im all i Fall nicht entbehrlich.

ung
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wird das totale oder vollstandige Diff ial der Funktion f(z, y) Das voll dig
Differential einer Funktion von zwei Veranderlichen ist sei its eine Funktion der
vier Veranderlichen z, y, 42, 4y, die in den Veranderlichen 4z und Ay linear ist. Es
gibt bis auf einen Fehler g, der von hoherer Ordnung als |4z| + |4y| gegen Null geht,
den Zuwachs 4z an, den die Funktion z = (z, y) erfahrt, wenn man den Argumentwerten
7, y bzw. den Zuwachs 4z, Ay erteilt. Damit haben wir eine fast vollstindige Analogie
zum Fall der Funkti einer Veranderlichen. Der einzige Unterschied liegt darin,
daB es fiir die Giiltigkeit von Formel (21) geniigt, daB die Ableitung f’(z) fiir denjenigen
Punkt existiert, zn welohem der Zuwachs 47 hinzugefiigt wird, wahrend im Fall einer
Funktion von zwei Verinderlichen das Vorhandensein der Ableitungen f,(z, y) und
fy(2, ¥) nur im Punkte (z, y) fiir die Giiltigkeit von (22) nicht ausreicht.!) Vielmehr be-
notigt man ihre Existenz und Stetigkeit in einem ganzen Rechteck (oder Quadrat oder
Kreis), welches diesen Punkt in seinem Innern enthalt.

§ 2. Wichtige Sitze iiber Ableitungen

10. Die Siitze von FERMAT und RoLLE. In Abschnitt 2 haben wir bereits damit
begonnen, die prinzipielle Bedeutung des Begriffs der Ableitung zu erlautern.
Wir werden im folgenden sehen, daB mit Hilfe dieses Begriffs viele wichtige
konkrete Aufgaben gelost werden kénnen. Dazu haben wir jedoch zunichst
den Begriff der Ableitung genau zu studieren. Dieser Aufgabe ist der vor-
liegende Paragraph gewidmet.

Wir beginnen mit einem Satz, den man gewdhnlich als Satz von FERMAT
bezeichnet. Zwar hat FERMAT noch nicht den Begriff der Ableitung verwendet,
jedoch stellt dieser Satz eine Prizisierung von nicht ganz klar umrissenen Ge-
danken FERMATs dar.

Satz von FERMAT. Es sei f(x) eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, b)
definierte Funktion. Nimmt diese Funktion in einem gewissen inneren?) Punkt z,
dieses Intervalls ihren groften (kleinsten) Wert an und existiert in diesem Punkt
die Ablestung f'(z,), 8o ist Pz =0

o) =0.

Beweis. Wir wollen annehmen, daB die Funktion f(2) im Punkte z, ihren
groBten Wert annimmt. Da #, nach Voraussetzung ein innerer Punkt des Inter-
valls [a, b] ist, muB die Ableitung f’(z,) zugleich rechtsseitige und linksseitige
Ableitung sein. Aus der Tatsache, daB f’(z,) rechtsseitige Ableitung ist, folgt,
daB f'(x,) gleich dem Grenzwert

Tim [ o+ 42) — f (=)
Az

fiir Az— 0 mit 42 > 0 ist. Da nun f(z,) groBter Wert von f(z) im Intervall

a, b] sein sollte, ist

[e. 4] feot A7) —fla) 0,

*) Wir haben oben gesehen, daB eine Funktion f(z, y) in einem Punkte (z, y) beide par-
tiellen Ableitungen besitzen und doch dort unstetig sein kann. Es ist klar, daB in einem

solchen Fall die Formel (22) nicht gelten wird.
2) Das heiBt, es sei a <z, <b.
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so daB wegen 4z > 0 auch
@+ A7) — f(2) <0
4z =

Aus diesem Grunde kann der Grenzwert hiervon fiir 4z — 0 nicht positiv
sein, d. h.

Flz) 0. )
Analog ergibt sich

() =0

aus der Tatsache, daB f'(x,) links-
seitige Ableitung von f(z) im
Punkte z, ist. Damit ist der Satz
von FERMAT bereits bewiesen.

Geometrisch besagt der Satz
von FERMAT folgendes: Wenn im
héchaten bzw. im niedrigsten Punkt
des graphischen Bildes der Funktion f(z) die Tangente existiert, so ist sie, sofern
die Abszisse dieses Punlktes im Inmern des Intervalls [a, b] liegt, parallel zur
2-Achse (Abb. 9).

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB auf die Voraussetzung a < 7, < b
im allgemeinen nicht verzichtet werden kann. So wurde z. B. beim Beweis
maBgeblich benutzt, daB f'(z,) sowohl rechtsseitige als auch linksseitige
Ableitung ist. Man macht sich ib-
y / rigens leicht klar, daB in dem Fall,

6 daB f(x) seinen groBten bzw. klein-
sten Wert im Punkte a oder b an-
nimmt, die Existenz von f'(z,) (als
einseitiger Grenzwert) nicht gewihr-
leistet, daB f’(z,) gleich Null ist. Als
Illustration hierfir kann Abb. 10
dienen, wo die Tangenten in den
Punkten 4 und B keineswegs par-
allel zur z-Achse sind.

Mit Hilfe des Satzes von FERMAT
beweisen wir nun den folgenden Satz,

Abb. 10 der einer der fundamentalen Sitze
) der Analysis ist.

Satz von RoLLE. Es sei f(z) eine im abgeschlossenen Intervall [a, b]
definierte Funktion, welche in allen Punkten dieses Intervalls differenzierbar
ist, fiir welche also in allen Punkten des Intervalls [a, b] die Ableitung f'(x)
existiert. Stimmen dann die Werte der Funktion f(z) in den Punkten a und b
-iberein, d. h. ist

fl@) =),

S ———

[ S

~

Abb. 9

] S

"0]
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80 gibt es im Innern des Intervalls [a, b] wenigstens einen Punkt ¢ (a < ¢ < b),
in welchem die Ableitung verschwindet, d. k., in welchem
o, fe)=0

Nehmen wir speziell an, daB unter den angegebenen Voraussetzungen
fla@) = f(b) = 0 ist, so besagt der Satz von ROLLE, daB zwischen je zwei Null-
stellen. der Funktion f(x) stets wenigstens eine Nullstelle der Ableitung f'(x) liegt.

Bevor wir zum eigentlichen Beweis iibergehen, bemerken wir, daB die
Funktion f(2) in allen Punkten des Intervalls [a, b] stetig ist. Daher gibt es
unter den Werten der Funktion f(z) einen gréBten M und einen kleinsten m
(vgl. 8. 207). Ist M = m, so ist die Funktion f(z) konstant, und es ist in allen
Punkten des Intervalls [, b] dann f/(z) = 0, so daB jeder Punkt ¢ des offenen
Intervalls (a,b) die verlangte Eigenschaft besitzt. Ist dagegen M >m, so
konnen wegen f(a) = f(b) nicht beide Werte an den Enden des Intervalls
[a, b] angenommen werden, d. h., wenigstens einer dieser beiden Werte wird
in einem Punkt ¢ mit ¢ < ¢ < b angenommen. Dann ist aber nach dem Satz
von FERMAT f'(c) = 0, so daB dieser Punkt ¢ die verlangte Eigenschaft besitzt.

Der Satz von ROLLE ist ein typischer , Existenzsatz*‘. In ihm wird lediglich
behauptet, daB es einen Punkt ¢ mit den angegebenen Eigenschaften gibt, und
es ist keine Rede davon, wie man diesen Punkt bestimmen kann.

11. Die Formeln von LaeraNGE und Caucay. Die L’HoserraLsche Regel.
Die folgenden beiden Siitze sind sukzessive Verallgemeinerungen des ROLLE-
schen Satzes.

Satz von LAGRANGE.!) Es sei f(z) eine im Intervall [a, b] definierte Funk-
tion, welche in allen Punkten dieses Intervalls differenzierbar ist. Dann gibt es
im Innern des Intervalls [a, b] wenigsiens einen Punkt ¢ (a < ¢ < b), so daf

10=LE _fo). m

Die Beziehung (1) bezeichnet man auch als Formel von LAGRANGE.

Ist f(a) = f(b), so geht (1) in f’(c) = O tber, so daB der Satz von LAGRANGE
eine echte Verallgemeinerung des Satzes von RoLLE ist. In entsprechender
Weise ist der folgende Satz eine Verallgemeinerung des Satzes von LAGRANGE:

Satz von CavcnY.?) Es seien f(x) und g(z) zwei im Intervall [a, b] definierte
und dort dberall differenzierbare Funktionen, wobei g'(z) in keinem Punkie des
offenen Intervalls (a, b) verschwinde. Dann gibt es im Innern des Intervalls [a, b]
wenigstens einen Punkt ¢ (a < ¢ < b), so daf8

1®)—f(a) _ (o)
gb)y—gla) — g'(c)’

Die Beziehung (2) bezeichnet man auch als Formel von CAvCHY.

@)

1) In der deutschen Literatur iiblicherweise als Mittelwertsatz der Differential-
rechnung bezeichnet. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
In der deutschen Literatur iiblicherweise als verallgemeinerter Mittelwertsatz
%) der Differentialrechnung bezeichnet. — Anm. d. wissenschaftl. Red,
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Fir g(z) = = geht die CavoBysche Formel in die LaeraNGEsche Formel
iiber. .

Offenbar geniigt es, den Satz von CAUCHY zu beweisen. Dazu betracht
wir die Hilfsfunktion

@(@) =[f(b) —f(a)] [g(x) — g (a)] — [f(x) — f(a)] [9(b) — g(a)].

Man sieht leicht ein, daB die Funktion @(z) in allen Punkten des Intervalls
[a, b] differenzierbar ist, und zwar ist

@' (2) =[f() —fla)] ¢ (x}) —f" () [g (b) — g (a)].

Ferner ist, wie unmittelbar aus der Definition der Funktion ¢(z) hervorgeht,
@(a) = @(b) = 0. Daher gibt es auf Grund des Satzes von ROLLE im Innern
des Intervalls [, b] einen Punkt ¢ mit ¢’(c) =0, d. h., in welchem

[f(®) —f(a))g (0) = f'(c) [g (b) — g (a)]- (3)

Zum Beweis von (2) geniigt es also, (3)  yi

durch ¢’(c) [g(b) —g(a)] zu dividieren.

Hierzu miissen wir uns nur iiberlegen,

daB dieses Produkt von Null verschieden

ist. Das ist aber tatsichlich der Fall; A

denn nach Voraussetzung ist im offenen

Intervall zunichst iiberall ¢’(z) von Null

verschieden; hieraus folgt, daB auch der

zweite Faktor g(b) — g(e) von Null ver-

schieden ist, da es anderenfalls auf Grund Abb. 11

des Satzes von RoLLE zwischen a und b

eine Nullstelle von ¢’(z) geben miiite. Damit ist der Satz von CaAucHY bewiesen.
Da offenbar

[ SO

1®)—1(a)
b—a

der Steigungskoeffizient der Sehne durch die Punkte A (g, f(a)), B(b,f(b))
des graphischen Bildes der Funktion f(z) ist, kénnen wir den Satz von
LAGRANGE auch in der folgenden geometrischen Form aussprechen:

Besitt das graphische Bild der Funktion y = f(z) in allen Punkten eine
Tangente, so gibt es auf jedem Bogen A B der Kurve einen Punkt C, in welchem
die Tangente parallel der Sehne A B ist (Abb. 11).2)

Die Formel von LAGRANGE erweist sich als sehr brauchbar zurn Auffinden

von gewissen Ungleict und fiir angeniherte Berechnungen.
Zwei Beispiele mogen dies erliutern.

1) Darin besteht auch der geometrische Inhalt des CaucHYschen Satzes. Um dies ein-
zusehen, muB man sich die Kurve in Parameterdarstellung z = /(t), ¥ = g(t) gegeben
denken.
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Beispiel 1. Wenden wir die Formel (1) auf die Funktion 2* an, so finden
wir
b:-a¢=ac‘", 0<a<e<b.
—a

Ist nun « > 1, so ist a®* "' < ¢*~' < 5*°1, sodaB

b —
a—1
@t < ——

«
: <ab*-!

und daher
aa* tb—a)< b —a*<ab*~l(b—a).

Ist dagegen 0 < a < 1, so ist @~ > ¢*~1 > b*-!, also

b—a

Y- <aa*!

ab*l<

und daher
ab*1(b—a) < b‘-——a‘< aa*~'(b—a).

Beispiel 2. Mita=1,b=1+ z (x> 0) ergibt sich fiir f(z) = In z aus (1)
In(l+2z)—Inl 1 d.h

T+a)—1 ¢’
wobei ¢ zwischen 1 und 1 + z liegt. Daher ist

In(l+2)==,

s <l +2) <z
Beachten wir, daB Ig (1 + z) = 0 43429 «In (1 4 ) (0,43429 ... =Ige), so
erhalten wir aus den vorang Ung gleichungen sofort

0,43429...-z
1+z

Wir finden damit also eine Abschiitzung fiir den Wert von Ig (1 + z), wobei

die Differenz zwischen der oberen und der unteren Schranke gleich 0‘43:2_?_ - =

also kleiner als 0,5 2* ist. Speziell ist fiir 0 < = < 0,1 mit einem Fehler, der
kleiner als 0,005 ist,
1g(1 4+ z) =~ 0,43=z.

Ist 0 < 2 < 0,01, so ist bis auf einen Fehler, welcher kleiner als 0,00005 ist,
Ig(1 + )~ 0,434z.

Wir werden im folgenden eine Reihe von wwht.lgen theoretwohen Anwen-
dungen der Sitze von LAGRANGE und CAUCHY & lernen. Im vorliegend
Abschnitt wollen wir lediglich noch drei Fragen spezielleren Charakters
betrachten.

I. Es sei y = f() eine im Intervall [a, b] definierte Funktion, fiir welche
in allen Punkten dieses Intervalls die zweite Ableitung f’(z) existiert. Wir

<lg(l47)<0,43429... 2.
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betrachten dann einen Punkt z €[a, b] und einen davon verschiedenen Punkt
2+ Az, der gleichfalls noch im Intervall [a, b] liegt. Gefragt ist, welchen
Fehler wir begehen, wenn wir den dem Zuwachs 4z entsprechenden Funk-
tionszuwachs Ay durch das Differential dy = y’A =z ersetzen.

Auf Grund des Satzes von LAGRANGE ist zunichst

Ay =fla+ Az) —f(z) = f'() A=,

wobei £ < 2, < 4+ Az (um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, nehmen
wir an, daB 4z > 0). Daher ist wegen dy = f'(r)dx

dy—dy =[f'(z)—f'(z)] 4=.
Wenden wir nochmals den Satz von LAGRANGE an, so erhalten wir:
f(@y) —f' () =F"(x,) (2, — x) (E<z<m).

Nehmen wir nun an, daB die zweite Ableitung f”(z) auf [a, b] stets zwischen
—M und M liegt, und beachten wir, daB |z, — z| < A=, so gelangen wir zu
der Abschiitzung

|[dy—dy| < M (4=},

auf die schon in Abschnitt 7 hingewiesen wurde.

II. Es seien f(x) und g(«) zwei in einer gewissen Umgebung eines Punktes a
stetige Funktionen, welche beide im Punkte a verschwinden, f(a) = g(a) =0,
wobei aber g(2) in allen anderen Punkten dieser Umgebung von Null verschie-
den ist. Dann ist auch die Funktion

1(z)

9(2)
in allen Punkten dieser Umgebung mit Ausnahme von a stetig, wihrend sie
im Punkte ¢ ihren Sinn verliert. Es ergibt sich dann die Frage, ob die Funk-
tion % im Punkte a einen gewissen Grenzwert besitzt, d. h., ob man ,,den
unbestimmten Ausdruck —g— auswerten kann*.

Der Satz von CavcrY gibt nun die Moglichkeit, diese Frage in gewissen
Fallen mittels einer allgemeinen Regel zu beantworten, die man als
L’Hosprrausche Regel bezeichnet. Dieser Regel liegt der folgende Satz
zugrunde:

Satz. Erfillen die Funktionen f(z) und g(z) die Voraussetzungen des Satzes

von Cavory und ist dabei f(a) = g(a) =0, so sirebt, falls der Quotient L&)

¢'(2)
fiir z—>a gegen den endlichen oder unendlichen Grenzwert A konvergiert,
lim 2@ _ 4
e '@
auch der Quotient % gegen A,
lim L& _ 4. @
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Beweis. Wenden wir bei festgehaltenem z mit ¢ < z < b den Satz von
Cavory auf das Intervall {a, z] an, so erhalten wir

H@) _ 1@)—1fa) _ I'(z)

9(z)  g@)—gl@ ¢@)°

wobei z, zwischen & und z liegt. Hieraus ergibt sich, da mit z—a auch z;, >a
und daher

e g

7 () ’
sofort die Beziehung (4). '
Hier zwei Beispiele fir die Anwendung der L’HosrPrraLschen Regel:

2—-21 i 32% 27

L I s = M 2
. &—8i 1—cosz

2. 1imZ=22% — lim
z—>0 f z—0 352

Der im zweiten Beispiel auftretende Ausdruck -l—;i:,ﬁi besitzt nun offenbar

im Punkte z = 0 ebenfalls eine Unbestimmtheit der Form % Um diese zu

beseitigen, wenden wir nochmals die L’Hosprrarsche Regel an und finden

e . 1
imZ=8R% _ S0z 1
-8 z—0 67 6

' z—0

TII. Wir wenden uns schlieBlich noch einmal dem vollstandigen Differential zu, das
bereits am Ende von Abschnitt 9 betrachtet wurde, und beweisen die dort ohne Beweis
mitgeteilte Formel (22).

Es sei z = {(%, y) eine in dem durch die Ungleichungen ¢ <z <b, ¢ < y < d beschrie-
benen Rechteck @ definierte Funkii: fiir welche in allen Punkten dieses Rechtecks
die partiellen Ableitungen f (z, y) und f,(%, y) existieren, wobei diese partiellen Ab-
leitungen selbst stetige Funktionen seien. Wir betrachten dann einen festen Punkt (z, y)
aus diesem Rechteck und daneben einen zweiten Punkt (# + 42, y + 4y), der ebenfalls
noch in @ liege. Zu hen ist der Z h

Az={(z+ 4z, y+4y)—[z, y)
der Funktion z = f(z, y) beim Ubergang vom Punkte (z, y) zum Punkte (z + 4%, ¥ + dy).
Offenbar kann dieser Zuwachs auch in der Form
dz=[f(z+ 4z, y+ A9)— (=, y+ A +i(=, y+49)— (=, 9]

geschrieben werden. Dabei ist f(z, y + 4y) — f(z, y) der Zuwachs von f(z, ¥) als Funk-
tion der einen Verdnderlichen y bei festgehaltenem z. Daher konnen wir auf diese
Differenz die Formel von LAGEANGE anwenden:
(@, y+A4y)—(z, ¥) =1 (=, n) dy.
Dabei ist 7 eine zwischen y und y + 4y liegende Zahl.
Entsprechend ergibt sich

fz+ Az, y+4y)— (=, y+ dy) = [:(§, y+ dy) 43,




§ 2. Wichtige Sitze iiber Ableitungen 329

wobei & zwischen z und z + Az liegt. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen
streben nun mit 4z und 4y auch
a=fel, y+49)— (3, 9), B=l(=, N —Is(z, 9)

gegen Null.!) Setzen wir

adz+pAy=o.
80 ist also wegen lel
e
A=+ 1397 < la|+{8]
auch
lm-———%
|4z|+]4y]

AuBerdem gilt, wie man sofort nachrechnet,
Az=fu(z, y) 4z + (2, y) Ay +e.
Das war aber gerade zu zeigen.?)

12. Die TavLorsche Formel. Gemi8 dem allgemeinen Funktionsbegriﬂ‘ ist
eine Funktion eine Vorschrift, durch welche jedem Argumentwert z ein ein-
deutig bestimmter Funktionswert y zugeordnet wird. Dabei ist keine Rede
davon, mit welchen Mitteln man etwa den einem Argumentwert z ent;
den Funktionswert y bestimmen kann. Vielfach ist natiirlich eine Funktion
durch eine Formel gegeben, der man entnehmen kann, welche Rech
operationen man anwenden muB, um aus einem gegebenen Wert z den zuge-
hérigen Wert y zu erhalten (zum Beispiel y =2?). In anderen Fillen ist dies
dagegen keineswegs der Fall. Wird die betrachtete Funktion z. B. durch die
Gleichung

y=sinz

gegeben, so kann man zuniichst den einem Wert z entsprechenden Funktions-
wert y nicht mit Hilfe einer Rechenmethode (oder, wie man hiufiger sagt,
mittels eines analytischen Verfahrens) besti Es eptsteht damit die
wichtige Aufgabe, analytische Hilfsmittel zu schaffen, mit deren Hilfe dies
doch gelingt. In vielen Fillen fiihrt hierbei eine bemerkenswerte Formel, die
sogenannte TAyLoRsche Formel, zum Ziel.

Wir wollen diese Formel zuniichst am Beispiel eines Polynoms

f@) =t 1z + @@+ -+ cpa® ®)

erliutern.
Hierzu beachten wir zunichst, da wir das Polynom (5) bei beliebig vor-
gegebener Zahl a in der Form

f@) =4+ 4y(z—a) + Ay(z—a)*+ -+ dp(z—a)* (6)

1) Man beachte, daB fixr 4z -0, Ay»() offenbar ¢ — z, 7>y

%) Wie dem Beweis zu entneh ist, braucht man die Existenz der partiellen Ablei-
tungen in allen Punkten von @, wihrend ihre Stetigkeit nur im Punkte (7, y) benétigt
wird.
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darstellen konnen, wobei die Koeffizienten Ay, 4,, ..., 4, nicht von z ab-
hiingen, d. h. mit anderen Worten, daB’ wir f(z) nach Potenzen von (z —a)
entwickeln konnen. Offenbar geniigt es, dies fiir jede Funktion Z2k=12..)
zu beweisen, da es sich von diesen Funktionen u ittelb beliebi

)ar & 1g
Polynome iibertrigt. Fiir o* ergibt sich jedoch unsere Behauptung sofort
auf Grund der bekannten Formel .

2—lot@—a = 3(4) da—ar-

=0

Unsere Aufgabe soll es nun sein, die Koeffizienten Ay, 4y, ..., 4, effektiv
zu berechnen. Den Koeffizienten 4, erhilt man sofort, wenn man in6)x=a

setzb:
4,=f(a).
Um 4, zu bestimmen, bilden wir die Ableitung von (6):
f(z) =414 245(z—a) + 34,z —a) -+ ndn(z—a)l* 7)
Setzen wir hier z =a, so erhalten wir
4,=f"(a).
Durch Differentiation von (7) ergibt sich
@) =243+3-245(z—a) +---+n(n—1) Ayg(z—a)*~?

und hieraus fir z=a A @
2 1.2 °
Entsprechend findet man allgemein
4,109
LA TR

Damit nimmt (6) die Form
fo =@+ e—a+ LD ap o+ P @0 @

an; dies iat bereits die TaYLORsche Formel fir Polynome.

Wir betrachten jetzt allgemein eine beliebige Funktion f(z), von der wir
jedoch voraussetzen, daB fiir sie in einem gegebenen Punkt a die Ableitungen
f'(a), f@), . . ., f®(a) existieren. Dann kénnen wir das Polynom

1@ =f@+ L2 e—a + L p—ap o+ P @O

bilden.
Natiirlich stimmen im' allgemeinen f(x) und T(z) nicht iiberein. Jedoch

zeigt es sich, daB in vielen Fillen die Differenz zwischen f(z) und 7'(z) sehr
Kklein wird, so da8 man in guter Néherung f(2) durch T'(z) ersetzen kann.
Dariiber hinaus zeigt sich, daB, falls die Funktion f(z) im Punkte & Ab-
leitungen beliebig hoher Ordnung besitzt und somit n beliebig grof gewahlt
werden kann, in vielen Fillen die Differenz f(z) — T(x) fir n—>oco gegen
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Null strebt, so daB man dann f(z) sogar mit beliebiger G igkeit berech
kann.

Bevor wir uns einer g Unt hung dieser Fragen zuwenden,
nehmen wir an, de8 f(z) in einem gewissen, den Punkt @ enthaltenden Inter-
vall [4, B] definiert ist und dort iiberall Ableitungen bis zur (n 4 1)-ten Ord-
nung einschlieBlich besitzt.!) Betrachten wir dann das gemiB (9) definierte
Polynom 7'(z), so kénnen wir feststellen, da8

@ =@+ c—a+ 4 e —ar,
"(a) f*4a)

(x—a)*~%,

@) =@+ @ —a)+ -+ L5
T®(2) = f™(a),
T®+D () =0.
Hieraus und aus (9) folgt
T(@)=f@), T'(a)=f"(a), l
(@) =f"a), ..., T™@)=f"(a), T™*V()=0.
Wir betrachten nun die folgendermaBen definierte Hilfsfunktion ¢(z):
@(x) =f(z)—T(z).

(10)

Aus (10) ergibt sich

pla)=¢' (@) =g¢"(@)=--=9¢™(a) =0, ¢g**D(z)=f"*I(z).
SchlieBlich betrachten wir noch die folgende Hilfsfunktion y(z):
_ (z —_ a)n#l
Y@ ="
Offenbar ist
y@)=y@=y" @)= =y™(a)=0, y*Vz)=1.

Wirweisen darauf hin,da8 weder die Funktiony(z)noch eineihrer Ableitungen
(bis zur (n+ 1)-ten einschlieBlich) in einem von a verschiedenen Punkt des
Intervalls [4, B] verschwindet.

Es sei nun zein beliebiger, aberfiir das folgende fester Punkt aus dem Intervall
[4, B] mit z = a. Wegen @(a) =y(a) =0 ist

?(z) _ (z)—9(a)
v(@  v@)—vie)’
Wenden wir hierauf den Caucmyschen Satz an, so erhalten wir

o) _ ¢=)
v ¢(z)’

1) Ist aein:r der Endpunkte A4 oder B, so sind als f(a), {’(a), . . . sinngemaB die ein-
o ot Zn neh
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wobei 2, zwischen @ und z liegt. Nun ist aber auch ¢’(a) =9'(s) =0 und

daher
7@ _ Y@= —¢@)
vz v@)-—ve)’

Wenden wir hierauf die Cavorysche Formel an, so erhalten wir

P(@) __ 9’(zs)

v(@) V(3
wobei z, zwischen a und z, und daher erst recht zwischen a und z liegt. Indem
wir dieses Verfah hi d weit fortsetzen, erhalten wir

o) _ 9" Dlayyy)
v@) Vg,

wobei z,,, zwischen a und z liegt. Beriicksichtigen wir nun, da8
P @) =), ¥*PE)=1,

so erhalten wir, wenn wir z,,, kurz mit Z bezeichnen,

(@) Nz
o =@
oder, ausfihrlich,

f@ =T =L @—ape,

Setzen wir schlieBlich noch den Ausdruck (9) fiir 7'(z) ein, so gelangen wir
zu der folgenden TayLoBschen Formel mit LagraNeEschem Restglied:

f@=1@+L @ —a) o+ LD apr L2

L E— e, an

wobei Z zwischen a und z liegt.
Ersetzt man also die Funktion f(z) durch das Polynom 7'(z), so begeht

man den Fehler
fr+h(z)

Ro(@) =y @™,

Es ergibt sich nun die Frage, wie sich dieser Fehler bei Anderung von n
verhilt.

Satz. Besitz die Funktion f(x) in allen Punkten des Intervalls [A, B] Ab-
leitungen beliebiy hoher Ordnung und gibt es eine Zahl K derart, daf fiir alle
2 €[4, B] und alle natiirlichen Zaklen n die Ungleichung

™)< K
erfiillt ist, so gilt fiir alle Punkte x €[4, B)]
Lim Ry(z) =

n—>oc
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Beweis. Unter den angegeb Vor tzungen ist offenbar
M+l
[Ra(@)| = B

wobei zur Abkirzung |z —a|=M gesetzt ist. Wir betrachten nun eine

natiirliche Zahl m mit
m+1>2M.
Dann ist fiir alle n >m
Mnt1 M~ M M M

W+ ml m+l m+e mtl-

Dabei ist jeder der » —m + 1 Briiche
M M M

m+l’ m+2°°°"7 n+4l

kleiner als —;—, so daB

M~ 1
|Ba(@)| < K - ge=wers
das heiBt ye 1
|Ry(z)| < 2™'K T
Bezeichnen wir nun die konstante Zahl (z sollte ja festgehalten werden!)
gm-1 g M
m!
mit C, so gilt also ¢
|Ba@)| < 55

woraus sich sofort die angegebene Behauptung ergibt.

Unter den Voraussetzungen des zuletzt angegebenen Satzes ist also

()
f@=lm [f@+ L g —a) 4+ Lz —ar),
N—>00

wodurch die am Anfang des vorliegenden Abschnitts durchgefiihrten Uber-
legungen gerechtfertigt sind.

Wir betrachten im AnschluB an diese allgemeinen Ausfithrungen einige
konkrete Beispiele.

Beispiel 1. Da die Funktion f(z) = sin z die Voraussetzungen des zuletzt
bewiesenen Satzes erfiillt und fiir sie

f/(x)=cosz, f'(x)=—sinz, f”(z)=—cosz, f@(z)=sinz, fO(z)=rcosz
und allgemein
f®(2) =sin (z +n %)

ist, erhalten wir, wenn wir a = 0 setzen, die Naherungsgleichung

. 2 P 3 Zirt+l
sm:asz—ﬁ+ﬁ—-7—!+~«+(—l)”————(2p+1)! .
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deren G igkeit mit hsendem p unbeschrinkt verbessert werden
kann. Der Fehler iibersteigt dabei nicht die Zahl
Z29+2
@p+2)t°

Setzt man also z. B.

. 2 s 2

Bmz=z—ﬁ+%—ﬂ, 12)
so ist der Fehler nicht groBer als

@ 2
81 T 40320 °

Beschriinkt man z auf das Intervall 0 < 2 < T’ so ist bei Berechnung von
sin z gemdB Formel (12) der Fehler durchweg kleiner als 0,000004.)
Beispiel 2. Entsprechend findet man

z? z° Ead
coszsl—z—l+—4—!—ﬁ+--~+(—l)’w.

Aus den angegebenen Beispielen ist zu ersehen, daB die TavLorsche Formel
ein Mittel in die Hand gibt, die trigonometrischen Funktionen zu berechnen.
Wir werden in dem Kapitel, welches der Theorie der Reihen gewidmet ist,
niher darauf zurickkommen.

Beispiel 3. Wir betrachten bei gegebenem ¢ > 1 die Funktion f(z) = 2*,
Fir 2> 1, a=1 und n =1 ergibt Formel (11)

#=ltoz—1)+ XV p2p_1p, 1<s<a

(s ist nimlich (2% = ca®"1, (2f)” = o(c — 1)a#-%). Wegen r-==§>
ist also insbesondere

x°>1+c(z_1)+°(‘“) ( = ) (z>1).

LIS

Hieraus erhilt man speziell die etwas schwichere, aber einfachere Ungleichung
?—1>¢(z—1) (x>1).

‘Wir weisen darauf hin, daB dies alles fiir beliebiges (nicht notwendig ganzes)
c>1 gilt.

1) Dies ergibt sich folgendermaBen: Es ist
- s
1g7=049716, lg4=0,60206, g5 =1,89509, 1;(—1’-) —T,16072,

&

20320 < 268800

n 8
also (T) <0,16 und

Sarang < 0,000004.
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Beispiel 4. Auf Seite 187 ist bereits streng bewiesen worden, daB0 < e < 3.
‘Wir wollen jetzt zeigen, wie man die Konstante e genau berechnen kann.

Dazu wenden wir die TavyLorsche Formel auf die Funktion f(x) = e* an,
wobei wir @ = 0 setzen. Wegen f™(z) = ¢ ist f™(0) =1 und dsher

z £ z = Zrtl
°’=1+—ﬁ+'2—!-+"'+"—!+0’(”—+m-,

wobei Z ein gewisser Wert zwischen 0 und z ist. Insbesondere erhalten wir
fir z=1

1,1 1 e
e=l+'ﬁ+ﬁ+"'+;‘—'+m 0<z<l). (13)
Wihlen wir hier » = 8, so finden wir wegen
o* [ 3
<9 <91 362880 <0,00001,

daB mit einem Fehler, welcher kleiner als 0,00001 ist, die Zahl e durch
o=l ot o arF oy + oy gy = 2718275
gegeben wird, so daB
2,718275 < e < 2,718285.
Eine genauere Rechnung ergibt
e=2,718281828459 ... .

Mit Hilfe von Formel (13) kann man leicht zeigen, daB8 e irfazidmal ist.1)
Angenommen némlich, dies wiire nicht der Fall, d. h., es wiire e = 7 Dann
wihlen wir in (13) die Zahl n gréBer als ¢ und 2 und multiplizieren die ent-
stehende Gleichung mit »!:

P"'
=ttt n!+,,+l

Hiernach muB eine ganze Zahl sein. Das 1st aber nicht der Fall, denn

»+l

= 1
wegen 0< Z< 1 ist 1< e*<e< 3, so daB —+i zwischen a3 und — =

liegt. Diese Briiche liegen aber (wegen n > 2) zwischen 0 und 1.

+1

13. Die Untersuchungen von P. L. TscaeByscHEW und 8. N. BERNSTEIN.
Bei der Behandlung der Frage nach der Giite der Approximation einer
gegebenen Funktion f(z) durch das TavrLorsche Polynom

7@ =f@+L2 g—a) 4+ + L5 z—ap

1) Mit Hilfe stirkerer Methoden kann man-sogar beweisen, daB e dent ist, d. h.
keiner algebraischen Gleichung mit ganzen Koeffizienten gentigt.
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haben wir im vorangehenden Abschnitt den Punkt z festgehalten und den
Grad n laufend vergroBert. Es zeigte sich, daB man dabei in vielen Fillen zu
einer beliebig genauen Approximation des Funktionswertes f(x) gelangt.
Hiilt man dagegen den Grad = fest, so liegt im allgemeinen keineswegs fiir alle =
aus [4, B] der Wert von T'(z) nahe bei dem entsprechenden Wert von f(z).
Nur fiir hinreichend dicht bei @ gelegene Argumentwerte wird man ein gutes
Ubereinstimmen von 7'(z) und f (a:) erwarten konnen, weil nimlich die stetigen
Funktionen T(z) und f(x) im Punkte a denselben Wert annehmen. Das
Polynom T'(z) wird also bei festem » nur eine lokale Approximation von
f() liefern. Eine Verbesserung der Giite der Approximation durch Vergré8ern
von n erweist sich dabei in praktischer Hinsicht nicht als sehr geeignet, da
das Arbeiten mit Polynomen héheren Grades mit recht umfangreichen Rech-
nungen verbunden ist.

Diese Erwigungen fithrten den groBen russischen Mathematiker P. L.
TsorEBYSCHEW auf das Problem, Polynome zu konstruieren, deren Grad von
vornherein beschriinkt ist und die dennoch im Gegensatz zu den TayLORschen
Polynomen im ganzen Intervall (4, B] eine gute Approximation der Funk-
tion f(z) geben. Genauer formuliert, handelt es sich bei dem Problem von
‘TSOHEBYSCHEW um folgendes Unter allen Polynomen, deren Grad hochstens

n ist, ist dasjen, Iches von einer gegebenen stetigen Funk-
tion f(z) moghehst wenig abweicht, d. h., fiir welches
max |f(z)— P(z)| (14)
ASz=B

einen moglichst kleinen Wert annimmt. Es zeigt sich, daB es steis ein und nur
ein derartiges Polynom gibt, welches man das Polynom kleinster Abwewhung

nennt. Die GroBe (14) selbst wird die minimale Abweick der P
hichstens n-ten Grades von f(x) genan.nt und meistens mit E, n(f) bezeichnet.
TscHEBYSCHEW selbst unt be bereits eingehend die Eigenschaften der

Polynome kleinster Abweichung und gab eine ganze Reihe von Anwendungen
seiner Theorie, unter anderem in der Theorie der Maschi und Mechani
sowie in der Kartographie.

Die bemerkenswerten Untersuchungen TScEEBYSOHEWs bildeten den Aus-
gangspunkt fiir viele bedeutende Arbeiten seiner Schiiler (K. A. Posg, A. N.
KorgN, E.I. SoLotarsow, A. A. MaRKOFF, W. A. MARKOW u. a.).

Wesentlich weitergefiihrt wurden die Gedanken TsoHEBYSCHEWs durch
Untersuchungen von S.N. BERNSTEIN. Dieser ging von der Tatsache aus,
daB die minimale Abweichung E,(f) bei unbeschrinktem Wachsen von n
gegen Null strebt. Natiirlich hangt die Art, in der E,(f) klein wird, von den
Eigenschaften der Funktion f(=) ab; je einfacher diese Funktion ist, um so
genauer liBt sie sich durch ein Polynom ersetzen. Diese allgemeinen Uber-
legungen fiihrten BERNSTEIN zu einer konstruktiven Klassifikation der
stetigen Funktionen. In neuerer Zeit sind die mit diesem Ideenkreis zusammen-
héingenden Fragen sehr eingehend bearbeitet worden. Sie bilden heute ein
wichtiges Gebiet der Analysis, die sogenannte konstruktive Funktionen-
theorie, das fiir die Anwendungen von groBer Bedeutung ist. Dabei spielen
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3

die Untersuchungen sowjetischer Mathematiker eine erstrangige Rolle. Neben
BERNSTEIN haben sich um dieses Gebiet A.N. Kormogororr, W. L. Gox-
rsoEAROW, M. G. Krrin, N.I. Acmieser, E.J. REmes, S.M. LosmNskr,
S. M. Nixorskr und andere groBe Verdienste erworben.

§ 3. Anwendung der Differentialrechnung aut das Studium
der Eigenschaiten von Funktionen

14. Kriterien fiir dic Konstanz und Monotonie von Funktionen. Im vor-
liegenden Abschnitt wollen wir feststellen, welche Auswirkungen gewisse
Eigenschaften der Ableitung einer Funktion auf die Funktion selbst haben.

Satz 1. Eine in einem Intervall [a, b] erklirte Funktion f(z) ist dann und
nur dann konstant, wenn in allen Punkien des Intervalls [a, b] die Ableitung
f'(z) existiert und gleich Null ist.

Wir haben bereits oben gesehen, da8 diese Bedingung notwendig ist. Zum
Beweis dafiir, daB sie auch hinreichend ist, sei f(z) eine beliebige Funktion,
fiir welche in jedem Punkt z des Intervalls die Ableitung f’(z) existiert und
gleich Null ist. Wenden wir dann auf des Intervall [a, ] den Satz von
LAGRANGE an, so erhalten wir

f@)—fl@)=f(&)(z—a) (a<Z<2),

woraus sich wegen f’(Z) = 0 sofort f(z) = f(a) ergibt, und das besagt gerade,
daB die Funktion f(z) im Intervall [a, b] konstant ist.

Bevor wir zur Formulierung und zum Beweis der niichsten Sitze iibergeh
erinnern wir daran, daB man eine Funktion f(z) nichtfallend (nich hsend)
nennt, wenn aus z < y stets f(2) < f(y) (f(2) = f(y)) folgt; hat die Beziehung
z < y stets die Beziehung f(x) < f(y) (f(2) > f(y)) zur Folge, so nennt man
f(2) (echt) wachsend [(echt) fallend). Die nichtfallenden und die nichtwachsenden
Funktionen bezeichnet man auch fe d als tone Funkti
Da eine Funktion f(z) genau dann wiichst, wenn die Funktion —f(z) fallt,
kénnen wir uns beim Beweis der folgenden Sitze stets auf wachsende Funk-
tionen beschrinken.

Satz 2. Es sei f(z) eine im Intervall [a, b] erklirte Funktion, fir welche in
allen Punkten dieses Intervalls die Ableitung f'(z) existiert. Die Funktion f(z)
ist dann und nur dann nichtfallend (nichtwachsend), wenn in allen Punkten des
offenen Intervalls (a, b) die Ungleichung

fl@z0  (f@<s0)

erfilll ist.

Beweis. Wir nehmen zunichst an, da8 die Funktion f() nichtfallend ist.
Es sei ferner z ein beliebiger Punkt aus dem Intervall (a,b). Wir geben
dann dem Wert z einen Zuwachs 4z > 0, wobei noch z + Az €[a, b]. Wegen
flz+ dz) 2 f(z) ist

fa+dz)—{@) -
4z =7
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Vollziehen wir in dieser Ungleichung den Grenziibergang 4 z—> 0, so erhalten
wir f(z) 2 0, womit gezeigt ist, daB die angegebene Bedingung notwendig ist.

Es sei nun umgekehrt f’(z) = 0 fiir alle Punkte = € (a, b). Es seien ferner
z, y zwei Punkte aus dem Intervall [a, ] mit z < y. Wenden wir den Satz
von LaGRANGE auf das Intervall [z, y] an, so erhalten wir

JH) —f@)=f(2) (y—2).
Dabei ist < z < y, also z€(a, b), so daB f/(z) = 0 und daher

fy) =f(),
d. h., die Funktion f(z) ist nichtfallend.

Satz 3. Es sei f(x) eine im abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte Funk-
tion, fiir welche in allen Punkten dieses Intervalls die Ablestung f'(z) existiert.
Die Funltion f(x) ist dann und nur dann echt wachsend (echt fallend), wenn
Jfolgende Bedingungen erfiillt sind: 1. In allen Punkten des offenen Intervalls

(@, b) st
f@)=20 (f@=0).
2. In'keinem Teilintervall [p, q) des Intervalls [a, b] ist iiberall fi(z)=0.

Beweis. Ist die Funktion f(z) echt wachsend, so ist sie erst recht nicht-
fallend, so daB auf Grund des vorangehenden Satzes sicher die Bedingung 1.
erfiillt ist. Aber auch die Bedingung 2. ist erfiillt; denn giibe es ein Teilintervall
[, q), in welchem iiberall f’(z) = 0 ist, so wire auf Grund von Satz 1 in diesem
Intervall die Funktion f(z) konstant, also f(z) nicht echt wachsend, im Wider-
spruch zur Voraussetzung. Damit ist gezeigt, daB die angegeb Bedingungen
notwendig sind.

Wir nehmen nun umgekehrt an, daB 1. und 2. erfiillt sind. Dann ist zunachst
auf Grund des vorangehenden Satzes die Funktion f(z) nichtfallend. Wir
betrachten nun zwei beliebige Punkte z, y aus dem Intervall [a, b], wobei
z<y sel. Dann ist fiir alle Punkte z aus dem Intervall [z, y] offenbar
f(2) < f(z) < f(y). Wiire nun f(z) = f(y), so wire also die Funktion f(z) im
Intervall [z, y] konstant, und es wiirde in allen Punkten dieses Intervalls die
Ableitung verschwinden, im Widerspruch zu 2. Es ist also f(2) % f(y), und
zwar f(z) < f(y), womit Satz 3 vollstindig bewiesen ist.

Die vorangehenden Ergebnisse werden vollstindig plausibel, wenn wir uns
vergegenwirtigen, da der Wert der Ableitung nichts anderes ist als der
Steigungskoeffizient der Tangente in demjenigen Punkt des graphischen
Bildes der Funktion, welcher den Differentiationspunkt als Abszisse besitzt.
Wenn nun die Funktion f(z) wichst, so geht das graphische Bild der Funktion,
falls man seinen Verlauf von links nach rechts verfolgt, nach oben (Abb. 12a),
-withrend es fiir eine fallende Funktion (Abb. 12b) nach unten geht. Daher ist
im ersten Fall der Winkel zwischen der Tangente und der positiven Richtung
der z-Achse spitz und im zweiten Fall stumpf. Dabei kann jedoch in einzelnen
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Punkten die Tangente auch parallel zur z-Achse verlaufen (Abb. 12c). Analy-
tisch bedeutet dies, daB auch bei einer wachsenden (fallenden) Funktion die
Ableitung in einzelnen Punkten verschwinden kann.)

17 ¥ I
o | H d H
o/ z z T \Z U0l T T
a) Y o
Abb. 12
Beispiel 1. Es sei singz
plr) =22
Da die Funktion ¢(z) im Punkte z = 0 ihren Sinn verliert, beschrinken wir

uns auf ein Intervall |3, %] mit 0<6< % In jedem Punkt eines solchen
Intervalls existiert die Ableitung ¢’(z), und zwar ist

, _ Zcosg—sing _ T—tgT
qo(z)——z,——Tcosa:.

Nun ist aber fiir 0 < 2 < % bekanntlich z < tg @, so daB im offenen Intervall
n

(6, %) iiberall ¢/(x) < 0 ist und daher im Intervall [6, ?] die Funktion ¢ (z)
falls. Es ist also p(z) gnp(—;i) =2 und daher

sin:cg—z-:c.
T

Diese Ungleichung gilt zunichst fiir alle rmit 6 < z < %

positive reelle Zahl ist. Da hierbei 6 beliebig klein gewihlt werden kann, gilt
sie also fir0< 2 < % Da sie schlieBlich fiir 2 = 0 trivial erfiill ist, gilt sie
fiir alle z aus dem Intervall [0, %]

Beispiel 2. Wir wollen als nichstes zeigen, da8 fiir p > 1 und jedes posi-
tive @ und b die Ungleichung
(a+b)P < 2°71(a” + bF)

gilt. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit ko wir dabei annehmen,
daB a = b, so.daB o< % < 1. Dividieren wir beide Seiten der vorgelegten

, wobei d eine beliebige

1) Zum Beispiel ist fiir die Funktion f(z) = 2° offenbar f'(0) = 0, obwohl die Funktion f(z)
wachst.
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Unglelchung durch ¥” und ersetzen wu- 2 durch 2, so nimmt die zu beweisende
Ungleichung die Form

1+zP=< 22114 2P)
oder

2142 —(1+2P 20
an. Zum Beweis hierfiir setzen wir

2911 + 2P) — (1 + 2P = f(2).
Dann ist offenbar

f @)= 20" pa? -} — p(1 + 2)P -} = p[(22)° ' — (1 + 2)P~7],

so daB fir 0 < 2 < 1 und p > 1 die Ungleichung f(z) < 0 erfiillt ist (denn
fir die angegebenen Werte ist 22 < 1 4 z und daher (2z)*~! < (1 4 z)P~?).
Daraus folgt, daB die Funktion f(z) im Intervall [0, 1] fiillt, so daB

f@)>f(1) fir 0<z<l.
Nun ist aber f(1) =2P-1.2 —2° =0 und daher
fle)>0 fir 0<z<l;

ist z=1, so geht diese Ungleichung in eine Gleichung iiber. Setzen wir fir

f(z) die wirkliche Bedeutung ein und setzen wir anschlieBend z-—b—
erhalten wir der Reihe nach

22711427 — (142?20 und (a+b)< 2P HaP+ V7).

Da die zuletzt erhaltene Ungleichung symmetrisch in bezug auf a und b ist,
gelangen wir im Fall b < a zu demselben Resultat.
Wir iiberlassen es dem Leser, im Fall p < 1 entsprechend die Ungl

(a+bP<a?+b°

&

herzuleiten (5us der sich speziell .Va +b< 'i/; + W fiir beliebiges natiirliches n
und e>0,5>0 ergibt).

.Beispiel 3. Wir beweisen folgenden Satz von HuvoExns: Es sei p, der
Umfang des dem Kreis mit dem Radius R einbeschriebenen und P, der Um-
fang des dem Kreis mit dem Radius R umbeschriebenen regelmiBigen n-Ecks.
Dann ist

2 Pat 5 Pa>22R.
Offenbar ist
p,,=2Rnsin% und P,,=2Rntg%,

so daB

2Rn (

3Pa+ P 2sin = —+t8 )



e

§3. A dung der Di ialrech 341
und daher die zu beweisende Ungleichung auch in der Form
. 0 k3
2sin—+tg - > 3
geschrieben werden kann. Wir zeigen nun, daB sogar allgemein
2sinz + tgz > 3z, 0<x<12'-, @

gilt, woraus dann speziell der Satz von HuveExs folgt.
Dazu betrachten wir die Funktion
f(x) =2sinz 4 tgz— 3z.
Offenbar ist
_ 1 _ 2c08°z —3cos’s +1
Ji(@)=2c08z + o —3=—— 5 —

__ (20082 — 2008%2) + (1 ~ cos*z) __ (1— cosz)(l + 008z — 2c08’s)
B cos?s - c0s3z .

Da nun fir 0< 2< ; die Ungleichungen 1 —cos z >0, cos?z >0 und

1+ cos z — 2 cos?z = 1 — cos?z -+ cos z(1 — cos z) >0 gelten, ist f(z) >0
und daher die Funktion f(z) echt wachsend, so da8
z
3
Hieraus ergibt sich sofort die Behauptung. Aus (1) folgt ferner
sinz + tgz >3z —sinz > 3z —zr =2z,

flx)>0 fir O<z<

das heiBt
sinz 4 tgz > 2z, 0<x<%.

Wir weisen darauf hin, deB man mit der in den behandelten Beispielen
verwendeten Methode viele weitere Ungleichungen beweisen kann.

156. Extrema von Funktionen. Die Funktionen, mit denen man es in den
Anwendungen zu tun hat, sind im allgemeinen nicht in ihrem ganzen Defini-
tionsbereich monoton. Meistens zeigt ihr graphisches Bild einen Verlauf, der
dem in Abb. 13 dargestellten P
ahnlich ist.

Die in Abb. 13 dargestellte
Kurve weist nun in den Punkten
B, C, D, E, F, G eine gewisse
Besonderheit auf. Obwohl die
zu diesen Punkten gehérenden
Funktionswerte nicht groBter
bzw. kleinster Funktionswert =7
auf dem Intervall [a, b] sind,
sind sie doch Extremwerte im

©
o
>
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NI N S
R O
PN B
P D
~Y

3



342 Ableitungen

Vergleich zu allen zu hinreichend benachbarten Argumentwerten gehérenden
Funktionswerten. Zum Beispiel ist der Funktionswert fir z =5b (welcher
zum Punkt B gehort) der groBte Wert der Funktion f(z) im Intervall [a, c]
usw. Im Zussmmenhang mit diesen Uberlegungen geben wir die folgende
Definition: Man sagt, die Funktion f(x) besitze im Punkte z = z, ein
Mazxi bzw. Mini: , wenn es ein den Punkt z, im Innern enthaltendes
Intervall [p,q] gibt (d.h. p< =z, <g), welches im Definitionsbereich der
Funktion liegt und wobei f(x) < f(z,) (f(%) = f(z,) fiir alle z€[p, g]. Die
Maxima und Minima einer Funktion werden auch zusammenfassend deren
Extrema oder Extremwerte genannt.

Wir weisen darauf hin, daB nach der angegebenen Definition die Punkte,
in denen eine gegebene Funktion Extremwerte annimmt, gmndsitzlich im
Innern des Definitionsbereiches liegen. Man kann deshalb von der in Abb. 13
dargestellten Funktion nicht behaupten, daB sie im Punkte z = % (in welchem
sie ihren gréBten Wert annimmt) ein Maximum besitzt. Diese Einschrinkung
haben wir deshalb in die Definition aufgenommen, damit man auf die Punkte,
in denen sich ein Extremum befindet, den FERMATschen Satz (Abschnitt 10)
anwenden kann. Dieser gestattet, wie man leicht sieht, jetzt folgende Formu-
lierung:

Satz von FERMAT. Nimmt die Funktion f(z) im Punkte x = x, ein Ex-
tremum an wnd existiert in diesem Punki die Ableitung f'(x,), so ist f'(z,) =

Es versteht sich von selbst, daB die Umkehrung hiervon nicht richtig ist:
Der Tatsache, daB in einem Punkt die Ableitung verschwindet, kann man
keineswegs entnehmen, da8 in diesem Punkt ein Extremum vorliegen muB.
Zum Beispiel ist fir die Funktion f(z) = #® offenbar f'(0) =0, obwohl die
Funktion f(z) im Punkte z = 0 kein Extremum besitzt.

Verschwindet in einem Punkte z, die Ableitung f’(z,), so sagt man mit-
unter, die Funktion f(x) verhalte sich im Punkte z, stationdr. Die Punkte
stationiéiren Verhaltens sind gerade diejenigen Punkte, in welchen die Tangente
an das geometrische Bild der Funktion parallel zur z-Achse ist.

Der Satz von FERMAT besagt also, daB sich eine Funktion in jedem Punkte,
in welchem sie einen Extremwert annimmt, stationir verhalt. Jedoch hat man
hierbei grundsitzlich die Existenz der Ableitung im betrachteten Punkt vor-

Zum Beispiel besitzt die Funktion y =|z| (vgl. Abb.6) im
Punkte z =0 ein memum, ohne daB sie sich dort stationdr verhdlt (denn in
diesem Punkt existiert die Ableitung nicht).

Fiir die genauere Diskussion einer Funktion ist es nun wichtig, ihre Extrem-
werte zu kennen. Da sich a,llgemein hieriiber nur sehr wenig sagen 1it, wollen
wir uns im folgenden auf eine spezielle Klasse von Funktionen beschriinken.

‘Wir sagen, die Funktion f (x) gehore der Klasse K ([a, b]) an, wenn sie folgende
Bedingungen erfiillt :

1. Die Funktion f() ist im Intervall [a, b] erklirt, und es existiert in allen
Punkten dieses Intervalls die Ableitung f’(z).})

1) Hieraus folgt bereits, da8 f(z) im Intervall [a, b] stetig ist.
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2. Die Ableitung f’() ist im Intervall [a, b] stetig.

3. Die Funktion f(z) verhilt sich nur in héchstens endlich vielen Punkten
des Intervalls [a, b] stationir.

Fiir die Funktionen dieser Klasse 1Bt sich die Frage nach den Extrem-
werten verhiiltnismiBig einfach beantworten.

Gibt es nidmlich in (@, b) keinen Punkt stationdren Verhaltens, so besitzt die
Funktion im Intervall [a, b] keinen Extremwert. In diesem Fall ist f(z)
monoton. In der Tat: Angenommen, es gibe Punkte 2’ und z’ aus (a, b), in
welchen die Ableitung f’(z) verschiedene Vorzeichen besitzt; dann gibe es
wegen der Stetigkeit von f’(z) zwischen 2’ und 2"’ einen Punkt, in welchem
die Ableitung verschwindet, und das sollte ja nicht der Fall sein; folglich
besitzt die Ableitung f’(z) in (a, b) tiberall dasselbe Vorzeichen, und das be-
deutet, daB die Funktion f(z) monoton ist.

Gibt es dagegen im Intervall (@, b) Punkte 2, < 2, < - -+ < z,,, in welchen
sich die Funktion f(:c) stationdr verhh.lt (und sind dies auch alle derartigen
Punkte), so zelgt eine der vo en ent hende Uberlegung, da8 die
Ableitung f'(z) in den oﬂ'enen Intervallen (a, x,), (21, T3), . . ., (T, b) joweils
ihr Vorzeichen beibehilt, so daB auf den zugehérigen abgeschlossenen Inter-
vallen [a, 2], [%;, %y}, . . ., [, b] die Funktion f(z) monoton ist.

Auf diese Weise gelangen wir zu der folgenden

Regel. Um fiir eine Funktion f(z) der Klasse K ([a, b)) die Extremwerte zu
bestimmen, geniigt es,

1. die Ableitung f'(z) zu b

2. die Ldmngen der Qleichung f’(:c) =0 zu ermitteln;

3 fur die im offenen Intervall (a, b) liegenden Losungen ,, ..., z,, dieser

das Vorzeichen von f'(x) in den Intervallen (a, z,), (7, @), ...,
(z,,,, b) urui damit das Verhalten von f(z) in diesen Intervallen zu bestimmen.

Offenbar sind dann nimlich fiir jedess (1 < ¢ < m) folgende Fille moglich :1)

Vorzeichen von Vorzeichen von Verhalten der Funktion
/(=) fiir z,_, <z < 3 (=) fir <z < %, im Punkte z,
1 + + kein Extremwert
2 + - Maximum
3 - + Minimum
4 — - kein Extremwert

In den Fillen 1 und 4 sagt man, die Funktion f(z) besitze im Punkte z,
einen Wendepunkt.

In den Fillen, daB in den Punkten z;, in welchen sich die Funktion f(z)
stationér verhilt, auch die zweite Ableitung f”(z) existiert, lassen sich die
Untersuchungen héufig dadurch vereinfachen, daB man von folgendem Satz
Gebrauch macht:

) Es sei a = 2, b=z, ,, gesetzt.
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Satz. Es sei x; ein Punkt des offenen Intervalls (a, b), in welchem sich die
Funktion f(z) stationdr verhilt. Ist dabei f”(z;) & O, so liegt im Punkte x; mit
Sicherheit ein Exiremwert vor, und zwar ein Mazimum, wenn f”(x) <O ist,
und ein Minimum, wenn f’(z;) >0 ist.

Beweis. Setzen wir z;+ dz = z, so ist

f”(r)—hm /@)~ I'(fﬁ)

z—a,

also wegen f'(z;) =0 G )—11.m I (z)

-~z z— %
Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, wollen wir annehmen, daB8
f(z) > 0. Dann ist fiir hinreichend kleines |z — ;|

(=)

z—z
ebenfalls positiv, d. h., fiir ein hinreichend nahe bei z; gelegenes = haben f'(z)
und z — z; dasselbe Vorzeichen, so daB f’(z) im Intervall (z;_,, 7;) negativ
und im Intervall (z;, %,,) positiv ist, und das bedeutet ja gerade, wie wir
bereits wissen, da8 im Punkte z; ein Minimum vorliegt.

Beispiel 1. Die Funktion z

L -y
ist auf Extremwerte zu untersuchen.

Abb. 14

Im betrachteten Beispiel ist 1—gt

=Uran

Man sieht sofort, daB y’ genau in den Punkten #, = —1 und z, = 1 den Wert
Null annimmt. Als Vorzeichen fiir &’ in den Intervallen (—oo, —1), (—1, 1),
(1,00) ergibt sich bzw. —, 4, —. Daraus folgt, daB die betrachtete Funktion
im Punkte # = —1 ein Minimum und im Punkte z = 1 ein Maximum besitzt.
Beachten wir nun noch, daB f(—1) = —%, f+1)=+ %, daB das graphische
Bild der Funktion f(z) durch den Koordinatenursprung geht und daB
lim f(z) = 0 sowohl fiir z—>+ oo als auch fiir £——o0, so kénnen wir uns
bereits eine sehr gute Vorstellung vom Verlauf des graphischen Bildes der
Funktion machen (Abb. 14).
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Beispiel 2. Die Funktion

ist auf Extremwerte zu untersuchen.

y=23(x—b)?

Im betrachteten Fall ist 3 = 52%(z — 5) (x — 3). Daraus ergebep sich als
Punkte stationdren Verhaltens: z, =0, 23 =3, #; = 5. Das Vorzeichen der

Ableitung ¥’ in den Intervallen (—co,0),
(0,3), (3,5), (5,00) ist bzw. +, 4, —, +.
Daraus folgt, daB im Punkte z =0 ein
‘Wendepunkt, im Punkte =3 ein Maxi-
mum und im Punkte = 5 ein Minimum
vorliegt. Offenbar ist f(0)=0, f(3) =108,
f(8) =0. Daraus folgt, daB das gra-
phische Bild der Funktion die z-Achse
im Punkte 2 = 0 schneidet und im Punkte
« = 5 berithrt. Ferner ist klar, da8

lim y=+4oco.

Z—+00

lim y=—oo,
zZ—>—00
In Abb. 15 ist der ungefihre Verlauf
des graphischen Bildes der betrachteten
Funktion dargestellt.)
Wir empfehlen dem Leser, die hier

y

00

T T T T T T T

W o

S

-

~fF

Abb. 15

erarbeiteten Methoden auch auf die im vorangehenden Artikel (vgl. S. 41,
43 usw.) ohne Verwendung der Differentialrechnung diskutierten Funktionen

(z. B. y = 2® — 2 usw.) anzuwenden.

16. Bestimmung des griBten und des kleinsten Wertes einer Funktion auf
einem abgeschlossenen Intervall. Es sei f(x) eine Funktion der Klasse K([a, b]).

¥
’\/\/'Mw
ﬂl a b T

Abb. 16

Da sie stetig ist, besitzt sie (vgl. S. 207)
auf [a, b] einen groBten Wert M und
einen kleinsten Wert m. Unsere Auf-
gabe soll es nun sein, M und m zu
bestimmen. Dabei beschrinken wir
uns der Einfachheit halber auf die
Bestimmung von M; die Uberlegun-
gen fir m verlaufen entsprechend.
Wir wollen annehmen, daB der
Wert M im Punkte z, angenommen
wird, d.h., es sei f(z) =M. Ist
a< %,< b, so nimmt die Funktion f(z)

im Punkte z, offenbar ein Maximum an. Es kann aber natiirlich auch der
Fall eintreten, daB z, = a oder z, = b (Abb. 16); in diesem Fall braucht sich
die Funktion f(x) im Punkte z, nicht stationdr zu verhalten. Aus dem Ge-
sagten erhalten wir unmittelbar folgende

1) In Abb. 15 sind auf der 2-Achse und auf der y-Achse verschiedene Mafstibe gewaklt,
damit der Punkt mit der Ordinate 108 noch Platz auf der Abbildung findet.
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Regel. Um den gropten Wert der Funktion f(x) im Intervall [a, b] zu finden,
mup man alle Mazima der Funktion f(z) in (a, b) bestimmen. Werden diese
in den Punkten z,, @y, . .., T, angenommen, so ist der grofte Wert der Funk-
tion f(z) im Intervall [a, b] die gropte der Zahlen

f@), f(za), - - ., f(=za), fla), f(B)-

¥ Besonderes Interesse verdient der Fall,
daB die Funktion f(x) im offenen Inter-
vall (a, b) nur einen Extremwert f(z*)
annimmt und dieser Extremwert ein
Maximum ist. In diesem Fall ist, wie
man sofort sieht, der zugehirige Funk-
0| a Fid b I tionswert f(a*) der grifte Wert der
Funktion f(x) im Intervall [a, b). Diese
Abb. 17 Verhiiltnisse sind in Abb. 17 ange-

deutet.
Wir betrachten nun zwei Aufgaben, die sich mit Hilfe der hier entwickelten

Theorie 16sen lassen.

Aufgabe 1. Vorgelegt ist (Abb. 18) ein y"
dr

Ax)=M

rechteckiges Stiick Blech im Format
8dm X 5dm. Aus den Ecken sollen Qua-

drate so ausgeschnitten werden, da8 nach ‘1’”

Hochklappen der iiberstehenden Teile ein
oben offener Kasten moglichst groBen

Inhalts entsteht. ==

Bezeichnen wir mit z die Seitenlinge —— im |
des ausgeschnittenen Quadrats, so ist
offenbar 0 < z < 2,6. Das Volumen des Abb. 18

entstehenden Kastens wird dann durch
V =2z(8 —2x)(6 —22) = 42— 262 + 40z

gegeben, und unsere Aufgabe besteht darin, den groBten Wert dieser Funktion
im Intervall [0, 2%] zu berechnen. Zu diesem Zweck differenzieren wir V
zweimal :

V'=1222— 52z + 40, V" =24x—52.

Als Losungen von ¥/ =0 ergeben sich 2, =1 und z, = 3—;—, von denen nur
a, =1 im Intervall (0, 2%) liegt. Wegen V*/(1) = —28 < 0 liegt fiir z=1ein
Maximum vor, und hier wird, wie oben bemerkt, gleichzeitig auch der groBte

Wert angenommen. Man erhiilt also den Kasten groBten Inhalts, wenn man
ein Quadrat der Seitenliinge 1 dm ausschneidet.
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Aufgabe 2. Einem gegebenen Kegel soll ein Zylinder groSten Inhalts
embesclmeben werden (Abb. 19).
h wir den Radius des gesuchten Zylinders mit » und seine Hohe
mit %, so wird sein Volumen durch

V=mnrh

gegeben. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4 BC und M NC folgt nun
A R—r

=tz @)

wobei R der Radius und H die Hohe des gegebenen Kegels sind. Hieraus
findet man P
V= n-—(Rr’ 7).

Von dieser Funktion (von r) haben wir den
groBten Wert im Intervall (0, R) zu bestimmen.

Differenzieren wir diese Funktion zweimal,
so erhalten wir

V=2 (2Rr—3n),

" __ H
V'=n 7 (2R—6r).

Die Gleichung ¥’ = 0 besitzt nun offenbar ge-
nau die Lésungen r =0 und r=%R. Von
diesen beiden liegt nur die zweite im Intervall
(0, B), und da fiir sie V" (%R) ——2zH<O
ist, liefert sie bereits den groBten Wert von V. Also wird der Radius des ge-
suchten Zylinders durch r=%R gegeben. Die Héhe & kann man sodann
auf Grund von (2) berechnen.

Wir wollen hier auf die Angabe weit: Beispiele verzichten, da bereits die
betrachteten Beispiele die Wirksamkeit der Methoden der D).ﬂ’erentmlrechnung
deutlich erkennen lassen.?l)

Abb. 19

1) In vielen Fallen lassen sich unter

A individueller Besonderheiten der ge-
stellten Aufgabe dor gréBto u.nd der kloinste Wert einer Funktion auch mit Hilfe
von el M Die Wirksamkeit der Methoden der Differential

rechnung besteht aber gerade darin, daB man die individuellen Besonderheiten der

gestellten Aufgabe vollstindig ignorieren kann; die Methoden der Differential-

rechnung fithren bei der Klasse E[(a, b)] stets zum Ziel. Die Dinge l.wgen hier ganz

enteprechend wie bei der Lésung fgaben durch A llung von

Gleloh\mgan Man kann auch dort mitunter ohne diese suskommon, jedoch geben die
h eine ganz all ine Methode zum Ldsen arithmetischer Aufgaben.

gt
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Wir bemerken zum AbschluB, daB es eine ganze Reihe von speziellen
Methoden gibt, mit deren Hilfe sich die Berechnung des groften und des
Kkleinsten Wertes einer Funktion noch weiter vereinfachen liBit. SchlieBlich
kann man eine ganz entsprechende Theorie auch fiir Funktionen von mehreren
Verinderlichen aufbauen. Wir wollen jedoch auf diese Dinge hier nicht weiter
eingehen. Man findet sie in allen Einzelheiten in simtlichen Lehrbiichern der
Differential- und Integralrechnung.




Kapitel II

INTEGRALE

§ 4. Das unbestimmte Integral

17. Grundbegriffe. Grundoperation der Differentialrechnung ist das Diffe-
renzieren, d. h. das Aufsuchen der Ableitung einer gegebenen Funktion. Dabei
handelt es sich, wie wir bereits wissen, im wesentlichen darum, die ,,Geschwin-
digkeit* zu bestimmen, mit der sich die Funktionswerte im Vergleich zu den
Argumentwerten éndern. Hiufig hat man es nun in den Anwendungen auch
mit der umgekehrten Aufgabe zu tun. Dies ist z. B. immer dann der Fall, wenn
aus der gegebenen Ablaufgeschwindigkeit eines Prozesses der ProzeB selbst
zu rekonstruieren ist. Mathematisch bedeutet diese Aufgabe das Bestimmen
einer Funktion aus ihrer Ableitung. Mit diesem Problem beschéftigt sich im
wesentlichen das zweite Hauptgebiet der Analysis, die sogenannte Integral-
rechnung.

Ist der Wert einer in einem gewissen Intervall?) [a, b] definierten Funktion
f(z) in allen Punkten dieses Intervalls gleich der Ableitung der ebenfalls im
Intervall [a, b] definierten Funktion F(z), so nennt man F(z) eine Stamm-
funktion oder primitive Funktion zu f(z) (im Intervall [a, b]). )

Es gilt dann der bemerkenswerte

Satz 1. Jede auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetige Funktion
besitzt dort eine Stammfunktion.

Einen Beweis fiir diesen Satz werden wir spiter in Abschnitt 24 geben.

Man sieht sofort, daB fiir eine beliebige Konstante C mil F (z) auch F(x) + C
Stammfunktion zu f(z) ist. Umgekehrt hat aber auch, wenn F(z) Stamm-
funktion zu f(z) ist, jede andere Stammfunktion die Form F(z)+ C. In der
Tat: Ist F(z) eine beliebige Stammfunktion zu f(z), so ist die Ableitung von
Fy(z)—F(z) auf [a, b] iiberall gleich Null, und daraus folgt (vgl. Abschnitt 14),
daB diese Differenz konstant ist, d. h.

Fi(x)—F(x)=C und Fy(z)=F(x)+C.
Ist F(z) eine Stammfunktion zu f(z), so wird die Funktion F(z)+ C der

beiden Verdnderlichen z und C das unbestimmte Integral der Funktion f(z)
genannt und mit
Jiwaz

bezeichnet.

1) Dieses Intervall kann offen, abgeschl oder halboffen sein. Um etwas Bestimmtes
vor Augen zu haben, wollen wir im folgenden stets abgeschl Intervalle be-
trachten.
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Das unbestimmte Integral einer Funktion ist also die allgemeine Form
der Stammfunktion dieser Funktion. Die GréBe C, die in die Definition des
unbestimmten Integrals eingeht, bezeichnet man als ,,willkiirliche Konstante*‘

oder Integrati te. Durch p de Spezialisierung von ¢ kann man
aus dem unbestimmten Integral jede Stammfunktion gewinnen.

Aus der Definition des unbestimmten Integrals erhiilt man sofort die folgende
Aussage:

Satz 2. Die Ableitung des unbestimmien Integrals einer Funktion f(z) ist
gleich der Funktion f(z), d. k.

([ 1@ da) = fa).

Zur erfolgreichen Anwendung der Integralrechnung beim Aufsuchen des
unbestimmten Integrals elementarer Funktionen ist eine ausgefeilte Technik
erforderlich. Der Leser, der diese erlangen mdchte, muB auf die Spezialliteratur
verwiesen werden, da hier nur ein allgemeiner Uberblick iiber die dabei ver-

deat: M +hod, geg ' 3 k&nn.

Als Grundlage fiir die Integrationstechnik dienen eine Reihe von einfachen
Formeln, von denen wir hier nur die folgenden nennen wollen:

1. fdx=:c+0. -
+1
2. fa,—'dz=:'+l+0 @ —1).
dz
3. fT=lna:+0.
4. fa‘dz=]:—'a+0. 5. fe‘dx=e‘+0‘
6. fcoszdz:sinz+0. 7. fsi.nxd:::——oosx-{-(,'.
dz dz
8. J{m2’=tgz+0. 9. fﬁ,—;=—otgz+0.
d .
10. f},a‘_iz’=msm%+o (a>0).
d. 1
I [ =aretg 240 (@+0).
dz 1 z—a
2 |a—m=gmhgetC  @+0.
Die Giiltigkeit dieser Formeln beweist man dadurch, da8 man jeweils die
rechte Seite differenziert; denn auf Grund der Definition des unbestimmt

Integrals gilt die
Regel. Um die Quiltigkeit einer Gleichung

[f@)de=F@)+C *
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nachzuweieeﬁ, muB man ihre rechte Seite differenzieren. Ergibt sich dabei die
auf der linken Seite auftretende Funktion f(z), so st die Gleichung (*) richtig.

Wir wollen hier darauf verzichten, die in der Tabelle angegebenen Glei-

hungen als richtig nachzuweisen. Essollen lediglich einige Bemerkungen iiber
den Giltigkeitsbereich dieser Formeln gemacht werden.

Die Formeln 1, 4, 5, 6, 7, 11 gelten auf der ganzen z-Achse (in Formel 4 mul
natiirlich vorausgesetzt werden, da8 a >0, a % 1; — Anm. d. wissenschaftl.
Red.).
Formel 2 gilt in allen den Intervallen, in welchen beide Seiten einen Sinn
haben; zum Beispiel gilt also die Formel

f%=2ﬁ+0

in jedem Teilintervall des Intervalls (0, ), die Formel

[Vzaz= 3yzito
in jedem Intervall usw.
Formel 3 gilt in jedem Teilintervall des Intervalls (0, cc). Ist dagegen
%€ (— o0, 0) so tritt an die Stelle der Formel 3 die Formel

f—'i—z=ln(—z)+0.

Formel 8 gilt in jedem Intervall, in welchem kein Punkt (22 + 1)% vor-

kommt, Formel 9 in jedem Intervall, welches keinen Punkt nzx enthilt.

Formel 10 gilt im Intervall (—a,+ a) und Formel12 schlieBlich in (—oo, —|a)
und (|al, o).

Die Integrale komplizierterer elementarer Funktionen kann man sodann
unter Umstéinden durch p de Kombination der in der ,,Integraltabelle*
angegebenen Formeln erhalten. Hierfiir gibt es nun eine ganze Reihe von
Methoden. Die einfachsten dieser Methoden bestehen in der Anwendung der
folgenden beiden Sitze:

Satz 3. Das Integral einer Summe oder Differenz mehrerer Funktionen ist
gleich der Summe bzw. Differenz der Integrale der einzelnen Funkiionen, d. k.
zum Beispiel

[Uf@) +9(@) —h@Nde=[f@)dz+ [g@) dz—[h)dz. ()
Satz 4. Ein konstanter Faktor kann vor das Inlegralzeichen gezogen wer-

den, d. k.
fcf(z) d.r=cff(z)dx.

Wir wollen als Beispiel die Formel (,*) verifizieren. Zu diesem Zweck haben
wir suf Grund der oben erwiihnten Regel die rechte Seite zu differenzieren.
Da die Ableitung einer Summe (Differenz) gleich der Summe (Differenz) der
Ableitungen ist, erhalten wir die Ableitung der rechten Seite von (4*), wenn
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wir die dort stehenden Integrale einzeln differenzieren. Auf Grund von Satz 2
ergibt dies aber gerade f(z) + g(z) — k(z), d. h. die auf der linken Seite unter
dem Integralzeichen stehende Funktion. Ahnlich beweist man Satz 4.

18. Integration durch Substitution. Ein sehr weittragendes Verfahren fiir
die Reduktion komplizierterer Integrale auf einfache liefert die sogenannte
Substitutionsregel. Sie kann in zwei verschiedenen Formen angewendet wer-
den, welche aber beide auf dem folgenden Satz basieren:

Satz. Es sei F(z) im Intervall [p, q] Stammfunktion zu f(z). Dann ist fiir
Jjede im Intervall [a, b] definierte differenzierbare Funktion @(z), deren Werte
die Ungleichung p < ¢(x) < q erfiillen, die mittelbare Funktion F (p (z)) Stamm-
funkdion zu. f(p(z))@'(2). :

Beweis. Zur Differentiation der mittelbaren Funktion y = F(p(z)) fithren
wir das Hilfsargument z = @ () ein. Dann ist y = F(2), z = ¢(z) und daher
Yz = y:2:=F'(z)¢/(x). Da nun nach Voraussetzung F'(z) =f(z) ist, gilt
v:=f)¢(@)=f (q:(z)) ¢'(x), womit der angegebene Satz bereits bewiesen ist.

Offenbar kann man den zuletzt genannten Satz auch kurz folgendermaBen
formulieren :

o [faaz=F@ +0,

[Flo@) ¢'(2)dz=F(p(a)) +C.

80 st
Hieraus folgt:
Erste Substitutionsregel. Um ein Integral der Form
I=[f(¢()) ¢ (2)dz
2u berechnen, bringt man es auf die Form
I=[f(p() dop(2),

ersetzt hier @ (x) durch z, berechnet das entstehende Integral und setzt im Resultat
Siir z wieder ¢(z) ein.
Hier einige Beispiele fiir die Anwendung der ersten Substitutionsregel:

dz dlnz dz
L fmmz T = [TH7 = orotgz+ 0 = arotghnz +.0;
edx de* dz
2 [Fe = [ = [iir meowt 0= et 0;
cosz dz dsinz dz .
8 ) Trems = mm—as=fm=“°t8=+0=“‘°”3°m’+o'

Die bisher angegebenen Beispiele zeigen, wie man aus der einen Formel
dz
fl+z’ =arctgz+C

beliebig viele weitere Integrationsformeln erhalten kann.

&
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Entsprechend erhiillt man aus

% =lnz+C
die ‘weiteren Integrationsformeln
d cosz
ftgzdz= ——az—=—ln cosz+C,

sdz 1 [d(@+2) _

#+2 3] 2°+2

+hE+2)+0,

dz darctgz
f(l+z’)uctg= =f arctgs =In arctgz + C
usw.
Wir ke nun zur iten Substitutionsregel. Dazu sei f(z) eine im
Intervall [a, b] stetige Funktion. Es sei ferner z = ¢(¢) eine auf einem Intervall
[, f] definierte differenzierbare Funktion, deren Werte die Ungleichung

a< @) <b erfillen und fiir die auf [a,b] die Umkehrfunktion ¢ = y(z)
existiert. Wir betrachten dann das Integral

L=[flpw) ¢ dt.

Auf Grund des oben Gesagten kann man dieses Integral dadurch berechnen,
daB man es zuniichst in der Form

[flew)de@
schreibt, hier g(t) durch z ersetzt und dann das Integral
I= f flx)dz

auswertet (dieses Integral existiert, weil die Funktion f() nach Voraussetzung
stetig ist). Ist etwa
[f@dz=4(=)+0C,
so ist nach der ersten Substitutionsregel
L=A(p)+C.

Es sei nun A(p(t)) = F(¢t). Ersetzen wir hier ¢ durch y(2) und beriicksichtigen
wir, daB @ (y(x)) = z ist, so erhalten wir

A@@)=F (y(@)).
[fz)dz=F (y(a)) +C.

Beachten wir schlieBlich noch, daB F(¢) nichts anderes ist als die Stamm-
funktion zu f(p(¢)) ¢'(t), so finden wir:

Also ist
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Zweite Substitutionsregel. Um das Integral
I=[f@)dz

zu berechnen, kann man folgendermafen vorgehen: Man setzt zundchst x = ?(t),
wobei @(t) eine differenzierbare Funktion ist, die eine Umkehrfunktion p(x)
besitzt, berechnet das entotehmde Integral und ersetzt im Resultai t durch ().
Wir betrachten zwei Beispiele fiir die Anwendung der zweiten Substitu-
tionsregel :
Beispiel 1. Essei /= f Y1 —a?dz. Setzen wir £ =sint, so gelangen wir
zu dem Integral

8in2¢

1 2 1
fcos’tdt=f$dt=—;-+7 c0s2td(2t) = 5 + 232 4 C.
Also ist X
I= srcs;mz +zV1 +0.

Beispiel 2. Es sei /= =2, so finden wir

2tdt
1“_2]( 1+l dt_2t—2ln(l+t)+0

=2Vz—2I(14+V2)+0.

19. Partielle Integration. Ein weiteres wichtiges Verfahren zur Auswertung von
Integralen ist die Methode der ,,partiellen Integration*. Hierfiir seien » = u(z)
und v = v(z) zwei auf demselben Intervall [a, b] definierte differenzierbare
Funktionen. Dann ist bekanntlich in allen Punkten des Intervalls [a, b]

(wv) =uw'v+ uv'
Diese Beziehung kénnen wir nun offenbar auch gleichwertig in der Form
f(u’v+m/)dx=uv+0
schreiben. Beachten wir noch «'dz = du und v'dz = dv, so ergibt sich
fudv=uv—fvdu. 1)

Die Integrationskonstante C' der vorangehenden Gleichung ist dabei offenbar
in dem Integral f vdu enthalten. Formel (1) bezeichnet man als Formel fir
die partielle Integration. Durch sie wird die Auswertung des Integrals
f udv auf die Auswertung des Integrals f vdu zurickgefithrt. Sie 148t sich also
immer dann mit Erfolg anwenden, wenn das neu auftretende Integral ein-
facher als das Ausgangsintegral ist.

Dem Bau der Formel (1) liBt sich entnehmen, daB sie immer dann an-
wendbar ist, wenn die zu integrierende Funktion in Form eines Produktes
udv einer Funktion u mit dem Differential dv einer anderen Funktion dar-
gestellt ist. Nach Anwendung von (1) ist sodann ein Integral auszuwerten,
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d taht

Differential du ist. Der Ubergang von dem einen zum Integ
also mit anderen Worten darin, daB der Faktor dv integriert und der Faktor »
differenziert wird. Die genannte Vereinfachung des Integrals kann nun sowohl
bei der Integration als auch bei der Differentiation entstehen. In der Praxis
ist es allerdings meistens so, daB die Vereinfachung durch die Differentiation
des Faktors « zustande kommt. Ein gewisser Hinweis auf die ZweckméBigkeit
einer partiellen Integration kann daher das Vorhandensein eines sich bei
Differentiation vereinfachenden Faktors in der zu integrierenden Funktion
sein. Dieser Faktor wird dann als « genommen, wihrend der Rest (einschlief-
lich dz) als dv genommen wird.

Wir wenden uns nun wieder einigen Beispielen zu.

1. Es sei I = f 22Inz dz. Da sich Inz bei der Differentiation vereinfacht,

setzen wir
Inz=u, du=de,

Bdz=dv, v=%‘—.

bei dem die zu integrierende Funktion gerade das Produkt aus v und dem
T b

Die Funktion v=3:— wurde dabei durch Integration ihres Differentials’)

#8dz gefunden. Da wir in (1) v als eine bestimmte Stammfunktion ansehen
kénnen, fiigen wir hier keine Integrationskonstante hinzu. Das ist auch im
folgenden zu beachten. Also erhalten wir

dz

z zt zt zh
I=Tlnx—fT-T=—4—lnx—w+C.

d 1
2. fa.rotgxd:c:xarctgz—flz_'_zz =ra.rctg:c—?ln(l +a3)+C.
3. fxcoszdz=fxdsinz=zsinx—fsinxdx=zsin:t+ cosx+4-C.
4. fxe‘dz=fzde‘=xe’—fe‘dz=xe”—e"’+0’.

20, Aligemeine Bemerkungen zur Integration elementarer Funktionen, Wir
haben bereits oben bemerkt, daB jede stetige Funktion f(z) eine Stamm-
funktion besitzt. Dies ist insofern besonders erwiihnenswert, weil nicht jede
stetige Funktion eine Ableitung besitzt. Wenn wir also der Frage nach der
Stammfunktion einer gegebenen stetigen Funktion einmal die Frage nach
deren Ableitung gegeniiberstellen, so mii wir feststellen, da die Antwort
auf die zuerst genannte Frage stets positiv ausfillt, wihrend dies bei der
zweiten Frage nicht der Fall ist.

Beschriinken wir uns nun aber auf die elementaren Funktionen und fragen
wir, ob die St funktion und die Ableitung einer el t, Funktion
stets wieder elementare Funktionen sind, so finden wir einen vollkommen
anderen Sachverhalt vor. Wie wir bereits wissen, ist nicht nur jede elementare

1) Dieses Differential ist ein ,,Teil* des I den. Daher st t auch die Bezeicl
,»partielle Integration*‘.
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Funktion (d. h. jede Kombination der einfachsten elementaren Funktionen)
differenzierbar, sondern in diesem Fall ist die Ableitung auch stets wieder eine
elementare Funktion. Dagegen gibt es sehr einfache elementare Funktionen,
deren Stammfunktion nicht mehr als Kombination der einfachsten elemen-
taren Funktionen dargestellt werden kann. So kann man z. B. zeigen, daB
keines der folgenden Integrale sich als endliche Kombination der einfachsten
elementaren Funktionen darstellen 1aBt:

fe""da:, fxtg:cdz, stinzdn:,« fe‘“‘"dx,

e* dz sinz
Laz,  [1Z, fz dz.

2

Um zu einer Kldrung dieser vielleicht auf den ersten Blick etwas seltsam
anmutenden Situation zu gelangen, miissen wir uns zunichst vergegen-
wirtigen, daB die Abgrenzung des Begriffs der ,,elementaren’ Funktion
letzten Endes doch eine recht willkiirliche Angelegenheit ist. Die Abgrenzung
der Klasse der Funktionen, welche man heute fiblicherweise als elementare
Funktionen zu bezeichnen pflegt, ist in bedeutendem MaBe durch die histo-
rische Entwicklung der Mathematik, und zwar nicht nur als Wissenschaft,
sondern auch (und das sogar in hohem Grade) als Unterrichtsgegenstand,
bedingt.

Wir wollen uns einmal vorzustellen versuchen, wie die Dinge ligen, wenn
die historische Entwicklung etwas anders verlaufen wire und man heute die
Funktion In z nicht zu den einfachsten elementaren Funktionen zihlen

wiirde. Es ist klar, daB man unabhiingig davon die rationale Funktion % als

elementare Funktion ansehen miiBte. Unter diesen Bedingungen wire dann
auch das Integral
dz
= ®)

ein Integral einer elementaren Funktion, welches nicht durch die einfachsten
elementaren Funktionen ausdriickbar ist.

Wir sehen also, daB die Antwort auf die Frage, welche Integrale von elemen-
taren Funktionen sich durch elementare Funktionen ausdriicken lassen, ganz
davon abhingt, in welcher Weise man den Begriff der elementaren Funktion
abgrenzt. Erweitert man die Klasse der elementaren Funktionen dadurch,
daB man noch weitere Funktionen als elementar ansieht, so wird man unter
Umstiinden gewisse der Integrale von elementaren Funktionen (im alten
Sinne), die zuvor nicht durch elementare Funktionen ausdriickbar waren, jetzt
durch elementare Funktionen (im neuen Sinne) ausdriicken kénnen. In dem
zuvor genannten Beispiel braucht man nur die Funktion In z als elementare
Funktionen hinzuzunehmen, um das Integral (3) elementar ,,auswerten® zu
kénnen.

Jedoch wird man auch nach einer solchen Erweiterung wieder auf Integrale
von elementaren Funktionen (im neuen Sinne) stoBen, deren Auswertung eine

~
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erneute Erweiterung der Klasse der elementaren Funktionen erforderlich
macht. Beachten wir z. B., daB das Integral

dz
J e 4)
nicht elementar auswertbar ist, so kénnen wir feststellen, daB im oben betrach-
teten Fall nach Hinzunahme der Funktion In z zwar das Integral (3) aus-
wertbar wird, dafl aber die Auswertung des Integrals (4) eine erneute Er-
weiterung der Klasse der elementaren Funktionen erforderlich macht.

Angesichts der genannten Tatsachen ergibt sich nun die Frage, ob man nicht
vielleicht durch eine Erweiterung der Klasse der elementaren Funktionen zu
einer Funktionenklasse gelangen kann, fiir welche jedes Integral einer Funk-
tion aus dieser Klasse sich durch Funktionen dieser Klasse auswerten lift.
Es zeigt sich, daBl eine begrenzte Erweiterung dey Klasse der elementaren
Funktionen hier nicht zum Ziele fiihrt. Dieses Problem liBt sich erst unter
Verwendung von unendlichen Reihen 1ésen.

Die Abgrenzung der Klasse der elementaren Funktionen, wie sie sich im
Laufe der historischen Entwicklung herausgebildet hat und wie sie heute
iiblicherweise verwendet wird, ist natiirlich doch in einem gewissen Sinne
gerechtfertigt; denn wenn auch diese Klasse noch ziemlich eng ist, so lassen
sich doch bereits viele wichtige Probleme unter alleiniger Verwendung von
elementaren Funktionen lésen. Hinzu kommt, daf3 man mit den elementaren
Funktionen sehr bequem arbeiten kann, da fiir sie viele einfache Beziehungen
gelten, wie z. B.

sin®xz 4 cos?z =1, sin(z+ y)=sinx cosy -+ siny cosz,
log(zy) =logz + logy, :’,—z =a*"V

usw., die man leicht behalten kann und die zum groBen Teil bereits dem
Schiiler bekannt sind. Es sei jedoch darauf hingewiesen, da8 es viele Integrale
gibt, die nicht elementar auswertbar sind und die doch zur Lésung der mannig-
fachsten Aufgaben notwendig sind. So spielt zum Beispiel das Integral f e dz
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine bedeutende Rolle. In der Theorie
der Lichtbeugung trifft man auf die Integrale

‘ fsinz”dz, fcosz’dx,
die gleichfalls nicht elementar auswertbar sind. Bei den auf P.L. TScHE-
BYSCHEW zuriickgehenden Untersuchungen iiber Primzahlverteilung spielt das
Integral f % eine fundamentale Rolle. Wir werden spiter (in Abschnitt 27)

auf die Frage nach der Auswertung von Integralen von einem anderen Gesichts-
punkt aus zuriickkommen.

Auf Grund der vorangehenden Uberlegungen erlangt nun aber eine andere
Frage ein besonderes Interesse, nimlich die Frage nach der Klasse derjenigen
Funktionen, deren Integrale sich durch elementare Funktionen ausdriicken
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lassen. In diesem Zusammenhang wollen wir vor allem den folgenden Satz
erwihnen:
Satz. Das Integral jeder rationalen Funktion
2" +a, 3" 14 -+ a, 5)
boa™ +bya™ 1+ .-+ b, {
mit reellen Koeffizienten a; und by lipt sich durch rationale Funktionen, den
Logarithmus und den Arkustangens ausdriicken.
In der Algebra zeigt man namlich, daB sich jede Funktion der Form (5) (mit reellen
Koeffizienten @, und b,) als Summe aus endlich vielen § den einer der folgend
fiinf Typen darstellen laBt: :

A
14, ., -
1 Agz"+ 4,21 +---+ 4,, 2. 7—a"’ 3. G—or (r>1),
Az+ B Az +B
L 5 ,
D+pz+yq (@*+pz+q) r>1
wobei die auft den Koeffizi lich reell sind und das in 4. und 5. im Nenner

auftretende Polynom 22+ pz + ¢ keine reellen Nullstellen besitzt.
‘Was nun die Summanden der Form 1., 2. und 3. betrifft, so ergibt sich ihre Integration
in elementaren Funktionen auf Grund der Formeln

o+l

R
J(E 4 Jas= 2 4 e
A4
fs—a dz=Aln(z—a)+C,
A A
f(s—a)' =T T

Zur Integration der S den vom Typ 4. bringt man den Zahler Az + B auf die
Form—g—(2z+p)+(8—%—p),sodsﬂalso

4z4+B A[ 22+p ( 4 dz
== d —= 2%
B+ pz+q =73 2+ pE+q =+ B 2p)ft'+ps+q'

Das erste Integral auf der reohten Seite ist gleich ln(2® + pz + ¢). Zur Berechnung des
zweiten Integrals fithren wir die Substitution

f dz _ d(z+%) .
T )
pz

durch. Beachten wir nun, daB ¢ -T> 0 (die Nullstellen von z* + pz + ¢ sollten kom-

plex sein), so erhalten wir als Wert fiir das zweite Integral (vgl. Formel 11 auf Seite 350)
4
1 ty
arctg
- —E
4 4

+C.
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Es bleibt also noch das Integral

Az+ B
I= f(z'+Pz+q)' >0

auszuwerten. Dazu gehen wir von der bereits erwahnten Identitat

Az+B=%(2z+P)+ (B—%p)

aus,sodaBulso
A 2z +p)dz _i
f(=”+p=+q)' (E 2p)f(z‘+pz+q)"
Das erste Integral ist gleich

4 1
=0 @it T

wihrend wir das zweite Integral auf die Form

JFrida

transformieren. Setmnmrhwrz+—2-=z, q—%-a‘ 8o gel wir zu dem L

L [aar

‘Offenbar ist nun
_ 1 r#4a2—28 2dz
L= [Tty =g b o [y
Zur Berechnung des Integrals
22dz

1

. 1
setzen wir v =z und do = A=n @+ay T

zdz V
integrieren partiell: @ray (wu auf v = fm) o

22dz z
f(z’+a’)' 2(1—7) (24 a2yt 2(1—7) f(z* +a?)-1
1 z 1 I
200 @Feyt 2-n -t

Damit erhalten wir
1
l'=-aT [1 +3

1 I 1 z
(l—r)] 1T 20—ne® @Ptay1-

Wiederholen wir diese Reduktion hinreichend oft, so gel wir schlieBlich zu dem

Integral

dz 1 z
h= [ = g g g 40
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In dem in Kleindruck gegebenen Beweis ist zugleich eine konstruktive
Methode zur Berechnung des Integrals von Funktionen der Form (5) ent-
halten. In der Praxis verwendet man allerdings meistens kiirzere Integrations-
verfahren. Das wesentlichste derartige Integrationsverfahren stammt von
M. W. OSTROGRADSEI. Wir kénnen hier jedoch nicht auf derartige spezielle
Integrationsmethoden eingehen und verweisen dazu den Leser auf die ent-
sprechende Fachliteratur.

Was die irrationalen Funktionen betrifft, so ist hier die Frage nach ihrer
Integrierbarkeit in elementaren Funktionen wesentlich schwieriger zu beant-
worten. Wir wollen hier nur das folgende Resultat iiber die elementare Inte-
grierbarkeit der sogenannten ,,binomischen Differentiale’ mitteilen:

Satz von P. L. TsceEBYSCHEW. Das Integral
[a™az"+ bP da

1, 4 1

mit rationalen m,n und p ist genau dann
p oder M+ oder P+ Lid

n

thar, wenn

+1 .
o ganz 28t

Auf den Beweis dieses Satzes wie auch auf weitere in diesem Zusammenhang
auftretende Fragen, so die Frage nach der elementaren Integrierbarkeit
transzendenter Funktionen, kénnen wir hier nicht eingehen.

§ 6. Das bestimmte Integral

21. Probleme, die auf den Begriff des bestimmten Integrals fiihren. Der
eigentlich grundlegende Begriff der Integralrechnung ist nicht der Begriff
des unbestimmten, sondern der des bestimmten Integrals. Er ist wesentlich
komplizierter als jener. Daher wollen wir zunichst eine Reihe von konkreten
Problemen betrachten, die auf diesen Begriff fithren.

I. Die Masse eines Stabes. In Abschnitt 1 haben wir bereits den Begriff

der mittleren Dichte eines Stabes und den der
e Tt

i W wahren Dichte in einem Punkte betrachtet. Im
0 . < T  Fall eines homogenen Stabes ist die wahre Dichte
Abb. 20 in jedem Punkte gleich der mittleren Dichte,

wihrend sich bei einem inhomogenen Stabe die
Dichte p von Punkt zu Punkt éndert. Beschreibt man also die Lage eines
Punktes M des Stabes durch seinen Abstand z von einem Ende des Stabes
(Abb. 20), so kann man die Dichte p im Punkte z als eine Funktion p =p ()
ansehen. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Masse m des Stabes bei
gegebener Linge ! und gegebener

Funktion p(z) zu bestimmen, wobei Lo I B ly o, B T Tn1Za
wir annehmen wollen, da8 p(z)eine (1 | | 1 { {4+ 1 P
stetige Funktion von zist. Zu diesem 0 - l

Zweck denken wiruns den Stab durch Abb. 21
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Teilpunkte z; < #3 < --- < 2,_; (0 < 23 <) in n kleine Stiicke unterteilt
(Abb. 21). Der einheitlichen Bezeichnung wegen wollen wir sodann noch z, =0
und z, =1 setzen. Ferner sei A der maximale Wert der Differenzen z,, — ;.
Ist A hinreichend klein, so kann man die Teilstiicke [z;, z;,,] angenihert
als homogen annehmen (da sich die stetige Funktion p(x) auf diesen ver-
hiltnismiBig kleinen Teilstiicken nur relativ wenig #ndern kann). Dies be-
deutet, daB auf jedem Teilstiick die Funktion p(2) als konstant angesetzt
wird, etwa gleich p(£;), wobei £, ein beliebiger Punkt aus dem Intervall
[y, %3 ,1]ist. DieMasse des Teilstiicks [z, z; , ;] wird danngleich p (&) (2., , — 22) ,
und als Gesamtmasse des Stabes ergibt sich

n—-1
m= 2 p(&)(Xps1—T4)-
¥=o

Der so erhaltene Wert fiir die Masse m stellt jedoch nur eine Niherung dar,
denn in Wirklichkeit ist ja der Stab auch in den Teilstiicken inhomogen. Je
kiirzer jedoch diese Teilstiicke sind, d. h. je kleiner A ist, um so genauer diirfte
der erhaltene Wert den genauen Wert von m approximieren, so daB der genaue
Wert von m durch o1 :
m=1lim 3 p(&)(xg,1 —7p) @)
gegeben wird. A->0k=0
IL. Die Lange des bei einer Bewegung zuriickgelegten Weges.
Ein Punkt M bewege sich mit der Geschwindigkeit v auf einer gegebenen
Geraden. Da sich im allgemeinen die Geschwindigkeit » im Laufe der Zeit
éndern wird, ist v eine Funktion der Zeit ¢, also v = v(t). Wir stellen uns nun
die Aufgabe, die Linge s des Weges zu bestimmen, den der Punkt M im Ver-
laufe des Zeitintervalls [, b] zuriicklegt, wobei wir wieder annehmen wollen,
daB v(¢) eine stetige Funktion von ¢ ist. Zu diesem Zweck teilen wir das Zeit-
intervall [a, b] durch die Punkte t, < f, < --- <ty (@< £ < b) in n kurze
Zeitintervalle. Der einheitlichen Bezeichnung wegen setzen wir dann #{,=a
und ¢, =b. Ferner sei A= max(t,,, —¢). Da sich bei kleinem A die Ge-
schwindigkeit v(t) (wegen der Stetigkeit der Funktion (t)) in der kurzen Zeit
von ¢, bis ¢,, relativ wenig #ndert, kénnen wir sie fiir dieses Zeitintervall
genihert als konstant gleich v(z,) annehmen, wobei 7,E[t, #,,]. Vom
Standpunkt der Mechanik aus bedeutet dies, daB wir wihrend der Zeit
[tk, ti+1] die Bewegung als gleichférmig annehmen. Der Weg, den der Punkt M
wihrend dieser Zeit zuriicklegt, ist dann offenbar gleich v(r;) (tey1 — ), 8O
daB der Gesamtweg s durch

. n—-1
8= 3 0(Te) (tea1—1te)
=0 R

gegeben wird. Dieser Niherungswert fiir s wird um so%enauer sein, je kleiner
A ist. Daher wird der genaue Weg s durch

n-1
s=1lm 3 o(t)(te,1—1) (2)
gegeben. A>0k=0
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IOI. Der Flicheninhalt eines krummlinigen Trapezes. Wir be-
trachten die ebene Figur, die durch die

K7 Kurveny =0, =g, z=bund y={(z)
¢ (I) begrenzt wird, wobei f(z) eine im Intervall
) a < z < b definierte stetige positive Funk-
tion ist (Abb. 22). Eine solche Figur wird

allgemein ein krummliniges Trapez ge-

nannt. Unsere Aufgabe soll es nun sein,

den Flicheninhalt F eines derartigen

krummlinigen Trapezes zu bestimmen.

N ) v T Im Unterschied zu den vorangehenden
Aufgaben miissen wir hier jedoch vor

Abb. 22 allem noch kliren, was unter dem
Flicheninhalt F verstand werden

soll, Wir werden in den folgenden Uberlegungen hierauf besonders eingehen.

Zuniichst denken wir uns das Intervall [a,b] durch die Teilpunkte
a=2,< 2 < 23 << Zy_1< Zy=>b in n Teilintervalle zerlegt. Dabei sei
A= max (zp,, — %;). Durch die
Geraden z = z; wird dann unser Yl
Trapez in nschmale Streifenzerlegt.
Wegen der Stetigkeit der Funk-
tionf(z) éndern sich die Funktions-
werte im Intervall z, <z < 2, re-
lativ wenig, so da man ohne einen
allzugroBen Fehler f(z) auf dem
Intervall [%;, %y,,] als konstant
gleich f(£;) annehmen kann, wobei
£, ein beliebiger Punkt aus dem
Intervall [z, z; ,,] ist. Geometrisch I i
bedeutet dies, daB man die Streifen 9| @ §o 18 % T §x Ty Tnibnst T
des Trapezes als Rechtecke an- Abb. 23
nimmt, also an Stelle des Trapezes
die in Abb, 23 dargestellte treppenformige Figur betrachtet. Der Flicheninhalt
dieser treppenférmigen Figur wird nun offenbar durch

]
1
1
|
1
1
1
i
:
!
1
1

n-1
2 f(E) (e — )
¥0

gegeben. Es diirfte nun als ganz natiirlich erscheinen, daB man fiir kleines 4
diesen Flacheninhalt als einen Naherungswert fiir den uns interessierenden
Flicheninhalt F ansieht. Wir werden daher im Sinne einer Definition den
Grenzwert

e

1
F=lim 3 f(&) (@ 1—z) 3
A-0k=0
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als Flicheninhalt des betrachteten krummlinigen Trap bezeichnen, wobei
natiirlich gezeigt werden muB, daB dieser Grenzwert tatsichlich existiert
(vgl. den folgenden Abschnitt).!)

Ein Vergleich von (1), (2) und (3) zeigt, daB es sich in allen drei Fillen um
die Losung einer Aufgabe handelt, die vom mathematischen Standpunkt aus
jeweils vom gleichen Typ ist. Wir werden uns daher im folgenden ganz all-
gemein mit dem Studium von Grenzprozessen dieses Typs, den sogenannten
bestimmten Integralen, beschiftigen, ohne dabei auf ihre konkrete Bedeutung
einzugehen.

22. Das bestimmte Integral. Wir kommen nun zur genauen Definition des
Begriffs des bestimmten Integrals. Vorgegeben sei uns dazu eine beliebige,
im abgeschlossenen Intervall [, b] definierte Funktion f(z). Wir filhren dann
folgende Operationen aus:

1. Wir zerlegen das Intervall [a, b] auf irgendeine Weise durch Einfiigen
von Teilpunkten

Ty=a <2 <L+ <&y <Tp=Db

in endlich viele Teilintervalle [z, %;,,], wobei wir die maximale Linge dieser
Teilintervalle, d. h. das Maximum der Differenzen z,,; — 2;, mit 2 bezeichnen. .
2. Dann wihlen wir aus jedem der Intervalle [z;, ,,,] einen beliebigen
Punkt & aus und bestimmen den Funktionswert f(£;).
3. Als néchstes multiplizieren wir den Wert f(£,) mit der Lange des ent-
sprechenden Intervalls [z, z;,,].

4. Daraufhin wird die Summe aller dieser Produkte, d. h. die Summe
na—1
4 =k§;f(ft) (Tes1— 1)

gebildet, die wir auch als eine ,,Integralsumme** der Funktion f(z) bezeichnen
wollen.

6. SchlieBlich d&ndern wir die willkiirlich gewiihlte Zerlegung des Intervalls
[a, b] fortlaufend ab, und zwar so, daB dabei die Zahl A gegen Null strebt
(gehen also zu immer ,,feineren Zerlegungen des Intervalls [a, b] iiber).

Streben hierbei die zugehérigen Summen ¢ gegen einen gewissen endlichen
Grenzwert I, )

I=1limg, 4
A0
der von der Wahl der Zwischenpunkte & unabhingig ist, so nennt man
diesen das bestimmie Integral der Funktion f(z) im Intervall [a, b] und be-
zeichnet ihn mit

b
ff(a:)dx.
a
?) In den vorangehenden Beispielen haben wir diesen G: t als offensichtlich exil
angenommen, weil die Masse m und die Linge s des zurtickgelegten Weges objekti

existierende physikalische GréBen sind.
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Die Beziehung (4) soll also genau genommen folgendes besagen: Zu jedem
& > 0 gibt es ein § > 0, so daB bei jeder Zerlegung mit einer ,,Maximaldistanz*
A der Teilpunkte, welche kleiner als § ist, fir jede zugehorige Summe o die

Ungleichung lo—1|
o—1I|<e

erfiillt ist, und zwar unabhiingig davon, wie in der Summe ¢ die Zwischenpunkte
&, €[z, p,,) gewihlt sind.

Wir sehen also, da8 die Limesbeziehung (4) von recht eigentiimlicher Natur
ist. Es soll nun untersucht werden, fiir welche Funktionen dieser Begriff hin-
reichend natiirlich ist.

‘Wenn fiir eine Funktion f(z) dieser Grenzwert existiert (man sagt in diesem
Fall, die Funktion f(2) sei integrierbar), so bedeutet dies, daB fiir eine Zer-
legung mit hinreichend kleinem A jede Summe o einer gewissen konstanten
Zahl nahe kommt, die von der Auswahl der Zahlen &, unabhiingig ist, d. h.,
bei einer anderen Auswahl der Zwischenwerte &, darf sich die Sumame nicht
wesentlich #ndern. Das ist nun sicher dann der Fall, wenn eine Anderung der
Punkte £, keine bedeutende Anderung der Zahlen f(&;) bewirkt, wenn also die
Funktion f() stetig ist (man beachte, daB £; jeweils nur in dem kleinen Inter-
vall (2, 7;,,] variieren kann). Wir werden also erwarten konnen, da8 das
bestimmte Integral fiir jede- stetige Funktion existiert. Ist dagegen f(z)
unstetig, so wird man im allgemeinen nicht erwarten konnen, daB f(z) inte-
grierbar ist.

Die vorangehenden Uberlegungen erhalten ihre Rechtfertigung durch den
folgenden

Satz. Fiir jede im Intervall [a, b] stetige Funktion f(z) existiert das bestimmte
Integral »
f f(x)dz.
a

Der strenge Beweis dieses Satzes ist recht verwickelt, so daB wir zunichst
einige Hilfsbetrachtungen vorausschicken wollen.

Es sei f(z) eine im Intervall [a, b] stetige Funktion. Wir betrachten dann
die folgende Zerlegung des Intervalls [a, b]

A=, < T < Ty <+ < Ty <Tp=b
und bezeichnen mit M, bzw. m; den groBten bzw. kleinsten Wert der Funktion
f(z) im Intervall [2y, %;.,]. Die Summen
n-1

1
Mp(@p—2), =5 mp(Tp,—)
o P

n—

=
k

bezeichnet man als die zu der betrachteten Zerlegung gehérende Ober- bzw.
Untersumme der Funktion f(x).

Die Einfilhrung dieser Summen wird dadurch nahegelegt, daB es sich bei
ihnen um spezielle Summen ¢ handelt, die bereits eindeutig durch die betrach-
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tete Zerlegung bestimmt sind, wihrend im allgemeinen zur Festlegung einer
Summe o noch die Zwischenwerte &, angegeben werden miissen. Dabei gilt
fiir jede zur betrachteten Zerlegung gehorende Summe o

s<o< 8. (5)

Lemma. Es sei 2y=a< 2, < %, < -+ < 2, =b eine beliebige Zerlegung
des Intervalls [a, b], und es seien S bzw. 3 die zu dieser Zerlegung gehérende Ober-
bzw. Untersumme der Funktion f(z). Sind dann 8’ und & die Ober- bzw. Unter-
summe von f(x) zu einer Zerlegung, die aus der gegebenen dadurch hervorgeht,
dap man (unter Beibehaltung der alten Teilpunkte) neue Teilpunkte hinzufiigt,

8o st s<d<8<S.

Mit anderen Worten: Fiigt man in eine Zerlegung weitere Teilpunkte ein, so
werden die Uniersummen hichstens grofer und die Obersummen hichstens
Kleiner.

Wir beweisen hier das angegebene Lemma nur fiir die Obersummen. Dabei
konnen wir uns offenbar auf den Fall beschrinken, daB ein einziger neuer
Teilpunkt Z hinzugenommen wird, da sich der allgemeine Fall als eine wieder-
holte Hi hme eines einzel Punktes auffassen 1iBt. Es sei dabei etwa
2, < T < %;,,. Dann entsteht die Obersumme S’ dadurch aus der Obersumme
8, daB man den in 8 auftretenden Summanden

My — ) (6)
durch die Summe aus den beiden Summanden
My(E—=) + M (2,,—F) (7

ersetzt, wobei M} bzw. M} der groBte Wert von f(z) im Intervall [z, Z] bzw.
[, ;,,] ist. Da nun [%, 7] und (3, =;,,] Teilintervalle von [z, ;,,] sind, ist
M < M, und M < M;. Dann ist aber

Mi(Z—a) + M (21— F) < M2 —2) + (31— D)) = My (@, — ),

d. h., (7) ist nicht gréBer als (6), so daB auch 8 < 8.
Folgerung. Keine Untersumme ist grofer als irgendeine Obersumme.

Wir betrachten dazu zwei beliebige Zerlegungen (I) und (II) des Intervalls
[a, b), und es sei s, die Untersumme zur Zerlegung (I) und 8, die Obersumme
zur Zerlegung (II). Wir betrachten dann die Zerlegung (III), deren Teilpunkte
die Gesamtheit der Teilpunkte der Zerlegungen (I) und (II) ist. Die zu dieser
Zerlegung gehorende Unter- und Obersumme sei 8; bzw. ;. Dann ist auf
Grund des vorangehenden Lemma s, <s; und 8, < §,. Andererseits ist
offenbar s; < S;. Hieraus folgt

was zu beweisen war.
Wir betrachten nun eine feste Obersumme ;. Dann gilt fiir jede Unter-
summe 8:
8 8,.

58,
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Hieraus folgt, daB die Menge {a} a.ller Untersummen, d. h. die Menge aller
Zahlen, die als Unter bei einer beliebigen Zerlegung von [a, b] auftreten,
nach oben beschriinkt ist, wobei S, eine obere Schranke fiir diese Menge ist.
Daher besitzt diese Menge eine emdeutlg bestimmte obere Grenze

I= sup {"} ’
und es ist I < 8, fiir jede Obersumme 8, d. h., es gilt
s<I<S, (8)
wobei s und S beliebige Unter- und Obersummen von f(z) sind.
Nach diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt leicht zeigen, daB jede stetige
Funktion integrierbar ist. Zu diesem Zweck seien 8, S und ¢ zu einer beliebigen

Zerlegung gehérende Summen (wobei die Summe ¢ zu einem beliebigen, aber
im folgenden festen System von Zwischenwerten &, gehort). Auf Grund von

(6) und (8) ist dann Jo—1| < 8—s. ®)

Nun ist die nach Voraussetzung im Intervall [a, b] stetige Funktion f(z) sogar
gleichmiBig stetig (vgl. S. 209). Daher gibt es zu jedem & > 0 ein 6 >0, so
daB fiir beliebige Punkte =’ und 2” aus [a, b] gilt: Wenn |2” — 2’| < 6, so

[f@) — f@)] <5+

Betrachten wir nun eine beliebige Zerlegung, fiir welche A < 8 ist, dann ist
offenbar

My—mp< (k=0,1,2,...,n—1)

&
[
und daher

n-1 n—1
S—s=J (My—m)(@ma—m) <oy 5 @a—z)=s
k=0 k=0

Hieraus und aus (9) fol
(6) folge lo—I|<e. (10)

Damit ist gezeigt, daB es zu jedem & >0 ein 8 > 0 gibt, so daB fiir jede
Zerlegung, bei welcher A < & ist, die Ungleichung (10) gilt (und zwar unab-
hingig davon, wie in der Summe ¢ die Zwischenwerte &, gewihlt sind). Das

bedeutet aber gerade, daB )
g I =limo,
A0
wobei I die obere Grenze aller Untersummen ist.
Damit ist der behauptete Satz bewiesen.
Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich sofort, daB das im vorangehenden Ab-

schnitt in Aufgabe III betrachtete krummlinige Trapez einen Flicheninhalt
besitzt und daB dieser durch

b
F={fx)dz
gegeben wird. .
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Lesen wir diese Formel von rechts nach links, so finden wir:

Geometrische Deutung des bestimmten Integrals. Ist f(z) eine sm
Intervall [a, b] definierte stetige positive Funktion, so stellt

b
[fiz)da

den Flicheninhalt des durch die Kurven y=0, x=a, =050 und y=f(2)
begrenzien krummlinigen Trapezes dar (Abb. 24).

Man darf nun aber nicht etwa glauben, da8 die Voraussetzung der Stetigkeit
der Funktion f(z) fiir ihre Integrierbarkeit notwendig ist. Es gibt durchaus
auch unstetige Funktionen, fiir welche das bestimmte Integral existiert.

Wir betrachten als Beispiel die-
jenige Funktion f(z), welche in allen 7 )
Punkten des Intervalls [z, 5] mit e
Ausnahme der Punkte z, z,, ..., 2y
verschwindet, withrend sie in diesen
Punkten beliebig vorgegebene Werte
annimmt. Es sei dann o eine zu einer
beliebigen Zerlegung des Intervalls
[a, b] gehorende ,Integralsumme®,
wobei etwa p der in die Summe ein-
gehenden Punkte &), &,,. . ., &_, mit Abb. 24
gewissen der Punkte z zusammen.
fallen, withrend die iibrigen von allen Punkten z verschieden sind. Dann sind
in der Summe ¢ nur » Summanden von Null verschieden, und es ist daher,
wenn K die groBte der Zahlen |f(z)| (¢ =1, 2,..., N) bezeichnet,

|le|<Kpi<KENA.

Hieraus folgt jedoch sofort, daB o mit A gegen O strebt. Also existiert das
Integral

>
[f@)dz
a
und ist gleich Null.
Wir bringen schlieBlich noch ein Beispiel') fiir eine nicht integrierbare Funk-
tion.
Es sei auf dem Intervall [0, 1]
Plz)= {

0, falls 2 irrational ist,
1, falls z rational ist.

Verwenden wir dann bei der Bildung einer Summe ¢ nur irrationale Zwischen-
werte £, so wird ¢ = 0; verwenden wir dagegen nur rationale Zwischenwerte,

1) Esst t von dem d hen Mathematiker G.P. LEJEUNE-DIRICHLET (1805 — 1859).
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80 wird ¢ = 1. Aus diesem Grunde ist es unméglich, daB ¢ fiir A >0 gegen
einen wohlbesti Grenzwert strebt, d. h., das Integral

1
[o(2)d=
[
existiert nicht.
Man kennt heute notwendige und hinreichende Kriterien dafiir, ob eine Funk-

tion integrierbar ist oder nicht. Wir wollen uns jedoch hier auf den oben ange-
gebenen Satz iiber die Integrierbarkeit der stetigen Funktionen beschrinken.

23. Die wichtigsten Eigenschaften des Intograls Im vorliegenden Abschnitt
wollen wir die wichtigsten Eigenschaften des bestimmten Integrals zusammen-
stellen. Der groBte Teil der folgenden Siitze gilt fiir beliebige integrierbare
Funktionen; wir wollen uns jedoch hier stets nur auf stetige Funktionen
beschriinken.

Satz 1. Es seien f(z) und g(z) zwei auf dem abgeschlossenen Inmtervall
{a, b] definierte und stetige Funktionen. Dann gilt

b 3 3
[Uf@) +g(@)de = [flz)dz + [g(z) dz,
a G a
d. h., das Integral einer Summe ist gleich der Summe der Integrale der Sum-
manden.

Beweis. Offenbar gilt fiir jede zur Funktion f(z)+ g(z) gehérende In-
tegralsumme

n—1 n-1 n-1
ké’o[f(ﬁ) + 9] (e —m) = é'of(ft) (Ter1— ) +b§°9(§t) (Tper— ).

Gehen wir hier zur Grenze A— 0 iiber, so erhalten wir die Behauptung.
. Analog beweist man:

Satz 2. Fiir jede im Intervall [a, b] stetige Funktion f(x) und jede Kon-
stante ¢ gilt

b b
[ef@ydz=0[f(z)dz,

d. h., ein konstanter Faktor kann vor das Integral gezogen werden.

Satz 3. Es sei f(x) eine im Intervall [a, b] stetige Funktion. Zerlegt man
das Intervall [a, b] durch einen Punkt ¢ in die beiden abgeschlossenen Teilinter-
valle [a, c] und (c, b], so ist das Integral iiber das ganze Intervall gleich der Summe
der Integrale iiber die Teilintervalle, d. h.

b e b
ff(z)dz:ff(z)dz+ff(x)dz (a<e<b).
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Beweis. Wir betrachten eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a, b],
welche den Punkt ¢ als Teilpunkt enthélt, und zwar sei etwa ¢ = z,,. Dann ist

n—1 m—1 -1
bé;f(ft) (Tes1— =) =k§;f('5k) (Tes1— ) +:§;f(5.) (Tep1— ).

Jede der hier auftretenden Summen ist eine Integralsumme, und zwar bzw.
fiir das Intervall [a, b], [a, c], [¢, b]. Gehen wir in dieser Gleichung zur Grenze
A—>0 iiber, so erhalten wir die Behauptung.l)
Der zuletzt bewiesene Satz léBt sich in noch allgemeinerer Form aus-
h Dazu empfiehlt es sich, den Sinn des Integralzeichens etwas zu
3

P

erweitern. Bisher ist das Integral f f(z)dz nur fir den Fall definiert, da

a < b und die Funktion f(z) im In:ervall [a, ] integrierbar ist.
Es sei nun f(z) eine im Punkte a erklirte Funktion; dann definieren wir
zusiitzlich

a
[f@ydz=0. (1)
a
In Worten: Ein Integral mit iibereinsti den Iniegrationsg st gleich

Null.
Ist die Funktion f(z) im Intervall [a, b] integrierbar, so definieren wir ferner

a 1]
[fz)de=— [f(z)d=. (12)
b '}

In Worten: Vertauscht man bei einem bestimmien Integral die Inmtegrations-
grenzen, so dndert das Integral sein Vorzeichen.

Die erwihnte Verschirfung von Satz 3 kann dann folgendermaBen formu-
liert werden:

Satz 4. Es sei f(x) eine im Intervall [A, B] stetige Funktion. Es seien ferner
a, b, ¢ irgendwelche Punkte aus diesem Intervall. Dann gilt

b 3 b
[f@dz=[f@)dz+ [f@)dz. (13)

Beweis. Fallen von den Punkten a, b, ¢ zwei Punkte zusammen (oder sind
sogar alle drei gleich), so gilt (13) trivial auf Grund von (11). Es seien also
die Punkte a, b, ¢ paarweise verschieden. Der Fall a < ¢ < b léuft offenbar
gerade auf Satz 3 hinaus. In den anderen Fillen 1iBt sich dagegen die Be-

1) Die Beschranl auf Zerl welche ¢ als Texlpu.nkt entha,ltnn bedeutet dabei
keine Einschrankung der Al inheit; denn der G: rt der I fiir
A—0 &ndert sich offenbar nicht, wenn man sich in jede Zerlegung, welche ¢ nicht als
Teilpunkt enthalt, ¢ als neuen Teilpunkt eingeschaltet denkt.— Anm.d. wissenschaftl. Red.
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hauptung leicht unter Verwendung von (12) auf Satz 3 zurickfithren. In der
Tat: Ist z. B. ¢ <b<a, so ist

a b a
J1@de=[f@)dz+ [f(z)dz
c c b
und daher .
—[f@)da= —ff(x) dz +ff(z) dz,
1

woraus sich durch zweimalige Anwendung von (12) sofort (13) erglbt

Die in den Siitzen 3 und 4 ausg Eigenschaft des b t
Integrals bezeichnet man auch als Addmmtat des Integmla in bezug auf das
Integrationsintervall.

Satz 5. Es sei f(x) eine im Intervall [a, b] definierte stetige Funktion. Dann
gibt es stets einen Punkt £ € [a, b), so daf

b
[f@dz=7(& (b—a). (14)

Beweis. Es bezeichne M bzw. m den groBten bzw. kleinsten Wert, den
die Funktion f(2) im Intervall [a, b] annimmt. Wir betrachten dann eine
beliebige Integralsumme

n-1
o= 2 f(§) (@1 —mp)-
k=0

Fiir jedes k ist hier m < f(£;) < M, so daB wegen z;,, > 7, auch
M (Zpo1 — 2) S fEDN (241 — 7)) < M (244, — )

Summieren wir alle diese Ungleichungen und beachten wir, da8
n—1
kg; (@es1—z) =b—a,
so erhalten wir
mb—a)<o< M(b—a).

Vollziehen wir hier den Grenziibergang A —> 0 und dividieren wir anschlieBend
durch b —a, so finden wir

ms

b
bia.{f(z) dz< M.

Das bedeutet also, daB die Zahl
b
1
h=m f fx)d=z
a
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zwischen dem kleinsten und dem gréBten Wert der als stetig vorausgesetzten
Funktion f(z) liegt. Dann gibt es aber bekanntlich (vgl. S. 205) zwischen den
Punkten, in denen f(z) den Wert m bzw. M annimmt, also erst recht im
Intervall [a, b] einen Punkt §, so daB & = f(£). Das ist aber gerade die Behaup-
tung von Satz 5.

Wir bemerken, da8 (14) auch im Fall @ = b (in diesem Fall sind beide Seiten
von (14) gleich Null) und im Fall b > a (in diesem Fall fiihrt eine Vorzeichen-
anderung auf beiden Seiten von (14) auf Satz 5 zuriick) richtig ist. Im zuerst
genannten Fall ist £ = a, im zweiten ist a = £ 2 b.

Satz 5 wird in der Literatur meistens als erster Mittelwertsatz der
Integralrechnung bezeichnet. Aus ihm ergeben sich eine ganze Reihe von
weiteren Eigenschaften des bestimmten Integrals.

Satz 6. Es sei f(z) eine nicht negative stetige Funktion. Dann ist im Fall
a<by)

b
[fz)dzz0.
a

In der Tat: Unter den angeg Vor tzungen sind in (14) beide
Faktoren auf der rechten Seite nicht negativ. )

Dieses zuletzt erhaltene Resultat kann man noch etwas verschirfen:

Satz 7. Es sei f(x) eine im Intervall [a, b] stetige nicht negative Funktion,
welche in wenigstens einem Punkite des Intervalls [a, b] von Null verschieden ist.
Dann ist im Fall a < b »

[f@)dz>0.

Beweis. Es sei x, ein Punkt aus dem Intervall, in welchem f(z,) > 0 ist.
Dann wihlen wir eine Zahld > 0 so klein, daB fiir |z — z,| < 4 iiberall f(z) >0
ist. Dies ist moglich, da nach Voraussetzung die Funktion f(z) im Intervall
[a, b] stetig ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ko wir annel
daB a < 2y —8< %,+ 8 < b. Dann ist

b Z,—8 z,+8 13
Jf@dz= [ f@dz+ [ flz)dz+ [f@)dz.
] a Te— 0 38

Zot+

Nach Satz 6 sind der erste und dritte Summand auf der rechten Seite nicht
negativ, wihrend der zweite Summand auf die Form

Zy+6

[ f@dz=f)-26 (—d8sEsz+9)

z,—8

gebracht werden kann und daher echt positiv ist.

_— ’
1) Erfiillen beim Integral I f(z)dz die Grenzen die Ungleichung a < b, so wollen wir auch
sagen, daB sich die Il;tegrationsgrenmn in normaler Anordnung befinden.
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Satz 7 kann man offenbar auch folgendermaBen formulieren:

Satz 8. Es sei f(2) eine im Intervall [a, b] stetige nicht negative Funktion
(wobes a < b). Ist dann .

b
[fz)de=0,

0 ist f(x) im Intervall [a, b] identisch gleich Null.

In den Sitzen 7 und 8 kann man (im Unterschied zu Satz 6) nicht auf die
Voraussetzung der Stetigkeit der Funktion f(x) verzichten. Ist z. B. die
Funktion f(z) in endlich vielen Punkten des Intervalls [a, b] gleich Eins und
in den iibrigen Punkten gleich Null, so ist sie offenbar nicht negativ und
nicht identisch Null, wiihrend ihr Integral (wie bereits in Abschnitt 22 gezeigt
wurde) verschwindet.

Satz 9. Es seien f(x) und g(z) zwei im Intervall [a, b] stetige Funktionen
(wobei a < b), fiir welche uberall die Ungleichung f(x) < g(z) erfiillt ist. Dann
gl

b b
Jf@dz< [g@)da. (15)

Das heit mit anderen Worten: Bei normaler Anordnung der Integrations-
grenzen kann man die Ungleichung f(x) < g(z) gliedweise integrieren.

Beweis. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist g(z) — f(x) eine im
Intervall [a, b] stetige nicht negative Funktion, so daB auf Grund von Satz 6
gilt: ) b b
[o@de—[fz)dz= [lg(x) —f@)dz 2 0.
a e - a

Setzen wir voraus, daB in wenigstens einem Punkte des Intervalls [a, b]
sogar f(z) < g () ist, so kénnen wir im Fall @ < b in (15) auch noch das Gleich-
heitszeichen ausschlieBen.

Satz 10. Es sei f() eine im Intervall [a, b] stetige Funktion (wobes @ < b).
Dann gilt

b b
[f@dz|< [ |f)] da. (16)

Das heifit mit anderen Worten: Bei normaler Anordnung der Integrations-
grenzen ist der absolute Betrag eines Integrals nicht grofer als das Integral iiber
den absoluten Betrag des Integranden.

Beweis. W
ewels. Wegen —|f@)| <f(=) < |f@)]
ist auf Grund von Satz 9

b b b
~[lf@|dz< [f@)da < [|f(z)|dz;

\
das ist aber gerade die Behauptung von Satz 10.
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Aus dem ersten Mittelwertsatz erhalten wir schlieBlich noch unmittelbar
die folgende wichtige Integralabschitzung:

Satz 11. Wenn eine im Intervall [a, b] stetige Funktion f(z) in allen Punkten
des Intervalls [a,b] die Ungleichung |f(2)| < K erfillt, so ist

b
[f@)dz| < K|b—a].

Wir weisen zum AbschluB noch einmal ausdriicklich darauf hin, da8 das
bestimmte Integral eine Zahl ist, welche durch die Integrationsgrenzen und
den Integranden eindeutig bestimmt ist. Daraus folgt, daB beim bestimmten
Integral die Bezeichnung der Integrationsverinderlichen ohne Belang ist,
das heiit » » »

b
[f@)dz, [f@)dz, [fo)dt, [fa)du

bezeichnen alle dieselbe Zahl.
Es ist durchaus nicht iiberfliissig, dies hervorzuheben, denn beim unbe-
stimmten Integral liegen die Dinge ganz anders. Zum Beispiel ist

fz*dz=%“+0, fz’dz=§+0.
Wenn wir also etwa das Imtegral
fsin’z coszdz
durch die Substitution sin = z auf die Form
fz’dz

bringen, so erhalten wir als Resultat nicht etwa % + C, sondern % + C, wobei
sodann 2z durch sinz zu ersetzen ist.

24. Das Integral als Funktion der oberen Grenze. Im vorangehenden haben
wir die Eigenschaften des bestimmten Integrals bei konstanten Integrations-
grenzen untersucht. Im vorliegenden Abschnitt wollen wir sehen, wie sich das
Integral bei verinderlichen Integrationsgrenzen verhilt. Dazu sei f(t) eine
beliebige im Intervall [a, b] definierte und dort stetige Funktion. Dann ist f(f)
insbesondere auch in jedem Teilintervall [a, ] (@ < = < b) stetig, so daB wir
fiir jedes z mit @ < # < b das Integral

fzf(t) dt

bilden kénnen. Offenbar wird dadurch jeder Zahl z aus dem Intervall [a, b}
eine eindeutig bestimmte Zahl zugeordnet, d. h., wir kénnen dieses Integral
als Funktion des Arguments z hen (um Verwechslungen mit der Inte-
grationsgrenze zu vermeiden, haben wir jetzt die Integrationsverinderliche
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mit ¢ bezeichnet ; wie am Schluf des vorangehenden Abschnitts bemerkt wurde,
ist die Art der Bezeichnung der Integrationsverinderlichen ohne Belang).

Es gilt nun der folgende grundlegende Satz!), den man hidufig direkt als
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bezeichnet:

Satz. Es sei f(t) eine im Intervall [a, b] stetige Punktion. Dann ist das be-
stimmie Integral

z
[feyae
a
als Funktion der oberen (Integrations-) Grenze x in allen Punkten des Intervalls

[a, b] differenzierbar, und zwar ist die Ableitung im Punkte x gleich dem Wert
der Funktion f(t) an dieser Stelle, d. h. gleich f(z).

In einer Formel ausgedriickt, besagt dies also:
z ,
( [ro dt) =f@.
C

[fndt=0@),

Setzen wir

8o konnen wir dafiir auch kurz
schreiben. ¥(2)=f(a). an

Wir beginnen mit einer zwar nicht strengen, dafiir aber sehr anschaulichen
geometrischen Uberlegung, die das Wesen dieses Satzes klarmachen soll.

Ist die als stetig vorausgesetzte
Funktion f(¢) im Intervall [a, 6]
iiberall positiv, so bedeutet @ (x)
geometrisch den Flicheninhalt
des krummlinigen Trapezes, wel-
ches von den Kurven y=0,
t=a, t=2zund y=f(t) begrenzt
wird (Abb. 25). Erteilen wir nun
dem Argument z einen gewissen
Zuwachs Az (der Einfachheit
halber werde 42 >0 angenommen), so erfahrt dabei der Funktionswert @ (z)
einen entsprechenden Zuwachs A®, den wir uns geometrisch als Flicheninhalt
eines schmalen Streifens veranschaulichen kénnen (in der Zeichnung eng
schraffiert). Ersetzen wir diesen Streifen angenihert durch das Rechteck mit
der Grundlinie 4 2 und der Hohe f(z) (wobei z der betrachtete Differentiations-
punkt ist), so erhalten wir fiir A® die Niherungsgleichung

AP ~ f(z) Az,

I r+dz
Abb. 25

1) Er wurde im Jahre 1669 von dem englischen Mathematiker I. Barrow (1630 — 1677)
bewiesen.
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die auch folgendermaBen geschrieben werden kann:
42 1.

Die Genauigkeit dieser Gleichung wird nun um so groBer sein, je kleiner 42
ist, d. h. A
flx)= 4 m Az’

und das ist gerade die Aussage von Formel 7).

Nach diesen Uberlegungen wenden wir uns einem strengen Beweis fiir den
genannten Satz zu. Dazu betrachten wir zwei beliebige Punkte z und z + 4z
aus dem Intervall [a, b]. Dann ist

D)= f fd,

z+dz z+4z

b(x+ Az)= ff(t)dt—ff(t)dt+f f(e)de.

Hieraus folgt auf Grund des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung:
z+dz

Pla+A2)— D)= [ ft)dt=F() Az,

wobei & zwischen z und z + Az liegt. Also ist

'] -
(z+4:'zz) @ (z) =58

Strebt 42 gegen Null, so strebt offenbar & gegen z und daher, wegen der
Stetigkeit der Funktion f(¢), auch f(£) gegen f(x). Also gilt:
. @+ A3)—0(a)
lim —————— "~ = .
Aﬂo 4z @
Damit ist der genannte Satz bewiesen.
Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt speziell,
daB &(z) stetig ist.
Als Beispiele fiir den Hauptsatz nennen wir:

z ’ z ’ 2
(fe"dt):e", (f]/coszdz>= Yeos z, (

3 0
In Abschnitt 17 haben wir ohne Beweis mitgeteilt, daB jede in einem Inter-

vall stetige Funktion dort auch eine Stammfunktion besitzt. Das ist jetzt
offensichtlich ; denn ist die Funktion f(z) im Intervall [a, b] stetig, so ist

z ’
BE
z | z°

1

D(z) = f f(eyde
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eine Stammfunktion zu f(z) im Intervall [a, b]. Ist die Funktion f(z) positiv,
80 kénnen wir aus einer gegebenen graphischen Darstellung fiir y = f(¢) leicht
eine geometrische Darstellung fiir die Funktion @ () erhalten (vgl. Abb. 26).

25. Berechnung des bestimmten mit Hilfe des unbestimmten Integrals. Es
sei f(2) eine im Intervall [a, b] stetige Funktion. Wir wollen jetzt untersuchen,
wie man das Integral »
I=[f@)dz
berechnen kann. ‘

Zu diesem Zweck fithren wir zunichst eine neue Integrationsveriinderliche

ein, schreiben also das Integral I
etwa in der Form

b
I=[f@)at.

Sodann betrachten wir allgemein
die Funktion

Abb. 26 D)= .f f()dt.

Man sieht unmittelbar, daB I = @(b). Wenn wir also die Funktion ®(z)
kennen, so kénnen wir mit ihrer Hilfe unmittelbar das Integral I berechnen.
Auf den ersten Blick sieht es nun so aus, als ob das Problem, die Funktion
& () zu bestimmen, wesentlich komplizierter ist als das Problem, lediglich die
Zahl I zu berechnen. Das ist aber nicht unbedingt der Fall; denn wir werden
sehen, daB wir zur Losung des allgemeineren Problems Methoden zur Ver-
fiigung haben, die wir bei der urspriinglichen speziellen Fragestellung nicht
verwenden konnen. Es sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, daB
man in der Wissenschaft haufig vor die Situation gestellt wird, daB eine all-
gemeinere Fragestellung tliche neue Wege zur Losung einer speziellen
Fragestellung liefert.

"In dem von uns betrachteten Fall kénnen wir insbesondere die im voran-
gehenden Abschnitt bewiesene Beziehung

D' (z) = f(2)
verwenden. Auf Grund dieser Beziehung ist also @(z) eine Stammfunktion
des Integranden f(x).

Wir wollen nun annehmen, da wir bereits iiber irgendeine Stammfunktion
F(x) des Integranden f(z) verfiigen. Dann erhalten wir in

[f@)dz=F@)+C (18)
die Gesamtheit aller Stammfunktionen, so da also
&(z)=F(2) + Oy, 19)

wobei C, eine passende Konstante ist.
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Unter den angegebenen Bedingungen besteht also unsere einzige Aufgabe

darin, diese Konstante C, zu bestimmen. Hierzu beachten wir, daB ein Integral
mit iibereinstimmenden Integrationsgrenzen gleich Null ist, so daB also

Pla)= ff(t) dt=0,

Hieraus und aus (19) ergibt sich
Cy=—F(a)

D (x) = F(z)—F(a).

und damit

Setzen wir hier speziell z = b, so erhalten wir

b
[f@)dz=F(b)—F(a). (20)
a
Durch diese Formel (die sogenannte LErsNiz-NEwToNsche Formel) wird
die Berechnung des bestimmten Integrals einer stetigen Funktion f(z) auf
das Problem, eine Stammfunktion zu f(z) zu bestimmen, zuriickgefiihrt, Auf
diese Weise wird ein wirklicher Zusammenhang zwischen den beiden Haupt-
gebieten der Analysis, der Differentialrechnung (zu welcher man ja genau-
genommen den Begriff der Stammfunktion rechnen muB) und der Integral-
rechnung (in der im wesentlichen die Theorie des bestimmten Integrals
behandelt wird), hergestellt. Bereits gegen Ende des 17. Jahrhunderts waren
die wichtigsten Prinzipien sowohl der Differential- als auch der Integral-
rechnung ausgearbeitet, aber es war noch nicht klar, da8 Differential- und
Integralrechnung miteinander zusammenhiingen. Es ist gerade das grofle
Verdienst von NEWToN und LEmBNIZ, daB sie diesen Zusammenhang erkannt
haben. Es diirfte jetzt auch einleuchten, warum man den in Abschnitt 24
bewiesenen Satz, durch den ja gerade dieser Zusammenhang hergestellt wird,
als Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bezeichnet.
Wegen der grundsiitzlichen Bedeutung der vorangehenden Resultate wollen
wir diese noch in Form einer Regel vermerken:

Regel. Zur Berechnung des bests: Integrals eimer stetigen Funlktion
geniigt es, eine zu dieser Funktion gehorende St ifunktion zu besti und
die Differenz der Werte dieser Stammfunktion an den Integrationsgrenzen zu
bilden.

Bei den vorangehenden Uberlegungen haben wir stets stillschweigend
vorausgesetzt, daB @ < b ist. Das ist aber nicht wesentlich. Tm Fall a=bist
némlich die Formel (20) trivialerweise richtig, da hier beide Seiten gleich Null
sind. Aber auch im Fall @ > b gilt Formel (20), und zwar kann man diesen
Fall dadurch auf den Fall a < b zuriickfiihren, daB man beide Seiten von (20)
mit (—1) multipliziert.

Bezeichnet man, wie es hiufig iiblich ist, die Differenz F(b) — F(a) mit

[F(=)L,
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80 kann man (20) auch in der Form
3
[f@)dz=[F =)L @1)

schreiben. Da hierbei F'(x) éine beliebige Stammfunktion zu f(z) sein darf,
kann man hierfiir schlieBlich*auch

b
[f@) dz={{f(z)da],

schreiben. In dieser Form l t der Z hang zwischen bestimmt
und unbestimmten Integralen besonders deutlich zum Ausdruck.
Als Beispiele fiir das vorangehende nennen wir:

H T 11
= 2 _ginZ _ginFol—o =
1 !cuszdz-[smz]z—sm2 sin & 1 3 3
= °
! B8 48 »
2 lfa:’da:=T =5-5=2,

1
d
3: f ’z, = [arctgz]} = arctg 1 —arctg0 = % .
[

1+

Es versteht sich von selbst, daB man alle Berechnungsverfahren fiir unbe-
stimmte Integrale auch als Berechnungsverfahren fiir bestimmte Integrale
verwenden kann. Insbesondere wollen wir dies fiir die Substitution und die
partielle Integration niher ausfithren, da diese Verfahren bei Anwendung auf
bestimmte Integrale noch etwas spezialisiert werden konnen.

Satz 1. Es sei f(z) eine im Intervall [p, q] definierte und dort iiberall stetige
Funktion. Es sei ferner @(x) eine im Intervall [a, b] definterte und dort iiberall
differenzierbare Funktion, deren samtliche Werte die Ungleichung p < ¢(2) < ¢
erfiillen. Dann gilt

b o(b)
[fo@) ¢ @de= [ f)dz. (22)
a (@)

Formel (22) driickt die allgemeine Substitutionsregel fir bestimmte
Integrale aus. Sie erinnert in gewisser Weise an die Substitutionsregeln fiir
unbestimmte Integrale, jedoch mit dem Unterschied, da8 hier eine Riickkehr
zur alten Verinderlichen unnétig ist, da Formel (22) eine Gleichung fiir
Zahlen ist. Wir weisen darauf hin, daB diese eine Substitutionsregel fiir
bestimmte Integrale beide Substituti geln fiir unbestimmte Integrale
ersetzt, da man bei praktischen Anwendungen die Formel (22) sowohl von
links nach rechts als auch von rechts nach links lesen kann.
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Wir kommen jetzt zum Beweis dieses Satzes. Dazu bezeick wir die linke
und die rechte Seite von (22) mit I, bzw. ;. Es sei dann F (z) eine beliebige
Stammfunktion zu f(z). Dann ist

L="F(p(b)) —F(p(a). (23)
L=[[f(¢@) ¢ @) dz];.
Auf Grund des Satzes aus Abschnitt 18 ist nun aber
[1o@) ¢'(2)de=F (p(x)) +C,
L=F(p(b))—F(p(a).

Hieraus und aus (23) folgt I, = I,, was zu beweisen war.
Beispiel 1.

Andererseits ist

so daBB

3 dz _ iz _ =
fs(l+1n‘z) /1422 4
i ¢
Hier haben wir die Substitution In £ = z angewendet (wobei Formel (22) von
links nach rechts gelesen wurde).
Beispiel 2.

R 7
f}/R'—z”dx=fR'cos'tdt.
[ ¢

Hier haben wir die Substitution z = R sin¢ angewendet (wobei Formel (22)
von rechts nach links gelesen wurde). Die weitere Berechnung bereitet jetzt
keinerlei Schwierigkeiten mehr. Es ist namlich

z z n
_ [ 1l4ocos2t , Tt sin2t 12 _ =
Jms’tdt_‘;{Tdt_[?"i' ]0 =1

4

und daher

R
VR—Fdz=Lam
4
0

Satz 2. Es seien u(x) und v(x) zwei im Intervall [a, b] definierte Funktionen,
welche dort stetige Ableitungen besitzen. Dann ist

3
fudv= [uv]ﬁ—fbvdu. (24)

Formel (24) ist die Formel fiir die partielle Integration bestimmter
Integrale.
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Der Beweis hierfiir ist auBerordentlich einfach. Zunachst ist
b
fudv=[fudv]:.
Auf Grund der Formel fiir die partielle Integration eines unbestimmten
Integrals ist nun

fu(lv:uv—fvdu,
so daB

3
fudv: [uv—fvdu]:.
a
Hieraus folgt jedoch unmittelbar (24)
Beispiel 3. Zu berechnen ist

I=fxcoszdx.
[
Offenbar ist

Ed
I fxdsin:c=[:csinz]s—fsinxd:v=[cosz];—-—2
0 0
26. Die WarLLissche Formel. Mit Hilfe der E:

isge des Lo dar Ahoh
kbunen wir einen recht interessanten Ausdruck fiir  herleiten. Dazu betrachten wir die
Integrale

»
T
U,= [ cos*zdz,
[

wobei 7 eine beliebige nicht negative ganze Zahl ist. Wir haben bereits gesehsn,‘
Up=%, U,=1.

Es sei nun # > 1. Dann ist auf Grund von Satz 2 des vorangehenden Abschnitts

o %

z

U, =fcos"1 zdsing = [smzooe""z]z—dfsmsd(eoa' 1z).

Da das erste Glied der Differenz auf der rechten Seite gleich Null ist, gilt

% 2
—(n—l)feos“ 3zsintzdz= (n—l)fcoe" 3z(l—ocos?z)dz,
d.h.
Uy=(n—-1)(U,_y—U,),
also
v,=-""1y, ..
n

(26)
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Wir nehmen nun an, da8 n ungerade ist. Ist n — 2 > 1, so kdnnen wir in (25) » durch
n — 2 ersetzon und erhalten n_3

e

Diese Reduktion kdnnen wir so lange fortsetzen, bis wir zu

U, U,

2
V=5 U

gelangen. Driicken wir nun U, durch U, _,, sodann U,_, durch U,_, usw. aus, so

finden wir 2.4 (n)
4o (n—
V=35 Ur
Beachten wir noch, daB U, = 1, und bezeichnen wir mit m!! das Produkt aller natiirlichen
Zahlen, die nicht groBer als m und ebenso wie m gerade bzw. ungerade sind, so kénnen
wir dafir auch (=11
n—

U=t (26)
sohreiben. -
Entsprechend ergibt sich fiir gerades n
_ (=1 &
V=" 2~ @)
Nun ist fiir Oszgg offenbar
cost* 3z < cos?*t1z < costt .
Daher gilt auf Grund von Satz 9 aus Abschnit 23
Usasa< Uspy1< Upa-
Diese Ungleichung kénnen wir auf Grund von (26) und (27) auch als
@n+Dit = (2n)11 2n—11! n
@nyon 2 <@rn+rDu " @mn_ 2"
schreiben, so da8
2n+l1 = (2n)11 n
Itz T (2n—1)sz]'2,.+1 <3 (28)
Da nun
2n+1 1
pooc 20+2

erhalten wir aus (28)
Ay [ @1 ]
2 aowl@r=D111] 22+41°

o L[ @mn
n=lim < [ e ]

und hieraus folgt

Diese Formel bezeichnet man iiblicherweise als Warrissche Formd 1) Durch sie wird die
Zahl # in sehr einfacher Weise durch irliche Zahlen ausgedriickt.?) Diese Formel ist

1) J. WaLLIs (1616 — 1703), englischer Mathematiker.
1) Wir werden spéter noch andere Ausdriioke fiir » in natiirlichen Zahlen angeb
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nun zwar vom theoretischen Standpunkt aus recht i jedoch fiir eine praktische
Berechnung von 7 nicht sehr geeig: Um némlich eine hinreichende G igkeit zu
(2n)!!

erreichen, muB man n ziemlich groB wahlen; dann wird aber der Ausdruck
sehr unhandlich. g

27. Die nitherungsweise Berechnung von bestimmten Integralen. Mit Hilfe
der Formel von NEwroN und LEmBNIzZ kann man ein bestimmtes Integral
immer dann berechnen, wenn sich zu der betrachteten Funktion eine Stamm-
funktion angeben liBt, die durch endlich viele elementare Funktionen aus-
driickbar ist. In den Fillen aber, in denen es keine Stammfunktion dieser Art
gibt (oder ihr Aufsuchen mit auBerordentlich umfangreichen Rechnungen
verbunden ist), muB man andere Berechnungsverfahren fiir das bestimmte
Integral verwenden.

In einigen Fallen gelingtes nun, den Wert eines bestimmten Integrals mit
Hilfe eines Kunstgriffes zu bestimmen.

Wir betrachten z. B. das Integral)

@n—1)n

=
zsinz

=] THoosiz 4%
0

1

Fiihren wir hier die Substitution # = 7 — 2z aus, so finden wir

Ed
‘[ (x—2)sinz d

I=

Z,

1+ cos?z
das heiBt
I=n ”si.nzdz _I.
1+ costz
Also st b
2[=no %.

Setzen wir hier cosz = u, so erhalten wir

1

_ du +1_ a*
2l=n [ T _n[uctgu]_l—T
-1

und damit

ol .
z8inz n?

T+costz 0 & °
o

Es ist klar, daB dieses Beispiel nicht typisch sein kann. Allgemein kann man
jedoch stets das Integral einer Funktion, deren Stammfunktion nicht elementar
ausdriickbar ist, mit Hilfe gewisser Néherungsformeln berechnen.

zsinz

1) Das unbesti Integral Tr ootz dz ist nicht elementar ausdriickbar.
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Wir beschrinken uns hier auf die Diskussion einer einzigen Naherungs-
formel, die als ,Rechteckformel bezeichnet wird. Alle anderen Nihe-
rungsformeln beruhen auf ganz éhnlichen Prinzipien, jedoch sind bei ihnen
die Abschiitzungen fir die mit ihnen erreichbare Genauigkeit wesentlich
komplizierter.

Wir haben bereits oben gesehen, daf fiir das bestimmte Integral einer
stetigen Funktion allgemein die Beziehung

b
[f@)dz=F(& (b—a)

gilt. Diese Formel stimmt genau, jedoch gibt sie uns kein Verfahren in die
Hand, das bestimmte Integral zu berechnen, da sich allgemein tber den
Punkt & nursaussagen liBt, daB er
zwischen @ und b liegt. Ersetzen
wir nun den Punkt £ durch den
Mittelpunkt des Intervalls [a, ], so
gelangen wir zu der folgenden, aller-
dings im allgemeinen nicht sehr ge-
nauen Niherungsformel

b
[t@az=i(*5*) 6—a), @)

die man als ,,kleine Rechteckformel
bezeichnet. Man sieht leicht, daB
im Fall einer positiven Funktion das Ersetzen des Integrals

b
[fl@)d=z

durch den Wert f 3;—" (b — @) vom geometrischen Standpunkt aus darauf
hinauslduft, daB man an Stelle des von den Kurven y =0, y =f(2), z=a
und z = b begrenzten krummlinigen Trap das Rechteck mit der Grund-

linie [a, b] und der Héhe f 8+5) potrachtet (Abb. 27).
3 )

Wir wollen nun untersuchen, wie gro8 der maximale Fehler der Niherungs-
gleichung (29) ist. Dazu setzen wir voraus, da8 fiir die Funktion f(z) im
Intervall [a, b] iiberall sowohl die erste Ableitung f’(z) als auch die zweite
Ableitung f”(z) existieren und stetig sind. Dann kénnen wir f(z) suf Grund

ent-

der Tayrorschen Formel folgend Ben nach Potenzen von z — = ';'b
wickeln :

o= 1{252) (252 e )+ LD o2,
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wobei Z ein gewi Punkt zwisch a;b
Gleichung, so erhalten wir wegen

f(z—a;b)dz=0,

und z ist. Integrieren wir diese

daB

fﬂndz—f(“+‘yb—ar+lj}wm( e KL )
Bezeichnen wir nun mit m bzw. M den kleinsten bzw. groBten Wert der Ab-
leitung f”’(x) im Intervall [a, b], so ist
m<f'E<M.
Multiplizieren wir diese Ungleichungskette gliedweise mit der (nicht negativen!)
Zahl (z— GT” und integrieren wir die dabei entstehende Ungleichungskette
gliedweise, so erhalten wir

mfb(z_a;b):dxgﬁf,,(i)( a;b)’dzgll[fb( a-;-b)’.iz.

Das Integral b
f(z— a;b)'dz
L]

a+bd

1iBt sich nun durch die Substitution z=-"—

Integral L
®—ap _ (—ap
8 f fdi= 12

-1

zuriickzufijhren, so daB8
3 .
b— (7 b\
I
a

(b—ap
12

Hieraus folgt, daB die Zahl
74 b 2
h_W f f (5)( ) dx

zwischen 7 und M liegt. Daher nimmt die als stetig vorausgesetzte Funktion
J”(x) diesen Wert in einem gewissen Punkte 2 = 7 zwischen a und b wirklich
an, so daB »

[r® (=252 dz= L2 o).
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Setzen wir dies in (30) ein, so gelangen wir zu der folgenden , kleinen Rechteck-
formel mit Restglied*:

b
[tayaz=f(25*) 0 —a)+ L5 7). (31)

Wir denken uns nun das Intervall [a, b] durch die Teilpunkte

b—a
=6, n=a+—; vy wy=b

in 7 Teilintervalle [z, :v,,,,] gleicher Lange zerlegt Dann ist
f CLEES 2 f 1@z, (32)

Wir wenden nun auf die auf der rechten Selte in (32) auftretenden Integrale
jeweils Formel (31) an:

Th+1
[ e =g(BEpe) @~z + Szl gy, (33
Zr

wobel 7, < 7, < 2,,. Beachten wir, daB z;,,— 7, = b—— und bezeichnen
wir den Mittelpunkt m des Intervalls [z, z,,] ]ewei]s mit 2,4, 80
erhalten wir aus (32) und (33)

f f@da=222 5t + S B ). 34

Da nun die Werte f(n,) alle zwischen m und M liegen, ist offenbar
n—1
m< 3 f ) S M.
S 1
Daher gibt es zwischen @ und b einen Punkt £, 80 daB

f”(f)—— Z’ f”(n ).
Damit nimmt (34) die Form

n—1 _
f @) da=220 57 fla) + i) (35)

an. Das ist die sogenannte ,,grole Rechteckformel mit Restglied*. Vernach-
lissigen wir hier den iten Su den auf der rechten Seite, so erhalten
wir die ,,angeniherte Rechteckformel

)

)+ @)+ o+ F(@a-)]e (36)
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Aus dem Vorangehenden folgt, daB der Fehler dieser Niaherungsgleichung
nicht groBer ist als

(b—ap
240t

¢ (37)
wobei K = max |f”(z)|.
Da der Fehler (37) mit wachsendem 7 gegen Null strebt, ist
b
f f(x)der = lim
n—so0

P28 [ fla) + ) + - @],

Diese Formel ist iibrigens fiir beliebige integrierbare Funktionen richtig?),
wihrend die Fehlerabschiitzung (37) natiirlich nur fiir Funktionen mit stetiger
zweiter Ableitung maoglich ist.

Wir betrachten nun einige Anwendungsbeispiele der vorangehenden
Formeln.

Beispiel 1. Wir berechnen das Integral
1
f 22dz
4
nach Formel (36) fiir » = 10.
Hier ist z; = £ und daher

10

- =s,+z,+,=2k+l
E+'s 2 20 '

also
zy,= 0,05, z,=0,15, v, = 0,25, T, = 0,35, Ty, = 0,45,

l (38)
Zu,= 0,66, 2uw,=0,86, zu,=0,75, 2v),=0,85, xu,=0,95.

Fir f(z) = 22 ist dann

fl@y,) =0,0026, f(zy,) =0,0225, f(xv,)=0,0625,

f(@y,) =0,1225,  f(zv,) =0,2025, f(z;,)=0,3025,

flzw,) =0,4225, f(zw),) =0,5625, f(zw,)=0,7225,

Slz),) =0,9025.
1) In der Tat: Offenbar ist b_—a[/(z,,‘) £+ + f(2a_1y,)] eine Integralsumme, die zu
der Zerlegung »
T =a+ % (b—a)

gehort, und zwar gerade die Integral mit den Zwisch ten

T+ 3,
\ E.:z,*./'=—‘i.,
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Addieren wir alle diese Werte, so erhalten wir
[}
Z'f(zkﬂln) = 3,325,
k=0
und es ist nach Formel (36)

1
f dz ~ 0,3325. (39)
0

Der genaue Wert des Integrals ist 0,33333. Daher ist der Fehler der Nahe-
rungsgleichung (39) kleiner als 0,001, wihrend der relative Fehler Kkleiner als
0,003, d. h. kleiner als 0,3% ist.

Beispiel 2. Wir berechnen das Integral

1
dz

1+ 2

nach Formel (36) fiir n = 10.

Da wir hier ebenso wie im vorangehenden Beispiel das Intervall [0, 1]
betrachten und ebenso wie dort # = 10 ist, kénnen wir die Werte ;,, aus
(38) entnehmen. Es sind nun die Werte der Funktion

1@ =1

fir diese Argumentwerte zu berechnen. Da wir zweckmiBigerweise mit
Dezimalbriichen rechnen werden, mii wir uns iichst iiberleg mit
wieviel Dezimalstellen wir rechnen wollen. Dazu schéitzen wir zunéchst nach
Formel (37) ab, welchen Fehler wir in unserem Fall bei n =10 héchstens
begehen. Offenbar ist

i 2(322—1)
Fre= "

und dieser Quotientist sicher nicht groBer als 2.1) Daraus folgt, daB der Fehler

bei Anwendung von (36) im betrachteten Fall kleiner als 12]00 ist. Berechnen

wir nun die Funktionswerte f(z;,:,) gerundet auf vier Stellen hinter dem
Komma, so begehen wir bei jedem Funktionswert einen Febler, welcher kleiner
als 0,00005 ist. Dann ist der Fehler der Summe der zehn Funktionswerte

kleiner als 0,0005. Wenn wir sodann die Summe mit boa _ 0,1 multiplizieren,

so geht auch der Fehler auf den zehnten Teil zuriick. Daher ist der Gesamt-
fehler, der von der Ungenauigkeit der Formel und dem Runden herriihrt,
kleiner als 0,001.

L 32—1] 32241

——
) Esist T ST+ 30+a =
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Nach diesen Bemerkungen wollen wir zu den Berech
iibergehen. Wegen
flzy,)=0,9975,  f(zv,) =0,7678,

flay)=09780,  f(zw,)=0,7030,
f(Zl[.) = 0,9412 > f(a:u/.) = 0,6400,
flz)) =0,8009,  f(aw,) = 0,5808,
fl2y,)=0,8316,  f(zw,) =0,6256

im

=)

ist
9
'%f(zb,-/,) = 17,8662

und daher

1

d
H_—‘z, = 0,7866 (- 0,001).
0

Der genaue Wert des Integrals ist nun bekanntlich gleich % Damit gelangen
wir zu der Niherungsgleichung
7 =3,1424(40,004),
das heiBt
3,138 << 3,147
(genau ist 7 = 3,14159. . .).

Das zuletzt betrachtete Beispiel ist insofern von prinzipieller Bedeutung,
weil hier ein praktisch anwendbares Verfahren zur beliebig g Berech
nung von # (und 7 ist eine der wichtigsten Konstanten der Mathematik)
gegeben wird (in Abschnitt 42 werden wir ein anderes Verfahren kennenlernen,
welches noch schneller zum Ziele fiithrt).

Beispiel 3. Wir berechnen das Integral

1
dz
1+2
0

nach Formel (36) fiir » = 10. In diesem Fall sind die Werte der Funktion

f@ =115

fiir die Argumentwerte (38) zu berechnen. Man erhilt:
flzy) =0,9524, f(zw,) = 0,6452, ,
f(2)=0,8698, f(z.,) =0,6061, 3 f(ea ) = 6,9284,
f(@y)=0,8000, f(zw,)=0,6714, =
f(@y) =0,7407, f(z,) = 0,5405, S @) =0,69284.
flan) =0,6807, f(zw,)=0,5128,

b—a
n
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Der Fehler bei den einzelnen Funktionswerten ist dabei jeweils kleiner als
0,00005, so daB der Fehler der Summe aller zehn Funktionswerte kleiner als
0,0005 und der von b:“ 2 f(@4y,) Kleiner als 0,00005 ist. Ferner la8t sich
der Fehler, der durch das Vernachléssigen des Restes in Formel (36) begangen

wird, nach Formel (37) abschitzen. Wegen f(z) =

kénnen wir hier

(1+2)°
K = 2 setzen, so daB der Fehler der Nitherungsgleichung (38) kleiner ist als
1

Beriicksichtigen wir, daB in unserem Beispiel f”'(x) stets positiv ist, so kénnen
wir feststellen, da8 der Fehler R in (36) den Ungleichungen

0 < R <0,00084
geniigt, so daB der Gesamtfehler zwischen
—0,00005 und +0,00089

liegt. Damit finden wir fiir den genauen Wert des betrachteten Integrals, das
ist In2, die Abschitzung .
0,69279 < In 2 < 0,69373,

das heift In2 = 0,693(4-0,001).
Entsprechend kann man wegen

N-1

dz
Tyz =¥

mit Hilfe von Formel (36) mit hinreichend groBem » den Logarithmus fiir
jede positive reelle Zahl N mit beliebiger Genauigkeit berechnen (und den’
Fehler abschitzen!). Damit verfiigen wir bereits iiber ein Verfahren, eine
Logarithmentafel effektiv aufzustellen. Wir werden spiter (in Abschnitt 41)
noch ein zweites derartiges Verfahren kennenlernen.

Wir wollen zum AbschluB dieser Uberlegungen noch kurz darauf eingehen,
wie die Werte einer Stammfunktion einer stetigen Funktion bestimmt werden
konnen, wenn diese Stammfunktion nicht elementar ausdriickbar ist. Es ist
leicht einzusehen, daB wir jetzt auch iiber eine Moglichkeit dafiir verfiigen.
Es sei dazu f(z) eine beliebige im Intervall [a, b] stetige Funktion. Wir be-
trachten dann die durch

D(z)=[fe)dt (40)

gegebene Stammfunktion zu f(z) (jede andere ergibt sich aus ihr durch Ad-
dition einer passenden Konstanten). Um einen bestimmten Wert & (z) dieser
Funktion zu berechnen, braucht man nur das in (40) auf der rechten Seite
stehende Integral auszurechnen. Eine Methode dafiir haben wir aber gerade
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kennengelernt. Damit man sich jedoch auf das erhaltene Resultat mit einiger
Sicherheit verlassen kann, muB man den Fehler des berechneten Néherungs-
wertes abschitzen. Ist f(x) eine beliebige stetige Funktion, so haben wir
hierzu kein allgemeines Verfahren. Besitzt jedoch die Funktion f(z) eine stetige
zweite Ableitung, so gelingt die Fehlerabschitzung unmittelbar mit Hilfe von
Formel (37). Wir kénnen also iell die vorangehenden Uberlegungen sicher
dann mit befriedigendem Er[olg anwenden, wenn f(z) eine elementare Funk-
tion (mit stetiger zweiter Ableitung) ist.

§ 6. Anwendungen der Integralrechnung

28. Die Berechnung von Flicheninhalten. Wir haben bereits oben geschen,
daB fiir jede positive stetige Funktion f(z) der Flwchemnhalt des durch die
Kurven y =0, z2=g¢a, z=bund y = f(:/r:)l kru g P

durch
F= f flz)dz

gegeben wird. Wir wollen hier zwei Anwendungsbeispiele dieser Formel geben.
-y Beispiel 1. Man berechne den Flichen-
inhalt des Kreises vom Radius R. Die Glei-
chung fiir den Kreis vom Radius R um den
Koordinatenursprung (Abb. 28) lautet

2+ =R
Daher wird der obere Halbkreis durch die
Gleichung =+ VR—2

beschrieben, so daB der Flicheninhalt des in
Abb. 28 schraffierten Halbkreises durch

+R
Abb. 28 [ VR—adz
-R

gegeben wird. Durch die Substitution z = Reint geht dieses Integral in
td

das Integral [ 2R’cos’tdt iiber, und es ist
Tz
5 o
Ricosttdt=R? f H'—;os-zidt=%[t+—;—sin2t] i="——.
2

2
Daher ist der Flicheninhalt des ganzen Kreises gleich n R%

"la\'nla
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Beispiel 2. Man berechne den Flicheninhalt der Figur, die durch die
2-Achse und eine Halbwelle der Sinuskurve y = sin = begrenzt wird (Abb. 29).
Dieser Flicheninhalt wird durch

F=fsina:dz=[—cosz]:=2
1

gegeb Es ist int nt, daB dieser Flicheninhalt rational ist.
Wir wollen jetzt allgemeiner den Flicheninhalt der von den Kurven x =a,
z=0b, y=f(z), y=g(x) begrenzten Figur betrachten, wobei f(z) und g(z)
y

Abb. 29

zwei im Intervall [a, b] stetige positive!) Funktionen sind, fiir welche iiberall
f(z) < g() ist (Abb. 30).

Es liegt auf der Hand, daB der Flicheninhalt einer solchen Figur folgender-
maBen definiert werden kann:

b
F=[[yz)—f(@]da.
Setzen wir g(x) —f(x) = r(z), so kénnen wir dafiir auch kurz
b
F=[r@z)dz (&)
e

schreiben. Hieraus folgt, daB der Flicheninhalt von der speziellen Form
der Figur weitgehend unabhiingig ist, da8 er nidmlich nur von der jeweiligen
v Linge 7(z) des Ordinatenabschnitts
zwischen den Kurven y = f(z) und

yedf 2 =g (z) abhiingt. Sind also f,(z) und
¢,(x) irgendwelche andere Funktionen,

fiir welche ebenfalls g, (z) —f,(z) =7 (z)

gilt, so besitzt die von ihnen begrenzte

! Figur denselben Flicheninhalt wie die
: zuerst betrachtete. Dieses bereits im
¢ z 17 Jahrhundert von dem Italiener
Abb. 30 B. CavaLIERT (1591? — 1647), einem
Vorlidufer von LErBN1z und NEWTON,

gestattet die folgende rein geometrische Formulierung:

vl

fooctallie R. Ttat
-5

1) Man sieht leicht ein, daB man auf diese Voraussetzung verzichten kann.
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Cavarrerisches Prinzip. Es seien (I) und (II) zwei von den parallelen
Geraden p und q eingeschlossene ebene Figuren (Abb. 31), fiir welche die Schnitte
mit jeder zu p und g parallelen Geraden r jeweils gleiche Linge haben. Dann
besitzen die Figuren (I) und (II) denselben Flicheninhalt.

Man zeigt :?ic‘g;;)én d,,g,i :He%::g

Schnittlingen in einem gewissen kon-
stanten Verhilinis, so stehen auch die
Flicheninhalte von (I) und (II) in diesem
Verhdiltnis.

28. Die Berechnung von Volumina.
Wir betrachten einen zwischen den par-
allelen Ebenen z=a und =15 lie-

d " ! genden Korper 7', wobei wir annehmen
Abb. 31 wollen, da8 sich als Schnitt von 7'

mit jeder Ebene z =z, (a < %, < b) eine

Figur T(z,) ergibt, welche einen bestimmten Flicheninhalt F(x,) besitzt.

‘Wir setzen ferner voraus, daB die dabei entstehende Funktion F'(z) eine stetige
Funktion von z ist (Abb. 32). Gefragt ist nach dem Volumen des Korpers T'.
Neben der Frage nach der Berechnung dieses Volumens ist hier zunichst die
Frage zu kliren, was iiberhaupt unter dem Volumen des Kérpers 7' verstanden
werden soll.2) Zur Beantwor-
tung dieser zweiten Frage
denken wir uns das Intervall
[a,b] durch die Teilpunkte
=<2 <8<+ <Tp=b
in n Teilintervalle zerlegt.
Dann wird der Kérper 7 durch
die Ebenen z = z; in = diinne
Schichten zerschnitten. In ein-
fachen Fillen werden wir nun
jede derartige Schicht an-
geniihert als einen Zylinder
mit dem Volumen

F(zy) (g1 —2)
1) Ist namlich stets r,(2) = kry(2), so ist

L] 1] 3
Fy=[r(z)dz= [kry(@)dz=Fk [ry(s)dz=kF,.

de Definiti isti hlieBlich auf die A dung des (einfach ls suf

W

) Eine eingehende Analyse des Vol begriffs kann hier nicht gegeben werden. Die
X (e )T

Vol
v
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ansehen konnen (wir verwenden hier ohne genauere Begriindung, da8 ein
gerader Zylinder mit der Grundfliche ¥ und der Héhe % das Volumen V = Fh
besitzt). In jedem solchen Fall werden wir

n—1
o= 3 F(x}) (@, — )
¥=0

als &ngenaherten Wert des Volumens V des Korpers T ansehen kénnen
(wobei im Augenblick noch gar nicht genau feststeht, was eigentlich das
Volumen eines Korpers ist). Dann liegt es aber nahe, den gemmen Wert des
Volumens V als Grenzwert von ¢ fiir A = max (z;,; — 2;) —> 0 zu definieren.
Diese Definition bedarf (wie auch jede andere Definition) selbstverstidndlich
keines Beweises. Dagegen miissen wir uns davon iiberzeugen, ob dieser
Grenzwert auch stets existiert. Das ist aber fiir die von uns betrachtete
Klasse von Korpern der Fall, da es sich bei den Summen o genau um die
Integralsummen der als stetig vorausgesetzten Funktion F(z) handelt. Auf
Grund der vorangehenden Uber]egungen gelangen wir ferner unmittelbar zu
der Formel

V=f1"(:v)da:, @

mit deren Hilfe man das Volumen des Kérpers T' aus den Flicheninhalten
seiner Schnitte T'(z) berechnen kann.)
Wir betrachten nun einige Beispiele fiir Anwendungen dieser Formel.

Beispiel 1. Man berechne das Volumen eines ge-
raden Kreiskegels vom Radius R und von der Héhe H.

Im vorliegenden Fall wihlen wir als z-Achse die
Symmetrieachse des Kegels und als Koordinaten-
ursprung O dessen Spitze, wobei die positive Rich-
tung der z-Achse von O aus in Richtung auf die
Grundfliche des Kegels weise (Abb. 33). Die
Schnitte 7'(x) des Kegels sind dann K.relse, wobei

der Radius des Kreises T'(z) offenbar gleich —z ist.
Hieraus folgt

z V= [a(fafds=garH.
Abb. 33 F
1) Hieraus folgt, deB das Vol 14 bhingig von der speziellen Form des Sch
T(z) ist und nur vom jeweiligen Flicheninhalt F(z) des Schni T'(z) abhingt.

Damit erhalten wir:

CavariErisches Prinzip fiir Volumina. Es seien (I) und (II) 2wei zwischen den
parallelen Ebenen P und Q liegende Korper. Stimmt fiir jede zu P und Q parallele Ebene R
der Fldcheninhalt des Schnittes von (I) und R mit dem von (II) und R dberein, s0 besitzen
(I) und (II) dasselbe Volumen.

Unterscheidet sich allgemeiner fir jede derartige Ebene R der Flicheninhalt des Schnittes
von (I) und R von dem von (II) und R nur um einen von R unabhéngigen Faktor k, so
unterscheiden sich auch die Volumina von (I) und (1I) nur um diesen Faktor.
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Beispiel 2. Man berechne das Volumen einer Kugel vom Radius R.
‘Wir berechnen zuniichst das Volumen einer Halbkugel. Mit den in Abb. 34

Jantat h

)

U 00

7/
I I e

ist der Radius 7 des dort schraffiert gezeichneten

Abb. 34

Z
z ] 3
aq
Abb. 35

Kreises gleich YR?— 22 (Abb. 35). Damit erhalten wir als Volumen der

Halbkugel

R
fn(R*—a%da::%nR’,‘)
0

so daB das Volumen der ganzen Kugel durch

»\'\}\\\\\W&\\..

\

Q

Abb. 36

V=4nR
gegeben wird.

Beispiel 3. Man berechne das Volumen
eines Zylindersegments, das von einem ge-
raden Kreiszylinder von einer durch einen
Durchmesserder Grundfliche gehenden Ebene
abgeschnitten wird.

Wir verwenden die Bezeichnungen der
Abb. 36 und setzen A B= H und 04 = R;
unsere Aufgabe soll es sein, das Volumen V
des Zylindersegments durch H und R auszu-
driicken.

') Diese Formel kann man iibrigens auch mit Hilfe des CavaLrERIschen Prinzips aus den
Formeln fiir das Volumen eines Zylinders und eines Kegels herleiten. Zu diesem Zweck
legen wir die Halbkugel vom Radius R zwischen die beiden Ebenen, die durch die obere
und untere Grundfliche eines Zylinders vom Radius und von der Hohe R gebildet

werden, aus dem ein Kegel
gleichen Radius und glei-
cher Hohe herausgeschnit-
ten ist (Abb.37). Die in
Abb. 37 eingezeichnete
Ebene H schneidet dann
aus der Kugel einen Kreis
vom Radius YR*— 22, aus

-
k5527222
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Zu diesem Zweck betrachten wir das Dreieck 0,4, B;, welches aus dem
Zylindersegment durch die Ebene ausgeschnitten wird, die zur Ebene 04 B
parallel ist und von dieser den Abstand 00, = = besitzt. Der Flicheninhalt
dieses Dreiecks wird durch F(z) = —;—OIA1 + 4, B, gegeben. Dabei ist offenbar
0,4, =Y R?*— «?; ferner besteht wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke 0.4 B
und 0,4, B, die Beziechung 4,B,: AB=0,4,:04, so daB

4,82 yp—a. 4

»

P ”"Z//////\
: +R ) 7
V=_{%(R*—z’)d:=%[k’z-—%]_n, ///’//////,5//;«///’

d. h,

Also gilt
Fla)=1 (B—a.

Hieraus folgt

V=%R’H. Abb. 38

Die zuletzt behandelte Aufgabe kann man aber auch noch auf andere
Weise losen. Dazu legen wir die z-Achse lings des Radius O 4, der senkrecht
auf dem Durchmesser steht, durch welchen die Ebene geht, die das be-
trachtete Zylindersegment abtrennt (Abb. 38). Dann schneidet die zu 04
senlorechte Ebene durch den Punkt P, wobei OP =z, aus dem Zylinder-
segment ein Rechteck 7'(z) aus, dessen Flicheninhalt durch

F(x)=MN-PQ

gegeben wird. Dabei ist offenbar

MN=2VR—2a%;
ferner ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke 04 B und O PQ

PQ:AB=0P:04,
so daB H

PQ= %

Dabher ist

R R
V=f2%z]/R3—z’da:=%f}/R’—z’ d(2%).
0 []

dem Zylinder einen Kreis vom Radius B und aus dem Kegel einen Kreis vom Radius z

aus. Daraus folgt, daB die Flacheninhalte der schraffierten Schnittflichen iiberein-

stimmen, und zwar gleich s (R*— 52) sind. Daher ist das Volumen der Halbkugel gleich

dem Volumen des Kérpers, den man erhilt, wenn man aus dem betrachteten Zylinder

den betrachteten Kegel h hneidet, d. h. gleich nR’—%nMn%nR’. Diese
int, Herleitung 1aBt sich iibri auch gut in der Schule bringen.
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Setzen wir hier B? — 22 = z, so erhalten wir
[ 370
H -, H|2 %
V=_7JV””——T[?’ L-

und damit genau wie oben

Die Tatsache, daB wir im vorangehenden Beispiel auf zwei verschiedene
Weisen zum selben numerischen Wert fiir das Volumen V gelangt sind,
fiilhrt auf ein wesentliches neues Problem. Dazu beachten wir, daB bei der
Berechnung des Volumens eines Kérpers T' nach Formel (2),

b
V=[F(z)dz, 2

zuniichst eine gewisse Gerade als z-Achse gewiihlt werden muB. Zeichnet
man eine andere Gerade aus, so &ndern sich dabei im allgemei die Schnitt,

T'(z) und damit auch ihr Flicheninhalt F(x). Es erhebt sich nun naturgemif
die Frage, ob sich dabei nicht evtl. auch das Volumen éndert, das sich nach
Formel (2) ergibt. Wire dies der Fall, d. h., wiire das Volumen eines Kérpers
von einem subjektiven Element (wie z. B. der Auswahl der x-Achse) ab-
hiingig, so wiirde das den Wert unserer Volumendefinition stark beeintriich-
tigen. Daher miiBten wir, genau genommen, unserer Definition noch einen
Beweis fiir die Unabhangigkeit der GréBe des Volumens von der
Auswahl der z-Achse hinzufiigen. Wir wollen jedoch darauf hier nicht
eingehen, da der erwihnte Beweis recht kompliziert ist und eine bedeutende
Einengung der Klasse der betrach-
teten Kérper erfordern wiirde. Hinzu
kommt, daB es sich bei dem ge-
nannten Problem weniger um ein
Problem der Integralrechnung alsum
ein Problem der Geometrie handelt.

Beispiel 4. Man berechne das
Volumen V des Korpers T, der zwei
geraden Kreiszylindern vom gleichen
Radius R gemeinsam ist, deren
Achsen sich unter einem rechten
Winkel schneiden (Abb. 39).

Unabhiingig von den Schwierig-
keiten, mit denen eine genaue Be-
schreibung der Form dieses Kérpers
verbunden ist, liBt sich diese Auf-
gabe sehr einfach losen. Dazu be- Abb. 39
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zeichnen wir die Ebene, welche die Achsen beider Zylinder enthilt, als

,,Achsenebene*. Offenbar sch

idet jede zur Achsenebene parallele Ebene aus

jedem der beiden Zylinder ein Rechteck aus, dessen
Breite, wie aus Abb. 40 zu entnehmen ist, durch

4,B,=2VF—2

[} I
gegeben wird, wobei = den Abstand der betrachteten "
Ebene von der Achsenebene bezeichnet. Daher ist A 8
der Schnitt 7T'(z) dieser Ebene mit dem Korper 7' v
ein Quadrat mit der Seitenlinge 4, B, so daB das

Volumen ¥V durch

L7

Abb. 40

V= ]n4(R’—z’)dz=4[R'z———]+R
-R

d.h.
168
V—TB‘
gegeben wird.

Wir wollen zum AbschluB noch
auf einen wichtigen Spezialfall von
Formel (2) eingehen. Dazu betracht
wir eine im Intervall e <z b
stetige Funktion f(x). Wir stellen
uns sodann vor, da die Kurve
y=f(z) um die z-Achse rotiert, und

Abb. 41 betrachten den durch die Rotations-
fliche und die Ebenen z=a und
z=bb ten Rotationskorper T (Abb. 41). Im betrachteten Fall sind die

Schnitte T(z) Kreise, wobei der Kreis 7'(z) jeweils den Radius f(z) besitzt.
Damit ergibt sich als Volumen des Rotationskérpers T':

b
V=nfz)dz. 3)

Betrachten wir zum Beispiel den durch eine Sinushalbwelle erzeugten
Rotationskorper (Abb.42), so erhalten wir nach Formel (3):

Abb. 42
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30. Die Liinge einer Kurve. Wir betrachten eine beliebige Kurve y = f(z),
wobei f(z) eine im Intervall [a, b] stetige Funktion ist. Wir zerlegen dann das
Intervall [a,b] durch die Teilpunkte zp=a<z <---<%,="4 in Teil-
intervalle und bilden den Streckenzug, der die Punkte M;(z;, f(zy)
(k=0,1,...,7n) miteinander verbindet. Strebt nun bei gegen Null gehender
Maximaldistanz aufeinanderfolgender Eckpunkte die Linge des Strecken-
zuges gegen einen endlichen Grenzwert s, so bezeichnen wir diesen als
Linge der Kurve y = f(z). Nicht jede stetige Kurve besitzt eine Linge
(man kann zwar zeigen, daB dieser Grenzwert stets existiert, er kann
jedoch unendlich sein). Diejenigen Kurven, die eine endliche Linge be-
sitzen, werden auch rektifizierbar genannt.

Satz. Besitat die Funktion f(x) im Intervall [a, b] eine stetige Ableitung f'(z),
s0 ist die Kurve y=f(z) rektifizierbar, und ihre Linge wird durch

b e
s=[V1+ /(@) d= )
gegeben. ¢

Beweis. Offenbar ist die Linge der Strecke M M, ,, des oben betrachteten
S rock .
Str ges gleich

Ve, — 2+ [f (@e4) — F (@)1
Nun ist aber auf Grund der Formel von LAGRANGE
@) —f (@) =F'(Es) (@ee1— ),
wobei 2, < £ < 2;,,. Daher wird die gesamte Liinge o dieses Streckenzuges
durch 1
o= 5 1+/7E) @a—a)

gegeben. Das ist offenbar gerade eine Integralsumme der stetigen Funktion

V1+f"%().

Die Integralsummen streben aber, falls A = max (2, — ;) gegen Null geht,
gegen das Integral (4). Bezeichnen wir nun die Linge der groBten Strecke
M M, mit u, so ist offenbar A < u. Daher strebt mit x auch A gegen Null.
Damit ist der angegebene Satz bewiesen.

Beispiel. Wir betrachten einen beliebigen Kreis mit dem Radius R.
In bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Ursprung im Mittelpunkt des
Kreises liegt, wird dieser Kreis durch die Gleichung

2+y=R
beschrieben. Die Gleichung fiir den oberen Halbkreis lautet dann

y=VR*—a?.

In diesem Fall ist also
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Betrachten wir den ganzen oberen Halbkreis, d.h., lassen wir z auf dem
Intervall [— R, 4+ R] variieren, so kénnen wir den zuletzt bewiesenen Satz
nicht anwenden, da die Ableitung g’ fiir
z = + R nicht existiert. Wir betrachten v
deher zunichst nur denjenigen Bogen
des oberen Halbkreises, der zwischen
den Geraden y =z und y = — 2z liegt
(d.h. den in Abb. 43 stark ausgezeich-
neten Bogen AB). Die Abszisse des
Punktes A bzw. B ist nun gleich
RV 4 1 ind aa die Funk-
tion y YR2—2? im abgeschlossenen
. Intervall [—%, +£] die Vor-
aussetzungen des oben bewiesenen
Satzes erfiillt, erhalten wir als Lénge

des Bogens AB Abb. 43
- Rdzx
Sap= f V1+y?dz= f R —a? ’
_RPE _ER2
2 2
d.h.
nyE

sAB—R[a.rcsm 7] =%R.

n;’z

Da aber der Bogen AB genau ein Viertel der ganzen Kreisperipherio ist,
ist auch diese rektifizierbar, und ihre Linge ist gleich 2nR.

31. Der Flicheninhalt von Rotationsflichen. Wie oben, betrachten wir
auch hier eine beliebige Kurve y = f(x), wobei f(z) eine im Intervall [a, b}
stetige Funktion ist. Der Einfachheit halber wollen wir jetzt jedoch annehmen,
daB die betrachtete Funktion iiberall positiv ist. Sodann betrachten wir
n.uch hier wieder einen Streckenzug mit den Ecken M (z;, f(zy), wobei

=a< 2, <1< -<x=>b. Wir lassen dann die Kurve und den
Streckenzug um die z-Achse rotieren. Dabei beschreibt die Kurve eine gewisse
Rotationsfliche (L). Der Streckenzug beschreibt ebenfalls eine Rotations-
fliche (L’), und zwar ist diese aus » Kegelstiimpfen (die unter Umstinden in
Zylinder entartet sein kénnen) zusammengesetzt. Wir lassen nun die maximale
Linge der Sehnen MM, gegen Null gehen. Strebt hierbei der Flichen-
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inhalt!) L’ der Fliche (L) gegen einen gewissen endlichen Grenzwert L, so
bezeichnet man diesen als Fldcheninhalt (Oberfliche) der Fliche (L).2)

Satz. Besitzt die Funktion f(z) im Intervall [a, b] eine stetige Ableitung
f'(z), s0 besitzt die Fliche (L) einen Flicheninhalt, und dieser wird durch
b
L=2a [{@)V1+[*@)dz ®)
gegeben. )

Beweis. Offenbar ist der Flacheninhalt der Rotationsfliche, die von der
Sehne M, M, , erzeugt wird, gleich

7l @) +f @ )] Ve 1— 2P+ [ @e0) —f@)P.
Auf Grund der Formel von LAGRANGE ist nun

F@ra)) —f@) =180 @por—7) (Te<E<Tpy)-
Daher ist

n—1 —_—
== 23 U@ +f(z.)] Y1+ 3 @e—).
‘Wir betrachten daneben die Summe
n-1 -
o=2x 3 f(&) VI4 728 (za—2),

die als Integralsumme der stetigen Funktion 2z f(z) V1 + f'%(z) fiir
A=max(zg,, — ) >0

gegen das Integral (5) strebt. Da nun mit der Liange der groBten Sehne M M, ,
auch A gegen Null strebt, geniigt es zu zeigen, daB

lim (L'—¢)=0. 6)
20
Dazu betrachten wir eine beliebige Zahl ¢ > 0. Zu dieser Zahl ¢ bestimmen
wir eine Zahl 6 >0, so daB aus |2/ —2”|< 8 stets |f(2) —f(z")|<e

folgt. Es sei nun 1< 4. Dann sind die Differenzen |f(z,) —f(&)| und
|£(Z441) —f(&)| sémtlich Kleiner als e. Nun ist

n—1 —_
L—o=n 3 {[f@m) —f(E]+ @) —f (@) VI+ 3 (@ — ).

1) Wir setzen hier als bekannt voraus, daB der Mantel eines Kegelaiumpfu einen Flichen-
inhalt besitzt, der gleich dem Produkt aus der Lange einer Erzeugenden des Kegel-

stumpfes und dem Umfang des Schnittes des Kegel pfes mit der zur Grundfiiche
parallelen Ebene durch den Mittelpunkt der Hohe des Stumpfes ist.
2) Diese Definition ist nur fiir Rotationsflichen b hbar. Im all i Fall ist die

Definition des Flacheninhalt: 1 ierter.
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Bezeichnen wir also mit M das Maximum der stetigen Funktion Y1+ f%(z),
8o ist fiir A < & offenbar
n—-1 .
|L'—o|<2Mme 5 (T, 1—2r) =2Mn(b—a)e.
¥=0
Da nun die rechte Seite dieser Ungleichung mit ¢ beliebig klein gemacht werden
kann, gilt (6), womit auch der behauptete Satz bewiesen ist.
Beispiel. Man berechne den Flicheninhalt einer Kugelzone.
Zu diesem Zweck lassen wir den Halbkreis
y=VB—2*

um die z-Achse rotieren. Wir berech den Flicheninhalt der Kugelzone,
die von dem zwischen den Geraden z = —hk und z = +% liegenden Bogen
des Halbkreises erzeugt wird, wobei 0 < k < R.!) Im betrachten Fall ist

—. 2 —
V= N4 ==
8o daB
+h 2 +h
L=2nf}/R‘—z’- dx=2andz=4nRh.
— 222
A VR -z A

Lassen wir hier s gegen R streben, so erhalten wir den Flicheninhalt der Kugel-
oberfliche, nimlich L = 4x R22)

32. Allgemeine Bemerkungen iiber Anwendungen der Integralrechnung und
den Zusammenhang mit der Differentialrechnung. Ein groBer Teil der An-
wendungen der Theorie des bestimmten Integrals orfolgt nach demselben

Schema. Wir wo].len uns hier bemiil die charakteristischen Ziige dieses
G h L

. Es moge ]edem Teilintervall [«, 8] eines gegebenen festen Intervalls [a, b]
ein bestimmter Wert einer physikalischen oder geometrischen GroBe P ent-
sprechen, den wir mit

P([=, A1)

bezeichnen wollen. In diesem Fall werden wir naturgemi P eine Funktion
des Intervalls [«, 8], kurz eine Intervallfunktion, nennen.

1) Den vorangehenden Satz kénnen wir nicht auf des ganze Intervall (— R, + R] anwenden,
weil die Funktion y = VR*—2® fir z= + R keine Ableitung besitzt.

2) Dieser letzte SohluB ist nicht vollkommen stichhaltig. Wir haben némlich oben den
Flicheninhalt L als G t der Flacheninhalte L’ der Flichen (L) definiert, und es
bedarf durchaus eines Beweises, daB der Grenziibergang von Kugelzonen zur ganzen
Kugel zum selben Resultat fiihrt. Man kann iibrigens die Formel L = 47 R* auch
dadurch beweisen, daB man den Flacheninhalt L’ sofort fiir den Fall der ganzen Kugel
studiert, was aber bedeutend schwieriger ist. Wir wollen hier jedoch auf diese Fragen
nicht genauer eingehen.
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Ist etwa f() eine im Intervall [a, b] definierte positive stetige Funktion,
so konnen wir jedem Intervall [«, B] den Flicheninhalt F([«, 8]) des durch
die Kurven y =0, y = f(z), z = «, = f begrenzten krummlinigen Trapezes
zuordnen. Ein anderes Beispiel fiir eine Intervallfunktion erhalten wir, wenn
wir jedem Teilintervall [«, 8] des Intervalls [a, b] das Volumen V ([, B]) des
Rotationskérpers zuordnen, der durch Rotation des erwihnten krummlinigen
Trapezes um die z-Achse entsteht. Ein drittes einfaches Beispiel ist schlieBlich
folgendes: Das Intervall [a, b] sei in stetiger Weise mit Masse belegt; dann
kénnen wir jedem Teilintervall [«, 8] von [a, b] die Menge m ([«, B]) der Masse
zuordnen, welche sich auf diesem Intervall befindet.

Man nennt eine Intervallfunktion P([x«, Bl) additiv, wenn fiir beliebiges
ymita <y < B gilt:

P([a, B)) = P([x, ¥]) + P([y, B))-

Man sieht unmittelbar, daB die im vorangehenden betrachteten Intervall-
funktionen F([«, ), ¥ ([«, B]) und m([«, B)) in diesem Sinne additive Intervall-
funktionen sind.

Es sei nun P([«, f]) eine additive Intervallfunktion. Wir wollen annehmen,
deB es eine im Grundintervall [a, b] definierte und dort tiberall stetige Funk-
tion p(x) gibt, so daB

P([z, =+ 42]) = p(x) Az + o([z, =+ 42)], M

wobei die Funktion ¢([z, z 4 4 z]) folgende Eigenschaft besitze:
L o([z, z+ Az)) —o.1 8
Az‘—I:ﬂ 4z ) @
Die Relation (7) besagt grob gesprochen, daB der Wert der GroBe P in jedem
hinreichend kleinen Intervall [z, z+ Az] angenshert der Linge Az pro-
portional ist, wobei die Abweichung o([z, =+ Az]) von héherer Ordnung

gegen Null strebt als Az. Wir wollen nun zeigen, daB unter dieser Voraus-
setzung der Wert P([a, b]) der Grofe P fiir das Gesamtintervall [a, b) durch

b
P(la, b)) = [p(z)d=x 9)

gegeben wird.
Zu diesem Zweck betrachten wir eine beliebige Zerlegung

p=al < < x=b
des Intervalls [a, b). Wegen der Additivitit von P ist dann

-1
Pa, ) = 3 Pllze, z,2)).-

%) Das heiBt also: Zu jedem &> 0 gibt es ein 6> 0 (welches nicht von z abhiingt), so
daB fiir 0 < 4z <4 stets w <e ist.
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Hieraus und aus (7) folgt

n—1 -1
P([a, b)) =k§, D) (Zp1—28) +1£‘:1 o([za Zeaal)- (10)

Lassen wir nun in der Zerlegung die Maximaldistanz der Teilpunkte gegen
Null gehen, so strebt die erste Summe gegen das Integral auf der rechten
Seite in (9). Es geniigt also zu zeigen, daB dabei die zweite Summe gegen
Null geht. Zu diesem Zweck betrachten wir eine beliebige Zahl ¢ > 0. Zu ihr
gibt es wegen (8) eine Zahl > 0, so daB fiir 0 < 42 < 6 die Ungleichung

lo([x, =+ 4z])| <edx

erfiillt ist. Wir betrachten nun zu dieser Zahl é eine Zerlegung des Intervalls
[a, b] mit A = max(zy,, — %) < 6. Dann ist

2-1 n—1
2 ol[@e, Tal)|<e 5 (@pa—z) =¢e(b—a).
k=0 k=0

Damit ist gezeigt, daB die zweite Summe auf der rechten Seite von (10) tat-
sichlich gegen Nu].l strebt, was noch z bewelsen war.

Wenn es also gelingt, eine te Proportionalitit* zwischen der
GréBe P([z, z+Az]) und der. Limge A:: des Intervalls [z, z+ Az] her-
zustellen, so ergibt sich damit die Moglichkeit, die GroBe P nach Formel (9)
zu berechnen. Hierin besteht aber gerade das oben genannte allgemeine
Schema fiir die Anwendung der Integralrechnung. Das Problem liegt natiir-
lich in jedem Fall darin, aus dem ,,elementaren Summanden P([z, z 4 4 z])
angeniihert (bis auf eine von hoherer Ordnung gegen Null gehende GroSe
genau) eine GroBe der Form p(z)4 z abzuspalten.

Y
\ W
o a T+dx 13

Abb. 44

So kann man z. B. den in Abb. 44 schraffierten Streifen angenihert als
'Rechteck mit der Grundlinie 4z und der Hohe f() auffassen. Hieraus ergibt
sich sofort

b
F(la, b)) = [f(z)da.
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Wir wollen die Anwendung des allgemeinen Schemas noch an einem wei-
teren Beispiel erliutern: Wir stellen uns einen Kanal vor, der mit Wasser
gefiillt und mit einem Schott verschlossen ist. Der Umrifl des Schotts ist in
Abb. 45 dargestellt. Die Wasseroberfliche befinde sich auf dem Niveau 4 B,
die Tiefe des Kanals sei gleich k. Gesucht ist die GréBe P des Druckes, der

vom Wasser auf das Schott aus-

A== T T B geiibt wird.

I Mit I (z) bezeichnen wir die Brei-
rL Uz) te des Schotts im Abstand 2 von
[2F aion A B. Der Druck P([z, z+ Az)),
} 4 der auf den in Abb. 45 schraffiert
gezeichneten Teil des Schotts aus-
geiibt wird, 1iBt sich nun leicht
angenithert berechnen. Dazu er-
setzen wir einerseits diesen Teil
Abb. 45 angenithert durch das Rechteck
mit der Grundlinie I(z) und der
Hoéhe Az und nehmen andererseits an, daB sich alle Punkte dieses Teils im
Abstand z von der Wasseroberfliche 4 B befinden. Nach einem bekannten
Gesetz der Hydrostatik, nach welchem der Druck des Wassers auf eine in
ihm eingetauchte Fliche gleich dem Produkt aus dem Inhalt der Fliche und
der Eintauchtiefe ist, erhalten wir, daB angenihert

P([z, z+ Az]) =zl(z) Az
ist. Auf Grund von (9) ist dann aber

h
P=[zl(@)d=.
0

Wir haben hier das gestellte Problem in ganz allgemeiner Form gelost.
Zur Berechnung des numerischen Wertes von P benétigt man natiirlich noch
die Funktion (%), die im einzelnen durch die Gestalt des Schotts gegeben wird.

In diesem Zusammenhang ist noch die folgende methodische Bemerkung
von Bedeutung Die vorangehenden Uberlegungen geben nicht nur die Mog-
lichkeit, eine GréBe P zu berechnen, sondern kénnen unter Umstinden sogar
zunichst den Weg zu ihrer formalen Definition weisen. Im Grunde haben wir
diesen Weg bereits bei der Definition des Flicheninhalts in Abschnitt 28
und des Volumens in Abschnitt 29 beschritten. Damit gibt uns die Integral-
rechnung nicht nur die Moglichkeit, gewisse GriBen effektiv zu berechnen,
sondern wir sind gleichzeitig auch in der Lage, sie mit Hilfe einer allgemeinen
Methode konstruktiv zu definieren.

Die Beziehung (7) gestattet ubngens auch noch eine andere Deutung, durch

Iche der Zusa hen der Intervallfunktion P([x, #]) und der
Punktfunktion p(z) von ‘einer anderen Seite aus betrachtet wird. Aus 7y
folgt ndmlich unmittelbar, daB

p(z)= lim

P([z, z+ Az))
O—Az—_' (11)
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13 8’ e

Man sieht nun leicht ein, daB dieser Grenziibergang seinem Wesen nach eine
Differentiation?) ist. Wenn also der Ubergang von der Punktfunktion p(z)
zur Intervallfunktion P([«, f]) mit Hilfe der Integration nach Formel (9)
vollzogen werden kann, so 1iBt sich der umgekehrte Ubergang mit Hilfe der
Differentiation nach Formel (11) verwirklichen. Hier tritt nochmals der gegen-
seitig umkehrbare Zusa h zwischen Differentiation und Integration
ganz anschaulich und dabei in sehr allgemeiner Form in Erschemung

Eine Charakterisierung einer Erscheinung durch eine Punktfunktion
bedeutet nun stets eine lokale Charakterisierung dieser Erscheinung, d.h.
eine Charakterisierung im Kleinen, wihrend eine Charakterisierung durch
eine Intervallfunktion eine globale Charakterisierung, eine Charakterisierung
im GroBen bedeutet. Daher kann man es auch als Aufgabe einer Integration
ansehen, aus den lokalen Eigenschaften einer Erscheinung auf ihre globalen
Eigenschaften zu schlieBen, wihrend die Differentiation den Ubergang von
globalen zu lokalen Eigenschaften bedeutet. Diese h
zwischen Integration und Differentiation bleibt auch selbst bei ‘den verschie-
densten Verallgemeinerungen erhalten.

1) Setzen wir namlich P([s, z]) = F(z), so ist, da wegen der Additivitdt der Funktion
P(l«, B))
P(a, z+4z)) = P((a, 2]) + P([z, 2+ 43))
ist, offenbar
P([z, 2+ 4z))=F(z+ Az)— F (2),

so daB wegen (11) p(z) = F’'(z).



Kapitel IIT

REIHEN

§ 7. Reihen mit konstanten Gliedern

33. Grundbegriffe. Ein wesentliches Merkmal der Mathematik ist die enge
Verbindung der abstrakt logischen und der numerischen Seite dieser Wissen-
schaft. Durch ihre gewaltigen numerischen Methoden ist die Mathematik ein
unentbehrliches Hilfsmittel der Naturwissenschaften und der Technik ge-
worden. Die Entwicklung dieser Methoden ist jedoch nur auf dem Boden
einer sorgfiltig ausgearbeiteten Theorie méglich. In der Theorie der Reihen
tritt die erwshnte Verbindung besonders deutlich hervor. Diese Theorie ist
nimlich einerseits auBerordentlich gut durchgearbeitet und logisch aufgebaut,
liefert aber andererseits auch die heute wesentlichsten numerischen Methoden.
Es geniigt, in diesem Zusammenhang darauf hinzuweisen, da uns die Reihen-
lehre u. a. die Aufstellung von Logarithmentafeln und von Tafeln fiir die
trigonometrischen Funktionen und die Berechnung von wichtigen Konstanten,
wie z. B. der Zahl # usw., ermdglicht. Hierdurch wird klar, warum die Theorie
der Reihen in der modernen Analysis eine so zentrale Stellung einnimmt,
obwohl es sich doch bei den unendlichen Reihen, die den Gegenstand dieser
Theorie bilden, um Ausdriicke sehr spezieller Gestalt handelt.

Definition. Unter einer unendlichen Reihe (oder kurz Reihe) versteht man
einen Ausdruck der Form ot agtagt oo, )
wobei a,, a,, @3, . . ., @y, . . . (die Glieder der Reihe) irgendwelche festen Zahlen
sind, deren Konstruktionsgesetz bekannt ist.

Hiufig schreibt man auch den Ausdruck (1) kurz in der Form

oo
3 a. 2

, k=1

Das ,,Wichtigste bei der Bildung des Ausdrucks (1) sind die ,,Gedanken-
punkte” am Ende des Ausdrucks. Sie sollen darauf hinweisen, da8 die Anzahl
der in die Definition der Reihe (1) eingehenden Glieder @, unbegrenzt groB
ist. Vom rein formalen Standpunkt aus sind also Reihen nichts anderes als
Summen mit unendlich vielen Summanden.

Als erste Frage ergibt sich nun, ob man jedem derartigen Ausdruck einen
numerischen Wert zhordnen kann. Es wird sich zeigen, daB es nicht immer
gelingt, dies auf sinnvolle Weise zu tun. Das ist nur bei den sogenannten
konvergenten Reihen?) stets moglich.

1) Beim weiteren Ausbau der Theorie zeigt es sich, daB man auch gewissen divergenten
Reihen einen Zahlenwert zuordnen kann; wir kénnen hier jedoch auf diese Dinge
nicht eingehen.
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Gegeben sei eine beliebige Reihe (1). Wir betrachten dann die Zahlenfolge
8y, 8,, ..., wobei

Sp=ay+ a3+ -+ ay (n=1,2,3,...).

Die Zahlen dieser Folge nennt man die Partial. oder Teil. der
gegebenen Reihe (1). Besitzt diese Folge einen endlichen Grenzwert
Lim 8, 3)
fn—>00

8o nennt man die Reihe (1) konvergent, wobei man den Grenzwert (3) als
Summe der Reihe (1) bezeichnet. Die Summe einer Reihe ist also definitions-
gemiB der (endliche) Grenzwert der Folge ikrer Partialsummen. Existiert da-
gegen der Grenzwert (3) nicht oder ist er unendlich, so heiBt die Reihe (1)
divergent. Besitzt die Reihe (1) eine Summe 8, so schreibt man auch

S=a+a;+a+---
oder

00

8=2 a;.

k=1

Divergiert dagegen eine Reihe, so wird ihr kein numerischer Wert zuge-
schrieben.

Wir wollen sogleich einige Beispiele betrachten, welche die bisher ein-
gefithrten Begriffsbildungen erléutern sollen.

Beispiel 1. Wir betrachten die Reihe
04+0+0+0+---. @
Hier ist S, = 0 und daher auch lim S, =0, d. h., die Reihe (4) konvergiert,
und ihre Summe ist gleich Nu]:l'._’ ®
Beispiel 2. Wir betrachten die Reihe

I+141414-.-. (6)
Hier ist S, =7 und daher lim!S, =+ o, d. h., die Reihe (5) ist divergent.
Beispiel 3. Wir betra.cl:t:: die Reihe
1+(=D+1+(—D+---. (6)

Hier ist S, =1, falls n gerade ist, und S, = 0, falls » ungerade ist. Hieraus
folgt, daB die Reihe (8) divergiert.

Dieses letzte Beispiel ist insofern sehr lehrreich, als es zeigt, daB man dem
formalen Apparat keine allzugroBe Bedeutung zuschreiben darf. Man darf
niimlich keineswegs glauben, daB jeder hinschreibbare analytische Ausdsuck
unbedingt einen Sinn haben muB und daB das Problem nur darin besteht,
diesen Sinn zu finden. Es braucht nicht ausdriicklich betont zu werden, da
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diese Konzeption falsch ist?), und es gibt zahlreiche Beispiele, die das beweisen.
Sehr gut eignet sich hierfiir schon die Reihe (6). Ein Mathematiker des 18. Jahr-
hunderts ,,schlo8“ z. B. mit dieser Reihe folgendermafen: Es sei
1+(—:1)+1+(—1)+"'=S- (7
Fassen wir hier je zwei aufeinanderfolgende Glieder zusammen, so erhalten wir
S=[0+(—DI+0+1+01+(=D+--=0+0+0+-.-=0.
Andererseits kann man aber S auch so schreiben:
S=1+[-1)+1+[(=D+1]+=14+0+0---=1.
Hieraus ,,folgt*: 0 = 1. Aus dieser ,,Entdeckung* folgerte er sodann, daB es
nicht unméglich ist, daB , Nichts“ (d. h. 0) dasselbe ist wie ,,Etwas (d.h. 1),
und daB es daher angeblich auch nicht absurd ist, daB Gott die Welt aus dem
Nichts schuf. Diese ,,Uberlegungen‘* entbehren natiirlich jeder wissenschaft-
lichen Bedeutung, charakterisieren aber sehr deutlich die Uberschitzung des
formalen Apparates, von der wir oben sprachen. Es ist klar, daB die Ursache
fiir die unsinnige Entdeckung, daB 0 =1 sei, darin zu suchen ist, daB die
Divergenz der betrachteten Reihe iibersehen wurde. Dieses und &hnliche Mi8-
verstindnisse sind dadurch vollkommen gegenstandslos geworden, daB im
ersten Viertel des vorigen Jahrhunderts die Theorie der Reihen durch die Ein-
fiihrung fester Begriffsbildungen auf eine sichere Grundlage gestellt wurde.
Beispiel 4. Wir betrachten die Reihe

1 1 1
Ttz teat ®

1 1 1

FE+L) k k+1

Wegen

kénnen wir die Partialsumme S, offenbar folgendermaBen schreiben:

Som () () ] ().

Hieraus folgt

1

Sp=1l—orT>

so daB die Folge der Partialsummen fiir n— oo gegen 1 konvergiert. Daher
konvergiert auch die Reihe (8), und ihre Summe ist gleich 1.

Beispiel 5. Von groBer theoretischer Bedeutung ist die sogenannte harmo-
nische Reihe

1 1 1 1
I+s+g+gtg+- (9)
1) Mitunter gibt sie jedoch den AnstoB zu sehr wichti Entdeckungen (Beispiele sind
dle komplexen Zahlen und die Op h ). Diese Konzeption, die also logisch

nicht stichhaltig ist, kann daher unter Umstanden doch ein wichtiges heuristisches.
Prinzip darstellen.
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‘Wir wollen zeigen, da8 sie divergiert. Dazu beachten wir, da8 man ihre Partial-
summe Sy folgendermaBen schreiben kann:
1 1 1 1 1 1 1
=t gt (g+g)+H{g+atTty)
1 1 1
+~~'+(W+m+-“+?)-
Hier ist wegen

1 1 1 1 1 1
ste>sts=12=%
1 1 1 _l_ 1 1 1 1 1 1

1 1 1 a1
Frr T Tt E > e

jeder der in Kla: n gefaBten S den groBer als %, sodaB
Spm>1+ % .
Damit ist gezeigt, daB die Folge der Partialsurnmen 8, gegen keinen endlichen
Grenzwert konvergieren kann, d. h., die Reihe (9) divergiert.
Beispiel 6. Als letztes Beispiel betrachten wir die geometrische Reike
a+ag+ag®+ag+--- (a<0). (10)

Im Fall ¢ =1 ist 8, = an, und die Reihe (10) divergiert. Ist dagegen ¢ % 1,
80 ist nach einer bekannten Formel aus der Algebra

_ e6—ag*
8=rL.
Ist nun |g| <1, so strebt bei unbeschriinkt wachsendem = offenbar ¢* gegen
Null, so daB

Sy —> f‘q .
Ist dagegen |g| > 1, so wiichst g™ fiir n—> oo iiber alle Grenzen (bzw. diver-
giert), so daB auch die Folge der Partialsupmmen S, gegen keinen endlichen
Grenzwert konvergiert. Es bleibt also nur noch der Fall ¢ = —1 zu betrachten.
In diesem Fall nimmt die Reihe (10) die Form
at+(—a)+a+(—a)+-.-
an, und diese Reihe ist ebenso wie die Reihe (6) divergent.
Somit gilt: Die geometrische Reihe (10) konvergiert genau dann, wenn
lgl<1,
und zwar hat in diesem Fall ihre Summe S den Wert

§=-2_,
1—¢
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34. Die wesentlichsten Eigenschatten konvergenter Reihen.

Satz 1. Werden die Glieder einer konvergenten Reihe bei unverdnderter
Reihenfolge in endlichen Gruppen zusammengefaft und wird die Reihe aus den
Summen d/mer GQruppen gebildet, so ist diese Reike ebenfalls konvergent, und ihre

timmt mit der S der gegeb Reihe diberein, d. h.: Ist

a:+az+aa+'~= , (11)
80 8t fiir ny < ng < my < + -+ auch
(@14 a5+ -+ an) + (@, 41+ +an)
+ (@n1t-ee+an) -0 =8. 12)

Beweis. Wir bezeichnen mit S, bzw. S, die n-te Partialsumme der Reihe (11)
bzw. (12). Dann ist, wie man leicht sieht,

S;;=Sng'

Hieraus folgt, daB die Folge S}, 83, S, . . . eine Teilfolge der Folge §,, S;,
&,, ...ist. Da nun die zuletzt genannte Folge nach Voraussetzung gegen S
konverglert gilt dies auch fiir ihre Teilfolge {Sz}. -

Den soeben bewiesenen Satz kann man auch kurz folgendermaBen formu-
lieren: Die Qlieder einer konvergenten Reihe ko nach Belieben in Kl n
zusammengefaft werden. Man sagt hierfir auch noch kiitzer, daB fiir konver-
gente Reihen das ,,assoziative Gesetz* gilt.

Es sei jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen, da man aus der Kon-
vergenz der Reihe (12) im allgemeinen nicht auf die Konvergenz der Reihe (11)
schlieBen kann. Dies zeigt ganz deutlich folgendes Beispiel: Obwohl die Reihe

[+ (1) + 0+ DI+ L+ (D]
konvergiert, ist die Reihe
I+=D+1+(—D+1+-.-
divergent. Man darf also nicht immer die ,,Klammern fortlassen®.

Satz 2. Multipliziert man alle Glieder einer konvergenten Reihe mit einer
gegebenen Zakhl ¢, so erhilt man eine Reike, die ebenfalls konvergiert, und 2war
ist die Summe der neuen Reike gleich dem c-fachen der Summe der gegebenen
Reihe. Es gilt also mit anderen Worten: Ist

@+ at+a+--=8, (13)
cay+ cay+caz+---=c8S. (14)

Beweis. Wir bezeichnen mit S, bzw. Sy, die n-te Partialsumme der Reihe (13)
bzw. (14). Dann ist offenbar

80 18t

=08y,

so daB wegen S, — S in der Tat S;—¢S.
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Satz 3. Konvergente Reihen kann man gliedweise addieren, d. h., ist

o+ gyt ay+---=4, (15)
by +by+by+---=B, (16)

80 18t
(@4 b))+ (ap+ by) + (a3 + by) +---=A + B. 7

Beweis. Wir bezeichnen mit 4,, B, bzw. S, die n-te Partialsumme der
Reihe (15), (16) bzw. (17). Wegen

8,=A,+B,, A,—~A, B,—~B

gilt dann S,—~ A4 + B, was zu beweisen war.
Wir definieren als niichstes den wichtigen Begriff des Reihenrestes. Dazu
betrachten wir eine beliebige Reihe

O+t ot agt- (18)
Unter dem m-ten Rest der Reihe (18) verstehen wir dann die Reihe
Uny1t Cmazt Oyt (19)

Satz 4. Die Reihe (18) konvergiert dann und nur dann, wenn alle thre
Reste (19) konvergieren.

Beweis. Wir bezeichnen mit S, bzw. Sy die n-te Partialsumme der Reihe (18)
bzw. (19). Offenbar ist dann fiir jedes » > m
Sl=‘sm+‘g;-m~ (20)

Wir nehmen nun an, daB die Reihe (19) konvergiert und die Summe R,
besitzt. Dann gilt .
lim Sp_pm= Ry,

n—oc

so daB S,— S, + R,,. Das bedeutet aber, daB auch die Reihe (18) konvergiert,
wobei fiir ihre Summe § die Beziehung

8=8u+ Bn (21)

besteht. Wir nehmen nun an, da8 die Reihe (18) konvergiert und die Summe 8
besitzt. Dann ergibt sich ebenfalls aus (20), daB8

lim 85 _m=8— Sm;
n—00
das bedeutet gerade, daB die Reihe (19) konvergiert.

Aus (21) folgt speziell, daB fiir eine konvergente Reihe die Summe R, des
m-ten Restes gleich der Differenz aus der Summe 8 der betrachteten Reihe
und der m-ten Partialsumme 8,, ist. Da nun bei unbeschrinkt wachsendem m
die Folge der Partialsummen gegen § strebt, erhalten wir hieraus sofort:
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Satz 5. Die Summen der m-ten Reste einer konvergenten Reihe streben bey
unbeschrinkt wachsendem m gegen Null:

m]j_-:]:u(a)n+1+ Ozt Omist )=

SchlieBlich wollen wir noch eine in den Anwendungen hiufig brauchbare
notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe beweisen:

Satz 6. Die Glieder einer konvergenten Reihe streben mit wachsendem Indez
gegen Null, d. k., konvergiert die Reihe

otatat.-, (22)
80 gilt
lim a,=0. (23)
fn—> 00

Beweis. Es sei S die Summe der Reihe (22). Dann streben bei unbeschrinkt
wachsendem 7 die Summen

Sp=tt oyt tan, Spa=a+at-+aa,
beide gegen S. Hieraus folgt
y— 8y, > 8—8=0.

Offenbar ist aber S, —S,_, =a,.

‘Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dafl diese Bedingung fiir die Konvergenz
nur notwendig, im allgemeinen aber nicht hinreichend ist. So erfiillt zum
Beispiel die harmonische Reihe (9) die Bedingung (23); sie ist aber, wie in
Abschnitt 33 gezeigt wurde, divergent.

35. Reihen mit positiven Gliedern. Im vorliegenden Abschnitt wollen wir
uns speziell mit Reihen beschiftigen, deren simtliche Glieder positiv oder
wenigstens nicht negativ sind. Erfiillen alle Glieder einer Reihe a,+ a,+ a3+ - -+
die Ungleichung 4,20 n=1,2,3,..),

8o wollen wir sie kurz eine Reike mit positiven Gliedern 1) Gilt fiir alle
Glieder der Reihe sogar die Ungleichung a, > 0, so soll sie eine Reike mit echt
positiven Qliedern genannt werden.

Die Reihen mit positiven Gliedern haben viele Eigenschaften mit den end-
lichen Summen gemein.

Zuniichst ist leicht ei hen, daB die Partial.
Sp=a+ay+--+a,
einer Reihe mit positiven Gliedern mit wachsendem n t hsen (natiirlich
1) Diese Bezeichnung ist nicht ganz k t (es miiBte eig Bex.he nut nicht
negatlven Ghadam" heiflen). Jedoch hat sie sich in der d
8! gebiirg: Im ischen Original wird in dxesem Zussmmenhmg von

positiven Reihen* gesprochen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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nicht notwendig echt monoton). Da nun jede monoton wachsende Zahlenfolge
einen endlichen oder unendlichen Grenzwert besitzt (wobei die Glieder der
Folge diesen Grenzwert nicht iiberschreiten), existiert fiir jede Reihe mit
positiven Gliedern der Grenzwert
8= lim §,.
fn—>00

Dieser Grenzwert ist endlich oder unendlich, je nachdem, ob die Folge der
Partialsummen nach oben beschriinkt ist oder nicht. Es gilt also:

Satz 1. Eine Reihe mit positiven Gliedern ist dann und nur dann konvergent,
wenn die Folge ihrer Partialsummen nach oben beschrinkt ist.

Es versteht sich von selbst, daB bei einer beliebigen Reihe die Beschranktheit
der Folge der Partialsummen im allgemeinen nicht die Konvergenz der Reihe
nach sich zieht. Dies zeigt bereits deutlich die Reihe 14-(—1)+1+ (=D+---.

Wir weisen nochmals ausdriicklich darauf hin, daB bei einer konvergenten
Reihe mit positiven Gliedern die Partial stets hichstens so groB wie die
Summe der Reihe sind.

Durch den angegebenen Satz wird die Frage nach der Konvergenz einer
Reihe mit positiven Gliedern auf die Frage nach der Beschriinktheit der Folge
ihrer Partialsummen zuriickgefiihrt.

Als ein Beispiel fiir eine Anwendung von Satz 1 betrachten wir die Reihe

1 1 1
1+—2;+?+F+"‘, (24)

wobei & > 1 sei. Offenbar kann man die Partialsumme Sym_, dieser Reihe auch
folgendermaBen schreiben :

NPT NP U DU 16 SIS SVINS SOFIOE 3
S""_l+[2’+s’]+[4=+5*+e“+7“

1 1
+"'+[(2~-*)“ ot (r—l)"]'
Da die Summe
1 1 1
(2&)1 + 2+ 1)* +“.+ (2g+1_l)a

2% Summanden enthiilt, von denen der erste der groBte ist, ist diese Summe
kleiner als '
1 1
o L2k = T

Daraus folgt, daB

1 1 1
Qe <lt g+ gyttt @
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Die hier auf der rechten Seite stehende Summe ist aber eine Partialsumme
der geometrischen Reihe

1 1 1
Yert gty T (26)

Auf Grund des in Abschnitt 33 Bewiesenen konvergiert diese Reihe (denn es
ist nach Voraussetzung « > 1), und ihre Summe ist gleich
2e-1,

T (26)
Da nun die Reihe (25) eine Reihe mit positiven Gliedern ist, ist keine ihrer
Partialsummen groSer als ihre Summe (26). Also gilt erst recht

9a-1
Sy <gamimT-

Diese Ungleichung gilt fiir beliebiges 7. Nun kann man aber zu jeder Zahl n
eine Zahl m finden, so daB M _1>n

Daher gilt auch fiir jedes # die Ungleichung

2x-1
S <gro7

Das besagt aber gerade, daB die Folge der Partialsummen der Reihe (24) nach
oben beschriinkt ist, so daB die Reihe (24) auf Grund von Satz 1 konvergiert.

Es muB in diesem Zusammenhang jedoch erwihnt werden, daB man einer
unmittelbaren Anwendung von Satz 1 nur selten begegnet. Meistens ver-
wendet man gewisse auf diesem Satz fuBende, aber bequemer zu handhabende
Konvergenzkriterien. Das einfachste von ihnen ist das sogenannte Vergleichs-
kriterium.

Definition. Ist jedes Glied einer Reihe mit positiven Gliedern kleiner oder
gleich dem entsprechenden Glied einer anderen Reihe mit positiven Gliedern,
80 bezeichnet man die zweite Reihe als eine Majorante der ersten und die
erste Reihe als eine Minorante der zweiten Reihe, d. h., die Reihe

b+ byt b+ -+
ist z. B. eine Majorante der Reihe
o+ ayt+azt---,

wenn fiir jedes » die Ungleichung
aﬂ é bﬂ

erfiillt ist.

Es ist ohne weiteres klar, daB jede Partialsumme einer gegebenen Reihe mit,
positiven Gliedern kleiner oder gleich der entsprechenden Partialsumme jeder
ihrer Majoranten ist. Ist also die Folge der Partialsummen einer beliebigen
Majorante der gegebenen Reihe nach oben beschriinkt, so gilt dies erst recht
fiir die Folge der Partialsummen der gegebenen Reihe. Wir erhalten damit:
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Satz 2. Gibt es zu einer gegebenen Reihe mit positiven Gliedern eine kon-
vergente Majorante, so ist auch die gegebene Reihe k gent. Ist die gegeb
Reihe divergent, so divergiert auch jede Majorante dieser Reihe.)
Wir betrachten als Beispiel die Reihe

1 1 1
1+?+—3;+4—,+"'» (27)

wobei a < 1 sei. Es ist klar, daB diese Reihe eine Majorante der harmonischen
Reihe ist, daB also die harmonische Reihe eine Minorante der Reihe (27) ist.
Hieraus folgt auf Grund von Satz 2, daB die Reihe (27) divergiert.

Der Nachweis der Konvergenz oder Divergenz einer gegebenen Reihe mit
Hilfe von Satz 2 fiihrt immer auf das Problem, eine Reihe zu finden, deren
Konvergenzverhalten bekannt ist und die sich im Sinne von Satz 2 mit der
Ausgangsreihe vergleichen 168t. Das Auffinden einer solchen ,,Vergleichsreihe®
hiingt dabei in bedeutendem MaBe von der Erfahrung und dem Scharfblick
des Suchenden ab. Hierin liegt der Hauptmangel des Vergleichskriteriums.
Daneben gibt es jedoch auch Konvergenzkriterien, die einen mehr algorith-

ischen Charakter besit Wir beschrinken uns hier auf den Beweis eines.
derartigen Kriteriums, und zwar des sogenannten D’ALEMBERTschen?) Quo-
tientenkriteriums.

Lemma 1. Ist

ot agtagt-e- (28)
eine Reihe mit echt positiven Gliedern, fiir welche bei beliebigem n die Ungleichung
On+1
o, !

erfillt ist, so ist diese Reihe divergent.

In der Tat: Im betrachteten Fallist offenbar stets a,,, > a, > 0, d. h., die-
Folge der Reihenglieder ist eine echt monoton wachsende Folge echt positiver
Zahlen und strebt daher sicher nicht gegen Null; die in Abschnitt 34, Satz 6,
bewiesene notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe (28) ist also-
nicht erfiillt.

Lemma 2. Ist fiir eine Reihe (28) mit echt positiven Gliedern bei beliebigem n
die’ Ungleichung e

; +1 é q

erfiillt, wobei q eine feste Zahl kleiner als Eins ist,

0<g<l,
so tst die Reihe (28) konvergent.

1) Die zweite Behauptung dieses Satzes kann man offenbar auch folgendermaBen formu-
lieren: Gibt es zu einer gegebenen Reihe mit positiven Gliedern eine divergente Minorants,
s0 ist auch die gegebene Reihe divergent. — Anm. d. wissenschaftl. Red.

2) J. p’ALEMBERT (1717 — 1783), franzésischer Mathematiker.
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In der Tat: Nach Voraussetzung ist

aQ

ay a,
Eéq, a—zéq, sy =q.

Gy
Multiplizieren wir alle diese Urigleichungen, so erhalten wir nach entsprechen-
dem Kiirzen e

=gt

a
oder < gy,
Aus dieser zuletzt erhaltenen Ungleichung folgt, daB die Glieder der Reihe (28)
im betrachteten Fall nicht groBer sind als die entsprechenden Glieder der Reihe

G tag+adtadt:-. 29
Die Reihe (29) ist aber eine geometrische Reihe, deren Quotient kleiner als 1
ist, die also konvergiert. Hieraus folgt aber auf Grund des Vergleichskriteriums,

daB die Reihe (28) erst recht konvergiert.
Wir weisen mit Nachdruck darauf hin, daB das Bestehen der Ungleichung

Gut1
T<l

im allgemeinen noch nicht die Konvergenz der Reihe (28) nach sich zieht.
Man kann sich dies unmittelbar am Beispiel der harmonischen Reihe klar-
machen.

Satz 3 (D’ALEMBERTsches Quotientenkriterium). Es sei (28) eine
Reihe mit echt positiven Qliedern, fir welche der (endliche oder unmendliche)
Grenzwert

1= lim Za+1 (30)

n—oc all

existiert. Ist hierbei I > 1, so divergiert die Reihe (28), ist L < 1, so konvergiert sie.

Beweis. Es sei zuniichst ¢ > 1. In diesem Fall ist fiir hinreichend groBes n

> (31)

Es sei diese Ungleichung etwa fiir alle n > m erfiillt. Dann gilt die Unglei-
chung (31) fiir je zwei aufeinanderfolgende Glieder der Reihe

Omi1t Opyat Gy toees (32)

80 daB diese Reihe auf Grund von Lemma 1 divergiert. Da es sich bei der
Reihe (32) um einen Rest der Reihe (28) handelt, divergiert dann auch die
Reihe (28). Es sei nun ! < 1. In diesem Fall betrachten wir eine beliebige
Zahl g mit 1< g <1 (etwa. qg= H'Tl) . Offenbar gibt es dann eine Zahl m, so
daB fiir alle n > m die Ungleichung

Gus1
a, <¢
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gilt. Wir betrachten dann wiederum die Reihe (32) und kénnen jetzt auf Grund
von Lemma 2 behaupten, dal diese Reihe konvergiert. Dann konvergiert aber
offenbar auch die Reihe (28).

Das p’ ALEmMBERTsche Kriterium hat offenbar vollstindig algorithmischen

Charakter. Um es anzuwenden, hat man nur die Quotienten “;“ zu bilden

und ihr Verhalten bei unbeschrinkt wachsendem 7 zu studieren. Irgendeine
Hilfsreihe zum Vergleich mit der gegebenen Reihe ist nicht mehr erforderlich.
Es kann natiirlich der Fall eintreten, daB der Grenzwert (30) iiberhaupt nicht
existiert oder daB er existiert und gleich Eins ist. In diesem Fall liefert Satz 3
keinen AufschluB iiber das Konvergenzverhalten der Reihe (28).

Wir betrachten nun einige Beispiele.

Beispiel 1. Wir untersuchen die Reihe

1! 2t 31 4!
Ttetete

Hier ist
_nl _ (n+1) [T 1
W=7 ST e T, —(——”_'_l) ———(H-l),
und daher . 1 1 »
s ner __ 1
Jim === amezs. . <1

Diese Reihe konvergiert also.
Beispiel 2. Fir die Reihe
1 1 1
. 1. 33
R (33)
ist

~ L am gt ()
M= T HRdR e, \m+l) 0

Hier 18t sich also mit Hilfe des Quotientenkriteriums kein AufschluB iiber das
Konvergenzverhalten der Reihe gewinnen. Wir wissen jedoch bereits, da3
diese Reihe fiir « > 1 konvergiert und fiir « < 1 divergiert. Es gibt also sowohl
konvergente als auch divergente Reihen, bei denen I =1 ist.

Beispiel 3. Es ist zu untersuchen, fiir welche Werte z (x > 0) die Reihe
z 72 7 fad
TrEtwEtaet
konvergiert. Im betrachteten Fall ist

a —i _ zntl Gpyy { n )2
2 =75 = E lzxT) 2%

Daraus folgt, daB diese Reihe fiir < 1 konvergiert und fiir z > 1 divergiert.
Fir z =1 gibt das D’ ALEMBERTsche Kriterium keinen AufschluB iiber das
Konvergenzverhalten der Reihe. Man sieht jedoch leicht ein, daB in diesem
Fall die Reihe gleichfalls konvergiert.
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Neben dem Quotientenkriterium, welches am einfachsten ist, gibt es noch
eine groBe Zahl weiterer Konvergenzkriterien fiir Reihen mit positiven Glie-
dern, z. B. das CavucHysche Kriterium, das RaaBEesche Kriterium, das
Integralkriterium u. a. Ein weiteres sehr allgemeines Kriterium stammt von
dem bekannten russischen Mathematiker W. P. ErMaRow (1845—1922).

Zum AbschluB dieser Uberlegungen wollen wir noch eine einfache, aber sehr
wesentliche Eigenschaft der Reihen mit positiven Gliedern beweisen, die wir
weiter unten bendtigen werden.

Satz 4. Streicht man aus einer konvergenten Reihe mit positiven Gliedern
beliebig viele Glieder und bildet man unter Erhaltung der Reikenfolge die Reihe
aus den verbleibenden Gliedern, so ist diese ebenfalls konvergent.

Beweis. Es sei

G+ gt at ot (34)

eine beliebige konvergente Reihe mit positiven Gliedern, deren Summe gleich
§ sei. Es sei ferner

M< Mg <My <o+
eine beliebige Folge von natiirlichen Zahlen. Zu zeigen ist, daB dann auch
die Reihe

Gn, + Gn,+ G+ (35)

konvergiert. Zu di Zweck bezeich wir mit S, bzw. S} die k-te Partial-
summe der Reihe (34) bzw. (35), d. h., es sei

Sp=a+agt+ - +a, Si=an+an+ -+ an.
Dann ist offenbar

St < 8,

Hieraus folgt, daB S < 8 fiir beliebiges %, d. h., die Folge der Partialsummen
der Reihe (35) ist nach oben beschrinkt. Das bedeutet aber gerade, daB die
Reihe (35) konvergiert.

36. Alternierende Reihen. Wir wenden uns jetzt dem Studium von Reihen
zu, bei denen nicht notwendig mehr alle Glieder nicht negativ sind. Dabei
beschiftigen wir uns als erstes mit einem wichtigen Spezialfall derartiger
Reihen, den sog: ten alternierenden Reihen, deren Theorie verhiltnis-
méBig einfach ist. ’

Definition. Eine Reihe heiBit alternierend, wenn je zwei aufeinander-
folgende Glieder der Reihe verschiedene Vorzeichen besitzen.

Fir die folgenden Uberlegungen empfiehlt es sich, die oben verwendete Be-
zeichnungsweise etwas abzuindern, nimlich unter @, nicht mehr das n-te
Glied der Reihe selbst, sondern dessen absoluten Betrag zu verstehen. Um
etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, wollen wir ferner annehmen, da8 das
erste Glied der betrachteten Reihe stets positiv ist (anderenfalls braucht man
nur alle Glieder der Reihe mit —1 zu multiplizieren, was am Konvergenz-
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verhalten der Reihe niehts éndert). Dann kénnen wir die alternierende Reihe
in der Form
. o — @t ay—agta;—e-e ) (36)
schreiben.
Lemnizsche Regel. Eine alternierende Reihe, bei welcher die Folge der
absoluten Betrige der Reihenglieder momoton fillt und gegen Null strebt, ist
konvergent.

Beweis. Wir nehmen an, daB die Reihe (36) die genannten Voraussetzungen
erfiillt :

@G> >a>a> 0, (37)
lim g,=0. (38)
fn—oc
Wir betrachten dann die Partialsummen S,,:'
8y=(a;—ay),

8= (a,—ap) + (a3—ay),
8g= (a3— ay) + (23— a4) + (35— a4),

Wegen (37) ist offenbar

S <8< B <o+,
d. h., die Folge {S;,} ist monoton wachsend. Wegen
Spa= 07— (83— 1) — (8,—G5) —* -+ — (Gyn_2—G2n_1) —%2n
ist ferner '
San< .

Hieraus folgt, daB die Folge {S,,) gegen einen endlichen Grenzwert S§ kon-
vergiert :
8= lim 8,,.

n—rcc
Nun ist aber
Spai1="02nt G2ns1s

so daB wegen (38) auch die Folge {S,,, ,,} gegen S konvergiert. Damit ist gezeigt,
daB die Partislsummen S,, unabhingig davon, ob » gerade oder ungerade ist,
bei hinreichend groBem n der Zahl § beliebig nahe kommen, d. h., es gilt

lim 8,= 8,

. n—00
was zu beweisen war.

1) Strenggenommen stellt die Einfilhrung dieser Schreibweise ein neues Ubereinkommen
dar, da wir nach Definition der Reihe statt (36) eigentlich

achreiben mitBten. Gt -atast(—a)+
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Wir weisen darauf hin, da8 die Voraussetzung iiber das monotone Fallen
der Folge der a, nicht entbehrt werden kann. So divergiert z. B., wie man
sofort sieht, die Reihe

-+t T Tew

obwohl die Bedingung (38) erfiillt ist.!)
Diesem Beweis ist tibrigens sofort zu entnehmen, daf die Folge {iS;,)
monoton wichst und die Folge {S;,,,} wegen

8i=ay,
8y=a,— (a,— a3),
8y =a,— (a3— a3) — (a,—a5),

monoton fillt, so daB S stets zwischen S,,, und LS',,,,,1 liegt.

Diese zuletzt genannte Eigenschaft der alterni Reihen, welche die
Voraussetzungen der LErnNIzschen Regel erfiillen, kann man etwas anschau-
licher auch folgendermaBen ausdriicken: Zunichst folgt aus S, < § < §,, da8

0<8<a,

d. h., die Summe der Reihe besitzt dasselbe Vorzeichen wie das erste Glied
und ist dem Betrage nach kleiner als dieses Glied. Betrachten wir nun all-
gemein den n-ten Rest
(— l)” [aau_ Opyat+ Gppg—:* ]
der Reihe (36), so handelt es sich bei diesem um eine Reihe vom gleichen Typ,
und wir kénnen auf Grund derselben Uberlegung schlieBen, da8 die Summe R,
dieses Restes das Vorzeichen (—1)" besitzt und |R,| < a,,, ist. Beachten
wir nun noch, dal §=8,+R,
= s

so konnen wir folgendes feststellen: LSt man in einer alternierenden Reihe,

welche die Vor der LEIBN1Z3chen Regel erfillt, die auf das n-te

Glied folgenden Reﬂumglwder fort, betrachtet man also die Partialsumme
Sp=0—ay+ag—---ta,

der Summe 8, so begeht man einen Fehler®), der dasselbe Vorzeichen wie das erste
fortgelassene Glied (—1)"a,,, besitzt und dem Betrage nach kleiner als a,, , ist.

1) Offenbar ist nédmlich

1,1 1 1
Sg-=(1+?+?+"’ ) 10 10,+ +10")'

Hierbei wachst der erste Anteil mit n iiber alle Grenzen, wahrend der zweite Anteil

stets kleiner als % bleibt.
%) Als Fehler bezeichnen wir hier die Zahl, die man zu S, hinzuftigen muB, um S zu erhalten
(d.h. R,).
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Diese Eigenschaft macht die Reihen, welche die Voraussetzungen der LErBNIZ-
schen Regel erfiillen, fiir Niherungsrechnungen besonders geeignet.
Beschrinkt man sich z. B. bei der Berechnung von

1,1 1,1
S=l-gty—wte—

auf die hingeschriebenen Glieder, so begeht man einen Fehler mit negativem

Vorzeichen, der dem Betrage nach kleiner als

1 1

. & = 25656 < 0:000025

ist.
37. Absolut konvergente Reihen, Wir betrachten jetzt ganz beliebige Reihen,

machen also iiber die Vorzeichen der Reihenglieder keinerlei einschrinkende

Voraussetzurigen mehr. Hierbei bezeichnen wir mit a,, a,, a3, . . . wieder die

Reihenglieder selbst.

Satz 1. Wir betrachten neben der Reike
Gtatat- 39)

|| + |ag| + [ag] +--- (40)

aus den absoluten Betrdgen der Glieder der gegeb Reihe. K giert dann
die Reihe (40), so konvergiert auch die Ausgangsreihe (39).

Beweis. Es sei Byt byt byt -+ - (41)

die Reihe aus den positiven (bzw. nicht negativen) Gliedern der Reihe (39)
(in der Reihenfolge der Reihe (39)) und

at+etet--. (42)

die Reihe aus den Betriigen der negativen Glieder der Reihe (39), ebenfalls
in der Reihenfolge der Reihe (39).1) Da sich jede der Reihen (41) und (42)
aus der konvergenten Reihe (40), deren simtliche Glieder nicht negativ
sind, dadurch ergibt, daB man einen Teil ibrer Glieder fortlaBt (um z. B. (41)
aus (40) zu erhalten, muB man gerade die Glieder ¢,, ¢,, ¢, ... fortlassen),
sind diese Reihen auf Grund von Satz 4 aus Abschnitt 35 konvergent. Mit B
bzw. C bezeichnen wir die Summe der Reihe (41) bzw. (42). Ferner wollen
wir mit 4,, B, bzw. C, die n-te Partialsumme der Reihe (39), (41) bzw. (42)
bezeichnen. SchlieBlich wollen wir annehmen, daB unter den Gliedern

Qys Ay Byy o ooy Oy
m(n) nicht negativ und p(n) negativ sind. Dann ist offenbar

die Reihe

Ay = Bomy—Cpmye

1) Ohne Beschrinkung der Al inheit ké wir h daB es in der Reihe (39)

unendlich viele positive und unendlich viele negative Glieder gibt, da andernfalls
Satz 1 trivialerweise gilt.
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Wiichst nun # iber alle Grenzen, so strebt die rechte Seite und damit auch
die linke Seite dieser Beziehung gegen die Differenz B — C. Das bedeutet
aber gerade, daB die Reihe (39) konvergiert, und zwar ist dabei, wie wir auBer-
dem sehen, die Summe von (39) gleich B —C.

Wir weisen darauf hin, daB aus der Konvergenz der Reihe (39) im all-
gemeinen nicht die der Reihe (40) folgt. Zum Beispiel ist die Reihe

1 1 1
1— 1 + ERary +-e
konvergent (wie man unmittelbar mit Hilfe der LErBNizschen Regel er-
kennt), wihrend die Reihe der absoluten Betriige ihrer Glieder die divergente
harmonische Reihe ist.

Die Forderung der Konvergenz der Reihe (40) ist also eine schirfere Forde-
rung als die der Konvergenz der Reihe (39). Eine Reihe, die diese schirfere
Forderung erfiillt, bei der also nicht nur die Reihe selbst, sondern sogar die
Reihe der absoluten Betrige ihrer Glieder konvergiert, bezeichnet man als
absolut konvergent. Konvergiert zwar die Reihe (39), aber nicht die Reihe (40),
so nennt man die Reihe (39) nicht-absolut komvergent.

Aus dem Beweis von Satz 1 ergibt sich sofort:

Satz 2. Ist die Reihe (39) absolut konvergent, so konvergieren auch die
Reihe (41) ihrer positiven Glieder und die Reihe (42) der absoluten Betrdge ihrer
negativen Glieder. Die Summen A, B bzw. C der Reihen (39), (41) bzw. (42)
sind dabei durch die Beziehung

miteinander verkniipft.

Fiir Reihen mit beliebigen Gliedern 148t sich das p’ArLeEmMBERTsche Kon-
" vergenzkriterium folgendermaBen formulieren:

Satz 3. Es sei (39) eine beliebige Reihe, fiir welche der Grenzwert

4=B_¢ (43)

Ops1
| Ga

lim

n->00

=4

exigtiert. Ist | <1, so konvergiert die Reihe (39), ist 1> 1, so divergiert sie,

Beweis. Ist I <1, so konvergiert auf Grund des D’ALEMBERTschen Kri-
teriums fiir Reihen mit positiven Gliedern die Reihe (40) und damit erst
recht die Reihe (39). Ist dagegen !> 1, so gibt es eine natiirliche Zahl m,
so daB fir » = m

Gus1

>1

ist. Dann ist aber
[Om| <|@mir] <|Gmyo| <---,
und die Folge der Glieder der Reihe (39) strebt nicht gegen Null. Hieraus

folgt jedoch sofort, daB die Reihe (39) divergiert.
Auf Beispiele fiir diesen Satz kommen wir spiter zuriick.
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88. Die Umordnung und die Multiplikation von Rethen. Wir haben bereits oben
bemerkt, da8 die Reihen vom rein f len Standpunkt aus nichts and als S
mit unendlich vielen' Summanden sind. Wir haben aber auch bereits darauf hingewiesen,
da8 man diesem formalen Standpunkt keine allzu groBe Bedeutung beimessen darf. Ein
gutes Beispiel hierfiir ist die Frage, ob man die Glieder einer Reihe nach Belieben um.
ordnen darf. Ein wichtiges Gesetz der Arithmetik ist das b ive Gesetz, nach
welchem eine (endliche) Summe unabhéngig von der Reihenfolge der S den ist.
Es zeigt sich nun, daB dieses Gesetz fiir unendliche Reihen im allgemeinen nicht mehr
gilt. Wir wollen dies zundchst an einem Beispiel erla .
Wir betrachten die Reihe
L CME N UV I §
2 3 45 6

Nach der Lemnrzschen Regel konvergiert diese, besitzt also eine gewisse Summe S.
Dabei ist S # 0, da das Vorzeichen der Summe einer Reihe, welche die Voraussetzungen
der LzipNizschen Regel erfillt, gleich dem Vorzeichen ihres ersten Gliedes ist. Daneben
betrachten wir die Reihe

oo “

R Tt S S S R Tl (45)
die durch Umordnung der Glieder der Reihe (44) entsteht, wobei jetzt also auf jedes
positive Glied zwei negative Glieder folgen. Mit 8, bzw. S: bezeichnen wir die n-te
Partialsumme der Reihe (44) bzw. (45). Indem wir die Summanden von S5, zu jo dreien
zusammenfassen!), erhalten wir

1 1 1 1 1 1 1 1
s‘-=(1‘?—7)+(?—?-7)+'“+(T—1-T_z—n)~
Offenbar ist nun
pol_1 o1 1 11 1
T2T2 3T8TE a1 ia—2 dn_2
und daher 1 1y, 1 1 1 1
.-—___ —_——— PRy ——
8= (3 4)+(6 a)"' +(4n—2 4n)’
eo daf 1 1,1 1 1 1
4 — —_——— e — e
"‘?[1"2"'3 S Ty 2n]'
Eg ist also 1
Sin=g 81
Daraus ergibt sich, de8 die Folge {S},} mit wachsendem n gegen —,.l,— 8 konvergiert. Aus
1 1
S3ns1=8n+ ISR 5§n+a=53»+1—T+2

folgt sodann, daB aber auch die Folgen {S3, ,,} und {83442} mit wachsendem # gegen %S
1
2
*) Weil 2k —1 die k-te ungerade Zahl und 4 die 2k-te gerade Zahl ist, steht in der k-ten
Klammer der Ausdruck ! !

streben. Somit konvergiert allgemein die Folge {87} mit wachsendem n gegen - S,

2k—1 4k—2 4k
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g0 daB die Reihe (45) die Summe .‘2_ S besitzt. Die Summe der Rethe (45) ist also

(wegen 8 % 0) von der der Reihe (44) verschieden.

Wir sehen also, daB eine konvergente Reihe bei einer Umordnung ihrer Glieder ihren
Wert éndern kann.

Da die hier angeschnittene Frage von groBer methodischer Bedeutung ist, wollen wir
sie noch etwas niher untersuchen. Wir wollen als erstes zeigen, daB bei Reihen mit posi-
tiven Gliedern ein derartiger ,,Ungliicksfall* nicht eintreten kann.

Satz 1. Bei einer Reihe mit positiven Gliedern wird durch eine Umordnung der Glieder
weder die Konvergenz zerstort noch die Summe gedndert.

Beweis. Es sei
Gy +ay+ag+t--- (46)

eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern und
Gy + 0y, + Gyt - (47)

eine ,,Umordnung* dieser Belhe, d.h. eme Rexhe, dxe aus denselben Gliedern wie die
Reihe (46) besteht, diese nur in irgend Mit S be-
zeichnen wir die Summe der Reihe (46), wihrend unter S, bzw. S‘ dle n-te Partialsumme
der Reihe (46) bzw. (47) verstanden werden soll. Es sei sch].mthh m(k) die groBte der

Zshlen n,, ny, ..., n,. Dann treten unter den Summanden der Summe

Spw=01+a 4+ +6nwm
alle Summanden der Summe -
Si=0, +a,+ -+,

auf, wobei allerdings die Summe 8,,, noch gewisse zusatzliche (nicht negative) Sum-
manden enthalten kann. Daher ist
St=8.m
und damit erst recht
8=<89. (48)

Also ist die Folge der Partialsumme der Reihe (47) nach oben beschrankt, so daB sie, da
(47) eine Reihe mit positiven Gliedern ist, konvergiert. Damit ist gezeigt, daB bei einer
Umordnung der Glieder die Konvergenz einer Reihe mit positiven Gliedern nicht zer-
stort wird.

Es bleibt zu zeigen, daB sich bei einer derartigen U d auch die Reih
nicht &ndert. Dazu bezeichnen wir die Summe der Reihe (47) mit 8°. Aus (48) folgt sofort

$<8.

Also kann bei einer beliebigen Umordnung die $ einer Reihe mit positiven Gliedern
nicht vergréBert werden Sie kann aber auch nicht verkleinert werden, da in diesem
Fall der Ubergang von der Reihe (47) zur Reihe (46) eine Umordnung ware, bei der sich
die Reihensumme vergrdBern wiirde, was aber unméglich ist. Damit ist Satz 1 bewiesen.

Dieser Satz 1aBt sich nun unmittelbar auf beliebige absolut konvergente Reihen
iibertragen.

Satz 2. Bei einer absolut konvergenten Reihe wird durch eine Umordnung der Glieder
weder die absolute Konvergenz zerstort noch die Summe gedndert.

Beweis. Es sei

@+, a4 (49)
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eine beliebige absolut konverg Reihe. Definitionsgema8 bedeutet dies, daB nicht nur
die Reihe (49), sondern sogar die Reihe
lay| + |as| +|ag| +- - (60)

konvergiert. Es sei dann
ere! [ L A (51)
eine beliebige Umordnung der Reihe (49). Es ist klar, da8 man die Reihe der absoluten
Betrige der Glieder von (51) (in der Reihenfolge der Reihe (51)) durch eine Umordnung
aus der Reihe (50) erhalten kann. Daher konvergiert (auf Grund von Satz 1) auch diese
Reihe, und das bedeutet gerade, daB die Reihe (51) absolut konvergiert. Um zu zeigen, daB
sich bei der betrachteten Umordnung di¢ Summe nicht andert, untersuchen wir die Reihe

byt byt byt 52)
der nicht negativen Glieder von (49) und die Reihe
Gt togtene (63)

der absoluten Betrige der negativen Glieder von (49) (beide Reihen in der Reihenfolge des
Auftretens ihrer Glieder in (49) genommen). Auf Grund von Satz 2 aus Abschnitt 37 sind
beide Reihen konvergent, wobei ihre Summen B und C mit der Summe A der Reihe (49)
durch die Beziehung A—B—C (64)

verkniipft sind. Es ist nun klar, deB die entsprechenden Reihen zu (51) nichts anderes
als gewisse Umordnungen der Reihe (52) bzw. (53) sind. Da nun (52) und (53) Reihen mit
positiven Gliedern sind, &ndern sich bei dieser Umordnung ihre Summen nicht, d. h., die
den Reihen (52) bzw. (53) entsprechenden Reihen zu (51) besi benfalls die S B
bzw. C. Beachten wir nun noch, daB sich die Summe von (51) gemaB (54) durch die Summen
dieser Reihen ausdriicken 188t, so ist sofort ersichtlich, daB die Summe der Reihe (51)
gleich der der Reihe (49) ist, was noch zu beweisen war.

Man kann sogar zeigen, daB die Voraussetzung der absoluten Konvergenz fiir die Mog-
lichkeit einer beliebigen Umordnung nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig
ist.!) Es gilt namlich:

Satz 3. Ist die Reihe (49) nicht absolut konvergent, so kann man durch eine passende
Umordnung ihrer Glieder erreichen, daf die entstehende Reihe eine beliebig vorgegebene Summe
besitzt oder auch divergiert.

Auf einen Beweis hierfiir soll an dieser Stelle jedoch nicht eingegangen werden.

Wir wenden uns jetzt dem Problem der Multiplikation von Reihen zu.
Um zwei endliche Summen

A=a,+06y,+- - +a,, B=b+b+--.+b,

I iteinander zu multiplizi muB man bek lich jeden S den der einen mit
jedem S den der and: S tiplizi und sodann die Summe aller dabei
auftretenden Produkte

b, ((=1,2,...,n k=1,2,..., m (65)

1) Ublicherweise bezeichnet man eine konvergente Reihe, deren Summe sich bei beliebiger
Umordnung der Glieder nicht andert, als unbedingt k gent, wihrend eine konver-
gente Reihe, die nicht unbedingt konvergent ist, bedingt konvergent gemannt wird.
Satz 3, den man auch als Satz von RIEMANN bezeichnet (B. RIEMANN (1826 — 1866),
deutsch. Math.), lautet dann z.B.: Jede nichi-absolut konvergente Reihe ist bedingt
k gent. — Anm. d. wi haftl. Red.




426 Reihen

bilden. Es ergibt sich nun naturgema8 die Frage, ob man diese Regel auch auf den Fall
unendlicher Reihen tibertragen kann. Die Hauptschwierigkeit hierbei ist, daB in diesem
Fall unendlich viele Produkte auft und daher g gesagt werden mu8, in weloher
‘Weise diese Produkte ,,addiert* werden sollen. Das einfachste Verfahren fiir die Addition
dieser Produkte liegt wohl der folgenden Art der Reih Itiplikation zugrunde:

Definition. Unter dem Produkt der Reihen

G +06;+ 83+ (56)
und

by+by+ byt (57)
verstehen wir die Reihe

G tetet e, (58)

wobei
ey =01 by, C=08,by+08yby, Cg=ayby+ayby+ a3y
und aligemein
R R 1 (69)

Es zeigt sich nun, daB aus der Konvergenz der Reihen (66) und (57) im allgemeinen
noch nicht die der Reihe (58) folgt. Multiplizieren wir z. B. die auf Grund der LE1BN1z30hen
Regel konvergente Reihe

1 1 1
——— = — e e

2 V3 V&
mit sich selbst, so erhalten wir als Produkt (58) eine Reihe, fiir deren allgemeines Glied (59)
gilt:

1

1

—

1 1 1 1

=1 —=+—7" +— cend—- 1.
1o Vo V2 Vn—1 13 Tast Ve
Offenbar ist aber
1 1 1 1 1 1
Azt = o=k === 1,
e A T
so daB die Reihe (58) divergiert.
Es gilt aber:

Satz 4. Sind die Reihen (56) und (57) absolut konvergent, s0 st auch die Reihe (58)
absolut konvergent. Ist dabei A die Summe von (56), B die von (57) und C die von (58), so ist
C=AB. (60)
Mit anderen Worten besagt dies: Absolut konvergente Reihen konnen wie endliche Sum-
men miteinander multipliziert werden.
Zum Beweis dicses Satzes ordnen wir alle Produkte (55) in folgender Weise zu einer
unendlichen Matrix an:

a, b a, b, ay by ... 6 by
ag by ay by a3 by ... agb,

a3 by, 630y agby ... a3 b, ... (61)
a, b a, by Gy by ... Gu by ...
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Die Elemente dieser Matrix kann man nun auf die verschiedenste Art in einer Folge
anordnen. Filr uns sind besonders die in den naohfolgenden Sohemata angedeuteten Ver-

fahren wiohtig:
7 e By I cee

® & & & © o .o

*essscscssssccces R RN
Das erste Verfahren (Anordnung nach Schraglinien) fithrt auf die Reihe
@15, +8, 03+ a3 b, + 6, by + By by + a3 by + 8, b+ By by +-- - (62)
wahrend das zweite Verfahren (Anordnung nach Quad: ) auf die Reihe
G101+ 810y + 6y by + a3 by + 6, b5+ 0, b+ B by + B by +- - - (63)

fiihrt.!)

Es ist klar, daB jede Reihe, die in irgendeiner Reihenfolge aus den Produkten der
Matrix (61) aufgebaut ist, aus jeder anderen derartigen Reihe durch Umordnung hervor-
geht. Wir wollen nun zeigen, da8 alle diese Reihen absolut konvergieren.

Dazu betrachten wir eine beliebige derartige Reihe, bilden die Reihe der absoluten
Betrdge ihrer Glieder und bemiohnen mit S: die n-te Partialsumme dieser Reihe der
absoluten Betrage. Bei g n ko, wir dann offenbar eine Zahl m so bestimmen,
daB alle Summanden dar Summe S} unter den Zahlen des Quadrates

lay by| oy by| ... |6y b
|8s by] [y by] ... |a, byl
[8n b1| |an bg] ... |G bal

vorkommen. Hieraus folgt, daB die Summe S; nicht groBer sein kann als die Summe
aller Zahlen dieses Quadrates, d. h. nicht groBer als

(Ioa] +lag] +- -+ |an[) (| 3] + [Be] + - -+ bul)-

Bezeichnen wir nun mit 4* bzw. B* die Summe der Reihe der absoluten Betrige von (56)
bzw. (57), so ist also erst recht i< 4B
- i< .

) Man bezeichnet haufig (62) als CavorYsches und (63).als DiicHELETsCches Produkt. —
Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Hieraus folgt aber unmittelbar, da8 alle Rexhen, dla sich aus samtlichen Produkten der

Matrix (61) bilden lassen, absolut konvergi dere konvergiert also die Reihe (62)
bsolut. Hierdurch ist speziell die Konverg: der Reihe
|@y 81| 4 (@1 bg| + a3 by| 4|81 bg] + |82 5s| + [@3d1] + @1 B + - - - (64)

gesichert. Vereinigen wir nun in (64) die Glieder zu Summen von ein, zwei, drei usw.
Gliedern, so finden wir, daB auch die Reihe

dy+dy+dg+ -+
Gn=]01 54| + @by ]+« +aaby]
konvergiert. Nun ist aber offenbar |c,|<d,. Daraus folgt, daB auch die Reihe (58)
absolut konvergiert.

Es bleibt demnach zu zeigen, daB die Gleichung (60) besteht.

Da alle Reihen, die man aus allen Produkten der Ma.tnx (61) bilden kann, absolut
konvergieren und jede von ﬂmen durch Umordnung jeder b d erhalten
werden kann, haben sie alle dieselbe S S. Insbesondere besitzen also die Reihen (62)
und (63) die Summe S, und da (58) aus (62) durch Zusammenfassung der Glieder in pas-
sende Gruppen hervorgeht, besitzt auch (58) die Summe 8, also § = C. Daher ist speziell
C auch die Summe der Reihe (63). Diese letzte Summe kann man aber nun auch dadurch
bestimmen, daB man die Glieder der Reihe (63) in Gruppen zu ein, drei, finf usw. Gliedern

faBt, d. h. als S der Reihe

0,01+ (a1 by + Gy by + 8 by) + (@) by + By by + By b+ @3 By + Baby) -+ -
Die n-te Partialsumme dieser Reihe ist nun offenbar nichts anderes als
G b+ 6. b+ +ay b,
+a,b,+a,b,+ +a,b

mit

+a, b,+a b,+ +a,,b.,
und das ist nichts anderes als das Produkt
(@146 + -+ +6,) (B + By +- - +5y)
aus der n-ten Partialsumme von (56) und der n-ten Partialsumme von (57). Gehen wir
hierbei zur Grenze n — oo iiber, so erhalten wir aber offenbar gerade die Gleichung (60).
Wir fithren zam AbschluB noch ohne Beweis die beiden folgenden Satze an:
Satz 5. Wenn die Reihen (56) und (57) k gieren und ig eine von ihnen

absolut konvergent ist, 8o konvergiert auch (allerdings nicht notwendig absolut) die Reihe (58),
und die Summen der Reihen (56), (57) und (58) hingen vermdge (60) miteinander zusammen.

Satz 6. Konvergieren alle drei Reihen (36), (57) und (58), so gilt (60).

§ 8. Potenzreihen
39. Das Konvergenzintervall. Unter einer Potenzreihe versteht man eine
Reihe der Form PRTIPANIpY NIpY™ NISRN N

wobei ¢, ¢,, ¢, . . . konstante Zahlen, die sogenannten Koeffizienten der Reihe
sind. Mitunter bezelchnet man auch allgemeiner jede Reihe der Form

Co+ Ci(z—a) +co(z—a)+--- @
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als Potenzreihe. In diesem Fall nennt man eine Reihe der Form (1) ausfiihr-
licher eine Potenzreike in x oder noch ausfiithrlicher eine Potenzreihe, die nack
Potenzen von = geordnet (bzw. entwickelt) ist. Entsprechend heiBt dann eine
Potenzreihe der Form (2) eine Potenzreihe in (x — a) bzw. eine Potenzreihe,
die nach Potenzen von x — a geordnet ist. Da man offenbar jede Potenzreihe
der Form (2) durch die Substitution x —a = z’ auf die Form (1) bringen
kann, werden wir uns im folgenden vornehmlich mit Potenzreihen der Form (1)
beschiftigen.

Wiihrend man die Reihen mit konstanten Gliedern rein formal als Summen
mit unendlich vielen Summanden ansehen kann, stellen vom rein formalen
Standpunkt aus die Potenzreihen ,,Polynome unendlichen Grades* dar.

Die Brauchbarkeit des Begriffs der Potenzreihe 148t sich bereits sehr schén
an folgenden Beispielen erkennen: In Abschnitt 12 haben wir gesehen, da
fir jede reelle Zahl x die Beziehung

N @ | o gt
m"_ph_’:a Tt gt =D (2p+l)!]
gilt. Unter Verwendung der Bezeichnungen des vorangehenden Paragraphen
konnen wir hierfir kurz
: T ?
smz=z—-%+-5—!-—%+"' @)

schreiben. Dies besagt aber gerade, daB sich die trigonometrische Funktion
sin z als Potenzreihe der Form (1) darstellen liBt. Entsprechend erhilt man
auf Grund der Uberlegungen aus Abschnitt 12:

cosz=l——;—=!+%—-:i!+-~- , (4)
73 zt
B ER AN ®)

Die Potenzreihen sind also analytische Ausdriicke, mit deren Hilfe sich
viele wichtige Funktionen darstellen lassen.

Die Darstellung einer Funktion als Summe einer Potenzreihe bietet im
allgemeinen erhebliche Vorteile. So kann man mit ihrer Hilfe die Werte der
Funktion tatsichlich berechnen; denn die Partialsummen einer Potenzreihe
sind gewdhnliche algebraische Polynome, die man ohne groBe Miihe be-
rechnen kann, wobei diese Partialsummen bei hinreichend groBer Gliederzahl
die Funktion beliebig genau approximieren. AuBerdem lassen sich aus der
Potenzreihe héufig viele Eigenschaften der Funktion sehr einfach ablesen.
So kann man z. B. aus den Darstellungen (3) und (4) unmittelbar entnehmen,
daB

sin(—z) = —sinz, cos(—z)=—cosz,

d.h., daB sin z eine ungerade und cos z eine gerade Funktion ist.
‘Wir hoffen, daB die vorangehenden Ausfithrungen hinreichend das Interesse
motivieren, das wir im vorliegenden Artikel der Theorie der Potenzreihen
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entgegenbringen. Spiiter wird die groBe Bedeutung dieser Theorie (nicht
zuletzt fiir die Bediirfnisse der Elementarmathematik) noch deutlich
in Erscheinung treten.

Offenbar hat es bei einer Potenzreihe (wie auch bei jeder anderen Reihe,
bei der die Glieder von einer Veriinderlichen z abhingen) keinen Sinn, nach
ihrer Konvergenz oder Divergenz zu fragen; denn es ist klar, daf eine gegebene
Potenzreihe im allgemeinen fiir gewisse Werte 2 konvergieren und fiir andere
divergieren wird. So ist z. B. die Reihe

1+22+432°+ 423+ ...

offenbar fiir z =0 konvergent und fiir z =1 divergent.

Die verniinftige Fragestellung lautet hier selb stindlich folgender-
mafBen: Fiir welche Werte z konverglert die Reihe (1) und fiir welche
divergiert sie? Es wird sich nun zeigen, daB die Menge derjenigen Werte z,
fiir welche eine Potenzreihe konvergiert, stets eine sebr einfache Struktur
besitzt. Es wird sich niémlich herausstellen, dal diese Menge stets ein zum
Ursprung symmetrisches Intervall ist. Zum Beweis dieser Tatsache benéstigen
wir den folgenden Hilfssatz (der zuerst von dem norwegischen Mathematiker
N. H. ABEL, 1802—1829, bewiesen wurde):

ABELsches Lemma. Konvergiert die Potenzreihe (1) fiir einen gewiaae:n
Wert x,% 0, 80 ist sie fiir jedes x mit

[2] < || (6
absolut konvergent.

Beweis. Da die Glieder der nach Voraussetzung konvergenten Reihe
4 (R eIt R B
mit wachsendem 7 gegen Null streben, ist
lim ¢,z =0,

n—x
Nun ist bekanntlich jede konvergente Folge beschrinkt. Daher gibt es eine
Zahl M, so daB
|enzl| < M (n=0,1,2,...). (7)

Wir betrachten nun die Reihe (1) fiir einen beliebigen Wert z, welcher die
Ungleichung (8) erfiillt. Wegen 2z, 3 0 kénnen wir diese Reihe auch folgender-
maflen schreiben:

to+azo -+ a1 ) temd(Z 2Pt ®)

Auf Grund von (7) ist nun offenbar die Reihe
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eine Majorante fiir die Reihe der absoluten Betriige der Glieder von (8). Da
jene (als geometrische Reihe mit dem Quotienten l?z- < 1) konvergiert, ist
0

auch die Reihe der absoluten Glieder von (8) konvergent, so daB also die Reihe
(1) fiir den betrachteten Wert z absolut konvergiert, was zu beweisen war.

Wir betrachten nun eine beliebige Potenzreihe (1) und bilden die Menge 4
aller derjenigen Zahlen z, fir welche die betrachtete Reihe konvergiert.
Diese Menge ist nicht leer, da jede Potenzreihe fiir 2 =0 konvergiert. Es
sei ferner B die Menge aller Zahlen |z| mit €4 und R die obere Grenze von

R=supB.
Wir unterscheiden dann die folgenden drei Fille:
1.R=0, 2.0<R<+, 3. R=+4o00.

Im ersten Fall konvergiert die Reihe (1) nur fiir z=0. Wiirde sie namlich
fiir ein gewisses z & 0 konvergieren, so wire € A und daher |z|€ B, also
|z < R=0, im Widerspruch zu z 0.

Wir untersuchen als nichstes den Fall 2. In diesem Fall konvergiert die
Reihe (1) (und zwar absolut) fiir alle Werte z aus dem offenen Intervall
(— R, + R), withrend sie fiir alle , welche auBerhalb des abgeschlossenen
Intervalls [— R, + R] liegen, divergiert. In der Tat: Es sei zuniichst
z€(— R, + R). Dann ist |¢| < R, so daB es in der Menge B eine Zahl gibt,
welche grofer als |«| ist. Nach Definition der Menge B ist diese Zahl der
absolute Betrag einer Zahl z, aus der Menge 4, d.h., es ist |z| < |#,| mit
z,€ A. Dann ist aber auf Grund des ABELschen Lemmas die Reihe (1) im
Punkte z absolut konvergent, wie behauptet. Liegt dagegen z auBerhalb
des Intervalls [— R, + R], so ist || > R. Daher liegt in diesem Fall |z|
nicht in B und daher z nicht in 4, d.h., die Reihe (1) ist im Punkte « di-
vergent.

Im Fall 3 ist schlieBlich die Menge B nach oben nicht beschrinkt, d.h.,
es gibt fiir jede Zahl z ein Element aus B, so daB | z| kleiner als dieses Element
ist. Hieraus folgt, daB es zu jedem z ein z,€ 4 gibt, so deB |z| <|z,|. Auf
Grund des ABELschen Lemmas ist daher im Fall 3 die Reihe (1) in jedem
Punkte z absolut konvergent.

Damit erhalten wir:

Satz. Zu jeder Reike (1) gibt es eine nicht negative Zahl R (den sogenannten
Konvergenzradius der Reihe (1)), so daf die Reihe (1) in allen Punkten des
offenen Intervalls (— R, + R) absolut konvergiert, wihrend sie auferhalb des
abgeschlossenen Intervalls [— R, + R] diberall divergiert.

Bemerkungen.

1. Der angegebene Satz besagt, daB die Menge der Punkte z, in welchen
die Potenzreihe (1) konvergiert, stets ein gewisses Intervall bildet, welches

1) Ist B nach oben nicht beschrinkt, so setzen wir R = +oo.
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symmetrisch zum Punkte z = 0 liegt. Dieses Intervall bezeichnet man als
Konvergenzintervall der Reihe (1).

2. In Spezialfillen kann das Konvergenzintervall auch in den einen Punkt
z =0 ausarten, was dem Fall R = 0 entspricht. Es gibt jedoch auch Reihen,
bei denen das Konvergenzintervall die gesamte Zahlengerade ist (es ist dies
der Fall R =+ ).

3. Im angegebenen Satz ist nichts dariiber ausgesagt, wie sich die Reihe
in den Endpunkten des Konvergenzintervalls, d. h. in den Punkten £ = — R
und z =+ R verhilt. Wir werden im folgenden sehen, daB hier praktisch
alle Moghchkelten eintreten kénnen, so dafl man iiber das Konvergenzver-
halten einer Pobenzrel.he in den Endpunkten des Konvergenzintervalls keine
allgemeingiiltig g hen kann.

4. Wir haben bereits oben bemerkt, daB man jede Potenzreihe der Form (2)
durch die Substitution £ —a = 2’ auf die Form (1) bringen kann. Daher
iibertriigt sich alles im vorangehenden iiber Reihen der Form (1) Gesagte
sinngemiB auf Reihen der Form (2). Insbesondere bildet die Menge der Punkte,
in welchen eine Reihe der Form (2) konvergiert, ebenfalls ein Intervall, welches
jetzt jedoch symmetrisch zum Punkte z = a liegt, so daB seine Endpunkte
die Form ¢ — R bzw. a + R haben,

Wir bringen jetzt einige Beispiele. An Hand dieser und éhnlicher Beispiele
kénnen wir uns davon iiberzeugen, daB alle Fille, die auf Grund des an-
gegebenen Satzes moglich sind, in der Praxis wirklich auftreten.

Beispiel 1, Die Reihe
T 72 Fad Ead
PIRAEE TR TR

konvergiert fiir alle = (sie ist, wie man sagt, bestindig konvergent — Anm. d.
wissenschaft!. Red.). Dies ergibt sich unmittelbar mit Hilfe des D’ ALEMBERTschen
Quotientenkriteriums (Abschnitt 37, Satz 3); denn im vorliegenden Fall ist
z~ e P z
w0 Ga= g lm Se= lim o
Beispiel 2. Die Reihe

Nz421a24 31234 ...

=0.

Ap=

konvergiert nur fir £ =0; denn fiir x40 ist
ap=n!2" Gy.,=(@n+1)!1z"*, %=(n+l)z—>m.

Beispiel 3. Die Reihe
142428423+
Konvergiert bekanntlich fiir |z! <1, wihrend sie fiir |z|>1 divergiert.

Im betrachteten Fall ist also Konvergenzintervall das offene Intervall
(—1, + 1), in dessen Endpunkten die Reihe divergiert.
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Beispiel 4. Fiir die Reihe

g2 2® zt
w+?+§+4—,+"‘ (9)
ist - ey Gpoy [ 72
O R = R

so daB auf Grund des p’ALEMBERTschen Kriteriums die Reihe (9) fiir |z] <1
konvergiert und fiir |2|> 1 divergiert. Fiir z =1 erhalten wir die Reihe

L - (10)

von der bereits in Abschnitt 35 gezeigt wurde, daB sie konvergiert. Fiir z = — 1
erhalten wir schlieBlich eine Reihe, fiir welche die Reihe (10) die zugehdrige
Reihe der absoluten Glieder ist. Daher ist die Reihe (9) auch im Punkte
z = — 1 konvergent, und zwar sogar absolut konvergent. Konvergenzintervall
der Reihe (9) ist also das abgeschlossene Intervall [—1, + 1]. In den End-
punkten dieses Intervalls konvergiert die Reihe (9) absolut.

Beispiel 5. Eine entsprechende Untersuchung der Reihe
# | 28
L L S

zaig-t, daB auch fiir sie das abgeschlossene Intervall [—1, 4 1] Konvergenz-
intervall ist, wobei jetzt aber die Reihe in beiden Endpunkten nicht-absolut
konvergiert.
Beispiel 6. Die Reihe .
2 |z
s+ o+ 5+ T+

konvergiert fir —1 < z <+ 1, so daB in diesem Fall der linke Endpunkt
des Konvergenzintervalls (nnt mcht-absoluber Konvergenz) dem Konverg
intervall angehort, wihrend im rechten Endpunkt des Konvergeuzmberva.]ls
die Reihe bereits nicht mehr konvergiert.

In simtlichen Beispielen, bei denen 0 < R < + oo war, ergab sich als Kon-
vergenzradius R =+ 1. Ersetzt man bei irgendeiner dieser Reihen z iiberall

durch % (@ > 0), so erhilt man eine Reihe, die in den Endpunkten ihres Kon-

vergenzintervalls ein entsprechendes Verhalten wie die betrachtete Reihe
zeigt, die jedoch den Konvergenzradius R = a besitzt.

40. Eigenschaften der Summe einer Potenzreihe. Es sei
ot 12+ 0yt + 6+ - (11)

eine Potenzreihe mit einem von Null verschiedenen Konvergenzradius R
(der Fall R =+ oo soll dabei nicht ausgeschlossen sein). Die Summe dieser
Reihe ist dann eine in allen Punkten des Konvergenzintervalls definierte
Funktion von z, die wir mit f(z) bezeichnen wollen. Unsere Aufgabe soll
es hier sein, diese Funktion niéher zu untersuchen.
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Satz 1. Die Funktion f(x) ist in allen Punkten, die im Innern des Kon-
vergenzintervalls liegen, stetig.

Wir weisen darauf hin, daB hier nur von den Punkten die Rede ist, die
im Innern des Konvergenzintervalls liegen. Die Endpunkte = + R schlieSen
wir aus, obwohl die Reihe auch in diesen Punkten noch konvergieren kann.?)

Beweis. Es sei z, ein beliebiger Punkt aus dem Innern des Konvergenz-
intervalls, d. h., es sei — R < 2,<+ R. Es ist zu zeigen, daB die Funktion
f(x) in diesem Punkte stetig ist. Zu diesem Zweck betrachten wir zunichst
noch einen zweiten Punkt X mit

—X<z,<X, 0<X<R.

Dieser Punkt liegt ebenfalls im Innern des Konvergenzintervalls, so daB8
in ihm die Reihe (11) absolut konvergiert, d. h., die Reihe

eo| 4 |ea] X + || X2+ |eg| X34 12)

ist konvergent. Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt z aus dem Inter-
vall [— X, 4 X] (insbesondere kann dies auch der Punkt z, sein) und bilden

die Rethe ot 17+ T+ T (13)
Mit R, bzw. R, () bezeichnen wir denn-ten Rest der Reihe (12) bzw. (13),d.h.
By=lonsa| X# 41+ [oq, 9| X2+24-00,

Rp(@)=0py1 2" 1+ Cgypx® 2400

Man sieht unmittelbar, dag8 _
|By(z)| < R,.9) (14)

Wir betrachten nun eine beliebige reelle Zahl ¢>0. Zu ihr bestimmen
wir eine Zahl » so groB, daB  _ .
B, <.

Dies ist moglich, weil die Summen der Reste der konvergenten Reihe (12)
mit wachsendem n gegen Null streben. Wegen (14) ist denn fiir dieses n
und fiir alle z aus dem Intervall [— X, + X]

| Ba(@)| < 5 -

1) Man kann zeigen, daB bei Konvergenz der Reihe in einem der Endpunkte die Funktion
f(z) auch noch in diesem Punkte (einseitig) stetig ist; wir wollen jedoch darauf hier
nicht naher eingehen.

2) Man erhalt dies, wenn man in der offenb: ichtij Ungleict

ntm ntm
3" avls 3 oz
Kmndl Pentl

zur Grenze m -~ +oo iibergeht.
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Insbesondere ist also auch |R, ()| < %. Wir setzen ferner
Sp@)=cot ez + -+ + ca”
so daf
F@)="8,(@) + Ru(@), f(@o)="Sa(m)+ Ry (o).
Offenbar ist dann
1f @) —F(@0)| < | Sa(®) — Sa(@o) |+ | Ra(2)| + | Ba(ao)]|
und daher erst recht
@) —F(@)| <[Sa(@) — Sa@| + 5 (15)

Diese Ungleichung gilt fiir alle  aus dem Intervall [— X, + X]. Nun ist
aber S, (z) ein gewdhnliches algebraisches Polynom, also insbesondere stetig.
Daher konnen wir zu der betrachteten Zahl £ > 0 eine Zahl 8 > 0 so finden,
daB fir |z — x| <4 stets
&
ISn(z)_Sa(’;o)|<'3_ (16)
wird. Ist also % — %,| <8 und z€[— X, + X], so ist auf Grund von (15)
und (16)
[fl@) —f(zo)| <.
Das besagt aber gerade, daB die Funktion f(z) im Punkte z, stetig ist.
Satz 2. Es sei
8tz 2. B8 S8 @)= ot 1T+ a2+ g eee . an

Dann ist fir jedes ganz im Innern des Komvergenzintervalls gelegene Intervall
[a, 8]

b

[f@)dz=colb—a)+e LIPS e T (18)

b — b —a®
2 3

d. h., fiir jedes @ und b mit — R < a < b < R kann dieGleichung (17) gliedweise
integriert werden.

Der Beweis hierfiir verlduft dhnlich dem Beweis zu Satz 1. Wir beginnen
wieder damit, daB wir zunichst eine Zahl X betrachten, fir welche

—R<—X<a<bsX<R
gilt. Unter Verwendung der eben definierten Bezeichnungen gilt dann fir
jedes n und jedes z€[— X, + X] die Ungleichung
| Ro(z)| < R
Daher ist fiir alle z€[— X, + X] und daher erst recht fiir alle z€[a, b]
|f(z) _S-.(x)l g I_?u-
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Hieraus folgt (auf Grund von Satz 11 aus Abschnitt 23)

1]
’ [ 7@ — 8y (@) dz| < Ra(b—a),

d.h.

b b
[fl@)dz— [ S,(@) dz| < By(b—a).

Hier strebt nun die rechte Seite mit wachsendem 7 gegen Null. Daher ist
b b
[f@dz=1lim [8,(@)ds.
a >0 g

Es bleibt jetzt lediglich noch zu bemerken, daB

+1_gn+1

b
fS,,(:»:)d:a:=cl,(b—a)+¢>l b’;a oot a1

daB also dieses Integral nichts anderes als die n-te Partialsumme der Reihe
auf der rechten Seite von (18) ist.

Satz 3. Die durch (17) definierte Funktion f(z) ist in jedem Punkt aus dem
Innern des Konvergenzintervalls der Reihe differenzierbar, wobei die Ableitung

f'(z) durch f’(z)=61+263$+3031n+4clx.+"'

gegeben wird, d. h., die Gleichung (17) darf man in jedem Punkt aus dem Innern
des  Komvergenzintervalls gliedweise differenzieren.

Der Beweis dieses Satzes ist verhaltnismaBig kompliziert, so daB es sich empfiehlt,
zundchst zwei Hilfssdtze vorauszuschicken.

Hilfssatz 1. Die Reihe I+ 20+ 3P+ Agh 4o 19)

konvergiert fir jedes ¢ mit 0 <g<1.
Ein Beweis dieser Behauptung ergibt sich ittelbar mit Hilfe des D’ALEMBERTsChen
Konvergenzkriteriums; denn hier ist

Ga=1ng" Gupy=(n+1)g"*1,

lim Bast g AL

a>® G, a0 T
Hilfssatz 2. Die Potenzreihen
T+ 22ty e, (20)
€, F+ 20328+ 3cg2®+ .- - {21)

besitzen beide denselben Konverg divs.

Beweis. Es sei R bzw. R’ der Konvergenzradius der Reihe (20) bzw. (21). Wir nehmen
zundchst an, daB R’ > 0, und betrachten eine beliebige Zahl z mit 0 < z < R’. Nach dem
ApELschen Lemma konvergiert dann die Reihe (21) im Punkte z absolut, d. h., die Reihe

leal 242 |cg] 48] ca] 4 -
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ist konvergent. Dann konvergiert aber erst recht die Reihe
ler] 2+ | ca| 22+ fes| 24+ -

Damit ist gezeigt, daB die Reihe (20) im Punkte z (sogar absolut) konvergiert, so de8
<R, (22)

Hierbei unterliegt z nur der Bedingung 0 < z < R’. Lassen wir nun z gegen R’ konver-
gieren, so erhalten wir aus (22) sofort
R'sR. (23)

Diese Ungleichung gilt aber nicht nur fiir R’ > 0, sondern natiirlich auch fiir R’ = 0.
Wir zeigen nun, daB auch umgekehrt

RsR. (24)

Hierbei konnen wir offenbar voraussetzen, da R > 0, da im Fall R = 0 die Ungleichung
(24) trivial erfiillt ist. Es sei dazu z eine beliebige Zahl mit 0 < z < R. Wir zeigen, daB
die Reihe (21) im Punkte z absolut konvergiert. Zu diesem Zweck betrachten wir eine
beliebige Zahl y mit z < y < R. Dann konvergiert die Reihe (20) im Punkte y, so da8 jhr
allgemeines Glied ¢,z* fiir # = y mit wachsendem n gegen Null strebt. Daher gibt es
eine Zahl M, so daB fiir alle » die Ungleichung

|yl < M (25)
erfiillt ist. Wir schreiben nun die Reihe
le] 2+ 26y 22+ 3 |eg| 2210 (26)

in der Form
lougl =+ 2 leastl (2] 43 Lear?l (5] -+ -
y Y y

Wegen (26) sind die Glieder dieser Reihe kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe
Mo+2Me+3Me+- (=), @7

80 daB also die Reihe (27) eine Majorante fiir die Reihe (26) ist. Nach Hilfssatz 1 ist aber
die Reihe (27) konvergent, so daB auch die Reihe (26) konvergiert. Daraus folgt ins-
besondere, daB die Reihe (21) im Punkte z konvergiert. Also ist
z< R,
woraus wir durch Grenziibergang z— R die Ungleichung (24) erhalten. Damit ist auch
Hilfssatz 2 bewiesen.
Aus Hilfssatz 2 ergibt sich unmittelbar:

Folgerung. Die Reihe (11) und die aus ihr durch gliedweise Differentiali stehend
Reihe ¢+ 2¢,2+ 30322+ ¢ (28)

Bosit: beide d Iben K ’ dius.!)

1) Man darf jedoch nicht glauben, daB die Konvergenzintervalle dieser Reihen iiber-
einstimmen. Zum Beispiel besitzt die Reihe Z‘% das abgeschlossene Intervall [—1, +1]
als Konvergenzintervall, wahrend die abgeleitete Reihe im Punkte z = 1 divergiert.
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Beweis. Zunachst ist klar, daB die Reihe (11) denselben Konv dius wie ihr
Rest (20) besitzt. Nach Hilfssatz 2 stimmt aber der Konvergenzradius der Reihe (20)
mlt dem der Reihe (21) iibemm Es geniigt also zu zeigen, daBl die Reihen (21) und (28)

b Konv Es zeigt sich nun, daB diese Reihen sogar dasselbe
Konverg vall besit In der Tat: Wenn die Reihe (28) fiir einen gegebenen
Wert z konvergiert, so kénnen wir die Konvergenz sicher nicht dadurch zerstéren, daB
wir alle Glieder von (28) mit # multiplizieren, d. h., es konvergiert auch die Reihe (21)
fiir dieses z. Wenn dagegen die Reihe (28) fiir einen gegebanen Wert z divergiert, so ist
2 + 0 und wir kénnen die Reihe (28) nicht dadurch in eine konvergente Reihe verwandeln,
daB wir alle ihre Glieder mit dieser Zahl # multiplizieren.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir jetzt zum

Beweis von Satz 3. Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit R den Konvergenzradius der
Reihe auf der rechten Seite von (17), und zwar sei dabei R > 0. Wir differenzieren dann

diese Reihe gliedweise, betrachten also die Reihe (28), die ebenfalls den K dius R
besitzt. Die Summe dieser Reihe werde mit ¢(z) bezeichnet. Nach Satz 1 ist dann die
Funktion ¢(z) im Intervall (—R, + R) stetig. Wir betrachten nun eine beliebige Zahl z

mit 0 < z < R. Offenbar ist dann das abgeschlossene Intervall [0, z] ganz im Innern des
Intervalls (— R, + R) enthalten, so daB wir die Gleichung

(@) =¢,+ 26,7+ 3cga®+e0e
liedweise i i ko d.h.

f«p(z)(lz:c,z+c,z’+c,z'+u- .
1]

Dann ist aber auf Grund von (17)
@) =co+ [o(2) dz.
o
Hieraus folgt jedoch auf Grund des Satzes iiber die Differenzierbarkeit eines Integrals
als Funktion der oberen Grenze (Abschnitt 24), daB die Funktion f(z) im Punkte z diffe-
renzierbar ist, wobei f(z) = (2). Entsprechend schliet man im Fall —R < z <0, wobei
man an Stelle des Intervalls [0, 2] iiberall das Intervall [z, 0] betrachtet.
Beachten wir nun, daB ¢(z) die Summe der Reihe (28) ist, 80 erhalten wir die Behaup-
tung von Satz 3.
Aus Satz 3 ergibt sich unmittelbar
Satz 4. Die durch die Potenzreihe (11) dargestellte Funktion f(z) ist in
jedem Punkt « aus dem Innern des Konvergenzintervalls beliebig oft differenzier-
bar. Dabei ist fiir jeden derartigen Punkt
fl(@)=cy+ 2¢,2 + Bega®+ 4cyad+----,
(@)= 20+ 3:2¢c52+4-3¢c,22 4.0,
(@)= 3:2.1cg+4-3-2¢,2 4
usw. Alle diese Reihen besit denselben K¢ genzradius R wie die Aus-
gangsreihe (11).

41, Entwicklung des Logarithmus und Aufstellung einer Logarithmen-
tafel. Wir wollen jetzt die im vorangehenden erhaltenen Resultate auf eine
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Frage anwenden, die von fundamentaler Bedeutung fiir die Elementarmathe-
matik ist. Wir stellen uns nimlich die Aufgabe, eine Legarithmentafel zu
schaffen.

Zu diesem Zweck betrachten wir zunichst die geometrische Reihe

l—z42—2 ...

Diese konvergiert genau dann, wenn ihr Quotient q = — z dem Betrage nach

1
Somxtlstalsofur—l<z<l 1+z
1

T =l-sta—at.

Es sei nun z eine beliebige Zahl mit — 1 < z < 1. Dann kénnen wir auf Grund
von Satz 2 aus Abschnitt 40 diese Gleichung iiber dem Intervall [0, z] glied-
weise integrieren und erhalten

ml+g)=z—F+5 -2 4.,
Ea
'y

wofiir wir auch

n(l+z)=s—5+2 -2 ... (20)
schreiben konnen. Diese Gleichung gilt zunichst fiir alle « mit —1< z< 1.
Fir 2 = — 1 verliert diese Gleichung ihren Sinn (denn links steht in diesem
Fall log 0, withrend rechts eine divergente Reihe auftritt). Dagegen ergibt
sich auch im Fall # =+ 1 auf beiden Seiten von (29) ein ganz bestimmter
numerischer Wert. Es ist jedoch keineswegs klar, ob die entstehende
Gleichung tatsichlich richtig ist, d. h., ob die Beziehung

].n2_l——+—-—— . (30)
besteht.
‘Wir wollen zeigen, daB dies wirklich der Fall ist. Zu diesem Zweck betrachten wir nicht

sofort die unendliche Reihe
l—z+a?—a8f---,

sondern zunéchst die endliche Summe
1—az%n

1=g+at—adtal—gbt . patnriogierio T (z4—1).
Auf Grund dieser letzten Beziehung ist
1
LS —at ... ~2_ goa-
157 (l—z+22—23+4 ...+ 2% z*
und daher
1 1
dz 1 1 1 1 1 Eidd
‘"2—0 Tre T ts Tttt Tt 1
0
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.
Nuiscfﬁrjedmz>o°ﬁmbu%<ﬁ-, 80 daB

e : lsnd
f1+zd“<f’ TS
o o

i Ll P IR TR S S
”limm 1+zds..0, alo In2=1 2+3 4.4.. .
0

und daher
1

Damit ist Gleichung (30) bewiesen.?) Also gilt die Beziehung (29) fiir alle zmit —1 <z < 1.

Mit Hilfe von Formel (29) sind wir nun prinzipiell in der Lage, eine Loga-
rithmentafel aufzustellen. Da jedoch Formel (29) nur fiir — 1 < z < 1 richtig
ist, ist die unmittelbare Anwendung von Formel (29) zu umstindlich.Z)
Wir werden daher mit ihrer Hilfe zunichst eine weitere Formel herleiten,
die fiir unsere Zwecke besser geeignet ist.

%) Hier noch ein zweiter Beweis fitr Glsichung (30): Wi setzen Sy, = 1— = +-+—-+ — L.

23 2n
Indem wir hier auf der rechten Seite achet die S l+%+%+-'-+-;
addieren und denn sofort wieder subtrahieren (wobei wir beim Addieren die Summe
vorteilhaft in der Form 2(—;—+—1—+---+2—l”) schreiben), erhelten wir
1 1 1) 1 1 1
Se (“2* +H)—(‘+§+'“+7)=n+1+n+2+ BT

sodaBalso 8, = 2‘," 1 7 —'17 Das ist aber offenbar nichts anderes als eine Integral-
k=l 1 _'_7
summe der Funktion
konvergiert.
2) Diese Schwierigkeit 188t sich auch mit Hilfe einiger Kunstgriffe umgehen. Da z. B. die
Reihe (30) sehr langsam konverglert, ist sie zur Berechnung von In2 nicht geeignet.

Setzen wir aber in (29) # = ——- 2 , 80 erhalten wir

| dz
Tz Intervall [0, 1], welche fiir #—+co gegen T+z
0

1 1 1 3
By m T e TE
Diese Reihe konvergiert sehr gut, sodaﬂwu*bax, g G igkeit, zur Berech

von In2 mit Hilfe dieser Formel wesentlich weniger Gl.lecler beriicksichtigen miissen als
zur Berechnung von In2 nwch Formel (30).

Setzen wir in (29) 2 = — & 3 , 80 erhalten wir ln 3 woraus sich dann (da In2 bereits
bekannt ist) In3 ergibt usw.
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Dazu ersetzen wir in (29) erst einmal z durch — z. Hierdurch erhalten wir,
daB fir —1 < <1 die Beziehung

In(l—g)=—2—75— 5 ———:-- (31)

besteht. Subtrahieren wir nun (31) von (29), so ergibt sich

g (et 542 4.
Hier setzen wir nun 1
F=3NEr
wobei N eine beliebige natiirliche Zahl ist. Dann wird l+: -]%, und
wir erhalten damit die ,,Rekumonsformel“

2 2
N+ 551 +3ERgTE F RN T

Durch diese Formel wird die Berechnung von In(¥ + 1) auf die von In N
zuriickgefithrt. Da nun In1 =0 ist, konnen wir, indem wir in (32) nach-
einander N =1, N =2, N =3, ... setzen, der Reihe nach die Logarithmen
aller natiirlichen Zahlen bis zu einer uns gerade interessierenden Grenze
berechnen.

Dazu ist es natiirlich notwendig, daB man von Fall zu Fall den Fehler?)
abschiitzt, den man begeht, wenn man die in (32) auftretende Reihe durch
eine ihrer Partialsummen ersetzt. Hierzu ist offenbar der jeweilige Reihen-
rest,

In(N+1)= (32)

oM =y (22N+ e T @) (22N+l pr+e
+ ErrmErTIE
abzuschitzen. Es ist nun klar, daf3
0<e(M <@y 1)(221v+1)=v+l + (2p+l)(2%\7+1)”+’
+ ErrnETET

Berechnen wir schlieSlich noch die Summe der hier auftretenden geometrischen
Reihe, so finden wir
0<gp(N) < ! !

1
SN(N+1) 2p+1 @N+1ps1°

(33)

1) Unter dem Fehler einer Niaherungsgleichung verstehen wir hier ein fiir allemal die-
jenige Zahl, welche man zum Naherungswert hinzufiigen muB, um den genauen Wert
zu erhalten, so daB also der Fehler nichts anderes als die Korrektur des Naherungs-
wertes ist. In diesem Sinne ist der Fehler der Naherungsgleichung 5= 0,333 gleich

0,0003 und der der Naherungsgleichung % = 0,667 gleich —0,0003.
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Dabei ist also g,(N) der Fehler der Niherungsgleichung

2 2 2
In(N+D)~InN+5z77+ 32N+ 1P +ot @p—1) N+ 11" (34)

Als Beispiel wollen wir In 2 nach Formel (34) berechnen. Hier ist N =1,
so daB die Absghitzung (33) die Form

0<0,(1) < 5y a5
annimmt. Wahlen wir hier p = 6, so finden wir, daB wegen
e < 0,00000012
der Fehler gg(1) der Niherungsgleichung

2 2 2 2 2 2
n2=~stgwtestrrtre toes (35)

den Ungleichungen
0 < gq(1) <0,00000012

geniigt. Wir schreiben nun jedes Glied der rechten Seite ¥on (35) als Dezimal-
bruch, und zwar jeweils gerundet auf acht Stellen hinter dem Komma, so
daB der absolute Betrag der Korrektur, die man zu der Dezimalbruchent-
wicklung hinzufiigen muB, um den genauen Wert zu erhalten, jeweils nicht

grofer als 0,000000005

ist. Dabei geben wir in jedem Fall das Vorzeichen der g ten Korrektur
an.!) Wir finden:

2 —0,66666667 (—),

s = 0,02469136 (—),
55 = 0.00164609 (+),
g = 0,00013064 (+),
g = 0,00001129 (+),
'1T-2'3TT = 0,00000103 (—).

Die Summe aller dieser Dezimalzahlen ist gleich
0,69314708. (36)

1) Das heiBt: Ist die Dezimalzahl zu klein, so wird (+) hinzugefiigt, ist sie zu groB, so wird
(—) hinzugefiigt.



§ 8. Potenzreihen 443

Diese Zahl ist natiirlich nicht die genaue Summe der links stehenden Zahlen.
Subtrahieren wir jedoch von jeder Dezimalzahl auf der rechten Seite, welche
(—) als Korrekturzeichen trigt, 0,000000005 und lassen wir die Dezimalbriiche,
welche (+) als Korrekturzeichen tragen, ungeéindert, so erhalten wir nach
Addition dieser Zahlen eine Zahl, die mit Sicherheit kleiner als die Summe
der Zahlen auf der linken Seite ist. Da in unserem Fall drei Dezimalbriiche
das Korrekturzeichen (—) tragen, liuft dies gerade darauf hinaus, daB wir
von (36) 0,000000015 subtrahieren. Die dabei entstehende Zahl 0,6931470685
ist also kleiner als die Summe der Zahlen auf der rechten Seite von (35). Ent-
sprechend kénnen wir diese Summe nach oben abschétzen. Indem wir diese Ab-
schitzungen mit der vorher durchgefiihrten Abschétzung fiir gg(1) kombinieren,

erbalten wir 0,693147065 < In 2 < 0,693147215, (37
so daB
In2 =0,693147 (+), (38)

wobei die hingeschriebenen sechs Ziffern hinter dem Komma richtig sind.

Damit diirften die Grundprinzipien, mit deren Hilfe man die Logarithmen
berechnet, hinreichend klar herausgearbeitet sein. Wegen der Bedeutung
dieser Frage fiir die Elementarmathematik wollen wir jedoch noch einige
Beispiele behandeln, und zwar wollen wir uns die Aufgabe stellen, eine Tafel
fiir die dekadischen Logarithmen der ganzen Zahlen von 1 bis 10 auf-
zustellen.

Zu diesem Zweok berechnen wir zundchst noch die natiirlichen Logarithmen fiir die
Zahlen 3, 4 und 5.

Setzen wir in (32) N = 2, so erhalten wir

2 2 2
In3=In2+— +3 5 5.5.4...., (39)
wobei die Abschatzung (33) all, in die Form
1
0<e® <ty 12 @p+ D) 571
annimmt. Insbesondere ist also
1
0<0(2) < yg5 57 < 0,00000013. (40)
Ferner ist 2
?=0,40000000,
2
3.5
——2——000012800
5.6 ’
2
g = 0.00000366 (),
e daf 2 2 2 2
F+W+5 5‘4-7 - = 0,40546499,
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wobei der Fehler dieser Naherungsgleicl dem Betrage nach kleiner als 0,000000005
ist. Hieraus und aus (39), (40) und (37) folgt
1,098612050 < In 3 < 1,098 612340, (41)
so daB
In3=1,098612(+), (42)
wobei alle sechs Stellen hinter dem XKomms genau sind.
Theoretisch konnte man nun In4 nach d Iben Verfahren besti Einfacher ist
es jedoch, die BezishungIn4 = 2 - In2 auszunutzen. Mit ihrer Hilfe ergibt sich aus (37),
1,386294130 < In 4 < 1,386294430, (43)
so daB

In4 =1,386294 (+),
wobei wiederum alle sechs Stellen hinter dem Komma genau sind.
Setzen wir schlieBlich in (32) N = 4, so finden wir
2

Tt

2 2
lu5=ln4+-6+w+
Dabei ist

0 < g3(4) < 55— < 0,0000001. (44)

280 95
Nun ist

% —0,22229222 (4),

2
W =0,00091449 (+),

—9‘ =0,00000877 (+),

2 2 2
3 3T +——0223l4348

wobei der Fehler dieser letzten Gleichung positiv und kleiner als 0,000000015 ist. Hieraus
und aus (43) und (44) folgt:
1,609437610 < In 5 < 1,609438025. (45)

Wir rech nun die natiirlichen Logarith in dekadische um. Zu diesem Zweck
sei zunéchst N eine beliebige positive Zahl und 1g N ihr dekadischer Logarithmus. Dann ist

N =108,
Logarithmi wir diese Gleich beziiglich der Basis e, so erhalten wir
InN=I1gN: Inlo,

N
¥ =g

Wir wollen nun als erstes In10 berechnen. Dazu beachten wir, daB In10 = In2 +In6.
Daher ist auf Grund von (37) und (45)
2,302584 675 < 1n 10 < 2,302 585240

2,302584 < 1n 10 < 2,302586. (46)

so daB

das heiBt

und dsher erst recht
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Jetzt bereitet es keine Schwierigkei “‘]g2|mdlg3zuberechnon Um eine
Gewahr dafiir zu haben, da die von uns g ltate auch absolut sicher sind,
berechnen wir als erstes G fiir diese Logarith 1)

Aus den Ungleichungen (37) und (46) folgt

0,693 147 <lg2< 0,693148
2,302586  ©“<72,302584 °

Indem wir die &uBeren Glieder dieser doppelten Ungleichung in Dezimalbriiche um-
wandeln (wobei wir die untere Schranke nach unten und die obere Schranke nach oben
runden), erhalten wir

0,301029 < 1g 2 < 0,3010305. 47
Multiplizi wir diese doppelte Ungleich mit 2 bzw. 3, so finden wir
0,602058 < 1g4 < 0,602061, (48)
0,003087 < Ig 8 < 0,9030915. (49)
Entsprechend erhalten wir aus (41) und (46)
e <1B3< Y0t
und damit
0,477120 < g3 < 0,477122. (50)
Multiplizi wir diese doppelte Ungleichung mit 2, so finden wir
0,954240 < 1g9 < 0,054 244. (61)
Ferner ergibt sich aus (47) und (50)
0,778149 < 1g 6 < 0,77815625. (52)
Indem wir schlieBlich die Ungleichungskette (47) gliedweise von 1 subtrahieren, finden wir
0,6089695 < 1g 5 < 0,698971. (63)

Damit haben wir bereits die dekadischen Logarithmen fiir alle ganzen Zahlen von 1
bis 10 mit A hme von Ig7 besti
Fiir Ig 7 miissen wir auf Formel (32) zuriickgreifen. Setzen wir dort N = 6, so finden wir

2 2 2
m7=lab+r+smtgm

Aus (37) und (41) folgt zunichst
1,7917591 < In 6 < 1,7917596.

Ferner ist auf Grund von (38)
1 1
0<4(6) < g7 5757 <0,0000011.

1) Unser Ziel ist es, die genannten Logarithmen mit einer vollig garantierten und nicht
nur mlt einer sehr groBen Gem\ugkelt zu berechnen. Gewdhnlich fithrt man derartjge
mit Bk h Verfah Dabei wird aber haufig die
letzte Stolle etwas zwelfellu.ft; und zwa.r auch dann, wenn man mit el.ner ganzen Reihe
von fiberzahligen D Istell hnet. Das soll lich nich daB man
die iiblichen Reck hod ten der hier ang deten Method fgeb
sollte.
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SchlioBlich ist
-% —0,1538462 (),

2
3 1ge = 0:0003034 (+),
so daB mit einem Fehler, dessen absoluter Betrag nicht groBer als 0,00000005 ist, die
Gleichung 2 2
W+W=O,l541496
gilt. Daher ist
1,94590865 <In7 < 1,94591035.

Hieraus und aus (46) folgt aber unmittelbar

1945908 _ .  1,946911
2,302586 ~ 5 < 2,302584
und damit
0,845096 < 1g 7 < 0,845099. (54)

Aus (47) bis (57) erhalten wir achlieBlich sofort die folgenden Werte fiir die dekadischen
Logarithmen der ganzen Zahlen von 1 bis 10:

\

N Ig¥ N 1gN

1 0,00000 6 | 071815
2 0,30103 7 | 084510
3 047712 8 | 090309
4 0,60206 9 | 095424
5 069897 | 10 | 1,00000

Alle in dieser Tafel aufgefiihrten Ziffern sind dabei richtig.

‘Wir weisen nochmals darauf hin (vgl. dJe FuBnote auf Seite 445), daB man
in der Praxis ganz andere Methoden zur B ng der G igkeit ver-
wendet, als wir im vorangehenden angewendet haben. Die Grundprinzipien
der eigentlichen Berechnung stimmen dagegen mit den hier dargelegten
vollkommen iiberein.

42. Entwicklung des Arkustangens und Berechnung der Zahl z. Als geo-
metrische Reihe mit dem Quotienten g = — 2 ist die Reihe

l—2tah—ast ...

fir |z| <1 konvergent, und zwar mit der Summe

. Hieraus folgt,
daB fir jedes z mit 0 <z< 1 die Beziehung

1
1+

z
1+=' fdz—f:czdz+fz‘d:c—
o
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besteht, d. h. . s s
arctgz:z—?+—5-—%+u-.

Ersetzen wir hier z durch z, so erhalten wir

2 P? 2
arctgz:z—T+?—T+.... (65)

Diese Gleichung gilt zunichst fir 0 < z <1, dann aber, da die Funktion
arctg  und die durch die auf der rechten Seite auftretende Reihe dargestellte
Funktion ungerade Funktionen sind, auch fir —1<2<1.

Fir z =1 nimmt (55) die Form

Ed 1 1 1 1 1
T=l—3tg—vte (56)

an, wobei zwar, wie man unmittelbar mit Hilfe der Lersnizschen Regel
erkennt, die Reihe auf der rechten Seite konvergiert, jedoch zuniichst keines-
wegs sicher ist, ob diese Gleichung tatsiichlich richtig ist. Wir wollen nun
zeigen, daB dies wirklich der Fall ist. Zu diesem Zweck betrachten wir an Stelle
der unendlichen Reihe 1 — 22 + x* — 2% 4 ... die endliche Summe

1—2 ot atntgin= 1250 &7)
Auf Grund dieser letzten Gleichung ist
1 Zn+2
B R S R v
und daher
1 1
dz 1 1 1 1 1 z2rt2da
“"tgl:o T l—3ts— 7t tmoa @ f Tva 08
Man sieht nun unmittelbar, daB
1 1
zint2dy 1
o<of _— <6[x2"*’dz=m,
so daB
1
22ntidy
Li =0 59
s [ ®)
und daher

1 1 1
arctgl = l—?+3——7+-~-,
was zu beweisen war.
Die theoretisch recht interessante Formel (58), durch die 7 in sehr einfacher
Weise durch natiirliche Zahlen ausgedriickt wird (auf einfachere Weise jeden-
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falls als durch die WarLL1ssche Formel), ist leider fiir die praktische Berech-
nung von 7 vollig unbrauchbar, da die Reihe viel zu langsam konvergiert.)

Eine besser geeignete Reihe erhiilt man, wenn man in (55) = =§ setzt.
Dies fithrt auf
= 13, 1,1 1 1 1
=Tl st mtm o wm )

und damit auf
rY 1 1 1 1 1 \
n=2]/3 (1_.§.+___m+7___%_+...), (60)

Beschrinken wir uns auf die explizit angegebenen Glieder, so begehen wir
einen Fehler, der auf Grund der Bemerkung zur LEmBNizschen Regel in
Abschnitt 36 positiv und kleiner als das erste fortgelassene Glied ist, d. h.
also kleiner als

2V3
sa77 < 0,0005.
Dies zeigt, daB die Reihe (60) fiir eine naherungsweise Berechnung von n
schon recht gut geeignet ist. Um jedoch & mit einer sehr groBen Genauigkeit
zu berechnen, ist auch die Reihe (60) noch zu unhandlich. Eine bessere Kon-
vergenz kann man, gleichfalls von Formel (55) ausgehend, durch gewisse
Kunstgriffe erreichen. Wir wollen einen derartigen Kunstgriff hier vorfiihren.

Wir setzen
a = arctg %
und
n
p=4a -3
8o daB
n=16a—48. (61)

Wir wollen nun zeigen, daB man die GréBen 16« und 48 mittels Formel (55) berechnen

kann. In der Tat: Setzen wir in (65) z = % , 80 erhalten wir nach Multiplikation mit 16:

16 16 16 16 16 16 16
Be= g5 ts5 T5 9.8 T TBm

Beschranken wir uns auf die hingeschriebenen Glieder, so begehen wir einen Fehler 4,
der auf Grund der Bemerkung zur LEr hen Regel den Abschitzung

1 .18
“2ow <" <4<
') Um # auch nur mit zwei richtigen Stellen hinter dem Komma zu berechnen, miiBte
man fiinfzig (1) Glieder der Reihe (56) beriicksichtigen.
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geniigt. Die Addition der positiven Glieder ergibt:
2 ~2,20000000000

16
5-8°
18
9.5°
16
13.518

=0,00102400000

=0,00000091022 (+)

=0,00000000101 (—)

3,20102491123

wobei ein Fehler begangen wird, der zwischen —Tiﬁ und 'é'lpﬁ liegt. Entsprechend
wird die Summe der negativen Glieder durch “° :

16
T 0,04266666667 (—)

18
T 0,00002925714 (+)
16

ey =0,00000002979 (—)

0,042 695953 60

gegeben, wobei hier der Fehler zwischen —107!* und % 1071 Liegt. Damit erhalten wir

3,15832895757 < 16« < 3,15832895765. (62)
Bevor wir jetzt 48 berechnen, bemerken wir, daB § zwischen —-’21 und +% liegt. In
der Tat: Wegen a = mtg—;- ist 0 <a <% und daher 0 < 4a <%, so daB
LIV P .2
I T R
Daher ist
B = arotg (tg £)-)
Nun ist aber
e n)_ tgda—1
tgp_t.g(4a—4)_———l+"s4a. (63)
Beachten wir noch, daB tga = %, 80 finden wir
_ 2tga 5 _ 2tg2« 120
2= g T BT T I
1) Wir weisen darauf hin, daB wir mit arctg # denjenigen Winkel bezeich dessen

2

Tangens gleich z ist und der zwischen — 3 und + i;— liegt.
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Hieraus und aus (63) folgt

®h= 55
Daher ist auf Grund von Formel (55)

4 4 4
Y- Taw e
Besohriinken wir uns hier auf zwei (!) Glieder, so begehen wir einen Fehler 4”, der den
Ungleichungen

4 1
7
. 0<4<grgg <z 10w
geniigt. Wegen
4
239 = 0,01673640167 (+),
4
3938 = 0,000000097 67 (—)
ist die Differenz dieser beiden Zahlen gleich
0,01673630400,

wobei der Fehler dieser Differenz zwischen 0 und 10! Hegt. Hieraus und aus den Ab-
sohitzungen fiir 4” folgt

0,01673630400 < 48 < 0,01673630402. (64)
Aus (61), (62) und (64) erhalten wir aber sofort
3,14159266355 < = < 3,141 592653 65,

das heiBt
7 = 3,1415926536,

wobei allo hingedthrisbenen Ziffern richtig sind.

43. Allgemeine Bemerkungen iiber die Entwicklung einer Funktion in
eine Potenzreihe. Es sei f(2) eine in einem gegebenen Intervall [4, B)] defi-
nierte Funktion. Es sei ferner a ein beliebiger Punkt aus diesem Intervall.
Wir wollen u hen, unter welchen V¢ tzungen man die Funktion
f(x) als Potenzreihe in # — @ darstellen kann. Der Einfachheit halber wollen
wir dabei annehmen, daB a ein Punkt aus dem Innern des Intervalls [4, B}
ist, d. h., es sei A <a< B}Y)

Wir wollen zuniichst einmal annehmen, daB wir von der Funktion f(z)
bereits wissen, def sie in einem gewissen Intervall a —r < z< a+ 7(r >0)
um a als Potenzreihe in z — a darstellbar ist, und zwar sei fir alle z aus
diesem Intervall

f@)=co+er(x—a)+ cy(z —aff+ 5(z—a)P+ -+, (85)

!) Im Fall @ = 4 (oder a = B) wiren keine prinzipiellen Anderungen in den folgenden
Ausfithrungen notwendig; es miiBten lediglich einige Formulierungen etwas anders
gefaBt werden.
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In diesem Fall muB das Intervall (@ — 7, @ + r) einerseits im Intervall [4, B]
und andererseits im Konvergenzintervall der angegebenen Reihe enthalten
sein (so daB also insbesondere der Konvergenzradius R dieser Reihe nicht
kleiner als 7 sein kann). Setzen wir in (65) z = a, so finden wir

c=f(a). (66)
Da eine Potenzreihe in allen Punkten aus dem Innern ihres Konvergenz-

intervalls differenzierbar ist, muB unter der obigen Annahme in allen Punkten z
aus (@ —r, a+ r) die Ableitung f’() existieren, wobei

(@) =0+ 2¢3(x—a) +Bes(x—af +---. (67)
Setzen wir hier z = @, so finden wir
[N °l=f,(a)'

Mit Hilfe derselben Uberlegungen erhalten wir aus (67), daB in allen Punkten
des Intervalls (@ —7, @+ r) auch die zweite Ableitung f”(z) existiert und
der Gleichung

J@)=26+3-26(x—a)+4-3- el —aff+ -

geniigt, so daB also
1”(a)
21

Entsprechendes gilt fiir die Ableitungen héherer Ordnung. Damit erhalten
wir den

Satz 1. Ldpt sich die Funktion f(z) in einem gewissen Intervall (a —r, a +r)
in eine Potenzreihe nach x — a entwickeln, so ist sie im Intervall (@ —r, a + 7)
beliebig oft differenzierbar; die Entwicklung hat die Form

f@ =@+ D e —a) + LD o ap 2D gy (ey)
11 2! 31

Man bezeichnet die Reihe (68) iiblicherweise als TavLorsche Reihe der
Funktion f(z). Unter Verwendung dieser Bezeichnung kénnen wir den an-
gegebenen Satz auch kurz folgendermaBen formulieren: Ist eine Funktion
iberhaupt in eine Potenzreihe entwickelbar, so ist dies notwendigerweise ihre
TavLoRrsche Reihe.

Hieraus folgt sofort, daB nicht jede Funktion in eine Potenzreihe entwickel-
bar ist, da man natiirlich nicht fiir jede Funktion die TavrLorsche Reihe
bilden kann. Zum Beispiel existiert fiir die Funktion

f@)=Y=
fiir @ = 0 keine Tayromsche Reihe, da die Ableitung
1
'’ z) —_——
f( o

fiilr z =0 ihren Sinn verliert.
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Man kann ferner zeigen, daB es Funktionen gibt, fiir die man zwar die
Tavrorsche Reihe bilden kann, wobei aber der Konvergenzradius dieser
Reihe gleich Null ist, so daB die Gleichung (68) nur fiir = a richtig ist. In
diesem Fall ist die erhaltene Potenzreihe natiirlich praktisch wertlos.

SchlieBlich kann aber auch noch der Fall eintreten, daB die gegebene Funk-
tion Ableit beliebiger Ord besitzt, daB die zugehorige TAYLORsche
Reihe einen posmven Konvergenzmd.ms besitzt und daB trotzdem die Glei-
chung (68) nur im Punkte z = g gilt, daB also die Summe der TayLORschen
Reihe nur im Punkte z =a mit f(x) iibereinstimmt.

Hieraus folgt, daB sogar die beliebig oft differenzierbaren Funktionen
noch gewisse zusitzliche Bedingungen erfiillen miissen, damit sie in eine
Potenzreihe entwickelbar sind. Wir beschrinken uns hier auf die Angabe
eines Satzes, den wir im Prinzip bereits in Abschnitt 12 bewiesen haben:

Satz 2. Es set f(z) eine im Intervall [A,” B} deﬂmerte Funktion, welche

dort Ablest Ordnung besitzt. Qibt es dabei eine Zahl K, so daf
fiir alle n und Siir alle z€[4, B] dze Ungleichung
[f®)|< K

gilt, so gilt (68) fiir alle z und a aus dem Intervall [4, B).

Unter den angegebenen Voraussetzungen strebt nimlich, wie in Abschnitt 12
gezeigt wurde, das Restglied R,(z) der Tavrorschen Formel

f@=f@+ A m—a) 4 LD (o aprt Ry(a)
mit wachsendem = gegen Null; weil aber hierbei
f@+ 12 @—g 4. .+ L@ g _gp
eine Partialsumme der Tavromrschen Reihe der Funktion f(z) ist, ist dies
vollkommen gleichwertig der Tatsache, daB die Beziehung (68) besteht.

Insbesondere folgt daraus!), daB die Funktionen sin z, cos z bzw. e in
folgender Weise als Potenzreihen darstellbar sind: -

sinz=a:——3£a,-+-z:-—-:—:+~“» (69)
4

cosz=l—2,+4, ::‘I‘"w (70)

) WA N AN (1)

Die Formeln (69) und (70) kann man unmittelbar zur numerischen Be-
rechnung der Werte der Funktionen sin £ und cos z verwenden. Wir wollen
hier jedoch darauf nicht niher eingehen, da die Grundprinzipien dabei die-
selben wie bei der Berechnung der Logarithmen und des Arkustangens sind..

1) Wir haben hierauf bersits kurz in Abschnitt 39 hingewiesen.
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Es sei jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen, daf man zur Berechnung
des Sinus (oder Kosinus) eines Winkels nach Formel (69) (bzw. (70)) fir
die GroBe des Winkels im BogenmaB (und nicht im Gradma8) nehmen
muB.

Wir wollen zum AbschluB jedoch noch eine wichtige Anwendung von
Formel (65) erwihnen. Gilt diese némlich in einem Intervall (¢ —7, a4 7),
80 ist, wie wir in Abschnitt 40 gezeigt haben, fiir jedes in (e —r, a+ 7) ent-
haltene abgeschlossene Intervall [p, ¢]

q q q q
ff(z)dx=c‘,fdz+clf(z—a)dz+czf(:c——a)2dz+~~~. (72)
? » » »

Da sich hierbei alle Integrale auf der rechten Seite ohne Mithe berechnen
lassen, erhaltem wir damit eine Moglichkeit, das Integral

f f(z)dz
P

niherungsweise zu berechnen. Bei dieser Methode ist es offenbar nicht not-
wendig, eine Stammfunktion zu f(z) zu bestimmen, so da8 diese Methode
auch dann anwendbar ist, wenn sich die zugehdrige Stammfunktion nicht
elementar ausdriicken 1iBt.
Wir wollen als Beispiel das Integral
1 .
f sinz dz
z

0

mit einer Genauigkeit von 0,0001 berechnen.l)
Auf Grund von Formel (69) ist zunichst
1

d[si:z dz:fl(l__:f:_! +%‘!___7”‘_!+...)dz,
¢

1
8in z 1 1
fT de=l—ggtgg—

so daB

Beschriinken wir uns hier auf die hingeschriebenen Glieder, so begehen wir
auf Grund der Bemerkung zur LErBN1zschen Regel einen Fehler 4, der den
Abschitzungen

0>4>— -1 >—0,00003

z

dz nicht durch el tare Funkti driickbar ist.

:)Mmhnnuigen,daﬂfﬁ:
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geniigt. Nun ist aber

+ﬁ_100167(—),

—ﬁ =0,05566 (—).
Daher ist unter Berﬁcksichtigung/ aller Fehler
1
[ az=081,
[

wobei alle hingeschriebenen Ziffern richtig sind.
Dieses Verfahren fiir die angenidherte Berechnung eines bestimmten
Integrals ist in den meisten Fillen tlich beq als das in Abschnitt 27

dargelegte.
44. Die Binomialreihe. Im vorliegenden Abschnitt wo].len wir die smn-

hel hi

gemiiBe Ubertragung der bereits aus der Schule L binc
Formel* auf den Fall beliebiger Exponenten behandeln, die bereits auf NEWTON
zurickgeht.

Dazu stellen wir uns die Aufgabe, die Funktion

f@)=1+=zy
nach Potenzen von z zu entwickeln. Hier ist
f@=pd4zr f@)=pE—1)010+z)"?
£@ = pp—1) (—2) (1 +ap
und allgemein, wie man leicht durch vollsténdige Induktion zeigt,
fP@)=pp—1- - (p—n+1) (1 +2)"

so daB also
FO=1, fO)=p, fO)=p—1), ..., fPO) =pp—1)(g—n+1),...
Es ist daher

1_‘_“_'_/4(/421—1):,_4_ Il(l‘—;)!(ll—z) L. (13)

die Tavrorsche Reihe der betrachteten Funktion. Man bezeichnet die Reihe
(73) ublicherweise als Bi: ialreihe (oder bi ische Reihe). Fiir u=0,1, 2
nimmt (73) bzw. die Form

) 1, 14z, 14+2z+a?

an, d. h., in diesen Fillen wird aus der im allgemeinen unendlichen Reihe (73)
eine endliche Summe. Man sieht nun sofort, daB dies iiberhaupt immer dann
eintritt, wenn u eine nicht negative ganze Zahl ist. In diesem Fall liefert die
Reihe (73) (bei der also alle Glieder bis auf endlich viele gleich Null sind) als
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Summe den Funktionswert (1 4 z)¥, d.h., es gilt fiir jedes reelle (und sogar
komplexe) 2 die Gleichung
1

R AR

und das ist bekanntlich auch gerade die Aussage des iiblich binomisch
Satzes‘‘.

Ist dagegen u keine nicht negative ganze Zahl, so erhalten wir in (73) mit
Sicherheit eine unendliche Reihé, und es ergibt sich als erstes die Frage, fiir
welche Werte « diese Reihe konvergiert.

Zur Beantwortung dieser Frage verwenden wir das D’ALEMBERTsche Quo-
tientenkriterium. Im betrachteten Fall ist offenbar

an= l‘(ﬂ—l)""(ll—"+1) 2,

n!
spp—=1)---(u—n+1)(p—n)
Gns1= [CESH &
und daher
Ousr __ H—R
a, n+1 o
so daB
lim | 2221 |g].
n—oo 'n

Daraus folgt, daB die Reihe (73) fir (2| <1 konvergiert und firr || > 1
divergiert, so daB der Konvergenzradius der Reihe (73) gleich Eins ist. Auf die
Frage nach dem Verhalten der Reihe in den Endpunkten + 1 des Konvergenz-
intervalls wollen wir hier nicht eingehen,!) sondern uns auf das Studium der
Reihe im offenen Intervall (—1, + 1) beschrinken.

Wir haben bereits oben darauf hingewiesen, daB es Fille gibt, in denen die
Tayrorsche Reihe zwar konvergiert, aber die Summe der Reihe nicht gleich
dem entsprechenden Funktionswert ist. Daher ist es keineswegs sicher, ob
die Reihe (73) fir —1 <z <+ 1 als Summe wirklich den Wert (1 4 z)*
liefert. Dies kann auch nicht mit Hilfe von Satz 2 aus Abschnitt 43 erschl
werden, weil die Voraussetzungen dieses Satzes im vorliegenden Fall nicht
erfiillt sind. Man konnte nun die Darstellung von (1 4 x)* durch die binomische
Reihe dadurch beweisen, daB man einen anderen Ausdruck fiir das Restglied
der Tavrorschen Formel verwendet. Da wir jedoch iiber diese Form des Rest-
gliedes hier nicht verfiigen und der Beweis dafiir wesentlich komplizierter ist
als die Ableitung in Abschnitt 12, konnen wir auch diesen Weg nicht ein-
schlagen. Nun ist aber die erwihnte Tatsache fiir das Folgende von groBer
Bed g. Daher mii wir uns hier nach einem anderen Weg umsehen.
‘Wir werden nachfolgend einen Beweis geben, der von einer Reihe von Kunst-
griffen Gebrauch macht.

1) Die Konvergenz oder Divergenz der Reihe (73) in den Punkten z = +1 hangt von
der Wahl des Exponenten 4 ab.
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Mit 8(z) bezeichnen wir die Summe der Potenzreihe (73). Da man eine
Potenzreihe gliedweise differenzieren kann, gilt fiir alle z aus (—1, +1)

S@)=p+ F(Iln—l) z+ I‘(#—lz)l(ll—2) Bpeee

und damit , _—
8'(z) _ p—1 (p—1)(p—
—7—_1+—ﬁ—z+———ﬁ———e+ . (14)

Wir multiplizieren nun die Gleichung (74) mit z und addieren sie gliedweise
zu (74),

-1 —1)(p—2 —)(p—2) (-3
e HJT‘H'(” )2('11 ) oy )(”an ) B—3) 5y ...
8=

+ z+ L“%ﬂxﬁ.‘. ."‘_‘..”;Lar’.k...,

das heiBt
l_}‘-_zsl(z)=l+’u+ ,‘l(l‘2'!—1) 24 /4(#—;)'(#—2) Bpeee.

Der Ausdruck auf der rechten Seite der zuletzt erhaltenen Gleichung ist nun
aber gerade wieder S(z), so daB
(14 2) 8 (z) = pS(z). (75)
Wir betrachten nun die Funktion
@)=
Y@=
Sie ist offenbar in allen Punkten des Intervalls (—1, +1) differenzierbar,

wobei
V@)= @)1 +2)*—S@pul+2)"2 _ (1+2)§(2)—p8)
- (14 2)2# - (14 z)u+t N

Wegen (75) ist also

y'(z) =0.

Daraus folgt, daB die Funktion () im Intervall (—1, + 1) konstant ist. Da
nun y(0) = 1, ist im Intervall (—1, + 1) diberall p(z) = 1, und dies bedeutet
gerade, daB
S(z)=(1+ =z
Damit ist gezeigt:
Satz 1. Fir alle x mit —1 < z <1 ist bei beliebigem p
(l+z)"=l+.ux+”("2!_l)z’+ #(I‘—;)l(#—2)z.+._'. (16)

Fiir 2 = —1 erhalten wir aus Satz 1 nochmals das bereits bekannte Ergebnis
iber die S der g ischen Reihe:

1
m:l—z+x’—x’+u-.
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Wir wollen hier noch zwei weitere Spezialfille von Formel (76) besonders
erwihnen:
1 _.
Fir p = —- wird
pEp—1) (=2 (p—n+ 1) = (—1p L1280 D)
—(1p (2»2—‘1)11'1)

so daB wegen
2".nl=(2n)!!
Formel (76) hier folgendes ergibt:

1 mn 31 511
=l metm® n

Analog ergibt sich
— 1 1 31 51t
Mtz=1+tge—gretep @ gt (8)

Wir bringen zum AbschluB noch einige praktische Anwendungen von
Formel (76).

I Die angeniherte Berechnung von Wurzeln. Wir stellen uns
die Aufgabe, aus einer gegebenen natiirlichen Zahl A die m-te Wurzel zu
ziehen, wobei wir annehmen kénnen, daB A4 keine m-te Potenz ist.

Dazu denken wir uns die Zahl 4 in der Form
A=a"+b

dargestellt, wobei @ eine natiirliche und b eine ganze Zahl ist, und zwar so,
da8B |b| < a™.?) Dann ist offenbar

W=a”l/l+%.

Setzen wir hier %: z, so liegt # im Intervall (—1, +1), und wir kénnen

daher die Funktion L
» 5 1
l/ 1+ =142

1) Beziiglich der Definition von k!! vgl. S.381. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
%) Der Koeffizient von 2% in (78) ist fiir n = 2 gleich
_, (@2a—3)1
- 122 Tt
=0 e
2) Eine derartige Darstellung ist auf unendlich viele Arten moglich. Es geniigt zu diesem
Zweck, eine iirliche Zahl @ zu neh fiir welche a™ > A ist, und denn b= 4 —a™
zu setzen.
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als Potenzreihe in z darstellen. Diese Reihe wird um so besser konvergieren,
je kleiner |z| ist. Indem man von der erhaltenen Reihe hinreichend viele
Glieder nimmt, kann man die gesuchte Wurzel mit beliebiger Genauigkeit
berechnen.

Die Fehlerabschiitzung wird stets dann besonders einfach, wenn z > 0 ist.

In diesem Fall ist nimlich fiir 4 = mit m > 1 die Reihe

up—1) uip—1)(p—2)
pr+ gt 30 Lo

offenbar alternierend, wobei das allgemeine Glied mit wachsendem n dem
Betrage nach monoton fallt.!) Daher ist der Fehler dem Betrage nach kleiner
als das erste vernachlissigte Glied, wobei das Vorzeichen des Fehlers gleich
dem des ersten vernachlissigten Gliedes ist.

So ist z. B. der Fehler der Niherungsgleichung

i 3 3 9 8l
V38 2 1+ ~2(1+ 45— 535+ T0000)
negativ und dem Betrage nach kleiner als

1701
20480000

Im Fall £ <0 ist die Fehlerabschatzung nioht ganz 50 einfach. Wir wollen uns hier
auf eine Fehlerabsch der Nah leick

}/1+x~1+%

< 0,0001.

beschrénken, welche man aus (78) erhalt, wenn man dort nur die ersten beiden Glieder
berticksiohtigt.?)
Zu diesem Zweck?) betrachten wir die Funkti

1+5-1T+z
@)= z=—1, z+0).

Indem man hier Zahler und Nenner mit 1 +%+}’l F z multipliziert, erkennt man
leicht, daB

1
li =—.
zTo"’(') 8

1) Der Betrag des Quoti zweier aufeinanderfolgender Glieder ist lich offenb
gleich. i::—*l'l— z‘, und diese Zahl ist (wegen u= % und |2} < 1) Kleiner als Eins.

%) Die folgende Abschatzung dieses Fehlers werden wir weiter unten noch bendtigen.

3) Wir folgen hier einem brieflichen Vorschlag von Herrn Prof. Dr. D. K. KAzARINOFF
(Miochigan, USA). In der russischen Ausgabe war durch umfe ich J!
eine achwachere Absch hergeleitet worden. — Anm. d. Autors.
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Setzen wir also noch ¢(0) = % , 80 erhalten wir in ¢ (z) eine Funktion, welche in?[ntervull
[—1, +co) stetig ist. Wir zeigen, daB ¢(2) in diesem Intervall monoton fallt. In der Tat:
Zunéchst ist fiir z 4 0, £ > —1 offenbar
o) = 4z +32°— (2*+45) 142 )
24Vl + 2
Da der Nenner hier stets positiv ist, stimmt das Vorzeichen dieses Bruches mit dem
seines Zahlers iiberein. Nun ist aber
(@ +42) Tz 2 42+ 323,
ist namlich # > 0, so ist diese Ungleick leichbedeutend mit der Ungleichung

@+ 491 +z24+32, )
deren Giiltigkeit man sofort durch Quadri hpriift; ist dagegen « < 0, so red
sich die zu beweisende Ungleichung auf die Ungleichung
@+4) N +z=<4+32,
deren Giiltigkeit ebenfalls durch Quadrieren nachgepriift werden kann (dies ist erlaubt,
da fiir > —1 beide Seiten positiv sind). Daher ist fir z> —1, 240
¢(#)=0, 1
so daB die Funktion ¢(z) in [—1, + o) monoton fallt. Nun ist aber ¢(—1) = —-. Daher ist
z - z 2
]+—2——V1+z§—2—. Ferner ist fiir z=—1 offenbar Vl+z§l+?. Also gilt:

Satz 2. Fir zz—1ist 051+ 5 — l+z§%.

Wir wollen hier noch kurz ein i Anwendungsbeispiel dieser Fehlerabschat-
zung bringen.

II. Die TscEEBYSCHEWsche Regel zur naherungsweisen Rektifikation
eines Kreisbogens. Wir betrachten (Abb. 46) den Bogen ABC eines Kreises
vom Radius R, der von einem Zentriwinkel der GroBe 27 erzeugt werden moge, wobei
wir annehmen wollen, da8 2z kleiner als 180° ist. Bekanntlich ist dann die Lange s dieses
Bogens gleich 2 Rz. Wir wollen nun eine von P. L. TSCHEBYSCEEW stammende Naherungs-
methode zur Konstruktion dieser Lange mit Zirkel und Lineal kennen lernen.

Wir fallen vom Mittelpunkt O des Kreises das Lot auf die Sehne 4C und bezoichnen
mit B den Schnittpunkt des Lotes mit dem Kreisbogen. Die Linge der Strecke BD
bezeichnet man auch als Hohe des Kreisbogens. Es ist nun klar, das die Summe 4 B + BC

der Langen der Schenkel des gleich.
schenkligen Dreiecks ABC (welches die
Sehne AC als Grundlinie und die Strecke
BD als Hohe besitzt) kleiner als s ist.
Unsere Aufgabe soll es nun sein, auf der

Geraden BD, hend von den gegeb A D
Bestimmungsstiicken, mit Hilfe von Zirkel

und Lineal einen Punkt E zu konstruieren,

so daB die Summe 4E+EC der Langen

der Sohenkel des gleichschenkligen Dreieck

AEC moglichst genau die Lange des I
Bogens ABC wiedergibt (den Sinn dieser

Forderung werden wir weiter unten noch [
genauer prazisieren). Abb. 46

o
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Zu diesem Zweck verstehen wir unter » den Quotienten von ED und BD:
ED=h-BD.

Wir setzen ferner AE + EC = ¢*. Dann ist wegen
AD=Rsinz, BD=R(1—cosz)
8%=2R Vsin*z + h2(1 — cos z)3.
Auf Grund von (69) und (70) ist nun

offenbar

inz = oos£~l£-
sin ~z—6, T

wobei der Fehler dem Betrage nach kleiner als -l% bzw. T’:' ist. Es ist also

. 7 z° z zt
sm’—z—T+0‘W’ 0083—1—?4-0,34—,
wobei die Zahlen 6, und 0, dem Betrage nach Kleiner als Eins sind. Hieraus erhalten wir

unmittelbar
e zt 1 6, 63 24 0,2*
”‘""'”"T“'"(W"’W"'—lﬁoo— seo)

o 3@ b,
- 3_ g L pege(-2°_ ___3
h2(1 — cos z)* = A 4+h'0(578 24)
Hierbei ist nun wegen0<z<%<l,6 sicher 7* < 3, so daB
1 6, 0 62 1 1 1 1
Iaa*eo‘“mwo"aeo <35+ 50 + 1800 + 120 <055
ge G| 1 1
576 ‘K1<‘192 +gq <0045,
das heiBt
2
#=2R z‘+(%—%)x‘+as‘ (Jee] < 0,085 -+ 0,048 A%)
beziehungsweise

————————
5‘=2Rzl/l+ (%——%) 2+ azt.

Da nun dio tatedchliche Lange ¢ des Bogens ABC gleich 2Rz ist, nimmt TsoREsY-
SCHEW an, daB der bestmégliche Naherungswert derjenige ist, bei dem das im Radikanden
auftretende Glied in z® verschwindet?!), was auf

2
b=
fithrt. g

T 1

1) Dag ist eine spezielle Forderung, durch welche die oben angeg
Forderung, daB die Summe 4 E + EC die Lange des Bogens 4BC ,,moglichst genau*
wiedergeben soll, einen vollk prazisen Sinn bek: t
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Man sieht sofort, daB der zu diesem Wert 4 gehdrende Punkt E wirklich mit Zirkel
und Lineal konstruierbar ist. Der zu diesem Wert 4 gehdrende Naherungswert fiir s

wird durch
8*=2RzV1+azt
gegeben, wobei
|&| < 0,055 + 0,064 = 0,119 < 0,12.
‘Wegen

< (L,8)0<7
ist nun |«z4| < 1. Daher konnen wir Satz 2 anwenden und erhalten

Vitaste 1+%,
wobei der Fehler dem Betrage nach kleiner als , d. h. sicher kleiner als 0,012% ist.
Es ist also
V1+a44=1+°‘7+pz° (181 < 0,01)
und dsher

¢*=2Rz+aRz®+ 2pR2°.
Beaohten wir schlieBlich noch, daB
|az®+ 22| < 25(0,12 + 0,0224) < 0,32%,

8o finden wir, daB '
wobei |o| <0,3: Rz5.

Damit ist gezeigt:

Satz 3. Die Linge eines Kreisbogens ist angendhert gleich der Summe der Lingen der
Schenkel des gleichschenkligen Dreiecks, welches die zum Bogen gehdrende Sehne als Grund.

linie hat und dessen HGhe gleich dem %-lachcn der Héhe des Kreisbogens ist. Der dabei
begangene Fehler ist dem Betrag nach kleiner als

s*=s+p,

0,3Rz%
wobei z der halbe Zentriwinkel des Bogens und R der Radius des betrachteten Kreises ist.
Es ist klar, daB die bei A dung der TSCHEBYSCH hen Regel erzielte G

keit um so besser ist, je kleiner  ist. Betrachten wir z. B, einen Zentriwinkel von 30°, so ist

’_E

und der bei A dung der TSOHEBYSOH hen Regel begangene Fehler kleiner als

0,0006 - R.
Im betrachteten Fall wird bei Verwendung des in Abschnitt 42 erhalt: Naherungs-

wertes fir 7 £=0,523599 R,
wihrend die TsoaEBYsCHEWsche Regel auf

s~ 2R Vsin’ 16°+ -% (1 —cos 16°)9,
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also
8~ 0,623685R

fithrt. Die erhaltenen Werte zeigen ein Ubereinstimmen bis auf einen Fehler von
0,000014 - R, also einen Fehler, der halb der b Fehlerschranke liegt.

III. Die Entwicklung des Arkussinus. Wir wollen schlieBlich noch die
Funktion arcsinz als Potenzreihe in z darstellen. Die direkte Darstellung als
Tavrorsche Reihe ist hier zu schwierig, da die Ausdriicke fiir die htheren Ab-
leitungen der Funktion arcsin z auBerordentlich unhandlich sind. Diese
Schwierigkeiten lassen sich jedoch durch Verwendung der Binomialreihe
umgehen. Es ist nimlich, wie wir bereits gesehen haben,

1

B OB

=14 3 (—1p2n=DU
n=1

NNtz @)1
Ersetzen wir hier z durch —z und sodann z durch 22, so finden wir
1y, Sen-bu g,

1—a® nsh  (2n)ll

Integrieren wir schlieBlich diese Gleichung iiber ein beliebiges Intervall [0, z]
mit —1 < z < 1, so erhalten wir

. 111 72 3n a8 511 &
aresinz=z+ oy F+gr g e Tt

45. Ein kurzer AbriB der analytischen Theorie der trigonometrischen Funk-
tionen. Fiir viele Untersuchungen der Differential- und Integralrechnung sind
die trigonometrischen Funktionen von grofier Bedeutung.!) Nun pflegt man
in der EI b thematik die trig ischen Funktionen auf Grund
von geometrischen Konstruktionen zu definieren. In diesem Zusammenhang
ergibt sich die Frage, ob man nicht die Theorie dieser Funktionen auch ohne
Riickgriff auf geometrische Uberlegungen rein analytisch begriinden kann.
Dieses Problem ist noch insofern von grundsitzlicher Bedeutung, als neben
der euklidischen Geometrie auch andere Geometrien existieren, so daB sich
damit die Frage ergibt, ob nicht vielleicht gewisse Resultate der Analysis in
irgendeiner Weise von der zugrundegelegten Geometrie abhéngen oder, and
ausgedriickt, ob nicht bei Voraussetzung einer nichteuklidischen Geometrie
eine Reihe von Sitzen gedndert werden miiBte.?)

Es zeigt sich nun, daB das nicht der Fall ist, d.h., daB die Resultate der
Analysis nicht von der Auswahl irgendeiner Geometrie abhingen. Wir werden
nimlich zeigen, daB man die trigonometrischen Funktionen unabhiingig von

cohen Suhati

1) Wir erinnern in diesem Zusammenhang nur an die trig i
in der Integralrechnung (vg). z. B. die Auswertung von [JI—#* d= in Abschnitt 18).
2) In diesem Zi hang ist noch b ders zu erwéh daB es in der sogenannten
LoBaTsOHEWSsKIschen Geometrie keine ahnlichen Figuren gibt. Aber gerade auf den
Ahnlichkeitssitzen beruhen viele Konstruktionen der Trigonometrie.
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irgendwelchen geometrischen Uberlegungen rein anelytisch definieren und
studieren kann, wobei wir hier allerdings nur auf die einfachsten Dinge ein-
gehen wollen.

Wir betrachten zunichst die beiden Potenzreihen

2 Br | 2P

1—Sit+ta—erta (80)
z 2 £ T 2
ottt 1)

Mit Hilfe des ’ALEMBERTschen Quotientenkriteriums ergibt sich sofort, dag

beide Reihen fiir beliebiges reelles = konvergieren. Die durch diese Reihen

dargestellten Funktionen wollen wir den Kosinus bzw. Sinus nennen und mit
* C(z) bzw. S(z) bezeichnen?), so daB also

c(z)=1__‘2’l!+%_..., s(,):%_i;?.*.%_...

tnehmen, da

8(—2)=—8(),

ittelbar zu

C(—=2)=C(z),

Dieser Definition ist u

(82)

d. h., der Kosinus ist eine gerade und der Sinus ist eine ungerade Funktion.
Ferner ergibt sich aus dem Satz iiber die gliedweise Differentiation einer
Potenzreihe, daB

C(2)=—8(), §()=Clx) (83)
und damit
C"(x)=—C(z), 8"(x)=—28(=),
C"(@)=8(x), 8”(x)=—Cl),
0W(z)=Cla), SV(z)=5(2)
und allgemein fiir beliebiges &
Cl¥(z) = C(z), 848 (z) = 8(2),
CUk+D(g) =8 3 S@E+D () = ¢ )
(@) (), (2)=C(z) (84)

C4r+D(z) = —C(a),
C4r () = S(a),

§4E+D(@) = —8(a),
SUE+D (z) = —C().

Als Grundlage fiir die weitere Theorie beweisen wir jetzt das Additions-

theorem fiir den Kosinus.

Dazu bemerken wir zuniichst, daB es zu jedem endlichen Intervall [4, B]

Um jedoch zu verhind daB irg

1) Wir wissen bereits, daB dies nichts anderes als die Funktionen cos z und sin z gind.

T ft,

dieser Funkti rein

dwelche analytisch noch nicht begriindete Eigen-

1 o heit:

werden,

wollen wir hier C(z) und 8(z) s:hreiben‘

&8ig ung g
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eine Konstante K gibt, so daB fiir alle n bei beliebigem z¢€[4, B] die Un-

leichun,
g~ ¢ |C®(@)| < K
gilt.

In der Tat: Auf Grund von (84) ist fiir jedes , je nachdem, ob » gerade oder
ungerade ist, entweder |C™(x)|=|C(z)| oder |C"’)(z)| =|8(2)|; jede
der (nach Satz 1 aus Abschnitt 40) stetigen Funktionen C(z) und S(z) ist
aber im Intervall [4, B) beschrinkt.

Daraus folgt auf Grund von Satz 2 aus Abschnitt 43, daB fiir beliebiges a
und z aus irgendeinem Intervall [4, B] die Beziehung

0@ =C@+3 ¢—a)+ S e —ap .. (85)

gilt. Da man aber zu beliebigen Punkten ¢ und z stets ein endliches Intervall
finden kann, welches beide Punkte enthilt, gilt die Beziehung (85) iiber-
haupt fiir jedes # und a.

Ersetzen wir nun in (85) # durch z+ a, so erhalten wir

Cata)=C@+ Lot T oy £ gy .

Diese Bezichung konnen wir unter Verwendung von (84) offenbar auch fol-
gendermaBen schreiben :
z3 z3 -
Clz+a)=Cla)—S(@) 1 —Cla) 5 +8(@) 5 +C@) gy —+.

Hierbei treten als Koeffizienten von —::' abwechselnd C'(a) und S(a) und zwar

ih its mit abwechselnden Vorzeichen auf. Fassen wir nun in der zuletzt
erhaltenen Reihe je zwei aufeinanderfolgende Glieder zusammen, so erhalten

Cla+a)=[0l@—S(a) 7| +[~Cla) 5 +5@ 5]

+[C@F—8@E]+

Da man jedoch konvergente Reihen gliedweise subtrahieren kann, erhilt man
dasselbe Resultat, wenn man von der Reihe
2 7t
Cla)—C@) g7+ C@F—
die Reihe " .
z z'
S(a) 77 —S(a) 57 +S(@) gy —--

subtrahiert. SchlieBlich kann man aber in diesen Reihen noch C'(a) bzw. 8(a)
herausziehen. Damit erhalten wir

Cleta=0@[1— o+ 5 —|—8@ [H—f+ 5]



§ 8. Potenzreihen 466
Die hierbei auftretenden Reihen sind aber gerade die Reihen (80) und (81).
Also gilt C(z+a)=C(a) C(z) —8(a) S (z). (86)

Das ist aber bereits das Additionstheorem fiir den Kosinus.
Ersetzen wir in (86) jetzt a durch —a, so erhalten wir unter Verwendung
von (82) das folgende ,,Subtraktionstheorem® )

C(z—a)=C(a) C(z) + S(a) S(). (87)

Setzen wir in (87) speziell @ = x und beachten wir, daB auf Grund der

Definition der Funktion C(z) c)=1 (88)
ist, so erhalten wir die bekannte Formel

C¥z)+ S () =1, (89)

die man bei der geometrischen Begriindung der Trigonometrie gewdhnlich
mit Hilfe des Pythagoreischen Lehrsatzes beweist.
Aus (89) ergibt sich iibrigens sofort, dal stets
|C)<1, [S@)=s1.

Aus den Formeln (86) und (87) erhilt man durch Differentiation sofort die
folgenden Additionstheoreme fir den Sinus:
8(z +a)=8(z) C(a) + 8(a) C(x), (90)
S(x—a)=58(x)C(a)—S(a)C(x). 91)
Aus den Additionstheoremen ergeben sich dann unmittelbar die folgenden
Formeln fiir den doppelten Winkel:
0(22) = C*(z) — 8*(),
8(2z) =28 (z) C(=).
In shnlicher Weise lassen sich viele weitere Beziehungen beweisen, wie
z. B. die bekannten Formeln fiir C(3z) und 8(3x) usw.
Etwas schwieriger ist es schon, die Periodizitdt von C(z) und S(2) zu
beweisen und die damit zusammenhingenden Reduktionsformeln aufzustellen.
Hierzu bemerken wir zunichst, daB fiir 0 < z < 2 stets S(z) > 0 ist. Es ist
némlich
z z z° z2 z° z?
S@ =1 (1—575) + 5 (1—%7) +or (L= o)+
wobei fiir 0 < z < 2 alle Glieder positiv sind.
Beachten wir nun, daB C’(z) = —8(z), so kénnen wir damit behaupten,

daB die Funktion C(z) im Intervall [0, 2] echt monoton fallend ist. Schreiben
wir nun speziell C'(2) in der Form

co=1-F 35 1 25) B ()
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so erkennen wir, da C'(2) < 0 ist (denn in der angegebenen Darstellung fiir
C(2) sind die Differenzen in den Klammern alle positiv, withrend
28 1
l=gi+a=—3
ist). Hieraus und aus (88) folgt, daB die Funktion C(z) im Intervall (0, 2)
genau eine Nullstelle ‘besitzt, die wir mit —;— bezeichnen wollen?),

T T

oz)=0 (o<3<2). (92)

Aus (89) und (92) folgt unmittelbar

T
8(3)=+1 (93)
(der Fall § % = —1 kann nicht eintreten, weil die Funktion §(z) im Intervall

(0, 2) positiv ist). Damit erhalten wir aber aus (86) und (90) sofort

0(::+%)=—S(z), S(z-}-%):(?’(z). (94)

Hieraus folgt denn aber
C(z+‘r)=—S(z+%)=—C(z),
' (95)
S(z+-r)=0(z+%)=—-S(z)
und schlieBlich
Cz+27)=Cz), Sx+27)=38(), (96)

d. h., die Punktionen C(z) und S(x) besitzen die Periode 27.

Gleichzeitig haben wir damit auch bereits einige der bekannten Reduktions-
formeln (z. B. (94) und (95)) bewiesen

Ersetzen wir in (87) nun z durch < 7 und e durch z, so erhalten wir ferner die
Reduktionsformel

0(%-::) =8(2), (07)

aus der sich wegen (89) die Beziechung

T T V2-
o(i)=5 (r) -7 ()
ergibt.

%) Die hier eingefiihrte Zahl v atunmt naturhch mlt der Zahl z iiberein. Wir wollen jedooch
uuchhmroufd.la h g verzichten, um die Unabh keit unserer
Uberlegungen von a.llen ischen Vi 11 mit aller Deutlichkeit hervor-

treten zu lassen.
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Mit Hilfe der im vorangehenden bewiesenen Formeln zeigt man nun leicht,
daB genau die Zaklen der Formnt (n =0, £1, +2,...) Nullstellen der Funktion

8(x) und genau die Zahlen der Form nt + % (n=0, +1, +2,...) Nullstellen
der Funktion C(z) sind.

Nachdem auf die angegebene Weise die Theorie der Funktionen Kosinus und
Sinus aufgebaut ist, kénnen wir auf folgende Weise die Funktion ,,T'angens‘
definieren:

@)= % )

Die Funktion 7'(z) ist ungerade, sie ist im offenen Interval (——%, +%) stetig
und echt monoton wachsend, und ihre Werte streben gegen —oo bzw. + oo,
falls z in diesem Intervall gegen ——;— bzw. + % strebt. Ferner ist

Sz+71) _ —8(z) _ 8(=)

=29 _r@),

T+n= Cz+t) —C(@ C@

d. h., die Funktion T(x) besitzt die Periode <.
Wir wollen hier auf die Theorie der Funktion 7'(z) nicht néher eingehen.
Es sei lediglich auf folgende Beziehungen hingewiesen:

r(3)=1 T@=

L
4 C¥z)"

Wihrend die erste dieser Formeln unmittelbar aus (84) folgt, ergibt sich die
zweite mit Hilfe der bekannten Differentiationsregel fiir einen Quotienten
aus (83) und (89).

Beschriinken wir uns bei der Funktion 7'(z) auf Argumentwerte aus dem
Intervall (—%, + —;—) ,in welchem die Funktion 7'(z) stetig und echt monoton

wachsend ist, so konnen wir die Umkehrfunktion
z=aly)

bilden, die fiir — oo < y < +oco erklart ist und deren Werte im Intervall
(—%, +%) liegen. Diese Funktion ist ebenfalls stetig und echt monoton

wachsend. Auf Grund des Satzes iiber die Differentiation einer Umkehr-
funktion (vgl. Abschnitt 5) ist sie iiberall differenzierbar, wobei

) 1
4=
Hierbei ist 7'(z) =y, so daB nach der Formel fiir 7" ()
a'(y)=C*=)
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ist. Daher gilt

Bezeichnen wir schlieBlich die unabhingige Verinderliche wie iiblich mit z,
so finden wir

, 1
Y=
Hieraus folgt
1
of T =[e@]=a)—a@)=%. (99)

Dies zeigt, da wir die Konstante v mit beliebiger Genauigkeit mit Hilfe des

Integrals
! dz

1422
0

berechnen konnen. Dieses Integral haben wir aber bereits in Abschnitt 27
genauer untersucht. Auf Grund der dort erhaltenen Resultate kénnen wir
behaupten, daB mit einem Fehler, der dem Betrage nach kleiner als 0,005 ist,
die Naherungsgleichung

T2 3,14

gilt. Eine andere Methode zur Berechnung von © besteht darin, daB wir die
Umkehrfunktion von §(z) betrachten, wobei wir uns auf Argumentwerte aus

dem Intervall [— % , + %] beschrinken. Entsprechend wie (99) findet man dann

—_—= (100)

Zum AbschluB wollen wir uns noch kurz der Frage zuwenden, wie man den
Zusammenhang zwischen den Funktionen S(z), C(z), T(z), a(z) mit den
tiblichen trigonometrischen Funktionen sinz, cosz, tgz, arctgz und den Zu-
sammenhang zwischen 7 und n herstellen kann. Diese Frage kann man nun
von zwei verschiedenen Standpunkten aus beantworten:

Man kann sich einmal auf den Standpunkt stellen, daB die ganze Theorie
der trigonometrischen Funktionen auf geometrischer Grundlage bereits
entwickelt ist. In diesem Fall kann man alle aus der iiblichen Theorie bekannt
Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen verwenden. Insbesondere
kann man also auch die Potenzreihendarstellung von cosz und sinz als
bekannt vor t In di Fall ergibt sich der genannte Zusammen-
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hang unmittelbar auf Grund der Tatsache, daB die Funktionen C(z) und
8(z) durch dieselben Potenzreihen wie cosz und sinz definiert wurden,
50 daB also C(z) = cos z und 8(z) = sin z ist. Die Gleichheit von 7 und = er-
gibt sich in diesem Fall aus den Beziehungen

1 1
T dz n dz

a1+ 4 JTyae
) )

Von gréBerer methodischer Bedeutung ist jedoch der andere Gesichts-
punkt, bei dem wir uns die Theorie der Funktionen C(z) und S(z), so wie
dies im vorliegenden Abschnitt angedeutet wurde, rein analytisch aufgebaut
denken und die Frage nach dem Zusammen-
hang dieser Funktionen mit der Kreis- ¥y
geometrie ohne Riickgriff auf Tatsachen aus
der iublichen Trig trie beantworten.

Hierzu gehen wir aus von der Beziehung

Cre) + 82ty =1,

nach der fiir beliebiges ¢ der Punkt mit
den Koordinaten (C(f), S(t)) auf dem Kreis
2?4 y2 =1 liegt. Hieraus folgt sofort, daB
C(t) und S(t) die Langen der Strecken OC
und CM in Abb. 47 sind. Das gibt uns aber
noch lange nicht das Recht, diese Strecken
mit jenen Strecken zu identifizieren, die man Abb. 47

in der iiblichen Theorie mit cos? und sin¢

bezeichnet, da wir noch nicht wissen, daB ¢ die in Abb. 47 angegebene Be-
deutung ha,t , wenn M der Punkt (C(f), 8(t)) ist. Um diese Frage zu kliren
und gl Iche geometrische Bedeutung 7 hat, betrach-
ten wir den oberen Hulbkrels des Einheitskreises, der durch die Gleichung

=V1—2*
beschrieben wird. Nach Formel (4) auf Seite 398 ist die Lange des Kreisbogens
iiber der Strecke [—- ] der z-Achse gleich

202

d. h. (vgl. Formel (100)) gleich —;— Daher ist aus Symmetriegriinden der Um-
fang des gesamten Einheitskreises gleich 27, d. h., es ist ==
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Ist nun M der Punkt mit den Koordinaten C(¢) und 8(¢), so ist die Lénge
des Bogens BM gleich
co s —--t
= % —t.3

Daraus folgt, daB die Linge des Bogens An gleich ———(——t) =1 ist.
Also ist ¢ die GroBe des Winkels ACM.

Um also den Punkt M = (C'(t), S(t)) zu konstruieren, miissen wir den
Strahl ziehen, der im Punkte O die z-Achse unter dem Winkel ¢ schneidet,
und dessen Schnittpunkt mit der Kreisperipherie bestimmen. Daraus folgt,
daB C'(t) und 8(¢) die iiblichen Funktionen cos ¢ und sin ¢ sind.

ﬂ

1) Man betrachtet hierzu fiir —-’21 =z 2 die Umkehrfunktion z = a(y) von y = 8(z).

—

Man zeigt, Mu(z)—},__,sodaﬂ

sz
/

- ,)

= [u(z)]:(%_‘) = %—a.



W.L.GONTSCHAROW

ELEMENTARE FUNKTIONEN EINER
KOMPLEXEN VERANDERLICHEN



§ 1. Rationale Funktionen

Im folgenden verwenden wir, wie dies weitgehend iiblich ist, den Buch-
staben z als Variable fiir komplexe Zahlen, wobei wir den Realteil von z mit z
und den Imaginirteil von z mit y bezeichnen, so daB also

z2=z+41y.

7. h 1,

Sind in einem g ng mehrere ke Zsahlen zu unter-
scheiden, so deuten wir dies durch Indizes an oder verwenden andere Buch-
staben:

n=z1+iY%, Z=%+iY, ..., (=E&+in usw.

Die Rechengesetze fiir die arithmetischen Grundoperationen an kom-
plexen Zahlen setzen wir als bekannt voraus. Wir erwihnen hier nur, daB8
beziiglich der Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen die iiblichen
formalen Rechengesetze der Algebra gelten, wobei man zudem i? jeweils nach
Belieben durch — 1 ersetzen darf. Zum Beispiel ist also

at+an=(@+in)+ @+ig) = (@ +z)+in+ 1),
712y =(Z;+ 1)) (B2 + 19,) = (@17 — 1 92) + i (T Yo+ Za91).
Ferner gelten die folgenden Rechengesetze:

atn=5n+2z, un+(2+2)=(+2)+2,
123 =122;, 7 (2225) = (2129) 23,
21(2s+ 29) = 2123+ 21 25.
Was die Umkehroperationen von Addition und Multiplikation, die Sub-
traktion und die Division betrifft, so sind diese, die Division dureh Null selbst-
verstindlich stets eindeutig ausfilhrbar. Bei der Division

geht man dabei p;nktiach stets so vor, daB man Zihler (Dividend) und Nenner
(Divisor) mit der zum Nenner konjugierten Zahl erweitert,

A Zitin — (#14+391) (Za—iys) _ 22+ 414, +i —T Y+ Ty

B &tiyy (Gatin)(@—iy) ity 23+ 4}

Aus den genannten Tatsachen folgt, daB alle Regeln fiir die rationalen
braischen Operati im Kompl g gelten wie im Reellen.

Wir kénnen daher auch im Komplexen genau wie im Reellen den Begriff
der rationalen Funktion erkliren.
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Emo gegebene Funktion f(z) einer komplexen Verinderlichen z (die im
al auch komplexe Werte annimmt), d. h. die abhiingige Veriinder-
hohe, wollen wir im folgenden mit w bezeichnen, wobei wir den Real- und den
Imaginirteil von w mit u bzw. v andeuten wollen:

w=f(z),
z=z+1y, w=u-t1iv.

Eine rationale Funktion w = f(z) der komplexen Verinderlichen z ist nun
offenbar emdeutlg festgelegt durch gewisse rationale Operationen und die
Reihenfolge, in der man diese Opemtxonen a.nwenden muB, um aus einem
gegebenen Argumentwert z und evtl. geg konstanten (im al
komplexen) Zahlen den zugehérigen Funktionswert » zu berechnen. Daher
kann man bei einer rationalen Funktion den zu einem Argumentwert z ge-
horenden Funktionswert w stetsfrein formal nach den Regeln der Algebra
ausrechnen (wobei man natiirlich nicht durch Null dividieren darf). Ist z. B.

w=f(z)=z_Ll:
2=2+43¢

1)

80 erhilt man fiir

den Funktionswert
248 _ 243i _ (2+39)(1—3i) _ 3 .
Te+3)—1 T+3i 1+34)(1—-345) 10 BT
Allgemein kann man bei einer rationalen Funktion in die Formel fir 1@

beliebig vorgegebene Argumentwerte einsetzen und auf diese Weise eine
umfassende Wertetabelle aufstellen:

z w
| n—3i

24+ 3: 0
146 | 1—i
3—2i| 3
1—i

K 2
38| o,
5 241

Spalten wir bei einer gegebenen Funktion w = f(z) sowohl z als auch w
in Real- und Tmaginérteil auf, so konnen wir, wenn wir, wie verabredet,
z=2x+ iy und w=wu+ iv setzen, u und v als (reelle) Funktionen der reellen
Verinderlichen z und y ansehen:

uv=u(x,y),
v=v(z, y).

@)
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Es zeigt sich dabei, daB im Fall einer rationalen Funktion w = f(z) auch u
und v rationale Funktionen der Verdnderlichen z und y werden. So ist z. B,

fiir die bereits oben betrachtete Funktion w =—"—

z2—1 .
. mHiy
=G
also
. (@+yi-a)—iy
u+w———(’;_l),+y, ,
so daB hier

_ B+y—z o= y 3
Tty T T s

u

Wir konnen daher anstelle einer (z— w)-Tabelle auch eine ((z, y) > (u, v))-
Tabelle aufstellen:

z y |lu v
1| 3
23EE
1] 1 j1(—1
5| 1
81—217| 1
1 1
011 igi—3
3 1
2|z 2| !

Wir weisen darauf hin, daB im betruchteten Beispiel z nicht den Wert 1 an-
nehmen darf, daB also nicht gleichzeitig =1 und y = O sein darf.

Wir empfehlen dem Leser, sich die Zerlegung einer Funktion in Real-
und Imaginiirteil noch an folgenden Beispielen klarzumachen:

1 w=2* (u=a2—g?, v=2zy);

2. w=2"* (w=23—32y2, ov=3ay—y);
-1 - ¥ ).

3w=s (p=wtw o= wrw)
i _ B+ _ 2z

R I U= 2= e 2o )

Interpreticren wir die komplexen Zahlen in bekennter Weise als Punkte
der , . komplexen‘ z-Ebene bzw. der reellen z, y-Ebene, so erhalten wir durch

1) Komplexe Zahlen sind dann und nur dann gleich, wenn ihre Realteile und Imaginér-
teile untereinander gleich, sind, d.h., eine Gleichung im Komplezen ist stets zwei
Gleichungen im Reellen gleichwertig.
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die Funktionalbeziehung (1) bzw. (2) eine geometrische , Abbildung* der
2-Ebene in die w-Ebene bzw. der z, y-Ebene in die u, v-Ebene (vgl. S. 247).

Wir weisen darauf hin, daB -wir bisher nur iiber die vier arithmetischen
Grundoperationen verfiigen, so daB wir an Funktionen im ,,operativen* Sinne
im Augenblick nur rationale Funktionen betrachten kénnen; Bildungen wie

2%, cosi, Ig(3i+2) usw.

sind also zur Zeit vollkommen sinnlos, da wir bisher noch nicht definiert
haben, was unter der Exponentmlfunktmn den trigonometrischen Funktionen,
den Logarithmen usw. im Komplexen zu verstehen ist.!) Es wird nun gers,de
eine Hauptaufgabe dieses Artikels sein, die Definitionen der el tarer
Funktionen auf den Fall einer komplexen Verinderlichen a.uszudehnen
Dieser Aufgabe sind die nichsten Paragraphen gewidmet (§3 bis §8). Erst
im AnschluB daran wollen wir auf die Prmznplen, die dieser Ausdehnung
zu Grunde liegen und sie logisch als empfehl erscheinen lassen, ei
(vgl. §9 bis §16).

Da sich die uns interessierenden Definitionen am einfachsten mittels Reihen
geben lassen, wollen wir im nachfolgenden Paragraphen zuniichst auf den
Begriff des Grenzwertes und den der Reihe im Komplexen eingehen.

)

§ 2. Grenzwerte. Reihen
Die Definition des Grenzwertes einer Zahlenfolge®)
{ea} =21, 23,23, - . -

ist im Komplexen wortlich dieselbe wie im Reellen: Man sagt, die Zahlen-
Jolge (24} strebe bzw. konvergiere gegen den Grenzwert c,

limz,=¢, z,—>e¢,

wenn es zu jeder noch so kleinen reellen Zahl ¢ >0 eine natiirliche Zahl N,
gibt, so daB fiir alle n > N, die Ungleichung

|za—c|<e (3)
gilt. Der absolute Betrag auf der linken Seite dieser Ungleichung ist dabei
die sinngeméBe Verallgemeinerung des gewdhnlichen absoluten Betrages.?)

1) Gelegentlich fithrt man in der elementaren Algebra neben den algebraischen Opera-
tionen auch andere Operationen, wie z. B. das Ausziehen der Wurzel n-ten Grades,

ein. 1=V,

%) Uber den Begriff des Grenzwertes einer Funktion werden wir erst in § 9 sprechen.
3) Der absolute Betrag von z ist bekanntlich definiert als

Il =5 +iy| = Vo T go.
Vgl. hierzu EdEM, Bd. 1, S.209.



§ 2. Grenzwerte. Reihen 477

Man macht sich leicht die geometrische Bedeutung der Ungleichung (3)
klar. Ist ndmlich

80 ist

Iy =Tyt 1Yy, Cc=a-+1b,

|za—¢| = V(za— a)*+ (ya—b)*

nichts anderes als der Abstand des Punktes z, vom Punkte ¢ in der komplexen
2-Ebene. Daher kann man die Konvergenz der Zahlenfolge {z,} gegen ¢ geo-
metrisch folgendermaBen interpretieren: In jedem Kreis um ¢ mit einem
noch so kleinen Radius & (e-Kreis, e-Umgebung) liegen von einem gewissen
Gliede ab alle Glieder der Folge {z,}. Neben den endlichen Grenzwerten be-
“trachtet man noch einen unendlichen Grenzwert oo (ohne Vorzeichen!), und
zwar bedeutet
limz,=o00, z,—>00,

daB es zu jeder noch so groBen Zahl M eine Zahl Ny, gibt, so daB fiir alle
n > Ny die Ungleichung

[2a] >4 @

gilt. Geometrisch besagt dies, daB bei noch so groBem M von einem gewissen
(von M abhingigen) Index ab alle Glieder der Folge (z,} auBerhalb des Kreises
um O vom Radius M liegen.

Auf Grund der formalen Analogie zwischen dem Begriff des Grenzwertes
im Komplexen und dem des Grenzwertes im Reellen ergibt sich sofort, daB
fiir jenen dieselben Rechengesetze wie fiir diesen gelten:

Wenn zj—>¢' und 24 —c”, so
L Zy+zn—>¢ +¢",

IL zp—z2q—>¢'—c”,

III. zﬁ.z{(—»c ¢,

IV. z,, - = (oofem ¢’ #$0).

Bei der U'bertmgung der Beweise hat man nur zu beachten, da8 der absolut
Betrag im Komplexen die folgenden aus dem Reellen bekannten Eigen-
schaften besitzt:-

7+ <[]+l

[#2|=[-|2"|-
Gelogentlxchlunn man auch die folgenden Bezieh gut hen, deren geo-
trisch ]'.nhnlt "“k]arsemdurfteDu.rohslewnddleFmgemhdat

) Zahlenfolge auf die nach der Konvergenz von zwei reellen
Zthlsnfolgen znriiokgefil.hrt Setzen wir némlich

8o gilt: 2, =%, +1y,, c=a+ibd,

1. Wenn z,—a und y,—b, 50 z,—~¢c.
2. Wenn z,—c, 80 z,—+a und y,—b.
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Die Beweise hierftir ergeben sich ittelbar mit Hilfe der folgenden Ungleichungen:

|2,—a|

Al

(jede Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks ist kleiner als die Hypotenuse, und die Hypo-
tenuse ist kleiner als die Summe der Katheten).

Man kann aber auch noch auf eine andere Weise die Frage nach der Konvergenz einer

komplexen Zahlenfolge auf die nach der Konvergenz von zwei reellen Zahlenfolgen zu-
riickfithren. Setzen wir némlich

z,=r,(c08 0, +8inf,), c=e(cosw+isinw),

} S lta—ol = [za—a] + |sa—b]

so gilt: |
3. Wenn 6,—w und r,—+p (0% 0),") s0 z,—+c.
In der Tat gilt unter den angegeb Vo g

z,=r1,c080,—~0cosw=a,
Ya=rn8int0,>p0sin0=>,
und die Behauptung ist eine ittelbare Folge aus Satz 1.
4. Wenn
%0 ist o + 0, und es gilt

Z,—C (c+0),
a0

und bei gecigneter Normierung des Arguments 0, %) auch

g .
In der Tat: Auf Grund von

Ira—el = |24l —l¢]| = |za—¢]
ergibt sich zunachst unmittelbar, daB 7,—»p. Ferner erhalten wir nach Satz 2, da8

7, c080,—pcosw,
w0 dad 7,8in 0, —@sinw,
co8 6,—cos w,
sin ¢, —sinw.
Hieraus folgt jedoch bei p der A hl der Arg 0, sofort

Oy~ w.

1) Wenn r.-O so gilt (ohne ;eglwhe Voraussetzungen iiber 0,): z,— 0, und umgekehrt.

2) Bek: ist das A t einer von Null verschiedenen komplexen Zahl pur bis
auf Vielfache von 2z emdoutlg bestimmt. Wir kbnnen daher mnehmen, daB die
Argumsnto der Zahlen z, und ¢ etwa folgend g : Fir reelles
¢ >0 sei

0=0, —a<l,s+n,
withrend in allen anderen Fillen

O<w<2r, 0s0,<2n
sei.
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Es ist klar, daB man den Begriff der unendlichen Reihe rein formal auf’
den Fall iibertragen kann, daB die Glieder der Reihe komplexe Zahlen sind.
Dann sind wir aber jetzt auch in der Lage, den Begriff der Konvergenz von
Reihen aus dem Reellen unmittelbar ins Komplexe zu iibernehmen.

Wir werden also die Reihe

Z;z”=z1+22+...+z.+...
n=

genau dann konvergent nennen, wenn die Folge ihrer Partialsummen
Sp=2+ 2+ -+ 2, n=1,2,..))
gegen einen gewissen Grenzwert s konvergiert,
lim s, =s. (6)

Die (im allgemeinen komplexe) Zahl s werden wir dann sinngemi.B als Summé
der betrachteten Reihe anseh

=
Entsprechend wie im Reellen nennt man im Komplexen eine Reihe )z,
n=1

absolut konvergent, wenn nicht nur sie selbst, sondern auch die aus den abso-

L
luten Betriigen ihrer ‘Glieder gebildete Reihe 3 |z,| konvergiert.
n=l :

o0
Fiir 2, = %+ iy, t6t die Reike 3z, dann und nur dann absolut konvergent,
00 n=1 L
wenn sowohl die Reihe 3z, als auch die Reihe 3y, absolut konvergieren.
il n=1

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar daraus, daB einerseits die Ungleichungen
|Za| < |2, und |9, | < |2 | und andererseits die Ungleichung |2n| < |%a| + |¥al
gelten.1)

00
Aus diesem Satz folgt sofort, daB aus der Komvergenz der Reihe ) |zp)
oo nel
die dér Reihe- 3 2, folgt (es geniigt hierzu, auf Satz 1 von Seite 421 und auf
n=1

Satz 1 von Seite 477 zu verweisen).

Die Frage nach der absoluten Konvergenz einer Reihe mit komplexen
Gliedern ist damit auf die Frage nach der Konvergenz einer Reihe mit nicht
negativen reellen Gliedern zuriickgefiihrt.

Man zeigt entsprechend wie im Reellen, daB die absolut konvergenten Reihen
im grofen und g dieselben Eigenschaften wie endliche Summen besitzen.
So wird z. B. ihre Konvergenz nicht gestort und ihre Summe nicht geéndert,
wenn man ihre Glieder in irgendeiner Weise vertauscht oder in irgendeiner

)
1) Man beachte, daB X |z,| eine Reihe mit nicht negativen reellen Gliedern ist. — Anm.
A=l
d. wissenachaftl. Red.
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P

Weise Klammern einfiigt oder fortliBt. Ferner kann man absolut konver-

gente Reihen in der bekannten Weise miteinander multiplizi
x ’ x ” > x L/
- Yaam=3 354 (6)
A=l n=1 p=1g=1

Alles dies trifft fiir nicht-absolut konvergente Reihen im allgemeinen nicht
zu. Bei den folgenden Darlegungen werden wir es jedoch meistens mit absolut
konvergenten Reihen zu tun haben.

§ 3. Die Exponentialtunktionen, der Sinus und der Kosinus

In der Schulmathematik wird in der Regel keine Vereinbarung dariiber
gotroffen, was unter der Exponentialfunktion mit einer positiven Basis bei
komplexen Exponenten verstanden werden soll. Ebensowenig wird in der
Schule auf die Frage eingegangen, was man unter den Werten der trigono-
metrischen Funktionen bei komplexem Argument zu verstehen hat.

Diese Fragen ergeben sioh jedoch zwangsliufig, wenn man die Potenzreihen
dieser Funktionen betrachtet:

e'=l+%+;—:+3i!+"',~

LT
cosz—l—-2—1+ﬁ_ﬁ+...,

. z 2 2 7
rE=ypoamteow o

Diese Beziehungen gelten zunichst, wietwir bereits gesehen haben (vgl. S. 429),
fiir beliebiges reelles z, sind also im Reellen Identititen. Man sieht nun aber un-

ittelbar, daB die rechten Seiten dieser Bezichungen auch dann ihren Sinn nicht
verlieren, wenn man fiir z eine beliebige komplexe Zahl einsetzt. In diesem Fall
erhiilt man jeweils (und zwar bei jeder derartigen Substitution) eineabsolut kon-
vergente Reihe, die eine ganz bestimmte (komplexe) Zahl als Summe besitzt.?)

Auf Grund dieser Tatsache diirfte es nicht als verwunderlich erscheinen,
de8 in der hoheren Mathematik folgende Definition iiblich ist:

!) Alle diese Eigenschaft i iirlich bewi werden. Es ist keineswegs so, da8
sioh die angegebenen Gesetze von den endlichen Summen automatisch auf unendliche
Reihen iibertragen (vgl. dazu Seite 425f).

3) Bezeichnen wir namlich den Betrag der betrachteten komplexen Zahl mit r, so ist
auf Grund des D’ALEMBERTSchen Kriteriums (vgl. Seite 432) zunéchst die Reihe

r, 9
S TR T I
k g Dann k i aber erst recht die Reihen
"o ror . m
Ihgrtgt wd rhgrbg e

die sich aus der lichen durch Streichen gewi Glieder ergeb
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Unter ¢, cos z, sinz versteht man bei beliebigem (reellen oder komplexen) z
die Summe der absolut konvergenten Reihe:

z 22 28
F=1+L oot ]

2 zt 28
cosz=1—gr+qr—gr o I U
. 2,5 2
sinz =gy — g+t

wofiir man auch kiirzer (und prﬁ.gna.nter)

. X o, 1 *13 e ZAntl g

o= eosz—Z'( ) (2,,),, smz—Z'( Pearnr ©®

schrelben kann. Na.ch d1eser Definition werden also die angegebenen
ich als Identititen in der g komplexen Ebene angesehen.

Die Zweckmn.Blgkelt dieser Definition (im Vergleich zu anderen équi-
valenten Definitionen) wird spiter noch erliutert werden (vgl. §15).

Auf Grund der angegebenen Formeln ist es moglich, den Wert jeder der drei
Funktionen bei beliebig vorgegebenem Argumentwert z mit verlangter Gena,ulg-
keit niherungsweise zu berechnen. Will man etwa ¢2*2f ermitteln, so hat man in
der ersten Formel auf der rechten Seite fiir z den Wert 3 4 2¢ einzusetzen und
dann eine hinreichend groBe Anzahl von Gliedern zu summieren. Die Po-
tenzen von 3+ 2i kénnen dabei nach dem binomischen Satz berechnet werden.

Man kann diese Berechnung dadurch wesentlich vereinfachen, da man von
demsogenannten Additionstheorem der Funktion f(z) = e* Gebrauch macht.
Dieses Additionstheorem besagt, daB fiir beliebiges 2, und 2, die Beziehung

l fa+z) =F(z)f(z) 9)
gilt. In der ausfiihrlicheren Form .
ehith = gheh (10)

ist dieses Additionstheorem dem Leser sicher bereits fiir reelles 2, und z
bekannt. Wir wollen nun zeigen, da8 diese Beziehung fiir beliebiges komplexes
2, und z, richtig ist. In der Tat ist

_ . & (2t 2)

flz+2)) =it —né'o—,j‘*
1 n! _Z°,° Z,“’

"o n!p+§np!q! 14 0 ¢= Oplqlng

Lt

SN ESEENCT IR

=0 P! (50 0! TSy ! S et %)) (2) -

1) Wir verwenden hier die folgende Schreibweise fiir die bi: ische Formel:
(2, + 2" = 2 P q'z’z'

(p und ¢ durchlaufen dabei alle mcht negativen ganzen Zahlen, die der Gleichung
P+ q = n geniigen).



482 Elementere Funktionen einer komplexen Veranderlict

Setzen wir in (10) speziell

y=2, =iy, zt+zn=z+iy=z"
so erhalten wir

ef— etV —¢?. 'V, (1)
Daben ist
3 $y)d 3 ]
=1+ 'ly' 4 by ('211') + ('3y|) + ('Z!) L ('y) L (-y) + ('7.'/') 4o
¥ iy iy
AP A

“(—f LT i -G+ G- 5,’—+)

Die Ausdriicke in den Klammern sind dabei aber auf Grund von (7) nichts
anderes als die Reihen fiir cosy bzw. siny, so daB also

e =cosy +isiny. (12)

Das ist die sogenannte EvLERsche Identitit, durch welche die Potenz e'?
mat rein imagindrem Exponenten durch Kosinus und Sinus mit reellem Argument
ausgedriickt wird.

Wir kommen im folgenden Paragraphen nochmals auf die EvuLERsche
Identitit zuriick. )

Setzen wir den Ausdruck (12) fiir ' in die Formel (11) fiir e* ein, so er-
halten wir e’=e®(cosy + isiny). (13)
Nach dieser Formel liBt sich nun e® fiir beliebiges kompl 2 sehr einfach
berechnen. Setzen wir in (13) etwa ¢ =3 und y = 2, so finden wir

e+ = ¢8(cos 2 + 78in2) ~ (2,71 . . .)® (cos 114° 35’ + i sin 114° 35')
~ —8,23 +18,274.
Ebenso wie Formel (7) kann man auch Formel (13) zur Definition der Funk-
tion w = e fiir komplexes z verwenden, und zwar ist sie im gewissen Sinne
noch bequemer als Formel (7). Diese Formel hat den Vorteil, daB man aus

ihr ohne weiteres den Realteil « und den Imaginérteil v der Funktion w
ablesen kann, und zwar ist

u=e"cosy, v=e®siny.

AuBerdem kann man aber aus (13) sofort auch den Betrag o und das Argu-
ment ¢ von w erkennen. Da niimlich cos y + i sin y offenbar den Betrag Eins
besitzt, ist
e=[e|=¢’ p=arge=y. 14

Der EvLErschen Identitdt ist iibrigens unmittelbar zu entnehmen, daf
die Exponentialfunktion e noch folgende sehr bemerkenswerte Eigen-

1) Wir wollen verabreden, daB hier und im folgenden die Buchstaben z und y stets reelle
Zahlen bezeichnen sollen. Wir weisen jedoch darauf hin, daB man in den Formeln (11)
und (12) z und y auch als komplexe Zahlen auffassen kann.
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&

schaften besitzt (die den Leser sicher iiberraschen wn'd) Die Exponential-
funktion e ist periodiach, und zwar besitzt sie die rein imagindre Periode

w=2m1.

Setzen wir némlich in (12) y = 27, so erhalten wir
, e¥i=1, (15)
so daB auf Grund von (10) (fir z, =z und z, = @ = 27i)]
euz:;i: ezeh(= o,
Allgemein ist fiir beliebiges ganzes n
ez+21m(_ €. (16)

Beziiglich der Exponentml.funktlon mit irgendeiner posmven (ree].len) Zahl a

als Basis bemerken wir hier nur, daB man entsprech w1e im Reellen auch
im Komplexen folgende Definition trifft:
7= ene (17)
Hieraus und aus (13) folgt sofort
Autgaben, =a?(cos(ylna) + isin(yIna)). (18)

1. Man zeige, daB 2¢~ 0,77 + 0,641,
2, Man zeige, daB fir die Funktion w = ¢ Real- und Imaginarteil durch
gegeben den. u=—e®"Pcos2zy, v=e""rsin2zy
8. Man zeige, da8 fir w = ze*
ist, u=e(zcosy—ysiny), v=e*(zrsiny+ ycosy)
4, Man bestimme Betrag und Argument von -
o3t 9, BI+SI eni o2 .

5. Es sei f(z)=——. Man beweise, daB f(0)=1.

§ 4. Darstellung der trigonometrischen Funktionen mit Hilfe
der Exponentialfunktion

Es sei z eine beliebige komplexe Zahl. Dann ist auf Grund der EULERschen

Identitat . .
entité e'*=cosz +isinz.1) (19)
Ersetzen wir hier z durch — z, so erhalten wir
e ¥2=cosz —isinz.?) (20)

1) Vgl. FuBnote 1 auf Seite 482.
:3) Dj i
) Die Beziehungen cos(—z) =cosz, sin(—z)=—sinz

ergeben sich unmittelbar daraus, daB in der Pobenzmhenentwwklung des Kosinus
nur gerade Potenzen und in der des Sinus nur ungerad
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Losen wir die Gleichungen (19) und (20) nach cos z und sin z anf. so finden
wir
e it er—eg~is

CO8Zz = ) y, BInz= %5

(21)

Dies sind Identititen in z, durch welche die trigonometrischen Funktionen
cosz und sinz durch die Exponentialfunktion e® ausgedriickt werden. Die
Beziehungen (21) sind sowohl in theoretischer als auch in praktischer Hin-
sicht von groBier Bedeutung.

Vom theoretischen Standpunkt aus ist es zunichst interessant, da8 im
Komplexen die trigonometrischen Funktionen ihre selbstindige Bedeutung
verlieren: Man kann immer ,,0hne sie auskommen*, da man statt ihrer iiberall
die entsprechenden Ausdriicke in der Exponentialfunktion verwenden kann.
Allerdings ist dies in der Schule normalerweise nicht méglich, weil man sich
dort mit der iiblichen Definition der trigonometrischen Funktionen begniigen
muB, die nur im Reellen sinnvoll ist, dafiir aber den Vorteil groBerer Anschau-
lichkeit und unmittelbarer Anwendbarkeit besitzt.

Was die praktische Bedeutung der Beziehungen (21) betrifft, so wollen wir
hier nur bemerken, daB sich mit Hilfe dieser Beziehungen viele Formeln
wesentlich kiirzer schreiben lassen, wobei sich hiufig auch die Beweise erheb-
lich vereinfachen. Wir wollen dies an einigen Beispielen zeigen:

1. Wir beweisen als erstes das Additionstheorem fiir den Kosinus.
Aus der Identitit

eintoinDgin o in  efi_e it efn_e i ot | g- it

2 2 24 24 2

folgt sofort o
€082, CO82,— BiN 2, 8N 2, = 08 (2, + 23). (22)

(entsprechend fiir den Sinus).

2. Auf Grund des Additionstheorems fiir die Exponentislfunktion ist zu-
nichst
etttant - +2) — gitigits. . . giza,

Setzen wir nun hier alle Zahlen z, (k =1, 2, ..., n) gleich einer gegebenen
Zahl z, so finden wir
(e")" = eif2, (23)

Das ist aber nichts anderes als eine kurze Schreibweise fiir die bekannte '
Morvresche Formel
(cosz -+ i8inz)"= cosnz 4 isinnz. (24)

3. Gesucht ist eine Darstellung von cos™z bzw. sin®z als Linearkombination
in 1, cosz, sinz, cos2z, sin2z, ..., cosnz, sinnz.
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&

Dazu schreiben wir z. B. im Fall des Kosinus cos™z in der Form

oz (eu.'.;“u )n= %{enu_'_ ( :) -z 4 ( ;) S0y e"”]

=2%{°¢u+;-4.. 4 ( ;,) ,i(u-a)..;e-«a-z)-_i_ (;) ,4,(--4):.,_20—0(--4): }
=%{cosnz+(;)cos(n—2)z+(;)cos(n—4)z+-~-]. (25)
Das letzte Glied in der Klammer ist dabei gleich
% ( "';2 ) , falls » gerade ist.
( » _"1)/2) cosz, falls » ungerade ist.
4. Als niichstes soll kehrt cos nz bzw. sinnz durch cosz und sinz

ausgedriickt werden. Dies ge]mgt etwa im Fall des Kosinus unmittelbar
auf Grund von
PSLIEWSTIY

= e+ )

cCo8SNzg =
=3 {(cosz+ isinz)+ (cosz—isinz)"),

wobei man evtl. die Klammern noch nach dem binomischen Satz auflésen
kannl)
5. Man berechne die Summe
S,=l+cosz+cos2z+m+cosnz.
Durch Einfihrung der Exponentialfunktion wird diese Summe zu einer

geometrischen Summe, die men nach der bekannten Formel su
kann:

°ll+e—ll e“'+e"" e-ll+e-lll

Se=g+ A

=?(e“”'+~-~+e"‘+l+e“+---+e‘"’)

. 1
1 emtm_gintin ] ‘m(”"‘?)’ 3
1—e 2 -z :
sin-

2

v

!) Da oos nz der Realteil von e*%, d. h. von (e*)*, also von (cosz + isinz)® ist, kann
man auch so vorgehen, daB man (cosz + isinz)* aufldet und vom Ergebnis den Real-
nimmt. Dieser Weg stimmt im lichen mit dem b tiberein.

OB

?) Mmhnnd.lqunfgabemchdadmhlbwn daB man die Summo%+e"+e’"+ X i
t und vom Ergebnis den Realteil bestimmt.
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Die Funktion tgz definiert man wie im Reellen als Quotient aus sinz und

cosz, so daB also
sinz 1 e*—e=**
8=y =T re (26)

Bekanntlich kann man jede komplexe Zahl z = 2 + iy (< 0) auch in der
,,trigonometrischen Form*
2=1r(cosf +isinf),

darstellen, wobei r = |z|, 6 = argz, so daB also die Zahlen r(>0) und A
mit den Zahlen z und y durch die Beziehungen

rcosf =z,

rsinf=y
zusammenhéngen. Die Zahl 7 ist dabei eindeutig bestimmt, wihrend fiir 6
unendlich viele Werte moglich sind, die sich jedoch paarweise nur um ein
ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden.

Auf Grund der EvLErschen Identitit ist klar, da man die trigonometrische
Darstellung einer komplexen Zahl auch kurz folgendermaBen in ,,exponentieller
Form‘* schreiben kann:

z=re®. 27

Aufgaben.
1, Man schreibe

. . 144 .
coss, cos(ilg2), sin , tgi
i ilg2) 7z 8
in anderer Form.
2. Man zerlege die folgenden Funlktionen in Real- und Imaginarteil:
sinz, cosz, tgz.

8. Man kontrolliere die folgenden Gleichungen, durch welche die gegebenen kom-
plexen Zahlen durch ihren Betrag und ihr Argument ausgedriickt werden:

3 K2
i=e 3, (—l)=e", 1+i=V2e*,
n

s
1+i13=2¢'F, 1—if3=20 '°.

§ 6. Die hyperholischen und die trigonometrischen Funktionen
Bekanntlich (vgl. S.78) bezeichnet man im Reellen die Funktionen

Gofz =4, |
B (28)

. e
Sinz=—;

e
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als hyperbolischen Kosinus bzw. hyperbolischen Sinus. Es ist bekannt, welche
Analogien zwischen den Eigenschaften der trigonometrischen und der hyper-
bolischen Funktionen bestehen.

Indem wir nun die Definition (28) der hyperbolischen Funktionen in der
angegebenen Form ins Komplexe iibernehmen, kénnen wir auch den tieferen
Grund| fiir diese formalen Analogien aufzeigen. Aus den Formeln (21) und (28)
folgt némlich sofort

cosz = Cof(iz), } (29)
18inz = Sin(iz)
oder auch?)
Cofz = cos(iz), } 30)
1Sinz =sin(iz).

Die hyperbolischen Funktionen lassen sich also sehr einfach durch die trigono-
metrischen Funktionen ausdriicken und wmgekehrt, woraus sich sofort die
genannten Analogien ergeben. Man kann nimlich aus jeder Identitit in den
trigonometrischen Funktionen eine entsprechende Identitit in den hyper-
bolischen Funktionen herleiten, wenn man in den trigonometrischen Funk-
tionen die Argumente mit dem Faktor ¢ versieht.

8o ergibt sich z. B. aus der Identitit

cos?z +sin?z=1,
wenn man dort z durch iz ersetzt, die Identitit

cos®(iz) + sin?(iz) =1,
d.h.
Coffz —Sintz=1. (31)

Entsprechend folgt aus der Identitit

€08(2; + 23) = €082, CO82,— sinz, sinz,
die Identitit
©08(i2) +i2;) = c08(i2,) c08(i2,) — sin(iz) sin (izy),

Cof(z, + 25) = oz, Cof 2s + Sinz, Sinz,. (32)

Aus den Formeln (29) bzw. (30) folgt ferner, daB die Funktion Coj z fiir
rein 4 ire 2-Werte dieselben Werte wie die Funktion cos z fiir reelle z-Werte
(und umgekehrt), wihrend sich die Werte der Funktionen Sinz und

sinz dabei nur um den Faktor i unterscheiden.

Die hyperbolischen Funktionen sind, shnlich wie die trigonometrischen
Funktionen, periodisch, jedoch ist ihre Periode nicht (wie bei den trigono-
metrischen Funktionen) reell, sondern rein imaginir (wie bei der Funktion
€), und zwar ist sie gleich 2.

d.h.

¢

1) Man kann die F In (30) auch ittelbar dadurch aus den Formeln (29) erhalten,
daB man dort z durch —iz ersetzt.
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Aufgaben.
1. Man zeige, daB fiir z =z + iy die folgenden Formeln gelten:
cosz=cosz Cofy—isinz Siny,

sinz=sinz Cofy + icosz Giny
und
@Gojz=Cojzcosy+iSinzsiny,

Ginz=Cinzcosy+iCofzsiny.
2, Man zeige, daB auch im Komplexen die Zahlen der Form nz und nur diese Null-
stellen der Funktion sin z sind.
8. Man besti liche Losungen der Gleichung

Gofz=0.

§ 6. Der Logarithmus

Die Logarithmusfunktion®)
w=Lnz

kann man im Komplexen, entsprechend wie im Reellen, als Umkehrfunk-
tion der Funktion w = e* definieren. Um also festzustellen, welchen Wert
die Funktion w = Lnz fir einen gegebenen Argumentwert z annimmt, muB
man die Gleichung '

e'=z2 (33)

nach w auflésen. Setzen wir z = rei®, w = u + iv, so konnen wir (33) auch
in der Form
eun'o = ,,eco (34)

schreiben. Bekanntlich sind nun komplexe Zahlen dann und nur dann gleich,
wenn sie denselben Betrag besitzen und ihre Argumente sich héchstens um
ein ga.nzzahhges Vielfaches von 27 unterscheiden.

Die eine komplexe Gleichung (34) ist also den beiden reellen Gleichungen

e¥=r,

35,
v=0+42kn (k beliebige ganze Zahl) ®5)

gleichwertig. Hieraus folgt jedoch unmittelbar, daB (fir z40)u=Inr,
d. h.

Lnz=w=u-+iv=Inr+i(0+ 2kn) (36)
oder
Lnz=In|z|+i(argz + 2k m). (37)

1) Im Unberschled zum gowolmhchen natiirlichen Logamhmus bezeicl wir den
tiirlick im pl (mit dem wir uns hier o chiftigen
wollen) mit an
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P

Als Logarith einer beliebigen von Null hieds kompl Zahl
ergibt sich also jede Zahl, deren Realteil gleich dem gewishnlichen Logarithmus
des Betrages dieser Zahl und deren Imagindrteil gleich einem ihrer Argumente
ist. Hieraus folgt insbesondere, daB jede von Null verschiedene kompleze Zahl

dlich viele Logarith besitzt, wobei sich je zwei verschiedene Werte um
ein g hliges Vielfaches von 2mi unterscheiden. Bezeichnet man also einen
beliebigen Wert des Logarithmus von z mit w,, so erhilt man in

coos We—2nWi, ..., wo— 27E, Wy, wot27E, ..., wo+ 2nAE, ...

simtliche Werte von Lnz.
Insbesondere gilt:

1. Ist z eine positive reelle Zahl, ’so kann man als w, den gewdhnlichen
(reellen) Logarithmus nehmen, und alle iibrigen Werte des Logarithmus
sind komplex.

2. Ist z eine negative reelle Zahl oder eine echt komplexe Zahl, so treten
unter ihren Argumenten keine ganzzahligen Vielfachen von 2z auf, so daB
in diesem Fall simtliche Werte des Logarithmus echt komplex sind.

Wir weisen schlieBlich noch darauf hin, daB Lnz fiir z =0 nicht erklirt
ist, da die Gleichung e = 7 fiir = 0 keine Losung besitzt.

Wir sehen also, daBB der Begriff des Logarithmus bei seiner Ausdehnung
ins Komplexe eine wesentliche Anderung (Verallgemeinerung) erfihrt. Man
kann sagen, dal die Funktion w = Lnz in jedem Gebiet, welches nicht den
Ursprung z = 0 enthiltl), unendlich vieldeutig ist. Beschrinkt man sich auf.
die Werte der Funktion w = Lnz, die sich aus (37) fiir einen festen Wert &
ergeben, so erhilt man eine eindeutige Funktion, die man als einen Zweig
des Logarithmus bezeichnet.

Aufgaben.
1. Man driicke Lnz durch Real- und Imaginarteil von z aus.
2. Man berechne samtliche Werte des Logarit} der Zahlen

1, =1, 4, —i, 144, 1+iV3, 3+4i, 5—6i.

§ 7. Potenzen mit beliehizgem Exponenten

Die allgemeine Potenzfunktion w = 2%, wobei « eine beliebige komplexe
Zahl ist, definiert man im Komplexen entsprechend wie im Reellen durch

= (emu)c = eaan (z * 0). (38)

Der wesentliche Unterschied gegeniiber dem Reellen besteht hier jedoch darin,
daB dabei.der Logarithmus im verallgemeinerten Sinn, d. h. unendlich viel-
deutig, zugyerstehen ist. Daher wird also auch die Funktion w= 2* im

1) Fiir z = 0 ist die Funktion w = Lnz nicht erklért.
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P

allgemeinen unendlich vieldeutig sein. Bezeichnen wir mit Inz irgendeinen der
Werte von Lnz, so ist .

Lnz=Inz+2knt
und daher nach Formel (38)

w=2"= ex(hz+2km')= (elnz)aezlmin= woezkm'a’

wobei w, einer der Werte von 2* ist. Daher erhalten wir in
ey e IR e gy wppetnie, L wgettTi, L (39)

simtliche Werte von w = 2%

Hieraus folgt speziell:

1. Ist« eine ganze Zahl, so ist €2 = e27® — 1, d. h., simtliche Zahlen (39)
stimmen iiberein: Die Potenzfunktionen mit g hlig 7! ten sind
(wie zu erwarten war) eindeutig.

2. Ist « eine gebrochene rationale Zahl, « = 2 (reduzierter Bruch), so gibt
es unter den Zahlen (39) genau g verschiedene. Man erhilt sie z. B., wenn

2
man in e"m ¢ fiir & die Zahlen 0, 1, ..., ¢ —1 nimmt; fiir k=g ergibt sich
dann »
e2km-7= 2P | ,
2 —
d. h., die Werte beginnen sich zu wiederholen. Die Funktion w =327 = V=
ist also ,,g-wertig. Die zu einem Wert z gehorenden ¢ Werte von w sind,
wie man sofort sieht, die Losungen der Gleichung wf = 2.
3. Ist « eine irrationale reelle Zehl, so sind die Werte (39) paarweise ver-
* gchieden. Sie haben jedoch alle denselben Betrag.
4. Tst « eine rein imaginiire Zahl, « = iy, wobei y eine von Null verschiedene
reelle Zahl ist, so ist i .
° etnia _ g2y
eine positive reelle Zahl. Daraus folgt, daB in diesem Fall die Werte (39)
paarweise verschieden sind, und zwar genauer, da8 sie bei paarweise ver-
schiedenen Betrigen jeweils dasselbe Argument besitzen.
5. Ist schlieBlich a = f + iy mit 84 0 und y % 0, so sind die Werte (39)
paarweise verschieden, und zwar sowohl dem Betrage als auch dem Argument
nach.

Aufgaben. 3

1. Man zeige, daB i*=e 2 e2kn.1)

2. Man zeige, daB (—1)/2 = cos(2k+ 1) V2 +isin@k + Dz 12.
8. Man zeige, daB (— 1) = e(2k+ D)7,

1) Hier und im folgenden soll  stets eine beliebige ganze Zahl sein.



§ 8. Die Umkehrfunktionen 491
4. Man zeige, daB
wasi_ys .~ (Gmn) LAY b
A+ip+i=V2e ‘4 {eos(lnﬁ+7)+ism (hﬁ+7)}.

8. Man zerlege fir z = z + iy = rei® die Funktion w = 2/ in Real- und Imaginarteil
(Resultat: |w]| = e~ +2Em), argw =Inr).

8. Wieviel verschiedene Werte besitzt (— 1)* fiir a) ganzes z, b) gebrochen rationales z,
c) irrationales reelles z, d) rein imaginres z? Man gebe Beispiele an.

§ 8. Die Umkehrfunktionen; der trigonometrischen
und der hyperbolischen Funktionen

Da sich die trigonometrischen und die hyperbolischen Funktionen in ein-
facher Weise mittels der Exponentialfunktion ausdriicken lassen, diirfte
es jetzt nicht verwunderlich sein, wenn sich die Umkehrfunktionen der tri-
gonometrischen und der hyperbolischen Funktionen leicht durch die Umkebr-
funktion der Exponentialfunktion, also den Logarithmus ausdriicken lassen.
Das ist nun tatsichlich der Fall.

Wir betrachten als erstes den Arkussinus.

Unter 3

w=Arcsinz
wollen wir die Losung (oder besser gesagt, die G theit der Ldsungen)
der Gleichung ' )

sinw=z

verstehen, die wir auch in der Form
etv—e-iv

2
oder
e _2izeiv 1 =0

schreiben konnen. Diezuletzt erhaltene Gleichung kénnen wir nun aber offen-
bar als eine quadratische Gleichung in ef* hen, so daB also

ev=iz+ )12
Das besagt aber nichts anderes, als daB iw einer der Werte des Logarithmus
von iz + J1 — 2% sein muB:
iw=Ln(iz + V1 —22).

*) Die quadratische Gleichung 2%+ pz+ ¢ = 0 kann man im Komplexen auf dieselbe
Woeise losen wie im Reellen, und zwar z. B. durch s»»quadratische Erginzung*:

2
"+P3+%=%—q. (Z+%) =§—q, z+%=l/%—q usw. Die Wurzel ist
dabei doppeldeutig (die Operation des Radizi haben wir bereits in § 7 eingefiihrt).
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Damit erhalten wir
wEArcsinz:—iLn(iz+}/l—z’). (40)
Durch eine shnliche Uberlegung findet man

Arccosz = —iLn(z+1 Y1 —22). (41)
SchlieBlich ergibt sich auf Grund von (26)
1 144z
Arctgz=WLn Tyt (42)

Die Formeln (40) bis (42) zeigen, daB die Umkehrfunkti der trig tri-
achen Funktionen simtlich wnendlich vieldeutig sind. Man darf dabei auc
nicht iibersehen, daB die Wurzeln in (40) und (41) doppeldeutig sind.

Um die Umkehrfunktion des hyperbolischen Kosinus zu erhalten, muB
man die Gleichung Cofw=2

16sen, die man auf Grund von (30) auch in der Form

cos(tw) =z
schreiben kenn. Hieraus folgt

1w = Arccosz,
so daB nach Formel (41)

w=—iArccosz =—Ln(z+1i J1 —22)
oder

ArCofz =Ln(z + V22—1).1) (43)
Entsprechend findet man
ArSinz = —i Arcsin (iz) = Ln(z + V2 + 1), (44)

142
1—-z~

ArTgz =—i Arctg(iz) = > Ln (45)
Die Formeln (43) bis (45) kann man iibrigens auch ohne Verwendung
des Zusammenhanges zwischen den hyperbolischen und den trigonometrischen
Funktionen direkt herleiten, indem man unmittelbar von den Darstellungen
der hyperbolischen Funktionen mittels der Exponentialfunktion ausgeht.
Die hier angegebenen Formeln haben einen allgemeineren Inhalt als die
auf Seite 83 hergeleiteten Formeln, und zwar deshalb, weil 1. die unab-
hiingige Veriinderliche z hier beliebige komplexe Werte annehmen kann,

1) In der Tat ist

—In(z4i/1—2%) =—Ln(z+ V22 —1) =Ln =Ln(z—V2—-1).
z

1
+¥z2—1

Welches Vorzeichen wir der Wurzel geben, ist gleichgiiltig, da diese sowieso doppel-
deutig ist.
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2. der Logarithmus im ,komplexen Sinn gemeint ist (vgl. §6), 3. die
Waurzeln in (43) und (44) doppeldeutig sind. Auf Grund dessen besitzt z. B.
die Funktion %r&inz fiir reelles z (z = z) neben den Werten der Form

In(z+ V2*+ 1)+ 2kni auch noch die Werte
(2% + 1) i —In(z + Va2 4 1).

Aufgaben.
1. Man berechne, ausgehend von den Formeln (43) bis (45), die Werte
Arcsin0, ArccosO, ArctgO, Arcsinl, Arocosl, lim Arctgz.
zZo

2. Setzt man z als reell voraus (z = z), so nimmt die rechte Seite von Formel (42)
die Gestalt
1+iz)

win B T= 1—iz)

20 iz 2.

l+:z 1 { l+w Fiarg

ml Man sohreibe in entsprechender Weise Arcsin z und Arccos # (unter der Voraussetzung
|z|<1).

8. Man 2eige durch Elimination der tri ischen und der zyklometrischen Funk-
tion gemdB (21) bzw. (41), daB sich das TscHEBYSOHEWsche Polynom

T,(z) = cos(n Arccos z)

auch in der Form
7,00 =5 e+ VEZD) + (s VA= T)")
schreiben 148t.

§ 9. Differentiation im Komplexen

- Gegeben sei eine eindeutige Funktion w = f(z) einer komplexen Verinder-
lichen, die in einer gewissen Umgebung des Punktes z erklirt sei. Man sagt,
die Funktion f(z) sei im Punkte z differenzierbar (bzw. ableitbar), wenn fiir
den betrachteten Punkt z der Grenzwert

lim /(z+Az) Ha) (46)

4z—0
existiert und endlich ist. Diesen Grenzwert nennt man dann die Ableitung der
Funktion f(z) im Punkte z und bezeichnet ihn mit f'(z). Setzen wir

Az="h, Aw=Afz)=f(z+h)—f(2),

80 konnen wir (46) auch in der Form

f2)= 1“-"1 M lim = lim S—=-— (46')

schreiben. Der Quotient f(z+—h’2—f(zl ist dabei eine Funktion von &, so
daB es sich bei dem zu bildenden Grenzwert um den Grenzwert einer
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Funktion handelt. Dieser Begriff wird dabei im Komplexen rein formal
genauso wie im Reellen definiert. Die Schreibweise

limF(z)=L

22,

oder F(z)—>L fir z—>z,

bedeutet also, daB es zu jeder noch so kleinen positiven reellen Zahl ¢ eine
reelle Zahl 6 >0 gibt, so daB die Ungleichung |z — 2,/ <& stets die Un-
gleichung |F(z) — L| < ¢ zur Folge hat (vgl. S.175), bzw. daB fir jede
Folge {z,), fiir welche z,—z, gilt, stets die Beziehung F(z,) - L erfillt ist.

In diesem Sinne ist auch Formel (46) zu verstehen.

Im Reellen bedeutet nun die Ungleichung |k| < d, daB der Punkt z 4 &
im Innern des Intervalls von z — 8 bis z -+ & liegt. Dagegen besagt dieselbe
Ungleichung im Komplexen, daB der Punkt z-+ & im Innern des Kreises
um z vom Radius § zu finden ist. Hieraus ist unmittelbar zu verstehen, daBl
die Forderung der Differenzierbarkeit im Komplexen eine wesentlich ein-
schriinkendere Forderung als im Reellen ist. Wihrend namlich bei der Bildung
des Grenzwertes (46) im Reellen nur Anniherungen von z+ h an z auf der
reellen Achse zu betrachten sind, miissen im Komplexen alle Annéherungen
von z+ k an z in einem gewissen Kreis um z betrachtet werden. Ist also f(z)
eine Funktion, die in einer gewissen Umgebung des reellen Punktes z = = de-
finiert ist und fiir reelle Argumentwerte auch stets reelle Funktionswerte an-
nimmt, so folgt aus der Differenzierbarkeit der Funktion f(z) im Punkte z im
Sinne der reellen Analysis im allgemeinen noch nicht die Differenzierbarkeit
der Funktion f(z) im Punkte z im Sinne der Theorie der Funktionen einer
komplexen Verinderlichen.

Es zeigt sich jedoch, daB die elementaren Funkti 1) esner kompl Ver-
dnderlichen diberall differenzierbar sind, eimige (,.singulire’) Punkte evtl. aus-
geschlossen. Hierbei gelten im Komplexen iiberdies dieselben Differentiations-
regeln wie im Reellen.

Letzteres erklart sich daraus, daB der formale Apparat, der bei der Her-
leitung der Differentiationsregeln verwendet wird, beim Ubergang ins Kom-
plexe unverindert erhalten bleibt (wenn sich auch dabei der Inhalt der
Formeln zum Teil dndert).

Wir wollen als ein einfaches Beispiel die Regel fiir die Differentiation der
Funktion f(z) = 2® herleiten. Dazu beachten wir, daB im Komplexen wie
im Reellen fiir beliebiges von Null verschiedenes % die Formel

’I(z+h’1—f(2) - (z+h’3'—z' —%+4

gilt. Lagsen wir hier nun die komplexe Veriinderliche & auf irgendeine Weise
gegen Null streben, so strebt der betrachtete Ausdruck stets gegen den Grenz-
wert 2z. Daher gilt @y =2z

1) Zur Definition der elementaren Funktion vgl. Seite 3 und 5.
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Allgemein basieren die bekannten Differentiationsregeln auf den Sitzen
iiber Grenzwerte, und diese beruhen ihrerseits auf den Eigenschaften des
absoluten Betrages. Der absolute Betrag besitzt aber im Komplexen im

tlichen dieselben Eigenschaften wie im Reellen.

Hieraus folgt, daB die bekannten Regeln fiir die Differentiation einer
Summe, einer Differenz, eines Produktes und eines Quotienten mit ihren
Folgerungen auch im Komplexen gelten.

Es gilt aber auch die Regel fiir die Differentiation einer zusa g

(mittelbaren) Funktion, @@ =F(e@) 9@,

und die bekannte Regel iiber die Differentiation der Umkehrfunktion (auf
die Frage nach der Aussonderung der hierbei evtl. auftretenden ,,singuliren‘
Punkte wollen wir hier nicht eingehen).

Wenn wir jetzt zur Behandlung der Differentiationsregeln fiir die Ex-
ponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen iibergehen, miissen
wir beachten, daB wir fiir diese Funktionen in §3 eine ganz bestimmte Defi-
nition gegeben haben. Wir sind daher gezwungen, diese Differentiations-
regeln im einzelnen zu beweisen.

Aus dem Additionstheorem fiir die Funktion f(z) = €* folgt zunichst

fz+h)—f(z) _eth—e  , o—1
3 I S T

er—1

Es geniigt daher zu zeigen, daB lim ——=1, d.h,
h—>0

tm &=l o1 @n

z—>0

Dies ergibt sich jedoch sofort auf Grund der Ungleichung

z 22
(“i*ﬁ*ﬁ"l
z

| e-1_, I =
z
z 22 28 1 r 2
=|lgtatatstErar )
wobei die Summe der Reihe auf der rechten Seite fiir r < 1 kleiner als
1 1 1
?!.+¥+E+...=e_2

ist, so daB die linke Seite dieser Ungleichung in der Tat fiir z >0 gegen
Null strebt. Es ist also auch im Komplexen
(e?) =¢. (48)
Der bekannte Beweis fiir die Differentiationsregeln fiir den Sinus und den
Kosinus im Reellen griindet sich auf die Beziehung

lim SBE g, (49)
z2->0
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die wir jetzt ins Komplexe iibertragen wollen. Dazu beachten wir, da

z ad L

"
|_§+E _1l_ 3 +gte

| sinz

r2
="(ﬁ+gy+"'):
woruus alles Weitere zu ersehen ist.!)

Man kann sich iibrigens ganz allgemein davon iiberzeugen, daB eine absolut
konvergente Reihe auch im Komplexen gliedweise differenziert werden kann
(und dann die Ableitung ihrer Summe liefert).?)

Unter Verwendung dieses Satzes ergibt sich ebenfalls unmittelbar:

@ =1+ 5+ g+t =5+ &)+ (E) +

Sl E i = (50)
und analog
(eoszf = (1— gt it ) =Lt F = =—sinz, (68D
. ’ A
(sinz) = (1' 3'+5, ;—.'!+-v.)=l—;—2!+?!-_...=cosz. (62)

Zur Herleitung der Diﬂ'erentiationsregel fiir den Logarithmus?) Ln z emp-
fiehlt es sich, den Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
abzuleiten:

=z, e’w'=1, w=e"Y¥ dh (an)'=—i—. (53)

Entsprechend kann man auch die Differentiationsregeln fiir die Umkehr-
funktionen der trigonometrischen Funktionen erhalten.

Wir haben bisher noch nichts beziiglich des Begriffs der Stetigkeit bei Funk-
tionen einer komplexen Verinderlichen gesagt. Hierzu geniigt es, kurz zu
bemerken, daB dieser Begriff im Komplexen genau wortlich wie im Reellen
definiert wird (und zwar zunichst als Stetigkeit in einem Punkte, sodann als
Stetigkeit in einem Gebiet), wobei nur iiberall der absolute Betrag der ent-
sprechenden komplexen Zahlen zu nehmen ist.

Man beweist dann genau wie im Reellen (vgl. S.293), daB jede (in einem
Punkte bzw. einem Gebiet) differenzierbare Funktion (in diesem Punkt bzw.
in diesem Gebiet) auch stetig ist.

1) Man kann die Differentiationsregeln fiir den Sinus und den Kosinus auch unter Ver-
wendung von (48) durch Diff iation der Identi (21) erhalten. — Anm. d.
wissenachaftl. Red.

2) Die Satze 2 und 3 von Seite 435 und 436 gelten auch.im Komplexen, und zwar 148t sich
im wesentlichen auch der dort angegebene Beweis iibertragen.

3) Wir beschrénken uns im folgenden auf einen bestimmten (im iibrigen willkiirlich ge-
wahlten) Zweig des Logarithmus.
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§ 10. Das Kurvenintegral

Die sinngemiBe Ubertragung des bestimmten Integrals ins Komplexe
fiihrt auf den Begriff des sog nten Kurvenintegrals, dem wir uns jetzt
zuwenden wollen.

Es sei (L) eine beliebige Kurve?) in der komplexen z-Ebene, die von einem
gewissen Anfangspunkt a zu einem gewissen Endpunkt b filhren mége (Abb. 1),
und w = f(z) eine Funktion,
welche in allen Punkten von (L) 17
definiert ist. Es seien ferner
z(k=1,2, ..., n—1) irgend-
welche Punkte dieser Kurve, die
entsprechend der ,,Orientierung*
der Kurve geordnet seien, wobei
wir gleichzeitig noch z, = a und
2, = b setzen. Wir fithren schlieB-
lich noch folgende Bezeichnung

ein:
Azp=2—2%
(k=1,2,...,n). @” z
Wir withlen nun auf jedem Bo- Abb. 1

genzz;, ; einen gewissen Punkt(,
(der auch mit einem der Endpunkte z, bzw. z;,, zusammenfallen kann) und
bilden die ,,Integralsumme‘

n n
8 =k21f(§'b) (26~—2-1) =kZ'lf(Cn) Az (54)
Mit & bezeichnen wu- das Maximum der Zahlen |dz|(k=1, 2, ..., n),

also die Linge der groBten Seite des Streckenzuges mit den Eckpunkten z,.

Wir stellen uns vor, daB wir von der betrachteten Zerlegung der Kurve (L)
durch die Punkte z, (=0, 1, 2, ..., #) durch Einschaltung weiterer Teil-
punkte zu immer feineren Zerlegungen iibergehen, wobei schlieSlich die
Maximaldistanz & der Teilpunkte gegen Null strebe. Es kann sich nun heraus-
stellen, daB die Folge der zugehérigen Integralsummen dabei gegen einen
endlichen Grenzwert I strebt, der von der Auswahl der Zerlegungsfolge
und der Zwischenpunkte unabhiéingig ist. In diesem Fall nennt man den
Grenzwert

I=1lmS$

80

1) Unter einer ,,Kurve‘* verstehen wir hier und i im folgenden eine Kurve, die in Jedem
Punkte eine Tangente besitzt bzw. aus endlich vielen Kurvenb
ist, welche in jedem Punkte eine T: te besit Insb d kann also eine,,Kurve‘
auch ein Streckenzug (Polygonzug) sein.
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das Kurvenintegral der Funktion f(z) lings des Bogens (L) und schreibt

I= [f(z)dz, (65)
@
so daB also definitionsgemaB
[f@dz=1im 3 £ty A2,. (56)
) 60 k=1

Es zeigt sich nun, daB der genannte Grenzwert sicher dann existiert, daf
also die Funktion f(2) kings (L) sicher dann integrierbar ist, wenn f(z) auf (L)
stetig 1st.

Wir wollen hier einen Beweis fiir diesen Satz angeben, bei dem das kom-
plexe Kurvenintegral auf gewdhnliche reelle Integrale zuriickgefithrt wird.
Dazu wollen wir uns der Einfachheit halber auf den Fall beschrinken, da8
jede Gerade, die parallel zur reellen oder imaginiren Achse ist, die Kurve (L)
in hdchstens einem Punkte schneidet, so daB8 wir also die Kurve (L) sowohl
durch eine Gleichung der Form y = y(z) als auch durch eine Gleichung
der Form 2 = z(y) beschreiben konnen, webei y(z) und z(y) stetig sind.
Setzen wir

up=n+iy, dun=An+idy, L=&+in,

fR)=u(z, y)+iv(z, ),

so konnen wir die Integralsumme S folgendermaBen schreiben:

S=.§: (€ 1)+ 50(Ee, 1) (A2 +idgy)
l=‘4_€; (&, ) Aze—v(&r, ) Ay}

" .
+"EZ; {v(&rs M) Azi+u(ée, m) Ay}
Beriicksichtigen wir, daB 7, = y(£,), & = (), so finden wir

s={ S, 9@ 22— 3 v@imn, n.)Ay.]
k=1 k=1

+i{ St v dnt 5 umn, 7 d).
k=1 k=1 .

Hierbei ist jede der vier Summen eine Integral iner stetigen) Funktion,
und zwar bzw. der Funktion )
u(@, y@), vz@), y), v, y@), w=@), y). (67)

!) Es ist ohne weiteres klar, daB mit f(z) auch die Funktionen «(z, y) und o(z, y) auf (L)
stetig sind. Dann sind es aber such (vgl. Seite 179) die Funltionen (57).
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Daher strebt fiir 6 — 0 jede dieser Summen gegen einen gewissen Grenzwert?),
der gleich dem entsprechenden reellen Integral ist. Hieraus folgt jedoch un-
mittelbar, daB auch das (komplexe) Integral J =1lim § existiert.

Man zeigt leicht, daB das Kurvenintegral die folgenden Eigenschaften
besitzt:

L [ afe)+bg@)dz = a [f(z)dz + b [ g(2) dz (58)
[¢7) [¢2) [¢7]

(@ und b sind dabei beliebige komplexe Konstanten).

II. Stimmt der Anfangspunkt der Kurve (L,) mit dem Endpunkt der Kurve
(L,) iiberein und ist (L) die Kurve, die aus den Kurven (L,) und (Ly) ,,zusammen-

gesetzt' ist, so gilt
[f@ydz= [f@)dz + [f()dz. (59)
[¢7] (L) (Ly)

III. Unterscheidet sich die Kurve (L) von der Kurve (L) nur durch ihre
Orientierung (d. h. handelt es sich um dieselbe Kurve, wobei nur b als An-
fangs- und a als Endpunkt angesehen wird), so ist

[fe)dz=— [f@)dz. (60)
(L) [¢2]

IV. Es ist stets
l [fz)dz| < LM, (61)

[¢2]

wobei M eine beliebige Zahl ist, die fir kein z des Bogens (L) von |f(z)| diber-
troffen wird, und L die Linge?) der Kurve (L) bezeichnet.

Letzteres ergibt sich unmittelbar durch Grenziibergang aus der Ungleichung

|Sl=| S0 dn
k=1

< 3] |dml £ M 3| 4z,
k=1 k=1

wenn man beachtet, daB die Summe auf der rechten Seite geometrisch die
Linge des Streckenzuges mit den Eckpunkten z; (k =0, 1, ..., n) bedeutet.

Ist die Kurve (L) ein Intervall der reellen Achse und m.mmt f(z) auf (L)
nur reelle Werte an, so stimmt das Kurveni 1 mit dem iiblichen (reellen)
Integral tiberein. Hieraus erkennt man, daB die angegebenen Eigenschaften
I bis IV sinngemiBe Verallgemeinerungen von bekannten Eigenschaften
des reellen Integrals sind.

1) Man beachte, da8 mit 6 auch das Maximum der |4z,| und das der |4y,| gegen Null
strebt. — Anm. d. wissenschaftl. Red.

‘) Man kann zeigen, daB unter den in FuBnote 1 auf S. 497 angegeb Ve
® iiber (L) diese Lénge wirklich existiert (vgl. Seite 398). — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Wir wollen die Funktion f(z)memem b einfach ha den?)
Gebiet (D) integrierbar nennen, wenn sie ]a,ngs ]eder ganz innerhalb (D) ver-
laufenden Kurve integrierbar ist, wobei fiir je zwei in (D) verlaufende Kurven
(L,) und (L;), die beide denselben Anfangs- und Endpunkt besitzen, gilt:

" [f@)dz= [f)dz. (62)
(Ly) (Ly)

Diese letzte Forderung ist offenbar der Forderung dquivalent, daB fiir jede
ganz in (D) verlaufende geschlossene?) Kurve (C)

[f@ydz=0 (83)
ist. ©)
In der Tat: Ist das Integral lings jeder geschlossenen Kurve gleich Null, so ist
3 [ f@dz=0,

4AdnBmd

f wenn Am Bund 4n B irgend zwei die Punkte 4 und B verbindende,

m
{ in (D) verlaufende Kurven sind (vgl. Abb.2), d.h. (nach Eigen-
n
soheft I [1®dz+ [ feyaz=0
4nB Bmd
4 oder (nach Eigenschaft III)
Abb. 2 [1@dz— [i@dz=0, [f(dz= [ {@)dz
AnB AmB AmB AnB

Ist umgekehrt der Wert des Kurvenintegrals jeweils nur vom Anfangspunkt 4 und
Endpunkt B des Weges abhangig, iiber den integriert wird, nicht aber vom Verlauf
des Weges selbst, so betrachten wir einen beliebigen geschlossenen Weg und auf ihm
zwei Punkte 4 und B, wobei wir die dabei entstehenden Bégen mit AmB und AnB
bezeichnen wollen. Dann ist

[iwmdz= [f@)ds
4AnB 4amB

und daher (wenn wir das Integral auf der rechten Seite nach links bringen und beide
Integrale zusammenfassen) f 1) dz=0
2)dz=0,

. AnBmA
was zu zeigen war.

Die Funktion f(z) = 2P ist fiir jedes positive ganze p in jedem Gebiet (D)
(d. h. in der ganzen Ebene) integrierbar.
Beweis. Bilden wir die Integralsumme von f(z) beziiglich eines ge-

1) Wir nennen hier ein Gebiet einfach ha d wenn es der aus sAmt-
lichen Punkten besteht, die im Innern einer gewi hl Kurve

liegen, welche sich nicht selbst schneidet, oder wenn es aus simthchen Punkten be-

steht, die auf einer Seite einer ,,aus dem Unendlichen kommenden und ins Unendliche

gehenden Kurve' (z. B. einer Parabel) liegen, oder wenn es aus allen Punkten der

Ebene besteht. In allgemeinerer Form werden wir hier diesen Begriff nicht benéugen
%) Das heiBt, Anfangs- und Endpunkt der Kurve fallen zusammen.
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schlossenen Weges (C), so fallen bei der Zerlegung Anfangs- und Endpunkt
zusammen, d. h.

» Zy=1.
Daher ist " "
2 z{” =2 zgf}:
F=1 ¥=1
also "
3 (&M —4)=0
k=1
und damit '

n
21(4"‘2%—1‘#—14'"'+Zf—1)Azr=0’
wofiir man auch .l »
S| Zaacr)an—o
k=1lm=0
oder
Z{ Saparaa)-o
=1

m=0
schreiben kann. Fiihrt man nun den Integrationsproze8 aus, so strebt jede
der Summen n
Sm= 2 20 j T Az (64)
¥=1
gegen das Integral f 2Pdz,1) und da es insgesamt p+1 derartige Summanden
sind, erhalten wir (@)
@+1) [#dz=0
©

1) Die Summen S, sind zwar selbst keine Integralsummen, lassen sich jedoch mit der
gewohnlichen Integralsumme

-
Stn:‘é;’:—lAzk G=2_1)

sehr leicht vergleichen. Ist namlich R der maximale Abstand der Punkte der Kurve (C)
vom Ursprung, so ist

84— ,|_| ERr -4 40
=|.£z{::‘(z:'_1+z:'"z,_l+--'+z:':;’)421'e
N N A LU U ER P SO RPN
smRe-1 2'|Az,|=.
‘Nun ist aber 2 |Az.|2<6C wobei C die Lange der Kurve (C) ist. Hieraus folgt

|80 —58, |<mR’ 15C < pR*168C, so daB S, fiir 6—0 denselben Grenzwert wie
8, besitzt.
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so daB auch
fz”dz=0. (65)
(©)

Wenden wir auf das erhaltene Resultat Satz I an, so finden wir:
Jedes Polynom (jede ganz-rationale Funktion)

fl2)=P(2) (=az"+4bz""14---+kz+])

ist in jedem Gebiet (D) (d.h. in der ganzen Ebene) infegrierbar.
Welche Funktionen noch und in welchen Gebieten integrierbar sind, werden
wir im folgenden Paragraphen sehen.

§ 11. Die Approximation von Funktionen durch Polynome

Wir betrachten eine beliebige Folge {P,(z)}(n=1,2,3,...) von Poly-
nomen, die auf einer gewissen geschlossenen Kurve (C) gleichmiBig konverf
gieren moge. Die Grenzfunktion f(z) ist dann, wie man leicht zeigt, au-
der Kurve (C) stetig.?)

Der Z hang zwischen den Polynomen P,(z) und der Grenzfunk-
tion f(z) ist dabei folgender: Zu jedem noch so kleinen & >0 gibt es eine
natiirliche Zahl &,, so daB fiir alle 7 > N, bei beliebigem z auf (C) die Un-
gleichung

|Pa(e) —fl2)| <e (68)
gilt. In diesem Fall gilt dann aber auch auf Grund von IV aus §10 (man

setze dort M =¢)
l [ (Pale)—f(2)} dz
(%)

<eC,

wobei C die Linge von (C) ist. Nun ist aber f P, (z) dz sicher gleich Null,

©)
so daB wir die vorangehende Gleichung auch folgendermaBen schreiben

kénnen:
l [r@ydz|<eC.
©

Da nun aber die rechte Seite dieser Ungleichung beliebig klein gemacht
werden kann, ist der Betrag des Integrals und damit auch das Integral
selbst gleich Null.

1) Der Begriff der Funktion wird hier und im folgenden im Sinne von Zuordnung be-
nutzt: Jedem Punkt z der Kurve (C) ist eine gewisse Zahl f(z) zugeordnet, im vor-
liegenden Fall der G t der Zahlenfolge {P,(z)}. DaB die Funktion f(z) auf (C)
stetig ist, wird genau wie im Reellen bewiesen. Man hat dabei nur zu beachten, daB
die Polynome P,(z) in der ganzen Ebene stetig sind.
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Wir finden also:
@bt es eine Folge { P, (2)} von Poly lche auf der geschl Kurve (C)
gleichmdfig gegen die Funktion f(2) ktmvermert 30 st

[fzydz=o0. (67)
©
Wir nehmen nun an, da8 die Folge {P,(z)} sogar in einem ganzen einfach
zusammenhingenden Gebiet (D) gleichmiBig gegen die Funktion f(z) kon-
vergiert. Dann gilt (87) fiir jede ganz in (D) liegende geschlossene Kurve (C),
d. h., die Funktion f(z) ist im Gebiet (D) integrierbar.
Wir wollen zunichst einige Beispiele betrachten:
Beispiel 1. Es sei
z 22 2
Py)=1+17+5+ -+ n=1,2,...).
Man erkennt leicht, daB die Folge {P,(z)} in jedem endlichen Gebiet (D)
gleichmiBig gegen die Funktion f(z) = e® konvergiert. Liegen niémlich alle
Punkte des Gebietes (D) innerhalb des Kreises vom Radius R um den Ur-
sprung, so ist

|Pate) —ef|=| 5

3 E.
< —_—
= %-.u kt”

wobei der Reihenrest auf der rechten Seite fiir hinreichend groBes n kleiner
als eine beliebig kleine positive Zahl & wird.
Beispiel 2. Es sei

H,(z')=(1+%)" n=1,2,...).

Wir wollen die Polynome I7,,(z) mit den entsprechenden Polynomen P, (z)
verglelchen Man erkennt ohne weiteres, daB das absolute und das lineare
Glied in I, (z) und P, (2) iibereinstimmen, wihrend (fiir ¥ = 2) der Koeffizient
von 2* in der Differenz P, ' (2) — IT,,(z) durch

L_(_a__[l 1__) (1_ ) “l)]
k! kI _(
gegeben wird. Dieser Ausdruck ist jedoch kleiner als
1 —1\E-1]  (k—1p 1 L
77![1 (l_ ) ]< e <)
) Man braucht nur in der fir 0 <a <b geltenden Ungleichung
P —ar<mb™1(b—a)

m=k—1, a—l—kn-—l, b=1

die Substitution

auszufiihren.
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so daB fir |z2|< R
N

R* 1
| Ty2)— Pu(a)| <~ z(k < e 3 = e,

Hier strebt nun fiir n —>co die rechte Seite gegen Null, so daB die Folge I7,(z)
in jedem beschrinkten Gebiet (D) gleichmiBig gegen denselben Grenzwert
wie die Folge P, (z) konvergiert, d. h.,
(L43)>e  Gelshry
Beispiel 3. Entsprechend findet man, daB in jedem endlichen Gebiet (D)
die Beziehungen .
(1 +%) + (1 LA

2(— )"W = cosz, —2——” = cosz

gelten (analog fiir den Sinus).

Beispiel 4. Die Folge {z"} konvergiert fiir |2| <1 gegen die Grenzfunk-
tion f(z) =0, und zwar konvergiert sie gleichmifig in jedem Kreis |z| < ¢
mit ¢ < 1, denn n

|2*| < o*—> 0.

Beispiel 5. Die Fol_ge {1+2z+4+22+ ...+ 2%, d.h. die Reihe
1424224 42"

konvergiert fiir 2| <o mit ¢ <1 gleichmiBig gegen die Grenzfunktion
fO=1

Izlnﬂ. en+l

|1—l| = —0.

|(1+z+ o) —
Beispiel 6. Die Folge

{_

d. h. die Reihe

l—z

:—_-cc +(a—c) +- +(:—c) ]}’

z—¢C
a—c

z2—C
a—c¢

z—c

— A ) e () ] et

konvergiert im Innern des Kreises mit dem M.ltbelpunkt ¢ und dem Radius
|a —e¢| gegen die Funktion f(z) =£7’ und zwar gleichméBig in jedem

zZum g ten Kreis ke trischen Kreis mit kleinerem Radius. Dies er-
gibt sich aus dem im vora.ngehenden Beispiel erhaltenen Resultat, wenn

ersetzt Hierbei kann der Punkt ¢ 3 a beliebig ge-

man dort z durch
withlt werden.

1) Vgl. Seite 193.
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Wir wollen die Funktion f(z) im Punkie z, durch Poly pproxzimierbar
nennen, wenn es eine Umgebung (D) des Punktes z, gibt (z. B. einen Kreis
mit 2, als Mittelpunkt), in welchem eine gewisse Folge von Polynomen gleich-
méBig gegen die Funktion f(z) konvergiert. Diese Eigenschaft einer Funktion
ist von sehr groBer Bedeutung in der Funktionentheorie. Wenn zwes (oder
mehr) Funktionen diese Eigenschaft besitzen, so besitzen auch ihre Summe und
thr Produkt diese Eigenschafi. Dies ergibt sich unmittelbar aus den grund:
legenden Siitzen iiber den Grenzwert einer Summe und eines Produktes
(vgl. 8. 159) unter zusitzlicher Beachtung der gleichmiBigen Konvergenz.

Aus Beispiel 6 folgt sofort, daB jede gebrochen rationale Funktion der
Form

~—5 in jedem Punkt auler im ,,Pol“ @ durch Polynome approximierbar

ist. Daraus folgt jedoch weiter, daB iberhaupt jede rationale Funktion diese
Eigenschaft besitzt; denn man kann jede rationale Funktion als Summe von
,»Stammbriichen* darstellen, die alle die angegebenen Eigenschaften be-
sitzen.!) Man hat nur simtliche Pole auszuschlieBen, d.h. die Punkte, in
welchen der Nenner verschwindet.

Aus den angegebenen Beispielen folgt weiter, daB auch die Funktionen e,
cos z und sin z in jedem Punkte der Ebene die uns interessierende Eigenschaft
besitzen.

Eine groBe Bedeutung besitzt auch folgender Satz: Sind die Funktion ¢(z)
im Punkie z, und die Funktion f(w) im Punkte w,= @(z,) durch Polynome
approzimierbar, so ist die Funktion F (z) = f(p(z)) im Punkte z, durch Polynome
approximierbar.

Beim Beweis hat man entscheidend davon Gebrauch zu machen, daB ein
Polynom von Polynomen (als mittelbare Funktion) wiederum ein Polynom ist.

Aus dem zuletzt genannten Satz folgt, daB z. B. die Funktion €°®* in allen

1

Punkten und die Funktion e? in allen Punkten auBer z= 0 durch Polynome
approximierbar sind.

§ 12. Die Stammfunktion

Hauptsatz. Ist eine Funktion f(z) in jedem Punkt eines einfach zusammen-
hdngenden Gebietes (D) durch Polynome approximierbar, so ist sie in diesem
Gebiet integrierbar.

Im vorangehenden Paragraphen haben wir bereits den Fall behandelt, da
die Approximation in allen Punkten des Gebietes durch dieselbe Folge
von Polynomen geleistet wird (was im hier angegebenen Satz nicht mehr
verlangt wird). Ohne daB wir auf den Beweis des Hauptsatzes in allen Einzel-

1y Falls der Ne eine mehrfache Nullstelle besitzt, ist noch eine kleine Zusatziiber-
legung notwendig; man muB namlich zeigen, daB auch alle Funktionen der Form

T—ar (n=2) in jedem von a verschiedenen Punkt durch Polynome approximierbar
sind.
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heiten eingehen, erwiihnen wir nur, daB er sich auf folgende Tatsache griindet:
Ist eine Funktion f(z) in jedem der beiden sich schneidenden Kreise (I'y) und (I'y)
integrierbar, so ist sie es auch im Gebiet (D) = (I') + (I,), das aus allen den
Punkten besteht, welche wenigstens einem der beiden Kreise angehoren (Abb. 3).

In der Tat: Nach Voraussetzung ist das Integral f f(2)dz lings jeder ge-
schlossenen Kurve gleich Null, welche ganz im Innern eines der beiden Kreise
verliuft. Wir betrachten nun eine beliebige geschlossene Kurve (C), welche
ganz im Innern von (D) verliuft, ohne daB sie ganz im Innern eines der
beiden Kreise enthalten ist (Abb. 3). Dann ist

ff(z)dz = ff(z)dz+ ff(z)dz,
© () (Cy)

wobei (C,) eine geschlossene Kurve ist, die aus einem Bogen QM P der Kurve (C)
und einem neu eingefiigten (in der Abbildung gestrichelt gezeichneten) Bogen

P Q besteht, welcher ganz im
,,Durchschnitt’ der Kreise
(I) und () liegt; ent-
sprechend ist (C,) dann die
Kurve, die aus dem Bogen

I/’I_\'b der Kurve (C) und dem
mit entgegengesetzter Orien-
tierung genommenen Bogen
I"‘Q (also dem Bogen 6-13)
besteht. Da nun jedes der
Integrale auf der rechten
Seite gleich Null ist, gilt
dies auch fir das Integral
auf der linken Seite, was

Abb. 3 zu beweisen war.
Aus den weiteren Aus-
fiihrungen wird sich ergeben, daB die Vor tzung des einfachen Z
hanges sehr wesentlich ist.

Es sei nun f(2) eine in einem gewissen einfach zusammenhiingenden Gebiet
(D) definierte Funktion, die in (D) stetig und integrierbar ist. Dann hingt
das Integral I = f f(z)dz, welches lings eines gewissen von einem Punkt a

zu einem Punkt b fuhrenden Weges (L) genommen wird, nur von den Punkten
@ und b, nicht aber von der speziellen Wahl des Integrationsweges ab (jeden-
falls solange der Integrationsweg das Gebiet (D) nicht verliBt). Daher er-
iibrigt sich im angegebenen Fall die Angabe des Integrationsweges, und man
kann kurz

I=fbf(z) dz

schreiben.
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Es zeigt sich nun, daB das Integral

D)= [f)aty (68)

(wobei a ein beliebiger fester Punkt und z ein variabler Punkt aus (D) ist)
eine Stammfunktion zu f(z) im Gebiet (D) bildet, d. h., es gilt

)= 7 [fOa=f@).Y (69)
Beweis. Offenbar ist3)
z+h z 1 z+h
w=%[f f(t)dt—ff(t)nit]=Tf_f(£)dé‘

z4+h

=+ [ U@ +Go—fen

z+h z+h
=%[f(z) [ae+ | (f@)—f(z»dc]

z+h

=@+ [ (fo—fendz.

Liegt nun der Punkt z 4 % hinreichend nahe bei z (Abb. 4), so wird der zweite
Summand im letzten Ausdruck dem Betrage nach Lleiner als eine beliebig
vorgegebene Zahl ¢; wiihlen wir nimlich z. B. von z nach z 4 & einen gerad-
linigen Integrationsweg (vorausgesetzt, daB dies in

(D) mbglich ist) und wenden wir auf das Integral

z+h }2%3
[ to—fandt 2
z
Satz IV aus §10 an, so erhalten wir )
L z+h
+ [ vo—tenat|su,
z Abb. 4
!) Um Verwechslungen mit der Int: ionsg Zu v iden, haben wir hier die
I i derliche mit { bezeichnet (bekanntlich hangt das Integral nicht von
der Bezeichnung der Int ionsv derlichen ab).
*) Dieser Satz ist die Be Verall inerung des Satzes von Seite 374.

3) Wir getzen hierbei voraus, daB sich der Punkt z + b im Gebiet (D) befindet und daB
der Integrationsweg von o nach z+ A durch den Punkt 2z geht.
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wobei M das Maximum der Funktion |f({) —f(z)| suf dem Wege von z
nach z + hist. Wegen der Stetigkeit von f(z) kann aber die Differenz f({) — f(2)
dem Betrage nach kleiner als jedes positive ¢ gemacht werden, wenn man
k hinreichend klein wihlt. Also ist

Beh=00 )|,

woraus unsere Behauptung unmittelbar zu entnehmen ist.
Als Beispiel betrachten wir das Integral

D) = f "—f (10)
1

Die Funktion f(z) =% ist in jedem einfach zusammenhdngenden Gebiet,

welches den Ursprung nicht enthilt, integrierbar. Ohne daB wir zuniichst
ein derartiges Gebiet niher festlegen,
y betrachten wir folgenden Integrations-
weg: Wir gehen vom Punkte 1 lings
der reellen Achse zum Punkte » und
von dort aus lings des Kreises |z|=r
zum Punkte z (Abb. 5). Dann ist also

1 r

Das erste Integral ist ein gewdShnliches
reelles Integral, und daher gilt

r

i L
1

¢ z

Abb. 5 1

) Zur Auswertung des zweiten Integrals

setzen wir z = re', { = re'? (Abb. 5) und wihlen @ als neue Integrations-
" veréinderliche. Dann ist

at=irei*de, %:M«p,

und da sich ¢ in den Grenzen zwischen 0 und § dndert, gilt also

de 0
] T=iéfd¢p=i0.

r

Diese Substitution in einem kompl Integral bedarf allerdings noch eines B
Zu diesem Zweck setzen wir

e*—1-=2z(1+¢). (711)



§ 12. Die Stammfunktion 509
Dann ist fir 2] <1 offenbar |e] <1; es ist nimlich

e*—1 1
&= —1= (2,+3,+4,+ )

und daher
z 1 1
lel<|gp+gr+ a1l < (g +gr o) ol <= D-lsl <al.

Wir filigen nun auf dem Bogon zwischen r und z die Teilpunkte

zZ=re'%s k=0,1,..., n)
ein, wobei

0<g < <Pa_1<Pu=0,
und setzen z, = r und 2, = z. Dann ist auf Grund der Definition des Integrals ({, = z;_,

gesetzt) ,
LSS

%y
Mit (71) ist nun
Az =g—zy_=r(e' o' Pr-1) —re' Pe-1(e' 4% _ 1) = ire'P-1 4, (1 + &),

wobei
lea] < |dee| k=1, ..., n).

Ferner ist
7 =re' P41
und daher
A% i fg (1t e).
51

]
Also erhalten wir das uns interessierende Integral f Eg— auch als Grenzwert von
L3 . . - ’ . -
2ide(l+g)=i D Ag,+i Yede,.

Al k=1 k=1

Der erste Summand auf der rechten Seite ist gleich i6. Was den zweiten Summanden
betrifft, so erhalten wir mit |d¢,| <& wegen |¢,| <|d@,| <& fiir seinen Betrag die
Abschétzung

) " "
i Xede s X el |4 <d- T|de] <60,
k1 (= k=1

d. h., er strebt beim IntegrationsprozeB gegen Null. Daher ist

"_cc=u.

Die im Haup b Umfc sind nur als eine abgekiirzte Dar-
stellung dieses ganzen Prozesses aufzufassen.
Wir haben damit erhalten:
D(z)=Inr+16.
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Dieses Ergebnis entspricht genau der Definition der Funktion Lnz im
Kompl (§ 6). Im betrachteten Fall ist jedoch das Argument 6 eindeutig
bestimmt. Gehen wir, wie dies in Abbildung 5 angedeutet ist, von r aus
auf dem Kreise entgegen dem Uhrzeigersinn direkt zum Punkte z, so liegt
das Argument 6 zwischen 0 und 27. Fithren wir dagegen zuvor einen vollen
Umlauf auf dem Kreis .(im positiven Sinne) aus, so erhalten wir den zu-
sitzlichen Summanden

2n
if dp=2ai.
L]

Allgemein tritt bei % vollen Umldufen (k=0) der zusiitzliche Summand
2kni auf. Man kann also auf diese Weise samtliche ,,Zweige* des komplexen
Logarithmus erhalten. Die Mehrdeutigkeit des Logarithmus erklirt sich
hier also aus dem Vorhandensein der ,,Singulari-
tit* bei z =0, um welche herum die Integration

(r)  ausgefithrt wurde.

Beschrinken wir uns auf ein einfach zusammen-
hiingendes Gebiet (D), welches den Punkt z =10
nicht enthilt, so fallt die Mehrdeutigkeit fort.

4 Man erkennt ohne Schwierigkeit, da das Integral

f ﬁc—c nicht nur lings des Kreises (I) vom Radius r

® um den Ursprungden Wert 27 4 besitzt, sondern da

dies, wie der Abb.6 zu entnehmen ist, fir jede

Abb, 6 geschlossene doppelpunktfmiaKuwe (C).gi.lt, welche

. den Punkt z = 0 umschlieft. Denken wir uns nim-

lich das in Abb. 6 mit (D) bezeichnete Gebiet

lings der Strecke PQ ,.aufgeschnitten‘ und integrieren wir iiber den Rand

dieses Gebietesl), so ist das Integral gleich Null, denn das ,,aufgeschnittene‘

Gebiet (D) ist einfach zusammenhingend und enthilt den Ursprung z =0

nicht; gleichzeitig heben sich die Integrale lings der Strecken PQ und @P
gegenseitig auf, so daB at it

[(»)] ry) ¢
und daher
@ _ if-= 27i. (12)

©) re)
Wir wollen schlieBlich noch das Integral f thCa betrachten, wobei (C)
C)

(C)
eine beliebige geschlossene doppelpunktfreie Kurve ist, welche den Punkt a,

1) Gensugenommen haben wir hierbei einen Grenziibergang auszufithren (wir miissen
amlich die Strecke PQ dchst wirklich ,,h hneiden‘* und dann die Schnitt-
rinder gegen die Strecke PQ streben lassen — Anm. d. wissenschaftl. Red.).
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den einzigen Pol der Funktion f(z) = z—ia—, umschlieBt. Mit Hilfe derselben

Uberlegungen wie im vorangehenden, wobei nur ein Kreis mit dem Mittel-
punkt @ zu nehmen und { — a = re’? zu setzen ist, ﬁndet man, daB dieses
Integral ebenfalls den Wert 274 besitzt.

Wir wollen noch emms] hervorheben, daB auf Grund des Hauptsatzes der

Wert des Integrals f —a gleich Null ist, wenn der Punkt a auBerhalb der

©
geschlossenen Kurve (C) liegt.!)
Wir erhalten damit, daB das Inmtegral f % lings eimer geschlossenen
©
doppelpunkifreien Kurve (C) gleich Null oder gleich 271 ist, je nachdem, ob die
Kurve (C) den Punkt a nicht hliept oder hliept.?)

Avufgabe.
Man zeige (indem man die Uberlegungen nach dem oben angegebenen Vorbild durch-

fithrt), daB das Integral j Tci+)u fiir jede von 1 verschiedene ganze Zahl m gleich Null

ist, wenn (C) irgendeine geschlossene Kurve ist, die nicht durch den Punkt a geht.

§ 13. Die Caucnvsche Integralformel

Es ist bekannt, daB man bei Division eines beliebigen Polynoms P (z) durch

2 — a (a sei dabei eine beliebige komplexe Zahl) als Rest die Zahl P (a) erhlt.3)
Es gilt also die Identitit

P(2)=(z2—a) Q(z) + P(a), (73)

wobei @ (2) wiederum ein Polynom ist (der Quotient M

wir nun den Quotienten P( )
punktfreien Kurve (C), welche den Punkt a umschheﬂt so finden wir

P(z) dz
4

Das erste Integral auf der rechten Seite ist g]exch Null, wihrend das zweite
von Null verschieden ist und den Wert 2x¢ besitzt (§12). Losen wir also
die erhaltene Gleichung nach P(a) auf, so finden wir
sy 1 P(z)dz
Pla)= 2ni z—a
(%)}

) Integrieren
lings einer beliebigen geschlossenen doppel-

(74)

1) Die Funktlon lLBt sich ndmlich in jedem von & verschiedenen Punkt durch

approximi (vgl. Beispiel 6 in § 11).
’) Dss Intag-ral ‘Verliert seinen Sinn, wenn die Kurve (C) durch den Punkt a hindurch-
geht, weil die Funktion f(z) im Punkte a nicht erklart ist.
3) Nach dem sogenannten Satz von Bgzour.
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Man bezeichnet diese Formel als CaucHYsche Integralformel und das Integral
auf der rechten Seite von (74) als CaucHYsches Integral.

Die CavcHYsche Integralformel gilt nun aber kes 98 nur fiir Pol,
sondern auch allgemein fiir alle Funlctwmn f (2), welche sich auf (C) und in dem
von (0) hl cmfach genden Gebiet (D) durch eine Folge
von P ieren lassen. Ist nimlich {P,(z)} eine Folge von Poly-
nomen, ‘die auf (C) und in (D) gleichmiBig gegen die Funktion f(z) konvergiert,

- . Py (2) > f(2),
so kénnen wir in
1 P,(z)dz
Pala)= 2ni z—a
©
zur Grenze iibergehen!) und finden 1 (@d
z)az
flay= 27i zla * (75)
©

) Mit Hilfe des in §12 beim Beweis des Haupt-
satzes benutzten Verfahrens kann man schlief-

@) lich dieses Ergebnis auf alle Funktionen iiber-

tragen, welche in einem gewissen, die Kurve (C)
ganz in threm Innern enthaltenden Gebiet (D)
: integrierbar sind (Abb. 7).
Abb. 7 Da nun a ein beliebiger Punkt innerhalb von
(C) sein kann, kénnen wir @ als unabhingige
Verinderliche z a.uffa.ssen, so daB wir, wenn wir noch die Integmtlonsver-
inderliche mit { bezeichnen, (75) auch in der Form

fo) =y [1E22E (16)

schreiben kénnen. ©

Durch die Cavcnysche Integralformel (76) werden die Werte der Funktion
f(2) im Innern von (C) durch die Werte f(L) auf der Kurve (C) ausgedriickt.

Aus der CaucEyschen Integralformel ergeben sich sofort einige wesentliche
Folgerungen.

1. Die Funktion f(z) ist im Innern der Kurve (C) differenzierbar, und 2war
erhilt man die Ableitung f'(z), wenn man den Integranden des CAUCHYschen
Integrals nach z differenziert:

" 1 d
f @)= 2m {é? z)i (1)

1) Dies ergibt sich aus der Giiltigkeit der Ungleichungen

f AEIOP

sCmu

f(z) I < ex | Pa@) —1@);

hierbei ist # eine beliebige Konstante, die kleiner als der Minimalabstand des Punktes a
von der Kurve (C) ist.
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Zum Beweis von (77) geniigt es zu zeigen, daBl der Quotient
fz+ k) —f@)
h

fiir h — 0 gegen das Integral auf der rechten Seite von (77) konvergiert. Dies
ergibt sich jedoch unmittelbar aus
fet+h)—iz) _ { HEdE 3
h T 2mi @& C—z—R(-2"

2. Die Funktion f(z) besitzt mnerhalbvon (C) Ableitungen beliebiger Ordnung,
und zwar ergibt sich f('"(z) durch n-malige Differentiation des Integranden von

(77) nach z:
™) = f(c‘f)z;’{l (n=1,2,...). (18)

Diese Behauptung lait sxch leicht durch vollstindige Induktion beweisen.
Man hat dazu nur zu zeigen, daB die Differentiation von (78) auf eine analoge
Formel fiihrt, bei der anstelle von #» dann n + 1 steht.?)

3. Die Funktion f(z) lipt sich fiir jeden Punkt ¢ aus dem Innern von (C) in
eine Potenzreihe nach z — ¢ entwickeln, und zwar ist diese Reihe dann die ent-
sprechende TaYLORsche Reihe. Die Konvergenz der Reihe gegen f(z) ist dabei in
jedem Kreis um ¢ gesichert, dessen Radius kleiner als der Abstand des Punktes ¢
vom néichsten Punkt der Kurve (C) ist.

Die Giiltigkeit dieses Satzes beruht auf der Tatsache, daB die Funktion
Ciz , welche im Integranden von (76) auftritt, als Potenzreihe in z —c dar-
gestellt werden kann:

1 z—¢ (z—op®

T T T T )

{vgl. § 11, Beispiel 6). Dies ist glelchzemg eine geometrische Reihe, und zwar
mit dem Quotienten ~—

Z . Bezeichnen wir nun die Entfernung des Punktes ¢

- 3=
1) Man braucht dann namlich nur noch
Lf Heae 1 HOdg) | Q) ag
278 ) ((—z2—h)({—2) 27i PA (C—z)’l 2m (¢—z)3(l;—z—h)

abzuschatzen. Ist nun C die Lange der Kurve (C), M das Maximum von |f({)| auf (C)
und 7 der Minimalabstand des Punktes z von den Punkten der Kurve (C), so ist
fir |h| <& der betrachtete Ausdruck Lleiner als

S.._co¥
2n f(n—9)"’
woraus alles Weitere leicht zu ersehen ist.
2) Hierbei ist ein etwas komplizierteres Integral ab h was wir jedoch dem Leser

iiberlassen wollen.
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vom néichsten Punkt der Kurve (C) mit » (Abb. 8), so konvergiert die Ent-
wicklung (79), und zwar gleichmiBig fiir alle z mit |z —c| < 87, wobei 6
eine beliebige Zahl zwischen Null und Eins ist. Wir multiplizieren nun die
Gleichung (79) mit f(£) und integrieren lings der Kurve (C).1) Dividieren wir
schlieBlich noch durch 2x¢, so finden wir :
1 rigag 1 (i@)8L | z—c (D)2 | z—c)® ()l
Bni) T=z —2ai) t—c T om C—oF T 2m C—op T (80).
© ©) ©) ©)

Nach Formel (76) ist der Ausdruck auf der linken Seite gleich f(z), so daB

£&) = Go+ ay(z— 0) + aa(s— o)t + - -=-_2: anlz— o, 81y
wobel gp=i [ 61,2, ). (82)

2as J ({—c)t?
©)

Wir haben also damit die Funktion f(z) bereits als Potenzreihe in z—¢
dargestellt. Die gleichmiBige Konvergenz
ist dabei fiir

|[z—e¢| <6y

gesichert, wobei 0 eine beliebige Zahl zwi-
schen 0 und 1 ist, so daB also, da sich die
Zahl 0§ beliebig wenig von 1 unterscheiden
kann, die Darstellbarkeit von f(z) gemiB
(81) fiir alle z mit |z —c¢| < n gesichert ist.
) Vergleichen wir schlieBlich die Formeln
C) (82) mit den Formeln (76) und (78), so finden

wir

(m)

Abb. 8 a,,:’"_f’ (r=0,1,2,...). (83)

Daher konnen wir (81) auch in der Form

flo)= ”_2; ) (s (84)

n

schreiben; das ist aber gerade die TayLorsche Reihe.

§ 14. Der Begriff der analytischen Funktion

Ausgehend von der Auffassung der Funktion als einer durch eine endliche
Formel beschriebenen GesetzmiBigkeit, sind wir zu der verhiltnismiiBig engen
Klasse der elementaren Funktionen einer komplexen Veriinderlichen gelangt.
Demgegeniiber fiihrt uns die allgemeinere Auffassung der Funktion einer
komplexen Verinderlichen mit Hilfe einer Zuordnungsvorschrift

w=f(z) (z=z4+iy, w=u+iv)
1) Vgl. FuBnote 2 auf Seite 496.
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zwischen den Punkten eines gewissen Gebietes in der z-Ebene und Punkten
der w-Ebene zu einer Zuordnung zwischen Paaren (2, y) von reellen Zahlen und
Paaren (, v) von reellen Zahlen,d. h. auf die Betrachtung von Systemen von zwei
reellen Funktionen in zwei reellen Verinderlichen (im allgemeinsten Sinne):

w=u(z, y),
v=ov(z, y).

Dieser allgemeinste Funktionsbegriff iiberschreitet jedoch bei weitem die
Grenzen der Methoden der sogenannten Funktionentheorie.

Um nun zu einer gesetzmiBigen Erweiterung des Begriffs der (elementaren)
Funktion im Komplexen zu gelangen, kann man folgendermaBen verfahren:
Man fiigt, ohne die operative Grundlage zu verlassen, zu den vier rationalen
Operationen noch eine weitere Operation, den Grenziibergang bei gleich-
miBiger Konvergenz, hinzu. Die auf diese Weise entstehende Funktionenklasse
bezeichnet man als Klasse der analytischen Funktionen. Das Studium
der Eigenschaften der Funktionen dieser Klasse ist der eigentliche Gegenstand
der Funktionentheorie. Zwischen den verschiedenen Eigenschaften der
analytischen Funktionen bestehen eine Reihe von sehr bemerkenswerten Be-
ziehungen. Die Klasse der analytischen Funktionen ist in gewissem Sinne
abgeschlossen, d. h., man gelangt durch Anwendung der genannten Opera-
tionen nicht aus der Klasse der analytischen Funktionen heraus.

Die vorangehenden Darlegungen erfordern jedoch noch einige Prizisierungen
und Erliuterungen.

Dazu fithren wir zunichst den Begriff der in einem gewissen Gebiet reguliren
Funktion ein. Was dabei unter einem Gebiet ungeféihr zu verstehen ist, wurde
oben bereits andeutungsweise gesagt;!) allgemein versteht man unter einem
Gebiet eine zusammenhiéngende?) Punktmenge, welche nur aus inneren Punk-
ten besteht (also ,,offen* ist).?) Um MiBverstindni vorzubeugen, weisen
wir darauf hin, daB ein Gebiet in der komplexen Ebene nachweisbar stets eine
,,zweidimensionale Ausdehnung‘ besitzt, daB also z. B. eine Strecke einer
Geraden*) (oder einer Kurve) niemals ein Gebiet ist.5) Man sagt nun, eine in
einem Gebiet (D) erklirte (eindeutige) stetige Funktion f(z) sei in diesem
Gebiet, regulir (oder holomorph oder analytisch oder regulir analytisch), wenn
sie eine der folgenden Eigenschaften besitzt:

A. In jedem Punkt des Gebietes (D) ist die Funktion f(z) durch Polynome
approximierbar.

1) Vgl. FuBnote 1 auf Seite 500.

2) Vgl. Seite 500.

3) Fiigt men also zu der Menge der Punkte eines Gebietes (z. B dem Innern eines Kreises)
noch einen Randpunkt (im Beispiel einen Punkt der Peripherie) hinzu, so ist die dabei
entstehende Punktmenge kein Gebiet mehr.

4) Das heiBt das, was wir in der Theorie der Funktionen einer reellen Veranderlichen als
einen ,,Bereich* oder ein ,,Intervall bezeichnet haben.

$) Das liegt daran, daB alle Punkte des Gebietes innere Punkte sein sollen. — Anm. d.
wissenschaftl. Red.
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B. Die Funktion f(z)ist in jedem im Gebiet (D) enthalt infach
hingenden Gebiet integrierbar.

C. Die Funktion f(z) ist in jedem Punkte des Gebietes (D) differenzierbar.

D. Die Funktion f(z) ist beziiglich jedes. Punktes ¢ aus (D) in eine Reihe nach
Potenzen von z — ¢ entwickelbar, die in einem gewissen Kreis um c gleichmdpig
konvergiert.

Die Bedeutung dieser einzelnen Eigenschaften haben wir bereits frither
kennengelernt: die von A in §11, die von B in §10, die von C in §9 und
die von D in §13.

Es zeigt sich nun, daB alle vier Eigenschaften logisch gleichwertig sind, d. h.,
daB man aus jeder von ihnen die drei iibrigen folgern kann.

Bei unseren bisherigen Ausfiihrungen haben wir meistens A vc g
Wir haben in § 12 gesehen, daB B aus A folgt. In § 13 haben wir ferner mit
Hilfe der CavcHyYschen Integralformel gezeigt, daB C und D aus ‘A folgen.
Es ist schlieBlich unmittelbar einzusehen, da8 A aus D folgt, denn die Partial-
summen der Reihe liefern eine Folge von Polynomen, welche die Funktion
f(z) approximiert.

Auf einen Beweis dafiir, daB B aus C folgt, kénnen wir hier nicht ein-
gehen.l)

Unter Verwendung dieser Tatsache zeigt man jedoch leicht, daB auch D
(und damit A) aus C folgt. Zu diesem Zweck geniigt es, die CaUCHYsche
Integralformel direkt (d.h. ohne Approximation von f(z) durch Polynome)
aus C zu beweisen. Wir nehmen also an, daB f(z) im betrachteten Gebiet diffe-

renzierbar ist. Dann gilt dies, da P im Gebiet iiberall auBer im Punkte a
differenzierbar ist, mit Ausnahme von @ auch fir das Produkt % (§9).

Hieraus folgt jedoch auf Grund von B, daB man bei Integration dieser
Funktion iiber eine beliebige, den Punkt ¢ umschlieBende doppelpunktfreie
Kurve (C) den Integrationsweg durch den Kreis (I;) um ¢ vom Radius g er-
setzen kann, wobei p nur so gewihlt werden muB, daB der Kreis (Fo) ganz
im betrachteten Gebiet enthalten ist. Damit erhalten wir

1 f@dz 1 (f@dz 1 Ha) + U@ —f@)] ;.

2ni z—a  2mi z—a 27i z—a
© (Te) (o)
1 —
~f@)+ g [1O=LD g,
(Te)

Beachten wir nun, da8 die Funktion f(z) stetig ist, so kann man das letzte
Integral leicht abschitzen, und zwar kann man sich davon iiberzeugen, daB es
bei hinreichend kleinem ¢ dem Betrage nach kleiner als jede noch so kleine

1) Vgl.etwa A. . Mapkymesug, Teopusa aga:urnaeckux dyrxnnit (A. 1. MARKUSCHEWITSCH,
Theorie der analytischen Funktionen), Gostechisdat 1950, Kap. III, § 2. (Der deutsche
Leser sei z. B. verwiesen auf K. Knopp, Funkti theorie I, S: Ig. Géschen Bd. 908,
Kap. 4. — Anm. d. wissenschaftl. Red.)
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positive Zahl ¢ gemacht werden kann, so daB es fiir o — 0 gegen Null strebt.
Damit ist die CAucHYsche Integralformel bewiesen, aus der sich sofort D ergibt.

Die zuletzt erwiihnte Tatsache, daB namlich D aus C folgt, ist besonders
erwihnenswert, zeigt sie doch, dal im Komplexen eine Funktion, die in einem
gewissen Gebiet einmal dtﬂerenzoerbar ist, qutomatisch beliebig oft differenzierbar
ist, d. h. Ableitungen f®(z) beliebiger Ordnung besitzt. Insbesondere kann man
dann fiir diese Funktion die TayLorsche Reihe

JO+ L gt D gy 1O gy

bilden; diese konvergiert in einer gewissen Umgebung des Punktes ¢ und
besitzt dort die Summe f(z).
Wir weisen darauf hin, daB8 im Reellen Entsprechendes keineswegs gilt.
SchlieBlich wollen wir noch zeigen, wie man aus B die Eigenschaft C
erhalten kann: Ist in einem gewissen einfach zusammenhingenden Gebiet (D)

das Kurvem.ntegml f f(£) dl vom Wege unabhingig, so kann man (vgl. §10)

auf die Angabe des Weges verzichten und das Integral f f(¢)dt als Funktion
der oberen Integrationsgrenze studieren:

P(z) = f f@yde.

In diesem Fall besitzt (vgl. § 12) die in ganz (D) erklirte Funktion @ (z) iiberall
eine Ableitung, und zwar ist -
D (2) =f(z).

Dann existiert aber auch (s. oben) die Ableitung
P"(2)=f"(z),

d. h., f(z) ist differenzierbar, was zu beweisen war.l)

Um also eine Funktion f(z) als reguliir nachzuweisen, geniigt es zu zeigen,
daB sie eine der Eigenschaften A bis D erfiillt; alle anderen Eigenschaften
gelten dann ebenfalls. Am einfachsten ist es in der Regel, die Differenzierbar-
keit zu beweisen. So sind z. B. die elementaren Funktionen in allen den Punkten
reguldr?), in deren Umgebung sie eindeutig definiert und differenzierbar sind.3)

Beispiele.

1. Die Funktion f(z) = tgz ist in der ganzen Ebene, die Punkte (27 4+ 1)
ausgenommen, regulir.

!) Des ist der sogenannte Satz von MORERA.

%) Man sagt, eine Funktion sei in einem Punkte regular, wenn sie in einer gewissen
Umgebung dieses Punktes (z. B. in einem gewissen Kreis mit diesem Punkt als Mittel-
punkt) reguldr ist.

3) Ist die Funktion nicht eindeutig definiert, so kann man sie (wie z. B. den Logarithmus)
in eindeuti Z it o]

180 55 18 4
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1

2. Die Funktion f(z) = e? ist in der ganzen Ebene mit Ausnahme des Punk-
tes z = 0 reguliir.

Wir wollen schlieBlich noch die bereits oben formulierte Abgeschlossenheit
der Klasse der analytischen Funktionen beweisen.

Jede in einem Gebiet regulire Funktion ist zunichst (jedenfalls in der Um-
gebung jedes Punktes des Regularititsgebietes) als Limes einer gleichmiiBig
konvergenten Folge von Polynomen darstellbar (Eigenschaft A). Die reguliren
Funktionen sind also, wenn man sich so ausdriicken darf, ,,verallgemeinerte*
Polynome. Es ergibt sich nun die Frage, ob nicht als Grenzfunktion einer in
einem gewissen Gebiet gleichmiBig konvergenten Folge von reguliren Funk-
tionen eine Funktion auftreten kann, welche nicht mehr regulir ist (ob es
also nicht vielleicht moglich ist, den Begriff der reguliren Funktion in dieser
Hinsicht noch zu verallgemeinern). Wir wollen zeigen, daB dies nicht der Fall
ist, d. h.: Wenn eine Folge {f,(2)} von in einem Gebiet (D) reguliren Funktionen
in diesem Gebiet gleichmifig gegen die Grenzfunktion f(z) konvergiert,

flz)= ”ﬁn;fn(z) ,

s0 ist diese in (D) ebenfalls regulir.)

Ein Beweis dieses Satzes ergibt sich leicht mit Hilfe der CauvcHYschen

Integralformel. Ist nimlich (C) eine beliebige ganz in (D) verlaufende doppel-
punktfreie Kurve, so ist fiir jedes n

1 (0 d

fal®) =5t RAGLIS

2ni ) -z

und der Grenziibergang liefert:
1 @) ag
fe)= 2ai t—z *
©
d. h., die Funktion f(z) ist im Innern von (C) nach der CauoHYschen Integral-
formel darstellbar. Hieraus folgt dann aber sofort, daB f(z) innerhalb (D)
iiberall differenzierbar ist usw.

§ 15. Eigenschatten der analytischen Funktionen

Einige besonders interessante Eigenschaften der analytischen Funktionen
erhilt man unmittelbar aus ihrer Darstellbarkeit als Potenzreihe (TAYLORsche
Reihe)

n!

1@ =”2; anz—0f, =120 (85)
lz—e¢[<e@, >0 n=0,1,2,...). (86)

1) Satz von WEIERSTRASS,
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1. Wenn die im Punkie ¢ regulire Funktion (85) selbst und alle ihre Ab-
lestungen im Punkte ¢ verschwinden, so ist die Funktion f(z) im Kreis (86)
identisch gleich Null. Ist namlich

f™e=0 (®=0,1,2,...), (87)
so ist in (85) @, =0 (2 =0, 1, 2, ...) und daher
fz)=0.

Wir weisen darauf hin, daB man im Reellen, ohne den Begriff der Regularitit
einzufithren, Funktionen konstruieren kann, welche die Bedingung (87) erfiillen,
aber nicht identisch verschwinden.l)

2. Der vorangehende Satz zeigt, daBl man die Nullstellen einer analytischen
Funktion nach ikrer ,,Vielfachheit* klassifizieren kann. Dabei versteht man
allgemein unter einer Nullstelle der Funktion f(z) einen Punkt ¢, fiir welchen
f(e) = 0 gilt. Ist nun f(c) = 0, aber f(z) nicht identisch gleich Null, so gibt es
auf Grund des vorangehenden Satzes eine positive ganze Zahl p, so daB

f®()=0 fir n=0,1, ..., p—1, aber f®(c)%0;
- 1
1) Wir setzen etwa f(z)=0 fir 2<0 und f(z)=e © fiir £> 0. Dann ist definitions-
gemiB f* (0) = 0 fiir » = 0. Wir nehmen nun an, da8 f* (0) = 0, und zeigen, daB dann
auch f*+1(0) = 0. Hierzu bemerken wir, da

fRR) — f90) _ B
h K

Offenbar ist zunichst fir 4 < 0 sicher { (b) = 0, so daB fiir diese h

tim L20) _ g
a0 h

Wir zeigen nun, daB dies auch fiir 5> 0 gilt. Hierzu beachten wir, daB f®(z) fiir
1
z>0die Forme = P, (%) besitzt, wobei P, ein ganzrationales Polynom ist. Setzen

wir nun 4 P, (u) = Q, (u), %-u, 80 finden wir, da8 fiar A<1, d.h. firu>1

L8 evo,w<ouw

ist. Hier geht nun aber auf Grund einer bek Eig haft der Exp tial
funktion (vgl. 8. 72) die rechte und damit auch die linke Seite mit A gegen Null,
Also ist
(W), — fim),
i SR =1@
A0 h

was fiir eine gegen Null strebende Folge aus von Null verschiedenen Zahlen auch A
durchliuft, d. h., f*+2(0) = 0.
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anderenfalls wire nimlich f(z) =0. Man bezeichnet die Zahl p als Viel-
fachheit der Nullstelle ¢ von f(z). Ist nun ¢ eine Nullstelle von f(z) der Viel-
fachheit p, so nimmt (85) die Form

o=ttt o] (om0

an, d. h., es ist

fle)=G=—clfil2), (88)

wobei f; (z) eine im Punkte ¢ regulire Funktion ist!), die im Punkte ¢ von Null
verschieden ist. Man sieht sofort, daB hiervon auch die Umkehrung gilt: Kann
man f(z) in einer gewissen Umgebung des Punktes ¢ in der Form (88) dar-
stellen, so besitzt f(z) im Punkte ¢ eine Nullstelle der Vielfachheit p.

Der Begriff der Vielfachheit einer Nullstelle ist fiir den Fall eines Polynoms
bereits aus der Schule bekannt; hier haben wir ihn sinngemi8 auf beliebi
analytische Funktionen iibertragen.

3. Eine nicht identisch hwindend lytische Funktion besitzt nur
13olierte Nullstellen, d. h., ist dze Funktion f(z) im Punkte ¢ regulir und ist sie
nicht identisch gleich Null so kann man einen Kreis |z—c|< 8 (8>0) an-
geben, in welchem aufer ¢ keine Nullstelle enthalten ist.

In der Tat: Es sei ¢ eine p-fache Nullstelle der Funktion f(z). Dann gilt (88).
Die Funktion f, (2) ist dabei im Punkte c stetig (weil sie dort regulir ist) und
von Null verschieden (weil f;(c) = a,, 3 0). Wir betrachten nun eine Zahl § >0
derart, daB fiir |z —¢| <& die Ungleichung |f,(z) —fi(c)| < e=|f1(c)] gilt.
Dann ist f,(z) =0 fiir alle z mit |z—c| <J,%) woraus alles Weitere zu er-
sehen ist.

4. Nehmen die im Gebiet (D) reguliren Funktionen f(z) und g(z) in allen
Punkien eines gewsssen Teslgebietes (D,) von (D) oder in allen Punkten einer
gewissen ganz in (D) liegenden Kurve (C) jeweils denselben Wert an, so stimmen
thre Werte in allen Punkten von (D) tiberein.

Wiire dies namlich nicht der Fall, so wiire

h(z)=f(z) —g(2)
eine in (D) regulire Funktion, die in allen Punkten von (D,) bzw. in allen
Punkten der Kurve (C) verschwindet, deren Nullstellen also nicht isoliert sind,
was auf Grund des vorangehenden Satzes unméglich ist.

Aus dem zuletzt genannten Satz folgt insbesondere, daB die oben vor-
genommenen Erweiterungen der Funktionen ef, cosz und sinz ins Komplexe
die einzig verniinftigen sind. Zum Beispiel haben wir (§ 3) die Funktion e* als
Summe der Reihe

fO=14 5+ Tt T (89)

)

1) Weil sie als Potenzreihe darstellbar ist.
2) Ist |b—a|<|a| und a %0, so ist b 0.
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definiert. Diese Summe ist nun 1. eine in der ganzen Ebene regulire Funktion
und stimmt 2. fiir reelle Werte der Veriinderlichen z = z + i y (d. h. fiir y=0)
mit der aus der Elementarmathematik geliufigen Funktion

z)=e" —o0 <z <+ 0

iberein (vgl. S. 452). f@ ¢ z. +o)
Aus Eigenschaft 4 folgt nun ohne weiteres, daB die Funltion f(z) die einzige
Funktion ist, welche die b Bedingungen 1 und 2 erfillt, und

zwar sogar in der schwﬁcher;naForm,
daB 1 nur in einem gewissen Gebiet (D)

/v-—\
gilt, welches einen gewissen Abschnitt L/ —— ?ﬂ z

der reellen Achse in seinem Innern ent-

hiilt, auf welchem die Funktion mit der Abb. 9
Funktion 7 iibereinstimmt (Abb. 9).
Wir wollen hier noch einige weitere Anwendungsbeispiele fiir Eigenschaft 4
bringen.
In der el t Trij ie wird die Beziehung
sin(a + b) =sina cos b+ cosasind (90)

zunachst fiir den Fall 6 >0, 5>0, 8 +b< % bewiesen und dann durch eine Reihe von
mehr oder weniger komplizierten Uberlegungen auf alle moglichen reellen Werte von a

und b ausgedehnt. Mit Hilfe von Eigenschaft 4 gelingt es uns jetat auf einen.Schlag,
die Beziehung sofort auf alle kompl Zahlen deh Es sei namlich zunichst b

eine beliebige reelle Zahl mit 0 < b <§. Wir betrachten dann die Funktion

f(2) =sin(z + b) — {sinz cos b + cos zsinb}. (91)

Sie ist, wie man sofort sieht, in der ganzen Ebene regulir und auf Grund von (90) im
Intervall 0 <z < % — b identisch gleich Null. Daraus folgt, daB die Beziehung (90) fiir
0<b< % und alle komplexen Werte a richtig ist. Da nun die Formel fiir {(2) in z und b
symmetrisch ist, ist also f(z) fiir beliebiges komplexes b und alle z, welche die Unglsichung
0<z <% erfiillen, gleich Null. Das hat dann aber zur Folge, daB f(z) fir beliebiges z

und b gleich Null ist, so daB die Beziehung (90) in der ganzen komplexen Ebene gilt.
Hier nooh ein weiteres Beispiel: '

Nehmen wir an, daB die Beziehung
1 1 1 1
a® gt —g? ¥
fisr alle positiven ganzzahligen p und ¢ bewiesen ist, so konnen wir sie sofort auf den
Fall beliebiger kompl Exy 2,, z, ausdeh erhalten also die Identitat

aglr=g"tn,

Hierzu geniigt es, zu beachten, daB alle Zahlen der Form % Nullstellen der in der ganzen

Ebene reguliren Funktion 1,1
je)=ara® —a' " T

sind und daB die Menge aller dieser Zahlen die Zahl z = 0 als Haufungspunkt besitzt.
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Die Eigenschaft 4 liegt auch der sogenannten analytischen Fortsetzung
einer Funktion zugrunde.

Wir setzen dabei voraus, daB uns eine gewisse Funktion f(z) vorgegeben ist,
die in einem Gebiet (D) definiert und dort regulir ist. Wir setzen ferner voraus,
daB (D) nicht die ganze Ebene ist und daB uns ein Gebiet (D,) vorgegeben ist,
welches das Gebiet (D) umfaBt (Abb. 10). Es ergibt sich
dann das Problem, ob man eine Funktion f,(z) finden
kann, welche in (D;) regulir ist und welche in (D) mit
f(2) iibereinstimmt. Es zeigt sich, daB es eine derartige
Funktion nicht zu geben braucht. Wenn sie aber exi-
stiert, so ist sie auf Grund von Eigenschaft 4 eindeutig
bestimmt. Das hat zur Folge, daB man dann nicht
zwischen den Funktionen f(z) und f,(z) zu unterscheiden
braucht, d. h., man kann die Werte der Funktion f;(2)
in den Punkten von (D,), welche nicht zu (D) gehoren,
als Werte der Funktion f(z) in diesen Punkten auf-
fassen. LaBt man dies als ,,Prinzip der analytischen
Fortsetzung* in der Funktionentheorie zu, so kann man
unter Umstiénden auch von dem Wert einer Funk-
tion in solchen Punkten sprechen, die auBerhalb des urspriing-
lichen Definitionsbereichs der Funktion liegen. Andererseits ist es
aber in der Funktionentheorie auch iiblich, eine Funktion nur in den Punkten
als definiert anzusehen, in welchen die Funktion regulir ist (vgl. § 14).

Man nimmt also in der Funktionentheorie an, daB eine Funktion auBer in dem
Gebiet, in dem sie unmittelbar gegeben ist, auch iberall dort definiert ist,
wohin man sie analytisch fortsetzen kann. Die Gesamtheit aller dieser
Punkte macht erst das volle Ewistenzgebiet der analytischen Funktion aus.

Dem Prinzip der analytischen Fortsetzung
widerspricht es in keiner Weise, daB eine ana-
lytische Funktion ,,Verzweigungen‘‘ und damit
Mehrdeutigkeiten besitzt. Es kann namlich z. B.
vorkommen, daB8 man eine Funktion aus
dem doppelt schraffierten Gebiet (D) = abcda
(Abb. 11) in das senkrecht schraffierte Gebiet
(Dy)=aefghibeda und ebenso in das waage-
recht schraffierte Gebiet (D,) =abcjhkfdaana-
lytisch fortsetzen kann, wobei die Funktions-
werte in dem Gebiet fghkf bei beiden Uber-

Abb. 10

fiihrungen durchaus nicht {ibereinzustimmen Abb. 11
brauchen.

Die folgenden Beispiele sollen noch deutlich den k U hied zwischen der
Natur der Funktionen einmal vom Standpunkt der Theorie der Funktionen einer reellen
Verénderlichen (TRF) und and its vom Standpunkt der Funkti theorie (FT)

aus hervorheben.

Beispiel 1. Betrachtet man die Funktion y = 2* im Intervall —1<z=<+1 vom
Standpunkt der TRF aus, so ist sie in diesem Intervall und sonst nirgends definjert.
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Retrachtet q

208 t der FT aus, so kann man sie nicht nur
auf die ganze reelle Achse, sondern sogar in die ganze komplexe Ebene hinein fortsetzen,
und zwar ist diese Fortsetzung auf eine und nur ei.ne Weise moglich.

Beispiel 2. Betrachtet man die Funktion y = im Inmnll —1=2z=<+1 vom
Standpunkt der TRF aus, so gibt es hier nur eme n, die im ganzen Intervall
erklart ist. Vom Standpunkt der FT aus liefert die analytische Fortsetzung von der
rechten Halbgeraden in die ganze Ebene die Funktion w = 2, wihrend die Fortsetzung
von der linken Halbgeraden aus die Funktion w = — z ergibt. Hier kommt man also zu
zwei verschiedenen analytischen Funktionen, d. h. zu keiner Fortsetzung der gegebenen
Funktion.

Beispiel 3. Wir betrachten die Gleichung y* = . In der TRF gibt es zwei ver-
schiedene auf der Halbachse 0 < z < oo definierte Funktionen, welche dieser Gleichung
geniigen, ndmlich y =}z und y = —)z (die Wurzeln hier im arithmetischen Smno
verstanden). In der FT gibt es nur eine Funktion, welche dieser Gleichung geniigt, die

man sie d vom S

Funktion w =}z (d.le ‘Waurzel ist hier im algebraischen Sinne zu hen), die fiir jedes
komplexe z 40 zwei Werte besitzt. Dle beiden Zwexge gehen in diesem Fall bei ana-
lytischer Fortsetzung um die ,,Sing “z2=01 iiber.

Beispiel 4. Entsprechendes gilt fiir die Funktion y = YT —2%, welche Losung der
Gleichung #° + y*= 1 ist (vgl. S.7 und S.203). Vom Standpunkt der FT aus erhalten
wir auch hier nur die eine Funktion w© =}I —2¢ (die szel ist im algebraischen
Sinne zu verstehen), welche fiir jeden von +1 und —1 hi Ar t z
zwei Werte besitzt. Hier geht ein Zweig in den anderen bei Umlauf um einen der Punkte
+1 oder —1 iiber.

§ 16. Die geometrische Bedeutung der analytischen Funktionen

Es sei w = f(z) eine in einem gewissen Gebiet (D) der z-Ebene definierte
Funktion. Dann wird (vgl. § 1) vermoge der Abbildung f(z) jedem Punkt z
aus dem Gebiet (D) ein gewisser Punkt der w-Ebene zugeordnet. Man kann
also kurz sagen, daB die Funktion w = f(2) eine geometrische Abbildung des
Gebietes (D) der z-Ebene in die w-Ebene erzeugt.

Uns interessiert nun zunichst die Frage, welche geometrische Eigenschaft
der Regularitit der Funktion f(z) entspricht.

Die Regularitit der Funktion f(z) ist dafiir charakteristisch, daB die Funk-
tion f(z) in allen Punkten des Gebietes (D) differenzierbar ist. Wir brauchen
also nur zu untersuchen, was diese letzte Eigenschaft geometrisch bedeutet.
Dazu wollen wir zuniichst feststellen, welche geometrische Bedeutung a) der
Betrag |f'(z) | und b) das Argument arg f’(z) der Ableitung besitzen. Zu diesem
Zweck setzen wir wie iiblich

Az=h, Adw=Af(z)=f(z+h)—f(z)
und auBerdem
Az = ge'”,
so daB also
|4z|=p, argdz=g¢
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GemiB der Definition der Ableitung existiert der Grenzwert

. dw
w'=lm 75

ist endlich und hingt nicht davon ab, auf welche Weise 4z gegen Null strebt.
Dann existieren insbesondere die Grenzwerte
14w]

a) |w'|=lim [dz|

und b) argw’=lim{argdw—arg 4z},

sind endlich und vom Winkel ¢ unabhingig.!)
Es bedeutet also keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir beim
Differentiationsproze8 den Punkt z + % geradlinig gegen den Punkt z streben

y v +dn

argAz N/
argar

Abb. 12

lassen, d. h. also so, daB das Argument ¢ des Zuwachses Az konstant bleibt,
withrend sein Betrag o gegen Null strebt.

Ist nun «’ von Null verschieden, so ist (jedenfalls fiir hinreichend kleines
Az) auch dw von Null verschieden, und der Quotient %'% liefert das
Verhiiltnis zwischen dem Abstand der Punkte w+ Aw und w einerseits und
dem der Punkte z -+ Az und z andererseits (Abb. 12). Wir wollen daher den
Grenzwert |w'| als Mapstab der betrachteten Abbildung im Punkte z be-
zeichnen. Entsprechend zeigt die Differenz arg4w — arg4z an, um welchen
‘Winkel man den Vektor vom Punkte z zum Punkte z + Az drehen muB, um
in die Richtung des Vektors vom Punkte w zum Punkte w + Aw zu gelangen.
Wir wollen daher den Grenzwert argw’ die Drehung der betrachteten Abbildung
im Punkte z nennen.

Wir konnen damit feststellen, daB bei einer im Gebiet (D) reguldren Funktion
w = f(2) fir die von ihr erzeugte Abbildung der Mafstab und die Drehung in
keinem Punkte des Gebietes (D) davon abhingen, aus welcher Richtung sich der
Punkt z + Az dem Punkt z ndihert. :

1) Vgl Seite 477 ff.
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Wir wollen uns nun vorstellen, daB sich unabhiingig voneinander zwei
Punkte z, =z + 42, und 2, =12+ Az, aus verschiedenen Richtungen dem
Punkte z néhern. Wir denken uns ferner in der w-Ebene die entsprechenden
Punkte w, = w+ 4w, und wy = w 4 Aw, markiert (Abb. 13). Die Punkte w,
und w, nihern sich dann bei Anniherung von z, und z; gegen z beide dem
Punkt w, allerdings im allgemeinen nicht geradlinig, sondern auf gewissen
Kurven, welche im Punkte w gewisse Tangenten wT, und wT, besitzen. Wir
betrachten nun die Dreiecke 22,2, und ww,w,. Wegen der Unabhingigkeit
des MaBstabes von der Richtung der Anniherung stimmen die Seitenverhilt-

9 UR

]

2

(44

[] x 0) u

o ®

Abb. 13

nisse ww, : 22, und wwy : 2z, im Limes iberein, d. h., die Seitenlingen sind im
Limes proportional. Dann sind aber, wie man sagen konnte, die Dreiecke
22,2, und ww,w, ,im Limes ghnlich“. Die von einer reguliren Funktion
w = f(z) erzeugte Abbildung ist also ,,in der unmittelbaren Umgebung* jedes
Punktes z aus (D) (,,im Infinitesimalen*) eine Ahplichkeit-stmnsform&tion.
Diese bemerkenswerte Eigenschaft der von reguliren Funktionen erzeugten
Abbildungen bezeichnet man als Konformitdt.

Man kann nun zeigen, daB auch umgekehrt jede konforme Abbildung eines
gewissen Gebietes (D) der 2-Ebene von einer gewissen Funktion w — J(z) erzeugt
wird, die in diesem Gebiet regulir ist.})

Folglich kann man die analytischen Funktionen auch charakterisieren als
diejenigen Funktionen, deren zugehérige Abbildungen konform sind (vgl.
§14).

) Unter der itzlichen Vi g, daB die Abbildung die Orientierung erhalt,
d. h., daB der Umlaufssinn des Bildes einer geschlossenen Kurve stets gleich dem der
gegebenen Kurve ist.
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§ 17. Beispiele fiir konforme Abbildungen

Beispiel 1. w=12+4c.
Diese Abbildung bedeutet geometrisch die Parallelverschiebung um den

Vektor O¢. Setzt man némlich ¢ = a + b und spaltet man die gegebene Glei-
chung in Real- und Imaginirteil auf, so findet man

u=z+a,
[ v=y+ b,
und das sind die aus der analytischen Geometrie bekannten Formeln fiir die
Parallelverschiebung.
Beispiel 2. w=mz mit |m| =1, m =e"®. Diese Abbildung bedeutet

geometrisch die Drehung um O mit dem Winkel ». Spaltet man namlich die
Gleichung

w=e'"z
in Real- und Imaginirteil auf, so findet man
w=2zcosw—ysinw,
v=zsinw + ycosw,
und das sind gerade die aus der analytischen Geometrie bekannten Formeln
fiir die Drehung um den Winkel w.
Beispiel 3. w=mz, wobei m eine positive reelle Zahl ist.
Diese Abbildung ist wegen

u=mz,

v=my
eine Dehnung in beiden Achsenrichtungen mit dem Dohnungafa.ktor m (d. h.
eine Streckung auf das m-fache, eine Ahnlichkeitstransfor ohne
Drehung).

Beispiel 4. w = mz, wobei m eine beliebige von Null verschiedene kom-

plexe Zahl ist. -

Setzen wir — pete w>0),

so konnen wir die zu untersuchende Abbildung als H.mtemmsndemusfu.hmng
der beiden Abbildungen —ut
,

t=e""z

ansehen. Hieraus folgt, daB diese Abbildung Hintereinanderausfithrung der

Drehung um den Winkel @ und der Dehnung auf das u-fache ist. Man bezeich-

net eine solche Abbildung haufig als eine ,,loxodrome* Abbildung (Ahnlich-
t tion mit Drehung).
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Beispiel 5. w=mz+ n mit |m| =1, m = &
Diese Abbildung kann man in die beiden Abbildungen

w=t+mn,
t=e'"z
fspalten, sie ist also Hintereinand fithrung der Drehung um den Winkelw

und der Parallelverschiebung um den Vektor on.
Beispiel 8. w=mz+ n mit m % 0.
Mit m = ue' kénnen wir diese Abbildung in die drei Abbildungen

w=t+mn,
ty= pty,
t=e'z

aufspalten, d. h., sie ist Hintereinanderausfithrung einer Drehung, einer Deh-
nung und einer Parallelverschiebung, also eine Ahnlichkeitst £ tion
(allgemeiner Fall).

Beispiel 7. w =%.
Eine Aufspaltung in Real- und Imaginarteil ergibt

z
=,

+

__"Y
V=g
Hieraus und aus den auf Seite 248 erhaltenen Formeln folgt, daB die be-
trachtete Abbild Hintereinand filhrung der Spiegel am Kreis

PIEE -3

|z| =1 und der Spi:ge]ung an der z-Achse ist.
Setzen wir z =re'’, w = Re'?, so lauten die entsprechenden Formeln

o
=—6,
woraus die genannte geometrische Bedeutung noch deutlicher zu ersehen ist.
Beispiel 8. w=2° (x> 0). Setzen wir hier z = re?, w = Re'?, so finden
W R=r%,
l @=af.

Diese Abbildung fiihrt offenbar jeden Kreis um den Ursprung der z-Ebene
in einen Kreis um den Ursprung der w-Ebene iiber, wobei die Anderung des
Radius durch die erste Gleichung beschrieben wird. Die zweite Gleichung
besagt entsprechend, daB jede Gerade durch den Ursprung der z-Ebene in
eine Gerade durch den Ursprung der w-Ebene ibergefithrt wird, und zwar
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vergroBert sich dabei der Winkel zwischen der Geraden und der positiven
Richtung der z-Achse jeweils auf das a-fache. In Abb. 14 sind ein Teil des
Polarnetzes in der z-Ebene und sein Bild in der w-Ebene dargestellt (fiir « = 2).

Beispiel 9. w=Lnz.

Setzen wir z = re'®, w=u+ ¢v (d.h. fiilhren wir in der z-Ebene Polar-
koordinaten und in der w-Ebene kartesische Koordinaten ein), so erhalten
wir (vgl. §6)

u=Inr,
v=0+42kmn,

wobei k eine beliebige ganze Zahl ist. Das Auftreten der Konstanten k zeugt
davon, daB die Abbildung der 2-Ebene auf die w-Ebene unendlich vieldeutig

K7

@

Abb. 14

H 1

ist. Setzen wir beispi k = 0, so erhalten wir eine Abbildung der ganzen
z-Ebene mit Ausnahme des Punktes z =0, d. h. des Gebietes

0<r<o, 0<0<2mx,
auf den Streifen der w-Ebene, der durch die Ungleichungen
—o<u<+too, 05v<2n

beschrieben wird. Dabei gehen offenbar die Kreise r =7, in die Geraden
% = ln7, und die Geraden 6 = 6, in die Geraden » = §, iiber. Setzt man k=1,
so erhilt man eine entsprechende Abbildung desselben Gebietes der z-Ebene
auf den Streifen

—o<u<+oo, 2nsv<idn

der w-Ebene. (Analog fiir beliebiges %.)
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Man sieht unmittelbar, daB insg t jeder Punkt 2z = z,(¥ 0) der z-Ebene
in eine beiderseits unendliche ,,arithmetische Punktreihe‘* mit der ,,Differenz*
271 abgebildet wird.

In Abb. 15 sind ein Teil des Polarnetzes der z-Ebene und sein Bild in der
w-Ebene (in Form eines rechtwinkligen Netzes) dargestellt.

Beispiel 10. w =sinz.
Hier empfiehlt es sich, in der z-Ebene kartesische Koordinaten und in der
w-Ebene Polarkoordinaten einzufiihren:

z=z+iy, w=Re",
so dafB also
Re'?=sin(z +iy),

b - Y

/N
T, 7
/Y
WRYN

NN

®

17 u

Abb. 15

d.h. (vgl §5)
Re*?*=sinz Cofy + i cosz Siny.
Hieraus folgt

{R = V(sinz Cofy)? + (cosz Siny)?,
_ cosz Giny

¢ = Arctg sinz Cojy ’

das heiBt

gy
tgz *

@ = Arctg

[R = YCoPy — costz,

Auf Grund dieser letzten Beziehung kénnen wir nun den Betrag und das Ar-
gument von w = sinz unmittelbar aus Real- und Imaginiirteil von z berechnen.
Lésen wir diese Gleichungen nach y auf, so finden wir den geometrischen Ort
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530 El Funkti einer komp
aller Punkte der z-Ebene, fiir welche a) |sinz| einen gegebenen Wert R (4 0)
oder b) argsinz einen gegebenen Wert ¢ (3 0) besitzt:

8) y=+In(VR*+ cos?z 4 VR*—sintz),
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Abb. 16
Fir R=1 nimmt Gleichung a) beispielsweise die Form
y=+In(cosz+ V1 + cos?z)

an; fiir ¢=% erhélt man aus b)

y=%lnctg (%—a:)
usw.
In Abb. 186 ist ein krummliniges Netz in der z-Ebene dargestellt, welches die
Kurven a) und b) enthilt, die bei der betrachteten Abbildung in die w-Ebene
auf die Kreise mit dem angegebenen Radius R um den Ursprung bzw. in die
Geraden durch den Ursprung mit den angegebenen Winkeln ¢ gegen die
positive reelle Achse iibergefithrt werden.
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