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VYorwort

Zahlen iiben auf die meisten Menschen eine starke Anzie-
hungskraft aus. Viele begabte Zeitgenossen befaBten sich
mit den Zahlen und ihren Verhiltnissen zueinander. Denken
wir nur an Pythagoras, denken wir an die Gelehrten, die mit
unendlicher Geduld die Zahlenwerte fiir z berechneten, den-
ken wir an die Erfinder magischer Quadrate. Die Beispiele
lassen sich beliebig vermehren.

Vergessen wir in diesem Zusammenhang aber auch die Ge-
dichtnis- und Rechenkiinstler nicht, einerlei ob sie im engsten
Familienkreis oder im Varieté ihre Leistungen zeigen.

Es gab aber bisher eine schwer zu iiberschreitende Grenze
fiir die Beschiftigung mit Zahlen, das ist das Rechnen selbst.
Solange die Rechenarbeit im Kopf oder mit Bleistift und
Papier durchgefithrt werden mu8, neigen die meisten Men-
schen zur Ablehnung.

Durch die Entwicklung der Taschenrechner ist hier ein
grundsitzlicher Wandel eingetreten. Rechnen ist keine
Arbeit, sondern ein SpaB, ein Vergniigen.

Mit dem Taschenrechner erhalt man eine Anleitung geliefert.
Falls es sich um einen komplizierteren Rechner handelt,
erhilt der Kaufer sogar eine Anzahl Programme. Letzten
Endes sind das aber immer Zusammenstellungen iiber die
funktionellen Eigenschaften des Rechners. Jedoch lassen
sich mit dem Taschenrechner vielseitige mathematische
Probleme l6sen. Der Sinn des Taschenrechners ist iiberhaupt,
langweilige’ Arbeit abzunehmen, damit sich der Mensch
in der dadurch gewonnenen Zeit schon wieder anderen Pro-
blemen zuwenden kann.

Das Buch soll an Beispielen zeigen, was ein Rechner alles
kann, wozu er zu gebrauchen ist und wozu er niitzt. Dabei
lassen wir offen, ob es sich um einen Taschenrechner handelt,
der ,nur” die vier Grundrechenarten beherrscht, oder
um einen, der bereits wie eine EDV-Anlage programmierbar
ist.

Wenn wir im Buch auf das exakte mathematische Beiwerk
verzichten, so geschieht es einmal aus dem Grunde, da8 sich
auch gut mit Zahlen umgehen 1ifit, ohne jedesmal auf die



Yorwort

Mengenlehre zuriickzugreifen, und zum anderen aus der
Tatsache, dal die elektronische Schaltung unseres Taschen-
rechners auch nur 1 und 0 ,,versteht*.

SchlieBlich méchtem wir noch den beiden Gutachtern,
Herrn Prof. Dr.-Ing. habil. Fritz Koch, Kéthen, und Herrn
Diplomphysiker Norbert Denkmann, Leipzig, danken. Beide
Wissenschaftler sind passionierte Nutzer eines Taschenrech-
ners und haben keine Miihe gescheut, Wort fiir Wort und
Zahl fiir Zahl des Manuskriptes kritisch zu priifen.

Die Verfasser
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Bitte unbedingt lesen

1. Trotz aller Mithe der Autoren und des Verlages schleichen
sich in ein Buch dieser Art Rechenfehler, logische Fehler,
Ablesefehler und Druckfehler ein.

Falls Ihre Nachrechnungen andere Resultate ergeben, als wir
sie hier angeben, so priifen Sie das Ergebnis noch einmal.
Bleibt Thr Rechner bei seinem abweichenden Ergebnis, dann
schreiben Sie uns bitte eine freundliche Postkarte.

2. Dies ist ein Buch, das dem Rechnerbesitzer Spali machen
soll. Wer will, kann — braucht aber nicht —etwas daraus
lernen. Sie kénnen bei jedem Abschnitt beginnen. Sie kénnen
es auch von riickwirts abschnittsweise lesen. Jedoch raten
wir ab, es von vorn oder gar ,,systematisch* durcharbeiten
zu wollen. Dafiir ist es nicht gedacht.

3. Mit Absicht folgen die Abschnitte nicht nach ihrem Schwie-
rigkeitsgrad. Auch auf eine Ordnung nach mathematischen
Gesichtspunkten wurde verzichtet. Wir wollen nicht Mathe-
matik lehren, dafiir gibt es ausgezeichnete Biicher, sondern
Freude am Rechnen wecken.

4. Da jeder Abschnitt fiir sich verstindlich sein soll, sind
einige Wiederholungen in den ,,Hinweisen‘* (mit Balken ge-
kennzeichnete Stellen) beabsichtigt.

5. Die Verfasser benutzten mehrere Taschenrechner ver-
schiedener Ausstattung. Diese Rechner (und auch die, die
wir uns bei Freunden ansahen) waren in der Tastatur und
in der Gebrauchsanweisung unterschiedlich.

Wir haben daher auch in unserem Text keire einheitlichen
Formelzeichen, Symbole und Rechenablaufe benutzt, son-
dern immer die, die uns fiir den jeweiligen Abschnitt am
giinstigsten erschienen.



10

Ein Vergleich von Herz und Motor

Jeder Kraftfahrer wird zugeben, dall ein Motor, der
120000 km ohne grolere Reparaturen zuriicklegte, sich be-
wahrt hat. Es wird nach dieser Laufstrecke, die immerhin
dreimal um den Erdball reicht, Zeit, die Maschine auszu-
wechseln.

Nehmen wir an, der Kraftwagen gehorte einem vorsichtigen
Fahrer, der auch im Stadtverkehr fuhr und immer alle Ge-
schwindigkeitsbegrenzungen beachtete. Dann diirfte seine
Durchschnittsgeschwindigkeit bei etwa 60 km/h liegen.

Die Laufzeit des Motors betrigt dann

120000 : 60 = 2000

Stunden. Das ist weniger als die Arbeitszeit eines Werk-
titigen in einem Jahr.

Bei einem Fahrer, der schnelle Fahrten auf der Autobahn
durchfiihrte, sinkt die Laufzeit des Motors weiter ab.

Wir bleiben bei diesem Beispiel, besonders bei den 2000 Stun-
den. Nachdem wir uns iiber diese iiberraschend kleine Zahl
beruhigt haben, rechnen wir weiter. Uns interessiert, wie-
viel Umdrehungen die Kurbelwelle machte.

Die giinstigste Drehzahl wird in den Fahrzeugbeschreibun-
gen mit etwa 4000 Umdrehungen je Minute angegeben.
Sie kénnen natiirlich auch in den Unterlagen Thres Wagens
nachsehen und die Zahlen daraus entnehmen.

Die Motorwelle machte also wahrend ihrer Laufzeit

2000 - 60 - 4000 = 480000000

Umdrehungen. Das ist schon eine beachtliche Zahl!

Nun vergleichen wir den Motor einmal mit unserem ,,mensch-
lichen Motor‘‘, unserem Herz.

Wenn wir ab 60 oder 65 Jahren Veteranen sind, so schlug
unser Herz ununterbrochen durchschnittlich 80 mal in der
Minute. Bei Kindern ist der Puls schneller, bei dlteren Leuten
langsamer. Jedenfalls arbeitet das Herz jihrlich

24+ 365 = 8760



Ein Vergleich von Herz und Motor

Stunden. Das ist schon dreimal so lange wie ein Motor bis
zur Generalreparatur. In einem Jahr schligt es

8760 - 80 - 60 = 42048000 mal,
in 65 Jahren
42048000 - 65 = 2733120000 mal.

Das Ergebnis ist erstaunlich.

Das Herz arbeitet zwar langsamer als die Kurbelwelle eines
Motors, aber in 11 Jahren pumpt cs etwa so oft, wie die Welle
sich im Laufe ihrer Tatigkeit dreht. Das sind insgesamt

2733120000 : 480000000 ~ 6

mal so viele Arbeitstakte.
Die Lebensdauer des Herzens ist sogar

65 Jahre : 2000 Stunden = 65 - 365 - 24 : 2000 = 284,7

mal so groB wie die eines Fahrzeugmotors.

Nach Aussagen der Mediziner hat unser Herz eine Leistung
von 0,84 Watt.

Bei einem durchschnittlichen Verbrauch an Kraftstoff von
81/100 ki mit einem Heizwert von 33,5-10%J/1 betragt
die Antriebsenergie des Fahrzeugmotors

81

9 R
120000 km 100 m

.33,5- 108 ;—T —322-101J.

Mit einem Wirkungsgrad von 359%, und bei 2000 Betriebs-
stunden entspricht das einer Leistung von

3,22-101J.0,35
200036008 10003 W

d.h., der Fahrzeugmotor hat eine etwa 18600fache Leistung
gegeniiber unserem Herzen.

11
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Schneller als das Licht?

Die meisten Leser kennen die Geschichte des Wettlaufes
zwischen dem Igel (sowie dessen Frau) und dem Hasen.
Entgegen aller Theorie blieb der Igel Sieger. ,,Die Geschichte
muB wahr sein, sonst kénnte man sie nicht erzihlen”, so
lautet der Anfang. Die folgende Geschichte muBl auch wahr
sein, sonst wiirde sie nicht in diesem Buch stehen.

Im Jahr 2050 ziichtete ein Wissenschaftler eine neue Bak-
terienart. . Das Ziichtungsergebnis war 1/100 mm lang.
Alle 20 Minuten verdoppelte es seine Linge, also nach 20 Mi-
nuten auf 2/100 mm, nach 40 Minuten auf 4/100 mm und
nach einer Stunde immerhin auf 8/100 mm. Der Wissen-
schaftler war sghr stolz auf seine Ziichtung. Daher teilte er
sie durch Funk seinem Kollegen mit, der auf einer auBer-
planetarischen Station 21 Lichtstunden entfernt im All
arbeitete.

Auf wieviel Millimeter war das neue Bakterium gewachsen,
als der Funkspruch auf der Station ankam ? Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dafl der Start des Signals mit der
Entstehung des neuen Lebewesens zusammenfillt.

Zuerst machen wir uns Gedanken, wieviel Kilometer die
aufierplanetarische Station entfernt war. Das Funksignal
durcheilt den Raum mit der Geschwindigkeit

300000 km/s = 3 - 10° km/s
=3-10°m/s
=3-10! mm/s

21 Stunden bestehen aus
21-60-60 = 75600

Sekunden.
Daher betrigt die Entfernung zur Station

7,66-10%-3 - 10U = 2,27 - 1016

Millimeter, das sind 2,27 - 10 Kilometer.



Schneller als das Licht?

Man sieht, in 21 Stunden kommt ein Funksignal ganz schén
weit durch das Weltall.

Was ist in diesen 21 Stunden nun mit unserem Bakterium
geschehen ? Es hat sich jede Stunde dreimal auf das Doppelte
verlangert. Als es in den ersten 20 Minuten um 1/100 mm
wuchs, legte die elektromagnetische Welle 360 Millionen
Kilometer zuriick. Wenn das Funksigna,l empfangen wird,
hat das Bakterium sich 21-3 = 63 mal in der La,nge ver-
doppelt.

Fiir die geometrische Folge, die diesen Vorgang beschreibt,
setzen wir

Lpax = Lo - 283
(vgl. Abschnitt ,,Zins und Zinseszins‘‘)

Lpsx = 0,01 -2 mm
Lpax = 0,01-9,22-10'® mm
Lk = 9,22-10 mm = 9,22 - 10° km

Unser kleines Bakterium ist also enorm gewachsen. Wer
nicht an die Richtigkeit der Gleichung glaubt und daher das
Resultat anzweifelt, kann natiirlich ohne Schwierigkeiten die
Folge

0,01;2-0,01;2-(2-0,01); 2-[2-(2-0,01)]; ...

bis zu ihrem 64. Glied berechnen.

Bei Rechnern, die keine -Taste haben, kann
28 Jeicht berechnet werden, wenn beachtet wird,
daB 2% =28:2 ist und 2% = 2(>) gesetzt wird.
Nach Eingabe der ,,2° driicken wir also sechsmal
hintereinander die Quadrattaste und teilen an-
schlieBend noch durch 2.

Das eigentlich Verbliiffende ist, da8 die Linge des Bakteri-
ums (zumindestens auf dem Papier) nach 21 Stunden vier-
mal so groB ist wie die vom Funkstrahl zuriickgelegte
Strecke.

13
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Schneller als das Licht?

Noch verbliiffender ist, da dieser Effekt trotz des ,lang-
samen'‘ Wachstums erreicht wird.

Wenn im Jahre 2050 wirklich ein Bakterienstamm geziichtet
wiirde, dessen Individuen immer linger wiirden, und die von
der Relativititstheorie geforderte Hachstgeschwindigkeit
von 300000 km/s von ihm iiberschritten werden konnte und
das Bakterium sich bei dieser Geschwindigkeit nicht einfach
in Energie umwandelt und ... (es gibt sicher noch einige
weitere ,,Wenns‘‘), dann wire das ,,wachsende Ende* des
neuen Lebewesens schneller in der Raumstation als die
Nachricht iiber seine Schépfung.

Unser Computer hat uns hier eine Science-fiction-story vor-
gerechnet. Rechnerisch stimmt alles. Aber keine Rechnung
fihrt iiber ihre Vorbedingungen hinaus. Wir haben hier
physikalische Gesetze einfach ,,auBer Kraft“ gesetzt. Daher
wurde das Resultat unsinnig.

Doch auch dies unsinnige Ergebnis kann uns etwas lehren.
Lassen wir das Wachstum von Bakterien, von Ollachen,
von Schutt und Miill oder von Abgasen in geometrischen
Reihen ansteigen, so entzieht es sich jeder verstandesmaBi-
gen Einschitzung. Ein Teich, der — kaum bemerkbar -
zu 0,01 (1 9%,) mit Algen bedeckt ist, die wegen der Abwisser
sich taglich plétzlich verdoppeln, ist in » Tagen vollig ver-
schmutzt. In diesem Falle gilt

4=0014-2

Wenn ein Exponent gesucht wird, logarithmieren wir
lgd=1g001+1gd+n-1g2

Das heifit

1g0,01 2 2

7l=—_lg2 =lg—2=0—,301 =6,64zl

Nach wieviel Tagen wire er zur Halfte mit Algen bedeckt ?
054=0014-27

Daraus ergibt sich n = 5,67 =~ 6.

Nach sechs Tagen wire der Teich vielleicht noch zu retten.
Einen Tag spiter ist er endgiiltig biologisch ,,umgekippt‘‘.
So schnell geht das!



Wir rechnen fiir unser Auto

Die Geschwindigkeit unseres Kraftfahrzeuges zeigt der
Tachometer an. Irgendwelche Rechnerei ist hier nicht notig.
Anders sieht es mit der Durchschnittsgeschwindigkeit aus.
Wenn ich die 194 km von Halle nach Berlin in 2 Stunden
und 30 Minuten fahre, so betrigt die Durchschnittsgeschwin-
digkeit auf dieser Strecke

194 km km

Auf dem Riickweg von Berlin nach Halle komme ich in den
Feierabendverkehr und benétige 2 Stunden und 45 Minuten.
Jetzt betrigt die Durchschnittsgeschwindigkeit

194km km

Tﬂﬁ | 0,55 T

Die Durchschnittsgeschwindigkeit meiner Reise Halle — Ber-
lin — Halle betrigt aber nicht

1 km km km
= (77,60 o +170,55 T) =407

sondern

2.194km - km
sahtzish ~ o0
Die Durchschnittsgeschwindigkeit ist das Verhdltnis aus
der gesamten Fahrstrecke und der dafiir benotigten Fahrzeit.
Wenn nun auf einer solchen Fahrt der Keilriemen reiS3t,
s0 ist es mathematisch interessant zu berechnen, wie lang der
Ersatzriemen sein muf. (In Wirklichkeit haben wir natiir-
lich einen fertigen Riemen mit.)
Unser Bild zeigt die notwendigen Bestimmungsstiicke.
Es sind die Radien R und r der Scheiben und ihr Achs-
abstand a. Durch die GréBe der Scheiben bedingt, liegt der
Riemen ein gewisses Stiick auf der Scheibe auf. Der Radius B

15
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Wir rechnen firr unser Auto

und 7 an dieser Stelle bildet mit dem Abstand 2 den Winkel .
Auf die Ableitung der Gleichung verzichten wir. Die Riemen-
lange L betragt

L=2[fa*— (R—rP—a (R—1) +7 - R]

Bild 1. Aus diesen
Angaben laft sich die
Liange eines Keil-
riemens berechnen

Ohne Rechner steht man einer solchen Gleichung ziemlich
hilflos gegeniiber. Sie wird noch komplizierter, wenn wir «
bestimmen (wieder ohne Ableitung)

o = arccos R_;_r (im BogenmaB bzw. in Radiant)

Wir setzen den Wert fiir « ein
L=2[ja*=(R—1
— (R — r) arccos R—;_—' +m- R)]

Nun brauchen Sie nur noch die MaBe fiir R, r und a von
Ihrem Wagenmotor abzunehmen.

Die Nichtautobesitzer helfen sich mit einem angenommenen
Beispiel. Wir wihlen

R=2r

a=2R=4r



Wir rechnen fiir unser Auto

Dann vereinfacht sich die Gleichung.

L=2 [[/(4 Mt — (21— 7)?

2pr—
— (2r —r) arccos ;r r +7r-2r]

L=2 (]/'16 r2— r2 — r arccos ‘11— +27 r)

L=2 (]/'1571'_2 — rarccos 0,25 + 6,28 r)

Wer an seinem Rechner eine -Taste hat, muB} sie hier
bedienen, denn o muB im Bogenmafl angegeben werden.

arccos 0,25 = 1,32 rad.

Bei Rechnern, die nur mit Grad arbeiten, verwenden wir
den Umrechrungsfaktor

1°= 1?ﬂo‘° = 0,017453 rad
arccos 0,25 = 75,52 °
75,52-0,017453 = 1,32 rad
L=2387r—132r+6287)
L=1766r=8.83 R
Wir vereinfachten zuerst die Gleichung und rechneten dann.
Natiirlich hitten wir auch mit der Originalgleichung direkt

rechnen kénnen.

ausrechnen.

2 Gilde/Altrichter, Taschenrechner

17
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Auf den Spuren des jungen Gauf

Aus der Kinderzeit des Mathematikers Friedrich Gaufl wird
folgende Geschichte erzahlt:

,,Eines Tages wollte der Schullehrer in der Klasse, zu der
auch der kleine Gaup gehérte, einmal ein Weilchen seine
Ruhe haben und gab daher den Kindern die Aufgabe, die
Zahlen 1 bis 100 zusammenzuzihlen. Wahrend die ganze
Klasse fieberhaft zu rechnen begann, iiberlegte Gauf erst
einige Minuten, und dann schrieb er ziemlich rasch das
Ergebnis hin. Vorbei war es nun mit der Ruhe des Herrn
Lehrers.”” Wie war das geschehen ?

Der Junge hatte ziemlich rasch folgendes bemerkt:

Wenn man eine Anzahl von fortlaufenden Zahlen 1 bis n
addiert, so bilden die erste und letzte, zweite und vorletzte
n
2
chen. Bei ihm sah das sicher folgendermaBen aus

usw, immer gleiche Summen » + 1, und zwar - solcher Par-

1+2+3+4=10= 35 (4+1)
' L5_|

e

Das muBte auch fiir » = 100 gelten, also war diese Summe
129 (100 + 1) = 5050

Jetzt dndern wir die Aufgabe etwas u und fragen: Wie
groB ist die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 23 ?
Schnell addieren wir 1+ 3 + 5 usw.= 144. Gleichzeitig
zahlen wir mit, es sind 12 Zahlen.

Nun fragen wir nach der Summe der geraden Zahlen von
2 bis 24. Die Addition der 12 Zahlen ergibt 156.

12

5 (1+23)=144

152 (2 + 24) = 156



Auf den Spuren des jungen Gaug

Daraus leiten wir ab:
Die Summe s einer arithmetischen Reihe

a,+a,+ag+ -+ an,

d.h. einer Reihe, die aus n» Summanden besteht und fiir die
die Differenz aufeinanderfolgender Glieder konstant ist,
kann aus

o= 2yt o

berechnet werden, Dabei ist » die Anzahl der Glieder,
a, das erste und a, das letzte Glied.

Wie grof ist nun die Summe aller geraden Zahlen von 16
bis 50 ?

Hier miissen wir etwas iiberlegen.

Diese Reihe hat

50 14
Glieder. Deshalb erhalten wir
5= (16 + 50) = 594

Bemerkenswert ist, da§ die Formel fiir die Berechnung der
Summe ¢ einer arithmetischen Reihe auch dann noch Giil-
tigkeit hat, wenn die Reihe eine ungerade Anzahl von Glie-
dern aufweist.

SchlieBlich dndern wir die Originalaufgabe von Gauf noch
etwas ab. Wie groB ist die Summe aller Zahlen von 19 bis 200?
Diese Reihe besteht aus 200 — 18 = 182 Gliedern.

Die Summe ist

8= !'2_2‘ - (19 + 200) = 19929.

Bei diesen Aufgaben muB man also immer genau beachten,
was gefragt ist: die Summe aller Zahlen oder die Summe aller
geraden (ungeraden) Zahlen.

2@
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Die Schallplatte in Zahlen

Bei Benutzung unseres Taschenrechners ist die Berechnung
einer Schallplatte ein besonderer Leckerbissen. Die Rillen
auf der Platte bilden eine Spirale (wir sehen von den auf-
gezeichneten Schwingungen ab).

Spiralen zu berechnen ist ohne Hilfsmittel eine langweilige
und langwierige Angelegenheit.

Unsere Schallplatte trigt eine archimedische Spirale, d.h.,
der Abstand zwischen zwei Rillen ist iiberall gleich (noch-
mals: wir beachten hier nicht die aufgezeichneten Schwin-
gungen, die die Spirale zu einer spiralférmigen Zickzacklinie
machen). Bei einer Mikroplatte befinden sich etwa 9 Rillen
auf einem Millimeter Radius. Die Kerbgriinde der Rillen

(a;ls mathematische Linie gedacht) liegen also % = % mm

= 0,11 mm auseinander.

Die duflere Rille liege z.B. 140 mm und die innere Rille
70 mm vom Mittelpunkt entfernt. Natiirlich dndern sich
diese MaBe von Platte zu Platte etwas.

Erwihnt sei hier, daB z.B. Schneckenhduser und aufge-
sprungene Spiralfedern eine logarithmische Spirale bilden.
Bei ihnen nimmt der Abstand zwischen dén Windungen zu,
je weiter die Windung vom Ausgangspunkt entfernt liegt.
Eine solche Spirale wire natiirlich fiir Schallplatten denk-
bar ungeeignet. Wir kennen bisher von unserer Schallplatte
die folgenden GréBen:

r = 140 mm

Tmin = 70 mm

kP =0]l1lmm
Mit diesen Werten konnen wir noch nicht die Spirale be-
rechnen. Wir benétigen noch das MaB a, denn der Abstand
zwischen zwei Spiralwindungen ist

k=2m-a

a= i‘—=0,02mm
2



Die Schallplatte in Zahlen

Im Bild wihlten wir ¢ = 2 mm, weil wir sonst eine Darstel-
lung erhalten hitten, auf der die Windungen der Spirale
kaum auseinanderzuhalten gewesen wiren.

by

Bild 2. Die archime-
dische Spiraler=a- ¢
(in Polarkoordinaten)
fira=2mm

Rechnen wir schnell zur Kontrolle (ein Vorteil des Rechners)
die Spirale mit ¢ = 2 mm durch. '
In Polarkoordinaten ist

r=a-¢ -
Der Winkel ¢ ist im BogenméaB, also Radiant, gemessen.
‘Wenn unser Rechner keine -Taste hat, miissen wir um-
rechnen

o T
1°= 180 rad
1rad = 57° 17 45" = 57,2957795. .. °.

Rechnen wir r fiir 90° aus. Zuerst miissen wir 90° in rad
bestimmen

E

90"=l - 90 rad

[»]

0

rad

SIE
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Die Schallplatte in Zahlen

Damit wird
r=a'¢
2mm ~
r=—p = 3,14 mm

Priifen Sie im Bild nach. Die 80° werden von der positiven
z-Achse gegen den Uhrzeiger gemessen (eine Eigenheit der
Mathematiker). Auf der positiven y-Achse finden wir tat-
sichlich den Wert 3,14. Wer einen Rechner besitzt, in dem
die Polarkoordinaten unmittelbar in rechtwinklige Koordi-
naten umgerechnet werden kénnen, kann jeden Punkt der
Spirale in beiden Systemen angeben. Unter Verwendung der
folgenden Formeln kann man das natiirlich mit jedem
anderen Rechner auch, vorausgesetzt, er hat Tasten fiir die
Winkelfunktionen.

R V7= e 5= 7008 @

y

¢ = arctan - y=r-sin g

Nachdem wir nun ausprobiert haben, da sich archimedische
Spiralen sehr einfach durch Polarkoordinaten beschreiben
lassen, wenden wir uns wieder unserer Schallplatte zu.
Wir méchten gern wissen, wie lang die Rillenspur ist. Die
Lénge s der Spirale vom Zentrum bis zum Punkt ¢ ist

5= 5 (¢ T+ ¢*+ arsinh )

6? —e-®

- sinh g =— ®__ ist eine hyperbolische Funktion,

arsinh ¢ = sinh™! ¢ = In[¢ + Y1 + ¢?] ist die Umkehr-
funktion dazu.
Damit ergibt sich

s= 3 VTF @+ g + 1+ &7



Die Schallplatte in Zahlen

360 ° ist, in rad ausgedriickt, gleich

360 27

Z
180
Damit wird die Gleichung schon sympathischer:

s= %{(271 JI+ 47 + In[2m + V1 + 4

Wiirden wir jetzt s ausrechnen, so erhielten wir den sehr
kleinen Wert 0,425 mm. Das ist die Linge der ersten Win-
dung um den Mittelpunkt der Platte. Dort befindet sich
natiirlich keine Windung. Die Spirale beginnt ja erst 70 mm
vom Mittelpunkt entfernt. Daher miissen wir fiiv jede wei-
tere Windung 27t zum Winkel ¢ hinzufiigen.

Uberlegen wir: auf 1 mm sind 9 Windungen,
auf 76 mm sind 630 Windungen, aber diese

sind gar nicht eingepragt;
auf 140 mm sind 1260 Windungen.
Wir miissen also rechnen
§ = 31980 — Ses0
um die Lange der Windungen zu erhalten. Das ergibt den
Innenwert

So30 = 5 {630 -2 1+ 6308 472

+1n[630- 27 + VI + 6302-4{{2]}

__0,02mm
-2

= 156689,93 mm

- 15668993,43

und entsprechend den Aulenwert

81880 = %{1260-27: V1 + 12607 - 4t

+1n (1260 27 + ¥1 + 12602-471:2]}
— 626759,46 mm

23
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Die Schallplatte in Zahlen

Die Gesamtlinge aller Rillen betragt also
s = (626759,46 — 156689,93) mm = 470069,563 mm.

Das sind rund 470 m.

Um Thnen zu zeigen, daB8 man unter Umstinden mit einer
einfacheren Néherungsformel auch Werte erhalten kann,
die véllig zufriedenstellend sind, fiihren wir noch folgende
Rechnung durch.

Fiir groBe ¢ (diese Voraussetzung ist hier mit ¢ = 63027
bzw. ¢ = 1260 -2z durchaus erfiillt) gilt die vereinfachte
Formel fiir die Lange einer Spirale

Damit erhalten wir

Sg30 = 2 . (630 - 27v)2 = 156689,8 mm
und
S1200 = (&2“3 (1260 - 271)% = 626759,4 mm.

Das ergibt eine Gesamtlange von
626759,4 mm — 156689,8 mm = 470069,6 mm.

Das ist millimetergenau die gleiche Linge.

‘Wir vermuten, daB3 die Frage nach ein paar Zehntel- oder
Hundertstelmillimeter mehr oder weniger Rillenlinge Ihren
musikalischen Genufl beim Anhéren der Platte iiberhaupt
nicht beeintrichtigt.



Die Berechnung des Mount Everest

Zu einem Zeitpunkt, als der Mount Everest noch nicht be-’

stiegen war, kannte man doch schon seine genaue Lage und
Hohe. Er wurde vermessen von einer Geometergruppe unter
Leitung von einem Herrn Everest.

Natiirlich ist es Thnen im Prinzip bekannt, wie die Ver-
messer arbeiten. Sie messen eine Basislinge aus und be-
stimmen von den Endpunkten dieser Linie die Winkel zu
den zu vermessenden Kirchtiirmen und Straflenkreuzungen.
Winkel lassen sich mit den iiblichen Geraten genauer mes-
sen als Strecken, d.h., seit der Erfindung der Radartechnik
ist es umgekehrt, aber wir bleiben in diesem Beispiel bei den
Winkeln.

Die Arbeitsgruppe von Herrn Everest hatte also irgendwo
am FuBe des Himalaja eine Basisstrecke féstgelegt. Von
ihren Endpunkten aus visierten die Geometer die Spitze
eines (damals unbekannten) Berges an und maBen die Winkel.

Bild 3. Geographische
Ortung eines Punktes
von einer Standlinie 8
aus (von oben gesehen )

Es ist verstiandlich, daB sie durch « und 8 die geographische
Lage des Berges bestimmen konnten (obwohl die notwen-
dige Rechnerei weit iiber das aus der Schule bekannte Mafl
der Dreiecksberechnung hinausgeht).

25



26

Die Berechnung des Mount Everest

Bild 4. Der Berg-
gipfel wird anvisiert,
um seine Héke h
berechnen zu kinnen

S

UOberraschend war die Auswertung der Vertikalwinkel.
Die Hohe eines Berges gegeniiber der Basislinie betrigt

_8ina - sin #
sin (8 — a)

Nehmen wir an, die Basislinie s wire 1000 m lang (als Eng-
linder hatte Ewerest sicher ein Meilenmall genommen).
Sie soll (auch aus Griinden der Einfachheit) in Meereshéhe
liegen. Welche Winkel wurden gefunden?

Jetzt zeigt unser Rechner wieder einmal seine grofen Vor-
teile. Wir miissen die GréBen von o und § in diesem Fall
durch Ausprobieren finden, denn die wirklichen Messungen
sind uns ja unbekannt. Wir kennen nur das FErgebnis.
Der Berg besaB eine Hohe ven etwa 8800 m. Er wurde be-
nannt nach dem Mann, der ihn vermessen hat.

Bevor wir nun die Winkel abschatzen, iiberlegen wir:

1. Die Winkel werden klein gewesen sein, denn der Mount
Everest liegt ein ganzes Stiick im Himalaja drin, und wir
befinden uns am Fu8 der Berge.

2. Daher muB} auch die Differenz 8 — « sehr klein sein.

Nun kénnen Sie alle denkbaren Kombinationen auspro-
bieren. Wir entschieden uns fiir

sin 6° - sin 5,93°

S 0,07° = 8839,26 m

h=1000m

Vielleicht finden Sie andere Winkel ?
Wie weit lag die Basis vom Mount Everest entfernt?
Da wir die Hohe & = 8840 m und den Winkel « = 6 ° kennen,



Die Berechnung des Mount Everest

betrigt die Entfernung

_ & _8840;9
" tana  tan6°

E=84107m = 84,1 km

Das ist ein verniinftiger Wert.

Nun sind natiirlich nicht alle Vermessungsunternehmen
so aufregend, wie die von Herrn Ewverest. Auf den Feldern
und den Straflen sehen wir oft Gruppen, die mit dem Theodo-
liten und der MeBlatte umgehen.

Wenn der Vermesser durch das Fernrohr des Theodoliten
auf die MeBlatte schaut, so kann er zwischen zwei parallelen
Strichen im Fernrobr auf der Latte einen bestimmten Ab-
stand L bestimmen. Gleichzeitig mifit er einen Winkel «
zwischen der Visierlinie und der Waagerechten, falls das
Gelande ansteigt oder abfillt.

Mit diesen beiden Werten errechnet er

die horizontale Entfernung a = 100 - L - cos? «,
die Hohendifferenz h= 50-L-sin2ax.

Die Faktoren 100 und 50 ergeben sich aus der Geritekon-
stanten.

In der Ebene ist & = 0° und cos? a = 1, damit sind 100 L
direkt die Entfernung. Hingegen ist sin 0 ° = 0, und damit
h=0.

Fiir ganz genaue Messung ist (mit C als Geritekonstante)

L .
— O 2y — 2
a=L-C-cos?a o Sin*a.

Ohne Rechner muB es schrecklich gewesen sein, solche Auf-
gaben zu losen.
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Nachhilfe fiir Skatspieler

Das Skatspiel erfreut sich aus zwei Griinden allgemeiner
Beliebtheit. Erstens gehort eine Portion Gliick dazu, um
langere Zeit immer ,,gute’* Karten zu erhalten, und zweitens
gestatten die Spielregeln, durch Geschick die verschiedenen
Kartenkombinationen vorteilhaft auszunutzen. Zum Bei-
spiel kann ein Spieler ,,ganz schlechte’ Karten verwenden,
um mit einem ,,Nullouvert* zu gewinnen.

Passionierte Skatspieler behaupten, daB kein Spiel dem
anderen gleiche. Stimmt das?

Um diese Frage zu entscheiden, greifen wir auf die Kom-
binatorik zuriick. Nehmen wir an, das Spiel wiirde nur aus
drei Karten, Bube (B), Dame (D), Kénig (K), bestehen, so
wiren folgende Verteilungen maglich

BDK; BKD; DKB; DBK; KDB; KBD.

Von drei Elementen kdnn jedes zweimal an erster Stelle
stehen. Die beiden anderen stehen dann an zweiter oder an
dritter Stelle. Es sind 3 - 2 = 6 Permutationen moglich.

Bei 4 Karten gibe es

4:3:2=24
Permutationen.
Die Mathematiker kiirzen das Produkt 1:2:3- - - - - n durch

das Symbol 2! (n Fakultat) ab. Also
4!=4-3-2-1=24.

Bevor Sie jetzt 32! ausrechnen, miissen wir uns iiber eine
Besonderheit des Skatspiels einigen. Es sind ja drei Spieler
mit je 10 Karten beteiligt und — gleichsam als vierter
Spieler — der Stock oder Skat mit 2 Karten. Daher ist die
Zahl der moglichen Kombinationen

32!

Z=10!1031012!‘



Nachhilfe fir Skatspieler

Es ist

32! = 2,63 - 10%

10! = 3628800

21- (1013 = 9,56 - 1010
und daher

Z = 2,75- 1015,

Natiirlich interessiert sich ein echter Skatspieler auch dafiir,
ob es ihm vergénnt ist, alle diese Spiele jemals zu spielen.
Nehmen wir an, ein Spiel dauert einschlieBlich des Mischens
5 Minuten. Das sind 12 Spiele in der Stunde. Ein fanatischer
Spieler kann 16 Stunden téaglich spielen, das sind 192 Spiele
am Tag und 70080 Spiele im Jahr.

2,75 - 1013 :70080 = 3,92 - 10

Jahre miiBte Skat gespielt werden, um alle Spiele durch-
zuprobieren. Nun koénnte vielleicht eines Tages theoretisch
die gesamte Menschheit auf die Idee kommen, statt zu ar-
beiten, Dauerksat zu betreiben. Bei 5 Milliarden Menschen
waren das jahrlich

70080 - 5000000000 :3 = 1,168 - 104

Spiele, da bekanntlich zu einem Skatspiel immer 3 Personen
gehdoren. Fiir alle Spiele wiirde so eine Zeit von

2,75-10'5:1,168 - 10" = 23,54

Jahren benétigt.

Tatsichlich wire es méglich, alle nur denkbaren Spiele in
rund 23,5 Jahren mit Hilfe der gesamten Weltbevilkerung
durchzufiihren. (Es miiBten sich nur auBerplanetarische
Lebewesen bereit erkliren, uns wihrend dieser Zeit zu
ernihren.)
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Mittelwert und Streuung

Wenn in einer Klasse von 30 Schiilern beiderlei Geschlechts
die durchschnittliche Korpergroe 1,60 m und die durch-
schnittliche Kérpermasse 62,5 kg betragt, dann heift das
durchaus nicht, daB auch nur ein einziger der jungen Leute
diese Mafie hat. Ein Hersteller fiir Jugendmode, der diese
Angaben seinem Produktionsprogramm zugrunde legt und
einen groBen Teil seiner Produkte nach diesen Abmessungen
produziert, plant vllig daneben. Das zeigt schon die Gren-
zen der Aussagekraft solcher Gréfen, so wichtig sie auch in
manchen Zusammenhdngen sein mégen. AuBlerdem ist es ja
auch noch sehr wichtig, wie gro die Schwankungen um
einen solchen mittleren Wert sind.

Damit haben wir auch gleich die beiden wichtigsten Kenn-
groBen der mathematischen Statistik kennengelernt:

den arithmetischen Mittelwert M (in der Technik meist als
Durchschnitt bezeichnet) und die Standardabweichung s
als Mag fiir die Streuung.

Das arithmetische Mittel berechnet sich nach der Formel

M=’71+$2+"'+1n

n

Die MeBwerte sind x;, die Zahl der Objekte ist n.

Die Einfachheit dieser Formel erklart auch ihre Beliebtheit.
Die Standardabweichung s ist schon etwas aufwendiger in
der Berechnung

=Y

Es miissen also die Differenzen aller Mewerte zum Mittel-
wert gebildet und einzeln quadriert werden. Dann wird auf-
summiert, durch n» — 1 geteilt und daraus die Quadrat-
wurzel gezogen.

Wenn n sehr groB ist, mul man sehr viele Additionen aus-
fithren. In solchen Fillen geht man daher anders vor.



Mittelwert und Streuung

Zunéachst einmal die Liste mit den Kérperlingen der 30 Schii-
ler. '

1,43 1,48 1,62 1,65 1,69
1,44 1,50 1,63 1,67 1,69
1,46 1,52 1,64 1,67 1,70
1,46 1,53 1,64 1,68 1,70
1,47 1,55 1,64 1,68 1,70
1,47 1,55 1,65 1,68 1,71

Zur abgekiirzten Berechnung von M und s wird zunichst
eine sogenannte Klasseneinteilung vorgenommen, z.B. 1,40
bis 1,44, 1,45 bis 1,49 usw. Am bequemsten ist dazu eine
Strichliste. Die Klassenmitten z, betragen dann 1,42m,
1,47 m, 1,52 m usw.

Dann verteilen wir Klassennummern : Die Klasse, in der wir
den Mittelwert vermuten, bekommt eine Null (Ein Irrtum
wirkt sich nicht auf das Ergebnis aus!). Nach oben und unten
wird ganzzahlig weiternumeriert. Die folgende Tabelle zeigt
die Vorgehensweise.

Klasse Klassen- absolute Klassen- m * m? - by,

mitte  Héufig- nummer

keit

Tm hm m
140..--1,44 1,42 2 -3 — 6 18
145...149 1,47 5 —2 — 10 20
1,50.--1,54 1,52 3 —1 — 3 3
1,65--.1,69 1,57 2 0 0 0
1,60---1,64 1,62 5 +1 + 5 5
1,65---1,69 1,67 9 +2 + 18 36 -
1,70.-.1,74 1,72 4 +3 + 12 36
Summen n =30 A=4+16B=118
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Mittelwert und Streuung

Mit dem angenommenen Mittelwert Z (= 1,57 m) und der
Klassenbreite d (= 0,05 m) gilt

M=z+%A 157 m 4 20219

=1,60m

und

1 162,
=0,05m-‘/~—(118 30)=0.097m=~0,1m

Die genaueren Werte sind: M = 1,5967 und s = 0,0958.
Als Bezeichnung — besonders in den angelsichsischen Lan-
dern - wird statt der Standardabweichung s héufig die so-
genannte Varianz s? als MaB fiir die Streuung angegeben.
Wenn wir vom Mittelwert bzw. Durchschnitt reden, meinen
wir fast immer das oben erwihnte arithmetische Mittel.
Es gibt aber noch einige Falle, wo die Angabe einer anderen
Kenngrifle aufschluBreicher ist.

Wenn z.B. die MeBwerte nicht symmetrisch um einen mitt-
leren Wert schwanken, die Verteilung also schief ist, ver-
wendet man den sogenannten Median (Zentralwert, Halb-
wert). Er gibt denjenigen beobachteten Wert an, der die
Verteilung in zwei gleich groBe Halften aufteilt, so daB jeder
Teil 509, der untersuchten Objekte enthilt. Bei unseren
Schiilern wire das die KoérpergroBe zwischen dem 15. und
16. Schiiler, wenn wir sie der Gréfle nach geordnet haben.
Nach der Liste ist das 1,64 m.

Zwei weitere Mittelwerte sind das geometrische und das
harmonische Mittel.

Das erstere berechnet sich nach der Formel

'_MG=V;¢1.3;2...;;”,

wenn 7 MeBgr6Ben mit den (positiven) Werten z, bis s
vorliegen. Es wird vorwiegend verwendet, wenn Durch-
schnittsangaben iiber Wachstumsprozesse gemacht werden
sollen, die durch relative Angaben beschrieben werden,
z.B. Prozentzahlen.



Mittelwert und Streuung

Thr Gebalt sei innerhalb der letzten drei Jahre um 5, 8 und
8 Prozent (immer bezogen auf das Vorjahr) gewachsen.
Nach unserer Formel ergibt das eine durchschnittliche
Gehaltserh6hung von

3 3
/5-8.8=]320=6,849),.

SchlieBlich gibt es noch das harmonische Mittel

n
Mn=1 I i
e T S PO Wl

T2

, Zn

Es dient zur Durchschnittsbildung fiir Geschwindigkeiten,
Dichten und andere Gréfien, die durch Quotienten bestimmt
sind.

Dazu stellen wir Thnen folgende Aufgabe:

Sie fahren mit Threm Wagen mit einer Reisegeschwindigkeit
von 60 km/h und haben unterwegs einen Hiigel zu bewaltigen.
Sie fahren ihn mit 30 km/h hinauf. Wie schnell miissen Sie
wieder bergab fahren, um Ihre Durchschnittsgeschwindigkeit
beizubehalten? Wenn Sie jetzt an das arithmetische Mittel
denken und ,,90 km/h*‘ sagen, ist das falsch. Wenn Sie da-
gegen in die obenstehende Formel fiir Mu = 60, fir » = 2
und fiir x, = 30 einsetzen, ergibt sich fiir z, eine ,,unendlich
groBe’ Geschwindigkeit.

Das verstoBt aber gegen die StraBenverkehrsordnung.
Unsere Formel schlieBt den Fall, daB die Durchschnitts-
geschwindigkeit das Doppelte der einen Teilgeschwindigkeit
betrigt, grundsétzlich aus.

Wenn Sie nun wirklich mit 30 km/h bergauf fahren und mit
90 km/h bergab, dann ist

Mz= > km/h=45km/h

1

30 * 50

Das ist Ihre tatsachliche Durchschnittsgeschwindigkeit fiir
diese Berg- und Talfahrt.

8 G@llde/Altrichter, Taschenrechner
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Die Fibonacci-Zahlen

Der italienische Mathematiker Leonardo Fibonacci (1180
bis 1250) erfand eine merkwiirdig anmutende Zahlenfolge :
Das erste Glied ist eine Eins. Danach kommt noch eine Eins.
Jedes weitere Glied ist dann die Summe der beiden vorher-
gehenden. Diese Zahlen bilden die Folge:

1515 2(= 1+ 1); 3(= 2 + 1); 5(= 3+ 2); 8(= 5+ 3);

13(= 8 + 5); usw. So einfach das Bildungsgesetz dieser
sogenannten Fibonacci-Folge mit Worten zu beschreiben ist,
so kompliziert sieht die Formel fiir das allgemeine Glied aus.
Es gilt némlich fiir die n-te Zahl Fy,:

(B = (B RtY

F,=
I's

Das positive Vorzeichen zwischen den beiden Klammeraus-
driicken gilt fiir ungerade %, das negative fiir gerade n.

Das angezeigte Ergebnis miissen Sie auf eine ganze
Zah! runden. Abweichungen davon beruhen auf
Rundungsfehlern des Rechners, die vor allem
beim Wurzelziehen entstehen.

Im Abschnitt ,,Der Goldene Schnitt** werden wir Thnen zei-
gen, daB sich bei der Bestimmung des Zahlenwertes fiir das.
Verhaltnis zweier Strecken, die durch den Goldenen Schnitt
geteilt werden, eine quadratische Gleichung mit der Lsung

q= ! -|_-2V 5 ergibt.

Sie vermuten weiterhin, dafl da einige Querverbindungen
von den Fibonacci-Zahlen zur ,,mathematischen Asthetik‘
existieren. Sie haben richtig vermutet. Die Mathematiker
haben namlich folgendes herausgefunden:

Wenn man zwei aufeinanderfolgende Zahlen der Fibonacci-
Folge durcheinander dividiert, dann ergibt sich ein Nahe-
rungswert fiir das Verhéltnis des Goldenen Schnittes. Diese



Um das liebe Pi

Naherung ist um so besser, jo héher die Ordnung dieser
beiden Glieder ist.
Sie konnen das selbst nachpriifen :

8§: 5=1,6
13: 8=1,625
21:13=1,61
34:21 = 1,62
usw.

Aber auch die Biologen haben etwas mit den Fibonacci-
Zahlen anfangen konnen. Sie stellten z.B. fest: Die Winkel
zwischen benachbarten Bliattern, die in Form einer Rosette
um einen Zweig herum angeordnet sind, sind konstant und
fiir jede Pflanzenart charakteristisch.

Am haufigsten kommen die folgenden Teile eines Vollwin-
kels von 360 ° vor:

3. 5
w

11,2 3 5 8
5' 8’ 13’ 21’ W

E; 3

Zibler und Nenner dieser Briiche gehdoren aber zur Folge
der Fibonacci-Zahlen.

Fiir die Ausbildung eines Bienenstockes und auch den Bau
eines Spinnennetzes gelten dhnliche Bedingungen.

Ums liebe Pi

Die alten Babylonier (einige tausend Jahre v.u.Z.) be-
gniigten sich damit, die wichtige geometrische Kenngrofe
Pi (Verhaltnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises)
durch die Zahl 3 anzunahern.

Das schien fiir die damaligen Bediirfnisse des Bauwesens und
der Landvermessung wohl auszureichen.
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Um das liebe Pi

Auf einem altagyptischen Papyrus ist fiirsz die schon wesent-
lich bessere Naherung von 3,1605 angegeben. Um 1600 be-
rechnete der hollindische Mathematiker Ludolf van Ceulen
den Zahlenwert von zz auf 35 Stellen nach dem Komma.
Im vorigen Jahrhundert hat dann der Englander William
Shanks einen nicht unbetrichtlichen Teil seines Lebens
dazu verwendet, die Zahl 7 auf iiber 700 Dezimalstellen zu
berechnen.

Naheliegenderweise hat sich in den folgenden Jahrzehnten

- niemand gefunden, der den gesamten Berechnungsgang ein-

mal iiberpriift hitte. Allerdings tauchte in zunehmendem
MaBe der Verdacht auf, dall mit dem Ergebnis etwas nicht
in Ordnung sei. Theoretisch mufiten ndmlich alle Ziffern
0 bis 9 mit der gleichen Haufigkeit vorkommen. Es zeigte
gich aber, daB die ,,7° statistisch zu selten auftrat.

Erst die moderne elektronische Rechentechnik bot die Mog-
lichkeit, mit einem vergleichsweise geringen Aufwand der
Zahl v noch einmal zu Leibe zu riicken. 1961 bendtigte ein
Computer weniger als 4 1/2 Stunden, um etwas iiber 100000
Dezimalstellen zu berechnen. Es wurde dazu eine Formel
von Gauf} verwendet:

1 1
7 =48 arctan 18 4 32 arctan 57

1
— 20 arctan 339’

wobei die Arkustangenswerte mit Hilfe der Reihenentwick-
lung

2 B 2
a,rctana:—a:—v§+€_? 4 —

ermittelt werden kénnen. Es zeigte sich, daBl der oben er-
wahnte William Shanks sich tatsichlich verrechnet hatte,
und zwar in der 528. Stelle. Auf Grund des verwendeten
Berechnungsverfahrens waren alle weiteren Stellen ebenfalls
falsch.

Es zeigte sich ferner, dafl die Theorie wieder im Einverneh-
men mit der Praxis stand: Alle Ziffern kommen nun an-
nihernd mit der gleichen Haiufigkeit vor, d.h. jede etwa
10000mal.



Um das liebe Pi

Es erhebt sich nun natiirlich die Frage, wieviel Stellen wir
fiir praktische Rechnungen iiberhaupt gebrauchen kénnen.
Falls Sie auf Threm Rechner keine Pi-Taste haben, wird
damit auch Thr Gedachtnisspeicher angesprochen.

Erwiahnt sei, daB der Bruch ::g—g

annihert, der kleiner als 3 - 10~7 ist.

Wenn Sie fiir Literatur ein besseres Geddchtnis haben als
fiir ,,nackte’* Zahlen, empfehlen wir Ihnen folgenden kleinen
Vers aus unserer Schulzeit:

die Zahl ;v mit einem Fehler

Wie, o dies =
macht ernstlich so vielen viele Miih.

Sie bemerken vielleicht schon, daB der poetische Gehalt des
Spruches nicht sehr groB ist. Dafiir enthélt er in verschliis-
selter Form die Zahlz auf 9 Stellen nach dem Komma.

Die Anzahl der Buchstaben in jedem Wort liefert namlich
in der gleichen Reihenfolge die gesuchte Ziffer, d.h.

3,141592653.

Wenn Sie iiber die neun Kommastellen verfiigen, heiBt das,
die Abweichung vom ,,wahren'* Wert sz muB kleiner als fiinf
Zehnmilliardstel sein, d.h. 47x < 5-1071°,

Priifen wir einmal, wie ein solcher Fehler in einer Eingangs-
groBe sich bei einer Berechnung auf die AusgangsgroBe aus-
wirkt.

Nehmen wir einen Kreis mit dem Radius von 1 Kilometer.
GroBere Abmessungen technischer Gebilde sind im allge-
meinen fiir Prazisionsbestimmungen uninteressant.

Der Umfang dieses Kreises betrigt U = 27 R =7 -2-10° m,
dann ist der maximale Fehler des Umfanges

AU=2-10m-Ar=2-10m-5-10710
= 107%m = 1 Mikrometer.
Mit der gegebenen Genauigkeit von 7v ist also der Umfang

unseres Kreises von exakt 2km Durchmesser bis auf
1/1000 mm genau bestimmt. Wer wollte das nachmessen?
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Was faBt ein FaB?

Im Jahre 1616 vertffentlichte der Astronom und Mathema-
tiker Johannes Kepler eine umfangreiche Abhandlung iiber
die Stereometrie von Fassern. Obwohl der Verdacht nahe-
liegt, daB so kurz vor Ausbruch des 30jéhrigen Krieges die
Konstruktion von Pulverfissern im Vordergrund gestanden
hat, weist der Originaltitel ,,Nova stereometria doliorum
vinariorum‘* eindeutig auf Weinfisser hin. Wir wollen uns
hier, dem Zuge der Zeit entsprechend, mit Bierfassern be-
fassen.

Als gute Naherung fiir das Volumen eines faBahnlichen Kor-
pers gilt die Formel

H
Vomg (Aot 44, + 4y),

worin H die Hoéhe, 4, die Grundfliche, 4, die mittlere
Querschnittsfliche und A4, die Deckfliche des Fasses be-
deutet (alles Innenmafe!). Wenn wir den iiblichen Fall an-
nehmen, daB Grund- und Deckflache gleich sind, d.h.

und alle Querschnittsflichen Kreisflichen sind, dann ergibt
sich nach einigen Umformungen

=5l oslie a3

Die lichte Hohe eines Fasses sei 60 cm, der mittlere Innen-
durchmesser §0 cm, die Innendurchmesser unten und oben
seien 40 cm.

Dann ist das Volumen unseres Fafchens

_mw-0,8
- 12

= 0,1037 m® ~ 104 Liter.

14 .0,16 - [1 + 2.1,25%] m®



Was faBt ein FaB?

Um ein paar Liter mehr oder weniger wollen wir dabei nicht
streiten, denn die oben verwendete Formel ist eine erste
Niherung.

Sie ist eine spezielle Anwendung der sogenannten Kepler-
schen Fafregel

z,+2h 3
/ f(x)dx~‘§(?!o+4?/1+?/2)

Z,

Der linken Seite dieser Gleichung sieht man allerdings die
Verwandtschaft mit unserem FaBproblem nicht mehr an.

Jetzt bedoutet & die Schrittweite (hier: & = ’;) .

Fiir diejenigen, die keine ,,héhere Mathematik‘* in der Schule
hatten, sei gesagt, daf das bestimmte Integral

s +2h
[ f(z)dz [lies: Integral von z, bis z,+ 2h
z,

iiber f (z) dz]

die Flache unter einer beliebigen Kurve y = f (z) darstellt,
und zwar zwischen x = zound z =z, + 2 h.

yA

y=f(x)

Bild 5. Die Flache unter

diesem Kurvenstick

1apt sich mit der Kepler-

achen Fapfregel berech-
o BB

xgt 2h

Dabei ist die Funktion y = f (z) durch ein Parabelstiick ange-
néahert, das durch die Funktionswerte y, = f (z,); ¥, = f (%,
+ k) und y, = f (z, + 2 k) gelegt wird. Durch 3 Punkte kann
immer eindeutig eine Parabel gelegt werden.
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Was faBt ein FaB ?

Nehmen wir an, wir wollen die Flache berechnen, die zwi-

schen der Kurve f () = |/2*+ 3 und der z-Achse liegt, und
zwar zwischen. = 0 und z = 4, das ist also die Losung des
Integrals

4 f———————
[ V22 +3dz.
0

Nach der Keplerschen FaBregel ist das

h
A“f‘(yo+4y1+y2)

Dabeiist2h = 4,d.h.k=2;y,=)/0+3=]3
n=Ve+3=y7
Y, =)16+3=1]19

Dann betragt

. A~2.(J3 +4)7 + 19) = 11,116 Flachen-
einheiten

Es sei hier verraten, daB die exakte Losung des Integrals bzw.
der gesuchten Fliche

A = 11,0788
ist.
Die Abweichung betrigt also 0,3 9.
Nun ist die Keplersche FaBregel nur ein Sonderfall eines all-
gemeinen Verfahrens, das der englische Mathematiker
Thomas Simpson (1710 bis 1761) entwickelt hat.
Der Grundgedanke der Simpsonschen Regel besteht darin,
daB beliebig viele Schrittfolgen nach der FaBregel hinter-
einandergeschaltet werden, um fiir ein bestimmtes Inter-
vall die Fliche unter einer gegebenen Kurve zu berechnen,
also eine numerische Integration durchzufiihren. Dabei
werden die Schrittlangen entsprechend kleiner und die Zahl
der Parabelstiickchen, durch die die gegebene Funktion er-



Was faBt ein FaB?

setzt wird, groBer. Das fiihrt zu der besseren Néaherungs-
formel

Zy+n-2h 3
/ f(x)dxmf(yo+4y1+2yz+4ys

+2y.+ - +4Yen-1+ Y2n)
Die innere Symmetrie des Klammerausdruckes bedarf keiner

naheren Erlauterung.
Als Anwendungsbeispiel nehmen wir wieder das Integral

4
[ V=* + 3dx,
0

das wir jetzt in 4 Abschnitte aufteilen, indem wir 5 Funktions-
werte verwenden. Dann ist # = 2 bzw. 2 = 1, und es folgt

1
Admg Yot dy+29:+4ys+ 9.

Mit yo=J0+3=13;9,= J1+3=2;y,= Ja+3=|7;

ys=9+3=]12 und y, = }/16 + 3= }19

ergibt sich

A~ (Y3 +8+2)7 + 412+ )19)
= 11,079--- =~ 11,08

Die Abweichung vom exakten Wert ist jetzt vollig vernach-
lassigbar.

Nachdem Sie nun in der Lage sind, mit Hilfe Thres Taschen-
rechners eine beliebig vorgegebene Funktion zahlenmafBig
mit beliebiger Genauigkeit zu integrieren, wollen wir noch
einmal zu unserem FaBproblem zuriickkehren.

Bisher ging es immer darum, Kurven bzw. Funktionen zu
integrieren, die formelmaBig gegeben waren. Dann kann man
natiirlich die bendtigten Funktionswerte an den Stellen
Zg, To+ h, Ty + 2h usw. jederzeit ausrechnen. In vielen
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Was faBt ein FaB?

praktisch interessierenden Fillen miissen aber die Abmes-
sungen an gegebenen Objekten ermittelt werden. So ist das
auch bei der Gestalt unseres Fasses.

Vielleicht haben Sie schon bemerkt, daB die zu Anfang dieses
Abschnittes vorgestellte Volumenformel dadurch aus der
Keplerschen FaBformel entsteht, dafl in der letzteren auf der

rechten Seite die Schrittweite » durch % ersetzt wird, wah-

rend die Funktionswerte f,, f; und f, durch die inneren
Querschnittsflichen 4,, 4,, 4, ersetzt werden. Naheliegen-
derweise 1aBt sich dann aus der Simpsonschen Regel eine
Volumenformel mit einer besseren Naherung gewinnen.
Fiir interessierte Leser sei hier eingefiigt, daB in den Kon-
struktionsbiiros unserer Werften die Volumina der Schiffe
mit Hilfe dieser Simpsonschen Formel berechnet werden.

Wenn wir uns mit einer Viertelteilung unseres Fasses be-

gniigen, dann ist b = % und damit

H

Vi~

oF4A, +24,+ 44,5+ A,

A, und 4, sind Grund- bzw. Deckfliche, 4, ist die Mittel-
flache, 4, und 44 liegen in 1/4 bzw. 3/4 der Hohe H.

Aus den Symmetrieeigenschaften von Bierfassern schlieen
wir wieder:

Das ergibt nach einigen Umformungen

H
Vo

(Dy2 +4 D2 + Dy2)

Nehmen wir an, wir haben D, zu 46 cm ermittelt.

Innendurchmesser
= AuBendurchmesser — 2 - Wanddicke



Wir losen Differentialgleichungen

Dann ist

7z -0,6m
Ve~ 24

- (0,42 +4 - 0,462 4 0,5%) m?
= 0,0986 m® = 98,6 Liter.

Das ist schon eine bessere Naherung, sowohl von der Ma,the’-
matik als auch vom Verbraucher her gesehen. Wohl be-
komm’s!

Wir lésen Differentialgleichungen

Nachdem wir Thnen im vorhergehenden Abschnitt gezeigt
haben, wie -Sie (ohne Kenntnis der sogenannten héheren
Mathematik) Flichen berechnen koénnen, die von krumm-
linigen Kurven begrenzt werden, sollen Sie jetzt erfahren,
wie Sie einfache Differentialgleichungen numerisch, d.h.
zahlenmiBig, l6sen kénnen.

Solche Differentialgleichungen spielen in allen Bereichen der
Naturwissenschaft und Technik eine groBe Rolle. Sie ent-
halten auBer der Variablen z und einer Funktion y = f (x)
auch noch die (im einfachsten Falle erste) Ableitung der
Funktion y nach z, d.h. die Funktion y’.

Der einfachste Typ einer Differentialgleichung der ersten
Ordnung sieht so aus:

.?/' =f(zs 2/)

Diese Gleichurtg zu 16sen bedeutet, eine Funktion y = g (x)
zu finden, die die gegebene Differentialgleichung erfiillt.
Prinzipiell ergeben sich unendlich viele Losungsfunktionen,
die sich lediglich durch eine Konstante unterscheiden.
Durch die Vorgibe eines Anfangswertepaares z, und y,
ergibt sich dann eine ganz bestimmte Losung.
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Wir 18sen Differentialgleichungen

Eine bewihrte Methode der praktischen Mathematik zur
numerischen Lésung solcher Differentialgleichungen ist das
Runge-Kutta-Verfahren. Es geht aus von einem vorgegebe-
nen Anfangswert z,, ¥, und berechnet schrittweise weitere
y-Werte, wenn die z-Werte jeweils um eine festgelegte
Schrittweite & erhoht werden.

Das ergibt zahlenmaBig die weiteren Wertepaare

Zo+ h;y (2o + h)
Zg+ 2h; y(zy+ 25) usw,,

aus denen sich die gesuchte Lisungsfunktion auch graphisch
in einem z,y-Koordinatensystem darstellen 1aBt.

Auf eine mathematische Ableitung der beim Runge-Kutta-
Verfahren verwendeten Formeln soll hier verzichtet werden.
Sie wiirde den Rahmen dieses Buches sprengen und einen
Nichtmathematiker vermutlich auch langweilen.

Sie haben die Gestalt:

k .
Yivr1=¥i+ g[f(xi; %) + f (2415 84 1)) mit

Siv1=%+h f(z;y)unda;=x,+i-h
fir:=0,1,2,...

Gegeben seien die Anfangswerte z, und y, sowie die Schritt-
weite k (und natiirlich auch die zu l6sende Differentialglei-
chung).

Es besteht kein Grund zur Beunruhigung. Sie werden an
dem folgenden Beispiel schnell erkennen, welche Rechen-
operationen sich hinter den obenstehenden Formeln ver-
bergen.

Wir wollen nun die ,lineare, homogene, gewohnliche Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung‘

y=1\=x-y
numerisch mit Hilfe unseres Taschenrechners und des
Runge-Kutta-Verfahrens 16sen.
Anfangswerte seien z,=1 und y,= 1. Wir wihlen den
Bereich z = 1 bis x = 2 mit einer Schrittweite & = 0,2.
Auf Grund der Gestalt unserer gegebenen Differential-

gleichung ist f (z;; 4) = ]/;, “Yi



Wir l6sen Differentialgleichungen

Der laufende Index ¢ beginnt mit ¢ = 0 und wird schritt-
weise (je Rechendurchlauf) um eins erhoht. Es sind dann

z,=1+02=12
z,=1+04=14

Ty= 1,6 usw.
Fiir ¢ = 0 ist
61=y0+h-]/:c_o'yo=1+02-]/T'1=1,2,

Y1=Y% + 5 V“’o ?/0+V371 N

0,2 rq/5 T o
=14 > []/1 -l+]/1,2-1,2]=1,231-
Fiir = 1 ist

dy=y 4+ b)Yz, y,=1231+02-)1,2-1,231

= 1,501,
Ya= 91+ 3 (V21 91+ V2 0]
= 1,231 ]
= 1,543.

Entsprechend ergeben sich

yy = 1,967
Y= 2,547
Ys = 3,346

In der folgenden Tabelle sind die niherungsweise nach dem
Runge-Kutta-Verfahren berechneten Werte y(ngner) und
die aus der exakten Losungsfunktion

2 (a82 1)
y=e® 45
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Das ,,Nimm*-Spiel

berechneten Werte %exaxty angegeben. Die letzte Zeile
enthalt die prozentualen Abweichungen von diesen exakten

Werten ( p = Yexr — Ynih ;e:/"”‘ ) )

x 1 12 14 16 18 20

Yoshey 1 1,231 1,643 1,967 2,547 3,346

Yeexskt) 1 1,233 1,549 1,979 2,568 3,384
P 0% 029% 049% 069% 089% 1,19%

Es ist deutlich zu erkennen, daB die Abweichungen mit fort-
schreitender Berechnung immer gré8er werden, aber das ist
eine prinzipielle Eigenschaft des verwendeten Verfahrens.

Eine kleinere Schrittweite 2 wiirde eine héhere Genauigkeit

ergeben, aber natiirlich auch einen gréferen Rechenauf-
wand.

Das ,,Nimm?-Spiel

Vielleicht sind Sie in einem geselligen Kreis schon einmal
aufgefordert worden, das folgende Spiel mitzumachen und
haben vermutlich dabei verloren, falls Sie die optimale
Strategie nicht beherrschten. Wir mochten Sie daher im
folgenden in die Geheimnisse dieses ,,Nimm®-Spiels ein-
weihen.

AuBlerdem wollen wir Thnen zeigen, wie Sie — ohne allzu viel
dabei nachzudenken — mit Hilfe einer einfachen Rechenvor-
schrift und eines Taschenrechners der untersten Leistungs-
klasse gewinnen konnen.

Auf dem Tisch befindet sich eine vorher festgelegte An-
zahl (N) von Streichhélzern. Zwei Parteien miissen ab-
wechselnd mindestens 1, hochstens eine ebenso festgelegte



Das ,,Nimm*-Spiel

Anzahl p dem Haufen entnehmen. Wer das letzte Holzchen
wegnimmt, hat verloren. N soll viel groBer als p sein.

Um die Gewinnstrategie herauszubekommen, miissen wir das
Spiel vom Ende her aufrollen. Dazu wahlen wir als praktische
Zahlen einmal N = 20 und p = 4. Es liegen also 20 Holz-
chen auf dem Tisch, und jede Partei muB abwechselnd
1 bis 4 Hélzchen entnehmen.

Damit Thr Gegner verliert, muB er zum SchluB 1 Streichholz
vorfinden. (Falls es z.B. 3 sind, nimmt er 2 weg, und Sie sind
am Zuge, miissen das letzte nehmen und haben damit ver-
loren.) Wieviel Holzer mull nun in der vorletzten Runde Thr
Gegner vor sich haben ? Es sind offenbar 6. Wenn er nam-
lich 1, 2, 3 oder 4 entnimmt, nehmen Sie entsprechend 4, 3,
2 oder 1 auf, und es bleibt in jedem Falle fiir ihn zum Schluf3
nur eines iibrig.

Durch eine analoge Weiterfiihrung dieser Gedanken kénnen
Sie ableiten, daB Sie in der drittletzten Runde 11 Hélzchen
fiir Thren Gegner iibrig lassen miissen, um zu gewinnen.

Die genannten Zahlen bilden aber die arithmetische Folge
1, 6, 11, 16 (bis man unterhalb von ¥ = 20 angekommen ist,
mehr sind ja nicht da!). Das entspricht ganz allgemein der
Folge

1,p+2,2p+4+3,3p+4, ...,

bis das nachste Glied N zu tiberschreiten droht.

Wenn Sie also am Zuge sind, miissen Sie so viele Streich-
holzer wegnehmen, da eine Anzahl aus der oben genannten
Folge liegen bleibt. Das gilt fiir jede Phase des Spieles und
natiirlich auch fiir den Spielbeginn.

‘Daraus koénnen Sie schon ersehen, daf Sie den ersten Zug
haben miissen, wenn Sie das Spiel zwangsldufig gewinnen
wollen. Sonst wendet namlich Ihr Gegner die optimale Stra-
tegie an (falls er sie kennt), indem er in die genannte Zahlen-
folge ,,hineinspringt*‘. Und er gewinnt.

Aber Sie sollten den Mut nicht verlieren. Vielleicht hat Ihr
Gegner nur den ersten oder auch noch den zweiten Zug zu-
fillig richtig gewiahlt. Sobald es Thnen im Verlaufe des Spie-
les auch nur einmal gelingt, in die Zahlenfolge ,hinein-
zukommen*‘, werden Sie gewinnen.

Es gibt einen einzigen Fall, wo Sie das Spiel erdffnen und

~
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Das ,,Nimm*-Spiel

- trotzdem nicht zwangslaufigz gewinnen kénnen (wenn die

Gegenpartei die Gewinnstrategie anwendet):

Wenn namlich die Zahl N — 1 durch p + 1 ohne Rest teil-
bar ist. Das konnen Sie aus der folgenden Rechenvorschrift
ersehen. Aber vielleicht 1at sich das durch eine geeignete
Festlegung von N und p von vornherein ausschlieSen.

Hier folgt nun der Berechnungsgang zur Gewinnstrategie:
Vor Thnen liegen N Hoélzchen auf dem Tisch. Sie miissen
1 bis maximal p Stiick wegnehmen. (Verlangen Sie, daB
N — 1 nicht ohne Rest durch p + 1 teilbar ist.)

1. Berechnen Sie den Quotienten N_T_ : .

Das ergibt eine ganze Zahl K und einen Rest (alles was
hinter dem Komma steht!). .

2. Multiplizieren Sie p + 1 mit K.

3. Subtrahieren Sie das Ergebnis von 2. von dem Wert
N — 1. Das ergibt die Zahl der Hoélzchen, die Sie weg-
nehmen miissen.

4. Verfahren Sie in jedem weiteren Schritt (mit jeweils einem
anderen, kleineren Wert N) genauso nach Pkt. 1 bis 3.

Den Besuchern von Rechenzentren wird gern angeboten,
einmal gegen den dort vorhandenen groBen Computer das
»Nimm*-Spiel zu machen. Im allgemeinen 1t man dem
Gast den ersten Zug. Seien Sie frohgemut. Sie werden den
Computer bezwingen, wenn Sie die obengenannte Strategie
anwenden. Er arbeitet nimlich anch nur nach dem gleichen
Programm wie Sie.

Wir begliickwiinschen Sie jetzt schon zum Gewinn!



Der Goldene Schnitt

Schon im alten Griechenland war man davon iiberzeugt,
daB sich die Schonheit von Sinneswahrnehmungen in be-
stimmten Zahlenbeziehungen widerspiegelt. Seit mehr als
2000 Jahren hat sich z.B. die Meinung behauptet, daB eine
Strecke, die im Verhiltnis des sogenannten ,,Goldenen
Schnittes* geteilt wird, auf uns besonders dsthetisch wirkt.
Das ist dann der Fall, wenn sich die Gesamtstrecke a 4 b
zur gréBeren Teilstrecke b verhdlt wie die letztere zur
kleineren Teilstrecke a, d.h.,

a4+b b

b a

Bild 6. Der Punkt C
teilt die Strecke AB im
Verhiltnis des Goldenen
Sehniites

Das gilt auch fiir flichenférmige Gebilde. Wir empfinden
ein Rechteck als besonders ansprechend, wenn seine Seiten
im Verhiltnis '

9=4

stehen. )

Wir méchten Thnen nun zeigen, wie Sie mit Hilfe Ihres
Taschenrechners die ,,Schonheit’* Threr graphischen Ent-
wiirfe iiberpriifen kénnen.

Auf dem ersten Blick will es gar nicht einleuchten, daB sich

aus der obenstehenden Formel fiir % ein bestimmter Zahlen-

4 Glide/Altrichter, Taschenrechner
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Der Goldene Schnitt

wert ausrechnen laBt. Aber, wie so oft im Leben, ist auch hier
das Probieren das Beste.

Zunachst brauchen wir aber nicht den Taschenrechner,
sondern einige Mathematikkenntnisse aus der Schule.

Wir multiplizieren die Gleichung 2+F*—2 mit dem
Hauptnenner:
at+b-a=0"0%

bringen alles auf eine Seite: b>— b-a— a>= 0 und teilen
diese Gleichung durch a?. Das ergibt die quadratische Glei-

chungfi.irq=%:
P?—q—1=0

Die beiden Lisungen einer quadratischen Gleichung, die in
der sogenannten Normalform 2z?+ m z+ n=0 vorliegt,

lauten
21,2—— [ ljzl/l——]

In unserem Falle (mit m = — 1; » = — 1) betragen sie dann

g=-1.c1xyp) 1S

Die Losung mit dem negativen Vorzeichen wird — wie haufig
in der Mathematik — unterschlagen, da ein negativer Wert
fir ¢ keinen Sinn ergibt. Dann betrigt also ¢ = 1—-'_216— .
Der Wert auf 10 Stellen genau ist ¢ = 1,618033989.

Das Verhiltnis zweier Seiten in einem Rechteck nach dem
Goldenen Schnitt betrigt also ¢ ~ 1,6.

Fiir diejenigen, die sich diese Ableitung nicht merken kénnen
oder wollen, haben die Mathematiker noch zwei weitere
Darstellungen von ¢ gefunden, die den Vorzug haben, so
»elegant* a.uszusel:&en, daBl man sie 8o schnell nicht wieder

vergifit.



Der Goldene Schnitt

Die eine ist der unendliche Kettenbruch in der symbolischen
Schreibweise [1;1,1, ...] (s. Abschnitt , Kettenbriiche').
Seine mathematische Darstellung ist

Um mit dem Taschenrechner eine geniigend genaue
Niherung von ¢ zu erhalten, rollen Sie den Ketten-
bruch zweckméaBigerweise von hinten her auf.
Dazu geben Sie am einfachsten an Stelle der hori-
zontalen Piinktchen eine ,,Eins” ein, addieren dazu
die danebenstehende Eins, driicken die Reziprok-
taste, addieren wieder Eins, driicken wieder die
Reziproktaste usw.

Nach 16 solcher Dreierschritte erhalten Sie den
Wert ¢ auf 6 Nachkommastellen genau, d.h.
q = 1,618034.

Wenn Sie mit einem anderen Anfangswert begin-
nen, andert das kaum etwas an der Zahl der Schritte
und schon gar nichts am Endresultat.

Die andere Art der Darstellung von ¢, die von den Mathe-

matikern gefunden wurde und mindestens ebenso ,,elegant

“

ist wie der Kettenbruch, ist die Form einer sogenannten
Kettenwurzel, und zwar

Diese Berechnung empfiehlt sich natiirlich nur dann, wenn

=1+ V14 ix Jis

Ihr Taschenrechner eine Wurzeltaste hat.

4°
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Prinzipiell lauft das Verfahren wie vorher ab.
Sie wihlen einen Ausgangswert (am besten wieder
eine Eins) und rechnen von hinten nach vorn.
Diesmal besteht jeder Zyklus aus.den Schritten
,,Wurzel, , Plus*, , Eins. Dafiir sind Sie aber
bereits nach 13 solcher Zyklen bei der gleichen
Genanigkeit von 6 Nachkommastellen angelangt.

DaB die , mathematisierte Schénheit auch heute durchaus
noch aktuell ist, kénnen Sie iiberpriifen, wenn Sie einmal
anlaBlich der Messe oder bei einer anderen Gelegenheit nach
Leipzig kommen. Stellen Sie sich dort vor das ,,Alte Rat-
haus‘ und blicken zu dem aufgesetzten Tiirmchen.

Der Architekt hat es so angeordnet, daB es die gesamte
Dachlinie im Verhiltnis des Goldenen Schnittes teilt.

Nun liegt die Vermutung nahe, daBl z.B. auch unsere ge-
briuchlichsten Papierformate aus asthetischen Griinden
ein Seitenverhiltnis von 1,6 aufweisen. Das ist aber nicht
der Fall. An einem normalen Blatt Schreibpapier kénnen
wir feststellen, daB die beiden Seitenlingen ein Verhiltnis
von etwa 1,4 haben. Manche von Thnen wissen vielleicht,

dafB der genauere Wert [/Ew 1,41 betragt.

Nur wenn ein Rechteck ein Seitenverhiltnis von ]/2 :1 hat,
lassen sich némlich durch eine fortlaufende Halbierung immer
wieder Rechtecke mit dem gleichen Seitenverhiltnis erzeu-
gen, also geometrisch dhnliche Figuren. Und auf diese Be-
dingung kann man bei einer Formatserie nicht verzichten.
Als kritische Zeitgenossen wollen wir das kurz iiberpriifen:
Wir gehen aus von einem Rechteck mit den Seiten 1,4 und 1
(in beliebigen Langeneinheiten). Das ergibt also das Ver-
hiltnis 1,4 (~ V2 ). Bei jedem Halbierungsschritt wird die
langere Seite durch 2 geteilt, die kiirzere bleibt so und wird
beim nichstkleineren Rechteck zur langeren Seite.

b a bla

14 1 14

1 0,7 14

0,7 0,5 1,4

0,5 0,35 1,4
usw




Der Goldene Schnitt

Anders ist das, wenn wir mit einem Rechteck beginnen,
dessen Seiten sich wie 1,6 :1 verhalten, also wie der Goldene
Schnitt:

b a bla

1,6 1 1,6

1 0,8 1,25

0,8 0.5 1,6
usw.

Hier sind also zwei verschiedene ,,Rechteck-Familien‘ be-
teiligt. Die eine weicht sogar betrichtlich vom Goldenen
Schnitt ab. ]E!, bleiben wir dann doch lieber bei unserem
Verhiltnis ]/2 bzw. 1,4. Die Abweichung vom ,,asthetisch
optimalen‘* Seitenverhaltnis 1,6 ist wohl auch noch tragbar.

Bild 7. Bei der linken
Figur stehen die Seiten
tm Verhdltnis des Gol-
denen Schnsttes, bes der
rechten betragt es Y2:1,
Die Flachen sind gleich
grof. Welches Rechteck
finden Sie schiner ?

SchlieBlich kénnen wir uns die absoluten Seitenldngen unse-
rer Papierformatreihe selbst ausrechnen, wenn wir nur wis-
sen, von welcher oberen Blattgrofe ausgegangen wird.

Da ist von dem Standardisierungsexperten festgelegt worden :
Das Format A 0 soll die Flache von genau einem Quadrat-
meter haben. Wegen b:a = ]/2 und b,-a, = 1m? ergibt
sich fiir

= m = 0841 m = 841 mm

V2
und  by=]/2m=1,189 m = 1189 mm
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Der kluge Hufschmied

Das ergibt, nach dem bewihrten Halbierungsschema, fol-
gende Tabelle (mit b ist immer die jeweils lingere Seite
bezeichnet worden):

Format b a bja

A0 1,189 m 0,841 1,41
Al 0,841 0,594 1,41
A2 0,594 0,420 1,41
A3 0,420 0,297 1,41
A4 0,297 0,210 1,41
A5 0,210 0,149 1,41

usw,

Priifen Sie es einmal nach. Wenn Sie gréBere Abweichungen
feststellen, kénnen Sie die Sendung beim Papierlieferanten
reklamieren.

Der kluge Hufschmied

Die folgende Aufgabe ist uralt und findet sich bei allen V§l-
kern, die sich mit der Mathematik der Reihen befaBten.
Die deutsche Version lautet meistens so:

Ein Hufschmied beschlagt ein Pferd. Jedes der 4 Hufeisen
befestigt er mit 6 Nigeln, das ergibt insgesamt 24 Niigel.
Nun fragt er den Pferdebesitzer: ,,Wie willst Du bezahlen ¢
Entweder fiir alle 24 Néagel 50,00 Mark oder fiir den ersten
Nagel 1 Pfennig, fiir den nachsten Nagel 2 Pfennig, fiir den
dritten Nagel 4 Pfennig usw.*

Natiirlich entscheidet sich der Kunde fiir das Pfennig-
geschift. Wieviel muBl er zahlen ?



Der kluge Hufschmied

Nagel Preis Summe
1 0,01 0,01
2 0,02 0,03
3 0,04 0,07
4 0,08 0,15
5 0,16 0,31

Der Preis eines entsprechenden Nagels 1aBt sich leicht er-
rechnen, indem man den Preis des vorhergehenden mit 2
multipliziert. Eine andere Méglichkeit ist es zu potenzieren,
doch dann muBl man von 2 ausgehen, weil 12 =1 ist. Bei
24 Nigeln miissen wir danach 23 als Exponent nehmen.
Natiirlich haben die meisten Leser bemerkt, dafl es sich bei
dieser Aufgabe um eine geometrische Reihe handelt.

Das Endglied a, (also dér Preis des 24. Nagels) errechnet
sich nach

a”=al.qn—1

a, ist der Ausgangswert, bei uns also 0,01 Mark, ¢ ist der
Multiplikator, also 2.

Gy =1-2%-1= 2%
= 8388608 Pfennig

Es kann sein, dall Thr Rechner bei diesem Wert
Schwierigkeiten macht. Die meisten Taschenrech-
ner schreiben diesen Wert als Zehnerpotenz. Andere
Rechner driicken zwar den Wert ,,normal” aus,
jedoch infolge der Programmierung mit Komma-
stellen. Sollte der Wert fiir Thren Minicomputer
zu groB sein, so lassen Sie Ihr Pferd nur an 3 Hufen
beschlagen.

Wir méchten natiirlich gern wissen, wieviel der Pferde-
besitzer insgesamt zahlen mufl. Die Summe 3, errechnet sich

55



56

Der kluge Hufschmied

nach

-1
Sn,=al' *q_l

a, ist der Preis des ersten Nagels,
g ist der Multiplikator (= 2).

20 — 1
. 2_1 =

Sy =1 I |

Achtung: bei a, steht 22¢—1; bei S, heif3t es hin-
gegen 2% — 1.

8,y = 16777216 — 1
8,, = 16777215

Der Pferdebesitzer muB also 167772,15 M bezahlen. -

Wenn Sie sich nochmals die Tabelle am Anfang dieses Ab-
schnittes ansehen, so finden Sie, daB die Summe immer um
1 kleiner ist als das Doppelte des Preises des jeweils letzten
Nagels.

Nun fragen wir noch, wieviel Nigel nach diesem Bezahlungs-
system eingeschlagen werden, bis der Betrag von 50,00 Mark
verbraucht ist. Wir erinnern uns, 50,00 Mark war der andere
Preis fiir den Hufbeschlag. Jetzt gilt

Sp= 5000 = 2*— 1
Die — 1 schenken wir uns, weil sie das Ergebnis nur un-
wegentlich dndert. An sich miiten wir die Gleichung log-
arithmieren, um % zu erhalten. Doch mit Probieren macht es
mehr Spal. Wir wissen

210 = 1024 ~ 1000

Das ist ein Standardwert, der immer wieder vorkommyt.

21 jst also ~ 2000
212 =~ 4000 (genau 4096 Pfennige = 40,96 M)



Der kluge Hufschmied

Durch Logarithmieren obiger Gleichung erhalten wir

__1g5001
T 1g2

k —12,288 ...

Also kann man mit 50,00 Mark immerhin 12 Nigel einschla-
gen lassen; das sind an jedem Hufeisen 3.

Mancher Leser wird die entsprechende Geschichte mit Reis-
(oder. Weizen-) Kornern kennen. Danach forderte der Er-
finder des Schachspiels von einem indischen Konig auf das
erste Feld 1 Korn und auf jedes weitere Feld doppelt so viel
wie auf das jeweils vorhergehende. Da das Schachspiel
64 Felder hat, ergeben sich fiir die Anzahl a,, der Korner
auf dem 64. Feld und die Gesamtzahl S, aller K6rner riesige
Zahlen.

Es werden

2 1=2o4_1z1,34,1010

84
Se4=1 ]

Kérner benétigt, um den Erfinder zu befriedigen.
Allein auf dem 64. Feld wiirden sich

gy = 20471 = 283 =~ 9,22 - 1018

Korner befinden.

Die Weizenernten der ganzen Welt reichen nicht aus, um
diese Mengen aufzubringen. Wenn wir die Masse eines
Weizenkorns zu 0,05 g annehmen, dann haben 1,84 101
Koérner eine Masse von 1,84 - 10'? - 0,05 g = 920000000000 t.
(Die jahrliche Weltproduktion an Weizen betrigt etwa
250000000 t.)

Der Unterschied im Wachstum einer arithmetischen Reihe

Sn= %5 (@,+ an)

und einer geometrischen Reihe
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Ein Abschnitt fiir Metallurgen

spielte auch weltanschaulich eine Rolle. Um 1800 behauptete
der englische Geistliche Malthus, daB die Ernten in einer
arithmetischen Reihe zunehmen, die Bevolkerung aber in
einer geometrischen Reihe anwichst. Daher, so folgerte Mal-
thus, mufl es entweder zu einer Erndhrungskatastrophe
kommen, oder die Menschheit muB ihre Geburtenzahl senken.
Karl Marz widersprach dieser These. Nach ihm gelingt es
dem Menschen, die Ernahrungsgrundlagen geniigend schnell
zu erhdhen, wenn man die politischen und wirtschaftlichen
Verhiltnisse in den Griff bekommt.

Das Beispiel zeigt sehr schén, daB die Mathematik mit ihren
Formeln nur blind rechnet. Entscheidend sind die Voraus-
setzungen, nach denen wir die Ausgangsgr6Be wahlen, nach
denen wir die Gleichungen aussuchen und schlielich die Art,
wie die Ergebnisse gedeutet werden. Wie wichtig die Aus-
legung ist, zeigen die Satze:

Ich habe nur noch 50,00 Mark,

Ich habe nock 50,00 Mark.

Mathematisch sind sie gleichwertig. Die Bedeutung der bei-
den Feststellungen ist jedoch unterschiedlich.

Ein Abschnitt fiir Metallurgen

Natiirlich kénnen und diirfen auch Nicht-Metallurgen diesen
Abschnitt lesen, vorausgesetzt, sie sind bereit mitzurechnen.
Betrachten Sie einmal zwei Stahle

St 38 0,209 C 0,30 %Si 0,5% Mn 0,030% P 0,030% S
€ 100 1,009 C 0,30% Si 0,5% Mn 0,030% P 0,030% S

Sie unterscheiden sich in der chemischen Analyse nur durch
den Kohlenstoffgehalt. Der St 38 hat 0,29 C und der
C 100 hat 1,009, C, das sind 0,8 %, C Unterschied. Im Ver-
halten sind aber beide Stahle villig verschieden. Der St 38



Ein Abschnitt fir Metallurgen

1aBt sich schweiBen, er 148t sich nicht hirten, er hat ein aus-
gezeichnetes Dehnungsvermégen. Der C 100 138t sich nicht
verschweiBen, er wird beim Abschrecken mit Wasser glas-
hart, sein Dehnungsvermdgen ist auBerordentlich gering.

In der chemischen Zusammensetzung sind beide Stihle zu
99,2 9, gleich. Wie wird mit dem kleinen Betrag von 0,89,
Kohlenstoff ein so grundlegender Unterschied in den Eigen-
schaften erreicht ?

Wir geben die Zusammensetzung von Stoffen meistens in
Gewichtsprozenten an. Die Natur kann nicht ,,wiegen*.
Sie ,,zahlt*, wieviel Atome in ein bestimmtes Stoffvolumen
hineinpassen. Rechnen wir einmal mit unserem Rechner
so, wie die Natur ,,zahlt".

In einem Grammol sind 6,02 - 102® Atome enthalten (s. Ab-
schnitt ,,Aus der Welt der Molekiile*‘). Der Einfachheit halber
betrachten wir nur die Eisen- und Kohlenstoffatome. Die
Atome des Mangans, Siliziums usw., die ja in beiden Stahlen
in gleicher Menge vorhanden sind (insgesamt etwa 1 Ge-
wichtsprozent), beachten wir nicht.

Ein Grammol Eisen sind rund 56 g; 1 Grammol Kohlenstoff
sind 12 g.

0,8 Gewichtsprozent Kohlenstoff von 56 g (wir rechnen mit
diesem Wert, wobei die Gehalte an Legierungselementen
nicht besonders beachtet werden) sind

56-08
100 8=045¢8

Wenn in 1 Grammol (12 g) Kohlenstoff 6,02-102 Atome
vorhanden sind, so enthalten 0,45 g

6,02 - 1022 .0,45

Ts Atome = 2,26 . 1022 Atome

Erstaunlicherweise bestehen 0,8 Gewichtsprozent Kohlen-
stoff zu 56 g Eisen aus 2,26 - 10?2 Atomen.
Eisen + 0,8 %, Kohlenstoff enthalten danach

2,26 - 1022 + 6,02 - 10 ~ 6,25 - 10

Atome.
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Allerlei Kechenkunststiicke

Achtung!
1022 4 10% ergeben nicht 10%3!!
2,26 - 1022 = 0,226 - 102

Diese 2,26 - 102 Kohlenstoffatome machen gegeniiber der
Gesamtanzahl ungefihr

0,226
6.5 ~ 3:6%

aus.

Wenn wir die Atome zahlen, so betrigt der prozentuale
Unterschied zwischen den beiden Stdhlen im Anteil der
Kohlenstoffatome etwa 3,6 %,. Das ist natiirlich eine viel ein-
drucksvollere Zahl als 0,8 Gewichtsprozent. Und sie macht
die Unterschiede zwischen den beiden Stahlen auch ver-
standlicher. -

Allerlei Rechenkunststiicke

Zu Zeiten unserer GroBviter gab es noch Rechenkiinstler,
die komplizierte Aufgaben im Kopf 16sten. Ein Zuschauer
wurde aufgefordert, eine komplizierte Rechnung (natiirlich
mit Bleistift und Papier) auszufiihren und das Resultat zu
nennen. Der , Kiinstler’ nannte dann sofort die Ausgangs-
zahlen.

Im einfachsten Fall ging das so:

Denke Dir eine Zahl 8 /
multipliziere sie mit 2 2-8=16
addiere 4 16 4+ 4 =20
multipliziere mit 5 20-5= 100
addiere 12 100 + 12 = 112
nenne das Ergebnis 112

Du hast Dir 8 gedacht — groBBer Beifall!



Allerlei Rechenkunststﬁcke

Die entsprechende Gleichung liBt sich aus dem Rechengang
ableiten

(x-244)-5412=112
z-10 + 20+ 12 =112
z-10 + 32 =112

112 —32
=1 =9
Natiirlich ist es keine Leistung, diese Rechnung im Kopf
auszufiihren.
Mit unserem Taschenrechner kénnen wir nun miihelos be-
liebig viele Rechenkunststiicke entwickeln. Man muB nur
auf die Vorzeichenumkehr achten, je nachdem, ob der
. Kiinstler oder der Zuschauer rechnet. Weiter ist es giin-
stig, die Rechnungen des Zuschauers so zu gestalten, daB sie
zwar kompliziert sind, sich jedoch am Ende so weit aufheben,
daB nur noch einfache Zahlen verwendet werden, um das
gedachte Ergebnis zu ,.erraten‘‘. Dann kann der Zuschauer
einen; Taschenrechner benutzen, der durch den Kopfrechner
spielend geschlagen wird.

Denke Dir eine ganze Zahl kleiner als 10 2

multipliziere sie mitsv 6,28. ..
teile durch 4 1,57...
multipliziere mit 1,27 1,9949. ..
addiere 4 5,9949. ..
multipliziere mit 3 17,9847. ..
addiere 6 23,9847. ..

Durch die Benutzung des Rechners konnte hier ein neuer
Trick eingebaut werden:

Der Kopfrechner weiB also, daf die Kommastellen im Er-
gebnis Schwindel sind. Statt 23,9847. .. steht dort in Wirk-
lichkeit ganz schlicht 24.

Die iibrige Rechnung ist so aufgebaut, daB 18 subtrahiert
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Allerlei Rechenkunststiicke

und der Wert durch 3 geteilt wird:

Noch eindrucksvoller ist es, wenn man im Wettbewerb mit
einem Taschenrechner im Kopf Kubikwurzeln zieht, und
zwar gleich von sehr groBen Zahlen. Besonders wirksam ist es,
wenn der Rechenkiinstler erklart, daB nur teure Gerate Ta-
sten fiir diesen Rechengang haben.

Auch hier steuert man den Rechengang unauffillig zu einem
iiberschaubaren Ergebnis.

Denke Dir eine ganze Zahl

zwischen 10 und 99 27
Nimm sie hoch 3 27-27-27
Sage das Ergebnis 19683

Dritte Wurzel aus 19683 ist 27.

Im Kopf (oder auf einem Blatt Papier) haben sie die folgen-
den Zahlen

103 = 1000
203 = 8000
303= 27000
403 = 64000
.503= 125000
60® = 216000
70°= 343000
80 = 512000
908 = 729000
100° = 1000000

Man sieht, in unserem Beispiel war 19683 ausgerechnet wor-
den. Die dritte Wurzel muB also zwischen 20 (8000) und
30 (27000) liegen.

Nun miissen wir uns nochmals einige Zahlen merken.

12
23

1
8
3 14

2



Allerlei Rechenkunststiicke

4¥= 64
5% =125
6% = 216
73 = 343
8% = 512
93 =729

Eigentlich brauchen wir diese Zahlen ja nicht besonders zu
behalten, denn sie stecken in der vorherigen Aufstellung 203
usw. bereits drin. Fiir uns sind hier nur die fettgedruckten
Endziffern interessant. Jede Endziffer ist eindeutig einer
potenzierten Zahl zugeordnet.

Daher wissen wir, bei 19683 muB wegen der Endziffer 3 die
letzte Ziffer der dritten Wurzel also 7 sein.

3
Das Ergebnis ist ]/19 683 = 27.

Falls wir nicht die Absicht haben, als Kopfrechner Beifall zu
erringen, kann uns das kleine Kunststiick auch bei der Be-
nutzung unseres Rechners nutzen.

Wie schon erwahnt, die meisten Taschenrechner haben keine
Taste fiir die dritte Wurzel oder gar fiir noch héhere Wur-
zeln.

Teure Rechner verwenden meistens die Taste % und poten-
T

zieren dann mit der Taste y°, weil |/ 4 = 4%,

Alle anderen miissen entweder die entsprechenden Nihe-

rungsformeln verwenden (s. Abschnitt ,,Uber das Wurzel-
‘3

ziehen‘) oder laufend probieren. Wenn man weil, ]/427 621
muf zwischen 70 (34300) und 80 (512000) liegen, so ist das
bereits eine Hilfe.
Man versucht nun

75-75-75 = 421875

763 = 438976
75,6° = 430368,88
75,25° = 426107,83

Wenn Sie durch Probieren ein Ergebnis suchen, so ,,hal-
bieren‘‘ Sie immer das letzte Resultat. Verwenden Sie ,,an-

63



64

Der Kampf um die letzte Dezimale

gemessene Spriinge"‘. Die Reihe 10; 1; 0,5; 0,25; 0,13 fiihrt
am schnellsten und sichersten zum Ziel.
Wir probieren weiter

75,38° = 428320,04
75,313 = 427127,90
75,35 = 427808,86
75,33? = 427468,29
75,34° = 427638,55
75,335° = 427553,41
75,3388 = 427604,49
75,339 = 427621,52

Zwischendurch wird man immer wieder versucht sein, das
Verfahrer. ,,Versuch und Irrtum‘‘ abzukiirzen. Meistens ohne
Erfolg. Unser Gehirn kann sich eine dritte Wurzel eben nicht
vorstellen. Es ist ja der Vorteil unseres Minicomputers, da3
er blitzschnell rechnet. Nutzen wir daher konsequent diese
Eigenschaft aus!

Mit einem zehnstelligen Rechner ist

2 S
)/ 427621 = 75,33896941
und  75,33896941° = 427621,0003

Der Kampf um die letzte Dezimale

Der groBe deutsche Mathematiker Friedrich Gauf meinte :
»Mangelnde mathematische Bildung zeigt sich am deut-
lichsten in @&uBerster Schirfe im Zahlenrechnen.** '
Ganze Generationen von Mathematiklehrern entschuldigten
sich mit diesen Worten, wenn sie sich einmal verrechneten.
Unser Taschenrechner arbeitet nun mit 8 oder noch mehr
Stellen. Da er mathematisch absolut ungebildet ist, ist es
ihm einerlei, ob so viele Stellen sinnvoll sind oder nicht,



Der Kampf um die letzte Dezimale

er zeigt sie an. Hoherwertige Gerate haben Schaltungen,
mit deren Hilfe der mathematisch geschulte Mensch ihnen
befiehlt, nur eine bestimmte, sinnvolle Anzahl an Stellen
nach dem Komma in der Anzeige aufleuchten zu lassen.
Solche Rechner runden sogar automatisch die letzte Stelle
auf oder ab.

Die einfacheren Gerate zeigen also die ausgerechneten Zif-
fernfolgen. Natiirlich ist der Fehler winzig, wenn in der achten
Stelle statt einer 6 eine 7 steht. Esist nurinteressant, daf selbst
so ,,scharfe Zahlenrechner* irgendwo ihre Grenze finden.
Wir vergleichen einen einfachen Taschenrechner, der acht
Stellen anzeigt, mit einem zehnstelligen. Dieser zehnstellige
Rechner zeigt obne besondere Aufforderung nur 2 Stellen
hinter dem Komma an. Wir schalten seine Kommastellung
so, daB er auBerdem noch die gleiche Anzahl von Nach-
kommastelien zeigt wie das erste Gerdt, und schlieBlich
soll er noch das Ergebnis unter Ausnutzung aller seiner Stel-
len (10) zeigen.

Operation einfacher Rechner mit

Rechner
mit
8 Stellen 2 6 8
Nachkommastellen
125 125 125,00 125,000000 125,00000000
/125 11,18033¢ 11,18  11,180340  11,18033689

(V125)2  124,99998 125,00 125,000000 125,00000610
V(V125)*  11,180338 11,18. 11,180340  11,18033989
(V(/125)?) 124,99995 125,00 125000000 125,00000010

Zieht man aus der letzten Zahl des ersten Rechners wieder
die Wurzel, so erhalt man wieder 11,180338.

Es ist aber geradezu beruhigend, da8 auch der kompliziertere
Rechner bei der einfachen Gleichung

/125 V125 = 125

Schwierigkeiten hat. Wir wissen, es muB 125 herauskommen, 65
5 Gilde/Altrichter, Taschenrechner
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Aus der Welt der Molekiile 7

doch der Computer wei} es nicht. Er kann nur auf eine ganz
simple Art rechnen. Und Rechnen ohne Nachdenken kann
zu seltsamen Ergebnissen fithren. Noch groer werden die
Rechenirrtiimer, wenn wir mehrere Operationen durchfiih-
ren, bei denen unendliche Dezimalbriiche miteinander ver-
kniipft werden.

1:3=033...

|/0,33. ..=0,5773502 Der Rechner ,vergit die
folgende Ziffer 6 und rundet

nicht auf.

(J/0,33.-)* = 0,3333332

: 8 =0,0416666 Die folgende 5 wird nicht
beriicksichtigt.

- 8 = 0,3333328

- 3 = 0,9999984

Aus diesem Ergebnis kénnte man infolge der ,,Genauigkeit*
des Rechners die Wurzel ziehen und ihnliche Rechenginge
durchfithren.

Priifen Sie, ob Ihr Rechner die letzte Ziffer rundet
oder nicht.
Verwenden Sie nicht mehr Nachkommastellen als
notig sind.

Aus der Welt der Molekiile

Aus der Tatsache, daB die Atome und Molekiile klein sind,
folgt, daB ihre Zahl sehr groB ist. Daher kommen in Rech-
nungen, die sich mit den Atomen befassen, meistens sehr
groBe und sehr kleine Zahlen in einer Gleichung vor. Natiir-
lich ist hierfiir ein Taschenrechner besonders geeignet.



Aus der Welt der Molekiile

Aus dem Physik- oder Chemieunterricht ist Thnen vielleicht
noch die Zahl 6,02-10%® oder 6,02-10% in Erinnerung.
Sie erhalt Namen wie spezifische Molekiilzah! oder Avogadro-
sche Zahl. So ganz sind sich die Fachleute nicht einig.

Der Grundgedanke ist: Jede Menge von 1 Kilomol (die rela-
tive Atom- oder Molekiilmasse in Kilogramm) besteht un-
abhingig von ihrer chemischen Beschaffenheit aus 6,02 - 1026
Molekiilen.

. 1028
N 6,02 - 10
mol
oder
6,02 - 1028
N= Kilomol

Eisen hat die relative Atommasse 56. Folglich enthalten
56 g Eisen 6,02 - 10*® Atome. Daraus 1a8t sich die Masse eines
Atoms (nicht mit relativer Atommasse verwechseln) errech-
nen:

56g:6,02-102=93-1028¢g

Eisen hat die Dichte 7,9 g/cm3, d.h., ein Eisenwiirfel von
1 cm® wiegt 7,9 g. 56 g Eisen haben danach das Volumen

68 _ 7y oms

g
7.9 cm3

Wir rechnen hier nur mit ungefihren Werten.

In diesen 7,1 cm3 sind die 6,02 - 1028 Atome enthalten. Wenn
wir sie als kleine Wiirfel annehmen oder als aneinander-
gepackte Kugeln, so ist ihr Volumen

7,1

§-10% ecm®~1.1072 cm3

und ihr Radius

8 /15 —23
V3 412: cm~1.10"8cm

5*



Aus der Welt der Molekiile

Dasist auch tatsichlich der Atomradius, den die Wissenschaft-
ler auf anderem Wege messen.

Das Atomvolumen von 10722 em? verlockt uns, einmal aus-
zurechnen, aus wieviel Atomen unsere Erde besteht. Dabei
soll es uns auf ein paar mehr oder weniger nicht ankommen.
Nehmen wir den ungefihren Radius mit

7 = 6380 km = 638000000 cm = 6,38 - 108 cm

an, so betrigt das Erdvolumen

V= 5 =1087-10% cm? (=~ 11- 10 kn?)

" Die mittlere Erddichte wird mit 5,50%? angegeben. Ein

‘Kubikzentimeter Erde hat im Durchschnitt 5,5g Masse,
die gesamte Erde dann

10,87-10*%-55g ~6-104 g

Der ,,offizielle”” Wert betragt 5,973 - 1027 g. Unsere Uber-
schlagsrechnung ist sehr gut.

Nun suchen wir immer noch die Zahl der Atome. Wir rech-
neten bereits mit der Avogadro-Konstanten

N—6,02.100. L

mol
Die relativen Atommassen schwanken von Wasserstoff = 1
bis Uran = 238. Fiir unsere Rechnung nehmen wir als Durch-
schnitt die relative Atommasse 100 an, d.h., in 100 g sind
6,02 - 102 Atome enthalten. In 6 - 10" g Erdmasse sind dann

107.6

.1023.
6,02. 10 100

=3,6. 109

Atome vorhanden.
Wer es nicht glaubt, braucht es nur nachzuzahlen.

Wenn er in jeder Sekunde zehn Atome zahlt, so sind das im
Jahr



Wie entsteht ein Rundungsfehler ?

60-60 - 24 - 36510 = 315360000
=3,15-108
Atome.

Die meisten Rechner der mittleren Klasse gestatten
die Umrechnung grofler Zahlen auf Zehnerpotenzen.
Meistens wird dieser Vorgang in der Gebrauchsan-
weisung als wissenschaftliche Notierung bezeichnet.

Nachdem wir die Zahl der abgezihlten Atome im Jahr ken-
nen, ist es einfach, die Gesamtzeit auszurechnen :

3,6-10%:3,15-10% ~ 11,4-10%

Jahre.

Es lohnt sich danach nicht anzufangen. Vielleicht wird die
Zeit aber nennenswert verkiirzt, wenn wir die gesamte
Menschheit von zur Zeit etwa 5 Milliarden dafiir einsetzen ?
Ergebnis:

11,4-10%:5-10° ~ 20 - 103
Jahre.
Es ist daher besser, unserer Rechnung zu glauben und auf
die Priifung zu verzichten.

Wie entsteht ein Rundungsfehler?

Wer mit dem Rechenstab gearbeitet hat oder ihn gar noch
verwendet, weiBl, daB die Resultate mit etwa 19, Fehler
behaftet sind. Das hat in den meisten Fallen niamand ge-
stort.

Wie bei jedem neuen Gerit verlangt man auch vom Taschen-
rechner, daB er ,,viel besser’’ sein muf3 als alles bisher Be-
kannte. Jedenfalls viel genauer als ein Rechenstab und anch
genauer als die Logarithmentafeln.
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Wie entsteht ein Rundungsfehler?

Nun kénnen wir ja leicht unserem Computer ;,Rundungs--
fehler* nachweisen. Zum Beispiel ist bei einem besonders
genauen Gerit mit zehn Stellen Anzeige:

In 98765432 = 18,40825822
aber
o18,40826822 _ 98765431,70

Versuchen wir uns einmal vorzustellen, wie dieser Unter-
schied in der letzten Stelle entsteht.
Der Rechner entwickelt ¥ = ¢ in eine Reihe

=1+ + +3,+ C e

Dabei rechnet er die eingegebenen Reihenglieder so lange aus,
bis er unter einem vorgegebenen Fehler liegt. Der ,,Fehler‘
in der letzten Stelle ist also vom Konstrukteur vorprogram-
miert.

Machen wir uns die Sache an dem Beispiel y = e? klar.

2 2t b
2 _ L4 & L L.
e?=14 1 +1.2+1.2_3+

Sie kénnen diese Aufgabe auch lésen, wenn Ihr
Rechner keine -Taste hat.

e? = 7,389056098

Wir sc.h.reiben das Ergebnis der einzelnen Glieder unter-
einander

z
1 - 1

2

2’

13 = 5
i —133... 6,33

-
(]
[



Wie entsteht ein Rundungsfehler ?

24

. — 0,6667 6,999967
2 2666 4

. - — 0,266667  17,26663

__ 2 88889  7,35552

1.2.3-4.56 = 0,088889 ’ 3

27

z —0,025397  7,380920

2!

2 —0,006349  7,387269

29

2 —0,001411  7,388680

2l.

2 —0,000282  7,388962

2ll

2 —0,000051  7,389013

Wer will, kann noch weiterrechnen. Uns geniigt es zu zeigen,
mit welchen Arbeitsschritten der Taschenrechner vorgeht,
und wir begreifen, daB der Konstrukteur irgendeine Genauig-
keit vorgeben muf, sonst wiirde die Elektronik endlos weiter
arbeiten. Prinzipiell wiirde sie es so lange durchhalten, bis
ihr Speicher iiberlduft, weil die Fakultat zu groB wird.
Infolge ihrer Konstruktion schaltet sie aber automatisch ab,
weil das Ergebnis eines Gliedes keinen EinfluB mehr auf das
gesamte Ergebnis hat.

Probieren wir

210 1048576 s
201~ 2,4329020 . Tow — --5099804 - 107
Eine solche Genauigkeit ist natiirlich unsinnig.
Andererseits kénnen wir mit unserem bisherigen Ergebnis
eine Probe machen. Es fillt besonders -eindrucksvoll aus,
wenn man einen Rechner besitzt, dessen Nachkommastellen
gewiahlt werden konnen.
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Ein Abschnitt iber Rechner

] In z ist die Umkehrung von &7!
In 7,3890 = 2,00 2 Stellen
2,0000 4 Stellen
1,99999 5 Stellen
1,999992 6 Stellen

Je nach der Giite der Rechner runden Sie in der achten oder
erst in der zehnten Stelle. Damit sind Genauigkeiten er-
zielt, die bisher in der Praxis des numerischen Rechnens nur
in Sonderfillen erreichbar waren.

Ein Abschnitt iiber Rechner

Taschenrechner gibt es in so groBer Anzahl, in so groBer
Typenvielzahl, und sie befinden sich in einer so schnellen
technischen Entwicklung, daB es in einem Buch unméglich
ist, sich mit ihren Unterschieden im einzelnen zu befassen.
Warum es so viele Rechner gibt und warum ihre Zahl so
schnell zunimmt, braucht nicht begriindet zu werden.

Ihre schnelle technische Entwicklung zu ihrem bisherigen
Stand und fiir die Zukunft beruht auf den Fortschritten in
der Halbleitertechnik. Dort werden immer neue Entdeckun-
gen gemacht. Die elektronischen Bausteine werden immer
kleiner und immer leistungsfihiger. Betrachten wir den
heutigen Stand und die Entwicklungsrichtung der kommen-
den Jahre, so zeichnen sich etwa die folgenden Grundtypen
ab.

1. Der einfache Rechner, der die vier Grundrechenarten
beherrscht, viel_leicht erginzt durch einige Zusatztasten
wie El, oder sogar einen Speicher @ Wahrschein-
lich wird er sich als Massenware fiir den Jackentaschen-
gebrauch halten.



Ein Abschnitt iber Rechner

2. Die nachste Stufe in der Qualitit wird nicht etwa durch

die Funktionstasten wie , oder bedingt.
Rechner mit einem halben Dutzend solcher Tasten sind
auch nicht nennenswert teurer als die einfachen Gerite.
Die Gebrauchswerteigenschaften ergeben sich aus den
Rechenmﬁglichkeiten an Gleichungen wie

—3
3+2

Es ist einfach, einen Rechner zu entwickeln, der ,nur
rechnet. Die erste Schwierigkeit entsteht, wenn er mit
Rechenregeln fertig werden muB, also hier mit der Regel:
Punktrechnung geht vor Strichrechnung.

Zwar versprechen die Prospekte meistens: ,,Sie rechnen,
wie Sie die Gleichung lesen.”” Doch in der Gebrauchs-
anweisung fiir den Rechner finden wir, daB fiir die Losung
solcher Aufgaben bestimmte Regeln einzuhalten sind.
Je nach Giite des Rechners mufl man mit einem Speicher
arbeiten und dort Zwischenergebnisse abspeichern, oder
(bei besseren Produkten) man findet die beiden Klammer-
Tasten. Mit diesen Tasten unterrichten wir den Computer
daB er das erste Ergebnis, also (7 + 8), erst einmal spei-
chern soll, bis wir (2 — 3) ausgerechnet haben.

Eine andere Moglichkeit ist die ,,umgekehrte polnische
Notation*, iiber die noch gesprochen wird.

=(7+8)-

3. Ganz hochwertige Rechner lassen sich programmieren.
Sie ,,verstehen‘’ also wie eine groBe EDV-Anlage Befehle
(etwa 50 bis 500). Sie kénnen auch eine Anzahl logischer
Entscheidungen fillen, z.B. = > 0 oder x = 0 nebst
Sprungbefehl. AuBlerdem haben sie eine Anzahl Speicher-
platze, die beim Abarbeiten des Programms gefiillt und
wieder abgerufen werdenkénnen, z.B.der frei programmier-
bare sowjetische Taschenrechner ,,Elektronika BS-21¢.
Das Programmieren erfolgt auf Magnetkirtchen oder
(wahrscheinlich vermehrt in der Zukunft) durch die elek-
tronischen Bausteine selbst. Es gibt solche, die einen Befehl
,,behalten‘ (also programmiert sind) und auf einen anderen
Befehl auch wieder ,,vergessen*‘.

Die innere Logik dieser Rechner beruht entweder auf der
Méglichkeit, durch ,,Klammer-auf*- und ,,Klammer-zu*“- 73
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Ein Abschnitt iiber Rechner

Tasten Teile der Aufgabe zu speichern bzw. wieder abzu-
rufen oder auf der umgekehrten polnischen Notation.
Bei dieser gibt man zuerst die Zahlen ein und dann erst
den Befehl, was mit ihnen geschehen soll. Vorbedingung
fiir dieses Verfahren sind die ,,Stacks”, das sind Speicher-
platze, in die jede eingegebene Zahl hineinriickt.

5-(7+ 8) wird bei der umgekehrten polnischen
Notation so eingegeben:

Eingabe  Anzeige  Inhalte der

Stacks

E 5. — z
- y
5. T
TR
5.00 Y
5.00 T

7 — z
5.00 Y
7. z

Enter t 7,00 5.00 z
7.00 Y
7.00 x

8 500 2
7.00 y
8. z
15,00 — z
5.00 Y
1600 =

75,00 — 2
Y
z

75.00




Meagische Quadrate

Beachten Sie, wie die eingegebenen Zahlen im Stack auf-
und abwandern.

Die Vorteile sind : Einmal werden komplizierte Rechenginge
einfacher (wenn man sich an diese Notation gewéhnt hat).
Zum anderen werden bei der Programmierung weniger
Rechenschritte bendtigt (sehr wichtig!). SchlieBlich er-
lauben die Stacks noch verschiedene Manipulationen, die
bei wissenschaftlichen Rechnungen bedeutungsvoll sein
konnen.

Vor dem Kauf eines Rechners sollte man sich iiber-
legen, was wirklich gerechnet werden soll! Ein
komplizierter Rechner ist zwar teurer, aber nicht
,,besser’‘, wenn fiir seine Logik kein Bedarf vor-

liegt.

Magische Quadrate

Vor 450 Jahren fertigte Albrecht Diirer seinen Stich ,,Melan-
cholie an. Dieses Bild zeigt unter anderen Symbolen ein
magisches Quadrat. Magische Quadrate sind entsprechend
angeordnete Zahlen, die in allen horizontalen, vertikalen und
diagonalen Reihen die gleiche Summe ergeben. Natiirlich
lassen sich auch andere magische Quadrate ersinnen. Zum
Beispiel gibt es welche, die aus Buchstaben zusammen-
gesetzt sind, die in allen Richtungen das gleiche Wort er-
geben. Wir befassen uns hier nur mit Zahlenquadraten, und
zwar mit dem, iiber das Diirers Figur so melancholisch nach-
denkt. Nun kann man solche Quadrate mit verschiedenen
Strategien auflésen. In jedem Fall ist die Lésung mit vielen
Additionen verbunden. Sofort fithlen wir uns Albrecht Diirer
haushoch iiberlegen, denn fiir die eigentliche Rechnerei
haben wir unsere Minicomputer.

Am ecinfachsten ist es, wir schreiben alle vorkommenden
Zahlen der Grofe nach geordnet in unser Quadrat. Diirers
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Magische Quadrate

Quadrat hatte 4:4 = 16 Felder mit den Zahlen 1 bis 16.
Es soll in jeder Richtung die Summe 34 zeigen.

. 34 34
N 7
123 4 10 24
56178 26 8
9101112 42 —8
1314 15 16 58 —24
Summe 28 32 36 40

Differenzzu34 6 2 —-2—6

Ohne jede Denkarbeit bilden wir ihre Summen und ihre
Differenzen zu 34. Als erstes finden wir, daB die Diagonalen
bereits die Summe 34 haben. Also werden wir diese Zahlen
nicht versetzen.

Sehen wir uns weiter die Differenzen an, so finden wir, daB
sie’ eine bestimmte Ordnung zeigen. Es gibt genau so viele
,,Plus-*“ wie ,,Minus-*‘‘differenzen.

.Nehmen wir uns zuerst die gréBten Differenzen in der ober-

sten und untersten Reihe vor.

14 +15=29
2+ 3=5
Differenz 24

24 ist gerade der Differenzbetrag. Daher tauschen wir 14
mit 2 und 3 mit 15.

11415 4| 34
56678
9101112
13 2 316{( 34

32 36
2—-2



Magische Quadrate

Vertauschen wir jetzt in den senkrechten Spalten 14 mit 15
und 3 mit 2, so ist die Differenz von 2 hier ebenfalls ver-
schwunden. Arbeiten wir nach dem gleichen Schema die
waagerechte Zeile 2 und 3 ab.

9+ 12=21
54+ 8=13
8

und vertauschen wir 8 gegen 12 und 5 gegen 9. Dann ist nur
noch die erste und letzte senkrechte Reihe iibrig.

12 + 8 = 20
5+0=14
6

Wir nehmen den entsprechenden Austausch vor und rech-
nen zur Kontrolle alle Zeilen nochmals durch.

Ein Vergleich mit dem Quadrat von Diirer zeigt aber andere

Zahlenfolgen, als wir sie fanden. Am einfachsten leitet man
durch Spiegelung andere Quadrate aus unserem ab.

|1 15144 || 414151|

6[ |6

Spiegel

Wir kénnen auch den Spiegel horizontal legen

13 3 216
81011 5
12 6 79
11514 4
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Der Platz fiir die.Katze

oder alle Zahlen um die Diagonale D ,,herumklappen*
N

112 813
157610 3
14 7T 2
49 516

N\
D

Natiirlich kann man auch erst quer spiegeln und dann lings.
Diirers Quadrat ist iibrigens so aufgebaut, da in der Mitte
der unteren Zeile das Entstehungsjahr 1514 steht.

Der Platz fiir die Katze

Die folgende Aufgabe ist sicher manchem schon bekannt
Doch werden die wenigsten Menschen sich der Miihe unter-
zogen haben, ihre Losung rechnerisch nachzupriifen. Erst
unser Taschenrechner macht es miihelos méglich.

Um eine Apfelsine mit 10 em Durchmesser ist straff ein
Bindfaden gelegt. Als Umfang ergibt sich natiirlich

U=2xr=2-7-5cm=3l4cm

Wir schneiden den Faden durch und kniipfen genau 1 m Band
dazwischen. Den so hergestellten Bindfaden legen wir so
um die Apfelsine herum, dafl er iiberall den gleichen Ab-
stand zu ihr hat. Wie groB ist dieser Abstand a ?

U=13l4cm =277,
20,9 cm =7,
(209 —5)ecm =r,—r,=a ~ 159 cm

Dieser 15,9 cm lange Zwischenraum rund um die Apfelsine
ist gerade so viel, daB eine Katze hindurchschliipfen kann.



Der Platz fiir die Katze

Nun kommt das Erstaunlichste (fiir Leute, die sich noch
wundern kénnen ; fiir die anderen ist das selbstverstandlich):
Wir legen ein Seil um den Aquator der als Kugel gedachten
Erde. Damit es iiberall aufliegt und geschlossen ist, mége es
eine Linge von genau 40000 km haben. Wir zerschneiden
nun das Seil und verlingern es um einen Meter. Dann legen
wir es in Gedanken mit iiberall dem gleichen Abstand wieder
um die Erde herum.

Bevor wir uns an die eigentliche Rechenaufgabe machen,
iiberlegen wir, um wieviel Prozent wir das Seil verlingerten.

1:40000000 2 0,0000025 9%,

Der Erdradius betragt bei dem angenommenen Umfang
von 40000 km

5 =7y = 6366,19772 km.

T

Wir miissen hier bis auf Zentimeter genau rechnen.
Bei einem Umfang von 40000,001 km ist

2Lf = 7, = 6366,19788 km
T

r,—r =a6=(88—"72)cm = 16 cm

Auch hier konnte eine Katze gerade unter dem gedachten
Seil hindurchkriechen.

Einfache Taschenrechner haben mit dieser Rech-
nung Schwierigkeiten mit den letzten Stellen.
Wahlen Sie dann die Kugel um ein paar Stellen
kleiner. Das Prinzip wird auch bei U = 4000 km
klar.

Wenn es auch an der Rechnung keinen Zweifel gibt, so ist
ibr Ergebnis verbliiffend.

Im taglichen Leben spielt dieser Gedankengang eine groBe
Rolle in der Bekleidungsindustrie. Jedermann weiB, wie die
KonfektionsgroBen innerhalb einer Nummer schwanken.
Es gehort zu den stehenden Redensarten von Textilverkau-
fern: ,,Dieses Stiick fallt besonders weit (oder eng) aus.*
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Spielerei mit Ziffern

Der Grund liegt einfach darin, da8 die Industrie den Um-
fang eines Hosenbundes oder eines Pullis bei der Herstel-
lung miBt und dabei kleine Unterschiede auftreten. Der Ver-
braucher triagt das Kleidungsstiick aber nach dem Durch-
messer, sonst rutscht die Hose, oder der Knopf geht nicht zu.
Eine Daumenbreite (ungefihr 1 ¢cm) Anderung im Umfang
ergibt aber, unabhingig vom Umfang einen ,,Abstand vom
Bauch“ von 1,6 mm. Bei mageren Leuten (mit kleinem
Bauchumfang) wirken sich natiirlich diese 1,6 mm viel mehr
aus als bei dicken.

Spielerei mit Ziffern

\
Besitzer eines Klaviers oder einer Gitarre wissen, wieviel
SpaB es macht, auf dem Instrument herumzuklimpern, also
nicht Bach oder Gershwin zu spielen, sondern einfach Tdne
anzuschlagen.
Nebenbei bemerkt der Spieler dann, ob sein Instrument
richtig gestimmt ist, oder ob irgendwo ein falscher Ton oder
ein falscher Griff vorhanden ist.
Ahnlich kénnen wir mit unserem Rechner vorgehen. Pro-
bieren wir die Ziffernfolgen 1, 2, 3 usw. einmal aus. Zum
Beispiel so

12 -9 =108
123 -9 = 1107

1234 -9 = 11106

123456789 -9 = 1111111101

Die meisten Rechner werden es nicht gestatten, mit neun
oder zehn Stellen zu rechnen. Aber der Verlauf des Ergeb-



Spielerei mit Ziffern

nisses der Multiplikation ist auch mit sieben- oder achtstel-
ligen Gerdten gut zu erkennen.
Das Entstehen der Zahlenfolge zeigt die Rechnung

9-12 9-123
9 9 '
18 18
108 27
1107

Falls uns die O stort, kénnen wir iiberlegen, wie wir sie ver-
meiden. Probicren wir einfach jeweils die vorletzte Ziffer
wegzulassen. (Das ist das ja Schone am Rechner, daB wir
unbegrenzt probieren kénnen!) Also

13 -9 =117
124 -9=1116

1236 -9=11115

12345679 -9 = 111111111

Auch hier werden nicht alle Rechnertypen bis zum Schluf
mithalten kdnnen.

Vieileicht het es uns jetzt die Ziffernfolge von 1 bis 9 ohne 8
angetan.

12345679 -9 =111111111
- 8 = 98765432 alle Ziffern auer 1

Die meisten Rechner arbeiten mit acht Stellen. Sie lassen
daher die Multiplikation mit 8 bereits zu.

12345679 -7 = 86419753 alle Ziffern auBer 2
-6 ="74074074

-5 = 61728395 alle Ziffern auBer 4

-4 = 493827186 alle Ziffern auBer 5
+3=37037037

-2 = 24691358 alle Ziffern auBer 7

6 Gllde/Altrichter, Taschenrechner
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Spielerei mit Ziffern

Wir merken, die fehlenden Ziffern erganzen den "Multipli-
kator immer auf 9.

Es lassen sich nun auch andere Ziffernfolgen finden, die nur
teilweise auffillige Ergebnisse liefern:

76564321 -9 = 68888889

-8 = 61234568
<6 = 45925926
-3 =22962963

Die Multiplikatoren 7, 5, 4 und 2 ergeben keine besonderen
Resultate.

Falls Thr Rechner einen Speicher hat, geben Sie
natiirlich die groBe Zahl ein und rufen sie bei Be-
darf ab. Hat Thr Rechner keinen Speicher, so emp-
fiehlt gich der Rechengang:

Ausgangszahl
[x]
2]

[=] Ergebnis

[+]

B

Ei Ausgangszahl

Jetzt versuchen wir einmal, was sich mit einer Zahl anfangen
1aBt, die sich aus den gleichen Ziffern zusammensetzt:



Spielerei mit Ziffern

33333 -9=299997

-8 = 2660664
-7 = 233331
<6 =199998
-5 = 166665
-4 = 133332
-3 = 099999
- 2 = 066666
-1 = 033333

Die ersten Ziffern des Ergebnisses sind 2 oder 1 oder 0, die
letzten Ziffern

789
456
123

Durch Probieren lassen sich viele andere Zahlen finden,
die durch Multiplizieren oder Dividieren interessante Ergeb-
nisse liefern.

In Hobby-Mathematikerkreisen ist die Zahl 142857 bekannt.

(Diese Ziffernfolge ist die Periode von % = 0,142857. . ) .
142857 -2 = 285714

* 3= 428571
4= 571428
5= 714285
-6= 857142

-7 = 999999

Bis zux: Multiplikator 6 erscheinen die Ziffern der Ausgangs-
zahl immer in der gleichen Reihenfolge. Von 8 bis 13 erhilt
man zusatzlich eine neue erste Ziffer, und die letzte Ziffer
ist um den Wert der ersten zu niedrig. Addiert man beide,
go erhilt man wieder die Ausgangszahlenfolgen.

1428567 -8 = 1142856

14 = 1999998

Wer will, kann selbst finden, nach welcher Rechenvorschrift
es ab 15 weitergeht.
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Das beriihmte Siebzehneck

Auf dem Grabstein des Mathematikers Carl Friedrich Gaug
ist ein 17-Eck eingemeifielt. Diese Figur soll auf die erste
wissenschaftliche Verdffentlichung von GaufB hinweisen.
Als neunzehnjihrigem Studenten gelang ihm 1796 der Nach-
weis, daf innerhalb eines Kreises mit Zirkel und Lineal ein
regelmaiges 17-Eck zu konstruieren ist.

Bild 8. Das regelmaipige
Stebzehneck

Es war seit langem ein mathematisches Problem, welche
regelmaBigen Vielecke sich in einen Kreis hineinlegen lassen
(nur mit Zirkel und Lineal gezeichnet).
Gougp fand die allgemeinen Bedingungen dafiir, und bei dieser
Gelegenheit probierte er sie am 17-Eck aus.
Die Tabelle auf S. 86 zeigt, wie mit wachsender Seitenzahl »
sich die Zahl 7z herausbildet.
Fiir Liebhaber langer Rechnungen hinterlieB Gauf in diesem
Zusammenhang eine Gleichung zur Berechnung des cos ¢,
wobei ¢ hier der Zentriwinkel des 17-Ecks ist.
cos%:cos 21°10° 35"
1 v, 1 Vax o137
—— gtV T+ gl —2VT7

+ V174 3YT7 — J3e — 2y 17 —2)/34 + 2)17




Das beriihmte Siebzehneck

Dezimalstellen. Minuten und Sekunden vor der

Die meisten Rechner arbeiten bei Winkeln mit
Eingabe in Dezimalstellen umrechnen.

Da ein Grad 60" hat, ist
1" =0,017°
10° ~0,17°

1 3600 ~ 0,00028°

35" =~ 0,0097° ~ 0,01°
Also ist
21°10’ 35” ~ 21,18°

Kontrolle: %go ~ 21,18°

Fiir die Rechnung der Gaupschen Gleichung mufl sich jeder
nach dem Leistungsvermégen seines Rechners eine eigene
Strategie aufbauen.

Im einfachsten Fall sind alle Wurzeln auszurechnen und zu
notieren.

Wer eine M-Taste zur Verfiigung hat, kann abwechselnd
Werte eingeben und wieder abrufen.

Meistens ist es giinstig, komplizierte Gleichungen
von der ,,innersten Wurzel her’ abzuarbeiten.
Falls Sie mit einer Vorzeichen-Umkehrtaste arbei-

ten, (ICHS oder | +/— ,k6n.nenSiebeiV3_4 —21/T’7

also folgendermaBen rechnen:

7] [1&] [x] 2] (/=] [+] [34] =] [l

Wahrscheinlich miissen Sie die Gleichung mehrere Male
durchrechnen, bis Sie das Gaufsche Ergebnis finden:

cos 21,18 ° = 0,93245
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Das beriihmte Siebzehneck

Ubersicht iiber regelmapige konveze Vielecke (r Umkreisradius)

n Zentriwinkel ~Seite
3 120° r)3
4 90° rj2
5 72° g4 Vm——zl/?
6 60° r
8 45° rf2=V2
10 36° 5 /5=1)
12 30° P Ve—V3
15 24° L)71—ys—Vs—ey5
16 22°80 Yo=Y+ V2
17 21°10°355 ~ 0367490047
0 w e VEETE
2 15° Ve—V2r 13

allgemein :

Son = V2r’—rm




Das berihmte Siebzehneck

Umfang

Flache

2r-2,59807621 ...

2 r-2,82842712. ..

2 r-2,93892626. . .

27-3,06146746. . .

21r-3,09016995...

27r-3,10582854. . .

2r-3,11867536. ..
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Astronomische GrifBlen

Die Astronomen geben die Entfernungen im Weltall mei-
stens in Lichtjahren an. Das ist die Strecke, die das Licht in
einem Jahr zuriicklegt bei einer Geschwindigkeit von
300000 km/s.
Das Jahr hat

60 - 60 - 24 - 365 = 31536000

Sekunden.
Multiplizieren wir diesen Wert mit 300000, so erhalten wir

die zuriickgelegte Strecke: 9,46 - 1012 km,

Bis zum nichsten Fixstern Prox. Centauri ist es noch etwas
weiter, namlich 38 - 10i2 km,

Zum Polarstern sind es 380 - 102 km, wofiir das Licht rund
40 Jahre bendétigt.

Bis zu den am weitesten entfernten Welten soll das Licht
etwa 10" Jahre benétigen. Auf ein pasr Jahre kommt es
dabei nicht mehr au. Dem entspricht eine Entfernung von
9,46-102km =~ 10® km.

Aus diesen unvorstellbaren Zahlen wird uns aber auch klar,
welche Wunderwerke unsere Taschenrechner darstellen.
Die meisten Gerdte lassen Exponentialwerte bis 9,999999
- 10% zu. Wir kénnen also in ihnen mit Leichtigkeit die MaBe
des Weltalls unterbringen. Die Entfernung zu seinen Gren-
zen, in Millimeter ausgedriickt, ergibt erst etwa 100,

Der englische Physiker Eddington hat sich Gedanken iiber
eine groBe Zahl N = 2,30 - 10?° gemacht, die im Zusammen-
hang mit astrophysikalischen Rechnungen auftritt. Er nahm
an, dieser ungeheure Wert bedeute die Zahl aller Protonen
im Weltall.

Aus anderen Rechnungen erhilt man die weiteren Konstan-
ten 136 und 137 (ihre Bedeutung soll hier nicht erlautert.
werden).

Der deutsche Physiker Ertel machte nun den Ansatz

2130 , 9137

N== 7 =148.10%



Wieviel Tropfen sind im Meer?

Dieser Wert stimmt mit dem Wert von Eddington

gut iiberein. Wenn Ihr Rechner keine y®-Taste hat,

konnen Sie auch mit der lg-Taste die Aufgabe lésen.
Nun sind wir natiirlich neugierig, wie gro8 die Masse der
Protonen (der Atomriimpfe) im Weltall ist. Die Physiker
geben die Masse eines Protons mit 1,65-10~2*g an. Die ge-
samte Protonenmasse betrigt also

1,48-10"-1,65-10"% g = 2,44 -10% g,
Da 1 Tonne = 1000 kg = 1000000 g = 10° g ist, folgt weiter
244-10% g — 2,44-10% ¢

Einstein gibt die Weltmasse mit 1,3 - 10° g an. Falls Sie die
Aufgabe mitrechneten, kénnen Sie mit Stolz sagen, daBl Sie
fast das gleiche Ergebnis wie Einstein fanden.

Weiter ist der Weltradius nach seiner Meinung augenblick-
lich 2,6 - 10?8 cm = 2,5 - 10% km groB.

Das ,,augenblicklich*‘ bedeutet, daB sich dieser Wert dndert.
Da das Licht in einem Jahr 9,46 - 10'2 km zuriicklegt, betragt
der Weltenradius 2,6 - 101° Lichtjahre.

Nach den bisher benutzten Zahlen erscheinen 102 geradezu
klein.

Wieviel Tropfen sind im Meer?

In den Volksmirchen befassen sich einige Motive mit den
Begriffen unendlich und ewig. Die Ewigkeit wird in einem
deutschen Marchen so dargestellt: Fern in Arabien steht ein
riesiger Berg, ganz aus einem Diamanten. Alle hundert Jahre
kommt ein kleiner Vogel und wetzt seinen Schnabel an diesem
Diamantberg. Wenn der kleine Vogel irgendwann einmal den
gesamten Berg durch das Schnabelwetzen abgetragen hat,
dann ist eine Sekunde der Ewigkeit um.
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Wieviel Tropfen sind, im Meer ?

Zur Lésung dieses Problems ist unser Taschenrechner offen-
sichtlich nicht geeignet.

Es gibt aber dhnliche Fragen, z.B.: Wieviel Tropfen sind
im Weltmeer ? Wer einmal iiber den Ozean fuhr oder flog
und sich dabei seine Tiefe von einigen tausend Metern vor-
stellte, wird die Beantwortbarkeit der Frage anzweifeln.
Aber unser Computer schafft es!

Zuerst sehen Sie einmal in Ihrem Medizinschrank nach.
Vielleicht haben Sie dort eine Arzneiflasche mit einem Tropf-
verschluB. Auf dem Boden der Flasche oder auf dem Etikett
steht ihr Rauminhalt. Daraus kénnen Sie bestimmen, wieviel
Tropfen auf einen Kubikzentimeter gehen.

Sie werden finden, daB3 etwa 30 Tropfen einen Kubikzenti-

meter (Milliliter) fiillen. Also, 1 Tropfen entspricht %

= 0,033 cm?®. Aus dem Lexikon oder einem besseren Atlanten
kénnen Sie das Volumen aller Weltmeere entnehmen.
Die Angaben liegen um

1,3-102km®=1,3- 102 m® = 1,3 - 10*? cm?
Die Zahl der Tropfen ist dreifligmal so groB, also
1,3-10%7-30 = 3,9 - 10%®

Zum Vergleich: 1cm® gasformiger Wasserstoff enthilt
2,69 -10'® Molekiile, und 1m3H, besteht danach aus
2,69 - 10?® Molekiilen. Nach diesem Vergleich erscheint die
Tropfenzahl im Weltmeer nicht besonders grof.

Nun taucht die Frage auf, wie genau die Angabe 3,9 - 10%
Tropfen eigentlich ist. Fachleute meinen, daBl diese Zahl
héchstens um den Faktor 2 falsch sein kann.

Wenn wir 800 Mark Gehalt beziehen, und der Lohnbuchhalter
versieht sich um den Faktor 2, so erhalten wir entweder
400 Mark, was bei uns Protest auslost, oder 1600 Mark,
woriiber wir staunen wiirden. Im Bereich der Lohnbuch-
haltung ist jeder Faktor auBer 1 als Fehler unzulissig.
Anders bei sehr groBen Zahlen. Solange die Zehnerpotenz
sich nicht &ndert, liegt kein Grund zur Aufregung vor.

2-39-10%=17,_8-10%8

Die GréBenordnung 10?® wird durch den Unsicherheitsfaktor
nicht beriihrt.



Wie hoch sind wir?

Sie unternehmen eine Reise in die Berge. Auf einem Cam-
pingplatz iibernachten Sie. Am Lagerfeuer taucht die Frage
auf, wie hoch der Platz iiber dem Meeresspiegel liegt.

Falls Sie ein Barometer und den Rechner zur Hand haben,
ist das kein Problem.

Als erste Naherung gehen Sie aus von dem mittleren Luft-
druck auf Meereshéhe: 1013 mbar.

Der Luftdruck auf Threm Campingplatz soll 700 mbar be-
tragen. Dann gilt fiir die Hohe H:

1013 )= 7620 m - ln(

700

1013
H=17620m - In <0rts1uftdru_ci _)

H—=17620-0,37m = 2816 m

Sie befinden sich wahrscheinlich kurz unter einem Gipfel
irgendwo im Kaukasus.

Sollte Thr Rechner keine In-Taste haben, so arbei-
ten Sie mit der lg-Taste:

Inz2=23-lg=
Daraus wird die Héhengleichung

1013

H=17620mm-23"Ig (W) =2813m

Wegen der 3 m Héhendifferenz gegeniiber der Gleichung
mit In lohnt es sich nicht zu streiten. _
Vielleicht interessiert es Sie, wie niedrig der Luftdruck auf
dem Mount Everest ist ?

Der Mount Everest ist 8804 m hoch.

Wir verwenden die barometrische Hohenformel in ihrer
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Die WinkelmaBe

bekannten Form

_H
= 7620m

P=Dp-¢©

(p Ortsluftdruck, p, Luftdruck auf Meeresniveau, H Hohe).
Mit H = 8804 m erhalten wir

_ 8804
p = 1013 mbar-e 7620 _ 319 mbar

Die Winkelmafle

Traditionsgemal geben wir Winkel bei den meisten mathe-

.matischen Aufgaben in Grad, Minuten und Sekunden an.

Die meisten Rechner sind auf Grad und Dezimalteile davon
programmiert.

10=6OI; 1I=6OII;
V=1 —0,017°; 17 = - ~0,00028°
g~ 3600 ~
In alten Seegeschichten werden die Seerduber drei Strich
Backbord gesichtet.

32 Striche = 360 °

360°

soh —11°15 = °
ISL'nch——32 =11°16"= 11,26

Ferner werden Winkel im Bogenmall (Radiant) angegeben.
Das BogenmaB eines Winkels ¢ ist das Verhiltnis aus dem
Kreisbogen 8, den die Schenkel des Winkels aus dem Kreis-
umfang eines Kreises mit dem Radius » um den Scheitel
herausschneiden, zum Radius 7. Obwohl das BogenmaB



Die WinkelmaBe

als Verhaltnis zweier Langen eine reine Zahl ist, kennzeich-
net man es mit der ,,Einheit* rad. Der Vollwinkel ist wegen
§ = 27 r gleich

2nr

o= — 27 ~6,2831853 - ..
=

Weil andererseits der Vollwinkel gleich 360 ° ist, folgt

360° = 277 rad,
1rad = 289" L 57,2057795. . .
2z
~57°17'44,8"
und
1°= 27 1ad — 0,0174532925 . . . rad

~ 360

Manche Rechner haben eine Taste fiir die Umrechnung
des GradmaBes in das Bogenmal und umgekehrt, andere

haben eine Taste , mitdereingestellt werdenkann,
ob die eingegebenen oder berechneten Zahlen das GradmaB
oder das BogenmaB bedeuten. Bei diesen rechnet man die
beiden WinkelmaBe entweder nach obigen Formeln um
oder s0, wie es die folgenden Beispiele zeigen :

Schalterstellung grd, sin 17 ° = 0,29237. ..
Schalterstellung rad, arcsin 0,29237. .. = 0,2967...
also: 17° = 0,2967. .. rad

Die umgekehrte Umrechnung sieht so aus:

Schalterstellung rad, sin 0,2967 = 0,29237. ..
Schalterstellung grd, aresin 0,29237 = 17°
also:0,2967 rad = 17°

Diese Methode fiihrt aber nur fiir spitze Winkel ¢ (0° < ¢ 90°
bzw.0rad < ¢ < % rad ~ 1,570796. . . rad) immer zu richti-

gen Ergebnissen.

Damit ist die Moglichkeit der Winkel,,einheiten‘‘ noch nicht
erschopft. Es gibt auch die Teilung des Vollwinkels in Neu-
grad (Gon), Neuminuten (*) und Neusekunden (°¢).
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Die WinkelmaBe

Vollwinkel = 4008; 18 = 100°; 1° = 100°¢

1°= %: 1,1...518=09°
1’ = 0,0185¢. ..

1”” = 0,000308648. . .

Und zum SchluB nochmals eine Strichteilung, diesmal die
militdrische. Sie entstand aus dem Bediirfnis, Entfernungen
zu schiétzen. Wenn man den Vollwinkel in 6000 Teile teilt
(Strich), so entspricht ein Winkel von 1 Strich auf 1km
Entfernung ungefihr einem Meter.

U=2m-r=628-1km

6,28 km werden auf 6 km abgerundet. Geteilt durch 6000
ergibt danach 1 Strich 1 m.

Die iiblichen Marschkompasse sind wegen der besseren
Ubersichtlichkeit nur in 60 Striche geteilt.

| 1° = 16,67 Striche.

Wenn Sie SpaB daran haben, kénnen Sie die folgende Auf-
gabe rechnen: Ein Soldat mit zwischen zwei Gegenstinden
mit dem MarschkompaB 1000 Striche. Wie groB ist der Sinus
davon ? Er nennt einem Seemann den Sinuswert. Dieser
errechnet den Arcsinus in Radiant und bestimmt daraus
wieder die guten alten seeménnischen Striche. Diesen Wert
teilt er dann seinem Kapitin in Neugrad mit.

So verworren kann die Welt sein, wenn sich die Fachleute
nicht auf eine MaBeinheit einigen.

Das Ergebnis der Aufgabe ist 668 67° (ohne Gewahr!).



Der mathematische Trick

Winkelfunktionen (die Mathematiker nennen sie auch trigo-
nometrische Funktionen) begegnen uns auf Schritt und
Tritt in der Technik. Im folgenden wollen wir Thnen zeigen,
wie Sie auch mit einem Taschenrechner, der lediglich iiber
die Grundrechenarten sowie eine Wurzel-, Reziprok- und
Quadrattaste verfiigt, die Werte fiir diese Funktionen aus-
rechnen kénnen.

Die mathematischen Grundlagen des zu erliuternden Ver-
fahrens bestehen in folgendem:

Alle sogenannten transzendenten Funktionen, zu denen auch
die Winkelfunktionen gehéren, sind durch Potenzreihen mit
unendlich vielen Gliedern darstellbar. Die allgemeine Form
lautet

f@=a+tazta, 2+ -+aaz"+..-

Natiirlich miissen die Glieder von einer bestimmten Stelle
ab immer kleiner werden, damit die Reihe konvergiert, d.h.
trotz unendlich vieler Glieder einem endlichen Summenwert
zustrebt.

Fiir die Kosinusfunktion f (z) = cos 2 haben die Mathema-
tiker folgende Form der unendlichen Potenzreihe heraus-
gefunden:

2 4 z‘
cosz=1—;—!+:—!—a+—---

Dabei ist p! (sprich: p Fakultat) =1-2-3... (p—1)-p
Diese Reihe konvergiert fiir alle z, aber um so besser bzw.
schneller, je kleiner die Variable z ist. Das bedeutet auch,
s sind weniger Glieder zur Berechnung zu beriicksichtigen,
um eine vorgegebene Genanigkeitsforderung zu erfiillen.
Der mathematische ,,Trick‘‘ besteht nun darin, die Variable 22
durch eine Anzahl von Operationsschritten (z.B. Halbieren)
so lange zu verkleinern, bis die ersten zwei oder drei Glieder
der Reihe ausreichen, die Berechnung mit einer vorgegebenen
Genauigkeit durchzufiihren.

95



96

Der mathematische Trick

Nach erfolgter Anwendung der Naherungsformel muf8 in
einem Riickwirtsgang (diesmal durch Verdoppeln der er-
mittelten GroBe) mit der gleichen Schrittzahl der urspriing-
liche Zustand wieder hergestellt werden. Es ist iiblich, die
erste Schrittfolge Deflation, die zweite Inflation zu nennen.
Als Basisfunktion zur Bereclinung aller Winkelfunktionen
bzw. ihrer Umkehrfunktionen ist aus verschiedenen mathe-

.matischen Griinden die Funktion y = cos z besonders ge-

eignet. Wegen cos (— z) = cos z brauchen immer nur posi-
tive Winkel verwendet zu werden, und zwar im BogenmaQ.

Die Umrechnungsformel fiir den Winkel « in sein
BogenmaB z ist:

27w -a
360

=0,0174532... - «

Die Deflation besteht darin, den gegebenen Winkel z, (im
BogenmaB) #n-mal zu halbieren, bis z» < 0,3 ist. Dann liefern
die ersten drei Glieder der Reihenentwicklung einen Nahe-
rungswert fiir ¥, = cos z, von

. zt  zt
1=+

Yn=
mit einem Fehler < 1078,
Die letzte Gleichung ergibt, fiir den Taschenrechner giinstig
umgeformt,

Beim Riickwartsgang, der oben genannten Inflation, miissen
niin die Winkel #-mal verdoppelt werden, um den Anfangs-
zustand wieder herzustellen.

Wegen cos 2 x = 2 cos? z — 1 geschieht das nach der Formel

Yi-1=2y2—1

in n Schritten, bis der Wert y, erreicht ist.



Der mathematische Trick

Das fiir Kosinuswerte verwendete Schema sieht zusammen-
gefal3t so aus:

Deflation Inflation
z, (BogenmaB) Yo = COS T,
| 1
n-mal halbieren Yi—1=2y%>— 1 (n-mal)

| f

z _ g\ _
Zn (= 013)—>(2—'6ﬂ'—3=.’%

Die anderen drei gebriuchlichen Winkelfunktionen kénnen
iiber den Kosinus einfach berechnet werden, wenn man die
folgenden Umrechnungsformeln benutzt (mit y, = cos z,):

sin xy= Vi:y—oz

1
nzy— )/ 51
an z, Ve
cot Ty = %
L
¥
(Diese Gleichungen gelten nur fiir spitze Winkel z,.) Dadurch
wird der Durchlauf auf dem Taschenrechner nur um jeweils

fiinf Tastendriicke verlingert.
Als Beispiel wollen wir y, = cos 67 ° berechnen :

2, = 1,1693706

z, = 0,5846853 .

2, = 0,2023426 (< 0,3) (% ~3) -3
y, = 0,9575722 =2
y, = 0,8338891

Yo = 0,3907421

Die Zahl der Tastendriicke betragt dabei 34.

7 Gilde/Altrichter, Taschenrechner
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Der mathematische Trick

Ein genauerer Wert ist cos 67 ° = 0,380731128, die Abwei-
chung ist also 4 f ~ 1- 1078,

Bei den Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen (auch
Arkus- oder zyklometrische Funktionen genannt) sind die
Variablen gegeniiber den Winkelfunktionen vertauscht.
Daher laufen die Rechenoperationen auch in einer umge-
kehrten Reihenfolge ab.

Wegen der trigonometrischen Formel

z _ |jfoosz+1
COSE_I/_ 2

werden die Deflationsschritte nach der Formel

i+ 1
Tiv1= l/z';—

berechnet. Die Deflation wird abgebrochen, sobald =z = 0,9
ist. Als Naherungsformel wird die Umkehrung der schon -
dargestellten Formel

o _3) -3

verwendet, d.h., letztere wird nach x, aufgelést, und es wer-
den z, und y, vertauscht. Das ergibt fiir die Arcuscosinus-
berechnung das folgende Schema

Deflation Inflation
:col(lxol =1 Yo = arccos z,
v i 1
-’B."+1=V% ¥i—1=24: (n-mal)

2 (2 0.9) —> Ve (- ) =Ty

Die anderen Arcusfunktionen lassen sich iiber den Arcus-
cosinus nach folgenden Formeln berechnen :

arcsin z, = 1,6707963 — arccos z,



Der mathematische Trick

1
arctan r, = arccos T
Zo

arccot z, = arccos
1

w !
Dazu das folgende Beispiel:
y — arcsin 0,5
=05
z, = 0,86602564
z, = 0,9659258 (> 0,9) T
¥, = 0,2618011 - Ve . (1 — )2 T2 ’*)
y, = 0,6236022

Yo = 1,0472045 = arccos 0,5
y = arcsin 0,5 = 1,5707963 — y, = 0,56235919

Dazu waren 41 Tastendriicke nétig. Der wahre Wert betragt
arcsin 0,5 = 0,5235988

Der Fehler betrigt also A f = 1075,

Wenn Lhre Anspriiche an die Genauigkeit bei der Berechnung
von Winkelfunktionen und deren Umkehrfunktionen gerin-
ger sind und die Eingabewerte eine gewisse Schranke nicht
iiberschreiten, dann kénnen Sie auch bequem die folgenden
Naherungsformeln verwenden. Sie wurden aus den ersten
beiden Gliedern der entsprechenden Reihenentwicklungen
abgeleitet. Der Fehler ist dabei kleiner als 10~3. Die Schran-
ken sind mit angegeben, ebenfalls die auf 8 Nachkomma-
stellen genauen Werte. '

sin @ ~ 2 +(1— %) fir| 2| < 0,63 bzw. 36°
Beispiel : sin 0,42 (= sin 24 °) ~ 0,408
{genauerer Wert: 0,40776045)

cos & ~ 1 — %'fiir|:v'| < 0,39 bzw.22,5°

Beispiel : cos 0,349 (= cos 20 °) ~ 0,939
(genauerer Wert : 0,93971514)

7
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Keine Angst vor Logarithmen

tan x ~ x(l + %)fi'u‘laﬂ < 0,38 bzw.22°

Beispiel: tan 0,349 (= tan 20°) ~ 0,363
(genauerer Wert : 0,36389566)

arcsin ¢ ~ a:(l + %) fiir [z| < 0,42 bzw. 24°

Beispiel: arcsin 0,3 ~ 0,3045
(genauerer Wert: 0,30469265)

T . .
arccos ¢ = 5 — aresin ¥ = 1,5708 — arcsin z

Beispiel: arccos 0,3 ~ 1,5708 — 0,3045 = 1,266
(genauerer Wert: 1,26610367)

arctanz ~ z (1 — g) fiir | z| < 0,36 bzw. 20°

Beispiel: arctan 0,3 ~ 0,291
(genauerer Wert: 0,29145679)

arccot x = % — arctan ¢ = 1,5708 — arctan =

Beispiel : arccot 0,3 ~ 1,5708 — 0,291 = 1,28
(genauerer Wert: 1,27933953)

Gegebenenfalls konnen Sie auch die Beziehung

1
arccot = arctan; verwenden.

Keine Angst vor Logarithmen

Viele Menschen, darunter auch solche mit einer technisch-
naturwissenschaftlichen Grundausbildung, haben ein un-
angenehmes Gefiihl, wenn sie das Wort ,,Logarithmus*
100 héren. Das liegt vielleicht auch mit daran, daB es etwas



Keine Angst vor Logarithmen

fremdartig klingt. Dabei bedeutet es dasselbe wie die Be-
griffe ,,Exponent‘‘ oder ,,Hochzahl®.

Das Aufsuchen von logs @ (lies: Logarithmus @ zur Basis b)
entspricht vollstandig der mathematischen Fragestellung:

b® = a bzw. welche Potenz von b ist gleich a ?

Die Abneigung gegen alles, was mit Logarithmen zusammen-
hangt, ist um so schwerer verstandlich, als gerade die Log-
arithmenrechnung wie kaum eine andere mathematische
Disziplin aus den Bediirfnissen der Praxis entstanden ist.
Die weite Verbreitung der sogenannten Rechenstibe unter-
streicht diese Feststellung. Mit Threm Taschenrechner haben
Sie nun ein Gerit, das dem Rechenstab haushoch iiberlegen
ist. (Es sei denn, es ist Stromausfall und die Batterien sind
leer!)

Bevor wir uns der Praxis des logarithmischen Rechnens
zuwenden, wollen wir Thnen einige Funktionenklassen vor-
stellen, die damit zusammenhangen, und Naherungsverfah-
ren erlautern, welche die Berechnung der entsprechenden
Funktionswerte gestatten.

Da sind zundchst die Exponentialfunktionen. Ihr allge-
meiner Typ hat die Form y = 5°. Wenn die Basis b gleich
der ,,Eulerschen Zahl‘ e ist, ergibt sich die besonders wich-
tige Exponentialfunktion

y=¢e.
Thre Reihendarstellung ist

2 2B » .
ez=1+l_"’!+§!__|_37+...+:_!+.--fura,llex

Beachten Sie:n!=1-2-3----+(n—1)-n

Diese unendliche Reihe ergibt fiir z = 1 auch gleich eine
Berechnungsmaoglichkeit fiir e:

1 1 1
e=1+1+?+F+2_4+...=2,7182818--- 101



Keine Angst vor Logarithmen

Eine unendliche Kettenbruchdarstellung der Zahl e haben
wir in dem Abschnitt ,,Kettenbriiche'* aufgezeigt.

Zur Berechnung der Funktionswerte ¥ = e® verwenden wir
die ersten 3 Glieder der Reihe. Das ergibt nach einer Um-
formung, die fiir Taschenrechner giinstig ist,

L lz41)PF 41

Der Fehler ist kleiner als 104 fiir z < 0,01.

Wir wenden wieder das Verfahren ,,Deflation/Inflation an
(s. vorhergehenden Abschnitt). Die Deflation. erfolgt durch
Halbierungsschritte.

Wegen e2/2 = ]/e? entspricht das einem n-maligen Wurzel-
ziehen. Daher muB bei der Inflation n-mal quadriert werden.
Das verwendete Schema sieht folgendermaflen aus:

Deflation Inflation

zo (> 0) Yo = &%
l t

n-mal halbieren n-mal quadrieren
|

(a + 11 +1 _
Za (£ 0,01) > "——=-— =

Yn

Wenn der Eingabewert z, negativ ist (< 0), dann rechnen
Sie mit dem positiven Wert und driicken zum Schlu8 die

Reziproktaste (wegen e f= eé) .

Die Umkehrfunktion von y = e® ist y = In z (sprich: Log-

arithmus naturalis oder einfach ,,el* ,,en‘).

Sie liefert die natiirlichen Logarithmen (d.h. zur Basis e).

Daher wird auch die Naherungsformel fiir y = e” umgekehrt:
(z+12+1

y=—"—>5

und z vertauscht. Das ergibt

wird nach z aufgelost, und danach werden y

y=]/2z——1—l

102 Daraus folgt das Berechnungsschema fiir y = In 2.



Keine Angst vor Logarithmen

Deflation Inflation
Ty (2 1) Yo=Inz,
| i
n-mal Quadratwurzel ziechen  #7-mal verdoppeln

l T

Fiir z, < 1 fithren Sie die Berechnung mit :7

0
durch und versehen das Ergebnis mit einem Minus-

zeichen (wegen In l =—1In :vo)

Wenn Sie den socrena,nnten dekadischen Logarith-
mus Igz berechnen wollen, verwenden Sie die
Formel Ig z = 0,4343 - In .

Falls Sie den bei praktlschen Problemen relativ hiufig vor-
kommenden Ausdruck y = a® (@ > 0, b beliebig) berechnen

wollen und IThr Taschenrechner keine E-Taste hat, kommen
Sie auf folgendem Umweg zum Ziel:

Wegen der mathematischen Identitit a® — eblns
berechnen Sie zunichst Ina nach dem zweiten
Schema dieses Abschnittes, multiplizieren das
Ergebnis mit b und berechnen dann e’!n2 nach
dem ersten Schema.

Nun noch als Beispiel die Berechnung von y = In 0,85:

1
xo = m = 1,1764706
z, = 1,0846523

z, = 1,0414664
x4 = 1,0205226

z, = 1,0102092

zg = 1,0050916

g = 1,0025426 (< 1,005)

Yo = 0,0025394 = )2 z,—1—1
ys = 0,0050788

103
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¥, = 0,0101576
y, = 0,0203152
¥, = 0,0406304

y, = 0,0812608
Yo = 0,1625216
y =—0,1625216

Zah] der Tastendriicke: 31

Genauerer Wert: In 0,85 = — 0,1625189, d.h., der Fehler ist
Af <1075

Wenn Ihr Rechner nicht iiber eine Wurzeltaste verfiigt und
die Variable x gewissen einschrinkenden Bedingungen ge-
niigt, dann koénnen Sie die Funktionswerte der Exponential-
funktionen und auch die Logarithmen nach den folgenden
Niherungsformeln berechnen. Dabei betrigt die Abweichung
vom wahren Wert maximal etwa 1072,

o Z 1

3 fiir || < 0,18

Beispiel : €215 ~ 1,16125
(genauerer Wert: 1,161834242)

In(l+2)~ fir |z| < 0,14

1—(z—1)
2
Beispiel: 1n 0,9 = In (1 — 0,1) ~ —0,105

(genauerer Wert: — 0,105360516)

lg (1 + 2) ~ 0,21715 [1 — (z — 1)*] fiir |z < 0,21

Beispiel: 1g 0,9 = 1g (1 — 0,1) ~ — 0,0456
(genauerer Wert : — 0,04575749071)

Wir wollen Ihnen nun noch zeigen, dal man mit den Log-
arithmen durchaus etwas anfangen kann. International sind
drei Arten von Logarithmen iiblich, d.h. Funktionswerte
der allgemeinen Darstellung y = logs .

). Natiirliche Logarithmen. Ihre Basis ist gleich der Euler-
schen Zahl e. Schreibweise: y = In 2.
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Sie spielen eine bedeutende Rolle bei naturwissenschaft-
lichen Zusammenhingen.

2. Dekadische Logarithmen. Dabei ist die Basis b= 10.
Schreibweise: y = Ig z. Sie sind speziell fiir unser Dezimal-
system geschaffen worden und liegen in unzahligen Tabellen-
werken vor. Wenn ohne weitere Zusitze von Logarithmen
gesprochen wird, dann sind die dekadischen gemeint.

3. Duale Logarithmen. Ihre Basis ist 2. Schreibweise:
y = Ib x (lies: bindrer Logarithmus). Sie sind zusammen mit
der elektronischen Rechentechnik aktuell geworden, da die
letztere mit dem dualen Zahlensystem (Basis 2) operiert.

Die konstanten Faktoren, die eine Logarithmenart in die
andere umzurechnen gestatten, sind in der folgenden Tabelle
zusammengestellt.

In Ig . Ib
In 1 In10 = 2,302585 In 2= 0,693147
1
g io=0434204 1 Ig2=0,30103
b 1 1442695 L — 3321928 1
]Il—é_ » lg_2_ s

Damit Sie praktisch mit den Logarithmen arbeiten konnen,
sind hier die wichtigsten Rechenregeln dargestellt.

log (a-b)=1loga+ logb
log (%) =loga—1logb
log (@") = n-log a; fira, b > 0; n beliebig
n
— 1
log(l/a) = loga

Wie Sie sehen, wird Beim logarithmischen Rechnen die 105
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Rechenart um eine Stufe erniedrigt, aus der Multiplikation
zweier Zahlen ¢ und b wird die Addition ihrer Logarithmen
usw. Das macht auch die Beliebtheit dieses Systems aus.
Allerdings sind die Genauigkeitsanspriiche ziemlich grof.
Nicht umsonst gibt eine gute Logarithmentafel mindestens
6 Stellen nach dem Komma an.

Natiirlich versagt die logarithmische Berechnung und damit
auch der Rechenstab bei der Addition oder Subtraktion
zweier Zahlen (es gibt ja keine Rechenart ,,darunter®) bzw.
wenn sogenannte Kettenrechnuigen auftreten, bei denen die
4 Grundrechenarten miteinander kombiniert auftreten.
Dann erwacht Thr Taschenrechner zu seiner wahren Grée!
Als Anwendungsbeispiel wihlen wir aus dem Abschnitt
,»Geburtstage und Gliicksspiele die Néherungsformel fiir
die Wahrscheinlichkeit, daB von » Personen nicht zwei am
gleichen Tag Geburtstag haben. Wir setzen dabei voraus,
daB Thr Taschenrechner keine y*-Taste aufweist.

Dann ergibt sich aus der Formel

_ V2 = - 365 . 36505 . o~ 395
V2 7 (365 — n) - (365 — n)365 — ™. o~ (365—7) 3457

n

fitr » = 40 und durch Wegkiirzen von Vﬂ der Ausdruck

_ )/365- 365%5 . g~ 36
077 1325 . 32555 . o~ 335 . 365%

Wir fassen nun noch Potenzen mit der gleichen Basis zu-
sammen und beriicksichtigen, daB ]/:v = 2112 jst.

Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert
(dividiert), indem man ihre Exponenten addiert
(subtrahiert).

Danach ergibt sich

et0 ei0 -

Wy~ (55

106 Das logarithmische Rechenschema sieht dann folgender-

365)3“-5 1 1,1230779%5
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mafen aus:

1,123077325,8
eto

lgWe=1g

=325,5-1g1,123077 —40 - Ige
= — 0,963484

Wenn aber Ig W,, = — 0,963484 ist, dann ist
W, = 10~ 0:063484 _ (1087717
| Aus Ig a = ¢ folgt a = 10° fiir beliebige c.

Sie haben also auf dem Umweg iiber die Logarithmenrech-
nung das gleiche Ergebnis erhalten wie auf Seite 160.

s»» Hyperbolicus*

Es gibt noch eine weitere Klasse von Funktionen, die eine
selbstindige Bedeutung haben, obwohl sie aus Exponen-
tialfunktionen zusammengesetzt sind. Das sind die Hyper-
belfunktionen einschlieBlich ihrer Umkehrfunktionen. Beson-
ders anspruchsvolle Taschenrechner verfiigen iiber eigene
Tasten dafiir.

Die Bezeichnungen y = sinh z (lies ,,Sinus hyperbolicus‘
oder auch ,Hyperbelsinus*), cosh z, tanh x und coth z
deuten schon darauf hin, da gewisse Ahnhchkelten mit den
Winkelfunktionen vorhanden sind. So ist z.B.

sinhz _ oophz wnd OB _cothe
cosh sinh z

Die Definitionsgleichungen der hyperbolischén Funktionen
sind: 107
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sinhz =% _294
coshz = of e
2
tanhz = :z :_ Z:Z
coth :c = :;i :::

Fiir groBe Werte von z werden die e~ “-Glieder sehr klein
(bei z =10 betrigt die Abweichung nur noch A f ~ ™1
'~ 5+107%), so daB gilt:

T
sinh  ~ cosh z ~ % und
tanhz ~ cothz ~ 1

Der Hyperbelkosinus ist bei den Technikern auch noch unter
dem Namen ,Kettenlinie’* bekannt geworden, weil diese
Funktion die Lage einer frei durchhangenden Kette oder
eines anderen mit Masse belegten biegeschlaffen Fadens
beschreibt. Ob es sich dabei um eine Perlenkette handelt,
die vom Hals einer Frau herabhingt, oder um das Trans-
atlantikkabel, das sich iiber eine Tiefseeschlucht spannt,
spielt keine Rolle.

Y

Bild 9. So hangt eine
Kette durch

Die andere wichtige Hyperbelflmktion ist tanh x. Sie ist
108 auch als Wachstumsfunktion bekannt. Wir hatten schon
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gezeigt, daB sie sich fiir groBe positive und negative z-Werte
asymptotisch (d.h. unendlich dicht) oben und unten den
zwei Sattigungsgeraden im Abstand + 1 und — 1 parallel
zur x-Achse nihert. Sie wird daher fiir Prognoseberechnun-
gen verwendet, wenn Prozesse mit Sattigungscharakter ab-
laufen. Das ist aber hiufig der Fall. Sowohl die Zunahme
der Wissenschaftler in einem Lande als auch der Absatz
von Fernsehern, Kiihlschranken und Waschmaschinen ge-

ﬂy

Bild 10. Die Tangens-
Ml hyperbolicus- Kurve.

-Die Sattigungsgeraden
- === sind gestrichelt

horchen grundsatzlich einem Hyperbeltangens-Gesetz. Ent-
scheidend ist, dafl der ProzeB zunichst ganz schwach steigt
(technische Neuheit, hoher Preis, Unvollkommenheiten in
der Fertigung), dann stark zunimmt (Massenbedarfsartikel,
groBe Stiickzahlen, ausgereifte Konstruktion) und schlieB-
lich einem Sattigungswert zustrebt (mehr als einen Fern-
seher oder ein Auto braucht eine Familie normalerweise
nicht).

Eine solche fiir Prognosezwecke wichtige Spezialform der
Hyperbeltangens-Funktion ist

y=§<l+tan.h a:——C)7

K

wobei z die Zeit darstellt, S eine Sattigungskonstante,
C den Zeitpunkt der ,,Halbsattigung* und K ein weiterer
Parameter ist.

Der Bestand an Objekten zur Zeit z ist y. Wenn eine genii-
gende Anzahl von MeBwerten (zi,y;) vorhanden sind, dann

109
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lassen sich die Konstanten S, C und K bestimmen (s. Ab-
schnitt ,,Lineare Regressionsrechnung®), und die Progno-
stiker haben die Moglichkeit, ein wenig iiber den gegen-
wirtigen Zeitpunkt hinaus die zu erwartenden Bedarfs-
zahlen zu ermitteln.

Eine zahlenméBige Berechnung der hyperbolischen Funk-
tionswerte erfolgt wieder nach dem fiir Taschenrechner be-
wahrten Verfahren (s. Abschnitt , Der mathematische
Trick*). ' .

Zur Gewinnung einer Ndherungsformel wird die Potenzreihe

2 4
coshz:l+§-|+%+...

nach dem dritten Glied abgebrochen.
Das ergibt nach einer geeigneten Umformung

x? 2 _
y = cosh z ~ (}_+:)‘~-~ E

Das Berechnungsschema ist im folgenden dargestellt.

Deflation Inflation

z, Yo = cosh z,
n-mal halbieren yi_1=2y2—1
]

zn (£ 0,3) — —6¢ =Y

Der relative Fehler ist dabei kleiner als 0,1 Promille. Die
anderen drei hyperbolischen Funktionen sind aus y = cosh z
in der folgenden Weise durchlaufend berechenbar:

sinh z = l/y2— 1
tanhz = l/l —%

coth z = S S

1
110 1—s
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Als Zahlenbeispiel fithren wir Thnen die. Berechnung von

y = tanh 2,7

vor:
g =27
z, =135
z, = 0,675
z, = 0,3375 o
z,=0,16875 (< 0,3) (% + 3) _3
y, = 1,0142721 = cosh z, = — "
y, = 1,0574956 {
¥, = 1,2365940

¥, = 2,0583296
Yo = 7,4734416 = cosh z,

]/1 — o=y =0,991007 = tanh 7,
0

Ein genauerer Wert ist 0,9910075, d.h. A4 f < 1078,

Die Zahl der notwendigen Tastendriicke war 48.

Die Umkehrfunktionen der hyperbohschen Funktionen wer-
den Areafunktionen genannt. Wenn wir die oben darge-
stellte Naherungsformel fiir ¥ = cosh z nach x auflésen und
dann z mit y vertauschen, ergibt sich y = arcosh z (sprich:
Area cosinus-hyperbolicus) zu

y=a,rcoshx~V ( 1—4—&— )

Damit ergibt sich das folgende Berechnungsschema

Deflation Inflation

zy(=1) Yo = arcosh z,
L f

ZTip1= Va:,- ;_ ! n-mal verdoppeln

| f

(< 1,04)_>l/6. (l/l_w?T;_ )=y,.

111
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Zwei der drei gebrauchlichen Areafunktionen hingen in der
folgenden Weise von der verwendeten Basisfunktion arcosh z
a,b (fir z = 1):

arsinh x = arcosh ]/1—24——1

arcoth x = arcosh ——lzl.j

=

x2

Bei diesen Funktionen sind also maximal 7 Tastendriicke
vorzuschalten, ehe man den eigentlichen Rechengang durch-
fithrt. y = artanh z 1st nur fiir |2| < 1 definiert.

I |z| lies ,,z absolut* oder ,Betrag von z*“. |z| < 1
bedeutet: — 1 < 2 < + 1

Dafiir gilt die folgende Formel:

1
artanh x = arcosh ———

V1 ==

Als Beispiel fiir eine zahlenmaBige Berechnung eines Area-
cosinuswertes geben wir Thnen folgendes an:

y = arcosh 1,7

=17

z, = 1,161895

z, = 1,0396862 (< 1,04) ——

Y, = 0,2808101 = arcosh z, = Ve : (y ‘—+32 T2_ 1)
y, = 0,5616203

¥o = 1,1232405

Ein genauerer Wert (auf 6 Nachkommastellen genau) ist
arcosh 1,7 = 1,123231,d.h. 4 f ~ 10~%

Die Zahl der notwendigen Tastendriicke in diesem Zahlen-
112 beispiel betrug 29.
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Wenn Sie mit etwas weniger genauen Werten zufrieden sind,
dann kénnen Sie auch die folgenden Naherungsformeln ver-
wenden, die einen Fehler 4 f < 10~® aufweisen, wenn die
fiir = angegebenen Schranken eingehalten werden.

sinh z ~z<1+ )furl:rl = 0,63

Beispiel: sinh 0,3 ~ 0,3045
(genauerer Wert : 0,30452029)

cosh z ~ 1 + 2 fir| x| < 0,39

Beispiel: cosh 0,3 ~ 1,045
(genauerer Wert : 1,04533851)

tanh x ~ a:(l,—»i)fur]a:] < 0,42
Beispiel: tanh 0,3 ~ 0,291
{genauerer Wert: 0 29131261)

Probe: tanh 2 = sinh z
cosh z

. z?
arsinh =z ~ :c(l — F)fﬁr |z| < 0,42

Beispiei: arsinh 0,3 ~ 0,2955
(genauerer Wert : 0,29567305)

Hier sei noch angemerkt, daB man die Funktionswerte der

Areafunktionen auch nach folgenden Formeln berechnen

kann, sofern der Rechner die Taste hat:
a.rsinh:c=1n(a:+]/1+a:2)

arcosh = In (z + V=2— 1)

_1 pl+s
arta,nhz——g— ]nl_z
a,rcothz—— ln::l__: 113

8 @Gilde/Altrichter, Taschenrechner
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Da nicht alle mitgelieferten Gebrauchsanweisungen die
Eigenschaften der einzelnen Rechner vollstandig beschrei-
ben, sollen hier einige erganzende Hinweise gegeben werden.
Dabei bleiben Rechner mit umgekehrter polnischer Nota-
tion zunachst unberiicksichtigt.

1. Hat man versehentlich eine falsche Zahl eingegeben, so

betitigt man anschlieBend die -Taste, wodurch nur
die letzte Eingabe geloscht wird, und gibt dann die richtige
Zahl ein. Bei einfacheren Rechnern, die eine solche Taste
nicht aufweisen, kann man das Versehen korrigieren, indem
man anschlieBend mit der falschen Zahl die inverse Rechen-
operation ausfithrt. Diese Korrekturmoglichkeit ist insbe-
sondere dann von Bedeutung, wenn es sich um eine lingere
Rechnung handelt und das Versehen spit erfolgt, weil eine

Gesamtléschung mit Hilfe der -Taste eine Wiederholung
der gesamten Rechnung nach sich ziehen wiirde. Bei man-
chen Rechnern erfolgt die Loschung der letzten Eingabe
durch einmaliges Betitigen der -Taste, wihrend zwei-

maliges Betitigen der -Taste Gesamtléschung bedeutet.

2. Viele Rechner verfiigen iiber eine Doppelbelegung der
Tasten, um dadurch den Aufruf von méglichst vielen Funk-
tiopen zu gestatten. Hat man das Argument eingegeben und
betitigt dann eine Funktionstaste, so gibt der Rechner un-
mittelbar den Funktionswert der Funktion an, deren Symbol
sich auf der Funktionstaste befindet. Will man aber den
Funktionswert der Funktion aufrufen, deren Symbol sich
tiber der Funktionstaste befindet, so muB man vor Betiti-
gung der Funktionstaste, aber nach Eingabe des Arguments,

die E-Ta,ste driicken. Die Doppelbelegung der Funktions-
tasten ist bei den einzelnen Rechnern unterschiedlich. Hat

V=
114 zum Beispiel ein Rechner die Tastenbelegung , so fin-
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det man mit der Tastenfolge @ das Quadrat von 7

und mit der Tastenfolge El die Quadratwurzel aus 7.
Wurde nach Eingabe des Arguments versehentlich auf die

E—Taste gedriickt, so wird dieses Versehen mit Hilfe der

-Ta,ste korrigiert.

3. Bei Rechnern mit einer Speichertaste gibt man Zah-
len in den Speicher ein durch Eintasten dieser Zahlen und

anschlieBendes Driicken der E’-Taste und der -Ta,ste

oder auch durch Driicken der Tasten . Wenn
irgendwann eine andere Zahl in den Speicher eingegeben
werden soll, muB bei den verschiedenen Rechnern unter-
schiedlich verfahren werden. Bei einigen Typen muf vor der

neuen Eingabe in den Speicher die | CM |-Taste gedriickt
werden, wahrend bei anderen sofort die neue Eingabe erfol-
gen kann, d.h. der bisherige Speicherinhalt ,,iiberschrieben‘
wird. Eine Uberschreibung mit 0 bedeutet dann Léschung
des Speicherinhalts. Hier sei erwahnt, daB es Rechner mit
rechnenden Speichern rM+ |, M— I, l Mx |, Iﬁ—:— I gibt, die
mit dem bisherigen Speicherinhalt und der neu eingegebenen
Zah!l die Rechenoperation ausfiihren, die hinter M angegeben
ist, und das Ergebnis speichern. Will man einen dieser Spei-
cher verwenden, um darin eine Zahl zu speichern, so ist

unbedingt vor Eingabe der Zahl in den Speicher die -
Taste zu driicken, da sonst die entsprechende Speicher-
operation ausgefiihrt und das Operationsergebnis statt der
Zahl selbst gespeichert wird.

Der Aufruf eines Speicherinhalts wird bei den verschiedenen
Rechnern ebenfalls unterschiedlich vorgenommen. Bei eini-

" gen geniigt das Driicken der l_l\_d__I-Ta.ste, bei anderen sind die

Tasten zu driicken.

Viele Rechner verfiigen iiber eine -Ta.ste. Wird sie
betatigt, so erfolgt daraufhin eine Vertauschung der Inhalte
des Anzeigeregisters und des Speichers. Wenn also der Spei-
cherinhalt einmal mit dieser Taste aufgerufen wird, so steht

8

115
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er spiter fiir einen erneuten Aufruf nicht mehr zur Verfii-
gung.

Bei Rechnern, die mehrere Speicher haben, erfolgt das Ein-
speichern meistens nach Eintasten der Zahl mit Hilfe der

Tastenfolge IZ] und der Aufruf mit Hilfe der Tasten-

folge | RGLIE (n steht fiir eine der Ziffern 0, 1, ..., 9).
Hier ist es wichtig, daBl man im Verlaufe einer Rechnung im-

mer genau weill, welche Zahl in welchem Speicher gespei-
chert ist.

4. Alle Rechner (auch die einfachsten) haben zwei Rechen-
register X und Y, die der Aufnahme der Operanden bei den
sogenannten zweistelligen Operationen (Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation, Division, Potenzieren mit beliebigen
Exponenten) dienen. Bei der Aufgabe 5:2 =, die mit der
Tastenfolge E E Iz] E gelost wird, nimmt der Rechner
den ersten Operanden (Dividend 5) in das eine und den zwei-
ten Operanden (Divisor 2) in das andere Rechenregister auf.
Das X-Register ist identisch mit dem Anzeigeregister.

E?_Betﬁ,tigung einer Operationstaste , E, ,E oder

ly_’l nach Eingabe des ersten Operanden bewirkt stets, dafl
der Inhalt des X-Registers im Y-Register dupliziert wird.
Bei Eingabe des zweiten Operanden wird der Inhalt des

X-Registers ,,iiberschrieben“. Nach Betatigen der E]—Taste
wird die zuvor angewiesene Operation vom Rechner ausge-
fithrt und das Ergebnis nicht nur im X-Register (Anzeige),
sondern auch im Y-Register gespeichert, so daB anschlie-
Bend unmittelbar mit diesem Zwischenergebnis weiterge-
rechnet werden kann, falls es sich um eine umfangreiche
Aufgabe handelt. Alle neueren Rechner arbeiten mit soge-
nannter Kurzwegtechnik, d.h. fiihren eine zweistellige Ope-

ration nicht nur dann aus, wenn die E—T&ste, sondern auch
wenn eine der Tasten , E, , E oder betitigt
wird.

In obigem Beispiel hat man also folgende Registerbelegun-
116 gen:
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Eingsbe | X-Register Y-Register

[5] 5 0
[£] 5 5
[2] 2 5
[=] 2,5 2,5

5. Bei komplizierteren Berechnungen kommt es hiufig vor,
daB die Operanden einer zweistelligen Operation in umge-
kehrter Reihenfolge eingegeben werden miissen. Damit man
auch in solchen Fallen zum richtigen Ergebnis gelangen
kann, haben viele Rechner eine Taste , mit deren
Hilfe die Inhalte des X- und des Y-Registers miteinander
vertauscht werden kénnen. Hat man zum Beispiel die Auf-
gabe 3:(1 + 4) = zu lésen und weist der Rechner keine

Klammertasten und auf, so gelangt man mit der

Tastenfolge E El E EI zum Ziel.

Dabei hat man folgende Registerbelegung:

Eingabe | X-Register Y-Register
[1] 1 0
1 1
[4] 4 !
=] 5 5
[3] 3 5
X Y| 5 3
=] 0,6 0,6

In diesem Beispiel wurde vorausgesetzt, daB der Rechner
mit Kurzwegtechnik arbeitet. 117
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Mit einem Rechner dlterer Bauart ohne Kurzwegtechnik
wird die gleiche Aufgabe durch die Tastenfolge . . E

Sl 1x < ¥ [ geost

6. Es gibt Rechner, bei denen eine Hierarchie der zweistel-
ligen Operationen einprogrammiert ist, d.h., die gewisse
Operationen vorrangig vor anderen ausfithren, und zwar
Operationen 3. Stufe (Potenzieren) vorrangig vor solchen
2. Stufe (Multiplizieren, Dividieren) und diese wiederum
vorrangig vor denen 1. Stufe (Addieren, Subtrahieren).
Sie haben mehr als zwei Rechenregister. Mit einem solchen
Rechner lost man die Aufgabe 7 — 5 - 23 = durch die Tasten-

folge . B E . lzl . E El Obwohl auch diese

Rechner mit Kurzwegtechnik arbeiten, wird bei dem Befehl
. nicht die Subtraktion 7 — 5 und entsprechend bei dem

Befehl nicht die Multiplikation 5:2 ausgefiihrt, weil
jeweils eine hohere Rechenoperation, die Vorrang hat, folgt.
Die Kurzwegtechnik tritt also nicht in Aktion, wenn auf
eine beliebige Rechenoperation eine héhere folgt. Die Hier-
archie ist besonders angenehm bei der Berechnung soge-
nannter Skalarprodukte a, b, + @, b, + a3b; + ..., die in
Anwendungen haufig auftreten. Bei der Berechnung des Pro-
duktes von Summen und einigen anderen Aufgaben wirkt
die Hierarchie dagegen listig, weil durch sie erhéhter Be-
dienungsaufwand entsteht. Die Aufgabe (2 4 3)- (4 4 5) =

zZum Belsplel erfordert die Tastenfolge @ . EI E -
E - E E m Dagegen entspricht die Tasten

folge [ 2][+] [3][x] [¢][][5][=] der Aufgabe 2+ 3.4
+ 5=, '

7. Bei Rechnern mit Klammertasten und kann die
Reihenfolge der Operationen durch das Setzen der Klammern
willkiirlich festgesetzt werden. Da auch diese Rechner mit
Kurzwegtechnik arbeiten, sind nicht nur immer dann Klam-
mern zu setzen, wenn in den Formeln welche auftreten, son-

dern auch in anderen Fillen, zum Beispiel bei der Berech-
118 nung von Skalarprodukten. So mufl man die Aufgabe
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2:3+44-5= mit der Folge EE
Izl E lésen. Beim Setzen der schlieBenden Klam-

mer wird das Zwischenergebnis 4 -5 = 20 angezeigt.
Interessiert man sich fiir das Zwischenergebnis nicht, so

braucht nicht gedriickt zu werden, sondern nach Ein-

gabe der 5 kann sofort die El-Taste betitigt werden. Be-
steht allerdings das Skalarprodukt aus mehr als zwei Sum-
manden, so kann nur die allerletzte schlieBende Klammer
entfallen. Bei diesen Rechnern ist es ferner wichtig zu wissen,
wieviel Klammern ineinandergeschachtelt werden diirfen.
Meistens sind es zwei, oft ist aber auch nur eine solche
Schachtelung nicht mdglich, und nur gelegentlich kénnen
mehr als zwei Klammern ineinandergeschachtelt werden.

Einige Rechner haben Tasten E und oder und @ ;

bei ihnen kénnen mindestens zwei Klammern verschachtelt
werden. Wieviel es sind, mufl man jeweils ausprobieren.
Gewisse Rechner haben eine Fehleranzeige (besonderes
Zeichen im Anzeigefeld, blinkende Anzeige oder anderes),
die nicht nur bei unerlaubten Operationen (Division durch
Null, Quadratwurzel aus negativem Radikanden u.a.) in
Funktion tritt, sondern auch wenn mehr Klammern als
erlaubt verschachtelt werden.

Um mit einem Rechner mit einfachen Klammern kompli-
ziertere Ausdriicke berechnen zu kénnen, mufl man die
Berechnung ,,von Innen‘ beginnen. Das gilt auch fiir Rech-
ner mit Doppelklammern bei sehr komplizierten Ausdriik-
ken. Gelegentlich mull man sogar Zwischenergebnisse spei-
chern. Ziel einer guten Organisation der Rechnung ist immer
(insbesondere, wenn der gleiche Rechengang mehrfach mit
verschiedenen Zahlen wiederholt werden muBl), mit mdég-
lichst wenigen Tastendriicken auszukommen und keine Zwi-
schenergebnisse notieren zu miissen. Dabei leistet oft auch

die -Ta,ste gute Dienste.

Rechner mit einfachen Klammern haben drei Rechenregister
X, Y und Z, Rechner mit Doppelklammern haben vier
Rechenregister X, Y, Z und T usw.

Die Aufgabe 2 :(3— ‘,/4 +5- 6) kann mit einem Rechner
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ohne Klammertasten mit der Tastenfolge El . IE] I_i—,
H..EE@EE@I@W werden

(Ergebms —0,13...). Wollte man sie allerdings l6sen, indem
die Zahlen in der Relhenfolge eingegeben werden, wie 'sie in
dem Ausdruck auftreten, so ware dafiir schon ein Rechner
mit Doppelklammern erforderlich. Die Tastenfolge lautet

denn [2][=|[J[3][=[[4][+][s][x] [t [x > Y]
EDE] Die beiden schlieBenden Klammern diirfen

entfallen, wenn man sich nicht fiir die betreffenden
Zwischenergebnisse interessiert. Lehrreich ist hier die Be-
legung der Rechenregister (s. Seite 121 oben).

An der Stelle (*) wird die nachste Operation angewiesen,
damit der Rechner die Addition 4 + 5 ausfiihrt. Das hitte
zwar auch durch Setzen der schlieSenden Klammer n be-
wirkt werden kénnen, doch wiirde der Rechner dann nach

den Befeblen die Subtraktion 3 — ]/4 + 5 ausfiihren,
was ja noch nicht erwiinscht ist, weil die Wurzel V4 + 5 vor-

" her mit 6 multipliziert werden mufl. An der Stelle (**) wird

der Registertausch vorgenommen, weil die 9 nicht mehr fiir
die weitere Rechnung benétigt wird und deshalb mit der 6
,;iiberschrieben’‘ werden kann. Das ,,{Jberschreiben* kann
immer nur im X-Register erfolgen! Dieser Trick (Vorweg-
nahme einer Operationsanweisung, um die Kurzwegtechnik
arbeiten zu lassen und anschlieBender Registertausch) kann
héufig angewendet werden, wenn alle Register besetzt sind,
eine Operation mit den Zahlen im X- und im Y-Register
erwiinscht ist und ein fiinfter Operand in die Rechnung ein-
bezogen werden soll.

8. Die Funktionswerte aller Funktionen von einer Variablen
(1/z, ]/a:, 22, o°, In z, 10%, Ig =, sin z, cos z, tan z, sinh z,
cosh z, tanh z, arcsin z, arccos z, arctan z, arsinh z, arcosh =
artanh 2, 2! und gegebenenfalls weitere) ruft man auf, indem
man stets zuerst das Argument eingibt und dann die betreffen-
de Funktionstaste bzw. (bei Doppelbelegung der Tasten)

die E-Taste und die betreffende Funktionstaste driickt.
Natiirlich kénnen die hier genannten Funktionen nur dann
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unmittelbar aufgerufen werden, wenn der Rechner die ent-
sprechenden Funktionstasten aufweist. Bei den trigono-
metrischen Funktionen und den zyklometrischen Funktionen
ist zu beachten, ob das Argument (bei den ersteren) im Grad-
maf oder im Bogenmal ein- oder ausgegeben werden soll.

Einige Rechner haben eine Taste | DEG<«+>RAD|, mit der
eingestellt werden kann, welches WinkelmaB verwendet wird. 121
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Einfachere Rechner arbeiten nur mit dem GradmaB und
eventuell sogar richtig nur fiir einen bestimmten Winkel-
bereich, etwa von G° bis 90°. Man priift schnell nach, ob
letzteres der Fall ist oder nicht, indem man zum Beispiel
sin 600 ° oder coszz aufzurufen versucht (es miissen sich die
Ergebnisse — 0,866... bzw. — 1 ergeben). cot « bestimmt
man wegen der Beziehung cot a = 1/tan « mit der Tasten-

folge E l 1/x l Entsprechend bestimmt man arccot «

wegen der Beziehung arccot « = arctan — mit der Tasten-

[»3
folge E}@. Manche Rechner weisen eine

Taste fiir die Bestimmung der zyklometrischen und

der Areafunktionen auf. Die Taste wird vor der ent-
sprechenden Taste fiir die trigonometrische oder hyper-
bolische Funktion gedriickt, um den Funktionswert der
jeweiligen Umkehrfunktion aufzurufen (weiteres iiber die
hyperbolischen und Areafunktionen s. Abschnitt ,,Hyper-
bolicus*‘).

9. Hat man versehentlich statt einer der Tasten , E], ,

eine andere von diesen gedriickt, so geniigt es bei den
komfortableren Rechnern, einfach die richtige Operations-
taste zu driicken, um das Versehen zu korrigieren.
Bei den einfacheren Rechnern ist dieser Weg nicht gangbar.
Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

Es wurde versehentlich eine der Tasten EI, El
gedriickt. Zur Korrektur hat man Ei und
dann die richtige Operationstaste zu driicken.

Es wurde versehentlich eine der Tasten EI, B

gedriickt. Zur Korrektur hat man @ El und
dann die richtige Operationstaste zu driicken.

10. Es gibt Rechner, die bei zweistelligen Operationen nach

dem Driicken der E-Ta,ste noch den ersten oder den zwei-
122 ten Operanden gespeichert haben und ebenso die Operations-
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anweisung. Bei erneuter Betatigung der E-Tast.e wird
dann mit dem gespeicherten Operanden und dem Ergebnis
immer die gespeicherte Operation ausgefiihrt.

Beispiele:
Erster Operand Zweiter Operand
gespeichert gespeichert
Eingabe Anzeige Eingabe Anzeige
(5] 5[] 5
5 [£] 5
(2] 2 [z 2
[=] 10 [=] 25
[=] 50 [=] 125
[=] 250 =] 0.625

usw. usw.

Hat man einen solchen Rechner, so ist es also wichtig zu
wissen, welcher der beiden Operanden gespeichert wird.
Einige Rechner haben eine Taste , mit der diese soge-
nannte Konstantenautomatik ein- und ausgestellt werden
kann.

z z
11. Zur Berechnung von ]/.7/ bedenke man, daB |/y = y1/ ist.
Durch Kombination der Tasten | 1/z} und -kann also

jede beliebige Wurzel aus einem beliebigen positiven Radi-
kanden y gezogen werden.

12. Alle Rechner ermitteln die Funktionswerte von mehr
oder minder vielen der unter 8. genannten Funktionen nach
gewissen Niaherungsmethoden und geben sie mit einer von

Rechner zu Rechner unterschiedlichen Anzahl von Stellen -

an. Dabei runden einige Rechner die letzte angegebene Stelle
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Wie hoch ist die Zuverlissigkeit ?

nach einer bestimmten Rundungsregel (sogenannte 4/5-Run-
dung), und andere wiederum schneiden die iiberzahligen
Stellen einfach ab. Bei einem einfachen Aufruf eines Funk-
tionswertes ist demnach die letzte Stelle unsicher, und zwar
um so mehr, wenn der Rechner mit keiner Rundungsauto-
matik ausgestattet ist. Wenn in eine Rechnung sehr viele
Funktionswerte eingehen, konnen sich die Fehler sehr
,-hochschaukeln“ (weiteres s. Abschnitt ,,Fehler pflanzen
sich fort’). Auch ein Minicomputer macht also Fehler!
Solche Fehler sind prinzipiell unvermeidbar, weil man stets
nur mit einer begrenzten Anzahl von Stellen rechnen kann,
und das kann auch ein Taschenrechner nur. Um der Gefahr
des ,,Aufschaukelns‘’ der Fehler zu begegnen, rechnen einige
Taschenrechner intern mit mehr Stellen als sie anzuzeigen
vermogen.

Wie hoch ist die Zuverlissigkeit ?

Im Beruf und im Alltag sind wir von mehr oder weniger
komplizierten technischen Geraten umgeben, sei es nun ein
Auto, ein Fernseher oder ein elektrisches MeBgerit. Wenn
eines versagt, hat das meist unangenehme Folgen bis hin zu
einer akuten Lebensgefahr.
Da ist es naheliegend, daB man versucht hat, die ,,Zuver-
lassigkeit’ eines Gerates auch zahlenméfBig erfassen zu kon-
nen. Sie benétigen dazu nur Ihren Taschenrechner, zwei ein-
fache Definitionen und zwei ebenso einfache Rechenregeln.
Unter Zuverlissigkeit verstehen wir die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Gerdt wiahrend einer bestimmten, vorgegebenen Zeit
storungsfrei arbeitet.
Nun ist aber ein solches Gerat im allgemeinen aus einer
groBen Anzahl von Bauteilen zusammengesetzt. Jedes dieser
Teile verfiigt — auf den gleichen Zeitraum bezogen — eben-
falls iiber eine bestimmte Zuverldssigkeit, die experimentell
124 von einer grofien Stiickzahl ermittelt vorliegen muB. Prin-
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zipiell sind dabei alle Teile ,hintereinandergeschaltet’,
d.h., wenn auch nur eines in diesem Zeitraum ausfallt, ver-
sagt das ganze System.

Bild 11. Die 3 Bautesle

T L= = System hintereinander-
geschaltet

Die entscheidende Frage ist dann: Wie setzt sich die Zu-
verlissigkeit eines Gerites bzw. Systems rechnerisch aus den
Zuverlassigkeiten der Einzelteile zusammen ?

Wenn wir die Zuverlassigkeit mit z bezeichnen (0 <z < 1),
dann ist die sogenannte Ausfallrate p die logische Erganzung
dazu, d.h.

p=1—=z

Neben diesem Grundfall der Hintereinanderschaltung gibt
es noch den der Parallelschaltung. Wir kénnen das als
Ersatzteilschaltung betrachten, das bedeutet, das System
funktioniert dann, wenn mindestens eines der beiden Teile
noch arbeitet.

Bild 12. Die Bauteile

A und B sind parallel-
geschaltet ( Ersatztesl-
[ B | schaltung)

Mit den folgenden beiden Regeln sind nun beliebige Kom.-
binationen von Parallel- und Hintereinanderschaltungen
rechnerisch zu erfassen. .

1. Wenn Teile hintereinandergeschaltet sind, dann multi-
plizieren sich ihre Zuverlissigkeiten zu einer Gesamtzuver-
lassigkeit des Systems.

2. Wenn Teile parallelgeschaltet sind, dann multiplizieren
sich ihre Ausfallraten zu einer Gesamtausfallrate des Sy-
stems.

Betrachten wir einmal den Fall 1. Nehmen wir an, Ihr Fern-
sehapparat besteht aus 100 hintereinandergeschalteten Teilen,

125



Wie hoch ist die Zuverldssigkeit ?

80 davon haben eine Zuverldssigkeit von 1009, (im Zeit-
raum der Garantie), 15 haben 959, und 5 haben 909Y%,.
Wie zuverldssig ist Thr Gerit ?

Die Berechnung ergibt

Zges = 180-0,9515- 0,95 ~ 0,274 ~ 279,

Die Frage ist nun, wie hoch muB die Zuverlédssigkeit der Bau-
teile sein, um eine Gesamtzuverlassigkeit von 909, zu er-
reichen ? Priifen wir erst einmal, welche Bauteile uns so
,reinreiBen®. Die 15 verhiltnismaBig guten Teile mit 959,
Zuverlassigkeit gehen mit

0,9515 ~ 0,46 in die Formel ein.
Die 5 schlechten Teile mit jeweils 90 9, ergeben
0,9% =~ 0,59

Das heillt, nicht nur der Giitegrad, auch die Zahl der schlech-
ten Bauteile spielt eine Rolle. Daraus ergibt sich die iiber-
raschende Konsequenz, daBl es unter Umsténden weniger
schlecht ist, ein oder zwei Bauteile mit sehr geringer Giite
einzugeben als viele mit einer mittelmaBigen Giite.

Statt 5 Teile mit der Zuverlassigkeit von 0,9 kann ich auch
nehmen: 3 Teile mit 1009, Sicherheit und zwei mit einer
Zuverlassigkeit von 77 %, d.h.

13-0,77* = 0,59 = 0,9°

Wenn mir Bauteile einer bestimmten Qualitdtsstufe mit
z < 1 zur Verfiigung stehen, so liBt sich trotzdem die Zu-
verlissigkeit eines daraus zusammengesetzten Systems bzw.
Geriates beliebig nahe an Eins bringen, und zwar durch Par-
allelschaltung von ein oder mehreren Ersatzteilen zu jedem
Baauteil. Die folgenden Beispiele werden das deutlich ma-
chen.
Es gibt zwei Grenzfille der Parallelschaltung mehrerer Bau-
teile, einmal in Form von zwei Strangen, zum anderen ein-
zeln. In welcher Art die Zuschaltung der Ersatzteile erfolgt,
126 ob also ein Schalter S Handbetrieb, einen mechanisierten
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Einschub oder einen elektronischen Schalter darstellt, hingt -

ganz von den Anspriichen ab, die von der Auswechslungsge-
schwindigkeit her an das System gestellt werden.

Bild 13. Parallel-

A B C schaltung von 3 Bau-
S — teilen A, B und C
s [ 1 r ( strangweise)
A | 18— € 8 Schalter

Bild 14. Parallel-
schaltung von 3 Bau-

s S [ B ] S tetlen A, Bund C
X > (einseln)
(B ]

S Schalter

Das Wechseln eines Autoreifens lauft natiirlich geméchlicher
ab als das Zuschalten von elektronischen Ersatzteilen in der
defekten Blindlandeautomatik eines groBlen Diisenflugzeuges.
Vergleichen wir nun die beiden Fille an Hand eines Bei-
spieles miteinander. Wir nehmen an, die Zuverlassigkeit
der Teile A, B und C sind

za = 0,90;z8 = 0,95; zc = 0,97

Wir gehen hier und im folgenden von der naheliegenden
Annahme aus, daB die zur Verfiigung stehenden Ersatzteile
den Originalén vollig gleichartig sind, d.h. auch die gleichen
Zuverlassigkeiten aufweisen. Andernfalls werden die Berech-
nungen etwas aufwendiger.

Bei der strangweisen Parallelschaltung ergibt sich dann fiir
Strang I

z1=2za'2B*2c= 0,90-0,95-0,97 = 0,829

Dann ist voraussetzungsgemaB auch z;y = 0,829.
Daraus folgt fiir die Ausfallraten

p1= (1 _ ZI) = 0,171 = P11
sowie

Pges = P1° P11 = pr° = 0,171 = 0,029
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Das ergibt wiederum zge, = 1 — pges = 0,971
Die allgemeine Formel fiir den eben berechneten Fall lautet
Zges = 1 — (1 — za - 2B - 20)?

Die Zuverlissigkeit unseres Systems mit einem Ersatzteil-
strang betragt also 97,1 9, das sind

97,1 — 82,9
T Y 170
o 1

mehr als bei der ersatzteillosen Schaltung.

Falls wir mit dieser Zuverlissigkeit noch nicht zufrieden
sind und mindestens 999, haben wollen, miissen wir einen
weiteren Strang A, B und C zuschalten (bzw. einen entspre-
chenden Einschub griffbereit zur Verfiigung stellen).

Das ergibt dann pge, = p1® = 0,171% = 0,005
sowie Zges = 1 — Pges = 0,995 = 99,5 %,
womit wir unser Ziel also erreicht haben.

Im Falle einer stiickweisen Parallelschaltung gehen wir fol-
gendermafen vor:

P1 = pa-pa=ps*= (1—2za)
pu = pp-pp = ps’ = (1 — z8)?
P = pc* = (1 — zc)?

Daraus folgt
2y =1—p1=1—(1—2zap
2z =1—pu=1—(1—2p)?

zimm= 11— pm=1— (1 — 2c)?
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und schlie3lich
2ges = 21" 21 " 211
=(1—(1—2za)) - (1—(1—28)%)-(1 — (1 —2c))

Wenn wir nun unsere Werte einsetzen (za = 0,9; z8 = 0,95;
zc = 0,97), so ergibt sich

zges = (1 —0,1%) - (1 — 0,05%) - (1 — 0,03?)
= 0,99 - 0,9975 -0,9991 = 0,9866 ~ 98,7,

Das ergibt gegeniiber der ersatzteillosen Schaltung A—-B—C
eine Steigerung von ’

98,7 — 82,9
82,9

Um auf unsere gewiinschten 999, zu kommen, brauchen wir
jetzt nur dem schlechtesten Bauteil ein weiteres parallelzu-
schalten. Das ergibt dann fiir

Zge = (1 — 0,13) - (1 — 0,052) - (1 — 0,03?)
= 0,999 - 0,9975 - 0,9991 = 0,9956 ~ 99,67,

Bei stiickweiser Parallelschaltung ergeben sich grundsitz-
lich giinstigere Werte als bei strangweiser. Das kénnte natiir-
lich die Frage aufwerfen, warum man dann nicht immer den
ersten Fall anwendet. Es ist aber einzusehen, daB zusatzlich
»Schalter” S (wie immer man sie auch bezeichnen will) einen
zusitzlichen Aufwand bedeuten. Bei unseren Beispielen
hatten wir angenommen, da8 solche ,,Schalter’’ eine Zu-
verlassigkeit von 100 %, haben (z3 = 1). Wenn das nicht so
ist, muBl man sie als hintereinandergeschaltete Glieder ent-
sprechend den Rechenregeln noch beriicksichtigen.
Vielleicht konnen Sie jetzt schon abschétzen, wie katastro-
phal sich in einer Informationskette ein Mitarbeiter mit
einer Zuverlassigkeit von etwa 50 %, auswirken kann. Daher:
Schalten Sie parallel, d.h., geben Sie wichtige Informationen
gleichzeitig noch an andere Kollegen weiter!

9 Gllde/Altrichter, Taschenrechner
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Warum wachsen Kiirbisse nicht auf Biumen ?

Es gibt eine Geschichte, in der von einem Mann berichtet
wird, der gesagt haben soll, daB auf der Welt alles falsch
eingerichtet sei. Beispielsweise (sagte dieser Mann) sei es
doch offensichtlich ein Unsinn, daB die riesigen Eichbaume
nur winzige Eicheln als Friichte tragen. Hingegen entwickle
sich der groBe Kiirbis aus einer sehr niedrigen Pflanze.

Nach dieser Naturkritik legte er sich im Schatten einer Eiche
zum Schlafen. Jah fuhr er auf, als ihm eine Eichel auf den
Kopf fiel.

,»Wie weise‘, rief er, ,,ist die Natur. Was wire passiert, wenn
die Eichel so gro3 wie ein Kiirbis gewesen ware ¢

Warum sind Eicheln nicht kiirbisgrofl ¢ Offensichtlich tragen
‘hohe Baume kleinere (Eicheln, Bucheckern) oder leichtere
(Tannenzapfen) Friichte als kleinere Baume (Birnen, Pflau-
men) oder Kiirbispflanzen (Kiirbis, Melone).

Stellen wir uns eine Frucht in Kugelform vor. Der Einfach-
heit halber geben wir ihr die Dichte 2 g/em?® und den Radius
1 cm. Dann ist das Volumen

V= 5‘31" 13 cm3® = 4,19 cm?

und wegen der Dichte 2 % hat die Frucht die Masse von
8,38 Gramm. Natiirlich hangt die Frucht an einem Stengel.
Er soll gerade fest genug sein, um sie zu tragen. Seine Trag-
fahigkeit (er ist nur auf Zug belastet) nehmen wir mit
10 g/em? an. Er hat demnach eine Mindestfliche von
0,838 cm?. Sein Radius betragt

I/O’fs cm =1 =0,62cm

Nun lassen wir die Frucht wachsen. Natiirlich wachst der
130 Stengel entsprechend mit.



Lineare Regressionsrechnung

Frucht Stengel
rfem V/em? rlem A/cm?
1 4,19 0,52 0,838
2 33,51 146 6,70
3 113,10 2,68 22,62
10

4188,79 16,33 837,76

Wer einen Rechner mit Speicher besitzt, wird den

4 .
Wert 5 77 nur einmal ausrechnen.

Bei dem Vergleich von Frucht und Stiel beachten wir, daB
wir zwar mit r rechneten, aber in der Natur betrachten wir
den Durchmesser 2 r. Eine Frucht mit 20 cm Durchmesser
wiirde in unserem Beispiel an einem Stiel von 32,66 cm
Durchmesser sitzen.

Das ist natiirlich nicht méglich. Man kann nun alle denkbaren
Kombinationen zwischen Fruchtdurchmesser, Dichte und
ertragbarer Spannung des Stengels durchspielen, was die
Natur sicherlich im Laufe der Entwicklung auch tat, immer
st68t man an Grenzen.

Die beste Losung ist tatsachlich, Friichte von einer bestimm-
ten GriBe an einfach auf der Erde wachsen zu lassen.

Lineare Regressionsrechnung

Aus Messungen von zwei Variablen haben wir eine Anzahl
Punkte gewonnen und diese in ein Achsenkreuz eingezeich-
net. Natiirlich méchten wir durch diese Punkte gern eine
Gerade legen (die Punkte liegen ungefahr auf einer Geraden)
und diese Gerade durch eine Gleichung ausdriicken:

y=a-z+ b
g‘
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Lineare Regressionsrechnung

Wir versuchen, eine Gerade so zu legen, da8 die MeBpunkte
moéglichst gleichmiBig zu beiden Seiten verteilt sind. Doch
leider 1aBt sich unsere Gerade mit ziemlichem Spielraum
verschieben, wohei jede Lage so gut wie eine andere erscheint.
Unser Taschenrechner gestattet uns, die Konstanten a und b
der Gleichung zu bestimmen und so die Gerade zu finden,
die mit den MeBpunkten am besten iibereinstimmt.

Das Verfahren der linearen Regression arbeitet mit folgenden
Arbeitsschritten :

1. Liste die Punkte auf
2. Bilde: X z; X y; X (22); X (9?); X (- ¥)

Die folgende Tabelle zeigt ein Beispiel, in dem die Werte fiir z
und y gemessen wurden. Es gibt sehr gute Rechner, die nach
Eingabe von # und y und Betdtigen der entsprechenden
Funktionstaste automatisch die Summenwerte ausrechnen
und speichern. Doch im allgemeinen miissen wir sie gesondert
ausrechnen, was selbst mit dem einfachsten Gerit kein Pro-
blem darstellt.

z y x? y? z y n

5,0 13,7 25,0 187,7 685 1

7,2 18,8 51,8 3534 135,4 2
11,3 26,4 1277 697,0 2083 3
23.8 53,1 5664  2819,6 12638 4
454 98,2 2061,2  9643,2 4583 5
2 Zy 2 (a?) 2 (¥ Xz y) n=5
=927 =2102 | =28321 =13700,9 = 6224,3

Bei der Aufstellung einer solchen Tabelle kénnen alle Mog-
lichkeiten des Rechners genutzt werden. Vielleicht gestattet

Ihr Rechner, 22 iiber eine -Ta,ste fortlaufend zu addiéren.
Oder man tippt z ein, bildet z? bildet mit der @-Taste
wieder z und multipliziert mit y.

132 3. Nun kénnen wir beginnen, die Konstanten a und b aus-



Lineare Regressionsrechnung

zurechnen :
Iy — 222
a=
2
Z(zt) — (&2
n
62243 2212102
= =200~21
2 ) s

2832,1 — @;_Q

Beachten Sie den Unterschied zwischen X (22) und (X x)?

b=ﬂ-—a &:=210,2
n n b5

92,7

—21. =

=3,106 =~ 3,1

4. Daraus ergibt sich die Regressionsgleichung fiir unsere
Werte

y=21z+ 3,1

5. Natiirlich priifen wir nach, ob die Gleichung stimmt,
indem wir die z-Werte aus der Tabelle einsetzen. Die er-
rechneten y-Werte stimmen ungefahr.
Wenn wir wissen wollen, wie genau dies ,,ungefabr‘’ ist,
errechnen wir das Bestimmtheitsmaf

[2e- 1 225

= (Zap n_ ZF
[z — 2 [zn— ¥

Wer sich dieser Miihe unterzieht, wird finden, daB
r2=0,9999885 ~ 1 ist, d.h., unsere Regressionsgleichung
stimmt sehr gut mit den MeBpunkten iiberein. Wir kénnen
nun die entsprechende Gleichung in unsere Graphik ein-
zeichnen.
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Anpassung an eine Exponentialfunktion

Wir finden auch die Regressionskonstanten fiir eine Glei-
chung

y=be* (b >0)

Durch Logarithmieren (mit In) erhalten wir die Geraden-
gleichung

Iny=az+Inbd
Wir benétigen die In-Taste und die e*-Taste.

In unserer Tabelle und bei der Rechnung miissen wir also
mit In y arbeiten.

Z(z.lny)—zz'f—l”
a = 2
2(,,2)_@;?_

b sieht wegen der e-Funktion etwas anders als bei anderen
Regressionsrechnungen aus.

Ilny a-Zz

b —e n n
Fiir e-Funktionen liegen uns meistens Wertetafeln vor.

Beispiel

T 1,30 060 0,03 142 0,93

Y 147,28 11,06 1,34 229,60 37,60

Es ist schwer, sich vorzustellen, daB die fiinf Wertepaare zu
einer sinnvollen Funktion gehdren. Doch wir nehmen an,
134 daB sie zu einer e-Funktion gehéren sollen, weil sie bei



Anpassung an eine Exponentialfunktion

Zusammenhingen bestimmt wurden, die nach einer solchen
Funktion verlaufen.

x x? Y Iny z-lny

1,30 1,69 147,28  4,99234 6,49004
0,60 0,36 11,05  2,40243 1,44146
0,03 000.. 1,34 0,29267 0,00878
1,42 2,02 229,60 543634 7,71960
093 0,86 37,60  3,62700 3,37311

2 428 493 16,75078  19,03299

Es lohnt sich, ein Programm auszuarbeiten, um
diese und ahnliche Tabellen mit méglichst wenig
Schritten aufzustellen. Wer Rechner mit pro-
grammierter Statistikfunktion hat, benttigt natiir-

lich keine Tabelle.
Z(z-lny) — *Zx-flnl
a=
Iz &2

n

19,03200 — 28 16,75078

a= 5

- 4,288

4,93— 3
a=3"71
Lny _ a-xz]

hb—e n n
b = 017440
b=1,19

Damit kommen wir zu der e-Funktion

y=119e%1"~ 135



Wir berechnen einen Rechenstab

Probe: fiir = 0,60
y=1,19 %71 0,60
y = 11,02

Der gemessene Wert betrug 11,05.

Wir berechnen einen Rechenstab

Nach der Regressionsrechnung wagen wir uns nun an kom-
pliziertere Kurvenanpassungen heran. Nehmen wir an,
unsere MeBpunkte liegen in einer Graphik nicht auf einer
Geraden, sondern deutlich auf einer Kurve — jedoch auf
welcher ?

Rein graphisch bietet sich die Erfahrung an:
Tragt man MeBpunkte auf halb-logarithmisches
Millimeterpapier auf oder pimmt man doppelt-
logarithmisches Papier, so liegen sie oft auf einer
Geraden.

Auf halb-logarithmischem Papier haben wir die Geraden-
gleichung

y=algz+bd

Die Gleichung erfordert z >0, und unser Rechner
muB die Taste 1g oder In haben.

Mit einer solchen Gleichung macht es uns keine Schwierig-

keiten, die Regressionskonstanfen ¢ und b zu finden.

Wir gehen genauso vor wie im Abschnitt , Lineare Regres-

sionsrechnung®. Nur statt mit z, X z, X (22%), 2 (v - x) arbei-
136 ten wir mit gz, X'1g z, X (Ig )2, X (y + 1g z) usw.



Wir berechnen einen Rechenstab

Swign— RS2y
a=
T gz — (2182
n
b__Zy alZlgz
=% T

Das Bestimmtheitsmaf 72 wird entsprechend gebildet.

Ein typisches Beispiel fiir einen logarithmischen MaBstab
ist der Rechenstab. Wir interessieren uns einmal dafiir,
wieviel Millimeter die einzelnen Zahlen 2, 3, 4 usw. vom

Beginn 1 entfernt sind. Dafiir messen wir die Abstande fiir
drei Zahlen aus.

x Zahl 1 2 10
y Abstand O 75,3 250
von 1
in mm

Da wir genau gemessen haben, versuchen wir mit diesen drei
Werten die Gleichung

y=algz+?d
aufzustellen.
z lgz (lga)z gy ylgzx
1 0 0 0 0
2 0,30103 0,09062 75,3 22,668 n =3
10 100 1 250 250

X 1,30103 1,09062 3253 272,668

Wer einen Rechner mit E-Ta.ste und mehreren
Speichern hat, der die direkte Eingabe der Tabelle
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Wir berechoen einen Rechenstab

gestattet, kann sich natiirlich das Aufschreiben
ersparen.

Nun kénnen wir die Regressionskonstanten bestimmen

Sigz. X
2 (y-lga) — —g:;—y
a= 3
X gz — (_Zii
n
279,668 — 1 ,3010::3; . 326,3
a= " 3
1,09062 — —(1'3(:;03)
a = 249,99

b Xy a-Zlgz
T on n

3253 249,99 1,30103
b=—3—— 3

b=0,02

Die gerechnete Gleichung fiir die Bemessung des Rechen-
stabes lautet:

y = 249,99 Ig = + 0,02

Bevor wir uns damit zufriedengeben, denken wir iiber die
Stellen nach dem Komma nach. Bei unserer Messung hatten
wir eine Nachkommastelle beriicksichtigt (bei 75,3 mm).
Daher wird die Gleichung zu

y=25601lgz+ 0

Das ist tatsichlich die Gleichung, nach der ein 25-cm-
Rechenstab aufgebaut ist.

Auf ein BestimmtheitsmaB kénnen wir in diesem Fall ver-
138 . zichten.



Kurvenanpassung an eine Potenzfunktion

bei # steht die Zahl
von der 1 entfernt
in mm
0

75,3
119,3
150,5
1747
194,5
211,3
225.8
238.6
250,0

QO WW-TIC VUi Wy -~

it

Natiirlich kénnen Sie mit diesen Uberlegungen jeden Rechen-
stab von beliebiger Linge entwerfen.

Kurvenanpassung an eine Potenzfunktion

Wir trauen uns sogar an die Gleichung
y=>ba"

heran. Wenn wir sie logarithmieren, wird sie zu
lgy=algxz+1gbd

z>0;y>0.

Wir miissen nun mit X lg y und X Ig z arbeiten.

Wenn unser Rechner eine lg-Taste (oder In-Taste) hat, macht

das keine Schwierigkeit. ,
Wenn wir eine Regressionsrechnung durchfiihren, miissen wir
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Kurvenanpassung an eine Potenzfunktion

natiirlich immer an die Beriicksichtigung der Logarithmen
denken (vgl. Abschnitt ,,Lineare Regressionsrechnung®).

Z]gz-Zlgy

Z(gy-lgz)———

a =
(Zig=)
Z(gap— =22

-
gp— 28y _cZlgs
n n

Neben einer Regressionsrechnung kénnen wir die logarith-
mische Geradengleichung auch verwenden, um Prognosen
oder Pline aufzustellen.

Es ist bekannt, daB8 die Kosten fiir eine Produktion mit zu-
nehmender Produktionsdauer sinken. Bei den ersten Erzeug-
nissen fehlt es an technologischer Erfahrung, es sind auch
Mingel oft noch in der Konstruktion vorhanden, einzelne
Materialien wurden nicht bestellt usw. Daher liegen die
Kosten fiir die ersten Erzeugnisse hoch. Im Laufe der Zeit
werden diese Mangel behoben. AuBlerdem werden neue Vor-
richtungen geschaffen, es werden Verbesserungsvorschlige
gemacht, und- die Erfahrung steigt. Dadurch sinken die
Kosten. Dabei verlauft der Aufwand an Kosten (oder an
Stunden) in einer Potenzkurve.

L Fertigungskosten Bild 15. Die Fertigungs-
4 je Einbeit kosten sinken nach
einer Potenzfunktion
60
40
20
0 T T T T T -
0 200 400 1000

Zahl der Einheiten
(aufsummiert)



Kurvenanpassung an eine Potenzfunktion

Niemand weil3

genau, wenn der Kurvenanfang bekannt ist,

wie die Kurve weitergeht. Daher wird ihr bekannter Teil
auf doppeltlogarithmisches Papier iibertragen. Die Verlin-
gerung des bekannten Kurventeiles (jetzt einer Geraden)
gibt Riickschliisse auf das weitere Absinken des Aufwandes.
Natiirlich reizt diese Aufgabe jeden Taschenrechnerbesitzer.:
Als Beispiel wiahlen wir Zahlen aus der Zeit von 1958 bis'1961,
weil wir damit unsere Ergebnisse nachpriifen kénnen und
schlieBen dann auf die folgenden Jahre.

| Fertigungskosten Bild 16. Im doppelt-

100 je Einheit logarithmischen

10

Funktionsnetz wird die
Potenzfunktion zu einer
Geraden

10 100 Jo00
Zaht der Einheiten
(aufsummiert)

In einem Institut werden ab 1958 Lichtpausen hergestellt.
Festgehalten wurden die Zahl der Pausen und der Stunden-

aufwand fiir 10000 Stiick.
Jahr  Stiick ° Stunden/
10000
1958 20365 982
1959 22922 872
1960 55022 364
1961 48655 411

Mit diesen Angaben berechnen wir die Regressionskonstan-
ten, wobei wir annehmen, daB es sich um eine Potenzfunk-

tion vom Typ

y = b - 2” handelt.
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Kurvenanpassung an eine Potenzfunktion

Eine Besonderheit der Kurve ist, daB z (also die
Stiickzahl) kumulativ angegeben wird.

Das heillt

1958 20365 Stiick
1959 20365 - 22928 = 43293 usw.

Jahr z Igz (g ) Y Igy Igy-lgx

1958 20365 4,30888 18,56645 982 299211 12,80264
1959 43293 4,63642 21,49639 872 2,94052 13,63349
1960 98315 4,99262 24,92625 364 2,566110 12,78660
1961 146970 5,16723 26,70025 411 2,61384 13,50631

2 19,10515 91,68934 11,10757 52,81904

Beachten Sie die Unterschiede zwischen (IZ' lg z)? und
2 (lg z)?, ferner den Unterschied zwischen Xigx-Xlgy
und X (lg y - 1g x)

Zlgz-Zlgy

Z(gy-lgz)— "

a= 2
Z gz — (_Z_]ng_z)

n=4
52,81904 — '19.10515;11,10757

a= 91,69008 — &,12515)2

a = — 0,563356

Wir arbeiten hier mit fiinf Nachkommastellen, weil sonst
die Unterschiede in den Logarithmen zu gering werden
kénnen.

Zlgy alXigz
n n
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Kurvenanpassung an eine Potenzfunktion

11,10767  (— 0,53356) - 19,10515
lgb=—4—~— 4

lg b= 5,32533
b = 211509,56
Die Geradengleichung lautet also
lg y = — 0,533566 1g = 4, 5,32533
und die Potenzfunktion
y = 211509,6 - z— 053356

Uberpriifen wir die letztere Gleichung mit den Werten des
Jahres 1961 (146970 Lichtpausen).

y = 211509,6 - 146970~ 0,63366

y = 370 Stunden

Wegen starker Schwankungen in der jdhrlichen Zahl der
Pausen (1960 wurden mehr hergestellt als 1961) diirfen wir
nicht zu viel von unserer Gleichung verlangen.

Wir kénnen nun in jedem Jahr die Genauigkeit der Koeffi-
zienten erh6hen, wenn wir die Tabelle mit X z, X y usw.
entsprechend mit den neuen Werten verlingern. Dabei
miissen die Lichtpausen immer weiter summiert werden.
Uns liegen die Zahlen fiir die folgenden Jahre vor:

1962 54070 Stiick + i46970 = 201040

1963 75370 Stiick = 276410

1964 80133 Stiick = 366543
Daraus ergibt sich mit

y = 211609,6 - = 053356 folgendes:
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Die Suche nach der passenden Funktion

1962 werden fiir 10000 Pausen ben&tigt 313 Stunden (350)
1963 264 Stunden (220)
1964 230 Stunden (210)
In Klammern stehen die gemessenen Werte.

Wer Lust hat, kann mit den drei neuen Werten die Koef-
fizienten verbessern.

Die Suche nach der passenden Funktion

In dem Buch von D’Arcy Thomson ,,Uber Wachstum und
Form* finden sich nachstehende Angaben.

Die Stoffwechselaktivitit verschiedener Saugetiere in 24
Stunder, ist wie folgt geschitzt worden:

Masse Stoffwechsel

inkg inkecal/kg inkdJ/kg

Meerschwein-

chen 0,7 223 933,7
Kaninchen 2 58 242 8
Mensch 70 33 138,2
Pferd 600 22 92,1
Elefant 4000 13 54,4
Wal 150000 1,7 7.1

Uns interessiert, ob es mdglich ist, eine Gleichung zu finden,
die den Zusammenhang (ungefahr) wiedergibt.

Dazu probieren wir die verschiedenen Anpassungen an
Funktionen durch, wie sie in den entsprechenden Abschnit-
ten beschrieben werden. Wir verzichten darauf, die einzel-
nen Arbeitsginge hier zu wiederholen und geben zum Ver-
gleich nur die Eigebnisse an.



Die Suche nach, der passenden Funktion

1. Lineare Regression

y=az+b
a=—4,705-10"1
b= 170,58

Das BestimmtheitsmaB 72 betragt nur 0,12.

2. Logarithmische Regression

y=a+b-Inz
a = 128,27
b=—13,43
2= 0,57

Natiirlich 1aBt sich statt mit In auch mit lg arbeiten. Das Be-
stimmtheitsmaB 72 wird davon nicht beriihrt.

3. Anpassung an eine e-Funktion

y=ae”

a = 4255
=—2,17-10"5

7 = 0,66

Hier riickt das Bestimmtheitsma langsam zu einem ver-
niinftigen Wert.

4. Anpassung an eine Potenzfunktion

y=az
a = 140,17
=—0,34
=093 145

10 Qilde/Altrichter, Taschenrechner



Die Glockenkurve

Das Bestimmtheitsmafl von 72 — 0,93 1a8t eine ideale Kur-
venanpassung erwarten. Stellt man die gemessenen Kilo-
kalorien bzw. Kilojoule je Kilogramm Kérpermasse den
errechneten gegeniiber, so erhalten wir folgendes Bild:

gemessener Wert  errechneter Wert
(y = 140,17 - z—0:34)
in keal/kg inkJ/kg inkeal/kg inkdJ/kg

Maeerschwein-

chen 223 934 158 662
Kaninchen 58 243 111 465
Mensch 33 138 33,5 140
Pferd 22 92 16 67
Elefant 13 54,5 8,5 35,6
Wal 1,7 7,1 2,6 10,5

Die Abweichungen der Werte voneinander sind trotz des
hohen BestimmtheitsmaBes erheblich. Wir miissen uns vor-
stellen, daB die gemessenen Werte als Streuwerte iiber und
unter einer Kurve liegen, die durch die errechneten Werte
gegeben ist.

Die Glockenkurve

Eines Tages kommt ein Bekannter, von Beruf Giitekontrol-
leur, zu Thnen und bittet Sie um die Lisung eines Problems.
Er wei, daB Sie ein kluger Mensch sind und auBierdem noch
einen Taschenrechner haben. Es gilt, folgendes Problem zu
16sen.
Eine Drehmaschine produziert Wellen eines gegebenen
Durchmessers. Aus umfangreichen statistischen Untersu-
chungen an bisher hergestellten Wellen ist bekannt: Der
146 Mittelwert der Wellen betrigt M = 100 mm, die Standard-



Die Glockenkurve

abweichung ist s = 0,1 mm. Der Abnehmer dieser Wellen
verlangt, da MaBabweichungen von 0,15 mm nach oben
und unten nicht iiberschritten werden diirfen. Welcher Aus-
schuB ist nun prozentual zu erwarten ?

Zunichst miissen Sie wissen, dafl ein Merkmal z, das sich
mit kleinen, zufillig bedingten Schwankungen um einen
hiufigsten Wert gruppiert, im allgemeinen normalverteilt
ist. Das heilt, wenn man die Haufigkeiten iiber den ent-
sprechenden z-Werten auftragt, entsteht eine ganz bestimmte
Kurve, die auch als Gaupfsche Glockenkurve bezeichnet wird.
Durch das arithmetische Mittel M und die Standardabwei-
chung s (s. Abschnitt ,Mittelwert und Streuung’‘) ist die
Verteilung eindeutig festgelegt. Aus ZweckmaBigkeits-
griinden transformiert man noch die Werte durch die Glei-
chung

und nennt die graphisch-dargestellte z-Verteilung die nor-
mierte Gaufsche Glockenkurve. Sie hat die Gestalt

— 2t

2

J(2)=

1
sl -}
2

V2~

Noch wichtiger als die Kurve selbst ist die Fliche unter
dieser Kurve.

Haufigkeit | . Bild 17. Das Flichen-
stiick (von — oo bis z,)
unter der Gaupfschen
Glockenkurve ist ein
Wahrscheinlichkeitsmaf

10*
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Die Glockenkurve

Die Fliche von z = — oo bis 2z = 2, ist namlich ein Ma8 fiir

die Wahrscheinlichkeit, mit der in der gesamten Menge
z-Werte < z,

vorkommen.

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB diese Gaufsche
Glockenkurve, obwohl sie nach beiden Seiten ,,nur‘‘ unend-
lich nahe an die z- bzw. z-Achse herankommt, doch eine
endliche Fliche einschlieBt. Diese Gesamtfliche ist gleich
eins. Und fiir diese Flache unter der Gaufkurve von minus
unendlich bis z haben die Mathematiker eine Formel gefun-
den, mit deren Hilfe Sie mit Threm T'aschenrechner fiir einen
gegebenen z-Wert ausrechnen kénnen, wie groB die Wahr-
scheinlichkeit P (z) dafiir ist, daB Merkmale bis hin zur
GroBe z in der Gesamtmenge vorkommen. Diese Formel
lautet:

z

1 22 z4 2®
P(z)=?+]/2_7£ (1 ~2.3 Tarans T 3!-23-7+_"')

Das allgemeine Gesetz, nach dem die weiteren Glieder dieser

Reihe gebildet werden, kénnen Sie sicher daraus erkennen.

n! (sprich ,n TFakultit”“) bedeutet wieder
1-2:3:+-(n— 1) -n, wobei n eine natiirliche Zahl
ist.

Nun zuriick zu Threr Aufgabe. Wir wollen zunichst z fiir die
obere zulédssige Grenze (z = 100,15 mm) berechnen.

Mit der Formel z = z——;ﬂ! (arithmetisches Mittel /=100 mm;
Standardabweichung s = 0,1 mm) ergibt sich dann

100,15 — 100
z=—"nr—— =

0.1 =15 4
und damit
1
P(L5)=5
1,5 1,52  1,5¢ 1,5 1,50 1,510
+ 127 (1 — 76 T 20 336 2414k 120-32-11)



Die Glockenkurve

= 0,5 + 0,5984 (1 — 0,375 + 0,1266 — 0,034
+ 0,0074 — 0,0014)
~ 0,933 = 93,3%,.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 93,3 9, werden also
die produzierten Wellen wunterhalb der zulissigen Grenze
von 100,15 mm liegen. Das bedeutet, etwa 7 9, der Fertigung
liegen oberhalb, also auBerhalb dieser Grenze. Aus Symme-
triegriinden liegen ebenso viele Exemplare auBerhalb der
unteren zulassigen Grenze von 99,85 mm. Insgesamt ist also
ein AusschuB von 14 9%, zu erwarten.

Wir muBten bei der Berechnung von P die ersten 6 Glieder
der Potenzreihe benutzen, um die zweite Nachkommastelle
im Ergebnis zu sichern. Je grofler der verwendete Wert
von z ist, desto mehr Glieder miissen wir beriicksichtigen,
d.h., desto unhandlicher wird die Formel. Das hat die Mathe-
matiker nicht ruhen lassen, und sie haben fiir grofie Werte
von z die folgende Niaherung gefunden (bei z = 2 ergibt sich
eine Abweichung von etwa 2 9%, vom exakten Wert):

Mit dem Wert z = 1,5 ergibt sich dann

1,5

e
1,5.V2~

Das ergibt sogar 2 - 8,6 = 17,2 9, AusschuB.

Fiir so kleine z-Werte betrigt die Abweichung vom wirk-
lichen Wert bereits etwa 20 9,, aber als erster Schatzwert
wiirde das schon ausreichen.

Ob eine solche AusschuBquote fiir den Herstellerbetrieb
noch zumutbar ist, oder ob man unbedingt eine neue Dreh-
maschine (mit einer im allgemeinen geringeren Streuung s
um den Mittelwert M) anschaffen sollte, diese Entscheidung
haben natiirlich weder Sie noch Thr Bekannter, der Giite-
kontrolleur, zu fallen. Aber Sie haben die Entscheidung
durch klares Zahlenmaterial vorbereitet.

P(15)~1— =0,9137~ 91,49/,
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Uber das Wurzelziechen

Beim Ziehen der Quadratwurzel waren die alten Babylonier
unsere geistigen Viter. Sie benutzten dazu die Niherungs-
formel

Sie zerlegten also den Radikanden (das, was unter dem
Whurzelzeichen steht) in eine Quadratzahl und den Rest und
berechneten dann mit Hilfe der rechten Seite obenstehen-

der Formel niherungsweise die Quadratwurzel.

Beispiel: |/ 40 = [/65 1+ 4 ~ 6 + 5o ~ 6,33

(Ein genauerer Wert ist 6,3245553.)

Bessere Naherungen als nach dicser Formel erhialt man mit
einemn Verfahren, das wir dem gro8en Naturforscher Isaac
Newton verdanken und das auf Heron von Alexzandria
(um 100 u. Z.) zuriickgeht. a, sei ein erster Schatzwert fiir

/2. Dann berechnet man einen verbesserten Schatzwert a,
mit Hilfe der Formel

1 z
@ =g (ot 5]
und erforderlichenfalls weitere Verbesserungen aq 1 mittels
1 z .«
an +1 =’2*<an+‘zl) fir n=2,3,4,...

Solche schrittweisen Verbesserungen nennt man Iterations-
verfahren. Wenden wir das auf unsere ]/4—0 an! Als Schitz-
wert nehmen wir (da /36 = 6 und ]/4_9 = 7): a,=65.
Dann ergibt sich der Reihe nach

Gy = (6,5 + g%) ~ 6,327



ay (6 327+ 5 32,,) ~ 6,32456
40
a, (6 32456 + ;oo 456) ~ 6,324553

Damit sind (vergleiche mit dem oben angegebenen genaueren
Wert) fiinf Stellen nach dem Komma gesichert, und zwar
nach nur 3 Iterationsschritten.

Ubrigens koénnen Sie noch einige Schritte dadurch einsparen,
daB Sie im Verlaufe der Iteration die jeweils berechnete
Naherung gleich im Register stehen lassen. Sie ist ja der
Anfangswert fiir die ndchste Berechnung.

Wenn Ihr Taschenrechner eine Quadratwurzeltaste hat,
kénnen Sie die vorstehenden Zeilen vergessen. Es sei denn,
Sie méchten die Qualitit der babylonischen Mathematik
nochmals iiberpriifen.

Auf einen kleinen Trick im Zusammenhang mit dem

Wurzelziehen sei hier noch hingewiesen:

Falls Sie einen Ausdruck der Form }/a®+ b2 zu be-

rechnen haben und Ihnen steht kein Speicherplatz
_fiir das Zwischenergebnis a? bzw. b2 zur Verfiigung,

so ist folgende kleine Umformung zu empfehlen:

N

In dieser Form konnen Sie ohne Zwischenhalt das
Ergebnis berechnen.

Bild 18. So kann man
natirlich auch die
Wurzel ziehen
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Uber das Wurzelziehen

Wie man ,,rein geometrisch” (mit Hilfe des ,,Pythagoras*)
die Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl ziehen kann, zei-
gen wir Thnen in einer graphischen Darstellung (Bild 18).
So wie das Ziehen der Quadratwurzel nur ein Sonderfall des
Ziehens der »n-ten Wurzel aus einer Zahl darstellt, so ist auch
die oben aufgefithrte Newtonsche Iterationsformel nur ein
Sonderfall der allgemein giiltigen Formel

'V;Nn—l o z
”{ <n—1)a"“‘]

Da wir in einer dreidimensionalen Welt leben, sind Kubik-
wurzeln noch besonders wichtig. Fiir diesen Fall (n = 3)
lautet die vorstehende Formel

3
- 2 z
VZ zg[a+2—a;]

3

Als Beispiel berechnen wir damit V—lﬁ mit der Ausgangs-
naherung a, = 2. Bekanntlich ist ja 23 = 8, liegt also nur
geringfiigig unter dem Radikanden.

2 5

a, =§(2+ T)=2,17

ay =3 (2.17+ 2172)—2,154546

8, (2 1645 + 512 45,) 2,1544346
2 5

Damit ist bereits die 7. Stelle nach dem Komma gesichert.
Die 4. Wurzel ist wieder einfach zu zichen, indem man zwei-

4 —
mal hintereinander die Quadratwurzel zieht,d.h. ]/;: = V]/:c
Fiir die 5. Wurzel brauchen Sie wiederum die entsprechend
(fiir n = 5) aufbereitete allgemeine Iterationsformel, wih-
rend die 6. Wurzel durch eine Hintereinanderschaltung von



Uber das Wurzelziehen

] _
Quadrat- und Kubikwurzel ersetzbar ist, d.h. V::: = V[/;: .

Ganz allgemein gilt [/z = VV;: = V]/a:

Das erlduterte Iterationsverfahren liefert im all-
gemeinen bei jedem Schritt zwei neue gesicherte
Kommastellen. Sie sollten daher bei jeder Berech-
nungsstufe zwei Stellen mehr als vorher mitfiihren.

Wenn Thr Rechner die Taste x¥ aufweist, eriibrigt
sich fiir Sie das herk6mmliche Wurzelziehen. Es gilt

n
nimlich ganz allgemein ]/:v= z1/n. Sie geben also
den Wurzelexponenten ein, driicken die Reziprok-
taste, geben den Radikanden (den Wert unter der
Wurzel) z ein (nach Rechnervorschrift, dabei wird

das bereits vorhandene Ergebnis im Arbeitsspeicher

weitergeschoben) und driicken die Funktionstaste z?.

Falls beim Wurzelziechen die Variable z eine bestimmte
Schranke nicht iiberschreitet und Sie sich mit einem Fehler
kleiner als 1 Promille zufrieden geben, dann kénnen Sie auch
die folgenden Néiherungsformeln verwenden :

z 2
s-(3-1)
]/1+1:~—2— fir |z|<0,256

Beispiel: J/1,1 = /1 + 0,1 ~ 1,049
(genauerer Wert : 1,04880885)

|z| (lies ,,& absolut*) ist der Absolutbetrag der
GroBe z, d.h., die angegebene obere Schranke gilt
also unabhiingig vom Vorzeichen; das bedeutet
mathematisch: — 0,25 <z < + 0,25.

2 x—3\?
3 5—( .
1/1+z: ~— fir |x|<0,25
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3 3
Beispiel : /0,8 = }/1 — 0,2 ~ 0,9289
(genauerer Wert: 0,92831777), z ist jetzt — 0,2,

Wenn Sie mit Threm Rechner in einem Ausdruck
A — B zuerst B ausrechnen miissen (in den meisten
Fillen sind Sie ja gezwungen, Formeln von innen
her schrittweise zu berechnen), dann driicken Sie
nach der Berechnung von B die Vorzeichentaste

und addieren anschlieBend 4.

Die doppelte Hiirte

Im Sprachgebrauch ist uns sofort klar, wenn wir héren, ein
Stoff sei harter als ein anderer. Wenn wir den Begriff Hirte
aber genauer untersuchen, finden wir, daB es ihn mit einer
einheitlichen MaBeinheit gar nicht gibt. Was ein Meter dar-
stellt, ist sofort klar. Aber die Harte 1 gibt es nicht.
Nun sagen Sie vielleicht, Sie kennen die Mohssche Harte-
skala, bei der Talk die Hiarte 1 und Diamant die Harte 10
haben. Richtig! Doch das ist die Mohssche (Ritz-) Harte.
Wir fragten aber nach dem MaB8 fiir die Harte ganz allge-
mein.
Es gibt kein HirtemaB. Es gibt nur Harten nach Brinell,
Rockwell oder Mohs.
Die Mohssche Hirteskala ist vollig willkiirlich. Sie setzt
einfach 10 Mineralien fest, die die Mohsschen Hirten 1, 2 bis
10 haben sollen. Das Mineral mit der niedrigeren Num-
mer wird von allen mit hheren Nummern geritzt.
Anders gingen Brinell und Rockwell sowie Vickers vor.
Sie befaften sich mit Metallen. In diese driickten sie mittels
standardisierter Krafte Stahlkugeln bestimmten Durch-
messers (Brinell) oder Diamantpyramiden ( Rockwell, Vickers).
AnschlieBend wird der Eindruck ausgemessen.

154 Befassen wir uns mit Brinell und fragen wir uns: Wie unter-
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scheiden sich zwei Stahle, von denen der eine doppelt so hart
sein soll wie der andere ? .
Die Brinellhirte HB ist definiert

HB — Priiflast
" Oberfliche des Kugpleindruckes
HB — . F _ 2F |

5 7D (D—}D* =) m-D(D—D*—d¥)

Hierbei ist D der Durchmesser der Priifkugel und 4 der
Durchmesser des Eindruckes, den die Kugel hervorrief.
Die Last F ist fiir Stahl mit F = 30 :nliz D? festgelegt, wenn
D in Millimetern angegeben wird. Wir nehmen eine Kugel
mit 5 mm Durchmesser.
Dann wird die Priiflast

F=30kp-5%= 750 kp

Aus der Gleichung fiir HB sehen wir, daB es mit dem be-
rihmten gesunden Menschenverstand nicht moglich ist,
etwas iiber den Unterschied der Stihle auszusagen. Zwar
wird der Stahl mit der doppelt so hohen Brinellhirte natiir-
lich einen entsprechenden Wert fiir B haben. Doch der ist
ja nur eine errechnete GroBe. Gemessen wird d. Und nur d
gibt eine Stahleigenschaft wirklich wieder.

Fiihren wir also mit unserem Taschenrechner zwei Rechen-
ginge durch, um uns iiber das Problem wirklich klar zu
werden. Einmal errechnen wir die beiden Kugeldurchmesser d
fiir den Fall *

HB,=2-HB,

und dann errechnen wir beide Brinellhiarten HB fiir den Fall
d,=0,5-d,

(wenn der Stahl 2 héarter als der Stahl 1 ist, muB d, kleiner

werden!).
Nehmen wir eine Brinellharte fiir den ,,weicheren‘* Stahl
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von 120 Brinelleinheiten an, so betragt im ersten Fall die
Hairte des ,,hirteren‘ Stahles natiirlich 240 Brinelleinheiten.
Um die beiden & zu errechnen, nehmen wir eine Umformung
der Brinellgleichung vor.

HB:yr-D(D-z—-Il'/DT—?)
DV —a=_2"
—ypr—E=_2 o
JDP—@=D— 7
D2 —_d2— (p_ﬂ.lz)j.'ﬁ)’
dz — Dz—(D—%H—B)’

d= ]/Dz—(p — ;gﬁ)’

Fiir HB, = 120 kp/mm? erhalten wir d; = 2,71 mm.
Fiir den doppelten Wert H B, =240kp/cm? wird d,=1,95mm.

Mit steigender Brinellhirte sinkt natiirlich der Eindruck-
durchmesser.

Jetzt errechnen wir die beiden Brinellhirten fiir den Fall,
daB der Kugeldurchmesser ¢ um die Halfte kleiner wird.
Wir gehen aus von d = 2,71 mm. Dafiir kennen wir die Hirte
120 Brinell.

Fiir d, = 271 m wird die Harte
2F
HB, = —
2 4.D.(D - D' —do)
2.760 kp

e o (e

HB, = 510 kp/mm?



Geburtstage und Gliicksspiele

Die Gleichung gestattet verschiedene Rechen-
ginge. Nur wenige Rechner werden sie ,,richtig
herum’‘ zu berechnen gestatten, also zuerst den
Zahler und dann den Nenner eingehen lassen. Dazu
werden namlich mehrere Speicher und Stacks
benétigt.

Meistens ist es vorteilhafter, die Rechnung mit d?

zu beginnen. Wenn Ihr Rechner eine I+ |— I-Taste

hat, kénnen Sie sie ausnutzen, damit die ,,Rechnung
falsch herum® funktioniert. Sie beachten, daB
(D? —d?) = (— d* + D?).

Die Halbierung des Eindruckdurchmessers d bedeutet mehr
als eine Vervierfachung von HB von 120 auf 510 kp/mm?.

Wir sehen, daBl es tatsdchlich unméglich ist, sich ,, Hirte*
vorzustellen. Nur die Schnelligkeit eines Rechners gestattet
es, sich alle mdglichen Falle zahlenmaBig zu erarbeiten.

Geburtstage und Gliicksspiele

Wir schrieben auch das Buch ,,Seltsames um den gesunden
Menschenverstand™, das im VEB Fachbuchverlag Leipzig
erschien. In dem Abschnitt ,,Gibt es Pechstrihnen ?*
hatten wir die folgende Aufgabe vorgestellt:

In einer Schulklasse sitzen 40 Schiiler. Wie grofi ist die
‘Wahrscheinlichkeit, da mindestens zwei von ihnen am
gleichen Tag Geburtstag haben ?

Wir hatten dem Leser dazu folgenden Trugschlu vorgefiihrt ;
Das Jahr hat 365 Tage. Wenn wir von Geburtenhaufigkeiten
infolge einiger besonderer Festtage (Fasching!) oder klimati-
scher Bedingungen (Friihlingswetter!) und vom 29. Februar
einmal absehen, dann hat im Durchschnitt von den
40 Schiilern alle 9 Tage einer Geburtstag. Die Wahrschein-
lichkeit, daB zwei Geburtstage zusammenfallen, ist daher
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gering. Das klingt zwar verniinftig, ist aber falsch! Der Trug-
schluB3 beruht darauf, daB man automatisch Durchschnitts-
werte und Wahrscheinlichkeiten miteinander verquickt.
Wir hatten dort folgende Formel abgeleitet :

_365-364.--(365 —n + 1)

Wa 365"

Darin bedeutet W, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal von »n
willkiirlich in einer Gruppe zusammengestellten Personen
nicht zwei am gleichen Tag Geburtstag haben.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB von diesen n Geburts-
tagen doch zwei zusammenfallen, ist dann das logische
Gegenteil davon, also W' =1 — W,

Dazu schrieben wir: ,,Heutzutage wird es niemand ein-
fallen, den Wert dieser Formel fiir n = 40 auszurechnen.‘
Hier irrten wir!

Wenn Ihr Taschenrechner eine || Taste hat, so ist es

geradezu notwendig, diese kleine Rechnung durchzufiihren.
Probieren Sie es bitte einmal bis mindestens n = 25.
Vorausgesetzt, Thr Rechner verfiigt auch noch iiber die
Fahigkeit, groBe Zahlen in Exponentenschreibweise darzu-
stellen, d.h. Werte zwischen 10~% und 10+*%* anzuzeigen
(das ist aber meistens der Fall), dann erhalten Sie aus der
Formel fiir W, mit n = 25

Wos =~ 4,92 - 109 :1,14 - 10% = 0,43

Daraus ergibt sich W' = 1— W, = 0,57.
Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit betragt 57 9, daB von
den 25 Schiilern unserer Klasse mindestens 2 am gleichen
Tag Geburtstag haben. ‘
Um bei der soeben durchgefiihrten Rechnung den Zihler
zu ermitteln, miissen Sie 25mal eine dreistellige Zahl ein-
geben und dazu jedesmal die Multiplikationstaste driicken.
Das ist schon mit einer beachtlichen korperlichen Arbeit
verbunden. Da ist es kein Wunder, daB8 die Mathematiker
versucht haben, auf bequemeren Wegen zum Ziel zu gelangen.
Nehmen Sie erst einmal zur Kenntnis — Sie konnen es selbst
158 durch ein Zahlenbeispiel nachpriifen —, daB folgende Be-
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ziehung gilt:

prp—1-(p—2) - (p—n+ )= oo

Darin bedeutet p! (lies ,,p Fakultit'‘) das Produkt aller natiir-
lichen Zahlen von eins bisp, d.h. p!=1:2-3:4---- . p.
Mit p = 365 und » = Anzahl der herausgegriffenen Personen
geht unsere Formel fiir W, iiber in

365!
Wn= (365 — n)! 365"

Triumphieren Sie nun nicht zu friih, selbst wenn Sie iiber
einen Supertaschenrechner verfiigen, der u.a. eine Taste fiir
die Fakultat ,,1*“ hat. 365! ist namlich eine so gigantische
Zahl, daB sie selbst der grofiziigigste Taschenrechner nicht
mehr anzeigt. Es ist eine Eins mit fast 800 Nullen dahinter.
Zum Gliick hat der schottische Mathematiker James Stirling
(1692 bis 1770) eine Formel gefunden, um die Fakultit einer
Zahl niherungsweise so darzustellen, daB sie wenigstens
mit Hilfe der Logarithmenrechnung (s. Abschnitt ,,Keine
Angst vor Logarithmen‘‘) berechnet werden kann.

Die Stirlingsche Formel lautet:

!l ~)2mx-2" e "

Sie gilt um so besser, je groBer z ist. Fiir x = 5 ergibt sie
beispielsweise ~ 118, wahrend der genaue Wert 120 ist.
Das ist ein Fehler von etwa 29%,. Mit x = 10 betrigt die
Abweichung nur noch 19,

Mit der Stirlingschen Néherungsformel geht unsere Formel

365!

= (365 — m)1 365" uperin

Wn

_ V2 7365-365%5. 05
" V27 (365 — n)- (365 — n)305~ ".e(—365—m) 3g5n

In dieser Form ist allerdings eine unmittelbare Berechnung
auch noch nicht mdéglich, weil Zahler und Nenner gleicher-
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maflen riesige Zahlen ergeben. Es lassen sich nun einige
Umformungen vornehmen (deren Darstellung wir Ihnen
hier ersparen michten). Danach ergibt sich

~n

an(l-_s_:s)n—%.’t.ﬁ .

Diese Formel ist sehr geeignet fiir eine Berechnung der ge-
suchten Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe eines Taschenrech-

ners, der eine -Taste und eine -Taste hat.

| Beachten Sie: e=* = —1;

[

Wenn Sie jetzt noch Lust haben und etwa eine Minute Zeit,
dann kénnen Sie auch den Wert fiir n = 40 ausrechnen, der
die am Anfang dieses Abschnitts von uns gestellte Aufgabe
16st.
Wir verraten Ihnen hier das Ergebnis: W,, = 0,109 bzw.
We =1—0,109 = 0,891.
Die Wahrscheinlichkeit, da8 unter 40 Personen, die ganz
willkiirlich znsammengestellt wurden, mindestens zwei am
gleichen Tag Geburtstag haben, betrigt also 89,1 9.
Mit diesem Ergebnis in der Tasche kénnen Sje nun getrost
auf die Suche nach einem Partner gehen, der bereit ist,
dagegen zu wetten (und der die mathematischen Hintergriinde
noch nicht iiberblickt). Als Gruppe von 40 Personen kdnnen
Sie beispielsweise aus irgendeinem Band irgendeines Lexi-
kons die dort mit Geburtstagen aufgefiihrten bedeutenden
Persénlichkeiten heraussuchen. Wenn Sie 40 zusammen
haben, horen Sie auf. Keine Angst, es wird schon klappen!
89 %, Wahrscheinlichkeit entsprechen einer Gewinnchance von
etwa 9:1. Damit kénnten Sie schon Ihre Familie ernihren,
wenn Sie nur geniigend viele Wettpartner finden wiirden.
Da wir gerade bei Gliicksspielen sind: es .interessiert Sie
sicher, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist, daB Sie in einer
Lotterie gewinnen, zum Beispiel wenn Sie bei ,,6 aus 49*
mitspielen. Es geht also darum, aus den Zahlen 1 bis 49
moglichst die 6 ,,Richtigen’* zu erraten, die in einer 6ffent-
lichen Ziehung dann ermittelt werden.

160 TFiir die Wahrscheinlichkeit, einen solchen ,,Sechser zu
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tippen, geben die Mathematiker folgende Formel an:

(49 — 6)!.6!
Wo="21 —

Wenn Ihr Taschenrechner eine Fakultat-Taste (,,!)
hat, dann geniigen einige Tastendrucke, um das
Ergebnis zu erhalten. Er verarbeitet in jedem Falle
Werte bis 69!, da das die obere Anzeigegrenze von
10% fast erreicht. Wenn keine solche Taste vor-
handen ist, kiirzen wir vorher 43! aus dem Zihler
weg, so daBl folgendes iibrigbleibt:

6!
We= 44 .45.46-47.48.49

| Beachten Sie immer: n! = 1:2:3+ +-- :n

Hier ist das richtige Ergebnis: Wg = 7,151123842 - 108,
Der Kehrwert betragt 13983816. So viele verschiedene
Wettscheine miiBten Sie ausfiillen, um garantiert den Haupt-
gewinn dabeizuhaben.

Falls Sie bescheidenere Anspriiche stellen und mit 5 ,,Rich-
tigen* zufrieden sind, kénnen Sie die Wahrscheinlichkeit W
nach der folgenden Formel ausrechnen:

W.— (49 — 6)! 8! . (49—6)!-6!
8= [49—6—(6—5])!-(6—05)! (6—5)!-5! 49!

Das sieht schlimmer aus, als es ist. Wir haben die Formel so
vollstindig und ungekiirzt Ahingeschrieben, daB Sie auch
noch die Wahrscheinlichkeit fiir einen ,,Vierer‘‘ bei ,,6 aus 49
ausrechnen konnen. Dazu miissen Sie iiberall, wo in der
letzten Formel die ,,5° steht, eine ,,4*‘ einsetzen.

Wenn Sie nun gar noch die Lotterie wechseln und ausrech-
nen wollen, wie groB die Wahrscheinlichkeit fiir @ ,,Richtige
beim Lotteriespiel ,,b aus ¢ ist, so ergibt sich ganz allgemein

W, = (c—b)! b! (¢ —b)!-b!
C=e—b—(p—a)-b—a)! (b —a)lal ¢!

Kehren wir noch einmal zuriick zu unserer Wahrscheinlich-
il Gilde/Altrichter, Taschenrechner
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keit Wy bei ,,6 aus 49*. Wenn wir darin die Klammern aus-
rechnen und 1! =1 als Faktor weglassen, dann ergibt sich
mit Hilfe einiger Kiirzungen

43!-61-43!-6! 43-6-720

Wy = 421.51.401  44.45-46.47.48.49

—=184.10-¢

Wie groB Ihre Gewinnwahrscheinlichkeiten beim Lotterie-
spiel sind, wissen Sje nun oder kénnen es doch ausrechnen.

Ob Sie dabei mehr Geld herausholen, als Sie hineinstecken,
das konpen wir Thnen natiirlich nicht versprechen.

Lésen von Gleichﬁngen

Einen beachtlichen Teil der Mathematikstunden in unserer
Schulzeit haben wir zur Losung von Gleichungen verwendet.
Die Aufgaben waren oft so gestellt, daB sich schén ganz-
zahlige Werte ergaben.

In der Praxis sieht das meist anders aus. Die Ergebnisse sind
nicht nur , krumme’ Zahlen, sondern manche Gleichungen
sind gar nicht mebhr elementar 16sbar, d.h., wir miissen
Niherungsverfahren anwenden.

Zunidchst einmel zu den Gleichungen, die in einem durch-
gehenden Rechengang zu l6sen sind.

Eine Formel fiir quadratische Gleichungen 22 +a z 4 b= 0
hatten wir im Abschnitt ,,Der Goldene Schnitt‘ angegeben.
Die nichsthohere Klasse sind kubische Gleichungen. Ihre
Normalform lautet

Brtaxt+br4c=0

Wenn bei dem Glied z® noch ein Zahlenfaktor steht, divi-
dieren wir die garize Gleichung noch durch diesen Faktor.
Die Koeffizienten a, b und ¢ kénnen natiirlich auch Null sein.
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Wir wollen uns im folgenden nur fiir die sogenannten reellen
Whurzeln der Gleichungen interessieren, d.h. fiir die Stellen,
an denen das Bild einer Funktion y = f(z) in einem =z,y-
Koordinatensystem die z-Achse schneidet.

Folgende Fallunterscheidungen miissen noch getroffen
werden :

1. Die kubische Gleichung hat nur eine reelle Lisung.
2. Sie hat 3 reelle Losungen.

Weitere Moglichkeiten gibt es nicht.

Sie kénnen durch eine kleine Skizze in einem Koordinaten-
system mit wenigen Punkten priifen, welcher der beiden
Fille vorliegt. Wenn Sie nicht gern zeichnen, kénnen Sie
auch rechnen:

Fiir (q)2 + (1—’)3 = 0 ergibt sich Fall 1, fiir (2)2 + (2)3 <0

2 3 2 3
Fall 2.
Wir bendtigen die beiden HilfsgroBien
_ a’ _ 2 4 ab
p=b—7 und g=gy &°— 5 tc

Dann ergibt sich im

Fall 1: -
==L VT
Vs VT
Fall 2:
(» <0)

L N a—
1’1=2'Vl/;_7p‘°°5%—
e
—92. —r g8 k4 _¢
7, =2 VV27 cos(3+120°) .

@l 8

11¢
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Tg=2- VV— cos +240°)—g

q

mit dem Hilfswinkel ¢ = arccos- -——2—' .

i 4

27

(Die Verschiedenartigkeit der Formeln riihrt daher, daf die
Fille 1 und 2 mit unterschiedlichen Methoden gelést wur-
den.)
Fiir die Lésung einer Gleichung 4. Grades in der Normal-
form

Hta B3+t r+d =0

stellen wir Thnen das folgende Verfahren vor, das im wesent-
lichen von dem italienischen Mathematiker Bombelli etwa
im Jahre 1570 entwickelt wurde.

Es wird zunichst die sogenannte kubische Resolvente

Bk 2t kyz+k,=0
aufgestellt, mit

=V

ky=ac¢'—4d

ky=c2+d (a®—4b)

Dann wird mit dem vorher erwihnten Verfahren die klein-
ste reelle Losung dieser kubischen Gleichung bestimmt, die
wir mit z, bezeichnen wollen. Daraus wird die quadratische
Gleichung fiir r gebildet:

P+, r+d =0
Sie hat die beiden Lésungen

BN v
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Aus ihnen lassen sich zwei weitere GroBen s, und &, bilden:

a-r—c
=
Z 3 dl
2.1/ (2} —
2
a’.r,—c¢
8= —

2\,
—2)/(5)
Falls Sie bis dahin richtig gerechnet haben, mufl
gelten s, -8, = b + 2,

Die vier Lésungen der vorgegebenen Gleichung 4. Grades
sind dann

2
a=— 2 (&) -

Wenn Ihre Taschenrechneranzeige laut Gebrauchs-
anleitung beim Wurzelziehen einen Fehler signali-
siert, dann ist der Wert unter der Wurzel negativ,
die Losung also nicht reell und fiir uns uninter-
essant.

In dem folgenden Rechenbeispiel zur Losung einer Gleichung
4. Grades ist das Verfahren zur Loésung einer kubischen
Gleichung enthalten.
Es sei die Gleichung

' —-2234+42224+62x—-15= 0

gegeben.
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Als Koeffizienten der kubischen Resolvente ergeben sich
k, =2, k, =48, ky= 96.

Diese hat also die Gestalt
P+2224+482+96=0

Die Hilfsgré8en p und g zur Lisung dieser kubischen Glei-
chung sind

p=48— 3 =4667
und

2 2.48

Der Wert (%)2 + (g)a betrigt etwa 4807,1111 > 0. Es liegt

also Fall 1 vor, d.h., die kubische Resolvente hat nur eine
reelle Losung. Diese ist

z, =—2,
was man aus der unter Fall 1 angegebenen Formel erhilt
.und auch durch Einsetzen bestatigt.
Daraus ergibt sich die quadratische Gleichung
2—2r—15=0
mit den Lésungen
ry=5undr,=—3.
Fiir die GroBen s, und s, erhalt man
8, =—2, 5,=0.

Die Probe 8,-8,=b + z, ergibt —2:-0=2— 2,
166 Wir haben also bisher richtig gerechnet.
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Die 4 Losungen unserer Gleichung 4. Grades sind dann:
+V( ) r1—1+y -4 - nicht reell!

m=—S— (E‘)’ —r,=1—Y=4 nicht reell!

Wir haben oben gesehen, daBB Gleichungen 2., 3. und 4. Gra-
des formelmiaBig auflosbar sind, wobei lediglich Wurzeln
gezogen werden miissen. Wenn die Unbekannte = in héheren
Potenzen vorkommt, ist das prinzipiell nicht mehr méglich.
Das gleiche gilt auch fiir sogenannte transzendente Glei-
chungen, in denen Ausdriicke wie sin #, In z usw. vorkom-
men.

Von Sonderfallen sehen wir einmal ab.

Zur Losung solcher Gleichungen miissen Naherungsverfah-
ren herangezogen werden.

Ein Verfahren, das bereits unsere GroBeltern erfolgreich
angewandt haben und das ganz mit elementaren Rechen-
operationen arbeitet, ist die ,,Regula- falsi“ (wortlich iiber-
setzt: Regel vom Falschen). Sie wird zuweilen auch als
,,Eingabeln‘‘ bezeichnet.

Zunichst muB man sich durch Nachdenken, durch Probieren
oder an Hand einer kleinen Skizze eine Vorstellung davon
verschaffen, wo eine noch genauer zu bestimmende Losung
ungefahr liegt.

Nennen wir die genaue, aber unbekannte Lésung Z. Dann
wihlen wir zwei z-Werte x, und z,, die beiderseits von %
liegen. Die zugehérigen y-Werte y, und y,, die aus der vor-
gegebenen Funktion berechnet werden miissen, haben dann
umgekehrte Vorzeichen. Der Grundgedanke bei der Regula
falsi besteht darin, da durch die beiden Punkte P (z,, ¥,)
und P, (z,, y,) eine Gerade gelegt wird, deren Schnittpunkt
mit der z-Achse einen ersten Naherungswert fiir das gesuchte
Z ergibt. Die Kurve f (x) wird also durch ihre Sehne ersetzt.
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1} Bild 19. Mit Hilfe
von Sekanten

wird der gesuchte
Schnsttpunkt
»ctngegabelt'

Yy

FormelmiBig ergibt sich die Naherung

TmTy=02,— 1Y .lfLiﬁ’
Y1— Y%
Nun berechnen wir den zugehorigen Funktionswert f(xz,) = y,.
Er hat das entgegengesetzte Vorzeichen von y, oder von y,,.
Gema unserem zeichnerischen Beispiel trifft der erstere
Fall zu.
Durch die Punkte P, (z,, ;) und P, (z,, y,) wird nun wieder"
eine Sekante gezogen, deren Schnittpunkt mit der z-Achse
die bessere Losung z, ergibt usw.

T — 2
Y1—Y:

T xg=2,— ¥y -

Dazu ein Beispiel.
Es sei die Gleichung

J(z)=2*—In z— 2 = 0 zu lésén.
Durch Probieren finden wir

flz=1)=—-1<0
168 f(z=2)=1307 >0



Schiffsrouten und LuftstraBen

Die gesuchte Losung liegt also zwischen z, =1 und z, = 2,
wobei ¥y = — 1 und y, = + 1,307 sind.

Dannist z, = z, — yly _;" 2 —1,307 - m——l,433
=

und y, = (1,433)2— In 1,433 — 2 = — 0,305.
Da fiir 2; < £ nun immer negative Funktionswerte y; auf-
treten, bleibt der Endpunkt der Sekante P, (z,, ¥,) erhalten,

wihrend die anderen Koordinaten sich von Schritt zu Schritt
indern.

_ — & 2 —1,433
T3 =T — 3’1 —y, =2 1307 - 1556 305

=1,541
ys = — 0,058

Entsprechend ergeben sich noch

2, = 1,560 mit y, = — 0,010
und  z; = 1,564 mit y; = — 0,002

Dieser Wert ist schon auf 3 Nachkommastellen genau und
soll uns hier geniigen.

Schiffsrouten und Luftstrafien

Schiffe auf groBer Fahrt und Flugzeuge im Ferrnostverkehr
bewegen sich moglichst auf dem kiirzesten Weg zwischen
Abgangsort und Zielort.

Auf der Erdkugel ist die kiirzeste Entfernung zwischen zwei
Punkten immer der GroBkreis. Erinnern wir uns: Ein GroB-
kreis ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt mit dem Kugelmittel-
punkt (Erdmittelpunkt) zusammenfallt.
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Schiffsrouten und LuftstraBen

Der Aquator ist ein GroBkreis, die Lingengrade (die durch
die Pole gehen) sind GroBkreise. Aber die Breiténgrade
sind keine Grofkreise.

Die iibrigen GroBkreise, die zwei Punkte verbinden, liegen
auf der nordlichen Halbkugel so, daB ihr Bogen nordwarts
geht. Wer also von Moskau nach New York fliegen will,
nihert sich dabei dem Nordpol. Daher auch das Interesse
der Fluggesellschaften an der ,,Polarroute®.

Bild 20. Die kiirzeste
Verbindung zwischen
zwes Punkten der Erd-
oberflache liegt auf
einem Grofkreis

Wie weit ist es von Berlin (Breite B = 52° 25'N; Lange
L = 13° 30’E) nach Havanna (Breite B = 23° 15" N; Lange
L = 82° 30’ W) auf dem GroBkreis ?
Wir haben die geographische Lage der Flugplitze von Berlin
und Havanna nur ungefihr angegeben, damit die Rech-
nungen iibersichtlicher werden. Das E hinter der Linge von
Berlin-Schonefeld bedeutet Ost (East). Ein O konnte mit
einer Null verwechselt werden.
Berlin als Startort erhalt hinter B und L den Index s.
Der Zielort Havanna hat entsprechend den geographischen
Koordinaten B, und L,.

170 Die Gleichung fiir den GroBkreisabschnitt zwischen zwei



Schiffsrouten und LuftstraBen

Punkten lautet

sSm
10

E =60 +cos~ 1 [sin B, - sin B,

+ cos B;: cos B; - cos (L, — L)],

wenn cos~! im GradmaB angegeben wird.

Vor der Einfiilhrung von Taschenrechnern war eine solche
Gleichung der Schrecken der Navigatoren. In sechs Fillen
muBte in Tafeln nachgeschlagen und interpoliert werden.
Natiirlich war das - neben der eigentlichen langweiligen
Rechnerei — eine groe Fehlerquelle.

Bevor wir mit unserem Computer die Arbeit eines hochquali-
fizierten Schiffsoffiziers oder Flugzeugfiihrers iibernehmen,
noch einige Hinweise:

1. Ostlangen und Siidbreiten miissen negativ eingegeben
werden (Berlin liegt 6stlich vom Nullmeridian von Green-
wich).

2. Nur wenige Rechner kénnen mit Minuten und Sekunden
rechnen. Sie miissen die Minuten in Dezimalen umrechnen
(daher geben wir gerundete Werte an).

3. ist auf vielen Rechnern als auf der Tastatur.

Zusatzlich mufl dann noch die -Ta,ste benutzt werden.
4. Die Entfernung E wird in Seemeilen (1,852 km) errechnet.

Nun geht es los. Zuerst bestimmen wir die Dezimalen und
Vorzeichen:

B, =52°25'N=15242°
L, =13°30"E =13,50°
B, =23°15" N=2325°
L, =82°30" W=82,50°
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Schiffsrouten und LuftstraBen

Wer das entsprechende Gerit besitzt, gibu die
Minuten (und Sekunden) in der Form 0, MMSS ein

und driickt dann die -Taste.

X0

Alle anderen rechnen -0,MM.

Mit diesem Wert gehen wir in die GroBkreisgleichung.
E = 60 sm - cos! {sin 52,42 ° - sin 23,25 °
-+ cos 52,42° - cos 23,25 ° - cos [82,50 °— (— 13,5°)]}

Rechner Winkelfunktionen von Winkeln iiber 90 °
vorzeichenrichtig berechnet.

I Ein grofler Vorteil gegeniiber Tabelleri ist, daf der

E = 60 - cos™! (0,25426) sm/1°
E =60-75,27sm, (cos™!0,25426in Grad!)
E = 4516 sm

Wer will, kann die Meilen in das vertrautere MaB Kilometer
umrechnen:

E = 4516 - 1,852 km = 8364 km

In Wirklichkeit ist der Weg griBer, weil ein Flugzeug oder
Schiff nicht ununterbrochen auf dem GroBkreis steuern
kann, denn es #ndert sich ja dauernd der Kurswinkel
(s. Bild 20). Noch groBer ist die Entfernung fiir Flugzeuge,
weil sie auf bestimmten LuftstraBen fliegen und dabei Kon-
trollpunkte ansteuern miissen.

Wenn Sie Lust und Zeit haben, so versuchen Sie einmal diese
einfache nautische Aufgabe mit der Logarithmentafel zu
l6sen.



Zins und Zinseszins

Besitzer von Taschenrechnern sind grundsitzlich sparsame
Leute, die ihr gespartes Geld regelmaflig auf eine Bank
iiberweisen lassen. Am Jahresende freuen sie sich iiber die
Zinseneintragung im Sparbuch und rechnen nach, ob die
Eintragung auch stimmt.

facher ist es, Prozentsitze grundsitzlich als Hun-

I Die meisten Rechner haben eine -Taste. Ein-
dertstel einzugeben, also 5 9, = 0,05.

An Zinsen erhalten wir von der Sparkasse bei dem zur Zeit
der Drucklegung dieses Buches giiltigen Zinssatz p = 3!/,%,
= 0,0325

ZinsenZ = XKapital K - Zinssatzp - Anzahlder Jahre

Wenn wir also 1000 M ein Jahr auf der Bank liegen haben,
bekommen wir als Zinsen

Z=K-p-1=1000M-0,0325-1 = 32,50 Mark

Sollten wir das Kapital erst am 1. August einzahlen, -so
erhalten wir nur fiir 5 Monate Zinsen (n = %)

<

Z — 1000 M- 0,0325 - 152 — 13,54 Mark

Wer ganz genali ist, kann fiir n auch Tage einsetzen. Die
Sparkassen legen das Jahr mit 360 Tagen fest. Fiir die letzten
14 Tage des Jahres erhalten wir

14

= 1,26 Mark

Fiirsorgliche Eltern bringen bei der Geburt eines Kindes
einen bestimmten Betrag zur Sparkasse und lassen ein Spar-
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Zins und Zinseszins

buch auf den Namen ihres Kindes ausstellen. Zum 18. Ge-
burtstag ist dann das Ausgangskapital K, um einen sehr
schonen Betrag angewachsen.

Die Zinsen eines jeden Jahres werden zum Kapital hinzuge-
schlagen und in den nichstfolgenden Jahren mit verzinst.
Wir besitzen dann als Kapital K nach » Jahren bei dem
Zinssatz p

K=Ko(1+P)”

Zahlten die Eltern 1000 Mark ein, so stehen nach 18 Jahren
bei 3,25 %, auf dem Sparbuch

K = 1000 (1,0325)18 Mark
Wer auf seinem Rechner eine -Ta,ste hat, erhilt

K = 1778,37 Mark

Bei Rechnern mit Konstantenautomatik (der 2. Faktor sei
Konstante) wird wie folgt getippt:

" [1000][x][1.0825][5] --- [5]

18 mal

Alle anderen miissen etwas umstandlicher arbeiten.

Als erste Niherung kann man festellen, wieviel Zinsen die
Sparkasse gezahlt hitte, wenn keine Zinseszinsen berechnet
worden wéren :

Z= I_(-p-n: 1000 M - 0,0325 - 18 = 585,00 Mark

Wir sehen, die Differenz von 200 Mark gegeniiber dem Zin-

seszins ist etwas groB. Diese Néherung ist nur brauchbar,

wenn n klein ist, z.B. 5 Jahre.

Damit haben wir schon den Hinweis auf eine andere Nahe-

rungslésung. Wir berechnen die Zinsen fiir 6 Jahre (weil

18 sich durch 6 teilen laBt). Das so errechnete Kapital ver-
174 zinsen wir dann nochmal 6 Jahre lang und schlieBlich wieder-



Zins und Zinseszins

holen wir den Vorgang noch einmal

Z=1000-0,0325-6= 195
+ 1000
—1195
1195 . 0,0325 - 6 = 233,03
+1195,00
—1428,03
1428.0,0325 .6 = 278,46
-+ 1428,03

Z =1706,49 Mark

Nun betragt der Unterschied zur richtigen Summe nur noch
etwa.72,— Mark. Wer sein Bankkonto noch genauer wissen
moéchte, muB » kleiner machen, notfalls bis auf 1.

Exponentialgleichungen lassen sich durch Log-
arithmieren in Geradengleichungen umwandeln.

Da viele Taschenrechner eine @-Taste haben, logarith-
mieren wir die Zinseszinsgleichung:
lgK=1gK,+n-1g(1+ p)
lg K =1g 1000 + 18 -1g 1,0325
lg K =3+ 18-0,013890
Ig K = 3,250021
K = 1778,37 (Mark)

Vielleicht mochten Sie noch wissen, wieviel Jahre Thr Geld
auf der Bank liegen muB, bis sich der Betrag verdoppelt.
Wir lassen also das Anfangskapital und setzen fiir das End-
kapital K = 2 K, und den Zinssatz p = 31/, %.

Dann erhalten wir die Gleichung

lg2K,=1gK,+n-lg(1+p)
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Abzahlung von Schulden *

und daraus

Ig2K,—1gK, g2
lel+p) ~lgl+p
0,3010 o
( 043431)f 7/0)

Mit unserem angenommenen Anfangskapital von 1000 Mark
erhalten wir

_ 132000 —1g1000
n=|g F0,0325 O2hre

= 21,67 Jahre = 21 Jahre 8 Monate

Wie lange miiten wir auf die Verdopplung des Kapitals
warten bei einem héheren Zinssatz, z.B. 6,59, 1

_ 122000 — 11000

1g 1,065 —— Jahre = 11,01 Jahre

Abzahlung von Schulden

Schulden werden gemacht, bzw. Kredit wird aufgenommen,
um fiir das geliehene Geld die entsprechenden Sachwerte zu
kaufen. Es ist Auffassungssache, was der einzelne unter
»entsprechend‘ versteht. Allgemein zihlt man Hauser dazu,
weil die Abzahlung der Schuld fiir den Hauskauf die Miete
spart. Auch Waschmaschinen und andere niitzliche Gegen-
stande kénnen auf Kredit gekauft werden.
Am besten ist es, mit dem Taschenrechner auszuprobieren,
ob die Schulden mit dem Einkommen in einem bestimmten
Verhiltnis stehen,
Schulden (auch wenn sie Kredit oder Abzahlung genannt
176 werden) setzen sich immer zusammen aus der Schuldsumme



Abzahlung von Schulden

und den Zinsen dieser Summe. Schuldenmachen kostet also
Zinsen, und auBerdem verliert man noch die Zinsen, die die
Bank gezahlt hitte, wenn man erst gespart und dann ge-
kauft héitte. Dafiir kann und darf man den gekauften Gegen-
stand aber auch eher benutzen.

Angenommen Sie bauen ein Haus. Dafiir nehmen Sie einen
Kredit von 30000 Mark, riickzahlbar in einer bestimmten
Zeit zu einem Zinssatz von 3 %,. Meistens wird mit der Kre-
ditgewahrung gleich ein Tilgungsplan vorgesehen.

Danach haben Sie jahrlich einen festen Betrag, die Annuitit,
zu zahlen, der Tilgung und Zinsen einschlieBt.

Nehmen wir an, Sie zahlen eine Annuitit von 1000 Mark im
Jahr. Dann sieht die Rechnung in den ersten drei Jahren
wie folgt aus:

Jahr Schuld An- Zinsen Tilgung Rest-
nuitat schuld

in Mark in Mark in Mark in Mark in Mark

1. 30000 1000 900,00 100,00 29900,00
2. 29900 1000 897,00 103,00 29797,00
3. 29797 1000 893,91 106,09 29690,91

3
Hier sieht man das Problem der meisten Schulden. Die Zin-
sen fressen in den ersten Jahren die Annuitit, so daB fiir die
eigentliche Tilgung nur eine geringe Summe iibrigbleibt.
39, Zinsen sind nur dann wenig, wenn man sie nicht zu
zahlen braucht.
Die Tilgungsformel wird dadurch uniiberschaubar, weil die
Zahl n der Jahre, wihrend deren man zahlen muB, im Expo-
nenten steht:

_ 1+p)"—1
=TT

S, ist die abbezahlte Summe nach »n Jahren, p ist der Zins-
satz und 7', ist der Tilgungsbetrag des ersten Jahres.
Priifen wir die Gleichung fiir das dritte Jahr nach der oben

12 Gilde/Altrichter, Taschenrechner
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Abzahlung von Schulden

angefiihrten Tabelle, so ergibt sich

1,032 —1

83 =100 755 — 1,03—1

Mark = 309,09 Mark

Die Gesamtschuld S ist abgezahlt, wenn S, = § ist

A+p"—1
So=S=Tr m =1

Uns interessiert ja die Zeit n, die ndtig ist, um unsere Schuld
abzuzahlen. Wir miissen daher die Gleichung logarithmieren,
um % ,,auf die eine Seite der Gleichung’‘ zu bekommen und

. alle anderen, bekannten Werte ,,auf die andere Seite der

Gleichung‘.

Wenn wir einen Exponenten als Unbekannte suchen
und die iibrigen Werte bekannt sind, logarithmieren
wir die Gleichung.

y==q"
lgy=n-lgz

n= lg_y

lgz

Daraus folgt fiir .
a+o" —l\ .
§=1 a+p— !
S _ (1+e)—1],
T, 1+4+p—1 ‘ P
P

ST_(I +p) —1‘+1
TE+1=0+p"
lg[—T—”+ ]=n-lg(l+p)’:1g(l+p)



Abzahlung von Schulden

Diese Umformung ist so schén, daB wir es nicht iibers Herz
brachten zu schreiben : Wie man leicht sieht, erhalt man durch
Logarithmieren usw.

Nun priifen wir, wieviel Jahre benétigt werden, um unsere
30000 Mark mit jahrlich 1000 Mark abzuzahlen :

S.p 30000 - 0,03

W] ufomen.
T lgl4p) 1g1,03

n = 77,9 Jahre ~ 78 Jahre

Interessant ist, daB die erste Tilgungsrate T', eine so ent-
scheidende Rolle fiir die Grifle der abgetragenen Schuld S,
spielt. Indirekt steckt da natiirlich auch die Zinshéhe mit in
diesem Betrag, denn die Zinsen werden ja von der Annuitdt
abgezogen.

Also vor dem Kauf eines Hauses oder einer Waschmaschine
auf Kredit erst den Taschenrechner benutzen.

Wieviel Geld hat nun der Hausbesitzer im Verlauf der 77,9
Jahre wirklich bezahlt ? Das sind einfach

Annuitédt - Jahre = Gesamtsumme
in Mark/Jahr in Mark
1000 - 77,9 = 77900

Ein erstaunlicher Betrag.

Je geringer der jihrlich (oder monatlich) zuriickzahlbare
Betrag, desto hoher wird die riickzahlbare Gesamtsumme.
Untersuchen wir einmal die ,,Gegenstrategie’. Sie zahlen
jahrlich 1000 Mark auf ein Konto, bis Sie 30000 Mark zu-
sammen haben. Der Betrag soll mit 3 9/ verzinst werden.
Am einfachsten iibersehen wir die Sache mit einer kleinen
Tabelle.

Jahr zu verzinsende Zinsen neuer Betrag
Summe
in Mark in Mark in Mark

1 1000 30,00 1030

2 2030 60,90 2090,90

3 3090,90 92,73 3183,63

4 4183,63 125,51 4309,14

12¢
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Abzahlung von Schulden

Es ist eine interessante Aufgabe, die einzelnen Rechnungen
mit moglichst wenig Aufwand durchzufiihren.

Zurn Beispiel so:

,»21000 - 0,03 = (Zinsen) + 1000 = (neuer Betrag)

-+ 1000 = (zu verzinsende Summe im 2. Jahr) - 0,03
usw.‘

Mit der @-Taste geht es natiirlich mit noch weni-
ger Eingaben.

5309,14 159,27 546841
6468,41 194,05 6662,46
7662,46 229,87 7892,33
8892,33 266,77 9159,10

00 -1 Ot

Nach acht Jahren haben wir bereits eine Jahresrate von
1000 Mark zusétzlich.

9 10159,10 304,77 10463,87
10 11463,87 343,92 11807,79
11 12807,79 384,23 13192,02

Wieder 1000 Mark durch Zinsen zusitzlich.

12 14192,02 425,76 14617,78
13 15617,78 468,53 16086,31
14 17086,31 512,59 17598,90
15 18598,90 557,97 19156,87
16 20156,87 604,71 20761,58
17 21761,58 652,85 2241443
18 23414,43 702,43 24116,86
19 25116,86 753,51 25870,37
20 26870,37 806,11 2767648
21 28676,48 860,29 29536,77
22 30536,77

Nach etwas iiber 21 Jahren sind die 30000 Mark gespart.

Dafiir muBten nur 21000 Mark unmittelbar eingezahlt

werden. Andererseits sind 21 Jahre eine lange Zeit, wenn man
180 ein Haus kaufen méchte.



Rechnungen, die sich ,,besonders‘‘ verhalten

Die Beispiele sollen zeigen, daB es lohnt, iiber die giinstigste
Zahlungsstrategie nachzudenken. Dabei sind die Zinssitze
und die Einzahlungshéhen genau zu beachten.

Notation besitzt, berechnet diese Tabelle besonders

Wer einen Rechner mit umgekehrter polnischer
einfach.

In verkiirzter Form kénnen wir den Wert kontrollieren,
wenn wir die Zahlungsart als eine Rente betrachten. Dann
gilt die Formel fiir eine ,,nachschiissige Zeitrente*.

1,032 —1
8,3 =1000 o~ = 30536,80 Mark

Wir sehen, es ist der gleiche Ansatz wie die Tilgungsformel.

N

Rechnungen, die sich ,,besonders* verhalten

Mathematiker und Unterhaltungskiinstler haben eine riesige
Menge von Ziffern, Zahlen und Rechnungen zusammenge-
tragen, die sich irgendwie ,,besonders‘‘ verhalten. Am meisten
muB man staunen, daf diese Leute neben Scharfsinn und
Geduld noch den Arbeitseifer aufbrachten, all die Rech-
nungen durchzufiihren. Die folgenden Beispiele sollen die
Benutzer von Taschenrechnern ermuntern, ihren Scharfsinn
sprithen zu Jassen, doch die Rechenarbeit ihrer Elektronik
zu iiberlassen.

Es gibt eine Anzahl von Rechnungen, in denen jede Ziffer
(ohne 0) genau einmal vorkommt:

1738 . 4 = 6952
186 - 39 = 7254
198 . 27 = 5346

483 .12 = 5796
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Rechnungen, die sich ,,besonders*‘ verhalten

Die Zahl solcher Gleichungen 1aB8t sich durch Probieren und
Uberlegungen vermehren.

In den mathematischen Rechenaufgaben populirwissen-
schaftlicher Zeitschriften erscheint im Januar regelmaBig
die Aufgabe, eine Gleichung aufzustellen, bei der auf der
einen Seite die Jahreszahl, auf der anderen die gleiche
Ziffernfolge steht.

V19T T=1+)014+7+7

194+ TT=(1-9+(7-7)

1977 = (19— 77) - (19 — 77) — (197 - 7) +
4 (1=9+7—17)

1:(9-7+17) =1!-01:(71-71)

So wurde einmal vorgeschlagen

/1936 = — 1+ 9 + 36

Der Taschenrechner gestattet nicht nur, schnell alle nur
denkbaren Moglichkeiten durchzurechnen, er erméglicht
auch ,,unfaire’‘ Losungen wie

1977 =1+ 03,26074758 + 7 + 73

Die 73 sind hierbei Schwindel. Es kann dort jede beliebige
Potenz oder Wurzel stehen. Wichtig ist nur, alle willkiirlich
ausgesuchten Zahlenwerte von 1977 abzuziehen. Der Rest
ist dann eine Potenz. von 9. Schreibt man namlich 1977
=1 4+ 9% + b mit willkiirlichem b, so gilt '

_ 1g(1976 — b)
&= ig9

I Wir erinnern uns, unbekannte Exponenten finden
wir durch Logarithmieren der Gleichung.

,, Echter sicht schon diese Lisung aus

1977 =—1+ 02,954288 + 73,336832 + 73.385332



Rechnungen, die sich ,,besonders‘‘ verhalten

Doch auch hier wurde nur Rechenarbeit geleistet, jedoch
kein Geist benutzt. 1977 + 1 wurde in drei gleiche Teile
geteilt und dazu die Exponenten von 9 und 7 gebildet. Diese
Methode ist ein gutes Beispiel, wie sich einfache Zahlen
héchst eindrucksvoll ,,wissenschaftlich’ darstellen lassen.

Ernster zu nehmen sind Gleichungen der folgenden Art:
95:6=9+56545
42:3=4-3+2
24+7)-2-16=272+ 16

562 = 625
210 — 2 = 1022
Jiz1=12—1

3
/13831=1+3+3+1+3

Der sowjetische Mathematiker Kordemski trug viele solcher
‘Aufgaben zusammen.

BEs gibt Zahlen, bei denen sich die Summe und das Produkt
durch die Reihenfolge der Ziffern unterscheiden:

9+9— 18 81— 9.9
47T +2— 49 94— 47-2
497 + 2 — 499 994 — 497 -2

Auch hier lassen sich dhnliche Paare finden.
Suchen kann man auch nach'den folgenden Zusammenstel-
lungen :

12 . 42=21-24

24 . 84 = 42-48.
Probieren Sie es mit dem Multiplikator wie 12; 13; 23; 24 ; 26.
Der russische Maler Bogdanov-Belski malte das Gemilde

,»Eine schwierige Aufgabe“. Auf dem Bild sind einige Schii-
ler damit beschaftigt, eine Aufgabe zu 16sen, die der Lehrer
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Rechnungen, die sich ,,besonders* verhalten

an die Wandtafel geschrieben hat:

107 4112 4122 4 132 4 142
365 =

Fiir unsere Taschenrechner ist das natiirlich eine Kleinigkeit.
Nach dem Aufgabenteil

102 4+ 11% + 122

machen Sie bitte eine kurze Denkpause. Vielleicht kénnen Sie
dann schon die Lésung sagen ?
Jedenfalls bemerken Sie beim Rechnen, da

102 4+ 112 + 122 = 13% + 142
ist.
Die Mathematiker haben allgemein solche Zahlenfolgen ge-
funden:

324 42— 52
102 4+ 112 4 122 = 132 + 142
212 4 222 4 232 4 24% = 252 - 262 - 272
usw,

Sie kénnen nun schnell ausrechnen, wie die mit 36* begin-
nende Gleichung lautet. Ubrigens unterscheiden sich die
Basen der ersten Quadrate in jeweilig aufeinanderfolgenden
Gleichungen der Reihe nach um 7, 11, 15, 19, 23, ... (die
Differenz aufeinanderfolgender - Glieder dieser Folge ist
stets 4).

Gut fiir den Taschenrechner geeignet ist die Aufgabe,
symmetrische Summen zu suchen. Man versteht darunter:

Nimm eine mehrstellige Zahl, z. B. 87
addiere ibhre Umkehrung + 78
, 165
addiere ihre Umkehrung + 561
T 726

addiere ihre Umkehrung + 627
1353

addiere ihre Umkehrung + 3531
4884



Fehler pflanzen sich fort

Jetzt ist eine symmetrische Zahl entstanden. Nur wenige
Ausgangszahlen ergeben innerhalb der Rechnerkapazitat
keine symmetrische Summe.

Die kleinen Beispiele dieses Abschnitts zeigen, daB der
Taschenrechner uns zwar die mechanische Arbeit abnimmt,
aber die guten Ideen muB jeder selbst haben.

Fehler pflanzen sich fort

Bei den meisten Berechnungen in der technischen Praxis
begniigt man sich mit einem maximalen Fehler von 1 Pro-
mille bis 5 Prozent. So reicht es aus, den Faktor 10 statt des
genaueren Faktors 9,81 zu verwenden, um beim Ubergang
von den alten Einheiten zum Internationalen Einheiten-
system (SI) Kilopond in Newton umzuwandeln. Das ergibt
10 —9,81 ~ 29

9,81 o .
Bei einigen wissenschaftlichen Problemen der heutigen Tech-
nik, z.B. auf den Gebieten Raumfahrt und der experimen-
tellen Atomphysik, reicht diese Genauigkeit allerdings nicht
aus.
Beim Start des ersten kiinstlichen Mondsatelliten von einer
Zwischenumlaufbahn muBte die benotigte sogenannte zweite
kosmische Geschwindigkeitsstufe von etwa 11200 m/s mit
einer Genauigkeit von einigen Zentimetern je Sekunde ge-
wihrleistet sein, sonst wire der Mondsatellit zu einem Son-
nensatelliten geworden. Das entspricht einem zuldssigen
Fehler von 2/1000 Promille (m&"%s;ﬁ ~2-107).
Noch hohere Genauigkeiten waren beim Bau eines riesigen
Teilchenbeschleunigers, dessen Ringmagnet einen Durch-
messer von 1,5 km hatte, einzuhalten.
Solche Genauigkeitsanspriiche haben meist meBtechnische
Konsequenzen. Unsere Taschenrechner haben zwar eine
beeindruckende Rechengenauigkeit (von der noch beein-

einen Fehler von

13 Gilde/Altrichter, Taschenrechner

185



Fehler pflanzen sich fort

druckenderen Rechengeschwindigkeit sehen wir hier einmal
ganz ab), aber oft haben wir eine Formel auszurechnen,
deren EingangsgroBen MeBwerte sind. Diese sind von Natur
her mit Fehlern behaftet. Im allgemeinen kann man die
Schranken solcher Meffehler abschatzen. Mit einer MeBuhr,
die ein tausendstel Millimeter anzeigt, kann man nicht ein
Zehntausendstel genau ausmessen.

Die MeBfehler sind im wesentlichen durch das MeBgeriat und
das zu messende Objekt selbst bestimmt. So ware fiir die
erwihnte MeBuhr die Angabe einer absoluten Fehlerschranke
von Az ~0,5-1073 mm sicher sinnvoll. Bezogen auf den

MeBwert z, ergibt sich dann der relative Fehler t—z, der meist
in Prozent angegeben wird.

Bei elektrischen MeBgeriten ist der letztere auf der Skala
mit angegeben. Er bezieht sich auf den Vollausschlag im
entsprechenden MeBbereich.

Im Zweifelsfall kann man auch die Messung mehrmals
wiederholen und die halbe Differenz der beiden extremen

Werte als Fehlerschranke verwenden, d.h. 4z = M;z&

Als MeBwert # nimmt man dann das arithmetische Mittel
der Versuchsmessungen.

Nachdem wir nun den Begriff ,,Fehlerschranke* definiert
haben (wir wollen im folgenden kurz ,,Fehler dazu sagen),
kénnen wir auch die praktisch-mathematische Fragestellung
formulieren, die uns hier am Herzen liegt: Wie wirken sich
unvermeidbare Fehler in den EingangsgréBen auf das
formelmiBig zu berechnende Ergebnis aus ? ‘
Nehmen wir ein einfaches Beispiel: Sie mochten ein abge-
schnittenes Stiick von einem Baumstamm erwerben und
interessieren sich fiir dessen Masse. Zur Ermittlung dieser
GriBe stehen Thnen ein Zollstock und Ihr Taschenrechner

zur Verfiigung, aulerdem die Formel M = an’ ‘l-g.

Sie messen die Linge aus (! = 1,85 m) und schitzen den

Fehler zu 1 ! em (die Endflichen sind nicht genau senk-

recht zur Achse).

Dann versuchen Sie den Durchmesser zu ermitteln und er-

halten d = 0,46 m. Wegen der Unebenheiten und des schie-

fen Ablesewinkels schitzen Sie wieder einen MeBfehler von
186 + 1em.
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SchlieBlich brauchen Sie noch die Dichte ¢ des Holzes.
-Sie wissen, da3 Holz im Wasser schwimmt und daher
¢ < 1 g/em? sein muB. Sie schitzen

0= (0,9 + 0,1) kg/dm®.

Fiir 7z verwenden Sie den Wert 3,14 und machen dabei einen
vernachlissigbar kleinen Fehler (=~ 0,6%/y,).
Nun tippen Sie Thre Werte ein.

3,14

M=

-18,5-4,62-0,9 kg

Taschenrechner verwenden Sie immer gleiche Ein-

Bei der Berechnung physikalischer GréBen mit dem
heiten fiir gleiche Grofen.

Thr Taschenrechner zeigt einen Wert von
276,56649 an,

Das tauscht eine Genauigkeit von hundertstel Gramm vor.
Wenn Sie nicht das Gefiihl haben wollen, mit Kanonen nach
Spatzen geschossen zu haben, dann méchten Sie natiirlich
nun wissen, bis zu welcher Ziffer etwa das Ergebnis noch
giiltig bzw. sinnvoll ist.

Die Mathematiker beantworten Thnen diese Frage mit der
folgenden Regel (1):

Werden fehlerbehaftete GroBen miteinander multi-
pliziert oder durcheinander dividiert, dann addieren
sich in jedem Falle ihre relativen Fehler zu einem
relativen Fehler des Ergebnisses.

Fiir unser Beispiel bedeutet das
1 =185dm + 0,1dm (2 0,5%)
0 =097 +017% (4 11,1%)

d=46dm + 0,1dm (& 2,2%)
18¢
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Wegen d?=d -d ist der relative Fehler von d¢2 nach oben-
stehender Regel gleich 2mal dem relativen Fehler von d.

Es ergibt sich dann nach der obigen Regel fiir den relativen
Fehler der Massebestimmung:

%=0,5%+ 11,1% + 2-2,2% = 16%

Das bedeutet aber, da3 der absolute Fehler

AM=016-M ~0,16-277kg ~ 44 kg
betragt.
Alle Nachkommastellen unseres Ergebnisses sind also sinn-
los, d.h.

M= (217 + 44) kg

Wenn Sie diesen Baumstamm mit Ihrem Auto nach Hause
bringen wollen, miissen Sie also mit einer maximalen Last
von 320 kg rechnen.

In der folgenden Tabelle sind die wichtigsten Falle fiir die
Fehlerfortpflanzung zusammengestellt.

Dabei kann der Exponent n beliebige Werte annehmen.
Wenn er also einen echten Bruch darstellt (Wurzelziehen!),

wird der Fehler kleiner.
Rechen- f(z,,z,) absoluter Fehler relativer
operation aAf _ Fehler
af
I
Addition =z, +x, Adz,+ A4z, Az, + Az,
|2y + |
Subtrak- =z, —=z, Adz,+ Az, 4z + 4z,
tion | £ — 2|
Multipli- z,-2, Az |2)|+A42, |2, 47 42
kation EARNEN
Division z,:7, Az, | 25| + A2ye|7,| Az | 42,
z! |2 |25
Poten- " Az-|n|-|2n—1] lniﬂ
||
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Bei der Betrachtung dieser Tabelle 1at sich noch eine wei-
tere Regel (2) erkennen:

Werden fehlerbehaftete Gréfen addiert oder von-
einander subtrahiert, dann addieren sich in jedem
Falle ihre absoluten Fehler zu einem absoluten
Fehler des Ergebnisses.

Bei einer gemischten Rechnung miissen die beiden
Regeln kombiniert werden.

Zum Beispiel wollen Sie die Oberfliche A4, einer zylindrischen
Dose berechnen. Sie setzt sich aus den beiden Deckelflichen
(4,) und der Mantelfliche (4,) zusammen, d.h.

D!
4,=2-" = 4n-D-H= A4, +4,

Als Durchmesser D haben Sie gemessen: D = 5 cm + 2 mm
(2 49%). Die Hohe ergab sich zu H=10cm + 1 mm
(& 1%).
Dann ist nach Regel (1) der relative Fehler des ersten Sum-
manden

44 AD
4 =2 %%

Fiir den zweiten ergibt sich

AA AD
=D + 27 —40/0+1°/o 59%,

Daraus leiten sich die folgenden absoluten Fehler ab:

A4,=4,-8%,=

- "TD’ . o,os="’725 . 0,08 cm? ~ 3 om?

Ad44,=4,-5% ==n-D-H-0,05
=m+5-10-0,06 cm? ~ 8 cm?
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Nach Regel (2) ist der absolute Fehler der gesamten Ober-
fliche

AAdg=AA4,+ A4 4,=11 2,

woraus sich wiederum der gesamte relative Fehler zu

AA,  AA +44, 11

4, = 4,14, —stis 8%
ableitet.
Zufallszahlen

Sie kennen sicher Wartezeiten an Tankstellen, Postschaltern
oder Kassen im Warenhaus. Nehmen wir an, Sie wollen
tanken oder Briefmarken kaufen oder benétigen ein Paket
Waschpulver. Bevor Sie den Kauf titigen, iiberlegen Sie
sich, wieviel Leute vor Ihnen ahnliche Absichten haben;
denn Sie méchten nicht warten, sondern gleich bedient wer-
den. Befriedigt bemerken Sie, es ist kaum Betrieb. Daher
lassen Sie sich viel Zeit. Sie laufen einmal um Ihr Auto
herum und freuen sich, daB Sie eins haben. Sie stehen in der
Post einen Augenblick am Zeitungsstand und kaufen eine
Illustrierte. Sie kaufen nicht nur Waschpulver, sondern auch
noch Senf, Brot und Wurst.
In den wenigen Minuten hat sich aber an der Tankstelle,
vor dem Briefmarkenschalter oder vor der Kasse eine lange
Schlange gebildet. Argerlich stellen Sie sich an.
Solche Warteschlangenprobleme treffen wir auch in der
Lagerhaltung, im Verkehr und sogar auch beim Mensch-
argere-Dich-nicht-Spiel an.
Die meisten Warteschlangen lassen sich in mathematischen
190 Modellen darstellen. Eine grofie Rolle spielt dabei der Zufall.
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Daher sind diese Modellierungen auch unter dem Namen
,»Monte-Carlo-Methode* bekannt geworden.

Im Prinzip funktionieren alle Modelle so, daBl dabei Fak-
toren, die ihren Ablauf bestimmen, mit ,,Zufallszahlen‘‘
multipliziert werden. Das Problem ist aber, Zufallszahlen
zu erzeugen, also Zahlen, bei denen die Sicherheit besteht,
daB es fiir ihr Entstehen keinerlei Griinde gibt. Zum Bei-
spiel kénnte man versuchen, sich Zahlen auszudenken.
Doch haben alle Menschen Vorzugszahlen, wie 5, 3, 7. Falls
man sich nun zusammennimmt, um diese Ziffern zu vermei-
den, erreicht man das Gegenteil: man schafft dadurch neue
Vorzugszahlen. Statt 5 wahlt man 4, statt 3 nimmt man 2.
Daher iiberlassen wir das Finden von Zufallszahlen am
besten unserem Taschenrechner.

Als Ausgangswert bietet sich die Zahl = an. In ihr kommen
alle Ziffern zufillig verteilt vor. (Eine Kontrolle bei der
Errechnung der Kommastellen von 7z beruht darauf, daB
alle Ziffern etwa gleich oft vorkommen miissen.)

Zu ¢ addieren wir eine Zahl, die kleiner als 1 sein soll.
Moglichst soll sie soviel Stellen hinter dem Komma haben,
wie der Rechner es zuldBt. Natiirlich lassen sich hierbei
Vorzugszahlen (oder Antivorzugszahlen) nicht vermeiden.
Daher wird der ganze Ausdruck(sz + 0, . ..) mit 5 potenziert.

0,785693 (als Beispiel)

EIHH

1]

,927285654 (unser Rechner zeigt 10 Stellen an)
a? (diese Art der fortlaufenden Multiplikation
23 gilt nicht fiir alle Rechner, aber fiir viele)

t

[ 0] (] (]

x5 = 934,2485956
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Uns interessicren nur die Stellen hinter dem Komma. Daher
geben wir ein

=]
=

0,2485956

Das wire in unserem Beispiel die erste Zufallszahl. Zu den
iiblichen Untersuchungen mit der Monte-Carlo-Methode be-
nétigen wir aber weitere. Daher wird der Rechengang fest-

gelegt
(7 + 0,2485956)5.

Das Resultat ist 447,836074. Hiervon ist wieder die Zahl vor
dem Komma zu subtrahieren usw.

Falls Thr Rechner die Taste hat, verwenden
Sie patiirlich diese. Die meisten haben aber diese
Taste nicht. Dann denken Sie daran, daB Sie viel
Arbeit sparen, wenn Sie nach dem sofort E

driicken, und zwar so oft, wie die Zahl mit sich selbst
multipliziert werden soll.

Nicht alle Taschenrechner haben 10 Stellen. Die meisten
arbeiten mit 8. Dadurch kénnen unter Umstinden die Zu-
fallszahlen zu wenig Stellen haben. Bedenken wir: die klein-
ste Zahl, die wir addieren konnen, ist 0, die gréBte ist
0,999. ..

7% = 306,01968

(v + 0,9999999)° — 1218,5317

192 Esist daher giinstiger, von(zz + 0, .. .) die Zahl 2 zu subtra-
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hieren, damit nur ein Betrag zwischen

7+ 0,00... — 2 = 1,1415926(5)
und 7 + 0,9999999 — 2 = 2,1415925(5)

iibrigbleibt. Bei
(2,14 . ..)5 = 45,048905

bleiben aber immer mindestens 6 Stellen hinter dem Komma.
Und diese benétigen wir in vielen Fillen.

Fiir Monte-Carlo-Methoden werden hiufig auch sogenannte
normalverteilte Zufallszahlen verwendet. Sie kénnen positiv
oder negativ sein und haben die gleiche Haufigkeitsvertei-
lung wie die Gaufsche Glockenkurve.

Zu ihrer Erzeugung haben die Mathematiker eine Anzahl
von Verfahren ausgedacht.

Eines davon ist das folgende:

Man nehme zwei gleichverteilte Zufallszahlen 2, und z, (< 1)
und berechne

y1=]/—2lg z,co8 (271 @)
und

y2=]/—2lgxl-sin(27r-a:2)

Dann erfiillen y, und y, alle Bedingungen, die man an nor-
malverteilte Zufallszahlen stellen kann.

Als Beispiel nehmen wir unsere beiden schon erzeugten
Zufallszahlen z, = 0,2485956 und =z, = 0,836074. Daraus
ergeben sich die beiden normalverteilten Zufallszahlen

y, = V(= 2) - 1g 0,2485956 - 0,514838 = 0,566091

und

Yy = J/(— 2)-1g 0,2485956 - (— 0,857287) =
— 0,942631

Beachten Sie, daB der Wert z, als Radiant ver-
arbeitet wird.
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Gleichungssystem mit zwei Unbekannten

Ein anderes Verfahren zur Erzeugung von normalverteilten
Zufallszahlen geht von 12 gleichverteilten Zufallszahlen =,
bis z,, aus. Daraus wird eine normalverteilte Zufallszahl
berechnet zu

Yy=2,+ 2+ "+ 2,—6

Sie kénnen daran schon sehen, daBl normalverteilte Zufalls-
zahlen aufwendiger herzustellen sind als gleichverteilte,
noch dazu die letzteren erst einmal produziert werden miis-
sen. AuBlerdem benétigt man immer sehr grole Mengen an
Zufallszahlen, wenn man mit der Monte-Carlo-Methode Pro-
zesse simulieren oder irgendwelche technischen Objekte
optimieren will.

Das Rechnen mit Zufallszahlen ist daher vorwiegend den
,,GroBen‘‘ unter unseren Taschenrechnern vorbehalten.

Gleichungssystem mit zwei Unbekannten

Als Ergebnis von Rechnungen erhdlt man mitunter zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten

ar+by=e
cxt+dy=f

Meistens versucht man in einem solchen Fall die Gleichungen
so zu verdndern, daB sich eine der Unbekannten durch ge-
eignete Rechenoperationen ,,weghebt*.

Mit unserem Rechner arbeiten wir einfacher nach der
Cramerschen Regel

_ed—bf
“ad—be
af—ec

Y=ad e



Gleichungssystem mit zwei Unbekannten

Die beiden Gleichungen ergeben sich aus einer Determi-
nantenrechnung. Bei ad — b ¢ = 0 erhdlt man keine oder
keine eindeutige Lisung.
Beispiel :
10z—6y=24
4zx+2y=15

Ohne unseren Rechner wiirden wir so vorgehen:

4z+2y=15 -3
12z+6y=45
+10xz—6y=24
22 x = 69
z = 69:22 = 3,14

Wir setzen dann z in eine der Gleichungen ein und erhalten
y=122.

Mit dem Taschenrechner und der Cramerschen Regel rech-
nen wir

_e.d—b.f 24-2—(—86)-15

= d—b e 10.2—(—6 -4 >
Vorzeichen der Konstanten beachten!
_a-f—e-c_10-15—24-4 _
Y=z di-b-c W02—(—6.4 1B

Da z = 3,14 nur mit zwei Nachkommastellen ausgerechnet
wurde, erhilt man y-Werte, die in der zweiten Stelle von-
einander abweichen (1,23 bzw. 1,22).

195



196

Zufall und Hiiufigkeit

Wenn wir mit einem gleichméBig gebauten Spielwiirfel
wiirfeln, so werden wir, wenn wir nur geniigend viele Wiirfe
machen, jede der sechs Seiten gleich oft werfen. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB wir eine 1 (oder 2 oder 6) wiirfeln,

betragt %, d.h. das Ereignis (die gewiirfelte 1), geteilt durch
die Moglichkeiten (6 Seiten).

In den einschlagigen Mathematikbiichern steht: Je 6fter wir
wiirfeln, desto ,,genauer’ erhalten wir fiir eine der Wiirfel-
flichen die Hanfigheit

Wer hat schon Lust, 100mal oder 1000mal zu wiirfeln. Den-
ken wir uns lieber Rechenprogramme aus, mit denen wir die
Behauptung nachpriifen kénnen.

Am einfachsten gehen wir von unseren zehn Ziffern 0 bis 9
aus. Im Abschnitt ,,Zufallszahlen zeigen wir die Erzeugung
von Zufallszahlen. Wir brauchen nur abzuzihlen, wieviel
Ziffern vorkommen und wie oft eine bestimmte Ziffer (z.B.

- die 1) auftritt.

Falls unser Taschenrechner die Méglichkeit hat, Zahlen fort-
laufend in einem Speicher zu addieren, kénnen wir die Sache
sehr vereinfachen.

Die besseren Rechner gestatten es, iiber eine -

Taste oder iiber I StO + I_oder [M +] fortlaufend
zu addieren.

Der Gedankengang wird am besten an einem Beispiel ver-
stindlich. Wir rufen nacheinander 1g 0,1; Ig 1,1; ---;1g9,1
ab und zahlen dabei aus, wie oft eine bestimmte Ziffer
(z.B. 1) erscheint. Die Anzahl von Einsen bei jedem Log-
arithmus addieren wir in einem Speicher.

Wo eine Addition in einem Speicher nicht unmittel-
bar moglich ist, wird der Speicherinhalt abgerufen,
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die Anzahl der Einsen wird addiert und das Er-

gebnis wieder gespeichert.
0,1
- 1,000000 wir arbeiten im Beispiel mit
1,1 sechsstelligen Logarithmen
0,041339 die 1 kommt vor und wird
1 gespeichert
@ gespeichert!
2,1
0,322219 die 1 kommt einmal vor

=" [EIE"

die zwei Einsen sind gespeichert
usw.

Wenn man bei Ig 9,1 angelangt ist, hat man zehnmal die
Nachkommastellenzahl der Logarithmen, in unserem Bei-
spiel 60. Die Summe im Speicher gibt an, wie oft die 1 (oder
eine andere Ziffer) vorkam. Nun kann man die Haufigkeit
aunsrechnen. Wir fanden hier schon den Idealwert

6
0 = 0,1
Beim Eintasten bemerkt man aber bereits, da das ein Zu-
fall ist, denn beilg 9,1 oder lg 6,1 findet man nicht die Ziffer1.
Stellt man hier schon die Rechnung ein, erhilt man Haufig-
keitswerte, die von 10 9, abweichen.
Wer will, kann also weiterrechnen. Vielleicht mit 0,5 oder
mit In oder mit (Ig 0,5)%
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Noch vor relativ kurzer Zeit mufBiten mehr oder weniger
umfangreiche Tafelwerke in der Schule ,,gewilzt* werden,
um bestimmte Werte fiir Winkelfunktionen, Logarithmen,
Whurzeln usw. zu ermitteln. Man muBte ,,in die Tafel hinein*“
und ,,aus der Tafel heraus‘ gehen, und wenn der gesuchte
Woert nicht genau dastand, dann muBte interpoliert werden.
Dazu gab es auch entsprechende Formeln, in denen die Be-
griffe ,,unsere Differenz“ und ,,Tafeldifferenz’ vorkamen.
Wenn man den Mechanismus vollig durchschaute, hatte man
durchaus ein Erfolgserlebnis.

Mit der raschen Verbreitung der Taschenrechner treten solche
mathematischen Tafeln naturgemiB etwas in den Hinter-
grund. Was aber geblieben ist, sind Interpolationsverfahren.
Dabei geht es um folgendes:

Eine an n + 1 Stellen (2, bis z,) zahlenmiBig bekannte
Funktion (y, bis y») soll durch ein Polynom, d.h. eine Potenz-
reihe n-ter Ordnung dargestellt werden, die an diesen n + 1
sogenannten Stiitzstellen genau die vorgegebenen Werte
annimmt und dazwischen méglichst gute Naherungswerte
liefert.

In der Schule haben wir linear .interpoliert, d.h. zwei be-
nachbarte Funktionswerte durch eine Gerade verbunden
und davon fiir dazwischenliegende z-Werte die gesuchten
Funktionswerte ermittelt.

Fiir die Praxis reicht es meist aus (falls die zahlen- oder
formelmaBig vorgegebene Funktion sich nicht gar zu ,,ver-
riickt’* verhalt), mit Hilfe von 4 Stiitzstellen eine kubxsche
(3. Ordnung) Interpolation durchzufiihren.

Besonders iibersichtlich wird der Rechengang, wenn wir fiir
die Abstinde der gegebenen xz-Werte die gleiche Schritt-
weite & annehmen. Das 148t sich in vielen Fillen durchaus
erreichen.,

Eine der bewidhrtesten (nichtlinearen) Interpolationsfor-
198 meln stammt von Isaac Newton (1643 bis 1727). Sie hat bis
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Bild 21. Wenn eine

y =1(x) Kurve in n Abschnitte
; aufgeteilt wird, sind
n -+ 1 Stiitzstellen

ndtig

Y, Yy

3

zum Glied 3. Ordnung die Gestalt

y(@=cotci(x— x5+ (x— 29) " (x— 2,)
+ ey (x— 2g) (x— 2y} - (22— =)

mitz, =zy+ h; T, =2+ 2%

und folgenden Konstanten:

Co="Yo
o, = Ahyo

A2 y,
%= The
Ay
Cy = Ghao

A" (lies: Delta n) ist eine international iibliche Schreibweise
fiir Differenzen n-ter Ordnung. Sie werden nach dem fol-
genden Schema ermittelt:

x y Ady MLy Ay
Ty Yo

a4y,
T Y1 A y,

4y, My,
Ty Yo Ay,

4y, '
Zy  Ys
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Interpolationsverfahren

Hier errechnet sich also jeder Wert einer Spalte als Differenz
der beiden Werte der vorhergehenden Spalte, auf deren
Liicke er steht.

Das Vorgehen wird IThnen sicher an einem Zahlenbeispiel
klar. Gegeben seien die z-Werte

zo=15; 2, = 30; z, = 45; 24 = 60
sowie
Yo = 0,258819; y, = 0,5; y, = 0,707107;

y; = 0,866025

Die Schrittweite A ist dann gleich 15.
Die Differenzen 4 & ergeben sich aus dem folgenden Schema.:

r oy 4y A%y Ay
15  0,258819
0,241181
30  0,500000 — 0,034074
0,207107 — 0,014115
45  0,707107 ' — 0,048189
0,158918
60  0,866025

Daraus berechnen sich die Koeffizienten zu

6o = 0,258819

o, = 22408 0,0160787

¢y = ;;'%l = — 0,0000757
ey = ool — _0,0000006

Das ergibt schlieBlich das gesuchte Polynom

y = 0,258819 + 0,0160787 - (z — 15)
— 0,0000757 - (z— 15) - (z — 30)
— 0,0000006 - (z — 15)- (x — 30) - (x — 45)
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Aufmerksame und mathematisch geschulte Leser haben
vielleicht schon bemerkt, daBl wir fiir unser Beispiel ein
Stiick der Sinuskurve zwischen 15° und 60° durch ein
Polynom 3. Ordnung ersetzt haben. Nun kann man natiir-
lich noch die Klammern ausmultiplizieren und alle Glieder
mit der gleichen Potenz zusammenfassen sowie nach Poten-
zen von z ordnen. Das ist sehr aufwendig, und wenn man
mit Hilfe der Gleichung Zwischenwerte berechnen will,
dann ist die obenstehende Form besser geeignet.

Da bei der folgenden Interpolation sehr kleine Zahlen mit
sehr groBen multipliziert werden, miissen Sie relativ viele
Nachkommastellen beriicksichtigen. Wir wollen das einmal
fiir 2 = 20 tun.

Dann ergibt sich

y = 0,258819 + 0,0160787 - 5
— 0,0000757 - 5+ (— 10)
— 0,0000006 - 5 (— 10) - (— 25)
— 0,258819 + 0,0803935 + 0,003785 — 0,00075
= 0,3422475

Ein genauerer Wert ist sin 20 ° = 0,342020143.
Die Abweichung 4 f ist also etwa 2 - 1074, Dann ist der rela-

tive Fehler ATf ~ 0,0006 = 0,6 Promille.
Wenn wir, wie es in der Schule iiblich war, linear interpoliert

)

Bild 22. Zwischen
der Kurvenpunk-
ten (zy, y,) und
(zy, ¥,) wird linear
tnterpoliert

-
X, x X, x

14 @ilde/Altrichter, Taschenrechner
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Astronomische Navigation mit dem Taschenrechner

hitten, gilt

BT % _ Y%

-z, TF—1z'

woraus
y* = (x* _xo)( “““““ )‘i‘./o
folgt.
TFiir a* = 20 ergibt sich
y= (20— 15). %5~ 025819 | ¢ 258819
— 0,3392126

Dann ist die Abweichung 4 f vom wahren Wert 3-1072,

10-3
und der relative Fehler betragt 0 555 2 1%:

Das ist fiir den ,,Hausgebrauch‘ schon eine ganz gute Néhe-
rung.

Nicht in jedem Fall solite man versuchen, Funktionswerte
mit der erhaltenen Interpolationsformel zu berechnen, die
auBerhalb des Bereiches der angemommenen Stiitzwerte
liegen. Die Abweichungen konnen dort betrichtlich sein.

Astronomische Navigation mit dem Taschenrechner

Der folgende Abschnitt ist besonders fiir Seefahrer auf gro-
Ben und vor allem auf kleinen Schiffen gedacht. In ihm wird
eine neue Methode zur Ortsbestimmung erliutert, die erst
durch die Benutzung eines Rechners méglich wurde.

Fiir die nicht-nautisch-interessierten Rechnerbesitzer lohnt
es sich trotzdem, den Abschnitt zu lesen (und mitzurechnen),



Astronomische Navigation mit dem Taschenrechner

weil er zeigt, wie der Minicomputer ganz neue Méglichkeiten
erschlieBt. .

Mittags steht die Sonne (scheinbar) am Himmel einige Minu-
ten still, das heiBt, sie steigt nicht und sinkt nicht.

Es ist daher dem Seemann nicht maglich, auf die Sekunde
genau zu bestimmen, wann die Sonne wirklich ihren héch-
sten Stand erreichte und daher 12b Ortszeit ist.

Nun gibt es Verfahren, die wegen der Symmetrie der Son-
nenbewegung einige Zeit vor dem héchsten Stand der Sonne
ihre Hohe messen. Anschlieend wird gewartet, bis die Sonne
nach dem héchsten Stand wieder die gleiche Hohe wie bei
der ersten Hohenmessung erreicht.

Da beide Zeiten festgehalten werden, ist wegen der Symme-
trie die Mittagszeit genau in der Mitte von ihnen.

Die Zeit wird daraus in geographischer Linge umgerechnet.

Der Nachteil dieses Verfahrens liegt darin, da wir wiahrend
der Messungen, die 30 bis 60 Minuten auseinanderliegen,
unseren Standort dndern. Dadurch schleicht sich ein Fehler
ein. Dieser Fehler kann entscheidend verkleinert werden,
wenn wir die Mittagshéhe bestimmen (wegen der Breite),
dann etwa 10 bis 15 Minuten spiater nochmals eine Hohe
nehmen, gleichzeitig die Zeit ablesen und daraus den Orts-
stundenwinkel (OSW) errechnen. Mit seiner Hilfe findet man
dann die gesuchte Linge. Die notwendige Rechnung 1aBt
sich nach der Gleichung

oS OSW=smh— sind - sin ¢
cosd - cos ¢

durchfiihren. Natiirlich kann man die Gleichung mit Hilfe
der einschligigen Tafeln l6sen. ErfahrungsgemaB scheuen
die meisten Segler aber den Rechenaufwand.

Mit einem Taschenrechner, der die Winkelfunktion im Pro-
gramm hat, ist die Losung der Aufgabe eine Sache von Se-
kunden.

Beispiel: Am 12. Juni 1976 befindet sich unser Schiff unge-
fihr auf ¢ = 56° 30" N und 1 = 20° E. Der genaue Stand-
punkt soll bestimmt werden.

1. Als die Sonne gegen 11 h 40 min MEZ ihren hdchsten

14¢
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Astronomisobe Navigation mit dem Taschenrechner

Punkt erreicht, miBlt der Schipper ihre Héhe. Nach dem
Anbringen der Berichtigung (— 13’) findet er Ay = 57°41’.

2. Daraus errechnet er die Breite
¢=90°+d—hy=55°29'N

Die Abweichung d=23°10'N (fir 11h 40 min MEZ
= 10 h 40 min GMT') entnimmt er dem nautischen Jahrbuch.
Hier muB d wegen der spiteren Rechnung genau fiir die
richtige Zeit genommen werden.

3. Ungefahr 10 Minuten spéiter, genau um 12 h 00 min 01 s
MEZ miBt er nochmals die Sonnenhéhe und findet nach der
Berichtigung hy = 57 ° 28°.

4. Mit hy =57°28", d=23°10'N und ¢=55°20'N
errechnet er mit seinem Taschenrechner den Ortsstunden-
winkel

OSW — cog18BR —8ind -sing _ 5o g3/ 941/

cosd - cos @

Hier lohnt es sich, die hohe Genauigkeit des Taschenrechners
auszunutzen.

8. Daraus ergibt sich eine Zeitdifferenz zum Meridian-
durchgang

5° A 20 Zeitminuten
3’ 2 12 Sekunden
27" A 2 Sekunden

20 min 14 s

Da die Messung um 12 h 00 min 01 s MEZ geschah, war der
Meridiandurchgang um

12h00min 01 s
—00h20min 14 s

11 h 39 min 47 s MEZ = 10 h 39 min 47 s GMT

(GMT wahre Greenwicher Zeit)



Astronomische Navigation mit dem Taschenrechner

6. Aus dem nautischen Jahrbuch entnehmen wir fiir 12 h
00 min 00 s GMT einen GSW (Greenwicher Stundenwinkel)
von 03’, das heiBt, Mittag war 12 Zeitsekunden friiher,
um 11 h 59 min 48 s GMT.

7. Wir berechnen jetzt den Zeitunterschied zu unserem
Standort

11 h 59 min 48 s GMT
— 10 h 39 min 47 s GMT

01 h20 min 01 s

8. Und daraus unsere Lange

1 Stunde 5 15°

20 Minuten A 5°

1 Sekunde A 00’ 157
geographische Linge = 20°00’ 15" E

Vorteile des Verfahrens

Es sind nur zwei Messungen notwendig, und in zwanzig
Minuten hat man einen Standort.

Natiirlich kann man auch mehrere Messungen durchfiihren.
Die geringe Miihe beim Eintasten der Werte in einen Taschen-
rechner spielt kanm eine Rolle. Es ist auch mdglich, Mes-
sungen vor dem Meridiandurchgang auszufiihren.

Da die Zeitdifferenz zum Meridiandurchgang gering ist, wird
der Fehler kleiner.

Nachteile des Verfahrens

Der Fehler ist ,,einseitig’‘, da man nur nach (oder nur vor)
der Kulminationszeit die zusdtzliche Messung durchfiihrt.
Daher ist es notwendig, sich beim Eintragen des Standortes
in die Karte iiber seine GréBe und Lage Gedanken zu machen.
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Umrechnnngsfaktoren

In der Praxis treten oft Umrechnungsprobleme auf. Sie
mochten z.B. wissen, wieviel Kilowatt Ihr Automotor lei-
stet, der im Prospekt mit 30 PS ausgewiesen ist. Die Um-
rechnung ist mit unserem Taschencomputer kein Problem,
vorausgesetzt, Sie kennen den Umrechnungsfaktor zwischen

PS und kW.

Noch stirker wird das Umrechnungsbediirfnis bei der Ein-
fiilhrung des Internationalen Einheitensystems (SI). Es ar-
beitet mit sieben Basiseinheiten.

Grofle Name der Einheiten-
Einheit zeichen

Lange Meter m

Masse Kilogramm kg

Zeit Sekunde s

Elektrische

Stromstéarke Ampere A

Temperatur (das) Kelvin K (nicht °K!)

Stoffmenge Mol mol

Lichtstirke (die) Candela  cd

Die wichtigsten Umrechnungsfaktoren sind:

Kraft

Arbeit

Leistung

Druck

IN=1 lss;.zlz 13

s m
l1kp=9,81N
INm=1Ws =1J
3,6-10% Ws = 1kWh
278 -10~® kWh =1Ws
INZ_1wW =1%

1w = 10— LW

1 kW = 102 kpm/s

lkpm/s =981W
1 N/m? = 1Pa = 107 bar

Statt ,kalorienbewuBt”“ werden wir in Zukunft ,joule-



Die Steuerung von Werkzeugmaschinen

bewuBt* sein. Dabei werden wir das ,,beruhigende* Gefiihl
haben (das aber nicht lange anhalten diirfte), statt 2000 kcal
am Tag 8380 kJ essen zu diirfen.

Auch veraltete MaBeinheiten, wie pounds/square inch (eng-
lisch: Pfund/Quadratzoll) oder die schon erwidhnten PS
miissen umgerechnet werden.

1PS =7355W

1 engl. Pfund = 453,59 g

1 Unze =2835¢g

1 Zoll = 2,54 cm

1 Quadratzoll = 6,45 cm®
n°Cin K =n + 273,15

n Grad Fahrenheitin K = (n + 459,67) :1,8
n Grad Fahrenheit in °C = (n — 32) - 5/9

Die Steuerung von Werkzeugmaschinen

Als neue Entwicklung bahnt sich an, Werkzeugmaschinen
durch die Bausteine der Taschenrechner (Mikroprozessoren)
zu steunern. Bis jetzt werden Werkzeugmaschinen meistens
so gesteuert, daB auf einen Datentriager (Lochband, Tonband)
die Befehle notiert und beim entsprechenden Arbeitsgang
eingegeben werden.

Die modernen Mikrobausteine haben aber ein ,,Geddchtnis®,
das die Werkzeugmaschinen besser ausnutzt.

In der einfachsten Form finden wir bei unserem Rechner
das ,,Gedéchtnis* im Speicher. Eine eingegebene Zahl bleibt
bis zum Abruf dort stehen.

Rechner mit integrierten CMOS-(Komplementir-Metall-
Oxid-Halbleiter-) Bausteinen speichern unsere Befehle
weiter, auch wenn sie abgeschaltet sind. Ein Akku versorgt
die Mikroprozessoren nach dem Abschalten mit ganz ge-
ringen Strémen, so daB die Befehle gerade weiterhin ge-
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speichert bleiben. Sogar kurzfristige vollige Abschaltungen
kann die Eingabe nicht 16schen.

Es leuchtet ein, daB Rechner, die nach diesem Prinzip auf-
gebaut sind, nicht nur Zahlen speichern, sondern auch allge-
meine Befehle, wie ,,:“, ,,4‘ oder ,,priife, ob 2> 0*. Solche
Computer sind daher frei programmlerbar

Und sie steuern Maschinen!

Statt eine Acht oder Drei in der Anzeige hervorzurufen,
gehen die entsprechenden Stromimpulse zur Maschine und
bewirken acht oder drei Schritte in die eine oder andere
Richtung.

Ein Beispiel soll das erliutern. Eine Maschine soll Kreise
beliebiger Grofle ausschneiden. Ihr ,,Taschencomputer‘
wird programmiert, die Gleichung

2+ =1

abzuarbeiten.
Wie groB der Radius r jeweils sein soll, gibt der Maschinen-
arbeiter erst unmittelbar vor dem Arbeitsgang ein.
Fiir einen programmierbaren Rechner mit umgekehrter
polnischer Notation sieht das Programm so aus

4

.STOO

.STO1

.RCLO

x2

RCL 1 = z; evtl. PAUSE zur Anzeige
x?

.Tz = y; evtl. PAUSE zur Anzeige
X

1

. STO-1

.GTO 03

(SR S —
PO ©®® N m ok -

Der Arbeiter gibt nur noch den Wert fiir » in das z-Register

und driickt den Startknopf.

Doch auch mit einfachen Rechnern kann die Steuerungs-

aufgabe simuliert werden. Dazu gibt man die Kreisgleichung
208 fir den Fall 2 = r ein, wobei y = 0 wird. In einen Speicher
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gibt man den Schritt ein, um den z jedesmal vergréBert oder
verkleinert wird, z.B. 0,1.

Taste Anzeige
5
[=] 25
=] 25
[5] 5
25
[=] 0

Jetzt beginnt die Rechnung mit einem um 0,1 verkleinerten z.
Taste Anzeige

25 7% = 25 bleibt ja konstant
25

0

5

5

0,1

4,9
24,01
24,01

0,99

]/5: 0,99 usw.

I 2 oy o o e

Der Vergleich der simulierten Steuerung mit der des pro-
grammierten Rechners zeigt (abgesehen von der Methode
der Zeichensetzung) eigentlich nur den Unterschied, daB der
Schritt + 0,1 im Programm automatisch geschieht und die
Zahlen nicht dauernd neu getippt werden miissen. 209
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Kettenbriiche

Wichtig an dieser neuen Art der Maschinensteuerung ist
vor allem, daB die Programmeingabe aus dem Biiro in die
Werkstatt verschoben wird. Die Kosten fiir eine ,,Taschen-
computersteuerung* sind sehr klein, verglichen mit der
klassischen NC-Steuerung.

Kettenbriiche

Wenn wir zwei Zahlen durcheinander dividieren, so wie wir
das in der Schule gelernt haben, ergibt sich eine Dezimalzahl.
Im allgemeinen ist eine solche rationale Zahl unendlich
periodisch, d.h., bestimmte Zahlenfolgen, die Perioden,
kommen zyklisch immer wieder vor. Sie kénnen verschieden
lang sein und verschieden spat auftreten.

So ergibt sich der Bruch

23 =
=1,27..

Es ist iiblich, die Periode zu iiberstreichen.

Es gibt aber noch eine andere Moglichkeit, eine rationale
(,,verniinftige‘) Zahl darzustellen, und zwar durch eine
endliche Anzahl von ganzen Zahlen. Das ist die Entwicklung
in einen sogenannten Kettenbruch.

Die theoretischen Grundlagen dazu legte der beriihmte
Mathematiker Leonhard Euler (1707 bis 1783).

Ein solcher Kettenbruch n-ter Ordnung hat die Normalform

1
a, +

a, +




Kettenbriiche

In einer symbolischen Schreibweise ist die Darstellung
[@ag; @y, . . ., as] iiblich.

Wenn wir die obenstehende rationale Zahl f—:; in einen Ket-
tenbruch entwickeln, so gehen wir folgendermafBen vor

23 5
B=1tm
5_ 1 1

3 1 1

5~ 53 1+23

2_1_ 1
3732 14172

Damit ergibt sich die Kettenbruchdarstellung

—
b+ ——-
1+—5—

oder, in abgekiirzter Schreibweise,

23
==0153,1,1,2]

priifen wollen, ob Ihre Kettenbruchentwicklung

Wenn Sie mit Hilfe des Taschenrechners nach-
richtig war, brauchen Sie eine Reziproktaste.

Wenn wir -den Zéhler oder den Nenner des vorgegebenen
Bruches nur geringfiigig abwandeln, so ergeben sich ganz
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andere Zahlen. So ist z.B. die Kettenbruchentwicklung fiir

24 1

1
3+ 1
1+’Z'

Als unendlich-periodischer Dezimalbruch ist der Wert

f—; = 1,263157894736842105 - - -

Diese Periode kann man allerdings auch mit einem Taschen-
rechner, der eine sehr hohe Zahl von Ziffern anzeigt, nicht
erkennen.

An der letzten Zahl kénnen Sie feststellen, ob Ihr
Rechner (6-, 8- oder zehnstellige Anzeige) beim’
Dividieren die letzte Ziffer rundet, indem Sie
24 :19 eingeben und das angezeigte Ergebnis mit
obigem vergleichen.

Wir hatten gesagt, daB eine rationale Zahl einen endlichen
Kettenbruch ergibt. Wie sieht das nun bei den irrationalen
(,,unverniinftigen‘‘) Zahlen aus ?

Die Mathematiker haben festgestellt, daB eine irrationale
Zahl cinen unendlichen Kettenbruch ergibt.

Trotzdem kommt es zu periodischen Zahlenfolgen bzw. zu
anderen GesetzmaBigkeiten. Das sollen die folgenden Bei-
spiele belegen. Zuniachst betrachten wir die irrationale

Zahl y2.

Prinzipiell sind Wurzelausdriicke gesetzmiaBig in Ketten-

briiche entwickelbar. Eine Darstellung dieses Verfahrens

ist aber etwas aufwendig und soll Thnen und uns erspart
212 Dbleiben. Jedenfalls ergibt sich
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J2=1+ 1 - =[1;2,22,...]

Daraus sollten Sie aber keineswegs den SchluB ziehen, da8

bei ¥3 nun iiberall dort eine ,,3° auftritt (also unendlich
oft), wo oben eine ,,2'* steht.

Wenn Sie aus obenstehendem Kettenbruch den

Wert fiir }/§ ausrechnen wollen, fangen Sie am besten
von hinten an, und zwar mit dem Eingabewert 1/2.
Dann driicken Sie abwechselnd die Tasten ,,+“,

»2' und ,,%“. Wie weit hinten Sie anfangen, ist

eine Frage der Genauigkeit. Jeder Dreischritt-
Zyklus liefert etwa eine Nachkommastelle genau.
Zum SchluB addieren Sie die Eins.

Einen weniger asthetisch aussehenden, aber auch perio-
dischen Kettenbruch liefert 131, namlich

¥31=10(5;1,1,3,5,3,1,1,10, ...]

Die in vielen mathematischen Zusammenhingen vorkom-
mende Eulersche Zahl e (Basis der natiirlichen Logarithmen)
hat folgende sehr gesetzmaBige Kettenbruchgestalt, wenn
sie auch nicht in der Normalform vorliegt (und daher die
symbolische Schreibweise entfillt).

e=2+4

4

4_|..5—
54

3+

Nun kénnten Sie fast vermuten, daB die noch beriihmtere
Zahl & auch einen besonders interessanten Kettenbruch
ergibt.
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Kettenbriiche

Der englische Kanzler und GroBsiegelbewahrer Lord Broun-
cker (1620 bis 1684), ein passionierter Amateur-Mathematiker,
hat die Gestalt dieses Kettenbruches herausgefunden

Es tauchen auBler der Zwei nur noch die Quadratzahlén der
ungeraden Zahlen auf.

Wenn Thnen dieser Kettenbruch zu unhandlich fiir eine Be-
rechnung erscheint, wie wire es dann mit dem unendlichen
Produkt

wo in den Nennern wieder die Quadrate der ungeraden
Zahlen ab drei auftauchen und die Zihler jeweils um eins
kleiner sind ?

Sie sehen, der schopferischen Phantasie sind in der Mathe-
matik kaum Grenzen gesetzt.
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Taschenrechner sind die schnellen ,,Mitarbeiter in Taschen-
format! Wer mochte ihren Wert nicht anerkennen ?

Aber nicht nur als rationell arbeitende Hilfsmittel zur Durch-
fithrung technisch-wissenschaftlicher Berechnungen sind sie
geeignet — auf fast unbewufBte , spielerische” Weise fordern
sie die Freude an der Beschiftigung mit mathematischen
Problemen. Und das ist das Hauptanliegen der Autoren:
dieses Verhalten bei moglichst vielen Menschen zu unter-
stiitzen. Dazu werden in zwangloser Folge eine Fiille von
mathematischen Problemen und die dazugehérigen Losungen
aus Wissenschaft, Technik und dem Alltag vorgestellt. Es
soll der , Appetit“ geweckt werden, die Beispiele nachzu-
rechnen und dhnliche Probleme zu l6sen. Um solche Denk-
anstoBe zu erzielen, wird moglichst mit Verbliiffungseffekten
gearbeitet. Und fiir die Beantwortung von Fragen, die
speziell die Bedienung des Taschenrechners betreffen, werden
Tricks und Kniffe verraten.
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