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Vormort

Oftmals hért man von Facharbeitern der Metallbearbeitung — leider sogar
von Spezialisten — die Ansicht: ,,Ich als Praktiker brauche die Mathematik
nicht! Ich komme auch ohne sie aus!” Mit solchen und dhnlichen Worten
glauben sich die Betreffenden dariiber hinwegtrosten zu kénnen, dafl ihnen
gewisse mathematische Grundkenntnisse fehlen, die iiber das Grundschul-
rechnen hinausgehen.

Auf die oft erhobene Frage, wozu iiberhaupt ein tiichtiger Werkstatt-
mann oder Techniker die ,,schwierige Mathematik‘ brauche, sei kurz fol-
gendes geantwortet:

Die Mathematik ist die Grundlage der Technik. Auf ihr baut sich zu-
niichst die Mechanik auf. Diese wiederum ist zur Berechnung der Maschinen-
elemente und der aus ithnen zusammengesetzten Maschinenteile auf Festig-
keit erforderlich. Ohne Kenntnis der Berechnungsgrundlagen fiir die ein-
fachsten Maschinenteile ist ein rationelles Bauen von Maschinen nur in den
seltensten Fillen maoglich.

Die Mathematik liefert also dem Techniker und Ingenieur das fiir seine
Arbeit notige Riistzeug. Sie ist aber auch unentbehrlich fiir den fort-
schrittlichen Facharbeiter, der im neuen ArbeitsbewuBtsein unserer Zeit
schépferisch mitdenkend an der giite- und mengenmifigen Steigerung der
Produktion teilnehmen sowie zur wirtschaftlich besten Ausnutzung des
Materials und zur Senkung der Selbstkosten seines Betriebes beitragen will.
Nur so wird es moglich, daB} die Metallbearbeitung als einer der Schwer-
punkte des Fiinfjahrplanes ihre hohen Aufgaben erfiillen kann.

Der Werkstattmann braucht hier keine Scheu vor zu gro8en Schwierig-
keiten zu haben; denn jeder Mensch mit gesundem Verstand vermag bei
einigem Fleil so weit in die Mathematik einzudringen, wie es in diesem
Fachbuch vorgesehen ist.

Das Buch ist ein Lehr- und Aufgabenbuch der Mathematik zum Selbst-
unterricht, im wesentlichen eingestellt auf die Bediirfnisse des Technikers
und des Facharbeiters in den metallbearbeitenden Berufen.



IV ‘ Porwort

Die Fiille des fiir sie notigen Stoffes zwang zu seiner Verteilung auf
zwei Bdnde. Der vorliegende 1. Band behandelt eingehend das Rechnen
mit Zahlen und Buchstaben einschlieflich der Gleichungen, wihrend sich
der ebenfalls in neuer Auflage erschienene 2. Band mit der Planimetrie,
Stereometrie und Trigonometrie befafit.

Dem jungen, strebsamen Facharbeiter wird es nach griindlicher Durch-
arbeitung der in diesem 1. Bande enthaltenen Beispiele und Aufgaben mog-
lich sein, sich mathematisch so weit fortzubilden, dafl er die grundlegenden
Berechnungen fiir die Metallbearbeitung selbstéindig ausfiihren und sich zur
Aufnahmepriifung fiir eine Fachschule melden kann.

Der dltere Praktiker wird gern die Gelegenheit benutzen, sein in der
Schule erworbenes mathematisches Wissen und Koénnen, das ihm teilweise
entschwunden ist, wieder aufzufrischen, an Hand des Buches weiter in die
Materie enzudringen und daraus fiir seine Arbeit den groBtméglichen Nutzen
zu ziehen.

Diesen Zielen entsprechend sind alle eingekleideten Aufgaben der Praxis
der Metallbearbeitung entnommen, Zur Kontrolle der eigenen Arbeit sind
die Losungen sémtlicher Aufgaben am Schlusse des Buches angegeben.

Verfasser und Verlag werden auch weiterhin Anregungen zur Verbesserung
des Werkes dankbar entgegennehmen.

Leipzig, im Mérz 1953
Verfasser und Verlag



Inhaltsverzeichnis

A. Das Faehrechnen mit bestimmten Zahlen

L. Die 4 Grundrechnungsarten ...
1. Mit ganzen Zahlen ............
a) Zusammenzihlen oder Addieren
b) Abziehen oder Subtrahieren ...
Subtrahieren einer Zahl ......
Subtrahieren einer Summe ...
c) Malnehmen oder Multiplizieren
Multiplikation relativer Zahlen
Potenzen ....................
GroBe Zahlenwerte
d) Teilen oder Dividieren
Teilbarkeitsregeln

Primzahlen

Teilerfremde Zahlen ..........
GrofBter gemeinsamer Teiler . ..

Kleinstes gemeinsames Viel.

Dividieren groflerer Zahlen ...

Dividieren relativer Zahlen ...
2, Mit Briichen .................
a) Gemeine Briiche .............
Formverdnderungen gemeiner
Briiche ..... ... ... . Ll
Addition und Subtraktion von
gemeinen Briichen............
Addition und Subtraktion ge-
mischter Zahlen..............
Multiplikation von gemeinen
Briichen............ e

12
13
15
17
18
19
20
21

21
22
25
26
26
28
28

30

31

Kebhrwert.................... 32
Division von gemeinen Briichen 33
Division von Potenzen ....... 35

Potenzen mit negativen Expo-
nenten .............eiieaannn 36
Potenzen mit dem Xxpo-

nenten O ,.........ooiaiian 37
Sehr kleine Zahlen........... 37

b) Dezimalzahlen oder Zehner-

briiche ..........cooviienentn 42
Umwandlung eines gewShn-

lichen Bruches in einen Dezi-
malbruch ............. ..ot 43
Umwandlung einer Dezimalzahl

in einen gewohnlichen Bruch . 44
Addieren von Dezimalzahlen . 45

Subtrahieren von Dezimal-

V7811 I3 (S 46
Multiplizieren von Dezimal-
zahlen ....ooovvieneiinnnn 46

Dividieren von Dezimalzahlen 47

II. Die in der Technik gebriiuch-

[T Y

AT ]

lichen Mage und Einheiten.... 50

LingenmafBe ................. 51
. Flichenmafe ................. 52
Korpermafe..........c..covns 54
. Gewichismafle . ..........ooan 55
. ZeitmaBe 56



V1

6. Winkelmafe ................. 57
a) Winkelmessung in Winkelgra-
den .......coiiins P 87

b) Winkelmessung im Bogenmal 59

7. Temperaturmape, Wairmemafe. 60
a) Messen des Warmezustandes 60

b) Messen der Warmemenge ..... 61
8. Abgeleitete Mafeinheiten

(Auswahl) ................... 61
a) Die Spannung ............... 61

b) Einheitsgewicht oder Wichte = 62
¢) Kraftepaare und Momente .. 63

Inhaltsverzeichnie

d) Geschwindigkeit und Beschleu-

NIGUNE oo ieineiennninnnnes 63
e) Masge ..........oovvvvnunnnn 65
f) Arbeit und Leistung ........ 65

9. Elektrotechnische Mafeinheiten 68
HI. Der Dreisatz oder die Regeldefri 70

1IV. Die Prozentrechnung ........ 74
1. Gesucht der Prozemtwert .. .... 75
2. Gesucht der Prozentsatz....... 76
3. Qesucht der Grundwert. ... ... . 8

Promillerechnung ............ 80

Y. Die Zinsrechnung............ 81

B. Das Rechnen mit Buchstaben

I. Einfohrung.................. 84
II. Die 4 Grundrechnungsarten

mit Buehstaber.............. 85
1. Das Addieren ................ 85
a)y Addieren einer Summe ....... 87
b) Addieren relativer Zahlen..... 88
2. Das Subtrahieren ............. 92
a) Subtrahieren von Summen und

Differenzen.................. 93
by Subtrahieren relativer Zahlen 94
3. Das Multiplizieren ........... 96
a) Multiplizieren von Summen und

Differenzen.................. 99
b) Ausklammern des gemeinschaft-

lichen Faktors............... 1056
4. Das Dividieren............... 106
a) Dividieren eines Produkts

durch eine Zahl .............. 107

b) Dividieren relativer Zahlen ... 107

¢) Dividieren einer Summe durch
eineZahl .................... 108

d) Dividieren einer Summe durch
eine Summe ................. 109

¢) Dividieren durch einen Bruch 112

II1. Das Rechnen mit Proportionen 114
1. Die arithmetischen Propor-

e 114

2. Die geometrischen Proportionen 115

a) Aufsuchen der 4. Proportionals 117
b) Mittlere Proportionale oder

geometrisches Mittel . ........ 118
c) Proportionalititsfaktor....... 119
d) Korrespondierende Addition

und Subtraktion............ 119
IV. Die Potenzrechnung ......... 125

Potenzen mit negativer Basis 127
a) Addition und Subtraktion von

Potenzen ................... 128
b) Multiplizieren von Potenzen . 128
¢) Dividieren von Potenzen..... 130
Gleichhohe Potenzen ........ 130
Gleichbasige Potenzen.,..... 130

d) Potenzieren von Potenzen ... 131
e) Der Lehrsatz des Pythagoras 135

Y. Die Wurzelrechnung......... 137
a) Addition und Subtraktion von
Wurzeln ... 0ooiiiiiien 140



Inhalisverzeichnis

b) Potenzen mit gebrochenen Ex-
ponenten ...................
¢) Rechnen mit Wurzeln .......
d) Zahlengebiet der reellen Zahlen
e) Irrationalitit von J2 ........
f) Rationalmachen des Nenners
g) Ausziehen der Quadratwurzeln
Whurzelzieben durch Faktoren-
zerlegung des Radikanden ...
Wurzelziehen im Naherungs-
verfabren............... ...,
Rechnerische Verfahren zur Be-

stimmung der Quadratwurzel

Vi. Das Rechnen mit imagindren
und komplexen Zahlen......
1. Die imaginiren Zahlen. ......
a) Zeichnerische Darstellung der
imagindren Zahlen...........
b) Multiplikation und Division
imagindrer Zahlen...........
¢) Potenzen der imaginiren Ein-

142
143
144
145
146

146

148

vii

2. Die komplexen Zahlen . ... .. 160

a) Graphische (zeichnerische)
Darstellung . ............... 160

b) Rechnen mit komplexen
Zahlen ......coovviviiinnn, 163
Addition und Subtraktion
komplexer Zahlen.......... 163
Multiplikation und Division
komplexer Zahlen.......... 164

Potenzieren komplexer Zahlen 165
Radizieren komplexer Zahlen 165

VIL. Das Rechnen mif Logarithmen 168

C. Das Rechnen mit Gleichungen (Algebra)

1. Die verschiedenen Arten von
Gleichungen

II. Die Gleichungsgesetze
IIl. Die Lisungsverfahren von
Gleichungen

1. Rechnerische Lésungs-
verfahren

................

................

a) Lineare Gleichungen mit einer
Unbekannten
Rechnerische Losung von
»,Bingekleideten Aufgaben< ..
Technische Grundgleichungen

b) Lineare Gleichungen mit 2 Un-
bekannten

.................

196
197

a) Das natiirliche oder Naper-
sche Logarithmensystem .... 170
b) Das gewdhnliche oder deka-
dische oder Briggssche Log-
arithmensystem ............ 170
c) 4 Logarithmengesetze ...... 173
d) Zusammenhang verschiedener
Logarithmensysteme........ 177
VI. DasRechnenmitdem Rechen-
schieber................... 181
Substitutionsmethode oder
Einsetzungsverfahren .. ..... 208
Qleichsetzungsverfahren. . ... 211
Additionsverfahren . ........ 213
¢) Lineare Gleichungen mit
mehreren Unbekannten ..... 217
d) Quadratische Gleichungen
(Gleichungen 2. Grades) mit
einer Unbekannten......... 219

Sonderfille der Normalform
der quadratischen Gleichung 220
Das Wurzelgesetz fiir die
quadratischen Gleichungen . 225
Lehrsatz von Vieta 226



VIII Inhalisverzeschnia
Quadratische Gleichungen linearer Gleichungen........ 235
mit mehreren Unbekannten . 229 quadratischer Gleichungen .. 245

2. Zeichnerische Losungsverfahren 235 kubischer Gleichungen ...... 253

Anhang

I. Zusammenfassende III, Losungen ................. 272
Ubersichten................ 263 A. Das Fachrechnen mit

1. Verschiedene Arten der Zaklen 263 bestimmten Zablen ......... 272

2. Die Rechenoperationen ... ... 264 B. Das Rechnen mit Buchstaben 276

3. Abgeleitete Formeln und Regeln 265 C. Das Rechnen mit Gleichungen

4. Arten und Formen von Glei- (Algebra) ................. 280
chungen ................ 270 1V, Stichwortverzeichnis ....... 283

II, Das griechische Alphabet ... 271 V. Namenverzeichnis .......... 1288



A. Das Fachrechnen mit bestimmten Zahlen

L. Die 4 Grundrechnungsarten
1. Mit ganzen Zahlen
a) Das Zusammenzihlen oder Addieren
Die Rechenaufgabe: ,,43 vermehrt um 27 ergibt 70° schreibt man in der
einfachen mathematischen Form: ‘
43 427 =170
[lies: 43 plus 27 gleich 70].

In der Sprache der Mathematik heiBit das Zeichen --: ,,plus®. Die Auf-
gabe behandelt das Zusammenzihlen oder Addieren zweier Zahlen nim-
lich der Zahl 43 und der Zahl 27. Diese beiden Zahlen, die zusammen-
gezéhlt oder addiert werden, heilen die Glieder oder Summanden.
Das Ergebnis der Addition nennt man die Summe.

Zusammenfassung:
Name der Die Zahl Die Zahl Das Ergebnis
Rechenoperation Beispiel 43 27 70
P , hei heiBt heiBit
Addition 43 - 27 =170 Summand oder Glied Summe

Das 1. Beispiel behandelte die Addition von zwei Zahlen. Man kann aber
auch mehrere Zahlen addieren, z. B.:

214+5-9--16=50.

Bei der Bildung einer Summe aus mehreren Gliedern — vorstehend sind
es 4 Glieder — kann man die Reihenfolge der Glieder beliebig &ndern und
erhilt dasselbe Ergebnis. Man kann also auch rechnen:

214 94 B+15=50 oder
9+21 +154+ 5=50 usw.

Masan erhilt den Lehrsatz:

Bei der Bildung einer Summe ist die Reihenfolge der
Glieder beliebig.
Mathematik Teil 1. 1



2 Fachrechnen mit bestimmien Zahlen

Um sich das Kopfrechnen weitgehend zu erleichtern, ordnet man die
Glieder zweckm#Big so, daBl man — wenn dies méglich ist — als Teil-
ergebnisse durch 10 teilbare Zahlen erhilt. Zweistellige Zahlen lassen sich
bel einer nicht zu grofien Anzahl der einzelnen Summanden bequem bei
einiger Ubung im Kopf addieren. Es empfiehlt sich jedoch auch hier, das
erhaltene Ergebnis nochmals zu iiberpriifen, indem man die Summe noch
einmal bei geénderter Gliedfolge bildet. Drei- und mehrstellige Zahlen
addiert man besser schriftlich. Hierbei ist neben der grundlegenden
Forderung einer sauberen, fiir jedermann lesbaren und zu keiner Ver-
wechslung Anla gebenden Zahlenschrift darauf zu achten, daf man die
Zahlen richtig untereinanderschreibt. Es hat der Einer unter dem Einer,
der Zehner unter dem Zehner, der Hunderter unter dem Hunderter usw.
zu stehen.

Man rechne so: 751 und nicht so: 751
3 3
81 81
1500 1500
51 51
3614 3614
6000

Man addiere einmal von oben nach unten und — was man nie vergesse —
zur Probe ein zweites Mal in umgekehrter Gliedfolge.

Aufgaben:

1) In der nachstehenden Zahlentabelle sind die senkrechten Spalten
a bis e und die waagerechten Zeilen f bis k zu addieren. Ferner sind
die Ergebnisse der Spalten a bis e zusammenzuzihlen. Diese Summe
muf} gleich der Zahl sein, die man durch Addition der Ergebnisse
der Zeilen f bis k erhilt.

| & | b | e | d | e | 2z
f 5621 105 17 621 ’ 5014 {
g 214 7843 321 30018 230 |
h 1050 18132 5160 3489 | 4567
i 50040 6507 45618 692 | 89
k 87 516 7000 6907 | 142
2| | | |

2) In den Betrieben des Kreises Leipzig gab es im August 1950: 3462
Manner, 407 Frauen und 361 Jugendliche, die wegen ihrer hervor-
ragenden Arbeitsleistungen im Neuvaufbau unserer Wirtschaft als

1) Das Zeichen X ist der griechische groBe Buchstabe S (Sigma). Es wird in
der Mathematik als Zeichen fiir eine Summe verwendet.



4 Grundrechnungsarien: ganze Zahlen 3

Aktivisten ausgezeichnet worden waren. Am 13. Oktober 1950,
dem Tage der Aktivisten, konnten weitere 1645 Méinner, 130 Frauen
und 234 Jugendliche zu Aktivisten ernannt werden. :
Wie gro war die Gesamtzahl der Aktivisten in den Leipziger Be-
trieben

a) im August 1950,
b) am 13. Oktober 1950?

3) Wieviel Kilogramm betrigt das Gesamtgewicht (= Bruttogewicht)
eines Eisenbahn-Kohlenwagens, eines sog. Selbstentladers, wenn
betrigt:

a) das Leergewicht des Wagens (= Tara) = 8640 kg
b) die Kohlenladung (= Nettogewicht) = 19560 kg.

4) Die Produktion der metallurgischen Industrie betrug im Jahre 1950
in der DDR: 527 Millionen DM. Der Fiinfjahrplan sieht fiir die
nichsten 5 Jahre eine Produktionssteigerung um 723 Millionen vor.
Wie hoch wird die Produktion der metallurgischen Industrie im
Jahre 1955 sein ? '

B) Die Gesamtfertigungszeit fiir 30 Lagerbuchsen setzt sich aus folgenden
Teilzeiten zusammen:

a) Riistgrundzeit = 24 min d) Nebenzeit == 287 min
b) Riistverlustzeit = 3 ,, e) Verlustzeit = 40 ,,
¢) Hauptzeit =112

Die Teilzeiten verstehen sich vorstehend auf 30 Stiick. Wie groB ist
die Gesamtfertigungszeit ?

6) Der Zihlerstand einer Gasuhr betrigt: 2541 m3. Welchen Stand
wird der Zihler zeigen, nachdem 97 m?® verbraucht worden sind ?

7) Wihrend der Jahre 1951 bis 1955 werden nach dem Fiinfjahrplan
an neuen Produktionskapazitdten in Betrieb genommen:

Fir Rohstahl 1800000 t
,,  Walzstahl 1600000
,» Roheisen 900000 t

.»» Eigenerzférderung 1500000 t
,»» Kupfererzforderung 900000 t

Wieviel Tonnen betrigt die gesamte Erhéhung der Produktions-
kapazitat ?

1*



4 Fachrechnen mit bestimmien Zahlen

b) Das Abziehen oder Subtrahieren

Das Subtrahieren einer Zahl
Die Rechenoperation: 43 — 27 = 16 [lies: 43 minus 27 gleich 16]

stellt eine ausgefithrte Subtraktion dar und besagt: ,,Wenn man die
Zahl 43 um 27 verkleinert, so erhilt man 16.°¢

Auch beim Abziechen oder Subtrahieren heilen die beiden Zahlen 43
und 27: Glieder. Im einzelnen heiBt hier jedoch die Zahl 43: ,,der
Minuend” (auf deutsch: die zu verkleinernde Zahl) und die Zahl 27:
,der Subtrahend® (auf deutsch: die abzuziehende Zahl). Bei einer
Subtraktionsaufgabe sind der Minuend und der Subtrahend durch das
Zeichen: ,,—* miteinander verbunden. In der Sprache der Mathematik
heift dieses Zeichen: ,,minus., Das Ergebnis 16 der vorstehenden
Subtraktion nennt man: ,,die Differenz®.

Zusammenfassung:
oo g}zg&’ g'(:t . Boispiel D1e4§ahl D1e Zahl ’ Das Elrﬁgebnm
heiBit helBt ] heiBit
B Minuend ‘Subtrahend |
Subtraktion 43 —27 =16 oder Differenz
| Glieder

Wihrend man bei den unter a) auf 8.1 behandelten Additionsaufgaben
durch Zusammenzihlen von 2 oder mehreren Gliedern immer wieder als
Ergebnis positive Zahlen erhilt, so ist dies bei einer Subtraktion nur
bedingt der Fall.

Die kleinste positive ganze Zahl ist 1. Eine grofte positive ganze Zahi
gibt es nicht; denn, gesetzt den Fall, es konnte jemand die grofite positive
Zah] nennen, so wire diese angeblich grofite Zahl immer noch klemer als
die Zahl, die entsteht, wenn man zu der genannten Zahl noch 1 hinzu-
zéhlen wiirde. Das fiir eine unendlich grofe Zahl in der Mathematik ver-
wendete Zeichen: oo ist keine eigentliche Zahl mehr. Vielmehr ist oo das
Zeichen fiir eine GrofBe, die grofer ist als jede noch so grofe angebbare Zahl.

Das Zahlengebiet, das bisher in der Addition behandelt wurde, umfaft
samtliche positive ganze Zahlen von 1 bis co. Dieses Zahlengebiet reicht
jedoch nicht aus, um alle Subtraktionsaufgaben zu l6sen.

Man erhilt positive ganze Zahlen als Ergebnis einer Subtraktion nur
‘dann, wenn der Minuend grofer als der Subtrahend ist.

Das mathematische Zeichen fiir ,,grofler als® ist: > und fiir ,kleiner
als*: <. Man schreibt also: 8 > 6 oder 6 < 8. Als Gedichtnisregel fiir
das Auseinanderhalten der beiden Zeichen > und << kann man sich merken,



4 Grundrechnungsarten: ganze Zahlen b

daB man das Zeichen <C = ,kleiner als*“ als einen Teil des gedruckten
Buchstabens k, des Anfangsbuchstabens des Wortes ,,kleiner*, auffassen
kann. Noch einfacher und leichter merkt man sich die folgende Gedacht-
nisregel:

| Die Zeichen < und > 6ffnen das Maul in Richtung des groBeren Wertes!

Ist der Minuend ebenso groB wie der Subtrahend, so erhilt man das
Ergebnis: O [sprich: ,,Null!*].

Ist der Minuend aber kleiner als der Subtrahend, so kommt man auf
keine positive Zahl mehr.

Zum Verstindnis mégen nachstehende Beispiele dienen: Die Addition
der beiden positiven Zahlen 2 und 5 ergibt die positive Zahl 7.

Die Subtraktion der positiven Zahl 2 (als Subtrahend) von der positiven
Zahl 5 (als Minuend) ergibt als Differenz die positive Zahl 3 oder mathe-
matisch geschrieben 5 — 2 = 3.

Hier war der Minuend > Subtrahend.

Ist aber die Aufgabe: 2 — 5 =% gestellt, ist also der Minuend << Sub-
trahend, so kann man keine positive Zahl als Ergebnis angeben.

Um nun auch mit derartigen Aufgaben rechnen zu konnen, bedient man
sich der negativen Zahlen, die durch das vor die positive Zahl gesetzte
Zeichen ,,—* gekennzeichnet sind. Man spricht die negative Zahl: ,,—3*
,»minus drei” aus, Hierzu ein .

- 30
Beispiel aus dem Naturgeschehen: ‘ L 25
Wenn im spiten Herbst bei einer AuBlentemperatur §4 }20
von 2° Wirme die Temperatur um 5° fillt, so erhilt man €| | 5
Frost von 3°. Wir operieren hierbei mit den im Volks- N
munde iiblichen Begriffen ,, Wirme* und ,,Frost”“. Mathe- + 10
matisch stellt sich dieses herbstliche Naturgeschehen in - 5
der Form: 2 — 5 == —3 dar. o L o
Die an der Thermometerskala oberhalb des Null- ?Qu*' -5
punktes stehenden Zahlen sind als die Versinnbildlichung 8 -10
der Zahlenfolge der positiven Zahlen anzusehen. I [ 5

- (Ebenso stellen die auf einem Zollstock stehenden
Zahlen die Zahlenreihe der positiven Zahlen dar.) Bild 1

Die neben dem Quecksilberfaden des Thermometers vom Nullpunkt
nach unten hin immer gréfer werdenden Zahlen stellen die Zahlenfolge
der negativen Zahlen dar.

Zahlt man zu irgendeiner positiven oder negativen Zahl eine positive
Zah] hinzu, so kommt man auf eine Zahl, die auf der durch die Thermo-
meterskala dargestellten Zahlengeraden weiter nach oben hin liegt.
Subtrahiert man von irgendeiner Zahl eine positive Zahl, so schreitet
man hingegen auf der Thermometerskala nach unten fort.



6 Fachrechnen mit bestimmten Zahlen

Beispiele:
a) +54+156=+420 ¢) —104+25 =415
b) +-5—15 =—10 d) —10—25=—35
Aufgaben:
Wieviel ergibt:
8 17— 35= 11) 124 — 149 = 15} — 100 115 =
9) - 17T= 12) — 17— 28 = 16) — 47— 13 =
10) 124 — 49 = 13) — 284+ 17 = 17) 78+ 45 =
14) — 114100 =

Das Subtrahieren einer Summe

Die Aufgabe: 24 — (3 - 15) = ? sagt: Man soll von der Zahl 24 die
Summe der beiden Zahlen 3 4 15 subtrahieren.

Man kann hier 2 Wege zur Losung einschlagen:

o) Man bildet die Summe der beiden in eine Klammer eingeschlossenen
Zahlen 3 und 15 und erhilt 18. Diese Zahl zieht man von 24 ab und
erhalt 6,

B) Man zieht von 24 die 3 ab und erhilt 21. Von 21 subtrahiert man 15
und erhilt wiederum 6. -

Bei dem 2. Losungsweg hat man jedes Glied der Summe 3 -}- 15 von 24
nacheinander subtrahiert. Man hat folgende wichtige Regel angewendet:

Steht vor einer Klammer das Minuszeichen, so hat man, wenn man
die Klammer fortlassen will, die Vorzeichen der in der Klammer
stehenden Glieder in ihr Gegenteil zu verkehren.

Steht vor einer Klammer das Pluszeichen, so kann man die Klammer
fortlassen, ohne irgendeine Anderung vornehmen zu miissen.

Aufler der runden Klammern () bedient man sich auch eckiger [ ] und
geschweifter { } Klammern. Bisweilen steht in einer eckigen Klammer noch
eine runde. Dann berechnet man zunfichst den Inhalt der runden Klammer
und danach den der eckigen Klammer; z. B.:

37 —[14— (T 4+2)] =37 —[14— 9] =37 — 5 =32

oder man 148t zuerst die runde Klammer fort, wobei man die Vorzeichen
der in der Klammer stehenden Zahlen in ihr Gegenteil verkehrt, wenn
ein Minuszeichen vor der Klammer steht, und dann beseitigt man auf
dieselbe Art die eckige Klammer; also folgendermaflen:

3 —[14—(T4+2] =37 —[14—7—2] =37 — 14 +7+2 =32,

Aber auch die eckige [ ] Klammer kann noch in einer geschweiften {}
Klammer stehen; z. B.:

91 — {37 — [14 — (5 +2)] — 3}.
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Man erhilt durch Auflssen der runden Klammer:
91 — {37 —[14—5—2]—3},
durch Auflésen der eckigen Klaminer:
91 — {37 —144+-5+4+2-—-3},
durch Auflésen der geschweiften Klammer:
91 —37-4+14—5—-2+43=064.

Beispiele:
a) 47T —[23 — (10— 2)] =?
1. Losungsweg:
Inhalt der ( ) Klammer berechnet: 47 — [23 — 8] =
Inhalt der [ ] berechnet: 47 — 15 = 32

2. Losungsweg:
( ) Klammer aufgelost: 47 — [23 — 10 4 2] =
[ 1 Klammer aufgeldst: 47 — 23 410 — 2 = 32

b) 145 — (24 4-16) — {37 — [16 — (24 — 18)]} = ?
1. Losungsweg:

145 — 40 — {37 — [16 — 6]} =

145 — 40 — {37 — 10} =

145 — 40— 27 =18

2. Losungsweg:

145 —24 — 16 — {37 —[16 — 24 + 18]} =

145 — 24 — 16 — {37 — 16 24 — 18} =

145 —24 — 16 — 37 +16 — 24 418 == 178

Aufgaben .
18) 96— (13433) =
19) 15— (7—18-+29) =
20) 443 —[340 — (105 — 8)] =
21) 2050 — [345 — (143 — 98)] =
22) 67— {68 — [42— (27 +13)]} =
23) 1000 — [1832 — (765 -+ 1067)] =
24) 1500 +- (1300 — 1700) — (1100 -4 400) —
25) 101 —[123 — (25 + 16 4 75)] + (101 — 95} =
26) 170 — (230 — 30) - (107 — 67) — (47 — 27) =
27) 500 —[(483 -+ 117) — (121 + 79)] — (256 +44) =
28) Durch eine Kéltemaschine wird die Temperatur von 19°C um 24°C
gesenkt. Wieviel Grad Celsius betrigt die Temperatur ?

29) Ein Personenzug, der fahrplanmifiig um 221° Ubr abfahren miiBte,
kann wegen einer unvorhergesehenen Betriebsstérung erst um 1% Uhr
abfahren. Wieviele Stunden und Minuten betriigt die Verspiatung ¢
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30) Die Erzeugung der Energiewirtschaft der DDR betrug im Jahre
1950: 790 Millionen DM. Im Fiinfjahrplan ist fiir das Jahr 1955
eine Erzeugung von 1400 Millionen DM vorgesehen. Um wieviele
Millionen DM erhéht sich die Erzeugung der Energiewirtschaft ?

31) In der Materialausgabe betrigt der Bestand an Schrauben M 8 x 40
DIN 931 8t 37.12 z am Wochenanfang: 2750 Stiick. Fiir Fertigungs-
zwecke werden im Laufe einer Woche an die Werkstatt folgende
Stiickzahlen ausgegeben: Montag: 225 Stck.; Dienstag: 240 Stck.;
Mittwoch: 335 Stck.; Donnerstag: 302 Stck.; Freitag: 165 Stck;
Sonnabend: 83 Stck. Wie gro8 ist der Schraubenbestand am Wochen-
ende?

32) Die Summe von 4 Winkeln betragt 360°. Essoll also sein & -8 4y -6
= 360° (siehe griechisches Alphabet auf Seite 271). Wie grof ist 6,
wenn « = 35°, f = 87°, y = 112° gegeben sind ?

33) Einkaufspreis 1750 DM, Verkaufspreis 1925 DM. Wie grofl ist der
Verdienst ?

34) Bruttogewicht (= Gesamtgewicht = Inhalt 4 Verpackung): 32 kg,
Taragewicht (Gewicht der Verpackung): 3 kg. Wie groB ist das
Nettogewicht (Gewicht des Inhalts)?

35) Am 17. August 1950 wurde vom Ministerrat der DDR eine Ver-
ordnung ilber die Verbesserung der Entlohnung der Arbeiter und
Angestellten in den volkseigenen und ihnen gleichgestellten Betrieben
verkiindet. Nach ihr betragen beispielsweise fiir die Arbeiter der
Metallindustrie die Stundenl6hne (in Pf.) in den Lohngruppen:

|

REEENENENEEERERE
ab 1.9.1950: | 87 | 95 | 105 | 112 | 124 | 137 | 150 | 166
bisher: 81 | 8 | 95| 100 | 108 | 119 | 130 | 144

Wie grofl ist der stiindliche Mehrverdienst in den einzelnen Lohn-
gruppen ?

36) In einen nur zum Teil gefiillten Behalter, der 5301 fafit, konnten noch
1801 nachgefiillt werden. Wieviel Liter waren schon darin ¢

37) Gewicht eines unbearbeiteten GuBiteiles (Rohling): 22 kg; Gewicht des
Fertigteiles (nach dem Frisen, Bohren und Gewindeschneiden): 18 kg.
Wieviel betragt der Werkstoffabfall ?

¢) Das Malnehmen oder Multiplizieren
Die Aufgabe: 3 +3 43 43 4+ 3 =15 ist ein Sonderfall der im Ab-
schnitt a) auf Seite 1 behandelten Additionsaufgaben. Hier ist die Summe 15
aus 5 Gliedern gebildet, die untereinander gleich sind. Man schreibt der-
artige Additionsaufgaben, bei denen siimtliche Glieder gleich sind, in der
kurzen Form: §-B 15

[lies: Drei mal fiinf gleich fiinfzehn].
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Dieser Rechenvorgang ist das Malnehmen oder Multiplizieren. Man
nennt eine solche Ausrechnung eine Multiplikation.

Eine Multiplikation entsteht durch das Addieren gleicher Summanden.

Die beiden Zahlen 3 und 5 heiBlen bei der Multiplikation die Faktoren
(nicht wie bei der Addition oder Subtraktion: Glieder). Im einzelnen nennt
man die Zahl 3 den Multiplikand (auf deutsch: die zu vervielfaltigende
Zahl) und die Zahl 5 den Multiplikator (auf deutsch: den Vervielfiltiger).
Die beiden Faktoren 3 und 5 sind durch das mathematische Zeichen fiir die
Multiplikation, den Punkt, getrennt. Das im biirgerlichen Rechnen iibliche
Malzeichen ,, X * wird in der Elementar-Mathematik nicht verwendet. Das
Ergebnis einer Multiplikationsaufgabe — hier ist es die Zahl 15 — nennt
man das Produkt.

Zusammenfassung:
| . .
Name der . Beispie Die Za.hl Die 5Zahl Das Fir5gebms
Rechenoperation host heiBt heiBt
l o
Multiplikand | Multiplikator
Multiplikation | 3.5—15 | P P Produkt
. i Faktoren
1

Die einfachsten Multiplikationsaufgaben sind die Aufgaben des kleinen und
groBen Einmaleins. Unter dem kleinen Einmaleins versteht man sédmtliche
Produkte, die sich bei der Multiplikation einstelliger Faktoren ergeben:
z. B. 7-8 =256 oder 6-9 =54, Das groBe Einmaleins umfafit alle die
Produkte, bei denen der eine Faktor eine zweistellige, der andere eine ein-
stellige Zahl ist: z. B. 37 -5 = 185 oder 64-3 = 192 oder 6 - 46 = 276
oder 7 - 52 = 364.

Derartige kleine Multiplikationsaufgaben mul man fehlerfrei und schnell
im Kopf rechnen konnen, da sie zum Rechenhandwerkszeug gehoren. Wie
iiberall, so gilt auch hier das Wort: ,,Ubung macht den Meister! Also:
,;Uben, itben und noch einmal iiben!*

Alle anderen Multiplikationsaufgaben mit gréBeren Faktoren rechne
man schriftlich oder mit Hilfe des im Abschnitt B VIII auf Seite 181
behandelten Rechenstabes, der in der Praxis und auch in diesem Buche
als Rechenschieber bezeichnet wird.

Beim Multiplizieren kann man, ohne hierdurch das Ergebnis zu dndern,
die einzelnen Faktoren vertauschen. Man kann also den Multiplikand
gam Multiplikator machen und umgekehrt. Es ist gleich, ob man:
43 -5 = 215 oder 5- 43 = 215 rechnet. In kurzer Form erhilt man fol-
genden Lebrsatz:

Die Reihenfolge der Faktoren eines Produkts ist be-
liebig.
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(Vergleiche den entsprechenden Lehrsatz der Addition: Die Reihen-
folge der Glieder ist in einer Summe beliebig.)

Zum anschaulichen Bewelse dieses Lehrsatzes diene die nachstehend
skizzierte gelochte Blechplatte, in die 3 Reihen mit je 6 Lochern gebohrt sind.

Die Lochzahl in der Platte stellt man nicht durch das umstindliche
und zeitraubende Abzihlen aller Locher fest; vielmehr schligt man
einen der beiden folgenden

Wege ein; <4 + <+ + <+ 4
a) Da man 3 Rethen mit je
6 Lochern hat, rechnet man RO SR SR S S
6--6-6 oder 6 Locher S T S S S ¢
sind dreimal vorhanden; -
d. h. 6-3 =18. Bild 2
b) Da 6mal 3 Locher untereinanderstehen, rechnet man
3+34+3+3+3+3
oder 3 Locher sind sechsmal vorhanden; d. h.
3+6 =18,
Aus den beiden gleichen Ergebnissen der Wege a) und b) ersieht
man, daB
6:3=3-6

igt, w. z. b. w. [was zu beweisen war].

Ebenso 148t sich durch 120 Ziegelsteine, von denen 6 Reihen nebenein-
ander, 5 Reihen hintereinander und 4 Schichten iibereinander liegen,
beweisen, daf}

4-5-6=4-6-5=5-4:-6=5+6-4=6-4-5=6-5+4 ist,

Von der soeben bewiesenen Tatsache, daf in einem Produkt die
Reihenfolge der Faktoren beliebig ist, macht man beim schriftlichen
Multiplizieren praktischen Gebrauch insofern, als man stets mit der
Zahl die die wenigsten Stellen hat, multipliziert. Man rechnet

also: 4738 - 62 und nicht: 62 - 4738
28428 248
9476 434
293756 186
496
293756

Aber auch beim Multiplizieren im Kopf ordnet man die Faktoren
eines Produktes so, daf man — wenn méglich — als Zwischenprodukte
Zahlen erhilt, die sich leicht weiterhin vervielfachen lassen.
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Beispiele:

a) In der Aufgabe 5-7-18 rechnet man: 5-18 =90 und dann
90 -7 = 630. Man hat also gerechnet: 5-18-7.

b) 4-7-25 rechnet man nicht in der gegebenen Reihenfolge der Fak-
toren aus, sondern besser: 4+25-7 =100 -7 = 700,

Aufgaben:
Folgende Produkte sind nach Moglichkeit im Kopf auszurechnen:

38) 5. 7-12= 45) 15-2-25 = 52) 4. 15-14-5 =
39) 26- 6 2 = 46) 8: 9-5= 53) 8 9-25-4=
40) 6-35- 4= 47) 9:15-6 = 54) 125- 4- 3:2=
41) 9-14- b= 48) 2+ 3. 4-b= 55) 3:225- 3+-4=
42) 2-61- b= 49) 2+ 6- 3-b= 56) 5- 3- 2- 9-4=
43) 4-23- 5= 50) 5+ 3:19:2 = 57) 2+ 3+ 4+ 56 =
44) 22- 9. b= bl) 5- 31- 2-3 =

58) Ein Becherwerk férdert in der Minute 1 t Braunkohle. Wieviel Tonnen
Braunkohle werden in einer Dreiviertelstunde geférdert?

59) Der durchschnittliche Wochenlohn eines Schlossers betrigt 58 DM. Wie
grof ist sein Jahreseinkommen bei 50 Arbeitswochen ?

60) Der Eisenbahntarif betrigt 8 Pf pro km. Was kostet eine Reise von
125 km?

61) Ein 55-PS-Fahrzeugmotor verbraucht fiir 100 km an Benzin 201, Wie
hoch sind die Brennstoffkosten fiir 400 km, wenn 1 1 Benzin 50 Pf kostet ¢

62) Die in Watt gemessene Leistung einer Glithbirne berechnet sich aus
dem Produkt von Spannung (Volt) und Stromstéirke (Ampere).

Wieviel Watt verbraucht eine Glithbirne bei 110 V, wenn durch sie
ein Strom von 5 A fliefit?

63) Ein Kugellager enthilt 14 Kugeln vom Durchmesser 12 mm. Eine
Kugel wiegt rund 7 g. Wie groB 1st das Kugelgewicht fiir 5 Kugellager ¢

64) Fiir eine Stahlkonstruktion werden verbraucht:
18 m gleichschenkliges Winkeleisen |__ 60 - 60 - 8.
Emm Meter wiegt 7 kg.
4 m ungleichschenkliges Winkeleisen ! _ 50 - 100 - 8.
Ein Meter wiegt 9 kg.
13 m Doppel T-Eisen T 8. Ein Meter wiegt 6 kg.
Wie grof} ist das Gesamtgewicht der Stahlkonstruktion ?
65) Wieviel Umdrehungen in einer Stunde macht eine Riemenscheibe bei
einer Drehzahl von 250 U/min ?

(Anleitung: Da eine Stunde 60 Minuten hat, ist die Anzahl der Um-
drehungen in einer Stunde 60mal so gro8 wie die Umdrehungszahl in
der Minute, die hier 250 betrigt.)

66) Die Geschwindigkeit eines Schnellzuges betrigt 20 m in der Sekunde.
Wieviel Kilometer legt er in einer Stunde zuriick ?
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67) Der Zeichnungsmafistab M. 5:1 besagt, daB die auf einer Zeichnung
angegebenen Lingen eines Maschinenteils 5 mal so groB wie in Wirk-
lichkeit sind.

Wie groB ist eine rechteckige Zwischenscheibe von den Seitenlingen
22 und 31 mm im MaBstab M. 5:1 zu zeichnen ?

Die Multiplikation relativer Zahlen

Zahlen mit Vorzeichen 4 oder — nennt man relative Zahlen. Relativ
heiBit ,,bezogen auf”. Hier wird der Zahlenwert auf den Nullpunkt bezogen.
Beispiele fiir relative Zahlen sind Temperaturangaben in 4+ und — Graden,
bezogen auf den Nullpunkt (== der Temperatur des schmelzenden Eises).
Die Héhe eines Berges und die Tiefe eines Schachtes sind auch relative
Zahlen in bezug auf die Hohe des Meeresspiegels: 0 m. Einnahmen (Ge-
winn) bezeichnet man mit - DM im Gegensatz zu Ausgaben (Verlust)
mit — DM1),

Beim Multiplizieren zweier Faktoren mit gleichen bzw. ungleichen Vor-
zeichen sind 4 Tille moglich:

«) Multiplikand und Multiplikator sind positiv:

Das Produkt von zwei oder mehreren positiven Zahlen ergibt immer
wieder eine positive Zahl.

Hiervon wurde bei den bisherigen Multiplikationen stillschweigend Ge-
brauch gemacht, wobei jedoch beim Schreiben der positiven Faktoren von
dem Vorsetzen des ---Zeichens vor die positiven Zahlen der Einfachheit
halber Abstand genommen wurde.

Es ist also: (4-3) - (+5) = (4-15).  Vorzeichenregel: } 4 -+ =+

f) Multiplikand ist negativ; Multiplikatorist positiv:

Multipliziert man eine negative Zahl mit einer positiven, dann erhilt
man eine negative Zahl; denn

(—8)- (+5) heiBt (—3) -+ (— 3) + (— 3) + (— 3) + (— 3) = — 15,
Es ist also: (— 3) - (4 5) = (— 15). Vorzeichenregel: | —. 4 = —

y) Multiplikand ist positiv; Multiplikator ist negativ:

Da die Reihenfolge der Faktoren in einem Produkt beliebig ist, ergibt
sich nach der Vertauschung der Faktoren im Fall §:

(4-5) * (— 3) = (— 15). Vorzeichenregel: | 4- - — = —

1) Die Zeichen 4 und — haben bei unseren Betrachtungen je zweierlei Be-
dentung:

a) Rechenzeichen fiir auszufiibrende Addition bzw. Subtraktion.

b) Charakterisierungemerkmale fiir positive bzw. negative Zahlen, z. B. (- 7),
(— 3); das Vorzeichen gehort zu der Zahl!
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3) Multiplikand und Multiplikator sind negativ:

Man ersieht aus den ersten 3 Fillen o ...y, daB das Vorzeichen des
Produkts gleich dem des Multiplikanden ist, wenn das Vorzeichen des
Multiplikators 4 ist (Fall « und B). Das Vorzeichen des Produkts ist
umgekehrt wie das des Multiplikanden, wenn der Multiplikator negativ
ist (Fall y). Entsprechend wird fiir Fall 8) festgelegt:

(— 5)« (— 3) = (+ 15). Vorzeichenregel: | —. — = 4

Die letzte etwas schwerer verstindliche Vorzeichenregel unter 6) kann
man sich auch so erkliren, dafl in der deutschen Sprache eine doppelte
Verneinung einer Bejahung entspricht: Wenn z. B. unter 50 Ab-
fesungen keine falsch ist, so sind alle richtig. Oder: ,,Dieser Flansch ist
nicht unrund* heiBt: ,,Der Flansch ist rund“ usw.

Zusammenfassung:
Das Produkt zweier Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist positiv
(Fall o und 6). +- +} —
Das Produkt zweiér Zahlen mit entgegengesetzten Vorzeichen ist
negativ (Fall 8 und ). — - —{—} _
+-—)
Betspiele:
a) (—12)-(4-6)=— 72 e) (45)+(—6)+(+4)=—120
b) (+18)- (~6) =—108 £) () (+7)-(~ 6) = +210
¢) (—21)-(—5) = +105 g (—3) (=5 (=7)=—105
d) (4-43)+ (4-7) = 4301 B) (+4)- (+6) - (-+8) = 4192
Aufgaben:
68) (+15) - (+2)-(— 6)= 13) (+ 8):(—10)-(+12) =
69) (+ 3)-(—=4)-(— 8= 74) (—10) - (+11) - (—12) =
0) (— 8- (+6)(+ T = %) (+11) - (4 3)- (4 4) =
M (= 6)-(—=8)- (+ 9= ) (— 2)-(+ 3)(— H-(+5)=
2) (= 0 (=9-(1)= M= 3 (= D (=9 (=6)=

Die Potenzen

Wie eingangs dieses Abschnittes iiber das Multiplizieren gezeigt wurde,
filhrt die Addition gleichgrofer Zahlen zur Multiplikation.

Produkte, die aus mehreren gleichgroflen Faktoren gebildet werden,
nennt man Potenzen. So ist beispielsweise in dem Produkt: 2-2 -2 die
Zahl 2 dreimal als Faktor gesetzt.
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Man schreibt: 2-2-2==23=8§
und liest: 2 hoch 3 gleich 8.

Oder man schreibt: 4-4-4-4-4 =4°>=1024
und liest: 4 hoch 5 gleich 1024.

In der Gleichung: 4% =16 nennt man 4 die Grundzahl oder Basis;
2 ist die Hochzahl oder der Potenzexponent.

Der Potenzexponent gibt an, wie oft die Basis als Faktor zu setzen ist.
Das Ergebnis 16 heifit die Potenz. Die Schreibweise des Exponenten in
hoherer Stellung hinter der Bagis rithrt her von Descartes (auch Cartesius
genannt — 1596 bis 1650 — franzosischer Mathematiker).

Zusammenfassung:
Name der Boispel Die 4Z:th Die 2Za,hl Das Elrﬁgebnis
Rechenoperation heiBt heiBt heiBt
Grundzahl Hochzahl
Potenzierung 42 =16 oder oder Potenz
Basis Potenzexponent

Potenzen mit der Hochzahl 2, z. B.: 52 = 25 oder 72 = 49 usw., nennt
man Quadratzahlen oder kurz: Quadrate.

Potenzen mit der Hochzahl 3, z. B.: 4% = 64 oder 6% = 216 usw., nennt
man Kubikzahlen oder kurz: Kuben.

Potenzen mit der Hochzahl 4, z. B. 3* = 81 oder 5% = 625, nennt man
Biquadrate.

Quadrat- und Kubikzahlen werden im technischen Rechnen viel ver-
wendet. Man findet ihre Werte entweder durch Multiplizieren oder mit
Hilfe des spiter behandelten Rechenschiebers. Man bedient sich aber auch
mit Vorteil der mathematischen Tafel der Zahlen 1...1000.

Es empfiehlt sich, die Reihe der Quadratzahlen zu lernen:

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100,
121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400.

In der Reihe der Quadratzahlen der ganzen Zahlen wechseln gerade und
ungerade Zahlen miteinander ab.

Das Quadrat einer geraden Zahl ist eine gerade Zahl;
z.B. 42 =16; 8 =64.

Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist eine ungerade Zahl;
z. B. 32 =9; 52 =25,
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Quadratzahlen haben die Eigenschaft, bei der Teilung durch 4 den Rest 0
oder 1 zu lassen; je nachdem die Basis eine gerade oder ungerade Zahl ist.

z. B. 225:4 =56 Rest 1, 256 : 4 — 64 Rest 0,
289:4 =72 Rest 1, 324 :4 =81 Rest 0.

Zum vereinfachten Schreiben grofier Zahlen bedient man sich der
Potenzen mit der Basis 10. Es bedeutet:

10t =10 10% = 1000000000 =1 Milliarde
102 =100 1012 = 1 Billion
103 = 1000 1015 — 1 Billiarde
104 = 10000 1018 — 1 Trillion
105 = 100000 107 — 1 Trilliarde

10¢ =1000000 =1 Million

Bei Potenzen mit der Basis 10 gibt die Hochzahl an, wieviel Nullen
an die 1 hinten anzusetzen sind.

Beispiele fur groffe Zahlenwerte

Die Elastizitdtszahl fiir Stahl betrigt 2000000 kg/cm?; man schreibt
sie vereinfacht: 2 - 106 kg/cm?.

Die Gleitzahl 800000 kg/em? kann man schreiben 8 - 10° kg/cm?.

Die Loschmidtsche Zahl, die von dem &sterreichischen Physiker
Loschmidt im Jahre 1865 aufgestellt wurde, gibt die Anzahl der in
einem Kubikzentimeter enthaltenen Gasmolekiile an. Diese Zahl betrigt
27 - 1018 = 27 Trillionen,

In der Astronomie (Sternkunde) rechnet man mit sehr groBen Ent-
fernungen; so versteht man unter einem Lichtjahr die Strecke, die das
Licht innerhalb eines Jahres im leeren Weltraum zuriicklegt. 1 Lichtjahr
betragt: 946 - 10'5 cm oder 946 - 10'® km. Eine noch gréfere Entfernung
ist die Sternweite oder Parsec?) = 3080-10'® km. Die Lichtgeschwin-
digkeit betrigt 3 - 10° km/s = 300000 km in der Sekunde.

Die in der Fernmeldetechnik gebréuchlichen Frequenzen betragen:
Frequenzen der Rundfunkwellen: 300 ... 3000 Kilohertz (kHz)

(1 Kilohertz = 1000 Hertz; 1 Hertz = 1 Schwingung in der Sekunde).
Frequenzen der Kurzwellen: 3000 ... 30000 kHz =

(Kurzwellenfunk) 3-108...3-107" Hz.
Frequenzen der Ultrakurzwellen: 30000 ... 300000 kHz =
{Fernsehen) 3-107...3-10% Hz.

1) 1 Parsec ist diejenige Strecke, die die Sonne mit jenem Punkte verbindet,
von dem aus gesehen der Erdbahnhalbmesser (149,5.10°% km) unter einem Winkel
von 1’ (Siehe Seite 58) erscheint. 1 Parsec = 3,26 Lichtjahre.
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Aufgaben:

Aufgabe 78 bis 87: Kopfrechnen! Aufgabe 88 bis 97: Potenzen berechnen
und durch Tabelle die Richtigkeit priifen! Aufgabe 98 bis 107: Als Potenzen
schreiben!

78) B2 = 92) 600 = 105) 92 - 23 24 -
79 2= 93) 2012 = 106) 4+5-4+5-4+5 =
80) 2= 94) 163 = 107) 2-3-4-2-3-4 =
81) 3= 95) 1608 = 108) 32 - 42 =
82) 2~ 96) 208 — 109) 52 — 42 -
22 iz = 97) 200° ~ 110) 72— 42 -
85) 3t 98) 3-3-3-3-3-3 = 111) 122 452 — 13 =
86) 5 — 99) 6-6-6 = 112) 52 —42—32 =
§T) 35— 100) 52- B2 = 113) 2442 -7 =
88) 112 — 101) 3%-42 = 114) 33 - 43 ==
89) 1112 = 102) 43-5% = 115) 32— 23 ==
90) 1232 = 103) 4342 = 116) 3% 32 4- 3¢ —
91) 3002 = 104) 22-32. 42 = 117) 12 4-28— 32 =

118) Ein Quadrat mit der Seitenlinge 1cm hat den Flicheninhalt von
1 cm? Wie viele solcher Quadrate kann man in ein Quadrat mit der
Seitenlinge 2 cm hineinzeichnen? (Zeichnung!)

119) Wie groB ist der Flicheninhalt des Quadrates mit der Seitenlinge
4cm? (Zeichnung!)

120) Wieviel Sekunden haben 60 Stunden?
121) Wieviel Stunden haben 24 Tage?
122) 1 cm = 10 mm.

a) 1 dm =10 cm = ¢ mm;
b) 1l m=10dm = ?cm = ? mm;
¢) l km =1000m = ?dm = ?cm = ? mm.
An die Stelle der Fragezeichen sind Potenzen der Basis 10 zu setzen!

123) Wieviel Wiirfel von der Kantenlinge 1cm kann man aus einem
Wiirfel von der Kantenlinge 2 cm herstellen? Die Sigeblattstirke
werde vernachlissigt! (Ergebnis in Potenzform angeben!)

124) Wieviel Quadratzentimeter betrigt die Oberfliiche des Wiirfels mit
der Kantenlinge 2cm ? (Vgl. Aufgabe 118.)
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d) Das Teilen oder Dividieren

Das Teilen oder die Division ist die Umkehrung der Multiplikation.

Multipliziert man 6 mit 7, so ist, wie im Abschnitt ¢) erklirt wurde,
die Summe aus 7 Gliedern zu bilden, von denen jedes gleich 6 ist; also
64+6-+6-+6-46-6 -6 =42, Manschreibt dafiir 6 -7 = 42. Die Zahl
42 besteht aus 7 gleichgroBen Teilen der GroSe 6. Bei der Multiplikation
wird eine neue Zahl berechnet, die aus gleichen Teilen besteht. Es sind die
Anzahl der Teile und ihre Gréfle gegeben, wihrend die zusammengesetzte
Zahl gesucht wird.

Umgekehrt verhilt es sich bei der Division. Hier ist eine bestimmte
Zahl, z. B. 42, gegeben, die in 7 gleiche Teile geteilt werden soll. Oder es
soll von 42 ein und dieselbe Zahl siebenmal hintereinander abgezogen wer-
den, so dall das Endergebnis dieser mehrfachen Subtraktion gleich Null
ist: 42 —-6—6—6—6—6—6—6=0.

Bei der Division ist nach der Grd8e der einzelnen Teile gefragt. Man
schreibt eine derartige Aufgabe in der Form: 42:7 =6. Man liest:
42 geteilt durch 7 gleich 6.

(Eineandere dasselbe besagende Schreibart 2_6 [gesprochen: 42 Sieben-
7

tel gleich 6] wird bel der Bruchrechnung, die im Abschnitt A 12 auf 8. 26
behandelt wird, verwendet.)

In der Schreibform 42: 7 =6 nennt man die Zahl 42, die in eine be-
stimmte Anzahl, ndmlich 7, gleicher Teile zerlegt werden soll, den Divi-
dend, auf deutsch: die zu teilende Zahl. Die Zahl 7, die die Anzahl
der Teile angibt, heilt Divisor oder Teiler. Dividend und Divisor sind
durch das Divisionszeichen, den Doppelpunkt, getrennt. Das Ergebnis
der Division heiBt der Quotient.

Zusammeniassung:
Name der o Die Zahl Die Zahl Das Ergebnis
R . Beispiel 42 7 6
echenoperation heiBt heibt heiBt
Divisor
Division 42:7 =6 Dividend oder Quotient
: Teiler [

Meist bleibt bei einer Division ein Rest iibrig. Soll man z. B. 16
durch 5 teilen, so soll man mehrmals hintereinander 5 von 16 subtrahieren.
Man erhdlt 16 —5 — 5 — 5 =1 oder, einfacher geschrieben: 16:5 =3
Rest 1. Erhalt man bei einer Division keinen Rest, so ist der Dividend
durch den Divisor teilbar.

Beispiele fiir teilbare Zahlen:

b34:2 = 267 639:3 =213 892:4 =223 470:5 = 94 usw.
Mathematik Teil 1. 2
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Um leicht festzustellen, ob eine gegebene Zahl durch eine andere teilbar
ist, bedient man sich der folgenden

Teilbarkeitsregeln

a) Teilbarkeit durch 2: Jede Zahl, die auf 0, 2, 4, 6, 8 endet, ist
durch 2 teilbar.

Zahlen, die durch 2 teilbar sind, nennt man gerade Zahlen, wih-
rend alle anderen ganzen Zahlen ungerade heilen. In der Reihenfolge
der ganzen Zahlen wechseln gerade und ungerade Zahlen miteinander ab.
Jede zweite Zahl in der Zahlenfolge ist also durch 2 teilbar.

p) Teilbarkeit durch 3: Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre
Quersumme durch 3 teilbar ist.

Unter der Quersumme einer Zahl versteht man die Summe ihrer Zif-
fern. So ist z. B. die Quersumme von 2345 die Zahl 14 =5 4+-4 +3 +2,
Von 14 betrigt die Quersumme 5. 14 ist die einfache Quersumme, 5
ist die Quersumme der Quersumme. Sowohl 14 als auch 5 sind nicht durch
3 teilbar; somit ist 2345 nicht durch 3 teilbar. Anders verhilt es sich
bel der Zahl 6789. Sie ist durch 3 teilbar; denn ihre Quersumme 30 ist
durch 3 teilbar. Es sei besonders darauf hingewiesen, daf§ nicht etwa, wie
bel der Teilbarkeit durch 2, die GréBe der Endziffer fiir die Teilbarkeit
durch 3 mafgebend ist. Wenn auch bei einer Zahl, z. B. 1463 oder 1469
oder 1456, die Endziffer durch 3 teilbar ist, so ist sie nicht durch 3 teilbar,
wenn ihre Quersumme nicht durch 3 teilbar ist.

y) Teilbarkeit durch 4: Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die aus
den beiden letzten Ziffern gebildete Zahl durch 4 teilbar ist.

Die Zahl 7932 ist durch 4 teilbar, weil 32 sich durch 4 teilen l46t.
7932 : 4 = 1983.

5814 ist nicht durch 4 teilbar, weil die aus den letzten beiden Ziffern
gebildete Zahl 14 sich nicht ohne Rest durch 4 teilen 1aft.
5814:4 = 1453 Rest 2.

0) Teilbarkeit durch 5: Jede Zahl, die auf 0 oder 5 endet, ist durch
b teilbar.

Beispiele:

5680:5 = 1136 6815:5 = 1363.

¢) Teilbarkeit durch 6: Jede Zahl, die durch 2 und durch 3 teilbar
ist, ist durch 6 teilbar. Oder anders ausgedriickt: Jede gerade Zahl, deren
Quersumme durch 3 teilbar ist, ist durch 6 teilbar.

Beispiel:

2352 erfilllt die beiden Bedingungen. Sie ist gerade, und ihre Quer-
summe 1a0t sich durch 3 teilen.
2352 : 6 = 392,

{) Teilbarkeit durch 8: Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn die aus

den letzten drei Ziffern gebildete Zahl durch 8 teilbar ist.
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Beispiel:

Die Zshl 7336 ist durch 8 teilbar, weil 336 sich durch 8 teilen 1a8t.
7336: 8 = 9117.

8148 ist nicht durch 8 teilbar, weil 148 nicht durch 8 teilbar ist.
8148:8 = 1018 Rest 4.

7)) Teilbarkeit durch 9: Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre
Quersumme durch 9 teilbar ist.

Beispiel:

183456 hat die Quersumme 27 und ist somit durch 9 teilbar.
183456 :9 = 20384.
232849 hat die Quersumme 28 und ist somit nicht durch 9 teilbar.
232849 :9 = 25872 Rest 1.
#) Teilbarkeit durch 10: Jede auf 0 endende Zahl ist durch 10 teilbar.
Beispiele:
820:10 = 82 940:10 = 94.

t) Teilbarkeit durch 11: Hine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn die
Differenz folgender Teilquersummen durch 11 teilbar ist: Man bildet, von
rechts beginnend, die Summe der 1., 3., 5., 7. usw. Ziffer und zieht von ihr
die Summe der iibrigen Ziffern ab.

Beispiel:

Die Zahl 132539 1st durch 11 teilbar, weil die Differenz der beiden Teil-

quersummen (9 +5--3) —(3 -2+ 1) =17— 6 = 11 durch 11 teilbarist.

132539 : 11 = 12049.
Primzahlen

Zahlen, die durch keine andere Zahl — aufler durch sich selbst und
durch 1 — teilbar sind, heilen Primzahlen.

Durch sich selbst und durch 1 ist jede Zahl teilbar, z. B.:

365:365 = 1 und 365:1 = 365.
Die Reibenfolge der Primzahlen?) im Zahlenbereich 1...100 ist folgende:

22 3 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47
53 59

61 67
71 73 79
83 89

97

1) Eine Methode der Feststellung der Primzahlen stammt von dem griechischen
Gelebrten Eratosthenes [275 bis 194 v. Chr.], die er in seiner Schrift: cribrum
Eratosthenis [= Das Sieb des Eratosthenes] darstellt. Dasselbe Verfahren soll
.jedoch schon frither dem grofien Plato [427 bis 347 v. Chr.] bekannt gewesen sein.

2) Die 2 ist die kleinste Primzahl.
9%
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Mit Ausnahme der Zahl 2 sind alle Primzahlen ungerade Zahlen.

Entweder ist die einer Primzahl vorausgehende oder die ihr nachfolgende
ganze Zahl durch 6 teilbar, falls die Primzahl p>b ist.

Beispiel:
Der Primzahl 83 folgt die ganze Zahl 84, die durch 6 teilbar ist. Der

Primzahl 97 geht die Zahl 96, die durch 6 geteilt werden kann, voraus.

Jede teilbare Zahl 148t sich in Primfaktoren zerlegen:

Betiepiele:

210=2-3:5-7

1100 =2-2-5-5-11 = 22 5 11
1260 =2-2:3-3-5-7=22-3%-5"- 7
360 =2:2-2-3-3-5=2%-32-5 w i

Aufgaben :
Durch welche Zahlen des Zahlenbereiches 1...10 sind die folgenden Zahlen
teilbar:
125) 213 127) 194 129) 268 131) 530 133) 232
126) 138 128) 205 130) 369 132) 413 134) 366.
Folgende Zahlen sind in Primfaktoren zu zerlegen:

135) 150 137) 210 139) 534 141) 675 143) 896
136) 174 138) 330 140) 570 142) 784 144) 970.

Fiir die Bruchrechnung, die im Abschnitt A I 2 behandelt wird, braucht
man noch folgende Begriffe:

Teilerfremde Zahlen

Zahlen heiBen teilerfremd (oder: relativ prim), wenn sie keinen gemein-
samen Teiler (Divisor) haben.

Um die Teilerfremdheit zweier Zahlen festzustellen, zerlegt man die
Zahlen in Primfaktoren und stellt dann fest, ob und in welchen Faktoren
die Zerlegungsprodukte iibereinstimmen. (Die Teilerfremdheit zweier
Zahlen liBt sich auch durch die auf der nichsten Seite beschriebene
ortlaufende Division der Reste feststellen.)

Beispiele:

a) Sind 10 und 21 teilerfremd ?

Zerlegung in Primfaktoren: 10 =2-5; 21 =3-7.

Man sicht, daB die Zerlegungsprodukte 2 +5 und 37 keinen ge-
meinsamen Faktor haben; d. h. 10 und 21 sind teilerfremd.

B) T8=2-3-13 1 pi; peiden Zahlen si falls teilerfremd
385 —5-7-11 ie beiden Zahlen sind ebenfalls teilerfremd.
c) 106 =3-5-7 Die beiden Zahlen 105 und 154 sind nicht teiler-
154 =2-7-11 } fremd. Sie haben den gemeinsamen Teiler 7.

Die beiden Zahlen 66 und 88 sind nicht teiler-
11 fremd, da ibre Zerlegung in Primfaktoren die
9211 beiden Zahlen gemeinsamen Faktoren 2-11 auf-
weist.- 66 und 88 lassen sich durch den gemein-
samen Teiler 2 -11 = 22 dividieren.

d) 66=2-
88 =2-

pO WO
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Auvfgaben:

In den folgenden Aufgaben ist festzustellen, ob die betreffenden
Zahlen teilerfremd sind oder nicht. Sind die Zahlen nicht teilerfremd,
80 ist die Zahl, durch die sie sich teilen lassen, anzugeben.

145) 26 und 33 148) 35 und 38 151) 129 und 134
146) 21 ,, 28 149) 38 ,, 57 152) 155 ,, 186
147) 35 ,, 46 150) 46 ,, 69 153) 119 ,, 122

154) 141 ,, 159.

Grolter gemeinsamer Teiler (g. g. T.)

Unter dem groften gemeinsamen Teiler zweier oder mehrerer Zahlen
versteht man die grofite Zahl, durch die sich eine jede von ihnen teilen
14Bt. Auch hier hat man die zu untersuchenden Zahlen zuerst in Prim-
faktoren zu zerlegen. AnschlieBend hat man festzustellen, welches die
groBte Zahl ist, durch die die Zahlen teilbar sind?).

Betspiele:
a) 60=2-2-3-5 Dic 3 Zablen L 60, 140, 180 haben als
180=2-2-3-3-5 & &
b) 36=2-2-3-3
54 =2:3-3-3 ggT:2:3:3=2-32=2-9=18
90 —=2-3-3-5 }
c) 144 =2-2-2-2-3-3
216 =2-2:2:3-3-3 g. g T.:2:2.2-3.3=2%.32=8.9=T72.
360=2-2-2-3-3- 5} ,
Aufgaben:
Es sind die grofiten gemeinsamen Teiler folgender Zahlen anzugeben:
155) 40 und 140 158) 50 und 125 161) 56 und 140
156) 48 ,, 72 159) 80 ,, 200 162) 72 ,, 2b2
157) 80 ,, 144 160) 96 ,, 128 163) 172 ,, 176

164) 176 ,, 220

Von dem Erkennen teilerfremder Zahlen und von dem Bestimmen des
groften gemeinsamen Teilers wird beim Kiirzen in der Bruchrechnung
Gebrauch gemacht.

Das kleinste gemeinsame Vielfache

Unter dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen mehrerer Zahlen versteht
man die kleinste Zahl, die durch diese Zahlen teilbar ist.

1) Ein anderes Verfahren zur Bestimmung des groften gemeinsamen Teilers
von 2 Zahlen ist die ,,fortlaufende Division der Reste‘: Man dividiert die
groBere der beiden Zahlen durch die kleinere und dann durch den Rest der
Division wieder den vorigen Divisor. Dieses Verfahren setzt man sc lange fort,
bis eine dieser Divisionen keinen Rest mehr ergibt. Der letzte Divisor ist dann
der grofite gemeinsame Teiler. Wenn er 1 ist, so sind die beiden Zahlen teilerfremd.
Das Verfahren der ,,fortlaufenden Division der Reste‘* stammt von Euklid und
wird auch ,,Euklid’scher Algorithmus¢¢ genannt.
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So ist z. B. das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 4 und 6 die
Zahl 12. 4 und 6 sind zwar auch in 24 oder 36 enthalten, aber die kleinste
Zahl, die sich durch 4 und 6 teilen 1808t ist 12, das sog. kleinste gemein-
same Vielfache. Um das kleinste gemeinsame Vielfache zu bestimmen, hat
man wiederum die gegebenen Zahlen in ihre Primfaktoren zu zerlegen.
Sodann bildet man das kleinste gemeinsame Vielfache aus einem Produkt,
in dem die gefundenen Primfaktoren so oft als Faktor stehen, wie sie in
einem Zerlegungsprodukt am haufigsten vorkommen.

Beispiele: A

a) Welches ist das kleinste gemeinsame Vielfache von 4, 6, 18 und 27%

Zerlegung in Primfaktoren:
4=22
6=2-3 ] Kleinstes gemeinsames Vielfaches:
18:2-3'3[ 2:2:3-3-3 =108.
27=3-3-3 :

In den vorstehenden 4 Zerlegungsprodukten tritt die Primzahl 2 am
hiufigsten als Faktor zweimal in der 4 auf; die Primzahl 3 tritt am hau-
figsten dreimal in der 27 auf. Das kleinste gemeinsame Vielfache mufl
also aus dem Produkt der Primzahlen 2 und 3 gebildet werden, in dem
die 2 zweimal und die 3 dreimal als Faktoren stehen; d. h.: das kleinste ge-
meinsame Vielfache betrigt: 2-2-3-3-3 = 108.

b) Kleinstes gemeinsames Viel- ¢) Kleinstes gemeinsames Viel-
faches von faches von
4, 8 6 und 121 8, 12, 18, 241
4 =22 8§8=2:2-2
8:2-2-2[2-2-2-3 12=2-2-3 [ -3-3
6=2-3 ] =24 ’ 18=2-3-3 J =72
12=2-2-3 24=2-2-2-3

Aufgaben:

Es sind die kleinsten gemeinsamen Vielfachen folgender Zahlen zu
bestimmen:

165) 4, 6, 9 168) 4, 6, 10, 15 171) 6, 9, 10, 18
166) 9, 12, 18 169) 3, 4, 5, 6 172) 18, 20, 30, 45
167) 4, 16, 24 170) 7, 10, 14, 35 173) 40, 50, 20, 100

174) 12, 20, b0, 75.
Das kleinste gemeinsame Vielfache wird zur Bestimmung des sog. Haupt-
nenners in der Bruchrechnung gebraucht.

Das Dividieren groferer Zahlen

GroBere Zahlen dividiert man in der Praxis mit dem Rechenschieber,
der in dem Abschnitt B behandelt wird. Auch wendet man die in dem-
selben Abschnitt erklirte Logarithmenrechnung an. Die Genauigkeit beim
Dividieren mit dem Rechenschieber bzw. mittels der Logarithmen ist zwar
nicht sehr hoch, aber fiir die Zwecke der Werkstattspraxis meist aus-
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reichend. Ein genaues Rechnen beim Dividieren griferer Zahlen muf}
schriftlich vorgenommen werden.

Als Wiederholung des Dividierens, wie es in der Schule gelehrt wird,
einige Divisionsaufgaben als Beispiel.

Beigpiele:
a) 485321 :7134 = 68
42804i

57281 Ergebnis: 68 Rest 209.
57072

209

Erklarung zum vorstehenden Beispiel:

Man stellt zuerst fest, wievielmal der Teiler (Divisor) 7134 in den
ersten Ziffern des Dividenden 48532 enthalten ist. Dies ist sechsmal
der Fall. Die 6 ist die erste Ziffer des hinter dem Gleichheitszeichen
stehenden Ergebnisses. Unter 48532 schreibt man das Produkt 6 - 7134
(dies ist 42804) und zieht es ab. Man erhilt 5728. Sodann holt man die
niichste Ziffer, die 1, des Dividenden herunter und schreibt sie hinter
5728, Man erhilt 57281, Hierin ist der Teiler 7134 achtmal enthalten.
Die 8 ist die 2. Ziffer des Ergebnises. Unter 57281 setzt man das
Produkt 8 - 7134 = 57072. Man subtrahiert es von 57281 und erhilt
209. Beim Dividenden sind keine weiteren Stellen zum Herunterholen
vorhanden. 209 ist der bei dieser Aufgabe sich ergebende Rest.

b) 582731 : 648 = 899 c) 1738130 365 == 4762
5184 L 1460‘ [ \
6433 1 Ergebnis: 2781’ Ergebnis: 4762
5832 | 899 Rest 179 2555
6011 996 63 i
5832 21 90i Der Dividend ist durch
179 730 den Divisor ohne Rest
730 teilbar.
0
Aufgabdben:

175) 442800: 3600 =
176) 4721964 : 52
177y 9777780 180
178) 27966380 : 103579
179) 45422000 504 =
180) 1219260: 9754 =

181) Die Wiederinstandsetzung eines D-Zug-Wagens durch eine Arbeits-
brigade von 6 Mann ist mit 3500 Stunden vorveranschlagt. Wieviel
Wochen hat die Brigade bei 48stiindiger Arbertswoche mit dieser
Arbeit zu tun?

|
I Die nebenstehenden Divisionen sind
b schriftlich auszufiihren. Gegebenenfalls

Il

I

vorhandene Reste sind anzugeben.
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181a) In einem Rb-Ausbesserungswerk ben6tigen 7 Arbeiter 651 Arbeits-
stunden zur Wiederinstandsetzung einer Lokomotive, eine Aktivbrigade
von 7 Mann dagegen braucht nur 553 Stunden. Wieviele Stunden hat
jeder einzelne Arbeiter und jeder einzelne Aktivist mit dieser Arbeit
zu tun? .

182) In einem volkseigenen Betrieb werden 80000 Fernmelderelais aus ins-
gesamt 4 Millionen Einzelteilen hergestellt. Aus wieviel Teilen besteht
ein Fernmelderelais?

183) Zum Nieten eines Baggerkastens werden 32 Niete benotigt. Wieviel
Kisten kann man mit 2000 Niete abnieten? Wieviel Stiick bleiben
iibrig ?

184) Wieviel 11 m lange Eisenbahnschienen werden zum Bau einer
100 km langen eingleisigen Strecke gebraucht ?

185) Die Geschwindigkeit eines Eilzuges betragt 80 km je Stunde. Wie-
viel Meter legt der Zug in der Sekunde zuriick ?

186) Ein Schwungrad einer Tag und Nacht laufenden Dampfmaschine
macht in 24 Stunden 103680 Umdrehungen. Wie grof} ist seine
minutliche Umdrehungszahl ?

187) In einem groflen volkseigenen Werk wurden an 2750 Arbeiter mm
Monat 536250 DM Lohn ausgezahlt. Nach Einfiihrung des Leistungs-
lohnes werden an dieselben Arbeiter im Monat 673750 DM Lohn aus-
gezahlt. Wie grofl war und wie grof ist jetzt das durchschnittliche
Monatseinkommen der Arbeiter ?

188) Ein Kraftwagen legt bei einer Uberlandfahrt in den ersten 5 Stunden
folgende Strecken zuriick:

In der 1. Stunde eine Strecke von 30km
b24 3 2‘ 1 2 bR 2 50 km

60 km

3 3 4’ bRl 3 2 % 20 km

» 2 5' 2 2 » bl 40 km‘

Wie groB ist die gesamte zuriickgelegte Strecke wihrend dieser
b Stunden? Wieviel Kilometer legt der Wagen durchschnittlich in
der Stunde zuriick?

Anleitung: Um den Durchschnitts- oder Mittelwert mehrerer

verschiedenen Grofien zu bestimmen, hat man die GréBen zn ad-

dieren und ihre Summe durch die Anzahl der verschiedenen Grifen
zu dividieren. Man nennt diesen Mittelwert auch das arith-

metische Mittel (vgl. 8. 115).

189) Welches ist das arithmetische Mittel (sieche Anleitung der vorker-
gehenden Aufgabe!) folgender Zahlen:
a) 2 und 12 d) 5 12, 3, 17, 13
b) 5, 60, 25 e) 25, 257, 13, 368, 132, 45.
e} 50, 40, 10, 60

b4 » 3' bEs 2 bl 2



4 Grundrechnungsarten: ganze Zahlen 25

190) Eine Sechskantschraube */,” x 35 (d. h. /, Zoll Nenndurchmesser und
35 mm lang) wiegt 85 g. Wieviel solcher Schrauben sind in einer
56 kg schweren Kiste enthalten, wenn das Gewicht der leeren Kiste
(Tara!) 5 kg betrigt? '

191) Eine Druckplatte hat die Abmessungen: 480 X 315 x 15mm. In
welcher GroBe erscheinen diese Mafie in einer Zeichnung mit dem
Mafstab: M. 1:5% '

(Erkldrung: MaBstab M.1:5 heiit: Die wirklichen MaBe sind
5 mal so groB, wie sie auf der Zeichnung dargestellt sind.)

192) Das durch eine Kurbel ausgeiibte Drehmoment wird in emkg [sprich:
Zentimeter-Kilogramm] gemessen und wird aus dem Produkt der in
cm gemessenen Kurbelarmlinge und dey in kg gemessenen Handkraft
des Arbeiters berechnet.

Durch eine Kurbel mit der Armlinge 65 cm wird ein Drehmoment
von 2275 emkg hervorgerufen. Wie groB ist die Handkraft ?

193) Wieviel quadratische Zwischenscheiben 400 kann man aus 2 m
Bandstahl 40 X 7 schneiden? Wieviel Gramm wiegt eine Zwischen-
scheibe, wenn 1 m Bandstahl 1570 g wiegt ?

194) Eine Kreiselpumpe fordert stiindlich 144t Wasser. Wieviel Liter
fordert sie in der Minute ?

(1t =10001) o b A §

195) Ineinen Flachstahl sollen 1T 7 T 7T ¢ ¢
34 Locher in gleichem o
Abstand gebohrt werden., —smi25la  —wl X-sle) la—  —oi25 lwm
Wie groB ist der in der ‘

nebenstehenden  Skizze 875
mit x bezeichnete Loch- Rild 3
abstand ?

196) Eine Kugellager-Stahlkugel 18 mm & wiegt 25g. Wieviel Kugeln
wiegen 10 kg ?

Das Dividieren relativer Zahlen

Im Abschnitt I1c¢ 8. 13 wurden die beiden Regeln angegeben:
Das Produkt zweier Zahlen mit gleichen Vorzeichen ergibt eine
positive Zahl; also: ++ 4 =+ und — + — = 4.
Das Produkt zweier Zahlen mit entgegengesetzten Vorzeichen ergibt
eine negative Zahl; also: ++— = — und — - - = —.
Da die Division die Umkehrrechenart der Multiplikation ist, miissen
folgende 4 Vorzeichenregeln gelten:

+=+:

et =+

+-——=—-—

(Symbolisch !)

_.._.=+:

F+ |+

Yyl
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Zusammenfassung:
Der Quotient zweier Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist positiv.
ity
“Der Quotient zweier Zahlen mit entgegengesetzten Vorzeichen ist
negativ.
_— + } -
R
Beiapiele:
a) +24: + 3= +8* ¢) —39: 413= —3
b) +36: —12= —3" d) —52: —14= +3.

2. Mit Briichen

a) Die gemeinen Briiche

Die Schreibart g [gesprochen: drei Viertel] ist, wie bereits in AI1d auf

8. 17 erwihnt wurde, gleichbedeutend mit der Divisionsaufgabe 3 : 4. Die
beiden untereinanderstehenden Zahlen 3 und 4 sind durch den waage-
rechten Bruchstrich getrennt. Der schrigliegende Bruchstrich (3/4)
wird bisweilen mit Riicksicht auf Platzersparnis im Druck verwendet.

Der Ausdruck Z stellt einen gemeinen Bruch dar. Er entsteht da-
durch, daB man ein (Ganzes in mehrere (hier: 4) gleiche Teile teilt und
hiervon eine bestimmte Anzahl (hier: 3) nimmt.

Die Zahl unter dem Bruchstrich (4) heilt der Nenner.
Der ,,Nenner‘ ,nennt“ die GréBe der Teile.
Die Zahl iiber dem Bruchstrich (3) heillt der Zéhler.
Der ,,Zahler* ,,zahlt* die gleichgroBen Teile, die zu nehmen sind.
Ist der Zahler kleiner als der Nenner, so nennt man einen solchen ge-
meinen Bruch einen echten Bruch?), z. B.:
1. 2 5, 7. 51, 101
2° 3 6’ 9’ 63 102
Der Wert eines jeden echten Bruches ist eine Zahl, die zwischen 0 und 1
liegt.
Ist der Nenner kleiner als der Zihler, so nennt man einen solchen ge-
meinen Bruch einen unechten Bruch, z. B.:

9 10, 4 8 53

usw.

5 7 3 7 g BT
1) Ein Bruch mit dem Zéhler 1 heiflt Stammbruch (z. B. —;— , %, % usw.) im
Gegensatz zu einem Zweigbruch oder abgeleiteten Bruch (z. B. 2— , :; , g usw.)
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Ein unechter Bruch ist eine Zahl, die gréBer als 1 ist. Einen unechten
Bruch kann man in eine gemischte Zahl verwandeln. Man kann bei-

spielsweise fiir den unechten Bruch —;— die gemischte Zahl 2% schreiben.
Eine gemischte Zahl besteht aus einer ganzen Zahl, hier 2, und einem
echten Bruch, hier 3+ Um einen unechten Bruch in eine gemischte Zahl

zu verwandeln, hat man den Zihler des unechten Bruches (7) durch seinen
Nenner (3) zu teilen. Das Ergebnis der Division (2) ist die ganze Zahl
der gemischten Zahl, wiahrend der verbleibende Rest (1) der Zihler des

echten Bruches (%) ist. Der Nenner des echten Bruches (3) ist auch der

Nenner des unechten Bruches.

Umgekehrt wandelt man eine gemischte Zahl in einen unechten Bruch
um, indem man die ganze Zahl mit dem Nenner des echten Bruches multi-
pliziert und den Zéhler des echten Bruches hinzuzahlt!). Das Ergebnis ist
der Zahler des gesuchten unechten Bruches, wihrend sein Nenner der
Nenner der gemischten Zahl bleibt.

Beispiele:
Folgende gemischte Zahlen werden in unechte Briiche umgewandelt:
4-342 14 2.443 11 1_3-441 13
a) 47 5 =3 D 2V Ty =y 9%g=—y =1~

Eine gemischte Zahl ist die Summe aus einer ganzen Zahl und einem
echten Bruch.

Beispiel: ’
2 2
7 =0+7.
Da ein Ganzes aus ;besteh‘b, so sind 5 Ganze gleich 373 Es ist also:

2 3,2 3
dbg=5ti=1%
(Siehe Addition gleichnamiger Briiche auf 8. 28.)
Man beachte den Unterschied zwischen einer gemischten Zahl, z. B.

33, und dem Produkt aus einer ganzen Zahl mal einem echten Bruch,

z. B.: 3- —Y Wenn sick auch beide GroBlen in der Schreibart nur wenig
unterschelden, 80 stellen sie ]edoch wertman Grundverschledenes dar
Wie gezeigt, ist 33 die Summe von 3 + 5«, also: 3—5 2153 , wihrend 3- 3

das Produkt aus 3 und % ist, das, wie spéter S.31 gezeigt wird, gleich g ist.
Aufgaben :

Die nachstehenden gemischten Zahlen (bzw. unechten Briiche) sind
in unechte Briiche (bzw. gemischte Zahlen) zu verwandeln:

1) Die Verwandlung einer gemischten Zahl in einen unechten Bruch neunt
man das ,,Binrichten eines Bruches‘.
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7 3 2 40 22
197) 9§= 199) 1 1~ = 201) 16~ = 203) = 205) 22 =
1 2 25 135
198) 10§ = 200) 14 7 = 202) 5 = 204) = 206) 113

Formverinderungen gemeiner Briiche

Der Wert eines  gemeinen Bruches #ndert sich nicht, wenn man den
Zibler und den Nenner mit ein und derselben Zahl multipliziert oder

durch ein und dieselbe Zahl ohne Rest dividiert. Diese Rechen-
operationen nennt man Erweitern und Kiirzen.
Erweitern heilit Zihler und Nenner mit derselben Zahl multiplizieren.,
Man kann also schreiben:
2 2.5 10 3 3.11 33, 5 10 15 20 25
3735160 4 40l & 612718 24730 W

Kurz en heiflt Zahler und d Nenner durch dieselbe Zahl dividieren. Man

kurzt durch den grofiten gememsamen Teiler (siehe 8. 21) des Zgh_lgrs_und

Nenners. z. B.:

64 64:16 4 90 90:18 5

80 80:16 ~ 5’ 126 126:18  7°

Erweitern und Kiirzen sndern nur die Form, aber nicht den Wert eines
Bruches.

Addition und Subtgaktlon von gemeinen Briichen
a) Glelchnamlge Briiche sind gemeine Briiche, die denselben Nenner

haben; z. B. © und % oder ;37— und g Gleichnamige Briiche werden ad-

diert oder subtrahlert indem man ihre Zahler addiert oder subtrahiert
und den Nenner belbehalt '

Beispiele:
S
b4l
L

f) Ungleichnamige Briiche sind gemeine Briiche, deren Nenner

voneinander verschieden sind.

Ungleichnamige Briiche lassen sich nicht ohne weiteres addieren oder
subtrahieren. Man hat sie vorher gleichnamig zu machen; d. h. man hat
sie 80 umzuformen, daB sie denselben Nenner, den sog. Hauptnenrner,
haben. Unter dem Hauptnenner mehrerer ungleichnamiger Briiche ver-
steht man das kleingte gemeinsame Vielfache der einzelnen Nenner
(siehe S. 21).
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Ist z. B. die Summe der 5 Briiche:
1 1 1 3 7
4 +"5“+€+§+'1*5

zu bilden, so sucht man zunichst den Hauptnenner zu den b einzelnen
Nennern, indem man sie in Faktoren zerlegt, wie das nachstehende Schema
zeigt:
Nenner Faktoren
4 = 2:2 Der Hauptnenner (das ist das
kleinste gemeinsame Vielfache der
3 einzelnen Nenner) lautet sodann,
*2-2 wie auf S. 22 gezeigt wurde?
5

2-2:2-3+5=120.

i

T o O
@2 DO DO O

1
Hauptnenner: 2-2-2-3-5

Sodann werden die einzelnen Glieder (da,s sind die Briiche: 4 , %,
1 3
6’ 8
120 zum Nenner haben. Diese Formverinderung nimmt man durch Er-
weitern vor; also:

1,1.1,8 71
Z+E+6’+§+I5 120+120+120+’120+120

Nunmehr lassen sich diese fiinf gleichnamigen Briiche addieren, indem
man die Zihler addiert und die erhaltene Summe durch den Haupt-
nenner teilt; also:

30424 4+204-454-56 175

196 =190 = —1% oder gekiirzt: Ergebnis: 1—

7\ . . " :
und z) in ihrer Form so verindert, daB sie den Hauptnenner

. Beispiele:

1,8 ,5_ 4,9 10 449410 23 .1
93 tati=ntate=m =1p=lp

Hauptnenner: 3 -4 = 12.

7 184+ 25—14 29

PE+s—5= s %

Hauptnenner' 2-3-5=230.

9+30+4-32 71

o tHops PR T3

Hauptnenner: 2:2:3+3 = 36.

Aufgaben:
207) Welche Form nehmen die Briiche: -g, %, T5” % nach Erweiterung
mit 2 an?

8 9 10

15, 7 19° a1 sind mit 3 zu erweitern.

208) Die Briiche:
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1 2 5 4
209) Die Briiche: 3 3°6 9 sind so umzuformen, daB sie den Nenner

18 haben, ihren Wert aber behalten.

210) Die Briiche: gg, &44, 33, 1408; sind so zu kiirzen, daB der Zihler

jedes Bruches gegeniiber seinem Nenner teilerfremd ist.

211) Wie lauten die Briiche: ==, =0, 10 24

?
16° 39° 13° 27 in gekiirzter Form ?

219) 51— an) S 25 A RO L S
wpieio mel-iri- omi-Seloh-
214) %+§= 219) §+ - 5= 24) fr—g5—3 =
215) 1 — 3 — 220) 243 4 2 gz %4_%_%:
216) 9+4+ *:' 221)% 4+12+10 : 226) %’”%s

Addition und Subtraktion gemischter Zahlen

Gemischte Zahlen werden addiert bzw. subtrahiert, indem man zunichst
die ganzen Zahlen und sodann die echten Briiche addiert bzw. subtrahiert.
Man kann die gemischten Zahlen aber auch vorherin unechte Briiche um-
formen und diese dann addieren.

Beispiele:
.2 3
a) T2 423 _(7+2)+(§ ): S=941=10
oder f—l—3 % - 10
5
b) 24 +34 _(2+3)+( +3)= :53
5 10 15 5
oder =2—|— 6—{— 6
1 5 11 1 5 11 1
¢ lg+2g—2,— g =0 +2— 2)+(”'+*—1§—éz)
L T
140 =
9 17 35 1 68 70 1 24
oder =g g o =i tai— s~ 3= =1
Aufgaben:

1 3 3 1 2 2
27)3;+2;= 228) 53 -4, —8. —4==
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b 3 3 le
229) Tg—4g= 233) 25 +15=
1 1 1 2
230) 3Z +1§= 234) 3§ +23=
1 1 3 5
231) 2 +3 4= 235) 15— ¢ =

239) 12 425~

1 3
236) 25 — 15 =

Multiplikation von gemeinen Briichen

Ein gemeiner Bruch wird mit einer ganzen Zahl multipliziert, indem
man den Zahler mit der Zahl multipliziert; der Nenner bleibt unverindert.

2 2 2 2 6 2.3
Denn: 7-3 =7 +5+7=7="7
eramieler V224 8_pr 4, 4 26 g1
A gt=3 =3T3 © 5 =% T35~ %
1 -1 3
by 3-g="g=q¢

Zur Erinnerung! Ein Bruch wird mit einer Zahl erweitert, indem man
seinen Zihler und seinen Nenner mit der Zahl multipliziert. Der
Bruch behilt durch Erweitern seinen Wert.

Eine gemischte Zahl wird mit einer ganzen Zahl multipliziert,
indem man zunichst die ganze Zahl und sodann den echten Bruch mit der
ganzen Zahl multipliziert und die beiden Produkte addiert.

Man kann aber auch die gemischte Zahl in einen unechten Bruch verwan-
deln und dann diesen mit der ganzen Zahl multiplizieren:

Betspiele:
a) 5%.3:5.3_;_7}.3:&5—[—2—:15—2~
21 63 3
0der=Z-3 mz——*15z

1 1 2 2

6,2

=2

8
oder=7-2= 5

) 113-3=11-34;-3-33+3 334134
oder =33ﬁ-3 = 34.
Ein Bruch wird mit einem Bruch multipliziert, indem man ihre
Zghler und ihre Nenner mpiteinander multipliziert.

Beim Multiplizieren zweier Briiche brauchen also die Briiche nicht gleich-
.namig zu gein wie beim Addieren.
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Beispiele:
g 2.4_24_8
3 57 3.5 15
1 . .
py 3.5 _8:5_5 vor dem Multiplizieren
) $°6=i6=3s wurde hier durch 3 gekiirzt
2
2
y 4.5 _4-5_10
TeT T8 2
3

Wird ein echter Bruch mit sich selbst multipliziert — d. h. wird er
quadriert — so ist das Ergebnis wiederum ein echter Bruch, der kleiner
als der urspriingliche ist. Das Quadrat einer ganzen Zahl, die weder 0
noch 1 ist, ist dagegen immer gréBer als die Zahl selbst.

Beispiele:
11 1\2 1 1 1
9 re=(d =% w<s
b) 42 =16 16 > 4
12 1 1 1
o (3) =3 9<3"

Eine gemischte Zahl wird mit einer gemischten Zahl multi-
pliziert, indem man die gemischten Zahlen zundchst in unechte Briiche
verwandelt und diese sodann multipliziert.

Man beachte den Unterschied gegeniiber dem Addieren zweier gemischter
Zahlen: Bel der Multiplikation gemischter Zahlen miissen diese unbedingt
in unechte Briiche umgewandelt werden; bei der Addition war diese Um-
wandlung nicht erforderlich.

Beispiele: 1
3 ;1 _11-4 11 _ .2
a) 25 lg=43=5=33
1
5 1
1 .1 19-3
b)3‘“'1§=§ﬁ=5
11
L
1 1 . 15 1
C) 21'3§=&~.—8*=§=7§.
21

Den Kehrwert oder den reziproken Wert eines Bruches erhilt
man dadurch, daf man den Zihler und den Nenner eines Bruches mit-
einander vertauscht.
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Der Kehrwert von ; lauted % Der reziproke Wert eines echten Bruches
ist ein unechter Bruch oder eine ganze Zahl, z. B.:

Der Kehrwert zu % lautet % oder, was dasselbe ist, 2.

Jede ganze Zahl kann als ein Bruch mit dem Nenner 1 aufgefalt werden.
Der Kehrwert von 3 lautet %

Das Produkt jeder Zahl mit ihrem Kehrwert hat den Wert 1; z. B. g— hat
den Kehrwert %. Das Produkt beider Zahlen ist g—; =1.

Aufgaben :

237) 16 - 5 = BRI 21) 315 =
238) 3 4 = 245) (%)2 - 22) 2333 =
239) &+ 14 — 246) (3] = 28) 25 +(3) =
240 53 = 247) (if': 254)5.%_%.6=
241) 4210 = 248) (%)3= 955) .;_(g_%) -
2u2) 22 7 = 249) (—1%)‘ — 256) 32— & =
u3) 52— 250) 15-94 —

Die Division von gemeinen Briichen

Dividieren und Multiplizieren sind umgekehrte Rechenoperationen.
Samtliche Divisionsanfgaben mit Briichen lassen sich in sehr einfacher
Weise mit den Regeln fiir die Multiplikation ausfithren, indem man den
Kehrwert des Divisors bildet und mit diesem den Dividend multipliziert,
Gemischte Zahlen sind vorher in unechte Briiche umzuwandeln.

Die Division von gemeinen Briichen gestaltet sich somit im einzelnen
folgendermaflen:

Ein Bruch wird durch eine ganze Zahl dividiert, indem man
den Bruch mit dem Kehrwert der ganzen Zahl multipliziert.
Mathematils Teil 1. 3
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Beispiele:
a) 3:5=1
Der Kehrwert des Divisors 5 lautet %.

Hiermit ist der Dividend % zu multiplizieren; also:

1 1 1 1
19=1%5=m
1
2, 21 2.1 1
b)§'4“§ 473478
2
2
4 4 1 4.1 2
©52=%'3=53"5
1

Fin Bruch wird durch einen zweiten Bruch dividiert, indem man
den Kehrwert des zweiten Bruches mit dem ersten Bruch multipliziert.
Besispiele:

a) 3

2.3 .,
3¢ 3 1
Der Kehrwert des zweiten Bruches - betréigt .

Hiermit ist der erste Bruch -g— zu multiplizieren; also:

g_ (O
4.
=
1)
a
B
g
B
3
3
[se}
(=]
o
)
=p
@
=
g
3

Gemischte Zahlen sind vor dem
wandeln!

Beispiele:
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Aufgaben:
97) §id= 264) 12: 2 271) 6.2 :3 =
258) S0:13 = 265) 110 = 272) 10: > —
3 48 12
259) 8: 5= 266) - : 55 = 273) (i)z;%=
260) /s — 267) X.8 _ 1 (1)
3 15°16 274)2 §) =
4 4 1
1
2692) o = 269) 15:81 — 2\ [8\2
" 210) (o) (s) =
12/ 1 3

Die Division von Potenzen

a) mit gleicher Hochzahl (Exponent):
Es soll z. B. die Potenz 3% durch die Potenz 42 geteilt
2
Bruch 2—5 goll in einfacherer Form geschrieben werden.

Es bedeutet:

werden; d. h. der

3 _3-3 33 (3 Is 3 (32
eTg471 1 g 80 g™ z)
Ebenso erhilt man

2¢_ 2.2.2.2 2 2 2 2 (24

3¢ 3.3.3.3 3 3 3 3 §)
oder

45 4-4-4 4 44 i)3

B 5.5.5 5 5 5“(5 :

Die an Hand dieser 3 Zahlenbeispiele erklirte Division 1aB3t sich in Worten

ausdriicken in der

Regel (a): Potenzen mit derselben Hochzahl, aber mit verschie-
denen Grundzahlen werden dividiert, indem man den Quotient der
Grundzahlen mit der gemeinsamen Hochzahl potenziert.

p) mit gleicher Grundzahl (Basis):
Es soll z. B. die Potenz 2° durch die Potenz 28 geteilt

96
Bruch 28

werden, d. h. der

soll in einfacherer Form geschriechen werden. Es bedeutet:

3%
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2 _2:-2-2:2-2-2 1) Zshler steht die Basis 2 sechsmal, im Nenner dreimal

2 2.2.2
als Faktor. Dieser Bruch kann gekiirzt werden durch 2:2+2. Man erhalt:
111
2:2-2:2-2-2 o
2.2.2
111
Man hat gerechnet:
93 _
5 =208 =28
Weitere Beispiele:
a) :: — 475 — 42 c) %]; — 610-7 — g3
52 . g7 _
b) 5‘é=53—':5 d) §2 =372=35

In Worten ausgedriickt erhélt man die

Regel (b): Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem
man die Basis mit der Differenz der Hochzahlen (Hochzahl des
Zahlers minus Hochzahl des Nenners) potenziert.

Potenzen mit negativen Exponenten

In den bisherigen Beispielen fiir die Division von Potenzen mit derselben
Basis war der Zihlerexponent > Nennerexponent. Man erhielt als Ergebnis
eine Potenz mit positivem Exponenten. Ist aber der Zéhlerexponent << Nen-
nerexponent, so erhilt man unter Benutzung der Regel (b) eine Potenz mit
negativem Exponenten. Eine solche Potenz hat nach der Erklarung einer
Potenz auf 8. 14 keinen Sinn; denn man kann in der Potenz 2-3 die
Grundzahl 2 nicht — 3mal als Faktor setzen. Um aber auch fiir Potenzen
mit negativen Exponenten die bisherigen Potenzregeln anwenden zu
konnen, ist folgende Begriffserklirung festgelegt:

Eine Potenz mit negativem Exponenten ist gleich dem Kehrwert
der Potenz mit positivem Exponenten, oder durch ein Zahlenbeispiel
ausgedriickt:

1
273 = 25

Somit gilt die obige Regel (b):
_ 1 1 2.2 2
23=2‘3‘=2.2.2"2.2.2.2.2_2_5“‘225_23'
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Beispiele:
a1 1 3 1
a) 3 =gi=g 0) 67° =315
1 1 1
L a1 2
b) 672 = & = d) 7 =7

Potenzen mit dem Exponenten 0

Ist bei der Division zweier Potenzen mit derselben Basis der Zahler-
exponent — Nennerexponent, so ergibt sich bei Anwendung der Regel (b)
eine Potenz mit dem Exponenten 0, die folgendermafen definiert wird:

Eine Potenz mit dem Exponent 0 hat den Wert 1, oder durch ein

Zahlenbeispiel ausgedriickt: |20 =1

Es gilt die Regel (b): 20=1= 125 —25-5 =2,
Statt der Potenzbasis 2 im vorstehenden Zahlenbeispiel kann man auch
jede beliebige andere Zahl einsetzen.

Sehr kleine Zahlien

Zum vereinfachten Schreiben sehr kleiner Zahlen bedient man sich in
der Technik der Potenzen der Zahl 10 mit negativen Exponenten. So be-
deutet z. B.

1 1

1072 == 35 == 156 = 1 Hundertstel
: 1 (vergleiche die
S D .
107 = 155 = 1500000 = 1 Millionstel groB&;x:l fZghllzr)l
e Lo 1oy '
10712 = o = 1000000000000 = 1 Billionstel.
Beispiele:

Der tausendste Teil eines Millimeters heift Mikron; er wird mit dem
griechischen Buchstaben u [sprich: My] bezeichnet. Also
1 -
1‘u=i@mm=10 3 mm.

Der millionste Teil eines Millimeters oder, was dasselbe ist, der tausendste
Teil eines Mikron, ist ein Millimikron; man bezeichnet 1 Millimikron
mit 1 my = 10-¢ mm.

Gebrauchlich sind ferner die Bezeichnungen:

1 Angstrom’) = 10-8cm = 116 my und 1 X-Einheit =10~ cm,

1) Benannt nach Anders Jonas Angstrom (1814 bis 1874), einem fir die Spektral-
forschung verdienten schwedischen Physiker.
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Der tausendste Teil der Einheit der Stromstirke 1 Ampere (A) ist ein Milli-
ampere (mA); es ist 1 mA = 10-3 A,

Die Einheit des Widerstandes ist 1 Ohm (). Eine Million Ohm heiBt
1 Megohm (MQ); es ist also 1 2 = 10-% MQ.

Die Einheit der elektrischen Spannung ist 1 Volt (V). Tausend Volt
nennt man 1 Kilovolt (kV) = 1000 V; es ist also 1 V = 10-3 kV.

Die praktische Einheit der Kapazitit in der Elektrotechnik ist das Fa-
rad (F) bzw. das Mikrofarad (u¥); es ist 1 Mikrofarad = 10-¢ Farad.

Die Division mit 0 und oo

«) Wird der Nenner eines Bruchs grofler und immer gréBer, so wird der
Wert des Bruchs immer kleiner. Wird schlieflich im Grenzfall der Nenner
unendlich gro8, so wird der Wert des Bruches gleich 0.

. . I 1 1 1 ..
In der Reihe der Briiche 3 35° 300° 3600 WSV ist jeder Bruch um den

zehnten Teil kleiner als der vorhergehende. Der Nenner wird stindig um
den 10fachen Betrag gréfer als der vorausgehende. Wenn der Nenner
grofler als jede angebbare Zahl wird (8. 4), so wird der Wert des Bruches

kleiner als jede angebbare Zahl, in Zeichen: %—a 0 fiir £ - oo,

Den Sachverhalt driickt man kurz in Zeichen aus:

() %_—_0. Damit darf nicht gerechnet werden!

B) Wenn umgekehrt der Nenner eines Bruches kleiner und immer kleiner
wird, so wird der Wert des Bruches immer gréfler. Wird schlieflich im
Grenzfall der Nenner gleich 0, so ist dann der Wert des Bruches gleich oco.

Der Nenner eines Bruches sei ein echter Bruch, wihrend sein Zghler
eine ganze Zahl ist. Es ist nach den Regeln der Division einer ganzen Zahl
durch einen Bruch

1

2 1 200
i7;=1'T22 % =1'—1— =200
1 20 1 2000

i, =L =2 17— =1-=7-=2000

11 1 1

27 20° 200° 2000
. | . 1 .

und sich dem Wert = nahern. In Zeichen: —~~> 00 fire->0und e >0.

Man ersieht hieraus, daBl die Nenner immer kleiner werden

Den Sachverhalt driickt man kurz in Zeichen aus:

®

=oo. Damit darf nicht gerechnet werdenl!

[=T
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Die Bezeichnungen (x) und (8) sollen lediglich einen komplizierten
Sachverhalt einfach und iibersichtlick symbolisch ausdriicken.

Beim praktischen Rechnen ist die Division durch ¢ oder oo nicht ge-
stattet!

Beispiele:

In dem Grundgesetz der Festigkeitslehre, dem Hookeschen Gesetz,
wird der Begriff der Dehnzahl verwendet. Diese Dehnzahl ist eine sehr
kleine Zahl; sie betrigt z. B. fiir Schweillstahl: 5 - 10-7. Mit solchen kleinen
Zahlen 148t sich unbequem rechnen. Deshalb wird in der Festigkeits-
lehre mit dem Kehrwert der Dehnzahl gerechnet. Dieser Kehrwert heifit
der Elastizititsmodul. Er ist eine sehr grofie Zahl. Fiir den soeben er-
wahnten Schweillstahl betrigt der Elastizitdtsmodul:

1

y) Teilt man 0 durch irgendeine Zahl, so erhilt man 0. Es ist:

1, y . DieZahler auf der linken Seite dieser neben-
5 10 stehenden Gleichungen %, %, E(ITO , ﬁ usw.
Yoo _ 1 sowie die rechten Seiten der Gleichungen
5 100 werden immer kleiner. Sie nihern sich dem
Yoo 1 unter («) abgeleiteten Wert é =0. Man ez-

5 71000
Y . hilt also %-——0. Das folgt schon einfach
?00 = 10000 daraus, dafl die Division die Umkehrrechen-
operation der Multiplikation ist; ndmlich aus

usw. 0-5=0.

Statt des Nenners 5 kann man jede beliebige andere Zahl einsetzen. Es
ist also auch:

) %= 0

3) Ebenso 148t sich beweisen, da man oo durch jede beliebige Zahl teilen

kann und immer wieder oo erhiilt. Es gilt

(8) | 2 =0
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In den ersten beiden Formeln war der Zahler gleich 1, in den beiden letzten
war es der Nenner. Statt der 1im Nenner kann man auch jede andere
Zshl einsetzen. Es ist also auch:

0

8) 53=0, da 0-543=0 b) 2 =oo.

Aufgaben:

277) Die Leistung wird in der Technik in PS (Pferdestéirke) oder in kW
(Kilowatt) gemessen.
Fiir Uberschlagsrechnungen kann man 1 PS gleich 3/, kW setzen.

Wieviel kW kann man setzen fiir
a) 4 PS, b) 6 PS, ¢) 120 PS, d) i/; PS, e) 21/, P8.

278) Wieviel PS kann man nach den Angaben der vorhergehenden Aufgabe

einsetzen fiir

a) 1 kW, b) 180 kW, )21 kW, d) 74, kW, e) 59, kW.

279) Die Gewichtseinheiten Zentner und Pfund werden in technischen
Rechnungen nicht verwendet. Vielmehr rechnet man mit kg und .

Bekanntlich ist:
14 =1, kg, 1 Ztr. =100 #, 1+ =1000 kg,

Wieviel Kilogramm sind
a) 40 #, b) 150 #, c) 1000 #, d) 2Y, t, e) 20 t.

280) Wieviel Tonnen sind
a) 20 Ztr., b) 50 Ztr.,, ¢) 75 Ztr., d) 250 #, ) 1000 #.

281) Die gesetzliche Temperatureinteilung in Deutschland ist jetzt die
Celsiusteilung. Frither war die Einteilung nach Réaumur?) die
iibliche. In den Léndern des englischen Sprachgebietes ist die Teilung
nach Fahrenheit?) zum Teil in Gebrauch. Die Umrechnung einer

1) René Antoine Ferchault de Réaumur [sprich: Reomiir] 1683 bis 1757, franzs-
sischer Naturforscher, fithrte die 80 teilige Gradeinteilung fiir das Weingeist-Thermo-
meter ein.

?) Daniel Gabriel Fahrenheit, 1686 bis 1736, Physiker, erfand das Queck-
silberthermometer.

Der Nullpunkt der Fahrenheitschen Thermometerskala entspricht der Tempe -
ratur einer Mischung von Eis, Wasser und Salmiak. Der Temperatur schmelzenden
Eises entspricht der Teilstrich 32°. Die Korperwirme eines gesunden Menschen
betrigt 96° Fahrenheit.
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Temperaturangabe in Réaumurgraden (R) in Celsiusgrade (C) erfolgt
durch die Beziehung:

C= 7R
Fahrenheitgrade (F) werden in Celsiusgrade (C) umgerechnet nach der
Beziehung C = g (F —32). So entsprechen 40° Réaumur: C = g - 40

= 50° Celsius. Der Temperatur 212° Fahrenheit entsprechen

0= (212-32) = J - 180 = 100° Celsius.
a) Wieviel Grade Celsius entsprechen 36° Réaumur ?

b) Wieviel Grade Celsius entsprechen 113° Fahrenheit ?

282) 1 engl. FuB entspricht einer Linge von etwa % m.
Wieviel Metern entsprechen .
a) 20 engl. Fuf, b) 50 engl. Fub, c) 41/, engl. Fui.
283) Den Umfang eines Kreises berechnet man dadurch, da man den Kreis-
durchmesser mit % multipliziert.
Welchen Umfang hat ein Schwungrad von 3!/, m Durchmesser?
284) Der Kranz eines geschweiliten Handwagenrades wird aus Flacheisen
gefertigt.
Wie lang mufl es genommen wercden, wenn der Raddurchmesser
560 mm betragen soll ?
285) Die Trommel einer Handwinde ist 570 mm lang und hat einen Durch-
messer von 350 mm.

Wieviel Meter Drahtseil von 9/, mm Durchmesser lassen sich in
der ersten Lage auf die Trommel aufwinden? Wieviel Trommel-
umdrehungen sind hierfiir erforderlich ?

286) Einem Hochofen mufl im Vergleich zur erzeugten Robeisenmenge die
2/ fache Gewichtsmenge an Erz, dieselbe Menge Koks und die 4/, fache
Menge an Zuschligen zugefithrt werden.

Wieviel Tonnen Erz, Koks und Zuschlige braucht ein Hochofen
bei einer Leistung von 750 t Roheisen ?
287) Das eisenreichste Erz, der sogenannte Magneteisenstein, findet sich
in Schweden und enthilt % seines Glewichtes an Eisen.

Wieviel Tonnen Magneteisenstein werden fiir die Gewinnung von
3640 t Eisen gebraucht ?

288) Ein Hochofen braucht zur Verbrennung von 1t Koks rund 30600 m?
trockene Luft. 1 m® Luft wiegt angenidhert 13/,, kg.

Wievielmal so grofl ist das zur Verbrennung erforderliche Lauft-
gewicht im Vergleich zum verbrannten Koksgewicht ¢
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289) Den Inhalt eines Kreises bestimmt man fiir iiberschligliche Rechnung
geniigend genau dadurch, daf man das Quadrat des Durchmessers
mit |, multipliziert.

Wieviel mm? betrigt der Querschnitt eines Rohres mit der lichten
Weite 28 mm ?

290) Der stiindliche Stromverbrauch eines elektrischen Kochers betrigt
8/, kWh (Kilowattstunde).

In welcher Zeit sind 2 kWh verbraucht ¢

291) Zwei Kreiselpumpen eines Wasserwerkes férdern in einer Viertel
stunde 3/ t. In welcher Zeit wird 1 t geférdert ?

292) Bei einem ZerreiBversuch hatte ein Probestab aus S8t 37 sich um 3/,
seiner urspriinglichen Linge bis auf 156 mm gedehnt.

Wie lang war der Probestab vor der Belastung?

293) Eine 30 mm dicke Sperrplatte fiir den Holzmodellbau wird so herge-
stellt, da8 die Mittelschicht 10mal so dick ist wie jedes der beiden sie
sperrenden Furniere.

Wie dick sind die Sperrfurniere und die Mittelschicht auszufithren ?

b) Die Dezimalzahlen oder Zehnerbriiche

Dividiert man den Zihler eines Bruchs durch seinen Nenner und ist der
Zshler nicht ein Vielfaches des Nenners, so erhilt man eine Dezimalzahl
{oder auch Dezimalbruch oder Zehnerbruch genannt).

Beispiel;
7

5=1:8 =0,875 [sprich: ,,0 Komma 8—7—5%],

Gleichzeitig ist
7 7.125__ 815
8 §.125 1000
{Zihler und Nenner wurden so erweitert, daB im Nenner eine Zehner-
potenz steht).
7 875 800 , 170 5 8 , 7 5
5= 1000 — 1000 T 1000 T 1000 = 16 T 166 T 1060°

demnach .
8 7
0875 = 15+ 10 + fo0o-
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Das Kennzeichen fiir eine Dezimalzahl ist das Komma oder ein Punkt ober-
halb der Zeile (nach DIN 1302); also auch 0-875. Die letzte Schreibweise
ist jedoch weniger gebriauchlich. Die Stellen hinter dem Komma sind
die Dezimalstellen. Sie werden einzeln hintereinander ausgesprochen.
[Man spricht 4,15: Vier Komma eins fiinf, nicht: 4 Komma fiinfzehn.]

In der Dezimalzahl 12,4567 ist die 4 die Anzahl der Zehntel, die 5 = An-
zakhl der Hundertstel, die 6 = Anzahl der Tausendstel, die 7 = Anzahl der
Zehntausendstel. Es bedeutet hiernach:

4 , 5 6 7
12,4567 =12 + 15 + 100 1006 T 16600 -

Steht an der letzten Stelle hinter dem Komma eine Null, so kann sie fort-
gelassen werden. Man kann auch, ohne den Wert der Dezimalzahl zu
#ndern, hinter die letzte Stelle hinter dem Komma eine oder mehrere Nullen
anhéngen. Esist 0,4 = 0,40 = 0,400.

Umwandlung eines gewdhnlichen Bruchs
in einen Dezimalbruch

1 3
1 1 5
+=1:4=025 & =01 2 —0,625
o 1:5—02 L _001(=10%)  r—0333
5= 0= 100 — U\ g = 99d..
l__' . 1 . 10-3 _1__ =
+=1:6=0,1668 oo =0,001(=10"%) £ =0,111..

Enthslt der Nenner eines gemeinen Bruches nur die Zahlen 2 und 5 als
Grundfaktoren, so 148t sich der gemeine Bruch in eine endliche Dezimal-
zahl verwandeln. Man dividiert den Zghler durch den Nenner. Die Di-
visionsaufgabe geht auf.

Die Dezimalzahlen, hinter deren letzte Dezimalstelle einige Punkte ge-
schrieben sind, heiBlen periodische Dezimalzahlen. Die Punkte deuten
an, daB die letzte bzw. die letzten Dezimalstellen sich immer wiederholen.

Es ergibt: % =1:7 = 0,142857 142857... Hier wiederholt sich die

Zifferngruppe 142857. Die immer wiederkehrende Ziffer oder Zifferngruppe
heit die Periode, die durch einen dariibergesetzten Strich kenntlich ge-
macht wird. Die nicht wiederkehrenden vorangehenden Ziffern nennt man
die vorperiodischen Stellen;z. B.0,234545 . . .; hier ist die Periode: 45;
die vorperiodischen Stellen: 23.

Praktisch verwendet man meist nur die ersten 3 oder 2 Dezimalstellen.
Die nachfolgenden 148t man fortfallen, wobei man die letzte stehenbleibende
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Dezimalstelle um eine Zahl erhéht, wenn die erste fortfallende Dezimal-
stelle eine 5 oder eine noch grofere Ziffer ist. Man rundet also folgender-
maflen ab:

2,7348231 =~ 2,73 oder 2,735 Das Zeichen = heifit:
1,35152 =135 ,, ~ 1,352  angenihert, nahezu gleich
0,16666 ...~ 0,17 ” =~ 0,167. (rund, etwa).

Aufgaben:

Die nachstehenden Briiche sind in Dezimalbriiche — fails erforderlich,
auf 3 Dezimalstellen abgerundet — umzuwandeln:

204) 3 —  206) =  208) 1;=  300) 12— 309 2. —
W) L= 27 5= 21027~ 30145 =  303) o0 =

Umgekehrt fithrt man aber rechrerisch aus die

Umwandlung einer Dezimalzah!
in einen gewodhnlichen Bruch

Statt 0,24 kann man schreiben 24 oder, durch 4 gekiirzt, 2%; also

100
6
0,24 == 2—5.

0,375 — 210 _3
100078 Man verwandelt eine Dezimalzahl in
4 1 einen gewéhnlichen Bruch, indem
0,04 = 155 =25 man ihn als Zehntel, Hundertstel
9 1 usw. schreibt.
0,002 = 600 = 500"

Periodische Dezimalzahlen verwandelt man in gewéhnliche
Briiche, indem man sie mit 10, 100 oder 1000 multipliziert und davon
die Dezimalzahl selbst oder ihren 10- oder 100- (usf.)fachen Wert sub-
trahiert. Das Vielfache der Dezimalzahl wird so gewihlt, dall die Periode
bei der Subtraktion fortfillt. Die nachstehenden Beispiele mégen das Ver-
fahren verdeutlichen.

Beispiele:

a) Die reinperiodische Dezimalzahl 0,2727 ... soll in einen gemeinen
Bruch verwandelt werden:

Der 100fache Wert betrigt: 27 2797 ...
s 1oy, ’ » 0,2727

Der 1fache Wert vom 100fachen subtrakiert, ergibt den 99fachen Wert: 27.
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45

Der 1fache Wert ist dann

27

P o= % ; Ergebnis: 0,27 27... =

Zlee
.

b) Die periodische Dezimalzahl mit vorperiodischen Stellen: 0,27333 ...
soll in einen gemeinen Bruch verwandelt werden:

Das 1000fache betragt: 273,333 ...

2 ]‘OO i34

97,333 . ..

Die Differenz ist das 900fache.

Sie betrigt: 246.
Das 1fache betragt:

Frgebnisse fiir weitere Beispiele:

0333... =4
015%5... = 2
044T... =
2,11T. .. =2%

246

500 =150 Ergebnis: 0,27333 ... =

41
T150°°

1,207... =12
2,866... =250
01733... =1

0,266... =z

Das Addieren von Dezimalzahlen

Ebenso wie beim Addieren ganzer Zahlen (siche Seite 2) hat man beim
Addieren von Dezimalzahlen die einzelnen Glieder (Summanden) so unter-
einanderzuschreiben, daf} Einer unter Riner, Zehner unter Zehner, Hunderter
unter Hunderter usw. steher. Wenn man diese Forderung erfiillt, dann
stehen auch zwangsliufig die Kommas sowie die Zehntel, Hundertstel,
Tausendstel untereinander. Zusammengefaf3t: Beim Addieren von Dezimal-
zahlen haben die Kommas untereinanderzustehen!

Beispiele: a) 10,035
0,12

143,702

0,033

0,003

200,007
2,01

355,910

b) 325
0,003 25
32,1
123,456
5,403
3000,722
0,06575

3165,00000
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Das Subtrahieren von Dezimalzahlen

Auch hier hat man die Dezimalzahlen so untereinanderzuschreiben, da8
die Kommas untereinanderstehen:

Beispiele: a) 13,750 b) 6,800 c)  100,0000

— 17,025 — 2,934 — 69,0408
6,725 3,866 30,9592

Statt einer ganzen Zah!l schreibt man hinter den Einer das Komma und
so viele Nullen, wie erforderlich sind. Statt 100 also: 100,0000.

Das Multiplizieren von Dezimalzahlen

@) Eine Dezimalzah! wird mit 10 oder einer Potenz von 10, also
100 oder 1000 oder 10000 usw., multipliziert, indem man das Komma um
so viele Stellen nach rechts riickt, wie der Multiplikator Nullen hat.

Beispiele:
a) 0,573 -10 = 5,73 d) 0,075-100 = 17,5
b) 7,832 - 100 = 783,2 e) 0,0301 - 1000 = 30,1
¢) 2,005 - 1000 = 2005 {) 10,6403 - 10000 = 100403.

B) Eine Dezimalzahl wird mit einer ganzen Zahl multipli-
ziert, indem man das Komma der Dezimalzahl zunéchst beim Multipli-
zieren nicht beriicksichtigt, sodann aber im Ergebnis soviel Stellen von
rechts nach links hin durch das Komma abtrennt, wie bei der Dezimalzahl
Stellen hinter dem Komma stehen.

Betspiele:
a) 27,345 - 43 = 1175,835 c) 4,25 805 = 3421,25
109380 ‘ 3400
82035 0
1175,835 2125
3421,25
b) 70,05+ 16 = 1120,8 d) 0,008 - 125 ==
42 030 1,000
1120,80

v) Eine Dezimalzahl wird mit einer Dezimalzahl multipli-
ziert, indem man die Kommas zunichst nicht beachtet — man multipliziert
also s0, als wenn man 2 ganze Zahlen zu multiplizieren hétte. Zum Schiufl
aber streicht man im KErgebnis soviel Stellen von rechts her durch das
Komma ab, wie die beiden Dezimalzahlen zusammen Stellen hinter dem
Komma haben.

Beisptiele:
a) 432,1- O,é_ = 216,05 b) 0,063 - 0,002 = 0,000106
216,05 0,000106
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c) 14,25-31 — 44,175 d) 1,001 - 0,042 = 0,042042
4275 4004 =~ 0,042
1425 2002
44,175 0,042042

e) 0,42 = 0,4 - 0,4 = 0,16

f) 0,152 = 0,0225

g) 0,032 = 0,03 - 0,03 = 0,0009

h) 0,13 = 0,1 0,1-0,1 = 0,001

i) 0,23 =0,2-0,2+0,2 = 0,04 - 0,2 = 0,008
k) 0,42 — 0,4 - 0,4 - 0,4 = 0,16 - 0,4 — 0,064.

Das Dividieren von Dezimalzahlen

a) Eine Dezimalzahl wird durch 10oder eine Potenz von 10,
also 100 oder 1000 oder 10000 usw., dividiert, indem man das Komma
um go viele Stellen nach links riickt, wie der Divisor Nullen hat.

Beispiele:
a) 132,656: 10 =13,265 d) 0,734: 10 =0,0734
b) 97482 : 100 = 97,482 e)  0,012: 100 = 0,00012
c¢) 17534,84 :1000 =~ 17,5635 f) 7000,0 :1000 =17.

Eine Dezimalzahl wird durch eine ganze Zahl dividiert,
indem man die Division wie bei ganzen Zahlen ausfiihrt und beim Uber-
schreiten des Kommas in der Dezimalzahl auch im Ergebnis das Komma
setzt. An die letzte Dezimalstelle des Dividenden konnen, falls erforder-
lich, Nullen angehéingt werden.

Beispiele:
a) 248,56300:32 = 7,7665 . . . b) 2,21:17 = 0,13
2241 = 7,767 17
T 245 "5l
224i 51
213 0
192,
210
192 !

“180
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c) 321,6:24 = 13,4 d) 2,3976: 162 = 0,0148
24 162
_éll ! T
2, 648
96 1296
96 1296
0 )

y) Hat man eine Dezimalzahl, z. B. 1,026, durch eine andel.:e Dezimal-
zahl, z. B. 0,57, zu dividieren, so kann man das soeben unter §) erklirte
Rechnungsverfahren zundchst nicht anwenden.

Statt 1,026 : 0,57 kann man schreiben: 10’05276.

Diesen Bruch erweitert man mit derjenigen Potenz von 10, die den
Nenner (Divisor) 0,57 zur ganzen Zahl macht; also:

1,026 1,026-100 102,6 -
m7“2m272102’6:0‘ .

Hierdurch hat man die Aufgabe des Dividierens einer Dezimalzahl
durch eine Dezimalzahl auf die des Dividierens einer Dezimalzahl durch
eine ganze Zahl zuriickgefithrt. Man erhilt also folgende Regel:

Eine Dezimalzahl wird durch eine Dezimalzahl dividiers,
indem man im Dividend und im Divisor das Komma gleichm#fBig um
soviele Stellen nach rechts riickt, bis der Divisor eine ganze Zahl wird.
Dann dividiert man, wie unter ) angegeben.

Beispiele:
a) 243,5:2,302.

Der Divisor 2,302 hat 3 Stellen hinter dem Komma. Damit er eine ganze
Zahl wird, hat man das Komma um 3 Stellen nach rechts zu riicken.
Gleichzeitig hat man im Dividend 243,5 das Komma um 3 Stellen nach
rechts zu setzen. Er lautet dann 243500. Die auf diese Weise umgeformte
Aufgabe lautet:

243500 :2302 = 105,77 . ..

19302
13300
11510 b) 3,6 :0,12 =360 :12 = 30
}Z;??Z ' c) 0,042:0,14 = 4,2 :14 —0,3
755 d) 17,8 :0,02 = 1780: 2 = 890
16114 e) 0,39 :0,003 = 390 :3 =130

17 460 f) 0,136:1,7 =1,36:17 = 0,08.
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Aufgaben
iiber das Rechnen mit Dezimalzahlen:

304) 4,725 - 38,03 -+ 120,45 — 0,534 -- 37,329 —
305) 154,2 + 47,04 — 1,43 4-0,06 — 99,87 =

306) 11,1 — (17,6 — 7,5) +0,9 = 315) (7,6 — 7,1) - (0,15 +0,05) =
307) 0,16 -+ (0,04 — 0,2) = 316) 1000 (0,03 — 0,029) —

308) (0,019 +0,001)- 10 — 317) 0,32 0,42 —

809) 30,06 0,3 = 318) 1,22 (0,82 — 0,08) —

310) 1,5 (3,75 — 2,25) — 319) (0,023 — 0,002) - 100 —
811) (1,6 —3,2)+5 = 320 0,378:2,7 —

312) (— 0,2)2 = 321) 7,5-0,5-40-0,04 —

313) (— 0,3)8 = 322) (7,76 — 0,25):0,15 =

314) (5,5 +2,5):0,4 = 323) (90,25 — 0,5%) 0,1 =

324) Der genormte Zeichenmafstab M. 1: 2,5 wird im technischen Zeichnen
fiir Verkleinerungen viel verwendet. Hierbei ist ein Werkstiick
2,5mal 80 grof}, wie es auf der Zeichnung erscheint.

Wie groB} ist in diesem MafBstab ein Blech mit den Abmessungen:
125 x 200 mm zu zeichnen ?

325) Wieviel Millimeter betréigt der Gewindedurchmesser einer 3/,” Whit-
worth-Schraube ? (1 = 25,4 mm)

326) Auf eine Gewindelinge von 1" kommen bei dem 1/,” Whitworth-
Gewinde 12 Ginge. Wie grof} ist die Gewindesteigung ?
(Anleitung: Gewindesteigung = 25,4 : Gangzahl.)

327) Die Gewindesteigung der 1”7 Schraube betrigt 3,175 mm. Wieviel
Ginge kommen auf ein Zoll ¢

828) Das spez. Volumen und die Wichte sind reziproke Gréfen ?
(Wichte = 1: spez. Volumen; spez. Volumen == 1: Wichte.) Das spez.
Volumen der Luft betrigt 0,774. Wie grof} ist die Wichte der Luft?) ?

329) Der Fiinfjahrplan legt fiir das Jahr 1955 folgenden Produktions-
umiang fest:

Maschinenbau 8,1 Milliarden D
Elektrotechnik 2’25 L) ;’
Feinmechanik und Optik 930 Millionen ,,

Wieviel DM wird die gesamte Produktion dieser Industrien be-
tragen? [Das Ergebnis ist in Zahlen auszuschreiben!]

1) Unter dem ,,spezifischen Volumen eines Kérpers versteht man das Volumen
der Gewichtseinheit. Es hat die Dimension: m?®kg. Umgekehrt aber: Unter dem
,-.spezifischen Gewicht* (jetzt als ,,Wichte‘‘ bezeichnet) versteht man das Gewicht
der Volumeneinheit. Die Wichte hat die Dimension (= Grofe): kg/m?®.

Mathematik Teil 1. 4
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330) Um die Zahnteilung eines Zahnrades zu bestimmen, hat man den Modul
mit 3,14 zu multiplizieren.
Wie groB ist die Zahnteilung bei einem mit dem Modul 7,5 mm ge-
schnittenen Zahnrad ?
331) Die Zahnhéhe eines Zahnrades setzt sich aus der Kopf- und Fu8hshe

zusammen. Man wiahlt bei bearbeiteten Zdahnen die Kopfhohe gleich
dem Modul, die FuBhéhe gleich dem 1,166fachen Modul.

Wie gro8 ist die Zahnhéhe eines mit dem Modul 3,75 mm bearbei-
teten Zahnrades ?
332) Das Gewicht eines Quadratmeters einer Blechplatte in Kilogramm be-
stimmt man rechnerisch, indem man die Dicke des Bleches in Milli-
meter mit der Wichte des Werkstoffes multipliziert.

Wieviel Kilogramm wiegen 2,5 m? Stahlblech von 4 mm Dicke?
(Wichte: 7,8b)

833) Das Gewicht eines GuBstiickes kann man angenéhert aus dem Modell-
gewicht berechnen, indem man das letzte mit einer Umrechnungszahl
multipliziert. Diese Umrechnungszahl hingt ab von der Holzart des
Modells und dem Werkstoff des GuBstiickes. Sie betrigt z. B. fiir
ein Modell aus Fichtenholz und fiir den GuBwerkstoff Messing: 15,8.

Wie schwer ist ein GuBstiick aus Messing, dessen Modell 0,75 kg
wiegt ?

334) Ende des Jahres 1950 gab es in unseren volkseigenen Betrieben 770
Aktivistenpline. Ende Mirz 1951 waren es bereits 2,3 mal so viel.
Wieviele sind das ? ‘

II. Die in der Technik gebriuchlichen .
Mafe und Einheiten

In den Textiibungsaufgaben des Abschnittes I wurden als Anwendung
fiir die Grundrechnungsarten mit den reellen Zahlen diese Zahlen im Zu-
sammenhang mit einer allgemein bekannten Abmessung (Dimension) ver-
wendet. Diese Abmessungen wurden als sogenannte Einheiten (Kurz-
zeichen) mit kleinen lateinischen Buchstaben ohne Punkt hinter die Zahlen
gesetzt. Uber die Schreibweise dieser Einheiten gibt das vom Deutschen
NormenausschuBl herausgegebene DIN-Blatt DIN 1301 Auskunft. Man
schreibt beispielsweise: 7,5 m und driickt damit die Lénge einer Strecke
aus, die 7%/, mal so lang ist wie eine festgelegte Einheitsstrecke. Die Zahl 7,5
zahlt, wie das Wort Zahl zum Ausdruck bringt, die Anzahl der als Mafein-
heit benutzten Meter (m), oder man vergleicht die Linge der Strecke 7,5 m
mit der Linge der Einheitsstrecke 1 m. Messen heilit nimlich nichts anderes
als Vergleichen.

Die in der Technik am meisten verwendeten MaBeinheiten und die von
ihnen abgeleiteten GroBen werden nachstehend unter Benutzung der ge-
normten Schreibweise behandelt.
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1. Die Lingenmafe

Die Einheit der Linge ist das Meter (m). Ein im Biiro der MaBe und Ge-
wichte im Pavillon de Breteuil bei Paris aufbewahrter Stab aus einer Le-
gierung von 909, Platin und 109, Iridium dient als Urmeter. Kopien dieses
Urmeterstabes wurden an die einzelnen Staaten verteilt und dienen diesen
Staaten als Normalen der Léngeneinheit. Das Meter sollte nach einem Be-
schluf} einer von der franzgsischen Nationalversammlung 1791 eingesetzten
Kommission der 40 millionste Teil des durch die Pariser Sternwarte gehenden
Erdmeridians sein. Eine andere Bestimmung der genauen Linge eines
Meters ist durch die Wellenlinge des Lichtes, und zwar der roten Linie
des Elementes Kadmium, méglich. Hiernach betrigt 1 m = 1553164,1
Wellenldngen dieses Lichtes in trockener Luft von 15° und 760 mm Druck.

Der 10. Teil eines Meters ist ein Dezimeter (dm). 1 Dezimeter wird in
10 Zentimeter (cm) geteilt. 1 Zentimeter setzt sich aus 10 Millimeter (mm)
zusammen. Das im Maschinenbau verwendete kleinste LingenmaB ist das
Mikron (1). Man versteht hierunter den tausendsten Teil des Millimeters,
Noch kleinere, im praktischen Maschinenbau nicht verwendete Lingen-
maBe, sind das Millimikron (my), das Angstrém (A) und die X-Einheit?).

1 . . 1
m U, 1 A == 1‘6 m‘ll, 1 X'Em]lelt = m A.

Grolere Langeneinheiten als das Meter sind der Kilometer (km) = 1000 m.

Die groften Langeneinheiten, das Lichtjahr (Lj)2), die Sternenweite oder

Parsec®) und die Astronomische Einheit (AE)%), haben fiir den Astronomen
Bedeutung.

Es betragen: 1 Lichtjahr (Ij) = 0,946 - 10'8 cm
1 Parsec = 3,26 Lj = 3,08 - 1018 cm
1 Astron. Einheit (AE) = 1,495 - 1013 em

Es betragen: 1 my =

Zusammenfassung:

1 m =10 dm =100 cm = 1000 mm = 1000000 4 = oo km

Ein in der Seefahrt gebriuchliches LingenmaB ist die Seemeile. Man ver-
steht darunter die Linge einer Meridianminute. Ein Langenkreis ist
40000 km lang. Der 360. Teil hiervon ist ein Meridiangrad. Dieser wird
in 60 Meridianminuten unterteilt. Folglich ist eine Meridianminute =
g‘%’.% (km) = 1,852 km = 1 Seemeile.

(Die veraltete geographische Meile betrug etwa 4 Seemeilen = 7422 m.)

1) Siehe Beispiele fiir sehr kleine Zablenwerte auf Seite 37.

%) Ein Lichtjahr ist die Strecke, die das Licht innerhalb eines Jahres im leeren
Weltraum zuriicklegt.

%) Biehe Seite 15.

%) Die,,Astronomische Einheit¢<ist gleich der mittleren Entfernung Erde — Sonne.

4%
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Englische Lingenmalfe sind:

1 mil = 0,001 Zoll = 0,025 mm

1 Linie =1/, Zoll = 2,117 mm = 1"

1 Zoll (inch) — 25,4 mm — 17

1 FuB} (foot) = 12 Zoll = 304,8 mm =1’
1 Yard =3 Full =0,9144 m

1 engl. Meile = 1760 Yards = 1,609 km.

Russische Lingenmafe sind:

1 Meile = 7 Werst =~ 7,5 km

1 Werst = 500 Sdschehn — 1,06 km

1 Linia = 0,1 Diuim= 0,25 cm

1 Diuim =1/, Fufl = 2,54 cm

1 russ. FuB =~ 1 engl. Fuf} = 0,3048 m

1 Werschéck = 4,445 ¢cm

1 Sotka = 1/, Séschehn

1 Arschin = 0,7112 m

1 Sdschehn = 3 Arschin = 3 - 16 Werschéck

=7 Fufl =2,13 m.

Aufgaben:
335) 40py = ? mm 344) 3/, m = ? mm
335a) 3, m = ? mm 34b) Yoy m = ¢ mm
336) 0,66 mm = % u 346) 2m 3 cm 5 mm = ¢ mm
337) 6,6 mm = ¢ cm 347) 3 dm 7,5 mm = ? mm
338) 9,25 cm = ¢ dm 348) 300 m = ? km
339) 1/, dm = ¢ mm 349) 18 km=?m
340) 8,3 dm = ? mm 350) 0 km 50 m = ? m
341) 1250 mm = ? dm 351) 1,5km —300m = ¥ m
342) 76 mm = ? m 352) 2m — 45¢m -}- 5 mm = ? mm
343) 1,02 m = ? mm 353) 100 mm -100 4 = ¢mm.

2. Die FliehenmaBe

Unter Verwendung der vorastehend behandelten Lingenmale werden die
Flachenmafe bestimmt. Hine quadratische Fliche mit der Seitenlinge von
1 m ist die Einheit der Fliche. Sie hat den Flicheninhalt 1 Quadratmeter
oder — in DIN-Schreibweise — 1 m2. Allgemein bestimmt man den Flichen-
inhalt einer rechteckigen Fliche aus dem Produkt der beiden Seiten, also:

Lénge X Breite.

Ein Rechteck mit den Seitenlingen von 0,5 m und 0,8 m hat den Flichen-
inhalt 0,5 (m)-0,8 (m) =0,4 (m?). Aus dem Produkt zweier in Meter
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gemessenen Rechteckseiten erhélt man den Rechteckinhalt in Quadrat-
meter; es ergibt also m-m = m2 Beide Rechteckseiten miissen in der-
selben Lingeneinheit gemessen sein. Betragt die eine Seite 20 cm, die
andere 1,6 m, so muB man zur Flicheninhaltsbestimmung beide Seiten
in Meter ausdriicken. Da 20 em = 0,2 m ist, berechnet man den Inhalt:
0,2 (m):- 15 (m)=10,3 (m?2).

Die Fliche eines Quadratmeters kann man in 100 Quadratdezimeter
= 100 dm? unterteilen.

1 dm? setzt sich aus 100 Quadratzentimeter = 100 cm? zusammen.

1 cm? » 100 Quadratmillimeter = 100 mm? s
Grofere Flicheneinheiten sind:

1 Ar (a) = 100 m2. Ein Quadrat mit 10 m Seitenléinge ist die Flache eines
Ars.

1 Hektar (ha) = 100 a = 10000 m2. Der Flicheninhalt eines Quadrats
mit 100 m Seitenlinge betriigt 1 ha.

1 Quadratkilometer (km?) == 100 ha = 10000 a = 1000000 m?.

Zusammenfassung:

1 dm? == 100 cm?2; 1 cm? = 100 mm?
1 km? == 100 ha = 10000 a = 1000000 m?
1hka =100a;1a =100 m?

Ein veraltetes Flichenma$, das jedoch in der Landwirtschaft auch heute
noch verwendet wird, ist der Morgen.

1 (preuBischer) Morgen ist eine Fliche von etwa 25 a.
4 Morgen sind also 1 ha.
Russische Flichenmafe sind:
1 Qu.-Werst = 250000 Qu.-Sischehn = 1,14 km?
1 Qu.-Séschehn =— 9 Qu.-Arschin = 4,55 m2.
dufgaben:
354) 1/, dm? = ? cm? 357) 200 cm? = ¢ m? 360) 5000 m? = ? ha
355) 7,6 em2 = ? mm? 3858) 150 mm? — ? ¢cm? 361) 600 a = ? ha
366) 1/, m2 — ? cm®  359) 3000ha = ? km? 362) 3, ha = ? a
363) 59, km? = ? ha.

364) Die beschnittene Lichtpause im DIN-Format A 0 hat die Seitenlédngen
841 mm und 1189 mm. Wieviel Quadratmeter Pauspapier werden fiir
eine solche Lichtpause verwendet ?
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365) Durch fortgesetztes Halbieren des Formates A0 erhilt man die For-
mate A 1, A2 usw. DasFormat A4 bat die Seitenlingen 210X 297 (mm).

Wie viele solcher Blitter kann man aus 1 m? schneiden ?
366) Wieviel Quadratzoll enthalt 1 m2?

367) Wieviel Quadratzentimeter betrigt die Querschnittsfliche eines Vier-
kantstahles von 8 mm Kantenlinge ?

368) Der rechteckige Grundrif} eines Fabrikgelindes betréigt 2 km X 600 m.
Wieviel Hektar sind dies?

368a) Ein Neubauer besitzt ein rechteckiges Stiick Land, das 300 m lang
und 250 m breit ist. Wieviel Ar sind das?

368b) Auf einem volkseigenen Gut werden 37 ha Land mit Zuckerriiben,
14 ha mit Weizen, 23 ha mit Roggen, 9 ha mit Kartoffeln und 21 ha
mit Olfriichten bebaut. Wieviel Morgen Land (1 Morgen zu 25 a)
sind insgesamt bestellt worden ?

3. Die Korpermafle

PDer Rauminhalt oder das Volumen eines Wiirfels, dessen Kante 1 m
lang ist, betrigt 1 Kubikmeter (m3). Andere Bezeichnungen fiir 1 m3
sind Festmeter oder Raummeter. Die Grundfliche dieses Wiirfels ist 1 m?2;
seine Hohe betrigt 1 m.

Der 1000. Teil eines Kubikmeters ist der Kubikdezimeter (dm?2).
Dies entspricht dem Volumen eines Wiirfels mit der Kantenlinge von
1 dm == 10 em. Im Geschéftsleben wird der Kubikdezimeter als Hohlmaf
benutzt und Liter (1) genannt,

Der 1000. Teil eines Kubikdezimeters ist der Kubikzentimeter (cm3).
Ein Wiirfel mit der Kantenldnge von 1 cm hat das Volumen 1 cm3,

Der 1000. Teil eines Kubikzentimeters ist der Kubikmillimeter (mm?3).
Sein Volumen entspricht dem eines Wiirfels mit der Kantenlinge von 1 mm.

Von dem Rauminhalt eines Liters (1) = 1 dm3 leiten sich noch folgende
RaummalBe ab:

1 Hektoliter (1 hl) = 100 | = 100 dm?
1 Deziliter (1dl) = ;5 1= 100 om?

1 Zentiliter (1 cl) =z 1= 10 cms
1 Milliliter (Lml) = 51— 1 om?.

Zusammenfassung:

1 m3 = 1000 dm?3 = 1000000 cm? = 1000000000 mm?3

1 dm3 = 1000 cm3; 1 cm3 = 1000 mm3; 1 dm3 =11
1 hl = 100 1= 1000 dl = 10000 ¢l = 100000 ml

11=10dl; 1dl=10¢l; 1cl=10ml; 1 ml =1 cm?
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In England und Amerika wird als RaummaB 1 KubikfuB} (cbefoot) be-
nutzbt. 1 cbefoot = 0,0283 m3,

Die Vermessung von Schiffen erfolgt in Registertonnen. 1 Register-
tonne hat einen Rauminhalt von 100 engl. Kubikful = 2,83 m3.

Es sei hierbei ausdriicklich darauf hingewiesen, daBl eine Registertonne
ein RaummaB ist. Man verwechsele sie nicht mit dem Gewichtsma 1 ¢
(siehe im folgenden Abschnitt: GewichtsmaBe).

Russische KorpermaBe sind:

1 Gérnitz = 3,28 1

1 Wedrdé = 10 Krutschka = 12,5 1
1 Tschétwert = 210 1

1 Tschetwerik = 26,2 1

1 Botschka = 4,92 1.

Aufgaben:
369) 4,5 m® = ? dm3 376) 61/, hl =171 383) 1Y, dl =12 ¢l
870) 7750 cm® =% dm3  377) 3%, 1 =% dl 384) 121/, ol =% ml
379) 0,35 dm® —? cm3  379) 0,4 1 =2 cm?

8 _1

374) 15 om® —? mm? - 381) 05 ol =% ml  987) 750 em? =% 1
875) ps m® =? dm3 382) Y, 1=12dl 388) 13/, 1 = % cm3.

4, Gewichtsmale

Die in der Technik verwendete Gewichtseinheit ist das Kilogramm (kg).
Man versteht darunter das Gewicht eines Kubikdezimeters oder, was das-
selbe ist, eines Liters Wasser von 4° Celsius. (Siehe S. 63: Pond.)

1000 kg nennt man eine Tonne (t). Dieses Gewicht entspricht dem eines
Kubikmeters Wasser von 4° Celsius.

Der 1000. Teil eines Kilogramms ist ein Gramm (g). Esist das Gewicht
eines Kubikzentimeters Wasser von 4° Celsius.

Der 10. Teil eines Gramms heillt Dezigramm (dg)

s 1000 ,, ' »» Zentigramm (cg)
» 1000, ,, " ,, Milligramm (mg).
Nicht einbegriffen in die DIN-Normen sind folgende Gewichtseinheiten:
1 Pfund = 500 g 1 Dekagramm = 10 g
1 Zentner = 50 kg 1 Hektogramm = 100 g

1 Doppelzentner = 100 kg 1 metrisches Karat =200 mg.

In England und Amerika wird mit dem engl. Pfund (Ib) gerechnet.
Es entspricht: '

1 engl. Pfund (lb) = 0,4536 kg
oder
1 kg = 2,2046 engl. Pfund (lbs).
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Zusammenfassung:
1 kg =1000 g = 10000 dg = 100000 cg = 1000000 mg = ﬁl@ t
1 g =10 dg = 100 cg = 1000 mg

Aufgaben:
389) Y, t = ? kg 399) 2kg +20g +2000 mg = % ¢
390) 100 kg = ? ¢ 400) /58 +3dg +5Hecg = tmg
391) 003 kg=1%g 401) 0,75t — 200 kg 4,0t = 2 kg
392) 500 g = ? kg 402) 19,5 kg 4500 g = 2 ¢
393) 50dg =1t g 403) 20 Ztr. = ? ¢t
394) 3, g= % dg 404) 7000 kg = ? Ztr.
395) 10Y, g = ? mg 405) 70 Doppelatr. = ? t
396) 625 mg = ? cg 406) 7Y/, Doppelztr. = ? kg
397) 0,009 kg = ? mg 407) 475 lbs = ¢ kg
398) 350 dg = ? kg 408) 5725 lbs = ? t.

5. ZeitmaBe

Die Einheit des Zeitmafles bestimmt man aus der zeitlichen Dauer eines
Tages von Mittag zu Mittag, wobei man unter Mittag den Zeitpunkt ver-
steht, in dem die Sonne genau im Siiden steht. Da die Tageslingen zu ver-
schiedenen Jahreszeiten nicht genau in ihrer Dauer iibereinstimmen, so
wird der Zeitbestimmung der Mittelwert der Dauer aller Tage vom Mittag
des 21. Miirz des einen bis zum Mittag des 21. Mirz des nichsten Jahres
zugrunde gelegt. Man nennt diesen Mittelwert: 1 mittlerer Sonnentag.
Auf die Einheit der Zeit kommt man, indem man diesen mittleren Sonnen-
tag in 24 Stunden, jede Stunde in 60 Minuten und jede Minute in 60 Se-
kunden teilt. Da 24.60-60 = 86400 ist, so hat also ein Tag 86400 Se-
kunden. Die Sekunde ist die Einheit der Zeit, die sich nach vorstehendem
wie folgt definiert.

Eine Sekunde ist der 86400. Teil eines mittleren Sonnentages.
Die genormten Kurzzeichen fiir die Zeitmafe sind:
h = Stunde (lateinisch hora = die Stunde)

m min schreibt man, wenn dieses Zeichen
oder } = Minute allein steht und nicht mit einem anderen
min Kurzzeichen zusammen verwendet wird.

8 = Sekunde.
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Dieselben Zeichen werden auch zum Schreiben der Uhrzeit verwendet,
wobel sie in diesem Falle erhoht oberhalb der Zeile geschrieben werden;
also z. B. 31 26™ 16° [sprich: 3 Uhr, 26 Minuten und 16 Sekunden].

Zusammenfagsung:

1 h =60 min = 3600 s
1 mn= 60s

Aus Vorstehendem ergibt sich, daf bei der Umrechnung der Zeiteinheiten
in andere die umzurechnende Zeit mit 60 bzw. 3600 multipliziert oder divi-
diert werden muf}. Es sei daran erinnert, daf Lingen, Flichen- und Ranm-
inhalte sowie Gewichte durch Multiplikation oder Division mit 10 oder
einer Potenz von 10 umgerechnet werden.

Beispiele: a) Wieviel Sekunden sind 0,2 min ?
0,2-60 =12 Ergebnis 12 s.

b) Wieviel Minuten sind 192s?
192:60 = 3,2 Ergebnis: 3,2 min.

Aufgaben:
409) 0,6 min = ? s 414) 7344 s = % h
410) 0,4 h = ? min 415) 434 h = ?h? min? s
411) 01 h= ? s 416) 3 h 39 min 36 s = ? h

412) 225 min =t h  417) 14, h+-40 min = ? h
413) 2124 s = ? min 418) 3,2 min +2min 128 42935 4+ 78 =19 min.

6. Winkelmafle
a) Winkelmessung in Winkelgraden

Unter einem Winkel versteht man zwei von einem Punkt — dem
Scheitelpunkt — ausgehende Strahlen verschiedener Richtung, die
Schenkel genannt werden. In der mathematischen Schriftsprache wird
- der Winkel mit < bezeichnet. Um die GréBe eines Winkels zu messen,
mubl man die beiden Geraden bis zu ihrem Schnittpunkt verfolgen. Dieser
Punkt heillt der Scheitel; die beiden Geraden sind die Schenkel des Winkels.
Liegen beide Schenkel in einer geraden Linie, aber auf verschiedenen Seiten
des Scheitels, so heiBt der Winkel ein gestreckter oder gerader. Die Hilfte
eines gestreckten Winkels heifit ein rechter Winkel. Bei ihm stehen die
beiden Schenkel senkrecht — auch lotrecht oder vertikal genannt — auf-
einander. Ein Winkel, der kleiner als ein rechter ist, heiflt ein spitzer
Winkel; einer der gréfer als ein rechter ist, ein stumpfer Winkel.
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Jeder Winkel wird durch einen Bogen gemessen, der um seinen Scheitel
mit einem beliebigen Radius (Halbmesser) zwischen seinen Schenkeln be-
schrieben wird. Die Grofe der Winkel wird durch Grade — mathematisches
Zeichen ° rechts oberhalb der Zahl — ausgedriickt.

Der gestreckte Winkel hat 180°, der rechte 90°. Dreht man eine Strecke
um den einen ihrer beiden Endpunkte einmal ganz herum, so daf sie zum
Schlufl mit ihrer Ursprungslage zusammenfillt, so hat sie den Winkel von
360° beschrieben. ’

Der Winkel von 360° heiit Vollwinkel.

Die Einteilung des Vollwinkels in 360° rithrt von der iiberholten, irrigen
Zeitrechnung her, nach der die Erde stillstehe und die Sonne, die sich um sie
drehe, tdglich um 1° weitergehe. Diese Laufbahnénderung erneuere sich
alle 360 Tage (= 1 Jahr).

Im Maschinenbau sind die Winkel von 90°, 60° und 45° die hiufigsten.
Der 90° <¢ wird in der Praxis als Normal-, Anschlag- und Kreuzwinkel
benutzt,

Fiir genaue Messungen unterteilt man den Winkel von 1° Grofle in
60 gleiche Teile, die man Minuten — mathem. Zeichen: ’ hinter der Zahl,
oberhalb der Zeile — nennt. 1’ wird in 60’ [lies: 60 Sekunden] unterteilt.

Zusammenfassung:

1° = 60" = 3600
1! — 60”
1 rechter Winkel = 90°

Die genauesten Winkelmessungen werden in der Praxis mit dem Winkel-
teilungspriifer mit Theodolit und Kollimator der Firma Zeil ausgefiihrt.
Die MeBunsicherheit betrigt -+ 1", ‘
Die Umrechnung eines in Graden gegebenen Winkels in Minuten bzw.
Sekunden oder umgekehrt ist ebenso wie die Umrechnung der Zeiteinheiten
durch Multiplikation bzw. Division mit 60 oder 3600 vorzunehmen.

Beispieles
a) 51/,° = (Y, - 60) = 315 ¢) 210" = (210:60) = 3/’
b) 21/," = (2Y; - 60)" = 140" d) 312 = (312:60)° = 5,2°.
Aufgaben:
419) 75° = 17 421) 2% =" 493) 1Y° = ¢ "
420) 70" = ?° 7’ 422) 100" = 2" 2"

424) Welchen Winkel bilden die beiden Uhrzeiger um 127
425) Welchen Winkel legt der grofle Uhrzeiger in 40 min zuriick ?
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426) Die bei allen Schiffskompassen angebrachte Windrose ist eine waage-
recht gelegene Kreisscheibe, die durch 32 vom Mittelpunkt nach dem
Umbkreis gezogene, gleichweit voneinander abstehende Radien die
Lage der Himmels- und Weltgegend veranschaulicht. Am #uBersten
Rande der Windrose ist die Einteilung von 360 verzeichnet. Wieviele
Grade kommen auf jeden der 32 aufgezeichneten Radien?

427) Wie grof} ist der Winkel, der entsteht, wenn man 2 aufeinander-
folgende Ticken eines Sechskantstahles mit dem Mittelpunkt der
Querschnittsfliche verbindet ?

428) Nach dem Normblatt DIN 2504 iiber AnschluBma@e fiir Flansche sind
fiir die Nennweite 350 mm 16 Schrauben je 1%/;” vorgesehen. Wieviel
Grad betriagt die Lochteilung ?

Anmerkung:

In neuerer Zeit ist man z. T. dazu iibergegangen, den rechten Winkel
nicht, wie allgemein iiblich, in 90°, sondern in Anlehnung an das Zehner-
system in 100 Grade emnzuteilen. Zum Unterschied von der mit dem
Zeichen ° bezeichneten 90er Teilung bezeichnet man diese neue Winkel-
einheit nach DIN 1302 mit Neugrad. Man schreibt fiir diese Einheit: 18.

Es entsprechen: 1008 = 90° oder 18 =0,9° =54,

Den Neugrad teilt man in 100 Neuminuten und schreibt fiir 1 Neuminute:
1¢ (¢ = centum = 100). 1 Neuminute unterteilt sich in 100 Neusekunden,
von denen man eine mit 1°¢ schreibt.

1° entspricht somit %’—;— =1,11...8=1811°111...°°. Die Umrech-
nung eines in Neugraden, -minuten und -sekunden gegebenen Winkels in
Neugrade gestaltet sich wesentlich einfacher; es ist z. B.:

32¢ 26° T4°° = 32,2674¢.
Zuxr Erleichterung der Umrechnung der bisherigen Winkelgrade in Neu-
grade gibt es diesbeziigliche Tabellen.

b) Winkelmessung im Bogenmal

Die Grofle eines Winkels bestimmt man aufler in Graden bzw. Neugraden
— besonders in der hheren Mathematik — durch die Linge des ihn iiber-
gpannenden Kreisbogens des Einheitskreises. Zum Verstindlichmachen
hiervon einige vorbemerkende Erklirungen!

Der Einheitskreis ist der Kreis mit dem Radius (Halbmesser) 1. Ob dieser
Radius 1 m, 1 cm, 1 dm oder eine andere als Einheit gewiahlte Liange ist,
ist belanglos. Wesentlich hingegen ist, dafl man die Lange des Kreishalb-

messers als MaBeinheit festlegt. Der Umfang des Einheitskreises betrigt
3

2.3,14159... — 6,28318... Die Zahl 3,14159..., fiir die = oder >0

Niherangswerte sind, wird mit dem griechischen Buchstaben z [sprich: Pi]

bezeichnet,.
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Es ist also: 7w =3,14159...
Umfang des Einheitskreises = 2 - z.

Beschreibt man um den Scheitel eines Winkels den Kreis mit dem Radius 1,
so ist die Lénge des den Winkel iiberspannenden Kreisbogens ein Ma8 fiir
die GréBe des Winkels.

Zum Vollwinkel 360° gehort der gesamte Umfang des Einheitskreises.
Man bezeichnet somit den Winkel 360° mit 2 - ». Der gestreckte oder ge-
rade Winkel 180° wird von dem halben Einheitskreis iberspannt. Ferner
erhalt man:

180° A b7
0 4]
60° A Z
5> A T
30° A g

Der Bogen von der Linge 1 beim Radius 1 iiberspannt den Winkel
360°:6,28318 = b7,29578° = 57° 1T’ 44,8 = 63,66198¢.
Man bezeichnet diesen Winkel nach DIN 1302 mit 1 rad {sprich: 1 Radiant]

1 rad = 57° 17" 44,8”
== 63,66 198¢

Aufgaben:
Die in Graden gegebenen Winkel sind im Bogenmall anzugeben.

429) 20°=1? 430) 165°=1? 431) 36°=17 432) 120°="? 433) 270° =1
Welchen Winkeln in Graden entspricht:

434) 0,5 rad = ? 436) 1,2 rad = ? 438) 3 rad = %

435) & rad = ? 437) 2 rad = ?

7. TemperaturmaBe — WirmemaBe

a) Messen des Wirmezustandes

Der Wirmezustand oder die Temperatur eines Korpers wird mit dem
Quecksilberthermometer gemessen. Taucht man ein solches Thermometer
zuniéchst in schmelzendes Eis und dann in die Dampfe des (bei 760 mm
Druck) siedenden Wassers, so erhilt man 2 Fundamenalpunkte (Eispunkt
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und Siedepunkt). Der Abstand der beiden Fundamentalpunkte wird in
100 gleiche Teile geteilt. Jeder der durch die Teilung gebildeten Ab-
schnitte heilt Grad. Man bezeichnet den Eispunkt mit 0° C [sprich: 0 Grad
Celsius] und den Siedepunkt mit 100° C1),

Uber die noch z. T. verwendeten Temperaturangaben nach Fahrenheit
und Réaumur und deren Umrechnung siehe: Aufgabe 281 Seite 40.

In der Technik werden Temperaturen auch nach der absoluten Tempera-
turskala angegeben, bei der lediglich eine Verlegung des Nullpunktes der
Celsiusskala um 273,16° C unter den Gefrierpunkt des Wassers erfolgt.
15° C entsprechen (273,16° C + 15° C) = 288,16° K [sprich: 288,16 Grad
Kelvin]Z).

b) Messen der Wirmemenge

Die gesetzlichen Einheiten fitr die Warmemengenmessung sind die Kilo-
kalorie (kcal) und die Grammkalorie (cal) sowie die Kilowattstunde (kWh).

Unter einer Kilokalorie (bzw. Grammkalorie) versteht man die Warme-
menge, die 1 kg (bzw. 1 g) Wasser bei Atmosphérendruck um 1° C erwirmt.

Heizwerte von Brennstoffen werden durch die Anzahl von Kilokalorien
(kcal) bestimmt, die bei der Verbrennung einer bestimmten Menge des
betreffenden Brennstoffes entwickelt werden.

Unter dem Heizwert eines Kraftstoffes versteht man die Wiarmemenge in
keal, die 1 kg eines festen oder fliissigen oder 1 m3 eines gasférmigen Kraft-
stoffes bei vollstindiger Verbrennung unter unverinderlichem Druck ent-
wickelt.

Die in der Elektrotechnik verwendete Einheit der Kilowattstunde ent-
spricht 860 kcal.

8. Abgeleitete MaBeinheiten (Auswahl)

Die in den vorhergehenden Abschnitten 1 bis 7 behandelten MaBeinheiten
sind die Grundeinheiten fiir die von ihnen abgeleiteten technischen MaB-
einheiten, von denen anschlieBend im Rahmen dieses Buches nur die wich-
tigaten behandelt werden kénnen.

a) die Spannung

Laft man ein Gewicht auf eine Fliche bestimmter GroBe einwirken, so
erhilt man eine Spannung, der man die MaBeinheit kg/em? [lies: Kilo-
gramm je Quadratzentimeter] gibt, wenn das Gewicht in Kilogramm und
die Fliche in Quadratzentimeter angegeben sind. Die MaBeinheit kann aber
bei Zugrundelegung anderer Gewichts- und Flacheneinheiten auch: kg/mm?
oder t/m? oder g/em? usw. sein.

1) Anders Celsius, 1701 bis 1744 in Upsala, schwedischer Stern- und Naturforscher,
?) Lord Kelvin, englischer Physiker, 1824 bis 1907.
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" In der Festigkeitslehre werden verwendet:

Zug-, Druck-, Biege-, Verdrehungs- und Abscherspannungen. Die ersten
drei Spannungen, bei denen die Kraftrichtung senkrecht zur bean-
spruchten Fliche liegt, nennt man Normalspannungen. Die beiden letz-
ten Spannungen (Verdrehungs- und Abscherspannung) werden durch eine
Kraft hervorgerufen, deren Richtung mit der Lage der beanspruchten Fliche
zusammenfallt. Sie heilen Tangential- oder Schubspannungen.

Als Einheit fiir die GroBle der Dampfspannung wird die Atmosphire
(at oder Atm) gewihlt. Es entspricht
1 Atm (=1 physikalische Atmesphére)
dem Druck von 1,033 kg auf 1 em? Fliche = 760 Torr?),

1 at (=1 metrische oder technische Atmosphire)
dem Druck von 1 kg auf 1 cm? Fldche = 735,56 Torr.

Umrechnung: 1 at = 0,9678 Atm
1 Atm = 1,0333 at.

Die MaBeinheit einer Spannung in kg/em? haben auch die in der Festig-
keitslehre verwendeten Elastizitits- und Schubzahlen. Fiir Elastizitits-
zahl sagt man auch Elastizititsmodul oder Dehnsteife. Fiir Schubzahl
sagt man auch Schubmodul oder Schubsteife. Der Kehrwert dieser Zahlen

hat die MaBeinheit: . Man nennt den Kehrwert des Elastizitdtsmoduls:

Dehnzahl oder Spanndehne Der Kehrwert des Schubmoduls heifit: Schub-
zahl oder Spannschiebe. Bei der iiblichen Markenbezeichnung von Stahl
findet man die Angaben iiber seine Mindestzugfestigkeit.

Die normmafige Markenbezeichnung fiir Stahl ist in DIN 17006 fest-

gelegt. Es wird zum Beispiel ein Stahl mit 34 kg/mm? Zugfestigkeit mit
5t 34 [sprich: St vierunddreiBig] bezeichnet. Die Buchstaben (St) geben
die Werkstoffart, die Zifferngruppe (34) im allgemeinen die Mindestzug-
festigkeit an.

b) Das Einheitsgewicht oder die Wichte
(frither: Spezifisches Gewicht)

Unter der Wichte eines Korpers versteht man die Zahl, die angibt, wie-
viel Gramm 1 em3 oder wieviel Kilogramm 1 dm3 oder wieviel Tonnen 1 m®
des Kérpers wiegt. Die Dimension des Einheitsgewichtes (Wichte) ist
folgende: g/cm? [hes Gramm je Kubikzentimeter] oder kg/dm3 oder t/m?,

Uber die GroBe der Wichte fiir die verschiedenen festen Kérper sowie fiir
Fliissigkeiten und Gase geben einschligige Tabellen Auskunft. In der

1) 1 Torr ist der Druck von 1 mm QS (Quecksilbersiule).
1 Torr = 1,33322 mb (Millibar), 760 Torr = 1013,3 mb (Millibar).
Die Bezeichnung Torr ist zu Ehren des Physikers Evangeliste Torricelli (1608 bis
1647), eines Schiilers Galileis, gewahlt.
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Technik wird die Wichte zur Gewichtsbestimmung eines Korpers benutzt.
Man erhilt das Gewicht in Kilogramm, wenn man das in dm?® bestimmte
Volumen mit der Wichte multipliziert.

 Der Kehrwert (reziproke Wert) der Wichte ist das spezifische Vo-
lumen. Es gibt an, wieviel Kubikmeter Raum das Gewicht von 1 Tonne
einnimmt. Seine MaBeinheit ist: m3/t oder dm?¥kg oder cm3/g.

¢) Kriiitepaare und Momente

2 gleichgrofle parallel, aber entgegengesetzt gerichtete Krifte, deren
GroBe man in der Technik in Kilogramm mif3t, greifen an einem Korper
an und versuchen, ihn zu drehen. Es sind Bestrebungen im Gange, zum
Unterschied von Masse und Gewicht das Kilogramm nur noch als Massen-
einheit anzuwenden und als Gewichtseinkeit das Kilopond (kp) einzu-
fithren. :
1 kp = 1000 p (Pond) von Pondus lat. = Last.

Man nennt 2 derartige Kriafte e Kraftepaar. Die Gzofle eines Krafte-
paares hingt von dem in Meter gemessenen Abstand der Krifte und von
der in Kilogramm gemessenen GroBe der einen der beiden gleichgrofien

Kriifte ab.

Man miBt ein Kriftepaar, indem man den Kraftabstand und die Kraft-
grofe bestimmt und beide miteinander multipliziert. Das Produkt von
Meter mal Kilogramm nennt man Meterkilogramm, und man schreibt
diese Mafeinheit: mkg.

Dieselbe Mafeinheit (Produkt von Linge X Kraft) haben die in der
Technik verwendeten Momente. Man unterscheidet zwischen Biege-
momenten und Drehmomenten.

Ein an seinem einen Ende fest eingespannter Stab von einer bestimmten
Anzahl Zentimeter Lénge wird an seinem anderen Ende durch eine Kraft
von einer bestimmten Anzahl Kilogramm durchgebogen. Die hervorgera-
fene Wirkung heiit Biegemoment. Seine Grofle bestimmt man durch
das Produkt aus der Stablinge in Zentimeter und der Kraftgrofie in Kilo-

gramm. Die MaBeinheit des Biegemomentes ist also cm - kg [sprich: Zenti-
meterkilogramm].

Greift an einem um einen festen Punkt drehbaren Korper in einem ge-
wissen Abstande eine bestimmte Kraft an, so nennt man die hervorgerufene
Drehwirkung ein Drebmoment. Seine Grofle hiingt von der KraftgroSe
in Kilogramm und dem in Meter oder Zentimeter gemessenen Abstande
ab. Die Mafleinheit des Drehmomentes ist also ebenfalls: cmkg oder mkg.

d) Geschwindigkeit und Beschleunigung

Unter der Geschwindigkeit eines sich fortbewegenden Kérpers ver-
steht man den in einer bestimmten Zeit zuriickgelegten Weg. Sie wird
durch den Quotienten aus Weg und Zeit gemessen.

Also: Geschwindigkeit = Weg : Zeit.
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Die in der Technik verwendeten Geschwindigkeitseinheiten sind der

in 1 s zuriickgelegte Weg in Meter, also ?; oder der in 1h zuriickgelegte

Weg in Kilometer, also I%.

Ist die Geschwindigkeit eines Fahrzeuges in l}fi gegeben, so erhilt man

geine Geschwindigkeit in Esl—, indem man die gegebene Geschwindigkeit
durch 3,6 teilt. Zur Begriindung hierfiir folgendes

Bedspiel:
72 %:72-1000 ™ denn 1 km = 1000 m.
Da 1 k = 3600 s ist, ergibt sich fir

m 721000 m 72 m m

Die in manchen technischen Arbeiten verwendeten Bezeichnungen:

i 1 ,Benz“ =1 ]—{? sowie 1 ,,cel“ =1 %n

haben sich bisher noch nicht eingebiirgert.

In der Schiffahrt wird als Geschwindigkeitseinheit gebraucht:

Seemeile 1852 m cm
1 Knoten =1 5 23600s=51 -

Nimmt die Geschwindigkeit eines sich bewegenden Korpers wihrend einer
bestimmten Zeit zu oder ab, so erfihrt der Korper eine Beschleunigung bzw.
Verzogerung.

Die Beschleunigung wird aus dem Quotienten der Geschwindigkeit
durch die Zeit berechnet, wobei allerdings die Zeitdauer moglichst klein zu
wahlen ist. Hieraus ergibt sich die MaBeinheit der Beschleunigung zu:

mfs m

s Tt
Man schreibt auch m -s-2,
Fiir die Beschleunigung, die in 1s eine Geschwindigkeitszunahme von
1 em/s hervorruft, die also 1 cm/s? betriigt, ist die Bezeichnung 1 ,,gal*1)
vorgeschlagen. Der 1000. Teil dieser Einheit ist 1 ,,Milligal“.
Die Beschleunigung, die ein frei herabfallender Kérper durch die An-
ziehungskraft der Erde erfahrt, betriagt 9,81 m/s2.

1) Zu Ehren des italienischen Physikers Galileo Galilei (1564 bis 1642). Von ihm
sind die Gesetze des freien Falls erkannt.
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¢) Masse

Der in der Technik verwendete Begriff der Masse eines Korpers wird
nach dem sogenannten ,,dynamischen Grundgesetz als der Quotient des
Kérpergewichts in Kilogramm geteilt durch die Erdbeschleunigung
9,81 ms-2 definiert.

Gewicht in kg
Erdbeschleunigung in m/s? "

Um die MaBeinheit der Masse aus dieser Gleichung zu ermitteln, hat man
kg durch m/s? zu dividieren. Man rechnet mit den Einheiten m, kg, s? so,
als ob es sich um bestimmte Zahlen handele.

kg
/8

Masse =

- kgs? _
Man erhilt 2 =kg-s?/m = —~ =kgs? - m.

m

f) Arbeit und Leistung

Hebt man ein Gewicht von 5 kg auf eine Héhe von 1,5 m, so verrichtet
man die mechanische Arbeit von 5-1,5 = 7,5 mkg [lies: Meterkilo-
gramm]. Die Mafeinheit der Arbeit ist das Produkt aus Meter X Kilo-
gramm, Sie ist die gleiche wie die eines Momentes oder Kriftepaares nach
Abschnitt ¢. Aus dem soeben angefiihrten Beispiel kann man ersehen, da
dieselbe Arbeit verrichtet wird, wenn man 1,5 kg um 5 m hebt, nimlich:
1,55 =175 mkg.

In beiden Fillen ist es gleich, in welcher Zeit die Arbeit von 7,5 mkg aus-
gefiihrt wird. Beriicksichtigt man die Dauer der Arbeitszeit, so kommt man
auf den Begriff der Leistung. Die Leistung ist um so groBer, je schneller
die Arbeit verrichtet wird; d. h. je kiirzer (kleiner) die Arbeitszeit bei der-
selben Arbeitsmenge ist. Wird dieselbe Arbeit in lingerer Zeit ausgefiihrt,
80 ist die Leistung kleiner. Diesen Tatsachen wird die folgende Gleichung
gerecht:

Leistung = Arbeit : Zeit.

Wird die Arbeit in mkg und die Zeit in s gemessen, so ist die MaBeinheit
mkg [lies: Meterkilogramm je Sekunde].

8

der Leistung

Die Leistung von 75 Meterkilogramm je Sekunde nennt man eine Pferde-
stirke =1 PS = 75 228

s

Die englische Leistungseinheit ist 1 HP (horse power = Pferdestirke).
Sie betrigt 1 HP = 76 mkg,

8

Die in der Elektrotechnik verwendete Leistung ist 1 kW (= 1 Kilowatt)
= 1000 W (= 1000 Watt).

Es betragen:
736 W =0,736 kW =1 PS oder

1000 W =1 kW = 1,36 PS.
Mathematik Teil 1. b5
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Der in der Elektrotechnik verwendete Begriff der Kilowattstunde kWh ist
eine Arbeit, die 367000 mkg betrigt. Auf diese Zahl kommt man durch
folgende Umrechnung: .

1 KW — 1,36 PS = 1,36 - 75 X8 _ 109 k8

8 8

1 kWh =102 2% . 36005 — 102 - 3600 ™5 . 5 — 367000 mlkg.

Aufgaben:
439) Welcher absoluten Temperatur in ° K entsprechen 158°C?
440) Wieviel °C sind 260° K ?
441) Wieviel keal sind zur Erwérmung von 1,2 m® Wasser von 10° C auf
35° C erforderlich ?

442) Wieviel keal enthalten 8,51 Dieselol (Wichte 0,88) bei einem Heiz-

wert von 10500 kkc_al?
g

Anleitung: Zuerst das Gewicht in Kilogramm berechnen! Vergleiche
Seite 61 unter 7b: Erklirung des Heizwertes!

443) An einem Rundstahl von 1,33 cm? Querschnitt héingen 2 t und bean-
spruchen den Stahlquerschnitt auf Zug.

Wie groB ist die auftretende Zugspannung in kg/em??

444) Welche Zugfestigkeit in kg je cm? hat der fiir hoher beanspruchte
Triebwerkteile verwendete Stahl St 50 %

Anleitung: Vergleiche 8. 61 unter 8a.
445) Die Wichte von Kork betrigt 0,2. Wie grof ist das spez. Volumen ?

446) Die Wichte der Luft ist ungefahr doppelt so gro wie die des Leucht-
gases. Wie groB} ist das spez. Volumen der Luft im Vergleich zu dem
des Leuchtgases ¢

447) Wieviel wiegen 25 1 Benzol (Wichte 0,88)?

448) An dem Lenkrade eines Kraftwagens (40 cm Durchmesser) iiben die
linke und die rechte Hand des Wagenfiihrers eine Kraft von je 7,5 kg
aus. Die beiden Krifte wirken in paralleler Richtung; sie sind gleich-
groB, aber entgegengesetzt gerichtet.

Wie groB ist dieses Kriftepaar in cmkg?

449) An dem freien Ende eines einseitig eingespannten Stabes von 11/, m
Linge greift eine Kraft von 40 kg an.
Wie groB ist das auftretende Biegemoment in cmkg ?

450) An einer Kurbel mit der Kurbelarmlinge 400 mm greift die Handkraft
von 25 kg an.
Welches Drehmoment in mkg wird hierdurch ausgeiibt?
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451) Wie grof ist das Drehmoment eines Motors in mkg, wenn bei einem
Riemenscheibendurchmesser von 250 mm eine Zugkraft von 60 kg
gemessen wird ?

Anleitung: Drehmoment (mkg)
= Riemenscheibendurchmesser (m) X Zugkraft (kg).

452) Die Greschwindigkeit eines Kraftwagens betriigt 54 km/h. Wieviel m/s
sind dies ?

453) Wieviel Kilometer legt ein Radfahrer, der mit 4 m/s fihrt, in einer
Stunde zuriick ?

454) Die Schnittgeschwindigkeit beim Hobeln (Schruppen) mit Schnell-
stahl betrigt 9,6 m/min. Wieviel Sekunden betrigt die Schnittzeit
fiir einen Arbeitshub von 48 cm Lénge ?

455} Der Umfang einer Schleifscheibe betragt 1250 mm.
Wie grof} ist ihre minutliche Drehzahl bei einer Umfangsgeschwindig-
keit (= Geschwindigkeit eines Punktes am Umfang) von 25 m/s?

456) Ein Segelschiff hat 9 m/s Geschwindigkeit. Wieviel Knoten sind das?

457) Die Geschwindigkeit eines Schnelldampfers betrigt 30 Knoten.
Wieviel Kilometer legt er in einer Stunde zuriick ?

458) Die Schallgeschwindigkeit betrigt 333 m/s, die Lichtgeschwindigkeit
300000 km/s.
Wievielmal so grof ist die Lichtgeschwindigkeit gegeniiber der
Schallgeschwindigkeit ?

459) Wie grof ist die Geschwindigkeit in km/h der Umdrehung der Erde
am Aquator ?

Anleitung: Aquatorumfang = 40 000 km;
Drehzahl der Erde =1 UjTag.

460) Wie grof} ist die Masse eines 29,43 kg schweren Korpers ?
Es ist die in der Technik iibliche MaBeinheit der Masse anzugeben!

461) Wie groB ist das Gewicht eines Korpers, der die Masse 7 kgTzsz hat ?

462) Ein Kran hebt in 1,2 min eine Last von 20 t um 4680 mm. Wie groB ist
a) die Geschwindigkeit in m/s?
b) die verrichtete Arbeit in mkg ?
c) die aufgewendete Leistung in PS und kW ?

463) Ein elektrischer Generator speist 300 Gliihlampen zu je 40 W.
Wie gro8 ist seine Leistung in a) kW und b) PS*

464) Die Leistung einer Pumpe in PS berechnet man, indem man das Pro-
dukt aus dem sekundlich geférderten Wassergewicht in Kilogramm
mal der Gesamtférderh6he (Saug- 4 Druckhéhe) in Meter bildet und
durch 75 teilt.

Wie grof ist die Leistung einer Kolbenpumpe, die in 1 min 21 m3
Wasser aus 5,3 m Tiefe ansaugt und auf 39,7 m driickt ?
5*
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9. Elektrotechnische MaBeinheiten

o) Elektrische Stromstirke. Die Einheit der Stromstéirke ist 1 Am-
pere?). Esist die Stromstérke, die in 1 Sekunde aus einer wisserigen Losung
von Silbernitrat 1,118 mg chemisch reines Silber ausscheidet.

Kurzzeichen: 1A =1 Ampere

1mA = o A =1 Milliampere.

0

B) Elektrischer Widerstand. Die FEinheit des Widerstandes ist
1 Ohm?). XEs ist der Widerstand einer Quecksilbersiule bei 0° C von
1 mm? Querschnitt und 106,3 cm Lénge.

Kurzzeichen: 102 =1 Ohm
1 k2 =1 Kiloohm = 1000 2
I MO =1 Megohm = 1000 k£ = 1000000 Q.

%) Elektrischer Leitwert. Die Einheit des elektrischen Leitwertes
ist 1 Siemens3). Man versteht hierunter den Kehrwert des elektrischen
Widerstandes.

Kurzzeichen: 1 8 =1 Siemens = Tlﬁ

8) Spezifischer Widerstand ist eine Werkstoffkonstante, die von
dem Stoff des elektrischen Leiters und der Temperatur abhéingt. Er hat die

. 2 . - -
Dimension: 9—1?5. Der spez. Widerstand ist der Widerstand eines Drahtes
von 1 mm? Querschnitt und 1 m Lénge.
¢) Leitfahigkeit oder spezifischer Leitwert ist der Kehrwert des spez.

Widerstandes. Er hat die Dimension: Q—mi—g.

- mm

{) Spannung und elektromotorische Kraft. Die Einheit der
elektromotorischen Kraft ist 1 Volt4). Es ist die Spannung, die in einem
Leiter, dessen Widerstand 1 £ betrdgt, einen Strom von 1 A flieBen 148t.
Spannung (in V) = Stromstérke (in A) X Widerstand (in £2).

Kurzzeichen: 1 V=1 Volt
1 kV =1 Kilovolt = 1000 V.

n) Elektrizititsmenge. Die Einheit ist ein Coulomb®) bzw. eine
Amperesekunde. Es ist die Elektrizitdtsmenge, die bei einer Stromstirke

1) André Marie Ampére (1775 bis 1836}, franzdsischer Physiker und Mathematiker.

2) Georg Simon Ohm (1789 bis 1854), geb. in Erlangen, gest. in Miinchen —
Universitiatsprotfessor in Miinchen.

3) Werner v. Siemens (1816 bis 1892), geb. in Lenthe bei Hannover, gest. in Berlin.

4) Alessandro Volta (1745 bis 1827), italienischer Physiker — Professor der Physik
in Como, Pavia und Padua.

%) Charles Augustin de Coulomb (1736 bis 1806), franzosischer Ingenieur.
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von 1 A durch den Querschnitt eines Leitersin 1 s fliet. Die Elektrizitits-
menge ist gleich dem Produkt aus Stromstirke in A X Zeit in s,
Kurzzeichen: 1 ¢ =1 Coulomb =1 Amperesekunde
1 Ah =1 Amperestunde = 3600 C.

#) Elektrische Leistung: Die Einheit ist ein Wattl). Es ist die
Leistung eines Stromes von 1 A Stirke in einem Leiter, an dessen Enden
eine Spannungsdifferenz von 1 V besteht. Bei Gleichstrom mifit man die
Leistung aus dem Produkt von Spannung (in V) X Stromstirke (in A).

Bei Wechselstrom mull dariiber hinaus dieses Produkt noch mit dem
sogenannten Leistungsfaktor multipliziert werden. Der Leistungsfaktor
wird mit cos ¢ [sprich: Kosinus Fi] bezeichnet. Er ist eine unbenannte
Zahl, die kleiner als 1 ist; z. B. cosp = 0,7.

1 Watt = 1 Voltampere bei Glithlichtbelastung (induktionsfrei)

1 Watt = 1 Voltampere X cos ¢ bei Motorenbelastung (induktiv).

Kurzzeichen: 1 W =1 Watt

1 kW =1 Kilowatt = 1000 W
1 MW =1 Megawatt = 1000 kW = 1000000 W.

Umrechnungszahlen: 1 PS =736 W = 0,736 kW =75 mkg

8
1HP =746 W = 0,746 kW — 76 X8
1kW —1,36 PS — 102 X2,
1) Elektrische Arbeit. Die Einheit ist 1 Joule?) [gesprochen: Dschaul].
Dies ist die Arbeit von 1 W withrend 1 Sekunde. 1 Joule = 1 Wattsekunde.
Die Arbeit von 1 W . wihrend 1 Stunde heifit 1 Wattstunde.
' ' , 1 kW ' | ,» 1 Kilowattstunde.

Kurzzeichen: 1 J =1 Joule =1 Wattsekunde
1 Wh =1 Wattstunde = 3600 J
1 kWh =1 Kilowattstunde = 1000 Wh.

%) Kapazitiat eines Kondensators. Die Einheit ist ein Farad3).
Dies ist die Kapazitit eines Kondensators, der durch die Elektrizitits-
menge 1 C auf die Spannung von 1V geladen wird.

1 Farad =1 Coulomb: 1 Volt
Elektrizititsmenge in C
Elektrom. Kraft in V °

' Kurzzeichen: 1 F =1 Farad
. 1
1 ‘IIF = 1 Mlkl‘ofarad = m F.

1) James Watt (1736 bis 1819), englischer Ingenieur.

%) James Prescott Joule (1818 bis 1889), englischer Physiker. Der Familien-
name dieses berithmten Elektrotechnikers wird Dschuhl ausgesprochen im Gegen-
satz zu der Mafibenennung: Dschaul.

8) Michael Faraday (1791 bis 1867), englischer Physiker.

Kapazitit =
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4) Induktivitit. Die Einheit ist ein Henry?). Dies ist die Induktivitat
einer Strombahn, bei der eine Anderung der Stromstérke in 1 Sekunde um
1 Ampere eine induzierte Spannung von 1 Volt erzeugt.

Kurzzeichen: 1 H =1 Henry.

) Frequenz oder Periodenzahl. Die Einheit ist 1 Hertz2). Unter der
Frequenz versteht man die in der Zeiteinheit (= 1 Sekunde) erfolgende
Zahl der periodisch wiederkehrenden Einzelzustinde des Wechselstromes.

Kurzzeichen: 1 Hz =1 Hertz
1 kHz = 1000 Hz.

IIL. Der Dreisatz oder die Regeldetri

Unter dem Dreisatz oder der Regeldetri3) versteht man diejenige Rech-
nungsart, durch die eine GroBe errechnet wird, die von einer anderen Groe
mittelbar oder unmittelbar abhiingig ist.

Bei der Losung von Aufgaben mit Hilfe des Dreisatzes stellt man 3 Sitze
— daher der Name Dreisatz — auf. Diese 3 Sitze sind der Behauptungs-
satz, der Folgerungssatz und der SchluBsatz.

Betspiel fiir diese Rechnungsart:

a) 126 kg Stahl kosten 54 DM. Was kosten 84 kg?

Lésung: 1. Behauptungssatz: 126 kg Stahl kosten 54 DM.
2. Folgerungssatz: 1 kg Stahl kostet % DM.

3. SchluBsatz: 84 kg Stahl kosten oy - 84 DM = 36 DM.

Der Behauptungssatz, der aus dem Aufgabentext zu entnehmen ist,
wird stets so aufgestellt, dal an seinem Ende die GroBe steht, nach der ge-
fragt ist. Hier ist nach dem Preise gefragt. Der Preis mufl am Ende des
Behauptungssatzes dieser Aufgabe stehen.

Im Folgerungssatz bleibt die Reihenfolge der beiden Grofen die
gleiche. Man folgert in dem Folgerungssatz von der Vielheit (126 kg) auf
die Einheit (1 kg). Wenn 126 kg 54 DM kosten, dann kostet die Einheit
den 126. Teil, nimlich - DM, Man muB jedoch bei dem SchluB von der
Vielheit auf die Einheit darauf achten, ob man es in der Aufgabe mit einem
sogenannten geraden Verhdltnis, wie hier, oder mit einem umgekehrten

1) Henry (1797 bis 1878), amerikanischer Physiker.
%) Heinrich Hertz (1857 bis 1894), Professor der Physik in Kiel, Karlsruhe u. Bonn.
8) Regeldetri = regula de tri = Regel von den 3.
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Verhiltnis, das in dem nachfolgenden Beispiel b) behandelt wird, zu
tun hat.

Der dritte aufzustellende Satz, der SchluBsatz, bringt das Ergebnis
der Aufgabe, indem man von der Einheit auf die gefragte Vielheit schlieBt.

Wenn 1 kg némlich % DM kostet, dann kostet die gefragte Gewichtsmenge

é—%% DM = 36 DM. (Bruch zun#chst weitgehendst kiirzen!)
In kiirzerer Form schreibt man die Losung der Aufgabe zweckmiflig
folgendermafien:

von 84 kg:

kg DM
Behauptungssatz: 126 54
Folgerungssatz: 1 15216

3 12
SchluBsata: 84 LB
1

Beispiel fiir ein umgekehries Verhdiltnis:

b) In welcher Zeit wird eine bestimmte Arbeit von 6 Arbeitern ausgefiihrt,
wenn sie von 13 Arbeitern in 48 Stunden geleistet werden kann ?

Losung: 1. Behauptungssatz: 13 Arbeiter brauchen 48 Stunden.
2. Folgerungssatz: 1 Arbeiter braucht 48-13 Stunden.

3. Schlufisatz: 6 Arbeiter brauchen 48 (-313 =104 Std.
oder einfacher geschrieben
Zah} der Zahl der
Arbeiter Stunden
13 48
1 48 .13
8
48.13
— = 104
6 §
1

In dieser Aufgabe steigt beim Schlul von der Vielheit auf die Einheit die
Zahl der Arbeitsstunden. Wenn 13 Arbeiter eine Arbeit in 48 Stunden er-
ledigen, dann braucht 1 Arbeiter eine 13mal so lange Zeit. Umgekehrt
wird beim SchluB von der Einheit auf die Vielheit die Arbeitsstunden-
zeit, fiir 6 Arbeiter nur den 6. Teil von der Arbeitszeit eines Arbeiters
betragen.
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In erweiterter Form wird der Dreisatz auch zur Losung von Aufgaben
verwendet, bei denen die Abhingigkeit mehrerer Grofen voneinander ge-
geben ist. Man hat hier mehrmals von einer Vielheit auf die Einheit und
umgekehrt zu schliefen.

Beiapiel:

c¢) 2 m? Messingblech von 4 mm Dicke wiegen 68 kg. Wieviel wiegen
5 m® Messingblech von 6 mm Dicke ?

Lésung: Blechdicke | BlechgroBe Gewicht
in mm in m? in kg
4 2 68
68
1 2 -
68-6
6 2 e
636
6 98-b
1 12
17-3
68-6-5
LA AL TR
6 5 i3 g
11
Aufgaben:

465) 3 m Doppel-T-Triiger T 20 wiegen 78,9 kg.
Wieviel wiegen 5 m von diesem Profil ?

466) 7 kg Messing (Ms 58) enthalten 4,06 kg Kupfer.
Wieviel Kupfer ist in 20 kg Messing enthalten ?

467) Die Riemengeschwindigkeit eines Motors, der 300 Umdrehungen in
der Minute macht, betragt 8 m/s.

Wie grofl wird die Riemengeschwindigkeit bei 950 U/min ¢

468) Wieviel Gramm Silber werden von dem Strom von 4 A in einer Viertel-
stunde aus einer wisserigen Silbernitratlésung ausgeschieden ?

(Siehe: Elektrotechnische MaBeinheiten Seite 68 unter e.)
469) Ein Gleichstrom von 5 A leistet bei 220 V 1,1 kW.
Wie grof3 ist bei 110 V und 20 A die Leistung?

470) Wie groB ist der metallische Gesamtquerschnitt eines Stahlseiles, das
aus 6 Litzen mit je 37 Dréhten besteht, wenn ein anderes Seil mit
6 Litzen mit je 19 Drihten desselben Querschnittes einen Gesamt-
querschnitt von 89,5 mm? hat ?

471) Ein Wasserbehilter hat 4 Zuleitungsrohre gleichen Querschnittes und
wird durch sie in 5 Stunden gefiillt. Die Wassergeschwindigkeit ist
in allen Rohren die gleiche.

Wie lange dauert das Fiillen des Behilters, wenn 1 Zuleitungsrohr
wegen Betriebsschadens ausfillt ?
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472) Bei einer Schnittgeschwindigkeit von 12 m/min mit Werkzeugstahl
dauert die Bearbeitung eines Werkstiickes 25 min.
Wie groB ist die Schnittgeschwindigkeit des Schnellschnittstahles,
der dasselbe Werkstiick in 20 min bearbeitet ?

473) Eine Welle aus St 60 von 1560mm Linge wird in 3% 20® mit einer
Schnittgeschwindigkeit von 9 m/min abgedreht. Wie lange dauert
das Abdrehen einer Welle aus demselben Werkstoff und mit dem
gleichen Durchmesser, aber von 1040 mm Léinge, wenn die Schnit-
geschwindigkeit durch Wahl eines Schnelldrehstahles auf 24 m/min
gesteigert worden ist ? (Vorschub und Schnittzahl bleiben ungeéndert.)

474) Bei einer Schnittgeschwindigkeit von 15 m/min und einem Bohrer-
durchmesser von 12 mm macht die Bohrspindel 400 U/min.
Wie grof ist ihre Drehzahl bei einem Bohrdurchmesser von 16 mm
zu wihlen, wenn man mit der Schnittgeschwindigkeit auf den dop-
pelten Wert heraufgehen will 2

475) 3 m Flachstahl von 20 mm Dicke und 120 mm Breite wiegen 56,52 kg.
Wieviel wiegen 7 m Flachstahl von 10 mm Dicke und 140 mm Breite ?

47&)} m? Aluminiumblech von 0,8 mm Dicke wiegen 4,32 kg.
Wieviel wiegen 10 m? Aluminiumblech von 4 mm Dicke ?

477) 1 m Stahldraht vom Durchmesser 0,4 mm wiegt 1 g.
Wieviel wiegen 50 m Stahldraht vom Durchmesser 0,6 mm?
(Bemerkung: Das Gewicht von Rundmaterial nimmt mit dem Qua-
drat des Durchmessers zu.)

478) Ein Kran hebt in 2,4 min eine Last von 3,6 t um 8,25 m.
~"""In welcher Zeit hebt er bei derselben Leistung eine doppelt so
schwere Last um 1/, der angegebenen Hohe ?

- 4@) 2 Schleuderpumpen gleicher Leistung férdern in 5 Stunden 14400 m3
Abwasser. In welcher Zeit wird die doppelte Abwassermenge ge-
fordert, wenn man eine 3. Pumpe gleicher Leistung hinzuschaltet %

480). In einem volkseigenen Stahlwerk brauchen 3 Hochoien gleicher Lei-
stung fiir die tigliche Erzeugung von 2000 t Roheisen eine Erzmenge
von 6600 t. Wieviele Tonnen Erz werden monatlich (30 Tage) be-
notigt, wenn ein weiterer Hochofen angeblagen wird ?

481) Durch eine Gasflamme werden 0,751 Wasser von 20°C in 6 min zum
Kochen (100° C) gebracht. In welcher Zeit werden 2 1 Wasser durch
dieselbe Flamme um 45°C erwirmt ?

482) Durch 400 kg Kohle wird in 6 Stunden eine Dampfmenge von 5000 kg
erzeugt. Wieviel Dampf wird in 9 Stunden durch die doppelte Kohlen-
menge erzeugt ?

49, Bei 8stiindiger Arbeitszeit wird eine bestimmte Arbeit von 9 Arbeitern

in 15 Tagen vollendet. Wieviel Tage brauchten fiir dieselbe Arbeit
bei 6stiindiger Arbeit 12 Arbeiter ? ‘
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484) Ein Kurbelrad mit einem 0,4 m langen Kurbelarm, an dem eine Kraft
von 20 kg wirkt, macht 100 U/min. Die Leistung betrigt 1,12 PS.
Wieviel PS werden geleistet, wenn bei 150 U/min 30 kg an dem
um 10 em kiirzeren Kurbelarm angreifen ?

IV. Die Prozentrechnung

Unter 19, [lies: 1 Prozent] oder 1 v. H. [lies: 1 vom Hundert] versteht
man den hundertsten Teil einer bestimmten Anzahl. Die Bezeichnung
1 v. H. soll in der Technik mdglichst nicht mehr verwendet werden. Das
Wort Prozent, das von den lateinischen Wértern pro centum abgeleitet
ist, heiBt in seiner Ursprungsbedeutung: ,,Von Hundert*. 19, ist gleich-

bedeutend mlt 1 oder 0,01.

1%_—_001

Es entspricht 3%, dem %6 Teil einer bestimmten Menge oder anders
betrachtet: Auf 100 Teile entfallen 3 Teile.

Um den Zahlenwert fiir 39, von 140 Stiick zu bestimmen, hat man %0

von 140 zu nehmen oder man multipliziert 140 mit 0,03. Man erhilt:
140 - 0,03 = 4,2. Die Erklarung fiir diese Rechenvorschrift ergibt sich aus
dem Dreisatz:

Auf 100 Stiick entfallen 3 Stiick,
s 1 entfallt Stuck

,, 140 ,,  entfallen m - 140 = 4,2 Stick.

Die Zahl 4,2 heiflt der Prozent- oder Hundertwert.
s s 140 ,,  ,, Grundwert.
‘ . 3 , , Prozent- oder Hundertsatz.
39, von 140 Stiick sind 4,2 Stiick.

Der Prozentsatz vom Grundwert ist der Prozentwert.

Die 3 GroBen: Prozentwert, Grundwert und Prozentsatz stehen, wie
sich aus dem soeben behandelten Zahlenbeispiel ergibt, in folgender Be-
ziehung zueinander:

Prozentsatz

——— %X Grundwert.

Prozentwert = 100
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Von diesen 3 Grofen konnen zwei gegeben sein, wihrend die dritte gesucht
wird. Es sind also folgende 3 Aufgabenarten moglich:

1. Gegeben: Prozentsatz und Grundwert. — Gesucht: Prozentwert.
2. ” Grundwert und Prozentwert. — ’ Prozentsatz.
3. ’ Prozentsatz und Prozentwert. — ) Grundwert.

Zu jeder dieser 3 Aufgabenarten einige technische Beispiele sowie Aufgaben!

1. Gesueht der Prozentwert

Beispiele:
. a)Eine unbearbeitete Welle wiegt 12 kg. Der Spanverlust beim Abdrehen
" betrigt 26%. Wieviel Kilogramm Spine sind das?
Gegeben ist: Grundwert = 12 kg
Prozentsatz = 25%,.

Gesucht ist der Prozentwert — Spanverlust in Kilogramm.

25Y%, ist gleichbedeutend dem Bruch 1—20% :i—. Man hat von 12 kg den

vierten Teil zu nehmen oder man hat 12 kg mit i zu multiplizieren. Man
erhilt 3 kg.
Ergebnis:  25%, von 12 kg sind 3 kg.
Der Spanverlust betrigt 3 kg.
Folgerung: Die bearbeitete Welle wiegt 9 kg. Dies sind 759, des Ge-
wichtes der unbearbeiteten Welle.

b) Die Bearbeitungszeit eines Teiles, die bisher 4,5 h betrug, wird durch
eine rationelle Fertigung (Einfithrung von Vorrichtungen und zweckméBigen
Werkzeugen) um 20%, gesenkt. Wie groist der Gewinn an Bearbeitungszeit ?

Gegeben ist: Grundwert = 4,5 h.

Prozentsatz = 20%,.

Gesucht ist der Prozentwert = Gewinn an Bearbeitungszeit. 209, sind

% =0,2. Man hat den Grundwert 4,5 mit dem 100. Teil des Prozent-
satzes, % =0,2, zu multiplizieren. Also: 4,50 -0,2 = 0,91 = 54(min),

Ergebnis:  Der Gewinn an Bearbeitungszeit betrigt 54 min.

¢) Die RotguBsorte Rg 10 (= Maschinenbronze) hat folgende prozentuale
Zusammensetzung:

869% Cu (= Kupfer) 10%, Sn (= Zinn) 4% Zn (= Zink).

Wieviel Kilogramm dieser Legierungsmetalle sind in 20 kg Maschinenbronze
enthalten ?
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Mit Hilfe des Dreisatzes findet man:
In 100 kg Bronze sind 86 kg Cu enthalten;

» 20kg v T%% 20 kg Cu = 17,2 kg Cu enthalten.

Oder einfacher: Um den Cu-Gehalt (= Prozentwert) von 20 kg Bronze
(= Grundwert) zu erhalten, multipliziert man den Grundwert mit 187% =0,86;
also: 0,86 -20 = 17,2. Ebenso bestimmt man den Kilogrammgehalt an
Sn und Zn; ndmlich:

Zinngehalt: 0,120 =2 kg Sn

Zinkgehalt: 0,04 -20 = 0,8 kg Zn.

Ergebnis:  In 20 kg Maschinenbronze Rg 10 sind enthalten:
17,2 kg Cu; 2 kg Sn; 0,8 kg Zn.

Probe: Die Summe der Gewichte der einzelnen Legierungsmetalle:
172 42 + 0,8 ergibt das Gesamtgewicht: 20 kg.

2. Gesucht der Prozentsatz

Prozentwert 100.

Es 1st immer: Prozentsatz = —————
Grundwert

in 9%
Beispiele:

a) In 75 g Kochsalzlosung sind 3,75 g Kochsalz (chemische Formel:
NaCl = Natriumchlorid) enthalten. Wieviel prozentig ist diese Kochsalz-
16sung ?

Erklarung: Eine 109/,ige Kochsalzlosung enthélt in 100 g Loésung
10g NaClL.

Losung: 75 g entsprechen 100%,
375g ., @ o2B_po,

Ergebnis: Die gegebene Kochsalzlgsung ist 59/, ig.

b) Eine Zugstange von 2,5 m Lénge bat sich unter der Einwirkung
einer Zugkraft um 5 mm verlingert. Wie grol} ist die Dehnung in %, ?

In diesem Beispiel entspricht die gesuchte Dehnung dem Prozentsatz.

Die Ursprungslinge 2,5 m entspricht dem Grundwert.

Die Verldngerung 5 mm entspricht dem Prozentwert.

Grundwert und Prozentwert miissen in derselben Léngeneinheit, z. B.
Millimeter, eingesetzt werden.

Es gilt die Beziehung: Dehnung —

in 9%

Verlingerung in mm
Ursprungslange in mm

% 100.
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Die gegebenen Zahlenwerte eingesetzt, erhélt man:

Dehnung = 5'5%6 100 = 0,2%,.

Ergebnis: Die Dehnung betrigt 0,29,.

¢} Vorbemerkung: Die Nutzleistung (oder effektive Leistung) einer
Maschine ist stets kleiner als die der Maschine zugefiithrte Leistung (oder
indizierte Leistung). In jeder Maschine treten Verluste auf. Den Quo-

Effektive Leist . .
CUTE P TN8 nennt man den Wirkungsgrad. Der Wirkungs-

Indizierte Leistung
grad ist eine Zahl, die zwischen 0 und 1 liegen muf}; z. B. 0,93 oder 0,8
u. &. Der 100fache Wert dieser Zahl ist der in Prozenten angegebene Wir-
kungsgrad, z. B. 93%, oder 809% u. &.
Der Wirkungsgrad einer Maschine gibt an, wieviel Prozent die effektive
Leistung von der indizierten Leistung betragt.

tienten:

Zusammenfassung:
Es gibt 2 Moglichkeiten, den Wirkungsgrad zahlenmaBig auszudriicken:
1. Sagt man: ,,Der Wirkungsgrad betrigt z. B. 0,85, so heilit dies:

Die Nutzleistung ist 0,85mal so grol wie die zugefithrte Leistung;
also: Nutzleistung = 0,85 - indizierte Leistung.

2. Sagt man: ,,.Der Wirkungsgrad betrigt 85%", so heiit dies:
Die Nutzleistung betrigt 859 von der zugefithrten Leistung;

also: Nutzleistung = i$-5~ -indizierte Leistung.

00

Nach der vorstehenden Gegeniiberstellung ist es gleich, ob man sagt: ,,Der
Wirkungsgrad betrigt 0,85%, oder ,,Der Wirkungsgrad betrigt 85%,.

Beide Aussagen driicken ein und dasselbe GroBenverhiltnis der effektiven
zur indizierten Leistung — allerdings durch eine andere Form — aus.
Zahlenbeispiel:

Die indizierte Leistung einer elektrischen Gleichstrommaschine betrigt
27 PS. Eswerden vonihr 17,5 kW erzeugt. Wie grof ist ihr Wirkungsgrad ?

Fiir die Bestimmung des Wirkungsgrades miissen sowohl die indizierte
Leistung von 27 PS als auch die effektive Leistung von 17,5 kW in der-
selben MaBeinheit, also in PS oder in kW, angegeben sein. Da 1 PS
= 0,736 kW ist, so hat man fiir 27 PS einzusetzen: 27 - 0,736 = 19,87 kW.

Mittels Dreisatz rechnet man:

19,87 kW sind 1009

17,5 100
176 kW TELa

Man erhilt dasselbe Ergebnis, wenn man den oben angegebenen Quo-

Effektive Leistung . 17,8 o
Indizierte Leistung ausrechnet: 19,87 0,88 = 88%.

Ergebnis: Der Wirkungsgrad betrigt 889,

— 88%,.

tienten:
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3. Gesueht der Grundwert

Prozentwe_rE % 100.

Es ist: Grundwert = 35— >
Beispiele:
a) Bei der Fertigung eines Massenartikels sind 46 Stiick Ausschufl. Diese
Stiickzahl macht 2,3%, von der Gesamtzahl der gefertigten Teile aus. Wie-

viel Stiick wurden im ganzen gefertigt ?
Nach dem Dreisatz ergibt sich:
2,3% sind 46 Stiick

46 - 100
100% .,

53 = 2000 Stiick.
Prozentwert ist 46 46
Prozentsatz ist 2,3} Also: 2000 = 335" 100.

Grundwert ist 2000

Ergebnis: Es wurden insgesamt 2000 Stiick gefertigt.

b) Ein Aktivist braucht zur Herstellung eines Werkstiickes 2,5 min
weniger als die Norm angibt. Dies bedeutet eine Zeitersparnis von 209/,.
Wieviel Minuten betrigt die wirkliche Arbeitszeit ?

Prozentsatz: 209,

Prozentwert: 2,5 min

Grundwert: Norm-Zeit.

Wirkliche Arbeitszeit — Norm-Zeit — Zeitersparnis.

Also:  Norm-Zeit — 27-100 — 12,5 min.

Ergebnis: Wirkliche Arbeitszeit = 12,6—2,56 = 10 min.

¢) Fiir die Kostenermittlung wird der Unkostenzuschlag mit 150%, des
Lohnes angesetzt. Er betrigt bei der Fertigung einer bestimmten Stiick-
zahl von Sechskantschrauben: 12,60 DM. Wie hoch ist der Arbeitslohn ?

Dreisatz: 1509% sind 12,60 DM
100% ,, '207.100 = 8,40 DM.
Ergebnis: Der Arbeitslohn betrigt 8,40 DM.

Vermischte Aufgaben zur Prozenirechnung:

485) Die Abziige vom Wochenlohn eines Arbeiters betragen 5,40 DM. Dies
gind 129, vom Bruttolohn. Wie hoch ist dieser ?

485a) In einem Hallischen Wahlbezirk waren zur Volksbefragung am
3. 6. 51 insgesamt 1100 Personen in den Wahlerlisten eingetragen.
Am 3. 6. geniigten 94%,, am 4. 6. 3%, am 5. 6. 29, ihrer Wahlpflicht.
Wieviele Personen haben an jedem der 3 Tage gewidhlt und wieviele
haben ihrer Wahlpflicht nicht geniigt ?

486) Fiir eine durch Riemen angetriebene Maschine ist die Einhaltung der
minutlichen Umdrehungszahl von 450 U/min erforderlich. Um den
auftretenden Riemenschlupf, durch den die Drehzahl um 2,5%,
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absinken wiirde, auszugleichen, fithrt man den Durchmesser der trei-

benden Scheibe, der mit 180 mm festgelegt war, um 2,59, groSer aus.

a) Auf welche Drehzahl wiirde bei 180 mm Durchmesser die Dreh-
zahl infolge Riemenschlupf absinken ?

b) Wie grof} fithrt man zum Ausgleich des Schlupfes die treibende
Scheibe im Durchmesser aus ?

487) Fur das Jahr 1955 ist die Zahl der Beschiftigten in der Volkswirt-
schaft der DDR auf 7,6 Millionen festgesetzt. Dies entspricht einer
Erhéhung der Gesamtzahl der Beschiftigten auf 113,3%. Um wie-
viel Personen erhoht sich die Beschéftigtenzahl in den nachsten
5 Jahren?

488) Lotzinn Snl 40 DIN 1707 besteht aus 40%, Sn und 60% Pb.

a) Wieviel kg Lotzinn SnL 40 lassen sich aus 12 kg Sn herstellen ?
b) Wieviel Blei ist erforderlich ?

489) Unter der relativen Feuchtigkeit der Luft versteht man das Ver-
haltnis ihrer tatsichlichen) zur groBtmoglichen Feuchtigkeit; also:

. . . Tatsichliche Feuchtigkeit . . .
Relative Feuchtigkeit = GroBbméghiche Feuchtighett Wie grof} ist die

relative Feuchtigkeit der Luft in 9}, wenn die tatsichliche Feuchtig-
keit 0,0148 und die groBtmogliche Feuchtigkeit 0,0173 betrigt ?

490) Unter dem Giiteverhéltnis oder Giitegrad einer Dampfkessel-
nietung versteht man den Wert:
Teilung (in mm) — Nietdurchmesser (in mm) . o
‘ Teilung (in mm) 100 /° :

Das Giiteverhéltnis gibt an, wieviel Prozent die durch den Nietquer-
schnitt geschwichte Niettellung von der Teilung betrigt. Fiir eine
dreireihige Doppel-Laschennietung ist die Nietteilung mit 170 mm und
der Nietdurchmesser mit 25 mm bestimmt, ‘

Wie grof} ist der Giitegrad der Vernietung ?

491) Ein Kubikmeter frisches Kiefernholz wiegt 900 kg. Nach der kiinst-
lichen Holztrocknung ist das Gewicht auf 500 kg gesunken.
Wieviel Prozent betrédgt der Gewichtsverlust in bezug auf das Ur-
-gprungsgewicht ?
492) Die Luft in einem Zimmer (4 m lang, 3 m breit, 23/, m hoch) enthalt
6,93 m3 Sauerstoff und 25,74 m3 Stickstoff.
VWieviel Prozent dieser beiden Elemente enthilt die Luft 2 Wieviel
Prozent betrigt die restliche Luftmenge, die aus Kohlendioxyd,
Schwefeldioxyd, Edelgasen und Staub besteht ?

493) Der Stundenlohn der Arbeiter in volkseigenen und gleichgestellten
Betrieben des Schwermaschinenbaus wird in der Lohngruppe 7 auf
Grund der Verordnung iiber die Verbesserung der Entlohnung der

1) Die tatsichliche (oder absolute) Feuchtigkeit gibt das Gewicht des in 1 m?
Luft enthaltenen Wasserdampfes in kg an; in der obigen Aufgabe sind also 14,8¢g
Wasserdampf in 1 m® Luft enthalten.
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Arbeiter und Angestellten seit 1.9.50 von 1,30 DM auf 1,56 DM
erhdht. Wieviel Prozent betrigt diese Lohnerhéhung?

494) Im Fiinfjahrplan der DDR ist fiir die chemische Industrie folgender
Produktionsstand im Jahre 1955 vorgesehen:

Produktionsstand in %
1955 gegeniiber 1950

1. Schwefelsaure [SO;] 400000 t 156
2. Atznatron [NaOH] 250000 ¢ 170
3. Soda [Na,COg} 380000 t 372
4. Stickstoffdiinger 235000 t 113
5. Phosphordiinger 93000 t 191
6. Synthetischer Kautschuk 60000 ¢ 159
7. Seife 100000 ¢ 277
8. Benzin 780000 175
9. Dieseltreibstoff 475000 t 119
10. Kraftfahrzeugdecken 900000 Stiick 200

Wie hoch war der Produktionsstand 1950 ?

Die Promillerechnung

Die in den Beispielen und Aufgaben behandelten Prozentrechnungen
hatten als Grundlage ihrer Rechnung die Zahl 100.

Geht man von der Zahl 1000 aus, so kann man derartige Aufgaben
ganz entsprechend durchfithren. Der 1000. Teil einer bestimmten GroBe
heiBt 1 Promille (lateinisch: von 1000), und man schreibt dafiir 19, [lies:
1 Promille}.

Die Promillerechnung wird in der Technik wenig angewendet. Sie ist
am Platze, wenn man es mit kleinen Prozentsitzen zu tun hat, die man
zweckmiBig als Promillesitze umrechnet.

Beispiele:
a) 1 g ist der 1000. Teil eines Kilogramms; d. h,
1 g ist 1%,, von einem Kilogramm.

b) Wieviel 4 sind 7%y, von 80 mm?
) 1

1% von 80 mm sind 565 80 = 0,08 mm = 80 u

7%40 von 80 mm sind 7 - 80 = 560 u.
¢) Wieviel %, sind 0,3%?
0,3 3
0,3% = 166 = 1000 = 300"

Oder umgekehrt kann man mit Prozenten statt mit Promille rechnen,
indem man den 10. Teil des Promillesatzes als Prozentsatz einfiihrt; z. B.

$ 0,8
8%00 = 1000 100 0,8%-
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V. Die Zinsrechnung

Die Zinsrechnung ist die Anwendung der Prozentrechnung im Geld-
verkehr. Thre Aufgabe besteht in der Berechnung der Zinsen eines Kapi-
tals. Unter Zinsen versteht man die in Geld gewiihrte Vergiitung fiir die
Nutzung eines Kapitals. Der Gliubiger (= Geldgeber) verliert fiir die
Zeit, wahrend der er sein Geld an einen anderen verlichen hat, die Mog-
lichkeit, iiber die entlichenen Geldsummen zu verfiigen. Die Hohe der
Zinsen, die der Schuldner (= Geldnehmer) zu zahlen hat, wird durch den
Zinssatz (oder Zinsfull) ausgedriickt, der angibt, wieviel von einem
Kapital von 100 DM in 1 Jahre an Zinsen zu zahlen ist.

Der Zusammenhang zwischen der Prozentrechnung und der Zinsrechnung
kommt in der nachstehenden Gegeniiberstellung der in diesen beiden Rech -
nungen gebréuchlichen Bezeichnungen zum Ausdruck:

Der Zinssatz Prozentsatz
oder in %  entspricht dem  oder in %.
Zinsful Hundertsatz

Die Zinsen in DM entsprechen dem Prozentwert in DM,

Das Kapital in DM entspricht dem Grundwert in DM.
Beispiele:
a) Wie groB sind die Jahreszinsen eines Kapitals von 14000 DM zu 49 ?

Losung: Nach dem Dreisatz schreibt man:
100 DM Kapital bringen 4 DM Zinsen

4 .
1 DM . ’ 100 DM Zinsen
14000 DM, . %-14000 DM = 560 DM.

Ergebnis: Die Jahreszinsen betragen 560 DM.

b) Wieviel Zinsen bringen 2000 DM zu 3/,%, in 3 Jahren ?
Losung: 100 DM bringen zu 3Y/,% in 1 Jahr: 3!/, DM

100 DM, » s 5 3 Jahren: 3%/, X 3 =10 DM.

10

1 DM bringt zu 3'/,%, in 3 Jahren: 100 PM

2000 DM bringen,, , 3 . jey°2000=200DM.

Ergebnis: 2000 DM bringen in 3 Jahren zu 3Y/,% an Zinsen 200 DM.
Mathematik Teil1, 6



82 Fachrechnen mit bestimmien Zahlen

c) Wieviel Zinsen bringen 5000 DM zu 2%/,% in 90 Tagen ? (Man rechnet
allgemein das Jahr mit 360 Tagen).

Losung: 100 DM bringen in 360 Tagen: 21/, DM

1 DM bringt ,, 360 ,, :fo/g DM
1DM  ,, , 1 Tag:; 2 DM
ibMm »» 90 Tagen: 1—201—0/3;396% DM
5000 DM bringen ,, 90 ,, : 2290590y _3) 95 DM,

Ergebnis: 5000 DM bringen in 90 Tagen: 31,25 DM Zinsen.

d) Welches Kapital, das zu 5%, auf Zinsen steht, bringt jahrlich 250 DM
Zinsen ?

Losung: 5 DM sind die Zinsen von 100 DM

%0 DM , , @ 9250 — 5000 DM.

Ergebnis: 5000 DM ist das Kapital, das bei 5% im Jahre 250 DM
Zinsen bringt.

e) 250 DM bringen in 1%/, Jahren 7,50 DM Zinsen. Wie hoch ist der ZinsfuB ?

Losung: 250 DM bringen in 1Y/, Jahren: 7,50 DM
7,50

100DM ,, 1Y, ,, :g5-100DM
. 7,50 - 100
100 DM, ,, 1 Jahre: 5" DM —2 DI

Ergebnis: Der Zinsful betrigt: 29,

1) Nach wieviel Jahren hat man von einem Kapital, das zu 59, steht,
die Hilfte an Zinsen bezahlt ?

Losung: Die Héhe des Kapitals ist in der Aufgabe nicht angegeben.
Sie ist beliebig anzunehmen, z. B. 3000 DM. Fiir ein Kapital von 100 DM
hat man 5 DM Zinsen bezahlt in 1 Jahr.

Fiir 1 DM hat man 5 DM Zinsen bezahltin 100 Jahren

100
L 1 » i1 12 1 2 EH) ” 12 T ”
100
2] 3000 ’» ” 2 1 13 3> 3 3 m 11
100 - 1500
» 3000 ,, »» 1500 ,, »» m » 53000 » =10 Jahre.

Ergebnis: Die Hilfte eines Kapitals, das zu 5%, {ibernommen ist, hat
man in 10 Jahren an Zinsen bezahlt.
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Aufgaben:

495) In der nachstehenden Tabelle sind die fehlenden Zahlenwerte, die
durch die Buchstaben a...h ersetzt sind, zu berechnen!

Kapital | Zinssatz | Zinsen | Anzahl
in in in der
DM % DM Jahre
a 2 7,50 | 1,5
b 2,6 50 4
50 ¢ 25 10
30000 d 3000 3
680 4 e 5
20000 4,25 f 6
5000 3 450 g
7000 6 1 210 h

496) Eine Maschine, die fiir 36000 DM gekauft wurde, hat in einem Jahre
infolge Abnutzung 15%, des Anschaffungswertes verloren.

a) Wieviel Mark betrigt der Wertverlust (= Abschreibung oder
Amortisation) ?

b) Welchen Wert hat die Maschine nach 1 Jahre (= Buchwert) ?

497) Eine Schuld von 7000 DM wird mit 49, verzinst. Welcher Betrag
1st nach einem halben Jahre zuriickzuzahlen ?

498) Ein Grundstiick ist mit einer Hypothek von 60000 DM belastet, die
mit 5,5%, verzinst wird. Welcher Zinsbetrag ist monatlich aufzu-
bringen ? ‘

499) Eine Hypothek von 10000 DM ist vierteljihrlich mit 150 DM zu ver-
zinsen. Wie hoch ist der Zinsfuf3?

500) Eine Sparkasse verzinst die Spareinlagen mit 2,5%,. Wie groB ist
der Verdienst der Kasse an einem Sparguthaben von 15000 DM,
wenn sie diesen Betrag in einer Hypothek von 6,59, anlegt ¢

601) Wenn auf einen Genossenschaftsumsatz in Héhe von 3000000 DM
jahrlich 3 9%, Riickvergiitung gezahlt werden, wie hoch ist der DM
Betrag dieser Riickvergiitung ?

502) Die jéhrliche Riickvergiitung auf den zur Abrechnung kommenden
Genossenschaftsumsatz in Hohe von 1200000 DM betragt 42000 DM.
Wieviel 9, des Umsatzes kann an die einzelnen (enossenschafts-
mitglieder riickvergiitet werden ?

503) Die am Jahresende ausgezahlte Riickvergiitung einer Konsumge-
nossenschaft betrigt 4,69,. Es ist ein Betrag von 81000 DM. Wie

hoch ist der Umsatz, auf den die Riickvergiitung zur Verteilung
kommt ?

6%



B. Das Rechnen mit Buchstaben

I. Einfithrung

Der bisherige 1. Teil dieses Buches befafte sich mit dem Rechnen mit
bestimmten Zahlen. Die Rechnungen ohne Zahlen (richtiger: mit unbe-
stimmten Zahlen), die sogenannte Buchstabenrechnung, findet man
in der Technik als sogenannte ,,Formeln“ oder in ,,Gleichungen® in tech-
nischen Arbeiten, Aufsitzen und Abbandlungen. Eine Anwendung der
Buchstabenrechnung — der allgemeinen Arithmetik — ist die Lehre von
den Gleichungen oder die Algebra, die erst im Abschnitt C dieses Buches
behandelt wird.

Die Buchstabenrechnung umfaft die 4 Grundrechnungsarten (Addieren,
Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren), die Potenzrechnung, das
Wurzelziehen und das Logarithmieren. Zur hSheren Arithmetik gehéren
die Theorie der Reihen, die Kombinationslehre und die Wahrscheinlich-
keitsrechnung.

In der Buchstabenrechnung werden die kleinen Buchstaben des latei-
nischen Alphabets oder — falls diese nicht ausreichen — auch des grie-
chischen Alphabets benutzt. Es werden durch diese Buchstaben nicht be-
gtimmte Zahlen gekennzeichnet. Jeder Buchstabe kann eine ganz beliebige
Zahl darstellen. Innerhalb der gleichen Rechnung jedoch mufl der Wert
fiir einen vielleicht 6fter vorkommenden Buchstaben stets der gleiche sein.
Beispielsweise hat die Summe:

a-+bdc den Wert 11, wenn man a =2, b=4, ¢ =5 setzt,
Setzt mana =5, b =2, ¢ = 8, so hat dieselbe Buchstaben-Summe den
Wert 15. Sie kann aber auch den Wert 55 haben, wenn a = 10,
b =30, c =15 ist.

Nur vereinzelt — und dies sind nur Ausnahmefille — werden in der

Mathematik zur Kennzeichnung bestimmter, unverinderlicher Zahlen
charakteristische Buchstaben verwendet.

Betpiele:

Der Buchstabe e hat in der hoheren Mathematik den Wert e = 2,71828,
Dieser Wert bildet die Grundlage des sogenannten natiirlichen Logarithmen-
systems,
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Der Buchstabe 1 (der Elektrotechniker wihit den Buchstaben j fiir den-
selben Zweck)ist fiir die Kennzeichnung der imaginéren GroBe vorbehalten.
i = }/— 1. Hierauf kommen wir in dem spateren Abschnitt B VI zuriick.

Der griechische Buchstabe = [sprich: Pi] stellt die sog. Ludolfsche®)
Zahl dar. w =3,14159... Sie gibt an, wie oft der Durchmesser eines
Kreises in dem Umfang des Kreises enthalten ist.

Der Vorteil der Buchstabenrechnung liegt darin, daB die mit unbe-
stimmten Zahlen gelsten Aufgaben ein Ergebnis haben, das fiir jede be-
liebige bestimmte Zahl, die man in die Aufgabe und ihr Ergebnis fiir die
Buchstaben einsetzt, giiltig ist. Wiirde man die Buchstabenrechnung nicht
haben, so miifite man, wenn man einen Zahlenwert in der Aufgabe &ndert,
jedesmal den gesamten Lisungsgang erneut durchfithren, um das dies-
beziigliche Ergebnis zu erhalten.

Ein weiterer Vorteil der Buchstabenrechnung ist die Schaffung einer
eigenen mathematischen Schriftsprache, die es ermdglicht, in knapper,
gedrangter Form Lehrsitze durch einige wenige Buchstaben eindeutig und
oftmals in {ibersichtlicherer und verstindlicherer Form als durch lang-
atmige Sitze auszusprechen. Die Grundlage zum Erlernen und Verstehen
dieser Schriftsprache ist die Beherrschung des Rechnens mit bestimmten
Zahlen, das im Teil A I behandeit wurde.

II. Die vier Grundrechnungsarten
der Buchstabenrechnung

Im folgenden Abschnitt werden die 4 Grundrechnungsarten mit unbe-
stimmten Zahlen behandelt. Es bedeutet dies in erster Linie eine Ver-
allgemeinerung des Rechnens mit bestimmten Zahlen. Gleichzeitig aber ist
hiermit eine Wiederholung und Vertiefung des bisher gewonnenen Wissens
verbunden.

1. Das Addieren

Der Lehrsatz: ,,In einer Summe ist die Reihenfolge der Glieder
beliebig® wird bei einer Summe aus nur 2 Glicdern a und b in der all-
gemeinen Form ausgedriickt:

at-b=b+a

1) Ludolf von Ceulen [sprich: Kéhlen], 1540 bis 1610, geb. in Hildesheim. Mathe-
matiklehrer in verschiedenen hollindischen Stidten. Er starb als Professor der
Kriegsbaukunst in Leiden. Er bat die nach ihm benannte Zahl auf 35 Dezimal-
stellen berechnet.



86

Rechnen mit Buchstaben

An der nachstehenden Skizze erkennt man, daB es gleich ist, ob man

an eine a cm lange Strecke eine b cm
lange Strecke ansetzt oder ob man
eine b cm lange Strecke um a cm ver-
lingert. In beiden Fillen erhilt man
als Ergebnis eine (a ++b) cm lange Ge-
gamtstrecke.

Bei einer Summe aus 3 Gliedern
schreibt man:

a4+b4+c=a+c+b=>b4adec
=b+ct+a=c+at+b=c-t+b4a.

Geometrisch (d. h. zeichnerisch) laBt
sich die Summe a b ¢ als eine
Strecke darstellen, die aus den 3 Teil-
strecken a, b und ¢ gebildet ist.

In der nebenstehenden Skizze ist
a=2cm; b=3cm; c=1cm ge-
wahlt. Die Gesamtstrecke ist immer
6 cm lang und unabhingig davon, in
welcher Reihenfolge man die 3 Strecken
aneinanderfiigt (addiert).

a

b A
a+b ——-J

b

Bild 4

b+a

L—cz J—-—‘b -—Lc-]

Y
]

E~a ——Lc et p —J

b

Bild 5

1
A T S,

{maBstiblich auf ¢/; verkleinert)

Die GroBe 2 a ist doppelt so groB wie a. Algebraisch ausgedriickt:

ata=2a

Genauer miiBte es heillen:

a-ta=2.a, wiez B. 3+3=2-3ist. Das Malzeichen zwischen dem
Koeffizienten 2 (s. u.) und der unbestimmten Zahl a 1468t man jedoch der
Einfachheit halber und weil hier keine Miverstindnisse eintreten konnen

(wie z. B. zwischen 2 - 3 und 23), weg.

In der nebenstehenden Zeichnung
stellt sich 2 a als die Strecke dar, die
durch Addieren zweier gleichlanger
Strecken von je a cm Liénge gebildet
wird.

Bild 6

a

e —— - 2a

In der Schreibweise 2 a heiBt 2 der Koeffizient [sprich: Ko-effizient]
oder die Beizahl oder die Vorzahl der Gréfe a.

" meint damit 1 a.

Der Koeffizient der unbestimmten Zahl a ist 1 und nicht etwa —
| wie der Anfinger immer nur zu gern sagt — 0, weil man nichts vor
die Zahl a schreibt. Nur der Einfachheit halber schreibt man a und
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In einer Summe darf man nur die gleichartigen GréBen addieren. So
faBt man z. B. in der Summe:

a+2b+3¢+4a-+b+c+3b-+3c
samtliche Glieder mit a, simtliche mit b und simtliche mit ¢ zusammen
und erhilt:

a+4a+2b-+b+3b4+3ct+ct3c=

Sa - 6b + ¢

a) Addieren einer Summe

Die Aufgabe: ,,Esist zu der unbestimmten Zahl a die Summe der beiden
Zahlen b und ¢ zu addieren‘‘ schreibt man in algebraischer Form:

a4 (b +c¢).
Diese Aufgabe ist im Bild 7 geometrisch dargestellt.

Aus diesem Bilde ergibt sich:
Es ist gleich, ob man zu einer
Grofle a zundchst die GréBe b
addiert und dann zu dem Zwi- b e
schenergebnis a 4+ b die Gréfe ¢
hinzuzihlt oder ob man sofort
zu a die Summe (b + ¢) addiert.
In beiden Féllen erhélt man die  pjgq 7
GréBe a +b +-c.

Die geometrische Losung zeigt also, daf man setzen darf:

7y J—

Q b+C —e=

a+b+Cc ——————=f

a+(b+c)=a-+b+ec

Ebenso erhilt man:

a+(b—c)=a-t+b—ec

Die Richtigkeit dieser Formel kann man an der nachstehenden Zeichnung
erkennen:

b
a b-c C ~
a+(b-C)=a+b-C—————=]
Bild 8 a+bh

In Worten ausgedriickt, heilt dies:

Steht vor einer Klammer das Rechenzeichen -+, so kann man die
Klammer fortlassen.
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Ebenso erhilt man:

(@-+b)+e=a-+b+ec.

Dieselbe Regel gilt auch dann, wenn in einer Summe mehrere Klammern
vorkommen :

a4[b+(+d) +el=a+b+tc+d+e.

b) Addieren relativer Zahlen

Wenn vor einer unbestimmten Zahl kein Vorzeichen (4 oder —) steht,
so ist stets eine positive unbestimmte Zahl gemeint. Man schreibt also fiir
(4+a) nura.

Negative unbestimmte Zahlen schreibt man stets mit einem -
Minus-Zeichen, also (— b) oder (— 4 ¢).

Mit Vorzeichen versehene Zahlen nennt man, wie bereits auf S. 12 er-
wahnt, relative Zahlen.

Unter dem absoluten Betrag einer relativen Zahl versteht man den
positiven Wert dieser Zahl. In der héheren Mathematik kennzeichnet man
einen absoluten Betrag durch zwei senkrechte, die Zahl einschlieBende
Striche; z. B.:

|+a|=a und |—Db|=Db.

Wenn auch von dieser vorstehenden Schreibart im Rahmen des vor-
liegenden Buches weiterhin kein Gebrauch gemacht wird, so sei sie aber
trotzdem hier der Vollstindigkeit halber und als Grundlage fiir die héhere
Mathematik erwihnt.

Regel 1:

Relative Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert,
indem man ihre absoluten Betrige addiert und der Summe das gemein-
same Vorzeichen gibt.

1) Die beiden relativen Zahlen haben das Vorzeichen --.
(+8)+(+b) =+(a+b).
Der Beweis moge durch folgendes erbracht werden:

Die positiven Grofen (4 a) und (+ b) mogen als Vermégen von a DM
bzw. b DM aufgefaft werden. Fiigt man zu einem Vermégen von a DM
ein Vermégen von b DM hinzu, so besitzt man ein Vermégen von (a +b) DM.

2) Die belden relativen Zahlen haben das Vorzeichen —.
(—a)+(—b)=—(a-b).
Die negativen GréBen (— a) und (— b) mégen als das Gegenteil eines
Vermdgens, als Schulden, aufgefallt werden. Vergrofert man eine Schuld

von a DM durch eine weitere Schuld von b DM, so hat man eine Gesamt-
schuld von (a -+ b) DM.
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Regel 2:

Relative Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden ad-
diert, indem man ihre absoluten Betriige subtrahiert und der Differenz
das Vorzeichen der absolut groferen Zahl gibt.

1) Von den beiden relativen Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen, (- a)
und (— b) bzw. (— a) und (+ b), sei der absolute Betrag der Zahl (+ a)
gréfer als der der relativen Zahl (— b);

«) (+2a)4(—b)=+4(a—Db), wenn a >b ist.

Zahlenbeispiel:
(+5) 4+ (—3) = +(6—3) = +2.

Wenn man ein Vermdgen von a DM besitzt und macht b DM Schulden,
50 hat man noch ein Verm&gen von (a — b) DM, wenn der urspriingliche
Besitz grofer als die aufgenommene Schuld ist.

B) (—a)+(4+Db)=—(a—Db), wenn a > b ist.

Zahlenbeispiel:
(—5)+(+3) =—(6—3) =—2.

Wenn man a DM Schulden hat und kann in dieser Lage b DM als Ein-
pahme (Vermégen) verbuchen, so behilt man immer noch Schulden, wenn
die Hohe der Einnahmen von b DM absolut kleiner als die vorhandenen
Schulden ist.

2) Von den beiden relativen Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen, (+ a)
und (— b) bzw. (— a) und (- b), sei der absolute Betrag der Zahl a kleiner
als der der Zahl b;

o) (+a)+(—b)=—(b—a), wenn a <b ist,
Zahlenbetspiel:
(+2)+ (=B =—(G—2)=—3.

Wenn man bei einem kleinen Vermdgen von a DM eine groie Schuld von
b DM sufnimmt, die in ihrem absoluten Betrage grofer als der urspriing-
liche Besitz ist, so hat man letzten Endes eine Schuld von (b — a) DM.

B) (—a)+(+b)=4(b—a), wenn a << b ist.
Zahlenbeispiel:
(—2) +(+5) = +3.

Wenn man bei a DM Schulden eine Einnahme von b DM hat, so hat
man dann keine Schulden mehr, sondern ein Vermégen von (b — a) DM,
wenn die Einnahme grofier als die Héhe der Schulden ist.

3) Die absoluten Betrige der beiden zu addierenden relativen Zahlen mit
verschiedenen Vorzeichen sind gleich;
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«) (+a) +(—Db) =0, wenn a =Db ist.

Zahlenbeispiel:
(+5) +(—5) =0.
Wenn man a DM besitzt und gibt b DM aus, so hat man zum Schlufl
keinen Pfennig mehr in der Tasche, wenn der urspriingliche Besitz von
a DM gleich der Ausgabe in Héhe von b DM ist.

B) (—a) 4 (+b)=0, wenn a =Db ist.

Zahlenbeispiel:
(=5 +(+5) =
Wenn man a DM Schulden hat und einen gleichgroflen Betrag b DM
einnimmt, dann hat man danach weder Schulden noch Vermogen.

Die beiden vorstehend gegebenen Regeln 1 und 2 iiber das Addieren
relativer Zahlen werden im folgenden in einer einzigen Rechnungsanweisung
zusammengefaflt:

Steht vor einer relativen Zahl, (4- b) oder (— b), das Rechenzeichen -,
go ersetze man das Rechenzeichen durch das nachfolgende Vorzeichen der
relativen Zahl und nehme statt der relativen Zahl ihren absoluten Betrag.

Mit Buchstaben geschrieben erhélt man:

(+8)+(+D)= a+Db (+2)+(~b)= a—b
(—a)+(=b)=—a—b (—28)+(+b)=—a+b.
Zahlenbeispiele:

) (45) £ (+3) = +54+3=—48 ¢ (+3)+(+5) =+3-+5=-+8
b) (—5)+(—8) = —5—3=—8 (=3 +(~5=—3—5=—38
) (+5)+(—3) =+5—8=+2 g (+8)+(—5=+3—5=—2
Q) (—5)+(+3)=—5+3=—2 b)(—3)+(+5)=—3+5=+2
~ Aufgaben:

1) Welchen Wert hat 3b wenn b=1; 3; 5; 1/,; 0,3%

[

o

2 ww Yse L e=2;4; 6;1Y,;2,5?
3) (1 [H » 03231 T 2 ———‘—-0, 1, 2; 1/2; 0,12
4) »» 35 D) a+2b ” &)a:]_; b=12?

b)a=2; b=2"%
c)a=3; b=32
d) a=4; b=4?
e)a=>5; b=5?
5) Wie gro8 ist 100a -}-10b 4+ ¢ wenn a =5; b =4; ¢c =2?

6) Die Zahl 743 ist als die Summe der 3 Zahlen a, b und ¢ darzustellen,
wenn a =17, b =4 und ¢ = 3 sein soll?
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7) Wie lautet die Quersumme einer dreiziffrigen Zahl (z. B.: 142), wenn
man den Hunderter (1) mit a, den Zehner (4) mit b und den Einer (2)
mit ¢ bezeichnet ?

8) n sei irgendeine beliebige gerade oder ungerade Zahl.

Ist 2 n dann eine gerade oder ungerade Zahl?

9) Wie schreibt man in allgemeiner Form eine ungerade Zahl?
(Anleitung: Eine ungerade Zahl ist um 1 gréBer oder kleiner als eine
gerade Zahl.}

10) Welche Werte nehmen die nachstehenden Summen an, wenn
a=4; b=9; c=61%
a) 2a+b+3¢? d) 0,22 +0,3b --0,4c?
b) a4+2b44c? e) 0,1a +2a-+0,6¢?
¢) Yga+1sb 41,0t

11) Welchen Wert nimmt die Summe 3a --7b - ¢ an, wenn
a)a=1; b=2; ¢=31? d) a =2/35; b=2;; ¢=0?
bya=3; b=4; ¢=2? e)a=2; b=2; c=2?
c)a=0; b=1;c=1"?

12) a) a +2b-+3¢c+3b +3a+4c = ?
b) 7a4(8b 4a)+4b+}2a = *?
¢) 9m-+5n+(6n+m) = ?
d) 0,1a +3b+(Ysc+07a-+b) +3,¢-4(02a --6b) 4-¢c=1?
e) 0,4x403y-4-06x4+1,7y=1?
f) 2,4u+31v-406u-t24w-+09v-+26w="
g) e +1sd+40,5¢+1,d="?
h) 3tox +1 sy + 4% 52 42, x + 5z + 3y =1

13) Es ist zu zeigen, daB u 4 (v 4+ w) = u + v 4w ist, wenn
a)u=3; v=4; w==5
b) u=2; v=01; w=0,9
Q) u=1y; v="1y w=23),.
Welche Werte nimmt die Summe jeweils an ?

14) Wie groB ist das arithmetische Mittel der beiden Zahlen a und b?
(Vgl. Anleitung auf S. 24, Aufgabe Nr. 188.)

15) Welches ist der Mittelwert von a, b und ¢?
16) Wie groB ist die Summe der nachstehenden relativen Zahlen:

a) (—3a)+(5b) = f) (—=3,x) +(+2'>x) =
b) (—2a)+(—3b) = g) (—5/sk) + (+/sk) =
¢) (+m)+(—2n) = h) (—0,21) - (+1,21) =
d) (40,1 1) +(+04v) = 1) (+022) +(—022) =

e) (—2yd) +(—1Yyd) = k) (— 0,45%)+(—0,55) =
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2. Das Subtrahieren

Die Subtraktion ist die umgekehrte Rechenoperation der Addition. Beim
Addieren findet man aus den beiden Gliedern (oder Summanden) a und b
die Summe ¢ und schreibt algebraisch: a +b =c.

Zahlenbeispiel:
Pira =2, b=3, ¢ =5 erhilt man 2 43 = 5.

Beim Subtrahieren bestimmt man aus der Summe ¢ und einem Gliede,

z. B. a, das andere Glied b. Algebraisch ausgedriickt: b = ¢ — a.

Zahlenbeispiel:
Fir a =2, b=3, ¢ =5 erhilt man: 5 — 2 = 3.
Die Subtraktionsaufgabe =—¢c=a-5 l b
a—b=c
stellt sich zeichnerisch fol- = a

gendermafen dar (Bild 9). Bild 9

Man kiirzt die Strecke a um die Linge der Strecke b und erbalt als
Ergebnis die Strecke c.

(Gewihlt: a = 67mm; b = 42 mm; dann ¢ = 25 mm.)

Bei der Subtraktion darf man nicht {wie bei der Addition) Minuend
und Subtrahend vertauschen. a — b ist verschiedenvonb — a, wenna == b
[lies: ,,a ungleich b“] ist. Wenn a >b ist, dann ist a — b eine positive
Zahl. Die Subtraktion ist in diesem Falle im Bereiche der positiven Zahlen
ausfiihrbar. Bei denselben Werten fiir a und b ergibt die Differenz b — a
eine negative (relative) Zahl, deren absoluter Betrag gleich a — b ist.

Zahlenbeispiel:
Fir a=6; b=4ista—b=6—4=2und b—a=4—6=—2.
Die Reihenfolge bei der Subtraktion mehrerer Glieder ist beliebig.

Beispiel:
10a—3a—ba=10a—ba—3a=23.
Zeichnerische Darstellung dieser Gleichung (a = 0,8 em):

0a-5a Se o
a-Sa-3a
— 3a |
=2q
0a-3a-5¢
—m—n 7(1 50
- 0o-3a 3a
Bild 10 i.a 0a
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Mehrgliedrige Ausdriicke mit Summanden und Subtrahenden nebenem-
ander heiflen algebraische Summen.
Beispiel:
a—b+4+c—2d oder 2x+43y—4z—bu u.é.
In einer algebraischen Summe diirfen nur gleichartige GréBen zu Summen
bzw. Differenzen zusammengefafit werden:
Beigpiele:
a) ba—2b+3a-+6b=>5a+3a+6b—2b =8a {4b
b) 2,6d-472e-1,8f —15d—0,8f +2,8¢e ==
95d—15d1+72e 4286 4-1,8f —0,8f —
1d +  10e +- 1f =
d—+10e -1

a) Subtrahieren von Summen und Differenzen

Ist von einer Zahl eine Summe oder eine Differenz abzuziehen, so wird
dies in der mathematischen Schriftsprache dadurch gekennzeichnet, da3
man die zu subtrahierende Summe oder Differenz in eine Klammer setzt.

a — (b 4-¢) heilt:

Es ist von einer Zahl a die Summe der beiden Zahlen b und ¢ abzu-
ziehen,

a — (b — ¢) heilit:

Es ist von einer Zahl a die Differenz, die aus den beiden Zahlen b
und ¢ gebildet ist, abzuziehen.

Wihrend beim Addieren einer Summe, wie auf Seite 87 gezeigt wurde,
die Klammer fortgelassen werden darf, ist dies beim Subtrahieren nicht
der Fall. Aus den folgenden 2 Skizzen erhilt man folgende wichtige
Formeln betreffs Auflésen von Klammern, vor denen das Minuszeichen
steht,

1) a—((b+c)=a—Db—c

—————— (@~b) ————em
(~=— Q-b-C——=1

a-(b+c) (b+c)
Bild 11 a
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(2) a—(b—c)=a—b+tec
a+c
a+c-b - b
~——0-{b-¢) - b-C ¢
Bild 12 a

Man erhilt die wichtige Regel:

Steht vor einer Klammer ein Minuszeichen, so darf man die Klammer
nur dann fortlassen, wenn man gleichzeitig die Vorzeichen simtlicher

i Glieder in der Klammer in ihr Gegenteil verkehrt.

Umgekehrt hat man beim Setzen von Klammern in einer algebraischen
Summe die Vorzeichen der Glieder, die in die Klammer eingeschlossen
werden, in ihr Gegenteil zu verkehren, wenn vor die Klammer ein Minus-
zeichen zu stehen kommt.

Beispiele:
a) Tu+4v—2w+3z2=Tu-t4v—(2w-—32)
b) 12x—3y—4z=12x— 3y +42)

c)r—28-F3t—4u—>5v=
r—(2s—3t)—(4u--5v)=
r—(2s—3t+4u+5v)=

b) Das Subtrahieren relativer Zahlen

Wenn man von irgendeiner relativen Zahl (es ist gleich, ob sie positiv
oder negativ ist) eine positive Zahl zu subtrahieren hat, so hat man um
den Betrag der positiven Zahl riickwirts zu zihlen.

An der Zahlengeraden stellt sich dies folgendermaBen dar:

s B 0 1 2 93 44 %5 w6 7 5§ %9
e= 3 d J -2 c=a-b _._l___afb—-» G=+7
d= 2 fol-e)-led) +a b=+3
f=3 =-e-d c=+4

terhd)=-e—~d Gal-t+b)=a-b
Bild 13

In der vorstehenden Skizze wird rechts vom Nullpunkt das Subtrahieren
der positiven Zahl 4 b von der positiven Zahl 4 a veranschaulicht. (Es
war der Fall gewidhlt a>b; dann ist auch +a-—(+b)>0; d.h.
positiv).
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Links vom Nullpunkt, wo sich auf der Zahlengeraden die negativen
Zahlen befinden, wurde das Subtrahieren der positiven Zahl 4 d von der
negativen Zahl — e gezeigt.

Da also das Subtrahieren einer positiven Zahl als ein Riickwirtszihlen
zu verstehen ist, so hat man in logischer SchluBfolgerung das Subtrahieren
einer negativen Zahl wie folgt aufzufassen:

Hat man von einer relativen (positiven oder negativen) Zahl eine nega-
tive Zahl zu subtrahieren, so versteht man darunter ein Vorwirts-
zéhlen um die entsprechende positive Zahl (= absoluter Betrag der nega-

tiven Zahl); also:
| (+8) — (—b) = 48 +b
(—a)—(~b)=—a+b.
(Die letzte der beiden Gleichungen hat eine positive Zahl als Ergebnis,

wenn & <Cb ist. Ist a >b, dann erhdlt man eine negative Zahl als Er-
gebnis.)

Eine andere Erklérung fiir das Subtrahieren relativer Zahlen ist folgende:

Eine relative Zahl wird subtrahiert, indem man sie mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen addiert.

Es ist also: (+a)—(-+b)=(43a)+(—D)
(+a)— (—b) =(+a) + (+b).
Zusammenfassung

der Formeln fiir die Addition und Subtraktion relativer Zahlen. Als an-
schaulichesHilfsmittel konnen dabei die Vorzeichenregeln (8.12—13) dienen.

(+2) +(+b) =a +b (+2)— (+b)=a—Db
(+2) +(—b) =a~b (+8)— (—b) =a +b
(—8) -+ (-+b) =—a +b (—a)—(+b)=—a—b
(—a)+(—b)=—a—b (—a)—(—b)=—a+b.

Als anschauliches Hilfsmittel fiir diese Formeln kénnen die Vorzeichen-
regeln (8. 12 u. 13) dienen.

Aufgaben:
17) 75b—25b = 19) 5a 4-3b—4a—2b =
18) 2lu—1,lu= ‘ 20) 4a—6a =

21) 8a4-4b+2a—3b =

22) 5%za — 2/, b— 2Y,a 4 3Y,b—1/;a —1Y,b =

23) 8Y;x +3256y +2,62z—32x—1Y,y— 13,z =

24) 1,001t 42,728 — 3,121t — 2858 }-2,12¢t |- 1,138 =
25) u-+2v—09u—3v=

26) 2Y/pm —1/3n—1Y,m +1%/3n +3/,;m — 21/yn =
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27) Es sind die Zahlenwerte fiir x und y zu bestimmen, wenn
x=a—(b—c¢)
y =a — b + ¢ ist fiir

a b c
o) 12 7 3
B) 7,3 4,8 1,5
) 10 0,8 0,2
d) 58/, 3 2/,
&) 7,09 4,1 2,01

28) (@ +b—c)—(@—b-+c)=

29) (8 +b—c)+(a—b+e) =

30) 6x—5)—(x—T)—(2x+3) =

31) 126 — (3x—2,5)— (10,3 —10x) — (6 x +4,7) =

32) Ba—2b)— (8b—2a)—~(4a—9b) =

33) (2a+b)—[8c—(Bb-c)+4b]+2c =

34) 1,2m— {0,3n +4-[3,40— (0,8m + 0,2n) +2,9n] +0,6 o}
85) Yox —[Y3y — (ax—2?/3y) +31x]+2y =

36) 0,3u—[v— (su+3,v—1,u)—0,25v] =

37) (+3%) +(—2%) = 42) (— 3,75t) — (— 0,25t) =
38) (++3,2a)— (-1,8a) = 43) (—1,01¢) +(—10,01 ¢) =
39) (+Yym)— (+%sm) = 44) (—284d) - (4+434d) =
40) (--2/31) — (—Y31) = 45) (+0,98v) 4-(+0,2v) =

41) (— 2,258) — (+0,758) = 46) (—2,5f) — (—2,61) =

3. Das Multiplizieren

Stehen 2 Buchstaben ohne Vorzeichen nebeneinander oder sind sie, wie
es allgemein iiblich ist, in der Handschrift sogar zusammengeschrieben, so
ist stets zwischen die beiden Buchstaben ein Malzeichen bzw. ein Punkt ge-
setzt zu denken. Es bedeutet also:

ab=aXxXb=a-bh.

Das Zeichen X wird in der Algebra niemals, der Punkt nur selten ge-
schrieben. a b wird gesprochen: ,,a mal b“ oder einfach ,,a be‘.
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Bei der Erklarung des Begriffs des Koeffizienten oder der Beizahl auf
Seite 86 war vor einen Buchstaben, z. B. a, eine bestimmte Zahl, z. B. 2,
geschrieben. 2 a bedeutet das Doppelte der GriBe a. Ebenso ist beispiels-
weise 3,6 b eine Grofe, die 3!/,mal so groll wie die GrofBe b ist. Auch hier
wird zwischen die bestimmte Zahl und den Buchstaben kein Punkt gesetzt.
Setzt man an die Stelle der bestimmten Zahl (Koeffizient) eine unbestimmte
Zahl a, so erhilt man das Produkt a b, das ebenfalls eine unbestimmte
GroBe ist. So hat ab fiir a =3 und b = 4 den Wert 12 oder fiira =17
und b = 8 den Wert 56 usw.

Nach der Begriffserklarung eines Produktes (Seite 8) ist unter a b eine
Summe zu verstehen, die aus b Gliedern der Grofle a besteht; also ab
=a-a-4a-a ... Das Glied a steht bmal auf der rechten Seite
der letzten Gleichung.

FafBt man in dem Produkt a b den Buchstaben a als Kennzeichen fiir
eine unbestimmte Zahl auf, wihrend b die in cm gemessene Lénge einer
Strecke darstellt, so wird durch das Produkt a b die Lénge einer Strecke
. ausgedriickt, die a mal so lang wie die Strecke von der Linge b em ist.

Bedeuten in dem Produkt a b die beiden Faktoren die Lingen zweier
Strecken in Zentimeter, so stellt das Produkt a b
in der Geometrie den in Quadratzentimeter ge-
messenen Flicheninhalt des Rechteckes mit den _A ///
Seiten a und b dar, Den Flicheninhalt des neben- [ /
stehenden Rechteckes erhilt man, wenn man die -

Seite a mit der Seite b oder umgekehrt multi- ] a
pliziert. Es ist also ab =ba. Bild 14

| Zur Erinnerung:
a 4+ b bedeutet die Linge einer aus den Teilstrecken a und b zu-
sammengesetzten Strecke.

Sind in einem Rechteck die 4 Seiten gleich lang, und zwar je a cm, so
hat man es mit einem Quadrat zu tun, dessen Inhalt a X a = a a = a?
(cm?) betragt.

Den Umfang dieses Quadrates erhilt man, indem man die Summe der
4 Seiten bildet; also :a 4 a 4 a 4+ a = 4 a. Der Umfang 4 a hat die Dimen-
sion einer Linge. Er wird somit in cm oder m gemessen.

Man unterscheide zwischen: a2 und 2 a

a?=a-.a
2a=a+3a

Unterscheide!

Das aus 3 Faktoren gebildete Produkt a b ¢ stellt, sofern a, b und ¢ die
Lingen dreier Strecken sind, den Rauminhalt oder das Volumen eines
Quaders mit den Seiten a, b und ¢ dar.

Mathematik Teil 1. 7
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Die Grundfliche des nachstehenden Quaders ist ein Rechteck mit
den Seiten a und b und hat den Inhalt a b (cm?). Die Quaderhthe be-
trigt ¢ (cm). Das Volumen des Kérpers
betrigt: Grundfliche X Hohe, also:
ab:c. Da aber, wie oben gezeigt, a b t
eine unbestimmte Zahl ist, so kann man
den Punkt zwischen a b und ¢ fortlassen. ;’ j SE— r g

o
/

Das Volumen betrigt: abe (cm?).
Auch hier ist abe=acb=baec

=bca=cab=cba. In Worten aus- a

gedriickt heifit dies: Bild 15

} In einem Produkt ist die Reihenfolge der Faktoren beliebig.

Beim Multiplizieren zweier relativer Zahlen (Seite 12) wurden
die Vorzeichenregeln behandelt. Sie werden ihrer Wichtigkeit wegen noch
einmal angefiihrt:

1) Haben 2 Faktoren das gleiche Vorzeichen,
so ist das Produkt positiv; d. h.

(+a)-(+b) =tab
(—a)-(—b)=-+ab

2) Haben 2 Faktoren ungleiche Vorzeichen,
so ist das Produkt negativ; d. h.

(+3)(—b) = —ab
(—a)(+Db) = —ab

Wenn ein Produkt mit einer Zahl zu multiplizieren ist, so ist nur ein
Faktor dieses Produktes mit der Zahl zu multiplizieren; also

(ab)-c=a-(be)=(a*c)-b=abe.
Die Richtigkeit ergibt sich durch Einsetzen bestimmter Zahlen; z. B.
a=2; b=5; ¢=3.

Denn (2:5):3=2-(5-3)=(2-3):5=230.

Aufgaben:
47 2Y,a-4 = b1) 2¢-Y,d = 55) Ta 4+5b4+2a =
48) ba-3a = 52) a-b-a-a = 56) 2,520,443 =
49) 5a 4+ 3a = 53) b-c-ec-b = 57) 2,5a 4 0,4a =
50) 4a-3b = 54) Ta-5b-2a = b8) %/;a -3,b =
b9) 2x-05y-3 = 63) 1Y, v-Yv =
60) 3x-04y-2x-by = 64) 1Y, v + v =
61) 3x 404y +2x -5y = 65) Ysr-Yys -1t =

62) 2%u-5= 66) 1,a2b-2b =
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a) Multiplizieren von Summen und Differenzen

1) Eine Zahl ist mit einer Summe (bzw. Differenz) zu multi-
plizieren.

Das Produkt a - (b |- ¢) stellt sich zeichnerisch als der Flicheninhalt des
nebenstehenden, stark umrandeten Rechtecks mit den Seiten a und (b +-¢)
dar. Diese Rechtecksfliche setzt sich aus

2 Teilrechtecken mit den Flicheninhalten a b I
und a ¢ zusammen. s ist also der Gesamt- o]
flicheninhalt gleich der Summe der beiden {
Teilrechtecksinhalte oder in Buchstaben: b oo
a*(b+c)=ab+tac b+c

Bild 16

Ebenso ist das Produkt a - (b — c¢) als der Inhalt des nachstehenden,
stark umrandeten Rechtecks mit den Seiten a und (b — ¢) aufzufassen.
Dieses Rechteck erhilt man, wenn
man von dem groflen Rechteck mit j
den Seiten a und b daskleine Recht-
eck mit den Seiten a und c sub- 3
trahiert.

Es ist also:

a-(b—c)=ab—ac Bild 17

Die beiden letzten Formeln, in Worten ausgedriickt, ergeben den Satz:

Eine Summe oder Differenz wird mit einer Zahl multipliziert, indem
man jedes Glied der Summe bzw. Differenz mit dieser Zahl multipli-
ziert und die Teilprodukte addiert oder subtrahiert.

2) 2 algebraische Summen
sind zu multiplizieren.

b

o) Das aus den zwei Summen (a 4-b)
und (¢ 4 d) gebildete Produkt (a +b)
(c+d) ist der Flicheninhalt des stark
amrandeten Rechteckes mit den Seiten
{a +b) und (c 4 d). Dieses Rechteck a b~
setzt sich aus 4 Teilrechtecken mit ath
den Inhalten a¢, ad, be und bd zu-
sammen. Der Gesamtinhalt ist also: Bild 18

(a-+b)(c+d)=ac-+ad-tbet+bd

Man unterscheide hiervon den Ausdruck: (a +- b) ¢ 4+ d, der aus dem Pro-
dukt (a 4 b) - ¢ vermehrt um d besteht.
Man erhilt: (@ +bjc+d=ac+becd

‘—C+d —te

!
e

e
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(a+b)(c+d)=ac+ad+be+bd .
Unterscheide!

(a+b) e+d =ac+he+d

Ebenso ist: at+b(c+d)=a+4be+bd

f) Das Produkt der Summe
(a + b) mal der Differenz (¢ — d) §
kann als der Fliacheninhalt des l
nebenstehend stark umrandeten o
Rechteckes mit den Seiten (a 4 b) ;l

und ¢ - d betrachtet werden.
Diese Fliche setzt sich wiederum
aus 4 Teilflichen zusammen, von p b ot
denen je 2 voneinander abzu-
ziehen sind. Aus der Zeichnung
ersicht man, dafl Bild 19

(@ +b) c—d)=ac—ad+be—bd

e (o (ko d s

a+h —— o=

Analog ergeben sich die Produkte zweier algebraischer Summen in den fol-
genden Filleny und . Man versuche selbst, zur Ubung an Hand der Zeich-
nungen die Produkte zu bilden.

?) 1 9 '
T 1:’ f
i E [RY
© “ b ‘
i1 ¥
-— b b =6 —el=b o
(e-blerd)-acrad-be-bd] 5,0 L@HMed)-ac-ad-besba]

Die vorhergehenden 4 Fille «, , » und 8 werden in einer einzigen
Regel zusammengefalit:

2 algebraische Summen (Differenzen) werden miteinander multi-
pliziert, indem man jedes Glied der einen mit jedem Glied der anderen
multipliziert und die erhaltenen Produkte addiert bzw. subtrahiert.

Beim Ausmultiplizieren zweier Klammern, in denen mehrere Glieder
stehen, z. B. (a 4+-b J-¢)- (2 — b — ¢), halte man eine gewisse Ordnung
ein, damit nicht etwa wegen der fehlenden Ubersichtlichkeit ein Teilprodukt
vergessen wird. Man multipliziere zuerst mit dem 1. Gliede der 1. Klam-
mer (a) jedes Glied der 2. Klammer; dann nehme man das 2. Glied der ersten
Klammer (b) und multipliziere mit ihm jedes Glied der 2. Klammer usw.
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Man rechne also so:
@+b+c)x—y—2z)=ax—ay—az
+bx—by—bz
+cx—cy-—cuz.
Man kann aber auch umgekehrt verfahren, indem man jedes Glied der
1. Klammer der Reihe nach mit jedem Gliede der 2. Klammer multipliziert,

also so: ‘
(@+bte)x—y—2z)=ax-+bx+cx
—ay—by—cy
—az—bz—cz.

Merkregel : Besitzt die 1. Klammer m und die 2. Klammer n Glieder, so
erhiilt man nach dem Ausmultiplizieren m - n Glieder.

Unter Benutzung der Regeln iiber die Multiplikation algebraischer
Summen lassen sich einige sehr oft gebrauchte und somit duflerst wichtige
Formeln ableiten:

a) (@a+bP=(-+b)-(a+b)=aa+ab-ba-+bb

=a%2+2ab b2,
Dasselbe findet man aus der Zeichnung eines Quadrates, dessen Seiten
(a 4+ b) em lang sind und das somit den Inhalt (a - b)2 hat. Die
Flache dieses Quadrates setzt sich aus den bei-

den Quadraten a® und b? und den beiden gleich 21 & i
groBen Rechtecken a b zusammen. ab b 2 ‘
Es 1st also: 3 9
1) 2 o &
(a+b)2=a%+2ab+b? S Ll
(A
In Worten heilit diese wichtige Formel:
Das Quadrat einer zweigliedrigen Summe [=— @ —*b=
ist gleich der Summe aus den Quadraten i=o—— g+f —e=
der Summanden und dem doppelten Pro- _ .
dukt der Summanden. Bild 21
B (a—b=(—b):(2—~b)=aa—ab—Dba-Lbb
=a2—2ab--Db2. :
Dasselbe Ergebnis findet man auch aus der nachstehenden Zeichnung:
Die beiden Rechtecke mit dem Inhalt ab s2] b i
iiberdecken sich mit einem Teil ihrer Fliche. Y
Die iiberdeckte Fliche ist das Quadrat mit , }
der Seite b. Deshalb wird zu der Differenz 2 aQ v
a®—2 ab noch das Quadrat b? hinzugezihlt. (a-b) S
Per Inhalt des stark umrandeten Quadrates Ji l
mit den Seiten (a —b) ist:
1) d——a‘b —-‘-‘b"'
(a—~Db)2=a?’—2ab+b? . e
Bild 22

1) Diese Regel ist ein Spezialfall des in der h6heren Mathematik auftretenden
binomischen Lehrsatzes.
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In Worten:

Das Quadrat einer Differenz ist gleich der Summe der Quadrate von
Minuend und Subtrahend, vermindert um das doppelte Produkt aus

Minuend und Subtrahend.

»)  (@a+b)a—b)=a-a—ab-tba—b-b=a—be,
Aus der nebenstehenden Zeichnung sieht man, dafl das stark umrandete

Rechteck mit dem Inhalt (a 4+b) (a —b)
gleich der Fliche des Rechteckes mit den
Seiten (a +~b) und a, vermindert um die
Fliche des Rechteckes mit den Seiten (a - b)

und b, ist; d. bh.:

(a+b)(a—b) = (a-+b)a—(a+b)b
=a%-t+ab—(ab-Jb?
=a?tab—ab—Db?

=3a%—h?,

(a+b) (a—b)=a%—Dh?

d. h. in Worten:

Das Produkt aus der
Summe und der Differenz
zweier Zahlen ist gleich der
Differenz der Quadrate der
beiden Zahlen.

Die letzte Formel wird auch
oft umgekehrt angewendet:

a?—bZ2=(a-+b)-(a—Dh),
d. h. in Worten:

Die Differenz zweier Quadrate
ist gleich dem Produkt aus der
Summe und der Differenz der
Potenzbasgen.

Nachstehend noch ein anschau-
licher, geometrisch leicht ver-
stindlicher Beweis der Formel:

a2 —Db?=(a+Db)(a—Dhb).

Aus dem nebenstehenden gro-
Ben Quadrat mit der Seite a
werde das schraffiert gezeich-

nete Quadrat mit der Seite b
herausgeschnitten. Der iibrig-

Q——G—b—c—-,ab.-
hot——

G+b ey
Bild 23

%
2
(o}

et b U ———

b

4—-—————0—b e g

(a+b) - Sla-b)

—1—-—b

Bild 24

a+b
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bleibende Restteil des Quadrates, der also den Flicheninhalt a2 — b2
hat, wird lings der stark gezeichneten Geraden zerschnitten. Man erhalt
dann 2 Vierecke (Trapeze), die man, wie die 2. Abbildung zeigt, an-
einanderlegt.

Das hierdurch entstehende Rechteck hat den Flicheninhalt: (a 4b)
(2 — b) und hat denselben Inhalt wie der obige Quadratrestteil.

Es ist also:
a2 —b2=(a-+b)(a—bh).

Aufgaben:
67) 2a—bb-+6¢)-3x= 82) (g+h)(a—Db) =
68) 3a(2x-+3y) = 83) (2a—3b)(3a+2b) =
69) 4(a +b) +3(a—b) = 81) (Yfya+1/;b)(6a —12b) =
70) 18(2r 4+-38)—7(83r—58)=  8b) (0,5x—0,3y)-(0,2x—0,5y)=
M) 2u—3v)+3Bu—v)= 86) (2a +3b)(2a —3b) =
72) a(2x+3y—1)= 87) (a +2b—c){(2a+b—2¢c)=
73) Ba—2b—5c)y = 88) (a-+3b+3c)(a—3b—3¢c)= -
74) 2x—3)c+3¢c = 89) 2—a) =
) Yp(a+b)—1/s(a—b) = 90) (22 +3Db)* =
76) 0,5(m +n) 4+ 0,5 (m — n) = 91) @ +1)(n—1) =
77 —2a(5-—3b)= 92) (2¢ +3)2 =
78) 2y2+05y(3x—4y) = 93) 3a+b)(3a—b) =
79) (2 +b) (x +y) = 04) (/yx— Ysy) (fax+sy) =
80) c—d)(u+v) = 95) (0,5m + 0,4n)(0,5m—0,4n) =
8l) e—f{x—y) = 96) 172—132=(17+13)(17—13)=

97) In dem Produkt a b wird a um 3 vermehrt und b um 5 verkleinert.
a) Um welchen Betrag dndert sich der Wert des Produkts ?
b) Wie groB ist dieser Betrag, wenn a= 2 und b =7 ist ?

98) Um wieviel wird ein Rechteck grofer, dessen Seiten a cm und b em
lang sind, wenn man a um 1 cm und b um 2 em verldngert ?

99) Besteht ein Unterschied zwischen (a -+ b)2 und (a2 --b?)?

Wenn ja, um welchen Betrag unterscheiden sich die beiden Werte ?

(Zur Probe setze man a =2 und b = 3!)

100) Um welchen Betrag unterscheiden sich (a 4 b)? und (a — b)2?

101) Wie groB ist die schraffierte Querschnittsfliche des Bildes 252 (Man
* bestimme sie als die Differenzfliche zweier Rechtecke sowie — zur
Probe — als Summe von 3 Rechtecken.)
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102) Wie grof ist die Querschnittsfliche? (Bild 26.)
103) Wie groB ist die Querschnittsfliche? (Bild 27.)

|

! G < T
Ky //
‘ B e 1 1‘*
| s, zd o 9
Tl 27
s 0 % <
2 = U <
g | ' |
'y |
77 T2 » 1 986 |
} § .
Bild 25 Bild 26 Bild 27
104) a) 42 - 38 = Anleitung: Man benutze zweckmifBig die
b) 64 - 56 = Formel: (a +Db)-(a —b) = a2 — b?;
c) 87-93 = fiir 42 - 38 setze man (40 - 2) (40 — 2).

105) Das Quadrat einer zweistelligen mit 5 endenden Zahl 148t sich nach
folgender Regel bilden:
a) Man bilde den 10fachen Betrag der Zehnerstelle.
b) Zu dieser Zahl zihle man 10 hinzu.
¢) Die unter a) und b) gefundenen Werte sind zu multiplizieren,
d) Zu dem unter c) gefundenen Zahlenwert ist 25 zu addieren.
Diese Regel ist durch eine algebraische Formel auszudriicken und zu
beweisen.
Anleitung: Jede zweistellige mit 5 endende Zahl 1i8t sich in der
Form (10a -+ 5) schreiben, worin a eine der ganzen
Zahlen von 1 bis 9 ist.

Zahlenbeispiel: 352 == ?
a) 10-3 =30 ¢) 30-40 — 1200
b) 30 +10 =40 d) 1200 + 25 =1225.
Ergebnis: 352 =1225.
106) Das Quadrat einer beliebigen zweistelligen Zahl 148t sich nach der
folgenden Regel bilden:
a) Bilde den 100fachen Wert des Quadrates der Zehnerstelle!
b) Bilde den 20fachen Wert des Produktes aus Einer- und Zehnerstelle!
¢) Bilde das Quadrat der Einerstelle!
d) Die Summe der unter a)...c) gefundenen Werte ist das Ergebnis.

Diese Regel ist durch eine algebraische Formel auszudriicken, durch
die die allgemeine Giiltigkeit der Regel bewiesen ist.
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Zahlenbeispiel: 373 = 1

a) 100 - 9 = 900 c) 7% = 49

b) 2037 =420 d} 900 - 420 1+ 49 — 1369 .
b

ac be |2y ©
ab b2 |be | @ i
107) Welche Formel 1iBt sich an <
Hand der nebenstehenden Q
Zeichnung aufstellen ? 5

Die Richtigkeit der aufge- a? ab |ac
stellten Formel ist durch Rech-
nung zu iiberpriifen!

a o QR L
-L-—a+b Y
Bild 28

107a) Durch wiederholtes Ausmultiplizieren leite man die Formeln ab:
(a4Db)®=4a3-}3a2b-3ab24Dbd
(a—b)?=a%—3a2%b -} 3ab%— b3,
Anleitung: Man setzefiir (a +b)3 = (a +b) (a +b) (a +Db).

b) Das Ausklammern des gemeinschaftlichen Faktors

Wihrend beim Multiplizieren von Summen oder Differenzen mit einer
Zabhl die vorhandenen Klammern verschwinden, werden beim sog. Aus-
klammern des gemeinschaftlichen Faktors oder — man nennt es auch —
beim Klammersetzen in eine algebraische Summe Klammern gesetzt. So
ist z. B. in der Summe: a x + b x + ¢ x den 3 Gliedern die GroSe x_ge-
meinsam. Man kann sie vor eine Klammer setzen und schreibt:

ax+bx+cx=x(a+btc).

Multipliziert man die rechte Seite dieser Gleichung aus, so erhilt man
die linke Seite.

Weitere Beispiele:
abx+taby+abz=ab(x-ty-2)
3ab—6ac+9ad =3a(b—2c+34d)

03x*4+3xy—0,6xy2=03x(x}+10y—2y?%
2ab—a-tac=a@b—1+4¢).
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Aufgabens
108) 16a —24b + 8¢ = 113) (a +b)c—(a +b)d =
109) 8ab 4+ 12bc = 14)a(x—y)—(x—y)=
110) 36xy —30y2 +18y = 115) Y/, x2 — 31/, xy - Yo x =
111) 10 —20a—30b = 116) 0,5a2—a +1,56ab =

112) 3ax+4bx—cx =

4, Das Dividieren

Soll die unbestimmte Zahl a durch eine andere unbestimmte Zahl b
dividiert werden, so schreibt man a:b oder auch in Bruchform . Vor-
aussetzung: b == 0 (vgl. 8. 38). (Um Verwechslungen vorzubeugen, wird
zweckmaBig beim Buchstabenrechnen der waagerechte Bruchstrich: %,

nicht der schrige: a/b, verwendet.)
Ist a von b verschieden, mathematisch ausgedriickt: a == b [lies:

a ungleich b], so hat der Quotient ¢ * einen unbestimmten Wert je nach
der GroBle von a und b. Ist a _6 und b =3, dann betragt =2;
fira=25 und b =2 ist —_25

‘Wenn der Zihler a und der Nenner b des Quotienten (Bruches) % ein-

ander gleich sind, ist also a = b, dann ist der Wert des Quotienten ;:: 1.
Setzt man z. B, fiir a = b = 4 ein, so wiirde man fiir — den bestimmten

Wert — erhalten und dies 1st 1.
?i! =1

b 2
Ebenso erhiilt man — = 1 oder —~ " =1 oder a—z =1 oder
ab uvw a

da bei allen diesen Briichen im Zihler und Nenner derselbe Wert steht.
Die soeben angefithrten Beispiele lassen sich in dem Satz zusammenfassen :

| Jede Zahl durch sich selbst dividiert ergibt 1.

Das letzte Beispiel w—l—_f' =1 kann man auch in der Form schreiben:

(x+y):(x+y)=1. Man mull die Summe im Zahler und auch die im
Nenner in Klammern einschlieBen. Man beachte den Unterschied zwischen

den beiden Aufgaben:
O &+y:(+y) =
) x+y:x4y=
In (I) erhilt man, wie soeben gezeigt, 1.
In (II), wo die Klammern fehlen, kann man nur schreiben:

x4 % + y. Man erhilt keinen bestimmten Wert,
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Fiir x =2 und y = 4 erhilt man
m N24+4):2+4)=6:6=1
undin(Il) 2 4+-4:24+-4—=24+2144=8
Firx =3 und y =4 erhdlt manin (I)(x+y):(x+y) =1

in (II)x—{—y:x—{—y:Sé—.

a) Dividieren eines Produktes durch eine Zahl

Ein Produkt wird durch eine Zahl dividiert, indem man nur einen
Faktor durch diese Zahl dividiert.
In Buchstaben: )
. (ab):c=(a:c)-b==a-(b:c)

oder in Bruchform:

a—1—)=3-’k>-—=a
c ¢

ol

Die Richtigkeit dieses Satzes leuchtet durch Einsetzen beliebiger Zahlen-
werte fiir a, b und ¢ ein.

Man erhilt z. B. fiir a =4; b~6 und ¢ =2:

L v R e )
Die letzte Formel ruckwarts gelesen, ergibt:
b ab
¢ ¢

Dies driickt sich in Worten wie folgt aus:
Ein Bruch wird mit einer Zahl multipliziert, indem man den Zihler mit
dieser Zahl multipliziert (8. 31).

b) Dividieren relativer Zahlen (s. S. 25)

Entsprechend der auf S. 98 angefithrten Vorzeichenregel gilt auch hier:

b= d.h.: plus durch plus gleich plus,
—_——— d. h.: minus durch minus gleich plus,
e — d.h. plus durch minus gleich minus,
— = d.h.: minus durch plus gleich minus.
Bild 29
(+a):(+b)=+7] (—a)i(+b)=—%

8.

(+a):(=b)=— (—a):(—b) =
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Beisptele:
(+ab):(+a)= b
(+6ab):(—3a) = —2b
(—2y):(—x)=+"3 =+y
(—rsv): (+rv)——”§g’__s

(+8ab): (-.il_éb) ——%b _ _ 198a
—b

(— 0,4x%): (—0,2%) = “X

———i—2x

¢) Dividieren einer Summe durch eine Zahl

Eine Summe (oder Differenz) zweier unbestimmter Zahlen wird durch
eine dritte unbestimmte Zahl dividiert, indem man jedes Glied der
Summe (oder Differenz) durch diese Zahl dividiert.

Dieser Satz, der sich als Formel ausdriickt:

(a+b):c=a:ct+b:c oder, anders geschrieben: : =

(@a—b)ic=a:c—b:c ” ’

a-+b

+

[¢]
a—b
. =

olo olT

ojp ol®

ist die Umkehrung des auf 8. 99 bewiesenen Satzes itber das Multiplizieren
einer Summe mit einer Zahl. Da die Multiplikation die umgekehrte Rechen-
operation der Division ist, folgtaus(a 4+ b):c = a:¢ + b: c die Gleichung
(a +Db) = (a:c +b:c)-c. Dierechte Seite der Gleichung ausmultipliziert

ergibt:
(a:c)rc+(b:c)c, und dies ist tatsdchlich: a-;-b.
Beispiele:
. _ 2ax—4bx+8x 2Zax 4bx 8x
2) Cax—4bx+8x):2x = T =5 — 9s T:=

a—2b-4.
Man h&tte in dieser Aufgabe auch den gemeinsamen Faktor des

Ziahlers ausklammern kénpnen; also: gm—;}%}ljﬂ. Zihler und
—2b 4.

lo@a—2b+4 _
1

Grundfalsch wire es, die 2x des Nenners etwa nur gegen die in

dem 1. Gliede des Zidhlers enthaltenen 2 x zu kiirzen. Man darf nie-

mals beim Kiirzen eines Bruches, in dessen Zshler eine Summe steht,

Nenner durch 2 x geteilt, ergibt:
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nur ein Glied kiirzen. Immer ist die ganze Summe zu kiirzen, und
dies macht man so, dal man zunichst — wenn méglich — die Summe
durch Ausklammern in ein Produkt verwandelt und dann erst einen
Faktor dieses entstandenen Produkts hebt.

3aJ}6ab 3a(l1+2b
b) 3a - ( 3a ) =1+2b
3a 6ab
oder =§€+3‘&:1+2b’
1 .
aber niemals: 31J—§f—“ —1+6ab! Diese Gleichung ist falsch!
1
ab+c¢d ab | ecd cd
©) % =% ta=b+ -
Dag Ausklammern eines gemeinsamen Faktors im Zahler war nicht
moglich.
xX*y+xy  =y(E+4+1)
d) — v = =y =X +1
x2Jax—ex x? ax cx a c a—¢
" m  TmtaTa=ltios=l4y
Weitere Ubungsaufgaben: S. 113 Nr. 117...121,
d) Dividieren einer Summe durch eine Summe
ax-t+bx . . . .
In der Aufgabe ~a¥b darf man nicht die a der ersten Glieder und die b

der zweiten Glieder gegeneinander kiirzen. Glieder darf man nicht heben,
" nur Faktoren, Als mahnende Gedichtnisregel moge folgender Satz dienen:

Faktoren heben, verhindert Fehler!
Wer Glieder hebt, macht grobe Fehler!

3 ,ax+bx
Will man den Bruch: ath

den gemeinsamen Faktor x im Zihler vor die Klammer und kiirze dann

erst durch die Summe (a 4 b). Also so: a,zil;x = x;&jbb) =X.

Fiir diese Art der Rechnung noch einige

durch Kiirzen vereinfachen, so ziche man

Beispiele:

azc—{-ac”__a.c(a—l—c)_ 3X—3Y__3(X"‘Y)___3_
) ato — ate 2C b)2X—2y——2(X‘—Y)_§—1'5
at+ab a(l4+b) a 1 -y —l{y—3x
c)3b+3_3(b+1)_§_§a d)y—x_ y—x =—1.

Weitere Ubungsaufgaben: S. 113 Nr. 122...126.
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Bisweilen 148t sich unter Benutzung der auf 8. 101 u. 102 abgeleiteten
Formeln:
a24+2ab 4+ b2 =(a+b)?
a2—2ab+b2=(a—b)?
a?2—b2=(a-+Db)(a—D)

der Ziahler oder Nenner in ein Produkt umwandeln, so dal anschliefend
der Bruch gekiirzt werden kann. Hierfiir einige

Beispiele:

2 p2 b)(a—b
W) G = Y e b

py EEDE_(eb@+b) _atb
a2—b%2 7 (a+b)(a—b)  a—D>b

a?+2ab+b% (ad b)?

c) a+4b = a+b_=a’+b
a?—2ab-+b® (a—b)?

d) a.——-b+ =(&—b) =a—b
a®—2ab4b* (a—b) _a—b

© i T @ibja—b) —aib’

Weitere Ubungsaufgaben: S. 113 Nr. 127...133.

Kommt man mit den beiden soeben angegebenen Verfahren fiir das Un-
wandeln einer Summe in ein Produkt nicht zum Ziel, so fithre man die
Division wie beim Rechnen mit bestimmten Zahlen (8. 23) durch:

Man teilt das 1. Glied des Dividenden durch das 1. Glied des Divisors
(Teilers) und multipliziert mit dem erhaltenen Quotienten den ganzen
Teiler. Dieses Produkt zieht man vom Dividenden ab (d. h.: Vorzeichen
dndern und addieren) und wiederholt das bisherige Verfahren mit dem
sich ergebenden Rest.

Beispiele:
a) (a®4+-3a%b+3ab>+b%:(a +b)=a%+2ab 4-b?
a3 ---a2b
2a2b 4 3ab? b3 Ergebnis: a2 4+2ab b?
2a2b -~ 2a b2
ab? 4 Db
ab? b3
)
b) 8x2+xy—2y%):8x—2y)=x+}y
3x2—2xy Ergebnis: x +y
3xy—2y? Probe: (B3x—2y)(x+y)
3xy—2y° =3x%4xy—2y.

0
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c) (X‘;—I-S"’):(X +Yy)=x*—xy+y?
X

+xy Ergebnis: x*—xy 4 y2
y?— X:Y Probe: X—xy+y)(x+y)
—x?’y —xy? =x3 4 y3,
v Fxy?
¥ +xy?
0
d) (2a’—ab—6b?):(2a+3b) =a—2b
2a®+3ab Ergebnis: a —2b
—4dab—6b? Probe:  Durch Multiplikation des
~4ab—6h? Ergebnisses mit dem
- 0 Divisor erhilt man den
Dividenden!
e) (6a2+5ab—6b%):(3a—2b)=2a-+3b
6a2—4ab Ergebnis: 2a 4+3b
9ab—6b? Probe nicht vergessen!
9ab— 6b?
0

Weitere Ubungsaufgaben: S. 113 Nr. 134...138.

Die Divisionsaufgabe ;1—~ 148t sich nicht durchfithren. Man kann sie
nur in anderer Form schreiben; nimlich 1: (x 4 y): Es ist stets
1 1 1
sy Taty

Begriindung: Es ergibt sich, wenn fiir x =2 und y =4 gesetzt wird:
il
)
Wire die Ungleichung ﬁly = é—[—% eine richtige Gleichung, so miifite

1 1 . 1 . 1 1 .
umgekehrt: ;—}-—y— gleich Ty sein. Um §+§ zu addieren, mufl man

diese beiden ungleichnamigen Briiche gleichnamig machen. Der Haupt-
Yy

nenner ist das Produkt der beiden Nenner, also xy. Fiir i—setzt man =

1 x S | y x . . . .
und fiir © = x5 Also ist: - =%y +Ty' Diese beiden gleichnamigen
Briiche lassen sich addieren, indem man sie auf einen Bruchstrich setzt,
dessen Zihler die Summe der beiden Zihler und dessen Nenner der gemein-
same Nenner (Hauptnenner) ist.
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Man erhilt:

1 . __y+x_x+y
=Gt =y =
Beispiele fér das Addieren gleich- und ungleichnamiger Briche:
2+3 5
a) 243 24398
a+c
b) 5+ =
3a 2b+3a. 3a4 2b
O)E-i—F ab+ab ab — ab
ad+be
T
a c a cec” a-c?
®be B =be THe = Tbo
1 1 1z y X x2+y+s=
) §?+_x_z+y_z—xyz+xyz+xyz— Xyz
a a b a+b
g)g‘f"l:g‘l‘g:—g“
c ¢ d c—d
h)d"l_ﬁ“‘d: d
n & bte a—(bte) a—b—c Achtung! Klammer im Zihler
Dg——a ="a =1

nicht vergessen!
. a _a(z—1)+a  ax

Dx—itT =y~ G=1F ~ G-1°

Weitere Ubungsaufgaben: S. 113 Nr. 139...148

e) Dividieren durch einen Bruch

Ebenso wie beim Dividieren durch Briiche mit bestimmten Zahlen
(Seite 34) ist auch hier der Dividend mit dem Kehrwert (reziproker Wert)
des Teilers (Divisors) zu multiplizieren. Hierzu einige

Beispiele:

'a,-—b (a.+b)(a—b) a?—b?

c? c? c?

x'x2°x3° x x

Weitere Ubungsaufgaben: 8. 113 Nr. 149...156.
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Aufgaben:

7y Ber= 9wy

6uv

2,5abx—2ax+1,5x
118) 05x R

119) Yea+hae—a

1/8,

3
120) ax+b§ +ex? _

2 3{ bz —7
121) Lsfi%;w\/w_c_z
2a,—}—4b
at2b
6r-+9s
123) v 3. =
4ax *—4ay"

y2
3&x——3bx+3cx
a—b+o =

a®—3a2b +3ab?—

192)

124)

125)
134

136) (22 42z —20):(z— 4) =

187) (2 +15x—1): (22— 1) =

138) (x*—¥)): (x—y) =

139) 2E2 o
140)a,+2b a,-}l;-b:
2x
141);—},“§=
12) X7 oY

&
e
a&
144)—;7“x_1=
1
145) - b — 5=
CE St
147) XY L XY
) x—y Tx+y

Mathematik Teil 1.

3a?x+ 3
126) a3+£f’5~=
a2 —h?
a.—|-b
x24-2x 41
x4-1 -

127)

128)

129) a? +_aibi0 25 b, —

a? — b?
130) G riya=—b) =

4
131) —:,)ﬁy— =

0,36 r2 — 0,252
132) T06r—058
x+2xy+y

-yt

133)

) ( b3): (a — b) =
135) (a® +a?b +-ab® 4 b%): (a2 +b¥) =

l

Bl P M=

ll

f

I

|

I

o
0

1) :sl'c" <M T E\"

"
il

b4t
L4

i

®
ol
T ®
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IM. Das Rechnen mit Proportionen

Beim Vergleichen zweier Zahlen a und b miteinander kann man entweder
feststellen, nm wieviel die Zahl a groSer als die Zahl b ist — d. h. man bildet

die Differenz (a — b) — oder aber man bildet den Quotienten % und driickt
dadurch aus, wie oft die Zahl b in der Zahl a enthalten ist.
Die Differenz zweier Zahlen nennt man das arithmetische Verhiltnis,
wahrend ihr Quotient das geometrische Verhéltnis ist.
Besspiel:
Das arithmetische Verhaltnis der Zahlen 36 und 9 betrigt 27; denn
36 — 9 = 27. Die Zahl 36 ist um 27 gréBer als 9.
Das geometrische Verhaltnis der Zahlen 36 und 9 betrigt 4; denn 3;)—6 =4.
Die Zahl 36 ist viermal so groB wie 9.

Sind 2 Verhiltnisse einander gleich, so nennt man eine solche Gleichheit
eine Proportion. Man unterscheidet zwischen

a) Arithmetische Proportion, z. B. 36 — 9 = 40 — 13,
b) geometrische Proportion, z. B. %:% oder 36:9=12:3.

Bei jeder Proportion unterscheidet man zwischen den beiden AuBen-
gliedern und den beiden Innengliedern. Wie der Name sagt, stehen die
AuBenglieder bei einer Proportion auflen, die Innenglieder aber innen in
der Proportion.

Bei der unter a) angegebenen arithmetischen Proportion sind die Auflen-
glieder: 36 und 13, die Innenglieder: 9 und 40. Bei der unter b) an-
gefithrten geometrischen Proportion sind die AuBenglieder: 36 und 3,
die Innenglieder 9 und 12.

1. Die arithmetischen Proportionen

Uber die AuBen- und Innenglieder der arithmetischen Proportionen, die
in der Technik weniger verwendet werden als die geometrischen, gilt der

Lehrsatz:

In jeder arithruetischen Proportion ist die Summe der Aulenglieder
gleich der Summe der Innenglieder.

In der arithmetischen Proportion: 27—12 = 48 — 33 sind die Auflen-
glieder: 27 und 33. Ihre Summe betrigt: 27 4 33 = 60. Sie ist gleich der
Summe der beiden Innenglieder 12 und 48; namlich 12 4- 48 = 60.

Allgemein ausgedriickt: Die 4 Gréfen a, b,c und d bilden die arith-
metische Proportion: a —b =c¢ —d, wenn a +d =b + ¢ ist.
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Oder umgekehrt:

Aus der Gleichheit zweier Summen: (a + d) = (b + ¢) 148t sich immer
die arithmetische Proportion: a — b = ¢ — d aufstellen.

Sonderfall:

Sind in einer arithmetischen Proportion die beiden Innenglieder gleich
groB, so nennt man dieses Innenglied das arithmetische Mittel oder
den Mittelwert zu den beiden &ufleren Gliedern.

Beisptele:
a) 8— 5 =5— 2. b ist das arithmetische Mittel zu 2 und 8.

b) 256 — 17 =17—9. Die beiden Innenglieder 17 und 17 sind einander
gleich. 17 ist der Mittelwert zu 25 und 9.

¢) Kennt man das arithmetische Mittel zweier Zahlen nicht, so bezeichne
man es zunichst mit dem Buchstaben x. Zu den beiden Zahlen 4
und 12 soll der Mittelwert bestimmt werden. Es mul die Gleichung
gelten: 12 — x = x — 4. Da die Summe der AuBenglieder gleich der
der beiden Innengliederist, ergibt sich: 12 4 4 == x 4-x oder 16 = 2x.
In Worten heifit diese letzte Gleichung: Das Doppelte einer unbe-
kannten Zahl ist 16. Hieraus folgt, dal die unbekannte Zahl selbst

die Halfte von 16, also g — 8 ist.

Das arithmetische Mittel oder der Mittelwert zweler Zahlen ist die
halbe Summe aus den beiden Zahlen.

Der Mittelwert zu den beiden unbestimmten Zahlen a und b lautet: > ; b .

Mit Vorstehendem ist die Bedeutung der arithmetischen Proportionen fiir
die Technik erschépft. Von groflerer Wichtigkeit sind die geometrischen
Proportionen, die man einfach auch nur mit ,,Proportionen‘ bezeichnet.
Spricht man von einer ,,Proportion‘, so ist damit stets eine geometrische
Proportion gemeint.

2. Die geometrischen Proportionen

Die Gleichheit zweier Briiche nennt man eine (geometrische) Proportion.

Man schreibt % = Z odera:b=-c:d und liest: a zu b wie ¢ zu d. Man

meint damit: Es verhilt sich a zu b, wie sich ¢ zu d verhilt.
In dieser Proportion sind die Aufenglieder: a und d; die Innenglieder:
b und c.
Fiir jede Proportion gilt der wichtige
Produktensatz: In jeder Proportion ist das Produkt der Auflen-

glieder gleich dem der Innenglieder.
g*
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Wenn a:b =c:d ist, so soll nach diesem Produktensatz ad =be
sein.

Beweis: Die Proportion a:b =c¢:d oder, in Bruchform geschrie-
ben: %:% ist eine Gleichung. Wie spiter im Abschnitt C II Seite 190
gezeigt wird, darf man jede Seite einer Gleichung mit ein und der-

selben Zahl multiplizieren. Hier mégen die beiden Seiten dieger Glei-
chung mit dem Hauptnenner der beiden Briiche, namlich b d, multipli-

ziert werden. Dies ergibt: % +bd = % +bd. Die linke Seite kann man

durch b, die rechte durch 4 kiirzen und erhilt: a d = b ¢. Dies ist die
Behauptung, und somit ist der Beweis erbracht.

(Anmerkung: Der Produktensatz ist &hnlich dem fiber die AuBlen- und
Innenglieder der arithmetischen Proportionen. Dort war die Summe aus
den beiden AufBlengliedern gleich der aus den beiden Innengliedern. Hier
handelt es sich jedoch um die Gleichheit der Produkte der AuBlen- und
Innenglieder.) ‘

Wer dieser vorstehenden, allgemein giiltigen Beweisfithrung noch nicht
folgen kann, der iiberzeuge sich durch Einsetzen von Zahlenwerten von der
Richtigkeit der Behauptung. Jedoch ist hier das Kinsetzen der Zahlen-
werte vorsichtig auszufithren. 3 Werte kann man beliebig wihlen, z. B.

a=4,b=2,c=10. d jedoch muf so gewihlt werden, daf} % = %9 ist.
Da 4 doppelt so grol wie 2 ist, mu8 auch 10 doppelt so groB wie d sein;

d. h. d = 5. Die Proportion lautet somit: 4:2 = 10: 5. Das Produkt der
AuBenglieder 4 - 5 = 20ist gleich dem Produkt der Innenglieder 2 - 10 = 20.

Den Produktensatz kann man dazu benutzen, um schnell festzustellen,
ob eine Proportion richtig ist:

5:6 = 10:12 ist richtig; denn 5-12=6-10
60 = 60 ebenso:

10:4=5:2 ,, v ’ 10-2=4-5

20 = 20 oder:
2:25 =4:5 ’s ' 2-5=25-4

10 = 10. Aber:

7:3 == 21:8; das Produkt der AuBenglieder: 7+ 8 = 56 ist nicht gleich
dem Produkt der Innenglieder: 3 - 21 = 63.

Umgekehrt 148t sich aus der Gleichheit zweier Produkte eine Reihe von
Proportionen (im ganzen 8 Stiick) aufstellen, indem man die Faktoren des
einen Produkts zu AuBengliedern (oder Innengliedern) und die Faktoren
des anderen Produktes zu Innengliedern (oder Aufengliedern) einer Pro-
portion macht.
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Bessprel:

Aus 3-16 = 4 - 12 ergeben sich folgende 8 Proportionen:
a) 3: 4=12:16 e) 4: 3=16:12
b) 3:12= 4:16 f) 4:16= 3:12
c) 16: 4=12: 3 g) 12: 3=16: 4
d) 16:12 = 4: 3 h) 12:16 = 3: 4.

An diesen soeben aufgefiihrten 8 Proportionen erkennt man auch den fol-
genden Satz iiber die Vertauschbarkeit der Aufien- und Innen-
glieder:

In einer Proportion darf man die Auflenglieder oder die Innenglieder
oder die beiden Seiten der Proportion miteinander vertauschen.

Aus der Proportion a:b = c¢:d folgt

durch Vertauschung der AuBenglieder: d:b =c¢:a
. ' ,» Innenglieder: a:c¢=b:d
d:c=Db:a

) » ,» beiden Seiten: c¢:d =a:b
cia=d:b

b:d =a:e¢

b:a=d:e¢

In diesen 8 Proportionen ist immer das Produkt der AuBenglieder gleich
dem der Innenglieder; nimlich: ad =be.

a) Aufsuchen der 4. Proportionale

Sind von einer Proportion nur 3 Glieder bekannt, so kann man das
fehlende 4. Glied nach der folgenden Regel bestimmen:

Ein Innenglied einer Proportion ist gleich dem Produkt der beiden
AuBenglieder, geteilt durch das andere Innenglied.

Ein AuBlenglied einer Proportion ist gleich dem Produkt der beiden
Innenglieder, geteilt durch das andere AuBenglied.

(Diese Regel 148t sich leicht mit Hilfe der Lehre von den Gleichungen
(Beite 192ff.) beweisen. Hier wird auf die Beweisfiihrung verzichtet.)

Das unbekannte Glied einer Proportion mége x lauten.

Aus a:x =c:d folgt x:i(}
(5}

d
» alb=x:d ,, x:a—b~
be
»» X:b=c:d ,, X= 5
be

» @Alb=c:x , X=
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Zahlenbeispiele:
8
a) 4:7=32:x ergibt:x:%iig:%
4
2/ . .12
b) 1/,:2/3 = 12: x; hieraus x = —[’1—/—12 :2—%—? =16
2
255
c)2:11=x:55,x=—ﬁ—=10
d)8a:5b=x:25b;x="220 4,
2
a b
a ¢ b __b*.aﬁ__‘a-b-d a
e)F'X=E'E’X'—~c “b.dc ¢
5

(@a+b)-(g—b)

f) (@-4Db):x=(a%2—b%):(a—b); x= =1

a2 — b2
. — 6 . _2’5'6__
g) x:125=06:75; x= 75 =2
3
2ab b 1
h) x:2a=D0b:62; x= 6: =3~=§b.
3

b) Mittlere Proportionale oder geometrisches Mittel

Eine Proportion, bei der die Innenglieder (oder AuBenglieder) gleich sind,
heiBt eine stetige Proportion. In der stetigen Proportion: a:b =Db:e
nennt man b die mittlere Proportionale oder das geometrische Mittel zu
a und c. In der stetigen Proportion a:b = c¢:a ist a die mittlere Propor-
tionale zu b und c.

Zahlenbeispiele:

a) In der Proportion 2: x = x: 8 ist die Unbekannte x das geometrische
Mittel zu 2 und 8. Nach dem Produktensatz ist: x-x =2-8 oder
x% =16; d. h.: das Quadrat einer unbekannten Zahl x ist gleich 16.
Die unbekannte Zahl x ist dann 4.

Das geometrische Mittel zu 2 und 8 lautet 4.
(Wiederholung : Dasarithmetische Mittel zu 2 und 8 lautet %g s _

w3

= 5.)
b) Aus der Proportion:
x:4 = 9:x folgt: x> =36 oder x = 6.

Das geometrische Mittel zu 4 und 9 ist 6. (Das arithmetische Mittel zu 4
und 9 18t 6,5.)
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¢) Wie lautet die mittlere Proportionale zu 4 und 162
Man stellt die Proportion auf: 4:x = x:16 und findet hieraus
x2=4-16 =64 oder x=8.
4416 2

(Das arithmetische Mittel zu 4 und 16 lautet: x = —5— =?0 = 10) .

¢) Der Proportionalitiitsfaktor

Aus dem Verhiltnis der beiden Zahlen 2 und 3, das man entweder als
gemeinen Bruch % oder aber auch in der Form 2:3 schreibt, lassen sich
durch Erweitern mit irgendwelchen Zahlen gleiche Verhiltnisse aufstellen.

Durch Erweitern mit 2 erhilt man das gleiche Verhéltnis %.

Die Proportion §=% bat den sog. Proportionalitatsfaktor 2.

In der Proportion %:;—i betrigt der Proportionalititsfaktor 4; denn
—;% ist aus % durch Erweitern des letzten Verhiltnisses mit 4 entstanden.
Bestimmung des Proportionalitétsfaktors: Den Proportionali-
titsfaktor einer Proportion bestimmt man dadurch, dafl man den Zihler
{(oder Nenner) des einen Verhiltnisses durch den Zahler (oder Nenner) des

anderen Verhiltnisses teilt.
Beispiel:
Wie lautet der Proportionalititsfaktor der Proportion:
2:5=36:90"%
Losung: 36:2 =18 oder 90:5 =18,
18 ist der Proportionalititsfaktor der Proportion:
2:5=36:90.

d) Korrespondierende Addition und Subtraktion

a
b
leiten, daB man sowohl auf der linken als auch auf der rechten Seite der
Proportion die gleichen Rechenoperationen des Addierens oder Subtra-
hierens vornimmdt.

Wenn man beispielsweise in der gegebenen Proportion a:b =c:d zu

Aus der Proportion :% lassen sich weitere Proportionen dadurch ab-

dem Zahler a des Verhi‘iltnisses% den Nenner b hinzuzihlt, so hat man

in entsprechender Weise auch bei dem Verhiltnis c¢:d zum Zihler e

den Nenner d zu addieren.

. a ¢ q. . _a+4+b c4+d
Man erhilt aus 3 =g die neue Proportion: 5 =g
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Die Rechenoperationen, die man auf der linken Seite der Proportion
vornimmt, miissen denen, die man auch rechts vornehmen muf}, damit
man eine neue Proportion erhilt, entsprechen oder — man nennt dies
auch — sie miissen korrespondieren.

Auf diese Weise erhdlt man aus % = El(i folgende Proportionen:
a4b citd, a-{—b_c-}-d. a ¢ .
T ad a—b o—d’ ath cxd -
Zahlenbeispiel:

Aus der Proportion 2:3 = 6:9 erhilt man nach dem Verfahren der
korrespondierenden Addition die neuen Proportionen'

2—_53 6"*_Qdas st3 -»g oder
3—2_9-—6 1.3
3 - 9 b3 ] b 3_9 b
3+2 _9+6 5_15
3—2"9—6 ” »” 1 3 »
2 6 2 6
237649 7 » 57158V

Der Beweis fiir die Allgemeingiiltigkeit der korrespondierenden Addition
148t sich mit Hilfe des Proportionalititsfaktors wie folgt fithren:

Wenn % =-:li ist, dann kann man den Proportionalititsfaktor m so

finden, daB a =me¢ und b=md. ist. Wie im Kapitel ,,Gleichungen*
(S.189) gezeigt wird, darf man die linken und rechten Seiten der Gleichungen
miteinander addieren, subtrahieren, multiplizieren oder auch dividieren, und
man erhélt hierdurch wiederum eine Gleichung. Durch Addition der beiden
letzten Gleichungen:

a=mo
b=md
erhilb man a-+b=mc¢-+md
a+b=m(c-+d)
Diese Gleichung durch die urspriingliche b md
~ dividiert, erglbt = }i(]%_gkd)
a - ’n etd
=

Man hat somit die gewiinschte Gleichung erhalten. Der Beweis ist erbracht.
Auf dhnlichen Wegen lassen sich die anderen angefithrten Gleichungen
beweisen.
Beispiel:
Mit Hilfe des Gesetzes der korrespondlerenden Addition ist die Unbe-
kannte x in der folgenden Proportion zu berechnen:
2-4+x):x=3:2.
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Man formt die Proportion so um, dafl die Unbekannte x nur in einem Gliede
vorkommt. Auf beiden Seiten der Proportion zieht man vom ersten Gliede

das zweite ab: (24+x—x):x=(3—2):2
2:x=1:2

x_—l—_é

Ergebnis: =x=4.
Das allgemeine Gesetz der korrespondierenden Addition laft
gich ebenfalls mittels des Proportionalitatsfaktors beweisen.
Wenn m, n, p und q irgendwelche beliebige Zahlen sind, so erhalt
man aus der urspriinglichen Proportion:

a (¢}

T d
ma-+nb mec+nd
—qb ~ pe—qd

die neue Proportion: pa

Zahlenbeispiel:
Es sel a=2 b=3 c=4¢ d=6
m=="T n=3_8 p=9 q=5.
Die urspriingliche Proportion% = 3 lautet hiermit: g = % . Es ergibt sich

ie neue Proportion:
die P ma+nb~_mc+nd

pa—qgb ~ pe—qd
72483 7-418:6
9-2—5-3 9-4—5-6
14+ 24 28448
18 —15 36 —30
38 76
E

Die sog. fortlaufenden Proportionen entstehen durch Gleichsetzen
mehrerer Verhéltnisse.
a b, ¢ d,
a: b':zc: erg1bt sich: a;:b;:c;:dy=a,:byicy:d,.
(Anmerkung: An dle Buchstaben a, b, ¢, d sind hier ein wenig unter-
halb der Zeile kleine arabische Zahlen, der sog. Zeiger oder Index, ange-

héingt. a, ist eine von a, verschiedene Zahl, ebenso b, und b, usw.)

Zahlenbeispiel:
1
Aus ig 24 T(g) § erhilt man die fortlaufende Proportion:

48: 24:12: 6 =40: 20 :10:5. Aus einer fortlaufenden Proportion lassen
sich mehrere Proportionen durch Herausgreifen entsprechender Glieder
aufstellen; man erhdlt z. B. aus a;:a,:a3:2, = b, :by:bs: by folgende
Proportionen: a;:a;=D>b,;:b, oder a;:a;=">b,:b; oder a,:8,=by:b,.
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Aufgaben iber das Rechnen mit Proportionen

157) Welche 8 Proportionen lassen sich aus der Produktengleichung:
ab =cd ableiten?

158) Welche Proportionen erhilt man aus x:y =a:b durch Vertauschen
der AuBlen- und Innenglieder ?

Die Unbekannte x ist in den Aufgaben 159...173 zu berechnen:

159) 5 = 163) 3= 2% 168) x: =122
160)£_~i 164) a:5b=x:10b 169) x:2a=0,3b:6a
=1 . — .
21< 165) 12a:6ab=x:b 170) 0,3a:5b=1,5a:x
161) ==~ 171) ab:a?=x:a
5 4 166) 2:T=14a:x 172) 1.2:x—=6:0.5
2 1 41X =0:0,
162) o=+ 167) 0,5:x=0,25:4 173) 2%/,:x =5:4.

174) Wie lautet zu den Zahlen 4 und 25
a) das arithmetische Mittel ?
b) das geometrische Mittel ¢

175) Es ist das «) arithmetische und f) geometrische Mittel anzugeben zu
den Zahlen:

2) 8 und 18 ¢) 4 und 36 e) 2 und 72.
b)9 ,, 16 d)3 ,, 48

176) Wie lautet der Proportionalitidtsfaktor folgender Proportionen:
a) 3:4=15:20 ¢) 2:5=2a:5a e) Y,:1/3=3:2.
b) 1:2=13:26 d) u:v=nu2:uv

Die Unbekannte x ist in den Aufgaben 177...186 mit Hilfe des Ge-
setzes der korrespondierenden Addition und Subtraktion zu berechnen.

177) 8+x):x=5:1 182) (x—1):x=1:3

178) (x4-7):x=5:15 183) (x+2):x=1:3

179) b—x):x=1:4 184) (a+x):x=(a+b):b

180) 2—x):x=3:1 185) @a—x):x=b:(a—D)
x—3 1 186) 2a-+x):x=(a +b):(b—a).

1) X5 54 |

187) Die Héhe eines Fabrikschornsteines kann man durch Vergleich seiner
Schattenlinge mit der Schattenlénge einer senkrecht stehenden Stange
bestimmter Linge berechnen. Die Vergleichsmessungen miissen zur
gleichen Zeit vorgenommen werden. Es verhilt sich die Schornstein-
hohe zur Schattenlinge des Schornsteins wie die Stangenlinge zur
Schattenlidnge der Stange.

‘Wie hoch ist ein Schornstein, der einen Schatten von 90 m wirft, wenn
gleichzeitig eine 2 m lange Mefstange einen 3 m langen Schatten hat ?
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188) Die Umfinge zweier Kreise U; und U, verhalten sich wie die Durch-
messer d, und d,.
Die Kreisinhalte F; und F, verhalten sich wie die Quadrate der
Durchmesser d; und d,. '
a) Diese beiden Sitze sind in Form von Proportionen anzugeben!
b) Der Kreis mit dem Durchmesser d; = 10 mm hat den Umfang

U, = 31,4 mm. Wie grof} ist der Umfang U, des Kreises mit dem
Durchmesser dy = 25 mm ?

¢) Wievielmal grofler wird der Querschnitt eines Rohres bei Verdoppe-
lung des Rohrdurchmessers ?

189) Bei einem Riementrieb verhalten sich (unter Vernachlissigung des
Riemenschlupfes) die Riemenscheibendurchmesser umgekehrt wie die
Lastdrehzahlen.

Die treibende Scheibe habe einen Durchmesser D; = 125 mm und
macht n, = 800 U/min. Wie groB mull der Durchmesser D, der
getricbenen Scheibe ausgefiithrt werden, wenn sie n, = 400 U/mm
machen soll ¢

190) Unter dem Ubersetzungsverhiltnis i eines Hebels versteht man das
Verhiltnis der Hebelarmlidngen; also 1= IT’, wenn L die in mm ge-

messene Lénge des Hebelarmes der Kraft P und 1 die in mm ge-
messene Linge des Hebelarmes der Last Q ist. Nach dem Hebel-
gesetz ist das Produkt aus Kraft mal Kraftarm gleich dem aus Last
mal Lastarmy als Formel heilt das: PL = Q1.

a) Welche Proportion 148t sich zwischen den Hebelarmlingen und
den Kriften aufstellen ?

b) Wie grof} ist i, wenn die an dem Hebel wirkende Kraft P = 45 kg
der Last Q = 225 kg das Gleichgewicht halt?

¢) An einem wie langen Hebelarm 1 greift diese Last an, wenn die
Kraft an dem Hebelarm L = 520 mm wirkt?

181) Das Ubersetzungsverhiiltnis oder kiirzer die Ubersetzung i von Zahn- .
ridern ist das Verhéltnis der minutlichen Drehzahl n; des treibenden
Rades zu der Drehzahl n, des getriebenen Rades. Essei: d; = Durch-
messer des treibenden Rades in mm; dy = Durchmesser des getriebenen
Rades in mm; z, = Ziahnezahl des treibenden Rades; 2z, = Zahnezahl
des getriebenen Rades.

(Anmerkung: Index 1 weist auf das treibende Rad hin.)
Die Drehzahlen von treibendem und getriebenem Rad verhalten sich
umgekehrt wie die Durchmesser der Rider.
Die Durchmesser zweler Zahnrider verhalten sich wie ihre Zahne-
zahlen.
a) i kann kleiner bzw. groBer als 1 sein. Bei einer Ubersetzung ins
Schnelle ist n, >n;. Wie grof} ist dann i?
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b) Welche Proportionen bestehen zwischen den Drehzahlen und den
Durchmessern, zwischen den Durchmessern und den Zihnezahlen
und zwischen den Drehzahlen und den Zihnezahlen bei 2 mitein-
ander arbeitenden Zahnriidern ?

¢) Wie groB ist bei der Ubersetzung i = (1; die Zihnezahl z, des
treibenden Rades, wenn das getriebene Rad z, — 15 Zihne hat ?

192} Bei gleichen Temperaturen verhalten sich die Rauminhalte V; und V,
(in m®) eines Gases umgekehrt wie die Spannungen p, und p, (in at).
a) Dieses Gesetz ist in einer Formel anzugeben!
b) 100 m3 Gas stehen unter einem Druck von 1,5at. Wie groB ist
das Gasvolumen, wenn der Druck um 1 at erhéht wird unter Bei-
behaltung der Temperatur ?

193) Die Durchflumengen Q durch ein Rohr verhalten sich wie die Ge-
schwindigkeiten v des durchstrémenden Wassers. Q;: Q, = v;:v,.
Durch ein Rohr flieBen minutlich Q; = 3,8 m3 hindurch. Wird die
DurchfluBBgeschwindigkeit um 1 m/s erhéht, so wird die Durchflu3- .
menge um 1,9 m3 gréBer. Wie gro8 ist die urspriingliche DurchfluB-
geschwindigkeit v, ?

194) Im Schmiedenressing (Muntzmetall, Ms 60) verhilt sich die in ihm ent-
haltene Kupfermenge zu der Zinkmenge wie 3:2. Wieviel Kupfer (Cu)
und Zink (Zn) sind in 40 kg Messing enthalten ? '

(Anleitung: In 40 kg Messing sind x kg Cu und (40 — x) kg Zn ent-
balten. Proportion aufstellen! x unter Zuhilfenahme der korre-
spondierenden Addition berechnen!)

195) Verdoppelt man die Kraft, die einen Stab von einem bestimmten
Querschnitt auf Zug beansprucht, so verdoppelt sich auch die dadurch
hervorgerufene Zugspannung. Bei einer dreifachen Kraft wird die
Zugspannung dreimal so grof} usw.

a) Welche Proportion kann man zwischen den Kriften Py, P,, Py und
den durch sie hervorgerufenen Spannungen p,, p,, p; aufstellen ?
- b) Erhéht man die einen Stab auf Zug beanspruchende Kraft P; um
100 kg, so wichst die Spannung p; == 400 kg/cm? auf p, = 450 kg/cm?.

Wie gro8 ist P, ?

196) Nach dem Ohmschen Gesetz der Elektrotechnik verhalten sich bei
gleichen Spannungen die Stromstirken i; und i, umgekehrt wie die
Widerstinde r, und r,. Also: i;:iy, =1p:14.

Erniedrigt man in einem Stromkreise den Widerstand von 11002
um die Hilfte, so nimmt die Stromstirke bei ein und derselben Span-
nung um 2 A zu. Welcher Strom floB urspriinglich in dem Stromkreise ?

(Anleitung: Bei dem Widerstand r, = 1102 flieit der Strom i,.

»  » R I = 552 N 5 ” i], +2'

Stelle die Proportion zwischen diesen Widerstinden und Strom-
stirken auf und bestimme i, mit Hilfe des Gesetzes der korrespon-
dierenden Addition und Subtraktion!)
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IV. Die Potenzrechnung

Ist bei einer Potenz (vgl. 8. 14) die Basis oder der Potenzexponent oder
beides (Potenzwert) eine unbestimmte Zahl, so kann man diese Grofen,
z. B. a3, x* oder 2%, 3% oder x?, b* usw., nicht weiter ausrechnen. Wohl
aber 148t sich mit solchen unbestimmten Gréflen operieren, d. h. man kann
mit ithnen weiterrechnen. Diese Gré8en werden erst dann bestimmt, wenn
man bestimmte Zahlen fiir die unbestimmten einsetzt. '

Unter a® versteht man ein Produkt aus n Faktoren, deren jeder a ist.
Die Potenzierung ist eine Multiplikation mit gleichen Faktoren?).

Fira>1undn>1 wird a®>a
s a1 ,, n>1 ,, a*<a.
Beigpiel:
Fira=2 undn=3 wird a2 =23 =8> 2
. 28=02 , n=3 , af=0,.25=0,008<0,2.

Potenziert man eine Zahl, die grofer als 1 ist, so wird der Potenzwert
erst recht groller als 1.

‘Beispiel: 02
Potenziert man eine Zahl, die kleiner als 1 ist, so wird der Potenzwert
erst recht kleiner als 1.

Beispiel:
0,22 = 0,04.

1) Die Quadratzahlen gerader Zahlen sind gerade Zahlen.

Beweis:

Die Grundzahl mége a lauten. Wenn sie gerade ist, so kann man sie
in der Form a = 2n schreiben, wobei n eine beliebige gerade oder un-
gerade Zahl ist. Aus a = 2n folgt a? = 4 n?; d.h. a? ist eire durch 4
teilbare Zahl. Sie ist also gerade.

2) Die Quadratzahlen ungerader Zahlen sind stets ungerade Zahlen.
Beweis:

Die ungerade Basis a 140t sich in der Forma = 2n -1 schreiben. Es ist
dann a2 = (2n +1)2=4n2-4n 1. Hierin ist 402 und 4n stets
gerade, was fiir eine ganze Zahl auch immer n ist. Die Summe der
beiden geraden Zahlen 4 n? 4 4 n ist ebenfzlls gerade. Zahlt man aber zu
einer geraden Zahl 1 hinzu, wie die rechte Seite der fiir a? angegebenen
Gleichung besagt, so erhilt man eine ungerade Zahl.

1) Fiir Potenzen, deren Potenzexponent kleiner oder gleich 0 ist [also: n<0],
gelten die Definitionen auf Seite 131.



126 Rechnen mit Buchstaben

Aus diesen beiden Sétzen 1) und 2) folgt:

Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Quadratzahlen ist stets
} eine ungerade Zahl.

Dies kann allgemein, wie folgt, bewiesen werden. 2 aufeinanderfolgende
Quadratzahlen haben die Form: (21n)2 und (2n -+ 1)2. Ihre Differenz
betrigt: (2n -+ 1)2— (2n)®2 =4 n - 1. Dies ist stets eine ungerade Zahl.

Die Summe der aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen ergibt eine

Quadratzahl.

Beispiele:
14+3=4
14+34+5=9
143+4547=16
1+34+54+74+9=25
143454749411 =36.

Der Beweis hierfiir 148t sich durch nebenstehende
Zeichnung veranschaulichen: Das gesamte Quadrat setzt

sich aus 1 -3 -5 4 7 = 16 Teilquadraten zusammen. N
Man unterscheide zwischen dem Produkt Bild 30
2a =2a -}a
und der Potenz S, S N, S
a?=a-a. 2a
Ist a die GroBe einer Strecke von a cm Linge, so ist Bild 31

2 a die Linge der Strecke, die doppelt so lang ist wie

die Strecke a. (Bild 31.) 7
a2 aber ist der Inhalt des Quadrates mit der Seite a. /
(Bild 32.) Z /

Es unterscheiden sich
3a=a-ata ""’—Cﬁﬁ—’-\
ad=a-a-a. Bild 32

und

Geometrisch betrachtet, ist 3 a eine Strecke (Bild 33)
und a? der Inhalt des Wiirfels mit der Kante a. (Bild 34.)

3g ———=

Bild 33 ;;Ei =
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Man unterscheide zwischen

2

(la)zziaz. ~-a .J

2 Bild 35

2 1 >
(la) undéa.2 o BN

Die schraffierte Fliche hat den Inhalt (%a)z. Es ist

der vierte Teil des Quadrates mit der Seite a (Bild 35). |
(o
%a"‘ ist die Hilfte des Quadrates mit der Seite a 1
(Bild 36). _.%a -
e (] —aeeed
Bild 36
Potenzen mit negativer Basis
(—2P=—2.—2=4 = 2
(—2)P=—2-—2.—2=—38 B
(—20 = —2-—2.-2.—-2—_16 = o
(—2p=—2+n2-—2.—2.—2=—232 ——2
(—2)f—=—2.—2.—2.-2._92.—2—64= 2

Aus den vorstehenden Gleichungen fiir die Potenzen der negativen Zahl
{— 2) ersieht man, daf} dag Ergebnis fiir die Exponenten 2, 4, 6 — gerade
Zahlen — positiv ist. Fiir ungerade Exponenten 3, 5, 7 usw. ist der Potenz-
wert negativ. Das folgt aus fortgesetzter Anwendung der Vorzeichen-
regeln (s. S. 13).

Ist m eine beliebige gerade oder ungerade ganze Zahl, so ist
2 m stets eine gerade Zahl und
2m 41 [sprich: 2 m plus oder minus 1] stets ungerade.
Hiermit gilt allgemein:
(—a)m — a2m
(_ a)2m;{:1 = — g2mE1

Die Potenz einer negativen Zahl ist fiir gerade Exponenten positiv;
fiir ungerade Exponenten ist sie negativ.

Beispiele:
(— 0,2)2 = 0,04 (_ 1)5 — (1)5 =1
2/ = 2] — 32
(— 0,3)3 = —0,3% = — 0,027
(—3)t =31 =38l

(=) =) (1P = — () = —6s.
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8) Addition und Subtraktion von Potenzen
Potenzen lassen sich nur addieren und subtrahieren, wenn die Basen und
Exponenten gleich sind. Man braucht in diesem Falle nur die Beizahlen
(Koeffizienten) der Potenzen zu addieren oder subtrahieren.

Beispiele:

a) 2a% +3a% - 5a% — a3 = Qa3

b) b*+ 3b* 4 4bx = 8b=

c) 5b2 — 2b% 4- 6 b — 8 b2 = h?

d)05x240,3x2}x2—14x%40,6x®=x2

e) 0,5x +03x2=7? liBt sich nicht addieren; denn die Potenz-
exponenten 1 und 2 sind verschieden. Man kann in diesem Beispiel
den gemeinsamen Faktor x ausklammern und erhilt = x (0,5 +- 0,3 x).

f) 2,3a2 42,72 =1% it sich nicht addieren; denn die Potenzbasen

sind verschieden.

g) 2,3a%2 4+ 2312 =23 (a% 4 b?).
Nur der gemeinsame Faktor 2,3 148t sich ausklammern.

h) %xz_i_,g,yz_i_%xz_%yz_ %Xz_l__;_yz = x? 4 y2,
Die Glieder mit x2 und die mit y2? sind getrennt addiert worden.
Ebenso:
) 06x2—25y2405x2 415y =x2— 5y =(x+y)(x—1y)
Weitere Ubungsaufgaben: 8. 132 Nr. 197...2086.

b) Multiplizieren von Potenzen

1) Gleichbasige Potenzen = Potenzen mit gleicher Basis
a%-8% = (a-a)-(a-a-a) —altd—ab
b2-bt=(b-b-b)-(b-b-b:b) =hdtt =07,

Allgemein: a™ - at = ?

a™igt ein Produkt aus m Faktoren a; also a®=a-a-a-a ...

m Faktoren a

a® igt ein Produkt aus n Faktoren a; also a2 = a-a-a.....
—_———
n Faktoren a

Das Produkt der beiden Potenzen a™ und a® ergibt ein Produkt aus (m -+ n)

Faktoren a; also

am. gl — gm+n d. h.:

Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man die
Basis mit der Summe der Exponenten potenziert.
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Beispiele:

a) x4+ x2 — x4*% — 38
b) y5 -y = yo+l = yb d) 2a%-8 — 222+l — 243

e) 5b-Tb®=5-7-b-b®=35b%, aber unterscheide:
5b—+47b3=b(5+7b?

c) z2-78 - 74 — 73+3+8 — 19

f) 0,2¢2:05¢ =0,1¢*1=0,1¢%
g) aT+2a2-x — gE+2+2-x _ g8
h) gm+n . gm-n _ gm+n+m-n _ g2m
Umgekehrt 148t sich als Produkt schreiben:
i) al® = a4+6 —a%.a% oder
j) xR = x™ - %7,
Weitere Ubungsaufgaben: S. 132 u. 133 Nr. 207...216.

2) Gleichnamige oder gleichhohe Potenzen = Potenzen mit
gleichen Exponenten (Hochzahlen)

a?+b2=(a-a) (b'b)=ab-ab=(ab)® oder
By =(xxx)(yyy) =&y Ey)- &y =&y
Allgemein: a® +b® = (a-a-a-a...)-(b-b-b-b...)

nFaktorena nFaktorenb
In diesem Produkt von n Faktoren a und n Faktoren b wird je ein Fak-

tor a mit einem Faktor b zu einem Produkt a b zusammengefalt. Man er-
hilt dann n solcher Produkte a b.

a®-b®=(ab)-(ab)-(ab)-(ab)... = (ab)®
n Faktoren (ab)

an- b® = (a b d. h.

Potenzen mit gleichen Hochzahlen werden multipliziert, indem man

die Grundzahlen multipliziert und mit der gemeinsamen Hochzahl
potenziert. ‘

Beispiele:
a) 0,25" - 42 = (0,25 - 4)* =12 =

o {1 (o -
0 @b (p)f (3) = (ab g i) =
d) (@ x)- (é) - (2 xé) o

Mathematik Teil 1.
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a?—bN3 (x| y\8 [x—y\3 a?—b? x4y x—y\3
¢) (xz—-yz) (a——b) (a+b =(x2——y2.a—b.a,+b)

_((a+b)(a—b)(X+y)(X—y))3_13_1
T\E+yE—y@=b@+b) — " T

Weitere Ubungsaufgaben : S. 133 Nr. 217 ... 226.

3) Ungleichbasige sowie ungleichnamige Potenzen

lassen sich nicht multiplizieren. Hierfiir ein Beispiel: a%- b3 bleibt un-
veréindert a® - b3,

¢) Dividieren von Potenzen

"Auf Seite 35... 37 wurde das Dividieren von Potenzen mit bestimmten
Zahlen behandelt. Auch hier gelten die dort angefithrten Regeln a...d.

1) Gleichhohe Potenzen (= Potenzen mit gleichen Hochzahlen)

3.pa_ 228 a a a [(a)3
=y =% b*(b) .

Allgemein:
m Faktoren a
am.bmzmm=i.i.i.i...=(g)m
: beb-b*b... b b b b b
m Faktoren b

m Faktoren %
Hier wurde je einer der m Faktoren a im Zihler mit je einem der m Fak-
toren b im Nenner zu dem Quotienten % zusammengefat.

Man erhielt ein Produkt aus m Faktoren %; also:

in Worten:

Potenzen mit gleichen Hochzahlen, aber mit verschiedenen Basen,
werden dividiert, indem man den Quotienten der Basen mit der ge-
meinsamen Hochzahl potenziert.

2) Gleichbasige Potenzen

ab;at = 2 2IBIRIBIR a0 g2,
&8
Im Zghler des vorstehenden Quotienten steht das Produkt aus 6 Faktoren a,
im Nenner das Produkt aus 2 Faktoren a. Es lassen sich 2 Faktoren a
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wegheben. Es bleiben somit im Zihler 6 — 2 = 4 Faktoren iibrig. Ebenso
findet man allgemein, da sich der Bruch % durch n Faktoren a kiirzen
a

1aBt. Es bleiben dann (m—n) Faktoren im Zihler iibrig. Hierbei sei vor-
ausgesetzt, dafl m >n -1 ist. Also:

m
—— am—n

aﬂ

in Worten:

Potenzen mit gleichen Basen werden dividiert, indem man die ge-
meinsame Basis mit der Differenz der Hochzahlen potenziert.

an+1

Damit — =a auch eine Potenz wird,

gsetzt man | a' = a

Damit die Regel %:E = a®—2 guch gilt, wenn im Nepner mehr Fak-

toren als im Zihler stehen, wenn also n > m ist, hat man folgende De-
finition (Vergleiche Seite 36) fiir eine Potenz mit negativem Exponenten
festgelegt:

8 P — _1__
aP

in Worten:

Eine Potenz mit negativem Exponenten ist gleich dem Kehrwert der
Potenz mit positivem Exponenten.

Ist n = m, so erhilt man als Ergebnis der Division a™: a» eine Potenz
mit dem Exponenten 0, fiir die nach der auf Seite 37 gegebenen Begriffs-
erklirung der Wert 1 festgesetzt ist. Allgemein gilt nach dieser Definition:

ald = 1.

in Worten:
i Eine Potenz mit dem Exponenten O hat den Wert 1.

Ubungsaufgaben: S, 133 Nr, 227...241,

d) Potenzieren von Potenzen
(@®? =a%-a3 = (a-a-a)-(a-a-a)=ad? = al,

Setzt man fiir 3 =m und fiir 2 = n, so erhilt man: (a™)* = a™>™,
a™ stellt ein Produkt aus m Faktoren a dar. (a®)" stellt ein Produkt aus
n Faktoren a® dar, von denen jeder, wie soeben festgestellt, seinerseits aus
m Faktoren a besteht. (a™)® ist also ein Produkt aus (m - n) Faktoren der
Grobe a.

O%
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Als Potenz geschrieben:

(am)n — gm-n

in Worten:

Eine Potenz wird potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt
der Exponenten potenziert.

Beispiele:
a) (a3b4)? — a3 bt - aS bt — ab b8
b) (Babs)2 —582.a2. (b5)2 —9a2b 10
0) (—af = (—a?) - (— &) =a
) (=2-y"° _ x%°
(X2 . y3)2 - xd_ys
e) (32_ b2)2 — (a2)2__ 23:2b2 +(b2)2 — a4_ 2a2b2 +b4
f) (0,312 4-28)2 =0,091* 41,2128 |- 42
Fiir r = 2 und s = 1 erhilt man zur Probe:
03-44+2-12=03+4*4+-2:03-4-2-1+42%.12
12422 =0,09-16-+ 48 + 4
3,28 = 144 4+ 4.8 + 4
10,24 = 10,24
g) 168 — 2%, Wie gro8 ist x? Fiir 16 setze man 24%; also (2)® = 2%,
212 — 2%, Diese beiden Potenzen mit der Basis 2 kénnen nur gleich
sein, wenn die Exponenten gleich sind, d. h.
x = 12.
Weitere fjb&ngsaufgaben ; S. 133 Nr. 242...256.

=X5

Aufgaben iber das Rechnen mit Potenzen:
197) 0,522 4+0,56b% +1,5a2 — 3,5b% =
198) Y/sx® + *[s y* 4 35 2t =
199) Y,y — 3x*y +2x%y + 3%, x*y =
200) 0,25 v¥ - 1,1 w® - 1,25 v® — 0,6 w® 4-05v3 + 1,5b w3 =
201) 14am +14a2+26am - 2,6a" =
202) 2x?y +4xy?+4x2y—xy:=
203) 2a%(a +b)+2a%(a —b) =
204) x2 (y® + 2%) — y3 (x® +2%) =
205) (2 +b)? + (a — b + (a +b) - (a — b} =
206) 16 x* — 9y? =
207) a® - a2l =
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208) bx+3 . phx—3 — 235) am+n Sl) a? —
209) 3a2-1/,b%- 4242 = w2 mat
210) 0,1 x*y*-4xiy? = 236) ix—i—-;xm:
211) (— a)22-1.(— —
) (=2) (—a) 237) a2 :a~% =
219) (— 27 (— Wt = L
913) (— b2r- (— b) = 238) a7% 1% =
1 239) (6,4x*—5,6%):08x =
214) 3aab'—6“ab: 240) (__3)__.2:
215) (x +yP(x+y) = A41) (—2)7% =
216) (a — b (b —a)2 = 242) (xty)® =
217) 0,25%- 42.0,5% = 243) (1,2 22 b3 =
218) 3,5°- ()" = 244) (022 b%)° =
A 245) (— a?)® —
219) x3-y3-23 = 246) (— 33)4 _
220) (— a)? - (— b2 = (et
247) =
1\n (r s)“
n.f__ o ——
221) (ax) (a) (x) = 248) (a®b?)i : (a2 be)® —
222) a?- (—c)2 = 249) (a2 — b?%) - (a? 4 b?) =
223) x3+ (— y)® = 250) (a2 + b?)? =
924) 2a2-3b%- 0,502 — 251) (fpu? — 2V =
225) (2a)%- (3b)2- (0,5 ¢)? = 252) (0,2a —b)(0,2a -+Db) =
3 x 253) -a™ + 2 am =
226) é_aln. Ib?n-{-l _‘_’_an+1 — am.zam —
’ 6 2a™:a™ =
227) al:a = 254) 25x% + 5 x2 =
228) 64 a2;:4b2 = 25x2 — 5x2 =
X4+1. ypr—t : 25x2-5x% =
229) ¥+t m* T = 25 x2: 5 %2 =
230) am—1;:am+l — (25 x2)2 =
231) a?n;ar® — 255) 8a 4 16a2 =
8a-16a% =
232) a®b:a b = Sa:16a2 —
233) am-l:a® = 956) 272 — 3% X 1
234) 21 x5y*: 0,3 x4yt = 212 = 64% )

257) Eine rechteckige Blechtafel mit den Abmessungen a und % soll in
15 gleichgroBe rechteckige Stiicke zerschnitten werden.
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a) Welche Fliche hat ein jedes der 15 Blechstiicke ?

B) Wie konnen die Schnitte liegen ?

y) Welche Abmessungen haben dann in jedem der mdglichen Fille
die einzelnen Stiicke?

258) Aus einem rechteckigen Blech mit den Abmessungen a und 0,8 a soll
ein iiberall gleichbreiter Blechrahmen von der Breite 0,1 a nach

nebenstehender Skizze gefertigt werden. I
@) Wie groB ist die Fliche des herausfallenden  #%wt | g
Bleches ? . psil {
B) Wieviel Prozent der urspriinglichen Fliache 4
ist dies? -— g e
Bild 37

259) Ein Quadrat hat die Seite von der Lénge a em. Um wieviel cm?
nimmt sein Inhalt zu, wenn seine Seite o) verdoppelt und ) um 1 cm
verldngert wird ?

260) Eine massive Welle vom Durchmesser d (¢cm) wird mit dem Durch-
messer ;1 aufgebohrt. Wie grof} ist die prozentuale Gewichtsersparnis ?

261) Das Widerstandsmoment W eines Kreisquerschnittes vom Durch-
messer d (ecm) wird in der Festigkeitslehre zur Berechnung einer auf
Biegung beanspruchten Welle verwendet. Es betrigt: W = 0,1 d3
und hat die Dimension cm?®.

Den wievielten Teil hiervon betrigt das Widerstandsmoment einer
nur halb so starken Welle ?

262) Unter dem Trigheitsmoment J, das ebenso wie das Widerstands-
moment eine oft benutzte Rechnungsgrofe der Festigkeitsrechnung
ist, versteht man: J = 0,2 d4 (gemessen in cm?),

Um wieviel Prozent nimmt das Triigheitsmoment eines Kreisquer-
schnittes vom Durchmesser d cm ab, wenn der Durchmesser um 109,
verkleinert wird ¢

(Anleitung: Der neue Durchmesser betrigt 0,9 d.)

263) Die Zentrifugalkraft Z, die bei der Berechnung umlaufender
Massen (Schwungrader, Turbinenlaufrider, Turbogeblése, Kupplungen

Ly
usw.) von Bedeutung ist, wird nach der GleichungZ = El—;v— berechnet.

Hierin bedeutet m die umlaufende Masse, r den Fliehkreisradius
und v die Umfangsgeschwindigkeit, die der Drehzakl direkt pro-
portional ist (d. h.: Wird die Drehzahl verdoppelt, so verdoppelt
sich auch die Umfangsgeschwindigkeit). Wievielmal so grof wird die
Zentrifugalkraft bei doppelter Drehzahl ?

264) Beim Potenzflaschenzug besteht zwischen der zu hebenden Last Q
und der hierfiir aufzuwendenden Kraft P folgende Beziehung: P = ~2%,
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wobei man unter n die Anzahl der losen Rollen des Flaschenzuges
versteht. Wie verhélt sich die Hubkraft P; bei einem Potenzflaschen-
zug mit 2 losen Rollen zu der Hubkraft P, eines mit 4 Rollen bei ein
und derselben Last Q?

265) Bei einer Kreiselpumpe verhalten sich die Forderhéhen H zuein-
ander wie die Quadrate der Drehzahlen. Die Antriebsleistungen N
aber sind den Kuben der Drehzahlen proportional.

Erh6ht man die Betriebsdrehzahl einer Kreiselpumpe von 1250
U/min auf 1440 U/min — also um 15,2°/) —, um wieviel Prozent
erhdhen sich dann a) die Férderhohen, b) die Antriebsleistungen ?

266) Fiir die in cm gemessene Durchbiegung f eines auf Biegung bean-
spruchten Trigers sind folgende Faktoren ausschlaggebend:

a) Die Grofe der wirkenden Kraft P in kg.

b) Die Lage und GroBe des Trigerquerschnittes, die durch das Trig-
heitsmoment J, gemessen in cm?, in Rechnung gesetzt werden,

¢) Die Werkstoffeigenschaften, die durch das Elastizitatsma E,
gemessen in kg/em?, berticksichtigt werden.

d) Die Art der Lagerung und Belastung des Trigers. Sie wird durch
eine bestimmte fiir den jeweiligen Fall giiltige Beizahl ¢ zum Aus-
druck gebracht.

e) Die in cm gemessene sich durchbiegende Linge 1 des Trigers.
Alle diese Faktoren werden in der Berechnungsgleichung fiir die

. PR

Durchbiegung zusammengefafit: f=c- 55-
Um wieviel Prozent nimmt die Durchbiegung f eines Trigers zu,

wenn die Linge 1 um 109, vergréfert wird ?

¢) Der Lehrsatz des Pythagorast)

In dem nachstehenden rechtwinkligen Dreieck heiflen die beiden den
rechten Winkel einschlie-
Benden Seiten a und b die
Katheten, die dem rech-
ten Winkel gegeniiberlie-
. ende Seite ist die Hypo-
¢ a Kathf?:;.d b %enuse. (Man beacht}er%ie
Schreibart der beiden aus
Hypotenuse: der griechischen Sprache
K ¢ stammenden Fremdworter!
b Kathete mit th und dann t!

Bild 38 Hypotenuse pur mit t!)

1) Pythagoras, Sohn des Mnesarchos aus S8amos, geb. etwa 580 v. Chr. Geb. Grie-
chischer Philosoph und Mathematiker. 532 wanderte er nach Italien aus, um der
Gewaltherrschaft des Polykrates zu entgehen. Er griindete zu Kroton einen Bund
oder Orden, der neben der Pflege der Wissenschaften auch sittlichen, religiésen
und politischen Absichten gewidmet war.
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Man fertige sich von dem vorstehend skizzierten Dreieck 4 Stiick (I...1V)
aus Papier an und lege sie auf 2 verschiedene Arten in eine quadratische
Fliche mit der Seite (a - b), wie nachstehend angegeben.

a+b a+b

INyd

n

Bild 39

a+b

Aus den vorstehenden 2 Zeichnungen (bzw. aus dem Versuch) ersieht
man, da die von den 4 rechtwinkligen Dreiecken nicht bedeckte, schraffierte
Fliche des Quadrates in beiden Fillen gleich gro8 sein muf.

Im ersten Falle sind die beiden Quadratflichen a2 und b2, im zweiten
Falle die Fliche ¢ nicht bedeckt. Es ist also:

a? L b? — o2

Worten:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der beiden Katheten-
quadrate gleich dem Hypotenusenquadrat.

Dieser duBlerst wichtige pythagorédische Lehrsatz, der hier in ein-
facher Weise rein anschaulich ohne irgendwelche Rechnungen oder
schwierigere geometrische Betrachtungen bewiesen wurde, gilt fiir jedes
beliebige rechtwinklige Dreieck. Immer sind die Léingen der Katheten und
die Lange der Hypotenuse durch die Beziehung: a? +- b2 = ¢? gekuppelt.

In dem vorhergehend gezeichneten Dreieck mége a =3 ecm, b =4 ¢m
und ¢ = 5cm sein. Dann ist nach dem pythagoréischen Lehrsatz:

334 48— p2
9 +16 =25.
3 gangze Zahlen, die derartig gewihit sind, dafl die Summe der Quadrate

von 2 Zahlen gleich dem Quadrat der 3. Zahl ist, nennt man pytha-
goriische Zahlen oder pythagorédische Tripel.
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Das Tripel 3, 4, 5 war schon vor 4000 Jahren den alten Babyloniern
bekannt. Der griechische Gelehrte Pythagoras aus Samos, nach dem der
pythagordische Lehrsatz mit Unrecht benannt wird - erst Euklid bewies
300 Jahre spiter die allgemeine Giiltigkeit des nach Pythagoras benannten
Satzes — stellte im 6. Jahrhundert v. Chr. weitere derartige Zahlentripel
auf und gab eine Anweisung zu ihrer Aufstellung an.

Nachstehend einige wenige pythagoréische Tripel:

a b c
5 12 13
8 15 17
7 24 25
; 20 21 29
! 9 40 41

Man tiberzeuge sich von der Richtigkeit dieser Tripel, indem man sie in
die Gleichung a2 - b2 = c? einsetzt.

Von diesen urspritnglichen Tripeln kann man beliebig viele sog.
abgeleitete Tripel bilden, indem man Vielfache der Zahlen a, b, ¢
nimmé. Von dem urspriinglichen Tripel: 8 =3, b =4, ¢ = 5 kann man
folgende abgeleitete Tripel bilden

durch Verdoppelung: a=6 ; b=8; ¢c=10

,» Verdreifachung: a=9 ; b=12; ¢=15
»» Halbierung: a=15; b=2; ¢c=25 usw,
Wenn niamlich
a? -+ b2 — c?
ist, dann ist auch
(2a)2 4+ (2Db)2 = (2¢)2.
Die Quadrate gebildet, ergibt:
432 --4b%=4c2.
4 vor die Klammer gezogen
4(a? +4-b%) =4c2.
Links und rechts durch 4 geteilt, ergibt die Ursprungsgleichung:
a? -} b? = ¢2.

V. Die Wurzelrechnung

Die entgegengesetzte Rechenoperation des Addierens ist das Subtra-
hieren, die des Multiplizierens ist das Dividieren.
Die Rechenoperation des Potenzierens hat 2 Umkehrungen:

1. das Wurzelzichen oder Radizieren,
2. das Logarithmieren.
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Die 3 GroBlen a, m und q seien miteinander folgendermaBen gekuppelt:
a™ =q.
2 von diesen 3 GroBen mogen gegeben sein, wihrend die dritte durch
Rechnung zu bestimmen ist.
Man hat somit 3 Aufgaben:

1. Gegeben: a und m. Gesucht: q.

Diese Aufgabe ist eine Aufgabe der Potenzrechnung.
2. Gegeben: m und q. Gesucht: a.

Diese Aufgabe gehort zur Wurzelrechnung.
3. Gegeben: a und q. Gesucht: m.

Diese Aufgabe gehtrt zur Logarithmenrechnung.

Im vorliegenden V. Abschnitt befassen wir uns mit der 2. Aufgabe, der
Radizierung, die die umgekehrte Arbeit des Potenzierens ist. Man sucht
aus einem Produkt ¢, das aus m gleichen Faktoren gebildet ist, die GroBe
der Zahl a, die mehrmals als Faktor gesetzt, das Produkt ergibt.

Man versteht unter der mten Wurzel aus ¢, geschrieben:
Vq [lies: ,,mte Wurzel aus qJ,
die Zahl, die m-mal als Faktor gesetzt, q ergibt.

Diese Erklirung des Begriffs der Wurzel driickt sich algebraisch in der
Definitionsgleichung aus:

(Vd"=q
[lies: ,,mte Wurzel aus q hoch m gleich q*].

Das Wurzelzeichen | ist aus dem kleinen lateinischen r, dem Anfangs-
buchstaben des lateinischen Wortes radix = Wuzrzel, entstandenl). Dieses
Zeichen riihrt von dem Mathematiker Christoph Rudolf aus Jauer (1525) her.

m
Die Gleichung a = J/q ist eine andere Schreibart fiir a™ = q.

m__
In der Gleichung a = }/q heit m der Wurzelexponent. Ist m =2,
80 hat man es mit einer Quadratwurzel zu tun. Da die Quadratwurzeln
sehl oft gebraucht werden, schreibt man aus Vereinfachungsgriinden statt

}/?1 nur }/q und liest: ,,2 Wurzel aus q oder auch Quadratwurzel q“.

Ist m = 3, so bedeutet Vq d1e Kubikwurzel. Man liest [/q 3. Wurzel
aus ¢ oder auch Kubikwurzel q“.

Der Fall, daB der Wurzelexponent m = 1 ist, hat fiir die Wurzelrechnung
keine Bedeutung; denn die 1. Wurzel aus einer Zahl ist keine Wurzel

1,
mehr, sondern die Zahl selbst. Man schreibt also niemals Vq, sondern
dafir q.

1} Vergleiche: Radieschen = Wurzelchen.
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m
In der Gleichung a = }/q heiBt die GroBe q, die unter dem Wurzel-
zeichen steht, aus der also die Wurzel gezogen werden soll, der Radikand
(der letzte Buchstabe ist ein d, kein t).
Das Ergebnis der vorliegenden Radizierung a ist der Wurzelwert oder
die Wurzel selbst. Die Einfiigung des Wurzelexponenten in die Offnung
des Wurzelzeichens stammt von Girard (um 1600).

Zusammenfassung:
Name der Boisni Die Zahl g Die Zahl m | Das Ergebnis a
. eispiel . . e
Rechenoperation heiBt heiBit heiBt
Radizierun x!n/ Radikand Warzel- Wurzel
g qQ=2a exponent ’
Zahlenbeispiele:

/64 =8; denn 82 — 64
64 — Radikand
2 = Wurzelexponent ist nicht geschrieben
8 = Wurzel (genauer: Quadratwurzel)

8 3___\8
/125 = 5; denn 5 = (V125) =125
125 = Radikand
8 = Wurzelexponent
5 = Wurzel (genauer Kubikwurzel)

Ve =2 J1,96 =14 1/9_3
6= 4

_ 3
10,04 =02 13,61 =19 W/%=l
5 T 1 -3§_E.
10,008 — 0,2 9 =3 7 3

In allen diesen Beispielen war der Radikand eine Quadrat- bzw. Kubik-
zahl. Der Wert der Wurzeln 148t sich in diesen Fillen sehr leicht angeben.

Die Quadraﬁwurzel aus einer Quadratzahl ist die Basis der Quadratzahl;
als Formel )a?=a.

Die Kubikwurzel aus einer Kubikzahl ist die Basis der Kubikzahl;

3 __
Ja® =a.
Die nte Wurzel aus der nten Potenz einer Zahl a ist die Zahl a selbst; also
n___
V al =a.

Die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl kann sowohl positiv als
auch negativ sein. Man kennzeichnet diese Tatsache dadurch, dal man
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vor das Ergebnis das Zeichen ,,4“ [gelesen: ,,plus oder minus*] setzt;

also: J/16 = 4+ 4; denn (4 4)? =16, ebenso aber auch (— 4) =16

V9725 ist sowohl —+8/; als auch — 3/;; denn (+ /)2 = /45 = (— 3/5)%
Allgemein gilt:

]/a2 4 a

Die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl 1Bt sich im Be-
reiche der bisher behandelten Zahlen (reelle Zahlen) nicht ziehen. Es gibt
keine reelle Zahl, die ins Quadrat erhoben einen negativen Wert hat. Die
Quadrate aller positiven und negativen Zahlen ergeben stets einen positiven
Wert. Um aber auch mit Wurzeln aus negativen Zahlen rechnen zu kénnen,
filhrte man die sog. imaginéiren Zahlen ein, die im nichsten Kapitel
dieses Bandes behandelt werden.

Im Gegensatz zu den Quadratwurzeln lassen sich die Kubikwurzeln
(3. Wurzeln) aus negativen Zahlen ziehen; denn die 3. Potenz einer
negativen Zahl ist wiederum eine negative Zahl.

Beispiel:

}’ -7 = — 3,
wetl (— 8P =—8-—83—3 =49 — 8 =—27 ist.
Aus negativen Zahlen lassen sich im Bereich der reellen Zahlen nur Wur-
zeln mit einem ungeraden Wurzelexponenten ziehen.
Zusammenfassung:
Quadratwurzeln aus positiven Zahlen haben einen positiven und einen

negativen Wert. }/25 = 4 5.
Quadratwurzeln aus negatlven Zahlen haben keinen positiven oder

negativen reellen Wert. }/— 25 ist bisher unméglich zu berechnen.
Kubikwurzeln aus negativen Zahlen haben einen negativen Wert.
3
J—8=—2.
Ubungsaufgaben : S. 151 Nr. 267 ... 269.

a) Addition und Subtraktion ven Wurzeln

Waurzeln lassen sich nur dann addieren bzw. subtrahiéren, wenn sie
gleiche Wurzelexponenten und gleiche Radikanden haben.

h—}— 1,}‘/;=2 i/; oder mit bestimmten Zahlen: ?27—!— 3/277 =2 31/577",
d. h.: 343 =2-3
3-8 =6.
47Yb —Yb =3¥b oder mit bestimmten Zahlen: 4 725 — V25 =3Y25,
d.h.: 4-5—5 =3-5
20—5 = 15.
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3
Aber: Va4 Va = kann nicht addiert werden,

da die Wurzelexponenten verschieden sind.

3 3
}/;—F]/E = kann nicht addiert werden,
da die Radikanden verschieden sind.

Umgekehrt kann man auch nicht fiir Ya2 - b2 etwa Va2 4 Jb2 = a +b
sagen; denn (a + b)2=2a%2-4+2ab-+b? und nicht —a?--b?. Man
merke sich:

Die Wurzel aus einer Summe ist nicht gleich der Summe der Wurzeln

aus den einzelnen Gliedern. Ya -+ b = ]/—5 +}/17.

Zahlenbeispiele:

a) Y16 +-9 =12
Falsch: Y16 +9=716+19=4-+3=1.
Richtig: V16 +9=725=5.
b) Y352 +12% =1
Es erscheint verlockend einfach, bleibt aber trotzdem
Falsch: 7352 4122 =35 12 =47,
Richtig: 7352 4 122 =1225 - 144 = 71369 = 37.

) 1292 —212 =1

Falsch: 1292 —21%2 —)292 1212 =29 — 21 =8.

Richtig: 7292 — 212 — /841 — 441 =7/400 = 20.

Einfacher formt man den Radikanden nach der Formel um:

a?— b2 =(a +Db)(a—Db)
V292 Z 212 = /(29 + 21) (29 — 21) =50 - 8 = /400 = 20.
d) V852 — 132 =¥(85 +-13) (85 — 13) =198-72 =}2-49-2-36
=267 =84.

Weitere Ubungsaufgaben: 8. 151 Nr. 270. .. 280.

b) Potenzen mit gebrochenen Exponenten

Jede Wurzel kann als eine Potenz mit einem gebrochenen Exponen-
ten geschrieben werden.

m _l
Y =q™
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Daf diese Schreibart, die von Michael Stifel (um 1550) stammt, richtig
ist, erkennt man, wenn man beide Seiten dieser Gleichung in die mte
Potenz erhebt und beiderseits das gleiche Ergebnis erhilt: Nach der

Definitionsgleichung der Wurzel (8. 138) erhidlt man links (n]]/a)mz q.
1

Erhebt man rechts g™ in die mte Potenz, so erhélt man nach der Regel
fiber das Potenzieren von Potenzen (8. 132):

( L)m 1
q") =q" =q.

Ist der Wurzelradikand selbst eine Potenz, so kann man statt der Wurzel
eine Potenz schreiben, deren Exponent ein gemeiner Bruch ist. Der Zihler
dieses Bruches ist der Potenzexponent des Radikanden, der Nenner ist
der Wurzelexponent; z. B.:

3

Ja? =a®
2 n

3 = m__ 2
Ya2 —a?d oder allgemein VP =q™

Den Potenzexponenten findet man bisweilen auch als Dezimalzahl ge-
schrieben; z. B.:

5y
b2 — ¢4 = 15
4 2
oder alt —al0 — a5 — a2

3
915 = 9% = 9% = 1729 = 27.
Weitere Ubungsaufgaben: S.151 Nr. 281...204.

Unter Benutzung der Schreibweise der Wurzeln als Potenzen 148t sich
leicht der Beweis fithren fiir die Regeln iiber

¢) Das Rechnen mit Wurzeln

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden multipliziert bzw.
dividiert, indem man aus dem Produkt bzw. Quotienten der Radi-
kanden die Wurzel zieht.

1 1 1

5 a- 5 b = E ab oder anders geschrieben: am -bm— (ab)® .
, g

Zahlenbeispiel:
ER RS RS EEt
Ya: Vb = ya:b oder a™ :b® = (a:b)=.
Zighlenbeispiel:

V50: Y3 = Y5072 = Y% — 5.
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Die Umkehrung dieses Satzes lautet:

Ein Produkt wird radiziert, indem man die einzelnen Faktoren
radiziert und das Produkt der Wurzeln bildet.
Eine Wurzel wird potenziert, indem man den Radikanden potenziert.

ln _l.n el m___
denn \am] —am =—am — ja=.

Zahlenbeispiel:
(V9)® =79 =729 =21.
I Eine Wurzel wird radiziert, indem man die Wurzelexponenten
m

ultipliziert.
m
fo="ta
1\ 11 g
donn (433 —a'm ="Fa.

Zahlenbeispiel:

Weitere Ubungsaufgaben: 8. 151 u. 152 Nr. 295 ... 327.

d) Das Zahlengebiet der reellen Zahlen

Die ganzen, positiven und negativen Zahlen (41, 42, 4+ 3 usw.)
einschlieBlich der Null sowie sémtliche positiven und negativen Briiche
bilden die Menge der rationalen Zahlen. Addiert, subtrahiert, multi-
pliziert oder dividiert man 2 rationale Zahlen, so entsteht stets wieder eine
rationale Zahl (Ausnahme: Die Division durch 0 ist auszuschlieBen.)
(vgl. S. 38).

Die Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl ist nur dann eine ganze Zahl,
wenn der Radikand eine Quadratzahl ist. Ist der Radikand einer Quadrat-
wurzel keine Quadratzahl, so erhiilt man als Wurzelwert keine ganze Zahl,
aber auch keine gebrochene Zahl, sondern eine unendliche, nicht periodische
Dezimalzahl. Solche Zahlen nennt man irrationale Zahlen.

Die Gesamtheit sémtlicher rationalen und irrationalen Zahlen nennt man
die Menge der reellen Zahlen.

Zusammenfassung:

Zu den rationalen Zahlen gehdren:
a) Alle positiven und negativen ganzen Zahlen und die Null; z. B.:
-+5, 418, —4, — 13 usw.
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b) Alle positiven und negativen gebrochenen Zahlen; z. B.:

+ 25, 4355 —%/as — 17 usw.
¢) Alle positiven und negativen endlichen Dezimaizahlen und periodischen
Dezimalzablen; z. B.:
+0,125, — 0,25, — 0,3636 -+, 0,433+,

Zu den irrationalen Zahlen gehoren:

Die nten Wurzeln aus Zahlen, die keine nten Potenzen sind. Eine
Irrationalzahl ist eine nicht periodische unendliche Dezimalzahl, z. B.
0,124583617 - - - (keine Periode!).

¢) Irrationalitit von ¥2

Bereits 300 Jahre v. Chr. hat Euklid die Irrationalitit von }/2 fol-
gendermaBen nachgewiesen:

V2 kann nicht 1 sein; denn 12 = 1. }/2 kann aber auch nicht 2 sein;
denn 22 —4. }/2 muB folglich zwischen 1 und 2 liegen. /2 ist keine ganze
Zahl. Nehmen wir an, daB }/2 eine gebrochene Zahl wiire, so miiBte sich

diese Wurzel darstellen lassen als /2 = %. Essollen p und q ganze Zahlen

gein; jedoch sind beide nicht gerade Zahlen, da man sonst £ durch 2 kiirzen

J— 2
kénnte. Wenn /2 = P ist, dann ist das Quadrat hiervon 2 = BE oder
p? = 2q?; d. h. p?ist eine gerade Zahl und somit ist auch p gerade. Man
setze p = 2m. Aus p% = 2 g2 folgt dann: (2 m)® = 2 q® oder 4 m2 = 2 g2
oder 2 m? = q2. Dies heifit aber, daf g% und somit auch q gerade ist. Hier
liegt ein Widerspruch zu der an p und q gekniipften Bedingung, daB beide
picht gerade sind, vor. S_omit ist bewiesen, dafl V2 sich nicht als gebrochene
Zahl darstellen 148t. }/2 ist eine unendliche, nicht periodische Dezimalzahl.
Man rechnet mit dem abgerundeten Wert:

V2 =1,414- .-

Geometrisch stellt sich /2 als Diagonale d des Qua- i
drates mit der Seite 1 dar. Nach dem pythagordischen d -
Lehrsatz ist:

[

B=12+12=1+1=2

e bagy 1 —
d= V2 o Bild 40
Ebenfalls irrational ist }/3. Man merke sich:

V3 =1732---

Geometrisch kann man}/'3 als die Hypotenuse des rechtwinkligen Drei-
eckes darstellen, desscn Katheten die Liangen 1 und }'2 haben.
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Nach dem Pythagoras ist:

D? =12 4 (J2)° !
=142
=3; d.h, Q

D =73. ;

Zu den irrationalen Zahlen gehéren ferner die Ludolf-
sche Zahl 7 = 3,14159 --- und die Basis des natiirlichen

Logarithmensystems e = 2,71828--- (8. 170). Bild 4;

f) Beseitizung von Wurzeln aus dem Nenner eines Bruches
(Rationalmachen des Nenners)

Steht im Nenner eines Bruches eine Wurzel, so beseitigt man diese
Wurzel dadurch, dafl man den Bruch mit der Wurzel erweitert. Der Bruch
behélt durch Erweitern seinen Wert. Diese Rechenoperation des Erweiterns
fithrt man zur Erleichterung des Rechnens durch; denn es wiire umstind-
lich und schwierig, den Zahlenwert eines Bruches, in dessen Nenner eine
Wurzel steht, zu berechnen.

Beispielsweise berechnet sich der Wert von V% =1:1,414 nur schwer.

Es ist einfacher —V% mit V 9 zu erweitern; also:

1.2 V2 1414

V2V = 2 2
Weitere Betspiele:
2 2.V3 2 ra
a) — = = =3 3=2-1,732:3 =3,464:3 = 1,155
v T V3 /

b.

B =y = P

Steht eine Wurzel als Glied einer Summe oder Differenz im Nenner eines
Bruches?), so verfabrt man, wie folgende Beispiele zeigen:

11 2—V3  2-V3

2+V8 243 2-Y3  4—3

1} Die Summe aus einer rationalen Zahl a und einer irrationalen Zahl }b ist
stets irrational. Die Summe aus einer rationalen Zahl und einer irrationalen Zahl:

a + VE)_ heiBt konjugiert irrational zu der Differenz aus den gleichen Zahlen:
a—Jb.
Die Summe zweier konjugiert irrationaler Zahlen ist stets rational, ihre Differenz
aber ist irrational _ '
(2 + VD) + (2 —Vb) = 2a,

(a+Vb)—(a—Vb) =2Vb.

Bathematik Teil 1, 10

=2—¥3 =0,268.
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Hier wurde die Formel:
(@ +b)(a—Db) =a?—b?
oder (a—}—VF) (a—}b) =a2—b zu Hilfe genommen.
I 1-6+y¥3) 1G+y3) 5 1 e
=V3 ~G-T9) Vs~ B3 3T lB=2hF08E
= 3,366

d)

e) 1 _ 1-(y3—-V2) _ 17321414
V3+¥z ~ W3+72)-(s—yz) 52

1) 3+Va _ (3+Va)(3+Va) _9+6)ata
3—Va (3+Va)(3—Va) 9—a

Westere Ubungsaufgaben: 8. 152 Nr. 328...337.

= 0,318

g) Das Auszichen der Quadratwurzel

In der Praxis bedient man sich zur Bestimmung eines Wurzelwertes
des Rechenschiebers oder der in den verschiedensten Taschenbiichern
vorhandenen Tabellen. Bisweilen benutzt man auch die Logarithmen-
tafel, besonders zur Bestimmung der Wurzeln mit héheren Wurzel-
exponenten. Hat man keines dieser Hilfsmittel (Rechenschieber, Tabelle,
Logarithmentafel) zur Hand, so ist man auf die rechnerische Bestimmung
der Quadratwurzel angewiesen. Auch hier kann man verschiedene Wege
einschlagen:

o) Wurzelziehen durch Faktorenzerlegung des Radikanden.
Das Verfahren mége an einigen Zahlenbeispielen erklirt werden:

1. Y11664 =14 -2916 — Y4 -4-729 — /4-4-9-81 =74 -Y4-y9-y8l

=2-2-3-9=108.
Der Radikand 11664 wurde in das Produkt von 4 Quadratzahlen
zerlegt. Aus jedem Faktor des Radikanden wurde die Wurzel gezogen
und das Produkt der Wurzeln gebildet.

2. V176400 =72:2:2-2-3:3-5-5-7-7=2+2-3-5 -7 = 420

Der Radikand 176400 wurde hier in Primfaktoren zerlegt, Unter
dem Wurzelzeichen steht die 2 viermal als Faktor. Im Ergebnis
kommt die 2 somit nur zweimal als Faktor vor. Die 3, 5 und 7 stehen
unter dem Wurzelzeichen je zweimal als Faktor. Folglich kommen sie
im Ergebnis nur je einmal vor.

8. 1800 =72 - 400 = 20 }/2 = 20 - 1,414 — 28,28.
Die Wurzel 1iBt sich nur aus dem einen Faktor 400 zichen. ¥ 2 ist be-
kannt mit 1,414.

4 Yi6=13-25=5-73 =5-1,732 = 8,66.
5. Y288 =72 144 =12-Y2 = 12- 1,414 — 16,97,
Ubungsaufgaben: 8. 1562 Nr. 338...342.
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p) Wurzelziehen im Niherungsverfahren durch Uberschlag-
rechnungen.

Ist keine besonders hohe Genauigkeit fiir das Ergebnis erforderlich oder
mull man sich schnell einen Uberblick iiber ein voraussichtliches Ergebnis
verschaffen, so begniigt man sich mit einer Uberschlagsrechnung. Man stellt
hierbei fest, wie grofl ungefahr der Wert einer Wurzel ist. Hierfiir zunéichst
einige Vorbemerkungen:

Das Quadrat einer einstelligen Zahl ist ein-  oder zweistellig

” ’ », zweistelligen ,, ,, drei- ,, vierstellig
»” ’ ,» dreistelligen ,, ,, fiinf- ,» sechsstellig
» s », Vierstelligen ,, ,, sieben- ,, achtstellig
usw,
Umgekehrt:
Ist der Radikand: Dann ist die Wurzel:

1 oder 2stellig 1stellig

3 , 4 - 2 .,

5 ,, 6 3

T ., 8 4

Um sich dies leicht zu merken, teile man den B&dikanden von rechts nach
links in Gruppen von je 2 Stellen, z. B. 70,00/00. Dann ist die Stellen-

zahl der Wurzel gleich der Anzahl der entstandenen Gruppen. }70/00/00 ist
eine dreistellige Zahl.

Die Stellenzahl einer Quadratwurzel ist gleich der Anzahl der Grup-
pen von je 2 Ziffern, in die man den Radikanden von rechts nach links
zerlegt.

Die 1. Ziffer der Quadratwurzel ist gleich der Wurzel aus der nichst-
kleineren Quadratzahl unter der ersten Stellengruppe links:

Beispiele:
] Diel.Zahl der ¥ lautet: ] Die ¥ ist gréfer als:
38 = einstellig 6 6
V484 = zweistellig 2 20
Y6561 =, 8 80
YI1881  — dreistellig 1 100
yig4ie = 4 400
V2/52/81]00 = vierstellig 1 1000

10*
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Y6/00/00 > 200 ~ 250

73/00j00 > 800
12/00[00[00 > 1000 — 1414 [denn }/2 = 1,414]
y3i00 > 10 = 17,32 [denn }3 = 1,732]

¥3000 > 50 730000 = 173,2
Y2500 =50 ¥49]00[00 = 700

36|00 = 60 usw.

y) Das rechnerische Verfahren zur Bestimmung der Quadrat-
wurzel ‘

Es sei hier vor Beginn der Erklérung des vielleicht fiir den einen oder
anderen zunichst ein wenig umsténdlich oder gar schwierig erscheinenden
Rechnungsverfahrens noch einmal wiederholt, dall der in der Praxis stehende

Facharbeiter sich mit diesen Rechnungen nicht zu befassen brauvcht. Er
nimmt den Rechenschieber oder die Zahlentafel zur Hand und hat dann im

Handumdrehen das gesuchte Ergebnis,

Wer aber, dariiber hinausgehend, sich etwas eingehender mit den mathe-
matischen Grundlagen befassen will, dem seien diese nachstehenden Be-
trachtungen gewidmet.

An nachstehendem Zahlenbeispiel werden die einzelnen Schritte a...ides
Rechnungsganges beschrieben:

Y678976 =824
64

7389 : 16

324 «—— 10:16-2 422
"6576 : 164

6576 «—— 10-4-164 42,

a) Man teile den Radikanden von rechts nach links in Gruppen von je
2 Ziffern ein.

b) Unter die erste Zifferngruppe links (67) schreibe man die nichst-
kleinere Quadratzahl (64) und ziehe sie ab. Man erhilt 3.
c¢) Die 1. Ziffer des Ergebnisses ist die Wurzel aus 64; also 8.

d) Die niichste Zifferngruppe (89) wird heruntergeholt und neben den
Rest (3) gesetzt. Die letzte Ziffer (9) wird abgestrichen.

¢) Die iibrig bleibende Zahl (38) wird durch das Doppelte des bisherigen
Ergebnisses (2 - 8 = 16) dividiert. Als Quotient erhélt man die 2. Zif-
fer des Ergebnisses, ndmlich 2.
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f) Unter 389 schreibe man das Quadrat der 2. Ziffer des Ergebnisses (4)
plus das zehnfache Produkt der 2. Ziffer des Ergebnisses mit dem letzten
Divigor (16). Man erhilt 324.

g) Ziehe 324 von 389 ab. Ergebnis: 65. Die letzte Zifferngruppe 76 wird
heruntergeholt und neben 65 gesetzt. Die letzte Ziffer (6) wird ab-
gestrichen.

h) Die iibrigbleibende Zahl 657 wird durch das Doppelte des bisherigen
Ergebnisses (2 - 82 = 164) geteilt. Man erhilt 4. Dies ist die letzte
Ziffer des Ergebnisses.

i) Unter 6576 schreibt man das Quadrat der letzten Ziffer (16) - das
zehnfache Produkt der letzten Ziffer mit dem letzten Divisor. Man
erhilt: 16 + 4 - 164 - 10 = 6576.

Beim nunmehrigen Subtrahieren ergibt sich der Rest 0. Die Wurzel

lie} sich ziehen. Ergebnis: } 678976 = 824. (Vergleiche Tabelle!)

Bel noch gréBeren Radikanden wird das vorstehende Verfahren der

Radizierung in derselben Weise fortgesetzt.

Y12/809241 - 3579 V97535 376 — 9876

9 81

380 : 6 1653 : 18

325 1504

5592 : 70 14953 : 196
4949 13769
6434[1 : 714 118476 :1974
64341 118476

Dieses vorstehende, schematisch erklirte Rechenverfahren beruht auf der
Anwendung folgender leicht verstindlich aufgebauter algebraischer Formeln :

(@ +b2=2a%2+4+2ab+b?
(@+b+c=(>+2ab+b%+2(-+b)c+c?
@+b+c+d?=[@%+2ab-+b?%+2(@+b) c+cf]
+2{a-+b+c)yd -+ d? usw.
Beim Radizieren einer Dezimalzahl wird diese in Gruppen von je 2 Ziffern
gowohl nach links als auch nach rechts vom Komma aus zerlegt.

Y3344,3089 = 57,83
25

T84t : 10
749 Das Komma wird im Ergebnis gesetzt,
9530 : 114 bevor die erste Zifferngruppe nach dem
9184 Komma heruntergeholt wird.
34689 :1156

34689
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¥ 2,809 =

Beim Abteilen der 2-Ziffer-Gruppen nach
links und rechts vom Komma ist darauf
zu achten, daf die letzte Gruppe rechts
hinter dem Komma auch aus 2 Ziffern
bestehen mulBl. Aus diesem Grunde muB in
der nebenstehenden Aufgabe an die 9 noch
eine 0 angehidngt werden.

Will man die Wurzel auf noch weitere
Dezimalstellen berechnen, so hat man noch
weitere Zifferngruppen, die aus je 2 Nullen
bestehen, herunterzuholen.

y2=1

Um ﬁ zu berechnen, denke man sich
diese Wurzel in der Dezimalzablform

¥2,000000
geschrieben.

Auf wieviel Dezimalstellen man auch
immer }2 berechnet, eine Periode wird
sich im Ergebnis nicht ergeben. 2 ist
eben, wie bereits frither gezeigt, eine irra-
tionale Zahl. (Siehe: Seite 144.)

H

70,3 = ?

1. Lt')sungsweg :

10,30/0000000 = 0,5477 . ..
25

]/3 V4=7

¥2,8090 = 1,6760. . .
1

180 :2
156
2490 : 32
2289
201000 : 334
20076

2400 : 3352

Vzoooqoo——14142.~

1@9:2
96

400 : 28
281

1190’0 282
11296

60400 : 2828
56564

3836

?

V%

1
=5 L1732

75/00: 10
211_6 : 2. Losungsweg:
8400: 108 ]/§;::Vo75==0§66-~
7609 4 64
79100 : 1094 1100 : 16
76629 996
2471 10400 : 172
10356
44

Weitere Ubungsaufgaben: S. 152 Nr. 343...352

= 0,866 -+
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Aufgaben:

267) Folgende Gleichungen sind in Gleichungen mit einer Wurzel umzu-
formen. Wie groB ist in jedem Falle x?
a) x2 =100 c) x% =14/, e) x® = 64
b) x% = 0,25 d) x¢ =381 f) x¥=a.

268) Wie kann man a als Produkt zweier gleicher Faktoren schreiben ?
269) Schreibe mit Hilfe des Wurzelzeichens folgende Gleichungen:

a) 32=9 c) 26 =32 e) (—3)¥F=9
b) 22 =8 d) 0,22 = 0,04 f) (—2r=—8.
270) Y3+4+213 = 296) V7-728 =

271) 2Ya+3Vb—Va+ Vb= 297) yi0- 22,56 =

272) 2a }x — =
) 2afx—ayx— 208) 13- 19 =
273) 8Yx +4Yx —6)x—67x=

5 5
274) a b —b 1B = zzii fffif%
3 3 3 . =
275) Ya?b +Ya?b +21afb = 301) Y25 - a5 —
976) 112% + 352 = 202
) ¥2b-18b =

277) V282 4452 =

278) 1138 — 12° — 303) 3a-y12a% =

219) VAIE— 9 = 304) JEak - Ji6a —
281) 4°v:/= . 306) Y5¢- Y125 ¢3 =
m e
984) 8108 — 308) 118: 13—
985) 415 = 309) 3 7, —
267) st = 310) Y0,18: 10,02 =
988) ald = 311) Y1,25: 15 =
289) 12575 — 312) Y10:Y0,1 =
9290) 8's — 92 = 313) Y=2y:{y =
201) 405 — 314) Y8a%: Y2 a =
2 (%)—1’5 = 315) ¥x : 1/55 _

2 .
299) /i,% R 316) Ya¥b: V% _
294) 512 = A

4
295) V8 Y18 = 317) y2x?y3: sy =
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318) Ya: Yal?s —
319) V£ —
320) Jaé —

n
321) yx2° =

1/3
322) |/ 1642 —
3

323) /Vx =
324)ﬁ Y81 =

“q

395) |/ V5 =

326) (Va + B) (fa — Yb) —

327) (Ya +7b)? =

In den Aufgaben 328..

V2
32 — =
&V%J
In den Aufgaben 338..
zu berechnen.

338) 1419904 —
339) 1180625 =
340) Y213444 =

In den Aufgaben 343 ..

bestimmen.
343) 1793881 =
344) 131684 =
345) V54,0225 =
346) 7/5882,89 —
347) 70,001024 =

33

332 — =
)6+V3

333) —— = V?I

334) 4r~1

330) F+ T

336) Vr"‘: ﬁ

.337 sind die Nenner rational zu machen,

337) 1 —

=—Vy

. 342 sind die Wurzeln durch Faktorenzerlegung

341) 132 =

342) Y242 =

. 352 sind die Wurzeln durch Rechnung zu

348) V3 =
349) 15 =
350) 0,1 =

351) V5, =

359) V% _

353) Ein Wellenzapfen soll als Vierkant mit der Schliisselweite
8 = 32 mm gefrist werden. Wie grof mufl der Durchmesser des
Zapfens (= KEckenma8 des Vierkants) gedreht werden ?
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354) In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten

a)a= H5cm und b=12 cm
b)a=15cm ,, b=112cm
c)a=15cm ,, b=36cm lang.

Wie lang ist die Hypotenuse?

355) Wie lang ist die Diagonale eines Rechteckes mit den Seiten:
a) a=230cm und b =16 cm
b)a=15cm ,, b=20cm
¢c)a=10cm ,, b=24cm?

356) Ein Rechteck mit den Seiten
a) a=5cm und b =20 c¢m
b)a=4cm ,, b=36cm

¢)a=3cm ,, b=12cm
hat denselben Flicheninhalt wie ein Quadrat. Wie groB ist die Qua-
dratseite ?
357) Wie lautet das geometrische Mittel (s. S.118) zu den beiden
Zahlen:

a)a=2 und b=232?
b)a=04 ,, b=49"?
c) 3‘21,’/2 » b :1/8?

358) Den Flicheninhalt F eines Dreiecks mit den Seiten a, b, ¢ kann
man mit Hilfe der nach Heron (um 100 v. Chr.) benannten hero-
nischen Dreiecksformel berechnen:

F=}s-(s—a)-(s—b)-(s—c).

Hierin bedeutet s = > ;+ ¢

Wie groB ist der Flicheninhalt des Dreiecks mit den Seiten:
a)a= 4cm, b=13cm, c=15em?
b)a=15cm, b=20cm, ¢= Tcm?
¢)a=20cm, b=1lem, ¢=13cm?
d)a=25cm, b=3%cm, c=16cm?
e)a=25cm, b=52c¢cm, ¢=33cm?

359) Eine 8 m lange Leiter lehnt an einer Hauswand in 7,5 m Hohe an.
Wieviel m ist der LeiterfuB von der Hauswand
entfernt ?

360) Wie grof} ist die Hohe h in einem gleichseitigen Q
Dreiecke mit der Seite a ? h

Anleitung: Aus dem Pythagoras folgt, daB
ein Kathetenquadrat gleich dem Hypotenusen-
quadrat, vermindert um das andere Katheten-
quadrat, ist. Bild 42

g .
2
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361) Aus einem Streifen sollen moglichst viele kreisformige Scheiben vom
Durchmesser d, wie nachstehend abgebildet, gestanzt werden. Wie

grof} wird x und b, wenn d —=
d = 6 cm betragen sol]?
362) Ein 9 m langer Mast bricht | . \ }
4m iiber dem Erdbodenum. ¥ 7\ /\
In welcher Entfernung vom s Q

Fube des Mastes berithrt die  § / N X

Mastspitze den Erdboden? ‘ A

(Pythagoras anwenden!) S kj\ AJ ! .
Bild 43

363) Eine Stahlkugel fillt von einem 80 m hohen Turm nach unten. Nach
wieviel Sekunden schligt sie unten auf?

Anleitung: Man benutze die Gleichung t = V2g_h , in der bedeutet:

t = Fallzeit in &
h = Fallhghe in m
g = Erdbeschleunigung = 10 m/s2.

364) In einen Zylinder wird Wasser unter der Span-
nung p = 18 at gepreft. Wie grofl ist die Aus-

fluBgeschwindigkeit v im Querschnitt f? _
Anleitung: Man benutze die Gleichung P
v=12-g-10-p. Hierin bedeutet: :f
v = Qeschwindigkeit in m/s —Y
g =~ 10 m/s? |
P = Spannung in at. Bild 44

365) Zur iiberschliglichen Berechnung der Durchmesser von Trans-
missionswellen benutzt man die Gleichung

e

Hierin bedeutet:
d = Wellendurchmesser in cm
N = iibertragene Leistung in PS8
n = Drehzahl der Welle in U/mm
Wie stark ist eine Transmissionswelle auszufiihren, die bei 100 U/ min
N =16 PS tibertrigt?
366) Zwischen der in Lux (Lx) gemessenen Beleuchtungsstirke E und

der in Hefnerkerzen (HK) gemessenen Lichtstarke I und der Ent-
fernung m der Lichtquelle in Metern besteht folgende Beziehung:

I
E:—[EE’
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d. h.: Die Beleuchtungsstirke ist direkt proportional der Lichtstiirke,
aber umgekehrt proportional dem Quadrat des Abstandes der Licht-
quelle.

In welcher Hohe iiber einem Zeichentisch mul} eine 150kerzige
Lampe angebracht werden, wenn man eine Beleuchtungsstirke von
75 Lx haben will?

VI. Das Rechnen mit

imagindren und komplexen Zahlen

Die in diesem Kapitel angestellten grundlegenden Betrachtungen iber
die imagindren und komplexen Zahlen, die keinen Anspruch auf Voll-
standigkeit erheben und sich vielmehr nur auf das geringste Mal be-
schrinken, gehen iiber den Bedarf des in der Praxis stehenden Werkmeisters
hinaus. Wem diese niichsten 12 Seiten zu schwer erscheinen sollten, moge
sie getrost zundchst iiberschlagen. Wer aber spiter einmal mit Erfolg die
Aufpahmepriifung einer Ingenieurschule ablegen und sich anschlieBend sein
Studium durch gute Vorkenntnisse erleichtern will, dem sei dieses Kapitel
eine willkommene Hilfe.

1. Die imaginiiren Zahlen

Das Quadratwurzelzichen aus negativen Zahlen war bis zum 18. Jahr-
hundert eine unmogliche Rechenoperation. Man hatte namlich nicht die
Moglichkeit, die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl durch eine der
bis dahin bekannten reellen (rationalen und irrationalen) Zahlen auszu-
driicken.

Da im Bereich der reellen Zahlen die Quadratwurzel aus einer negativen
Zakhl sinnlos ist, war man gezwungen, die Menge der reellen Zahlen durch
Hinzunahme neuer Zahlen zu erweitern. Ahnliche Griinde hatten schon
frither dazu gefiihrt, die ganzen Zahlen durch Hinzunahme der gebrochenen
Zahlen zur Menge der rationalen Zahlen zu erweitern. Dadurch wurde
es fiberhaupt erst méglich, die Division von Zahlen in jedem Falle sinnvoll
zu machen. Weiter zwang das rechnerische Bediirfnis, alle positiven
Zahlen zu radizieren, zur Einfithrung der irrationalen Zahlen, die zusammen
mit den rationalen Zahlen die Menge der reellen Zahlen bilden.

Um nun auch ausnahmslos negative Zahlen radizieren zu kénnen, fithrte

Eulerl) 1777 die imagindren Zahlen ein, die zusammen mit den reellen
Zahlen die Menge der komplexen Zahlen bilden (vgl. S. 160). Im Bereich

1) Leonhard Euler, 1707 bis 1783, geb. zu Basel, Schiiler Jobann Bernoullis. Pro-
fessor der Phvsik und Mathematik zu Petersburg (1730) und Berlin (1741). Aus-
wirtiges Mitglied der Akademie der Wissenschaften zu Paris.
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dieser Zahlen ist es nun sinnvoll, Quadratwurzeln aus negativen Zahlen
zu ziehen.
Die Einheit der imaginiren Zahlen ist nach Euler

i—y—1

Der Elektrotechniker setzt fiir i, um Verwechslungen mit anderen mit
i bezeichneten GréBen (z. B. Stromstiirke i) zu vermeiden, den Buchstaben j.

Es gibt also imagindre Zahlen mit der Eigenschaft, dall ihr Quadrat
gleich einer negativen reellen Zahl ist, z. B.

2= ()—1F=—1.

Ferner ergab sich durch die Einfiihrung der imaginiren Zahlen, daf
der fitr positive Radikanden giiltige Satz Yab — }'a - b auch fiir negative

Radikanden gilt. y—a =7(—1)-a=}—1:Va, also
—a—iya
So, wie die Zahl 1 die Einheit der reellen Zahlen ist, ist hier i die Einheit

samtlicher imagindrer Zabhlen, Aus ihr bildet man durch Addition bzw.
Subtraktion alle ganzen imaginiren Zahlen; also

i1i—2i; 21 -Li=3i; 214921 —4i usw.

Durch Subtraktion zweler imagindrer Zahlen, bei denen der Minuend
kleiner als der Subtrahend ist, erhalt man die negativen imaginéren Zahlen.

Beispiel:

2i—5i=—3i;  04i—07i=—03i; 1.1, L.

Z' 11— E‘ 1 = ——‘4* 1,
Durch Addition und Subtraktion zweier imagindrer Zahlen erhilt man
stets wieder eine imaginire Zahl.

a) Die zeichnerische Darstellung der fmaginiiren Zahlen

Samtliche reellen Zahlen (positive sowie negative ganze und gebrochene
Zabhlen und die irrationalen Zahlen) stellt man auf der waagerecht (hori-
zontal) liegenden Zahlengeraden der reellen Zahlen dar, wie die nachstehende
Skizze, bei der als Beispiel einige reelle Zahlen aufgetragen sind, zeigt.

-3 =25 -2 -}J3-15-1 —05 0 +05 +1 +}2 +2 +25 +3 +4
—_
negative reelle Zahlen positive reelle Zahlen
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Sémtliche imaginaren Zahlen stellt man auf der im Nullpunkt der reellen
Zahlengeraden errichteten Senkrechten dar. Man trigt nach oben hin die
imagindre Einheit i wiederholt ab. Die dadurch entstandenen Teilpunkte
bezeichnet man vom Null-

punkt aus nach oben hin mit L
+1, +21i, +31iusw. Durch
Abtragen der imaginiren Ein- Y40
heit nach unten erhélt man die I ! I
Punkte — i, — 21, — 3 1. Zwi- .
scken den aufgetragenen Teil- 1
punkten der positiven und ne- ‘ . ,
gativen ganzen imaginiren T3 —, o ‘ l ‘
Zahlen liegen die Punkte fiir ? i 7 Torrowrow A
die gebrochenen imaginiiren 1-%
Zahlen.
Die Zahlengeraden der re- T 1-2i I
ellen und imaginiren Zahlen
schneiden sich im Nullpunkt £ —3i
senkrecht miteinander. Der )
Nullpunkt gehort sowohl zur —4i
reellen als auch zur imagini- 1
ren Zahlenachse, Bild 45

Die beiden aufeinander senkrecht stehenden Zahlengeraden bilden ein
Achsen- oder Koordinatenkreuz.

Die waagerechte Achse (Zahlengerade der reellen Zahlen) nennt man
die Abszissenachse, wihrend die senkrechte Achse (Zahlengerade der
imaginéren Zahlen) die Ordinatenachse heilit.

Die Abszissen- und Ordinatenachse zerlegen die Ebene in 4 Teile, die
sog. 4 Quadranten. Den oben rechts liegenden Quadranten bezeichnet
man als 1. Quadranten. Die drei restlichen Quadranten IT bis IV folgen
in entgegengesetzter Drehrichtung des Uhrzeigers. Der II. Quadrant liegt
oben links, der IIl., unten links, der IV. unten rechts.

b) Die Multiplikation und Division imaginiirer Zahlen

Wihrend das Produkt bzw. der Quotient zweier reeller Zahlen stets wieder
eine reelle Zahl ergibt, ist dies beim Multiplizieren bzw. Dividieren imagi-
nérer Zahlen nicht der Fall.

Bei der Multiplikation und Division mit imaginéiren Zahlen wird der
Faktor i genau so wie ein reeller Faktor behandelt; es ist aber die Grund-
bedingung i = — 1 hierbei zu beachten. Das Quadrat der imaginiren
Einheit i? gehort nicht mehr zu den imaginiren Zahlen, sondern ist reell,
pamlich — 1.

o= (y=i2=—1
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Das Produkt einer reellen Zahl mit einer imaginédren ergibt eine ima-
gindre Zahl.

Beispiel:

2:31i=261oder 0,2i-5 =1.
Der Quotient einer imaginéren und reellen Zahl ergibt eine imaginére Zahl.
a) Der Zihler (Dividend) ist imagindr: 41:2 = 21

08i:4 =021.
b) Der Nenner (Divisor) ist imagindr: §6i’ =1

Durch Erweitern mit i folgt:
61 61 .
EITT o T B

Das Produkt (und der Quotient) zweier imaginirer Zahlen ergibt eine
reelle Zahl.

Beispiel:
21-41=812=—8
41:21 =2 (i hebt sich).
Ein Produkt aus mehreren imaginiren Faktoren kann sowohl reell als

auch imaginér sein. Es richtet sich dies nach der Anzahl der imaginiren
Faktoren.

Beispiel:
3-2i-2-31=361%=— 36 (reell!)
2i+31-2-4i=48i%-1=—481i (imaginir!).

Ist die Anzahl der imagindren Faktoren eine gerade Zahl, so ist das
Produkt reell; ist sie eine ungerade Zahl, so ist das Produkt imaginir.

¢) Potenzen der imaginiiren Einheit

Fiir die Potenzen der imagindren Einheit i ergibt sich:

P=0%=15:1=1 B=itei=1ri==i

=i P=frimiri=—1
Z=i-i=y—1:-J—1=-—1 =it i=—1lri=—i
Beii=—1i=—I Be=ii=—ii=—i2=+41
B=B-i=—ii=—({f=-+1 usw.

Zusammenstellung der Ergebnisse:
=1 i2=—1; Be=—1 M=-41

1521; 16—_—'—-1; 17:—1; 18=+1.
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Allgemein gilt fiir jede beliebige ganze Zahl n:

48 = 1; Rl B ] j4m43

1

Die Potenzen der imaginiren Einheit mit negativen Exponenten:i~—1= T

Dieger Bruch wird entweder mit 1 erweitert, man erhilt:
1

i

i
= =1 )
11
oder dieser Bruch wird mit i (= 1) multipliziert, man erhalt:

1

it .
%2'_.“:132_1-
1 1

Man erhilt also:

1
- =1
i
. 1 i i it 1
1_2=,—2—:? —_—_ =1 1—6_'—6':'?:'—“1
1 Y —1 1 1
. 1 it 4
1*3=?=?= i‘7—L—l——l
T I T T3 T
- 1 it
_4__'_7__”___ 4
M=a=w=1 T L S |
.4 i® it
;-5 1 i 1 i
T T T T usw

Aufgaben iiber das Rechnen mit imagindren Zahlen:

Die Wurzeln in den Aufgaben 367...369 sind unter Benutzung der
imagindren Einheit i = J— 1 in einfacher Form zu schreiben.

367) 8) J—36= b) J—025= o) 3)=16= d)2 ]/—_é _
368) ) J—af= b)J—x= o J—y= ) ,)—B=
369) 8) J—12= b) J=21= o J—alhi= d) 5} IBxi=

Wie groB sind in den Aufgaben 370...378 die Zahlenwerte ?
370) a) 3if — b) —2i2 ) 05ip=  d)05i2=

371) a) 15i+10i= b) 12i—3i= o) X2 q) @2i430)-2—
312) a) 03i—05i = b) gi—pi= ¢) Oli—i= d)i—+—

373) a) g-4i= D) 025i-8= ¢) —04-—5i= d) 2i—2=
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374)a) 6i-03i= b) ~06i-2i= cjaithi= d si:si=
9,61 2,4 i 10 3,6
316) a) g = b) 7 = ©) 55; = d) 57 =

376) a) 4. —3i.—05i= b) —3i-—i-di= ¢)2i-3i-5i-0,1i =
d) 3i-—2i-4i.i=

377) a) 31Y2:5i118= b) —3iV2-5iY8 = ¢) 0,2iY2,5-5i)0,4 =
d)V’l‘s-iV§=

378) a) il = b) il4 = c) i6 — d) it —

2. Die komplexen Zahlen

Wenn man zwel von 0 verschiedene Zahlen, von denen die eine reell, die
andere imaginsr ist, addiert oder subtrahiert, so erhélt man als Ergebnis
eine Zahl, die weder reell noch imaginir ist. Sind z. B. a und b zwei von 0
verschiedene reelle Zahlen, so ist a --bi weder reell noch imaginir.
Eine derartige Zahl nennt man eine komplexe Zahl. Komplexe Zahlen
setzen sich aus einem reellen und einem imagindren Teil zusammen, Man
kann sie in der Form a +4-bi darstellen. Sie umfassen das Gebiet aller
Zahlen, die bisher in diesem Buche behandelt wurden.

Fiir b=0 wird a 4~bi=a; d.h. man erhiilt eine reelle Zahl, wenn
der imaginire Teil der komplexen Zahl fortfallt.

Fira =0 wird a +bi=bi; d.h.: Ist der reelle Teil der komplexen
Zahl gleich Null, so bat man es mit einer imaginéren Zahl zu tun.

Die reellen und imaginiren Zahlen kann man somit als Sonderfille der
komplexen Zahlen auffassen.

a) Graphische (zeichnerische) Darstellung

Simtliche komplexen Zahlen lassen sich als Punkte in den vier Qua-
dranten der sog. Gaullschen Zahlenebene darstellen. Diese Zahlenebene,
die nach dem deutschen Mathematiker Karl Friedrich GauBl') benannt

1) Karl Friedrich Gau8, 1777 bis 1855, Professor und Direktor der Sternwarte zu
Gottingen. Von ihm wurde der sog. Hauptsatz der Algebra tiber die Losung der
Gleichungen n-ten Grades, die Methode der kleinsten Quadrate, die Theorie des
Elektromagnetismus u. a. aufgestellt, Zusammen mit dem Physiker Wilhelm
Eduvard Weber legte er den ersten elektromagnetischen Telegraphen an.
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ist, wird durch die waagerechte Achse der reellen Zahlen und durch die
auf ihr im Nullpunkt senkrechte Achse der imaginiren Zahlen gebildet
Um die komplexe Zahl a +bi in dieser Ebene
darzustellen, sucht man auf der waagerechten
Achse den Punkt A, der der reellen Zahl a ent- B

spricht. Auf der senkrechten Achse sucht man §F— (=~~~ B
den Punkt B, der der imaginiren Zahl b i ent- .o

spricht. Die in den Punkten A und B auf den &

beiden Achsen errichteten Senkrechten schneiden 0

sich in dem Punkt P, der ein Bild der komplexen
Zahl a +Dbi ist. Bild 46

Die komplexe Zahl & -+ b i wird durch den Punkt P der GauBschen
Zahlenebene abgebildet. Der Punkt P hat die Abzsisse OA =a und
die Ordinate OB =b. ,

Komplexe Zahlen, die im

1. Quadranten (oben rechts) liegen, haben die Form a4 bi,

2. ' (oben links) . . ’ , —a-+bi,
3. ' (unten links) " ' ’ , —a—Dbi,
4. » (unten rechts) ’ ’ s —+a—Dbi.
Zahlenbeispiel:

Folgende komplexe Zahlen sind zeichnerisch darzustellen:

Lisung: *”““1’@
1): 2-+3i1 4 :
@: —3 +i | — |
(3): —1—2i ' :’ o i
(4): 35—15i. ® L@
Bild 47

Komplexe Zahlen, die in ihrem reellen Bestandteile iibereinstimmen,
liegen auf einer Parallelen zur imaginiren Achse, z. B.: 3 -1 und 8 4-31
und 3 40,51 und 3 — 21/,1i.

Komplexe Zahlen, die in ihrem imaginiren Bestandteile iibereinstimmen,
bilden sich auf einer Parallelen zur Achse der reellen Zablen ab; z. B.:
2+4+41und 5 +44iund — 2,5 4-41.

Mathematik Teil 1. 11
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2 komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen ihres imagi-
niren Teiles voneinander unterscheiden, heilen konjugiert kom-
plexe Zahlen. ‘

Beispiele: '
L . : A9
Konjugiert komplex zueinander sind: ® R
(1): 2+3i uwd (la): 2—3i, T
ebenso (2): —3+2i , (2a): —3—2i. T—*——H—M
Die Bilder konjugiert komplexer Zahlen liegen SR
gymmetrisch zur Achse der reellen Zahlen. t--—6

Unter dem absoluten Betrag einer komplexen

Zahl a -+bi versteht man a2 b2 Der absolute
Betrag der durch den Punkt P dargestellten kom-
plexen Zahl a +4-bi ist die Léinge der Verbindungs-
strecke OP des Nullpunktes 0 mit dem Punkt P;
denn nach dem Lehrsatz des Pythagoras ist:

0P2 =0A2 | AP?
= a2 -}-b? oder
0P = Va2 b2. Bild 49

Der Winkel «, den 0P mit der positiven Richtung (vom Nullpunkt 0
nach rechts hin) der waagerechten Achse bildet, heifit das Argument der
komplexen Zahl.

Das Argument einer komplexen Zahl ist der Winkel «, der durch Drehung
der positiv gerichteten Héalfte der horizontalen reellen Zahlengeraden in
entgegengesetzter Bewegungsrichtung des Uhrzeigers entsteht.

Bild 48

Zahlenbeispiele:
Welches sind die absoluten Betriige der komplexen Zahlen:
(1): 3+4i
(2): —1245i
Losung: (1): V32 442 =5

(2): V(— 122 +52=13.
Welches sind die absoluten Betrige der konjugiert komplexen Zahlen
(1): 24151 und (2): 2 — 1,512

Absoluter Betrag von (1):

/22 1,52 = V4 42,25 = ]/6,25 =25
V22 + (— 1,5) = 14 + 2,25 = 16,25 = 2,5.

and von (2):
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Was kann man beziiglich der Argumente » p
dieser beiden Zahlen feststellen ? & !
(1) hat das Argument o, [ - )
(2) » 3 23 g
e

% -+ oy = 360°. Bild 50

Allgemein gelten folgende Sitze:

Konjugiert komplexe Zahlen haben denselben absoluten Betrag. Die
Summe ihrer Argumente betrigt 360°. '

Komplexe Zahlen (mit demselben absoluten Betrag) haben den gleichen
Abstand vom Nullpunkt; d. h. sie liegen auf einen um den Nullpunkt be-

schriebenen Kreise, der den Radius }a® -~ b2 hat.

b) Das Rechnen mit komplexen Zahlen

Mit komplexen Zahlen, die die Form a 4 bi haben, die also aus der
Summe oder Differenz einer reellen und einer imaginéren Zahl bestehen,
rechnet man so, wie man es mit gewchnlichen Summen bzw. Differenzen
zu tun gewohnt ist. Man ist hierbei bestrebt, das Ergebnis ebenfalls nach
Méoglichkeit in die Form einer komplexen Zahl (reeller Teil 4 imaginirer
Teil) zu bringen.

Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

(& +bi) + (0 +di) = (a +0) + (bi -+di) = (8 -+0) - (b +d)i
in Worten heifit das:

Komplexe Zahlen werden addiert, indem man zu der Summe ihrer
reellen Teile die Summe der imaginiren Teile hinzuzihlt.
(a+bi)—(c+di)=a++bi—c—di=(a—c)4(b—d)i

oder in Worten:
Komplexe Zahlen werden subtrahiert, indem man zu der Differenz der
reellen Teile die Differenz der imaginiren Teile hinzuz&hlt.

Sonderfille:
a) Die Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt stets eine
reelle Zahl; denn:
(@ +bi) + (a — bi) = (a +a) + (bi — bi) = 2a.
b) Die Differenz zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt stets eine
imagindre Zahl; denn:

(@ 4bi) — (@ — bi) = (a — a) 4 (bi 4+ bi) = 2 bi.
11*
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Zahlenbeispiele: )

(T +3i) + (@2 +5i) =9 +8i
(64 2i) +(3—5i) =8—3i
3 —|—5i)—}-(2i~—1)-——2+7i
] -{—2i)—[—(3—2i)=8

(3 +5i) +(2i—38) =Ti

(3 +5i) +(5i—3) =101

(6 +2i) (5 — 2i) =10

(T+31)—@2+5i)=5—2i
(+2)—(3—5i)=2+T7i
B+5i)—(2i—1)=4-+3i
G +2i)—(3—2i) =2 +4i
(B+5i)— (2i—3) =6 +3i
(3+5i)— (5i—3) =6

(B 21— (5—21) =41i.

Multiplikation und Division komplexer Zahlen

Auch diese Rechenoperationen werden so durchgefithrt, als wenn man
es mit gewohnlichen Summen zu tun hat. Man beachte aber hierbei, daB
i2 == — 1 ist, und sei bestrebt, das Ergebnis wieder in die Form einer kom-
plexen Zahl zu bringen.

(@ +bi)-{c+di)=ac-f+adi+beci+bdi2
=(ac—bd)+(ad+be)i

Sonderfall:

Die Multiplikation zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt eine reelle
Zahl; denn

(a +bi):(a — bi) =a% 4 b2
Vergleiche hiermit:
(a -+b)-(a —b) =a% — b

Ist eine komplexe Zahl durch eine reelle zu teilen, so teile man jedes Glied
der komplexen Zahl durch die reelle Zahl:

a4+ bi a b.

e <o T3!

oder mit Zahlen:

64 151 6 15. .

—-+3 ot :'3* '-I'—*3*l =2 +51.
Ist eine reelle oder komplexe Zahl durch eine komplexe Zahl zu teilen, so
verwandele man den Nenner des Bruches (Divisor) in eine reelle Zahl, indem
man den Bruch mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl erweitert.
a-+bi (a+bi)(c—di) ac—adi+beci—bdi?
c+di (c+di(c—di ¢t + a2
_acH bd be—ad
= dirae T era

‘i

oder mit Zahlen:
17—6i  (17—6i)(3+4i) (51+24)+(68i—18i) 75+450i
341 (@—41)-BF41) 9416 ST 25

=3-+42i.
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Potenzieren komplexer Zahlen

Unter Anwendung der Regeln fiir das Multiplizieren komplexer Zahlen
lassen sich leicht hohere Potenzen komplexer Zahlen durch wiederholtes
Multiplizieren bilden.

Zahlenbeispiele:
l4+if=14+2i4+2=1+4+21—1=2i
A+P=014+iP-Q4+1)=2i1+1)=21—2
(L4 i) = [(L +0PP = @) =42 = — 4
(L4 = (Lt (LD = — 4 (1 +1) =— 4 — 4i
Q41 =00-+1)0-14i=—4-2i=—8i
B+iV2r=9+6iy242i2=7+6i}2.

Radizieren komplexer Zahlen

(Ya+bi+7ya—bi)*=a+bit+2Ya+bi-Ya—bi-ta—bi
: = 2a - 2)a2 b2
2 (D).
Zieht man in der soeben erhaltenen Gleichung:
(Ya+bi+ya—bi)*=2(/a?+b* +a)
auf beiden Seiten die Wurzel, so erhilt man
(1)  Va+bit+Ya—bi=V2 (Jarb2+a).
Ebenso erhilt man
@) Vatbi—Ja—bi=il2 (Ja? +b2—a).
Gleichung (1) und (2) addiert, liefert:
2Va+bi=V2(Ja2+b2+a) +il2 (Jai-rb2—a).

Diese letzte Gleichung auf der linken und rechten Seite durch 2 divi-
diert, ergibt:

@] Vo - |V e ]l
Gleichung (1) und (2) subtrahiert, ergibt:

0 e (e i e

2

Man ersieht, daf die Wurzel aus einer komplexen Zahl wiederum eine kom-
plexe Zah] ist.
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Vi

Zahlenbetspiele:

a) J5-+12i =% Beim Vergleich dieser Aufgabe mit der Formel (a)
fir Ja -+ bi sieht man, daf hier a =5 und b =12 gesetzt ist.

Man erhilt also:

Vg*_T_—l—zT — ]/m—l- 5+i1/VW;2§—5
13_1_5 13 -5
3+1

Ergebnis: V5—-|~_1—2_i =3+ 21
Probe: Beide Seiten des Ergebnisses quadriert, ergibt:
b+121=9 4121 4 4i?
=5 -12i.
b) Y21 =1? Hier ist in Formel (a) fiir a = 0 und b = 2 zu setzen

Vﬂ:lﬁo—““) il/ym?f_i)»:lw.

Ergebnis: }2i=1--i.

Probe: Durch Quadrieren erhilt man:2i=1-421 + =1421—1
=21,

¢) /35—121 =% In Formel (b) ist fiir a = 35 und b = 12 zu setzen:

S V35t + 122 352 1 12% —
Y3121 = V——“ SRS A NN

l/ /1225 + T14E 35 l// V1295 + 144 — 35

2
874+35 V31—35
—I/ — =6 —1.

Ergebnis: }/35—12i =6 —i. (Probe machen!)
d) Y—i=1* InFormel (b)ist fiir a =0 und b = — 1 zu setzen:

=P =Y.

Ergebnis: J/—1i =+ V 2( —i). (Probe machen!)

Aufgaben iiber das Rechnen mit komplexen Zahlen:
379) In welchem Quadranten der GauBschen Zahlenebene liegen die Bilder
folgender komplexer Zahlen:
a) — 0,531 c) —4—041i
b) 2%/, — /31 d) /s + 2?51
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380) Welche GroSe ist allen komplexen Zahlen, die vom Nullpunkt gleich
weit entfernt liegen, gemeinsam ?

381) Welche Grofe ist allen komplexen Zahlen gemeinsam, deren Bilder
auf einer beliebigen durch den Nullpunkt gehenden Geraden liegen?

382) Welchen Abstand vom Nullpunkt (absoluter Betrag oder Modul)
haben die Bilder folgender komplexer Zahlen

8) 3-4i b) 3 —4i ) —34-4i d) — 3 —4i?

383) Auf welcher Linie liegen die Bilder aller komplexen Zahlen, die dar-
gestellt sind durch

a) a +2i b) 3 4-Dbi?
384) (o +1) + (Mp—1i) = 392) (4+21) 3 —5])) =
385) i/2+(3—2iY2) = 393) (0,2 +0,51) (5 +2i) =

386) (— /o +20)— Cla+1hi) = 394) (¥374+311/7)-(—31y74737) =
387) (3,6 —0,51) +(0,56+2,51) = 395) (1412 =

388) (2,56 +3i) — (5,5 — 3i) = 396) (1— i)2 =
389) 0,5 (2 +1) = 397) 1—i) (A 1) =
390) i(2 — 3i) = 398) (3a +4bi) (32 — 4bi) =

- 391) Y2 (Y2 +i) =

Die Aufgaben 399...403 sind in Produkte zweier konjugiert komplexer
Faktoren zu zerlegen:

90 4= gy M 15) @i =
400) 16 -+ 9 = o 416) (1 —1i)2 =
401) 64 +9 = 409) Veliys T M) (1—ip=
402) 37 = e
= 410 -

403) a;‘b ) 1 419) (a +Di + (a — bi)* =
404) 75 = 411) %% - 420) (& +bi)2 — (a —bi)? =
405) 757—01 = 412) atbi 421) Y8 +6i =
106) b—ai 422) /—8 461 =

7 21 = i—b —

+4 413) :%1,7: 423) V142iV2 =

407? 1+1V3 ~ 414) (43I =  424) J— 9/, +i =
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495) Y—3/,— i — agr) AL

26— 181 124847
a20) AT = 428) Vy‘gﬁﬁliz

VII. Das Rechnen mit Logarithmen

Zu Beginn des Kapitels BV, , Die Wurzelrechnung®, wurden die beiden
Umkehrungen des Potenzierens, némlich das Radizieren und das Logarith-
mieren, genannt. Es wurde dort folgende Erklirung gegeben: Ist in der
Gleichung a™ == q die Gréfe m gesucht, wihrend a und q bekannt sind, so
gehort diese Aufgabe zur Logarithmenrechnung. Die Auflésung der Glei-
ehung a™ = q nach der gesuchten GroBe m schreibt man in der Form

m = ?log q
flies: m ist gleich Logarithmus q zur Basis a].

Es bedeutet in der

Potenzrechnung Logarithmenrechnung
Gleichung: |a™=¢q Gleichung: m = 2logq
m = Potenzexponent (oder Hoch- m = Logarithmus
zahl)
a = Potenzbasis (oder Grund- a = Bagis des Logarithmen-
zahl) systems
q = Potenzwert q = Numerus

Erkléirung des Logarithmus:

Der Logarithmus (log) einer Zahl q zur Basis a ist der Potenz-
exponent m, mit dem man die Basis a potenzieren muf}, um die Zahl q
(Numerus) zu erhalten.

Die Basis a konnte in der Logarithmenrechnung theoretisch irgendeine
beliebige positive Zahl (auller -+ 1) sein. Praktisch jedoch werden als
Basis nur die Zahl 10 und die Zahl e verwendet. Hierauf wird ein wenig
spéter niher eingegangen.

Alle Logarithmen mit derselben Basis bilden ein bestimmtes Logarithmen-
system. Beispielsweise wiirde in einem Logarithmensystem mit der Basis 2
sein:
flog 8 =3; denn 23 =8 flog 1,414 = 0,5; denn 205 = 1,414
Hog 32 = 5; denn 25 = 32 %log 1024 = 10; denn 2'° = 1024
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In einem Logarithmensystem mit der Basis 3 ergibt sich:
3log9 = 2; denn 32 =9
3log 81 = 4; denn 34 = 81.
Mit einem Logarithmensystem mit der Basis 1 kann man weder theoretisch

noch praktisch etwas anfangen, da alle Potenzen der Zahl 1 wiederum 1
ergeben.

Weitere Zahlenbeispiele
fir Logarithmensysteme mit belichigen anderen Basen sind:

fog 64 =3, weil 4% =64 ist
Slog25 =2, ,, B2 =25 ist
“log 3 =05, , 9% =9h=79=3 ist
Yog 3 =1, , 2Th=)27 =3 ist usw.

Wie gro auch immer die Basis eines Logarithmensystems gewihlt sein
moge, immer lassen sich folgende Tatsachen feststellen:

a) Der Logarithmus der Zahl 1 zu irgendeiner beliebigen Basis ist gleich 0;
in Buchstaben

“logl =0

denn a® =1 (Seite 131).

b) Der Logarithmus der Basis ist stets gleich 1;

tloga =1

denn al = a,

¢) Aus diesen beiden Sitzen sieht man, dafl der Logarithmus einer Zahl
zwischen 1 und der Basis stets ein echter Bruch ist.
d) Der Logarithmus einer beliebig kleinen Zahl &, im Zeichen:

e->0 (¢>>0), also *log ¢, nihert sich fiir unbegrenzt verkleinertes ¢
dem Werte — co,

Man driickt den Sachverhalt kurz symbolisch aus durch:

og 0 = — oo (vel. 8. 38).

e) Der Logarithmus eines echten Bruches (also einer Zahl zwischen 0 und 1)
ist negativ, weil %log 1 = 0 und #log 0 = — coist.

In der Zahl der unendlich vielen méglichen Logarithmensysteme sind
nur die beiden folgenden Logarithmensysteme von praktischer Bedeutung:
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a) Das natiirliche Logarithmensystem oder das
Napersche!) Logarithmensystem

Dieses System wird hauptsichlich in der héheren Mathematik und in
theoretischen Berechnungen verwendet. In ihm ist die Basis die Zahl

e = 2,7182818 ... Sie ergibt sich, wenn man in der Potenz (1 + ln)nfﬁr n

einen sehr, sehr groflen Wert, d. h. im Grenzfall 2) oo, einsetzt oder wenn
man folgende Summe, die eine sog. Reihenentwicklung der Zahl e darstells,
mit moglichst vielen Gliedern berechnet:

1, 1 1 1 1
e=l4q 4+t tresg titegrgias T W

Man schreibt die natiirlichen Logarithmen nicht in der Form €log 100
=4,6052, sondern, vereinfacht nach DIN 1302, unter Fortlassen der Basis e
und unter Verwendung der Buchstaben In statt log: In 100 = 4,6052 [lies:
natiirlicher Logarithmus 100 gleich 4 Komma 6—0—5—2]. Allgemein
schreibt man fiir ®log x: In x.

Man merke sich: Ine =1; denn ¢! =e
n0=-—oc0; ,, e-*=0
Inl =90; ' e =1

b) Das gewihnliche oder dekadische Logarithmensystem
oder Briggssche®) Logarithmensystem

Das Briggssche System hat die Basis 10. Statt 1%og 100 — 2 schreibt man
nach DIN 1302: 1g 100 = 2. Man laft also die Basis 10 sowie den Buch-
staben o in log fort.

1) Der englische Mathematiker John Napier [sprich: Nehper], auch Naper ge-

nannt, lebte von 1550 bis 1617. Er ist der Entdecker des natiirlichen Logarithmen-

* aystems, auf das er durch die Bemithungen, eine kiirzere Berechnung der Dreiecke
zu finden, gefiihrt wurde. Er gab 1614 als erster eine Logarithmentafel heraus.

2) In der htheren Mathematik schreibt man den Grenzfall (1 -+ l)n, wenn n sich
n

dem Wert o immer mehr und mehr nihert:

lim (1+l)n=e.
n

n-» o
[Lies: limes (1 -+ }ﬁ) hoch n fiir n nach unendlich gleich e.]

3) Der englische Mathematiker Henry Briggs, der von 1556 bis 1631 lebte, war
Professor der Geometrie in London und Oxford. Er entdeckte, daB ein Logarithmen-
gystem mit der Basis 10 bequemer im Gebrauch ist als das einige Jahre frither
von seinem Freunde Napier aufgestellte natirliche Logarithmengesetz. Briggs ver-
offentlichte 1624 als erster eine Tafel der Logarithmen mit 14 Dezimalstellen,
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Zusammenstellung iiber die mathematische Schreibweise des Wortes

Logarithmus.
log lg In
allgemein fur gewohnlicher natiirlicher
Logarithmen Logarithmus Logarithmus
beliebiger Systeme Basis 10 Basis e = 2,7182818...

Im dekadischen Logarithmensystem, nach dem die in der Praxis ver-
wendeten Logarithmentafeln aufgestellt sind, ist

lg 1000 =3 , weil 103 = 1000
lg 100 =2 , , 102 = 100
lg10 =1 , , 100 =10
g1 =0 , , 100 =1
S
lgO,]— =—1, 9 101—10*0,1
1
Ig 0,01 = ’—2 Iy Y] 10_2 == ]“0‘5‘ = 0,01
1
—_ -3 _ -
lg 0,001 = —3, , 1078 = 5 = 0,001
g0 — —oo, ,, 10== 1. =0. Hiermit wird jedoch

nicht gerechnet!

Aus Vorstehendem sieht man, daff die Zahlen (Numeri) iiber 1 positive,

die Zahlen unter 1 negative Logarithmen haben, oder, anders ausgedriickt:

Ist der Numerus groBer als 1, so ist der Logarithmus positiv. Ist

der Numerus kleiner als 1, aber groBer als 0, so ist der Logarithmus
negativ. Ist der Numerus gleich O, so ist der Logarithmus — oo

Das dekadische Logarithmensystem bietet den Vorteil, daf man bei

einer Zahl (Numerus) aus der Anzahl ihrer Ziffern sofort erkennt, zwischen

welchen aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen ihr Logarithmus liegt;

Beispiel:
Ig8 liegt zwischen O und 1; er betrigt 1g8 =0,...
1g 36 » » 1, 25, 5 lg36 =1,...
lgbs6 »o 20, 35, o, 1ghtt =2,...
1g2341 » » 3 . 4, lg2341_3 .

Statt der Punkte hinter dem Komma sind Dezimalstellen emzusetzen
die man einer Logarithmentafel zu entnehmen hat.

Die Logarithmen von Zahlen, die gréfer als 1 sind, bestehen aus einer
ganzen Zahl, die vor dem Komma steht — man nennt sie Kennziffer

(oder auch Charakteristik) — und aus Dezimalstellen — sie heiflen
Mantisse. Es ist

lg 2 =0,3010 Iz 2000 = 3, 3010.

lg 20 =1,3010 4 + 4

Kenn~ Mantisse
ziffer

Logarithmus
{Numerus = 1)

1g 200 — 2,3010
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() Die Kennziffer des Logarithmus ist gleich der um 1 verminderten
Stellenzahl des Numerus, sofern dieser gréfer als 1 ist.

Ist der Numerus ein echter Dezimalbruch (liegt er also zwischen 0 und 1),
so ist der Logarithmus negativ. Man schreibt ihn als Summe eines echten
Dezimalbruches und einer negativen ganzen Zahl (Kennziffer);

Beispiel:
1202 =0,3010—1 10,0002 = 0,3010 — 4.
1 0,02 =0,3010 — 2 1 7
lg 0,002 — 0,3010 —3 Logarithmus Mantisse negative

{Numerus < 1) Kennziffer

Die negative Kennziffer des Logarithmus von Dezimalbriichen
(b) § ist so groB wie die Anzahl der Nullen vor der ersten Ziffer des
Numerus.

Bei der Bestimmung eines Logarithmus hat man zunfchst die Kennziffer
nach Regel (a) oder (b) festzulegen. Sodann entnimmt man die Mantisse
des Logarithmus irgendeiner Logarithmentafel.

Nachstehend ein Auszug aus der im ,,Hilfsbuch fiir Betrieb und Kon-
struktion® enthaltenen vierstelligen Logarithmentafel:

| ] |

N |o | 1| 2 s | 4 "5 | 6| 7] 8] o
300 | 4771 | 4773 | 4774 | 4776 | 4777 | 4778 | 4780 | 4781 | 4783 | 4784
301 | 4786 | 4787 | 4780 | 4790 | 4701 | 4793 | 4794 | 4796 | 4797 | 4799
302 | 4800 | 4802 | 4803 | 4804 | 4806 | 4807 | 4809 | 4810 | 4812 | 4813
303 | 4814 | 4816 | 4817 | 4819 | 4820 | 4822 | 4823 | 4824 | 4826 | 4827

In dem vorstehenden Auszug sind in der ersten senkrechten Spalte
N (= Numerus) die Zahlen 300 bis 303 und daneben in 10 senkrechten
Spalten 0 bis 9 die Mantissen enthalten.

Der Ig 300 hat nach Regel (a) die Kennziffer 2 und die Mantisse 4771.
Es ist somit Ig 300 = 2,4771.

lg 300,3 hat ebenfalls die Kennziffer 2 und die Mantisse 4776, die man
in der senkrechten Spalte 3 findet. lg 300,3 = 2,4776, 1lg 30,03 hat die
Kennziffer 1, weil 30,03 eine 2stellige Zahl ist; die Mantisse aber bleibt
dieselbe Zahl 4776,  Also: 1g 30,03 = 1,4776. :

Die Mantisse aller Zahlen mit gleicher Ziffernfolge (hier 3003) ist dieselbe
(hier 4776).

Weitere Beispiele aus vorstehendem Auszug:
lg 3030 = 3,4814 1g 0,03033 = 0,4819 — 2
10,303 = 0,4814 — 1 123,034 = 0,4820.

Die Umkehrung zu diesen Beispielen besteht in dem Aufsuchen des
Numerus, wenn der Logarithmus gegeben ist, Auch hierzu benutzt man
die Logarithmentafel.
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Beispiele:
Wie grof} ist x, wenn lg x = 3,4791 %
Zur Mantisse 4791 gehort die Ziffernfolge des Numerus: 3014. Die Kenn-

ziffer des gegebenen Logarithmus betrigt 3; somit ist der Numerus vmr-
stellig. x = 3014.

lgx = 4,4827 Losung: x = 30390
Ig x == 0,4816 ,  X==3031
lgx=0,4790—1 » x =0,3013
lgx =0,4771 — 2 »w  Xx=0,03.

Steht die Mantisse des gesuchten Logarithmus nicht in der Logarithmen-
tafel, so begniigt man sich entweder mit der nichstliegenden Mantisse oder
aber, was meistens nicht erforderlich ist, man bestimmt durch Interpolieren
(= Dazw1schenschalten) die letzte Stelle des Numerus.

Wenn man eine geniigende Sicherheit und Fertigkeit im Aufschlagen
der Logarithmen bzw. umgekehrt der Numeri hat, kann man an das Rechnen
mit Logarithmen herangehen. Das bringt eine bedeutende Zeitersparnis
und Erleichterung beim Multiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Radi-
zieren. Die Grundlage fiir das Rechnen mit Logarithmen ist die Kenntnis der:

¢) 4 Logarithmengesetze

Diese gelten fiir jedes beliebige Logarithmensystem. Es ist also gleich-
giiltig, wie grofl die Basis des Logarithmus ist. Nachstehend werden die
4 Logarithmengesetze fiir das dekadische Logarithmensystem (mit der
Basis 10) aufgefithrt und bewiesen:

1) Der Logarithmus eines Produktes
ist gleich der Summe der Logarithmen der einzelnen Faktoren.

lg (ab) =lga +1Igb

Beweis: Aus a = 10™ folgt in logarithmischer Schreibweise: m =Iga.
Ebenso ergibt sich aus: b = 10°
die logarithmische Form: n=Igb.
Durch Multiplikation von a und b:
ab=10m-10" = 10m+2,
oder logarithmisch geschrieben:
m-n=Ig(ab).
Setzt man fiir m=Iga und n=Igh,
so ergibt sich: lg(ab) =1ga +41gb w.z b.w.
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2) Der Logarithmus eines Quotienten

ist gleich dem Logarithmus des Zahlers vermindert um den Log-
arithmus des Nenners: ’

lg (%) =lga—Ighb ,

Beweis: Es sel a = 10 oder m =lga

und b=10* ,, n =lgh.
Durch Division der Werte fiir 2 und b erhilt man:
a 10m
b e 10T

Logarithmisch geschrieben, ist: m —n =Ig (%) .
Firm =Iga und n=1Igb gesetzt, erhdlt man:
lg(%):lga—lgb w.z. b. w.

3) Der Logarithmus einer Potenz

wird erhalten, wenn der Logarithmus der Potenzbasis mit dem Potenz-
exponenten multipliziert wird.

lg (a?) =n-lga

Beweis: Es sei a =109 oder, was dasselbe ist, q =lga.

Dann ist: a® = (10%)® = 109
oder logarithmisch geschrieben: n q =lg (a?).

Setzt man hierin fiir q=1lga,

so erhdlt man die gesuchte Gleichung: lg(a®) =n-lga.

4) Der Logarithmus einer Wurzel

wird erhalten, wenn man den Logarithmus des Radikanden durch den
Wurzelexponenten dividiert.

lgli/g _—_—%-lga

Beweis: Da man eine Wurzel stets als Potenz mit einem gebrochenen
Exponenten schreiben kann, so 148t sich der Beweis fiir die Logarithmierung
einer Wurzel auf dieselbe Art wie unter 3. durchfithren.
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Zusammenfassung:

In der Logarithmenrechnung wird zuriickgefiihrt:

das Multiplizieren auf das Addieren: Ig(a-b)=Iga4Igb
,» Dividieren » s Subtrahieren: lg % =lga—1lgh
,»» Potenzieren ,, ,, Multiplizieren: Ilg(a®)=n-lga
,» Radizieren ,, s Dividieren: Ig % = % -lga.

Beispicele fiir die £ Logarithmengesetze:
1) Aus einer vierstelligen Logarithmentafel hat man entnommen:
lg2 = 0,3010 und Ig 3 = 0,4771. Wie grof} ist dann

a) Ig6 b) Ig1,5 c) lg8 d)ylgys?

Losung: a) Ig6 =1g(2-3) =1g 2 + lg 3 = 0,3010 ~ 0,4771 = 0,7781
b) 1g1,5 =1g(3) = 1g3 ~Ig2 = 0,4771 — 0,3010 = 0,1761
¢c) 1g8 =1g(2%) =31g2 = 3-0,3010 = 0,9030
d) Igy3 = 1g 3 =5 -0,4771 —0,2386.

2) Wie grol} ist die Seite des Quadrates mit dem Inhalt F = 0,4 m?2?

Losung: F =a? = 0,4; a = }/0,4; durch Logarithmierung erhélt man:
lga =g Y04 = 5 1g 0,4 = 5 (0,6021 — 1).

Um nach der Division durch 2 eine ganze Zahl als Kennziffer zu erhalten,
formt man den Klammerinhalt um:

lga = 5 (16021 — 2) = 0,8011 — 1.
Durch Aufsuchen des Numerus erhilt man: a = 0,6325 [m].
' 3) Folgende Ausdriicke sind zu logarithmieren:

3
a b? b2ec

a’) ed b) (d——}—e)T- c) ,}'/a.z_b-]/e;*’—b.
Losung: a) lg 3d =lga+2lgh— 3lgc+1gd)

b) lg]/d+e)2 — li2lgb +1go— @lg@d +o) +lgh]

c) lg}/azb Jadb = 2lga+lgb)+ (3lga+Igh).
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4) x = 2,314, Wie grof} ist x?
Losung: lgx =1,41g2,3 =1,4-0,3617
lg (lg %) =1g(1,4-0,3617) = lg 1.4 4 1g 0,3617
== 0,1461 40,5583 — 1 = 0,7044 — 1.
Durch Aufsuchen des Numerus erhélt man:
lgx =0,5063 und x = 3,208.
B) Betrigt der Durchmesser einer\Kugel d [m], so betriagt ibr Volumen
V= ”—gf [m®]; hierin ist & = 3,142 einzusetzen. Wieviel Liter Gas faBt
ein kugelformiger Ballon vom Durchmesser d = 1,975 m ?

. 3,142 - 1,975°
Losung: V= -—"— "

lgV =1g3,142 +31g 1,975 —Ig 6
= 0,4972 + 3 -0,2956 — 0,7782
= 0,4972 40,8868 — 0,7782 = 0,6058
V = 4,035 [m3] = 4035[1].

d) Der Zusammenhbang verschiedener Logarithmensysteme

wird durch folgende 2 Formeln gezeigt.

clog a

(1) | “oga= clogb
b 1

(2) loga = WIog b

Als Gedschtnishilfe fiir diese beiden Formeln wende man folgende ver-
einfachenden Schreibweisen an:

Ploga = >:< loga = >Z'< Jogh = ><

Die beiden Formeln wiirden hiermit dann lauten:

a
1 a >c< a 1
W= @) =g
> <<
c a

Betrachtet man das fiir den Logarithmus als Symbol gewahlte >< Zeichen
als Bruchstrich, so wiren die beiden Formeln nach den Regeln fiir die
Bruchrechnung ohne weiteres richtig; némlich:

1

a &
F———‘ und?=T.
a

o]c‘}olm
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Zum Beweise der Formel (1) setze man: Yloga = x oder, was dasselbe
ist, b*=a. Logarithmiert man diesen letzten Ausdruck in einem Log-
_arithmensystem mit der Basis ¢, so ergibt sich nach dem 3. Logarithmen-
esetz :
& ‘log a = °®log (b*) = x - %log b.

Dividiert man beide Seiten dieser letzten Gleichung:
x‘logb = ‘log a durch logh,
so erhélt man:

tlog a
" doghb
oder, da man fiir Ploga = x gesetzt hatte:
°log &
Poga = %% w.z. b.w.

Setzt man in dieser soeben bewiesenen Formel (1) ¢ = a, so erhilt man
2log a 1

b 2" o
loga = 5o = tiogh

Und dies ist Formel (2).

Zusammenhang zwischen
natiirlichem und gewéhnlichem Logarithmus
Setzt man in Formel (1) fiir b die Basis e des natiirlichen Logarithmen

systems und fiir ¢ die Basis 10 des gewéhnlichen Logarithmensystems ein,
0og a

so erhilt man: ‘loga = Tologo oder in genormter Schreibweise:
1
lna=3",
Ige

Man bezeichnet 1g e mit dem

Modul M =Ige = 0,43429

Der Kehrwert dieses Moduls hat die Gréfle
1 1

Mit diesen Zahlenwerten ergibt sich:
Ig a
Ina = a@ég = 2,3026 . lg &

in Worten: Kennt man den gewohnlichen (oder dekadischen) Logarithmus
einer Zahl, so bestimmt man den natiirlichen (oder Naperschen) Logarith-
mus dadurch, dall man den gewohnlichen Logarithmus mit 2,3026 multi-
pliziert (oder durch den Modul M = 0,43429 dividiert).

Der absolute Zahlenwert des natiirlichen Logarithmus einer Zahl
ist groBer als der des dekadischen Logarithmus.
Mathematik Teil 1, 12
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Setzt man in Formel (2) fiir a = e und fiir b = 10, so ergibt sich:

1
Hloge=;-7%
oder, genormt geschrieben:
1
lge =1in10 =M= 0,4:34:29,

in Worten: Unter dem Modul der Logarithmenrechnung ver-
steht man den dekadischen Logarithmus der Zahl e oder den Kehr-
wert des natiirlichen Logarithmus der Zahl 10.

Aufgaben zur Logarithmenrechnung:

429) Folgende Potenzgleichungen sind in der Form logarithmischer Glei-
chungen zu schreiben:

a) q° = b) b'=n [Merke: Basigleewwithos — Numerus}
¢) 52 =25 d) 0,1% = 0,001 g) e»30% 10,
e) 10080108 — 9 f) 10043428 — ¢

430) Welches sind fiir die Basis 2 die Logarithmen folgender Zahlen:

3, 3
a) 16, b) V2, o V2, 4 V4, e V8?
431) Welches sind fiir die Basis 3 die Logarithmen folgender Zahlen:
3 P —
a)1, b)27, o d) Y3, e |2
432) Wie groB ist auf Grund der Begriffserklirung des Logarithmus die
GrsBe x in den folgenden Gleichungen:
a) X =2log 0,25 c) dogx =3 e) Xlog81 =4
b) x =2%og0,125 d) Zlogx =38 f) Hlog 16 = 4%
433) Nach der Tafel der Briggsschen Logarithmen ist 122 = 0,30103. Wie
grof sind dann
2 3
a) lg 20: C) lg 10° e) lg (23): g) lgﬁ?
b) 1g 2000, Q) lg, f) lg2.

Mit Hilfe einer Logarithmentafel sind die Zahlenwerte der Aufgaben
434...443 zu bestimmen:

34 1= (n=314159) 438) 0246 =
T 439) 718,05 - 12,345 =
435) |/2 = s
a = 440) 176,03 =
436) g =  [g = Erdbeschleuni- ) ?’V(Tﬂ% B
gung = 9,81 (m/s’)] 442) 0,91265 —

1
837) 5= 443) 1,031 =
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444) Wie lautet die mittlere Proportionale zu:

3 4 :
a) 5% und 6° b) 4 und ¥3?
Anleitung: Nach 8. 118 ergibt sich x als mittlere Proportionale zu
a und b, wenn x = Ja - b ist.

445) Aus der Gleichung: x = (1 +% " ist x zu berechnen fiir
a) n=>5, b) n =10, ¢) n=100?

446) Mit Hilfe des Moduls M = Ig e = 0,43429 sind zu bestimmen:
a)lnl= b)Inl0= ¢)In0l= d)Inl00= e) In1000=

447) Eine wievielstellige Zahl ist 2537

448) Der Barometerstand am Fulle eines Turmes betrigt b = 771,9 mm
und an seiner Spitze B = 757,7 mm. Wie hoch ist der Turm?

Anleitung: Unter Vernachlissigung des Temperaturunterschiedes
an den beiden MeBstellen berechne man die Turmhéhe aus:

H =18380(Igb — Ig B) = Turmhdhe in m.

449) Der thermische Wirkungsgrad »: (das 1st das Verhéltnis der in

Arbeit umgesetzten Warme zu der zugefithrten Wirme) des Otto-
1

-1 *
Es mége in dieser Gleichunag betragen: Das Verdichtungsverhiltnis
e = b und das Verhiltnis der spez. Warmen » = 1,4,
Wie groB ist dann der Wirkungsgrad % in Prozent ?
450) Durch eine Transmissionswelle werden bei 250 U/min 8 PS iber-
tragen, Wieviel mm stark ist die Welle auszufiihren ¢
Anleitung: Man berechne den. Wellendurchmesser d in ¢cm aus der

motors betragt: nm =1 —

4
Uberschlagsgleichung: d = 12]/%;
hierin ist N = Leistung in PS und n = U/min.

451) Wie groB} ist die Zahnteilung t in mm
fiir ein Ritzel mit z = 14 Zihnen
fiir einen Elektromotor mit N == 3,5 P8 bei n = 1000 U/min
auszufithren? Man wihle die spez. Zahnpressung ¢ = 37 kg/cm? und
das Breitenverhéltnis y = 3,5! .
Anleitung: Man rechne nach der Formel: t = VLIQ%O_NZ::
und erhilt t in em.

452) Durch einen offenen Riementrieb wird eine Umfangskraft P = 160 kg
iibertragen. Der Riemen umspannt die kleinere Riemenscheibe des
Elektromotors mit einem Winkel o = 172°. Die Reibzahl fiir den
Riemen auf GraugufB-Scheibe betrage x = 0,28. Wie groB sind die
Riemenkrifte im gezogenen und ziehenden Riementeil 2

12*
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Anleitung: Die Riemenkraft betrigt:

. . . el e
im ziehenden Teil: S1 =P P
und im gezogenen Teil: 1
e

S2:P

o ist im Bogenmal} einzusetzen (s. S. 59)

172° .7

= i—g(*)?* —_—-“3, e=2,718.

453) Ein Hanfseil ist iiber ein Rohr aus Grauguf gefithrt und umschlingf
es in einem Winkel o = 250°. Eine an dem einen Seilende hingende
Last Q wird durch eine an dem anderen Ende angreifende Zug-
kraft P = 40kg gehalten. Wie gro8 ist die Last Q%

Anleitung: Man rechne mit Q = P -e#* und setze fiir u = 0,25

250° 7t — 4,36.

und o = 805

454) Unter dem in cm gemessenen Trigheitshalbmesser i eines Profils

versteht man: i = % ; hierin ist I das Trigheitsmoment in cm* und

F die Querschnittsiliche in em2, Fiir den I Stahl T 12 entnimmt man
einer Stahlbauprofiltabelle: I = 328 cm? und F = 14,2 cm?. Welcher
Wert fiir den Trigheitshalbmesser i miifite in der Tabelle fiir dieses
Profil verzeichnet sein ?

455) Wie groll ist der elektrische Widerstand R in Ohm eines
1=10,35km langen Kisendrahtes vom Durchmesser d = 2 mm,
wenn der spezifische Widerstand ¢ = 0,125 betrigt?

Anleitung: R = ldn@ ; hierin: z = 3,14, ] =Liénge in m,
o =spez.Widerstand, d = Durchmesser in mm, R = Widerstand in 2.

456) Der Widerstand eines Heizkérpers betrigt R = 80,75.0Q. Er verzehrt
eine Stromstirke I = 3,25 A. Wie grof} ist die in 20 min erzeugte
Wirmemenge Q in kcal?

Anleitung: Fliefit ein Strom I Ampere wihrend t Sekunden durck
einen Draht vom Widerstand R Ohm, so betragt nach dem Jouleschen
Gesetz die in keal entwickelte Warmemenge

Q =0,0002412-R-+t,

457) Eine Werkstatt, die 12,5 m lang und 9,75 m breit ist, soll eine Be-
leuchtungsstirke ¥ = 35 Lux (L.x) erhalten. Wie grof ist bei einer
Lichtausbeute # = 0,25 der Lichtbedarf @ in Lumen (Lm)?

Anleitung: @ = %ﬁl, hierin F = Bodenfliche in m?2.
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458) Nach dem Kirchhoffschen?) Gesetz iiber Stromverzweigung ver-
halten sich die in 2 parallel geschalteten Widerstinden r, und 1,
flieBenden Stromstirken i, und i, umgekehrt wie die Widerstéinde
zueinander. Es gilt also die Beziehung: i;:i; =T, :1;.

Wie groB ist r, fiir i, =25 A; i, =3,8A; r, = 0,95521

VIII. Das Rechnen mit dem Rechenschieber

Im praktischen Maschinenrechnen bedient man sich zum Multiplizieren
und Dividieren fast ausschlieBlich des Rechenschiebers. Er kann auch an
Stelle mathematischer und trigonometrischer Tabellen zum Bestimmen der
Quadratzahlen und Kuben (3. Potenzen) sowie der Quadrat- und Kubik-
wurzeln, ferner zum schnellen Ermitteln des Kreisinhaltes bei gegebenem
Durchmesser und zum Aufsuchen der trigonometrischen Funktionen (sin,
cos, tg, ctg) verwendet werden, Eine bisweilen auf der Riickseite eines
Rechenschiebers angebrachte kleine flache Rechenmaschine (Castell-
Addiator) macht den gewohnlichen Rechenschieber auch zur Ausfithrung
von Additions- und Subtraktionsaufgaben geeignet. Ferner gibt es noch
Sonder-Rechenstibe fiir spezielle Rechenaufgaben der Praxis; z. B.:
Schnittzeitbestimmung, Berechnung der Riemenleistung und -geschwindig-
keit, Tragkraft von Federn, Wellenberechnung auf Biegung und Verdrehung,
Wechselriderbestimmung, Gewichtsberechnung und noch viele andere?).

Die Vorziige und Anwendungsmoglichkeiten des Rechenschiebers sind
also auf technischen Gebieten sehr groB. Er gehort zu dem unumging-
lich notwendigsten Handwerkszeug eines Ingenieurs oder Technikers.

Die bekanntesten Rechenschiebersysteme sind das System Rietz und
das System Darmstadt, das seinen Namen nach der Technischen Hochschule
Darmstadt trigt, auf der dieser Rechenschieber entwickelt wurde.

Ein jeder Rechenschieber besteht aus dem Gehause (Stab), in dem die
verschiebbare Zunge gleitend gefiihrt wird, sowie aus dem iiber Gehiuse
und Zunge verschiebbaren Liaufer aus Glas mit Ablese-Markenstrich.

Das charakteristische Merkmal eines Rechenschiebers sind die auf dem
Gehsuse und der Zunge aufgetragenen logarithmischen Teilungen,
die die Ausfithrung des Multiplizierens und Dividierens ermdéglichen.

Wiirde man statt der logarithmischen Teilungen normale Teilungen mit
gleichm#Bigen Teilstrichabstinden verwenden, wie sie jeder Mafstab, Zoll-
stock oder Bandmaf besitzt, so kénnte man mit einem solchen Stabe nur
addieren bzw. subtrahieren.

1) Kirchhoff (1824 bis 1887), von 1854 bis 1875 Professor der Physik in Heidelberg,
dann in Berlin,

2) Auf diese Sonder-Rechenstibe kann im Rahmen dieses Buches nicht ein.
gegangen werden. Im Band Kérwien, ,,Graphisches Rechnen (Nomographie)< des
gleichen Verlages gind sie eingehend behandelt.
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Normale Teilung

Schiebt man ndmlich bel normalen Teilungen, wie die obenstehende Ab-
bildung zeigt, die Zunge so weit nach rechts hin, daf der Teilungsanfang tiber
der 3 des Stabes liegt, so liest man unter der 2 der Zunge auf der Stabteilung b
ab. Dies ist das Ergebnis der Addition 3 42 = 5. Durch Aneinandersetzen
der 3 und 2 em langen Strecken erhilt man die § cm lange Strecke als Er-
gebnis der Streckenaddition. Umgekehrt fithrt man das Subtrahieren einer
Strecke von einer anderen aus. Die vorstehende Schieberstellung verdeut-
licht die Subtraktionen: 4 —1 =23 oder 5—2 =3 oder 6 — 3 = 3 usw.

Auf der Zahlengeraden des metrischen Maflstabes errichtet man in den
einzelnen Punkten 0...10 Senkrechte nach oben und trigt auf diesen
die zugehorigen Werte der Logarithmen als Strecken in einem bestimmten
MaBstabe ab. Da 1g 10 =1 ist, so hat man die Senkrechte im Punkte 10
gleich der Lingeneinheit zu machen. Man wiihle als Lingeneinheit eine
Strecke von 25 cm Lénge. — Die Skalenlénge der gebréuchlichen normalen
Rechenschieber betrigt 25 cm. — Beispielsweise hat man die Senkrechte
im Punkte 8 des metrischen Mafistabes (25 - 0,9031 =) 22,58 cmm lang zu
machen, da lg8 =0,9031 ist.
Verbindet man die auf diese
Weise auf den Senkrechten er-
haltenen Punkte miteinander,
80 erhilt man die sog. log-
arithmische Kurve. Diese
schneidet, da lg 1 =0 ist, die
Zahlengerade im Punkte 1.
Zwischen den Punkten 0 und 1
erhilt man fir die logarith-
mische Kurve keine positiven
Werte, da die Logarithmen
der Zahlen zwischen O und 1
(d. h. die Logarithmen von
echten Briichen) negativ sind.

Gieht man von jedem Punkt
der logarithmischen Kurve aus
nach rechts bis auf eine Par-
allele zu den errichteten Senk-
rechten, so erhilt man den
25 cm langen logarithmischen
Bild 52 MaBstab. (Inder vorstehenden
Herstellung einer logarithmischen Teilung  Abbildung betrigt die MafB-

T

T T ¢ f 0T +T

T
mischer Mafistap

06990

]

Tt
[——-I-—r-]-'—(—l-l'l—l—‘

T
r
T

0,5441

T
T

Tt
R o e I e el e o B
. -

r
¥
- -t
1
25

it
i
1
Tyt

b - -

M
s
T
AL it Sl Sl i s B Bt B
: et A
f ™
T
! -
. T
P

8129

R e e B B

°bn

T+t

T T el e I PR

109 5:0,6990
12 14 16 18 2

‘]77|||
S T NN

103_3.5 S05uut
tog 10=1.0000

1

S N

"
it i)} ! |
Metrischer mafistab




Rechnen mit dem Rechenschieber 183

stablinge mit Riicksicht auf Platzersparnis nur 66 mm.) Bei ihm sind
die Logarithmen der Zahlen als Strecken aufgetragen. Die an die einzelnen
Punkte des Mallstabes angeschriebenen Zahlen
jedoch sind die Numeri der betreffenden Log-
arithmen. Die Teilung des Rechenstabes ist in thren
untereinander ungleichen Abstédnden den Mantissen
der Briggsschen Logarithmen proportional.

Zur Anfertigung einer logarithmischen Skala
braucht man nicht den soeben erklirten Umweg
iber die logarithmische Kurve zu machen; man
kann vielmehr die einzelnen Teilpunkte sogleich
auf Grund der Zahlenwerte auftragen, die man
einer Logarithmentafel entnimmt. Die neben- ~u
stehende Abbildung zeigt die 2 untereinander
liegenden und aneinander vorbeigleitenden log-
arithmischen Skalen des Stabes und der Zunge y
eines Rechenschiebers,

In der gezeichneten Stellung der Zunge liegt die -
1 der Zungenskala iiber dem mit 1,2 bezeichneten oL
Punkt der Stabskala. Unter der Zahl 2,5 der Zun- o
genskala liegt die Zahl 3 der Stabskala. Hier ist s

!

3

llllllllllll

P

T 1 1.1

die Streckenaddition 1g 1,2 4 1g 2,5 =1g (1,2 - 2,5) "1 S
=1g3 veranschaulicht. Man erkennt, daf} der 4 o =
mit logarithmisch geteilten Mafstéaben durchgefiihr- o R
ten Streckenaddition die Multiplikation 1,2-2,5 =3 - 9
entspricht. o+ o § =
Um allgemein das aus den beiden Zahlen a und b g”’ o= g A
gebildete Produkt ab zu berechnen, schiebt man 3 =
den Anfangsstrichl der Zungenskala tiber die Zahl ~ | w4 5
a der Stabskala und liest unter der Zahl b der m >
Zungenskala das Produkt: ab auf der Gehiuse- ~ ~
skala ab; denn lga +4-lgbh = lg (ab). - <
Auf diese Weise lassen sich im Rahmen der Ab- -
lesegenauigkeit, die die logarithmische Skala ge-
stattet (meistens 3...4 Ziffern) und die in den  [™__| ., <}

meisten Fiillen fiir die Zwecke der Praxis ausreicht,
simtliche Multiplikationsaufgaben ausfiihren.

Ebenso 146t sich in umgekehrter Reihenfolge die
Division zweier Zahlen auf eine logarithmische 4
Streckensubtraktion zuriickfiihren. Die letzte Figur
zeigh gleichzeitig die Losung der Divisionsaufgabe
3:2,6 =1,2; denn es ist:

lg3—1g256=1g(3:2,5) =1g1,2.

Soll allgemein a:b berechnet werden, so verschiebt man die Zunge so,
daB die Zahl b auf der Zunge iiber die Zahl a des Stabes zu liegen kommt.

Stab
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Unter der 1 der Zunge liest man dann auf der Gehiiuseskala den Quotienten
a:b ab; denn es ist:

lga—Igb=lg(a:b).

Bei der Ausfithrung mehrfacher Multiplikations- und Divisionsaufgaben,
iy
und multipliziert das Zwischenergebnis, das zwar unter der 1 der Zungen-
skala steht, aber ohne Interesse 1st, mit 4,25, ohne dafl man die Zunge
noch einmal zu verschieben hat. Das Endergebnis steht unter der 4,25
der Zungenskala und gibt die Ziffernfolge 53 b an. Zur Bestimmung der
Stellenzahl des Ergebnisses geben die Gebrauchsanweisungen fiir den jeweils
verwendeten Rechenschieber sogenannte Stellenregeln an, die aber, so ein-
fach sie auch sein mogen, leider in der Praxis leicht zu Verwechslungen und
Fehlern fiihren konnen. Sicherer rechnet man, wenn man, soweit dies mog-
lich ist, durch eine einfache Kopfrechnung mit grob abgerundeten Zahlen-
werten das Ergebnis iiberschligt. Im Jetzten Beispiele wiirde man
rechnen:

34-4%5 3—; =~ 4; d.h. das Endergebnis liegt in der Nihe von 4. Hs

betl"égt laut der mit dem Schieber ermittelten Ziffernfolge: 5,35.

berechnet man zweckm#flig zuerst den Quotienten 3,4 : 2,7

. 23,4-1730-347.0,00227
Bei der Aufgabe: =5 000135218 4520 —
bestimmt man zunichst ohne Beriicksichtigung der Dezimalstellen der
einzelnen Faktoren die Ziffernfolge des Krgebnisses, indem man zweck-
miBig in folgender Reihenfolge den Schieber betatigt:

(234 135 - 173) : (218 + 347) : (452 - 227) .

Man erhilt die Ziffernfolge: 239.

Zur Ermittelung der Stellenzahl des Ergebnisses denkt man sich die in
der Aufgabe gegebenen Zahlen in Produkte einstelliger Zahlen und Zehner-
potenzen verwandelt; also:

2,34.10t.1,730- 10% - 3,47 102.2,27. 103
1,35.10—%.2,18.10%. 4,52 . 103

Die Zehnerpotenzen zusammengefalBt, ergibt:

1011;)1_0:: }g: ig;s — 101+3+2-3—(—-5+2+3) — 103 = 1000 .

Mit den einstelligen grob abgerundeten Zahlen ergibt eine Uberschlags-
rechnung:
2:2:4-2
1-2-5
Die oben durchgefiihrte Schieberrechnung ergibt genauer: 2,39.
Das Ergebnis lautet somit: 2,39 - 1000 = 2390.
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AuBer den beiden 25cm langen Hauptskalen des normalen Rechen-
schiebers sind auf ihm noch 2 nur halb so lange logarithmische Skalen vor-
handen. Auf 25 em Lénge kommen 2 hintereinander liegende 12,5 cm lange
Skalen. Diese werden zur Bestimmung der Quadratzahlen (sowie um-
gekehrt der Quadratwurzeln) benutzt. Nach dem 3. Logarithmengesetz
(8. 174) ist:

lg(a?) =21ga,

d.h.: Die logarithmische Skala der Quadratzahlen ist
halb so lang wie die der Basen der Quadratzahlen.

Die Skala fiir die Kubikzahlen hat nur */; der Lénge der normalen Log-
arithmenskala; denn
Ig(a%) =3-lga.

Die Handhabung eines Rechenschiebers und seine vielfachen Verwen-
dungsmoglichkeiten werden in der zu jedem Rechenschieber gehirenden
Anleitung erklart. Dieses Kapitel beschrinkte sich lediglich auf die Er-
klirung der mathematischen Grundlagen fiir das Rechnen mit dem Rechen-
schieber. Einige nachfolgende Ubungsaufgaben mégen zur Erhohung der
Sicherheit beim Multiplizieren und Dividieren beitragen.

Aufgaben:
459) 1,6-2,5 = 476) 6,54:2,31 =
460) 2,3+ 0,12 = 477) 0,124:0,0402 =
461) 620-7,5 = 478) 10,2: 5,73 =
462) 5,4 - 470 = 479) 3,22:10,4 =
463) 0,79 - 0,55 = 480) 40,8:204 =
464) 1,07 - 21,5 = 481) 687:0,95 —
465) 21,6 - 1,11 = 482) 97,2: 645 =
466) 17,5 - 8,58 = 488) 0,705: 8,55 =
467) 5,65 - 21,4 = i

ssg) M2 96 _

468) 92,5 - 23,8 = 504
469) 1,23 - 4,56 - 7,8 = 185) 3,1:4.2@ _
470) 87 - 6,54 - 0,321 =
471) 2,46 - 87,5 -3,1 = 7,52-34,1

) 486) 20,4+ 4,13
472) 9,75+ 3,15+ 7,82 =
473) 0,864 - 2,46 - 5,79 = 487) 9—513—2114?05—093 —
474) 158: 24,6 — 154-215-0,024

475) 24,6:1,35 = 488) ggq-362- 03 —



C. Das Rechnen mit Gleichungen (Algebra)

I. Die verschiedenen Arten von Gleichungen

Die bisher behandelten Rechenoperationen, auf deren griindlichste Be-
herrschung nicht oft genug hingewiesen werden kann, werden beim Rechnen
mit Gleichungen verwendet. Die Lehre von den Bestimmungsgleichungen
mit einer oder mehreren Unbekannten ist die Algebra. Das Wort ,,Algebra*
stammt aus dem Arabischen (Al-dschebr) und bedeutet das Heriiberbringen.

Durch eine Gleichung werden, wie der Name schon sagt, 2 GroBen ein-
ander gleichgesetzt. Sie werden durch das Gleichheitszeichen = von-
einander getrennt. Die eine GroBe steht auf der linken, die andere auf der
rechten Seite der Gleichung,

Man unterscheidet folgende Arten von Gleichungen:

a) Identische Gleichungen,

b) Bestimmungsgleichungen,

¢) Funktionsgleichungen.

Zu a) Mathematische Formeln sind identische Gleichungen.

Der Satz: ,,In einer Summe ist die Reihenfolge der Summanden beliebig*
140t sich durch die Formel a +~b +¢+d =b 4+ d + ¢ +a darstellen,
Diese Formel ist eine identische Gleichung; in ithr wird die auf der linken
Seite stehende Summe a 4 b 4 ¢ + d der auf der rechten Gleichungsseite
stehenden Summe b --d ¢ -} a gleichgesetat.

Beispiele:

(a+Db)2=a2+2ab b2

(a—Db)2=a2—2ab+b?

a2—b2=(a+b)(a—Db)
“a-b-c=a-c-b

(a+b)(c+d)=ac+ad+be-bd

a2b +ab?=ab(a + D)

a2b? = (a b)?

Vot —aa.

Identische Gleichungen sind fiir jeden Zahlenwert der gegebenen Grofen
a, b, ¢ usw. richtig. Sie driicken allgemeingiiltige Wahrheiten aus.
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Zu b) Die Bestimmungsgleichungen tragen in sich den mathema-
tischen Befehl, die in ihr auftretende Unbekannte zu bestimmen; z. B.:

2x —6=12 29X =
(x = 9) oder (x — 3?

Man bestimmt die Unbekannte einer Bestimmungsgleichung also der-
art, daB bei Einsetzen des berechneten Wertes der Unbekannten in die
gegebene Bestimmungsgleichung diese zu einer identischen Gleichung
wird. (Dies kommt einer Probe fiir die Richtigkeit des berechneten
Wertes der Unbekannten gleich.)

Sind in einer technischen Formel alle GréBen bis auf eine bekannt,
so 148t sich eine solche Formel als Bestimmungsgleichung ansprechen.

Aus der Gleichung fiir das Ohmsche Gesetz: U=1.R (U = Spannung
in V; I = Stromstérke in A und R = Widerstand in £) kann man eine
der 3 Grofen U, Iund R bestimmen, wenn die beiden anderen gegeben sind.

Beispiele:
Zugspannung ¢
Belastende Krait P
Querschnitt F

Wellendurchmesser d l -
Leistung N d=12 l N
Drehzahl n j
Widerstandsmoment W eines recht-

eckigen Balkenquerschnittes '

Balkenbreite b ]

Balkenhéhe h

Umfangsgeschwindigkeit v

Wellendurchmesser d . dan
Drehzahl n V=60
(m=138,14)

Leistung N by
Umfangskraft P N = -
Umfangsgeschwindigkeit v

Drehmoment M, l X
Leistung N M, = 71620 -
Drehzahl n ] "
Biegemoment M,

Widerstandsmoment W My =W-0p.
Biegespannung oy

Neben diesen einfachen Beispielen fiir Bestimmungsgleichungen kann die
Unzahl aller technischen Formeln angefiihrt werden.
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Die zu bestimmende Grofe, die man nach gegebenenfalls erforderlichen
mathematischen Umformungen der Gleichung berechnen kann, nennt man
die Unbekannte der Gleichung. In der Mathematik bezeichnet man die
unbekannten GroéBen mit den letzten Buchstaben des Alphabets, also mit x
oder y oder z. Die bekannten Griofen dagegen werden mit den ersten
Buchstaben des Alphabetes a oder b oder ¢ usw. benannt.

Die Gleichung
2x—a=15b

stellt in mathematischer Form eine Bestimmungsgleichung dar. Man kann
aus ihr die unbekannte Grofle x bestimmen, wenn a und b irgendwelche
bekannte Grofien sind. Nur fiir diesen einen berechneten Wert von x ist
diese Gleichung richtig.

Zu ¢) Eine Funktionsgleichung enthilt 2 oder mehrere verdnderliche
Grofen, die voneinander abhingig sind. Funktionsgleichungen werden
durch gerade Linien oder Kurven in der Technik dargestellt.

Beispiele: y=3x y=2ax?
9x2 4 4y?%=236 y=ax3+b.
Im folgenden werden zunéchst nur die unter b) angefithrten Bestimmungs-

gleichungen behandelt. Erst bei den zeichnerischen Losungsverfahren der
Gleichungen kommen wir auf die Funktionsgleichungen zuriick.

Neben dieser Einteilung der Gleichungen nach ihrer Art (identische
Gleichungen — Bestimmungsgleichungen — Funktionsgleichungen) unter-
scheidet man die Gleichungen nach der in ihnen vorkommenden héchsten
Potenz der Unbekannten. Man spricht von dem Grad der Gleichung:

Eine Gleichung, in der die Unbekannte x in der 1. Potenz vorkommt
heiBt eine Gleichung 1. Grades oder eine lineare Gleichung.

Beispiel: 3x +5=32.

Kommt die Unbekannte in quadratischer Form vor, so hat man es mit
einer quadratischen Gleichung zu tun.
Beispiel: : Tx2 4+ 25x =12,

Gleichungen 3. Grades mit der Unbekannten in der 3. Potenz (x%) heifien
kubische Gleichungen.
Beispiel: 2x%4+x2—x—18=0,

Gleichungen, in denen die Unbekannte in der 4. Potenz (x*) vorkommt,
heifen: Biquadratische Gleichungen.
Beispiel: 2x4+x2—3=0.

Allgemein nennt man eine Gleichung, in der die Unbekannte den Potenz-
exponenten n hat, eine Gleichung n-ten Grades.

Beispiel: ax"+bxt1texdtx=d.
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Es wird sich ergeben, da8

a) eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten x eine Losung besitz$,
b) ,, quadratische ,, O . x zwel Losungen ,, ,
¢) ,, kubische ' s " x drei » vy o

Allgemein: Eine Gleichung n-Grades mit einer Unbekannten x besitzt
n Lésungen, wenn auch komplexe Zahlen als Losungen
zugelassen werden. (Dieser Sachverhalt wird in dem sog.
,,Fundamentalsatz der Algebra“ der hoheren Mathematik
bewiesen.)

Als ein weiteres charakteristisches Unterscheidungsmerkmal fiir Glei-
chungen wihlt man die Zahl der Unbekannten, die in einer Gleichung
auftreten. Meistens kommt nur eine Unbekannte, nimlich x, in einer
Gleichung vor. Solche Gleichungen sind Gleichungen mit einer Un-
bekannten,

Treten in einer Gleichung noch weitere Unbekannte auf; z. B. y, z oder
sogar noch u, v und w, so hat man es je nach der Zahl der Unbekannten
mit einer Gleichung mit 2 oder mehreren Unbekannten zu tun.

II. Die Gleichungsgesetze

Jede Gleichung kann man mit einer Zweitafel-Waage, die sich im Gleich-
gewichtszustande befindet, vergleichen. Auf der linken Waagschale muf3
die gleiche Gewichtsmenge wie auf der rechten Waagschale liegen. Liegen
z. B, links 5 kg Stahl, so miissen auf der rechten Seite, wenn die Waage
im Gleichgewichtszustande sich befinden soll, 3 kg Blei und 2 kg Aluminium
oder #hnliche Stoffe liegen, die zusammen ein Gewicht von b kg haben.
Bei einer Gleichung sind die beiden Seiten mit den auf den beiden Waag-
schalen aufliegenden Gewichten zu vergleichen.

Der Gleichgewichtszustand einer Waage wird nicht geéindert, wenn man
auf jede Waagschale ein und dieselbe Gewichtsmenge hinzulegt oder fort-
nimmt. Auch kann man die auf der linken Schale liegende Gewichtsmenge
verdoppeln oder verdreifachen oder mit einer beliebigen Zahl multiplizieren,
wenn man auch gleichzeitig zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichts-
zustandes mit der auf der rechten Schale liegenden Gewichtsmenge das-
selbe macht. Nehme ich von der linken Waagschale einen bestimmten Teil
fort, so muB ich es auf der rechten Seite auch tun. Sonst wiirde die rechte
Seite zu schwer sein. Diese mechanisch leicht einleuchtenden Tatsachen
lassen sich auf das Rechnen mit Gleichungen anwenden.

Es ergeben sich folgende 4 Grundgesetze:
I. Gleiches um Gleiches vermehrt oder vermindert ergibs

Gleiches.
Bei der Gleichung xta=c¢c

subtrahiert man auf der linken und auf der rechten Seite a und erhilt
x+a—a=c—a oder X=c—a.
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Betrachtet man dieses Ergebnis fiir x mit der gegebenen Gleichung, so sieht
man folgendes: Das Glied 4 a der linken Seite der gegebenen Gleichung
erscheint in der Ergebnisgleichung auf der rechten Seite als — a.

Bei der Gleichung x—b=d
géhlt man auf jeder Seite 4 b hinzu und erhalt
x—b+b=d-+b oder x=d-+b.

Im Ergebnis steht rechts + b, wihrend in der gegebenen Gleichung auf
der linken Seite — b stand.

Zusammenfassung:

Kommt ein Glied auf die andere Seite der Gleichung, so mufl man
ihm das entgegengesetzte Vorzeichen geben.

Aufgaben:
1)x+3=10 4) 63 =x1+23 7) 8y +x =12,
2 7T+x=5 5) x—5=5 8) x— 1,256 =73/,
9) 35 =x—2,5
3) x +16 =17 6) x — %y =1/, 10) 48 1 x =73
II. a) Gleiches mit Gleichem multipliziert ergibt gleiche
Produkte.
b) Gleiches durch Gleiches dividiert ergibt gleiche
Quotienten.

a) Gegeben ist die Gleichung ; =bhb.
Man multipliziert beide Gleichungsseiten mit a und erhélt:

X
»a—»a.—_—ab oder x=ab.

In der gegebenen Gleichung war a der Divisor der linken Seite (a stand im
Nenner). Im Ergebnis ist a auf der rechten Seite zum Faktor geworden.

Weitere Beispiele:
x 1,
(1) ERE

beide Seiten mit 3 multipliziert, ergibt:

;-3:—;—-3 oder x=1.

x b
5)§§=ﬂs
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beide Seiten mit 2 a multipliziert, ergibt
ab

x b
2—a-2a=27-2a oder X=-.

b) Gegeben ist die Gleichung a-x=c.
Man dividiert beide Gleichungsseiten durch a und erhalt

[¢] []
—— = — oder x=—.
& & &

In der gegebenen Gleichung war a der Faktor der linken Seite. Im Ergebnis
steht a als Nenner der rechten Seite.

Beispiele:
) 3x=18 oder ?33 :-1; oder x=6
a? 3ax a? a
ﬂ)3ax=§ oder 3% =332 oder X=g.
Zusammenfassung:

Eine GroBe, die als Faktor auf der einen Gleichungsseite steht, kann
auf die andere Gleichungsseite als Divisor gebracht werden und um-

gekehrt.
Aufgaben:

11) 24x =172 15) 04x =1, 18) 2x_a —a
12) 0,1x =10 16) X_ o4 e

a? 4 19) S5 =a
13) 2ax = 3 a

x x

14) ab?x = a?b 17) 55 =03 20) 5 =ab.

III. Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden
Seiten dieselbe Wurzel zieht oder beide Seiten in die-

selbe Potenz erhebt?),

Beispiele:
a) Gegeben: x2 = 9. Man zieht aus der linken und aus der rechten Seite
die Quadratwurzel und erhilt:
V=2 =179 oder x= 43
b) x® =a. Man zicht die n-te Wurzel und erhilt:

| Q— Q- n

Vx*= Ja oder x=7Va
¢) }x =a in die 2. Potenz erhoben, ergibt: (}/x)2 = a2 oder x =a?,
1) Vorsicht! Vorzeichen der Wurzel beachten!

2B Vxt=)9
xX=4+3.
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IV. Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man beide Glei-
chungsseiten logarithmiert.

Gegeben a* =Db. Beide Seiten logarithmiert, ergibt:

xlga =lgb
Beide Seiten durch lga geteilt:
_lgb
= Ié; -
Aufgaben:
21) x*=28 24) x® =0,0125 28) Yx =0,1
22) x2 = 0,09 25) x* =0,0016 5
4 26) ax =1/5‘ 29) VX:&
23) X2 = -
25 27) b2x =at 30) Yx=0,04.

Eine Gleichung darf man sowohl von links nach rechts als auch in umge-
kehrter Richtung lesen. Wenn z. B. 2 x = 15 ist, dann ist auch 15 = 2 x.
Mit anderen Worten kann man dies wie folgt ausdriicken: Bei jeder Glei-
chung darf man die beiden Seiten miteinander vertauschen.

Bei einer Ungleichung ist dieses Vertauschen verboten.

In der Ungleichung x > 2 a darf man nicht x und2 a gegeneinander ver-
tauschen; also nicht: 2 a > x. Vertauscht man bei einer Ungleichung die
beiden Seiten, so muB} man auch das Ungleichungszeichen &ndern; aus
x > 24 folgt 2 a << x. (Vergleiche das auf Seite 4 iiber das Ungleichheits-
zeichen Gesagte!)

III. Die Losungsverfahren von Gleichungen

1. Rechnerische Losungsverfahren

a) Lineare Gleichungen mift einer Unbekannten

Das Ziel der Berechnung ist: Es soll durch Rechnung die Unbekannte
x oder y oder z— je nachdem wie man sie genannt hat — mit positivem Vor-
zeichen auf die eine Seite der Gleichung fiir sich allein gebracht werden.
Man nennt dieses Verfahren auch: das Auflosen der Gleichung nach der
Unbekannten x (oder y bzw. z).

Beispiel:

In der Gleichung 2 x + 3 = 3 x— 2 erscheint die Unbekannte x so-
wohl auf der linken als auch auf der rechten Seite. Ferner aber ist x
noch mit multiplikativen Konstanten verbunden. Die Aufgabe soll so um-
geformt werden, da man als Ergebnis (Losung) erhilt x = 5. Dal} diese
Losung richtig ist, erkennt man daran, dafl die gegebene Bestimmungs-
gleichung 2 x + 3 = 3 x — 2 durch Einsetzen des Wertes 5 fiir x zu einer
identischen Gleichung wird, bei der auf der linken Seite derselbe Zahlen-
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wert wie auf der rechten steht. Man erhilt hier 25 4+3=3-5—2
oder 13 ==13. Um zu dem Ergebnis (x = b) zu kommen, verwendet man

folgendes

Losungsverfahren:

Samtliche Glieder mit der Unbekannten x werden auf die linke
Gleichungsseite, alle anderen Glieder auf die rechte Seite gebracht. Man

ordnet die Glieder.

Also hier: 2x—8x=—-2—3 oder —x=-—25.

Um auf der linken Seite 4 x zu erhalten, multipliziert man die linke und
die rechte Seite mit — 1 und erhilt
x=20.

Sind auf einer Gleichungsseite Klammern vorhanden, so hat man zunichst
die Klammern durch Ausmultiplizieren zu beseitigen.

Beispiele: a) 4x4+2(3—x) =10
Klammer ausmultipliziert: 4x4+6—2x=10
Glieder geordnet: 4x—2x=10—6
Differenzen ausgerechnet: 2x =4
Durch 2 geteilt: X =12,

b) 6(x—3)=x+47

6x—18=x-+17

6x—x=18 47
bx =25
X:5.

Zur Probe setzt man x = 5in die gegebene Gleichung 6 (x —3) =x 47
ein und erhilt:
6(5—3)=5+1T
6:2=56+47
12 =12.

Diese Gleichung ist identisch. Die Losung x = 5 ist richtig.

¢)3B8x—2)+4(2x—1)=41
9%x—6-+8x—4 =41
9x }-8x=4146 44
17x =51
X =3

Probe: 3(3:3 —2)+4(2-3—1) =41
3(9—2)+4(6—1)=141
3-7+4-5=41

41 =41.

Mathematik Teil 1. 13
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d) B—2x)x+1)=56x—1—2x2
3x—2x2+3—-2x=5x—-1-—-2x%

auf beiden Seiten 4 2 x* zugezihlt:

3x4+3—-2x=5x—1
3x—2x—b5x=—3—1

—4x =14

x=1

Probe: 3—2-1)(1+1)=5-1—1~2-1%

B—201+1)=5—-1—2

2=2.

8) a(x—l)—b:bx—a
ax—a—b=x—a

ax—Xx=Db
x ausgeklammert: x(@—1)=Db
N
f) (a—x)(b+x)=c—x2

ab—bx+ax—xt=c—x2
ax—bx=c—ab
x(a—Db)=c—ab

X___c—a,b

a—b "

2
g) x—8

M| o

Die gegebene Bestimmungsgleichung ist eine Proportion, bei der das
Produkt der AuBenglieder (2-x) stets gleich dem Produkt der Innen-

ghieder 5 (x — 3) ist:
2x=056(x—3)

2x=5x—1b

2x—bx=—15
— 3x = — 15; dividiert durch —3, ergibt:

5

Probe 3= 7§
2_ 5

— 5
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Folgende Gleichungen sind nach x aufzuldsen. (Probe fiir die Richtigkeit

machen!)
Aufgaben:

31) Ypx=2x—9

32) X . 2/3 =6

33) (T% =20

34) 1—'?—05

36)5”;

—6
37)

x——-—3'=’3

x—9—3=3

39) 7(x 3)+3(x—5) =
10) 2 +2,5 — 61,
41)3x+7=8x—~28
49) 11x— (25— 3x) = 17

43) T— (Tx—28) =0

44) 3(10—x)—6(9,56—x)=0
45) 3x =2 (x +2)

46) 3(x +4) = (17 —x)- 4

A7) 5(8 —2x) — 4 (x +3)

48) (x—10) 3 = 4 x

49) 5 (x — 16) = 20

50) 5(x—1) =4x 25

2(3x+2)

*51)2 —
2x+1
73) x—1 75)x-1
0,56x4 2
™) 5oz =2
x—3 x+1
T x-410

*) Die mit * gekennzeichneten Aufgaben fithren auf rein quadratische

changen. (8. Seite 220.)

3x+1

*52) 3 4 x
1

*58) 5= %
#54) (x— 2 =4 (5— )
*55) (x - 2) (x — 2) = 12
56) 5)x—5 = 10
57) Vx+2=3

3
59) 3Yx 124 —=9
*60) 2 + BB ="1
61) % —2
62) 0,2 x = 4
63) x — 0,2 — 4
64) 0,4 — x — 0,2
4
2
66) (0.3 +x)3 = 1,2
67) (0,5 — x) 2 = 0,4

68) (06 —x)2=x40,1
69)02x+1)=1
70) 3 (x—T7) =42

2(7x+3)—3(2x+l)_..

) 3
71)
72) 1

2 x4 2 x—4
1 77)x—-2:x+2
x—5b x—8
x—3 78)x—7=x—9
3 4
0) 5,9+x=’8_:i~——-x

Glei-

13*
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Rechnerische Losung
von ,,Eingekleideten Aufgaben®

Ist eine Aufgabe nicht wie bisher in der Form einer Bestimmungsgleichung
gegeben, sondern liegt eine Aufgabe im Text vor, so handelt es sich um
eine sogenannte , Kingekleidete Aufgabe® oder , Textaufgabe“. Man hat
dann zunachst aus dem Wortlaut der Aufgabe die Bestimmungsgleichung
aufzustellen. Hierbei geht man folgendermafen vor: Die gesuchte Grofe
bezeichne man mit der Unbekannten x. Sind noch weitere Unbekannten
vorhanden, so nenne man sie y und z. Ferner werde man sich iiber die ge-
gebenen, bekannten Gréfen klar. Aus dem Aufgabentext suche man die
iiber irgendwelche Gleichheiten gemachten Angaben festzustellen. Diese
Gleichheiten driicke man in der Form einer Gleichung aus. MaBeinheiten
werden in einer Gleichung nicht geschrieben. Jedoch mufl den Zahlenwerten
auf beiden Gleichungsseiten die gleiche MaBeinheit zukommen.

Betspiele:
a) Das 7fache einer Zahl um 3 vermehrt, ergibt 59. Wie lautet diese Zahl ?

Losung: Die Zahl, die zunéchst noch unbekannt ist, lante x. Das
7fache von ihr ist: 7x. Das Tfache der Zahl um 3 vermehrt ist:
7x -+ 3. Dies soll 59 ergeben. Die Bestimmungsgleichung lautet

somit:
Tx 43 =059
Tx=59—-3
7x =56

Ergebnis: x = 8

b) Welche Zahl ergibt bei Vermehrung um ihr 4faches und ihr 7faches 48 ?
Lisung:
x-4+4x4+Tx=48
12x =48
Ergebnis: x= 4.

¢) Um wieviel mufl man den Zihler und Nenner des Bruches ¢/; ver-
groBern, um einen Bruch vom Wert ?/; zu erhalten ?
Lisung:
4+x g
7T4+x 3
12 4+3x=1442x
Ergebnis: x =2,

(Proportionsregel)!
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d) Welche Zahl kann man zu jedem Gliede des Verhéiltnisses 3: 12 = 4:16
addieren, um wiederum ein richtiges Verhiiltnis zu erhalten ?

Lésung:
3+x 4+4x

124+x" 16+x°

Man bildet das Produkt der AuBlen- und das der Innenglieder und
setzt sie gleich:
(3 4 %) (16 -+ x) = (12 +x) (4 +x)
48 +3x+4+16x -+ x2 =48+ 12x +4x + x2.

Die Glieder mit x auf die linke Seite, die ohne x auf die rechte Seite
gebracht, ergibt:
x2—x24+3x+4+16x—12x —4x =48 — 48
x=0.

Ergebnis: Es gibt keine Zahl der geforderten Eigenschaft.

8) Um wieviel muf man jeden Faktor der Produkte 1520 und 32 -9
vermebren, damit die neuen Produkte gleich werden ?

Lésung:
(16 +x) - (20 + x) = (32 +x) - (9 +x)
300 +15x+-20x +x2 =288 1+ 32x J-9x L x2
—6x=—12
Hrgebnig: x =2,

d. h.: Zu jedem Faktor mul man 2 addieren. Man erhilt dann:
17-22 =34-11 oder 374 = 374,
Um als Anwendung der Gleichungen mit einer Unbekannten einige technisch

wichtige Aufgaben 16sen zu kinnen, wird nachstehend folgende Zusammen-
stellung gegeben:

Zusammenstellung einer Auswahl
technischer Grundgleichungen:

1£d.] Die Grundgleichung Die einzelnen Buchstabengrofien
Nr.§ behandelt { und lautet bedeuten I haben die Ma Beinheit
3 -
Wichte | v [sprich: Gamma] | kg & b
v (frither 1 _ G == chl'lte dm3 oder em? oder m3
o spezifisches ’ v= 7 (%7 = %GW} Cht‘h It kg » & EE) t
Gewicht) | = Rauminha
ewicht) : cder Volumen dm? -, em® ,, m?
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Ifd.| Die Grundgleichung Die einzelnen BuchstabengréfBen
Nr.{ behandelt ! und lautet bedeuten { haben die MaBeinheit
2
m = Masse kg ¢*
G m
2. Masse m= 3 G = Gewicht kg
g = Fall- m _ m m
beschleunigung | ¢ g=9:81 @2 10 sE
Gleich- s v = Geschwindigkeit T oder km
5. férmige V= W 8 kh
B s = Weg m ,, km
ewegung t = Zeit 8 sy b
8 = Fallhdhe m
4. | Fallgesetz B=5g t* b= ﬁaﬁzew jl
g = rali- g e ~
beschleunigung | s? (g =9,81 ~ 10]
S v= Umfangs- m
Umfangs- mdn geschwindigkeit | g
5. | geschwindig- =40 d = Durchmesser m
keit n = Drehzahl U/min
n = 3,14
N = Leistung PS o o
. Pv P = Kraft kg
6. Leist N="—~—
1stung 75 v == Geschwindig- m
keit | &
M;= Drehmoment mkg [Meterkilogramm}
7 m]())x;l;;t M, =716 N | N == Leistung 78
"1 n=Drehzahl U/min
O S [sprich: Et
o] Mee ] T g | % (ot
. Wirkungs- = ——i <100! N, = Nutzleistung PS
grad N; = aufgewandte PS
Leistung
¢ [sprich: Epsilon} 9
Al = Dehnun, o
9. Dehnung | &= T 100 { 41 E_ip]élg;r]: g:elgzggeﬂgg m oder om oder mm
1, = Ursprungslinge | m ,, e¢m ,, mm
Al und 1, miissen gleiche
- MaBeinheit haben
@,y [sprich: Sigma Zul]
== zulissige kg/cm?
- P Spannung
10. Szgiii‘s;ieg O} = - P = Zug- bzw. k
Druckkraft €
F = beanspruchter om?
Querschnitt




Lésungsverfahren von Gleichungen: Rechnerische

199

Lfd.} Die Grundgleichung Die einzelnen BuchstabengrdfBen
Nr.| behandelt | und lautet hedeuten I haben die MaBeinheit
% N - P p = Flachenpressung! kg/cm?
| et | p=F | P =Kt kg
P F = Fliche cm?
M, = Biegemoment cmkg [Zentimeter-
. — Wi kilogramm}
Biege- W = Widerstands- om?
12. | moment |Mp=W-0p moment
oy, [sprich: Sigma Be] | | /om?
== Biegespannung &
i = Tragheits-
Tragheits- T halbmesser | ¢
13. | palbmesser | 1= l/f J = Trigheits- p—
moment
F = Fliache cm?
U I = Stromstirke A = Ampere
14. DasG(?;:;zsche I=+ U = Spannung V = Volb
R = Widerstand Q[sprich: Omega] = Ohm
R = Widerstand Q
‘1 = Leiterlange m
15. %‘Iﬁgtristcheé‘ R—= 1};‘9 F = Querschnitt mm? . Werte fiir o:
1gerstan ¢ = spez.Widerstand Q-mm?) Kupfer 9=:/57
m | Aluminiump==1/y,
Eisen o=1/g
G = Gewicht kg
Gewicht F = Querschnitt mm? (Werte fiir y:
von G = F.l-y 1 = Liange m | Kupfer y=8,85
16. 1 Leitungen 1000 | p = Wichte kg ! Aluminiumy = 2,7
dms | Eisen y=18
Zink y="12
Elektrische N == Leistung W = Watt
17. | Leistungfir | N == .1 { U= Spannung V = Volt
Gleichstrom I = Stromstéarke == Ampere
Q = entwickelte .
Das Q= 0,24 Warmemenge cal = Grammkalorie
18. | Joulesche U, I-% T = Stromstarke A = Ampere
Gesetz XU+t U = Spannung V = Volt
t = Zeib 8 = Sekunde
p-n f = Frequenz Pen:Aden
19. | Frequenz f= 60 p = Polpaare=halbe|
Polzahl

n = Drebzahl/min

U/min
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]
I

Lfd.| Die Grundgleichung Die einzelnen BuchstabengroBen
Nr.}| behandelt [ und lautet bedeuten | haben die MaBeinheit
R = Gesamtwider- |
. stand zweier par-
Kirchhoff- 1 1 1 allel geschalte- Q
20, sches —=— ter Widerstiande
Gesetz R rp'r r, = parallel Je)
geschaltete
=] Widerstinde fe;

Die folgenden Aufgaben 81...130 sind unter Benutzung der vorstehen-
den 20 Grundgleichungen zu lésen.

Betspicle und Aufgaben:

81) Wie grof ist das Gewicht eines Kérpers, dessen Volumen und Wichte
bekannt sind ?

Die Grundgleichung (1fd. Nr. 1} lautet: y = g . In der vorliegenden
Aufgabe ist V und 9 gegeben. Gefragt ist nach G. Man hat die
Gleichung y = % nach G aufzul6sen und erhilt durch Multiplikation
beider Gleichungsseiten mit V: G=y-V.

Zakhlenbeispiel:

Wieviel Braunkohle faft ein Kasten mit den lichten MaBen 1000 X 500
X 200mm? y =15 [kg/dm®]. Rauminhalt des Kastens in dm3:
10X 5X 2 =100 [dm?®]. Braunkohlengewicht: G =1,5-100 =150[kg].

82) Wie groB ist das Volumen eines Korpers, dessen Gewicht und Wichte
bekannt sind ¢

Die Grundgleichung (ifd. Nr.1): y — o ist nach dem gefragien
Volumen V aufzulosen. Man erhalt: V = 7
Zahlenbeispiel:
¢ Wie groB ist das Volumen eines Kérpers aus GrauguB, der 20 kg wiegt ?
Iy =173 [kg/dm?].
V=) =274dme,

83) Wie groB ist die Masse eines Gewichtes von 10 kg ?

Nach Grundgleichung (1fd. Nr. 2)ist m = ﬁ Also hier:

10 10 kg s?
m=m~m=1[ m]

84) Die Masse eines Korpers betragt 5% Wie schwer ist er?

Aus der Gleichung: m = E erhalt man: G =m-g. Also hier:
G = b5-9,81 = 49,05 [kg].
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; 85) Ein Radfahrer fihrt mit einer mittleren Geschwindigkeit von 15 kn/h.
In welcher Zeit legt er 100 km zuriick ?
8

Grundgleichung {(Ifd. N1. 3): v = % nach t aufgelést, ergibt t = —

S
Mit den gegebenen Zahlenwerten exgibt sich:

t = 1% — 6,67 [Stunden] = 62/; [h] = 640",

: 86) Wie groB ist der in t Sekunden zuriickgelegte Weg, wenn die Ge-
' schwindigkeit v m/sek betrigt ?1)
Aus der Gleichung v = s/t erhiilt man s = v t.

Als Anwendung folgendes Zahlenbeispiel:
Das Aufschlagen eines Fallbéren einer Ramme hort man 2 sek spiter,
als man es sieht. Wie weit ist die Ramme vom Beobachtungspunkt
entfernt? Die Schallgeschwindigkeit betriigt: v = 333 m/sek.

$ == 333 -2 = 666 [m] .
87) Ein von einem Turm geworfener Stein schligt nach 4 sek auf die
Erde auf. Wie hoch ist der Turm ?1)
Nach dem Fallgesetz (1fd. Nr. 4) ist s =/, g t2.
Mit den gegebenen Zahlenwerten erhélt man Turmhohe s = %‘g-42.
Fiir iiberschligliche Rechnungen sefze man g~ 10m/s? und erhilt

hier: 1
s == z-10-42~80.

Ergebnis: Der Turm ist 80 m hoch.

88) Wie groB ist die Fallzeit eines von einem 50 m hohen Turm herab-
fallenden Steines?1)

Die Gleichung s = % g t? ist nach t aufzulosen. Beide Gleichungs-
seiten werden mit 2 multipliziert und durch g dividiert. Man erhils:

8 g =12, Auf beiden Seiten wird die Quadratwurzel gezogen:

V2= I/? =+t, Fiir s =50 und g = 10 ergibt sich:

250 -
t= |/~ =V10=32.

Ergebnis: Die Fallzeit betrigt 3,2 sek.

82) Ein Ventilator von 300 mm Durchmesser macht 900 U/min. Wie groB
ist die Umfangsgeschwindigkeit ?

Die Umfangsgeschwindigkeit betrigt nach 1fd. N1.5: v =§ng
d ist mit 0,3 m einzusetzen. Also: v = u%i)@ =14,1.

Ergebnis: Die Umfangsgeschwindigkeit betrigt 14,1 m/s.

!) Zar Vermeidung der Verwechselung des Formelzeichens s fiir die Weglinge
mit dem Kurzzeichen fiir die Zeiteinheit einer Sekunde s wurde in dieser Aufgabe
Sekunde mit sek abgekiirzt.
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90) Die Umfangsgeschwindigkeit einer Riemenscheibe betrigt v = 4,19 m/s
bei der Drehzabl n = 100 U/min. Wie grof3 ist der Riemenscheiben-
durchmesser ?

60-v  60-4,19

weod-
Aus v = —670*4 erhilt man d = —— = &,

d = 0,8 [m].

Ergebnis: Der Riemenscheibendurchmesser betrigt 800 mm.

91) Wie grofl ist die Drehzahl einer Bohrmaschine, bei der ein 10 mm
Bohrer mit einer Schnittgeschwindigkeit v = 20 m/min arbeitet

Gegeben ist: v = 20 m/min oder 5 5 /s,
d=10mm oder 0,0l m.

d v
Aus. v = % erhilt man n =

Q

[

B
=]
[=]
=

&

Ergebnis: n= 640[ ]
min

92) Die Riemenscheibe einer Transmission iibertragt 60 PS. Die Riemen-
geschwindigkeit betrigt 15 m/s. Wie gro8 ist die Zugkraft des Rie-

mens ?
Die Gleichung fiir die mechanische Leistung (lfd. Nr. 6) lautet:
P-v
N = F B

Von den 3 GroBen dieser Gleichung sind gegeben: N = 60 PS und die
Riemengeschwindigkeit, die gleich der Umfangsgeschwindigkeit der
Scheibe ist, v = 15 m/s. Setzt man diese beiden bekannten GroB8en

in die Leistungsgleichung ein, so erhdlt man: 60 = P—;515
Nach der Zugkraft P aufgelost, ergibt sich: P = 591'_57_5, = 300,

Ergebnis: Die Zugkraft betrigt 300 kg.
93) Eine Handkurbel vom Kurbelradius 50 cm wird in der Minute 30mal
von einem Mann mit der Handkraft 25 kg gedreht.
Welche Leistung wendet der Arbeiter auf?
Gegeben ist: r = 0,5 [m] oder Durchmesser d = 1 [m].

Drehzahl n = 30 [mm]
Kraft P =25[kg].

In die Leistungsgleichung eingesetzt, erhélt man:

25-v
N——;i5—.
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Nach Hfd. Nr. 5 ist v— "SR _7:1:30 =z 314 4

60 60 2 2
Somit betrigt: N = 25—:7;’?1 = 0,52.

Ergebnis: Die aufgewandte Leistung betrigt 0,52 PS.
94) Mit welcher Geschwindigkeit wird eine Last von 1t bei einer auf-
gewandten Leistung von 4,5 P8 gehoben ?
Gegeben: Kraft P =1t = 1000 kg,
Leistung N = 4,5 PS.
Aus der Leistungsgleichung N = E’% erhilt man

75-N  75-4,6
V= —— =

P “1000
Ergebnis: Die Hubgeschwindigkeit betrigt 0,34 m/s.

=0,34.

95) Wieviel PS leistet ein Motor mit n = 3000 U/min, wenn sein Dreh-
moment M; = 16 mkg betragt ?

Das Drehmoment nach 1fd. Nr. 7 betrigt M; = 716 - ]%
Hier ist gegeben: Mg = 16 [mkg] und n = 3000 [U/min].
In die Drehmomentengleichung eingesetzt, ergibt sich:

N
16 :716§W).

" 163000
Man erhilt N = e = 67 .

Ergebnis: Die Motorleistung betrégé 67 PS.
96) Welches Drehmoment iibertriigt eine Kardanwelle bei
: - n = 180 [U/min]
und der Leistung N = 36 PS.

36
180

Ergebnis: Das Drehmoment betrigt 143,2 mkg.

M, =716 = 1432.

97) Wie bestiommt man die Drehzahl einer Welle, wenn die iibertragene
Leistung und das Drehmoment gegeben sind ?

Man 16st die Gleichung M¢ = 716 1;\I—mtch n aufund erhélt n =716

wobei N die Anzahl der PS
und M; das in mkg gemessene Drehmoment ist.

X
Mt’

98) Wie groB ist der Wirkungsgrad eines Dieselmotors, dessen an den
Kolben durch die Wirmeenergie abgegebene Leistung N; = 200 P8
und dessen Nutzleistung N, = 160 PS betragen ?
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Der Wirkungsgrad betréigt nach lid. Nr. 8
N
—= o 100%

— 5oq - 100 = 80%.
99) Ein 12-PS-Motor treibt iiber ein Schneckengetriebe, das einen Ge-
sambwirkungsgrad # = 759, besitzt, ein Forderband an. Wie grof
ist die Antriebsleistung des Bandes?

100) Wie grofl mull die Antriebsleistung einer Winde mit dem Wirkungsgrad
7 = 80% sein? Die Winde hebt eine Last von 300 kg in der Sekunde

i/, m hoch,
Anleitung: Die Nutzleistung der Winde berechne man aus der

Gleichung N = ETV .

75

101) Wieviel Prozent betragt die Dehnung eines Rundstahls von 3 m Linge,
der sich bei Belastung um 2 mm verliangert hat

101 a) Ein Aktivist sagt: Addiere ich zur Halfte meiner alten Arbeitszeit,
die ich zur Herstellung eines Werkstiickes branchte, 15 Minuten, so ex-
balte ich 3h 45m. Wie lange arbeitete ich friher an dem Werkstiick ¢

102) Die MeBlange eines Normalstabes fiir Zerreifiversuche betrigt 200 mm.
Um wieviel verlangert sich der Stab, wenn seine Dehnung 159, betragt %

103) Bei einer Dehnung von 129%, verlingert sich ein Stab um 48 mm.
Wie lang war urspriinglich der Stab?

104) Fir einen durch die Last P = 1000 kg auf Zug beanspruchten Rund-
stahl ist eine Spannung von 400 kg/em? zugelassen. Wie grol muf
mindestens der Stahlquerschnitt sein ?

105) Mit welcher maximalen Kraft darf ein Querschnitt von 5 cm? bei
einer zulassigen Spannung von 600 kg/em? belastet werden ?

106) Welche Kraft ruft bei einer Auflagefliche F =: 50 cm? eine Flichen-
pressung p = 10 kg/em? hervor ?

107) Der Full einer mit 10t belasteten Siule stiitzt sich auf Mauerwerk,
fiir das eine maximale Pressung p = 8 kg/em? zulissig ist.

Welche Auflagefiiche ist notwendig, danfnt diese Pressung nicht itber-
schritten wird ?

108) Ein Doppel-T-Triger T 8 hat ein Widerstandsmeoment W = 19,4 cmS3,
Welches Biegemoment kann er aufnehmen, wenn eine Biegespannung
op = 1000 kg/em? zugelassen wird ?

109) Fiir eine holzerne Bohle ist eine Biegespannung oy, = 100 kg/em? zu-
gelassen. Wie grol mufl ihr Widerstandsmoment bei einem sie bean-
spruchenden Biegemoment My = 3750 cmkg sein ¢

110) Tiir das Normal-Profil T 12 mit dem Querschnitt F = 14,2 cm?2 be-
trigt das Tragheitsmoment J == 327 cm* Wie grof ist der Triigheits-
halbmesser ?
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111) Fiir eine Sdule aus GrauguB mit dem Querschnitt F = 113 cm? betrigt
der Tragheitshalbmesser 6,4 cm. Wie gro8 ist ihr Trigheitsmoment ?

112) Ein auf Knicken beanspruchter Holzstempel hat ein Trigheitsmoment
J = 7200 cm* und einen Trigheitshalbmesser i = 6 cm.

Wie groB ist der Querschnitt des Stempels?

113) Ein Widerstand von 200 £ wird an eine Spannung von 110V ge-
legt. Welcher Strom fliet durch den Widerstand ?

114) Durch einen Widerstand R = 55 2 fliet ein Strom I =4 A, Wie
groB ist die Spannung?

115) Wie groB ist der Widerstand, durch den bei einer Spannung U = 440V
eine Stromstirke I = 8 A fliefit ?

116} Wie groB ist der Widerstand eines Kupferdrahtes (o = 1/;,) vom
Querschnitt F = 2 ram? und der Liinge 1 = 171 m ?

117) Wie lang ist ein Eisendraht (¢ = 1/;) vom Querschnitt ¥ = 5 mm?2,
der einen Widerstand R = 6 2 hat?

118) Ein Aluminiumdraht (p = /4,) ist 1,6 km lang und hat einen Wider-
stand R = 2,6 Q. Wie groB ist der Querschnitt dieses Drahtes ?

119) Wie lang ist ein 54 kg schwerer Aluminiumdraht (y = 2,7) von 4 mm?
Querschnitt ?

120) Ein 250 m langer Eisendraht (y = 7,8) wiegt 39 kg.
Welchen Querschnitt hat der Draht ?
121) Wieviel wiegen 5 m Kupferdraht von 6 mm Durchmesser? (y = 8,8).
Anleitung: Der Drahtquerschnitt ist aus der Gleichung F = %dz zu
berechnen!

122) Welchen Strom verbraucht eine Gliihbirne von 50 W bei einer
Spannung von 110V ?

123) Wie grof ist die Leistung eines Gleichstromgenerators, der bei 220 V
Spannung eine Stromstiirke von 50 A liefert ?

124) Die Stromstéirke eines Gleichstromgenerators von 8,8 kW Leistung
betrigt 40 A. Welche Spannung ist vorhanden ?

125) In welcher Zeit entwickelt eine Glithlampe von 220 V eine Wirme-
menge @ = 2000 cal, wenn die Stromstirke 0,4 A betragt ?

126) Ein elektrisches Heizgerdt fiir 110V entwickelt in 1 min eine
Wirmemenge Q = 5000 cal. Wie grof} ist die Stromstirke ?

127) Wie groB ist die Drehzahl eines 4poligen Drehstrommotors bei der
Periodenzahl f = 5072

128) Wie viele Pole hat ein Wechselstrommotor, der bei der Frequenz
f = 40 eine Drehzahl n = 600 U/min hat?
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129) Wie groB ist die Periodenzahl eines 6poligen Drehstrommotors bei
der Drehzahl n = 1200 U/min ?

130) Der Gesamtwiderstand zweier parallel geschalteter Widerstinde, von
denen der eine dreimal so groB wie der andere ist, betrigt 6 Ohm.
Wie grof} sind die beiden Einzelwiderstinde ?

131) Die Schwingungszahl des Kammertones a, betrigt 440 Schwingungen
in der Sekunde. Sie verhilt sich zu der des Tones f, wie 5: 4. Wieviel
Schwingungen fithrt der Ton f; in der Sekunde ans?

132) Einer Wassermenge von 11/, m3 von 10° C werden 97500 keal zugefiihrt.
Auf welche Temperatur erwdrmt sich das Wasser ?

Anleitung: Zur Erwdrmung eines Liters Wasser (10001 = 1 m3) um
1°C wird die Warmemenge Q = 1keal (1 Kilokalorie) bendtigt. Um
a Liter Wasser von der Temperatur t, auf die Temperatur t, zu er-
wirmen, braucht man:

Q ==a (t, — t;) keal.

Hierin bedeutet: Q = Wirmemenge in kcal,
a =die zu erwirmende Wassermenge in 1,
t, = urspriingliche Wassertemperatur in ° C,
ty = Temperatur des erwirmten Wassers.

133) Eine 11 m lange Kisenbahnschiene hat sich infolge Temperatur-
erhhung um 6,6 mm verlingert. Die Ausdehnungszahl betrigt
o = 0,000012. Wie grofl war der Temperaturanstieg ?

Anleitung: Es ist zu rechnen nach der Gleichung:
1t=lo (1 —l—-OCA'b).
Hierin bedeutet:
lt =neue Lénge (nach Erwirmung) in m,
l, = urspriingliche Linge in m,
o = Ausdehnungszahl,
4t = Temperaturanstieg in °C.

134) Ein Balken rechteckigen Querschnittes von der Breite b = 12 cm hat
ein Tragheitsmoment: J = 8000 cm? Wie -groBl ist seine Quer-
schnittshohe ?

Anleitung: Zur Berechnung des Trigheitsmomentes eines recht-
eckigen Querschnittes benutzt man die Gleichung:
‘ J b h?
= —12“ .
Hierin bedeutet:

J = Trigheitsmoment in cm4,
b = Querschnittsbreite in cm,
h = Querschnittshéhe in cm.
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135) Wie lang ist ein Pendel, bei dem eine volle Hin- und Herschwingung
2 8 dauert? (Ein solches Pendel heiit Sekundenpendel.)

Anleitung: Die Gleichung fiir die Schwingungszeit lautet

T=2x]/"
| / -
Hierin bedeutet:
T = Schwingungszeit (Hin- und Herschwingung)
in s,
] = Pendellénge in m,
¢ = Erdbeschleunigung = 9,81 m/s?,
7 =3,14.

136) Wie hoch steht der Wasserspiegel iiber der AusfluBoffnung eines Ge-
faes, wenn das Wasser mit einer Geschwindigkeit v = 3,13 m/s aus-
flieBt ?

Anleitung: Die Gleichung fiir die AusfluBgeschwindigkeit lautet:
v=J2gh. ‘

Hierin bedeutet:
v = AusfluBgeschwindigkeit in m/s,
h == Wasserstandshohe iiber Ausfluffofinung in m.

137) Fiir welche Bildweite ist bei einer Linse mit der Brennweite £ = 15 cm
die Bildweite gleich der Gegenstandsweite ?

Anleitung: Man benutze die Linsengleichung:
1 1 1
?‘ = g’ + F .
Hierin bedeutet:
f = Brennweite in cm,
g = Gegenstandsweite in cm,
b = Bildweite in cm.

b) Lineare Gleichungen mit 2 Unbekannten

Hat man fiir die beiden Unbekannten x und y nur eine einzige Gleichung,
in der diese beiden Unbekannten enthalten sind, so gibt es fiir diese Glei-
chung unzihlig viele richtige Losungen, da sie durch unzihlig viele Werte-
paare fiir x und y befriedigt werden kann.

Beispielsweise ist die Gleichung: x - 2 y = 50 fiir folgende in der nach-
stehenden Tabelle iibereinander stehende Wertepaare erfiillt:

x;0§2}4]44p4&|50}70
y | 25| 24| 2] 3 | 1| 0 |—=10

Diese Tabelle stellt nur eine kleine Auswahl zusammengehoriger x- und
y-Werte dar und kann beliebig erweitert werden. Welchen Wert x auch
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immer annehmen mag, immer 148t sich der dazugehorige Wert fiir y so
berechnen, dafl x 42y =50 ist. Man sieht also, daf man mit einer
linearen Gleichung mit 2 Unbekannten nichts anfangen kann, da man
unendlich viele richtige Losungen erhilt.

Erst dann, wenn man noch eine 2. lineare Gleichung gestellt bekommen
hat, erhilt man nur ein einziges Losungspaar x, y, das die beiden linearen
Gleichungen mit 2 Unbekannten erfillt. Wiirde man z. B. die folgenden
beiden Gleichungen gestellt bekommen,

x+2y=50 und
2x +y=28,

80 ist nur die Lésung x = 2 und y = 24 die einzig mogliche und richtige.
An die beiden Gleichungen, die man zum Losen braucht, sind jedoch
noch folgende 2 Bedingungen zu stellen:
1. Die beiden Gleichungen miissen voneinander unabhingig sein.

Betispiel:

2x 44y =100.

Die 2. Gleichung ist aus der ersten dadurch entstanden, dal man
deren beide Seiten mit 2 multipliziert hat. Die 2. Gleichung hingt
von der ersten ab. Es gibt unendlich viele Losungspaare, die beide
Gleichungen erfiillen. Fiir jedes x = a existiert ein y so, dafl beide
Gleichungen erfullt sind.

zB. x=0, y=2b
x=2 y=24
x=1, y=245 usw.

2. Die beiden Gleichungen diirfen sich nicht widersprechen.

Beispiel:
x-4+2y=>50
x-+2y=30,

Fiir diese beiden einander widersprechenden Gleichungen gibt es kein
Ldsungspaar.

Hat man 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten, die die vorstehenden beiden
Bedingungen der Unabhingigkeit und Widerspruchsfreiheit erfiillen, so
kann man aus diesen beiden Gleichungen immer das Wertepaar fiir die
beiden Unbekannten bestimmen, das beide Gleichungen befriedigt. Zur
rechnerischen Losung bedient man sich einer der nachfolgend behandelten
3 Losungsmethoden:
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Die Substitutionsmethodel) oder das
Einsetzungsverfahren

Aus einer der beiden gegebenen Gleichungen wird die eine Unbekannte
ausgerechnet; d.h. man formt die Gleichung so lange um, bis auf der
linken Seite der Gleichung die eine Unbekannte mit dem Vorzeichen -,
ohne Koeffizienten (Beizahl), Exponenten usw., steht. Sodann wird der
ermittelte Wert fiir die Unbekannte in die 2. Gleichung eingesetzt oder
substituiert.

Beispiele:

a) (I) 2x +y =28
(II) x +2y =50,

Die Gleichung (I) 16st man nach y auf:

) Y= 28—2x
und setzt diesen Wert fiir y in die 2. Gleichung ein; also:
x-+2(28—2x)=50
X+bH6—4x =50
- 3x=—6
Xx=32.
Um y zu bestimmen, setzt man diesen fiir x gefundenen Wert entweder

in die erste oder in die zweite der beiden gegebenen Gleichungen ein. In
die Gleichung (I) eingesetzt, erhilt man:

y=24.
Ergebnis: x=2; y=24.
b) (I) Tx4+2y=16

Gleichung (II) nach y aufgeldst, ergibt:
Y= 3x — 5 .
Diesen Wert fiir y in Gleichung (I) eingesetzt:
Tx+2(3x—5)=16.
Klammer aufgeldst: 7x46x—10=16.

Glieder mit x auf der linken Seite, absoluten Glieder auf der rechten Seite
zusammengefaft:

13x =26
X=2.

Diesen fiir x berechneten Wert in Gleichung (I) eingesetzt:

) Substituieren == vertreten oder einsetzen. Substitut = Stellvertreter, Ersatz.
Mathematik Teil 1. 14
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7-2+2y=16.
Hieraus: y=1.
Ergebnis: x=2; y=1.

Diese Ergebniswerte fiir x und y setzt man zur Probe in die gegebenen
Gleichungen ein. Man erhalt fiir (I):

7-24+2-1=16
16 =16.
Gleichung (II) ergibt:
3-2—1=5
b=5H.

Durch Einsetzen der fiir x und y gefundenen Ergebnisse in die gegebenen
beiden Bestimmungsgleichungen (I) und (II) kommt man auf identische
Gleichungen, wenn die Ergebnisse richtig waren.

c) (I) I9Ix—3y=9
2
(I1) X=3Y.
Gleichung (IT) ist bereits in einer nach x aufgelosten Form gegeben; den
Wert: x = g—y in Gleichung (I) eingesetzt:
2
9. 3 y— 3 Y= 9.

Hieraus: y=3.
Diesen fiir y berechneten Wert in Gleichung (II) eingesetzt:
x=33=2
Ergebnis: x=2; y=3.

Man setze zur Probe die nebenstehenden Ergebniswerte in die gegebenen
Gleichungen (I) und (II) ein.

d) 1) x—y=>5
1y y+x=9.
Aus Gleichung (II) erhilt man:
y=9—x.
Diesen y-Wert in Gleichung (I) eingesetzt:
x—(9—x)=056
X—94+x =5.
Hieraus: x=1T.
Diesen x-Wert in (II) eingesetzt: y=2.
Ergebnis: x=7; y=2.

Probe fiir die Richtigkeit des Frgebnisses nicht vergessen!
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Aufgaben:
138) 2x -3y =41 142) x:y =5 147) 3x—~y—-1
3x—y =12 x—y=38
143) = =3 §X+y=11
139) x -3y = 100 y
3x—y =0 x+y=8 148) T 4% =6
144) x:y=5:2
140) y —x = 0,5 x—1:(y+1) =2 3 ty=1
x4+y=5, 145) (x +4):(y—1) =2
X:y =1:2 149)X+1—-§y
141) 5x =3y 146) (x—1):y =2 10
x+04y=10 3y —x =2 y=i=gx

Das Gleichsetzungsverfahren

Die beiden gegebenen Gleichungen werden nach derselben Unbekannten
aufgelost. Die fiir diese Unbekannte gefundenen Werte werden einander
gleichgesetzt:

Beispiele:
a) (I) Tx—2y =22
(IL) 3x+4y =_2i.

Beide Gleichungen werden nach x aufgeldst; man erhilt
aus der Gleichung (I): X = 2~2— + —z—y
und aus der Gleichung (II): x=8— 4 y

Die beiden fiir x gefundenen Werte auf den rechten Gleichungsseiten werden

gleichgesetzt: -273 + 3— y =8— g- y
Beide Gleichungsseiten mit dem Hauptnenner 3 -7 =21 multipliziert,
ergibt: 66 4.6y =168 — 28y
34y =102
y=3.

Diesen y-Wert in Gleichung (I) eingesetzt:
7x—2-3=22

Tx=22-+6
x=4.
Ergebnis: xX=4; y=3.
b) () 3x:y=86
(II) X+y=9.

14%
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Beide Gleichungen nach y aufgeldst, ergibt:

(La)
(I1a)

1
Yy=3%X

y=9—x.

Die rechten Seiten der Gleichungen (Ia) und (IIa) werden gleichgesetzt;
man erhilt:

% x=9—xXx
g X =9
x==6
Diesen fiir x berechneten Wert in die Gleichung (I a) eingesetzt, ergibt
1
y=5'6=
Ergebnis: X=06; y=
¢) (I 2y =3x—10
(I1) 5y =x-414.
Gleichung (I) und (II) nach y aufgeldst, ergibt:
(La) y = % x—Db
1 14
(II a) y = 5 X + 5

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten der Gleichungen (Ia) und (ILa)
erhilt man:

3 1 14
§X-5=~5X—I—g
Mit 10 multipliziert: 16x —50 =2x 428
13X=78
X =6.
Diesen x-Wert in Gleichung (I a) eingesetzt:
3
y=§'6——5
=9 —-5=4
Ergebnis: x=6; y=¢4%.
Aufgaben:

150) x =3y 154) 3x -2y =16 158y x+y=9
x—y=4 Bx—2y =0 x:y =2
151) x:y =3 155) 3x —2y =28  159) y —2x =1

x—y=286 x—by=5 2x+y=9
152) x=3y—13 156)§§:35’=’_§86 160) x =3y — 2
x+5y =27 1 y by=x+12
153) x =2y +1 157) gx +y =4 161) Tx +y = 32
10y =4x +1 x—y=2 5x—y =16
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Das Additionsverfahren

Die beiden gegebenen Gleichungen werden durch Multiplikation mit
einer Zahl so umgeforms, dafl die eine der beiden Unbekannten in beiden
Gleichungen dieselbe Beizahl (Koeffizienten) bekommt. Darauf werden
die beiden Gleichungen entweder addiert oder subtrahiert, so dafB diese
Unbekannte herausfillt und sich eine Gleichung mit nur einer Unbekannten
ergibt.

Beispiele:
a) (1) 3x—2y=11 |-2
I 9x -3y —16 |-3
Gleichung (I) wird mit 2, Gleichung (II) mit 3 multipliziert; man erhélt:
Ta) 6x—4y =22
(ITa) 6x+9y =48,

Durch diese Multiplikationen erreichte man, daB in den Gleichungen (I a)
und (IT a) die Unbekannte x denselben Koeffizienten (6) bekam. Man sub-
trahiert die Gleichung (T a) von (If a) und erhilt:

oder: y=2.
Diesen y-Wert in (I) eingesetzt:

3x—2-2=11

3x =15

X=35.

Ergebnis: x=05;, y=2.
b) (1) 5 +y=9
(IT) 2x—y=1,

In den beiden gegebenen Gleichungen hat die Unbekannte y bereits den
gleichen Koeffizienten, niimlich 1. Eine Multiplikation der beiden Glei-
chungen mit irgendeiner Zahl ist hier nicht erforderlich. Durch Addition
von (I) und (II) erhélt man:

21/ 9 X = 10
oder x=4.

Diesen x-Wert in (I) eingesetzt:

(I
~3 -3 ¢©

I

Ergebnis: X = 4;
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¢y (M 4x+3y= 97
(I0) Tx+3y=12T7.

Eine Multiplikation ist nicht erforderlich, da y den gleichen Koeffizienten
hat. Gleichung (I) von (1I) subtrahiert, ergibt:

3x =30 oder x=10.

Diesen Wert in (I) eingesetzt ergibt:

40 +3y =97

3y =057 oder y =19.

Ergebnis: x = 10; y=19.

d) (I) Tx+3y =100
au 3x—y= 20 |-3.

Hier braucht nur Gleichung (II) mit 3 multipliziert zu werden. Man erhélt
(11 a) 9x — 3y =60.
Jetzt hat y in (I) und (I a) die gleiche Beizahl 3. Durch Addition von (I)

und (ITa) erhdlt man: 16 x = 160 oder x == 10. Diesen Wert fiir x in
Gleichung (II) eingesetzt, ergibt:

3-10 —y = 20
y = 10.
Ergebnis: x=10; y=10.
Aufgaben:
162) 6x —y =11 166) 5x 3y =19 x ¥y _
) 6x—y ) 5x 43y 170) 5 +3 =
x+6y=38 6x—2y =26 x_y_,
176~
163) 3 +y="1 167) 3x -4y —25 .

N . 6x 43y — 30 171) 3 +2y =10
v 168) 5x 423 = 30 2x—3=10
164) 3x + 5y — 44 = , .

x+y=10 06x—y=1
165) 2x 43y =19 169) 2x 4+ 4y =38 173) 0,3x + 05y =1
5x—y=25 by +3x=051 02x—3y =0

Zusammenfassung der 3 Losungsverfahren:

Nach welchem der 3 vorstehend behandelten Losungsverfahren — Ein-
setzungs- oder Gleichsetzungs- oder Additionsverfahren — man eine lineare
Gleichung mit 2 Unbekannten 15st, ist belanglos. Alle drei fithren auf das-
selbe Ergebnis. Man wihlt von den 3 Verfahren das zur Losung, mit dem
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man am leichtesten und somit am schnellsten zum Ziel zu kommen erhofft.
Abschlieend werden die 3 Losungsverfahren gegeniibergestellt an folgendem

Beispiel:
(1) 2x +3y =12
(10) 4x—y =10.
Nach dem Einsetzungsverfahren erhilt man aus (II)

y=4x—10
und setzt diesen Wert in (I) ein:
2x+3(4x—10) =12
2x+12x—30 =12

4 x=—42
x= 3.
Diesen Wert in Gleichung (I) eingesetzt, ergibt:
2-3+3y =12
oder y = 2.

Beim Gleichsetzungsverfahren 16st man beide Gleichungen nach y
auf; man erhilt

aus Gleichung (I): y=4—2/,x

aus Gleichung (II): y =4x—10.

" Die Gleichsetzung dieser beiden y-Werte ergibt:

4—2x=4x—10

x=3.

Beim Additionsverfahren wird die Gleichung (I) mit 2 multipliziert.
Man erhilt:

(Ia) 4x +6y =24
(11) 4x— y=10
(Ia)— (1) Ty=14

y= 2.

Eingekleidete Aufgaben:

174) Die Summe zweier Zahlen betriigt 12, ihre Differenz ist 2. Wie lauten
die beiden Zahlen ?

175) Die Differenz und der Quotient zweier Zahlen ist 3. Wie lauten diese
Zahlen?

176) Die Quersumme einer zweistelligen Zahl ist 13. Vertauscht man die
Zehner- mit der Einerstelle, so ist die dadurch entstehende Zahl um
9 kleiner als die urspriingliche Zahl. Wie lautet sie ?

Anleitung: Die Zehnerstelle mége x, die Einerstelle y sein. Die ur-
spriingliche Zahl lautet dann: 10 x - y. Vertauscht man die beiden
Stellen, so lautet die sich ergebende Zahl: x 4 10 y. Die Quersumme
der gesuchten Zahl hat die allgemeine Form: x 4 y.
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1777) In einem Zugseil herrscht eine Spannung von 150 kg/om? Beansprucht
man ein Seil, dessen Querschnittsfliche doppelt so ist, mit einer
Zugkraft, dieum 100 kg groBerist, so tritt eine Spannung von 100kg/em?
auf. Wie gro8 ist der Querschnitt und die Zugkraft des Seiles?

Anleitung: Spannung =Kraft: Flache. (Grundgleichung Nr. 10 8. 198)

178) Erhoht man die auf einen Korper wirkende Kraft von 15 kg um 6 kg,
go nimmt die Beschleunigung des Kérpers um 2 mfs? zu. Wie
groB sind die Masse desKo6rpers und die urspriingliche Beschleunigung ?

Anleitung: Kraft — Masse X Beschleunigung
P =m Xb.

179) Ap einem zweiarmigen Hebel hingen zwei Gewichte, die zusammen
50 kg wiegen. Die Hebelarme verhalten sich wie 2: 3. Wie schwer ist
jedes der beiden Gewichte ?

Anleitung: Die Hebelarme verhalten sich umgekehrt wie die Gewichte.
180) 2 Stirnrdder haben einen Achsabstand a =450 mm. Wie grof3

miissen die Teilkreisdurchmesser der Zahnréder ausgefithrt werden,
wenn das Ubersetzungsverhiltnis 4 : 5 betragen soll 2 :
Anleitung: Achsabstand = Summe der Teilkreishalbmesser.
Ubersetzungsverhiltnis — Verhiltnis der Durchmesser.

181)iEine Schleuderpumpe fiillt einen Wasserbehélter in 20 min.
‘Eine andere Pumpe schwicherer Leistung ben6tigt hierfiir 30 min.
In welcher Zeit filllen die beiden Pumpen bei gleichzeitiger Forde-
rung den Behilter ?

Anleitung: Dic erste Pumpe fiillt in 1 min: é% des Behélters. Beide
Pumpen fiillen den Behalter in x min. In I min fiillen beide
Pumpen % des Behilters.

182) Durch eine Pumpe A wird cin Behilter in 2 Stunden, durch eine
andere Pumpe B in 4 Stunden gefiillt. In welcher Zeit wird der Be-
halter gefiillt, wenn beide Pumpen zugleich férdern ?

183) 2 Pumpen, von denen die eine doppelt so viel wie die andere fordert,

filllen gemeinsam in 30 min einen Behélter. Welche Zeit wiirde ge-
braucht werden, wenn jede Pumpe fiir sich allein arbeiten miilite?

184) 2 elektrische Widerstinde, von denen der eine doppelt so grofl wie
der andereist,habenbei Hintereinanderschaltung 6.2 Widerstand.
a) Wie gro8 ist jeder Widerstand ?
b) Wie groBl ist der Gesamtwiderstand bei Parallelschaltung?
Anleitung: 2 Teilwiderstinde r; und r, haben bei Hintereinander-
schaltung den Gesamtwiderstand: R =1, 4 1,.

Bei Parallelschaltung berechnet sich ihr Gesamtwiderstand R,

. 1 1,1
aus der Gleichung B=r 15
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185) 2 parallel geschaltete Widerstinde, von denen der eine um 50%,
grofler als der andere ist, haben einen Gesamtwiderstand von 6 £.
Wie groB sind die beiden Wlderstande ?

Anleitung: Grundgleichung Nr. 20. Seite 200.

Anmerkung: Nur im vorliegendem Falle, wovorausgesetztist, daf fiir
die Widerstinde positive Werte gelten sollen, fithrt die Aufgabeaufeine
einzige Losung, wie es bei linearen Gleichungen auch immer der Fall ist.

186) Um 8 Uhr morgens geht ein FuBigiinger von A nach dem 20 km ent-
fernten B. Er legt stiindlich 5 km zurtick. Um 10 Uhr fihrt ihm ein
Radfahrer mit einer Stundengeschwindigkeit von 15 km/h nach.

i Wann und wo holt ihn der Radfahrer ein ?

Anleitung: Der FuBginger legt in x Stunden 5x (km) zuriick.

Der Radfahrer ist 2 Stunden weniger als der FuBiginger unterwegs.
* 187) Zu einer bestimmten Zeit fahrt von A nach dem 200 km entfernten B
ein Personenkraftwagen mit 70 km/h Geschwindigkeit ab. Zur
gleichen Zeit fihrt von B nach A ein Laftkraftwagen mit 30 km/h
Geschwindigkeit. Nach welcher Zeit treffen sich die beiden Fahr-
zeuge? Wieviel Kilometer hat der Personenkraftwagen zuriick-
gelegt ?

e OB A B854

¢} Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten

Zur Berechnung von 3 unbekannten Gréfen x, y und z bendtigt man 3
voneinander unabhéingige und widerspruchsfreie Gleichungen. Bei 4 Un-
bekannten braucht man 4 derartige Gleichungen. Allgemein sind zur Be-
rechnung von n Unbekannten n Gleichungen erforderlich?).

Ein allgemein giiltiger Losungsweg fiir lineare Gleichungen mit n Un-
bekannten ist folgender:

Man 16st eine Gleichung der gegebenen n Gleichungen nach einer der
n Unbekannten, z. B. nach x, auf, so daf} man also eine Gleichung erhilt,
auf deren linken Seite nur x und auf deren rechten Seite die anderen Unbe-
kannten vorkommen. Den fiir x erhaltenen Ausdruck setzt man in die
anderen Gleichungen, in denen x vorkommt, ein. Man erhilt somit (n — 1)
Gleichungen mit nur noch (n — 1) Unbekannten. Durch Wiederholung
dieses Verfahrens erhilt man (n — 2) Gleichungen mit (n — 2) Unbekannten.
Durch fortgesetztes Wiederholen dieses Verfahrens erhilt man schlieflich
und endlich eine Gleichung mit nur noch einer einzigen Unbekannten, deren
Wert man aus dieser Gleichung bestimmen kann, Durch riickwirtiges Ein-
setzen dieses gefundenen Wertes erhdlt man schrittweise die anderen
Unbekannten.

DasLésen linearer Gleichungen mit 3 unbekannten GréBen zeigt folgendes

Beispiel:

I +y+z=9
(11 Z— X+ Y ==
(11I) 2x+3y—z=9.

1) Das gilt jedoch nicht fiir den Fall, daB alle ZahlengroBen der rechten
Gleichungsseiten gleich Null sind.
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Aus Gleichung (I) bestimmt man: x = 9 -y zund setzt diesen Wert

in (IT) und (III) ein. ‘“'_ .
Man erhilt: o -
(Il a) z— (9 —y—z)+y=5
oder
z2—9+y+z+y=35
sowie
(Xa) 209—y—2)+3y—z=9
oder
18—2y—~2z+4+3y—2z=9
y—3z=-9.
Man hat also die beiden Gleichungen erhalten:
2z+2y =14
y—3z=-—29.

Aus diesen bestimmt man nach einer der unter b) angefithrten 3 Losungs-
methoden die beiden Unbekannten y und z. Man erhilt y = 3 und z = 4.
Diese beiden Ergebnisse in Gleichung (I) eingesetzt, ergibt x = 2.

Ergebnis: x =2; y=3; z=4.

Aufgaben:
188) X+y—z=1 189) 3x 42y 46z =50
2x+4+3y—3z=0 9x+3y+4z=40

190) 2x+4+3y-+56z=3
10x4+6y—10z=5
20x—3y+5z=10.

191) Das Doppelte einer Zahl vermehrt um eine 2. Zahl ergibt 8. Das
Doppelte der zweiten Zahl vermehrt um eine 3. Zahl ergibt 14. Das
Doppelte der dritten Zahl vermehrt um die 1. Zahl ergibt ebenfalls 14.
Wie lauten die drei Zahlen ?

192) Die Summen je zweier Dreiecksseiten betragen 7 cm, 9 cm und 8 em.
Wie lang sind die Seiten dieses Dreiecks ?

193) Die Winkelsumme in jedem Dreieck betrigt 180°. Wie grof sind
die Dreieckswinkel, wenn sie sich wie 1:2:3 verhglten?
Anleitung: Vergleiche das Rechnen mit fortlaufenden Proportionen
auf Seite 121.

194) In einem Dreieck ist der eine Winkel 20° grifer als der zweite und 20°
kleiner als der dritte Winkel.
Wie grol sind die 3 Winkel ?
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195) 3 elektrische Widerstinde, von denen der zweite doppelt so gro8 wie
der erste, aber nur halb so grofl wie der dritte ist, ergeben bei Hinter-
einanderschaltung einen Gesamtwiderstand von 3,5 2. Wie grol
sind die 3 Widerstinde ?

Anleitung: Vergleiche Aufgabe 184 auf Seite 216.

196) 3 parallel geschaltete Widerstinde haben einen Gesamtwider-
stand von 11—4 2. Der 1. Widerstand ist doppelt so grof} wie der 2.

Dieser wiederum ist doppelt so groll wie der 3. Wie groB sind die
3 Widerstinde ?
Anleitung: Der Gesamtwiderstand R von drei parallel geschalteten
Widerstidnden 1, r, und r; ergibt sich aus: %: 1 —]—l -f—l.
Ij Iy Ty
19}) Drei an einema Punkt angreifende Kréafte sind im Gleichgewicht,
Die erste ist 80 kg kleiner als die zweite, wahrend die dritte 30 kg
grofer als die zweite ist. Die 3 Krifte betragen zusammen 310 kg.
Wie gro8 ist jede der drei Krifte?
Erklirung: Drei im Gleichgewicht befind- p
liche, an einem Punkt angreifende Krifte P;, 7 Bz
P, und P, lassen sich durch nebenstehendes
Dreieck darstellen, dessen Seitenlingen den PS
GroBen der Krifte entsprechen. ’

Bild 54
d) Quadratische Gleichungen (Gleiechungen 2. Grades)

Mit einer Unbekannten

In der quadratischen Gleichung: A x2 4 B x + C = 0 kommt die einzige
in ihr enthaltene Unbekannte x sowohl mit dem Potenzexponenten 2 als
auch mit dem (nicht hingeschriebenen) Exponenten 1 vor. Ist das quadra-
tische Glied x2 mit einem Koeffizienten (= Beizahl) — hier ist es der
Faktor A — verbunden, so ist die quadratische Gleichung in all-
gemeiner Form gegeben. Man hat eine solche quadratische Gleichung,
die man auch wegen des in ihr vorkommenden héchsten Exponenten 2

eine Gleichung 2. Grades nennt, zunichst auf die Normalform zu bringen,
2
indem man sie durch die Beizahl A teilt. Man erhilt: AKX -+ ?Xx —{—g = A9

B .. . B C
oder x2 1 X+ g = 0. Setzt man hierin den Quotienten L =8 und z

=Db, so erhilt man die Normalform der quadratischen Glei-
chung:
x24ax+b=0.

Die Normalform ist durch folgendes gekennzeichnet:

1. Das quadratische Glied x2 hat das Vorzeichen -+ und keinen Koeffi-
zienten (richtiger: den Koeffizienten 1).
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2. Daslineare Glied a x hat den Koeffizienten a, der grofer oder kleiner
als 0 sein kann.

3. Das von x freie Glied, das Freiglied oder auch das absolute Glied
genannt, kann positiv oder negativ sein.

4. Die aus dem quadratischen Gliede, dem linearen Gliede und dem
Freigliede gebildete Summe ist gleich O.

Sonderfille der Normalform
der quadratischen Gleichung

1) Fallt das lineare Glied a x der in der Normalform gegebenen quadra-
tischen Gleichung: x2 +ax-+b =0 fort, so erhilt man die rein-qua-
dratische Gleichung: x2 b =0.

In einer rein quadratischen Gleichung kommt die Unbekannte x nur in
der quadratischen Form vor.

Aus: x2 4 b = 0 folgt x2 = — b und durch beiderseitiges Wurzelziehen:

Xy2== -+ V— b; denn eine Quadratwurzel kann sowohl positiv als auch
negativ sein.

Die rein quadratische Gleichung: x2 +b = 0 hat die beiden Losungen,
die man auch Wurzeln nennt,

x,=4)—=b uwd x,=—}—b.
Ist b > 0 (d. h. b ist positiv), so sind die beiden Wurzeln imaginir.

Fiir b << 0 (d. h. b ist negativ) erhidlt man 2 reelle Losungen.
Beispiele:
a) x2— 16 =0.

Das absolute Glied auf die rechte Gleichungsseite gebracht: x* =16.

Durch beiderseitiges Wurzelziehen erhélt man: x = 4.

Die beiden Losungen lauten:

X, =+4; x,=—4%.

b) x% 225 =0
x2=—225
X = 4 }—225 =+ 15i
Ergebnis: x, =15i; x,=—151.
3x 216
¢) 5=~
Das Produkt der AuBlenglieder ist gleich dem der Innenglieder:
3 x% = 432,
Dureh 3 dividiert: x2 — 144,
Beidseitig radiziert: x =-4+12 d.h:

Ergebnis: X, =12; x,=—12.
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Probe: Den Losungswert x; = 12 in die Ursprungsgleichung einge-
setzt, ergibt:

3.-12 216
2T 12
18 = 18.

Dies ist eine identische Gleichung und ein Kennzeichen fiir die Richtig-
keit von x; = 12. Ibenso macht man die Probe mit dem 2. Lisungs-
wert X, = — 12.

d) 3x% — 5 — 149.

e)

Die konstanten Glieder, das sind die Glieder ohne x, auf die rechte
Seite gebracht, ergibt:

3x2=142 15
3 x2 =147
x2=149.
Brgebnis: x,=+417; Xx,=—1T.

4+x x+416
4—x x—16"
Das Produkt der Auflenglieder gleich dem der Innenglieder gesetzt,
ergibt:
(4 4x) (x—16) = (£ — %) - (x +16)
4x+x2—64 -16x=4x—x21-64—16x
2x%2 =128
x2= 64.
Ergebnis: x; = +48; x,=—8.

Weitere Ubungsaufgaben: 8. 227 Nr.198...202.

2) Fillt das konstante Glied b der in der Normalform gegebenen qua-
dratischen Gleichung x% +-ax 1+ b =0 fort, so lautet die quadratische
Gleichung: x*+ax=0.

Man klammert x aus und erhilt: x (x 4a) =0.

Ein Produkt — hier: x (x4 a) — kann nur dann gleich 0 sein,
wenn einer der beiden Faktoren gleich 0 ist. Durch Nullsetzen der
beiden Faktoren des Produktes x (x -}- a) erhilt man die beiden Losungen:

x =0

und (aus x, +a = 0): Xy =—a.

Beisptele:

a) x2—3x =0.

Durch Ausklammern von x erhilt man:

x(x—3)=0.
Dieses Produkt kann nur dann gleich 0 sein, wenn die Unbekannte x
die Werte annimmt:

=0 und x,=3.
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b) x2+5x=0. Man erhilt auf dieselbe Weise:
x(x+5)=0
X, =0 und x, =—5.
Weitere Ubungsaufgaben: S.227 Nr. 203...207.

Sind in der Normalform der quadratischen Gleichung: x2 +ax +b =0
gsowohl a == 0 als auch b == 0 [lies: b ungleich 0], so kann man zur rech-
nerischen Bestimmung der Unbekannten x einen der folgenden 2 Losungs-
wege einschlagen:

1) Losung der quadratischen Gleichung x2 +ax 4+ b =0 mittels
der quadratischen Erginzung.

Subtrahiert man das Freiglied b der Normalform:

x2+tax+b=0

auf beiden Seiten der Gleichung, so erhélt man:
x2tax=—h.

Bodann filgt man auf beiden Seiten dieser Gleichung, um auf der linken
Seite ein vollsténdiges Quadrat zu bekommen, die sog.quadratische Er-

ginzung (%)2 hinzu.

Die quadratische Ergénzung ist das Quadrét des halben
Koeffizienten des in x linearen Gliedes.

Die Gleichung lautet dann:
x2fax -+ (%)2 =—D)b -+ (%)2

Die linke Seite ist das Quadrat der Summe x -} % . Man schreibt also:

a3 =

Zieht man auf beiden Seiten dieser letzten Gleichung die Wurzel und be-
achtet, daB eine Quadratwurzel sowohl einen positiven als auch einen
negativen Wert haben kann, so ergibt sich:

x—]—%::}:]/(%—)gjb.

Subtrahiert man auf beiden Seiten der Gleichung %, 8o erhilt man:

x=—%il/(_§j)-§:_b.
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Die vor dem Wurzelzeichen stehenden beiden Vorzeichen -+ und — be-
sagen, daf die quadratische Gleichung x2 4-ax -+ b =0 fiir die Unbe-
kannte x die beiden L&sungen hat:

e
X, = — %—V(%)g——b

Anmerkung: Der unter dem Wurzelzeichen stehende Radikand (%2 — b)

heiBt die Diskriminante D. Beziiglich ihrer Grofe kann man folgende
3 moglichen Fille unterscheiden:

I) D=%—b>0; d h. die Diskriminante ist positiv. Man hat
2 reelle Losungen x; und x, .
2
II) D=7 —b =0; die Diskriminante ist 0.

a8

Man hat zwei zusammenfallende Losungen; némlich: x3 5 = — 3

m) D=2 _ b < 0; d. h. die Diskriminante ist negativ. Man hat keine
1 g

reelle Lisung, da die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl
imagindr ist. Man erhélt 2 konjugiert komplexe Zahlen zum Er-
gebnis.

Zahlenbeispiel:

Welches sind die Losungen der in allgemeiner Form gegebenen quadra-
tischen Gleichung:
‘ 4x2—20x1+24=0.

Man dividiert durch die Beizahl 4 des quadratischen Gliedes und erhalt
die Normalform:
x2—-5x-+6=0.

Das absolute Glied nach rechts gebracht:
x2—bx=—6.

Die quadratische Erginzung lautet (g)2 und wird beidseitig addiert:
x2—5x4 (g)2 =—6- (g)z
Die linke Seite als Quadrat geschrieben, die rechte Seite ausgerechnet:
M

Auf beiden Seiten radiziert: x—

I

Hoow
DO =t

[ IR

I
o O
H_
DO =

— —g— nach rechts gebracht: x
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SBomit lautet das Ergebnis:

4
i
h

e
f

|
fi
»

B~ 0o~

b4
[\
I
Lol o ol o

Probe: x; = 3 in die Ursprungsgleichung eingesetzt, ergibt

+32—20-3424=0
3660424 =0
0=0.
X, = 2 in die Ursprungsgleichung eingesetzt, ergibt
4-22—-20-24+24=0
16— 40 24 —0
0=0.

2) Losung der quadratischen Gleichung x2 4 ax 4+ b =0 mittels der
nachstehenden Formel:

Aus

Losungen: Xy = — % + W%‘.)z —b

x24+ax4+b=0 erhilt man die beiden

Die allgemeine Giiltigkeit dieser Formel wurde bei dem unter 1. erklirten
Losungsverfahren mittels der quadratischen Ergiinzung bewiesen.

Diese Formel driickt sich in Worten als folgende Lésungsvorschrift
fiir die in der Normalform gegebene quadratische Gleichung aus:

1.

2.

Die beiden Ergebnisse der quadratischen Gleichung x® +ax+b =0

erhilt man folgendermaflen:

Man nehme die Hilfte des Koeffizienten von x und dndere das Vor-

. a
zeichen; also: — 5

Hierzu addiere bzw. subtrahiere man die Wurzel, deren Radikand
gebildet ist aus der Summe des Quadrates der soeben hingeschrie-
benen Zahl und aus dem absoluten Gliede mit entgegengesetztem

Vorzeichen; also: 4+ V( — %)d — b.

Betspiele:

Wie

lauten die Losungen folgender quadratischen Gleichungen:

a) x2—18x-+80=0.
Der Koeffizient von x ist: — 18.

Das absolute Glied ist: - 80.
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Nach der vorstehenden Lisungsvorschrift errechnet man die beiden

Ergebnisse aus: 18 1818
Xy,9 == ?i I/ (E-) — 80

=94+ )81 —80=94}1
Ergebnis: x,=10; x,=38.

b) X2 x—42 =0
Der Koeffizient von x ist: + 1 (nicht etwa 0!).
Das absolute Glied ist: — 42.

X12=—%:EI/ (-— l):‘—{—42

168 169
—— gkt 2:!:V

Ergebnis: X,=6; X=—171T.

c) 6x2—x—1=0.
Diese quadratische Gleichung ist zunéchst auf die Normalform zu

bringen, indem man sie durch die Beizahl des quadratischen Gliedes: 6
teilt. Man erhilt:

1 1
a_ 1.1 __
X 6X— %= 0.
Der Koeffizient von x lautet: — %.
Das absolute Glied ist: — %

X1,2 = +11—2:i: (Tlg)a'l“(l;

1 ]/ 1 24 1
1 5
=trtn

Ergebnis: X1=%; x2=—%.

Weitere Ubungsaufgaben: S.227 Nr. 208...217.

Das Wurzelgesetsz
fiir die quadratischen Gleichungen

Die beiden Losungen (auch Wurzeln genannt) der quadratischen
Gleichung x2+ax+b=0 betragen, wie vorstehend abgeleitet wurde:

a2

H=—5 +]/ —b und x2=—1— TP
Mathematik Teil 1. 15
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Durch Addition dieser beiden Lésungen x, und x, erhilt man:
g+%=(-;+V%—Q+(—§—V%—Q=_Mdm.

Die Summe der beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung ist
gleich der Beizahl von x mit entgegengesetztem Vorzeichen.

l X+ X=—a

Durch Multiplikation der beiden Werte fiir x; und x, erhélt man:

S a? a a3 a? a? .
yﬁzF?+Vr¢ykg_yzqﬁ=r{z—w=md@
Das Produkt der beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung ist
gleich dem absoluten Gliede.

l X,-Xg=Db

Betspiel:

Wie lautet die quadratische Gleichung, die die Losungen x, = 3 und
X2 = 7 hat?

Die Summe der beiden Wurzeln ist: x, +x, =3 +7 =10, Sie ist
gleich dem Koeffizienten von x mit umgekehrten Vorzeichen; alsoa = —10

Das Produkt der beiden Wurzeln ist: x, *x, = 3 -7 = 21. Es ist gleich
dem Freiglied; also b = 21.

Somit lautet die quadratische Gleichung:
x2—10x 421 =0.

Probe: Fiir x, = 3 wird aus
%~ 10x +21 =32 —10-3 421
—9—30-121
=0.
Fiir x, = 7 wird aus
x2—10x+421 =T72—10-7 421
=49 70 421
=0,

Weitere Ubungsaufgaben: S. 227 Nr. 218...222.

Lehrsatz von Vietal)

Die quadratische Gleichung x2 +-a x + b = 0 lifit sich als Produkt
der beiden Faktoren: (x — x;) * (X — X,) = 0 schreiben, worin x, und x,
die beiden Lisungen der quadratischen Gleichung sind.

1) Vieta [sprich: Wi-eta] (1540 bis 1603), franzosischer Mathematiker — Erfinder
der Buchstabenbezeichnung fiir unbestimmte Zahlen,



Losungsverfahren von Qleichungen: Rechnerische 227

Beweis: Multipliziert man die beiden Klammern (x — x;) * (x — X;) aus,
8o erhdlt man: (x — %) (x — %) =x*—xx;, — X%, + X, X,
. =X — (X + X)X+ X X,
Da aber x; + x, = — a und x; x, = + b ist, 80 erhdlt man:
—(x+x)x+x5x,=x*~(—a)x+b=x+ax+b.
Beispiel:

Die Summe x2 — 3 x — 70 ist in ein Produkt aus 2 Faktoren zu zerlegen.
Man setzt x2 — 3 x — 70 = 0 und l6st diese quadratische Gleichung:

280 3 , 17
xa=yx )i Hr0=3+]f 4+ =327
x,=10; x,=—1.

Das gesuchte Produkt lautet: (x — 10) - (x 4- 7).

Ergebnis: x2—3x— 70 =(x— 10) (x 4+ 7).
Probe: Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite erhélt man die linke Seite.

Aufgaben:
198) 25x% =9 /208) x2—11x +30 =0
199)4x2+36~0 V'909) x* +8x + 15 =0
200) lxﬁ 210) x2—3x =10
201) (x+a) (x—a) =3 a? 211) xP— ;x =
202) ax?=b 212) x2—2,9x — 0,3
203) x2 = 162x 213) x24+-3,2x+0,6 =0
204) (x +3)* =9 /914) 8x2 +2x =1
205) §x+—i;5)(§:g)+10x—|—25=0 915) 628 42— 15
206) —5=57— 216) 18x2 +9x +1 =0

207) (x+4)P2=(4—x)? |+ 4x3 V217) 12x%2 — 17Tx = —86.
Fiir die Aufgaben 218...222 sind die quadratischen Gleichungen anzuge-
ben, die die Losungen x, und x, haben.
218) x; = — 4; x=+3 221) x; = +21; Xp=—21
219) x; =)3; x=—1)3 222) x, =2 41i; X =2—1i.
220) x; =14+)2;x,=1—}2
Die in den Aufgaben 223 ...227 gegebenen quadratischen Ausdriicke sind
in Faktoren zu zerlegen:
223) x2+x—6 226) x2+2x 43/,
\ 224) x2—10x 124 227) x2—256x+1.

v/ 225) x*+2x—38
15*
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228) Die Zahl 216 ist in das Produkt zweier Faktoren zu zerlegen, von denen
der eine um 6 groBer als der andere ist. Wie lauten die beiden Fak-
toren? 41

229) 41 soll in die Summe zweier Glieder zerlegt werden, deren Produkt
378 ist. Wie lauten die beiden Glieder ?

230) Welche Zahlen ergeben durch 4 dividiert 1 mehr, als wenn man 8
durch sie teilt ?

231) Der Inhalt eines Rechteckes betrigt 28 cm? Wie groB sind seine
Seiten, wenn die eine 3 em gréfler als die andere ist ?

232) Von den beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes ist die eine
halb so lang wie die andere. Wie lang ist die Hypotenuse, wenn die
lingere Kathete a cm mif3t ?

233) Eine Strecke von der Linge a cm heilt nach dem ,,Goldenen
Schnitt“ geteilt, wenn sie so in 2 Teilabschnitte zerlegt wird, da8
der gréBere Abschnitt (x) die mitt-
lere Proportionale (= geometri-
sches Mittel) zur ganzen Strecke —{
(a) und zu dem kleineren Abschnitt
{a—x) ist. Wie grof} ist der gro- * ol
Bere Abschnitt dieser so geteilten N
Strecke ? ~o l

Anmerkung: Verkiirzt man die
Hypotenuseder Aufgabe232 umdie
Linge der kiirzeren Kathete, so er- e @
hilt man den groBeren Abschnitt Bild 54
der nach dem ,,Goldenen Schnitt*
geteilten anderen Kathete. Die Teilung nach dem: ,,Goldenen Schnitt‘¢
nennt man auch: ,,Stetige Teilung*.

234) Bei der Hirtebestimmung eines Werkstoffes mittels der Kugeldruck-
probe nach Brinell (1900) errechnet man die Eindrucktiefe h einer
kleinen Stahlkugel von bestimmtem Durch-
messer D in einem zu priifenden Werkstoff
aus dem leicht zu messenden Durchmesser d
des Eindruckkreises und dem Durchmesser
D der Kugel.

a) Wie driickt sich h durch D und d aus?
b) Wie gro8 ist h fir D = 10 mm und

g
2

faa——— X ]

d =6 mm?
Anleitung: Aus dem Bilde 55 entnehme 2_, 0
man das nebenstehend skizzierte Dreieck H
(Bild 56) und setze den Lehrsatz des d

Pythagoras an!
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235) Um wieviel muBl man den Durchmesser d eines Rohres vergrofern,
damit die lichte Querschnittsfliche f doppelt so groBl wird ?

236) Von 2 Drihten ist der Widerstand des einen 1.2 gréfBier als der des
anderen. Bei Parallelschaltung bilden beide Drihte einen ver-
zweigten Stromweg von 1,2 £ Gesamtwiderstand. Wie grol sind
die beiden Widersténde ?

237) Der Widerstand zweler Drahte betrigt bei Hintereinanderschal-
tung 180, bei Nebeneinanderschaltung 4 2. Wie gro8 sind die Wider-
sténde der beiden Drihte ?

Mit mehreren Unbekannten .

Die fiir die rechnerische Losung einfachsten Félle der quadratischen Glei-
chungen mit 2 Unbekannten liegen vor, wenn gegeben ist:

a) in der einen Gleichung die Summe oder Differenz, in der anderen
das Produkt der beiden Unbekannten;

b) in der einen Gleichung die Summe oder Differenz der Quadrate der
Unbekannten und in der anderen Gleichung die Summe oder die Diffe-
renz oder das Produkt der Unbekannten;

¢) eine quadratische und eine lineare Gleichung.
Die fiir diese 3 Fille zweckmiBigsten Losungswege mégen an einer Reihe
charakteristischer Beispiele gezeigt werden:

Beispiele zu a):

) (I) x+y=17
1I) xy=12.

Aus Gleichung (IT) bestimmt man:

12
Y=%x%
und setzt diesen Wert in (I) ein:
X + % =7.
Beide Seiten mit x multipliziert:
2412 =Tx.

Durch Ordnen der Glieder erhilt man die Normalform:
x2—Tx-}+12=0
mit den beiden Losungen:
SRS R
=4 x=3.
Setzt man x; = 4 in (I) ein, so erhdlt man: 4 -4y, =7 oder y; =3.
» ) X2=3n PP RS Y ’ ”» 3+5’2=7 ” Y2=4'
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Man erhélt 2 Losungspaare als
Ergebnis: X =4; y,=3
und x,=3; yp=4.
Einfacher ist der Losungsgang unter Zuhilfenahme des Wurzelgesetzes fiir
quadratische Gleichungen (Seite 225):

Man stellt die Normalform einer quadratischen Gleichung auf, in der
die Beizahl von x gleich dem negativen Wert von der Summe der beiden
Unbekannten (hier: — 7) ist und in der das Freiglied gleich dem Produkt der
beiden Unbekannten ist (hier: 12); also: x2 —Tx +12=0.

Die weitere Losung: Siehe oben!

A @O X—y=4
11 xy =60.

Der Losungsweg entspricht dem zuerst angefiihrten des Zahlenbeispiels «);
also:

aus (II): y = 519
in (I) eingesetzt: X — %0 =4 oder x2— 60 =4x,.

Geordnet: x*—4x—60 =0
Xp=2+)4+60=218; x,=10; x,— 6.
Diese Werte in (I) oder (II) eingesetzt, ergibt
V1=6 yp=—10.
Ergebnis: x,=10; y, =6
Xy =—6; y,=—10.

Beispiele zu b):

o) (I) x2 1y =25
Im xy=12.
Man multipliziert (II) mit 2 und erhalt (ITa . 2xy =24,
Durch Addition von (I) und (I a) ergibt sich: x242xy - y2—=49
oder: (x+7yP=49.
Durch beiderseitiges Radizieren erhilt man: x+y=+47T7.

Man hat somit die Summe der beiden Unbekannten bestimmt, wihrend
ihr Produkt in (II) gegeben ist. Die Aufgabe ist auf den vorhergehenden
Fall a) Beispiel a) zuriickgefithrt. Hier liegen die folgenden 2 Gleichungs-
paare vor:
x+y=Tuwnd x4+y=—17

xy =12 xy=12.
Man erhilt die 4 Losungspaare als

Ergebnis: x, =3; y, =4 Xg=4; y3=3

Xy =—3; g =—4 Xy =—4; y,=—3.
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A @) ¥—yr=3
Imn Xy=2.
Aus (IT) erhélt man: y = —2~ und setzt diesen Wert in (I) ein:
x2 — ég =3; belde Seiten mit x? multipliziert, ergibt:
X

x* — 4 = 3 %2 oder geordnet x*—3x2 — 4 =0.
Dies ist eine Gleichung 4. Grades oder eine biquadratische Gleichung. Man
kann sie aber auch als eine quadratische Gleichung fiir die Unbekannte x?
auffassen und erhalt somit als Losungen:

3 9 3,5
o= s He=g%s
= +4; hieraus x; = +42; xp = — 2
x% = —1; hieraus x3= —{—1, Xy = —1i.
Durch Einsetzen der 4 Losungen der Unbekannten x in (II) erhdlt man:

=+1; yw=—1L Vs =—21; y,=21.
Ergebnis: 5=+2; y1=+1
=—2; Ya=—1
=4i; ys=—21
X, =—1; ys=-+2i.

» (@) 2y =9 & () 2yt =921
(I1) x +y =9. (In X —y = 3.
Fiir (I) gesetzt: (x+y)(x —y)= 9 EFE+yE—y)=27
Hierin (II) eingesetzt: 9 (x —y) = 9 (x+y)-3=27
x—y=1 x-t+y= 9
sy X+Y= 9 X—y=
Durch Addition: 2x =10 2x =12
Ergebnis: x= 5 Ergebnis: X =
y= 4. y =
g) (I) x2 4 y2=25 ) @ 2 y2 =25
(1D x+y=17 (1) x—y=1
Aus (II): y=T7—x Aus (II): y=x—1
In (I): x2 4 (T—x)2=25 In (I): x2-+(x—1)32=25
x2 449 —14x4+x2=25 2x2—2x+1=25
2X2——-14:X~|—24:=0 x2—x—12=0
12=0
—Tx 4 X3,2 =%:|:l/71‘+12
X1,2—22'CV“—12 1 7
=3ty
=gy
Ergebnis: x; =4; y; =3 Ergebnis: x,= 4; y;= 3

x=3; Y.=4. R=—3; 2=—4%.
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Beispiele zu c):

Man 16st die lineare Gleichung nach einer der beiden Unbekannten auf
und setzt den gefundenen Wert in die andere (quadratische) Gleichung ein.
Man erhslt so eine quadratische Gleichung mit nur einer Unbekannten.
Aus der grofien Zahl der verschiedensten Beispiele hierfiir mogen folgende
herausgegriffen sein:

o) (I) 2x2—3y2=29 gy I) =x+4xyty2=4"
(11) -§= (1) x+2y=2
Aus (II): x =4y Aus (II): x =2—-2y
In (I): 32y*— 352 =29 @—2yP+@—2y)y+y'=
29y =29 3y?—6y = O
_ = . 3y —2)=0
Ergebnis: =-1; y,=—1 [Ergebnis: y,;=0; y,=2
x1=—{—4; Xp=—24. Xy =2; Xp=—2.
» @ x(x+y) =20 & @)  4x2—y-9%
(11) 2x 43y =11 (I1) 4x—y=10
In (I): x(x-l—%—%x):% ¥—x—20=0

1 1,80
&ﬂ=§iVZ+z

1 9
=3*t3

x 11
x24-11x—60 =0
121

X2 =— 5+ |/ +60 Ergebnis: x, =5; x,=—4
11 y, = 10; =—26.
-——?:E'g 1 Y2
Ergebnis: x;, = 4; x,=—15
41
ni=L =
Aufgaben:
xy =56 3 x2— y% — 63
239) x+y =54 716 247) x2— y? — 93
xy =2 243) x? +y2 =37 x+y—23
1 X—I—y:7
240) x +y =25 248) x2—y? =25
244) x2 4-y% — 37
xy=1 X—y=5H x—y=1
24]) x—y =1 245) x2 + y2 = 50 249) x2—y2 =15
xy==6 xy="T xy=4
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250) 22 4 y? = a? 253) x% 4 y% =29 256) 3x2+y =15
x—y=0 , 2x43y=16 2x—y=1
251) x2 — y2=a? 254) x> —xy 4+ y2 =T 257) 3x2=2y
x—y=a 2x—y=1 y—x=4
252) x? - y? — 2a2 255) 3x2—}—yx2—_—117
Xy =a? §=2

258) Zwei Zahlen, die sich um 21 unterscheiden, haben das geometrische
Mittel 10. Wie lauten diese beiden Zahlen ?

Anleitung: Das geometrische Mittel m zweier Zahlen x und y be-
stimmt man aus m = Jxy oder m? —x-7y.

259) Das arithmetische Mittel zweier Zahlen ist 10; das geometrische
Mittel ist 8. Welches sind diese beiden Zahlen %

260) Das arithmetische Mittel zweier Zahlen betrigt 10, wihrend das har-
monische Mittel derselben beiden Zahlen 9,6 ist. Wie lauten diese
beiden Zahlen ?

Anleitung: Zu 2 Zahlen x und y ist das:
Arithmetische Mittel: m, = % x+7y

2xy
x+y’

261) Zwei Zahlen haben das geometrische Mittel: —2]/5 und das harmo-
nische Mittel: 5 . Welches sind diese Zahlen?

262) Die Diagonale eines Rechteckes mit dem Flicheninhalt von 60 cm?
ist 13 cm lang. Wie lang sind die beiden Rechteckseiten ?

Harmonische Mittel: m, —

263) In einem rechtwinkligen Dreieck betriigt die

Summe der Katheten 71 cm. Die Hypotenuse /=

' ist 61 cm lang. Wie gro8 sind die Katheten ? P, 3
# 264 Zwei Krifte P, und P,, von denen die 2. um 10 kg

- groBer als die 1. ist, wirken in aufeinander senk- P

rechter Richtung nach der nebenstehenden Skizze.

Thnen wird durch eine 3. Kraft P, das Gleich-

! gewicht gehalten, Die Summe der 3 Krifte Dud 57
betragt 120 kg. Wie grof sind die 3 Krifte ? Py
Anleitung: Die 3 im Gleichgewicht befind-
lichen Krifte P,, P, und Py lassen sich durch P P3

das nebenstehende rechtwinklige Dreieck dar-
stellen, dessen Seitenlingen der GroBe der Krifte
entsprechen.

Lehrsatz des Pythagoras anwenden! Bild 5%



234 Rechnen mit Gleichungen

265)fAn einem Punkt greifen 2 senkrecht zueinander gerichtete Krifte Py
und P, an, von denen die eine um 7 kg grofler als die andere ist.
Ihre Resultierende (= Mittelkraft) betrigt

R — 17kg. Wie groB sind P, und P,? . TR S
Anleitung: Die 3 Kriifte P,, P, und R bilden 2
das nebenstehende, schraffierte rechtwinklige

Dreieck. P
Bild 59

266) Das genormte Papierformat A 0 ist das Aus-
gangsformat fiir die iiblichen Papiergrofen, wie sie fiir Geschaftsbriefe,
Betriebsvordrucke, Zeichnungen, Zeltschnften, Buchformate, Post-
karten' usw. verwendet werden.
Das Normformat A 0 ist eine rechteckige Fliche von 1 m? Inhalt.

Seine Seiten stehen ebenso, wie die aller Formate, im Verhaltnis 1 : J2.
Wie gro} sind die beiden Seiten des Formates A 0?

267) Eine Linse hat die Brennweite f = 24 cm. Auf ihrer Achse befindet
sich ein leuchtender Punkt. Das Bild dieses Punktes ist a = 150 cm
von der Lichtquelle entfernt. Wie gro8 sind die Bild- und die Gegen-
standsweite ?

Anleitung: Vergleiche Aufgabe 137 auf 8. 207.
Ferner setze man a =b - g.

268) Zu Vergleichsmessungen der Stirke zweier Lichtquellen bedient man
sich neben anderen des Bunsenschen Fettfleckphotometers. Bei
ihm wird ein kleiner weifler Schirm aus durchscheinendem Papier, in
dessen Mitte sich ein Fettfleck befindet, auf beiden Seiten von je
einer Lichtquelle in senkrechter Richtung beleuchtet. Man stellt die
bestrahlte Fliche in einer solchen Entfernung von den beiden Licht-
quellen auf, daf sich der Fettfleck nicht mehr von dem durchschei-
nenden Papier abhebt. In dieser Stellung verhalten sich die Licht-
stirken I, und I, der beiden Leuchten wie die Quadrate der Ent-
fernungen des Schirmes von den Lichtquellen ¢

Es betrage der Abstand der beiden Lichtquellen voneinander 2 m.
Ihre in Hefnerkerzen gemessenen Lichtstirken verhalten sich wie
1 zu 9. Wie weit ist die stérkere Lichtquelle von dem Transparent-
schirm entfernt ?

269) 2 Drihte ergeben hintereinander geschaltet einen Widerstand
von 15 2. Bei Parallelschaltung der beiden Drihte betriigt der
Widerstand 3/, 2. Wie grof sind die beiden Widerstinde ?

270) In einem Gleichstromkreise ist ein Widerstand von 55 £ eingeschaltet.
Die Leistung des Stromerzeugers betrigt 220 W. Wie grof8} ist die
Stromstirke und die Spannung ?

Anleitung: Leistung = Spannung X Stromstérke.
Widerstand = Spannung : Stromstéirke.

271) Aus einer Kreisfliche mit dem Durchmesser D soll ein konzentrischer

Kreis so ausgestanzt werden, dal die iibrigbleibende Kreisringfliche
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gleich der Hilfte des Ursprungskreises ist. Wie grof mufl der Durch-
messer des auszustanzenden Kreises werden ?

Anleitung: Kreisinhalt = % 7 D2,

272) Wie grof ist die Halfte der Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks
mit den beiden gleich groBen Katheten D ?

(Man vergleiche dieses Ergebnis mit dem der vorhergehenden Auf-

gabe!)

2. Zeichnerische Lisungsverfahren

Durch die im vorhergehenden Abschnitt behandelten rechnerischen
Loésungsverfahren fiir die Gleichungen erhilt man, sofern es sich um lineare
oder quadratische Gleichungen handelt, stets ein oder mehrere Ergebnisse.
Bei kubischen Gleichungen und solchen noch héheren Grades — aber auch
schon bei quadratischen Gleichungen mit mehreren Unbekannten — ver-
sagen die angefiihrten rechnerischen Losungsmethoden. Bisweilen sind
solche Gleichungen nur unter Anwendung schwieriger Rechenkniffe aufzu-
16senl). An ihrer Stelle benutzt man einfacher graphische (= zeichnerische)
Loésungsverfahren und erhilt hierdurch schnell Ergebnisse, die zwar wegen
der mit einer Zeichnung unter Umstéinden verbundenen Ungenauigkeit und
wegen der beschrinkten Ablesegenauigkeit auf dem Millimeterpapier nur
Niherungswerte ergeben, die aber fiir die Mehrzahl der in der Technik auf-
tretenden Fille vollauf gentigen.

BEine Gleichung 1. Grades mit einer Unbekannten, z. B. 3x —2 =0,
kann man unter Einfiihren einer 2. Unbekannten y als eine sog. Funk-
tionsgleichung (s. 8. 188) auffassen, indem man sie in der Form:
3x — 2 =y schreibt und untersucht, fiir welche Werte von x die Un-
bekannte y = 0 ist, d.h., man muf} die sog. ,,Nullstellen* der Funktions-
gleichung bestimmen (die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse).
Der gefundene Wert fiir x ist dann die Losung der gegebenen Gleichung.
Die Unbekannte x, der man bei einer solchen Untersuchung beliebige Werte
geben kann, nennt man die unabhéngige Verdnderliche, wihrend die
Unbekannte y die abhéngige Verédnderliche?) heilt; denn zu jedem
Wert der beliebig zu wihlenden Veréinderlichen x gehért ein bestimmter
Wert der abhingigen Verinderlichen y.

Um eine Funktionsgleichung zeichnerisch darzustellen, fertigt man
zungchst eine sog. Wertetabelle an, die beispielsweise fiir die Glei-
chung: y = 8 x — 2 folgendermaflen aussieht:

x —2-1]0\1‘2
y | —8|—6|—2] 1 | 4 7 0 10 | 13

1) Unzerlegbare allgemeine Gleichungen 5. und héheren Grades lassen sich iiber-
haupt nicht mehr rechnerisch exakt, d.h. mit Hilfe von Wurzelzeichen losen.
(Beweis stammt von dem norwegischen Mathematiker Abel.)

%) Statt des Wortes: ,,Verdnderliche‘s sagt man auch ,,Variable« (lateinisch:
variatio = die Verduderung).
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Man setzt in die gegebene Funktionsgleichung der Reihe nach fiir x be-
stimmte Zahlenwerte ein und rechnet den jeweils zugehdrigen Wert fiir y
aus. Die zueinander gehérenden Wertepaare fiir x und y stehen in der
Wertetabelle untereinander.

Sodann fertigt man nach dieser Wertetabelle ein Bild oder eine sog.
graphische Darstellung dieser Funktion an. Ein solches Bild heilt eine
Schaulinie oder Kurve der Funktion. Man benutzt hierfiir 2 einander
rechtwinklig sich schneidende Geraden; das sog. Kartesische Koordinaten-
kreuz.1) Der Schnittpunkt dieser beiden Geraden, die man die Koordi-
natenachsen oder auch kurz die :
Achsen nennt, ist der Nullpunkt oder
der Koordinaten-Ursprungspunkt 0.

Die waagerecht liegende Achse heilit

die x-Achse oder Abszissenachse.

Die senkrechte Achse heifit die y-

Achse oder Ordinatenachse. Bei I
der Darstellung der komplexen Zah-
len (8. 160ff.) hatten wir bereits ein
Koordinatenkreuz kennengelernt.
Wihrend dort auf der Abszissenachse
die reellen Zahlen und auf der Ordi-
natenachse die imaginiren Zahlen -4 -3 -2
abgebildet wurden, werden hier beide

Achsen nur fiir die Darstellung reeller

Zablen verwendet. Auch hier wird

die Zeichenebene in 4 Quadranten

I...IV unterteilt. Jedem Wertepaar I
X, y der obigen Wertetabelle ent-
spricht ein Punkt der Ebene mit den
Koordinaten xund y. Beispielsweise
stellt sich das Wertepaar x = 2;
y =4 durch den Punkt A dar,
der von der y-Achse 2 Einheiten
und von der x-Achse 4 Einheiten
entfernt ist. Das Wertepaar x =0; y = — 2 wird durch den auf der
y-Achse gelegenen Punkt B dargestellt. Dem Wertepaar x = — 1;
y = — b entspricht der im III. Quadranten liegende Punkt C mit den
Koordinaten x =—1 und y = — 5. Verbindet man die 3 Punkte A,
B und C miteinander, so erhilt man eine gerade Linie. Sie ist das
Schaubild der Funktion y =3x— 2. Auf ihr liegen auch simtliche
andere Wertepaare x, y der obigen Wertetabelle. Uns interessiert, wie
eingangs erwiahnt, zu erfahren, fiir welchen Wert von x die Unbekannte
y gleich O ist. Dies ist der Schnittpunkt der gefundenen Geraden mit
der x-Achse. Er ist vom Nullpunkt 2/, Einheiten entfernt. Der Wert
x = %/g ist die Losung der linearen Gleichung 3 x — 2 = 0.

1) Das Koordinatenkreuz wurde von Descartes (Cartesius) eingefithrt (vgl. S. 14)

x=Achse
T T ]
2 4§

Bild 60
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Beispiele:

fiir die zeichnerische Darstellung linearer Funktionen und der Lésung

linearer Gleichungen.

a) Gegebene Gleichung: y = -%x + 1.

Wertetabelle:

x‘——3

y 1 —Ys

Der Schnittpunkt der
durch die gegebene Glei-
chung dargestellten Gera-
den mit der x-Achse hat
die Koordinaten

X = — 2; Yy = 0.
Die Gleichung

1
—2*X+1 =0

hat die Losung:
X =—2.

b) Gegebene Gleichung:

y+2x=4,

Diegegebene Gleichung
formt man so um, daB
auf der linken Seite nur
die abhingige Verinder-
liche y steht; also:

y=—2x-4.
Wertetabelle:
x [0 [1]2]3
vy |4 2|02

Bild 61

-+

Die Wertetabelle braucht
nur 2 oder 3 Werte der un-
abhéngig Verinderlichen
X zu enthalten.

Bild 62
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Im Bild 62 schneidet die Gerade:

y+2x=4
die x-Achse in dem Punkt A mit den Koordinaten
x=2;,y=0.
Die Gleichung —2x4+4=0
hat die Losung: x = 2.

¢) Gegebene Gleichung: y=2x—4.

Wertetabelle: x i 0 1 3
y | —4|—2]+2
y !
2-
’-

-
xy

Bild 63

Der auf der x-Achse liegende Punkt B hat die Abszisse:
x = 2 (Bild 63).
Die Losung der Gleichung:
2x—4=0
lautet:
X =2,
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d) Gegebene Gleichung:

y=—4x—1.
Wertetabelle:
x \—1}; 0
y l+3| —1

Der Schnittpunkt der Geraden
mit der x-Achse hat die Koor-
dinaten:

x=—025; y =0.
Die Gleichung:

—4x—1=0
hat die Losung:
x = — 0,25.

¢) Gegebene Gleichung:

y =3x.
Wertetabelle:
—1] o |+1
y | —3] o |+3

Da die durch die Gleichung
bestimmte Gerade durch den
Nullpunkt geht, hat die Glei-
chung:

3x =0
die Losung:
x=0,

y |
&4
~
!
3 31
o
24

-2 -1 \o 1 2
-1
-2
-3
Bild 64 \
v i
3_
2 _
3
/4
2 0 1 2 x
-1
-2

Bild 65
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f) Gegebene  Glei-
chung:
=—1,x,
Wertetabelle:
x |—2] 0 |+2
y | Y] 0 |—=

Auch diese Gerade
geht durch den Null-
punkt.

Die Gleichung:

—1yx=0
hat die Losung:
x=0.

g) Die Gleichung:
y=2
stellt sich im rechtwink-
ligen Koordinatenkreuz
als die im Abstande 2
zur x-Achse laufende
Parallele dar. Jeder
Punkt auf dieser Par-
allelen hat die Ordinate

y =2.

h) Die graphische
Darstellung von
x=3

ist die Parallele zur y-
Achse im Abstande 3.
Jeder Punkt auf ihr hat
die Abszisse

X =3.

y
17
N S S
-3 -2 -1 0 X
> 7
1-1 ¥ $X
4-2
Bild 66
|
y
3-
2 =
1_
2 -1 0 1 2 3 X
Bild 67
yll
2-
-
L3
. x
-2 -1 0 1 2 3 x
_1<
-24

Bild 68
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Aufgaben:

Folgende Funktionsgleichungen sind zeichnerisch darzustellen. In wel-
chen Punkten schneiden die ermittelten Geraden die x-Achse?

y y+2—
274) x—y=2 278) + =
1 x 282) (y+1):(x—1)=2
275) y+ 5x=1 279) x:y =3

y+2
276) 2y +4x =3  280) =1

Fiir die graphische Lésung linearer Gleichungen mit 2 Unbe-
kannten hat man jede der beiden gegebenen linearen Gleichungen als
eine gerade Linie darzustellen und hierdurch die Koordinaten des Schnitt-
punktes P der beiden gefundenen Geraden festzustellen. Der Schnitt-
punkt P liegt sowohl auf der einen als auch auf der anderen Geraden.
Seine Koordinaten x und y erfiillen beide Gleichungen. Sie sind das
gesuchte Losungspaar.

Beispiele:
a) Welche Werte der Unbekannten x und y sind die auf zeichnerischem
Wege sich ergebenden Losungen der beiden Gleichungen:

@ y=x+1
Im y=—2x+47.
Wertetabelle fiir Gleichung (I):
x | —1]| 0 1
y 0 | 1 2
Wertetabelle fiir Gleichung (II):
y=—2x+47

1
y5|3;1

Y

Bild 69

Mathematik Teil 1. 16
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Die beiden Geraden schneiden sich nach Bild 69 in dem Punkt P, der
die Koordinaten x = 2 und y = 3 hat. Diese Werte fiir x und y sind
die Losungen der beiden gegebenen Gleichungen.

b) Es sind auf zeichnerischem Wege die Losungen der beiden nachstehen-
den Gleichungen zu bestimmen:

I x+y=6
I y=x-+6.

-
[ XY

v‘“-
+
b3

-3 -2 -1 0

Bild 70

Zur rechnerisch bequemen Aufstellung der beiden Wertetabellen bringt
man die Qleichung (I) auf eine Form, bei der auf der linken Seite nur y
steht; d.h. man lost die Gleichung nach y auf.

(Is) y=—x-+6
11) y=x-+6.
Wertetabelle fiir Gleichung (Ia): Wertetabelle fiir Gleichung (II):
x —1 2 4 x —3 ] —1 1
y 7 4 2 y 3 b 7

Die beiden Geraden schneiden sich im Punkt A mit den Koordinaten
X = 0; y = 6. Dies sind die Losungen der beiden gegebenen Gleichungen.
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¢) Die Gleichungen (I) 4x =2y
(I1) x =y — 1 sind zeichnerisch zu 16sen.

Beide Gleichungen nach y aufgelost, ergibt:

(Ia) y=2x
(I1a) y=x-+1.
Wertetabelle fiir Gleichung (Ia): Wertetabelle fiir Gleichung (I1a)
x |[—1] 0 | 1 | 2 x |[—1] 0 1| 2
y |—2] 0| 2 | ¢ y | 0|1 2 | 3
y!
a4
3_.
27 P
//7
o 1 & 3§ x
_1-
Bild 71 2

Die beiden nach diesen Wertetabellen gezeichneten Geraden schneiden
sich im Punkt P mit den Koordinaten x =1; y = 2.

Die Losungen sind: x =1; y = 2.

d) Die durch die Gleichungen

ty) y=x+2
1) y=x—3

dargestellten Geraden sind parallel und haben somit keinen Schnittpunkt.
Es gibt fiir diese beiden Gleichungen kein Losungspaar.

16*
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Die beiden gegebenen Gleichungen widersprechen sich. (Siehe Seite 208

unter 2.).

Bild 72

¢) Die beiden Gleichungen
(IT) 2y =4x

stellen sich  zeichnerisch
{Bild 73) durch ein und dieselbe
Gerade dar, Ein Schoittpunkt
ist somit nicht vorhanden.
Beide Geraden haben unend-
lich viele Punkte gemeinsam,
da sie sich iiberdecken. Es
gibt also unendlich viele Lo-
sungspaare, die beide Glei-
chungen erfiillen! (vgl. Seite
208).
Z. B. X=y== 0

x=1y=2
x=2,y=4
usw.

Die Gleichungen (1) und (IT)
sind voneinander abhingig;
denn (IT) ist aus (I) durch
Multiplikation mit dem Faktor
2 entstanden.

y A
4
3_
2-
74
-2 -1 0 1 2 3 X
4-1
1-2
1-3
. Bild 73
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Aufgaben:
Welches sind die Losungen der nachstehenden linearen Gleichungen
mit 2 Unbekannten:

283) y+2x=0 285) y—x=4 287) x+2y=>5
3x—2y =17 x—2y=—25 3x+6y=15
1
284) S=2 286 y—3=2x
xX—y=2 2x—y =1

Als weitere Ubungsaufgaben werden die Aufgaben Nr.138...149 auf
8. 211, Nr. 150...161 auf 8. 212 und Nr. 162...173 auf S. 214 zur zeichne-

rischen Losung empfohlen.

Graphische Lésung quadratischer Gleichungen

Im Gegensatz zu den linearen Gleichungen, die, wie vorhergehend gezeigt
wurde, sich zeichnerisch als gerade Linien darstellen, sind die Schaubilder

der Gleichungen 2. Grades Kurven.
Die nachstehende zeichnerische Darstellung der Funktionsgleichung

y = x2 ergibt die quadratische Einheitsparabel.
Wertetabelle firy=x*: x |—3|—2|—1| 0 | 1 | 2
y 9 y 4 1 1 | 0 | 1 ‘ 4

Die Einheitsparabel geht durch den Nullpunkt und liegt symmetrisch
zur y-Achse. Sie berithrt die x-Achse im Nullpunkt mit ihrem sog. Scheitel.
Die y-Achse ist die Symmetrielinie dieser Parabel. Sie heilt die Achse
der Einheitsparabel (Bild 74.)

by y ‘
-8
\/
H4
-2

-3 -2 -1 2 3x -2 -1 |01
Bild 74 Bild 75

Zeichnerische Darstellung (Bild 75) der Funktionsgleichung 2. Grades:
y=x244.

o
b
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Wertetabelle fiir y = x2+44:

—3 —2|_1 0 1 2 3
y 13 8 |5 4 5 8 i3

Diese Parabel geht nicht durch den Nullpunkt. Sieliegt ebenfalls symme-
trisch zur y-Achse. Ihr Scheitel hat die Koordinaten x = 0; y =4,

Die Parabel des Bildes 74 ist um 4 Einheiten nach oben hin im Sinne
der positiven Richtung der y-Achse verschoben.

6 -5 -4-3-2-1 |0 2
Bild 76 Bild 77

Die Gleichung y = x% — 6 ergibt als Schaubild Bild 76, die um 6 Ein-
heiten nach unten hin verschobene Einheitsparabel, die die x-Achse in
zwei zum Nullpunkt symmetrisch gelegenen Punkten in den Abstéinden
%, = + 245 =416 und x, = —2,45 = — )6 schneidet. Thr auf der
y-Achse liegender Scheitel hat die Ordinate y = — 6.

Die graphische Darstellung der Gleichung: y = (x -} 3)2 ergibt die Para-
bel nach Bild 77

Wertetabelle fiir y = (x 4 3)?
x |—6|—b|—4¢|—3|—2]—1] 0
y [ 9| eJrfo|t]e]o

Die Einheitsparabel des Bildes 74 ist um 3 Einheiten nach links im Sinne
der negativen Richtung der x-Achse verschoben. Ihr Scheitel hat die
Abszisse — 3.
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Die in Bild 78 dargestellte Gleichung y = (x — 2)? ergibt dement-
sprechend die Einheitsparabel, die um 2 Einheiten nach rechts hin ver-
schoben ist und deren Scheitel auf der x-Achse liegt und vom Nullpunkt
um 2 Einheiten entfernt ist. Die Achse dieser Parabel (gestrichelt gezeich-
net) liegt parallel zur y-Achse.

Die Gleichung y = (x — 2)2 + 1 (=x% — 4 x + 5) stellt sich auf Grund

der sich ergebenden

Wertetabelle fiir y = (x—2)2 4+ 1

x —1 0 1 2 3 4 b
y 10 5 2 1 2 5 10

als eine Einheitsparabel dar, die in Richtung der positiven x-Achse um
2 Einheiten verschoben ist und deren Scheitel eine Einheit oberhalb der
x-Achse liegt (Bild 79).

[ (e S

3-
- 2~
1-
-7 o 1 3 4 5 X 10| 1 2 3 4 5 x
Bild 78 Bild 79

Um die Gleichung y = 22 + 6x 4 7 auf eine ahnliche Form wie die
vorhergehende Gleichung zu bringen, formt man die rechte Seite durch

Hinzuzéhlen und gleichzeitiges Abziehen der quadratischen Exginzung (g) :
(s. S. 222) um:

rosos (- i 47

y=(x+3—2.
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Aus dieser Gleichung sieht man, daB die sich ergebende Parabel (Bild 80)
eine Einheitsparabel ist, deren Scheitel die Koordinaten x = — 3;y = — 2
hat und deren Achse der y-Achse parallel ist.

y by
_5 L8
A 5
2 2
s\ -2 _
\/-1’ 01X 2
% -2 0 2 4 X
Bild 80 Bild 81

In den vorstehenden 7 Bildern 74...80 ist stets die Einheitsparabel in
irgendeiner Lage dargestellt. Diese 7 Parabeln sind deckungsgleich.

Die durch die Gleichung y = 2 x2 dargestellte Parabel — Bild 81 — hat
einen steileren Verlauf. Sie ist in Richtung der y-Achse gestreckt.

Wertetabelle fiir y = 2 x2 : y
x |—2|—1] 0 | 1] 2 8
y 8 ' 2 t 0 | 2 y 8 "
Der Verlauf der Parabel wird flacher
fiir die Gleichung y — - x* (Bild82). 4
Wertetabelle fiir y = %xz >
x | —4 [-2 | 0 | 2 ‘ 4
y [ 8f2 o2 s T3 4 2 X

Die beiden letzten Abbildungen zei- Bild 82
gen, daB die Form der Parabel durch die
Beizahl des Gliedes x2 beeinfluBt wird. Je nachdem die Beizahl groBer oder
kleiner als 1 ist, hat die Parabel einen steileren oder flacheren Verlauf,

Fiir die zeichnerische Losung quadratischer Gleichungen kann man eine
der folgenden 3 graphischen Losungsmethoden anwenden:
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1. Punktweise Parabelkonstruktion mittels Wertetabelle:

Die gegebene quadratische Gleichung bringt man auf die Nullform;
d. h. alle Glieder werden auf die linke Seite der Gleichung gebracht, so da
auf der rechten Seite nur noch 0 steht.

Besspiel:
Die Gleichung . x24-8=6x
lautet in der Nullform: x2—6x4-8=0.

Man setzt die linke Seite dieser auf die Nullform gebrachten quadratischen
Gleichung gleich y und erhélt somit eine nach y aufgeldste oder explizite
Funktionsgleichung. (Im Gegensatz zu dieser Form nennt man eine
Funktion, die nicht nach y aufgelést ist — z. B.: x2—y 4-6x =17 —
eine implizite Funktion.)

Im Beispiel erhilt man die explizite quadratische Funktion:
y=x*—6x-+8. )
Fiir diese Gleichung stellt man die Wertetabelle auf.

Wertetabelle fiir y =x*—6x 4 8:

x012[3 4!5
y | 8 | 38 | o |—1] 0] 38 |38

Sodann zeichnet man die erhaltenen Werte-
paare dieser Tabelle als Punkte in der Ebene
y des x— y-Koordinatenkreuzes. Die Ver-
8 : bindungslinie dieser Punkte ergibt eine
Parabel. Man bestimmt aus der Zeichnung
die Stellen, an denen die Parabel die x-

5 Achse schneidet. Dort ist y = 0. Die bei-
den Abszissenwerte x; = 2 und x, = 4 sind
4 die beiden Losungen der gegebenen quadra-

tischen Gleichung (Bild 83).

Beziiglich der Lage der Parabel sind
verschiedene Fille moglich:

a) Die Parabel schneidet die x-Achse in

Y i1 2 verschiedenen Punkten. Die quadratische
oy 1 }\é/q' s 68X Gleichung hat 2 verschiedene reelle Lo-
Bild 83 . sungen.
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Beisptel: y
Die Losung der Gleichung: 14
x24+15x=1
ist zeichnerisch in Bild 84 dargestellt. 12
Xy = 0,5
und x, = —2 -ZV/O/‘i G
sind die Abszissen der Schnittpunkte der Pa-
rabel: -2
y=x+15x—1 Bild 84
mit der x-Achse und somit auch die beiden
Losungen. Hier ist D > 0 (vgl. Seite 223).
b) Die Parabel berithrt die x-Achse. Die y .
quadratische Gleichung hat zwei zusammen- 4
fallende Loésungen. 3-
Beispiel: 2
x24+9=6x 7
X1, =3 0] 7 23 4 5x
ist die Abszisse des Beriihrungspunktes (Bild 85). Bild 85

Hier ist D =0 (vgl. Seite 223).

¢) Die Parabel liegt mit allen ihren Punkten
oberhalb der x-Achse. Die quadratische Glei-

chung hat keine reelle Losung, sondern nur by
2 imaginire.
6-
Begspiel: 5
x2 -4 =0,
Die beiden imaginéren Losungen lauten: Y
Xy = + 21 24
X, = — 21. 1+
Die Parabel hat mit der x-Achse weder einen r— 3 T 3%
Schnittpunkt, noch beriihrt sie diese (Bild 86). ™ o) 1

Hier ist D << 0 (vgl. Seite 223). . Bild 86

2. Zeichnen der Einheitsparabel y =x® und Parallelver-
schieben in eine bestimmte Lage:

Fiir die Durchfithrung dieser graphischen Lésungsmethode zeichnet man
sich die Einheitsparabel y = x2 (Seite 245 Bild 74) auf durchsichtiges Milli-
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meterpapier und legt dieses in einer bestimmten Lage iiber ein aufgezeich-
netes Koordinatenkreuz. Man stellt sodann fest, in welchen Punkten die
Parabel von der x-Achse des Kreuzes geschnitten wird.

Besspiele:
a) x2—4=0.
Die beiden Losungen sind x;, = + 2 und x, = — 2. Es sind dies die Ab-
szissenwerte der Schnittpunkte der Einheitsparabel mit der x-Achse des
Koordinatenkreuzes. Die auf Transparentpapier gezeichnete Einheits-
parabel liegt dhnlich der in Bild 76 auf Seite 246. Sie ist um 4 Einheiten
nach unten hin verschoben.
b) x4 =4x.
Man bringt die Gleichung auf die Nullform und erhilt:
x2—4 x4 4=0.
Die linke Seite wird als Quadrat geschrieben:
(x—22=0.
Die auf Transparentpapier gezeichnete Einheitsparabel ist um 2 Einheiten
nach rechts verschoben. Sie liegt dann so, wie das Bild 78 auf Seite 247 zeigt.
Sie bertihrt die x-Achse in dem Punkt mit der Abszisse x = 4 2. Dies ist
die Lésung.
c) x2—4x+4+1=0.

Man nimmt folgende Umformungen vor:
Man z&hlt die quadratische Erginzung zu den beiden ersten Gliedern zu

und zieht sie gleichzeitig wieder ab:
x2—4x+4+2-2241=0
oder (x—2%—3=0.
Die Einheitsparabel ist um 2 Einheiten nach rechts und 3 Einheiten nach
unten hin zu verschieben (vgl. Bilder 79 und 80 auf Seite 247 u. 248).

Sie schneidet dann die x-Achse in zwel Punkten mit den Abszissen
X, = 3,7 und x, = 0,3. Dies sind die Lsungen der quadratischen Gleichung.

3. Schnittpunktsbestimmung der Einheitsparabel y = x2 mit
einer geraden Linie:

Bei der gegebenen quadratischen Gleichung bringt man auf die linke
Seite nur das Glied x2 und auf die rechte Seite die iibrigen Glieder.

Besapiel:
x2—2x—3=0
x2=2x-43.

Die linke Seite setzt man gleich y,; also: y, = x2
Die rechte Seite setzt man gleich y,; also: y, =2 x 4 3.
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Man zeichnet nun die gerade Linie y
Y2 =2x-+3 und stellt durch Uber- 91 P,
decken mit der auf Transparentpapier 8-
gezeichneten Einheitsparabel y, — x2 '
fest, in welchen Punkten sich die ge- 7
rade Linie mit ihr schneidet. Esist zu 61
untersuchen, fiir welche x-Werte y; =y, 5-
ist oder, anders ausgedriickt, fiir welche
Abszissenwerte x die Einheitsparabel 4
und die gerade Linie dieselben Ordi- -3
naten y haben (Bild 87). 12
Die beiden Schnittpunkte sind mit P, -
und P, bezeichnet. In diesen beiden PrA 11

07 2 3 4X

Punkten haben sowohl die Einheitspa- ——T177
rabel, als auch die gerade Linie den ~%* -3 '2/ -1
gleichen Ordinatenwert. In P, betrigt Bild 87
er:y; =1 und inP,:y, =9. Wesent-
lich ist aber die Grofle der Abszissenwerte der Schnittpunkte. Sie betragen
fiir P, : x; = — 1 und fiir P,: x, = 3 und sind die Losungen der gegebenen
quadratischen Gleichung.

Zum Uben dieses Verfahrens noch einige weitere

Beispiele:

a) x*—3x+2=0.
Diese Gleichung umgeformt lautet x2 = 3 x — 2. Man setzt: y; = x% und
¥2 = 3x— 2 und untersucht die Schnittpunkte der geraden Liniey, = 3x—2
mit der Einheitsparabel y; = x2. Als Abszissenwerte der Schnittpunkte,
die gleichzeitig die Lésung der gegebenen quadratischen Gleichung sind,
liest man ab: x; =1 und x, =2,

b) x2—9=0.
Man hat die Gerade y, — 9 mit der Einheitsparabel y, = x? zum Schnitt
zu bringen. Die Gerade y, = 9 ist die in dem Abstande von 9 Einheiten
zur x-Achse gezogene Parallele. Die Abszissenwerte der Schnittpunkte
lauten: x; = + 3 und x, = — 3 und sind die gesuchten Losungen.

c) x2—6x49=0.
Die Gleichung der aufzuzeichnenden geraden Linie lautet: y =6x— 9.
Man stellt fest, daBl sie die Einheitsparabel: y = x? nicht in 2 Punkten
schneidet. Sie beriihrt sie nur in dem Punkt mit der Abszisse: x = 3;
d.h. die gegebene quadratische Gleichung hat nur die eine Losung; x = 3.

d) x2—6x-410=0.
Diese quadratische Gleichung hat keine reelle Losung, da die Einheits-
parabel: y = x% von der Geraden: y = 6 x — 10 in keinem Punkte ge-
schnitten oder berithrt wird.

Aufgaben:

Auf zeichnerischem Wege sind die auf Seite 227 Nr. 198...217 angefiihrten
Aufgaben, soweit dies méglich ist, zu l5sen.
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Graphische Lésung kubischer Gleichungen

Wie auf Seite 189 schon gesagt wurde, besitzt eine kubische Gleichung
mit einer Unbekannten x drei Losungen.

Verschiedene Moglichkeiten:

a) Alle 3 Losungen sind reell und verschieden.

b) 2 reelle Losungen fallen zusammen, die 3.ist davon verschieden.
¢) Alle 3 Losungen sind reell und fallen zusammen.

d) Eine Losung ist reell, die anderen beiden sind konjugiert komplex.

Entsprechend der Gleichung der quadratischen Einheitsparabel y = x2
(Seite 245) lautet die Gleichung der kubischen Einheitsparabel y = x3.

1 1 1 1
b4 —3 | —2|—1]— 3|3 0 s 5 1 2 3
1 1 1 1
—_ _— - —_— — - 7
y 27| —8 1 sl 76l © | & | 3 1 g8 | 2
y
w 4
|
8 y 50
y=x 3 74
(in Richfungder ¢ I %
yrAchse verkdrzt
1. 2) 5“ y=X3
4 ) 30+
3 Jn beiden Achsen-
richtungen verkiret
2 ' 20
14 .
EINE V7 I B 1
-2 4 -3 2 -1 ———
{2 3 4
i N f
-4 - 1]
-5
-6 ~ 204
.-7_4
-8 - 304 .
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Nach der Wertetabelle fiir y = x® (Seite 253) ergibt sich eine Kurve
(Bilder 88 u. 89), deren sémtliche Punkte im I. und IIL. Quadranten liegen.
Diese kubische Einheitsparabel hat im Vergleich mit der quadratischen
Einheitsparabel einen éhnlichen Verlauf, wenn man sich den im III. Qua-
dranten liegenden Teil der kubischen Einheitsparabel in den I1. Quadranten
hochgeklappt vorstellt.

Der Leser zeichne sich das Bild der kubischen Einheitsparabel auf durch-
sichtiges Millimeterpapier, um es anschliefend bei der Lésung kubischer
Gleichungen verwenden zu koénnen. Es empfiehlt sich hierbei, die MaBstibe
der Achsen, wie es in den beiden vorstehenden Bildern 88 und 89 durch-
gefithrt ist, zu verkiirzen.

Die Verfahren der zeichnerischen Losung kubischer Gleichungen werden
nachstehend an Hand einiger einfacher Beispiele erklirt,

Beispiele:
a) Die kubische Gleichung: x® — 4 x = 0 ist zeichnerisch zu 15zen.

Auf der linken Seite der gegebenen Gleichung 188t man nur das
kubische Glied x3® stehen, wih-
rend auf die rechte Seite alle
iibrigen Glieder — hier ist es nur
das lineare Glied — gebracht wer- "
den. Man schreibt also: x® =4x
und setzt: (I) y, = x3

)  y,=—4x 8 Py
Es ist dann zu untersuchen, fiir
welche x-Werte y, = y, ist. 54

Man zeichne die durch Glei-
chung (IT) gegebene gerade Linie,
die durch den Nullpunkt liduft, \
und lege iiber diese Zeichnung die : X
auf durchsichtiges Millimeter- 2 S
papier gezeichnete kubische Ein-
heitsparabel. Man beachte aber
hierbei, daB die Mafstibe fiir die y T ;
Koordinatenachsen beider Zeich- K2 e 12 X
nungen gleich grof gewahlt wer- . X
den miissen!

Die Abszissen x; und x, der o -
Schnittpunkte P, und P, der ku- X ls
bischen Einheitsparabel mit der
Geraden (Bild 90) sind 2 der ge-
suchten Losungen der gegebenen +6
Gleichung; denn die beiden i
Schnittpunkte P; und P, haben
gemeinsame Ordinaten y. Der
3. Schnittpunkt ist der Null punkt 1
mit den Koordinaten x =0; y=0. Bild 90

y

O
)
L
1~
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Die 3 reellen Lésungen der gegebenen kubischen Gleichung:
xX*—4x=0 lauten: x;,=2; x,=-—2; x,=0 (Falla., 8. 253)
b) Um die x-Werte der Gleichung:
x34+3x—4=0
zeichnerisch zu bestimmen, bringt man alle Glieder bis auf x3 auf die rechte

Beite der Gleichung und schreibt also: x3 = — 3 x + 4.
Man setzt: (I) ¥y =x3
an Vo= —3% +4.

Bild 91

Die zeichnerische Untersuchung hat wieder das Ziel festzustellen, fiir welche
x-Werte y, =y, ist. .
Gleichung (I) ist die auf durchsichtiges Millimeterpapier gezeichnete

kubische Einheitsparabel. Gleichung (II) stellt sich zeichnerisch als die
Gerade dar, die wegen des negativen Koeffizienten von x (= — 3) nach
rechts hin abfallt und die wegen des absoluten Gliedes (+ 4) nicht durch
den Nullpunkt hindurchgeht, sondern in Richtung der y-Achse um 4 Ein-
heiten nach oben hin verschoben ist. Durch Uberdeckung der Parabel
iiber die Gerade erhalt man Bild 91. Es ergibt sich nur ein Schnittpunkt P,
der die gemeinsame Abszisse x = 1 hat. Die gegebene Gleichung

x3 4+ 3 x—4 = 0 bat nur eine reelle Losung; namlich x = 1. Die beiden
anderen Lésungen sind konjugiert komplex (Fall'd, Seite 253).
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¢) Die Aufgabe: x® — 3x — 2 = 0 schreibt manin der Form: x® =3x 42
und setzt:

@ V=%
Hier ist die durch Gleichung (I) gegebene kublsche Einheitsparabel iiber
die gerade Linie (II) y, = 3 x +- 2 zu legen. Diese Gerade steigt wegen des
positiven Koeffizienten von x nach rechts hin an und ist wegen des positiven
Freigliedes (- 2) in Richtung der y-Achse um 2 Einheiten vom Nullpunkt
aus gerechnet nach oben hin verschoben.

Durch Uberdeckung der bei-
den im gleichen Ma@stab ge- by
zeichneten Koordinatenkreuze
erhilt man nebenstehendes -8 P
Bild 92. Man sieht, daB sich
die beiden Kurven in dem "
Punkte P, mit der Abszisse
x; = 2 schneiden und daB sie
sich in dem Punkte P, mit Ly
der Abszisse X, = —1 be-
rithren.

X1=2 lllld Xa,gr—*—]_ sind 2
die drei reellen Losungen der /
gegebenen kubischen Glei- r H
chung:
¥ —3x—2 =0 P2

Anmerkung: Der 3. reelle
Lésungswert falltin dieser Auf-
gabe mit dem Wert x, =—1 L-4
zusammen. Der Berithrungs-
punkt einer Geraden (hier:

oo

Q
e

Punkt P,) kann als zwei un- r-é
endlich nahe liegende Schnitt-
punkte oder im Grenzfall -8

als zwel szusammenfallende
Schnittpunkte der Geraden
mit der Kurve betrachtet Bild 92
werden (Fall b, S. 253.).

d) Zur zeichnerischen Losung der Aufgabe:
x—x2—2x=0
bringt man wiederum alle Glieder bis auf das kubische auf die rechte Seite
und schreibt somit: x3 = x2 4 2x.
Man setzt:
4] i=%
(11) Yo =X%x242x
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und hat zu untersuchen, fiir welche Werte der Verinderlichen x die beiden
y-Werte einander gleich sind. Die Gleichung (II) stellt sich hier als die
quadratische Einheitsparabel y, == x2 + 2 x dar, die man nach Aufstellen
der zu ihr gehorenden Wertetabelle leicht zeichnen kann.

x ’—2{—1}0\1|2|3
y ; 0 \—110[3[8{15

Wertetabelle fiir y = x2 42 x.
J

Diese quadratische Einheitspa-
rabel wird, wie aus nebenste-
hendem Bild 93 ersichtlich ist, von
der sie iiberdeckenden kubischen
Einheitsparabel y = x3in 3 Punk-
ten, ndmlich Py, dem Nullpunkt 0
und in P, geschnitten (Bild 93).
Die Abszissen dieser drei
Schnittpunkte, die die Lisungen
der gegebenen Gleichung:
x2—x2—2x=0

sind, lauten:

X =—1;x=0 x=2
(Fall a, S. 253.)

e) Die kubische Gleichung:
x*—-3x2—x+3=0

16st man zeichnerisch am einfach-
sten, indem man

a) die Wertetabelle fiir die
Funktionsgleichung
y=x3—3x2—x+43
Bild 93 aufstellt und

B) die sich hierdurch ergebende allgemeine kubische Parabel auf-
zeichnet und

y) die Abszissen x der Schnittpunkte dieser kubischen Parabel mit der
x-Achse feststellt. Sie sind die Losungen der gegebenen Gleichung; denn
in den Schnittpunkten ist jedesmal die Ordinate y = 0.

Zum leichteren Aufstellen der Wertetabelle bedient man sich zweckmiBig
der nachfolgend erklarten, sogenannten

Hornersche Anordnung.
Man schreibt die Beizahlen séimtlicher Glieder mit x3, x2, x1, x® nebenein-
ander hin. (Die Beizahl des Gliedes x® (= 1) ist das Freiglied. Fehlt in der

gegebenen Gleichung eines dieser Glieder, so hat man die Beizahl 0 aufzu-
schreiben.)

Mathematik Teil 1. 17
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In der vorliegenden Aufgabe schreibt man also:
1 -3 —1 43,

Um festzustellen, welchen Wert y fiir einen beliebig gewihlten Wert x,
z. B. x = 5, annimmt, multipliziert man die Beizahl von x3 (im Beispiel: 1)
mit 5 und schreibt dieses Produkt (51 = 5) unter die Beizahl des Gliedes
mit x2, also unter — 3. Man bildet die Summe der untereinanderstehenden
Zahlen — 3 und 5. Man erhilt: 2. Das Produkt (2-5 =) 10 schreibt
man unter die Beizahl von x, also unter — 1 und erhilt als Summe der
beiden untereinanderstehenden Zahlen — 1 und 10 die Zahl 9. Das Produkt
von 9 mal B, also: 45, kommt unter das Freiglied 3 zu stehen. Die Summme vom
Freiglied 3 und dem letzten Produkt 45 ergibt den gesuchten Wert y = 48.
Das soeben geschilderte Verfahren sieht praktisch so aus:

1 —3 —1 +3
x = (5) 5 10 45
2 9 (48)

Fir x =5ist y =48,

Durch wiederholtes Durchfiihren dieses Verfahrens erhilt man:

1 —3 —1 +3
x=(4) 4 4 12
1 3 15

x=(3) 3 0 -(-3)
0 —1 0

x=(2) 2 —2 —(6)
—1 —3 (—3)

x=(1) 1 —2 —3
. —2 —3 (0)
x=(—1) —1 4 —3
—4 3 0)

x=(—2) —2 10 —18
—5 9 (— 15)

x=(—3) —3 18 — 51
—6 17 (— 48)

x=(—4) —4 28 —108
—7 27 (—105)

In der vorstehenden Anordnung ist die erste Zahlenreihe der Beizahlen
aus Vereinfachungsgriinden nur einmal am Kopf der Aufstellung geschrieben.
Die zusammengehérenden x- und y-Werte sind durch Einklammern ge-
kennzeichnet; z. B.: (4) und (15) oder (3) und (0) oder (2) und (— 3)
usw.
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Somit ergibt sich folgende Wertetabelle fiir y = x*—3x*—x--3:

x | —4|—3[—2[—1] 0 | 1
y |—105—48|—15] 0 3 0 |—3]0 I | 48

und die hiernach gezeichnete Kurve (Bild 94).

Ay

40+
30
20

10

Bild 94

Aus der obigen Wertetabelle kann man schon die Losungen der gegebenen
Gleichung ablesen; sie betragen: x; = — 1; X, = 1; x5 = 3, weil die hierzu
gehorenden y-Werte gleich 0 sind.

Die zeichnerische Darstellung (Bild 94) der Funktionsgleichung
y=x3—3x2—x+43

verdeutlicht den Verlauf der kubischen Parabel und zeigt die Schnittpunkte
mit der x-Achse. Die Abszissen dieser 3 Schnittpunkte sind die 3 Losungen.

Beweis
fiir die allgemeine Giiltigkeit der Hornerschen Anordnung:

Die gegebene Funktionsgleichung 3. Grades in allgemeiner Form moge
lauten:
y=ax*+bx2+cx-+d.
17*
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Hierin sind die unbestimmten Koeffizienten, die jeden beliebigen posi-
tiven oder negativen Wert annehmen kénnen:

a b e d.

_ Bei der Bestimmung des Wertes der abhiingigen Verinderlichen y fiir
irgendeinen beliebigen Wert der Unabhéingigen x hatte man in der vorher-
gehenden Aufgabe folgendermaBen gerechnet:

a b c d
X=X ax 8 X 8, X
By 8y 83
Hierin bedentet:
8 =ax+b 8 =8X+¢ 83 =8, X ~-d
=(ax4byxJec =(ax?+bxdec)x+d
=—ax¥+bx+te =ax34bx?4cex4d.

Der Wert der letzten Summe s, ist also tatsichlich gleich dem gegebenen
y=ax3+bx2+t+ecx+d.

Auf dieselbe Art 1Bt sich die Giiltigkeit der Hornerschen Anordnung
auch fiir Funktionsgleichungen héheren Grades beweisen.

f) Die Gleichung:
2x*4+-x2—13x4+6=0
ist zeichnerisch unter Zuhilfenahme der Hornerschen Anordnung zu 16sen

Losung:
Man setzt y=2x%4x2—13x46
und untersucht, fiir welche x-Werte die abhéingige Verinderliche y = 0 ist.
2 1 —13 (]
x=(-9) —38 28 — 60
—7 15 (=54
x = (—3) —6 15 — 6
=5 3 ©) .
x=(-2) —4 6 14
—3 — @0)
x=(-1) —2 1 12
=1 —12 (18)
x= (I 2 3 —10
. 3 —10 = %
= @ 4 10 — 6
- 5 — 3 0
x= (3 6 21 24
7 8 (30)
x= (4 8 36 92
9 23 (98)
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Wertetabelle:
x‘——4}——3‘—2t—1{0'1[2{3 4
y)—54\0|20]1816]-u4i0]30 08

Aus dem nachstehenden Bild 95, das nach der obigen Wertetabelle gefertigt
wurde, erkennt man die 3 Schnittpunkte mit der x-Achse und erhilt die

3 Loésungen: x; = — 3; x, = 0,5; x, = 2.
g) Die auf Seite 256 Aufgabe: Wy
gﬁlﬁste kubische Glei- 2x34+x2~13x+6=0 30
chung
x2—3x—2=0 20
ist mit Hilfe der Horner-
schen Anordnung zu 10
l6sen!
Lésung: — , \\J -
In der Funktionsglei- 3 2 -9 2 3 x
chung 3. Grades: 10
y=x3—3x—2 fehlt
das Glied mit x2. Man . Lésungen:
denke es sich als: 0 - x2 - X =3
geschrieben. Die Funk- xi=05
tion wiirde dann lauten: 30 x§= 2
y=x34+0-x2—3x—2.
Bild 95
Die Reihenfolge der Beizahlen ist:
1 0 —3 — 2
x = (—3) —3 9 —18
—3 6 —20
x=(=2) —2 4 = 2)
- —2 1 (— 4)
x=(=1 —1 1 2
= —1 — 2 ()]
= () 1 1 — 2
1 — 2 — 4
x= @ 2 . 3
= 2 1 )
x= 0 3 9 18
_ 3 6 (16)
x= (4 4 16 . 52
4 13 (50)



262 Rechnen mit Gleichungen

Wertetabelle: = | —3|—2|—1] 0 | 1 | 2 | 3 | ¢
y ’m20|-_4| 0 —2i—»4} 0 | 16 | 50

y

40

30

L 20

-10
i 4x

Bild 96

Die in Bild 96 gezeichnete kubische Parabel schneidet die x-Achse in P,
mit der Abszisse x; = 2 und berithrt die x-Achse in P, mit der Abszisse
x, = — 1. Die gegebene Gleichung hat die Losungen:

X1=2; X3,3 = — 1.

Im Punkte x = — 1 fallen 2 Losungen zusammen, die kubische Parabel
bertibrt die x-Achse in zwei zusammenfallenden Punkten (Fall b, Seite 253).

Aufgaben: X
Folgende kubische Gleichungen sind zeichnerisch zu l6sen:
288) 4x3—9x=0 295) x3+x2—-6x=0
289) x*+2x+3=0 296) x3 —x2—H5x—3 =0
290) x® 4 x =2

291) x84+ x 42 =0 207) x*—5x2+2x+48=0
X == s . —
292) x3—2x =14 298) x3—3x2—6x48=0
293) x3—3x+2=0 299) x® - 6x2—x—30=0
294) X3+1,5X2_X=O 300) X3—9X2+23X=15



Anhang

I. Zusammenfassende Ubersichten

1. Die Arten der Zahlen

Zahl
Komplex
|
| i
Reell Imaginér
143§ 155
|
i i
Rational Irrational
[143] 144]
!
I {
Ganz Gebrochen
143
' I
1 I
I i | i | 1
Positiv. Negativ Gerade Ungerade Gemeine Briiche Dezimalzahlen

[1s] | (2]
| i
I § b | 1 ] ] ] o
Nicht teilbar Echte Unechte Gemischte Endlich Periodisch

2 Teilbar (Primzshlen) 557 55 | 26 I 1
@ @ :I j :I Rein  Vorperiodisch

Die Zahlen im D weisen auf die Seitenzahl hin, wo die betreffende Zahlen-

art naher erklirt wurde.




Beispiel ’

Rechen-

Bezeichnung fir

Rechen- .
operation zeichen die Zahlen das ) Bemerkungen
16 i 2 Ergebnis
Summanden
Addition [16-4-2=18 + plus oder Summe
Glieder
Minuend \ Subtrabend Isig der. Sul_atrahend > Minuen}d, dann
Subtraktion | 16 —2 = 14 | — minus oder Differens |  i¢t die Differenz eine negative Zahl. |
Glieder u t_,mhend = Minuend, dann ist die
Differenz = 0
. Multiplikand [Multiplikator
llglix‘zlaltti;n 16-2 =32 - mal oder Produkt
p Faktoren
Andero Schreibart: & = g,
Divisor S hoifh Zabloo 2 hei
Division 16:2=38 : durch Dividend oder Quotient | ,, . 16 heiBt Zahler, 2 heit Nenner
B Teiler Zahler > Nenner, dann unechter Bruch
Zshler < Nenner, dann echter Bruch
Zihler = Nenner, dann ganze Zahl |
Basis Potenz- 1
. 2 162 Hochzahl 2: Quadratzahlen |
Potenzierung| 16" =256 | _ 16 hoch 2 Grgr?giahl o ;ﬁgsglf::hl Potenz | pochzahl 3: Kubikzahlen oder Kuben
B T Wurzelexponent 2 wird in der Regel
2 _ Warzel nicht geschrieben: J16 heiBt Qua-
Radizi 16 =4 N Radikand urzel- Wurzel dratwurzel
izierung |}/ Warzel aus aclten exponent e Wurzeln mit dem Wurzelexponenten 3
3
heiBen Kubikwurzeln |27 = 3
. . . Basis 10: Dekadischer oder Briggscher
Logarithmie- %0g 16 = 4 log N Logarithmen-| Log- Logarithmus 1g 100 = 2
rung Logarithmus umerus basis arithmus | Bagis e; Natiirlicher oder Napierscher
Logarithmus In 100 = 4,6052

uouonjendoustyaey Aq %

¥9%

buvyuy
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3. Abgeleitete Formeln und Regeln

Bruchrechnung

1) Formverinderungen der Briiche (keine Wertéinderung!).

a) Hrweitern = Zihler und Nenner mit & _am
ein und derselben Zahl multiplizieren: b~ bm"

b) Kiirzen — Zihler und Nenner durch a a:m
ein und dieselbe Zahl dividieren: b brm®

2) Kehrwert oder reziproker Wert von % lautet 1:—, von a lautet %

3) Addition und Subtraktion von Briichen:

a) Gleichnamige Briiche: Fif i:c,
b} Ungleichnamige Briiche: %j: (cf 2 db:!(:ibc.
Hauptnenner = kleinstes gemeinsames Vielfach.
4) Multiplikation von Briichen:
a ac a ¢ ac b _ab
T b d Thd e TT
5) Division von Briichen:
Dividend mit dem Kehrwert des Divisors multiplizieren!
& a1l a & ¢ a d ad b c_ ao
BCTH T Ther BdTDB ¢ be P oTMETH
Vorzeichenregeln
Klammerauflésen: a+{(b—c+d)=a-+b—c-+d
a—(b—c-+d)=a—b+c—d
Klammersetzen: +ax+bx=x(a+b)

—ax—bx=—3x(a-+Db)

+ax—bx=x(a—Db)

—ax-+bx=—x(a-—Db).
Relative Zahlen:

1) Addition: (+a)+(+b)=+(a +b)
(—a)+(—Db)=—(a+Db)
(+2a)+(—b)=+(@—Db), wenn a>b

— (b--a), wenn a <b
0, wenn a =Db
—(a—Db), wenn a>b
+(b—a), wenn a<<b
0, wenn a =b.

(—a)+(+b)

b
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2) Subtraktion: (+a)— (+b) =+ (a— Db}
(+28) — (= Db) =(a+h)
(—a)—(+b) =—(a+b)
(—a)—(=b)=—(a—Db)
3) Multiplikation: (+a)-(+b)=+ab
(—a):(—b)=+ab
(+a)-(—b) =—ab
(—a)-(+b) =—ab.

4) Division: (+a):(+b)=+¢,
(—8): (—=b) =+,
(+8): (—b)=— ¢

&

(—8): (+b) =— ¢
Proportionen
(Geometrische) Proportion = Gleichheit zweier Briiche: % = %
oder, anders geschrieben, a:b=c:d.

Auflenglieder: a und d; Innenglieder: b und c.

1) Produktensatz: Produkt der AuBenglieder — Produkt der Innen-
glieder.
Aus a:b=c:d folgt: ad=hbec.

2) Vertauschungssatz: AuBlen- und Innenglieder diirfen unter sich
und gegeneinander vertauscht werden;

Aus a:b=c:d folgt: atc=b:d
d:b=c:a
d:ic=b:a
c:d=a:b usw

3) Bestimmen der 4. Proportionale:
Aus a:b=c:d folgt: a:%e—, c=¥,
b=22, a="c,
a

4) Mittlere Proportlonale oder geometrisches Mlttel
Aus a:x=x:b folgt x2=ab oder x=Y)ab.
5) Korrespondierende Addition und Subtraktion:

a ¢ a+b c;i:d a-b c+d
Aus =7 folgt 5 , P b
a c ma-+nb me+ nd

= usw.

at+b c¢td’ pa—qb pc—qd

H
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6) Fortlaufende Proportion:
Aus a:b:c:d=a,:byic;:d; folgt a :b =a,:b

d:b =d;:b;
c:c=d :d;
a;:8 ==C; IC USW.
Potenzrechnung
al =a
a? =a-a Unterscheide! a +a = 2a
a® =a-a-a a+a-ta=3a
a® =a-a-a-a‘*--a a-ta-+ta-+4-+-+a=ma
- -
m Faktoren m Glieder
1) Potenzexponent = 0: al=1.
2) Potenzexponent < 0 (also negativ): a—m =—_&%
a=-1 =-—1~
a
1
-1 __ =
107! = 15=0,1
10-2 =0,01.
3) Gebrochener Potenzexponent: a%=y/ﬁ

30'5 = V_ N
4) Negative Potenzbasis:
a) Gerader Potenzexponent: (—a)im =g2m
b) Ungerader Potenzexponent: (—a)PmEl — _g2mEl,

5) Rechengesetze fiir Potenzen:

Gleichbasige | Gleichnamige Gleichbasige
Potenzen l Potenzen und %lelchna.mlge
! otenzen
Addition al - al=? | am 4 b =9 ol 4o —2am
nicht zu addieren
Subtraktion | 8" —8"=? | am_pm =19 |

Ll gl =)

nicht zu subtrahieren

i

Multiplikation | gm, gn —gm+n gl bhm — (a b)m afl. gl —g2m
. e s ; a\m
Division am;ah =m0 ] a® ; b = (B) | & zal =al =1

Potenzierung (am)n = gmn
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Wurzelrechnung
m m
( }/a) =q.
Quadratwurzel: Ja2=Ja.
3
Kubikwurzel : Ja3 =a.
n
n-te Wurzel: Jar =a.
Rechengesetze fiir Wurzeln:
Wurzeln mit Wurzeln mit Wurzeln mit
gleichen gleichen gleichen Radikanden
Radikanden Exponenten und Exponenten
m n m, - m m,.. m,— m,
Addition ]/;—I- ]/;=? }/a—l— ]/E=? ]/a,—{— ]/a,=2 }/a.
nicht zu addieren
m, . 1 m m m. m
Subtraktion ]/a—— ]/;=? }/;— }/E=? Va— ﬁ=0
nicht zu subtrahieren
n,- men m,. m ‘m m,. m m
Multiplikation ni/; . Va =" Jam*® ]/a. . }/E= Jab ]/a ]/;= }/;
m n m-n m o= m m m
‘s i e N a . = =
Division Va:Ya=""Ya 5 Ya ]/b-:Vb— Va: Ya=Jab=1
m n m, - _9..
.Potenzierung ]/; = Va“:—-am
m
n m-n
Radizierung V;=_}/;

Imaginire Zahlen

Einheit der imaginéren Zahlen: i = }— 1

J—a=iVa;

1
i

=1

—a?=ai



Abgeleitete Formeln wnd Regeln ' . 269

Addition: 14+21i= 3i; ai-+bi={(a+Db)i
Subtraktion: 4i—i= 3i; al—bi=(a—D)i
Multiplikation: 4i-3=121i; 2i-3i=—6
Division: 41:2= 21, 6:31=—21.
Potenzierung: =41 . Allgemein:
P=41 =41 1“2 =41
=1 $=—1 LRSI
B=—1 T=—i o2 — ]
#=+1 8=-41 1843 — 1,

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahl = Reelle Zahl 4 imagingre Zahl =a {-bi.
a+biund a — bi sind konjugiert komplexe Zahlen.
Addition: (@-+bi)+(c+di)=(-+c)+(b +d)
(@+bi)+(a—bi)=2a.
Subtraktion: (@+bi)—(c+di)=(@—c)+(b—d)i
(@ +bi)—(@—bi)=2bi.
Multiplikation: (a°+bi)(c +di)=(ac—bd)4(ad +be)i
(& +bi)(a —Dbi)=a? | b
a-}-bi-_‘f,_ b

Division: S —c—f—a'l
a+bi (a4 bij(c—di) ae+bd+bc—ad
c+di oz + 42 T 24 g2 c? 4 g3

Potenzierung: (a+bi)?=a?—b2-+2abi.
Radizierung: Ja —}—ﬁsz +1V1’1L’—&
“bi= VVa”+b“+ & _ VVa“r b—a

Logarithmenrechnung

1) Dekadischer oder Briggsscher Logarithmus: Basis 10.
10%* =x
1g10 =1 1g2 = 0,3010
lg 0=—co lg3 =0,4771.
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Natiirlicher oder Napierscher Logarithmus: Basis e.

el —x
Ine=1 e =2,7182818...
In0 =—co.

2) Igab=Iga+Igb
3) lg%_qlga——-lgb
4) Iga® =nlga

5) lg'i;;:%lga

6) lgx=MInx.

Modul: M =1ge
Iga <lna.

1
=g = 0:43429.

4. Arten und Formen von Gleichungen
a) Identische Gleichungen: z. B.: (x+y)?=x2+42xy+y?

Bestimmungsgleichungen: z. B.: 3—{# =x—1
Funktionsgleichungen: z.B.: 22 +y2=1

b) Lineare Gleichungen: ax+b=0.
Quadratische Gleichungen:
@) Rein quadratisch: x2—b=0.
f) In allgemeiner Form: Ax24+Bx+4+C=0.
9) In der Normalform: x2J-ax-b=0.
Kubische Gleichungen: 2x34+x24+3x—4=0.

Gleichungen n-ten Grades: ax® 4-bx*'4¢x24d =0.

¢) Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten:
2x+3y+4z=12
Quadratische Gleichungen mit mehreren Unbekannten :
b2x2 +a%y?—a2b?,

d) Funktionsgleichungen in

impliziter Form: 2x+3y =6

expliziter Form: y=3x—4.

Losungen linearer Gleichungen:

X—b=a ergibt x=a+b
x+b=a , x=a—b

b
X
a a ¢
bx=a , X= =y » X=
a [
b X

X
B =8 x=ab
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Losungen quadratischer Gleichungen:
x? =a ergibt x; = + Ja und x, = — Va.
x2+ax+b=0 ergibt xlz—%—i— gj;——b

&

Xg=— B

2
Diskriminante: az —b.

—
_]/Z—b.

Wurzelgesetz fiir quadratische Gleichungen:

Die quadratische Gleichung: x2 4-a x -+ b = 0 hat die beiden Lésungen
x; und-x,. Esist dann: x, + x, = — a = negativer Koeffizient von x

b = Freiglied (absolutes Glied).

Satz von Vieta:
Wenn x; und x, die beiden Lisungen der quadratischen (Heichung
x? +ax +b =0 sind, dann ist: (x — x;) (x — x;) = 0.
Oder: Der quadratische Ausdruck: x2 4 a x + b li8t sich in das Produkt

der beiden Linearfaktoren: (x — x;) (x — x,) zerlegen, wobei x, und X,
die Losungen der quadratischen Gleichung x2 +a x + b — 0 sind.

Xyt Xy =

II. Das griechische Alphabet

N Ent- s Ent-

e B | spechnder | Cpioshiher | Bengannng | il e
. |Buchstabens deutacher . |Buchstabens deutscher

groB | klein Buchstabe | groB | klein Buchstabe
A « | Alpha A N v | Ny(sprien:Nu)] N
B B Béta B T & Ksi X, ks
r v Gémma, G (0] o Omikron O (kurz)
4 0 Délta D I F 2 Pi P
E ¢ | Epsilon B (kurz) | P e | Rho R
Z z Zéta Z, ds by o,c | Sigma S
H 7 Eta E (lang) T T Tau T
2] # | Théta Th Y v | Ypsilon Y, U
I [ { Jéta J o] @ Phi sprich:Fi)) Ph, F
K % Képpa K X X Chi Ch
A A Limbda L ' Yy Psi Ps
M | u | My(sprich:mu) M Q @ | Omega 0 (lang)
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IIl. Losungen

* A. Das Faechrechnen mit bestimmten Zahlen

1) a) 57012
b) 33103
c) 58116
d) 41727
e) 10042

200000 (Summe)

f) 11378
g) 38626
h) 32398
i) 102946
k) 14652
200000 (Summe)
2) a) 4230
b) 6239
3) 28200 kg
4) 1250 Millionen DM
5) 466 min
6) 2638 m?
7) 6700000 t
8) — 18
9) 18
10) 75
11y — 25
12) —45
13) —11
14) 89
15) 15
16) — 60
17) 123
18) 50
19) —3
20) 200
21) 1750
22) 1
23) 1000
24) — 400
25) 100
26) — 10
27) — 200
28) —5°C
29) 2 h 56 min
30) 610 Millionen
31) 1400 "
32) 126°
33) 176 DM
34) 29 kg
35) 6; 9; 10; 12; 16; 18;
20; 22 [Pf]
36) 350 1
37) 4 kg
38) 420

39) 300
40) 840
41) 630
42) 610
43) 460
44) 990
45) 7560
46) 360
47) 810
48) 120
49) 180
50) 570
51) 930
52) 4200
53) 7200
54) 3000
55) 8100
56) 1080
57) 720
58) 45 ¢
59) 2900 DM
60) 10 DM
61) 40 DM
62) 550 W
63) 490 g
64) 240 kg
65) 15000 U
66) 72 km
67) 110 mm
156 mm
68) — 180
69) + 96
70) — 210
71) 4 432
72) — 693
73) — 960
74) + 1320
75) + 132
76) + 120
77) 4 360
78) 26
79) 32
80) 8
81) 9
82) 16
83) 64
84) 16
85) 81
86) 126
87) 243
88) 121
89) 12321

90) 15129

91) 90000

92) 360000

93) 40401

94) 4096

95) 4096000

96) 8000

97) 8000000

98) 36

99) 6*

100) 54

101) 122

102) 208

103) 45

104) 242

105) 29

106) 208

107) 242

108) 25

109) 9

110) 33

111) 0

112) 0

113) —24

114) 91

115) 1

116) 117

117) 0

118) 4

119) 16 cm?

120) 216000 8

12)) 576 Std

122) a) 10* mm
b) 102 cm = 10° mm
c) 10 dm = 10° cm

= 10 mm

123) 28

124) 24 cm?

125) 3

126) 2; 3; 6

127) 2
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139) 2-3-89
140) 2:3-5-19
141) 33 - 52
142) 2¢- 72
143) 277
144) 2-5- 97
145) Teilerfremd
146) 7
147) Teilerfremd
148) Teilerfremd
149) 19
150) 23
151) Teilerfremd
152) 31
153) Teilerfremd
154) 3
165) 20
156) 24
157) 16
158) 25
159) 40
160) 32
161) 28
162) 36
163) 4
164) 44
165) 36
166) 36
167) 48
168) 60
169) 60
170) 70
171) 90
172) 180
173) 200
174) 300
175) 123
176) 90807
177) 54321
178) 270 R. 50
179) 90123 R. 8
180) 125 R. 10
181) ca. 12 Wochen
181a) 93k; 79h
182) 50 Teile
183) 62 Kasten
Rest: 16 Stiick
184) 18181 Stiick
185) 22,2 m/s
186) 72 U/min
187) 195 DM und 245 DM
188) 200 km
40 km/h
189) a) 7
b) 30
c) 40
d) 8
e) 140

Mathematik Teil 1.

190) 600 Stiick
191) 96 X 63 X 3 mm
192) 35 kg
193) 50 Stick
ca. 63 g
194) 2400 l/min
195) 25 mm
196) 400 Stick

79
197) 5

198) g

135
11

200) @

199) —

201) & 3
202) 8~
3

1
203) 3ﬁ

3
204) 33

205) 3_1_

16
206) 372

6 8 10 12
16’ 18° 22’ 26
21 24 27 30
45’ 51’ 57" 63
9 12 15 8
209 )18 18’ 18’ 18

210y 3, 45,

207) —

208)

|

._.
=
:o]oo;‘]c:

5

211) ry

’

w\ww]

212)

NJ w]»—-oo\qoo|

213)

214) 1—
14) 15
1
215) -5
8
216)
1

217) 15

218) %

219) %7)1
220) 1
221) 2

222)
223)

224)

B[ | oo = o

225) —
5)5

226) 2%

297) 6
228) 81,
220) %
230) 4/,
231) 43/,
232) 57/,
233) 471
234) 591
235) 11/
236) 11
237) 10

238) 2.2
239) 6
240)

241) 44

1
242) 15

1
16Z

243) %

244)

18
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252) 9
253) >
) 4
9254) T 3
255) 4

256)
27) 2
258) %
269) 425
260) 1152
261) 2.5_1
262) 113?
263) 0
264) 1.7
265) 1%
266) 21-§~
267) 3
268) 23

1
269) &
270) 6
1
271) 245

1
212) 335

273) —;_

274) 16
275) 16

276) %

277) a) 3 kW
b) 4/, kW
c) 90 kW
d) Y/, kW
e) 17, kW

278) a) ¢/, PS
b) 240 PS
c) 28 PS

d) 10 P8

e) 7PS
279) a) 20 kg

b) 75 kg

c) 500 kg

d) 2500 kg

e) 20000 kg
280) a) 1t

b) 215 t

c) 33, ¢

¢) 1 m 35 em

283) 11 m

284) 1760 mm

285) 66 m Linge
60 U

286) 1650 t Erz
750 t Koks
600 t Zuschlage

287) 5200 t

288) 39/,, mal

289) 616 mm?

290) 2 h 40 min

291) 40 min

292) 120 mm

293) 2!/, mm
25 mm

294) 0,375

295) 0,0625

296) 0,35

297) 1,6

298) 1,5

299) 2,75

300) == 1,133

301) ~= 4,667

302) ~ 2,417

303) 0,012

304) 200

305) 100

306) 2

307) 0

308) 0,2

309) 0,054

310) 2,25

311) —8

312) 0,04

313) — 0,027

314) 20

315) 0,1

316) 1

317) 0,25

318) 2

319) 2,1

320) 0,14
321) 6

© 322) 50

323) 9

324) 50 X 80 mm
325) 19,05 mm
326) 2,12 mm
327) 8

328) 1,29

329) 11 280000000 DM
330) 23,6 mm
331) 8,12 mm
332) 78,5 kg
333) 11,85 kg
334) 1771
335) 0,04 mm
3352a) 750 mm
336) 650 u
337) 0,66 cm
338) 0,925 dm
339) 50 mm
340) 830 mm
341) 12,5 dm
342) 0,075 m
343) 1020 mm
344) 750 mm
345) 40 mm
346) 2035 mm
347) 307,5 mm
348) 0,3 km
349) 1800 m
350) 10050 m
351) 1200 m
352) 15655 mm
353) 100,1 mm
354) 50 cm?
355) 750 mm?
356) 2500 cm?
357) 0,02 m?
358) 1,5 cm?
359) 30 km?
360) 0,5 ha
361) 6 ha

362) 75 a

363) 550 ha
364) 1 m?
365) 16

366) 1550 Quadratzoll
367) 0,64 cm?
368) 120 ha
368a) 750 a
368b) 416 Morgen
369) 4500 dm?®
370) 78/, dm?®
371) 0,15 cm?
372) 350 cm?®
373) 0,275 m3
374) 15000 mm?
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375) 40 dm?®
376) 625 1
377) 35 1
378) 101
379) 400 em?
380) 0,03 1
381) 5 ml
382) 1,25 dl
383) 12,5 ol
384) 125 ml
385) 325 1
386) 20000 1
387) 3/, 1
388) 1500 em®
389) 250 kg
390) 0,1 ¢
391) 30 g
392) , kg
303) 5 g

394) 7,56 dg
395) 10500 mg
396) 62,5 cg
397) 9000 mg
398} 0,035 kg
309) 2022 g
400) 550 mg
401) 600 kg
402) 1/, ¢
403) 1 ¢

404) 140 Ztr.
405) 7 ¢

406) 750 kg
407) 215,45 kg
408) 2,597 t
409) 36 s
410) 24 min
411) 360 s
412) 3,75 h
413) 35,4 min
414) 2,04 h
415) 4 h 20 m 24 =
416) 3,66 h
417) 15 h
418) 6 min
419) 450/
420) 1° 10
421) 165"
422) 1/ 40"
423) 5400”
424) 30°

425) 240°
426) 11Y°

427) 60°

428) 22,5°

429) =/,

430) =/,

431) =/g

432) */yn

433) 3/,

434) 28,65°

435) 19,098°
436) 68,76°

437) 114,59°
438) 171,89°
439) 431,16° K
440) —13,16°C
441) 30000 keal
442) 78540 kcal
443) 1500 kg/cm?
444) 5000 kg/cm?
445) 5

446) 1/,

447) 22 kg

448) 300 cmkg
449) 6000 cmkg
450) 10 mkg
451) 15 mkg
452) 15 m/s

453) 14,4 km/h
454) 3 8

455) 1200 U/min
456) 17,6 Knoten
457) 55 km

458) ca. 1 Million
459) 1670 km/h

2
460) 3 k&<
m

461) 68,67 kg

462) a) 0,065 m/s
b) 93600 mkg
¢) 17,3 PS

12,7 kW

463) a) 12 kW
b) 16,3 PS

464) 210 PS

465) 131,56 kg

466) 11,6 kg

467) 25,3 m/s

468) 4,02 g

469) 2,2 kW

470) 174,3 mm?

471) 6 h 40 min

472) 15 m/min

473) 50 min
474) 600 U/min
475) 76,93 kg
476) 108 kg
477) 1125 g
478) 1,6 min
479) 6 h 40 min
480) 264000 t
481) 9 min

© 482) 16000 kg

483) 15 Tage
484) 1,89 PS
485) 45 DM

485a) 1034; 33; 22; 11

486) a) 439 U/min
b) 184,5 mm
487) 890000
488) a) 30 kg
b) 18 kg
489) 85,59,
490) 85,39,
491) 44,49,
492) 219,
789%
19%
493) 209,
494) 1) 256000 t
2) 147000 t
3) 102000 ¢
4) 208000 t
5) 48700 t
6) 37700t
7) 36000 ¢
8) 446000 t
9) 400000 ¢
10) 450000 Stck
495) a) 250 DM
b) 500 DM
c) 5%
d) 3%/5%
e) 136 DM
f) 56100 DM
g) 3 Jahre
h) 1/, Jahr
496) a) 5400 DM
b) 30600 DM
497) 7140 DM
498) 275 DM
499) 69,
500) 600 DM
501) 90000 DM
502) 31/,%
503) 1800000 DM

18*
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B. Das Rechnen mit Buchstaben

O = D G
wm &

-

oL
LD D G0 W

-

o

~

-

poPeeo
& b

B) 542

6) 100a + 10b + ¢
TYa+b+o

8) gerade
9)2n+1

10

11)

12

)

~

oder
2n—1
a) 35
b) 46
c) 6,5
d) 5,9
e) 22
a) 20
b) 39
c) 2
d) 4
e) 22

a) 4a + 5b 4 T¢

b) 10a+ Tb
¢) 10m + 11n

d) a 4+ 10b + 2¢

e) x4+ 2y

f) 3ut-4v+ 5w

g) o+ pd
h)y6x+y+ 5z

13) a) 12

b) 3
c) 1,6

14) 1/, (a4 b)
16) Y3 (a + b+ ¢)
16) ) —3a+5b

b) —2a—3b
¢) m—2n

d) Olu+04v
e) —4d

f) —3,x
g) —':k
h)yr
i) 0
k) —¢

17) 5b

18) u

19) a4+ b

20) —2a

21) 10a+b

22) 3a

23) 6x+2y+2

24) s

25) 0,lua—v

26) 2m —n

27y 3=y
o) 8
B) 4
) 9,4
0) 5
e) 5

28) 2b—2¢

29) 2a

30) 3x—1

3l) x

32) a—b

33) 2a

4)2m—3In—4o

35) y

36) 0

37) x

38) 1,42

39) —1/sm

40) r

41) —3s

42) —3,5¢t

43) —1i,02¢

44) 1,5d

45) 1,18 v

46) 0

47) 10a

48) 15 a®

49) 8a

50) 12ab

51) cd

52) a®b

53) b?c?

54) 70a%b

55) 9a +&5b

56) a?

657) 2,93

58) 0,4ab

59) 3xy

60) 12 x?y?

61) 6x- 54y

62) 12u
63) 0,25 v?
64) 15/, v
65) 1/,q TSt {
66) a?b?
67) 6ax—15bx - 18cx
68) 6ax49ay
69) 7a+b
70) 15+ 898
71) llu—9v
72) 2ax+3ay—a
73) 3ay—2by—>8cy
74) 2c¢x
75) b
76) m
77) 6ab—10a
78) 1,5xy
79) ax+4bx

+ay+by
80) cut+cv—du—dv
8l) ex—ey—fx+fy
82) ag—bg+ah—bh
83) 6a* —b5ab —6Db?
84) a2 —4ab—4b?
85) 0,1x*—0,31 xy

+ 0,15 y*

87) 2a+ 2b2 4 2¢?
4 5ab—4ac—>5be
88) a2 —9b2—9¢*
—18be
89) 4 —4a 4 a?
90) 4a? - 12ab 4 9b?
91) n?—1
92) 4+ 12¢4 9
93) 9a?-—b?
94) 1, x* —1f, y?
95) 0,25 m? — 0,16 n?
96) 120
97) a)3b—5a—15 b)—4¢
98) 2a+b+2
99) 2ab
100) 4ab
101) 24 8%
102) 27 s?
103) 0,36 b h
104) a) 1596
b) 3584
c) 8091
105) (10a 4 5)2 =
10a (10 a - 10) 4 25
106) (10a + b) = 100a2
+ 20ab + b?
107) {a +- b 4 ¢)* = at
4+ b24c24 2ab
+2ac+2bo
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108) 8(2a—3b + ¢)
109) 4b(2a 4 30)
110) 6y (6x—5y-+ 3)
111) 10(1 —2a—3h)
112) x(3a+4b—c¢)
113) (a + b) (e —d)
114) (x —y) (a—1)
115) Hhx (x =1y + Y)
116) 0,5a(a —2 -+ 3
11y v—1,5u

118) 5a.b~4a+3
119) 0,5a 4 ¢c—2
120) a f-bx + cx?
121) 8a 4 16b—14c¢
122) 2

123) 3

124) 4a

125) 3x

126) 3x

127y a—b

128) x + 1

129 a4+ 0,5b

130) 1

131) 3x—2y

132) 0,6r 4 0,58

133) Ity
=y
134) a? —2ab 4 b?
135) a4+ b
136) z 4 5
1837) 0,56x+ 1
138) x2 4 xy + y?
140) 1
x
141) -
) 12y
3(y—=x)
10a
143) 22+ 1 ;2 x+1)

)

2a
M) -0

2b
X
4 Xy
—yt
x? + y?
148) O
149) x®
150) 2

a
151) 2o
152) 1/, - b?

142)

145)

146) —

153) fg

1
154) +
155) x

o opue T
9"489 PTrTegamoo0

—
ot
o

—
M

T T

dod TETp oo
MHT RS & oD &

b:

159) 0,75

160) 0,5

161) 0,8

162) 0,5a

163) 2,5a

164) 2a

165) 2

166) 49a

167) 8

168) 1

169) 0,1b

170) 25b

171) b

172) 0,1

173) 2

174) a) 14,5
b) 10

175) a) «) 13 ) 12
b) «) 12,56 f£) 12
o) a) 20 p) 12
d) «) 25,5 p) 12
e) x) 37 B 12

176) a) 5
b) 13
c) &
d) u
e) 6

177y 2

178) 3

179) 4

180) 0,5

181) 5

182) 1,6

183) —3

184) b

185) a —b

186) b —a

187) 60m

U, 4
188) a) T, " 4,
b) 78,5 mm
c) 4mal
189) 250 mm
190) a) L:1=Q:P
b) &

c) 104 mm
191) a)i<1
y o dg
n, d,
d, Y
d, Zy
o, Zy
n, z
c) z; = 90
192) a) V1 V =Dy: Dy
b) 6
193) 2 m/s
194) Cu:24 kg
Zn:16 kg
195) a) P,: P;: Py
=P1:Ps:Ps
b) P, =800 kg
196) i, =2 A
197) 2a%—3Db?

198) —;— (24 2y2 4- 32z4)

199) 3x?%y

200) 2 (V3 + w?)

201) 4 (a™ + a?)

202) 3xy(2x+y)

203) 4

204) ( (x2—

205) 3a? -+ b?

206) 4x4-3y)(4x—38Yy)

207) 8:2 n-—1

208) b2x

209) 6ath3

210) 0,4 x7y®

211) a?0

212) — x20-1

213) — b2n+1

214) 0,5 a3 b

215) (x4 y)? =x® + 3x%y
+3xy*+y?

216) (a — b)5

217) 0,25

218) 0,125

219) (xyz)®

220 (a b)?

221) 1

222) (ac)?

223) —(xy)?

224) 3 (abec)?
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225) 9 (a b c)?
226) 0,5 (a b)2n+1
227) am—1
4a\2
228) 5
229) m?
230) a—2
231) antm
s \n-1
) (2)
233) 1
a
234) Tx
2356) 3am
236) 1
237) a
238) 1
239) 8x2 —17
240) 1/,
241) — 1,
242) x8ty3
243) 1,44 ab*
244) 0,008 a3 b®
245) —ab
246) at®
247) rést
248) a®bsd
249) a*—Dbt
250) at -+ 2a2b? bt
251) %\1“———2u2v2 + 4v¢

252 0,04 a? — b2
253) 3am

2g2m

2
254) 30 x?

20 x2

125 x4

5
625 x4
256) 8a (1l 4 2a)-
128a3
0,5a—1
256) 6
2
32
267) ) 39
p) 1. 14 Querschnitte

oder
2. 14 Langsschnitte
oder
3. 2Langs- wund
4 Querschnitte
4. 4 Langs- wund

2 Querschnitte

- 8f15 X 2,
. a X afy
- ofg X 8fg
. 83 X 8/
258) o) 0,48 a?

B) 60%
259) a) 3 a?

B 2a+1
260) 259
261) 1/,
262) ~ 349,
263) 4 mal
264) 4:1
265) a) 329,

b) 529
266) 33,19
267) a) x =10

b) x = 0,5

c) x =2/,

d) x=3

e) x=4

Hx—fa
268) Va- Va
269) a) 3=19
3

b) 2=1J8

c) 2=f/?E

d) 0,2 = J/0,04

e) —3=)9

3

fy —2=)—"38
270) 318
271) Va4 41b
272) alx

3
278) 2 (V; — V§)
274) a—b) Vb

3
275) 4 a?b
276) 37
277) 53
278) 5
279) 40
280) 56
281) 2
282) 9
283) 2
284) 3
285) 8
286) 64

5
287) Va7
288) Va?

»)

b

289) 25

3
290) V3 -y2
291) 0,5
292) 125
293) 125
294) 64
295) 12
296) 14
297) 15
298) 3
299) 2
300) 40
301) a?
302) 4b
303) 6al
304) 4a
305) dx
306) 25 c?
307) 6
308) 3
309) 4
310) 3
311) 0,5
312) 10
313) x
314) 2a
315) a
316) a
317) 2xy
318) a?
319) 2
320) a?
321) x?
322) 2a?

323) V=
324) 3

]
325) V5
326) a—b

327) a4+-2)ab+ b

328) 3,414

329) 0,414

330) 0,586

331) 3+ Y6

332) 6—J3

333) Y, (5413

334) 43 + 1
Va—Vb

385) ——

a—2)ab4 b
a—b

san THVY

©®—y

336)
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338) 648

339) 425

340) 462

341) 5,6569

342) 15,6563

343) 891

344) 178

345) 7,35

346) 76,7

347) 0,032

348) 1,732

349) 2,236

350) 0,316

351) 2,34521

352) 0,894

353) 45 mm

354) a) 13 cm
b) 113 em
¢) 39 em

355) a) 34 cm
b) 25 cm
¢) 26 cm

356) a) 10 om
b) 12 em
c) 6ecm

357) a) 8
b) 1,4
c) 1,

358) a) 24 cm?
b) 42 cm?
¢) 66 cm?
d) 120 cm?
e) 330 cm?

359) 2,78 m

360) % V3 = 0,866

361) x=5,19 em
b=1L19 cm

362) 3m
363) 48
364) 60 m/s
365) 75 mm
366) ca. 1,40 m
367) a) 61
b) 0,51
c) 124
d) i
368) a) ai
b) x%i
c) y*-i
d) z4i
369) a) 2i V3
b) 3i}y3
c) abi
d) xif2
370) a) —3
b) +2

c) —0,25
d) —0,5
371) a) 251
b) 9i
c) 41
d) 101
372) a) —0,2i
b) —0,51
¢) —0,91
d o
373) a) 21
b) 21
c) 21

) %fs
375) a) 161
b) 0,61
e) —4i
d) —0,61
376) a) —6
b) —12i
c) 3
dy —24
377) a) — 60
b) 60
) —1
d) 1,51
378) a) —i
b) —1
c) 1
d) i
379) a) II.
b) IV.
c) II1.
d) 1.
380) Modul
381) Argument
382) a—d) 5
383) a) Parallele im Ab-
stande 2 zur Ab-
szissenachse
b) Parallele im Ab-
stande 3 zur Ordi-
natenachse
384) 1
385) 8 —i)2
386) —1+4 1,51
387) 44 21
388) —3+6i
389) 140,61
390) 3+ 2i

391) 2+ V2i
392) 22 — 141

393) 2,9

394) 100

395) 2i

396) —2i

397) 2

398) 9a2 4 16 b?

399) (a4 bi)(a—bi)

400) (4 4 3i) (4 — 3 i)

401) (8 + 31) (8 — 3)

402) (6 1) (6 —i)

403) (Va + Vb i)

(o =V i)

404) 1 —i

405) 7+ i

406) 7 —2i

407) 1 —i 3

408) 3 (J2 +1V3)

409) iJ2 —V3

410) i

411) 3+ 2i

412) i

413) i

414) 74 241

415) 1 + 4i}3

416) —2i

417) —4

418) 8

419) 2 (a2 — b?)

420) 4abi

421) 3+ i

422) 14 3i

423) V2 +i

424) 1y + i

425 1/, —i

426) 34 i

427) 5421

428) 3+ i

429) a) m = doga
b) 1= blogn
¢) 2 = Slog 25
d) 3 = 0llog 0,001
e) 0,30103 =1g 2
f) 0,43420 =1lge
g) 2,3026 =1n 10

430) a) 4
b) 0,5

431) a) 0
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432) a) —2 445) a) 2,489 463) 0,435
b) —3 b) 2,594 464) 23
c) 8 c) 2,692 465) 24
d) 256 446) a) 0 466) 150
e) 3 b) 2,3026 467) 121
f) 2 c) —2,3026 468) 2200
433) a) 1,30103 d) 4,6052 469) 43,8
b) 3,30103 e) 6,9078 470) 182
c) 0,30103 —1 447) 19stellig 471) 666
d) 0,69897 —1 448) 1489 m 472) 240
e) 0,90309 449) 47 59 473) 12,3
f) 0,1505 450) 50 mm 474) 6,43
g) 0,1003 451) 9,5 mm o) 82
434) 0,3183 )9 476) 2,83
35 452) 280 kg 477) 3,09
) 9,7979 120k 478) 1,78
436) 3,132 & ) b
’ 453) ~»119 kg 479) 0,31
437) 0,01039 454) 4,81 cm 480) 0,2
438) 0,003661 455) 412 Q 481) 723
439) 5,532 456) 245,6 keal 482) 0,151
440) 4,236 457) =~ 171001m 483) 0,0824
441) 0,6262 458) 0,628 2 484) 775
442) 0,6331 459) 4 435) 4,56
443) 1,343 460) 0,276 486) 3,05
444) a) 11030 461) 4650 487) 814
b) 1,45 462) 2549 488) 0,74
C. Das Rechnen mit Gleichungen
1) 7 25) 0,2 52) =41
2) —2 26) 0,5 53) +6
3) 0,1 27) 1ga:lghb 54) +-4
4) 4 28) 0,01 55) +4
5) 10 29) a3 56) 9
6) 1 30) 0,0016 57) 7
7)1 31) 6 58) 2,5
- 8)2 32) 4 59) 3
9) 6 33) 15 60) +5
10) 2,5 34) 3 61) 0,2
11) 3 35) 30 62) 20
12) 100 36) 1 63) 4,2
1 37) 6 64) 0,2
13) 5o 38) 30 65) 1,2
39) 10 66) 0,1
14) 2> 40) 4 67) 0,3
b 41) 7 68) 0,3
15) 1,25 42) 3 69) 4
16) 1,6 43) 5 70) 8,4
17) 0,09 44) 9 71) 3
18) 2 a2 45) 4 72) 4
19) a? 46) 8 73) 2
20) a3 b? 47) 2 74) 4
21) 2 48) 12 75) 3
22) 0,3 49) 20 76) 4,5
23) 0,4 50) 30 77) 0,4
24) 0,232 51) +3 78) 11
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79) 5

80) 0,1

99) 9 PS

100) 2,5 PS
101) 0,06879%,
101a) 7 Std.
102) 30 mm
103) 400 mm
104) 2,5 cm?
105) 3000 kg
106) 500 kg
107) 1250 om?
108) 19400 cmkg
109) 37,56 cm?®
110) 4,8 cm
111) 4628 cm*
112) 200 cm?
113) 0,55 A
114) 220 V
115) 55 2

116) 1,6 2

117) 240 m
118) 20 mm?
119) 5 km

120) 20 mm?
121) 1,24 kg
122) 0,45 A
123) 11 kW
124) 220 V
125) 95 8

126) 3,2 A

127) 1500 U/min
128) 8

129) 60 Perioden/s
130) 8und 24 2

131) 352
132) 75°C
133) 50° C
134} 20 cm
135) ~1m
136) 0,5 m
137) 30 cm

x |y
138) 7/ 9
139) 10 | 30
140) g | %/
141) 6 | 10
142) 10| 2
143) 6 2
144) 15| 6
145) 2! 4
146) 71 3
147) 6| 2
148) 6| 9
149) 4|10
150) 6| 2
151) 9| 3
152) 2| 5

[

g

|

153)
154)
155)
156)
157)
158)
159)
160)
161)
162)
163)
164)
165)
166)
167)
168)
169)
170)
171)
172)
173)
174) 7und 5
175) 4,5und 1,5
176) 76
177) 2 cm?

300 kg
178) m = 3 kgsZm=?

b = 5ms-2
179) 20 kg und 30 kg
180) 200 mm

250 mm
181) 12 min
182) 1 h 20 min
183) 90 min

45 min
184) r; =20

r, =40

R,=133%
185) 10 2 und 15 Q
186) Um 11 Uhr

o
b
(=

e )
WO R IR WNNWNNARAWNOSRDIOND

O TR GO TU T QO b B O OT GO D DD = Ot b2

LS
(]

5 km vor B
187) 2 h
140 km
188) x =3
y=>5
z="7
189) x =2
y=4
z==6
1
190) x 3
_ 1
Y= 3
1
T %

191y x =2
y=+4
z==6
192) a=3 cm
b=4cm
¢c=>5cm
193) « = 30°
B =60°
y = 90°
194) o = 60°
p = 40°
y = 80°
195) r; = 0,5 2
r,=18
r, =20
196) r, = 0,50
r, =0,25 Q2
r, = 0,125 Q
197) P, = 40 kg
P, =120 kg
P, =150 kg

198) + 0,6; — 0,6
199) + 3i; — 31
200) + 1,5; — 1,5
201) + 2a; —2a

202) + g; A

a
203) 0; 16
204) 0; —6
205) 0; — 10
206) 0: 2
207) 0; 4
208) 5; 6
200) — 5; —3
210) —2; ?
211) 1; 3
212y —0,1; 3
213) —0,2; —3

214) 31;;

Jamt

T2
3 5
1
216) ——;—; -y
2 3

217) 55 &

218) x*+ x—12 =0

219) x*—3 =0

220) x2 —2x—1=0

221) x*+ 4 =0

292) x?—4x+5="0
223) (x —2) (x+ 3)

224) (x —6) (x —4)
225) (x + 4) (x — 2)

226) (x + 0,5) (x + 1,5)




282

Anhang: Losungen

227) (x —0,5) (x—2)

228) 12 und 18 sowie — 12

und —18
929) 14 und 27
230) 8und —4
231) 7 cm und 4 cm

232) ? 3

233) _Z—(VE— 1)

234) a) h= %(D — VD =)

b) h=1mm

235) d(J2 —1)=0,41d

236) 2 2 und 3 Q
237) 12 Q und 6 2

238) X1=8; y1=7
X, ="T7; y,=28
239) x, = 5; x; =04
Xy =0,4; y, = 5
240) x; =25 y1 =1,
Xy = a3 Yo =2
Ul) =3 1=
Xy =-—2; yo=—3
242) x; =43 y1="/a
Xg = —3[3; Yo = —"/
243) x;, = 6; y; =
X =1; yo =
244) x,=6; y,=1
Kg=—1;y,=—6
245) X1—7, Y1 =
X, =1; y,=7
Xg=—"T; y3=—1
Xg=—1; y,=—17
246) x; =8; y: =1
xg=—8; y,=1
X3 =28; y3=—1
xg=—8; y,=—1
247) x =12; y, =11
248) x, = 13;y, = 12
249) x, =45y, =1
Xpg=—4; yo=-—1
Xg=1i; yg=—4
Xg=— ; ¥g=4I
250) x1=%fV2_:

a —
1= +§V2
a‘ —
Xz=—“‘“2“V2;
a
Yz="‘2—ﬁ

1) x=a; y=0
252) x=a; y=a
253) X1=5; y1=2

70

1
x2=—ﬁ; yzz—i§

254) X1=2; y1=3

Xp=—I; y,=—3

255) x; = 6; y; =3

Xy =—06; g =—3

256) x;, =2; y, =3
8

X2=——~3—;y2=—
257) X1=2; y1=6
4
x2=———§; Y =

258) 4 und 25
259) 4 und 16
260) 8 und 12
261) 1/, und 1/,
262) 5 cm und 12 cm
263) 11 cm und 60 cm
264) P, = 30 kg

P, =40kg

P, =50 kg
265) P, = 15 kg

P, = 8kg
266) 1,189 m

0,841 m
267) 120 und 30 cm
268) 1,5 m
269) 10 und 5 2
270) 110 V

2 A

271) ? V2

272) g Ve

19
3

8

3

273) x = —3
274) x =2
275) x =2
276) x =3/,
277y x =2,5
278) x=0
279) x =0
280) x =0,5
281) x =2
282) x = 1,5
283) x =1, y=—2
24) x=—2; y=—4
285) x =—3; y=1
286)] Keine
287)} Losung!
288) x; =+ 1,5

X, =—1,5

Xy ==0
289) x; = —1
290) x =1
201) x =—1
292) x =2
293) x, = —2

X, =1
294) x, = 0,5

Xy =

Xy =—2
205) x, =

X, ==0

X3 =—3
296) x; = —1

Xy =—1

X3=3
297) %, =—1

Xy =2

XQ=4
298) x; = — 2

Xy =

X3 =
299) x; = 2

Xy =—3

Xy=—25
300) x;, =

Xy ==

Xy =295
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IV. Stichwortverzeichnis

(Die mit * gekennzeichneten Seitenzahlen weisen auf Aufgaben hin)

Absoluter Betrag relativer Zahlen 88

— komplexer Zahlen 162

Absolutes Glied d. quadrat. Gleichung
220

Absolute Temperatur 61, 66*

Abszissenachse 157, 236

Achsabstand v. Stirnrddern 216*

Addition von Dezimalzahlen 45

— ganzen Zahlen 1

— gebrochenen Zahlen 28

— relativen Zahlen 88

— unbestimmten Zahlen 85

Additionsverfahren 213

Aktivistenbewegung 3*

Alphabet, griechisches 271

Amortisation 83*

Ampere 38, 68

Amperesekunde 69

Amperestunde 69

Angstrém 37, 51

Ar 53

Arbeit 65, 67*

Argument, kompl. Zahlen 162

Arithmetisches Mittel 24*, 115, 122*

Arithmetische Proportionen 115

Astronomische Einheit 51

Atmosphére, physikalische 62

—, technische 62

Ausdehnung 206*

Ausflufigeschwindigkeit 154%, 207*

Barometerstand 179*

Basis 14, 35

— d. Logarithmensysteme 168
Bekannte Gréflen 188
Beleuchtungsstirke Lx 154*, 180*
Benz 64

Beschleunigung 64, 216*
Bestimmungsgleichungen 186
Biegemomente 63, 66*, 187, 199, 204*
Bildweite 207*, 234*
Biquadrate 14

Biquadratische Gleichungen 188
Bogenmal 59

Bohrmaschine 202*
Brenunstoffkosten 11*
Brinelische Hartepriifung 228*
Bruchrechnung — Formeln 265
Bruchstrich 106

Briiche, echte 26 -

—, gemeine 26

—, gleichnamige 28

Briiche, unechte 26
—, ungleichnamige 28
-—, Addition 28

—, Subtraktion 28
—, Multiplikation 31
—, Division 33
Bruttogewicht 3%, 8*
Buchwert 83*

Castell, Addiator 181
Cel 64

Celsius 40%, 61
Coulomb 68

Dehnung 42%, 76*, 198, 204*

Dekagramm 55

Dezigramm 55

Deziliter 54

Dezimalzahlen, periodische 43

—, Addition 45

~—, Subtraktion 46

—, Multiplikation 46

—, Division 47

Dezimeter 51

Differenz 4

Diskriminante, quadratischer Gleichun-
gen 223

Dividend 17

Division 17

—, Dezimalzahlen 47

— ganzer Zahlen 17ff.

— gebrochener Zahlen 33

— groBerer Zahlen 22

— relativer Zahlen 25, 107

— unbestimmter Zahlen 106

— mit 0 und o 38,

Divisor 17

Doppelzentner 55

Durchbiegung 135*

Durchschnittswert 24%

Drahtgewicht 205*

Drehmoment 25%, 63, 66%*, 187, 198,
203*

Drehzahl 198, 199, 201%*, 202%, 203*

Dreisatz 70 ff. ‘

e 84

Echte Briiche 261,

Effektive Leistung 77*, 198, 203%, 204*
Eingekleidete Aufgaben 196 ff.
Einheitsparabel, quadratische 245

—, kubische 253

Einsetzungsverfahren 209
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Eisenbahnschiene, Warmeaunsdehnung
206*

Elastizitatszahl 15, 62

Elektromotorische Kraft 68

EBlektrotechnische MafBeinheiten 68

Erweitern 28

Explizite Funktionsgleichung 249

Exponenten, negative 36

Fahrenheit 40%*, 61

Faktoren 9

Fallbeschleunigung 154*, 198, 201*
Fallgeschwindigkeit 201%*
Fallhche 154*, 198, 201*

Fallzeit 154*, 198, 201*

Farad 38, 69

Fertigungszeit 3*, 78*

Festmeter 54

Feuchtigkeit 79*
Fettfleckphotometer 234*
Flachenmalie 52 ff.
Flachenpressung 199, 204*
Flansch 59*

Flaschenzug 133*

Freiglied d. guadr. Gleichung 220
Frequenz 70, 199, 2056*
Frequenzen elektr. Wellen 15
Fiinfjahrplan 3*, 8%, 49*, 78*, 79%
Funktionsgleichungen 186, 235fF.
—, explizite u. implizite 249
FufB, englisch 41%*, 52

Gal 64

Ganze Zahlen 143

GaubBsche Zahlenebene 161

Gebrochene Zahlen 26, 143

Gegenstandsweite 207*, 231*

Gemeinschaftlicher Faktor 104

Gemischte Zahlen 26 ff.

— —, Addition u. Subtraktion 30

Geometrisches Mittel 118, 122%, 153%

Gerade Zahlen 18

Geschwindigkeit 11*, 24%, 63ff., 67%,
198, 201%, 217

— des Schalls 67*

— d. Lichtes 15, 67*

Gewicht 197, 198, 200*

Gewichtsmafle 55

Gleichgewicht d. Krifte 219%, 233*

Gleichsetzungsverfahren 211

Gleichungen 187 ff.

—, Formeln 270

—, identische usw. 186, 270

- n-ten Grades 188, 270

Gleichungsgesetze 189 fi.

Gleitzahl 15, 62

Glieder 1

Goldener Schnitt 228*

Grad, Winkel- 57 ff.

— der Gleichungen 188

Gramm 55

Grammkalorie 61

GroBle Zahlenwerte 15

Grundwert 781f.

Grundzahl 14, 35

GuBstiick, Gewichtsbestimmung 50%
Giitegrad einer Vernietung 79*

Hanfseil, Krifte 179*

Handwinde 41%

Hauptnenner 28ff.

Hebel 216*

Hefnerkerze 154*, 234*

Heizwert 61, 66*

Hektar 53, 54*

Hektogramm 55

Hektoliter 54

Henry 70

Heronische Dreiecksformel 153*

Hertz 70

Hintereinanderschaltung 216*,
229%, 234*

Hochofen, Beschickung 41*

—, Verbrennung 41*

Hochzahl 14, 35

Hornersche Anordnung 257 ff.

Horse power 66

Hundertwert 74*

Hypotenuse 136, 153*

Hypothek 83*

219%,

Identische Gleichungen 186
Imagindre Zahlen 155*

—, Formeln 268

—, Zeichn. Darstellung 156 ff.
—, Addition u. Subtraktion 156
—, Multiplikation u. Division 157
—, Potenzen 158

Implizite Funktionsgleichung 249
Index 123

Indizierte Leistung 77*
Irrationale Zahlen 144

Irrationalititsbeweis von }2:144

Joule 69
Joulesche Gesetz 199

Kammerton 206*

Kapazitat 38, 69

Karat, metrisches 55

Katheten 136, 154%*

Kehrwert 32 fi.

Kelvin 61, 66*

Kennziffer d. Logarithmus 171 1.
Kilogramm 55

Kilohertz 70

Kilokalorie 61, 66, 206*
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Kilometer 51

Kiloohm 68

Kilopond 63

Kilovolt 38, 68,

Kilowatt 40%, 65, 67%, 69

Kilowattstunde 42%, 61, 69

Kirchhoffsches Gesetz 181*, 200, 206*

Klammern 6

Knoten 64, 67*

Koeffizient 86, 219

Kolbenpumpe, Leistung 67*

Komplexe Zahien 160 ff.

— —, Formeln 269

— —, graph. Darstellung 160£.

-~ —, Addition u. Subtraktion 163

— —, Multiplikation u. Division 164

— —, Potenzierung 165

— —, Radizierung 165

Konjugiert irrationale Zahlen 145

Konjugiert komplexe Zahlen 162

Koordinatenachsen 236

Koérpermafe 54

Korrespondierende Addition u. Sub-
traktion 119, 122*

Kraft 198

Kraftepaar 63, 66*

Kreis:;elgumpe, Fordermenge 25%, 42%,
135

Kreisinhalt 42%, 123*, 134*, 234*

Kreisumfang 41%, 123%

Kuben 14

Kubikdezimeter 54, 55*

KubikfuBl 54

Kubikmeter 54, 55*

Kubikmillimeter 54

Kubikwurzel 138

Kubikzentimeter 54, 55*

Kubische Gleichung 188

— —, graph. Losung 253 ff.

Kugeldruckprobe 228*

Kugelvolumen 176*

Kiirzen 28

Lanpgenkreis 51
LangenmaBe 51
Leistung 65, 67%,

203*
—, elektrische 11%, 69, 199, 205%, 234*
Leistungsfaktor 69
Leitfahigkeit 68
Lichtbedarf 180*
Lichtgeschwindigkeit 15, 67*
limes 170
Lichtjahr 15, 51 ,
Lineare Gleichung 1881
— — mit 2 Unbekannten 207 ff.
— — mit mehreren Unbekannten 217,
— —, rechnerische Losung 192 ff.
— —, zeichnerische Losung 235f.

187, 198, 202%,

Linie 52 ,
Linsengleichung 207*, 234*
Liter 25*, 60

log, 1g, In 171
Logarithmengesetze 173 ff.
Logarithmenrechnung 168 ff.
—, Formeln 269
Logarithmensystem 168

—, dekadisches 170

—, natiirliches 170

—, Zusammenhang 176 ff.
Logarithmentafel, Erklarung 172
Logarithmische Kurve 182
— Skala 183, 185

— Teilung 183
Logarithmus, Begriffserklirung 168
— einer Potenz 174

— eines Produktes 173

— — Quotienten 174

— einer Wurzel 174
Loschmidtsche Zahl 15
Ludolfsche Zahl 85, 145
Lumen 180*

Lux 154*%, 180*

Magneteisenstein 41%*

Mantisse d. Logarithmus 171
Masse 65, 67%, 134*, 198, 200%, 216*
MaBstab d. Zeichnung 12*, 24%, 49*
Megawatt 69

Megohm 38, 68

Meile, geogr. und englisch 51

-, See- 51, 64

Meter 51

Meterkilogramm 63, 66*
Meridiangrad 51

Meridianminute 51

Mikrofarad 38, 69

Mikron 37, 51, 80*

Mil, engl. 52

Milliampere 38, 68

Milligal 64

Milligramm 55

Milliliter 54

Millimeter 51, 52*

Millimikron 37, 51

Minuend 4

Minute 56

Mittel, arithmetisches 24, 115, 233*
—, geometrisches 118, 153*, 233*
—, harmonisches 233*

Mittlere Proportionale 118, 179*
Mittelwert 24%, 1156

Modul des Logarithmensystems 177
Momente 63

Morgen 53

Multiplikand 9

Multiplikation v. Dezimalzahlen 46
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Multiplikation v. ganzen Zahlen 9
— — gebrochenen Zahlen 31

— — relativen Zahlen 12, 98

— — Summen u. Differenzen 99 ff.
— unbestimmter Zahlen 96 ff.
Multiplikator 9

Negative Zahlen 5

Nenner 26

Nettogewicht 3*, 8*

Neugrad 59

Neuminute 59

Neusekunde 59

Normalform d. quadr. Gleichung 219 ff.
Normalspannungen 62

Normalstab f. Zerreiversuch 204*
Normale Teilung 181

Numerus 168

Nutzleistung 77%, 198, 203*, 204*

Ohm 38, 68
Ohmsches Gesetz 124*, 199, 205%
Ordinatenachse 157, 236

Papierformate 53%, 234*

Parallelschaltung 216%*,
234*

Parsec 15, 51

Pendel 207*

Periode 43

Periodenzahl 70, 199, 205*

Pferdestarke 40%*, 65, 67*, 69

Pfund 40%, 55

—, engl. 55

Polzahl 199, 205*, 206*

Pond 63

Potenzen 13

— mit der Basis 10: 15

— — negativer Basis 127

— — negativem Exponenten 36

— — gebrochenen Exponenten 141

— gleichnamige 129

—, Addition u. Subtraktion 128

—, Division 35, 130

—, Multiplikation 128

—, Potenzierung 131

Potenzrechnung 125 ff.

—, Formeln 267

Primzahlen 19

Produkt 9

— unbestimmter Zahlen 96 1.

— relativer Zahlen 98

Produktensatz fiir Proportionen 115ff.

Promillerechnung 80

Proportionen 114ff., 122*, 221*

—, Formeln 266

—, fortlaufende 121

—, stetige 118

Proportionale, vierte 117

210%, 229%,

Proportionalititsfaktor 119, 122*

Prozentgehalt einer Lésung 76*

Prozentrechnung 74 ff.

Prozentsatz 76 ff.

Prozentwert 751I.

Pythagoras, Lehrsatz 13511,

—, Anwendungen 153*, 154%,
233*, 234*, 235*

Pythagoreische Zahlen 136, 137

228%,

Quadrant 157, 236
Quadratdezimeter 53

Quadrat. Einheitsparabel 245

— Ergénzung 222

— Gleichung 188

~— — m. mehreren Unbekannten 229 ff,
— — allgemeine Form 219

— — Normalform 219

~— — reine 220

— — rechnerische Losung 219 1.
— — zeichnerische Losung 24511,
Quadratkilometer 53
Quadratmeter 53
Quadratmillimeter 53
Quadratwurzel 138f., 185
Quadratwurzel, Ausziehen 146fl.
Quadratzahlen 14, 185
Quadratzentimeter 53
Quadratzoll 54*

Quersumme 18, 215*

Quotient 17

Radiant 60,

Radikand 139

Rationale Zahlen 143
Rationalmachen d. Nenners 145
Radkranzlinge 41%

Raummeter 54

Reaumur 40%, 61
Rechenoperationen, Ubersicht 264
Rechenschieber 181 ff.
Rechenstiabe, Sonder- 181

Reelle Zahlen 143

Regeldetri 701f.

Registertonne 54

Relative Zahlen 12, 88, 94, 98, 107
Resultierende 234%*

Reziproker Wert 32ff,
Riemenkrifte 179%, 202*
Riemenschlupf 78*

Schaulinie 236

Schliisselweite 152*
Schneckengetriebe 204*
Schnellstahl 67*
Schnittgeschwindigkeit 67%, 202*
Schubspannungen 62
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Schwingungszahl 206*

Sekunde 16%, 56

Siemens 68

Sonnentag, mittlerer 56

Spannung; elektr. 68, 199

Spannung, Festigkeitslehre 61,
216*

Spezifisches Gewicht 62, 197, 200*

~— Leitwert 68

— Volumen 49, 64, 66*

— Widerstand 68, 199, 205*

Stammbruch 26

Stellenzahlbestimmung (Rechen-
schieber) 184

Sternweite 15, 51

Stirnrader 216*

Stromstarke 68, 199

Stromverzweigung 181%*, 200, 206*

Stunde 16*, 56

Stundenlohne 8*, 79*

Substitutionsmethode 209 ff.

Subtrahend 4

Subtraktion v. Dezimalzahlen 46

— — ganzen Zahlen 4

~— — gebrochenen Zahlen 28ff.

— — relativen Zablen 94ff.

— — Summen 6, 93

— — unbestimmten Zahlen 92ff.

Summand 1

Summe 1

198,

Tangentialspannungen 62

Tara 3%, 8*

Technische Grundgleichungen 197 ff.

Teilbarkeitsregeln 18

Teiler 17

Teiler, groBter gemeinsamer 21

Teilerfremde Zahlen 20

Teilung, normale und logarithmische
181

TemperaturmaBe 60

— Celsius, Reaumur, Fahrenheit 40%, 60

Tonne 40*, 55

Torr 62

Tragheitshalbmesser 180%,
205*

Tragheitsmoment 134*, 199, 204*, 205*

Ubersetzung v. Zahnradern 123%, 216*

Umdrehungszahl 11%*, 24%, 187, 198,
201*, 202*

Umfangsgeschwindigkeit 67*, 187, 198,
201%*, 202%

Unbekannte Grofen 188

Unechte Briiche 26 ff.

Unendlich = o« 4

Ungerade Zahlen 18

Ungleichheitszeichen 4, 92

Urmeter 51

199, 204*

Variable 235

Verianderliche 235

Vielfach, kleinstes gemeinsames 21
Vieta, Lehrsatz 226

Vollwinkel 58

Volt 38, 68

Voltampere 69

Volumen, spezifisches 49, 63, 66*
Vorperiodische Stellen 43
Vorzeichenregeln 12, 25, 265

WiarmemalBe 61, 66*

Wiarmemenge 180%*, 199, 205%, 2(6*

Wagserbehilter 216*

Watt 11%, 65, 69, 199, 205%, 234°*

Wattsekunde 69

Wattstunde 69

Weg 11%, 24%*, 63ff., 67%, 197, 201°,
217

Wellendurchmesser 154%, 179%, 187

- Werkstoffbezeichnung 62, 66*

Wertetabelle 235

Whitworth-Schraube 49*

Wichte 62, 197, 200%,

Widerstand, elektr. 180*, 199, 205*

Widerstandsmoment 134*, 187, 198,
204*

Windrose 59*%

Winkelgrad 57 ff.

Winkelmafle 57 ff., 60*

Winkelsumme im A 218*%

Wirkungsgrad, allgemein 77

—, mechanisch 198, 203*, 204*

—, thermisch 179*

— beim Dieselmotor 203*

— — Schneckengetriebe 204*

— einer Winde 204*

Wurzelexponent 139

Wurzelgesetz fir quadr. Gleichungen
225

Wurzeln, Addition und Subtraktion
140

—, Multiplikation 142

-, Potenziernng 143

—, Radizierung 143

Whurzelrechnung 137 ff.

—, Formeln 268

Wurzelzeichen 138

X-Einheit 37, 51

Yard 51

Zshler 26

Zahlen, gemischte 26
Zabhleneinteilung 263
Zahlenwerte, sehr grofie 15
—, sehr kleine 37
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Zahnhohe 50* Zentimeter 51

Zahnteilung 50*, 179* Zentner 40%, 55
Zehnerbriiche (= Dezimalzahlen) 42 ff. Zentrifugalkraft 134*
Zeiger 123 Zinsrechnung 81ff,
Zeit 11*, 24*%, 63, 67%, 198, 199, 201*, Zoll 52
217+ Zugspannungen 62, 66%, 124*, 204%, .
ZeitmaBe 56 216*
Zentigramm 56 Zweigbruch 26
Zentiliter 54
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Euler 155 Ludolf van Ceulen 85



