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Vorruorl

Oftmals hört man von X'acharbeitern der Metallbearbeituug - leitler sogar

von Spezialisten - die Ausicht: ,,Ich als Praktiker brauche die Mathematik
nicht! Ich kom-e auch ohne sie aus!" Mit solchen und ähnlichen Worten
glauben sich die Betreffend.en darüber hinwegtrösten zu können, daß ihnen
gewisse mathematische Grundkenntnisse fehlen, die über das Grundschul-
rechnen hinausgehen.

Auf die oft erhobene n'rage, wozu überhaupt ein tüchtiger lYerkstatt-
mann od,er Techniker d.ie ,,schwierige Mathematik" brauche, sei kurz fol-
gendes geantwortet:

Die Mathematik ist die Grundlage der Technik. Auf ihr baut sich zu-

nechst die Mechanik auf. Diese wiederum ist zur Berechnung der Maschinen-

elemente und der aus ihnen zusammengesetzten Maschinenteile auf n'estig-

keit erforderlich. Ohne Kenntnis der Berechnungsgundlagen für die ein-

fachsten Maschineuteile ist ein rationelles Bauen von Maschinen nur in den

seltensten Eällen möglich.
Die llIathematik liefert also dem Techniker und Ingenieur das fü-r seine

Arbeit nötige Rüstzeug. Sie ist aber auch unentbehrlich für den fort-
schrittlichen X'acharbeiter, der im neuen Arbeitsbewußtsein unserer Zeit
schöpferisch mitdenkend an der güte- und mengenmäßigen Steigerung der
Produktion teilnehmen sowie zur wirtschaftlich besten Ausnutzung des

Materials und zur Senkung der Selbstkosten seines Betriebes beitragen will.
Nur so wird es möglich, daß ilie Metallbearbeitung als einer der Schwer-
pun-kte cles X'ünfjahrplanes ihre hohen Aufgaben erfüllen kann.

Der Werkstattmann braucht hier keine Scheu vor zu großen Schwierig-
keiten zu haben; denn jeder Mensch mit gesundem Verstand vermag bei
einigem X'leiß so weit in die Mathematik einzudringen, wie es in diesem
X'achbush vorgesehen ist.

Das Buch ist ein Lehr- und Aufgabenbuch der Mathematik zum §elbst-
unterricht, im wesentlichen eingestellt auf die Bedürfnisse cles TechniLers
und des X'achartreiters in den metallbearbeitend.en Berufen.



IY V orworl

Die n'ülle des für sie nötigen Stoffes zwaug zu seiner Yerteilung auf
zwei Bäude. Der vorliegende 1. Band behandelt eingehend das Rechnen
mit Zahlen und Buchstaben einschließlich der Gleichungen, während sich
der ebenfalls in neuer Auflage erschienene 2. ISand mit der Planimetrie,
Stereometrie und Trigonometrie befaßt.

Dem jungen, strebsamen n'acharbeiter wird es nach gründlicher Durch-
arbeitung der in diesem 1. Bande entlialtenen Beispiele und Aufgaben mög-
Iich sein, sich mathematisch so weit fortzubilden, daß er die grundlegenden
Berechnungen für die Metallbearbeitung selbständig ausführen und sich zur
Aufnahmeprüfung für eine X'achschule melden kann.

Der ältere Praktiker wird gern die Gelegenheit berrutzeu, sein iu der
Schule erworhenes mathematisches'Wissen und Können, das ihm teilweise
entsshwunden ist, wied.er aufzufrischen, au Hand des Buches weiter in die
Materie einzudringeu und daraus für seine Arbeit den größtmöglicben Nutzen
zu ziehen.

Diesen Zielen entsprechend sind aile eingekleideten Äufgabeu der Praxis
der Metallbearbeitung entnommen. Zur Kontrolle der eigenen Arbeit sind
die Lösungen sämtlicher Äufgaben am Schlusse des Buches angegeben.

Yerfasser und. Yerlag werden auch weiterhin Anregungen zur Verbesserung
dcs Werkes dankbar entgegennehmen.

Leipzig, irn [Iärz 1953

Vertasser unil Yerlag
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A. Das Fachrechnen mit bestirnmten Zah,len

I. Die 4 Grundrec-hnungsarten

1. Mit ganzen Zahlen

a) Ilas Zusemmenzählen oiler Addicren

Die Rechenaufgabe: ,,43 vermehrt um27 ergibt 70" schreibt man in der
ei::Jachen mathematischen Form:

43 +27 :70
[ies: 43 plus 27 gleich 701.

In der Sprache der Mathematik heißt das Zeichen f : ,,plus". Die Äuf-
gabe behandelt das Ztsarnnenzählen oder Addieren zweier Zahlen; näm-
lich der Zahl 43 und der Zahl 27. Diese beiden Zahlert, die zusammep-
gezählt oder addiert werden, heißen die Glietler oder Summand.en.
Das Ergebnis der Adrlition nennt man die Summe.

Zusammenf assung:

Name der
Rechenoperation Beispiel

Die Zali
43

heißt

Die ZahT
27

heißt

Das Ergebnir
70

heißt

Aiklition Summanil oder Gllod Summo

Das 1. Beispiel behandelte die Äclilition von zwei Zahlen. Man kaan aber
auch mehrere Zahlen addieren, z. B.:

2t +5 +9 + 15 :50.
Bei der Biltlung einer Summe aus mehreren Gliedern - vorstehend. sind

es 4 Glieder - kann man die Reihenfolge der Glieder beliebig ändern "nderhält dasselbe Ergebnis. Man kann also auch rechnen:

21+ 9+ 5+15:50 oder

9+21+15+ 5:50 usw.

Man erhält den Lehrsatz:

I Bei tler Bilclung einer §umme ist die Reihenfolge d.er

I Glieder beliebig.
Irtäeuatik Ieil 1. I

| +a+ 27:70



I achreohnen rnit beatirnmten Zahlen

Um sich das Kopfrechnen weitgehend. zu erleichtern, ord:ret man die
Glieder zweckmäßig so, daß man - wenn dies möglich ist - als Teil-
ergebnisse durch 10 teilbare Zahlen erhält. Zweistellige Zahlen lassen sich
bei einer. nicht zu großen Anzahl der einzelnen Summand.en bequem bei
einiger Ilbung im Kopf addieren. Es empfiehlt sich jedoch auch hier, das
erhaltene Ergebnis nochmals zu überprüfen, indem man die Summe noch
einmal bei geänderter Glieclfolge bildet. Drei- und mehrstellige Zahlen,
addiert man besser schriftlish. Hierbei ist neben der grundlegend.en
X'orderung einer sauberen, für jedermann lesbaren und zu keiner Yer-
wechslung Anlaß gebenden Zahlenschrift darauf zu achten, daß man die
Zahlet richtig untereinandersshreibt. Es hat der Einer unter dem Einer,
der Zehner unter dem Zehner, der Hunderter unter dem Hunderter usw"
zu stehen.

u-trd nicht so: 751
J

81
1500

51
3614

6000

Mau addiere einmal von oben nach unten und. - was man nie vergesse -zur Probe ein zweites Mal in umgekehrter Gliedfolge.

Är,tgab en:

I) In der nachstehenden Zahlentabelle sind die senkrechten Spalten
a bis e und die waagerechten Zeilen f bis k zu addieren. n'erner sind
die Ergebnisse der Spalten a bis e zusammenzuzählen. Diese Summe
muß gleich der Zahl sein, d.ie man durch Addition d.er Ergebnisse
der Zeilen f bis k erhält.

Man rechne so: 751
3

81
1500

51
3614

:r)
f
o5
h
i
k

5621
2L4

I 050
60040

87

105
7 843

t8 132
6 507

516

11
32L

6 160
45 6r8

7000

62L
30018

3 489
692

6 907

50r4
230

4567
89

L42

»1) 
I

2) In den Betrieben des Kreises Leipzig gab es im August 1950: 3462
Männet, 407 X'rauen und 361 Jugendliche, die wegen ihrer hervor-
ragenden Arbeitsleistungen im Neuaufbau unserer 'Wirtschafb 

als

r) Das Zeichen .E ist der griechische großo Buchstabe § (Sigma). Eg wird in
der Mathematik ale Zeichen für eine Summe verwend.et.



4 Grund,rechnungearüen, : ganze Zakl,en

Al-tivisten ausgezeichnet worden waren. Am 13. O}*ober 1950,
dem. Tage der Aktivisten, konnten weitere 1645 Männer, 130 Frauen
und 234 Jugendliche zu Al-tivisten ernannt werden.
'Wie groß war die Gesamtzahl der Aktivisten in den Leipziger Be-
trieben

a) im August 1950,

b) am 13. Oktober 1950?

3) T[ieviel Kilogramm beträgt das Gesamtgewicht (: Bruttogewicht)
eines Eisenbahn-Kohlenwagens, eines sog. Selbstentladers, wenn
beträgt:

a) das Leergewicht des Wagens (: Tara) :8640 kg

b) die Kohlenladung (: Nettogewicht) : 19560 kg.

4) Die Produktion der metallurgischen Industrie betrug im Jahre 1950
in der DDR:527 Millionen DM. Der X'ünfjahrplan sieht für die
nächsten 5 Jahre eine Produktionssteigerung um 723 l\fillionen vor.'Wie hoch wird die Produktion der metallurgischen Industrie im
Jahre 1955 sein ?

6) Die Gesamtfertigungszeit für 30 Lagerbuchsen setzt sich aus folgenden
Teilzeiten zusammen:

a) Rüstgrundzeit : 24 min d) Nebenzeit :287 min
b) Rüstverlustzeit : 3 ,, e) Yerlustzeit : 40 ,,
c) Hauptzeit : LL2 ,,

Die Teilzeiten verstehen sich vorstehend auf 30 Stück. Wie groß ist
die Gesamtfertigungszeit ?

6) Der Zählerstand einer Gasuhr beträgt: 2541m3. Welchen Stand
wird der Zähler zeigen, nachdem 97 m3 verbraucht worden sind ?

7) 'Während der Jahre 1951 bis 1955 werden nach dem Eünfjahrplan
an neuen Produktionskapazitäten in Betrieb genommen:

X'ür Rohstahl

,, 'Walzstahl

,, Roheisen

1 800000

1 600000

900000

t
h

t
t
t

., Eisenerzförderung 1500000

,, Kupfererzförderung 900000

Vflieviel Tonnen beträgt d.ie gesamte Erhöhung der Produktions-
kapazltät?

l*



Fackrechne* mit bealinrnüer Zohler

b) Das Abziohen oder §ubtrahieren

Das Subtrahieren einer Zahl

Die Rechenoperation: 43 - 27 : 16 Eies: 43 minus 27 gleich 161

stellt eine ausgeführte Subtraktion dar und besagt: ,,'W'e., mau die
Zahl 43 ."rn 27 verkleinerb, so erhäIt man 16."

Äuch beim Abziehen oder Subtrahiereu heißen die beiden Zahlen 43
u:rd 27: Glieder. fm einzelnen heißt hier jedoch die Zahl 43: ,,der
Minuend" (auI deutsch: die zu verkleinernd.e Zahl) u:rd d.ie Zahl 27:
,,der Subtrahend" (auf deutsch: die abzaziehende Zahl). Bei einer
Subtraktionsaufgabe sind der Minuend und d.er Subtrahend durch das
Zeichen: ,,-" miteinander verbuuden. In der Sprache der Mathematik
heißt dieses Zeichen: ,,minu§". Das Ergebnis 16 der vorstehenden
Subtraktion nennt man: ,,die Diffeteyl,Z".

Zusammeuf assung:

Namo der
Rechenoperation

Die Zabt j Oie zut.t
43127

heißt I heißt
- - uiouuoO-l SrUt 

"u.ro
oder

Gliecler

Beispiel
Das Ergebnis

I6
heißt

Subtraktion 43-2i:16 I)ifforenz

Während man bei den unter a) auf S. 1 behantlelten Ädditionsaufgaben
durch Zusammenzählen von 2 oder mehreren Gliedern immer wieder als
Ergebnis positive Zahler erhält, so ist dies bei einer Subtrakion nur
beclingt d.er, X'a11.

Die kleinste positive ganze Zahl ist 1. Eine größte positive ganze Zabl
gibt es nicht; d.enn, gesetzt deu X'aIl, es könnte jemancl die größte positive
Zahl nennen, so wäte diese angeblich größte Zahl immer noch kleiner als
dte Zahl, die entsteht, wenn man zu der genannten Zahl nosh I hinzu-
zählen würde. Das für eine unendlich große Zahl in der Mathematik ver-
wendete Zeicheu oo ist keine eigentliche Zahl mehr. Vielmehr ist oo d.as

Zeichen fär eine Größe, die größer ist als jede noch so große angebbarcZahl.
Das Zahlengebiet, das bisher in der Addition behandelt wurde, umfaßt

sämtliche positive garze Zahlen von 1 bis oo. Dieses Zahlengebiet reicht
jedoch nicht aus, um alle Subtraktionsaufgaben zu lösen.

Man erhält positive gaaze Zahlen als Ergebnis einer Subtraküion nur
dsnn, lesnn der Minuend grö.ßer als der Subtrahentl ist.

Das mathematische Zeichen für ,,größer als" ist: ) unil für ,,Heiner
als": {. Man schreibt also: 8 > 6 oder 6 < 8. ÄIs Gedächtnisregel für
das Ausehanderhalten der beiden Zeichen > und < kann man sioh metken,

I

I

i

I
,



4 Grwmilrecknungaarlen : gatuze Zaklen

daß man das Zeichen ( -,,kleiner als" als einen Teil des gedruckten
Buchstabens k, des Anfangsbuchstabens d"es Wortes ,,ldeiner", auffassen
kann. Noch einfacher und leichter merkt man sich die folgende Getlächt-
nisregel:

I Die Zeichen < unil > öffuen das Maul in Richtung d.es größeren Wertes!

Ist der Minuend ebenso groß wie der Subtrahend, so erhält man das
Ergebnis: 0 [sprich: ,,Null!"].

Ist der Minuend aber kleiner als der Subtrahend, so kommt man auI
keine positive Zahl mehr.

Zum Yerständnis mögen nachstehende Beispiele dienen: Die Acldition
der beiden positiven Zailer^ 2 und 5 ergibt die positive Zahl 7.

Die Subtraktion der positiven Zabll (als Subtrahend) von der positiveu
Zahl S (als Minuend) ergibt als Differenz die positive Zahl7 oder mathe-
matisch geschrieben 5 - 2 : 3.

Ilier war der Minuend. ) Subtrahend.

Ist aber die Aufgabe: 2 - 5: ? gestellt, ist also der Minuend ( Sub-
trahend, so kann man keine positive Zahl als Ergebnis angeben.

flm nun auch mit derartigen Aufgaben rechnen zu können, bedient man
sich der regativen Zahlen, die durch das yor die positive Zahl gesetzte
Zeichen ,,-" gekennzeichnet sind. Man spricht die uegative Zahl: ,,-3"
,,minus drei" aus. Hierzu ein

Beiapiel aue il,em N aturgesckehen :
'Wenn im späten Herbst bei einer Außentemperatur -§{

von 2o Wärme die Temperatur um 5o fällt, so erhält man E I

Xlost von 3'. trVir op&i"r"o hierbei mit den im Volks- r§ I

munde üblichen Begriffen,,'W'ärme" und ,,X'rost". Mathe- + |

matisch stellt sich dieses herbstliche Naturgeschehen in
derX'orm:2-5:-3dar.

Die an der Thermometerskala oberhalb des Null-
punl:tes stehend.en Zahlen sind als die Yersinnbilclliohung
der Zahlenfolge der positiven Zahlen anzusehen.

(Ebenso stellen die auf einem Zollstock stehenden
Zablen die Zahlenreihe der positiven Zahlen dar.)

Die ueben dem Quecksilberfaden des Thermometers vom Nullpunkt
nach unten hin immer größer werd.enden Zahlen stellen die Zahlelfolge
der negativen Zahlen dar.

Zählt man zu irgendeiner positiven oder negativen Zahl eine positive
Zahl himztt, so kommt man auf eilr.e Zabl, die auf der durch die Thermo-
greterskala dargestellten Zahlengerad.en weiter nach oben hin liegt.
§ubtrahiert man von irgendeiner Zahl eire positive Zahl, so gchreitet
man hingegen auf d.er Thermometerskala nach unten fort.
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Beiapiele:
a) +5+15:+20
b) +5-15:-10

c) -10+25:+1ö
d) - 10 -25:-35

Aufgaben:
Wieviel ergibt:

8) LI - 35:
e) 35- 17:

10) t24- 49:
11) r24 - 149 :
t2) - t7- 28:
13) - 28+ 17:
14) - 11 +100:

15) -100+115:16) - 47- L3:
17) 78 + 46:

Yon 21 subtrahiert man 16

Das Subtrahieren einer Surnme

Die Äufgabe: 24- (3 +15): ? sagt: Man soll von d.er Zahl 24 dta
Summe der beiden Zahlen 3 + 15 subtrahieren.

Man kann hier 2 Wege zur Lösung einschlagen:
«) Man bildet die Summe der beiden in eine Klammer eingeschlossenern

Zablen 3 und 15 und erhält 18. Diese ZahI zieht rnan von 24 ab md
erhält 6.

B) Man zieht von 24 dteS ab und erhält 21.
und erhäIt wiedemm 6.

Bei dem 2. Lösungsweg hat man jedes Glied cler Summe 3 + 15 von 24
nacheinander subtrahiert. Man hat folgende wichtige Regel angewendet:

I Steht vor einer Klammel das Minuszeichen, so hat man, wenn man
I die Klammer fortlassen will, die Yorzeichen der in der Klammer
I stehenden Glieder in ihr Gegenteil zu verkehren.

I StuUt vor einer Klammer das Pluszeichen, so karul man die Klammer
I fortlassen, ohne irgendeine Ä:rderung vornehmen zu müssen.

Äußer der runden Klammern ( ) beilient man sich auch eckiger [ ] und
geschweifter { } Klammern. Bisweilen steht in einer eckigen Klammer noch
eine runde. Dann berechnet man zunächst den Inhalt der runden Klammer
und danach den der eckigen Klammer; z. B.:

37 - [14 - (7 + 2)) : 37 - [14 - 9] : 37 - 5 : 32

oder man läßt zuerst die rund.e Klammer fort, wobei man die Yorzeichen
der in der Klammer stehenden Zablen in ihr Gegenteil verkehrt, wenn
ein Minuszeichen l'or der Klammer steht, unil dann beseitigt man auf
dieselbe Art die eckige Klammer; also folgendermaßen:

37- [14- (? +2)]: S7 - t14- 7 -21:3? - L4+7 +2:32.
Aber auch die eckige [ ] Klammer kann noch in einer geschweiften { }

Klammer stehen; z. B.:
er - {37 - [14 - (5 +2)] - 3].

6
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Man erhält clurch Äuflösen der runden Klammer:

eI-{37-[14-5-2]-3],
duroh Aullösen der eckigeu Klam,nsl;

eI-{37-14+5+2-3},
durch Äuflösen der geschweifteu Klammer:

91-37+14-5-2+3:64"
Bei,api,ele:
a) 47 - [23 - (10 - 2)] :?

1. Lösungsweg:
Inhalt der ( ) Klammer berechnet: 47 -123 - 8]:
Inhalt der [ ] berechnet: 47 - 15 :32

2. Lösungsweg:
( ) Klammer aufgelöst: 47 -123 - 10 +21:
[ ] Klammer aufgelöst: 47 - 23 + 10 - 2 :32

b) 145 - (24 +16) - {37 - [16 - (24 - 18)]] : ?

1. Lösungsweg:
r45-40-{37-[16-6]]:
71ö-40-{37-10}:
145 - 40 -27 :78

2. Lösungsweg:
745 - 24- 16 - {37 - [16 - 24 +18]] :
L45 - 24- 16 - {37 - 16 +24 - 18} :
t45 - 24- 16 - 37 + 16 - 2+ +18 : 78

Aufgaben:
18) e6 - (13 + 33) :
Ie) 15 - (7 - 18 -i- 2e) :
20) 443 - 1340 - (105 - 8)l :
21) 2050 - [345 - (143 - e8)] :
22) 67 - {68 - 142 - (27 + 13)l} :
23) 1000 - [1832 - (765 + 1067)] :
24) t500 +(1300- 1700)- (1100 +400):
25) 101 - [123 - (25 + 16 + 75)] + (101 - e5] :
26) 170 - (230 - 30) + (107 - 67) - (47 - 27\ :
27) 500 - [(483 + 117) - (121 + ?e)] - (256 + Ml :
28) Durch eine Kältemaschine wird die Temperatur von 19o C um 240 C

gesenlt. 'Wieviel 
Grad Celsius beträgt die Temperatur ?

29) Ein Personenzug, der fahrplanmäßig am 22Lo {Ihr abfahren müßte,
kann wegen einer unvorhergesehenen Betriebsstörung erst um 106 Uhr
abfahren. Wieviele Stunden und Minuten beträgt clio Yerspätung?



F achr echn en tn,i,ü b eaüim,mten Z ahl,en

30) Die Erzeugung der Energiewirtschaft der DDR betrug im Jahre
1950: 790 Millionen DM. kn n'ünfjahrplan ist fiir das Jahr 1955
eine Erzeugung lron 1400 Millionen DM vorgesehen. Um rrieyiele
Millionen DM erhöht sich clie Erzeugung der Energiewirtschaft ?

3l) In der Materialausgabe beträgt der Bestand an Schrauben M 8 x 40
DIN 931 St 37.12 z am lYocheuanfaug: 2750 Stück. X'ür X'ertigungs-
zwecke werden im Laufe einer trYoche an die Werkstatt folgende
Stückzahlen ausgegeben: Montag: 225 Stck.; Dienstag: 240 Stck.;
Mittwoch: 335 Stck.; Don:rerstag: 302 Stck.; X'reitag: 165 Stck;
Somabend: 83 Stck. W-ie groß ist der Schraubenbestand am'Wochen-
ende ?

32) Die Summe von 4'Winkeln beträgt 360o. Essoll also sein « * fr *y *6
:360" (siehe griechisches ÄIphabet auf Seite 271). Wie groß ist d,
wenn or * 35o, § :87", T :712o gegeben sind?

33) Eiukau-fspreis 1750 Di\I, Yerkaufspreis 1925 DM. 'Wie groß ist der
Yerdienst ?

34) Bruttogewicht (: Gesamtgewicht : Inhalt f Yerpackuag): 32 kg,
Taragewicht (Gewicht der Yerpackung): 3 kg. Wie groß ist das
Nettogewicht (Gewicht des Inhalts) ?

35) Am 17. August 1950 wurde vom Ministerrat der DDR eine Yer-
ordnung über die Yerbesserung der Entlohnung der Arbeiter und
Angestellten in den volkseigenen und ihnen gleichgestellten Betrieben
verkündet. Nach ihr betragen beispielsweise für die Arbeiter der
Metallindustrie die Stundenlöhne (in Pf.) in den Lohngruppen:

ll 2l3I 4 | 516 7 i8
ab 1.9.1950:
bisher:

Wie groß ist der ständliche Mehrverdienst in den einzelnen Lohn-
gruppen ?

36) In einen nur zum TeiI gefüIlten Behälter, der 5301 faßt, konnten noch
1801 nachgefiiLllt werden. 'Wieviel Liter wareu schon darin ?

37) Gewicht eines unbearbeiteten Gußteiles (Rohling): 22 kg; Gewicht des
X'ertigteiles (nach dem X'räsen, Bohren und Gewindeschneiden): 18 kg.
lVieviel beträgt der 'Werkstoffabfall 

?

e) Ilas Molnehmen oiler Multiplizieren

Die Aufgabe: 3*3+3+3+3:15 ist ein Sonderfall der im Äb-
schnitt a) auf Seite 1 behandeltenAdditionsaufgaben. Hier ist die Summe 15
aus 5 Gliedern gebildet, die untereinander gleich sind. Man schreibt der-
artige Atklitionsaufgaben, bei denen sämtliche Gliecler gleich sind, in der
kurzen Form:

3'5 : 16

[ies: Drei mal fünf gleich fänfzehn].

737
119

L24
108

eb lrorlrrz
86 I eslloo

87
81

150 I 166
130 I 144
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Dieser Bechenvorgang ist das Malnehmen otler Multiplizieren. Man
nennt eine solche Äusrechnung eine Multiplikatiou.

Eine Multiplikation entsteht durch das Addieren gleicher Summanden,

Die beiden Zahlen 3 uncl 5 heißen bei der Multiplikation die X'aktoren
(nicht wie bei der Addition oder Subtraktion: Glieder). Im einzelnen nennt
man die Zahl S den Multiplikand (auf deutsch: die zu vervielfältigende
Zahl) uncl die Zahl 5 den §Iu I t ip li k a t o r (auf deutsch : den Yervielfältiger).
Die beiden X'aktoren 3 und 5 sind durch d.as mathematische Zeichen für die
Multiplikation, den Punkt, getrennt. Das im bürgerlichen Rechneu übliche
Malzeichen ,, x " wird in der Elementar-Mathematik nisht verwendet. Das
Ergebnis einer Multiplikationsaufgabe - hier ist es die Zahl 15 - nennt
man das Produkt.

Zusammenf assung:

Namo der
Rechonoperation Beispiel

Die Zahl
o

heißt

Die ZaW
5

heißt

Das Ergebnis
l5

heißt

tr{ultiplikation .r.D:Ii,
Itultiplikanil | *rrr*u*o,

Foktoren
Proilukt

Die einfachsten Multiplikationsa,ufgaben sind die Aufgaben des kleinen und
gloßen Einmaleins. Unter dem Heinen Einmaleins versteht man sämtliche
hodukte, die sich bei der Multiplikation einstelliger X'aktoren ergeben:
z. B. 7.8 :56 oder 6 ' 9 :54. Das große Einms,lslnt umJaßt alle die
Produkte, bei denen der eine X'aktor eine zweistellige, der andere eine ein-
stellige Zahl ist,: z.8.37.5:185 oder 64'3:192 oder 6'46:276
oder 7 .52:364.

Derartige kleine Multiplikationsau-fgaben muß man fehler{rei und schnell
im Kopf rechnen können, da sie zum Rechenhandwerkszeug gehören. Wie
überall, so gilt auch hier das Wort: ,,Ifbung macht den Meister!'o Also:
,,Ifben, üben und noch eiumal üben!"

Alle andereu Multiplikationsaufgaben mit größeren Faktoren rechne
man schriftlich oder mit Hilfe des im Abschnitt B YIII auf Seite lBI
behandelten Rechenstabes, der in der Praxis und auch in diesem Buche
als Bechenschieber bezeichnet wird.

Beim Multiplizieren kann man, ohne hierdurch das Ergebnis zu ändern,
die einzelnen X'aktoren vertauschen. Man kann also tlen Multiplikand
zum Multiplikator machen und umgekehrt. Es ist gleich, ob man:
43 . 5 : 215 oder 5 . 43 : 215 rechnet. In kurzer X'orm erhält man fol-
genilen Lebrsatz:

I Die Reihenfolge der n'aktoren eines Produkts ist be-
I ti"uig.
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(Vergleiche den entsprechenden Lehrsatz der Aclclition: Die Reihen-
folge der Glieder ist in einer Summe beliebig.)

Zum auschaulichen Beweise dieses Lehrsatzes diene die nachstehend
akizzieüe gelochte Blechplatte, in die 3 Reihen mit je Gl,öchern gebohrt sind"

Die Lochzahl in der Platte stellt man nicht durch das umständliche
und zeitraubende Abzählen aller Lticher fest; vielmehr schlägt man
einen der beiden folgenden
W'ege ein:

a) Da man 3 Reihen mit je
6 Löchern hat, rechnet man
6+6+6 od.er 6 Löcher
sind dreimal vorhanden: I

d. h. 6.3 :18. Bild 2

b) Da 6mal 3 Löcher untereinand.erstehen, rechnet man

3+3+3+3+3+3
oder 3 Löcher sind. sechsmal vorhand.eo; d. h.

3'6 :18.
Aus den beiden gleichen Ergebnissen der'Wege a) und b) ersieht

man' daß 
6.8 : 3. 6

ist, w. z. b. w. fwas zu beweisen war].

Ebenso läßt sich durch 120 Ziegelsteine, von denen 6 Reihen nebenein-
auder, 5 Reihen hintereinander und 4 Schichten übereinand.er liegen,
beweisen, daß

4'5' 6 : 4' 6'5 : 5' 4' 6 :5'6'4 :6'4'5 :6'5.4 ist.

Yon der soeben bewiesenen Tatsache, claß in einem Produkt dio
Reihenfolge d.er X'aktoren beliebig ist, macht noan beim schriftlichen
ilIultiplizieren praktischen Gebrauch insofern, als üran stets mit der
Zahl die d.ie wenigsten Stellen hat, multiplüiert. Man rechnet

also: 4738.62 und nicht: 62.4738

++++++
.+ + + + + +
++++++

28428
9476

293756

293756

Äber auch beim Multiplizieren im Kopf ordnet man die n'aktoren
eines Produktes so, daß man - wenn möglich - als Zwischenproduküe
Zahlen erhält, die sich leicht weiterhin vervielfachen lassen.

248
434
t86

496
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Beiepiele:
a) In der Äufgabe 5 .7 . 18 rechnet marr: 5. 18 :90 und dann

90.7 :630. Man hat also gerechtret: 5.18.7.
b) 4.7 . 25 rechnet man nicht in der gegebenen Reihenfolge der Fak-

toten aus, sondern besser: +.25 .7 : 100 . 7 : 700.

Au!gaben:
X'olgende Produkte sind nach Möglichkeit im Kopf auszurechnen:

38) 5. 7 .12: 45) 15.2.25:. 52) 4. t5.14.5:
39)25.6.2: 46) 8.9.5: 53) 8. 9.25.4:
40) 6.35.4: 47) 9.15.6: 54) 725. 4.3.2:
41) 9.14.5: 48) 2- 3.4.5: 55) 3.225.3'4:
42) 2.61. 5: 49) 2. 6. 3.5: 56)5. 3. 2- 9-4:
43) 4.23. 5: 50) 5. 3.19.2: 57)2. 3. 4. 5.6:
44) 22. 9. 5 : 51) 5. 31. 2.3 :
68) Ein Becherwerk fördert in der Minute 1 t Braunkohle. W'ieviel Tonnen

Braunkohle werden in einer Dreiviertelstunde geförderb?

59) Der durchschnittliche.Wochenlohn eines Schlossers beträgt 58 DM. Wie
groß ist sein Jahreseinkommen bei 50 Arbeitswochen ?

60) Der Eisenbahntarif beträgt 8 Pf pro km. Was kostet eine Reise von
125 km?

61) Ein 55-PS-X'ahrzeugmotor verbraucht für 100 km an Benzin 201. Wie
hoch sind die Brennstoffkosten für 400 km, wenn 1 I Benzin 50 PI kostet ?

62) Die in lYatt gemessene Leistung einer Glühbirne berechnet sich aus
dem Produkt von Spannung (Volt) uncl Stromstärke (Ampere).

\4'ieviel Watt verbraucht eine Glühbirne bei 110 Y, we,nn durch sio
ein Strom von 5 A fiießt?

63) Ein Kugellager enthält 14 Kugeln vom Durchmesser 12 mm. Eine
Kugel wiegt rund 7 g. \üie groß ist das Kugelgewicht für 5 Kugeilager ?

64) n'ür eine Stahlkonstruktion werden verbraucht:
18 m gleichschenkliges 'Winkeleisen L 60.60.8.
Ein }feter wiegt 7 kg.
4 m ungleichsehenkliges Winkeleisen !- 50. 100.8.
Ein Meter wiegt 9 kg.

13 m Doppel f-Eisen f 8. Ein Meter wiegt 6 kg.
'[Vie groß ist das Gesarr.tgewicht der Stahlkonstruhion ?

65) Wieviel Umdrehungen in einer Stunde macht eine Riemenscheibe bd
einer Drehzahl von 250 U/noin ?

(Anleitung: Da eine Stunde 60 Minuten hat, ist die Änzahl der Um-
drehungen in einer Stunde 60mal so groß wie die Umdrehungszahl in
der Minute, die hier 250 beträgt.)

66) Die Geschwindigkeit eines Schneilzuges beträgt 20 m in der Sekunde.
Wieviel Kilometer legt er in einer Stunde zurück ?

tl
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67) Der Zeichnungsmaßstab M. 5: 1 besagt, daß die auf einer Zeichnung
angegebenen Längen eines Maschinenteils 5 mal so groß wie in Ifirk-
lichkeit sinal.

I[ie groß ist eiue rechteckige Zwischenscheibe von den Seitenläagen
22 und 31 mm im Maßstab M. 5: 1 zu zeichnen?

Die Multiplikation relativer Zahlen

Zahlen mit Yorzeichen f oder - nennt man relative Zahlen. Relativ
heißt,,bezogenauf". Hier wird der Zahlenwert auf den Nullpunlt bezogen.
Beispiele für relative Zahlen, sind Temperaturangaben in f unil - Graden,
bezogel auf den Nullpu:rkt (: der Temperatur d.es schmelzenden Eises).
Die IIöhe eines Berges und die Tiefe eines Schachtes sind. auch relative
Ta,blen in bezug auf die Höhe des Meeresspiegels: 0 m. Einnahmen (Ge-
winn) bezeichnet man mit f DM im Gegensatz zu Ausgaben (Yerlust)
mit - DM1).

Beim Multiplizieren zweier n'aktoren mit gleichen bzw. ungleichen Yor-
zeichen sird 4 X'älle möglich:

ct) Multiplikancl und Multiplikator sind positiv:
Das Produkt von zwei oder mehreren positiven Zahlen ergibt immer

wied.er eine positive Zahl.
I{iervon wurde bei den bisherigen Multiplikationen stillschweigend Ge-

brauch gemacht, wobei jed.och beim Schreiben der positiven n'aktoren von
dem Yorsetzen des f -Zeichens vor die positiven Zahlen der Einfaohheit
halber Abstand genommen wurde.

Es ist also: (+ 3) .(* 5) : (+ 15). Yorzeichenregel:

p) Multiplikand ist negativ; Multiplikator ist positiv:
Multipliziert man eine negative Zahl mit einer positiven, dann erhält

man eine negative Zahl; denn

(-3).(f 5) heißt (-3) +(- 3) +(- 3) +(- 3) +(- 3) : - 15.

Esistalso:(_3).(+5):(_15).Yorzeichenreg"l,|:El

y) Multiplikand ist positiv; Multiplikator ist negativ:
Da die Reihenfolge der X'aktoren in einem Proilukt beliebig ist, ergibt

sich nach d.er Yertauschung der FaL-toren im n'all B:

(+5).(- 3): (- 15). Yorzeichenrug"t, l--..{]l
11 Die Zeichen f und - haben bei unseren Betrachtungon jo zweierlei Be-

deutung:
a) Rechenzeichen für auszuführende Addition bzw. Subtraktion.
b) Charakterisierungsrnerkmale für positive bzw. negative Zabler^, z. B. (f 7),

(-3); das Vorze,'chen gehört zu der Zahl!
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d) Multiplikanrl und Multiplikator sind negativ:
Man ersieht aus den ersten 3 X'ällen e ...1, daß das Yorzeichen d.es

Prodults gleich dem des Multiplikanden ist, wenn das Yorzeicheu des
Multiplikators f ist (X'alI oc uncl p). Das Vorzeichen des Produkts ist
umgekghrt wie das des Multiplikanden, wenn det Multiplikator negativ
ist (X'all 7). Entsprechend wird für X'all ä) festgelegt:

l3

(- 5).(- 3) : (+ 15).

Die letzte etwas schwerer verständliche Yorzeichenregel unter ö) kann
man gich auch so erklären, daß in der deutschen Sprache eine doppelte
Yerneinung einer Bejahung entspricht: Wenn z. B. unter 50 Ab-
lesungen keine falsch ist, so sind alie richtig. Oder: ,,Dieser Flansch ist
nicht unrund." heißt: ,,Der X'lansch ist rund" usw.

Zusammenf assung:

Yorzeichenres"l' [_.-l

Das Produkt zweier Zahlel, mit gleichen Yorzeichen ist positiv
(Failaunclä). +.+):+

-'- )

Das Produkt zweier Zahlen mit entgegengesetzten Yorzeichen ist
uegativ @allBuncly). -.+1_+.- I--
-:^-:^1^. IBeiapdel,e:

a) (-12).(+6) :- 72 e) (+5).(-6).(+4) :-\20
b) (+ 18) .(* 6) : - 108 f) (- 5) .(+ 7) .(- 6) - +210
c) (- 21) .(- 5) : + 105 s) (* 3) .(- 5) .(- 7) : - 105

d) (+43).(+7):+301 h) (+4).(+6).(+8):+1e2
Autgaben:

68) (+15).(+2).(- 6): 73) (+ 8).(-10).(+12):
6e) (+ 3).(-4).(- 8): 74) (-10).(+11).(-12):
70) (- 5).(+6).(+ 7): 75) (+11).(+ 3).(+ 4):
71) (- 6).(-8).(+ e): 76) (- 2).(+ 3).(- 4).(+5):
72) (- 7) .(- e) .(- 11) : 77) (- 3) .(- 4) .(- 5).(- 6) :

Die Potenzen
-Wie 

eingangs dieses Abschnittes über das Multiplizieren gezeig! wurde,
fährt clie Acltlition gleichgroßer Zahlen, zur Multiplikation.

hodukte, die aus mehreren gleichgroßen X'aktoren gebildet werd.en,
nennt man Potenzen. So ist beispielsweise in dem Produkt: 2.2 .2 dte
Za,hl2 ilreimal als X'aktor gesetzt.



l4 ?achrecknen mit besüimmten Zahlen

Man schreibt: 2.2. 2:23 :8
und liest: 2 hoch 3 gleich 8.

Oder man schreibt: 4. 4. 4. 4. 4 : 45 : L024

und liest: 4 hoch 5 gleich 1024.

In der Gleichung: 42:16 nennt man 4 die Grundzahl oder Basis;
2 ist die Hochzahl oder der Potenzexponent.

Der Potenzexponent gibt an, wie oft die Basis als Faktor zu setzen ist.
Das Ergebnis 16 heißt die Potenz. Die Schreibweise des Exponenten in
höherer Stellung hinter d.er Basis rüürt her vou Descartes (auch Cartesius
genannt - 1596 bis 1650 - französischer Mathematiker).

Zusammenf assung:

Name der
Rechenoperation

I Di" zrhll+
i heißt

Die Zahl
2

heißt

Das Ergebnir
t6

heißt
Beispiel

Potenzierung 42:16 Potenz

Potenzen mit der Hochza,hl 2, z.B.: 52 : 25 oder 72 :49 usw., nenni
man Quadratzahlen oder kurz: Quadrate.

Potenzen mit der Hochzahl 3, z,B.; 48 :64 oder 63 :216 usw., nennt
man Kubikzahler. oder kurz: Kuben.

Potenzen mit der Hochzahl 4, z.B. 3a : 81 oder 5a : 625, nennt man
Biquadrate.

Quadrat- und Kubikzahlen werden im technischen Rechnen yiel ver-
wendet. Man findet ihre Werte entweder clurch }fultiplizieren oder mit
Hilfe des später behandelten Rechenschiebers. Man bedient sich aber auch
mit Vorteil der mathematischen Tafel der Zahlen l ... 1000.

Es empfiehlt sich, die Reihe der Quadratzahlen zu lernen:

1, 4, 9, 16, 25, 36,
l2L, 144, 169, 196, 225, 256,

49, 64, 91, 100,
289, 324,361, 400.

In der Reihe d.er Quadratzahlen der gar,zer- Zahlen wechsela gerade und
ungerade Zahlen miteinander ab.

Das Quadrat einer gerad.en Zahl ist eine gerade Zahl;

z.B. 4z: 16; 82 :64.
Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist eiue ungerade ZahL,

z.B. 32 :9; 52 :25.

I Grundzahl
i oder
I Rasis
l

Hochzahl
oder

Potenzexponent
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Quadratzahlen haben die Eigenschaft, bei der Teilu-ng durch 4 den Rest 0
oder 1 zu lassen; je nachdem die Basis eine gerade oder ungerade Zahl ist.

2.8.225:4:§$ Rest 1, 256:4:64 Rest 0,

289: 4:72 Rest 1, 324:4: 81 Rest 0.

Zum vereinfachteu Schreiben goßer Zahlen bedient man sich der
Potenzeu mit der Basis 10. Es bed.eutet:

101 :10 10e -1000000000:l Milliarde
102 :100 1012: 1 Billion
I03:1000 1015- lBilliarile
10a:10000 1018: lTrillion
106:100000 104: lTrilliartle
106 - 1000000:1 Million

Bei Potenzen mit d.er Basis 10 gibt die Eochzahl an, wieviel Nullen
an die I hinten anzusetzen sind.

Beöspiel,e für grofre Zahlenwerte

Die Elastizitätszahl für Stahl beträgt 2000000 kg/cmz; man schreibt
sie vereinfacht: 2 .106 kg/cmz.

Die Gleitzahl 800000 kglcmz kann man schreiben 8 ' 105 kglcmz.

Die Loschmidtsche Zahl, die von dem österreichischen Physiker
Loschmidt im Jahre 1865 aufgestellt wurde, gibt die Anzahl der in
einem Kubikzentimeter enthaltenen Gasmoleküle an. Diese Zahl beträg!
27' 1018 : 27 Trillionen.

In der Ästronomie (Sternkunde) rechnet man mit sehr großen Ent-
fernungen; so versteht man unter einem Lichtjahr die Strecke, die das
Licht in:rerhalb eines Jahres im leeren Weltraum zurücklegt. I Lichtjahr
beträgt: 946 . 1015 cm oder 946 . 1010 km. Eine noch größere Entfernung
ist die Sternweite oder Parsecr) : 3080.1010 km. Die Lichtgeschwin-
digkeit beträgt 3.105L,-/r:300000km in der Sekunde.

Die in der X'ernmeldetechnik gebräuchlichen X'requenzen betragen:

X'requenzen cler Rundfunkwellen: 300 ... 3000 Kilohertz (kHz)

(1 Kilohertz : 1000 Hert'z; L Hertz: 1 Schwingung in der Sekuatle) ,

['requenzen der Kurzwellen: 3000 ... 30000kH2:
(Kurzwellenfunk) 3. 106 ... 3. 107 Hz.

X'requenzen der Ultrakurrwelleu: 30000 ... 300000 kTlz -
(X'ernsehen) 3.10?...3.108II2.

r) 1 Parsec ist diejenige Strecke, die die Sonne mit jenem Punkte verbindet,
von dem aus gesehen der Erdbahnhalbmesser (149,5. 106 km) unter einem Winksl
von 1" (§iehe §eite 58) erscheint. I Parseo :3,26 Lichüjahre.

l5
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X acltreckne* rnit beatdmmt en Zablen

Awlgoben:

Aufgabe 78bis87: Kopfrechnen! Aulgabe 88bis 97: Potenzen berechnen
und durch Tabelle clie Richtigkeit prüfen! Äufgabe 98 bis 107: AIs Potenzen
schreiben!

78) 52:
79) 26:
80) 2s:
81) 3z:
82) 24:
83) 43:
84) 42:
85) 34 *
86) 5r:
87) 35:
88) 112:
89) 1112:
90) 1232:
91) 3oo2:

92) 6002

93) 2012

94) 163

95) 1603

96) zos

97) 2003

98) 3.3.3.3.3.3:
ee) 6.6. 6 :

100) 52.52 :
101) 32.42 :
102) 43.54 :
103) 43.42

L04) 22.32.42 :

: 105) 22 .2s.24 :
106) 4.5.4.5.4.5:
107) 2.3.4.2.3.4:
108) 32 +42 :
109) 52 * 42 :
ll0) 72 - 42 :
111) 122 +52 - 132 :
112) 52 -42-32 :
113) 32 +42-72 :
114) 38 +43 :
115) 32 - 23 :
116) 32 +33 +31 :
117) 1z +23-32

11S) Ein Quadrat mit der Seitenlänge l cm hat den Flächeninhalt vou' 
1 cmz. 

'Wie viele solcher Quadrate fts,nn m&n in ein Quadrat mit der
Seitenlänge 2 cm hineinzeichnen? (Zeichnung!)

119) Wie groß ist der X'lächeninhalt iles Quadrates mit der Seitenlänge
4cm? (Zeichnung!)

120) Wieviel Sekunden haben 60 Stunden ?

121) Wieviel Stund.en haben 24 Tage?

122\Lcm-10mm.
a)1dm:10cm-?mm;
b) 1m:10dm: ?cm: ?mnoi

c) 1 km : 1000m : ? dm : ?cm -.- ?mm.

An die Stelle der X'ragezeichen sind Potenzen der Basis 10 zu setzenl

123) Wieviel Wüdel von der Kantenlänge lcm kann man aus eiuem
'Würfel von der Kantenlänge 2 cm herstelleu ? Die Sägeblattstärke
werde vemachlässigt! (Ergebnis in Potenzform angeben!)

124) Wieviel Quadratzentimeter beträgt d.ie Oberfläche des'Wärfels mit
der Kantenlärge2 cm? (Ygl. Äufgabe 118.)
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il) Das feilen oiler D.ividieren

Das Teilen oder die Division ist die Umkehrung der Multiplikation.
Multipliziert man 6 mit 7, so ist, wie im Abschnitt c) erklärt wurde,

die Summe aus 7 Gliedern zu bilden, von denen jecles gleich 6 ist; also
6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 + 6 :42. Manschreibt dafür6 .7 :42.DieZahl
42 besteht aus 7 gleiohgroßen Teilen der Größe 6. Bei der Multiplikation
wird eine neue Zahl berechnet, die aus gleichen Teilen besteht. Es sind die
Anzahl der Teile und ihre Größe gegeben, während die zusa-mengesetzte
Zahl gesucht wird.

Umgekehrt verhält es sich bei der Division. Ifier ist eine bestimmte
Zahl, z. B. 42, gegeben, die in 7 gleiche Teile geteilt werden soll. Oder es
soll von 42 ein und dieselbe Zahl siebenmal hintereinander abgezogen wer-
den, so daß das Endergebnis dieser mehrfachen Subtraktion gleich Null
ist: 42- 6 - 6- 6 - 6 - 6 - 6 - 6 :0.

Bei der Division ist nach der Größe der einzel:ren Teile gefragt. Man
schreibt eine derartige Aufgabe in der Form: 42:7 :6. Man liest:
42 geteilt clurch 7 gleich 6.

(Eineandere dasselbe besagende Schreib a*,f;:6 [gesprochen: 42 Sieben-

tel gleich 6l wird bei der Bruchrechnung, die im Abschnitt, AI2 auJ S.20
behandelt wird", verwenclet.)

fn der Schreibform 42:7 :6 nennt man die Zabl42, ilie in eine b+.
stimmte Lr,zalIr, nämlich 7, gleioher Teile zerlegt werden soll, den Divi-
dend, au{ deutsch: die zu teilende Zahl. Die Zahl 7, die die Anzahl
der Teile angibt, heißt Divisor oder Teiler. Diviilenil und Divisor siod
durch das Divisionszeichen, den Doppelpunkt, getren:rt. Das Ergebnis
der Division heißt der Quotient.

Zusammenf assun o'

l7

Name der
Rechenoperation Beispiel

Die Zahl
42

heißü

Die ZaIü
7

heißt

Das Ergebnis
o

heißt

Division 42:7 : 6 IliYiilend
Divisor

oder
Teiler

Quotient

Meist bleibt bei einer Division ein Rest übrig. Soll man z. B. 16
durch 5 teilen, so soll man mehrmals hintereinander 5 von 16 subtrahieren-
Man erhält 16 - 5 - 5 - 5 : 1 oder, einfacher geschrieben: 16: 5 :3
Resü 1. Erhält man bei einer Division keinen Rest, so ist der Divid,enil
durch d.en Divisor teilbar.

Beiepiele f i;,r teilbare Zahle*:
534:2 :267 639:3 :2L3 892:4:223 470:5: 94 usw.

lfethemati.k Teil 1.
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Um leicht festzustellen, ob eine gegebene Zahl durch eine andere teilbar
ist, bedient man sich der folgenden

Teilbarkeitsregeln
c) Teilbarkeit durch 2: Jede Zali, die auf 0, 2,4,6,8 endet, ist

,durch 2 teilbar.
Zahlen, die durch 2 teilbar sind, nennt man gerade Zahlen, wäh-

rend alle anderen gall^zen Zahlet ungerade heißen. In der Reihenfolge
der ganzen Zahlen wechseln gerade und ungerade ZahLen miteinander ab.
Jede zweite Zabl in der Zahlenfolge ist also durch 2 teilbar.

p) Teilbarkeit durch 3: Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre
Qnersumme durch 3 teilbar ist.

Unter der Quersumme einer Zahl versteht man die Summe ihrer Zif-
fern. So ist z.B. die Quersumme von 2345 dieZallJ14:5 +4+3+2.
Yon 14 beträgt die Quersumme 5. 14 ist die einfache Quersumms, 5
ist die Quersumme der Quersu--e. Sowohl 14 als auch 5 sinal nicht durch
3 teilbar; somit ist 2345 nicht durch 3 teilbar. Anders verhält es sich
bei der ZahL 6789. Sie ist durch 3 teilbar; denn ihre Quersumme 30 ist'
durch 3 teilbar. Es sei besonders darauf hingewiesen, daß nicht etwa, wie
bei der Teilbarkeit durch 2, die Größe der Endziffer für die Teilbarkeit
durch 3 maßgebend ist. Wenn auch bei eir,er Zahl, z. B. 1463 oder 1469
oder 1456, clie Entlziffer durch 3 teilbar ist, so ist sie nicht durch 3 teilbar,
wenn ihre Quersumme nicht durch 3 teiibar ist.

y) Teilbarkeit d.urch 4: Eine Zahlist durch 4 teilbar, wen'' die aue
den beiden letzLen Ziffern gebildete Zahl durch 4 teilbar ist.

Die Zahl7932 ist durch 4 teilbar, weil 32 sich durch 4 teilen läßt.
7932:4: 1983.

5814 ist nicht durch 4 teilbar, weil die aus den letzten beiden Ziffern
gebilclete Zahl 14 sich nicht ohne Rest durch 4 teilen läßt.
5814: 4 : 1453 Rest 2.

ä) Teilbarkeit durch 5: Jede Zahl, die auf 0 oder 5 enclet, ist durch
6 teilbar.

Beiepiel,e:
5680: 5 : 1136 6815:5 : 1363.

e) Teilbarkeit durch 6: Jede Zahl, die durch 2 und durch 3 teilbar
ist, ist durch 6 teilbar. Oder anders ausgedrückt: Jede geradeZahl, deren

Quersumme durch 3 teilbar ist, ist clurch 6 teilbar.

Beiapiel:
2352 erfüllt die beiden Bedingungen. Sie ist gerade, und ihre Quer-

§runme läßt sich durch 3 teileu.
2352:6:392.

() Teilbarkeit durch 8: Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn die aus
den letzten drei Ziffern gebildete Zahl durch 8 teilbar isi.
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Beispiel:
Die Zabl 7336 ist durch 8 teilbar, weil 336 sich durch B teilen läßt.

7336: B : 917.

8148 ist nicht durch 8 teilbar, weil 148 nicht durch B teilbar ist.
8148:B:1018 Rest 4.

4) Teilbarkeit durch 9: Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre
Quersumme durch 9 teilbar ist.

Bei,spiel,:
183456 hat die Quersumme 27 und ist somit durch g teilbar.

183456:9 :20384.
232849 hat die Quersumme 28 u:rä ist somit nicht durch I teilbar.

232849 9 :25872 Rest 1.
8) Teilbarkeit durch 10: Jede auf 0 endendeZablist durch 10 teilbar.
Beiapdele:

820: 10 : 82 940: 10 : 94.
r) Teilbarkeit durch 11: Eine Zahl ist durch 11 teiibar, wenn die

Differenz folgend.er Teilquersummen durch 11 teilbar ist: Man bildet, von
rechte beginnen<l, die Summe der 1., 3., 5.,'l . usw. Ziffer und zieht von ihr
die Surnme der übrigen Ziffern ab.

Beispi,el:
DieZahl132539 ist clulch ll teilbar, weil dieDilferenz der beiclen Teil-
quersummen (9+5 +3)- (3 +2 +I) : 17- 6 : 11 durch 1l teilbarist.

132539:11 : n449.
Primzahlen

7,ahlen, die durch keine andere Zahl - außer durch sich selbst und
durch 1 - teilbar sind, heißen Primzahlen.

Durch sich selbst und durch 1 ist jecle Zahlleilbar, z.B.:
365:365 : I uncl 365: I :365.

Die Reihenfolge der Primzahlen 1) im Zahlenbereich 1 . . . 100 ist folgende:
2r) 3 5 7

rl 13 t7
o,40

t9

19
29

31
41

61
7t

59

79
89

37
47

67

43
53

to
83

97
,) El"r U"thod.e d,er Feststeilung der Primzahlen stammt von dem griechischen

Gelehrten Eratosühenes 1275 bis 194 v..Chr.l, die er in seiner Schrift: cribrum
Eratosthenis [: Das Siets des Eratosthenes] darstellt. Dasselbe Verfahren soll

. jedoch schon früirer dem großen Plabo 1427 bis 347 v. Chr.l bekarurt gewesen sein.
2) Dio 2 ist die kleinsto Primzahl.

2'
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Mit Ausnahme der Zahl2 sind alle Primzahlen ungerade Zablen.
Entweder ist alie einer Primzahl vorausgehende oder die ihr nachfolgende

garze Zahl durch 6 teilbar, falis die Primzahl pä5 ist.
Beiapiel:

Der Primzahl 83 folgt die ganze Zahl84, die durch 6 teilbar ist. Der
Primzahl 97 geht die Zahl96, die durch 6 geteilt werden kann, voraus.

Jede teilbare Zahl läßt sich in Primfaktoren zerlegen:
BeiaPi'ele t zro: z . z . b .7

1100 : 2' 2' 5' 5' 11 :22' 52' lL
1260 : 2' 2' 3' 3' 5' 7 :22' 32' 5' 7
360:2'2'2 '3'3'5:28 '32'5 u'ä'

Awfgaben:
Durch welcheZahlen des Zahlenbereiches 1 ... 10 sinrl die folgendenZahlen

teilbar:
725) 273 127) 194 72e) 268 131) 530 t33) 232
126) 138 L28) 205 130) 369 132) 413 134) 366.

X'olgende Zahlen sind in Primfaktoren zu zerlegen:

135) 150 137) 210
136) 174 138) 330

13e) 534 141) 675 i43) 8e6
140) 570 142) 78+ 144) 970.

X'ür die Bruchrechnung, die im Abschnitt AI2 behandelt wird, braucht
man noch folgende Begriffe:

Teilerfremde Zahlen
Zahlen heißen teilerfremd. (oder: relativ prim), wenn sie keinen gemein-

samen Teiler (Divisor) haben.
Um die Teilerfremdheit zweier Zali,en festzustellen, zerlegt man d.ie

Zah.len in Primfaktoren und stellt dann fest, ob und in welchen X'aktoren
die Zerlegungsprodukte übereinstimmen. (Die Teilerfremdheit zweier
Zahlen Iäßt sich aush durch die auf d"er nächsten Seite beschriebeno
ortlaufende Division der Resbe feststellen.)

Beispiel,e:
a) Sind 10 und 21 teilerfremd ?

Zerlegung in Primfaktoren: 10:2'5i 2l:3'7.
llIan sieht, daß die Zerlegungsprotlukte 2'5 und 3'7 keinen ge-

meinsamen n'aktor haben; d. h. 10 und. 21 sind teilerfremd.
b) 78:2.3.13 )' 

Bg5 : b .Z . 11 ] Die beiden Zahlen, sind ebenfalls teilerfremd.

c) 105:3.5.7 I Die beiden Zall,en 105 und 154 sind nichtteiler-
154 : 2.7 . LL { fremd. Sie haben den gemeinsamen Teiler 7.

1 Die beiden Zahlen 66 und 88 sind nicht teiler-
,r\ AA _ 6). e . r r I fremd, da ihre Zerlegung in Prim{aktoren dieu, vv - 4 u rr 

, ) beiden Zahlen gemeinsamcn tr'aktoren 2. It auJ-88:2'2'2' 1r 
| *Lirt. GG und§8 lu.r"o sich durch den gemein-
J samen Teiler 2 . 11 : 22 dividieren.

H
H

n

H

:i

i
j
l
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Äufgaben:
In den folgenden Äulgaben ist festzustellen, ob die betreffenden

Tahlen teilerfremd sind oder nicht. Sind die Zahlen nicht teilerfremd,
so ist die Zahl, durch d.ie sie sich teilen lassen, anzugeben.

2t

145) 26 und 33
146) 27 ,, 28
147) 35 ,, 46

155) 40 und 140
156) 48 ,, 72
157) 80 ,, 744

148) 35 und 38
149) 38 ,, 57
150) 46 ,, 69

158) 50 und 125
159) 80 ,, 200
160) 96 ,, 128

151) 129 unil
L52) 755 ,,
153) 119 ,,

134
186
122
159.154) 141 ,,

Größter gemeinsamer Teiler (g.g. T.)
Unter dem gröBten gemeinsamen Teiler zweier od.er mehrerer Zahlen

versteht man die größte Zahl, durch die sich eine jede von ihnen teilen
läßt. Auch hier hat man die zu untersuchenden Zahlen zuerst in Prim-
faküoren ut zerlegeu Ansshließend hat man festzustellen, welches die
größte Zabl ist, durch die die Zahlen teilbar sindl).

Bedspiele:
a) 60 :2 .2'3'5

140 : 2.2.5.7
180 : 2'2'3'3'5

b) 36 :2'2'3'3
54:2'3'3'3
90:2'3'3'5

c) 144 :2.2.2.2.3.3
216:2.2.2.3.3.3
360:2.2.2.3.3.5

Aufgaben:
Es sind die größten gemeinsaroen Teiler folgender Zallen anzugeben:

I
t

I
I

I

I

Die 3 Zahlen 60, 140, 180 haben ale
g. g. T. :2'2 ' 5 :20.

g. g. T. : 2'3'3 :2'32 :2 ' 9 : 18.

g. g. T. : 2.2.2.3 .3 : 2s .32 :8.9 : 72.

161) 56 und 140
162) 72 ,, 252
163) L72 ,, 176
164) U6 ,, 220

Von dem Erkennen teilerfremder Zahlen und. von clem Bestimmen des
größten gemeinsamen Teilers wird beim Kürzen in der Bruchrechnung
Clebrauch gemacht.

Das kleinste gemeinsame Vielfache
Unter dem kleinsten gemeiusamen Yielfachen mehrerer Zahlen rrersteht

man die kieinste Zahl, dte durch diese Zahlen teilbar ist.
1) Ein auderee Verfahren zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers

tvon 2 Zahlen ist die ,,fortlaufende Division der Reste": IIan dividiert dic
größere der beiden Zahien durch die kleinere und dann durch den Rest der
Division wieder den vorigen Divisor. Dieses Verfahren setzt m&n so lange fort,
bis eine dieser Divisiorr".r"l."i.r"r, Rest mehr ergibt. Der letzte Divisor iit dann
der größte gerueinsame Teiler. Wenn er I ist. so sind die beiden Zahlen teilerfrem<i.
Das Yerfahren der ,,fortlaufenden Division der Reste" stammt von Euklid und
rird auch,,Euklid'scher Algoriühmus.' genannt.
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So ist z. B. das kleinste gemeinsame Yielfache d.er Zahlen 4 und 6 die
Zahl L2. 4 und 6 sind zwar auch in 24 oder 36 enthalten, aber die kleinste
Zahl, dte sich durch 4 und 6 teilen läßt, ist 12, das sog. kleinste gemein-
same Yielfache. Um das kleinste gemeinsame Yielfache zu bestimmen, hat
man wiederum die gegebenen Zablen in ihre Primfaktoren zu zerlegen.
Sodann bildet man das kleinste gemeinsame Yielfache aus einem Produkü,
in dem die gefundenen Primfaktoren so oft als X'aktor stehen, wie sie in
einem Zerlegungsproclukt am häufigstetr vorkommer.

Beie piele:
a) 'Welches ist das kleinste gemeinsame Yielfache von 4, 6, 18 uncl 27 9

Zerlegung in Primfaktoren:
4:2.2 t

6 : 2' 3 I Kleinstes gemeinsames Yielfaches:
78 :2.3. 3 [ 2-2.3'3.3 : 108.
27:3.3.3J

In den vorstehenden 4 Zerleguttgsprodukten tritt die Primzahl 2 am
häufigsten als n'aktor zweimal in der 4 auf ; die Primzahl 3 tritt am häu-
figsten dreimal in der 27 aü. Das kleinste gemeinsame Yielfache muß
also aus dem Produkt der Primzahlen 2 ud 3 gebildet werden, in dem
die 2 zweimal und die 3 dreimal ah n'aktoren stehen; d. h. : das kleinste ge-
meinsame Yielfache beträgt: 2' 2' 3' 3' 3 : 108.

4:2.2
a-o.q.o
6 :2.3

72 :2.2.3
AuJgaben:
Es sind die

bestimmen:
165) 4, 6, I
166) 9, 12, 18
167) 4, L6,2+

2.2.2.3
- 

q4-

b) Kleinstes gemeinsames Yiel-
faches von
4, 8, 6 und 12?

c) Kleinstes gemeinsames Yiel-
faches von
8, 12, 18, 24?
8 :2.2.2 )

t2:2.2.3 lZ.Z-2.3.3
18 :2.3.3 | :72
qA 

-q..).o.Q 
I

kleinsten gemeinsamen Vielfachen folgeuder Zalien zn

171) 6, 9, 10, 18
172) 18, 20, 30, 45
173) 40, 50, 20, 100
174) L2,20, 50, 75.

Das kleinste gemeinsame Yielfache wird zur Bestimmung des sog. Haupt-

168) 4, 6, 10, 15
169) 3, 4, 5, 6
170) 7, 10, 14, 35

nenners in der Bruchrechnung gebraucht.

Das Dividieren größerer Zahlen
Größere Zablen clividiert man in cler Praxis mit dem Rechenschieber,

der in dem Abschnitt B behandelt wird. Auch wendet man die in dem-
selben Äbschnitt erklärte Logarithmenrechnung an. Die Genauigkeit beim
Dividieren mit dem Rechenschieber bzw. mittels der Logarithmen ist z\rar
nicht sehr hoch, aber für die Zwecke der Werkstattspraxis meist aus-
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reichend. Ein genaues Rechnen beim Dividieren größerer Zahlen muß
schriftlich trorgenoulmen werden.

AIs 'Wiederholung des Dividierens, wie es in der Schule gelehrt wird,
einige Divisionsaufgaben als Beispiel.

Beiapiele:
a) 485321: 7134 :68

42801i-mi Ergebnis: 68 Rest 200.
57 072

209

Erklärung zum vorstehenden Beispiel:
Man stellt zuerst fest, wievielmal der Teiler (Divisor) 7134 in den

ersten Ziffem. des Dividenden 48532 enthalten ist. Dies ist sechsmal
der X'all. Die 6 ist die erste Ziffer des hinter d.em Gleichheitszeichen
stehenden Ergebnisses. Unter 48532 schreibt man das Produh 6 '7134
(clies ist 42804) und zieht es ab. Man erhält 5728. Sodann holt man die
nächste Zifle4 die 1, des Dividenden herunter und schreibt sie hinter
5728. i\[an erhält 57281. Hierin ist der Teiler 7134 achtmal enthalten.
Die 8 ist die 2. Zifter des Ergebnises. Unter 57281 setzt man das
Produkt 8.7134 :57072. Man subtrahiert es von 57281 und erhält
209. Beim Dividenden sind keine weiteren Stelien zum Herunterholen
vorhanden. 209 ist der bei dieser Aufgabe sich ergebentle Rest.

b) 582731 :648 :899

o.J

5184.1, i

6433 
|

5832j
6011
5832
-i?§

AuJgoben:

Ergebnis:
899 Rest 179

c) 1738130:365 :4762
1460 I I

-Y

279ll Ergebnis: 4762
zbbD i

2263,
2190J Der Dividenrt ist durch

730 6"1 Divisor ohne Rest
730 tuil5s1.

0

175)

176)

L77)
178)

17e)

180)

181)

442800: 3600 :
472L964: 52:
9777780: 180 :

27966380: 103579 :
4542200A: 504 :
1219260: 9754:

Die Wiederinstandsetzung eines D-Zug-Wagens clurch eine Ärbeits-
brigade von 6 Mann ist mit 3500 Stunden vorveranschlagt. Wieviel
Wochen hat die Brigade bei 48stündiger Arbeitswoche mit dieser
Arbeit zu. tun ?

Dio nebenstehenden Divisionen sind
schriftlich auszuführen. Gegebenenfalls
vorhandene Reste sind anzugeben.
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181a) In einem Rb-Ausbesserungswerk benötigen 7 Arbeiter 651 Arbeits-
stunden zur Wiederinstand.setzung einer Lokomotive, eine Akbivbrigade
von 7 Mann dagegen braucht nur 553 Stunden. 'W-ieviele 

Stunden hat
jed.er einzelne Arbeiter und jecler einzelne Aktivist mit dieser Arbeit
zt tun 2.

182) In einem volkseigenen Betrieb werrlen 80000 X'ernmelderelais aus ins-
gesamt 4 Millionen Einzelteilen hergestellt. Aus wieviel Teilen besteht
ein X'ernmelderelais ?

18) Zum Nieten eines Baggerkastens werden 32 Niete benötigt. \[ieviel
Kästen kann man mit 2000 Niete abnieten ? \[ieviel Stück bleiben
übrig ?

184) Iüieviel 11 m lange Eisenbahnschienen werden zum Bau einer
100 km langen eingleisigen Strecke gebraucht ?

I85) Die Geschwincligkeit eines Eilzuges beträgt B0 km je Stunde. \{ie-
viel Meter legt d.er Zag in der Sekunde zurück ?

186) Ein Schwungrad einer Tag und Nacht laufend.en Dampfmaschine
macht iu 24 Stunden 103680 Umdrehuugen. Wie groß ist seine
minutliche Umdrehungszahl ?

f87) In einem großen volkseigenen 
'W'erk wurden an 2750 Arbeiter irn

Monat 536250 D,i!I Lohn ausgezahlt. Nach Einführung des Leistungs-
iohnes werden an dieselben Arbeiter im Monat 673750 DM Lohn aus-
gezahlt. Wie groß war und wie groß ist jetzt das durchschnittliche
Monatseinkorruller der Arbeiter ?

1S8) Ein Kraftwagen legt bei einer {Iberlandfahrt in den ersten 5 Stunden
folgende Strecken zurück:

Wie groß ist die gesamte zurückgelegte Strecke während dieser
5 Stunden ? Wieviel Kilometer legt der 'Wagen durchschnittlich in
der Stunde zurück?

Anleitung : Um den D urch s ch a i t ts - o d er M itt elw et t mebrerer
verschiedenen Größen zu bestimmen, hat man die Größen zu ad.-
dieren und ihre Summe durch die Aazahl der verschied.enen Größeu
zu dividieren. Man nennt diesen Mittelwert auch das arith-
metische Mittel (vgl. S. 115).

189) ![elches ist das arithmetische l\{ittel (siehe Äuleitung der yorher-
gehenden Aufgabe !) folgender Zahlen:

In der 1. Stunde eine

,, ,t 2. ,t ,t

,, ,, 3. t, ,t
L,, ,, ,, ,,

,t ,, 5. t, ,,

Strecke von 30km

,t ,t 50 km
tt ,, 60 km
,, ,r 20 km
), ,, 40 km.

d) 6, L2, 3, 7, 13

e) 25,257,13, 368, 132, 45.

a) 2 ard 12

b) 5, 60,25
e) 60, 40, 10, 60

:

I
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190) Eine Sechskantschraube Yz" x35 (d.h.LlrZoll Nenndurchmesser uud
35 mm lang) wiegt 85 g. Tfieviel solc[er Schrauben sind in einer
56 kg schweren Kiste enthalten, wenn das Gewicht der leeren Kiste
(Tara !) 5 kg beträgt ?

191) Eine Druckplatte hat die Abmessungen: 480 X 315 X l5mm. In
welcher Größe erscheinen diese Maße in einer Zeichnung mit dem
Maßstab: M.1:5?

(Erklärung: Maßstab M. 1:5 heißt: Die wirklichen Maße sind
5 mal so groß, wie sie auf der Zeichnung dargestellt sincl.)

192) Das durch eing Kurbel ausgeübte Drehmoment wird in cmkg fsprich:
Zentimeter-Kilogramm] gemessen und wird. aus dem Produkt, der in
qm gemessenel Kurbelarmlänge und dq: in kg gemessenen Handkraft
des Arbeiters berechnet.

Durch eine Kurbel mit der Armlänge 65 cm wird ein Drehmoment
von2275 cmkg hervorgerufen. 'Wie groß ist die Handkraft?

193) Wieviel quadratische Zwischenscheiben 40 tr kann mau aus 2 m
Bandstahl 40 x 7 schneiden ? 'Wieviel 

Gramm wiegt eine Zwischen-
scheibe, wenn I m Bandstahl 1570 g wiegt ?

194) Eine Kreiselpumpe fördert stäniliäh 14? t I{asser. I['ieviel Liter
fördert sie inderMinute ?

(1t:10001.)
195) In einen X'lachstahl sollen

34 Löcher in gleichem
Abstand gebohrt werden.
Wie groß ist der in der
nebenstehenden Skizze
mit x bezeichnete Loch-
abstand ?

196) Eine Kugellager-Stahlkugel
wiegen 10 kg ?

Das Dividieren relativer Zahlen

Im .A.bschnitt I l c S. 13 wurden die beiden Regeln angegeben:
Das Produkt zweier Zahlo,- mit gleichen Yorzeichen ergibt eine

positive Zahl; also: +. + : f und - .- : +.
Das Proclukt zweier Zahlen mit entgegengesetzten Yorzeichen ergibt

Da die Division die Umkehrrechenart der l\tultiplikation ist, müssen
folgende 4 Yorzeichenregeln gelten:

Bild 3

18 mm o wiegt, 25 g. Wieviel Kugeln

-r'-r -t -
-.*:- -->

*.-:- -->

-.-:* ->

(Symbolisch !)
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Zusammenfassung:
Der Quotient zweier Zahlen mit gleichen Yorzeichen ist positiv.

t:*l__.
-,- l-'

Der Quotient zweier Zahlea mit entgegengesetzten Yorzeichen ist
negativ.

_: f I __+,-l-
Beiapiele:

a) 124: ! 3-
b) +36: -12:

Ist der Nenner kleiner als der
meineu Bruch einen unechten

c) -39: f13: -3
d) -52: -14: +3.

+8'+

2. Mit Brüehen

a) Die gemeinen Brüche

Die Schreibart f [Sernrochen: drei Yiertel] ist, wie bereits in ÄI 1ct auf

S. 17 erwähnt wurde, gleichbedeutend mit der Divisionsaufgabe 3:4. Dio
beiden untereinanderstehenden Zahlen 3 unil 4 sind durch den waage-
rechten Bruchstrich getrennt. Der schrägliegend.e Bruchstrich (3/4)
wird bisweilen mit Rücksicht auf Platzersparnis im Dmck verwendet.

Der Ausdruck I stellt einen gemeinen Bruch dar. Er entsteht da-

durch, daß man ein Ganzes in mehrere (hier: 4) gleiche Teile teilt und
hiervon eine bestimmte Anzahl (hier: 3) nimimt.

Die Zahl unter dem Bruchstrich (a) heißt der Nenner.
Det ,,Nenner" ,,nenr.t" die Größe der Teile.

Die Zahl über dem Bruohstrich (3) heißt der Zähler.
Det ,,äähler" ,,aählt" die gleichgroßen Teile, die zu nehmen sind.

Ist der Zähler kleiner als der Nennet, so neunt man einen solchen ge-
meinenBruch einen echten Bruohl), z. B.:

1. 2. 5. 7.51. 101

2; g; 6; g; 6; I§9 usw.

Der Wert eines jeden echten Bruches ist eine Zahl, die zwischen 0 und 1

liegt.
ZäLrler, so nennt man einen solchen ge-
Bruch, z. B.:

853
7; Z usw'

r) EinBruch mit dem Zähler I heißt §tammbruch (r.U l, i, +o*,*.)i-
Gegensatz zu einem Zweigbruch oder abgeleiteten Bruch (r.r. i-, i-,* **.)

9r04
E, d, ototo
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Ein unechter Bruch ist eine Zahl, die größer als 1 ist. Einen uneahten
Bruch kan'' man in eine gemischte Zahl verwandeln. Man kann bei-

spielsweise für den unechten Bruch { ai" g"*is chte Zahl2 } schreiben.

Eine gemischte Zahl besteht aus einer ganzen Zahl, hier 2, und einem

echten Bruch, hier ]. Um einen unechten Bruch in eine gemischte Zahl

zu verwaudeln, hat man d.en Zähler des unechten Bruches (7) durch seinen
Nenner (3) zu teilen. Das Ergebnis der Division (2) ist die ganze Zahl
der gemischten Zahl, wäbrend der verbleibend.e Rest (1) der Zähler des

echteu Bruches (*) i". Der Nenaer des echten Bruches (3) ist auch d.er
\J/

Nennsl des unechten Bruches.
Umgekehrt wandelt man eine gemischte Zahl in einen unechten Bruch

rrm, indem mandie gatze Zahl mit dem Nenner des echten Bruches multi-
pliziert undden Zählex desechtenBruches hinauzähltl). Das Ergebnis ist
der Zähler d.es gesuchten unechten Bruches, während sein Nenner der
Nenner der gemischten Zahl bleibt.

Be,iepiele:
n'olgende gemischte Zalien werd.en in unechte Brüche umgewaudelt:

^) 
4?s:n''r*':!: b) 2X:l-f l:tj 

") 
314:L44+1:l!.

Eine gemiscbte Zaltl ist d.ie Summe aus einer ganzen Zahl und einem
echten Bruch.

Beiapiel ! o o5;:5+;'
Da ein Ganzes aus f bestehi, so sind 5 Ganze gleich q.l. Es ist also:

-235237
'tz ttt:z'

(Siehe A«ldition gleichnamiger Brüche auf S.28.)

Man beachte den Unterschied zwischen einer gemischüen Zahl, z. B.
r)

3f,, und dem Produkt aus einer gauzen Zahl mal einem ecirten Bruch,
,z.B.:3.f,! Wenn sich auch beide Größen in d.er Schreibart nur wenig

unterscheiden, so stellen sie jedoch wertmäßig Grundverschiedenes dar.

Wie gezeigt, ist af die Summe von 3 f f , ul.o, ,?:+, während 3-f
das Produkt aus 3 und 3 i.t, drr, wie später S.3l gezeigt wird, gleich 9 ist.

Aulgaben:
Die nachstehenden gemischten Zahlen (bzw. unechten tsrüche) sind

in unechte Brüche (bzw. gemischte Zahlen) zu verwandeln:

) Di" V*wandlung einer gemisch ten Zdhl in einen unechüen Bruch nonnt
man das ,,Einrichten eines Bruches...

27
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rs7) e;: lee) 12+: 201) 163 : 2oB)

ree) to+ : zoo) ru+ : zoz) T: 2a4)

E.qJ**ys"-t-§**gtg*".gs"t*e9,p--e"ig"g1-pr.li-ehe
Der'Wert eines gemeinen Bruches ändert sich nicht, wenn man den

Z*ler und den Nenner mit ein und. derselben Zahl multipliziert oder

durch ä- und dieselb e Zahl ohne Rest dividiert. Diese Recheu-
operationen nennt man Erweitern und Kürzen.

E:* +i*f--4 heißt Zähler u n d Nenner mit derselben Zahl multiplizieren.
Man kann also schreiben:

2 2.5 10 3 3.11 33 5 l0
3-3.5-15', 4-4.LL-44' 6-12-

§ji::S." heißt Zähler und. Nen:rer durch dieselbeZahl dividieren. Man

. Teiler (siehe S.21) dps"ZähIe;ugnd

90 90: 18 5
L26 126: 18 7'

Erweitern und Kürzen ändern nur die n'orm, aber rricht den Wert eines
Bruches.

A d d i t i o n u q d § I b" !-l-g *t !.r.9,q*y-g_g 9"9.m._-*elg9 e. p r ü 9 f e n
a) Gleichnamige Brüche sind gemeine Brüche, die denselben Ne,rner

haben; ,.8. +""d f odu,-] ""d f . 9.lryH1_q,gg_P*:k*gq$9f:9:

.r.,

7

355
tl3

40
t3
135

4

205)

206)

15 20 25
18 

: tA: Bo usw'

64 64: 16 4
80 80: 16 5'

diert oder subtrahiert. indem
una ääilN'äfiääi 1älftfi äii:"''

man ihre Zäbler addiert oder subtrahiert

i,
Beiapiele:

2 6 2+6 8 -l_a_ 
-I7 | 7- 7 -7--7

t,7 4 t+7-4 4

5'6 5 5 5

5 4 ,8 5-4+8 I .
B-BrB: B:o'

B) Ungleichna-mige Brüche sind g-e.!!gin_-e_.Bfüche, dergn Nenner
voneinaBder-xersqhiedsp B-ind.

a)

b)

c)

Ungleichnamige Brüche lassen sich nicht ohne weiteres addieren od.er
subtrahieren. Man hat sie vorher gleichnamig zu machen; d. h. man hat
gie so umzuformen, daß sie d.enselben Nenner, den sog. Hauptuenner,
haben. Unter d.em Hauptnenner mehrerer uugleichnaimig,erEffifiä-ver-
sü€ht man das kl,einste --cem,ei-qsara-§- *Yipüashe der einzelnen Nenner
(siehe S.2l).

I

l
:
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Ist z. B. die Summe der 5 Brüche:

1,1,113r7
4-1-i-r6-r6-rI5

zu bilden, so sucht man zunächst den llauptnenner zu d.en 5 einzelnen
Nennem, indem man sie in n'ahoren zerlegt, wie das nachstehende Schema
zeig!:

Nenner Faktoren
4 * 2 .2 Der Hauptnenner (das ist das
5 * 5 kleinste gemeinsame Vielfache der
6 _- 2'3 einzelnen Nenner) lautet soda..,
B - 2'2'2 wie auf S. 22 gezeigt wurdei

15: 3.5 Z.Z.2.B.b:120.
Eauptnemer: 2'2'2'3'5

Sodann werden die einzelnen Glieder (clas sind die Brüche: | , ä ,\
l 3 , 7\
ä, ; una ,r) in ihrer X'orm so verändert, daß sie den llauptnenner

120 zum Nenner haben. Diese n'ormveränderung nimmt man duroh Er-
weitern vor; also:

1,I,1,3, 7 30,24,20,45, 56
4 | 5 | 6 I 8 I 15-r20rI20rI20 | I20 | 120'

Nunmehr lassen sich diese fünf gleichnamigen Brüche adclieren, indem
man die Zähll.r addiert und die erhaltene Summe durch den Haupt-
nenner ieilt; also:

ryiz#o* 45 t ]9 :'lr\:lffi oder gekürzt: Ergebnis: 1*]1.

- Beiapiele:
,1 3 5 4,9,r0 4+9+10 23,11

-t B | 4 | 6-12 | t2tlZ- LZ -L2--12
Hauptnennet:3'4:L2.

,.3 5 7 L8+25-14 29krl - -I--"tbt 6 15- 30 *30

Hauptnennet: 2' 3' 5 : 30.

. r 5 8 9+30+32 7L -35
^l 

I J 
-.:l---l"t 4tO | 9- 36 -36-'36

Hauptnenner: 2'2 '3'3 : 36.

Aulgaben:
207) Welche n'orm nehmen die Brüche: 3, +, *, $ oach Erweiterung

m;it 2 an"?

208) Die Brüche: *, *, *,# sindmitBzuerweitern.

E
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209) Die Brüche: +,3, I, f, sind so umzuformen, daß sie den Ne,,ner
18 haben, ihren'Wert aber behalten.

210) Die Brüche: #, #,#, # sind so zu kürzen, daß der Zähler
jecles Bruches gegenüber seinem Nenner teilerfremd ist.

211) Wie lauten die Brüche: *4, ;;, 'i,# in gekürzter X'orm?

212)

2r3)

2t4)

215)

216)

3r
4 4-
2,5
3 r3-
24_+_ 

-6 r 5-
lö

8 8-
2,4,
of0-1-

zry *+*+!*:
zr8) +- ?r+tr:

%s) X*r1- * :
z2o) *+* +#:

zzu 34+:-;- #:
28) :- iu+*-]r:
q.qtt l-- 1- I ----t lo zs 2-
z2q #+*-*:

; - *: 221) +-i+fr+fl:{ zzo) ä- },-i:
Aildition und Subtraktion gemischter Zahlen

Gemischte Zahlen werden addiert bzw. subtrahiert, indem man zunächst
die ganzen zahlen und sodann die echten Brüche addiert bzw. subtrahiert.
Man kanrr die gemischten zalien aber auch vorherin unechte Brüche um-
formen und diese dann addieren.

ü 7?+2+ : (7 +z)+ (3+*) :e ++ : e +1 : 10

oder :'f + I:'ro: ,,
bt z++B+ : (z +B) + (***) : b + ä 

:u*
oder :X*'J:'f*?:uä

.y r] +zf -2*- *: o +z -r) + (l +ä-'],- k)
:r 1L+ 20;f_t 

- r +l* : r

oder : i+T-H- ;.:!*+i:-22-;r:?i:,
Aufgaben:

zz7) zi+21: zzey s?r+4*- rZ_n?:
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zzs) 7 Xr 43:
zso) 3: +1+:
ßL) z++B+:

2ßz) t3+zt:

%t) z|-+r+':

:r4) s+ +21:
zaoy r]-ä:
zzol zf,-r|:

Multiplikation von gemeinen Brüchen
Ein gemeiner B t u c h wircl m i t eraer g.araan ZahL multipliziert, ind.em

-a den Zähla.tr mit iler Zahl uultipuziert; der.Nenner bleibt unveränd.ert.

Denn: i. s :'., +? + ?t : *:';' .

Beiapiele: o
a) i.+:'+:*:r3 . 4 , 4.4 16 -1c)E'a:5:5:ö8.
b) 3.ä:?::

Zur Erin:rerung! Ein Bruch wird mit einet Zahl erweitert, indem man
seinen Zältlc.r und seinen Nenner mit d.er Zahl multipliziert. Der
Bruch behält durch Erweitern seinen W'ert.

Eiue gemis cht e Zahl wird mit einer ganz er Zahl multipliziert,
indem man zunächst die ganze Zahl und sodann den echten Bruch mit der
ganzen Zahl multipliziert und die beiden Produkte addiert.

Man kann aber auch die gemischte Zahl in einen unechten Bruch verwan-
deln und dann diesen mit der gauaen Zahl multiplizieren:

Beiepiel,e:
. ,I I 3 _-3a) 5a.3:5.3+i.3: tr* I :15;

oder :zj.s:f:wl
r I 

-2 -r2b) t;.2:L.2+;.2:2, i_-7
oder: |.2:f :rX

c) u] . B : 11.8 +l .B : sB+* :$ +1 :84

oder:f;.a:a+.
Ein Bruch wird mit einem Bruch multiplüiert, indem man ihre

zehler pld rhs N.enas-.uit"inaader multiptuidt.
Beim Multipliziereu zweier Brüche brauchen also die Brüche nicht gleich-

qe.mig zu cein wie beim Addieren.
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Beiapiele:
, 2 4 2.4 Ia) g'E:g.E:16

vor dem Multiplizieren
wurde hier durch 3 gekürzt

Wird ein echter Bruch mit sich selbst multipliziert - d.h. wird er
quadriert - so ist das Ergebnis wied.eruno ein echter Bruch, der kleiner
als der ursprüngliche ist. Das Quadrat einer ganzen Zahl, die weder 0
noch 1 ist, ist dagegen immsl größer als die Zahl selbst.

Bei,spiele:

b) 42 :16

") (l)':+
Eine gemischte Zahl wird. mit einer gemischten Zahl multi-

pliziert, indem man die gemischten Zahlen zunächst in unechte Brüche
verwandelt und diese sod.ann multipliziert.

Man beachte den Unterschietl gegenüber dem Addieren zweier gemischter
Zahlen: Bei der Multiplikation gemischter Zahlen müsseu diese unbedingt
in unechte Brüche umgewandelt werdenl bei der Addition war diese Um-
wandlung nicht erforderlich.

Beispi,ele:
,^B,1 11.14 rl ^za) Z +. ra:Z;:i :5s

I

r _r f, Ib) 3;.1;:^; .ä:5
1t

r.r 8f, 15 -1c) 2;.3i:i.-{:';:7;.
2t

Den Kehrwert oder den reziproken Wert eines Bruches erhält
man dadurch, daß man den Zähler uucl den l{enner eines Bruches mit-
einander vertauscht.

1
,.3 5 8.5 5o) +'o : a.6: b

2

2
.4 5 {.5 t0

al"t 7 6-7.6-zt'
o
d

,) i.+ : (ä)' : +
11
16< 4

16> 4

1l
e<3'
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Der Keirrwert von f lautet f,. Derrcriproke'WerüeinesechtenBruohes

ist ein unechter Bruch oder eioe garze Zahl,z.B;

Der Kehrwe*, zo llautet f odu", was dasselbe ist, 2.

Jeile ganze Zahl kann als ein Bruch mit dem Nenner I au-fgefaßt werden.

Der Kehrwert von 3 lautet |.
DasProdukt jecler Zahl mit ihrem Kehrwert hat den Wert 1; r. n. I nat

4 _ . 3.il
denKehrwert f . Das Produh beider Zahlen ist I [ :1.

Aulgaben :

237) 16 .* :

m8)*.4:

ße) +. 14 --

240\ 5.3ä :

241) 4?.10 :

242) 214.7 :

244) 1.i:
245) \+\' 

:
246) (3)', :
2q (+),:

248) (#)':
24e) (*)':
zroy r].2$ :

zory aj,.r$:

252) 2!4.s#:

z$) Z.ä*(ä)':
25+\ 5.?-*.u :
255) +.(3-ä) -
256) +.3-ä:

2ß) t.I:
Die Division von gemeinen Brüchen

Diviilieren und Multiplizieren sind umgekehrte Rechenoperationen.
Sämtliche Divisionsaufgaben mit Brüchen lassen sich in sehr einfacher
TV'eise mit den Regeln für die 1llultiplikation ausführen, indem man den
Kehrwert des Divisors bildet und mit diesem den Dividend multipliziert.
Gemischte Zahlen sind. vorher in unechte Brüche umzuwandeln.

Die Division von gemeinen Brüohen gestaltet sich somit im einzelnen
folgendermaßen:

Ein Bruch wird durch eine ganze Zahl dividiert, indem man
den Bruch mit dem Kehrwert der ganzen Zahl multipliziert.
Uathematik Toil 1. 3
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Beöepiele:
.I

a,) i:5: ?

Der Kehrwert desDivisors 5 lautet ].
Eiermit ist der Dividend f zu multiplüieren; also:

l- I I 1

4:o: 4'5:yJ

-2ztä., Ihl -.a-ul g;*:B'Z:Bl4:6
2

Eh Bruch wird durch einen zweiten Bruch dividiert, indem man
ilen Kehrwert des zweiten Bruches mit dem ersten Bruch multipliziert.

Bciapiele:
.2 3

a) {:i : ?

Der Kehrwert des zweiten Bruches I htregt .$-.

Hiermit ist der erste Bruch ! zu multiplizieren; also:

23 24 I
3'4- 3 3 - S

..3 2 3 3 I -lD)a:e:4'2:E:r8
13

.4 8 4 16 *.16 3 .rit _., _ t_"/6'15-6 8-ä.$-2
L2

G€migchte Zahlen sinil vor clem Diviilieren in unechte Brüche umr,]r.
wantleln!

Bciepiele t , I
,) s+: rf :*'l: tb:! :z

11

b) z:2f,: r,ä :r.?:1
, t'

c) 4l : 2 :ry' | :221:ll :21-, o'-5 2-6.2-5
I

q

. 4 ^ 4 I I.r 2
c) E:Z: 6. 2: S.Z: S.

t
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Aufgoben:

257) f: a:
258) ä:13:
259) 8: fl:
260) +:

t
26t) +:
262) #:

121

263) #:

2?1) 6ft:3:

272) LO:fi:

2ß) (ä),:ä:

274) i,(*)':
275) (;l',(+)':
,?u) (3)" (;)',:

zo+) |!:|:
zor) f :f :
266) H:#:
ao! 3*:fi:

268) 2t: tju:
26e) 1*:s]:
270) s+: r$:

Die Division von Potenzen

a) mit gleicher Hochzahl (Exponent):

Es soll z. B. die Potenz 32 durch die Potenz 42 geteilt werden; d. h. cler

Bruch ft soll in einfacherer X'orm geschrieben werden.

Es bedeutet:

';:#^:i'i:(:)'ako ffi
Ebenso erhält man

24 2.2.2.2 2222 l2\4
sn 

:B.B.B.s:E'E'5' S: te/
oder

434.4.444414\3
.__ | I

53-5.6.5-5 5 5-\5/'
Die an lland dieser 3 Zahlenbeispiele erklärte Divisiou läßt sich in TYorton
ausdrücken in der

I Regel (a): Potenzen mit derselben Hochzahl, aber mit verschie-
I deneu Grundzahlen werden d.ividiert, indem man den Quotient der
I Grundzahlen mit der gemeinsamen llochzahl potenziert.

B) mit gleicher Grundzahl (Basis):

Es soll z. B. die Potenz 26 durch die Potenz 28 geteilt werden, tl. h. cler
o8

Bruch -* soll in einfacherer Form geschrieben werdlen. Es bedeutet:

3s
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26 2.2.2.2.2.2 -g:'ä;:. ImZähler steht d.ie Basis 2 sechsmal, im Nenner iheimal

als X'aktor. Dieser Bruch kann gekürzt werden durch 2,2.2. Man erhält:
111

2:3 J_2_.? :2 : q,
,, ,, ,,

Man hat gerechnet:

W ei,ter e Bei,spi,el,e :

ü T':41-5:42'

h) !u:53-e:5

") #:610-?-63

d) $ : s7-z-86

In Worten ausgedrückt erhält man die

I Regel (b): Potenzen mit gleicher Basis werden diviiliert, indem
I man die Basis mit der Differenz der Hochzahlen (Hochzahl des

I Zahlers minus Hochzahl des Nenners) potenziert.

Potenzen mit negativen Exponenten

In den bisherigen Beispielen für clie Division von Potenzen mit derselben
Basis war der Zählerexponent ) Nennerexponeut. Man erhielt als Ergebnis
eine Potenz mit positivem Exponenten. Ist aber der Zählerexponent ( Nen-
nerexponent, so erhält man unterBenutzung derRegel (b) einePotenz mit
uegativem Exponenten. Eine solchePoterz hat nach der Erklärung einer
Potenz auf S. 14 keinen Sin:r; denn man kann in der Potenz 2-3 die
Grundzahl 2 nicht - 3mal als Faktor setzen. Um aber auch für Potenzen
mit negativen Exponenten die bisherigen Potenzregeln anwenden zu
können, ist folgende Begriffserklärung festgelegt:

Eine Potenz mit negativem Exponenten ist gleich dem Kehrwert
der Potenz mit positivem Exponenten, oder durch ein Zahlenbeispiel
ausgedrückt:

§omit gilt clie obige Regel (b):

o_s_l_ r _ 2.2 _22_o2_5_o_3o -2r-r:%2-2.»z.Z.Z-»*. -2
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Beiapi,el,e:

a)

b)

Potenzen mit dem Exponenten 0

Ist bei der Division zweier Potenzen mit derselben Basis der Zähler.
exponent - Nennerexponetrt, so ergibt sich bei Anwendung der Begel (b)
eine Potenz mit dem Exponenten 0, die folgendermaßen definiert wird:

Eine Potenz mit clem Exponent 0 hat den Wert 1, oder durch ein

Zahlenbeispiel ausgetuürt t' EPJI
Es gilt die Regel (b) : 20 : 1 : 2u1, : 2u-u : 2o.

Statt der Potenzbasis Z im vorstelhenden Zahlenbeispiel kann man auch
jede beliebige a,ndere Zahl einsetzen.

Sehr kleine Zahlen
Zum vereinfachten Schreiben sehr kleiner Zahlen bedient man sich in

der Technik cler Potenzen der Zahl 1.0 mit negativen Exponenten. So be-
deutet z. B.

10-2 == #:# : 1 l{undertstel

10-6 - -1. : -^,1^^. : I Millionstel106 1000000

10-12 : # : inooo#ooooo : 1 Billionstel.

Beispiel,e:
Der tausendste Teil eines Millimeters heißt iVlikron; er wird mit dem

griechischen Buchstaben p [sprich: My] bezeichuet. Also

-tI p : 
t0-00 

mm : 10-3 mm.

Der nnillionste Teil eines Millimeters oder, was dasselbe ist, der tausendste
Teil eines Mikron, ist ein Millimikron; man bezeichnet l. Millimikron
mit 1 mp :10-6 mm.

Gebräuchlich sind ferner die Bezeichnuugerl:

1 Ängströml) : 10-e "- : *L 
*1, und I X-Einheit : lQ-11"*.

a-r:#
Z-':i.

c)

d)

o-o- I 
- 

I
" --5t-sr

11
" -5r-r5

(vergleiche die
großen Zahlen

auf S.15)

- 
r) 

_Benannt gach Andgrs Jonas Angström (1814 bis l8?4), einem für die Spektral.
forschung verdienten schwedischen Physiker.
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Der tausendste Teil der Einheit d.er Strourstärke I Ämpere (A) ist ein Milli-
ampere (mÄ); es ist I mA : 10-3 A.

Die Einheit des Widerstandes ist 1 Ohm (O). Eine Million Ohm heißt
1 Megohm (MO); es ist also L Q :10-6 MJ).

Die Einheit der elektrischen Spannung ist 1 Yolt (Y). Tausencl Yolt
nennt maD I Kilovolt (kY) : 1000 Y; es ist also 1 Y : 10-3 kY.

Die praktische tsinheit der Kapazität in der Elektrotechnik ist ilas tr"a-
Eeal (X') bzw. das Mikrofarad (pX'); es ist 1 Mikrofarad : 10-6 X'arad.

Die Division mit 0 und oo

e) IViril der Nenner eines Bruchs größer und immer größer, so wird rfer
Wert des Bruchs immer kleiner. Wird schließlich im Grenzfall der Nenner
unendlich groß, so wird der'Wert des Bruches gleich 0.

In der Reihe der Brüche +, *, #, # usw. ist jeder Bruch um den

zehnten Teil kleiner als der vorhergehende. Der Nenner wird ständig um
den l0fachen Betrag größer als der vorausgehende. Wenn der Nenner
größer als jede angebbare Zahl wird (S.4), so wird der Wert des Bruches

kleiner als jede angebbare Zahl, in Zeich,en: * * O für e -+ oo.

Den Saohverhalt drüclrt man kurz in Zeichen aus:

(") *:0. Damit darf nicht gerechnet werden!

6) Tlenn umgekehrt der Nenner eines Bruches kleiner und immer kleiner
wird, so wird der Wert des Bruches immer größer. Wird schließlich im
Grenzlall der Nenner gleich 0, so ist dann der'Wert des Bruches gleich oo.

Der Nenner eines Bruches sei ein echter Bruch, während sein Zähler
eine ganze Zahl ist. Es ist nach den Regeln d.er Division einer ganzen Zahl
d.urch einen Bruch

I
lt

/ 200

* :1.ry:2ooo

Man ersieht hieraus, daß die Nenner ;, *, #, # immer kleiner werden

und sich dem Wert 1nähern. In Zeichen: *** für e-'0und e)0"

Den Sachverhalt drücl:t man kurz in Zeichen aus:

(f) f :"". Damit darf nicht gerechnet werdent

r 
-t.2 -q'lr- 

* L -'

fr:r'?e:20

:r.?rQ :zoo
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Die Bezeiohnungeu (a) und (B) sollen lediglich einen komplizierten
§achverhalt einfach und. übersichtlich symb o li sch ausdräcken.

Beim praktischen Rechnen ist d.ie Division durch 0 oder oo nioht ge-
stattet !

Be§apiel,e :

In dem Grunclgesetz der X'estigkeitslehre, dem Hookeschen Gesetz,
wird der Begriff der Dehnzahl verwendet. Diese Dehnzahl ist eine sehr
Heine Zahl; sie beträgt z. B. für Schweißstahl: 5. 10-7. Mit solchen Heinen
Zahlen läßt sioh unbequem rechnen. Deshalb wircl in der X'estigkeits-
lehre mit dem Kehrwert der Dehnzahl gerechnet. Dieser Kehrwert heißt
der Elastizitätsmodul. Dr ist eine sehr große Zahl. n'ür den soeben er-
wähnten Schweißstahl beträgt der Elastizitätsmodul:

s.#, :2oooooo '

Z) Teilt man 0 durch irgendeine Zahl, so erhält, man 0. Es ist:
Die Zähler auJ der linken Seite dieser neben-

stehend.en Gleichuagen +, *, fi, #"t*.
sowie die rechtea Seiten der Gleichungen
werden immet kleiner. Sie nähern sich dem

unter (a) abgeleiteten IVe* 1:0. Man er-

hält also $:0. Das folgt schon einfach

daraus, daß die Division die Umkehrrochen-
operation der Multiplikatiou ist; närnlich aus
0. 5 :0.

Statt des Nenners 5 kann man jede beliebige andere Zahl einsetzen. Es
ist also auch:

ä) Ebenso läßt sich beweisen, daß manoo durch iede beliebige Zahlteilen
kan-n und immer wieder oo erhält. Es gilt

39

tl
l2
5

lt
120-5

1l
I 200

6

1

to

I
100

I
r000

tl
/2000

5-
u§w.

('Y)

(ö)
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In den ersten beideu Formela war der Zähler gleich 1, in den beiden letztea
war eB der Nenner. Statt der I im Nenner kann man auch jede andere
Za}ll einsetzen. Es ist also auch:

r) *:0, da 0.543:o b) fi:oo.

A uf g ab en,:

277) Die Leistlng wird in der Technik in PS (Pferdestärke) oder in kIV
(Kilowatt) gemessen.
X'är Uberschlagsrechnuagen kann man 1 PS gleich ,/n kW setzen.

Tlieviel kW kan-n man setzen für
a) 4 PS, b) 6 PS, c) 120 PS, d) 1ls PS, e) 21/, P§.

278) Iüieviel PS kann man nach den Aagaben der vorhergehenden Aufgabe
einsetzen für
a) I kW, b) 180 kW, c) 21 kW, d) 7% kW, e) 5fn kIV.

279) Die §sylgfufssinheiten Zentner und Pfund werden in technischen
Rechnungen nicht verwendet. Yielmehr rechnet man mit kg und t.
Bekanntlich ist:
L tA:rlrkg, 1 Ztr. :100 H, I t :1000 kg,

IVieviel Kilogramm gind

a) 40 H, b) 150 t{, c) 1000 i{, d) 212 t, e) 20 t.

280) T[ieviel Tonnen sind

al20 Ztr., b\ 5O Ztu., c) 75 Ztr., d) 250 H, e) 1000 t{.

281) Die gesetzliche Temperatureinteilung in Deutschland ist jetzt clie
Celsiusteiluag. X'rüher war die Einteilung nach R6aumurl) die
übliche. In den Ländern des englischeu Sprachgebietes ist die Teilung
nach X'ahrenheitz) znm Teil in Gebrauch. Die Umrechnuug einer

r1 Ren6 Antoine Ferchaulü de Ii6aumur [sprich: Reomür] 1683 bis L757, fuanzö.
sischer Naturforscher, ftiLhrte die SOteilige Gradeinteilung für das lYeingeist-Thermo-
meter oin.

r) Daniel Gabriel X'ahrenheit, 1686 bis 1736, Physiker, erfand das Queck.
sil berthermometer.

Der Nullpunkt der Fahrenheitschen Thermometerskala entspricht der Tempe-
ratur einer Mischung von Eis, Wasger und Salmiak. Der Temporatur gchmelzenden
Eises cntspricht der Teilsürich 32o. Die Körperwärmo eineri gesunden Menschen
beträgü 96" X'ahrenheit.
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Temperaturaugabe in lldaumurgraden (R) iu Celsiusgrade (C) erfoigt
duch die Beziehung:

C - *1g'
X'ahrenheitgraile (X') werden in Celsiusgracle (C) umgerechnet nach der

Beziehung C : -f tn - 32). So entsprechen 40" R6aumur: C : ln . *
50o Celsius. Der Temperatur 2l2o X'ahrenheit entsprechen

c : * @:r.-32): $. teo : looocelsius.

a) Wieviel Grade Celsius entsprecheu 36" R6aumur ?

b) Wieviel Grade Celsius entsprecheu 113o X'ahrenheit ?

2e2\ t engl. n'uß entspricht einer Länge von etwa $ m.

trYieviel Metern entsprechen

c) Allaengl. X'uii.a) 20 engl. n'uß, b) 50 engl. X'uß,

283) Den Umfang eines Kreises berechnet man dadurch, daß man den Kreis-

d.urchmesser mit ff multipliziert.
lVelchen Umfang hat ein Schwungrad von 3f, m Durchmesser ?

284) Der Kranz eines geschweißten Handwagenrades wird aus X'lacheisen
gefertigt.

Wie lang muß es genommen werden, wenu der Raddurchmesser
560 mm betragen soll ?

28ä) Die Trommel einer Handwinde ist 570 mm lang und hat einen Durch-
messer von 350 mm.

Wieviel lleter Drahtseil von 91/, mm Durchmesser lassen sich in
der ersten Lage au-f die Trommel aufuinden ? Wieviel Trom.mel-
umdrehungen sind hierfür erforderlich ?

286) Einem Hochofen muß im Vergleich zur erzeugten Roheisenmenge die
Zrlulache Gewichtsmenge an Erz, dieselbe lllenge Koks und die a/ufache

Menge an Zuschlägen zugefährt werden.

Wieviel Tonnen Erz, Koks und Zuschläge braucht ein Ilochofen
bei einer Leistung von 750 t Roheisen ?

287) Das eisenreichste Erz, der sogenannte Magneteisenstein, findet gich

in Schweden uucl euthält fr seines Gewichtes an Eisen.

W'ieviel Tonnen Magneteisenstein werden für tlie Gewinnuag r.on
3640 t Eiseu gebraucht ?

28B) Ein Hochofen braucht, zur Yerbrennung von 1 t Koks rund 3000 mB

trockene Luft. 1 mB Luft wiegt angenähert 13/ro kg.
Wievielmal so groß ist das zur Yerbrennung erforderliche Luft-

gewicht im Vergleich zum verbrannten Koksgewicht ?

4L
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289) Den Inhalt eines Kreises bestimmt man für überschlägliche Rechnung
genügend genau dadurch, daß man das Quadrat des Durchmessere

mit l] mdtipliziert.
'Wieviel mm2 beträgt der Querschnitt eines Rohres mit der lichten

Weite 28 mm ?

290) Der stündliche Stromverbrauch eines elektrischen Kochers beträgt
3/4 kwh (Kilowattstunde).

In welcher Zeit sind 2 kWh verbraucht ?

297) Zwei Kreiselpumpen eines 'Wasserwerkes fördern in einer Yiertel
stunde 3/, t. In welcher Zeit wird 1 t gefördert ?

292) Bei einem Zerreißversuch hatte ein Probestab aus St37 sich um 8/*
seiner ursprünglichen Länge bis auf 156 mm gedehnt.

Wie lang war der Probestab vor der Belastung ?

293) Eine 30 mm dicke Sperrplatte für den Holzmoclellbau wird so herge-
stellt, daß clie Mittelschicht 10mal so dick ist wie jedes der beideu sie
sperrenden n'urniere.

Wie dick sind die Sperrfurniere und die Mittelschicht auszuftihren ?

b) Die Dezimalzahlen oiler Zehnerbrüohe

Dividiert man d.en Zählet eines Bruchs durch seinen Nenner und ist der
Zäbler nicht ein Yielfaches des Nenners, so erhält man eine Dezimalza,hl
(oder auch Dezimalbruch oder Zehnerbruch genannt).

7-
ä : Z ,8 :0,8?5 [sprich: ,,0 Komma 8-?-5"].

Gleichzeitig ist 
7 7.126 8zb
s 
:8 Jzr: looo

(Zähler uncl Nenner wurd.en so elweitert, daß im Nenner eine ihhtrer-
potenz steht).

7 875 800 70 6 _!- 7 - 5_

8': 1000:1000* roootrooo:r0' 100 | 1000'

deunach
0,8Tb:#+f-+iTh
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Das Kennzeiohen für eine Dezimalzahl ist das Komma oder ein PunLt ober-
halb der Zeile (nach DIN 1302); also auch 0'875. Die letzte Schreibweise
ist jedoch weniger gebräuchlich. Die Stellen hinter denl Komma sind
die Dezirnalsteiien. Sie werden einzeln. hintereinander ausgesprochen.

[Man spricht 4,15: Yier Komma eins fünf, nicht: 4 Komma fün{zehn.]
In der Dezimelzahl L2,4567 ist die 4 die Anzahl der Zehntel, die 5 : An-

zahl der Hundertstel, die 6 : Anzahl der Tausendstel, die 7 : Anzahl der
Zehntauseudstel. Es bedeutet hiernach:

12,4567 :12 +ä *rä. +i,h +mh

Steht an der letzten Stelle hinter dem Komma eine Null, so kar,'' sie fort-
gelassen werden. Man kann auch, ohne den 'Wert der Dezimalzahl za
ändern, hinter die letzte Stelle hinter dem Komma eine oder mehrere Nullen
anhängen. Es ist 0,4 :0,40 :0,400.

Umwandlung eines gewöhnlicheu Bruchs
in einen Dezimalbruch

|:o,zo

]:t:4:0,25

i,:rtb:o,Z # :0,01 (:10-z) ] :0,aa5 . . .

I-TI
ä:1,6:0,1666... r::0,001(:10-a) ;:0,111...

Enthält d.er Nenner eines gemeinen Bruches nur die ZalrJ,en 2 und 5 als
Grundfaktoren, so läßt sich der gemeine Bruch in eine endliche Dezimal-
zahl verwandeln. Man dividiert den Zähler durch deu Nenner. Die Di-
visionsau-fgabe geht auf.

Die Dezimalzablen, hinter deren letzte Dezimalstelle einige Pun-he ge-
schrieben sind, heißen periodisch eDezimalzahlen" Die Punkte deuten
an, daß die letzte bzw. die letzten Dezimalstellen sich immer wiederholen.

!-

Es ergibt: f :t:7:0,142857L8W... Hier wiederholi sich die

Zifferngrupp e 742857 . Die imno.er wiederkehrende Ziffer oder ZifferlgruPPe
heißt die Päriode, die d.urch einen darübergesetzten Strich kenntlich ge-
macht wird. Die nicht wiederkehrenden vorangehendenZiffern nennt man

die vorperiod ischen Stellen; 2.8.0,2345ß. . .; hier ist clie Periode: 45;
die vorperiodischen Stellen: 23.

Praktisch verwendet man meist nur die ersten 3 od.er 2 Dezimalstellen.
Die nachfolgenden läßt man fortfallen, wobei rnan die letzte steheubleibende

ß

f :o,ezo

ä :o,tzb

ä :0,1
]:r:2:o,b
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I)ezimalstelle um eine Zahl erhöht, wenn die
stelle eine 5 oder eine noch größereZiffer ist.
maßen ab:

2,7348231 -2,73 oder :=2,735
I,35152 - 1,35 ,, ;=1,352
0,16666...-0,17,, =.0,167.

294)

295)

erste fortfallendc Dezimal-
Man rundet also folgeuder-

Das Zeichen = heißt:
angenähert, nahezu gleich
(rund, etwa).

Aufgaben:
Die nachstehendeu Brüche sind in Dezimalbrüche - falls erforderlich,

auf 3 Dezimalstellen abgerundet - umzuwandeln:

zs6) *: 2e8) 1l: Boo) 1#-- Boq z*:,
zg7) 8b: 29» z?4- 301) 4ä: Bo3) *:,

ö

8-
t
l6

Umgekehri; Iüürb man aber rechnerisch aus die

Umwand.lung einer Dezimalzahl
in einen gewöhnlichen Bruch

§tatt.0,24 kann rnan schreiben -i,*u oA.t, durch 4 gekirzt,26u; ut*

ü,24 =":".
ncz6 - 

375 
- 

3v'utu - i000 - s Man verwandelt eine Dezimalzahl in

o,o4 : #:.; ä::",fl:-:r,i"J*"fxh.y*?ä
Z t usw. schreibt.

0,002: i000:=500.

Periodische Dezimalzahlen verwandelt man in gewöhnliche
Brüche, indem man sie mit 10, 100oder 1000 multipliziert und davon
die Dezimalzahl selbst oder ihren 10- oder 100- (usf.)fachen Wert sub-
trahiert. Das Yielfache der l)ezimalzahl wird so gewählt, daß die Periocle
bei der Subtraktion fortfällt. Die nachstehenden Beispiele mögen das Ver-
fahren verdeutlichen.

Bei,api'ele:

a) Die reinperioclische Dezimal.zal:J 0,27fr ... soll in einen gemeinen
Bruch verwandelt werden:

Der 100fache Wert beträgt: 27,27fr ...
,, L ,t ,t ,, Or27»7-

Der lfache Wert vom l00fachen subtrahiert, ergibt den 99fachen Werb: 27.
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Der lfache'Wert ist dann: Ergebnis: 0,27 fr ...

b) Die periodischeDezimalzahl mit vorperiodischen Stellen: 0,27335 . . .
soll in einen gemeinen Bruch verwandelt werden:

Das 1000fache beträgt: 27333§...

,, 100 ,, ,, 2733§...

a

-- lt '
273
99- ll '

Die Differenz ist das 900fache.

Sie beträgt: 246.

Das lfache beträgt: ffi:ät
Ergebnisse fär weitere B e'6 sp i el e :

0,335. . .

0,151-5 . . .

0,44r. . .

2,11T. . .

Ergebnis: 0,2ß35. . . : # .

ö
r,222.. . : 1;

2,866.. . :21fu

0,1?35... :i:
4

0,266 . .. :;.

b) 3,25
0,003 25

32,L
123,456

5,403
3000,722

0,06575

3 165,00000

1:5
5

33

1
I

-ol

Das Addieren Yon Dezinoalzahlen

Ebenso wie beim Addieren gauzet Zahlen (siehe Seii;e 2) hat man beim
Äddieren von Dezimalzahlen die einzelnen Glieder (Summanden) so unter-
einanderzuschreiben, daß Einer unter Einer, Zehner unter Zehner, Hunderter
unter llunderter usw. stehen. 'Wenn man diese Forderung erfüllt, daan
gtehen auch zwangsläuIig fig (6mmas sowie die Zehntel, Ilundertstel,
Tausend.§tel untereinaniler. Zusammengefaßt : Beim Addiererr rron Dezimal-
zahlen haben d ie Kommas untereinanderzustehen !

Beispiele: a) 10,035
0,12

143,702
0,033
0,003

200,007
2,01

355,91t)
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Das Subtrahieren von Dezimalzahlen

Auch hier hat man die Dezimalzahlen so untereiuanderzuschreiben, da8
fie Ko*-as uutereinand.erstehen:

Beiepdel,e, .) _r}r,Ärg b)

6,725

6,800 c) 100,0000

Statt einer ganze\ Zahl schreibt man hinter den Einer d.as Komma und
so viele Nullen, wie erforderlich sind. Statt 100 also: 100,0000.

Das Multiplizieren von Dezimalzahlen

c) Eine Dezinalzahl wircl mit 10 oder einer Potenz von 10, also
100 oder 1000 oder 10000 usw., multiplizier'ü, indem man das Komma um
so viele Stellen nach rechts rückt, wie der Multiplikator Nullen hat.

Bei,apiele:
a) 0,573. 10 : 5,73
b) 7,832'100 :783,2
c) 2,005.1000 :2005

B) Eine Dezimalzahl wird mit einer ganzen Zahl multipli-
ziert, indem man das Komma der Dezimalzahl zunächst beim Multipli-
zieren nicht berücksichtigt, sodann aber im Ergebnis soviel Stellen yon
rechts nach links hin durch das Komma abtrennt, wie bei der Dezimalzahl
Stellen hinter dem Komma stehen.

Be'ispi,el'e:

a) 27,345' 4X : 1175,835

109380
82035

c) 4,25. 805 : 342L,25

- 2,934

E
69,0408.TFF;

1175,835

b) 70,05. 16 :1120,8
42 030

a) 432,L' 0,5_:2L6,05
216,05

d) 0,075'100 :7,5
e) 0,0301'1000 :30,1
f) 10,0403. 10000: 100403.

2125W
al) 0,008 . 125 : 1

1,000

b) 0,053-0,002 : 0,000106
0,000106

3400
0

1120,80

y) Eine Dezimalzahl wircl mit einer Dezimalzahl multipli-
ziert, indem man die Kommas zunächst nicht beachtet - man muitipliziert
also so. als wenn man 2 ganze Zahlen zu multiplizieren hätte. Zum Schluß
aber streicht man im Ergebnis soviel Stellen von rechts her durch das
Komma ab, wie die beiden Dezimalzahlen zusammen Stellen hinter dem
Komma haben.

Bei,api,el,e:
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d) 1,001 . 0,042 :0,042042
?oöA- = 0,042

2002

0,042042

0 0,2' : A,2'0,2'0,2: 0,04 '0,2 : 0,008

k) 0,43 : 0,4 ' 0,4 ' 0,4 : 0,16 ' 0,4 * 0,064.

Das Dividieren von Dezimalzahlen

c) Eine Dezimalzahl wird durch 10 oder eine Potenz von 10,
also 100 oder 1000 oder 10000 usw., diyidiert, indem man das Komma,
um so viele Stellen nach links rüc}:b, wie der Divisor Nullen hat.

Beie piel,e:

c) 14,25. 3,1 : 44,175

W
1425

44,175

e) 0,42 : 0,4 '0,4 : 0,16

I) 0,152 :0,0225
g) 0,032 : 0,03 '0,03 : 0,0009

h) 0,18 : 0,1 ' 0,1 '0,1 : 0,001

a) L32,65: 10 :13,265

b) 9748,2 : 100:97,482
c) 17534,84:1000 = 17,535

d) 0,734: 10 :0,0734

e) 0,012: 100 :0,00012

f) 7000,0 :1000 :7.

b) 2,2L:17 :0,13
t7
Tr

51
-ö

Eine Dezimalzahl wird durch eine ganze Za,hl dividiert,
indem man die Division wie bei ganzen Zahlen ausfälrrt und beim Uber-
schreiten des Kommas in der Dezimalzahl auch im Ergebnis das Komma
setzt. An die letzte Dezimalstelle des Dividenden können, falls erforder-
lich, Nulleu angehängt werden.

Bcicpiel,e:

a) 248,5300 i32 : 7,7665 . - .
224 )l1l =.7,767
-w 

I I I

245lll
224itl

2131 I

re2ll_+t
2r0 I

1e2 I_+
180



48 I aah,reahnen mit best,immte* Zahl,en

y) Hat man eins Dezimalzahl , z.B. 1,026, durch eine andere Dezimal-
zahl, z. B. 0,57, zu dividieren, so kann man das soebeu unter B) erklärte
Bechnungsverfahren zunächst nicht anwenden.

Statt 1,026:0,57 kann man schreiben: l:ry.
0,57 '

Diesen Bruch erweitert man mit derjenigen Potenz von 10, die de.n
Nenner (Divisor) 0,57 zur galzen Zahl maaht; also:

L,026 1,026. 100 702,6
o-'s1' 

: 
os;-' l0d : -i : to2'6 : 5i'

Hierdurch hat man die Aufgabe des Diviciierens eiuer Dezimalaahl
durch eine Dezimalzahl auf die des Dividierens einer Dezimalzahl durch
eine ganze Zahl zarickgeführt. Mau erhält also folgende Regel:

Eine Dezimalzahl wird d.urch eine Dezimalzahl divid.iert,
indem man im Diviclend und im Divisor das Komma gleichmäßig um
soviele Stellen nach rechts rückt, bis der Divisor eine ganze Zabl wird"
Dann dividiert man, wie unter B) angegeben.

Beiepdele:

a) 243,5:2,302.

Der Divisor 2,302hat 3 Stellen hinter dem Komma. Damit er eine ganze
Zahl wird, hat man das Komma um 3 Stelleu na,ch rechts zu rücken,
Gleichzeitig hat mau im Dividencl 243,5 das Komma um 3 Stellen nach
rechts zu setzen. Er lautet dann 243500. Die auf diese W'eise umgeformte
Äufgabe lautet:

243500 :2302 : 105,77 . . .'2302

Jleloo
11 510

17 900
16 114

i786'-0
16i14
ffi)

c) 321,6 :24 :13,4
241
8l
72i

96
96
-d

d) 2,3976: 162 :0,0148
162-tir

648

izg6
1296--T

b) 3,6 :0,72 :360 :12 :30
c) 0,042 :0,14 :4,2 ; l{ : 0,3

d) 17,8 :0,02 : 7780: 2:890
e) 0,39 :0,003 : 390 :3 : 130

f) 0,136 : 1,7 : 1,36 ; lf : 0,08"
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Aufgab en

über das Rechnen mit Dezimalzahlen:

304) 4,725 + 38,03 + 120,45 - 0,534 + 37,329 :
305) L5+,2 + 47,04- 1,43 +0,06 - 99,87 :
306) 11,1-(17,5-7,5)+0,9: 315) (7,6-7,1).(0,15+0,05):
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307) 0,16 + (0,04 - 0,2) :
308) (0,019 +0,001).10 :
309) 3 .0,06 .0,3 :
310) 1,5 (3,75 - 2,25) :
311) (1,6 - 3,2).5 :
312) (- 0,2)2:
313) (- 0,3)8 :
314) (5,5 +2,5) i0,4:

316) 1000 (0,03 - 0,029) :
317) 0,3' + 0,42 :
318) 1,22 + (0,8'- 0,08) :
319) (0,023 - 0,002).100 :
320) 0,378 i2,7 :
321) 7,5. 0,5 . 40 . 0,04 :
322) (7,76 - 0,25) :0,15 :
323) (90,25 - 0,52).0,1 :

8,1 Milliarclen DM
2,25 ,, i,

324) Der getrormte T,sisfusnmaßstab M. I : 2,5 wircl im technischen Zeichnen
für Yerkleinerungen viel verwenrlet. Eierbei ist ein 'Werkstück

2,5mal so groß, wie es auf d.er Zeichnung erscheint.
Wie groß ist in diesem Maßstab ein Blech mit den Abmessungen:

125 x 200 mm zu zeichnen ?

325) TVieviel Millimeter beträgt der Gewindeduchmesser einer 3/r" Whit-
worth-Schraube? (1" :25,4 mrn\

326) Auf eine Gewindelänge von 1" kommen bei dem Jr" Whitworth-
Gewinde 12 Gänge. Wie groß ist die Gewindesteigung ?

(Änleitung : Gewindesteigung : 25,4'. Gangzahl.)

327) Die Gewinrlesteigung der 1" Schraube beträgt 3,175 mm. Wieviel
Gänge kommen auf ein Zoll ?

328) Das spez. Yolumen und die 'Wichte sinil reziproke Größen ?

(Wichte :1: spez. Yolumen; spez. Yolumerl: 1: Ifiichte.) Das spez.
Yolumen der Luft beträgt 0,774. Wie groß isü ilie Wichte iler Luftl) ?

329) Der n'ünfjahrplan legt für das Jahr 1955 folgenden Produküions-
umfang fest:

Maschinenbau
Elektrotechnik
X'einmechanik untl Optik 930 Miliionen ,,'Wieviel DM wird die gesamte Proiluktion dieser Industrien be-

tragen? [Das Ergebnis ist in Zahlen auszuschreiben!]

r) Unter dem ,,spezifischen Volumen" eines Körpers versteht man dae Yolumen
der Gewichtseinheit. Es hat die Dimension: m8/kg. Umgekehrt aber: Unter dem
,,spezifischen Gewicht" (jetzt als ,,Wichüe" bezeich-net) verstoht man das Gewicht
der Volumeneinheit. Die \Yichte hat die Dimension (: Ciröße): kg/m8.
Matbematit Teil 1. 1
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330) Um die Zahnteilung eines Zahnrades zu bestimmen, hat man d.en Modul
mit 3,14 zu multiplizieren.

Wie groß ist die Zahnteilung bei einem mit dem Moclul 7,5 mm ge-
schnittenen Zahmad.?

331) Die Zahnhöhe eines Zahnracles setzt sich aus der Kopf- und X'ußhöhe
zusammen. Man wählt bei bearbeiteten Zähnen clie Kopfhöhe gleioh
dem Modul, die Eußhöhe gleich dem 1,166fachen Modul.

Wie groß ist die Zahnhöhe eines mit dem Modul 3,75 mm bearbei
teten Zahnrades?

332) Das Gewicht eines Quadratmeters einer Blechplatte in Kilogramm be-
stimmt man rechnerisch, indem man die Dicke des Bleches in Ulilli-
meter mit der Tflichte des Werkstoffes multipliziert.

W'ieviel Küogramm wiegen 2,5 mz Stahlblech von 4 mm Dicke?
('Wichte: 7,85)

1i33) Das Gewicht eines Gußstückes kann man angenähert aus dem Modell-
gewicht berechnen, indem mau das letzte mit einer Umrechnungszahl
multipliziert. Diese Umrechnungszahl hängt ab von der Holzart des
Moäells und dem '![erkstoff des Gußstückes. Sie beträgt z. B. für
ein Modell aus n'ichtenholz und für den Gußwerkstoff Messing: 15,8.

'Wie schwer ist ein Gußstüok aus Messing, dessen Modell 0,75 kg
wiegt ?

334) Ende des Jahres 1950 gab es in unseren volkseigenen Betrieben 770
A-ktivistenpläne. Ende März 1951 waren es bereits 2,3 mal so viel.
IVieviele sind das ?

II. Die in der Teehnik gebräuchlichen
Maße und Einheiten

In den Textübungsaufgaberi des Äbschnittes I wurden als Anwendung
fär ttie Grundrechnungsarten mit den reellen Zablen diese Zahlen im Za-
sammenhang mit einer allgemein bekannten Abmessung (Dimension) ver-
wendet. Diese Abmessungen vurden als sogenan:rte Einheiten (Kulz-
zeichen) mjt kleinen lateinischen Buchstaben ohne Punkt hinter die Zahlen
gesetzt. Über die Schreibweise dieser Einheiten gibt das vom Deutschen
Normenausschuß herausgegebene DIN-Blatt DIN 1301 Auskunft. Man
schreibt beispielsweise:7,5 m und drückt damit die Länge einer Strecke
aus, d.ie TllrÄal so lang ist wie eine festgelegte Einheitsstrecke. Die Zahl?,5
zählt, wie das Wort Zahl zum Äusdruck bringt, die Aazahl der als Maßein-
heit benutzten Meter (m), oder man vergleicht ilie Länge der Strecke 7,5 m
mit der Länge der Einheitsstrecke I m. Messenheißt nämlich nichts anderes
als Yergleichen.

Die in der Technik am meisten verwendeten Maßeinheiten und. die von
ihnen abgeleiteten Größen werden nachstehend unter Benutzung der ge-

normteu Schreibweise behandelt.
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1. Die Längenmaße

Die Einheit der Länge ist das Meter (m). Ein im Büro der Maße und Ge-
wichte im Pavillon d.e Breteuil bei Paris aufbewahrter Stab aus einer Le-
gierung von 90o/o Piatin und f0o/o Iridium dient als Urmeter. Kopien dieses
Urmeterstabes wurden an die einzelnen Staaten verteilt und dienen dieseu
Staaten als Normalen der Längeneinheit. Das Meter sollte nach einem Be-
schluß einel von der französischen Nationllyslspmmlung 1791 eingesetzten
(ornmission der 40 millionste Teil des durch die Pariser Sternwarte gehenden
Erdmeridians sein. Eine andere Bestimmung der genauen Länge eines
Meters ist durch die IVelleniänge des Lichtes, und zwar der roten Linie
des Elementes Kadmium, möglich. Hiernach beträgt 1 m : 1553164,1
Wellenlängen dieses Lichtes in trockener Luft von 15o und 760 mm Druck.

Der 10. Teil eines Meters ist ein Dezimeter (dm). 1 Dezimeter wird in
10 Zentimeter (cm) geteilt. 1 Zentimeter setzt sich aus 10 Millimeter (mm)
zusammen. Das im Maschinenbau verwendete kleinste Längenmaß ist das
Mihon (p). Man versteht hierunter den tausendsten Teil des Millimeters.
Noch kleinere, im prahischen Mascbinenbau nisht verwendete Längen-
maße, sind das Millimilron (mp), das Angström 141 und die X-Einheitl).
Es betragen;7mp: ,oL p, 1 A : l* -r, 1 X-Einheit : rj- I

Größere Längeneinheiten als das Meter sind der Kilometer (km) : 1000m.
Die größten Längeneinheiten, das Lichtjahr (Lj)r), die Sternenweite od.er
Parsecs) und die Astronomische Einheit (AD)n), haben fär den Astronomen
Bedeutung.

Es betragen: 1 Lichtjahr (tj) :0,946. 1018 cm
1 Parsec :2,26 Lj : B,0g . 101s cm
I Astron. Einheit (AE) : 1,495'1013 cm

Zusammenfassung:

I m - l0 dm :100 cm : 1000 rprl : 1000000 , : **lk*

5l

Oin in der Seefahrt gebräuchliches Längenmaß ist die Seemeile. Man ver-
steht darunter die Länge einer Meriäianminute. Ein Längenheis ist
9O-OO E" !eng. Der 360. Teil hiervon ist ein ilIeridiangrad. Dieser wfud
in 60 Mericlianminuten unterteilt. X'olglich ist eine Meridianminute :
ffi% &m):1,852 km:1 seemeile.

(Die veraltete geographische Meile betrug etwa 4 Seemeilen : 7422 m.,1

1) Siehe Beispiele für sehr kleine Zahlenwerte auf Seite BZ.

') Ein Lichtjahr ist die strecke, die das Licht innerhalb eines Jahres im leeren
Welüraum zurückleqt.

B) §iehe Seite 15.
a) Die,,Astronomische Einheit,. ist gleich der mittleron Entfernung Erdo - sonno.

4.
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Englische Lä ngenmaße sind:

1 mil :0,001 Zoll :0,02b mm
1 Linie :rf ,, Zoll:2,117 rrlrr : 1"/
1 ZoLl (inch) : 25,4 mm : L"
I Buß (foot) : L2 Zoll: 304,8 mm : 1'
1 Yard :3 X'uß : 0,9144 m
1 engl. Meile : 1760 Yards : 1,609 km.

Russische Längenmaße sind:

1 Meile :7 Werst = 7,5 km
1 Werst :500 Säschehn : 1,06 km
1 Linia : 0,1 Diuim:0,25 cm
I Diuim : {r, X'uß :2,54 cm
I russ. n'uß - L engl. X'uß :0,3048 m
1 \Mersch6ck :4,445 cm
1 Sotka : Yroo Säschehn
1 Arschln :0,7112 m
1 Säschehn :3 Arschln : 3 . 16 Wersch6ck

:7 Fu8 :2,13 ru.

Aufgoben:
335)  Op: ? mm 344) 314 m : ? mm
335a) s/n m: ? mm 34ö) la, m: ? mm

336) 0,65 nm- | p 346)2 m 3 cm 5 mm: ? mm

337) 6,ö mm - ? cm 34?) 3 d* 7,5 mm: ? mm

338) 9,26 cm: ? dm 348) 300 m: ? km
339) % dm - ? mm 349) 1,8 km: ! P
340) 8,3 dm - ? mm 350) 10 km 50 m: ? m
341) 1250 mm - ! rlm 351) 1,5 km - 300 m : ? m

342) 76 mm - ? m 352) 2m-45cmf 5mm- ?mm
343) 1,02 m : ? mm 353) 100mm +100p: ?mm.

2. Die Fläehenmaße

Unter Yerwendung der vorstehend behandelten Längenmaße werd.en die
Xllächenmaße bestimmt. Eine quadratische X'läche mit der Seitenlänge von
I m ist die Einheit der X'läche. Sie hat den n'Hcheninhalt 1 Quadratmeter
oder - in DlN-Schreibweise - 1 m2. Allgemein bestimmt man den Elächen-
inhalt einer rechteckigen n'läche aus dem Produkt der beiden Seiten, also:

Länge x Breite.

Ein Bechteck mit den Seitenlängen von 0,5 m und 0,B m hat den X'lächen-
inhalt 0,5 (m) .0,8 (*) : 0,4 (ma). Äus dem Produlrt zweier in Meter
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gemessenen Rechteckseiten erhält man den Rechteckinhalt in Quadrat-
meter; es ergibt also m 'fll : 1112. Beide Rechteckseiteu müssen iu der-
selben Längeneinheit gemessen sein. Beträgt die eine Seite 20 cm, die
and.ere 1,5 m, so muß man zur tr'lächeninhaltsbestimmung beide Seiten
in Meter ausdrücken. Da 20 cm : 0,2 m ist, berechnet man den Inhalt:
0,2 (m).1,5 (m) :0,3 (m2).

Die X'läche eines Quadratmeters kann man in 100 Quadratdezimeter
: 100 dmz unterteilen.

1 dm2 setzt sish a,us 100 Quadratzentimeter :100 sm2 zusammen.

1 cm2 100 Quadratmillimeter : 100 mmz ,,

Größere X'lächeneinheiten sincl :

L Ar (a) : 100 m2. Ein Quaclrat mit 10 m Seitenlänge ist die n'läche eines
Ars.

1 Hektar (ha) : 100 a : 10000 m2. Der n'lächeninhalt eines Quadrats
mit 100 nn Seitenlänge beträgt t ha.

I Quadratkilometer (kmz) :, 100 ha - 10000 a : 1000000me.

Zusammenf assunr'

1 m2.".- 100 dm2 :10000 cmz :1000000 mmz

1 dm2 : 100 cmz; I cm2 : 100 mm2

1 km2 =.., 100 ha :. 10000 a : 1000000 m2

1ha:100a;Ia:100m2

Ein veraltetes X'lächenmaß, das jetloch in der Landwirtschaft auch heute
nooh yerwend.et wird, ist cler Morgen.

L (preußischer) Morgen ist eine X'läche von etwa 25 a.

4 Morgen sind also t ha.

Russische X'lächenmaße sind:

1 Qu.-Werst :250000 Qu.-Säschehn == 1,14 km2

1 Qu.-Säschehn -- 9 Qu.-Arsshin : 4,55 m2.

Aufgaben:

35+) Llz dma : ? cm2 357) 200 cmz : ? mz 360) 5000 ms : ? ha

355) 7,5 cmz: ? mrns 358) 150 mm2 : ? cms 361) 600 a : ? ha

356) Y4 m2: ? crnz 359) 3000ha: ? lrmz 362) 314 ha: ? a

363) Stlz kmz : ? ha .

364) Die beschnittene Lichtpause ina DIN-X'ormat A0 hat clie Seitenlängen
841 mm und 1189 mm. W'ieviel Quadratmeter Pauspapier werdeu für
eine solche Lichtpause verwend.et ?
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365) Durch fortgesetztes Halbieren des Formates A 0 erhält mau die For-
mate A 1, A2 usw. DasX'ormat A4 hat die Seitenlängen 210X 297 (mm).

W'ie viele solcher Blätter kaun man aus 1 m2 schneid.en ?

366) Wieviel Quadratzoll enthält 1 m2 ?

367) TVieviel Quadratzentimeter beträgt die Querschnittsfläche eines Yier-
kantstahles Yon 8 mm Kantenlänge ?

368) Der rechteckige Grunclriß eines n'abrikgeländes beträgt 2 km X 600 m.
W'ieviel Eektar sind dies ?

368a) Ein Neubauer besitzt ein rechteckiges Stück Lanrl, das 300 m lang
uncl 250 m hreit ist. Wieviel Ar sinrl das ?

368b) Äuf einem volkseigeneu Gut werden 37 ha Land mit Zuckerrüben,
14 ha mit Weizen, 23 ha mit Roggen, t ha mit Kartoffeln und 21 ha
mit Ölfrtichten bebaut. Wieviel-Ihorgen Land (1 Morgen zr 25 a\
sind insgesamt bestellt worden ?

3. Die Körpermaße

Der Rauminhalt oder das Yolumen eines Würfels, dessen Kante I m
lang ist, beträgt 1 Kubikmeter (mB). Aadere Bezeichnungen fiir 1 ms
sird X'estmeter oder Raumnaeter. Die Grundfläche dieses Wtirfels ist 1 m2;
seine Höhe beträgt 1 m.

Der 1000. Teil eines Kubikmeters ist der Kubikdezimeter (dms).
Dies entspricht dem Yolurnen eines W'ürfels mit der Kantenlänge von
I dm : 10 cm. Im Geschäftsleben wird der Kubikdezimeter als HohLnaß
benutzt und Liter (l) genannt.

Der 1000. Teil eines Kubikdezimeters ist der Kubikzentimeter (cm3).
Ein Würfel mit der Kantenlänge von I cm hat das Volumen I cm3.

Der 1000. Teil eines Kubikzentimeters ist der Kubikmillimeter (mm8)"
Sein Yolumen entspricht dem eines Wtirfels mit der Kantenlänge von L mm.

Yon dem Rauminhalt eines Liters (l) : 1 dm8 leiten sich noch folgende
Raummaße ab:

1 Hektoliter (l hl) : 1001 : 100 dma

I Deziliter (1 dI) : i f : 100 cmB

1 Zentiliter (1 cl) : fi f : 10 cmg

I Milliliter (I ml) : -rfrU r : 1 cm3.

Zusammenf assung:

I m3:1000 dm3:1000000 cm3 - 1000000000 mm3

1 dm3:1000 cma; 1 cmg:1000 mm3; 1 dm8 :1 I
I hl : 100 l: 1000 dl:10000 cl:100000 ml

I l: 10 dl; I dl:10 cI; 1 cl:10 ml; I ml :1 cm8
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In England und Ämerika wird als Raummaß tr Kubikfuß (cbcfoot) be-
nutzü. 1 cbcfoot : 0,0283 m3.

Die Yermessung von Schiffen erfolgt in Registertonnerr. 1 Register-
tonne hat einen Bauminhalt von 100 engl. Kubikfuß :2,83 m8.

Es sei hierbei ausdrücklich darauf hingewiesen, daß eine Registertorao
ein Raummaß ist. Man verwechsele sie nicht mit dem Gewichtsmaß I t
(siehe im folgenden Abschnitt: Gewichtsmaße).

Russische Körpermaße sind :

L Gfunitz: 3,28 I
1 W'eclr6 : 10 Krutschka :12,5 I
1 Tsch6twert:210 I
1 Tschetwerik :26,2 I
1 Botschka :4,921.

Aufgaben:
369) 4,5 m3 : ? dms 376) 6Y4 hl :3 I 383) 1Y4 dl : ? cl
370) 7750 cm3:? dma 377) 31z l:? dl 3841 1212 cl:? ml
371) 150 mm8:? cm8 378) 0,1 hl:? I a3tr) B2b dm3:? I
372) 0,35 dm3 :? cmB 379) 0,41 :? cms gSO) ZO m3 :? I
373) 275 dma : ? mB 380) 3 cl : ? I
374) 15 cm3 : ? mms 381) 0,5 cl : ? ml 387) 750 cm8 : ? I

375) Llu, m3:? dms 382) Y8 I:? dl 388) 11/a l: ? cm8.

4. Gewiehtsmaße

Die in der Technik verwend-ete GewichtseiD-heit ist das Kilogramm (kg).
Man versteht darunter das Gewicht eines Kubikdezimeters oder, was das-
selbe ist, eines Liters Wasser von 4o Celsius. (Siehe S. 63: Poad.)

1000 kg nenat man eine Tonne (t). Dieses Gewicht entspricht dem eines
Kubikrneters'Wasser von 4" Celsius.

Der 1000. Teil eines Kilogramms ist ein Gramm (g). Es ist das Gewicht
eines Kubikzentimeters 'Wasser von 4o Celsius.

Der 10. Teil eines Gramms heißt Dezigramm (dg)

,, 100. ,, ,, ,, ,, Zerl,igramm (cg)

,, 1000. ,) ,, ,, ,, Milligramm (mg).
Nieht einbegriffen in die DIN-Normen sind folgende Gewichtseinheiten:

bo

1 Pfund :500 g
L Zen,tte.r:50 kg

1 Dekagramm :10 g

1 Ilektogramm :100 g

I Doppelzentner :100 kg I metrisches Karat :200 mg.
In Englancl unil Amerika wird mit dem engl. Pfuncl (lb) gerechnet.

Es entspricht:
I engl. Ptunat (lb) :0,4536 kg

oder
1 kg :2,2A46 engl. Pfuncl (lbs).
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Zusammenfassung:

I kg :1000 g:10000 dg:100000 cB:1000000 mg: at- t
1 g : 10 clg : 100cg : 10{X) mg

Aufgaben:

38e)%t:?kg
390) 100 kg: ? t
391) 0,03 kg: ? g

392) 500 g: ? kg

393) 50 dg: ? g

394) 314 B: ? dg

395) 10% I: ? ms

396) 625 mg : ? cg

397) 0,009 kg: ? mg

398) 350 tlg : ? kg

399) 2kgf 20gf 2000m8: ?g
400) %e*3dg*5cg: ?mg
401) 0,75 t - 200k9 *Yrot : ? kg

402) 19,5 kg f 500 g: ? b

403) 20 Ztr.: ? t
404) 7000 kg: ? Zt .

405) 70 Doppelztr. : ? t,

406) 7yz Doppelztr. : ? kg

407) 475 lbs : ? kg

nü 5725lbs: ! tr.

5. Zeitmaße

Die Einheit des Zeitmaßes bestimmt man aus der zeitlichen Dauer eines
Tages von Mittag zu Mittag, wobei man unter Mittag den Zeitpunkt ver-
steht, in dem die Some genau im Süden steht. Da die Tageslängen zu r,er-
schiedenen Jahreszeiten nicht genau in ihrer Dauer übereinstimmen, so
wird der Zeitbestimmung der Mittelwert der Dauer aller Tage vom Mittag
iles 21. März des einen bis znm Mittag des 21. März des nächsten Jahres
ruglqnde gelegt. Man nennt diesen Mittelwert: 1 mittlerer Sonnentag.
Auf clie Einheit det Zeit kommt man, indem man d.iesen mittleren Sonnen-
tag in 24 Stunden, jetle Stunde in 60 Minuten und jede Minute in 60 Se-
kunden teilt. Da 24-60.60:86400 ist, so hat also ein Tag86400 Se-
kunden. Die Sekunde ist die Einheit der Zeit, die sich nach vorsteheadem
wie folgt definiert.

Eine Sekunde ist der 86400. Teil eines mittleren Sounentages.

Die genormten Kurzzeichen fär ilie Zeitmaße sind:

h : §tunde (lateinisch hora : die Stunde)
m I min schleibt man, wenn dieses Zeichet

oder ] : Minute allein steht und nicht mit einem and.eren
min.l Kurzzeichen zusammen verwendet wird.

s : §ekunde,
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Dieselben Zeichen werden auch zum Schreiben der lJhrzeit verwendet,
wobei sie in diesem X'alle erhöht oberhalb der Zeile geschrieben werclen;
also z. B. 3h26* 16s fsprich: 3IIhr, 26 Minuten und 16 Sekunded.

Zusammenfassu ng:

t h :60 min :3600 s

I min: 60 s

AusYorstehendem ergibt sich, claß bei der Umrechnung d.er Zeiteinheiten
in andere die umzurechnende Zeit mit 60 bzw. 3600 multipliziert oder divi-
diert werden muß. Es sei daran erinnert, daß Längen, X'lächen- und Raum-
inhalte sowie Gewichte durch Multiplikation oder Division mit t0 oder
oirer Potenz von 10 umgerechnet werden.

Beiepi,ele: a) 'Wieviel 
Seku:rden sind 0,2 min?

0,2 . 6O : 12 Ergebnis 12 s.

b) Wieviel Minuten sincl 192s?

192:60 : 3,2 Ergebnis: 3,2 min.

Aulgaben:

{Og) 0,6 min : ? s

410) 0,4 h: ? min

411) 0,1 h: ? s

412) 225 min: ? h

413) 2L24 s: ? min

51

414)7344s:?h
4Lb) 4,34 h: ? h? nain? s

416) 3h39min36s:?h
4rI) l41s h +40 min: 3 1,

418) 3,2minf 2mtnl?sf 29sf 7s:? min.

6. Winkelmaße

a) Winkelmessung in Tlinkelgodon

Unter einem IVinkel versteht man zwei von einem Punkt - dem
Scheitelpunkt - ausgehende Strahlen verschied.ener Richtung, die
§chg$e! genannt werden. In der nnathematischen Schriftsprache wird
tler Winkel mit < bezeichnet. Um die Größe eines 

'Winkels-zu 
messen,

muß man clie beiden Geraden bis zu ihrem Schnittpunkt verfolgen. Dieser
Punkt heißt der Scheitel; die beiden Geraden sind die Schenkel des'Winkels.
Liegen beido Scheukel in einer geraden Linie, aber auf verschiedenen Seiten
des Scheitels, so heißt der \{inkel ein gestreckter oder gerader. Die Eälfüe
eines gestreckten 'Winkels heißt ein rechter 'Winkel. Bei ihm stehen die
beiden Schenkel senkrecht - auch lotrecht oder vertikal genannt - auf-
eiaander. Ein 'Winkel, der kleiner als ein rechter ist, heißt ein spitzer
Winkel; einer der größer als ein rechter ist, ein stumpfer lVinkel.
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Jeder W'inkel wird durch einen Bogen gemessen, der um seinen Scheitel
mit einem beliebigen Radius (Halbrresser) zwischen seinen Schen-keln be-
schrieben wird. Die Größe der Winkel wird durch Gradc - mathematisches
Zeichen " rechts oberhalb der ZaYi - ausgefuü.ckt.

Der gestreckte Winkel hat 180", der rechte 90'. Dreht man eine Strecke
um deu einen ihrer beiden Endpunkte einmal ganz herum, so daß sie uum
.§chluß mit ihrer Urspru:rgslage zusammenfälli, so hat sie den Winkel vori
360' beschrieben.

Der Iflinkel von 360o heißt Vollwinke].
Die Einteilung des Yollwinkels in 360o rührt von der überholten, irrigen

Zeitrechnung her, nach cler die Erde stillstehe und die Sonne, die sich rrm sie
drehe, täglich um 1o weitergehe. Diese Laufbahnänderung erneuere sieh
alle 360 Tage (:1 Jahr).

Im l{aschinenbau sind die Winkel von 90o, 60" und 45o die häufigsten.
Der 90" d wiril in der Praxis als Normal-, Anschlag- und Kreurwinkel
benutzt.

n'ür genaue Messungen unterteilt man d"en 
'Winkel von 1" Größe in

6O gleiche Teile, die man Minuten - naathem. Zeichen: ' hinter der Zahl,
oberhalb der Zeile - nennt. 1'wird. in 60" [ies: 60 Sekunden] unterüeilt.

Zusammenf assung:

1':60':3600"
1' :60"

I rechter \Yinkel :90"

Die genauesten Winkelmessrurgen werclen in der Praxis mit dem lVinkel-
teilungsprüfer mit Theodolit und Kollimator der Firma Zeiß ausgeführt.
Die llIeßunsicherheit beträgt 1f 1".

Die Umrechnung eines in Graden gegebenen W'inkels in Minuten bzw.
Sekunclen oder umgekehrt ist ebenso wie die Umrecl:nung der Zeiteinheiten
durch llIultiplikation bzw. Division mit 60 oder 3600 vorzunehmen.

ß eiepiele:

a) l'ln" : (51*.60)' :315'
b) 2rlr' : (2rlr. 60)" :. 149"

c) 210" : (210: 60)' : 3%'

d) 312' : (312 : 60)o : §,!o.

Auf gaben:

419) 7,5": ?', 42L) 2s14',: ? " 423) I12": ? "
420\ 7A' : ?" ? ' 422) l0O" : ?' ?"
424) 'Welchen 'Wiukel bilden die beiden llhrzeiger um th ?

425) Welchen IVinkel legt der große Ilhrzeiger in {S min zurück ?
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426) Die bei allen Schiffskompassen angebrachte Windrose ist eine waage-
recht gelegene Kreisscheibe, die durch 32 vom l\fittelpunLt nach dem
Umkreis gezogene, gleichweit voneinander abstehende Radien die
Lage der Himmels- und Weltgegend veranschaulicht. Am äußersten
Rande der Windrose ist die Einteilung von 360 verzeichnet. Wieviele
Grad.e kommen auf jeden der 32 aufgezeichneten Radien?

427\ Wie groß ist der 'Winkel, der entsteht, wenn man 2 aufeinander-
folgende Ecken eines Sechskantstahles mit dem Mittelpunkt der
Querschnittsfläche verbindet ?

428) Nach dem Normblatt DIN 2504 über Anschlußmaße für X'lausche sind
für die Nenaweite 350 mm 16 Schrauben je 13/r" vorgesehen. IVieviel
Grad beträgt die Lochteilung ?

Anmerkung:
In neuerer Zeit ist man" z. T. dazu übergegangen, den rechten Winkel

nicht, wie aligemein üblich, in 90", sondern in Anlehnung an d,as Zehner-
system in 100 Grade einzuteilen. Zum Unterschied von der mit dem
Zeichen " bezeichneten 90er Teilung bezeichnet man diese neue 

'Winkel-

einheit nach DIN 1302 mit Neugrad. Man schreibt für diese Ein-heit: 19.

Es entsprechen: 100e: 90" oder Is : 0,9o :54' ,

Den Neugrail teilt man in 100 Neuminuten und schreibt für 1 Neuminute:
1o (o : centum : 100). 1 Neuminute unterteilt sich in 100 Neusekunden,
von denen man eine mit 100 schreibi.

1o entspricht somit 
lqq# :1,1T...c -1c 11' 111...'u. Die Umrech-

nung eines in Neugraden, -minuten und -sekunden gegebenen Winkels in
Neugrade gestaltet sich wesentlich einfacher; es ist z. B.:

32c 260 7400 :32,2674c.
Zur Erleichterung der Umrechnung cler bisherigen Winkelgrade in Neu-
grade gibt es diesbezügliche Tabellen.

b) Winkelmessung im Bogenmaß

Die Größe eines Winkels bestimmt man außer in Graden bzw. Neugradeu

- besonders in der höheren Mathematik - durch die Länge des ihn über-
epannenden Kreisbogens des Einheitskreises. Zum Yerständlichmacheu
hiervon einige vorbemerkende Erklärungen !

Der Einheitskreis ist der Kreis mit dem Radius (Halbmesser) 1. Ob dieser
Batlius I m, 1 cm, I dm oder eine and.ere als Einheit gewählte Länge ist,
ist belanglos. Wesentlich hingegen ist, daß man die Länge des Kreishalb-
messers als lVlaßeinheit festlegt. Der Umfang des Einheitskreises beträgt
2.3,14L5g... .: 6,28318... Die Zahl 3,14159..., fiir ai" |! oau, f1§
Näherurrgswerte sind, wird mit dem griechischen Buchstabenn [sprich: Pi]
bezcicbnet.
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Es ist also: z : 3,14159.. .

Umfang des Einheitskreises :2 . n.

Beschreibt rnan um den Scheitel eines Winkels deu Kreis mit dem Rad.ius 1,
so ist die Länge des den'Winkel überspannsnden Kreisbogens ein IVIaß fti:
die Größe des Winkels.

Zum Vollwinkel 360' gehört der gesamte Umfang des Einheitskreises.
Man bezeichnet somit den Winkel 360' mit 2 . n. Der gestreckte oder ge-
rade Winkel 180" wird von dem halben Einheitskreis überspannt. X'erner
erhält man:

Der Bogen von der Länge 1 beim Radius 1 überspannt den Tfinke]

360': 6,28318 : 57,29578o : 57o L7' 44,8" : 63,66198s.

Mau bezeichnet diesen Winkel nach DIN 1302 mit I rad fsprich: 1 Raciiant]

rad : 57" l7' 1,4,8"

:63,66198s

Aulgaben:
Die in Graden gegebenen Winkel sind im Bogenrnaß anzugeben.

429) 20' :? 430) 15': ? 431) 36': ? 432) 720" :?, 433) 27O' :?
Welchen \finkelo in Graden entspricht:

434) 0,5 rad: ?

ß5) l- rad: ?

436) 7,2 rad :
437)Zracl :?

438)3rad:?

7. Temperaturmaße - lYärmernaße

a) lllessen des Wärmezustaniles

Der 'Wärmezustand 
od.er die Temperatur eines Körpers wird rnit dem

Quecksilberthermometer gemessen. Taucht man eiu soiches Thermometer
zunächst in schmelzendes Eis und dann in die Dämpfe des (bei 760 rnm
Druck) siedenden Wassers, so erhält man 2 X'undarnenalpunlrbe (Eispunkt

180o 4 n

90"A:
60"a;

" 1i,

Ä

"ix
U

450

30"
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und Siedepunkt). Der Abstand der beiden X'und.amentalpunkte wird in
100 gleiche Teile geteilt. Jeder der durch die Teilung gebiltleten Ab-
§chnitte heißt Grad. Man bezeichnet den Eispunkt mit 0o C fsprich: 0 Gratl
Celsiusl und den Sieclepunkt mit 100" Ci).

tfuer tlie noch z. T. verwendeten Temperaturangaben nach X'ahrenheit
und Rdaumur und. deren Umrechnung siehe: Aufgabe 281 Seite 40.

In der Teshnik werd.en Temperaturen auch nach der absoluten Tempera-
turskala angegeben, bei der lediglich eine Yerlegung des Nullpunktes der
Celeiusskala um 273,16o C unter den Gefrierpunkt des 'Wassers erfolgt.
15o C entsprechen (273,16'C + 15'C) :288,16'K [sprich: 288,16 Grad
Kelvinl2).

b) Messen der Wärmemengo

Die gesetzlichen Einheiten für die Wärmemengenmessung sind die Kilo-
kalorie (kcal) und die Grarrmkalorie (cal) sowie die Kilowattstunde (kWh).

Unter einer Kilokalorie (bzw. Grammkalorie) versteht man die Wärme-
menge, die 1 kg (bzw. I g) 'Wasser 

bei Atmosphärendruck um 1o C erwärmt.
Heizwerte ooa Blsnnstoffen werden durch die Anzahl von Kilokalorien

ftcal) bestimmt, die bei der Yerbrennung einer bestimmten Menge des
betreffenden Brennstoffes entwickelt werden.

Unter dem Heizwert eines Kraftstoffes versteht man die Wärmemenge in
kcal, die 1 kg eines festen oder flüssigen od.er 1 ma eines gasförmigen Kraft-
stoffes bei vollständiger Yerbrennung unter unveränderlichem Druck ent-
wickelt.

Die in der Elektrotechnik verwendete Einheit der Kilowattstunde ent-
spricht 860 kcal.

8. Abgeleitete llIaßeinheiten (Auswahl)

Die in den vorhergehenden Äbschnitten 1 bis 7 behandelteu lVIaßeinheiten
einal die Grundeinheiten für die von ihnen abgeleiteten technisohen Maß-
einheit'en, von denen anschließend im Rahmen d.ieses Buches nur die wich-
üigsten behandelt werden können.

a) die §pannung

Läßt man ein Gewicht auf eine X'läche bestimmter Größe einwirken, so
erhält man eine Spannung, der man d.ie I\[aßeinheit kg/cm2 flies: Kilo-
gremm je Quadratzentimeter] gibt, wenn das Gewicht in Kilogramm und.
die F läche in Quadratzentimeter angegeben sind. Die Maßeinheit kann aber
bei Zugrunilelegung anderer Gewichts- und I'lächeneinheiten auch: kg/noma
oder t/mz oder g/cmz usw. sein.

r; Anders Celsius, 1701 bis 1744 in Upsala, schwedischer Stern- und Naturforscher.
3) Lord Kelvin, englischer Physiker, 1824 bis t!07.
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In der X'estigkeitslehre werden yerwendet:

Zug-, Druck-, Biege-, Yerdrehungs- und Abscherspa,nnungen. Die ersten
drei Spannungen, bei denen die Kraftrichtung senkrecht zur bean-
spruchten X'läche liegt, oennt man Normalspannungen. Die beiden letz-
ten Spannungen (Yerdrehungs- ulrd Abscherspannung) werden durch eine
Kraft hervorgerufen, deren Richtung mit der Lage der beanspruchten Bläche
zusammenfällt. Sie heißen Tangential- oder Schubspannungen.

Äls Einheit für die Größe der Dampfspannung wird die Atmosphäre
(at oder Atm) gewählt. Es entspricht

1 Ätm (: 1 physikalische Atrrosphäre)
dem Druck von 1,033 kg auf 1 cmz Bläche : 760 Torrl),

1 at (: I metrische oder technische Atmosphäre)
dem Druck von I kg auf 1 cmz Bläche :735,56 Torr.

Umrechnung: 1 at :0,9678 Atm
I Atm : 1,0333 at.

Die Maßeinheit einer Spannung in kgicmz haben auch die in der X'estig-
keitslehre verwendeten Elastizitäts- und Schubzahlen. X'ür Elastizitäts-
zahl sagt man auch Elastizitätsmodul oder Dehnsteife. X'ür Schubzahl
sagt man auch Schubmodul oder Schubsteife. Der Kehrwert dieser Zahlen

hat die Maßeinheit: ff. Ur" nennt den Kehrwert des Elastizitätsraoduls:

Dehnzahl oder Spanndehne. Der Kehrwert des Schubmoduls heißt: Schub-
zahl oder Spannschiebe. Bei der üblichen Markenbezeichnung von Stahl
findet man die Angaben über seioe Mindestzugfestigkeit.

Die normmäßige Markenbezeichnung für Stahl ist in DIN 17006 fest-
gelegt. Es wird zum Beispiel ein Stahl mit 34 kgimmz Zugfestigkeit mit
St34 fsprich: St vierunddreißig] bezeichnet. Die Buchstaben (St) geben
die W'erkstoffart, die Zifferngruppe (34) im allgemeinen die l\findestzug-
festigkeit an.

b) Das Einheitsgewichü oiler ilie Wichte
(früher: Spezifisches Gewicht)

Unter der Wichte eines Körpers versteht man die Zahl, die angibt, wie-
viel Gramm 1 cms oder wieviel Kilogramm 1 dma oder wieviel Tonnen I ma
des Körpers wiegt. Die Dimension des Einheitsgewichtes (Wichte) ist
folgende: g/cm3 [ies: Gramm je Kubikzentimeter] oder kg/dm3 oder t/mB"

über die Größe der Wichte für die verschiedenen festen Körper sowie für
Elüssigkeiten und Gase geben einschlägige Tabellen Auskunft. In der

1) I Torr ist der Druck von I mm Q§ ( Quecksilbersäule).
I Torr : 1,33322 mb (Millibar), 760 Torr : 1013,3 mb (Millibar).
Dio Bezeichnung Torr ist zu Ehren des Physikers Evangeliste Torricelli (1608 bis
1647), eiues Schülers Galileis, gewählt.
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Technik wird die W'ichte zur Gewichtsbestimmung eines Körpers benutzt.
Man erhält das Gewicht in Kilogramm, wenn man das in dms bestimmte
Volumen mit der'Wichte multipliziert.

Der Kehrwert (reziproke 'Wert) der Wichte ist das spezifische Yo-
lumen. Es gibt an, wieviel Kubilrrneter Raum das Gewicht von I Tonne
efurdmmt. Seine Maßeinheit ist: m3/t oder dmalkg oder cm3/g.

c) [rättepaare unil Momento

2 gleiehgroße parallel, aber entgegengesetzt gerichtete Kräfüe, deren
Größe man in der Technik in Kilogramm mißt, greifen an einem Körper
an und versuchen, ihn zu drehen. Es sind Bestrebungen im Gange, zum
Unterschied von Masse und Gewicht das Kilogramm nur noch als Massen-
einheit, anzuwenden und ais Gewichtseinleit das Kilopond (kp) einzu-
fähren.

I kp : 1000 p (Pond) von Pondus lat. : Last.

Man nennt 2 clerartige Kräfte ein Kräf tepaar. Die Größe eines Kräfte-
paares hängt von dem in Meter gemessenen Abstand der Krä,fte u:rd von
cler in Kilograrnm gemessenen Größe der einen der beiden gleichgroßen
Kräfte ab.

Man mißt ein Kräftepaar, indem man den Kraftabstand uud die Krafü-
größe bestimmt und beide miteinander multipliziert. Das ProduL-t von
Meter mal Kilogramm nenat man Meterkilogramm, und man schreibt
6i"gs Maßsinhsif ; nrkg.

Dieselbe Maßeinheit (Produkt von Länge X Kraft) haben die in der
Technik verwendeten Momente. Man unterscheidet zwischen Biege-
momenten und Drehmomenten.

Ein an seinem einen Ende fest eingespannter Stab von einer bestimmten
Änzahl Zer,rtnneter. Länge wird an seinem anderen Ende durch eine Kraft
vou einer bestimmten Anzahl Kilogramm d.urchgebogen. Die hervorgeru-
fene Wirkung heißt Biegemoment. Seine Größe bestimmt man durch
tlas Produkt aus der Stablänge in Zentimeter urtd der Kraftgröße in KiIo-
gramm. Die Maßeinheit des Biegemomentes ist also cm.kg [sprich: Zenti-
meterkilogramm].

Greift an einem um einen festen Punlt drehbaren Körper in einem ge-
wissen Abstande eine bestimmte Kraft an, so nennt man die hervorgerufene
Drehwirkung ein Drehmoment. Seine Größe hängt von der Kraftgröße
iu Kilogramm und dem in Meter oder Zenlimeter gemessenen Abstande
ab. Die Maßeinheit d.es Drehmomentes ist also ebenfalls: cmlrg oder mkg"

iI) Geschwtniligkeit und Beschleunigung

Unter der Geschwindigkeit eines sich fortbewegenden Körpers ver-
st€ht ma,n den in einer bestimmten Zeit zurückgelegten Weg. Sie winl
durch den Quotienten aus Weg und Zeit gemessen.

Älso: Geschwindigkeit : \{eg : Zeit.
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Die in der Technik verwend.eten Geschwindigkeitseinheiten sind der

in 1 s zurückgelegte'Weg in Meter, also f ; od.er d.er inlh zurückgelegte

Weg in Kilometer, ul.o kf 
.

Ist die Geschwincligkeit eines X'ahrzeuges t" + gegeben, so erhält mau

geine Geschwindigkeit in ?, indem man die gegebene Geschwindigkeit

durch 3,6 teilt. Zw Begründung hierfär folgendes

Beiapi,el:

72 
n+ : ?2'1ooo f,; d"on 1 km : looo m.

Da I h :3600 s ist, ergibt sich für

7z.toooä:3# T:#s T:ro ?.
Die in manchen technischen Arbeiten verwendeten Bezeichnungen:

i 1,,Benz":I+sowie1,,cel":1 9P

haben sich bisher noch nicht eingebürgert.

In der Schiffahrt wird als Geschwincligkeitseinheit, gebraucht:

Seemeile 1852 m -- cmI Knoten:I - h : gO00 
" 

:DI ;.
Nimmt die Geschwincligkeit eines sich bewegenden Körpers währeud einer
$6sfimmten Zeit za oder ab, so er{ährt der Körper eine Besshleunigung bzw.
Yerzögerung.

Die Beschleunigung wird aus dem Quotienten der Geschwindigkeit
durch die Zeit berechnet, wobei allerdings die Zeitdauer möglichst klein zu
wählen ist. Hieraus ergibt sich die I\faßeinheit der Ssss[]sunigung zu:

-+:**'
Man schreibt auch m . s-2.

X'ür die Beschleuaigung, die in Is eine Geschwindigkeitszunahme von
1 cm/s hervorruft, die also 1 cm/sz beträgt, ist die Bezeichnung 1 ,,galo'l)
vorgeschlagen. Der 1000. Teil dlsssl pinhsit ist 1 ,,Milligal".

Die Beschleunigung, die ein frei herabfallender Körper durch die An-
ziehungskraft der Erde erfährt, beträgt 9,81 m/sz.

1) ZuEhrea des italienischen Physikers Galileo Galilei (1564bis 1642). Von ihm
sinal die Gesetze des freien X'alls erkannt.
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e) Maese

Der in der Technik verwendete Begriff der Masse eines Körpers whtl
nach dem sogenannten ,,dSznamischen Grundgesetz" als der Quotient des
Körpergewichts iu Kilogram- geteilt durch die Erdbeschleunigung
9,81 m s-z definiert.

Masse:ffir.
Um d.ie Maßeinheit der Masse aus dieser Gleichung zu ermitteln, hat man
kg durch mfsz zu dividieren. Man rechnet mit den Einheiten m, kg, sz so,
als ob es sich um bestimmte Zahlen handele.

Man erhält #:kg.s2/m: Y :ftggz.no-r.

f) Arbett und Leistung

Hebt man ein Gewicht von 5 kg auf eine Iföhe von 1,5 m, so verrichtet
man die mechanische Arbeit von 5.1,5:7,5 mkg [ies: Meterkilo-
gramml. Die Maßeinheit der Ärbeit ist das Produkt aus Meter X Kilo-
gramm. Sie ist die gleiche wie die eines Momentes oder Kräftepaares nach
Abschnitt c. Äus d.em soeben angefährten Beispiel kann man ersehen, daß
dieselbe Arbeit verrichtet wird, wenn man 1,5 kg um 5 m hebt, nämlich:
1,5.5 :7,5 mkg.

In beiden X'ällen ist es gleich, in welcher Zeit die Arbeit von 7,5 mkg aus-
geführt wird. Berücksichtigt man die Dauer der Arbeitszeit, so kommt man
auf den Begriff der Leistung. Die Leistung ist um so größer, je schneller
die Arbeit verrichtet wird; d. h. je kürzer (kleiner) die Arbeitszeit bei der-
selben Arbeitsmenge ist. 'Wircl 

dieselbe Arbeit in längerer Zeit ausgeführt,
so ist die Leistung kleiner. Diesen Tatsachen wird die folgende Gleichung
gerecht:

Leistung : Arbeit: Zeit.

TVird clie Arbeit in mkg und die Zeit n s gemessen, so ist die Maßeintreit
der Leistung $ [t"rr Meterkilogramm je Sekunde].

Die Leistung von 75 Meterkilogramm j e Sekunde nen:rt man eine Pf er d e-
stärke:1 PS:75 +.

Die englische Leistungseinheit ist 1 HP (horse power : Pferdestärke).
Sie beträgt 1 HP : ,U 1n*.

Die in der Elektrotechnik verwendete Leistung ist 1 kW (: 1 Kilowatt)
:1000 W (: 1000 Watt).

Es betragen:

736 W:0,736 kW : 1 PS ocler
1000 W:1 kw :1,36 PS.

![atüematik Teil 1.
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Der in der Elektrotechnik verwendete Begriff der Kilowattstunde kWh ist
eine Ärbeit, die 367000 mkg beträgt. Auf diese Zahl kommt man durch
folgende Umrechuung:

1 kw : 1,86 pS : 1,86 .25 gF : 192 
_kg

I kWh :102 Ys . 3600s : !02. 3600 + . s : 367000 mkg.

Aufgaben:

439) Welcher absoluten Temperatur in o K entsprechen 158" C ?

440) W'ieviel oC sind 260" K ?

441) Wieviel kcal sind zur Erwärmu:rg von 1,2 m3 
'Wasser von 10o C aul

35o C erlorderlich ?

442) 
'Wieviel kcal enthalten 8,5 I Dieselöl (Wichte 0,88) bei einem Heiz-

wert von loboo H ?

Anleitung: Z:ueßt, das Gewicht in Kilogramm berechnen! Yergleiche
Seite 61 unter 7b: Erklärung des Heizwertes!

443) An einem Rundstahl von 1,33 cmz Querschnitt hängen 2 t und bean-
spruchen den Stahlquerschnitt aal Zug.

IV'ie groß ist die auftretende Zugspan-nung iu kg/cm2 ?

444) Welche Zugfestigkeit in kg je cmz hat der für höher beanspruchte
Triebwerkteile verwendete Stahl St 50 ?

Anleitung: Vergleiche S. 61 unter 8a.

445) Die'Wichte von Kork beträgt 0,2. Wie groß ist das spez. Yolumen?

446) Die Tlichte der Luft ist u:ngefähr iloppelt so groß wie die des Leucht-
gases. Wie groß ist das spez. Yolumen der Luft im Yergleich zu dem
des Leuchtgases ?

447) Wieviel wie§en 2S lBenzol ('Wichte 0,88) ?

448) An dem Leukrade eines Kraftwagens (40 cm Durchmesser) üben clie
linke und die rechte lland des Wagenfährers eine Kraft von je 7,5 kg
aus. Die beiden Kräfte wirken in paralleler Richtung; sie sind gleich-
groß, aber entgegengesetzt gerichtet.

Wie groß ist dieses Kräftepaar in cmkg ?

449) An dem {reien Ende eines einseitig eingespannten Stabes von If, m
Länge greifü eine Kraft von 40 kg an.

Wie groß ist das auftretende Biegemoment in cmkg ?

450) An ein er Kurb e I mit d er Kurbelarmlänge 400 mm greift clie Eancll:rafü
von 25 kg an.

'Welches Drehmoment io *kg wird hierdurch ausgeübt?
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451) Wie groß ist ilas Drehmoment eines Motors in mkg, wenn bei einem
Biemenscheibendurchmesser von 250 mm eine Zugkrafü von 60 kg
gemessen wird ?

A:oleitung: Drehmoment (mkg)
: Riemenscheibendurchmesser (m) x Zuglraft (kg).

452) Die Geschwindigkeit eines Kraftwagens beträgt 54 km/h. Wieviel m/s
sintl dies ?

453) Wieviel Kilometer legt ein Radfahrer, der mit 4 m/s fährt, in einer
Stunde zurück?

a54) Die Schnittgeschwiudigkeit beim Hobeln (Schruppen) mit Schnell-
stahl beträgt 9,6 m/min. Wieviel Sekunden beträgt die Schnittzeit
für einen Arbeitshub von 48 cm Länge ?

455) Der Umfang einer Schleifscheibe beträgt 1250 mm.
'Wie groß ist ihre minutliche Drehzahl bei einer Umfangsgeschwindig-

keit 1- Geschwind,igkeit eines Punktes am Umfang) von 25 m/s?

456) Ein Segelschiff hat 9 m/s Geschwindigkeit. Wieviel Kn61sq sind das?

457) Die Geschwindigkeit eines Schnelldampfers beträgt gQ Knoten,
Wieviel Kilometer legt er in einer Stunde zurück ?

458) Die Schallgeschwincligkeit beträgt 333 m/s, die Lichtgeschwincligkeit
300000 km/s.

Wievielmal so groß ist ilie Lichtgeschwiudigkeit gegenüber der
Schallgeschwindigkeit ?

459) Wie..groß ist die Geschwiniligkeit in hn/h der Umdreh".g der Erde
am Aquator ?

Aaleitung: Aquatorumfang : 40000 km;
Drehzahl der Erde : 1 U/Tag.

460) Wie groß ist die Masse eiues 29,43 kg schweren Körpers?
Es ist die in der Technik übliche 1\[aßeinheit der Masse anzugeben!

461) Wie groß ist das Gewicht eines Körpers, der die Masse Z 
ks;*' 

nut t
462) Ein Kran hebt in 1,2 min eine Last von 20 t um 4680 mm. 'Wie 

groß isü

a) die Geschwiniligkeit in m/s ?

b) d.ie verrichtete Arbeit in mkg ?

c) die aufgewendete Leistuug in PS und kW ?

463) Ein elel:trischer Generator speist 300 Glühlampen zu je rt{) W.'Wie groß ist seine Leistung in a) kW und b) PS ?

464) Die Leistung einer Pumpe in PS berechnet man, indem man das Pro-
dukt aus dem sekundlich geförclerten'Wassergewicht in Kilogra-nt
mal der Gesamtförderhöhe (Saug- f Druckhöhe) in Meter bilclet u-nil
durch 75 teilt.'Wie 

groß ist die Leistung einer Kolbenpumpe, die in tr min 21 mB
'Wasser 

aus 6,3 m Tiefe ansaugt und auf 39,7 m drückt ?

5{'
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9. Elektrotechnisehe Maßeinheiten

a) Elektrische Stromstärke. Die Einheit der Stromstärke ist 1 Am-
perel). Es ist die §tromstärke, die in 1 Sekunde aus einer wässerigen Lösung
von Silbernitrat 1,11B mg chemisch reines Silber ausscheid,et.

Kurzzeichen: 1Ä:1 Ampere

1 mA : fr a : I n[illiampere.

B) Elektrischer Widerstand. Die Einheit des Widerstandes ist
1 Ohmz). Es ist der Widerstand einer Quecksilbersäule bei 0o C von
I mmz Querschnitt und 106,3 cm Länge.

Kurzzeichen: LQ :lOhm
1 kO :1 Kiloohm :1000 f,
I 1\{O:1 Megohm :1000 k(J:1000000 O.

y) Elektrischer Leitwert. Die Einheit des elektrischen Leitwertes
ist 1 Siemensa). Man versteht hierunter den Kehrwert des elektrischen
Widerstandes.

Kurzzeichen: 1 S:1 Siemens

d) Spezifisoher 'Widerstand. ist eine IVerkstoffkonstante, die von
ilem Stoff des elektrischen Leiters und d.er Temperatur abhängt. Er hat die

Dimension: 
q*!q 

Der spez. \[iderstand ist der 'Widerstaud. 
eines Drahtes

von 1 mm2 Querschnitt und 1 m Länge.

e) Leitfähigkeit oder spezifischer Leitwert ist der Kehrwert des spez.
'Widerstantles. Er hat d.ie Dimensioo, U]**.

() Spannung und elektromotorisohe Kraft. Die Einheit der
elektromotorischen Kraft ist 1 Yolta). Es ist d.ie Spannung, die in einem
Leiter, d.essen 

'Widerstand 
1 ^f) beträgt, einen Strom von 1 Ä fließen läßt.

Spannung (in Y) : Stromstärke (in A) x Widerstand (in .f)).

Kurzzeichen: 1V:l Volt
1 kY: I Kilovolt : 1000 V.

4) Elektrizitätsmenge. Die Einheit ist ein Coulomb6) bzw. eine
Amperesekunde. Es ist die Elektrizitätsmenge, die bei einer Stromstärke

t; Andrd }Iarie Ampöre (1775 bis 1836), französischer Physiker und Mathematiker.
2) Georg Sinon Ohm (1789 bis 1854), geb. in Erlangen, gest. in München -Universitätsprol'essor in München.
3) Werner v. Siemens (1816 bis 1892), geb. in Lenthe bei Hannover, gest. in Berlin.
a) AlessandroVolüa(1745bis1827),italienischorPhysiker-ProfessorderPhysik

in Como, Pavia und Padua.
5) Charles Äugustin de Coulomb (1736 bis 1806), frauzösischer Ingenieur.

I: 
r J2'
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von 1 A durch den Querschnitt eines Leiters in 1 s fließt. Die Elektrizitäts-
menge ist gleich dem Produkt aus Stromstärke in A X Zeit in s.

Kurzzeichen: 1 C :1 Coulomb :1 Amperesekunde
1 Ah :1 Ämperestunde :3600 C.

19) Elektrische Leistung: Die Einheit ist ein 'Wattl). Es ist clie
Leistung eines Stromes von 1A Stärke in einem Leiter, an dessen Enden
eine Spannungsdifferenz von 1 Y besteht. Bei Gleichstrom mißt man die
Leistung aus dem Produkt von Spannung (illY) x Stromstärke (in Ä).

Bei Wechselstrom muß darüber hinaus dieses Produkt noch mit dem
sogenannten Leistungsfaktor multipliziert werden. Der Leistungsfaktor
wird mit cos g [sprich: Kosinus X'i] bezeichnet. Er ist eine unbeaannte
Zahl, die Heiner als 1 ist; z. B. cos I :0,7.

1 Watt :1 Yoltampere bei Glühlichtbelastung (indultionsfrei)
1 

'Watt :1 Yoltampere X cos g bei Motorenbelastung (incluktiv).
Kwzzeichen:1W :1'Watt

1 kW :1 Kilowatt : 1000 W
1 MW :1 Megawatt : 1000 kW: 1000000 W.

Umrechnungszahlen: 1 PS : 736 W :0,736 kW :75 +

69

1 HP :746 W :0,746 kW : 76

I kw:1,36 PS : 162 Yg.
r) Elektrische Arbeit. Die Einheit ist 1 Joulez) fgesprochen: Dschaul].

Dies ist die Arbeit von 1 W während 1 Seku:rde. I Joule : 1 Wattsekunde.
Die Ärbeit von 1 W " während 1 Stunde heißt 1 Wattstunde.

,, ,, ,, 1 kW ,, I ,, ,, 1 Kilowattstunde.

Kurzzeichen: 1 J :1 Joule :1 I[attsekunde
I Wh : 1 Wattstunde :3600 J
1 kWI :1 Kilowattstunde : 1000 Wh.

x) Kapazitaät eines Kondensators. Die Einheit ist eiu X'arad3).
Dies ist die Kapazität eines Kondensators, der durch die Elektrüitats-
menge 1C auf die Spannung von 1Y geladen wird.

1 X'arad :1 Coulomb: 1 Yolt

Kapazität:EiH#?#?,#.
Ktrzzeichen: 1 X' :1 X'arad

1 pE : 1 Mikrofaraa : iO#o* n.
r) James Watt (1736 bia 1819), englischer Ingenieur.
2) James Prescott Joule (1818 bis 1889), englischer Physiker. Der Familien-

name dieses berüLhmten Elektrotechnikers wird Dsohuhl ausgesprochen im Gegen-
wl,z zr der Maßbenennung: Dschaul.

e; Michael Faraday (179f bis 1867), englischer Physiker.

mkg
s
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,X) Iniluktivität. Die Einheit ist ein Henryl). Dies ist die Induktivität
einer Strombahn, bei der eine Anderung der Stromstärke iu 1 Sekunde um
1 Ampere eine induzierte Spannung von I Yolt erzeugt.

Kurzzeichen: I H : 1 Henry.

p) X'requenz oder Periodenzahl. Die Einheit ist 1 H.eü22). Unter der
Brequeuz versteht man die iu der Zeiteinheit (: 1 Sekunde) erfolgende
Zahl der periodisch wiederkehrenden Einzelzuständ.e des Wechselstromes.

Kwzzeichen: 1 Hz :L Hefi,z
I kE,z: 1000 IIz.

III. Der Dreisatz oder die Regeldehi

Unter dem Dreisatz oder der Regeldetris) versteht man diejenige Reoh-
nungsart, durch ilie eine Größe errechnet wird, die von einer anderen Größe
mittelbar oder unmittelbar abhängig ist.

Bei der Lösung von Äufgaben mit Hilfe des Dreisatzes stellt man 3 Sätze

- daher der Name Dreisatz - auf. Diese 3 Sätze sind der Behauptungs-
aatz, der X'olgerungssatz und der Scblußsatz.

B eiap'i el' f ür il,iea e ßechnwn g aart:

a) 126 kg Stahl kosten 54 DM. Was kosten 84 kg ?

Lösung: 1. Behauptu:rgssatz: 126 kg Stahl kosten 54 DM.

2. Folgerun gssatz:1 kg Stahl kostet 
rzoE 

OU.

3. Schlußsat z:84kg Stahl kosten #'rnDM : 36 DM.

Der Behauptungssatz, der aus dem Aufgabentext zu entnehmen ist,
wird stets so aüfgestellt, daß an seinem Ende die Clröße steht, nach d,er ge-
fragt ist. Hier iÄt nach dem Preise gefragt. Der Preis muß am Ende des

Behauptungssatzes dieser Aufgabe stehen.

Im n'olgerungssatz bleibt die Reihenfolge der beiden Größen die
gleiche. Man folgert in dem X'olgerungssatz von iler Yielheit (126 kg) auf
dle Einheit (1 kg). Wenn 126 kg 54 DM kosten, dann kostet ilie Einheit

den 126. Teil, nämlicU $f nU. Man muß jecloch bei dem Schluß von der

Vielheit auf die Einheit darauf achtea, ob man es in der Aufgabe mit einem
sogenannten geraden Yerhältnis, wie hier, oder mit einem umgekehrten

Eenry (1797 bis I878), amerikauischer Physiker.
Ileiüich Hertz (1857 bis 1894), Professor der Physik in Kiel, Karlsruhe u. Bo.r.
Regeldetri: regula de tri: Regel von den 3.

1)

,)
8)
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Yerhältnis, das in dem nach{olgenden Beispiel b) behandelt wird, zu
tun hat.

Der dritte aufzustellende Satz, tler Schlußsatz, bringt das Ergebnis
der Aufgabe, indem man von der Einheit auf die gefragte Vielheit schließt.

Wenn I kg nämlich ,ft OU tostet, dann kostet die gefragte Gewichtsmenge

von 84kg: uor;än r*:36 DM. (Bruch zunächst weitgehendst kürzen!)

In ktirzerer Form schreibt man ilie Lösung der Äufgabe zweckmäßig
folgendermaßen:

Behauptungssatz:

X'olgerungssatz:

Schlußsatz:

3t2

w:36DM
7

DMkg

84

Beiapiel tAr ein umgekehrtea V erhäl,tnie:
b) In welcher Zeit wird eine bestimmte Arbeit von 6 Arbeitern ausgefüIrt,
wenn sie von 13 Arbeitern in 48 Stunden geleistet werdeu kann ?

Lösung: 1. Behauptungssatz: 13 Ärbeiter brauchen 48 Stunileu.
2. n'olgeru:rgssatz: 1 Arbeiter braucht 48 . 13 Stunden.

3. Sch]ußsatz: 6 Ärbeiter brauchen %l!:104 Std.

oder einfacher gescbrieben

r3
I

8
4J:! : n+

I

In dieser Äufgabe steigt beim Schluß von der Yielheit auf die Einleit die
Zahl der Arbeitsstunden. W'enn 13 Arbeiter eine Arbeit in 48 Stuuden er-
ledigen, dann braucht I Arbeiter eine 13mal so lange Zeit. Umgekehrt
wird beim Schluß von der Einheit auf die Yielheit die Arbeitsstunden-
zeit für 6 Ärbeiter uur den 6. Teil von der Arbeitszeit eines Arbeiters
betragen.

48

48. 13
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In erweiterter X'orm wird der Dreisatz auch zur Lösung von Aufgaben
verwendet, bei denen clie Äbhängigkeit mehrerer Größen voneinander ge-
geben ist. Man hat hier mehrmals vou einer Vielheit auf die Einheit und

"mgekehrt zu schließen.

B eiep i el:
c) Zmz Messingblech von 4mm Dicke wiegen 68kg. 'Wieviel 

wiegen
5 mz Messingblech vou 6 mm Dicke ?

Lösung: Blechgröße
in m2

68.6
4

68 .6
-4.2

Blechdicke
in mm

Gewicht
in kg

r7.3
ryfrj:z*b kc

1l

Aufgaben:

465) 3 m Doppel-J-Träger f 20 wiegen 78,9 kg.
'Wieviel 

wiegen 5 m von diesem Profil ?

466) 7 kg Messing (IIs 58) enthalten 4,06 kg Kupfer.
IVieviel Kupfer ist in 20 kg Messing enthalten ?

467) Die Riemengeschwiudigkeit eines Motors, der 300 Umdrehungen in
der Minute macht, beträgt 8 m/s.

'Wie groß wird die Riemengeschwindigkeit bei 950 U/min ?

468) Wieviel Gramm Silber werden von dem Strom von 4 A in einer Viertel-
stunde aus einer wässerigen Silbernitratlösung ausgeschieden ?

(Siehe: Elektrotechnische Maßeinheiten Seite 68 unter a.)

469) Ein Gleichstrom von 5 Ä leistet bei 220 Y 1,1 kW.
Wie groß ist bei 110 Y und 20 A die Leistuag ?

470) Wie groß ist der metallische Gesamtquerschnitt eines Stahlseiles, d.as

aus 6 Litzen mit je 37 Drähten besteht, wern ein anderes Seil mit
6 Litzen mit je 19 Drähten desselben Querschnittes einen Gesamt-
querschnitt von 89,5 mms hat ?

471) Ein Wasserbehälter hat 4 Zuleitungsrohre gleichen Querschnittes und
wird durch gie in 5 Stunden gefällt. Die 'Wassergeschwindigkeit ist
in allen Rohren die gleiche.

T[ie lange dauert das X'üllen des Behälters, wenn 1 Zuleitungsrohr
wegen Betriebsschaclens ausfällt ?

68

68
4

4

I

6

2

2

o

I
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472\ Bei einer Schnittgeschwintligkeit von 12 m/min mit 'Werkzeugstahl

dauert die Bearbeituug eines Werkstückes 25 min.
IVie groß ist die Schnittgeschwincligkeit des Schnellschnittstahles,

der dasselbe Werkstück in 20 min bearbeitet ?

473) Eine 'Welle aus St 60 von 1560mm Länge wircl in 3h 20'mit einer

' Schnittgeschwiniligkeit von 9 m/min abgedreht. 'Wie lange dauert
das Abdrehen einer 'Welle aus demselben Werkstoff und mit dem
gleichen Durchmesser, aber von 1040 mm Länge, wenn die Schnitt-
geschwindigkeit durch 'Wahl eines Schnelldrehstahles auf 24 m/min
gesteigert word.en ist ? (Yorschub und Schnittzahl bleiben uugeändert.)

474) Bei einer Schnittgeschwindigkeit von 15 m/min und. einem Bohrer-
durchmesser von 12 mm macht die Bohrspinclel 400 U/min.

'Wie groß ist ihre Drehzahl bei einem Bohrdurchmesser von 16 mm
zu wählen, wenn man mit der Schnittgeschwindigkeit auf den dop-
pelteu 'Wert heraufgehen will ?

,175) 3 m Blachstahl von 20 mm Dicke und 120 mm Breite wiegen 56,52kg.
Wieviel wiegen 7 m X'lachstahl von 10 mm Dicke und 140 mm Breite ?

476) 3 m2 Aluminiumblech von 0,8 mm Dicke wiegen 4,32 kg.
{ Wieviel wiegen 10 mz Aluminiumblech von 4 mm Dicke ?

477) L m Stabldraht vom Durchmesser 0,4 mm wiegt 1 g.
'Wieviel wiegen 50 m Stahlclraht vom Durchmesser 0,6 mm ?

(Bemerkung: Das Gewicht von Rundmaterial nimmt mit dem Qua-
drat des Durchmessers zu.)

478)-.Ein Kran hebt in 2,4 min eine Last von 3,6 t um 8,25 m.
..,..."1 In welcher Zeithebt er bei derselben Leistung eine doppelt so'i' schwere Last um f3 der angegebeuen IIöhe ?

479) 2 Schleuderpumpen gleicher Leistung fördern in 5 Stunden 14400 mg/ Abwasser. In welcher Zeit wircl clie doppelte Abwassermerlge ge-
fördert, wenn man eine 3. Pumpe gleicher Leistung hinzuschaltet?

480) In einem volkseigenen Stahlwerk brauchen 3 Hochöfen gleicher Lei-
. stung für die tägliche Erzeugung von 2000 t Roheisen eine Erzmenge

von 6600 t. .Wieviele 
Tonnen Erz werden monatlich (30 Tage) be-

nötigt, wenn ein weiterer Hochofen angeblasen wird ?

481) Durch eine Gasflamme werden 0,75 I Wasser von 20oC in 6 min zum
Kochen (100'C) gebracht. In welcher Zeit werden 2l Wasser durch

' dieselbe n'lamme um 45o C erwärmt ?

482) Durch 400 kg Kohle wird in 6 Stunden eine Dampfmenge von 5000 kg
erzeugt. Wieviel Dampf wiril in 9 Stundeu durch die doppelte Kohlen-
menge erzeugt,?

483). Bei Ssttindiger Ärbeitszeit wird eine bestimmfs Arbeit von 9 Arbeitern
/' iL 15 Tagen vollendet. Wieviel Tage brauchten für dieselbe Arbeit

bei Gstüniliger Ärbeit 12 Arbeiter ? ;'.

73
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484) Din Kurbelrad mit einem 0,4 m langen Kurbelarm, an dem eine Krafü
von 20 kg wirkt, macht 100 Uimin. Die Leistung beträgt 1,12 PS.
Wieviel PS werd.en geleistet, wenn bei 150 U/min 30 kg an dem
nm 10cm kürzeren Kurbelarm angreifen?

IY. Die Prozentrechnung

Unterlo/o [ies: l Prozeut] oder 1v. H. [ies: l vom Eundert] versteht
man den hunilertsten Teil einer bestimmten Anzahl. Die Bezeichnung
1 v. H. soll irr der Technik möglichst nicht mehr verwendet werden. Da§
'Wort Prozent, das von den lateinischen 'Wörtern pro centum abgeleitet
ist, heißt in seiner Urspru.ngsbed.eutung: ,,Yon Hundert". 1o/o ist gleich-

bedeutend mit -L,* oder 0,01.

Es entspricht 3o/o dem fi t"if einer bestimmten Menge oder anders

betrachtet: Äu{ 100 Teile entfallen 3 Teile.

Um den Zahlenwert ffi 3o/o vou 140 Stück zu bestimmen, hat man fi
von 140 zu nehmen od.er man multipliziert 140 mit 0,03. Man erhält:
140. 0,03 : 4,2. Die Erklärung fär diese Rechenvorschrift ergibt sich aus
dem Dreisatz:

Auf 100 Stück entfallen 3 Stück,

,, I ,, entfällt a*a Stü"k,

fo.r+o:4,2 stück.

Die zaht 4,2 h"i:;lll r;,,*, ] lT",'L o o a", t * 
", 

t.

,, ,, 140 ,, ,, Grundwept.

,, ,, 3 ,, ,, Prozent- oder Hundettaatz.
3o/o von 140 Stück sind 4,2 Stück.

Der Prozentsatz vom Grundwert ist d.er Prozentwert.

Die 3 Größen: Prozentwert, Grundwert und Prozettsatz stehen, wie
sich aus dem soeben behandelten Zahleubeispiel ergibt, in lolgender Be-
ziehung zueinander:

prozentwert : 3lggiof"tj X Grundwert.

r%:fi : o,or
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Von diesen 3 Größen können zwei gegeben sein, währeniL d.ie dritte gesucht
wird. Es sind also folgende 3 Äufgabenarten möglich:

1. Gegeben: Prozettsatz u:rd Grundwert. - Gesucht: Prozentwert.
2, ,, Grundwert und Prozentwert. -3. ,, ProzentsalzundProzentwert. -

,, Prozettsat'2.

,, Grundwert.

Zu jeder dieser 3 Aufgabenarüen einige technische Beispiele sowie Aufgaben!

1. Gesueht der Prozentwert

Beispiele:

a) Eine unbearbeitete W'elle wiegt 12 kg. Der Spanverlust beim Äbclrehen
beträgt 25o/o. Wieviel Kilogramm Späne sind das ?

Gegeben ist: Grundwert :12 kg
prczettsaLz : ZboÄ.

Gesucht ist der Prozentwert : Spanverlust in Kilogramm.

.25o/o ist gleichbedeutend dem Bruch #:+ Man hat von 12 kg clen

vierteu Teil zu nehmen oder man hat 12 kg mit I zu multiplizieren. Man

erhält 3 kg.
Ergebuis: 25o/o von 12 kg sincl 3 kg.

Der Spanverlust beträgt 3 kg.

X'olgerung: Die bearbeitete Welle wiegt 9 kg. Dies $nd 75o/o des Ge-
wichtes der unbearbeiteten Welle.

b) Die Bearbeitungszeit eines Teiles, die bisher 4,5 h betrug, wird durch
eine rationelle n'ertigung (Einführung von Yorrichtungen und zweckmäßigen
Werkzeugen)am2}o/o gesenl:t. 'Wie 

groß ist der Gewinn an Bearbeitungszeit ?

Gegeben ist: Grundwert :4,5 h.
Ptozertsatz :20%.

Gesucht ist der Prozentwert - Gewinn an Bearbeitungszeit. 20o/o sind
19 : g,2. Mau hat den Gru:rdw ert 4,5 mit dem 100. Teil des Prozent-

satzes, 
roo4 

:0,2, zu multiplizieren. Also: 4,5(h).0,2 :0,9(h) :54(-io).

Ergebnis: fer Qsyinn an Bearbeitungszeit beträgt 54 min.

c) Die Rotgußsorte Rg 10 (: Maschinenbronze) hat folgende prozentuale
Zusammensetzung:

860lo Cu (:Kupfer) 10o/o Sn (:Zfin) 4o/o Zn (: Zink).

IVieviel Kilogramm dieser Legierungsmetalle sind in 20 kg Maschinenbronzo
enthalten ?
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Mit Eilfe des Dreisatzes findet man:

In 100 kg Bronze sind 86 kg Cu enthalten;

,, 20 kg ,, ,, roo§.zo kg Cu :17,2 kg Cu enthalten.

Oder einfacher: Um deu Cu-Gehalt (: Prozentwert) von 20 kg Bronze

( : Grundwert) zu erhalten, multipliziert man d en Grund wert mit 
rooE 

: 0,80 ;

also: 0,86.20:17,2, Ebenso bestimmt man den Kilogra--gehalt an
Sn und Zn; nämlich:

Zinngehalt: 0,1 .20 :2 kg Sn
Zinkgehalt: 0,0,1.20 : 0,8 kg Zn.

Ergebnis: In 20 kg Maschinenbronze Rg 10 sind enthalten:

L7,2 kg Ca; 2 kg Sn; 0,8 kg Zn.

Probe: Die Su--e der Gewichte d.er einzelnen Legierungsmetalle:
L7,2 + 2 +0,8 ergibt das Gesamtgewicht: 20 kg.

2. Gosueht der Prozentsatz

Es ist immer: Prozentsatz: H# x 100.
rL "/o

Bei,apiele:

a) In 75 g Kochsalzlösung sind. 3,75 g Kochsalz (chemische X'ormel:
NaCl: Natriumchlorid) enthalten. Wieviel prozentig ist diese Kochsalz.
lösung ?

Erklärung: Eine 100/oige Kochsalzlösung enthält in 100 g Lösung
10g NaCl.

Lösung: 75 g entsprechen 100o/o

3,75 g ,, 1§#75 :5 Yo.

Ergebnis: Die gegebene Kochsalzlösung ist Solrig.

b) Eine Zugstange von 2,5 m Länge hat sich unter der Einwirkung
einer Zugkraft um 5 mm verlängert. Wie groß ist die Dehnuug i" %?

In diesem Beispiel entspricht die gesuchte Dehnung dem Prozentsatz.
Die Ursprungslänge 2,5 m entspricht dem Grundwert.
Die Yerlängerung 5 mm entspricht dem Prozentwert.

Grundwert und Prozentwert müssen in derselben Längeneinheit, z. B"
Millimeter, eingesetzt werden.

Es gilt die Beziehung: Dehm:ng: #ffiffiffi x 100.
ü' Yo
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Die gegebenen Zahlenwerte eingesetzt, erhält man:

Dehnung : u$' .too:o,zoÄ.

Ergebnis : Die Dehnu:r g betÄgt 0,2o/o.

c) Yorbemerkung: Die Nutzleistung (oder effektive leistung) einer
Maschine ist stets kleiner als die der Maschine zugeführte Leistung (oder
indizierte Leistung). In jeder Maschine treten Verluste auf. Den Quo-

tienten : rläf##^ r,* n ennt m an d en'W i rku n gs grad. D er'Wirku:r gs-

grad ist eine Zahl, die zwischen 0 und 1 liegen muß; z. B. 0,93 oder 0,8
u. ä. Der 100fache Wert dieser Zahl ist der in Prozenten angegebene Wir-
kungsgrad, z. B. 93o/o oder 80o/o u. ä.

Der 'Wirkungsgrad 
einer Maschine gibt an, wieviel Prozett die effektive

Leistung von der indizierten Leistung beträgt.

Zusammenf a ssung:
Es gibt 2 Möglichkeiten, den Wirkungsgrad zahlenmäßig auszudrücken:

1. Sagt man: ,,Der Wirkungsgrad beträgt z. B. 0,85", so heißt dies:
Die Nutzleistung ist 0,85mal so groß wie die zugefährte Leistung;
also: I{utzleistung : 0,85 . indizierte Leistung.

2. Sagt man: ,,Der Wirkungsgrad beträgt 85'Ä", so heißt dies:
Die Nutzleistung beträgl 85oÄ von der zugeführten Leistung;

also: Nutzleistung : ffi .UaUierte Leistung.

Nach der vorstehenden Gegenüberstellung ist es gleich, ob man sagt: ,,Der'Wirkungsgracl beträgt 0,85", oder ,,Der 
'Wirkungsgrad beträgt 8öoÄ".

Beide Äussagen drücken ein und dasselbe Größenverhältnis der effektiven
zur ind.izierten Leistung - allerdings durch eine andere X'orm - aus.

Zahlenbeispiel:
Die indizierte Leistung einer elektrischen Gleichstrommaschine beträgt

27 PS. Es werden von ihr 17,5 kW erzeugt. 'Wie groß ist ihr Wirkungsgrad ?

n'ür d"ie Bestimmung des 
'Wirkungsgrades 

müssen sowohl die indizierte
Leistung vott 27 PS als auch d.ie effektive Leistung von 17,5 kW' in der-
selben Maßeinheit, also in PS oder in kW, angegeben sein. Da 1 PS
: 0,736 kW ist, so hat man tür 27 PS einzusetzen:27 . 0,736: 19,87 kW.

Mittels Dreisatz rechnet man:
19,87 kW sincl 100o/o

t7,5 kw ,, l4,r#:88%.
Man erhält dasselbe Ergebnis, wenrr man den oben angegebenen Quo-

Efiektive Leistuns L7.5tienten: ,äffijä ausrechnet: tqä; :0,88:88%.

Ergebnis: Der IV'irkungsgrad beträgt 88o/o.
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3. Gesueht iler Grundwert

Ds ist: Grundwert: Pry!:fl x 1oO.

Bei'spiele:
a) Bei der X'ertigung eines Massenartfüels sinal46 Stück Ausschuß. Diese

Stückzahl macht 2,3o/ovon der Gesamtzahl der gefertigten Teile aus. 'Wie-

viel Stück wurden im ganzen gefertigt?
Nach dem Dreisatz ergibt sich:

2,3o/o srnd 46 Stück
46 . 100

LDoo/o ,) :2000 Stück.

Prozentwert ist 46'l
proruot üi.i.i z,ä [ nro, 2ooo : ffi .roo.
Grundwert ist 2000 I o'u

Ergebnis: Es wurd.en insgesamt 2000 Stück gefertigt.
b) Ein Aktivist braucht zur Herstellung eines Werkstückes 2,5 min

weniger als die Norm angibt. Dies bedeutet eine Zeitersparnis von 200/0.
Wieviel Minuten beträgt die wirkliche Arbeitszeit ?

Prozettsatz: 20o/o
Prozentwert: 2,5 min
Grundwert: Norm-Zeit.
Wirkliche Ärbeitszeit : Norm-Zeit - Zeitersparnis.

AIso: Norm-Zeit :X 100 :12,5 min.

Ergebnis: Wirkliche A-rbeitszeit : 12,5-2,5 : 10 min.

c) X'tir die Kostenermittlung wird der Unkostenzuschlag mit 150o/o des
Lohnes angesetzt. Er beträgt bei der X'ertigung einer bestimmten Stück-
zahl von Sechskantschrauben: 12,60 DM. \{ie hoch ist der Arbeitslohn?

Dreisatz: 150o/o sind 12,60 DM

loo% ,, #.100:8,40 DM.

Ergebnis: Der Arbeitslohn beträgt 8,40 DM.

Vermiechüe Awfgaben zur Prozenl,reckmung :
485) Die Abzüge vom'Wochenlohn eines Arbeiters betragen 5,40 DM. Dies

srrrd. L2!, vom Bruttolohn. Wie hooh ist dieser ?

485a) In einem Hallischeu Wahlbezirk waren zur Yolksbefragung am
3. 6. 51 insgesamt 1100 Personen in den Wählerlisten eingetragen.
Am 3. 6. genügten 94o/o, am 4. 6. 3oÄ, am 5. 6. 2o/o ihter'Wahlpflicht.
'Wieviele 

Personen haben an jedem der 3 Tage gewählt und wieviele
haben ihrer Wahlpflicht nicht genügt ?

486) X'tu eine durch Riemen angetriebene Maschine ist die Einhaltuag der
minutlichen Umdrehungszahl von 450 U/min erforderlich. Um den
auJtretenden Biemenschlupf, durch den die Drehzahl nrn t,1o/s
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absinlren würde, auszugleichen, fährt man den Durchmesser der trei-
benden Scheibe, der mit 180 mm festgelegt war, um 2,5/o größer aus.

a) Auf welche Drehzahl würde bei 180 mm Durchmesser d.ie Dreh-
zahl infolge Riemenschlupf absinken ?

b) Wie groß führt man zum Ausgleich des Schlupfes die treibende
Scheibe im Durchmesser aus ?

487) tr'ür das Ja,hr 1955 ist die Zahl der Beschäftigten in der Yolkswirt-
schaft der DDR auf 7,6 Millionen festgesetzt. Dies entspricht ei:rer
Erhöhung der Gesamtzahl der Beschäftigten auf 113,3o/o. Um wie-
viel Personen erhöht sich die Beschäftigtenzahl in den nächsten
5 Jahren?

488) Lötzinn SnI, 40 DIN 1707 besteht aus 40o/o Sn und 60% Pb.
a) W'ieviel kg Lötzinn SnL 40 lasseu sich aus 12 kg Sn herstelien ?

b) \{ieviel Blei ist erforderlich ?

489) Unter der relativen X'euchtigkeit der Luft versteht man das Ver-
häItnis ihrer tatsächlichenl) zur größtmöglichen n'euchtigkeit; also:

Relative x'euchtigkeit:#-ffffift*#i#*. Wie groß ist clie

relative X'euchtigkeit der Luft in o/o, wenn die tatsächliche n'euchtig-
keit 0,0148 und die größtmögliche n'euchtigkeit 0,0173 beträgt ?

490) Unter dem Güteverhältnis oder Gütegrad. einer Dampfkessel-
nietung versteht man den Wert:

Teilung (in mm) - Nietdurchmesser (in mm) . LO}f./o.Teilung (in mm1

Das Güteverhältnis gibt an, wieviel Prozent die durch den Nietquer-
schnitt geschwächte Nietteilung von der Teilung beträgt. X'ür eine
dreireihige Doppel-Laschennietung ist die Nietteilung mit 170 *- und
der Nietdurchmesser mit 25 mm bestimmt.

'Wie groß ist der Gütegrad der Yernietung ?

491) Ein Kubikmeter frisches Kiefernholz wiegt 900 kg. Nach der künst-
lichen I{olztrocknung ist das Gewicht auf 500 kg gesunken.

'Wieviel Prozent beträgt der Gewichtsverlust in bbzug auf das Ur-
'sprungsgewicht ?

492) Die Luft in einem Zimmer (4 m lang, 3 m breit, 23/n m hoch) enthält
6,93 ma Sauerstoff wd 25,74 mB Stickstoff.'Wieviei Prozent dieser beiden Dlemente enthält die Lufü ? 'Wieviel

Prozent beträgt die restliche Luftmenge, die aus Kohlendioxyd,
Schwefelilioxyd, Edelgasen u:rd Staub besteht ?

493) Der Stunclenlohn der Arbeiter in volkseigenen uncl gleichgestellten
Betrieben des Schwermaschinenbaus wird in der Lohngmppe 7 auf
Grund. der Verordnung über die Yerbesserung der Entlohnung der

r) Die taüsächliche (oder absolute) Feuchtigkeiü gibt das Gewichü des in I m8
Luft enthaltenen Wasserdampl'es in kg an; in der obigen Aufgabe sind also 14,8 g
Wasserdampf in I m8 Luft enthalten.
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Arbeiter und Ängestellten seit 1. 9.50 von 1,30 DM auf 1,56 DM
erhöht. 'Wieviel Prozent beträgt diese Lohnerhöhung ?

494) Im n'ünfjahrplan der DDR ist für die chemische Industrie folgender
Produ-ktionsstand im Jahre 1955 vorgesehen:

I Produktionestand
II 1955
I

i, To
gegenüber 1950

l. Schwefelsäure [SO,1
2. Atzna,trort [NaOH]
3. Soda [NarCOr]
4. §tickstoffdünger
5. Phosphordünger
6. Synthetischer Kautschuk
7. Seife
8. Benzin
9. Dieseltreibstoff

10. Kraftfahrzeugdecken

400000 r
250000 r
380000 r
235000 r
93000 t
60000 r

100000 t
780000 r

i 475000 r
I 90000O Stück

166
r70
372
1r3
t9r
159
277
r76
rl9
200

Die Promillerechrung

Die in den Beispielen und Aufgaben behandelten Prozentrechnungen
hatten als Grundlage ihrer Rechnung die ZahI 100.

Geht man von der Zahl 1000 au§, so kann man derartige Aufgaben
ganz entsprechend durchführen. Der 1000. Teil einer bestimmten Größe
heißt I Promille (lateinisch: von 1000), uud man schreibt daftir 10/r[ies:
1 Promillel.

Die Promillerechnu:rg wird in der Technik wenig angewendet. Sie ist
am Platze, wenn man es mit kleinen Prozertsätzen zu tun hat, d.ie man
sysekmäßig als Promillesätze umrechnet.

Beiapdele:

a) 1 g ist der 1000. Teil eines Kilogramms; d. h.

1 g ist 1o/ro von einem Kilogramm.

b) 'Wieviel p sincl 7o/oo von 80 mm?

1o/ro von 80 mm sind fr 80 : 0,08 mm : 80 p

7o/* von 80 mm sincl 7'80 : 560 p.

c) Wieviel o/oo sintl O,3o/o?

o,soÄ:lä1: # :30/oo.

Oder umgekehrt kann man mit Prozenten statt mit Promille rechnen,
inclem man den 10. TeiI des Promillesatzes als Prczertsatz einführt; z. B.

8o/oo: #a:H.:0,8%.

'Wie hoch war der Produktionsstand 1950 ?



Zinarechnung

,, # DM Zinsen

,, #.14ooo DM: b6o DM.

Ergebnis: Die Jahreszinsen betragen 560 DM.

b) Wieviel Zinsen bringen 2000 DM zuZtlrls in 3 Jahren?

Lösung: 100 DM bringen zuSLlrlo in I Jahr: 31/s DM

100 DM ,, ,, ,, ,,3 Jahren: 3f, x 3 :10 DM.

I DM bringt ru }tf ,o/sin 3 Jahren: # ,*

2000 DM bringen,, ,, ,, 3 ,, , ffi.2000:200DM.
Ergebnis: 2000 DM bringen in 3 Jahren 

^3,lroÄ 
an Zinsen 200 DM.

l[sthomati] Toill. 6
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Y. Die Tinsrechnung

Die Zinsrechnung ist die Anwenduag der Prozentrechnung im Geld-
verkehr. Ih-re Äufgabe besteht in der Berechnung der Zinsen eines Kapi-
tals. Unter Zinsen versteht man d.ie in Gekl gewährte Yergütu:rg für die
Nutzung eines Kapitals. Der Gläubiger (: Geldgeber) verliert für clie
Zeit, während der er sein Geld an einen anderen verliehen hat, die Mög-
lichkeit, über die entliehenen Geldsummen zu verfügen. Die Höhe der
Zinsen, die der Schuldner (: Geldnehmer) za zahlen hat, wird durch den
Zinssatz (oder Zinsfirß) ausgedrückü, der angibt, wieviel von einem
Kapital von 100 DM ir I Jahre au Zinsen zu zahlen ist.

Der Zusa--enlang zwischen der Prozentrechnuag und der Zinsrechnuag
kommt in der nachstehendeu Gegenüberstellung der iudiesen beiden Rech-
nnngen gebräuchlichen Bezeichnungen zum Ausdruck:

Der Zinssatz ) Prozentsatz I
oder \i" % entspricht dem oder l i" o/o.

Zinsfuß J Hundertsatz I
Die Zinseu in DM entsprechen dem Prozentwert in DM.

Das Kapital in DM entspricht dem Grundwert iu DM.

Be,ie pdel,e:

a) Wie groß sincl die Jahreszinsen eines Kapitals von 14000 DM m 4o/o?

Lösung: Nach dem Dreisatz scbreibt man:

100 DM Kapital bringen 4 DM Zinsen

1DM ,,

14000 DM ,,



82 Eachrecknen tnöt best'i,mmten Zaklen

c) Wieviel Zinsen bringen 5000 DM zu 2tlro/o in g0 Tagen ? (Man rechneü
allgemein das Jahr mit 360 Tagen).

Lösung: 100 DM bringen in 360 Tagen: zlzDM

1 DM bringt ,, 360 ,, , ff; OU

,, L tug:ffiOM
,, 9o Tagent 

,oo.r*ä4:!9 
Du

5000 DM bringen ,, 90 ,, , ?lhf,H#DM:81,25DM.

Ergebnis: 5000 DM bringen in 90 Tagen: 3L,25 DM Zinsen.

cI) 
'Welches Kapital, das zu 5o/o atfi Zinsen steht, bringt jährlich 250 DM

Zircen?

Lösuag: 5 DM sinil ttie Zinsen von 100 DM

250 DM ,, ,, ,, ,, $.zro : booo DM.

Ergebnis: 5000 DM ist das Kapital, das bei 5o/o im Jahre 250 DM
Zinsen bringt.

e) 250 DM bringen in lf, Jahren 7,50 DM Zinsen. IVie hoch ist d er Zißfuß ?

Lösung: 250 DM bringen in 11/, Jahren: 7,50 DM

1oo DM ,, ,, !,1, ,, ,W.1oo DM

100 DM ,, ,, 1 Jahre 
' ## DM :2 DM.

Ergebnis: Der Zinsfirß betÄgt:2/o.

f) Nach wieviel Jahren hat man von einem Kapital, das zu 5o/o steht,
die Eälfte an Zinsen bezahlt?

Lösung: Die Höhe cles Kapitals ist in der Aufgabe nicht angegeben.
Sie ist beliebig anzunehmen, z. B. 3000 DM. X'ür ein Kapital von 100 DM
hat man 5 DM Zinsen bezahlt in I Jahr.

ß'ür 1 DM hat man 5 DM Zinsen bezahlt in 100 Jahren

,,lrrtrr,lrrt)rrrtY,

,,3000 ,, ,, ,, 1 ,, ,, ,, ,, 5#o ,,

,, ,, lboo ,, ,, ,, ,,#a## ,, :10 Jahre.

Die Hälfte eines Kapitals, das ztt 5o/o übernommen ist, haü
man in 10 Jahren an Zinsen bezahlt.

1DM ,,

1DM ,,

,, 3000 ,,

Ergebnis:



Z inerechnung

Aulgaben:

495) In «ler nachstehenden Tabelle sind die fehlenden Zahlenwerte, die
durch die Buchstaben a . . . h eßetzt, sind, zu berechnen!
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Kapital
1D

DM

Zinsen
in

D}I

Anzahl
der

Jahre

Zinssatz
in
o//o

a
b

60
30000

680
20000
5000
7000

q

2,5
c
d
4

4,25
3
6

7,50
50
25

3000
e
f

450
2to

1,5
4
l0
3
5
6

II

496) Eine Maschine, die für 36000 DM gekauft wurde, hat in einem Jahre
in-folge Abnutzung 15o/o des Anschaffungswertes verloren.

a) IV'ieviel Mark beträgt der 'Wertverlust (: Abschreibung oder
Ämortisatiou) ?

b) Welchen Wert hat die Maschine nach 1 Jahre (: Buchwert) ?

Eine Schuld von 7000 DM wircl mit 4o/, verzinst. Welcher Betrag
ist nach einem halben Jahre zurückzuzahlen?

Ein Grundstück ist mit einer Ilypothek von 60000 DI\[ belastet, die
mit 5,5o/o verzinst wird. 'Welcher Zinsbetrag ist monatlich aufzu-
bringen ?

Eine Hypothek von 10000 DM ist vierteljährlich mit 150 DM zu ver-
zinsen. Wie hoch ist der Zinsfuß ?

600) Eine Sparkasse verzinst ilie Spareinlagen mit 2,5o/r. Wie groß ist
der Yerd.ienst der Kasse an einem Sparguthaben von 15000 DM,
wenn sie diesen Betrag in einer Hypothek von 6,50/o anlegt ?

601) Wenn auf einen Genoss+nschaftsumsatz in Höhe von 3000000 DM
jährlich 3 o/o Rtickvergütung gezahlt, werden, wie hoch ist der DM
Betrag dieser Rückvergütung ?

602) Die jährliche Rückvergütung auf den zur Äbrechnung kommenden
Genossenschaftsumsatz in Höhe von 1200000 DM beträgt 42000 DM.
Wieviel o/o des Umsatzes kann an die einzelnen Genossenschafbs*
mitglieder rückvergütet werden ?

503) Die am Jahresende ausgezahlte Rückvergütung einer Konsumge*
nosseuschaft beträgt 4,5oÄ. Es ist ein Betrag von 81000 DM. Wie
hoch ist der Umsatz, auf den die Rückvergütung zur Yerbeilung
kommt ?

4e7)

4e8)

49e)



B. Das Rechnen mil Buchstaben

I. Einführung

Der bisherige 1. Teil d.ieses Buches befaßte sich mit dem Rechnen miü
bestimmten Zahlen. Die Rechnungen ohne Zahlen. (richtiger: mit unbe-
etimmt en Zahlen), die sogenannte B u c h sta b enr e c h nu n g, findet man
in der Technik als sogenannte ,,X'ormeln" oder in ,,Gleichungen" in tech-
nischen Arbeiten, Aufsätzen und Abhandlungen. Eine Anwendung der
Buchstabeurechnung - der allgemeinen Arithmetik - ist die Lehre von
den Gleichungen oder die Algebra, die erst im Abschnitt C dieses Buches
behandelt, wird.

Die Buchstabenrechnung um.faßt die 4 Grundrechuungsarten (Addieren,
Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren), die Potenzrechnung, das
Wurzelziehen und das Logarithmieren. Zur höheren Arithmetik gehören
,die Theorie der Reihen, die Kombinationslehre und die 'Wahrscheinlich-

'keitsrechnung.

In der Buchstabenrechnuag werden die kleinen Buchstaben tles latei-
nischen Alphabets oder - falls diese nicht ausreichen - auch des grie-
chischen Alphabets benutzt. Es werden durch diese Buchstaben nicht be-
stimmte Zahlen gekennzeichnet. Jed"er Buchstabe kann eine ganz beliebige
Zahl darstellen. Innerhalb der gleichen Rechnung jedoch muß der Wert
fär einen vielleicht öfter vorkommenden Buchstaben stets der gleiche sein.
Beispielsweise hat die Summe:

a,+b+o den Wert 11, wenn man a:2, b:4, c:5 setzt.
§etzt man a :5, b :2, c : 8, so hat dieselbe Buchstaben-Summe den
'Wert 15. Sie kann aber auch den W'ert 55 haben, wenn a : 10.
b :30, c : 15 ist.

Nur vereinzelt - und ilies sind nur Ausnahmefalle - werden iu der
Mathematik zat Kennzeich:rung bestimrnlsl, unveränderlicher Zahlen
charakteristische Buchstaben verwendet.

Beipiele:
Der Buchstabe e hat in der höheren Mathematik clen Wert e :2,71828.

Dieser W'ert bildet die Grundlage des sogenannten natürlichen Logarithmen-
systems.
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Der Buchstabe i (cler Elektrotechniker wählt den Buchstaben j für den-
selben Zweck)ist für die Kennzeichnung der imaginären Größe vorbehalten.
i : /=. Hierau{ kommen wir in dem späteren Abschnitt B YI zurück.

Der griechische Buchstabe z [sprich: Pi] stellt die sog. Ludolfschel)
Zahl dat. n :3,14159 . . . Sie gibt an, wie oft der Durchmesser eines
Kreises in dem Umfang des Kreises enthalten ist.

Der Yorteil der Buchstabenrechnuag liegt darin, daß rlie mit unbe-
stimmfsn Zahlen gelösten Aufgaben ein Ergebnis haben, das für jede be-
liebige bestimmte Zahl, die man in die Aufgabe und ihr Ergebnis fär die
Buchstaben einsetzt, gültig ist. 'Würde man die Buchstabenrechnuag nicht
haben, so müßte man, wenn man einen Zahlenwert i:r der Aufgabe ändert,
jedesmal den gesamten Lösungsgang erneut durchführen, um das dies-
bezügliche Ergebnis zu erhalten.

Ein weiterer Yorteil der Buchstabenrechnung ist die Schaffung einer
eigenen mathematischen Schriftsprache, die es ermöglicht, iu happer,
gedrängter Form Lehrsätze durch einige wenige Buchstaben eindeutig und
oftmals in übersichtlicherer und verständlicherer X'orm als durch lang-
atmige Sätze auszusprechen. Die Grundlage zum Erlernen und Verstehen
dieser Schriftsprache ist die Beherrschu:rg des Rechnens mit bestimmten
Zahlen, das im Teil Ä I behandelt wurde.

II. Die vier Grundrechnungsarten
der Buchstabenrechnung

Im folgenden Äbschnitt werden die 4 Grundrechnungsarten mit u:rbe-
süimrnten Zablen behandelt. Es bedeutet dies in erster Linie eine Ver-
allgemeinerung des Rechnens mit bestimmten Zahlen. Gleichzeitig aber ist
hiermit eine Wiederhohing und Yertiefung des bisher gewonnsasn Wisseng
verbund.en.

1. Das Arlilieren

DerLehrsatz: ,,Tn einer Summe ist die Reihenfolge der Glieder
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beliebig" wirrl bei einer Summe aus nur 2 Glicdern a und b in der all-
gemeinen X'orm ausgedrüch:

af b:bla

r) Ludolf von Ceulen [sprich: Köhlen], 1540 big 1610, geb. in Hildesheim. Mathe.
matiklehrer in verschiedenen holländischen Städten. Er starb als Profesgor der
Kriegsbaukunst in Leiden. Er hat die nach ihm benannte Zahl aof 36 Dezimal-
stellen berechneü.
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Ä-n der nachstehenden Skizze erkennt
an eine a cm lange Strecke eine b cm
lange Strecke ansetzt oder ob man
eine b cm lange Strecke um a cm ver-
längert. In beiden X'ällen erhält man
als Ergebnis eine (a f b) cm lange Ge-
eamtstrecke.

Bei einer Summe aus 3 Gliedern
schreibt man:

a+b+c:a+cfb:bfafc
: b *c *a:c*a*b:c*b*a.

Geometrisch (d. h. zeichnerisch) Iäßt
sich die Summe a +b +c als eine
Strecke darstellen, die aus den 3 Teil-
strecken a, b und c gebildet ist.

In der nebenstehenden Skizze ist
a:2cm; b:3cm; c:1cm ge-
wählt. Die Gesamtstrecke ist immer
6 cm lang und unabhängig davon, in
welcher Reihenfolge man die 3 Strecken
aneinanderfügt (adcliert).

man, daß es gleich ist, ob man

Bild 4

ffi
l*- o -Lc ]* o
Bitd 5

(maßstäblich a:uf Lls verkleinert)

1

i

I

Die Größe 2a ist doppelt so groß wie a. Älgebraisch ausgedrückt:

a{a:2a

Genauer müßte es heißen:

a I a:2. a, wie z.B. 3 + 3 :2.3 ist. Das Malzeichen zwischen dem
Koeffizienten 2 (s. u.) und der unbestimmten Zabl a Iäßt man jedoch der
Einfachheit halber und weil hier keine Mißverständnisse eintreten können
(wie z. B. zwischen 2 ' 3 und 23), weu.

fn der nebenstehenden Zeichnung
stellt sich 2 a als die Strecke dar, die
dursh Äddieren zweier gleichlanger
Strecken von je a cm Läuge gebildet
wird.

In der Schreibweise 2a heißt 2 der Koeffizient [sprich: Ko-effizient]
oder die Beizahl oder die Yorzahl der Größe a.

Der Koeffizieut der unbestimmtert Zahl a ist I und nicht etwa -
wie der Anfänger immer nur zu gern sagt - 0, weil man nichts vor
die Zahl a schreibt. Nur der Einfachheit halber schreibt man a und
meint damit 1a.

Bital 6
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fn einer Summe darf man nur die gleichartigen Größeu add.ieren. So
faßt man z. B. in d.er Summe:

a *-2b *3c*4a *b*c *3b *3c
sämtliche Gliecler mit a, sämtliche mit b u:ril sämtliche mit c zusammen
und erhält:

t3+rj+19+3"+:3:
5a + 6b + 7c

a) Addieren einer Summe

Die Aufgabe: ,,Es ist zu der unbestimmten Zahl a die Summe der beideu
Zahlen b uncl c zu add.ieren" schreibt man in algebraischer Eorm:

af (b f c).
Diese Aufgabe ist im Bilal ? geometrisch dargestellt.

Aus diesem Bilde ergibt sich:
Es ist gleich, ob man zu einer
Größe a zunächst die Größe b
addiert und dann zu dem Zwi-
schenergebnis a fb die Größe c
hinzuzählt oder ob man sofort
zu a die Summe (b *c) addiert.
In beiden n'ällen erhält man die
Größe a *b *o.

87

Bild 7

Die geometrische Lösung zeigt also, daß man setzen darf :

a+(b*c) :afbfc

Ebenso erhält man:

a+(b-c) :afb-c

Die Richtigkeit dieser X'ormel kann man an der nachstehenden Zeichnung
erkennen:

Bild 8

In Worten ausgedrückt, heißt clies:

Steht vor einer Klammer dlas Rechenzeichen *, so kann man die
Klammer fortlassen.

-6)-a+b
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Ebenso erhält man:

(a*b)*c:afbfc.
Dieselbe Regel gilt auch dann, wenn in einer Sum-e mehrere Klammern
y61[6mmen:

a +[b *(c *d) *e] :a fb fc *d *e.

b) Addieren relativer Zahlen

Wen:r vor einer unbestimmten Zablken Yorzeichen (f oder -) steht,
so ist stets eine positive uabestimmteZahl gemeint. Man schreibt also ftir
(f a) nur a.

Negative unbestimmte Zahlen schreibt man stets mit einem
Minus-Zeichen, also (- b) orler (- 4 c).

Mit Yorzeichen yersehene Zahlen nennt man, wie bereits auf S. 12 et-
wähnt, relative Zablen.

Unter dem absoluten Betrag einer relativea Zahl versteht man den
positiven'Wert dieser Zahl. In der höheren Mathematik kennzeichnet man
einen absoluten Betrag durch zwei senkrechte, die Zahl einschließende
Striche; z. B.:

l*al:a und l-b:b.
Wenn auch von dieser vorstehenden Schreibart im Rahmen des vor-

liegenden Buches weiterhin kein Gebrauch gemacht wird, so sei sie aber
trotzdem hier der Yollständigkeit halber u:rd als Grundlage für die höhere
Mathematik erwähnt.

Regel 1:

Relative Zahlen. mit gleichen Yorzeichen werden addiert,
indem man ihre absoluteu Beträge addiert und der Summe das gemein-
same Vorzeichen gibt.

1) Die beiden relativen Zahlen haben das Vorzeichen +.
(*a)*(*b):*(a*b).

Der Beweis möge durch folgendes erbracht werden:

Die positiveu Größen (f a) und (f b) mögen als Vermögen von a DM
bzw. b DM aufgefaßt werden. X'ügt man zu einem Yermögen von a DM
ein Vermögen von b DM hinzu, so besitzt man ein Yermögen von (a + b) DM.

2) Die beiden relativen Zabl,en haben das Yorzeichen -.
(-*)*(-b):-(a*b).

Die negativen Größen (- a) uncl (- b) mögen als das Gegenteil eines
Yermögens, als Schuldeu, aufgefaßt werden. Vergrößert man eine Schuld
von a DM durch eiue weitere Schulcl von b DM, so hat man eine Gesamt-
schuld von (a + b) DM.
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Regel 2:

I Relativa Zahlen mit verschiedenen Yorzeichen werden ad-
I diert, ind.em man ihre absoluteu Beträge subtrahiert und der Dilferenz
I das Yorzeichen der absolut größeren Zahl gibt.

1) Yon den beiden relativen Zahlen mit yerschiedenen Yorzeichen, (f a)
uncl (- b) bzw. (- a) unrl (+b), sei der absolute Betrag der Zahl (f a)
größer als der der relativen Zahl (-b);

a) (*+) +(-b) : *(a-b), wenn a )b ist.

Zahlenbeiapdel,:
(+5)+(-3):+(5-3):+2.

'Wenn man ein Yermögen von a DM besitzt und. macht b DM Schulden,
so hat mau noch ein Veimögen von (a - b) DM, wenn det ursprüngliche
Besitz größer als die aufgenommene Schulcl ist.

p) (-a)+(+b):-(a-b), wenn a>b ist.

Zoh,lcnb eöspiel,:
(-5)+(*3):-(5-3):-2.

'Wen, man a DM Schulden hat und kann in dieser Lage b DM als Ein-
nahme (Yermögen) verbuchen, so behält man immer noch Schulden, werur
clie Höhe der Einnahmeo von b DM absolut kleiner als die vorhandenen
§chulden ist.

2) Yon den beiden relativen Zahlen mit verschiedenen Yorzeichen, (f a)
und (- b) bzw. (- a) uncl (+ b), sei der absolute Betrag der Zahl a kleiner
als der der Zahl b;

a) (*a)+(-b):-(b-a), wenn a(b ist.

Zahlenbeiepiel:
(+2) + (- 5) : - (5- 2') : - 3.

W'enn man bei einem kleinen Vermögen von a DM eine große Schuld von
b DM aufnimmt, die in ihrem absoluten Betrage größer als der ursprüng-
liche Besitz ist, so hat man letzten Endes eine Schuld von (b - a) DM.

p) (- a) +(+b) : *(b - a), wenn a ( b ist.

Zahl,enbeiapiel,:
(-2)+(+5):+3.

'Wenn man bei a DM Schulden eine Einnahme von b DM hat, so haü
man dann keine Schulclen mehr, sondern ein Yermögen von (b - a) DM,
weun die Einnahme größer als die Höhe der Schulclen ist.

3) Die absoluten Beträge der beiden zu addierenden relativen Zahlen mit
verschiedenen Yorzeichen sind gleich;
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cr) (*a) +(-b):0, wenn a:b ist.

Zahl,enb ei,spiel:
(+5) +(- 5) :0.

W'enn man a DM besitzt und gibt b DM aus, so hat man zum Schluß
keinen Pfennig mehr in der Tasche, wenn der ursprüngliche Besitz von
a DM gleich der Äusgabe in Höhe von b DM ist.

p) (-a)+(+b):0, wenn a:b ist.

Zahlenbeispiel:
(-5) +(+5):0.

TV'enn man a DM Schulden hat uncl einen gleichgroßen Betrag b DM
einnimmt, dann hat man danach wed.er Schulden noch Yermögen.

Die beiden vorstehend gegebenen Regeln 1 und 2 über das Addiereu
relativer Zahlen werden im folgenden in einer einzigen Rechnungsanweisung
zusammengefaßt:

Steht vor einer relativenZahl, (f b) oder (- b), dasRechenzeichen f ,
so ersetze man das Rechenzeichen durch das nachfolgende Yorzeichen der
relativeu Zahl und nehme statt der relativen Zahl ihren absoluten Betrag.

Mit Buchstaben geschrieben erhält mau:

(*a)*(+b): a+b (*a)*(-b): a-b
(-a)*(-b):-a-b (-a)*(*b):-a,+b.

Z ahl,enbei,spiel,e:

a) (+5)+(+3):+5+3:+B e) (+3)+(+5):+3+5:+8
b) (-5) +(-3): -5-3:- 8 0 (-3)+(-5):-3-5:-8
c) (+5)+(-3) :+5-3:+2 s) (+3)+(-b):+3-b :-2
d) (-5) +(+3): -5 +3:-2 h) (-3)+(+5):- 3 +5: +2.

AuJgaben:

1) Welchen Wert hat 3 b wenn b:1; 3; 5; tf ,; 0,3?
2) ,, ,, ,, tlsc ,, c:Zi 4; 6;7Lf n;2r5?
3) ,, " ,, 0r2a, ,, a:0; L;2; Lf ,; 0rll
4) ,, ,, ,,ä*2b ,, a) a:1; b:1?

b) a:2; b:2?
c) a:3; b:3?
d) a:4; b:4?
e) a:5; b:5?

5) Wie groß ist 100a f 10b +c wenn a :5; b :4; s :2?
6) Die Zahl743 ist als die Summe der 3 Zahlen a, b und c darzustellen,

wenn a :7, b :4 und c :3 sein soll?
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7) Wie laute_! die Quersumme einer dreiziffrigen Zahl (2. B.: 142), wenn
man den Hunderter (1) mit a, den Zehner (4) mit b und den Einer (2)
mit c bezeichnet ?

8) n sei irgendeine beliebige gerad.e oder ungerade Zahl.
Ist 2 n dann eine gerade oiler ungerade Zahl?

9) Wie schreibt man in allgemeiner X'orm eine ungerade Zahl ?

(Anleitung: Eine ungerade Zahl ist um 1 größer oder kleiner als eine
gerade Zahl.)

l0) IVelche'Werte nehmen die nachstehend.en Summen an, wenn
a:4; b:9; c:6?
a) 2afbf 3c?
b) a*2b*4c?
c) rlza lLlrb *1la,c?

11) Welchen Wert nimmt die Summe 3a {7 b f c an, wenn
a) a:1; b:2; c:3?
b)a:3; b:4; c:2?
c) a :0; b:'lr; c:L?

L2) a) a +2b +3c f 3b f 3a *4c: ?

b) 7a*(3bfa)+4b+2a:'1
c) 9m *5n f (6n *m) : ?

d) 0,1a +3b +(1/cc *0,7a f b) *aloc +(0,2a f 6 b) f c: ?

e) 0,4x *0,3y f 0,6x {1,7 y : ?

f) 2,4r f 3,1vf 0,6u {2,4w f 0,9v 12,6w: ?

S) Llzc *tird f0,5c *1/6d: ?

h) 3t/rx *1/* y *4'lsz *ZLlzx *1/g z *Blqy : ?

13) Esistzuzeigen, daß u * (v *w):u *v *wist, wene
a) u:3; v:4; w:-5
b) u:2; v:0,1; w:0,9
c) u:Llzi Y:rlü *:'in.
Welche W'erte nimmt die Summe jeweils an ?

14) I[ie groß ist das arithmetische Mittel der beiden Zahlen a und b ?

(Ygl. Anleitung auf S.24, Aufgabe Nr. I8B.)

15) 
'Welches ist der Mittelwert von a, b und c?

16) Wie groß ist die Summe der nachstehenden relativen Zahlen:
a) (-sa){(5b):
b) (-2u)+(-3b):
c) (*m) *(-2"):
d) (+0,1u) f (f0,4v):

d) 0,2a f 0,3b f 0,4c?
e) 0,1a f 2a f 0,6c?

d) u :z/ri b :zlzi c:0?
e) a:2; b:2; c:2?

f) (-3'inx)+(+2Llrx):
s) (- 6/6k) + (+'/'k) :
h) (- 0,2 r) f (* 1,2 r) :
i) (+0,2 z) +(-0,22):

e) (- 2slnd) + (- 1r/o d) : k) (- 0,45 t) + (- 0,55 t) :
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2. Das Subtrahieren

Die Subtraktion ist die umgekehrte Rechenoperation cler Äddition. Beim
Äddieren findet man aus den beiden Gliedern (oder Summanden) a uud b
die Summe o und schreibt algebraisch: a f b : c.

Z ahlenbeispiel:
X'ür a : 2, b :3, o : 5 erhält man 2 f 3 :5.
Beim Subtrahieren bestimmt man aus d.er Summe c und einem Gliede,

z.ß. a, das audere Glied b. Algebraisch ausgedrückt: b : c - a.

Zahlenbeispiel:
X'ür a -2, b: 3, c :5
Die Subtraktionsauf gabe

a-b:c
stellt sich zeichnerisch fol-
gendermaßen dar (Bilcl 9).

Man kürzt die Streske a
Ergebnis die Strecke c.

erhältman:5-2:3.

(Gewählt: a :67 mm; b :42rum; dann c : 25 mm.)

Bei der Subtral:bion darf man nicht (wie bei der Addition) Minuend
undSubtrahendvertauschen. a - bistverschiedenvonb - a,wenna f b
[ies: ,,a ungleich b"] ist. 'Wenn a ]b ist, dann isf a-b eine positive
ZahI. Die Sübtraktion ist in diesem X'alle im Bereiche der positiven Zahlen
ausführbar. Bei denselben Werten für a und b ergibt die Differenz b - a
eine negative (relative) ZahL, deren absoluter Betrag gleich a - b ist.

Zaltlenb edepiel:

X'tir a:6; b:4 ist a-b:6-4:2 und b-a:4-6:-2.
Die Reihenfolge bei der Subtraktion mehrerer Glieder ist beliebig.

B eie pd el,:

10a- 3a - 5a : 10 a - 5a- 3a :2 a.

Zeichnerische Darstellung dieser Gleichung (a :0.8cm):

Iüs-§a
100-Ss-30

=2e

f0o-Je-§s
5d

BiId 9

um die Länge der Strecke b und erhält als

5e

Bild r0

=2a
f0o-3s
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Mehrgliedrige Äusdrücke 6itr §nmmanden und §ubtrahenden nebenein-
ander hei8en algebraische Summen.

Beiapiel:
a-bfc-2il oder 2xfBy-42-5a u.ä.

In einer algebraischen Summe dürfen nur gleicharbige Größen zu Summen
bzw. Dilferenzen zugammengefaßt werden:

Beiapiele:
a) 5a-2b +3a f6b :5a *3a *6b-2b :8a *4b
10) 2,5d.+7,2ef 1,Bf -1,5d-0,8f *2,8e:

2,5d- 1,5d+7,2e{2,8e {.1,8f -0,8f :Id + 10e + lf :
cI * 10e *f

a) Subtrahieren yon Summen unil Dilterenzen

f$ von einer Zahl eine Summe od.er eine Differenz abzuziehen, so wfud
dies in der mathematischen Schriftsprache daclurch gekennzsishnet, d.aß

man die zu subtrahierende Summe oder Differenz in eine Klammer setzt.

a - (b f c) heißt:

Es ist von einer Zabl a die Summe der beiden Zahlen b und c abzu-
ziehen.

a - (b - c) heißt:

Es ist von einer Zahl a die Differenz, die aus den beiden Zahlenb
uncl c gebildet ist, abzuziehen.

Während beim Addieren einer Summe, wie auf Seite 87 gezeigt wurd.e,
d.ie Klammer lortgelassen werden darf, ist dies beim Subtrahieren nicht
der n'a[. Aus den folgenden 2 Skizzen erhält man folgende wiehtige
Formetn betreffs Auflösen yon Klammern, vor denen das Minuszeichen
steht.

e-(b*c) :a-b-c
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(1)

Bild rl
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(2) a-(b-c):a-bfc

Bild 12

Man erhält die wichtige Regel:

I Steht vor einer Klammer ein Minuszeichen, so darf man die Klammer
I nur dann fortlassen, wenn man gleichzeitig die Yorzeichen sämtlicher
! Glieder in der Klammer in ihr Gegenteil verkehrt.

Umgekehrt hat man beim Setzen von Klammern in einer algebraischen
§umme die Yorzeichen der Glieder, die in die Klammer eingeschlossen
werd.en, in ihr Gegenteil zu verkehren, wenu vor die Klammer ein Minus-
zeichen zu stehen kommt.

B eisgtiel,e:

a) 7u f 4v -2w {32:7u * 4v - (2w -Bz)
b) 12x- 3y- 4z:l?x- (3 y *42)
c) r-2sf 3t-4u-5v:

r-(2s-3t)-(4ufbv):
r-(2s-3tf4uf5v):

b) Das Subtrahieren relativer Zehlen

'Wenn man von irgend.einer relativen Zahl (es ist gleich, ob sie positiv
od.er negativ ist) eine positive Zabl za subtrahieren hat, so hat man um
den Betrag der positiven Zahl rückwärts zu zählen.

An d.er Zahlengeraden stellt sich dies folgend.ermaßen dar:

e= 3

d=e
f = s

-§ -4 -3 -2

tt*- d -4- -
It@_f=r_e)_hd)

=-e- d
f-eH+d)=-e - d

Bild l3
Gd4+il=q-b

+Q

c *'*7
ö*+3
C:+4

In d.er vorstehenden Skizze wird rechts vom Nullpunkt das Subtrahieren
der positiverZahl *b von der positivenZahl f a veranschaulicht. (Es
war der X'all gewählt alb; dann ist auch f a-(+b)>O; d. h.
positiv).

0 +1 +2 r3 +4 +5 +

c=a-b ) +t
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Linlrs vom Nullpunkt, wo sich auf der Zahlengeraden die negativen
Zablen befinden, wurde das Subtrahieren der positiven Zahl { d von der
negativen Zahl - e gezeigt,.

Da also das Subtrahieren einer positiven Zahl als eir Bückwärtszählen
zu verstehen ist, so hat man in logischer Schlußfolgerung das Subtrahieren
einer negativen Zahl wie folgt auJzufassen:

Ilat man von einer relativen (positiven oder negativen) Zabl eine nega-
tive ZahI zu subtrahieren, so yersteht man darunter ein Yorwärts-
zählen um d.ie entsprechende positive Zahl (: absoluter Betrag der nega-
tiven Zahl); also:

(*a)- (- b) : *a *b
(-u)-(-b):-a+b.

(Die letzte der beiden Gleichuugen hat eine positive Zahl als Ergebnis,
wenn a ( b ist. Ist a ) b, dann erhält man eine negative Zahl als Er-
gebnis.)

Eine andere Erklanurg für das Subtrahieren relativer Zahlen ist folgerde:

Eine relative Zahl wird subtrahiert, indem man sie mit entgegen-
gesetztem Yorzeichen addiert.

Es ist also: (*a) - (+b) : (*r) * (- b)

(*a)-(-b):(*a)*(+b).
Zusammenf assung

der X'ormeln für atie Aclclition u:rd Subtraktion relativer Zablen. Als an-
schaulichesHilfsmittelkönnen dabei dieYorzeichenregeln (S. I2-13) dienen.
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(*a)*(f b):a f b

(*a) *(-b):a-b
(-a)*(*b):-a+b
(-a)*(-b):-a-b

Äls anschauliches Hilfsmittel für
regeln (S. 12 u. 13) dienen.

Aufgaben:

17) 7,5 b - 2,5b :
18) 2,1u - 1,1 u :
21) 8a+4b+2a-Bb:

(*a)-(fb):a-b
(*a)-(-b):afb
(-r)-(+b):-a-b
(-a)-(-b):-a+b.

diese n'ormeln können die Yorzeichen-

19) 5a+3b-4a-2b:
20) 4a - 6a:

22) 52l ra - 2' I nb - 2tl ra * Sllrb -' l ra - 11/4b :
2» Sahx f 3,25 y +2,62-3,2x-lllay -1sl6z:
24) 1,001 t +2,72s - 3,121 t - 2,85 s { 2,\2t f 1,13 s :
25) uf 2v-0,9u-3v:
26) Zllrm - Ll a\- IYo m * 12/a n +%m - 2f, n :
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27) Es sind die Zahlenwerüe für x u:rd 5l zu besfimmen, wenn

x:&-(b-")
! :a * b +c istfür

12

7,?
l0
5" ln
7,09

37) (+3x)*(-2x):
38) (+ 3,2a) - (f 1,8 a) :
3e) (f fnm)- (*%m):
40) (f s/'r) - (- Y'r) :
41) (- 2,25a)- (f 0,75s):

42) (- 3,751) - (- 0,25t) :
43) (- 1,01c) f(- 10,01 c) :
44) (- 2,84d) + (+ 4,34 al) :
45) (+0,98Y) +(+ 0,2v):
46) (- 2,5 f) - (- 2,5 f) :

o.)

p)

v)
d)
e)

7

4,9
0,9
3
4,1

3
1,6
012
qLl
4 tL

2,Ol

28) (a+b-c)-(a-b*c):
2e) (afb-c)+(u-b*c):
30) (6x - 5) - (x - 7) - (2x+3) :
31) 12,5 - (3x -2,5)- (10,3- 10x)- (6* +4,7) :
32) (3a- 2b) - (8b -2u)- (4a- eb) :
33) (2a +b)- [3c - (3b {c) +4b] {2c :
34) l,zm- {0,3n +[3,4o- (0,8m f 0,2n) f 2,9n] f 0,6o]

351 tlrx-L'lry - (Yrx- 2lry) *alExl*2y :
36) 0,3u - [v- (%o *tLo - %") - 0,25v] :

3. Das Multiplizieren

Stehen 2 Buchstaben ohne Yorzeichen nebeneinander oder sincl sie, wie
es allgemein üblich ist, in der Handschrift sogar zusammengeschriebeu, so
ist stets zwischen die beiden Buchstabeu ein Malzeichen bzw. ein Punkt ge-
seizt za denken. Es bedeutet also:

ab:aXb:a'b.
Das Zeichen x wird in der Älgebra niemals, d.er Punkt nur selten ge-

schrieben. ab wird. gesprochen: ,,a mal b" oder einJach ,,abe".
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Bei der Erklärung des Begriffs des Koeffizienten oder der Beizatrl auf
Seite 86 war vor eiuen Buchstaben, z.B. a, eine bestimmte Zahl, z. B. 2,
geschrieben. 2 a bedeutet das Doppelte der Größe a. Ebenso ist beispiels-
weise 3,5 b eine Größe, die 31/rmal so groß wie die Größe b ist. Auch hier
wird zwischen die bestimmte Zahl und den Buchstaben kein Punh gesetzt.
Setzt man an die §telle der bestimmtenZahl (Koeffizient) eine unbestimmte
Zahl a, so erhälü man das Proclukt a b, das ebenfalls eine unbestimmte
Größe ist. So hat a b für a :3 und b :4 deu \[ert 12 oder für a :7
undb:Bden'Wert56usw.

Nach der Begrilfserklarung eines Produktes (Seite B) ist unter a b eine
Summe zu yerstehen, die aus b Gliedern der Größe a besteht; also a b
: a + a + a + a f . . . Das Glied a steht bmal auf der rechten Seite
der letzten Gleichung.

X'aßt man in dem Proclukt a b den Buchstaben a als Kennzeichen fär
eine unbestimmte Zahl auf, während b die in cm gemessene Länge einer
Strecke darstellt, so wird durch das Produkt a b die Länge einer Strecke
ausgedrückt, die a mal so lang wie die Streske von der Länge b cm ist.

Bed.euten in d.em Produkt a b die beiden X'aktoren die Längen zweier
Strecken in Zentimeter, so stellt das Produkt a b
in der Geometrie den in Quadratzentimeter ge-
messenen n'lächeninhalt des Rechteckes mit den
Seiten a und b dar. Den n'lächeninhalt des neben-
stehenden Rechteckes erhält man, wenn man die
Seite a mit der Seite b oder umgekehrt multi-
pliziert. Es ist also ab:ba.

Zur Erinnerung:

a + b bedeutet die Länge einer aus den Teilstrecken a und b ru-
sammengesetzten Strecke.

Sind in einem Rechteck die 4 Seiten gleich lang, und zwar je a cm, so
hat man es mit einem Quadtat, za tun, dessen Inhalt aX a:de:az
(cm2) beträgt.

Den Umfang dieses Quadrates erhält man, indem man die Summe d.err

4 Seitenbilclet;also :a {a * a * a:4a. DerUmfang4ahatdieDimen-
sion einer Länge. Er wird somit in cm oder m gemessen.

Man unterscheide zwischen: az und 2 a

t "="* I unterscheid.e!
| za=a+a 

I

Das aus 3 X'aktoren gebildete Produkt a b c stellt, sofern a, b und c die
Längen dreier Strecken sind, den Rauminhalt oder das Yolumen eiues
Quaders mit den Seiten a, b und c dar.
Mathematik Toü 1. 7
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Bild L4
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Die Grundfläche des nachstehenden
den Seiten a und b und hat den Inhalt
trägt c (cm). Das Yolumen des Körpers
beträgt: Grundfläche X IIöhe, also:
ab 'c. Da aber, wie oben gezeigt, ab
eine unbestimmte Zahl ist, so karm man
den Punkt zwischen a b und c fortlassen.
Das Yolumen beträgt:abc (cm3).

Auch hier ist abc:?,cb:bac
: bca : cab : cba. In Worten aus-
gedrückt heißt dies:

I In einem Produkt ist die Reihenfolge der n'aktoren beliebig.

Beim Multiplizieren zweier relativer Zahlen (Seite 12) wurden
die Yorzeichen-regeln behandelt. Sie werden ihrer 'Wichtigkeit 

wegen noch
einmal angefütrrt:

1) Haben 2 X'aktoren das gleiche Vorzeichen,
so ist das Proclu-kt positiv; d. h.

(*a).(fb): fab
(-u).(-b):fab

2) Eabeu 2 X'aktoren ungleiche Yorzeichen,
so ist das Produkt negativ; d. h.

(*a).(-b):-ab
(-a).(fb):--ab

'Wenn ein Produh mit einer Zahl zu multiplizieren ist, so ist nur ein
X'aktor dieses Produktes mit d.er Zahl zu multiplizieren; also

(a b). c : a. (bc) : (a. c).b : abc.
Die Richtigkeit ergibt sich durch Einsetzen bestimmtsl Zal:iren z. B.

a:2; b:5; c:3.
Denn (2.5).3:2.(5.3):(2.3).5:30.
Auf gaben:

47)zLlza.4: 51)2c.,lrd: 55)7af5bfla:
48)5a.3a: 52)a.b.a.a: 56)2,5a.0,4a:
49) 5a*3a: 53) b.c.c.b: 57)2,5a{0,4a:
60)4a.3b: 54)7a.5b.2a: 58)zlra.r/ub:
59) 2x'0,5y. 3 : 63) lfnv.%, :
60) 3x.0,4y.2x.5y: 64) 1.ll4v fluv:
61) 3x*0,4yf 2xf 5y: 65) frr.llrs.rfnt:
62) 22lut.-5: 66) Llrazb.2b :

Quad,ers ist ein Rechteck mit
a b (cm2). Die Quaderhöhe be-

I

I
I

I,*---------

Bild 15

98
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a) Multiplizieren yon §ummen unil Differenzen

1) Eine Zahl ist mit einer Summe (bzw. Di{f ereaz) zu multi-
plizieren.

Das Produl<t a . (b + c) stellt sich zeichnerisch als der X''lächeninhalt des
nebenstehend.en, stark umrandeten Rechtecks mit den Seiten a uncl (b f o)
dar. Diese Rechtecksfläche setzt sich aus
2 Teilrechtecken mit den X'lächeninhalten a b
und a c zusammen. Es ist also der Gesamt-
flächeninhalt gleich der Summe der beiden
Teilrechtecksinhalte od.er in Buchstaben:

a.(b +c):abfac
Bild 16

als der Inhalt d.es nachstehenden,
Seiten a und (b - ") 

aufzufassen.

man von dem großen Rechteck mit
den Seiten a und b das kleine Recht- ;
eck mit den Seiten a upd c sub- t
trahiert.

Es ist also:

a.(b-c):ab-ac

beiden letzten Eormeln, in Worten

Eine Summe oder Differenz wird. mit einer Zahl multipliziert, indem
man jedes Glied der Summe bzw. Differenz mit dieser Zahl multipli-
ziert und die Teilprodukte addiert oder subtrahiert.

2 algebraische Summen
zu multiplizieren.

a) Das aus den zwei Summen (a f b)
und (c f d) gebildete Produkt (a*b)
(c *d) ist der n'lächeninhalt des stark
umrand,eten Rechteckes mit den Seiten
(a * b) und (c f d). Dieses Rechteck
setzt sich aus 4 Teilrechtecken mit
den lnhalten ac, ad, bc und bd zu-
sarrlmen. Der Gesamtinhalt ist also:

(a *b) (c *d) :ac *a d f bc f b cl

Man unterscheide hiervon den Ausdruck: (a * b) c f d, der aus dem Pro-
dukt (a * b). c vermehrt um d besteht.

99

Ebenso ist das Produkt a. (b - c)
e',ark umrandeten Rechtecks mit den
Dieses Rechteck erhält man, wenn

Die

I

Bild 17

ausgedrückt, ergeben den Satz:

Bild 18

2)
siud

Man erhält: (a*b)cfd:acfbc+d.
7*
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(a + b) (c + il) = ao + ail + bc + bil
(a+b) e *il =ac+bc+il

Ebenso ist: a *b (c *d) :a fbc +bd.
B) Das Produkt der Summe

(a * b) mal der Differenz (c - d)
kann als der Elächeninhalt des
nebenstehend stark umrandeten
Rechteckes mit den Seiten (a * b)
und c-d betrachtet werden.
Diese X'läche setzt sich wied.erum
aus 4 Teilflächen zusammen, von
denen iu 2 voneinander abza-
ziehen sind. Aus der Zeichnung
ersieht man, daß

(a *b) (c-d) :&c-ad f bc - b d

Unterscheide!

d)y)

A:ralog ergeben sich die Produkte zweier algebraischer Sumrnen in den fol-
genclei n'ällen 7 und d. Man versuche selbst, zur übung an Hand. der Zeich-
nungen die Produkte zu bilden.

l{a-ilk,a)=ac+ad-bc-bal Bild20
b-ilb-d)=qc-ad-bc+bd

Die vorhergehenden 4 Fälle e, §, T und d werden in einer einzigen
Begel zusamrnengefaßt :

2 algebraische Summen (Differenzen) werden miteinand.er multi-
pliziert, indem man jedes Glied der ei:ren mit jedem Glied der anderen
multipliziert und die erhaltenen Produhe addiert bzw. subtrahiert.

Beim Ausmultiplizieren zweier Klammern, in denen mehrere Gliecler
stehen, z. B. (a +b +c)'(a- b-"), h.alte man eine gewisse Ordnung
ein, damit nicht etwa wegen der fehlenden'[Ibersichtlichkeit ein Teilprodukt
vergessen wird. Man muitipliziere zuerst mit dem 1. Gliede der 1. Klam-
mer (a) jedes Glied der 2. Klammer; dann nehme man das 2. Glied der ersten
Klammer (b) und multipliziere mit ihm jecles Glied der 2. Klammer usw.

Bitd 19

\
\r



4 Grunil,rechnungsarten: Multiplizi,eren

tan rechne also so:
(a *b *c) (x - y - z) : ax- ay - az

*bx-by-bz
*cx- cy-cz.

lfan kann aber auch umgekehrü verfahren, indem man jedes Gliecl der
1. Klammer der Reihe nach mit jeilem Gliede der 2. Klammer multipliziert,
also so:

(a *b *c) (x- y- z) : ax +bx f cx
-ay-by-"y
-az-bz-cz.Merkregel: Besitzt die 1. Klarnmer üI und die 2. Klammer n Glieder, so

erhäit man nach dem Ausmuitiplizieren m . n Glieder.
Unter Benutzu:rg der Regeln über die Multiplikation algebraischer

Summen lassen sich einige sehr oft gebrauchte und somit äußerst wichtige
n'ormeln ableiten:

a) (a*b)':(afb).(a*b)::fiab*ba*bb
,-2abfb2.

Dasselbe findet man aus der Zeichnung eines Quadrates, dessen Seiten
(a * b) cm lang sind u:rd das somit den Inhalt (a f b)2 hat. Die
X'läche dieses Quadrates setzt sich aus den bei-
den Quadraten a2 und bz und den beiden gleich
großen Rechtecken a b zusammen.

Es ist also:

(a+b)'z=42+2ab+b2

In Worten heißt diese wichtige X'ormel:
Das Quadrat einer zweigliedrigen Summe
ist gleich d.er Summe aus den Quadraten
der Summanden und dem doppelten Pro-
dul<t der Summanden.

il (a - b)2: (a - b).(a .. b) -aa - ab - ba f bb
:az-2abi-bz.

Dasselbe Ergebnis findet man auch aus der nachstehenden Zeichnung:

Die beiden Rechtecke mit dem Inhalt a b
überdecken sich mit einena Teil ihrer X'läche.
Die überdeckte X'läche ist das Quadrat mit
der Seite b. Deshaltr wird zu der Differenz
az - 2 a b noch das Quadrat b2 hinzugezählt.
Der Inhalt des stark umrandeten Quadrates
mit den Seiten (a -b) ist:

(a-b)'-2,2-2ab+b2
1\

1) Diese Regel ist ein Spezialfall des in der höheren }Iaühenatik auftretenden
binbmischen Lehrsatzes.

r0t

t)

Bild 2i

Bild
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fn Worten:

! Das Quadrat einer Differenz ist gleich der S,mme der Quadrate von
I Minuend und Subtrahend, vermindert um das doppelte Proclukt aru
I Minuend und Subtrahend.

y) (a*b)(a*b) :a,.&-ab*ba-b'b -a2-b2.
Aus der nebenstehenden Zeichnung sieht man, daß das stark umrandeto

Rechteck mit dem Inhalt (a * b) (a - b)
gleich der X'läche des Rechteskes mit den
Seiten (a *b) und a, vermindert um die
Fläche des Rechteckes mit den Seiten (a * b)
und b, ist; d. h.:

(. *b) (a - b) : (a +b)* - (a f b)b
:a2+ab-(ab+b1
:az*ab_ab_bz
-a2-b2.

(a+b)(a-b)=42-b2

d. h. in W'orten:

Das Produkt aus cler
Summe und d.er Differenz
zweier Zahlen ist gleich der
Differenz der Quadrate der
beiden Zahlen.

Die letzte Formel wird auch
oft umgekehrt angewendet:

az-b2:(a*b)'(u-b),
al. h. in Worten:

Die Differenz zweiet Quadrate
ist gleich dem Produlit aus der
Surnmc und der Differenz der
Poteuzbasen.

Nachstehend noch ein anschau-
Iicher, geometrisch leicht ver-
ständlicher Beweis der Formel:

az_bz:(a*b)(a_b).
Aus dem nebenstehenden gro-

ßen Quadrat mit der Seite a
werd,e das schraffiert gezeich-
nete Quadrat mit der Seite b
herausgeschnitten. Der übrig-

Bitil 23

Bitd 24
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bleibende Restteil des Quadrates, der also den X'lächeninhalt at - bt
hat, wird längs der stark gezeichneten Geraden zerschnitten. Man erhält
dan-n 2 Yierecke (Trapeze), die man, wie die 2. Abbilclung zeig!, an-
einanderlegt.

Das hierdurch entstehende Rechteck hat den X'lächeninhalt: (a f b)
(a - b) und hat denselben Inhalt wie der obige Quadratrestteil.

Es ist also:
as-b2:(afb)(a-b).

Aufgaben:

70) 18(2r f 3s)-7(3r- 5s): 85) (0,5x-0,3y) (0,2x-0,5y) :
71) 2(u-3v)+3(3u-v) : 86) (2a+3b)(2a-Bb):

67) (2a-5bf 6c).3x:
68) 3a(2x*3y):
6e) 4(a+b)+3(a-b):

72)a(2x+3y-1) :
73) (3a-2b-5c)y:
7a) Qx-3)c*3c:

7e) (a *b)(x *y) :
80) (c-d)(uf v):
81) (e-f)(x-y) :

82) (g *h) (a - b) :
83) (2a-3b)(3a*2b):
&) (lra*'/'b) (6u - 12b) :

87) (a +2b - c) (2a fb -2") :
88) (a +3b + 3c) (a - 3b - 3c) :
89) (2 - a)2 :

94) (1/rx-' l ry) ( l rx*1/ay) :
95) (0,5m f 0,4 n) (0,5m- 0,4 n) :
96) 172- 132 : (17 +13) (17- 13) :

75) Llr@+b)-1i2(a-b): e0) (2afBb)2:
76) 0,5(m*n)f0,5(m-n): 91) (n*1)(n-1):
77) -2a(5- 3b): e2) (2c *3)':
78) 2yz *0,5y(3x-4y): 93) (34+b)(3a-b) --

97) In dem Produh a b wird a um 3 vermehrt und b um 5 verkleinert.
a) Um welohen Betrag ändert sich der 'Wert 

des Proclukts ?

b) \{ie groß ist dieser Betrag, w€nn a: 2 und b:7 ist?

98) Um wieviel wird ein Rechteck größer, dessen Seiten a cm und b cm
lang sind, wenn marr a um 1 cm und. b um 2 cm verlängert ?

99) Besteht ein Unterschied zwischen (u * b)' und (a2 + b2) ?

Wenn ja, um welchen Betrag unterscheiden sich die beiden Werte ?

(Zur Probe setze man a :2 und b :3!)
100) Um welchen Betrag unterscheiden sich (u * b)' und (a - b)'g

101) Wie groß ist die schraffierte Querschnittsfläche des Bildes 25 ? (Man
bestimme sie als die Differenzfläche zweier Bechtecke sowie - zur
Probe - als Summe von 3 Rechtecken.)
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1ü2)

r03)

'Wie groß ist die
'Wie groß ist ilie

Querschnittsfläche ? (BiId 26.)

Querschnittsfläche ? (Bild 27.)

Bitd 25

rOa) a) L2.38 :
b) 64.56 :
c) 87.93 :

Bild 26

Änleitung: Man

b
Bild 27

benutze zweckmäßig die

105) Das Quadrat einer zweistelligen mit 5 endenden Zahl läßt sich nach
folgender Regel bilden:
a) Man bilde den lOfachen Betrag der Zehnerstelle.
b) Zu clieser Zahl zähle man 10 hinzu.
c) Die unter a) und b) gefundenen'Werte sind zu multiplizieren.
d) Zu dem unter c) gefund.enen Zahlenwert ist 25 zu ad.dieren.

Diese Regel ist durch eine algebraische X'ormel auszud.rücken und zu
beweisen.

Anleitung: Jede zweistellige mit 5 end.ende Zahl läßt sich ir} der
X'orm (10 a + 5) schreiben, worin a eine d.er ganzen
Zalien von 1 bis 9 ist.

Z ahlenb eis pi,el,: 35? : ?

a) 10.3 :30
b) 30 +10:40

X'ormel: (a * b) . (u - b) : s,2 - [e'
ftu 42. 38 setze man (40 + 2) (40 - 2).

c) 30'40:1200
d) 1200 +25:1225.

Ergebnis: 352:1225.
106) Das Quadrat einer beliebigen zweistelligen Zahl läßt sich nach der

folgenden Regel bilden:
a) Bilde den lO0fachen Wert des Quadrates der Zehnerstelle!
b) Bilde den 20fachen Wert des Produktes aus Einer- und Zehnerstelle t

c) Bilde das Quadrat der Einerstelle!
d) Die Summe der unter a)...c) gefundenen Werte ist das Ergebnis.

Diese Regel ist durch eine algebraische X'or:riel auszud,rücken, durch
die ilie allgemeine Gültigkeit der Regel bewiesen ist.
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Zahlenbeiapiel,: 372 : ?

a) 100.9 :900
b) 20.3-7 -420

c) 7z :19
d) 900 +420 +49:1369.

107) Welche X'ormel läßt sich an
Hand d"er nebenstehend.en
Zeichnung auIstellen?

Die Richtigkeit der aufge-
etellten X'ormel ist durch Rech-
nnng zu überprüIen!

107a) Durch wiederholtes Äusmultiplizieren leite man die X'ormeln ab:

(a *b), : aa f 3azb f 3 a bz a 6e

(a - f1a : a3- 3 azb f 3a b2- b3.

Änleituag: Mansetzefür (a * b)3 : (a + b) (a * b) (a f b) .

b) Ilas Ausklammern iles gemeinschaftlichen Faktors

Währencl beim Multiplizieren von Summen oder Differenzen mit einer
Zahl tlie vorhandenen Klammern verschwinden, werden beim sog. Aus-
klammern des gemeinschaftlichen Faktors oder - man nennt es auch -beim Klammersetzen in eine algebraische Summe Klammern gesetzt. So
istz.B. inder Summe: ax*bx*cx den3 Gliedern die Größex.ge-
meinsam. Man kann sie vor eine Klammer setzen und schreibt:

axfbxfcx:x(a*b*c).
Multipliziert man die rechte §eite dieser Gleichung aus, so erhält man

die linke Seite.

ll' eiter e B eiepi,el,e:

a bx *aby +ob z : ab(x fy fz)
3ab- 6a c f 9ad : 3a(b- 2c f 3cI)

0,3x2 f 3xy- 0,6xyz:0,3x(x f 10y -2y')
2ab- a f ac :a(2b- 1f c).

F___ Or

L
Bilal 28

at bc c?

a

§

a

62 isc

a2 db UL

a
o+b

b
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Aufgaben:

108) 16 a-24b *8c:
109) 8ab }'12bc:
110) 36xy-30y2f18y:
111) 10 -20a - 30b :
L12) Saxf4bx-Gx:

113) (a*b)c-(a*b)tl:
114) a(x-y)*(x-y):
115) 1/rx2 

-LlExy * l/ex :
116) 0,5as-af 1,5ab:

4. Das Dividieren

Soll clie unbestimmte Zahl a durch eine andere unbestimmte Zahl b
divid.iert werden, so schreibt man a: b oder auch in Bruchform f . Vor-
aussetzung: b f 0 (vgl. S. 38). (Um Verwechslurgen vorzubeugeu, wirrl
zweckmäßig beim Buchstabenrechnen der waagerechte Bruchstrich: 

01,
nicht der schräge: a/b, verwend"et.)

fst a von b verschieden, mathematisch ausgedrückt: af b [ies:
a ungleich b], so hat der Quotient fi einen unsssfimmfen Werü je nach

der Größe von a und b. Ist a:6 und b:3, dann beträgt*:2,
für a:5 und b:2 ist i:r,u.

'Wenn der Zähler a und der Nenner b des Quotienten (Bruches) f, ein-

ancler gleich sind, ist also a : b, dann ist der Wert des Quotienteu 3: t.
Setzt man z. B. für a : b : 4 ein, so würde man für I den bestifmten

r-a
Wert * erhalten, und dies ist 1.

Ebenso erhält man ]|: r ,6", lrr: I od.er $: r o6", tJ: 1,

da bei allen diesen Brüchen im Zähler und Nenner derselbe'Wert steht.
Die soeben angeführten Beispiele lassen sich in dem Satz zusammeufassen:

I Jetle Zahl durch sich selbst dividiert ergibt 1.

Das letzte Beispiel +i : 1 kann man auch in der n'orm schreiben:

(x * y): (x * y) : 1. Man muß die Summe im Zähler und auch die im
Nenner in Klammern einschließen. Man beachte den Unterschied zwischen
den beiden Äufgaben:

(I) (x *y): (x f y):
(II) x+y:x+y:

In (I) erhält man, wie soeben gezeigt,L.

In (II), wo die Klammern fehlen, ka''n man nur schreiben:

* + t f y. Man erhält keinen bestimmten W'ert.
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X'ür x:2 und. y :4 erhält man
in (I)(2 { a): Q+4) :6 : 6:1

und in (II) 2 + 4:2 { 4 :2 +2 +4 :8.
X'ür x : 3 uncl y : 4 erhält man in (I) (x * y) : (x * y) : 1

in(II) x+y:x*I:Sä.
a) Diviiliereu elnes Produktes ilüoh eine Zahl

I Ein hodukt wird durch eine Zahl dividiert, indem man nur einen
I n'aktor durch diese Zahl dividiert.
In Buchstaben:

(ab) : c : (a :c).b : ä. (b :c)
oder in Bruchform:

Die Richtigkeit dieses Satzes leuchtet durch Einsetzen beliebiger Zahlen-
werte für a, b und. c ein.

Man erhält z. B. für a:4; b -6 und c:2:
4.6 4 n

z: :;.6 :4. ö:tz.
Die letzte X'ormel rückwärts gelesen, ergibt:

b ab
a- cc

Dies drückt sich in Worten wie folgt aus:
Ein Bruch wird mit einer Zahl multipliziert, indem man den Zähler mit

dieser Zahl multipliziert (S.31).

b) Iliviilieren rolativer Zahlen (s. §. 25)

Entsprechend der auf S. 98 angeführten Yorzeichenregel gilt auch hier:

d. h.: plus durch plus gleich plus,

d. h.: minus durch minus gleich plus,

d. h. plus durch minus gleich minus,

d. h.: minus durch plus gleich minus.

ro7

(*a):(+b):+ä
(*a): (- b) : - ;

(- r): (+b) : - i
(- u)'(- b) : +;.

ab & - b'b:a-ccc

*:-:-

-:+:-
Bild 29

*:*:*

-:-:* I
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Beiepi,ele:

(*ab): (*a) : +*: *b
(*6ab):(-3a):-H:-2b
(- *'y): (- x2) : +{I: +y
(-rsv):

(f 8ab) I

r(frv):-H:-s
,(-,ib):-ei:: -t2la.f)Iti

(- 0,4x2): (- 0,2x) : * H+: *2x.

e) Dividieren einer §umme ilurch eine Zahl

I Eine Summe (oder Differenz) zweier unbestimmter Zahlen wird durch
I eine dritte unbestimmte Zahl divitliert, indem man jedes Glied der
I Summe (oder Differenz) durch diese Zahl dividiert.

Dieser Satz, d.er sich als Formel ausdrückt:

(a *b)lc :a:cfb:c oder, anders geschrieben:

(u-b)rc:&:c-b:c ,, ), ,, I

ist tlie Umkehrung des auf S. 99 bewiesenen Satzes über das Multiplizieren
einer Summe mit einer Zahl. Da die Multiplikation die umgekehrte Rechen-
operation derDivision ist, folgtaus (a * b) r c : ä, : c f b : c die Gleichung
(a *b) : (a: c f b: c).c. Dierechte Seiteder Gleichungausmultiplizierb
ergibt:

(a:c).c+(b:c)c, und dies ist tatsächlich: a+b.
Beispiel,e:

a) (2 ax - 4 b x f B x) : 2 x : 2: : *3!: + 8 x : :rT - 
g, 

-- * l{ :
a-2b 1_.4.
Man hätte in dieser Aufgabe auch den. geTeinsamen X'aktor des

Zählers ausklammern kön:ren; ulro, ?*("=r?-Ll-Q. Zähler und

Nemer durch 2x geteilt, ergibt: :a-2b+4.
Grundfalsch wäre es, die 2 x des Nenners etwa nur gegen die in

dem 1. Gliede des Zählers enthaltenen 2 x zu kürzen. Man darf nie-
mals beim Kürzen eines Bruches, in dessen Zählq eine Summe steht,

a*b a , b_ +-
cclc

a-b a b
ccG
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nur eir Glied kürzen. fmmsl ist clie ganze Summe zu kürzen, uud.
d.ies macht man so, daß man zunächst - wenn möglich - die Summe
durch AusHammern in ein Produkb verwandelt und dann erst einen
X'ahor dieses entstandenen Produkts hebt.

b) -t3a+ 
63b ry++?_bl:1 +2b

oder :3:*t*:L+2b,
1

aber niernal., 4i*f4:1+6ab! Diese Gleichung ist falsch!

1

.) rb * cd _ ab _r_99 :b _{_.d.
a-ala"r&'

Das Äusklammern eines gemeinsamen X'aktors im Zähler war nichü
möglich.

d) x'Ja: 
_rv : " v_(=l l) : x f 1' xy xy

. xsfax-cx x2 ax cx - a c - &-ce) - : "+ .:1-l- -I+-'xxx
'W eitere Übwngsauf gaben: S. 113 Nr. 117... l2t.

il) Dividiereu einer Summe duroh eine Summe

In der Äufgabe 

=l# 
dtrf man nicht die a der ersten Glieder uncl ttie b

d.er zweiten Gliecler gegeneinander kürzen. Glieder darf man nicht heben,
nur Eaktoren. Äls mahnende Gedächtnisregel möge folgeuder Satz dienen:

X'aktoren heben, verhindert X'ehler!
\üer Glieder hebt, macht grobe X'ehler!

Will man den Bruch: l]l^ ff durch Kifuzen vereinfachen, so ziehe maaa+t)
den gemeinsamen X'a}*or x im Zähler vor die Klammer und kürze dann

erst durch die Summe (a * b). Also so: *, +# : "*'#l : 
" .

n'är diese Art der Rechnung noch einige

Bei,spiele:
. a2c-.1-ac2 ac(a-l-c)

&)-'- :- *:äC, a+c a+c
\ a+ab a(l*.b) a I"/3b+3-3(b+r)-3-3-

r09

b)ffi+:ffi:f;:r,o
d) r-y:-l(y-=):_I.
'y-x y-x

Wedtere Übungsauf gaben.' §. 113 Nr. 122...126.
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Bisweilen l?ißt sich unter Benutzung der auJ S. 101 u. 102 abgeleiteten
Bormeln:

az +zab f b2: (a *b)'
a2-2abfbz:(a-5;z
az -b2: (a + b) (a - b)

der Zebllr oder Nenaer in ein Prod.ukt umwandeln, so daß anschließend
der Bruch gekärzt werden kann. Ilierfür einige

Beiapi,ele:
. a2-b2 (a*b) (a-b)a)}_f, ':afb

,,(a*b)' (atb)(a*b) a+b
"t az_b2 - (a*b)(a_b) - a_b
, a2+2abf b2 (a*b)'

") 
Tr+r-:ilt' :afb

,. &2-2ababt (a-b),d) Lr-u : ;;o;:a*b
^. &2-2ab-1-b2 (*-b), a-b

a2_bz - (a+b)(a_b)-a+b.
Weötere Ü bungeau!gaben.' S. 113 Nr. 127...133.

Kommt man mit den beiden soeben angegebenen Verfahren für das Um-
wandeln einer Summe in ein Produkt nicht zum Ziel, ao führe man d,ie
Division wie beim Rechnen mit bestimmten Zahlen (S.23) durch:

Man teilt das 1. Glied des Dividenden durch d.as 1. Glied d.es Divisors
(Teilers) und multipliziert mit dem erhaltenen Quotienten den gauzela
Teiler. Dieses Produkt zieht man vom Dividenden ab (d. h.: Yorzeichen
ändern und addieren) und wiederholt das bisherige Yerfahren mit dem
sich ergcbenden Rest.

Beispiele:

a) (a3*3a2bf Sab2fbs):(af b):azf?abf b2
aB fa2b
ffi + 3 a b2 +bs Ergebnis: az +2a b +b2

2azb *2a12-. ab2+ba
ab2+b3

0

b) (3 xz *xy- Zyz) : (3x- 2y) : x +y
3x2-2xy Ergebnis: xf y

?*Y-?Y1 Probe: (3*-2y)(x*y)}xy-Zyz :B*, +;y-rir.
0
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e) (xP +f): (x *y)
x3 -lxzv

: as- xy +yz
Ergebnis:
Probe:

x2- xy *yg
(*'- *y *y2) (x *y): xs */.

0

d) (Zaz -ab- 6bz):(2a+3b) :a-2b
Zazf3ab Ergebnis:

-]ZäT-- 6bz probe:

-4ab-Gbq

a-2b
Durch Multiplikation cles
Ergebnisses mit dem
Divisor erhält man den
Dividenden!

e) (6azf 5ab-
6a2-4ab

6b2):(3a -Zb):2afBb
---ET- ou,

9ab-6b2

-T-'Weitere ÜbwngsauJgaben: S. ll3

Ergebnis: 2a ]-}b
Probe nicht vergessen!

Nr. 134...I38.

Die Divisionsaulgabe ] Unt sich uicht durchführen. Man kann siex+y
nur in anderer n'orm schreiben; nämlich 1: (x f y): Es ist stets

I rl r I
x+y -r;-r y'

Begründung: Es ergibt sich, wenn für x:2 unil y:4 gesetzt wird:
I I,t

2+4'-r 2 | 4

1=r 1
6 t 4'

Wäre die Ungleichung fr + **i eine richtige Gleichuag, so mäßte

ymgekehrt: **i gtuich ;f sein. Um 1** ^ add.ieren, muß man

diese beiden ungieichnamigen"Brüche gleichnaäig machen. Der Haupt-
nenner ist das Proclukt der beiden Nenner, also xy. X'ür ]setzt*uo$
u:rd für 1::. A.lso ist: I +l : -_-L + j.. Diese beiden gteichnamigeuy xy x , .y xy , xy
Brüche lassen sich addieren, indem man sie auf einen Bruchstrich setzt,
dessen Zähler die Summe der beiden Z:ählu und dessen Nenner der gemein-
s&me Ne.'rer (Hauptnenner) ist.

ttl
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Man erhält:
I , I Y r x y+x x+y
xyxyxyxyxy

Beiapiele für ilae Aililieren gleiah. wnil, wngleich,narn,iger Br&che:
, 2 3 2+3 5
,a'&aa

b) #+;:"o*-l
.. 2 , 3 2b ,3a 2b{3a 3a}2bc) r*t:rlfau:-ab :-a-b

,, & , c ad bc adlbcd) u*a:bd+bd: bd
. 8, , c a c.c a+ct

öl -l- -- 
- 

-I"t bc I b -bc I bc - bc

fr 1 r I -l. I 
- '-t Y L x 

-"-tIlJ'' xy t xz' yr-xyz I xyz I zyz xyz-

otlrr-a-!-u+lb/ b I *-b 
' b- b

h);-1:ä-$:+
i\ a _b+c:a-(b*9_ a-b-c Achtung! Klam-erimZähler'/ d d - d - d oichtvergessen!
:\ & , a, a(x-I)fa ax
t) -r 

T 1x_ry 
:- (*_-tr- : G_tP.

W'eitere Übwngsawfgaben: S. l13 Nr. f39...148.

e) Ilivlilleren ilurch einen Bruch

Ebenso wie beim Dividieren durch Brüche mit bestimmten Zahlen
(Seite 34) ist auch hier der Diviilencl mit dem Kehrwert (reziproker Wert)
des Teilers (Divisors) zu multiplizieren. Hierzu einige

Beiepi,ele:
. x v xva)x:-:x'w':----L:v'yxx

bl I:-l-:.l.az-1i3:a
&a

c) (a * b) : S : (a *b) 1-} : @t-b)r$---b) :t=f
,,2 x 2 3 2.3 6dl 

-.*/r'3 x x-x.x-12
, I 1 1 I - o x.x.x.x.x

e) :: :,: *^ 
- 

. X2.Xu -: - __-::f 
.'xx.xoxx

Wei,üere Übungsawfgaben: S. l13 Nr. f49...166.
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Autgaben:

117) 
6"":-eo'o:

, tiuY

118) ?{3!:+1=l]{r
Irs1 '/' "' \,]1,?": - 

a :
rzol 1x-ü11 "*' :
nr)'L2t-tLL,;JLtY :
nz) ?:i-ra; :
ffi) r:+#:
tz+) 4o""- o?Y:

, x"_Y"

126) ry1t,+#:

127) Lll:, a+D

128) 
*'+ 1*,+ 

I :' x+r

rzoy litl! t#ql1 :
a.2 - bz

130) 10+b)(a-b):

131)H;#:

razr Lfe;';gY:

t25) 3ax-Bbx*3cx
133)a-bfc

134) (a3 - 3 azb f 3 a bz - bB) : (a - b) :
135) (as *a2b *ab2 *b'): (az fbr):
t36) (zz I z - 20): (z - 4) :
137) (x2 f 1,5x- 1): (2x- 1) :
138) (xB - ya) : (x - y) :

x2-1 2xy + ys

x--y'

5x
xb
abb
b'a a2 -
62
-l-;lö:xx'

r3e) }!!b-- #o:
140)*2-!-"to:
141) #*H:
M\\#. - I--I:
1ß) jar-;,'h:

144) ;+r- *:
145) -f- - -1 :

' a-b a+D

tr46)=iY-",Y/ x-y x+y
140-+:#:
Xathemstik Teil 1,

148) + +, _,L- #F:
149) x: I :
150) a: i :
rsr) |:$:
uz)§:fl:
153)

154)

155)

uo) {: $
{T

D
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IIL Das Reelnen mit Proportionen

Beim Yergleichen zweier Zahlen,a und. b miteinander kann man entweder
feststellen, um wieviel dieZahl a größer als die Zablb ist- d. h. mau bildet

die Differenz (a - b) - od.er aber mau bilclet den Quotienten fl uncl drüclrt

dadurch aus, wie oft die Zahlb in der Zahl a enthalten ist.

I Oie Differenz zweier Zahlen.nennt man das arithmetische Yerhältnis,
I während ihr Quotient das geometrische Verhältnis ist.

Beiapiel,:
Das arithmetische Yerhältnis der Zahlen 36 uncl 9 beträgt 27; denn

36 - 9 :27. Die Zabl 36 ist um 27 größer als 9.

Das geometrische Yerhältnis d.er ZahlerSl und 9 beträgt 4 ; denn T : n .

Die Zahl 36 ist viermal so groß wie 9.

Sind 2 Yerhältnisse einander gleich, so nennt man eine solche Gleichheit
eine Proportion, Man unterscheidet zwischen

a) Arithmetische Proportion, z. B. 36 - 9 : 40 - 13,

b) geometrische Proportion, z.U. 
Xq 

:f od", 36 : 9: 12 :3.

Bei jecler Proportion unterscheidet man zwischen den beiden Äußen-
gliedern u:rd den beiden Innengliedern. Wie der Name sagt, stehen die
Außenglieder bei einer Proportion außen, die Innenglieder aber innen in
d.er Proportion.

Bei der unter a) angegebenen arithmetischen Proportion sind die Außen-
glieder: 36 und 13, die Innenglieder: 9 und 40. Bei der unter b) an-
geführten geometrischen Proportion siüd die Außenglieder: 36 und 3,
die Innenglieder 9 und 12.

1. Die arithmetisehen Proportionen

über die Außen- und Innenglieder der arithmetischen Proportionen, die
in der Technik weniger verwendet werden als die geometrischen, gilt der

Lehrsatz:

I I" jeder arithr,retischen Proportion ist tlie Summe der Außenglieder

I gleich der Summe der Innenglieder.

In der arithmetischen Proportion: 27-12:48- 33 sincl die Außen-
glieder: 27 und 33. Ihre Summe beträgt: 27 +33:60. Sie ist gleich der
Summe der beiden Innenglieder 12 und 48; nämlich 12 +48:60.

Allgemein ausgedrückt: Die 4 Größen a, b, c und d bilden die arith-
metische Proportion: a - b :c - d, wenn a *d : b -1-o ist.
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Oder ungekehrt:

Aus der Gleichheit zweier Summen: (a * d) : (b + c) läßt sich immer
die arithmetische Proportion: a - b - c - d aufstellen.

Sonderfall:
§ind in einer arithmetischen Proportion die beiden Innenglieder gleich

groß, so nennt man dieses Innenglied das arithmetische Mittel oder
den Mittelwert zu den beiden äußeren Gliedern.

Beispiele:

a) B- 5:5-2. 5 ist das arithmetische Mittel zu 2 und 8.

b) 25 - L7 :\7 - 9. Die beiden Innenglieder 17 uncl 17 sinal einander
gleich. 17 ist der Mittelwert zu 25 und 9.

c) Kennt man das arithmetischeMittel zweierZablen nicht, so bezeichne
man es zunächst mit dem Buchstaben x. Zt den beiden Zahler 4
und 12 soll der Mittelwert bestimmt werden. Es muß die Gleichung
gelten: 12 - x - x - 4. Da die Summe der Außenglieder gleich der
derbeidenlnnengliederist,ergibtsich:12 + 4 : x + xoder 16 :2x.
In Worten heißt diese letzte Gleichung: Das Doppelte einer unbe-
kan:rten Zahl ist 16. Hieraus folgt, daß die unbekannte Zahl selbst

clie Hälfte von 16, uho f; : B ist.

I Das arithmetische Mittel oder der Mittelwert zweier Zahlen ist d.ie

I halbe Sullme aus den beiden Zahlet..

Der Mittelwert zu d.en beiden u:rbestimmten Zahlen a und b lautet: +
Mit Yorstehendem ist die Becleutung der arithmetischen Proportionen fü-r
ilie Technik erschöpft. Yon größerer 'Wichtigkeit sind die geometrischen
Proportionen, d-ie man einfach auch nur mit ,,Proportionen" bezeichnet.
§pricht man von einer ,,Proportion", so ist damit stets eine geometrische
Proportion gemeint.

2. Die geometrisehen Proportionen

Die Gleichheit zweier Brüche nennt man eine (geometrische) Proportion.

Man schreibt ä: I odera:b:c:d und.liest: a zubwiec zud. Man

meint damit: Es verhält sich a zu b, wie sich c zu d verhält.

In dieser Proportion sind die Außenglieder: a und d; tlie Innenglieder:
b und c.

X'är jed.e Proportion gilt der wichtige

I Produktensatz: In jeder Proportion ist das Produkt der Außen-

I glieder gleich dem der Innenglieder.
8r.
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'Wenn a:b:c:d ist, §o soll nach diesem Produ-ktensatz ad:bo
sein.

Beweis: Die Proportion a: b : c: d oder, in Bruchform geschrie-
- a c.
ben: i : i ist eine Gleichu-ng. \{ie später im Abschnitt C II Seite 19O

gezeig!, wird, darf man jede Seite einer Gleichung mit ein und der-
selben Zahl multiplizieren. Hier mögen die beiden Seiten dieser Glei-
chung mit dem llauptnenner d.er beiden Brüche, nämlich b il, multipli-

ziertwerden. Dies ergibt: u1.f a:ä.0U. Die linke Seite kann-an
clurch b, die rechte durch d kürzen und erhält: ad:bc. Dies ist die
Behauptung, und somit ist der Beweis erbracht.

(Anmerkung: Der Produltensatz ist ähnlich dem über die Außen- und
trnnenglieder der arithmetiechen Proportionen. Dort war die Summe aus
den beiden Äußengliedern gleich der aus den beiden Innengliedern. Hier
handelt es sich jedoch um die Gleichheit der Produkte der Außen- und
Innenglieder.)

'W'er dieser vorstehenden, allgemein giiltigen Beweisführung noch nicht
folgen kann, der überzeuge sich durch Einsetzen von Zahlenwerten von der
Richtigkeit der Behauptung. Jedoch ist hier das Einsetzen der Zahlen-
werte vorsichtig auszuführen. 3 Werte kann man beliebig wählen, z. B.

a : 4, b :2,c : 10. d jedoch muß so gewählt werden, aan !r: f; irt.
Da 4 doppelt so groß wie 2 ist, muß auch 10 doppelt so groß wie d sein;
d. h. d - 5. Die Proportion lautet somit : 4;2 :10 : 5. Das Produkt der
Außenglieder 4' 5 :20 ist gleicb dem Produkt der Innenglieder 2 ' 10 : 20.

Den Produktensatz kann man dazu benutzerr, um schnell festzustellen,
ob eine Proportion rightig ist:

5: 6 : 10: 12 ist richtig; den:r 5'12 : 6. 10
60 60 ebenso:

,, 10 .2 : 4.5
20 :20 oder:

2.5:2,5.4
10 : 10. Aber:

7 : 3 * 21 : 8; das Produkt der Außenglieder: 7' I : 56 istnicht gleich
dem Produkt der Innenglieder: 3'21 :63.

Umgekehrt läßt sich aus der Gleichleit zweier Produkte eine Reihe vou
Proportionen (im ganzen 8 Stück) aufstellen, indem man die n'aktoren des
einen Produkts zu Außengliedern (oder Innengliedern) und die X'aktoren
des anderen Produktes zu Innengliedern (oder Außengliedern) einer Pro-
portion macht.

l0: 4 : 5:2 ,, ,,

2:2,5 :4:5 ,, ,, ,,
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Eeiepiel:

Äus 3. 16 : 4 . 12 ergeben sich folgende B Proporüionen:

a) 3:4:LZ:LG e) 4:3:16:12
b) 3:L2 : 4:L6 f) 4: 16 : 3: 12

c) 16: 4:12: 3 g) 12: 3 :16: 4
d) 16:L2: 42 3 h) 12:16: 3: 4.

An diesen soeben aufgeführteu 8 Proportionen erken:rt man auch den fol-
genden Satz über die Yertauschbarkeit der Außen- und Innen-
glied er:

I Io einer Proportion darf man d-ie Außenglieder oder die Innenglieder
I oder die beiden Seiten der Proportion miteinander vertauschen.

Äus der Proportion ä,1b : c: d folgt
durch verta::',""* 

Y f*lr--J::*:' *; : 
=; 

; ä
d:c:b:a

,, ,, ,, beid.en Seiten: c: d : a: b
c:a _d:b
b:d':a:c
b:a:d;g.

'. rn diesgn 8 Proportionen ist immer d.as Produkt der außenglieder gleich
dem der Innenglieder; nämlich: a d : b c.

a) Aulsuchen iler 4. Proportionale

§ind von einer Proportion nur 3 Giieder bekannt, so kann man das
fehlende 4. Glied nach der folgenden Regel bestimmen:

I Ein rn:renglied einer Proportion ist gleich dem produkt der beiden
I Außenglieder, geteilt durch- das anderä Innenglied.
I Ei" Außenglied einer Proportion ist eleich däm proclukt der beiden
I Innenglieder, geteilt durch äas andere-Aullenglied.

.^(Diese Re-gel läßt- sich leicht mit Hilfe der Lehre von d.en Gleichungen
(§eite 192 ff.) beweisen. Hier wird auf die Beweisfährung verzichtet.i

Das unbekannte Glied einer Proportion möge x lauten.

Ausalx:c:dfolgt=:ig

,, a:b:xtd ,, ":"OU

" X:b:C:d " *:T
,, a:b:clx ,, x:U.

117
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Zahl,enbeiepiel,e:
8

a) 4:7 :32:x ergibt: *:''i2 :SA
4

b) 'lrt2ls :72: x; hieraus * :'h;l: :U";" a : rc

e)2:tL:x:55; *:|fl:tO
d) 8 a:5 b: x:2,5b; * :93ffi9! :4 u

ab2
. & c b b'd a.b.d a,

e) O:x:a:a;x: _1 
:b.d.c:c

d

f) (a *b): x: (az- bz): (a - b); * : g{!p: }

g) x:2,5:627,5; ":Ui,ru 
:,

3

h) x:2a :b:6a; x :';:: I :*0.
J

b) lWittlere Proportionale oder geometrisehes Mittel

Eine Proporiion, bei der die Innenglied.er (oder Außenglieder) gleich sind,
heißt eine stetige Proportion. In d.er stetigen Proportion: a: b : b: c
nennt man b die mittlere Proportionale oder das geometrische Mittel zu
a unC c. In der stetigen Proportiona:b:c:a ist a diemittlere Plopor-
tionale zu b und c.

Zahlenb eispiel'e:

a) In der Proportion 2:x: x:8 ist dieUnbekannte x das geonaetrische
§flittel zu 2 und 8. Nach dem Produktensatz ist: x'x :2'8 oder
x2:16; d. h.: das Quadrat einer unbekannten Zahl x ist gleich 16.

Die unbekannte Zahtr x ist dann 4.

Das geometrische Mittel zu 2 uud S lautet 4.

(\Miederholung: Das arithmetische Mittel zu 2 uncl S tuot"t ?ä! : T : U")

b) Aus der Proportion:

x:4 :9: x folgt: x2 : 36 od.er x : 6.

Das geometrische Mittel zu 4 uncl 9 ist 6. (Das arithmetische Mittel zu 4
und 9 ist 6,5.)
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c) 'Wie lautet die mittlere Proportionale ru 4 unal 16?
Man stellt die Proportion auf: 4:x: x:16 und findet hieraus

x2 : 4' 16 : 64 od.er x :8.
(Das arithmetische Mittel zu 4 und 16 lautet: ": 

L*rE ? : ro).

o) Der Proportionalitätstaktor

Aus dem Yerhältnis der beiden Zahlen 2 und 3, das man entweder als
q

gemeinen Bruch { oder aber auch in der n'orm 2:3 schreibt, lassen sich

durch Erweitern mit irgendwelchen Zahlen gleiche Verhältnisse auJstellen

Durch Erweitern mit 2 erhält man das gleiche Yerhältnis $.
Die Proportir" 3:* hat den sog. Proportionalitätsfaktor 2.

,.In der Proportion i:'Ä beträgt der Proportionalitätsfa}:tor 4; denn

,f ist aus i durch Erweitern des letzten Yerhältnisses mit 4 entstanden-

B estimmuug de s Pro port io na lität sfa ktors : Den Proportionali-
tätsfalrüor einer Proportion bestimmt man dadurch, daß man det Zäbler
(oder Nenner) des einen Yerhältnisses durch den Zähler (oder Nenner) des
anderen Verhältnisses teilt.

Bei,spiel:

tr[ie lautet der Proportionalitätsfaktor der Proportion:

2:5 :36 : 90 ?

Lösung: 36:2:18 oder 90:5:18.
18 ist der Proportionalitätsfaktor der Proportion:

2:5 :36 : 90 .

il) Konesponilierends Ä.ililition und Subtraktion

Aus der Proportion fi : f, tu.."" sich weitere Proportionen dadurch ab-
leiten, daß man sowohl auf der linken als auch auf der rechten Seite der
Proportion die gleichen Recheuoperationen des Addierens oder Subtra-
hierens vornimmt.

'ffsnn man beispielsweise in der gegebenen Proportion a I b : c: d. au

dem Zähler a de's Yerhältnisses i a." Nenner b hinzuzählt, so hat mar
in entsprechender 'Weise auch bei dem Yerhältnis c: d zum Zähler e
den Nenaer d zu addieren.

Man erhält ,os f,: U9 
di" oeou Proportion:

a+b c+d-_6-: d
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Die Rechenoperationen, die man auf der linken Seite der Proportion
yornfunmt, müssen denen, die man auch rechts vornehmen muß, damit
man eine treue Proportion erhält, entsprecheu oder - man nerurt dies
auoh - sie müssen korrespondiereu.

Auf diese Weise erhält man aus ; :; folgende Proportionen:

e-t-b c-l-d-t .- a '
Zahlenbeispiel:

a*b_c*d.
a-b - c-d'

ao
a*b:ä+a u' a'

Äus der Proporüion 2:3 :6 : 9 erhält man nach dem Yerfahren der
korrespondierenden Adilition d.ie neuen Proportionen:

2+B 6*9, .,5 15

3- -- 9 das lst B 
:'9 octer

R-2 9-6
-5-: g " )t

3+2 9+6
3-2 9-6 " "

26
2+3 6+9 " "

Der Beweis für die Allgemeingältigkeit der kortespondierenden Addition
läßt sich mit llilfe des Proportionalitätsfaktors wie folgt führen:

Ifenn ]: f ist, dana kann man den Proportionalitätsfaktor m so

finden, daß a : rD c und b : m d. ist. Wie im Kapitel ,,Gleichungen"
(S.189) gezeigt wird, darf man die linken und rechten Seiten der Gleichungen
miteinander addieren, subtrahieren, multiplizieren oder auch dividieren, und
man erhält hierdurch wiederum eine Gleichung. Durch Adclition der beiden
letzten Gleichungent ,:*"

b:md
erhält man a a6ä'äa m a

afb:m(cfd)
Diese Gleichung durch die ursprüngliche fo : m d

dividiert, 
"rgmt SgP

+:.*i1
Msn hat somit die gewünschte Gleichung erhalten. Der Beweis ist erbracht"
Aul ähnlichen 'Wegen lassen sich die anderen augeführten Gleichungen
beweisen.

Beispiel:
Mit Hilfe des Gesetzes d.er korrespondierenden Ad.dition ist die Unbe-

kannte x in der folgenden Proportion zu berechnen:
(2**):x:3:2.

l3
39"
515
13"
26
U 

:1U usw.
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lfian formt die Proportion so um, daß clie Unbekan:rte x nur in einem Glied.e
vorkommt. Auf beiden Seiten der Proportion zieht man vom ersten Glietle
das zweite ab: (2*x-x):x: (3-2):2

2:x:L:2
2.2x:-, :4

Ergebnis: x:4.
Gesetz der korrespondierenden Addition läßt

tzt

Das allgemeine Gesetz der korrespondierenden Addi
sioh ebenfalls mittels des Proportionalitatsfaktors beweisen.

'Wenn m, n, p und q irgendwelche beliebige Zahlen sind,
man &us der urspränglichen Proportion:

ac
6:a-

die neue Proportion: ärOla#:

so erhält.

Zakl,enb eiapiel:

Es sei a: 2

m:7

mclnd
pc-qd

c:4
P:9

b:3
n:B

d:6
Q:5.

Die ursprängliche Proportion f, : ! lautet hiermit: 1 : +. Es ergibt sich

die neue Proportion: 
ma f nb mc f nd
pa-qb : pc-qd

7.2+8.3 7.4+ 8.6
g.z-o+:§;a-5-6

t4+ 24 28 + 48

18 - i5 :36 
-T038 76

3-:6'
Dio sog. fortlaufeud.en Proportionen entstehen durch Gleichsetzen

mehrerer Yerhältnisse.

Äus ] :*,:::$rergibt sich: a1 :b1 :c1 :d,: ar:br:cz:dz.a2 rl2 c2 o2

(Anmerlrrng: An dJe Buchstaben a, b, c, cl sind hier ein wenig unter-
halb der Zeile kleine arabische Zahlen, der sog. Zeigu oder Index, ange-
hängt. a, ist eine von a2 verschiedene Zahl, ebenso b, und b, usw.)

erhält man die fortlaufende
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Aufgaben über il,aa Rechnem rndt, Proporti,onen

15?) Welche 8 Proportionen lassen sich aus der Produküengleichung:
ab:cd ableiten?

168) Welche Proportionen erhält man aus x: I : a : b durch Yertauschen
der Äußen- und Innenglieder?
Die Unbekanute x ist in den Äulgaben 159. . . L73 m berechnen:

15e) ä:+
1601 1:1 164) a:5b:x:10b 169) xiZa:0,3b:6a
---l x I , 1o- -^-L _^L 170) 0,3a:5b:1,5a:x, 165) 12a:6ab:x:b
16l) l: "- 171) ab:az:x:a' b 4 166) 2:7 :14a: x r7r\ r e.v_ A.^ F

162)3:1 ,-_:,::.:':":^ )1'2:x:6:o'5
x ror)0,5:x:0,25:4 773J, 2t12;5:5:4.

174) Wie lautet zu den Zahlen 4 unil 25

a) das arithmetische Mittel ?

b) das geometrische Mittel ?

175) Es ist das a) arithmetische und p) geometrische Mitüel anzugeben ru
den Zahlen:
a) 8 und 18

b)g ,, 16

176) Wie lautet der Proportionalitätsfaktor folgender Proportionen:
a) 3:4:15:20 c\ 2:5:2a:5a e) tlzitlr:3:2.
b) 1:2:13:26 d) u:v:u2:uv

Die Unbekannte x ist in den Äufgaben 717 . . .lBG mit Ililfe tles Ge-
setzes d,er korrespondierenden Addition und Subtraktion zu berechnen.

Iffi) +:+ 168) x';:+'ä

c) 4 u:rd 36 e) 2 und 72.
d)3 ,,49

177) (Bfx):x:5:1
178) (xf7):x:5:1,5
179) (5-x):x:1:4
180) (2 - x): x :3:1
181) 

=j=i187) Die Höhe eines Fabrikschornsteines kann man durch Vergleich seiner
§chattenlänge urit der Schattenlänge einer senkrecht stehenden Stange
bestirnmter Länge berechnen. Die Yergleichsmessungen müssen zur
gieichen Zeit vorgenommen werd.en. Es verhält sich die Schornstein-
höhe zur Schattenlänge des Schornsteins wie die Staugenlänge zur

: Schattenlänge der Stange.
Iüie hoch ist ein Schornstein, d.er einen Schattenvon90m wirft, wenn

gleichzeitig eine 2 m lange Mrcßstange einen 3 m langen Schatten hat ?

iB2) (x-1):x:1:3
183) (xf2):x:1:3
I84) (a f x): x: (a f b): b
185) (a-x):x:b:(a-b)
186) (2a+x) : x: (a f b) : (b- a).
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188) Die Umfänge z\üeier Kreise U, und U, verhalten sich wie die Durch-
messer d, und dr.

Die Kreisinhalte X', und X', verhalten sich wie die Quadrate der
Durchmesser d, u:rd dr.
a) Diese beiden Sätze sind in X'orm von Proportionen anzugeben!

' b) Der Kreis mit dem Durchmesser dl : 10 mm hat den Umfang
Ur : 31,4 mm. Wie groß ist der Umfang U, des Kreises mit dem
Durchmesser d, : 25 mm ?

c) Wievielmal größer wird der Querschnitt eines Rohres bei Yerdopp
lung des Rohrdurchmessers ?

189) Bei einem Biementrieb verhalten sich (unter Yernachlässigung iles
Riernenschlupfes) die Riemenscheibendruchmesser umgekehrt wie die
Lastdrehzahlen.

Die treibende Scheibe habe einen Durchmesser D, : 125 mm und
macht nr :800 U/min. 'Wie gtoß muß der Durchmesser D2 der
getriebenen Scheibe ausgeführt werden, wen:r sie n, :400 U/*i"

190) Unter dem Übersetzungsr,-erhältnis i eines Hebels versteht man das

Yerhältnis der Hebelarmlängen; also i : |, *"oo L die in mm ge-

messene Länge d.es Hebelarmes der Kraft P unil I die in mm ge-
messene Länge des Hebelarmes der Last Q ist. Nach dem l{ebel-
gesetz ist das Produkt aus Kraft mal Kraftarm gleich dem aus Last
mal Lastarm; als X'ormel heißt das: P L : Q l.
a) W'elche Proportiou läßt sich zwischen den Hebelarmlängen u:rd

den Kräften aufstellen ?

b) Wie groß ist i, wer',, die an dem Hebel wirkende Kraft P : 45 kg
der Last q:225 kg das Gleichgewicht'hält?

c) Än einem wie langen Hebelarm I greift diese Last an, wenn d1s
Kraft an dem Hebelarm L : 520 mm wirkt ?

19L) Das Ubersetzungsverhältnis oder kürzer die Übersetzung i von Zaln-.
räd.ern ist d.as Yerhältnis der miautlichen Drehzahl n, des treibenden
Rades zu der Drehzahl n, des getriebenen Rades. Es sei: dr : Durch-
rrrosser des treibendenRades in mm; dz : Durchmesser des getriebenen
Rades in mm; 4: Zähuezahl des treibenden Rades; zr: Zähnezahl
des getriebenen Rades.

(A:rmerkung: Index 1 weist auf das treibende RacI hin.)
Die Drehzahlen von treibenclem und getriebenem Rad verhalten sich

umgekehrt wie die Durchmesser der Räder.
Die Durchmesser zweier Zahnräder verhalten sich wie ihre Zähne-

zahlen.
a) i kann kleiner bzw. größer als 1 sein. Bei einer Übersetzung it's

Schnelle ist n2 ) nr. Wie groß ist dann i ?

123
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b) Ifielche Proportioneu bestehen zwischen den Drehzahlen und den
Durch-essern, zwischen den Durchmesgeno und den Zährezahlen
und zwisehen den Drehzahlen u:rd den Zähnezahlen bei 2 mitein-
ander arbeitenden Zahnrädern ?

c) 'Wie groß ist bei der Übersetzung i : |- aie Zährczahl z, des

treibenden Rad.es, wenn das getriebene B;ad zr: 15 Zähne hat ?

192) Bei gleichen Temperaturenverhalten sich die Rauminhalte Y, uacl V,
(in_mt) eines Gases umgekehrt wie dje Spannungen pr ud p, (in at).
a) Dieses Gesetz ist in einer X'ormel anzugeben!
b) 100 mB Gq,s stehen unter einem Druck von 1,5 at. 'Wie groß iet

das Gasvolumen, wenn der Druck um 1at erhöht wird unier Bei-
behaltung der Temperatur ?

193) Die Durchflußmengen Q durch ein Rohr verhalten sich wie die Ge-
schwincligkeiten v des durchströmendeu Wassers. Qi: Qz : I'l I y2.

Durch ein Rohr fließen minutlich Qr : 3,8 ma hiudurch. Wird dio
Durchflußgeschwindigkeit um lm/s erhöht, so wird die l)urchfluß-
menge um 1,9 mB größer. Wie groß ist die ursprängliche Durchfluß-
geschwindigkeit v, ?

f94) Im Schmied.emessing (Muntzmetall, Ms 60) verhält sich die in ihm ent-
haltene Kupfermenge zu der linkmeuge wie 3 : 2. Wieviel Kupfer (Cu)
nnd Zink (Zn) sind in 40 kg ll{essing enthalten ?

(Änleitung: In 40 kg Messing sind x kg Cu und (a0 - x) kgZn, ent-
halten. Proportion aufstellen! x unter Zuhilfenahme der korre-
spondierenden Addition berechnen!)

l95)Yerdoppelt man die Kraft, die einen Stab von einem bestimmten
Querschnitt auf Zugbeansprucht, so verd.oppelt sich auch die dadurch
heworgerufene Zugspannung. Bei einer dreifachen Kraft wird die
Zugspannung dreimal so groß usw.
a) Welche Proportion kann man zwischen den Kräften P1,P2, P, und

den durch sie hervorgerufenen Spannu:rgen pr, pz, pu aufstellen ?

b) Erhöht man die einen Stab a:a[ Zag beanspruchende Kraft & o*
100kg, sowächstdie Spannungp, : 400kg/omz auf p, : 450kg/cma.
Wie groß ist P, ?

196) Nach dem Ohmschen Gesetz der Elektrotechnik verhalten sich bei
gleicheu Spannungen die Stromstärken i, und i, rrmgekehrt wie die'Widerstände r, u:rd. r,. Also : i1 : i, : r, ; 1, .

Erniedrigt man in einem Stromkreise den Widerstand von 110(J
um die Hälfte, so nimmt die Stromstärke bei ein u:rd derselben Span-
trung um 2 Ä nt. 'Welcher 

Strom floß ursprüaglich in dem Stromkreise ?

(Änleitung: Bei dem Widerstand rr : 1100 fließt der Strom ir.
,, lz: 5512 ,, t, ,, ir*Z.

Stelle die Proportion zwischen diesen lYiderständen und Strom-
stärken auf und bestimme i, mit Hilfe des Gesetzes der korrespon-
dierenden Adclition und Subtraktion!)
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IY. Die Potenzrechnung

Ist bei einer Potenz (vgl. S. 14) clie Basis oder der Potenzexponent oder
beides (Potenzwert) eine unbestimmte Zahl, so kann man diese Größen,
z.B. as,# oder 2t,3'od,er x", bt usw., nicht weiter ausrechnen. Wohl
aber läßt sich mit solchen unbestimmten Größen operieren, d. h. man kann
mit ihnen weiterrechnen. Diese Größen werden erst dann bestimmt, ysntl
man bestimnrte Zahlen, fär die unbestimmten einsetzt.

I Unter aa versteht man eia Produkt aus n Faktoren, deren jeiler a ist.
I Die Potenzieru-ng ist eine Multiplikation mit gleiohen n'aktorenl).

X'ür a ) 1 und n ) 1 wird ar )a
,, &(1 ,, n)1 ,, &o(a.

Beiapiel:
X'ür a :2 uncl n :3 wird at :23:8 )> 2

,, a:0r2 ,, rI:3 ,, ao:0128:0,008 <0r2.
Potenziert man eine Zahl, die größer als 1 ist, so wird der Potenzwerü

erst recht größer als 1.

Beianiel:' 22:+.
Potenziert man eine Zabl, die kleiner als 1 ist, so wird der Potenzwert

erst recht kleiner als 1.

Be'isoiel:
O,2z: 0,04.

1) Die Quadratzablen gerader Zabler sind gerade Zahlen.

Bewei,s:

Die Grundzahl möge a lauten. Wenn sie gerade ist, so kann man sie
in der X'orm a : 2 n schreiben, wobei n eine beliebige gerade oder un-
gerade Zahl ist. Aus a : 2 n folgt az : 4 n2; d.h. a2 ist eine durch 4
teiibare Zahl. Sie ist also gerade.

2) Die Quadratzahlen urgeradet ZalJrer sinal stets ungerade Zablen.

Bew ei s:

Die ungerade Basis a Iäßt sich in der X'orm a:2l-.f 1 schreiben. Es ist
dann a2:(2n+1)2:4nz*4nf 1. Hierinist4n2 und 4n stets
gerade, was ftir eine ganze Zahl auch immer n ist. Die Summe der
beiden geraden Zahlen 4 n2 * 4 n ist ebenfalls gerade. Zählt lo;ran aber zu
eiler geraden Za,hl t hinzu, wie die rechte Seite der für a2 angegebenen
Gleichung besagt, so erhält man eine ungerade ZahI.

r) FtiLrPotenzea, derenPotenzexponent kleiner oder gleich 0 ist [also: n5]0],
gclten die Definitionen auf Seite l3l.

126
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Aus diesen beiden Sätzen 1) und 2) folgt:

I Die Differenz zweier aufeinand.erfolgender Quailratzahlen ist stete
.l eine ulgerade Zahl.

Dies kann allgemein, wie folgt, bewiesen werden. 2 aufeinander{olgende
Quadratzahlen haben die X'orm: (2 n)2 und (2 n f 1)2. Ihre Differena
heträgt: (2 n * 1)z - (zn)z : 4n + 1. Dies ist stets eine ungerad.e Zahl.

I Die Summe der aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen ergibt eine

I Quaclratzahl.

Bedspiele:
1+3:4
1+3+5:e
1+3+5+7:16
1+3+5+7+9:25
1+3+5+7+e+11:36.

Der Beweis hierfür läßt sich durch uebenstehende
Zeichnung veranschaulichen: Das gesamte Quadrat setzt
sich aus 1 + 3 + 5 + 7 : 16 Teilquadraten zusammen.

Man ulterscheide zwischen dem Produkt

2a:a *a
und der Potenz

a2:&. a.

Ist a d.ie Größe einer Strecke von a cm Länge, so ist
2 a die Länge d.er Strecke, die doppelt so lang ist wie
die Strecke a. (Bild 31.)

az aber ist der Inhalt des Quadrates mit der Seite a.
(Bild 32.)

Es unterscheiden sich
3a:2"*a*a

und
al:a.a.d.

Geometrisch betrachtet, ist 3 a eine Strecke (Bild BB)
und aa der Inhalt des Würfels mit der Kante a. (Bilcl3a.)

Bild 30

E{r
Bitd 31

v7//2,v/////Amt_tI _-L,' I 'rc-ü -et
Bild 32

uBild 33
Bilal

CT
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Man unterscheide zwischen

(ä ")' ""a 
j.'

(l^l' :i*.
§

Elq

:22
: -23o4

Die schaffierte Bläche hat deu Intralt (ä*)'. nrtr,
der vierte Teil cles Quadrates mit der Seite a (Bild 35).

] as ist clie Hälfüe des Quadrates mit der Seite a

(Bild 36).

Potenzen mit negativer Basis

(-2)':-2'-2:4
(-2)':-2'-2'- 2: - 8
(-z)4 : -2'-2'-2'-2 :L6
t-2\5 - -2,-2.-2.-2. -2:-32 :-26\ ,, -(-2)u : - 2'-2'-2' -2' - 2' -2 :64 : 26.

Aus d"en vorstehenden Gleichungen für die Potenzen der negativen Zahl
(- 2) ersieht man, d"aß das Ergebnis für die Exponenten 2, 4, 6 - gerade
Zahlen - positiv ist. X'ür ungerade Exponenten 3, 5, 7 usw. ist der Potenz-
wert negativ. Das folgt aus fortgesetzter Anwendung der Vorzeichen-
regeln (s. S. I3).

Ist m eine beliebige gerade odel ungerade ganze ZahI, so ist
2m stets eine gerade Zahl und
2m*1 [sprich: 2 m plus oder minus 1] stets ungerade.

fliermit gilt allgemein:

(- u)" a2^

(- a)zn*r : 
- 62m11.

I Die Potenz einer negativenZahl ist für gerade Exponeuten positiv;
I für ungerade Exponenten ist sie negativ.

Beiepiele:

(- 0,2)2 : o,o4

(-0,3)t:-0,33:-0,027

(- ;)': (;)': +

(-+)':-(+)':-11
(-3)n:3a:81
(-4)r:-(48):-64.

d
35

W
*l*"Ll

Lo -l
Bild 36
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o) Adilition unil §ubtrektiotr yon Potenzen

Potenzen lassen sich nur add.iereu und subtrahieren, wenn die Basen und
Exponenten gleich sincl. Man braucht in diesem X'alle nur die Beizahlen
(Koeffizienten) der Potenzen zu addieren od,er subtrahieren.

Beiapöel,e:

a) Zas *3a3*5a3-a3:9a3
b) b'+ 3b"+ 4bx:8bx
c) 5b2-2b2 *0br-8b2:b2
d) 0,5 x2 f 0,3 x2 *x2 - 1,4 xz *0,6 x2 : x2

e) 0,5 x * 0,3 xz : ? läßt sich nicht addieren; denn die Potenz-
e-xponenten 1 und 2 sind verschieden. Man kann in diesem Beispiel
den gemeinsamen Taktor x ausklammern und erhält : x (0,5 f 0,8 x).

f) 2,3 az | 2,7 bz - ? läßt sich nicht addieren; denn die Potenzbasen
sind verschieden.

g) 2,3 a2 +2,3b2 :2,3 (az + b').
Nur der gemeinsame X'aktor 2,3 läßt sich ausklammern.

h) +", + 3y,+ * ",- är,- ä*, + Zr, :x2 * rz.
Die Glieder mit xz und die mit y2 sind getrennt addiert worden.

Ebenso:
i) 0,5 x2 -2,5y2 f 0,5 xs + 1,5 y' :52 - y2 : (x *y) (x - y).
W eitere Übung aau!gaben.' S. 132 Nr. 197...206.

b) llultiplizieron yon Potenzen

1) Gleichbasige Potenzen : Potenzen mit gleicher Basis
a2' aa - (u 'a) ' (a 'a 'a) :22*3 - 65

b3.b4 : (b .b.b) .(b .b : b.b) :5a+r : b? .

Allgernein: aE . au : ?

aBist ein Produkt aus mX'aktoren a; also am:€,.a.a.a...
m X'aktoren a

ao ist ein Produkt aus n Faktoren a; also a, -.a.a.a_. .

n X'aktoren a
Das Produkt der beid.en Potenzen am und ao ergibt eiu Produkt aus (m f n)
n'aktoren a; also

oItr. o[ 
- ^m+u d. h.:

I Potenz,en mit gleichet Basis werden multipliziert, indem man die
I Basis mit der Summe der Erponenten poteniiert.
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Beispiele:

a) xe .x2-x4+3-xo e) 22.28.24-2;2+8+4-zis
b) yu. y : y5*1 : y6 d) 2a2. a :2a2+r -2a8
e) §.b . 7b3 : 5. 7 . b. b8 : 35b4, aber unterscheide:

5b+7b8:b(5+7br)
f) 0,2 c2. 0,5 c : 0,1 62+r : 0,1 cg

g\1 ax+z a?-x : ax+2+2-\. - A4

h) am+n . am-D : am+n+m-tr : AZm.

Umgekehrt läßt sich als Produkt schreiben:

i) a1o : a4+6 - a4. aG oder
j) x.*": xm. xn.

W eitere Übungaawf gaben.' S. 132 u. 133 Nr. 207 ...2L6.

2) Gleichnamige oder gleichhohe Poüenzen : Potenzen mit
gleichen Exponenten (Hochzahlen)

ä2.b2 : (a.a). (b.b) :ab.ab : (ab)z oder
xs . ys : (x . x . x) . (y . y . y) : (x y) . (" y) . (* y) : (x y)t.

Allgemein: an.bn : (a.a.a.a...). (b.b.b.b...)*;;m,Effi
In diesem Produkt von n n'aHoren a und n X'aktoren b wird je ein X'ak-

üor a mit einem X'aktor b zu einem Proclukt a b zusammengefaßt. Man er-
hält dan:r n solcher Produkte a b.

ao. bo : (ab). (ab). (a b). (ab)... - (ab)o

n X'aktoren (a b)

ao. bD: (ab)'

129

iI. h.

I Potenzen mit gleichen Hochzahlen werdetr multipliziert, indem man
I die Grundzahlen multipliziert und mit der gemeinsamen Hochzahl
I potenziert.

B eispiele:

a) 0,25' . 4" - (0,25. 4)o : Ia : 1

b) ("1)'-u' : (-i .')" : ,.
c,) (a b)2. (+)'. (+)' : (,0. +.*)' : *
d) (2 x)". (:)": (r".*)": r"

$athematik Teil 1. I
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.) (H)'. (H)',. (;#)': (H H H)',:([:m)':r':t.
Weitere Übunge aulgaben.' §. f33 Nr. 217 ...226.

3) Ungleichbasige sowie ungleichnamige Potenzen
lassen sich nicht multiplizieren. Hierfür ein Beispiel: a5.ba bleibt un-
verändert a5 ' bB.

o) Diviilieren von Potenzen

'Auf Seite 35. . . 37 wurde das Dividieren von Poteuzen mit bestimmten
Zahlen behandelt. Auch hier gelten die dort angeführten Regeln a . .. d.

1) Gleichhohe Potenzen (- Potenzen mit gleichen Hochzahlen)

a3:bB:##i:ä.i l:(ä)'
l|"ktu*y

a. :b- :;;#*#::t.ä ; ä .. : (+).
;F,ki*"# 

=l--;m I'aktoren 
b

Hier wurde je einer der m n'aktoren a im Zähler mit je einem der m X'ak-

toren b im Nenner zu dem Quotienten f, ,ouu**"ngefaßt.

Man erhielt ein Produkt &us m X'aktoren f,; ultot

ÄIlgemein:

in Worten:

Potonzen mit gleichen Hochzahlen, aber mit verschiedenen Basen,
werden dividiert, indem man den Quotienten cler Basen mit der ge-
meinsamen Hochzahl potenziert.

Gleichbasige Potenzen

a6 : a8 : &'ä'8'&'ä'e : g,4 : 66-2.

Im Zähler des vorstehenden Quotienten steht das Produkt aus 6 Faktoren a,
im Nenuer das Produkt aus 2 X'aktoren a. Ds lassen sich 2 Faktoren a

I

2\
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wegheben. Es bleiben somit im Zähle.r 6 - 2 :4 X'aktoren übrig. Ebenso

findet man allgemein, daß sich der Bruch

läßt. Es bleiben dann (m-n) n'aktoren im
ausgesetzt, daß mlnf1 ist. Also:

31 dor"h a X'ahoren a kürzen
an

Zähler übrig. Ilierbei sei vor-

in Worten:

I Potenzen mit gleichen Basen werden dividiert, indem man die ge-

I meinsame Basis mit der Differenz der Hochzahlen potenziert.

Damit 3--l_.11: a auch eine Potenz wird,

setzt man fr'-l

Damit die Regel § - 6'-' auch gilt, wenn im Nenner mehr X'ak-

toren als im Zähler stehen, wenn also n ) m ist, hat man folgende De-
finition (Vergleiche Seite 36) für eine Potenz mit negativem Exponenten
festgelegt:

in Worten:

I Eine Potenz mit negativem Exponenten ist gleich dem Kehrwert der

I Potenz mit positivem Exponenten.

Ist n : m, so erhält man als Ergebnis der Division &m: an eine Potenz
mit dem Exponenten 0, für die nach der auf Seite 37 gegebenen Begriffs-
erklärung der Wert 1 festgesetzt ist. Allgemein gilt naeh diescr Definition:

in Worten:

§ Eine Potenz mit dem Exponenten 0 hat den lV'ert 1.

Übungsauf gaben.' S. 133 Nr. 227 ...241.

il) Fotenzieren von Fotenzen

("t), : a3. as : (a . a. a). (a. a. a) : a8.2 - a6.

Setzt man für 3 : m und für 2 : n, so erhält man: (a.)o : am'D.
a' stellt ein Produkt aus m Faktoren a dar. (a.)o stellt ein Produkt aus
n X'aktoren &* dar, von denen jeder, wie soeben {estgestelit, seinerseits aus
m n'aktoren a besteht. (a.)o ist also ein Produkt aus (m. n) n'aktoren der
Größe a.

g{.
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Als Potenz geschrieben:

in W'orten:

I Eine Potenz wird potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt
I der Exponeuten potenziert.

Beitpiele:

a) (aB ba)a - as ba . aB b4 : a6 bB

b) (3 a b6)2 : 32' az' (bu)' - 9azb 10

c) (- a')2 : (- a3) . (- as) _- ao

-r' (*t'y')t x'yud) ffiF : f'.'!;: x5

e) (a2 - b2)s : (aa;a - 2 azbz + (be), : 64 - 2 azbz +b4
f) (0,3 fi +zs)z : 0,09 ra { 1,212s f 4 s2

X'är r :2 und s : 1 erhält m&n zür Probe:
(0,3' 4 * 2' t1z : 0,3r' 4! + 2' 0,3' 4.2' L +22'Lz

(L,2 +2)z :0,09. 16 + 4,8 + 4
3,22:\,44+4,8+4
10,24 L0,2+

g) 168 :2'. Wie groß ist x? X'ür 16 setze man 2a; also (24)a :2r;
zLz - 2t. Diese beiden Potenzen mit der Basis 2 können nur gleich
sein, wenn die E:ryonenten gleich sind, d. h.

x -- 12.

Weötere ÜbungeauYgaben.' S. 133 Nr. 242 ...266.

Aufgaben über doa ßeohnen nit Potemzen:

197) 0,5 a3 f 0,5 bs + 1,5 a' - 3,5 b2 :
198) liuxz *2laYL *3laza :
199) 1/4 xa y - 3 *' y + 2 *' y +33f oxz y :
200) A,25 vB f l,l wa -f 1,25 vB - 0,6 wB f 0,5 vs + 1,5 w8:
201) 1,4 am + 1,4 a" | 2,6 an f 2,6 aD :
202) 2x2y * 4 *y' + 4 *'y - xys :
2os) 2a2 (a *b) + 2a2 (a - b) :
204) x2 (y' * z') - f (=' * zz) :
205) (a +b)'z + (" - b)' * (a * b). (a * b):
206) 16x2-9yt:
207) aa' an-1 :
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208) ['+4. b"-3 :
209) 3 az 'Llzba'4az :
210) 0,1 *'t''4*y':
211) (- a)zn-r.(- a) :
212) (- x)' ' (- x)n - r -
213) (- br'.(- b) :

I214)Zazb.fab:

215) (x * y)'(x * y) :
216) (a - b)'(b - a)s :
277) 0,252 - 42 . 0,52 :
218) 3,53 (+)':
219) x3 '!B'zs :
220) (- a)z'(- f)z:

221) (a")'.(*)' . (+)' :
222) a2. (- c)2 :
223) x3 '(- y)t :
224) 2 a2 . 3 b2' 0,5 s2 :
225) (2 a)2.(3 b)2.(0,5 c)r:

226) t.*o . 3- 
6a'+r f a,+r :

227) a^: a :
228) 64a2:4bz:
229) mx+l I r[x-1 :
230) am-t ' am+l -
231) a2" I är-m :
232) a" b: a b, :
233) a'-t: an :
234) 2,1x5 ya : 0,3 xn t' :

235) + a.+o: * ao :
yE+2 ym+1

236) xr-.F' :

237) a-z i ä-3 :
238) 6-e : a-s -
239) (6,4 xB - 5,6 x): 0,8 x :
240) (- 3)-':
24r) (-2)-' :
242) (x" y)r :
248) (7,2 azbs)z :
244) (0,2 a bz)B :
245) (- az)s :
246) (- aB)4:

zazr El-T:
' (r s)'

248) (aB bs)a: (a2 b4P :
249) (az - bz) .(aa f ba) :
250) (a2 + b,)z -
251) (Llzluz -2 v2)2 :
252) (0,2 a - b) (0,2 a -f b) :
253) a'*2a^:

&m'2 am :
2am:am:

254) 25 aa f§xz:
25x2- 5x2:
25x2.5x2 :
25x2:5x2:
(25 xzlz :

255) 8af16a2:
8a'16a2:
8a:16a2:

256)272:3" 1 y_?
212 :64x

257) Eine rechteckige Blechtafel mit den Abmessungen a und I so[ in
15 gleichgroße rechteckige Stücke zersshnitten werden.
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o) Welche X'läche hat ein jedes der 15 Blechstücke ?

B) Wie können die Schnitte liegen ?

y) Welche Abmessungen haben dann in jedem der möglichen tr'älle
die einzelnen Stücke ?

258) Aus einern rechteckigen Blech mit den Abmessungen a und 0,8 a soll
ein überall gleichbreiter Blechrahmen von der Breite 0,1 a nach
nebenstehender Skizze gefertigt werden.

cc) \[rie groß ist die n'läche des herausfallend"en
Bleches ?

p) \Mieviel Prozent der ursprü:rglichen X'läche
ist dies ?

Bild 37

259) Ein Quadrat hat die Seite von der Länge a cna. Um wieviel cm!
nimmt sein Inhalt zu, weruI seine Seite a) verdoppelt und B) um I cm
verlängert wird ?

260) Eine massive'Welle vom Durchmesser d (cm) wird mit dem Durch-
d-

messer ,: aufgebohrt. 
'Wie groß ist die prozentuale Gewichtsersparnis ?

261) Das'Widerstandsmoment W' eines Kreisquerschnittes vom Dureh-
messer d (cm) wird in der Festigkeitslehre zur Berechnung einer auf
Biegung beanspruchten Welle verwendet. Es beträgt: 'W :0,1 da

und hat die Dimension cm3.

Den wievielten Teil hiervon beträgt das Widerstandsmoment einer
nür halb so starken Welle ?

262) Unter dem Trägheitsmoment J. das ebenso wie das'Widerstands'
moment eine oft benutzte Rechnungsgröße der n'estigkeitsrechnung
ist, versteht man: J :0,2 d4 (gemessen in cma).

Um wieviel Prozent nimmt das Trägheitsmoment eines Kreisquer-
schnittes vom Durchmesser d cm ab, wenn der Durchmesser um 100/6

verkleinert wird ?

(Anleitung: Der neue Durchmesser beträgt 0,9 41.)

263) Die Zentrifugalkraft Z, die bei der Berechnung umlaufencler' 
Massen (Schwrngräder, Turbinenlaufräder, Turbogebläse, Kupplungen

usw.) vonBedeutung ist, wird nach der GleichungZ - 
m:o"5"r"chnet.

Hierin bedeutet m die umlaufende Masse, r den Fliehkreisradius
und v die Umfangsgeschwindigkeit, die der Drehzahl direkt pro-
portional ist (d. h.: Wird die Drehzahl verdoppelt, so v-erdoqpglt
-sich 

auch die Umfangsgeschwindigkeit). Wievielmal so groß wird die
Zentrifugalkraft bei doppelter Drehzahl ?

264) Beiro Potenzf laschenzug besteht zwischen der zu hebenclen Last-Q

und der hierfür aufzuwend.enden Kraft P folgende Beziehung: P - #,

§§

q
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wobei man unter n tlie A:rzahl der losen Rollen des X'laschenzuges
versteht. Wie verhält sich die llubkraft P, bei einem Potenzflaschen-
zug mit 2losen ßollen zu der Hubkraft P, eines mit 4 Rollen bei eiu
u-ud derselben Last Q ?

265) Bei einer Kreiselpumpe verhalten sich die X'örderhöhen I[ zuein-
ander wie die Quadrate d.er Drehzahlen. Die Ärtriebsleistungen N
aber sind den Kuben der Drehzahlen proportional.

Erhöht man die Betriebsdrehzahl einer Kreiselpumpe von 1250
U/min au{ 1440 U/min - aiso am15,2of, -, üD wieviel Prozent
erhöhen sich dann a) die X'örderhöhen, b) rlie Antriebsleistungen ?

266) X'ür die in cm gemessene Durchbiegung f eines auf Biegung bean-
spruchten Trägers sind folgende Faktoren ausschlaggebend :

a) Die Größe der wirkenden Kraft P in kg.
b) Die Lage und Größe des Trägerquerschnittes, die durch das Träg-

heitemoment J, gemessen in cma, in Rechnung gesetzt werden.
c) Die \{erkstoffeigenschafben, die durch das Elastizitätsmaß E,

gemessen in kg/cmz, berücksichtigt werden.
cl) Die Art der Lagerung und Belastung des Trägers. Sie wird durch

eine bestimmte für d.en jeweiligeu Fall giiltige Beizahl c zum Aus-
druck gebracht.

e) Die in cm gemessene sich durchbiegende Länge I des thägers.

Alle diese X'aktoren werden in der Berechnungsgleichung fär rlie
Durchbiegung zusammengefaßt: t: "'ä* .

Um wieviel Prczent nimmt die Durchbiegung f eiues 1}ägers zu,
weun die Länge I um 100/6 vergrößert wird ?

e) Der Lehreatz iles Pythagorasl)

In dem nachstehenden recht'winkligeu

r35

Dreieck heißen die beiden den
rechten'Winkel einschlie-
ßenden Seiten a und b die
Katheten, die dem rech-
ten Winkel gegenüberlie-
gende Seite ist die llypo-
tenuse. (Man beachte die
Schreibart der beiden aus
der griechischen Sprache
stammenden n'remdwörter !

Kathete mit th und dann t t
Ilypotenuse nur mit t!)

r) Pyühagoras, Sob:r des Mnesarchos aus §amos, geb. etwa 580 v. Chr. Gleb. Grie-
chischer Philosoph und Mathematiker. 532 wanderto er nach Italien aus, um der
Gewaltherrschaft des Polykrates zu entgehen. Er gründeto zu Kroton einen Bund
oder Ordou, der neben der Pflege der WisBenschaften auch sittlichen, religiöson
uud politischen Absichüen gewidmet war.

Katheten:
aundb

Ify;rotenuse:
c

BiId 38
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Man lerüige sich von dem vorstehend. skizzierten Dreieck4 Stück{I . . . W)
aus Papier in und lege sie auJ 2 verschiedene Arten ia eine quadratische
Blache mit d.er Seite (a * b), wie nachstehend angegebeu.

Bitd 39

Äus den vorstehenden 2 Zeichnungen (bzw. aus dem Yersuch) ersieht
man, daß die von den4rechtwinkligen Dreiecken nicht bedeckte, schraffierte
Eläche des Quadrates in beiden Fällen gleich groß sein muß.

Im ersten Falle sind die beiden Quadratflächen a2 und. b2, im zweiten
X'alle die X'läohe cs nicht bedeckt. Es ist also:

IVorüen:

I I" jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der beideu Katheten-
I quadrate gleich dem Hypotenusenquadrat.

Dies$ äußerst wichtige pythagoräische Lehrsatz, der hier in ein-
facher 'Weise rein anschaulich ohne irgendwelche Rechnungen oder
schwierigere geometrische Betrachtuagen bewiesen wurde, gilt für jedes
beliebige rechtwinklige Dreieck. Immer sind die Längen der Katheten und
die Länge der Hypotenuse durch die Beziehuug: a2 + bz : cz gekuppelt.

In dem vorhergehend gezeichneten Dreieck möge a : 3 cm, b :4 cm
und c : 5 cm sein. Dann iet uach dem pythagoräischeu Lehrsatz :

3r + 4t: 52

9 +16 :25.
3 ganze Zahlen, die derartig gewählt sind, daß die Summe der Quadrate
von ! Qhtul gleich dem Quadrat der 3. Zahl isb, nenut man pytha-
goräische Zahlen oder pythagoräische Tripel.
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Das Tripel 3, 4, S ryar schon vor 4000 Jahren den alten Babyloniern
bekannt. ber griechische Gelehrte Pythagoras aus Samos, nach äem der
pythagoräische Lehrsatz mit Unrecht benannt wird - erst Euklid bewies
300 Jahre später die allgemeine Giiltigkeit des nach Pythagoras benannten
Satzes - stellte im 6. Jahrhundert v. Chr. weitere derartige Zahlentripel
auf u:rd gab eine Änweisung zu ihrer Aufstellung an.

Nachstehend einige wenige pybhagoräische Tripel:

5

8

7

12

15

24

13

t7
25

20

9

2l
40

29

4t

Man überzeuge sich von der Richtigkeit dieser Tripel, indem man sie in
die Gleichung aa + bE : cz einsetzt.

Yon diesen ursprünglichen Tripeln kan:r man beliebig viele sog.
abgeleitete Tripel bilden, indem man Yielfache der Zalien a, b, c
niumt. Yon dem ursprü.nglichen Tripel: a - 3, b :4, c :5 kann man
folgende abgeleitete Tripel bilden

durchVerdoppelung: a:6 ; b:8; c:10
,, Yerdreifachung: a:9 ; b-12; c:15
,, Halbierung: a:1,5i b:2 ; c:2,5 usw.

'Wenn nämlich

ist, dann ist auch 
sz {bz:c'z
(2 a)' * (Zb)z - (2 c)z .

Die Quadrate gebildet, ergibt:
4aa * 4b2:4c2.

4 vor die Klammer gezogeu,

4 (az f b2) :4c2 .

Linke und rechts durch 4 geteilt, ergibt die Ursprungsgleichung:
a2J-bz:c2.

Y. Die Wurzelredrnung

Die entgegengesetzte Rechenoperation des Äddierens ist das Subtra-
hieren, die des Multiplizierens ist das Dividieren.

Die Rechenoperation des Potenzierens hat 2 Umkehrungen:
1. das'Wurzelziehen oder Radizieren,
2. das Logarithmieren.
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Die 3 Größen a, m und q seien miteinander folgendermaßen gekuppelt:

am:q.
2 von diesen 3 Größen mögen gegeben sein, während die dritte durch

Bechnung zu bestimmen ist.

IIan hat somit 3 Aufgaben:
1. Gegeben: a und m. Gesucht: q.

Diese Aufgabe ist eine Aufgabe der Potenzrechnung.
2. Gegeben: m und. q. Gesucht: a.

Diese Äufgabe gehört zur'Wurzelrechnung.
3. Gegeben: a und q. Gesucht: m.

Diese Aufgabe gehört zur Logarithmenrechmr:rg.

Im vorliegenden V. Äbschnitt befassen wir uns mit der 2. Äufgabe, der
Radizierung, die die umgekehrte Arbeit des Potenzierens ist. Man sucht
aus einem Produkt e, das aus m gleichen X'aktoren gebildet ist, die Größe
der Zahl a, die mehrmals als n'aktor gesetzt, das Produkt ergibt.

i\[an versteht u:rter der mten Wurzel äus e, geschrieben:
m

Vq, fties: ,,mte'Wurzel aus q],
die Zahl, die m-mal als X'aktor gesetzt, q ergibt.

Diese Erklärung des tsegriffs der Wurzel drückt sich algebraisch in der
Definitionsgleichung aus :

[ies: ,,mte 
'Wurzel aus q hoch m gleich q"].

Das Wurzelzeichen I ist aus dem kleinen lateinischen r, dem Anfangs-
buchstaben des lateinischen Wortes radix : Wurzel, entstandenl). Dieses
Zeichen rührt von dem Mathematiker Christoph Rudolf aus Jauer (1525) her.

m

Die Gleichung a : /q ist eine anCere Schreibart für an : q.

In der Gleichung ,:?n heißt m der Wurzelexponent. Ist m :2,
so hat man es mit einer Quadratwurzel zu tun. Da die Quadratwurzeln
sehr oft gebraucht werden, schreibt man aus Yereinfachungsgründen statt
2

/q nor /q und liest: ,,2._Wurzel aus q oder auch Quadratwurzel q".

Ist m : 3, so bedeutet /q die Kubikwurzel. Mau liest fq: ,,3. Wurzel
aus q oder auch Kubikwurzel q".

Der n'ail, daß d"er Wurzelexponent m : 1 ist, hat für die'Wurzelrechnung
keine Bedeutung; denu die 1. 'Wurzel aus einer Zahl ist keine Wurzel

mehr, sondern d.ie Zahl selhst. Man schreibt also niern"tu '/q, sonderu
dafär q.

1i Vergleiche: R,adiescheu : Wurzelohen.
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In der Gleichung ,:?n heißt die Größe q, die unter dem Wurzel-
zeichen steht, aus der also die \Murzel gezogen werden soll, der Radikand
(der letzte Buchstabe ist ein d, kein t).

Das Ergebnis der vorliegenden Radizierung a ist der W'urzelwert oder
die Wurzel selbst. Die Einfügung des Wurzelexponenten in rlie Offnuag
des Wurzelzeichens stammt von Girard (um 1600).

Zusarrmenf assung:

139

Name tier
Rechenoperation

Die Zahl q
heißt

i»i"zuu- |

I heißt 
I

Das Ergebuis a
heißt

1,"
B,adizierung I ya: 

"
I n"aiurra I wu"et-, 

]

| | e§poneno 
I

!Yurzel

Z ahlenb ei,s,piele:

lfa+ :A; denn 82:64
64 : Radikand
2 : Wurzelexponent ist nicht geschrieben
8 : Wurzel (genauer: Quadratwurzel)

s t3_ \3

Ftz6:n; denn 53 :\/nr'l :125
125: Radikand

3 : Wurzeiexponent
5 : Wurzel (genauer Kubikwurzel)

li 4 :2 y1,96 :7,4

{0,04 :o,Z

f o,oo8 :0,2

{-z,u :1,9
W_+
iE:'
l/64

lu*: iG:+
In allen diesenBeispielen war der Radikand eine Quadrat-bzw. Kubik-

zahl. Der Wert der'Wurzeln läßt sich in diesen Fällen sehr leicht angeben.

Die Quadratwurzel aus einer Quadratzahl ist ilie Basis der Quadratzahl;
als X'ormel laz : a.

Die Kubikwurzel aus einer Kubikzahl ist die Basis der Kubikzahl;

lu" : ".
Die nte Wurzel aus der nten Potenz einer Zahl a ist die Zab,l a selbst; also

tr

/ao:a'
Die Quadratwurzel aus einer positiven Zabl kam sowohl positiv als

auch negativ sein. Man kennzeichnet diese Tatsache dadurch, daß man

i

Beispiel 
I
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vor das Ergebnis das Zeichen ,,f" [gelesen: ,,plus oder minus"] setzt;
also: Ji16 : * 4; denn (f 4)2 : 16, ebenso aber auch (- 4)2:16
/1* tt sowohl f gfu als auch -3/a; denn (*tiu)':elzs:(-t/u)1

Allgemein gilt:

Die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl läßt sich im Be-
reiche der bisher behandelten Zahlen (reelle Zahlen) nicht ziehen. Es gibt
keine reelle Zahl, die ins Quadrat erhoben einen negativen 'Wert hat. Die
Quadrate aller positiven und negativen Zahlen ergeben stets einen positiven
W'ert. Um aber auch mit'Wurzeln aus negativen Zahlen rechnen zu könneu,
führte man die sog. imaginären Zahlen ein, die im nächsten Kapitel
dieses Bandes behandelt werden.

Im Gegensatz at der Quadratwurzeln lassen sich die Kubikwurzela
(3. 

.Wurzeln) 
aus negativen Zahlen ziehen; denn die 3. Potenz einer

negativen Zahl ist wiederum eine negative Zahl.
Bei'sPiel: 

'y tw - - B'

werl (- 3)' :- 3'- 3' - 3 : +9' - 3 * - 27 ist.
Aus negativenZahlenlassen sich im Bereich der reellen Zablen nur Wur-

zeln mit einem ungeraden Wurzelerponenten ziehen.

Zusammeuf assung:
Quad.ratwurzeln aus positiven Zahlen haben einen positiven und eiuen

negativen Wert. I ZA :15 -

Quadratwurzeln aus negativeu Zahlen haben keinen positiveu oder
negativen reellen Wert. y- 25 ist bisher unmöglich zu berechnen.

Kubikwurzeln aus negativen Zahlen haben einen negativen Wert.

'y=: _ r.
Übwngaauf gaben.. S. 151 Nr. 267 ...269.

e) Ädilition unil Subtraktion votr Ylurzeln

I Wurzeln lassen sich nur dann addieren bzw. subtrahieren, wenn sie

! gleiche Wurzelexponenten und gleiche Radikanden haben.
I 3 8_
l"*1":2V" oder mit bestimmten Zahlen:

d. h.:

4'/i -{i :s{i oder mit bestimmten Zahlen:
d. h.:

3_ 3 t
y27 +]/27 :2 y27 ,

3+3 :2.3
3+3 -6.

4l%- tm :81m,
4.5-5 :3.5
20-5 : 15.
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o

Aber: y'a +'/": kann nicht addiert werden,
da die Wurzelexponenten verschieden sind.
3 3_
l"*'/b: kann nicht addiert werden,
da die Radilanden verschieden sind.

Umgekehrt kann man auch nicht für 1Äz 
"r- 

6z etwat{az + l/TE : a + b
ssgen; denn (a*b)':a2+2abfbs und nicht :ar+b2. Man
merke sich:

I DieWurzel aus einer Summe ist nieht gleich der§umme der'Wurzeln

I aus den einzelnen Gliedern. ]6 +T +lC+./i.
Zakl,enb ei,spiele:

a1 fl-o ao: t

n'ahch: l/i6 +9 :y'16+/9 : 4+3 :7 .

Richtig: l/i6 +9 :1tZS:r.
g ,1lzü y12z -z

Es erscheint verlockend einfach, bleibt aber trotzdem

Falsch: y3;#112a:35 + L2 :47 .

Richtig: llw +@ :fi225 1Y4:y'1369 : 3?.

cy '/zsz-zV:t
n'ahch: lN -* :'/N-lzl' :29 _2L :8.
Richtig: "/N -W :/847 - 4+L:1?rr :20 .

Einfacher formt man den Radikanden nach der Eormel um:
az -b2: (a * b) (a - b)

1Ds't -* :1@-a 71 12e - 2y : y'50 ' 8 : {+oo * zo .

a) 1ßF- rse : 1@b + Is) (B', - 18) :lss. n :"/2:6:% 36
:2'6'7 :84.

W eiter e Übungsawf gaben.' S. I51 Nr. 270. . .280.

b) Potcnzen mit gebroohenen Exponcnten

I Jede Wurzel kann als eine Potenz mit einem gebrochenen E:ponen-
I ten geschrieben werden.

l-- il
| /t:u'I

14l
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Daß diese Schreibart, die von Michael Stifel (um 1550) stammt, richtig
ist, erkennt man, wenn man beide Seiten dieser Gleichung in die mte
Potenz erhebt und beiderseits das gleiche Ergebnis erhält:,J{ach der

Definitionsgleichung der 'Wurzel (S. 138) erhält man fU:., (jfq)': q.
1

Erhebt manrechts q'in die mte Potenz, so erhält man nach der Regel
über das Potenzieren von Potenzen (S. f32):

/1\- 1.-
\q'/ :q' :q.

Ist der Wurzelradikand selbst eine Potenz, so kann man statt der'Wurzel
eine Potenz schreiben, deren Exponent ein gemeiner Bruch ist. Der Zähler
dieses Bruches ist der Potenzexponent des Radikanden, der Nenner ist
der 'Wurzelexponent; z. B.:

3

{"r:"2
B. Z | .- L 

I

laz :aB od.er allgemein I /q,: q* 
|

Den Potenzexponenten findet mau bisweilen auch als Dezimalzahl ge-
schrieben; z. B.: 5 4._

c7,25_ca:1tss

oder uo,o :;lo: 
^Z 

:?*
3

91,5 : gz :,/g, : li$ : 27 .

Weilere Übungsauf gaben.' S. f5l Nr. 281 ...294.
Unter Benutzung der Schreibweise der Wurzeln als Potenzen läßt sich

leicht der Beweis führen für die Regeln über

c) Das Rechnen mit lYurzeln

| 'Wurzeln mit gleichen'Wurzelexponenten werden multipliziert bzw.
fl dividiert, indem man aus deno Produkb bzw. Quotienten der Radi-
I kanden die Wurzel zieht.

llI

oder anders geschrieben: a; . b,: (a b)E .

,l 4:l2.4:l I :2 .12.

Zaklenbeispiel:

W,W: r,ä$
I

: (a : b);.
11

oder ail:bd

w:i;rW.

Z*hlenbei spi,el:

tM {, :"/{o.r : tB : r .
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d"* (.+)ä :;l-'i :"% .

Die Umkehrung dieses Satzes lautet:

I Ein Produkt wird radiziert, indem man die einzelnen n'aktoren
I radiziert und das Produkt der'Wurzeln bildet.
I Eine Wurzel wird potenziert, indem man den Radikanden potenziert.

Fa:l"l
/ r\tr I n m

denn (a.) =a.'o :"; :^1"".
Zahlenbei,epdel,:

(/§)': lw:1tzn:zz .

I Eine Wurzel wird radiziert, indem man die Wurzelexponenten
I multipliziert.

Zahlenbeiapiel:
il-: 6-
| | e+ :1lo+ :2.

W eitere Übungsauf gaben.. S. 151 u. 152 Nr. 295...327.

d) Das Zohlengebiet der reellen Zahlen

Die ganzeu, positiven und negativen Zahlen (+ 1, * 2, f 3 usw.)
einschließlich der Null sowie sämtliche positiven und negativen Brüche
bilden die Menge der rationalen Zahlen. Addiert, subtrahiert, multi-
pliziert oder dividiert man 2 rationale Zalien, so entsteht stets wieder eine
rationale Zahl (Ausnahme: Die Division durch 0 ist auszuschließen.)
(vgl. S. 38).

Die Quadratwurzel aus einer gatrzen Zahl ist nur dann eine ganze Zah|
wenn der Radikand eine Quadratzahl ist. Ist der Radikand einer Quadrat-
wurzel keine Quadratzahl, so erhäIt man als Wurzelwert keine ganze ZahI,
aber auch keine gebroch,eteZahl, sondern eine unendliche, nicht periodische
Dezimalzahl. Solche Zahlen nennt man irrationale Zahlen.

Die Gesamtheit sämtlicher rationalen und imationalen Zahlen uennt man
die Menge der reellen Zahlen.

Zusammenf a ssu ng:
Za den rationalen Zahlen gehören:
a) Ärre positiven 

T;'Til:":T,':f,'*T.und 
die Nuu; z' B':
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b) ÄIle positiven und negativen gebrochenen Zahlen; z. B.:

*'lr, *'lu, -'lr, -10/, usw.

c) AIle positiveu und negativen end.lichen Dezimalzahlen und periodischen
Dezimalzahlen; z. B.:

+0,125, - 0,25, - 0,3656'..., +0,435....
Za dea irrationalen Zahlen gehören:
Die nten Wurzeln aus Zahlen, die keine nten Potenzen sind. Eine

Irmtionalzahl ist eine nicht periodische unendliche Dezimalzahl, z.B.
0,124583617 . . . (keine Periocle!).

e) Irratlonalität von /Z

Bereits 300 Jahre v. Chr. hat Eullid die Inationalität von lZ tot-
gendermaßen nachgewiesen :

{T kam. nicht I sein; d.enn 12:1. /Z tan:r aber auch uicht 2 sein;
denn 22 :4. lilmuß folglich zwischen 1 und 2 liegen. lTiat, keiue ganze
Zahl. Nehmeu wir an, daß lE eine gebrochene Zabl wäte, so mäßte sich

diese Wurzel darstellen lassen als le: +.Essollenp 
undqganzeZahlen

sein; jedoch sinil beide nicht gerade 7a,hlei, d.a man sonst { durch 2 kürzen

ktinnte. Wenn /Z :l ist, dann ist d.as Quaclrat hief,on z:fr'- oder

pz :2q2; d. h. pa ist eine gerade Zahl und somit ist auch p g"rrd3. Mm
setze p : 2 m. Aus p2 :2 qz folgt dann: (2 m)a : 2 q2 oder 4mz :2 q,
oder 2 m! : g2. Dies heißt aber, daß qe und somit auch q gerade ist. Hier
liegt ein Widerspruch zu der an p und q geknüpften Bedingung, daß beide
nicht gerade sind, vor. Somit ist bewiesen, dalJ J, 2 sich nicht als gebrocheue

Zahl darstellen läßt. [f ist eine unendliche, nicht periodische Dezimalzahl.
Man rechnet mit dem abgerundeten Wert:

lz:t,+t+...
Geometrisch stellt sich /2 als Diagonale d d.es Qua-

drates mit der Seite 1 dar. Nach dem pythagoräischen
Lehrsatz ist:

d2:12+p:1+1:2
d:lr.

Ebenfalls irrational ist /3. Man merke sich:

It:t,tzz. . .

Geometrisch kann man /3 als die l{ypotenuse des rechtwink}igen Drei-
eckesdarsteilen, dessen Katheten die Längen I und /2 haben.

Bitil 40
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Nach dem Pythagoras ist:
jz:y allz),

:3; iI. h.
D :l{.

Zt den irrationalen Zahlen gehören ferner dieludolf-
sche Zahl n :3,14159. .. und die Basis des natürliohen
Logarithmensystems s : 2,71828... (S. 170).

f) Beseitigung von Ylrurzeln aus ilem Nenner elnet Bruches

(Rationalmachen des Nenners)

Steht im Nenner eines Bruches eine Wurzel, so beseitigt man diese
Wurzel dadurch, daß man den Bruch mit der'Wurzel erweitert. Der Bruch
behält durch Erweitern seineu Wert. Diese Rechenoperation des Erweiterns
führt man zur Erleichterung des Rechnens durch; denn es wäre umständ-
lich und schwierig, den Zahlenwert eines Bruches, in dessen Nenner eine
Wurzel steht, zu berechnen.

Beispielsweise berechnet sich der Wert von 
#:L:1,4L4 

nur schwer.

Es ist einfacher -f, ^it lT zu erweitern; also:

1

Bild 4l

:'#:0,707.
W eitere Be,i,spiele:

ü + : *+. : tr{, :2. t,luz 1g :8,464: B : r,r55'y3 y3.y3

b)+:-?P,.:l/u.'l/b 1ru.iiL,
Steht eine Wurzel als Glied einer Su*me oder Differenz im Nenner eines
Bruchesl), so verfährt man, wie folgende Beispiele zeigen:

^\112-vS2-vE-' z+lfi 2 +V3 z-Ys 4 -3

r.yz
V2Vz

tt,
2

1) Die Summe aus einer rationalen Zahl a und einer irrationalen Zahl lfT ist
stets irrational. Die Summe aus einer rationalen Zahl und einer irrationalen Zahl:

" * [b heißt konjugiert irratio r.al zu der l)ifferenz aus den gleichen Zahlen:

" -yb.Die Suume zweier konjugiert irrationalet Zahlen ist steta rational, ihro Differenz
aber isü irrabional (,+/5)+(,-l/$):z*,

(,+[r)-(a-{n):z{a.
BIsth€matik Toil 1. 10
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Eier wurde die X'ormel:

(a*b)("-b)-a2-b2
oder (a + /T) (u - }/b) :o"2- b zu Hilfe genommen.

!\ rl rr.(o+[e) rr(o-p/:\d) 6+- : fr$ :; + il/u:2,5 +0,866

. r t.({g - W) r,? 
: 3'366

al 

-

-' yr+yz - (t{T+{z).(',s-yz) - +=d4t4:0'318

,, B*/r (s+}rä)(a+liä) s+aY;+a
't [-yE : GT]ä (8:p'-;: eH '

W eitere Übungaatlgaben.' §. 152 Nr. 328 .. .337.

g) Des Auszlehen der Quadratrnrrzel

In der haxis bedient man sich zur Bestimmung eines Wurzelwertes
des Rechenschiebers oder der in den verschiedeusten Taschenbüchern
vorhandenen Tabellen. Bisweilen benutzt man auch die Logarithmen-
tafel, besonders zur Bestimmung der Wurzeln mit höheren 'W'urzel-

exponenten. Ilat man keines dieser Hilfsmittel (Rechenschieber, Tabelle,
Logarithmentafel) zur Hand, go ist man auf die rechnerische Bssfimmvpg
der Quadratwurzel angewiesen. Äuch hier lsnn man verschiedene Wege
einschlagen:

a) Wurzelziehen durch X'aktoreuzerlegung cles Radikanden.
Das Veilahren möge an einigen Zahlenbeispielen erklärt werden:

1. fl1 664 : lr+ 
:zsß :'/ 4 .,1 . rzs : lta 4 . 9 . 81 : lf L - fi - | e -./ ü

:2'2 '3'9 : 108.
Der Radikand 11664 wurde in das Produkt vou 4 Quadratzahlen
zerlegt. Aus jedem X'aktor des Radikanden wurde die Wurzel gezogen
und das Produkt der Wurzeln gebildet.

z. fi76trn :{2. z. z - z - z. z. s .,o - t . t : z . z . 3 . 5 . 7 : 420.
Der Radikand 176400 wurde hier in Primfaktoreu zerlegt. Unter
dem 'Wurzelzeichen steht die 2 viermal als X'aktor. Im Ergebnis
kommt die 2 somit nur zweimal als X'aktor vor. Die 3, 5 und 7 stehen
unter dem W'urzelzeichen je zweimal als Faktor. Folglich kommen sie
im Ergebnis nur je einmal vor.

s. lßoo :/z . aoo :20 {2 :20 - t,414 :28,28.
Die Wurzel läßt sich nur &uB dem einen X'aktor 400 ziehen. /2 ist be-
kanat mit 1,414.

4. lhb :-/i25 :5 - l{:5 - 1,732: 8,66.

6. ,{2§:1lz.tu : t2.,fT : tz. t,4t4: 16,97.

Übu*gaaulgobc*.' S. 162 Nr. 338 ...342.
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p) Warzelziehen im Näherungsverfahren durch Überschlag-
rechnungen.

Ist keine besonders hohe Genauigkeit für das Ergebnis erforderlich oder
muß man sich schnell einen {fberblick über ein voraussichtliches Ergebnis
verschaffen, so begnügt man sich mit einer Überschlagsrechnung. Man stellt
hierbei fest, wie groß ungefähr der Wert einer Tirurzel ist. Hierfär zunächsü
einige Vorbemerkungen:

Das Quadrat einer einstelligen ZahI ist ein- oder zweistellig

,, ,, ,, zweistelligen ,, ,, drei- ,, vierstellig
,, ,, ,, dreistelligen ,, ,, fünf- ,, sechsstellig

,2 ,, ,, vierstelligen ,, ,, sieben- ,, achtstellig
u8w.

Umgekehrt:

147

Ist der Radikand:
I oder 2stellig
3,,4r,
5r,6,,
7,,8,,

Dann ist die 'Wurzel:

I stellig
oa ;l

3,,
4,,

Um sich dies leicht zu merken, teile man den Radikand.en von rechts nach
links in Gruppen von je 2 Stellen, z. B. l?0p-0p0. Dan:r ist die Stellen-
zahl der'Wurzel gleir4 der Anzahl der entstandenen Gruppe". fÖlOOlOOist
eine dreistellige Zahl.

I Die Stellenzahl einer Quadratwurzel ist gleich der Anzahl der Grup-
I pen von je 2 Zitterr^, in die man den Radikanden von rechts nach linke
I zerlegt.

Die 1. Ziffer der Quadratwurzel ist gleich der 'Wurzel aus der nächst-
kleineren Quadratzahl unter der ersten Stellengruppe links:

Bei.apiele:

iOi"t.Zahlder/-lautet: I Oi" y-irt größer als:

/88 : einstellig

,/$t : zweistelli

/6bßl

1f|1q-8i : dreistellig

/iqial% :
/215218 1100 : vierstellig

6 6

2 20

8 80

1 100

4 400

1 1000

l0i
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/6100166 >2oo -2bo
f:spqoo >8oo

/z]oolbOl-oo > 1000 : L4L4 [denu y'T : 1,414]

t6loo > 10 : 17,32 [clenn l[{ : L,732]

1ßq-6ö > bo /slooT0 :173,2

lßtr : bo i4ep-opo : Too

16olod : Go usw.

7) Das rechnerische Yerfahren zur Bestimmung der Quadrat-
wurzel

Es sei hier vor Begin:r der Erklärung des vielleicht fär den einen oder
anderen zunächst ein wenig umständlich oder gar schwierig erscheinenden
Rechnungsverfahrens noch einmal wiederholt, daß der in der Praxis stehende
X'acharbeiter sich mit diesen Rechnungen nicht zu befassen braucht. Er
ninrmt den Reohenschieber oder die Zahlerartafel zur I{and. und hat dann im
Handumdrehen das gesuchte Ergebnis.

Wer aber, darüber hinausgehend, sich etwas eingehender mit den mathe-
matischen Gruudlagen trefassen will, dem seien diese nachstehenden Be-
trachtungen gewidmet.

A:l nachstehendem Zahlenbeispiel werden die einzelnen Schritte a. .. i d.ee

Rechnungsganges beschrieben:

/6Z8qi6:824
64

-381!-: 16
32+ <-- 10 ' 16 '2 a zz

65716 : 164

ry +-- 10. 4 . 764 + 42.

a) llIan teile den Radikanden von rechts uach links in Gruppen von je
2 Ziffern etn.

b) Uuter die erste Zifferngruppe links (67) schr6ibe man die nächst-
kleinere Quadratzahl (6a) und ziehe sie ab. Man erhält 3.

c) Die L. Zilfet des Ergebnisses ist die Wurzel aus 64; also 8.

d) Die nächste Ziflerngruppe (89) wircl heruntergeholt und neben den
Rest (3) gesetzt. Die letzte Zrtfer (9) wird abgestrichen.

e) Die übrig bleibende Zahl (38) wird clurch das Doppelte des bisherigen
Ergebnisses (2 . I : 16) dividiert. Als Quotient erhält rnan die 2. Zil-
fer des Ergebnisses, närnlich 2.
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f) Unter 389 schreibe mau d.as Quadrat der 2. Ziffer des Ergebnisses (4)
plus das zehnfache Produkt der Z.Zifler des Ergebnisses mit dem lelzten
Divisor (16). Man erhält 324.

g) Ziehe 324 von 389 ab. Ergebnis: 65. Die lebzte Ziflerngruppe 76 wird
heruntergeholt und nebeu 65 gesetzt. Die letzte Zitfet (6) wird ab-
gestrichen.

h) Die übrigbleibende Zahl657 wird durch das Doppelte des bisherigen
Ergebnisses (2 . 82 :164) geteilt. Man erhält 4. Dies ist die letzte
Ziffer des Ergebnisses.

i) Unter 6576 schreibt man das Quadrat der letzten Zltfer (L6) { clas
zehnfache Produkt der letzten Zitfer ruit dem letzten Divisor. Man
erhält: 16 + 4'164' 10 : 6576.

Beim nunnaehrigen Subtrahieren ergibt sich der Rest 0. Die Wurzel
ließ sich ziehen. Ergebnis: /OZSSZ6 :824. (Yergleiche Tabelle!)

Bei noch größeren Radikandeu wird das vorstehende Yerfahren der
Radizierung in derselben Weise fortgesetzt.

lt?lralbBii6 : e826
81

165j3 : 18
15 04

149513:196
13769
118479:L974
118476

Dieses lrorrt"h*du, schematisch erklärte R."h"orr"rfrhren beruht auf der
Änwendung folgend er leicht verständlich aufgebauter algebraischer X'ormeln :

(a*b)2:a2*2ababz
(a*b*c)2:(u'*2abf b2) *2(a f b).cf ca

(a *b *c *il)2 : [(a2 f 2a b + b'z) + 2 (" *b).c f c2]

*2(a +b +c)d +d2 usw.
Beim Radizieren einer Dezimalzahl wird diese in Gruppen von je ZZitfern

sowohl nach links als auch nach rechts vom Komma aus zerlegt.

üBE4Jq-8e :57,88
OH,

T+p : ro
7 49 Das Komma wird im Ergebnis gesetzt,,
T6-sio : il+ bevor die erste Zifferngruipe ,räh d"*
9184 Konoma heruntergeholt wird.

-34681q:11563 4689

r49

lirp6pZal : BbTe
9

3Bl0 : 6
325

559,2 : 7 O

4949

64341L:7L4
6434L
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l[zffß: ?

Beim Abteilen der 2-Ziffer-Gruppen nach
links und rechts vom Komma ist darauf
zu achten, daß die letzte Gruppe rechts
hinter dem Komma auch aus 2 Ziffern
bestehen muß. Aus diesem Grunde muß in
der nebenstehenden Aufgabe an die 9 noch
eine 0 angehängt werden.

Will man die Wurzel auf noch weitere
Dezimalstellen berechnen, so hat umn noch
weitere Zifferngruppen, die aus je 2 Nullen
bastehen, herunterzuholen.

{r: z

U* {2 zu berechnen, denke man sich
diese Wurzel in der Dezimalzahlform

/Uoooooo
geschrieben.

Auf wieviel Dezimalstellen man auch
immer [f berechnet, eine Periode wird
sich im Ergebnis nicht ergeben. 1t2 ist
eben, wie bereits früher gezeigl, eine irra-
tionale Zahl. (Siehe: Seite 144.)

tro'l : z

/Aa@O;lrpop-O-: 0,647r . ..
25
-5'1oo: ro

416

TIpo' roe
7609

791100 : 1094
7 6629

,2+7 |

irFoied: I,6T6o. . .
1

1810 : 2
156

24910 :32
22dg
20r0i0:334
2007 6

240A :3352

/z,oojoopo :1,4r42. . .
I
1010 : 2

96

40i0 : 28
28t
1190i0 : 282
712g'6

60401q: 2828
56564

3836

ß:,

1t

1.

.l

tl
v

Lösungsweg:

I :ft : ry : lu'r,ttz"' : 0,8G6' "
Lösungsweg:

,a
!^ :,f 0,75:0,g66...'64

ilolo 
' 
ro

996

104010 : 17 2
I 0356

44

152 Nr. 343. . .352.W eit,ere Übwngeauf gaben: S.
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a) x2: 100 c) xl :4fe e) xI :64
b) x2 :0,25 d) * : 81 f) xr : a.

268) Wie [s,nn man a als Produkt zweier gleicher X'aküoren sohreiben ?

269) Schreibe mit Hilfe des Wurzelzeichens folgende Gleichungen:
a) 3z :9 c) 26 :32 e) (- 3)s : I

r51

Aufgaben:
267) X'olgende Gleichungen sind in Gleichuagen mit einer Wurzel urrzu-

formen. Wie groß ist in jedem Falle x ?

b) 23:8
%q tr{ + 2lT :

d) 0,2s : 0,04 f) (- 2)t : - 8 .

zeq ltT'l!=28:
271) 2.[i +sttn-tt; +lf6 : zs1) ./ro.,fzz,, :
272) 2 "l;- afi : B- s-

B, a_ 29q tE.1rs:
273) 8'tlx*4lx-6/x-6Ix: 6- E-
zt+S an,-- b 1,6-: 

' ' 299) 'l4 'y'8:
s- B- B- 300) 5 tfr'Ztf a:

275) l'az b + la2 b {27azb : 301) /'' .t* :
27q fiz'?' {3Ü :
277)'f2Az:r-452 : 3V2)'{2b 'tßT:
278) l\2, - 12' : 303) /3 a'T'::
zls) 1@= sz : 304) /4 sz ' /16 a :
z8o) 76rz -5$ : 3ob) ?A.iaP iau; :
28L) 40,5 :
282) 2721a:
283) 320,2 :
284) 810'25 :
285) 41'5:
286) 32r,2 :
287) ar'r :
288) a1,5 :
289) 12521s:

290) 3'1"- 2'1, :
291) 4- 0,5 :
2s2) (*\-'" :
zotl'l\t-zr:

zgq'w:
2e5) 1ß-.?58 :

306) /5c -{L?,öa:
307) /iG: y'5:
308) üB:t[z:
3oe) y'5: fha:
$10) lfoJ8 :IO,OZ:
31t) ,/t,%:{5:
312) /m: 16J :
3te) ffi: y'y:
31 ) lßa3: ,/2; 

=-

Br5) /; ,y #:
3

816) 
B/as 

b ,y+ -
Lti

3r7) l2xrf : y8+r:
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ala) ffi: W-*:
t_

319) y'42:

32qw:
D

321) y'x 2o :
1l;-

322) V'fa+an :
3

srylG:
324)yG-

3

tlt
325) v 

,/5 :
azo) (/ä-p /6) (lt- /b) :
327) (l; +tt[), -

In den Au{gaben 328...337

g2g1 .Y2 :'yz-r

zu berechnen.

$8) /atooo[:
339) l/180625:
34q 1m444:

bestimmen.

3ß) t[e3881 :
344) /31684:
345) ,/54,02%:

alo; 16aaz,eo:
a+z) ]6,ooroza:

In den Aufgaben 338 . . .S9sind die Wurzeln durch n'ahorenzerlegung

32e) -L: :'r+y2
330) 2::

'2+v2

BBl) -l/3 :'y3-y2

332) 33 .= :'6+y3

ffi) ,_h:
334) -g- :'4y3-t

33ö) 
ra irt:

$6) l/i- E :'Va*llb
sind die Nenner rational zu machen.

33?) 
-L,,: 

:
x- y y

3q ln:
342\ "1842:

348) /3:
s4e) 16.:
s5o) l6J:
sbg 1F1,:
3514 y{ :

In den Äufgaben 34:| . . .352 sind die Wurzeln durch Rechnung zu

353) Ein Wellenzapfen soll tls Vierkant mit der Schlüsselweite
g - 32 mm gefräst werden. 'Wie groß muß der Durchmesser des
Zapfens (: Eckenmaß des Yierkants) gedreht werden ?
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354) In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten
a) a: 5 cm und b:12 cm
b) a:15 cm ,, b:112 cm
c) a:15 cm ,, b:36 cm lang.

Wie lang ist die Hypotenuse ?

355) wie rang ist'" 
3iT:äf äT"TT':i:":#" 

den seiten:

l] :=l3:n ':,

356) Ein Rechteck mit den Seiten
a) a:5 em und
b) a:4cm ,,

b :20 cm
b :24 cmt.

b :20 cm
b:36 cm

hat densetbe" ,,JloXäi,'n-*,; "tl;13-ä. wie groß ist die eua-
dratseite ?

357) \[ie lautet das geometrische Mittel (s. S. 118) zu den beiden
Zahlen:

a) a:2 und b:32?

2):=l; 
":' 

l::oiil
358) Den tr'lächeninhalt F eines Dreiecks mit den Seiten a, b, c kann

man mit Hilfe der nach Heron (um 100 v. Chr.) benannten hero-
nischen Dreiesksf ormel berechnen:

r:/@.
Hierin bedeutet r=_ 

a* b* ct- 
2

Wie groß ist der X'lächenin-halt des Dreiecks mit den Seiten:

fli l= #.v; l=l3lä; :='?:ä;
c)a:20cm, b:11 cm, c:13cm?
d) a:25cm, b:39cm, c:16cm?
e) a:25cm, f :52cm, c:33cm?

359) Eine 8 m lange Leiter lehnt an einer Hauswand in 7,5 m Eöhe an.'Wieviel m ist der Leiterfuß von der Hauswand
entfernt ?

360) Wie groß ist die IIöhe h iu einem gleichseitigen
Dreiecke mit del Seite a ?

Anleituag: Äus dem Pythagoras folgt, daß
ein Kathetenquadrat gleich dem Hypotenusen-
quadrat, vermindert um das andere Katheten-
quadrat, ist.

:g
2

Bitd 42
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361) Aus einem Streifen sollen möglichst viele kreisförmige Scheiben
Durchmesser d, wie nachstehend abgebildet, gestanzt werden.

Anleitr:rg: Man benutze die Gleichung t :
t : X'allzeit in s

h: X'allhöhe in m
g : Erdbeschleunigung = 10 m/s8.

364) In einen Zylinder wird'Wasser unter d.er Span-
rung p : 18 at gepreßt. T[ie groß ist die Äus-
flußgeschwindigkeit v im Querschnitt f ?

Anleitung: Man benutze die Gleichung

v: /2 .g. 10.p. Hierin bedeutet:
v: Geschwindigkeit in m/s
g = 10 m/sz

P: Spannung in at.

365) Zur überschläglichen Berechnung der Durchmesser votr Trans-
missionswellen benutzt man die Gleichung

vom
Wie

groß wird x und b, wenn
d : 6 cm betragen soll ?

362) Ein 9 m langer Mast bricht
4m über dem Erdboden um.
In welcher Entfernung vom
X'uße des Mastes berührt die
Mastspitze den Erdboden ?

(Pythagoras anwend.en !)

363) Eine Stahlkugel fällt von einem B0 m hohen Tunn nach unten. Nach
wieviel Sekunden schlägt sie unten a,uf ?

r
xL

11?4 . i" der bedeutet:I C'.

d:12
Eierin bedeutet:

d : Wellendurchmesser in cm
N : übertragene Leistu:rg in PS

n : Drehzahl der Welle in U/min.

'[Vie stark ist eine Transmissionswelle auszuführen, die bei 100 U/min
N :16 PS überträgt?

366) Zwischen der in Lux (Lx) gemessenen Beleuchtungsstärke E und
der in Hefnerkerzen (HK) gemessenen Lichtstärke I und der Ent.
femung m der Lichtquelle in Metem besteht folgende Beziehung:

E: l:

Bild 43

Bild 44

-+v
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d. h.: Die Beleuchtungsstärke ist direLt proportional der Lichtstärke,
aber umgekehrt proportional dem Quadrat des Abstandes der Licht-
quelle.

In welcher Höhe über einem Zeichentisch muß eine lS0kerzige
Lampe angebracht we,rden, wenn man eine Beleuchtungsstärke von
75 Lx haben will ?

VI. Das Rechnen rnit
imaginären und komplexen Zahlen

Die in diesem Kapitel angestellten grundlegenden Betrachtungen über
die imaginären und komplexen Zahlen, die keinen Anspruch auf Voll-
ständigkeit erheben und sich vielmehr nur auf das geringste Maß be-
schrän-ken, gehen über den Bedarf des in der Praxis stehenden'Werkmeisters
hinaus. Wem diese nächsten 12 Seiten zu schwer erscheinen sollten, möge
eie getrost zunächst überschlagen. W'er aber später einmal mit Erfolg die
Aufnahmeprüfung einer Ingeuieurschule ablegen und sich anschließend sein
Studium durch gute Yorkemrtnisse erleichtern will, dern sei dieses Kapitel
ei:re willkommene llilfe.

1. Die imaginären Zalilen

Das Quadratwurzelziehen aus negativen Zahlen war bis zum 18. Jahr-
hundert eine unmögliche Rechenoperation. Man hatte nämiich nicht die
Möglichkeit, die Quadratwurzel aus eiuer negativen Zahl durch eine der
bis dahin bekannten reellen (rationalen und irrationalen) Zahlen ausurl-
drücken.

Da im Bereich der reellen Zahleß die Quadratwurzel aus einer negativen
Zahl sinnlos ist, war man gez\il'ungen, die I'{enge der reellen Zahlen durch
Ilinzuuahme neuer Zahien zu erweitern. Ähnliche Gründe hatten schon
früher dazu gefüIrt, die ganzen Zablen durch Hinzunahme der gebrochenen
Zahlen' zur Menge der rationalen Zahlen zu erweitern. Da,durch wurde
es überhaupt erst möglich, die Division von Zalien in jedem X'alle sinnvoll
zu machen. Weiter zwang das rechnerische Bedürfnis, alle positiven
Zahlen zu radizieren, zur Einführung der irrationalen Zaltlen, die zusammen
mit den rationalen Zahlen die Menge der reellen Zablet bilden.

Um nun auch ausnahmslos negative Zahlen radizieren zu können, führte
Errlerl) 7777 die irnaginären Zahlet ein, die zusammen mit den reelleu
Zabler die Menge der komplexen Zahlen bilden (vgl. S. 160). Im Bereich

r) Leonhard Euler, 1707 bis 1783, geb. zu Basel, Schüler Johann Bernoullis. Pro-
fossor der Fhysik uad Maühematik zu Pe[ersburg (1730) und Berlin (1741). Aus-
wärtiges llitglied dcr Akademie der Wissenschaften zu Paris.

loD
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dieser Zahlen ist es nun sinnvoll, Quadratwurzeh aus negativen Zahlen
zu zieh.en.

Die Einheit der imaginären Zahlen ist nach Euler

Der Elektrotechniker setzt für i, um Verwechslungen mit anderen mit
i bezeichneten Größen (2. B. Stromstärke i) zu vermeidea, den Buchstaben j.

Es gibt also imaginäre Zahlen mit der Eigeuschafb, daß ihr Quadrat
gleich einer negativen reellen Zahl ist, z.B.

;z:1/J;z:-1.
Ferner ergab sich durch die Einführung der imaginären Zahlen, daß

der {ür positive Radikanden gültige Satz y'ab : 1ä' /b auch für negative
Radikanden gilt. t[-; : / (--l;*2 : t=. 1,r[, aho

So, wie die Zahl I die Einheit der reellen Zahlen ist, ist hier i clie Einheit
sämtlicher imaginärer Zall1erl- Aus ihr bildet man durch Addition bzw.
Subtraktion alle ganzen imaginären Zahlen; also

i f i:2i; 2 i *i :3i; 2i +2 i :4i usw.

Durch Subtraktion zweier imaginärer Zablen, bei denen der Minuend
kleiner als der Subtrahend ist, erhält man die negativen imaginären Zahlen"

Beispiel,:

2i-bi:-3i; 0,4i- 0,7i:-0,3i; * t-ät:-*t.

Durch Addition und Subtraktion zweier imaginärer Zahlen erhält man
stets wieder eine imaginärc Zahl.

a) Die zeichnerische Ilarstellung iler imoginären Zahlen

Sämtliche reellen Zablen (positive sowie negatiye ganze und gebrochene
Zahlen und die irrationalen Zahlen) stellt man auf der waagerecht (hori-
zontal) liegenden Zahlengeraden d.er reellen Zahlen dar, wie die nachstehend.e
Skizze, bei der als Beispiel einige reelle Zahlen aufgetragen sind, zeigt.

-B -s,5 -z -[z -t,o -t -0,5 o +0,5 +1 +{z +z +2,5 +a +4
<-+

negative reelle Zahlen pooitivo leelle Zahlea
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_ Sämtliche imaginä1sn Zahlen stellt man auf der im Nullpunkt der reellen
Zahlengeraden erdchteten Senkrechten dar. Man trägt näch oben hin itie
imagin§1s Einheit i wiederholt ab. Die dadurch entsiandenen Teilpunho
bezeich:ret man vom Null-
punlÖ aus nach oben hin mit
+ i, + 2i, +3 i usw. Durch
Abtragen der imaginären Ein-
heit nach unten erhält man die
Pun-kte - i, - 2 i, - 3 i. Zwi-
schen den aufgetragenen Teil-
punkten der positivenund ne-
gativen garzen imaginären
Zahlen.liegen die Punkte für
die gebrochenen imaginären
Zahlen,.

Die Zahleugeraden der re-
ellen und imaginären Zablen
schneiden sich im Nullpunkt
senkrecht miteinander. Der
Nullpunkt gehört sowohl zur
reellen als auch zur imaginä-
ren Zahlenachse.

Die beideu aufeinander senkrecht stehenden Zahlengeraden bilden ei:r
Achsen- oder Koordinateukreuz.

Die waagerechte Achse (Zahlengerade der reellen Zahlen) nennt man
die Abszissenachse, während die senkrechte Achse (Zahlengerade der
imaginären Zahlen) die Ordinatenachse heißt.

Die Abszissen- und Ordiaatenachse zerlegen die Ebene in 4 Teile, die
sog. 4 Quadranten. Den oben rechts liegenden Quadranten bezeichnet
man als L Quadranten. Die drei restlichen Quadranten II bis IY folgen
in entgegengesetzter Drehrichtung des llhrzeigers. Der II. Quadrant liegt
oben lin-ks, der III. uuten links, der IV. unten rechts.

b) Die Multiplikation unil Division imaginärer Zahlen

Während das Produ-kt bzw. der Quotient zweier reeller Zahlert stets wieder
eine reelle Zahl ergibt, ist dies beim Multiplizieren bzw. Divirlieren imagi-
uärer Zahlen nicht der X'all.

Bei der Multiplikation und Division mit imaginären Zahlen wird der
Faktor i genau so rvie ein reeller Iaktor behandeit; es ist aber die Gru:rd-
bedingung i2 : - t hierbei zu beachten. Das Quadrat der imaginären
Einheit i2 gehört nicht mehr zu den imaginären Zahlen, sondern ist reell,
nämlich - 1.

ir:(y-1)r--1

Bild 45
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Das Produkt einer reellen Zahl mit, einer imaginären ergibt eine ima-
ginäre Zahl.

Beispiel:
2.3i:6i oder 0,2i.5:i.

Der Quotient einer imaginären und reellenZabl ergibt eine imaginäre Zahl.

a) Der Zähler (Diviilend) ist imaginär: 4i:2:2i
0,8 i: 4 :0,2i.

b) Der Ne.ner (Divisor) ist imaginärt f, : ?

Durch Erweitern mit i folgt:
6i 6i _ _ t).1

JL.l J.-I

Das Produkt (und der Quotient) zweier imaginärer Zahlen ergibt eine
reelle Zahl.

Beiapiel:
2i'4i:8i2:-8
4i:2i :2 (i hebt sich).

Ein Proilukt aus mehreren imaginären X'aktoren kan:r sowohl reell als
auch imagi:rär sein. Es richtet sich dies nach der Änzahl der imaginären
X'a]i:üoren.

Beiapiel:
3. 2 i. 2 . 3 i : 36 iz : - 36 (reell!)

2 i . 3 i - 2 . 4 i: 48 i2 . i : - 48 i (imaginär !).

Ist die Anzahl der imaginären X'al:toren eine gerade Zahl, so ist das
Produkt reell; ist sie eine ungerade Zahl, so ist das Produkt imaginär.

c) Potenzen der imaginären Einheit

X'ür clie Potenzen der imagiuären Einheit i ergibt sich:

i0:i5-5: i5.i6 _ 1 i5: i4.i:1.i: i
il:i i6:i5.i:i.i__1
i2: i.i: y'-T. {-1:-1 i7: i6.i: - t.i:- i
i3:i2.i: _ f.i: _ i iB: i7.i == _ i.i:_ i2: *L
i4: i8.i: _ i.i:- (i)r: +1 usw.

Zusammeustellung der Ergebnisse :

i1:i; i2:-1; ig:-i; i4:+1
io:i; io:_1; iz:_i; i8:+1.
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Allgemein gilt für jede beliebige gauze Zahl u
iao:1; i1D+l :i; iar+2__f. ian+B:_|

Die Potenzen der imaginären Einheit mit negativen Exponente, : i - t : *.I
Dieser Bruch wird entweder mit i erweitert, man erhält:

rii
i -i.i - -r - ,

oder dieser Bruch wird mit i4(:1) multipliziert, man erhält:
lir
ll

Man erhält also:

Aaf gaben äber il,aa ßechnen mit i,maginciren Zahlen:
Die Wurzeln in den Aufgaben 367 . . .369 sind unter Benutzung der

imaginären Einheit i :1[-1 in einfacher Form zu schreiben.

36?) a) )--36: b) J,/-0p5- c) 3 r-16-: ü211=:
368) a) y="2 : b) }..- x4 - c) y- y8 : d) :,11--F:
36e) a) 1t:12: » y-n : Q l-azyz - d) + ]/- tsxt-

'Wie groß sind in den Aufgaben 370. . .378 die Zahlerwerte?

370) a) 3 is : b) - Z iz c) (0,5 i)z : d) 0,5 i2 :
3?1) a) 15i+10i: b) 12i-3i: ") 

totJ-'': d) (2i+Bi).2:
372) a) o,Bi-o,bi: b) +r-ät: c) 0,ri-i: d);-;:

I,-23
373) a);.4i: b) 0,25i.8: c) -0,4.-5i: d);i.- 4-
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374) a) 6 i.0,3 i :

3?5) a) ffii:

b) -0,6i.2i:
,,2,4iDr4:

c) ai:bi: d)

") #: d)H:

oo

Br:zr:

376) a) 4.-Bi.-0,5i: b) -3i.-i.4i: c) 2i.3i.5i.0,1i:
d) 3i.-2i.4i.i:

877) a) 3i]}ry.bi1ß: b) -3 i1lr.bilß: c) 0,2i./T,n.ailo{ =
d) ü8 .ry+ :

378) a) i1l : b) i14 : c) iro : iI) ir1 :

2. Die komplexen Zalr,Jon

'Wenn man zwei von 0 verschied.ene Zahlen, von denen die eine reell, die
andere imaginär ist, addiert oder subtrahiert, so erhält man als Ergebnis
eir.e Zahl, die weder reell noch imaginär ist. Sind z.B. a u:rd b zwei von 0
verschiedene reelle Zahlen, so ist a { b i weder reell noch imaginär.
Eine derartige Zali uennt man eine komplexe ZabL Komplexe Zahlen
setzen sich aus einem reellen und eiaem imaginären TeiI zusammen. Man
kann sie in der X'orm a f b i darstellen. Sie umfassen das Gebiet aller
Zalien, die bisher in diesem Buche behandelt wurden.

Tür b:0 wird a f bi:a; d.h. man erhält eine reelle Zahl, wenn
der imaginäre Teil <ier komplexen Zahl fortfällt.

3ür a : 0 wird a + b i : b i; U. h.: Ist der reelle Teil der komplexen
Zahl gleich Null, so hat man es mit einer imaginären Zahl zu tun.

Die reellen und ima,ginären Zahlen kann man somit als Sonderfälle der
korrplexen Zahlen auf f assen.

o) Graphische (zeichnerisohe) Darstellung

Sämtliche komplexen ZalJren lassen sich als Punkte in den vier Qua-
d.ranten der sog. Gaußschen Zahlenebene darstellen. Diese Zahleuebene,
die nach dem deutschen Mathematiker Karl n'riedrich Gauß1) beaannt

1) Karl Friedrich Gauß, 1777 b i s 1855. Professor und Direktor der Sternwarte zu
Göttingen. Von ihm wurde der sog. Elauptsatz der Algebra über die Lösung der
Gleichungen n-ten Grades, die Methode der kleinsten Quadrate, die Theorie des
Elektromagnetismus u. a. aufgestellt. Zusammen mit dem Physiker Wilhelm
Eduard I{'eber legte er tlen ersten elektromagnetischen Telegraphen an.
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ist, wird durch die waagerechte Ächse der reellen Zahlen und durch die
auf ihr im Nullpunkt senkrechte Ächse der imaginären Zahlen gebildet
Um clie komplexe Zahl a + b i in dieser Ebene
darzustellen, sucht man auf der waagerechten
Achse den Punkt A, der der reellen Zahl a ent-
spricht. Auf der senkrechten Achse sucht man
den Pun-kt B, der der imaginärcn Zahl b i ent-
spricht. Die in den Punkten A und B auf den
beiden Achsen errichteten Senkrechten schneiden
sich in dem Punkt P, der ein Bild der komplexen
Zahl a f bi ist.

r6l

Die komplexe Zahl a f b i wird durch den Funlrü P der Gaußschen
Zahlenebeue abgebildet. Der Punkt P hat die Abzsisse OA : a u:rd
die Ordinate OB : b.

Komplexe Zahlen, die im

1. Quadranten (oben rechts)

2. ,, (oben links)

3. ,, (unten links)

4. ,, (*oten rechts)

"",:*"t- 
,i 
'T 

-,i:i:
fa-bi.

Zahl,enbeiapi,el:

X'olgende kom.plexe Zahlen sind zeichnerisch darzustellen:

(1): 2 +3i
(2): -3 *i
(3): -L-.2i
(4): 3,5 - 1,5 i.

Komplexe Zahlen, die in ihrem reellen Bestandteile übereinstimmen,
liegen auf einer Parallelen zur imaginären Ächse, z.B.: 3 f i und 3 + 3 i
und 3 f 0,5i und 3-212i.

fi6mplexe Zahlen, die in ihrem imaginären Bestandteile übereinstimmen,
bildeu sich auf einer Parallelen zur Achse der reellen Zahlen ab; z.B.:
2+4iuncl 5f 4iund -2,5+4i.
lfathemati] Teill. ll

Bital 46
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2 komplexe Zablery die sich nur durch das Yorzeichen ihres imagi-
nären Teiles voneinander unterscheideu, heißen konjugiert kom-
plexe Zahlen.

Beiapiel,e:

Konjugiert komplex zueinander sind:
(1): 2+3i und (1a): 2-3i,

ebeuso (2): -3+2i ,, (2a): - 3-2i.
Die Bilder konjugiert fusmplexer Zahlen liegen

symmetrisch zur Ächse d.er reellen Zahlen.

Unter dem absoluten Betrag einer komplexen

Zahl af bi versteht man lät+F. Der absolute
Betrag der durch den Punkt P dargestellten kom-
plexei Zahl a f b i ist die Länge der Yerbindungs-
itrecke 0P des Nullpunktes 0 mit clem Punkt P;
denn nach dem Lehrsatz des Pybhagoras ist:

6Ps :042 + ÄPr

- az +b2 oder
0P : tf az-;Ad.

Der 'Winkel cr, den 0 P mit der positiven Richtung (vom Nullpunkt O

nach rechts hin) der waagerechten Achse bildet, heißt das Argument der
komplexen Zahl.

Das Argument einer komplexen Zahlist der Winkel «, der durch Drehung
der positiv gerichteten Hälfte der horizontalen reellen Zahlengeraden in
entgägengesetzter Bewegungsriohtung des Uhrzeigers entsteht.

Z ohlenb eia gtiele:
'Welches 

sincl clie absoluten Beträge der komplexen Zahlen:

(I): 3 +4i
(2): - 12 +5i

Lösung: (1): /sz a +2 - 5

(z): '/ (- 12)2 + 52 - 13 .

'Welches sind die absoluten Beträge der konjugiert komplexen Zahlen

(t):2f 1,5i und (2):2*1,5i1,

Absoluter Betrag von (1):

lF +tP :'/L +2,2b -{6,2b :z,b
and von (2):

,lz, a 1*1n : {+ q z,zr : {6,2b :2,b.

@

Bild 49
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Was kann man bezüglich der Argumente
dicser beiden Zahlen feststellen ?

(1) hat das Argument a,

(2) ,, ,, t, 4z

ar * a»: 360o.

Allgemein gelten folgende Sätze:

- Konjugiert komplexe Zablen haben denselben absoluten Betrag. Die
Summe ihrer Argumente beträgt 360o.

.,Komplexe Zahlen (mit demselben absoluten Betrag) haben den gleichen
Abstand vom Nullpunlt; cI. h. sie liegen auf einen um den Nullpunkt be-
schdebenen Kreise, der den Radius /a- 1- bz hat.

b) Das Bechnsn mit komplexcn Zahlen

Mit komplexen Zahlen, die ilie n'orm a f b i haben, die also aus der
§umme oder Differenz einer reellen und einer imaginären Zahl bestehen,
reehnet man so, wie man es mit gewöhnlichen Summen bzw. Differenzen
?u tun gewohnt ist. Man ist hierbei bestrebt, das Ergebnis ebenfalls nach
Möglichkeit in die n'orm einer komplexen Zahl (reeller Teil * imaginärer
Teil) zu bringen.

Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

(a tbi) *(c *di) : (a *c) *(bi+di) : (a*c) +(b +d)i
in Worten heißt das:

Komplexe Zahlen werden addiert, indem man zu der Srrmme ihrer
reellen Teile die Summe der imaginären Teile hinzuzäIit.
(afbi)- (c *di) :a +bi- o- di : (a - c) f (b - d)i
oder in Worten:

Komplexe Zahlen werden subtrahiert, indem man zu der Differenz der
reellen Teile die Difierenz der imaginären Teile hinzuäählt.

Sonderfälle:
q) Dj" Sul'me zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt stets eine

reelle Zahl; denn:

(a f bi) + (a - bi) : (a *a) * (bi - bi) : 2a.

- b) Die llifferenz zweier konjugiert komplexer zablen ergibt stets eiae
imaginäre Zahl; dena:

(a f bi) - (a - bi) : (a - a) + (bi +bi) : 2bi.
l1*

Bild 50
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Z ah,l,enb ei,s pi,ele:

(7 +3i) +(2 +5i): e +8i (7 +3i) - (2 +5i):5-2i
(5 +2i) +(3-5i):8-3i (5 +2»- (3 - 5i):2 +7i
(3+5i)+(2i-1) :2+7i (3+5i)-(2i-1):4+3i
(5 +2i) +(3 -2i):8 (5 +2i) - (3 - 2i):2 +4i
(3 +5i) +(2i - 3):7i (3 +5i) - (2i - 3):6 +3i
(3 +5i) +(5i- 3):10i (3 +5i) - (5i- 3):6
(5 +2i) +(5 - 2i):10 (5 +2 i) - (5 -2i):4i.

Multiplikation und Division komplexer Zahlen

Auch diese Rechenoperationen werden so durchgeftihrt, als wenn m&n
es mit gewöhnlichen Summen zu tun hat. Man beachte aber hierbei, daß
i2 : - 1 ist, und sei bestrebt, das Ergebnis wieder in die X'orm einer kom-
plexen Zahl z,a, bringen.

(u *bi).(c *di) :a c fa di +b ci +b di2
:(ac-bd)*(ad*bc)i.

Souderfall:
Die I\tultiplikation zweier konjugiert komplexer Zahlen ergibt eine reelle

Zahl; denn

(a*bi)'(u-bi):az+b2.
Vergleiche hiermit:

(a*b)'(u-b) -a'-b{
Ist eire komplexe Zahl durch eine reelle zu teilen, so teile man jedes Glied
der komplexenZabl duroh die reelle Zahl:

'+':l +1,
ocler ruit Zablen:

q+ier:$+1rqt:z+bi.

Ist eine reelle ocler komplexe Zahl d.urch eine komplexe Zahl zu teilen, so
verwandele man den Nenner des Bruches (Divisor) in eine reelle ZahI, indem
man d.en Bruch mit der zum Nennet konjugiert ftomplexen Zahl erweitert.
a*bi (a+bi)(c-di) a,c-adi+bci-bdi2

"+Al: 1ca6i;1"-4tr :- cs+d'9

_.ac*bd-bc-ad..
- c2+d2 I c2+d2

ocler mit Zahlenz

17-6i (17-6i)(3+4i) (5r+24)+(68i-18i) 75+5Oi a , o:
s-+i :(s-+1.1an4;y : ---- 9+to-- : 25 :Ü-r'41'
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Potenziereu komplexer Zahlen

Unter Änwendung der Regeln für das Multiplizieren komplexer Zahlet
lassen sich leicht höhere Potenzen komplexer Zahler- durch wied.erholtes
Multiplüieren bilden.

Z ahl,enb eispiel e:

(1 *i)z:1 +2i +i2: L +2i-L:2i
(1 +i)3 : (1 + i)r. (1 + i) :2i (1 + i) :2i - 2

(1 + i)n : [(1 +i)r], : (2i), : +12 : - 4

(1 +i)5:(1 +i)n.(1 +i) :-4(1 +i):-4-4i
(1 +i)u : (1 +i)n'(1 +i)' : - 4.2i : - 8i
(3 +i {?,r:9 + 6 i !z +ztz :7 +6 i/2.

Radizieren komplexer Zahlert

(iä a 5 1 + 1G - b I)2 :a f b i +2l,ta + bi. 6-Tl f a - bi
:2a*21i;'z"+b'z
:2(15r+b,+a\.

Zieht man in der soeben erhaltenen Gleichung:

(läTul + /a - 6l)'z : z (!-aryut a a)

auf beiden Seiten die Wurzel, so erhält man

(1) t,ä +51 + /; -Tf : /ffi;, ;rzl ,1
Ebenso erhält man

(2) /a+Üi -\, a- b i : i /z iy.ralr-rl.
Gleichung (1) und (2) adcliert, liefert:

z lra aa i: lE (/n, +'r,, + d + ilißi;+*-,
Diese letzte Gleichung auf der linken und rechten Seite durch 2 divi-

diert, ergibt:

(a) /äa6-1 :li"'rrz.-"+rf Y" *;'-".
Gleichung (1) und (2) subtrahiert, ergibt:

165

v u- b i :y v"' +r' + " - ill l"' *v' - ; .

Man ersieht, daß clie Wurzel aus einer komplexen Zahl wiederum eine kom-
plexe Zahl ist.

(b)
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Zahl,enbeiepiel,e:

al \/E + tz i : t Beim Yergleich dieser Aufgabe mit der X'ormel (a)

fär /a151sieht man, daß hier a:5 und b:t2 gesetzt ist.

Mau erhält also:

I r +-tz1 : |f @ry i.1 + 4l Üt#=
:Ys#+\ltr=
:3 +i.2.

Ergebnis: l-n + tX : 3 +2i.
Probe: Beicle Seiten des Ergebnisses quadriert, ergibt:

5 +12 i :9 * 12i +412
:5 +tzi .

b) Y2i: ? Hierist inEormel (a) für a:0 und b:2 zasetzen

Ergebnis: | 21 :1 + i.
Probe: Durch Quadrieren erhält man:2i *L +2 i + i2:1+2 i - I

:2i.

llV wz i r++ + sr:V z--

c) -4-0,4i
d) '/u *'/ri.

I wJz i :N t[ zs' + ]z' +'I- i Y 
ßYlY_"

.llVtzis+ t4+-as
-tL' z --

:\f-P-'l*;':6 - i

Ergebnis: ll{S-ifI: 6 - i. (Probe machen!)

d) /- i : z In X'ormel (b) ist für a:0 und b: - 1 zu setzen:

| _i:V\o *!-yi#:lE_\E:lE(1 - i)

Ergebnis: I -l :lryA O - ). (Probe roachen!)

Äwlgaben ,über il,ae Reohnen tnit kotnpl'eaen Zahl,en:

379) In welchem Quadranten der Gaußschen Zahlenebene liegen ilie Bililer
folgender komplexer Zablen:.

a) -0,5f 3i
b) 2'lr-'lri

y z i :\trry:: + lTry--! : 1 + i.
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380) TV'elche Größe ist u11u1ft6mplexen Zahlen, die vom Nullp,'nkt gleich
weit entfernt liegen, gemeinsam ?

381) Welche Größe ist allen komplexen Zahlen gemeinsam, deren Bilder
aul einer beliebigen durch den Nullpunkt gehenden Geraden liegen ?

382) Welchen Abstand vom Nullpunkt (absoluter Betrag otler Modul)
haben die Bilder folgender komplexer Zahlen

a) 3 f4i b)3-4i c)-3+4i d)-3-4i?
383) Äuf welcher Linie liegen die Bilder 

"11u1 
[6mplexen Zahlen, die dar-

gestellt sind durch

a) a {2i
384) (1/, +i) + (./r- i) :
345) i/z a @-2i,lu:
386) (-' l, *2i) - (' I ++ 1L i) :
387) (3,5 * 0,5 i) + (0,5 +2,5i) :
388) (2,5 +3i)- (5,5 - 3i) :
389) 0,5 (2 +i) :
3e0) i (2 - 3i) :
}et) ttz OE+I):

b) 3 +bi?

3e2) (4 + 2i) (3 - 5,i) :
393) (0,2 +0,5i) (5 +2i) :
3e4) (/37+3 im. (-3 i,/f+{s\ :
3e5) (1 *i)2 :
3e6) (1 - i)2 :
3e7) (1 - i) (r +i) :
3e8) (3a + 4b i) (3a - 4bi) :

_ Die Aufgaben 399...403 sinit in Proclukte z-weie.r konjugiert komplexer
n'aktoren za zerlegen:

399) az+bz: 408) J1:: Lrb) (z+i/3)r:
4oo) 16 *9 : y2-iy3

401) 64*e: 4oe) #:.- : ;ill ll-;1,:
402) 37 :
403) a *b : 410) 

=- 

i= : 418) (i/3- 1)3 :
, ' , -, a19) (a +bif * (a _ bi)r :

404) r r_1 
: 411) 9+# : a2e @ +brr - (a - bi), :

405) *: a121 |t!i: a2l) 1ß-]61:

406)*: 
,;r; H: 

rlrl'rffu:
«)?) --1-: 

' &+br
'-'t L+ir5 4r4)(4+3i)r- 42qr-!;i:
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a25) 1[-7 o- i :

426)/H:
42\ lf
42q y

144+17i
4 -J;- 

:

rr+Tai-
V eI n-i

m : Logarithrnus

a : Basis d.es Logarithmen-
systems

Q : Numerus

4og1,414 : 0,5i denr, 2o's : 1,4L4
riog 1024 : 10; denn 210 :1024

YII. Das Rechnen mit Logarithmen

Zu Beginn des Kapitels B V, ,,Die 
'Wurzelrechnung", 

wurden die beiden
Umkehrungen des Potenzierens, nämlich das Radizieren und das Logarith-
mieten, genan:et, Es wurde dort folgende Erklärung gegeben: Ist in der
Gleichung a- : e die Größe m gesucht, während a und q bekannt sind., so
gehört diese Aufgabe zur Logarithmenrechnung. Die Auflösung iler Glei-
chung aE : e nach der gesuchten Größe m schreibt man in der X'orm

*:aloge
[ies: m ist gleich Logarithmus q zur Basis a].

Es bedeutet in tler

Potenzrechnung Logarithmenrechnung

Gleichung: Gleichung:

m : Potenzexponent (oderlloch-
zahl)

a : Potenzbasis (oder Grund-
zahl)

Q : Potenzwert

§ern:
slog 8 : 3; denn 23 :8
4og32:5; denn 25:32

I Erklärung des Logarithmus:
! O"r Logarithmus (log) einer Zahl qzur Basis a ist der Poten-z-

I e-xponent m, mit dem man die Basis a potenzieren muß, um die Zahl q
| (Numerus) zu erhalten.

Die Basis a könnte in der Logarithmenrechnung theoretisch irgendeine
beliebige positive Zahl (außer f 1) sein. Praktisch jedoch weiden als
Basis nur die Zahl 10 und die Zahl e verwend.et. Hierauf wird ein wenig
später näher eingegangen.

AIle Logarithmen mit derselben Basis bilden ein bestimmtes Logarithmen-
sygtem. Beispielsweise wihde in einem Logarithmensystem rait der Basis 2
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In einem Logarithmensystem mit der Basis B ergibt sich:
slog 9 : 2; denn 3u : 9

slog 81 :4; denn 34 : 81.

Mit einem Logarithmensystem mit der Basis 1 kann man weder theoretisch
noch praktissh etwas anfangen, da alle Potenzen der Zahl 1 wiederum 1
ergeben.

W eiter e Z ahl,enb ei, a pdele

für Logarithmensysteme mit beliebigen anrleren Basen sind:
alog 64 : 3, weil 43 : 64 ist
6lo925 :2, » 52 :25 ist
elog 3 :0,5, ,, 9nu : $'/' : y'O : S ist
u?log 3 : r/r, ,, 27'1, :"11n :3 ist usw.

Wie groß auch immer die Basis eines Logarithmensystems gewifült sein
möge, immer lassen sich folgende Tatsachen feststellen:

a) Der Logarithmus der Zahl 1 zu irgendeiner beliebigen Basis ist gleich 0;
in Buchstaben

den:r ao :1 (Seite 131).

b) Der Logarithmus cler Basis ist stets gleich 1;

denn al : a.

e) Aus diesen beiden Sätzen sieht man, daß der Logarithmus einer Zahl
zwischeu I und der Basis stets eiu echter Bruch ist.

d) Der Logarithmus einer beliebig kleinen Zabl e, im Zeishen:

e+0 (e)0), also "loge, nähert sich für unbegrenzt verkleinertes e

dem Werte - oo.

Man drüci<t den Sachverhalt kurz symboiisch aus durch:

(vgl. S. 3B).

169

e) Der Logarithmus eines echten Bruches (also einer Zahl zwischen 0 undt 1)
ist negativ, weil "log 1 : 0 und ,log 0 : - oo ist.

In der Zahl der unendlich vielen möglichen Logarithmensysteme sind
nru die beiden folgenden Logarithmensysteme vou praktischer-Bedeutung:
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a) Das natürliche Logarithmensystom oalor de§

Napersche 1) Lo garithmensystem

Dieses System wird hauptsächlich in der höheren Mathematik und in
theoretischen Berechnungen verwendet. In ihm ist die Basis die Zahl

e :2,7182818 . . . Sie ergibt sich, wenn man in der Potenz /r + |) f* "
einen sehr, sehr großen'Wert, d. h. im Grenzfall2) oo, uiorut)t od", *"oo
man folgende Summe, die eine sog. Reihenentwicklu-ng der Zahl e darstellt,
mit möglichst vielen Glieclern berechnet:

e : 1 f I +* +i.+T +r+B.z + i.L. r. r. n., f "' usw.

Man schreibt die natürlichen Logarithmen nicht in der X'orm "log 100
:4,6052, sondern, vereinfacht nach DIN 1302, unter X'ortlassen der Basis e
und unter Verwendung der Buchstaben ln statt log: ln 100 : 4,6052 [ies:
natürlicher Logarithmus 100 gleich 4 Ko**a 6-0-5-2]. Allgemeia
schreibt man für 'logx: lnx.

Man merke eich: ln e : 1; denn e1 : e

ln0:-ooi rr €-*:0
ln 1 :0; ,, eo :1.

b) Das gewöhnliche oiler ilekatlische f,ogarithmensystom

oiler Briggssohes) Logarithmonsysten

Das Briggssche System hat die Basis 10. Statt l0log 100 : 2 schreibt man
nach DIN 1302: lg 100 :2. Man läßt also die Basis 10 sowie den Buch-
staben o in log fort.

1) Der englische Mathematiker John Napier [sprich: Nehper], auch Naper go-
nannt, lebte von 1550 bis 1617. Er isü der Entdecker des natihlichen Logariühmen-

'oysüems, auf das er durch die Bemühungen, eine kürzere Berechnung der Dreiecko
zu finden, geführt wurde. Er gab 1614 als erster eine Logarithmentafel heraus.

2) In cter höheren l\fathematik schreibt man den Grenzfall (, * *)", *""" " 
**

dem Wert o immer mehr und mehr nähert:

,'l-*(t * 'o)': "

[lies, 
lim"s (, * *) hoch n für'n nach unendlich sleich e.]

8) Der englischo Mathemaüiker llenry Briggs, der von 1556 bis 163l lebte, war
Professor der Geometrie in London und Oxford. Er entdeckte, daß ein Logariühmen-
system mit der Basis 10 bequemer im Gebrauch ist als das einige Jahro früher
von seinem tr'reunde Napier aufgestellte natä,rliche Logarithmengesetz. Briggo ver-
öffentlichte 1624 ale ersüer eine Tafel der Logarithmen mit 14 Dezimalstellen.
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allgemein für
Logarithmen

beliebiger Systeme

lg

gewöhnlicher
Logarithmus

Basis l0
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Zusammensteliung über d.ie mathematische Schreibweise des Wortes
Logarithmus.

ln
naüürlicher

Logariühmus
Basis e:2,7182818...

Im dekadischen Logarithmensystem, nach dem die in der Praxis ver-
wend.eten Logarithmentafeln aufgestellt sind, ist

1g1000:3 ,weil 103 :1000
1g100 -2 , ,,10' :100
lg10 :1 , ,,101 :10
lgl -0 , ,,100 :1

t7l

I

-1, ,, l0-r: io :0,1

-2,,, 1o-2:*r:o,ol

-3 , ,, 10-3: rfr:0,001
I

-@, ,, 10--: ro- : 0. Hie-rmit wird jedoch
rricht gerechnet!

Aus Yorstehendem sieht man, daß die Zahlen (Numeri) über I positive,
die Zahlen unter I negativeLogarithmen haben, oder, anders ausgedrückt:

I tst der Numerus größer als 1, so ist der Logarithmus positiv. Ist
! der Numerus kleiner als 1, aber größer als 0, so ist der Logarithmue

I negativ. Ist der Numerus gleich 0, so ist der Logarithmus - oo.
Das d.ekaclische Logarithmensystem bietet den Vorteil, daß man bei

einer Zahl (Numerus) aus der Änzahl ihrer Ziffern sofort erkennt, zwischen
welchen aufeinanderfolgenden garrzen Zahlen ihr Logarithmus liegt;

Beiapi,el:
Ig 8 liegt zwischen 0 und 1; er beträgt lg 8 - 0, . . .
1936 ,, ,, L ,, 2; ,, ,, 1936 -1,...19586 ,, ,, 2 ,, 3; ,, ,, 19586 :2,..,
lg234l ,, ,, 3 ,, 4; ,, ,, 192341 - 3, , . .

Statt der Punlle hinter dem Komma sind Dezima,lsteilen einzusetzen,
die man einer Logarithmentafel zu entnehmen hat.

Die Logarithmen rron Zahlen, die größer als 1 sind, bestehen aus eiuec
ganzen Zabl, die vor deul Komma steht - man nennt sie Kennzif fer
(oder auch Charakteristik) - und aus Dezimalstellen - sie heißen
Mantisse. Es ist

lg 2 :0,3010
lg 20 :1,3010
lg 200 : 2,3010

lg 0,1

lg 0,01 :
lg 0,001 :
lgo :

Ig 2000 3, 3010.\++
tft

Logaritömu Kenn- lfuntigge
(Numeruo > l) ziller
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/.\ I Die Kennziffer des Logarithmus ist gleich cler unn 1 vermind.erüen\-/ | Stellenzahl des Numerus, sofern dieser größer als 1 ist.

fst der Numerus ein echter Dezimalbruch (liegt er also zwischen 0 uncl 1),
so ist der Logarithmus negativ. Man schreibt ihn als Summe eines echten
Dezimalbruches u:rd einer negativen ganzen Zahl (Kennziffer);

Beispi,el:
lg 0,2 :0,3010 - 1 Ig 0,0002 : 0,3010 - 4.
lg 0,02 :0,3010 - 2 -l- :- ;
lg 0,002 : 0,301 0 - 3 I'ogu'ith-är) Mant'isee rosati,vi.

Die negative Kennziffer des Logarithmus von Dezimalbrüchen
ist so groß wie die Anzahl der Nullen vor der ersten Ziffer des
Numerus.

Bei der Bestimmung eines Logarithmus hat man zunächst die Kennziffer
nach Regel (a) oder (b) festzulegen. Sodann entnimmt man die Mantisse
des Logarithmus irgendeiner L o ga rith m e nt a f el.

Nachstehend ein Auszug aus der im ,,Ililfsbuch für Betrieb und Kon-
strultion" enthaltenen vierstelligeu Logarithmentafel:

_rv lo I r i z_i s | + 's o I z ls lg

(b)

300
301
302
303

477L
4786
4800
4814

4773
4787
4802
4816

4774
4789
4803
48r7

4776
4790
4804
4819

4777
479L
4806
4820

4778
4793
4807
4822

4780
4794
4809
4823

4781
4796
4810
4821

4783
4797
48t2
4826

4784
4799
48I3
4827

In dem vorstehenden Auszug sind in der ersten senkrechten Spalte
N (: No*urus) die Zablen. 300 bis 303 und daneben in 10 senkrechten
Spalten 0 bis 9 die Mantissen enthalten.

Der lg 300 hat nach Regel (a) die Kennziffer 2 und die Mantisse 4771.
Es ist somit lg 300 : 2,477L.

lg 300,3 hat ebenfalls die Kennzilter 2 und die Mantisse 4776, die man
in der senkreshten Spalte 3 findet. lg 300,3 :2,4776. lg 30,03 hat die
Kennziffer 1, weil 30,03 eine 2stellige Zahlist; die l\{antisse aber bleibt
dieselbe Zahl 4776. - Also: Ig 30,03 :7,4776.

Die Mantisse aller Zahler mit gleicher Ziffernfolge (hier 3003) ist dieselbe
(hier 4776).

We'i,tere Bei,spi el'e aus norstehenilern Auszug:
lg 3030 :3,4814
lg 0,303 : 0,4814 - 1

lg 0,03033 : 0,4819 - 2

lg 3,034 : 0,4820.

Die Umkehrung zu diesen Beispielen besteht in dem Aufsuchen des
Numerus, wenn der Logarithmus gegeben ist. Auch hierzu benutzt man
die Logarithmenta{el.
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Beiapiele:

I[ie groß ist x, wenn lg x : 3,4791?

Zur Mantisse 4791 gehört die Ziffernfolge des Numerus: 3014. Die Kenn-
ziffer des gegebenen Logarithmus beträgt 3; somit ist der Numerus yier-
stellig. x :3014.

lg x : 4,4827

lg x : 0,4816

lgx:0,4790-1
lgx:0,4771-2

Lösung: x:30390
, X :31031

,, x:013013

,, x:0103 .

Steht die Mantisse des gesuchten Logarithmus nicht in der Logarithmen-
tafel, so begnügt man sich entweder mit der nächstliegenden Mantisseoder
aber, was meistens nicht erforderlich ist, man bestimmt durch Interpolieren
(: Dazwischenschalten) die letzte Stelle des Numerus.

'![snn man eine genügende Sicherheit und Fertigkeit im Aufschlagen
der Logarithmen bzw. umgekehrt der Numeri hat, kann man an das Rechnen
mit Logarithmen herangehen. Das bringt eine bedeutende Zeitersparnis
und Erleichterung beim Nlultiplizieren, Dividieren, Potenzieren und Radi-
ziercn. Die Grundlage für das Rechnen mit Logarithmen ist die Kenutnis der:

c) 4 Logarithmengesetzo

Diese gelten für jedes beliebige Logarithmensystem. Es ist also gleich-
gültig, wie groß die Basis des Logarithmus ist. Nachstehend werd.en die
4 Logarithmengesetze für das dekadische Logarithmensystem (mit der
Basis 10) aufge{ährt und bewiesen:

I 1) Der Logarithmus eines Produktes
I i*t glui"h der Summe der Logarithmen der einzeluen X'aktoren.

lg (ab) : lga f lgb

Beweis: Aus a : 10, folgt in
Ebenso ergibt sich aus:

die logarithmische X'orm:

Durch Multiplikation von a und

oder logarithmisch geschrieben:

logarithmiscber Sohreibweise: m :lga.

§etzt man ftir
so ergibt sich:

b:10n
n : lgb.

b:
ab:10m.10o:10.to,

m+n:lg(ab).
:lga und n:lgb,

lg (ab) : lga f lg b w. z. b. w.
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2) Der Logarithmus eines Quotienten
ist gleich dem Logarithmus des Zählers vermindert ,m den Log-
arithmus des Nenners:

Beweis: Es sei a:10m oder m:lga
undb:10, ,, u:lgb.

Durch Division der 'Werte für a und b erhält man:

a 10m

u:ro;:lSm-n'
Logarithmisch geschrieben, ist: m - n : ,* (+) .

X'ürm:lga und n:lgb gesetzt, erhältman:

k(+) -lsu-lgb w.z.b.w.

3) Der Logarithmus einer Potetz
wird erhalten, werur der Logarithmus der Potenzbasis mit dem Potenz-
exponenten multipliziert wird.

lg (a') : n.lg a

Beweis: Es sei a : lQa oder, was dasselbe ist, q : |gs,.

Dann ist:
oder logarithmisch gesch-rieben:

Setzt man hierin für

an : (10t)n :10nq
nq-lg(a').

q : lga,
so erhäIt man die gesuchte Gleichung: lg(a"):n'lga.

4) Der Logarithmus einer 'Wurzel

wird erhalterl, wenn man den Logarithmus des Radikanden durch den'Wurzelexponenten dividiert.

n-_ Its-1":i.tgu

Beweis: Da man eine'Wurzel stets als Potenz mit einem gebrochenen
Erponenten schreiben [s,nn, so Iäßt sich ,iler Beweis für die Logarithmisrun*
einer Wurzel auf d.ieselbe Art wie unter 3. durchführen.

,- (+) :rea-1gb
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Zusammenf assung:

In der Logarithmenrechnung wircl zurückgefüIrt:
das Multiplizieren auf das Addieren: lg (a . b) : lg a { lg b

,, Dividieren ,, 2, Subtrahieren ' tg + : lg a - lg b

,, Potenzieren ,, ,, Multiplizieren: 1g (a") : n . lg a

,, Rad.izieren ,, ,, Dividieren: WW:*.r*r.
Beiapiel,e f är die 4 LogarithttuengeBetze:

1) Aus einer vierstelligen Logarithmentafel hat man entnommen:

lg2:0,3010 und lg 3:0,4771. IVie groß ist dann

a) 196 b) lg 1,5 c) lg8 d)lg/3?
Lösung: a) lg 6: lg (2.3) : lg 2 *le 3 :0,3010 +0,477L:0,7781

b) lgl,b :b(;) : tsB -tez :0,477L- o,B0I0 :0,1761

'c) lg 8 : lg (23) : 3 19 2 :3 .0,3010 : 0,9030

a) k/B :ä,* s:+ .0,.1771:0,2886.

2) \Mie groß ist die Seite des Quadrates mit dem Inhalt X' : 0,4 m2 ?

Lösung: E:as:0,41 u:l0A; d.urch Logarithmierung erhält man:

lg a : tsloA : !ateo,4 : 
+(0,6021 - 1).

Um nach der Division durch 2 eine ganze Zahl als Kennzi{fer zu erhalten,
formt man den Klammerinhalt um:

'I

lg a : 2 $,eOZt - 2) :0,8011 - 1.

Durch Aufsuchen des Numerus erhält man: a :0,6325 [m].

3) n'o[enile Äusdrücke sind zu logarithmieren:

,)H b) r E-a) 
lazb .,lasb .

füsung: ,) kp; : lga f 2lgb- (3lgc f lgd)

I

b) k l/@+#-{ 
: } tzrsr *lec - (2 lg rd f e) f lgr)l

3rr
c) lg 1ia2b 

. y'asb : ;(2lga * leb) *7 {aEu *lsb).
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4) x : 2,31'a. Wle groß ist x ?

Lösung: lg x : L,41g2,3 :L,4.0,3617
lg (lg x) : lg (1,4 . 0,3617) : Ig 1,4 f Ig 0,3617
: 0,1461 + 0,5583 - 1 - 0,7044- 1 .

Durch Aufsuchen des Numerus erhält man:
lgx : 0,5063 und x : 3,208.

5) Be-trägt der Durchmesser einer Kugel d [m], so beträgt ihrYolumen
V - O# [m3]; hierin ist z : 3,142 einzusetzen. Wieviel Liter Gas faBt

ein kugelförmiger Ballon vom Durchmesser d : 1,975 m ?

r r. t7 8,142. 1,9753IrOSUng: V: - O

lgY : 193,142 * 3lg 1,975 - lg 6
: 0,4972 + 3' 0,2956 - 0,7782
:0,4972 + 0,8868 - 0,7782: 0,6058

Y : 4,035 [mt] : 4035 [] .

d) Iler Zusammenhang verschioilenor Logarlthmensystemo

wircl clurch folgende 2 X'ormeln gezeigt.

tlog, :19s-#

bloga:-lo

Als Gedachtnishilfe für diese beiden Formeln wende man folgende ver-
einfachenden Schreibweisen an :

a&bbloga:=. uloga:>4 ologb:>=
-o-o

Die beiden Bormeln würden hiermit dann lauten:
a

(1) =L: -:- 
a', t

b b (2) T: b

-a

Betrachtet man clas für den Logarithmus als Symbol gewählte >< Zeichen
als Bruchstrich, so wären die beiden n'ormeln nach den Begeln für d.io

Bruchrechnuag ohne weiteres richtig; nämlich:
a

a ? r& I
E: I-UnOO:b.

c&

(1)

(2)

-c
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Zum Beweise der n'ormel (1) setze man: bloga : x oder, was dasselbe
ist, b=:a. Logarithmierb man diesen leLzten Äusdruck in einem Log-
arithmensystem mit der Basis c, so ergibt sich nach dem 3. Logarithmeo-
gesetz ' ,log & : olog (b,) : x. .log b.
Dividiert man beide Seiten dieser letzten Gleichung:

x clog b : olog a d,urch olog b,
eo erhält man: olog a

clog b

oder, da man für bloga:x gesetzt hatte:
. clos aDlog a : 

""h 
*. z.b.w.

Setzt man in d.ieser soeben bewiesenen X'ormel (1) c : a, so erhält man
alos a 1Dloga: 
"i;h- 

: 
"Iogb 

.

Und dies ist X'ormel (2).

Zusammenhang zwischen
natürlichem und gewöhnlichem Logarithmus

Setzt man in Formel (1) für b die Basis e des natitulichen Logarithmen
systems und für c die Basis 10 des gewöhnlichen Logarithmensystems ein,

so erhält man: ulog.:#ffi+ oder in genormter Schreibweise:

hu:F3 .rge
§Ian bezeichnet lg e mit dem

Modul M: lg e:0,43429

Der Kehrwert d.ieses Moduls hat die Größe
II
ri : o,+j+a :2'3026 '

Mit diesen Zahlenwerten ergibt sich:

lna: ipuru:2ga26.tga
in Worten: Kennt man den gewöhnlichen (oder dekadischen) Logarithmus
etr.er Zahl, so bestimmt man den natürlichen (oder Naperschen) Logarith-
mus dadurch, daß man den gewöhnlichen Logarithmus mii 2,3026 multi-
pliziert (oder durch den Modul M :0,43429 dividiert).

I Der absolute Zahlenwert des natihlichen Logarithmus einer Zahl
I ist größer als der des dekadischen Logarithmus.

f,athematik Teill. 12
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§etzt man in Formel (2) für a : e und für b :10, so ergibt sich:

lologe: 
#,

oder, genormt geschrieben:

lge: r#: M:0,43429,

I in Worten: Unter dem Modul der Logarithmenrechnung ver-

I steht man den dekadischeu Logarithmus der Zahl e oder den Kehr-

I wert deg natürlichen Logarithmus der Zahl10.

Auf goben zur Lo gar it,hrnenrechnung :

429) X'olgencte Poteuzgleichungen sincl in d.er X'orm logarithmischer Glei-
chungen zu schreiben:

e) 100'30103: I f) 100'1312e : e

430) Welches sind ftir die Basis 2 die Logarithmen folgender Zahlen:

a) 16, b) {2, ")'f2, d) h, e1 /_er

431) Welches sind für die Basis 3 die LogarirrhTo folgender Zahlen:

a) 1, b) 27, 
") ;, d) /3, e) '/27 ?

432) Wie groß ist auf Grund der Begriffserkläru:rg des Logarithmus die
Größe x in den folgenden Gleichungen:

a) x : zlog0,25 c) ziogx:3 e) 'log 81 : 4

b) x :2log 0,125 d) 2log x : 8 f) 'log L6 :4?
433) Nach der Tafel der Briggsschen Logarithmen ist le 2 : 0,30103. Wie

a) qE:a
c) 52:25

groß sind dann

a) lg 20,

ß4) f : (z:3,14159)

ß5) lfra:
436) y'g : [g : Erdbeschleuni-

gung :9,81 (ry,.»

ß?) s,l:

b) lg 2000, d) lg z!, I) le,[r.

Mit Hilfe einer Logarithmentafel sind die Zahlenwerte der Aufgaben
434...443 zu bestimmen :

b) bl : n [Merke: BasisLJsaritnmus: Numerus]
d) 0,13 :0,001 g) e2'3026: 10 .

c) lsä, e) lg (23), üb\s

438) 0,2464:
43e) /13pt.l2W:
440) ]/76,03:
44\ 10,2456:
4+2) 0,9t265 :
443) 1,o3io --
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444) \üie läutet die mittlere Proportionale za:

a) 56 und 65
8_ 1_.

b) /a und /3 ?

Anleitung: Nach S. 118 ergibt sich x als mittlere Proportionale zu

a und b, wenn x : y'a + ist.

445) Aus der Gleichung: x : (, + l\" ist x zu berechnen für" \ nl
a) n :5, b) u:10, c) n:100?

446) Mit Hilfe des Moduls M : 1g e :0,43429 sind zu bestimmen:
a) ln 1 : b) ln 10 : c) 1n0,1 : d) ln 100 : e) ln 1000 :

447) Eine wievielstellige Zahl ist 263?

448) Der Barometerstand am X'uße eines Turmes beträgt b : 771,9 mm
und an seiner Spitze B:757,7mm. Wie hoch ist der Turm?

Anleitung: Unter Yernachlässigung des Temperaturunterschiedes
an den beiden Meßstellen berechne man die Turmhöhe aus:

H : 18380 (lg b - lg B) : Turmhöhe in m.

449) Der thermische Wirkungsgrad 4tu (das ist das Yerhältnis der in
Ärbeit umgesetzten Wärme zu der zugeführten '!Yärme) des Otto-

motors beträgt: Ttn:l- #
Es möge in dieser Gleichung betragen: Das Yerdichtungsverhältnis

e : 5 und das Verhältnis der spez. Wärmen x :1,4,
'Wie groß ist dann der Wirkungsgrad 4tu in Prozent ?

460) Durch eine Transmissionswelle werden bei 250 U/min 8 PS über-
tragen. W'ieviel mm stark ist die Welle auszuführen ?

Anleitung: Man berechne den Wellendurchmesser d in cm aus del

Überschlagsgleichung: a : fZl*;
hierin ist N : Leistung in PS und n : U/min.

451) Wie groß ist die Zahnteilung t in mm
für ein Ritzel rrrit z : 14 Zäbnen
für einen Elektromotor mit N : 3,5 PS bei n : 1000 U/min
auszuführen ? Man wähle die spez. Zahnpressung c :37 kg/cmz u:rd
das Breitenverhältnis V :3,5!

Anleitung: Man rechne nach der X'ormel:

und erhält t in cm.

I ._-_
t l7l62O.N.2.zt - t/_-_y c.tp.z.L

452) Durch einen offenen Riementrieb wird. eine Umfangskraft P : 160 kg
übertragen. Der Riemen umspannt die kleinere Riemenscheibe des
Elektromotors mit einem Winkel d.:172o. Die Reibzahl für den
Biemen auf Grauguß-Scheibe betrage p :0,28. Wie groß sind die
Riemenkräfte im gezogeoen urrd ziehenden Riementeil?

L2*
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Anleitung: Die Riemenkraft beträgt:

im ziehenden Teil: Sr:P .*"3
und im gezogenen Teil: l52:p. *-r- t.
c ist im Bogenmaß einzusetzen (s. S. 59)

o :t!2r;" : z; e :2,718 .

453) Ein Hanf seil ist über ein Rohr aus Grauguß geführt und umschlingt
es in einem Winkel a:250". Eine an dem einen Seilende hängende
Last Q wird durch eine an dem anderen Ende angreifende Zug-
kraft P : 40 kg gehalten. Wie groß ist die Last Q ?

Anleitung: IIan rechne mit Q: p. slra und setze i:ur p,:0,?,6
- 250".n

und «: fäo; : 4,36.

454) Unter dem in crn gemessenen Trägheitshalbmesser i eines Profils

versteht man: i :l +; hierin ist I das Trägheitsmoment in cma uud

E die QuerschnittJflache in cmz. n'ür d.en I Stahl I 12 entnimmt man
einer Stahlbauprofiltabelle: I : 328cma und F :14,2 cm2. W'elcher'\Yert für den Trägheitshalbmesser i müßte in der Tabelle für dieses
Profil verzeichnet sein ?

455) IVie groß ist der elektrisclie 'Widerstand R in Ohm eiues
I : 10,35 km langen Eisendrahtes vom Durchmesser d : 2 mm,
wenn der spezifische W'iderstand Q : 0,125 beträgt ?

Anleitung: n : a'#t hierin: n - 3,!4,1 :Längeinm,
g:spez.Widerstand, d : Durchmesser in mm, R : Widerstand in.(J.

456) Der \{iderstand. eines Heizkörpers beträgt R : 80,75 Q. Er verzehrü
eine Stromstärke I :3,25 Ä. W'ie groß ist die in 20min erzeugte
W'ärmemenge Q in kcal?

Änleitung: Fiießt ein Strom IAmpere während t Sekunden durch
eiueu Draht vom Widerstand R Ohm, so beträgt uach dem Jouleschen
Gesetz die in kcal entwickelte Wärmemenge

Q :0,0002412 'R't .

4.57) Eine lYerkstatt, die 12,5 m lang uncl 9,75 m breit ist, soll eine Be-
Ieuchtungsstärke E : 35 Lux (Lx) erhalten. Wie groß ist bei einer
Lichtausbeute ?l:0,25 der Lichtbedarf @ in Lumen (Lm)?

Anleitung: @ : LI; hierin X' : Bodenfläche in m2.
4
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458) Nach dem Kirchhoff schenl) Gesetz über Stromverzweigung ver-
halten sich die in 2 parallel geschalteten Wiclerständen r. und ra

fließenden Stromstärken i, und i, umgekehrt wie die Widerstände
zueinander. Es gilt also die Beziehu:rg: i1 : i, : rr;1r.

Wie groß ist r, ftir i1:2,5 A; ir:3,84; r, :0,955Q?

VIII. Das Redrnen rnit dern Rechenschieber

Im praktischen }laschinenrechnen bedient man sich zum Multiplizieren
und D^ividiereu fast ausschließlich des Rechenschiebers. Er kann äuch an
Stelle mal,hematischer und trigonometrischer Tabellen zum Bestimmen der

Quadratzahleu und Kuben (3. Potenzen) sowie der Quadrat- und Kubik-
wurzeln, ferner zum schnellen Ermitteln des Kreisinhaltes bei gegebenem
Durchmesser und zum Äufsuchen der trigonometrischen tr'u*tionen (sin,
cos, tg, ctg) verwendet werden. Eine bisweilen auf der Rückseite eines
Rechenschiebers angebrachte kleine flache Rechenmaschine (Castell-
Addiator) macht den gewöhnlichen Rechenschieber auch zur Ausführuag
von Additions- und Subtraktionsaufgabeu geeignet. X'erner gibt es noch
§onder-Reehenstäbe für spezielle Rechenaufgaben der Praxis; z,B.:
Schnittzeitbestimnoung, Berechnung der Riemenleistung und -geschwindig-
keit, Tragkraft von n'edern, 

'Wellenberechnung 
auf Biegung und Verdrehung,

Wechselräd.erbestimmung, Gewichtsberechnung uud uoch viele ancleres).

Die Yorzüge und Anwendungsmöglichkeiten des Rechenschiebers sind
also auf technischen Gebieten sehr groß. Er gehört zu dem unumgäng-
lich notwendigsten Handwerkszeug eines Ingenieurs oder Technikers.

Die bekaratesten Rechenschiebersysteme sind clas System Rietz und
das System Darmstadt, das seinen Namen nach der Technischen Hochschule
Darmstadt trägt, auf cler dieser Rechenschieber entwickelt wurde.

Ein jeder Rechenschieber besteht aus dem Gehäuse (Stab), in dem die
verschiebbare Ztnge gleitend geführt wird, sowie aus dem üher Gehäuse
und Zunge verschiebbaren Läufer aus Glas mit Ablese-Markenstrich.

Das charakteristische Merkmal eines Rechenschiebers sind die auf dem
Gelräuse und der Zunge aufgetragenen logarithmischen Teilungen,
die clie Ausführung des Multiplizierens und Dividierens ermöglichen.

\[ürde man statt der logarithmischen Teilungeu normale Teilu:rgen mit
gleichmäßigen Teilstrichabstänclen vetwenden, wie sie jeder Maßstab, Zoll-
etock oder Bandmaß besitzt,, so könnte man mit einem solchen Stabe nur
addieren bzw. subtrahieren.

r) I{irchhoff (1824 bis 1887), von 1854 bie 1875 Professor der Physik in Ileidelberg,
dann in Berlin,:; Auf diese Sonder-Rechenstäbo kann im Rahmen dieses Buches niehü oin-
gegengen werden. Im Band Körwien, ,,Graphisches Rechnen (Nomographie)" des
gleichen Verlages sind sie eingehend behantlelt,

l8l
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Bild 51

Sfob Normdle Teilung

Schiebt man nämlich bei normalen Teilungen, wie die obenstehende Ab-
bildung zeigt, die Zunge so weit nach rechts hin, daß der Teilungsanfang über
der 3 des Stabes liegt, so liest man unter der 2 der Zunge auf der Stabteilung 6
ab. Dies ist dasErgebnis derAddition 3 +2:5. Durch Aneinandersetzen
der 3 und 2 cm langen Strecken erhält man die 5 cm lange Strecke als Er-
gebnis der Streckenaddition. Umgekehrt führt man das Subtrahieren einer
Strecke von einer anderen aus. Die vorstehende Schieberstellung verd.eut-
licht die Subtraktionen: 4- 1 :3 oder 5-2:3 oder 6 - 3 :3 usw.

Auf der Zahlengeraden des metrischen i\faßstabes errichtet man in den
einzelnen Punkteu 0...10 Senkrechte nach oben und trägt auf diesen
die zugehörigen Werte der Logarithmen als Strecken in einem bestimmten
Maßstabe ab. Da lg 10 : 1 ist, so hat man die Senkrechte im Punkte 10
gleich der Längeneinheit zu machen. Man wähle als Längeneinheit eine
Strecke von 25 cm Länge. - Die Skalenlänge der gebräuchlichen normalen
Rechenschieber beträgt 25 cm. - Beispielsweise hat man die Senkrechte
im Puuküe 8 des metrischen IlIaßstabes (25.0,9031 :)22,58 cm lang zu

maohen, da lg 8 : 0,9031 ist.
Yerbind.et man die auf dieso
Weise auf den Senkrechten er-
haltenen Punkte miteinander,
so erhält man die sog. log-
arithmische Kurve. Dieso
schneidet, da lg 1 :0 ist, die
Zahlengerade im Punkte 1.
Zwischen den Punkten 0 und 1

erhält man ftu die logarith-
mische Kurve keine positiven
Werte, da die Logarithmen
der Zahlen zwischen 0 und 1

(rL h. die Logarithmen von
echten Brüchen) negativ siad.

Geht man von jedem Punkt
der logarithmischeu Kurve aus
nach rechts bis auf eine Par-
allele zu den errichteten Sen-k-
rechten, so erhält man den
25 cm langen logarithmischen
Maßstab. (In der vorstehenden
Abbildung beträgt rlie Maß-

Bild 52

Herstellung einer logarithmischen Toilung
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stablänge mit Rücksicht auf Platzersparnis nur 66 mm.) Bei ihm sind
die Logarithmen der Zahlen als Strecken aufgetragen. Die au die einzelncn
Punkte des Maßstabes angeschriebenen Zahlen
jedoch sind die Numeri der betreffenden Log-
arithmen. Die Teilung des Rechenstabes ist in ihren
untereinander ungleichen Abständen d.en Mantissen
der Briggsschen Logarithmen proportional.

Zur Anfertigung einer logarithmischen Skala
braucht man nicht den soeben erklärten Umweg
über die logarithmische Kurve zu machen; man
kann vielmehr die einzelnen Teilpuukte sogleich
auf Grund der Zahlenwerte auftragen, die man
einer Logarithmentafel entnimmt. Die neben-
stehende Äbbilclung zeigt die 2 untereinander
liegenden und aneinander vorbeigleitenden log-
arithmisshen Skalen des Stabes und der Zange
eines Rechenschiebers,

In der gezeichneten Stellung der Zunge liegt die
1 der Zungenskala über dem mit 1,2 bezeichneten
Punkt der Stabskala. Unter der ZaTi 2,5 der Zan-
genskala liegt die Zahl\ der Stabskala. Hier ist
die Streckenaddition lg 1,2 f lg 2,5 : lg (1,2 . 2,5)
: lg 3 veranschaulicht. Man erkennt, daß der
mit logarithmisch geteilten Maßstäben durchgeführ-
ten Streckenaddition die Multiplikation 1,2 . 2,5 : g

entspricht.
Um allgemein das aus den beiden Zahlen a und b p

oehildete. Prodrrkt a,h zrr herechnen- sehieht me,n 5gebilclete Produkt ab zu berechnen, schiebt man §
äen Änfangsstrich 1 der Zungenskala über die Zahl '\
a der Stabskala und liest unter der Zahl b der
Zungenskala das Produkt: ab auf der Gehäuse-
skala ab; denn lg a + lg b : lg (ab).

Auf diese 
'Weise 

lassen sich im Rahmen der Ab-

§le
.5-.§N
Orßt.
h=':m
§

t-
IJ
§to-{

-N

o

@

r

+

lesegenauigkeit, die die logarithmische Skala ge-
stattet (meistens 3 . . .4 Ziffem) und die in den
meisten X'ällen für die Zwecke der Praxis ausreicht,
sämtliche Multiplikationsaufgaben ausführen.

Ebenso läßt sich in umgekehrter Reihenfolge die
Division zweier Zablen auf eine logarithmische
Streckensubtraktion zurückführen. Die letzte X'igur
zeigt gleichzeitig die Lösung der Divisionsaufgabe
3:2,5:1,2; denn es ist:

lg 3 - 192,5 : lg (3 : 2,5) :lgl,2 .

_ Soll allgemein a : b berechnet werden, so verschiebt man die Zunge so,
daß die Zali b auf der Zunge über dieZabl a des Stabes zu liegen kommt.
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Unter der I der Zunge liest man dann auf der Gehäuseskala den Quotienten
a: b ab; denn es ist:

lgu-lgb:lg(a:b).
Bei der Ausführung mehrfacher Multiplikations- und Divisionsaufgaben,

u.S.?1:4!-, berechnet man zweckmäßig zuerst den Quotienten,3,4:2,7
unrl multipliziert das Zwischenergebnis, das zwar unter der 1 der Zungen-
skala steht, aber ohne Interesse ist, mit 4,25, ohne daß man die Zunge
noch einmal zu verschieben hat. Das Endergebnis steht unter der 4,25
der Zungenskala und gibt die Ziffernfolge 5 3 5 an. Zur Bestimmung der
Stellenzahl des Ergebnisses geben die Gebrauchsanweisungen für den jeweils
verwendetenRechenschieber sogenannte Stellenregeln au, die aber, so ein-
fach sie auch sein mögen, leider in der Praxis leicht zu Verwechslungen und
Fehlern führen können. Sicherer rechnet man, wenn man, soweit dies mög-
lich ist, durch eine einfache Kopfrechnung mit grob abgerundetenZab.len-
werten das Ergebnis überschlägt. Im letzten Beispiele würde man
rechnen:

?+'4'25 :\! = 4: d. h. das Endergebnis liegt in der Nähe von 4. Es2,7 3'-'r'
beträgt laut der mit dem Schieber ermittelten Ziffernfolge: 5,35.

Bei der aufgabe: ?ffi;*H#ä#*# :,
bestimmt man zunächst ohne Berücksichtigung der Dezimalstellen der
einzelnen X'aktoren die Ziffernfolge des Ergebnisses, indem man zweck-
mäßig in folgender Reihenfolge den Schieber betätigt:

(234:135' 173) : (zt9 ' 347): (452'227) .

Man erhält die Ziffernfolge: 239.

Zur Ermittelung der Stellenzahl des Ergebnisses denkt man sich die in
der Aufgabe gegeblnen Zailen in Produkte einstelliger Zahlen und Zehnet-
potenzen verwandelt; also:

2-r!:v:]!a:v:],s: Lo' . ?.4 . r9-"
I,35. I0-5 . 2,18 . 102 . 4,52 .103

Die Zehnerpotenzen zusammengefaßt, ergibt:
101. 103. l9:. i9.- 

3 _ 101+B+z_B_(_5+z+B) : 104 : 1000.tO-o.tgz.t6e -'"

Mit den einstelligen grob abgerundeten Zdhlen ergibt eine Überschlags'
rechnung:

2.2.4.2
l.275';=o'

Die oben durchgeführte Schieberrechnung ergibt genauer: 2,39.

Das Ergebnis lautet somit: 2,39'1000 : 2390.
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Außer den beiden 25 cm langen Hauptskalen des normalen Rechen-
schiebers sind auf ihm noch 2 nur halb so lange logarithmische Skalen vor-
handen. Auf 25 cm Länge kommen 2 hintereinander liegende 12,5 cm lange
Skalen. Diese werden zur Bestimmung der Quadratzahlen (sowie um-
gekehrt der Quadratwurzeln) benutzt. Nach dem 3. Logarithmcngesetz
(S.174) ist:

lg(az):Zlga,

I d.h.: Die logarithmische Skala d.er Quadratzahlen ist
I halb so lang wie die der Basen der Quadratzahlen.
Die Skala für die Kubikzahlen hat nur l/s der Länge der normalen Log-

arithmenskala; denn
lg(aB):3.lga.

Die Handhabung eiues Rechenschiebers und seine vielfachen Verwen-
dungsmöglichkeiten werden in der zu jedem Rechenschieber gehörenden
Änleitung erklärt. Dieses Kapitel beschränkte sich lediglich aul die Er-
klärung der mathematischen Gruadlagen für das Rechnen mit dem Rechen-
schieber. Einige nachfolgende Ubungsaufgaben mögen zur Erhöhung der
Sicherheit beim Multiplizieren u:rd Diviclieren beitragen.

r85

Au,f gaben:

459) 7,6.2,5
460) 2,3 .0,12 :
461) 620 . 7,5 :
462) 5,4. 470 :
463) 0,79 .0,55 :
464) 1,07 .2L,5 :
465) 21,6. 1,11 :
466) 77,5. 8,58 :
467) 5,65.27,4 :
468) 92,5.23,8 :
469) 1,23 - 4,56 . 7,8 :
470) 87 . 6,54.0,321 :
477) 2,46. 87,5 . 3,1 :
472) 9,75. 3,15 . 7,82 :
473) 0,864 .2,46 .5,79 :
474) 158 i 24,6 :
475) 24,6:1,35 :

476) 6,54:2,3L :
477) 0,124:0,0402 :
478) 10,2:5,73:
479) 3,22:10,4 :
480) 40,8:204:
481) 687:0,95 :
482) 97,2:645 :
483) 0,705:8,55 :
484) 

4P: 4: :

485) L5arr4 T!:

4sqffi-"..":
,.-, 9,81 . 2100. 0,62*ol'/ - sJ4.5 -:
. ^ -. r54 . 2L.5 . 0.024
aBE) gs,a . 3 n,rtb,r :



C. Das Rechnen mit Gleichungen (Algebra)

I. Die verschiedenen Arten von Gleichungen

Die bisher behanclelten Rechenoperationen, auf deren gründlichste Be-
herrschung nicht oft genug hingewiesen werden [snn, werden beim Rechnen
mit Gleichungen verrpenilet. Die Lehre von deu Bestimmungsgleichungea
mit einer oder mehreren Unbekannten ist die Algebra. Das Wort ,,Algebra"
stammt aus dem Arabischen (Al-dschebr)und bedeutet das Eerüberbringen.

Durch eine Gleichung werden, wie der Name schon sagt,2 Größen ein-
ander gleichgesetzt. Sie werden durch das Gleichheitszeichen : yorr-
einander getrennt. Die eine Größe steht auf der linksa, die andere auf der
rechten Seite der Gleiohung.

Man unterscheidet folgencle Arteu voa Gleichungen:
a) Iclentische Gleichungen,
b) Bestimmungsgleichungen,
c) X'unktionsgleichungen.

Zu a) Mathematische X'ormeln sind identische Gleiohungen.
Der Satz: ,,In einer Summe ist die Reihenfolge der Summanden beliebig"

läßt sich durch die Formel a +b +c f d:b +d *c *a darstellen.
Diese X'ormel ist eine identische Gleichung; in ihr wird die auf d.er linken
§eite stehende Summe a + b + c f d der auf der rechten Gleichungsseite
stehenden Summe b +d *s *a gleichgesetzt.

Beispiele:
(a*b)2:a2+2abf ba

(a-b;z:o'2- 2ab 1ba
a2 -l:2: (a + b) (a - b)
a'b'c:a'c'b
(u *b)(c *d) :a c *ad f bc f b d
a2bfab2:ab(alb)
a2 b2 : (a b)g

1@:"rli.
Identische Gleichungen sind für jeden Zahlenwert der gegebenen Größen

&, b, c usw. richtig. Sie drücken allgemeingültige 'Wahrheiten 
aus.
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Zu b) Die Bestimmungsgleichungen tmgen in sich den mathema-
tischen Befehl, die in ihr auftretende ünbekannte zu bestimmeu; z. B.:

2x -6:L2(x:9) ooer

Man bestimmt die Unbekannte einer Bestimmungsgleichung also der-
art, daß bei Einsetzen des berechneten 

'Wertes der Unbekannten in die
gegebene Bestimmungsgleichu:rg diese zu einer identischen Gleichung
wird. (Dies kommt einer Probe ftir clie Richtigkeit des berechneten
Wertes der Unbekannten gleich.)

Sind in einer technischen n'ormel alle Größen bis auf eine bekannt,
so läßt sich eine solche X'ormel als Bestimmungsgleichung anspreohen.

Aue der Gleichung für das Ohmsche Gesetz: U: I.R (U: Spannung
in Y; I : Stromstärke in A und R: Widerstancl in f,J) kann man eine
der 3 Größen U, I und R bestimmen, wenn die beiden auderen gegeben sind.

Beicpi,ele:

Zugspannung o
Belastende Krafb P
Querschnitt n'
'Wellendurshmesser 

d
Leistung N
Drehzahl n
'Widerstandsmoment IY eines recht-
eckigen Balkenquerschnittes
Balkenbreite b
Balkenhöhe h

Umfangsgeschwindigkeit v
W'ellendurchmesser d
Drehzahl n
(n :3,14)
Leistung N
Umfangskraft P
Umfangsgeschwindigkeit v

Drehmornent M1
Leistung N
Drehzahl n

Biegemoment M5
Widerstandsmoment lV
Biegespannung o6

2*: I(x:3)

PO:F

4

d :12 1/\yn

*: !#

drznv:-o -

I,-
N -- !_l

ltt

§It:. ?1620 
N

l[6:1Y.oo.

I
I

I
l

Neben diesen einfachen Beispielen für Bestimmungsgleichu:rgen kann die
Unzahl aller technischen X'ormeLr angefährt werden.
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Die zu bestimmende Größe, die man nach gegebenenfalls erford.erlichen
mathematischen Umformungen der Gleichung berechnen [ann, nen:rt man
die Unbekanute der Gleichung. In der Mathematik bezeichnet man die
unbekaanten Größen mit den letzten Buchstaben des Alphabets, also mit x
oder y oder z. Die bekannten Größen dagegen werd.en mit den ersten
Buchstaben des Alphabetes a oder b oder c usw. benannt.

Die Gleichung
2x- a: 15 b

stellt in mathematischer tr'orm eine Bestimmungsgleichung dar. Man kann
aus ihr d"ie unbekannte Größe x bestimmen, wenn a und b irgendwelche
bekannte Größen sind.. I{ur für d.iesen einen berechneten Wert von x ist
diese Gleichung richtig.

Zu c) Eine X'unktionsgleichung enthält 2 oder mehrere veränderliche
Größen, die voneinander abhängig sind. X'unktionsgleichungen werden
durch gerade Linien oder Kurven in der Technik dargestellt.

Bedspi,ele: y:3x Y:Zaxz
9 xz * 4yz :36 y:ax3+b.

Im folgenden werden zunächst nur die unter b) angeführten Bestimmungs-
gleichungen behandelt. Erst bei den zeichnerlsc\en Lösungsverfahren der
Gleichungen kommen wir auf die Funktionsgleichungen zurück.

Neben dieser Einteilung der Gleichungen nach iLrer Ärt (identiscle
Gleichungen - Bestimmungsgleichungen, X'unktioasgleichu-nge1) unter-
scheidet man die Gleichungen nach der in ihnen vorkommenden höchsten
Potenz der lJnbekannten. Man spricht von dem Grad der Gleichung:

Eine Gleichung, in der die Unbekannte x in der 1. Potenz vorkommt
heißt eine Gleichung l. Grades oder eine lineare Gleichung.

Beis p iel: 3x *5 :32.
Kommt die Unbekannte in quadratischer n'otm vor, so hat man es mit

einer quad.ratischen Gleichung za tan.
Bedspi,el: 7x2*25x:72.
Gleichungen 3. Grades mit der Unbekannten in d.er S.Potenz (xs) heißen

kubische Gleichungen.
B ei spi el: 2xB*x2-x-18:0.
Gleichungen, in denen die Unbekannte in der 4.Potenz (xa) vorkommt,

heißen: Biquadratische Gleichungen.
Beispiel,: 2x4*x2-3:0.
Ällgemein nennt man eine Gleichung, in der die Unbekannte den Potenz-

exponenten n hat, eine Gleichuug n-ten Grades.
Beispi,el: axo +bx'-1 *cxa f x:d.
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Es wird sich ergeben, daß
a) eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten x eine Lösung besitzt,
b) ,, quad.ratische ,, ,, ,, ,, X zwei Lösungen ,, ,
c) ,, kubische ,, ,, ,) ,, x drei ,, ,,

Allgemein: Eine Gleichung n-Grailes mit einer Unbekannten x besitzü
n Lösungeu, wenn auch komplexe Zahlen als Lösungen
zugelassen werd.en. (Dieser Sachverhalt wird in dem sog.

,,n'undamentalsatz der Algebra" der höheren Mathematik
bewiesen.)

Äls ein weiteres charakteristisches Unterscheidungsmerknal für Glei-
chungen wählt man die Zahl der Unbekannten, die in einer Gleichung
auftreten. Meistens kommt nur eine Unbekannte, nämlich x, in eiler
Gleichung vor. Solche Gleichungen sind Gleichungen mit einer Un-
bekannten.

Treten in einer Gleichung noch weitere Unbekannte a:ul; z. B. y, z oder
sogar uoch u, v und. w, so hat man es je nach der Zahl der Unbekannten
mit einer Gleichung mit 2 oder mehreren Unl:ekannten zu tun.

II. Die Gleidrungsgesetze

Jed.e Gleichung kann man mit einer Zweitafel-Waage, die sich im Gleich-
gewichtszustande befindet, vergleichen. Auf der linlren W'aagschale muß
die gleiche Gewichtsmenge wie auf der rechten Waagschale liegen. Liegen
z. B. Iinks 5 kg Stahl, §o müssen auf der rechten Seite, wenn die 'Waage

im Gleichgewichtszustande sich befinden soll, 3 kg Blei und 2 kg Aluminium
oder ähnliche Stoffe liegen, die zusammen ein Gewicht von 5 kg haben.
Bei einer Gleichung sind die beiden Seiten mit den auf den beiden Waag-
schalen aufliegenden Gewichten zu vergleichen.

Der Gleichgewichtszustand. einer'Waage wird nicht geändert, wenn man
auf jede W'aagschale ein und dieselbe Gewichtsmenge hinzulegt od.er fort-
nimmt. Auch kamr man die auf der linken Schale liegende Gewichtsrnenge
verd.oppeln oder verdreifachen oder mit einer beiiebigerZahl multiplizieren,
wenn man auch gleichzeitig zat Aufrechterhaltung des Gleichgewichts-
zustandes mit der auf d.er rechten Schale liegenden Gewichtsmenge das-
selbe macht. Nehme ich von der linken Waagschale einen bestimmten Teil
fort, so muß ich es auI der rechten Seite auch tun. Sonst würde die rechte
Seite zu schwer sein. Diese mechanisch leicht einleuchtenden Tatsashen
lassen sich aul d.as Rechnen mit Gleichungen anwenden.

Es ergeben sich folgende 4 Grundgesetze:
I I. Gleiches um Gleiches vermehrt oder vermindert ergibt
I Glui"h"..
BeiderGleichung xfa:c

subtrahiert man auf der Iinken und auf der rechten Seite a uud erhält
x+a-&:c-a ocler x:c-a.
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Betrachtet man dieses Ergebuis für x mit der gegebenen Gleichung, so sieht
man folgendes: Das Glied *a der linken Seite der gegebenen Gleichung
erscheint in der Ergebnisgleichung auf der rechten Seite als - a.

BeiderGleichurg x-b:d
sählt man auf jeder Seite f b hinzu und erhält

x-b*b:d+b od^er x:dfb.
Im Ergebnis steht rechts fb, während in der gegebenen Gleichung auf
{61 linken Seite - b stand.

Zusammenf assuug:

I Kommt ein Glietl auf die andere Seite der Gleichung, so muß man
I ih* das entgegengesetzto Yorzeichen geben.

a) Gegeben ist die Gleichung f,: U.

Man multipliziert beide Gleichungsseiten mit a und erhält:

l.a:ab oder a:ab.

In der gegebenen Gleichung war a der Divisor der linken Seite (a stand im
Nenner). Im Ergebnis iet a auf der rechten Seite zum X'aktor geworden.

'weitere BeisPiele: 
o) g* : -i ;

beide Seiten mit 3 multipliziert, ergibt:

ä.u:*., oder x:1.

ar X b.
Pl 2o: 2.t

Aufgaben:

1)x*3:10 4)6,3:x{2,3 7)6f7{lx:121,
2)7lx:5 5)x-5:5 8)x-1,25:sl4

3)x*1,6:1,? 6) x-zle:'ls Ji i;;;::ä.
I II. a) Gleiches mit Gleichem multipliziefi ergibt gleiche
I 'Produkte-

I Ol Gleiches durch Gleiches dividierü ergibt gleiche
I Q"otienten.
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beide Seiten mit 2 a multiplizierü, ergibt
x - h - ,d.er x:"!.ZÄ.Za: Za-ze c 

"
b) Gegeben ist die Gleichung & . x : c.
Man dividiert beide Gleichungsseiten durch a und erhält

1t': ; od.er *: *.
In der gegebenen Gleichung war a der X'aktor der linken Seite. Im Ergebnis
cteht a als Nenner der rechten Seite.

Beiopiel,e:

a) 3x: l3 oder

B) 3ax: $ oder

Zusa mmenf a ssung:

I Eine Größe, die als X'aktor aul der einen Gleichungsseite steht, kann
I auf die andere Gleichungsseite als Divisor gebracht werden und um-
I gekehrt.

Beiapdele:

a) Gegeben: x2 : 9. Man zieht aus d.er linken uncl aus der rechten §eite
die Quadratwurzel und erhält:

ytr:1ß oder x: t3
b) xo:a. Man zieht clie n-te Wurzel und erhält:

?"": ?; oder *:W
") 

yi:a in die 2. Potenz erhoben, ergibt: (/i)r:as oder x:&8.
) \'""-t"bü! Vorzeichen dor Wurzel beachtenl

z.B. 
ry::J;

3x 18-r:.3 oder

3ax &'
sr:g.8, oder

X:6
aX: g

Aufgaben:

LL) 2,4 x :7,2 15) 0,4 x :,1, 1g) ,1 : &

12) 0,1 x: 10

&a 16) J: g'4 
fS) f : a

Lil2a=:,
14) abzx : azb 1?) # : 0,3 20) #6 : a b'

I III. Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden
I Seiten dieselbe Wurzel zieht oder beide Seiten in tlie-
I selbe Potenz erhebtl).
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I IY. Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man beide Glei-
! chungsseiten Iogarithmiert.
Gegeben a':b. Beide Seiten logarithmiert, ergibt:

xlga:lgb
durch lg a geteilt:

lsbv- ?
lga

28) /;:0,1
3.

29) 'f x: a

30) /;:0,04.

Beide Seiten

Aulgaben:

21) x8:8
22) x2: 0,09

24) x8:0,0125
25) xa:0,0016
26) a' :lfa
27) b2* : az%) x': fi

Eine Gleichung darf man sowohl von links nach rechts als auch in umge-
kehrter Richtung lesen. Wenn z.B. 2x : 15 ist, dann ist auch 15 :2x.
Ilfit anderen'Worten kann man dies wie folgt ausdrücken: Bei jeder Glei-
chung darf man die beiden Seiten miteinand.er yertauschen.

Bei einer Ungleichung ist dieses Vertauschen verboten.

In der Ungleichung x> 2 a darf man nicht x und2 a gegeneinand"er ver-
tairschen; also nicht: 2alx. Yertauscht man bei einer Ungleichung die
beiden Seiten, so muß man auch das Ungleichungszeichen ändern; aus
x)2a folgt 2 a < x. (Yergleiche das auf Seite 4 über das Ungleichheits-
zeiohen Gesagte!)

III. Die Lösungsverfalrren von Gleichungen

1. Reehnerisehe Lösungsverfilhren

a) Lineare Gleichungcn mit einer Unbekannten

Das Ziel der Berechnung ist: Es soll durcb- Rechnung die Unbekannte
x oder y oder z- je nachdem wie man sie genannt hat - mit positivem Vor-
zeichen auf die eine Seite der Gleichung für sich allein gebracht werden.
Man nennt dieses Yerfahren auch: das Auflösen der Gleichung nach der
Unbekannten x (od.er y bzw. z).

Beispiel,:
fn der Gleichung 2xl3:3x-2 erscheint die Unbekannte x so-

wohl auf der linken als auch auf der rechten Seite. n'erner aber ist x
nooh mit multiplikativen Konstanien verbunden. Die Aufgabe soll so um-
geformt werden, daß man als Ergebnis (Lösung) erhält x :5. Daß diese
Lösung richtig ist, erkennt man daran, daß die gegebene Bestimmungs-
gleichung 2x *3:3x- 2 durch Einsetzen des'Wertes 5 für x zu einer
identischen Gleichung wird, bei der auf der linken Seite derselbe Zahlew



Lösung suerfahren uon Gl,eiclt,ungen: Reolrnerieche

wert wie auf der rechteu steht. blan erhält hier 2.5+3:3.5-z
oder 13 :13. Um zu dem Ergebnis (x:5) zu kommen, verwend.et mau
folgendes

Lösungsverfahren:

Sämtliche Glieder mit der Unbekannten x werden 6uf fli6 [inks
Gleichungsseite, alle anderen Glieder auf die rechte Seite gebraoht. Man
ordnet die Glierler.

Also hier:' 2x-3x:-2-3 oder -x:-5.
Um auf der linken Seite f x zu erhalten, multipliziert man die linke und

die rechte Seite mit - 1 und erhält

x :5.
Sind auf einer Gleichungsseite Klammsrn vorha,nden, so hat man zuaächst
d.ie Klammern durch Ausmultiplizieren zu beseitigen.

Be,ispiele: a) 4x+Z(3-x):I0
Klammer ausmultipliziert: 4 x f 6 - 2 x : 10
Glieder geordnet: 4x-Zx:10-G
Differenzen ausgerechnet :

Durch 2 geteilt:

Zur Probe setzt manx : 5iu die gegebene Gleichung6 (x- 3) : x $ 7
ein und erhält:

6(5-3):5+7
u'rZlur{.'

Diese Gleichung ist identisch. Die Lösung x :5 ist richtig.

c) 3(3x-2)+4(2x-1):41
9x-6*8x-4:4L

9x*84:41 +6+4
17x:51

X:3
Probe: 3 (3. 3 - 2) + 4(2' 3* 1) : 41

3(e-2)+4(6-1):41
3-7+4.5:4L

4L :4L.

193

Zx:4
x:2,

b) 6(x-B):xf7
6x*18:x*7
6x-x:18+7

5 x:25
X :5.

trtathomatik Teil 1. l3
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d) (3-2x)(x * 1):5x- 1-2xz
Bx_2xs+g _2x:5x_ l _Zxz

auf beitlem Seiteu *Zxu rugezäh7t:

3x+3-2x:5x-1
3x-Zx-5x:-3-1

-4x:-4x:1
Probe: (3 - 2. 1) (1 + 1) : 5. 1 - I - 2. l2

(3-2)(1 +1):5-L-2
2:2.

e)a(x-1)-b:x-a
ax-a-b:x-a

ax-x:b
x ausgeklammert: x (a - 1) : b

b3:"-r'

f) (a-x)(b*x):c-xr
ab-bx{ax-x2-o-x8

ax-bx:c-ab
x(a-b):c-ab

=: 
="J.s) 

==: 
:'

Die gegebeno Bestimmungggleichung ist eine Proportion, bei der das
hoilukü der Außenglieder (2 'x) stets gleich dem hodukt der Innen-
glieder 5 (= - 3) ist:

2x:5(x-3)
2x:5 x - 15

2x-6x:-L5
- 3 x : - 15; tlividiert durch -3, ergibt:

X:5
Probe: :-:1tI-ö D

26
26
1 :1 ist eine identische Gleichung.
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Folgend.e Gleichungen sind. nach x aufzulösen. (Probe für tlie Richtigkeit

196

machen!)

Äutgaben:

31) t/rx:2x-9
32) x : 'lr:6
33) o;E:20
gnt LE : o.stx

35) ; +;: x- t4

aol ffi: o

o
37) *-:-a:3
asl f: a

39) 7(x-3) f 3 (x-5) :2(3x12)
40) T +2,6:6\2
41)Bx*7:8x-28
42)Llx-(25-3x):17
43) 7 - (7 x- 28) :0
44) 3 (10- x) - 6 (9,5 - x) : 0

45) 3x:2(x{2)
a6) 3 (x *4): (17 - x)'a
47) 5(8-2x):4(xf 3)

a8) (x- 10) 3 : +r
49) 5(x-16):20
50) 5(x-1):4x]-2ö
*51)9: x,x

?B) 1l+: b 76)

7L)##:2 ?6)

7e)-:#*

+52) 3*x:+
.m) ä: +
*5+) (x-Z)':a(5-x)
*55) (x * 2) (x - 2) :12
56) 5 yx- 5:10
57) | x+2:3
5s) /40x+3:13

3_
59) 3/x +2+:9 ,

*60) 2 +ltr*r:t
611 9-a :2,x

62) 0,2x:4
63) x-0,2:4
64) 0,4-x:0,2
6b) o'4=:2

, x-l

66) (0,3*x)3:1,2
67) (0,5 - x) 2 :0,4
68) (0,5-x)2:x*0,1
69) 0,2(xf 1):1
70) 3 (x - 7) :'4,2
7t) 2(7 x+3)-3(2xf 1):27
tz1 r\:z

--, X*2 x-4tt) x-2: x+2-

78)r-7ry:=

L2
x-l xfI

26
x-4 x-3

3480)o,s+*:8rI-x
Aufgaben fiihren auf rein quadratische Glei-

l3*

*) Die mit * gekennzeichneton
changen. (S. Seiüe 220.)
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Rechnerische Lösung
von,,Eingekleideten Äufgaben"

Ist eineAufgabe nicht wie bisher in der X'orm einer Bestimmungsgleichung
gegeben, sondern liegt eine Aufgabe im Text Yor' so handelt es sich um
öine sogeuannte ,,Ei:rgekleidete Aufgabe" oder ,,Textaufgabe". l\[au hat
dann zunächst aus dem \Yortlaut der Aufgabe die Bestimmungsgleiohung
aufzustellen. tr{ierbei geht man folgend.ermaßen vor: Die gesuchte Größe
bezeichne man mit der Unbekannten x. Sind noch weitere Unbekannten
vorhanden, so trerure man sie y und z. n'erner werde man sich über die ge-
gebenen, bekannten Größen klar. Aus dem Aufgabentext suche man die
über irgendwelche Gleichheiten gemachten Angaben festzustellen. Diese
Gleichheiten drücke man in der n'orm einer Gleichung aus. i\faßeinheiten
werden in einer Gleichuug nicht geschrieben. Jedoch muß den Zahlenwerteu
auf beiden Gleichungsseiten die gleiche Maßeinheit zukommen.

Bedepiele:

a) Das 7 fache einer Zahl um 3 vermehrt, ergibt 59. \[ie lautet diese Zahl ?

Lösung: Die Zahl, die zu:nächst nochunbekannt ist, laute x. Das
Tlache von ihr ist: ?x. Das Tfache der Zahl um 3 vermehrt ist:
7 x f 3. Dies soll 59 ergeben. Die Bestimmungsgleichung lautet
somit:

7x*3:59
7x:59-B
7a:56

Ergebnis: X : 8

b) TV'elche Zahl ergibt bei Vermehrung um ihr Afaches und ihr Tfaches 48 ?

Lösung:
x*4xf7x:48

127:48
Ergebnis: x: 4.

c) Um wieviel muß man den Zähler und Nenner des Bruches af , vev
größern, um einen Bruch vom Wert zf 

u zu erhaltet?
Lösung:

#:: i (ProPortionsregel)!

72 +3x:14 *2x
Ergebnis: x:2.
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d) 'Welche Zahl kann man zu jedem Glietle des Verhältnisses 3 : 12 : { 216
ad.dieren, um wied.erum ein richtiges Yerhältnis zu erhalten ?

Lösung:
3*x 4*x

t2_l;:16 + x.

Man bildet das Produkt der Äußen- und das der Innenglieder u:rd
setzt sie gleich:

(3 *x) (16 f x) : (12 +x) (a f x)
48 +3x f 16 x *xu : 48 + 72x {4x f xz.

Die Glieder mit x auf die linke Seite, die ohne x auf die rechte Seite
gebracht, ergibt:

x2 - x2 * 3x * 16x - lZ x-4x : 48 - 48

3x-0
x:0.

Ergebnis: Es gibt keine Zahl der geforderten Eigenscha{t.

e) Um wieviel muß man jeden n'aktor der Produkte 15.20 uncl 32 .9
vermehteu, damit die neuen Produkte gleich werden ?

Irösung:
(15 f x).(20 + x) -_.''- (32 f x).(e f x)

300 + 15x f 20x f x2 : 288 f 32 x J- 9x f x2

-6x:-12
Ergebnis: x :2.

d.. b.: Zu jeclem n'aktor muß uran 2 ad.dieren. l}Ian erhält dann:

77 .22: 34 . iL oder 374 :374.

Urn als Anwend.ung der Gleichungen mit einer Unbekannten einige technisch
wichtige Aufgabeu lösen zu ki)nnen, wird nachstehend folgende Zusammen-
stellung gegehen:

Zusammenstellung einer Auswahl
technischer Grundgleichungen :

Lfd. Die Grundgleichung
behandelt I und lautet

I

Die einzelnen
bedeuien

y [sprich: Gamma]
: Wichte

G : Gewicht
V: Rauminhait

cder Volumen

Buchstabengrößen

I haben die Maßeinheit

Wichte
(früher

spezifisches
Gewicht)

Gr- v

I I*^ oder I ^ odu" 3
dm3 - - cmS ---- m3

itg,,8,,t
ldm3 cmg m3
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Lfd.
Nr.

Die Grundgloichung
bohandelü | und Iautet

Die einzelnen Buchstabengrößen
bedeuüen I habon die Maßeinheit

m : Masse

G : Gerricht

8: Fall'
beschleunigung

v: Goschwindigkeit

s: Weg
i : Zeit
s : Fallhöhe
t : X'allzeit

8: Fall'
beschleuaigung

v : Umfangs-
geschwindigkeiü

d: Durchmesser

n: Drehzahl
n:3,14

'#
kg

*9 [r: e,8r 1^, 10 ä]
-kmoder -h

,, k*
,,h

T

ä ru:9,81 ^, lol

m
;
m
§

N:
P:

Mt:
N:
n:

Leisüung
Krafü

4 [sprich: Eta]
: Wirkungsgrad

Ne: Nuüzleistung
Ni : aufgewandto

Leisüung

e [sprich: Epsilon]
: Dehnung

/ I fsprich: Delta Ell]

m
;
m
U/min

mkg [Meterkilogramm]
l?s
U/min

/o [Prozent]

PS

PS

o//o

m oder cm oder mrn

m ;t Qfr :r rrl[1
/ I unä lo müssen gleicbe
Maßeinheit haben

kglcmz

kg

cm2

Geschwindig- 
I

keiü 
|

D."h."-""t I

Leistung t

PS
kg
m
s

Ms: zrO {

N^
z : --1. 100,N;

": fl.roo

P
dzd- 

F

Dohuung

Zulässige
Spannung

: LangeDa,nüorun
lo: Ursprungslänge

crol[sprich: §igmaZul
: zulässige

§pannung
P : Zrg- bzw.

Druckkraft
F : beanspruchter

Querschnitt

Loietung i ":#

Umfangs-

10.

2. Masse
Gm:-
G

D.

Gleich-
förmigo

Bewegung

s
V:- t

4. Fallgesetz s: jst'

b.
zdn

ti0

6.

Dreh-
momont

8.
Mecha-
nischer

Wirkungs-
grad

9.
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Lfd.
Nr.

Die Grundgleichung
behandelt I und lautet

Die e;nzel.leen Buchstabengrößen
bedeuten I haben die Maßeinheit

Pp: l,t1.

,: *[

X'Iächen-
pre§§ung

Biege-
moment

p : tr'lächenpresfimg
P : Kraft
F : Tläche

kg/cm2
kg
cmg

Mt : Biegenooment
W : Wideretands-

moment
o5 [sprich: §igma Be]

: Biegespannung

cmkg [Zentimotor-
kilogramml

t2.

13.

Mt : I[ 'ou cm3

kg/cms

15.

Trägheits-
halbmesser

Ohmsche
Gesetz

Elektrischer
Widerstand

R:+

A ß.1.yo: 
rooo

o P'n
ti0

i : ?rägheiüs-
halbmesger

J : Trägheits-
moment

X' : Fläche

I : Stromstärke
U : Spanaung
R, : Widerstand

G: Gewicht
F: Querschnitt
I : Länge
7: Wichte

N : Loistung
U: Spannung
f : Stromstärke

Q : entwickelte
Wärmemengo

I : Süromstärke
U: Spannung
t : Zeit

cm

cm4

cm2

A: Ampere
V : Volt
9[sprich: Omoga]:Ohm

: Watt
: Volt: Ampere

cal: Grammkalorie

A: Ampero
V : Yolü
s : Sekunde

kg
mm2 lWer"bofiiry:
m lKupfer y:8,85
kg { Aluminitmy :2,7

6-p f Eisen T:7,8lziak ?:7,2

Das
Joulesche

Gesetz

N: U.I

Q : 0'24
X U.I. t

w
v
A

18.

P: Polpaare:halbe
Polzahl

n: DrehzahUmin

Perioden

U/min

Gewicht
von

Leitungen

19. Frequenz

tl.

R: Widerstand
'1 : Leiterlänge
!': Querschnitt
p : spez.Widerstand

a
m
mm"
).mm2

-m

Werte für p:
Kupfer Q:'lu,
Aluminiump:r/r,
Eison O:1/e

16.

17.
Elekürische
Leistung für
Gleichstrom
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Lfd.
Nr.

Die Grundgleichung
behandelt I und lautet

Die einzelnen
bedeuten

Buchstabengrößen

I haben die Maßeinheit

ter Widersüän
r, : ) parallel

I geschaltete
r, :J Widerstände

Die folgenden Aufgaben 81...130 sind. unter Benutzung der vorstehen-
ilen 20 Grundgleichnngen zu lösen.

Beiapiele unil Awtgaben:

81) \Mie groß ist das Gewicht eines Körpers, dessen Yolumen unil Wichte
bekamt sind ?

Die Grunclgleichung (fd. Nr. 1) lautet: y :#. In der vorliegendeu

Aufgabe ist V uncl Z gegeben. Gefragt ist nach G. Man hat die

Gleichu:rg y :+ nach G aufzulöseu und erhält durch Multiplikation

R: Gesamtwider-
stand zweier

Kirchhoff-
sches

Gesetz

allel

beider Gleichungsseiten mit Y: G :7.V.
Z ahlenbedspi,el,:

IVieviel Braunkohle faßt ein Kasten mit den lichten Maßen 1000 X 500
X 200mm? y:1,5 [kg/dm{. Rauminhalt des Kastens in dm3:
10 x 5 X 2 : 100 [dm3]. Bra'rnkohlengewicht : G : 1,5 . 100 : 150 [kg].

82) Wie groß ist d.as Yolumeu eines Körpers, dessen Gewicht uncl lVichte
bekannt sind ?

Die Grundgleichung Qfd. Nr. L): y :-r9 i.t nach dem gefragten

Yol,r-en V aufzulösen. Man erhält: U :; .

Zahlenbei,apiel,:

f Wiu groß ist d.as Volumeu eines Körpers aus Grauguß, der 20 kg wiegt ?I y:?,3[kg/dm3].
V :f*:2,74dms.

83) Wie groß ist die Masse eines Gewichtes rron 10kg?

Nach Grundgleichung (lfd. Nr. 2) ist m : $ . AIso hier:

* : rlr'i = i3:, [--*':]
84) Die Masse eines Kö{rers beträgt 5 

k#. 
Wie schwer ist er?

Äus der Gleichu:rg: -:3 erhält man: G: m. B. Also hier:

G:5.9,81 :49,05[kg].

o

o

o

l_1,1
R-&-t
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85) Ein Radfabrer fährt mit eirrer mittleren Geschwindigkeit von 15 kmlh.
In welcher Zeit legt er 100km zurück?

Grundgleichung (fd. Nr. 3): v : I nach t aufgelöst, ergibt t : l.
Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt sich:

, : -1,9rQ : 6,67 [Stunden] : 62f s [h] : 6h 40'.

86) IMie groß ist der in t Sekuntien zurückgelegte Weg, wenn die Ge.
schwiudigkeit v m/sek beträgt ? 1)

Aus der Gleichung v : s/t erhält man s : v t.
Als Anwendung folgendes Zahlenbeispiel:

Das Aufschlagen eines X'allbären einer Ramme hört man 2 sek später,
als man es sieht. 'Wie weit ist die Ramme vom Beobachtungspunkü
entfernt? Die Schallgeschwindigkeit beträgt: v :333 m/sek.

s:333.2:666[m].
87) Ein von einem Turm geworfener Stein schlägt nach 4 sek auf die

Erde auf. Wie hoch ist der Turm ?1)

Nach dem X'allgesetz (lfd. Nr.4) ist s :rlzgtz.
Mit den gegebenen Zahlenwerten erhält man Turmhöhe s : !, g. 42.

Für überschlägliche Rechnungen setze man g = 10 m/sz und erhält
hier: I

s = ;.10.42:80.
Ergebnis: Der Turm ist 80 m hoch.

88) trfie groß ist die X'allzeit eines von einem 50 m hohen Turm herab-
failenden Steines ?1)

Die Gleichung r : ; g tz ist nach t aufzulösen. Beide Gleichungs-

seiten werd.en rnit 2 multipliziert und. durch g tlividiert. Man erhäli;:

s'I : tz. Äuf beiden Seiten wird die Quadratwur zel gezogen:g

i/ß:W - t. X'ür s :50 und g : 10 ergibt sich:

r:lFP: /i-o : z,z .

Ergebnis: Die n'ailzeit beträgt 3,2 sek.

89) EinYentilator von S00mmDurchrnesser masht 900U/noin. Wiegro8
ist die Umfangsgeschwindigkeit ?

Die Umfangsgeschwindigkeit beträgt nach lfd. Nr. 5: v : t$
d ist mit 0,3 m eiuzusetzen. Älso: .r, - "'o'l 'oo : LA:,L

Ergebnis: Die Umfangsgeschwindigkeit beträgt 14,1 m/s.
1) 

_Zur Vermeiclung der Verwechselung des Formelzeichens s für die Weglänge
mit dem Kurzzeichen für die Zeiteinheit einer §ekunde s wurde in dieser Aüfgaüe
§ekunde rnit sek abgekürzt.
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9O) Die Umfangsgeschwindigkeit einer Riemenscheibe beträgt v :4,19 rnls
bei der Drehzahl n : 100 U/min. Wie groß ist der Riemenscheiben-
dnrchmesser ?

. z.d.n
au§ \I:-60- erhält man d:qlr"I:*#, 6:0,8[mJ.

Ergebnis: Der Riemenscheibendurchmesser beträgt 800 mm.

91) Wie groß ist die Drehzahl einer Bohrmaschine, bei der ein l0 mm
Bohrer mit einer Schnittgeschwindigkeit v :20 m/min arbeitet ?

Gegeben ist: v : 20 m/min ocler 
,]- 

mis,

d :10mm oder 0,01 m.

aus ":# erhätr man n:10.'J:fl:_1o,;:20ry.

Ergebnis: n : 6401j"].
LmrnJ

92) Die Riemenscheibe einer Transmission überträgt 60 PS. Die Riemen-
geschwindigkeit beträgt 15m/s. Wie groß ist die Zag1ro:alt des Rie
men§ ?

Die Gleichung für die mechanische Leistung (lftl. Nr.6) lauteü:

N:?.
Yon den 3 Größen dieser Gleichung sind gegeben: N : 60 PS uncl die
Riemengeschwindigkeit, die gleich der Umfangsgeschwindigkeit cler
Scheibe ist, v : 15 mis. Setzt man diese beiden bekannten Größen

in die Leistu:rgsgleichung ein, so erhäIt man: 69 : Pjig.

Nach der Zagkralt P aufgelöst, ergibt sich: f :6{:u1-l:S00,

Ergebnis: Die Zugkraft beträgt 300kg.

93) Eine Handkurbel vom Kurbelradius 50 cm wird in der Minute 30mal
von einem Mann mit der Handkraft' 25 kg gedreht.

Welche Leistung wenclet der Ärbeiter auf ?

Gegeben ist: r :0,5 [m] oder Durchmesser d, : 1 [m].

Drehzahl n:3o[91.
Lmlnl

Krafb P :25 [kg] .

Iu die Leistuagsgleichung eingesetzt, erhält man:

lr :2X," .
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Nach lfd. Nr. b ist .,, : 1 'd-:" :u+#9 :Z:) : t,m .

Somit beträgt: * : 'u;*'t' :0,52.
Ergebnis: Die aufgewandte Leistung beträgt 0,52 PS.

94) Mit welcher Geschwindigkeit wird eine Last von It bei einer auf-
gewandten Leistung vou 4,5PS gehoben?

Gegeben: Kraft P : 1t : 1000 kg,
Leistung N :4,5 PS.

Aus der Leistungsgleichung N : i; erhält man

":trr*:ii#:0,34.
Ergebnis: Die Hubgeschwindigkeit beträgt 0,34 m/s.

95) IVieviel PS leistet ein Motor mit n : 3000 ü/min, wenn sein Dre,h-
moment Mt : 16 mkg beträgt ?

Das Drehmoment nach lfd. Nr.7 beträgt M, : 716.T.
Hier ist gegebeu: Mr : 16 [mkg] u:rtl n : 3000 [U/min].
In die Drehmornentengleichung eingesetzt, ergibt sich:

16:7163*.

Man erhält N: q#q :6?.
Ergebnis: Die Motorleistung beträgi 67 PS.

96) Welches Drehmoment überträgt eine Kardanwelle bei
. tr:180 p/minl

und der Leistung N : 36 PS.

Mt: ?16' qqr*: !43,2.

Ergebnis: Das Drehmoment beträgt 143,2u,kg.

97) I[ie bestimmt man die Drehzahl einer Welle, wenn die übertragene
Leistung und das Drehmoment gegeben sind ?

Manlöst die Gleichung Mt : 716 )nach n auf underhält n :716 ä,
wobei N die Anzahl der PS
und M6 das in mkg gemessene Drehmoment ist.

98) Wie groß ist der'Wirkungsgrad eines Dieselmotots, dessen an den
Kolben durch die 'Wärmeenergie abgegebene Leistung Ni : 200 P§
u-nd dessen Nutzleistung Nu : 160 PS betragen ?
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Der IVirkungsgrad beträgt nach lfd. Nr. B:

, : {g. looo/^,NI

:;f3 1oo:Bo%.
99) Ein I2-PS-Motor treibt über ein Schneckengetriebe, das einen Ge-

samtwirhrngsgrad q :75oÄ besitzt, ein Förderband an. Wie groß
ist die y',rtriebsleistung des Bandes ?

100) Wie groß muß die Autriebsleistung einer Winde mit den lYirkungsgrad
q :80oÄ sein ? Die 

'Winde 
hebt eine Last von 300 kg in der Sekunde

1/, m hoch.
Anleitung:

Gleichung

Die Nutzieistung der lYinde berechue man aus der
P.v

Ne:_?5,

101) IVieviel Prozeut beträgt die Dehnung eines Rundstahls von 3 m Länge,
der sich bei Belastu:rg um 2 mm verlängert hat ?

101a) Ein Aktivist sagt: Addiere ich zur l{äIfte meiner alten Arbeitszeit,
die ich zur Herstellung eines lVerkstückes brauohte, 15 Minuten, so er-
halte ich 3h 45.. lYie lange arbeiiete ich fräher an dem 'Werkstück 

?

102) Die Meßlänge eines Normalstabes für Zerreißversuche beträgt 200 mrn.
Um wieviel verlängert sich der Sta.b, wcnn seine Dehnung 150/o beträgt ?

103) Bei einer Dehnung von l2o/o vexlärtsert sich ein Stab um 48 n:m.
Wie lang war ursprünglich der §tab ?

104) X'ür einen d.urch die l,ast P : 1000 kg auf Zug beanspruchten Rurd-
stahl ist eine Spannung rron 400 kg/cmz zugelassen. 

'Wie groß muß
mindestens der Stahlquerschnitt sein ?

105) Mii welcher maximalen Kraft clarf ein Querschnitt von 5 cma bei
einer zulässigen Spannung von 600kg/cmz telastet werden?

106) 
'Welche Kraft mft bei einer Auflagefläche I- := 50 em2 eine X'lächen-
pressung p : 10 kg/cm2 hervor ?

107) Der Fuß einer mit 10 t belasteten Säule stützt sich auf Mauerwerk,
für d,as eine naaximale Pressung p : B kg/cmz zulässig is.+.

'Welche 
Auflagefiäche ist irotwendig, damit cliese Pressung nicht über-

schritten wird ?

108) Ein Doppel-f -Träger _[ 8 hat ein Wiclerstandsmoment W : 19,4 cm8.
'Welches Biegemoment ka,nn er aufnehmen, wetrur eine Biegespanuung
or : 1000 ]<gicmz zugelassen wir«J. ?

109) Eür eine hölzerne Bohle :lst eine Biegespannung 05 : 100 kg/cna2 ru-
gelassen. 'Wie 

groß muß ihr Widerstandsmoment bei einem sie bean-
spruchenden Biegemoment Mb : 3750 cmkg sein ?

110) Für das Norma,l-Profil T 12 mit dem Querschnitt n' :74,2 cmz be-
trägt das Trägheitsmoment J :- 327 cnta. Wie groß ist der Trägheits-
halbmesser ?

J
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111) I'ür eine Säule aus Grauguß mit dem Querschnitt X' : 113 cmzbeträgt
der Trägheitshalbmesser 6,4 cm. Wie groß ist ihr Trägheitsmoment ?

112) Ein auf Knislsn beanspruchter Holzsiempel hat ein Trägheitsmoment
J:7200 cma und einen Trägheitshalbmesser i:6cm.

'Wie groß ist der Querschnitt des Stempels ?

113) Ein 'Widerstand von 200 O wird an eine Spannung vou 110 Y ge-
legt. Welcher Strorn fiießt durch den lViderstand ?

t14) Durch einen Widerstand R :55 Q fließt ein Strom I - 4 Ä. Wie
groß ist die Spannung?

115) Wie groß ist der'Wiclerstand, durch den bei einer Spannung U : 440V
eine Stromstärke I : 8A fließt?

116) \[ie groß ist der 'Widerstand 
eines Kupferdrahtes (Er : 1/ur) vom

Querschnitt X' : 2 mmz und der Länge I : 171 m ?

117) \{ie lang ist ein Eisendraht (S : fr) vom Querschnitt }' : 5 mm2,
der einen'Widerstand R :6 Q hat?

118) Ein Aluminiumdraht (g :lsr) ist 1,6 km lang und hat einen Wider-
stand R :2,5 Q. Wie groß ist der Querschnitt dieses Drahtes ?

119) Wie lang ist ein 54 kg schwerer Äluminiumciraht (y :2,7) von 4 mmz
Querschnitt ?

120) Ein 250 m langer Eisendraht (y : 7,8) wiegt 39 kg.
'Welchen 

Querschnitt hat der Draht ?

121) W'ieviel wiegen 5 m Kupferdraht von 6 mm Durchmesser ? (y : 8,8).

Anleitung: Der Drahtquerschnitt ist aus der Gleiohung F : f,arza
berechnen !

122) Welchen Strom yerbraucht eine Glühbirne von 50 W bei einer
Spanaung von 110 Y?

123) 'l[ie groß ist die Leistung eines Gleichstromgenerators, der bei 220 Y
§pannung eine Stromstärke von 50 Ä liefert ?

124) Die Stromstärke eines Gleichstromgenerators von 8,8 kW Leistung
beträgt 40 A. Welche Spanaung ist vorhanden ?

125) In welcher Zeit entwicl<elt eine Glühiampe von 220 V eine \Märme-
menge Q : 2000 cal, wenn die Stromstärke 0,4 A beträgt ?

126) Ein elektrisches Heizgerät für 110 Y entwickelt in 1 nain eine
'W'ärmemenge 

Q : 5000 cal. Wie groß ist die Stromstärke ?

127) \[ie groß ist die Drehzahl eines 4poligen Drehstrommotors bei der
Period"enzahl f :50?

128) Wie viele PcIe hat ein Wechselstrommotor, der bei der n'requenz
f : 40 eine Drehzahl n : 600 U/min hat ?
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129) Wie groß ist die Periodenzahl eines 6poligen Drehstrommotors bei
der Drehzahl n : 1200 U/min ?

130) Der Gesamtwiderstand zweier parallel geschalteter 'Widerstände, 
von

denen der eine dreimal so groß wie der andere ist, beträgt 6 Ohm.
TV'ie groß sind die beiden Einzelwiderstände ?

131) Die Schwingungszahl des Kammertones a, beträgt 440 Schwingungen
inder Selrunde. Sieverhältsichzu der des Tones f, wie 5:4. Wieviel
Schwingungen führt der Ton f, iu der Sekunde aus?

132) Einer'Wassermenge von 11/, mB von 10o C werden g7 500 kcal zugeführü.
Auf welche Temperatur erwärmt sich das Wasser ?

Anleitung: Zur Erwärmung eines Liters Wasser (1000 I : l mB) um
l'C wird die 'Wärmemenge 

Q : 1 kcal (l Kilokalorie) beuötigt. Um
a Liter 'Wasser von der Temperatur t, auf die Temperatur t, zu er-
wärmen, braucht man:

Q - a (tz- tr) kcal.

Hierin bedeutet: Q :'Wärmemenge in kcal,
a:die zu erwärmende 'Wassermenge in l,
tr : ursprüngliche 'Wassertemperatur in o C,
tr: Temperatur des erwärmten 'Wassers.

133) Eine 11 m lange Eisenbahnschiene hat sich infolge Temperatur-
erhöhung um 6,6 mm verlängert. Die Äusd.ehnungszahl beträgt
a:0,000012. 'Wie groß war der Temperaturanstieg?

Änleitung: Es ist zu rechnen nach der Gleichung:

Ir:1"(1 au.At).
Hierin bedeutet:

It : neue Länge (nach Erwärmung) in m,
lo : ursprüngliche Länge in m,
a : Ausdehnungszahl,

It : lsppsraturanstieg in o C.

134) Ein Balken rechteckigen Querschnittes von d.er Breite b : 12 cm hat
ein Trägheitsmoment: J:8000cma. 'W'ie groß ist seine Quer-
schnittshöhe ?

Anleitung: Zur Berechnung d.es Trägheitsmomentes eines recht-
eckigen Querschnittes benutzt man die Gleichung:

J: n'
Hierin bedeutet:

J : Trägheitsmoment in cm4,
b : Querschnittsbreite in cm,
h - Querschnittshöhe in cm.
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135) \ilie lang ist ein Pendel, bei dem eine volle Hin- und Herschwingung
2 s dauert ? (Ein solches Pendel heißt Sekundenpendel.)

Anleitung: Die Gleichuag fär die Schwingungszeit lautet

f :2?rll:.
Hierin bedeutet:

T : Schwingungszeit (Hin- und Herschwingung)
ln 8,

I : Pendellänge in m,
g : Drdbeschleunigung : 9,81 m/s2,
n:3,14.

136) \[ie hoch steht der 'Wasserspiegel über der Äusflußöffnu:rg eines Ge-
fäßes, wenn das Wasser mit einer Geschwindigkeit v : 3,13 m/s aus-
fließt ?

Adeitung: Die Gleichuag für clie Ausflußgeschwiucligkeit lautet:

v :l2gh.
Hierin bedeutet:

v : Äusflußgeschwindigkeit in m/s,
h :'Wasserstandshöhe über Ausflußöffnung in m.

ItO für welche Bildweite ist bei einer Linse mit der Brennweite f - 15 cm
d.ie Bildweite gleich der Gegenstandsweite ?

Anleitung: Man benutze die Linsengleichung:
I I rlT:g -E'

Hierin bedeutet:
f : Brennweite in cm,
g: Gegenstandsweite in cm,
b : Bildweite in cm.

b) Lineore Glelchungen mit 2 Unbekennton

Ilat man für die beiden Unbekannten x und y nur eine einzige Gleichuag,
in der diese beiden Unbekannten enthalten sincl, so gibt es für diese Glei-

"hoog 
unzählig viele richtige Lösungen, da sie durch unzählig viele Werte-

paare fär x und y befriedigt werden kann.
Beispielsweise ist die Gleichung: x + 2 y : 50 für folgende iu der nach-

sü€henden Tabelle übereinander stehende Wertepaare erfällt:

xlolzl+taif+el50l?olttlttty I 2s I 24 I ,, I a I t I o l-,0
Diese Tabelle stellt nur eine kleine Auswahl zusammengehöriger x- und

y-Werte dar und kann beliebig erweitert werd.en. 
'Welchen Wert x auch
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immer annehmen mag, immer läßt sich der dazugehörige lfert für
berechnen, daß x *2y:50 ist. Man sieht a1so, daß man mit
linearen Gleichung mit 2 Unbekannten nichts anfangen kann, da
unendlich viele richtige Lösungen erhält.

Erst dann, wenn man noch eine 2. lineare Gleiohu.ng gestellt bekommen
hai, erhält man nur eil einziges Lösungspaar x, y, das die beiden Iinearen
Gleichungen mit 2 Unbekannten erfüllt. \[ürde rr,an. z. B. die folgenden
beiden Gleiohu:rgen gestellt bekommen,

xf2y:50 und
2x{y:28,

so ist nur die Lösung x : 2 und y * 24 die einzig mögliche und richtige.

Än die beiden Gleichungen, die man zum Lösen braucht, sind jedoch
noch folgenile 2 Bedingu:rgetr zu stellen:

1. Die beiden Gleichungen müssen yoneinander unabhängig sein.

Beiapi,et:
xf2y:50

2x{4y:100.
Die 2. Gleichung ist aus der ersten dadurch entstanden, daß man
deren beide Seiten mit 2 multipliziert hat. Die 2. Gleichung hängt
von der ersten ab. Es gibt unendlich viele Lösungspaare, die beide
Gleichungen erfüIlen. n'ür jedes x : a existiert ein y so, daß beide
Gleichungen erfüllt sind.

z.B. x:0, y:2b
7:), y:24
x:1, l:24,5 usw.

2. Die beiden Gleichungen dürfen sich nicht widersprechen.

Beiagti,el,:
x{2Y:50
x{2y:30.

n'ür cliese beiclen einander widersprechenden Gleichungen gibt es keia
Lösungspaar.

Ilat man 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten, die die vorstehenden beiden
Bedingungen der Unabhängigkeit und lViderspruchsfreiheit erfüLllen, so
kann mau aus diesen beiden Gleichungen immer das Wertepaar für die
beiden Unbekannten bestimmen, das beide Gleichungen befriedigt. Zur
rechnerischen Lösung bedient man sich einer der nachfolgend behandelten
3 Lösungsmethoden:

T§O
erner
man
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Die Substitutionsmethoilel) oder das
Einsetzungsverfahren

Aus einer der beiden gegebenen Gleichungen wird clie eine Unbekannte
ausgerechnet; d.h. man formt die Gleichung so lange um, bis auJ der
linken Seite der Gleichung die eine Unbekannte mit dem Yorzeichen f ,
ohne Koeffizienten (Beizahl), Exponenten usw., steht. Sodann wird der
ermittelte 'Wert für die Unbekannte in clie 2. Gleichung eingesetzt oder
substituiert.

Beispiel,e:
a) (r)

(r)
Die Gleichung (I) löst man nach y auf :

y:28-2x
und setzt diesen TV'ert fär y in die 2. Gleichung ein; also:

x*2(28-2x):50
xf56-4x:50

;3x: - 6
x:2.

Um y zu bestimmen, setzt man diesen für x gefunrlenen Wert entweder
in die erste oder in die zweite der beiden gegebenen Gleichu:rgen ein. In
die Gleichung (I) eingesetzt, erhält man:

2'2 + y:28
y :2+.

Ergebnis: x:2; y :24

209

r) Substituieren: yertreten oder
Mathsmatik Teil 1.

2x{y:28
x+2y-50.

einsetzen. §ubetitut : §tellvertreter, Ersatz.
t4

7xl?y:16
3x-y:5.

Gleichung (II) nach y aufgelöst, ergibt:

y:Bx_b.
Diesen Wert für y in Gleichung (I) eingesetzt:

7x{2(3x-5):16.
Klammer aufgelöst: 7x g6x- 10 : 16.

Glieder mit x auf ds1 linken Seite, absoluten Glieder aul der rechten Seite
zusammengefaßt:

13x:26
x:2.

Diesen ftir x berechneten Wert in Gleichung (I) eingesetzt:

b) (I)
(r)
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Diese Ergebniswerte für x uud y setzt man zur Probe in die gegebenen
Gleichungen ein. Man erhält für (I):

7 -2 +2.L:76
16 : 16.

Gleichung (II) ergibt: ,.r-l:2
D:D.

Durch Einsetzen der für x und y gefundenen Ergebnisse in die gegebenen
beiden Bestimmungsgleic.hungen (I) und (II) kommt man auf identische
Gleichungeo, werur ilie Ergebnisse richtig wareD.

Eieraus:

Ergebnis:

c) (r)

(r)

Ergebnis:

Hieraus:

7 .2 +2y :76.
I:1'

x:2i y:L.

9x- 3y:9
a)x:gx'

Gleichung (II) isü bereits in einer nach x aufgelösten n'orm gegeben; den
.t

TV'erü: x: ;y in Gleichung (I) eingesetzt:

,'?y-By:e.
Eieraus: I :3.

Diesen für y berechneten Wert in Gleichung (II) eingesetzt:
q*:ä.3:2

x:2; y:3.
Man setze zur Probe die nebenstehendeu Ergebniswerte in die gegebenen
Gleichungen (I) und (II) ein.

d) (I) "-y:5GI) y*x:e.
Äus Gleichung (II) erhält man:

Y:9-x'
Diesen y-Wert in Gleichug (I) eingesetzt:

x-(9-x):5
x- I +x :5.

x :7.
Diesen x-'Wert in (II) eingesetzt: y:2.

Ergebnis: *:J)-J :2.
Probe ftir die Richtigkeit des Ergebaisses nicht vergessen!
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Aufgaben:

138) 2xfBy:41
3x-Y:1!

139) x+3y:100
3x-y:0

140) y - x:0,5
x+y:5/6

141) 5x - 3y
x f 0,4y: lQ

gleichgesetzt:

Ergebnis:

b) (r)
(r)

142) x:y:5
=-Y:B

143) 1:3,y

1a6) (x *t):y:2
3y - x:2

7 x- 2y :22
3x * 4y :24.

222^4
Z*zY:ö-rY.

M\ Zx-f;y :r
a1*+y-11

x +y:8 1a8) ä +{_: o
144) x iy:5:2

(*-U:(yfl):2 ä+y:rr
1a5) (x*4):(y-t):2

x : y -1:2 149) x+1:+y
-9y- I:zx.

Das Gleichsetzungsverfahren
Die beiden gegebenen Gleichungen werdeu nach derselben Unbekannten

aufgelöst. Die für diese Unbekannte gefundenen Werte werdeu einander
gleichgesetzt:

Beöspöele:

a) (I)
(D

Beide Gleichungen werden nach x aufgeiöst; man erhäIt

aus der Gleichung (I): ":T+Xy
und aus der Gleichung (II): *:S- $f .

Die beideu für x gefundenen Werte auf den rechten Gleichungsseiten werden

Beide Gleichungsseiten mit dem Hauptnenner 3-7:21 multipliaiert,
ergibt: 66+,6X:168-28y

34y:102
I-3 '

Diesen y-Wert in Gleichuug (I) eingesetzt:
7x--2'3:22

7 x:22 l6
x:4.

x:4; y : B.

3x:y:6
x*Y:9'

I4*
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Beide Gleichungen nach y aufgelöst, ergibt:

Ergebnis:

c) (r)
(r)

Ergebnis:
Aulgaben:

150) x :3 y
x-!:4

151) x:y:3
x-|:6

152) x:3y-13
x{5y:27

153) x:2y lL
10y:4xfI

IY:rX
v-Q-v

3 _ L .14
Zx-C:.Sxl- S

15x-50:2x+28
13x:78

x:6.
,o^v--;'6-5:6-s:+

x:6; y:4.

154) 3xf2y:16 158)

5x-2Y:0
155) 3x-2y-28 159)x-5Y:5
156) 2x-3y:6

5 x - y": 28 160)

IL57);xfy:4 161)
x-Y:2

(I u)

(II a)

Die rechten Seiten der Gleichuugen (Ia) uncl (IIa) werclen gleiehgesetzü;
man erhält:

1^gx:U-x
3v̂--u
2^-"
x:6.

Diesen für x berechneten Wert in die Gleichung (Ia) eingesetzt, ergibt:
Iv:; '6 :3

x-6; y:3.
2y:3 x- 10
5Y:x*14'

Gleichung (I) unit (II) nach y aufgelöst, _ergibt:(Iu) y : f,x-b
(IIa) y::-=+f .

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten der Gleichungen (I a) untl (II a)

erhält man:

Mit 10 multipliziert:

Diesen r-Werü in Gleichung (Ia) eingesetzü:

xfy:9
x:y:2
Y-2x:l
2x ly :9
x:3y - 2
5y:xf12
7x{y:32
5x-y:l§
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Das Aclditionsverfahren

- 
Die_beiden gegebenen Gleichungen werden durch Multiplikation miü

ein.er Zahl so umgeformt, daß clie eine der beiden Unbekannten in beiden
Gleichungen dieselbe tseizahl (Koeffizienten) bekommt. Darauf werden
die beiden Gleichungen entweder addiert oder subtrahiert, so daß diese
Unbekanute herausfällt uud sich eine Gleichung mit nur einer Unbekannten
ergibt.

3x-2y:11 i.22x*3y:16 1.3.

Gleichung (I) wird mit 2, Gleichung (II) mit 3 multiplüiert; man erhält:

,Ia) 6x-4y:22
(IIa) 6x*9y:48.

Dulchdiese Mult]plikationen erreichte män, daß in den Gleichungen (I a)
und (II a) die Unbekannte x denselben Koeffizienten (6) bekam. Man sub-
trahiert rlie Gleichung (I a) von (II a) uncl erhält:

13y:26
Y:2.

(I) eingesetzt:
3x-2.2:17

3x:15
x:5.

x: 5; y :2.

ä+v:g
2*-v:r'

In den beiden gegebenen Gleichungen hat die Unbekannte ybereits deu
gleichen Koeffizienten, nämlich 1. Eine Multiplikation der beiden GIei-
ohungen mit irgendeirer zahl ist hier niclt erfbrderlich. Durch Addition
von (I) und (II) erhält man:

oder "l':=f;"
Diesen x-Wert in (I) eingesetzt:

219

Bedapi,ele:

a) (I)
(II)

oder:

Diesen y-Wert in

Ergebnis:

b) (r)

(r)

+y:e
+y-e

Y:7 '
Y:7 '

4
2
q

X:4;Ergebnis:
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Eine Multiplikation ist nicht erforderlich, da y den gleicheu Koeffizienten
hat. Gleichung (I) von (II) subtrahiert, ergibt:

3x:30 oder x:10.
Diesen Wert in (I) eingesetzt ergibt:

40+3Y:97
3y:57 oder y: t$
x:10; y:fO.

7xf3I.:100
3x-y:20 .3.

c) (r)
(II )

Ergebnis:

d) (I)
(u)

162) 6x-[:11 166)

xf6Y:$
163) ä*y:? 16z)

xd
2-v:o

164) 3xf5y:44
x*Y:10

165) 2xf3y:19
5x-Y:§

4xf3y: 97
7 x *3y :L27 .

Hier braucht nur Gleichung (II) mit 3 multipliziefi, zu werden. Mau erhält

(II a) 9x-3I:60.
Jetzt hat y in (I) uncl (II a) die gleiche Beizahl 3. Durch Addition von (I)
u:rd (II a) erhälü man: 16 x : 160 oder x : I0. Dieseu 'Wert für x in
Gleichung (II) eingeset zt, ergibt :

Ergebnis:

Äufgabcn:

3'10 - y :20
-Y:-10y:10.

x:10; y:9

5xf3Y:19
6x-2y:6
3xf4y:25
6xf3I:30

168) 5xf2y:30
3y -2x:7

169) 2xf4y:$$
5y*3x:51

rzo) ; +$ :4
x-I-n
4 6-"

171) ä *2y:70
2x- {:19

172) 0,2 x f 0,5 y == !
0,6x-y:l

173) 0,3xf 0,5y:1
O,?x- 3 y :0

Zusammenf a ssung der 3 Lösungsverfahren:

Nach welchem der 3 vorstehend behandelten Lösrrngsverfahren - Ein-
setzungs- oder Gleichsetzungs- oder Additionsverfahren - man eine lineare
Gleichung mit 2 Unbekannten löst, ist belanglos. Alle drei führen auf das-
selbe Ergebnis. Man wählt von den 3 Yerfahren d.as zur Lösung, mit denn
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man am leichtesten und somit am schnellsterl zum Ziel m,kommen erhofft.
Abschließend.werden die 3 Lösungsverfahr.en gegenübergestellt an folgendem

Bei,apiel:
(I)

(r)
Nach dem Einsetzungsverfahren erhält man aus (II)

Y:4x-10
und setzt diesen'Wert in (I) ein:

2xf3(4x-10):12
2x *l?x- 30 :12

14x:42
x: 3.

Diesen Wert in Gleichung (I) eingesetzt, ergibt:

oder 2'3 +'I='r'
Beim GleicFsetzungsverfahren löst man beide Gleichungen nach y
auf; man erhält
aus Gleichung (I): y:4-2lsx
aus Gleichung (II): y:4 x - 10.

Die Gleichsetzung dieser beiden y-Werte ergibt:
4-'lrx:4x- 10

-f*:-14
x:3.

Beim Äalditionsverf ahren wird die Gleichung (I) miü 2 multipliziert.
Man erhält:

(r r)
(r)
(I a) - (II) 7Y:L+

y: 2.
E ing elcl, ei, d, et e A uf g ab en :

174) Die Summe zweierZahlen beträgt 12, ihre Differenz ist 2. Wie lauüen
die beiden Zahlen?

175) Die Differenz und der Quotient zweier zahlenisü 3. wie lauten diese
Zablen?

176) Die Quersumme einer zweistelligen Zahl ist lB. Vertauscht man die
Zehter- mit der Einerstelle, so ist die dadurch entstehende Zahl um
9 kleiner als die ursprüngliche ZahL Wie lautet sie?

Anleilqng:Qie Zehnerstelle möge x, die Einerstelle y sein. Die ur-
sprilngliche Zahl lautet, dann: 10 x + y. Verbauscht man die beiden
Stellen, so lautetdie sich ergebendeZahl: x f 10 y. Die euersumme
der gesuchten Zahl hat die allgemeine X'orm: x +y.

2x {3y :12
4*- y : 10.

4xf6y*24
4x- y-10
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177) In einem Zugseilherrscht eine §pamrung llon 150kg/cm2. Beanspruchü
man ein Seil, dessen Qucrschnittsflache iloppelt so ist, mit einer
Zugkruft, tlie um 100 kg größer ist, so tritt eine Spannung von 100kg/cmg
auf. \[ie groß ist der Querschnitt und die Zugkraft d.es Seiles ?

Anleitung : Spaürung : Kraf t : X'läche. ( Grundgleichung I{r. 10 S. 1 98)

178) Erhöht man die auf einen Körper wirkende Kraft von 15 kg um 6 kg,
so nimmt die Beschleunigung cles Körpers um 2 m/ss zu. W'ie
groß sind die Masse desKörpers und die ursprüngliche Beschleuniguxg ?

Anleitu:rg: Kraft : Masse X Beschleu:rigung
P :m xb.

179) Än einem zweiarmigen Hebel hängen zwei Gewichte, die zusarrrmen
50 kg wiegen. Die Hebelarme verhalten sich wie 2 : 3. Wie schwer ist
jedes der beiden Gewichte ?

Anleitung: Die Hebelarme verhalten sig[ umgekehrt wie die Gewichte.

fB0) 2 Stirnräder haben einen Achsabstand a :450 mm. Wie groß
müssen die Teilkreisdurchmesser der Zahnräder ausgeführt werden,
wenn das Übersetzungsverhältnis 4 : 5 betragen soll ? 

-

Änleitung: Ächsabstand : Summe dpr Teilkreishalbmesser.
übersetzungsverhäitnis : Yerhältnis d.er Durchmesser.

181)iEine Schleuderpumpe fiillt einen Wasserbehälter in 20 min.
Eine andere Pumpe schwächerer Leistung benötigt hierfür 30 min.
In welcher Zeit fülleu die beiden ptrmpen bei gleichzeitiger n'örde-
rung den Behälter ?

Anleitung: Dic erste Pumpe füllt in 1 min: ,f, desBehalters. Beide

Purapeu füllen den Behälter in x min. In I min fällen beide

Pumpen l des Behälters.

182) Durch 
"ins 

prrmpe Ä wird eiu Behälter in 2 Stunden, durch eiue
andere Pumpo B in 4 Stunden gefällt. In welcher Zeit wfud. der Be-
hälter gefüllt, wenn beide Pumpen zugleich fördern ?

183) 2 Pumpen, von denen die eine doppelt so viel wie die andere fördert,
füllen gemeinsam in 30 min einen Behälter. 'Welche Zeit wtirde ge-
braucht werden, wenn jede Pumpe fü-r sich allein arbeiten mäßte ?

f84) 2 elektrieche Widerstände, von deneu der eine doppelt so groß wie
derandereist, habenbei Hinter eina nd erscha ltung 6OWiderstand.

a) Wie groß ist jeder 'Widerstand 
?

b) Wie groß ist der Gesamtwiderstand bei Parallelschaltung?
Anleitung: 2 Teilwiderstände r. und r, haben bei Hintereinander-

schaltung den Gesamtwiderstand: B * rr f rr.
Bei Parallelschaltung berechnet sich ihr Gesamtwiderstand R,

aus der Gleichung 
"t 

: -l + l$1 lt rg
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185) 2 parallel geschaltel,e lViderstände, von denen der eine um 50o/u
größer als der andere ist, haben einen Gesamtwiderstand von 6 fr.
Wie groß sind clie beiden Widerstände ?

Anleitung: Grundgleichung Nr. 20. Seite 200.
Anmerkung : Nul irnvorliegendemX'alle, wovorausgesetztist, daßfür

die Widerstände positiveltr/erte gelten sollen, führt dieÄufgabeauf eine
einzige Lösung, wie es bei linearen Gleichungen auch immer der n'all ist.

86) Um 8 IIhr morgens geht ein X'ußgänger von Ä nash dem 20 km ent-
{ernten B. Er legt stündlich 5 km zurück. Um 10 IIhr fährt ihm ein
Radfahrer mit einer Stundengeschwindigkeit von 15 km/h nach.'Wann und wo holt ihn der Radfahrer ein ?

Änleitung: Der n'ußgänger legt in x Stunden 5x (km) zurück.
Der Radfahrer ist 2 Stunden weniger als der n'ußgänger unterwegs.

' 18'l) Zt einer bestimmtettZeit fährt von A nach dem 200.krrr entfernten B

I

I1
I
r

'l

ein Personenkraftwagen mit 70 km/h Geschwindigkeit ab. Zut
gleichen Zeit fährt, von B nach A ein Laftkraftwagen mit 30 kmft
Geschwi,)digkeit. N,ach_"y*e-lihgrJskt treffen sich die beiden Iahr-
zeage? Wieviel Kilorneter hat d.er Personenkraftwagen zurück-
gelegt ?

c) Lineare Gleiohungen mit mehrercn Unbekanntea

Zur Berechnung voo 3 u-nbekannten Größen x, y und. z benötigt man 3
yoneinander unabhängige und. wid.erspruchsfreie Gleichu.ngen. Bei 4 Un-
bekanaten braucht man 4 clerartige Gleichungen. A-llgemein sind zur Be-
rechnung von n Unbekannten n Gleiohungeu erforcleriichr).

Ein ailgemein giiltiger Lösungsweg für lineare Gleichungen mit n Uu-
bekannten ist folgender:

Man löst eine Gleichung der gegebenen n Gleichungen. nach einer der
n Unbekannten, z. B. nach x, auf, so daß man also eine Gleichung erhält,
auf deren linken Seite nur x und auf deren rechten Seite die and.eren Unbe-
kannten vorkommen. Den für x erhaltenen Ausd.ruck setzt man in die
anderen Gleichungen, in denen x vorkommt, ein. l\[an erhält sonoit (" - 1)
Gleichungen mit nur noch (n - 1) Unbekannten. Durch "Wiederholung

dieses Yerfahrens erhält man (n - 2) Gleichungen mit (n - 2) Unbekannten.
Durch fortgesetztes Wiederholen d.ieses Verfahrens erhält man schließlich
und endlich eine Gleichung mit nur noch einer einzigen Unbekannten, deren
Wert man aus dieser Gleichung bestimmen karm. Durch rückwärtiges Ein-
setzen dieses gefundenen 'Wertes erhält raan schrittweise die anderen
Unbekannten.

DasLösen linearer Gleichungen mit 3 unbekannten Größen zeigt folgen.des

x +y *z:gz-x+y-5
2x *3y - z:9.

Beispiel:
(I)

(II)
(Ir)
1) Das gilt jedoch nicht ftir den FaIl, daß alle Zahlengrößen der rechteo

Gleichungsseiteu gleioh IuIl sind.
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Aus Gleichung (I) bestimmt man: x 
=i; -y - z und setzt diesen Wert

irr (II) und (III) ein.

Man erhält: ,(IIa) z-(9-y-z)*y:5
oder

z-g +y *z* I: 5

2z{2Y:14
eowie

(III a) 2 (9 - y - z) *3y - z :g
oder

18-2y*22{3y-z:$
Y-32:-9'

Man hat also die beiden Gleichungen erhalten:

2 z lZY :L4
Y-32:-9'

Aus iliesen bestimmt man nach einer der unter b) angeführten 3 Lösungs-
methoden die beiden Unbekannten y und z. Man erhält y : B und z :4.
Diese beiden Ergebnisse in Gleichung (I) eingesetzt, ergibt x :2.

Ergebnis: x:2; y:3; z:!
Awfgaben:

188) x+y-zt:1 189) 3r *2y*62:50
2x*3y-32:0 2xf3y+42:40
Bx-zy*z:6 

6 x+Ly+lr:so
190) 2xf3y l5z:3

l0xfGy-l0z:5
20x-3y*52:10.

191) Das Doppelte einet Zahl vernoehrt um eine 2. Zailtr ergibt 8. Das
Doppelte der zweiten Zahl vermehrt um eine 3. Zahl ergibt 14. Dae
Doppelte der dritten Zahl vermehrt um die 1. Zahl ergibt ebenfalls14.'Wie lauten die drei Zahlen.?

192) Die Summen je zweier Dreiecksseiten betragen 7 cm, I cm und 8 om.
Wie lang sind die Seiten dieses Dreiecks ?

193) Die Winkelsumme in jeilem Dreieck beträgt 180". \[ie groß sind
die Dreieckswinksl, wenn sie sich wie 1 : 2 : 3 verhalten ?

Anleituug: Yergleiehe das Rechnen mit fortlaufenden hoportionen
auf Seite 121.

I"94) In einem Dreieck ist der eine Winkel 20o größer als der zweite und,20o
kleiner als der dritte 'Winkei.

Wie groß sind die 3 Winkel ?
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19ö) 3 elektrische Widerstände, von denen der zweite doppelt so groß wie
der erste, aber nur halb so groß wie der dritte ist, ergeben bei Hinter-
einanderschaltung einen Gesamtwiderstand von 3,5.fJ. Wie groß
sind die 3 Widerstände ?

Anleitung: trrergleiche Aufgabe 184 auf Seite 216.

196) 3 parallel geschaltete \Viderstände haben einen Gesamtwider-
I

stand von fi Q. D* 1. Widerstand ist doppelt so groß wie der 2.

Dieser wied.erum ist doppelt so groß wie der 3. 'Wie groß sind die
3 Widerstände ?

Anleitung: Der Gesamtwid.erstand R von drei parallelgeschalteten

Widerstänclerr r11 12 und r, ergibt sich uor, {:}+**i
[97) Drei an einem Punkt angreifende Kräfte sind im Gleichgewicht.
1 Die erste ist 80 kg kleiner als die zweite, während die dritte 30 kg

größer als die zweite ist. Die 3 Kräfte betragen zusammen 310 kg.
Wie groß ist jede der drei Kräfte ?

Erklärung: Drei im Gleichgewicht befincl-
liche, an einem Punkt angreifende Kräfte P1,
P, und P. lassen sich durch nebenstehendes
Dreieck darstellen, dessen Seitenlängen den
Größen der Kräfte entsprechen.

4Pz
P3

Bitd 54

il) Qusdratischo Gleichungon (Gleichungcn 2. Grades.;

I\Iit einer Unbekannten

In der quadrätischen Gleichung: A x2 f B x * C : 0 kommt die einzige
in ihr enthaltene Unbekannte x sowohi mit dem Potenzexponenten 2 als
auch mit dem (nicht hingeschriebenen) Exponenten 1 vor. Ist das quad.ra-
tische Glied x2 mit einem Koeffizienten (-: tseizahl) - hier ist es der
n'aktor A - verbunden, so ist die quadratische Gleichung in all-
gemeiner X'orm gegeben. Man hat eine solche quadratische Gleichung,
d.ie man auch wegen des in ihr vorkommenden höchsten Exponenten 2
eine Gleichung 2. Grades nennt, zunächst auf die Normalform zu bringen,

indem mau sie durch die Beizahl Ä teilt. 1\{an erhält: af: * Pf * f : f
,.BCooer x'J-ÄxtÄ:0. Setzt manhierinden Quotient"nf :u oodf,

: b, so erhält man d.ie Normalforur der quadratischen Glei-
chung:

xz *ax *b: O.

Die Normalform ist durch folgendes gekennzeichnet:

1. Das quadratische Glied xl hat <las Vorzeichen f unttr keinen Koeffi-
zienten (richtiger: den Koeffizienten 1).
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2. Das lineare Glied a x hat den Koeffizienten a, der größer oder kleiner
als 0 seir. kann.

3. Das von x freie Glied, das X'reigliecl oder
genannt, kann positiv oder negativ sein.

4. Die aus dem quadratischen Gliede, dern
I'reigliede gebildete Summe ist gleich 0.

Durch 3 tlivicliert:
Beidseitig radiziert:

auch das absolute Glied

linea,ren Gliede und dem

Sonder{älle der Normalform
d er quadratischen Gleichung

1) X'ällt das lineare Glied a x der in der Normalform gegebenen quadra-
tischen Gleichung: xz + a x f b :0 fori, so erhält man die reiu-qua-
dratische Gleichung: xz +b:0.

fn einer rein quadratischen Gleichung kommt clie Unbekannte x nul in
der quadratischen X'orm vor.

Aus: x2 * b : 0 folgt xz : - b und durch beiderseitiges Wurzelziehen:
xr,z : -f /lt; denn eine Quad.ratwurzel kann sowohl positiv als auch
negativ sein.

I)ie reiu quadratische Gleichung: x2 +b :0 hat die beiden Lösungen,
d.ie man auch 'Wurzeln nen:rt,

xr: * /= und xz: - l= '
Ist b ) 0 (d. h. b ist positiv), so sind die beiden'Wurzeln imaginär.

n'ür b < 0 (d.h. b ist negativ) erhält man 2 reelle Lösungen.

Bei,e pi,el e:

a) xz - 16 :0.
Das absolute Glied auf die rechte Gleichungsseite gebracht: xa : 16.
Durch beiderseitiges Wurzelziehen erhält man: x : * 4 .

Die beiden Lösungen lauten:

xr:*4; xr:-4.
xz *225:A

x2 : -225
x : -l- 1r-225 : + 15 i

Ergebnis: "r=_llii__E:_l!i.
. 3x 216c) z:- .

Das Produkt der Äußenglieder ist gleich dem der Innenglieder:
3xz : 432.

xz :744.
x : !12 d. h.:

b)

Ergebnis: x1 :12; xa: - 12 ,
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Probe: Den Lösr:ngswert xl : 12 in die Ursprungsgleichung eiage-
setzt, ergibt, 

,. r, zL6

it: ,f'.
Dies ist eine identische Gleichung und ein Kennzeichen für die Richtig-
keit von xr : 12. Ebenso macht man die Probe mit dem 2. Lösungs-
wertx;:-12.

d) 3x2-5:142.
Die konstanten Glieder, das sind" die Gliecler ohne x, auJ die rechte
Seite gebracht, ergibt:

3x2: L42 +5
3x2:L47

xz :49 -

Ergebnis: xr: *7; xr:-7 .

,4+x x+16
"t 4-x-x-16'

Das Produkt der Außenglieder gleich dem der Innenglieder gesetzt,
ergibt:

(4 *x).(x- 16) : (4 - x)'(x f 16)

4x fxz -64- 16x: 4x- xz *64 - 16 x
2x2:l.2B
x2: 64.

Ergebnis: xr:*8; xr:-8.
Weitere Übungsawf gaben: 5.227 Nr. 198 ...202.

2) n'äilt das konstante Glied b cler in d.er Normalform gegebenen qua-
dratischen Gleichung x2*axfb:0 fort, so lautet die quadratische
Gleichung: x2+ax:0.

Man klammert x aus und erhält: x (x * a) :0.
Ein Produkt - hier: x (x* a) - kann nur dann gleich 0 sein,

wenn einer d.er beideu X'aktoren gleich 0 ist. Durch Nullsetzen der
beiden Faktoren des Produltes x (x f a) erhält man die beiden Lösungen:

und (aus xz + a, : 0):

Beispiele:

a) xa-3x:0.

xt :0
X2:-4.

Durch Ausklammern von x erhäIt man:
x(x-3) :0.

Dieses Produkt kann nur dann gleich 0 sein, wenn die Unbekannte x
die 

.Werte 
an:rimmt:
xr : 0 und 

_xs 
:3.
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b) x, + 5 x :0. Man erhält auf dieselbe Weise:

x(x*5):0
xr:0 und x, : - 5.

We,i,tere Übungsauf gaben: 5.227 Nr. 203 ...207.

§ind in der Normalform der quadratischen Gleichung: x2 * a x f b : 0
sowohl a + 0 als auch b + 0 [ies: b ungleich 0], so kann man zur rech-
nerischen Bestimmung der Unbekannten x einen der folgenden 2 Lösungs-
wege einschlagen:

1) Lösung der quadratischen Gleichung xz * a x + b :0 mittels
der quadratischen Ergänzung.

§ubtrahiert man das n'reiglied b der Normalform:

x2 +ax f b:0

auI beiden Seiten der Gleichung, so erhält man:

xB *ax: - b.

§odann fügt man auf beid.en Seiten dieser Gleichung, um auf der linken
Seite ein vollständiges Quadrat zu bekommen, die sog. quadratische Er-
gänzung (ä)'ot"r".

I Die quadratische Ergänzung ist das Quadrat des halben
I Koeffizienten des in x linearen Gliedes.

Die Gleichung lautet dann:

xz+a-*(;)'--b*(ä)'.

Die linke Seite ist das Quad.rat der Summe x + ]. ttlan schreibt also:

(- * ä)': (ä)'- 0 .

Zieht, man auf beiden Seiten dieser letzten Gleichung die 'Wurzel und be-
achtet, daß eine Quadratwurzel sowohl einen positiven als auch einen
negativen Wert haben kann, so ergibt sich:

.ax _Fz: t
Bubtrahiert man auf beiden Seiten der

x- - z*llff-,,.
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Die vor dem Wurzelzeichen stehenden beiden Yorzeichen f und - be-
Eagen, daß die quadratische Gleichung x2*ax+b:0 für die Unbe-
kaunte x die beiden Lösungen hat:

x,:- z+|ff=
x2:- z-]/G],"-

Anmerkung: Derunter dem Wurzelzeichen stehende Radikand (;f - r)
heißt die Diskriminante D. Bezüglich ihrer Größe kan. man folgende
3 möglichen Fälle unterscheiden:

I) D: ä - b > O; d. h. clie Diskriminante ist positiv. Mau hat

2 reelle Lösungen x, und x, .

II) D: { -A:0; die Diskriminante ist 0.

Man hat zwei zusammeufallende Lösungen; nämlich: 
"r,, 

: - ä .

III) D : f - b < 0; d. h. dieDishiminante ist negativ. Man hat keine

reelle Lösung, da die Quad.ratwurzel aus einer negativen Zahl
imaginär ist. Man erhält 2 konjugiert komplexe Zahlen zum Er-
gebnis.

Zahl,enb eiepi,el:

Welches sind die Lösungen der in allgemeiner X'orm gegebenen quadra-
tischen Gleichung:' 4x2-20x +24:0.

Man divicliert durch die Beizahl 4 des quadratischen Gliecles uncl erhält
d.ie Normalform:

x2-5xf6:0.
Das absolute Gliecl nach rechts gebracht:

xz-bx:-6.
Die quadratische Ergänzung lautet (*)' ,"U wircl beidseitig addierü:

xz-bx*(;)':-6+(;)'.
Die linlre Seite als Quadrat geschrieben, die rechte Seite ausgerechnet:

("-;)' : i
AuJ beiden Seiten radiziert: *- Z: + ;

- j- ,u"h rechts gebracht: *:*+*.
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Somit lautet das Ergebnis:

- -5--I -o^r- g | 2-".
: 5 t_ooz- i-r-c.

hobe: xr :3 in die Ursprungsgleichung eingesetat, ergibt
4.32 -20 

.3 1-24:0
36 - 60 {24:A

0:0.
xa:Z in die ürsprungsgleichung eingesetzt, ergibt

4.22-20.2 +24:g
16 - 40 +24 :0

0 :0.
2) Lösung der quadratischen Gleichung x2 *ax +b:0 mittels der

nachstehenden n'ormel :

Äus

Lösungen:

erhält man die beiden

Die allgemeine Gültigkeit dieser tr'ormel wurde bei dem unter 1. erklärten
Läsungsverfahren mittels der quadratischeu Ergänzung bewiesen.

Diese X'ormel drückt sich in Worten als folgende Lösungsvorschrift
fär die in der Normalform gegebene quadratische Gleichu:rg aus:

Die beiden Ergebnisse der quadratischen Gleichung x! f a x f b :0
erhält man lolgendermaßen :

1. Man nehme d.ie Hälfte des Koeffizienten von x und ändere das Yor-
zeichen; also: - -|.

2. Hierzu addiere bzw. subtrahiere mau die Wurzel, deren Radikand
gebildet ist aus der Summe des Quadrates der soeben hingeschrie-
benen Zahl und aus d.em absoluten Gliede mii entgegengesetztem

Yorzeichen; also: + /FB-
Beispiele:
'Wie lauten die Lösungen folgender quadratischen Gleichungen:

a) x2-18x*80:0.
Der Koeffizient von x ist: - 18.
Das absoiul,e Glied ist: f 80.

x2*axfb:0
xr,z:- ä*/(.lT:t
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Nach der vorstehenden Lösungsvorschrift errechneü man die beiden
Ergebnisse aus:

Ergebnis:

b)

Ergebnis:

c)

Ergebnis:

W edter e

Der Koeffizient von x ist: f 1 (nicht etwa 0!).
Das absolute Glietl ist: - 42.

,r,r:t+il§)":80
:9t/sr-ao:9*yT

xr: 10; x, :8.
xz *x- 42:0.

X,,2:- !*1t({ +A

lE.ry:-+*\lY
rt3___J__
2-r- 2

xr:6; xr:-7'
6xs-x-l:0.

: +**l[E*
--- 1- 6

- | l2ll2
I

Ät-

I
___l_

Z -!-

Diese quadratische Gleichung ist zunächst auf die Nomalfom zu
bringen, indem man sie durch die Beizahl des guadratischen Gliedes: 6
teilt. Man erhält:

oIl
=r_ä"_ä:0.

Der Koeffizient von x lautet: - f .

Das absolute Glied ist: - f .

Xlrz

:+]r+ffi+ff
:*fi*ffiTT

I
^r- 2,

Übungaaulgaben: 5.227 Nr. 208 ,..2L7.

Das Wurzelgesetz
für die quadratischen Gleichungen

Die beiden Lösungen (auch Wurzeln genannt) der quadratischen
Gleichung xz *a x f b : 0 betragen, wie vorstehend abgeleitet wurde:

xr:- i+yfi u:rd \:-Y-lSJ.
ürthcmrtik Teill. 16
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Durch Äddition dieser beiden Lösungen x, und x, erhält mau:

xr*&: (- + + /r-;) + (- +- NT-il:-a; d.h.

I Die Summe der beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung ist

I gleich der Beizahl von x mit entgegengesetztem Yorzeichen.

xr*&:-a

Das Produkt der beiden W'urzeln einer quadratischen Gleichung ist
gleich dem absoluten Gliede.

Beispiel:

Wie lauteü ilie quadratische Gleichung, die die Lösungen x1:3 und
x2:7 bat?

[is §r,mms der beiden 'Wurzeln ist: x, * xa: 3 + 7 :10. Sie ist
gleich clem Koeffizienteu von x mit umgekehrüeu Yorzeichen; also a : -10

Das Produkt der beiden lVurzelo ist: xr. x, : 3 . 7 :2L. Es ist gleich
ilem X'reiglied; also b :21.

§omit lautet die quatlratische Gleichung:

xz_10xf21:0.
hobe: X'är xr:3 wird aus

xz-10xf21:32-10'3+21

=l- 
30 +21

X'är +:7 wird.aus
xs-10x{21:72- 10'7+21

=*e-70+21-u.
Wcitere Übungaaulgabcn: S. 227 Nr. 218..:222.

Lehrsatz von Vietar)

Die quadratische Gleichung x2 + a x f b : 0 läßt sich als Proclukt
rler beidenßaktoren: (x - xt) ' (x - xr) : 0 schreiben, worin x, undr,
die beiden Lösungen der quadratischen Gleichung sinil.

X1. 12: b

r1 Viota [sprich: Wi-eta] (1540 bis 1603), französiecher Mathematiker - Erfinilor
der Buchstabenbozoichnung für unbestimmto Zahlen.
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Beweis: Multipliziert man die beiden Klammern (* - *r) . (x - xr) aus,

so erhält man: (x- xr) (x- &) : x2 - xXr- x& *xr&
x2-(xr*xa)x*xrxz.

Daaber xr*&:-a und xr&:*b ist,soerhältman:
xz - (xr *xJx *xrxz : x2- (- u) = *b : xz +ax +b.

B eispiel,:

Die Summe xz - 3 x - 70 ist in ein Proclukt aus 2 X'aktoren zu zerlegen.
Man setzt xs - 3 x - 70 : 0 und. löst diese quadratische Gleichung:

*,,, :Z 4Ti 7o: ] + VT;ry :Z **
xr:10; xz:-7.

Das gesuchte Protlukt lautet: (x - 10) . (x * 7).

Ergebnis: x2- 3x- 70 : (x- 10) (x f 7).

Probe : DurchAusmultiplizieren der reshten Seite erhältmandie linke §eite.

202) a x2 : b 2L2) xz _2,gx -0p203) x2 : 16 x 2IB) x2 {l,2xf 0,6 : o
204) (x*3)2: 

^"'ztt\ 8x2*2x:t
205) (xf5) (x-b) f lOx +25:0 rzrb; 6xr f x : lb^^-.2-l-x x-2
20ö) 7:Z:z-x 216) 18x2+9xf 1:0
207) (x*4)s:(4-112*4xz v 217) 12x2-L7 x:-6.

Fär clie Aulgaben 2L8...222 sinal alie quadratischen Gleichungen anuugo-
ben, die die Lösungen x, und x, haben.

Auf gaben:

198) 25 xz :9
f99) 4xz { 36 :0
200) f,x:l-!
201) (x *a) (x- a):3az

V'208) xz-11x*30:0
{zosyx2+8xflb:o

210) xz-3x:10
2LL) xz-*":*

221) xr: l?i; xa:-2i
222) xr:21-.ii xz:Z-i.

226) xz *2x*31*
227) *-2,5x1L.

218) x, :- 4; &: *3
219) xr:lT; *":-VE
220) xr:1*ltZ;r":l-yz

Die in den Aulgaben 223 ...227 gegeberen quadratischen Äusdrücke sind
in Faküoren zu zerlegen:

223) xz *x- 6
y22$xs-10x{24
V225) lra2x-8

l6+
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228) Die Zahl?l$istin das Produkt zweier n'akboren zu zeflegeu, von denen
der eine urTr 6 größer als der andere ist. W'ie lauten die beiden X'ak-
toren ? ,/ a' i ".

2291 +L soll in die Summe zweier Glieiler zeilegl weiden, deren Produkt
378 ist. Wie lauten die beid.en Glierler ?

230) 
'Welche 

ZalrJren ergeben ilurch 4 clividiert 1 mehr, als wenn man 8- durch sie teilt ?

231) Der Inhalt eines Rechteckes beträgt 28 cm2. 'Wie groß sind seine
Seiten, wenn die eine 3 cm größer als die andere ist ?

232) Yon den beiden Katheten eioes rechtwinkligen Dreieckes ist die eine
halb so laug wie die andere. IV'ie lang ist die Hypotenuse, wenn dio
längere Kathete a cm mißt ?

233) Eine Strecke von d.er Länge a cm heißt nach dem ,,Goldenen
Schnitt" geteilt, wenn sie so in 2 Teilabschnitte zerlegt wird, daß
d.er größere Abschnitt (x) die mitt-
lere Proportionale (: geometri-
sches Mitte'l) zur garzen §trecke
(a) und zu dem kleiieren Abschnilt
(a-x) ist. \[ie groß ist der grö-
ßere Abschnitt dieser so geteilten
Strecke ?

Anmerkung: Verkärzt man die
H;ryotenuse derAufgabe 232 um die
Iränge der ktirzeren Kathete, so er-
hält man dea größeren Abschnitt
der nach dem,,Goldenen §chnitt"
geteilten anileren Kathete. Die Teilung nach dem : ,, Goldenen Schnitt"
nennt man auch: ,,Stetige Teilung",

234) Bei der Härtebestimmung eines Werkstoffes mittels der Kugeldruck-
probe nach Brinell (1900) errechnet man die Eindrucktiefe h einer
Lleinen Stahlkugel von bestimmtem Durch- -.-1-r
messer D in einem zu prüfenden W'erkstoff
aus dem leicht zu messenden Durchmesser d
des Eindruckkreises und dem Durchmesser
D der Kugel.

a) 'Wie drückt sich h durch D und d aus ?

b) IVie groß ist h für D : 10 mm und
d-6mm?

Anleitung: Aus dem Biltle 55 entnehme
man das nebenstehend. skizzierte Dreieck
(Bild 56) und setze den Lehrsatz des
Pythagoras an!

Bild 54

f-, Lq
d
7

Bild 55

Bild 56
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235) Um wieviel muß man den Durchmesser d eines Rohres vergrößern,
damit die lichte Querschaittsfläche f doppelt so groß wird ?

236) Yon 2 Drähten ist d.er 
'Wideretand des einen 1 (J größer als der d.es

and.eren. Bei Parallelschaltung bilden beide Drähte einen yer-
zweigten Stromweg von 1,2 O Gesamtwid.erstand. Wie groß sind
die beideu 

'Widerstände 
?

237) Der 'Widerstand zweier Drähte beträgt bei llintereinand.erschal-
tung 18.0, bei Nebeneinanderschaltung 4O. Wie groß sind die'Wider-
stände der beiden Drähte ?

Mit mehreren Unbekannten

Die für die rechnerische Lösung einfachsten Tälle der quadratischen Glei-
ohuugen mit 2 Unbekannten liegen vor, wenn gegeben ist:

a) in der einen Gleichung die Summe oder Differenz, in der ancleren
das Produkt der beiden Unbekannten;

b) in der einen Gleichung die Summe oder Differenz der Quadrate der
Uubekannten und in der and.eren Gleichung die Summe oder die Diffe-
renz oder das Produkt der UnbekannteDi

c) eine quadratische und eine lineare Gleichung.

Die für diese 3 X'älle zweckmäßigsten Lösungswege mögen an einer Reihe
charalteristischer Beispiele gezeigt werden :

Beiepiel,e zt a):
c) (I) xfy:7

(II) xy : t2 .

Aus Gleichung (U) bestimmt man:
L2Y:-

und setzt diesen 'Wert in (I) ein:

,*L2 :7 .'x
Beide Seiten mit x multipliziert:

xz aL2:7 x.
Durch Ordnen der Glieder erhält man die Normalform:

x2-7x*12:0
mit deu beiden Lösungen:

,'t,z:**lT-G:Z*
xL :4; Xz :3.

7l
I-

-2-r-2

Setzt man xr:4 in (I) ein, so erhält man: 4 *yr:7 oderh:3.
,, ,, zz-3 r, ,, t, ,, ,, t, 3*Yr:I u Yz:1'

48

-4



230 ßecknen mit Gleickungen

Man erhält 2 Lösungspaare al§

Ergebnis: xr:4; h:3
und xz :3; Yz:4.

Einfacher ist der Lösungsgang unter zuhilfenahme des wurzelgesetzes für
quadratische Gleichungen (Seite 225) :

Man stellt die Normalform einer quadratischen Gleichung auf, in der
die Beizahl von x gleich dem negativen'Wert von der Summl der beiden
Unbekannten (hier: - 7) ist und in der d.as X'reiglied gleich dem Produkt der
beiden Uubekanlten ist (hier: 12); also: xz - 7 x * 12 : 0 .

Die weitere Lösu:rg: Siehe oben!

T)er Lösungsweg entsprioht dem zuerst angeführten des Zahlenbeispiels a);
also:

aus (II): ,:19
in (I) eingesetzt: , - ?:4 oder x2 - 60 :4x.

Geordnet: x2-Lx-60:0
x1,? : Z +l+ +Oo :2 +8; x, : 10; x, - 6.

Diese Werte in (I) oder (II) eingesetzt, ergibt

Yr:6i Ye:-10.
xr: Io; h:6
X2: - 6; yz: - 10.

x2 *yr:25
xY:12 '

Man multipliziert (II) mit 2 und erhält (II a . Zxy -24.
Durch Addition von (I) und (IIa) ergibt sich: xz +zxy + y2:49

ilG)
(ID

Ergebnis:

Beispiele zu b):

c) (I)
(r)

x-Y: 4
xY:60 '

oder:
Durch beiderseitiges Radizieren erhält man:

(xty)2:49.
x +y:+7.

Man hat somit die Summe der beiden Unbekannten bestimmt, während
ihr Produkt in (II) gegeben ist. Die Aufgabe ist auf den vorhergehenden
Fall a) Beispiel «) zurückgeführt. Hier liegen die folgenden 2 Gleichungs-
Paare vor: 

x +y: T und x +y - -7xI:12 xy:12.
Mau erhält die 4 Lösungspaare als

Ergebnis: xr : 3; y.-: 4
xz:-3iYz:-4

xs:4i Ia : 3

x4:*4)Y*:-3.
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p) (I)
(r)

x2-y2:3
xY:2:

Aus (II) erhält man: y : ?und setzt diesen Wert in (I) ein:
t*'- * : gt beide Seiten mit x2 multipliziert, ergibt:

* - 4: 3x2 oder geordnet xa- 3x2 - 4 : 0.
Dies ist eine Gleichung 4. Grades oder eine biquadratische Gleichu:rg. Man
kann sie aber auch als eine quadratische Gleichung ftir die Unbekannte xr
auffassen uud erhält somit als Lösungen:

4,2:Z*lii:Z*Z
xl : 1- 4; hieraus xr : * 2; xr: - 2

if,:-l-; hieraus xa:*i; xn:-i.
Durch Einsetzeu der 4 Lösungen der Uubekan:rten x in (II) erhält man:

Ir:*1; yz:-l1' Ys:-2i; Y*:2i.
Ergebnis: xr: {2; }r: *1

xr:-2; Jrz:-1
xs:fi) !s:'2i
xa:-i; !r:12i.

v) (I)
(r)

X'ür (I) gesebzt: (x * y) (" - y) : I
Hierin (II) eingesetzt: 9 (x - y) : 9

Durch Atlilition:
Ergebnis:

e) (r)
(r)

x- Y : 1

(II) x*y: 9

2x :10

In (I): x2 *(7 -x)2:25xzf49-14x1'x2:25
2**14xf24:0

x2-7 xf12:0

Ergebnis: x1:4; h:3
+:3; Yz:4.

x: 5 Ergebnis: X: 6

v:4. y:3.
x'*ye:25 €) (I) xz *Yz:25
x*y:1 _ (II) x-y:1

Aus (II): y:7-x Aus (II): y:x-I

d) (I) x2-y2:27
(II) x-y:3.

(* *y) (x-y\:27
(x * y) '3 :27

x*y: 9
x-Y: 3

2x :L2

In (I): xs * (x -L)z 
:Zn

Zxz -2x ll :25
x2-x-L2:O

xt,z:*+1ll+r,
- t-r7

-_J__- 2L2

xr: 4; h: 3

x2--3; yr:-4.

x2-y2:9
x *y :9.

*,,":tr*.llT=
-7 tl
-2L2

Ergebnis:
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Beiapi,el,e zu c):

Man löst die lineare Gleichung nach einer der beiden Unbekannten auf
u:rd setzt den gefundenen Wert in die audere (quadratische) Gleichung ein.
Man erhält so eine quadratische Gleichung mit nur einer Uubekannten.
Äus der großen Zahl dq verschiedensten Beispiele hierfür mögen folgende
herausgegriffen sein:

cr) (I)
(r)

In (I): 32yz-\yz :29
29Yz -'n

Zxz _ Zyz :29 p)
X,T
va"?ffi"-

x2 + xy *y' :4
x{2Y:)

Äus (II): x:2-2y
(2-zy)z +(2-zy)y *yz:43y'-6y:o

(I)
(r)

yz:L 3y(y-2):0
Ergebnis: y1:+1iya:-1 Ergebnis: h:0; Yz-Zxi: * 41 xr:-4. xt:Z; xa: - 2.

v) (I)(r)
x (x f y) :20 ö) (I) 4xz - y :90
2x*3y:11 (II) 4x-y:10

Äus (II): y :*-3-. (I-II): 4x2-4x:80'

In (I): *("*+-;") :zo x2-x-20:o
' 

= (ä +'ii : r, "'': **18**
x2f11x-60:0 :J-+!-

Xr,z : -i+,lU- *o Ergebnis: *r:;r- :r: - 4

__ll-19 h:10; yz:-26"
2J-2

Ergebnis: xt: 4; xz : - 15

h:Ii Yr:ai.
Autgaben:

238) x-1t-y:15
xx :56

239) x {y:5,4
x!:2

240) x +y:2*
xY:1

24L)x-y:1
xf :6

242)

243)

244)

245)

IY-x: z
3xy:16

x2*y?:37
x *y:7

xz *y2:37
*- Y:5

x2 * y2 :50
xY:7

246) xz *y2:65
x2-yl:63

247) 3;z - yz :23
x{y:23

248) x2-Yz:25
x-Y:1

249) x2 - 12:15
x7:4

232
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250) xz *yz:az
x-Y:0

261) x2 -Y2:a2
=-Y:u

252) xz *yz :Zaz
xY:aa

253) xD *yz:29
2xf3y:16

256) 3x2 4y:15
2x-y:L

254) xz - xy + yz :7 257) 3x2 :2y
Zx-y:7 I-x:4

255) 3 x2 +y2:117
x0
v

258) ZweiZablen, die sich rrm 21 unterscheiden, haben das geometrische
Mittel 10. 'Wie lauten diese beiden Zahlen"?

Anleitung: Das geometrische Mittel m zweier Zahlen x und y be-
stimmt man aus -: /*y oder ms : x.I.

259) Das arithmetische Mittel zweiet Zahlen ist l0; das geometrische
Mittel ist 8. Welches sind. diese beiden Zahlen?

260) Das arithmetische Mittel zweier Zahlet beträgt 10, während das har-
monische Mittel derselben beiden Zahlen 9,6 ist. Wie lauten diese
beiden Zahlen?

Anleitu:rg: Za 2 Zahlen x und y ist das:

Arithmetische Mittel: *, : * (x * y)

Harmonische Mittel: ^r: ffi.
261) ZweiZahlen haben d.as geometrisshe Mittel: ]/Z ""a das harmo-

nische Mittel: f .W"t"U", sind diese Zahlerg

262) Die Diagonale eines Rechteckes mit fls6 n'l§s[sninhalt von 60 cm8
ist 13 cm lang. IVie lang sind clie beiclen Rechteckseiten ?

263) In einem rechtwinkligen Dreieck beträgt die
Su-ms der Katheten 71 cm. Die H5ryotenuse
ist 61 cm lang. Wie groß sind die Katheten ?

264fi,Zwei Kräfte P, und P21 von d.enen die 2. um l0 kg
I größer als die f . ist, wirken in aufeinander senk-
I rechterRichtu:ag nach der nebenstehenden Skizze.
I Ihnen wird durch eine 3. Kraft P, das Gleich-I gewicht gehalten. Die Summe"der 3 Kräfte

beträgt 120 kg. \{ie groß sind die 3 Kräfte ?

Anleitung: Die 3 im Gleichgewicht befind-
lichen Kräfte Pr, & und P, lassen sich durch
das nebenstehende rechtwinklige Dreieck dar-
stellen, dessen Seitenläugen der Größe der Kräfte
entsprechen.

Lehrsatz des Pythagoras anweuden!

Bild 57

tsild 58
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265)fAn einem Punkt greifen 2 senkreoht zueiuander gerichtete Kräfte P,
fund P, an, von denen die eine um 7 kg größer als die andere ist.
IIhre Resultierende (: Mittelkraft) beträgt
lR: tzkg. \[ie groß sind P, u,'d Pr? p-f --?Z

, Änleitung:,Die 3 Kräfte?r,,P, und,R,.bilden '"Ly'////)
das neDenslenenüe, scnr&Illelle le0lllwllulllg" ptDreieck' 

Bild 59
266) Das genormte Papierf ormat A 0 ist das Aus-

gangsformat für die üblichen Papiergrößen, wie sie für Geschäftsbriefe,
Betriebsvordrucke, Zeichnungeu, Zeitschriften, Buchformate, Post-
karten usw. verwendet werden.

Das Normformat A 0 ist eine rechteckige X'läche von 1 mt Inlalt.
Seine Seiten stehen ebenso, wie die aller X'ormate, im Yerhältnisl: -f2.

Wie groß sind die beiden Seiten des n'ormates A0?
26?) Eine Linse hat die Brennweite L :24 cm. Auf ihrer Achse befinilet

sich ein leuehtender Punkt. Das Bild dieses Punktes ist a - 150 cm
von d.er Lichtquelle entfernt. Wie groß sind die Bilil- uncl die Gegen-
standsweite ?

Änleitr:ng: Yergleiche Aulgpbe 137 auf S.207.
Ferner setze man a:b *9.

268) ht Vergleichsmessungen der Stärke zweier Lichtquellen bedient man
sich neben anderen des Bunsenschen X'ettfleckphotometers. Bei
ihm wird ein kleiner weißer Schirm aus durchscheinendem Papier, in
dessen Mitte sich ein X'ettfleck befindet, auf beiden Seiten von je
einer Lichtquelle in senkrechter Bichtung beleuchtet. Man stellt die
bestrahlte X'läche in einer solchen Entfernung vou den beiden Licht-
quellen auf, daß sich der X'ettfleck nicht mehr von dem durchschei-
nenden Papier abhebt. In dieser Stellung verhalten sich die Licht-
stärken I, und I, der beiden Leuchten wie die Quadrate der Ent-
fernungen des Schirmes von den Lichtquellen ?

Es betrage der Äbstand der beiden Lichtquellen voneinander 2 m.
Ihre in Hefnerkerzen gemessenen Lichtstärken verhalten sich wie
L nt 9. \{ie weit ist die stärkere Lichtquelle von dem Transparent-
schirm entfernt ?

269) 2 Drähte ergeben hintereinand.er geschaltet einen Widerstand
von 15 O. Bei Parallelschaltung der beiden Drähte beträgt der
Widerstand 3'1, O. Wie groß sind die beiden 

'Widerstände?

270) trn einem Gleichstromkreise ist ein Widerstand von 55^fJ eingeschaltet.
Die Leistung des Stromerzeugers beträgt 220W. IV'ie groß ist die
Stromstärke und die Spannung?

A:rleitung: Leistung : Spannung X Stromstärke.
Widerstand : Spannung : Stromstärke.

271) Äus einer Kreisfläche mit dem Durchmesser D soll ein konzentrischer
Kreig so ausgestanzt wetden, daß d.ie übrigbleibende Kreisringfläche
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gleich der Hälfte cies U ist. Wie groß muß der Durch-
messer d.es werd.en ?

Anleitung: Kreisinhalt :
272) Wie groß ist clie Eälfte der Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks

mit den beiden gleich großen Katheten D ?

(Man vergleiche dieses Ergebnis mit dem d.er vorhergeheuden Auf-
gabe!)

2. Zeiehnerisehe Lösungsverfa,hren

Durch die im vorhergehenden Abschnitt behandelten rechnerischen
Lösungsverfahren für die Gleichungen erhält roan, sofern es sich um lineare
oder quadratische Gleichungen handelt, stets ein oder mehrere Ergebnisse.
Bei kubischen Gleichungen und. solchen noch höheren Grades - aber auch
schon bei quadratischen Gleichungen mit mehreren Unbekannten - ver-
sagen die angeführten rechnerischen Lösungsmethoden. Bisweilen sind
solche Gleichungen nur unter Anwendung schwieriger Rechenhiffe auJzu-
lösen1). An ihrer Stelle bemrtzt man einfacher graphische (: ssighrerische)
Lösungsverfahren und erhäIt hierdurch schnell Ergebnisse, die zwar wegen
der mit einer Zeichnung unter Umständen verbundenen Ungenauigkeit und
wegen d.er beschränkten Äblesegenauigkeit auf d.em Millimeterpapier nur
Näherungswerte ergeben, die aber für clie Mehrzahl d.er in der Technik auf-
tretend.en X'älle vollauf genügen.

Eine Gleichung 1. Grades mit einer Unbekannten, z.B. 3 x - 2 : 0,
kann man unter Einführeu einer 2. Unbekannten y als eine sog. n'unk-
tionsgleichung (s. S. 188) auffassen, ind.em man sie in der n'orm:
3 x - 2 ---. y schreibt und untersucht, für welche Werte von x die Un-
bekannte y : 0 ist, d. h., man muß die sog. ,,NuIlstellen" der X'unktions-
gleichung bestimmen (ilie Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse).
Der gefundene W'ert für x ist dann die Lösung der gegebenen Gleichung.
Die Unbekannte x, der man bei einer solchen Untersuchung beliebige Werte
geben kan.,, nennt man die unabhängige Yeränderliche, während die
Unbekannte y die abhängige Yeränderliches) heißt; denn zu jedem
Wert der beliebig zu wählenden Veränderlichen x gehört ein bestimmter
Wert der abhängigen Yeränderlichen y.

Um eine Bunküionsgleichung zeichnerisch darzustellen, fertigt man
zunächst eine sog. Wertetabelle an, die beispielsweise für die Glei-
chung: y : 3 x - 2 folgendermaßen aussieht:

= l-, l-,1 o 1 z I B I 4 I 5

y l-8i-5 l-, I I ] 4 | 7 | ro 1,,
1) Unzerlegbare allgemeine Gleichungen 5. und höheren Grades lassen sich über-

haupt nicht mehr rechnerisch exakü, d. h. mit Hilfe von lYurzelzeichen lösen.
(Beweis stammt von dem norwegischen llathematiker Abel.)

') Statt des Wortes: ,,Veränderliche" sagü ma,n auch ,,Variablo" (lateinischl
variatio : die Veräuderung).

i"D'.
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Mau setzt in clie gegebene X'unltionsgleichuug der Reihe nach fär x be-
stimmte Zahlenwerte ein und rechnet den jeweils zugehörigen Wert ftir y
aus. Die zueinander gehörenden W'ertepaare für x und y stehen in der
Wertetabelle u:rtereinander.

Sodann fertigt man nach dieser 'Wertetabelle ein Bild oder eine sog.
graphische Darstellung dieser n'unktion an. Ein solches Bild heißt eine
Schaulinie oder Kurve der X'unktion. Man benutzt hierfür 2 einander
rechtwinklig sich schneidende Geradenl das sog. Kartesische Koordinaten-
kreuz.l) Der Schnittpunkt dieser beid.en Geraden, die man die Koordi-
natenachsen oder auch kurz die
Achsen nen-nt, ist derNullpunkt oder
der Koordinaten-Ursprungspunkt 0.
Die waagerecht liegende Achse heißt
die x-Achse oder Abszissenachse.
Die senkrechte Achse heißt die y-
Achse oder Ordinatenachse. Bei
der Darstellung der komplexen Zah-
len (S. 160ff.)hatten wir bereits ein
Koordinatenkreuz kennengelernt.
Während dort auf der Abszissenachse
die reellen Zahlenund auf der Ordi-
natenachse die imaginären Zahlen
abgebildet wurden, werden hier beide
Achsen nur für die Darställung reeller
Zahlen. verwendet. Auch hier wird
die Zeichenebene in 4 Quadranten
I...ry unterteilt. Jedem Wertepaar
x, y der obigen Wertetabelle ent-
spricht eiu Punh der Ebene mit den
Koordinaten xund y. Beispielsweise
stellt sich das Wertepaat x :2;
y :4 durch den Pu*t A dar,
der yon der y-Ächse 2 Einheiten
und von der x-Achse 4 Einheiten
entfernt ist. Das Wertepaar x : 0; I : - 2 wird durch d.eu auf der
y-Achse gelegenen Punkt B dargestellt. Dem Wertepaar x : - l;
y - - 5 entspricht der im III. Quadranten liegende Punkt C mit den
Koordinaten x:-1 und y--5. YerbindetmandieSPunkte A,
B und C miteinander, so erhält man eine gerade Linie. Sie ist das
Schaubild der X'urlrtion y : 3 x - 2. Auf ihr liegen auch sämtliche
andere Wertepaare x, y der obigen 'Wertetabelle. Uns interessiert, wie
eingangs erwähnt, zu erfahren, fär welchen Wert von x die Unbekannte
y gleich 0 ist. Dies ist der Schnittpunkt der gefundenen Geraden mit
der x-Ächse. Er ist vom Nullpufut 21, Einheiien entfernt. Der Wert
x : zl, ist alie Lösung der linearen Gleichung 3 x - 2 : 0.

l-O* x*rdinatenkreuz wurde von Descartes (Cartesius) eingeführt (vgl. S. 14)

Bild 60

-+ -3 -2 , z 3 4 §

(b
Ul

§
T

-3

-4

-5
-6
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Beiapiele:
fär d.ie zeichnerigche Darstellung linearer Eunktionen und der Lösuag
linealer Gleichungen.

a) Gegebene Gleichung: f : |" a f.
'Wertetabelle:

x l-Bl-zl-rl o I r lz I s

Der Schnittpuu-trrü der
durch die gegebene Glei-
chung dargestellten Gera-
den mit der x-Ächse hat
die Koordinaten

x--2iy:0.
Die Gleichung

I
gxfl:0

hat clie Lösu-ng:

x:-2.

b) Gegebene Gleichung:

7 *2x:4.
Diegegebene Gleichung

formt man so um, daß
auf der linken Seite nur
die abhängige Yeränder-
liche y steht; also:

y--2x{4.
Wertetabelle:

"lo irlrl,
y I 4 | z I o l-,

Die Wertetabelle braucht
nur 2 oder 3 W'erte der un-
abhängig Yeränderlichen
r zu enthalten.



Reahnen rndt, Gl,edakungen

Im Bild 62 schneidet die Gerad.e:

Y+2x:4
d.ie x-Achse in dem Punkt A mit den Koordinaten

Die Gleichung

hat die Lösung:

c) Gegebene Gleichung:

TV'ertetabelle: *lolrlB
y l-4 1-2 1+z

Der auf der r-Achse liegende Punkt B hat clie Abszisse:

r:2 (Bilcl63).

2x- 4:O
7:2.

x:2; I :0.

-2xf4:0
Z:2.

y :2x- L.

Die Lösung der Gleichung:

lautet:

Bild 63
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il) Gegebene Gleichung:

y--4x-1.
'Wertetabelle:

y I +3 | -l
Der Schnittpunkt der Geraden

mit der x-Ächse hat die Koor-
dinaten:

x:-0,25;y:0.
Die Gleichung:

-Lx-1:0
hat die Lösung:

x - - 0,26.

e) Gegebene Gleichung:

y:3x.
'Wertetabelle:

x

v
-rlo l+r

l-rl o l+B '*
{,Da d.ie

bestimmte
Nullpunkt
chung:

3x:0
die Lösung:

x :0.

durch die Gleichung
Gerade durch den
geht, hat die Glei- __T_-r

-2 -l

Bild 66

r l-l
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f) Gegebene Glei-
ehung:

y : _tfnx.
Wertetabelle:

Äuch diese Gerade
geht durch cten Null-
punl:t.

Die Gleichung:

-fnx:o
hat clie Lösung:

x:0.

g) Die Gleichung:

Y:2
stellt sich im rechtwink-
Ligen Koordinatenkreuz
als die im Abstande 2
znr x-Achse laufende
Parallele dar. Jeder
Punkü auf dieser Par-
allelen hat tlie Ordinate

!:2'

h) Die graphische
Darstelluag von

-_eÄ-u

ist die Parallele z:ut y-
Achse im Abstaude 3.
Jeder Punlt aul ihr hat
die Abszisse

x:3.

Bild 67

Bild 68
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Awfgaben:

X'olgende X'unktionsgleichungen sind zeicb:rerisch darzustellen. In wel-
chen Punkten schneid.en die ermittelten Geraden die x-Achse ?

.273) y-x:3 277) 2x- 4y: § 281) ,+ :1
282) (yf 1):(x- 1): 2

X'ür clie graphische Lösung linearer Gleichungen mit 2 Unbe-
kannten hat man jede der beiden gegebenen linearen Gleichurgen als
eine gerad.e Linie darzustellen und hierdurch die Koordinaten des Scbnitt-
punktes P der beiden gefundenen Geraden festzustellen. Der Schnitt-
puh P liegt sowohl auf der einen als auch auf der and.eren Geraden.
Seine Koordinaten x und y erfü,llen beide Gleichungen. Sie sind das
gesuchte Lösungspaar.

B eie piel, e:

a) Welche Werte der Unbekannten x und y sind die auf zeichnerisohem
Wege sich ergebenden Lösu:rgen der beiden Gleichungen:

241

2t4) x- y :2 zlq * :2 ,

275) yfJr-x:t 279) x:y:3
276) 2vf 4x:3 280) Il?:4

I:r*1
y--Zx{I.

I[erüetabelle

ylolll2
I[ertetabelle ftir Gleichung (II):

Bilal 69

(D
(II)

y--2x1'7

trsthomstik T€il 1. t6

I -'l
Y:xf1
0lr
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Die beicten Geraden schneiden sich nach Bild 69 in dem Punkt P, der
die Koordinatorl x : 2 uncl I :3 hat. Diese Werte ftir x und y sind
die Lösuagen der beiden gegebenen Gleichuagen.

b) Es sind auf zeichnerischem Wege die Lösungen der beiden nachstehen-
den' Gleichungen zu bestimmen:

(D xfY:6
(II) y:xf6.

Zur rechnerisch bequemen Aufstellung der beiden Wertetabellen bringt
man die Gleichung (I) auf eine Form, bei der auJ der linken Seite nur y
steht; d. h. man löst die Gleichuug nach y auf.

I:-x*6
I: x *6.

\[ertetabelle für Gleichung (Ia): IVertetabelle fär Gleichung (II):

{-,1 z | 4 -3 I -l I r
yl7l4l2 ylslElT

Die beiden Geraden schneiden sich im Punkt A mit den Koordinaten
r :0; y :6. Dies eind die Lösungen der beiden gegebenen Gleichungen.

(ra)
(u)
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c) Die Gleichungen (I) 4x:21
(II) x : I - 1 sinil zeichnerisch zu lösen.

Beide Gleiohungen nach y aufgelöst, ergibt:

(ra)

(IIa)
Y:2x
I:x*1.

'Werüetabelle für Gleichung (Ia): Wertetabelle für Gleichung (IIa)

= | -r I o I I I zy-l-m " l-rlo I r I z

yloir12ls

Bild 71

Die beiden nach diesen 
'Wertetabellen gezeichneten Geraden schneiden

sich im Punkt P mit d,en Koordi.,aten x:1; y:2.
Die Lösungen sind: x:1; y :2.
d) Die durch die Gleichungen

(r)

(r)
Y:x*2
I:x-B

dargestellten Geraden sincl parallel und habeu somit keineu Schnittpunkt.
Es gibt für diese beiden Gleichuagen kein Lösungspaar.

16*
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Die beiden gegebenen Gleichuagen wid.ersprechen sich. (Siehe Seite 208
uuter 2.).

BiId 72

e) Die beiden Gleichungen

(I) y:Zx
(n) 2y:4x

stellen sich zeichnerisoh
(Bild 73) durch ein und dieselbe
Gerade dar. Ein Schuittpunkt
ist somit nicht vorhanden.
Beide Geraden haben unend-
lich viele Punkte gemeinsam,
'da sie sich überdecken. Es
gibt also unendlich viele Lö-
sungspaare, die beide Glei-
chungen erfüIlen! (vgl. Seite
208).

z.B. x: I: 0
x:1, y :2
x:2ry:4

usw.

Die Gleichungea (r; und (II)
sind" voneinander abhäugig;
denn (II) ist aus (I) <turch
Multiplikation mit dem X'akto r
2 entetand.en.

-, ,).
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Awf gaben:
Welches sind die

mit 2 Unbekannten:
283) y +2x:0

3x-2y -7
284) ;:*

,-y:2

Lösungen der nachstehenden linearen Gleichungen

285) X-x:4 287) x*2Y:5
x-zy--5 3xf6y:15

286) y -3:2x
2x-Y:l

Äls weitere Übungsaufgaben werden d.ie Äufgaben Nr. 138. . . 149 auf
§. 211, Nr. 150... 161 au{ S. 212 und Nr. L62 . ..773 auf S. 214 mr zeichn.e-
rischen Lösung empfohlen.

Graphische Lösung quadratischer Gleichungen

Im Gegensatz nt denlinearen Gleichungen, die, wie vorhergehend gezeigt
wurde, sich zeichnerisch als gerade Linien darstellen, sincl clie Schaubilder
der Gleichunget2. Grades Kurven.

Die nachstehende zeichnerische Darstellung der X'unktionsgleichung
y: x2 ergibt clie quadratische Einheitsparabel.
'Wertetabellefüry:x2: x l-3 l-2 ]-l I 0 I t I 2 | 3

y le l4 | r lo ll l4le
Die Einheitsparabel geht durch den Nullpu:rkt und liegt symmetrisch

zur y-Aohse. Sie berührt die x-Ächse im Nullpunh mit ihrem sog. Scheitel.
Die y-Ächse ist die Symmetrielinie dieser Parabel. Sie heißt die Ächse
der Einleitsparabel (Bild 74.)

Zeichnerische Darstellung (Bild 75) der Funktionsgleichung 2. Grades:

Y :xz +4.

Bild 74 Bild 75
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IVertetabelle für y : xs +4:

Diese Parabel geht nicht durch den Nullpunkt. Sie liegt ebenJalls symme-
trisch zur y-Ächse. Ihr Soheitel hat die Koordinaten x - 0; X :4.

Die Parabel des Bildes 74 ist um 4 Einheiten nach oben hin im Sinne
der positiven Richtu:rg der y-Ächse verschoben.

Bilil T6 Bild 77

Die Gleichung y : x2 - 6 ergibt als Schaubild Bild 76 , die um 6 Ein-
heiten nach unten hin verschobene Einheitsparabel, ctie die x-Achse in
rwei zum Nullpunkt symmetrisch gelegenen Punkten in den Abständen
xr: * 2,45 : */6 uud \: -2,45: - 1ß schneidet. Ihr auJ der
y-Ächse liegender Scheitel hat die Orclinate y: - 6.

DiegraphischeDarstellungder Gleichuug: [ : (x * 3)z ergibt diePara-
bel nach Bild 77

Wertetabelle für y: (x * 3),

Die Einleitsparabel des Bililes 74 ist um 3 Einheiten nach links im Sinne
der negativen Richtung der x-Achse verschoben. Ihr Scheitel hat die
Äbszisse - 3.

Bild 77
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Die in Bilal 78 dargestellte Gleichung y : (x - 2)s ergibt d.ement-
sprechend die Einbeitsparabel, die um 2 Einheiten nach rechts hin ver-
schoben ist und deren Scheitel auf der x-Ächse liegt unil vom Nullpunlrü
nm 2 Einheiten entfernt ist. Die Ächse dieser Parabel (gestrichelt gezeich-
net) liegt parallel zur y-Achse.

DieGleichu:rg I: @-Z1z *1(:x2- 4x *5) stellt sich auJ Grund
der sich ergebenden

Wertetabelle fär y : (x - 2)2 f I

allgile.Einheitsparabel dar, die in Bichtuug der positiven r-Ächee um
2 Einheiten verschoben ist unal deren scheitäl eine Einheit oberhalb der
x-Achse liegt (Bild 79).

Um ilie Gleichung X:xz*6x*7 auf eineähnlicheX'ormwiedia
vorhergehende Gleichung zu bringen, fomt man die rechte Seite durch
Einzuzählen unrl gleichzeitiges Abziehen der quadratischen nrga"r""g ($)'
(s. S. 222) um:

t:xz+ox a (9)a

y-(x *3)2-2.
- (g)' *,

1234 5

Bild 78

x
-l 0 1 2 3 4 b

v 10 t) o I 2 6 l0

Bild 79
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Aus dieser Gleichung sieht man, rlaß clie sich ergebende Parabel (Bild 80)
sins fiqheitsparabcl ist, deren Scheitel die Koordinaten x : - 3; y - - 2
hat und deren Achse der y-Achse parallel ist.

Bitd 80 Bilal 8r

In deu vorstehenden 7 Bildern 74...80 ist stots ilie Einheitsparabel in
irgendeiner Lage dargestellt. Diese 7 Parabeln sind deckungsgleich.

Die durch d.ie Gleichung y :2 xz dargestellte Parabel - Bild 81 - hat
eiuen steileren Yerlauf. Sie ist in Richtung der y-Äohse gestreckt.
'Wertetabelle für y : t az

lo

l8
-r I o I r

z l o l2
x

v
l-, I -, I o

Der Yerlauf der Parabel wird flacher

ftir d.ie Gleichu:rg y : **, (Bild82).

IVertetabelle für y : jx2

" l-4|-rTn,r-11
v la lz lo lz la
Die beiclen letzten. Abbilttungen zei- Bild 82

gen, daß die n'orm der Parabel durch die
Beizahl des Gliedes lzlssinflußt wird. Je nachdem clie Beizahl größer oder
Heiner als I ist, hat clie Parabel einen steileren oder flacheren Yerlauf.

X'är clie zeichnerische Lösung quachatischer Gleichungen kann man eine
der folgenden 3 graphischeu Lösungsmethoden anwenden:

Bilal 8r
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Beiep§el:

Die Gleichung x2f8:6x
lautet in der Nullform: xz-6xf 8:0.
Man setzt die linke §eite dieser aul die Nullform gebrachten quadratisehen
Gleichung gleich y uncl erhält somit eine nach y aufgelöste oder explizite
X'unktionsgleichung. (Im Gegensatz zu dieser Eorm nennt män eine
ßunktion, tlie nicht nach y aufgelöst ist - z.B.: xz -y + 6x:7 -eiue implizite X'unktion.)

Im Beispiel erhält man die e:plizite quadratische X'unktion:

Y:x2-6xf8.
X'är diese Gleichung stellt man die Wertetabelle auf.

Wertetabelle für y:xr-6xf 8:

249

1. Punktweise Parabelkonstruktion mittels Wertetabelle:

Die gegebene quadratische Gleichung bringt man auf clie Nullform;
d. h. alle Glieder werden auf die linke Seite der Gleichung gebracht, so daß
auf der rechten Seite nur noch 0 steht.

x I o I r I z I g I a I u f u

,

Sodan:r zeich:ret man die erhaltenen'Werte-
paare dieser Tabelle alsPunkte in derEbene
des x-y-Koordinatenkreuzes. Die Yer-
binclungslinie dieser Punhe ergibt eine
Parabel. Man bestimmt aus d.er Zeichnung
die Stellen, an denen die Parabel die x-
Achse schneidet. Dort ist y :0. Die bei-
den Abszissenwerte xt:2 und x, : 4 sind
die beiden Lösungen der gegebenen quadra-
tischen Gleichung (Bild 83).

Bezüglich der Lage der Parabel sind
verschiedene X'älle möglich :

a) Die Parabel schneidet die x-Achse in
2 verschiedenen Pun}:ten. Die quadratische
Gleichung bat 2 verschiedene reelle Lö-
sungen.Bitd 83
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Beiapi el,:

Die Lösung der Gleichung:

xzf1,5x:1
ist zeichnerisch in Bild 84 dargestellt.

xt :0'5
und \: -2

sinal d.ie Abszissen iler Schnittpunhe der Pa-
rabel:

I:xtf1,5x-1
mit der x-Achse und somit auch die beiden

Lösungen. Hier ist D > 0 (vgl. Seite 223).

b) Die Parabel berührt die x-Achse. Die
quadratische Gleichung hal zwei zusammen-
fallende Lösungen.

Beiapiel:
xzf9:6x
xr,s :3

ist die Abszisse des Berährungspunktes (Bild 85). Bild 86

Hier ist D :0 (vgl. Seite 223).

c) Die Parabel liegt mit allen ihren Punkten
oberhalb der x-Achse. Die quadratische Glei-
chung hat keine reelle Lösung, sondern nur
2 imaginäre.

B eispiel :
x2f4:0.

Die beiden imaginären Lösungen lauten:

xr:f2i
xz: - 2i'

Die Parabel hat mit der x-Achse weder einen
§chnittpunkt, uoch berüIrt sie diese (Bild 86).
Hier ist D < 0 (vgl. Seite 223).

2. Zeichner der Einheitsparabel y : xz und Parallelver-
schieben in eine bestimmte Lage:

n'ür ilie Durchftihrung dieser graphischen Lösu:rgsmethode zeichnet man
gich die Einheitsparabel y : x2 (Seite 245 Bild 74) aü. durchsichtigesMilli-

v
I
3

2

,

Bild 86

Bild 84
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meterpapier uucl legt dieses in einer bestimmten Lage über ein aufgezeich-
netes Koordinatenkreuz. Man stellt sod.ann fest, in welshen Punkten die
Parabel von der x-Achse des Kreuzes geschnitten wird.

Beiapiel,e:
a) x2-4:0.

Die beiilen Lösungen sind x, : +2 und x, : - 2. Es sind dies clie Äb-
szissenwerte der Schnittpunkte der Einheitsparabel mit der x-Achse des
Koordinatenkreuzes. Die auf Transparentpapier gezeichnete Einheits-
parabel liegt ähnlich rler in Bilcl 76 aul Seite 246. Sie ist um 4 Einheiten
nach unten hin verschoben.

b) xz + 4 :4x.
Man bringt die Gleiohung auf d.ie Nullform und erhält:

x2-4xf4:0.
Die linke Seite wirrl als Quadrat gescbrieben:

(x-2)2:0.
Die auj Transparentpapier gezeichnete Einheitsparabel ist um 2 Einheiten
nach rechts verschoben. Sie liegt dann so, wie d.as Bild 78 auf Seite 2 47 zeigb.
Sie berährt die r-Ächse in dem Punkt mit der Äbszisse x: * 2. Dies ist
die Lösu:rg.

c) xz-4 x f 1:0.
Man nimmt folgende Umformungetr vor:
Man zählt die quadratische Ergänzulg zu den beiden ersten Gliedern zu
und zieht sie gleichzeitig wieder ab:

xz_ 4x+2D_22 +7:O
oder (x-Z7t-3:0.
Die Einheitsparabel ist um 2 Einheiten nach rechts und 3 Einheiten nach
unten hin zu verschieben (vgl. Bilder 79 und 80 auf Seite 247 u, 248).

Sie schneidet dann die x-Ächse in zwei Punkten mit den Äbszissen
x1 : 3,7 und x, : 0,3. Dies sind. ilie Lösuagen der quadratischen Gleichung.

3. Schnittpunktsbestimmung der Einheitsparabel y : xz mit
einer geraden Linie:

Bei der gegebenen quadratischeu Gleichung bringt mau auf die liuke
§eite uur tlas Glied x2 und auf die rechte Seite d.ie übrigen Glieder.

B ei a pi el,:
x2-2x-3:0

x2:2x+3.
Die linke Seite setzt man gleich yr; also: h : x2.
Die rechte Seite setzt man gleich yr; also: tz:2 x + 3.

251
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Man zeichnet nun die geracle _Linieyz:2 x f 3 und stellt durch Uber-
decken mit der auf Transparentpapier
gezeichneten Einheitsparabel y, : xB
fest, in welchen Prrnkten sich die ge-
rade Linie mit ihr schueidet. Es ist zu
urntersuchen, für welche x-'Werte y. : y,
ist oder, anders ausgedrückt, ftir welche
Äbszissenwerte x die Einheitsparabel
und die gerade Linie dieselben Ordi-
naten y haben (Bild 87).

Die beiden Schnittprrnkte sind mit P,
und P, bezeichnet. In diesen beiden
Punhen haben sowohl die Einheitspa-
rabel, als auch die gerade Linie den
gleichen Ordinatenwert. In P1 beträgt Bitd s7
er: /1 : 1 uncl in Pr: ya : 9. Wesent-
lich ist aber die Größe der Äbszissenwerte der Schnittpurokte. Sie betragen
für Pr: X1 : - 1 und für P2 : x, : 3 und sind die Lösuugen d.er gegebenen
quaclratischen Gleichung.

Zum IJben dieses Yerfahrens noch einige weitere
Beispiel,e:
a) x2-3xf2:0.

Diese Gleichu-ng umgeformt lautet x2:3 x-2. Man setzt: yr: x2 und
ye - 3 x - 2 u:rd. untersucht d.ie Schnittpunkte der geraden Linie y, : 3 x - 2
mit der Einheitsparabel y. : x2. Äls Abszissenwerte d.er Schnittpunke,
die gleichzeitig die Lösung der gegebenen quad.ratischen Gleichu-ng sind,
liest mau ab: xr:1 und xa:Z.

b) x2-9:0.
Man hat die Gerad"e yz:9 mit der Einheitsparabel y, : x2 z.üm Schnitt
zu bringen. Die Gerade Iz :9 ist alie in dem Abstande von 9 Einheiten
zur x-Ächse gezogene Parallele. Die Abszissenwerte der Schnittpunkte
lauten: xr : * 3 und & : - 3 untl sinal alie gesuchten Lösungen.

c) x2-6x*9:0.
Die Gleichung d.er aufzuzeichnenden geraden Linie lautet: y : 6 x - 9.
Man stellt fest, daß sie die Einheitsparabel: y : xz nicht in 2 Punküen
schneidet. Sie berührt sie uur in dem Punkt mit der Abszisse: x :3i
d. h. die gegebene quadratische Gleiohung hat nur die eine Lösung; x : 3.

d) x2_6xf10:0.
Diese quadratische Gleichung hat keine reelle Lösung, da die Einheits-
parabel: y:xL von der Gerad.en: I:6x- 10 in keinem Punkte ge-
schnitten od.er berührt wird.

Aw!gaben:
Auf zeichnerischem 'Wege sincl alie auf S eite 227 Nr. 198. . . 217 angeführten

Äufgaben, soweit dies möglich ist, zu lösen.
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Graphische Lösung kubischer Gleichungen

Wie auf Seite 189 schon gesagt wurde, besitzt eine kubische Gleichung
mit einer Unbekannten x drei Lösungen.

Yerschiedene Mögiichkeiten :

a) AIle 3 Lösungen sind reell und verschieden.
b) 2 reelle Lösungen fallen zusammen, d-ie 3. ist davon verschieden.
o) Alle 3 Lösungen sind reell und falleu zusammen.
d) Eine Lösung ist reell, die anderen beiden sind konjugiert komplex.

Entspreche']cl der Gleichung der quadratischen Einheitsparabel y : x2
(Seite 2a5) hutet die Gleichung der kubischen Einheitsparabel X : x3.

x -3 -t
I
q

I
-4 0

I
Z

I
, t 2 3

v -27 -8 -t
I

-8
I

-64 0
1

64

1

8
I 8 27
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Nach der Wertetabelle für y - x3 (Seite 253) ergibt sich eine Kurve
(Bilder 88 u. 89), dereu sämtliche Punkte i* I. '-*i III. Quadranten liegen.
Diese kubisqfus Sinheitsparabel hat im Yergleich mit der quadratisclen
Ei"heitsparabel eineu ähnlicheu Yerhuf, wenn man sich den im III. Qua-
dranten liegenden Teil der kubischen ginheitsparabel in den II. Quadranteu
hochgeklappt vorstellt.

Der Leser zeichne sich alas Bild der kubischen Einheitsparabel auf durch-
sichtiges Millimeterpapier, um es anschließend bei der Lösung kubischer
Gleichungen verwenden zu können. Es empfiehlü sich hierbei, die Maßstäbe
der Achsen, wie es in den beiden vorstehenden Bildern 88 und 89 durch-
geführt ist, zu verkürzen.

Die Yerfahren der zeichnerischen Lösung kubischer Gleichuagen werd.en
nachstehend an Hand einiger ehlacher Beispiele erklärt.

B ei, a gt i ele:
a) Die kubische Gleichung: xB - 4 x :0 ist zeichnerisch zu lösen.
Äuf der linken Seite der gegebenen Gleichuag läßt man nur das

kubische Glied xs stehen, wäh-
rend auf die rechte Seite alle
übrigen Glieder - hier ist es nur
das lineare Glied - gebracht wer-
den. Man schreibt also: xB :4 x
uncl setzt: (I) Xr : x3

(II) yz:4x.
Es ist dann zu untersuchen, für
welche x-'Werte yr: y, ist.

Man zeichne d.ie durch Glei-
chung (II) gegebene gerade Linie,
die durch den Nullpunkt läuft,
und lege über diese Zeichuung die
auf durchsichtigee Millimeter-
papier gezeichnete kubische Ein-
heitsparabel. Man beachte aber
hierbei, daß ilie Maßstäbe für die
Koordinatenachsen beider Zeich-
trrulgen gleich groß gewählt wer-
den müssen!

Die Abszissen x, und x, d.er

Schnittpunkte P, und P, der ku-
bischen Einheitsparabel mit der
Geraden (Bitd 90) sind 2 der ge-
suchten Lösungen der gegebenen
Gleichung; denn die beiden
Schnittpun-kte P, uncl P2 haben
gemeinsame Ordinaten y. Der
3. Schnittpunkt ist der Null punkt
mit denKoordiuaten x : 0 ; y:0.
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Die 3 reellen Lösungen der gegebenen kubischen Gleichung:
x-g -4x:0 lauten: xt:Zt xz:-21 xs:0 (X'alla.r§.2b8)

b) Um die x-\[erte der Gleichung:
x3+3x-4:0

zeichnerisch zu bestimmen, bringt mau alle Glieder bis auf xB auf die rechte
§eite der Gleichung und schreiSt also: xB - - B x + 4.

Man setzt: (I)
(II)

Bild 9r

Xt: xB

Yz:-3xf4.

Die zeichnerische untersuchung hat wieder ilas ziel festzustellen, für welche
x-Werte y, : y, ist.

Gleichung (I) ist die auf durchsichtiqes Millimetemapier sezeichnete
kubische Einheitsparabel. Gleichung (IIJ stellt sich zäidhneriich ale die
Gerade $ar,- {i9- wegen_des negativen Koeffizienten von x (: - B) nach
rechts hin abfällt und die wegen des absoluten Gliedes (14) nicht'durch
den Nullpunkt- hindurchgeht, iondern iu Richtrrlg der y-[.tr;" um 4 Ein-
heiten nach oben hin verschoben ist. Durch tßeriteökung der parabel
über die Gerade erhält man Bilit gl. Es ergibt sich nur ein sc'hnittpunkü p,
der die gemeinsame Äbszisse x : t hat. Die segebene Gleichuns'x3+3x-4:0 hat nur eine reelle Lösung;-nämHch x: f. öie beiden
anderen Lösungen sind konjugiert komplei (X'all.d, seite 258).
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c) DieAufgabe: xB - 3x - 2 :0 schrcibtmaninderX'om: xs:Bx *2
und setzt:

(D
(r)

Xr:xB
Yz:3x +2.

Eier ist clie durch Gleichuug (I) gegebene kubische Einheitsparabel über
die gerade Linig (It) Is : 3 x { 2 zu legen. Diese Gerad.e steigt wegen des
positiven Koeffizienten von x nach rechts hin an und ist wegen des poiitiven
n'reigliedes (+ 2) 1n Richtung der y-Achse um 2 Einheiten vom Nullpunkt
aus gerechnet nach obeu hin verschoben.

Dürch Überdeckuug der bei-
deu im gleichen Maßstab ge-
zeichneten Koord inatenkreuze
erhält man nebenstehendes
Bild 92. Man sieht, daß sich
die beiden Kurven in dem
Punlte P, mit der Abszisse
xt:2 schueiden und daß sie
sich in dem Punkte P, mit
der Äbszisse xz:-1 be-
rühren.

xt:Zundxs,a:-Isind
die drei reellen Lösungen der
gegebenen kubischen Glei-
chung:

x3-3x-2:0.
Anmerkung: Der 3. reelle

Läsungswert fällt in dieser Auf-
gabe mit dem'Wert xz: - 1

ulrsammen. Der Berührungs-
punkt einer Geraden (hier:
Punkt Pr) kann als zwei un-
endlioh nahe liegenile Schnitt-
punküe oder im Grenzfall
als zwei zusammenfallende
Schnittpunkte der Geraden
mit der Kurve betraehtet
werden (Fall b, S. 253.).

cI) Zur zeichnerischen Lösung der Aufgabe:
X3_X2_2X:0

bringt man wiederum alle Glieder bis au{ das kubische auf die rechte Seite
und scheibt somit: xB : x2 * 2x.
Man setzt:

(D
(II)

Bild 92

h:xB
yr:x2 {2x
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und hat zu untersuchen, für welche Werte der Yeränderlichen x die beiden
y-Werte einander gleich sind. Die Gleichung (II) stellt sich hier als die
quadratische Einheitsparabel y, : xz +2 x dar, die man nach AuJstelleu
der zu ihr gehörenden Wertetabelle leicht zeichnen kanl.

Wertetabelle für y: xz !2x.
* l-zl-rio ll2lB
y I o l-t lolrlslts

Diese quadratische Pinhsifsp6-
rabel wird., wie aus nebenste-
hendem BiId 93 ersichtlich ist, von
der sie überdeckenden kubischen
Einheitsparabel y : xB in 3 Punk-
ten, nämlich P1, demNullpunk 0
und in P, geschnitten (Bilct 93).

Die Abszissen dieser drei
Sohnittpulte, die die Lösungen
der gegebenen Gleichung:

xB_x2_2x:0
sind, lauten:

xr:-1; &:0; xr:!.
(X'all a, S. 253.)

e) Die kubische Gleichung:
x3-3x2-xf3:0

löst man zeichnerisch am einfach-
sten, indem man

o) clie 'Wertetabelle für die
n'unktionsgleichung

y:x3-3x2-x+3
aulstellt und

P) aie sich hierduroh ergebende allgemeine kubische Parabel auJ-
zeichnet und.

y) die Abszissen x der Schnittpmkto dieser kubischen ?arabel mit der
x-Achse feststellt. Sie sind die Lösungen der gegebenen Gleichung; dentr
in den Schnittpunkten ist jedesmal die Ordinate y :0.

Zum leichteren AuJstellen der Wertetabelle beilient man sich zweckmäßig
der nachfolgend erklärten, sogena,nnten

Eornersche Änordnuug.
Man schreibt die Beizahlen sämtlicher Glieder mit ri, x2, X1, x0 nebenein-
ander hin. (Die Beizahl des Gliedes xp (: 1) ist das X'reiglied. n'ehlt in rler
gegebenen Gleichung eines dieser Glieder, so hat man die Beizahl 0 aufzu-
schreiben.)
Xsthomgtik Teil 1.

/l

r7



258 Reaknen m,it Gleiahungen

Iu der vorliegend,en Aufgabe schreibt man also:

1 -3 -1 +3.
Um festzustellen, welchen Wert y für einen beliebig gewählten 'Wert x,
z,B. x:5, annirnmt, multipliziert man clie Beizahl von xB(imBeispiel: 1)
mit 5 und schreibt dieses Produkt (5 ' 1 : 5) unter die Beizahl des Gliedes
mit x2, also unter - 3. Man bilclet die Summe der untereinanderstehenden
Zablen- 3 und 5. Man erhält: *2 . Das Produkt (2 - 5 :)10 schreibt
man unter die Beizahl von x, also unter - 1 und erhält als Summe der
beid.en rmtereinand.erstehenden Zahlen - 1 und 10 die Zahl 9. Das Produkt
von 9 mal 5, also : 45, kommt unter das X'reiglied. 3 zu steheu. Die Summe vom
Freiglied 3 und dem lelztenProdukt 45 ergibt d.en gesuchten Wert I : 48.
Das soeben geschilderte Verfahren sieht prakisch so aus:

x: (5)

x: (3)

x: (2)

x:(1)

x-(-1)

x: (- 2)

x: (- 3)

x: (- 4)

t -35 -r +3
I0 45

(48)

X'ür x:5ist y:48.
Durch wiederholtes Durchführen dieses Verfahrens erhält mani

x: (4) I -1 +3
412-34

I
o

3

0
(15)

_J

0
2 -t o

(0)

-6
-t I

(- 3)
q

o

-1

,
4

-4 q
(0)

-18
ü

IO

-5,
(_ 15)

-51
I

I8

-6
-4

(- 48)

- 108

t7
28

-7 27 (- 105)

In der vorstehenden A-nordnung ist die erste Zahlenreihe der Beüahlen
aus Vereinfachungsgränden nut einmal am Kopf der Äu{stellung geschrieben'
Die zusammengehörenden x- und. y-Werte sind durch Einklammern ge-

kennzeichnet; z. B.: (4) und (15) ocler (3) und (0) ocler (2) und (- 3)
usw.
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Somit ergibt sich folgende Wertetabelle für y:x'-3x'-xf 3:

| -* i -B I -z | -r I o Irlzlal+lo
lrlo5l={rrr-IlTs I o l-ul o lto l€

265

xl
., _]

und die hiernach gezeichnete Kurve (Bild 94).

Aus der obigen Wertetabelle kann man schon die Lösungen der gegebenen
Gleichung ablesen; sie betragen: x1 : - L; xz : 1 ; xs : 3, weil die hierzu
gehörend.en y-Werte gleich 0 sind.

Die zeichnerische Darstelluug (Bild 94) der X'unktionsgleichung

X:x3*3xz-x+3
verdeutlicht den Verlauf der kubischen Parabel und zeigt ilie Schnittpurkte
mit der x-Achse. Die Abszissen dieser 3 Schnittpunkte sind die 3 Lösungen.

Beweis
für die allgemeine Gültigkeit der Ilornerschen Anorduung:

Die gegebene Eunktionsgleichung 3. Grades in allgemeiner n'orm möge
lauten:

y:ax3*bx2fcxftl.
l7*



rrierin sinil die unbestimmten Koeffizienten, d.ie jeden beliebigen posi-
üiven oder negativen Wert annehmen könneu:

abcd.
. Bei der BSrtirypo"g_$es Wertes der abhängigen Yeränderlichen y für
irgendeinen beliebigen-wert der unabhangigen ihatte man in der vorher-
gehenden Aufgabe folgendermaßen gerechiöt:

x:x a b o d
ax 8r x g2x

§1 s2 §3

260 Reahmen tnit Cll,eich,ung en

flierin bedeutet:

sr:ax +b sr:srxfo I tr:qx+d
:(axfb)xfc -(ax2*bx*c)xfcII :axr +bx fc i :axP +bxs *cxfd.

Der Wert der leüzten Summe s, ist also tatsächlich gleich dem gegebenen

I:ax8 +bx2 *cx +d.
Auf dieselbe Ärt läßt sich die Gältigkeit der Hornerschen Anordnuag

auch fär n'unkbionsgleichungen höheren Grades beweisen.

f) Die Gleichung:
2xa*x2_13xf6:0

ist zeichnerisch unter Zuhilfenahme der Hornerschen Anordnuag zu lösen

f,fisnng:

Uan setzt y:2x3 * x2-13xf 6

und untersucht, ftlr welche x-Werte die abhängige Yeräuderliche y :0 ist.

2 I -13 6x:(-4) 
-8 28 -60"r l5 (_ #)x:(-3) _ä 16 _ 6

x:(-2) _I ; {?
x: (- 1) -Z - ', 

'10,x: (1) - -T 
a13

x: (2) : -i3 ,l 
ä,

x: (3) Z -; *
x : (4) : ,: t33'

e 23 (e8)
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Wertetabelle:

x 
1 -r l -a l -z ly l-s+ o l 18

aus dem nachstehend.en Bild 95, das nach der obigen Tlertetabelle gefertigt
wurde, erkennt man die 3 schnittpuakte mit dei x-Achse und erlalt a]e
3 Lösungen: xt : - 3; x, :0,5; x, : !.

g) Die auf Seite 256
gelöste kubische Glei
chu-ng

x3- 3x- 2 :0
ist mit Hilfe der Horner-
schen Änordnung z.tl
lösen!

Ixisung:

In der X'unkbionsglei-
chung 3. Grades:

X:xs-3x-2 fehlt
das Glied mit xz. Man
denke es sich als: 0. x2
geschrieben. Die X'unk-
tion würde dann lauten:

I:t'*0'x2- 3x-2.

Die Reihenfolge der Beizahleu ist:

x:(-B)
x: (-2)

x:(-1)
Ä-

f,:

0 -3
-3 I -18
-3
-,

6 (- 20)
4 -2

-2 (0)
| -2

o

-1
---r-_*l=-4-

L2
(r)

(2)

(3)

(4)

-l I
I
2

-2
4

(- 4')

2

2

3
1

I
(0)
t8

6
l6

3

4
(16)

62

2x3+x"-73X+6=o

BiId 95

I3 (50)
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'Wertetabelle: x I -t I -, l-rl o I r I z I B | +

_r_l_ry_t_I o l-zl-al o I ,u I uo

Die in Bild. 96 gezeichuete kubische Parabel schneidet die x-Achse in P,
mit der Abszisse x1:2 und berütrrt die x-Achse in Ps mit der Abszisse

4- - 1. Die gegebene Gleichung hat die Lösungen:

xt: 2; xa,g : - 1.

Im Punkte X: - 1 fallen 2 Lösungen zusammen, die kubische Parabel
bertihrt die x-Ächse in zwei zusammsilfsllenden Punkten (X'all b, Seite 253).

X'olgende kubische Gleichulgeu sind zeichnerisch zu lösen:

288) 4xP- 9x:0 295) xB *x2- 6x:0
289)xBf2xf3:0 296)x3-x2-5x-B -0
290) xs*x:z Z9T) xs_5xa*2x*8:0
291) xPfxf2:0
292) x3-2x:4 298) x3-3x2-6xf8:o
293) xs-3xf2:A 299) x3*6x2-x-30:0
294) xaf 1,5x2-x-0 300) "t-9x2f 23x:15
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I. Zusammenlassende Übersichten

1. Die Arten der Zahlen

Reell

EI
maginär

@
rrationa

@
,henGanz

@
Gebroc

E

r(

Die Zahlen im Fl weisen auf die Seitenzahl hin, wo die betreffende Zahlen-
l-J

art näher erklärü wurde.

l-----T---- r

I I Nicht teilbar Echte Unechte Gemischte
Teilba.

E @@ @Primzahlen

E

Dezimalzahlen

@
rL-r

Endlich Periodisch

--+Rein Vorperiocliech

Rational

@

Ungerado

E
Gemeine BrüchePositiv Negativ



Reohen.
operation Beispiel

Addition 16+2:r8 * plus

Subtraktion 16-2: 14 - mlBus

Bezoiohuung für
die Zahlen

§ummanden
oder

Glieder

Minuend I Sobt"rtuoa
oder

Glioder

i das

I 
Ergebnis

Summo

Differenz

Bemerkungen

Isü der §ubtrahend;' Minuond, dann
isü die Differenz eine negaüivo Zahl.

Subtrahend : Minuencl, dann ist die
Differenz : 0

Andero Schreibart: 19: s.-2
16 heißt Zähler,2 heißt Nenner

Zählerr l Nenner, dann unechter Bruch
Zähler l Nenner, dann echter Bruch
Zäbler : Nenner, dann ganze Zahl

Hochzahl 2: Quadratzahlen
Ilochzahl 3: Kubikzahlen oder l(ubeu

Wurzelexponent 2 wird in der Regel
nicht geschrieberr: flti heißt Qua-
dratwurzel

Wurzeln mit dem Wurzelexponenüen 3

heißen Kubikwurzel.n W : B

Basis l0: Dekadiecher oder Briggscher
Logarithmus lg 100 : 2

Basis e: Natürlicher oder Napierscher
Logarithmus ln 100 : 4,6052

t9

6

r-
+

I\{ulti-
plikation

Radizierung

16.2:32 . mal
Mulüiplikand ]Mul'

oder
Faktoren

Division 16:2:8 Dividend

Basis
oder

Grundzahl

Divieor
oder

Teiler

LBz - 256 l6a: 16 hoch 2

Potenz-
exponenü

od. Ilochzahl

Wurzel-
exponent

2

vr6: t w*Xa uo, Radikand

Logarithmie-
rung

Produkt

Quoüient

Potenz

2log 16: n
lLosarithmen-

Numerus j 
" tasis

Log-
arithmus

t,
lts

§n
§

Rechen-
zeichou

: durch

Potenzierung

Wurzel

log
Logarlthmus
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3. Abgeleitete Formeln und Regeln

Bruchrech nung

1) n'ormveränderungen der Brüche (keine
a) Erweitern : Zähler und Nenner mit

ein und derselben Zahl multiplizieren:
b) Kürzeu : Zähler u:rd Nenner durch

ein und dieselbe Zahl dividieren:

2) Kehrwert od.er reziproker'Wert von f hutet

3) Artitition und Subtraktion von Brüchen:

a) Gleicb:ramige Brüche:
& c a-f-c
b-J-b- b ,

& c ad+bc
b-r-d- bdb) Ungleichnamige Brüche:

Hauptnenaer : kleinstes gemeinsames

4) Multiplikation von Brüchen:
& ac & c ac

-.4 -b "- b, b d -bd'
5) Division von Brüchen:

Dividend mit dem Kehrwert des Divisors multiplizieren!
& a 1 a & c a d ad b c &o
T-:c:b.c:bc, b:d:o.c:bc, älo:t.U:U

Yorzeich enregeln

a+(b-c+d):a+b-cfd
a-(b-cfd):r-b*c-d.

f ax f bx:x(a f b)

-ax*bx:-x(agb)*ax-bx:x(u-b)
-ax*bx--x(a-b).

(*a) *(*b): *(a *b)
(-a)*(-b):-(a*b)
(*a)*(-b): t(a-b), wer:r a>b

:-(b-a), wenn a(b
-Q, ygnn g, -[(- a) * (*b) : - (a - b), wenn a; b
:+(b-a), wenn a(b
:0,wenaa:b.

IVertäaderung!).
aam
T:b-m'

Vielfach.

b aba._:_cc

o &:m
D D:nn

$, ro, a lautet l.

Klammerauf lösen:

Klammers ebzen:

Relative Zahlen:
1) ÄdiLition:
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2) Subtraktion: (*a) - (+b) : * (a - b)
(*a)- (-b): *(a *b)(-a)-(+b):-(r*b)
(-a)-(-b):-("-b)

3) Multiplikation: (*r)'(*b) : *a b
(-a)'(-b):fab
(*a).(-b):-ab
(-a).(+b):-ab.

4) Division: (* a) : (+ b) : + #,
(-a):(-b):+*,
(*a): (- b): - ;,
(-'a): (+b): - +.

Propo rtionen

(Geometrische) Proporüion : Gleichheit zweier Brüche: +:;
oder, anders geschrieben, a:b:c:d.

Außenglieder: a u:rd d; Innengliedor: b und o.

1) Produkt ell'satz: Protlukt der Äußenglieder : Produkt der Inaen-
glieder.
Äusa:b:c:d folgt: ad:bc.

2) Yertauschungssatz: Außen- und Innenglieder dürfen unter sich
u:rd gegeneinander vertauscht werden;
Ausa:b:c:d folgt: a:c:b:d

d:b:c:a
d:c:b:a
c:d:a:b usw.

3) Bestimmen der 4. Proportionale:

Äusa:b:c:dfolgt: ,:f, o:+,
b-lf it:T'

4) Mittlere Proportionale oder geometrisches Mittel:
Aus alx:xib folgt xs:ab oder x:]68.

5) Korrespondierende Aditition und Subtraktion:

aus f,:f, fofut +:ts, 
=+:-*,a, _ c ma* nb _mc* nd

;*T:"+d' pe=T:r;-r7 usw'

266
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6) X'ortlaufende Proportion:
Aus a :b : c :d -a1:b1:c1: d1

:8"O"4'4"'a\-/-
m X'aktoren

Potenzexponent :0:
Potenzexponent { 0 (also negativ):

3) Gebrochener Potenzexponent:

4) Negative Potenzbasis:
a) Gerader Potenzexponent:
b) Ungerader Potenzexponent:

6) Rechengesetze für Potenzen:

folgt a:b:ar:b,
d3[:dr:b1
C:C1:d;fl,
&1!& :C1 lC

a1
a2
as
am

Pot enzrech nung
:a
:o,.o, Unterscheide! a {a:2a
:8,.ä,'o, a *a *a:3a

a fa fa +.... fa :ma
+r'-

m Glieder

u§w.

a- +a- :Zam

l)

2\

Gleichbasige I Gleichnamige
Potenzen ] Potenzen

ao:1.

^-.- I
&Itr

.t
B-r:-

a,

I
10-1 : m:0,1
10-2 : 0,01.

mr

"" =lF
ao§ :11; .

(-a)' m 
-a2B

(-a)zr+1--azaLt.

Gleichbasige
und gleichnamige

Potenzen

Addition ,m 4an: ? I am fbm: ?

nicht zu äddieren

Subtraktion am-atr:? I e'-bm : ?

nicht zu subtrahieren
am-am-0

Multiplikation &m. &n_am+n am bm : (& b)m I om .6m -g2m
I

] a. : a^:ao:ll"' o': (i)'Division

Potenzierung

&m: &n :altr-n

(em)D - am n
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W'urzelrechnung
/m-\m(/ql :q.
Quadratwurzel: lai : * a.

Kubikwurzel: '{*:u.

n-te Wurzel : "'f a" : a .

Rechengesetze für'Wurzeln:

Wurzeln mit
gleichen

Radikanden

Wurzeln mit
gleichen Radikandon

und Exponenüen

m,- m,- m.-'tl"*.1":z'le,

m,_ m_
!a- lla:0

W'urzeln mit
gleichen

Exponenten

l-m_I y'+ /b:?
nicht zu'addieren

§ubtraktion

Multiplikation

Potonzierung

m-yb:?mn-I-
lla-la:7 I "tl"-

nicht zu subtrahieren

m- n_- m'n--.y'" .1": 
-y'am+n

m_ n- m.n.-
tf a t.l a: -y'an-m

m,- m- m-
1". la: /ab

^/r:iE m_ m_
tf a7'fao:l

(ia')":ey";:"*

Imaginär e Zahlen

§inheitder imaginärenZahleu: i :
,{-":i,tli;

I
_-_t
I

,y-J
}f-at:xi

268
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Äd.dition:
§ubtraktion:
Multiplikation:
Division:
Potenzierung:

Division:

i+2i: 3i;
4i-i: 3i;
4i.3:12i;
4i:2: 2i;
io:+1
i1:+i
is:-1
i3:-i
i1:+1

aifbi:(alb)i
ai-bi:(a-b)i
2i.3i:-6
6:3i:-Zi.

i6:*i
i6:-1
i7:-i
i8:+1

. Ällgemein:
ilo:fI

i4n+l :+i
i4n+2 - - 

I

i1 n+a-_i.

Komplexe Zahlen

(6mplexe Zabl :Beelle Zabl *imaginäre Zahl : a * b i.
a + b i und a - bi siud konjugiert ftsmplexe Zablen.

Adrlition: (a*bi)*(c*dü :(a*c)+(b+d)i
(a*bi)*(a-bi):2a.

§ubüraktion: (a *b i) - (" +d i) : (u - ") + (b - d) i
(a*bi)-(a-bi):2bi.

Multiplikation: (a'fb i)(" *di) : (ac- bd) +(ad f bc)i
(a*bi)(a-bi):42+b2.
a-l-bi a b

c c I c;

Potenzierung: (a *b i)z:6r- 5r aZab i.

Badizierung: läTEl :Vryn *flry
lär5l :IVAT::'+; - rylUry=

a*bi (a*bi)(c-di)
c +äl: 02 + d'

ac -f-bd . bc-ad.
c2+ds t a0.t-dr "

lg2:0,3010
lg3:0,4771.

Logarith menrechnung

1) Dekadischer oder Briggsscher Logarithmus: Basis 10.

l0lgr : x
lg10:1
lg 0:-co
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Natürlicher oder Napierscher Logarithmus: Basis e.
ehx:x
lne:1 e:2,7182818...
ln0 : - oo,

2) lgab:lga *lgb
al tg*:lga-lgb
4) lga':nlga
r) rg?;:*t*u
6) lgx:IVIlnx.

Modul: M : lg " 
: rt o : o,4}4zg.

lga { lna.

4. Arten und Formen yon Gleiehungen

a) Iilentisohe Gleichungen: z. B. : (x * y)z : xz + 2x y + yz

Bestimmungsgleichungen : z.B.t if# : x - 1

n'unktionsglsig[r ngen: z.B.: xz * yl : 1

b) Lineare Gleichuagen: axf b:0.
Quadratische Gleichungen:
o) Reinquadratisch: x2-b:0.
B) In allgemeiner X'orm: Axzf Bxf C:0.
y) In der Normalform: xz *a x +b :0.
Kubische Gleichungen: 2x81-xz*3x-4:0.
Gleichungen n-ten Grades: axn *b xn-r *oxz f d : 0.

c) Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten:
2xfBy{42:L2

Quadratische Gleichu:rgen mit mehreren Unbekannten :

bzxz +azyz - azbz .

d) n'unktiousgleichungen in
impliziter X'orm: 2xf 3y:6
expliziterX'orm: I:3x-+.

Lösungen linearer Gleich ungen :

x-b:aergibtx:a*b b .- h

xfb:a ,, X:ä-b i:aergrbtx:;
bx:g, ,, *:* i1 :; ,, =:*
x , a c bci:u ,, x:äb ;:; ,, x:T
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Lösungen quadratischer Gleichungen :

xz : a, ergibt x, : f /äund *r: - [i .

x2+ax+b:0 ergibt xr:- ? +11{-1z'y4
a tla,

Diskriminan te: f,-0. 
*:-;-V7-o'

Wurzelgesetz für quadratische Gleichungen:
Die quadratische_Gleichu:rg: x2 * a x * b : 0 hat die beiden Lösungen

x, un&x2. Es ist dann: xr *& : - & : negativerKoeffizient yon x
xr'xi : b :nYeiglied (absolutes Glied).

Satz von Yieta:

-Wrnn xr.und + {iu_beiden.Lösungen der quadratischen Gleich,rng
x2 *ax +b -0 sind, dann ist: (*- ir) (=- 4) : O.

oder: Der quadratische ausdruck: x2 + a x + b räßt sich in das produkt
der beiden Linearfahorenl (x -.r)..-(" - xr) zerlegen, wobei x, und x,
die Lösungen der quadratischen Gleichung xZ * a i+ U : 0 sinä.

II. Das grieehisehe Alphabet

Griechischer
Buchstabe

groß 
I klein

d.

p

v
6

e

ll
o
t
%

x
p

Griechischer I 
""o"rrooonBuchstabe i a"" ---

groß 
1 
klein lBuchstabens

Ent-
sprechender

deutscher
Buchstabe

A
Br
A
E
Z
H
@

I
K
A
M

atpna
ts6ta
G6mma
Ddlta
Epiilon
Z6ba
E;tä
Th6üa
J6ta
K6ppa
Lämbda
My(sprich:M

A

B
G
D
E lkurz)
z, de

E (lang)
Th
J
K
L
M

Ny(sprich:
Ksi
odikron
Pi
Rho
Sigma
Tau
Yp6ilon
Phi lsprich:
chi
Fsi
om'ega

N
X, ks
ö lkurz;
P
R
S

T
EÜ
Ph, x'
Ch
Ps
Ö (lang1

.nr

;
il
P
F

T
v
ib
x
Y
o

It
e

o

TT

I
6te
a
1)

I
x,

g)

(t)

Benennuns I E"t'.
des " I 

spTec.hender
D-^L-1-L- -- I deutscherBuchstabens | :Eu:üYr:ri Suchsta,be
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Läsungen

Das Faehreehnen mit hestimmten

m.

A. %allJ.en

90) r5r29
9r) 90000
92) 360000
93) 4040r

. 94) 4096
95) 4096000
96) 8000
97) 8000000
98) 36
99) 68

100) 5r
101) l2r
r02) 2@
t03) 45
104) 24r
106) 20
106) 2@
to7) 242
r08) 25
r09) I
110) 33
r11) 0
rr2) 0
tr}) -24rr4) 9t
r1ö) r
116) lu
Ir7) 0
r18) 4
119) 16 cmz
120) 216000 e
r2r) 676 Srd
122) a) 10s mm

b) lot cm: l@ mm
c)t@dm:1Scm: 108 mm

t23\ 23
L24\ 24 cmz
125) 3
126) 2; 3; 6
,27) 2
128) 5
r29l 2; 4
130) 3; I
l3r) 2; 5; l0
r32l 7
I33l 2; 4;8
t?4) 2;3;, 6
r35) 2.3. 5. 6
136) 2.3.29
137) 2.8.5.7
138) 2. 3.5. rl

l) a) 5?012 39) 30o
b) 33103 40) 840
c) 68116 4I) 630
dl 41727 42) 610
e) roo42 4q) 1gg2ffi (summe) +1) 999
f) 11s78 +q) lqg
g) 38626 46) 360

h) 323e8 4?) 919

0 102e46 +!) 1?9irry ä3i ä93
200000 (Summe) Eli OBO

2l u) 4280 52) 4200
b) 6239 53) 7200

3) 28200 kg 54) 3000
4\ 1250 llillionen DM 55) 8100
5) 466 min 56) 1080 .
6) 2638 mt 57) 720
7) 6700000 t 58) 45 ü

8i - 18 5e) 2eoo DM
e) 18 60) 10 DM

ro) 75 6!) 40 D_M
tLl -26 62) 650 W
tzl -46 63) 490 g
r8) - 11 6a\ 2AO ks
14) 8e 65) 15000 u
r6i 15 66) 72 km
16) - 60 67) ll0 mm
17) 123 156 mm
18) 60 68) - 180
r9) -3 69) + 96
z0l 2OO 70) - 2r0
2r) 1750 7t) + 432
221 t 721 -6S323) 1000 73) - 960
241 -400 74) + t32O
25) r00 761 + 132
26i - 10 76) + r20
211 -2OO 77) + 360
28) - 5" c 78) 26
29\ 2 h 55 min 791 32
30) 610 Millionen 80) 8
3r) r4o0 8r) I
321 tz&" 82) 16
33) 176 DM 83) 64
3a) 29 kg 84) 16
35) 6; 9; l0; 12; 16; 18; 86) 81

2o; 22 lPfj 86) 126
36) 360 I 87) 243
371 4 kg 88) l2I
38) 420 89) 12321
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139) 2. 3. 89
140) 2.3.5.19
141) 3e. 52
142) 24.7'
143\ 27 .7
tM\ 2. 5.57
145) Teilerfremd
146\ 7
147; Teilerfrerod
148) Teilerfremd
r49) 19
r50) 23
151) Teilerfremd
162) 31
153) Teilerfremd
r54) 3
165) 20
156) 24
157) 16
158) 25
r59) 40
160) 32
161) 28
162) 36
163) 4
rM) 44
165) 36
166) 36
167) 48
168) 60
169) 60
I70) 70
171) 90
r72) 180
73) 200
74) 300
75) t23
76) 90807
77) 54321
78) 270 R. 50
79) 90123 R. 8
80) 125 R" 10

181) ca. 12 Wochen
l81a) 93L; 79h
182) 50 Teile
f83) 62 Kasten

Rest: 16 Stück
184) 18181 Süück
r85l 22,2 mlt
186) ?2 U/min
187) 196 Dtr[ und 245DM
188) 200 km

40 km/h
189) a) 7

b) 30
c) 40
d) 8
e) 140

[athematik Teil 1.

r90) 600 Süück
I91)96x63xBmm
192) 35 kg
193) 50 Stück

ca. 63 g
194) 2400 i/min
195) 25 mm
196) 400 Stück

1e7) ry,8

1e8) +
ree)H

200) 19

20t) ry,3

205) 3l
206) 3191ß

207) 
169, *,'*,'*

20q#,x,H,'*
2oe) 

18q, i:,*, *
210) +, +,*, *
2r1) +, +,+,+
^2) +

zryta
22c» L+

22\ #
224 +
2ry;8

22q *
225\ L

o

22q *
227) 6
228) 3tl1
22el -3230) 41ß
23t) 4814
232) 671:'ß
233) 471ß
234) 

'elß235) tllß
236) rtlt
237) tO

ßq 2+

202) 8+

203) 3131

204) 33:

213) 2+

2:,4\ IL,5

2w+
216) +
217) r#
z\q +

239) 6

240) 
'U+

241) 44

24\ ß+
24» +
2M\ +
%q+

L
%6) ;
247\ !,M
248)Ifo

249) --l-loooo

25q 4*
25\ 4+

IB
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262) S

2ög') +
254) -3
255\ !,4

256) +
ztz, *
258) *
26st 42+

A,

260) t6

26\ 2+

204 Ls+

2ffi) +
264) 1*

26q t+
26ß') 2+

26?) +
26q 2*
26e) +
270) 6

27\ 2*
274 3s+

d) t0 PS
e)7PS

279) a) 2O kg
b) 75 kg
c) 500 kg
d) 2500 kg
e) 20000 kg

280) a) I t
b) 21ls t,
c) 33ln t
d) t/r t
e) Llz t

zst) 
;]) eo" c

282) a) 6 m
b)15m
c)lm35cm

283) 11 m
284) 1760 mm
286) 66 m Länge

60u
286) 1650 ü Erz

750 t Koks
600 t Zuschläge

287) 5200 r
288) 3o/ro mal
289) 616 mm2
290)2b40min
291) 40 min
292) l2O mm
293) 211, mm

25 mm
294) 0,975
295) 0,0625
296) 0,35
297) r,6
298) r,5
299) 2,75
300) :1,133
301) = 4,667
302\ x 2,4L7
303) 0,012
304) 200
305) r00
306) 2
307) o
308) 0,2
309) 0,054
gLO) 2,25
3rr) - 8
3I2) 0,04
3r3) - 0,027
3r4) 20
315) 0,1
316) r
317) 0,26
3r8) 2
3I9) 2,1

320) 0,14
321) 6
322) 50
323) I
324\ 60 X 80 mm
325) 19,05 mm
1261 2,L2 mm
327) 8
328) 1,29
329) 11 280000000 DM
330) 23,6 mm
331) 8,12 mm
332) 78,5 kg
333) 11,85 kg
334) L77l
335) 0,04 mm
335a) 760 mm
336) 650 p
337) 0,65 cm
338) 0,925 dm
339) 50 mm
340) 830 mm
341) 12,6 dm
342\ 0,075 m
343) 1020 mm

27s' +
274\ t6
275) 16

276') +
2771 *) 3kW

b) 41i, kW
c) 90 kW
d)%kw
e) 1?/, kW

278) a) ./u PS
b) 240 PS
o) 28 PS

344) 750 mm
345) 40 mm
346) 2035 mm
347i 307,5 mm
348i 0,3 km
349) 1800 m
350) 10050 m
351) 1200 m
352i 1555 mm
353) 100,1 mm
354) 50 cms
355i 750 mms
356i 25oo cm2
357i 0,02 m2
358) 1,5 cmr
359) 30 km'
360) 0,5 ha
361) 6 ha
362\ 75 a,

363) 550 ha
364) 1 mr
365) 16
366) 1550 Quadratzoll
367) 0,64 cm8
368) 120 ha
368a) 750 a
368b) 4rO Morgen
369) 4500 dms
370) 73/. dmg
37I) 0,15 cmg
372) 350 cmg
373) 0,275 me
374) 15000 mm8
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386) 20000 I
387) 8Ä I
388) 1500 cms
389i 250 ks
390) 0,1 r
391) 30 g
392) r/, kg
393) 5 g
394) 7,5 dg
395) 10500 mg
396) 62,5 cg
397) 9000 mg
398) 0,035 kg
399) 2022 g
400) 550 mg
40r) 600 kg
402) tl6o t
403) I r
404) l4O Zbt.
495) 7 t
406) 750 kg
407) 2t6,46 kg
108) 2,597 t
409) 36 s
410) 24 min
4rr) 360 s
4t2l 3,76 h

375) 40 dm3
376) 625 I
377) 35 dl
378i l0 r
379i 400 cms
380i 0,03 I
38Ii 5 ml
382i 1,25 dl
383i 12,5 cl
384) 125 ml
385i 325 I

413) 35,4 min
4t4) 2,04 h
415
416
417
4r8
419
420
42r
422
423
424)
425)
426)

427) 600
428) 22,5"
429], *1,
4301 z1r,
43L'1 n1u

432) 2l"n
433) slrn
434\ 28,65"
435) 19,098"
436) 68,76.
497) tr4,6g"
438) 171,89"
439) 431,16" K
440) - 13,16o C
441) 30000 kcal
442) 78640 kcal
443) 1500 kg/cms
U4t 600o kglcmz
4,5) 6
446) tlz
447) 22 kg
1148) 300 cmkg
449) 6000 cmkg
450) 10 mkg
45I) l5 mkg
452) 15 m/s
453) l4,4kmlh
454) 3 s
455) 1200 U/min
456) 17,6 Knoten
457) 55 km
458) ca. I Million
459) 1670 km/h

460r B 
k8 t'

'tn
461) 68,67 kg
a6\ a) 0,065 m/s

b) 93600 mkg
c) 17,3 PS

12,7 kw
463) a) 12 kW

b) 16,3 P§
464) 210 PS
465) 131,5 kg
rt66) 11,6 kg
467) 25,3 mla
468\ 4,02 g
469) 2,2kW
470) 174,3 mm2
471) 6h 40min
472) 15 m/min

473; 50 m;n
47a) 600 U/min
476) 76,93 kg

482) 15000 kg
483) 15 Tage
484) I,89 PS

476) 108 kg
477) t12,5 g
478) 1,6 min
479) 6h 40min
480) 264000 r
481) I min

485) 45 DM

4h2Am24e
3,66 h
16h
6 min
450'
10 l0'
t65"
l' 40't
5400"
300
2§"
t1'/f

485a) 1034; 331,22;
486) a) 439 U/min

b) 184,5 mm
487) 890000
a88) a) 30 kg

b) 18 kg
489) e5,5yo
490) 85,3%
491) e,4o/o
452) 2tyo

78o/"
lo/o

498) 20o/o
494) r) 256000 r

4 r47A0O t
3) 102000 r
4) 208000 r
5) 48700 r
6) 37700 r
7) 36000 r
8) 446000 r
9) 400000 r

10) 450000 Stck
495) a) 250 DM

b) 500 DM
c) 50Ä
d) 3'luoÄ
e) 136 DM
f) 5100 DM
g) 3 Jahre
h) 1/, Jahr

a96) a) 5400 DM
b) 30600 DM

497) 7140 DM
498) 275 DM
495\ 60/0
500) 600 DM
501) 90000 DM
602) 3112o/o

603) 1800000 DM

lt

lg*



276 Ankang: Lösungem

B. Das Reehnen mit Buehstaben

r)3
I
15
1r5
0,9

2) O,4
0,8
L12
0,25
0,6

3)0
o,2
o,4
0,1
0,02

4)a)B
b) 6
c)9
d) 12
e) 15

6\ 542
oi rooa * rob * c
7i a*b*c
8i gerade
9i 2nt I' 

oder
2n-l

10) a) 35
b) 46
c) 6,5
d) 5,9
e\ 22

1l) a) 20
b) 39
c\2
d)4
el 22

12) a) 4a*5b*7c
b) lOa f 7b
c) I0mf lln
d) a*10bf2c
o) xf 2y
f) 3u* 4vf 5w
g) o*1/gd
h) 6x*y*52

l3) a) 12'b)3
c) 1,6

14) r/r (a * b)
l5) r/'(a*b*c)
r6i o) -34*5b'b) 

-2a-3bo) m-2n
d) 0,1 u*0'4v
e) -4d

f) -§/nx8) -'lzkh)r
i)0
k) -r17) 5b

18) u
19) afb
20) -2a21) 10a f b
221 3a
23) 5x *2y t z
24) s
25) 0,lu-v
26) 2m-n
27) x: Y

ct)8
p)4
y) 9,4
d) 5
s)5

28) 2b -2 c
29) 2a
30) 3x-r
31) x
32) a-b
33) 2a
341 2m-Bn-rlo
35) v
36) 0
37) x
38; I,4 a
39) -1lrm40) r
4I) -3s42) -3,5 b

43) - 1i,02 o

44) 1,5 d
45) 1,18 v
46) 0
47) LOa
48) l5a8
49) 8a
5O) l2ab
6I) cd
52) a3 b
63) b8 cä

54i 70 a2 b
55) 9af5b
56) a2
671 2,9 a
58) 0,4 a b
50) 3xy
60i 12 xsys
6l) 5x+5,4y

621 L2tt
63) 0,25 v'
64) lo/ro v
65i rir{ rst I
66) a2 b2
67) 6ax-15bx * 18cx
68) 6axf9ay
69) Tafb
70) 16rf89s
7I) 11u-9v
72)2axf3ay-a
73) 3 ay -2by -6cY74) 2cx
75) b
76) m
77) 6ab-l0a
78) 1,5 x y
79) ar*br'*av*bv
80) cu+ cY-du-dv
Sli ex-eY-fx*fY
82i ae-bs+ah-bh
83i 6är-5;b-6b2
84i 3a2 -4ab-4ba85i o,l x2 - o,3l x y' f 0,15 y2
86) 4as-9b8
87i Zaz a Zbz I Zc,' * 5a.b-4ac-5bc
88) a2-9b3-9c''-I8bo
89) 4-4a * aa

90i4as*12ab*9b'
9l) n2-l
92)4c2f12cf9
93) 9a2-bz
94) l/a xs -'lnV'95) 0,25 ms - 0,16 n'
96) I20
97i a)3b-5a-15 b)-4
98) 2a+b+2
99) 2ab

100) 4ab
10I) 24s2
102) 27 ss

I03) 0,36 b h
104) a) 1696

b) 3584
c) 8091

105) (10a * 5)2 :'ioaooa+Io)+25
106) (I0a * b)8: I00a'

* 20ab * b2
I07) (afblc)3:ae'+b8+.2.t-2ab

{2ac*2bc



B. Dae Reaknen mit Bwahataben n7

108)
r09)
110)
tr 1)
112)
u3)
r14)
1r5)
r r6)
r r7)
r18)
rle)
20)
2t)
22)
23)
24)
251
26)
27)
28)

i2ei
r30)
r3r )
r32)

133)

8(2a-Bb*s)
4b(2aJ-3c)
6y(6x-5y*3)
10(1-2a-3b)
x(3af4b-c)
(a * b) (c -d)(x-y)(a-r)llzx(x-llrY * rla)
0,5a(a-2+3b)
v-1,5u
6ab-4af3
0,5alc-2
afbxfcx2
8a f I5b -l4c2
3
4a
3x
3x
a-b
x+1
a$0,5b
I
3x-2y
0,6rf0,5s
x+y
x-y

163) T
I

154)b

155) x

156) 3,b
157) a:c:d:b

b:c:d:a
. a:d:c:b

b:d:c:a
d;b:a:c
d:a:b:c
c:b:a:d
c:a:b:d

158) x: s, : y: b
tr:Y:g,34
b:a:y:x

159) 0,75
160) 0,6
161) 0,8
162) 0,5a
163) 2,5a
L64l 2a
L65) 2
166) 49a
167) 8
168) I
169) 0,1b
r70) 25b
17r) b
L72) O,t
173) 2
L74) a) 14,6

b) 10
175) a) a) 13

b) a) 12,5
o) a) 20
d) a) 25,5
e) a) 37

176) a) 5
b) t3
o)s
d)u
e)6

177) 2
r78) 3
r79) 4
180) 0,6
r8r) 5
182) 1,5
183) -3r84) b
185) a-b
186) b -a187) 60m

r88) a) ä: *
b) 78,5 mm
c) 4 mal

189) 250 mm
190) a) 1sl: Q:P

b)5
c) I04 mm

l9l) a)i4I
b)1:s' rtz dl

ur:r,
d2 zz
o, :r,
Dz zl

c) zr: $Q

134) a3-2ablbs
136) afb
136) zf5
137) 0,5rf I
138) xs * xy * ys

r3e)*
r40) r

r4r)i+
r42)I#
r43l {'-! 1)

r44) *,
146) 

-jL146) i:Y,
t47) 2 *:+v:

x"_y"

a) Yr: V, : Ps: 11
b) 60 m3
2 mls
Cu:24 kg
Zn:L6kg
a) \: Pr: P,

:Pr:Pz:Ps
b) \:800kgir:24
2a2-}bB
I
f (x'z* 2yB | 3za)

J x'y
2 (vs f w3)
4 (am + an)
3xy(2xly)
4as
z, (x2 _f)
Ae2+ ba
(axf 3y)(ax-3y)
&2 n- r.

b2x
6aabe
0,4 x7 yo
a,9 n

-xgn-l
- 

ben+r
0§ as fr
(x*y)3:xe*3xay
* 3xy2 * yB
(a - l;s
0,25
0,125
(* y r)'
(a b)'
I
(, c)'

- (xy)'
3(abc)'9

§l rzilt2
P) t2
P) 12
§) t2

192)

r93)
1e4)

r95)

r96)
re7)

r98)

199)
200)
20r)
202)
203)
204')
206)
206)
m7)
208)
209)
2r0)
2ll)
2t2l
213)
214)
215)

216)
2L7)
2r8)
219)
220)
22t)
222)
223)
224)

r48) 0
149) x2
160) 2

r5r) 2+
162) tls.bz



Ankang: Löaungen

225) I (ab c)'
226) 0,6(ab1zn+r
2271 am-r

,,') (?)'
229) m8
2301 a-a
231; on+m

,rr) (+)"-'
1

233) ,:
234) 7 x
236) 3 a,m

236) r
2371 a
238) I
239) 8x2-7
240) lls
24ll -rle242) xatYt
243) L,44aab0
244) 0,008 as bo
245) - a,o

2461 s'ra
247) r6sl
248) ao !e
249) aa -$+250) aa+ 2a2b2 + b4

I
261) ; rre -2uzvzf 4va

262) O,O4a2 -b2263; 3am
2 azm
2

254) 30x'
2O xz
125 xa
6
626 xa

266) 8a(t*2a).
128 a3

0,6 a- 1

266) 6
2

267) cr) rt
§l L. 14 Querscbnitto

odor
2. 14 Längsschnitto

oder
3. 2 Längs- und

4 Querschnitto
4. 4 Längs- und

2 Querschnitte

y) l. alruX*1,
Z. a X a/so

3. af ,xalu
4. af 

"X 
*f ,o

268) a) 0,48 ag

ß\ 60"/"
259) a) 3 a2

§) 2a*L
260) 260Ä
261) tl8
262:) -g4o/o263) 4 mal
264) 4:L
265\ a) 32o/"

bl 52o/o
26ß) 33,tyo
267) a) x:10

b) x :0,5
c) x:zf ,
d) x:3
e) x:4
f) *: /,

268')lti.W
269) a) 3: y-t

3
b) 2: y8

5

Q 2:JI*
d) 0,2: y0p4
e) -3: yt

3_

f) -2: y-8
27q 3w
27r) V;+ 4Vh
272\ a[7

I s \
27q zl[;-y;)
27Q @-ti|{i
27q 4]fatb
276\ B7
277) 53
278) 5
279) 40
280) 56
28t) 2
282) I
283) 2
284) t
285) 8
286) 64

b

287) w
288) yas

289) 25

zeq yT-w
29I) 0,5
zsz) t25
293\ 125
zsq 64
2s5]' t2
296\ t4
297) t6
298) 3
2s9) 2
300) 40
301) a3
302) 4b
303) 6 ag
304) 4a
305) d x
306) 26 cg
307) 6
308) 3
309) 4
3r0) 3
31I) 0,5
3r2) 10
3I3) x
3L4) 2a
3I5) a
316) a
317) 2xy
3I8) ag
3r9) 2
320) a2
32L) xz
322) 2az

3%) it;
321) 3

0_
325t y 6
326) a-b
327) al 2yab+ b
328) 3,414
329) O,4t4
330) 0,586
331) 3 + 16
334 6-tfT-
333) 1/, (5 + yt)
334) 4w+L
335) E-yP

$6) 4,-{411!

33zi "-|l/x, Xt_ y



B. Das ßechnen mil Buchsüaben

338) 648
339) 425
3&) 462
34r) 5,6569
342) t5,5563
343) 8e1
344) 178
345) 7,35
346) 76,7
347) 0,032
348) 1,732
349) 2,236
350) 0,316
351) 2,3452L
352) 0,894
353) 45 mm
354) a) 13 cm

b) 113 cm
c) 39 cm

355) a) 34 cm
b) 25 cm
c) 26 cm

356) a) l0 om
b) 12 cm
c) 6cm

357) a) 8
b) 1,4
c) rl,

358) a) 24 cmz
b) 42 cma
c) 66 emg
d) 120 cmg
e) 330 cm2

359) 2,78 m

aoo) ä/3:o,sooa
36f) x :5,19 cm

b : 11,19 cm
362) 3 m
363) 4 s
364) 60 m/s
365) 75 mm
366) ca. 1,40 m
367) a) 6 i

b) 0,5 i
c) I2i
d)i

368) a) a i
b) xsi
c) y4.i
d) zai

36e) a) 2i /T
b) 3iyT
c) abi
d) xi}/?

370) a) -3b) +z

cl 
-0,26d) - 0,5

371) a) 25i
b) 9i
c) 4i
d) 10i

372) a) -0,2ib) -0,5ic) -0,9 i
d)0

373) a) 2 i
b) 2i
c) 2i

.I

d) _;i
374) a) - 1,8

b) 1,2
c) a/b
d) u/n

375) a) 16 i
b) 0,6 i
c) -4id) -0,6 i376) a) - 6
b) - 12 i
c)3
d) -24377) a) - 60
b) 60
c) -ld) 1,5 i

378) a) - i
b) -tc) I
d)i

379) a) II.
b) rv.
c) III.
d) r.

380) Modul
381) Argument
382) a-d) 5
383) a) Parallele im

stande 2 zur
szissenachse

b) Parallele im Ab-
stande 3 zur Ordi-
natenachse

384) r
3s5) 3 - i/t
386) -1+1,5i387) 4+ 2i
388) -3+6i389) 1+0,5i
3e0) 3+ 2i
391) 2+ li2i
352) 22-l4i

393) 2,9 i
394) r00
395) 2i
396) -2i}ei) 2
398; 9a2 * tG br
399) (afbi)(a-bi)
400) (4+3i)(4-3i)
40r) (8+3i)(8-3i)
402) (6 + i) (6 _i )
4oB) (y; + yti)

. (yr_ fri)
404) r-i
405)7+i
406) 7 -2i
407) 1-i r5
408) 3 (yt+ i yt)
4oe) iw -yT4r0) i
41r) 3+2i
4t2) i
413) i
4r4) 7 + 24i
415) r + 4iyt
416) -2 i
4r7l -44r8) 8
419) 2(a,-bz;
a2O) 4abi
42r) 3+i
422) t + 3i
42\vr+i
4241 rl2+ i
425\ 112-i
426)B+i
427) 5+2i
428) 3+i
A29) a) m- qloga

b; l:ulogn
cl 2:5lo926
d) 3:o,1log 0,00I
e) 0,30103: Ig2
f) 0,43429:tge
g) 2,3O26: ln l0

a30) a) a
b) 0,5
c) l/a
d) ,/,
e) 1,6

aBI) a) 0
b)3
c) -2d) Y,
e) 0,75

ab-
ab-



Anhang: Lösungen

432) a\ -zb) -3c)8
d) 266
e)3
t)2

433) a) I,30I03' b) 3,30103
c) 0,30103 - I
d) 0,69897 - I
e) 0,90309
f) 0,1505
g) 0,1003

434) 0,3183
435) 0,7979
436) 3,132
437) 0,0r039
438) 0,003661
439) 5,532
440) 4,236
441) 0,6262
442) 0,6331
443) 1,343
a44) a) 11030

b) 1,45

445) a) 2,489
b) 2,594
c) 2,692

4a6) a) 0
b) 2,3026
c) -2,3026d) 4,6052
e) 6,9078

447) t9stellig
448) 148,9 m
449) 47,50Ä
450) 50 mm
461) 9,5 mm
a52) 280 kg

120 kg
453) *z'119 kg
454) 4,81 cm
455\ 412 Q
4561 245,6kcal
457t r= 17I00lm
458i 0,628 o
459) 4
460) 0,276
46r) 4650
462) 2540

463) 0,435
464) 23
465) 24
466) 150
467) 121
468) 2200
469) 43,8
470) t82
47r) 666
472) 24O
473) 12,3
474) 6,43
475) LB,2
476) 2,83
477) 3,Og
478) 1,78
479) 0,31
480) 0,2
48t'| 729
482) 0,151
483) 0,0824
484) 775
485) 4,56
486) 3,05
487) 814
488) 0,74

C. Das Reehnen mit Gleiehungen

r)7
2» -23) 0,1
4\4
5) r0
6)l
7)l
8)2
e)6

l0) 2,5
1r) 3
12) r00

r3) äa
14) +
t6) 1,25
16) t,6
17) 0,09
18) 2 as
19) ag
20) a,3 br
2t\ 2
22) 0,3
23) 0,4
24) 0,232

52) +l
53) +6
54) *4
55) +4
56) I
57) 7
58) 2,5
69) 3
60) +5
61) 0,2
62! 20
63) 4,2
64) 0,2
65) 1,2
66) 0,r
67) 0,3
68) 0,3
69) 4
70) 8,4
7r) 3
72) 4
73) 2
74\ 4
75) B
76) 4,5
77) O,4
78) tr

25) 0,2
261 0,5
27) lgal.lgb
28) 0,01
29) aB

30) 0,0016
3l) 6
32) 4
33) 15
34) 3
35) 30
36) r
37) 6
38) 30
39) r0
40) 4
4L) 7
42) 3
43) 5
44) I
45) 4
46) 8
47) 2
48) 12
49) 20
50) 30
5l) +3



C. Das Bechnen ,mit Gl,eiahungen 28r

79) 5
80) 0,1
99) I PS

100) 2,5 PS
r01) 0,067%
10Ia) 7 §td.
102) 30 mm
103) 400 mm
104) 2,6 cm2
I05) 3000 kg
106) 500 kg
107) 1250 cmz
108) 19400 cmkg
109) 37,6 cmg
ll0) 4,8 cm
lll) 4628 cma
l12) 200 cmz
rl3) 0,55 a
tt4) 22OV
115) 55 r'
tt6) 1,6 l?
lr7) 240 m
l18) 20 mmg
ll9) 6 km
120) 20 mm2
t2t) t,24kg

i9I) x :2
-_/J -aZ:6

192) a:3 cm
b:4cm
c:5cm

193) a:30'
f: 60'
r:9Oo

194) a:60'
§ :40"
/-80o

195) rr : 0,5 O
rz: L d)
rs:2 l)

196) rr: 0,5O
tz:0,26 l)
\,:0,125 Q

le7) &:40ks
Ps : 120 kg
Pa: 150 kg

198) + 0,6; -0,6199) + 3i; -3i200) + I,5; -1,520lt * 2a; -2a
204 +f, -ll:

203) 0; 16
204) O; -6205) 0; - I0
206) O; 2
207) O; 4
208) 5; 6
209) - 5; -32LO) -2; 5

Iztt\ t;- ,

216) -+,-ä
zry +,+
218) x2 f x- f2 :0
219) x2-3 :0
220) x2 -2x- I :0
221\ x2 + 4:O
2221 xz-4xl 5:O
228\ (x - 2) (x * 3)
224) (x- 6) (x-a)
225) (x* $ (x-2)
226) (x * 0,5) (x * 1,6)

174) 7 undS
175\ 4,5 und 1,5
r76) 76
177) 2 cm8

300 kg
178) m:3 kgs'm-r

b:5me-2
179) 20kgund30kg
180) 200mm

250 mm
I8l) 12 min
182) I h20min
r$) 90 min

45 min
184) r':lll

rz: 4 !)
Rr : l'33 O

185) l0 O und 15 O
186) Um 11 Uhr

SkmvorB
187) 2 h

140 km
188) x:3

t:6
- _d

189) x:2
l:4
Z:6

rffi)
r54)
r65)
166)
t67l
r68)
r59)
r60)
r6r )
162)
r63)
r64)
r65)
r66)
167)
r68)
r69)
u0)
ut)
172)
r73)

6
2

l0
6
4
6
o

l3
4
2

t2
3
o

2
J
4

4
6
5
3

216
5
1
2
o

3
o
5
4
t
3

6
3
4
6
6
6
4
2
0,2

I

241 22OY
25) 95 e
26) 3,2 A
27) 1500 U/min
28) 8
29) 60 Perioden/g
30) 8 uncl 24 12

31) 352
32\ 75" C
33) 50'C
34) 20 cm
35) azlm
36) 0,5 m
37) 30 cm 

,

122) 0,45 A
123) r1 kw

138)
r39)
r40)
r4r)
142)
r43)
t44)
145)
r46)
147)
r48)
149)
r50)
r5r )
r62)

212) - 0,1; 3
213) -0,2; -B
2L4t i; - +
»a1f;: - !

xlv
?T9

10130rr I er
16 I l86ll0rol2
61 z

15 l621 4
7lB6t26ls
4lro
612
913zl 5

190) x: +
Iy: 
a
I

Z:-
t)



282 Anhang: Lösungen

227\ /x-0,5)(x-2)
22Si i2 und 18 sowie - 12

und -1822Sl 14 untl 27
23Of 8 und- 4
231i ? cm und 4 cm

*4 
+Y-5

zss,' +(/t- 1)

2341 t) 6: |1, - [[r-a.)
b) h:lmm

235) d (v2 - L) : 0,41 d
23612Qund3.f)
237i 12 J2 unc[ 6 ()
238)xr:8;yr:l

xz:7; Ys:8
239) rr : 5; x, : Q,4

Xg : O'4; Y': $
?,4O\ xr: 2; y, : rl,

xz:rlziYz:2
2Il\ xr:3; yr:2

xn:-2;Yr:-3
2421 xr:1lai,h:lln

a': -3f fi !z: -rlE243) xr:6; Yr: I
x':l; Y':$

2A4\ xr:6; Yr: I
xz:-1; Yr:--6

2.46\ x1: 7; yr: I
x':1; Y':l
xs: -7; Yg: - I

l; ya: -7246) xr:8; Yr: 1

x':-8; Y':lxg:8; Ys:-l
xr:-8; Yr:-1

%171 xr: 12; yr: ll
248) rr: 13; y, : I!
?49) xr:4; yr:l

x,: -4; Yz: *L
xs:i; Ys:-4

; Yn:4i
ffi) q:;[z;

261) x: a; X:0
252) x:ai Y:a
253) x1 :5; yr:2

170Xe: - ra; Yr: lB
254\ xr:2; h:3

Xz:-l; Yr:-3
255) x1:6; Y1:3

Xz:-6; Yr:-3
256) xr:2; h:3

819
3 "tz- 3

257) xt:2; Yr:$
48xe:--B; yz:§

258) 4 und 25
259) 4 und 16
260) 8 und 12
26111 1lz und 1/o

262\ 5 cm und 12 cm
263) lI cm und 60 cm
264\ Pr: 30 kg

P':40kg
Pr:50kg

265) Pr : 15 kg
P':8kg

266) r,189 m
0,841 m

2671 120 und 30cm
268) r,5 m
269) 10 und 5 O
270) rr0 v

2A
27\ +y,
274 +y,

273) r:-3
274) x:2
275) x:2
276) x:sln
277) x:2,5
2781 r:0
279) x :0
280) x :0,5
281) x:2
282) x: 1,5
283)r:l;y:-2
284) r:-2;y:*4
285) r:-3;:,:l
286)l Keine
287)I LöBung!
288) rr: + 1,5

xe:-I'5
xs :0

289) xr:-1
290) x: 1
291) r:-1
292) x:2
293) xr- -2xz:l
294) x': Q,5

xe:0
= _ 

-,Ä3-
295\ xr:t

j,lo aIa__u

296) x': - 1
: 

--I^2-xe:3
297) x1:-1

- _oLr- 2
- -t43--

2981 x': -2'- 
-rÄ2-'

- _AÄs--
299] x, :2

Xr:-o
xs:-5

300) xr:1
xr:3
Äs-u

Yr: *

JC -

+v,
|rz,
+Y'
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IV. Stichwortverzeichnis
(Die mit * gekennzeichneten §eitenzahlen weisen auf Aufgaben hin)

Absoluter Betrag relativer Zahlen 88

- komplexer Zahlen L62
Absoluües Glied d, quadrat. Gleichung

220
Absolute Temperatur 61, 66*
Abszissenachse I57, 236
Ächsabstand v. Süünrädern 216*
Addition von Dezimalzahlen 45

- ganzen Zablen L

- gebrochenet ZabTen 28

- relativen Zahlen 88

- unbestimmten Zahlen 85
Additionsverfahren 2 t 3
Aktivistenbewegung 3*
Alphabet, griechisches 271
Amortisation 83*
Ampere 38, 68
Amperesekunde 69
Ämperestunde 69
Angström 37,51
Ar 53
Arbeit 65, 67*
Argument, kompl. Zal:J.en L62
Arithmetisches Mittel 24*, 175, 122*
Arithmetische Proportionen ll5
Astronomische Einheiü 51
Atmosphäre, physikalische 62

-, technische 62
Ausdehnung 206*
Ausflußgeschwindigkeit 154*, 207*

Barometerstand 179*
Basis 14, 35

- d. Logariühmensysteme 168
Bekannte Größen 188
Beleuchtungsstärke Lx 154*, 180*
Benz 64
Besch-leunigung 64, 216*
Bestimmungsgleichungeu 186
Biegemomente 63, 66*, 187, 199, 204*
Bildweite 207*,294*
Biquadrate 14
Biquadratische Gleichungen 188
Bogenmaß 59
Bohrmaschino 202*
Brennstoffkosten Il*
Brinellsche llärteprä{ung 228*
Bruchrechnung - tr'ormeln 265
Bruchstrich 106
Brüche, echte 26

-, gemeine 26

-, gleichnamige 28

Brüche, unechte 26

-, ungleichnamige 28

-, Addition 28

-, Subtraktion 28

-, Multiplikaüion 3l
-, Division 33
Bruttogewich6 $*, g*
Buchwert 83+

Casüell, Addiator 181
Cel 64
Celsius 40*, 6l
Coulomb 68

Dehnung 42*,76*, L98, %)4*
Dekagramm 55
Dezigramm 55
Deziliter 64
Dezimalzahlen, periodische 43

-, Addition 45

-, Subtraktion 46

-, Multiplikation 46

-, Division 47
Dezimeter 51
Differenz 4
Diskriminante, quadratischer Gleichun-

gen 223
Div-idend t7
Division 17

-, Dezimalzahlen 47

- galnzer Zahlet L7 fr.

- gebrochener Zahlon 33

- größerer Zahlen 22

- relativer Zahlet 26, lO7

- unbestimmüer Zablen 106

- mit 0 und o 38,
Divisor 17
Doppelzentner 55
Durchbiegung I35*
Durchschniütswert 24*
Drahtgewicht 206*
Drehmoment 25*, 63, 66*, tr87, 198,

203*
Drehzahl 198, 199, 201*, 202*,203*
Dreisatz 70ff.

e84
Echüe Brüche 26fi.
Effektive Leistung 77't, 198, 203*, 2o1*
Eingekleidete Aufgaben 196ff.
f, inheitsparabel, quadratische ?,46

-, kubische 253
Einsetzungsverfahren 209
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Eisenbahnsohiene, Wärmeausdehnung
206*

Elastizitätszahl 15, 62
Elektromotorische Kraft 68
Elekürotechnissfu6 llla,fieinheiüen 6g
Erweitern 28
Explüite Funktionsgleichung 249
Exponenten, negative 36

Fahrenheit 40*, 6l
Faktoren 9
X'allbeschleunigung 154*, 198, 201*
Fallgeschwindigkeit 201x
Fallhöhe 154*, 198, 201*
Fallzeit 154*, 198, 201*
Farad 38, 69
Ferüigungszei, 3x, 78*
Fesümeter 54
tr'euchtigkeit 79*
Fettfleckphotometer 234*
tr'lächenmaße 52 fi.
Flächenpressung 199, 204*
Flansch 59*
X'laschenzug 133*
Freiglied d. quadr. Gleichung 220
Frequenz 70,199,206*
Frequenzen elektr. Wellen 15
X'ämfjahrplan 3*, 8*, 49*, 78*, 79*
Funktionsgleichungen 186, 235fi.

-, explüite u. implizite 249
Fuß, englisch 41*,52

Gal 64
Garzo Zab.ler.l(S
Glaußgche Zahlenebene 16l
Gebrochene Zaden 26, 143
Gegenstandsweite 207*, 23I*
Gemeinschaftlicher Faktor 104
Gemischüe Zahlen.Zßfr.

- -, Addition u. Subtraktion 30
Geometrisches Mittel 118, 122*, 153*
Gerade Zahlen 18
Geschwindigkeit 1l*, 24*, 63fr., 67*,

lg8, 2ol*,217

- de§ Schalls 67*

- d. Lichües 15, 67*
Glewicht 197, 198, 200*
Gewichtsmaße 66
Gleichgewicht d. Kräfüe 219{', 233*
Gleichsetzungsverfahren 2l I
Gleichungen 187fi.

-, X'ormeln 270

-, identische usw. 186, 270

- n-ten Grades 188,270
Gfleichungsgesetzs 189 fi.
Glleitzahl 15, 62
Glieder 1
Cloldener Schnitt 228*

Grad, Winkel- 57fi.

- der Gleichungen 188
Gramm 55
Grammkalorie 6I
Große Zahlenwerte 15
Grundwert 78fi.
Grundzahl 14, 35
Gußstück, Gewichtsbestimmung 50*
Güüegracl einer Vernietung 79+

Hanfseil, Kräfte 179*
Ilandwinde 41*
Ilauptnenner 28fi.
Hebel 216*
Ilefnerkerze 154*, 234*
Ileizwert 61, 66*
Hektar 53,54*
Eektogramm 55
Hektoliter 54
-Eenrv 70
Heroiische Dreiecksformel I53*
Eertz 7O

Eintereinanderschaltung 216*, 2L9*,
229*, 234*

Ilochofen, Beschickung 4l*
-, Verbrennung 41*
Eochzahl 14, 35
Ilornersche Anordnung 257 fi.
Eorse power 66
Ilundertwerü 74*
Hypotenuse 136, 153*
Hypoühek 83*

Identische Gleichungen 186
Imaginäre Zahlen 155*

-, Formeln 268

-, Zeichn. Darstellung 156fi.

-, Addition u. §ubtraktion 156

-, Multiplikation u. Divisiou 157

-, Potenzen 168
Implizite X'unktionsgleichung 249
Index 123
Inilüierte Leistung 77*
Irrationale Zahlen 144
Irrationalitätsbeweis von l[fda
Joule 69
Joulegcho Geseüz 199

Kammerton 206*
Kapazität 38, 69
I(arat, metrisches 55
Katheten 136, 154*
Kehrwert 32 ft.
Kelvin 61, 66"
Kennziffer d. Logarithmus 171 fi.
Kilogramm 56
Kilohertz 70
Kilokalorie 61, 66, 206{'
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Kilometer 5l
Kiloohm 68
Iülopond 63
Kilovolü 38, 68,
Kilowatt &*, 65,67*, 69
Kilowattstunde 42*, 61, 69
Kirchhoffsches Gesetz I81*, 200, 206*
I(lammern 6
Knoten 64,67*
Koefüzient 86, 2I9
Kolbenpumpe,.Leistung 67*
Komplexe Zahlen 160 fi.

- -, tr'ormeLn 269

- -, graph. Darstellung l60ff.

- -, Aildition u. Subtraktion 163

- -, Multiplikation u. Division 164

- -, Potenzierung 165

- -, Radüierung 166
Konjugierü irrationale Zahlan 145
Konjugiert komplexe Zahlen 162
Koordinatenachsen 236
Körpermaße 54
Korrespondierende Addition u. §ub-

traktion Llg, L22x
Kraft 198
Kräftepaar 63, 66*
Kreiselpumpe, tr'ördermenge 25*, 42*,

135*
!(1gfsinha,ft, A*, l2?*, L34*, 234*
Kreisumfang 4L*,123*
Kuben 14
Kubikdezimeter 54, 55*
Kubikfuß 54
Kubikmeter 54, 55*
Kubi.kmillimeter 64
Kubikwurzel 138
Kubikzentimeüer 54, 65*
Kubische Gleichung 188

- -, graph. Lösung 253fi.
Kugeldruckprobe 228*
Kugelvolumen 176*
Kürzen 28

IÄugenlreis 51
Längenmaße 51
Leieüung 65, 67*, 187, 198, 202*,

203*

-, elektrische l1*, G9, 199, 205*, 234*
Leistungsfaktor 69
Leitfähigkeit 68
Lichtbeilarf 180*
Lichügeschwind.igkeit 15, 67*
limes 170
Lichtjahr 15,5I
Lineare Gleichung 188fi.

- - mit 2 Unbekannten.207ff.

- - mit mehreren Unbekannten 217ff.

- -, reehnerische Lösung 192fi.

- -, zeichnerische Lösung 236fi.

Linie 52
Linsongleichung 207*, 2%1
Liter 25*, 60
log, lg, ln 171
Logariühmengegetze 173 ff.
Logarithmenrechnung 168 ff.

-, Formeln 269
Logarithmensystem 168

-, dekadisches 170

-, natürliches 170

-, Zusammenhang 176tr.
Logariühmentafel, Erklärung 172
Logarithmische Kurve 182

- Skala 183, 185

- Teilung I83
Logarithmus, Begriffserklärurg 168

- einer Poterz 174

- eines Produktes 173

- - Quotienten 174

- eitrer Wurzel 174
Loechmidüscha Zahl I5
Ludolfsche Zahl 85, L46
Lumen 180*
Lux 154*, 180*

Magneteisenstein 41*
Manüisse d. Logariühmus 171
Masse 65, 67*, I34*,108, 2,0O*, 216'
Maßstab d. Zeichnung L2*, 24*, 4!r'
Megawatt 69
Megohm 38, 68
Mei.le, geogr. und englisch 51

-, See- 51, 64
Meter 51
Meterkilogramm 63, 66*
Meridiangrad 51
Meridianminute 5l
Mikrofarad 38, 69
Mikron 37, 51, 80*
Mil, engl. 52
Milliampere 38, 68
Milligal 64
Milligramm 55
Milliliter 54
Millimeter 51, 52*
Millimikron 37, 5l
Minuend 4
Minute 56
Mittel, arithmetisches 24, 116, 2§'
-, geometrischeg 118, 163{', 233+

-, harmonisches 233*
Mittlere Proporüionale 118, 179r
Mittelwert 24*,1L6
Moclul des Logarithmensystems 177
Momente 63
Morgen 53
Multiplikand I
Multiplikation v. Dezimalzahlen 4,6
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Multiplikation v. ganzen Zahlen I
- - gebrochenen Zahlen 3l

- - relativen Zahlen 12, 98

- - Summen u. Differenzen 99fi.

- unbestimmter Zahlen 96 fi.
Multiplikator I
Negative Zahlen 5
Nenner 26
Nettogewichü 3*, 8*
Neugrad 59
Neuminute 59
Neusekunde 59
Normalform d. quadr. Gleichung 219fi.
Normalspannungen 62
Normalstab f. Zerreißversuch 204*
Normale Teilung l8l
Numerus 168
Nutzleistung 77*, 198, 2P3*,201*

Ohm 38,68
Ohmgches Gesebz I24*, 199, 205'*
Ordinatenachso 167, 236

Papierformate 69*, i34*
Parallelschaltung 2L6*, 219*, 229*,

234*
Parsec 15, 5l
Penclel 207*
Periode 43
Periodenzahl 70, I99, 205*
Pferdestärke 40*,65, 67*, 69
Pfund 40*, 55

-, engl. 55
Polzahl 199, 205{', 206*
Pond 63
Potenzen 13

- mit der Basis l0: 15

- - negativer Basis 127

- - negativem Exponenten 36

- - gebrochenen Exponenten l4l
- gleichnamige 129

-, Addition u. Subtraktion 128

-, Division 35, 130

-, Multiplikation 128

-, Potenzierung l3l
Poüenzrechnung 125fi.

-, X'ormeln 267
Primzahlen 19
Produkt 9

- unbestimmter Zahlen 96fi.

- relativer Zahlen 98
Produktensatz für Proportionen 116fi.
Promillerechnung 80
hoportionen L14fr.., 122*, 22L*

-, X'ormeln 266

-, fortlaufende l2I
-, stetige 118
Proportionale, vierte ll7

Proportionalitäüsfaktor ll9, 122*
Prozentgehalt einer Lösung 76*
Prozentrechnung 74tr.
Prozentsabz 76ft.
Prozentwerü 75fi.
P;rthagoras, Lehrsatz 135ff.

-, Anwendungen 163*, L54*, 228*,
239*, 234*, 235*

Pythagoreische Zahler 136, 137

Quadrant 157, 2go
Quadratdezimeter 53
Quadrat. Einheitsparabel 245

- Ergänzltng222

- Gleichung I88

- - m. mehreren Unbekannten 229ff.

- - allgemeine Sorm 219

- - Normalform 2Ig

- - reino 220

- - rechnerische Lösung 219fi.

- - zeichnerische Lösung 245ft.
Quadratkilometer 63
Quadratmeter 53
Quadratmillimeter 53
Quadratwurzel 138fi., 186
Quadratwurzel, Ausziehen 146fi.
Quadratzahlen 14, 185
Quadratzentimeter 63
Quadratzoll 54*
Quersumme 18, 215*
Quotient 17

Radiant 60,
Radikand 139
Rationale ZahTen I43
Rationalmachen d. Nenners 145
Radkranzlänge 41*
Ra,ummeter 54
Reaumur 40*, 6I
Rechenoperationen, Ilbersiclrt 264
Rechenschieber 181 ff.
B,echenstäbo, Sonder- 181
Reelle Zahlen 143
Regeldetri 70fi.
liegistertonne 54
Relative Zahlen 12, 88,94,98, 107
Resultiereude 234*
Reziproker Wert 32ff.
Riemenkräfte l7g*, 202*
Riemenschlupf 78*

§chaulinie 236
Schläegelweite 152*
Schneckengetriebe 204*
§chnellstahl 67*
§chnittgeschwindigkeit 67 *, 202r
Schubspannungen 62



Stichworta er ze'ichn i,s AI

Schwingungszahl 206*
Sekunde 16*, 56
Siemens 68
Son-nentag, mittlerer 56
Spannung, elektr. 68, 199
Spannung, Festigkeiüslohre 61, l98,

216*
Speziflsches Gewichü 62, 197, 200*

- Leitwerü 68

- Yolumen 49,64, 66*

- Widersüand 68, 199, 205*
Stammbruch 26
Stellenzahlbestimmung (Rechen-

schieber) 184
Sternweite 15, 5l
Süirnräcler 216*
Stromsüärke 68, 199
§tromverzweigung l8l*, 200, 206*
Stunde 16*, 66
Stundenlöhne 8*, 79*
Subetitutionsmethode 209ff.
Subtrahend 4
§ubtraktion v. Dezimalzahlen 46

- - genzen Zablen 4

- - gebrochenen Zahlen 28fi.

- - relativen Zahlen 94ff.

- - Summen 6, 93

- - unbestimmten Zahlan 92fr..
Summand I
Summe I
fangentialspannungen 62
Tara 3*, 8*
Technisehe Grundgleichungen I g7 ff .
Teilbarkeitsregeln 18
Teiler 17
Teiler, größter gemeinsamer 21
Teilerfremde Za,bTen 2O

Teilung, normale unc[ logarithmischo
181

Temperaturmaße 60

- Celsius, Re&umur, J'abrenheit40*, 60
Tonne 40*, 55
Torr 62
Ttögheitshalbmesser 180*, lgg, 204*

205*
Trägheitsmomeat 134*, l9g, 204*, 206*

Übersetzung v. Zahnrädern 123*, 216*
Umdrehuagszahl ll*, 24*, 187, 198,

20I*, 202*
Umfangsgeschwindigkeiü 67*, 187, 198,

zOL*, 202*
Unbekannte Größen 188
Unechte Brüche 26ff.
Unendlich - o 4
Ungerade Zahlen 18
Ungleichheitszeichen 4, 92
Urmeüer 6l

Yariable 235
Veränderlicho 235
Vielfach, l<leinst€a gemeinsames !I
Yieta, Lehrsatz 226
Vollwinkel 58
Volü 38, 68
Volüampere 69
Volumen, spezifisches 49, 63, 66'
Vorperiodische Stellen 43
Yorzeichenregeln 12, 25, 265

Wärmemaße 61, 66*
Wärmemenge 180*, 199, 205t, ,C6t
Wasserbehälter 216*
Watt l1*, 65, 69, 199, 2O5t, :3t'
Waötsekunde 69
Waütstunde 69
Weg 1I*, 24*, 63fr,, 67*, lg7, il',

217
'Wellendurchmesser 164*, f79t, f 37
Werkstoffbezeichnung 62, 66'
Wertetabelle 235
Whiüworth-§chraube 49*
Wichte 62, !97, 200*,
Widerstand, elekür. 180*, 199, 20ö'
Widerstandsmoment 134*, l&7, Iel,

204*
Windrose 59*
Winkelgrad 57fi.'Winkelmaße 57fi., 60*
Winkelsummo im [ 218*
Wirkungsgrad, allgemein 77

-, mechanisch 198, 203*, 204'

-, ühermisch 179*

- beim Dieselmoüor 203+

- - Schneckengetriebe 204*

- einer Winde 204*
Wurzelexponent 139
Wurzelgesetz füLr quadr. Gleichunga

225
Wurzeln, Addition und Subtratfim

140

-, Multiplikalion lA
-, Poüenzierung I43

-, ßadüierung I43
Wurzelrechnung 137fi.

-, tr'ormeln 268
'Wurzelzeichen 138

X-Einheit 37, 5l

Yard 51

Zäb7er 28
Zahler, gemischte 26
Zahleneinteilurg 263
Zahlenwerte, sehr großo l5
-, sehr kleine 37
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Zahnhöhe 50*
Zahnteilung 50*, I79*
Zohnorbrüche (: Dezimalzahlen) rgfi.
Zoiger L23
Zßib LL*, 24*, 68, 67*, 198, 199, 201*,

217*
Zeitmaße 56
Zonüigramm 55
7*nbilitor 54

Y. NamenYerzeichnis

Zentimeüer 51
Zettmet 4O*, 55
Zentrifugalkraft 134*
Zinsrechnung 81fi,
Zoll 52
Zugspannungen 62, 66*, I24*, m4*,

2L6*
Zweigbruch 26

Ab€l 235
Ampöre 68
Angsüröm 3?
Berrnoulli 155
Brigga 170
Brinell 228
Cartesius 14
Celsius 6l
Coulomb 68
Descarües 14,236
Eratosthones 19
Euklid 2L, L37, L44
Euler 155

Fahrenheit 4{)
Faraday 69
Galilei 62, 64
Gauß 160
Henry 70
IIeron 153
IJ.ertz 70
Jauor 138
Joule 69
Keivin 61
Kirchhoff 181
Loschmidt 15
Ludolf van Ceulen 86

Napier 170
Ohm 68
Plato l9
Pythagoras 135, 137
R6aumur 40
Siemens 68
Stifol 142
Torricelli 62
Yieta 226
Volta 68
Watt 69
Weber 160


