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Vorruort

Wie bereits im 1. Band d.ieses mathematischen \\'erkes gezeigt wurde,
ist in cler Metallbearheitung auch für den im wesentlichen praktisch Ar-
beitenden ein tieferes Einclringen in die Mathematik die unerläßliche Yor-
aussetzung für ein Schaffen im neuen Geiste unserer Zeit. Nur von der
sicheren ärundlage gewisser mathematischer Kenntnisse aus kann der
Werkstattmann über das bloße Erfahruogsschema für einzelne Arbeits-
vorgänge binaus,vachsen zu freier, schöpferischer Arbeit, kann er teil-
nehmen an der Yerbesserung cler Arbeitsmethoden und an der güte- und
mengenmäßigen Leistungssteigerung, kann er mit beitragen zu der wirt-
schaftlich besten Verwertung des }laterials und zur Senkung der Selbst-
l<osten seines Betriebes - krrz z:ur Erfüllung all der hohen Aufgaben,
die der Fünfjahrplan gerade der }letallbearbeitung als einem Schwer-
punkte unserer'Wirtschaft stellt.

Beim Erwerb d"er dazu notw-endigen mathematischen Bildung will ihm
die ,,Mathematik ftir metallbearbeitende Berufe" ein wirksamer Helfer
sein.

Der 1. Band behantlelt das X'aclrechnen mit bestimmten Zahlen und,
Buchstaben sowie das Rechnen mit Gleichungen. Unter Yoraussetzung
des in jenem Bande gebotenen Stoffes befaßt sich d.er vorliegend.e 2. Band
mit iler Pl:r,nimetrie, Stereometrie und Trigonometrie.

Auch er ist zuuächst gedacht als Lehr- und Aufgabenbuch zum Selbst-
unterricht für den vorwärtsstrebenclen X'acharbeiter, Techniker uncl In-
genieur, insbesondere für unsere Aktivisten. Darüber hinaus soll er, ebenso
wie der 1. Bancl, den Besuchern der Yolkshochschule sowie den Studie-
renden der Arbeiter- und Bauernfakultät Wegweiser uncl Helfer in ihrer
Ausbildung seirr.

Bei der Beha"ndlung cles Stoffes ist nicht nur Wert auf eiue möglichst
leichtverständliche Beweisführung für die einzelnen geometrischen, steteo-
metrischen uncl trigonometrischen Lehrsätze gelegt, sondern es wircl auch
eine große Zahl vo:n Beispielen und Aufgaben gebracht, die sich den Be-
dürfnissen der Praxis anpassen und den Stoff somit dem Leser nahebringen.

n'ür sämtliche Aufgaben sind am .§chiuß des Buches zur Nachprüfirng der
eigenen Lösungen die Ergebnisse angeführt.

Die Zusammenstellung der abgeleiteten Lehrsätze und Formeln ist als
kurze Wiederholung des Stoffgebietes gedacht und kann gleichzeitig zum
Nachschlagen in d.er Praxis dienen.

Yerfasser und, Yerl,ag
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Teil I
Die Geomelrie der Ebene oder die Planim,etrie

A. Einleitung

Die Geometri,e (au{ Deutsch: Erd.vermessung) ist ganz allgemein die Lehre
von den Längen-, Flächen- und Raumgrößen. Sie betrachtet nur <iie n'orm
und die Größenverhältnisse, sowie die Lagebeziehungen cler einzelnen Teile
zueinand.er. Der Stoff dieser Gebilde wird außer acht gelassen.

1. Eintcilung iler Geornetrio

Je rrachclem slch die geometrisohen Betrachtungen auf ebene (: plane)
Geirilde, die sich durch l,inien, in einer Ebene darstellen lassen, oder auf
räurnliche Gebiide beziehen, unterscheidet man zwischen der Geometrie der
Ebene, der sogenannten Plan'imetr'ie, und der Geometrie des Raumes, der
sogenannten 

"Slc,reometrie 
(Stereo : der Stern). Die Geometrie auf der

Oberfläche einer Kugel ist die sphciri,sche Geometrie, die für den Astronomen
und den Seemann von Bedeutung ist.

Ein Teilgebiet der ebcnen Geometrie ist die Trigonom,etrie, die die Be-
ziehungen zwischen \Yinkeln und Seiten geometrischer Gebikle aufstellt.
Eine Yerbinclung algebraischer und geometrischer Begriffe finden wir in
der analytischen Geometrie, in der geometrische Probleme auf rechnerischem
Wege gelöst werdcn. Die darstellend,e Geometrie beschäftigt sich mit der
zeichnerischen \liiedergabe körperlicher Gebilde und ist die Gruncllage des
technisclren Zeichnens. Ein besonderer Zweig der darstellenrlen Geometrie
ist die Perspp,ktiue. Sie stellt die Körper (dreidimensional) auf der zweidimen-
sionalen Zeichen{läche so dar, daß bei demBetrachter einer perspe}.üivischen
Zeichnung der Eindruck eines Körpers erlveckt wird. tliter der Geometrie
der Bewegung versteht man die sog. Kinemati,k, die für tlie Äusbildung
von Maschinengetrieben von Bedeutung ist.

X'ür Leser, die an der geschichtlichen Entwicklung der Geometrie interes-
siert sind, folgt nachstehender kurzer llberblick über die'

2. Gesehichte iler Geometrio

Als Begründer der Geometrie gelten die alten Agypter. Sie bedienten
sich der pral:tischen Geometrie bei der X'eldmeßkunst zur Einteilung der
X'elder nach den alljährlich eintretenden Nilüberschwemmungen. Die
Msühematik Toil 2 1



Di,e Geometr'ie iler Ebene od,er ilie Planimetrie

Regeln dieser Feldmeßkunst sind. schon in dem um 1700 v. Chr. entstandenen
Papyrus Rhind, dem Mathematikheft des äglptischen Schülers Ähmes,
enthalten. Zu einer eigentlichen Wissenschaft entwickelt wurden diese
geometrischen Grundlagen aber erst von den Griechen.

Die ältesten griechischen Geometer sind:
Thales von I\[ilet (639-548 v. Chr.). Er ist einer der sogenannten

7 Weisen des Ältertums.
Änaximander (610-546 v. Chr.) und Anaximenes (um 600 v. Chr.)

beschäftigten sich mehr mit astronomischer X'ra,gen.
Anaxagoras (499-428 v. Chr.) versuchte d.en Kreisinhalt genauer

zu bestimmen. Yon ihm stammen die Grundelemenie der Perspektive.
Auf Pythagoras (580-501 v. Chr.) aus Samos werden zurückgefürhrt

der Beweis von der'Winkelsumme im Dreieck, der pyühagoreische Lehr-
satz, der aber schon lange vorher den ägptischen n'eldmessern bekannü.
war, d.ie pythagoreischen Zahlen sowie die Anlänge der Zahlentheorie.

Hippokrates (um 460 v. Chr.) von Chios ist der Yerfasser des ersten
griechischen Elementarbuches d.er Mathematik.

Platon (429-348 v. Chr.) erhob die Geometrie zur Grund.Iage der
Philosophie. Yon ihm wird berichtet, daß er keineu Schüler annahm, der
nicht geometrische Yorkenntnisse besaß. Sein Schüler Menächmus (um
350) entdeckte die Kegelschnitte, die Äristäus (um 320) in 5 Büchern be*
hanclelte.

Mit Euklitl (um 300 v. Chr.) beginnt eine neue Epoche der Geome-
trie. Er faßte erstmalig mit einer für alle Zeiten mustergüLltigen Syste-
matik die bisher bekannten Sätze der Mathematik in seinen ,,Elementen"
zusammen. Nach ihm zeichnet sich

Eratosthenes (276-195 v. Chr.) durch Änwendung d.er Geometrie
auf die Geodäsie (: n'eldmeßkunst) aus.

Archimed.e s (287-212 v. Chr.) bezeichnete als erster die Strecken durch
Zahlen und berechnete bereits X'lächen- und Rauminhalte nach Methoden,
die erst 2 Jahrtausende später als sogenannte Infinitesimalrechnung genau
begründet wurden.

Äpollonius (um 200 v. Chr.) ist durch sein Werk über die Kegelschnitte
sowie durch die Berührungsaufgaben bekannt.

Heron (um 110 v. Chr.) überlieferte ein Lehrbuch für n'eldmesser und
clie nach ihm benannte Dreiecksinhaltsformel.

Hipparch (um 140 v. Chr.) und. Theodosius (um 55 v. Chr.)verfaß-
ten Werke über die für die Astronomie wichtige sphärische Trigonome-
trie.

Nach Christi Geburt ragt unter den griechischen Geometern als der be-
kanateste Ptolemäus (87-165 n. Chr.)hervor. Er entwickelte die Grund.-
lagen d.er Trigonometrie und arbeitete Projekbionsmethod.en für Landkarten
aus. You ihm stammt die Lehre vom Yiereck. Andere der Geometrie kundige
Gelehrte beschäftigten sich hauptsächlich mit der Abfassung von Kommen-
taren. Es seien erwähnt die mathematischen Sammlungen des Pappos



2. Geschi,chte d,er Geometrie

(um 300 n. Chr.) und der von Eutokius (um 540 n. Chr.) verfaßte Kom-
mentar zu Archimedes und Apollonius.

Die Geometrie d.er alten Römer steht im Yergieich zur griechischen Geo-
metrie auf niedriger Stufe. Sie beschränkten sich auf die praktische n'eld-
meßkunst.

Die Geometrie d.er alten Ind"er zeichnete sich durch die ihnen eigene
Beweisführung auf Grund augenfälliger Änschauung aus. Die geometrischen
Hauptwerke sind die des Aryabhatta (um 510 n. Chr.) über den Inhalt
von Pyramide und Kugel. Erwähnenswert sind ferner die Werke von
Brahmegupta (um 638) über Vierecke und die Anfänge der Trigono-
metrie und von Bhaskara Acharya (um 1160).

Die Geometrie der Araber beschränkte sich hauptsächlich auf eine Über-
setzung der griechischen Geometriebücher. Yon ihnen wurde die Trigono-
metrie veryollkommnet.

Im Abendland.e waren seit der Yölkerwanderung bis ntm 12. Jahr-
hundert geometrische Kenntnisse so gut wie unbekannt. Der englische
Mönch Atelharts übersetzte 1120 Euklids Werke aus dem Arabischen ins
Lateinische. 1220 verfaßte Leonard.o von Pisa seine ,,Practica geo-
metrica".

Im Mittelalter beschäftigte sich die Geometrie mit der Architektur und
der Malerei. Erwähnt seien:

Älbrecht Dürer (1471-1528), von dem die Grundlagen des maßstab-
gerechten Grund- und Aufrißzeichnens sowie die Aufstellung der Gesetze
der Perspehtive stammen, und

Leonardo da Yinci (1452-1579). Yon ihm stammt die Erfindung
des Ellipsenzirkels. Yerdienste um die Geometrie erwarben sich der Portu-
giese Nonius (1492-1577), der Niederläuder Ludolf van Ceulen
(1539-1610), (Die Ludolfsche Zahl: n), ferner Vieta (1540-1603) auf
dem Gebiete der sphärischen Trigonometrie sowie Napier (1550-1617)
und Briggs (1556-1630) durch Einführung der Logarithmen für die
Trigonometrie.

Im 17. Jahrhundert beschäftigten sich Kepler (1571-1630), Cavalieri
(1598-1647) und GuIdin (1577-1643) mit der Inhaltsberechnung von
Körpern. Descartes (1596-1650), auch Cartesius genan:rt, ist der
Begründ.er der analytischen Geometrie. Newton (1643-17Z:7) und
Leibniz (1646-1716) führten durch Anwendung der von ihnen er-
fundenen Differential- und Integralrechnung die Geometiio auf die
moderne Bahn.

Die wichtigsten Vertreter der neueren Geometrie am Ende des 17. Jahr-
huuderts und im 18. Jahrhundert sind d-ie Gebrüder Jakob und Johann
Bernoulli, Euler, Lambert und Monge, der der Schöpfer der dar-
stellenden Geometrie ist.

Das 19. Jahrhundert brachte durch Poncelet, Möbius, Steiner und
Gauß sowohl in der reinen Geometrie als auch in tler höheren analytischen
Geometrie neue X'ortschritte. 

lit



D'ie Geometrie d,er Ebene od,er ili,e Plani,metrie

B. Die geometrisehen Grundhegriffe

1. Der Punkt

Der Punkt hat weder eine Längen- noch e,ne Breiten- noch eine Höhen-
ausdehnung. Flieraus ergibt sich: Ein Punkt hat keine Ausdehnung. Sell.st
das kleinste Sandkorn ist im geomeirischen Sinne hein Punkt, da es ja
einen, wenn auch sehr kleinen Raum einnimmt. In der (]eometrie ist der
Punkt mrr die Stelle, an der sich zwei oder mehrere Linien schneiden.
Bild I zeigt einige Beispiele solcher Punkte, die durch den Schnitt von
Linien gebildet werden:

Ein Punkt wird durch einen neben den Schnitt der Linien gesetzten
großen lateinischen Buchstaben bezeichnet.

2. Die Linien

2 Punkte A und B einer Ebene (Bild 2) kann man durch verschiedene
Linien miteinander verbinden. Es gibt
nur eine einzige Verbindung, die die
kürzeste ist, uncl zrvar die in der neben-
stehenden Skizze mit I bezeichnete ge-
rade Linie.

Die gerad e Strecke ist der kürzeste
Weg zwischen 2 Punkten.

Die Richtigkeit dieses Satzes wird
durch das natürliche Dmpfinden des
l\Ienschen und durch die Erfahrung be-
stätigt. l\{it Hilfsmitteln der höheren
Ilathematik kann er auch bewiesen wer-
clen.

Die weiteren Yerbindungslinien der beiden Punkte Ä und B im Bild 2
haben folgende Eigenschaften :

Linie 2 ist ein Teil eines Kreisbogens. Er hat an allen Stellen eine gleich-
bleibende (: konstante) Krümmung.

Biid 2



1. Der Punltt - 2. Die Linien

Linie 3 ist eine nru nach der einen Seite gekrümmte Linie. Die Krüm-
mung ändert sich wrihrerid des Yerlaufes dieser Linie. Ein Radfahrer, der
Iängs Linie 3 von Ä nach B fahren würde, rnüßte dauernd den Lenker nach
rechts eirigeschlagcn ocler mehr ocler rveniger nach rechts mit seinem Ober-
körper geneigt die Strecke zurücklegen.

Linie 4 hat keine konstante Krümmung. Die Krümmung ist veränderlich
(: variatrel). Längs dieser Linie rnüßte ein Radfahrer mehrere l{aie den
Lenker nach linlis und nach rechts einschlagen.

Linie 5 stellt einen gebrochencn Linienzug dar. Er setzt sich aus 2

Strecken zusammen.
Linie 6: Der Weg von A nach B längs dieses Linienzuges setzt sich aus

4 geradlinigen Teilstrecken zusammen. \Yir ha,ben es hier mit einer mehr-
fa.cli gehrochenen Linie zu tun.

lVesentlich für die Geometrie sind zunächst nur die geraden Linien, die
man sich durch Fortschreiten eines Punktes in ein und derselbcn llichtung
in unendlich weite Ferne vorstellt. l\{an nennt sie Geraden (nicht Graden!).
Eine geracle Linie, die von einern Punkt A ausgeht und unbegrenzt in
geradliniger Richtung sich nur nach einer Seite hin erstreckt (Bild 3),
nennt man ,,Strahl,". \rergleiche: Der Sonnenstlahl geht von der Sonne
als dem Anfangspunkt aus in die ,,Unencliichi<eit". Zeichnerische Dar-
steliung eines Strahles:

Ät
Bild 3

Ist eine gerade Linie durch einen Anfangspunkt Ä und einen Endpunkt B
begrenzt (Bild 4), so heißt sie eine Strecke.

nffB
IJild 4

Ein Strahl ist eine nur einseitig begrenzte gerade Linie, während eine
Strecke beidseitrg begrenzt ist. Man bezeichnet eine Strecke durch ihre
beiden Errdpunkte A und B (große lateinische Buchstaben) oder durch
einen kleinen an die Strecke geschriebenen lateinischen Buchstaben a
oder b usw.

Zusammenf assung:

Eine Gerade ist nach keiner Richtung begrenzt.

EinStrah]|-istnacbeinerRichtungbegrenzt.
Eine Strecke F-! ist nach beiclen Richtungen begrenzt.

Dic Länge einer Strecke mißt man in irgendeinem Längenmaße, z. B.
in mm, cm, <lm oder m, wobei 1000 mm : 100 crn : 10 drn : 1m ist.
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Bild 5 Bild 6

Bitd 7 BiId 8

Der Maschinentechniker und -ingenieur mißt Strecken fast ausschließlich
in mm. Wenn man die Länge der Strecke a nxessen soll, so vergleicht
man ihre Länge mit der Längeneinheit. Messen heißt Yergleichen.
Man stellt beispieisweise fest, daß die Strecke a 50mal so lang wie 1 mm
ist, und schreibt a: 50 rnm.

Die Länge einer beliebigen Kurve wird gemessen, indem man
1) einen n'aden (oder Bandmaß) vollständig an die Kurve anlegt, diesen

dann zu einer Strecke spannt und als solche ausmißt (bzw. am Band-
maß die Länge sofort abliest); oder

2) die Kurve in möglichst kleine Strecken zerlegb, die man dann einzeln
ausmißt oder mit dem Zirkel auf eine Gerade überträgt.

2 Geraden g und h (Bild 5) können sich entwed.er in nur I Punkt S
schneiden, oder sie schneiden sich überhaupt nicht, d. h. sie sind parallel.

Ist g parallel der Geraden h (Bild 6), so schreibt man g h.
\ron einem Punkt A aus können unendlich viele Strahlen ausgehen

(Bild 7).

Durch einen Punkt B könuen unendlich viele gerade Linien hindurch-
gehen (Bilci 8).

3. Die lVinkel

- 2 von einem Punkt ausgehende Strahlen (Bild 9) bilden einen Winkel
miteinander. Man versteht unter eiuem Winkel die gegenseitige Neigung
zweier von einem Punkt ausgehend.er Strahlen. Der Ausgangs-
punkt der beiden Strahlen heißt der Scheitelpunkt oder auch kurz Bcheitel
d,es Winkels. Die beiden Strahlen nennt man die Bchenkel d,es Winkels
Das Zeichen für \Minkel ist ein kleiner Winkel mit einem Bogen 4. Zur
Benennung der 'Winkel werden die ersten Buchstaben des griechischen
Alphabetes verwendet (siehe Band 1: Griechisches Alphabet). Die am
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meisten verwend.eten griechischen Buchstaben zur Winkelbezeichnung sind

oc: Alpha

f : B6ta
?z: Gamma
ä: Delta

Q: Rho ,: Ömega

p: Phi (sprich: Fi)

a-

Scheitel

WähIt manauf denbeiden Schen-
keln des \finkels je einen Pun]:bA
und B (Bild l0), so kann man
den Winkel auch wie folgt be-
zeichnen: +ASB. Diedrei großen
Buchstaben werden nebenein-
ander geschrieben, wobei der Bild 9
Scheitel S der mittlere Buchstabe
ist.

Die Reihenfolge der 3 Punkte A,
S und B wählt man bei cler'Winkel-
bezeichnung meist so, daß beim Bild 10

Entlanglaufen auf den Schenkeln
des 

'Winkels in der gewählten Reihenfolge, also A-S-8, das 'Winkelfeld

stets zur linken Hand liegen würd.e.
Würde man die Reihenlolge der 3 PunL-te bei der 

'Winkelbezeichnung

umkehren, also { BSA, so läge beim Entlanglaufen auf den Schenke}n des
Winkels von B nach S und sodann von S nach A das Winkelfeld des soeben
betrachteten Winkels zur rechten Hand. Unter { BSA wird man zu{olge
der obigen Yerabredung den durch das Außenfeld der Strahlen gebildeten
Winlel verstehen.

Die Größe eines Winkels hängt nicht von der länge der auf den Schen-
keln liegenden Streckerr SA und SB ab, sond.ern nur von der gegenseitigen
Neigung der beiden Schenkel. Die Größe eines'Winkels wird in Graden (")
gemessen. Zum llessen eines Winkels bedient man sich eines Transporteurs
oder W'inkelmessers. Dies ist eine halbheisförmige Scheibe, die am Rande
in 180 gleiche Teile (Grade) eingeteilt ist.

Bei 2 sich im Punkte S schneidenden Geraden g und h, auf denen nach
Bild 11 die Punkte A, B, C und D
liegen, entstehen 4 Winkel, nämlich

+ ASD: + o(

+CSA:4§
' +BSC:{z

{DSB:+ d
Bild rr Die sumure dieser 4 \vinkel be-

trägt 360'.

Ein'Winkel entsteht, wenn sich
um d.en einen Endpunkt einer fest-
liegenden Strecke SB eine 2.

D:,,, ro Strecke SA, deren Anfangspunkt S
t5ll,u rz mit dem Anfangspunkt S äär ersten

-zl»su ,8
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Bild l3

Bild 1,+

Bild t5

Strecl<e zusammenfällt, irr-r entgegen-
gesetzten Siune der Drehbewegung
eines Uhrzeigers - clies ist der
mathen'iatisch-positive Drehsinn

- in eine bestimmte Lage dreht
(Bild 12). Der Rir:htungsunterschied
der Strecke Sr! gegenüber der Strecke
SB ist clann rler \f inkel or mit dem
ScJreitel S und den beiclen Schenkeln
SÄ und SB. n'ätrlt der Schenkel SÄ
rnit der Richtung cles Schenkels SB
zusammen, sc) beträgt der ent-
standene Winkel 0' (BilA 13). I'Iat
SA eine Viertelkrcrsb(rwegung zu-
räckgelegt, steht SA seniirecht auf
SB (Bild 14). Der entstandene
Winkel beträgt 90o. IIan nennt
einen Winkel von 90o einen rechten'Winkel uncl bezeiclinet { o.: 1R.

Das Zeichen für Senkrechtstehen
ist: I. Steht SA senkrecht au{ SB,
so schreibt man SA I SB.

Ist die Neigung des Schenkels SA

-4-.x__s8

( 5i'iff:,*:i3i;,'lfl"fl:iiä i"tr;
Y.---\ Winkel.

s --d + ASB (Bild t5) ist ein spitzer
Bld 16 winkel'

Bild 17

Dreht man SA über die 90'-Lage
hinaus, so erhält man einen stump-
f en Winkel (Bild i6).

Nach einer haiben Kreisbewegung
des Punktes A fällt der Schenkel SA
in die entgegengesetzte Richtung
von SB. A, S und B liegen auf einer
geraden Linie. Der entstandene
trtrinkel beträgt 180'. Man nennt
ihn einen gestreckten'Winkel
(Bild 17).

Eine noch weitere Drehung führt
zu dem sog. erhabenen oder über-
stumpf en \Yinkel (Bild 18).Bild 18

L
J
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Steht SA wiederum auf SB, aber
nach unten hin, senkrecht - dies
ist nach einer 3/n Kreisumdrehung
des Punktes A der X'ail -, so be-
trägt dieser Winkel 270' oder 3 R
(Bild 1e).

Bild 19 Hat sich der Schenkel SA einmal
ganz herumgedreht (Bild 20), so
daß also A wieder auf den fest-
liegenden Schenkel SB zu liegen
kommt, so hat man es mit einem
Vollwinkel zu tun. Er beträgt

3ild 20 360' oder 4R. 1

Zusammenf a ssu ng:
'[V'enn 0o < cr < 90o ist, da,nn ist a ein spitzer Winke].

,, *:90o, ist oc ein rechter Winkel.

,, 90o ( a ( 180o, ist cr ein stuurpfer W'inkel.

tt u-:180o, ist a ein gestreokter \4rinliel.

,, 180" { or ( 360o, ist a ein erhabener oder überstumpfer 
'Winkel.

,, d:270", beträgt, u 270" ocler 3 R.

,, *:360', lieißt der lYinkel ein Yollwinkel. Er beträgt 4R.

Yerlängert man einen Schenkel des lVinkels « über clen Scheitel hinaus
(Bild 21), so entsteht sein Nebenwiirkel B.

Es ist danrr:

« * d: 180'

\Yinkel, die sich zu 180o ergänzen, heißen
Supplementwinkel. Für Nebenwinkel gilt
der rvichtige L ehrsatz :

I Nebenwinkel betragen zusanlmen 780", sie aind, also Supplententuinlcel.

Haben 2 spitze Winkel oc und p den Scheitel S und einen Schenkel gemein-
sam und stehen die beiden anderen Schenkel
aufeinander senkrecht, so beträgt ihre Summe

d*f:90' (Bild 22)

Winkel, die sich zu 90o ergänzen, heißen
Komplementwinkel.

J

Bild 21

BLld,22

I Komptementwi,nkel betragen zusq,mmen 90o.
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Die Verlängerungen der Schenkel eines 
'Winkels a über den

nach der auderen Richtung

BiId 24

Scheitel S

bild.en den
\Yinkel B (Bild 24).

Winkel, die den Scheitel gemeinsam
haben und bei denen die Schenkel des
einen die Verlängerungen der Schenkel des
anderen bilden, heißen Scheitelwinkel.

I Lehrsatz: Scheitelu;inkel sdnd' glei,ch.

Beweis:

a und 7 (Bild 23) ergänzen sich als Nebenwinkel zu 1B0o; desgleioheu

B und y, so daß man hat:

a"*Y:f*/:180'
d. h.: n: §.

Soweit der exakte mathematische Beweis !

Man erkennt aber auch, daß die beiden Winkel oc und B durch die gleiche
Drehung einer Geraclen uur einen auf ihr Iiegenden Punkt S entstehen
und somit gleich sind.

Zusammenf assung:

Beim Schnitt 2 beliebig liegender Geraden (Bild 24) entstehen 4 \[in-kel,

e, §, T, d, die folgende Eigenschaften habeu:

1) a* §*y +ö:360'
2) a und y sowie p und ö sind Scheitelwinkel.

a.:y uo;d B:ö
3)aundBl

B und / | .ioa 4 Paar Nebeuwin}el.
7und0l
äund«J

d t 0: 180' / * Ö: 180'

ä * y: 180" d f a: 1B0o

Bild 23
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lYinkel an parallelen Gerailen

'Werden 2 Parallele g und. h durch eine dritte Gerade s in deu Punkten
P und P, geschnitten, erhält man insgesamt
8 'Winkel, von denen je 4 an den Schnitt-
punkten P und P, liegen (Bild 25).

Die Winkel bei P mögen e, §,l, ö und die
bei P, in entsprechender Lage a1, §1, 11, ö1

heißen. Auf der rechten Seite der schneiden-
d.en Gerad"en s liegen die 'Winkel a, ö, u1, ö1)
auf der linken Seite B, T, §t, Tr. Oberhalb
der Parallelen liegen die \Vinkel x, B, o1, §i
unterhalb: ö, y, ö1, f1.

'Wir 
unterscheiden folgende 3 Arten von'Winlielpaaren:

1) W'inkelpaare, die auf derselben Seite der schneidenden Geraden und
auf denselben Seiten der Parallelen liegen, heißen Gegenwinkel
(oder gleichliegende Winkel oder Stufenwintet;.

Gegenwinkel sind: oc und *1, B und 0r, Z und. 71, ä und är.

2) Winkelpaare, von denen der eine iinks, der andere rechts der schneiden-
den Geraden und von denen cler eine oberhalb, der andere unterhalb
der Parallelen liegt, heißen'Wechselwinkel. Wie der Name'Wechsel-
winkel angibt, hat man bei Wechselwinlieln die Seiten der ge-
schnittenen Parallelen und der schneidenden Geraclen zu wechseln.

'Wechselwinkel 
sind: a und Tr, § rrLd. ö1, 7 und ar, ä und Br.

3) Winkelpaare, die auf derselben Seite der schneidenden Geraden
liegen, von denen aber der eine oberhalb, der and.ere unterhalb der
Parallelen liegt, heißen ent ge gen g e setzt e'Wink el.

Entgegengesetzte Winkel sind: cr und ör, B und. yr, y ar.Ld

81, d und ar.

Über diese 3 Arten von Winkeln gibt es folgend.e 3 Lehrsätze:
1) Gegenwinkel an Parallelen sinil gleich,
2) IYechselwinkel an Parallelen sind gleich,
3) Entgegengesetzte Winkel an Parallelen betragen zusammetr 2 R.

Beweise zrt

1) Man kann sich die Parallelen durch Yerschieben des einen'Winkels
z. B. d. in seinen Gegenwinkel z. B. x, entstanden denken.

2) Nach 1) ist «: a, als Gegenwinkel. Als Scheitelwinkel ist aber

Tt:dt. Hieraus folgt, daß. d:Tt ist nach dem Grundsatz: Sind
2 Größen (oc und 7r) einer 3. Größe (ar) gleich, so sind sie unter-
einander gleich.

1t

Bild 25
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3) Ds ist o(+ö:180o, da o( und d Nebenwinkel sind. Man karrn in
diese Gleichung {ür ö a.uch ä, setzen, c1a d: ö, als Gegenwin}el.
Man erhält a f är: 180" w. z. b. w.

. In diesen 3 Lehrsätzen gingen wir von der Parallelität der beiden ge-
schnittenen Gerarlen aus, d. h. wir sotzterr voraus, daß die beiden Ge-
raden parallei sind, und behaupteten, daß in einem solchen X'alle die
Gegenwinkel rind auch clie Wcehselwinkel sleich sind riutl daß {crner die
Summe von 2 entgegengesetzi licgencien Winkeln 180" beträgt.

IIan kann aber auch umgcliehrt vorgelen, uncl zwar so: Wir setzen
voraus, dall 2 Gcgenwinkel an irgendwelchen Geraden, clie von einer
3. Geraden geschnitten werden. gleich sind, und wir behaupten dann,
daß in diesern Falle die beiden geschuittenen Geraden parallel sind. Yer-
tauscht man in einem Lehrsatz die Behauptung mit der \roraussetzung,
so erhält man die Urnkehruns dieses Lehrsatzes, die aber nicht immer
richtig zu sein braucht. Die tTmliehrungen uDserer letzten 3 Sätze sind
gültig uncl haben folgenden I\rortlaut:

1) u.2) \Verden 2 Geraden von einer 3. so geschnitten, daß ein Paar
Gegenwinkel oder auch \Yechselwinl<el gleicli sind, so sind
die geschnittenen Geraden parallel.

3) Werden 2 Gerarlen von einer 3. so geschnitten, da,ß 2 ent-
gegengesetzt liegende Winkel sich zu 2 Rechten ergänzen,
so sind die geschnittenen Geraden parallel.

Verbindet rnan den Ilittelpunkt eincs Kreises mit 2 beliebigen Punkten
auf dem l)mfang (Pcripherie) des l(reises, so
entsteht ein Zentriwinkel.

Im Bilc1 26 ist cler l\Iittelpunkt M eines Kreises
nrit den Purikten A uncl B auf d:.r Peripherie
Yerbunden.

Der hierdurch entstehende Winkel B1\{A ist
ein Zentriwinkel (Itittelpunlitswinlel).

YerbindetmaneinenP-u"5l*#t.ffi 
,,'r,:tl'lt'ä#"är1'f ä::-#

Ä legenen Punkten B und C, so entsteht ein sog.
Peripheriewinkel.

Winkel CAB im Bild 27 ist ein Peripherie-
winkel (IJmfangswinkel).

Bild 26

A
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Aufgaben

1) \Yievicle Schnittpunkte entsteJren durch den Scirnitt von
a) 2 Paralielen mit einer Geraden ?

b) 2 Parallelen mit 2 Parallelen ?

c) 3 Parallelen mit einer Geraden ?

2) Wclches ist die größtmögliche Anzahl von Schnittpunkten bei
a) 3 Geraden, b) 4 Geraden und c) 5 Geraden ?

3) Durch w,ieviele gerade Linien kann man a) 3, b) 4, c) 5, cl) 6 und
e) n Punkte einer Ebene, von clenen niemais drei auf einer gcraden
Lirrie liegen, miteinander verbinden ?

Anleitung zu e) : NIan ziehe von cinem Punkte aus (n-1) Yer-
bindungslinien und beachte, daß nran nut von der Hälfte der n
Punkte die Verbiudungslinien za zidht:n braucht.

4) 3 Geraden gehen clurch einen Punkt S. trVieviele Winkel entstehen
an diesem Punkte ? lVie groß ist die Anzahl der errtstehenden
\Yinkel, wenu, n Geraden clurch einen Punkt S hiirdurchgehen ?

5) \Vie groß ist der zu dem Winkel a: 35o gehörend.e

a) Iiomplementwinkel ?

b) Nebeuwinlei otler Supplementwirikel ?

c) Scheitelwinkel ?

6) tseim Schnitt zweier Geraden entstehen 4lVinkei. Einer von ibnen
betrage 45'. Wie groß sind die 3 andereu Winl<el ?

?) 'Welchen Winkel bilden die }lalbierungslinien zweier Nebenwinkel q,

und B?

B) Von 2 Nebenwinkeln ist cler eine cloppelt so groß wie der andere.
'Wie groß sind. die beiden Winkel ?

9) Welchen Winkel bilden die Zeiger der Uhr um
a) 3 IJhr, b) 6 Uirr,
c) 9 LIhr und d) 12 Uhr ?

10) Um wieviele Grade weicht die NO-Richtung vor der NS-Richtung
ab?

11) a) Welchen Winkel beschreibt der I\{inutenzeiger einer Uhr in
l min?

b) Welchen Winkel beschreibt der Stundenzeiger in t h ?

12) Um wieviele Grade weicht
a) der große,
b) der kleine Zeiger der Uhr rim 2 h 30 min von,:[er 12-Uhr-Stellung

ab?
c) Welchen Winkel biiden die beiden Zeiger zu dieser Zeit m\t-

einander ?

t3
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13)

14)

15)

2 Stirnräder haben 13 und 36 Zähne. Um wieviele Grade dreht
sich das große Zahnrad" weiter, wenn das kleine eine volle Um-
drehung macht ?

Der Zentriwinkel eines Kreises beträgt
a) 18", b) 40", c) 72o, d) 120', e) 270".

Den wievielten Teil d.er gesamten Kreisfläche scließen die beiden
Schenkel des Zentriwinkels ein ?

2 Flachstähle von 40 mm Breite sollen auf Gehrung zu einem Winkel
der Größe
a) 90', b) 70', c) 60" und d) oc

zusammengeschweißt werden.
Unter welchen Winkel müssen die beiden X'lachstähle in schräger

Richtung zugeschnitten werden ?

16) Bei der schraffiert gezeichneten Querschnittsfläche (BiId 28) eines
Drehstahles unterscheidet man zwischen
folgenden sich zlt 90o ergänzenden
3 Schnittwinkeln:

a: Ireiwinkel
d: Keilwinkel
/: Spanwinkel.

\[ie groß ist der Spanwinkel, wenn der X'reiwinkel 8o und der Keil-
winkel 74" beträgt?

17) In welchem Yerhältnis stehen 2 'Winkel zueinander, deren Schenkel
paarweise parallel und
a) gleichgerichtet sind,
b) entgegengesetzt gerichtet sind,
c) von deneu ein Schenkelpaar gleich-, das andere entgegengesetzt

gerichtet ist ?

Bild 28

18) Zum Heben einer Last Q ist ein Seil um ein
lichter 'Weite gelegt. Die Zugkraft P
greift unter einem Winkel a) 70", b) 50',
c) d. arl, Wie groß ist der Um-
schlingungswinkel des Seiles ? (Bild
2e).

(Der llmschlingungswinkel 9 ist der
Zentriwinkel, dessen Schenkel auf d,en
beiden Seilrichtungen se',krecht stehen.)

Ein Zahnrad hat 45 Zähne. 'Welchen 'Winkel bilden die Mittel-
linien zweier aufeinander folgender Zähne?

Die Schenkel eines Winkels von 30o sind 70 mm lang. 'Wie 
ändert

sich die Größe des 'Winkels, wenn man die Länge der Schenkel
30 mm 'länger macht ?

Rohr von 400 mm

Bitd 29

1e)

20)

/C§,l\)
/"' oü



7. Die Dr ei,eolce - B ezei,chnung u. B enennung il,. e'inzelnen Gr ö 13 en I5

C. Die Ilreieeke

1. Bezeiehnung unil Bonennung der einzelnen Größen

Ein Dreieck ist ein geschlossener
Linienzug von drei Strecken (Bild 30).

Bild 30

Man unterscheidet
a) Ecken. Sie werd.en mit großen lateinischen Buchstaben bezeichnet;

z. B. A, B und C. Ein Dreieck wird durch die 3 Ecken bezeichnet,
ind.em man sie nebeneinand.ersetzt und davor das Zeichen: I schreibt.
Also: I ABC. Lies ,,Dreieck Abeee". Die Reihenfolge der 3 Buch-
staben wählt man gern so, daß man das Dreieck in mathematisch
pooitivem Sinne (entgegengesetzte Umlaufsrishtung d.es Uhrzeigers)
umläufü.

b) Seiten. Man bezeichnet sie entweder durch 2 nebeneinander ge-
schriebene große lateinische Buchstaben, z. B. AB, BC, CA, oder
mit 1 kleinem lateinischen Buchstaben, z. B. a, b und. c, wobei die
Seite a der Ecke A, die Seite b der Ecke B und die Seite c der Ecke C
gegenüberliegen.

c) 'Winkel. Sie werden entweder durch 3 nebeneinander geschriebeue
große lateinische Buchstaben der Ecken und clas davor gesetzte
Winkelzeichen oder durch einen kleinen griechischen Buchstaben,
z. B. 4 d, 4 § und { y, bezeichneü, wobei cler IV'inkel oc an der
Ecke Ä, +f un der Ecke B und <y an der Ecke C liegt. {a,
{ B und { y sincl die 3 Innenwinkel des Dreieckes. Die Außen-
winkel des Dreieckes sind. die Winkel, die durch eine Dreiecksseite
und die Verlängerung der anderen gebildet werden.

Weitere Dreieckslinien sind:

d) Höhen (BiId 31).

c

Unter einer Dreieckshöhe versteht man eine
Strecke, die auf einer Dreiecksseite senk-
recht steht und die gegenüberliegende Ecke
trifft. Man bezeichnet d.ie l[öhe von der
Ecke A auf die Seite a mit dem Zeichen:
h" (h: Höhe; Zeiger oder Index a gibt an,
daß es sich üm die IIöhe auf die Seite a
handelt).

Die 3 Höhen eines Dreieckes schneiden sich
in einem Punkte, dem Höhenschnittpunkt.
(Beweis auf Seite 61)Bild 3r
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e) Mittellinien oder Schwerlinien (Bilcl 32): Unter einer l\[ittellinie

Bild 33

Mittel senkre chte

eines Dreickes versteht man die Yerbindungs-
Iinie der Mitte einer Seite mit der gegenüber-
liegenden Ecke und bezeichnet sie durch das
Zeichen: m6

(rn: Mittellinie ; Index b weist auf die Mittel-
linie von der Ecke B aus hin).

Die 3 Nlittellinien eines Dreiecks schneiden
sich in dem Schwerpunkt S des Dreiecks.

(Siehe Sgiien 106 u. 145)

(Bild 33): Eiire ll'inkelhalbierende ist eine
Gerade, die einen Dreieckswinkel halbiert.
Man bezeichuet z. B. die Haibierende des
{ y mit: wr.

Die 3 Winl'elhalbierenden eines Dreieckes
schneiden sich in dem Mitteipun'kt Mn des
Kreises, den nlan dem Dreieck einbe-
schreibt.

Dies ist der sogenannte Inkreis.
(Ber-,,eis auf Seite 61)

(oder l{ittellote) (Bild 34): Dies sind die Senk-
reclten auf den llfitten der 3 Seiten.

Auch sie schneiden sich in einem Punkte,
dem Mittelpunkt M. des Kreises, den rnan
dem Dreieck umbeschreitit.

Dies ist der sogenannte Umkreis.
(Beweis auf Seite 61)

0

Biltl:l+

2. Einteilung iler Dreieeke

Nach Größe der Dreiecksseiten:

a) Gleichseitige Dreiecke.

-!je-1-§*e"4_rl+{-4§-A*lllipkelsi+{el.ic}-eroJ.
b) Gleichschenklige Dreiecke.

2 Seiten und die beiden gegenüberliegenden 'Winkel sind gleioh.
Die gleichlangen Seiten heißen Schenkel, die B. Seite heißt d.ie
Grundlinie oder Rasis. Die an ihr liegenden beideu gleichgroßen
Winkel heißen die Basiswinkel.

ßild 32

Winkelhalbierende

CA\R,



2. Ei,nteilung der Dreieclce t7

Bild 35

Spitzwinklig Reqhtwinklig Stunpfwinklig

§.
:ra
q)
v,-§
.()
Ar

§

.§,-='-\
aJ§c)
<a§

.<J

§§ A
.§r§
a)
Vt§

.(.)
<b

§,
s

*ot's 
äa*

Hypotenuse

c) Ungleichseitige Dreiecke

DjeL§eile_nqpli jrupb*di."*3..]Y_r_qlel§qd.-v*e.rpohjedeu4so.S.

Nach der Größe der Winkel:

a) Spitzwinklige Dreiecke

*Js_4e1"-dqr_ 3, -[!+el !q!, blei""r als !-0]_e!sp*qg{2,

b) Rechtwinklige Dreiecke

Ein Dreieckswin-kel beträgt 90o oder IR. In einem rechtwinkligen
Dreieck nennt man die den rechten Winkel bildenden Seiten die
beiden Katheten (: Lotseiten) unil d.ie 3., dem rechten Winkel
gegenüberliegende Seite die EyTntenuse (: Spannseite).

c) Stumpfwinklige Dreiecke

_$in_e$91["inkel ist größer als 90" (aber kleiner als 180') also stumpf.
lfathematik Teil 2. 2

A
A
A
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u) Pil §_q1qlgg*gy§er Preioekss-eitgn ist stets--größerals-diedritle^Dr§-

.-eqkp§eite, (Bild 36).

also: a*blc
b*cla
afclb

B eweie

Der kürzeste'Weg von dem Punkte A nach B ist die gerade Verbindungs-
linie AB. Der Weg von A nach B über C ist ein Umweg; er ist also
länger.

b) ltie plfforepz 4we-i-e1...p-19i-eclssei!ep is! st_e-bq_H_q!4qq als die 3. Drei-
.SgksseltCt also: c _.a <b

a-c{b
b-c { a

B eweis

Liest man die im vorstehenden Lehrsatz a) angefährte 1. Ilngleichung:
af blc rückwärts, so lautet sie: c{a+b. Bei einer Ungleichung
darf man auf jeder Seite ein und dieselbe Größe subtrahieren. Zieht man
hier auf beid.en Seiten a ab, so erhält man c - a < b.

c)-Q1e 
-Win[e!g"ugpe. 

in. ieilem pteig_e]- ]eträgt stets I80o

X'ür diesen äußerst wichtigen und sehr oft angewendeien Lehrsatz
werden nachstehend 3 Beweise angeführt:

1) Man ziehe

C
i men einen gestreckten Winkel er-
geben. Es ist also: e *y * ö: 180o.
Als 'Wechselwinkel an Paralleleu ist
aber e: a und ä: f. Setzt man in
die 1. Gleichung für e und d die gleich-
großen Winkel oc und B ein, so erhält,

Bild 37 man

"*d*_z:ff,
2) Man verlängere (Bild 38) die Seite AC über C hinaus und ziehe durch

C die Parallele zu AB. Bei C entstehen die B-lWinkel: e, d und y.

(Bild 37) durch C die Parallele nt AB. Bei C liegen dann
die 3 'Winkel e, T, d, die zusam-

Bitd 36

?.: lgt ql!.rq,,glgr,k.Qto,,tqEe



3. Lehrsätze über d,i,e Drei,ecke

ABC (Bild 39) in vergrößertem Maß-
stabe auf den Erdboden gezeichnet
und umlaufe seinen Umfang mit
nach vorn ausgestrecktem Arme.
Man gehe von A aus über B nach
C und von C nach A. Wenn man
von A kommend, in B angelangt
ist und in der Richtung BC weiter-
gehen will, so beschreibt man
mit dem ausgestreckben Arm den
Winkel ä. Entsprechend beträgt der
in C durch den ausgestreckten Arm
beschriebene Winkel: e, und in A
ist dieser 'Winkel: (. Nachdem man
in A angekommen ist und wied.er die

Ausgangsstellung eingenommen hat, hat man eine volle Umdrehung
ausgeführt und somit den Winkel d t e * 6: 360' beschrieben.

Als Nebenwinkel ist: d: 180'-p
e: I80o-7
(: 180" - a

Diese Werte in die Gleichung ä t e * f : 360' eingesetzt, ergibt
180"-B + 180' -y + 180o -or: 360o oder

d+ § + 7:180o

I' o I g e r u ng e n au§ -dem _Lebrs-atz,über d_ie'Wiuke-lslmme _ im. -D.reieck I

Kennt man 2 Winkel eines Dreieckes, so kann man den 3. berechnen,
indem man die Summe der beiden gegebenen Winkel von 180" abzieht
(: subtrahiert).

Ein ebenes rechtwinkliges Dreieck hat nur einen rechten W'inkel;
denn besäße es 2 rechte Winkel, so müßte der dritte Winkel 0o be-
tragen, was unmöglich ist.

I9

Sie bilden zusammen einen gestreckten Winlel; also: s +Ö + 7: 180'. '

Als Gegenwinlel an Parallelen ist:

Bild 38

das Dreieck

Als Wechselwinkel an Parallelen ist:
ö: p.

Bür e und d werden die gleichgroßen'Werte a und B in die Gleichung
e + ä + Z: l80o eingesetzt; man er-
hält wiederum:

a+p+/:180o

3) Man den-ke sllh

Bild 39



20 Die Geometrie d,er Ebene od,er ilie Planirnetrie

Im rechtwinkligen Dreieck beträgt die Summe der beiden spitzen
Winkel 90". Diese beiden spitzen Winkel sind also Komplement-
winkel.

Im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck betragen die beiden
Basiswinkel je 45o. (45'-Zeichendreieck!)

Beträgt in einem rechtwinkligen Dreieck der eine Winkel 60", so

ist der and.ere'30o groß. (Zeichendreieck!)
Ein stumpfwinkliges Dreieck hat nur einen stumpfen Winkel, denn

gäbe es zwei, so wäre allein schon ihre Summe ohne den dritten Winkel
größer als 2 R, was unmqiglich ist.- Im gleichseitigen Dreieck beträgt jeder Winkel 60"; d.enn einerseits
betragen die'Winkel zusammen 180o, andererseits aber sind die'Winkel
untereinauder gleich.

$) Ein AußenwinkelJines Dreieckes ist gleich d.er Sumfne de,I
beid.en ihm nicht anliegenden Iryep-'GinLel (BilA 4o).

B eweis

Der dem Innenwinkel « anliegende
Außenwinkel möge ä lauten. Es ist

B dann « + ö:180". Da aber ferner
d" + § + /: 180" als Winkelsumme
im Dreieck ist, so kann man die linken

letzter Gleichungen gleichsetzen; d. h.

+o:d"+P+y
ö:§*v.

n'olgerung: Ein Außenwinkel ist stets größer als jeder der beiden
ihm nicht anliegenden Innenwinkel.

Seiten der beiden

d,

oder

e) D-_ql gtö$.91-94 von

c

D r e i e c k s s e i t e n I i e g_t_ 
-9,.11-9-h, 

d e r- g i.Q 0_9 -_rgWinke! gögciüu_.r _(9i14 +"r1. --
c).

D

Bild 4r

Beuieia

Es sei AC > BC. Man zeichne CD
als die Winkelhalbierende des { 7 und
klappe das Dreieck CDB um CD um,
so daß B auf AC at liegen kommt.
B muß zwischen A und C liegen. In
der nebenstehenden Skizze ist es der

Bitd 40

Punkb B'. Nach der X'olgerung zum Außenwinkelsatz unter iI) : { C B'D
> + CAB. Da aber + CB'D der umgeklappte Winke1 CBD ist, so
istalso <CBD><CAB.



i3, Lehrsätze über il,ie Dreiecke - Der Lehrsatz d,es Thales 2L

Es gilt auch die Umkehrung dieses letzten Satzes. Sie lautet:
In jedem Dreieck liegt dem größeren Winkel die größere Seite

gegenüber.

Folgcruugen:
1. Sind 2 Dreieckswinkel gleich groß, so sind es auch die beiden gegen-

überliegenden Seiten.
2. Sintl 2 Dreiecksseiten gleich groß, so sind es auch die beiden gegen-

überliegend en Winkel ; d. h. die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
sind gleich. Der Außenwinkel an der Spitze eines gleichschenkligen
Dreieckes ist doppelt so groß wie ein Basiswinkel.

i).Der ,^Lehlqat-z des,,T.Ialss.
I Uer Peripheriewinkel über dem Ealbkreis beträgt 90'.

Bewei,s (Bild 42)

Man verbinde einen beliebigen Punkt
P auf der Peripherie mit den End-
punkten A und B des Durchmessers

, und mit dem Mittelpunkt M. Es ist- zu beweisen, daß { BPA: 90' ist.
< AMP möge « sein. Die beiden
Dreiecke AMP und MBP sind gleich-

schenklig. Da in gleichschenkligen Dreiecken die Basiswinl<el 'gleich

sind, ist + PAM: < MPA: 90" -;. Als Außenwinkel des gleich-

schenkligen Dreiecks MBP ist + AMP: + MBP + + BPM. Da diese

beiden Winkel als Basiswinkel gleich sind, ist + BPM: ; .

x'olglich: + BPA: < BPM + { MPA: (no'-ä) + }: oo".

g) \['inkel mit paarweise aufeinander senkrecht stehenden
Schenkeln

- Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senk-
'recht stehen, sind gleich, wänn der Scbeitel des einen

Winkels nicht zwischen den Schenkeln des anderen liegt.
Behauptung:

.,4q_p

Beweis (Bild a3):
Da im rechtwinkligen Drei-

eck die spitzen Winkel Kom-
plementwinkel sincl, ist :

q*y:0*ä:go"

Bild 43

t"t

Bild 42
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/ und ä sind als Scheitelwinkel gleich:
Y:ö

Subtrahiert man die Gleichungen, so folgt:
d: § , w.2. b. w.

Hinweis: Siehe Aufgabe 39 !

Aufgaben

2f ) Wo liegen alle Punkte, die von 2 Punkten A und B gleich weit entfernt
sind ?

Gegeben sind 3 nicht auf einer Gerad.en liegend.e Punkte A, B und
C. Es soll ein 4. Punkt so bestimmt werden, daß er von den 3 ge-
gebenen Punkten gleich weit entfernt liegt !

In einem gleichseitigen Dreieck sind die folgend.en 3 Punkte zu kon-
struieren:
a) Der Schwerpunkt S!
b) Der Mittelpunkt des Umkreises 1\{.!
c) Der Mittelpunkt des Inkreises Mn!

'W'ie 
liegen diese 3 Punkte zueinander ?

24) Eine Lad.erampe hat einen Neigungswinkel von 25o. Sie liegt auf
einer Hausmauer auf. Welchen Winkel bildet sie mit ihr ?

/ 25) Wie groß ist der Neigungswinkel der Dachflächen gegen die Ebene
des Dachbodens, wenn die gleichlangen Dachflächen
eines Satteldaches miteinander einen 

'Winkel 
von

100' bilden ?

26) Yon einem rechteckigen Stück Blech 200x400 wird
eine Ecke nach Bild 44 unter 60o abgeschnitten. Wie
groß sind die Winkel cr und B ?

Bild 44

27) Warum kann man aus den 3 Seiten a: 4 cm, b: 5 cm und c: 9 cm
kein Dreieck bilden ?

28y Yon einem Dreieck ist gegeben:
a) or: 25", §: 75" d) oc: 20o,

b) a:120", B:39" e) d.:75",
c) cr: 40", B:4go f) cr:gtro,

Wie groß ist der 'Winkel 
7 ?

29) 2 gleichgroße Kräfte A und B greifen an einem
Pun}:t P an. Ihre'Wirkungsgeraden stehen auf-
einand.er senkrecht (Bild 45). 

.Welche 
Winkel or

undB bildet ihreResultierend.e R mit ihnen?

fi 22)
sr'

c
I'
L' 23)

f:90o
f :30'
§:96"

Bild 45



3. Aulgaben über il,i,e Dreiecke

30) Bei eirllem Al"-Zeichendreieck (clies ist ein gleichschenkliges recht-
sinkliges Dreieck) ist die größte Seite c cm lang.
'Wie groß ist die Höhe dieses Zeichendreieckes ?

31) Der Senkwinkel für Kegelsenkungen be-
trägt 90' nach Bild 46.

Wie groß sind die 'Winkel 
oc und B ?

32) In einem Dreieck ist p doppelt, 7 dreimal
so groß wie a. 'Wie 

groß sind die 3 Winkel ?'Wo wird ein solches Dreieck verwend.et ?

33) 4 Gerad.en (Bild 47) schnei-
den sich in 6 Punkten.
Gegeben sind

{ ot: 30o,

{ fl:60o'
4Y:45"'

Man berechne die fehlenden
Winkel!

Bild 47

34) In einem gleichseitigen Dreieck ist mit Hilfe eines"Winkelmessers ein
Winkel in 3 gleiche Teile geteilt. Unter welchen Winkeln schneiden
diese Teilungslinien die gegenüberliegende Dreiecksseite ?

35) Für ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hnrotenuse c ist der Mittel-
punkt M. des Umkreises zu bestimmen! Wo liegt er? Wie groß ist
,der Halbmesser des I]mkreises ?

36) Ein Dreieck hat die Innenwinkel a:40", f : 60o und 7:80o. Wie
groß sind die Außenwinkel an den 3 Ecken ?

37) In einem gleichseitigen Dreieck ABC mit der Seite c sind die Euß-
punkte d.er 3 Höhen D, E und X' miteinander verbunden. Dadurch
entsteht wieder ein gleichseitiges Dreieck. Wie lang ist seine Seite ?

Unter welchen 
'Winkeln 

schneiden sich die 3 Höhen ?

38) Wie groß sind in der Aufgabe 4) Lösung c (S. 32) die Winkel: < ABD,
+ ÄcD, + DÄC, + CAB ?

/ag) Er ist folgender Satz zu beweisen: Zwei Winkel, deren Schenkel paar-
weise aufeinand.er senl<recht stehen, ergänzen sich zu 180", wenn der
Scheitel des einen 

'Winkels zwischen den Schenkeln des anderen liegt.
(Yergleiche diesen Satz mit dem unter g) auf Seite 21 bewiesenen
Lehrsatz !)

23

BiId 46
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40) Auf einer schiefen Ebene
mit dem Neigungswinkel d.

ruht eine Last vom Gewicht
G kg (Bild a8).

Dieses Gewicht G stellt sich
als Kraft durch die Strecke G
dar und Iäßt sich in die beid.en
Seitenkräfte N (: No.malkraft)
und A (: Abtriebskraft) zer-
legen.

Wie groß ist der Wiukel B,
den die Richtung der Kraft N
mit der Richtung von G bildet ?

41) In regelmäßigen Yielecken sind die Seiten und sämtliche 
.Winkel 

gleich
groß. Wie groß sind die Winkel im regelmäßigen

a) 6-Eck ? c) 8-Eck ?

b) 5-Dck ? iI) 12-Eck ?

Anleitung: Man verbinde den Mittelpunkt des Vieleckes mit den
Eclcen. Man erhält n gleichschenklige Dreiecke.

42) Wie groß ist d.er stumpfe Winkel, den die Halbierungslinien der Drei-
eckswinkel a und B miteinander bilden ?

43) Wie groß ist der Basiswinkel oc eines gleichschenkligen Dreiecks, wenn
der 'Winkel y an der Spitze beträgt:
a) 30" c) 90o e) 160"
b) 70' d) 100' \ y

44) Wie groß ist der Winkel 7 an d"er Spitze eines gleichschenkligen Drei-
ecks, wenn der Basiswinkel oc beträgt:
a) 10' -c) 45" e) 80'
b) 20' d) 60" f) "

45) In einem spitzwinkligen Dreieck ABC soll aut AB ein Punkt D
und auf AC ein Punkt E
so bestimmt werden, daß
AE:DD:DB ist. '!Yie B
groß muß der Winkel ABE
werden ?

46) Es ist zu beweisen, daß a
der Wir-kel AMB (Bild 49)
dreimal so groß wie der
\finkel ACB ist, wenn
D C: r: Kreisradius ist !

Anleitung : Hilfslinie MD
ziehen! B

Bitd 48

Bild 49



4. Die Kongruenz iler Dredecke

4. Die Kongruenz iler Dreiecke

Unter der Kongruenz zweier planimetrischer tr'iguren versteht man ihre
Deckungsgleichheit. Man kann das Wort Kongruenz ins Deutsche über-
setzen mit ,,Deckungsgleichheit" oder ,,vollständige Übereinstimruung" oder
,,Gleichheit in tr'orm und Inlalt". 2 X'iguren sind kongruent, wenn sie sich
vollständig zur Deckung bringen lassen; d. h. wenn sie in allen Stücken
(Seiten und W'inkein) übereinstimmen. Sie müssen gleich sein nach Form
und Inhalt. So haben z. B. sämtliche gleichseitigen Dreiecke zwat dieselbe
X'orm - ihre Winkel betragen immer 600 -, ihre Inhalte aber sind. nicht
immer gleich. Dies ist nur der X'all, wenn die beiden gleichseitigen Dreiecke
auch in der Länge ihrer Seiten übereinstimmen. Gleichseitige Dreiecke mit
der gleichen Seitenlänge stimmen in Form und Inhalt überein. Sie können
zur gegenseitigen Deckung gebracht werden; d. h. sie sind kongruent.

Ebenso sind sämtliche rechtwinkligen Dreiecke, deren eine Kathete
doppelt so lang wie die andere ist, der X'orm nach gleich. Sie sind
aber nicht kongruent.

Eine Stanze liefert mit ein und demselben Stempel stets kongruente
Schnitte.

Die Stücke, die bei der gegenseitigen Deckung zweiet kongruenter
X'iguren aufeinand.erfallen, nennt man homologe od,er gle,i,chliegend,e Stücke.

Das mathematische Zeiehen für die Kongruenz ist ein Gleichheitszeichen
mit einem waagerecht darüberliegenden umgekehrten S; also :.'Wenn 

2 Dreiecke kongruent sind, so stimmen sie in allen gleichliegenden
Stücken überein; d. h. sowohl die Seiten als auch die Winkel des einen
Dreiecks sind gleich den entsprechenden des anderen Dreiecks. Die beiden
Dreiecke haben dann auch den gleichen llächeninhalt.

Um nun aber festzustellen, ob 2 Dreiecke kongruent sind, braucht man
sie Dicht au-f die Gleichheit sämtlicher homologer Stücke zu prüfen, viel-
mehr genügt es schon, wenn eine bestimmte Änzahl (3 geeignete Stücke)
von Seiten und trVinkeln des einen Dreiecks mit der des anderen über-
einstimmt. "Welche Bedingungen für die Kongruenz zweier Dreiecke
erfüllt sein müssen, ist festgelegt in den

4 Kongruenzsätzen:

I) Zwei Dreiecke sind. kongruent, wenn sie in den 3 Seiten überein-
stimmen.

Merkzeichen I S SE
II) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in 2 Seiten und dem von

ihnen eingeschlossenen Winkel übereinstiur:nen.

Merkzeichen I S wßl
III) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in 2 Seiten und dem der

, größeren Seite gegenüberliegenden lVinkel übereinstimmen.

25

Merkzeichen lS.W I
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l*'
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite und
2'Winkeln übereinstimmen.

Merkzeichen lwswl oa". Iffil
Nach dem Wortlaut der vier Kongruenzsätze müssen also 2 Dreiecke min-

destens in 3 voneinander unabhängigen Stücken übereinstimmen, d.amit sie
kongruent sind. 2 Dreiecke, die in der Größe ihrer 3 Winkel übereinstimmsn,
brauchen nicht kongruent zu sein; denn 3 Winkel sind nicht voneinand.er
unabhängig, da man den 3. Winkel stets aus den beiden anderen berechnen
kann (Seite f8 Nr. 3c).

,A)x,
6 sila so BiId 5l

Beweie des 2. Kongruenzsatzes (Bitd 50)

Voraussetzung: ÄB: DE, AC: DF,
Behauptung: AABC : ADEE.
Man lege die Ecke D auf A und die Seite DE auf AB. Da nach Yoraus-

setzung DE:AB ist, fällt E auf B. DX'kommt auf AC zu liegen, weil
{ oc: + ö. F fällt auf C, da nach Yoraussetzung DX': AC sein soll. Es
decken sich also die 3 Ecken der beiden Dreiecke; d.h. AABC:ADEX'.

Beweis des 4. Kongruenzsatzes (Bild 50)

Yoraussetzung: AB: DE, + oc: { ä,

Behauptung: A ABC : A DEX'.

Man lege DE auf AB. Da nach Yoraussetzung die beiden Seiten gleich
lang sein sollen, fällt D auf A und E auf B. Dn' kommt auf AC und En'
auf BC zu liegen, weil { o: { ä und { P:4e ist. X'muß also auf ÄC
und BC liegen. Es fällt mit dem Schnittpunh der beiden Gerad"en zu-
sammen. Beide Dreiecke decken sich mit ihren 3 Ecken; sie sind kongruent.

Beweie des l. Kongruenzsatzes (Bild 50 und 51) I SS S-S"irl
Yoraussetzung: AB: DE, AC: DF, CB: X'8.
Behauptung: A ABC : A DEX'.

Man lege beide Dreiecke mit der größten Seite DE an AB aneinander
und. verbind.e C mit X' (Bild 51). Es ist AC: Atr'und BC:BX'; AABC
und I BCn' sincl gleichschenklig.

Iwsw-s"trl
{0:{e.

d":dö.
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Aus der zweiten I'olgerung zu e auf Seite 2I ergibt sich
4yr:4Et
4yz:4pz

Durch Arld.ition folgt:
oder:

{ zr * 4yz: 1qr* 4Ez
{ BCA: < An'B

AABC und I AX'B stimmen in 2 Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
überein und sind nach dem 2. Kongruenzsatz kongruent.

Beuteis des 3. Kongruenzsatzes lS.V/-Sr"tri
Der Beweis wird ebenso wie der des 1. Kongruenzsatzes, jedoch durch

Aneinanderlegen d"er j eweils dem'Winkel gegenüberliegenden Seite geführt.

Zur Übung im selbständ.igen Arbeiten beweise man mit Hilfe der Kon-
gruenzsätze jeden der nachstehend aufgeführten

Lehrsätze für das gloichsehenkligo Dreieck:
1) In jedem gleichschenkligen Dreieck teilt die l{albierungslinie des

Winkels an der Spitze die Basis in 2 gleiche Teile und steht auf ihr
senkrecht.
Die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck sind gleich.
Die l\fittelsenkrechte auf der Basis geht durch die Spitze und halbiert
d.en l[inkel an der Spitze.
Das Lot von der Spitze auf die Basis halbiert diese und den 'Winkel

an der Spitze.
Stehen 2 gleichschenklige Dreiecke nach versshiedenen Seiten über
der Basis, so steht die Yerbindungslinie ihrer Spitzen auf der gemein-
samen Basis senkrecht und halbiert sie sowie die Winkel an d.er Spitze.

Anwenilungsbei,spiel für clie Kongruenz zweier Dreiecke

Der Abstand zweier Punkte A und B (Bild 52) kann wegen eines zwischen
ihnen liegenden Hindernisses nicht unmittel-
bar gemessen werden. Man wählt zur Durch-
führung dieser Aufgabe einen 3. Hilfspunk C,
der von A und B aus zugänglich ist, und
verlängert AC über C hinaus um sich selbst
bis zum Punkte D. Ebenso verlängert man
BC über C hinaus bis E. Die Entfernung
DE, die man messen kann, ist dann gleich
dbr gesuchten, nicht unmittelbar meßbareu
Entfernung AB.

Bitd 52

Beweis
Die beid.en Dreiecke ACB und EDC sind nach dem 2. Kongruenzsatz

ifW§i deckungsgleich, weil sie in 2 Seiten (AC:CD und BC:CE)
;r*i--i" dem von ihnen eingeschlossenen Winkel ({ACB: +DCE)
übereinstimmen.

2)
3)

4)

5)
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5. Symmetrie

Unter d.er Symmetrie (auf deutsch: die Ebenmäßigkeit ocler Gleich-
förmigkeit) versteht man in der Geometrie der Ebene die spiegelbildliche
Lage zweier Gebilcle (Linien, X'lächen) in der Ebene zu einer Geraden, der
Symmetrieachse. Entsprechende Punkte - d. h. symmetrisch gelegene
Punkte - liegen auf verschiedenen Seiten dieser Symmetrieachse und
haben von ihr gleichen Abstand. Außerdem steht ihre Yerbindungslinie
senkrecht zur Synmetrieachse. Symmetrische ebene Figuren sind kongruent.
Sie können aber nicht durch Verschieben in der Ebene zur Deckung gebracht
werden, sondern nur durch Umklappen urn die Symmetrieachse.

B ed spi,el:

Die beiden Dreiecke ABC uncl

»^

Bitd 53

itx

Bild 54

A,CIB' befinden sich in spiegelbildlicher
Lage zrr Symmetrieachse X-X. Ihre
l)ckpunkte A und A, (bzw. B und 81,
sowie C und Cr) sind gleichweit von
der Sym.metrieachse X-X entfernt.
Würde man clas Bild 53 auf ein Stück
Papier zeichnen und dieses dann längs
cler Symmetrieachse X-X zusammen-
falten, so kämen die beiden Dreiecke
zur Deckung. Die beiden in Symme-
trielage befindlichen Dreiecke ABC und
AlClB1 sind also kongruent. Der Yer-
such, das Dreieck ArC1B' durch Yer-
schicben in der Zeichenebene mit dem
Dreieck ABC zur Deckung zu bringen,
würde jedoch ohnc Erfolg bleiben, da
der Umlaufsiun der beiden Dreiecke
errtgegengesetzt ist.

Im Bild 53 liegt die Synmetrieachse außerhalb
des Dreiecks ABC. 'Wir hatten hiet 2 Figuren
(Dreieck ABC und A1C1B1), die zur Achse X-X
symmetrisch lagen.

Jedes gleichschenklige Dreieck ist eine sogenannte
axialsyrmmetrische X'i gur.

Die Symmetrieachse X-X (Bild 54) geht durch
die Ecke C und steht senkrecht auf der Basis AB.
Sie zerlegt das gleichschenklige Dreieck ABC in
2 Teildreiecke ADC und BCD, tlie sich in spiegel-
bildlicherLage zur Symmetrieachse X-X befinden.

CD steht nicht nur senkrecht auf der Basis, son-
dern halbiert sie auch. Gleichzeitig aber ist CD
die Winkelhalbierende cles W'inkels BCA.



5. Bymmetrie - 
7. Konstruktionen üon Senlcrechten

D. Die einfaehsten planimetrisehen Konstruktionen

Der Mathematiker benutzt als Handwerkszeug zum Zeichnen und Kon-
struieren geometrischer Gebilde lediglich den Zirkel uncl das Lineal, während
der techniiche Zeichner und Ingenieur neben der oft geradezu komfortablen
Ausrüstung seines Reißzeugkastens als wesentliche Zeichenhilfe noch
2 Zeichendreiecke oder bisweilen in größeren Konstrukionsbüros eine mit
Teilkopf versehene Zeichenmaschine zur Verfügung hat.

l. Konstruktionen von Senkrechten

Aufgabe 1

In einem Pun-kte A ist auf einer Gerad"en g die Senkrechte zu
errichten (Bild 55).

L ö sung
Um A beschreibt man mit be-

liebiger Zirkelöff nung einen Kreis,
der die Gerade g in 2 vonA gleich
weit entfernten Punkten B und
C schneidet. Um B und C be-
schreibt man mit einer anderen
etwas größeren Zirkelöffnung 2
Kreisbogen, die sich in D
schneiden. Die Yerbindungslinie
von D mit A ist die gesuchte
Senkrechte.

Bewei,s

29

Es gibt auch Figuren, die mehrere Symmetrieachsen besitze4' Man nennt
sie.mährJa,ch axialsjmmetrisch. So hat z. B. eili- gleichseitiges Dreieck

.3 Symmetrieachopp.

Der Kreis besitzt sogar unendlich viele Symmetr-ieachser:". denn er wird
durch jeden Durchmesser in symrnetrisp-he Hälfteg geteilt,

Samtliche in einem späteren Äbschnitt behandelten regelmäßigen Yiel-
ecke sind axialsymmetrische Tigureu.

Die Achsschnitte durch Drehkörper, die beispielsweise durch spanab-
nehmende Bearbeitung auf Drehbänken gefertigt werden, sind axial-
symmetrische X'igureu. Die Mittellinie eines solchen Achsschnittes, die
nach DIN 15 als Strichpunktlinie gezeichnet wird, ist die Symmetrieachse.

Bild 55

ABAD:4 ÄCDou"n l§ffiI;
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denn AB: AC nach Konstruktion
und BD: CD uach Konstruktion

AD:AD, weil jede Größe sich selbst gleich ist.
Ä-us {e1§gigru9nz_ folgt die Gleichheit der homologen Stücke. Es ist
also { BAD: + DAC. Da aber beide als Nebenwiiker zusammen lg0o
betragen, muß jeder 90" groß sein; d. h. DA _l_ g.

Aufgabe 2

Auf einer Strecke AB ist die Mittelseukrechte (: Mittellot) zu
errichten (Bild 56).

Lö sung
Um d.ie beiden Endpunkte der

Strecke AB beschreibt man mit
einer Zirkelöffnung, die größer
ist als die halbe Länge der
Strecke AB zwei Kreisbogen,
die sich in C und D schneiden.
Die Verbindungslinie CD steht
au{ AB senkrecht und schneidet
AB in dem Mittelpunkt M.

Beweis

7\ ABC und A ADB sind gleichschenklig und stehen nach verschiedenen
Seiten auf der gemeinsamen Grundlinie AB. Die Verbindungslinie ihrer
Spitzen C und D halbiert die gemeinsame Grundlinie und steht senkrecht
au-f ihr (vgl. Satz 5 auf Seite 27).

Im Anschluß an diese Konstruktion sei der nachfolgende, mit Hilfe der
Kongruenzsät ze nt beweisende Lehrsatz angegeben :

,,Alle Punkte, die von zwei gegebenen Punkten die gleiche Entfernung
haben, liegen auf der Mittelsenkrechten zu diesen Punhen."

Aulgabe 3

Auf eine Gerade g ist von einem außerhalb liegend.en Punkt A
das Lot zu fällen! (Bild 57).

Lö sung
Um A beschreibt man mit einer be-

liobigen Zirkelöffnung einen Kreis, der
die Gerade g in den beiden PunL-ten B
und C schneidet. Um diese beiden Punkte
beschreibt man nach der entgegenge-
setzten Seite der Geraden hin 2 gleich
große Kreisbogen, die sich in D schnei-
den. AD ist das gesuchte Lot.



7. Konstruktionen aon Senkrechten

Bewe'is
Man verbind.e A mit B und C sowie D mit B und C. Es entstehen die

beiden gleichschenkligen Dreiecke BCA und CBD über der gemeinsamen
Grundlinie BC. Nach Satz 5 auf Seite 27 steht die Yerbindungslinie ihrer
Spitzen auf der gemeinsameu Basis BC senkrecht.

Aufgabe 4

In dem einen Endpunkte A einer Strecke AB ist die Senkrechte
zu errichten!

Lösung a)

IJm einen beliebig gewählten Punkt M
(Bild 58) beschreibt man den Kreis,
der durch A hindurchgeht und die ge-
gebene Strecke in dem Punkte C schnei-
det. Die Yerlängerung der Yerbindungs-
linie CM über M hinaus schneidet d.eu
Kreis in D (CD ist ein Kreisdurch-
messer). ÄD ist die gesuchte Senk-
rechte.

Beweis
+ DAC beträgt 90o als Peripheriewinkel über dem Halbkreis nach dem

Lehrsatz des Thales (Seite 21).

Lösung b\

Man hat mit einer beliebigen Zirkelspanne viermal gleich große Kreis-
bogen zu beschreiben:

Der Kreisbogen um A liefert d.en
Punkt C (Bild 59).

Dann beschreibt man um C den
gleichen Bogen und erhält auf dem
ersten den Punkt D.

Der Bogen um D liefert E.
Schließlich erhält manF als Schnitt-

punkt der Bogen um E un{. D.
X'A ist die gesuchte Senkrechte.

Beweis

+ DAC: 60o, da A ACD gleichseitig ist.
{ EAD: 60o, da 7\ EAD gleichseitig ist.

A EÄD und I EDn' sind gleichschenklig und stehen naeh verschiedeuen
Seiten über d.er gemeinsamen Grundlinie ED. Nach Seite 27 Satz 5 wird
+ EAD tlwch An'halbiert; d. h. + X'AD:30o. Somit ist:

d n'aB: u ?#.I $Jo": 90. d. h. x'A I aB

3i

Bild 58

BiId 59
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Lösung a'1

N[an beschreibt

4Dt',

Lösung a\
Auf der Geraden g wählt

und beschreibt um ihn den

um A (Bild 60) einen beliebigen Kreisbogen, dann d.en
gleichen Bogen um B und C. Zum Schluß zieht
mau durch die Schnittpunkte B und C eine Gerade
bis D. AD steht senkrecht zu AB.

Bewei,s

+ BCÄ: 60o, da A ÄBC gleichseitig ist.
< ACD: 120o als Nebenwinkel zu { BCA.
Da I ACD gleichschenklig ist, müssen die Basis-
winkel gleich sein. Zusammen betragen sie 60", jed.er
also 30".

{ DAC: 3o'
< CÄB:60'

tDrca{AB:=eo'
< DAB:90'; d. h. DA I AB.

Löeung d)

In der Praxis bedient sich der Konstrukteur oder technische Zeiohner
zum Errichten der Senkrechten bzw- ntm n'äilen des Lotes (Aufgabe 3)
der Zeichenmaschine, die bekanntlich zwei zueinander rechtwinklig ste-
hende Lineale besitzt: Er legt d,as eine Lineal an die Gerade heran, auf die
d.as Lot gefällt oder auf der die Senkrechte errichtet werden soll; das
2. Lineal gibt dann die Richtung der auf der ersten senkrecht stehenden
Geradeu an.

Süatt der Zeichenmaschine, die nicht immer in einemKonstruktionsbüro
an jedem Zeichenbrett vorhanden ist, benutzt man auch einfacher ein
Zeichendreieck, das man mit einer Kathete an ein zweites Zeichend.reieck
oder Lineal oder Reißschiene anlegt, clie man an die Gerade gelegt hat,
auf der die Senkrechte errichtet werden soll. Durch Verschieben des
1. Dreiecks längs der Berührungskante mit dem 2. Dreieck (Lineal oder
Reißschiene) kann man die Senkrechte in jede beliebige zu ihr parallele
Lage bringen.

2. Konstruktion paralleler Gorailen

Aufgabe 5

Zr eiter gegebenen Geraden g ist durch einen außerhalb liegenden
Punkt A die Parallele zu konstruiereu.

60Bild

man einen
Kreis, d.er

beliebigen Punlt M (Bild 61)
durch A hindurchgeht. Dieser



2. Konstrulctionen aon paral,l,elen Geraden J.'

Kreis schneid.et die Gerade g in B und Br. Um B, beschreibt man
mit BA den Kreis und erhält den
Punkt Ar. AA, ist die gesuchte
Parallele.

B euei,s

A MA'A ist gleichschenklig nach
Konstruktion; somit ist { d: { dr .

ö+ö1:2d:180o-e.

Gerad.en g wählt man 2 beliebige Punkte B und C
(Bild 62). Der Kreisbogen um C
mit AB und der Kreisbogen mit
BC um A schneiden sich in D.

AD ist die gesuchte Parallele.

Bitd 62

0

el an der schnerdenden Geraden lJ.lJ srnd., so folgt
nach dem Satz 1) und2) auf Seite 12: AD llBC.

Lö sung c)

Durch A legt man eine beliebige Gerade, die g
in B schneidet (Bild 63). Um A und B beschreibt
man 2 gleiche Kreisbogen beliebiger Größe. Die
entstehenden Schnittpunkte seien C, D und E.
Um E beschreibt man mit CD den Kreis und er-
hält tr'. Die Yerbindungslinie von A mit F ist die
gesuchte Parallele. 

g

:BD.AusderGleichheitdieserSeitenfolgtnachdemlFs-s,t,l'
A BDA : A BCD. Als homologe Stücke sind. { e: { 6. Da diese'Winkel
ffier auch \l-echselwinkel an deischneidenden Geraden BD sind, so folgt

//d\"

// \
/ß v\r',/

ä,rÄ

Bild 61

A ABM : A A1MB1 nach lS Sß- Satzl (Seite 25) ; somit ist

4y:1y'.
Y*Yt:2Y:180-e

Es folgt:
2 ö :2y oder ö- y.

Da ä und 7 
'Wechselwinkel an der schneidenden Gerad.en AM sind, muß

wegen ihrer Gleichheit AA. ll BB, sein.

Lösung b)

Auf der gegebenen

A

Bild 63

üathematik Teil 2.

Beweis

Man zeichne als Hilfsiinien AB, DC und BD. Nach Konstruktion ist
AB:DC und AD:BC. Da jede Größe sich selbst gleich ist, ist BD
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Bewe,is

A BDC - A ABE "u.h I S S S-Sua (Seite 25).

Es folgt < CBD: < EAB.
Diese beiden lYinkel sind Gegenwinkel an der schneid.enden Geraden

AB. Da die Gegenwinkel gleich sind, müssen nach dem Satz 1) und 2)
auf Seite 12 die geschnittenen Geraden parallel sein.

Der technische Zeichner verwendet zum Konstruieren paralleler Geraden
die Parallelführung seines Reißbrettes od.er die Zeichenmaschine oder ein
Zeichendreieck und ein Lineal.

Mit Dreieck und Lineal wird Aufgabe 5 folgendermaßen gelöst:

Zunächst legt man die eine Kathete des rechtwinkligen Zeichendreiecks
an die gegebene Gerade g und dann einlineal an dieEypotenuse des Drei-
ecks an. Das Lineal hält man fest und verschiebt nun das Dreieck an ihm
entlang, bis seine obere Kante den Punkt A erreicht. Die von ihr fest-
gelegte Gerade g'ist die gesuchte Parallele (Bild 64 u. 65).

Bitd 64

3. Das Teilen von Streeken

Bild 65

Aulgabe 6

Eine gegebene Strecke AB ist in 2 gleiche Teile zu teilen (d. h.
die Strecke ist zu halbieren) !

) A Die Lösung ist clie gleiche wie bei der

, / \ / \^. Aufgabe 2 auf Seite 30.

-r' \ul \ M ist der Mittelpunkt der Strecke AB.
'A c ' D I Beim technischen Zeichnen kann der

Bild 66 Mittelpunkt M einer Strecke AB ohne
Zuhilfenahme eines Lineals oder Zeichen-

N
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dreiecks, also nur mittels Zirkels, schnell und einfach folgendermaßen
bestimmt werden (Bild 66):

Man schätzt r als die ungelähre Hälfte von AB und beschreibt mit r
Kreisbogen um Ä und B. Die verbleibende kleine Reststrecke CD Iäßt
sich nach Augenmaß in M halbieren. M ist der gesuchte Mittelpunkt von AB.

Aufgabe 7

Eine gegebene Strecke Ä B ist in m gl e i c h gr o ß e T e i I e zu teilen (Bild 67).

B

BiId 67

L ö sung
Yom Endpunkt A der gegebenen

Strecke AB zieht man einen beliebigen
Strahl und trägt auf ihm m-mal eine
beliebige Strecke hintereinand.er ab.
Den letzten Teilpunkt verbindet man
mit dem Endpun-kt B der gegebenen
Strecke und. zieht nr. d.ieser Ver-
bindungslinie durch die and.eren Toil-

punkte auf dem Strahl die Parallelen, d.ie die gegebene Strecke in den
gesuchten Teilpunkten schneiden.

Der Beweis zu dieser Konstruktionsaufgabe ergibt sich nach dem
1. Strahlensatz, der in einem späteren Abschnitte (S. 100) behandelt wird.

4. Konstruktion unil Teilung von 'Winkeln

Aulgabe 8

Im Punkte A einer gegebenen Geraden g ist an diese Gerade ein ge-
gebener 'Winkel a anzrtragen (Bild 68).

Lösung
Man beschreibt um den Scheitel S des ge-

gebenen Winkels a einen beliebigen Kreisbogen,
der die beiden Schenkel in B und C schneidet.
Der Kreis um A mit derselben Zirkelöffnung
(: B S: C S) schneidet d.ie gegebene Gerade g in
D. Um D beschreibt man den Kreisbogen mit
BC und erhält den Punkt E. Man macht also
DE: BC.9 D", 'Winkel EAD ist danu gleich dem ge-
gebenen lVinkel a.

B eu eis
AADE :4 SBC 

"u"n lffil
Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit der homologen Winkel:

+EAD-<o(.

Bild 68

3*
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Äufgabe I
Der Winkel «.: 60o ist zu konstruieren! (Bild 69.)

Bitd 69

Bewei,e

Lö s ung
Man beschreibt um die Endpunkte der beliebig

gewählten Strecke AB mit der ZirkelöIfnung AB
die beiden gleichen Kreisbogen. Sie schneid.en sich
im Punke C. Man verbindet C mit A.

Der hierdurch entstehend.e Winkel CAB beträgt
600.

Verbindet man B mit C, so ist das hierdurch entstehende A ABC gleich-
seitig. In ihm ist jeder 'Winkel 

60o groß; also

< CAB: 60'.

AuJgabe 10

Ein gegebener Winkel ist in 2 gleichgroße Teile zu teilen (: hal-
bieren)!

Lösung a) (Biid 70)

Um den Scheitel S des Winkels bescbreibt man
einen beliebigen Kreisbogen, der die beiden
Schenkel in A und B schneidet. Um A und B
beschreibt man mit gleicher Zirkelspanne 2 Kreis-
bogen, die sich in C schneiden. Die Yerbindungs-
linie C S ist die Halbierungslinie des gegebenen
Winkels.

AC und BC entstehen zwei kongruente Dreiecke:
,B eueis
Durch die Hilfslinien

die Gleichheit d.er entsprechenden Winkel;

+ ASC: + CSB.

Lösung ä) (BiId 71)

Um den Scheitel S besclreibt man 2 be-

liebige Kreisbogen, die die Schenkel in Ä und
B söwie in A, und B, schneiden. Die- beiden

Yerbindungslinien ABf und ArB schneiden sich

im Punktä C. Die Verbindungslinie von S

mit C ist die gesuchte Halbierungslinie'

A ASB, : A A,SB [SWS-Satz]
+ BA'S: + SB1A
+ sBAl: + B1AS

Kongruenz
A SCA - A SBC ru"ulffil

Aus der

Bild 71

Beweis

folglich:
und.

B1
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und als Nebenwinkel: { ÄrBB, : + A1AB1

A A'AC : A BB.C [WSW-Satz]folglich: ÄC: BC

A ASC : 4 CSB [SSS-Satz]
folglich: < ASC: + CSB w. z. b. w.

Im Anschluß an die Aufgabe der'Winkelhalbierung beweise man unter
Zuhilfenahme des SsW-Satzes den nachstehenden Satz:

,,Sämtliche Punkte, die von zwei sich schneidenden Geraden denselben
Abstand haben, liegen auf der Winkelhalbierenden des durch die Geraden
gebildeten Winkels."

Aufgabe 11

Der Winkel oc:30o ist zu konstruieren! (Bild 72.)

37

Bild 72

Lösung

Man konstruiere nach Äufgabe 9 den Winkel
a: 60o und halbiere ihn nach Aufgabe 10. Man

o gehe also folgendermaßen vor: IJm den auf der
" Geraden g liegetrden Punkt A beschreibt man

einen beliebigen Kreisbogen, der die Gerade in B
schneidet. Um B beschreibe man mit derselben

Zirkelöffnung einen 2. Kreisbogen, der den ersten in C schneidet. Um C
schlägt man wiederum mit derselben Zirkelöffnung einen 3. Kreisbogen,
d.er den 2. in D schneidet. Yerbindet man D mit A, so ist d DAB: 30".

Beweis
Yergleiche die Beweise zu Aufgaben 9 und 10.

Au!gabe 12

Ein rechter Winkel. ist in 3 gleiche Teile zu teilen! (Bild 73.)

Lösung

Um den Scheitel des rechten Winkels beschreibt
man einen beliebigen Kreisbogen, der die beiden
Schenkel in A und B schneidet. Mit derselbenZikel-
öffnung (SA: SB) beschreibt man um A und B
2 Kreisbogen, die den ersten in C und D schneiden.
Die Yerbindungslinien CS und DS dritteln den
rechten 'Winkel.

nmerkung zur Dreiteilung eines Winkels:
I{ur der rechte 'Winkel und seine gatzen Vielfachen (also: 180o,

270" usw.) lassen sich auf einfache Weise mit Zirkel und Lineal in
3 gleiche Teile teilen. Im allgemeinen ist die'Winkeldreiteilung (auch
Winleltrisektion genannt) mit Zirkel und Lineal unmögiich.

A

I
BiId 73
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B eweis
+ CSB:60o nach Aufgabe 9 (Seite 36)

ebenso < ASD: 60'
+ ASC : 90o - < CSB: 90o - 60o: 30o

< CSD: + ASD - d ASC: 60o - 30o: 30o

+ DSB: < CSB - + CSD: 60"- 3oo: 30o

Au.fgabe 13

Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt außerhalb d.er Zeichenfläche liegt
und somit für d.ie Kon-
struktion unzugänglich ist,
ist zu halbieren t (Bild 74. )

Lösung

Die beiden Schenkel des
\[inkels seien g, und gr.
Ihr Schnittpunkt ist der
außerhalb d.er Zeichen-

Blld 74 fläche liegende scheitel s.
Man zieht zu dem einen Schenkel g, eine parallele Ililfslinie h nach Auf-
gabe 5 (Seite 32).

Diese bildet mit dem zweiten Schenkel g, einen'Winkel mit dem Scheitel
A. Ein beliebiger Kreisbogen um A schneidet die beid.en Schenkel in B
und C. Man verbindet B mit C und verlängert diese Yerbindungslinie
bis zum Schenkel gr. Man erhält dort den Schnittpunkt D. Die Mittel-
sen"krechte m auf BD (siehe Aufgabe 2) ist die gesuchte Halbierungs-
linie des gegebenen Winkels mit unzugänglichem Scheitel.

Beweis

Nach Konstruktion ist I CB.A gleichschenklig. 'Wie man durch die
später behandelten Regeln der Ähnlichkeitslehre zeigen kann, ist auch
A DBS gleichschenklig. Die Mittelsenkrechte m auf d.er Basis BD hal-
biert nach Satz 3 auf Seite 27 den Wiukel an der Spitze.

-E, lte Yiereeke

1. Bezeiehnung iler oinzelnon Größen

Ein Yiereck ist ein geschlossener Linienzug von 4 Strecken. Es ent-
steht, wenn man 4 Punkte einer Ebene, von denen aber keine 3 in
einer Gerad.en liegen, der Reihe nach verbindet. Es hat 4 Seiten,
4 Ecken und 4 'Winkel. Ein Yiereckswinkel wird von 2 aneinander-
stoßenden Seiten gebildet. Man bezeichnet ein Viereck durch die 4 neben-
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Bild 75

ecks überstumpf, so
solches Viereck mit
gebuchtetes Viereck.

einander geschriebeuen Buchstaben der Ecken; also
nach Bild 75: Viereck ABCD (sprich: Yiereck
Abecede). Die Reihenfolge der Buchstaben
wählt man wie beim Dreieck meist so, daß beim
Umlaufen des Yierecks in der Reihen-folge der
Buchstaben das Viereck linker Hand liegt. Die
Verbindungsstrecken gegenüberliegender Yierecks-
ecken
Die Diägona regen
dessen 4 Winkeln keiner größer als 180o ist, inner-
halb der Vierecksfläche. Ist ein'Winkel d.es Yier-

liegt die eine Diagonale außerhalb des Yierecks. Ein
einem überstumpfen Winkel nennt man ein aus-

2. Die Einteilung der Yierecke

a) Das Trapez 
t

-Ar-a&eZ-SShrefb-t-,r3p.g.+iSltt .U+i"t-.j21'! Das Wort staqmt aus d.er griechi-
schen Sprache und bedeutet ,,Tisc[chen". Ein TrafAz ist ein Yiereck,
bei dem 2 gegenüberliegende Seiten parallel sind.. Man unterscheidet:

Das allgemeine Trapez (Bild 76):

Die nicht parallelen Seiten sind ungleich lang.
Das gleichschenklige Trapez (Bild 77):

Die beiden nicht parallelen Seiten sind gleichlang. §ie heißen die

. Schenkel.

,--.('
A--?---\

,/ \,
AD+8C

BiId 76

Beispiel
Der Querschnitt durch die sog. Schwalbenschwanzführung zweier auJ-

einander gleitender Teile ist ein gleichschenkliges Trapez.
Die Yerbindungslinie der Mitten der beiden nicht parallelen Seiten eines

Trapezes ist clie Mittellinie (m).

b) Das Parallelogramm oder Rhomboid
Ein Parallellogramm (Bild 78) ist ein Viereck, bei dem die 2 Paare

gegenüberliegender Seiten parallel sind. Diese pa,rallelen Seiten sind
außerdem noch gleichlang. Also: ABIICD (lies: Abe parallel Cde),
ADIIBC und AB- CD, AD: BC.

Bild 77

\\--.- \ ---

AD=BC

.en.
von
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AB ltDc i A0 il 8C

Bild 79

Bild 80 BiId 8l

c) Der Rhombus oder die Raute (Bild 79)

Ein Rhombus ist ein Parallelogramm mit lauter gleichen Seiten. Bei
ihm sind je 2 gegenüberliegende Seiten einander parallel. Ein Rhombus
ist_also eln Sp,ezialrhomboid mit gleich langen Seiten. AB llDC;AD llBC;AB: BC: CD: DA.

d) Das Rechteck (Bild B0)

Das Rechteck ist ein Parallelogramm, dessen sämtliche 4 Winkel je 90'
betragen. Ein Rechteck ist als ein Spezialrhomboid mit gleich großen
90'-Winkeln.

e) Das Quadrat (Bild 81)

Ein Quadrat ist ein Rechteck mit gleich langen Seiten.

f) Das Drachenviereck (Bild 82)

Das Drachenviereck kann man durch die Yerbindungslinien zweier
gegenüberliegender Ecken (: Diagonalen) in 2
gleichschenklige Dreiecke zerlegen.

Die in der vorstehenden Aufzählung unter b bis e
genannten Vierecke sind Parallelograrnme. Das
Rhomboid ist ein verschobenes Rechteck. Der
Rhombus ist ein verschobenes Quadrat. Wahrend
beim Rechteck und Quadrat clie Winkel rechte
sind, ist dies beim Rhomboid und Rhombus nicht
der X'a11.

Bild 82

;E;



2. Die Einteilung der Vderecke 4l

Zusammenstellung über die Yierecke (Bild 83)

Durch eine liaqonole wird es
in 2 nach 6riiße und Gesiqlt
verschiedene Dreiecke zerleqt

1urch eine Diogonole wird
es in ? gleichschenklige
Dreiecke zerlegt\\\i\i

@'§"i "': :::; i': ! : i { i' "Z-\ I/ \.^.1'/ 
:hseitiges I

@,4 ß:iX;;!!: ii, (, ",'\u/ii',,r;eio,, 
I 
pa r at te t o s r o nne

,r" t.. 
J.

G l e i chs e it i g - rech t win k I iges
Poroltelogronn

Bild 83
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p)

3. Lehrsätze über ilie Yierecke

a) Winkelsätze

a) Allgemeine Vierecke

I Die Winkelsumme in jedem Yiereck beträgt 360" (Bild 84).

g ßetoeis
Durch eine Diagonale wird das Viereck in zwei

Dreiecke zerlegt. Die Winlelsumme in jedem dieser
beiden Dreiecke beträgt 180'. Die Summe der
6 Winkel der beiden Dreiecke beträgt 2x 180'
: 360o. Sie ist die gleiche wie die der 4 'Winkel

des Yiereckes.

Trapez

Die Summe der beiden'Winkel, die einer der nichtparallelen Seiten
anliegen, beträgt 180" (Bild 85).

ßeweis
Die beiden Winkel, die einer der nichtparallelen

Seiten anliegen, sind entgegengesetzte 
'Winkel an

Parallelen, clie nach dem aul Seite 11 angeführteu
Lehrsatz 3 zusammen 180o betragen.

Bild 85

y) Parallelogramm

I In iedem Paralielogtamm sind die gegenüberliegenden W'inkel

I gleich'(Bild 86).

Beweis
Durch die Diagonale AC des Parallelo-

gramms ÄBCD entstehen 4 Winkel:
Als Wechselwinkel an den Parallelen

AD und BC sind: §a.r:4T2.
Als Wechselwinkel an den Parallelen

AB und DC sind: ixr:4Tt.
Durch Addition der linken Seiten der

beiden letzten Gleichungen folgt:

d dr * { üz:4yt* 4Tz
oder +DAB :{BCD

Bild 86

In jedem Parallelogramm sind die einer Seite anljegenden Win-kel
SupplLmentwinkel, d. h. sie betragen zusammen 180o.

B

Bild 84

4
trZ

öl'l

d2
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ßewe'is
< DAB und { ABC sind

Parallelen AD und BC. Nach
zusammen 180o.

entgegengesetzte Winkel an den beiden
dem Lehrsatz 3 aut Seite 11 betragen sie

b) Seitensatz

! In jeclemParallelogramm(Rhomboid,Rhombus, Rechteck, Quadrat)
I sind die Gegenseiten g)eich.

Beu:eis
Eine Diagonale teilt jedes Parallelogramm in 2 kongruente Dreiecke nach

dem WSW-Satze. Es ist nämlich die Diagonale den beiden Dreiecken ge-
meinsam, und die an der Diagonale liegenden Winkel sind als Wechsel-
winkel an Parallelen gleich. Als gleichliegende (: homologe) Stücke in
kongruenten Dreiecken sind dann auch die beiden Gegenseiten gleich lang.

Anmerkung zum Seitensatz:
Es gilt auch die Umkehrung des vorstehenden Seitensatzes. Sie lautet:

I Sind in einem Yiereck die gegenüberliegend.en Seiten gleich lang, so

I ist das Viereck ein Parallelogramm.

c) Diagonalensätze
oc) Parallelogramm

I I" jedem Parallelogramm halbieren sich die Diagonaien (Bild 87).

Bild 87

Bewei,s
C Durch die beiden Diagonalen im Par-

allelogramm entstehen 4 Dreiecke, von
denen je 2 gegenüberliegende kongruent
sind. Es ist f, ABM - 7\ CDM, weil

{ o: d 7 1 als 'W'echselwinkel an den
<§: {d I Parallelen AB unrl DC

AB : r. {llt,ffffii"s"lfnf;i,-
Aus der Kongruenz dieser beiden Dreiecke folgt die Gleichheit der

homologen Stücke: AM: MC und DNI: MB.

B) Rhombus
In jedem Rhombus stehen die Diagonalen

aufeinander senkrecht und halbieren die
Rhombuswinkel (Bild 88).

ßeuteis
Die beiden nebeneinanderliegenden Dreiecke

AMD und I{CD sind kongruent nach dem
SSS-Satz; denn AD: DC als Rhombusseiten,
AM: MC nach dem Diagonalensatz (Nr. ca).Bild 88
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DM: DM ist sich selbst gleich. Wegen d.er aus der Kongruenz
folgenden Gleichheit der homologen Stücke ist { AMD: { DMC. Da
beide zusamßet 2 R betragen, ist jeder 90o groß. X'erner folgt aus
der Gleichheit der gieichliegenden Stücke:

{ MDÄ: < CDM.

y) Rechteck und. Quadrat

I I" jedem Rechteck und Quadrat sind die Diagonalen einander

I gleich (Bild 8e).

Beweis
C Dor"h die beiden Diagonalen erhält man d.ie

nach dem SWS-Satz einander kongruenten
Dreiecke ACD und ABD.

^ (d CDA: + DAB: 90"; ÄD: AD;- DC: AB.) DB und AC sind als homologe
Stticke gleich, also DB: AC.

d) Mittelliniensätze für das Trapez

Bild 89

I ") Die Mittellinie
I parallel (Bild 90).

eines Trapezes ist den beiden parallelen Seiten

Beweis
Die Mittellinie des Trapezes ABCD

verbindet die Mitten E und n' der
beiden Schen-kel. Durch n' ziehe man
zu AD die Parallele, die AB in G und
die Yerlängerung von DC in H schnei-
det. AGHD ist ein Parallelogramm,
in dem nach dem Satz Nr. b auf Seite 43D,u vu die gegenüberliegenden Seiten AD und

wsw-satz a GBx, : a x,HC t,?1§'ähoJT*uä$" 
of,,"Hlir"#

winkel, < HCF: + GBX' als Wechselwinkel, Cn': X'B nach Konstruk-
tion), sind_die gleichliegenden Stücke GF und X'H einand.er gleich. AE
war nach Konstruktion die Hälfte von AD. 'Wie soeben gz"igt wurd.e,
ist Gn' die Hälfte von GH. Sincl die beiden Ganzen (An- GH) gleich,
so sind es auch die beiden Hälften von ihnen, also AE - GB. Nun ist nach
dem SWS-Satz IAGE: A X'EG. (ÄE : GX' wie eben bewiesen wurde,
+ CryA : + EGX'als lVechselwinkel an den nach Konstruktioh parallelen
Strecken AD und GH, F,G : EG), so daß + AGE und { X'EG alJ homolog
lie^gende_ lVjnkel einander gleich sind. Daraus folgt nach Umkehrun!
2 S. 12 EX'llAC und wegen AG llDH auch EX'llDH.-

Auch clie Umkehrung von Satz a) gilt;
Die Parallele zur Grundseite, die den einen Trapezschenkel halbiert,

halbiert auch den anderen.

lltltr,',-

Bild 90



3. Lekrsätze über ili,e Vierecke

| fl Die Länge der Mittellinie eines Trapezes ist gleich der halbeu
I Summe aus den Längen der beiden parallelen Seiten.

Oder algebraisch ausgedrückt:
Die Länge der Mittellinie eines Trapezes ist das arithmetische Mittel aus

den Längen der parallelen Seiten.

Beweis
'Wie 

soeben unter a) gezeigt, wurde, ist EF: DH; ebenso ist En': AG,
weil auch AGBE ein Parallelogramm ist.

EX': DH: DC + CH
EF: AG: AB _ GB

DurchAdd.itionderbeiden Gleichungen: W
Aus der Kongruenz d,er Dreiecke GBX'und n'I{C folgt, claß CH: GB

ist. Somit fallen die beiden letzten Gliecler der letzten Gleichung fort und
man erhält:

2 En': DC + AB oder EF:; (DC + AB).

Folgerung
Man denke sich die parallele Seite DC des vorstehend betrachteten Tra-

pezes immer kleiner und kleiner werdend.
Im Grenzfall wird sie 0 cm lang. Der Punh D
fällt nach Bild 91 mit C in einem Punh T
zusammen. Aus dem Ttapez ABCD wird das
Dreieck ABT. Verbind.et man in diesem die
Mitten der Seiten AT und BT durch eine Ge-
rad.e, so ist diese Verbindungslinie R S pärallel
der Grundlinie AB. Ihre Länge beträgt ent-
sprechend, dem vorstehenden Satze:

IInS:i(AB+0):;AB.
In Worten drückt sich dies aus als folgender

Lehrsatz: Die Verbindungslinie der Mitten zweier Dreiecksseiten
ist parallel zu der dritten Dreiecksseite und halb so lang
wie diese !

Aufgaben

47) Ein Wellenstumpf von 50 mm Durchmesser ist so durch 4 zur
Wellenachse parallele X'lächen anzufräsen, d.aß er die größtmögliche
Querschnittsform erhält. Es ist der Schnitt senkrecht zur Achse auf-
zuzeichnen !

48) In einem Parallelogramm ist ein'Winkel
a) 65o,
b) 100'und
c) oc. 

'Wie groß sind die drei übrigen 'Winkel 
?

+5

BiId 9r
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49) Die Winkel an der Grundlinie eines Trapezes sind
a) «:40o, B: 69o'

b) a:90', B:30' und
c) o, §.'Wie groß sind clie bei«len übrigen Winkel ?

50) Von den 4 l[inkeLn u, B, y, d eines Yiereckes sind die folgenden ge-
geben

a) a.:70", §:90o, 7:66o,
b) oc: fr: 40" , T: ö,

c) a * ?z: 180o, a: p, y:60".
Wie groß sind die fehlend.en Winkel ?

51) a) Ein Parallelogramm (Rhomboid, Rhombus, Rechteck, Quadrat)
ist aus 4 Stäben, die in den Ecken durch Scharniere verbunden
sind, gebildet. Ist das Parallelogramm beweglich oder starr ?

b) Man verbinde bei dem unter a) gegebenen Parallelogramm 2 gegen-
überliegende Ecken durch einen in d.en Endpunkten beweglichen
Diagonalstab. Ist das Parallelogramm beweglich od.er starr ?

c) Welche Figur ergibt sich beim Verschieben eines der unter a) ge-
gebenen Parallelogramme ?

d) Kann man ein in den Endpunkten durch Scharniere verbund.enes
Trapez in ein anderes Trapez verschieben ? 'Wenn nicht, was für
eine X'igur ergibt sich ?

52) Der 'Winkel a eines Parallelogramms durchläuIt, jeweils um 20"
steigend, die 'Werte 

10o, 30o, 50o, . . . 170'. In einer Tabelle sind die
Werte fär die Größen der 3 fehlenden'Winkel §, y urd d anzugeben!

53) Unter welchen 4 W'inkeln schneiden sich die Höhen eines Parallelo-
gramms, wenn der eine 

'Winkel 
d.es Parallelogramms «:75o beträgt ?

Erklärung: Die Höhen eines Parallelogramms sind Strecken, die
zwischen zwei parallelen Gegenseiten liegen und auf d.iesen senkrecht
stehen.

54) In einem Dreieck ABC, dessen 4o:60o ist, wird d.ie Mittellinie
ma: AD um sich selbst über D hinaus bis E verlängert. Wie groß
sind die Winkel in dem entstehenden Yiereck ABEC?

55) Ein Trapez mit den parallelen Seiten a: 10 cm und b: 6 cm wird
durch 3 parallele, in gleichen Abständen gelegte Schnitte in 4 Teile
zeflegt. Wie lang sind die parallelen Seiten der entstandenen 4Trapeze ?

56) In ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Schenkel a: 10 cm soll ein
Rhombus so eingezeichnet werden, daß der eine Rhombuswinkel mit
dem 'Winkel an der Spitze des Dreieckes zusammenfällt. Die gegen-
überliegende Rhombusecke soll auf der Basis des gleichschenkligen
Dreieckes liegen. Wie groß ist die Seite des entstehenden Rhombus ?
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tenuse liegen. Durch welche Linie findet
man diese Gegenecke ?

60) 'Wie groß ist der mittlere Durchmesser des
im Achsschnitt skizzierten Kegels (Bild 92) ?

Bild 92

61) Der senkrechte Schnitt durch einen Sechskantstahl ist ein regel-
mäßiges Sechseck, dessen Ecken der Reihe nach mit A, B, C, D, E
und n' bezeichnet werden mögen. Man verbind.e die Ecken A und C

47

57) Wie- groß sind die Winkel eines Rhombus, wenn der eine doppelt so
groß wie d"er andere ist ?

58) Die eine Seite eines Rechteckes ist um 5 cm größer als die and.ere.
Der lJmfang des Rechteckes beträgt 50 cm. Wie groß sind die Recht-
ecksseiten ?

Anleitung: Rechtecksumfang : Seitensumme!
59) Äus einem rechtwinkligen Dreieck ist ein Quadrat durch 2 Schnitte,

die parallel zu d.en Katheten liegen, herauszuschneiden. Ein Winlel
des Quadrates soll mit dem rechten Winkel des gegebeneu Dreieckes
zusammenfallen. Die Gegenecke des Quadrates soll auf der Hypo-

Tjt dem Mittelpunkt M des regelmäßigen 6-Eckes. 
'Was für ein Par-

allelogramm ist dasYiereckABOM? Wie groß sind d"ie Winlel in
diesem Yiereck ?

62) Der nebenstehende (Bild 93) cloppelkegel-
förmige Schwimmer hat an seinen beiden
Spitzen die W'inkel

oc: 60o und
f :90o'

Wie groß sind die Winkel y uncl ö ?

63) Der Keil (Bild94)hatals Grund-
fläche ein Rechteck mit den Sei-
ten I und b. Seine Höhe beträgt
h cm. Die obere Keilkante, die
parallel der Grundfläche liegt, ist
I, cm lang. In der halben Höhe
soll ein zur Grundfläche paralle-
ler Scb n itt gelegt werden.W'elch e
Schnittfigur entsteht ? Wiegroß
sind die Seiten der Schnittfigur ? Bild 94

64) Ein Beilageblech hat die Abmessunsen im
Bild 95. Maße in mm. Wie groß ist diJBlech_
breite in 15 mm Abstand yon der 40 mm
langen Seite ? W'ie groß sind die 'Winkel 

oc

und B?

Bild 95
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65) Ein biegsames Seil ist um eine feststehende Walze geschlungen
(Bild96). Der Umschlingungswinkel
beträgt 120'. Wie groß ist d.er'Winkel or,

den beide Seilrichtungen bilden ?

Anleitung
1) Die Winksl SrAM und MBS, be-

tragen je 90'.
2) Man verlängere, die beiden Seil-

richtungen bis zu ihrem Schnitt-
punkt P und lege der Berechnung
das Viereck MAPB zugrunde!

Eine punltförmige Lichtquelle S entwirft von einem undurchsichtigen
Körper B auf einem Lichtschirm C einen
Schatten D, der doppelt so lang wie d.er
Körper B ist (Bild 97).'Wie weit ist d.ie Lichtquelle von dem
Schirm entfernt, wenn der Abstand
zwischen Körper und Schirm 2 m beträgt ?

Bild 97

In dem nebenstehencl skizzierten l-zackigen
Pentagramm, mit den Ecken A, B, C,
D und E und dem Mittelpunkt M sind zu

Stern (Bild 98), dem sog.

berechnen:
a) { BMA,
b) + cMA,
c) d DAC,
d) Summe der Winkel an den 5 Ecken

und.
e) Die 4'Winkel in dem Viereck ABCM!

BiId 98

68) \[elchen \[inkel bilden die Halbierungslinien zweier 'Winkel an einer

66)

67)

6e)

Seite eines Parallelogramms ?

Die 4 aufeinanderfolgend.en Ecken eiues Parallelogramms sind A,
B, C und D. Durch die Ecke D ist eine Gerade g gezogen, die das
Parallelogramm nicht schneidet. Die Eckpunkte A, B und C haben
von ihr die Abstände a, b und" c. Wie groß ist b im Yergleich zu a
und c?

Wie lang ist das Stück x, das auf der Mittellinie eines Trapezes mit
den parallelen Seiten a und b von den beiden Diagonalen begrenzt
wird ?

Bild 96

70)



F. Iler Kreis

1. Benennung unil Bezeichnung iler einzelnon Teilo (Bild gg)

Der Kreis ist eine ebene in sich geschlossene linie, deren sämtliche
Punkte von einem festen Punkte, dem Kreismittelpunht M (seltener
auch Zentrum genannt), gieichweit entfernt sind. Drehl man in der Ebene
eine Strecke MÄ um den einen Endpunkt M, so beschreibt der andere
Endpunkt Ä einen Krers.

Die in sich geschlossene Linie, die den Kreis bildet, ncnnt man auch
Peripher!. Ihre Länge bezeichnet man als Kreisumfang U. Die Größe der
von der Peripherie umschlossenen X'läche heißt der Kreisinhalt F. Die
geracle Yerbindungslinie eines auf der Peripherie liegend.en Punktes A
mit dem I\{ittelpunkt M heißt der Kreishalbmesser oder Rad.ius r.
Aus d.er Erklärung des Kreises folgt: Alle Radien des Kreises sind gleich.
Yerlängeft man d.en RacLius A1\I über M hinaus bis zum Schnittpunh B
mit der Periplierie, so nennt, man die Strecke AB den Durchmesser d.

Die beiden Punkte A und B, deren Yerbindungslinie durch den Kreis-
mitteipunkt geht, liegen einander auf der Peripherie diametral gegenüber.
Die Verbindungslinie zweier beliebiger auf der Peripherie liegender Punkte
C und D heißt eine Sehne s. Der Durchmesser d ist die größte Sehne
eines Kreises. AIle anderen Sehnen eines Kreises sind. kleiner ais der Durch-
messer. Der von den beideu auf der Peripherie liegenden Punkten C und
D begrenzte Teil der Peripherie heißt der Kreisbogen b. I\[an bezeichnet
ihn mit CD pi"., Bogen CD). Die X'läche, d.ie von einer Sehne und dem
dazu gehörenden Bogen eingeschlossen wird, heißt Kreisabschnitt oder
Segment. Die tr'läche, die von den beiden Raüien BM und SM sowie
dem zugehörenden Bogen eingeschlossen wird, heißt der Kreisaus-
schnitt oder Sektor. Die n'läche eines Kreissektors setzt sich zusammen

Der Krei,s - 7. Benennung u. Bezeichnung d,er ednzelnen Teil,e 49

NA: r : Radius
AB : d: Durchmesser
CD:s:§eäne
eo:t--Bogen
EF : Sekante

T : Berilhrungspunkt
KL : Tangente

4. q : Peripheriewinkel

+ ä : Sehnentangentenwinkel

Bild 99

Xathematik Teil 2



50 D,ie Geometrie il,er Ebene od,er il,i,e Plan,imetrde

aus der X'läche eines Segmentes und d.er eines gleichschenkligen Dreieckes.
Beträgt der von den bei.den Radien gebildete Winkel 90o, d. h. stehen
d.ie beiden Radien aufeinand.er senkrecht, so ist der X'lächeninhalt des
Sektors der 4. Teil d.es gesamten Kreisinhaltes; man neru1t diese n'läche
einen Kreisquadrant. Ist der 'Winkel SMR: 60o, so ist der X'lächeninhalt

dieses Sektorr f a". Kieisinhaltes. Ein solcher Sehor heißt Sextant.

Kreis und Gerade

J1 der Lage eines Kreises und einer Geraden zueinander gibt es B Mög-
lichkeiten:

1) Eine Gerade schneidet einen Kreis in 2 Punkten. Diese Gerade
heißt Sekante. Eine durch den Kreismittelpunh gehende Sekante
heißt Zentrale.

2) Eine Gerade berührt einen Kreis in 1 Punlt T. Diese Gerade heißt
die Berührende od.er Tangente. Der Punkt T heißt der Be-
rührungspunkt. Eine Tangente kann als eine Sekante in d.er Grenz-
lage aufgefaßt werden, bei der die beiden Schnittpunkte der Sekante
sich immer mehr und mehr einander näherten und schließlich in
einen Pun-kt T zusammenfielen.

3) Eine Gerade sshneiddt oder berührt einen Kreis nicht. Es gibt keinen/ Berührungs- und keinen Schnittpunkt.

Kreis und 'Wiukel

Beim Kreise unterscheidet man 3 Arten von 'Win-keln:

1) Winket, d.eren Scheitel der Kreismittelpunkt M und deren Schenkel
2 Radien MA und MG sind, heißen Mittelpunkts- oder Zenfti-
winkel; also z. B. ? GMÄ.

2) Winkel, deren Scheitel auf d.er Peripherie liegen und deren Schenkel
2 Sehnen sind, heißen Umfangs- oder Peripheriewinkel,
z. B. { GPA.

3) Winkel, deren Scheitel auf der Peripherie liegen und. deren Schenkel
von eirer Sehne und d.er Tangente in einem ihrer Endpunkte ge-
bildet werden, heißen Sehnentangentenwinkel, z. B. + ö.

Kreis und Kreis
2 Kreise mit verschieden großen Radienr, und 12, aber mit gemeinsamem

Mittelpunkt M, liegen konzentrisch oder gleichmittig zueinander.
Die von den beiden Kreisperipherien eingeschlossene X'läche heißt Kreis-
ring. Sein n'Iächeninhalt kann als Differenz der X'lächeninlalte der beiden
Kreise mit den Radien 11 und r, bestimmt werden (Bild 100).

Die schraffierte X'läche ist die Kreisringfläche.
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o oo
Bild r00

@,
Bild r0l BiId 102

2 Kreise mit nicht gemeins.amem Mittelpunkt können verschiedene
Lagen einnehmen:

1) Die beiden Mittelpunkte liegen innerhalb der großen Kreisfläche
(Bild 101a...c):
a) Die beid.en Kreise liegen exzentrisch oder ungleichmittig zu-

einander, ohne einen Pun-kt gemeinsam zu haben (Bilil 101a).

b) Die beiden K.eise berühren sich von innen (in einem Pun-L:te)
(Bild 101b).

c) Die beiden Kreise schneiden sich (in 2 Punkten) von innen
(Bild 101c).

2) Der Mittelpunkt des einen Kreises liegt außerhalb der X'läche des
and.eren Kreises (Bild 102a...c).
a) Die beiden Kreise haben keinen Schnitt- oder Berührungspunkt

miteinander. Die beiden Kreise meiden sich (Bild l02a).
b) Die beiden Kreise berühren sich von außen (in 1 Punkt) (Bild 102b).

c) Die beiclen Kreise schneid.en sich von außen (in 2 Punkten)
(Bikl 102c).

Die Gerade, die die beiden Mittelpunkte miteinander verbindet, heißt
die Mittelpunktsgerade oder die Zentrallinie od.er die Zertrale z.

4+

b) €XD,,

c)
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,röxB^,,,Q'
b;

Biltl 104 Bilti I05

Kreis und Dreieck
a) Der Kreis, der durch die 3 Ecken A, B, C eines Dreieckes hindurch-

geht, heißt der Umkreis. Die 3 Seiten a, b, c des Dreieckes sind
Sehnen des Umkreises.

Der Radius des Umkreises wird mit r bezeichnet (Bild. 103a).

b) Der Kreis, d.er die 3 Seiten eines Dreieckes von innen berührt, heißt
d.er Inkreis. Die 3 Seiten a, b und c des Dreieckes sind Tangenten
an den Kreis.

Der Radius des Inkreises wird. mit p (dem griechischen r) be-
zeichnet (Bild 103b).

c) Jedes Dreieck hat außerdem noch 3 Ankreise. Ein Ankreis berührt
eine Dreiecksseite und. die Verlängerung d.er beiden anderen Drei-
ecksseiten.

Die Än-kreisradien werden mit gr, 0u und po bezeichnet, wobei die
Indizes auf die berührte Dreiecksseite hinweisen (Bild 104).

Kreis und Yiereck
a) Durch die Yerbindung von 4 auf der Peripherie des einen Kreises

gelegenen Punkte entsteht ein Sehnenviereck. Seine Seiten sind
Sehnen des Kreises (Bild I05a).

b) Legt man durch 4 auf der Peripherie eines Kreises gelegene Punkte
die Tangenten und bringt die Tangenten zweier nebeneinander ge-
legener Punkte miteinand.er zum Schnitt, so entsteht ein Tangenten-
viereck (Bild 105b).

b)

a)

Bild 103



Aufgaben ütber ilen ßreis

AUJ g ab en

7f ) Wie $oß ist der zu einem jeden Sextanten gehörende Zentriwinkel?
72) Det Inhalt eines Kreises beträgt n' : 314,15 mmz. Der Inhalt eines

aus diesem Kreise herausgeschuittenen Sektors beträgt X' : 62,83 mm2.
Wie groß ist d.er Zentriwinkel dieses Sektors ?

73) Wie groß ist die Sehne eines Kreisabschnittes (: Segpentes), dessen
Bogen der 6. Teil des gesamten Umfanges ist ?

74) Der Kreis mit den Radius r: 1cm hat den n'Hcheninhalt lt. Ta-
bele n' : 3,1416 cmz.

a) I[ie groß ist der Flächeninha]t des Quad.ranten?
b) Der wievielste Teil des Quadranteninhaltes ist der Inhalt des

Sextanten ?

75) Ein Kreisbogen ist der 8. Teil des gesamten Kreisumfanges. Welcher
Zentriwinkel gehört zu diesem Bogen ?

76) Ein nahtloses X'Iußstahlrohr St 55 von D : 38 mm Äußendurch-
messer hat eine Wandstärke s : 2,5 mm.
a) Wie groß ist die lichte Weite d. (: Innendurchmesser)?
b) 'Welche 

Gleichung kann man zwischen D, d und s aufstellen ?

77) Zwei Kreise mit d.en Mittelpunkten M, und M, haben gleich große
Durchmesser und schneiden sich von außen in den beiden Punkten
P, und Pr. Welche Beschaffenheit hat das Yiereck M1P1MrP2?

78) Gegeben sind 2 kreisförmige Scheiben voq Durchmesser d, : 300 mm
und. d, : 200 mm. Die beiden sich am nächsten liegenden Pun-kte auf
ihren Peripherien haben den Abstand "a : 100 mm. 'Wie groß ist der
Achsabstand der beiden Scheiben ?

79) Auf 2 parallelen 'Wellen von 2 m Abstand sitzen 2 Riemen-
scheiben mit gleichen Durchmessern D : 500 mm. 'Wie lang ist der
fär sie erforderliche Riemen ? (Der Umfang einer Scheibe beträgt
U : 1570 mm.)

8O; Wie groß ist der Achsabstand a (: Zentuale) zweier Reibräder
mit den Durchmessern D, : 200 mm und D, : 400 mm ?

Anleitung: 2 Reibräder berühren sich von außen an ihrem Umfang.
81) Bei einem Planetengetriebe läuft ein kleines außenverzahntes

Stirnrad vom Durchmesser d in einem größeren innenverzahnten
Zaht:rade vom Durchmesser D um. Wie groß ist der Ächsabstand
der beiden Zahwäder ?

82) Die Teilung (: Abstand von Lochmitte bis Lochmitte) für eine ein-
reihige Rundnaht beträgt t : 60 mm, während der Nietlochdurch-
messer d:23 mm beträgt. Wieviel mm Tleisch bleibt zwischen 2
nebeneinanderliegenden Nietlöchern stehen ?

83) Ein Kugellager besteht aus einem Kugellagerinnenring, auf dem
die Kugeln laufen, und aus einem Kugellageraußenring, der von
außen die Kugeln umschließt.

53
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a) 'Welchen Weg beschreiben die Mittelpunlte der Kugeln eines
Kugellagers ?

b).Welche Beziehung besteht zwischen du, d und Di, wenrl. man unter
du den Außendurchmesser des Kugellagerringes, unter d. den Kugel-
durchmesser und unter D; d.en Innendurchmesser des Kugellager-
außenringes versteht ?

84) lMie liegen 2 Kreise mit den Radien r, und, r, (r, ) rr) zueiaand.er,
wenn ihre Zenftale beträgt
a)z:r1 f12, c) rr(z{r1 {t2, e)rr-rr/-zlrp
b)zlr1f12, d)z-rr-r2r f) 0< z {rr-_t2, g) z:O?

85) Bei den Passungssystemen versteht man unter der Toleranz T
der Welle bzw. Bohrung den Unterschied zwischen dem zulässigen
Größt- und Kleinstmaß des -Wellen- bzw. Bohrungsdurchmessers.
Unter dem Spiel S eines Bewegungssitzes versteht man die Differenz
zwischen dem Bohrungsd.urchmesser D und dem W'ellendurchmesser d.
Das Größtspiel erhält man, wenn man vom Größtmaß der Bohrung
das Kleinstmaß der WeIIe subtrahiert. Zur Berechnung des Kleinst-
spieles hat man entsprechenil die Differenz des Kleinstmaßes der
Bohrung - Größtmaß der WeIIe ru nehmen.

Ds sei gegeben:'Wellendurchmesser-Größtmaß: 29,992 mm
,, -(leinstmaß: 29,978'mm

Bohruugsdurchmesser-Größtmaß : 30,015 mm
,, -Kleinstmaß: 30,000 mm

a) Wieviel p (l p: 0,001 mm) beträgt die Toleranz der Bohrung ?

Wie groß ist die Toleranz der Welle ?

b) Wieviel p, beLÄgt das Größt- und das Kleiustspiel ?

86) 2 Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, Iiegen exzentrisch so zu-
einand.er, daß der kleinere Kreis ganz im Inneren des großen liegt.
Der größte und kleinste Peripherieabstand der beiden Kreise betrage
a und b [u > b]. Wie groß ist die E"xzeü,tizilät e : MrM, der beiden
Kreise ?

2. Lehrsätze über ilon Kreis

Sehnen

(1) Die Mittelsenkrechte auf einer Sehne geht durch den Mittelpunkt
und halbiert den Zeutriwin-kel, der aus den beiden nach den End-
punkten der Sehne gezogenen Radien gebildet ist (Bild 106).

Vorausset,zung
CM soll die Mittelsenkrechte auf der Sehne ÄB sein; in Gleichungs-
form ausgedrückt: AC: BC, < ACM : < MCB :90o.

Behauptung
a) M soll der Mittelpunkt sein; al. h. AM : MB : r,
b) Der Zentriwinkel wird halbiert; d. h. < CMA : < BMC.
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Beweia
Man verbinde M mit A und B. Dann ist AACM:7\BMC nach

SWS-Satz; denn AC: BC nach Yoraus-
setzung, < ÄCM : < MCB nach Voraus-
setzung; MC:MC, da jede Größe sich selbst
gleich ist.

Aus der Kongruenz folgt dJe Gleichheit der
homologen Stücke:

AM:BM uncl {CMA: + BMC w.z.b.w.
Umkehrungen zu (l):

I a) Das Lot vom Mittelpunkt auf 'die Sehne
I ", halbiertdieseundd.enzugehörigenZentri-
I winkel.

Yoraussetzung: AM: MB; + ACM : + MCB :90o.
Behauptung: AC : BC; < CMA: + BMC.
B eutei,s

A AC M '- A B MC nach Ss'W-Satz ; denn AM : M B nach Voraussetzung.
+ ACM: < MCB :90o nach Voraussetzung und MC : MC. AM und MB
sind als Hypotenusen die größten Dreiecksseiten. Aus der Kongruenz
folgt: AC: BC und { CMÄ: + BMC.

b), Die Verbindungslinie d$s Kreismittelpunktes mit dem Sehnen-

^, mittelpunkt steht senkrecht auf dgr Sehne und halbiert den zu-
gehörigen Zentriwinkel.

Der Beweis ergibt sich mit Hilfe des SSS-Satzes und Bild 106.

Änwendung zu Lehrsatz (1): 'Wie find.et man d.en Mittelpunkt
eines Kreises ?

Lösung
Drei beliebige Punkte A, B, C auf der Kreisperipherie verbindet man

durch die 2 Geraden AB und BC uncl errichtet auf ihnen clie Mittelsenk-
rechten. Der Kreismittelpunkt M muß auf einer jeden der beiden Senk-
rechten liegen; also ist M der Schnittpunkt der beiden Mitteisenkrechteu.

I (2) Sehnen gleicher Länge haben gleichen Abstand vom Mittelpunkt
I (Bild 107).

c

Voraussetzung: AB : DC

Behauptung: ME : MF.
Bewei, s

A ABM : 4 CD{ nach SSS-Satz; denn
AB :DC nach Yoraussetzung, MA : MC:r,
ilIB:IID:r.

Äus d.er Kongruenz folgt die Gleichheit der
homologen Stücke. Hier sind. es die Ab-
stände des Mittelpunlrtes von der Sehne; also
ME : Mn'.

BiId 106

Bild r07
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! Umkehrung zu (2): Sehnen, die gleiche Abstände vom MittelpunL-te
I haben, sind gleich lang.
Den Beweis möge der Leser selbst finden.
(Anleitung: Man zeigt die Kongruenz der Dreiecke mit dem S'WS-Satz).

Parallelverschieben einer'Sehne
Yerschiebt man eine SehneAB (Bild 108) innerhalb eines Kreises parallel

zu sich mehr und mehr nach außen
hin, so wird der Abstand der
Sehne vom Kreismittelpunk
größer. Die Länge der Sehne
wird kleiner. Ihre Eudpunkte
rücken näher aneinander. Das
Aneinanderrücken erfolgt auf
beiden Seiten des Fußpunktes des
vom Mittelpunkt auf die Sehnen
gefällten Lotes gleichmäßig
(: symmetrisch). Die X'ußpunlrte
C, C1, C, usw. der vom Mittel-

punkte I\f auf die Sehnen AB, .4181, .\8, usw. gefällten Lote sind immer
Mittelpunkte der parallelen Sehnen und. liegen auf ein und dernselben
Radiui. Wird im Grenzfall der Abstandoäiner Sehne gleich dem Radius,
so sind die beiden Endpunkte der Sehne in den X'ußpunkt d-es vom Mittel-
punkte auf die Sehne gefällten Lotes zusammengefailen. Aus der Sehne ist
Punh T geworden. Die Sehne ist auf clen Punkt T zusammengeschrumpft.
Die parallele Gerade durch diesen Punkt T zu der Schar paralleler Sehnen
ist die in T an den Kreis gelegte Tangente. Aus dieser vorstehenden ein-
fachen Grenzbetrachtung ergeben sich folgencle wichtige Sätze bezüglich der

Tangenten.
(3) Der Radius des Kreises steht im Berührungspunkt senk-

recht auf der ?angente.

Die Umkehrung lautet:
(3a) Die Senkrechte im Berührungspunkt einer Tangente geht

durch den Kreismittelpuukt.

Anwen<lungen
An einen Kreis ist inoeinem gegebenen Punkt seines Umfanges die Tan-

gente zu konstruieren.

Lö aun g

Man verbinde den gegebenen Punkt auf der Peripherie mit dem Mittel-
punkt des Kreises und errichte in ihm auf dieser Verbindungslinie die Senk-
rechte, die die gesuchte Tangente ist.

Bild I08



2. Lehrstitze über d,en Rreds

Yon einem Punkt außerhalb eines Kreises ist an den Kreis die
Tangente zu legen! (Bild 109.)

Löewng
Man verbinde den gegebenen Punkb P mit dem Kreismittelpunkt M,

halbiere MP in n' und beschreibe mit
X'M um n' den Kreis. Dieser Kreis
schneidet den gegebenetr in den 2
Punkten T, und Tr. Nach dem Satz
des Thales (Seite 21) ist { PTrM:90';
d. h. T1P ist die gesuchte Tangente.
Es ist aber auch { MT,P : 90'; d. h.
TrP ist ebenfalls eine Kreistangente.
Yon einem Punkte außerhalb eines
Kreises lassen sich stets 2 Tangenten
an d.en Kreis legen.

Lehrsatz
| (a) Die von einem Punkt außerhalb eines Kreises an den Kreis gelegten

I Tangenten sind gleich lang.

Yoraussetzung: d PT,M: { MTzP:90o (siehe Bild 109).

Behauptung: PT, - PTz.
Bewe'ia

AMPT' : APMT, nach SsT[-Satz; MP ist die größte Dreiecksseite,
da sie dem rechten 'Winkel gegenüberlie§t. Sie ist sich selbst gleich.
MP : MP, MT1 : MTz als Kreisradien; + PT.M : + MT,P nach Yor-
aussetzung. Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit der homologen Stücke:
PTr: PTr. Es sind" ferner noch folgende gleichliegenden Stücke gleich:
+ MPT, : < T,PM und { T,MP : + PMT2 oder in Worten ausgedrückt:

(4a) Der Winkel zwischen den von einem Punkte an den Kreis ge-
legten 2 Tangenten, sowie der Winkel zwischen den zugehörigen Be-
rährungsradien wird durch die Zentrale halbiert.

Umkehrung

! Die 'Winlelhalbierende 
des von 2 Kreistangenten gebildeten Winkels

I geht durch den Kreismittelpunkt; d. h. sie ist die Zentrale.

Praktische Anwendung.
Zur Mittelpunktsbestimmung kreisförmiger Querschnitte (Wellen, Baum-

stämme usw.) benutz!, man den 'Winkelhaken.
(Bild110). Er besteht aus einemWinkel, der meistens
ein rechter ist, und einem auf ihm befestigten Lineal,
dessen eine Kante die Halbierende des Winkels ist.

Durch 2maliges Änlegen des 'Winkelhakens in ver-
schiedener Lage an den Kreisquerschnitt erhält man
als Schnittpunkte der längs der Linealkante ange-
rissenen Geraden den gesuchten Kreismittelpunkt.

57
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Konstruktion der gemeinsamen. äußeren und inneren Tangenten

Autgabe 1

An 2Kreise sind die beiden öuPeren Tangenten zu konstruieren(Bild1fI)!
Löaung

Gegeben sind. die beiden Kreise mit den Mittelpunhen M, und Mr. Ihre
Radien betragen r, und rr. Man beschreibe mit dem Radius rz-rr um iVI2

S7

allu UEU tü4uru§ 12'

den Eilfslcreis undden Eilfslcreis und lege an ihn
von M, aus die beiden Tan-

Bild lII

genten. Die gefundenen Be-
rü-hrungspunhe der beiden
Tangenten sind T, und Tr.
Man verlängere MrT, und.
MrT, bis zum Schnitt mit d.em
größeren konzentrischen Kreis,
der den Radius r, hat. Die
Schnittpunhe heißen S, und
S2. Die Parallele zu MrT,
durch S, und die Parallele zu
MrT, durch S, sind die ge-
suchten beiden äußeren Tan-
genten.

Aufgabe 2

An 2 Kreise sind die beiden ,i,nneren Tangerüen zu konstruieren (Bild 112) !

Bild 112

I

Lösung

Die Konstrul:üion hat man entsprechend" der vorigen durchzuführen.
Man hat jedoch als Hilfskrei,s den Kreis mit r, f r, um M, zu beschreiben.

tp
?

a

,i,

i

"



2. Lehrscitze über ilen Krei,s

Kreis und Winkel

| (5) Der Zentriwinkel ist doppelt so groß wie der Peripheriewinkel über
I dem gleichen Bogen.

Bezüglich der Lage der beiden Winkel zueinand.er sind 3 verschiedene
X'älle möglich.

59

X'aIl 1
Der Zentriwiakel

-----crA
QAl'

Bild 113

or und der über dem gleichen Bogen AB stehende
Peripheriewinkel g haben einen Schenkel gemeinsam
(Bild 113).

Der Kreismittelpunkt M liegt auf dem eineu
Schenkel des Peripheriewinkels. ABCM ist gleich-
schenklig, da ilIC und MB Radien sind. Die beiden
Basiswinkel sind gleich.

Nach dem Außenwinkelsatz (Seite 20) ist

a:2q.

M- des Kreises liegt zwischen den Scheukeln des
Peripheriewinkels (Bild 114). Man verbinde C mit M.
Der Peripheriewinkel g bei C wird durch diese Yer-
bindungslinie in g, und g, zerlegt, g: gr * gz.
Ebenso wird der Zentriwinkel a-l bei M durch die
Verlängerung dieser Yerbindungslinie in a, and, a2
zerlegt. @y * a2: at.

Nach Eall I ist a;, -2q,W
Durch Ailclition der beiden Gleichungen ergibt sich

a4 * a2 : 2 9t * 2 V, : 2 (% + gz)

d. h. a:2g

X'aIl 2
Der Mittelpunkt

Bild r14

Fall 3

Der Mittelpunkt M fles Kreises liegt außerhalb der Schenkel des Peri-
pheriewinkels (Bild 115). Man verbinde wiederum C
mit M und verlängele es bis zum Schnitt D mit der
Kreisperipherie.

Im Gegensatz zu ßall 2 hat man die Differenz der
2 W'inkel zu bilden

+DMA:2x{DCA
*DMB:2x{DCB

+ DMA- + DMB : 2x({ DCA-+ DCB)
d. h.. a:2qBild 1r5
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Aus diesem Lehrsatz ergehen sich als Eolgerungen:
Peripheriewinkel über demselben Bogen sind gleich (Bild 116).

Im Bild 116 liegen die Peripheriewinkel 91,

92 usw. über dem gleichen Bogen dB. Eiu
jeder von ihuen ist halb so groß wie der mit
ihnen über demselben Bogen stehende (nicht
eingezeichnete) Zentriwinlel.

Bild 116 §atz des Thales

I Jeder Peripheriewinkel über dem Halbkreis
I ist ein rechter (Bild II7).

Da der Zentriwinkel ar im Halbkreis 180"
trägt und doppelt so groß wie der Peripherie-
winkel g ist, muß der letzte. 90o betragen.
(Dieser Satz wurde schon auf Seite 21 be-
wiesen.)

Bitd ]t 7

(6) Der Sehnentangentenwinkel ist gleich dem Peripheriewinkel über
dem zugehörigen Kreisbogen

Der Sehnentangentenwinkel ist halb so groß wie der Zentriwinkel,
der mit ihm auf dem gleichen Bogen steht (Bild 118).

Behauptung: {co:4V
B eweis

Das Lot MC vom Mittelpunkt M auf die
Sehne ÄB halbiert nach Satz (1) auf Seite 54
deu Zentriwinkel BMA; d. h. + BMA:28.

Nach Satz (5) auf Seite 59 ist der Zertn-
winkel BMA doppelt so groß wie der Peripherie-
winlei g über dem gleichen Bogen AB; d. h.
2P:29 oder §:9.

BiId 1I8

Jm reehtwinkligen Dreieck ACM ist e + P :90o oder a : 90o -B oder
oc:90o-9

Nach Satz (3) au{ Seite 56 ist oc * ar : 90" od.er a : 90o - ar.

Somit ergibt sich 90o - a) :90'- g oder @ : g w. z. b. w.

I
oder

I

I



2. Lehrsätze über d,en Kreis

Kreis und Dreieck

Umkreis:
| (7) Die Mittelsenkrechten auf den 3 Seiten eines Dreiecks schneid.en

I sich in einem Punkb, dem Mittelpunkt des Uqkreises.

B eweis
Die Seiten eines Dreiecks, um das ein Kreis beschrieben ist, der durch

seine 3 Ecken geht, sind die Sehnen des Kreises. Nach Satz (1) auf Seite 54
liegt der Mittelpunkt d.ieses Kreises auf den Mittelsenkrechten der Sehnen.
Der Schnittpunlrt zweier Mittelsenkrechten hat rron allen 3 Ecken gleichen
Abstand. Er gehört also auch der 3. Mittelsenkrechten an. Alle 3 Mittel-
senkrechten gehen durch einen Punkt.

Auf Vorstehendem beruht folgender Satz:

I Die 3 Höhen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte, dem
I Höhenschnittpunkt.
Bewei,s
Man ziehe durch &ie 3 Ecken des Dreiecks die Parallelen zu den Gegen-

seiten. Es entsteht ein neues Dreieck, in dem die Mittelsenkrechten die
Höhen des ersten Dreiecks sind. Da sich aber die Mittelsenkrechten nach
dem vorhergehenden Satz in dem neuen Dreieck in einem Punkt schneiden,
so tun dies auch die Höhen in dem ursprünglichen Dreieck.

Inkreis
| (B) Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in
I einem Punh, dem Mittelpunkt des In-kreises.

Beuteis
Die Seiten d.es Dreiecks, in das ein Kreis beschrieben ist, sind. Tangenten

des Kreises. Sein Mittelpunkt liegt also nach Satz (4a) auf Seite 57 auf
den Halbierenden aller 3 Dreieckswinkel. Der Schnittpunkt zweier Winkel-
halbierenden hat von allen 3 Seiten gleichen Abstand; er gehört also auch
der 3. Winkelhalbierenden an. Alle 3 'Winkelhalbierenden gehen durch
einen Punkt.

X'olgeiung aus (7) und (8):
Um und in jecles Dreieck läßt sich je ein Kreis beschreiben.

Ankreis
I (9) Halbiert man einen Dreieckswin-kel und die Außenwinkel der
I beiden and.eren Dreieckswinkel, so schneiden sich diese Halbierungs-
I linien in dern Mittelpunkt eines d.er 3 Ankreise (Bild 119).

Beweis
Der Änkreis berährt eine Dreiecksseite und die Yerlängerung der beiden

anderea Seiten. Sein Mittelpunkt muß also auf den'Winlelhalbierenden
liegen.

6l
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Bild 119

(fOa) Die §trecke von einer Dreiecksecke bis zum Berüürungspunkt
des Ahkreises der gegenüberliegenden Seite ist gleich dem halben
Dreiecksumfang.

(10b) Die Strecke von einer Dreiecksecke bis zum Berührungspunkt
des Inkreises ist gleich der Differenz aus dem halben Dreiecks-
umfang und. der Gegenseite.

Beuei,s zu (10a)
Es ist BDr:38,

CEr: gB,
aD, :19, nach Satz (4) Seite 57.

Der Umfang d.es Dreiecks ABC ist
u :ÄB + BC + CA:AB* BEr * ErC + CA :

aB + BD, * CF, * CA : ADr + An'l.
Man bezeichnet den Dreiecksumfang allgemein mit

U:2s:a*b*c
Unter s versteht man also den halben Dre'ieckaumfang

afb{c
2

U :2s:ADr*ABr:2ADr:2AFr oder ADl:An'r:9.
Beuei,s zu (10b)

Es ist AD : ÄX' I

DB : BE ! nach Satz (4) Seite 57.
CX':CE }

Der Umfang des Dreiecks ABC ist:
U :ÄB + BC + CA : AD + DB + BE + EC + CX' + X'A

:2ÄD+2EBf2CE:2s
AD+EB+CE:sl ÄD+a:sl
AD+BC:si AD:s-4.



2. Lehrsätze über ilen Kre'is

Kreis und Yiereok

| (11) Im Sehnenviereck beträgt di" Su-me zweier gegenüber-

I liegender 
'Winkel 180o. Die beiden gegenüberliegend.en \[inkel

I sind Supplementwinkel (Bild 120).

Behauptung: o( + 7 : 180o.

Bewei,s

a ist der Peripheriewinkel zu { p. Nach Satz
(5) Seite 59 ist d § :2 

".Ebenso 
ist { ä : 2 y.

Die beiden Winkel B und ö zusammengezählt,
ergibt deu bei M liegenden Vollwinkel:

also 2 q.+2y:360"
L20 od.er a* Z:180o

Umkehrung:
Beträgt in einem Yiereck die Summe zweier gegenüberliegender Winkel

2 R, so kann man um das Viereck den Kreis beschreiben.

I (12) Im Tangentenviereck ist die Summe zweier gegenüberliegend.er

I Seiten gleich der Summe der beiden and.eren Gegenseiten (Bild 121).

AE:AHI
33 

= 
3$ [** satz (4) s. bz.

DG:DHI
iffi.,oo'
aE+BE+CG+DG
- .iE-+ -il-^ u,,urrr:W

AD+BC
Umkehrung
fst in einem Yiereck die Summe zweier Gegenseiten gleich der Sum-e

der beiden anderen, so ist das Viereck ein Tangentenviereck.
Aus (12) und (11) ergibt sich im Gegensatzutm In- und Um_kreis beim

Dreieck:
Um ein Yiereck kann man Dur bedingt den In- bzw. Umkreis

zeichnen.
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Beweis
E, X', G und H sind die Berährungspunkte der 4 Seiten mit der

Peripherie d.es eingeschriebenen
r Kreises.
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Aufgaben

87) Eine Kugel mit dem Mittelpunlt O wird von einer punktförmigen
Lichtquelle L beleuchtet. Au{ eine'W'and, die senkrecht zu LO steht,
wird ein kreisförmiger Schatten mit dem Mittelpunkt M geworfen.
Durch Zeichnung ist der Durchmesser des Schattens zu bestimmen.
n'ür die Konstrukion werd.e gewählt:
Kugeldurchmesser D - IQQ mm,
OL:130 mm und OM:90 mm!

88) Ein runder Turm von 20 m Durchmesser erscheint in horizontaler
Blickrichtung von einem Punkte Ä aus unter dem'Winlel 60". Durch
Zeichnung ist zu bestimmen, wie weit dieser Punkt
a) von d.er Ächse des Turmes und.
b) vom nächstgelegenen Punkte auf dem Umfang des Turmes ent-

fernt ist!

89) Die Blechschablone nach Bild
722 ist an den mit Pfeilen ge-
kennzeichneten Ecken mit dem
Radius r : 10 mm abzurunden.

Man zeichne die Schablone im
Maßstab M: 1:1!

90) Wo berührt der Kreisbogen mit
dem Radius r den Kreis mit dem
Durchmesser D (Bilct 123) ?

91) Eine Blechplatte 100x100x2 soll an den 4 Ecken mit dem Rad.ius
x:25 mm abgerundet werden. Ds ist die Blechform aufzuzeichnen!

92) Ein Blechstück 50x 120x 1 ist an den beiden Enden halbkreisförmig
abzurunden.

Es ist eine Zeichnung des
fertigen Stückes anzu.fertigen!

93) In dem .J<egelförmigen Trichter
mit dem Offnungswinkel oc -- 60o
steckb eine Kugel You 30 mm
Durchmesser (Bild 12a). Man
stelle zeichnerisch fest, wie lang
die Strecken a und b sind!

9a)i In einen Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne AB im Abstande j,8

'vom Mittelpunl:te M gezeichnet. In den EndpunL-ten dieser Sehne
sind die beiden Tangenten an d"en Kreis gelegt. Sie schneiden sich
im Pun}:te C.

i

50 ------d

Bild r24



Aufgaben äber d,en Kreis

a) Wie groß sind in dem Yiereck ACBM die 4 Winkel? r-l

b) \[ie weit ist C vom Kreismittelpun]t entfernt ?

c) 'Wie 
groß ist der Radius des um d.as Viereck ACMB beschriebenen

Umkreises ?

95) Yon einem Punkt P sind an einen Kreis mit dem Mittelpunkt M die
beiden Tangenten PA und PB gezogen. Die beiden Tangenten
schließen den Winkel « ein. Wie groß ist der Winkel AMB ? Läßt
sich um das Yiereck APBM ein Kreis beschreiben?

96) Durch Zeichnung bestimme man, wie lang die gemeinsame äußere
Tangente zweier Kreise vom Durchmesser 160 mm und 60 mm ist,
wenn die Zer-rtrale z:L30mm beträgt!

97) Durch Zeichnung bestimme man, wie lang die gemeinsame innere
Tangente zweiev Kreise vom Durchmesser 160 mm und 80 mm ist,
wenn die Zentrale z:130 mm beträgt!

98) Gegeben sind. 3 Punkte A, B und C. Die Entfernung von A nach B
beträgt 15 m, d"ie von B nach C 8 m. Der Winkel ABC ist ein rechter.
Durch die 3 Punkte soll der Kreis gelegt werden. Durch Zeichnung
bestimme man, wie groß d.er Durchmesser dieses Kreises ist und wo
der Mittelpunkt des Kreises liegt !

99) Die 3 Punkte der vorigen Aufgabe werden durch gerad.e Linien ver-
bunden, so daß das Dreieck ABC entsteht. Zeichnerisch bestimme
man, wie groß der Du.rchmesser des Kreises ist, den man diesem
Dreieck einbeschreiben kann.

100) Der im Bild 125 schematisch skiz-
zierte Kurbelbetrieb hat die
Aufgabe, die rotierende Bewegung
des Kurbelzapfens T in eine hin-
und hergehende Bewegung des
Kreuzkopfes K nt verwandeln.

oo

T̂N

halbmesser OT : r mm. (Vergleiche: Seite 226 Bild 360)
a) Wie groß ist der Weg des I(reuzkopfes für eine halbe Kurbel-

umdrehung ?

b) Wie weit ist die Entfernung zwischen Kreuzkopf K und Kurbel-
wellenmitte O in der linken und rechten Totlage des Kurbelbe-
triebes ? (In der Totlage liegen K, T und O in einer Geraden.)

101) In einem Tangentenviereck betragen die Längen von 3 Seiten:
a:l?cm, b -9cm und c:18cm. Die Seite a liegt der §eite c
gegenüber. Wie lang ist die 4. Seite d ?

102) In einem Sehnenviereck sind die beiden nicht gegenüberliegenden'Wirikel a : 30o und B : 140' groß. Wie groß sind die Winkel y und ä ?

103) Yon 2 Peripheriewinkeln zu verschiedenen Seiten einer Sehne ist der
eine dreimal so groß wie der andere. 

'Wie 
groß sind die beiden Irinkel ?

tr[athematik Tsil 2

Die Schubstangenlänge betrage
KT : /mm, der Kurbelkreis- Bild 125
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Biid 126

105) a)i\{elche Parallelogramme sind Sehnenvierecke ?

b),Um welche Trapeze kann man einen Kreis beschreiben? ,

o);Welche Parallelogramme sind Tangentenvierecke? , l

d)rWelchen Kreis (In- oder Umkreis) kann man bei einem Drachen-
viereck stets zeichnen ?

106) An d.as Dreieck ABC mit den Seiten a:40mm, b:50mm und
c : 60 mm, ist der Ankreis an die Seite a gelegt. Yom Mittelpunkt
M" dieses Änlreises ist auf die Yerlängerung von AB das Lot M"D
gefällt. Wie groß ist AD ?

107) In das Dreieck der vorhergehenden Aufgabe ist der Inkreis beschrieben.
\Tie weit ist der Berührungspunkt des fnkreises von der Ecke A
entfernt ?

108) In dem Dreieck ABC ist um den Mittelpunkt der Seite c mit I der

Kreis beschrieben. Dieser schneid.et die Seiten BC in D unil AC
in E. 'Was ftir Geraden sind.

AD und BE ?

109) Der einfache Korbbogen
(Bild 127) setzt sich aus 4 Kreis-
bogen zusammerl, von denen je
2 einander gleich sind. Wie groß
ist der Radius x, wenn der Ra-
dius des kleinen Kreisbogens
r mm beträgt ?

104) Die beiden Schenkel des rechten Winkels eines
Zeichendreieckes gleiten an 2 in ein Brett
eingeschlagenen Nägeln A und B entiang.
'Welchen'Weg beschreibt der Scheitel C des

rechten 
'Winkels (Bitd 126)?

110) Das Rad eines Eisenbahnwagens läuft nach
Bild 128 auf, einen Bremsklotz, der den An-
stiegswinlel 30" hat. In der Bremsstellung
würde das Rad den Bremsklotz in einem
Punhe B berühren.

'Wie groß ist dann der Winkel ÄMB in der
Bremsstellung ? Bild r28



?l,äaheninhaltsbesti,mrnung 
- 1. D i,nlei,tung

G. Fläeheninhaltsh estimmung

1. Einleitung

Eins der für d.en Techniker und Ingenieur wichtigsten Kapitel der Geo-
metrie ist die Bestimmung der Flächeninhalte ebener X'iguren. Er ge-
braucht die Elächeninhalte zu d.en verschiedensten Zwecken, aus deren
großer Zahl beispielsweise die folgenden erwähnt seien:

1. Yolumen- und Gewichtsbestimmung von Körpern fih Zwecke der
n'estigkeitsberechnung oder Preisbildung.

2. Querschnittsbestimmung vor l\Iaschinenteilen zum lfberprüfen der
aultretenden Spannungen.

3. Querschnittsbestimmung von Rohrleitungen und Kanälen zur Be-
rechnung der Strömungsgeschwindigkeit von n'lüssigkeiten od.er

Gasen.

4. Berechnung der Grundrisse zur Festlegung von Bebauungsplänen
bzw. zur Überprüiung der zulässigen Deckenbelastung.

5. Untersuchung von W'ellenbelastungen und. Bestimmung der auf-
tretenden Durchbiegungen.

6. Bestimmung der Oberflächen von wärmestrahlenden bzw. -leitend.en
Körpern für Wärmeverlustberechnungen.

7. X'lächeninhaltsbestimmung von Indikatordiagrammen der Kolben-
maschinen für Leistungsberechnungen und viele andere.

Das Wesen der X'lächeninhaltsbestimmung besteht darin, daß man fest-
stellt, wie oft eine bestimmte Einheitsfläche (2. B. 1 mm2, 1 cmz usw.) iu
der vorgegebenen X'läche enthalten ist. Die hierbei entstehende Zahl heißt
die Maßzahl der X'läche und die verwend.ete Einheit (bzw. deren Benennung)
d.ie Dimension, in welcher die X'läche gemessen wird.

Den Inhalt einer X'läche kann man in mm2, cm2, dm2 od.er m2 bestimmsa,
je nachdem man die zur Berechnung erforderlichen Längen als mm, cm,
dm oder m in die Rechnung einführt. Eine Norm für die Yerwendung
einer bestimmten Längendimension kann nicht aufgestellt werden. Will
man z. B. das Gewicht eines Körpers, wie es meist üblich ist, in kg be-
stimmen, so rechnet man mit dm als der Längeneinheit oder mit dm3
als der Volumeneinheit. Das Volumen eines größeren Körpers in ms mit
der Wichte (: Einheitsgewicht oder spez. Gewicht) multipliziert, ergibt
das Körpergewicht in t. Ein in cm3 festgelegtes Yolumen führt auf das
Körpergewicht in g. In der Eestigkeitsberechnung ist als Ein-heit der
X'lächengröße das cm2 bevorzugt, da die Spannungen in kg/cm2 bestimmt
werden. Bei Strömungsgeschwindigkeiten, die den in einer Sekunde
zurückgelegten Weg in m angeben, rechnet man die Querschnittsflächen

5*
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in m2. Die Yerwend.ung einer bestimmten Dimension ist zweckgebunden;
sie hängt von der fär das Ergebnis erforderlichen Dimension ab.

In der reinen Geometrie gibt man keine Längen- oder X'lächeneinheiten
an. Man spricht dort von der Länge a einer Strecke od.er kurz von d.er
Strecke a. Hierbei gibt a gleich zeitig an, daß die betreffende Strecke a-mal
so lang wie eine der Betrachtung zugrunde gelegte Längeneinheit ist.
W'erden noch andere Längen b oder c usn. genannt, so ist die gewählte
Längeneinheit selbstverständlich dieselbe.

2. Flächeninhaltsberechnung gerarllinig begrenzter Flächen

Quailrat

I Der X'lächeninhalt eines Quadrates ist gleich dem Quadrat der Seite.
Das Quadrat mit der Seitenlänge a

(Bild 129) kann man in a Reihen von je
a X'lächeneinheiten zerlegen; im ganzen er-
hält man äXa : a2 n'lächeneinheiten. (I*
Bild 129 beträgt a : 4.)

Der Flächeninhalt des Quadrates mit der
Seite a beträgt:

k :,,i
Man unterscheide den Inhalt f : az von dem
Umfang des Quadrates, der sich als Summe
der 4 Seiten darstellt. Der Umfang des

Quadrates beträgt: U:a* a!a|a:4a.
I Unterscheide ! a2 ist der Blächeninhalt des Quadrates mit der Seite a.

| 2 a ist die Länge der Strecke, die doppelt so lang wie die

I Strecke a ist.

Bechteek

I Der Flächeninhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt aus

I den beiden aneinand,erstoßenden Seiten.
Das Rechteck möge die Seiten

a und b haben (Bild 130). Man
erhäIt nach nebenstehendem Bild b
untereinand-erliegende Reihen yon
j e a nebeneinanderliegend.en X'lächen-
einheiten. (Im Bilde ist a : 6 und.
b : 3.) Aus dieser Zerlegung folgt
der Rechtecksinhalt:trE

Bitd 129

Bild 130

Der Umlang des Rechtecks beträgt:
IJ :a +b + a f b : 2a {2b : 2 (a f b)
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Parallelogramm

Das Rechteck ABCD (Bild 131) die Grundlinie a und die Höhe hu.
Sein Blächeninhalü beträgt
also f: a'ha. Schneidet
man von ihm an der linken
Seite durch die gerade
Schnittlinie An' d.ie Ecke D
ab und setzt das abfallende
A AX'D an die rechte Seite so
an, daß ÄD auf BC und der

rDr Punkt tr' in d.ie neue Lage Erur zu hegen kommt, so hat das
gleichen X'lächeninlalt wie das

hat

t

ursprüngliche Rechteck ABCD den
Parallelogramm (Rhomboid) ABEn' ;

I Der Flächeninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem Produkt

I aus einer Seite und der zugehöriguoäöhu. Oderänders ausgedrückt:

I Samtliche Para'llelogramme, die über derselben Grundlinie stehen

! und ctie gleiche Höhe-haben, sind flächengleich.

Mit Hilfe dieses Satzes werden nachstehend die n'undamentallehrsätze
der Geometrie bewiesen. Diese Lehrsätze sind:

Der Lehrsatz des Euklid,
der Lehrsatz des Pythagoras,
der Höhensatz.

Diese 3 Lehrsätze befassen sich mit der Größe der

Quadrate und Rechtecke am rechtwinkligen Dreieck.

Lehrsatz iles Eukliil

In jedem rechtwinkiigen Dreieck ist das Quadrat über einer Kathete
gleich dem Rechteck aus d.er Hypotenuse und dem anliegend'en Hypo-
tenusenabschnitt.

Behauptung: tr ACHI : a ADKL (Bild 132).

Linl<es Kathetenquadrat : Rechteck über dem linken Hypotenusen-
abschnitt.

Beweis

Man ziehe IM parallel AB. Hierdurch entsteht das Parallelogramm

ABML tr ACHI : 17 AB MI,weil beide dieselbe Grundlinie ÄI und
die gleiche Höhe IH haben. Das Parallelogramm ABMI wird. im Sinne
d.er Drehbewegung des Ilhrzeigers um A ged.reht, bis es in d.ie Lage ADNC

uhoEI
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Bild r32

kommt.Esistdann,u- I ABNII : / 7 ÄDNC. Da das AALC : ADKN
ist, ist auch /7 ADNC: I ADKL; also:

n ACHI: ADKL. w. z. b. w.

Ebeuso ergibt sich, daß das Rechteck über dem rechten Hypotenusenab-
schnitt, il BLKE, gleich dem Quadrat über der rechten Kathete ist;

t]CBEG:IIBLKE.
Durch Addition der beiden letzten Gleichungen erhält man:

trACHI+ trCBFG:IADKL+ BLKE.
AuJ der linken Seite dieser Gleichuug steht die Summe der Quadrate über
den beiden Katheten a und. b; also: a2 * b2. Auf der rechten Seite steht
die Summe der beiden Rechtecke über den Hypotenusenabschnitten. Diese
Summe ist aber gleich dem Quadrat über der Elypotenuse c; also: c2. Man
erhält somit die Clleichung: o , r oa-+D-::c".
Diese Gleichung ist die X'orrnel für den

Lehrsatz des Pythagoras

I I" jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Quadrate über

I den beiden Katheten gleich dem Quadrat über der Hlpotenuse.



2. Ilächeni,nhaltsberechnung geraillini,g begrenzter Flächen 7l

Man präge sich den Wortlaut dieses pythagoreischen Lehrsatzes ein
und merke sich die nebenstehende X'igur (Bild 133)
und die Ilormel!

Aus dieser Gleichung erhält man:

s:laz+ü
In dieser X'orm lautet der pythagoreische Lehr-

satz:
In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die HFpo-

tenuse gleich der Wurzel aus der Summe der
Quadrate über den beiden Katheten.

Hierbei sei eindringlichst vor dem leider nur zu gern gemachten X'ehler

Bild 133

gewarnt, daß man bei der Bestimmung der Hypotenuse o ,,einfach" die
Wurzel aus a2 zieht und hierzu die Wurzel aus b2 birzuzählt. Es ist:

Bitd 134

":llÄr+ lrt+uf b (lies: ungleich a+b).

Für die Richtigkeit des Lehrsatzes des Pythagora/ gibt es außerde,m
noch eine Reihe and.erer Beweise, die zu den verschiedensten Zeiten von
den Mathematikern der verschiedensten Länder erbracht wurden. Im
1. Teil dieses Buches ist der von deu alten Indern stammende sogenannte
Indische Beweis des Lehrsatzes des Pythagoras angegebenl).

Es gilt auch die Umkehrung zvnn Lehrsatz des Pythagoras:

t Ist in einem Dreieck die Summe der Quadrate über 2 Seiten gleich

I dem Quadrat über der dritten Seite, so ist dieses Dreieck reshtwinklig.

Eöhensatz

I Io jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der IIöhe
I gleich dem Rechteck aus den beiden Hypotenusenabschnitten.

Behauptung
Beweis 7

(Bild 134)

Nach dem Lehrsatz d.es Pythagoras ist
in dem Dreieck ADC:

B b,: h2 + q2 oder
n.:o-_!ll.

Nach dem Lehrsatz des Euklid ist iu
dem Dreieck ABC:

b2:e.c.
befindet sich im Band ,,Betriebliches Rechnen".

p

r) Din anderer Berveis
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Diesen Wert für b2 setze man in die vorletzte Gleichung ein! Man erhält:
h2 : e c-*: q(c-q) : q.p; w.z.b.w.

Bewei,s 2

über AB (Bild 135) als Durchmesser
beschreibt man den Halbkreis (Thales-
kreis). Auf ihm liegt die Spitze C des
rechtwinkligen Dreiecks AB C. Die Mitte
der Hypotenuse ist M. Sie ist als Mittel-
punkt des Umkreises rron den 3 Ecken
A, B und C gleichweit entfernt, bei-
spielsweise r. Der X'ußpunkt des von
C auf die Hypotenuse gefällten Lotes

sei D. Man bezeichne CD mit h; 1\[D mit a; AM: BM mit r. In dem
rechtwinlligen Dreieck MD C ist nach Pythagoras h2 - t2 - a2: (r f a) x
(.-u). \[ie aus der Zeichnrrng ersichtlich, ist r *-a^: qundr-a :p.
Diese Werte in die letzte Gleichung eingesetzt, ergibt: h2 : P ' q. \M. z. b.w'

Zusammenf assung:
Lehrsatz des Euklid: a2 : p . c oder bz : g,c
Lehrsatz des PYthagotas: a2 * b2: cz

Höheusatz: h'? : p'-tl
Ächtuqg! Die vorstetrentle4.p §ä.tzq gellen in -diger !',qrg-ryf-fü11-4gg

"rsghlyiqküge Dreieck!
Für schiefwinHige, also nicht rechtwinklige, Dreiecke läßt sich ein dem

pyühagoreischen Lehrsatz ähnlicher Satz ableiten, der als der erweiterte
öäer allge*eine Lehrsatz des Pythagoras bezeichnet wird'.

Bevoi wir uns jedoch diesem zuwenden, müssen wir den Begriff der
Projektion einer Strecke auf eine Gerade klären.

Dio Projoktion oiner §trecko

Die Projektion einer Streske AB
auf eine Gerad.e g erhält man, wern
man von den beiden Endpunlten der
Strecke AB auf die Gerade g die Lote
AA'und BB' fällt. Der Abstand der
n'ußpunkte dieser Lote A'B' ist die
Projektion.

I Erklärung: Unter der Projek-
I tion einer Strecke auf eine Gerade
I versteht man denAbstand derFuß-
I punkte der von d.en End.punkten
I der Strecke auf die Gerade gefäll-

I ten Lote. ,

A'B' ist die Projektion der Strecke
AB auf die Gerade g. Die Projektion

A--l= nu',ouü4+s
rl--18 

n'o'= ea
b) -;lr--j'_e

c)

Bild r35

, , l, 
ßi,d 136
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ist niemals größer als die projizierte Strecke AB. In der Regel ist sie
kleiner (Bild 136a). Sie kann höchstens gleich der zu projizierenden Strecke
sein, nämlich dann, wenn die Strecke mit der Geraden parallel ist (Bild 136b).
Ist die Richtung der Strecke AB senkrecht zu der Geraden g, so hat die
Projektion die Länge O, da die beiden n'ußpun-kte der Lote in einen Punkt
A' zusämmenfallen (Bild t36c).

Liegt der eine Endpunkt der zu projizierenden Strecke auf der Geraden g,
so ist nur ein Lot zu fällen. Die Projektion von AB ist AB' (Bild 136d).

Beispiele
1) Die Summe der ?rojektionen der beiden Katheten auf die Hypotenuse

ist gleich der Hypotenuse.
Bewei,s
Im Bilcl 134 hat die Projektion der Kathete a die Länge p. Die Projektion

der Kathete b auf die Hgrotenuse beträgt q. Die Summe der beid.en Pro-
jektionen p + q ist gleich der Hypotenuse.

2) Wie groß ist die Projektion der Hypotenuse auf eine Kathete ?

Lösung
Die Projektion der Hypotenuse auf eine Kathete ist die Kathete selbst.

3) Der Giebel eines Sägedaches (oder Shed-Daches) hat clie Gestalt eines
rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypo-
tenuse 12 m; die kürzere Kathete ist 6 m
lang (Bild 137).

Wo liegt der X'ußpunkt des von
der Dachspitze auf d.ie Grund,linie
gefällten Lotes oder, anders aus-
gedrückt, wie Iang ist die Projek-
tion der kürzeren Kathete auf die
Ilypotenuse ?

Lösung

Die Länge der Projektion be-
trage x. Nach dem Sa12 dss Srrklid
ist dann:

62:72.x; d.h. x:3 m
In einem beliebigen spitzwink-

Iigen Dreieck projiziere man die
3 Seiten aufeinander. Man erhält
die 3 HöhenJußpunkte. Im Bild
138 ist ÄD d.ie Projektion von
AC auf ÄB uncl AX' die Projek-
tion von AB auf AC.

Bild 137
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Äluicn dem Beweis zum Lehrsatz des Euklid beweist man folgenden
Lehrsatz:

Konstruiert man in einem spitzwinkligen Dreieck über ieder Seite das
Quadrat, sowie d.ie 3 Höhen und v_erlängert eine jede über ihren X'ußpunk
hinaus, so daß alle Quadrate in 2 Rechtecke zerlegt werden, so sind. s-tets 2
in einer Ecke des Dreiecks zusammenstoßende Rechtecke inhaltsgleich.

BehauptunC T-_I AX'GH : f--l AJED
Bew e'is

Zum Beweise zieh.e man durch H die Parallele HK zu AB.
n AF GH : / / ABKH(gleicheGrundlinieHAundgleicheHöheHG)

1 7 ABKH werde um Aim llhrzeigersinne in die Lage AJLC gedreht.

1: ABKI{ : ./*J AJLC. Da A ADC = A JEL ist, ist auch

,--/ AJLC : l-I AJED. Es folgt:

w. z. b. w.

Die Inhalte der flächengleichen Teilrechtecke (Bild 139) mögen der Ein-
fachheit halber mit Ia, Ib, IIa, IIb, IIIa und IIIb bezeichnet werden.

Nach dem vorstehenden Satz ist: IIIa : IIa
_ IIIb : Ia

Durch Add.ition

Da Ib : IIb ist, ist:

irffi
cz :b2 

- IIb f a2 - Ib.
c2:a2+br_2.Ib
oder in Worten:

Das Quadrat über der einen Drei-
ecksseite, die einem spitzen W'inkel
gegenüberliegt, ist gleich der Summe
der Quadrate über den beiden anderen
Seiten, vermindert um das doppelte
Rechteck aus einer dieser Seiten und
der Projektion der anderen auf sie.

In ähnlicher lVeise läßt sich be-
weisen, daß das Quadrat über der einen
Dreiecksseite, die einem stumpf en
Winkel gegenüberliegt, gleich der
Summe der Quadrate über den beiden
anderen Seiten ist, vermehrt um das
doppelte Rechteck aus einer dieser
Seiten und der Projektion der anderen
auf sie.

Diese beiden Lehrsätze kann man
zusammenfassen in dem

l,t
i

N
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Allgemoinen Lehrsatz des Pythagoras

Das Quadrat über der einen Dreiecksseite ist gleich der Summe der
Quadrate über den beiden anderen Seiten vermindert oder vermehrt um
das doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der Projektion der
anderen auf sie, je nachdem diese Seiten einen spitzen oder stumpfen \{inkel
einschließen.

c2:a2fb2f2aq - Zeichen gilt für Z < 90'
f Zeichen gilt für Z > 90'

Ist das Dreieck rechtwinklig mit der Hgrotenuse c, so ist die Projektion q
der Kathete b auf die Kathete a gleich 0 und der allgemeine pythagoreische
Lehrsatz geht in den gewöhnlichen über.

c2-a',bt c'.a\b'-2oq

Dreieck
Der X'lächeninhalt eines Dreiecks ist gleich

aus einer Seite und der zugehörigen Höhe.
dem halben Produkt

i

man d.urch einen Diagonalschnitt in 2 kon-
gruente (d. h. flächengleiche) Dreiecke
zerlegen (Bild 140). Der Inhalt eines der
beiden Dreiecke ist halb so groß wie der
des Parallelogramms, das die Grundlinie o

und die Höhe h. und somit den Inhalt
c'h" hat.

Bild 140
Bewei s 2

Dreiecksinhalt: f -
Das Dreieck ABC ist in halber Höhe parallel zu seiner Grundlinie c ge-

schnitten (Bild 141). Es zerfällt dadurch in ein Trapez und in ein
Dreieck. Dieses wird. wiederum durch einen senkrechten Schnitt von
der Spitze auf seine Grundlinie in 2 Teildreiecke zerlegt, von denen das eine
an die linke, das andere an d.ie rechte Seite des Trapezes an- gesetzt wird.

r, l
Beweis 7

Jedes Paralielogramm kann

,l 
" 
.r"

c Eo tb - <otl g'.. a\fi'rPsq
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Hierdurch wird aus dem Trapez

c

Bild 142

ein Rechteck, mit den Flächeninhalt

"If:rc.trc.
Die X'läche des Rech.tecks ist aber
gleich der des urspriinglichen Drei-
ecks; also beträgt der Inhalt des
Dreiecks

f:1,..h..

B eweis 3

In einem beliebigen Dreieck ABC (Bild 142) mit der Grundlinie AB : c
fälle man von C auf AB die Höhe CD : [..
Man erhält 2 Teildreiecke I und II. Diese
setzt man, wie Bilcl 142 angibt, an die Seiten
ÄC und BC an. Man erhält ein Rechteck,
d.as aus den Teildreiecken f, II, III und IY
besteht. Da aber I: III und II: IY ist,
ist der Inhalt des Dreiecks ABC halb so
groß wie d.er d"es Rechtecks;

also f:jc.b.

Weitere X'ormeln für den Dreiecksinhalt:

Es sei: g: Radius iles Inkrsises

s : Ealber Droiecksumfang

e+b+c:-

Mit diesen Größen beträgt der
X'lächeninhalt des Dreiecks ABC:

Bild t43

In'Worten:

I Der Flächeninlalt des Dreiecks ist gleich dem Produlrt aus dem

I Rad.ius des Inkreises und dem halben Dreiecksumfang.

Bewe,i,s

Die Yerbiudungslinien d.es Mittelpun-ktes M des Inkreises (Bild, 143) mit
den 3 Ecken A, B und C zerlegen das Dreieck ABC in die 3 Teildreiecke
ABM, BCM und CAM, d.ie den fnkreisradius p zur Höhe haben.

Bild 14r

f:Q.s
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Die Flächeninhalte d.ieser 3 Dreiecke betragen:
"1tI :rc.g
"1tz: Ta. Q

{ _1.r_rb.Q
Gesamtfläch"*Irf,-

f :fr*f2+fs: *"., +*".e + ju.e :e. (ltl L:) :e..
Es sei gc : Railius iles Ankreisos an die
Seite c des Dreiecks ABC.
s - c == Differenz des halben Dreiecksum-
fanges und der Dreiecksseite, der der Ankreis
anliegt.
Mit diesen Größen beträgt d.er X'Iächeninhalt
d.es Dreiecks ABC:

l: on'(s - c

In'Worten:
Der tr'lächeninhalt eines Dreiecks ist gleich
dem Produkt aus dem Radius eines Ankreises
und der Differenz aus dem halben Dreiecks-
umfang und der Seite, der der Ankreis an-
liegt.

Bewei,s

Der Ankreismittelpunlt Mo ist mit den 3 Ecken des Dreiecks ABC ver-
bunden (Bild 144). Hierdurch entstehen d.ie 3 Teildreiecke CÄMo, BCM.
und BAM., die den Ankreisradius go zur Höhe haben, Die n'lächeninhalte
d.er 3 Teildreiecke betragen:

f _1tr:rb.Qo
-ltr: 4a. Qa

+ _Irs:rc.Qo

Gesamtflächeninhalt:

f: fr * f, - f, :|A . e" * la . a, -+c .gs : 
" 

. (l}1)
: a.. (" !+l,-") : 8u. (s-c)

BiId 144
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f : /-1s-f 1s-b).1s-3

Hierin bedeutet

a-l-b-l-ct:-;

: halber Dreiecksumfang

Bild 145

Beueis

Im Dreieck ADC (Bild 145) ist nach dem Pythagoras:

b2:h:+s2
' oder h3:Uz-q2:(b*q):1n-q)

h"-lG-+q).(b-q)

Im Dreieck DBC ist nach dem Satz des Pyühagoras:

a2 :h? * (c - q)' : h3+ c2 - Zcq { q2

Aus Dreieck ADC setze man für q? : b2 - h! ein. Man erhält:
a2: hl * c2 - 2"q.+ b'z-h3 unil:

b2 + c2_ a2

2c

Diesen'Wert für q in die obige Gleichung für ho eingesetzt, ergibt:b":/m-;';1
t__:* /t(6 + c), - #l . ta, - (b - c)tl

I:%J'G
o_:;/§(s-a)(s-b)§-c)

Diesen 'Wert setzt man in d.ie X'lächeninhaltsformel t:!c.ho einuuil
erhält:

+- I 2,: 2c. ; fs. (r_r). (r_b). (._")

'B

f :fs.1s-il.1srT).G-"1

Heroniseho Dreieeksformol

c



TraPaz.

I Der Flächeninhalt eines Trapezes ist gleich d.em Produkt aus der

I wlitt.llioi" und der tlöhe.

+- 1"+b\.tr:m.h2l
Beweis 7

Nach Bild 90 auf seite 44 ist tr GBX' - [ n'HC. Der IBhalt des Tra-

nezes ABCD ist gleich dem des Parallelogrammes AGHD, das als Grund.-

iioi" LG: En'1m und d.ie Höhe h hat. Sein Inhalt beträgt also:

[: m.h. Da aber m :+, so erhäIt man als X'lächeninhalt:

+:l?+b\ .n' \21
Beuteis 2

Die Diagonale AC (Bild 146) zerlegt das Trapez in die beiden Teildreiecke

A ABC und A CDA, deren Inlalte
f, und f, betragen mögen.

I
fr:.a'h

r,:ia't
Trapezinlalt

f :fr*fz: jrn+ jun: (§]) ,
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Beweis 3

Legt man 2 kongruente Trapeze mit de-n parallelen Seiten a und b und- 
der Höhe h nach Bild 147 neben-
einander, so erhält man ein
Parallelogramm, dessen Inhalt
f : (a + b)h doppelt so groß
wie der eines der beiden Trapeze
ist. Trapezinhalt:

,:*t"+b).h

Yiorecko

Den In-halt eines beliebigen Yierecks findet man, indem man es durch
eine Diagonale in 2 Dreieckö zeilegt und die Summe der Inhalte der beiden
Teildreiecke berechnet.

Bild

I
L46

A

Bild 147
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B ei,s pi ele

1) Das gegebene Yiereck ABCD (Bild 148) hat den Inhalt:

r:j.Lc.DE+jec.rn

:äna.(DE+x'B)

Bild 148

Yiereck ABCD ist das Rechteck EX'GH so umbeschrieben,
daß dessen eines Seitenpaar parallel d.er Yier-
ecksdiagonalen AC ist (Bild I49).

A ABC :"lt-l AEFC uncl

a ACD : -jr: ACGH

Durch Acldition folgt:

a ABC + a ACD : 
,L 
(n AEI'C

+ t-l ACGH)

ABCD:* UFGH d. h.

Der Inhalt des umbeschriebenen Yierecks ist cloppelt so groß wie der
des ursprünglichen Yierecks.

,\

3) Wie groß ist der Inhalt des

A

Rhombus mit den Diagonalen

BD:d:4cmuncl
AC : e :6 cm (BiId 150)?

Der Inhalt des Rhombus setzt sich aus 2
flächengleichen Teildreiecken zusammen. Er
beträgt also:

f _2.(i. ;)
L:ud'e
I:;.4cm'6cm: l2cm2

Ergebnis:
I Der Rlombusinhalt ist gleich dem halben

I Produkf aus den beiden DiagonalenBild

Bitd r49

150

80
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4) \4rie groß ist der Flächeninhalt eines Drachenvierecks mit den beiden
Diagonalen d und e?

Lö sung

Das Drachenviereck ist nach Bild 151 aus 2 gleichschenkligen Dreiecken
zusammengesetzt, deren Inhalte be-
tragen:

fr:]d.e,

Gesamtflächeninhalt:

f : Ir * L : *d. ("r+e) : Id."

und \: L
,d'ez

Bild r51
Ergebnis:

Der Flächeninhalt eines Drachenvierecks ist gleich dem halben
Produkt aus seinen beiden Diagonalen.

Der Flächeninhalt eines Tangentenvierecks ist aus seinem Umfang
und dem Radius des Inkreises zu be-

i

I

I

me

f,
stimmen!

Durch die Yerbindungslinien des Mittel-
punks M des Inkreises mit den Ecken des
Tangentenviereckes (Bild 152) entstehen
4 Teildreiecke mit gleicher Höhe 0 (: Ra-
dius des Inkreises).

Gesamtflächeninlalt:

f:r!a.a+;rs*zlca+;da
/a*b*c*d\:a( ; ')

Der Klammerinhalt ist der halbe Umfang des Vierecks, den man
beim Dreieck mit s bezeichnet.

Hiermit erhält man:
f : Q. s.

Änmerkung zu Aufgabe 5):

Iaßt man das Quadrat mit der Seite a als Tangentenviere«:k auf, wobei

e:?, und s:2abeträgt,, so ist naoh der letzten Gleichung der Inhalt

des Quadrates:

"a+ _ ., öI:.,.Vgu:4,-.
L

![atbematik Teil :

Bild I52
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n.fi*figu n-Ecks

Den Inhalt beliebiger n-Ecke kanu man auf verschiedene Arten be-
stimmen:

Bild I53

a) Zerlegrng in Dreiecke:
Yon der einen Ecke des n-

Ecks (Bild 153) kann man
(n - 3) Diagonalen ziehen und
dadurch das n-Eck in (n-2)
Teildreiecke zerlegen, deren In-
halte man nach einer der be-
kannten Formeln ermitteit. In
nebenstehendem Bild ist n : 6.
Die Anzahl der Diagonalen be-
trägt (n - 3) : 3. Es ent-
stehen (n - \ : a Teildrei-
ecke. Der Gesamtflächeninhalt
des Sechsecks beträgt

f:fr*f2+fs+f4.
b) Trapezmethode:

Man projiziert die Seiten
des n-Ecks auf eine beliebig
gelegte Gerade g und erhält
Trapeze (Bild 154), d.eren

kan:r. Den Gesamtflächeninhalt
bzw. Differenz der X'lächeninhalte

Beispiele
1) Ein quad.ratischer Pfeiler, der mit 6 kg/cm2 belastet werd.en darf,

hat die Kantenlänge 25 crr.. 
.Wieviele 

Tonnen beträgt d-ie zulässige
Last ?

Lösung
Man bestimmt zunächst die belastete n'läche des Pfeilers mit:

l:252 :625 [cmz]. I cur2 kann mit 6 kg belastet werden; folglich
beträgt die zulässige Last: 6X 625:3750lkgl :3,75 [t].

2) Das Papierf ormat DIN A 4 hat die Abmessungen: 210X 297 [mm].
\fieviele solcher Blätter kann man aus einem Quadratmeter Papier
herausschneiden ?

Löaung
Ein Blatt DIN A 4 hat die fläche f :210x 297 :62370 [mmz].

Da 1m2 : 1000000 mm2 ist, kanrr man aus ihm 1000000 :62370 : 16
Blätter DIN A 4 herausschneiden.

Bild r5.1

X'lächeninhalte man einzeln bestimmen
des n-Ecks berechnet man als Summe
der Teiltrapeze.
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l' a) Wie groß ist die Querschnittsfläche des ungleichschenkligen'Winkel-
stahls (Bild f55)? (Die Abrundungen mögen
b,ei der Berechnung vernachlässigt werden!)

'Lösung

Am einfachsten entnimmt mau die Quer-
schnittsflächen genormter'Walzprofile einer

Biid 155 Profiltabelle. (Siehe Hilfsbuch für Betrieb
und Konstruktion.) Hat man eine solche

Tabelle nicht zur Hand, so muß man wie folgt rechnen:

f : ab - (a - cl) . (b - d);

denn die Querschnittsfläche ist gleich der Differenz der beiden Rechtecke
mit den Seiten a uncl b sowie (u - d) und (b - d). Mit bestimmten
Zahlert erhält man:

f : 40 . 50 - 35 . +5: 2000 -L575: 425 [mmz] oder
f :4,25lcmz)

4) Welches der 3 Parallelogramme (Bild 156) hat den größten X'lächen-
inhalt ?

Bild 156

Lösung
Da alle 3 Parallelogramme sowohl dieselbe Grundlinie a, als auch

dieselbe Höhe h habei, so sind sie nach dem auf Seite 69 abgeleiteten
Lehrsatz flächengleich.

) Satz von den Ergänzungsparallelogrammen:
Zieht man durch einen beliebigen Punkt der einen Diagonale eines
Parallelogramms die beiden Parallelen zu den Seiten, so sind die von
d"er Diagonale nicht durchsetzten Teil-Parallelogrammfl§,shen ein-
ander gleich.

Im Bild 157 ist EX' uncl GH
parallel zu den Seiten durch P
gezogelr.

Behauptung:

a- 7 F,PIJD - 1= PGBX'

o:40 nn
b: 50 mn
d: 5 nn

5

6*
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B ew eis
Mau erhält 3 Paar kongruenter Dreiecke, nämlich:

1) AACD:ACAB
2) AAPE: APAG
3) A PCH: ACPF

Yon Gleichung 1 wird Gleichung 2 und danach Gleichung 3 sub-
trahiert. Man erhält:

A ACD- A APE - A PCH : A CAB- A PAG- A CPN'

1 7 EPHD :/ 7 PGBF w.zb.w.

6) Konstruiere das Parallelogramm mit den Seiten a : 2,95 cm und
b : 3,65 cm und dem von ihnen eingeschlossenen Win-kel a : 30o. Wie
lang sind die Höhen h" und h5 ? 'Wie groß ist der n'Hcheninhalt
des Parallelogramms ?

Lösung

' Andie gegebene Seite a : 2,95 cm (Bild 158) trägt man in ihren beiden End-
_-__T_---____7 punkten den Winkel a : B0o

an und macht die freien
Schenkel 3,65 cm lang. Da-
durch erhält ma,n die beiden
anderen Ecken des gesuchten
Parallelogram*s.

Bild 158

Der Zeichnung entnimmt man : Höhe hu : 1,83 cm und h6 : 1,48 cm.

Der Elächeni:rhalt ist

I :2,95X1,83 : 5,4 [cmz] od.er f :3,65x 1,48 : 5,4lam2l

?) Wie groß ist der Querschnitt der Schwalbenschwanzführung
(Bild 15e) ?

Lö sung
Der Querschnitt setzt sich aus dem Rechteck mit den Seiten 70 und

30 mm und dem von dem
Rechteck abzuziehenden Tra-
pez mit den parallelen Seiten
30 und 20 und d.er Höhe
10 mm zusammen.

BiId 159

IVIan erhält:

r o n 2*3 ,f : 3' 7 -- ;" .l : 21 -2,5 - 18,5[cm2].
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8) Ein Dreieck mit der Grundlinie c : 8 cm und der Höhe ho : 6 cm
wird durch einen in halber Höhe zur
Grundlinie parallel gelegten Schnitt
in 2 Teile zeilegt (Bild 160). 

'Wie 
groß

sind. die n'lächeninhalte fr und f, der
Teilfiguren uncl d.er gesamte Drei-
ecksinhalt f ?

Lösung

Bitd 160 Nach Seite 45 ist die Parallele in
halber Höhe zur Grundlinie halb so

Iang wie die Grundlinie, also hier 4 cm. Die obere Teilfigur ist ein Drei
eck mit dem Inha,lt:

tr:nr':6[cm2]

Die untere Teilfigur ist ein lrapez mit dem Inhalt

t:t;n'3:18[cm2]'
Der Gesamtinhalt des Dreiecks beträgt:

{-f I I 
-A 

I rQ 
- 

qtf^^21
^ -.1 f f, : 6 + 18 : 241-cm2f'

Denselben Inhalt für das Dreieck erhält man aus

f : T -Z4lcmzf.

9) Wie groß ist die skizzierte X'läche (Bild 161)?

Lösung
Die Bläche setzt sich zusammen aus der Fläche des Rechtecks mit, den

Seiten 12 und 15 sowie aus der des

Trapezes mit den parallelen Seiten
12 üncl 6 und der Höhe 5. Man erhält:

, 'f :12.t5+]r2*u.u
:180+45

Bild 161 :225mm2.

10) Die Seitenlängen eines Dreiecks betragen: a:4cto, b : 13 cm und
c:15cm.

I[ie groß sind a) der
b) die
c) der
d) ttie

Moße

in mm

Dreiecksinhalt,
3 Höhen,
Radius des Inkreises und
Radien der 3 Ankreise ?
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Lösung

a) DerUmlangdesDreiecksbeträgt: U: a + b + c:4 * 13 + 15

:32[cm]. Der halbe Umfang ist die Größe s:Yr:16[cm].
Es beträgt s-a - 12, s-b:3 und s-c:1. Dieheronische
Dreiecksforrnel ergibt:

f : /J. G --a) {s - b) . (s - c) : /1G;1, .Brf :24emz.

b) Da der Dreiecksinhalt aber auch gleich dem halben Produkt aus
Grundlinie mal Höhe ist, so kann man setzen:

n a.ba , b.hl , c'bo,: 2 ooel: 2 oclol:-2 .

Aus diesen 3 Gleichungen erhält man die 3 Höhen:
. 2f 2. 2{
h" : :, : --; :72 cm

, 2.f 2.24ltu: b : lg :5r7 cm

. 2.f 2.24
b. : -c : -I;: 3,2 cm.

c) Aus der Gleichung für den Dreiecksinlalt f : q. s bestimmt man

den Radius des Inkreisesr p : :: L; : 1,5 cm.

d) Die Radien der Ankreise bestimmt man aus:

f :Qu. (s-a) : qu. (s-b) : gu. (s-c)
f21

8a: ^ -: ,.:Zcm
f24

eb:J_b: e:Ecm
f24

Qc:s--;:f:24cm.
Zur Kontrolle der errechneten Ergebnisse zeichne man das Dreieck
und lese die Längen der Radien aus der Zeichnung ab.

11) Wie groß ist der n'lächeninhalt des rechtwinkligen Dreiecks mit den
Katheten a und b?

Man nehme die eine IGthete als Grundlinie, die and.ere als Höhe
und. erhält:

f :u b:,1. 
h.2r"

Der Inhalt eines jeden rechtwinldigen Dreiecks ist gleich dem
halben Produkt der beiden Katheten.
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12) Von 2 gleichschenkligen Dreiecken hat das eine die Grundlinie Zr^]
und" die Höhe 4 cm; das andere die Grundlinie 4 cm und die Höhe L
2 cm. 'Welches Dreieck hat den größeren n'lächeninhalt ?

Da der Inhalt eines jeden Dreiecks gleich dem halben Produkü
aus Grundlinie mal Höhe ist, haben die beiden gegebenen Dreiecke
denselben n'lächeninhalt ; nämlich :

" 4.2f :' z- :4 [cm2]

13) Wie lang ist d.ie Höhe im gleichseitigen Dreieck mit der Seite a ?

Das gleichseitige Dreieck ABC wird durch clie Höhe CD in 2
deckungsgleiche rechtwinklige Dreiecke zerlegb. In ihm ist die llypo-
tenuse AC : a. Die eine Kathete AD ist gleich f, die andere CD

ist die gesuchte Höhe h.

AC2:AD2+ CDz

Hieraus:
"&'öon':A'-. :-- A'44

Ergebnis:
Die Höhe im gleichseitigen Dreieck beträgt iryl

14) In einem rechtwinkligeri Dreieck betragen die Katheten

? a) a: 4cm und b- 3cm
.-,b) a: 7cm und b:24cm

c) a:16cru und b:30cm.
Wie lang ist die Hypotenuse ?

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras ist: 
"z - 6z f fo2.

Mit dem gegebenen Zahlenwerte erhält man
a)c2:16+ 9- 25 oder c: 5cm
b) c2 : 49 + 576 : 625 oder c :25 cm
c) cz :256 + 900 : 1156 oder c : 34 cm.

15) Welchen Äbstand. hat eine 6 cm lange Sehne von dem Mittelpun-kb
,i des Kreises mit dem Radius 5 cm ?

r\, r Man verbinde den Kreismittelpunkt M mit den beiden Endpunkten
A und B der Sehne und fälle das Lot von M auf die Sehne. Es sei
MD : x : gesuchter Abstand. In dem rechtwinkligen Dreieck
ADM ist nach dem Pyühagoras: AM2 : ADz + DMz oder mit den
gegebenen Zahlenwerten :

52:32*x2 oder 25:9*x2 oder x2:25-9:16
d. h. x :4 cm.

Die Sehne ist 4 cm vom Mittelpunh entfernt.

Nach dem Pythagoras erhält man:

oder ,,: (fi)'+u,.

od.er h :?zlg
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l, t0; für nebenstehenden Kreisbogen AB (Bild 162) beträgt die Pfeilhöhe
CD : 2 cm und die Sehne AB : 8 cm. Wie
groß ist der Kreisdurchmesser ?

L ösung
Man verbinde B mit D und dem zu D im Kreise

d.iametral gelegenen Punkte E. Nach dem Thales-
Satz ist das Dreieck BDE rechtwinklig. In ihm
ist die Höhe BC : 4 cm. Die Hypotenusenab-
schnitte sind DC :2 cm und CE. Man bestimmt
CE nach dem Höhensatz: BC2 : DC .CE oder
42:2 'CE oder CE :8 cm.

Setzt man CE:2r-DC:2r-2, so erhält man 2r:8+ 2:LO
oder r :5 cm. Der Kreisdurchmesser beträgt: d : 10 cm.

17) lVie groß sind die Durchmesser d.es Umkreises und des fnkreises
eines Quadrates mit der Seite a ?

Nach Bild 163 beträgt der Inkreisdurchmesser

Di:a'
Den Umkreisdurchmesser bestimmt man als die

Diagonale des Quadrates mit der Seite a. Sie ist
die Hypotenuse des gleichschenklig-rechtwinkligsa
Dreiecks mit der Kathete a:

Di : a2 { a2 :2 a2 oder

D,: a 'y'z .

18) Auf einem 36 cm langen Draht sincl in den Abständen I cm und 21 cm
von dem einen Ende 2 Marken (Kreidestriche oder 2 leichte Ein-
kerbungen) angebracht. Man biege den Draht um diese beiden Marken
zu einem Dreieck zusammen, so daß seine beiden Enden zusammen-
fallen. 'Warum entsteht in diesem X'alle ein rechtwinkliges Dreieck ?

Lösung
Die Seiten des entstehenden Dreiecks sind I cm, 12 cm und 15 cm

lang. Da aber 92 + 122 :152 ist, so ist nach lJmkehrung des Pytha-
goras das Dreieck rechtwinklig mit den beiden Katheten 9 und 12
und der Hypotenuse 15 cm.

19) Ein 16 m hoher Mast wird durch 3 gleichlange Seile von je 20 m
Länge verspannt. 'Wie weit sind die 3 voneinander gleichweit ent-
fernten Yeranlerungsstellen der Drahtseile

a) vom X'ußpunkt d.es Mastes und
b) untereinander entfernt ?

Lösung
Im Bild 164 ist d.er Mast AB mit den 3 Yerankerungsstellen C, D

und E in der Yorderansicht und Draufsicht gezeichnet.

Bild 162

BiId 163
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des Yerankerungspunktes C vom Mastfußpunkt A
ist die Strecke ÄC : x. Irlach dem Lehrsatz
des Pythagoras:

BC2: AB2 + ACz oder
. 202: 162 + x2. Hieraus:

x2 : 400 - 256 : 14+ oder x : 12 m.

b) In der Draufsicht ist das schraffiert gezeich-
nete Dreieck CBtr' die Hälfte des gleichseitigen
Dreiecks mit der Seite x, dessen Höhe beträgt

(siehe: Beispiel 13) ; l5 : 6' /t. Diese Höhe

ist gleich der Hälfte des Abstandes zweier
nebeneinander liegender Yerankerungspunkte.
Der gesuchte Abstand. beträgt:

Bitd 164
12 'lE : 12'1,73 :20,76 m.

20) Geometrische Konstruktioü algebraischor Ausilrüeke

In den nachstehend.en Gleichungen (Bild 165a . . . i) ist die Größe x
konstruktiv zu bestimmen!

a) x:12, b) x: )5, c) x: liz 11pp;,

d) x: liz-abz-r-y-2, e) x:1-'! r\ v - 
("ll)'d

(:'
,: l'(u + b). (a - b).

a) Die Entfernung

g) x: /a.ä
Lösungen

n) *:f
c)b)a)

e)d)

(Siehe Beispiel 5!)Bild 165 a...e

A,
I

ü
I
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f)

BiId r65f ...i

(Pythagoras)

(Höhensatz !) ( Euklid ! )

(Euklid ! )

a-ö ------1.*- o*b __)
(Euklid !)

(Höhensotz ! )

q

(Höhensotz ! )
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A ufgaben

111) Mit wieviel Tonnen kann ein Mauerpfeiler von 38x51cm\ Qu;-
schnitt belastet werden, \renn für ihn 7 kg/cm2 zugelassen werden ?

112) 
'Wie 

groß ist die Querschnittsfläche des
Bildes 166 ? (Maße in mrn)

113) Wie groß ist der Querschnitt in cmz
der im Bild 167 skizzierten Stütze aus
Grauguß ? (Maße sind in mmangegeben.)

Bild 167

114) Durch Halbieren des DlN-n'ormates DIN A,4 (210 x297 mm) in der
Länge und Breite erhält man das Postkarten-X'ormat DIN A 6.

a) Welche Abmessungen hat die Karte ?

b) Wieviele solcher Karten können aus einem Quadratmeter geschnit-
ten werden ?

115) Ein breit- und parallelflanschiger Stahl (P-Träger) hat die nachstehen-
den Abmessunsen (Bild 168) Maße in mm:den Abmessungen (Bild 168)

lL r-0 1_ _14r_ __ _ t
b) 320 300 - tg

9) soo | 3oq I 16 l__ m
d) hibd.t

Bild 166

ibldlt
4

a)

Wie groß ist sein Querschnitt fiit die vor-
stehenden Tabellenwerte ?

116) Wie groß sind die Querschnittsflächen
169a. . . e.

b)

Bild 168

der Trägerprofile im Bild

e)

Bilcl 169 a. . . c

t',j .:.r
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117) In d.er Bewegungslehre stellt sich der'Weg s, der von einem n'ahrzeug
mit gleichförmiger Fahrgeschwindigkeit v m/s in der Zeit t/s zurück--
gelegt wird, in einem Geschwindigkeits-Zeitschaubild als der X'lächen-
inhalt eines Rechteckes mit den Seiten t und v dar. Es ist nämlich:

Geschwindigkeit : Weg: Zeit oderin Buchstaben: v : 
11 

octers: v.t.
Die Fahrzeit eines Kraftwagens wird ffu 100 m za 5 s abgestoppt.
a) 'Wie groß ist seine Geschwindigkeit in m/s uncl km/h?
b) Wie groß ist der von d.iesem Wagen in 10 s zurückgelegte 'Weg,

wenn während dieser Zeit der Geschwindigkeitsmesser 
-dauernd

ab
rl ll I I

\

N

Biltl169d...e

36 km/h zeigt ?

(Anleitung : Geschwindigkeit in m/s
ausdrücken !)

118) Die X'lächeninhalte der in Bilil 170
eingetragenen Parallelogramme a bis
g sind in n'lächeneinheiten der ge-
zeichneten quadratischen Teilung zu
berechnen !

Bild r70

t19) a) 'Welche Beziehung besteht zwi-
schen den Maßen a, b, c und d des
Bildes 17L

Bild 171

b) In der zu dem Bild 171 gehören-
den Wertetabelle sind die fehlenden
Werte der Zeilen e, §, T und d zu
bestimmen!

e)
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120) Aus 4 Stäben, von d"enen je 2 gleich lang sind, ist ein in den Ecken
durch Scharniere verbundeues Rechteck gebildet. Ergeben sich beim
Bewegen d.ieses Gelenk-Rechtecks Anderungen
a) am Umfang,
b) am Inhalt dcr Fläche ?

121) Die beiden Seiten eines Parallelogramms betragen a : 6 cm und.
b :4 cm. Sie schließen den Winkel « : 609 ein. Zeichnerisch sind
die Höhen h, unrl h5 zu bestimmen (h" -[ a; h5 I b)! Wie groß ist
der Inhalt f dcs Parallelogrammg !

122) Wie groß ist die X'läche des in Aufgabe 64) auf Seite 47 angegebenen
Beilagebleches ?

123) In einem gleichssfuenLligen Trapez - beispielsweise: Querschnitt
durch einen Keilriemen - mit den parallelen Seiten a und b uncl der
Höhe h ist a : 2b :h :4 cm. Wie groß ist sein In-halt?

124) Aus Flachstahl 50 x 5 ist ein rechteckiger Rahmen mit den Außen-
maßen 750 x 500 mm zu fertigen. Die Ecken sollen auf Gehrung
geschnitten und zusammengeschweißt werden.
a) Wie lang isb der n'lachstahl zu nehmen ?

b) Wie lang wäre der flachstahl beim Stumpfaneinand.erschweißen
zu nehmen ?

c) Wie groß ist d.io Rahmenfläche als Differenz zweiq Rechtecke.
Man überprüfe die Rahmenfläshe als Summe von 4 Trapezflächen.

125) Ein Dreieck hat die Seiten a:75 cm, b:20 cm und c:7 cm.
Wie groß sind

a) sein Inhalt,
b) der Radius seines Inkreises und.
c) die Radien der 3 Ankreise ?

126) Ein rechtwinkliges Dreieck hat die Katheten a : 8 cm und b : 6 cm.
Wie groß sind

a) sein Inhalt,
b) die Hypotenuse,
c) die Höhe h", -. o
d) der Dreiecksumfang,
e) die beiclen Hypotenusenabschnitte

q und p? b

127) Wie groß sind die X'lächeninhalte der e

Dreiecke a bis I (Bild 172) in X'lächen-
einheiten der gezeichneten quadrati-
schen Teilung ?

de f

I 4VV
c

Bild 172
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128) Eei-einer gleichf*a*g beschleunigten Bewegung (2. R. freier
tr'all) nimmt die Geschwindiskgit in gläichen zeitei o-'di" gleichen
Beträge zu. Das Geschwindigkeits-Zeit-schaubild ist ein" recht-
winkliges-Dreieck mit den Katheten t und der Geschwindigkeit v
des sich bewegenden Körpers nach t/s. Der rnhart dieses Dreiecks
ist der während t, sekunden zurückgelegte 'weg. w'ie drückb sich
der W'eg s durch die Geschwindigkeii v 

-und 
die Zeit t aus ? 'Wie

groß ist die Endgeschwincligkeit eines Steines, der in einen 176 m
tiefen Brunnenschacht fällt uncl nach 6 s auf die sohre aufschlägt ?

§t: 129) Wie groß ist der Inhalt der
unterhalb des Streckenzuges
ABCDEn'GH gelegenen
n'läche (Bild 173), wenn die
in das Koordinatenkreuz ein-
getragenen Zahlen cm be-
deuten ?

Bitd 173

130) \[ie groß ist der Intralt der
n'läche des Bildes 174, wenn
die an die Achsen angetrage-
nen Zahlen cm bedeuten?

131) 
'Wie groß ist die Querschnitts-
fl äche des Betonträger-Profils
(Bild 175) ? Die angeschriebe-
nen Längenmaße sind cm.

Bitd r74

Bild r75

132) Wie groß ist der X'lächeninhalt des gleichseitigen Dreiecks mit der
Seite a ?

a) Man benutze die heronische Dreiecksformel !

b) Man benutze die in Beispiel 13) auf Seite 8Z berechnete Höhe des

gleichseitigen Dreiecks U, :I l{t
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133) Aus Stahlblech 120 x 140 soll die Scha-
blone nach Bild 176 gefertigt werden.
Wie groß ist der Schnittverlust n'? Maße
tn mm.

Bild 176

134) In einem Rhombus mit der Seite a beträgt ein Winkel60'. 'Wie groß

135) Wie groß ist die Seite des glelchseitigen Dreiecks, das den n'lächen-
inhalt 75 m2 hat ? -t ' :' ,. l

136) I{ie groß sind in den rechtwinkligen Dreieckeh des Beispiels 14) auf
Seite 87

a) der n'lächeninhalt, c) die Größe s und
b) die Höhe auf die Hypotenuse, d) der Radius d.es Inkreises ?

137) Eine Sehne von 4 cm Länge hat in einem Kreise lrom Mittelpunlt M
den Abstand 1,5 cm. Welchen Durchmesser hat dieser Kreis ?

138) In einem Kreise mit dem Durchmesser d : 15 cm ist eine Sehne
s : 12 cm lang. 'Wie groß ist die zu dieser Sehne gehörende Pfeil-
höhe ? (Yergleiche Beispiel 16) auf Seite 88).

139) Bei der Brinellschen Kugeldruckprobe tlrückt eine Prüfkugel
mit dem Durchmesser D : 10 mm in den auf Härte zu prüfenden
Werkstoff. Die Eindrucktiefe li kann man nur sebr schlecht messen,
wohl aber den Durchmcsser d des
Eindruckkreises (Bild 177)..Wie 

bereohnet man die Eindruck-
tiefe h, wenn man d.en Durchmesser des
Eindruckkreises d:8 mm mißt?

140) Wie groß sind der Obergrut AC bzw.
BC uncl der IJntergurt AD bzw. tsD
in dem Dachbinder (Bild 178) (Maße
in m).

141) Es ist zu beweisen, daß bei einem gleich-
schenlligen Dreieck das Quadrat über A
der Grundlinie gleich der vierfachen
Differenz aus den Quadraten über dem Bild
Schenkel und d.er Höhe ist.

142) Man beweise, daß bei einem Rhombus die Summe der Quadrate über
den beiden Diagonalen gleich dem vierfachen Quadrat über seiner
Seite ist!

i

80
I
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143) Es i$ dpr folgende satz unter Benutzung des allgemeinen Lehrsatzes
des Pybhagoras (Seite 75) zu beweisen:

Ip- je{em_ Dreieck ist die Summe der Quatlrate zweier Seiten (a
un{ bJ gleich der Summe aus dem halben Quadrat der dritten Seite (ä)
und dem. doppelten Quadrat der zu dieser gehörigen Mittellinie mo.

(Für die beiden durch die N{ittellinie gebildeten Teildreiecke setze
man einmal füLr a2 und sodann für b2 d.en erweiterten Lehrsatz des
Py4hagoras an und bilde a2 + brl)

144) Man beweise: In jedem Parallelogramm ist die Summe der euadrate
über den Diagonalen gleich der Summe der Quadrate über den vier
Seiten.

145) Yon 2 gegebenen Strecken a und b ist die größere a so in 2 Telle nt
z_erlegen, daß die Differenz der Quadrate über den Teilstrecken gleich
dem Quadrat über b ist!

- Änleitung: Die eine Teilstrecke der größeren Strecke a möge x
lieißen. Die andere Teilstrecke heißt dann a-x. Man löse die ölei-
chung (a - x)' - ;2 : bz nash x auf und koustruiere dcn für x sich

. ergebenden algebraischen Ausdruck!
146) Die qößer.e-Seite eines Rechtecks soll so in 2 Teile zerlegt, werden,

daß die Differenz der Quadrate der Teilstrecken gleich cläm Recrit-
ecksinhalt wird !

147) Eine Quadratseite soll so in 2 Teile zerlegt werden, daß die Differenz
der Quadrate d.er beiden Teilstrecken gleich dem Quadrat über der
halben Diagonale des gegebenen Quadrates wird !

l4B) Von den 4 Ecken eines Quadrates werden 4 untereinand,er deckungs-
gleiche gleichsch en!lig.r."6-r**lige Dreiecke so abgeschnitten, däß
das entstehende Achteck gleichlange Seiten hat!

Anleitung: Die gesuchte Achteckseite heiße x. Man drücke d.en
Schenkel des abgeschnittenen gleichschenklig-rechtwinlligen Drei-
ecks durch x und die gegebene Quadratseite a aus!

I49) In ein Qrediat, sollen 2 gleichgroße Kreise so eingezeichnet werd.en,
daß ibre Mittelpunkte auf einer Diagonale liegen und daß sie sich
selbst sowie 2 Quadratseiten berühren! 'Wie groß ist d.er Radius
eines dler beiden Kreise ? 'Wie konstruiert mau ihn ?

Anleitung: Jeder der beiden Kreise ist der Inlreis in dem aus
2 Quadratseiten und einer Diagouale gebilcleten rechtwinkligen Drei-

eck. Den Inhalt d.ieses Dreiecks setze man: f : i u': X . s, worin s

den halben Dreiecksumfang und x den gesuchten Radius bedeutet.
150) In ein Quadrat sollen 5 gleichgroße Kreise so eingezeichnet werden,

daß die Mittelpunlcte der 4 äußeren die Ecken eines Quadrats bilden
uncl daß ein jeder von ihnen 2 Quadratseiten sowie den in der Mitte
liegenden fünften Kreis berührt ! lVie groß ist der Radius eines der
5 Kreise ? Wie konstruiert man ihn ?

Anleitung: Man verbinde die Nlittelpunkte zweier nebeneinander
Iiegender Kreise sowohl untereinander, äls auch mit dem Mittelpunkt
des Quadrates. Es entsteht ein gleichschenkliges rechtwinkliges Drei-

96
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eck, dessen Katheten 2 x lang sind, wobei mit x der gesuchte Radius
b:zeichn.,t werde. Die Hypotenusenlänge drücke man durch die
Quadratseite a und den Radius x aus und setze für das Dreieck den
Lehrsatz des Pythagoras an!

l5I) Über dem Durchmesser eines Halbkreises sind im Inneren cles Halb-
kreises 2 Halblreise einzuzeichnen, von denen jeder den Radius des
erster llalbkreises zum Durchmesser hat. Wie groß ist der Radius deg
Kreises, der diese 3 Halbkreise berührt ?

AnJeitung: Man verbinde dcn Mittelpunkt des gegebenen Halb-
kreises mit dem eines der beiden eingezeichneten Halbkreise und dem
des gesuchten Kreises untereinander. Es entsteht ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen Seiten man durch den Halbmesser r und den Radius
deo gesuchten Kreises x ausdrückt.

152) In einem Halbkreis Iiegt ein Kreis mit, dem Radius des Halbkreises
als Durchmesser. Es sollen noch 2 gleichgroße Kreise eingezeichnet
werden, von denen jeder den gegebenen Halbkreis, den eingezeich-
neten Kreis und den Durchmesser des Halbkreises berührt ! Wie groß
sind die Radien dieser beiden Kreise ?

Anleitung: Man verbinde ähnlich wie in Aufgabe 151) die 3 Mittel-
pun-kte. Hier entsteht ein spitzn'inkliges Dreieck, dessen Seiten man
wiederum durch den gegebenen Ilalbmesser r und den gesuchten
Radius x ausdrückt. Sodann setze man für dieses Dreieck den a1l-
gemeinen Lehrsatz des Pythagoras an.

I H.. Yerhältnisgleiehheit und Ahnliehkeit
in .' Mißt man die Längen zweier Strecken in ein und derselben Maßeinheit
(2. B. in mm oder cm oder dm usw.) uncl teilt die gefundenen l\Ießergebnisse
durcheinander, so kann man hierdurch feststellen, wieviel Mal die eine
Strecke größer oder kleiner als d.ie andere ist. X'ührt man jedoch die soeben
erwähnte Division nicht aus, sondern beschränkt sich darauf, die Divi-
sionsaufgabe in Bruchform anzugeben oder in der durch das Divisions-
zeichen, den Doppelpunkt, gekennzeichneten Eorm zu schreiben, so nennt
man den erhaltenen Quotienten das Verhciltn'i,s d,er beiden Strecken.

Nachstehende Zahlenbeispiele mögen das soeben Gesagte noch ein-
gehender erklären.

B eis pd ele

1) Die Smecke a ist 10 cm lang. Eine andere Strecke b mißt 250 mm. Die
beiden Strecken verhalten sich zueinander wie L0:.25:2:5. In diesem
Beispiel durfte man die beiden Strecken erst, darrn durcheinanrler divi-
dieten, nachdem man ihnen dieselbe Dimension, nämlich cm, gegeben
hatte.
llathematik Teil 2
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BA

Bitd r79 Bitd r80

2) (Bild 179) Auf einer Strecke AB : 150 km liegt in 50 km Entfernung
von A ein Punkt C. 'Wie verhalten sich die beiden Teilstrecken AC und
CB zueinander? Es ist AC:50 km uncl CB :100 km. Die beiden
Strecken verhalten sich zueinander wie 50 : 100 : | :2- Das Ergebnis
lautet in 'Worten: Der Punh C teilt die Strecke AB im Verhältnis 1:2.
'Wenn der Punkt C, wie es hier der X'all ist, zwischen Ä und B liegt, spricht
man von einer 'i,nneren Tei,lung, im Gegensatz ztt der ciuPeren Teilung, bei
der der Punkt C auf der Yerlängerung von AB liegt. Hierfär das nächste
Beispiel !

3) (Bild 180). Auf der Verlängerung der 10 m langen Strecke AB über
B hinaus liegt der Punkt C, und zwar ist BC :25 m und somit AC
: 35 m. 'Wie groß ist das Streckenverhältnis AC: BC ?

Man erhält: AC:BC:35:25:7:5. Man sagt: Der Punkt C teilt
die Strecke AB äußerlich im Yerhältnis 7: 5, oder das äußere Teilver-
hältnis beträgt 7:5.

Um das innere bzw. äußere Teilverhältnis einer Strecke anzugeben, hat
man festzustellen, wie lang die eine Teilstrecke von dem einen Endpunkt
bis zum inneren bzw. äußeren Teilpunkt und wie lang die andere Teil-
strecke von dem anderen Endpunkt bis zum inneren bzw. äußeren Teil-
punkt ist. Sodann hat man die beiden Teilstrecken durcheinander zu
dividieren.

4) Wo liegt der Punkt C, der die Strecke AB :21 cm im Verhältnis
3:4 innerlich teilt ?

Die beiden Teilstrecken sind AC und BC. Die unbekannte Teilstrecke
AC möge mit x bezeichnet werden. Die Teilstrecke BC ist dann (21 - x).
Nach der Äulgabe soll x : (21 - x) :3: 4 sein. Diese Gleichung nach x
aufgelöst:

4x:3. (21- x)
4x:63-3x
7x:63
x:9

Die beiden Teilstrecken betragen: AC :9 cm und BC : l?cm.
5) Wo liegt der Punkt C der vorigen Aufgabe, wenn er die Strecke

AB in demselben Yerhältnie 3 : 4 äußerlich teilt ?

Die beiilen Teilstrecken sind AC und BC. Es sei AC : x und
BC :21 f x. Das äußere Teilverhältnis ist das Verhältnis der beiden
StreckenAC r BCod.erx:(2L + x). Essollbetragenx: (21f x):3:4.

Man erhält aus dieser Gleichung x : 63. Es beträgt also AC : 63 cm
und BC : 84 cm'

od.er
oder
und somit
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2 Streckenpaare, die d.asselbe Teilverhältnis bilden, faßt man als eiue
Verhältnisgleichung oder als eine Proportion von 4 Strecken auf.

Bild.en beispielsweise die beiden Strecken a und. b das Yerhältnis a: b,
und stehen 2 andere Strecken c und d in dem gleichen Yerhältnis, so ist
a:b:c:d.

In der Verhältnisgleichung a: b : c: x (: Proportion) heißt die Un-
bekannte oder gesuchte Strecke x die aierte Proporti,onalb zu a, b und c.

Wie groß ist d.ie 4. Proportionale zu deu 3 Strecken a : I cm, b : 6 cm
und c :3 cm ? - Zwischen den 4 Strecken besteht die Proportion
a: b : c: x oder mit Zahlenwerten 2: 6 :3: x. Hieraus erhält man
2 x : 18 und x : 9. Die 4. Proportionale beträgt 9 cm. Das Strecken-

verhältnis der Strecken a und b beträgt 2; 6 :] , aut d.er Strecken c

und x beträgt 3 : 9 : -] . Oi" beiden Streckenverhältnisse sind. also gleich.

Unter der mi,ttleren Proportionale oiler ilem geometri,schen Mittel at 2
gegebenen Strecken a und b versteht man die Strecke x, d.ie die Gleichung
& I X : x: b erfüllt. Diese Gleichung nach x aufgelöst, ergibt

x2 : a. b oder ':

x: J,'?. b; d. h. ,

I Die mittlere Proportionale oder das geometrische Mittel nt 2

I Strecken a und b ist gleich der'Wurzel aus dem Produkt der beideu

I Streckenlängen.

Bei,spi el

Wie groß ist die mittlere Proportionale zu 2 Strecken, die 3 cm und
12 cm lang sind ? - Die unbekannte mittlere Proportionale x berechnet
man aus der Gleichung 3:x:x:12. Man erhält

x2:3.12 und

x: lB. t2: flaa : e.

Die mittlere Proportionale x ztt 2 gegebenen Strecken a und b kon-
struiert man entweder durch d.en

a) Höhensatz:

Man zeichnet (Bild 18f) die Summe der beiden Strecken a und b und
beschreibt über af b den Halbkreis
(Thaleskreis).

Das Lot aul a * b in dem Punkte D
schneidet den Thaleskreis in C.

DC ist die mittlere Proportionale x-

99

Bild t8l

.t
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b) Lehrsatz des Euklid:

Man zeichnet (Bild 182) AB : ä und hierauf. den Punkt D so, daß
AD : b ist. Ifber AB beschreibt man
den Thaleskreis und errichtet auf AB
in D die Senkrechte, d.ie den Thales-
kreis in C schneidet.

AC ist das gesuchte geometrische
Mittel x.

Zur konstruktiven Bestimmung der
vorher erwähnten 4. Proportionale be-
nutzt man den Strahlensatz.

1. Strahlensotz

Werden 2 Strahlen von 2 Parallelen geschnitten, so verhalten
sich'die Ahschnitte auf dem einen Strahl .wie die entsprechenden
Abschnilte auf d"em anderen Strahl.

Bild r83

Beweis

Die von dem Punkt S (Bild 183) ausgehenden beiden Strahlen werden
durch 2 Parallelen in den Punkten A, B, C und D geschnitten. Es sei

SA : 4 cm und AB : 3 cm gewählt. Es verhält sich also SA: AB :4:3.
'Werden die eiuzelnen cm auf SA und AB aufgetragen und durch die
Teilpunlte die Parallelen zu AC gezogen, so schneiden diese auf SC und
CD untereinander gleich lange Teile ab. Die in der Skizze schraffiert ge-

zeichneten Dreiecke sind nämlich kongruent. Es verhält sich daher auch

S0: CD :4: 3.

X'olglich ist
SA: AB : SC: CD.

'Wenn sich SA uncl AB nicht a1s ganze cm ausmessen lassen, so kann
*an die Figur verfeinern, indem rnan die Einteilung in mm oder in 0,1 mm
oder noch kleiner vornimmt. Die Schlußweise ist genau die gleiche wie
vorher. Man kann immer das Yerhältnis SA: ÄB auf das Yerhältnis
§C: CD übertragen.

Bild 182

j
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Beispiele
1) Zu den 3 Strecken a:Zcm, b - 3cm und c:4cm ist die 4. Pro-

portionale x zu konstruieren!

Aus der neben-
stehenden Kon-
struktion (Bild
I84) erhält man:

x-6cm.
Bitd ts4

2) Die StreckeÄB:6cm ist in Tgleiche Teile zu teilen (Riltl 185)!

Äreo B.":"\'eibung:Durch,deneinen-End-
B prrft dL, g.g"'U"oen Strecke (2. B. A)

zeichnet man einen beliebigen Strahl
und trägt auf ihm siebenmal hinter-
einander eine beliebige Strecke ab.
Den letzten Punkt C verbindet man
mit B und zieht zu CB durch die
übrigen 6 Punkte auf dem Strahl die

t0l

ror Parallelen, die die gegebene Strecke inröD 
7 gleiche teile teilänl

3) Wie lang sind die einzelnen Teile des Trägers AC der nebenstehenden
Sta,hlkonstruktion ABC (Bild 186)?

Durcb Aniertigen einer maßstäb-
lichen Zeichnung findet man

AD :5,4 m,
DE:4,3 m und
EC : 3,3 m.

Rechnerische Nachprüfung:
Die Gesamtlänge des Trägers AC

wird aus dem Lehrsatz des Pythagoras
bestimmt:

AC8: 5' + 122:25 + 144 +J69.
Somit AC: 13.

Nach dem 1. Strahlensatz verhält sich:

AC: AD : 12: 5 od.er AD :rzl. t3 :5,42m

DE: AC : 4:72 oder DE: * . ,, :4,33 m

EC:AC: 3:12 oder EC:,',.,,:3,25m
Die amkehrung des 1. Bürahlensatzß,s lautet:

W'erden 2 Strahlen von 2 Geraden so geschnitten, daß die Äbschnitte
des einen Strahles sich wie die gleichliegenden deg anderen Strahles
verhalteu, so sind die Geraden parallel.

C

Bild

Biid 186



to2 Die Geometrie iler Ebene oil,er ilie Plani,metri,e

Dieser Lehrsatz drücl-t sich an
Hand. des Bildes 187 durch folgeude
Gleichung aus:

AC SA , AC SC
BD 

: sri ooer BD 
: 

sD

Bewei,s

Man zieht die Hilfslinie CE par-
allel zu dem Strahle B S. Nach dem
1. Strahlensatz gilt, für die beiden
Strahlen mit dem Scheitel D und

die Parallelen BS und EC: BE:BD:SC:SD. Da aber ÄBEC ein
Parallelogramm ist, ist BE : AC. Diesen Wert in die letzte Gleichung
eingesetzt, ergibt: AC: BD : SC: SD w. z. b. w.

Der Satz gilt auch, wenn der Scheitel zwischen den beiden Parallelen
liegt. Der Beweis, der dem obigen entspricht, bleibe dem Leser überlassen.

Anwendung der Strahlensätze.

a) Die 'Winkelhalbierende im Dreieck
I Die Halbierungslinie eines Innen- (oder Äußen-) Winkels eines

I Dreiecks teilt die gegenüberliegende Seite innen (oder außen) in dem
I Yerhältnis der anliegenden Seiten.

Yoraussetzung: CD ist die Halbierungs-
linie <les Winkels BCA (Bild 188).

Behauptung: AD: DB : AC: BC.

B eu eis

Man verlängere BC über C hinaus, mache
die4flrerlängerung CE : CA und verbinde
E üit A. Dreieck ACE ist gleichschenklig.

.D In ihm ist der trYinkel CEA gleich dem
" Winkel EAC, weil die Basiswinkel einander

BiId r88 gleich sind. Als Außenwinkel des Dreiecks
ACE ist der 'Winkel BCA: + CEA

2. Btrahlensatz

I Werden 2 Strahlen von 2 Parallelen geschnitten, so verhalten sich
I die Abschnitte auf den Parallelen wie die zugehörigen vom Scheitel
I begrenzten Äbschnitte eines Strahles.

+ + EAC : 2 + EAC. Da nach Yoraussetzung + DCA die Hälfte
des Winkels BCA ist, so ist < DCA: +-EAC. Hieraus folgt,
daß die beiden Geraden AE und DC parallel sind, weil die an ihnLn
liegenden soeben betrashteten Wechselwinkel gleich sind. n'är die beiden
Strahlen AB und EB mit dem Scheitelpunkt B, die durch die beiden
Paralle,len AE und DC geschnitten werden, giit der 1. Strahlensatz:
AD: DB : EC: BC.

Bild t87
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Und da EC : AC ist, erhält man die Behauptuug AD : DB : ÄC: BC.
Anrlicn ist die Beweisftihrung ftir d,ie Häibieiungslinie des Außen-

winkels des Dreiecks ABC
(Bild 189). Es verhält sich.

AD: DB : AC: BC.

Bild I89

,\ b) Harmonische Teilung
Ist eine Strecke in:ren und außen in dem gleichen Yerhältnis geteilt, so

nennt man eine solche Teilung eine barmonische Te'i,|ury1,

Die gegebene Strecke AB
(Bild 190) sei durch die beiden
PunkteCundDinnerlich
und äußerlich in dem gleichen

Yerhältnis geteilt. Es sei also ACrCB:AD:DB. Man sagt: Die
Strecke AB ist durch die beiden Punkte C und D harmouisch geteilt.

R o n s t r u lr t i, o n s b e i s p i el,

Die Strecke AB : 6 cm ist im Yerhältnis 2 : 3 harmonisch zu teilent

Bild 191

KonstruL:tionsb eschreibung :

Durch A und B zieht man 2 beliebige parallele Geraden (Bilit 191) uncl
trägt auf der durch Ä gehenden Parallelen nach oben und unten 2 beliebig
große, gleichlange Stücke ab. Auf d.er dur«:h B gelegten Parallelen trägt
man nach oben dieselbe gleichgroße Streoke d.reimal hintereinand"er ab.
Man verbindet die somit erhaltenen 3 Punkte E, X'und G, wie die Skizze
angibt, und erhält a,rf der Strecke AB bzw. auf ihrer Yerlängerung d.ie

beiden Punkte C und D.
Es verhält sich dann AC: CB : ÄD ' DB : 2 : 3.

B ew ei,s

Nach dem 2. Strahlensatz gilt fiir die beiden durch C gehenden Strahlen:
Atr' : B G : AC : CB : 2 : 3 uncl für di.e beiden clurch D gehenden Strahlen:
AE: BG : ÄD: DB :2:3. Es ist also: AC: CB : AD: DB. Die
beiden Punkte C uncl D teilen die gegebene Strecke AB innen und außen
in dem gleichen Verhältnis, d. h. sie teilcn sie harmonisch.

t03

Bild 190
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Ist das Teilungsverhältnis kleiner als 1, wie in d.ieser Äufgabe, nämlich
2:3, so liegt d"er innere Teilpunkt C näher an A. Die beiden Teilpunke
umschließen den Punlrt Ä. Ist aber da.c Teilungsverhältnis größer als 1,

z.B.:3:2 ocler 5:1, so umsehließeu die bpiden Teilprrnlrte den Punkt B.
Ist das Teilungsverhältnis I : 1, so liegt der innere Teilpunkt C auf der
Mitte der zu teilenden Strecke AB, während der äußere Teilpunkt in un-
endlicb weite Ferne rückt.

Die Bezeichnung ,,harmonische Teilung" rührt her von den Beziehungen
der Längenverhältnisse (AC, AB
uncl A D nach Bild 792) dreier
gleichartiger und gleichgespannter
Saiten zu dem W'ohlklang (oder der
sog. Konsonanz) der da,mit erzeugteu
Töne. Nach den Gesetzen der
Akustilr hängt die Tonhöhe von

C und D sindD 6is 7a;lpunkte

Bild 192

der Schwingungszahl f der Saite ab. Einem höheren llone entspriclrt eine
größere Schwingrrngszahl. Die Schwinqungszahlen der Töne wiedemm stehen
im umgekehrten Verhältnts zu den Saitenläng_en, soJern-die Saiteu glerchen

Durchmesser haben und gleichgespa,nnt sind. Es ergibt also eine lange Saite
einen ticfen Ton mit kleiner Schwingungszahl und eine kurze Saite einen
hohen Ton mit großer Schwingungszahl.

Beispiel
Ist die Strecke AB (Bild 192) durch d'ie Punlte C und D im Yerhältnis

5: I harnronisch geteilt, so erzeugen die 3 Saiten von der Länge AC, AB
und AD den Dreiklang.

1) In welchem Ye.rhältnis stehen diese 3 Längen ?

2) In welchem Verhältnis stehen die Schwingungszahlen zueinander ?

Lösung
Ist AB durch die Pun-kte C und D im Yerhältnis 5 : t harmonisch geteilt,
. AC 5 -AD 5 ,

so lst : 
CB 

: T und BD 
:1, octer d.ürctr

ausoedrücktt =3- :5 und ",-:5.
" b-a, c-D

Hieraus ergibt sich:

die Buehstaben a, b und c

a:5b-5a
oder 6a:5b
od.er a :516b

und c :5c-5b
und 5b:4c
und c:514b

Es verhält sich also a : b : c : äo' i,,'! t : i3 o, lä b : rrllb 
: 10 : 12 : 15 ;

d. h. die Längen der 3 Saiten verhalten sich wie 10 : 12 : 15'
Die Schwingungszahlen fr, f, und f, der 3 Saiten a, b und-c 

-ver-
halten sich umgekehrt wie ihre Längen; d. h.: f, : f, : f. : + , ;t+
: * t* '*:Jä '*a 

t# : 6 : 5 : 4; d' h' die schwingungszahlen der

3 Saiten a, b uud c stehen im Verhältnis 6: 5: 4 zueinander.
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Beispielsweise wird der Dreiklang der 3 Töne c - e - g hiernach das
Scbwinanrngszahh,erhältnis 4 : 5 : 6 hahen.

Die Scbwingungszahlen betragen: tu:261; f, :329 und f, :392.
Läßt sich das Vcrhältnis der Schwingungszahlen zweier oder mehrerer
Töne durch gauze, kleine Zahlen (< 7) ausdrücken, so bilden die Töne
die vorher errwähnte Konsonanz. Das Gegenteil zur Konsonanz ist die
sog. Dissonanz. Bei ihr stehen die Schwingungszahlen im Verhältnis 8 : 9
(Sekunde) oder 8: 15 (Septime) zueinander.

y c) Das harmonische Mittel
Die Punkte C und D teilen die Strecke ÄB : r harmonisch (Bild 193).

Die größere innere Teilstrecke möge
mit p, die größere äußere Teilstrecke
mit q bezeichnet werden. r heißt das
harmonische Mittel zu p und q. Es
verhält sich AC: CB : AD: DB, da
AB durch C und D harmonisch ge-
teilt ist. Man kann aueh eir:tacher
schreibep: p: (r - p) : e: (q - r).

Aus dieser Gleichung bestimmt man die Größe des harmonischen
Mittels r: p. (q - r) : A. (r - p) oder pq - pr : qr - pq oder

2pq:pr+qr ocler 2pe:r.(p*q) und endlich r:?pq.p+q

I U* das harmonische Mittel zu 2 Gr'ößen p und q zu bestimmen,

I bilde man das doppelte Produkt der beiden Größen und teile es durch

I die Summe der beiden Größen.

Beispiel
Das harmonische Mittel ,, j ood { ;.t'

,l I 1

''T'Z 4 r
'- r ,*l -T-5

Z-r4 Z

Das harmonische Mittel ,o j ooa 1 i.t,
o1l 2
''5' s 15 r

^- I , I -8-4
3 -B 15

Man zeige, daß in der Folge der reziproken Zahlen (: Kehrwerte der

ganzen Zahlen) i, +, +, I , f ".*. 
jede Zahl das harmonische Mittel

zu der vorhergehenden und der nachfolgenden ist. Eine solche Folge
von Z,a,hlen nennt man eine harmonische Reihe.

Bild r93
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d) Seitenhalbierende od.er Schwerlinie im Dreieck
Die Yerbindungslinie der Mitte einer Dreiecksseite mit der gegenüber-

liegenden Ecke nennt man eine Seitenhalbierende. (Seltener: Seiten-
transversale.) In der Technik ist für diese Linie die Bezeichnung Schwer-
linie gebräuchlich, weil sie den Schwerpunkt der einen Dreiecksseite mit
der gegenüberliegenden Ecke verbindet. In einem Dreieck gibt es 3 Schwer-
linien. Sie schneiden sich in dcm Schwerpunkt des Dreieoks.

\.. Schwerliniensatz
' I Die Schwerlinien im Dreieck teilen sich gegenseitig im Verhältnis

| 2: L, wobei der größere Teilabschnitt der Schwerlinie an der Dreiecks-
I ecke liegt, von der sic ausgeht.

Im Dreieck ABC sincl D und E die Mitten der Seiten BC und AB
(Bild 194). Die Linien AD und CE
sind 2 Schwerlinien. S ist der Schwer-
punkt des Dreiecks.
Nach dem Schwerliniensatz soll sein:

AS : SD :2:L.

f

Der größere Teilabschnitt der Schwer-
I linie AD ist AS. Er Iiegt an der

Bitd
Beweis

Ecke A und ist doppelt so groß wie
r94 der andere Teilabschnibt.

Man verbinde D mit E. Da AE : EB und CD : DB ist, muß AC ll ED
sein nach der Uml<ehrung des 1. Strahlensatzes, die hier für die beiden
Strahlen BA und BC anzuwend.en ist. X'erner ist nach dem 2. Strehlensatz
AC: ED : AB: EB : 2: I; d. h. DE ist halb so groß wie AC. Wendet
man den 2. Strahlensatz awf die beiden Strahlen AD und EC mit dem
Scheitel S und auf die schneidenden Parallelen AC und ED an, so erhält
manl AC:ED:AS:SD:2:1

Ähnlichkoit
Nach Abschnitt C 4 (Seite 25) sind. kongruente Figuren d.eckungsgleich.

Sie haben dieselbe Gestalt und dieselbe Größe. Haben 2 Figuren nur
dieselbe Größe, so sind sie flächengleich. So sind z. B. alle Dreiecke
flächengleich, die dieselbe Grundlinie haben und deren Spitzen auf einer
Parallelen zur Grundlinie liegen. Haben 2 n'iguren nur.dieselbe Gestalt,
aber verschiedene Größe, so nennt man sie ähnlich. A-hnliche X'iguren
gehen durch maßstäbliche Yergrößerung oder Verkleinerung auseinander
hervor. Das Zeichen für ähnlich ist: - (Ein liegendes umgekehrtes S,
vom lateinischen Worte similis herstammend. Similis heißt auf Deutsch:
ähnlich).

Beispiele
Alle Quarlrate sind untereinander ähnlich. Sie haben dieselbe Gestalt,

da ihre'lYin-kel immer 90o betragen.
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Alle gleichseitigen Dreiecke sind ähnlich. Ihre Win-kel betragen stets 60".
Alle gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke sincl ähnlich, weil ihre Basis-

winhel 45o betragen.
Die Querschnitte durch Sechsl<antstähle verschied.ener Schlüsselweite

sind ähn]ich.
Das charaheristische Kennzeichen für die Jihnlichkeit geradliniger

Ekuren.jst dre .GleichheiLder--:Winket Ein weiteres charakeristisches
Kennzeichen für die ilhnlichkeit ist, daß die einander entsprechenden Seiten
ähnlicher X'iguren in dem gleichen Yerhältnis zueinander stehen.

107
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Die bei<len Dreiecke ArBrC. und
/ \ A2B2C2 (Bild 195) stimmen in

/ot ., \ den Winkeln an den einander
A?LrL-=Ä12 entsprechend.en Ecken überein.

Al

oder,

Dieses Kennzeichen genügt für
die iihnlichueit der bäiden Drei-

te5 ecke. Aus der Ahnlichkeit folgt,
daß die entsprechenden Seiten in
dem gleichen Yerhältnis zueinan-
der stehen. Es ist:

' uridz:b1 :b2:c, lc2

als laufende Proportion geschrieben:

ar : b, : QL: B2:br: c,

Das Yerhältnis zweier entsprechender Seiten, z. B. ar: a, heißt Anilicn-
keitsverhäll,nis und entspricht dem Maßstab bei einer maßstäblichen Yer-
größerung oder Yerkleinerung.

2 Dreiecke befinden sich in Ä_h4[p[fsi[slagQ, wenn sie mit einem'Winkel einander decken und tlie ä"* ffi,Iä'[QenUberliegenden §eiten
prrallel sind.

Die beiden Dreiecke AlBr Cl und ArBrC, (Bild 195) bringt man inAhnlich-
keitslage (Bild 196), indem man die Ecke
A, auf 4 l"gt. Dann fällt B, auf ArB,
und C, auf Ä1C1, sofern die T[inkel bei
A, und A, einander gleich sind.

Wenn die beid.en Dreiecke ArBrC, und
&BrC, einander ähnlich sind, dann stim-
men sie in den 3'Winkeln überein. Danu
muß nach der lJmkehrung des Satzes über
Gegenwinkel (Seite 12) CrBlllCzB, liegen.

Aus dieser Betrachtung ergeben sich folgende 2 Sätze:

Ahnlich" Dreiecke lassen sich in Ahnlichkeitslage bringen! und:
Dreiecke, die sich in Ahnlichkeitslage bringen lassen, sind ähnlich !

Bitd 196



- unter -Benutzung dieser neuen Begriffserklärung der Ahnlichkeitslage
lassen sich die naehstehend_aufgefütrrten 4 Alnlichkeitssätze ohne Schwierig-
keit beweisen. Diese 4 Ahnlichkeitssätze entsprechen den früher behandelten
4 Kongruenzsdftzen.
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Die tl Ähnlichlcei,tssritze lauten:

2 Dreiecke sind ähnlich, wenn sie übereinstimmen
'l 
) im Verhältnis dcr 3 Seiten,

2) im Yerhältnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,
3) im verhältnis z*'cier seiten und dem der größeren seite gegenüber-

liegenden Winkel.
4) in 2 Winkeln,

Beschreibuug (Bild 197): Man schneidet die beiden gegebenen Ge-
raden g, und g, durch 2 beliebige
Paralleien B,B, und C,Cr. l\{an ver-
bindet B, und B, mit A und zieht durch
C, die Parallele zu B,A und durch C"
zu BrA. Diese beiden Parallelen schneil
den sich in Ar. Die Verbindungslinie
des Punktes A mit A, ist die gesuchte
Yerbindungslinie des Punktes A mit
dem nicht rrehr auf dem Zeichenblatt
liegenden Schnittpunkt der beiden ge-
raden Linien g, rrnd gr.

2) Die Entfernung zweier Punkte A und B, die durc[-einen n'luß oder
Sumpf oder 

'Wald getrennt sind, ist zu messen!1)

Beschreibung (Bild 198): Man steckt eine Strecke BP ab. Durch
Yisieren qach A hin bestimmt man die Rich-

Beispiele zu ilen 4 Ähnlichlceitsscitzen

1)Der schnittpunkt zweier Geraden g, und g, liege a,ußerbarl. der Zeichen-
brettebene. Durch einen auf dem Zeichenbrett liegendc.n punkt A ist cie
verbindungslinie h mit dem schnittpunkt der Geraden g, und g, zu zeichnen !

Bild r97

Bild r98

o tung AP und steckt auf ihr eine Strecke PX
" ab. Mit Hilfe eines Feldmeßgerätes (Theodolit)

bestimmt man den Winkel PBA : B und trägt
ihn in einem Punkte B, an PB an. Der freie
Schenl<el schneidet PX in Ar. Da die beiden
Dreiecke APB und AIPB' ähnlich sind nach
dem 2. Ähnlichkeitssatze, jo verhält sich:

ÄB:ÄrB, : PB: PBr.

Ilieraus erhält man: AB : !H=

1) Der Land.messer (Geodät) bedienü sich in der Praxie anderer einfacher Meß-
mothoden, die aber die Kenntnis trigonometrischer Lehrsätze erfordern.

A5--
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3) Die Entfernung zweier Fabrikschornsteine A und B, die sich hinter
einer l\fauer auf unzugänglichem Gelände befinden, ist zu bestimmenl) !

Beschreibung (Bild 199): Man bestimmt möglichst in l\{auernähe einen
Punkt H und einen weiter
zurückliegenden Punh P. Man
mißt die Winkel AHP und
PHB. Man trägt sie an einen

p auf HP gelegenen beliebigen
Punkt H, an und erhält die
Punkte A, und B,. Es ist
clann

r IARH-AA1B1II1,

: HP: HrP. Da man die
so läßt sich aus der letzten

und es verhält sich AB: ArB, : BH: BrH,
Strecken AlBr, I[1P und HP messen kann
Proportion errechnen:

^ 
D ArBr.HP

AD: H,I'

Aus den Ahnlichkeitssätzen ergeben sich folgende weitere Sätze:

a) Flricheninhalte tihnlicher Dreiecke

I Die Flächenilhalte ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Qua-
! drate gleichliegender Stücke.

B eweis
Die beiden Dreiecke ABC und ArBlCr Gild 200) haben die

halte
. c.h r r cr.h,t: Z und fr:-'2'.

Bringt man sie in Ä-hnlichkeits-
lage so, daß sich C und C,
decken, «lann ersieht man unter
Zuhilfenahme der Strahlensätze,
daß sich verhält c:cr:[;[r.
Hiermit ist h. : h 1"'.

Yerhältnisgleichung fär die beiden

In-

I
c1

,,4,,
Bitd 200

Diesen Wert setzt man in die
Elächeninlalte ein und erhält:

f c.h c.h c2

fl cr. h, - cr. h. c, " - cl'
r; Der Landmesser (Geodät) bedient sich in der Praxis anderer oinfacher

illeßmethoden, die aber die Känntnis grundlegender trigonometrischer Lehrsäüzo
erfordern.
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b) Sehnensatz

B ew eis
P ist der

Schneiden sich 2 Sehnen innerhalb eiues Kreises, so ist das produkt aus
den Abschnitten d.er einen Sehne gleich dem Produkt aus den Äb-
schnitten d.er anderen Sehne.

Schnittpunlri der Sehnen AB und CD (Bild 201). Die
Sehnenabschnitte sind a, b, G und d. Der
Sehnensatz behauptet: a. b : c. d. Man
verbindet A mit D und C mit B. Die beiden
Dreiecke ADP und BCP sind ähn1ich, da die
Winkel bei P als Scheitelwinkel und die Win-
kel bei A und C als Peripheriewinkel über
demselben Bogen BD gleich sind. Aus der
{hnlighklelt folgt die Verhältnisgleichheit
der gleichliegenden Seiten. Also: -

a:d:c:b oder
a.b:c.d

Bild 20r

c) Sekantensatz

Yon allen Sekanten durch ein und denselben Punkt außerhalb
eines Kreises bilden die ganzen sekanten und ihre äußeren Abschnitte
ein und dasselbe Produkt.

B eweis
P ist der Schnittpunkt der beiden Sekanten (Bild 202). Die Sekanten

sind PA und PC. Ihre äußeren
Abschnitte sind PB und PD. Der
Sekantensatz lautet: PA . PB
: PC . PD. Man verbindet B mit C
und D mit A. Die beiden Dreiecke
PDA und PCB sind ähnlich, weil
sie in 2 \4rinkeln übereinstimmen; es
sind nämlich der Winliel bei C und
der bei A als Peripheriewinkel über
dem Bogen BD einander gleich.
Der Winkel bei P ist beiden-Drei-
ecken gemeinsam.Bitd 202

Aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke folgt:
PÄ:PD: PC:PB oder PA.PB : PC.pD

Das Prod.ukt aus der gartzel sekante und ihrem äußeren abschnitt heißt
die Potenz iles Punlctes P in bezug auf den Kreis.
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ßeis pi el

Yom MittelpunL-t M eines Kreises mit dem Durchmesser 6 cm liegt in
15 cm Entfernung ein Punkt P. 'Wie groß ist die Potenz dieses Punktes P
in bezug auf den Kreis ?

Lösung
Die ganze Sekante beträgt: 15 + 3 : 18 cm,
der äußere Abschnitt beträgt: l5 - 3 : 12 cm,

somit beträgt d.ie Potenz des Punktes P:18x12 :216 cm2. Die Potenz
eines Punktes P in bezug auf einen gegebenen unvetänderlichen Kreis
ändert sich mit d.er Lage des Punktes. Nähert sich der Punkt der Kreis-
peripherie, so nimmt die Potenz ab. Im Grenzfall, wenn der Punkt auf
der Peripherie liegt, beträgt die Potenz 0. Entfernt sich der Punkt von dr,r
Peripherie, so nimmt die Potenz immer mehr und mehr zu.

Dieht man von 2 sich außerhalb eines Kreises schneidenden Sekanten die
eine um d.en gemeinsamen Schnittpunkt so, daß sie allmählich zur Tangente
wird, so werden hierbei die beiden Schnittpunkte der Sekante mit dem Kreise
sich mehr und mehr nähern. Der Unterschied zwischen d-er Länge der
ganzen Sekante und der Länge ihres äußeren Abschnittes wird immer
kleiner. Im Grenzfall, wenn aus der Sekante die Tangente geworden ist,
ist das Produkt: ,,Ganze Sekante mal äußerem Abschnitt" zttm ,,Quadrat
der Tangente" geworden. Aus dem Sekantensatz folgt' als Grenzfall der

d) B ekanten- T ang entensotz

! Schneiden sich eine Sekante und. cine Tangente eines l(reises, so ist
I das Quadrat der Tangentenlänge gleich dem Produkt aus der gauze\

I Sekante und ihrem äußeren Abschnitt.
(Oder geometrisch ausgeclrückt: Das Quadrat mit der Tangente als Seite

ist gleich dem Rechteck, das aus d.er gatzen Sekante und dem äußeren
Abschnitt gebildet wird.)

Behauptung: PCz : AP'BP (Bild 203).

Bew ei s

Dreht man (Bild 202) die Sekante PC um P im Ilhrzeigersinn, so rücken
D und C einander immer näher, bis
sie schließlich in der Grenzlage zu-
sammenfallen (Bild 203). Aus dcr
Sekante ist dann eine Tangente ge-
worden, die man auffassen kann als
Sekante mit gleichgroßen Abschnit-
ten (CP: CP). Nach dem Sekanten-
satz ist dann AP.BP : CP.CP
: (cP)2.

Anmerkung: Die Potenz eines
Punkte.q P in bezug auf einen Kreis
ist nach dem letzten Satz das Qua-
drat der Tangentenlänge.

rll

Bild 203
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e) Der gold,ene Schnitt oder d,i,e stetige Te'ilung

Erklärung: Eine Strecke AB heißt
dem goldenen Schnitt geteilt, wenn
ihrem größeren Abschnitt AC verhält
zu dem kleineren Abschnitt CB.

im Puukte C stetig oder nach
sich die ganze Strecke ÄB zu
wie der größere Absc,hnitt AC

In Buchstaben drücI't sich dieser Satz nach Bild 204 aus:

älx:x:b oder

C8

x2:a.b.
l\Iacht man als Sonderfall des Se-

kauten-Tangentensatzes die Tangente PC
gleich dem Kreisdurchmesser und legt
die Sekanfe durch den Kreismittelpunkt
1\[, so ist (Bild 205)

Bitd 204 PCz:BA2:PA.PB
oder PA: BA : BA: PB; d. h. die Se-
kante PA ist durch B stetig geteilt. Macht
man fetner PD : PB, so lautet die letzte
Gleichung: PA: BA : BA: PD oder

.nach den Regeln der korrespondierenden
Subtraktion:

(PA - BA): BA : (RA - PD): PD
oder PB: BA : DC: PD
oder PD: PC : DC: PD;

d. h. PD ist die mittlere Proportionale
und ihrem kleineren Abschnitt DC.zu d.er ganzen Strecke PC

LTm eine Strecke PC stetig zu teilen, errichtet man nach Bild 206 in
dem einen Endpunkt das Lot MC und
macht es gleich der halben Strecke
PC, zieht PM und besclrreibt um M
und P die Kreisbogen CB und BD.

. Dann ist D der gesuchte Punkt, der
' di" Strecke PC stätig teilt.

DC
Bild 206

Abschnittes bestimmt man aus

x2:a.(u-*).
Unter Anwendung der Regelu für das Lösen quadratischer Gleichungen

(Band 1) erhält man

l

I

Bild 205

Ist eine Streche a stetig geteilt und
beträgt der größere Abschnitt x, so
ist die Länge des kleineren Abschnittes
(n - x). Die Länge des größeren

der Gleichung:

x2:a?-ax oder x2f ax-a2-- 0 oder
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: -Z+iVr: ä (+ ln-rx:- rr*lT*a,: -|+11*
Das negative Vorzeichen vor der'Wurzel ist nicht zu verwenden, da sich
mit ihm für die Länge des größeren Abschnittes x ein negativer Wert
ergeben würde, was unmöglich ist; man erhält also für die Länge des
größeren Äbschnittes der stetig geteilten Strecke a den Wert:

":Z(l,t- 1)

f) Batz d,es Ptolemrius

I I" jedem Sehnenviereck ist das Produkt der beiden Diagonalen gleich

I der Summe der Produkte aus d.en Gegenseiten.

Behauptung
ef:s,b*cd (Bild207).

Beweis
Man mache +EDA:{CDB.

Dann ist A AED - A BCD, weil
+ EDA : + CDB und d DAC: + DBC (als Peripheriewinkel über
dem..gleichen Bogen DC) sincl Aus
der Ahnlichkeit folgt:

207 c: AE : e: d. oder ccl : e. AE.
Da aber auch I DEC-A DAB ist, erhält man a: EC : e: b oder

ab : e. EC. Durch Addition folgt: ab * cd : e. (AE + EC) : e. f .

Aufgaben

153) Ein Turm wirft einen 30 m langen Schatten. Ein ebenfalls senkrecht
stehender 15 cm langer Bleistift hah zu gleicher Zeit einen Schatten
von 9 cm. Wie hoch ist der Turm ?

154) Der Transversalmaßstab (Bild20B) oder verjüngte Maßstab, der
in det Zeichentechnik gern gebraucht wird, ermögliclt das Abgreifen
von Strecken im Maßstab 1 :500.

Wie lang sind die stark ausgezogenen Strecken AB, CD und En ?

Bild 208
Mathematik Teil 2

l:500

to8

Bild
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155) Eine vereinfachte X'orm des Transversalmaßstabes der vorher-
gehenden Aufgabe zeigt Bilcl 209.

Wie lang sind hier die Strecken AB, CD und EF?

Bild 209

6

7

157)

158)

10

156) X'ür den Dachbinder
stäbe
(I), (2), (3) und'(a);
3'Yertikalstäbe

(5), (6) und (7);
3 Dia,gonalstäbe

(8), (9) und (10)

zu berechnen!

159) Äuf 2 Wellen, die sich
irn Punkte S senl<recht
schneiclen, sitzen zwei
Kegelräder mit den ge-
gebenen Teilkreisdurch-
messern 2 r, und 2 rr.
Wie groß sind R, und Rr,
und wie verhalten sich
diese zueinander (Bild
ztr)?

01020
(Bild 210) sind die Längen der 4

Bild 2f0 lulsße in n

Um den Endpunkt B einer 13 cm langen Strecke AB ist ein Kreis
zu beschreiben, für den A die Potenz e2:25cm2 besitzt. Man be-
rechne die Länge des Kreisradius!
Es ist za zeigen, daß jetles rechtwinklige Dreieck durch die Höhe
in 2 einancler ähnliche Dreiecke zerlegt wird., die auch zu dem ganzen
Dreieel< ähnlich sind.

a) Welcher Lehrsatz folgt aus der Ähnlichkeit der beiden ent-
stehenden Teildreiecke ?

b) Welcher Lehrsatz folgt aus der Ahdichkeit eines Teildreiecks
zu dem ganzen rechtwinkligen Dreieck ?

l"lsße in n

Bild 2r1
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160) In einem Dreieck ABC sind durch den Halbierungspunkt der Seite
AC die Parallelen zu den Seiten AB und BC gezogen. Hierdurch
entstehen 2 Teildrciecke und ein Parallelogramm.

a) Wie verhält sich d.erlnhalt f des Dreiecks ABC zu dem Inlalt
f, eines der beiden entstandenen Teildreiecke ?

b) Wie verhält sich der Inhalt f zu dem Inhalt f, des Parallelo-
grammes ?

161) n'ür ein Rechteck mit den Seiten a unil b und der Diagonale c ist
der Satz des Ptolemäus anzusetzen!

'Wie lautet er mit diesen Bu.chstaben ?

162) In einem Dreieck ABC wird der Mittelpunkt D der Seite BC mit
A verbunden. Der l\[ittelpunkt E von AD wird mit B verbunden.
Die Verlängerung von BE schneidet die Seite AC in F. 'Wie 

groß
ist An' im Yerhältnis zu n'C?

Änleitung: Die Parallele zu AD durch B schneidet die Yerlängerung
von CA in G. Man untersuche das Dreieck GBF!

163) Wie lautet der Satz des Ptolemäus für das gleichschenklige
Ttapez mit den parallelen Seiten a und 2a und den Schenkeln b ?

Die Länge der Diagonale betrage c.

164) Die Höhe eines rechtwinkligen X'ensters beträgt 1 m. Seine Breite
, ist gleich dem größeren Abschnitt der stetig geteilten Höhe. 'Wie

groß ist die X'ensterfläche ?

165) Man bestimme die mittlere Proportionale x zu den beiden
Strecken af b und a- b, wenn a : 10 und b : 6 ist!

a) rechnerisch,
b) mit Hilfe des Euklid,
c) mit Hilfe des Höhensatzes.

166) Tolgende Gleichungen sind. geometrisch (d. h. mit Zirkel und Lineal)
zu lösen:

a) x2 :3az b) x2:2ab c) 3ax : bz

Änleitung: Man benutze zur Lösung rron
a) den Lehrsatz des Euklid,
b) den Höhensatz
c) Sekanten-Tangentensatz!

167) Yon _2 
ähnlichen Dreiecken ist die X'läche des einen 2,25mal so groß

wie die des anderen.
a) In welchem Yerhältnis stehen die X'lächen zueinander ?

b) In welchem Verhältnis stehen die Dreiecksseiten zueinander ?

168) Wie verhält sich der X'lächeninhalt des aus der Diagonale d ge-
bildeten Quadrates zum ursprünglichen Quadrat ? -

8*

I
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169) Durch d"en Schwerpunkt eines gleichseitigen Dreiecks ist zu einer
Dreiecksseite die Parallele gezogen.

a) Wie verhalten sich die Seiten des gegebenen gleichseitigen Drei-
ecks zu denen des entstandenen Teildreiecks ?

b) Wie verhalten sich die n'lächeninhalte der beiden Dreiecke zu-
einantler ?

170) Welchen Abstand. vom Mittelpunkt M des Kreises mit dem Radius
r : 6 cm haben alle Punkte, die in bezug auf diesen Kreis die Potenz
64 crnz haben ?

17i) Ein kugelförmiger Schwimmer vor 300 mm A ta:ucht, bis zu einem
X'ünftel seines Durchmessers in Wasser ein. Wie groß ist der Durch-
messer des größten von 'Wasser benetzten Kugelkreises ?

172) Eine 15 cm lange Strecke AB ist im Yerhältnis 3: 2 harmonisch zu
teilen. Der innere Teilpunkt heiße C, der äußere D. Wie groß sind die
Teilstrecken AC und CB sowie ÄD und DB ?

173) Wie lautet das harmonische Mittel zu 4 und 8 ?

I. Regelmäßige Yieleeke .r

1. Grunilbegriffe

Ein beliebiges Yieleck, od.er auch n-Eck genannt, entsteht dadurch, daß
man n in einer Ebene liegende Punkte der Reihe nach durch Geraden ver-
bindet. Yon diesen n-Punkten dürfen keine 3 aufeinander folgenden in
einer Geraden liegen. Das entstehende Yieleck hat n-Ecken und n-Seiten.
Zwei aufeinander folgende Seiten des Yielecks schließen einen'Winkel des

Vieleckcs ein.

Ein Vieleck mit n-Seiten läßt sich dadurch in Teildreiecke zerlegen, daß
man von einer Ecke aus die Diagonalen zieht und (" - 2) Teildreiecke
erhält. Als Summe der Vieleckswinkel erhält man:

(n - 2)' 180o.

Ein Yieleck, in dem sämtliche Seiten und Winkel gleich groß sind, heißt
regelmäßig. In jedem regelmäßigen Yieleck gibt es einen Punkt, det von
allän Ecken und ailen Seiten gleich weit entfernt ist. Man braucht nur auf
2 Seiten die Mittellote zu errichten. Ihr Schnittpunkt ist der Mittelpunkt
des dem regelmäßigen Vieleck eingeschriebenen und umbeschriebenen
Kreises. Yerbindet man ihn mit sämtlichen Ecken des regelmäßigen Viel-
ecks, so entstehen n gleichschenklige kongruente Dreiecke, die sogenannten
B esti mmungsdr eiecke.
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Das Bestimmungsdreieck ABM
H

\
?V

Das Lot MD von der Spitze auI die
Basis ist der Radius p des dem
Yieleck eingeschriebenen Kreises.

Die beiclen Basiswin-kel des Bestimmungsclreiecks, von denen jeder ! be-

trägt, betragen zusammen soviel wie der'Winkel oc des regelmäßigen n-Ecks.
Jeder Winkel im regelmäßigen n-Eck beträgt:

66:180o-Y

B eis piel,

X'ür ein regelmäßiges 5-Eck ist zu bestimmen

1) der Zentriwinkel g und

2) der Yieleckswinkel «!

L) E:
2) n:180? - : 108'.

fn nachstehender Tabelle sind die Zentriwinkel und die Winkel der be-
kanntesten regelmäßigen Yielecke zusammengestelit :

ln

360o dno
5

3600
-D

Seitenzalil
n

l;-
l

]'"]18.

r560 I r62"

Zentriwinkel
v

I 200 450 360 300

(Bild 212) eines regelmäßigen Vielecks
ist stets gleichschenklig. Seine Ba-
sis ist die n-Eckseite so, seine Schen-
I<el sind gleich dem Radius des um-
beschriebenen Kreises. Der Winkel
an der Spitze des Bestimmungsdrei-
ecks heißt der Zentriwinkel g des
regelmäßigen Vielecks; er beträgt,:

llao'llr: ; I

BiId 212

120. 
]

Io L2 l ru

Vieleckswinke, I Ur"al 900 1350 r44" I500
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Hat man irgendein beliebiges regelmäßiges Yieleck mit der Seite so
gezeichnet (Bild 213), so kann
man anschließend konstruieren:

1) X'alls n gerade ist, das Viel-
eck, dessen Seitenzahl nur halb
so groß ist. Seine Seite wird mit
sr72 bezeiohnet.

Man hat bei d.em gegebenen
Yieleck eine Ecke über die an-
dere zu verbinden, indem man
also immer eine Ecke überspiingt.

Es Iäßb sich auf diese Weise
zum Beispiel aus dem 10-Eck
das 5-Eck konstruieren.

9) Bei beliebigem n das Yieleck, dessen Seitenzah:l doppÜ so. groß ist.
Seine Seitenzahi- wird mit s2o bezeichnet. Man hat in dem Bestimmungs-
dreieck ABM von M auf AB das Lot zu fällen, dessen Yerlängerung die

Peripherie des umbeschriebenen Kreises in C schneidet. AC ist die gesuchte

Seitä sz". Auf diese Weise läßt sich zum Beispiel aus dem regelmäßigen
6-Eck das regelmäßige 12-Eck konstruieren.

2. Konstruktion regelmäßiger Yielecko

Zum Konstruieren regelmäßiger Yielecke gibt es 3 verschiedene Yer-
fahren:

a) Technische Verfahren d.er Praxis

«) mit Hilfe einer Kreisteilungstabelle
§) mrt Hilfe einer Zeichenmaschine mit Teilkopf.

b) Mathematische Konstruktionsverfahren für eine begrenzte Zahl von
Vielecken.

c) Näherungskonstruktionsverfahren für alle Vielecke.
Yon diesen 3 Yerfahren wird von dem Techniker und Ingenieur

das erste bevorzugt.

a) Man benötigt zu diesem Yerfahren eine 
- 
sogenannte Kreisteilungs-

taböUe, wie mai sie in allen technischen Hilfs- und Tabellenbüchern
finilet 1).

Diesä Tabellen sind folgendermaßen aufgebaut: In ihrer ersten senk-

rechten spalte sind die werte für u angegebet, wobei _man unter n die

Seitenzahf eines regelmäßigen n-Ecks versteht. In eiuer danebenstehenden
senkrechten Spalte" stehen"die Werte für die Längen der Seiten der regel-

1) Siehe: ,,Tafelsammlung und Hilfsbuch" sowie ,,Eilfsbuch für Betrieb und
Konstruktion".

'\-\ 
\'-'-r 

\

tl 
'\

Bild 213
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rnäßigen Yielecke, die man dem Kreis mit dem Durchmesser 1 einbeschreiben
kann. Hat man beispielsweise einem Kreise mit dem Durchmesser 6 cm
ein regelmäßiges 10-Ech einzubeschreiben, so hat man den neben n : 10
stehenden Wert 0,30902 mit derDurchmesserlänge 6 nt multipiizieren; man
erhäIt 0,30902. 6 : 1,85412. Dieser 'Wert ist die Seitenlänge des regel-
mäßigen 10-Ecks in dem Kreis mit dem Durchmesser d : 6 cm. Trägt
man also in denKreis mit 6cm O zehnmalhintereinander die Strecke 1,85 cm
als Sehne ein; so kommt man auf den Anfangspunkt zurück und erhält
die Ecken des regelmäßigen 10-Ecks.

Bei,spi,el,
Wiä groß ist die Seite des regelmäßigen 8-Ecks in dem Kreise mit dem

Durchmesser d : 250 mm ?

Laut Kreisteilungstabelle gehört ür.yr:8 die Sehnenlänge 0,38268 mm
in einem Kreise mit tlem Durchmesser d : 1 mm. Zum Kreise mit dem
Durchmesser d:250 mm gehört die Sehne: 0,38268.250:95,67 mm.
Trägt man diese Länge 8mal hintereinand.er als Sehne in den Kreis mit
250 mm @ ein, so kommt man auf den Anfangspunh zurück.

Besitzt man an seinem Reißbrett eine Zeichenmasehino mit Teilkopf,
mit deren Ililfe man das Zeichenlineal untei jedem beliebigen Winkel ein-
stellen kann, so bestimmt man zum Zeichrw irgendeines regelmäßigen

n-Ecks die Größe des Zentriwinkels g : Y, stellt diesen Winkel am

Teilkopf ein und zeichnet ihn in dem gegebenen Kreis als Zentriwinlel ein.
Die Länge der dazu gehörenden Sehne ist die gesuchte n-Ecksseite.

Bei,spi,el
Im regelmäßigen 12-Eck beträgt der Zentriwin-kel 9 : Y :30o. Die

Sehne zum Zentriwinkel 30' ist die Seite des regelmäßigen 12-Ecks.

b) Yon den mathematischen Konstruktionsyerfahren, die nur mit' Zirkel
und Lineal ausgeführt werden, interessieren besonders die Konstruktionen
der Yielecke, die den sogenannten Dreier-, Yierer- und n'ünfer-Reihen an-
gehören.

Erklärung: Ein regelmäßiges n-Eck gehört der Dreier-, Yierer- oder
X'ünfer-Reihe an, wenn n von der X'orm 2p. 3 oder 2p. 4 ocler 2p. 5 ist.
Hierin ist p eine Zahl der Reihe 0, 1,2,3,4 usw.

Die regelmäßigen n-Ecke der Dreierreihe erhält man, indem man iu
2p.3 der Reihe nach für p die Werte 0,1,2,3,4 usw. einsetzt. Man erhält
dis Dreiereihe: 3, 6, 12, 24, 48 usw.

Aus 2p.4 folgt dje Yiererreihe: 4, 8, 16, 32 usw.
Aus 2p . 5 folgt die n'üLnferreihe: 5, 10,20,40 usw. \

l\[an sieht, daß die Seitenzahlen der n-Ecke einer dieser 3 Reihen aus der
vorhergehenden bzw. nachfolgenden Zahl der Reihe durch Yerdoppeln
bzw. Halbieren entstehen.
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Ausgangsvielecke der vorstehenalen Reihen sind. in
der Dreierreihe: Das regelmäßige Sechseck,
der Yiererreihe: Das regelmäßige Viereck und
der X'ünferreihe: Das regelmäßige Zehneck.

Das regel,mcilSi,ge Sechsecä hat den Zentriwinkef : 9 : 
39p :60o. Sein

Bestimmungsdreieck ist gleichseitig; d. h.

I Die Seite des regelmäßigen Sechsecks ist gleich dem Kreisradius.

Man zeichnet das regelmäßige Sechseck, indem man sechsmal den Radius
als Sehne in d.en Kreis einzeiohnet.

Aus dem Sechseck findet. man sämtliche anderen Yielecke der Dreier-
reihe. Das regelmrif|i,ge Dreieck findet man durch Yerbinden des 1.,3. und
5. Eckpunkbes des Sechsecks.

Die Seite d.es regelmrifJi,gen l?-Ecks finclet man, ind.em man vom i\tittel-
punlrt das Lot auf die Sechsecksseite fällt und es bis zum Schnitt mit
der Peripherie bringt. Die Yerbindungslinie dieses Schnittpunktes mit
der danebenliegenden Ecke des Sechsecks ist die Seite des regelmäßigen
Zwölfecks.

Das regelmcifJige Viereck ist ein Quadrat. Sein Zentriwinkel beträgt:

g : Y :.90o. ' Die Diagonalen stehen aufeinander senkrecht. Das Be-

stimmungsdreieck ist rechtwinklig-gleichschenklig. Man hat 2 aufeinander
senkrecht stehend.e Durchmesser nt zeichrlen und deren Endpunkte mit-
einander zu verbinden.

Aus dem regelmäßigen Yiereck findet man das 8-, 16-, 32-Eck.

Das regelmcil3i,ge Zehnech hat den Zentriwinkef , = 
4# :36o. Sein

Bestimmungsdreieck ABI\I (Bild 214) ist ein gleich-
schenkliges Dreieck mit dem Winkel g:36" ar der
Spitze. Die Basisrcinkel betragen je 72". Die Hal-
bierungslinie des Basiswinkels MÄB schneidet i\[B
in C. A ACM ist g)eichschenklig, weil in ihm die
Basiswinkel S6" betragen; d. h. AC : 1\{C. A ABC ist
ebenfalls gleichschenklig, weil die Basiswinkel 72o be-
tragen. A ÄBC - A ABM, da beide Dreiecke gleich-
schenklig sind und in den'Winkeln übereinstimmen.

Aus der llhnlichkeit folgt: MB : A B : AC : CB. Da
aber AB: AC: MC ist, erhält man MB :MC
:MC:CB; d. h. 1\[B ist durch C stetig geteilb,
oder anders ausgeclrückt:

Die Seite des regelmäßigen Zehnecks ist gleich dem größeren Ab-
schnitt des stetig geteilten Umkreisradius.

Ilild 214



r
2. Konstrulcl,ion regelrnäBiger V ieleclce tzr

- Aus-dem regelmäßigen Zehneck kann man das regelmäßige X,ünfeck
d.urch-uberspringen je einer Ecke zeichnen. Das regelmäßige zd-Eck findet
man durch die Mittellote von M auf die t0-Ecksseilen.

Aus der Konstruktion des regelmäßigen 6- und l0-Ecks ergibt sich die
Konstruktion für

Sein Zentriwinkel beträgt 19-' : Z+'. DiesenDas Reg elmri l3i g e 7 5 - E ck.
M Winkel erhält man als Di{ferenz der

Zentriwinkel des regelmäßigen 6- und
l0-Ecks: 60'- 36':24". Man konstruiert
also (nach Bild215)so:ÄB und sro:Ap.
Dann ist DB die Seite des regelääßigen
15-Ecks.

Äus der Konstruktion des regel-
mäßigen l5-Ecks findet man die
Seiten des regelmäßigen 30- und 60-
Ecks usw.

Über die bisher angeführten mathema-
tischen Konstruhtionsmöglichkeiten hin-

Bitd 2rs ausgehend, ist - wie Gauß im Jahre 1796
gefunclen hat -, falls n eine Primzahl

bedeutet, die Konstruktion eines regelmäßigen n-Ecks im Kreise nur dann
ausfülrrbar, wenn (n- 1) eine Poterz von 2 ist; so ist beispielsweise die
Seite des regelmäßigen 17-Ecks konstruierbar. Auf diese Konstruktion
kann aber hier verzichtet werden.

c) N riherungskonstruktionsaerfahren für alle n-E cke

Neben den bisher behändelten geometrischen und somit genau stim-
menden Konstruktionen regelmäßiger Vielecke gibt es eine Reihe brauch-
barer l{äherungskonstruktionen, von d.enen nachstehencl einige besonders
einfache aufgeführt werden.

RegelmrifJiges 7-Dclt,. Seine Seite ist annähernd. so groß wie die
halbe Seite des einbeschriebenen gleich-
seitigen Dreiecksl). Um d.en Enrlpunkt A
des Halbmesgers An'[ beschreibt man den
Kreis mit AnI (Bild 216). Er schneidet die
Peripherie in C und D. Man verbinde
C mit D. CE ist annähernd gleich der
7-Eclisseite.

Die durch diese l{äherungskonstruktion
gefundene Seite des regelmäßigen 7-Ecks
ist gegenüber ihrer wirklichen Länge nur
um ca. 0,1o/o kleiner.

1) Diese Taüsache war schon dem deutschen Maler Albrechü Dürer (1471 bis
1528) bekannt.

Bild 216
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RegelmtilSi,ges 9-Eck. Auf

Bild 217

I

dem Durchmesser AB (Bild 217) errichtet
man in M die Senkrechte MC.

Um A beschreibt man den Kreis mit
AM:r: so.

Um B beschreibt man den Kreis mit
BC: sn. Man erhäIt die SchnittpunL-te
E und D.

ED ist clie gesuchte Seite sn des regel-
mäßigen 9-Ecks.

Sie ist 0,2o/o kleiner als clie wirkliche
9-Eoksseite.

Man verbindet ferner M mit C und er-
hält auf BD den Punkt E. Um C be-
schreibt man mit CB den Kreis. Er
schneid.et AE in n'.

Dann ist EB die gesuchte Seite sr. des
regelmäßigen 1l-Ecks.

Die durch diese Näherungskonstruktion
gefundene Seite des regeJmäßigen 1l-Ecks
ist 0,3o/o größer als die sich durch Rech-
nung ergebende wirkliche 1l-Ecksseite.

RegelmrilSiges ll-Eck. Yon 4 hintereinander liegenden Ecken A, B, C und

,{-------x 1*.ä#ä"färj*;""Hll;.T öiffi,f

Abschließend noch 2 Näherungskonstruktionen für'
B eliebige regelm.riBi,ge V ieleclce.

Bild 218

§lij:
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3. B erechnung regelmd' Big er V ielecke

Man teilt d.en Durchmesser CD (Bild 219) in halb soYiele gleiche Teile,
als das Yieleck Seiten haben soll. Beim 9-Eck z. B. wird man CD in
41/, gleiche Teile teilen. Um C beschreibt man mit CD den Kreisbogen,
Uiä"a"". auf CD senkrsqfi6s Durchmesser AB in E und n'geschnitten w:ird.
Yon d.iesen Punkten aus zieht man durch die erhaltenen Teilpunkte 1,2,
3, 4 usw. des Durchmessers CD Strahlen. Ihre Yerlängerungen schneiden
die Peripherie in den gesuchten Ecken des regelmäßigen n-Ecks'

Eine weitere Konstruktion ermöglicht in einfacher'Weise die näherungs-
weise Bestimmung der Seite
eines beliebigen n-Ecks, wobei
n>5seinmuß.

Man teilt den Durchmesser
AB (Bild 220)in n (2. B. :7)
gleiche Teile und verlängert
ihn über B hinaus, ebenso den
au{ ihm senkrechten Durch-
messer MD über D hinaus um
je einen Teil bis C und D. l\(an
verbindet C mit E. Yerbindet
man den Schnittpunkt G mit
dem 3. (von B aus gerechnet)
Teilpunkt x', so ist n'G fast
genau die Seite des regel-
mäßigen n-Ecks.

3. Berechnung regelmäßiger Yielecke

a) Beziehung zwisehen s, utld §2,

t23

Im Bilcl 221 ist, A ABM das Bestimmungsdreieck irgendeines regel-
mäßigen Yielecks. A ÄDM ist das Be-
stimmungsdreieck des regelmäßigen
Yielecks mit doppelter Seitenzahl.

Nacir dem Lehrsatz des Pythagoras
ist im 7\ ACII:

MCz : ÄM2 - ACz oder

MCz:*- (?)' oder

MC: l;{:! tu"--*.
Ebenso ergibt d.er Lehrsatz des Pytha-
goras im Dreieck ADC:

DCz : ÄD2 - AC2 oder
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DC:/;#
Da aber DC :,r - MC ist, erhält man:

1l " sl 1,,, 
"

V 
,2"- i :r-i |'4rz - s:".

Beide Seiten der letzten Gleichung quadriert, ergibt:

ü" - -11 : 12 * r, - t'" -r /4r, - si

oder nach s2, aufgelöst:

,r,:y'rr'-44r'1 oder

Kennt man die Länge der Seite so eines regelmäßigen Yielecks, so kann
man mit Hilfe dieser Gleichung die Seitenlänge szn des regelmäßigen Viel'
ecks mit doppelter Seitenzahl berechnen.

b) Berechnung ilor §eitenlängen unil Umtänge

regelmäßiger Yielecke aus dem Radius des umbeschriebenen Kreises.

R eg etmd fi i, g es S echs eclc

Das Bestimmungsd.reieck ist gleichseitig mit der Seite: s6 : r.
Der Umfang berechnet sich als die Summe der 6 gleichlangen Seiten su.

Ümfang: uo:6r.
RegelmciBiges V iereck (Qu.ad,rat )
Das Bestimmungsdreieck ist rechtwinklig-gleichschenklig mit den Ka-
theten r und der Hytrrotenuse sn.

Es ist also: sf :f *12:2t2.
Hieraus Seite: sn -r lr.
Yiermal so lang ist der Umfang: q:4112.
Anmslkur*' Die Seitenlänge eines regelmäßigen Yierecks bezeiohnet

man in der Technik als Schlüsselweite. Der Durchmesser des umbeschrie-
benen Kreises ist das sog. Dckenmaß.

Regelmci pi,g es Z ehneck
'Wie auf Seite 120 gezeigt wurde, ist die Zehnecksseite gleich dem größeren

Äbschnitt des stetig geteilten Radius. Es beträgt also nach Seite 113:

' Seite: sro : ä f /f - tl und der

Umfang: uro : 5r (lfr - t).

szn:r l'-w- (';)'
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Reg el,mä lSiges Drei eck

Im Bild ZZ?liegen die beiden

N

Bestimmungsdreiecke des regelmäßigen
Sechsecks ABM und BCM neben-
einander. AC ist die Seite des regel-
mäßigen Dreiecks; d. h. ÄC: sr.

AM:BM:CM:T.
Es ist Ä82 : ANIz - ME2

oder (ä)'- ., -- (i)'; t:'-*.
Man erhält die

Seite: sr:r'/3 und den

Umfang: ua:3r'[3.
Bitd 222

Regelmii lSiges Zwölfeclc

In die Gleichung

s2n:rlra{;t+t
eetze man für so:so:r und für s2o das gesuchte s* ein. Man erhält:

Brz : r . | 2 J L -1 : *Y2 - 1,75 : flo1| : 0,b2. r,

Seite: sr, : 0,52 r
Umfang: ur, : 6,24 r.

Unter Änwendung der auf Seite 124 abgeleiteten Gleichung

s2n:rl'z-14-(T)'
kann man nunmehr, da man die Größen von s4, su und sro kennt, die Seiten
sowie Umfänge sämtlicher regelmäßiger Vielecke der Dreier-, Vierer- und
Fünjerreihe bestimmen.

c) Berochnung iler Inhalte

regelmäßiger Yielecke aus dem Radius des umbeschriebenen Kreises.

Den Inhalt regelmäßiger Yielecke bestimmt man als Summe der Inhalte
ihrer n Bcstimmungsdreiecke. Man berechnet also zunächst den Inhalt f
eines Bestimmungsdreiecks aus dem halben Produ}:b von Grundlinie
(: Yielecksseite) mal Höhe (: In-kreisradius); sodann nimmt man diesen
Inhalt n mal und erhält den X'lächeninhalt F des regelmäßigen n-Ecks:

E:n.f
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R eg elmci 13 i,g es B e ch s eck

Fo :6. fu

fu ist der Inhalt des gleichseitigen Bestimmungsd.reieckes des regelmäßigeu

Sechsecks mit der Seite r. Er beträgtnachAufgabe 132) S.94: f :'r]|l},
12-

sonrit ist, Fo : 6 .;ß :1,5.|i.rz :2,6 12 .

Regelm,ci [3iges V iereck ( Quailrat)
Ia = 4'fr

Die Grundlinie rles Bestimmungsdreiecks ist sn :, . l, . Die Höhe
beträgt:

sa-rrE
2-21"'

Der Inhalt des Bestimmungsdreiecks ist:
- I .,t.r.rg I 

",ta,__ 2r|i.. 2 t-_ 2_ .

Der gesamte X'lächeninhalt beträgt:
I

F4:4 . ir'-2fr.
An Hand einer Skizze überzeuge man sich davon, daß der Inhalt des

regelmäßigen Yierecks doppelt so groß ist wie der des Quadrates, dessen
Seite gleich dern Radius des dem regelmäßigen Yiereck umbeschriebenen
Kreises ist.

Regetmri 13 iges Zehn ech

Fro : 10' fro
Die Seiie des regelmäßigen Zehnecks beträgt nach Seite 124:

*.0 : i (/t- r) : ) {z2+- 1) :; .1,24:0,62r.

Nach dem füLr das halbe Bestimmungsdreieck angesetzten Lehrsatz des
Pythagoras erhält man, wenn h die Höhe auf der Basis sro ist:

. 
hz : *_ (!f)':12_ (n:4)' :rz _0,0e61 rz : 0,e0ae12,

also: h - I Ö,s039r, - 0,951 r.
Mit den vorstehend berechneten'Werten für sro und h ergibt sich:

-l-llro: isro. h : ;. 0,62r. 0,951 r : 0,29512.

Der Gesamtinhalt des regelmäßigen Zehnecks beträgt:

. Fro : 10 . fio : 10. 0,295 ,, :2,95r, .

R eg elmri B i g e s D r ei,eclc

Fa:3'f'
f, ist d.er Inhalt des gleichschenkligen Bestimmungsdreieckes des regel-
mäßigen Dreiecks. Es hat den Schenkel r und die Grundlinie sr:r/5.
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Die Höhe d.ieses Dreiecks beträgt |; somit ist:

^1r.2f,:i. I'3.;.-213.
Äls Gesamtflächeninhalt des regelmäßigen Dreiecks erhält man

F, : 3. f, : 3 . ilz : 0,75 rz /Z :1,Brz .

Der Inhalt des einem Kreise mit dem Radius r einbeschriebenen regel-
mäßigen Dreiecks beträgt die Hälfte des regelmäßigen Sechsecks. - Man
überzeuge sich durch eine Skizze von der Richtigkeit dieses Ergebnisses !

' d) Regelmäßige Sehnen- untl Tangentenvielecke

Ein regelmäßiges Vieleck (Bild 223), um das man den Kreis beschrieben
hat, ist bezüglich des Kreises ein Sehnen-
vieleck. Seine SeitenAB, BC, CD usw.
sind untereinander gleich lang, nämlich
sn. Sie sind Sehnen des I(reises mit
dem Radius MA : r. Die Lote von M
auf AB, BC, CD usw. werden bis zu
ihren Schnittpunkten mit der Peripherie
verlängert. Durch diese Schnittpun-kte
prerden die Parallelen zu den Seiten des
einbeschriebenen Vielecks gezogen. Man
erhält das regelmäßige Yiäleck- mit den
Seiten ArB1, BrCr, CrD. usw. Diese
Seiten sind untereinander gleich lang;
nämlich So. Sie sind Tangenten an den

Kreis mit dem Radius r. Die Teildreiecke des einbesctrriebenen Vielecks
sind denen des umbeschriebenen Yielecks ähnlich. Somit ergibt sich:
Das Sehnenvieleck ist dem Tangentenvieleck ähnlich.

lm Bild 224 sind die'beiden Bestimmungsdreiecke ABM und ArBlM

Aul

Bild 224

herausgezeichnet. Die Lote von M auf
die beiden zueinander parallelen Yiel-
ecksseiten AB und ArB, sind ML : g
und IIL, : r. Nach dem Lehrsatz
des Pythagoras ist:
ML2:Ai\[z-AL2

ML:l*-(?)':,fr- i:,.
Nach dem 2. Strahlensatz istl.

A,B,: AB : ML, : ML

Bild 223

oder So r sa .:1 ,rf r- #



t28 D'ie Geometrie d,er Ebene od,er il,i,e Pl,ani,metr,ie

Hieraus folgt:
1l- ;Ts,: I,1_ni,.S".

Beide Seiten der letzten Gleichung mit n multipliziert, ergibt:
t I .zu': /1-il,'u''

Läßt sich die Seite s, des einem Kreise einbeschriebeuen regelmäßigen
Vielecks berechnen, so kann man auch die Seite S, des umbeschriebenen
Yielecks sowie seinen Umfang Uo berechnen.

Der Inhalt des Sehnenvielecks setzt sich aus d.er Summe der Flächen-
inhalte der Bestimmungsdreiecke zusammen. Er beträgt:

" 
§r.Q, so.g, sn.Q , sn unto:-2-r 2 -r 2 -r" -:.2.a:2.Q.

Der Inhalt des Tangentenvieleckes setzt sich aus d.er Summe von n n'Hchen-
inhalten des Bestimmungsdreiecks 4rBrM zusammen. Er beträgt:

tr -So't-So'"-Lr'jr... --. 
Sr- Utr -In: 2 f 2 -r-2 o.Z.:Z-.r

Beispiele

1) Wie groß muß man den Durchmesser des Rundstahles wählen, aus
tlem sich ein gleichseitiges Dreikant mit 10 cm Kantenlänge fräsen läßt ?

Lösung

Nach Seite 125 ist sa:r. j/3 oder mit dem Durchmesser d ausged.rückü:

u, : * ]b. Hieraus bestimmt sich d : ä r, 15:'+ J/5: rr,r.

2) Bei einer Vierkantmutter beträgt die Schlüsselweite 17 mm. Wie
groß ist das Eckenmaß ?

Lösung

Die Schlüsselweite sist gleich der Seite des regelmäßigen Yiereckes so.
Das Eckenmaß ist gleich dem Durchmesser d des umbeschriebenen Kreises.
Es ist also: d :\.lt 2 oder mit den gegebenen Zahlen: Eckenmaß: 17 .lz:z+^

3) lVelcher Zusammenhang besteht zwischen dem Eckenmaß e und
der Schlüsselweite s einer Sechskantschraube (Bilcl 225) ?

Lösung

Das Eckenmaß e ist nach BiId 225 gleicln dem Durchmesser des Um-
kreises d:2r; also e :2 r. Die H<;he in dem Bestimmungsdreieck
des regelmäßige:r Sechsecks ist gleich der halben Schliisselweite.



3. B er echnun,g r egelmti fi iger V ieleclce t29

Das schraffiert gezeichnete halbe Bestimmungsdreieck ist nochmals
vergrößert herausgezeich-
net. Nach dem Lehrsatz
des Pythagoras ergibt sich
in ihm:

/.\'- /g\'- /"\'
\21 - \21 \+/

.r.
4 76 16"'

u: |!'5: 0,8? e

e : 1,15 s.

h:a

BiId. 225

Die Zusammenstellung in der nachstehendeu Tabelle über die n'Hcben-
inhalte und Radien der meist verwendeten regelmäßigen n-Ecke möge
neben ihrer Bedeutung als leicht übersichtliche Nachschlagetabelle füt den
einen oder anderen Leser der Änteiz zum Lösen selbst gestellter Aufgaben
sein.

Tabelle ll,egelmäßige Vielecke

I

Ivs
az

{

r
i'_-a

Zvso

afi
,,' r

i

är,.
a
2

Dreieck

Quadrat

Fünfeck

Sechseck

Achteck

Zehneck

n-Eck

h:
r und o-

F:
l[athematik Teil 2

*v;'i;rrr
X" 

"t
z ar(ltz-1t)

f,", 1/s {zyi
a.n l l-'--zz
2 'V t- +,,

Yielecksseite
Höho des Teildreiecks
R,adien des Um- und Inkreises
tr'lächeninhalt

ä /50 + 1ol/E

iY i+rtrz

7Us+tl

,ft /zs + rffi
?rß

i(Vz +tl

il-s +zY r

,[,:*

;r
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K. Kreisbereehnungen

1. Kroisumfang

Beschreibt man in und um einen Kreis mit bestimmtem Halbmesser
regelmäßige Yielecke, deren Seitenzahlen immer größer und größer werdenn
so werden die Seiten dieser Yielecke immer kleiner. Bei einer ins Un-
endliche wachsend.en Seitenzahl wird die Seitenlänge so sich dem Wert O

unbegrenzt nähern. In d"er auf Seite 128 abgeleiteten Gleichung:

. I e:u"_v 1_;i,u,
I

wird für diesen Grenzfall, wenn sn gegen 0 geht, d.er Radikand gleich 1 und
somit uo : U"; d. h. der Umfang des einem Kreise einbeschriebenen regel-
mäßigen Vielecks mit unendlich großwerdender Seitenzahl wird gleich dem
Umfang des umbeschriebenen Vielecks mit unend.lich großwerdender Seiten-
zahl. Aus den beiden Yielecken ist ein und dieselbe geometrische Iigur,
nämlich der Kreis, geworden. Wir fassen diese Erkenntnis in der nach-
folgenden Erklärung zusammen:

I Der Kreis kann als ein regelmäßiges Vieleck mit unendlich großer

[* Seitenzahl aufgefaßt werden.

Berechnet man die lJmfänge uo bzw. Uo d.er ein- bzw. umbeschriebenen
6, 12, 24,48, 96, 192, 384. . . usw. : Ecke für den Einheitskreis mit dern
Radius r : 1, so erhält man:

u6 : 6,00000 und
ütz : 6,21766
usc : 6,26526
üae : 6,27870
üso : 6,28206
ütgg : 6,28291
ussr : 6,28311

IJ6 :6,92920
Ur, :6,+3078
Uzn : 6,31'932
IIaa : 6,29218
Unu :6,28543
Ursz : 6,28375
Ugsa : 6,28333.

Der Mittelwert at den beiden letzten Umfängen ist 6,28322.

X'ür einen beliebigen Kreis mit dem Radius r oder dem Durchmesser d
erhält man

uaa+ :3;?i?ää:l untl uae+ : 
3;???ä?: I

Der Mittelwert beträgt: 3,1416 d.

Man bezeichnet diese vorstehend. berechnete Zahl, mit, d.er man den
Kreisdurchmesser multiplizieren muß, um den Kreisumfang (-peripherie)
zu erhalten, mit dem griechischen Buchstaben z (sprich: pi). z entspricht
dem deutschen p, dem Anfangsbuchstaben von Peripherie. Die Zahl glbb
an, wie ott der Durchmesser eines Kreises in seinem Umfang enthalten ist"
Es beträgt der

Kreisumfang: U : n d. : 2 nr,



1. Rreisumf ang - 2. Krei,sinhalt

Di,e Zahl n
Über die größenmäßige Bestimmung der Zahl z ließe sich ein kleines ma-

thematisches Geschichtswerk, angefangen bei den alten Agyptern bis ins vo-
rige Jahrhundert, schreiben. Große Nlathematiker und unermüdliche Rechner
bemühten sich zu allen Zeiten um eine möglichst genaue Festlegung der Zahl
z. Nachstehend einige Näherungswerte und die Namen der Urheber hierfür:

,,
i;v ; :3,1428 (Archimed es, | 2L2 v. Chr.)

""t3+* :3,1477 (Ptolemäus, 100-1?8 n. Chr.)

zt^r H3 : 3,741592 (Petrus Metius, 1571-1635)

xt?r /10 : 3,1623 (Brahmagupta).
Im 16. Jahrhundert bestimmte Ludolf van Ceulen (1540-1610) die Zahl n
auf 35 Stellen. Ihm zu Ehren wird z die Ludolf s che Zabl genannt. Auf
seinem Grabstein in der Peterskirche in Leiden waren die von ihm berech-
neten 35 Dezimalstellen von z angegeben. Später wurde z mittels Reihen-
entwicklung der höheren Mathematik von Vega auf 140, von Dahse auf
200 und von Richter in Elbing auf 500 Dezimalstellen berechnet. Einen
lange Jahre bewunderten Stellenrekord stellte'W. Shanks mit sogar 707
Stellen auf. Im Jahre 1950 wurde selbst dieser ,,Rekord" noch dad.urch
überboten, daß man mit Hilfe elektronischer Rechenmaschinen n a:uf
2400 Stellen nach dem Komma berechnete. Diese Rechnungen haben aber
weder praktische noch theoretische Bedeutung.

Die Zahl z ist, wie der deutsche lfathematiker Lindemann im Jahre 1882
bewiesen hat, ein unendiicher, nicht periodischer Dezimalbruch. Sie
gehört zu den irrationaleir Zahlen (vgl. Band I: frrationaie Zahlen) und ist außer-
dem noch transzendent. Transzendente Zahlen, zu denen außer z beispielsweise
auch die Basis e des natürlichen Logarithmensvstems sowie log 2, sin 1 usrv. gehören,
stehen im Gegensatz zu den algebraischen Zahlen. Alie Zahlen, die trYurzeln einer
algebraischen Gieichung - 

dies sinil Gleichungen, bei clcnen x nicht unter 1og,
lg, ln, sin, cos, tg, ctg oder als Exponent vorhommt 

- 
mil, ganzzahligen Koeffi-

zienten ä'65 a1t äzt. . . aa sind, nennt rnan algebraische Zah\en, Zu ihnen gehören
alle rationalen, aber nicht aIIe irrationaien Zahlen. Beispielsweise ist die Gleichung
x2 

- 
2 : 0 eine algebraische Gleichung und hat die \rlurzein + f2 . Die irrationale

Zahllft-ist, also eine algebraische ZahI. Für die irrationale Zabln abcr, die oben-
drein noch transzendent ist, läßt sich keine algebraische (iicichung mit, ganzzahligen
Koeffizienten angeben, für die die Ludolfsche Zahl n eine \Yurzel isb.

2. Kreisinhalt
Um den n'lächeninhalt eines Kreises zu bestimmen, beschreibe man in den

Kreis ein beliebiges regelmäßiges n-Eck mit der Seite s. Der I'lächeninhalt

eines Bestimmungsd.reiecks beträgt f. Der Eiächeninhalt des gesamten

n-Ecks ist bei n Seiten:
s.h h

1r" -t : n'§',-.
9*

131
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Je größer die Eckenzahl des n-Eckes wird., um so größer wird die Änzahl
der Bestimmungsdreiecke und um so genauer wird d.er Kreisinhalt erhalten.
Dabei wird sich h immer mehr der Größe des Halbmessers r nähern und n . s
wird immer getrauer gleich dem Kreisumfang U. Im Grenzlall bei unend-
licher Seitenzahl des n-Ecks wücl der Inhalt des n-Eckes gleich dem Kreis-

inhalt. Es wird also: n. ..* : ,. ä.
Setzt man für U den vorher bestimmten W'ert

U:2.n.r
ein, so erhält man den Kreisinhalt

F:2nr.I - nr,.
In der Teshnik pflegt man den Kreisinhalt durch den Durchmesser d : 2r
auszudrücken. weil sich der Durchmesser einfacher lrressen läßt aIs der

Rad-ius. Man hat also in d-ie letzte

erhälr E -+.
Zusammenstellung Ij :zn,r : ?u. d

n':zI2 :+
Quailratur iles Kreises

NIit Zirkel und Lineal läßt sich weder der Kreisumfang genau auf eine
gerade Linie übertragen, noclr. läßt sich der Kreisinhalt in ein Quadrat
gleichen n'lächeninhaltes umzeichnen. Die Äufgabe, mit Zirkel und Lineal
eine Strecke von der Länge der Kreisperipherie zu konstruierenl), kann
nicht genau, sondern nur angenähert gelöst werden. Eine solche Nähe-
,rungskonstruktion, von der man im technischen Zeichn;en gern Ge'
brauch macht, stammt von Kochansky (1685). Nachstehend" ihre Be-
r,schreibung und Beweis.

Konstruktionsbeschreibung (Bild 226): Im Endpunkt Ä des Durch-
messers AB : 2r ziebt man
die Tangente an den Kreis.
Man zeichnet die Sehne
AC : r und fällt auf sie von
NI aus das Lot, d.as die Tan-
gente in D schneidet. Yon D
austrägt man auf der Tangente
den Radius r Smal hinterein-
and.er bis E ab.

Die Verbindungslinie BE ist
mit sehr großer Annäherung
gleich dem halben lJmfang des
gezeichneten Kreises.

Gleichung für r : $ zu setzen und

Kreisumfang oder -peripherie:
Kreisinhalt:

Bild 226
r; Die Bestimmung der Länge einer Kurve nennt man R e k t if i kat i o n det Kurve.



2. Rreisinhalt - Aufgaben I.]t'

Beweis

D* { AMC : 60'ist, ist { AMD :30o und { MDA : 60o. A DAM
ist clie Hälfte eines gleichseitigen Dreiecks mit d.er Seite DM : 2x. Es
ist dann DA:x. Im ADAI\I ist nach dem Lehrsatz des Pyühagoras:

Lxz _ xz :rz; B xz : 12; x :äF.

Es ist ferner: AE:3r-x:3r-{ /s. l* Dreieck AEB ergibt der

Lehrsatz des Pythagoras:

BEz:AB2 * AE, :4r2 *.(st - | /a)'

BE:]/or'*e.-2.'J3 1;1 :,f rcl- r1r:
BE : 3,1415r.

Aufgaben

174) Wieviel cmz beträgt die Querschnittsfläche n' eines Rundstahles von
SmmO?

175) Der Durchflußquerschnitt n' eines Rohres
d : 200 mm ist in m2 zu berechnen!

176) Ein Glasrohr hat 1 cm2 Querschnitt. Wie
Weite ?

177) Mit wieviel kg Zugbelastung kann ein Kreisquerschnitt von
a)10mmQ:o;o:d
b) 20 mm 0 beansprucht werden, wenn

I cm2 1600 kg tragen kann ?

178) Eine Nut nach B1ld227 soll mit dem Nuten-
meißel ausgemeißelt werden!
'Wie groß ist der Spanquerschnitt ?

179) Wie groß ist der lJmfang und die n'läche des Einheitskreises mit
demRadiusr:1?

180) Aus einem 12 m langen X'aden wird
a) ein Quadrat,
b) ein gleichseitiges Dreieck,
c) ein regelmäßiges Sechseck und
d) ein Kreis gebildet. X'ür jede dieser 4 X'lächen ist der n'Hcheninhalt

zu berechnen. Welche X'läche hat den größten X'lächeninhalt ?

181) Wie breit muß das Blech für ein kreisrundes Ofenrohr geschnitten
werden, wenn es 15 cm lichte Weite haben soll und für d.en n'alz 3 cm
zugegeben werden ?

182) Wieviele Tonnen kann ein runder Pfeiler von 54 cm @ tragen, werul
8,5 kg auf 1 cm2 zugelassen sind ?

mit der lichten Weite

groß ist seine lichte

Bltd, 227
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183) 4 Abflußrohre von je 10 cm lichter Weite münden in ein gemeinsames
Rohr. Welchen Durchmesser muß dieses Rohr haben, damit sein
Querschnitt ebenso groß wird wie die Querschnitte der 4 einmündenden
Rohre zusammen ?

184) Der Kolben eines Kraftfahrzeugmotors hat einen Durchmesser von
a) 50 mm und
b) 100 mm.
'Wie groß ist seine Kolbenfläche in cmz? Wie verhalten sich die

Ergebnisse von a) und b) zueinander ?

185) 
'Wievielmal so groß wird die Querschnittsfläche eines Rundstahles
bei VerdoppelungdesDurch-
messers ?

186) Wieviele cmz beträgt die
schraffierte X'läche der
nebenstehenden Yierka nt-
mutter? (Bild 228). Bild 228

187) \Yieviele dm2 beträgt der
n'lächeninhalt X' des ge-
lochten Bleches für d:2a
: 60 mm ? (Bild, 229).

188) Wie drückt sich die Grund-
flächetr'dernebenstehenden Bitd 229

Ankerplatte durch L, R
und d aus ? (Bild 230).

189) n'ür eine Yerbindungs-
lasche ist nach Bild 230:
L:350mm; d:R:100mm.

'Wieviel cme beträgt die Bild 2go
n'läche der Lasche ?

190) W'ieviel cm2 beträgt der Kernquerschnitt eines 10 mm starken
Bolzens, auf den das metrische Gewind.e M 10 geschnitten ist, dessen
Kerr' @ 7,916 mm beträgt ?

191) Die in kg gemessene Kraft P der Kolbenstange eines Zylinders be-
stimmt man dadurch, daß man den in atü (Atmosphäre-Uberdruck)
geniessenen Dampfdruck p mit der in cmz berechnete-n Kolbenfläche B
(: Zylinder- Querschnitts{läche) multipliziert. Also: P : p . n'. - Wie
groß ist die Kolbenstangenkraft P bei 7 atü und dem Zylinder-
durchmesser D : 250 mm ?

192) Aus einem Blechstreifen von 50 mm Breite und 2 m Länge sollen
Scheiben vom Durchmesser d :50 mm gestanzt werden. Wieviel
Stück lassen sich herausstanzen? 'Wie groß ist der Materialahfall in
cmz und in o/o?

193) Aus einem Quadratstahl mit der Kantenlänge s soll die größt-
mögliche 'Welle gedreht werden. 'Wieviel Prozent beträgt der Ma-
terialabfall ?

q-s
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194) Wie groß ist der Durchmesser d und die Querschnittsfläche F eines
Baumes, d.essen Umfang mit einem Bandmaß mit, 2,23 m bestimmt
wurde ?

195) Wie lang ist der Weg s, den die Spitze eines 10 cm langen Minuten-
zeigers einer Uhr am Tage zurücklegt ?

196) Auf eine Seiltrommel vom Durchmesser D : 400 mm sind. 30Win-
dungen eines Seiles nebeneinander aufgewickelt. Wieviel m Seil
sind dies ?

197) Äus einer Welle vom Durchmesser d soll das größtmögliche Sechs-
kant gefräst werd,en. Wie groß ist der 'Werkstoffabfall?

198) Der alte indische Näherungswert fün " 
:1110 ist zeichnerisch mittels

des pyühagoreischen Lehrsatzes darzustellen!

199) Wie groß ist der Inhalt des Ifteises mit d mm U im Yergleich zu dem

des Quadrates mit der Seite r:;d? Man setze d:9 mml

200) 'Welchen Weg s hat ein Rad mit dem Außendurchmesser d == 700 mm
nach n : 1000 Umdrehungen zurückgelegt ?

201) W'ieviel Umdrehungen hat ein Rad mit dem Außendurchmesser
d : 1 m nach Zurücklegen eines Weges s : 10 km gemacht ?

202) \Mieviele Umdrehungen in der Minute macht das Rad eines Eisenbahn-
wagens mit dem Durchmesser 850 mm, wenn der Zrg 80 km in der
Stunde zurücklegt ?

203) 2 Rohrleitungen mit d.em Durchmesser d, und d, sollen clurch eine
einzige mit dem Durchmesser D ersetzt werden, deren Durchfluß-

' querschnitt gleich dem der Summe der beiden ursprä:rglichen ist.
a) Wie groß ist D auszuführen ?

b) Welchen geometrischen Lehrsatz benutzt man zur konstruk-
tiven Ermittelung d.es Durchmessers D ?

c) Wie groß ist D, wenn dr: 40 rnm und dz : 30 mm beträgt ?

3. Kreisring

Beschreibt man um einen Punkt M zwei konzentrische Kreise mit den
Radien R und r, so entsteht eine Kreisringfläche.
Die im Bild 231 schraffiert gezeichnete Kreisring-
fläche wird als Di{ferenz der Kreisflächen mit
den Radien R und r bereshnet.

Kreisringfläche: n':zR2 - nr2

oder: ß:!Y-4:44
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Hierin ist D : 2R und d : 2r .

Zu demselben Ergebnis kommt man auf folgende 'Weise:

Denkt man sich die Kreisringfläche gerade ausgestreckt, so entsteht
ein Trapez mit der Höhe (R - r) und den parallelen Seiten 2 z R und
Zwt. Der X'lächenin-halt dieses Trapezes ist:

F :;(2zR * 2zr) (R - r) :xr (R + r) (R- r) :n$z - nrz.

In der Technik benutzt man für den n'lächeninhalt des Kreisringes
gern folgende Gleichung:

n':z.d..s
Hierin ist s : Kreisringstärke : (R - r) und d, : mittlerer Kreisring-

D-r-d
durchmesser : I

Bewei,s

Durch Umformen der Gleichung für die Kreisringfläche

X':# -+ erhätr man:

E :T(D, - d,) :Zto+ d) (D - d) : ".' [u L;-{:2.d.. §.

B ei s piele

1) Um einen Kreis mit dem Radius R ist ein Kreisring zu legen, der dem
gegebenen Kreise flächengleich ist !

Lösung
Die Kreisringstärke möge x betragen. Der mittlere Kreisringdurchmesser

beträgt daun d. : 2 R f x. Der Inhalt des Kreisringes beträgt:
F:zd.s:n(2P"*x)x.

Er soll gleich dem Inhalt der gegebenen Kreisfläche: z R2 sein. Durch Auf-
lösen der quadratischen Gleichung

nP"z:n(2p"*x)x
erhält man: R2 : (2R * x) x; x2 + 2Rx- R2 : 0;

x : R (yr- 1) : R'/, -n.
Zeichnerische Darstellung:

Der innere Kreis (Bild 232) rl:Lit dem Radius R
ist, gegeben. Die schraffierte Kreisringfläche isü
gleich der X'läche des inneren Kreises.

Bitd 2s2
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2) Wie groß ist der Querschnitt d"es Rohres mit der lichten Weite
d : 250 mm und" der'Wandstärke s : 10 mm ?

Lösung
Der mittlere Kreisringdurchmesser ist :

d-: d * s: (250 + 10) :260 mm

und die Bläche n':zdm.s:r.260.10:8164 rnrn2:81,6 cmz.

3) Der äußere Umfang eines Kreisringes ist um 10 mm größer als der
in,ere. 'Wie groß ist die Kreisringstärke ?

Lösung
x sei die Kreisringstärke, dann ist D : d * 2 x. Diesen'Wert setzt man

ein in die Gleichung: nD - n d :10 und erhält n d | 2nx- nd : 10
oder2zx:10.

Man erhält ":lr;:1,6 mm.

4) Eine Stahlwelle 100 mm O ist' konzentrisch so ausgebohrt, daß d.ie

ursprüngliche Querschnittsfläche um 160/o geschwächt ist. Wie groß ist
der innere Bohrungsdurchmesser ?

Lösung

Querschnitt der Yollwelle: X': ti1y
Der Bohrungsdurchmesser sei x. Es soll s.io: f :0,16.4y:

Man erhält hieraus: x:0,4. 100 : 40 mm.

4. Kreisausschnitt oiler -sektor

Ein Kreisausschnitt, auch Kreisseltor genannt, entsteht, wenn rran
aus einer Kreisfläche durch 2 radiale Schnitte AM und BM einen Teil
herausschneidet. Diese Teilfläche ist begrenzt durch 2 Rad.ien, die einen
bestimmten Zentriwinkel a einschließen, und durch einen Teil AB des
Kreisumfanges. Dieser Teil des Kreisumfanges heißt Kreisbogen. Er wird
im folgenden mit b bezeichnet (Bild 233).

Schneidet man aus einem Kreise mit dem
Radius r einen Ausschnitt heraus, bei dem die
Radien aufeinander senkrecht stehen, so erhäit
man einen sogenannten Quadranten. Bei ihm
beträgt der Zentriwinkel 90". Die Länge des
Bogens ist gleich dem 4. Teil der Kreisperipherie,

also: f . Zw Zentriwinkel 180' gehört der

halbe Kreisumfang als Bogen.
ö

Biid 233



138 Dde Geometrie cler Ebene od,er d,ie Plani,metri,e

Allgemein findet man die Bogenlänge eines Kreisausschnittes mit dem
Zentriwinkel o( nach dem Dreisatz:

Zw Zertriwinkel 360' gehört die BogenläDge:znt,

Zum Zentriwinkel 1o gehört die Bogenlärg, ffi:#u,
Zum Zentriwinlel o.o gehört die Bogenlärg., ffi.

Bogenlänge

AuJgaben

204) Wie groß ist beim Einheitskreise (r : t) der Bogen zum Zentriwinkel
a) 30' b) 45' c) 60' d) 90'?

205) Welcher Zentriwinkel gehört zu dem Bogen

206) Der Korbbogen
(Bild 234) setzt sich
aus 4 Yiertelkrei-
sen mit den Mittel-
punkten A, B, C
und D zusammen,
die die Ecken d.es

Quadrates ACBD
bilden. 'Wie 

groß
ist der Umfang des
Korbbogens für
r:10 mm?

207) Wie groß sind die
IJmfänge der Ro-
setten (Bild 235a
und b).

208) \[ie lang ist die
Abwickelung der
ersten 4 Gänge der
in der Zeichnung
aus Kreisbogen
zusamnrcngesetz-
ten Spiralfeder
(Bild 236) r ==
5 mm. Ganghöhe:
h:r.

a)b:r b)b:2r
wennr:Scmist?

c) b:]r,

Bild 234

Bild 235a

Bild 236
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209) Ein Zahntad mit, z :60 Zäh'nen hat den Teilkreisdurchmesser
d0:360 mm. 'Wie groß ist die Teilung t und der Modul m?

Anleitung: Unter d.er Teilung eines Zahnrades versteht man den auf
dem Teillireisbogen gemessenen Abstand von Zahnmitte zt Zahnmitte.

Der Modul ist m: S.

210) Die in nachsteheoa"r lrU"tt" fehlenden Zahlenwerte sind zu berechnen.

ür l[
Zähtezahl des Zahnrades

Teilkreisd urehruesser

ModuI

Teilung

211) Wie groß ist die gestreckte
Länge L des Ausgleich-
rohres Bild 237?

z40
do

ml
tln

i 2I0
7

20 36

500

t12
l0z

R :600 mn
r: 300 nn
d:100 mm

a: 240'

Bitd 237

Inhalt tles Kreissektors

Der X'lächeninhalt des Kreissektors mit dem Zentriwinkel a verhält sich
zur ganzen Kreisfläche wie ao zu 360o. Als Gleichung geschrieben:

f :n*:cro:360'.

Hieraus ergibt sich die

Sektorftäctre f :Hl
oder, indem man die Bogenlänge

il-b - IIt: Il- 2 |

b : iä# in diese Gleichung einsetzt:
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AuJgaben

272) Wie groß ist die Kreissektorfläche f und die Bogenlänge b, wenn ge-
geben ist derKreisdurchmesserd :20cm und derZentriwinkeloc :36o ?

213) Wie groß sind. für einen
X'lansch mit ellipsenähnlicher
X'orm (Bild 238) die Radien
r und R. Die Achsen 2a und 2b
sowie sein Umfang U und In-
halt E, wenn die Länge s ge-
geben ist ?

Bitd 238

214) \{ie groß ist a) der Umfang
und b) der Inhalt des Ovales,
dessen Konstruktion aus dem
Bilde 239 erkennbar ist ?

2r :20 mm.

215) Um jede Ecke eines gleich-
seitigen l)reiecks mit der Seite
r ist ein Kreisbogen durch die
beiden anderen Ecken be-
schrieben (Bild 240). Wie
groß ist der Umfang U und der
Inhalt X' des entstehenden
Bogendreiecks ?

Anmerkung: Das Bogen-
dreieck möge der senkrechte
Ächsschnitt eines Stabes sein,

Bild 239

Bild 240

der ttotz seiner 3 vorhand.enen Ecken als Walze verwendet werden
kann. Bei einer Umdrehung dieser Walze legt das X'ördergut den
'Weg U zurück, der gleich dem zurückgelegten 'Weg bei einer heis-
nrnden Walze vom Durchmesser r ist.

216) Wie groß sind der Umfang U
und. der Querschnitt n' des
Kanalquerschnittes (Bild
241), wenn der Radius gleich
der Seite a des gezeichneten
gleichseitigen Dreiecks ist ? Bitd 24t

a:600mm



4. Kreisausschnitt oiler -sektor 
- 

Aufgaben I4l

21?) Der ellipsenähnliche n'lansch
(Bild 242) setzt sich aus je 2
Kreisbogen mit den Radien r
und R zusammen (R:2r).

Es sind die beiden Achsen
2a und 2b sowie der Umfang
U und der Inhalt n' aus dem
Radius r zu berechnen !

r:100mm

Bild 212

218) Wie groß ist der Flächeninhalt
X'des mit 4 Bohrungen ver-
sehenen X'lansches (BiId 243)?

r:10mm

Bild 243

219) Wie groß ist der Umfang U
und der Inhalt n'der Stopf-
büchsenbrille (BiId 244), die
sich aus 4 Geraden und je 2
gleichgroßen Kreisbogen zu-
s{mmensetzt ?

Bild 244

220) Man zeichne einen l(reis mit dem Radius R und in ihm einen waage-' 
rechten Durchmesser, den man in 3 gleiche Teile teilt. Über döm
ersten Drittel dieses Durchmessers konstruiere man einen Halbkreis
nach oben und über dem Rest des Durchmessers einen Halbkreis
nach unten, ferner über clem letzten Drittel cles Durchmessers nach
unten und über dern Rest des Durchmessers einen Halbkreis nach
oben. Wie groß ist der Umfang und Inhalt der 3 n'iguren, in die
dadurch der Kreis zerlegt wird ?

e
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221) U_m.welchen B.llrg unterscheiden sich die Umfänge der beiden
Kreise bei allen Kreisringen mit derselben \Yandstärfe s ?

222) \!ie groß ist der Radius p des Kreises, den man dem Kreissektor
rnit dem Zentriwinkel 60o und dem Radius r einbeschreiben kann?

6. Kreisahschnitt oder -segment

I]nter einem Kreisabschnitt, auch Kreissegment genannt, versteht man
clen Teil der Kreisfläche, der durch eine
Sehne s und durch den zu dieser Sehne ge-
hörenden Bogen b umschlossen wird. i^
Bild 245 ist die n'läche des Kreissegmentes
schraffiert gezeichnet. Man bestimmt sie
als Differenz der X'läche des Kreissektors,
der von den Radien ail ""[ BM-;;J;;
Bogen b umschlossen wird, minus dem In-
halt des Dreiecks AMB;
Kreisabschnitt : Kreisausschnitt - Dreieck.

ABC : AMBC -A1\[B,.-!'' s .r: Z _2.(r_h)

r.(h-s)-Fs.h
-2

In einer weiteren Gleichung für den
dieser in Abhängigkeit von der Größe
Diese Gleichung lautet:

Inhalt des Kreissegmentes wird
des Zentriwinkels g ausgedrückt.

Äuf ihre Ableitung muß hier noch wegen Eehlens der grundlegenden
erst im Teil III vermittelten Kenntnisse der Trigonometrie verzichtet werden.

In d.er Praxis.verwendet man zur Bestimmung d.er Bogenlänge b, der
Sehnenlänge s, der Bogen- oder Pfeilhöhe h sowie d.es Inhaltes des Seg-
mentes F für den Einheitskreis mit dem Radius r:t Tabellen, die man
in der Nlehrzahl technischer Taschenbücher findetl).

Nachstehend noch einige Ableitungen für die Sehne s, die Bogenhöhe h
und den Radius r:

Sehne s: Für das Dreieck DMB ergibt sich nach dem pythagoreischen
Lehrsatz:

oder s: 2 lla 12, - h) .

DBz: NIB2-DMs oder (;)' : r2- (r-h)z:h (2r-h)

lliid 2.15

r; Hilfsbuch für Betrieb und I(onstruktion.

":;: (t* -,i"e) .
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Bogenhöhe h: Nach dem Lehrsatz des Pythagoras für das Dreieck
DMB ist:

1\[D2: MB2 -
(r-n;z:12-
12-2rh+h2:r'-Y;

"*h2-2rh+I:0,
h : r;r 1l* - [:, + ) yn,, -,, .

I
Das f -Zeichen gilt für h; r;
Das --Zeichen gilt für h < r.

Radius r: Die 2. Gleichung der vorhergehenden Ableitung nach r auf-
gelöst, ergibt:

s2 + 4hzt: gh '

Zum Abschluß dieses Kapitels möge folgender Hinweis auf die
X'lächeninhaltsbestimmung beliebig krummlinig
begrenzter X'iguren

gegeben werden.

1) Yerwendung von llillimeterpapier.
Die n'igur wird. auf Millimeterpapier aufgetragen und die Anzahl der
umschlossenen mm2 (bzw. cm2) festgestellt.

2) Wägung.
Die n'igur wird auf Pappe aufgezeichnet, ausgeschnitten und gewogen.
Aus dem Gewicht kann man den n'lächeninhalt bestimmen, wenn man
vorher ein Stück der verwendeten Pappe mit bekanntem Inhalt
(etwa 10 cm2) ausgewogen hat, wobei vorausgesetzt ist, daß die Pappe
überall gleich stark ist.

3) Trapezmethode.
Die X'läche wird in eine Anzahl Parallelstreifen zerlegt, die man an-
nähernd als Trapeze ansehen kann. Mißt man jeweils }Iittellinie und
Höhe, so läßt sich der Inhalt berechnen.

Aufgaben
223) 'Wie groß ist der Kreisabschnitt des Einheitsquadranten? (r:1)

Wieviel o/o von der Quadrantenfläche beträgt er ?

224) Ein zylindrischer Schwimmer vom Durchmesser d : 400 mm taucht
3

bis zu i seines Durchmessers in W'asser ein. Im Achsschnitt ragt
also aus dem'Wasser ein Kreissegment heraus. Yon ihm sind zu be-
rechnen:
a) Bogenhöhe h, b) Sehne s und c) Tiächeninhalt X'!

DB';

4t
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225) E.ir.e'Welle mit dem Durchmesser d ist in Längsrichtung abgefräst.
Der Querschnitt d.er abgefrästen Welle ist ein Kreisabschnitt mit
der Bogenhöhe h : ] a. Wl" groß sind für diesen Abschnitt:

a) die Länge der Sehne s,

b) der zu s gehörende Zentriwinkel,
c) der Inhalt des abgefrästen Segmentes ?

226) Aus einer . Welle vom Durchmesser d ist ein Yierkantstahl größt-
möglicher Schlüsselweite zu hobeln. Wie groß sind:

a) die Schlüsselweite,
b) die Querschnittsfläche des Yierkantstahles,'
c) der Materialabfall ?

227) Einem gleichseitigen Dreieck ABC mit der Seite c ist der Kreis mit
dem Mittelpunkt M eingeschrieben. Er berührt die 3 Seiten in den
Punkten D, E und X'. 'Wie groß sind:

a) die Höhe des gegebenen gleichseitigen Dreieckes,

b) der Radius des Inkreises,
c) der Flächeninhalt des Inkreises,

d) der Inhalt des Dreiecks DEn',
e) der Inhalt der 3 Kreisabschnitte, die d.urch d.ie Seiten des Drei-

ecks DEtr' vom Inkreise abgeschnitten werd.en?

228) Die fehlenden Zahlenwerte der zum Bilat 246 gehörenden Maßtabelle
sind zu ergänzen!

'qb

") i ,o l.o" l sn

b)l ro 
]

36" 4 n

c) ] to irzo" I 60'

d.) i

el I

tos " 72" ß :t
Bild 246

45 40o l0 n

229) Um jeile Ecke eines gleichseitigen Dreiecks sind mit der Dreiecks-
seite s Kreisbogen von einer Ecke zur anderen geschlagen. Welchen
Inhalt hat die durch die 3 Kreisbogen entstehende X'igur ?

230) Yon 2 gleichgroßen Kreisen liegt der Mittelpunkt d.es einen auf der
Peripherie des anderen.

'Wie 
groß ist das gemeinsame X'lächenstück ?
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L. Sehwerpunktsb ereehnungen

Weder Linien, noch Flächen besitzen eine räumliche Ausdehnung. Sie
haben somit puch keine Schwere. Man kann also eigentlich nicht von
einem Schwerpunkt von Linien oder Flächen sprechen. Wir stellen uns
aber zur Yerdeutlichung eine Linie als einen sehr dünnen Draht vor, dessen
Masse gleichmäßig über seine ganze Länge verteilt ist. Ebenso kann man
eine n'läche als eine sehr dünne Blechplatte mit gleichmäßig verteilter
Ilasse ansehen. So betrachtet, ist der Schwerpunkt der Punkt, in dem
man einen solchen Draht bzw. eine solche X'läche unterstützen müßte, da-
mit sie sich in jeder Lage im Gleichgewicht befinden.

Nachstehend werden die für die technische Praxis wichtigsten Schwer-
punktslagen angegeben und, soweit erforderlich, etwas eingehender be-
handelt:

1) Der Schwerpunld einer Streclrc ist ihr Mittelpunkt.

2) Der Bchwerpunlct eines Dreiecks ist der Schnittpunkt seiner Seiten-
halbierend.en.

Denkt man sioh ein Dreieck ABC clurch sehr viele parallel zu Seite AIJ
gezogene Geraden zerlegt, so liegen die Schwerpunkte aller dieser Parallelen
auf ihren Mitten. Die Verbindungsiinie dieser llittelpunl:te ist eine Schwer-
linie des l)reiecks. Zerlegt man das Dreieck aber durch parallele Geraden
zur Seite B C, so liegen in diesem Ealle die Mittelpunkte auf der Schwer-
linie von der Ecke A aus. Wie im Schwerliniensatze auf Seite 106 gezeigt
wurde, schneiden sich die 3 Schwerlinien im Yerhältnis 2 : 1. Bezeichnet
man die Höhe eines Dreiecks von irgendeiner Ecke auf die gegenüber-

liegende Seite mit h, so liegt der Schwerpunkt auf der im Abstande I
zur Grundlinie gezogenen Parallelen, wie man mittels des 2. Strahlensatzes
leicht zeigen kann.

3) Der Bchwerpunlct regelmriPiger Vieleclce ist der Mittelpunkt des utrr-
beschriebenen Kreises.

4) Der Schwerpunkt eines beliebigen V,i,ereclcs wird zeichnerisch da-
durch bestimmt, daß man es durch eine Diagonale in 2 Dreiecke'zerlegt
und deren Schwerpunkte S, und S, bestimmt. Der Schwerpunkt S des
Vierecks liegt auf der Yerbindungslinie S, Sr. Dieselbe Konstruktion
wiederholt man mittels der and.eren Diagonale. Man findet die Schwer-
punkte S, und Sa. Auf SrS, liegt ebenfalls der Schwerpun-kt S. Somit
ist der Schnittpunkt von S, S, mit S3 S4 der Schwerpunkt der Gesamt-
fläche. Nach dieser Konstruktion hat man also 4 einzelne Schwerpunkte
zu bestimmen.
Mathematik Toil 2

L45
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Einfacher ist die folgendeKonstruktion: Im B1ld247 ist E derDiagonalen-
schnittpunkt. Man trägt ED von B
aus auf BD ab und erhält X'. X' ver-
bindet man mit A und C. Der Schwer-
punkt S des Dreiecks X'CA ist der
gesuchte Schwerpunkt S des Vier-
ecks..

Beweis

n'EA hat den Schwerpunkt S.
EX'C ,, ,, ,, S,

S liegt somit auf SrSr. S, ist aber
auch der Schwerpunkt d.es Dreiecks
BDA, da die Dreiecke Bn'A und

EDA fläahengleich sind. Ebenso ist S, der Schwerpunkt des Drei-
ecks DBC.

5) Der Bchuerpunkt d,er Trapezfkiche: Ztr Berechnung der Schwer-
punktslage irgendeiner beliebigen Fläche wird in d.er Mechanik der Satz
von den statischen Momenten verwendet. Unter dem statischen i[oment
einer n'läche, bezogen auf eine beliebige Achse, versteht man das Produkt
aus dem Inhalt der X'läche mal dem Abstand des X'lächenschwerpunktes
von der Bezugsachse. Entsprechend versteht man unter dem stätischen
Moment einer Kurve in bezug auf eine Achse das Produkt aus der Länge
der Kurve und dem Abstand des Kurvenschwerpunktes von der Achse.

Der Satz von den statischen Momenten lautet:
Das statische Moment einer aus mehreren Einzelflächen (-kurven) zu

sammengesetzten X'läche (Kurve) ist gleich der Summe der statischen Mo-
mente der Einzelflächen (-kurven).

Es seien a und b die beiden parallelen Trapezseiten und h clie Höhe
des Trapezes. Dann beträgt der Abstand y des Trapezschwerpunlrtes von
der Seite a:

C

Bitd. 247

des Dreiecks AED:

des Parallelogramms EBCD:

Ml : dE:l.ä: nr.T: t, - b) .T

M2: EB h.h, : EB.T :O.';

h a+2b
V:-rr 3 a+b

Beuseis

Die Trapezfläche ABCD (Bild 248) sei durch die zu CB gezogene Par-
allele DE in das Dreieck AED und das Parallelogramm EBCD zerlegt.
Der Schwerpunh d.es Dreiecks ÄED ist von der Grundlinie I entfernt,

der des Parallelogramms EBCD ub", |. Es beträgt das statische

Moment
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des Trapezes ABCD: M : L;l.h.y,
wobei y d.er gesuchte Schwerpunl:tbabstand von der. Grundlinie sei. Nach
dem Satz von den statischen Momenten beträgt: M: Mr * Mr. Es ist
also:

'1 oo. y: (a - b)f +b.T:[{, +2b)
oder:

fta+ztl hY: r+b , :B
'n

2

a{2b
afb

Auf dieser soeben durchgeführten Berechnung berult der Beweis für
die nachstehende §chwerpunktskonstruktion der Praxis:

I Man verlängert die Trapezseite a um b und die Seite b um a nach

I entgegengesetzten Richtungen und zieht die Gerade X'G. Diese

! schneidet die Verbindungslinie MN der Mitten der beiden parallelen
! Seiten im Schwerpunkt S.

Bewei,s

Nach dem Strahlensatz für die beiden Strahlen X'G uncl MN mit dem
Strahlenpuntrd S gilt:

SN N G U+!'
SM:M}.:a

,+b
oder nach den Regeln der korrespondierenden Addition:

SN+SM (.**)*(,.4: or+,
a ,, af 2b

+I)
2

SN+SM h
-SM :t

, h af 2boder y:3.a+b

SM

Es verhält sich ferner:

Somit ist:
h 3(alb)
y af2b

10*
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6) Berechnung der Schwerp'unlcte beli,ebi,ger Vi,elecke

Ein Vieleck mit n-Ecken wird von einer Ecke aus in (" - 2) Dreiecke
mit den X'lächeninhalten f1, fr, f, usw. zerlegt, deren Schwerpunkte
31 , S2, S, usw. zeichnerisch bestimmt werden. Darauf wählt man 2 beliebige
zueinander senkrechte Achsen X und Y. Die Schwerpunkte 31, Sr, S,
haben von der X-Achse die Abstände !1, 12, ys usw., von der Y-Achse
aber x1, X2, x3 usw. Der Sa,tz von d.en statischen }lomenten iautet für
diese so unterteilte n-Dcksfläche in Buchstaben:

F. yo : fryr * \yr* fry, f usw.

Hierin ist yo der Abstand des Gedamtschwerpunktes S von der X-Achse
undn':frffr+fr+...
AIso:

_ fr.v, * fzy:r * frya *.,.
Jo: li-ff,-fr4...

Ebenso findet man den Abstand xo des Schwerpunktes S von der Y-Achse:

- fr x1 i f2x, *fs xs *.'.
^o: frtfzf fr*... -'

7) Der Schwerpunkt e'ines Kreises ist sein Mittelpunkt.

8) Der Bchwerpunlct eines Kreisbogens

Der Kreisbogen AB (Bild 249) sei in sehr viele kleine Bogen bl, bz, bg
usw. zerlegt, die man im Grenzfall als
kleine gerade Linien betrachten kann.
Es ist dann AB : b, * b, + ba + ... usw.
Ist S der Schwerpunkt des Ilreisbogens
(er liegt nicht auf dem Bogen, sondern
außerhalb von ihm), so ist das Moment
des gesamten Bogens AB bezogen auf
eine Achse x:

M : AB. yo : (br * bs* b, f ...). Io.

Das Moment eines Teilbogenteilchens b, ist b, . yr. Die Summe der
Momente der einzelnen Bogenteilcheu beträgt:

M: bry *bzyz* bala J-...
Ahnliche Dreiecke ergeben: b, : s. : r : y, oder brh : srr. Dies in d.ie

letzte Gleichung für das Moment M eingesetzt, ergibt:

M :srr*szr*sar*... -r. (sr* Fz*sa+...) :r.s.
Durch Gleichsetzen des statischen Momentes der Gesamtfläche und der
Summe der statischen Momente der einzelnen X'lächen erhält man

(bl+b2+bB+...)yo:r.s od.er y - 
r's

o - br*bs-1-ba*br*...'

Bitd 249

H
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Eür b, * bz * b, * .. . : b gesetzt, erhält man den Schwerpunlrts-
abstand vom Mittelpunkt:

r.s Ratlius x Sehne

' u b -Bogcn

Wird die Sehne s zum Durchmesser 2 r und der Bogen b zum Umfang
des Halbkreises z. r, so erhält man als

r,21 2r

9) Der Bchwerpunlrt eines Kreisselrtors

Man denke sioh den gesamten Sektor IIBA (Bild 250) in sehr viele
Sektorteilchen MBC zerlegt, die im Grenzfall als kleine Dreiecke zu be-
trachten sind. Ihre Schwerpunkte sind sämtlich 2/u r vom Mittelpunkt
M entfernt. Die Schwerpunkte aller Sektorteilchen liegen also auf dem
Bogen DE vom Halbmesser 2/, r. Schwerpunlrt S dieses Bogens ist
der Schwerpunkt des gesamten Sektors und hat von M den Abstand:

2 Sehne DE 2 Sehne AB
J'o : g'' Bog", D-ti 

: 
3 r' Bogo,,,AB

Dcr Schwerpunkt der Halbkreisfläche wird, da die Sehnc AB in den
Durchmesser 2 r und der Bogen AB in
den halbeu Llmfang z r übergeht:

2 21 4r\' - r.J0- 3" nr-3n

Schwerpunkt der Halbkreisfläche:

Sild 2a(r

Io Jtt



Teil I I
Die Geomeh'ie cles Rattmes ocler clie Sfereometrie

A. Die stereometrisehen Grundbegrifte
und die versehiedenen Körper

Die Stereometrie befaßt sich mit der räurnlichen X'orm oder Gestalt
der Körper. IJnter einem Körper versteht man einen allseitig begrenzten
Teil des Raumes. I)ie Begrenzungsflächen können ebene oder krumme
Flächen sein. Man unterscheidet somit zwischen

1) ebenflächig-begrenzten oder kurz ebenflächigen Körpern (auch Poly-
eder oder Yielflache genannt) und

2) krummflächig-begrenzten oder kurz krummflächigen Körpern.

1. Ebenflächige Körpcr

Die ebenflächigen Körper werden; wie schon der N:lme sagt, vorl
ebenen Flächen begrcnzt. Die Summe alier Begrenzungsflächen nennt
man die Oberflciche. Die Schnittlinien der n'lächen heißen Kanten. Diese
wiederum schneiden sich in der Ecken der Körper. Eine Körperecke heißt
3, 4 oder n-seitig, je nachdem in ihr 3, 4 . . . oder n Ilächen zusammen-
stoßen. Für die Anzahl der Ecken, der Blächen und der Kanten irgendeines
beliebigen Vielflaches ohne einspringende Körperecken (man nennt es
auch konvexes Yielflach) gilt der von Euler bewiesene Satz: Eckenzahl
f Flächenzahl : Kantenzahl J-2. fn Worten lautet der Eglersehe Satz:

Bei jedem ebenflächigen konvexen Körper ist die Summe aller
Ecken (e) vermehrt um die Zall der X'lächen (f) um 2 größer als
die Zahl der Kanten (k).

eff:k+2
Bei,spiel,
Beim Würfel beträgt: e :8, f :6, k:12; also: 8 + 6 : 12 +2.

Die bekanntesten ebenflächigen Körper sind: Prismen, Pyramiden, Pyra-
midenstumpfe, Obeliske, Prismatoide und die Platonischen Körper.

a) Prismon

Ein Prisma wird begrenzt durch eine Grund- und eine Deckfläche, die
beide einander kongruent sind und in parallelen Ebenen liegen, sowie
durch n Parallclogramme oder Rechtecke, wobei n die Anzahl der Ecken
cler Grundfläche ist. Stehen die Schnittkanten der Seitenflächen senk-
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recht auf d.er Grundfläche, so hat man ein gerades Prisma;bilden sie
einen von 900 verschiedenen 

'Winkel mit der Grundfläche, sind aber par-
allel zueinander, so liegt ein schiefes Prisma vor. Jeder Querschnitt
durch ein Prisma parallel zur Grund- bzw. Deckfläche ist kongruent der
Grundfläche. Jeder Längsschnitt parallel einer Seitenkante ist ein Paral-
lelogramm, beim geraden Prisma ein Rechteck. Die Prismen teilt man
nach folgenden Gesichtspunkten ein:

oc) n-seitigo Prismcn sind. Körper, die von 2 kongnrenten n-Ecken als
Grundflächen und n Parallelogrammer als Seitenflächen begrenzt werd"en.
Die Grundlranten sind die Seiten der Grundflächen. Die Seitenkanten
sind, die anderen Seiten der Seitenflächen. Die Seitenkanten sind. ein-
ander parallel.

p) Gerade Prismen sind" Prismen, deten Seitenflächen Rechtecke sind
Die Seitenflächen stehen senkrecht auf der Grundfläche.

7) Regelmäßige Prismen sind gerade Prismen, deren Grundflächen
regelmäßige Vielecke sind.

Bei,spiel,
Sechskantstahl (Bild 271 Seite 160).

ö) Die Quailer (auch Rechtkante genannt) sind Körper, dic von 6 Recht-
ecksflächen begrenzt werden. Quader sind vierseitige gerade Prismen. Je 2
einander gegenüberiiegend.e Rechtecke sind kongruent.

Beispiel
Ziegelsteine (Bitd 267 Seite 159).

e) Dio Würfel (auch Kuben oder Hexaeiler genannt) sind Spezial-
quader, bei denen aIle Rechtecke untereinander flächengleich und deckungs-
gleich sind. \Yürfel werden also von 6 Quadraten eingeschlossen (Bild 268
Seite 159;.

6) Schief abgesehnittene Prismcn entstehen aus geraden Prismen, wenn
man deren Enden durch Ebenen abschneidet, die nicht zur Grundfläche
parallel sind. Beim schief abgeschnittenen Prisma sind die Grundflächen
nicht kongruent. Die Seitenflächen sind. keine Parallelogramme, sondern
Trapeze.

b) Pyramiilen

Eine P1.r'amide ist ein Körper, der von einem n-Eck als Grundfläche
und von n-Dreiecken als Seitenflächen begrenzt wird. Die Seiten der
Grundfläche heißen Grundkanten, die and.eren Seiten sind die Seiten-
kanten. Der Schnittpunkt der Seiten-kanten heißt die Spitze der
Pyramide. Das von der Spitze auf die Grundfläche gefällte Lot heißt
die Höhe der Pyramide. Man unterscheidet: regelmäßige Pyramiden
und Doppelpyramiden.

a) Regelmäßige Pyramiden sind Ppamiden, deren Grundfläche ein
regelmäßiges Vieleck ist und deren Spitze senkrecht über dem gemein-

151
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sanren Mittelpunkt des Um- und fnkreises der Grundfläche liegt. - Die
Mantelfläche einer regelmäßigen Pyramide setzt sich aus kongmenten
gleichschenkligen Dreiecken zusammen (Bild 278 Seite 166). Steht die
Verbindungslinie der Spitze mit dem Mittelpunkt der Grundfläche auf
der Grundfläche nicht senkrecht, so.ist die Pyramide schief.

B) Doppelpyramiilen entstehen dadurch, daß man 2 regelmäßige Pyra-
miden mit ihren kongruenten Grundflächen aneinand.erlegt. Eine Doppel-
py'ramide hat also 2 Spitzen, deren Verbindungslinie senkrecht auf der
zusammengelegten Grund.fläche liegt (Bild. 279 Seite 166).

c) Pyramitlenstumpfo

Die Pyramidenstumpfe, auch abgestumpfte Pyramiden genannt, ent-
stehen dad.urch, daß man von einer Pyramide d"urch eine der Grundfläche
parallele Ebene ein Sttlck abschneidet. Das abgeschnittene Stück ist eine
kleine Pyramide, die man Ergänzungspyramide nennt. Ein Pyramiden-
stnmpf wird begrenzt vott 2 in parallelen Ebenen liegenden ähnlichen
Vielecken, der Grund- und der Deckfläche, sowie von Trapezen als Seiten-
fläclien. Die Verlängerungen der Seitenkanten schneiclen sich in einem
Punkte, der außerhalb des Pyramidenstumpfes liegt (Bild 281 Seite 168).

il) Obeliske otler Pontone

Diese sind bei oberflächlicher Betrachtung bisweilen von Pyramiden-
stumpfen kaum zu untersbheiden. Sie weiden durch 2 unähnliche Rechtecke
als Endflächen begrenzt. Die Endflächen liegen parallel zueinander.

Die Rechteckseiten liegen parallel zueinander. Verlängert man die
4 Seitenkanten, so schneiden sie sich nicht in einem Punkte, wie dies bei
der rechteckigen vierseitigen abgestumpften Pyramide der X'all ist. Sie bil-
den zwei Paare von sich schneiclenden Geraden. Die \ierbindungslinie der
Schnittpunkte ist eine Kante. (Bild 282 Seite 170).

Der Obelisk ist ein abgestumpfter Keil mit rechteckiger Grundfläche
(Bilrl 282 Seite 170).

e) Prismatoiile oiler Prismoiile
' Prismoide sind Körper, die von 2 parallelen Endflächen und dreieckigen
Seitenflächen begrenzt werden. IJnter ihren Höhen versteht man den
Abstand der Endflächen (Bild 280 Seite 167).

f) Die 5 Platonischen I(örperl)
Im Gegensatz zr det Geometrie der Ebene, bei der es unendlich viele

regelmäßige Blächen gibt, besitzt die Stereometrie nur 5 regelmäßige Kör-
per, die sogenannten Platonischen I(örper. Ein Körper heißt regelmäßig,
wenn seine sämtlichen Begrenzungsflächen einander kongruente regel-
mäßige n-Ecke sind und wenn in jeder Ecke gleich viele Seitenflächen zu-
sammenstoßen. Die Bilder 251a... e zeigen die 5 Platonischen Körper mit
ihren charakteristischen Kennzeichen.

i) Griechischer Philosoph Platon: 429 bis 348 v. Chr. in Athen.
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Tetraeder Hexoeder

Dodekaeder ( Draufsicht )

Bild 251a . . . e: Die 5 Platonischen Körper

Name des

Platonischen Körpers

Begrenzungs-
flächen sind
regelmäßige

Anzahl der

Dcken Flächen I Kanten

a I Vierflach

b i Sechsflach
(Würfel)

Achtflach

Zwölfflach

Zwanzig-
flach

Teüraeder

Ilexaeder
(Kubus)

Oktaeder

Dodekaeder

Ikosaeder

Dreiecke

Quadrate

Dreiecke

Fünfecke

Dreiecke

4
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4
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6

L2

t2

30

-+
I
I
I

ta\

'. ---*--

--{' '

Y
I

I

I

t2 20 30

E fF= ll"ri



154 Die Geornetrie d,es ßaumes oiler ilie Stereometr,ie

2. Krummflächigo Körper

Für die Technik sind von den krummflächigen Körpern besonders die
von Bedeutung, die durch Drehung von X'lächen um eine Achse entstehen.
Man nennt sie Drehkörper (oder Rotationskörper).

a) Zyliniler oiler lYalzo

Durch Drehen einer Rechtecksfläche ABCD (Bild 252) um eine Seite,
z. B. AD, entsteht ein gerader Kreiszylinder. Er wird begrenzt durch
2 ebene parallele l<ongruente I(reisflächen , die Gru.nrlflcichen mit den Radien

Vorderonsicht

Droufsicht

Bild

Bild 254
Gerader I(reiszylinder

schräg geschnitten

Bild 253

Schiefer Kreiszylinder

AR und CD, und die krumme Zy-
linderfläche auch }fantelfläche
oder kurz X'Iantel genannt -, die
durch die sich drehend.e Seite BC
beschrieben wird. Die Yerbindungs-
Iiriie AD der Mittelpunkte der Grund-
flächen hcißt clie Achse des Ifteis-
zylinders. Steht die Achse des Zyhn-
ders senkrecht auf d.en beiden Grund-
flächen, so heißt der Zylinder gerade.

Ein Kreiszylinder heißt scliriel,
wenn die Verbindungslinie der Grund-
flächenmittelpunkte nicht auf den
Grundflächen senkrecht steht. Ein
solcher schiefer Kreiszylinder kann
nicht durch Drehung entstehen (Bild
253). Eine zwischen den Grundflächen
liegende und auf diesen senkrecht ste-
hende Strecke heißt Höhe.

6.n'
siniist

[,
Vorderonsicht

leil I und II
obgeschnr'lten

Draufsicht

v
Yr.
lt

,+
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Bild

Draufsicht

Rild 255

'Werden von einem geraden Kreiszylinder durch 2 schräg zur Achse
gelegere Schnittflächen die beiden Teile I und II abgeschnitten, so sind
die beiden Grund{lächen des übrig bleibenden Restkörpers keine Kreise,
sondern Ellipsen (Bild 254).

b) Zylinderhuf oiler Zylinilerstutz
Legt man durcJr einen schief abgeschnittenen Kreiszylinder derr zur

Achse senl<rechten Schnitt clurch die Mitte der schiefen Endflächen (ADB
ist die Häifte der Schnittellipse), so heißt der oberhalb bzw. unterhalb
des senkrechten Schnittes (Halbkreis ACB) verbleibende Teil ein Zylinder-
huf oder Zylinderstutz (Biid 255).

c) Hohlzylindcr oder Rohr
Durch Drehung einer Rechtecksfläche ABCD (Bild 256) um eine zu einer

Rechteclrsseite para,llele außerhalb des Rechteckes liegende Achse EF ent-
steht eir Hoh lzylinder. I\{an kann sich aber auch einen Hohlzylinder dadurch
entstanden denken, daß man einen geraden I(reiszylinder zentrisch ausbohrt.

il) Kegel

Durch Drehen eines reclitwinkligen Dreiecks ABC (Bild 257) um eine
seiner beiden Katheten, z. B. AC, entsteht ein gerader Kreiskegel. Seine
Begrenzungsflächen sind: die ebene Kreisfläche oder Grundfläche mit dem
Radius AB und die krumme Kegelfläche, auch l\{antelfläche oder kurz
Montel genannt. Die Yerbindungslinie der Spitze C mit der Mitte A der

I

2i:6 i a
tl

I

2it7Bild

Al
(D

I

(5
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Grundfläche heißL di.^ Achse des Kegels. C ist die Kegelspi,tze. Jede Yer-
bindungslinie der Kegelspitze mit irgend-
einem Punkte der Kreisperipherie des Grund-
kreises heil}t eine Seiten- od,er Mantellinie,
z. B. CB. Ein Kegel b.eißt, gerad,e, wenn
die Yerbindungslinie der Kegelspitze mit dem
Grundkreismittelpunlt auf der Grundfläche
senkrecht steht. Steht die Verbindungslinie

n",xt;,,n,lä,ff '§;f tJ,,"-n'lufüä"*l#o1u::If; fJf l;
so hat man einen schi,efen Krei,skegel,
(Bild 258).

Ein schiefer Kreiskegel kann nicht durch
Rotation (: Drehung) eines rechtwinkligen
Dreiecks um eine Kathete entstehen. Unter
der Höhe eines Kreiskegels versteht man
das von der Spitze auf die Grunclfläche ge-
fällte Lot.

e) Kegelstumpf

Ein Kegelstumpf (Bild 259) entsteht aus einem Kreiskegel dadurch, daß
man von diesem durch einen zur Grundfläche
parallelen Schnitt ein Stück abschneidet.

Ein Kegelstumpf wird. begrenzt durch
2 parallele Kreisflächen als Grundflächen und
eine krumme Fläche, die Kegelmantelfläche
oder kurz den Mantel. Die Höhe des Kegel-
stumpfes ist der senkreclrte Abstandder beiden
Grundflächen voneinander.

Der abgeschnittene Kegel heißt der Er-
gänzungskegel.

B;ld 259

f) Kugel

Dreht s]ch eine Halbkreisfläche (Bild 260) um ihren Durchmesser, so
entsteht eine Kugel. Der Durchmesser, unr den sich der Halbkreis dreht,
heißt die Achseder Kugel. Alle Punkte der Halbkreisperipherie beschreiben

-t-
i

Bild 258

-)
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+
Bild

bei der Drehung Ilreise, deren Ebenen paraliel sind und auf der Achse
senkrecht stehen; sie heißen Parallelkreise
oder auch Brei,tenkreise, eine Bezeichnung,
die in d.er Geographie üblich ist. Der
größte dieser Breitenkreise heißt der
Äquator. Wie man auch immer eine
Kugel durch einen ebenen Schnitt
schneiden mag, als Schnittfläche ent-
steht jedes NlaI eine Kreisfläche. Eine
Hohlkugel entsteht dadurch, daß man
die Hälfte eines Kreisringes um seinen
Durchmesser sich drehen Iäßt (Bild 261).

260

g) Kugelabschnitt oiler Kugelsegmont

Ein Kugelabschnitt oder -segment ist der Teil einer Kugel, d.er durch eine
sie schneidende Ebene abgeschnitten wird
(Bild 262). Der krummflächige Teil seiner
Oberfläche heißt Kugelkappe oder Kalotte,
Legt man den ebeneri Schnitt durch den
I(ugelmittelpunkt, so entstehen 2 Halb-
kugeln. Durch jeden beliebigen anderen
Schnitt einer Kugel entstehen 2 verschie-
den große Segmente und 2 Kalotten. Die
Höhe des Kugelsegments bzw. der Kalotte
ist der zwischen Schnittebene und Kugel-
fläche gelegene Teil des Kugelradius, der
sich vom Kugelmittelpunl:t durch den
Mittelpunkt des Schnittkreises ziehen läßt.

.-I

ru
Wv
Bild 261

h) Kugelaussehnitt oiler

Ein Kugelausschnitt (Bild 263)

Kugelsektor

ist der Raumteil einer Kugel, der durch
eine Kalotte und den
durch ihren Kugelkreis
un<l d.en Kugelmittel-
punkt bestimmten'
Kegelmantel begrenzt
wird oder and.ers be-
trachtet: Ein Kugel-
ausschnitt entsteht
durch Drehung eines
Kreisausschnittes um
den einen seiner beiden
ihn begrenzenden Ra-
dien (Bild 26a).

dq)
i

w
I

i

9
Bild 264

Bitd 262

Bild 263
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i) Kugelschicht

Eine Kugelschicht (Bild 265) ist der von 2 parallelen Schnittebenen be-
gtenzte Teil einer Kugel. Der krumm-
flächige Teil der Kugelschichtoberfläche
heißt die Kugelzone.

Die Höhe einer Kugelschicht ist der
zwischen den Mittelpunkten der Schnitt-
kreise gelegene Teil des Kugelradius.

BiId 265

k) Ring

Ein Ring (Bild 266) entsteht durch Drehung einer Kreisfläche um eine
außerhalb der Kreisfläche gelegene Achse.
Schneidet man einen Ring durch einen
zur Rotationsachse senkrechten Schnitt,
so entsteht eine Kreisringfläche.

Bild 266

B. Berechnung der Rauminhalte und Oberllächen
Der Rauminhalt oder das Volumeq eines Körpers wird als Yielfaches der

Raumeinheit angegeben. .!is Raume,i,nhe,i,t wird, der 'Würfel, 
dessen Kante

die Längeneinheit hat, benutzt.
Der Würfel mit d.er Kante 1 m hat, das Yolumen I m3

,t t, ,, ,, ,, 1dm ,, t, ,, 1dm3
,, ,, ,, ,, ,, 1 gja ,, ,) ,, I cm3

oi"r" + *,,*",ä"n", o;;*""'Jäü; ,;**;, 
1 mm,

1 m3 : 103 dm3 : 106 cm3 : 10e mmg
: 1000 dma : 1000000 cm3 :1000000000 mmg

1 dm3 : 1000 cm3 :1000000 mm3
1 cm3 :1000 mmB
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Für Gewichtsberechnungen
Yolumen in Raumeinheiten und

von Körpern bestimmt man das Körper-
multipliziert dieses mit der Wichte.

Gewicht in
,, ,t

Gewicht : Volumen x Wichte

Die Wichte (früher: spezifisches Gewicht) hat die Dimension:

tl*' oder kg/dm3 od"er g/"-'
Multipliziert man die Wichte mit dem

Körpervolumen in m3, so erhält man das

,) ), dms, ,, t, ,, ,,
,, ,, Cm8' 

" " " 
tt

,, ), mm3, ,, ,, t, ,,

1. Ebenflächige Körper

Quad,er

oder mg/mm3

Auf seine Grundfläche (Bild 267) mit den Seiten a und b kann man (ab)
Würfel mit der Kante 1 dicht
nebeneinander legen. Ist die
3. Seite des Quaders, die auf der
Grundfläche (ab) senkrecht steht,
c lang, so kann man c-mal über-
einander (ab) 'Würfel legen. Im
gar.zet ist also der Quader aus
(abc) Einheitswürfeln gebildet;
d. h. es beträgt das

uaalerYolumen: Y= a. b. e

wobei a, b, c die 3 in einer Ecke zusammenstoßenden, aufeinander senlrecht
stehend"en Kanten sind. Die Oberfkiche des Quaders besteht aus 6 Recht-
ecken. Die Grund- und Deckfläche betragen je (ab) X'lächeneinheiten; zu-
sammen also 2ab X'lächeneinheiten. Die 4 anderen n'lächen betragen.
Zac ! 2bc X'lächeneinheiten.

Es beträgt somit die Quaileroberfläche: O-2(ab+ac+be)
Sincl die 3 Kanten des Quaders gleich lang, ist also a : b : c (Bild 268),

so erhält man den'Wärfel mit der Kanten-
länge a. Unter Benutzung der für den Quader
berechneten n'ormeln findet man das

Würfelyolum.", p{l
und die Oberfläche des 'Würfels:

Q : 2 (aaf aafaa) : 2. \az : 6az

t
kg
s
mg

I

.L---

Würfeloberfläche:
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Yon Cavalieri (1598 bis 1647 Professor der Mathematik in Bologna) stammt
der folgende nach ihm benannte Lehrsatz:

Cavalierischo Grunilsatz

I Liegen Körper zwischen parallelen Ebenen und sind ihre Quer-
! schnitte sowohl in diesen beiden Ebenen, als auch in jeder beliebigen,

I ihnen parallelen Ebene gleich groß, so haben die Körper gleichen

I Rauminhalt.

Denkt man sich die rechteckige Deckfläche eines Quaders (Bild 269) mit
dem Inhalt (ab) parallel zur Grundfläche
und parallel zu sich selbst verschoben, so
werden die 4 Yerbindungskanten der Ecken
der Deckfläche mit denen der Grundfläche
nicht mehr auf der Grund.fläche senkrecht
stehen, sondern einen von 900 verschiedenen
Winkel bililen. Die bisherige Kante c wird
nunmehr länger; erhalten aber bleibt die
Länge der Höhe, da die Grund- und Deck-
fläche in parallelen Ebenen liegen. Nach
dem Cavalierischen Grundsatz ist das Yo-

Iumeu dieses neu erhaltenen Körpers gleich Y: (ab) . h, wobei (ab) der
Flächeninhalt d"er Grundfläche und h der sentrechte Äbstand der beiden
Grundflächen voneinander ist. Siehe Bild 269 !

Yerwandelt man nun noch die beiclen rechteckigen Grund- und Deck-
flächen des bisherigen Quaders in flächengleiche Parallelogramme (Bild 270),
so erhält man ein schiefes 4-seitiges Prisma. Jeder Querschnitt durch dieses

Prisma parallel zur Grund- bzw. Deck-
fläche ist kongruent der GrundJläche
und hat den Flächeninhalt ab :8.
Das Yolumen des schiefen vierseitigen
Prismas ist: Y: g. h : Grundfläche
X Höhe. In der letzten Gleichung
ist h der senlrrechte Abstand der
Grund.fläche von d-er Deckfläche. Aus
dem Cavalierischen Grund.satz ergibt
sich allgemein das

Prismenvolumen:

I Y = Grunilfläche mal Höhe = S. h 
I

Das regelmäßige G-seitige Prisma
(Bild 271) hat.das Yolumen Y : g. hi
hierin ist g der Inhalt des regelmäßigen
Sechsecks, das die Grundfläche bildet,
während h der Länge des sechsseitigen
Prismas entspricht.

Bild 270

Bild 269

---{--_)-

BiId 271
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1. Ebenflächige Körper r6l

Das Yolumen eines schiefen Prismas (Bild 272) leitet sich ohne Zuhilfenahme
des Cavalierischen Grundsatzes fol-
gendermaßen ab:

In der nebenstehenden Skizze hat
das schiefe Prisma

die Grundfläche ABCD und
die Deckfläche ArBrCrDr.

Es bedeutet ferner:

I : Grundfläche
: Deckfläche,

h : Höhe des schiefen Prismas,
I : Seitenlänge des schiefen Prismas,

N : Die zur Seite I sen-krechte Schnitt-
fläche.

Schneidet man von dem gegebenen
schiefen Prisma in senkrechter Rich-
tung zur Kante I unten das keilförmige
Stück mit den Ecken A, B, C, D, E
und X' ab und setzt es oben an die

Deckfläche A,B1C,D,, so erhält man das gerade Prisma mit der Grundfläche
EBCF und der Deckfläche E1B1C1n'1.
Sein Volumen beträgt: V: N.I.

Da sich aber, wie man aus der ver-
kleinerten Vorderansicht (Bild 273) des
Prismas ersieht, h zu I wie EB zu AB wie
N zu g verhält (h : I : N: g), so ist
N.l: g.h.

Somit ist
Prismas:

in Worten:

das Yolumen des schiefen

Y: g.h

Das schief abgeschnittene Pri,sma

Ein gerades Prisma mit der Grundfläche N sei an seinen beiden Enden
schief abgeschnitten (Bild 274). Denkt man sich dieses schief abgeschnittene
Prisma oberhalb des Normalschnittes EF in sehr viele dünne Prismen mit
den Grundflächen n1, n, und ns usw. und den Höhen h1, h, und h, usw.
zerlegt, so ist das Volumen des oberhalb des Normalschnittes EB gelegenen
Prismenteiles:

Y : nr. h, f nr. h, * or. hr *...
lfattrsmatik Teil 2 1t

Bitd 273
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z'Die Normalschnittfläche N setzt sich aus der Summe aller Flächen-
teilchen n zusammen. Ebenso besteht die Schnitt-
fläche DC aus der Sum-e aller kleinen schrägen
Schnittflachenteilchen sr * sz * sa -l- sr * .... Da

n: s : N : S, ist ":..§ . Iliermit stellt sich das

Yolumen Y dar:

V :§. (.rh, * szhz * sshs * saha + ...).

Der Klammerinhalt dieser Gleichung ist gleich
d.er Summe der statischen Momente der tr'lächen-
teilchen s12 s21 s3,... bezogen auf die Achse En';
nach dem Satz von den statischen Momenten
(Seite 146) ist die Summe der statischen Momente
der Einzelflächen gleich dem statischen Moment

der Gesamtfläche S. Es ist also: Shr:srhr*szhz*sshs..., wobei ho
der Äbstand des Schwerpunktes der schiefen Schnittfläche S ist. Man er-

hält nunmehr als Volumen: V : § *r": Nho.

Die vorstehende Überlegung kann man ebenso auf den unterhalb des Nor-
malschnittes En' gelegenen schief abgeschnittenen Prismenteil durchführen
und erhält dann folgenden Satz:

Das Yolumen eines schief abgeschnittenen geraden Prismas ist das
Produkt aus der Normalschnittfläche und dem Abstand der Schwerpunkte
der Endflächen.

Anwend,ungsb eispiele

1) \[ie groß ist tlas Yo]umen des schief abgeschnittenen 3-seitigen Prismas
(Bild 275)?

Die auf der Grundfläche
AB C senkrecht stehenden
Kanten sind a, b und c.
Der Schwerpunkt der zu
den Kanten schief lie-
genden Deckfläche AlBrCr
ist Sr. Der Schwerpunkt
der Grundfläche ABC ist
S. Aus der nebenstehen-
den Zeichnung ersieht
man die Konstruktion der
Lage der Schwerpunkte S
und S, (vgl. Seite 145).
Die Seitenflächen des
schief abgeschnittenen 3-
seitigen Prismas sind Tra-

274Bild

till
lrii
n

l/---"f iI)u !l-T )l, / \l

L-- -*-.'-V-i/ s\,
./-' 1.,/ \

Bild 275
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peze. Unter Benutzung der Mittelliniensätze lidrr das Trapez (Seite 45)
bestimmt man, wie aus den Längeneintragungen der Zeichnung ersicht-
lich ist:

L b*crl-["_b+"1no-- 2 -rs.lr- 2 ]
bcabc

-2-TzTs-o-e

-L (^,*b*c)
-B\-

Bezeichnet man den Inhalt des zu \ senkrecht gelegenen Grundflächen-
dreieckes ÄBC mit G, so ist das gesuchte Yolumen:

1y:;(a+b+e).G

2) Wie groß ist das Yolumen des Keiles (Bild 276)?

Der untenstehend abgebildete Keil ist ein beidseitig schief abgeschnittenes
3-seitiges Prisma. Der Schnitt
senkrecht zur Grundfläche ist ein
Dreieck mit der Grundseite b
und der Höhe h und hat den

Inhalt e:IU.fr. Nach der

im Beispiel 1) abgeleiteten Yo-
lumengleichung ist:

v: i(a*a+al).G
:!Qu*ar).*o.o

1:Y:äb.h(2a+a1)

Pyramid,en

Bevor wir uns der Yolumenbestimmung der Ppamiden zuwenden, wollen
wir uns mit 3 Hilfssätzen befassen i

a) Die Schnittfigur, die durch eine zur Grundfläche parallele Ebene aus
einer Pyramide herausgeschnitten wird, ist der Giundfläche ähnlich,

Beweös

Nach Bild 281 auf Seite 168 ist zur Grundfläche ABCD der gezeich-
neten Pyramide mit der Spitze S ein paralleler Schnitt gelegt. Die
Schnittfigur ist ArBrCrDr. Ihre Seiten sind parallel zri dän ent-
sprechenden Seiten der Grundfläche. Nach äem 2. Strahlensatz
(Seite I02) verhält sich somit:

Bild 276

I

I

---f---'--.'L.-----
\

1I*
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AB: ArBr: BS: BrS und
BC'BPr-: BS,UTS-

AB: ArBr: BC: BrCr Ebenso erhält man:

BC: B,C,: CD: C1D1: DA: D,4,,

d. h. die entsprechend.en Seiten der Schnittfigur und der Grund-
fläche stehen in demselben Yerhältnis zueinander. Die Schnittfigur
ist der Grundfläche ähnlich.

b) Wird eine Pyramide durch eine Ebene parallel zur Grundfläche ge-
schnitten, so verhalten sich Querschnittsfläche und Grundfläche zu-
einander wie die Quadrate der zugehörigen Höhen.

ß eweis

Wie auf Seite 109 bewiesen wurde, verhalten sich die flächeninhalte
ähnlicher Dreiecke wie die Quadrate gleichliegender Stücke. Des-
gleichen verhalten sich aber auch die X'lächeninhalte ähnlicher Yiel-
ecke wie die Quadrate gleichliegender Stücke, da sich die einander
ähnlichen Vielecke aus der Summe ähnlicher Dreiecke zusammen-
setzen. Nach Bild 2Bl auf Seite 168 verhält sich also:

F:n'r:a2:b2'
Durch 2malige Änwendung der Strahlensätze findet man:

a:b:(hfx):x
Iliermit ergibt sich:

n': n', : (h f x)2: x2 w. z. b. w.

c) Pyramiden von gleicher Grundfläche und Höhe haben dasselbe
Volumen.

B ew e,i, a

Pyramiden von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe erfüllen
die im Cavalierischen Grundsatz (Seite 160) für die Rauminhaltsgleich-
heit gestellten Voraussetzungen.
1. Sie liegen zwischen parallelen Ebenen. da sie dieselbe Höhe haben.
2. Ihre Grundflächen sind gleich groß. Ihre Deckflächen sind zu

einem Punkt, nämlich der Spitze S, zusammengeschrumpft und
haben somit den Fläcleninhalt 0.

3. Die beiden Querscbnitte, die durch Parallelschnitte zur Grund-
fläche der beiden Ppamiden im Abstand h entstehen, stehen nach
dem vorhergehenden Hilfssatz b) zu ihren Grundflächen in fol-
gendem Vethältnis:

Fr: n' : x2: (h f x)z und
Gr: G: x2: (h f x)2.

Hierin bedeuten:
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n' und G : Die Grundflächen der beiden Pyramiden
X', und Gr : Die Schnittflächen im Abstande h von den Grundflächen

x : d er A bstand d er Schnittf iäcb en von den Pyramidenspitzen.
Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich:

T1 :X':Gr:G.
Da aber beide Pyramiden dieselbe Grundfläche haben, also X' : G,
folgt X', - Gri d. h. die Querschnittsflächen im gleichen Abstand h
sind flächengleich.

Das 3-seitige Prisma ABCDEI' (Bild 277) wird durch die beiden Diago-
nal-Dreiecke CBD und CED in die 3 Pyramiden I: ABCD, II: CBED
und III: CEDB zeilegt. Diese 3 Teilpyramiden siud untereinander au
Yolumen gleich; denn es ist Pyramide I gleich Pyramide III: Beide haben
gleich große Grundflächen (trABC: ADEE) und die gleiche IIöhe.
n'erner ist Pyramide I volumengleich der Pyramide II, weil beide gleichgroße
Grundflächen (AABD: ABED) und die gleiche Höhe haben. Da
also I:III und I:II ist, so ist I:II:III; d. h. die STeilpyramiden
sind. untereinand.er volumengleich. Das ungeteilte Prisma ABCDEn' hat
das Yolumen G.h : Qfriqüf]ä.she mal Höhe; folglich hat jede der 3 Teil-

pyramiden dasYotume{u:_1#-l : qryIdnälflI'§ p1"ue Sormel

gilt aber nicht nur füi 3-seid@ Pyramiden, iondern a1llemein für jede
beliebige Pyramide.

165

A B A B B B,iId277

I Das Yolumen einer Pyramide ist gleich dem 3. Teii eines pris-
I mas, das mit ihr in der Grundfläche undin der Höhe übereinstimmt.

_ Die Richtigkeit dieses satzes erkennt man au der Zerlegung einer 6seitigen
P.ggi{g i14 dreisjitige Pyra_miden mit den Grundflächen Gl, Gz, Gs,"Gn
(Bild 278). Diese 4 Teilpyramiden haben die gleiche Höhe. Die 

-So**"ihrui
Volumen beträgt:

4,i'!/.
t,, '
C

r//\
CK'LzC\

I
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ffilA
---i-

tsild 278

Y:+G,h+]ou+ien+i*-n
j te, + G, + G, * G,).h

Da aber Gt * G, + Gr + Gr: G: Grundfläche der sechsseitigen Py-
ramid.e ist, beträgt das

Pyramiilenvolumen: 
|- l

Das Yolumen einer Doppel-Pyramid,e (Bild279) setzt sich aus den Raum-
inhalten von 2 Pyramiden zusammen.

Die Doppelpyramide (Bild 279) setzt sich aus
den beiden vierseitigen Pyramiden ABCDE
und A-BCDtr' zusammen. Die beiden gemein-
same Fläche ist ABCD: G. Die Gesamthöhe
EX' : h besteht aus den beiden Teilhöhen
EM : h, und MX' : h2.

Die obere Teilpyramide hat das Yolumen

v,: ] G.r,,
die untere hat
das Yolumen Yr:]e.U,
Das Gesamt-
volumen beträgt V: Vr + V, : ] C 6, 1 Url

v: I e. rr.
Pri,smoid,

In dem Prismoid (Bild 280) sind die beiden Endflächen ABCD:F
und ArBrCr:Fr. fn der beiden Endtlächen parallelen Mittelschnitt-
fläche ArBrC2DzE2X'rGr=-M wählt man einen beliebigen Punkt S und
verbindet ihn mit sämtlichen Ecl<en der beiden End{lächen. Hierdurch
wird das ganze Prismoid in Pyramiden zerteilt, deren Rauminhalte sich
folgendermaßen berechnen: Die beiden großen Pyramiden mit den Grund-

f
Bild 279

4 l\
k
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flächen X'und X', und der Höhe h/2 und der gemeinsamen Spitze-S haben
zusammen den Rauminhalt:

] rä* ä 
,..ä:ä s-L Fr).

Die 7 restlichen Pyramidenhaben
die Spitze S gemeinsam, während
ihre -Grundflächen die Seiten-
flächen des Prismoids sind..

So hat z. B. die Pyramide
SABÄ1 ctie Grundfläche ARAr,
die viermal so groß ist wie das
Dreieck A2B2Ä1. Die Pyramide
SABA' hat dieselbe Höhe wie
die Pyramide S.qBzÄl, aber
eine viermal so große Grund-
fläche. X'olglich hat die Pyramide
SABÄ1 ein viermal so großes
Yolumen wie die Pyramide

A, als Spitze und das Dreieck
ihr Rauminhalt:

I h mrh
lnt z : 6-'

SA2BzAr. Nimmt man bei der
Pyramide SAsBzAl den Punkt

SBzAs :.mr als Grundfläche, so beträgt

Der Inhalt d.er ganzen Seitenpyramide SÄBA, ist somit 4'+.
Das Yolumen jeder anderen der noch übrig bleibenden 6 SeitenPyra-
mid.en läßt sich ebenfalls durch eine Grundfläche m, bzw. m, bzw.
m4 usw. ausdrücken. Das Yolumen aller 7 Seitenpyramiden zu§ammeu

ist daher gleich: äO (-r* mz*ma*... * mz).

Da aber der Klammerinlalt gleich M ist, so erhält mair als Yolumen

der 7 Seitenpyramiden: .ä0. *.
Das Volumen des gesamten Prismatoids beträgt:

v:äG*F,)+fum:

o:ä (F+ 4M + F1)

1. Ebenlläohige Körper 167

Prismoiilvolumen:

Ilierin bed.eutet: n' : Grun<Ifläche, n', : Deckfläche, h : Höhe und
M : Schnittfläche in halber Höhe.

{tt:-\tf\- - -t
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Diese X'ormel, die als Newton-Simpsonsohe Regel bekannt ist, hat
große Bedeutung. Sie gilt nicht nur für die eigentlichen Prismoide mit
ebenen Begrenzungsflächen, sondern auch fifu Körper, deren Endflächen
in krummlinige Flächen übergehen oder zu geraden Linien oder punkten
zusammenschrumpf en.

Pyram,id,enstumpf

Das Yolumen eines Pyramidenstumpfes (Bild 281) beträgt:

v=*h (F+ /FE+r,)

Hierin bedeutet: X': Grundfläche,
Fr : Dechfläche und h: IIöhe.

Beweit 7

Das Yolumen eines ieden Pyrami-
denstumpfes berechnet *uo äh di"
Differenz der Volumina zweier Py-
ramiden.

Der Pyramidenstumpf mit den
Ecken ABCDAIB.C'DI hat die
Gmndfläche ABCD : X', die Deck-
fläche ArBrCrDr : X', und die Höhe

h, gerechnet von X' bis X'r. Die Ergänzungspyramide (siehe Seite 152)
ist die Pyramide mit der Grundfläche X'r, der Spitze S und der mit x
bezeichneten Höhe. Das Volumen des Pyramidenstumpfes beträgt:

\r : Pyramirle ABCD S - Ergänzungspyramide AlBlClDrS

v : *r1u * x) - ]r,. " 
: +Fh ++x1n- x',)

Die Höhe x der Ergänzungspyramide drückt sich durch F, F, und h
folgendermaßen aus: Die einander ähnlichen X'lächen X'und X'. verhalten
sich zueinander wie die Quadrate gleichliegender Seiten:

Fl b2

F:#'
Die Seiten aber verhalten sich, wie man durch Änwendung der Strahlen-
sätze leicht ersieht, wie ihre zugehörigen Abstände von der Spitze S; d. h.

B (h*x)'
O: *-

a hfx
bx

= =t'---
---'f 

\--

r'l '
I
I

§K\_-

Also ist
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oder ]/F : hJ*.
IF, x

Durch Anwendung der Regelrr für die korrespondierende Addition
(Band 1) ergibt sich:

l/tr {4-L*'-r
- I/F, x

oder
_ hYF,
.. - /F- /r,'

Setzt man diesen'Wert in die Gleichung für V ein, so ist

I --, -f- ] -h 
/I: . (x'- Fr)v:;Fh+syr._yr,.(r-r

Da man aber nach d.er X'ormel (u * b) (u - b) : a2 -b2 für F - F,
: (/F+ yq) (/F- /F,) setzen kann, so ist

v:*n'h++h /q . (/r + /q)
v: $n (r+ /nr, + r,) w. z. b. w.

Bewei,s 2

Der Pyramidenstumpf wird als Prismoid mit der Grundfläche X', der
Deckfläche F1, der Höhe h und. der Schnittfläche in halber Höhe M auJ-
gefaßt. Wenn 2 entsprechende Seiten der Grund- und Deckfläche wied.erum
ä und b sind, so ist die zu ihnen gleichliegende Seite des Mittelschnittee

+ Es verhält sich: |:F
oder nach den Regeln d.er korrespondierenden Addition:

+:E1ierr- ,-

Diese Gleichung durch 2 geteilt', ergibt:

a *b _ [F+/l',
2; _ 

zyE

Es verhält sich aber auch

a*b
-2:lE

Da die linken Seiten der Gleichungen für S gleicU sind., so sind auch

die rechten Seiten einander gleich; also:

169
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/F_tIq: /r
}]rF -rF'

Beide Seiten dieser Gleichung ins Quadrat erhoben, ergibt:

(l/F +/-r,)' M
4I'-: F

oder y: UIi[Qi.
Diesen Wert für d.ie Größe d,es Mittelschnittes M in ilie Yolumengleichung
für das Prismoid eingesetzt, ergibt:

v: * G'+ 4M + x'1)

: 
uo 

[E + (1/F+ /l',)'+rr]
: *t" + x' + 2 yF r! a r, +x'rJ

Y:+(n l yrrr lrr) w. z. b.w.

Obelisk

Das Yolumen des Obelisken (Bild 282) berechnet sich nach der Volumen-
gleichung für das Prismoid. Die Grund-
fläche hat den Inhalt n' : a. b, die
Deckfläche X', : a1 . b1, die Schnitt-
fläche in halber Höhe

M:ajj!.!ib'22
Der Äbstand der beiden nicht ähnlichen
X'lächen X' und X', ist die Höhe h. Mit
diesen Werten erhält man:

Y:+ß+4M+n'1)

v : ä (,0 * +.\tl.qL + u,b,)

: * «ro * ab * aib * ab1 * arbl * arbr).

,= ä (2ab + arb * abr + 2a1b1)

/i
It

Bild 282

Oboliskvolumen:
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Das auf Seite 163 berechnete Yolumen des Keiles bestimmt sich leicht
nach der letzten Gleichung, wenn man in ihr b. -- O setzt, da ja die Deck-
fläche beim Keil zu der Geraden a1 zusammenschrumpft:

Y: ä(2ab f a.b *a. o + 2ar. o)

o= ä b.h (2a + a1)

Die Platon'i,schen Körper

Die in der nachstehenden tabellarischen Zusammenstellung angegebenen
Oberflächen und Yolumen der 5 Platonischen Körper (siehe Seite 153)
lassen sich mit Hilfe der bisher abgeleiteten Gleichungen für ebenflächige
Körper berechnen.

o

Tetraeder
(Vierflach)

Hexaeder
(Würfel)

Oktaeder
(Achtflach) I zv,

iyBo+tra)

Z1/lo+rß

I

[1o, 1 ].[, ^'t'"
I

6as I "u
j

2 or\ Z , '*Vt ,"

]"
su,lazs +toltil * tru +7ll B)

1""
lazfi 9,T(, +yu)

Zvu

fflEso+noYa

$Vtts+Vzl

iva

Zv,

lrvd
a
.»

l

I)odekaeder
(Zwölfflach)'

I

Ikosaeder l

(Zwanzigflach) 
I

1: Körperkante Y: Yolumen
O : Oberllächs r und. p : Radisn der umscbriebenen und oingoechriebeuen Kugel.

Aufgaben

1) Wieviel Quadratmeter Kistenholz werden zur Herstellung einer würfel-
förmigen Kiste von 1 m3 Inhalt gebraucht ?

2) Die Oberfläche eines Würfels beträgt 54 cmz. Wie groß ist sein Raum-
inhalt ?

3) 'Wievielmal so groß ist die Oberfläche eines 
'Würfels, dessen Raum-

inhalt 8 mal so groß wie der eines anderen ist ?

4) 'Wievielmal so groß wird der Rauminhalt eines Würfels, wenn mau
seine Kante verdoppelt ?

5) Die Körperdiagonale (: Verbindungslinie zweier diagonal gegen-
überliegender Würfelecken) ist 50 mm lang. Wie groß ist die Ober-
fläche des 

'Würfels ? (Körperdiagonale eines Quaders: Seite i72 Nr. 15)
6) Ein Stahlwürfel wiegt 9819. Wie lang ist seine Kante, wenn die'Wichte des Stahles 7,85 kg/dm3 beträgt ?
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7) Ein Messingwürfel, dessen Kante 40 mm lang ist, wiegt 550 g. Wie
groß ist die lMichte des Messings ?

8) Wie schwer ist ein \[ürfel von der Kantenlänge 50 mm aus
a) Kork (Wichte: 0,24), b) Eichenholz (Wichte: 0,96),
c) Aluminium (lVichte: 2,56) und
d) Stahl ('Wichte: 7,86)?

9) Wie groß ist das Yolumen eines Ziegelsteines in cm3 und dm3?
Seine Abmessungen betragen: 25xL2 x6,5 (cm).

10) \{ie schwer ist ein Eichenbalkcn (Wichte: 0,7 kg/dms) von 4 m Länge,
20 cm Breite und 30 cm Stärke ?

11) Als Gewicht eines Quadratstahles von der Dicke 80 mm ist
50,240 kg/m angegeben; d. h. I m wiegt 50,240 kg. Welche Wichte ist
für diesen Stahl der Berechnung zugrunde gelegt ?

12) Als Gewicht einer Kupferplatte von 10 mm Stärke sind 89 kgi*,
angegeben; d. h. 1 mz einer solchen 10 mm starken Platte wiegt
89 kg. 'Wie groß ist die Wichte des Kupfers ?

13) Wieviel Liter 
.Wasser 

enthält ein bis zum Rande gefüllter rechteckiger'Wasserkasten, der in seinen lichten lVeiten 100cm lang, 80cm
breit und 50 cm tief ist ?

14) Ein rechteckiger Wasserkasten soll 32 I fassen. Seine Grundfläche
soll quadratisch, seine Höhe aber nur halb so lang wie die Grundkante
sein. Wie groß sind Grundkantenlänge a und Höhe h auszufiiüren ?

15) Wie groß ist die Entfernung zweier diagonal gegenüberliegender
Ecken eines Zimmers, das 4 m lang, 3 m breit und 3 m hoch ist ?

Anleitung: Man berechne die Diagonale der rechteckigen n'ußboden-
fläche. Die Entfernung zweier diagonal gegenüberliegenden Zirrilrrrer.-
ecken ist die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen
eine Kathete die Zimmerhöhe und dessen andere Kathete die soeben
berechnete Grundflächendiagonale ist.

16) Wie schwer ist eine Im lange Eisstange mit quadratischem
schnitt von 20 cm Kantenlänge ? Die 'Wichte des Eises

, Quer-
beträgt

0,917 kg/dm3.

17) Aus einem quadratischen Stück Blech mit
der Kante a : 600 mm werclen an den Ecken
Quadrate mit der Seite x herausgeschnitten
(Bild 283). Die stehenbleibenden recht-
eckigen Elächen werden längs der ge-
strichelten Geraden recht'winklig umge-
bogen, so daß ein offener rechtwinkliger
Kasten entsteht.

a) Wie groß ist das Kastenvolumen für
folgende Werte Yon x: 50, 100, 150, 200
und 250 mm ?

Bild 283

b) X'ür welchen 'Wert von x ist das Kastenvolumen am größten ?
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c) Wie groß ist für diesen größten Kasten die Höhe im Vergleich zu
seiner Grundflächenkante ?

d) Wie_groß ist Jär diesen größten Kasten die Höhe im Vergleich
zur Kante a des gegebenen quadratischen Stückes Blech ?

18) Unter der R-egenhöhe versteht man die Höhe, mit der das Regen-
wasser den Boden bedeclien würde, wenn es weder abflösse, noch
einsickerte, noch verdunstete.

W'ieviel Liter Regenwasser fallen bei einer Regenhöhe von T0 mm
auf einen Quadratmeter ?

19) Npch dem Archimedischen Schwimmerprinzip (Archimedes:
287bis2l2 v. Chr.) ist bei einem im'Wasser schwimmenden I(örper
das Gewicht der verdrängten Wassermenge gleich dem Gewicht äes
ganzen Körpers.

Ein aus I mm starkem Stahlblech (Wichte: 7,86) gefertigter offener
rechtwinldiger Kasten (Grundfläche: 200 x100, Höhe: b0 mm)
schwimmt auf 'Wasser ('Wichte: l). Wie tief taucht dieser Kasten ein ?

20)

21)

Wieviel Tonnen Kohle faßt ein 'Wagen, 
dessen.Wagenkasten 

mit trapezförmigem Querschnitt
3 m lang, 0,9 m tief, 1,4 m oben und 0,6 m
unten breit ist ? (1 m3 Steinkohle wiegt 1,2 t.)
Wie groß sind die Gewichte der 4 Eiuzelteile
Bild 284. ..287'.!

Bild 287

Gesenk

§t 37 (7: 7,8)

Bitd 286
Filhrungsslitck St,37

Bild 285

Führungsplatte
GG - I8 (y :7,3)

zlol

o
50
30

I

I

20

J'09

100

Prisno GG - 18 17 : 7,3;

(y:7,8)

ffij
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22) Wieviel Kilogramm wie-
gen 1000 Nasenkeile nach
Bild 288 ? (y :7,85.)

Bild 288 /Vasea/tar7 St 60

23) Eiu Haus mit Satteldach (Bild 2B9a) hat die in untenstehender
\rorder-, Grund- und Seitenansicht (Bild 289) eingetragenen Ab-
messungen. Wie groß ist.der umbaute Raum in m3?

?0

24) Das Haus der vorher-
gehendenAufgabe habe ein'Walmdach nach den
Abmessungen der Yordor-
und Seitenansicht des
Bildes 290.

a) Wie groß ist der um-
baute Raum ?

b) Wie groß ist die Dach-
flachä ? lÄhnliche Auf-
gabe: Seite 178 l{r.42)

Ptaße io

Bild 289

Bild. 289a

nach Bild 291 keilförmig
'Wie groß ist der Material-

Bild 290

25) Ein Stück Yierkantstahl ist an einem Ende
abgefräst. Die Schneidkante ist a mm breit.
abfall bei
a)a:30mm,
b) a:18mm

und
c) a:Q

tsild 291
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26) Es sind die Rauminhalte der nachstehend in Yorder- und Seitenansicht
gegebenen Körper (BiId 292a...i) zu berechnen! Gleichzeitig sind
die stereometrischen Bezeichnungen der betreffenden Körper anzu-
geben!
Sämtliche Maße in cm.

Ä\LIru
Bild 292 a .. . c

N
H

ru
m
ru

N
ffi
252 d...f

^

Bild

Bild 292 g . .. i

ffim
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27) Über jeder der 3 Seiten eines gleichseitigen Dreiecks konstruiere man
nach außen ein gleichseitiges Dreieck und biege die 3 nach außen
liegenden Dreiecksflächen so auf, daß sich die 3 Dreiecksspitzen in
einem Punkt vereinen. Hierdurch entsteht ein Tetraeder (Platoni-
scher Körper). Wie groß ist bei der Kantenlänge a des Tetraeders
a) die Oberfläche O,
b) die Höhe H und
c) das Volumen V ?

28) Von einem Wihfel werd.en die 8 Ecken durch ebene Schnitte abge-
schnitten, die durch die Mitten dreier in einer Ecke aneinander stoßen-
den Kanten gehen
a) 'Wie groß ist bei dem übrig bleibend.en Körper die Eckenzahl e, die

X'lächenzahl f und die Kantenzahl k ?

b) Man vergleiche d.ie unter a) erhaltenen Ergebnisse mit d.em Euler-
schen Satz !

c) Aus welchen Elächen setzt sich die Oberfläche des Restkörpers
zusammen ?

d) Wie groß ist die Oberfläche O des Restkörpers ?

e) 'Wie groß ist das Yolumen V des Restkörpers ?

29) Der Mittelpunh eines Würfels (: Schnittpunkt d.er Raumdiagonalen)
wird mit den 8 Würfelecken verbunden. Wie groß ist das Volumen
einer Pyramide, die eine Würfelseitenfläche zur Grundfläche hat und
deren Spitze der Mittelpunkt des Wärfels ist ?

30) Man konstruiere ein Quadrat mit 10 cm Seitenlänge und über jeder
Seite nach außen ein gleichseitiges Dreieck. Man denke sich die 4
gleichseitigen Dreiecke so nach einer Seite hin aufgebogen, daß sich
die 4 Dreiecksspitzen in einem Punkt vereinen. Es entsteht hierdurch
eine Pyramide mit quadratischer Grundfläche. Wie groß ist für diese
Pyramide
a) die Oberfläche O,
b) die Höhe h und
c) das Volumen V ?

31) Wie lauten die Ergebnisse der
Quadratseite a cm lang ist ?

vorhergehenden Aufgabe, wenn die

32) Man denke sich 2 volumengleiche Pyra-
miden der Aufgabe 30 mit ihren qua-
clratischen Grundflächen aneinanderge-
setzt. Hierdurch entsteht das Oktaeder
(Platonischer Körper). lVie groß ist beim
Oktaeder
a) eine Seitenfläche X',

b) die Oberfläche O und
c) das Volumen Y ?

33) Von einem Vierkantstahl nach Bild 293 ist eine Ecke abgefräst.
Wie groß ist der l\Iaterialabfall in mma ?

tsild 293
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34) Wie groß ist d.er Materialabfall, wenn die
Ecke eines Yierlrantstahies nach den
I\{aßen d.es Bild"es 294 abgefräst ist ?

35) Ein Turm, dessen Querschnittsfläche
ein regelmäßiges Sechseck mit der Kante
a ist, hat ein pyrarniden{örmiges Dach
mit der Höhe h.
a) Wie groß ist die Dachfläche ?

b) I{ie groß ist der Dachraum ?

36) Ein gerades gleichseitiges Pris-
ma (Bild 295) von der Höhe
h : 10 cm hatals Gmndfläche ein
gleichschenkliges Dreieck mit
den Schenkeln a:, b:5 cm
und der Basis c :6 cm. Durch
die Basis der Grurrdfläche rind
die Spitze der Deckfläche wird
ein ebener Schnitt gelegt. Wie
groß sind die Rauminhält" d".
beiden entstehenden Schnitt-
körper ?

Bild 294

37) Ein Prismoid (Bild 296) \at als
Seite a. Seine Seitenflächen sind 8

a) tlie Eckenztrhl e, die Kanten-
zahl k und die Flächen-
zallrf ? (I(ontrolle des Euler-
schen Satzesl)

b) die Höhe h in einer Seiten-
fläche ?

c) die Höhe H Ces Prisrno-
irles ?

Ilild 295

Grundfläciien 2 Quadrate mit der
gleichseitige Dreiecke. \4-ie groß ist

d) der n'lächeninhalt des Sohnit-
tc.s II in halber Höhe ?

e) das Volumen des Prismo- Bild
ides ?

38) Sind clic beiden Grundflächen eines Prismoides gleichseitige Dreieul<e
rnit der Seite a und sind ctie Seitenflächen ebenfalls gleichseitige Drci-
ecke, so ist ein solches Prismoid ein Oktaeder. Man beantworte die
Fragen clcr Aufga,be 37) für dieses vorliegend"e Prismoid und überzeuge
sicir durcir l'ergleicir der erhaltenen Ergebnisse mit denen der AuI-
gabe 32) von der Richtigkeit der Lösung !

Uathemaiik Teil l L2
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39) Ein Vierkantstahl von
200 mm KantenJänge und
700 mm Gesamtlänge wird
nach Bild 297 schräg
durchschnitten .Was wiegen
die beiden Teile A und- B,
wen'' das Gewicht desVier-
kantstahles 314 kglm be-
tÄgt?,

40) Durch einen Bahndamm von h :4 m Höhe, dessen obere Breite
a:12 m beträgt und der einen Böschungswinkel a:45" besitzt,
soll eine 15 m breite Durchfahrt gelegt werden, die senkrecht zur
Schienenrichtung den Bahndamm durchschneidet. Wieviel mB Erde
sind abzufahren ?

Anleitung: Der Querschnitt durch den Bahndamm senkrecht zur
Schienenrichtung ist ein gleichschenHiges Trapez. Die Winkel an der
Basis betrager 45"" Man bestimme zunächst die untere Breite des
Dammes!

41) Eine Baugrube von 3 m Tiefe soll in der Sohle ein Rechteck mit den
Seiten 8 m bzw. 25 m und oben ein Rechteck mit d.en Seiten 12 m
bzw. 30 m erhalten. \Mieviel Kubikmeter Erde sind auszuschachten ?

Anleitung: Man fasse die Baugrube entweder als einen umgekehrten
rechteckigen Obelisken oder als Piismoid. auf !

42) 'Wieviel Kubikmeter schließt ein'Walmdach ein. dessen Grundfläche
ein Rechteck mit den Seiten a :50 m und b :20 m ist, dessen X'irst
c : 30 m und dessen Dreiecksflächen gleichseitig sind ? (YgI. Au{-
gabe 24).

Anleitung: Man bestimme zunächst die Höhe in den Dreiecksflächen,
sodann nach dem Lehrsatz des Pyühagoras die n'irsthöhe!

2. Krummfläehige Körpor

Die Rauminhälte, Mantel- und Oberflächen krummflächiger Körper
werdetr durch folgende 3 Yerfahren bestimmt:
a) Zylinder, Kegel und Kegelstumpfe werden als Grenzfälle von Prismen,

Pyramiden und Pyramidenstumpfen aufgefaßt, deren Grundflächen
regelmäßige n-Ecke mit unendlich großer Seitenzahl (also: Kreise) sind.
Die für d.ie Rauminhalte von Prismeu, Pyramiden und Pyramiden-
stumpfe abgeleiteten Gleichungen gelten auch für die genannten krumm-
flächigen Körper, wenn man für die Grundflächen ntZ einsetzt
(r : Radius des Grundkreises).

b) W'ie auf Seite 154ff. gezeigt wurde, ist ein großer Teil der krummflächigen
Körper als Drehkörper zu betrachten. n'ür die Bestimmung der Mantel-
flächen und Rauminhalte von Drehkörpern werden die beiden folgeuden
Regeln verwendet. Sie heißen die Guld,inscher3--&"9glg,

BiId 297

:

i

i

I

I
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1) Die Manteltläche eines Drehkörpers ist gleich dem Produkt aus d.er
Länge I der erzeugenden Linie und dem Wege Zn!r,, den der
Schwerpunkt der rotierenden Linie bei eiuer Umdrehung um die
Achse beschreibt;
oder als X'ormel:

t79

M= 1.2 zzr.,

[-f.2rzrr.

M: ManteUläche;
l:Länge der rotierenden Linie;

ra, : §chwerpunktsabsüand der roüierenden
Linie

2) Der Raumi,nhq,lt eines Drehkörpers ist gleich dem Produkt aus dem
Inhalt f d.er erzeugend.en X'läche und. dem'Wege 2nt"., den ihr
Schwerpunh bei einer Umdrehung um die Rotationsachse beschreibt;
oder als X'ormel:

V : Volumen des Drehkörpers
f:Inha,lt der rotierenden X'läche;

rs,: Abstand des §chwerpunkües
der tr'läche von der Achse

c) X'ür d.ieYolumenbestimaung d.es schiefen Kreiszylinders, schiefen Kegels
sowie der Kugel und des Kugelausschnittes benttzt, man den auf
Seite 160 ange{ührten

Sotz d,es Caualieri:

I 2 Körper von gleicher Höhe und Grundfläche siud inhaltsgleich
I wenn sie von jede-r. beliebigen parallel zur Grundfläche liegänden
I Ebene in flächengleichen Figuren geschnitten wrrclen.

Zyliniler (Seite 154)

Yolumen:
r : Grundkreisradius
d : Grundkreisdurchmesser
h : Zylinderhöhe

Beweis 7

Der Zylinder ist ein Prisma, dessen Grundfläche im Grenzfall zu einem
Kreis geworden ist. Er hat also das Yolumen: Y : Grundfläche X Höhe
(Seite 160) :nr|:h otler für r:I eingesetzt: Y:"0d1.6.

Beweis 2

Ein geracler Kreiszylinder entsteht durch Rotation eines Rechteckes mit
den Seiten AB : r und. AD : h (Seite 154) um die Seite AD. Die rotie-
rende Rechtecksfläche hat den Inhalt f : r . h.
Ihr Schwerpunktsabstand von der Ächse beträgt:

der Schwerpunktsweg bei einer Umdrehung ist:

2fiTr,:2n |: nr

r

ztl? -

4-.hV= zr'h=

L2*
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Nach der 2. Guldinschen Regel ist:

Y : f . 2fltr,:rh' zr : firz' b

Mantel: M= 2rrr h= rrilh

Beweis 7

Der Mantel eines geraden Kreiszylinders entsteht durch Rotation der
Strecke BC : h um die Drehachse AD (Seite 154). Der Schwerpunkts-
abstand der rotierenden Strecke von der Achse beträgt: rr, : r; der Schwer-
punktsweg bei einer Umdrehung ist':2nt", :22r. Nach der 1' Guldin'

schen Regel ist: M :h.'22t, od.er für r:$eingesetzt:

M:zdh
Beweis 2

Schneidet man d"en Zylindermantel längs einer gerad.en Mantellinie auf
und wickelt ihn in die Ebene ab, so entsteht ein Rechteck mit den Seiten h
(: Zylinderhöhe) und 2nr (: Grundkreisumfang). Der Inhalt dieses

Rechteckes ist: M :h" 2nr .

Oberfläche: O-2rr.(r+ h)

Beweis

Die Oberfläche O setzt sich aus der }lantelfläche M :2 n t h und 2 Kreis-
flächen (Grund- und Deckkreis) :22t2 zusammen. Sie beträgt also:

O:2nrh {2nrz:2m (r * h).

Schieter Kreiszyliniler (Seite 154)

Yolumen: iE@i
r : Grundkreisradius
h: Abstand d"er beiden Grundflächen voneinander

Beweis

Nach dem Cavaiierischen Grund.satz hat der schiefe Kreiszvlinder das-
selbe Yolumen wie ein gerader Kreiszylinder, der clieselbe Grundfläche
und Höhe hat.

§ehräg geschnittener

y: itrz +hj

gerailor [reiszyliniler (Bilcl 298)

r : Grundl<reisradius'
hr : kurze Zylinderseiie;
hz : Iange Zylinderseite;

Yolumen:
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IVie beim schief abgeschnittenen Prisma (seite 161) bestimm-t man das

Välumen als das Produ}:b aus der Normalschnittfläche
(: Kreisflache nrz) und dem Abstande der Schwer-
punkte S1 und Sz der beiden Endflächen. Die
ßchwerpufkte sind 

-die 
Durchstoßpunl-te-.der Achse

durch die elliptischen Endflächen. Ist h, die kärzeste
und h, die längste Zylinderseite, so ist der Äbstand
der Sdhwerpunkte Sr- und S, der beid.en Endflächen

!L+4 ah Mittellinie des Trapezes. Das Yolumen be-

trägt somit: Y:ntz \*

Mantel: M: nr (h, + hJ

Zum Beweise dieser Gleichung schneide man von
dem schräg geschnittenen geraden Kreiszylinder (Bitd
298) durch zwei senkrecht zur Achse gelegene ebene
Schnitte durch die Punkte S, und S, zwei Zylinder-

hufe (Siehe Seite 155, Bild 255) ab und setze diese an den verbleibenden
Restkörper so an, daß hierdurch ein gerader Kreiszylinder mit der

Höhe SrSr:L* entsteht. Der Mantel dieses gerad.en Kreiszylind.ers

h.at dann denselben n'lächeninhalt wie der Nlantel des ursprünglichen
schräg geschnittenen geraden Kreiszylinders. IIan erhält also:

M:2"rL+:zr(hr*hr).
Schneidet man die Mantelfläche längs der kürzesten Zyiinderseite auf

und wickelt sie in die Ebene ab, so erhält man hier eine nicht geradlinig
begrenzte Fläche. Die Abwicklungsfläche ist begrenzt durch 2 gerade
Linien (: kürzeste Mantellinie) und d.urch 2 Kurven (: sog. Sinuslinien).

Zylinilorhuf oiler

Yotumen: |,:luo..,l

Zylinilorstutz (Bild 299)

h : Ifufhöhe
r : Normalschnitt-Radiris

Beweis I
Sieht man den Zylinderhuf als einen schräg geschnittenen geraden

Kreiszylinder mit d.er Normalschnittfläche N: # und dem Abstancl h,

der Schwerpunkte S1 und S, der beiden Endflächen an, so ist sein

Yolumen: V:N.U.:#.n,.

Bild 298
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Der Abstand y, des Schwers Schwerpunktes S, der Normalschnittfläche (: Halb-
kreisfläche) von dem Halbkreisd.urchmesser AB be-

trägt: yo: f]- 1Suit" 149). Nach dem Strahlensatz ist

aber: h, : h : Io ,r: §I rr.

Hieraus folgt: h, : fl. Diesen Wert in die Yolumen-

gleichung eingesetzt, ergibt: Y :ry.:::1n..'.

Beweis 2

Man kann den Zylinderstutz als Prismoid mit der
Höhe AB : 2 r au-ffassen. Sein Mittelschnitt ist das

Bild 2es DreieckOCD mitdemX'lächeninhalt: f .ni"beiden
Grundflächen des Prismoides sind zu d,en Pun-kteu A und B zusammen
geschrumpft und haben 4.o !'l5shsninhalt 0. Nach der Prismoiden-
Volumenformel (Seite 167) ist dann:

v- 'z1 (o*0.? + o):?r,'n

Mantel: iM:r.u.rlr--

Beusei,s

Man denke sich den Huf durch Ebenen, die rechtwinl<lig zur Grundkreis-
fläche liegen und durch den Mittelpunkt O gehen, in uneudlich viele kleine
Pwamiden zerleg,, deren Höhen sämtlich r und deren Grundflächen
fi; f2, fs ... usw. sind. Die Summe aller dieser kleiueu Grundflächen
f, -t- f, + f3 + . ' ' f usw. ist gleich der gesuchten Mantelfläche M. Die
Summe der Volumina dieser kleinen Teilpyramiden ist das soeben berechaete

Volumen des Zylinderhufes V :irzh; also:

v: äfr.rf ]ir.' + ]t,.+ : ir(f,*f2+fs+...)
:IrM:fUr'

Hieraus ergibt sich:
M:2.h.r

Das Eigenartige der Gleichungen für das Volumen und tlie gekrümmte
Mantelfläche des Zylinderhufes ist die Tatsache, daß beide Größen von
z unabhängig sind, obwohl der Huf von einer Kreisfläche, einer halben
Ellipse und- einer halbkreisförmig gekrümmten NIantelfläche begrenzt ist.

a
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Yolumen:

Beweia 7

Das volumen des Hohlzylinders wird als Differenz des Yolumens eines
Zylinders mit dem Radius R und dem eines Zvliuders mit dem Rad,ius r
bästimmt.

Y:zRzh -n*h:77h(R2-12)
Durch UmJormen dieser Gleichung erhält man:

V:zh (R * r) (R - r)
X'ib (R - r) setze man die Wand,stärke s ein:

Y:zhs(Rfr)
und für r:R- s. Man erhält;

Y:nhs(2R-s)
X'ür R-sfr eingesetzt, ergibt:

y-zhs(2rfs)
Setzt man iu die Arrsgangsgleichung:

V :zh' (R + r)' (R- 4 :Znh +(R- r)

den Wert e : j e { r) (arithmetisches l\{ittel zu R und r) ein, so erhält
man: Y:2zh.s.g.

Bewei s 2
Nach dem Rotationsverfahren entstehb der Hohlzylinder durch Drehung

eines Rechtecks mit den seiten h und s um eine är seite h parallel gel
legene Achse. Der schwerpunlrl des Rechtecks hat von der'Achse d"en
absüand o. n'olglich ist nach der zweiten Guldinschen Regel das volumen

\r:f .2nrr,- h.s.2arp
:2nhsQ

Yolumen:
r : Cirundkreisradius
d : Grundkreisdurchmesser
h : Iiegelhöhe

ßewei.s 7

Ein Kreiskegel ist eine

einem Kreis geworden ist.

Hohlzylinrlor oiler Rohr (Seite I55)

Y:ah.(R2-r2)
oder Y: ;z h s (2 R, -s)
oder Y:ahg(2rfs)
oder \r:2 zh s q

h : Zylinderhöhe
R: Außenradius
r: Innenradius
s:R-r:Wandstärke

1a:i(R,-l-r):mittl.- z'
Ilalbmesser

Pvramide, deren Grundfläche im Grenzfall at
Er hat also das Yolumen: V: + Grundfläche

Kegol

Y:i nfi.h:frzil2.h
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x Höhe (Seite 166) : !nr'.h od.er,, : +d eingesetzt:

f .n:$ad,h.

Ein gerader Kreiskegel entsteht durch Rotation eines rechtwinkligen
Dreieckes mit den Katheten r und h um die Kathete h (Seite 155). Die

rotierende Dreiecksfläche hat den Inhalt t : * . h. Ihr Schwerpunksab-

abstand von der Achse beträgt: rr. :| {S"itu 145). Der Schwerpunl-ts-

weg bei einer Umdrehung ist: 2 nr", -, " *. Nach der zweiten Guldin-

schen Rggel ergibt sich:

V : f .2xtr",: Irh .r" i:{z rr l,

lI:7r s

1oderM:i.ztls
oderlll:lrr yr2+h2

u:* "
Beweis 2

lllantel:

Bewei,s 7

Der Mantel eines geraden Kreiskegels entsteht durch Rotation der
Strecke BC : s um die Drehachse AC (Seite 155). Der Schwerpunks-

abstand der rotierenden Strecke l:s von der Achse beträgt rr,:ä.
Der Schwerpunktsweg bei einer IJmdrehung ist: 2 z \, =- 2nL : n r .
Nach rler ersten Guldinschen Regel ist: 1\I:1.Zntr,:s.zr. Da nach
dem Lehrsatz des Pl4hagoras s:l/1zf h2 ist, trhält man weiterhin:

nt:zr l'rz{fi2
Bewei,s 2
Schneidet man den geraden Kreiskegel längs einer llantellinie auf und

wickelt ihn in die llbene ab, so entsteht ein Kreissektor. Sein Radius
ist gleich der Yantellinie s; seine Bogenlänge ist gleich dem lJmfang des
Grundkreises des Kegels 2nt. Da aber der Inhalt eines Kreissektors

- - Bogon x Radius .

nach seite 139 gleicL " "'" '2 """'"I ist' so erhält man hier alsl\lantelfläche

M-2'^t't:zrs
2

O:sr(r*s)

Die Oberfläche setzt sich aus der Mantelfläche 11 : z r s und der Fläehe
des Grundkreises n 12 zusammen; also: O:nrs-l-zr2:zr(r*s).

r : Grundkreisradius
d : Grundkreisdurchmesser
s : Mantellinie
h: Kegeihöher

Oberfläehe:

B eweie



2. Krummjl,ächige Körper

§chieter Kreiskegel

Nach dem Cavalierischen S atzhat, ein schiefer Kreiskegel dasselbe Yolumen
wie ein gerader Kreiskegel, der dieselbe Grundfläche und Höhe hat; also:

r : Grundkreisradius
Yolumen: lY: =';r12hl h:senkrechter Abstand der Spitze von

f,egelstumpt (: abgestumpfter Kreiskegel)

185

Yolumen:
Y:+ rrh (R2f R.r{-r2)

oder Y:$rrn@raD.d+dr)

R : [Radien der
r : Jparallelen Endflächen

D : lDurchmesser der
| - /parallelen Endfläcben
h : Kegelstumpfhöhe.

Bewe'is 1

Der Kegelstumpf kann als ein Pyramidenstumpf angesehen ril'erden,
dessen Grundflächen regelmäßige n-Ecke mit unendlich großer Seitenzahl
(d. h.: Kreise) sind. Das Yolumen des Pyramidenstumpfes beträgt nach
Seite 168

Iv:il tn+ l'Fli'1+ Fr)

In diese Gleichung hat man einzusetzen für E : z R2 und Fr : z 12

und erhält:

Y : +h (zR2 + l;R,.i? + nr) :fzh (R, f R r { 12)

X'ür R :| und für r: j eingesetzt, ergibt:
1-V:rrzh(D2+Dd+dr)

Beweis 2
Ein Kegelstumpf entsteht durch Rotation eines Trapezes, das man gjsfu

aus einem Rechteck mit den Seiten h und r und
aus einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten
h und lR - r) zusammengesetzt denkt. Das ge-
samte Rotationsvolumen ist:
V:ht.zn|+jr, 1n-

Bild 300

Durch einfache Umformungen erhält man:

Y : nh r2 * |"n 1n - r) (R * 2r)

:nhrz+]"n(Rr+Rr-2ß)
:!nh(Rr+Rrf12)

r).2n[. * L",l
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Beweis 3

Der Rauminhalt des Kegelstumpfes läßt sich nach der Yolumengleichung
für das Prismoid (Seite 167) ableiten, ind.em man in der Gleichung

hY:ä(F+4lI+Fl)
fiit X' : z R2 : Intralt des Grundkreises,

Fr : z 12 : Inhalt des Deckkreises und

II : z (* f ,\' : Inhalt des Mittelschnittes einsetzt.\zl
Man erhält:

Äls Näherungsf ormeln f ür das Kegelstumpfvolumen Y werden
bisweilen folgende 2 Gleichungen verwendet:

1) V: Höhe x Mittelschnitt : h. M:+ (Rf r)2: Y

Der l\fittelsehnitt ist d.er Kreis mit dem Radius: Rf,l

Er bat also den Flächeninlalt: M : ,, /R +'i'""\ 2 I
2) t{ : Höhe x arithmetisches Mittel der beiden Grundkreisflächen

:h.F_:?(ur*rz):y
F- : 'r\2 | nr2 :ita' + ,')

Die nach diesen beiden Näherungsformeln bestimmten W'erte für das
Kegelstumpfvolumen sind um so genauer, je geringer der Unterschied
zwischen r und B ist. Ist r : R, dann wird aus dem Kegelstumpf der
gerade Kreiszylinder. Nur in diesem X'alle geben die beiden Näherungs-
formeln den genauen 'Wert, nämlich: V : rr h rz

s : §eitenlänge
R : I Radien der parallelen
r: f Endflächen

B euei s

Der Mantel eines geraden Kegelstumpfes entsteht durch Rotation der
Streclie s um die Drehachse. Der Schwerpunl-t der umlaufenden Strecke

hat von der Achse den Äbstand L*1. Der Schwerpunktsweg bei einer

Umdrehung ist: 2n+': z (R * r)

Nach der ersten Guldinschen Regel ist: M : s . z (R * r)

v : ä [" R'+ +" (an+:1'+,',]
:#p'+Rz+2Rrf12*r2l
:f(*rfRrf12)

Mantel: NI:tts(Rfr)



1872. Krum,rnflächi,g e Körper

Oberfläehe: O:l [R'*r'*(R,f r) s]
s : Seifenlänge

R : I R,adien der parallelen
r: / Endflachen

B eweis
Die Oberfläche O setzt sich aus der Mantelfläche M : z s (R f r) und

der X'läche der beiden Grundkreise n R2+ ?Erz ztlsarnrr'en; also ist:

O:zs (R * r) * zR'* nr'
:7r[R2 * rz * (R f r) s].

Yolumen:

Kugel

J
Y-f, lrr3

oder V:$lrd3
r : I(ugelradius
d : I(ugeldurchmesser

Beweis 7

Durch Rotation eines Halbkreises um seinen Durchmesser (Seite 157)

entsteht eine Kugel. Die rotierende Halbkreisfläche hat den Inhalt f :+.
Ihr Schwerpun-hsabstand von der Achse beträgt: ,*:!:, (Seite 149).

Der Schwerpunl:tsweg bei einer Umdrehung ist: 22r., :2n.$:r. lfr"U
der zweiten Guldinschen Regel ist:

V : f . 2trtt", :"))' ., n.ti: t "*
(Als Gedächtnisstütze für diese außerordentlich wichtige X'ormel kann man
sich den folgenden kleinen Scherzvers merken:

,,Bedächtig kommt einlergeschritten: 4 Drittel n mal r zur Dritten!")
Setzt man in die Gleichung für das Kugelvolumen für r: j .ir, so erhält

man die in der Technik fär das Kugelvolumen übliche Gleichung:
4 /d\3 I .-y: 
Bn (r/ : 6rd".

Bewe'is 2

Das Volumen einer Halbkugel mit dem Radius r ist gleich dem Yolumen
eines Restkörpers, der dad.urch entsteht, daß aus einem Zylinder mit dem
Radius r und der Höhe r in Achsrichtung ein gerader Kegel von dem
gleichen Radius r und derselben Höhe r ausgebohrt wird. Werclen die
Ilalbkugel und der Restkörper durch eine parallele Ebene zur Grundfläche
im Abstande h, geschnitten, so ist, wie die im Bild 301 gegenübergestellten
beiden Achsschnitte zeigen, für die
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Ilalbkugel: und den Restkörper:

Bild 30I

Schnittfläche:
mit dem Radius;
und dem Inhalt:

Eine Kreisfläche X'

u: lrz -A7
T :n (r, - h?)

eine Kreisringfläche R
r und h,

R: nrz - nh?

Die Inhalte der beiden Schnittflächen sind also gleich. Nach dem Cavalieri-
schen Grundsatz haben somit beide Körper d.enselben Rauminhalt. Das
Volumen des Restkörpe.rs bestimmt rnan als die Di.fferenz der Raum-
inhalte von Zylinder und'Kegel. Es ist:

\i:nr!.r- f,nr,..:lrra
Der Rauminhalt der Halbl<ugel ist also änr', und somit ist das

Kugelvolumen: V :t *r'

Oberfläehe:
O-4trz

oder O:xd3

in Worten:

I Die Oberfläche einer Kugel ist 4mal so groß wie cler Inhalt des größten
I Kugelschnittkreises

oder:

I Die Oberfläche einer Kugel ist ebenso groß wie der Mantel des Zy-
I linders, der sich um sie beschreiben läßt.

B eueis 7

Durch Rotation einer Halbkreisperipherie um ihren Durchmesser ent-
steht die Kugeloberfläche. Die Länge der rotierenden Linie beträgt:
L:n. r. Der Abstand des Schwerpunktes der Halbkreisperipherie von

der Ächse beträgt: ,,,:2) (Seite 149).

Der Schwerpunktsweg bei einer lJmdrehung:

2 fi Tr,:2 n'\:4r .

Nach der ersten Guldinschen Regel ist
O : 1. 2fiTr,== nr. 4r :' 4nr|
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Beweis 2

Man stelle sich die Kugel aus unendlich vielen und somit unendlich
kleinen Pyramiden zusammengesetzt vor, die ihre Spitzen sämtlich im
Kugelmittelpunkt haben. Sodann clenke man alle diese Pyramiden zu
einer Pyramide vereinigt, so daß dann also die Kugel als eine Pyramide
mit der Grund-{läche O und der Höhe r aufzufassen ist. Ihr Yolumen
beträgt somit:

v:]or
4"I
f zrs :äO..; hieraus: O - 4nr2

Yolumen:

Kugelabschnitt oiler -segmont

Y:+(Br-h)
od.er y:+(Bd-zh)
oder Y:+rrh(3a2fh2)

r: I(ugelradius
d: Kugeldurchmesser
h : Höhe des I(ugel-

abschnittes
a : R,adius des Grund-

kreises des Ab-
schnittes

Bewei s

Entsprechend dem Beweise 2 für das Kugelvolumen ist hier nach dem
Cavalierischen Satz der oberhalb des Schnittkreises X' gelegene Kugel-
abschnitt gleich dem Restkörper, der gebildet wird aus der Differenz des
Zylinders von der Höhe h und dem Grundkreisradius r minus dem Kegel-
stumpf von der Höhe h und den Grundkreisradieu r und hr.

Das Yolumen des Restkörpers ist also:

Y: zr2h - lr! t., f h! f r hr)

Da nun aber h. - r - h ist, ergibt sich:

y : nrzh - tltr, + fi - 2rh f h2 i 12 - rhl

:nvzh-+(3rz-3rhlh2)
: nrzh - nrzh * nrhl- t h'

-n,2/, 
- ,3

- B 13r-h); Fürr:! eingesetzt:

tr nh' ,,
o r3d -2h)

Der Radius des Grundkreises des Kugelabschnittes werd.e mit a be-
zeichnet. Er ist gleichzeitig die Höhe des rechtwinkligen Dreieckes in
dem Halbkreis. Nach dem Höhensatz istl. az:h(2 r - h). Nach r auf-

gelöst, ergibt sich: , : ?: t 1'. 
Diesen Wert in die Gleichung für Y ein-
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gesetzt, ergibt:

v: *'(r'%lry - o)

_Lh, l3a2+3h2-Zhr\3\ 2h l

-nh 
,q.

- 6 \- a21hz;

abschnittes.A:
Kugelausschnitt oilor -soktor (BiId 302)

Y:$ zrzh

oder y:fndzh
r: Kugelradiug
d: Kuseldurchrvolumen:l B---- ld:Kusetdurchmesser| . - .- I ,o.- I h:Hotu des Kugel-

Beue'is
Das Yolumen des Kugelaussohnittes besteht aus dem Yolumen des

Kugelabschnittes Y: # tr, - h) vermehrt, um das Yolumen d.es d.ar-

über befindlichen Kegels. Es ist also: Y:1#(3r-h)*]za2hr.
Nach dem Höhensatz ist aber: a2 :h (2 r - h). Ferner ist: h, : r - h.
Mit diesen beiden Werten erhält man:

nhz.^ - IV: ""i (3r- h) * i"h(2r -h) (r- h)

Durch Äuflösen der Klammern und Zusammenfassen folgt:

V : zhu, -'ru' * 
2, 

nrrh - z rhz + "l' :2g n,*h

X'ür r:$ eingesetzt, ergibt sich: Y:f zd,h.

Kugelkappo oiler Kalotts (Bild 303)

Wie auf Seite 157 gezeigt wurde, versteht man unter einer Kugelkappe
, oder Kalotte die krumme Oberfläche eines0),,1:--l Kugelsegmentes.

Biid 303

Kalotte:

r : Kugelradius
h : IIöhe des Kugelsegmentes
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Bewe'is
Die in dem Beweise 2 für die Kugeloberfläche angestellten Betrachtungen

gelten auch hier, wo es sich nicht um die galze Kugel und ihre Ober-
fläche, sondern nur um eine Kugelkappe und den zugehörigen Kugelaus-
schnitt (: Sehor) handelt.

I
Es ist also in V :äO., für V der Rauminhalt des zugehörigen Kugel-

ausschnittes einzusetzen. Man erhält:
2 ^, t^
int2h: f 0'r;

O:Znrh
Archimedes hat den n'Heheninhalt der Kugelkappe folgendermaßen

angegeben:

Der X'lächeninhalt, einer Kugelkappe ist gleich dem Inhalt eines Kreises,
dessen Radius g gleich dem Äbstand des
Scheitels der Kappe von einem Punk der
Grundkreisperipherie ist (Bild 30a).

Bewei,s
Nach dem Lehrsatz des Euklid ist in dem

rechtwinkligen Dreieck über dem Halbkreis:
Q2:h-2t. Der Inhalt des Kreises mit dem
Rad.ius p ist zq2:n.h2r:Zwrh. Dieser
Wert ist der gleiche wie der oben füLr die
Kalotte abgeleitete.

Kugelschicht (Bild 305)

Yolumen: Y:+(Bar+Bb2+h2)

Ilalbmesser der parallelen Endflächen

Höhe der Schicht (Abstand der beiden
parallelen Endflächen)

Bild 305

Beweis
Das Yolumen einer Kugelschicht berechnet sich als Differenz zweier

Kugelabschnitte mit den Grundkreishalbmessern a und b. Der Kugel-
abschnitt mit dem llalbmesser a habe die Höhe h * x und das Volumen
Vr, während der Kugelabschnitt mit dem Halbmesser b die Höhe x und
das Yolumen Y, habe:

y:yr_%i
Für Y1 und Y, setze man d.ie Volumen ein:

lrY: ä" (h + x)[3a,f (h * x)r] - in*(3b2f x2)

191

Bild 304

a: Ib: I
h:
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1.-: 
u 

z[3a2(h * x) * (h * x)t- 3b2x- x3]

1.^: fz[3azhf 3azxf hB f 3h2x f 3h x2 -| x3- 3bzx- x3]

I: uz[3a2h+h,+3x(a2f h2f hx-b2)]
Zur Yereinfachung des dritten Gliedes in der eckigen Klammer nimmt man
folgende Nebenrechnung Yor:
Die zweimaiige Anwenclung des Höhensatzes für die im Halbkreis ge-
legenen rechtwinkligen Dreiecke mit den Höhen a und b ergibt:

a2:(h*x)[2r-(hfx)]
:(h+x)(2r-h-*)

und b2 :x(2 r - x)

Der aus dieser Gleichung sich ergebende Wert für 2 r - x: E wirit in
die Gleichung für a2 eingesetzt.

a2: (h + ") 
(l'-h) : (b * x) /h2 - h x\

'\x / /( * )
a2x:b2h+ b2x-h2x-hx2;
a2x*h2x*hx2_b2x:b2h

Der dreifashe 
'Wert 

hiervon ist das dritte Glied in der eckigen Klammer
für das Volumen. Man erhält durch Einsetzen den Rauminhalt der Kugel-
schicht:

tV:ä"(3a2h+h3+3brh)
'zh,-:;(3a2+3b2+h2)

Denkt man sich die Endfläche mit dem Radius b parallel mit sich ver-
schoben, so wird allmählich aus der Kugelschicht der Kugelabschnitt.
Im.Grenz{all für b:0 geht d.as Yolumen für die Kugelschicht über in

d.as Yolumen des Kugelabschnittes: V : | " f, 1S a2 + h2).

r : Kugelrailius
h: Höhe der Schicht

Der krummflächige Teil einer Kugelschicht ist ihre Mantelfläche; man
nennt sie Kugelzone. Ihr Flächeninhalt bestimmt sich als Differenz zweier
Kugelkappen rnit den Höhen (h * *) und x; also:

M:2zr(hf x)-2nrx
:2nth*2nrx- 2zrx
:2 nrh.

Die n'ormel für die Kugelzone ist die gleiche wie für die Kugelkappe. In
beiden Gleichungen ist r der Kugelradius und h die Höhe der Kappe bzw.
der Zone.

Kugelzone

@
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v:!n(Rr-rr)
oderY:Iz(D3-da)

Beweis
Das Yolumen Y cler Ilohlkugel bestimmi man als Differenz des Yolumens

der Yollkugel Yr: *oR, minus Yolumen des innen Iiegenden kugel-

förmigen Hohlraumes Vr: * "r3; 
also:

V : Y, - % : ä"R' - !nr, : +"(R3- ra;

§etzt man füLr R:? "fa ttir r:* ein, so erhält man:

v : !n[(?)'- (])']:ä"["r- $]:ä" (D'- d')

Hohlkugel.Aussehnitt oder Hohlkugelsektor (Rild 306)

y: 
3 ,'| {n, - "')

Eohlkugol

Yolumon:

Yolumen:

R : Außenradius
r : Innenradius

D : Außendurchmesser
d : Innendurchmesser

R : Außenradius
r: Innenradius
h : H<;he des zum inneren Kugelausschnitt

gehörenden §egmentes

Bitd 306

Beweis
Das Yolumen v des Hohlkugelausschnittes bestimmt sich als die Differenz

des volumens Y, des Kugelau§schnittes mit dem Radius R und der Höhe E
minus volumen v, des Kugelausschnittes mit dem Radius r und der rröhe h;
also: Y - Y1- Yr:3zR2H -!nrrh.

wie man aus Bikl306 erkennen kann, verhält sich nach dem strahlensatz:
R, Ii-H
r - r-h

Diese Gleiohung nach II aufgelöst, ergibt:

It.-h):R-H; *-30:R-H; r:lr
lfathematik Teil 2 lB
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Diesen Wert für H setzt man in die letzte Gleichung für das Yolumen
des Hohlkugelausschnittes ein und erhält:

:''rn .|n - lnrzh:?"| tnr- r.l

Zylinthischer Ring

Yolumon:
Y:2 nzP"rz

n2Ddz
oder I :V-

Bild 307

Bewei s

Durch Anwendung der zweiten Guldinschen Regel besüimmt man den
Rauminhalt V: f . 2t,r",; hierin ist, f der Flächeninhalt der rotierenden
Fläche f :nr2. X'erner ist rr, der Schwerpunktsabstand der rotierenden
Fläche von der Achsc: ,r.: R Es ist also:

\ :nrz-2nR:2 n2Rr2
Setzt man für die Halbmesser die entsprechenden Durchmesser ein, so
erhält man:

Y:2n2: (j)':"'?o'

Au{gaben

43) Wieviel wiegen 4 m Rundstahl von 40 mm A ? (Wtchte: 7,85)

44) Wieviel wiegen 200m Aluminiumdraht von 3mm @ ? (\4'ichte:
2,8)

45) Eine Rolle Stahldraht von 5 mm e wiegt 77 kg. Wieviele Meter
sind es? (lVichte: 7,85)

46) Hohlmaße sollen nach der Eichordnung doppelt so hoch wie weit
sein. Welche Höhe H und Durchmesser D besitzt ein zvlindrisches
5l-Maß ? "

47) Aus einem 3 m langen Balken von quadratischem Querschnitt (Kanten-
länge 80 cm) soll eine Walze von größtmöglichem Durchmesser ge-
drechselt werden. Wie groß ist der Holzabfail in dms und in /o ?

48) Ein zyiindrischer ciserner Behälter von 20m @ und 25 m Höhe s.oll ent-
rostet werden. Wieviel Quadratmeter beträgt die zu entrostendeX'läche ?

(Ilantelfläche und I Kreisfläche)
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4e)

50)

Ein z ylindri sch er Wa s serb eh ält er ist 3 m lang und hat 2 m Durch-
messer. Wieviele Liter 

.Wasser 
faßt er und wie groß ist das 'Wasser-

gewicht? ('Wichte: 1)

Ein Rechteck mit den Seiten a und b (a > b) rotiert das eine Mal um
die Seite a, das andere Mal um die Seite b. Wie verhalten sich a) die
Rauminhalte und b) «lie Mäntel der durch die Drehung entstehenden
Zylinder zueinancler ?

Die Teilstrichentf ernung eines zylindrischen Meßglases mit der
lichten \Yeite D : 40 mm ist für je 5 cma angebracht. Wie groß ist die
Entfernung zweier aufeinander folgender Teilstriche ?'Wieviel wiegt eine Bronzebuchse mit dem Außendurchmesser:
60mm, Innendurchmesser: 50mm und^
Länge: 100mm ? ('Wichte: 8,7).

53) Wie schrver ist der nach DIN 322 ge-
normte Schmierring (Bild 308) aus
Messing ? (trYichte: 8,5)

Bilal 308

54) Ein 100 mm.langes Stück Rund-
stahl 30 O ist :nach Bild 310 an
dem einen Ende abzuschrägen.
Das fertige Stück hat eine Kante
K (siehe Grundriß)!

'Wieviel 
)d beträgt der Material-

abfall ?

(Anleitung: Es f.allen 2 Zy-
Iinderhufe fort.)

55) Dasselbe Stück Rundstahl der
vorhergehenden Aufgabe ist nach
Bild 309 kegei{örmig abzudrehen.

Wieviel o/o beträgt der n'Iaterial-
abfall ?

56) Wie schwer ist das ne-
benstehend sl<rzzierte
Schrumpfbancl ?

(Bild 311) ('Wichte: 7,85)

§'u
52)

Bild 309 Bild 310
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57) \Mie schwer ist der nebenstehend.
skizzierte Schrumpfring ?

(Bild 312) (Wichte: 7,85)

.58) Wie groß ist das Yolumen des
Kreuzstückes ? (Bild 313)

(Anleitung: Das Yolumen des
Kreuzstückes ist gleich der Sum-
me zweier Zylindervolumina, r,er-
mindert um die Summe der Vo-
lumina von 8 Zylinderhufen!)

Bild 313

59) Ein r.r6lyinkliges Dreieck mit rleu Katheten a und b (, > b) rotiert
rlas eine \Ial um die größere l{.athete a, das andere Mal um die kleinere
Kathete b. W'ie verhalten sich

a) die Rauminhalte,
b) clie }Iäntel der durch die Drehung entstehenden Körper zueinander ?

60) Aus Blech soll ein kegelförmiger Trichter von 60 mm Durchmesser
und 40 mm Höhe gefertigt werden. 'Wie groß sind

a) die Mantellinie,

b) der Flächeninlalt des Trichtermantels,

c) cler Radius des Kreisausschnittes, aus dem der
Tricht,er zusammengebogeu wird,

d) die Länge des Bogens des Kreisausschnittes,

e) cler Mittelpunktswinkel des Kreisausschnittes ?

61) Aus Quadratstahl 50n sol der Amboßeinsatz
nach Bild 314 geschmiedet werden.

Es ist die Länge x des llohlings zu berechnen,
wenn für Abbrand 5o/o anzanehmen ist.

(Anleitung: DasVolumen des zu berechnen-
den strichpunktiert gezeichneten Quadratstahles
von der Länge x ist gleich dem I,05facben
Volumen des Kegels vermebrt um das l,05fache
Volumen des Pyramidenstumpfes.) Bild 314

J5

I

ffi
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62) Eine Ilalbkreisfläche wird zu einem Kegelmantel zusammengebogen.

a) Welchem Stück des Kegels entspricht der Radius der Halbkreis-
fläche? (Grundkreisradius: r, Mantellinie: s, Höhe: h),

b) Wie dräckt sich mit dieser Größe der Ilmfang des Halbkreises aus ?

c) Welche Gleichung kann man aufstellen unter Berücksichtigung, daß
der Halbkreisum{ang gleich dem Umfang des Kegelgrundkreises wird ?

d) Welche Beziehung zwischen Kegeimantellinie s und Grundkreis-
durchmesser 2 r ergibt sich aus dieser Gleichung ?

e) 'Wie ist das als Achsschnitt des Kegels sich ergebende Dreieck be-
schaffen ?

63) Eine Yiertelkreis{läche vom Radius 40 cm wird zu einem Kegelmautel
aufgebogen. 

'!Yie groß sind
a) der Grundkreisrarlius r,
b) die Höhe h und
c) der Raumiuhalt V des entstehenden Kegels ?

64) Ein Kelchglas mit dem oberen Durchmesser 2 R und der Höhe H
ist bis zur Hälfte seiner Höhe gefüllt. Wie groß sind in diesem tr'alle im
Yergleich z:um voll gefüllten' Glase

a) die X'lüssigkeitsmenge und
b) der benetzte Teil des Kelch-

glases ?

65) Wie groß ist der Rauminhalt des
nebenstehend skizzierten Kör-
pers ? (Bild 315)

Bitd 315

66) Setzt mar,2 gerade Kreiskegel mit ihren gleichgroßen Grundflächen G
aneinander, so ist die Tränqe der Verbindungslinie H ihrer Spitzen gleich
der Summe der beiden Kegelhöhen H, und Hr. Wie drückt sich das
Volumen V des so entstandenen Doppelkegels durch G und H aus ?

67) Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a rotiert um eine Seite. \[ie
groß ist das Volumen Y des d.adurch entstehenden Doppelkegels?

68) Ein Tra,pez mit der Höhe h : 4 cm und den beiden parallelen Seiten
a :12 cm und b : 6 cm rotiert um die größere Seite a. Wie groß ist
das Volumen Y des dadurch entstehenden Rotationskörpers ?

69) Ein rechtwinkliges Dreieck mit, den Katheten a : 3 cm und b : 4 cm
rotiert
a) um die Kathete a,
b) um die Kathete b und
c) um die HSrotenuse c.

Wie groß sind die Volumina und die Oberflächen der entstehenden
Rotationskörper ?
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70) Ein Quadrat mit rler Seite a rotiert um eine seiner beiden Diagonalen.
Wie groß ist das Volumen V und die sich aus 2 l\(änteln zusammen-
setzende Oberfläche O des entstehenden Doppelkegels ?

7 1 ) Wie groß sind das Yolumen undl d.as Gewicht eines Ringes [7 : 7,85], dessen
Außendurchmesser D, : 4000 mm, Innendurchmesser Di :3400 mm
und Breite',8 :500 mm be-
tragen ?

72) lMie groß sind für den Radkranz
des Schwungrades nach Bild 316

a) das Volumen in dme,

b) das Gewicht in kg? (y :7,3)

550 ----1

BiId 316

73) Wieviel wiegt der
Zahnradkörper nach
Bild 317 ? (Y :7,3)

Bild 3r7

§§o§
QN
§01(ö§
tl

1

-rl
ir€,§o§

b-l
rö co
§-t

rll
450

lll

74) Ein Kegelstumpf
kreisdurchmesser D
men Y, der Mantel

Zahnrod-Rohling GS - 45

' hat die Höhe h :30 cm uncl die beiden Grund-
: 10 cm und d : 8 cm. Wie groß sind das Yolu-

M und die Oberfläcbe O ?

75) Ein kleiner Haushaltseimer hat folgende Abmessunqen: Oberer
Durchmesser d - 23 cm, unterer Durchmesser D : 18 cm und l{öhe
h :19 cm.

Yy'ieviel Liter faßt derEimer ?

76) Wieviel Kilogramm wiegt der
Rohling des Spannschlosses
nach Bild 318 ? (y :7,8)

Schwungrad GG-i8

BiId 3r8 Sponnschloß St 42
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77) Wieviel wiegen 100 Senkniete 22 @

mit den Abmessungen des Bildes 319 ?

(Wichte: 7,86)

Bild 3r9

78) I[ie groß ist das Yolumen der kegelig
ausgebohrten Büchse nach tsild 320?

(Anteitung: Man bestimme das Yo-
lumän als Summe zweier Zylrrder
vermindert um einen Kegelstumpf !)

Bild 320

79) 'Wieviel kg wiegt der Kreuzkopf-
zapfen? (Bild 321)
(Wichte: 7,85)

Bild 32t

80) \[ie groß sind die Gewichte der 8 Einzelteile Bild 322a...h ?

Bolzen §f 50 (y :7,86)

30v-
tnnQ

Ankerplotte

Bild 322 a. .. d

CG-18 (y:7,3) Kurbel GG - 18 1y :7 ,3)

r99

Euchse Ms 58 (v:8,6)

800

80_ 300
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o§
ra)

Kreuzkopf St 60 (y:7,E8)

ß0 Heöel St J2 (z:7,s1

h)

150

Gelenkbolzen

Bild 322 e. .. h

34 (y:7,8) Ankerplotte GG-18 @:7,3)

81) \trie schwer ist eine Korkkugel von 1 m Durchmesser ? (Wichte: 0,24)
82) Wieviel wiegt eine St a h I ku g e I von 5 mm Durchmesser ? (Wichte : 7,85)
83) Welchen Durchmesser d hat eine l\[essingkugel (I[ichte: 8,5) von 1kg

Gewicht ?

84) 'Wieviel wiegen 100 Stahlkugeln von 30 mm O ? (Wichte: 7,85)

85) lVieviel 0/6 beträgt der Materialabfall, wenn aus einem Würfel die größt-
mögliche Kugel gedreht wird ?

86) Wie verhalten sich
a) die Inhalte,
b) die Oberflächen zweier Kugeln zueinander, von denen d-ie eiue einen

doppelt so großen Durchmesser wie die andere hat ?

87)'Wieviele Kugeln vom Durchmesser d : 10 mm wiegen so viel wie
eine Kugel gleichen Werkstoffes vom Durchmesser
a) D :20 mm,
b) D :30 mm und
c) D:n'd?

s)

30
ST
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88) Eine Holzkugel taucht in Wasser (\4richte 1) schwimmend bis zur
Ilalfte ein. Wie groß ist die Wichte des Holzes ?

(Anleitung: Ygl. Au-fgabe 19 auf Seite 173).

89) Einer Halbkugel ist d.ie größte Kugel eingeschrieben.' Wie groß ist
das Volumen des Restkörpers: Halbkugel minus größte Kugel? Wie
verhält sich das Restkörpervolumen zu dem Yolumen der einge-
schriebenen Kugel ?

90) a) Auf die Grundfläche einer Halbkugel vom Ra-
diusr ist ein Kegel mit der Höher gesetzt. Wie 6,1

groß ist das Yolumen des entstehenden Körpers ?

(Bild 323a)

b) Eina llalbkugel mit dem Radius r vrird kegel-
förmig ausgebohrt. Wie groß ist das Volumen
des Restkörpers ? Wie verhält sich das Yo-
lumen des Restkörpers zu dem Yolumen der b)
Halbkugel ? (Bild 323b)

91) Ein Zylinder und eine Kugel haben gleichen
Durchmesser und gleiches Volumen. Wie groß ist
die Höhe des Zylinders im Yergleiche zum Kugel-
durchmesser ?

92) Von 2 aus Blecb gefertigten Litermaßen hat da,s eine die Gestalt eines
Zylinders, dessen Höhc h doppelt so groß wie sein Durchmesser 2 r ist;
das andere ist eine halbkugelförmige Schale.

a) 
.Wie 

groß muß der Radius g d.er Schale gewählt werden im Yergleich
zrm Zylirderhalbmesser r ?

b) Wie groß sind die von der X'lüssigkeit benetzten X'lächen O, des
Zylinders und O, der Schale ?

c) In welchem Yerhältnis stehen die beiden n'lächen zueinander ?

93) Einer Halbkugel ist der größte gerade Kegel eingeschrieben. Der Kegel
hat die gleiche Grundfläche wie die Halbkugel; seine Höhe ist gleich
dem Kugelradius. 'Wie verhält sich das Kegelvolumen zu dem der
Halbkugel ?

94) Wie verhalten sich die Rauminhalte eines
Kegels, einer Kugel und eines Zylinders
zueinander, die demselben Würfel einge-
schrieben sind ?

(Die Lösung dieser Äufgabe ist als der
Satz des Archimeiles bekannt.)

(Anleitung: Bild 324 mit den einge-
tragenen Bezeichnungen stellt den gemein-
samen Achsschnitt des Kegels, der Kugel
und des Zylinders dar. Die Kegelspitze liegt
in der Mitte einer Würfelfläche.)

$
w

Bilir 323

Bild 324
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95) \Yie schwer ist die im Achsschnitt
(Bild 325) gezeichnete pla nko nvexe
Linse aus Ilintglas (Wichte: 3) vom
Durchmesser D: 60 rom und der
Stärke h : 20 mm ?

96) Eine bikonvexe Linse (Wichte:3)
mit beid.erseitig gleich großer Krüm-
mung ist in der Mitte 20 mm stark und
hat 400 mm Durchmesser (Bild 326).
lYie groß ist ihr Gewicht ?

97) Eine Kugel von 170 mm Z ist zentrisch
durchbohrt. Wie groß sind
a) das Volumen der Yoilkugcl.
b) das Yolumen der ausgebohrten
c) der prozentuale Material-

abfall ?

Ein zylinclrischer Stahiblech -
b ehälter (Bild 327) ist an seinen
beiden Enden durch Kalotten
von derselben Blechstärke abge-
schlossen. 'Wie schwer ist der
leere Behälter für d: 1200 mm;
L:2500 mm und h - 200 mm,
wenn 1 m2 Blech 24 kg wiegt ?

Eiu zylindrischer Schwim-
mer mit kugelförmig gewölbten
Böden hat die in Bild 328 ange-

Bild 325

Bild 326

mit einem

W
ry

Bohrr.r von B0 mm

eB)

ee)

Kugel und

Bitd 327

h
Bild 328

gebenen Abmaße" Wie groß sind sein Volumen
und seine Oberfläche ?

100) Wie groß ist für eine Kugel
mit clem Radius r:6 cm das
Yolumen V des Kugelabschnittes, der die Höhe h: 3 cm hat ?

Wie groß ist die Kalotte O ?

I01) Dine Kugel vom Radius r (Bild 329) wird von einer punktförmigen
Lichtquelle L bestrahlt, die sich im Abstande a) 2 r, b) 3 r und c) n . r
vom Mittelpunkt M der Kugel entfernb befindet. Der wievielte Teil
der gesamten Kugeloberf läche wird beleuchtet ?

Anleitung:
§atz desEuklid: 12 :nr. (. - h)
Hieraus h bestimmenl
Beleuchteter Teil:
K:2nrh
Kugeloberfläche: O : 4x:'2

h
L: 500 mm
D:400 nm
h :100 mn

K
o

*l

Bitd 329
Ge{ragt nach:



102) Yon einer Kugel mit 10 cm I sind an 2 gegenüberliegenden Stellen' 
durch parallele Schnitte 2 Kugelsegmente von je_J cln Höhe ab-
geschuilten. 

'Wie 
groß sind für d.ie übrig bleibencle Kugelschicht

a) die Höhe h,
b) d-ie beiden Halbmesser a und b der Endflächen,

203LJ:vyylld"!:g:4!:y" -4ursaben-

c) das \rolumen V und
d) die Oberfläche O ?

103) Eine Halbkuget mit dem Radius r ist im Abstande x parallel zur
Grundfläche so zu schnei-
den, daß die abgeschnittene
Kugelkappe gleich der
Kugelzone ist.

W'ie groß muß x sein ?

104) Aus einer Holzkugel soll
der dritte Teil ihres Ge-
wichtes als Kugelaus-
sch nitt gestochen werden
(Bild 330). 'Wie groß ist
dann H? Bild 330



Teil III
Die Trigonometrie

A. Einleitung
Die Trigonometrie - auf deutsch Dreiecksmessung - ist derjenige

Teil der Mathematik, der aus Seiten und 'Winkeln 
eines Dreiecks, die

das Dreieck bestimmen, die übrigen Stücke des Dreiecks durch Rech-
nung finden läßt. Je nachdem sich die Trigonometrie mit der Berechnung
ebener od.er sphärischer Dreiecke beschäftigt, heißt sie ebene oder sphä-
rische Trigonometrie. Unter sphärischen Dreiecken versteht man
Dreiecke auf der Oberfläche von Kugeln. Sie werden gebildet durch drei
größte Kreise einer Kugel, die sich nicht in einem Pun}:te schneiden; ihre
Seiten sind also keine geraden linien, sondern Teile (und zwar Bogen-
stücke) größter Kugelkreise. Da aber derartige Dreiecke für den Techniker
und Ingenieur von untergeordneter Bedeutung sind, wird im Rahmen
dieses Buches nur d.ie ebene Trigonometrie behandelt.

Das 'Wort 
,rTrigonometrier6 übersetzt man treffender mit ,rDreiecks-

berechnung6'. Die Geometrie der Ebene befaßt sich mehr mit cler konstruk-
tiven Bestimmung der Dreiecksstücke und nur insoweit mit der Dreiecks-
berechnung, als es sich nicht um die rechnerische Bestimmung von Dreiecks-
winkeln handelt. Die beiden einzigen Sätze der Planimetrie, die sich mit
der Größe der Dreieckswinkel befassen, sind.:

1) ,,Die Summe der Dreieckswinkel beträgt 180o" und
2) ,,In jedem Dreieck Iiegt d.er längeren Seite der größere Winkel gegen-

über".
Mit diesen beiden Sätzen allein kann man aber nicht aus der Länge der

Seiten die Größe der Winkel berechnen.
In der ebenen Geometrie werden die Seitenlängen und Winkel eines

Dreiecks durch Konstruktion bestimmt. Die Trigonometrie bedient sich
hierfür lediglich der Rechnung. Beide vermögen also prinzipiell im End-
effekt dasselbe zu leisten, die eine durch Konstruktion, die and.ere lediglich
durch Rechnung.

Der praktische Wert der Trigonometrie gegenüber der konstru-ktiven
Geometrie besteht jedoch darin, daß sich die Genauigkeit einer Rechnung
viel bequemer und weiter vorwärtstreiben läßt als die einer geometrischen
Konstmktion.

Das Hilfsmittel der Trigonometrie sind die trigonometrischen lunk-
tionen, die man auch goniometrisohe X'unlrtionen oder einfach ,,'Winkel-
funkionen" nennt. Es gibt 6 trigonometrische X'unhionen, von denen
heute nur noch 4 gebraucht werden, und zwar die Sinus-, Kosinus-,
Tangens- und Kotangensfunktion. Unter einer tr"unli:tion versteht man
allgemein die Abhängigkeit einer veränderlichen Größe von einer oder
mehreren anderen. ,rtr'unktion66 heißt also ,rAbhängigkeit". In der Tri-
gonometrie im besonderen versteht man unter einer trigonometrischen
X'unl<l,ion die Abhängigkeit der Größe eines 

'Winkels i- ,"ghryinkligen
Dreieck von dem Yerhältnis (: Quotient) zweier Dreiecksseiten.
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Bevor wir näher auf die trigonometrisclen Funltionen eingehen, wollen
wir uns zunächst mit den beiden Arten der 

'Winkelmessung 
befassen:

a) Ilie Tlrinkelmossung im Grailmaß ist die in der Planimetrie und nie-
deren Mathematik allgemein übliche. Man geht von der Größe des rechten
'Winkels aus und sagt:

Ein rechter lVinkel beträgt 90'.
1o besteht aus 60' (: 60 W'intelminuten).
1' besteht aus 60" ('WinkelseLtnden.)
1o besteht also aus 60". 60 :3600".
Beispiele

0,1o : 6' :360"
14,56o : 14'+ 0,56o :14" + 33,6' : 149 33'36"
oder umgekehrt:
10o 10'10" : 10o 10,167' : 10,169"
8" 30'36" : 8o 30,6' : 8,51"

b) Die l[inkelmessung im Bogenmaß wird bevorzugt in der höheren Ma-
thematik verwendet. Beschreibt man

>'A um den Scheitel S (Bild 331) eines

, .V \ WinkelsmiteinembeliebigenRadiusr
Y \O den Kreisbogen und beäichnet die

.4-" \ tänge des durch die beiden Winkel-
tL-*d nila s,r schÄkel P.Fr..."rjg" Kreishogens mit

b, so beträgt die Länge dieses Bogens,
wie auf Seite 138 gezeigt wurde,

, 2ntao Trd,oh--'--- -:--ir Dividiert man beide Seiten durch r, so erhält man" - 360' - lEU" '

+: #. Das Yerhätni* | irt eine unbenann te Zahl. Man nennt sie das

Bogenmaß des zugehörigen T!'inlels. Das Bogenmaß gibt an, wie oft der

Radius des Kreises in dem Bogen enthalten ist. Der Quotient!'wirdbe-
zeichnet mit Arcus ao, abgekürzt arc a" oder auch ? farcus ist lateinisch
und heißt: Bogenl.

Zusammenf assung:
Bogen b "

HalbÄässer: . : arcct'" :

\üählt man die Länge des Kreisradius gleich der Längeneinheit, also

: 1, so geht das Yelhältnis -| tiU", in b, d. h. d.as Bogenmaß eines'Winkels

ist die Länge des zugehörigen Bogens im Einheitskreis. Das Bogenmaß b
eines 

'Winkels gibt an, wie oft in dem mit dem Radius 1 beschriebenen
Bogen die Längeneinheit (also der Ifueisradius) enthalten ist.

Zwischen der 'Winkelmessung im Gradmaß und der im Bogenmaß be-
steht folgende Beziehung:

l^ " "l
| ":tF" 

I
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Dem GracLnaß 360" entspricht das Bogenmaß 2 n
,, t, 180t ,, ,, ,, fr

,,

b) 42"50',: ?

c) 175,4" : ?

Wie groß ist das

a) 0,68 r ?

b) 1 :?

c)30 - ?

d)+" -?

rr §$o ', ,, ,'

,, $Qo ,, ,, ,'

,, 45" t, ,' ,'

,, ,, 300 ,, ,, ,,

37

q

;
xt

7
fi
=o

Die vorstehend.e Umrechnung dieser oft verwendeten 6 Winkel präge
man sich als wichtig ein. Die Umrechnung eines im Gradmaß gegebenen
Winkels in Bogenmaß und umgekehrt zeigen die nachstehenclen Beispiele:

Wie groß ist das Bogenmaß 0 des 'Winkels

a) 36o - ? Lösuns a : ,fu. So' :ni :0,628
n

0 :,r1" . 42,83o : 0,748

fr ,,0 : ,ou. 
. 175,4" 3,061

Gradrnaß «o des im Bogenmaß gegebenen \Yinkels
o l80oLösung o':', 0,63: 39"

o l80ooL: t : 57,2958":57"17'
3Z

o l80o ota-: '.r0 :1720"
:t

o ]g0o 2 nno* - 
.';il l! .itD

B. Die 4 trigonometrisehen Funktionen
für spitze \Yinkel

1. sin, cos, tg und ctg im.rcchtwinkligen Dreicck

In dem rechtwinkligen Dreieck ABC des Bildes 332 mit dem recliteu
Winkei an der Ecke C sind die
beiden Katheten a und b und
die Hypotemrse c.

Bild 332



1.. si,n, cos, tg und, ctg im rechtwinhli,gen Dreie,ck

Zieht rrrart zur Kathete a eine beliebige Parallele, die die Schenkel des
Winkels oc in B, und C1 schneidet, so erhält man das rechtwinklige Drei-
eck ABrC, das dem ursprünglichen ähnlich ist (Ahnlichkeitslage). In ihm
sind die Katheten a, und b, und die Hypotenuse cr. Nach dem Strahlen-
satz verhält sich a : c : är: cl. Wenrr auch a, von a und c1 von c ver-
schieden sind, so sind aber doch die aus ihnen gebildeten Quotientcn
gleich groß. Zu einem bestirrrmten lYinkel cc im rechtwinkligen Dreieck
gghört stets ein bestimmtes Verhältnis der gegenüberliegenden l(athete
zur Hypotenuse. Kennt man die Größe dieses Yerhältnisses, so liegt um-
gekehrt die Größe des Winkels a fest. Das Verhältnis d.er dem \4rinkel
gegenüberliegenden Kathete, oder kurz:,,Gegenkathete" genannt, zur
Hvpotenuse nennt man den sinus des Winkels, abgekürzt: sin. also:

fl.ies: Sinus Alpha gleich a durch c]
'Unter 

dem Kosinus des trYinkels oc, abgekürzt cos cr, versteht man clas
Verhältnis der anliegenden Kathete b zur Hypotenuse c; also:

fl,ies: Kosinus Alpha gleich b durch c]

Unter dem Tangens des Winkels o, abgekürzt tga, versteht man das
Verhältnis der Gegenkathete a zur Ankathete b; also:

207

c Ilvpotenuse: ll undlr Ankathete
c _ Hnoten_use
a Gegenkathete

t"-"=l

trr-"{ fl,ies: Tangeus Alpha gleich a ilurch b]

. ir Gesenkathele
c H]potenuse

b Änkathete
tO. 7_: -: 

--

c Hypotcnuse

. a GeEenkathelc
l'd 4-_:__-o -' b Ankathete
. b Ankathelc

utg ,r( -; : 
GDE?ffi;iE6i6

Außer diesen vorstehcnden 4 trigonometrischen Funktionen gibt es, wie bereits
errvähnt, zwci weitere, die aber im allgemeinen nicht verwendet werden. Es
sind dies:

Der Sekans c[ : sec o( ==

der I(oeel<ans o(: cosec 8:

Unter dem Kotangens des 'Winkels 
cr, abgekärzt ctgu, versteht man

das Verhältnis der Ankathete b zur Gegenkathete a; also:

fKotangens Alpha gleich b durch a]

Zu sammenf assung:
Es bedeutet

@t
F:=E
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Yon den 4 trigonometrischen n'unl<tionen sin, cos, tg und ctg haben der
sin a und cos a die Hypotenuse im Nenner, während im Zähler eine Kathete
steht. Da aber die Hypotenuse die längste Seite im rechtwinkligen Drei-
eck ist, müssen also die Werte der sin- und cos-X'unL'tionen stets kleiner
als I sein.

sina unil cosa si,nd stets kleiner ols 7.

Bei den trigonometrischen Funktionen tg a und ctg a kommt clie Hypo-
tenuse nicht vor. Sie enthall,en nur die Katheten.

tg a uncl ctg a können jed,en beliebigen Wert onnehmen.

Ist a ( b, dann ist tg oc { 1

,, ä)b, t, ,, tgoc) 1

,, ä:b, ,, ,, tg«:1
Wie groß auch immer die lGtheten und die Hypotenusen sein mögen,

immer erhält man für die 4 trigonometrischen X'unlrtionen dimensionslose
Zaltlen;

I Die 4 trigonometrischen X'unktionen sind Yerhältniszahlen; als
I solche besiüzen sie keine Dimensionen

B ei spi,ele
1) In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten a :5 cm und.

b -12 cm lang.
\\Iie groß sind für den Win-kel « die 4 trigonometrisehen ]Tunkbionen

sin a, cos a, tg a und ctg a. ?

Lösung
Die Hypotenuse c läßt sich"nach dem Lehrsatz des Pythagoras be-

Stimmsl; -

" 
: 1/az-a-bz:l'zb + 144: /169 : 13 (cm).

Aus a :5 cm; b :12 cm und c :13 cm la,ssen sich die 4 Funktionen
bestimmen:

sin oc: : :; : 0,38b

b12coscr:;:;;:0,923

tga: i:1:0,417
ctga: L:

Die gleichen Zahlenwerte würde man erhalten, wenn a :5 dm oder m
oder km und b :12 dm oder m oder km lang wären.

2) In einem rechtwinkligen Dreieck ist die dem Winkel o( gegenüber-
liegende Kathete a halb so groß wie die Hypotenuse c. Wie groß sind. die
4 trigonometrischen X'unl<tionen für d.en Winkel B ?

72 :2,4
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Lösung

Nach der Aufgabe ist c : 2 a. Die Kathete. b ist nach dem Lehrsatz
des Pythagoras b : {"' - az : / 12 a)z - *z : J 3 u, : a ['3. Mit di..u,
durch a ausgeclrückten 'Werten der Katheten und der Hypotenllse er-
hält man:

sinp: ::+,q :ils:0,866
cosB: u":iu :*:o,r

tsf :::+:t3:1,7s2
ctgB:*:;rc:*/r:0,b77

3) Der Tangens des Winkels a beträgt 0,5. Es soll der Winkel a kon-
struiert werden !

Lösung

rn dem Endpunlt c (B,d 333) der 
l$t*ml"iff"#u^f;|J:1t",""f

8t
f b. Man erhält Punkt B. Der Winkel

BÄC ist der gesuchte Winkel a; denn
b B0 U2b r ^-Lga:AC: b :r:u,D

Bild 333

A u! g aben

' 1) 'Welche trigonometrischen Funktionen des Winkels « sind in dem
Bilde 334:

bb&a
c'a'c'b

' 2) Wie groß ist in dem rechtwinkligen
Dreieck ABC (Bild 335)

A

il] :ilf; ZZiPr',iZPr":,u ":fr7, Bid sB5 , u \.
3) Konstruiere clen Winkel o(, wenn ,;o o : ] irt t

Mathematik Teil 2

Bild 334 \



4)

5)

2r0 Die Trigonom,etri,e

'Wie groß sind sin o(, cos d, tg « und ctg oc, wenn in deni rechtwinkligen
Dreieck ABC die Katheten a:15 cm und b:8 cm lang sind?
In einem rechtwinkligen Dreieck ABC, das den Flächeninhalt
n' :50 cm2 hat, ist der Winkel a :45o groß. Wie groß sind die
beiden Katheten a und b sowie die Hypotenuse c ?

2. Die Funktionswerte iler Komplementwinkel

Komplementwinkel sind Winkel, die sich zu g0o ergänzen. In einem
rechtwinkligen Dreieck mit dem rechten 'Winkel 

7 sind also die beiden
der Hypotenuse c anliegenden Winkel z. und B Komplementwinkel; d. h.:
q. * § :90o oder f : 90o - a. Die trigonometrischen Funktionen dieser
beiden Komplementwir-kel steheu in folgendem einfachen Zusammenhang:

Läßt man die Zwischenglieder fort, so erhält man:

I sin a : cos (90o - a)

I cos a : sin (90o - «)

I tg":ctg(90'-a)
I ctg cr : tg (90' -_ «)

Betragen 2 Winkel zusarnmen 90", so sind die X'unktionen (sin, cos, tg
uncl ctg) des einen Winkels gleich den entsprechenden Ko-Funktionen
(cos, sin, ctg und tg) des anderen Winkels.

DerKosinus ist die Ko-n'unl'-tion des Sinus und. umgekehrt ist der Sinus
die Ko-Fun}:tion vom Kosinus. Entsprechendes gilt vom Tangens und
Kotangens.

Bild 336

Beispiele sin 30o : cos 600
sin 45o : cos 45o

sinor : i : cosB : cos (90" - «)

cos c( : | : sinp : sin (90'- «)

tga : T 
: 

"tS 
p: ctg (90' - oc)

ctga:*: trl:tg(90'-a)

tg 10' : ctg 80o
ctg 70' : tg 20" .

3. Die Funktionswerte bestimmter lYinkel
a) a.:45".
Im rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck (Bild 337) betragen die

A yjf:I,ä;f ;T; f#:,"HJT,i':r"Xl'-"Jtr
«"/ lr Man erhält:

,/." I .in45":cos45o:.t:lfZA45 I BildBBz fz 2t-
tg45" :ctg45":f: l1



3. Die Iunktionstterte bestimmter ITi,nkel

b) «:30o und 60o.

Fällt man in einem gleichseitigen Dreieck (Bild 338), dessen Seite 1dm
lang ist, die Höhe, so wird es in 2 rechtwinklige
Dreiecke zerlegt mit den W'inkeln 60' und 30"; die

t
eine Kathete ist ! dm lang, die andere Kathete

ist die Höhe des gleichseitigen Dreiecks, also

b : 171z- {11' : ll t-1: 1 ts"-V' \21-V- 4-
Bild 338

Man erhält mit diesen Seitenlängen:

I

sin 30" : 
"o* 

00.: ? : ; tg 30' - ctg 60o .-

sin 60o : cos 30o: ctg 30o :

c) « :0o und 90o.

Läßt man die Ecke C des rechtwinkligen Dreiecks ABC (Bilal 339) mit
den Katheten x und y auf der Peripherie
des über der Hlpotenuse c beschriebenen
Halbkreises wandern, so bleibt bei jeder
beliebigen Lage des Punktes C der'Winkel
bei C nach dem Lehrsatz des Thales ein
rechter.

Bewegt sich C in Pfeilrichtung I nach B
hin, so werden der Winkel cr und die gegen-
überliegende Kathete, die hier als ver-
änclerliche Größe mit x bezeichnet ist,

immer kleiner. Kommt der Punkt C bei dieser Bewegung auf der
Peripherie beliebig nahe a,n B heran, so wird a beliebig klein; d. h.
im Grenzfall: a :0o. Die Gegenlrathete x wird. ebenfalls 0 lang;

also wird. sin oc :1i* Grenrfall: sin 0" : : :0. Der W'inl<el B wird bei

dieser Bewegung in Richtung I immer größer und nühert sich im Grenz-

fall 90'; es wircl also cos 90" -:: |: O.

Bewegt sich C in Pfeilrichtung II nach A hin, so wird. a immer größer.
Er wird aber l<leiner als 90o bleiben. Geht C beliebig nahe an Ä heran,
so wird { oc sich dem Grenzwert 90o und p dem Wert 0o nähern. X'ür
d :0" wird dann diq Kathete x ebenso lang wie die Hypotenuse c werden,
während die andere Kathete I:0 wird.

14{,

2rL

Iz r ,.,-
l--:tln
zv ö

1

aV3o 1lqI :l')
T

tg 60" :*vt r ,,rT:rt"

B

Bird 339
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cos 00:

sin 90o:
c
x

Die Tangens- und Kotangenswerte für 0" und 90o erseben sich folgender-
maßen:

: " :l
c

:9:1.
c

30"
t
(i

00

0

o(o

a

I
2

l-
2 

y3

tg o":
ctg 0o :

x
v
Y

ts90o:-x:9:oot \r (,

co ctg9Oo:*:*:O
o
C

0
'Wird der Zähler eines Bruches kleiner, so wird der 'Wert des Bruches

kleiner. Ist der Zähler gleich 0, so hat der Bruch den Wert 0.
W'ird. aber der I{enner eines Bruches kleiner, so wird der Wert des Bruches

größer. Wird der Nenner beliebig klein, so wird der 'Wert des Bruches
beliebig groß. Eben das wird sy'rnbolisch ausgedrückt durch die oben an-

gegebene Gleichung o9: oo.

Zusammenstellung der erhaltenen Funktionswerte:

lr3

Aus dieser Tabelle für die 20 n'unktionswerte sieht man, daß die sin-
und tg-Funktionen trei wachsendem Winl<ei größer werden.

I sin und tg wachsen mit wachsendem 'Winkel. Die cos- und ctg-
I X'unktion nelimen bei wachsendem WinkeJ ab.

Die sin- und cos-X'unktionswerte liegen zwischen 0 und 1. Die tg- und
ctg-Funlrtionswerte liegen zwischen 0 und oo.

4. Die trigonometrischen Zahlentafeln
Für beliebige Tflinkel zwischen 0o und 90o bestimmt man die \Verte

der 4 trigonometrischen n'unktionen (sin, cos, tg uncl ctg) mit Hil{e von
Tafeln der trigonometrischen Zahlen, die in fa,st allen technischen Taschen-
büchern entbalten sind, oder man benutzi die trigonometrischen Skalen
am Rechenschieber.

Da'der sin irgendeines Winkels gleich dem cos des zu ihm gehörentlen
Komplementwin-kels ist, so sind die trigonometrischen Za,hlentafeln so

(iuo 900

1l
6?t ;fiOA

+a)

I
4

*vz

*vu
Itg

cLg V'J *v,

slll



4. Die trigonometrischen Zahlentafeln. 2t3

aufgebaut, daß z. B. sin17' an derselben Stelle wie cos73o abgelesen
werden kann. Ebenso findet man d.en tg 3Bo an derselben Stelle wie den
ctg52". Man hat also in Wirklichkeit nicht 4, sondern nur 2 trigonometrische
Zahlenta{eln.

Die Sinus- und Kosinuswerte liest man ebenso wie die Tangens- und
Kotangenswerte in je einer Tabelle ab. Die Gradzahlen für sin und tg
stehen a,m linken, für cos und ctg am rechten Rande der betreffenden
Tafel, während die Minutenzahlen oder (sLets vorzuzielen) die Zehntel-
grade für sin und tg in der oberen waagerechtenZeile uncl die für cos und
ctg in der unteren Zeile eingetragen sind. Es qehören also für den X'unktions-
wert eines in Grad und Minuten bzw. Zehnteln gegebenen W'inkels die
Gradzahl am linken Rancle und tlie Mimrtenzahl in der oberen Zeile oder
die Gradzahl am rechten Rande und die Minuten- bzw. Zehttelzahl in
der unteren Zeile zusammen.

B eispiele

sin 43o 20' :0,68624 lGradzahl: links, Minuten
cos 46" 40':0,68624 [ ,, : rechts, ,,
tg 14" 10':0,25242 L, : links, ,,

ctg75'50':0,25242 I ,, : rechts, ,,

obenl
unten]
obenl
untenl

Für Winkel, die auf Minutcn oder sogar auf Bruchtcile von ihnen angegeben
und in clen Tafeln nicht unmittelbar enthalten sind, bestimmt man die
Funktionswerte durch Dazwischenschalten l: Interpolieren). Da der sin-
und tg-Wert eines Winkels mit größer werdenden Winkeln wächst und da
umgekehrt der cos- und cler ctg-'Wert mit wachsenden Winkeln'kleiner
wird, so hat man zunächst den in der Tafel enthaltenen nüchstliegenden
kleineren Winkel aufzuschlagen und sodann den ftir den kleineren Winkel
ermittelten Funktionswert urn den leicht zu berechnenden Interpolations-
wert beim sin und tg zu vermehren bzw. beim cos und ctg zu verkleinern.

B ei spi, ele

1. sin37'14': ?

Der Tafel entnimmt man sin 37" 20':0,60645 und sin 37" 10':0,60414.
Der'Winkel wächst um 10'. Die Differenz der Tafelv-erte [: Tafeldifferenz]
beträgt: 0,60645 - 0,60414:0,00231 oder 231 Einheiten der letzten
Dezimalstellen. Einer lVinkeldifferenz von 1' entspricht daher eine Tafel-
d.ifferenz von 23,1 Einheiten und einer Winkeldifferenz von 4' entspricht
eine Tafeldifferenz von 23,1 . 4:92,4 Einheiten. Diese 92,4 Einheiten der
letzten Dezimalstellen sind zrl 0,60414 hinzuzählen; also sin 37o 14'
: 0,60414 + 0,00092 : 0,60506.

2" cos62" 36': ?

cos 62o 30' :0,46 175
cos 62o 40' :0,45917
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Tafeldifferenzi 258 Einheiten bei IVinkelzunahme um 10'. X'üLr 6' be-
trägt der Korrekturwert: 25,8. 6: 154,8 x 155 Einheiten. Dieser'Wert ist von 0,46175 abzuziehen; also 0,46175 - 0,00155 :0,46020;
d. h. cos 62" 36':0,46020.

B eis pi el,e

Die nachstehenden'Werte sind

sin 21' 40' :0,3692
sin 62o 50' :0,8897
sin 38' 42' :A,6252
sin 67o L8' :0,9225
cos72" 20':0,3035
cos 27o 40':0,8857
cos 37o 36' :0,7923
cos 51o 54' :0,6L70

an Hand einer Tafel zu überprüfen:
tg74" 40' : 0,26L7
tg57" 20': 1,5597
tg 31o 6': 0,6032
tg82o12': 7,3000

ctg 11o 10': 5,0658
ctg 88o 40': 0,0233
ctg 3'36': 15,89
ctg54'42' : 0,7080

tg or . ctg oc: 1

Das Produkt der beiden Gleichungen
ergibt:

tga'ctga:i' *: ,
oder die Gleichung

Neben den trigonometrischen Zahlentafeln gibt es auch noch Tafeln, die
die Logarithmen der trigonometrischen n'unl<tionen angeben. Da man in
der Praxis jedoch auch ohne sie auskornmt, wird auf ihre Behandlung hier
verzichtet.

Bezüglich des Gebrauchs <ler an Rechenstäben vorhandenen trigonome-
trischen Skalen wird auf die Gebrauchsanweisung für den betre{fenden Stab
hingewiesen, zumal die Skalen der einzelnen Systeme unterschiedlich an-
geordnet sind.

5. Die Beziehungen ilor Funktionen untereinariler

Im Dreieck ABC (Bild 340) ist:

c
ctg a:

a
t
b
;

tg a:

Bild 340

nach tg a. bzw. ctg a aufgelöst:

in



I 5. Die Beziehungeru il,er Tunlctionen untere'inand,er 2t5

In Worten:

I ,,Du. Produkt der Tangens- und Kotangensfunhion {ür einen

I Winkel ist gleich 1." oder
| ,,Die Tangens- und die Kotangensfunküion für den gleichen Winkel
I sind zueinander reziproke Werte."

Ebenso liest man am obi§en Dreieck ab:
.a

slll 0(:
c

b
cos 0(:

c

Durch Division der beiden Gleichungen erhält man:

coscr- b
c

b

a.c a

".b: u :tBa

, cosfl c b.c bUnd 

-: 

: :CtgC[stn( a c.a &

c

I Der Tangens eines Winkels ist der Quotient aus dem Sinus und
I dem Kosinus dieses Winkels. Der Kotangens eines Winkels ist der

I Quotient aus dem Kosinus und dem Sinus dieses Winkels.

D er tri,gonometrische P ythagoras.

Es ist im obigen Dreieck: sin":I
COS a: *

Beid.e Gleichungen quadriert: 
"io, 

o:tA
"b2cos'0a: .,

C-

Die Summe der beiden letzten Gleichungen:

sinz cr f cosl cr : 1i +oi: u'1o' : l', : t , also:

sinzx*coszct:1

Die Summe der Quadrate der sin- und cos-'Werte eines Winlels er-
gibt 1.

a
srnd c: .-
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Aus der letzten Gleichung folgt:
' tlt

s1n c[ : li r - cos" cr und cos cr: /1 - sin, o

Diese vorstehend abgeleiteten n'ormeln für die Zusammenhänge der 4 tri-
gonometdschen Funktionen untereinander ermöglichen es, aus einer ein-
zigen trigonometrischen n'unltion eines Winkels alle übrigen X'un-lrtionen
dieses Winkels zu berechnen. Diese Zusammenhänge sind iri der nach-
stehenden Tabelle zusammengefaßt. In der oberen Zeile sind 4 recht-
winllige Dreiecke mit ein und clemselben'Winkel a aufgezeichnet. In den
ersten beiden Dreiecken ist die H5lpotenusenlänge die Längeneinheit; also
gleich 1. Im 3. rechtwinkligen Dreieck ist die waagerechte Kathete gleich 1

und im 4. d-ie senkrechte Kathete gleich 1. An jedem dieser 4 Dreiecke
kann man die unter ihm stehenden 'Werte für die 4 trigonometrischen
X'unktionen des'Winkels a ablesen. Die in der Tafel in den waagerechten
Zellen nebeneinander stehenden Werte sind untereinander gleich.

4E

bg u:

Bild 34t

sin a:

fl-sin":

sin c{.

/l - sin2 «

E-@:
sin a

Bild 342

1/I-;oP;:

coscr:

yt - co.-'z d

cos d

co§ c[

1

Bild 343

tga
th+tc',":

I
tfr iie" " 

:

tga:

ctg d,

Bilal 344

I
yr1-"''-1r;;

39"
VL + ctg, d

I
ctg d.

ctg ut
tga|/l-cost

1. Wie groß sind cosa-, tgaund ctgo., wenn sinoc: j ittfBeispi,ele

Lösung cos d : /r - sin, cr :F§ : Vi:+v,
sin a

" }/l-sinz cc

l/-1 - .i": "ctgoc: :u stn c(

IIzz
l/r -l 111U L ULv - t-

11,-1 *v,ya
i-rzz

1

-3Io
rli

{

i

:l{



6. Die Berechnung reahtwi,nkliger Dreiecke 2r7

2. Wie groß sind sin a, tg d und ctg o(, wenn cos o( :
Löeung

sin a : f l - cos-, ., : 1 
, -arr: ;

tt. l/r- 9.
tga-_yr;:"J'":, , ,t:+

oos fl
ctg u - -'.-:" Yl - cosz c

\F'-x
3. 'Wie groß sind sin a, cos « und ctg cr, wenrl tg a : 0,5 ist ?

Lösung

sinor: lid tj :-'l' :lr'x
Vt+rs," Yt+o,zs l/t+rl+ 5 tü

coso(:, I--: 1-:.' :2tioy7+te{" Vr+ojx V:r/4 st'"
üS«:'fi :u1, :i;r:,

4. Wie groß sind sin a, cos oc und tg a, wenn ctg cr: 1 ist ?

Lösung
.1tt

SIII O(: -Vli"-rn" /L+r Vz
ettlcr t I

COS 0(: .- : :
/t 1ötg- cr ft + I lt,

tEcr: ' :] -1" ctgd, I

6. Die Berechnung rechtwinkliger Dreiecke

Ein jedes Dreieck läßt sich aus drei voneinander unabhängigen Stücken
berechnen. Beim rechtwinkligen
Dreieck brauchen nur zwei Stücke
gegeben zu sein; denn als drittes
Stück ist der rechte Winlrel anzu-
sehen. Da man also beim rechtwink-
ligen Dreieck zu seiner Berechnung
entweder nur 2 Seiten, oder I Seite
und I 'Winkel braucht (zwei Winkel

f i'tr

D

5

=o

|\tz:o,toz

I Y z :o,tot

c

Bild 345

allein sind unzureiehend, da sie nicht voneinander unabhängig sind:
q : 90',- a), so ergeben sich die nachfolgenden 4 GrundaufgabÄ,"denen
das rechtwinkiige Dreieck ABC (Bild 345) zugrundeliegen möge:
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Aulgabe 1

Gegeben: Die beiden Katheten a und b.
Gesucht: Die Hypotenuse c und die Winkel a und B.

Lösung
I{ach dem Lehrsatz des Pythagoras: c:1f§ +R
Die W'inkel ergeben sich aus tg a : f; und tg f : *
Zur Kontrolle überzeuge man sich, ob a * 0 :90o ist.

Z ahlenb ei,spiel,

a :8 cm und b': 15 cm sind gegeben.

c: ylr+ tü:164+ z%: J,/28§:17 [cm]
e

Aus tg « : ; : 0,5333 entnimmt man der Tafel a :28" 5',

Aus tgp: f :1,875 erhält man B:61o55'.
Probe: ql §:28o5'+ 61o55':90".

AuJgabe 2

Gegeben: Die Hypotenuse c und die Kathete a.

Gesucht: Die andere Kathete b und die Winkel a und B.
Lösung a

b:/s2-a,z
§ind - 

g

^4,co§p:-
Probe: { * f:90'
Lösung b

.asina:{-; hieraus: a

tg oc : {-; hieraus: U : ri;
bsinB: -; hieraus:B

Probe: ( * d:90'
Zohlenbei,e piel

c:25 cm und a :7 sind gegeben.

a : lTrz _j: y6zb _ 4s:lW6 :24lcml
.7sina: *: 0,ZA ergibt a. : 16o16'

t7

cosB:* :0,28 ergibt B :73"44'



7. Anw en d,un g sb ei,s pi el e 2t9

AuJgabe 3

Gegeben: Die Hlpotenuse c und der Winkel a.
Gesucht: Die Katheten a und b und der Winkel B.

Lösung

Aus sin a: a:csincr

b:ccosaAus

Zahlenbei,spdel

c:20 cm und oc:30o sind gegeben.

a : 20. sin 30o : 20.] : fO 1c-1

b - 20. cos 30o :20. iltr:17,32 [cm]

6 :90" - 30o : 60o

Aufgabe 4

Gegeben: Die Kathete a und. der Winlel a
Gesucht: Die andere Kathete b, die Hypotenuse c und der \flinkel
Lösung

Aus ctgo,:] folgt: b :a ctga,

aus sin d.: 2; folgt: c : #n
0:90" - a

Zahlenbeispi,el
a :30 cm und a :30o sind gegeben.

, b :30.ctg 30' : 30. /s : so .1,732:51,96 [cm]
30 30 4n r^*rc : .in Bo. 

: r/2 : ou Lcrul

0 :90" - 30o :60o

?. Änwenilungsheispielo

1) \\relchen Winkel bildet eine an eine Gebäudewand anliegende I0 m
Iange Leiter mit dem Boden, wenn der Lciterfuß 3 m
von der 

'Wand 
entfernt aufsteht ? Wieviel Nleter über

dem Erdboden liegt die Leiter an der Wand an
(Bild 346)?

uiid 346

cos cr :
o

I folnt,
cu

! folnt'

90o - oc
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Lösung
Gegeben: l:10m und a :3m.
Gesucht: a und h.

acoscr: i:0,3; q:72o30'

.hsinor:i i h : I sina : 10' 0,954: 9,5 [m]

2) IJnter der Steigung einer Geraden versteht man clen tg«, wobei a
der Steigungswinkel ist. Der
Steigungswinkel a ist der \Yinkel,
den die steigencle Gerade mit der
Horizontalen bildet (Bild 347).

Bilcl 317

Steigt eine Straße auf 100 m Entfernung, in der"Waagerechten ge-

messen, um h m an, so beträgt die Steigung: tga.:jr* oder ho/o.

Bei dieser Steigung betrage in n Metern waagerechter Entfernung die

Erhöhung I m; dann beträgt die Steigung: tgo: ].
In d.er nachstehenden Tabelle sind die in Prozenten gegebene Steigung

h und cler Steigungswinl<ei a gegenäbergestellt. l\Ian überzeuge sich von
der Richtigkeit der Tabelle !

I110 20 40 60 80

tga

Steigungs- 5o 48, 11. lt), 21. 4g, 80.5g, Bü" 40, 41.59, I 45owtnKel 0( I I I

3) IJnter dem Yerjüngungsverhältnis eines Kegels versteht man den
Quotienten 1: k. worin k die Längeäfrälr*l*.ri,T.*j YXffit

(Bild 348).DieseEigenschaft einessolchen
Kegels wird auf dem DIN-Blatt DIN 254
kurz folgend.ermaßen definiert :

,,Kegel I : k" bedeutet: Auf dieLänge
k (mm) r,erjüngt sich der Kegel im
Durchmesser um 1 (mm).

Der Kegelwinkel « berechnet sich aus

der Gleichun g: tgf,:Y -- n'n. D. h.:

Steigung h
in o/n 10090

--- B--

Bild 318

l.:10
: 0,1

1:5
:0,2

7:2,5
:0,4

1 : 1,67 1:1.25
: 0,6 : 0.8

1'1,11 I 1:1:0,, | -- 1
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Der Tangens des halben Kegelwini<els ist halb so groß wie das Verjüngungs-
verhältnis 1 : k des gegebenen Kegels.

Z ahlenbeispiele
Wie groß ist der Kegelwinkel a bei clem für Yentilkegel verwendeterr

Verjüngungsverhältnis 1 : 0,5 ?

Löstr'ng w;:-j 'ol, : 
' ' Z: +s' oder oc : 9o''

Man überprüfe die Angaben der nachstehenden Tabelle für die im Ma-
schinen- unii trVerkzeugbau bevorzugt verwendeten I(egel:

22L

lt]-2 1 :50

30o l7t" 25,2',1

i

ö' 43,5' 
I 
4' 46,3' 'r2" 57,9' 

1 

1" 54,6' 1'8,8'

Beirn Drehen eines Kegels au{ der Drehbank ist der Supporb unter dem
halben I(egelwinkel a einzustellen
(Bild 34e).

Im allgemeinen versteht man unter
dem Verj üngungsverhältnis eines Kegels

clas \rerhältni., L1,
wobei
D: Größttlurchmesser des Kegels
d: Kleinstdurchmesset 'des Kegels
l: Kegellänge ist.

Unter derr Neigung eines Kegels versteht man das Yerhältnis L-,4

Die Neigung ist also nur halb so groß wie clas obige für den Kegel anqe-

gebene Verhältnis t# Die Kegelneigung ist der Tangens cles halben

Kegelwinkcls:

I(egelneigung : tg ä : P;q

I

1:1,866 t:20 1:30

=l-"f:] " t2o" eoo 60o 45orlnß.el d

man das rechtwinklige Dreieck ABC
(Bild 350) mit den Katheten AB : zD
und BC: h um den Zylinder vom
Durchmesser D so, daß die Kathete h
in Achsrichtung auf der }lantelfläche
Iiegt, so wird der Punkt B mit A nt-
sammenfallen. Die Hypotenuse AC

bildet auf der Zylindermantelfläche eine Schraubenlinie. C liegt auf der-
selben Mantellinie wie A bzw. B. Der Abstand h zweier auf ein und der-

Bild 349

4) Scirraubenii nie: \Yickel'ü

c

xD Bild 350
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selben Mantellinie des Zyiinders liegenden Punkte heißt die Ganghöhe
der Schraubenlinie. Der S'inkel a des aufgewickelten Dreiecks heißt der
Steigungswinkel a. Zrvischen der Ganghöhe h, dem Steigungswinkel a

uncl dem Zylinclerdurchmesser D besteht die Beziehung, tgo:4.

Der Wirkungsgrad einer Schraube ' tsabeträgt 11: tE* i nl 
. Diese

X'ormel wird im Kapitel Reibung in der Statik abgeleitet. In ihr be-
deuten: a : Steigungswinkel

Q:Reibungswinkel, der sich aus der Reibzahi p:tgQ be-
rechnen läßt.

Zahlenbeispi,el
Wie groß ist der'Wirkungsgrad einer Schraubenwinde mit dem Steigungs-

winkel s4:[o 3'und der Reibzahl p:0,1?
Lösung

tg Q 
: tr: 0,1. Nach Tabelle ist p : 5" 43,5' .

Somit: cr * I : 4" 3' + 5" 43,5' :9" 46,5' und Wirkungsgrad:

__ tg4o3' _9,0703_n1t
'/ - tg a'46,5'- 0,1723 - "'-' '

Der'Wirkungsgmd heftägt 4lo/r.

5) Dem Whitworth-Gewinde (Bild 351) liegt ein gleichschenkliges
Dreieck mit dem tr'lankenwinkel
55o zugrunde.

fn dem nebenstehenden Bilde
sind.:

D: Gewindedurchmesser
dr: Kerndurchmesser
tr: Gewindetiefe
h: Steigung.

Das ursprüngliche gleichschenklige Dreieck hat die Höhe t. Das Ge-
winde ist an der Spitze und im Kern mit dem Raclius r abgerundet. Die

Geu'inrletiefe beträgt: tr : t - , *:*t. Die Steigung h bestimmt sich

aus <ler Anzahl z der Gewind.egänge auf 1". Es ist: 1"r:42!

Zahlenbei,spiel
Das Whitworth-Gewinde gln" hat 10 Gänge auf 1". Der Äußendurch-

messer D ist 3/o .25,4- 19,05 mm. Die Steigung beträgt somit:
, 25,4
n : -iöt:2,54 mm

351Bild
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Die theoretische Gewindetiefe t ergibt sich:

,s (Xt) :ts27" 3s':h!: 
uhr;

hieraus
lrht: iru-r.n ru,: 

.i 
"tg27" 

30' : 0,96 049 h : 0,96049 - 2,ö4

:2,44 lmtn)
r -2 r-l'r* 3 " - ;' 2,44:1,627 [mm]

Der Kerndurchmesser beträgt:

dr: D - 2tr: 19,05 - 2 .\,627 : 15,79 [mm]

6) Unter der Projektion p einer Strecke s (vgl. Seite 72) auf eine
Gerade g veßteht man den Abstand
der X'ußpunkte der von den End-
pun-kten der Strecke s auf die Ge-
rade g gefällten Lote (Bild 352).

Der Winkel, den s mit g bildet,
heißt der Neigungswin-kel a. Zwi-

Bitd Bs2 schenderProjektionp_einerStreckes
auf eine Gerade und dem Neigungs-

winlel a besteht die Beziehung: cosot,:P oder: p:s.coso(, d. h.:

I Die Projektion p einer Strecke s ist gleich der Länge der projizierten
I Strecke s multipliziert mit dem Kosinus des Neigungswinkels a.

Sonderfälle

s

tt
--"9

b)

a)

BiId 353

'llgNeigungswinkel «:0o
Projektion p: s. cos 0o

BiId 354

a: 60o

P:s'cos60o:s'i-
IP:z§

.roo

s 1g
a:90"
P:s'cosg0o:s.0
P:0

I

P:s
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7) Kräft ezerlegung und Kräftezusammensetzung

Eine Kraft wird zeichnerisch durch eine Strecke veranschaulicht, deren
Richtung mit der Kraftrichtung übereinstimmt und deren Länge ein Maß
für die Größe der Kraft ist. So wird z. B. eine Kraft von 40 kg durch eine
4 cm lange Strecke dargestellt, wenn man eine Kraft von 10 kg durch
eine Strecke von 1cm abbildet. Man spricht in diesem n'aIe von dem
Kräftemaßstab: 1 cm - 10 kB. fl,ies: 1 cm entspricht 10 kg.]

Nach den Lehren der Mechanik lassen sich 2 Kräfte P, und Pr, die
an einem Punkt angreifen, durch eine Kraft R, die sogenannte Resul-
bierende, ersetzen. Diese Resultierende bestimmt man als die Diagonale
des aus den beiden Kräften P, und P, gebildeten Kräfteparallelogramms.
Umgekehrt läßt sich eine Kraft R nach 2 verschiedenen Richtungen in
2 Einzelkräfte, die sogenannten Komponenten, zerlegen. Stehen die

beiden Komponenten aufeinander
senkrecht, so ergibt sich das Bild356.

P1 und Pz : I(omponenten
R : Resultierende

Bei,spiel,e

a) Pl : 40 kg und Pz : 30 kg greifen unter einem rechten Winkel an
einem Punkt A an. Wie groß sind die Resultierende R und der'Winkel oc,

den R üit P1 bilclet ?

Lösung

R : ltr?+e: /40, + 30,: /tooo -1- ,* : bo ks

Aus: tg a : ;: : +04 
: 0,75 ergibt sich a : 36o 5o'.

Statt cler beiden im Punkte A rechtwinklig angreifenden Kräfte
Pr : 40 kg und Pe : 30 kg kann man eine einzige Kraft R : 50 kg an-
greifen lassen, die gegen P, um cro : 36o 50' geneigt ist und auf Punkt A
dieselbe Wirkung wie die beiden Kräfte P, und P, ausübt.

b) Die Kraft R : 600 kg soll in 2 gleichgroße Kräfte P (: Kompo-
nenten), die miteinander einen Winkel

,,'- clR \\+i.f
A

a : 720" einschließen, zerlegt werden

, (Bild 357). Wie groß sind die Kom-
" ponenten P ?

Bild 357

Bild 356
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Lösung 
R,

In A ÄBC ist cos 1:3 oder2v
p:- R 

,.:#uo:ry:600[kg]
2 cosV 2.,

Die beiden Komponenter, rron denen eine jede mit der gegebenen Kraft R
einen Winkel von 60" bildet, sind gleich der gegebenen Kraft.

c) Eine schiefe Ebene ist gegen die Horizontalebene unter eiuem
Anstiegswinkel a geneigt (Bild 358).
Auf ihr liegt ein Körper vom Ge-
wicht, G. Die Kraft G (: Gewicht)
kann man in die beiden aufeinander
senkrecht stehenden Seitenkräfte
(: Komponenten) N und P zerlegen.
N ist die Kraft, die von dem Körper
in senkrechter Richtung auf die schiefe
Ebene ausgeübt wird. Sie heißt die
Normalkraft (normal : senkrecht).

P ist die Kraft, die den Körper nach unten parallel zur schiefen Ebene
hinunterzieht, wobei hier die noch auftretende Reibkraft zwischen dem
Körper und der schiefen Ebene vernachlässigt werde. P heißt die
Hanga,htriebskraft. Die Resultierende G und die Komponente N
schließen ebenfalls den Winkel a ein, da N senkrecht auf der schiefen
Ebene und G senkrecht auf der Horizontalebene stehen. Es bestehen
folgende Beziehungen;

.P
(l) slncr: G

(2) cosa:ä

Aus Gleichung 1 sieht man: Je kleiner der Anstiegswinkel ist, umso
kleiner ist die Hangabtriebskr.aft. Fiir a :0 ist P : 0.

Zahlenbeispiel,

Auf einer unter 30o gegen die Waagerechte geneigten Ebene ruht das
Gewicht von 1 t. Welchen Druck N übt diese Last auf die Unterlage aus ?

Lösung

N : G. cos cr: 1000. cos 30o : 1000.0,866 :866 [kg]

d) Spaltwirkung eines Keiles:
Wird ein Keil, der den Keilwinkel 2 « hat (Bild 359), mit einer Kraft

P in einen Baumstamm hineingetrieben, so ergeben sich die beiden gleich-
großen Keilwangendrücke I'{ gegen den Baumstamm. Diese bestimmen
trfathematik Teil 2 IÖ

oder P:Gsina

oder N:Gcosoc
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sich unterYernachlässigung der au-ftretenden Keilreibung aus der Gleichung:

Man sieht hieraus: Je kleiner man den
Keilwinkel 2 oc macht, um so kleiner
wird der Nenner des Bruches und
d.esto größer wird also der Wert des
Bruches; d. h. der Keilwarrgendruck.

Ein Keil mit kleinem Keil-
winkel hat große Spaltwirkung.

8) Schubkurbelgetriebe
Die Aufgabe des Kurbeltriebes (Bild 360) besteht darin, die hin- und

hergehende Bewe6rung des Kolbens und des mit ilm durch t{ie Kolben-
stange verbundenen Kreuzkopfes in die umlaufende Bewegung der
Kurbelwelle umzuwandeln. (Ygl. Seite 65 Aufgabe 100)

P
.ZP

SIIIfl:- OdCT N:N 2 sina

359Bild

* Hingarry

Kolbenweg s

Bild 360

Die Einzelteile des Sc}ubkurbelgetriebes sind: Kolbenstange, Kreuz-
kopf, Schubstange, Kurbel und Kurbelwelle.

Hat sich die Kurbel um den Winkel oc im Sinne der Ilhrzeigerbewegung
gedreht, so hat der Kreuzkopf von seinem linken Totpunl'te A, aus den
'Weg ArÄ:x zurückgelep$. Der gesamte Kreuzkopfweg von der linken
bis zur rechten Totlage ist ArAr:s:2r.

sre\J!!!tn,8-.- 1-'<

ACB ist sinB:#:+ oder BC-l.sinP.

OBC ist sinct:#3:$ od", BC:r.sina.

L

-Xa

l.sinB:r.sina oder:

| 
.i"f : |.sin a.

Im Dreieck

Im Dreieck

Es folgt:

TT,

i\
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Unter dem Hingang des Kreuzkopfes versteht man die Bewegung des
Kreuzkopfes zrir Krrrbelwelle hin.

Beschlr:ibt man mit der Schubstangenlänge I um A den Kleis, der die
waagerechte Nlittellinie in D schneidet, und fäilt von B das Lot BC, so
ist beim Hingange des Kreuzkopfes:

Kreuzkopf weg

x: ArA : BrD: BrC + CD: BrC + AD - AC
:BrO__CO+AB-AC
:r-r'cosor*l-lcosB

| *:t (1 - cosa) f I (1 - cosB).

Aus dieser Gleichung sieht man, daß ftir a : 90o der Kreuzkopfweg
x> r ist; d. h.: Hat die Kurbel eine Viertelum<lrehung gemacht, so ist
der Kreuzkopf schon über seine Mittelpunktslage hinaus.

Zahlenbei,spiel

Die Kurbellänge r:300 mm und. die SchubstangenJänge l: 1500 mm

ergeben das Stangenverhältnis i:*.
Die nachstehende Tabelle zeigt den Zusammenhang zwischen den

IVinkeln a. und 19 sowie dem zurüokgelegten Kolbenweg x in mm beim
Hingang: (Man überprü{e die Richtigkeit!)

do ] o" l,o' I 20' I 80" i no" I so" I oo' l rr I 80' i e0'

p' ] o" 
i 
rso'I z"ll'ld"44' 

l 
z"zs'| 8'4e'I e'ss'Iro'so'l fi"22'itt"Bz'

x(mm) | o i 5 l » l as I se l r* I ns | 224 | zzz I sso

'Wenn die Schubstange und die Kurbel aufeinander senkrecht stehen
(Schubstange liegt ta.ngential am Kurbelkreis), dann sind a und p Kom-
plementwin-kel. e * d:90'.

Aus der obigen Gleichung:

sin p : I sin cr wird in diesem X'alle:

sin B: i sin (90 - §): I cosB

oa..' 'aj:f oder te§:!:0,r. Hieraus d: l1o 19'

und u:78" 47'.
l5*
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BiId 361

9) Berechnung von Riemenlängen
Äls Grundlage wiederhole man das auf Seite 58 über die gemeinsamen

äußeren und inneren Tangenten Gesagte! Die hier zu behandelnde Auf-
gabe ist folgende:

Gegeben sind 2 Riemenscheiben mit den Durchmessern D und d unrl dem
'Wellenabstand a. .Es ist die Länge des offenen und die des gekreuzten
Riemens zu berechnen!

Offener Riementrieb (Rild 361)

Die Gesamtriemenlänge L setzt sich zusarnmen aus:

1 Kreisbogenlänge B mit dem Zentriwinkel I80o * 2 a,
1 Kreisbogenlänge b mit dem Zentriwinkel 180" - 2 a
2 Tangentenlängen t
Also:L:B+b+2t
In dem reclitwinlligen Dreieck M,M2T' mit dem rechten I[inkel bei

T, ist die H;potenuse a, die kleinere Kathete * t, - d) und die größere

Kathete t. Der 'Winkel « bestimmt sich aus sina:P;9. Ferner ist:

cosa:* oder t:acoso(. Ist der Winkel a im Bogenmaß gemessen,

so beträgt: B:? @*2ä) und

. d.b:\(n-zq. '
Die Gesamtriemenlänge beträgt:

L :Z @ t 2a) +\ t" - za) f 2 a cosor

l":Z(D + d) + a (D - d) + 2 a cosu.
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Zahlenbeispiel

D:1000 mm; d:300 mm; a:2200 mm

sinor:1T5#:0,16; «:9o 1b) orter &:0,16.

L:Z(1000 + 300) + 0,16 (1000 - 300) + 2. 2200. cos 9o 15'

:6495 [mm] = 6500 mm.

Gekreuzter Riementrieb
Auch hier (Bild 362) setzt sich die Gesamtriemenlänge L aus 2 Kreis-

bogenlängen B + b und 2 Tangentenlängen 2t ntsarnrnen; also:
L-B+b+2t.

In dem rechtwinkligen Dreieck M1MzT, sind die llypotenuse a, die Heinere
I

Kathete ; (D + d) und die größere Kathete t. Den Winkel oc bestimmt man

aus d.erGleichung sinoc:ff. n.r.,er ist cos ":*odert:a.co§(.
Die Gesamtlänge des gekreuzten Riemens beträgt also:

L :Z @ * 2G) + !, ln + za) f 2 a cos a

lt:," +za)lp+2acosor.
Zahlenbeispiel
Die Scheibendurchmesser und der Achsabstand sind (wie in dem Beispiel

für deu offenen Riementrieb)
D: 1000 mm; d:300 mm; a:2200 mm

sin«:ryä# :0,295; a:tlo 10, oder oc :0,3

I
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t,: (n+ 2. 0,8)ryXt!ry* 2.z2oo. cos 1To t0/:6680mm.
Die Rieme4änge ist beim gekreuzten Riementrieb größer als beim olfenen
Riementrieb.

I0. Berechnung Yon Sehnen und Bogenh öh e n.

Im Rild 363 sind:
AB : Kreissehne s
AI\I : IJM : Kreisradius r

? : Zentriwinkel
CD : Bogenhöhe (: pfe,il-

hölie) h.

Aus A AMD folgt:
B

.a2ssin|:;:; oder

Die Bogenhöhe

h:CD: CM - DM

-r-rcosl? od.er

Bogenhöhe:

l:r(t-"".f)

Im Punkte A ist an den Kreisbogen die Tangente AE gelegt. Nach dem
Sehnentangentenwinkel $atz (Seite 60) ist der Sehneutangeutenwinkel
({ EAC) halb so gloß wie der Zentriwinkel ({ AI\IC), der mit ihm auf

dem gleichen Bogen steht. Danach sind + E AC : ! +AIUC : f und

d EÄB : ä + Eun : ,9. Als Differenz der beiden IVinkel ergibt sioh:

+ EAB- + E A,C : g*f, oder + CAB :ä.
Im A ADC ist tgZ:+:?

Hieraus bestimmt sich: '
t:ärgf und

s:2h"tgEZ.

230

Sehne: F:tt@l
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Das Verhält"ls, B"E91u,o[!t :* nennt mandas Spannungsverhältnis.

Zwischen dem Spannungsverhältniu f ood dem Mittelpunltswinlel g

bestelit d.ie Beziehung 2 . + : LgL+, d.h.: Das doppelte Spannungsverhält-

nis ist' gleich dem Tangens des vierten Teiles des Zentriwinkels.

Ferner ersieht man aus der letzten ()leichung, daß das Spannungsver-
hältnis unabhängig von der Größe des Kreisradius ist. Es hängt nur von
der Größe des Zentriwinkels ab.

l\{an leite clie im Abschnitt K5 Seite 142 ftu den Inhalt des'I(reis-
segmentes angegehenen Gieichung F : 

" 
(r** - sing) ab.

In technisehen Handbiichern sin<l Tabellen für Bogen- und Sehneu-
längen, Bogenhöhen und Inhalte der Kreisabschnitte für den Kreis mit dem
Halbmesser : I (Einheitskreis) angegeben.

Nachstehend ein Äuszug aus einer solchen Tabelle.

20

2l
22

Bogenlänge 
I

I BogenhOhe
i

0,01 529

0,01 675

Inhalt des
Kreisabschnittes

0,00352

0,00408

0,00468

0,00535

0,349r

0,3665

0,3840

0,4014

Sehne

0,3473

0,3645

0,3816

0,3987

0,0r 837 
]0,02008 i

6)

7)

Um die Tabelle für jeclen beliebigen Kreis mit dem Radius r zu verwenden,
hat man die für die Bogenlänge, Sehne und Bogenhöhe angegebenen Tabellen-
werte mit r, die für den Inhalt des Kreisabschnittes jedoch lrlit fl zu
multiplizieren.

Zur Ubung prüfe man die vorstehenden Tabellenwerte unter Zuhilfe-
nahme der angegebenen Formeln auf ihre Richtigkeit.

Autgaben

\\'eJche Steigung ha.t das Geländer einer Treppe, deren Schwellen
a cm breit und b cm hoch sind ?

Wie verhält sich die Stufenbreite zur -höhe einer Treppe, deren Stei-
grrng 600/o beträgt ?

8) Wie hoch ist ein l\Iast, von dessen Spitze ein 25 m langes Seil seitwärts
zur Erde gespannt ist und mit clem Erdboden den lVinl<el 60" bildet ?

9) Von einem Rhombus mit der Seite a :5 cm und dem \Tinlel or :60"
ist zu lrerechnen: a) die Länge der beiden Diagonalen und b) der
FIächeninhalt.

10) 2 Straßen stoßen unter einem Winkel x im Punkte A geradlinig auf-
einander. Wie lang ist der kürzeste lVeg zwischen 2 Punkben B und C
die je a km vor dem gemeinsa,men Treffpunkt A auf jeder Straße
licgen ?

E"
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11) \Vie groß ist der n'lächen-
inhalt der schraffiert gezeich-
neten Fläche des Bildes 364 ?

12) \\rie groß ist die Quer-
schnittsfläche der bikon-
vexen Linse (Bild 365)?
Ygl. S. 144 Nr. 230

13) Wie groß ist die Que.r-
schnittsfläche der konkav-
konvexen Linse (Bild 366)?

f4) Ein Wasserrohr mit kreis-
förmigem Querschnittist bis

,, f s"ioe. Durchmessers mit
W'asser ge{üllt (Bild 367).
a) Wie groß ist die schraf-

fiert gezeichnete Quer-
schnittsfläche ?

b) Zu wieviel Prozent ist der
Gesamtquersclrnitt ausge-
nutzt?

15) a) Wie groß ist der Radius p
des Kreises, deu man dem
Kreisa,usschnitt mit dem
Zentriwinkel oc einbeschrei-
ben kann (Bild 368) ?

Bild 364

Bild 367

Bild 368

b) In einem Kreis vom Radius r sind. von
innen n gleich große, sich untereina,nder
berührende Kreise gelegt (Bild 369).
Wie groß ist der Radius g eines jeden
dieser Kreise ?

? .lj§oo

Bilrl 366

Bild 369

Bild 365
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16) Das ,,Ei-Profil" (Bild
370) setzt sich aus 4
Kreisbogen zusammen.

'Wie groß ist sein
Querschnitt ?

Anleitung: n[an be-
stimme der Reihe nach:
a; i\{rMr; x; Zentri-
winkelpfürden unteren
Kreisausschnitt n'r. Ge-
samtquerschnitt setzt
sich zusammen aus
Fr*2F2*F3. F2be-
rechne man als Dif-
ferenz eines Kreissek-
tors minus X'läche des
/ 1\[1M3M2!

17) Ein Kreis vom Durchmesser D
wird außen von n untereinander
gleich großen Kreisen [vom
Durchmesser d berührt (Bild
371).

Welche Beziehung besteht
zwischen D, rI uud n, wenn sich
die äußeren Kreise berühren ?

2 Kreise, deren Durchmesser sich
ander von außen. Unter welchem
äußeren Tangenten?

Eine Walze vom Durchmesser d
ist durch ein Seil S, das an den
Punkten A und B hefestigt ist,
versparnt (Rilrl 372). Wie la.ng
ist das Seil, wenn AB :3 d ist ?

Bild 370

wie 1: 3 verhalten, berühren ein-
Winkel schneiden sich die beiden

18)

1e)

Bild 371

Bild 372
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20) Ein gleichseitiges Dreieck ABC mit
der Seite s wird an seinen 3 Ecken

mit dem Radius r: I abgerundet

(Bild 373). W'ie groß ist die schraf-
fiert gezeichnete Abfallfläche, aus-
gedrückt durch s und in Pro-
zenteo ?

21) 2 Punkte A und B sind c:13 cm
voneinander entfernt und haben
von einem Spiegel die Abstä,nde
a:4 cm und b:9 cm (Bild 374).'Wie 

groß ist der Einfallswinkel a
des Lichtstrahles, der von dem
einen zum anderen Punlrt reflek-
tiert (:21ückgeworfen) wird?

Anleitung: Das Spiegelbild A1
des Punkt'es A erscheint um a crr
hinter dem Spiegel liegend. Der
von A nach B gehencle Licht,strahl
legt den Weg A - C- B zurück.
A1 liegt auf der Yerlängerung
von BC.

22) \4'Iie groß ist die gestrecl<te

23) Eine Krait R: 1810 kg soll in
die beiden aufeinander senkrecht
stehenclen Seitenkräfte P, und
P, zerlegt werden, so daß P, mit
R den Winkel a:20" bildet
(Rild 376). Wie groß muß P, uncl
P, werden ?

24) Zwei gleichgroße Kräfte P bil-
den miteinander den \Yinkel g
(Bild 377). Wie groß ist die Re-
sultierende R?

Anleitung: Man projiziere P auf
R. 'Wie lang ist R im Yerhältnis
zu dieser Projeküion ?

Länge eines gewellten Bleches,
rlas aus 10 vollen 'Wellen 

he-
steht ? Die Abmessungen einer
aus 2 kongruenten Kreisbogen
bestehenden \Yelle sind nach

Wellenlönge = 60

<lem nebenstehenden Biide 375: WellenJänge 60cm; Bogenhöhe 3cm.

Bild 373

Bild 375

Bild 376

P2

A1

Bird 374

Bild 377
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25) Von einer Welle mit dem Durch-
messer D:80 mm wird clas
schraffierte Sttick abgefräst, so
daß h: 70 mm ist (ßild 378).
Wieviel Prozerrt beträgt der Mate-
rialabfall ?

Bild 378

C. Die 4 trigonometrischen Funktionen
für sämtliche Winkel

Die trigonometrischen Tabellen technischer l{ilfsbücher oder ähnlicher
Tafelsammhingen enthalten die Werte für die 4 trigonometrischen Funk-
üioncn der lVinl<el von 0o bis 90'. IIan kann sie also benutzen, wenn von
einem Winkel, der kleiner als 90o ist, eine der 4 Funi<tionen lrestimmt werden
soll. Rechtwintlige Dreiecke haben nur \4'inkel, clie kleiner als 90o sind.
Daher können sie, u'ie im vorhergehenden Abschnitte hehandelt wurde,
ohne lveiteres mit Hilfe trigonometrischer Tabellen berechnet werden.

Die Funktionswerte wurden als Yerhältniszahlen der Katheten und der
Hypotenuse am rechtwinkligen Dreieck erklärt und hatten somit nur einen
Sinn für spitze Winkel. LTm aber auch die 4 trigonometrischen Funktionen
für Winkel, die größer als g0o sind, verwenden zu können, bedarf es einer
weiteren Erklärung cler Sinus-, Kosinus-, Tangens- und Kotangensfunktion

1. Einheitskreis unil Koorilinatenkreuz

Bild

Radius gleich der Längeneinheit ist,
den man daher den Einheitskreis
nennt, um den Schnittpunkt
zweier sich rechtwinklig schnei-
denden Geraden (Bild 379). Die
horizontal (: wa,agerecht) ge-
legene Gerade heißt die x-Achse
oder Abszissenachse.

Die vertikal (: senkrecht) ge-
legene Geracle ist die y-Achse
oder Ordinatenachse.

Beide Ächsen, die das recht-
winklige oderCartesisch e1)K o-
orrlinatenkreu z bilden, nennt
man die Koor.tinatenachsen. Ihr
Schnittpunkt O heißt der Ko-
ordinateuursprungspunkt oder

379 auch Nullpunkt. 0 kann also
entweder NulI bedeuten od er auch

r) Ren6 Descartes (1596 bis 1650) oder Renatus Cartesius : französischer l\[athe-
matiker. Schöpfer der analytischen Geometrie.

Man beschreibe einen Kreis, dessen

:0
'x? --++il|

I

I
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den Buchstaben O als Antangshuchstaben des lat,einischen Wortes
Origo : Ursprung. [Vergleiche : Ori gi nal : Ursprun gszeich nung]. Von diesem
Punkte O aus erstrecken sich nach rechts bzw. nach oben hin die positiven
Teile der x- bzw. y-Ächse; nach links bzw. na'ch unten bin dagegen die
negatiyen Teile dieser Achsen. Die beiden Koordinatenachsen zerlegen
den Einheitskreis in 4 Felder oder Quadranten (:Viertel), die in
der der l)hrzeigerbewegung entgegengesetzt,en Drehrichtung mit Qua,drant
I, II, III und IV bezejchnet werden. Ein arif der Kreisperipherie im
I. Quadranten gelegener Punkt P, hat von der x-Achse den Abst.and
P1A,':*y1 und von der y-Achse den Absland OA1 :*xr. Man
ninnb f x, und * y1 clie Koordinaten des Punktes Pr. Sie sind beide
positiv, wenn P, im Quadrant I licgt.

Liegt ein Punlt P, auf der Einheitskreisperipherie im Quadranten II,
so hat er die Koordinaten: - x, und * y2. Entsprecbend sind die Koorrli-
naten der Punl<te P, im III. Quadranten: - x, und - y, und Pn im
IY. Quadranten: * xn und - yn.

Im I. und III. Quaclranten haben beideKoordr'naten clas gleic)re Vorzeichen;
sie sind beide entweder positiv oder negativ. Im II. und IV. Quadranten
haben beide Koordinaten entgegengesetztes Vorzeichen; die eine ist positiv,
die andere negativ oder umgekehrt.

Yerbindet man einen Punkt P, der sich auf der Peripherie des Einheits-
kreises (Bild 380) im entgegengesetzten Sinne des
LThrzeigers [: mathematisch positive Drehrich-
tung] bewegt, mit dem Ursprungspunkt O, so
bilclet diese Yerbinclungslinie rnit der positiven
[nach rechts gerichteten] Richtung der x-Achse
einen'Winkel a1). Dieser Winkel a ist kleiner als
90o, also spitz, solange P, im I. Quadranten liegt.
Befindet sich P im II. Quadranten, dann ist
« ) 90o aber ( 180o. Im III. Quadranten hat a
einen Wert, der zrvischen 180o und 270o liegt,

während im IY. Quadranien « größer als 270o, jedoch kleiner als 360'ist.
Nach einem vollen Umlauf des Punl'-tes P auf der Kreisperipherie wieder'
holt sich das Spiel. Ein Winkel « ist deckungsgleich mit einem 'Winkel

(360'+ a) oder allgemein nach n Umdrehungel pft_(" f n'360o), wo-
üei n eine positive garze Zahl ist und die An".1h1 cler Urnläufe angibt._

I,äßt man P auf der Einheitskreisperipherie (Bild 381), im Simre des IIhr-
zeigers [: negativer Drehsinn] umlaufen und ver-
bindet ihn in seiner jeweiligen Lage mit dem Ur-
sprungspunlt O, so entstehen wiederum '\[in-kel,

die man jetzt im Gegensatz zu d6n bisherigen po-
sitiven Winkeln als negativ bezeichnet.

1) Als der mathematisch positive Drehsinn wird der
bezäichnet, durch den die posiiive (nach rechts go-
richtete) x-Achse eines rechtwinkligen Koordinaten-
kreuzes auf küLrzesten Wege in die Lage der positiven
(nach oben gerichteten) y-Achse gebracht wird'Bild 381

1
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Beispi ele

In welchem Quadranten liegt P, wenn

o( : 150' ist ? Antwort: Im Quadrant II
& : 2(i0o ,, ,, ,, ,, III
ü: 29Ao ,, ), ), ,, IV
a:- 40' ,, ,> ,) ,, fY
ot,: - 80o ,, ,, ,, ,, IY
« : -150t ,, ,, ,, ,, III.

o( sei ein spitzer Winkel, wie groß ist der W'inl<el:

(180'- a)? Antwort: Stumpfer Winkel
(180" J- or)? ,, Uberstumpfer Winkel
(360' - «)? ,, IJberstumpfer Winkel.

2. Die trigonometrischen Funktionen am Einheitskreiso

In dem Einheitskreise [r : 1] sei irgendJin Zentriwinkel POA : + 6r

gezeichnet (Bild 382). Der eine Schenkel OA
dieses Winkels fällt mit der positiven Rieh-
tung der x-Achse zusammen, Der andere
Schenliel OP verbindet einen irgendwo auf
der Peripherie dcs Einheitskreises gelegenen
Punlct P mit dem Koordinatenursprungs-
purrkt O.

Bitd 382

Liegt P im I. Quadranten, dann ist a ein spitzer \4rinkel. oc liegt im
I. Quadranten.

Liegt P im II. Quadranten, danrr ist a ein stumpfer W'inkel. oc liegt im
II. Quadranten.

Liegt P im II1. oder I\r. Quadranten, dann ist a ein überstumpfer'Winkel.
a liegt im III. oder IV. Quadranten.

In Verallgemeinerung des bisherigen Begriffes der trigonometrischen
X'un-ktionen versteht man unter dem

. Oldinate vslr i( = Ei'fieäsEreEfiai-,,-. = i = r
Abszisse x

"' " r = EIiiFi t-§[.re i s-EIäE = T = x

. Ordinate v
" Abszisse x
. Ahszisse x

lll 4-'' Ordinate y

ty

7''{, _,2__-

(, /D *
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Durch diese 4 Gleichungen werden die trigonometrischen Funktionen
durch die Ordinaten und Abszissen eines auf der Peripherie des Einheits-
kreises gelegenen Punktes elklärt, wobei die La.ge des Punktes von der
Größe des jeweiligen \Minkels a abhängt. Diese Definition ist gegenüber
der auf Seite 207 gegebenen weitgehender und stellt etwas völlig l{eues
dar. Dort wurden die 4 trigonometrischen Funl<tionen lediglich als Ver-
hältniszahlen der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks erklärt und hatten
nur für Winkel, die kleiner als 90o sind, einen Sinn. Unsere jetzige Erklärung
aber gilt für die trigonometrischen Funktionswerte sämtlicher Wrnkel.
Sie ist aus Zweckmäßigkeitsgründen so gefaßt. daß clie bisherige Definition
in ihr als Sonderfall eingeschlossen ist und zwar fär das im I. Quadranten
gelegene rechtwinklige Dreieck ODP, wobei cr { 90o ist.

Da die Koordinaten fOrdinate und Äbszisse] des Punktes P entsprechend
seiner Lage positiv oder negativ sind und da der Einheitskreisradius stets
als positiv betrachtet wird, so bekommen auch die 4 Funktionswerte sin a,
cosoc, tga, und ctgcr je nach der Größe des Winkels a entwtder posil,ive
oder negative Werte. Der Sinus hat das Vorzeichen der Ordrn.r,te y; der
Kosinus hat das Vorzeichen der Abszisse x. Der Ta,ngens und der Kotangens
haben immer bei dem gleichen Winkel das gleiche Vorzeichen. Im einzelnen
aber ist der Tangens bzw. der Kotangens eines Winkels positiv, wenn der
Sinus und der Kosinus dieses 

'Winkels 
das gleiche Vorzeichen haben. Dies

ist im L und III. Quadranten der FalI. Sind aber der Sinus positiv und der
Kosinus negativ oder umgekehrt, dann sind der Tangens- und der Kotangens-
wert dieses Winkels negativ. Dies ist im II. und IY. Quadranten der X'all.

Zusammenfassung

+-

Man präge sich folgende

3 Yorzeichenbilder der trigonometrisshen X'unktionen ein.

Dann ist &

und

stunrpf

+

überstumpl

l-sin cr

cos 0(

tgo

cbg u

spitz

+

+

+

+

I

II

Liegt P im
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@@ffiBid3s3
tg u. ctg

Diese 3 Bilder sagen folgencles: Der Sinus ist positiv, wenn der'Winkel im
I. oder IL Quadranten liegt; d. h. für spitze und stumpfe Winkel. Der
Sinus für überstumpfe Winkel ist negativ.

Der Kosinus ist positiv für spitze Winkel und für überstumpfe Winkel,
die größer als 270o sind.

sln

Der Tangens und der Kotaugens sind positiv
negativ aber im II. und IY. Quadranten.

Bei,spiele

sin 35o ist positiv, da { a : 35o im
sin 140o ,, ,, ,, { o, : 140o ,,
sin 210o ,, negativ, ,, 4 q: 210o ,,
sin 330o ,, ,, ,, * a:330o ,,
cos 20o ,, positiv, ,, 4a: 20o ,,
cos 150o ,, negatiY, ,, * «:150o ,,

co§2000 ,) ,, ,, {«:200" ,,
cos3000 ,, positiY, ,, 4x:300o ,,
tg 80";0 ctg l0'> 0

tg 170'( 0 ctg 100'( 0

tg 190'> 0 ctg 200') 0
tg 350" ( 0 ctg 300'( 0

im I. undIIL Quadranten,

I. Quadranten liegt.
[. ), ,'

III. ,, ,,
IY. ,, ,,
I. ,, ,,
II. ), ,,

III. ,, ,,rv. ,, ,,

3. Der Funktionsverlauf und ilie 4 trigonometrischen Kurven

fm vorhergehenden Abschnitt hatten wir geklärt, für welche 
'Winkel-

größen die trigonometrischen Funktionen positive od.er negative Werte
haben. Nunmehr wollen wir uns an Hand einfacher Bilder über das Wachsen
bzw. Kleinerwerden cler trigonometrisciren Funktionen in Abhängigkeit von
der Größe des Winkels a Klarheit verschaffen.

Der eine Schenkel des Winkels a, und zwar OP, sei beweglich (Bild 384).
Er möge sich im entgegengesetzten ührzeigersinn drehen, so daß also

{ a hierbei größer wird. Im Bild 384 für den I. Quadranten ist 0o ( oc ( 90

[d. h. a ist spitz]. Im Bilrl 385 für den II. Quadranten ist 90o ( a ( 180"

[d. h. a ist stumpf].
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0o<a<90o

Bild 384

t)
Oro
§_

Or

90o<a<180"

Bild 385
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ö§,
qJs

180" < a<270"

270"<cr<360'

Bild 386

trfathematik Teil 2

Bild 387

16

clg d
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Die Maßzahl der Projektion OD des beweglichen Schenkels OP ist gleich
d.em cos a. Die Maßzahl der Projizierenden PD ist gleich dem sin a; also:

OD:cosa und PD:sina.
Die Tangente an den Einheitskreis in A schneidet den beweglichen Schen-

kel oder seine rückwärtige Yerlängerung in B. Die Maßzahl der Länge dieser

StreckeABist gleich dem tga; denn tga:ä*:+:AB:tga. Ist
A B nach oben gerichtet (Bilcl 384), so ist tg a positiv. Ist * ein stumpfer'Winkel in dem Bilde des II. Quadranten, so ist AB nach unten gerichtet
(Bild 385). tg a ist dann negativ.

Der ctga stellt sich als die Längenmaßzahl der Strecke EC dar. C ist
der Schnittpunkt des in E auf OE errichteten Lotes mit dem beweglichen
Schenkel des Winkels a. Ist EC nach rechts gerichtet, so ist ctg a positiv
(Bild 384,). X'ür den II. Quadranten ist E C nach links gerichtet und somit
negativ.

EC: ctg a.

Die Bilder für d.en III. und IV. Quadranten (Bilder 386 und 387) zeigen
unter Yerwendung derselben Streckenbezeichnungen die X'unktionswerte
für überstumpfe Winkel a.

An Hand der Bilder 384 . . . 387 können wir das Größer- und Kleinerwerden
der X'unkfionswerte in Abhängigkeit vom W'inkel a erkennen:

Der größte [bzw. kleinste] Wert, den sin c a.nehmen kann, ist f 1

lbzw. - 1], und zwar dan., wenn PD gleich der Länge des Einheitskreis-
radius wird. Dies tritt ein bei a : 90" [bzw. 270']

sin 90o: + 1 sin 270o: - 1

sin « wird gleich 0, wenn P D : 0 wird. Dies ist der X'all, wenn c( : 0o

oder 180o oder 360o ist.
X'ür die X'eststellung der Größt- und Kleinstwerte der X'unktion cos a

ist d.ie Länge der Projekion O D maßgebend, es ist:
cos 0o : * 1; cos g0o : 0; cos 180o - - 1;

cos 270o :0; cos 360o : + 1.

Zusammenf assung:
Die Werte der sin- und cos-Eunktion sämtlicher Winkel liegen ent-
weder zwischen f 1 und - 1 od.er sind gleich f 1 bzw" -1.

Anders verhalten sich aber die tg- und ctg-Tunktionswerte, die sich als
die Tangentenläugen ÄB und EC darstellen. Wächst { a von kleinen
'Werten bis 90o, so wird die Tangente AB immer größer und größer. Im
Grenzfall, wenn o(:90o wird, wird der Tangenswert f oo. Betrachtet
mau jedoch die Veränderlichkeit der tg-n'unktion {är «-Werte zwischen 180o

und 90'[II. Quadrant], so sieht man, daß tg 180": 0 ist und d.aß bei kleiner
werdenden a-'Werten tg oc immpr kleiner wird oder, anders ausgedrüch,
ins Negative hin wächst. Im Grenzfall, wenn a sich dem Wert 90o nähert,
wird tg 90o : - oo. Man sieht also, daß tg a sowohl positiv, als auch nega-
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I

Tangenskurve

Co.longenskurve

12l3
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Cosinuskurve
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Bild 388
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tiv unendlich groß werden kann; und zwar tg 90': *oo [ies: plus oder
minus unendiich]. Dasselbe gilt fü a.:270". Hier ist tg270":+oo.

Da für die Größe der I'unktionswerte der ctg-X'unktion die Länge der
waagerechten Tangente EC maßgebend ist, so sieht man, daß die Ko-
tangensfunktion für a-Werte, die von 0" bis 90o wachsen, immer kleiner
wird. ctgOo : oo und ctg 90o :0.

ctg 0o kann aber auch - oo sein, wenn man die Veränderlichkeit der Ko-
tangensfunhion im IY. Quadranten betrachtet, in dem die ctg-W'erte von 0
bis - oo abnehmen. Denselben Sprung von f oo nach - oo weist die
ctg-X'unktion bei 180'auf. Es ist also: ctg 0o : f oo und ctg 180' : + oo.
Die 4 trigonometrisshen Kurven (Bild 388) veranschaulichen den Yerlauf
der n'unhionen:

Der auf dem Einleitskreise mit 0o bezeichnete Punkt ist zum Anfangs-
punkb eines Koordinatenkreuzes gewählt, auf dessen Abszissenachse die
Winkel a von 0o ... 360' aufgetragen sintl. Die Entfernung der mit 0o und
90o bezeichneten Pun-kte auf der Äbszissenachse ist gleich einem Yiertel
des Einheitskreisumfanges. Als Ordinaten des Koordinatenkreuzes sind
die entsprechenden Tunktionswerte, wie sie sich aus dem Einheitskreise
ergeben, gezeichnet. Eür irgendeinen Punkt einer dieser 4 Kurven gibt
die Abszisse den Winkel im Bogenmaß, die Ordinate aber den zugehörigen
X'unktionswert an.

Die 4 Kurven kann man nach rechts hin beliebig fortsetzen. Sie wieder-
holen sich in ihrem Yerlaufe, da ja nach einer vollen Umdrehung des beweg-
lichen Schenkels des Winkels a der auf der Kreisperipherie gelegene Punkb P
wieder im I. Quadranten angekommen ist. Man sagt:

! Die 4 trigonometrischen X'unktionen sind periodisch um 360o.

Bei Betrachtung der tg- und ctg-Tunhionskurve sieht man jedoch, daß
diese beiden Kurven sich sogar schon nach 180o wiederholen.

I Die Tangens- und Kotangensfunktion sind um 180o periodisch.

Diese soeben gewonnenen Erkenntnisse fassen wir in folgenden 4 Glei-
chungeu zusammen:

sin (a f n. 360') : sina
co§ (o * n' 360") : cos o(

tg (" * n' 180") :tga
ctg (oc f n. I80') : ctgd"

4. Dio Funktionswerto ftir stumpfe unil negativs Winkel

Um die trigonometrischen Tabellen, die nur für spitze TVinkel aufgestellt
sind, auch für Winkel, die größer als 90o sind, verwenden zu können, zer-
legen wir einen gegebenen stumpfen 'Winkel, für den der n'unktionswert
durch die trigonometrisehe Tafel bestimmt werden soll, iu ein Vielfaches
von 90o plus oder minus eias6 spitzen Winkel x. Man zerlegl also z. B.
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140":90' + 50' oder
: 180" - 40"

250' :180" + 70" oder
:270o - 20"

Allgemein:
fo : rr' 90o f ao.

Hierin ist B' ein beliebiger nicht spitzer Il'inkel, n eine garze Zahl und «o
ein spitzer Winkel.

Ist n eine gera,de Zahl, z. B. 2 oder 4, so erfolgt die Winkelzerlegung durch
den gestreckten l4/inkel 180" bzw. den Yollwinkel 360"; also:

f : 180'* a cl. h. p ist größer als 90", aber kleiner als 270o, wenn « ein
spitzer Winkel ist

oder

f : 360" * ,r d. h. p ist größer als 270o, aber kleiner als 450o fbzw. 90'],
wenn cr spitz ist.

Zahlenbeispi,ele: r

135o : 180" - 45'; 275' :360" - 85"
205' :180" * 25"; 440" :360" + 80'.

Ist n eine ungerade Zahl, .2. B. I oder 3, so erfolgt die W'inkelzerlegung
durch den rechten W'inkel bzw. den Winkel 270o; also:

§ - 90 * a d. h. B ist stumpf, wenn cr spitz ist
oder

P :270 f o, d. h. B ist überstumpf, wenn o( spitz ist.

Zahlenb eispi,ele:

135':90"+45"
205o:270'-65"

Zerlegung eines stumpfen Winlcel in

Aus Bild 389 ergibt sich:

300' : 270" + 30o oder
:360o - 60o

275" :270" + 5"
440o :450'- 10o

180'*x bzw. in 360" {a

F1D,: PD :
D1O : - DO:
AB1 : - AB:
ClE:-CE:
&D': - PD :
DrO:-DO:
AB : AB:
CE CE:
PBD:-PD:
DO : DO:
AB1: - AB:
C1E:-CE:

sin (180' - cr

cos (180o - a
tg (I80'- 0..

ctg (180" - a
sin (I80'f a
cos (180'f a
tg (180" * «

ctg (180" f a
sin (360' - a
cos (360" - a'
tg (360" - a.

ctg (360" - a-

: sin oc

: 
- 

COSC(

: - tgu
:-ctgor
.:-Slno(
.: 

- 
COS0(

:tgo(
: ctg d.

:sin(-a) :-sina
: cos (- o() : co§ .r
: tg(-«):-tga
: ctg (- a): - clga
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Aus den letzten 4 Gleichungen ergibt sich die

ßqel über d,i,e Eunktionen negati,aer Winkel

I Der sin, tg und ctg eines negativen W'inkels ist gleich dem negativen
I sin-, tg- und ctg-Wert des positiven'Winl<els. Aber!: Der cos eines

I negativen Winkels ist gleich dem cos-W'ert des positiven Winkels.

Zerlegung ei,nes stumpJen Wi,nkels in 90" lx bzw. i,n 270" !a.
Aus BikI 390 ergibt sich:

sin ( 90'- a) : cos o(

cos( 90o-a): sina
tg( 90'-o-): ctg«

ctg( 90'-e.): tg«
sin ( 90' * oc) : cos cr

cos( 90ofoc):-sina
tg( 90'*a):-ctgo.

ctg( 90'fcr): -tgosin (270' - a) : - cos cr

cos (270' - a) : - sin a
tg (270'- «) : ctg «

ctg(270" - o.): tgu
sin (270' * oc) : - cos o(

cos (270' * a) : sin c(

tg(270"*u): -clgactg (270" * u.) : - tg o

PlDr: OD:
OD1 : PD:
AB1 : EC:
EC1 : AB-
PzDz : OI) :
ODz : - PD:
AB2 :-EC:
EC2 : - AB:
PaDz : - OD:
OI)2 :-PD:
AB, - EC:
EC, : AB:
PaDr: - OD :
ODl : PI):
AB2 :- EC :
EC2:-ÄB-

1

246
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So verwirrend auch die X'älle der stark umrandeten wichtigen n'olmeln
bei oberllächlicher Betrachtung dem Anfänger vielleicht erscheinen mag, so
leicht sind diese n'ormeln jedoch zu merken, sofern man ihren systematischen
Aufbau erkannt hat, der zusammengefaßt festgelegt werden möge in fol-
gender

I Regel: Jede trigonometrische Tunl<tion yon n. 90" + or ist, abge-

I sehen vom Vorzeichen, gleich derselben oder der Kofunktion von o(,

I je nachdem z gerade oder ungerade ist. Das Yorzeichen ist das der
I ursprü:rglichen n'unktion in dem zu n. 90o f a gehörenden Qua-
I dranteu. (Siehe Vorzeichenbilder auf 

'§eite 
239.)

B ei spi ele

1) \Mie groß ist sin (180'* q)?

Der Winkel (180' + «) liegt im III. Quadranten. Der Sinus eines W'inkels
im III. Quadranten ist lt. Yorzeichenbild negativ. Weil die Zerlegung von
180o aus vorgenornmen wurde, bleibt die Funlrtion erhalten; also:

sin (180o * o) : - sin a.

l \6'
/'a-d

o *ö fura -9n 6\

";?.< ,b"/>;
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2) Wie groß ist cos (180' - d.)?

Der Winkel liegt im II. Quadranten. Der Kosinus eines Winkels im
II. Quadranten ist negativ. Die Funi<tion bleibt erhalten; also

cos (180 - a) : - cos o(

3) Wie groß ist tg (360' - d.)?

Winkel im IV. Quadranten. Dort ist tg negativ. Funktion bleibt wegen
Zerlegung von 360o aus unverändert; also:

tg(360"-a):-tga
4) \Tie groß ist ctg (360" - a)? Genau dieselben Betrachtungen wie

im Beispiel 3; also:

ctg (360" - a) : - ctg «

5) Wie groß ist sin (90" * «)? Winkel iiegt im II. Quadranten. Yor-
zeichen: f . Da die W'irikelzerlegutrg von 90o aus vorgenommen wird,
ändert sich die Funktion in die Kofunktion; also:

sin (90' * «) : cos o,

6) trVie groß ist cos (270" - d)? Winkel liegt im III. Quadranten. Yor-
zeichen: -. Umänderung in Kofunktion!

cos (270'- a) : - sin a

?) Wie groß ist tg(270" - d)? Tangens eines \4'inkels im III. Qua-
dranten hat Yorzeichen: f . Umwandlung in Kofunktionl

tg (270" - oc) : ctg *

8) Wie groß ist ctg(270'*")? Winkel im IV. Quadranten. ctg ist
dort negativ. ctg-n'unktion gelt in tg über; also:

ctg (270'* 
") 

: - Lgu

9) \üie groß sind folgende X'unktionswerte ?

sin 200o : sin (180o + 20') : - sin 20o : - 0,342
cos 150": cos (180" - 30') : - cos 30o : - 0,866
tg 300": tg (360'- 60') - - tg 60o: - 1,732

ctg 250' : ctg (180'+ 70') : f ctg 70' : + 0,364

10) .Wie groß sind die 4 trigonometrischen X'unktionen des W'in-kels
q,: - 45o ?

sin (- 45"): - sin 45o : - 0,707
cos (- 45") : cos 45o : 0,701
tg(-45")-- t945":- I

ctg (- 45o) : - ctg 45' : - t

-t

248
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11) Wie groß ist fl, wenn sin a : 0,643 ist ?

Außer einem spitzen Winkel oc1 , den man der Ta belle cier trigonometrischen
n'unktionen entrimrnt, gibt es noch einen stumpfen \4'inkel a2, der im fI.
Quadranten liegt; also:

dr: 40" und a, : 180o - 40o : 140o.

12) Wie groß ist o(, wenn cos c( : - 0,342 isb?

Die Kosinusfunktion ist negatir,, wenn « im II. oder III. Quadranten
liegt. W'äre cos x :0,342, darur würde a : 70o lt. Tabeile sein. \Yenn
aber cos 6( .: - 0,342 ist, dann ist

dr : 180o - 70o: 110'
und dz :180o J- 70':250'

13) tg x : - 1. \[ie groß ist oc ?

Zutga:l gehört a,:45". Da aber hier tg« negativ ist, so liegt der
gesuchte Winlel im II. oder IV. Quadranten. Zn tga - - 1 gehören
die Winkel:

dr : 180" - 45': 135'
und o(z : 360o - 45o -- 315o

14) ctg x : 1,192. Der Kotangens ist positiv für Winkel im I. und
III. Quadranten; d. h. xr:40" und xz:180o | 40" :220".

15) u, p und y sind Dreiecksrvinkel. Die 4 trigonometrischen Bunl<tionen
des Winkels « sollen durch B und 7 ausgedrückt werden!

Da im Dreieck d+ A + y:180" ist, so ist e:180'- (f *y). Somit
ist

sin a: sin [180'- (§ -f y)): sin (B f 7)
cos o( : cos [180' - (§ + y)]: - cos (p J- y)

tg « : tg[180"- (p+ y)] : - tc@ * y)

ctg a : ctg [180" - (r9 + y)1: - ctq (§ * y)

D. Die 4 trigonometrischen Funktionen
im schiefwinkligen Dreieek

Mit den im vorhergehenden Abschnitt behandelten Fun-ktionswerten
für stumpfe Winliel kann man jedes beliebige Dreieck berechnen; während
bei den rechtwinkligen Dreiecken die beiclen der Hypotenuse anliegenden
Win-kel stets spitz sind, können in einem beliebigen Dreieck auch stumpfe
Winkel auftreten.
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1. §inussatz

oder:

a;b:c:sina:sinB:sin7
a,bc

srn c[ sln p srn 7

I Io jedem Dreieck verhalten sich die Seiten wie clie sin-X'unktionen

I der gegenüberliegenden Winkel.

Beweis

Yon den beiden Dreiecken (Bilder 391 und 392) hat das zweite bei A
einen stumpfen 'Winkel. Die beiden Dreiecke stimmen überein in b, c
uud ho.

Bitd 392

Im Dreieck ADC ist:

.hc
siuc : -oY odcr h" : b. sino( sin (180'-a):f:riro

oder ho:b.sin«.
Im Dreieck DBC ist:

sinB :hr: oder ho :asinf.

Durch Gleichsetzen der beiden Werte für h" erhält man für beide Dreiecke:

a. sinB: b . sinol oder a: b: sin a: sin p

Ebenso läßt sich zeigen, daß b : c == sin ä : sin y.

Bild 391
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Durch Zusammenfassen der Gleichungen

a,:b:sinor:sinB und
b:c:sinB:sin7
a :b :c:sin oc: sin p: sin 7

abc

-:-: 
- .

srn c[ §rn p srn /
Der Zahlenwert der letzten untereinander gleichen Brüche ist gleich dem
Durchmesser des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises.

erhält man

od.er

B ewei s

Um das Dreieck

C

ecksseite, geteilt durch
Winkels.

ABC (Bild 393) ist der Umkreis mit dem l\Iittelpunlt
M beschrieben. Man verbinde Ä mit 1\{ und ver-
Iängere AM über M hinaus bis Cr. CrB steht
senkrecht auf AB (Thales). + BC.A: + BCÄ
als Peripheriewinkel über dem gleichen Bogen

.G. Da AC, : d : Durchmesser des Um-

kreises ist, erhält man im A ABC,: sinT: f
oa", l-." -lI srnT -l

In Worten: Der Durchmesser des einem Dreieck
umbeschriebenen Kreises ist gleich einer Drei-

den Sinus des der Dreiecksseite gegenüberliegenden

2. Kosinussatz

az:bz * cz - 2bc cosq.

be:az_f c2_2accos§
c2:az + b2- 2abcosy

Beweis

fn den beiden nachstehendenDreiecken (Bilder 394 und 395) sind b, c und
ho einander gleich. Der lVinkel a ist im 2. Dreieck stumpf. Die Projektion
der Seite b auf c ist mit q bezeichnet.

In jedem Dreieck ist das Qua-
drat über einer Seite gleich der
Summe der Quadrate über den
beiden anderen Seiten, vermin-
dert um das doppelte Produkt
aus den beiden anderen Seiten
mal dem Kosinus des einge-
schlossenen Winkels.

Bild 393
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rm A.

Im [.

Durch
h3:

b2_
oder:

b2_

I0c-qy
Bild 394

ADC ist:
hi:62 - nz.

DBC ist
h3:a2- (" - q)r.

Gleichsetzen der Werte für

\2:az-(c-q)z

n2:a2-c2*2"q-q'
b2:a2-c2{2cq.

X'erner ist

Q:bcosa
q in die vorletzte Gleichung ein-
gesetzt:

bz:a2 - c2* 2bccos«.

b2Ic2_a2
cos 0(:: tn c

^ 
^2 

1_ az _hz
cos P.: 2.a c

coST: Zab

Bild 395

h.': 5z - ne

hf,:a2-(c*q)z

b2-q2:a2- (cfq),

b2-q2:a2- c2- 2cq.--q2

b2:a2-c2-2cq

g : bcos (180- or) : - bcosa

b2:a2 - c2* 2bccosa.

Mittels diese.r Gleichungen kön:ren
die'Winkel eines Dreiecks berechnet
werden, sofern die Dreiecksseiten
bekannt sind. Einfacher jedoch ist
diese Berechnung mit dem nach-
folgend abgeleiteten Halbwinkelsatz.

Nach a2 aufgelöst, erhält man für beide Dreieclie:

aL:bz * c2- 2bccosa.

Die beiden anderen Gleichungen für den oben angegebenen Kosinussatz
lassen sich entsprechend mit Hilfe der Höhen h, und hu beweisen.

Die 3 Gleichungen für den Kosinussatz nach dem Kosinus eines Dreieck-
winkels aufgelöst, ergeben:

I

\o\
\\
H"
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d
Lo --"ö2

!-g:
ßL:

3. Halbwinkelsatz

Beweis

Dem Dreieck ABC (Bild 396)

Hierin bedeutet:
e+b+o§__T-

: halber Dreieeksumfang.

ist der Inkreis mit dem Radius g ein-
geschrieben. Die von seinem
Mittelpun-kt M zu den 3 Ecken
gehenden Yerbindungslinien
sind die 3'Winkelhalbierenden.

Bild 396

o Bezeichnet man den Dreiecks-
' umfang mit 2 s, so ist:

a f b + c :2s
oder .4;+;?;+;?l,-2s
od.er 2u + 2v + 2w :2s

u-l-Y+w:s
u:s-(v*w)
U:S- a.

In dem schraffierten Dreieck ist tgi: f :._%. Wie auf Seite ?6

bewiesen wurde, beträgt der Dreiecksinhalt:

f:Q.s
od.er nach der Heronischen Dreiecksformel (Seite 78):

f : /s:1s: a)(s - b)(s - c).
Durch Gleichsetzen dieser beiden Werte fär den Inhalt ergibt sich:

q. s: /s. 1s - a). 1s - U). 1s- c)

oder

1/1s-a)1s-u)1s-c)Q: y §



ä

Diesen Wert für p in ilie obige Gleichung: tgf,: r_= eingesetzt:

ll'(. - a) (s - b) {s - c)

.d. lsto-:'-ö 2 s_&

to!-17t"-ult.-9-ö2 | s.(s-a)

Für die Wurzel ist nur der positive W'ert zu verwenden; denn f, kann als

Dreieckswinkel stets nur kleiner als g0o sein. Der tg-Wert eines Winkels,
der kleiner als 90o ist, ist immer positiv.

254 Die Tri,gonometri,e

4. Dreiecksinhalt

Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich
dem halben Produkt zweier Seiten
mal dem sinus des eingeschlossenen
\{inkels.

Beweis

Der Inhalt eines Dreiecks ist: n' : + Grundlinie X Höhe

:*.'h..

Ist der Dreieckswinkel a spitz, dann ist

.hosina:;r (Bi1d 394).

X'ür a>90'ist

sin (180- "):? : sin« (Bild 395)'

Sowohl für spitze, als auch für stumpfe lVinkel a folgt:
h.:b'sina'

Diesen Wert in die Dreiecksinhaltsformet F : + c . h. eingesetzt, ergibt:
If :Zb.c.sinoc w. z. b. w.

Die beiden anderen Dreiecksinhaltsformeln lassen sich entsprechend
durch die Höhen h* und h6 ableiten.

u:ä.b.sin7

:jac.sinp

:.|bc.sinc,
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6. Beispielo und Äutgaben

1) Von einem Dreieck ist gegeben a: 10 cm; b:5 cm; or:50'. Wie
groß sind die ührigen Dreiecksstücke und der Inlialt ?

Lösung

Aus dem Sinussatz #:ffi tof*r'

b. sincr 5. sin50osinp:" ;-" :0,5.0,766:0,383:

hieraus 0:22'3O'.
Die 2. Lösung für p wäre: 0z:180'- 22"30':157o30'. Diese ist

jedoch unmöglich, da B kleiner als a : 50o sein muß, weil B der Heineren
Seite (b ( a) gegenüber liegt.

Der Winkel y folgt aus:

/: 18oo - (" t B): 180'- (50' + 22" 30')

Y:107o 30'

Die Seite c bestimmt man aus dem Sinussatz:
a sina
c-sin7'

a. sin y l0 . sin 107o30' l0 ' sin 72o30' 10.0.954c:-' 5oo : §in5oo :-0,266 :LLrz cm

,* u**.,rurrror1'Lr.r beträgt: d : u3- :#0. :# ry 13 cm.

II
tr'lächeninhalt F: i ab sin y : ;. 10 . 5. sin 107o 30' x 23,9 cmz.

2) Gegeben sind die 3 Seiteu: a:40 cm, b:50cm, c:60cm. .Wie

groß sind die 3 W'inkel ?

Löeung

Halber Dreiecksumfang: s : f, eO + 50 + 60) :75 cm

s-a:35cm
s - b:25 cm
s-c:15cm

Mit diesen Größen ist nach dem Halbwinkelsatz:

ts lz :/a *-P : IT:X : tt o w : o,38 ; a. : 4to 40,

w+ :/*? :llTP* :lo,z, : 0,b3; § : bb' 40'
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rs !2 : 
I 

/§ +§.b) :l:: .';:t: 1lojis : 0,88; v : 820 40'

Probe: a"*§*Z:180".

3) 2 Parallelogramm-Seiten a : 18 cm und b: 12 cm schließen den
Winkel oc:60o ein (Bild 397). Wie
groß sind die Diagonalen und der
n'lächeninhalt ?

Bild 397

Lösung

Nach dem Kosinussatz:
tz : az + bz - 2 a b cos oc

: I82 + l}z - 2. 18. 12.cos 60o
:324+144-216:252

f : 15,87 cm
ez : a2+ b, _ 2 a b cos (190" _ a)

: l8z + L22 - 2. 18. 12. (- cos 60)
:324+L44 + 216
:684

e :26,15 cm

Der Blächeninhalt setzt sich aus 2 kongruenten Dreiecken zusammen:
I

X' : 2. I ab sinoc : 18. 12. 0,866

n' : 187 cm2

4) Zwei Kräfbe Pr : 130 kg und & : 70 kg greifen unter dem Wiukel
oc:50o an einem Punkt an (Bilcl 398).
Wie groß ist ihre Resultierende R ?

Lösung
In dem nebenstehenden Kräfteparallelo-

gramm ist
BildB98 7:lg0o_oc:130o

Der Kosinussatz für das halbe Kräfteparallelogramm - es ist das Dreieck
mit den Seiten P1, P2 und R - ergibt:

Rr: P? + P; - 2PrPrcosy
: 1302* TO, - 2. 180. 70. cos 130o
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Da cos 130o : cos (180'- 50") .: - cos 50o : - 0,643 ist, so erhält man:

Rz : 16900 + 4900 + 18200'0,643 :33500
R :1g3kg

5) Eine Kraft P : 70 kg soll in zwei Komponenten A un{ B 
-Zqtlggtweiden, von denen die eine mit P den Winkel

a : 38o 10', die andere den Winkel § :2lo 50'
einschließt (Bild 399). Wie groß sind die beiden
Komponenten ?

Lösung
Durch zweimalige Änwendung des Sinussatzes

erhält man A und B aus:
70. o-372

oder A:';,ü;'t :30kg

oder B:70{4Iq:bokg

6) Die 3 Seiten eines Dreiecks sind a, b und c. Sein Umheisradius be-

trägt r. wie kann man deu Dreiecksinhalt durch diese 4 Größen ausdrücken ?

Lösung

Esist: F:+absinT und *A:2,
odersinY:;r

Diesen Wert in die Dreiecksinhaltsgleichung eingesetzt', ergibt
I - c n abcF:;ub'2,:I':4r

7) Drei Kreise mit den Radien rr:5cm, r2:_3,cm-__t"g_ra:2cm
beriihren sich gegenseitig von außen (Bild 400). 'Welche Winkel schließen
je 2 Mittelpunktslinien miteinander ein?

Bild 399

AP
sin 2I" 50' sin 60"

BP
sin 38o 10 sin [i0'

Mathematik Teil 2

BiId 400

I7
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Lösung
Yerbindet man die 3 Mittelpunkte A, B und C der 3 Kreise miteinander,

so entsteht das vorstehende Dreieck ABC mit d.en Seiten: a:5cm,
b : 7 cm und c : 8 cm. X'ür dieses Dreieck ist:

s:10cm
S-a:5cm
s-b: 3cm
s-c:2cm

Nach dem Halbwinkelsatz berechnet man:

w;:l #r.r:|lo,n :0,3464; a : 38o 2o'

.€g:l -;: I 0,33 :0,5745; f : 6oo

ts|:{*":1lo,7b: o,8o6o; y : 81o 40'

Probe: d+P+Z:180'

8) Yon einem Dreieck kennt man die Grundlinie c und die beiden ihr
anliegenden'Winkel a und B. Wie drückt sich der Dreiecksinhalt mit diesen
3 Größen aus ?

Lösung

Nach dem Sinussatz ist -1^ - .c oder b:-tl{. Diesen 'Wert
slll p srn J, stn /

iu die X'lächeninhaltsgleichung f : * U c sitr or eingesetzt, ergibt:

F,: l. c'sinB.c. sina-c2'sin.crsinp - l',iil lti"p--2 siny 2siny -2sin[80' O.p)]'
9) Regelmäßige Yielecke. Yon einem regelmäßigen Vieleck kennt man

den Radius r 6es I]mkreises. Aus der Seitenzahl n dieses Vieleckes und
seinem Umkreisradius r sind zu berechnen:

a) die Seitenlänge so

b) der Umfang uo
c) der n'lächeniuhalt des Yieleckes Fo und
d) der Radius des Inkreises gn.

Lösung
Yerbindet man 2 aufeinanderfolgende Yielecksecken mit dem Mittel-

puukt des Yielecks, so bilden diese beiden Verbindungslinien, deren länge
gleich r ist, den Zentriwinkel g:?q"o:, der in dem gleichschenkligen Be-

stimmungsdreieck an der Spitze liegt.
a) Die Seitenlänge s, ermittelt man aus diesem Dreieck:

sn:2rsinf,: 190 0

2rstn :sn
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b) Der Umfang des n-Ecks ist n mal so groß, also:

ün:2n'r'rio18f'

c) Der X'lächeninhalt des n-Ecks ist n mal so groß wie der des Be-
stimmungsdreiecks:

l"In:II'21'Sülq:

10) Die kreisbogenförmige Schaufelform einer Schleuderpumpe
wird nach Bild 401 folgendermaßen konstmiert:

An den Halbmesser AC:R trägt man in C den 
'Winkel o:fui §z

an. [Fr und B, sind die Ein- und Austrittswinkel der kreisförmigen Schaufel.
R und r sind die Ein- und Austrittsradien des Laufrades]. Der freie Schen-
kel des'Winkels o schneidet den Eintrittskreis in B. Die Yerbindungslinie

jnrzsinY:r,

d) Der Radius Qo des dem regelmäßigen n-Eck

istgleich der Höhe des Bestimmungsdreiecks.

einbeschriebenen Kreises

Äus cos f,:L' 1o1ft,

e = h+llz Bild 40r

l7i

F":,-'Yl
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von Ä mit B bzw. ihre Yerlängerung schneidet den Eintrittskreis in D. In
A legt man an den Austrittskreis die Tangente und trägt an sie den Aus-
trittswinkel B, an. Ebenso legt man an den Eintrittskreis in D die Tan-
gente und trägt an sie in derselben Richtung den Eintrittswinkel §r a\.
Die Senkrechten auf den freien Schenkeln der beiden Winkel p, :und B,
in A und D schneiden sich in M. AM: x ist der gesuchte Radius der kreis-
förmig gekrümmten Schaufel. (M liegt auf der Mittelsenkrechten von AD).
Da A AMD gleichschenklig ist, ist + MDB: < DAM : frr* V. Da
A CDB gleichschenklig ist, ist < CDB : + DBC : o * 9 (Außenwinkel).
+CDB- +ivIDB:(o+ q)- (Pr*E): +CDM:B, oder

o+E-§z-9:h
o - §z:0ro: fu* §z

Um die Größe des Radius x cler Kreisbogenschaufel zu berechnen, denke
man sich M mit C verbunden und wende zweimal den Kosinussatz an:

Im A AMC ist: MCz:x2+R2-2xRcosB,
Im A DMC ist: MC2:x2*12-2xrcosEr

x2 + Rz -2 xRcos p, : x2 + 12 - 2 xrcosB,
R2 - 12:2 x (R cosp, - r cosBr)

Schaufelradius: x: , (fl,,};;';a-, p;i.

Aulgaben

26) VoneinemDreieck sinddie 3 Seitena:91mm; b : 81mm; c - 71mm
gegeben. Wie groß sind die Winke1 a., B, y ur,d der X'lächeninhalt ?

27) Von einem Dreieck kennt man die Seite a : 24 rnm und die beiden an-
Iiegenden Winkel 0 :53" und y : 104'. Wie groß sind b, c, u und X'?

Yon einem Dreieck sind gegeben: Es sind zu berechnen:

28) a:14cm; c:13cm; p:67"23' b; q;y und X'

29) a : 17 cm; b :25 cmi § : 59o 11' c; d; Y und X'

30) a:85cm; b :73cm; F :2179,2cm2. c; a; B und 7
31) Wie groß sind die Diagonalen c und d und der Inhalt n' eines Parallelo-

gramms mit den Seiten a : 10 cm, b : 8 cm und dem eingeschlos-
senen'Winkel a : 60o ? 'Welche Beziehung besteht zwischen den beiden
Seiten und den beiden Diagonalen eines Parallelogramms ?

32) Die Diagonalen eines Parallelogramms betragen e : 20 cm und
f : 10 cm. Sie bilden miteinander den Winkel a : 45o. W'ie groß ist
der Parallelogramm-Inhalt F ?

33) Wie groß ist der n'lächeninhalt eines beliebigen Yierecks mit den
Diagonalen e und f, die sich unter einem 'Winkel g schneiden ? 'W'as

wird aus der n'igur und wie ist, das Ergebnis zu deuten, wenn man
e parallel mit sich soweit verschiebt, daß e und f einen Endpunkt
gemeinsam haben ?
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Anleitung: Durch die Ecken des Yierecks ziehe man die Parallelen
zu e und f. Das entstehende Parallelogramm ist doppelt so groß wie
das Yiereck.

34) Wie groß ist die Resultierende R zu den beiden Kräften
und B : 20 kg, die unter dem Winkel oc : 150o an einem
greifen ?

35) Unter welchem 'lVinkel greifen die beiden Kräfte Pr : 30 kg und
Pz:40 kg an einem Punkte A an, wenn ihre Resultierende 50 kg
beträgt ?

E. Die trigonometrisehen Funktionen
zusammengesetzter Winkel

1. Aililitionstheoremo

Um den Scheitel M des Winkels (oc f p) ist der Einheitskreis beschrieben
(Bild a02); er schneidet den einen
Schenkel des Wnkels (" * §)
in E. Yon E werden auf die
Schenkel des Winkels a die
beiden Lote EA und ED gefällt.
Schließlich fällt man noch von
D auf AE das Lot DC und auJ
die Yerlängerung von MA das
Lot DB.

Aus dcrn Bilde 402 sieht man,
daß d DEC : { a ist; denndie
Schenkel des Winkels DMB und
die des'WinkelsDEA stehen paar-
weise aufeinander senkrecht. X'er-
ner erhält man:

A MAD: ÄE : sin (a f p)
7\ MDE: ED : sinf
und MD : cos f

AECD: EC:cosocsinp
A MBD: DB:AC:siuorcosB

Durch Addition der beiden letzten Gleichungen:

AC + EC : sin« cosd * cos « sinB :
AE:sin(a*f)

also: I sin (* + B) : sin a cos B f cos oc sin B
Ehenfalls liest man aus dem vorstehenden Bilde:

MÄ :lUB - AB
t cos (« * f) : cos c( cos p - sina sinB

A: ?0kg
Pun}:te an-

Bild 402

im
im

im
im

<ri
-clal
§Q:r
Y.El§(sh
§l

xl-eltsl
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Setzt man in die beiden letzten Gleichungen für p den \Mert (- B) ein, so
erhält man:

sin [oc f (- pn : sin a cos (- B) f cos a sin (- B)
cos [a f (- p)] : cos cr cos (- B) - sin « sin (- B)

Unter Berücksichtigung der auf Seite 245 abgeleiteten X'unktionswerte fiL
negative Winkel erhält man:

I sin(ct - §):sin«cosP- cosasinB
I cos (oc - P) :cos or cosB f sina sinB

Ein anderer recht leichter und anschaulicher Beweis für die Richtigkeit der
vorstehenden Gleichungen ist folgender:

An eine Gerade g (Bild 403) trägt man in
einem beliebigen Punkt S nach verschiede-
nen Seiten die Winkel « und B an. n'eruer
errichtet man in einem beliebigen Punkb C
der Geraden g auf dieser die Senkrechte, die
die freien Schenkel der'Winkel « und B in A

9 und B schneidet. We aus dem nebenstehen-
den Bilde zu ersehen ist, ist

A SBA- A SCA+ A SBC

Bild 408 oder nach Seite 254

i-*u.sasin (o* §):ära.sa.sin "+rsc.sB .sinf

Nach Division durch ] SB. SÄ erhält man:

sin (oc f p) : yu. sinoc f ffi . sinB

Da aber H : "o* 
p ""d $? 

: cos crc ist, erhält man somit:

I sin (or + p) :sin4 c-os 0 * cos a sinB

Trägt man die Winkel a und p (Bild 404) an d.ie Gerade g im Punkte S
nach derselben Seite an und errichtet wie-
derum auf g in C die Senkrechte, so ergibt
sich nach nebenstehendem Bilde:

A SBA: A SCA- A SCB
oder

I

;SB.SÄsin("-fr)
: I aa. sA.sinoc- | sc. so..i"BBild 404
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Nach Division durch ä *r. SA erhält man:

sin (a - p): ffi. sincr- ffi si"B

Setzt man wiederum H : "o, B untl !f; : "ot 
a, so erhält man:

I sin (a - §) :siua cosB - cos a sinB

Durch Division der oben abgeleiteten Gleichungen erhält man:

sin (cr * f) _ sina cos E * cos a sin f
cos(a f p) - cos a cos p - sin asin p

sin (a - B) _sin a cos P - cos a sin P
cos 1n --B1 

: 
cos c( cos p +;in o( sinJi

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind gleich der tg-X'unktion der 'W'in-

kel (ocf §)bzw. ("- §). Die Brüche auf den rechten Seiten der beiden
Gleichungen werden gekürzt mit cos oc cos B. Man erhält:

te(0,* p):P##h
ts(n- p):+?ä#*

Die Richtigkeit cler vorstehend. abgeleiteten Gleichungen, die als die
Additionstheoreme bezeichnet wetden, wurde bisher nur für spitze
Winkel bewiesen.

Die Adclitionstheoreme gelten aber auch für beliebige Winkel. Dies
wird nachstehend für einige beliebige X'älle bewiesen.

1) a liege im II. und B im I. Quadranten. Man hat in die Gleichungen
der Ädditionstheoreme für a:90o f or' einzusetzen, wobei a' ein spitzer
Winkel ist; es ergibt sich in d.iesem X'alle beispielsweise für

sin (« f 
'' 

= 

ä: Ltryj# i,fi*äi+ff
sin (oc f 0) : sin oc cos B f cos a sin B

Für das Additionstheorem der cos-n'unktion ergibt sich:

c's (« -'' 

= 

ä 
1n:Arp3"j, *.,f:4{ä il":" 

:
cos (a - 0) : co* a cos B f sin oc sin P.
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Zur Übung führe der Leser entsprechende Ableitungen fär sin (oc - B) und
cos (a f B) durch!

2) a liege im III. und B im II. Quadranten. Man setze in die Gleichungen
der Additionstheoreme für oc : 270" - oc' und für B : 90. + B' ein, wobei
a' und p' spitze'Winkel sind. Es ergibt sich z. B.:

sin (ot - f) : sin (270" - a'- [90o * §'f) :: sin (180o - [o, * §,)) :: sin (a, * §,):: sin a' cos p' f cos oc' sin B' :: sin a' cos (- B') - cos «' sin (- B') :: sin (270'- a) cos (90'- B) - cos (270" - or) sin (90' - §)::-cosasinpfsinacosp:
sin (a - p) : sin a cosp - cos « sin B.

X'all 2) beweise man übungshalber die Additionstheoreme für
f p) und cos (oc f p) sowie cos (or - B)!

3) a liege im IY. unil B im III. Quadranten. Man setze in die Gleichungen
cler Adclitionstheoreme für a:270" + «' und ftir B:270o-{ ein,
wobei a' und B' spitze Winkel sind. Es ergibt sich z. B.:

cos (a f f) : cos (270" + a' | 270" - §'):: cos (540' * lr! - §')):: cos (1800 + ln, - p,l):: _ cos (o, _ fr,):
- - CoS a' COs §' - 

gin o(' sin B' :: - cos (- o,') cos B' 1 sin (- or') sin B' :
- - cos (270" - a) cos (270'- B)

/ ^: f sin (270'- a) sin (270" - §):
- - \-"ina)' (-sinp) + (-cos oc). (- cosB) :
: - sin a sinB f cos oc cosB :

cos (cr f P) : cos o( cos p - sin a sin p.

X'ür den X'all 3) beweise der Leser die Additionstheoreme für sin (" * §\
und sin ("- §) sowie cos ("- fr)l

Iur
sin (a
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Zusam-enfassung:

sin (« f 6) : sin oc cosp f cos « sinB
sin (oc - d) : sin o( cos B - co§ cr §inB
cos (o( + f) - "ot 

oc co§ B - sin a sin B

cos (cr - 0) : cos acos B f sin a sin p

ts (o( + p) : P#t{a
ts(n- o): #J**rr-r&

2. Funktionsn ilor doppelten unil halben Winkel

Setzt man in die Gleichungen cler Add.itioustheoreme an die Stelle vou p

den Wert ubzw. für a und P ju t, so erhält man die Fun-ktionen der dop-

pelten \üinkel:

sin2a:2sino(coso(

cos2a:cosz«-sinzoc

ZLE atgz a: rrü, "

Add.iert bzw. subtrahiert man die Gleichung für cos 2 a zu der Gleichung
des trigonometrischen Pythagoras, so folgt

und

1:cos2afsinzor

cos2oc:cosza-sin2a

1 : coszX -F sinz 1qt-'-.t

nd' . nd.COSc(':COS'^ -Sln'^--- ., --- .,

üd,

ZcosZ
d . od

u -sm'2-
d.

,2bg

sin a:2 sin

COS o(: COS2

tgo.:
I -tgz

d.

z

Diese Gleichungen nach

cosa und sin«

1 * cos 2d.:2cosza"

1 - cos 2 a. :2 sirß d.

1 * cos n:2cos'Z
1 - cos a:2sifi1

bzw. cos ! und sin I au{gelöst, ergibü
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r/I+cos2a
cos c{,: | 

_z_
. th-9-692;srncr: |/ n

Durch Division der letzten Gleichungen ergibt sich:

r/1-cos2;tga: /, a "o.*
*!-:1fr-cosa-ö2 

/ llcosa

3. Boispiele unil Aufgaben

Als bekannt werder die n'unktionswerte der'Winkel 0o, 30o, 45o, 60o und
90o vorausgesetzt (siehe Zusammenstellung: Seite 212).

i) Wie groß ist sin 75'?
Lösung
Man zerlegt 75o in 45o { 30'und erhält:

sin 75o: sin (45o + 30") : sin 45o cos 30o f cos 45o siu 30o

:*yr.!ryz +!/2.!
I:zllztlz*1):0,e66'

2) Wie groß ist nach dem Additionstheorem sin (90" f a)?
Lösung

sin (90o * or') : sin 90o cos a f cos 90o sin a
:1.cosaf0.sina

sin (90" * o,) : cos a
(Vgl. X'ormelu für stumpfe Winkel Seite 246.)

3) Es ist zu beweisen: tgxlctga: #*,
Lö sung

. sin or , cos q, sin2 a f cos2 atgo + ctga.:.*o *ui,, 
o,, 

: 
*i,ro *ro-

722
- sin c( cos c. 2 sin e cos c( - sin 2 ct'

4) Am Bild 405 ist das Additionstheorem
Sinus-X'unktion zu beweisen.

Lösung

c:q*p
:bcosafacosB

der

sin|:lft-"Y"

Bild 406
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Nach dem Sinussatz ist:
c:2rsinrr b:2rsinf a:2rsina.

Diese Werte setzt man in c:bcosa*acosB ein, und erhält:

2r siny - 2rsinBcosaf 2rsinoccosB

Da aber Z : 180" - (" * B) ist, erhält man nach Kürzeu mit 2 t:
sin (or f 0) : sin a cos § f cos a sinB

5) Wie groß ist sin 3 « ?

Lösung

Man zerlegt 3a.:2 a f « und erhält fär das Additionstheorem:
sinBa:sin(2or*a)

: sin 2 o( cos oc * cos 2 a sina
: 2 sin « cos cr. cos o( + (1 - 2 sin2 a) sin a
: 2 sin cr cos2 oc f sin a - 2 sins or

: 2 sino( (1 - siuza) f sina - 2 sin3a
sin3a:3sino(-4sin3a

6) Aus den Gleichungen:
xsina-ysinB:g
xcosc(*ycosB:1

sind x und y zu berechnen.

Lösung

Die 1. Gleichung mit cos B erweitert: xsinoccosp - ysinBcosB:0
Die 2. Gleichung mit sin B erweitert: xcosasinp* ycospsinB:si1B
Durch Adilition der beiden Gleichungen, ;@
oder:

x'sin (a* §): sinP
und hieraus:

sin B
v- :'t - sin (a f f)

Erweitert man die 1. der beiden gegebenen Gleichungen mit cos a, die 2. mit
sina und. subtrahiert sodanu die beiden erhaltenen Gleichungen, so erhält
man:

y (cosp sin oc f sinp cos cr) -- sin « od.er:

Y sin (a -l- d): sin oc oder
sin e

J sin(a+p)

7) Die Bunktion tg (45" + a) ist durch die Tangensfunktion des Winkels a
auszudrücken:

267
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Lösung

tg(45" I a): ls 41" 
t=t,e " : I tls "'L-tg45otgu-l-iC"

8) Wie groß ist sin 22o30', wenn man weiß, daß cos 45o: !11t, i"tl
Lösung

In die Gleichung sin!: f-;SV (Seite 266) setzt man für oc:45o:

sin 22o30' : : ll z - vz : f, lo,uru: o,B8B .

9) Mit Hilfe der lormel fär sin 2 oc ist zu zeigen, daß sin 90' : I ist:
Löaung
In sin 2 a:2 sin a cos a setzt, man o( : 45o ein:

sin 90o : 2 sin 45o cos 4bo :2. +8. iy,
sin 90o: 1 .

10) Was erhält man aus dem Additionstheorem der SinusfunHion, werul
P:- a gesetzt wird?

Lösung
sin (a f 0) : sin oc cos p f cos oc sin B
sin (oc - «) : siu a cos (- «) f cos a sin (- a)
sin 0 : sin cr cos o( - cos a sin or

Ergebnis: sin0 -0
Aufgaben

36) Drücke a) ctg (a * §) uld
b) ctg ("-§)

durch ctga und ctgB aus!

Anleitung: Man benutze die entsprechenden n'ormeln für tg ("* fl)
bzw. tg ("- §) und beachte, daß der ctg eines W'inkels
gleich dem Kehrwert des tg d.esselben 

'Winkels ist; also

ctgg: 1 'ts p'

37) Drücke ctg2 a durch ctg a aus!

38) Drücke ctgS* durch ctga aus!

39) Wie groß ist
a) cos 75o :
b) sin 15":
c) cos I5o :

V*,

d) sin 105":
e) cos 135":
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40)

41)

42)

44)

45)

46)

47)

48)

Mittels der Additionstheoreme ist zu entwickeln:

a) cos (90" f «) :
b) sin (90'- oc) :
c) cos (90'- a) :

Es ist zu beweisen, daß tg a. - ctg d. - - 2 ctg 2 a. ist!
Anleitung: Siehe Beispiel 3 auf Seite 266!
Man beweise, daß cos 3 q.:4 coss 01 - 3 cos a ist!
Anleitung: Siehe Beispiel 5 auf Seite 267 !

43) Man beweise, daß tg (o * s) : ääIffi *t, wenn man untet

F:tgP versteht!
Die n'unktion tg (45' - «) ist durch die Tangensfunktion des Winlels a
auszudrücken !

Anleitung: Siehe Beispiel 7 auf Seite 267/268!
Unter Benutzung der trigonometrischen X'unktionen der doppelten
Winkel sind. zu berechnen:
a) tg 15' b) cos 67o 30' c) sin 7' 30'!
'W'as erhält man, wenn man in das Additionstheorem der cos-X'unktion
d.:0 :45" einsetzt?
'Was erhält man, wenn man in das Additionstheorem der tg-X'unktion
o: §:45" einsetzt?
Unter Benutzung der irigonometrischen X'unktionen der doppelten
\finkel ist zu beweisen, daß

tg2u 2

ts 
"t-t 

: i --l*,; 
itt'

F. 1. §ummen unal Ilifferenzen
trigonometriseher Funktionen

Beweis 7

Aus den Gleichungen cler Additionstheoreme für die Sinusfunktion:
sin (x f X) : sin x cos Y f cos x sin Y
sin (x - Y) : sinxcos Y - "o* 

* tir*

sina -[- sinp : 2sinY{.o.i;6

sina - sinp : 2sino rP "or"f,P
cosoc f cosB: 2 coso f,P "rr";P
coso( - cosB : - 2sin "f,P rio! l

1i

I

I
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folgt durch Addition:
sin (x f y) f sin (" - y) : 2 sinxcos y

und. durch Subtraktion:
sin (xf y) - siir (* - y) : 2 cos xsiny

Setzt man in diese beiden Gleichungen für x f I : a und x - y :B uncl

somit fär ":+f und y:"+ ein, so gehen d.iese beiden Glei-

chungen in d.ie eingangs aufgeführten ersten 2 Gleichungen für die Summe
und die Differenz der Sinusfun-ktionen von 2 verschiedenen Winkeln über.

Durch Adclition und Subtraktion d.er Gleichungen für ctie Adclitions-
theoreme der Kosinusfunktion folgt:

cos (x f I) : cos xcos Y - sin xsin Y
co§ (x - Y) : cos xcos Y + sin x sin Y

cos (x f y) * cos (x - y) : 2 cosxcos y
cos (x f y) - cos (* - y) - - 2sinxsin y

l\Ian setzt wiederum: x+y:or; x-y:§; a*0
Y: '"2', a-By: 2- und

erhält die eingangs aufgeführten Gleichungen für die Summe und die
Differenz der Kosinusfunktionen von 2 verschiedenen \Minkeln.

Im Bild 406 ist:
.{BOB',:B;
{ AOB', : a;
+AOB =x- p;

{AOC:+COB:+
< COB' :Yi#
+BAD :+
AA' : sin oc; OA' : cos a
BB' : sin 0; OB' : cosf

Bild 406

Die Halbierungslinie des { AOB schneidet AB in seinem Mittelpunkt C.

trn dem Ttapez AA'B'B ist AA'+BB':2CC' oder sinaf sinB

:2OC.uio"ä0. Da aber oC:OAcosy-#:"orY{, so ist

sina * sinB : 2sin\P- "orY+.
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Ferner ist: AA' - BB' : AA' - DA' : AD
oder: sina- sinp: ABcosS

2AC."or$
:2. OA,. ,io " ,0 "or\P

also: sina- sinB: 2riof/-.ouf
OÄ'+ OB':2'OC'
cosa * cosB : 2' OC ro,"+;P

:2.OA..o."lp
a)-B'col;

cos oc f r:os B : 2 cos 
o 
\P "or" ,P

OA'.- OB': - A'B': - DB
coscr-cosp:-ABriro*f

: _ 2.AC sin "|B

coso.- cosB: - 2sin !+f 
"ir! 

A

NIit Hilfe der soeben bewiesenen n'ormeln und der Additionstheoreme
kann man oft trigonometrische Ausdrücke auf eine rechnerisch bequeme
X'orm bringen.

2. Beispiele unil Aufgaben

1) Wie groß ist sin (60" * x) - sin (60" - x) ?

Lösung a

Man entwickelt die beiden Bunktionen nach dem Aclditionstheorem
sin (60'-F x) - sin (60" - x) : sin 60o cos x f cos 60o sin x '

- sin 60o cos x f cos 60o sin x
2cos60osinx:2.Isinx:

sin (60P -l- x) - sin (60" - x) : sin x

LArung b

Man setze (60'+ x) : a und (60o - x) : B, dan:r irt!!r§: 60o und
.R

= ,n : x. Nach der Gleichung:

sioo - sinB : 2srl-\frorl j{ erhält mau:

sin (60'* x) - sin (60" - x) : 2 sin x.cos 60 : sin x

2) Wie groß ist sin (45'* x) * sin (45'- x) ?

Lösung .

Mansetze: 45of x:« 45'-x:0
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a*ß - R

und somit: *ä' :45o und * ," :*

sinct * sinB: Zrio1l1cosSl
sin (45'* x) * sin (45'- x) : 2 sin 45o cos x : /2' .o. *

3) Man beweise, daß tg oc * tB O : l'"lf jjl r.t r

Lösung

Man setze tg a : s'a " ,r,6 tS § :ffi, ,aal"re diese beiden Gleichungen

und bringe die beiden Glieder der rechten Seite auf einen Bruchstrich;
.also:

tscr * ts§ :"*i + # :sinc' c910 1§t srlf : H#

4) Es ist zu beweisen, drß ::::l:,':f : 
tr"rlUo 

*,' srnc[ - sln p 
w" ,p

Lösung 

sinafsinp 'stnlia"o'n4z 
:cy+

sina - sinP:r*,,r" 
lP "o" 

" tu- rc";P

5) l\fan beweise, daß sinct*sinBf sinT:4cosf,.o.f "ouf irt,
lrern cr, B und 7 die Winkel eines Dreiecks sind!

Lösung
Da oc* fi *y:180o ist, kann mari setzen:

' y:180o- ("*B) und sinT:sin(af B); also:

sinafsinBfsinT:
sincrf sinP{sin(af P) :
2sin" jo.oro;P +2sinolP.o.";u -
2 sin 11, ("". " ;§ +.or" jP) :
zsin" jF 2"o";."'(- '):
2 cosf, ' 2 . cos i' "or1, 

:
+"ori"or$"or!

Aufgaben
49) \üie groß ist sin (30'* x) * sin (30' - x)?
50) Wie groß ist cos (30o f x) - cos (30o - x)?
,51) Wie groß ist sin (45" * x) - sin (45" - x)?

'272
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52) Es ist die Differenz der Tangensfunl:tionen cler Winkel cr und B um-
zuformen! tgq-tg§:?
Anleitung: Beispiel 3, Seite 272.

53) a., p und 7 sind. die 3 Winkel eines Dreiecks. Man beweise, daß
tgo* tS § * tgy : tgatg p tgy istl

3. Dis Mollweiileschen Formeln unil iler llangenssatz

AIs Ergänzung der zur Dreiecksberechnung notwendigen, im Absohnitt D
angeführten X'ormeln werdeu nachstehend einige weitere Gleichungen ab-
geleitet. Diese Gleichungen sind bekannt als die sogenannten Moll-
weidesche:r X'ormeln:

a-ßcos :a+b J

" einL
2

a-b
. u-ß8m;

CU
cos !-

Durch zyklische Yertauschung der
Seiten und ![inkel entstehen aus jeder
dieser beiden n'ormeln noch je 2 weitere;
also

d.-7, fr-y
a+c cos z , b+c cosl 2'

b : . ß uno u :' .-'n§ln, srn,

s;rl 1- .io 0ll
a-c 2 - b-c 2

b:'uncld'cos, cos,

In diesen 6 vorstehenden Gieichungen bedeuten a, b und c die Seiten
eines beliebigen Dreiecks, während a, B und 7 die ihnen gegenüberliegenden
Winkel sind.

B eweis

a) Rechnerisch unter Anwendung der Additionstheoreme, der Summe
und Differenzen lron Eunktionen und des Sinussatzes.

Nach dem Siuussatz ist -a-:2r od.er a:2rsinasrn ct

-,1 ,:2 r oder b: 2 r sinP
§rn p

-::2r oder c:2rsiny
srn 7

Uethomatik Toil 2. 18
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Setzt man diese Werte für a, b und c in

sich
a+b_2rsina*2rsin0

c Zr ri"y -
sin a -l- sin P

s1r) /
^ cr*0 "-frz sln 2 cos 2''

sln 7

fm Nenner setzt man siirT: 2 sinf,cosf,:

,rrnÜr4"or+
z sin {- 

cos I

Da aber in jedem Dreieck: t:gO" - ";P

"orf, 
:cos 

[90" -"Yl
. a*8

-stn ,
also:

- a-bbzw.: 
" 

- ein, so ergibt
a+b

c

a-b !rsincr-2rsinB
c 2rsin7

sina-sinB
srn 7

^ d.-0 "-10Z srn ' cos22
:...F

srn /

- a-ß a-f 02 s-in ' cos22
2 sin Z cosZ22

ist, kann man setzen:

bzw. sin 4 : sin [*'- #]
u*ß: COS -;1

^ . d.+fr a-0
e.-r-h zsln l:'cos zE-TU

;-: - 
ZsinL.uirrt-+B-

a-§
a+b cos 

2

c)l
srn -

2

e , d-0 "-l 0
a_b lsrn 2.cosi

b) Geometrisch. Ohne Kenntnis der Additionstheoreme uDd der Sum-
menformeln der trigonometrischen n'unktionen lassen sich die lllollweide-
schen Formeln mit Hilfe des Sinussatzes folgendermaßen ableiten:

fm gegebenen Dreieck ABC (Bilil 407) verlängert man BC über C hin-
aus um b uncl erhält D. A ACD

D ist gleichschenklig, d. h. + CDA
: <DAC. +ACD ist als Außen-
winkel gleich oc f B;
somit ist:

+DAC+ +CDÄ:180"-("*d)
oder, da die beiden Winkel auf der

B linken Seite einander gleich sind:

2".{q
. a-ßsin L

2a-b
c

"ou!1

Bild 407
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+ DAC :90o - +DAB:+DAC++CAB
- t-Lß:90o-#*a

z

: so" +.! .

Schtießlich setzt man im A ABD den Sinussatz an und erhält:

a+b 'i" (oo' .+) 
-"o'! 

rP
" 

: 
sinl sini22

Im gegebenen Dreieck ABC (Bild 408) trägt man AC auf BC bis E ab.
DannistBE:a_b.

AAEC ist gleichschenklig; somit ist:

+ cAE : + ÄEC: eo',- | und

+ BEA - 180" - [gO" v),' L'- gl
_ss" *t

BiId 408

+EAB:+CAB-+CAE
: dL _ 1go. _ L\ :2 "-I80'-Fz -cr- 

180':||s0' -B*\""2122

Im A ABE ergibt der Sinussatz:

- o. o-f u-ß
a-b ;rn 2 sln 

2

c (so'* Zi .o, Zt'n\ zr z

I)er Tangenssatz:

r.1t!
a*b 2

a- b - a- ßte;

Durch zyklische Yertauschung der Seiten und Wnkel:
u tltts+a+c " 2: -'--.-

a - c d- 1)
ts 

- 
!.

"2

a*§

-2
^",

-2

a-§

r"olz
- b-l-c 2und 

-: 
^b-c r*F T

2

1g*
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Bewei,se
a) Durch Divisisn der beiden Mollweideschen Formeln:

a-B
- cos --!a+b 2

c .,)
§rn :

2

- a-B
- SIn- -la-b 2

"o* 
Z
2

a-ß 1) y

a+b cos o' cos ä ctg'2

a-b sinl sind-d- tu!_P') .)

Da aber t:ro'_ + ist, kann man für ctg L:"ts(*'-#)

und

folgt:

. u*B:18 t setzen;

b) Aus dem Sinuss atz: l: }{ erhält man nach d.en Regeln derll sln p
korrespond.ierenden Addition :

a+b sinaf sinp z"^ff"o'Yf bc\Y
a-b:s-incr-s;r6: ^ q.-B a*B: u-B' Z srn -Z' cos ;' tg-z

c) Durch Yereinigung der beiden letzten Bilder beim Beweise der Moll-
weideschen n'ormeln erhält man
Bild 409. In ihm ist: { DAE : 90o,
da CD : CA : CE :b ist oder da
A auf dem Halbkreise über DE liegt
(Thalessatz). Zieht, man durch E zu
DA die Parallele En', so ist nach
dem Strahlensatz

EB EF 1 a-b Ef'
DB:DA o0er a+b:D-A'

. a*ß
Lo'

- a-{-h 2
also: a_b: A_8.tci

a-ß
2

BiId 409

In dem rechtwinkligen Dreieck AX'E ist tg

: AD @+. In dem rechtwinkligen Dreieck

oder DA : AE ctgt.

a-p_ EF.
2 -Atr"' oder EX'

vDAr.t,s L:""ö 2 AE'DAE ist
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Hiermit erhält man:

a-b an'tg!-P @+ rc+
a+b- AE'ctg{ ücL, - tgrj-P

Durch die Anwendung der Mollweideschen Tormeln oder des Tangens-
satzes bei der Berechnung schiefwinkliger Dreiecke kann man den Ko-
sinussatz vermeiden. Der Kosinussatz ist für das Rechnen mit dem
Rechenschieber ungeeignet. (Mit dem Rechenschieber kann man nicht
addiereu und subtrahieren!)

Bei spi el

Yoir einem Dreieck sind gegeben: b, c und { a. Es sind gesucht i a, 4 P
uncL {y!

Lösung
Nach dem Kosinussatz az :Ttz * cz - 2 b c cos a muß man jedes Glied

d.er rechten Seite für sich berechnen, dann add.ieren und schließlich die
'Wurzel ziehen, um a zu erhalten. Aus dem Sinussatz:

ba
srn p sur o.

bestimmt man sodann { F und endlich Z * 180o - (u -f §).
Einfacher rechnet man nach dem Tangenssatz:

ß+v d.

b+c tg'2 cts;
b - c - r,P_- y- n,F -y

2"c2

Ilieraus erhält man: ,S Pi':f;*"""tgZ und somit Bll'

R -L.,
Da aber'I' :90'- + bckannt ist, erhält man d.urch Actdition (bzw.

Sobtraktiol ) uoo P tv 
""^ ';ai" wiot.t B und.y.Die Anwendung des

Sinussatzes: -.1 :=a ersibt a:9',tito.slnd, srn 7 " srn /
Auf gaben

Mit Hilfe der Mollweideschen n'ormeln oder des Tangenssatzes sind die
fehlenden Seiten und Winkel d.es skizzierten Dreiecks (Bild 410) zu be-
rechnen:



278 Die Tri,gononletri,e

54) a : 91;
b :81;
Y :48" 20'

55) b:235;
c :283;
a- : 43o 30'

56) a * b:709;
57)b+c:119;
58) b-c:160;
59)a-c:357;
60) a : §§g;
61)b+c:187;
62) a : $19'
63) b :73;

c :465;
a :65;
a :432;
b :634;
b :760;
b - c : 43;
c :592;
c :61;

Bild 410

G. Goniometrische Gleiehungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte ein'Winkel ist und im Zusammen-
hang mit einer oder mehreren trigonometrischen n'unktionen erscheint,
nennt man goniometrische Gleichungen; z. B.: sinz x:0,25 oder sin2a
:0,8 oder sin«*ceso(:1 oder tga- sin«:0,3. Wenn auch gonio-
metrische Gleichungen für die Praxis des Maschinentechnikers von ge-
ringer Bedeutung sind, so mögen sie nachstehend in ihrer einfachsten n'orm
als Grundlagen für die höhere Mathematik und zur W'iederholung der im
vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten tr'ormeln behandelt werden. Um
eine goniometrische Gleichung zu lösen, hat man sie so umzuformen, daß
nur noch eine X'unktion des unbekannten Winkels in ihr erscheint.

X'ür die Erklärung der rechnerischen Lösung goniometrischer Gleichungen
werden nachfolgend einige einfache Beispiele gelöst:

Beispiele

1) 3 sin a:2 cos a

Man dividiert durch coscr:

Ssina 2cosa
co§ d cos fl

Stga :2
,tga:;:0,667

Ergebnis: oc :33o40'

Y :81" 34'
a:62'o 5'
x:39o 52'
0 :45" 48'
d. + 13 :105'50'
0 -v :48o 4l'
aly:1oo"40'
0*y:101o49'

2) 2sino":tga
2sinor-tgor:0

sin azsrno(- .:0

,,o0,./r]'"'\:o
\ cos 6[/

Ist ein Produkt gleich 0, so muß
einer der X'aktoren 0 sein; d. h. ent-
weder:

At- c
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sin«:0
und somit dr : 0o

od.er 2- 
"**:0 

ocler "oro:-j
und somit ch: 60o

Ergebnisse: er : 0o

%:60o
3) cosg-2sing:'0

cosg---2sinE

Division durch cos E :

1:2tgq
tg?:o'5

Ergebnis:

I :26" 40'

4) tga* ctga:2
tsa-l- | :2
" ügcr

tg'o * l :2tga
tg'o-2tgaf1:0
tga:1+l'1-1
tg«:1

Ergebnis: q. : 45o

5) sinx.tgx: )ttZ
. sinx I .r^

Sln X. -o.*:, | 2

sinzx: I l'r."o.=

I-cosz":'r/2cosx

cos2x+ltt»cosx-t:0

cO§ x: -
lnyz*/i*,

*v, +14 y,

cos Xr: iltZ, d.h. xr:45o
cosx2- -lt

Dieser 'Wert ist unmöglich, da die
cos-n'unktion niemals kleiner als - 1

werden kann,

Ergebnis: x : 45o

6) sinxfcosx:li2
sinx-yZ--cosx
sinx-lz:-J'1-sinzx

Durch Quadrieren folgt:

sinsx - 212 sin" * 1;rtr 
"2sin2x_ 2lTsinxfl:0

sin2x-/z sinx* ]:o
sin x : t,l, +l ;:l
.t_,:sutx:rVz
Ergebnis: x : 45o

Einfachere Lösung:

sin x f tot *: y'2

sinx*sin(90-4:12
Da sin or f sin B

a*B a-ß:Zsrn- 2'cos i t

hier:
x-i-90-x x-90fx I .)Zsrn- 2- cos 2 :lz

2 sin 45o cos (x - 45") : 1t;

2.lzY2 cos(x- 45\:1,
cos (x - 45") : 1

x - 45o :0o

Ergebnis: x:45"
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7) sin2x:sinx
2sinxcosx:sinx
2sinxcosx-sinx:0

sin x (2 cos x -1) :0sinx --0
Xr : 0o ocler 180o

oder 360o

2sosx-1:0

8) sin2x:2sinx
2 sinxcos x: 2sin x
sinxcosx-sinx:0
sinx(cosx-1):0
sin x :0

xr:0o oder 180'
oder 360o

cosx-1:0
COSX:1

xz:0o oder 360o

Ergebnisse:

x:0o; 180'; 360'

I
COSX: I

Xe :60o oder 300o

Ergebnisse:

Xr: 0o; 180"; 360"

xz:60o; 300o

9) sin (30" * x) : cos (30'- x)

sin 30o cos x f cos 30o sin x : cos 30o cos x f sin 30o sin x
LL,^ I.,- ,l
g. cos x-t V l,J slnx : g I öcosx t Tsmx

Qb - 1) sin x : (1,6- 1) cos x
sinx:cosx
tgx:1

Ergebnis: x:45o

10) 2sinx*3cosx:3
Lösung a

Man setze cosx: /r - sinzi

2sinx+3 fT-sinii:3
Byi--sinrx-B-2sinx
9 (1 - sin2x) : 9 - 12 sinxf 4 sinz x

12 sin x: 13 sinz x
sin xr:0 oder Xl: 0o

.12sinxr: ä-0,gZZ
x2:67o20'

Ergebnisse: xr :0o; x2:67" 20'
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Lösung b

Man dividiere durch d.ie Beizahl von sinx; also dureh 2:
,q

slnx+Tcosx:q
X'ür die Beizahl rron cosx setze man tgg; aiso

oitcm:a oder V:56"20':-öY 2

sinxftggcos*:;
sin xcos g * cos x sin g : 1,5 cos g

sin (9 f x) : 1,5 .0,554
:0,831

g * x :56" 20' oder 123' 40'

Xr :0o; xz:67o 20'

1l) asinx*bcosx:c
1\{an dividiere clurch a und s.tze } :tgq. Dann kann man dena

Ililfswinkel g berechnen

-bcsinxf-cosx:-
sinxfär"o.*:a
sin (x f r) : icos 9

Aus dieser Gleichung kann man x + ? bestimmen und hieraus den
gesuchten Winkel x.

Aufgaben 12 . . . 15 sind goniometrische Gleichungen mit 2 llnbekannten.

12) 'in*--1rt-'t sirr.1 -2I!x+Y:75'
Die 1. der beiden gegebenen Glei-

chungen formt man nach den Regeln
der korresponclierenden Addition
um:

sinyfsinx Z-Vi ts0F:5.u5siny-sinx Z-VZ
^ v-f x v-xZsn' 2 ,os' 

2

v+* v-x:c'ö5
Z cos' srn "22

v+x v-xtg' ,., . ctg '. , : 5,85

tgl" " : tg 37o 30' :0,767

.rsl;T:ä,.*:z,u

-f :t ov

y-x:15"
Y+x:75o

Ergebnis: x :30o; ! :45o

28t
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13) Dieselbe Aufgabe wie die vor-
hergehende mit allgemeinen Zahlen:

sinx a
siny b

x-f y:c
sinxfsiny a+1,
sinr-siny-a-b

Nach der Summen- und Diffe-
renzenformel der sin-Funktion um-
geforrnt:

x-lv x*vzstu. 2:cos 2:
^ x-!v x-v
2cos ja srn 21
, xrv x-y a+btg 2,,ctg_-2-:r_b

Aus dieser Gleichung kann
I, Y berechnet werden.

Da (x f y) gegeben und (x - y)
soeben berechnet worden ist, so kann
ruan x und y als die halbe Summe
und die halbe Differenz lron (x * y)
und (x - y) berechnen.

14) sin x f sin y: 1,366
x+Y:9oo

Auf gab en

64) 2sinx:3cosx
6q l, sinx:tgx
66) cosx-3sinx:0

3tgx- 2ctgx:1
cosxctgx:1,5

a+b
t-b

67)

68)

Die 1. Gleichung nach der Sum-
menformel umgeformt:

x-.{-v x-v
2 srn , " cos -.1 : 1,366

2sin45ocosI;Y:I,366
2

2.+ lr. "o. 
L, ' : 1,36G

a/ a f( 
- 

V
f 
'! . cos ., ' : 1,?,C6

.o.u:a:c],9659
x_v

2 :150

x-r:30'
x * Y:90'

Ergebnis: x:60"; y :30"

15) sinx-siny:Q,5
x-Y :60"

^ -\-v x{v2srn--r"cos'-;':0,5
vIt:

2 . sin 30" cos ^-, '' :0,5
x-lv

COS---2 " :0,5

*+{:600
2

x+ Y:120o
'-Y:60o

Ergebnisse:
x:90o; I:30o

69) sin x - cos X: 1

70) sin2x-12 sinx:0
71) sin 2 x :2 cos x

72)3sinx+f5cos x:3
73) sin I : /7 cosz x
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H. Die Sinusschwingung

In der Technik wird die Sinuskurve ais Schaubild gewisser periodisch
sich wiederholender Yorgänge benutzt (2. B.: Pendelschwingungen, Schub-
kurbelgetriebe, Wechselstrom usw.). Die Gleichung y : sin x steilt sich
zeichnerisch als Sinuskurve in einem Koordinatenkreuz dar, auf dessen
Abszissenachse die Winkel x entwed.er im Grad- oder im Bogenmaß auf-
getragen sind und dessen Ordinatenachse die zugehörigen y-'Werte ent-
hält. (Siehe S. 243.)

1. Die Amplituile orler Sehwingungsweito (Bild 411)

Bild 4r1

Der größte Wert, d.en y in der Gleichung I: sinx annehmen kann, ist
gleich f t; und zwar ist dies der X'all bei x : 90" oder, im Bogenmaß aus-

gedrückt, *:;. Der kleinste Wert für y ist -l; und zwar bei *:2".
Die Kurve für y : 2 sin x unterscheidet sich von der vorstehenden da-

d.urch, daß die Größt- und Kleinstwerte von y, die zwar an denselben Stellen

[U"i " 
: f, uncl *:?zrr] h"g.o, aber doppelt so groß sind.

Ity=sinx

lI' y = Zsinx
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Die Größt- bzw. Kleinstwerte, die eine Sinuskurve annehmen kann,
nennt man die Scheitelwerte od,er auch d,ie Amplitud,e oder auf deutsch:
Die Schwingungswoite.

Ailgemein ist in der Gleichung y : A' sin x der n'aktor A"die Ämplitude.
Sie gibt an, wie groß y maximal werden kann; denn der.Größtwert von
sin x ist 1.

2. Die Perioile unil rlie Froquenz (Bild 412)

Bild 412

Das vorstehencle Bild zeigt,2 Sinusschwingungen mit den Gleichungen:

I)Y:sinx und

II) Y:sin2x.
Die Kurve I hat in dem Bereich rron x : 0 bis x :2 n eirren Berg und ein
Tal. Der 1. Teil der Kurve liegt oberhalb, der 2. Teil unterhalb der x-Ächse.
In dem Bereiche ist eine volle Sinusschwingung vorhanden.

Die Kurve II dagegen hat in demselben Bereiche 2 Berge und 2 Täler.
Es sind also 2 Schwingungen vorhanden. 1\[an sagt: Kurve II hat eine
doppelt so große X'requenz wie Kurve I. Die Periode der Kurve II ist nur
halb so groß wie die der ersten; d. h. clie Kurve II wiederholt sich in ihrem
Yerlaufe doppelt so oft wie die Kurve I.

\Yürile die Gleichung irgendeiner Sinusschwingung iauten: y: sina x,
so würde sich diese Sinusfunktion in dem Bereiche vorr x : 0 bis x : 2 z
a-mal wied.erholen. Ihre Periode würde der a-teTeil derPeriode der X'unktion

2n
I : sin x, also I , sein, während. ihre X'requenz a-mal so groß ist.

DieZahl a ist einMaß für die Größe derPeriode bzw. der X'requenz.
Sie heißt der X'requenzfaktor. Je größer der Frequenzfaktor ist, um so
kleiner ist die Period.e, um so öfter wiederholt sich die Sinusschwingung.

Die Sinusfunktion yr : A sin a x unterscheidet sich von der X'unktion
Iz : sin a x durch aiö 

-Grage 
der Amplitude A. Beide X'unktionen haben

aber die gleiche Periode, nämlich 
k.

f: y=sinx
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3. Dio Phasenvsrsehiebung (Bild 413)

y=sinx 7ll: y=sin(x-o<)
,/

--\ /

Bild 413

Das vorstehende Bild zeigt 2 Sinusschwingungen I und II, die miteinander
zur Deckung gebracht werden können, und zwar dadurch, daß man die
Kurve II um die Strecke a entgegengesetzt der Richtung der positiven
x-Achse falso nach links] parallel zur x-Achse verschiebt. Die Gleichungen
dieser beiden Sinusschwingungen lauten:

I Y:tit'*
II I: sin (x - ")Die Kurve II ist eine ,rphascnyersehobene Sinusschwingung". Die Größe a

heißt die Phasenverschiebung der Schwingung. Lautet die Gleichung der
phasenverschobenen Sinusschwingung y : sin (x f a), so ist die ursprüng-
liche Sinuskurve y : sin x um die Strecke a parallel zur x-Achse nach
links zu schieben.

B ei s pi.el

Die Kurve l:cosx ist eine um { nach finks verschobene Sinusschwin-

gung. Nach der vorstehenden Betrachtung lautet die Gleichung einer der-

artig phasenverschobenen Sinusschwingung: y:sin ("*ä) oder, den

Winkel im Gradmaß ausgedrückt: I: sin (x f 90').
Nach der auf Seite 246 abgeleiteten n'ormel ist aber:

X : sin (x f 90') : cos x.
Zusa mmenf assuns:
! Die Gleichung fir eine Sinusschwin§ung in allgemeiner n'orm lautet:

y : A sin (a x -l o) :Asina (r*i) :Asina (x*q)
In dieser Gleichung ist

A : Amplitudenfaktor. Er gibt an, wie groß der größte Ausschlag der
Sinuswelle nach oben oder unten hin ist.

a : n'requenzfaktor. Er gibt an, wie oft sich die Sinuswelle in dem
Bereiche von x : 0 bis x : 2z wiederholt.

q ::: Phasenverschiebung. Sie gibt an, um welchen Betrag die

Sinusschwingung nach rechts (" < 0) oder links (" > 0) hin parallel
zur x-Achse verschoben ist.

ZIr
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Bild 4r4

Aus d.er vorstehenden Zeichuung (Büd 414) sieht man, daß die gefundene
Summenkurve III wieclerum eine Sinuskurve ist. Daß dies im vorliegen-
den Beispiel nicht etwa nur ein Zufall ist, möge nunmehr rechnerisch für
alle X'älle allgemein bewiesen werden:

Setzt man Asin(xf a)*Bsin(x+b):Csin(xf c), dann ist zu
beweisen, daß man die Größen C und c so berechnen kann, daß immer die
letzte Gleichung für irgendwelche beliebigen x-Werte gültig ist. Unter
Anwendung der X'ormeln füLr das Adclitionstheorem der Sinusfunktion erhält
m&n:
, Asinxcosa + Acosxsina + B sinxcosb + B cos xsinb:

Csinxcosc*Ccosxsinc

4. Zusammengesetzto Sinusschwingungen

a) Die Summe zweior Sinuslunktionon
Die Gleichung: y -'A sin (x t a) * B sin (x + b) läßi sich durch eine

Kurve darstellen, die sich aus der Summe zweier Kurven mit den Glei-
chungen: h : A sin (x f a) und Tz:B sin (x f b) zusammensetzt; also:
X: h * yz. Die beiden Sinusfunktionen y1 und y, unterscheiden sich
durch-ihre lmplituden A und B sowie durch die Phasenverschiebungen
a und b. Beide X'unktionen aber haben die gleiche Wellenlänge , nämlich 2w.
Die y-Werte der gesuchten Summenkurve erhält man, indem man die beiden
Gleichungen fiir y. uncl y, als Sinuskurven darstellt und sodann für eine
Anzahl von x-Werten die dazu gehörenden y-'Werte addiert.

h= 3 sin (, - rlo)
y2=Zsin(x-rls)
Y = Yr+Yz

\\

\./
\ /.2
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oder die Glieder mit sin x und die mit cos x auf der linken Seite zusammeu-
gefaßt,

(A cos a + B cosb) sinx + (Asina f B sinb) cosX :
C cos c. sin x * C sinc. cos x

Will man es nun aber so einrichten, daß die beiden Seiten dieser Gleichung
für jeden beliebigen x-'Wert übereinstimmen, so müssen die einander ent-
sprechenden Yorzahlen von sin x bzw. cos x auf beiden Seiten einander gleich
sein. Es muß also sein:

Ccosc:Acosa+Bcosb und
Csiuc:Äsina-l--Bsinb

Äus diesen beiden Gleichungen bestimmt man C und c: l\Ian erhebt zu-
nächst beide Gleichungen ins Quadrat und ad.diert sie. Man erhält:

C2 cosz c : A2oos2 a + Bz coszb + 2 AB cos a cos b
C2sin2c : Az sinza * Bz sinz b + 2 AB sina sinb
C2 (coszc f sinzc) : A2 (cos2a f sin2a) + Bz (coszb f sin2b)

+ 2 AB (cosa cos b * sin a sin b)

Cz:Az+82+2ÄBcos(a_b)
C:/az1gr+2ABcos(u-b)

Sodann dividiert man beicle Gleichungen. Es ergibt sich:

, Asina f B sin bf.o?-
A cos a -{-'B cos b

Hierdurch ist der Lehrsatz bewiesen:

Die algebraische Summe zweier Sinuswellen mit beliebigen
Amplituden und Phasenverschiebung, aber von gleicher Wellen-
länge, ergibt wiederum eine Sinuswelle von der gleichen'Wellenlänge.

Haben die ursprünglichen gegebenen Sinuswellen dig flmplituden A und B,
so hat die aus ihnen additiv gebildete §inuswelle die Amplitude:

I C : 1 a--p g,r 1 2 ag *s 1a --n;,
wobei a und b die Phasenverschiebungen der ursprünglichen Sinuswellen
sind. Die Phasenverschiebung der sich ergebenden Sinuswelle ist zu be-
stimuren aus:

I t*":
AsinafBsinb
AcosafBcosb

Beispiel
Es ist für die Kurve I : sin x f cos x die Größe der Amplitude und die

Phasenverschiebung rechnerisch zu bestimmen. Die Ergebnisse sind durch
eine Zeichnung zu überprüfen.
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Lösung
Die zu untersuchende Kurve setzt sich aus den beiden Sinuskurven

h : sin x und Iz : cos x : sin (x f 90') zusammen. Die erste hat die
Amplitude A : I und die Phasenverschiebung a :0o. Die zweite hat die
Amplitude B : l und die Phasenverschiebung b : * 90'. n'ür die y-Kurve
bestimmt man mit diesen Werten:

die Amplitude:

C: I i+ l+2. I.l.cos(0'- 90'): ft
und die Phasenverschiebung c aus

l.sin0"flsin(+90') +l r rtgc:r.coso6-pt 
"ori1 

goJ): r :t r

d. h. c: + 45o.

Die y-Kurve hat also die Amplitude C: lE und die Phasenverschiebung
c : * 45o, od.er mit anderen Worten: Die y-Kurve ist eine Sinuskurve

mit der Amplitucte /7 und ist o- f, in ni"htung der negativen x-Achse ver-

schoben. Rechnerisch kommt man auf dasselbe Ergebnis durch Umformen
der Gleichung fär die y-Kurve:

y : sinxf cosx oder da cosx 
- 
sin (90 * { ist:

srn x f sin (90" f x) oder nach Abschnitt F 1) fSeite 269]
: 2 sin (45" + x) . cos (- 45'). Da cos (-*) : f cos x ist,
: 2 sin (x f 45"):9.,15.
:2sin1gfa5")2!2

y : y, sin (x f 45").

Kontrollzeichnung : Bilal 415.

Biid 415

Die algebraische Summe zweier Sinusweilen mit ungleichen Perioden
{_d. h..ai9 {requenzgn sind verschiedenl ergibt keine Sinu§welle. Dies möge
der Einfachheit halber an folgendem Beispiel gezeigt werden (Bild al6): 

-

Beispiel: Es ist die Summenkurve
y:3sinxf sin3x zu zeichnen.

y, = sinx
Jl: y? = cosx
lll,y = yr*yz

>(
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I: Yr = 3sinx
ll' yz ' sin 3x
.U,y=yttyz

,,/.\

Bild 416

Die Summenkurve y:3sinxf sinSx ist keine Sinuswelle. Sieistpe-
riodisch um 2 ni sie stimmt mit der Sinuswelle h : 3 sin x überein in der

Periode, während Iz : sin 3 x die Periode 
zgnhat.

b) Das Proilukt zweier Sinusfunktionen

Die Gleichung

y : Asin (x f a)'B sin (x * b)

läßt sich als er'ne Kurve darstellen.

Auf Seite 286 wurden die beiden Sinusfunktionen y1 : A sin (x * a)
und y2 : B sin (x * b) durch Addition zu einer dritten Kurve y : h * Iz: A sin (x * a) -l B sin (x * b) zusammengesetzt. Hier sollen dieselben
beiden Sinusfunktionen y, und y, multiplikativ zu einer 3. Kurve zusammen-
gesetzt werden, so daß

I:y .lz:Asin(xf a).Bsin(xf b) ist.

Die Ordinaten y dieser gesuchten 3. Kurve findet man, indem man die ent-
sprechenden zur gleichen Abszisse x gehörenden Ordinaten y, und yz dt-
einander multipliziert. Führt man dies für eine Reihe von Punkten aus
und verbindet die neu erhaltenen Punkte, so erhält man eine Sinuskurve.
Im Bilde 417 sind durch i!{ultiplikation der Ordinaten der Kurve I und II
an beliebigen Stellen die Ordinatenwerte der Kurve III berechnet. Man
sieht, daß an allen den Stellen, an denen entweder die Kurve I oder die
Kurve II die x-Ächse schneiilen (wo also yrbzw. yz:0 sind), auch die
gesuchte Kurve y die x-Achse schneidet.

Daß nun abet ganz allgemein die erhaltene III.
'Werte von A, B, a und b stets eine Sinuskurve ist,
nerisch bewiesen werden. Gleichzeitig sollen die
ergebenden Sinuskurve untersucht werden.
Mathematik Teil 2

Kurve für irgendwelche
möge nachstehend rech-
Eigenschaften der sich

19
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Nach Seite 269 ist:
coso( - cosP : - 2rir"!z0ti" f oder:

cosB- cos,, : 2sino+oP. rio";P .

Setzt man in diese Gleichung folgende Werte ein:

Y!z! :x+ a; Y r! :x+ b. Und somit:

a.:2x*a*b,
§:a-b'

so erhält man:
cos(a - b) - cos (2 ** a + b) : 2sin (x* u)sin(xf b).

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit S und nach Seitenvertau-

schung erhält man:

Ä. sin(x* a). Bsin(r* b) :4f rou(u - b) - Tcos (2 x* a -| b)

Da aber ferner:

cos / : .t" (ä - z) tsi"u" seite 2461 oder

- cos / : tu (z - ?) *'' so kann man setzen:

- f;9"o, (2 x *a + b) :f; .in (z * + " * o _Z)

:f;ui,r["*](,*o-ä)]
Setzt man schließlich oo"ht ArB 

cos (a - b) : 
" [: constanter Wert],

so ist:

I l rio (* * a) . B sin (x * b) : c * 4f i" z 
[x + -]- (. * . - ;)]

Der Inhalt dieser Gleichung drückt sich folgendermaßen aus:

Das Produkt der beiden Sinusfunktionen y1 : A sin (x f a) und
yr : B sin (x f b), die die gleiche Periode aber verschiedene Am-
iriitrdor, (nämlich A und B) [aben, ergibt wiederum eine Sinuskurve,
äeren Wellenlänge halb so groß ist wie die der einzelnen Sinusfunk-
tionen. Die als Produkt sich ergebende Sinuskurve ist um den Betrag

AB
":=i 

cos (a - b) parallel zur y-Achse nach oben oder unten ver-

schoben, je nachdem c größer oder kleiner als 0 ist. Ihre Amplitude ist

#. ," waagerechter Richtung ist die Produh-Sinuskurve um den

Wert | (a + b - [) gugu.rüber der Sinuskurve mit der Gleichungz \ zl '
AB

y. ::'t: sin 2 x verschoben.
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Beispiele

1. Die beiden bereits auf Seite 286 behandelten Sinusfunktionen

r.:3 'i" ("- ä) ""u
yz:2.'" (" - ä)

sollen multiplikativ zu der Kurve

r : 6 sin (=- ä).,i" ("- ä)
zusammengesetzt werden.

Zei,chnerische Lösung: Bild 417

'I: yr = 3 sin (x - rla)
II: yz = ? sin (x -frb)
lll'y=yt.yz
= ?,598 + Ssin (?x -r,

+5-

t4

+f,

0

-2

-,

IZT-\\

Bitd 417

-__-_./

fm vorliegenden Zahlenbeispiel ist:

Ä:3; ":-ä; a+b-;:-t-#-;:-"
B:2; f :-är ":$cos(a-b):Bcosä:iy*

Mit diesen'Werten ist:

r:6sin("-ä).,i"("-ä)
:|lr+3sin(2 x- n)

: 2,598 * 3 sin (2x- n)
l9f
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2. Es soll die Kurve y : sinz x gezeichnet werden.
Lösung
Die gesuchte Kurve läßt sich als Produkt der beiden untereinander glei-

chen Sinuskurven y1 :sinx und yr:sinx darstellen. Hier ist A:B:1
und a : b :0. Setzt man diese Werte in die Gleichung:

y : +cos (a - t ) * §r sio (z x+ 
^ 
+o - ;)

ein, so ist

Y :+cosof j'i" (zx + o+ o - ä)
:j+j'i"(2"-;)

Ergebnis: Die gesuchte Kurve y: sin2x (Bild 418) ist eine Sinuskurve

mit der Amplitude j. fnr" X'requenz ist doppeit so groß (oder ihre Wellen-

länge ist halb so groß) wie die der Sinuskurve y : sin x. Um die Kurve

I: sin2 x zu zeichnen, hat man die Kurve y : j sin 2 x zt zeichnen und

diese dan:r um die Strecke { i, ni"Utong der positiven y-Achse und um

die Strecke f, U ni.nt"ng d.er positiven x-Achse zu verschieben.

Bild 418

v



Zusammenstellung der Lehrsätze und Formeln

Die halbfetten zahler, weisen auf die §eiten hin, auf der die betreffenden Lehr-
sätze bzw. Formeln bewiesen bzw. abgeleitet sind.

Teil I. Geometrie

Dreieek: Die Summe zweier Dreiecksseiüen isü stets größer als die dritte.Drei-
ecksseite:

a+b>c 18

Die Differenz zweier Dreiecksseiüen isü stets
kleiner als die dritte Dreiecksseite:

c Bitd. +t9 - c--a<b
Die Winkelsumme in einem jeden Dreieck beträgt 180'

a+P+/:I8oo
Ein Außenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der beiden ihm nicht
anliegenden Innenwinkel:

ö:§+Y
Thalessatz: Der Peripheriewinkel über dem Halbkreis beürägt g0o

Die 4 Kongruenzsätze:
2 Dreiecke sind kongruent, wenn sie übereinstimmen in
I) 3 Seiten:

SSS-Saüz
2) 2 Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel:

SWS-Satz

3) 2 Seiten und dem der größeren von ihnen gegenüberliegenden Winkel:
SsW-Satz

4) I Seite und 2 gleichliegenden Winkeln:
WS\Y- oder WWS-Satz

Das gleiehschenklige Dreieck :
l) In jedem gleichschenkligen Drcicck teilt die Halbierungslinie des Winkels

an der Spitze die Basis in 2 gleiche Teile und steht auf ihr senlrecht.
2) In jedem gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel gleieh.
3) In jedem gleichschenkligen Dreieck geht die Mittelsenkrechte auf der

Basis durch die Spitze und halbierü den Winkel an der Spitze,
4) In jedem gleichschenkligen Dreieck wird die Basis und der \Yinkel an der

Spitze von dem Lot von der Spitze auf die Basis halbiert.
Die Yierecke:

In jedem Viereck beträgt -die Winkelsumme 360".
Im Trapez beträgt die Summe der beiden \Yinkel, d,ie einer der nicht

parallelen Seiüen anliegen, 180o.
fm Trapez ist die l\Iittellinie den beiden parallelen Seiten parallel,

18

18

20
2t

26

27

42

44
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_- 
Im Trapez ist die Mittellinie gleich der halben Summe der beiden par-

allelen Seiien ' 45
In.jedeLo Parallelogramm 4[l4g

sind die gegenüberliegenden Winkel gleich,
betragen die einer Seite anliegenden-Winkel 180o,
sind die Gegenseiten gleich und
halbieren sich die Diagonalcn.

Im Rhombus stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht. 4g
Im Bechteck und Quadrat sind die Diagonalen gleich.
Im Sehnenviereck beträgt die Summe zweier gegenüberliegender Winkel180". - 

6g
- Im Tang^entenvie_recE isü die Summe zweier gegenüberliegender Seiten

gleich der Summe der beiden anderen Gegenseitin-.

Der l{reis:
Die Mittelsenkiechte auf einer Kreissehne gehü durch den Miütelpunkr

des Kreises und halbiert den Zentriwinkel, dei aus den beiden nacL den
Endpunkten der Sehne gezogenen Radien gcbildet wird.

§reissehnen gleic!_er -Länge haben gleiChen Abstand vom Mittelpunkt.
Der Radius des Kreises steht auf der Tangente im Berührungspunkt

tenkrecht.
Die Senkrechte im 3erührungspunkt einer I(reistangenüe auf der Tan-

gente gelrt durc} den Kreismittelpunkt.
Der Zentriwinkel isü doppelt so groß wie der Peripheriewinliel über dem

gleichen Bogen.
Peripheriewinkel über demselben Bogen sind gleich.

_ D-er Sebnentange'{,enrilinkel ist gleich dem Peiipheriewinkel im gegen-
überliegenden Kreisabschnitt.

Umkreis: Die Mitüelsenkrechten auf dcn 3 Seiten eines Dreieclis schneiden
sich im Mitteipunkt des Umkreises.

Inkreis: Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich im

ö4
t)t)

56

69
60

61

l\littelpunkt des Inkreises.
Ankrejs: Die Ilalbierungslinie eines Dreieckswinkels und

winkel der beiden anderen Dreieckswinkel schneiden sich im
eines der drei Ankreise.

Flächeninhalte:
Quadrat:

der Außen-
Mittelpunkt

c_^2

Rechteck:
f:a'b

Parallelogramm:

Dreieck:

[a : Quadratseite]

[a und b : Rechüeckseiten]

f: a. ha : Seite X I{öhe auf diese Seite.

68

69

f :+.h":+Seite x Höhe auf diese Seite. Z6

-0.s:fnkreisradius xHalber Dreiecksumfang Zß
: )'s (s - a) (s - b) (s - c; JHeronische Dreiecksforpell. ZB

Trapez:

r: (+) .h : m .h: Mtteuinie x Höhe

Tangentenviereck:
f :Q.§: Kreisradius x halber Vierecksumfang- 81

Beliebige n-Ecke:
f : Summe der Inhalte yon (n - 2) Teildreiecken 82

zg
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Lehrsätze über

C

das rechtwinklige Dreieck:
Duklid:

a2:c.p
b2:c'Q

Pythagoras:
s,z Jr bz : ct

Eöhensatz:
Ii2:g.p

Bild 420

69

70

7t

tr'üLr irgendein beliebiges Dreieck gilt der
Allgemeine Lehrsatz des Pythagoros:

a2 :bz I e2 -2 o q, wenn a < 90"
:b'z+c'l2cq, wenna)90o

[q ist die Projeküion von b auf c]

Yerhältnisgleichheit, :

§trahlensätze:
1) Werden 2 Strahlen von 2 Parallelen geschnitten, so verhalüen gich die

Abschnitte auf dem einen Strahl wie die enüsprechenden Abschnitüe
auf clem anderen Strahl. 100

2) Werden 2 Strahlen von 2 Parallelen geschnitten, so verhalüen sich die
Abschnitte auf den Parallelen wie die zugehörigen vom Scheitel be-
grenzten Abschnitte eines Strahles. 102
Die Winkelhalbierentle im Dreieck teilt die gegenüberliegende Dreiecks-

seiüe in dem Vei'hältnis der anliegenden Seiten. f02
Die'dchwerlinier (: Verbindungslinien der Dreiecksseiüenmitten miü

den gegenüberliegenden Ecken) im Dreieck teilen sich gegenseitig im Ver-
hältnis 2: l. 106

Harmonische Teilung : Teilung einer §trecke AB innen und außen
in demselben Verhältnis, C sei der innere, D der äußere Teilpunkt; dann
ist AB durch C und D harmonisch geteilt, wenn:

AC: CB : AD: DB
x ist harmonisehes Mittel zu a und b, wenn

2ab
a,+b

x ist geometrisches Mittel (oder miütlere Proportionale) zu a und b,
went] a:x:x:b
oder 5 : /a.b
4 Ähnfiehkeitss§,tze:

2 Dreiecke sind ähnlich, wenn sie übereinstimmen
l) im VerhäItnis der 3 Seiten oder
2) im Verhältnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder
3) im Verhältnis zweier Seiten und dem der größeren Seite gegenüber-

liegenden Winkel oder 108
4) in 2 Winkeln.

Die Flächeninhalte ähnlicher Dreiecko verhalten sich wie die Quofuate
gleichliegender Stücke. 109

Sehnensatz: Schneiden sich 2 Sehnen innerhalb eines Kreises, so ist das Produkt
aus den Abschnitüen der einen Sehne gleich dem Produkt aus den Ab-
schnitten der anderen §ehne. 110

to

108

106

99
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§ekantensatz: Von allen Sekanten durch einen PunL.t außerhalb eines Kreises
bilden die ganzen Sekanten und ihre äußeren Abschnitte ein und dasselbc
Produkt. 110

Sekanten-Tangentens&tz: Schneiden sich eine Sekante und eine Tangente
eines Kreises, so iet däs Quadrat der Tangentenlänge gleich dem Produkt
aus der ganzer:. Sekante mal ihrem äußeren Abschnitt. 111

Goldener §chnitt oder stetige feilung: Eine Strecke a ist stetig geteilt, wenn
sich ihre ganze Länge a zu ihrem größeren Abschnitt x verhält wio der
größere Abschnitt x zum kleineren Abschnitt (, - ").Ganze Strecke Größerer Abschnitt
Größerer Abschniti 

: 
i(l.irr"r*. Al-,schniit

, : __*_
x &-x 172

Hieraus:
A, '.-x--;(Y5-l)- 2" 113

§atz des Ptolemäus: In jedem Sehnenviereck ist das Produkt der beiden Dia-
gonalen gleich der Summe der Produkte aus den Gegenseiten. 11S

R,egelmäßige Vielecke
Regelmäßiges Sechseck:

»6-r

§echsecksseite so: Radius des umbeschriebenen Iireises r 120

Regelmäßiges Yiereck:
as,: ryT 124

Vierecksseite : Verbindungslinio der Endpunkte zweier aufeinander senk-
recht stehender Durchmesser Ces umbeschriebenen Kreises.

Regelmäßiges Zehneck:

- r'.trtE_ t)"ro_T\
Zehnecksseite : Größerer Abschnitt des süetig geteilten Umkreisradius. 120

Zusammenstellung: Seite 129.

Kreisberechnungen
Ludolfsche Zahl:

[reisumfang:

Ereisinhalt:

n:3,14759 ...

U:zd:2nr
I a : I(reisdurchmesser

r' :'*d':rr., l' 
:I(reisradius

181

130

139

[reisring-Inhalt:

F : '*'' -? f : nfiz - nyz 
ü

: z (R, f r) (R -r) 135
:rzdms

. D+d D-ddm: 2 ; s: 2 tBO
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Kreisausschnitt oder Sektor:
--.,oBogenlänge: O :'i;0,

f :!:'o":b''Inhalt: _ g60. z

Kreisabschnitt oder Segment:

rnhau:,_r(b_!)*sh:f(rä&_.*r) M2

r : Kreisradius; b : Kreisbogenlänge
s : Sehnenlänge; h : Pfeilhöhe; p: Zentrirvinkel

Schwerpunktslagen:
Der Schrverpunkt einer Streeke ist ihr Mittelpunkt.
Der Schwerpunkt einesDreiecks ist der Schnittpunkt zweier §eitenhalbieren-

den. Er liegt im Abstand. j U oon der Grundlinie. 146

Der Schwerpunkt eines Trapezes mit den parallelen Seiten a und b und der
Höhe h hat von der Seite a den Abstand:

"+2\' 3 e+b
Der Schwerpunkt eines Kreises ist der l\fittelpunkt.
Der Schwerpunkt eines Kreisbogens hat vom Mittelpunkt den Abstand

Radius X §ehne r. s
Yo: nog",,, T)

Halbkreisbogen-Schwerpunkü hat vom Mittelpunkt den Abstand
2r

Jo: n'
Ealbkreisflächen-Schwerpunkt bat vom Mittelpunkt den Abstand

4r
Io:Bx..

Teil II. Stereometrie

Eulerscher Satz füLr konvexe Vielflache:
eff:k{2
Eckenzahl { Flächenzahl: Kantenzahl * 2

l) Ebenflächigo Körper
V: Volumen; O: Oberfläche,

Quailer: V:abc; O:2(abfacfbc)
IYürfel:

V:a3; O:6az
Prismen:

V: g.h : Grundfläche x Höhe
Schief abgeschnittene gerade Prismen:

V : N.hO
N = Normalschnittflache
ho : Abstand der Endflächenschwerpunkte

Pyramitlen:
II

\- : , c.h : ; Grundfläche x Höhe

138

139

146

148

t4g

149

1ö0

159

160

162

166
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Pyra,midenstumpf :

u:*o(n1/ffian.)
h: Eöhe; F: Grunilfläche; Fr: Deckflache

Prismoiile oder Prismatoide:

y: 
ä(F + 4rvr + Fl)

h : Höhe; F: Grundfläche; Fr: Deckfläche
M: Schnittfläche in halber Höhe

Obcliske oder Pontone:

V : *tZab f arb f ab, f 2a.br)6'
h : Höhe: Rechtecksabstand
a und b : Kanten des Grundflächenrechtecks
a, und br: Kanten des Deckflächenrechtecks.

5 Platonische [örper:
Tetraeder
I{exaeiler
Oktaedcr
Dodokaeder
Ikosaetler 158 und

2) Krummflächige Körper
V: Volumen; O : Oberfläche; trf: Mantel.

Gulilinsche liegel für Rotationskörper:

168

tß7

170

t7t

M:l'2nre,

Y:f'2nrs,

Zylinder:
y:nrzo:,our,O \

M:Znrh:rzdh
O:2nr(r{h)

Schräg geschnittener gerader Kreiszylinder:

Y :n.'h' t hq

2
M:nr(hrfhr)

Zylinilerhuf :
.)

V: lhr2
D

M:2hr
Hohlzyliniler:

V:zh(R2-12)
:zhs(2ß-s)
:zhs(2rfs)
:2zhsq

I : Länge der rotierenden Linie
rs, : Schwerpunktsabstand der ro-

tierenden Linie von der Drehachse
f : Inhalt der rotierenden Fläche

rs, : Schwerpunktsabstand der ro-
tierenden Fläche von der Dreh-
achse. 179

h: Höhe
r : Kreisradius
d : Kreisdurchmesser.

hr : kurze Zylinderseite
hz : lange Zylinderseite
r : Kreisradius.

h : Eufhöhe
r : Normalschnittradius

h : IIöhe
R, : Außenradius
r : Innenradius
s: R-r: Wandstärke

P --r.o: ^'=' ' : mittlerer Radius-2

t7s

180

180

181

181

182
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Kegel: r I
v:;nr2h:irndzh

II:zr.:j,,a"
: nr{,,Tiz

O:zr(r*s)
ßegelstumpf :

IV:ä"h(R,+R,r*12)
M:ns(Rfr)
O:z[R2*r'*(R f r)s]

Kusel: n -:1rr4'v :52r": 
t

O:4n12: ndz
Kugelabschnitt oder Kugelsegment:

v:1ry(3r-h)
_ rh' ,,

6 (rd-2h)
I:ä"h(3asfh,)

Kugelausschnitt oder Kugelsektor:
a,

v:5arrh

: lz d'zh
{j

Kugelkappe:
O:2nth

[ugelschicht:

v:+(Ba,*Bb,+h,)

Kugelzone:
M:2nrh

Hohlkuqsl '"t
v :;z (Rs -P;

:T1o,_6,1tt'
Hohlkugelousschnitt :

t -2 -hu:Er;(Ra_ra)

Zylinilrischer Ring:
Y :2',zgrz

nzD d2

4

h : IIöhe 183
r : Giundlireisradius
d : Grundkreisdurchmesser
s : Mantellinie 184

R : 1 Radien der parallelen
r: I Endflächenkreise
h : Kegelstumpfhöhe
s : Seitenlänge

r : Kugelradius
d: Kugeldurchmesser

184

186

187
188

r: Kugelradius 189

d : Kugeldurchmesser
h: Höhe des Segments
a : Grundkreisradius des

Abschnittes

r : Kugelradius 190
fl : Kugeldurchmesser
h : Höhe des Kugel-

abschnittes

r : I(ugelradius
h : Höhe des Segmentes

s,:l Halbmesserder
5: J parallelen Endflächen
h: Schichthöhe

r : Kugelradius
h: Schichthöhe

R : Außenradius
r : Innenradius
D : Außendurchmesser
d : Innendurchmesser

h: I{öhe des zum inneren
l(ugelausschnitt gehören-
den Segmentes

l) : Ringdurchmesser
d : Il,ingwulstdurchmesser
ß,: Ringradius
r - Ringwulstradius

191

192

193

193

tg4



300 Zusammenstel,lung .d,er Lehrsätze unil, Iormeln

Teil I[. Trigonometrie

.astlld:_
c

bcoso(: *
c

Bild 421

bga:

ctga:

a
T'

L zoz
a

, sin d. coa d,tg61-_ ctga:t"." cos d, - stn o(

l1
ctgx - tg"

tga.ctgoc:l
Trigonometrischer Pythagoras sinza f cos2« : 1

sin a : cos (90'- a)
cos c{ :. sin (90' 

- a)
tga:ctg(90"-o.)

ctga: tg(90"-oc)

214

215

210

30" 
i

ll
-xt :ti,

45. I 60"

l1
Tn §n

900

I

?:
I

0

@

o- 91,

§lD

I
2

y§

lrä

l*vr
)'
i*t"
l

lrE
l

*v,

ivt
*rr

bg

ctg

sin (1800 - a) : f sin cr,

sin (180' * a) : - sin a
sin (360" - a) : - sin a
sin (360o * a) : f sin a

cos (180" 
- o) : - cos o(

cos (180o * a) : - cos d
cos (360'- a) : f cos a
cos (360o * a) : f cos cr

tg(I80"-a): -tsotg(180"*a):*tsa
tg (360' - a) : - t-e "tg(360"fa):ftge

ctg (I80o 
- a) : - ctg a

cte (180o -|. a) : I at.o ,
ct! isoo' 

' ;i : -_ ;; ;
ctg (360o * a) : f ct! cr

*r,t

sin( 90'-a): fcosa
sin( 90'*a):fcos«
sin (270'- a) : -- cos o(

sin (270o * a) : 
- cos cc

cos(90o-a):fsina
cos( 90o*a):.-sincr
cos (270'- a) : - sin a
cos (270o * a) : f sin a

tg(90o-a):*ctga
tg( 90'*a):-ct[a
tg (270" 

- a) : + cts d
tg (270' * cr) : - ct[ a

ctg(90o-a):ftga
ctg(90'*a) :-tgo-
ctg (27O" 

- a) : { tg a
ctg(27O" * oc) : -tgq

245
und
248

d.

d.



Zusammenstellung d,er Lehrsdtze und, Xorm,eln 30r

sin(-e):-sina
cos (- o() : f cos a
tg(-")--tgd.

ctg (- oc) : - ctg a
Nur der Kosinus eines negativen Winkels ist positiv.

§inussatz:

2it5 unil 246

250

a*b*cs:-f

251 und 253

a2:b2*c2-2bccosa

b2:a2*c2-2u,c"osp i

c2 : a2 + b'- 2 ab cosy

Dreiecksirhalt:

T':1'1'"; I' I
2 ny :zbcslnc, :2-acsrn1 

ze+
Äilditionstheoreme :

sin(a fp): sinacosB f cosa sinB sin2a:2sinacosa
sin (z - f) : sin cr cos p 

- cos a sinB
cos(a f0): "osacosp-sinasinp cos 2a: cosz a-sin2a
cos (a - 0) : cos a cos B f si. «.sin B

a sina , c bi-: ^ oder -^:d:Umkroisdurchmesser
D Srn p stn c. stn p
a:b:c:sina:sinp:sin7

[osinussotz: Ealbwinkelsotz:

w; ;/t. 
!§" o;

ß*: /,';Ä':il
wL 1/";är; "

*^- ,tgfr
tg(af §):ift"wp

+.n.-tgpts(o-p) : f"i1g"rep
^ a-f ß t-Bsrn0(+slnp==!s1n 2' cos -r'

t-B aIBsina-sinB : 2sin? r" cos* j t

cosa f cosp : z.or" I 
P 

"or" ; 
§

cos cr - cos p : - 2 sin'' :f,p rr,-f-l
Mollweiilesche Forrneln :

tg2 a : ,':'rh
2ß5

269

" t_!:
c

a- Bcos;

a)-B
a+b tci
a-b a-dt8z

. a- 0- stn _a- b 2

ofo"orf,sinf,
Iangenssatz:

275



Lösungsergebnisse iler Aufgaben

(Die halbfetter Zahlet geben dio Seitenzahl an)

Teil

l)a)2
b)4
c)3

2)al3
b)6
c) l0

3)a)B
b)6
c) 10
al) 15

e1 ]1n- ry

4)6
2n

5) a) 55'
b) 145'
c) 35o

6) 135'
45"
1350

7) 90'
8) 60"

1200
9) a) 90"

b) 180'

2I) Auf der Mittelsenk.
rechtenaufAB 22

22) Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten auf
ABundBC

23) Die 3 Punkte fallen
in I Punkü zus&mmen

24) 65"
25) 40"
26) a:150'

§ : t}o"
27) Weil af b:c ist,'Esmüßda*b>c

15) a) 45'
b) 35.
c) 30o
d) ul2

t6) 8"
17) a) gleich groß

b) gleich groß
c) zusammen 180o

18) a) 110'
b) I30'
c) 180" - a

t9) 8"
20) nicht

sein
28) a) 80"

b) 30'
c) I00o
d) 70"
e) 75o
f) Unmöglich

29) u: §:45'
30) g,2
31)a:f:I35"
32) a:30'

0:60.
? :9Oo
Zeichendreieck

33) d, :45"
d:: 135"
dz :45o

€r : l05o
ez:7 5"
61: 90o

6g: 90o
34) 80'und 100o
35) Auf der Mitte

Ilypotenuse
c*:,

36) ar: |460
fu:120"
h: I00o

co,) t
120o bzw. 60"

38) d ABD:60o
<ACD:120"
<DAC:30o
+caB:60'

40) p: d
4l) a) 120'

b) 108'
c) I35o
d) 150"

42) so" + +
43) a) 75"

b) 55"
c) 45"
d) 40"
e) 10"

f) 90.-z,2
44) a) 160'

b) 140"
c) 90'
d) 60"
e) 20'
f) 180"-2cr

45) +

c) 90o oder 270o
d) 0" oder 360"

t0) 135"
ll) a) 6"

b) 30'
12) a) I80"

b) 75"
c) l05o

t3) I30"
M) a) 20

b)e
c)5
d)3

")+
48) a) 115", 65o, lISo 46

b) g0o, 100o, g0o



Lösungsergebniss e d,er Aufgaben 303

c) (180 
-d), 

d,
(ls0 - a)

49) a) 140", 120"
b) 90o, 150"
c) (180'- a'),

(r80" - p") 46
50) a) d: 140'

b) Y: d: l40o
c) a: L20o,

§:120", d : 60"
5l) a) Beweglich

b) Starr
c) Parallelogramm
d) Nein; allgemein.

Viereck
52)

"lP1Yt0 , 170

53) 105o, 75", L05",75"
54)+CAB:60.

<ABE:120"
{BEC:60.
<ECA:120'

55) l. Trapez: 10 cm,
9cm
2. Trapezt I cm,
8cm
3, Trapez: 8 cm,
7cm
4. Trapezt 7 cm,
6cm

56) 5 cm
57) 60" 120o,60", l2o. 47
58) 10, 15, 10, 15 [cm]
59) Winkelhalbierende

des rechten Winkels
60) 25 s
61) Rhombus

60", 120", 60o, l20o
62) y: d: 105"
63) Rechteck

1r,-r'r,,-^b
o \r r !1, uuu;
AZ

64) 25 mm, 45o u. 135"
65) 60'
66)4m

48

67) a) d BMA:72"
b) d cMA:144'
c) d DAC:36'
d) 180"

150
t30
r10
90
70
50
30
IO

30
50
70
90

ll0
130
150
170

d

i70
I50
r30
tI0
90
70
50
30
t0

l0
30
50
70
90

r10
130
r50
r70

e)<ABC:108'
{BCM:54"
+cMA:t44"
<MAB:54'

900 
'

b:a*c

":+(a-b)

97) 50 mm
98) 17 m

Auf der Mitte v. AC
99) 6m

100) a) 2 r
b)l*rundl-r

101) 2l cm
102) y : r§Qo

d: 40'
103) 45'und l35o
104) Halbkreis 66
105) a) Quadrat und

Rechteck
b) Gleichschenkl.

Trapez
c) Quadrat u. Rhom-

bus
d) Inkreis

106) ?5 mm
107) 35 mm
t08) AD : he, BE : hu
109) x:2r
tl0) 30"
lrr) 13,6 t 91
1I2) 80 cmz
113) 144 cm2
114) a) 105 x 148 [mm]

b) 64 Stek.
ll5) a) 43 cm2

b) 169 cm2
c) 250 cm2
d) bh-(b-d).(h-2t) oder

dh+2r(b---d)
116) a) d(2b-d)

b) bü+d(h-r)
c) arIf 2t(b-d)
d) ab-de
e) 2bt+d(h-2t)

ll7) a) zoEoderT2#
b) 100m S2

f18) a) 3 tr'Iächeneinh.
b) 2 Flächeneinh.
c) 4 tr'lächeneinh.
d) 1 Flächeneinh.
e) 3 tr'lächeneinh.
f) 2 Flächeneinh.
g) I Flächeneinh.

ll9) a) 6fl:(a-c)
.(b 

- d)
b) a) d:3

B) c: 10
y) b :20
ö) a:27

120) a) bleibt derselbe 98
b) wfud kleiner

68)
6e)

70)

7t) 60" 63
72) 72"
73) r
74) a) 0,785 cmz

c)

b)+
0

75) 45"
76) a) d: 33 mm

b) d:D-2s
77) Rhombus
78) 350 mm
79) 5570 mm
80) a :300 mm

I8r); (D-d)
82) 37 mm
83) a) Kreis m. Durch-

messer
D:dafd

b)Dt:da+2d
84) a) Berühren sich von

außen
b) Meiden sich
c) Schneidensichvon

außen 64
d) Berühren sich von

tnnen
e) Schneiden sich

von innen
f) Exzentrisch ohne

gemeinsam. Punkt
g) Konzentrisch

85) a) TdB: I5p
T dW: 14p

b) GS:37p
KS:8 p

I
86) r(a-b)
87) *z 183 mm 84
88) a) 20 m

b) 10m
90) Auf der Verbindungs-

linie MMt
93)a:I5mm

tr:45mm
94) a) 90', 120o, 90o, 60o

b) 2r
c)r

95) 180" -a; Ja!
96) 120 mm



304 Lösungs er g ebni,sse d,er Aufgaben

l2l) ha ry 3,5 cm
l* x 5,2 cm
fx2lcmz

122) 750 mmz
I23) 12 cn12
124) a) 2500 mm

b) 2300 mm
c) 1150 cmz

125) a) 42 cm2
b) 2cm
c)pn:7cm

ga:42cm
gc:3cm

126) a) 24cm2
b) I0 cm
c) 4,8 cm
d) 24cm
e) 3,6 cm

6,4 cm
127) a) :0,5 Flächen-

einheiten
b)
c)
d)

e)
f)

s)
h)
i)

k)
1)

:3 Flächeneinh.
:3 }'lächeneinh.
: 0,5 tr'Iächen-

eiuheiten
: I tr'Iächeneinh.
: 1,5 Flächen-

einheiten
: I f'Hcheneinh.
: 2 tr'lächeneinh.
:2 Flächeneinh.
: 1 tr'lächeneinh.
: 1,5 tr'lächen-

einheiten
I

128) s:rvt

v: -S94
129) 36,5 c--2
130) 16,5 cm2
I3l) 156 cmz

ß4 :4y 3

I33) 104 cm2

134) a; a /3 ; 0,866 a2
13ö) 13,2 m..,'
136)

a lb c

Bild 424

r40) A_c : P_: 7,2 m 
IAD:BD:5M

I4l) c2 : 4 (az -hz)
^ .', 

142) e2 +f2 : 4sz 
1969t-- c2
L'U

l{3) a2+b2:t-'+2*i
2f

144) dz f s2: 2 (a'z f b'9)
lo

I45) x:'"; o'

t/^:^L^ D:rl /oö\
I (siehe Bild 422)

9ö 
t +c) Aus (a - x)2 - x2

; :ab folgt
1x:-(a-h)2'

(siehe Bild 423)

147) Ausx2-(a-x)'
: (ivr)""r'

o,X: -A4
148) x: a([z-t)

+Zr

Bild 425

Bild 426

f :6 
l

hc:2,4)
s:6 

Iq:l 
l

137) 5 cm
138) 3 cm
139) 2 mm

84 i Z+o [cmz1
6,72l14,tlcml
28 40 lcml3 I 6[cm]

149) x: u_ 21/,, 2,
llsiehe nild a2+;

irso; ":\wz-u
(siehe Bild 425)

- -- 1IDI)x:er 97

| 1riuh" sita +zo;

BlId 422

Bild 423
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r5e) Rr:|[-r,,+.3
R2: r'z 

ll:-ri {4
B,. : R, : r1': 11

160) a) 4: I 115
b) 2:1

16l) a2 + b2: c2

Bitd 427

BiId 428

Bild 430

er: |rc
laztr$z:se

f;wu -rl
a) x:8
b) (siehe Bild 428)
c) (siehe Bild 429)

162)

163)

164)

165)

r66)
a) (siehe Bild 430)
b) (siehe Bild 431)
c) (siehe BiId 432)

167) a) 0:4
b) 3:2

168) 2: I
169) a) 3: 2 116

b) 9:4
170) l0 cm
I71) 240 mm
l-tz) LC: 9 cm

CB:6cm
AD:45cm
DR:30cm

173) 51/3
I74) 0,5 cmz 133
175) 0,0314 m'
176) 11,3 mm
i77) a) I,3 t

b) 5,02 r
178) 6,3 mm2
r79) U :6,284

F == 3,142

BiId 431

r54) AB : lI,8 m
CD : 26,6 m
Etr' :39,2 m

155) AB:24m llil
CD:38M
Er':t9m

156) (1) : (2) : (3) : (4)
: 3,25 m;
(5) : 1,25 m;
(6) : 2,5 m;
(7) : 3,75 m;
(8) : 3,25 m;
(e) : 3,e m;

(10) : a,3 ^
157) 12 cm
158) a) I[öhensatz

b) Euklid

I80) a) 9 m'
b) gre? *l
c) lA,4rnz
d) I1,4 m2

i Kreis
] tstl so,r cm
r82) r9,5 t
183) 20 cm 134

I
r52) x:7r
(siehe Bild 427)

153) 50 m
Uathematik Teil 2.

184) a) 19,64 cm2
b) 78,54 cmz

1:4
185) 4mal
186) 11,08 cmz
187) 0,1927 dm,

188) zR2+9RL -!!' 2
189) 857 cm2

20
1181

Bild 429

Bild 432
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190) 0,49 cmz
I91) - 3440 ke
lSZi +O Stch.;- 215 cm2;

21,5o/o
t93\ 2t,5o/o
lg4)d:7Icm;

F :0,396 m2 136
I95)s-15m
196) 37,7 m
t97) 17,30Ä
198)

J
Bild 433

199) Kreis: 63,62 mmz
Quadrab: 64 mnlz

200) s-2,2km
201) - 3180 Uudr.
202) 500
203)a)»:l/ai+dl

b) Pythagoras
c) D:50mm

zo+) a) i .) ä
»+ d)T 188

205) a) ISor' 
- 57,3'

b) 36q 
- ll'1,6'

T,

") 
45'. x 14,3"
fr

206) 34,14 a a: 107 [mm] ,

207) a) 4nr : 12.57 r
b) 4nr : 12,5i r

203) II0 z - 345,6 fmrnl
2OS) t :6 z - l8,S4 [mm] 2iS]

rn:6[mm] 139

210) a) do: 160; m:4 )' ri ä: so; t:7o L,o,
c) z:5O: m:70 "'"t
d) d6: 240;

t:LZn
e) m : 2,5;

t:2,5n
211) 1200 z a: 3770 [mm]
212\ f :31,4cm2' 

b : 6,38 cm I40
224)

2r3) ,:f,f[:o,tot,
R: , i,[ : ],414 s

2a:s(t+/E-): 2,414 s

2b:s(zVT-t): 1,828 s
o

Ü:;nY2's
: 6,66 s

r :;(5n-21
: 3,-13 s2

214) a) u:-r(r-*frZ)
: 72 [mm]

b) F:12 (32-I

- "yr): 398 lmm'z]
2L5) U: ltt -3,142r

r:'- rn-115)
l,\

: U,'/Uc 1"

21Ä\ +(+-'): 0,286

is,* ' 148
224) a,) h:100 mm

b) se346 mm
c) Fe2.16cmz

i 216)
I

I

I

I

I

l zri)

I

tzzg)

230)

U:1a"a: 1,57 [m]

F:ä_, (72-6Y3)
: 0,174 [m2]

2a:3r
: 300 [rnm] 141

2b:r(4-1ß): 226,8 [mm]
sU:E,zr

: 838 [mm]

F : 12 (r"_lrrr)
: 5.{I\ [cm21 

- /

r:3r2(ryt_;)
: 39,2 [cm2]

R,.
U : 9 \10:r*24113)

: 8,11 R;

,l -_225)a)s:;YB
b) r20'
c) 0,15 d2 144

d _.-
22ö) a) nllt

,. d,Dl I
c) 0,286 d2

227) ai ;VZ
b) 9y3'ti'

ncz
")E
d) ;1/t

-2

");(12-3/3)
228) a) 90"

b) 144'
c) 102
d) 15
e) 140o

Zb-f3)-0,71s2

{t+"-etrr)
sz 1,23 rz

Teil II

azr: r, (ttr+48Y3) 
I

: 4,36 R2

Die 3 Figuren haben i

gleiche Umfänge und 
i

I nhrlte i

2 ns 142.l

1)6mz
2) 27 ctlg
3) 4mal
4) Smal
5) 50 em2
6) 50 mm
7) 8,6 kg/dm3
8)a) 30g

b) 120 g
c) 320 g
d) 985 g

9) 1950 cms
1,95 dm3

10) 168 kg
11) 7,E5 kg/dmS
12) 8,9 kg/dm3
13) 400 r

1?1

172

221)
l

i oor\
J
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14) a :400 mm
h :200 mm

15) 5,83 m
16) 36,7 kg
17) a) 12500 cme

16000 cm3
13500 cm3
8000 cm3
2500 cm3

b) 100 mm
c) 1 :4 178
d) 1:6

18) 70 l
19) 19,7 mm
20) 3,24 t
21) BiId 284: 13,2 kg

Biltl 285: 8,83 kg
Bild 286: 0,54 kg
Bild 287: 0,71 kg

22) G :615kg l?4
23) 2700 mg
24) a) 2650 ma

b) 233 m'?
25) a) 15000 mm3

b) 17000 mm3
c) 20000 mm3

26) a) Prisma 22500 cmg
175

b) Prisma 18000 cm3
c) Prisma 15000 cm3
d) Prisma 15000 cm3
e) Keil 13 125 cmg
f) Keil 13000 cm3
g) Pyramide

10000 cnrs
b) Pyramidenstumpf

17 500 cm3
i) Obelisk 14500 cm3

27) a) O: a'z.yi 176

b) H:gya
.1

A3
c\ Y:!-V2' t2'

28) a) e:72
! 

- 
1/

1- 
- 

oa

b) e*f :k+2
c) 6 QuadratefS

gleichseitige Drei-
ecke

d) o:ar(3a/5)
: 4,73 a2

e)V:5ag,6

30) a) O :273 cmz
b) h:7,1 cm
c) V:236cma

31) O:a'(1+yT)
, 

-a'tl6r -2.t A

-3v ::-v 26'
32) a) E :tV,

b) O : 2a2l[3

c) V:;Y,
33) 288 mm3

34) ]abe li7,6

35)a) F :|o{to, -y +i,

blv:ahIß,2
36) 40 cma

80 cma
37) a,) e:8

k:16
f :10
eff:kf2

b) h:-:l/3, 2,

") H: ii,S
d) NI: ; (1 I ,'2)

-4
e) v:;vT.

(t + /z)
38) a) e:6; k: 12;

f:8
6+8:12+2

b) h : ; y3
:_c)II:|[6i_d)I{:Tu'fS
I-

e) v: jYz""
39) 142 kg 178

78 kg
40) 960 mg
41) 830 m3
42) = 6130 m3
43) 39,5 kg f94
44) 3,96 kg

45) 500 m
46) D:147mm

H :294 mm
47) 412 dm3 27,5o/o
48) 1885 m'?
49) 94257 9,43t 195
50) a) b: a

b) 1:1
5\) t::. 4 mm (3,978 mm)
52) 750 g
53) x40g
54) 72,7yo
55) 2OoÄ
56) 28,4 kg
57) 5,9 kg 196

5s) v: f r,, *,,1
I

-:d3:95.1 
cme

d

59) a) b: a
b) b:a

60) a) 50 mm
b) 4772 mmz
.c) 50 mm
d) 188,5 mm
e) 216"

61) x:142mm
62) a) s lg7

b) zs

zo) |as

c) ns:2nr
d) s:2r
e) gleichseitig

63) r:10cm
h: 38,7 cm
V: 4053 cm3

1

6a) a) 5
b)l,4

65) 4,05 m3
I

66) v: i G.H
I

67) Y: inat
68) V:402 crna
69) a) V:162[cm3]

O:362[cmz]
b) V:12nfcmll

O:24n1-cm2)
c) V:9,62[cm3]

O:1.6,82[cm2]
- -3

70) v :'"^ v, 198,b
O: fi^2V,

71) \'/ : I,744fmt)
G : 13,69 [r]

20*
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72) a) x 740 dm8
b) x5,4t

73) *t 1,,5 kg
74) Y :1916 [cm3]

M : 850 [cm'?]
O :980 lcm'?]

75) 6,3 r
76) 0,81 kg
77) 26,2 kg 199
78) 78,6 cmg
79) 2,8 kg
80) a) 0,75 kg

b) 55,7 kg
c) 1,42 kg
d) 6,6 kg
e) 123 kg
f) 0,14 kg
g) 0,14 kg
h) 5,35 kg

81) 125 kg 200
82) 0,5 g
83) 61 mm
84) 11,1 kg
85) 48%
86) a) 1:8

b) 1:4
87) a) 8

b) 27
c) na

88) 0,5 201
t

89) nnrs
3:1

90) a) z rB

t
b) jzr3
"Lt2

,el) ;d
3

92) a) p : r /6: 1,82 r
b) Or:9712

Oz: 6'6 nrz
c) Ot:Or:15:11

93) 1 :2
94) 7:2:3
95) 97 gt 202
96) 3,8 kg
97) a) 819 z [cm3l

b) 563 z [cm8]
c) 310/6

98) 286,5 kg
99) V:24,3nfdm?l

O:302[dm,]
100) V:452[cm3,]

O:36 nlcmzf

102) a) h:8 cm 203
b)a:b:3cm
c) V-495fcm3l
d) Oe308[cm,]

I
103) x:!r

,
104) H: ; D

TeiI III

9) a) 5 cm, 8,66 cm
b) 21,65 cm2

10) 2asin d,2
11) 4790 mmz 282
t2) 1.,23 12

13) 0,69 r2
14) a) 0,632 D2

b) 81%
.u

. rsrnz
I5) al o

aI + sln,

. 180r sIn nb)o:-
. 1801+81n.-

n
16) 4,612 288

.180 dI'l) srn 

-:
' n D+d

18) 60'
19) 3,64 d
20) 0,033 s2 re 7,5o/o 2U
2l) 47'2{}',
22) x 620 mm
23) P1 : 1700 kg

Pa : 620 kg

24) Il,:2PcosY-'2
25) 7,3oÄ 285
26) a :73" l3' 260

§ :58" 27'
Y :48o 20'
tr' :2753 mm2

27) b :49 mm
c :59,6 mm
a :23"
F: 571 mmz

28) b:15cm
a, :59" 29'
7 :53o 8'
F: 84 cmz

29) c :29 cm
a :35'44'
? :85" 5'
I :211,7 cmz

30) c :61 cm
oc : 78" 10,6'
§ : 57" 12,2'
Y : 44'37,2'

3l) c :9,17 cm
d : 15,62 cm
F : 69,2 cmz
2(a2 {b2)

__c2+da

101) a)

b)

c)

1

4
I
g
n-1'n;

1) cos a:

ctga:

2) a) sinB:

cosB:

te0:
ctgP:

b) siny:
cosT:

t,o tt :

ctgY:

b
;
C

;
b
ä
ct
c

;
b
a
c

6
b
c

3) a:30'
4) sin cr : 0,88

cos a : 0,47
tg a : 1,88
ctg a : 0,53

5) a:10[cm]
b : 10 [cm]
c : 14,14 [cm]

h
6) tga:

h- ono
c
b
a,

a
c
a
D

§ln 0c :

ts§:

210

7) 5:R
8) x22m

231



Lösumgser gebnisse d,er Aufgaben

32) F: 70,7 cmz
I

33) F: fefsing
Flächengleiches Dreieck
34) B,:53,6 kg 26L

a:875; c:518;
q.:98"2I'; y:35"5L'
c:860; u:47o35';
fl:58"15';T:74"1o'
a:93; b : Il5;
c:72; a: 53o53';
§ :87'21'; Z: 38'43'
b:814; u:55"3';
0:79"20'; y - 15'3i'
a: 85; a :78o11';
fl:57'12'; T :41"37'
x :56o 20' 282
Xr:0o
xg : 45o
x : 18'20'
x :45o
r :30o
x :90"
xr:0o
xz: 45o

x :90"
xr :90o
xz :30o
x :45o

i 
oor

I

44)

',45)

a) 
-sinab) cos a

c) sin a

l-lss
lftga
a) 0,268
b) 0,3s3
c) 0,131
cos 90o :0
tg 90o: oo
cos x

-sinx/[sin x
sin (e - F)
cos a cos B

26e 
I 
5e)

I 
uol

I urr

35) 90' i

36j a) ctg (o* §) 268 ] ^ctgcr'ctg P-l 4ö):-igPi"ts - lazl
b) ctg (c. - p) " 

I *31
_cLga"tsB+l ;il-ntgBlctga l"-'

32) cts 2o:9tg'd-! 52\
- ' --o - -' 2 ctga 54)
38) ctg 3 cr

.ü&-Bctga155)
3 cbgz a- I - SO)

39) a) 0,259' aj d,zss I ,rrc) 0,966
d) 0,966 

i 
usl

e) - 0,707 
i

c:7I: a.:73"13'; i

§ :58"27' S78 la:197; §:55'lO'; I

y :8lo20' 
Ia:3S2; b:327l i

u:54"21'; § :4a'5' 
)b:17: c:72: i

F:39.43'; y:78"t2,)
b:674; c:5I4: 

1

p :90"27'; y :49'41'l

62)

63)

64)
65)

66)
67)
68)
6e)
70)

7t)
72)

73)

309
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Sachyerzeiehnis

(Seitenzahlen mit * weisen auf Übungsaufgaben hin)

Ädditionstheoreme 261.

Ahnlichkeit t00ff.
Amplitucle 283
Analytische Geometrie 1

Ankteis 52, 61, 77
arcus 205
Archimedischet Satz 201*
Archimedisches Prinzip 173*
Außenwinkel 20,23*

Bestimmungsclreiecke regelmäßiger
Vielecl<e 116

Bervegung, gleichförmig beschleunigte
94*

Brinellsche Kugeldruckprobe 95*
Bogenhöhe 230
Bogenlänge 138, 231

Cartesischel) I(oordinaten 235
Cavalierischer Grundsatz 160, 179
Cosekans 207
Cosinus 207
Cotangens 207

Dachbinder 95*, 114*
Dachfläche, Neigung 22*
Darstellende Geometrie 1

Deckungsgleichheit 25 fi.
Diaqonalen 39
Diagonalensätze 43
Dodekaeder 153, 171
Doppelkegel 197*
Doppelpyramide 166
Dracbenviereck 40, 81
Drehsinn, mathematischer 8, 236
Dreiecke, tr)inteilung 16

-, gleichschenklige 27

-, Inhalt 75fr., 254

-, Lehrsätze 18

-, Schwerpunlit 145

-, balber Umfang 62

Ebenflächige Körper 150ff., 159ff.
Ecken, Bezeichnung 15

Eckenmaß 128*
Einheitskreis 133*, 235fi.
niprofil 233*
Entgegengesetzte Winkel 11
Ergänzungsparallelogramme 83
Euklid, Lehrsatz des 69
Eulerscher Lehrsatz 150, 176*

Flächeninhaltsbesüimmung 67 ff.
tr'unktionen 204ff.
Funktionswcrte, bestimmter Winket

210

- der I(omplementwinkel 210

-, doppelter und halber lYinkel 265

-, sämtlicler Winkel 237

-, spitzer \Yinkel 206

-, stumpfer und negativer Winkel 244
Irequenz 284

Gegenwinkel 11
Geometrie, Einteilung I

-, geschichtliche Entwicklung 1

Geometrische Konstruktion a.lgebrai-
scher Ausdrücke 89*

Geometrisches Mittel 99, 115*
Gerade 4
Gewichtsberechnungen 759, L72*, 794*
Goldener Schnitt 112, 115*
Goniometrie 1
Goniometrische Gleichungen 278fi.
Guldinsche Regel 178, L97*fi,

Halbwinkelsatz 253
Harmonische Teilung, - Mittel 106ff,,

116*
Heronische Dreiecksformel 78, 86*
Hexaeder 153, 171
Höhen, Bezeichnung 15
Höhensatz 71
Hohlkugel 103
Hohlkugelausschnitt 193
Hohlzylinder 155, 182

r) tr'ehlende Wörter mit C sind unter K nachzuschlegen,



S acho er zei,cltnis 311

Ilomologe Stücke 25
Ilypotenuse 17

Ikosaeder 153, 171
Inüerpolieren 213
Inkreis 52, 67, 76, 144*

Kalotte 190
Katheten 17
Kegel 155, 183fi., 195*fi.

-, Neigung 221

-, schiefer Kreis- 156, 184
Kegelstumpf 156, 184ff., 198*fi.
Keil 47*, 163

-, Spaltwirkung des 225
Kernquerschnitt 134*
Kinematik I
Kochanski I32
Kolbenfläche 134*
Kolbenstangenkrafü 13'1x
Komplementwinkel 9, 210
Komponenten 224, 257*
Kongruenz der Dreiecke 25fi.
Koordinatenkretz 235
Korbbogen 66*, 133*
Körperdiagonale 171*
Kosinussatz 251
Kräftezerlegung 224' 231*
Kreis 49 fl.
Kreisberechnungen 130fi.
Kreisbogenlänge 137
Kreisbogenscbv'erpunkt 148
Kreisinhalt 131
Kreisring 50, 135fi.
Kreissegment 142, 231
Kreissehne 49, 54
Kreissektor 137ff., 140*fi.
Kreisteilungstabelle 118
Kreisumfang 130
Krummflächige Körper 154, 178fi.
Krümmung 4
Kugel 156, 187, 200*ff.
Kugelabschnitt 157, 789, 202+
Kugelkappe 190
Kugellager 53*
Kugelschicht 158, 191
Kugelsektor 157, 7gO, 202*
Kugelzone 192
Kurbeltrieb 65*, 22$*

Linie 4
Linien-ochwerpunkt 145
Linsen 202*, 232*
Ludolfsche Zahl n 13L

- -, Näherung 131

Miütellinie im Trapez 39, 44
Mittellinicnsätze 44
Mittlere Proportionale 09, 115*

Mittelsenkrechte 16, 30' 61
Ilollweideschen Formeln 273

Nebenwinkel I
N-Rcke, Inhalb 82

- -, Näherungskonstrulition 121

- -, Seiüenlänge und Amfang 124

Obelisk 1-52, 170, 178*
Oktaeder 153, 171, 176*
Oval 140*

Papierformat 32*
Parallelenkonstruktion 32 ff.
Parallelogramm 39

-, Flächeninhalt 69
Paseungssystem 54*
Pentagramrrr -18*

Periode 284
Peripheriewinkcl 12, 49, 59
Perspektive 1
Pbasenverschiebung 285
Planetengetriebe 53*
Planimetrie 1

Planimetrische Grundkonstruktionen
29fr.

Platonische Körper 153, 171
Ponton 152, 170, 178*
Potenz eines Punktes 110ft., 116*
Prismen 150, 160

-, schief abgescirnittenc 161
Prismoide 152, 766, l7i*
Projekt,ionen '12, 223
Proportionatre, mittlere 99

-, vierte 101
Ptolemäischer Lehrsat'z 113, 115*
Punkt 4
P5ramiden l5l, 166, 176ff.
Pyramidenstumpf 152, 168ff.
Pyl,hagoras, allgemeiner 75

-, Lehrsatz des 70

-, trigonometrischer 215

Quader 151, 159

Quadrant 53*, 137
Quadrat, tr'lächeninhalt 40, 68

Quadraüstahl 134*, 172*
Quadraüur des Kreises 132

Raute 40
Rechteck, Ilächeninhalt 40, 68
Rechtwinkjiges Dreieck, Berechnung

217 fr.
Reflektion eines Lichtstrahles 234*
Regenhöhe 173*
Rektifikation 132
Resultierende 22*, 224*, 234*, 256*
Rhornboid 39
Rhombus 40, 80, 231*
Reibräder 53*



312

Riemenlänge 228*
Riemenscheiben 53*
Riementrieb, ofiener und gekreuzter

228*
Ring 158, 194
Rohr 155, 182
Rohrquerschn'tt 133*, 232*

Satteldach 22*,174*
Schaufelform für Schleuderpumpen 259*
.Scheitelwert 284
§cheitelwinkel 10
§chiefe Ebene 225*
Schlüsselweite 128*, 144*
Schnit'twinkel, -punkt 4, 7, 13*
Schraubenlinie 221
Schubkurbelgetriebe 226
Schwalbenschwanzführung 84*
Schwerlinien 16
Schu'erlinien im Dreieck 106
Schwerpunktsberechnungen 145 fi .
Schwingungsweite 283
ßechskantstahl 47*
Sehnen 49;230
Sehnensatz 110
Sehnentangentenwinkel 49, 60
Sehnenvielcck, regelmäßige 127 fi.
Sehnenviereck 52, 63
Seiltrommei 135*
Seitenbezeichnung 15
Seiüensatz für Parallelogramme 43
Sekans 207
Sekantensa.tz 110
Sekanten-Tangentensatz 111
Sektorfläche 139
Senkrechtenkonstruktionen 29
Senkwinkel fü Kegelsenkungen 23*
Sextant 53*
Sinus 207
§inussatz 250
Sinusschwingung 283

-, 
zusammengesetzte 286ff

-Spannungsverhältnis 231
;Sphärische Geometrie l-
Spiel 54*
§teigung 220
Stereometrie 1, 150tr'
Stereometrische Grundbegrifie 150fi.
Stetige Teilung 112, 115*
Stopfbüchsenbrille 141"*

Strahl 5
Stra,hlensätze 100ff.
Sürecke 5
Streckenteilung 34
,Stumpfe Winkel, trigonomeürische

tr'unktionen 244
;Supplementwinkel I
,Symmetrie 28

S achaerzeichnis

Tangens 207
Tangenten, äußere und innere 58, 65*
Tangentenviereck 52, 63, 81
Tangentenvielecke, regelmä ßige 127 fr .
Tangenssatz 275
Teilkopf 119
Teilung, innere und äußere 98
Tetraeder 153, 171
Thalessatz 21, 61
Transzendente Zahlen I31
Trapez 39
Trapezinhalt 79
Trapezschwerpunkt 146
Tricht'er, kegelförmiger 196*
Trigonometrie 1, 204fr.
Trigonometrische tr'unktionen am Ein-

heitskreis 237

- - spitzer Winkel 206fi.

- - Sumrnen und Differenzcn 269
Trigonomel,rische Kurven 243

- Zaht-enbafeln 212tr,

Uhrzeiger, Winkel der 13*
Umdrehungszahl eines Rades 135*
Umkreis 52, 61, 251, 257*
Umscblingungswinkel 14*, 48*

Yielecke 116fi.

-, Konstruktion regelmäßiger 118

-, S"h*e.prnkt 145 " '*
Vierecke, Einteilung 39 ff.

-, Inhalt 79fi.

-, Schwerpunkt 145

-, Seitensatz 43

-, Winkelsätze 42
Vierte Proportionale 99
Vollwinkel I
Walmdach 174* 178*
Wasserkasten, Volumen 172*
Wechselwinkel 11
Whitworth-Gewinde 222*
lYinkelbezeichnung 15
Winkel, ÜbersichC6

-, I(onstruktion und Teilung 35
Winkelhaken 57*
Winkelbalbierende im Dreieck 16, 102
Winkelmessung 205
lVinkelsumme im Dreieck 18
Wirkungsgrad einer Schraube 222*
\YüLrfel 151, 159

Zahnrad 14*
Zeichenmaschine 118
Zentriwinkel 12, 49, 59
Ziegelstein 172*
Zugbela,stung 133*
Zylinder 154, t79
Zylindcrhuf 155, 181
Zylinder, schiefer Kreis- 154; 180

-, schräg geschnittener 154, l-80


