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Vormwort

Wie bereits im 1. Band dieses mathematischen Werkes gezeigt wurde,
ist in der Metallbearbeitung auch fiir den im wesentlichen praktisch Ar-
beitenden ein tieferes Eindringen in die Mathematik die unerliBliche Vor-
aussetzung fiir ein Schaffen im neuen Geiste unserer Zeit., Nur von der
sicheren Grundlage gewisser mathematischer Kenntnisse aus kann der
Werkstattmann iiber das blofe Erfahruagsschema fiir einzelne Arbeits-
vorginge hinauswachsen zu freier, schépferischer Arbeit, kann er teil-
nehmea an der Verbesserung der Arbeitsmethoden und an der giite- und
mengenmiBigen Leistungssteigerung, kann er mit beitragen zu der wirt-
schaftlich besten Verwertung des Materials und zur Senkung der Selbst-
kosten seines Betriebes -— kurz zur Erfillung all der hohen Aufgaben,
die der Fiinfjahrplan gerade der Metallbearbeitung als einem Schwer-
punkte unserer Wirtschaft stellt.

Beim Erwerb der dazu notwendigen mathematischen Bildung will ihm
die ,,Mathematik fiir metallbearbeitende Berufe® ein wirksamer Helfer
sein.

Der 1. Band behandelt das Fachrechnen mit bestimmten Zahlen und
Buchstaben sowie das Rechnen mit Gleichungen. Unter Voraussetzung
des In jenem Bande gebotenen Stoffes befallt sich der vorliegende 2. Band
mit der Planimetrie, Stereometrie und Trigonometrie.

Auch er ist zunichst gedacht als Lehr- und Aufgabenbuch zum Selbst-
unterricht fiir den vorwartsstrebenden Facharbeiter, Techniker und In-
genieur, ingbesondere fiir unsere Aktivisten. Dariiber hinaus soll er, ebenso
wie der 1. Band, den Besuchern der Volkshochschule sowie den Studie-
renden der Arbeiter- und Bauernfakultit Wegweiser und Helfer in ihrer
Ausbildung sein,

Bei der Behandlung des Stoffes ist nicht nur Wert auf eine moglichst
leichtverstindliche Beweisfithrung fiir die einzelnen georuetrischen, stereo-
metrischen und trigonometrischen Lehrsitze gelegt, sondern es wird auch
eine grofie Zahl von Beispielen und Aufgaben gebracht, die sich den Be-
diirfnissen der Praxis anpassen und den Stoff somit dem Leser nahebringen.

Fiir simtliche Aufgaben sind am Schiuf des Buches zur Nachpriifung der
eigenen Losungen die Ergebnisse angefiihrt,

Die Zusammenstellung der abgeleiteten Lehrsitze und Formeln ist als
kurze Wiederholung des Stoffgebietes gedacht und kann gleichzeitig zum
Nachschlagen in der Praxis dienen.

Verfasser und Verlag
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Teil 1

Die Geometrie der Ebene oder die Planimetrie

A. Einleitung

Die Geometrie (auf Deutsch : Erdvermessung) ist ganz allgemein die Lehre
von den Lingen-, Flichen- und Raumgréfen. Sie betraoh‘ret nur die Form
und die Gloﬁenverhaltmsse sowie die Lagebemehungen der einzelnen Teile
zueinander. Der Stoff dieser Gebilde wird aufler acht gelassen.

1. Einteilung der Geometrie

Je nachdem sich die geometrischen Betrachtungen auf ebene (= plane)
Gebilde, die sich durch Linien in einer Ebene darstellen lassen, oder auf
rdumliche Gebilde bezichen, unterscheidet man zwischen der Geometrie der
Ebene, der sogenannten Planimetrie, und der Geometrie des Raumes, der
sogenannten Stereomeirie (Stereo = der Stern). Die Geometrie auf der
Oberfliche einer Kugel ist die sphdrische Geometrie, die fiir den Astronomen
und den Seemann von Bedeutung ist.

Tin Teilgebiet der ebenen Geometrie ist die T'rigonometrie, die die Be-
ziehungen zwischen Winkeln und Seiten geometrischer Gebilde aufstellt.
Eine Verbindung algebraischer und geometrischer Begriffe finden wir in
der analytischen Geometrie, in der geometrische Probleme auf rechnerischem
Wege gelost werden. Die darstellende Geometrie beschiftigt sich mit der
zeichnerischen Wiedergabe korperlicher Gebilde und ist die Grundlage des
technischen Zeichnens. Ein besonderer Zweig der darstellenden Geometrie
ist die Perspektive. Sie stellt die Korper (dreidimensional) auf der zweidimen-
sionalen Zeichenfliche so dar, daB bei dem Betrachter einer perspektivischen
Zeichnung der Eindruck eines Korpers erweckt wird. Unter der Geometrie
der Bewegung versteht man die sog. Kinematik, die fiir die Ausbildung
von Maschinengetrieben von Bedeutung ist.

Tiir Leser, die an der geschichtlichen Entwicklung der Geometrie interes-
slert sind, folgt nachstehender kurzer Uberblick ber die

2. Geschichte der Geometrie

Als Begriinder der Geometrie gelten die alten Agypter. Sie bedienten
sich der praktischen Geometrie bei der Feldmefkunst zur Einteilung der
Felder nach den alljihrlich eintretenden Niliiberschwemmungen. Die

Mathematik Teil 2 1



2 Die Geometrie der Ebene oder die Planimetrie

Regeln dieser FeldmeBkunst sind schon in dem um 1700 v, Chr. entstandenen
Papyrus Rhind, dem Mathematikheft des dgyptischen Schiilers Ahmes,
enthalten., Zu einer eigentlichen Wissenschaft entwickelt wurden diese
geometrischen Grundlagen aber erst von den Griechen.

Die dltesten griechischen Geometer sind:

Thales von Milet (639—548 v. Chr.). Er ist einer der sogenannten
7 Weisen des Altertums.

Anaximander (610—546 v, Chr.) und Anaximenes (um 600 v. Chr.)
beschiftigten sich mehr mit astronomischen Fragen.

Anaxagoras (499—428 v. Chr.) versuchte den Kreisinhalt genauer
zu bestimmen. Von ithm stammen die Grundelemente der Perspektive.

Auf Pythagoras (580—b501 v. Chr.) aus Samos werden zuriickgefiihrt
der Beweis von der Winkelsumme im Dreieck, der pythagoreische Lehr-
satz, der aber schon lange vorher den dgyptischen Feldmessern bekannt
war, die pythagoreischen Zahlen sowie die Anfinge der Zahlentheorie.

Hippokrates (um 460 v. Chr.) von Chios ist der Verfasser des ersten
griechischen Elementarbuches der Mathematik.

Platon (429—348 v. Chr.) erhob die Geometrie zur Grundlage der
Philosophie. Von ihm wird berichtet, da er keinen Schiiler annahm, der
nicht geometrische Vorkenntnisse besal. Sein Schiiler Mendchmus (um
350) entdeckte die Kegelschnitte, die Aristdus (um 320) in 5 Biichern be-
handelte.

Mit Euklid (um 300 v. Chr.) beginnt eine neue Epoche der Geome-
trie. Er faBte erstmalig mit einer fiir alle Zeiten mustergiiltigen Syste-
matik die bisher bekannten Sitze der Mathematik in seinen ,,Elementen‘
zusammen. Nach ihm zeichnet sich

Eratosthenes (276—195v, Chr.) durch Anwendung der Geometrie
auf die Geodisie (= FeldmeBkunst) aus.

Archimedes (287—212 v. Chr.) bezeichnete als erster die Strecken durch
Zahlen und berechnete bereits Flichen- und Rauminhalte nach Methoden,
die erst 2 Jahrtausende spiter als sogenannte Infinitesimalrechnung genau
begriindet wurden.

Apollonius (um 200 v. Chr.) ist durch sein Werk itber die Kegelschnitte
sowie durch die Beriithrungsaufgaben bekannt.

Heron (um 110 v. Chr.) iiberlieferte ein Lehrbuch fiir Feldmesser und
die nach ihm benannte Dreiecksinhaltsformel.

Hipparch (um 140 v. Chr.) und Theodosius (um 55 v. Chr.) verfaB-
ten Werke itber die fiir die Astronomie wichtige sphirische Trigonome-
trie.

Nach Christi Geburt ragt unter den griechischen Geometern als der be-
kannteste Ptoleméaus (87—165 n. Chr.) hervor. Er entwickelte die Grund-
lagen der Trigonometrie und arbeitete Projektionsmethoden fiir Landkarten
aus. Vonihm stammt die Lehre vom Viereck. Andere der Geometrie kundige
Gelehrte beschiftigten sich hauptséchlich mit der Abfassung von Kommen-
taren. Hs seien erwihnt die mathematischen Sammlungen des Pappos
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(um 300 n. Chr.) und der von Eutokius (um 540 n. Chr.) verfalite Kom-
mentar zu Archimedes und Apollonius.

Die Geometrie der alten Romer steht im Vergleich zur griechischen Geo-
metrie auf niedriger Stufe. Sie beschrinkten sich auf die praktische Feld-
mefkunst.

Die Geometrie der alten Inder zeichnete sich durch die ihnen eigene
Beweisfithrung auf Grund augenfélliger Anschauung aus. Die geometrischen
Hauptwerke sind die des Aryabhatta (um 510 n. Chr.) iiber den Inhalt
von Pyramide und Kugel. Erwihnenswert sind ferner die Werke von
Brahmegupta (um 638) iiber Vierecke und die Anfinge der Trigono-
metrie und von Bhaskara Acharya (um 1160).

Die Geometrie der Araber beschrankte sich hauptséchlich auf eine Uber-
setzung der griechischen Geometriebiicher. Von ihnen wurde die Trigono-
metrie vervollkommnet.

Im Abendlande waren seit der Volkerwanderung bis zum 12. Jahr-
hundert geometrische Kenntnisse so gut wie unbekannt. Der englische
Moénch Atelharts iibersetzte 1120 Euklids Werke aus dem Arabischen ins
Lateinische. 1220 verfalte Leonardo von Pisa seine ,,Practica geo-
metrica“, :

Im Mittelalter beschaftigte sich die Geometrie mit der Architektur und
der Malerei. Erwéhnt seien:

Albrecht Diirer (1471—1528), von dem die Grundlagen des maBstab-
gerechten Grund- und AufriBzeichnens sowie die Aufstellung der Gesetze
der Perspektive stammen, und

Leonardo da Vinci (1452—1519). Von ihm stammt die Erfindung
des Ellipsenzirkels. Verdienste um die Geometrie erwarben sich der Portu-
giese Nonius (1492—1577), der Niederlinder Ludolf van Ceulen
(1539—1610), (Die Ludolfsche Zahl: z), ferner Vieta (1540—1603) auf
dem Gebiete der sphérischen Trigonometrie sowie Napier (1650—1617)
und Briggs (1556—1630) durch Einfithrung der Logarithmen fiir die

Trigonometrie.

Im 17. Jahrhundert beschaftigten sich Kepler (1571—1630), Cavalieri
(1598—1647) und Guldin (1677—1643) mit der Inhaltsberechnung von
Korpern. Descartes (1596—1650), auch Cartesius genannt, ist der
Begriinder der analytischen Geometrie. Newton (1643—1727) und
Leibniz (1646—1716) fiihrten durch Anwendung der von ihnen er-
fundenen Differential- und Integralrechnung die Geometrie auf die
moderne Bahn.

Die wichtigsten Vertreter der neueren Geometrie am Ende des 17. Jahr-
hunderts und im 18. Jahrhundert sind die Gebriider Jakob und Johann
Bernoulli, Euler, Lambert und Monge, der der Schopfer der dar-
stellenden Geometrie ist,

Das 19. Jahrhundert brachte durch Poncelet, Mébius, Steiner und
Gaull sowohl in der reinen Geometrie als auch in der hoheren analytischen

Geometrie neue Fortschritte.
1*



4 Die Geometrie der Ebene oder die Planimetrie

B. Die geometrischen Grundhegriffe

1. Der Punkt

Der Punkt hat weder eine Léngen- noch e'ne Breiten- noch eine Hohen-
ausdehnung. Hieraus ergibt sich: Ein Punkt hat keine Ausdehnung. Selbst
das kleinste Sandkorn ist im geometrischen Sinne kein Punkt, da es ja
einen, wenn auch sehr kleinen Raum einnimmt. In der Geometrie ist der
Punkt nur die Stelle, an der sich zwel oder mehrere Linien schneiden.
Bild 1 zeigt einige Beispiele solcher Punkte, die durch den Schnitt von
Linien gebildet werden:

Ein Punkt wird durch einen neben den Schnitt der Linien gesetzten
groBen lateinischen Buchstaben bezeichnet.

2. Die Linien

2 Punkte A und B einer Ebene (Bild 2) kann man durch verschiedene
Linien miteinander verbinden. Es gibt
nur eine einzige Verbindung, die die
kiirzeste ist, und zwar die in der neben-
stehenden Skizze mit 1 bezeichnete ge-
rade Linie.

Diegerade Strecke ist der kiirzeste
Weg zwischen 2 Punkten,

Die Richtigkeit dieses Satzes wird
durch das natiirliche Empfinden des
Menschen und durch die Erfahrung be-
statigt. Mit Hilfsmitteln der hoheren

Bild 2 Mathematik kann er auch bewiesen wer-
den.

Die weiteren Verbindungslinien der beiden Punkte A und B im Bild 2
haben folgende Eigenschaften:

Linie 2 ist ein Teil eines Kreishogens. Er hat an allen Stellen eine gleich-
bleibende (= konstante) Kriimmung.




1. Der Punkt — 2. Die Linien 5

Linie 3 ist eine nur nach der einen Seite gekrilmmte Linie. Die Kriim-
mung dndert sich withrend des Verlaufes dieser Linie. Ein Radfahrer, der
langs Linie 3 von A nach B fahren wiirde, miilite dauernd den Lenker nach
rechts eingeschlagen oder mehr oder weniger nach rechts mit seinem Ober-
kérper geneigt die Strecke zurticklegen.

Linic 4 hat keine konstante Kriimmung. Die Kriimmung ist verdnderlich
(= variabel). Lings dieser Linie miilte ein Radfahrer mehrere Male den
Lenker nach links und nach rechts einschlagen.

Linie 5 stellt einen gebrochenen Linienzug dar. Er setzt sich aus 2
Strecken zusammen.

Linie 6: Der Weg von A nach B lings dieses Linienzuges setzt sich aus
4 geradlinigen Teilstrecken zusammen. Wir haben es hier mit einer mehr-
fach gebrochenen Linie zu tun.

Wesentlich fiir die Geometrie sind zunéchst nur die geraden Linien, die
man sich durch Fortschreiten eines Punktes in ein und derselben Richtung
in unendlich weite Ferne vorstellt. Man nennt sie Geraden (nicht Graden!).
Eine gerade Linie, die von einem Punkt A ausgeht und unbegrenzt in
geradliniger Richtung sich nur nach einer Seite hin erstreckt (Bild 3),
nennt man ,,Strahl”. Vergleiche: Der Sonnenstrahl geht von der Sonne
als dem Anfangspunkt aus in die ,,Unendlichkeit”. Zeichnerische Dar-
stellung eines Strahles:

Al e >

Bild 3

- Ist eine gerade Linie durch einen Anfangspurkt A und einen Endpunkt B
begrenzt (Bild 4), so heil3t sie eine Strecke.

Bild 4

Ein Strahl ist eine nur einseitig begrenzte gerade Linie, wihrend eine
Strecke beidseitig begrenzt ist. Man bezeichnet eine Strecke durch ihre
beiden Endpunkte A und B (grofe lateinische Buchstaben) oder durch
einen kleinen an die Strecke geschriebenen lateinischen Buchstaben a
oder b usw.

Zusammenfassung:
Eine Gerade ————— ist nach keiner Richtung begrenzt.
Ein Strahl ~ |————— ist nach einer Richtung begrenzt.

Eine Strecke J———— ist nach beiden Richtungen begrenzt.

Die Lange einer Strecke miBit man in irgendeinem Lingenmalfe, z. B.
in mm, cm, dm oder m, wobei 1000 mm = 100 crn = 10 dm = 1 m ist.



6 ‘ Die Qeometrie der Ebene oder die Planimetrie

9
‘ 9
d 2. Bilds h Bild 6
Bild 7 Bild 8

Der Maschinentechniker und -ingenieur mifit Strecken fast ausschlieBlich
in mm. Wenn man die Linge der Strecke a messen soll, so vergleicht
man ihre Linge mit der Lingeneinheit. Messen heilit Vergleichen.
Man stellt beispielsweise fest, dal die Strecke a 50mal so lang wie 1 mm
ist, und schreibt a = 50 mm.
Die Linge einer beliebigen Kurve wird gemessen, indem man
1) einen Faden {oder Bandmall) vollstéindig an die Kurve anlegt, diesen
dann zu einer Strecke spannt und als solche ausmifit (bzw. am Band-
mafl die Lange sofort abliest); oder
2) die Kurve in moéglichst kleine Strecken zerlegt, die man dann einzeln
ausmiBt oder mit dem Zirkel auf eine Gerade iibertrigt,

2 Geraden g und h (Bild 5) kénnen sich entweder in nur 1 Punkt §
schneiden, oder sie schneiden sich tiberbaupt nicht, d. h. sie sind parallel.

Ist g parallel der Geraden h (Bild 6), so schreibt man g |h.

Von einem Punkt A aus kénnen unendlich viele Strahlen ausgehen
(Bild 7).

Durch einen Punkt B konnen unendlich viele gerade Linien hindurch-
gehen (Bild 8).

3. Die Winkel

~ 2 von einem Punkt ausgehende Strahlen (Bild 9) bilden einen Winkel
miteinander. Man versteht unter einem Winkel die gegenseitige Neigung
zweier von einem Punkt ausgehender Strahlen. Der Ausgangs-
punkt der beiden Strahlen heiflt der Scheitelpunkt oder auch kurz Scheitel
des Winkels. Die beiden Strahlen nennt man die Schenkel des Winkels
Das Zeichen fiir Winkel ist ein kleiner Winkel mit einem Bogen <. Zur
Benennung der Winkel werden die ersten Buchstaben des griechischen
Alphabetes verwendet (siche Band 1: Griechisches Alphabet). Die am
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meisten verwendeten griechischen Buchstaben zur Winkelbezeichnung sind

o= Alpha y= (Gamma ¢= Rho w=Omega
f= Beéta 0= Delta @=Phi (sprich: i)

Wihlt man auf den beiden Schen- el
keln des Winkels je einen Punkt A G
und B (Bild 10), so kann man

den Winkel auch wie folgt be- i
zeichnen: <t ASB. Diedrei groen § Seherie]
Buchstaben werden nebenein- Scheitel

ander geschrieben, wobei der Bild 9

Scheitel 8 der mittlere Buchstabe

ist. b
Die Reihenfolgeder 3 Punkte A, s / 8

Sund B wihltman bei der Winkel-

bezeichnung meist so, dafl beim Bild 10

Entlanglaufen auf den Schenkeln

des Winkels in der gewdhlten Reihenfolge, also A-8-B, das Winkelfeld
stets zur linken Hand liegen wiirde.

Wiirde man die Reihenfolge der 3 Punkte bei der Winkelbezeichnung
umkehren, also < BSA, so lige beim Entlanglaufen auf den Schenkeln des
Winkels von B nach 8 und sodann von 8 nach A das Winkelfeld des soeben
betrachteten Winkels zur rechten Hand. Unter <t BSA wird man zufolge
der obigen Verabredung den durch das Aullenfeld der Strahlen gebildeten
Winkel verstehen.

Die GroBe eines Winkels hingt nicht von der Lénge der auf den Schen-
keln liegenden Strecken SA und SB ab, sondern nur von der gegenseitigen
Neigung der beiden Schenkel. Die Grofe eines Winkels wird in Graden (°)
gemessen. Zum Messen eines Winkels bedient man sich eines Transporteurs
oder Winkelmessers. Dies ist eine halbkreisférmige Scheibe, die am Rande
in 180 gleiche Teile (Grade) eingeteilt ist.

Bei 2 sich im Punkte S schneidenden Geraden g und h, auf denen nach
Bild 11 die Punkte A, B, C und D

C liegen, entstehen 4 Winkel, nimlich
XL ASD= < «
X CSA =<8
X DSB=<$§

Bild 11 Die Summe dieser 4 Winkel be-
tragt 360°.

> Ein Winkel entsteht, wenn sich
\ um den einen Endpunkt einer fest-
liegenden Strecke SB eine 2.

Strecke SA, deren Anfangspunkt S
mit dem Anfangspunkt S der ersten

5 7 Bild12
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S A 3
Bild 13
A
S 8
Bild 14
B
S 8
Bild 15
h
S )

Bild 16

AN

A s 8
Bild 17

Bild 18

Strecke zusammenfillt, im entgegen-
gesetzten Sinne der Drehbewegung
eines Uhrzeigers — dies ist der
mathematisch-positive Drehsinn
— In eine bestimmte Lage dreht
(Bild 12). Der Richtungsunterschied
der Strecke SA gegeniiber der Strecke
SB ist dann der Winkel o mit dem
Scheitel S und den beiden Schenkeln
SA und SB. Fallt der Schenkel SA
mit der Richtung des Schenkels SB
zusammen, so betrigt der ent-
standene Winkel 0° (Bild 13). Hat
SA eine Viertelkreishewegung zu-
riickgelegt, steht SA senkrecht auf
SB (Bild 14). Der entstandene
Winkel betragt 90°. Man nennt
einen Winkel von 90° einen rechten
Winkel und bezeichnet <L oo=1R.

Das Zeichen fir Senkrechtstehen
ist: 1. Steht SA senkrecht auf 3B,
so schreibt man SA { SB.

Ist die Neigung des Schenkels SA
kleiner als 90°, aber grofler als 0°,
80 1st ein solcher Winkel ein spitzer

Winkel.

< ASB (Bild 15) ist ein spitzer
Winkel. ‘

Dreht man SA iiber die 90°-Lage
hinaus, so erhélt man einen stump-

fen Winkel (Bild 16).

Nach einer halben Kreisbewegung
des Punktes A fallt der Schenkel SA
in die entgegengesetzte Richtung
von SB. A, S und B liegen auf einer
geraden Linie. Der entstandene
Winkel betrigt 180°. Man nennt
ihn einen gestreckten Winkel

(Bild 17).

Eine noch weitere Drehung fithrt
zu dem sog. erhabenen oder iber-

stumpfen Winkel (Bild 18).
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Steht SA wiederum auf SB, aber
. nach unten hin, senkrecht — dies
J , & ist nach einer 3/, Kreisumdrehung
des Punktes A der Fall —, so be-
trigt dieser Winkel 270° oder 3 R

A Bild 19).

Bild 19 Hat sich der Schenkel SA einmal
ganz herumgedreht (Bild 20), so
daB also A wieder auf den fest-
liegenden Schenkel SB zu liegen

A B kommt, so hat man es mit einem
Vollwinkel zu tun. Er betrigt
Bild 20 360° oder 4R. *

Zusammenfassung:

Wenn 0° <a < 90° ist, dann ist « ein spitzer Winkel.

o= 90° ist « ein rechter Winkel.

90° << o < 180°% ist « ein stumpfer Winkel.

o= 180° ist « ein gestreckter Winkel.

180° < o << 360°, ist « ein erhabener oder iiberstumpfer Winkel.
a=270° betrigt « 270° oder 3 R.

o= 360°, heit der Winkel ein Vollwinkel. Er betrigt 4R.

?»

Verlingert man einen Schenkel des Winkels « iiber den Scheitel hinaus
(Bild 21), sc entsteht sein Nebenwinkel f.

Es ist dann:

o« + f=180°
AN Winkel, die sich zu 180° ergéinzen, heillen
S Supplementwinkel. Fiir Nebenwinkel gilt

Bild 21 der wichtige Lehrsatz:

| Nebenwinkel betragen zusammen 180°, sie sind also Supplementwinkel.

Haben 2 spitze Winkel o und g den Scheitel S und einen Schenkel gemein-
sam und stehen die beiden anderen Schenkel
aufeinander senkrecht, so betragt ihre Summe

o - f=90° (Bild 22)
a Winkel, die sich zu 90° erginzen, heiflen
S Komplementwinkel.

Bild 22

| EKomplementwinkel betragen zusammen 90°.
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Die Verlingerungen der Schenkel eines Winkels o iiber den Scheitel 8
nach der anderen Richtung bilden den

Winkel 8 (Bild 24).
- Winkel, die den Scheitel gemeinsam
A haben und bei denen die Schenkel des

s L einen die Verlingerungen der Schenkel des
anderen bilden, heiflen Scheitelwinkel.

Bild 28 | Lehrsatz: Scheitelwinkel sind gleich.

Beweis:

o und p (Bild 23) ergéinzen sich als Nebenwinkel zu 180°; desgleichen
p und y, so dafl man hat:

oty =p+yp=180°
dh: a=4p

Soweit der exakte mathematische Beweis!

Man erkennt aber auch, daf die beiden Winkel « und $ durch die gleiche
Drehung einer Geraden um einen auf ihr liegenden Punkt S entstehen
und somit gleich sind.

Zusammenfassung:

Beim Schnitt 2 beliebig liegender Geraden (Bild 24) entstehen 4 Winkel,
o, B, v, 6, die folgende Eigenschaften haben:

1) a+p+y+0=360°
5 2) « und y sowie § und 6 sind Scheitelwinkel.
A

a=y und =96

s/ 8
3) « und B

Bild 24 f} 323 "g l sind 4 Paar Nebenwinkel,

J und «

x4+ B=180° y+ §=180°
B+y=180° 6+ a=180°
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Winkel an parallelen Geraden

Werden 2 Parallele g und h durch eine dritte Gerade s in den Punkten

P und P, geschnitten, erhilt man insgesamt

8 Winkel, von denen je 4 an den Schnitt-

5 A punkten P und P, liegen (Bild 25).

9 P Die Winkel bei P mégen «, 8, y, 6 und die
bei P, in entsprechender Lage oy, f;, ¥, 6,

s, heiflen. Auf der rechten Seite der schneiden-

den Geraden s liegen die Winkel «, §, «;, d;;
J‘/ A g auf der linken Seite 8, 7, B, 7,. Oberhalb
der Parallelen liegen die Winkel «, £, «, f;

Bild 25 unterhalb: &, v, 6;, 9;.

Wir unterscheiden folgende 3 Arten von Winkelpaaren:

1) Winkelpaare, die auf derselben Seite der schneidenden Geraden und
auf denselben Seiten der Parallelen liegen, heiflen Gegenwinkel
(oder gleichliegende Winkel oder Stufenwinkel).

Gegenwinkel sind: « und e, 8 und B, ¥ und y,, § und é,.

2) Winkelpaare, von denen der eine links, der andere rechts der schneiden-
den Geraden und von denen der eine oberhalb, der andere unterhalb
der Parallelen liegt, heiBen Wechselwinkel. Wie der Name Wechsel-
winkel angibt, hat man bei Wechselwinkeln die Seiten der ge-
schnittenen Parallelen und der schneidenden Geraden zu wechseln.

Wechselwinkel sind: « und y;, f und é,, y und «,, 6 und B;.
3) Winkelpaare, die auf derselben Seite der schneidenden Geraden

liegen, von denen aber der eine oberhalb, der andere unterhalb der
Parallelen liegt, heifien entgegengesetzte Winkel.

Entgegengesetzte Winkel sind: « und 4;, § und p;, » und
B1, 6 und «.

Uber diese 3 Arten von Winkeln gibt es folgende 3 Lehrsitze:
1) Gegenwinkel an Parallelen sind gleich,
2) Wechselwinkel an Parallelen sind gleich,
3) Entgegengesetzte Winkel an Parallelen betragen zusammen 2 R.

Beweise zu

1) Man kann sich die Parallelen durch Verschieben des einen Winkels
z. B. o in seinen Gegenwinkel z. B. «; entstanden denken.

2) Nach 1) ist a=oy als CGegenwinkel. Als Scheitelwinkel ist aber
y1==0o,. Hieraus folgt, dall, « =19, ist nach dem Grundsatz: Sind
2 GroBen (« und y,) einer 3. GroBe («,) gleich, so sind sie unter-
einander gleich.
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3) Es ist o -+ 6=180° da « und 6 Nebenwinkel sind. Man kaunn in
diese Gleichung fiir 8 auch 6, setzen, da 0= 4, als Gegenwinkel.
Man erhélt o 4- 6;=180° w. z. b. w.

. In diesen 3 Lehrsiitzen gingen wir von der Parallelitit der beiden ge-
schnittenen Geraden aus, d. h. wir setzten voraus, dall die beiden Ge-
raden parallel sind, und behaupteten, daB in einem solchen Falle die
Gegenwinkel und auch die Wechselwinkel gleich sind und dal} ferner die
Summe von 2 entgegengesetzt licgenden Winkeln 180° betragt.

Man kann aber auch umgekehrt vorgehen, und zwar so: Wir setzen
voraus, dall 2 Gegenwinkel an irgendwelchen Geraden, die von einer
3. Geraden geschnitten werden, gleich sind, und wir behaupten dann,
dal in diesemn Falle die beiden geschnittenen Geraden parallel sind. Ver-
tauscht man in einem Lehrsatz die Behauptung mit der Voraussetzung,
so erhilt man die Umkehrung dieses Lehrsatzes, die aber nicht immer
richtig zu sein braucht. Die Umkehrungen unserer letzten 3 Sitze sind
giilltig und haben folgenden Wortlaut:

1) u.2) Werden 2 Geraden von einer 3. so geschnitten, dafl ein Paar
Gegenwinkel oder auch Wechselwinkel gleich sind, so sind
die geschnittenen Geraden parallel.

3) Werden 2 Geraden von einer 3. so geschnitten, daf 2 ent-
gegengesetzt liegende Winkel sich zu 2 Rechten ergénzen,
so sind die geschnittenen Geraden parallel.

Verbindet man den Mittelpunkt eines Kreises mit 2 beliebigen Punkten
auf dem Umfang (Peripherie) des Kreises, so

8 entsteht ein Zentriwinkel.
\ Im Bild 26 ist der Mittelpunkt M eines Kreises
mit den Punkten A und B auf d:r Peripherie
M A" verbunden.
Der hierdurch entstehende Winkel BMA ist
ein Zentriwinkel (Mittelpunktswinkel).
Bild 26

Verbindet man einen Punkt A auf der Peripherie eines Kreises mit

zwel anderen ebenfalls auf der Peripherie ge-

A legenen Punkten B und C, so entsteht ein sog.
Peripheriewinkel.

Winkel CAB im Bild 27 ist ein Peripherie-
winkel (Umfangswinkel).

¢

Bild 27
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Aufgaben
1) Wieviele Schnittpunkte entstehen durch den Schnitt von
a) 2 Parallelen mit einer Geraden ?
b) 2 Parallelen mit 2 Parallelen ?
c¢) 3 Parallelen mit einer Geraden ?

2) Welches ist die groBtmogliche Anzahl von Schnittpunkten bei
a) 3  Geraden, b) 4 Geraden und ¢) 5 Geraden?

3} Durch wieviele gerade Linien kann man a) 3, b) 4, ¢) 5, d) 6 und
e) n Punkte einer Ebene, von denen niemals drel auf einer geraden
Linie liegen, miteinander verbinden?

Anleitung zu e): Man ziehe von einem Punkte aus (n—1) Ver-
bindungslinien und beachte, dal man nur von der Hailfte der n
Punkte die Verbindungslinien zu zichen braucht.

4) 3 Geraden gehen durch einen Punkt S. Wieviele Winkel entstehen
an diesem Punkte? Wie grofl ist die Anzahl der entstehenden
Winkel, wenn n Geraden durch einen Punkt 8 hindurchgehen ?

5) Wie grof} ist der zu dem Winkel o= 35° gehérende
a) Komplementwinkel ?

b) Nebenwinkel oder Supplementwinkel ?
¢) Scheitelwinkel ?

6) Beim Schnitt zweier Geraden entstehen 4 Winkel. Einer von ihnen
betrage 45°. Wie grof} sind die 3 anderen Winlel ?

7) Welchen Winkel bilden die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel «
und f¢

8) Von 2 Nebenwinkeln ist der eine doppelt so groBl wie der andere.

Wie groB3 sind die beiden Winkel ¢

9) Welchen Winkel bilden die Zeiger der Uhr um
a) 3 Uhr, b) 6 Uhr,
¢) 9 Uhr und d) 12 Uhr?

10) Um wieviele Grade weicht die NO-Richtung von der NS-Richtung
ab?
11) a) Welchen Winkel beschreibt der Minutenzeiger einer Uhr in

1 min?

b) Welchen Winkel beschreibt der Stundenzeigerin 1 h ?
12) Um wieviele Grade weicht
a) der grofle,
b) der kleine Zeiger der Uhr um 2 h 30 min von der 12-Uhr-Stellung
ab?
¢) Welchen Winkel bilden die beiden Zeiger zu dieser Zeit mit-
einander ?
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13) 2 Stirnréder haben 13 und 36 Zihne. Um wieviele Grade dreht
sich das groBe Zahnrad weiter, wenn das kleine eine volle Um-
drehung macht ?

14) Der Zentriwinkel eines Kreises betragt
a) 18°, b) 40°, ¢) 72°, d) 120°, e) 270°.

Den wievielten Teil der gesamten Kreisfliche sclieBen die beiden
Schenkel des Zentriwinkels ein ?

15) 2 Flachstéhle von 40 mm Breite sollen auf Gehrung zu einem Winkel
der Grofle
a) 90°, b) 70°, ¢) 60° und d) «
zusammengeschweifit werden.

Unter welchen Winkel miissen die beiden Flachstéihle in schriger -
Richtung zugeschnitten werden ?

16) Bei der schraffiert gezeichneten Querschnittsfliche (Bild 28) eines
Drehstahles unterscheidet man zwischen

folgenden sich zu 90° erginzenden N
3 Schnittwinkeln: > \
o = Freiwinkel X

B = Keilwinkel
y = Spanwinkel.

Wie grof3 ist der Spanwinkel, wenn der Freiwinkel 8° und der Keil-
winkel 74° betrigt ?

17) In welchem Verhiltnis stehen 2 Winkel zueinander, deren Schenkel
paarweise parallel und
a) gleichgerichtet sind,
b) entgegengesetzt gerichtet sind,
¢) von denen ein Schenkelpaar gleich-, das andere entgegengesetzt
gerichtet ist?

18) Zum Heben einer Last Q ist ein Seil um ein Rohr von 400 mm
lichter Weite gelegt. Die Zugkraft P
greift unter einem Winkel a) 70°, b) 50°,
¢) o« an. Wie grof ist der Um-
schlingungswinkel des Seiles? (Bild

29). y
(Der Umschlingungswinkel ¢ ist der
Zentriwinkel, dessen Schenkel auf den

beiden Seilrichtungen senkrecht stehen.) Bild 29

Bild 28

19) Ein Zahnrad hat 45 Zihne. Welchen Winkel bilden die Mittel-
linien zweier aufeinander folgender Zihne ?

20) Die Schenkel eines Winkels von 30° sind 70 mm lang. Wie éndert
sich die GroBe des Winkels, wenn man die Lénge der Schenkel

30 mm lénger macht ?
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(. Die Dreiecke

1. Bezeichnung und Benennung der einzelnen Grofen

C
7 Ein Dreieck ist ein geschlossener
) 4 Linienzug von drei Strecken (Bild 30).
% s
z 8
Bild 30

Man unterscheidet

a) Ecken. Sie werden mit grofen lateinischen Buchstaben bezeichnet;
z. B. A, B und C. Ein Dreieck wird durch die 3 Ecken bezeichnet,
indem man sie nebeneinandersetzt und davor das Zeichen: A schreibt.
Also: A\ ABC. Lies ,,Dreieck Abece”. Die Reihenfolge der 3 Buch-
staben wihlt man gern so, dal man das Dreieck in mathematisch
positivem Sinne (entgegengesetzte Umlaufsrichtung des Uhrzeigers)
umlduft.

b) Seiten. Man bezeichnet sie entweder durch 2 nebeneinander ge-
schriebene grofle lateinische Buchstaben, z. B. AB, BC, CA, oder
mit 1 kleinem lateinischen Buchstaben, z. B. a, b und ¢, wobei die
Seite a der Ecke A, die Seite b der Ecke B und die Seite ¢ der Ecke C
gegeniiberliegen.

¢) Winkel. Sie werden entweder durch 3 nebeneinander geschriebene
groBe lateinische Buchstaben der Ecken und das davor gesetzte
Winkelzeichen oder durch einen kleinen griechischen Buchstaben,
z. B. &, < B und <y, bezeichnet, wobei der Winkel « an der
Ecke A, < § an der Ecke B und <y an der Ecke C liegt. < o,
< B und <X y sind die 3 Innenwinkel des Dreieckes. Die Auflen-
winkel des Dreieckes sind die Winkel, die durch eine Dreiecksseite
und die Verlingerung der anderen gebildet werden.

Weitere Dreieckslinien sind:

d) Héhen (Bild 31). Unter einer Dreieckshche versteht man eine
Strecke, die auf einer Dreiecksseite senk-
recht steht und die gegeniiberliegende Ecke

c trifft. Man bezeichnet die Hohe von der
Ecke A auf die Seite a mit dem Zeichen:
" h, (h=Hohe; Zeiger oder Index a gibt an,
dall es sich um die Hohe auf die Seite a

, , handelt).
< 8 Die 3 Héhen eines Dreieckes schneiden sich

in einem Punkte, dem Hghenschnittpunkt.
Bild 31 (Beweis auf Seite 61)
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e) Mittellinien oder Schwerlinien (Bild 32): Unter einer Mittellinie
eines Dreickes versteht man die Verbindungs-
c linie der Mitte einer Seite mit der gegeniiber-
liegenden Ecke und bezeichnet sie durch das

Zeichen: my,

(m = Mittellinie; Index b weist auf die Mittel-
’\ linie von der Ecke B aus hin).
o 7% Die 3 Mittellinien eines Dreiecks schneiden

sich in dem Schwerpunkt S des Dreiecks.
Bild 32 (Siehe Seiten 106 u. 145)

f) Winkelhalbierende (Bild 33): Eine Winkelhalbierende ist eine
Gerade, die einen Dreieckswinkel halbiert.
Man bezeichnet z. B. die Halbierende des
<Ly mit: w,.

Die 3 Winkelhalbierenden eines Dreieckes
schneiden sich in dem Mittelpunkt M, des
Kreises, den man dem Dreieck einbe- !
schreibt. : '

Dies ist der sogenannte Inkreis.

(Beweis auf Seite 61)

g) Mittelsenkrechte (oder Mittellote) (Bild 34): Dies sind die Senk-
rechten auf den Mitten der 3 Seiten.

C //-\ Auch sie schueiden sich in einem Punkte,

\ dem Mittelpunkt M; des Kreises, den man
dem Dreieck umbeschreibt.

\ Dies ist der sogenannte Umkreis,
(Beweis auf Seite 61)

Bild 34

2. Einteilung der Dreiecke
Nach GrofBe der Dreiecksseiten:
a) Gleichseitige Dreiecke.
Die 3 Seiten und die 3 Winkel sind gleich gro8.
b) Gleichschenklige Dreiecke.

2 Seiten und die beiden gegeniiberliegenden Winkel sind gleich.
Die gleichlangen Seiten heiflen Schenkel, die 3. Seite heift die
Grundlinie oder Basis. Die an ihr Legenden beiden gleichgroBen
Winkel heilen die Basiswinkel. :
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Spitzwinkliq | Rechtwinklig | Stumpfwinkljg

Bild 35

xe N\, v
e %

Ungleichseitig | Gleichschenklig | Gleichseitig

Hypotenuse

¢) Ungleichseitige Dreiecke

_Die 3 Seiten und auch die 3 Winkel sind verschieden grof.

Nach der GroBie der Winkel:

a) Spitzwinklige Dreiecke
. Jeder der 3 Winkel ist Kleiner als 90° also spitz.

b) Rechtwinklige Dreiecke

Ein Dreieckswinkel betrigt 90° oder 1R. In einem rechtwinkligen
Dreieck nennt man die den rechten Winkel bildenden Seiten die
beiden Katheten (= Lotseiten) und die 3., dem rechten Winkel
gegeniiberliegende Seite die Hypotenuse (= Spannseite).

¢) Stumpfwinklige Dreiecke

_Einer der Winkel ist grofler als 90° (aber kleiner als 180°) also stumpf.
Mathomatik Teil 2, 2
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3, Lehrsitze iiber die.

Dreiecke

a) Die Summe zweier Dreiecksseiten ist stets groBer als die dritte Drei-
_ecksseite (Bild 36).
also:a+b>c

b+ec>a
a-t+c>b

Bewers

Der kiirzeste Weg von dem Punkte A nach B ist die gerade Verbindungs-
linie AB. Der Weg von A nach B iber C ist ein Umweg; er ist also

lénger.

b) Die Differenz zweier Dreiecksseiten ist stets kleiner als die 3. Drei-
_ecksseite; also: ¢ —a <<b
a—c¢<<Db
b—e¢ <a
Beweis

Liest man die im vorstehenden Lehrsatz a) angefithrte 1. Ungleichung:
a + b > ¢ riickwirts, so lautet sie: ¢ <<a -+ b. Bei einer Ungleichung -
darf man auf jeder Seite ein und dieselbe GroBe subtrahieren. Zieht man
hier auf beiden Seiten a ab, so erhdlt man ¢ —a <<b.

c)_Die Winkelsumme in jedem Dreieck betrigt stets 180°

Fiir diesen #uBerst wichtigen und sehr oft angewendeten Lehrsatz
werden nachstehend 3 Beweise angefiihrt:

1) Man ziehe (Bild 37) durch C die Parallele zu AB. Bei C liegen dann

die 3 Winkel ¢, p, 8, die zusam-

- ¢ 5 ,men einen gestreckten Winkel er-

7 geben. Es ist also: e 4+ 4 = 180°.

Als Wechselwinkel an Parallelen ist

aber e=o und 6=p4. Setzt man in

die 1. Gleichung fiir ¢ und J die gleich-

groflen Winkel o und § ein, so erhalt

Bild 37 Inan

«+ B + y==180°

AL B N\g

2) Man verlingere (Bild 38) die Seite AC iiber C hinaus und ziehe durch
C die Parallele zu AB. Bei C entstehen die 3 jWinkel: ¢, 0 und .
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Sie bilden zusammen einen gestreckten Winkel; also: ¢ + 6 4 y=180°. °

Als Gegenwinkel an Parallelen ist:
e=d. ‘

Als Wechselwinkel an Parallelen ist:
6=24.

Fiir ¢ und 6 werden die gleichgroflen

Werte « und g in die Gleichung

& 4 6 4+ y= 180° eingesetzt; man er-

3 hilt wiederum:

Bild 38 atp+y=180

3) Man denke sich das Dreieck ABC (Bild 39) in vergréBertem MaQ-

- stabe auf den Erdboden gezeichnet

und umlaufe seinen Umfang mit

nach vorn ausgestrecktem Arme.

Man gehe von A aus itber B nach

C und von C nach A. Wenn man

von A kommend, in B angelangt

ist und in der Richtung BC weiter-

gehen will, so beschreibt man

mit dem ausgestreckten Arm den

Winkel 8. Entsprechend betragt der

in C durch den ausgestreckten Arm

Bild 39 beschriebene Winkel: ¢, und in A

1st dieser Winkel: {. Nachdem man

in A angekommen ist und wieder die

Ausgangsstellung eingenommen hat, hat man eine volle Umdrehung
ausgefithrt und somit den Winkel & ++ & 4+ { = 360° beschrieben.

Als Nebenwinkel ist: §—180° — B
£=180° —y
{=180°—u

Diese Werte in die Gleichung 6 + & 4 = 360° eingesetzt, ergibt
180° — f 4- 180° — 9 + 180° — o= 360° oder

a+ p+y=180°

Folgerungen aus dem Lehrsatz iiber die Winkelsumme im Dreieck: ..

[ Kennt man 2 Winkel eines Dreieckes, so kann man den 3. berechnen,
indem man die Summe der beiden gegebenen Winkel von 180° abzieht
(= subtrahiert).

Ein ebenes rechtwinkliges Dreieck hat nur einen rechten Winkel;
denn besafle es 2 rechte Winkel, so miite der dritte Winkel 0° be-
tragen, was unméglich ist.

2.":
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Im rechtwinkligen Dreieck betrigt die Summe der beiden spitzen
Winlkel 90°. Diese beiden spitzen Winkel sind also Komplement-
winkel.

Im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck betragen die beiden
Basiswinkel je 45°. (45°-Zeichendreieck!)

Betrigt in einem rechbwinkligen Dreieck der eine Winkel 60°, so
ist der andere ‘30° groB. (Zeichendreieck!)

Ein stumpiwinkliges Dreieck hat nur einen stumpfen Winkel, denn
gibe es zwel, so wire allein schon ihre Summe ohne den dritten Winkel
grofer als 2 R, was unmdglich ist.

— Im gleichseitigen Dreieck betragt jeder Winkel 60°; denn einerseits
tbetragen die Winkel zusammen 180°, andererseits aber sind die Winkel
untereinander gleich,

d) Ein Auﬁenwinkequ;iﬂes Dreieckes ist gleich der Summe der
o - © %7 " beiden ihm nicht anliegenden Innen-
winkel (Bild 40).

Beweis

Der dem Innenwinkel « anliegende
AuBenwinkel mdge & lauten. Ks ist
dann « 4 6= 180°. Da aber ferner
o+ f-+y=180° als Winkelsumme

Bild 40 im Dreieck ist, so kann man die linken
Seiten der beiden letzten Gleichungen gleichsetzen; d. h.
cto=oa+ f+y
oder o= B -+ y.

Folgerung: Ein AuBenwinkel ist stets groBer als jeder der beiden
ihm nicht anliegenden Innenwinkel.

e) Dexr grofieren von 2 Dreiecksseiten liegt auch der groBere
Winkel gegeniiber (Bild 41).

C

Beweis
Es sei AC > BC. Man zeichne CD
als die Winkelhalbierende des <t y und
p klappe das Dreteck CDB um CD um,
so daB B auf AC zu liegen kommt,
Bild 41 B muBl zwischen A und C liegen. In
der nebenstehenden Skizze ist es der
Punkt B’. Nach der Folgerung zum AuBenwinkelsatz unter d): <-CB'D

> <L CAB. Da aber < CB’D der umgeklappte Winkel CBD ist, so
ist also <¢ CBD > < CAB.
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Es gilt auch die Umkehrung dieses letzten Satzes. Sie lautet:
In jedem Dreieck liegt dem groBeren Winkel die groBere Seite
gegeniiber,

Folgerungen:

1. Sind 2 Dreieckswinkel gleich groB, so sind es auch die beiden gegen-
iberliegenden Seiten.

2. Sind 2 Dreiecksseiten gleich grofl, so sind es auch die beiden gegen-
iiberliegenden Winkel; d. h. die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
sind gleich. Der AuBlenwinkel an der Spitze eines gleichschenkligen
Dreieckes ist doppelt so gro wie ein Basiswinkel.

f).Der Lehrsatz des Thales
| Der Peripheriewinkel iiber dem Halbkreis betrigt 90°.

P Beweis (Bild 42)
Man verbinde einen beliebigen Punkt
P auf der Peripherie mit den End-
punkten A und B des Durchmessers
und mit dem Mittelpunkt M. Es ist
M zu beweisen, dafl <t BPA = 90° ist.
Bild 42 < AMP mdge « sein. Die beiden
Dreiecke AMP und MBP sind gleich-
schenklig. Da in gleichschenkligen Dreiecken die Basiswinkel "gleich

sind, ist < PAM= < MPA=90°— 3. Als AuBenwinkel des gleich-

schenkligen Dreiecks MBP ist <¢ AMP = <t MBP + <t BPM. Da diese
beiden Winkel als Basiswinkel gleich sind, ist <t BPM= % .

Folglich: & BPA= < BPM + < MPA— (00° — 3} + 5 — 90"

g) Winkel mit paarweise aufeinander senkrecht stehenden
Schenkeln
Zwei Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senk-

* recht stehen, sind gleich, wenn der Scheitel des einen
Winkels nicht zwischen den Schenkeln des anderen liegt.

\ Behauptung:
o=y
Beweis (Bild 43):
Da im rechtwinkligen Drei-

eck die spitzen Winkel Kom-
plementwinkel sind, ist:

aty=pF+05d=090°

Bild 43

R

4

St

%
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v und 0 sind als Scheitelwinkel gleich:
y=29

Subtrahiert man die Gleichungen, so folgt:
a=pf, w.z.b.w.

Hinweis: Siehe Aufgabe 39!

Aufgaben

21) Wo liegen alle Punkte, die von 2 Punkten A und B gleich weit entfernt
sind ?

)gi22) Gegeben sind 3 nicht auf einer Geraden liegende Punkte A, B und
' C. Es soll ein 4. Punkt so bestimmt werden, daBl er von den 3 ge-
f gebenen Punkten gleich weit entfernt liegt!
23) In einem gleichseitigen Dreieck sind die folgenden 3 Punkte zu kon-

struieren:

a) Der Schwerpunkt S!

b) Der Mittelpunkt des Umkreises M,!

¢) Der Mittelpunkt des Inkreises M,!

Wie liegen diese 3 Punkte zueinander?

24) Eine Laderampe hat einen Neigungswinkel von 25°.  Sie liegt auf
einer Hausmauer auf. Welchen Winkel bildet sie mit ihr?

/ 25) Wie grof} ist der Neigungswinkel der Dachflichen gegen die Ebene
des Dachbodens, wenn die gleichlangen Dachflichen
eines Satteldaches miteinander einen Winkel von |@wAp
100° bilden ?

26) Von einem rechteckigen Stiick Blech 200400 wird
eine Ecke nach Bild 44 unter 60° abgeschnitten. Wie “)’
gro} sind die Winkel « und g?

400

Bild 44  |e_ppp-o]

»

27) Warum kann man aus den 3 Seiten a=4cm, b=5 cm und ¢=9cm
kein Dreieck bilden ? ‘

28)/ Von einem Dreieck ist gegeben:

a= 25° B=15° d) a==20° pg=90°
b) a=120°, = 30° e) a=T75°, B=30°
S ) a= 40°, 8= 40° f) «=91°, f=96°

Wie grol} ist der Winkel 5 ?

29) 2 gleichgrofe Krdfte A und B greifen an einem
Punkt P an. Thre Wirkungsgeraden stehen auf- .
einander senkrecht (Bild 45). Welche Winkel « <
und g bildet ihre Resultierende R mit ihnen?

- P

Bild 45 P A
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30) Bei einem 45°-Zeichendreieck (dies ist ein gleichschenkliges recht-
winkliges Dreieck) ist die grofte Seite ¢ cm lang.
Wie groB} ist die Hohe dieses Zeichendreieckes ?

31) Der Senkwinkel fiir Kegelsenkungen be- 90
tragt 90° nach Bild 46. / \}
"Wie grof sind die Winkel o« und g ? 7

32) In einem Dreieck ist f doppelt, ¢ dreimal
so grof} wie . Wie grof} sind die 3 Winkel ?
Wo wird ein solches Dreieck verwendet ?

33) 4 Geraden (Bild 47) schnei-
den sich i 6 Punkten.
Gegeben sind

X o= 30°

<X = 60°,

X y=45°
Man berechne die fehlenden
Winkel!

‘Bild 47

34) In einem gleichseitigen Dreieck ist mit Hilfe eines Winkelmessers ein
Winkel in 3 gleiche Teile geteilt. Unter welchen Winkeln schneiden
diese Teilungslinien die gegeniiberliegende Dreiecksseite ?

35) Fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse ¢ ist der Mittel-
punkt M, des Umkreises zu bestimmen! Wo liegt er? Wie grof} ist
der Halbmesser des Umkreises ¢

36) Ein Dreieck hat die Innenwinkel o= 40°, f= 60° und y= 80°. Wie
grof} sind die Auflenwinkel an den 3 Ecken?

37) In einem gleichseitigen Dreieck ABC mit der Seite ¢ sind die FuB-
punkte der 3 Héhen D, E und F miteinander verbunden. Dadurch
entsteht wieder ein gleichseitiges Dreieck. Wie lang ist seine Seite ?
Unter welchen Winkeln schneiden sich die 3 Hchen ?

38) Wie groB sind in der Aufgabe 4) Losung ¢ (8. 32) die Winkel: <t ABD,
X ACD, <t DAC, < CAB?

/39) Es ist folgender Satz zu beweisen: Zwei Winkel, deren Schenkel paar-
welge aufeinander senkrecht stehen, erginzen sich zu 180°, wenn der
Scheitel des einen Winkels zwischen den Schenkeln des anderen liegt.
(Vergleiche diesen Satz mit dem unter g) auf Seite 21 bewiesenen
Lehrsatz!)
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40) Auf einer schiefen Ebene

mit dem Neigungswinkel «o
rubt eine Last vom Gewicht
G kg (Bild 48).

Diases Gewicht G stellt sich
als Kraft durch die Strecke G
dar und 148t sich in die beiden
Seitenkrifte N (= Normalkraft)
und A (= Abtriebskraft) zer-
legen.

Wie grof} ist der Winkel B,
den die Richtung der Kraft N
mit der Richtung von G bildet ?

Bild 48

41) In regelmafBigen Vielecken sind die Seiten und samtliche Winkel glelch

groB. Wie grofl sind die Winkel im regelmafigen

a) 6-Eck? c)
b) 5-Eck?

8-Eck ?
d) 12-Eck ?

Anleitung: Man verbinde den Mittelpunkt des Vieleckes mit den
Ecken. Man erhilt n gleichschenklige Dreiecke. ~

42) Wie grof ist der stumpfe Winkel, den die Halbierungslinien der Drei-
* eckswinkel o und § miteinander bilden ?

43) Wie grof ist der Basiswinkel « eines gleichschenkligen Dreiecks, wenn

der Winkel ¢ an der Spitze betrigt:
e) 160°
d) 100° f) y

a) 30°
b) 70°

e) 90°

44) Wie grof} ist der Winkel y an der Spitze eines gleichschenkligen Drei-

ecks, wenn der Basiswinkel « betrigt:
e) 80°
d) 60° f) a

a) 10°
b) 20°

~¢) 45°

45) In einem spitzwinkligen Dreieck ABC soll auf AB ein Punkt D

und auf AC ein Punkt E
8o Dbestimmt werden, daf
AE=ED=DB ist. Wie
groB mufl der Winkel ABE
werden ?

46) Es ist zu beweisen, daB
der Winkel AMB (Bild 49)
dreimal so grol wie der
Winkel ACB ist, wenn
DC=r= Kreisradius ist!

Anleitung: Hilfslinie MD
ziehen!

Bild 49
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4. Die Kongruenz der Dreiecke

Unter der Kongruenz zweier planimetrischer Figuren versteht man ihre
Deckungsgleichheit. Man kann das Wort Kongruenz ins Deutsche iiber-
setzen mit ,, Deckungsgleichheit* oder ,,vollstindige Ubereinstimmung* oder
,»Gleichheit in Form und Inhalt“. 2 Figuren sind kongruent, wenn sie sich
vollstindig zur Deckung bringen lassen; d. h. wenn sie in allen Stiicken
(Seiten und Winkeln) {ibereinstimmen. Sie miissen gleich sein nach Form
und Inhalt. So haben z. B. simtliche gleichseitigen Dreiecke zwar dieselbe
Form — ihre Winkel betragen immer 60° —, ihre Inhalte aber sind nicht
immer gleich. Dies ist nur der Fall, wenn die beiden gleichseitigen Dreiecke
auch in der Linge ihrer Seiten iibereinstimmen. Gleichseitige Dreiecke mit
der gleichen Seitenlénge stimmen in Form und Inhalt iiberein. Sie kénnen
zur gegenseitigen Deckung gebracht werden; d. h. sie sind kongruent.

Ebenso sind sédmtliche rechtwinkligen Dreiecke, deren eine Kathete
doppelt so lang wie die andere ist, der Form nach gleich. Sie sind
aber nicht kongruent.

Eine Stanze liefert mit ein und demselben Stempel stets kongruente
Schnitte.

Die Stiicke, die beil der gegenseitigen Deckung zweier kongruenter
Figuren aufeinanderfallen, nennt man homologe oder gleichliegende Stiicke.

Das mathematische Zeichen fiir die Kongruenz ist ein Gleichbeltszeichen
mit einem waagerecht dariiberliegenden umgekehrten S; also =,

Wenn 2 Dreiecke kongruent sind, so stimmen sie in allen gleichliegenden
Stiicken iiberein; d. h. sowohl die Seiten als auch die Winkel des einen
Dreiecks sind gleich den entsprechenden des anderen Dreiecks. Die beiden
Dreiecke haben dann auch den gleichen Flicheninhalt.

Um nun aber festzustellen, ob 2 Dreiecke kongruent sind, braucht man
sie nicht auf die Gleichheit simtlicher homologer Stiicke zu priifen, viel-
mehr gentigt es schon, wenn eine bestimmte Anzahl (3 geeignete Stiicke)
von Seiten und Winkeln des einen Dreiecks mit der des anderen iiber-
einstimmt. Welche Bedingungen fiir die Kongruenz zweier Dreiecke
erfiillt sein miissen, ist festgelegt in den

4 Kongruenzsitzen:

1) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den 3 Seiten iiberein-

stimmen.
Merkzeichen

II) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in 2 Seiten und dem von
ihnen eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen,

Merkzeichen I SWS |

III) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in 2 Seiten und dem der
groleren Seite gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

Merkzeichen
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IV) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer Seite und
2 Winkeln iibereinstimmen.

Merkzeichen oder

Nach dem Wortlaut der vier Kongruenzsitze miissen also 2 Dreiecke min-
destens in 3 voneinander unabhingigen Stiicken iibereinstimmen, damit sie
kongruent sind. 2 Dreiecke, die in der GroBe ihrer 3 Winkel iibereinstimmen,
brauchen nicht kongruent zu sein; denn 3 Winkel sind nicht voneinander
unabhiingig, da man den 3. Winkel stets aus den beiden anderen berechnen
kann (Seite 18 Nr. 3¢).

¢
/\ il %
& f
A 8 A 8
7 , D) ()
F

&l %
5 > F
D £ Bild 50 Bild 51

Beweis des 2. Kongruenzsatzes (Bild 50)

Voraussetzung: AB=DE, AC=DF, <L a= <d.

Behauptung: A ABC = A DEF.

Man lege die Ecke D auf A und die Seite DE auf AB. Da nach Voraus-
setzung DE = AB ist, fillt E auf B. DF kommt auf AC zu liegen, weil
L a= <L 4. F fillt auf C, da nach Voraussetzung DF = AC sein soll. Es
decken sich also die 8 Ecken der beiden Dreiecke; d.h. AABC= ADEF.

Bewets des 4. Kongruenzsatzes (Bild 50)

Voraussetzung: AB=DE, Sta= <4, Lf= e

Behauptung: A ABC= A DEF.

Man lege DE auf AB. Da nach Voraussetzung die beiden Seiten gleich
lang sein sollen, fillt D auf A und E auf B. DF kommt auf AC und EF

auf BC zu liegen, weil <t a= <¢ 6 und < f= <X ¢ ist. F mul also auf AC
und BC liegen. Es fillt mit dem Schnittpunkt der beiden Geraden zu-
sammen. Beide Dreiecke decken sich mit ithren 3 Ecken; sie sind kongruent.

Bewets des 1. Kongruenzsatzes (Bild 50 und 51) | S8 S-Satz I
Voraussetzung: AB=DE, AC=DF, CB=FE.
Behauptung: A ABC= A DEF.

Man lege beide Dreiecke mit der gréften Seite DE an AB aneinander
und verbinde C mit F (Bild 51). Es ist AC=AF und BC=BF; AAFC
und A BCF sind gleichschenklig.
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Aus der zweiten Folgerung zu e auf Seite 21 ergibt sich

<h=<%

L Yp= <L @
Durch Addition folgt: Xy + <y2~ X ‘P1 + X o,
oder: XBCA=<AFB

AABCund A\ AFB stimmen in 2 Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
iberein und sind nach dem 2. Kongruenzsatz kongruent.

Beweis des 3. Kongruenzsatzes l SsW-Natz |

Der Beweis wird ebenso wie der des 1. Kongruenzsatzes, jedoch durch
Aneinanderlegen der jeweils dem Winkel gegeniiberliegenden Seite gefiihrt.

Zur Ubung im selbstéindigen Arbeiten beweise man mit Hilfe der Kon-
gruenzsitze jeden der nachstehend aufgefithrten

Lehrsitze fiir das gleichschenklige Dreieck:

| 1) In jedem gleichschenkligen Dreieck teilt die Halbierungslinie des
Winkels an der Spitze die Basis in 2 gleiche Teile und steht auf ihr
senkrecht.
2) Die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck sind gleich.
3) Die Mittelsenkrechte auf der Basis geht durch die Spitze und halbiert
den Winkel an der Spitze.
4) Daa Lot von der Spitze auf die Basus halbiert diese und den Winkel
an der Spitze.
5) Stehen 2 gleichschenklige Dreiecke nach werschiedemen Seiten iiber
der Basis, so steht die Verbindungslinie ihrer Spitzen auf der gemein-
samen Basis senkrecht und halbiert sie sowie die Winkel an der Spitze.

Anwendungsbeispiel fiur die Kongruenz zweier Dreiecke

Der Abstand zweier Punkte A und B (Bild 52) kann wegen eines zwischen
ithnen liegenden Hindernisses nicht unmittel-
bar gemessen werden. Man wihlt zur Durch-
fithrung dieser Aufgabe einen 3. Hilfspunkt C,
der von A und B aus zuginglich ist, und
verlingert AC iiber C hinaus um sich selbst
bis zum Punkte D. Kbenso verlingert man
BC iber C hinaus bis E. Die Entfernung
DE, die man messen kann, ist dann gleich
der gesuchten, nicht unmittelbar meBbaren
Entfernung AB.

Bild 52

Beweis

Die beiden Dreiecke ACB und EDC sind nach dem 2. Kongruenzsatz

l SWSl deckungsgleich, weil sie in 2 Seiten (AC=CD und BC=CE)
sowle 1n dem von ihnen eingeschlossenen Winkel (< ACB= <: DCE)

fibereinstimmen,
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5. Symmetrie

Unter der Symmetrie (auf deutsch: die Ebenmifligkeit oder Gleich-
férmigkeit) versteht man 1n der Geometrie der Ebene die spiegelbildliche
Lage zweier Gebilde (Linien, Flichen) in der Ebene zu einer Geraden, der
Symmetrieachse. Entsprechende Punkte — d. h. symmetrisch gelegene
Punkte — liegen auf verschiedenen Seiten dieser Symmetrieachse und
haben von ihr gleichen Abstand. Auflerdem stoht ihre Verbindungslinie
senkrecht zur Symmetrieachse. Symmetrische ebene FFiguren sind kongruent.
Sie konnen aber nicht durch Verschieben in der Ebene zur Deckung gebracht
werden, sondern nur durch Umklappen um die Symmetrieachse.

Beispiel:

Die beiden Dreiecke ABC und A;C,B; befinden sich in spiegelbildlicher

Lage zur Symmetrieachse X—X. Thre

Eckpunkte A und A, (bzw. B und B,,

x sowie C und C;) sind gleichweit von

c C, der Symmetrieachse X-—X entfernt.

“Wiirde man das Bild 53 auf ein Stiick

Papier zeichnen und dieses dann lings

. der Symmetrieachse X—X zusammen-

A A, falten, so kiimen die beiden Dreiecke

zur Deckung. Die beiden in Symme-

trielage befindlichen Dreiecke ABC und

A,C;B, sind also kongruent. Der Ver-

such, das Dreieck A,C,B, durch Ver-

schicben in der Zeichenebene mit dem

Dreieck ABC zur Deckung zu bringen,

wiirde jedoch ohne Erfolg bleiben, da

Bild 53 der Umlaufsinn der beiden Dreiecke
entgegengesetzt ist.

Im Bild 53 liegt die Symmetrieachse auBerhalb
X des Dreiecks ABC. Wir hatten hier 2 Figuren
(Dreieck ABC und A,C,;B,), die zur Achse X—X
symmetrisch lagen.

Jedes gleichschenklige Dreieck ist eine sogenannte
axialsymmetrische Figur.

Die Symmetrieachse X—X (Bild 54) geht durch
die Ecke C und steht senkrecht auf der Basis AB.
A B Sie zerlegt das gleichschenklige Dreieck ABC in

0 2 Teildrelecke ADC und BCD, die sich in spiegel-
bildlicher Lage zur Symmetrieachse X—X befinden.

i CD steht nicht nur senkrecht auf der Basis, son-
x dern halbiert sie auch. Gleichzeitig aber ist CD
Bild 54 die Winkelhalbierende des Winkels BCA.
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Es gibt auch Figuren, die mehrere Symmetrieachsen besitzen. Man nennt
sie_mehrfach axialsymmetrisch. So hat z. B. ein_gleichseitiges Dreieck
.3 Symmetrieachsen.

Der Kreis besitzt sogar unendlich viele Symmetrieachsen, denn er wird
durch jeden Durchmesser in symmetrische Halften geteilt.

‘Samitliche in einem spiteren Abschnitt behandelten regelmafigen Viel-
ecke sind axialsymmetrische Figuren.

Die Achsschnitte durch Drehkérper, die beispielsweise durch spanab-
nehmende Bearbeitung auf Drehbinken gefertigt werden, sind axial-
symmetrische Figuren. Die Mittellinie eines solchen Achsschnittes, die
nach DIN 15 als Strichpunktlinie gezeichnet wird, ist die Symmetrieachse. -

D. Die einfachsten planimetrischen Konstruktionen

Der Mathematiker benutzt als Handwerkszeug zum Zeichnen und Kon-
struieren geometrischer Gebilde lediglich den Zirkel und das Lineal, wihrend
der technische Zeichner und Ingenieur neben der oft geradezu komfortablen
Augriistung seines ReiBzeugkastens als wesentliche Zeichenhilfe noch
2 Zeichendreiecke oder bisweilen in groferen Konstruktionsbiiros eine mit
Teilkopf versehene Zeichenmaschine zur Verfiigung hat.

1. Konstruktionen von Senkrechten

Aufgabe 1

In einem Punkte A ist auf einer Geraden g die Senkrechte zu
errichten (Bild 55).

Lésung

‘ Um A beschreibt man mit be-

Ko liebiger Zirkelffnung einen Kreis,
der die Gerade gin 2 von A gleich

weit entfernten Punkten B und

C schneidet. Um B und C be-

! _ , } schreibt man mit einer anderen
Bl 14 IC 9 etwas groBeren Zirkeloffnung 2
Bild 55 Kreisbogen, die sich in D

schneiden. Die Verbindungslinie
von D mit A ist die gesuchte

Senkrechte.
Beweis !

ABAD 2= A\ ACDnach [SSS-Satz|;
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denn AB= AC nach Konstruktion
und BD = CD nach Konstruktion
AD = AD, weil jede GroBe sich selbst gleich ist.
Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit der homologen Stiicke. Es ist
also <C BAD= < DAC. Da aber beide als Nebenwinkel zusammen 180°
betragen, muB jeder 90° grof sein; d. h. DA | g.

Aufgabe 2

Auf einer Strecke AB ist die Mittelsenkrechte (= Mittellot) zu
errichten (Bild 56).

/C Losung .
Um die beiden Endpunkte der
Strecke AB beschreibt man mit
M einer Zirkeloffnung, die gréBer
A 8 ist als die halbe Linge der
Strecke AB zwei Kreisbogen,
die sich in C und D schneiden.
D Die Verbindungslinie CD steht
Bild 56 auf AB senkrecht und schneidet

AB in dem Mittelpunkt M.

Bewezs

A ABCund A\ ADB sind gleichschenklig und stehen nach verschiedenen
Seiten auf der gemeinsamen Grundlinie AB. Die Verbindungslinie ihrer
Spitzen C und D halbiert die gemeinsame Grundlinie und steht senkrecht
auf ibr (vgl. Satz 5 auf Seite 27).

Im AnschluB an diese Konstruktion sei der nachfolgende, mit Hilfe der
"~ Kongruenzsitze zu beweisende Lehrsatz angegeben:

,,»Alle Punkte, die von zwei gegebenen Punkten die gleiche Entfernung
haben, liegen auf der Mittelsenkrechten zu diesen Punkten.®

Aufgabe 3 .
Auf eine Qerade g ist von einem auflerhalb liegenden Punkt A
4 das Lot zu fallen! (Bild 57).
A

Losung

Um A beschreibt man mit einer be-
liebigen Zirkel6ffnung einen Kreis, der
die Gerade g in den beiden Punkten B
und C schneidet. Um diese beiden Punkte
beschreibt man nach der entgegenge-
setzten Seite der Geraden hin 2 gleich
) grofle Kreisbogen, die sich in D schnei-
} b Bild 57 den. AD ist das gesuchte Lot.
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Beweis

Man verbinde A mit B und C sowie D mit B und C. Es entstehen die
beiden gleichschenkligen Dreiecke BCA und CBD iiber der gemeinsamen
Grundlinie BC. Nach Satz 5 auf Seite 27 steht die Verbindungslinie ihrer
Spitzen auf der gemeinsamen Basis BC senkrecht.

Aufgabe 4
In dem einen Endpunkte A einer Strecke AB ist die Senkrechte
zu errichten!

Liésung a)

0 Um einen beliebig gewédhlten Punkt M
(Bild 58) beschreibt man den Kreis,
der durch A hindurchgeht und die ge-
gebene Strecke in dem Punkte C schnei-

A (o 3 det. Die Verlingerung der Verbindungs-
v linie CM iiber M hinaus schneidet den
Kreis in D (CD ist ein Kreisdurch-

Bild 58 messer). AD ist die gesuchte Senk-
rechte.

Beweis i
< DAC betragt 90° als Peripheriewinkel iiber dem Halbkreis nach dem
Lehrsatz des Thales (Seite 21).

Lésung b)

Man hat mit einer beliebigen Zirkelspanne viermal gleich groBe Kreis-
bogen zu beschreiben:

K Der Kreisbogen um A liefert den

Punkt C (Bild 59).

Dann beschreibt man um C den
gleichen Bogen und erhilt auf dem
£ D : ersten den Punkt D.

Der Bogen um D liefert E.

Schliefllich erhalt man¥ als Schnitt-

A —Ic 7z punkt der Bogen um E und D.
Bild 59 FA ist die gesuchte Senkrechte.

Beweis
X DAC=60° da A ACD gleichseitig ist.
L EAD=60° da A\ EAD gleichseitig ist.
A EAD und A EDF sind gleichschenklig und stehen nach verschiedenen
Seiten iiber der gemeinsamen Grundlinie ED. Nach Seite 27 Satz 5 wird
< EAD durch AT halbiert; d. h. <t FAD = 30°, Somit ist:
X FAB= xxDAC+ < FAD
= 60° 4 30°
= 90° d.h. FA | AB
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Losung ¢)
Man beschreibt um A (Bild 60) einen beliebigen Kreisbogen, dann den
B gleichen Bogen um B und C. Zum Schluf zieht
D man durch die Schnittpunkte B und C eine Gerade
X bis D. AD steht senkrecht zu AB.

Beweis
L BCA=60° da /\ ABC gleichseitig ist.
X ACD= 120° als Nebenwinkel zu <t BCA.
Da /\ ACD gleichschenklig ist, miissen die Basis-
A /8 winkel gleich sein. Zusammen betragen sie 60°, jeder
Bild g0  also 30°.

< DAC=30°
< CAB=60°

< DAC -+ <t CAB=90°
< DAB=90°; d.h. DA ] AB.

Lisung d) .

In der Praxis bedient sich der Konstrukteur oder technische Zeichner
zum Hrrichten der Senkrechten bzw. zum Fillen des Lotes (Aufgabe 3)
der Zeichenmaschine, die bekanntlich zwei zuemander rechtwinklig ste-
hende Lineale besitzt: Er legt das eine Lineal an die Gerade heran, auf die
das Lot gefillt oder auf der die Senkrechte errichtet werden soll; das
2. Lineal gibt dann die Richtung der auf der ersten senkrecht stehenden
Geraden an.

Statt der Zeichenmaschine, die nicht immer in einemKonstruktionsbiiro
an Jedem Zeichenbrett vorhanden ist, benutzt man auch einfacher ein
Zeichendreieck, das man mit einer Kathete an ein zweites Zeichendreieck
oder Lineal oder Reiflschiene anlegt, die man an die Gerade gelegt hat,
auf der die Senkrechte errichtet werden soll. Durch Verschieben des
1. Dreiecks lings der Berithrungskante mit dem 2. Dreieck (Lineal oder
Reiflschiene) kann man die Senkrechte in jede beliebige zu ibr parallele
Lage bringen.

2. Konstruktion paralleler Geraden

Aufgabe §

Zu einer gegebenen Geraden g ist durch einen auBerhalb liegenden
Punkt A die Parallele zu konstruieren.

Lisung a)
Auf der Geraden g wihlt man einen beliebigen Punkt M (Bild 61)
und beschreibt um ihn den Kreis, der durch A hindurchgeht. Dieser
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Kreis schneidet die Gerade g in B und B,. Um B, beschreibt man
mit BA den Kreis und erhilt den

A A Punkt A,. AA, ist die gesuchte

3 3 Parallele,

/“ AN ’/d,\ '
/N \
/ N / \ Beweis
/ﬁ },\ s/ .. \ . . .
AV P A MA,A ist gleichschenklig nach
18 M B 9 Konstruktion; somit ist & é= < ;.
Bild 61 6+ 6;,=26=180° —s.
AABM = A AMB, nach ISSS—Sa’czl (Seite 25); somit ist
LY=L

y+y=2y=180—¢

28 =2y oder 6= 1.

Da 6 und y Wechselwinkel an der schneidenden Geraden AM sind, muBl
wegen threr Gleichheit AA, || BB, sein.

Es folgt:

Lésung b) ‘
Auf der gegebenen Geraden g wahlt man 2 beliebige Punkte B und C
A 10 (Bild 62). Der Kreisbogen um C
T 4&/ — mit AB und dgr Krfeisbpgen mit
// P / BC um A schneiden sich in D.
/ /// / . AD ist die gesuchte Parallele.
L\ I
B‘/ c 9 Bild 62
Beweis

Man zeichne als Hilfslinien AB, DC und BD. Nach Konstruktion ist
AB=DC und AD=BC. Da jede GroBe sich selbst gleich ist, ist BD

= BD. Aus der Gleichheit dieser Seiten folgt nach dem |SSS-Satz|:
A BDA = A BCD. Als homologe Stiicke sind < = < {. Da diese Winkel
aber auch Wechselwinkel an der schneidenden Geraden BD sind, so folgt

nach dem Satz 1) und 2) auf Seite 12: AD || BC.

£
A Lisung c)

ZIF Durch A legt man eine beliebige Gerade, die g
in B schneidet (Bild 63). Um A und B beschreibt
man 2 gleiche Kreishogen beliebiger GréBe. Die
entstehenden Schnittpunkte seien C, D und E.

8 [ Um E beschreibt man mit CD den Kreis und er-

[ 9 4ilt F. Die Verbindungslinie von A mwit F ist die

Bild 63 gesuchte Parallele.
Mathematik Teil 2. ' 3

c
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Beweis

A BDC = A AFE nach | S 8 8-Satz l (Seite 25).
Es folgt <t CBD= <t EAF.

Diese beiden Winkel sind Gegenwinkel an der schneidenden Geraden
AB. Da die Gegenwinkel gleich sind, miissen nach dem Satz 1) und 2)
auf Seite 12 die geschnittenen Geraden parallel sein.

Der technische Zeichner verwendet zum Konstruieren paralleler Geraden
die Parallelfithrung seines Reillbrettes oder die Zeichenmaschine oder ein
Zeichendreieck und ein Lineal.

Mit Dreieck und Lineal wird Aufgabe 5 folgendermaflen gelst:

Zunichst legt man die eine Kathete des rechtwinkligen Zeichendreiecks
an die gegebene Gerade g und dann ein Lineal an die Hypotenuse des Drei-
ecks an. Das Lineal hilt man fest und verschiebt nun das Dreieck an thm
entlang, bis seine obere Kante den Punkt A erreicht. Die von ihr fest-
gelegte Gerade g’ ist die gesuchte Parallele (Bild 64 u. 65).

| N
Ng g

Bild 64 Bild 65

3. Das Teilen von Strecken

Aufgabe 6

Eine gegebene Strecke AB ist in 2 gleiche Teile zu teilen (d. h.
die Strecke ist zu halbieren)!

Die Losung ist die gleiche wie bei der
] . Aufgabe 2 auf Seite 30.
e M ~ M ist der Mittelpunkt der Strecke AB.
A [ B

Beim technischen Zeichnen kann der
Bild 66  Mittelpunkt M einer Strecke AB ohne
Zuhilfenahme eines Lineals oder Zeichen-
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dreiecks, also nur mittels Zirkels, schnell und einfach folgendermaflen
bestimmt werden (Bild 66):

Man schitzt r als die ungefdhre Hélfte von AB und beschreibt mit r
Kreisbogen um A und B. Die verbleibende kleine Reststrecke CD 148t
sich nach Augenmaf in M halbieren. Mist der gesuchte Mittelpunkt von A B.

dufgabe 7 ;
Eine gegebene Strecke ABist inm gleich groBe Teile zuteilen (Bild 67).

Losung
Vom Endpunkt A der gegebenen
Strecke AB zieht man einen beliebigen
Strahl und trigt auf ihm m-mal eine
beliebige Strecke hintereinander ab.
Den letzten Teilpunkt verbindet man
mit dem Endpunkt B der gegebenen
Bild 67  Strecke und zieht zu dieser Ver-
bindungslinie durch die anderen Teil-
punkte auf dem Strahl die Parallelen, die die gegebene Strecke in den

gesuchten Teilpunkten schneiden.

Der Beweis zu dieser Konstruktionsaufgabe ergibt sich nach dem
1. Strahlensatz, der in einem spéteren Abschnitte (S. 100) behandelt wird.

4. Konstruktion und Teilung von Winkeln

Aufgabe 8§

Im Punkte A einer gegebenen Geraden g ist an diese Gerade ein ge-
gebener Winkel « anzutragen (Bild 68).
C

Lisung
Man beschreibt um den Scheitel S des ge-
gebenen Winkels « einen beliebigen Kreisbogen,
der die beiden Schenkel in B und C schneidet.
Der Kreis um A mit derselben Zirkel6ffnung
3 (= BS= CR) schneidet die gegebene Gerade g in
D. Um D beschreibt man den Kreishogen mit
BC und erhélt den Punkt E. Man macht also
DE=BC.
y 9 Der Winkel EAD ist dann gleich dem ge-
Bild 68  gebenen Winkel c.
Beweis

AADE = / SBC nach | S§8-Satz
Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit der homologen Winkel:
XEAD= < a.

v
&

3*



36 Die Geometrie der Ebene oder die Planimetrie
Aufgabe 9
Der Winkel «==60° ist zu konstruieren! (Bild 69.)
A Léosung
Man beschreibt um die Endpunkte der beliebig

gewdhlten Strecke AB mit der Zirkeloffnung AB
die beiden gleichen Kreisbogen. Sie schneiden sich

60° mm Punkte C. Man verbindet C mit A.
A 8 Der hierdurch entstehende Winkel CAB betrigt
Bild 69 60°
Beweis

Verbindet man B mit C, so ist das hierdurch entstehende /\ ABC gleich-
seitig. In ihm ist jeder Winkel 60° groB; also

<X CAB=60°.
Aufgabe 10
Ein gegebener Winkel ist in 2 gleichgroBe Teile zu teilen (= hal-
bieren)!

Lésung a) (Bild 70)
Um den Scheitel S des Winkels beschreibt man
einen beliebigen Kreisbogen, der die beiden

A

/\V )

.\Lﬁ Schenkel in A und B schneidet. Um A und B
8

beschreibt man mit gleicher Zirkelspanne 2 Kreis-
bogen, die sich in C schneiden. Die Verbindungs-
linie CS ist die Halbierungslinie des gegebenen

Bild 70 K
‘ Winkels.

Beweis

Durch die Hilfslinien AC und BC entstehen zwei kongruente Dreiecke:

/\ SCA == A 8BC nach | SS8-Satz

Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit der entsprechenden Winkel;
Ar also: ¢ ASC= X CSB.

Lésung by (Bild 71)

Um den Scheitel S beschreibt man 2 be-
liehige Kreisbogen, die die Schenkel in A und
B sowie in A, und B, schneiden. Die beiden
| Verbindungslinien AB; und A;B schneiden sich
s B! Bi  im Punkte C. Die Verbindungslinie von 8

Bid 71 mit Cist die gesuchte Halbierungslinie.

Beweis

A ASB, = AASB [SWS-Satz]

folglich: <X BA,S= < SB,A
und X SBA, = < B;AS
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und als Nebenwinkel: <C A\BB; = <X A;AB,
‘ AAAC = A BB,C [WSW-Batz]
folglich: AC=BC
NASC =, C8B [S88-Satz]
folglich: @: ASC= < C8B w.z b.w

Im AnschluB an die Aufgabe der Winkelhalbierung beweise man unter
Zuhilfenahme des SsW-Satzes den nachstehenden Satz:

,,Samtliche Punkte, die von zwei sich schneidenden Geraden denselben
Abstand bhaben, liegen auf der kaelhalblerenden des durch die Geraden
gebildeten Winkels.*

Aufgabe 11
Der Winkel a==30° ist zu konstruieren! (Bild 72.)
% D Losung A
Man konstruiere nach Aufgabe 9 den Winkel
i o= 60° und halbiere ihn nach Aufgabe 10. Man
30 g gehe also folgendermafen vor: Um den auf der
A '8 Geraden g liegenden Punkt A beschreibt man

Bild 72 einen beliebigen Kreisbogen, der die Gerade in B

schneidet. Um B beschreibe man mit derselben

erkeloffnung einen 2. Kreisbogen, der den ersten in C schneidet. Um C

schlagt man wiederum mit derselben Zirkel6ffnung einen 3. Kreisbhogen,

der den 2. in D schneidet. Verbindet man D mit A, so ist <t DAB = 30°,
Beweis

Vergleiche die Beweise zu Aufgaben 9 und 10.

Aufgabe 12
Ein rechter Winkel ist in 3 gleiche Teile zu teilen! (Bild 73.)

Losung

- Um den Scheitel des rechten Winkels beschreibt
man einen beliebigen Kreisbogen, der die beiden
Schenkel in A und B schneidet. Mit derselben Zirkel-
offnung (SA= SB) beschreibt man um A und B
2 Kreigbogen, die den ersten in C und D schneiden.
S '8 Die Verbindungslinien CS und DS dritteln den
Bild 73  rechten Winkel.

Al

Anmerkung zur Dreiteilung eines Winkels:

| Nur der rechte Winkel und seine ganzen Vielfachen (also: 180°,
270° usw.) lassen sich auf einfache Weise mit Zirkel und Lineal in
3 gleiche Teile teilen. Im allgemeinen ist die Winkeldreiteilung (auch
Winkeltrisektion genannt) mit Zirkel und Lineal unméglich.
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Beweis
< C8B = 60° nach Aufgabe 9 (Seite 36)
ebenso < ASD = 60°
< ASC = 90° — < CSB = 90° — 60° = 30°
X CSD = <L ASD — <r ASC = 60°— 30°= 30°
L DSB= < C8B — < CS8SD= 60°— 30°= 30°

Aufgabe 13

Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt auBerhalb der Zeichenflédche liegt
und somit fiir die Kon-

>/‘<5L”’ % struktion unzuginglich ist,
istzuhalbieren! (Bild74.)
——

m

Lésung

Die beiden Schenkel des
Winkels seien g, und g,.
5 9, Thr Schnittpunkt ist der

auBerhalb der Zeichen-

Bild 74 fliche liegende Scheitel 8.

Man zieht zu dem einen Schenkel g; eine parallele Hilfslinie h nach Auf-
gabe 5 (Seite 32).

Diese bildet mit dem zweiten Schenkel g, einen Winkel mit dem Scheitel
A. Ein beliebiger Kreisbogen um A schneidet die beiden Schenkel in B
und C. Man verbindet B mit C und verlingert diese Verbindungslinie
bis zum Schenkel g;. Man erhilt dort den Schnittpunkt D. Die Mittel-
senkrechte m auf BD (siche Aufgabe 2) ist die gesuchte Halbierungs-
linie des gegebenen Winkels mit unzuginglichem Scheitel.

Beweis

Nach Konstruktion ist /\ CBA gleichschenklig. Wie man durch die
spiter behandelten Regeln der Ahnlichkeitslehre zeigen kann, ist auch
A DBS gleichschenklig. Die Mittelsenkrechte m auf der Basis BD hal-
biert nach Satz 3 auf Seite 27 den Winkel an der Spitze.

E. Die Vierecke

1. Bezeichnung der einzelnen GriéBen

Ein Viereck ist ein geschlossener Linienzug von 4 Strecken. Ks ent-
steht, wenn man 4 Punkte einer Ebene, von denen aber keine 3 in
einer (eraden liegen, der Reihe nach verbindet. Es hat 4 Seiten,
4 Kcken und 4 Winkel. Ein Viereckswinkel wird von 2 aneinander-
stoBenden Seiten gebildet. Man bezeichnet ein Viereck durch die 4 neben-
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D einander geschriebenen Buchstaben der Ecken; also

nach Bild 75: Viereck ABCD (sprich: Viereck

Abecede). Die Reihenfolge der Buchstaben

wihlt man wie beim Dreieck meist so, dal beim

Umlaufen des Vierecks in der Reihenfolge der

Buchstaben das Viereck linker Hand liegt. Die

¢ Verbindungsstrecken gegeniiberliegender Vierecks-

ecken (AC 119@ BD) beilen die Diagonalen.

B Die Diagonalen liegen bei emnem Viereck, von

Bild 75  dessen 4 Winkeln keiner groBer als 180° ist, inner-

halb der Vierecksfliche. Ist ein Winkel des Vier-

ecks tiberstumpf, so liegt die eine Diagonale auBerhalb des Vierecks. Ein

solches Viereck mit einem fiberstumpfen Winkel nennt man ein aus-
gebuchtetes Viereck.

2. Die Einteilung der Vierecke
a) Das Trapez

Trapez schreibt man nicht mit ,,tz°°! Das Wort stammt aus der griechi-
schen Sprache und bedeutet ,,T1schchen Ein Trapdz ist ein Viereck,
bei dem 2 gegeniiberliegende Seiten parallel sind. Man unterscheidet:
Das allgemeine Trapez (Bild 76):

Die nicht parallelen Seiten sind ungleich lang.
Das gleichschenklige Trapez (Bild 77):
Die beiden nicht parallelen Seiten sind gleichlang. Sie heilen die

Schenkel.
D c 0 C
8 A 8
AD# BC AD=8C
Bild 76 Bild 77
Beispiel

Der Querschnitt durch die sog. Schwalbenschwanzfithrung zweier auf-
einander gleitender Teile ist ein gleichschenkliges Trapez.

Die Verbindungslinie der Mitten der beiden nicht parallelen Seiten eines
Trapezes ist die Mittellinie (m).

b) Das Parallelogramm oder Rhomboid

Ein Parallellogramm (Bild 78) ist ein Viereck, bei dem die 2 Paare
gegeniiberliegender Seiten parallel sind. Diese parallelen Seiten sind
aulerdem noch gleichlang. Also: AB||CD (lies: Abe paralle]l Cde),
AD||BC und AB=CD, AD=BC.
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/D /C
: . A
A B B

ABIIDC; ADJIBC

Bild 78 Bild 79
D c D o
A 8 A 8

Bild 80 Bild 81

¢) Der Rhombus oder die Raute (Bild 79)

Ein Rhombus ist ein Parallelogramm mit lauter gleichen Seiten. Bei
thm sind je 2 gegeniiberliegende Seiten einander parallel. Ein Rhombus
ist also ein Spezialrhomboid mit gleich langen Seiten. AB|| DC; AD|| BC;
AB=BC=CD=DA.

d) Das Rechteck (Bild 80)

Das Rechteck ist ein Parallelogramm, dessen sémtliche 4 Winkel je 90°
betragen. Fin Rechteck ist als ein Spezialthomboid mit gleich groflen
90°-Winkeln.

e) Das Quadrat (Bild 81)
Ein Quadrat ist ein Rechteck mit gleich langen Seiten.

f) Das Drachenviereck (Bild 82)

Das Drachenviereck kann man durch die Verbindungslinien zweier
gegeniiberliegender Kcken (= Diagonalen) in 2
D gleichschenklige Dreiecke zerlegen.

Die in der vorstehenden Aufzihlung unter b bis e
genannten Vierecke sind Parallelogramme. Das
Rhomboid ist ein verschobenes Rechteck. Der
Rhombus ist ein verschobenes Quadrat. Wahrend
beim Rechteck und Quadrat die Winkel rechte
. sind, ist dies beim Rhomboid und Rhombus nicht
Bild 82 der Fall. :
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Zusammenstellung iiber die Vierecke (Bild 83)

Durch eine Diagonate wird es
in 2 nach GréBe und Gestalt
verschiedene Dreiecke zerlegt

All gemem es
Viereck

[m Paar Gegen
seiten sind Durch eine Diagonale wird
paral/e/ es in 2 glerchschenklige

Dreiecke zerlegt

N |

Je 2 gegeniberliegende
Porcllelogramm/ Sejten sind parallel

/N

Rechteck Rechtwinkliges Gleichsertiges
Foratlelogramm Paralielogramm ¢ Parallelogramme

g

Quadrat

Gleichseitig -rechtwinkliges
Parallelogramm

Bild 33
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3. Lehrsitze iiber die Vierecke

a) Winkelsdtze

«) Allgemeine Vierecke
| Die Winkelsumme in jedem Viereck betrigt 360° (Bild 84).

D Beweis
Durch eine Diagonale wird das Viereck in zwei
Dreiecke zerlegt. Die Winkelsumme in jedem dieser
¢ beiden Dreiecke betrigt 180°. Die Summe der
A 6 Winkel der beiden Dreiecke betrigt 2 180°
' = 360°. Sie ist die gleiche wie die der 4 Winkel

B des Viereckes.
Bild 84

B) Trapez

Die Summe der beiden Winkel, die einer der ﬁiehtpara,llelen Seiten
anliegen, betrigt 180° (Bild 85).

Beweis

Die beiden Winkel, die einer der nichtparallelen
Seiten anliegen, sind entgegengesetzte Winkel an
Parallelen, die nach dem aunf Seite 11 angefithrten

Lehrsatz 3 zusammen 180° betragen.

Bild 85

y) Parallelogramm

In jedem Parallelogramm smd die gegeniiberliegenden Winkel
gleich (Bild 86).

Beweis

Durch die Diagonale AC des Parallelo-
gramms ABCD entstehen 4 Winkel:

Als Wechselwinkel an den Parallelen
AD und BOC sind: Coay= <L p,-

Als Wechselwinkel an den Parallelen
AB und DC sind: < o= <X y;.

Durch Addition der linken Seiten der
beiden letzten Gleichungen folgt:

Bild 86 <X al—}—@:o%:{yl—-f—{yz
oder <XDAB =B

In jedem Parallelogramm sind die einer Seite anhegenden Winkel

Supplementwinkel, d. h. sie betragen zusammen 180°.
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Beweis
<X DAB und < ABC sind entgegengesetzte Winkel an den beiden
Parallelen AD und BC. Nach dem Lehrsatz 3 auf Seite 11 betragen sie

zusammen 180°,

b) Seitensatz
In jedem Parallelogramm (Rhomboid, Rhombus, Rechteck, Quadrat)
sind die Gegenseiten gleich.
Bewetis
Eine Diagonale teilt jedes Parallelogramm in 2 kongruente Dreiecke nach
dem WSW-Satze. Es ist ndimlich die Diagonale den beiden Dreiecken ge-
meinsam, und die an der Diagonale liegenden Winkel sind als Wechsel-
winkel an Parallelen gleich. Als gleichliegende (= homologe) Stiicke in
kongruenten Dreiecken sind dann auch die beiden Gegenseiten gleich lang.
Anmerkung zum Seitensatz:
Es gilt auch die Umkehrung des vorstehenden Seitensatzes. Sie lautet:

Sind in einem Viereck die gegeniiberliegenden Seiten gleich lang, so
ist das Viereck ein Parallelogramm.

¢) Diagonalensétze
o) Parallelogramm

I In jedem Parallelogramm halbieren sich die Diagonalen (Bild 87).
Bewetis
Durch die beiden Diagonalen im Par-
allelogramm entstehen 4 Dreiecke, von
denen je 2 gegeniiberliegende kongruent
sind. Esist A ABM = A CDM, weil
XL a= <Ly ) als Wechselwinkel an den
L P=<$6 } Parallelen AB und DC
Bild 87 _ als Gegenseiten im Par-
AB=DC allelogramm (Seite 43).
Aus der Kongruenz dieser heiden Dreiecke folgt die Gleichheit der
homologen Stiicke: AM= MC und DM = MB.

f) Rhombus

I Injedem Rhombus stehen die Diagonalen
o aufeinander senkrecht und halbieren die
A@? I Rhombuswinkel (Bild 88).
A " 25 ¢ Beweis
Die beiden nebeneinanderliegenden Dreiecke
AMD und MCD sind kongruent nach dem

8 SS8-8atz; denn AD = DC als Rhombusseiten,
Bild 88 AM= MC nach dem Diagonalensatz (Nr. ¢ ).
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DM=-DM ist sich selbst gleich. Wegen der aus der Kongruenz
folgenden Gleichheit der homologen Stiicke ist X AMD= <t DMC. Da
beide zusammen 2 R betragen, ist jeder 90° groB. Ferner folgt aus
der Gleichheit der gleichliegenden Stiicke:

X MDA— < CDM.

») Rechteck und Quadrat

In jedem Rechteck und Quadrat sind die Diagonalen einander
gleich (Bild 89).
Beweis
s ¢ Durch die beiden Diagonalen erhdlt man die
T nach dem SWS8-8atz einander kongruenten
1 Dreiecke ACD und ABD.
2=zt g (X CDA= X DAB= 90°; AD= AD;

DC= AB.) DB und AC sind als homologe
Bild 89 Stiicke gleich, also DB= AC.

]

d) Mittelliniensidtze fiir das Trapez

| o) Die Mittellinie eines Trapezes ist den beiden parallelen Seiten
parallel (Bild 90). S
Bewetis
D c #  Die Mittellinie des Trapezes ABCD
: verbindet die Mitten E und F der
beiden Schenkel. Durch F ziehe man

f [ zu AD die Parallele, die AB in G und
M die Verldngerung von DC in H schnei-
A G 3 det. AGHD ist ein Parallelogramm,
Bild 90 in dem nach dem Satz Nr. b auf Seite 43
die gegeniiberliegenden Seiten AD und
GH gleich lang sind. Da nach dem
WSW-Satz A GBF = A FHC ist (XBFG= < CFH als Scheitel-
winkel, St HCF= < GBF als Wechselwinkel, CF= FB nach Konstruk-
tion), sind die gleichliegenden Stiicke GF und FH einander gleich. AE
war nach Konstruktion die Hilfte von AD. Wie soeben gezeigt wurde,
ist GF die Halfte von GH. Sind die beiden Ganzen (AD= GH) gleich,
so sind es auch die beiden Hélften von ihnen, also AE = GF. Nun ist nach
dem SWS-Satz A AGE= A FEG. (AE = GF wie eben bewiesen wurde,
< GEA = . EGF als Wechselwinkel an den nach Konstruktion parallelen
Strecken AD und GH, EG = EG), so daB <t AGE und <t FEG als homolog
liegende Winkel einander gleich sind. Daraus folgt nach Umkehrung
2 8. 12 EF || AG und wegen AG || DH auch EF || DH.

Auch die Umkehrung von Satz o) gilt:

Die Parallele zur Grundseite, die den einen Trapezschenkel halbiert,
halbiert auch den anderen.
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B) Die Linge der Mittellinie eines Trapezes ist gleich der halben
Summe aus den Lingen der beiden parallelen Seiten.

Oder algebraisch ausgedriickt:
Die Lénge der Mittellinie eines Trapezes ist das arithmetische Mittel aus
den Langen der parallelen Seiten.
Beweis
Wie soeben unter «) gezeigt wurde, ist EF = DH; ebenso ist EF = A G,
weil auch AGFE ein Parallelogramm ist.
EF=DH=DC+ CH
EF=AG=AB—GB
Durch Additionder beiden Gleichungen: 2EF=DC+{+ AB-+{CH—GB.
Aus der Kongruenz der Dreiecke GBF und FHC folgt, dal CH= GB
ist. Somit fallen die beiden letzten Glieder der letzten Gleichung fort und
man erhilt:

2EF=DC+AB oder EF=_ (DC+ AB).

Folgerung

Man denke sich die parallele Seite DC des vorstehend betrachteten Tra-

pezes immer kleiner und kleiner werdend.

Im Grenzfall wird sie 0 cm lang. Der Punkt D

T fillt nach Bild 91 mit C in einem Punkt T

zusammen. Aus dem Trapez ABCD wird das

Dreieck ABT. Verbindet man in diesem die

R 5 - Mitten der Seiten AT und BT durch eine Ge-

rade, so ist diese Verbindungslinie RS parallel

der Grundlinie AB. Thre Linge betrigt ent-

sprechend dem vorstehenden Satze:

A 8 RS=. (AB 4 0)=; AB.

Bild 91

In Worten driickt sich dies aus als folgender

Lehrsatz: Die Verbindungslinie der Mitten zweier Dreiecksseiten
ist parallel zu der dritten Dreiecksseite und halb so lang
wie diese!

Aufgaben

47) Ein Wellenstumpf von 50 mm Durchmesser ist so durch 4 zur
Wellenachse parallele Flichen anzufrisen, daf er die groftmogliche
Querschnittsform erhalt. Es ist der Schnitt senkrecht zur Achse auf-
zuzeichnen!

48) In einem Parallelogramm ist ein Winkel
a) 65°,
b) 100° und
¢) a. Wie grofl sind die drei tibrigen Winkel ?
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49) Die Winkel an der Grundlinie eines Trapezes sind
a) o= 40°, f=60°;
b) a= 90°, = 30° und

¢) & f.
Wie grof sind die beiden iibrigen Winke] ¢

50) Von den 4 Winkeln «, f, 7, § eines Viereckes sind die folgenden ge-
geben ’
a) a= T0° B=90°, y==60°,
b) a= f=40°, y=,
¢) o+ y=180° a=p, y==60°
Wie grof sind die fehlenden Winkel ?

-51) a) Ein Parallelogramm (Rhomboid, Rhombus, Rechteck, Quadrat)
' ist aus 4 Stiben, die in den Ecken durch Scharniere verbunden
sind, gebildet. Ist das Parallelogramm beweglich oder starr ?

b) Man verbinde bei dem unter a) gegebenen Parallelogramm 2 gegen-
iiberliegende Ecken durch einen in den Endpunkten beweglichen
Diagonalstab. Ist das Parallelogramm beweglich oder starr?

¢) Welche Figur ergibt sich beim Verschieben eines der unter a) ge-
gebenen Parallelogramme %

d) Kann man ein in den Endpunkten durch Scharniere verbundenes
Trapez in ein anderes Trapez verschieben? Wenn nicht, was fiir
eine Figur ergibt sich?

52) Der Winkel o eines Parallelogramms durchléuft, jeweils um 20°
steigend, die Werte 10°, 30°, 50° ... 170°. In einer Tabelle sind die

Werte fiir die Gréflen der 3 fehlenden Winkel §,  und § anzugeben!

53) Unter welchen 4 Winkeln schneiden sich die H&hen eines Parallelo-
gramms, wenn der eine Winkel des Parallelogramms «= 75° betrigt ?

Erklirung: Die Hohen eines Parallelogramms sind Strecken, die
zwischen zwel parallelen Gegenseiten liegen und auf diesen senkrecht
stehen.

54) In einem Dreieck ABC, dessen < a= 60° ist, wird die Mittellinie
m,= AD um sich selbst iiber D hinaus bis E verlingert. Wie grof3
sind die Winkel in dem entstehenden Viereck ABEC?

55) Ein Trapez mit den parallelen Seiten a= 10 cm und b= 6 cm wird
durch 3 parallele, in gleichen Abstinden gelegte Schnitte in 4 Teile
zerlegt. Wie lang sind die parallelen Seiten der entstandenen 4 Trapeze ?

56) In ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Schenkel a = 10 cm soll ein
Rhombus so eingezeichnet werden, dafl der eine Rhombuswinkel mit
dem Winkel an der Spitze des Dreieckes zusammenfillt. Die gegen-
iiberliegende Rhombusecke soll auf der Basis des gleichschenkligen
Dreieckes liegen. Wie groB ist die Seite des entstehenden Rhombus ?
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57) Wie grof} sind die Winkel eines Rhombus, wenn der eine doppelt so
groB wie der andere ist ¢

58) Die eine Seite eines Rechteckes ist um 5cem groBer als die andere.
Der Umfang des Rechteckes betriigt 50 cm. Wie groB sind die Recht-
ecksseiten ?

Anleitung: Rechtecksumfang = Seitensumme!

59) Aus einem rechtwinkligen Dreieck ist ein Quadrat durch 2 Schnitte,
die parallel zu den Katheten liegen, herauszuschneiden. Kin Winkel
des Quadrates soll mit dem rechten Winkel des gegebenen Dreieckes
zusammenfallen. Die Gegenecke des Quadrates soll auf der Hypo-
tenuse liegen. Durch welche Linie findet

man diese Gegenecke ? I\
60) Wie groB ist der mittlere Durchmesser des > ) o
im Achsschnitt skizzierten Kegels (Bild 92)¢

le-20

[
’ 50

Bild 92

61) Der senkrechte Schnitt durch einen Sechskantstahl ist ein regel-
méafiges Sechseck, dessen Ecken der Reihe nach mit A, B, C, D, E
und F bezeichnet werden mogen. Man verbinde die Ecken A und C
mit dem Mittelpunkt M des regelmiBigen 6-Eckes. Was fiir ein Par-
allelogramm ist das Viereck ABCM? Wie gro8 sind die Winkel in
diesem Viereck ?

62) Der nebenstehende (Bild 93) doppelkegel-
férmige Schwimmer hat an seinen beiden
Spitzen die Winkel

o= 60° und
B=90°
Wie grol sind die Winkel y und 6°?

Bild 93

63) Der Keil (Bild 94) hatals Grund-
fliche ein Rechteck mit den Sei-
tenlund b. Seine Hohe betrigt
h em. Die obere Keilkante, die
parallel der Grundfliche liegt, ist
l; cm lang. In der halben Hohe
soll ein zur Grundfliche paralle-
ler Schnitt gelegt werden. Welche
Schnittfigur entsteht ? Wie grof3

sind die Seiten der Schnittfigur ? Bild 94 10 te—
64) Ein Beilageblech hat die Abmessungen im
Bild 95. MaBein mm. Wie groB ist die Blech- it T
breite in 15 mm Abstand von der 40 mm )
langen Seite? Wie groB sind die Winkel « i
und ¢ "z :
Bild 95 [+—40 ——=
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65) Ein biegsames Seil ist um eine feststehende Walze geschlungen
(Bild 96). Der Umschlingungswinkel

betrigt 120°. Wie grof} ist der Winkel o, 9
den beide Seilrichtungen bilden? %
A

Anleitung ; 9

1) Die Winkel S;AM und MBS, be-
tragen je 90°.

2) Man verlingere. die beiden Seil-
richtungen bis zu ihrem Schnitt- Sy
punkt P und lege der Berechnung
das Viereck MAPB zugrunde! Bild 96

66) Eine punktférmige Lichtquelle S entwirft von einem undurchsichtigen
Korper B auf einem Lichtschirm C einen
Schatten D, der doppelt so lang wie der
Kérper B 1st (Bild 97).

Wie weit ist die Lichtquelle von dem
Schirm entfernt, wenn der Abstand
zwischen Korper und Schirm 2 m betréigt ?

Bild 97

67) In dem nebenstehend skizzierten 5-zackigen Stern (Bild 98), dem sog.
Pentagramm, mit den Ecken A, B, C,

D und E und dem Mittelpunkt M sind zu o
bgrechnen:
a) < BMA, '

b) < CMA,

c) < DAC,

d) Summe der Winkel an den 5 Ecken
und ;

e) Die 4 Winkel in dem Viereck ABCM!

Bild 98

- 68) Welchen Winkel bilden die Halbierungslinien zweier Winkel an einer
Seite eines Parallelogramms ?

69) Die 4 aufeinanderfolgenden Ecken eines Parallelogramms sind A,
B, C und D. Durch die Ecke D ist eine Gerade g gezogen, die das
Parallelogramm nicht schneidet. Die Eckpunkte A, B und C haben
von ihr die Absténde a, b und ¢. Wie gro8§ ist b im Vergleich zu a
und c?

70) Wie lang ist das Stiick x, das auf der Mittellinie eines Trapezes mit
den parallelen Seiten a und b von den beiden Diagonalen begrenzt
wird ?
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F. Der Kreis
»1. Benennung und Bezeichnung der einzelnen Teile (Bild 99)

Der Kreis ist eine ebene in sich geschlossene Linie, deren simtliche
Punkte von einem festen Punkte, dem Kreismittelpunkt M (seltener
auch Zentrum genannt), gleichweit entfernt sind. Dreht man in der Ebene
eine Strecke MA um den einen Endpunkt M, so beschreibt der andere
Endpunkt A einen Kreis.

Die in sich geschlossene Linie, die den Kreis bildet, nennt man auch
Peripherie. Thre Lénge bezeichnet man als Kreisumfang U. Die GroBe der
von der Peripherie umschlossenen Fliche heiBt der Kreisinhalt F. Die
gerade Verbindungslinie eines auf der Peripherie liegenden Punktes A
mit dem Mittelpunkt M heifit der Kreishalbmesser oder Radius r.
Aus der Erklirung des Kreises folgt: Alle Radien des Kreises sind gleich.
Verldngert man den Radius AM iiber M hinaus bis zum Schnittpunkt B
mit der Peripherie, so nennt man die Strecke AB den Durchmesser d.

Die beiden Punkte A und B, deren Verbindungslinie durch den Kreis-
mittelpunkt gelit, liegen einander auf der Peripherie diametral gegeniiber.
Die Verbindungslinie zweier beliebiger auf der Peripherie liegender Punkte
C und D heilt eine Sehne s. Der Durchmesser d ist die groBte Sehne
eines Kreises. Alle anderen Sehnen eines Kreises sind kleiner als der Durch-
messer. Der von den beiden auf der Peripherie liegenden Punkten C und
D begrenzte Teil der Peripherie heil3t der Kreisbogen b. Man bezeichnet
ihn mit CD (lies: Bogen OD). Die Fliche, die von einer Sehne und dem
dazu gehorenden Bogen eingeschlossen wird, heifit Kreisabschnitt oder
Segment. Die Fliche, die von den beiden Radien RM und SM sowie
dem zugehdrenden Bogen eingeschlossen wird, heiit der Kreisaus-
schnitt oder Sektor. Die Flache eines Kreissektors setzt sich zusammen

MA = r = Radius

AB = d = Durchmesser
CD = s = Sehne

CD = b — Bogen

EF = Sekante

T = Berdhrungspunkt
KL = Tangente
<i. w = Zenlriwinkel
<. @ = Peripheriewinkel
< 8 = Sehnentangentenwinke!

L Bild 99

Mathematik Teil 2 4
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aus der Fliche eines Segmentes und der eines gleichschenkligen Dreieckes.
Betrigt der von den beiden Radien gebildete Winkel 90°, d. h. stehen
die beiden Radien aufeinander senkrecht, so ist der Flicheninhalt des
Sektors der 4. Teil des gesamten Kreisinhaltes; man nennt diese Fliche
einen Kreisquadrant. Ist der Winkel SMR == 60°, so ist der Flicheninhalt

dieses Sektors % des Kreisinhaltes. Ein solcher Sektor heift Sextant.

Kreis und Gerade

In der Lage eines Kreises und einer Geraden zueinander gibt es 3 Mog-
lichkeiten:

1) Eine Gerade schneidet einen Kreis in 2 Punkten. Diese Gerade
heilt Sekante. Eine durch den Kreismittelpunkt gehende Sekante
heiflt Zentrale.

2) Eine Gerade beriihrt einen Kreis in 1 Punkt T. Diese Gerade heiBt
die Beriihrende oder Tangente. Der Punkt T heibt der Be-
rithrungspunkt. Eine Tangente kann als eine Sekante in der Grenz-
lage aufgefalt werden, bei der die beiden Schnittpunkte der Sekante
sich immer mehr und mehr enander niherten und schlieBlich in
einen Punkt T zusammenfielen.

- 3) Eine Gerade schneidét oder beriihrt einen Kreis nicht. Es gibt keinen
/ Beriihrungs- und keinen Schnittpunkt.

4

Kreis und Winkel
Beim Kreise unterscheidet man 3 Arten von Winkeln:

1) Winkel, deren Scheitel der Kreismittelpunkt M und deren Schenkel
2 Radien MA und MG sind, heilen Mittelpunkts- oder Zentri-
winkel; also z. B. "0 GMA.

2) Winkel, deren Scheitel auf der Peripherie liegen und deren Schenkel
2 Sehnen sind, heilen Umfangs- oder Peripheriewinkel,
z. B. <X GPA.

3) Winkel, deren Scheitel auf der Peripherie liegen und deren Schenkel
von einer Sehne und der Tangente in einem ihrer Endpunkte ge-
bildet werden, heilen Sehnentangentenwinkel, z. B. < 4.

Kreis und Kreis

2 Kreise mit verschieden groBen Radienr; und r,, aber mit gemeinsamem
Mittelpunkt M, liegen konzentrisch oder gleichmittig zueinander.
Die von den beiden Kreisperipherien eingeschlossene Fliche heifit Kreis-
ring. Sein Flicheninhalt kann als Differenz der Flicheninhalte der beiden
Kreise mit den Radien r; und r, bestimmt werden (Bild 100).

Die schraffierte Fliche ist die Kreisringfliche.
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Q)

~ Bild 100

c) c)
Bild 101 Bild 102

2 Kreise mit nicht gemeinsamem Mittelpunkt koénnen verschiedene
Lagen einnehmen:

1) Die beiden Mittelpunkte liegen innerhalb der groBien Kreisfliche
(Bild 101a...¢): :

a) Die beiden Kreise liegen exzentrisch oder ungleichmittig zu-
einander, ohne einen Punkt gemeinsam zu haben (Bild 101a).

b) Die beiden Kreise beriihren sich von innen (in einem Punkte)

(Bild 101b).
¢) Die beiden Kreise schneiden sich (in 2 Punkten) von innen
(Bild 101c).
2) Der Mittelpunkt des einen Kreises liegt auBlerhalb der Fliche des
~ anderen Kreises (Bild 102a...c).

a) Die beiden Kreise haben keinen Schnitt- oder Beriithrungspunkt
mitetnander. Die beiden Kreise meiden sich (Bild 102a).

b) Die beiden Kreise beriihren sich von auflen (in 1 Punkt) (Bild 102b).

¢) Die beiden Kreise schneiden sich von auflen (in 2 Punkten)
(Bild 102c). . A

Die Gerade, die die beiden Mittelpunkte miteinander verbindet, heifit

die Mittelpunktsgerade oder die Zentrallinie oder die Zentrale z.

. 4%
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a) b)

/)
’ c
A
. 8 a) B
D

Bild 103 ¢
. b) ]

‘ A

Bild 104 A B Bild 105

Kreis und Dreieck

a) Der Kreis, der durch die 3 Ecken A, B, C eines Dreieckes hindurch-
geht, heiit der Umkreis. Die 3 Seiten a, b, ¢ des Dreieckes sind
Sehnen des Umbkreises.

Der Radius des Umkreises wird mit r bezeichnet (Bild 103a).

b) Der Kreis, der die 3 Seiten eines Dreieckes von innen beriihrt, heifit
der Inkreis. Die 3 Seiten a, b und ¢ des Dreieckes sind Tangenten
an den Kreis.

Der Radius des Inkreises wird mit p (dem griechischen r) be-
zeichnet (Bild 103b).

¢) Jedes Dreieck hat auBlerdem noch 3 Ankreise. Ein Ankreis berithrt
eine Drelecksseite und die Verlingerung der beiden anderen Drei-
ecksseiten.

Die Ankreisradien werden mit g,, gp und p, bezeichnet, wobei die
Indizes auf die beriihrte Dreiecksseite hinweisen (Bild 104).

Kreis und Viereck

a) Durch die Verbindung von 4 auf der Peripherie des einen Kreises
gelegenen Punkte entsteht ein Sehnenviereck. Seine Seiten sind

Sehnen des Kreises (Bild 105a).

b) Legt man durch 4 auf der Peripherie eines Kreises gelegene Punkte
die Tangenten und bringt die Tangenten zweier nebeneinander ge-
legener Punkte miteinander zum Schnitt, so entsteht ein Tangenten-
viereck (Bild 105Db).
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Aufgaben

71) Wie grol} ist der zu einem jeden Sextanten gehorende Zentriwinkel ?

72) Der Inhalt eines Kreises betragt F = 314,15 mm?. Der Inhalt eines
aus diesem Kreise herausgeschnittenen Sektors betrigt F = 62,83 mm?2.
Wie groB ist der Zentriwinkel dieses Sektors ?

73) Wie grof ist die Sehne eines Kreisabschnittes (= Segmentes), dessen
Bogen der 6. Teil des gesamten Umfanges ist ?

74) Der Kreis mit dem Radius r =1 cm hat den Flicheninhalt 1t. Ta-
belle F = 3,1416 cm2. ’
a) Wie groB ist der Flicheninhalt des Quadranten?
b) Der wievielste Teil des Quadranteninhaltes ist der Inhalt des

Sextanten?

75) Ein Kreisbogen ist der 8. Teil des gesamten Kreisumfanges. Welcher
Zentriwinkel gehort zu diesem Bogen ?

76) Ein nahtloses FluBstahlrohr St 55 von D = 38 mm Auflendurch-
messer hat eine Wandstérke s = 2,5 mm.

a) Wie groB ist die lichte Weite d (= Innendurchmesser) ?
b) Welche Gleichung kann man zwischen D, d und s aufstellen ?

T7) Zwei Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, haben gleich grofe
Durchmesser und schneiden sich von auflen in den beiden Punkten
P, und P,. Welche Beschaffenheit hat das Viereck M,P,M,P,?

78) Gegeben sind 2 kreisférmige Scheiben vormn Durchmesser d; = 300 mm
und d, = 200 mm. Die beiden sich am nichsten liegenden Punkte auf
ihren Peripherien haben den Abstand a4 = 100mm. Wie grof} ist der
Achsabstand der beiden Scheiben ?

79) Auf 2 parallelen Wellen von 2 m Abstand sitzen 2 Riemen-
scheiben mit gleichen Durchmessern D = 500 mm. Wie lang ist der
fiir sie erforderliche Riemen? (Der Umfang einer Scheibe betrigt
U = 1570 mm.)

80) Wie groB ist der Achsabstand a (= Zentrale) zweier Reibrider
mit den Durchmessern D; = 200 mm und D, = 400 mm ?

Anleitung: 2 Reibrider berithren sich von auBlen an ihrem Umfang.

81) Bei einem Planetengetriebe lauft ein kleines auBenverzahntes
Stirnrad vom Durchmesser d in einem gréfleren Innenverzahnten
Zahnrade vom Durchmesser D um. Wie groB ist der Achsabstand
der betden Zahnrider?

82) Die Teilung (= Abstand von Lochmitte bis Lochmitte) fiir eine ein-
rethige Rundnaht betrigt t = 60 mm, wihrend der Nietlochdurch-
messer d = 23 mm betrigt. Wieviel mm Fleisch bleibt zwischen 2
nebeneinanderliegenden Nietlochern stehen ?

83) Ein Kugellager besteht aus einem Kugellagerinnenring, auf dem
die Kugeln laufen, und aus einem KugellagerauBenring, der von
aullen die Kugeln umschliefit.
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a) Welchen Weg beschreiben die Mittelpunkte der Kugeln eines
Kugellagers ¢
~ b).Welche Beziehung besteht zwischen d,, d und D;, wenn man unter
d, den AuBendurchmesser des Kugellagerringes, unter d den Kugel-
durchmesser und unter D; den Innendurchmesser des Kugellager-
aullenringes versteht ?
84) Wie liegen 2 Kreise mit den Radien r, und r, (r; >r,) zueinander,
wenn ihre Zentrale betragt
a) z=1r;+ 7Ty ©)I;<<Z<TIj-+TI, e)r —rI,<<z<Iy
b)z>r 41 d)z=1r —r, f)0<z<r;—r,, g) z=0?
85) Bei den Passungssystemen versteht man unter der Toleranz T
der Welle bzw. Bohrung den Unterschied zwischen dem zulissigen
GroBt- und XKleinstmall des Wellen- bzw. Bohrungsdurchmessers.
Unter dem Spiel S eines Bewegungssitzes versteht man die Differenz
zwischen dem Bohrungsdurchmesser D und dem Wellendurchmesser d.
Das Groftspiel erhilt man, wenn man vom GréBtmal der Bohrung
das Kleinstmall der Welle subtrahiert. Zur Berechnung des Kleinst-
spieles hat man entsprechend die Differenz des Kleinstmafes der
Bohrung — Griftmall der Welle zu nehmen.
Es sei gegeben: Wellendurchmesser-GroBtmaB: 29,992 mm
-Kleinstmaf: 29,978 mm
Bohrungsdurchmesser— GroBtmall: 30,015 mm
s -Kleinstmaf: 30,000 mm
a) Wieviel ¢ (1 4 = 0,001 mm) betrigt die Toleranz der Bohrung?
Wie grof ist die Toleranz der Welle?
b) Wieviel u betrigt das GroBt- und das Kleinstspiel ¢
86) 2 Kreise mit den Mittelpunkten M, und M, liegen exzentrisch so zu-
einander, dafl der kleinere Kreis ganz im Inneren des grofen liegt.
Der grofte und kleinste Peripherieabstand der beiden Kreise betrage
a und b [a >b]. Wie gro8 ist die Exzentrizitit ¢ = M,; M, der beiden
Kreise ¢

2. Lehrsiitze iiber dem Kreis

Sehnen

(1) Die Mittelsenkrechte auf einer Sehne geht durch den Mittelpunkt
und halbiert den Zentriwinkel, der aus den beiden nach den End-
punkten der Sehne gezogenen Radien gebildet ist (Bild 106).

Voraussetzung

CM soll die Mittelsenkrechte auf der Sehne AB sein; in Gleichungs-
form ausgedriickt: AC = BC, <t ACM = < MCB — 90°.

Behauptung

a) M soll der Mittelpunkt sein; d. h. AM = MB =,
b) Der Zentriwinkel wird halbiert; d. h. CCMA = L BMC,
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Beweis
Man verbinde M mit A und B. Dann ist AACM = ABMC nach
SWS-Satz; denn AC = BC nach Voraus-
setzung, < ACM = < MCB nach Voraus-
setzung; MC =MC, da jede GroBe sich selbst
gleich ist.
Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit der
homologen Stiicke:
AM=BM und <<CMA=<BMCw.z.b.w.

Umkehrungen zu (1):

A 3 B a) Das Lot vom Mittelpunkt auf die Sehne
+ halbiert diese und den zugehérigen Zentri-
Bild 106 winkel.

Voraussetzung: AM = MB; < ACM = <t MCB = 90°.

Behauptung: AC=BC; <t CMA = <t BMC.

Beweis

AACM = A BMCnach SsW-Satz; denn AM = M B nach Voraussetzung.
<X ACM = < MCB =90° nach Voraussetzung und MC=MC. AM und MB
sind als Hypotenusen die gréften Dreiecksseiten. Aus der Kongruenz
folgt: AC =BC und <t CMA = <t BMC.

b). Die Verbindungslinie d®s Kreismittelpunktes mit dem Sehnen-
< mittelpunkt steht senkrecht auf der Sehne und halbiert den zu-
gehorigen Zentriwinkel.

Der Beweis ergibt sich mit Hilfe des S88-Satzes und Bild 106.

Anwendung zu Lehrsatz (1): Wie findet man den Mittelpunkt
eines Kreises?

Losung

Drei beliebige Punkte A, B, C auf der Kreisperipherie verbindet man
durch die 2 Geraden AB und BC und errichtet auf ihnen die Mittelsenk-
rechten. Der Kreismittelpunkt M muf auf einer jeden der beiden Senk-
rechten liegen; also ist M der Schnittpunkt der beiden Mittelsenkrechten.
I (2) Sehnen gleicher Linge haben gleichen Abstand vom Mittelpunkt

(Bild 107).
D Voraussetzung: AB =DC
Behauptung: ME = MFT.

Beweis

c A ABM = A CDM nach 88S-Satz; denn

‘ AB =D nach Voraussetzung, MA = MC =r,
» , MB=MD=r.

Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit der
homologen Stiicke. Hier sind es die Ab-
stinde des Mittelpunktes von der Sehne; also

Bild 107 ME = MF.

A
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Umkehrung zu (2): Sehnen, die gleiche Abstinde vom Mittelpunkte
haben, sind gleich lang.

Den Beweis moge der Leser selbst finden.
(Anleitung: Man zeigt die Kongruenz der Dreiecke mit dem SWS-Satz).

Parallelverschieben einer Sehne

Verschiebt man eine Sehne AB (Bild 108) innerhalb eines Kreises parallel
zu sich mehr und mehr nach auBlen
hin, so wird der Abstand der

M

\ T J Sehne vom  Kreismittelpunkt
A A I groBer. Die Linge der Sehne
C / wird kleiner. Thre Endpunkte

7 . .
A G 76 riicken niher aneinander. Das
A; B85 Aneinanderriicken  erfolgt  auf
& & JB; beiden Seiten des FuBpunktes des
L vom Mittelpunkt auf die Sehnen

gefallten  Lotes  gleichmifBig

Bild 108 (= symmetrisch). Die Fullpunkte

, Gy, Gy usw. der vom Mittel-

punkte M auf die Sehnen AB, A,B;, A,B, usw. gefillten Lote sind immer
Mittelpunkte der parallelen Sehnen und liegen auf ein und demselben
Radius. Wird im Grenzfall der Abstand‘einer Sehne gleich dem Radius,
so sind die beiden Endpunkte der Sehne in den Fufipunkt des vom Mittel-
punkte auf die Sehne geféllten Lotes zusammengefallen. Aus der Sehne ist
Punkt T geworden. Die Sehne ist auf den Punkt T zusammengeschrumpft.
Die parallele Gerade durch diesen Punkt T zu der Schar paralleler Sehnen
ist die in T an den Kreis gelegte Tangente. Aus dieser vorstehenden ein-
fachen Grenzbetrachtung ergeben sich folgende wichtige Sétze beziiglich der

Tangenten.

(8) Der Radius des Kreises steht im Beriithrungspunkt senk-
recht auf der Tangente.

Die Umkehrung lautet:
(3a) Die Senkrechte im Berithrungspunkt einer Tangente geht
durch den Kreismittelpunkt.
Anwendungen

An einen Kreis ist in einem gegebenen Punkt seines Umfanges die Tan-
gente zu konstruieren.

Lisung

Man verbinde den gegebenen Punkt auf der Peripherie mit dem Mittel-
punkt des Kreises und errichte in ihm auf dieser Verbindungslinie die Senk-
rechte, die die gesuchte Tangente ist.
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Von einem Punkt auBerhalb eines Kreises ist an den Kreis die

Tangente zu legen! (Bild 109.)
Lésung

Man verbinde den gegebenen Punkt P mit dem Kreismittelpunkt M,

balbiere MP in F und beschreibe mit

G FM um F den Kreis. Dieser Kreis

schneidet den gegebenen in den 2

Punkten T; und T,. Nach dem Satz

. p  des Thales (Seite 21} ist < PT, M=90°%;

M 'F d. h. T,P ist die gesuchte Tangente.

Es ist aber auch <t MT,P = 90°; d. h.

T,P ist ebenfalls eine Kreistangente.

7, Von einem Punkte auflerhalb eines

Kreises lassen sich stets 2 Tangenten

Bild 109 an den Kreis legen.

Lehrsatz
(4) Die von einem Punkt auBlerhalb eines Kreises an den Kreis gelegten
Tangenten sind gleich lang.

Voraussetzung: <L PT,M = X MT,P =90° (sieche Bild 109).

Behauptung: PT, =PT,.

Bewetis

AMPT; = APMT, nach SsW-Satz; MP ist die grofte Dreiecksseite,
da sie dem rechten Winkel gegeniiberliegt. Sie ist sich selbst gleich.
MP = MP, MT, = MT, als Kreisradien; <¢ PT,M = <t MT,P nach Vor-
aussetzung. Aus der Kongruenz folgt die Gleichheit der homologen Stiicke:
PT, =PT,. Es sind ferner noch folgende gleichliegenden Stiicke gleich:
< MPT, = < T,PM und <¢ TyMP = <¢ PMT, oder in Worten ausgedriickt:

(4a) Der Winkel zwischen den von einem Punkte an den Kreis ge-
legten 2 Tangenten, sowie der Winkel zwischen den zugehorigen Be-
rithrungsradien wird durch die Zentrale halbiert.

Unakehrung

Die Winkelhalbierende des von 2 Kreistangenten gebildeten Winkels
geht durch den Kreismittelpunkt; d. h. sie ist die Zentrale.

Praktische Anwendung.

Zur Mittelpunktsbestimmung kreisformiger Querschnitte (Wellen, Baum-
stimme usw.) benutzt man den Winkelhaken.
(Bild110). Er besteht aus einem Winkel, der meistens
ein rechter ist, und einem auf ihm befestigten Lineal,
dessen eine Kante die Halbierende des Winkels ist.

Durch 2maliges Anlegen des Winkelhakens in ver-

schiedener Lage an den Kreisquerschnitt erhilt man

als Schnittpunkte der lings der Linealkante ange-
Bild 110  rissenen Geraden den gesuchten Kreismittelpunkt.
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Konstruktion der gemeinsamen dufleren und inneren Tangenten

Aufgabe 1
An 2Kreise sind die beiden duferen Tangenten zu konstruieren (Bild 111)!
Lésung

: Gegeben sind die beiden Kreise mit den Mittelpunkten M; und M,. Thre
i Radien betragen r, und r,. Man beschreibe mit dem Radius r,—r; um M,
‘ s den. Hilfskreis und lege an ihn

! von M, aus die beiden Tan-

genten. Die gefundenen Be-

rithrungspunkte der beiden

Tangenten sind T; und T,.

< Man verlingere M,T; und
M,T, bis zum Schnitt mit dem

" groBeren konzentrischen Kreis,
der den Radius r, hat. Die

S5, Schnittpunkte heiflen 8, und
. Ss. Die Parallele zu M,T,
Bild 111 qurch 8, und die Parallele zu

M,T, durch 8, sind die ge-
suchten beiden &duferen Tan-
genten.

A

i

f

Aufgabe 2
An 2 Kreise sind die beiden inneren Tangenten zu konstruieren (Bild 112)!

Bild 112

Losung

Die Konstruktion hat man entsprechend der vorigen durchzufiihren.
Man hat jedoch als Hilfskreis den Kreis mit r, + r, um M, zu beschreiben.
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Kreis und Winkel

(5) Der Zentriwinkel ist doppelt so groff wie der Peripheriewinkel iiber
dem gleichen Bogen.

Beziiglich der Lage der beiden Winkel zueinander sind 3 verschiedene
Fille moglich. .

Fall 1

Der Zentriwinkel w und der iiber dem gleichen Bogen AB stehende
Peripheriewinkel ¢ haben einen Schenkel gemeinsam
(Bild 113).

Der Kreismittelpunkt M liegt auf dem einen
Schenkel des Peripheriewinkels. ABCM ist gleich-
schenklig, da MC und MB Radien sind. Die beiden
Basiswinkel sind gleich.

Nach dem AuBenwinkelsatz (Seite 20) ist

Bild 113 .
w=72¢.
Fall 2
Der Mittelpunkt M- des Kreises liegt zwischen den Schenkeln des
Peripheriewinkels (Bild 114). Man verbinde C mit M.
Der Peripheriewinkel ¢ bei C wird durch diese Ver-
bindungslinie in ¢, und @, zerlegt, ¢ = ¢; -+ @,.
Ebenso wird der Zentriwinkel w bei M durch die
" Verléingerung dieser Verbindungslinie in w; und w,
zerlegt. o, + w, = w.
Nach Fall 1 ist w; =2¢,
und w,=2¢,

Durch Addition der beiden Gleichungen ergibt sich
Bild 114 W+ 0wy =29 +2¢,=2(p; + p,)
d. h. w=2¢

Fall 3
Der Mittelpunkt M des Kreises liegt aulerhalb der Schenkel des Peri-
pheriewinkels (Bild 115). Man verbinde wiederum C
mit M und verlingere es bis zum Schnitt D mit der
Kreisperipherie.
Im Gegensatz zu Fall 2 hat man die Differenz der

\ 2 Winkel zu bilden
I DMA =2x<xDCA
X DMB =2x<DCB
0 X DMA — X DMB =2x(<xDCA—<DCB)
Bild 115 d h o=2¢
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Aus diesem Lehrsatz ergeben sich als Folgerungen:
Peripheriewinkel iiber demselben Bogen sind gleich (Bild 116).

Tm Bild 116 liegen die Peripheriewinkel g,
@, usw. iiber dem gleichen Bogen AB. Ein
jeder von ihnen ist halb so grof wie der mit
thnen iiber demselben Bogen stehende (nicht
eingezeichnete) Zentriwinkel.

Satz des Thales

¢ Jeder Peripheriewinkel iber dem Halbkreis
» ist ein rechter (Bild 117).

Da der Zentriwinkel o im Halbkreis 180°
tragt und doppelt so grof wie der Peripherie-
winkel @ ist, muf der letzte 90° betragen.
(Dieser Satz wurde schon auf Seite 21 be-
wiesen.) -

Bild 117

(6) Der Sehnentangentenwinkel ist gleich dem Peripheriewinkel iiber
dem zugehorigen Kreisbogen
oder

Der Sehnentangentenwinkel ist halb so groB wie der Zentriwinkel,
der mit ihm auf dem gleichen Bogen steht (Bild 118).

P
‘ Behauptung: o= <¢

Beweis

Das Lot MC vom Mittelpunkt M auf die
Sehne AB halbiert nach Satz (1) auf Seite 54
den Zentriwinkel BMA; d. h. <t BMA = 2§.

Nach Satz (5) auf Seite 59 ist der Zentri-
winkel BM A doppelt so gro wie der Peripherie-
winkel @ iiber dem gleichen Bogen AB; d. h.
28 =2¢ oder §=¢.

Bild 118
Im rechtwinkligen Dreieck ACM ist  + g = 90° oder « = 90° — 8 oder
o=90"—¢p
Nach Satz (3) auf Seite 56 ist « + w = 90° oder « = 90° — .
Somit ergibt sich 90°— @ = 90° — ¢ oder @ =¢ w.z. b. w.
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Kreis und Dreieck

Umkreis:

(7) Die Mittelsenkrechten auf den 3 Seiten eines Dreiecks schneiden
sich in einem Punkt, dem Mittelpunkt des Umkreises.

Beweis

Die Seiten eines Dreiecks, um das ein Kreis beschrieben ist, der durch
seine 3 Ecken geht, sind die Sehnen des Kreises. Nach Satz (1) auf Seite 54
liegt der Mittelpunkt dieses Kreises auf den Mittelsenkrechten der Sehnen.
Der Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten hat von allen 3 Ecken gleichen
Abstand. Er gehdrt also auch der 3. Mittelsenkrechten an. Alle 3 Mittel-
senkrechten gehen durch einen Punkt.

Auf Vorstehendem berubt folgender Satz:

Die 3 Héhen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte, dem
Hohenschnittpunkt.

Beweis

Man ziehe durch die 3 Ecken des Dreiecks die Parallelen zu den Gegen-
geiten. Es entsteht ein neues Dreieck, in dem die Mittelsenkrechten die
Hohen des ersten Dreiecks sind. Da sich aber die Mittelsenkrechten nach
dem vorhergehenden Satz in dem neuen Dreieck in einem Punkt schneiden,
so tun dies auch die H6hen in dem urspriinglichen Dreieck.

Inkreis

(8) Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in
einem Punkt, dem Mittelpunkt des Inkreises.

Beweis

Die Seiten des Dreiecks, in das ein Kreis beschrieben ist, sind Tangenten
des Kreises. Sein Mittelpunkt liegt also nach Satz (4a) auf Seite 57 auf
den Halbierenden aller 3 Dreieckswinkel. Der Schnittpunkt zweler Winkel-
halbierenden bat von allen 3 Seiten gleichen Abstand; er gehort also auch
der 3. Winkelhalbierenden an. Alle 3 Winkelhalbierenden gehen durch
einen Punkt.

Folgerung aus (7) und (8):

Um und in jedes Dreieck a8t sich je ein Kreis beschreiben.

Ankreis

(9) Halbiert man einen Dreieckswinkel und die AuBenwinkel der
beiden anderen Dreieckswinkel, so schneiden sich diese Halbierungs-
linien in dem Mittelpunkt eines der 3 Ankreise (Bild 119).

Beweis

Der Ankreis berithrt eine Dreiecksseite und die Verlingerung der beiden
anderen Seiten. Sein Mittelpunkt mufl also auf den Winkelhalbierenden
liegen.
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Bild 119

(10a) Die Strecke von einer Dreiecksecke bis zum Berithrungspunkt
des Ankreises der gegeniiberliegenden Seite ist gleich dem halben
. Dreiecksumfang.

(10b) Die Strecke von einer Dreiecksecke bis zum Berithrungspunkt
des Inkreises ist gleich der Differenz aus dem halben Dreiecks-
umfang und der Gegenseite.

Beweis zu (10a)
Es ist BD, =BE,
CE, = CF, ) nach Satz (4) Seite 57.
AD, =AF,
Der Umfang des Dreiecks ABC ist
U=AB+BC+ CA=AB+ BE,+EC+CA=
AB + BD, + CF, + CA =AD, 4+ AF,.

Man bezeichnet den Dreiecksumfang allgemein mit
[U=2s=a+Db+0]
Unter s versteht man also den halben Dreiecksumfang

a4+b-4c
2

U=2s—=AD, + AF, =2AD, = 2AF, oder AD, =AF,=s.

Beweis zu (10b)
Es ist AD=AF
DB = BE ; nach Satz (4) Seite 57.
CF =CE
Der Umfang des Dreiecks ABO ist:
U=AB+BC+CA=AD-+DB-+BE+EC+4+CF-+FA
=2AD+2EB+2CE =25 :
AD + EB 4+ CE =s; AD 4 a =gs;
AD + BC =35; AD =gs—a.
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Kreis und Viereck

liegender Winkel 180°. Die beiden gegeniiberliegenden Winkel
sind Supplementwinkel (Bild 120).

Behauptung: « 4y = 180°.

| (11) Im Sehnenviereck betrigt die Summe zweier gegeniiber-

Beweis

« ist der Peripheriewinkel zu <¢ §. Nach Satz
(b) Seite 59ist <L f = 2. Ebensoist {6 = 2 y.
Die beiden Winkel § und § zusammengezihlt,
ergibt den bei M liegenden Vollwinkel:

also 2 -+ 2y = 360°
Bild 120 oder -+ 7 — 180°

Umkehrung :

Betriigt in einem Viereck die Summe zweier gegeniiberliegender Winkel
2 R, so kann man um das Viereck den Kreis beschreiben.

(12) Im Tangentenviereck ist die Summe zwéier gegeniiberliegender
Seiten gleich der Summe der beiden anderen Gegenseiten (Bild 121).

Bewerts

E, F, G und H sind die Berithrungspunkte der 4 Seiten mit der
Peripherie des eingeschriebenen

Kreises.

AE=AH

06 = Op {mach Satz (4) S.57.
DG=DH

Durch Addition:

AE 4+ BE + CG + DG
AB -4~ CD
=AH+BF+ CF +DH
AD 4 BC

Bild 121

Umkehrung

Ist in einem Viereck die Summe zweier Gegenseiten gleich der Summe
der beiden anderen, so ist das Viereck ein Tangentenviereck.

Aus (12) und (11) ergibt sich im Gegensatz zum In- und Umkreis beim
Dreieck:

Um ein Viereck kann man nur bedingt den In- bzw. Umkreis

zeichnen.
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Aufgaben

87) Eine Kugel mit dem Mittelpunkt O wird von einer punktférmigen

88)

89)

90)

91)

92)

93)

Lichtquelle L beleuchtet. Auf eine Wand, die senkrecht zu LO steht,
wird ein kreisformiger Schatten mit dem Mittelpunkt M geworfen.
Durch Zeichnung ist der Durchmesser des Schattens zu bestimmen.
Fiir die Konstruktion werde gewihlt:

Kugeldurchmesser D = 100 mm,

OL =130 mm und OM = 90 mm!

Ein runder Turm von 20 m Durchmesser erscheint in horizontaler

Blickrichtung von einem Punkte A aus unter dem Winkel 60°. Durch

Zeichnung ist zu bestimmen, wie weit dieser Punkt

a) von der Achse des Turmes und

b) vom néchstgelegenen Punkte auf dem Umfang des Turmes ent-
fernt ist! J

Die Blechschablone nach Bild u’oi
122 ist an den mit Pfeillen ge- '
kennzeichneten Ecken mit dem

-0

Radius r = 10 mm abzurunden. . \ I
. . o~ 50—l
Man zeichne die Schablone im  Bjig 129 M,
MafBstab M: 1:1! <

Wo beriihrt der Kreisbogen mit
dem Radius r den Kreis mit dem
Durchmesser D (Bild 123) ¢

Bild 123

Eine Blechplatte 100X 1002 soll an den 4 Ecken mit dem Radius
r = 25 mm abgerundet werden. Es ist die Blechform aufzuzeichnen!

Ein Blechstiick 50 120X 1 ist an den beiden Enden halbkreisférmig
abzurunden.

Es ist eine Zeichnung des
fertigen ‘Stiickes anzufertigen!

In dem kegelformigen Trichter
mit dem Offnungswinkel o« = 60°
steckt eine Kugel von 30 mm
Durchmesser (Bild 124). Man
stelle zeichnerisch fest, wie lang
die Strecken a und b sind! Bild 124

94);{ In einen Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne AB im Abstande %

"vom Mittelpunkte M gezeichnet. In den Endpunkten dieser Sehne
sind die beiden Tangenten an den Kreis gelegt. Sie schneiden sich
im Punkte C.
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a) Wie groB sind in dem Viereck ACBM die 4 Winkel ?
b) Wie weit ist C vom Kreismittelpunkt entfernt ?

¢) Wie gro8 ist der Radlus des um das Viereck ACMB beschriebenen
Umbkreises ?

95) Von einem Punkt P sind an einen Kreis mit dem Mittelpunkt M die
beiden Tangenten PA und PB gezogen. Die beiden Tangenten
schlieBen den Winkel « ein. Wie groB ist der Winkel AMB? Lalt
sich um das Viereck APBM ein Kreis beschreiben ?

96) Durch Zeichnung bestimme man, wie lang die gemeinsame duBlere
Tangente zweier Kreise vom Durchmesser 160 mm und 60 mm ist,
wenn die Zentrale z = 130 mm betrigt!

97) Durch Zeichnung bestimme man, wie lang die gemeinsame innere
Tangente zweier Kreise vom Durchmesser 160 mm und 80 mm ist,
wenn die Zentrale z = 130 mm betrigt!

98) Gegeben sind 3 Punkte A, B und C. Die Entfernung von A nach B
betragt 15 m, die von B nach C 8 m. Der Winkel ABC ist ein rechter.
Durch die 3 Punkte soll der Kreis gelegt werden. Durch Zeichnung
bestimme man, wie grof3 der Durchmesser dieses Kreises ist und wo
der Mittelpunkt des Kreises liegt!

99) Die 3 Punkte der vorigen Aufgabe werden durch gerade Linien ver-
bunden, so daB das Dreieck ABC entsteht. Zeichnerisch bestimme
man, wie groll der Durchmesser des Kreises ist, den man diesem
Dreieck einbeschreiben kann.

100) Der im Bild 125 schematisch skiz- I
zierte Kurbelbetrieb hat die T
Aufgabe, die rotierende Bewegung
des Kurbelzapfens T in eine hin- K

und hergehende Bewegung des 0
Kreuzkopfes K zu verwandeln. S
Die Schubstangenlinge betrage )

KT =Imm, der Kurbelkreis- Bild 125

halbmesser OT ==r mm. (Vergleiche: Seite 226 Bild 360)

a) Wie groB ist der Weg des Kreuzkopfes fiir eine halbe Kurbel-
umdrehung ?

b) Wie weit ist die Entfernung zwischen Kreuzkopf K und Kurbel-
wellenmitte O in der linken und rechten Totlage des Kurbelbe-
triebes? (In der Totlage liegen K, T und O in einer Geraden.)

101) In einem Tangentenviereck betragen die Lingen von 3 Seiten:
a=12cm, b=9cm und ¢ = 18 cm. Die Seite a liegt der Seite ¢
gegenitber. Wie lang ist die 4. Seite d?

102) In einem Sehnenviereck sind die beiden nicht gegeniiberliegenden
Winkel « = 30° und f# = 140° groB. Wie groB sind die Winkel y und § ¢

103) Von 2 Peripheriewinkeln zu verschiedenen Seiten einer Sehne ist der
eine dreimal so grof wie der andere. Wie grof sind die beiden Winkel ?

Mathematik Teil 2 5
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104) Die beiden Schenkel des rechten Winkels eines c
Zeichendreieckes gleiten an 2 in ein Brett B
eingeschlagenen Nigeln A und B entlang. P

Welchen Weg beschreibt der Scheitel C des
rechten Winkels (Bild 126)?
Bild 126
105) a)! Welche Parallelogramme sind Sehnenvierecke ?
b): Um welche Trapeze kann man einen Kreis beschreiben ?
c): Welche Parallelogramme sind Tangentenvierecke ? -
d) i Welchen Kreis (In- oder Umkreis) kann man bei einem Drachen—
'viereck stets zeichnen ?

106) An das Dreieck ABC mit den Seiten a = 40 mm, b = 50 mm und
¢ = 60 mm, ist der Ankreis an die Seite a gelegt. Vom Mittelpunkt
M, dieses Ankreises ist auf die Verlingerung von AB das Lot M,D
gefallt, Wie groB ist AD?

107) In das Dreieck der vorhergehenden Aufgabe ist der Inkreis beschrieben.
Wie weit ist der Beriibrungspunkt des Inkreises von der Ecke A
entfernt ?

108) In dem Dreieck ABC ist um den Mittelpunkt der Seite ¢ mit —; der

Kreis beschrieben. Dieser schneidet die Seiten BC in D und AC
in BE. Was fiir Geraden sind

AD und BE?

109) Der  einfache = Korbbogen
(Bild 127) setzt sich aus 4 Kreis-
bogen zusammen, von denen je
2 einander gleich sind. Wie grof3
ist der Radius x, wenn der Ra-
dius des kleinen Kreisbogens
r om betrigt?

Bild 127

110) Das Rad eines Eisenbahnwagens liuft nach
Bild 128 auf. einen Bremsklotz, der den An-

stiegswinkel 30° hat. In der Bremsstellung M

wiirde das Rad den Bremsklotz in einem

Punkte B beriihren. 30°
Wie groB ist dann der Winkel AMB inder A /

Bremsstellung ? Bild 128
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G. Fliacheninhaltsbestimmung

1. Einleitung

Eins der fiir den Techniker und Ingenieur wichtigsten Kapitel der Geo-
metrie ist die Bestimmung der Flacheninhalte ebener Figuren. Er ge-
braucht die Flicheninhalte zu den verschiedensten Zwecken, aus deren
grofler Zahl beispielsweise die folgenden erwihnt seien:

1. Volumen- und Gewichtsbestimmung von Kérpern fiir Zwecke der
Festigkeitsberechnung oder Preisbildung.

2. Querschnittsbestimmung von Maschinenteilen zum Uberpriifen der
auftretenden Spannungen.

3. Querschnittsbestimmung von Rohrleitungen und Kanilen zur Be-
rechnung der Stromungsgeschwindigkeit von Fliissigkeiten oder
Gasen.

4. Berechnung der Grundrisse zur Festlegung von Bebauungsplinen
bzw. zur Uberpriifung der zuldssigen Deckenbelastung.

5. Untersuchung von Wellenbelastungen und Bestimmung der auf-
tretenden Durchbiegungen.

6. Bestimmung der Oberflichen von wirmestrahlenden bzw. -leitenden
Koérpern fiir Warmeverlustberechnungen.

7. Flacheninhaltsbestimmung von Indikatordiagrammen der Kolben-
maschinen fiir Leistungsberechnungen und viele andere.

Das Wesen der Flicheninhaltsbestimmung besteht darin, daff man fest-
stellt, wie oft eine bestimmte Einheitsfliche {z. B. 1 mm?, 1 ¢cm? usw.) in
der vorgegebenen Fliche enthalten ist. Die hierbei entstehende Zahl heit
die MafBzahl der Fliche und die verwendete Einheit (bzw. deren Benennung)
die Dimension, in welcher die Fliche gemessen wizd.

Den Inhalt einer Fliche kann man in mm2, cm2, dm? oder m2 bestimmen,
je nachdem man die zur Berechnung erforderlichen Lingen als mm, cm,
dm oder m in die Rechnung einfithrt. Eine Norm fiir die Verwendung
einer bestimmten Lingendimension kann nicht aufgestellt werden. Will
man z. B. das Gewicht eines Korpers, wie es meist iiblich ist, in kg be-
stimmen, so rechnet man mit dm als der Léngeneinheit oder mit dm3
als der Volumeneinheit. Das Volumen eines gréBeren Korpers in m? mit
der Wichte (= Einheitsgewicht oder spez. Gewicht) multipliziert, ergibt
das Koérpergewicht in t. Ein in cm?3 festgelegtes Volumen fithrt auf das
Korpergewicht in g. In der Festigkeitsberechnung ist als Einheit der
FlichengroBe das ecm? bevorzugt, da die Spannungen in kgf/em? bestimmt
werden. Bel Stromungsgeschwindigkeiten, die den in einer Sekunde
zuriickgelegten Weg in m angeben, rechnet man die Querschnittsflichen
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in m? Die Verwendung einer bestimmten Dimension ist zweckgebunden;
sie hidngt von der fiir. das Ergebnis erforderlichen Dimension ab.

In der reinen Geometrie gibt man keine Lingen- oder Flicheneinheiten
an. Man spricht dort von der Linge a einer Strecke oder kurz von der
Strecke a. Hierbei gibt a gleichzeitig an, daf} die betreffende Strecke a-mal
so lang wie eine der Betrachtung zugrunde gelegte Lingeneinheit ist.
Werden noch andere Lingen b oder ¢ usw. genannt, so ist die gewihlte
Léngeneinheit selbstverstindlich dieselbe.

2. Flicheninhaltsberechnung geradlinig begrenzter Flichen
Quadrat

] Der Flicheninhalt eines Quadrates ist gleich dem Quadrat der Seite.
Das Quadrat mit der Seitenlinge a
} (Bild 129) kann man in a Reihen von je
a Flacheneinheiten zerlegen; im ganzen er-
hilt man axa = a® Flacheneinheiten. (Im
Bild 129 betrigt a = 4.)

Der Flicheninhalt des Quadrates mit der
Seite a betriigt:

. Man unterscheide den Inhalt f = a? von dem

¢ ) Umfang des Quadrates, der sich als Summe
Bild 129 ger 4 Seiten darstellt. Der Umfang des
Quadrates betragt: U=a-+a+a+a=4a.

] Unterscheide! a2 ist der Flacheninhalt des Quadrates mit der Seitea.
2 a ist die Lénge der Strecke, die doppelt so lang wie die
Strecke a ist.

Rechteck
Der Flicheninhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt aus
den beiden aneinanderstofenden Seiten.

Das Rechteck moge die Seiten
\ a und b haben (Bild 130). Man

erhillt nach nebenstehendem Bild b

untereinanderliegende Reihen von
T je anebeneinanderliegenden Flichen-
1

einheiten. (Im Bilde ist a = 6 und
b =3.) Aus dieser Zerlegung folgt
a der Rechtecksinhalt:

Bild 130 lf=a'b|

Der Umfang des Rechtecks betrigt:
U=a-+b+at+b=2a4+2b=2(a+b)
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Parallelogramm

Das Rechteck ABCD (Bild 131) hat die Grundlinie a und die Hohe h,.
0 F c F Sein Fliacheninhalt betragt
also” f=a-h,.  Schneidet
1 man von ihm an der linken
A Seite durch die gerade
S Schnittlinie AF die Ecke D

ab und setzt das abfallende

A AFD an dierechte Seite so

an, daB AD auf BC und der

Ale a & Bilq 131 Punkt F in die neue Lage E

' zu liegen kommt, so hat das

urspriingliche Rechteck ABCD den gleichen Flicheninhalt wie das
Parallelogramm (Rhomboid) ABEF;

also If = 3 -‘h_:l

Der Flicheninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem Produkt
aus einer Seite und der zugehorigen Hohe. Oder anders ausgedriickt:

Samtliche Parallelogramme, die iiber derselben Grundlinie stehen
und die gleiche Héhe haben, sind flichengleich.
Mit Hilfe dieses Satzes werden nachstehend die Fundamentallehrsitze
der Geometrie bewiesen. Diese Lehrsitze sind:

Der Lehrsatz des Euklid,
der Lehrsatz des Pythagoras,

der Héhensatz.

Diese 3 Lehrsiitze befassen sich mit der Grofe der
Quadrate und Rechtecke am rechtwinkligen Dreieck.

Lehrsatz des Euklid

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber einer Kathete
gleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und dem anliegenden Hypo-
tenusenabschnitt.

Behauptung: [JACHI = ADKL (Bild 132).
Linkes Kathetenquadrat = Rechteck iiber dem linken Hypotenusen-
abschnitt.

Bewets
Man ziehe IM parallel AB. Hierdurch entsteht das Parallelogramm
ABMI. (JACHI = /  AB MIweil beide dieselbe Grundlinie AT und

die gleiche Hohe IH haben. Das Parallelogramm ABMI wird im Sinne
der Drehbewegung des Uhrzeigers um A gedreht, bis es in die Lage ADNC
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G
b F
C
7 M
N
A N 8
/)
N
Bild 132
0 X 3

kommt. Esistdann / ABMI =, “ADNC.Da das AALC= ADKN
ist, ist auch / ~ADNC=]1ADKL; also:
OACHI =/ /ADKL. w.z. b.w.

Ebenso ergibt sich, dal das Rechteck iiber dem rechten Hypotenusenab-
schnitt, | | BLKE, gleich dem Quadrat iiber der rechten Kathete ist;
(1CBFG =[|BLKE.
Durch Addition der beiden letzten Gleichungen erhélt man:
OJACHI + OCBFG = |ADKL 4| BLKE.
Auf der linken Seite dieser Gleichung steht die Summe der Quadrate iiber
den beiden Katheten a und b; also: a2 4 b2 Auf der rechten Seite steht
die Summe der beiden Rechtecke iiber den Hypotenusenabschnitten. Diese
Summe ist aber gleich dem Quadrat iiber der Hypotenuse ¢; also: ¢® Man
erhélt somit die Gleichung:
a2 4- b% = ¢2,
Diese Gleichung ist die Formel fiir den
Lehrsatz des Pythagoras

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Quadrate {iber
den beiden Katheten gleich dem Quadrat iiber der Hypotenuse.
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Man prige sich den Wortlaut dieses pythagoreischen Lehrsatzes ein
und merke sich die nebenstehende Figur (Bild 133)
und die Formel!

a? [az+b2:czl

Aus dieser Gleichung erhilt man:
c =} a?-+ b
c? In dieser Form lautet der pythagoreische Lehr-
satz:
In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypo-
tenuse gleich der Wurzel aus der Summe der
Quadrate itber den beiden Katheten.

Hierbei sei eindringlichst vor dem leider nur zu gern gemachten Fehler
gewarnt, dal man bei der Bestimmung der Hypotenuse ¢ ,,einfach® die
Wurzel aus a2 zieht und hierzu die Wurzel aus b? hinzuzihlt. Es ist:

¢ = V;z??b‘f = a + b (lies: ungleich a - b).

Fir die Richtigkeit des Lehrsatzes des Pythagoras gibt es auBerdem
noch eine Reihe anderer Beweise, die zu den verschiedensten Zeiten von
den Mathematikern der verschiedensten Linder erbracht wurden. Im
1. Teil dieses Buches ist der von den alten Indern stammende sogenannte
Indische Beweis des Lehrsatzes des Pythagoras angegeben?).

Es gilt auch die Umkehrung zum Lehrsatz des Pythagoras:

Bild 133

Ist in einem Dreieck die Summe der Quadrate iiber 2 Seiten gleich
dem Quadrat iiber der dritten Seite, so ist dieses Dreieck rechtwinklig.

Hohensatz

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber der Hohe
gleich dem Rechteck aus den beiden Hypotenusenabschnitten.

C Behauptung | h? —p - q | (Bild 134)

- Beweis 1
Y b < Nach dem Lehrsatz des Pythagoras ist
in dem Dreieck ADC:
A n —8 b2 =h?+ g% oder

Nach dem Lehrsatz des Euklid ist in
dem Dreieck ABC:

b?=gq-c.

Bild 134

1) Ein anderer Beweis befindet sich im Band ,,Betriebliches Rechnens,
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Diesen Wert fiir b? setze man in die vorletzte Gleichung ein! Man erhilt:
B=qc—q=q(c—q) =q-p; w.zbw
Beweis 2

Uber AB (Bild 135) als Durchmesser

y beschreibt man den Halbkreis (Thales-
< h kreis). Auf ihm liegt die Spitze C des
rechtwinkligen Dreiecks ABC. Die Mitte
A g  der Hypotenuse ist M. Sieist als Mittel-
r Ma £_ _J punkt des Umkreises von den 3 Ecken

o A, B und C gleichweit entfernt, bei-

Bild 135 spielsweise r. Der FuBpunkt des von

C auf die Hypotenuse geféllten Lotes

sei D. Man bezeichne CD mit h; MD mit a; AM = BM mit r. In dem
rechtwinkligen Dreieck MDC ist nach Pythagoras h? =r® —a? =(r 4 a) x
(r —a). Wie aus der Zeichnung ersichtlich, ist 1+ a = qundr—a =p.
Diese Werte in die letzte Gleichung eingesetzt, ergibt: h? =p - q. w.z. b.w.

¢

Zusammenfassung: '
Lehrsatz des Euklid: a2=p-¢ oder b®=q-c
Lehrsatz des Pythagoras: a? 4- b? =¢?
Hohensatz: 2 =p-q
_Achtung! Die vorstehenden 3 Sitze gelten in dieser Form nur fiir das
rechtwinklige Dreieck!

Fiir schiefwinklige, also nicht rechtwinklige, Dreiecke 146t sich ein dem
pythagoreischen Lehrsatz dhnlicher Satz ableiten, der als der erweiterte
oder allgemeine Lehrsatz des Pythagoras bezeichnet wird.

Bevor wir uns jedoch diesem zuwenden, miissen wir den Begriff der
Projektion einer Strecke auf eine Gerade kliren.

/5 Die Projektion einer Strecke

A AB<AB  Die Projektion einer Strecke AB
a) — auf eine Gerade g erhdlt man, wenn
A 8 man von den beiden Endpunkten der
A g 4B= A8 Strecke AB auf die Gerade g die Lote
AA’ und BB’ fillt. Der Abstand der
A g9 FuBpunkte dieser Lote A'B’ ist die
B Projektion.
Erklarung: Unter der Projek-
A tion einer Strecke auf eine Gerade
c) g versteht man den Abstand der Fuf3-
8 punkte der von den Endpunkten

der Strecke auf die Gerade gefsll-
/‘ - Bild 136 ten Lote. ,
d) g A'B’ ist die Projektion der Strecke

A 8 AB auf die Gerade g. Die Projektion
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ist niemals grofer als die projizierte Strecke AB. In der Regel ist sie
kleiner (Bild 136a). Sie kann hichstens gleich der zu projizierenden Strecke
sein, nimlich dann, wenn die Strecke mit der Geraden parallel ist (Bild 136b).
Ist die Richtung der Strecke AB senkrecht zu der Geraden g, so hat die
Projektion die Lange O, da die beiden FuBpunkte der Lote in einen Punkt
A’ zusammenfallen (Bild 136¢).

Liegt der eine Endpunkt der zu projizierenden Strecke auf der Geraden g,
$0 ist nur ein Lot zu fillen. Die Projektion von AB ist AB’ (Bild 136d).

Beispiele

1) Die Summe der Projektionen der beiden Katheten auf die Hypotenuse
ist gleich der Hypotenuse.

Beweis

Im Bild 134 hat die Projektion der Kathete a die Lénge p. Die Projektion
der Kathete b auf die Hypotenuse betrigt . Die Summe der beiden Pro-
jektionen p + q ist gleich der Hypotenuse.

2) Wie groB ist die Projektion der Hypotenuse auf eine Kathete ?

Lésung

Die Projektion der Hypotenuse auf eine Kathete ist die Kathete selbst.

3) Der Giebel eines Sigedaches (oder Shed-Daches) hat die Gestalt eines

rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypo-

tenuse 12 m; die kiirzere Kathete ist 6 m
Y, lang (Bild 137).

Bild 137

Wo liegt der FuBpunkt des von
der Dachspitze auf die Grundlinie
gefallten Lotes oder, anders aus-
gedriickt, wie lang ist die Projek-
tion der kiirzeren Kathete auf die
Hypotenuse ?

Lasung

Die Liénge der Projektion be-
trage x. Nach dem Satz des Euklid
ist dann:

62=12'x;d.h. x=3m

In einem beliebigen spitzwink-
ligen Dreieck projiziere man die
3 Seiten aufeinander. Man erhélt
die 3 Hohenfullpunkte. Im Bild
138 ist AD die Projektion von
AC auf AB und AF die Projek- Bild 138
tion von AB auf AC. J I
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Ahnlich dem Beweis zum Lehrsatz des Euklid beweist man folgenden
Lehrsatz:

Konstruiert man in einem spitzwinkligen Dreieck iiber jeder Seite das
Quadrat, sowie die 3 Hohen und verlingert eine jede iiber ihren FuBpunkt
hinaus, so daB alle Quadrate in 2 Rechtecke zerlegt werden, so sind stets 2
in einer Ecke des Dreiecks zusammenstoBende Rechtecke inhaltsgleich.

Behauptung [ JAFGH=[_JAJED
Beweis

Zum Beweise ziehe man durch H die Parallele HK zu A B.
(C1AFGH= /ABKH(gleiche Grundlinie HAund gleiche Hohe H G)
/ / ABKH werde um A im Uhrzeigersinne in die Lage A JL.C gedreht.
/7 ABKH= ~ /AJLC. Da A ADC= A JEL ist, ist auch
/  /AJLC =[_1AJED. Es folgt:

[ JAFGH =[_1AJED, w.z. b. w.

Die Inhalte der flichengleichen Teilrechtecke (Bild 139) mogen der Ein-
fachheit halber mit Ia, Ib, Ila, IIb, IIla und IIIb bezeichnet werden.

Nach dem vorstehenden Satz ist: IIla — Ila

IITb = Ia
Durch Addition IiTa + IITb = I1a 4 Ia
¢ =Db%2—1IIb 4+ a2 —1Ib.
Da Ib = IIb ist, ist: ¢2=2a?+b2—2-1Ib

oder in Worten:

Das Quadrat iiber der einen Drei-
ecksseite, die einem spitzen Winkel
gegeniiberliegt, ist gleich der Summe

IIb der Quadrate iiber den beiden anderen

c b . Seiten, vermindert um das doppelte
Rechteck aus einer dieser Seiten und
Iao der Projektion der anderen auf sie.

la Tn shnlicher Weise 1iBt sich be-

weisen, dafl das Quadrat iiber der einen

Dreiecksseite, die einem stumpfen
A q p B Winkel gegeniiberliegt, gleich der
Summe der Quadrate iiber den beiden
anderen Seiten ist, vermehrt um das
doppelte Rechteck aus einer dieser
Seiten und der Projektion der anderen
auf sie.

Diese beiden Lehrsitze kann man
zusammenfassen in dem

Bild 139
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Allgemeinen Lehrsatz des Pythagoras

Das Quadrat iiber der einen Dreiecksseite ist gleich der Summe der
Quadrate iiber den beiden anderen Seiten vermindert oder vermehrt um
das doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der Projektion der
anderen auf sie, je nachdem diese Seiten einen spitzen oder stumpfen Winkel
einschliefen.

c2=a’-+b*F 2aq — Zeichen gilt fiir y < 90°
~+ Zeichen gilt fir y > 90°
Ist das Dreieck rechtwinklig mit der Hypotenuse ¢, so ist die Projektion q

der Kathete b auf die Kathete a gleich 0 und der allgemeine pythagoreische
Lehrsatz geht in den gewohnlichen iiber.

7
&-50° £E0° Jfoy s60°
£ .
a’ a’ a
> t
v f 5 F B R
/ /
|/
c? ¢t c?
cleakb’ ceateb’-2aq ca'b 20

Dreieck

Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt
aus einer Seite und der zugehérigen Hohe.

1
f=§C'hc

Beweis 1

Jedes Parallelogramm kann man durch einen Diagonalschnitt in 2 kon-
gruente (d. h. flachengleiche) Dreiecke

T zerlegen (Bild 140). Der Inhalt eines der
o beiden Dreiecke ist halb so groB wie der
T des Parallelogramms, das die Grundlinie ¢
l und die Héhe h, und somit den Inhalt
L R | c-h, hat.
Bild 140 Dreiecksinhalt: { = ;— ¢+ h,

Beweis 2

Das Dreieck ABC ist in halber Hohe parallel zu seiner Grundlinie ¢ ge-
schnitten (Bild 141). Es zerfillt dadurch in ein Trapez und in ein
Dreieck. Dieses wird wiederum durch einen senkrechten Schnitt von
der Spitze auf seine Grundlinie in 2 Teildreiecke zerlegt, von denen das eine
an die linke, das andere an die rechte Seite des Trapezes an- gesetzt wird.
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Hierdurch wird aus dem Trapez ein Rechteck, mit den Flicheninhalt

C
f= %c *h,.
} Die Fliche des Rechtecks ist aber
. & gleich der des urspriinglichen Drei-
f ecks; also betrigt der Inhalt des
= l Dreiecks
¥ f= %c *h,.
A c 8
Bild 141
Beweis 3

In einem beliebigen Dreieck ABC (Bild 142) mit der Grundlinie AB =¢
fille man von C auf AB die Hohe CD =h,.
C Man erhilt 2 Teildreiecke I und II. Diese

I f setzt man, wie Bild 142 angibt, an die Seiten
)i’4 i AC und BC an. Man erhilt ein Rechteck,

& das aus den Teildreiecken I, II, IIT und IV

I J | besteht. Da aber I=1IIT und II =1V ist,
l ist der Inhalt des Dreiecks ABC halb so

F groB3 wie der des Rechtecks;

PR S, ‘
Bild 142 also f= 5C- he
Weitere Formeln fitr den Dreiecksinhalt:

Es sei: g = Radius des Inkreises

C

\ s = Halber Dreiecksumfang
_a4bie
=

-

\ Mit diesen GroBen betrigt der

Z Flicheninhalt des Dreiecks ABC:

A 8 f=p-s
Bild 143

In Worten:

Der Flacheninhalt des Dreiecks ist gleich dem Produkt aus dem
Radius des Inkreises und dem halben Dreiecksumfang.

Beweis

Die Verbindungslinien des Mitfelpunktes M des Inkreises (Bild 143) mit
den 3 Ecken A, B und C zerlegen das Dreieck ABC in die 3 Teildreiecke
ABM, BCM und CAM, die den Inkreisradius ¢ zur Héhe haben.
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Die Flicheninhalte dieser 8 Dreiecke betragen :

1
fl =SS "2‘ C- Q
1
f2 == E a- Q
1
f3 = E b M Q
Gesamtflicheninhalt:

1 1
f=f1+f2+fa=§c'9+§3'0+%b'9=9'(a+bﬁ)=e-s

C

Bild 144

Bewets

2

Es sei 9. = Radius des Ankreises an die
Seite ¢ des Dreiecks ABC.

8 — ¢ = Differenz des halben Dreiecksum-
fanges und der Dreiecksseite, der der Ankreis
anliegt.

Mit diesen GioB8en betrigt der Flicheninhalt
des Dreiecks ABC:

|f=g.,'(s—c)|

In Worten:

Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist gleich
dem Produkt aus dem Radius eines Ankreises
und der Differenz aus dem halben Dreiecks-
umfang und der Seite, der der Ankreis an-
liegt.

Der Ankreismittelpunkt M, ist mit den 3 Xcken des Dreiecks ABC ver-
bunden (Bild 144). Hierdurch entstehen die 3 Teildreiecke CAM,, BCM,
und BAM,, die den Ankreisradius g, zur Hohe haben. Die Flacheninhalte

der 3 Teildreiecke betragen:

1
f1 == E b . QO
1
f2 = E a- ec
1
fs=5c-00
Gesamtflicheninhalt:

b+a.——c)

1 1 1
f=f1+f2—f3:'2'b'90+§3'Qc-‘—2*0'@c=Qc‘( 3

a-+b-te
S L

2 0)290'(3_0)
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Heronische Dreiecksformel f=1)s-(s—a)- (s—b)-(s—c)
C
Hierin bedeutet
). h{: N 8 = a +b +9
2
A 8 = halber Dreiecksumfang
Bild 145
Beweis
Im Dreieck ADC (Bild 145) ist nach dem Pythagoras:
b2 =h? 4 2

oder hf=b2—q2=(b+<1):(b—Q)
hy="7(b +q)- (b —q)

Im Dreieck DBC ist nach dem Satz des Pythagoras:
a? =h; + (c — q)? =hi+ ¢ —2cq + g2

Aus Dreieck ADC setze man fiir g2 = b2 —h) ein. Man erhilt:
a2=h§+02—2cq+b2—h§ und :
b ct—a2
o 2¢

Diesen Wert fiir q in die obige Gleichung fiir h, eingesetzt, ergibt:
. b2 42 — a2 b2 L of —al
=

=55 VT F oF ] [ — (b — o

ZTICV(TD‘FC-!—&)(b+c——a)(a+b—c)(a—b+c)

= %Vs-(s—a) (s—b)(s—c)

Diesen Wert setzt man in die Flicheninhaltsformel f = lc - h, ein und

2
erhilt:

f=%c-§}/s-(s~a)-(s—b)-(s——c)

f=Vs-(s—a)-—Db): (s3—c)
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Trapez _

Der Flicheninhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkt aus der
Mittellinie und der Héhe.

f:(ig,?).h:m.h

Beweis 1
Nach Bild 90 auf Seite 44 ist A\ GBF = A FHC. Der Inhalt des Tra-

pezes ABCD ist gleich dem des Parallelogrammes A GHD, das als Grund-
linie AG = EF = m und die Héhe h hat. Sein Inhalt betriigt also:

f=m-h. Da aber m = “j‘_‘%‘l’ , so erhilt man als Flicheninhalt:

=)

Beweis 2

Die Diagonale AC (Bild 146) zerlegt das Trapez in die beiden Teildreiecke
AABC und A CDA, deren Inhalte

) b ¢ f, und f, betragen mogen.
? f —Lla -h
-~ 172
. 1
f,=-b-h
lA a B ;_._2.._

Bild 146  Trapezinhalt
f=f +f =%ah+%bh= (a’ + b) ‘h

2

Bewets 3

Legt man 2 kongruente Trapeze mit den parallelen Seiten a und b und
der Hoéhe h nach Bild 147 neben-

b a . . .
T einander, so erhdlt man ein
. Parallelogramm, dessen Inhalt
7’ é %%’& \§ T f=(a 4 b)h doppelt so groB
vic . i wie der eines der beiden Trapeze
a b

ist. Trapezinhalt:

Bild 147 1
f=g(@-+b)h

Yierecke

Den Inhalt eines beliebigen Vierecks findet man, indem man es durch
eine Diagonale in 2 Dreiecke zerlegt und die Summe der Inhalte der beiden
Teildreiecke berechnet.
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Beispiele

1) Das gegebene Viereck ABCD (Bild 148) hat den Inhalt:

D

Bild 148

f:%AC-DE—]—éAO-FB

— ;AC-(DE 4 ¥B)

2) Dem Viereck ABCD ist das Rechteck EFGH so umbeschrieben,

u ) -
H G
A c
£ 5 F
Bild 149

daBl dessen eines Seitenpaar parallel der Vier-

ecksdiagonalen AC ist (Bild 149).
A ABC = 5[] AEFC und
A ACD = ;[ ACGH

Durch Addition folgt:
AABC 4 A ACD = (L] AEFC
+ [ ACGH)
ABCD = ; EFGH d. h.

Der Inhalt des umbeschriebenen Vierecks ist doppelt so groB wie der
des urspriinglichen Vierecks.

3) Wie grof ist der Inhalt des Rhombus mit den Diagonalen

Vi
N

Bild 150

BD =d =4cm und
AC=e=06cm (Bild 150)¢?
Der Inhalt des Rhombus setzt sich aus 2
flichengleichen Teildreiecken zusammen. Er
betrigt also:

=5-4cm-6cm = 12 cm?
Ergebnis:
Der Rhombusinhalt ist gleich dem halben
Produkt aus den beiden Diagonalen
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4) Wie grol} ist der Flacheninhalt eines Drachenvierecks mit den beiden
Diagonalen d und e?

Losung

Das Drachenviereck ist nach Bild 151 aus 2 gleichschenkligen Dreiecken
zusammengesetzt, deren Inhalte be-

ey € tragen:

fI:%d-e1 und f{_:%d-ez

Gesamtflicheninhalt:
1 1
Bild 151

b f ]

Ergebntis:
Der Flicheninhalt eines Drachenvierecks ist gleich dem halben
Produkt aus seinen beiden Diagonalen.

/ 5) Der Flicheninhalt eines Tangentenvierecks ist aus seinem Umfang
» und dem Radius des Inkreises zu be-

stimmen !

Durch die Verbindungslinien des Mittel-
punkts M des Inkreises mit den Ecken des
Tangentenviereckes (Bild 152) entstehen
4 Teildreiecke mit gleicher Hohe g (= Ra-
dius des Inkreises).

Gesamtflicheninhalt:
1 1 1 1
f=’ga o+ gb9+'§09+‘2'd9
a+b+ec+d
e

Bild 152

Der Klammerinhalt ist der halbe Umfang des Vierecks, den man wie
beim Dreieck mit s bezeichnet.

Hiermit erhilt man:
f=p-s.

Anmerkung zu Aufgabe 5):
FaBt man das Quadrat mit der Seite a als Tangentenviereck auf, wobei
o= 3 und s = 2a betrigt, so ist nach der letzten Gleichung der Inhalt

des Quadrates:
2, a2
f——z 2a =a?,

Mathematik Teil 2
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Beliebige n-Ecke

Den Inhalt beliebiger n-Ecke kann man auf verschiedene Arten be-
stimmen: ®
a) Zerlegung in Dreiecke:

Von der einen Ecke des n-

Ecks (Bild 153) kann man

£ (n — 3) Diagonalen ziehen und

dadurch das n-Eck in (n—2)

' Teildreiecke zerlegen, deren In-

m/ halte man nach einer der be-

] kannten Formeln ermittelt. In

Bild 153 nebenstehendem Bild ist n=6.

Die Anzahl der Diagonalen be-

trigt (n—3)=3. Es ent-

stehen (n— 2) =4 Teildrei-

ecke. Der Gesamtflicheninhalt
des Sechsecks betrigt

f=1f 4 1f, + 134 1,
b) Trapezmethode:

Man projiziert die Seiten

9 des n-Ecks auf eine beliebig

Bild 154 gelegte Gerade g und erhilt

Trapeze (Bild 154), deren

Flicheninhalte man einzeln bestimmen kann. Den Gesamtflicheninhalt

des n-Ecks berechnet man als Summe bzw. Differenz der Flicheninhalte
der Teiltrapeze.

Beispiele
1) Ein quadratischer Pfeiler, der mit 6 kg/em? belastet werden darf,

hat die Kantenlinge 25 cm. Wieviele Tonnen betriigt die zuldssige
Last ?

Lésung
Man bestimmt zunichst die belastete Fliche des Pfeilers mit:
f =25% = 625[cm?]. 1 cm? kann mit 6 kg belastet werden; folglich
betrigt die zuldssige Last: 6x 625 = 3750 [kg] = 3,75 [t].

2) Das Papierformat DIN A 4 hat die Abmessungen: 210X 297 [mm].
Wieviele solcher Blatter kann man aus einem Quadratmeter Papier
herausschneiden ?

Lisung
Ein Blatt DIN A 4 hat die Fliche f = 210X 297 = 62370 [mm?2].

Da 1 m2 = 1000000 mm? ist, kann man aus thm 1000000 : 62370 = 16
Blitter DIN A 4 herausschneiden.
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/ 3) Wie groB ist die Querschnittsfliche des ungleichschenkligen Winkel-
stahls (Bild 155)% (Die Abrundungen moégen

ﬁz d a=40mm  hei der Berechnung vernachlissigt werden!)
b =50 mm ,
Q . d= 5mm Lésung
l oy Am einfachsten entnimmt man die Quer-
schnittsflichen genormter Walzprofile einer
e gt Bild 155  Frofiltabelle. (Siehe Hilfsbuch fiir Betrieb

und Konstruktion.) Hat man eine solche
Tabelle nicht zur Hand, so muBl man wie folgt rechnen:

f=ab—(@-—d)-(b—d);
denn die Querschnittsfliche ist gleich der Differenz der beiden Rechtecke
mit den Seiten a und b sowie (a —d) und (b —d). Mit bestimmten
Zahlen erhilt man: ]

f=40-50-—35-45 = 2000 — 1575 = 425 [mm?] oder

f = 4,25 [cm?

4) Welches der 3 Parallelogramme (Bild 156) hat den groSten Flichen-
inhalt ¢

!

i
<, < <

" l J Bild 156

<oel  legel - g~

Lisung
Da alle 3 Parallelogramme sowohl dieselbe Grundlinie a, als auch
dieselbe Hohe h haben, so sind sie nach dem auf Seite 69 abgeleiteten
Lehrsatz flachengleich.

5) Satz von den Ergénzungsparallelogrammen:

Zieht man durch einen beliebigen Punkt der einen Diagonale eines
Parallelogramms die beiden Parallelen zu den Seiten, so sind die von
der Diagonale nicht durchsetzten Teil-Parallelogrammflichen ein-
ander gleich.

b H C Im Bild 157 ist EF und GH
parallel zu den Seiten durch P
/ 7 gezogen.
£ % F
Behauptung:

/7 EPHD = /7 PGBF

A G B Bid 157
6*
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Beweis
Man erbilt 3 Paar kongruenter Dreiecke, nidmlich:
1) ANACD = ACAB
2) AAPE = APAG
3) A PCH = A CPF
Von Gleichung 1 wird Gleichung 2 und danach Gleichung 8 sub-
trahiert. Man erhilt:

AACD— AAPE— APCH= ACAB— APAG— ACPF
// EPHD =,/ / PGBF w.z b. w.

6) Konstruiere das Parallelogramm mit den Seiten a = 2,95 cm und
b = 3,65 cm und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel « = 30°. Wie
lang sind die Hohenr h, und hy? Wie grofl ist der Flicheninhalt

des Parallelogramms ?

~Lisung

¢ Andie gegebene Seitea =2,95cm (Bild 1568)trigt man in ihrenbeiden End-
punkten den Winkel o0 = 30°
an und macht die freien

) = ) Schenkel 3,65 ecm lang. Da-
g durch erh#lt man die beiden
4 X anderen Ecken des gesuchten
5 Parallelogramms.
MaBstab: 1:1 Bild 158

Der Zeichnung entnimmt man: Héheh, =1,83cm und hy = $,48 em.
Der Flicheninhalt ist
f=295%1,83 = 5,4 [em?] oder f=3,65X1,48 = 5,4[cm?]
7) Wie groBl ist der Querschnitt der Schwalbenschwanzfiihrung
(Bild 159) %
Losung

Der Querschnitt setzt sich aus dem Rechteck mit den Seiten 70 und
20 30 mm und dem von dem

!
! Rechteck abzuziehenden Tra-
| echteck abzuziehenden Tra
2 / / It X ! ez mit den parallelen Seiten
7z //&Ja S : ’ 5
S N I 30 und 20 und der Hohe

10 mm zusammen.
70

Bild 159
Man erhils:

f:3.7___2;£‘j. =21 — 2,6 = 18,5 [em?].
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8) Ein Dreieck mit der Grundlinie ¢ = 8 cm und der Hohe h, = 6 cm
wird durch einen in halber Hohe zur

\r

<&

Grundlinie parallel gelegten Schnitt
in 2 Teile zerlegt (Bild 160). Wie gro
sind die Flicheninhalte f, und f, der
Teilfiguren und der gesamte Drei-
ecksinhalt f?

Losung

Bild 160 Nach Seite 45 ist die Parallele in

halber Hohe zur Grundlinie halb so

lang wie die Grundlinie, also hier 4 em. Die obere Teilfigur ist ein Drei-
eck mit dem Inhalt:

4.
f,="% =6 em?]

Die untere Teilfigur ist ein Trapez mit dem Inhalt
f="F% 3 = 18 [em?).

Der Gesamtinhalt des Dreiecks betrigt:
f=1 +1{, =6+ 18 = 24 [em?].

Denselben Inhalt fiir das Dreieck erhilt man aus

8.6

f =20 94 [em?.

2

9) Wie groB ist die skizzierte Fliche (Bild 161)?

Lésung

Die Fliche setzt sich zusammen aus der Fliche des Rechtecks mit den
Seiten 12 und 15 sowie aus der des

MaBe Trapezes mit den parallelen Seiten
in mm 12 und 6 und der Hohe 5. Man erhalt:
t—12-154+ 215,
= 180 4 45

Bild 161 = 225 mm?.

10) Die Seitenliingen eines Dreiecks betragen: a = 4 ecm, b = 13 em und
¢ =15cm,.

Wie grof3 sind a) der Dreiecksinhalt,
b) die 3 Hohen,
¢} der Radius des Inkreises und
d) die Radien der 3 Ankreise ?
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Lésung
a) Der Umfang des Dreiecks betrigt: U=a +b+c=44+13 L 15
= 32 [ecm]. Der halbe Umfang ist die Grofle s = g = 16 [ecm].
Es betrigt s —a =12,s — b = 3 und s — ¢ = 1. Die heronische
Dreiecksformel ergibt:
f=1}s-(5—a) (s—b):(s—c)=}16-12-3 -1 = 24 cm?.

b) Da der Dreiecksinhalt aber auch gleich dem halben Produkt aus
Grundlinie mal Hohe ist, so kann man setzen:

a-hy __behp _c-ho
f==5— oder =—5— oder =5
Aur diesen 3 Gleichungen erhilt man die 3 Héhen:

2f 2.24

ha = ’y = 2 = 12 cm
2.1 2.24

hb—:T =T:3,7Cm
2.f 2.24

bc=T =»15—=3,20m.

c¢) Aus der Gleichung fiir den Dreiecksinhalt f = g - s bestimmt man

den Radius des Inkreises: g = é: % = 1,5 cm.

d) Die Radien der Ankreise bestimmt man aus:
f=g-(s—a)=@a-(5—b)=g-(s—c)

_f
o= pT =40
_f g
b=y pT 3T o

f —2~4=24cm.

L |

Zur Kontrolle der errechneten Ergebnisse zeichne man das Dreieck
und lese die Lingen der Radien aus der Zeichnung ab.

11) Wie groB ist der Flicheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks mit den
Katheten a und b ?
Man nehme die eine Kathete als Grundlinie, die andere als Hohe

und erhilt:

b

f:%ﬂdh

Der Inhalt eines jeden rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem
halben Produkt der beiden Katheten.
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12) Von 2 gleichschenkligen Dreiecken hat das eine die Grundlinie 2 cm 2
und die Héhe 4 ¢m; das andere die Grundlinie 4 cm und die Hohe
2 cm. Welches Dreieck hat den groBeren Flicheninhalt ? .

Da der Inhalt eines jeden Dreiecks gleich dem halben Produkt
aus Grundlinie mal Hohe ist, haben die beiden gegebenen Dreiecke
denselben Flicheninhalt; namlich:

4.2
f=""%=4[cm?

13) Wie lang ist die Hohe im gleichseitigen Dreieck mit der Seite a ?

Das gleichseitige Dreieck ABC wird durch die Héhe CD in 2
deckungsgleiche rechtwinklige Dreiecke zerlegt. In thm ist die Hypo-

tenuse AC = a. Die eine Kathete AD ist gleich =, die andere CD
ist die gesuchte Hohe h. Nach dem Pythagoras erhilt man:

AC®—=AD? L CD? oder a?=— (i)2 4+ he,

2
Hieraus:
/ 2 o
hzzaz——% :%az oder h = i;— V3
Ergebnis:

Die Héhe im gleichseitigen Dreieck betrigt |h =3 }/3’

14) In einem rechtwinkligen Dreieck betragen die Katheten

7 a)a= 4em und b= 3cm
i ,b)a= Tem und b=24cm

¢)a=16cm und b =30cm.
Wie lang ist die Hypotenuse ?
Nach dem Lehrsatz des Pythagoras ist: ¢ = a2 4 b2

Mit dem gegebenen Zahlenwerte erhilt man
a)e*= 164+ 9= 25 oder ¢c= 5Scm
b) = 49-L-576 = 625 oder ¢ =25cm
c) €% =256 4+ 900 = 1156 oder c¢ = 34 cm.

15) Welchen Abstand hat eine 6 cm lange Sehne von dem Mittelpunkt
. des Kreises mit dem Radius 5cm?
s+« Man verbinde den Kreismittelpunkt M mit den beiden Endpunkten
A und B der Sehne und félle das Lot von M auf die Sehne. Es sei
MD = x = gesuchter Abstand. In dem rechtwinkligen Dreieck
ADM ist nach dem Pythagoras: AM? = AD? - DM2 oder mit den
gegebenen Zahlenwerten:
52=232+ x% oder 26 =9+ x? oder x2=95—9 =16
d. h. x=4cm.

Die Sehne ist 4 cm vom Mittelpunkt entfernt.
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1 16) Fiir nebenstehenden Kreisbogen AB (Bild 162) betrigt die Pfeilhohe
CD =2cm und die Sehne AB =8cm. Wie
groB} ist der Kreisdurchmesser 2

8 Liosung

Man verbinde B mit D und dem zu D im Kreise

diametral gelegenen Punkte E. Nach dem Thales-

Satz ist das Dreieck BDE rechtwinklig. In ihm

ist die Hohe BC =4 cm. Die Hypotenusenab-

schnitte sind DC = 2 ¢m und CE. Man bestimmt

Bild 162 CE nach dem Hohensatz: BC?=DC - CE oder

4?=2-CE oder CE =8 cm.

Setzt man CE=2r—DC=2r—2, so erhialt man 2r=8-}-2=10

oder r =5cm. Der Kreisdurchmesser betrigt: d = 10 cm.

. 17) Wie groB sind die Durchmesser des Umkreises und des Inkreises
eines Quadrates mit der Seite a ?

Nach Bild 163 betrigt der Inkreisdurchmesser
Di = a.

7 Den Umkreisdurchmesser bestimmt man als die
% Diagonale des Quadrates mit der Seite a. Sie ist
‘ die Hypotenuse des gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecks mit der Kathete a:

\/ D2 =a2a?42a%?=2a% oder

Bild 163 D,=a-}2.

A

18) Auf einem 36 cm langen Draht sind in den Abstinden 9 cm und 21 cm
von dem einen Ende 2 Marken (Kreidestriche oder 2 leichte Xin-
kerbungen) angebracht. Man biege den Draht um diese beiden Marken
zu einem Dreieck zusammen, so daB seine beiden Enden zusammen-
fallen. Warum entsteht in diesem Falle ein rechtwinkliges Dreieck ?
Lisung

Die Seiten des entstehenden Dreiecks sind 9 ¢cm, 12 cm und 15 cm
lang. Da aber 9% 4- 122 = 152 ist, so ist nach Umkehrung des Pytha-
goras das Dreieck rechtwinklig mit den beiden Katheten 9 und 12
und der Hypotenuse 15 cm.

19) Ein 16 m hoher Mast wird durch 3 gleichlange Seile von je 20 m
Lénge verspannt. Wie weit sind die 3 voneinander gleichweit ent-
fernten Verankerungsstellen der Drahtseile

a) vom FuBpunkt des Mastes und

b) untereinander entfernt ?
Liosung

Im Bild 164 ist der Mast AB mit den 3 Verankerungsstellen C, D
und E in der Vorderansicht und Draufsicht gezeichnet.
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a) Die Entfernung des Verankerungspunktes C vom MastfuBpunkt A
8

£ Bild 164

ist die Strecke AC=x. Nach dem Lehrsatz
des Pythagoras:
B(C2 = AB2 4+ A(C? oder
202 = 162 1~ x2, Hieraus:
x2 =400 — 256 = 144 oder x =12 m.

b) In der Draufsicht ist das schraffiert gezeich-
nete Dreieck CBF die Hilfte des gleichseitigen
Dreiecks mit der Seite x, dessen Hohe betragt
(siehe: Beispiel 13) g]/g = 6 - J/3. Diese Hohe
ist gleich der Halfte des Abstandes zweier

nebeneinander liegender Verankerungspunkte.
Der gesuchte Abstand betrigt:

12- )3 = 12- 1,73 = 20,76 m.

20) Geometrische Konstruktion algebraischer Ausdriicke

In den nachstehenden Gleichungen (Bild 1654 . . . i) ist die Grofe x
konstruktiv zu bestimmen!

a) X == Vg:

g) x= VE; c

Léosungen

a}y

h) x =

&
L}
>

b) x = ]/5, c) X = ]/a27—§—@‘,
Q) x=Jar F b5l o x="1" fx=1FRd

=%

) x=Jla T )T —b).

€)

'~

Bild 165 a...e

fa— ¢ —o
(Siehe Beispiel 5!)
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f) S U— b e (Gf‘c—b)d» -
Bild 165f...1 / g §
he]
g i
‘\t\\\\ ?
N\ o
L]
oder
C
g @ 46
_ 4
i o]
Attt .— [ ——
(Héhensatz!) (Euklid!)
h) "
0 oder o
b — 2 ! ? -
X= bg J"‘— h—ria— X= ;
(Euklid!)
i)
(Pythagoras)

)
O
\0*“\

1

[——Q0-b ——ta holep
-———— (] ———] [
In— £ —ua-b

(Euklid!) (Héhensatz!)
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Aufgaben

© 111) Mit wieviel Tonnen kann ein Mauerpfeiler von 38 x 51 cm¥ Que;:

schnitt belastet werden, wenn fir ihn 7 kgfem? zugelassen werden ?

112) Wie groB ist die Querschnittsfliche des
Bildes 166 % (Male in mm)

g Bild 166
I

Mwﬂ
=120 Z
118) Wie grofl ist der Querschnitt in cm?
der im Bild 167 skizzierten Stiitze aus
GrauguB ? (MaBe sind in mm angegeben.)
Bild 167

o

a—— 200 —*

1

=
N

114) Durch Halbieren des DIN-Formates DIN A 4 (210 x 297 mm) in der
Liange und Breite erhilt man das Postkarten-Format DIN A 6.

a) Welche Abmessungen hat die Karte ¢

b) Wieviele solcher Karten kénnen aus einem Quadratmeter geschnit-
ten werden ?

115) Ein breit- und parallelflanschiger Stahl (P-Triiger) hat die nachstehen-
den Abmessungen (Bild 168) MaBe in mm:

Rl b od |t 1 : 7

a) 140 J 140 ' 8 | 12 i

b) 32 | 300 | 13 22 d )
e) 500 | 300 | 16 30 ' <
d) U N - T l

9 1

Wie groB ist sein Querschnitt fiir die vor- !

stehenden Tabellenwerte 2 Bild 168

116) Wie groB sind die Querschnittsflichen der Trigerprofile im Bild
169a...e.

a) b} c)

I
|

a

]% ‘// //A

i |
R o *,~

b | DU SUNEIN
Bild 169a...¢c

e
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d) a &) | —b—=

}

le— of —~|
fe—— b ——

!
f

Bild169d...e b

: 117) In der Bewegungslehre stellt sich der Weg s, der von einem Fahrzeug
mit gleichformiger Fahrgeschwindigkeit v m/s in der Zeit t/s zuriick-
gelegt wird, in einem Geschwindigkeits-Zeitschaubild als der Flichen-
inhalt eines Rechteckes mit den Seiten t und v dar. Es ist nimlich:

Geschwindigkeit = Weg: Zeit oder in Buchstaben: v = : oders =v.t.

Die Fahrzeit eines Kraftwagens wird fiir 100 m zu 5 s abgestoppt.
a) Wie grof} ist seine Geschwindigkeit in m/s und km/h?
b) Wie groff ist der von diesem Wagen in 10 s zuriickgelegte Weg,
wenn wahrend dieser Zeit der Geschwindigkeitsmesser dauernd
36 km/h zeigt ?

{Anleitung : Geschwindigkeit in m/s il ¢
ausdriicken!)

/1]

/ 118) Die Flicheninhalte der in Bild 170
eingetragenen Parallelogramme a bis

g sind in Flicheneinheiten der ge- a7 el €

zeichneten quadratischen Teilung zu

berechnen! f 2N /1 g
Bild 170 J

119) a) Welche Beziehung besteht zwi- ©
schen den Maflen a, b, ¢ und d des V4
Bildes 171. '

- - -
Bild 171 -—————— @ *———*J

b) In der zu dem Bild 171 gehéren- a | b | e d

den Wertetabelle sind die fehlenden ' 16 | 12 | 12

Werte der Zeilen o, 8, y und 6 zu B 12 | 30 | 5

bestimmen! y*‘ 10 —7% IEETE
J | | 54 | 25 4
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120) Aus 4 Staben, von denen je 2 gleich lang sind, ist ein in den Hcken
durch Scharniere verbundenes Rechteck gebildet. Ergeben sich beim
Bewegen dieses Gelenk-Rechtecks Anderungen

a) am Umfang,
b) am Inhalt der Fliche ?

121) Die beiden Seiten eines Parallelogramms betragen a = 6 cm und
b =4 cm. Sie schliefen den Winkel « = €0° ein. Zeichnerisch sind
die Hohen h, und hy, zn bestimmen (hs L a; hy L b)! Wie grof} ist
der Inhalt { des Parallelogramms ¢

122) Wie grof} ist die Fliche des in Aufgabe 64) auf Seite 47 angegebenen
Beilagebleches ?

123) In einem gleichschenkligen Trapez — beispielsweise: Querschnitt
durch einen Keilriemen — mit den parallelen Seiten a und b und der
Héhe h ist a == 2b =h = 4 cm. Wie groB ist sein Inhalt?

124) Aus Flachstahl 50 x 5 ist ein rechteckiger Rahmen mit den AuBen-
mafen 750 X 500 mm zu fertigen. Die Ecken sollen auf Gehrung
geschnitten und zusammengeschweillt werden.

a) Wie lang ist der Flachstahl zu nehmen ¢

b) Wie lang wire der Flachstahl beim Stumpfaneinanderschweilen
zu nehmen ?

¢) Wie groB ist dic Rahmenfliche als Differenz zweier Rechtecke.
Man iiberpriife die Rahmenfliche als Summe von 4 Trapezflichen,

125) Ein Dreieck hat die Seiten a =15 em, b =20 em und ¢ =7 cm.
Wie grof sind -
a) sein Inhalt,
b) der Radius seines Inkreises und
¢) die Radien der 3 Ankreise?

126) Ein rechtwinkliges Dreieck hat die Kathetena = 8 cmund b = 6 ¢m.
Wie grofl sind
a) sein Inhalt,
b) die Hypotenuse,
c¢) die Hohe h,, ~a
d) der Dreiecksumfang,
e) die beiden Hypotenusenabschnitte /

q und p? b /
127) Wie groB sind die Flicheninhalte der 17
Dreiecke a bis1 (Bild 172) in Flichen- i

einheiten der gezeichneten quadrati-
schen Teilung? ]

Bild 172
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128) Bei einer gleichfaamiz beschleunigten Bewegung (z. B. freier
Fall) nimmt die Geschwindigkeit in gleichen Zeiten um die gleichen
Betriige zu. Das Geschwindigkeits-Zeit-Schaubild ist ein recht-
winkliges Dreieck mit den Katheten t und der Geschwindigkeit v
des sich bewegenden Korpers nach t/s. Der Inhalt dieses Dreiecks
ist der wihrend t Sekunden zuriickgelegte Weg. Wie driickt sich
der Weg s durch die Geschwindigkeit v und die Zeit t aus? Wie
gro ist die Endgeschwindigkeit eines Steines, der in einen 176 m
tiefen Brunnenschacht fillt und nach 6 s auf die Sohle aufschliagt ?

6 F 6
7~ 7 2
4 129) Wie groB ist der Inhalt der ) & A
unterhalb des Streckenzuges ,
ABCDEFGH gelegenen ﬁ
Fliache (Bild 173), wenn die 8 ¢ g Y
in das Koordinatenkreuz ein- 5 _ //
getragenen Zahlen cm be- 7
deuten ? 24 a %
. . X .
Bild 178 o-—egedseirauiiaiicieaa
6
130) Wie grof} ist der Inhalt der 5
Fliche des Bildes 174, wenn
die an die Achsen angetrage- ¢
nen Zahlen cm bedeuten ? 3
2 7
: a
/
!
Bild 174 o—— L L. | J
. 131) Wie grof ist die Querschnitts- 30
' fliche des Betontriger-Profils =6 =6
(Bild175) ? Die angeschriebe- ’ 2 V4
nen LingenmaBe sind cm.

\-4 e 4’1

Bild 175 2%

132) Wie groBl ist der Flicheninhalt des gleichseitigen Dreiecks mit der
Seite a ?

a) Man benutze die heronische Dreiecksformel! .
b) Man benutze die in Beispiel 13) auf Seite 87 berechnete Hohe des

gleichseitigen Dreiecks h =%‘V§!
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40
=
133) Aus Stahlblech 120 x 140 soll die Scha- : {
blone nach Bild 176 gefertigt werden. ‘ i
Wie grof ist der Schnittverlust F? Mafle 80—= 53
In mm. l l
..
| R
Bld176 |, ) ?

-134) In einem Rhombus mit der Seite a betriigt ein Winkel 60°. Wle grofl
sind die Diagonalen und der Inhalt des Rhombus ¢

135) Wie grof ist die Seite des gle;chseltlgen Drelecks das den Flachen-

inhalt 75 m? hat? - =« i :

136) Wie groB} sind in den rechtwmkhgen Dreleckeh des Beispiels 14) auf
Seite 87
a) der Flicheninhalt, ~ ¢) die GroBe s und

b) die Hohe auf die Hypotenuse, d) der Radius des Inkreises ?

137) Eine Sehne von 4 cm Lénge hat in einem Kreise vom Mittelpunkt M
den Abstand 1,5 cm. Welchen Durchmesser hat dieser Kreis?

138) In einem Kreise mit dem Durchmesser d = 15 cm ist eine Sehne
8 =12 cm lang. Wie grofl ist die zu dieser Schne gehérende Pieil-
hiohe ? (Vergleiche Beispiel 16) auf Seite 88).

139) Bei der Brinellschen Kugeldruckprobe driickt eine Priifkugel
mit dem Durchmesser D = 10 mm in den auf Hirte zu priifenden
Werkstoff. Die Kindrucktiefe h kann man nur sebhr schlecht messen,
wohl aber den Durchmesser d des
Eindruckkreises (Bild 177).

Wie berechnet man die Eindruck-
tiefe h, wenn man den Durchmesser des
Eindruckkreises d = 8 mm mifit ?

' Bild 177

140) Wie groB sind der Obergurt AC bzw.

BC und der Untergurt AD bzw. BD
in dem Dachbinder (Bild 178) (MaBe
in m).

141) Esist zu beweisen, daB bei einem gleich-
schenkligen Dreieck das Quadrat iiber
der Grundlinie gleich der vierfachen
Differenz aus den Quadraten itber dem g9 178
Schenkel und der Héhe ist.

142) Man beweise, da} bei einem Rhombus die Summe der Quadrate iiber
den beiden Diagonalen gleich dem vierfachen Quadrat iiber seiner
Seite ist!
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143) Es ist der folgende Satz unter Benutzung des allgemeinen Lehrsatzes
des Pythagoras (Seite 75) zu beweisen:

In jedem Dreieck ist die Summe der Quadrate zweier Seiten (a
und b) gleich der Summe aus dem halben Quadrat der dritten Seite (c)
und dem doppelten Quadrat der zu dieser gehérigen Mittellinie m,.

(Fiir die beiden durch die Mittellinie gebildeten Teildreiecke setze
man einmal fiir a® und sodann fiir b? den erweiterten Lehrsatz des
Pythagoras an und bilde a2 4- b?!)

144) Man beweise: In jedem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate
itber den Diagonalen gleich der Summe der Quadrate iiber den vier
Seiten. )

145) Von 2 gegebenen Strecken a und b ist die gréBere a so in 2 Teile zn
zerlegen, daf die Differenz der Quadrate iiber den Teilstrecken gleich
dem Quadrat tiber b ist!

Anleitung: Die eine Teilstrecke der gréBeren Strecke a moge x
Lieifen. Die andere Teilstrecke heiBt dann a— x. Man 16se die Glei-
chung (a —x)? — x2 = b2 nach x auf und konstruiere den fiir x sich

. ergebenden algebraischen Ausdruck!

146) Die groBere Seite eines Rechtecks soll so in 2 Teile zerlegt werden,
dafl die Differenz der Quadrate der Teilstrecken gleich dem Recht-
ecksinhalt wird!

147) Eine Quadratseite soll so in 2 Teile zerlegt werden, da die Differenz
der Quadrate der beiden Teilstrecken gleich dem Quadrat iiber der
halben Diagonale des gegebenen Quadrates wird!

148) Von den 4 Ecken eines Quadrates werden 4 untereinander deckungs-

gleiche gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke so abgeschnitten, daf

das entstehende Achteck gleichlange Seiten hat!

Anleitung : Die gesuchte Achteckseite heile x. Man driicke den
Schenkel des abgeschnittenen gleichschenklig-rechtwinkligen Drei-
ecks durch x und die gegebene Quadratseite a aus!

In ein Quadrat sollen 2 gleichgrofe Kreise so eingezeichnet werden,

dafl} ibre Mittelpunkte auf einer Diagonale liegen und dafl sie sich

selbst sowie 2 Quadratseiten berithren! Wie grofl ist der Radius
eines der beiden Kreise ? Wie konstruiert man ihn?

Anleitung: Jeder der beiden Kreise ist der Inkreis in dem aus
2 Quadratseiten und einer Diagonale gebildeten rechtwinkligen Drei-

. . 1 .
eck. Den Inhalt dieses Dreiecks setze man:f = 3 a? =x. s, worln 8

den halben Dreiecksumfang und x den gesuchten Radius bedeutet.
150) In ein Quadrat sollen 5 gleichgrofe Kreise so eingezeichnet werden,
daB die Mittelpunkte der 4 duleren die Ecken eines Quadrats bilden
und dafl ein jeder von ihnen 2 Quadratseiten sowie den in der Mitte
liegenden fiinften Kreis beriihrt! Wie grof} ist der Radius eines der

5 Kreise ? Wie konstruiert man ihn ?
Anleitung: Man verbinde die Mittelpunkte zweier nebeneinander
liegender Kreise sowohl untereinander, als auch mit dem Mittelpunkt
des Quadrates, Es entsteht ein gleichschenkliges rechtwinkliges Drei-

149

~—
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eck, dessen Katheten 2 x lang sind, wobel mit x der gesuchte Radius
bezsichn.t werde. Die Hypotenusenlinge driicke man durch die
Quadratseite a und den Radius x aus und setze fiir das Dreieck den
Lehrsatz des Pythagoras an!

151) Uber dem Durchmesser eines Halbkreises sind im Inneren des Halb-
kreises 2 Halbkreise einzuzeichnen, von denen jeder den Radius des
ersten Halbkreises zum Durchmesser hat. Wie grof} ist der Radius des
Kreises, der diese 3 Halbkreise beriihrt ?

Anleitung: Man verbinde den Mittelpunkt des gegebenen Halb-
kreises mit dem eines der beiden eingezeichneten Halbkreise und dem
des gesuchten Kreises untereinander. Es entsteht ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen Seiten man durch den Halbmesser r und den Radius
des gesuchten Kreises x aunsdriickt.

152) In einem Halbkreis liegt ein Kreis mit dem Radius des Halbkreises
als Durchmesser. Es sollen noch 2 gleichgrofie Kreise eingezeichnet
werden, von denen jeder den gegebenen Halbkreis, den eingezeich-
neten Kreis und den Durchmesser des Halbkreises beriihrt! Wie grof3
sind die Radien dieser beiden Kreise ?

Anleitung: Man verbinde &hnlich wie in Aufgabe 151) die 3 Mittel-
punkte. Hier entsteht ein spitzwinkliges Dreieck, dessen Seiten man
wiederum durch den gegebenen Halbmesser r und den gesuchten
Radius x ausdriickt. Sodann setze man fiir dieses Dreieck den all-
gemeinen Lehrsatz des Pythagoras an.

/ " H. Verhiltnisgleichheit und Ahnlichkeit

MiBt man die Lingen zweier Strecken in ein und derselben MaBeinheit
(z. B. in mm oder cm oder dm usw.) und teilt die gefundenen Mefergebnisse
durcheinander, so kann man hierdurch feststellen, wieviel Mal die eine
Strecke grofer oder kleiner als die andere ist. Fithrt man jedoch die soeben
erwahnte Division nicht aus, sondern beschrinkt sich darauf, die Divi-
sionsaufgabe in Bruchform anzugeben oder in der durch das Divisions-
zeichen. den Doppelpunkt, gekennzeichneten Form zu schreiben, so nennt
man den erhaltenen Quotienten das Verhdlinis der beiden Strecken.

Nachstehende Zahlenbeispiele mogen das soeben Gesagte noch ein-
gehender erkléren.

Beispiele

1) Die Strecke a ist 10 cm lang. Eine andere Strecke b miBt 250 mm. Die
beiden Strecken verhalten sich zueinander wie 10:25 = 2:5. In diesem
Beispiel durfte man die beiden Strecken erst damn durcheinander divi-
dieren, nachdem man ihnen dieselbe Dimension, nimlich cm, gegeben
hatte.
Mathematik Teil 2 74
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A C B 4 8 c

] B
150 10 25

Bild 179 Bild 180

2) (Bild 179) Auf einer Strecke AB = 150 km liegt in 50 km Entfernung
von A ein Punkt C. Wie verhalten sich die beiden Teilstrecken AC und
CB zueinander? Es ist AC =50 km und CB = 100 km. Die beiden
Strecken verhalten sich zueinander wie 50:100 =1:2. Das Ergebnis
lautet in Worten: Der Punkt C teilt die Strecke AB im Verhaltnis 1: 2.
Wenn der Punkt C, wie es hier der Fall ist, zwischen A und B liegt, spricht
man von einer inneren Teilung, im Gegensatz zu der duferen Teilung, bei
der der Punkt C auf der Verlingerung von A B liegt. Hierfiir das niichste
Beispiel!

3) (Bild 180). Auf der Verlingerung der 10 m langen Strecke AB iiber
B hinaus liegt der Punkt O, und zwar ist BC =25 m und somit AC
= 35 m. WiegroB ist das Streckenverhiltnis AC: BC?

Man erhalt: AC: BC=235:25=17:5. Man sagt: Der Punkt C teilt
die Strecke AB #uBerlich im Verhéltnis 7:5, oder das duBere Teilver-
hiltnis betrigt 7:5.

Um das innere bzw. dullere Teilverhaltnis einer Strecke anzugeben, hat
man festzustellen, wie lang die eine Teilstrecke von dem einen Endpunkt
bis zum inneren bzw. &ulleren Teilpunkt und wie lang die andere Teil-
strecke von dem anderen Endpunkt bis zum inneren bzw. duBeren Teil-
punkt ist. Sodann hat man die beiden Teilstrecken durcheinander zu
dividieren.

4) Wo liegt der Punkt C, der die Strecke AB = 21 cm im Verhiltnis
3: 4 innerlich teilt ?

Die beiden Teilstrecken sind AC und BC. Die unbekannte Teilstrecke
AC mége mit x bezeichnet werden. Die Teilstrecke BC ist dann (21 — x).
Nach der Aufgabe soll x: (21 — x) = 3: 4 sein. Diese Gleichung nach x
aufgeldst:

4x=3.(21 —x) oder
4x=163—3x oder
7x =03 und somit
x=9
Die beiden Teilstrecken betragen: AC =9 cm und BC = 12 em.

5) Wo liegt der Punkt C der vorigen Aufgabe, wenn er die Strecke
AB in demselben Verhiltnig 3:4 #uBerlich teilt?

Die beiden Teilstrecken sind AC und BC. Hs sei AC=x und
BC =21 4+ x. Das duBlere Teilverhiltnis ist das Verhiltnis der beiden
Strecken AC: BC oder x: (21 + x). Essoll betragen x: (21 + x) = 3: 4.

Man erhilt aus dieser Gleichung x = 63. Es betrigt also AC = 63 cm
und BC = 84 cm-
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2 Streckenpaare, die dasselbe Teilverhaltnis bilden, fat man als eine
Verhiltnisgleichung oder als eine Proportion von 4 Strecken auf.

Bilden beispielsweise die beiden Strecken a und b das Verhiltnis a: b,
und stehen 2 andere Strecken ¢ und d in dem gleichen Verhiiltnis, so ist
a:b=c:d.

In der Verhidltnisgleichung a:b =rc:x (= Proportion) heilt die Un-
bekannte oder gesuchte Strecke x die vierte Proportionale zu a, b und c.

Wie gro83 ist die 4. Proportionale zu den 3 Strecken a = 2 c¢m, b = 6 cm
und ¢ =3 cm? — Zwischen den 4 Strecken besteht die Proportion
a:b=c:x oder mit Zahlenwerten 2:6 = 3:x. Hieraus erhdlt man
2x = 18 und x = 9. Die 4. Proportionale betrégt 9cm. Das Strecken-

verhaltnis der Strecken a und b betréigh 2:6 =4 , das der Strecken c
und x betrigt 3:9 = . Die beiden S’oreckenverhaltmsse sind also gleich.

Unter der mittleren Proportionale oder dem geometrischen Mittel zu 2
gegebenen Strecken a und b versteht man die Strecke x, die die Gleichung
a:x=x:b erfiillt. Diese Gleichung nach x aufgelost erglbt

x2=—23a-b oder Lo 3
x=J)a-b; d. h

Die mittlere Proportionale oder das geometrische Mittel zu 2
Strecken a und b ist gleich der Wurzel aus dem Produkt der beiden
Streckenldngen.

Beispiel
Wie grof ist die mittlere Proportionale zu 2 Strecken, die 3 cm und

12 cm lang sind ¢ — Die unbekannte mittlere Proportionale x berechnet
man aus der Gleichung 3:x=x:12. Man erhilt

x2=3-12 und
x=}3-12=1]36 =6.

Die mittlere Proportionale x zu 2 gegebenen Strecken a und b kon-
struiert man entweder durch den

a) Hohensatz:

Man zeichnet (Bild 181) die Summe der beiden Strecken a und b und
beschreibt iiber a 4~ b den Halbkreis
¢ (Thaleskreis).

Das Lot auf a+b in dem Punkte D
schneidet den Thaleskreis in C.

DC ist die mittlere Proportionale x.

Bild 181 ‘
7



¢
/

100 _ ' Die Geometrie der Ebene oder die Planimelrie

b) Lehrsatz des Euklid:

Man zeichnet (Bild 182) AB =a und hierauf den Punkt D so, daB
AD = bist. Uber AB beschreibt man
c den Thaleskreis und errichtet auf AB
in D die Senkrechte, die den Thales-
kreis in C schneidet.

s AC ist das gesuchte geometrische
Mittel x. .
A=5D 8 Zur konstruktiven Bestimmung der
a vorher erwihnten 4. Proportionale be-
Bild 182 nutzt man den Strahlensatz.

1. Strahlensdtz

Werden 2 Strahlen von 2 Parallelen geschnitten, so verhalten
sich’ die, Ahschnitte auf dem einen Strahl wie die entsprechenden
Abschnitte auf dem anderen Strahl.

Bild 183

Beweis

Die von dem Punkt S (Bild 183) ausgehenden beiden Strahlen werden
durch 2 Parallelen in den Punkten A, B, C und D geschnitten. Es sei
SA =4 cmund AB = 3 cm gewiihlt. Es verhilt sich also SA: AB = 4:3.
Werden die einzelnen cm auf SA und AB aufgetragen und durch die
Teilpunkte die Parallelen zu AC gezogen, so schneiden diese auf SC und
CD untereinander gleich lange Teile ab. Die in der Skizze schraffiert ge-
zeichneten Drelecke sind nimlich kongruent. Es verhilt sich daher auch

SC:CD =4:3.
Folglich ist
SA:AB =R8C:CD.
Wenn sich SA und AB nicht als ganze cm ausmessen lassen, so kann
man die Figur verfeinern, indem man die Einteilung in mm oder in 0,1 mm
oder noch kleiner vornimmt. Die SchluBweise ist genau die gleiche wie

vorher. Man kann immer das Verhiltnis SA:AB auf das Verhiltnis
SC:CD iibertragen.
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Beispiele 7
1) Zu den 3 Strecken a = 2 cm, b = 3 cm und ¢ = 4 cm ist die 4. Pro-

portionale x zu konstruieren!

3 Aus der neben-

1 stehenden Kon-
struktion  (Bild

« == 184) erhilt man:
4 o~ x=6

X = 6 cm.
Bild 184

2) Die Strecke AB = 6 cm ist in 7 gleiche Teile zu teilen (Bild 185)!.
A Beschreibung: Durch den einen End-
78 punkt der gegebenen Strecke (z. B. A)

zeichnet man einen beliebigen Strahl
und. trigt auf ihm siebenmal hinter-
einander cine beliebige Strecke ab.
Den letzten Punkt C verbindet man
mit B und zieht zu CB durch die
iibrigen 6 Punkte auf dem Strahl die
. Parallelen, die die gegebene Strecke in
Bild 185 7 gleiche Teile teilen.

3) Wie lang sind die einzelnen Teile des Triigers AC der nebenstehenden
Stahlkonstruktion ABC (Bild 186)%

C Durch Anfertigen einer mafstéb-
MabBe in m E lichen Zeichnung findet man
0 é S AD=54m,
, DE=43m und
A 5 l EC = 3,3 m.
P DN | Rechnerische Nachpriifung:

Die Gesamtlinge des Trigers AC
Bild 186 wird aus dem Lehrsatz des Pythagoras

bestimmt:
AC? =52 4 122 = 25 4 144 =4169.
Somit AC = 13.
Nach dem 1. Strahlensatz verhilt sich:
AC:AD=12: 5 oder AD=_-13 =542m
DE:AC= 4:12 oder DE=_>-13=433m

5

—
(3]

EC:AC = 3:12 oder EC:%-13=3,25m

Die Umkehrung des 1. Strahlensatzes lautet:

Werden 2 Strahlen von 2 Geraden so geschnitten, da$ die Abschnitte
des einen Strahles sich wie die gleichliegenden des anderen Strahles
verhalten, so sind die Geraden parallel.
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2. Strahlensatz

Werden 2 Strahlen von 2 Parallelen geschnitten, so verhalten sich
die Abschnitte auf den Parallelen wie die zugehérigen vom Scheitel
begrenzten Abschnitte eines Strahles. .

Dieser Lehrsatz driickt sich an
Hand des Bildes 187 durch folgende
Gleichung aus:

AC_SA . AC_SC
BD~ 8B °“ BD ™ 5D
Beweis

Man zieht die Hilfslinie CE par-
allel zu dem Strahle BS, Nach dem
) 1. Strahlensatz gilt fiir die beiden

Bild 187 Strahlen mit dem Scheitel D und
die Parallelen BS und EC: BE : BD = 8C:SD. Da aber ABEC ein
Parallelogramm ist, iss BE = AC. Diesen Wert in die letzte Gleichung
eingesetzt, ergibt: AC: BD = SC: SD w. z. b. w.

Der Satz gilt auch, wenn der Scheitel zwischen den beiden Parallelen
liegt. Der Beweis, der dem obigen entspricht, bleibe dem Leser iiberlassen.

Anwendung der Strahlensitze.

a) Die Winkelhalbierende im Dreieck

Die Halbierungslinie eines Innen- (oder Auflen-) Winkels eines
Dreiecks teilt die gegeniiberliegende Seite innen (oder auBen) in dem
Verhéltnis der anliegenden Seiten.

ANE Voraussetzung: CD ist die Halbierungs-
/N linie des Winkels BCA (Bild 188).
/ ™, Behauptung: AD:DB = AC: BC.

Beweis

Man verlingere BC iiber C hinaus, mache

die gWerlingerung CE = CA und verbinde
E mit A. Dreieck ACE ist gleichschenklig,
In ihm ist der Winkel CEA gleich dem

A D 8 Winkel EAC, weil die Basiswinkel einander

Bild 188 gleich sind. Als AuBlenwinkel des Dreiecks

' ACE ist der Winkel BCA =< CEA

+ X EBEAC=2 <L EAC. Da nach Voraussetzung <t DCA die Halfte

des Winkels BCA ist, so ist < DCA = < EAC. Hieraus folgt,

dall die beiden Geraden AE und DC parallel sind, weil die an ihnen

liegenden soeben betrachteten Wechselwinkel gleich sind. TFiir die beiden

Strahlen AB und EB mit dem Scheitelpunkt B, die durch die beiden

Parallelen AE und DC geschnitten werden, gilt der 1. Strahlensatz:
AD:DB =EC:BC.

-
d
~
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Und da EC = AC ist, erhilt man die Behauptung AD: DB=AC: BC.
Ahnlich ist die Beweisfithrung fiir die Halbierungslinie des AuBen-
winkels des Dreiecks ABC
(Bild 189). Es verhilt sich,

AD:DB =AC:BC.

D A 8 Bild 189

P\ b) Harmonische Teilung

Ist eine Strecke innen und auBen in dem gleichen Verhaltnis geteilt, so
nennt man eine solche Teilung eine harmonische Teilung.

0 ., C ) Die gegebene Strecke AB
o A ' 8 (Bild 190) sei durch die beiden
Bild 190 Punkte C und D innerlich

und dullerlich in dem gleichen

Verhiltnis geteilt. Es sei also AC:CB=AD:DB. Man sagt: Die
Strecke AB ist durch die beiden Punkte C und D harmonisch geteilt.

Konstrukttonsbeispiel
Die Strecke AB = 6 cm ist im Verhiltnis 2:3 harmonisch zu teilen!

G

5 y, 3 B Bild 191
F

Konstruletionsbeschreibung:

Durch A und B zieht man 2 beliebige parallele Geraden (Bild 191) und
triigt auf der durch A gehenden Parallelen nach oben und unten 2 beliebig
grofe, gleichlange Stiicke ab. Auf der durch B gelegten Parallelen trigt
man nach oben dieselbe gleichgroe Strecke dreimal hintereinander ab.
Man verbindet die somit erhaltenen 8 Punkte E, F und G, wie die Skizze
angibt, und erhilt auf der Strecke AB bzw. auf ihrer Verlingerung die
beiden Punkte C und D.

Es verhilt sich dann AC:CB=AD:DB=2:3.

Bewets

Nach dem 2. Strahlensatz gilt fiir die beiden durch C gehenden Strahlen:
AF:BG = AC:CB = 2: 3 und fiir die beiden durch D gehenden Strahlen:
AE:BG=AD:DB=2:3. Es ist also: AC:CB=AD:DB. Die
beiden Punkte ¢ und D teilen die gegebene Strecke AB innen und auflen
in dem gleichen Verhiltnis, d. h. sie teilen sie harmonisch.
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Ist das Teilungsverhiltnis kleiner als 1, wie in dieser Aufgabe, ndmlich
2:3, o liegt der innere Teilpunkt C naher an A. Die beiden Teilpunkte
umschlieBen den Punkt A. Ist aber das Teilungsverhéltnis grofer als 1,
z. B.: 3:2 oder 5: 1, so umschlieflen die beiden Teilpnnkte den Punkt B.
Ist das Teilungsverhiiltnis 1:1, so liegt der innere Teilpunkt C auf der
Mitte der zu teilenden Strecke AB, wihrend der duflere Teilpunkt in un-
endlich weite Ferne riickt.

Die Bezeichnung ,,harmonische Teilung* rithrt her von den Beziehungen

_ der Lingenverhiltnisse (AC, AB

a4 p C und D sind und AD nach Bild 192) dreier
] die Teilpunkte  gleichartiger und gleichgespannter

[::—bc Saiten zu dem Wohlklang (oder der
sog. Konsonanz) der damit erzeugten

Bild 192 Téne. Nach den Gesetzen der

Akustilk hingt die Tonhshe von
der Schwingungszahl f der Saite ab. Einem hoheren Tone entspricht eine
groBere Schwingungszahl. Die Schwingungszahlen der Téne wiederum stehen
im umgekehrten Verhiltms zu den Saitenlingen, sofern die Saiten gleichen
Durchmesser haben und gleichgespannt sind. Es ergibt also eine lange Saite
einen ticfen Ton mit klemner Schwingungszahl und eine kurze Saite einen
hohen Ton mit groBer Schwingungszahl.

Beisprel ‘

Ist die Strecke AB (Bild 192) durch die Punkte C und D im Verhiltnis
5: 1 harmonisch geteilt, so erzeugen die 3 Saiten von der Linge AC, AB
und AD den Dreiklang.

1) In welchem Verhiltnis stehen diese 3 Léngen?

2) In welchem Verhiltnis stehen die Schwingungszahlen zueinander?

Lisung
Ist AB durch die Punkte C und D im Verhéltnis 5: 1 harmonisch geteilt,
. AC_ 5 AD 5 .
80 ist: p =17 und ED =1 oder durch die Buchstaben a, b und ¢

. a [
ausgedriickt: g =05 und . =5.

Hieraus ergibt sich:
a=>5b—5a und c¢=>5c—"5b
oder 6a = 5b und 5b = 4c¢
oder a =5/6b und ¢ =5/4b
By By 10y 120 15 oo o
Esverha]tswhalsoa:b.c=§b.b.:{b = léb'ﬁb'mb_lo' 12:15;
d. h. die Lingen der 3 Saiten verhalten sich wie 10: 12:15.
Die Schwingungszahlen f,, f, und f; der 3 Saiten a, b undlc ver-
1
halten sich umgekehrt wie jhre Langen; d. h.: fi:fyify=—13: !

‘b
1.1 .1 _ 6.5 4 L. : :
=113 15 =60 ‘60 ‘g0 —0:9'4% & h. die Schwingungszahlen der

3 Saiten &, b und c¢ stehen im Verhaltnis 6:5: 4 zueinander.
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Beispiclsweise wird der Dreiklang der 3 Téne ¢ — e — g hiernach das
Schwingungszablverhéltnis 4:5: 6 haben.

Die Schwingungszablen betragen: f, = 261; f, = 329 und f{, = 392.
L&t sich das Verhiltnis der Schwingungszahlen zweier oder mehrerer
Téne durch ganze, kleine Zahlen (<< 7) ausdriicken, so bilden die Téne
die vorher erwihnte Konsonanz. Das Gegenteil zur Konsonanz ist die
sog. Dissonanz. Bei ihr stehen die Schwingungszahlen im Verhiltnis 8: 9
(Sekunde) oder 8: 15 {Septime) zueinander.

l/ ¢} Das harmonische Mittel

Die Punkte C und D teilen die Strecke AB — r harmonisch (Bild 193).
Die groflere innere Teilstrecke moge
mit p, die groflere dullere Teilstrecke

"¢ - p  mit q bezeichnet werden. r heifit das
A B harmonische Mittel zu p und q. Es
DO verhilt sich AC:CB =AD:DB, da

AB durch C und D harmonisch ge-
Bild 193 teilt ist. Man kann auch eintacher
schreiben: p:{r—p)=q:(q—r1).
Aus dieser Gleichung bestimmt man die Grofle des harmonischen
Mittels v: p-(q—1)=q-(r—p) oder pq—pr=qr—pq oder
2pq =pr+qr oder 2pq =r-(p+ q) und endlich r:ftl%.
Um das harmonische Mittel zu 2 GroBen p und q zu bestimmen,
bilde man das doppelte Produkt der beiden Gréfen und teile es durch
die Summe der beiden Grofen.

Betspiel
Das harmonische Mittel zu —;— und % ist:
11 1
S
r= 1__’_“1" 3 3
2 4 4
. . 1.
Das harmonische Mittel zu % und 5 18t
11 2
r_”?g_g_l
T1, 1781
3 5 15

Man zeige, dal in der Folge der reziproken Zahlen (= Kehrwerte der
1 1 1 1 1
1’ 2° 3”4’ 3
zu der vorhergehenden und der nachfolgenden ist. Eine solche Folge
von Zshlen nennt man eine harmonische Reihe.

ganzen Zahlen) usw. jede Zahl das harmonische Mittel
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d) Seitenhalbierende oder Schwerlinie im Dreieck

Die Verbindungslinie der Mitte einer Dreiecksseite mit der gegeniiber-
liegenden Ecke nennt man eine Seitenhalbierende. (Seltener: Seiten-
transversale.) In der Technik ist fiir diese Linie die Bezeichnung Schwer-
linie gebriuchlich, weil sie den Schwerpunkt der einen Dreiecksseite mit
der gegeniiberliegenden Ecke verbindet. In einem Dreieck gibt es 3 Schwer-
linien. Sie schneiden sich in dem Schwerpunkt des Dreiecks.

Schwerliniensatz
Die Schwerlinien im Dreieck teilen sich gegenseitig im Verhiltnis
2:1, wobei der grofiere Teilabschnitt der Schwerlinie an der Dreiecks-
ecke liegh, von der sie ausgeht.

Im Dreieck ABC sind D und E die Mitten der Seiten BC und AB
(Bild 194). Die Linien AD und CE
sind 2 Schwerlinien. 8 ist der Schwer-
punkt des Dreiecks.

Nach dem Schwerliniensatz soll sein:

AS:SD =2:1.

Der grofere Teilabschnitt der Schwer-
linie AD ist AS. Er liegt an der
Ecke A und ist doppelt so grof wie
Bild 194 der andere Teilabschnitt.

(Ve
«/ N

Bewets

Man verbinde D mit E. Da AE = EB und CD = DB ist, mul AC || ED
sein nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes, die hier fiir die beiden
Strahlen BA und BC anzuwenden ist. Ferner ist nach dem 2. Strahlensatz
AC:ED =AB:EB =2:1; d. h. DE ist halb so grof wie AC. Wendet
man den 2. Strahlensatz auf die beiden Strahlen AD und EC mit dem
Scheitel S und auf die schneidenden Parallelen AC und ED an, so erhalt

man:
AC:ED =AS8:8SD=2:1
Ahnlichkeit

7 Nach Abschnitt C 4 (Seite 25) sind kongruente Figuren deckungsgleich.
Sie haben dieselbe QGestalt und dieselbe GriéBe. Haben 2 Figuren nur
dieselbe Grofle, so sind sie flichengleich. So sind z. B. alle Dreiecke
flichengleich, die dieselbe Grundlinie haben und deren Spitzen auf einer
Parallelen zur Grundlinie liegen. Haben 2 Figuren nur dieselbe Gestalt,
aber verschiedene Grdfle, so nennt man sie dhnlich. Ahnliche Figuren
gehen durch maBstibliche Vergroflerung oder Verkleinerung auseinander
hervor. Das Zeichen fiir dhnlich ist: ~ (Min liegendes umgekehrtes S,
vom lateinischen Worte similis herstammend. Similis heiit auf Deutsch:
ahnlich).

Betspiele
Alle Quadrate sind untereinander #hnlich. Sie haben dieselbe Gestalt,
da ihre Winkel immer 90° betragen.
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Alle gleichseitigen Dreiecke sind #hnlich. Thre Winkel betragen stets 60°.

Alle gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke sind &hnlich, weil ihre Basis-
winkel 45° betragen.

Die Querschnitte durch Sechskantstihle verschiedener Schliisselweite
sind dhnlich.

Das charakteristische Kennzeichen fiir die Ahnlichkeit geradliniger
Figuren ist. die Glejchheit. der-Winkel. Ein weiteres charakteristisches
Kennzeichen fiir die Ahnlichkeit ist, daB die einander entsprechenden Seiten
ghnlicher Figuren in dem gleichen Verhiltnis zueinander stehen.

Die beiden Dreiecke A; B, C; und
A,B,C, (Bild 195) stimmen in
o, ® den Winkeln an den einander
A; B, entsprechenden EKcken iiberein.
¢, Dieses Kennzeichen geniigt fiir
die Ahnlichkeit der beiden Drei-
Bild 105  ecke. Aus der Ahnlichkeit folgt,
daf} die entsprechenden Seiten in
dem gleichen Verhiiltnis zueinan-

9] der stehen. Hs ist:

A By
! a;:8,=Db;: by =1c;:¢c,

oder, als laufende Proportion geschrieben:
ap:bpie; =a,:bytc,

Das Verhiltnis zweler entsprechender Seiten, z. B. a,: 2, heiit Ahnlich-
keitsverhiltnis und entspricht dem MaBstab bei einer mafistablichen Ver-
groBerung oder Verkleinerung.

2 Dreiecke befinden sich in Ahnlichkeitslage, wenn sie mit einem
Winkel einander decken und die dem Winkel gegeniiberliegenden Seiten
parallel sind.

Die beiden Dreiecke A, B, C; und A,B,C, (Bild 195) bringt man in Ahnlich-

¢ keltslaore (Blld 196), indem man die Ecke

A, auf A, legt. Dann fillt B, auf A;B,

c . und C, auf A;C,, sofern die Winkel bei
A, und A, einander gleich sind.

Wenn die beiden Dreiecke A, B, C; und

Y A;B,C, einander dhnlich sind, dann stim-

1{42) 5 5 men sie in den 3 Winkeln iiberein. Dann

Bild 196 muB nach der Umkehrung des Satzes iiber
Gegenwinkel (Seite 12) C,B,||C,B, liegen.

Aus dieser Betrachtung ergeben sich folgende 2 Sitze:

Ahnliche Dreiecke lassen sich in Ahnlichkeitslage bringen! und:
Dreiecke, die sich in Ahnlichkeitslage bringen lassen, sind dhnlich!
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Unter Benutzung dieser neuen Begriffserklirung der Ahnlichkeitslage
lassen sich die nachstehend aufgefiihrten 4 Ahnlichkeitssitze ohne Schwierig-
keit beweisen. Diese 4 Ahnlichkeitssitze entsprechen den friiher behandelten
4 Kongruenzsitzen. ‘

Die 4 Ahnlichkeitssiitze lauten:

2 Dretecke sind #hnlich, wenn sie iibereinstimmen

1) im Verhéaltnis der 3 Seiten,

2) im Verhiltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel,

3) mm Verhéltnis zweier Seiten und dem der gréBeren Seite gegeniiber-
liegenden Winkel.

4) in 2 Winkeln,

Beispiele zu den 4 Ahnlichkeitssitzen

1) Der Schnittpunkt zweier Geraden g, und g, liege auBerhalb der Zeichen-
brettebene. Durch einen auf dem Zeichenbrett liegenden Punkt A ist die
Verbindungslinie h mit dem Schnittpunkt der Geraden g, und g, zu zeichnen!

Beschreibung (Bild 197): Man schneidet die beiden gegebenen Ge-

raden g, und g, durch 2 beliebige

B, s Parallelen B, B, und C,C,. Man ver-

g bindet B, und B, mit A und zieht durch

4 A C, die Parallele zu B;A und durch C,

za B, A. Diese beiden Parallelen schnei-

den sich in A,. Die Verbindungslinie

des Punktes A mit A, ist die gesuchte

G Verbindungslinie des Punktes A mit

dem nicht mehr auf dem Zeichenblatt

Bild 197 liegenden Schnittpunkt der beiden ge-
raden Linien g, und g,.

2) Die Entfernung zweier Punkte A und B, die durch einen Fluff oder

Sumpf oder Wald getrennt sind, ist zu messen!?)

Beschreibung (Bild 198): Man steckt eine Strecke BP ab. Durch
Visieren nach A hin bestimmt man die Rich-
tung AP und steckt auf ihr eine Strecke PX
ab. Mit Hilfe eines FeldmeBgerites (Theodolit)
bestimmt man den Winkel PBA — 8 und trigt
ihn in einem Punkte B, an PB an. Der freie
Schenkel schneidet PX in A,. Da die beiden
Dreiecke APB und A, PB, #hnlich sind nach
dem 2. Ahnlichkeitssatze, so verhalt sich:
AB:A B, =PB:PB,.
A,B,.PB
PB,

9; B,

Bild 198 Hieraus erhilt man: AB =

1) Der Landmesser {(Geodit) bedient sich in der Praxis anderer einfacher MeB-
methoden, die aber die Kenntnis trigonometrischer Lehrsitze erfordern.
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3) Die Entfernung zweier Fabrikschornsteine A und B, die sich hinter
einer Mauer auf unzuginglichem Geldnde befinden, ist zu bestimmen?)!

Beschreibung (Bild 199): Man bestimmt méglichst in Mauernihe einen
Punkt H und einen weiter
zuriickliegenden Punkt P. Man
mift die Winkel AHP und
PHB. Man trigt sie an einen
auf HP gelegenen beliebigen
Punkt H, an und erhalt die
Punkte A, und B,. Es ist

dann

Bild 199 AABH ~ A A BH,,

und es verhilt sich AB: A/B, = BH:B,H; =HP: H,P. Da man die
Strecken A;B,, H;P und HP messen kann, so 148t sich aus der letzten
Proportion errechnen:
__A,B,-HP
AB = 0P

Aus den Ahnlichkeitssitzen ergeben sich folgende weitere Sitze:
-~ a) Flicheninhalte dhnlicher Dreiecke

Die -Flacheninhalte dhnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Qua-
drate gleichliegender Stiicke.

Beweis
Die beiden Dreiecke ABC und A;B,C, (Bild 200) haben die In-
. halte
, f :C'Th und f; :%hl
Bringt man sie in Ahnlichkeits-
A = 8 lage so, daB sich C und C

Gy decken, dann ersieht man unter

Zahilfenahme der Strahlensitze,
4 3 dal sich verhdlt ¢:¢; =h:h;.
7

7 . o . h-
@ Hiermit ist h; = G
Bild 200 ¢

Diesen Wert setzt man in die Verhéltnisgleichung fiir die beiden
Flicheninhalte ein und erhalt:

f c<h c-h c?

£ erhy  orhig 0T
!} Der Landmesser (Geodit) bedient sich in der Praxis anderer einfacher

MeBmethoden, die aber die Kenntnis grundlegender trigonometrischer Lehrsitze
erfordern.
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b) Sehnensatz

Schneiden sich 2 Sehnen innerhalb eines Kreises, so ist das Produkt aus
den Abschnitten der einen Schne gleich dem Produkt aus den Ab-
schnitten der anderen Sehne. .

Beweis

P ist der Schnittpunkt der Sehnen AB und CD (Bild 201). Die
Sehnenabschnitte sind a, b, ¢ und d. Der
Sehnensatz behauptet: a-b =c-d. Man
verbindet A mit D und C mit B. Die beiden
Dreiecke ADP und BCP sind dhnlich, da die
Winkel bei P als Scheitelwinkel und die Win-
kel bei A und C als Peripheriewinkel iiber
demselben Bogen BD gleich sind. Aus der
Ahnlichkeit folgt die Verhiltnisgleichheit
der gleichliegenden Seiten. Also:

a:d=c:b oder
a-b=c-d

Bild 201

¢) Sekantensatz

Von allen Sekantén durch ein und denselben Punkt auBerhalb
eines Kreises bilden die ganzen Sekanten und ihre 4uBeren Abschnitte
ein und dasselbe Produkt.

Beweis
P ist der Schnittpunkt der beiden Sekanten-(Bild 202). Die Sekanten
sind PA und PC. Thre #uBeren
Abschnitte sind PB und PD. Der
Sekantensatz lautet: PA-PB
A =PC-PD. Man verbindet B mit C
und D mit A. Die beiden Dreiecke
PDA und PCB sind shnlich, weil
sie in 2 Winkeln iibereinstimmen}; es
sind nadmlich der Winkel bei C und
/ der bei A als Peripheriewinkel iiber
0 dem Bogen BD einander gleich.
Der Winkel bei P ist beiden Drei-

ecken gemeinsam.

Bild 202

Aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke folgt:
PA:PD =PC:PB oder PA.PB =PC-PD

Das Produkt aus der ganzen Sekante und ihrem #uBeren Abschnitt heilt
die Potenz des Punktes P in bezug auf den Kreis,
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Beispiel

Vom Mittelpunkt M eines Kreises mit dem Durchmesser 6 cm liegt in
15 em Entfernung ein Punkt P. Wie grof ist die Potenz dieses Punktes P
in bezug auf den Kreis?

Lésung

Die ganze Sekante betragt: 15 4 3 = 18 cm,

der duBere Abschnitt betragt: 156 — 3 = 12 cm,
somit betrigt die Potenz des Punktes P: 18 xX12 = 216 cm? Die Potenz
eines Punktes P in bezug auf einen gegebenen unverinderlichen Kreis
andert sich mit der Lage des Punktes. Nahert sich der Punkt der Kreis-
peripherie, so nimmt die Potenz ab. Im Grenzfall, wenn der Punkt auf
der Peripherie liegt, betrdgt die Potenz 0. Entfernt sich der Punkt von der
Peripherie, so nimmt die “Potenz immer mehr und mehr zu.

Dreht man von 2 sich auBerhalb eines Kreises schneidenden Sekanten die
eine um den gemeinsamen Schnittpunkt so, dafl sie allméhlich zur Tangente
wird, so werden hierbei die beiden Schnittpunkte der Sekante mit dem Kreise
sich mehr und mehr nihern. Der Unterschied zwischen der Linge der
ganzen Seckante und der Lénge ihres #ulleren Abschnittes wird immer
kleiner. Im Grenzfall, wenn aus der Sekante die Tangente geworden ist,
ist das Produkt: ,,Ganze Sekante mal dullerem Abschnitt’* zum ,, Quadrat
der Tangente“ geworden. Aus dem Sekantensatz folgt als Grenzfall der

d) Sekanten-Tangentensatz

Schneiden sich eine Sekante und eine Tangente eines Kreises, so ist
das Quadrat der Tangentenlinge gleich dem Produkt aus der ganzen
Sekante und ihrem AduBeren Abschnitt.

(Oder geometrisch ausgedriickt: Das Quadrat mit der Tangente als Seite
ist gleich dem Rechteck, das aus der ganzen Sekante und dem &uBeren
Abschnitt gebildet wird.)

Behauptung: PC* = AP-BP (Bild 203).

Beweis
Dreht man (Bild 202) die Sekante PC um P im Uhrzeigersinn, so riicken
D und C einander immer niher, bis
sie schlieflich in der Grenzlage zu-
sammenfallen (Bild 203). Aus der
Sekante ist dann eine Tangente ge-
worden, die man auffassen kann als
Sekante mit gleichgrolen Abschnit-
ten (CP = CP). Nach dem Sekanten-
satz ist dann AP.BP =CP.CP
= (CP)2

Anmerkung: Die Potenz eines
Punktes P in bezug auf einen Kreis
P ¢ ist nach dem letzten Satz das Qua-

Bild 203  drat der Tangentenlinge.
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e) Der goldene Schnitt oder die stetige Tetlung

Erklarung: Eine Strecke AB heit im Punkte C stetig oder nach
dem goldenen Schnitt geteilt, wenn sich die ganze Strecke AB zu
ihrem groferen Abschnitt AC verhélt wie der gréflere Abschnitt AC

I zu dem kleineren Abschnitt CB.

In Buchstaben driickt sich dieser Satz nach Bild 204 aus:
a:X=xX:b oder x2=a-b.

Macht man als Sonderfall des Se-
kanten-Tangentensatzes die Tangente PC

l:: AT leich dem Kreisdurch d legt
. gelc em reisaurchmesser un eg
. i die Sekante durch den Kreismittelpunkt
A ¢ 5 M, so ist (Bild 205)
PC? = BA? — PA- PB

oder PA: BA =BA:PB; d. h. die Se-
kante P A. ist durch B stetig geteilt. Macht
man ferner PD = PB, so lautet die letzte
Gleichung: PA:BA = BA:PD oder
-nach den Regeln der korrespondierenden
Subtraktion:
(PA— BA): BA == (BA— PD): PD

oder PB: BA =DC:PD

Bild 205 oder PD:PC =DC:PD;
d. h. PD ist die mittlere Proportionale

zu der ganzen Strecke PC und ihrem kleineren Abschnitt DC.

Um eine Strecke PC stetig zu teilen, errichtet man nach Bild 206 in
dem einen Endpunkt das Lot MC und

Bild 204

M macht es gleich der halben Strecke

PC, zieht PM und beschreibt um M

B ¢, und P die Kreishogen CB und BD.
:[Le\, Dann ist D der gesuchte Punkt, der

die Strecke PC stetig teilt.
l Ist eine Strecke a stetig geteilt und
P D I betrigt der groflere Abschnitt x, so
Bild 206  ist die Linge des kleineren Abschnittes
(a — x). Die Linge des groBleren
Abschnittes bestimmt man aus der Gleichung:

x2=a-(a— x).

Unter Anwendung der Regeln fiir das Ldsen quadratischer Gleichungen
(Band 1) erhilt man

x2=—=3%2—3ax oder x2-+ax—a2=0 oder

SETERTH
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a ;2772 o a 57; o a a a g g
*Ei]/z“‘ - Eina St = 1A AS S L
Das negative Vorzeichen vor der Wurzel ist nicht zu verwenden, da sich
mit thm fiir die Linge des grofleren Abschnittes x ein negativer Wert

ergeben wiirde, was unmoghch 1st; man erhilt also fiir die Linge des
groBeren Abschnittes der stetig getellten Strecke a den Wert:

=3(/5-1)

f) Satz des Ptolemdus

In jedem Sehnenviereck ist das Produkt der beiden Diagonalen gleich
der Summe der Produkte aus den Gegenseiten.

Behauptung
ef=ab+4cd (Bild 207).

Beweis

Man mache <XEDA = < CDB.
Dann ist A AED ~ A BCD, weil
< EDA =< CDB und <DAC
= < DBC (als Peripheriewinkel iiber
dem gleichen Bogen DC) sind. Aus
der Ahnlichkeit folgt:

Bild 207 . AR —e:d oder cd —e-AR.

"Da aber auch A DEC~A DAB ist, erhalt man a: EC =e:b oder
ab =e- KC. Durch Addition folgt: ab +cd =e- (AE + EC) =e¢-{.

Aufgaben

153) Ein Turm wirft einen 30 m langen Schatten. Ein ebenfalls senkrecht
stehender 15 cm langer Bleistift hat zu gleicher Zeit einen Schatten
von 9cm. Wie hoch ist der Turm?

154) Der TransversalmaBstab (Bild 208) oder verjiingte MaBstab, der
in der Zeichentechnik gern gebraucht wird, erméglicht das Abvrelfen

von Strecken im MaBstab 1 : 500,
Wie lang sind die stark ausgezogenen Strecken AB, CD und EF 2

1:500
0 0 10 20 30m
VAITTT 1Y
MR
A 8
ARENEN
ClW\'\\\ 0
PEIA T
ammmmmmE
) ET Tt F
Bild 208 w0 68 6 4 2 0

Mathematik Teil 2 8
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155) Eine vereinfachte Form des Tra nsversalmaﬁstabes der vorher-
gehenden Aufgabe zeigt Bild 209.
Wie lang sind hier die Strecken AB, CD und EF?

5
AV

4
j VARNERE 8
AN ,
g / RNE ,
. F F
Bild 209 o % =0 Tom
156) Fiir den Dachbinder (Bild 210) sind die Langen der 4 Obergurt-
gtibe 7
(1), @), (3) und ‘(4); W
3 -Vertikalstibe 3
(5), (6) und (7); 3 D |1
3 Diagonalstibe ® 9 @
(8), (9) und (10) ANNE
zu berechnen! L—%
33— 3 3 3—
Bild 210 Mofle inm

157) Um den Endpunkt B einer 13 cm langen Strecke AB ist ein Kreis
zu beschreiben, fiir den A die Potenz e2 — 25 cm?2 besitzt. Man be-
rechne die Liange des Kreisradius!

1568) Es ist zu zéigen, daBl jedes rechtwinklige Dreieck durch die Héhe
in 2 einander dhnliche Dreiecke zerlegt wird, die auch zu dem ganzen
Dreieck dhnlich sind.

a) Welcher Lehrsatz folgt aus der Ahnlichkeit der beiden ent-
stehenden Teildreiecke ?

b) Welcher Lehrsatz folgt aus der Ahnlichkeit eines Teildreiecks

zu dem ganzen rechtwinkligen Dreieck ? /r—r

159) Auf 2 Wellen, die sich /,1
im Punkte S8 senkrecht of C <
schneiden, sitzen zweil { s .

Kegelrider mit den ge-
gebenen Teilkreisdurch-
messern 2r; und 2r,.
Wie grof} sind R, und R,,
und wie verhalten sich / ! @

diese zueinander (Bild
211)? L—ZQ

90°
Q

Bild 211
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160) In einem Dreieck ABC sind durch den Halbierungspunkt der Seite
AC die Parallelen zu den Seiten AB und BC gezogen. Hierdurch
entstehen 2 Teildreiecke und ein Parallelogramm.

a) Wie verhalt sich der Inhalt f des Dreiecks ABC zu dem Inhalt
f, eines der beiden entstandenen Teildreiecke ?

b) Wie verhiilt sich der Inhalt f zu dem Inhalt f, des Parallelo-
grammes ?

161) Fiir ein Rechteck mit den Seiten a und b und der Diagonale ¢ ist
der Satz des Ptolemius anzusetzen!

Wie lautet er mit diesen Buchstaben ?

162) In einem Dreieck ABC wird der Mittelpunkt D der Seite BC mit
A verbunden. Der Mittelpunkt E von AD wird mit B verbunden.
Die Verlingerung von BE schneidet die Seite AC in F. Wie grof3
ist AF im Verhiltnis zu FC?

Anleitung: Die Parallele zu AD durch B schneidet die Verlingerung
von CA in G. Man untersuche das Dreieck GBF'!

163) Wie lautet der Satz des Ptolemius fiir das gleichschenklige
Trapez mit den parallelen Seiten a und 2a und den Schenkeln b?
Die Linge der Diagonale betrage c.

164) Die Hohe eines rechtwinkligen Fensters betrigt 1 m. Seine Breite
ist gleich dem groferen Abschnitt der stetig geteilten Hohe. Wie
groB} ist die Fensterfliche ?

165) Man bestimme die mittlere Proportionale x zu den beiden
Strecken a 4+ b und a — b, wenn a = 10 und b = 6 ist!

a) rechnerisch,
b) mit Hilfe des Euklid,
¢) mit Hilfe des Hohensatzes.

166) Folgende Gleichungen sind geometrisch (d. h. mit Zirkel und Lineal)
zu l0sen:

a) x% = 3a? b) x% = 2ab ¢) 3ax = b?

Anleitung: Man benutze zur Losung von

a) den Lehrsatz des Euklid,
b) den Hohensatz
¢) Sekanten-Tangentensatz!

167) ¥on 2 dhnlichen Dreiecken ist die Fliche des einen 2,25mal so grof
wie die des anderen.

a) In welchem Verhiltnis stehen die Flichen zueinander ?
b) In welchem Verhiltnis stehen die Dreiecksseiten zueinander?

- 168) Wie verhilt sich der Flécheninhalt des aus der Diagonale d ge-
bildeten Quadrates zum urspriinglichen Quadrat ?
8*
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169) Durch den Schwerpunkt eines gleichseitigen Drelecks ist zu einer
Dreiecksseite die Parallele gezogen.
a) Wie verhalten sich die Seiten des gegebenen gleichseitigen Drei-
ecks zu denen des entstandenen Teildreiecks ?
b) Wie verhalten sich die Flicheninhalte der beiden Dreiecke zu-
emander ?

170) Welchen Abstand vom Mittelpunkt M des Kreises mit dem Radius
r = 6 cm haben alle Punkte, die in bezug auf diesen Kreis die Potenz
64 cm? haben ?

~ 171) Ein kugelférmiger Schwimmer von 300 mm ¢ taucht bis zu einem

Fiinftel seines Durchmessers in Wasser ein. Wie grof} ist der Durch-
messer des grofiten von Wasser benetzten Kugelkreises ?

172) Eine 15 cm lange Strecke AB ist im Verhéltnis 3: 2 harmonisch zu
teilen. Der innere Teilpunkt heille C, der dulere D. Wie grof sind die
Teilstrecken AC und CB sowie AD und DB ?

173) Wie lautet das harmonische Mittel zu 4 und 8¢

1. RegelmiBige Vielecke | .
1. Grundbegriffe

Ein beliebiges Vieleck, oder auch n-Eck genannt, entsteht dadurch, daB
man n in einer Ebene liegende Punkte der Reihe nach durch Geraden ver-
bindet. Von diesen n-Punkten diirfen keine 3 aufeinander folgenden in
einer Geraden liegen. Das entstehende Vieleck hat n-Ecken und n-Seiten.
Zwei aufeinander folgende Seiten des Vielecks schlielen einen Winke] des
Vieleckes ein.

Ein Vieleck mit n-Seiten 1408t sich dadurch in Teildreiecke zerlegen,idaB
man von einer Ecke aus die Diagonalen zieht und (n — 2) Teildreiecke
erhalt. Als Summe der Vieleckswinkel erhédlt man:

(n — 2) - 180°.
Ein Vieleck, in dem simtliche Seiten und Winkel gleich grof sind, heif3t

regelmiaBig. In jedem regelmiBigen Vieleck gibt es einen Punkt, der von

allen Ecken und allen Seiten gleich weit entfernt ist. Man braucht nur auf
2 Seiten die Mittellote zu errichten. Ihr Schnittpunkt ist der Mittelpunks
des dem regelmiBigen Vieleck eingeschriebenen und umbeschriebenen
Kreises. Verbindet man ihn mit simtlichen Ecken des regelmifigen Viel-
ecks, so entstehen n gleichschenklige kongruente Dreiecke, die sogenannten
Bestimmungsdreiecke.
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Das Bestimmungsdreieck ABM (Bild 212) eines regelmiBigen Vielecks

M ist stets gleichschenklig. Seine Ba-
8is ist die n-Fickselte sq, seine Schen-
kel sind gleich dem Radius des um-
beschriebenen Kreises. Der Winkel
4 © an der Spitze des Bestimmungsdrei-
ecks heilt der Zentriwinkel ¢ des
regelmifigen Vielecks; er betrigt:
S

360°
A D B Y= 4

Das Lot MD voun der Spitze auf die
Bild 212 Basis ist der Radius p des dem

Vieleck eingeschriebenen Kreises.
Die beiden Basiswinkel des Bestimmungsdreiecks, von denen jeder % be-

tragt, betragen zusammen soviel wie der Winkel « des regelmiBigen n-Ecks,
Jeder Winkel im regelméifigen n-Eck betrigt:

o —= 1800 — 3%0°
n

Beispiel

Fiir ein regelmifiges 5-Eck ist zu bestimmen
1) der Zentriwinkel ¢ und
2} der Vieleckswinkel «!

_ 300 _

eg= 5 = 72°
2) o = 180° — 20 _ 108,

In nachstehender Tabelle sind die Zentriwinkel und die Winkel der be-
kanntesten regelmafiigen Vielecke zusammengestellt:

Seitenzahl 3 | 4 | 5 1 6 | 8 | 10 12| 15 | 2
n i .

Zentriwinkel 120° | 90° 790 ] 60° 45° 36°
@ ‘ :

Vieleckswinkel
o

| 30° 24° 18°

90° 108° | 120° | 135° | 144° | 150° | 156° | 162°
I ! i I
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- Hat man irgendein beliebiges regelmafiges Vieleck mit der Seite s,
gezeichnet (Bild 213), so kann
man anschlieBend konstruieren:

1) Falls n gerade ist, das Viel-
eck, dessen Seitenzahl nur halb
so groB ist. Seine Seite wird mit
Spj2 bezeichnet, g

Man hat bei dem gegebenen
Vieleck eine Ecke iiber die an-
dere zu verbinden, indem man
also immer eine Hcke iiberspringt.

Es 1aBt sich auf diese Weise

zum Beispiel aus dem 10-Eck
das 5-Eck konstruieren.

Sopp

A/-\}\i':/

<n

Bild 213

9) Bei beliebigem n das Vieleck, dessen Seitenzahl doppelt so grof ist.
Seine Seitenzahl wird mib sep bezeichnet. Man hat in dem Bestimmungs-
dreieck ABM von M auf AB das Lot zu fillen, dessen Verldngerung die
Peripherie des umbeschriebenen Kreises in C schneidet. ACist die gesuchte
Seite s2n. Auf diese Weise 148t sich zum Beispiel aus dem regelmaBigen
6-Eck das regelmiBige 12-Eck konstruieren.

9. Konstruktion regelmiiBiger Vielecke

Zum XKonstruieren regelmafiger Vielecke gibt es 3 verschiedene Ver-
fahren:

a) Technische Verfahren der Praxis

«) mit Hilfe einer Kreisteilungstabelle,
B) mit Hilfe einer Zeichenmaschine mit Teilkopf.

b) Mathematische Konstruktionsverfahren fiir eine begrenzte Zahl von
Vielecken.

¢) Niherungskonstruktionsverfahren fiir alle Vielecke.
Von diesen 3 Verfahren wird von dem Techniker und Ingenieur
das erste bevorzugt.

a) Man benétigt zu diesem Verfahren eine sogenannte Kreisteilungs-
tabelle, wie man sie in allen technischen Hilfs- und Tabellenbiichern
findet1).

Diese Tabellen sind folgendermaBen aufgebaut: In ihrer ersten senk-
rechten Spalte sind die Werte fiir n angegeben, wobel man unter n die
Seitenzahl eines regelmiBigen n-Ecks versteht. In einer danebenstehenden
senkrechten Spalte stehen die Werte fiir die Léngen der Seiten der regel-

1y Siehe: ,,Tafelsammlung und Hilfsbuch¢¢ sowie ,,Hilfsbuch fiir Betrieb und
Konstruktion.
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miBigen Vielecke, die man dem Kreis mit dem Durchmesser 1 einbeschreiben
kann. Hat man beispielsweise einem Kreise mit dem Durchmesser 6 cm
ein regelmiBiges 10-Eck einzubeschreiben, so hat man den neben n =10
stehenden Wert 0,30902 mit der Durchmesserlénge 6 zu multiplizieren; man
erhilt 0,30902 - 6 = 1,85412. Dieser Wert ist die Seitenlinge des regel-
méBigen 10-Ecks in dem Kreis mit dem Durchmesser d = 6 cm. Trigt
man also in den Kreis mit 6 cm @& zehnmal hintereinander die Strecke 1,85 cm
als Sehne ein;, so kommt man auf den Anfangspunkt zuriick und erhilt
die Ecken des regelmifigen 10-Ecks.

Beispiel

Wie grof ist die Seite des regelmifigen 8-Ecks in dem Kreise mit dem
Durchmesser d = 250 mm ?

Laut Kreisteilungstabelle gehdrt zu n = 8 die Sehnenlinge 0,38268 mm
in einem Kreise mit dem Durchmesser d = 1 mm. Zum Kreise mit dem
Durchmesser d = 250 mm gehért die Sehne: 0,38268 - 250 = 95,67 mm.
Triagt man diese Linge 8mal hintereinander als Sehne in den Kreis mit
250 mm @ ein, so kommt man auf den Anfangspunkt zuriick.

Besitzt man an seinem ReiBbrett eine Zeichenmaschine mit Teilkopf,
mit deren Hilfe man das Zeichenlineal unter jedem beliebigen Winkel ein-
stellen kann, so bestimmt man zum Zeichnen irgendeines regelmiBigen

n-Ecks die GroBe des Zentriwinkels ¢ :3—10:, stellt diesen Winkel am

Teilkopf ein und zeichnet ithn in dem gegebenen Kreis als Zentriwinkel ein.
Die Lange der dazu gehdrenden Sehne ist die gesuchte n-Ecksseite.

Beispuel
eispte 260°

Im regelméfigen 12-Eck betréigt der Zentriwinkel ¢ = =5~ = 30°. Die

Sehne zum Zentriwinkel 30° ist die Seite des regelmifigen 12-Ecks.

b} Von den mathematischen Konstruktionsverfahren, die nur mit Zirkel
und Lineal ausgefithrt werden, interessieren besonders die Konstruktionen
der Vielecke, die den sogenannten Dreier-, Vierer- und Fiinfer-Reihen an-
gehdoren. .

Erklarung: Ein regelméfiges n-Eck gehort der Dreier-, Vierer- ode
Fiinfer-Reihe an, wenn n von der Form 2P -3 oder 2P -4 oder 2P -5 ist.
Hierin ist p eine Zahl der Reihe 0, 1, 2, 3, 4 usw.

Die regelmiBigen n-Ecke der Dreierreihe erhilt man, indem man in
2?0+ 3 der Reihe nach fiir p die Werte 0, 1, 2, 3, 4 usw. einsetzt. Man erhalt
die Dreierreihe: 3, 6, 12, 24, 48 usw,

Aus 2P . 4 folgt die Viererreihe: 4, 8, 16, 32 usw.

Aus 27 - 5 folgt die Finferreihe: 5, 10, 20, 40 usw. N

Man sieht, daf die Seitenzahlen der n-Ecke einer dieser 3 Reihen aus der
vorhergehenden bzw. nachfolgenden Zahl der Reihe durch Verdoppeln
bzw. Halbieren entstehen.
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Ausgangsvielecke der vorstehenden Reihen sind in
der Dreierreihe: Das regelmafige Sechseck,
der Viererreihe: Das regelmiBige Viereck und
der Fiinferreihe: Das regelmiflige Zehneck.

Das regelméifige Sechseck hat den Zentriwinkel: ¢ :iei?—o = 60°. Sein

Bestimmungsdreieck ist gleichseitig; d. h.
[ Die Seite des regelmiBigen Sechsecks ist gleich dem Kreisradius.

Man zeichnet das regelmiBige Sechseck, indem man sechsmal den Radius
als Sehne in den Kreis einzeichnet,

Aus dem Sechseck findet, man simtliche anderen Vielecke der Dreier-
reihe. Das regelmédfige Dreieck findet man durch Verbinden des 1., 3. und
5. Eckpunktes des Sechsecks.

Die Seite des regelmdfigen 12-Ecks findet man, indem man vom Mittel-
punkt das Lot avf die Sechsecksseite fillt und es bis zum Schnitt mit
der Peripherie bringt. Die Verbindungslinie dieses Schnittpunktes mit
der danebenliegenden Kcke des Sechsecks ist die Seite des regelmiBigen
Zwolfecks.

Das regelmifige Viereck ist ein Quadrat. Sein Zentriwinkel betrigt:

= % — 90°. Die Diagonalen stehen aufeinander senkrecht. Das Be-
stimmungsdreieck ist rechtwinklig-gleichschenklig. Man hat 2 aufeinander
senkrecht stehende Durchmesser zu zeichnen und deren Endpunkte mit-
einander zu verbinden.

Aus dem regelméBigen Viereck findet man das 8-, 16-, 32-Eck.

Das regelmdfige Zehneck hat den Zentriwinkel ¢ :3—?((} = 36°. Sein
M Bestimmungsdreieck ABM (Bild 214) ist ein gleich-
schenkliges Dreieck mit dem Winkel ¢ = 36° an der
Spitze. Die Basiswinkel betragen je 72°. Die Hal-
bierungslinie des Basiswinkels MAB schneidet MB
imn C. A ACM ist gleichschenklig, weil in ihm die
Basiswinkel 36° betragen; d.h. AC=MC. A ABCist
ebenfalls gleichschenklig, weil die Basiswinkel 72° be-
tragen. A ABC ~ A ABM, da beide Dreiecke gleich-
schenklig sind und in den Winkeln iibereinstimmen.
Aus der Ahnlichkeit folgt: MB: AB =AC:CB. Da
aber AB=AC=MC ist, erhdlt man MB:MC
Bild 214 = MC:CB; d. h. MB ist durch C stetig geteilt,
oder anders ausgedriickt:

Die Seite des regelmafigen Zehnecks ist gleich dem gréBeren Ab-
schnitt des stetig geteilten Umkreisradius.
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Aus dem regelmiBigen Zehneck kann man das regelmiBige Fiinfeck
durch Uberspringen je einer Ecke zeichnen. Das regelmiBige 20-Eck findet
man durch die Mittellote von M auf die 10-Ecksseiten.

Aus der Konstruktion des regelmiBigen 6- und 10-Ecks ergibt sich die
Konstruktion fiir

Das Regelméipige 15-Eck. Sein Zentriwinkel betriigt %(S)j = 24°, Diesen

M Winkel erhélt man als Differenz der

Zentriwinkel des regelmidBigen 6- und

10-Ecks: 60°— 36°=24°. Man konstruiert

ol 9 also (nach Bild 215) s;— AB und s,,=AD.

G~ 2 Dann ist DB die Seite des regelmiBigen

60 15-Ecks.

Aus der XKonstruktion des regel-

méifigen 15-Ecks findet man die

A g Seiten des regelmiBigen 30- und 60-
Ecks usw.

Uber die bisher angefiihrten mathema-
. tischen Konstruktionsméglichkeiten hin-
Bild 215 @ausgehend, ist — wie Gaull um Jahre 1796
gefunden hat —, falls n eine Primzahl
bedeutet, die Konstruktion eines regelm#figen n-Ecks im Kreise nur dann
ausfithrbar, wenn (n — 1) eine Potenz von 2 ist; so ist beispielsweise die
Seite des regelmifBigen 17-Ecks konstruierbar. Auf diese Konstruktion
kann aber hier verzichtet werden.

) 0 s

6

¢) Néherungskonstruktionsverfahren fir alle n-Ecke

Neben den bisher behandelten geometrischen und somit genau stim-
menden Konstruktionen regelmiBiger Vielecke gibt es eine Reihe brauch-
barer Naherungskonstruktionen, von denen nachstehend einige besonders
einfache aufgefithrt werden.

Regelmdif3iges 7-Eck. Seine Seite ist annihernd so grof wie die
halbe Seite des einbeschriebenen gleich-

seitigen Dreiecks!). Um den Endpunkt A
_ des Halbmessers AM beschreibt man den
Kreis mit AM (Bild 216). Er schneidet die -
\ Peripherie in C und D. Man verbinde
C mit D. CE ist annihernd gleich der
M 7-Ecksseite.

Die durch diese Niherungskonstruktion
gefundene Seite des regelmiBigen 7-Ecks
ist gegeniiber ihrer wirklichen Lénge nur
0 um ca. 0,19 kleiner.

Bild 216

1) Diese Tatsache war schon dem deutschen Maler Albrecht Direr (1471 bis
1528) bekannt.
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Regelmdpiges 9-Eck. Auf dem Durchmesser AB (Bild 217) errichtet
c man in M die Senkrechte MC.

E Um A beschreibt man den Kreis mit
AM=r=s5;.

o Um B beschreibt man den Kreis mit
B BC=s,. Man erhilt die Schnittpunkte
E und D.

/s
AT w 8
ED ist die gesuchte Seite s, des regel-
méBigen 9-Ecks.
Sie ist 0,29, kleiner als die wirkliche
9-Ecksseite.

Bild 217

Regelmdfiges 11-Eck. Von 4 hintereinander liegenden Ecken A, B, C und
D des regelmiBigen Sechsecks werden A

1 mit C und B mit D verbunden (Bild 218).
Man verbindet ferner M mit C und er-
’ halt auf BD den Punkt E. Um C be-
schreibt man mit CB den Kreis. Er
¢

schneidet AE in F.
Dann ist EF die gesuchte Seite s;; des

regelmifigen 11-Hcks.
£ Die durch diese N aherungskonstruktlon
gefundene Seite des rege]lmiBigen 11-Ecks
D ist 0,39, grofer als die sich durch Rech-
Bild 218  nung ergebende wirkliche 11-Ecksseite.

AbschlieBend noch 2 Niherungskonstruktionen fiir’
Beliebige regelmipfige Vielecke.

Bild 219
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Man teilt den Durchmesser CD (Bild 219) in halb soviele gleiche Teile,
als das Vieleck Seiten haben soll. Beim 9-Eck z. B. wird man CD in
41/, gleiche Teile teilen. Um C beschreibt man mit CD den Kreisbogen,
big der auf CD senkrechte Durchmesser AB in E und F geschnitten wird.
Von diesen Punkten aus zieht man durch die erhaltenen Teilpunkte 1, 2,
3, 4 usw. des Durchmessers CD Strahlen. Ihre Verlingerungen schneiden
die Peripherie in den gesuchten Ecken des regelméfligen n-Ecks.

Eine weitere Konstruktion erméglicht in einfacher Weise die néiherungs-
weise Bestimmung der Seite
SN ; eines beliebigen n-Ecks, wobei

n=7 n > 5 sein mub.
x_‘ o Man teilt den Durchmesser
Nk 23 AB (Bild220)inn (z. B. =)

gleiche Teile und verlingert
ihn iiber B hinaus, ebenso den
auf ihm senkrechten Durch-
L messer MD iiber D hinaus um
7 je einen Teil bis C und E. Man
2 verbindet C mit E. Verbindet
6 man den Schnittpunkt G mit
dem 3. (von B aus gerechnet)
Teilpunkt F, so ist FG fast
genau die Seite des regel-
miBigen n-Ecks.

Bild 220

3. Berechnung regelmibBiger Vielecke
a) Beziehung zwischen s, und s;,

Im Bild 221 ist A ABM das Bestimmungsdreieck irgendeines regel-
miBigen Vielecks. A ADM ist das Be-
stimmungsdreieck des regelmiBigen -
Vielecks mit: doppelter Seitenzahl.

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras
ist im A ACM:

MC2 = AM?2 — AC? oder

A 2
MC2 =12 — (%n) oder
< - _
. 2 o
c MC :1/1‘2—-5:— :% V4r2-8;21,
AZ B Ebenso érgibt der Lehrsatz des Pytha-
M~ A

goras im Dreieck ADC:
DC2 =AD?— AC? oder

$n Bild 221
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DC —| ;—2

Da aber DC =1 — MC ist, erhédlt man:

Vta— 2 = Lyae—r,
Beide Seiten der letzten Gleichung quadriert, ergibt:
2
Sn

2
s o
830 — =124 12— —f —r /412 — 82

oder nach sy, aufgeldst:

R . T L P

Kennt man die Liange der Seite s, eines regelmiBigen Vielecks, so kann
man mit Hilfe dieser Gleichung die Seitenlinge so, des regelmifigen Viel- -
ecks mit doppelter Seitenzahl berechnen.

b) Berechnung der Seitenlingen und Umfinge

regelmiBiger Vielecke aus dem Radius des umbeschriebenen Kreises.

.

Regelmdifiges Sechseck

Das Bestimmungsdreieck ist gleichseitig mit der Seite: sg =r.

Der Umfang berechnet sich als die Summe der 6 gleichlangen Seiten sg.
Umfang: ug=6r.

Regelmdfiges Viereck (Quadrat)

Das Bestimmungsdreieck ist rechtwinklig-gleichschenklig mit den Ka-
theten r und der Hypotenuse s,.

Es ist also: s ==1% 412 == 212

Hieraus Seite: s, =1 }/2.
Viermal so lang ist der Umfang: u, =41 )/2.

Anmerkung: Die Seitenlinge eines regelmifigen Vierecks bezeichnet
man in der Technik als Schliisselweite. Der Durchmesser des umbeschrie-
benen Kreises ist das sog. EckenmalB.

Regelmdfliges Zehneck

Wie auf Seite 120 gezeigt wurde, ist die Zehnecksseite gleich dem gréBeren
Abschnitt des stetig geteilten Radius. Es betrigt also nach Seite 113:

Seite: s, :%(Vg—— 1) und der
Umfang: u;y=5r(}5—1).
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Regelmdfiges Dreieck

Im Bild 222 liegen die beiden Bestimmungsdreiecke des regelmiBigen
Sechsecks ABM und BCM neben-
einander. AC ist die Seite des regel-
mifigen Dreiecks; d. h. AC=s,.

AM=BM=CM=r.
Es ist AE2 = AM2 — ME2?

, 5 | Man erhilt die
Seite: s,=1-}3 und den
Umfang: u; =31- 3.

Bild 222

Regelmifiges Zwolfeck
In die Gleichung

setze man fiir s, — s; =1 und fiir s;, das gesuchte s,, ein. Man erhilt:
sp=1- V2 Ve 1—-1V2—173=1rV027=052-1,

Seite: 8, = 0,521
Umfang: u;, = 6,24r.

Unter Anwendung der auf Seite 124 abgeleiteten Gleichung

womrf o

kann man nunmehr, da man die Grofen von s,, s, und s, kennt, die Seiten
sowie Umfinge simtlicher regelmiBiger Vielecke der Dreier-, Vierer- und
Fiinferreihe bestimmen.

¢) Berechnung der Inhalte

regelméfiger Vielecke aus dem Radius des umbeschriebenen Kreises.

Den Inhalt regelmiBiger Vielecke bestimmt man als Summe der Inhalte
ihrer n Bestimmungsdreiecke. Man berechnet also zundchst den Inhalt f
eines Bestimmungsdreiecks aus dem halben Produkt von Grundlinie
(= Vielecksseite) mal Hohe (= Inkreisradius); sodann nimmt man diesen
Inhalt n mal und erhiilt den Flicheninhalt F des regelméifligen n-Ecks:

F:n~f
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Regelméfiges Sechseck
Fg=6-1£;
fg ist der Inhalt des gleichseitigen Bestimmungsdreieckes des regelmifBigen
Sechsecks mit der Seite r. Er betréigt nach Aufgabe 132) S.94: f = ; 13,

somit ist Fg = 6;]/3 =15 Vg- r2 =26r2,

Regelmdifiiges Viereck (Quadrat)
F,=4-1,
Die Grundlinie des Bestimmungsdreiecks ist s, =1 }2. Die Hohe

betrigt:
$m 37,
Der Inhalt des Bestimmungsdreiecks ist:
£, = r V2 2 = r2
Der gesamte Flachemnhalt b(,tragt.
F,=4. :r2 212,

An Hand einer Sklzze iiberzeuge man sich davon, daB der Inhalt des
regelméBigen Vierecks doppelt so gro8 ist wie der des Quadrates, dessen
Seite gleich dem Radius des dem regelmifligen Viereck umbpeschriebenen
Kreises ist.

Regelmdfiges Zehneck

Fip =101}
Die Seite des regelmilBigen Zehnecks betrigt nach Seite 124:
s=y (J5—1) =5 (224 — 1) = - 1,24 =0,621.
Nach dem fiir das halbe Bestimmungsdreieck angesetzten Lehrsatz des
Pythagoras erhilt man, wenn h die Hcéhe auf der Basis s, ist:
SR (ﬁg)2 o (06223)2 — 0,0961 12 — 0,9039 12,
also: h = V(),E)W)W- =0,951r.
Mit den vorstehend berechneten Werten fiir s;, und h ergibt sich:
fio= g Sip-h = 5+ 0,621+ 0,951 T — 0,205 1.

Der Gesamtinhalt des regelmaBigen Zehnecks betrigt:
Fip=10-f,, =10-0,2951% = 2,952,

RegeZma,ﬁzges Dreieck
Fy =31,

f, ist der Inhalt des gleichschenkligen Bestimmungsdreieckes des regel-
miBigen Dreiecks. Ks hat den Schenkel r und die Grundlinie s; = rys,
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Die Hohe dieses Dreiecks betrigt % ; somit ist:

1 —- T 2 -
fg :51‘1/3-*2—:11/3.
Als Gesamtflacheninhalt des regelm‘aﬁigen Dreiecks erhilt man
F,=3-f,=3" —]/3_075r2]/3—1313

Der Inhalt des einem Kreise mit dem Radius r einbeschriebenen regel-
. miBigen Dreiecks betrigt die Hilfte des regelmiBigen Sechsecks. — Man
iiberzeuge sich durch eine Skizze von der Richtigkeit dieses Ergebnisses!

d) RegelmiiBige Sehnen- und Tangentenvielecke

Ein regelmaﬁlges Vieleck (Bild 223), um das man den Kreis beschrieben
hat, ist beziiglich des Kreises ein Sehnen-
vieleck. Seine Seiten AB, BC, CD usw.
sind untereinander gleich lang, némlich
8. Sie sind Sehnen des Kreises mit
dem Radius MA =r. Die Lote von M
auf AB, BC, CD usw. werden bis zu
ihren Schnittpunkten mit der Peripherie
verlangert. Durch diese Schnittpunkte
werden die Parallelen zu den Seiten des
einbeschriebenen Vielecks gezogen. Man
erhilt das regelmiBige Vieleck mit den
Seiten A B;, B,C,, C,D; usw. Diese
Bild 223 Seiten sind unteremander gleich lang;
namlich S,. Sie sind Tangenten an den
Kreis mit dem Radius r. Die Teildreiecke des einbeschriebenen Vielecks
sind denen des umbeschriebenen Vielecks #hnlich. Somit ergibt sich:
Das Sehnenvieleck ist dem Tangentenvieleck #hnlich.

Im Bild 224 sind die ‘beiden Bestimmungsdreiecke ABM und A;B,M

herausgezeichnet. Die Lote von M auf
M die beiden zueinander parallelen Viel- |
ecksseiten AB und A, B, sind ML, =
und ML, —r. Nach dem Lehrsatz
des Pythagoras ist:

MI? =AM?— AL2

ML = Vr"’ —5’ Hrl/l vt

Nach dem 2. Strahlensatz ist:
»47 l, B; A B 'AB ML M ML

Bild 224
oder Sp:sp=1:T1 Vl 4r"'

¢
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Hieraus folgt:

Sz )
n
Sn - Vl "—4?1‘2 . Sn .

Beide Seiten der letzten Gleichung mit n multipliziert, ergibt:

E—
= |/1— e Us.
Lift sich die Seite s, des einem Kreise einbeschriebenen regelmifigen

Vielecks berechnen, so kann man auch die Seite S, des umbeschriebenen
Vielecks sowie seinen Umfang U, berechnen.

Der Inhalt des Sehnenvielecks setzt sich aus der Summe der Flichen-
inhalte der Bestimmungsdreiecke zusammen. Er betrigt:
8p*Q | Bp-@ 8p Uy

f Sp- @
n:-2‘+T+Wii+...:].J.E.Q:_Z—.Q'

Der Inhalt des Tangentenvieleckes setzt sich aus der Summe von n Flichen-
inhalten des Bestimmungsdreiecks A, B, M zusammen. Er betrigt:

Sper  Sper  Sp.r S U
e A

Beispiele

1) Wie groB muB man den Durchmesser des Rundstahles wihlen, aus
dem sich ein gleichseitiges Dreikant mit 10 cm Kantenlinge frisen 148t ?

Losung
Nach Seite 125 ist s; =1 - '3 oder mit dem Durchmesser d ausgedriickt:
s =9 V3. Hicraus bestimmt sich d = 2 5,3 =% 3 —11,5.

2) Bei einer Vierkantmutter betrigt die Schliisselweite 17 mm. Wie
grol} ist das Hckenmaf ?

Lisung

Die Schliisselweite s ist gleich der Seite des regelmaBigen Viereckes s,.
Das Eckenmal ist gleich dem Durchmesser d des umbeschriebenen Kreises.
Es ist also: d =s,- [/2 oder mit den gegebenen Zahlen: Eckenmaf
=17-)2=24mm

3) Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem EckenmaB e und
der Schliisselweite s einer Sechskantschraube (Bild 225)?

Losung

Das Eckenmall e ist nach Bild 225 gleich dem Durchmesser des Um-
kreises d =2r; also e =2r. Die Héhe in dem Bestimmungsdreieck
des regelmiBige: Sechsecks ist gleich der halben Schliisselweite.
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Das schraffiert gezeichnete halbe Bestimmungsdreieck ist nochmals

Ui~

|

Bild 225

vergrofert. herausgezeich-
net. Nach dem Lchrsatz
des Pythagoras ergibt sich

in ithm:

RS

e? e? 3

=z o2 Y a2.
=1 16 16%
s:%y/7§:0,87e

e=115s.

Die Zusammenstellung in der nachstehenden Tabelle iiber die Flachen-
inhalte und Radien der meist verwendeten regelmifligen n-Ecke mdge
neben ihrer Bedeutung als leicht iibersichtliche Nachschlagetabelle fiir den
einen oder anderen Leser der Anteiz zum Ldsen selbst gestellter Aufgaben

sein.
Tabelle RegelmiaBige Vielecke
F h=p

Droiecks “vs tys HE
Quadrat al l % Ve | %
Finfock S Yniiors | A mrors | LYsiars
Sechseck % az |3 ?'2- 'E)
Achteck 2a2(f2+1) % V4+2V§ %(ﬁ—}«l)
Zehneck g a? V 54 2] Vg % (V5+1) % V?;;ﬁ—
n-Eck % 11— g: . lﬁ _%:;

a = Vielecksseite
h = Hihe des Teildreiecks

r und ¢ = Radien des Um- und Inkreises

Mathematik Teil 2

F = Fldcheninhalt
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K. Kreisherechnungen

1. Kreisumfang

Beschreibt man in und um einen Kreis mit bestimmtern Halbmesser
regelmiBige Vielecke, deren Seitenzahlen immer gréfer und gréBer werden,
so werden die Seiten dieser Vielecke immer kleiner. Bei einer ins Un-
endliche wachsenden Seitenzahl wird die Seitenlinge s; sich dem Wert 0
unbegrenzt nghern. In der auf Seite 128 abgeleiteten Gleichung:

Sh

Up = Vl — U |
wird fiir diesen Grenzfall, wenn s, gegen 0 geht, der Radikand gleich 1 und
somit uy = Uy; d. h. der Unfang des einem Kreise einbeschriebenen regel-
méfigen Vielecks mit unendlich groBwerdender Seitenzahl wird gleich dem
Umfang des umbeschriebenen Vielecks mit unendlich grofwerdender Seiten-
zahl. Aus den beiden Vielecken ist ein und dieselbe geometrische Figur,
nidmlich der Kreis, geworden. Wir fassen diese Erkenntnis in der nach-
folgenden Erklirung zusammen:

Der Kreis kann als ein regelméiBiges Vieleck mit unendlich groler
Seitenzahl aufgefait werden.

Berechnet man die Umfinge u, bzw. Uj der ein- baw. umbeschriebenen
6, 12, 24, 48, 96, 192, 384 ... usw. = Kcke fiir den Einheitskreis mit dem
Radius r == 1, so erhilt man:

ug = 6,00000 und U, =6,92920

u;, = 6,21166 U, = 6,43078
u,, = 6,26526 U,, = 6,31932
u,, = 6,27870 U,s =6,29218
1y, = 6,28206 Uys = 6,28543
U5 = 6,28291 U,g, = 6,28375
Uyg, = 6,28311 Ussy = 6,28333.

Der Mittelwert zu den beiden letzten Umifdngen ist 6,28322.

Fiir einen beliebigen Kreis mit dem Radius r oder dem Durchmesser &
erhilt man
Uggq = 6,28311-r und Uz, =6,28333 -1
= 3,14156 - d = 3,14167 - d.
Der Mittelwert betriagt: 3,1416 d.

Man bezeichnet diese vorstehend berechnete Zahl, mit der man den
Kreisdurchmesser multiplizieren muf, um den Kreisumfang (-peripherie)
zu erhalten, mit dem griechischen Buchstaben s (sprich: pi). 7 entspricht
dem deutschen p, dem Anfangsbuchstaben von Peripherie. Die Zahl gibt
an, wie oft der Durchmesser eines Kreises in seinem Umfang enthalten ist.
Es betriagt der

Kreisumfang: U=xnd =2=r.

«r
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Die Zahl n

Uber die groBenmaBige Bestimmung der Zahl & lieBe sich ein kleines ma-
thematisches Geschichtswerk, angefangen bei den alten Agyptern bis ins vo-
rige Jahrhundert, schreiben. GroBe Mathematiker und unermiidliche Rechner
bemithten sich zu allen Zeiten um eine moglichst genaue Festlegung der Zahl
7. Nachstehend einige Naherungswerte und die Namen der Urheber hierfiir:

7R ? =3,1428 (Archimedes, 1212 v. Chr.) .
a3 —31417  (Ptolemius, 100—178 n. Chr)
A ?—?g = 3,141592 (Petrus Metius, 1571—1635)

m~~ }10=31623 (Brahmagupta).
Im 16. Jahrhundert bestimmte Ludolf van Ceulen (1540-—1610) die Zahl =
auf 35 Stellen. Thm zu Ehren wird = die Ludolfsche Zahl genannt. Auf
seinem Grabstein in der Peterskirche in Leiden waren die von ihm berech-
neten 35 Dezimalstellen von 7z angegeben. Spéter wurde sz mittels Rethen-
entwicklung der hoheren Mathematik von Vega auf 140, von Dahse auf
200 und von Richter in Elbing auf 500 Dezimalstellen berechnet. Einen
lange Jahre bewunderten Stellenrekord stellte W. Shanks mit sogar 707
Stellen auf, Im Jahre 1950 wurde selbst dieser ,,Rekord‘ noch dadurch
iiberboten, daB man mit Hilfe elektronischer Rechenmaschinen 7z auf
2400 Stellen nach dem Komma berechnete. Diese Rechnungen haben aber
weder praktische noch theoretische Bedeutung.

In der Praxis setzt man fiir z mit ausreichender Genauigkeit den

Wert: |n:&M2|

Die Zahl = ist, wie der deutsche Mathematiker Lindemann im Jahre 1882
bewiesen hat, ein unendlicher, nicht periodischer Dezimalbruch. Sie
gehort zu den irrationalen Zahlen (vgl. Band I: Irrationale Zahlen) und ist auBer-
dem noch transzendent. Transzendente Zahlen, zu denen aufler 7= beispielsweise
auch die Basis e des natiirlichen Logarithmensystems sowie log 2, sin 1 usw. gehoren,
stehen im Gegensatz zu den algebraischen Zahlen. Alle Zahlen, die Wurzeln einer
algebraischen Gleichung — dies sind Gleichungen, bei denen x nicht unter log,
Ig, In, sin, cos, tg, ctg oder als Exponent vorkommt — mit ganzzahligen Koeffi-
zienten a,, a;, 8, ... an sind, nennt man algebraische Zahlen. Zu ihnen gehdéren
alle rationalen, aber nicht alle irrationalen Zahlen. Beispielsweise ist die Gleichung
x2— 2 = O eine algebraische Gleichung und hat die Wurzein -+ }/2. Die irrationale
Zahl }/2 ist also eine algebraische Zahl. Fir die irrationale Zahl # aber, die oben-
drein noch transzendent ist, 148t sich keine algebraische Gleichung mit ganzzahligen
Koeffizienten angeben, fiir die die Ludolfsche Zahl n eine Wurzel ist.

2. Kreisinhalt

Um den Flacheninhalt eines Kreises zu bestimmen, beschreibe man in den
Kreis ein beliebiges regelméBiges n-Eck mit der Seite s. Der Fliacheninhalt

eines Bestimmungsdreiecks betrigt %E. Der Flicheninhalt des gesamten
n-Ecks ist bei n Seiten:

g*
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Je groBer die Eckenzahl des n-Eckes wird, um so groBer wird die Anzahl
der Bestimmungsdreiecke und um so genauer wird der Kreisinhalt erhalten.
Dabei wird sich h immer mehr der GroBe des Halbmessers r nahern und n - s
wird immer genauer gleich dem Kreisumfang U. Im Grenzfall bei unend-
licher Seitenzahl des n-Ecks wird der Inhalt des n-Eckes gleich dem Kreis-
. . h T
inhalt. Es wirdalso:n-s-5 =U. 3.
Setzt man fiir U den vorher bestimmten Wert

U=2-m-r
ein, 80 erhilt man den Kreisinhalt

F :27”-% =l
In der Technik pflegt man den Kreisinhalt durch den Durchmesser d = 2r
auszudriicken, weil sich der Durchmesser einfacher messen 1iBt als der

Radius. Man hat also in die letzte Gleichung fiir r — 2 2u setzen und

2
2
erhilt F = nd? .

4
Zusammenstellung U=2ar—xn-d
Kreisumfang oder -peripherie: e d2
Kreisinhalt: F=ar="y

Quadratur des Kreises

Mit Zirkel und Lineal 148t sich weder der Kreisumfang genau auf eine
gerade Linie iibertragen, noch 148t sich der Kreisinhalt in ein Quadrat
gleichen Hlicheninhaltes umzeichnen. Die Aufgabe, mit Zirkel und Lineal
eine Strecke von der Lénge der Kreisperipherie zu konstruieren?), kann
nicht genau, sondern nur angenihert gelost werden. Kine solche Néhe-
rungskonstruktion, von der man im technischen Zeichnen gern Ge-
brauch macht, stammt von Kochansky (1685). Nachstehend ihre Be-
gchreibung und Beweis.

Konstruktionsbeschreibung (Bild 226): Im Endpunkt A des Durch-

messers AB = 2r zieht man

8 die Tangente an den Kreis.

Man zeichnet die Sehne

AC =r und fillt auf sie von

<3‘/;, M aus das Lot, das die Tan-

M gente in D schneidet. Von D

/\ j austrigt manauf der Tangente

NN ’ den Radius r 3mal hinterein-
I 87] SRS , ander bis E ab.

Die Verbindungslinie BE ist

mit sehr groBer Anniherung
l% X_—A £ gleich dem halben Umfang des
e 3r gezeichneten Kreises.
S Bild 226
1) Die Bestimmung der Lange einer Kurve nennt man Rek tifikation der Kurve.
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Bewets

Da <r AMC = 60°ist, ist <C AMD = 30° und <t MDA = 60°. ADAM
ist die Hilfte eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite DM = 2x. Es
ist dann DA =x. Im A DAM ist nach dem Lehrsatz des Pythagoras:

4x2 - x2 =12, 3x%—=r2 :%]/5"

Es ist ferner: AE=3r—x=3r— % /3. Im Dreieck AEB ergibt der
Lehrsatz des Pythagoras:
BE2=AB? + AR =412 | (3r — V?I)Z

BE :‘/4r2+9r2——2r2 V§+§=1V13§—2V§:

BE =3,1415r.
Aufgaben
174) Wieviel cm? betrigt die Querschnittsfliche F eines Rundstahles von
8 mm & ?

175) Der DurchfluBlquerschnitt F eines Rohres mit der lichten Weite
d = 200 mm ist in m? zu berechnen!

176) Ein Glasrohr hat 1 e¢m? Querschnitt. Wie groB ist seine lichte
Weite ?
177) Mit wieviel kg Zugbelastung kann ein Kreisquerschnitt von

a) 10 mm & und r‘_?_.' ‘
W

b) 20 mm & beansprucht werden, wenn
1 em? 1600 kg tragen kann ? o~
178) Eine Nut nach Bild 227 soll mit dem Nuten- / / AT
meilel ausgemeiflelt werden! :
Wie grof} ist der Spanquerschnitt ? Bild 227
179) Wie groB ist der Umfang und die Fléche des Einheitskreises mit
dem Radius r = 1%
180) Aus einem 12 m langen Faden wird
a) ein Quadrat,
b) ein gleichseitiges Dreieck,
¢) ein regelmiBiges Sechseck und
d) ein Kreis gebildet. Fiir jede dieser 4 Flichen ist der Flicheninhalt
zu berechnen. Welche Fliche hat den groBten Flicheninhalt ?
181) Wie breit mufl das Blech fiir ein kreisrundes Ofenrohr geschnitten
werden, wenn es 15 cm lichte Weite haben soll und fiir den Falz 3 cm
zugegeben werden ¢ :
182) Wieviele Tonnen kann ein runder Pfeiler von 54 ¢cm @ tragen, wenn
8,5 kg auf 1 em? zugelassen sind ?
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183) 4 AbfluBrohre von je 10 cm lichter Weite miinden in ein gemeinsames
Rohr. Welchen Durchmesser mufl dieses Rohr haben, damit sein
Querschnitt ebenso grof} wird wie die Querschnitte der 4 einmiindenden
Rohre zusammen ?

184) Der Kolben eines Kraftfabrzeugmotors hat einen Durchmesser von

a) 50 mm und

b) 100 mm,

Wie grof} ist seine Kolbenfldche in em2? Wie verhalten sich die
Ergebnisse von a) und b) zueinander ?

185) Wievielmal so grof wird die Querschnittsfliche eines Rundstahles
bei Verdoppelungdes Durch-
messers ? 7 -1

186) Wieviele cm?® betrigt die j

M

schraffierte  Fliche der
nebenstehenden Vierkant-
mutter? (Bild 228). Bild 228

187) Wieviele dm? betrigt der
Flicheninhalt ¥ des ge- -\
lochten Bleches fiir d = 2a n?
=60 mm? (Bild 229). ;’

188) Wie driickt sich die Grund-
fliche F der nebenstehenden  Bild 229 3
Ankerplatte durch L, R
und d aus? (Bild 230).

189) Fiir eine  Verbindungs-
lasche ist nach Bild 230:
L=350mm; d=R=100mm. I

Wieviel em® betrigt die  Bild 230 l-—L
Flache der Lasche?

190) Wieviel cm? betragt der Kernquerschnitt eines 10 mm starken
Bolzens, auf den das metrische Gewinde M 10 geschnitten ist, dessen
Kern & 7,916 mm betrigt ?

191) Die in kg gemessene Kraft P der Kolbenstange eines Zylinders be-
stimmt man dadurch, dafl man den in atit (A‘rmosphare—Uberdruck)
gemessenen DampfdrucL p mit der in ecm? berechneten Kolbenfliche ¥
(= Zylinder- Querschnittsflache) multipliziert. Also: P = p - F. — Wie
grof} ist die Kolbenstangenkraft P bel 7 atii und dem thnder-
durchmesser D — 250 mm ?

192) Aus einem Blechstreifen von 50 mm Breite und 2 m Linge sollen
Scheiben vom Durchmesser d = 50 mm gestanzt werden. Wieviel
Stiick lassen sich herausstanzen? Wie grofl ist der Materialabfall in
cm? und in 9 ?

193) Aus einem Quadratstahl mit der Kantenlinge s soll die groft-
mogliche Welle gedreht werden. Wieviel Prozent betrigt der Ma-
terialabfall?

fe—27 -+
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194) Wie grol} ist der Durchmesser d und die Querschnittsfliche F eines
Baumes, dessen Umfang mit einem Bandmafl mit 2,23 m bestimmt
wurde ¢

195) Wie lang ist der Weg s, den die Spitze eines 10 cm langen Minuten-
zeigers einer Uhr am Tage zuriicklegt ?

196) Auf eine Seiltrommel vom Durchmesser D = 400' mm sind 30 Win-
dungen eines Seiles nebeneinander aufgewickelt. Wieviel m Seil
sind dies ?

197) Aus einer Welle vom Durchmesser d soll das gréBtmogliche Sechs-
kant gefrist werden. Wie grol} ist der Werkstoffabfall ?

198) Der alte indische Niherungswert fiir 7w — /10 ist zeichnerisch mittels
des pythagoreischen Lehrsatzes darzustellen!

199) Wie groB ist der Inhalt des Kreises mit d mm & im Vergleich zu dem
des Quadrates mit der Seite s = S—d? Man setze d =9 mm!

200) Welchen Weg s hat ein Rad mit dem AuBlendurchmesser d -= 700 mm
nach n = 1000 Umdrehungen zuriickgelegt ?

201) Wieviel Umdrehungen hat ein Rad mit dem AuBendurchmesser
d =1 m nach Zuriicklegen eines Weges s = 10 km gemacht ?

202) Wieviele Umdrehungen in der Minute macht das Rad eines Eisenbahn-
wagens mit dem Durchmesser 850 mm, wenn der Zug 80 km in der
Stunde zuriicklegt ¢

203) 2 Rohrleitungen mit dem Durchmesser d; und d, sollen durch eine
einzige mit dem Durchmesser D ersetzt werden, deren Durchfluf-
- querschnitt gleich dem der Summe der beiden urspriinglichen ist.
a) Wie grof} ist D auszufithren ?
b) Welchen geometrischen Lehrsatz benutzt man zur konstruk-
tiven Ermittelung des Durchmessers D ?

¢) Wie grof§ ist D, wenn d; =40 mm und d, = 30 mm betrigt ?

3. Kreisring

Beschreibt man um einen Punkt M zwel konzentrische Kreise mit den
Radien R und r, so entsteht eine Kreisringfliche.
Die im Bild 231 schraffiert gezeichnete Kreisring-
fliche wird als Differenz der Kreisflichen mit
den Radien R und r berechnet.

Kreisringfliche: F=nR?— n1?

zD?  xd?
odel‘. F:T——T

Bild 231
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Hierin ist D =2R und d = 2r.
Zu demselben Ergebnis kommt man auf folgende Weise:

Denkt man sich die Kreisringfliche gerade ausgestreckt, so entsteht
ein Trapez mit der Hohe (R-—r) und den parallelen Seiten 2z R und
27 . Der Flicheninhalt dieses Trapezes ist:

:§(2nR—l—2rzr) R—1y=mRB+1r)R—1)=n0Rt— a1

In der Technik benutzt man fiir den Flicheninhalt des Kreisringes
gern folgende Gleichung:

LF =g.dy -8 l

Hierin ist s = Kreisringstiirke = (R — r) und dy = mittlerer Kreisring-
durchmesser = _—;j

Beweis

Durch Umformen der Gleichung fiir die Kreisringfliche

nD?  md?
F= 7 S erhilt man:
b+d D-—-d
F=2D—-d)=50D+d)D-d)= Ay g =n-dn-s.
Beispiele

1) Um einen Kreis mit dem Radius R ist ein Kreisring zu legen, der dem
gegebenen Kreise flichengleich ist!

Lisung
Die Kreisringstiarke mége x betragen. Der mittlere Kreisringdurchmesser
betrigt dann dy = 2R + x. Der Inhalt des Kreisringes betrégt:

F=ndys=x (2R +x)x.
Er soll gleich dem Inhalt der gegebenen Kreisfliche: sz R2 sein. Durch Auf-
16sen der quadratischen Gleichung
aR2=a2R+3x)x
erhilt man: R? = 2R 4+ x)x; x2-}-2Rx— R?2=0;
x=R(J2—1)=R}J2—-R

" Zeichnerische Darstellung:

Der innere Kreis (Bild 232) mit dem Radius R
ist gegeben. Die schraffierte Kreisringfliche ist
gleich der Fliche des inneren Kreises.

x

Bild 232
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2) Wie groB ist der Querschnitt des Rohres mit der lichten Weite
d = 250 mm und der Wandstérke s — 10 mm ?

Losung
Der mittlere Kreisringdurchmesser ist:
d = d + 8 = (250 4 10) = 260 mm
und die Fliche ¥ =z dp-s=x-260- 10 = 8164 mm? = 81,6 cm?.

3) Der duBere Umfang eines Kreisringes ist um 10 mm grofer als der
innere, Wie groB ist die Kreisringstirke ?

Lisung

x sei die Kreisringstirke, dann ist D = d + 2 x. Diesen Wert setzt man
ein in die Gleichung: z D —zd =10 und erhélt #d - 27w x— 2 d =10
oder 27 x = 10.

Man erbilt x = ;)— =1,6 mm.
Tt

4) Eine Stahlwelle 100 mm @ ist konzentrisch so ausgebohrt, dafl die
urspriingliche Querschnittsfliche um 169, geschwiicht ist. Wie gro8 ist
der innere Bohrungsdurchmesser ?

Lisung

Querschnitt der Vollwelle: F — ™22

Der Bohrungsdurchmesser sei x. Es soll sein: 7412 =0,16-
Man erhilt hieraus: x == 0,4 100 = 40 mm,

7 1002
Tt

4. Kreisausschnitt oder -sektor

"~ Ein Kreisausschnitt, auch Kreissektor genannt, entsteht, wenn man
aus einer Kreisfliche durch 2 radiale Schnitte AM und BM einen Teil
herausschneidet. Diese Teilfliche ist begrenzt durch 2 Radien, die einen
bestimmten Zentriwinkel o« einschliefen, und durch einen Teil AB des
Kreisumfanges. Dieser Teil des Kreisumfanges heilit Kreisbogen. Er wird
im folgenden mit b bezeichnet (Bild 233).

Schneidet man aus einem Kreise mit dem
Radius r einen Ausschnitt heraus, bei dem die
Radien aufeinander senkrecht stehen, so erhilt
man einen sogenannten Quadranten. Beiihm
betrigt der Zentriwinkel 90°. Die Linge des
Bogens ist gleich dem 4. Teil der Kreisperipherie,

also: n?r Zum Zentriwinkel 180° gehort der

halbe Kreisumfang als Bogen.

Bild 233
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Allgemein findet man die Bogenlinge eines Kreisausschnittes mit dem
Zentniwinkel o nach dem Dreisatz:

Zum Zentriwinkel 360° gehort die Bogenlinge: 2z,

o o . R . 2xr r
Zum Zentriwinkel  1° gehort die Bogenldnge: W:;;T‘?’
Zum Zentriwinkel o° gehort die Bogenlinge: 7;;00‘0’ .

” sroe’
Bogenlinge | b= 180°

Aufgaben

204) Wie grof ist beim Einheitskreise (rt = 1) der Bogen zum Zentriwinkel
a) 30° b) 45° c) 60° d) 90°1?

205) Welcher Zentriwinkel gehtrt zu dem Bogen
a)b—r b)b=2r )by,
wenn r = 3 cm ist ?

206) Der Korbbogen
(Bild 234) setzt sich
aus 4 Viertelkrei-
sen mit den Mittel-
punkten A, B, C
und D zusammen,
die die Ecken des
Quadrates ACBD
bilden. Wie grof§
ist der Umfang des
Korbbogens  fiir
r =10 mm?

207) Wie groB sind die
Umféinge der Ro-
setten (Bild 235a
und b).

208) Wie lang ist die
Abwickelung der
ersten 4 Génge der
in der Zeichnung
aus  Kreisbogen
zZusammengesetz-
ten Spiralfeder
(Bild 236) r=
5 mm. Ganghohe:
h=r
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209) Ein Zahnrad mit z =60 Zéhnen hat den Teilkreisdurchmesser
dy = 360 mm. Wie groB ist die Teilung t und der Modul m?

Anleitung: Unter der Teilung eines Zahnrades versteht man den auf
dem Teilkreisbogen gemessenen Abstand von Zahnmitte zu Zahnmitte.

Der Modul ist m = %

Z

210) Die in nachstehender Tabelle fehlenden Zahlenwerte sind zu berechnen.

@ e @ W] e
Zihnezahl des Zahnrades . 1 z i 40 } 20 ‘ 36
Teilkreisdurchmesser | do | 210 | 500 00
Modul . . . .. .. ... m | 7 12
Teilung . . . . . .. .. t 4n 107
211) Wie grof} ist die gestreckte
Linge L des Ausgleich-
rohres Bild 237? R = 600 mm
r = 300 mm
d = 100 mm
a = 240°

Bild 237

Inhalt des Kreissektors

Der Flacheninhalt des Kreissektors mit dem Zentriwinkel « verhilt sich
zur ganzen Kreisfliche wie «° zu 360°. Als Gleichung geschrieben:

fimr? = a°: 360°

Hieraus ergibt sich die

w aria
Sektorfliche | f = 360°

oder, indem man die Bogenléinge b = 7%8

f: 2"

r

g in diese Gleichung einsetzt:



140 Die Geometrie der Ebene oder die Planimetrie

Aufgaben

212) Wie groB ist die Kreissektorfliche f und die Bogenlinge b, wenn ge-
geben ist der Kreisdurchmesserd =20cm und der Zentriwinkelo« = 36° 2

213) Wie grol sind fiir einen
Flansch mit ellipsendhnlicher
Form (Bild 238) die Radien
rund R. Die Achsen 2a und 2b
gowie sein Umfang U und In-
halt F, wenn die Linge s ge- _
geben ist ¢

Bild 238

214) Wie groB ist a) der Umfang
und b) der Inhalt des Ovales,
dessen Konstruktion aus dem
Bilde 239 erkennbar ist?
2r = 20 mm.

215) Um jede Ecke eines gleich- .

seitigen Dreiecks mit der Seite Bild 239
r ist ein Kreisbogen durch die

beiden anderen Iicken be-

schrieben (Bild 240). Wie

grof3 ist der Umfang U und der

Inhalt F des entstehenden
Bogendreiecks ?

Anmerkung: Das Bogen- Bild 240
dreieck moge der senkrechte
Achsschnitt eines Stabes sein,
der trotz seiner 3 vorhandenen Ecken als Walze verwendet werden
kann. Bei einer Umdrehung dieser Walze legt das Fordergut den
Weg U zuriick, der gleich dem zuriickgelegten Weg bei einer kreis--
runden Walze vom Durchmesser r ist.

216) Wie gro8 sind der Umfang U
und der Querschnitt ¥ des
Kanalquerschnittes (Bild
241), wenn der Radius gleich
der Seite a des gezeichneten

L ; I
gleichseitigen Dreiecks ist ? Bild 241

a = 600 mm
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217) Der ellipsendhnliche Flansch
(Bild 242) setzt sich aus je 2
Kreisbogen mit den Radien r
und R zusammen (R = 271).

Es sind die beiden Achsen
2a und 2b sowie der Umfang
U und der Inhalt F aus dem
Radius r zu berechnen!

r = 100 mm

218) Wie groB ist der Fliacheninhalt
F des mit 4 Bohrungen ver-
sehenen Flansches (Bild 243) %

r == 10 mm

Bild 243

219) Wie grof ist der Umfang U
und der Inhalt T der Stopi-
biichsenbrille (Bild 244), die
sich aus 4 Geraden und je 2
gleichgroBen Kreisbogen zu-

sdmmensetzt ?

Bild 244

- ——2a

Bild 242

— ]

Ea~d
1§
“lx

]

oD

e

220) Man zeichne einen Kreis mit dem Radius R und in ihm einen waage-
rechten Durchmesser, den man in 3 gleiche Teile teilt. Uber dem
ersten Drittel dieses Durchmessers konstruiere man einen Halbkreis
nach oben und iiber dem Rest des Durchmessers einen Halbkreis
nach unten, ferner iiber dem letzten Drittel des Durchmessers nach
unten und iiber dem Rest des Durchmessers einen Halbkreis nach
oben. Wie grof} ist der Umfang und Inhalt der 3 Figuren, in die

dadurch der Kreis zerlegt wird ?
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221) Um welchen Betrag unterscheiden sich die -Umfinge der beiden
Kreise bei allen Kreisringen mit derselben Wandstirke s ?

222) Wie grofl ist der Radius o des Kreises, den man dem Kreissektor
mit dem Zentriwinkel 60° und dem Radius r einbeschreiben kann ?

b. Kreisabschnitt oder -segment

Unter einem Kreisabschnitt, auch Kreissegment genannt, versteht man
den Teil der Kreisfliche, der durch eine
Sehne s und durch den zu dieser Sehne ge-
/b c | 4 horenden Bogen b umschlossen wird. Im

Bild 245 ist die Fliche des Kreissegmentes

A S schraffiert gezeichnet. Man bestimmt sie
D Ef als Differenz der Fliche des Kreissektors,

. P der von den Radien AM und BM und dem
M Bogen b umschlossen wird, minus dem In-

halt des Dreiecks AMB;
Kreisabschnitt = Kreisausschnitt — Dreieck.

ABC = AMBC —AMB

3 b
Bild 245 F=2 "~ -@—h)

(09 s

4

In einer weiteren Gleichung fiir den Inhalt des Kreissegmentes wird
dieser in Abhingigkeit von der Gréfe des Zentriwinkels ¢ ausgedriickt.
Diese Gleichung lautet:

L LAL A
F‘“z(ISO" smtp).

Auf ihre Ableitung mul hier noch wegen Fehlens der grundlegenden
erst im Teil ITI vermittelten Kenntnisse der Trigonometrie verzichtet werden.

In der Praxis- verwendet man zur Bestimmung der Bogenlinge b, der
Sehnenlénge s, der Bogen- oder Pfeilhohe h sowie des Inhaltes des Seg-
mentes F fiir den Einheitskreis mit dem Radius r=1 Tabellen, die man
in der Mehrzahl technischer Taschenbiicher findetl).

Nachstehend noch einige Ableitungen fiir die Sehne s, die Bogenhohe h
und den Radius r:

Sehne s: Fiir das Dreieck DMB ergibt sich nach dem pythagoreischen
Lehrsatz:

DB2— MB2— DMZ oder (%)2 =r?—(r—h)2==h (2r—h)
oder s=2 Jh(2r—h).

1) Hilfsbuch fir Betrieb und Konstruktion.
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Bogenhdhe h: Nach dem Lehrsatz des Pythagoras fiir das Dreieck
DMB ist:

MD2 — MB? — DB?;
(r—hpP=r2—7;

2
r2—2rh—{—h2:r2—%;

h2—21h+—S;:0;
h=rd r2—%2:r:j:%]/4r2—?.

Das +-Zeichen gilt fiir h > r;
Das —-Zeichen gilt fiir h <r.

Radius r: Die 2. Gleichung der vorhergehenden Ableitung nach r auf-
geldst, ergibt:
st 4h?
~ 8h
Zum AbschluB dieses Kapitels mdge folgender Hinweis auf die
Flicheninhaltsbestimmung beliebig krummlinig
begrenzter Figuren
gegeben werden. ‘

1) Verwendung von Millimeterpapier.
Die Figur wird auf Millimeterpapier aufgetragen und die Anzahl der
umschlossenen mm? (bzw. cm?) festgestelit.

2) Wigung.
Die Figur wird auf Pappe aufgezeichnet, ausgeschnitten und gewogen.
Aus dem Gewicht kann man den Flicheninhalt bestimmen, wenn man
vorher ein Stiick der verwendeten Pappe mit bekanntem Inhalt
(etwa 10 em?) ausgewogen hat, wobei vorausgesetzt ist, dafl die Pappe
iiberall gleich stark ist.

3) Trapezmethode.
Die Fliche wird in eine Anzahl Parallelstreifen zerlegt, die man an-
néhernd als Trapeze ansehen kann. Mift man jeweils Mittellinie und
Hohe, so 148t sich der Inhalt berechnen.

Aufgaben

223) Wie grofl ist der Kreisabschnitt des Einheitsquadranten? (r=1)
Wieviel 9% von der Quadrantenfliche betrigt er ?

224) Ein zylindrischer Schwimmer vom Durchmesser d = 400 mm taucht
bis zug seines Durchmessers in Wasser ein. Im Achsschnitt ragt

also aus dem Wasser ein Kreissegment heraus. Von ihm sind zu be-
rechnen:

a) Bogenhohe h, b) Sehne s und ¢) Flicheninhalt F!
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225) Eine Welle mit dem Durchmesser d ist in Langsrichtung abgefrist.
Der Querschnitt der abgefristen Welle ist ein Kreisabschnitt mit

der Bogenhthe h = éd. Wie groB sind fiir diesen Abschnitt:

a) die Linge der Sehne s,
b) der zu s gehdrende Zentriwinkel,
c) der Inhalt des abgefristen Segmentes?

226) Aus einer Welle vom Durchmesser d ist ein Vierkantstahl groBt-
moglicher Schliisselweite zu hobeln. Wie groB sind:
a) die Schliisselweite,
b) die Querschnittsfliche des Vierkantstahles,
c) der Materialabfall ?

227) Einem gleichseitigen Dreieck ABC mit der Seite ¢ ist der Kreis mit
dem Mittelpunkt M eingeschrieben. Er beriihrt die 3 Seiten in den
Punkten D, E und ¥. Wie grof} sind:

a) die Hohe des gegebenen gleichseitigen Dreleckes,
b) der Radius des Inkreises,

c) der Flicheninhalt des Inkreises,

d) der Inhalt des Dretecks DEF,

e) der Inhalt der 3 Kreisabschnitte, die durch die Seiten des Drei-
ecks DEF vom Inkreise abgeschnitten werden ?

228) Die fehlenden Zahlenwerte der zum Bild 246 gehdrenden MaBtabelle
sind zu erginzen!

1 r \ o g | b
|

a) | 10 ‘ 90° | i 57

| I . -
b | 20 | s6°  4am

| _

e | 30 | 120° | 60°
Q) | | 108°  72° | 6=

; J .  Bild 246
e) | 45 1 L 40°  10m

229) Um jede Ecke eines gleichseitigen Dreiecks sind mit der Dreiecks-
seite s Kreisbogen von einer Ecke zur anderen geschlagen. Welchen
Inhalt hat die durch die 3 Kreisbogen entstehende Figur?

230) Von 2 gleichgroBen Kreisen liegt der Mittelpunkt des einen auf der
Peripherie des anderen.

Wie grof} ist das gemeinsame Flichenstiick ?
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L. Schwerpunktsherechnungen

Weder Linien, noch Flichen besitzen eine rdumliche Ausdehnung. Sie
haben somit auch keine Schwere. Man kann also eigentlich nicht von
einem Schwerpunkt von Linien oder Flichen sprechen. Wir stellen uns
aber zur Verdeutlichung eine Linie als einen sehr diinnen Draht vor, dessen
Masse gleichmifig tiber seine ganze Linge verteilt ist. Ebenso kann man
eine Flache als eine sehr diinne Blechplatte mit gleichmaBig verteilter
Masse ansehen. So betrachtet, ist der Schwerpunkt der Punkt, in dem
man einen solchen Draht bzw. eine solche Fliche unterstiitzen miilte, da-
mit sie sich in jeder Lage tm Gleichgewicht befinden.

Nachstehend werden die fiir die technische Praxis wichtigsten Schwer-
punktslagen angegeben und, soweit erforderlich, etwas eingehender be-
handelt: '

1) Der Schwerpunkt einer Strecke 1st ihr Mittelpunkt.

2) Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist der Schnittpunkt seiner Seiten-
halbierenden.

Denkt man sich ein Dreieck ABC durch sehr viele parallel zu Seite AB
gezogene Geraden zerlegt, so liegen die Schwerpunkte aller dieser Parallelen
auf ihren Mitten. Die Verbindungslinie dieser Mittelpunkte ist eine Schwer-
linie des Dreiecks. Zerlegt man das Dreieck aber durch parallele Geraden
zur Seite BC, so liegen in diesem Falle die Mittelpunkte auf der Schwer-
linie von der Fcke A aus. Wie im Schwerliniensatze auf Seite 106 gezeigt
wurde, schneiden sich die 3 Schwerlinien im Verh#ltnis 2:1. Bezeichnet
man die Hohe eines Dreiecks von irgendeiner Ecke auf die gegeniiber-

liegende Seite mit h, so liegt der Schwerpunkt auf der im Abstande %

zur Grundlinie gezogenen Parallelen, wie man mittels des 2. Strahlensatzes
leicht zeigen kann.

3) Der Schwerpunkt regelmdifiger Vielecke ist der Mittelpunkt des um-
beschriebenen Kreises.

4) Der Schwerpunkt eines beliebigen Vierecks wird zeichnerisch da-
durch bestimmt, daBl man es durch eine Diagonale in 2 Dreiecke: zerlegt
und deren Schwerpunkte 8, und 8, bestimmt. Der Schwerpunkt S des
Vierecks liegt auf der Verbindungslinie S;8,. Dieselbe Konstruktion
wiederholt man mittels der anderen Diagonale. Man findet die Schwer-
punkte S; und S,. Auf §;8, liegt ebenfalls der Schwerpunkt S. Somit
1st der Schnittpunkt von 8,8, mit S;8, der Schwerpunkt der Gesamt-
flache. Nach dieser Konstruktion hat man also 4 einzelne Schwerpunkte
zu bestimmen.

Mathematik Teil 2 10
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Einfacher ist die folgende Konstruktion: Im Bild 247 ist B der Diagonalen-
schnittpunkt. Man trigt ED von B
aus auf BD ab und erhdlt F. F ver-
bindet man mit A und C. Der Schwer-
punkt S des Dreiecks FCA ist der
gesuchte Schwerpunkt S des Vier-

ecks.‘

Beweis
FEA hat den Schwerpunkt S,
EFC 2 33 » 2

S liegt somit auf 8;8,. S, ist aber
auch der Schwerpunkt des Dreiecks
BDA, da die Dreiecke BFA und
EDA flichengleich sind. Ebenso ist 8, der Schwerpunkt des Drei-
ecks DBC.

5) Der Schwerpunkt der Trapezfliche: Zur Berechnung der Schwer-
punktslage irgendeiner beliebigen Fliche wird in der Mechanik der Satz
von den statischen Momenten verwendet. Unter dem statischen Moment
einer Flache, bezogen auf eine beliebige Achse, versteht man das Produkt
aus dem Inhalt der Fliche mal dem Abstand des Flichenschwerpunktes
von der Bezugsachse. Entsprechend versteht man unter dem statischen
Moment einer Kurve in bezug auf eine Achse das Produkt aus der Liinge
der Kurve und dem Abstand des Kurvenschwerpunktes von der Achse.

Der Satz von den statischen Momenten lautet:

Das statische Moment einer aus mehreren Einzelflichen (-kurven) zu
sammengesetzten Fliache (Kurve) ist gleich der Summe der statischen Mo-
mente der Einzelflichen (-kurven).

Es seien a und b die beiden parallelen Trapezseiten und h die Hohe
des Trapezes. Dann betrigt der Abstand y des Trapezschwerpunktes von
der Seite a:

Bild 247

_h a+2b
y_é'_ a+b

Beweis

Die Trapezfliche ABCD (Bild 248) sei durch die zu CB gezogene Par-
allele DE in das Dreieck AED und das Parallelogramm EBCD zerlegt.

Der Schwerpunkt des Dreiecks AED ist von der Grundlinie % entfernt,
h

der des Parallelogramms EBCD aber 5- Bs betrigt das statische
Moment
des Dreiecks AED: Mlzé];il-%zAE-%:(a—~b)-¥

des Parallelogramms EBCD: M,—EB-h-5=EB.%—p."
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des Trapézes ABCD: M =2 _t?b—-h-y,

wobei y der gesuchte Schwerpunktsabstand von der Grundlinie sei. Nach
dem Satz von den statischen Momenten betragt: M = M; -+ M,. Es ist
also:

by —@—Db) Fb =" (a2

2

oder:
hZ
75'(&+2b)_h a-+2b
Y=%4v T3 atn-
aTb% h
2
b —t= a -
T D N IC IG
< Y S
>
| 4 s

P g

! Bild 248

Auf dieser soeben durchgefithrten Berechnung beruht der Beweis fiir
die nachstehende Schwerpunktskonstruktion der Praxis:

entgegengesetzten Richtungen und zieht die Gerade FG. Diese
schneidet die Verbindungslinie MN der Mitten der beiden parallelen
! Seiten im Schwerpunkt S.

I Man verlingert die Trapezseite a um b und die Seite b um a nach

Bewets

Nach dem Strahlensatz fiir die beiden Strahlen FG und MN mit dem
Strahlenpunkt S gilt: '

b
SN NG T3
SM=NF—a

g tb

oder nach den Regeln der korrespondierenden Addition:

b a
SN+SM (&+‘2")+(§+b) _Ba+h)

SM ; b a+2b
Es verhilt sich ferner:
SN+SM _ &
. SM Ty
Somit ist:
h  3(a+b) h a+2b
Yy a-+2b oder yzg'a—]—b

10*
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6) Berechnung der Schwerpunkte beliebiger Vielecke

Ein Vieleck mit n-Ecken wird von einer Ecke aus in (n — 2) Dreiecke
mit den Flacheninhalten f;, f,, f; usw. zerlegt, deren Schwerpunkte
Sy, 8,, 85 usw. zeichnerisch bestimmt werden. Darauf wiihlt man 2 beliebige
Zuelnander senkrechte Achsen X und Y. Die Schwerpunkte S;, S,, S,
haben von der X-Achse die Abstinde y,, v,, ¥3 usw., von der Y- Achse
aber x;, X,, Xy usw. Der Satz von den statischen Momenten lautet fir
diese so unterteilte n-Ecksfliche in Buchstaben:

F-yy =1y, + £, + fys + usw.
Hierin ist y, der Abstand des Gesamtschwerpunktes S von der X-Achse
und F =1, +f +f, +---
Also: '
_fin +£2_§’2 +15ys +--
Yo = f‘1+f2_|_f3+...
Ebenso findet man den Abstand x, des Schwerpunktes S von der Y-Achse:
x Ex+hhx 1 x3—|—
U A A A

7) Der Schwerpunkt eines Kreises ist sein Mittelpunkt.

8) Der Schwerpunkt eines Kretsbogens

Der Kreisbogen AB (Bild 249) sei in sehr viele kleine Bogen by, b,, by
usw. zerlegt, die man im Grenzfall als
/ b kleine gerade Linien betrachten kann.
s Esist dann AB =b; 4 b, -} by + < -+ usw.
| Ist S der Schwerpunkt des Kreisbogens
T
s o]

! (er liegt nicht auf dem Bogen, sondern
' 74‘ l L o aullerhalb von ihm), so ist das Moment

ol s %7 T des gesamten Bogens AB bezogen auf
eine Achse x: :
- M = AB-yo = (by+ by+by+-)- 7
Bild 249

Das Moment eines Teilbogenﬁeilchens by ist by - y,. Die Summe der
Momente der einzelnen Bogenteilchen betrigt:

M =Dbyy; + byys + bgys + - - -
Ahnliche Dreiecke ergeben: b, :s, =r:y, oder by, =s,r. Dies in die
letzte Gleichung fiir das Moment M eingesetzt, ergibt:
M=gr+8r48r+ =18 +8+s8+-)=r-s.

Durch Gleichsetzen des statischen Momentes der Gesamtfliche und der
Summe der statischen Momente der einzelnen Flichen erhilt man

by +byFby+--)y, =15 oder yO:bl_l_bz_*_li);S_,_b;_}_” .
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Fir by b, 4 bg+--- =b gesetzt, erhilt man den Schwerpunkts-
abstand vom Mittelpunkt:

_ r-s __ Radius X Sehne
Yo==%= Bogen

Wird die Sehne s zum Durchmesser 2r und der Bogen b zum Umfang
des Halbkreises @ - r, so erhilt man als

. r-2r  2r

Schwerpunkt des Halbkreises: yp=-_"—="—.
_or
Yo=—

9) Der Schwerpunkt eines Kreissektors

Man denke sich den gesamten Sektor MBA (Bild 250) in sehr viele
Sektorteilchen MBC zérlegt, die im Grenzfall als kleine Dreiecke zu be-
trachten sind. Ihre Schwerpunkte sind samtlich 2/; r vom Mittelpunkt
M entfernt. Die Schwerpunkte aller Sektorteilchen liegen also auf dem
Bogen DE vom Halbmesser 2/; r. Schwerpunkt S dieses Bogens ist
der Schwerpunkt des gesamten Sektors und hat von M den Abstand:

2 Sehne DE 2 Sehne AB
Yo=37 Bogen DE_ 3 BogenAB

Der Schwerpunkt der Halbkreisfliche wird, da die Sehne AB in den
Durchmesser 2r und der Bogen AB in
den halben Umfang mr iibergeht:

} *E 2r_4r
Yo= 3T i T3,

_Schwerpunkt der Halbkreisfliche:

__4r
Yo=35=

Bild 230



Teil 11
Die Geometrie des Raumes oder die Stereometrie

A, Dle stereometrischen Grundbegrifie
und die verschiedenen Korper

Die Stereometrie befafit sich mit der riumlichen Form oder Gestalt
der Koérper. Unter einem Korper versteht man einen allseitig begrenzten
Teil des Raumes. Die Begrenzungsflichen kénnen ebene oder krumme
Flachen sein. Man unterscheidet somit zwischen

1) ebenflichig-begrenzten oder kurz ebenflichigen Kérpern (auch Poly-
eder oder Vielflache genannt) und

2) krummfléchig-begrenzten oder kurz krummflichigen Kérpern.

1. Ebenflichige Korper

Die ebenflichigen Kéorper werden; wie schon der Name sagt, von
ebenen Flichen begrenzt. Die Summe aller Begrenzungsflichen nennt
man die Oberfliche. Die Schuittlinien der Fliichen heIBen Kanten. Diese
wiederum schneiden sich in den Ecken der Korper. Eine Korperecke heilit
3, 4 oder n-seitig, je nachdem in ihr 3, 4 ... oder n Flichen zusammen-
stofen. Fiir die Anzahl der Ecken, der Flachen und der Kanten irgendeines
beliebigen Vielflaches ohne einspringende Korperecken (man nennt es
auch konvexes Vielflach) gilt der von Euler bewiesene Satz: Eckenzahl
+ Flichenzahl —= Kantenzahl + 2. In Worten lautet der Eulersche Satz:

I Bei jedem ebenflichigen konvexen Korper ist die Summe aller

Ecken (e) vermehrt um die Zahl der Flichen (f) um 2 gréBer als
die Zahl der Kanten (k).

l e+f=k+2

Beispiel

Beim Wiirfel betrigt: e =8, f =6, k = 12; also: 8 + 6 =12 + 2.
Die bekanntesten ebenflichigen Korper sind: Prismen, Pyramiden, Pyra-
midenstumpfe, Obeliske, Prismatoide und die Platonischen Koérper.

a) Prismen

Ein Prisma wird begrenzt durch eine Grund- und eine Deckfliche, die
beide emnander kongruent sind und in parallelen Ebenen legen, sowie
durch n Parallelogramme oder Rechtecke, wobei n die Anzahl der Ecken
der Grundflache ist. Stehen die Schnittkanten der Seitenilichen senk-
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recht auf der Grundfliche, so hat man ein gerades Prisma; bilden sie
einen von 90° verschiedenen Winkel mit der Grundfliche, sind aber par-
allel zueinander, so liegt ein schiefes Prisma vor. Jeder Querschnitt
durch ein Prisma parallel zur Grund- bzw. Deckfliche ist kongruent der
Grundfliiche. Jeder Lingsschnitt parallel einer Seitenkante ist ein Paral-
lelogramm, beim geraden Prisma ein Rechteck. Die Prismen teilt man -
nach folgenden Gesichtspunkten ein:

«) n-seitige Prismen sind Korper, die von 2 kongruenten n-Ecken als
Grundflichen und n Parallelogrammen als Seitenfléichen begrenzt werden.
Die Grundkanten sind die Seiten der Grundflichen. Die Seitenkanten
sind die anderen Seiten der Seitenflichen. Die Seitenkanten sind ein-
ander parallel.

B) Gerade Prismen sind Prismen, deren Seitenflichen Rechtecke sind
Die Seitenflichen stehen senkrecht auf der Grundfliche.

y) RegelmiBige Prismen sind gerade Prismen, deren Grundflichen
regelmiiflige Vielecke sind.

Beispiel
Sechskantstahl (Bild 271 Seite 160).

) Die Quader (auch Rechtkante genannt) sind Kérper, die von 6 Recht-
ecksflachen begrenzt werden. Quader sind vierseitige gerade Prismen. Je 2
einander gegeniiberliegende Rechtecke sind kongruent.

Beispiel
Ziegelsteine (Bild 267 Seite 159).

¢) Die Wiirfel (auch Kuben oder Hexaeder genannt) sind Spezial-
quader, bei denen alle Rechtecke untereinander flichengleich und deckungs-
gleich sind. Wiirfel werden also von 6 Quadraten eingeschlossen (Bild 268
Seite 159).

) Schief abgeschnittene Prismen entstehen aus geraden Prismen, wenn
man deren Enden durch Ebenen abschneidet, die nicht zur Grundfliche
parallel sind. Beim schief abgeschnittenen Prisma sind die Grundflichen

nicht kongruent. Die Seitenflichen sind keine Parallelogramme, sondern
Trapeze.

b) Pyramiden

Eine Pyramide ist ein Korper, der von einem n-Eck als Grundfliche
und von n-Dreiecken als Seitenflichen begrenzt wird. Die Seiten der
Grundfliche heilen Grundkanten, die anderen Seiten sind die Seiten-
kanten. Der Schnittpunkt der Seitenkanten heilit die Spitze der
Pyramide. Das von der Spitze auf die Grundfliche gefillte Lot heif}t
die Hohe der Pyramide. Man unterscheidet: regelmiflige Pyramiden
und Doppelpyramiden.

«) RegelmiBige Pyramiden sind Pyramiden, deren Grundfliche ein
regelméfiges Vieleck ist und deren Spitze senkrecht iiber dem gemein-

-
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samen Mittelpunkt des Um- und Inkreises der Grundfliche liegt. — Die
Mantelfliche einer regelmifligen Pyramide setzt sich aus kongruenten
gleichschenkligen Dreiecken zusammen (Bild 278 Seite 166). Steht die
Verbindungslinie der Spitze mit dem Mittelpunkt der Grundfliche auf
der Grundiliche nicht senkrecht, so ist die Pyramide schief.

B) Doppelpyramiden entstehen dadurch, da man 2 regelmifige Pyra-
miden mit ihren kongruenten Grundflichen aneinanderlegt. Eine Doppel-
pyramide hat also 2 Spitzen, deren Verbindungslinie senkrecht auf der
zusammengelegten Grundflache liegt (Bild 279 Seite 166).

¢) Pyramidenstumpfe

Die Pyramidenstumpfe, auch abgestumpfte Pyramiden genannt, ent-
stehen dadurch, dall man von einer Pyramide durch eine der Grundfliche
parallele Ebene ein Stiick abschneidet. Das abgeschnittene Stiick ist eine
kleine Pyramide, die man Ergénzungspyramide nennt. Ein Pyramiden-
stumpf wird begrenzt von 2 in parallelen Ebenen liegenden dhnlichen
Vielecken, der Grund- und der Deckiliche, sowie von Trapezen als Seiten-
flichen. Die Verlingerungen der Seitenkanten schneiden sich in einem
Punkte, der auBerhalb des Pyramidenstumpfes liegt (Bild 281 Seite 168).

d) Obeliske oder Pontone

Diese sind bei oberflichlicher Betrachtung bisweilen von Pyramiden-
stumpfen kaum zu unterscheiden. Sie wetden durch 2 unihnliche Rechtecke
als Endfliichen begrenzt. Die Endflichen liegen parallel zueinander.

Die Rechteckseiten liegen parallel zueinander. Verlingert man die
4 Seitenkanten, so schneiden sie sich nicht in einem Punkte, wie dies bei
der rechteckigen vierseitigen abgestumpften Pyramide der Fall ist. Sie bil-
den zwel Paare von sich schneidenden Geraden. Die Verbindungslinie der
Schnittpunkte ist eine Kante, (Bild 282 Seite 170).

Der Obelisk ist ein abgestumpfter Keil mit rechteckiger Grundfliche
(Bild 282 Seite 170).

¢) Prismatoide oder Prismoide

Prismoide sind Kérper, die von 2 parallelen Endflichen und dreieckigen
Seitenflichen begrenzt werden. Unter ihren Héhen versteht man den

Abstand der Endflichen (Bild 280 Seite 167).

f) Die 5 Platonischen Korper?!)

Im Gegensatz zu der Geometrie der Ebene, bei der es unendlich viele
regelmiBige Flichen gibt, besitzt die Stereometrie nur 5 regelmiBige Koér-
per, die sogenannten Platonischen Korper. Ein Korper heift regelméBig,
wenn seine sdmtlichen Begrenzungsilichen einander kongruente regel-
miBige n-Ecke sind und wenn in jeder Ecke gleich viele Seitenflichen zu-
sammenstoBen. Die Bilder 251a .- - e zeigen die b Platonischen Kérper mit
ihren charakteristischen Kennzeichen.

1y Griechischer Philosoph Platon: 429 bis 348 v. Chr. in Athen.
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/
/
Tetraeder Hexaeder
Oktaeder
Dodekaeder (Draufsicht} lkosaeder
Bild 251a...e: Die 5 Platonischen Kaorper
Bild Name des %?gl}fnzm}gz' Anzahl der
i . « dchen sin
Platonischen Korpers regelméaBige Ecken | Flichen | Kanten
Vierflach Tetraeder Dreiecke | 4 4 6
b Sechsflach Hexaeder Quadrate 8 6 12
: (Wiirfel) (Kubus)
c Achtflach Oktaeder Dreiecke 6 8 12
d Zwolfflach Dodekaeder| Fiinfecke 20 12 30
e Zwanzig- Ikosaeder Dreiecke 12 20 30
flach
, 8
E+Fs i +d
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2. Krommflichige Korper

Fiir die Technik sind von den krummfliachigen Kérpern besonders die
von Bedeutung, die durch Drehung von Flichen um eine Achse entstehen,
Man nennt sie Drehkdrper (oder Rotationskérper).

a) Zylinder oder Walze

Durch Drehen einer Rechtecksfliche ABCD (Bild 252) um eine Seite,
z. B. AD, entsteht ein gerader Kreiszylinder. Er wird begrenzt durch
~ 2 ebene parallele kongruente Kreisilichen, die Grundflichen mit den Radien

> . , S

g

s v

§ / é /
T

A B

_6‘

Bild 252

-
- e
Bty
/'/‘\(\O

o

Vorderansicht

/'/

TR L
‘ /-.\;(\oc
e

Teil T und

Bild 254

abgeschnitten

Draufsicht

Gerader Kreiszylinder
schrig geschnitten

Vorderansicht

~

Draufsicht

Bild 253
Schiefer Kreiszylinder

AB und CD, und die krumme Zy-
linderfliche — auch Mantelfliche
oder kurz Mantel genannt —, die
durch die sich drehende Seite BC
beschrieben wird. Die Verbindungs-
linie AD der Mittelpunkte der Grund-
flaichen heifit die Achse des Kreis-
zylinders. Steht die Achse des Zylin-
ders senkrecht auf den beiden Grund-
flachen, so heillt der Zylinder gerade.
— Ein Kreiszylinder heillt schief,
wenn die Verbindungslinie der Grund-
flachenmittelpunkte nicht auf den
Grundflichen senkrecht steht. Ein
solcher schiefer Kreiszylinder kann
nicht durch Drehung entstehen (Bild
253). Eine zwischen den Grundflichen
liegende und auf diesen senkrecht ste-
hende Strecke heiit Hohe.
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Bild 256 | akedg
d

|
()
C
/( @
1 o(c) <
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Draufsicht A
A H
Bild 255 Bild 257 P

Werden von einem geraden Kreiszylinder durch 2 schriég zur Achse
gelegene Schnittflichen die beiden Teile I und IT abgeschnitten, so sind
die beiden Grundflachen des iibrig bleibenden Restkorpers keine Kreise,
sondern Ellipsen (Bild 254).

b) Zylinderhuf oder Zylinderstutz

Legt man durch einen schief abgeschnittenen Kreiszylinder den zur
Achse senkrechten Schnitt durch die Mitte der schiefen Endflichen (ADB
ist die Hilfte der Schnittellipse), so heillt der oberhalb bzw. unterhalb
des senkrechten Schnittes (Halbkreis ACB) verbleibende Teil ein Zylinder-
huf oder Zylinderstutz (Bild 255).

¢) Hohlzylinder oder Rohr

Durch Drehung einer Rechtecksfliche ABCD (Bild 256) um eine zu einer
Rechtecksseite parallele auBerhalb des Rechteckes liegende Achse EF ent-
steht ein Hohlzylinder. Man kann sich aber auch einen Hohlzylinder dadurch
entstanden denken, daf man einen geraden Kreiszylinder zentrisch ausbohrt.

d) Kegel
Durch Drehen eines rechtwinkligen Dreiecks ABC (Bild 257) um eine
seiner beiden Katheten, z. B. AC, entsteht ein gerader Kreiskegel. Seine
Begrenzungsflichen sind: die ebene Kreisfliche oder Grundfliche mit dem

Radius AB und die krumme Kegelfliche, auch Mantelfliche oder kurz
Mantel genannt. Die Verbindungslinie der Spitze C mit der Mitte A der
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Grundflache heilt die Achse des Kegels. C ist die Kegelspitze. Jede Ver-
bindungslinie der Kegelspitze mit irgend-
4 einem Punkte der Kreisperipherie des Grund-
kreises heifit eine Seiten- oder Mantellinie,
z. B. CB. Ein Kegel heillt gerade, wenn
die Verbindungslinie der Kegelspitze mit dem
Grundkreismittelpunkt auf der Grundiliche
senkrecht steht. Steht die Verbindungslinie
Vorder.  4er Kegelspitze mit dem Grundkreismittel-
ansicht punkt auf der Grundfliche nicht senkrecht,
so hat man einen schiefen Kreiskegel

(Bild 258).

Ein schiefer Kreiskegel kann nicht durch
c Rotation (= Drehung) eines rechtwinkligen
Dreiecks um eine Kathete entstehen. Unter
der Hoéhe eines Kreiskegels versteht man
Draufsicht a8 von der Spitze auf die Grundfliche ge-
fillte Lot.

Bild 258

¢) Kegelstumpf

Ein Kegelstumpf (Bild 259) entsteht aus einem Kreiskegel dadurch, daB
man von diesem durch einen zur Grundfldche
parallelen Schnitt ein Stiick abschneidet.

Ein Kegelstumpf wird begrenzt durch
2 parallele Kreisflachen als Grundflichen und
eine krumme Fliche, die Kegelmantelfliche
oder kurz den Mantel. Die Hohe des Kegel-
stumpfesist der senkrechte Abstand der beiden
Grundflichen voneinander.

Der abgeschnittene Kegel heifit der Er-
gdnzungskegel.

Bild 259

f) Kugel

Dreht sich eine Halbkreisfliche (Bild 260) um ihren Durchmesser, so
entsteht eine Kugel. Der Durchmesser, um den sich der Halbkreis dreht,
heillt die Achse der Kugel. Alle Punkte der Halbkreisperipherie beschreiben
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bei der Drehung Kreise, deren Ebenen parallel sind und auf der Achse
| senkrecht stehen; sie heillen Parallelkreise
oder auch Breitenkreise, eine Bezeichnung,
die in der Geographie ublich ist. Der
grofte ‘dieser Breitenkreise heift der
Aquator. Wie man auch immer eine
Kugel durch einen ebenen Schnitt
schneiden mag, als Schnittfliche ent-
steht jedes Mal eine Kreisfliche. Eine
Hohlkugel entsteht dadurch, dafl man
LP L}) die Hilfte eines Kreisringes um seinen
Durchmesser sich drehen 148t (Bild 261).

Drehachse

Bild 260 Bild 261

g) Kugelabschnitt oder Kugelsegment

Ein Kugelabschnitt oder -segment ist der Teil einer Kugel, der durch eine
gie schneidende Ebene abgeschnitten wird
(Bild 262). Der krummflichige Teil seiner

\ Oberflache heilit Kugelkappe oder Kalotte.
T Legt man den ebenen Schnitt durch den
T Kugelmittelpunkt, so entstehen 2 Halb-
—/X kugeln. Durch jeden beliebigen anderen

: : Schnitt einer Kugel entstehen 2. verschie-

\ den groBe Segmente und 2 Kalotten. Die
\ Héhe des Kugelsegments bzw. der Kalotte
\ j ist der zwischen Schnittebene und Kugel-
fliche gelegene Teil des Kugelradius, der

T sich vom Kugelmittelpunkt durch den
Bild 262 Mittelpunkt des Schnittkreises ziehen 1486,

h) Kugelausschnitt oder Kugelsektor

Ein Kugelausschnitt (Bild 263) ist der Raumteil einer Kugel, der durch
eine Kalotte und den
durch ihren Kugelkreis
(&) und den Kugelmittel-
i punkt bestimmten
Kegelmantel begrenzt

wird oder anders be-

trachtet: Ein Kugel-

ausschnitt entsteht

durch Drehung eines

I Kreisausschnittes um

! den einen seiner beiden
QP ihn begrenzenden Ra-

g dien (Bild 264).

Bild 263 Bild 264
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i) Kugelschicht

Eine Kugelschicht (Bild 265) ist der von 2 parallelen Schnittebenen be-
grenzte Teil einer Kugel. Der krumm-
flichige Teil der Kugelschichtoberfliche
heift die Kugelzone.

Die Hohe einer Kugelschicht ist der
zwischen den Mittelpunkten der Schnitt-
kreise gelegene Teil des Kugelradius.

Bild 265

k) Ring

Ein Ring (Bild 266) entsteht durch Drehung einer Kreisfliche um eine
aulerhalb der Kreisfliche gelegene Achse.

Schneidet man einen Ring durch einen
Q'—) zur Rotationsachse senkrechten Schnitt,
so entsteht eine Kreisringflache.

? Bild 266

B. Berechnung der Rauminhalte und Oberflichen

Der Rauminhalt oder das Volumen, eines Kérpers wird als Vielfaches der
Raumeinheit angegeben. Als Raumeinheit wird der Wiirfel, dessen Kante
die Langeneinheit hat, benutzt.

Der Wiirfel mit der Kante 1 m hat das Volumen 1 m?3

?» » ” bE) » ]‘ dm 2 b »” 1 de
Eb 2 ) b2 4 b4 1 m iR 3 2 1 cm3
9 23 bRl LR » 1 mm 3 » 2 1 mm3
Diese 4 Raumeinheiten héingen wie folgt zusammen:
1 m3 =103 dm® = 105 cm3 = 10° mm?
= 1000 dm?® = 1000000 cm?® = 1000000000 mm?
1 dm3 =1000 cm® = 1000000 mm?

1 cm3 = 1000 mm3
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Fiir Gewichtsberechnungen von Kérpern bestimmt man das Kdérper-
volumen in Raumeinheiten und multipliziert dieses mit der Wichte.

Gewicht = Volumen X Wichte

Die Wichte (frither: spezifisches Gewicht) hat die Dimension:
t/m3 oder kg/dm3 oder gjem® oder mg/mm3
Multipliziert man die Wichte mit dem

Korpervolumen in  m3, so erhilt man das Gewicht in t

3

ERd 2 dm E » b 22 2 3 kg
3

» 2 C'm 3 2 23 3 bRl bal g
3

124 bR ] mim EE 24 3 » 2 2 ” mg

1. Ebenfléichige Korper

Quader

Auf seine Grundfliche (Bild 267) mit den Seiten a und b kann man (ab)
Wiirfel mit der Kante 1 dicht
nebeneinander legen. Ist die
3. Seite des Quaders, die auf der
Grundiliche (ab) senkrecht steht,

¢ lang, so kann man c-mal iiber-

!
|
}
T
I
3 A2 7 ganzen ist also der Quader aus

einander (ab) Wiirfel legen. Im
J prd o (abc) Einheitswiirfeln gebildet;

d. h. es betrigt das

e O Bild 267

| Quadervolumen: V=a-b-¢ |

wobel a, b, ¢ die 3 in einer Ecke zusammenstoBenden, aufeinander senkrecht
stehenden Kanten sind. Die Oberfliche des Quaders besteht aus 6 Recht-
ecken. Die Grund- und Deckfliche betragen je (ab) Flicheneinheiten; zu-
sammen also 2ab Flicheneinheiten. Die 4 anderen Flichen betragen*
2ac¢ + 2be Flicheneinheiten,

Es betrigt somit die Quaderoberfliche: | 0=2(ab+ac+he) I

Smd die 3 Kanten des Quaders gleich lang, ist also a = b — ¢ (Bild 268),
so erhilt man den Wiirfel mit der Kanten-
lange a. Unter Benutzung der fiir den Quader
berechneten Formeln findet man das

Wiirfelvolumen: I V=a’ |

J_ i und die Oberfliche des Wiirfels:
P Y a4
- 0 O0=2(aa+4 aataa)=2-3a2=6a?

— o —= Bild 268 Wiirfeloberfliche: | 0==6a? |

fo—— O ——»
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Von Cavalieri (1598 bis 1647 Professor der Mathematik in Bologna) stammt
der folgende nach ihm benannte Lehrsatz:

Cavalierische Grundsatz

I Liegen Korper zwischen parallelen Ebenen und sind ihre Quer-
schnitte sowohl in diesen beiden Ebenen, als auch in jeder beliebigen,
ihnen parallelen Ebene gleich groB, so haben die Korper gleichen
Rauminhalt.

Denkt man sich die rechteckige Deckflache eines Quaders (Bild 269) mit
dem Inhalt (ab) parallel zur Grundfliche
und parallel zu sich selbst verschoben, so
werden die 4 Verbindungskanten der HEcken
der Deckflache mit denen der Grundfliche
nicht mehr auf der Grundfliche senkrecht
stehen, sondern einen von 90° verschiedenen
Winkel bilden. Die bisherige Kante ¢ wird
nunmehr linger; erhalten aber bleibt die
Linge der Héhe, da die Grund- und Deck-
fliche in parallelen Ebenen liegen. Nach
dem Cavalierischen Grundsatz ist das Vo-
lumen dieses neu erhaltenen Korpers gleich V= (ab)+h, wobei (ab) der
Flacheninhalt der Grundfliche und h der senkrechte Abstand der beiden
Grundflichen voneinander ist. Siehe Bild 269!

Verwandelt man nun noch die beiden rechteckigen Grund- und Deck-
flichen des bisherigen Quaders in flichengleiche Parallelogramme (Bild 270),
8o erhiilt man ein schiefes 4-seitiges Prisma. Jeder Querschnitt durch dieses

Prisma parallel zur Grund- bzw. Deck-
fliche ist kongruent der Grundfliche
und hat den Flicheninhalt ab = g.
Das Volumen des schiefen vierseitigen

Prismas ist: V= g.h = Grundfliche
X Hohe. In der letzten Gleichung
ist h der senkrechte Abstand der
Grundfléache von der Deckfléiche. Aus

Bild 270 dem Cavalierischen Grundsatz ergibt
sich allgemein das

Bild 269

| Prismenvolumen:
I Y = Grundfliche mal Héhe=g- hJ

I
|
I
|
! Das regelmiBige 6-seitige Prisma
| {Bild 271) hat das Volumen V =g -h;
At hierin 1st g der Inhalt des regelmiBigen
T Sechsecks, das die Grundfliche bildet,
wéhrend h der Linge des sechsseitigen
Bild 271 Prismas entspricht.

,L__________
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Das Volumen eines schiefen Prismas (Bild 272) leitet sich ohne Zuhilfenahme
des Cavalierischen Grundsatzes fol-
gendermaflen ab:

In der nebenstehenden Skizze hat
das schiefe Prisma

die Grundfliche ABCD und

die Deckfléche A;B,C,D,

Es bedeutet ferner:
g = Grundflédche
= Deckiliche,
h = Hohe des schiefen Prismas,
1 = Seitenlinge des schiefen Prismas,
N = Die zur Seite ]l senkrechte Schnitt-
flache.

Schneidet man von dem gegebenen
schiefen Prisma in senkrechter Rich-
tung zur Kante ] unten das keilfdrmige
Bild 272 Stiick mit den Ecken A., B, C, D, E
und F ab und setzt es oben an die
Deckfliche A, B,C,D,, so erhilt man das gerade Prisma mit der Grundfliche
EBCF und der Deckiliche E,B,C,F,.
Sein Volumen betrigt: V=N- 1
Da sich aber, wie man aus der ver-
kleinerten Vorderansicht (Bild 273) des
Prismas ersieht, h zu 1 wie EB zu AB wie
N zu g verhalt (h:1=N:g), so ist
™ N.l=g-h.

< Somit ist das Volumen des schiefen
- Prismas:
A V=g-h
4 in Worten:
A g 8 Das Volumen eines jeden schiefen
Prismas ist gleich dem Produkt aus seiner
Bild 273 Grundfliche und der Hohe.

Das schief abgeschniltene Prisma

Ein gerades Prisma mit der Grundfliche N sei an seinen beiden Enden
schief abgeschnitten (Bild 274). Denkt man sich dieses schief abgeschnittene
Prisma oberhalb des Normalschnittes EF in sehr viele diinne Prismen mit
den Grundfléchen n,, n, und ng; usw. und den Héhen h,, h, und hy usw.
zerlegt, so ist das Volumen des oberhalb des Normalschnittes EB gelegenen
Prismenteiles:

V=n,+h,+n,-hy+mnz-hy4---

Mathematik Teil 2 11
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/ Die Normalschnittfliche N setzt sich aus der Summe aller Flichen-

teilchen n zusammen. Ebenso besteht die Schnitt-

k\ " fliche DC aus der Summe aller kleinen schrigen

T Schnittflichenteilchen s, + 8, + 83 48+ -+-. Da

~C n:s=N:8, ist n=s-§. Hiermit stellt sich das
< Volumen V dar:

:
-

V=3 (s hy -+ 8y 5 hg - 8,hy 4 ).

N | Der Klammerinhal't dieser Gleichung ist gleich
der Summe der statischen Momente der Flichen-

/ 8 teilchen s;, $,, 83, ... bezogen auf die Achse EF;
A . nach dem Satz von den statischen Momenten
Bild 274 (Qeite 146) ist die Summe der statischen Momente

der Einzelflichen gleich dem statischen Moment

der Gesamtiliche S. HEs ist also: Shy=sh, 4+ s,hy, +83hs ..., wobei hy
der Abstand des Schwerpunktes der schiefen Schuittfliche S ist. Man er-

hilt nunmehr als Volumen: V = g Shy=Nh,.

Die vorstehende Uberlegung kann man ebenso auf den unterhalb des Nor-
malschnittes EF gelegenen schief abgeschnittenen Prismenteil durchfithren
und erhilt dann folgenden Satz: .

Das Volumen eines schief abgeschnittenen geraden Prismas ist das
Produkt aus der Normalschnittfliche und dem Abstand der Schwerpunkte
der Endflichen.

Anwendungsbeispiele

1) Wie groB ist das Volumen des schief abgeschnittenen 3-seitigen Prismas
(Bild 275)?
Die auf der Grundfliche
A G A BC senkrecht stehenden
[ Kanten sind a, b und ec.
E}N - Der Schwerpunkt der zu
! %, btc c den Kanten schief lie-
S T 7 7 den Deckfliche A;B,C
gen ¢ 1211
[ holy _~1~ ist 8;. Der Schwerpunkt
a L der Grundfliche ABC ist
_ S. Aus der nebenstehen-
R den Zeichnung ersieht
5\ man die Konstruktion der
Lage der Schwerpunkte S
und 8; (vgl. Seite 145).
Die Seitenflichen des
schief abgeschnittenen 3-
seitigen Prismas sind Tra-

Bild 275
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peze. Unter Benutzung der Mittelliniensitze fiir das Trapez (Seite 45)
bestimmt man, wie aus den Léngeneintragungen der Zeichnung ersicht-

lich ist:
ST
—3tsts—5—¢
—3@+bto)

Bezeichnet man den Inhalt des zu h, senkrecht gelegenen Grundflichen-
dreieckes ABC mit G, so ist das gesuchte Volumen:

—3@+D+0) -G

2) Wie groB ist das Volumen des Keiles (Bild 276)?

Der untenstehend abgebildete Keil ist ein beidseitig schief abgeschnittenes
3-seitiges Prisma. Der Schnitt
senkrecht zur Grundfléche ist ein

ar Dreieck mit der Grundseite b
| und der Hohe h und hat den
" Inhalt 6= b-h. Nach der
| < im Beispiel 1) abgeleiteten Vo-
| J: lumengleichung ist:

ST TS 1
o [/ /\/ = V:§(a—|—a—|—a1)-(}
:g(Za +al)'—§b'h
| a 1
Bild 276 =V=gb-hZa+a)
Pyramiden

Bevor wir uns der Volumenbestimmung der Pyramiden zuwenden, wollen
wir uns mit 3 Hilfssitzen befassen:

a) Die Schnittfigur, die durch eine zur Grundfliche parallele Ebene aus
einer Pyramide herausgeschnitten wird, ist der Grundfliche #hnlich.

Beweis

Nach Bild 281 auf Seite 168 ist zur Grundfliche ABCD der gezeich-
neten Pyramide mit der Spitze S ein paralleler Schnitt gelegt. Die
Schnittfigur ist A;B,C;D,. Ihre Seiten sind parallel zu den ent-
sprechenden Seiten der Grundfliche. Nach dem 2. Strahlensatz
(Seite 102) verhilt sich somit:

11%*
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b)

AB:AB;, =BS8:B,S und

BC:B,C; =BS:B,;S

AB:AB, =BC:B,C, Ebenso erhilt man:
BC:B,C,=CD:C,D,=DA:D,,

d. h. die entsprechenden Seiten der Schnittfigur und der Grund-
fliche stehen in demselben Verhiltnis zueinander. Die Schnittfigur
ist der Grundfliache dhnlich.

Wird eine Pyramide durch eine Ebene parallel zur Grundfliche ge-
schnitten, so verhalten sich Querschnittsfliche und Grundfliche zu-
einander wie die Quadrate der zugehdrigen Héhen.

Beweis

Wie auf Seite 109 bewiesen wurde, verhalten sich die Flacheninhalte
ghnlicher Dreiecke wie die Quadrate gleichliegender Stiicke. Des-
gleichen verhalten sich aber auch die Flacheninhalte dhnlicher Viel-
ecke wie die Quadrate gleichliegender Stiicke, da sich die einander
shnlichen Vielecke aus der Summe &hnlicher Dreiecke zusammen-
setzen. Nach Bild 281 auf Seite 168 verhilt sich also:

F:F, =a?:b2
Durch 2malige Anwendung der Strahlensétze findet man:
' a:b=(th+x):x
Hiermit ergibt sich:
F:F, =+ x)?: x2 w.z. b. w.

Pyramiden von gleicher Grundfliche und Hdhe haben dasselbe
Volumen.

Beweis

Pyramiden von gleicher Grundfliche und gleicher Hohe erfiillen
die im Cavalierischen Grundsatz (Seite 160) fiir die Rauminhaltsgleich-
heit gestellten Voraussetzungen.

1. Sie liegen zwischen parallelen Ebenen, da sie dieselbe Hohe haben.

2. Thre Grundflichen sind gleich groB. Thre Deckflichen sind zu
einem Punkt, namlich der Spitze S, zusammengeschrumpft und
haben somit den Fldcheninhalt 0.

3. Die beiden Querschnitte, die durch Parallelschnitte zur Grund-
fliche der beiden Pyramiden im Abstand h entstehen, stehen nach
dem vorbergehenden Hilfssatz b) zu ihren Grundflichen in fol-
gendem Verhéltnis:

F,: F=x2:(h4 x)? und
G, :G=x%:(h 4 x)2
Hierin bedeuten:



1. Ebenflichige Korper 165

F und G = Die Grundflichen der beiden Pyramiden

F, und G; = Die Schnittflichen im Abstande h von den Grundflachen
x = der Abstand der Schnittflichen von den Pyramidenspitzen.

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich:
F,:F=G,:6.
Da aber beide Pyramiden dieselbe Grundfliche haben, also F = G,
folgt F; = Gy; d. h. die Querschnittsflichen im gleichen Abstand h
sind flachengleich.

Das 3-seitige Prisma ABCDETF (Bild 277) wird durch die beiden Diago-
nal-Dreiecke CBD und CED in die 3 Pyramiden I: ABCD, II: CBED
und III: CEDF zerlegt. Diese 3 Teilpyramiden sind untereinander an
Volumen gleich; denn es ist Pyramide I gleich Pyramide III: Beide haben
gleich grofie Grundflichen (A ABC = A DEF) und die gleiche Hdhe.
Ferner ist Pyramide I volumengleich der Pyramide I, weil beide gleichgroBe
Grundflichen (A ABD = A BED) und die gleiche Hohe haben. Da
also I = IIT und I =1I ist, so ist I = II = III; d. h. die 3 Teilpyramiden
sind untereinander volumengleich. Das ungeteilte Prisma ABCDEF hat

das Volumen G -h = Grundfliche mal Hohe; folglich hat jede der 3 Teil-

Grundflach: Hoh .
= acse—ﬁ—g«‘i Diese Formel

pyramiden das Volumey V :% G:h= ;
gilt aber nicht nur fir 3-seitige Pyramiden, sondern allgemein fiir jede
beliebige Pyramide.

Bild 277

I Das Volumen einer Pyramide ist gleich dem 3. Teil eines Pris-
mas, das mit ihr in der Grundfliche und in der Héhe iibereinstimmt.

Die Richtigkeit dieses Satzes erkennt man an der Zerlegung einer 6seitigen
Pyramide in 4 dreiseitige Pyramiden mit den Grundfliichen Gy, G, Gy, G,
(Bild 278). Diese 4 Teilpyramiden haben die gleiche Hohe. Die Summe ihrer
Volumen betrigt: ‘
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Bild 278

1
V= 5 Gyh+ g Goh + g Ggh + 5 Gyh
= 3Gy 4 Go+ G+ Gy b
Da aber G, Gy+ Gg+ G4 = G = Grundfliche der sechsseitigen Py-

ramide ist, betrigt das

Pyramidenvolumen: | V= % G:h

Das Volumen einer Doppel- Pyramide (Bild 279) setzt sich aus den Raum-
inhalten von 2 Pyramiden zusammen.

Cf Die Doppelpyramide (Bild 279) setzt sich aus
den beiden vierseitigen Pyramiden ABCDE
und ABCDF zusammen. Die beiden gemein-
same Fliche ist ABCD = G. Die Gesamthohe
EF =h besteht aus den beiden Teilhohen
EM =h; und MF =h,.

¢ Die obere Teilpyramide hat das Volumen

1

4 Vl = § G * hl!
_ die untere hat 1

das Volumen Vo=35G- h,

F Das Gesamt- 1
Bild 279 volumen betrigt V= \171 +Vy =5 G(h; +hy)
V= £y G-h.
Prismoid

In dem Prismoid (Bild 280) sind die beiden Endflichen ABCD =TF
und A,B,C; =TF,. In der beiden Endflichen parallelen Mittelschnitt-
fliche A,B,C,D,E,F,G, =M wihit man einen beliebigen Punkt S und
verbindet ihn mit simtlichen Ecken der beiden Endflichen. Hierdurch
wird das ganze Prismoid in Pyramiden zerteilt, deren Rauminhalte sich
folgendermaBen berechnen: Die beiden groffen Pyramiden mit den Grund-
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flichen F und F, und der Hohe h/2 und der gemeinsamen Spitze S haben
zusammen den Rauminhalt:

h.——
5=

lrrrrrrrrrrrrrA 1oh 1
7 §F§‘+’3'F1'

Y1 5

\ A Die 7 restlichen Pyramiden haben

\ 4 die Spitze S gemeinsam, wihrend

\ /) . // thre QGrundflichen die Seiten-

-1 =pA flichen des Prismoids sind.

— 1/ So hat z. B. die Pyramide

Z / SABA, die Grundfliche ABA,,

, /9N T~ ‘ die viermal so groB ist wie das

A NG I ]S)Xagﬁ{ 1}&12B2dAl. 1Dbie Il;yiamide

e A 1 hat dieselbe Hohe wie

0 /7477/7 77 }7\77 7 7 die Pyramide SA,B,A;, aber

‘ / N, 7 eine viermal so grofe. Grund-

/ F “\ fléiche. Folglich hat die Pyramide

/ N\ SABA, ein viermal so grofles

¢ W/ Bild 280 Volumen wie die Pyramide

SA,B,A,. Nimmt man bei der

Pyramide SA,B,A, den Punkt

A, als Spitze und das Dreieck SB,A, = m, als Grundfliche, so betrigt
ihr Rauminhalt:

1 b _mh
3 127 6 -

Der Inhalt der ganzen Seitenpyramide SABA, ist somit 4- m#é—h.

Das Volimen jeder anderen der noch iibrig bleibenden 6 Seitenpyra-
miden 1iBt sich ebenfalls durch eine Grundfliche m, bzw. m; bzw.
m, usw. ausdriicken. Das Volumen aller 7 Seitenpyramiden zusammen

. . 4
. ist daher gleich: ¢h (my +mp +mz+----+ m,).

Da aber der Klammerinhalt gleich M ist, so erhilt man als Volumen
der 7 Seitenpyramiden: %h- M.

Das Volumen des gesamten Prismatoids betriigt:

— 3 (F+F,)+5h M=

Prismoidvolumen: | V={ (F+ 4 M+ Fy)

Hierin bedeutet: F = Grundfliche, ¥, — Deckfliche, h = Héhe und
M = Schnittfliche in halber Héhe.
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Diese Formel, die als Newton-Simpsonsche Regel bekannt ist, hat
groBe Bedeutung. Sie gilt nicht nur fir die eigentlichen Prismoide mit
ebenen Begrenzungsflichen, sondern auch fiir Korper, deren Endflichen
in krummlinige Flachen ibergehen oder zu geraden Linien oder Punkten
zusammenschrumpfen.

Pyramidenstumpf
Das Volumen eines Pyramidenstumpfes (Bild 281) betrigt:

{ e

Hierin bedeutet : F = Grundflache,
F; =Deckfliche und h = Hohe.

Beweis 1

Das Volumen eines jeden Pyrami-
denstumpfes berechnet man als die
Differenz der Volumina zweier Py-
7C ramiden,

Der Pyramidenstumpf mit den
Ecken ABCDA,B,C,D, hat die
Grundfliche ABCD = F, die Deck-
fliche A, B, C;D, = ¥, und die Héhe
h, gerechnet von F bis F,. Die Ergénzungspyramide (siehe Seite 152)
ist die Pyramide mit der Grundfliche F,, der Spitze S und der mit x
bezeichneten Hohe. Das Volumen des Pyramidenstumpfes betrigt:

V = Pyramide ABCD S — Ergénzungspyramide A,B,C,D,8

Bild 281

1 1 1 1
=§-F(h+x)fgFl-x=-§Fh+-3—x(F-—Fl)

Die Héhe x der Erginzungspyramide driickt sich durch F, F, und h
folgendermaBen aus: Die einander dhnlichen Flichen F und F; verhalten
sich zueinander wie die Quadrate gleichliegender Seiten:

F,_ b

F ~ a?’

Die Seiten aber verhalten sich, wie man durch Anwendung der Strahlen-
sitze leicht ersieht, wie ihre zugehorigen Abstéinde von der Spitze S; d. h.

E_h-&-x
Alsoist ° %

F (+xp

F, -  x



1. Ebenflichige Kirper 169

VP _nes
yE o o=

Durch Anwendung der Regeln fiir die korrespondierende Addition
(Band 1) ergibt sich:

VE—VF, _h+x—x

oder

VE x
oder __ nVF,
VE— v
Setzt man diesen Wert in die Gleichung fiir V ein, so ist
_lppnp i BVT g
V=3Fh+3 U —VE. (F—F)

Da man aber nach der Formel (a +Db)(a—Db) =a2—D>b? fir F—TF,
= (JF 4+ VF,) (JF —JF,) setzen kann, so ist

V=2Fh+ 5 JF - (JF+ 1)

V=%h(F—|—]/ﬁ‘I—|—F1) w. z. b. w.

Beweis 2

Der Pyramidenstumpf wird als Prismoid mit der Grundfliche F, der
Deckfliche F,, der Hohe h und der Schnittfliche in halber Héhe M auf-
gefaBt. Wenn 2 entsprechende Seiten der Grund- und Deckfliche wiederum
a und b sind, so ist die zu ihnen gleichliegende Seite des Mittelschnittes
2+b gy verhalt sich: = VF_}

2 a JF
oder nach den Regeln der korrespondierenden Addition:

at+b_ VF4JF

a I/F'
Diese Gleichung durch 2 geteilt, ergibt:
atb_ VF+VF,
2a 2 VF -
Es verhalt sich aber auch
21D
2 M a-+b M
a = T/? Oder s ﬁ'

Da die linken Seiten der Gleichungen fiir a2—-';b gleich sind, so sind auch

die rechten Seiten einander gleich; also:
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VE+VF _ VM
2yF  JF

Beide Seiten dieser Gleichung ins Quadrat erhoben, ergibt:

(F+VE,)? M
T ar F

oder M="—rp——.

Diesen Wert fiir die Gro8e des Mittelschnittes M in die Volumengleichung
fiir das Prismoid eingesetzt, ergibt:

— 2 (F 4+ 4M4F))

= 2[F + (JF+VF)* 4+ F,)

— 2[F+F 4 2)FF, +F,+F,]

V=3 (F + JFF, +F,) w. z. b. w.

Obelisk

Das Volumen des Obelisken (Bild 282) berechnet sich nach der Volumen-
gleichung fiir das Prismoid. Die Grund-
fliche hat den Inhalt F =a-b, die
Deckfliche F, =a;:b,, die Schnitt-
fliche in halber HGhe
__a+4a b+b

M= ~2/—1 . —2——1 .
Der Abstand der beiden nicht dhnlichen
Flichen F und F, ist die Hohe h. Mit
diesen Werten erhilt man:

h
‘Bild 282 V=3 F+4M+ )

V=g(ab a2t

2 2

h
6
h
6

(ab-+-ab-4a;b+ab, +a,b, + ab)).

Obeliskvolumen: | V=1 (2ab+aih+ab; +2a:h)
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Das auf Seite 163 berechnete Volumen des Keiles bestimmt sich leicht
nach der letzten Gleichung, wenn man in ihr b; = O setzt, da ja die Deck-
fliche beim Keil zu der Geraden a; zusammenschrumpft:

V=—_(2ab+ab+a-0+42a,-0)

S| B

V=gb-h@a+m)

Die Platonischen Kérper

Die in der nachstehenden tabellarischen Zusammenstellung angegebenen
Oberflichen und Volumen der 5 Platonischen Kérper (siehe Seite 153)
lassen sich mit Hilfe der bisher abgeleiteten Gleichungen fiir ebenflachige
Korper berechnen.

0 v \ r ‘ 0 ]
Tetr?&i?ﬁach) V3al BV Ve V6
A s “y3 .
Okt(ifg}f{ﬂach) ! 2a? V§ % V§ a® % VE % VE

Dodekaeder ] a8 a e _
(Zwﬁlfﬂach)?’ﬁl/?ﬁﬂoﬁ Ts+TYE) VB (1+V5) | 55)2s04 11073

Ikosaeder = a = & g
(Zwanzigflach) 5a2)/3 T (3 +V5) Py J10 425 EV3 (3+V3)
a = Korperkante V = Volumen
O = Oberfliche r und ¢ = Radien der umschriebenen und eingeschriebenen Kugel.
Aufgaben

1) Wieviel Quadratmeter Kistenholz werden zur Herstellung einer wiirfel-
formigen Kiste von 1 m?® Inhalt gebraucht ?

2) Die Oberflidche eines Wiirfels betrigt 54 cm?. Wie groB ist sein Raum-
inhalt ?

3) Wievielmal so grof} ist die Oberfliche eines Wiirfels, dessen Raum-
inhalt 8 mal so grof wie der eines anderen ist ?

4) Wievielmal so gro wird der Rauminhalt eines Wiirfels, wenn man
seine Kante verdoppelt ?

5) Die Kérperdiagonale (= Verbindungslinie zweier diagonal gegen-
iiberliegender Wiirfelecken) ist 50 mm lang. Wie grof} ist die Ober-
fléche des Wiirfels ¢ (Korperdiagonale eines Quaders: Seite 172 Nr., 15)

6) Ein Stahlwiirfel wiegt 981 g. Wie lang ist seine Kante, wenn die
Wichte des Stahles 7,85 kg/dm3 betrigt ?
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7) Ein Messingwiirfel, dessen Kante 40 mm lang ist, wiegt 550 g. Wie
groB ist die Wichte des Messings ?

8) Wie schwer ist ein Wiirfel von der Kantenlinge 50 mm aus
a) Kork (Wichte: 0,24), b) Eichenholz (Wichte: 0,96),
¢) Alaminium (Wichte: 2,56) und
d) Stahl (Wichte: 7,86) ¢
9) Wie grof ist das Volumen eines Ziegelsteines in cm?® und dm3?
Seine Abmessungen betragen: 25 x12 x6,56 (cm).

10) Wie schwer ist eln Eichenbalken (Wichte: 0,7 kg/dm3) von 4 m Linge,
20 cm Breite und 30 cm Stiirke ¢

11) Als Gewicht eines Quadratstahles von der Dicke 80 mm ist
50,240 kg/m angegeben; d. h. 1 m wiegt 50,240 kg. Welche Wichte ist
fiir diesen Stahl der Berechnung zugrunde gelegt ?

12) Als Gewicht einer Kupferplatte von 10 mm Stdrke sind 89 kg/m?2
angegeben; d. h. 1 m? einer solchen 10 mm starken Platte wiegt
89 kg. Wie grof} ist die Wichte des Kupfers ?

13) Wieviel Liter Wasser enthilt ein bis zum Rande gefiillter rechteckiger
Wasserkasten, der in seinen lichten Weiten 100 ¢cm lang, 80 cm
breit und 50 em tief ist ?

14) Ein rechteckiger Wasserkasten soll 32 1 fassen. Seine Grundfliche
soll quadratisch, seine Hohe aber nur halb so lang wie die Grundkante
sein. Wie grof} sind Grundkantenlinge a und Hohe h auszufiihren ?

15) Wie groB ist die Entfernung zweier diagonal gegeniiberliegender
Ecken eines Zimmers, das 4 m lang, 3 m breit und 3 m hoch ist?
Anleitung: Man berechne die Diagonale der rechteckigen Fuboden-
fliche. Die Entfernung zweier diagonal gegeniiberliegenden Zimmer-
ecken ist die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen
eine Kathete die Zimmerhohe und dessen andere Kathete die soeben
berechnete Grundiflichendiagonale ist.

16) Wie schwer ist eine 1m lange Eisstange mit quadratischem Quer-
schnitt von 20 cm Kantenlinge? Die Wichte des Eises betriigt
0,917 kg/dm3. '

17) Aus einem quadratischen Stiick Blech mit
der Kante a = 600 mm werden an den Ecken
Quadrate mit der Seite x herausgeschnitten
(Bild 283). Die stehenbleibenden recht- | l
eckigen Flichen werden lings der ge- | |
strichelten Geraden rechtwinklig umge- | |
bogen, so daf ein offener rechtwinkliger ____v
Kasten entsteht.

a) Wie groB ist das Kastenvolumen fiir 6002
folgende Werte von x: 50, 100, 150, 200 Bild 283
und 250 mm ?

b) Fiir welchen Wert von x ist das Kastenvolumen am gréBten?

— X




1. Ebenflichige Kérper — Aufgaben 173

¢) Wie grof} ist fiir diesen gréBten Kasten die Hohe im Vergleich zu
seiner Grundflichenkante ?

d) Wie groB ist fiir diesen groBten Kasten die Héhe im Vergleich
zur Kante a des gegebenen quadratischen Stiickes Blech ?

18) Unter der Regenhéhe versteht man die Hohe, mit der das Regen-
wasser den Boden bedecken wiirde, wenn es weder abflosse, noch
einsickerte, noch verdunstete,

Wieviel Liter Regenwasser fallen bei einer Regenhohe von 70 mm
auf einen Quadratmeter ?

19) Nach dem Archimedischen Schwimmerprinzip (Archimedes:
287Dis212 v. Chr.) ist bei einem im Wasser schwimmenden Kérper
das Gewicht der verdriingten Wassermenge gleich dem Gewicht des
ganzen Korpers.

Ein aus 1 mm starkem Stahlblech (Wichte: 7,86) gefertigter offener
rechtwinkliger Kasten (Grundfliche: 200100, Héhe: 50 mm)
schwimmt auf Wasser (Wichte: 1). Wie tief taucht dieser Kasten ein ?

20) Wieviel Tonnen Kohle faBt ein Wagen, dessen 10 -
Wagenkasten mit trapezférmigem Querschnitt | ~
3m lang, 0,9m tief, 1,4m oben und 0,6 m ' ) !
unten breit ist 2 (1 m3 Steinkohle wiegt 1,2 t.) 35

21) Wie groB sind die Gewichte der 4 Einzelteile -~ 170 —
Bild 284...2871? T J] )
50 J_ | { |
| |
St K} | 1S
T
| t il ]|
l-‘mo—— e 250 —————= 1
Bild 284 Prisma GG -18 (y =1,3) Bild 285
30— Fiihrungsplatte

-

GG-18 (y=1,3)

o]

E—10)

3‘O~’1

<
NN
—l 10

/

—p] 71,[] pt—— ,}2 Q ’ 1
1 i 20 2
60 D
30 Q
JEE SR |
T B Bild 287 i
Gesenk

St 37 (p=1,8)

|
e 25—

e 45— e 40—

Bild 286 20>
I Fiahrungsstack St 37 (y=1,8)
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22) Wieviel Kilogramm wie- ~— 200 ———={ 25 71
gen 1000 Nasenkeile nach . : _H‘T
Bild 2887 (y — 7,85.) X Heigung 1:100 AR

* it
| I =
225 ?

Bild 288 Nasenkeil St 60

23) Ein Haus mit Satteldach (Bild 289a) hat die in untenstehender
Vorder-, Grund- und Seitenansicht (Bild 289) eingetragenen Ab-
messungen. Wie groB ist der umbaute Raum in m3?

S — ]2

20— g

Bild 28%a
MaBe in m

Bild 289

24) Das Haus der vorher-
gehenden Aufgabe habeein
Walmdach nach den
Abmessungen der Vorder-
und Seitenansicht des
Bildes 290.

a) Wie grof} ist der um-
baute Raum?

b) Wie grof ist die Dach-
fliche ? (Ahnliche Auf-  gi1q 200
gabe: Seite 178 Nr. 42)

25) Ein Stiick Vierkantstahl ist an einem Ende nach Bild 291 keilférmig

abgefrist. Die Schneidkante ist a mm breit. Wie gro8 ist der Material-
abfall bei

10

e 1) — ]
ro—J5

20 ———=1 te—]0 —

a) a = 30 mm, 'SQ/ | |
b) a = 18 mm 11’ B """/
und % yd 7
c)a=0
L fe—— 50—
Bild 291 r 150
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26) Es sind die Rauminhalte der nachstehend in Vorder- und Seitenansicht
gegebenen Korper (Bild 292a...1) zu berechnen! Gleichzeitig sind
die stereometrischen Bezeichnungen der betreffenden Kérper anzu-
geben!

Samtliche Mafe in cm.

.r—ZO:I

[e— 230

|
ol 5l

1

40 ' 40 40
Bild 292a...c

A s

| ! ! | J

AN l LN\

! i Tl

| | t
re—40 40— 40
Bild 2924d...f i
20 120

| l |

i i 71

i 14 14

fo——— 40 —— 40 - 40—

Bild 202g...i
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27) Uber jeder der 3 Seiten eines gleichseitigen Dreiecks konstruiere man
nach aulen ein gleichseitiges Dreieck und biege die 3 nach auBlen
liegenden Dreiecksflichen so auf, daB sich die 3 Dreiecksspitzen in
einem Punkt vereinen. Hierdurch entsteht ein Tetraeder (Platoni-
scher Kérper). Wie gro8 ist bei der Kantenldnge a des Tetraeders
a) die Oberfliche O,

b) die Héhe H und
¢) das Volumen V?

28) Von einem Wiirfel werden die 8 Ecken durch ebene Schnitte abge-
schnitten, die durch die Mitten dreier in einer Ecke aneinander stoflen-
den Kanten gehen
a) Wie grol3 ist bei dem iibrig bleibenden Korper die Eckenzahl e, die
Flachenzahl f und die Kantenzahl k? ,

b) Man vergleiche die unter a) erhaltenen Ergebnisse mit dem Euler-
schen Satz!

¢) Aus welchen Flichen setzt sich die Oberfliche des Restkorpers
zusammen ?

d) Wie grol ist die Oberfliche O des Restkdrpers ¢

e) Wie groB ist das Volumen V des Restkérpers ?

29) Der Mittelpunkt eines Wiirfels (= Schnittpunkt der Raumdiagonalen)
wird mit den 8 Wiirfelecken verbunden. Wie grol ist das Volumen
einer Pyramide, die eine Wiirfelseitenfliche zur Grundfliche hat und
deren Spitze der Mittelpunkt des Wiirfels ist ¢

30) Man konstruiere ein Quadrat mit 10 em Seitenlinge und iiber jeder
Seite nach auBen ein gleichseitiges Dreieck. Man denke sich die 4
gleichseitigen Dreiecke so nach einer Seite hin aufgebogen, daf sich
die 4 Dreiecksspitzen in einem Punkt vereinen. Es entsteht hierdurch
eine Pyramide mit quadratischer Grundfliche. Wie groB ist fiir diese
Pyramide
a) die Oberfliche O,

b) die Hohe h und
c¢) das Volumen V?

31) Wie lauten die Ergebnisse der vorhergehenden Aufgabe, wenn die
Quadratseite a cm lang ist? '

32) Man denke sich 2 volumengleiche Pyra-
miden der Aufgabe 30 mit ihren qua-
dratischen Grundflichen aneinanderge-
setzt. Hierdurch entsteht das Oktaeder
(Platonischer Kérper). Wie grof} ist beim
Oktaeder
a) eine Seitenfliche F,

b) die Oberfliche O und
c) das Volumen V? Bild 293

33) Von einem Vierkantstahl nach Bild 293 ist eine Ecke abgefrést.
Wie grofl ist der Materialabfall in mm3?

MaBein mm
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34) Wie groB ist der Materialabfall, wenn die
Ecke eines Vierkantstahles nach den
Mallen des Bildes 294 abgefrist ist?

35) Ein Turm, dessen Querschnittsfliche
ein regelmiBiges Sechseck mit der Kante
a ist, hat ein pyramidenférmiges Dach
mit der Héhe h.
a) Wie grof} ist die Dachflache ?
b) Wie grof ist der Dachraum ?

36) Ein gerades gleichseitiges Pris- Bild 294
ma (Bild 295) von der Hohe
h=10cm hatals Grundfliche ein
gleichschenkliges Dreieck mit
den Schenkeln a=b=5 cm
und der Basis ¢ =6 cm. Durch
die Basis der Grundfliche und *°
die Spitze der Deckfliche wird
ein ebener Schnitt gelegt. Wie
grof} sind die Rauminhalte der
beiden entstehenden Schnitt-  Biig 295
kérper ¢

37) Ein Prismoid (Bild 296) hat als Grundflichen 2 Quadrate mit der
Seite a. Seine Seitenflichen sind 8 gleichseitige Dreiecke. Wie grof} ist
a) die Eckenzahl e, die Kanten-

zahl k und die TFlichen- / \
zahl £? (Kontrolle des Kuler- /
schen Satzes!) \ / A
b) die Hoéhe h in einer Seiten- \ / \
fléche ? \
¢) die Héhe H des Prismo- / , \
ides ? P S
d) der Flacheninhalt des Schnit- vl
tes M in halber Hohe ? 4
¢) das Volumen des Prismo- Bild 296
ides? '

38) Sind die beiden Grundflichen eines Prismoides gleichseitige Dreiecke
mit der Seite a und sind die Seitenflichen ebenfalls gleichseitige Drei-
ecke, so ist ein solches Prismoid ein Oktaeder. Man beantworte die
Fragen der Aufgabe 37) fiir dieses vorliegende Prismoid und iiberzeuge
sich durch Vergleich der erhaltenen Ergebnisse mit denen der Auf-
gabe 32) von der Richtigkeit der Lidsung!

Mathematik Teil 2 . 12
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39) Ein  Vierkantstahl von [ 400 ——= [*——300 —=
200 mm Kantenlinge und
700 mm Gesamtlinge wird

l
nach Bild 297 schrig = N N
durchschnitten . Was wiegen L A \- 8
die beiden Telle A und B, | ~* 7777 > U7 A
wenn das Gewicht desVier- » ’%
kantstahles 314 kg/m be- je— 5090 — ] K

tragt ?
Bild 297

40) Durch einen Bahndamm von h =4 m Hohe, dessen obere Breite
a =12 m betrigt und der einen Béschungswinkel o« = 45° besitzt,
soll eine 15 m breite Durchfahrt gelegt werden, die senkrecht zur
Schienenrichtung den Bahndamm durchschneidet. Wieviel m® Erde
sind abzufahren ?

Anleitung: Der Querschnitt durch den Bahndamm senkrecht zur
Schienenrichtung ist ein gleichschenkliges Trapez. Die Winkel an der
Basis betragen 45°. Man bestimme zundchst die untere Breite des
Dammes!

41) Eine Baugrube von 3 m Tiefe soll in der Sohle ein Rechteck mit den
Seiten 8 m bzw. 25 m und oben ein Rechteck mit den Seiten 12 m
bzw. 30 m erhalten. Wieviel Kubikmeter Erde sind auszuschachten ?

Anleitung: Man fasse die Baugrube entweder als einen umgekehrten
rechteckigen Obelisken oder als Prismoid auf!

. 42} Wieviel Kubikmeter schlieft ein Walmdach ein, dessen Grundfliche
ein Rechteck mit den Seiten a = 50 m und b = 20 m ist, dessen First
¢ =30 m und dessen Dreiecksflichen gleichseitig sind? (Vgl. Auf-
gabe 24).

Anleitung: Man bestimme zunéichst die Hohe in den Dreiecksfliachen,
sodann nach dem Lehrsatz des Pythagoras die Firsthéhe!

2. Krummflichige Korper

Die Rauminhalte, Mantel- und Oberflichen krummflichiger Kéorper
werden durch folgende 3 Verfahren bestimmt:

a) Zylinder, Kegel und Kegelstumpfe werden als Grenzfille von Prismen,
Pyramiden und Pyramidenstumpfen aufgefallt, deren Grundflichen
regelmafige n-Ecke mit unendlich grofBer Seitenzahl (also: Kreise) sind.
Die fiir die Rauminhalte von Prismen, Pyramiden und Pyramiden-
stumpfe abgeleiteten Gleichungen gelten auch fiir die genannten kramm-
flichigen Korper, wenn man fiir die Grundflichen zr? einsetzt
(r = Radius des Grundkreises).

b) Wie auf Seite 154 ff. gezeigt wurde, ist ein grofler Teil der krummflichigen
Korper als Drehkérper zu betrachten. Fiir die Bestimmung der Mantel-
flichen und Rauminhalte von Drehkdrpern werden die beiden folgenden
Regeln verwendet. Sie heillen die Guidinschen Regein:




2. Krummflichige Kérper 179

1) Die Mantelfliche eines Drehkorpers ist gleich dem Produkt aus der
Lange 1 der erzeugenden Linie und dem Wege 2m 1, den der

Schwerpunkt der rotierenden Linie bei einer Umdrehung um die
Achse beschreibt;

oder als Formel: M — Mantelfliche;
1= Lange der rotierenden. Linie;
M=1.2x Ty, s, = Schwerpunktsabstand der rotierenden
Linie

2) Der Raumeinhalt eines Drehkiorpers ist gleich dem Produkt aus dem
Inhalt f der erzeugenden Fliche und dem Wege 2z 1,, den ihr
Schwerpunkt bei einer Umdrehung um die Rotationsachse beschreibt;
oder als Formel: :

V = Volumen des Drehkérpers

f=Inhalt der rotierenden Fliche;

rs, = Abstand des Schwerpunktes
der Flache von der Achse

¢) Fiir die Volumenbestimmung des schiefen Kreiszylinders, schiefen Kegels
sowie der Kugel und des Kugelausschnittes benutzt man den auf
Seite 160 angefiihrten

V=1t.2ar,

Satz des Cavaliers:

2 Kérper von gleicher Hohe und Grundfliche sind inhaltsgleich
wenn sle von jeder beliebigen parallel zur Grundfliche liegenden
Ebene in flichengleichen Figuren geschnitten werden.

Zylinder (Seite 154)

r = Grundkreisradius

Volumen: V=arh= ad, h d = Grundkreisdurchmesser
4 L = Zylinderh&he

Beweis 1 ‘
Der Zylinder ist ein Prisma, dessen Grundfliche im Grenzfall zu einem
Kreis geworden ist. Er hat also das Volumen: V = Grundfliche x Hohe
2
(Seite 160) =smr?-h oder fir r = % eingesetzt: V = Zd—— +h.

Beweis 2

Ein gerader Kreiszylinder entsteht durch Rotation eines Rechteckes mit
den Seiten AB =r und AD = h (Seite 154) um die Seite AD. Die rotie-
rende Rechtecksfliiche hat den Inhalt f =1 - h.

Ihr Schwerpunktsabstand von der Achse betrigt:

Iy, —

2 s

[

der Schwerpunktsweg bei einer Umdrehung ist:

2mry, = 2n%=nr
12*
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Nach der 2. Guldinschen Regel ist:
V=1{.2za1, =rh-ar=a12-h

Mantel: M=2arh=adh

Beweis 1

Der Mantel eines geraden Kreiszylinders entsteht durch Rotation der
Strecke BC =h um die Drehachse AD (Seite 154). Der Schwerpunkts-
abstand der rotierenden Strecke von der Achse betragt:r,, = r; der Schwer-
punktsweg bei einer Umdrehung ist: 2715, — 2z r. Nach der 1. Guldin-

schen Regel ist: M =h - 27 r, oder fiir r = 5 eingesetut:
M==ndh

Beweis 2 .

Schneidet man den Zylindermantel lings einer geraden Mantellinie auf
und wickelt ihn in die Ebene ab, so entsteht ein Rechteck mit den Seiten h
(= Zylinderhohe) und 2zr (= Grundkreisumfang). Der Inhalt dieses
Rechteckesist: M =h-2ar.

Oberiliche: 0=2zxr-(r+ h)

Beweis
Die Oberfliache O setzt sich aus der Mantelfliche M = 2 7z r h und 2 Kreis-
flichen (Grund- und Deckkreis) = 2mr® zusammen. Sie betrigt also:

O=%xarh +2nr% = 2xr (r + h).

Schiefer Kreiszylinder (Seite 154)

Yolumen: W:: 7 f_h_‘

r = Grundkreisradius
h = Abstand der beiden Grundflichen voneinander

Bewets

Nach dem Cavalierischen Grundsatz hat der schiefe Kreiszylinder das-
gelbe Volumen wie ein gerader Kreiszylinder, der dieselbe Grundfliche
und Hohe hat.

Sehriig geschnittener gerader Kreiszylinder (Bild 298)

r = Grundkreisradius;
h; = kurze Zylinderseite;

Volumen: | V= mr2. h‘—j,'-h—%
= h, =lange Zylinderseite;
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Wie beim schief abgeschnittenen Prisma (Seite 161) bestimmt man das
' Volumen als das Produkt aus der Normalschnittfliche
% (= Kreisflache 7 1%) und dem Abstande der Schwer-
punkte 8; und S, der beiden Endflichen. Die
Schwerpunkte sind die DurchstoBpunkte der Achse
durch die elliptischen Endflichen. Ist h; die kiirzeste
und h, die lingste Zylinderseite, so ist der Abstand
der Schwerpunkte S, und §, der beiden Endfléchen

hitbs o1s Mittellinie des Trapezes. Das Volumen be-

2
. h;+h
trigt somit: V=umx1?. —1%

—

SN

Mantel: |M= ar(hy 4 h,) |

Zum Beweise dieser Gleichung schneide man von
dem schriig geschnittenen geraden Kreiszylinder (Bild
Bild 208  298) durch zwei senkrecht zur Achse gelegene ebene
Schuitte durch die Punkte S, und S, zwei Zylinder-

hufe (Siehe Seite 155, Bild 255) ab und setze diese an den verbleibenden
Restkorper so an, daB hierdurch ein gerader Kreiszylinder mit der

Hoéhe Slszzhl_;h2 entsteht. Der Mantel dieses geraden Kreiszylinders

hat dann denselben Flicheninhalt wie der Mantel des urspriinglichen
schrig geschnittenen geraden Kreiszylinders. Man erhilt also:

b+ h ,
M=2nr—5"=ar(h +hy).

Schneidet man die Mantelfliche lings der kiirzesten Zylinderseite auf
und wickelt sie in die Ebene ab, so erhiilt man hier eine nicht geradlinig
begrenzte Fliache. Die Abwicklungsfliche ist begrenzt durch 2 gerade
Linien (= kiirzeste Mantellinie) und durch 2 Kurven (= sog. Sinuslinien).

Zylinderhuf oder Zylinderstutz (Bild 299)

h = Hufhohe

2
Volumen: | V= The r? | — Normalschnitt-Radius

Beweis 1

Sieht man den Zylinderhuf als einen schrig geschnittenen geraden
Kreiszylinder mit der Normalschnittfliche Nz%”—2 und dem Abstand h,
der Schwerpunkte 8, und S, der beiden Endflichen an, so ist sein
Volumen: V= N.h, =" .h,.
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Der Abstand y, des Schwerpunktes S; der Normalschnittfliche (= Halb-
D kreisfliche) von dem Halbkreisdurchmesser AB be-

trigh: yo= ‘—;‘; (Seite 149). Nach dem Strahlensatz ist

4r
5= T,
[

aber: hy:h =yy:ir=g

7‘\ & Hieraus folgt: hy= % . Diesen Wert in die Volumen-
N\

ar? 4h 2
il — _—h.r2
BT 3hr.

oy - gleichung eingesetzt, ergibt: V=

Beweis 2

Yo Man kann den Zylinderstutz als Prismoid mit der
L:—r — Hoéhe AB = 2r auffassen. Sein Mittelschm'tt ist das

Bild 209 preieck OCD mit dem Flicheninhalt: “-2 . Die beiden

Grundflichen des Prismoides sind zu den Punkten A und B zusammen
geschrumpft und haben den Flicheninhalt 0. Nach der Prismoiden-
Volumenformel (Seite 167) ist dann:

rh
2

2r
V=" (0+4

[~

! __2 2
TO)-—E‘"I h.

Mantel : L1‘¥I=2 -h-r—l

Beweis

Man denke sich den Huf durch Ebenen, die rechtwinklig zur Grundkreis-
fliche liegen und durch den Mittelpunkt O gehen, in unendlich viele kleine
Pyramiden zerlegt, deren Hohen simtlich r und deren Grundflichen
£, f,, £, ... usw. sind. Die Summe aller dieser kleinen Grundflichen
£+ &+ £+ -4 usw. ist gleich der gesuch’cen Mantelflache M. Die
Summe der Volumma dieser Kleinen Teilpyramiden ist das soeben berechrete

Volumen des Zylinderhufes V_——O r’h; also:

Vr——;fl-r—l—%—fz-r-{— %fsr—{—---:%r(f]‘—i—fz—f—fg—f—--’-)

1 2
- 2
_3rM_._3hr

Hieraus ergibt sich:
M=2-h-r

Das Eigenartige der Gleichungen fiir das Volumen und die gekriimmte
Mantelfliche des Zylinderhufes st die Tatsache, dal beide GrdBen von
7 unabhiingig sind, obwohl der Huf von einer Kreisfliche, einer halben
Ellipse und einer halbkreisférmig gekriimmten Mantelfliche begrenzt ist.



2. Krummflichige Korper 183

Hohlzylinder oder Rohr (Seite 155)

h = Zylinderh6he
Volumen: V=nah-(R?*—r?) | R — AuBenradius

oder V=shs (2R —s) r = Innenradius

oder V=omhs(2r+s) S_l - —a,n';lla ®
Odel"rm,_,y[hs() Q—E( —+r) = mittl.

Halbmesser

Beweis 1

Das Volumen des Hohlzylinders wird als Differenz des Volumens eines
Zylinders mit dem Radius R und dem eines Zylinders mit dem Radius 1
bestimmt.
V=nR*h —ar?h=xh (R2—r?)

Durch Umformen dieser Gleichung erhilt man:
V=ahR+1)(R—1)

Fiir (R — 1) setze man die Wandstirke s ein:
V=nhs@®+1)

und fiir r=R —s. Man erhiilt:
V=rzhs(2R —5s)

Fir R = s - r eingesetzt, ergibt:
Ve=nmhs(@r+s)

Setzt man in die Ausgangsgleichung:
V=nh-(R+1)-(R—1)=2xh- BT

den Wert p = -; (R + 1) (arithmetisches Mittel zu R und r) ein, so erhilt
man; V=2xh-s-p.

R—1)

Beweis 2
Nach dem Rotationsverfahren entsteht der Hohlzylinder durch Drehung
eines Rechtecks mit den Seiten h und s um eine zur Seite h parallel ge-
legene Achse. Der Schwerpunkt des Rechtecks hat von der Achse den
Abstand o. Folglich ist nach der zweiten Guldinschen Regel das Volumen
V=f-2xr,=h-5-2mp
=32mhsp

Kegel

! 1 1 r = Grundkreisradius
Yolumen: \V=car?.h==omxd2.h! d = Grundkreisdurchmesser
l 3 12 h = Kegelhghe

Beweis 1
Ein Kreiskegel ist eine Pyramide, deren Grundfliche im Grenzfall zu
einem Kreis geworden ist. Er hat also das Volumen: V = % Grundfliche
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X Hohe (Seite 166) = %nr*’-- h oder,r = %d eingesetzt
1 d2 1
V:Ts' T Z‘h :Endzh.

Beweis 2

Ein gerader Kreiskegel entsteht durch Rotation eines rechtwinkligen
Dreieckes mit den Katheten r und h um die Kathete h (Seite 155). Die

rotierende Dreiecksfliche hat den Inhalt f:-;— rh. Thr Schwerpunktsab-
abstand von der Achse betragt: ry, =% (Seite 145). Der Schwerpunkts-

weg bei einer Umdrehungist: 271, =2 = 31 Nach der zweiten Guldin-

schen Regel ergibt sich:

1 P r 1 N
V = f-2nrs,=§-rh-2n§_§nr h
Mantel: M=ars r = Grundkreisradius

d = Grundkreisdurchmesser
s = Mantellinie
h = Kegelhéhe

oderM=‘—1-:rrds

oder M= r |'r* 4 h?

Beweis 1

Der Mantel eines geraden Kreiskegels entsteht durch Rotation der
Strecke BC =8 um die Drehachse AC (Seite 155). Der Schwerpunkts-

abstand der rotierenden Strecke 1=s von der Achse betrigt 1"51:—;—.

Der Schwerpunktsweg bei einer Umdrehung ist: 2ar, == 275—;— = qrT.

Nach der ersten Guldinschen Regel ist: M =1-2x1, =s-ar. Da nach
dem Lehrsatz des Pythagoras s == |12+ h? ist, erhilt man weiterhin:
M =gr Jr2 + h?
Bewets 2
Schneidet man den geraden Kreiskegel lings einer Mantellinie auf und
wickelt ihn in die KEbene ab, so entsteht ein Kreissektor. Sein Radius

ist gleich der Mantellinie s; seine Bogenlénge ist gleich dem Umfang des
Grundkreises des Kegels 2zr. Da aber der Inhalt eines Kreissektors

. . B Radius . .
nach Seite 139 gleich - Qg?p——j;—— 2 ist, so erhalt man hier als Mantelfliche
_2ar.s
=g e =ATS

Oberfliiche : | O=2zr(r+s) |

Bewets

Die Oberfliche setzt sich aus der Mantelfliche M == z r s und der Fliche
des Grundkreises 7 r? zusammen; also: O =ars—+ar2 =ar(r-+ s).
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Schiefer Kreiskegel

Nach dem Cavalierischen Satz hat ein schiefer Kreiskegel dasselbe Volumen
wie ein gerader Kreiskegel, der dieselbe Grundfliche und Hohe bat; also:

1 r = Grundkreisradius
Volumen: V= A r2h| h = senkrechter Abstand der Spitze von
_der Grundfliche

Kegelstumpt (= abgestumpfter Kreiskegel)

1 R =|Radien der
V=5a2h R24+R-.r-+r?) | r=[parallelen Endflichen
3
VYolumen: 1 D = Durchmesser der
oder V= o nh D24D-d+ a2) d = fparallelen Endflachen
= Kegelstumpfhéhe.

Beweis 1
‘Der Kegelstumpf kann als ein Pyramidenstumpi angesehen werden,
dessen Grundflachen regelméfBige n-Ecke mit unendlich groBer Seitenzahl

(d. h.: Kreise) sind. Das Volumen des Pyramidenstumpfes betrigt nach
Seite 168

=3h (F+ |FF+F)

In diese Gleichung hat man einzusetzen fir F =z R? und ¥, = nr?
und erhalt:

—gh @R+ | R a2+ ar?) =5 2h (R2+ R+ 1?)

Fir R =2 und fir r = o eingesetzt, ergibt:

2 2
V:—nh(D2+ Dd - d?)
Beweis 2 ‘
Ein Kegelstumpf entsteht durch Rotation eines Trapezes, das man sich
] aus einem Rechteck mit den Seiten h und r und
£_ P aus einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten
h und (R — r) zusammengesetzt denkt. Das ge-
T ” samte Rotationsvolumen ist:
R_
j & V=br-2z5+1L(R —r)-zn[r+_§f]
f—[ R—-l Bild 300

Durch einfache Umformungen erhalt man:
V=nhr*+zizh®R—1)(R+21)
:nhrz—f-%yzh(Rz—f— Rr—2r%
=-él,-nh(R2+Rr+r2)
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Beweis 3

Der Rauminhalt des Kegelstumpfes 148t sich nach der Volumengleichung
fiir das Prismoid (Seite 167) ableiten, indem man in der Gleichung

V=2 (F+4M+F)

fir F =zR® = Inhalt des Grundkreises,
F, =nr? = Inhalt des Deckkreises und
M==x (RF)Z = Inhalt des Mittelschnittes einsetzt.
Man erhilt:
v :%[nRz + 4n (5;3)2+nr2]
"[R4 B2 4 2R 412+ 17

=T B4+ Rr+ 1)

Als Niherungsformeln fiir das Kegelstumpfvolumen V werden
bisweilen folgende 2 Gleichungen verwendet:

1) V= Héhe x Mittelschnitt =h - M = 71—11 R+r1)2=V

Der Mittelschnitt ist der Kreis mit dem Radius: thf

Er hat also den Flicheninhalt: M=a=xn (R—;-I)z

2) V = Hohe x arithmetisches Mittel der beiden Grundkreisflichen
—h-Fo=""(R2413) =V

T :ﬁiz'{',’ff___%(fp_,_ 1%)
Die nach diesen beiden Naherungsformeln bestimmten Werte fiir das
Kegelstumpfvolumen sind um so genauer, je geringer der Unterschied
zwischen r und R ist. Ist r =R, dann wird aus dem Kegelstumpf der
gerade Kreiszylinder. Nur in diesem Falle geben die beiden Naherungs-
formeln den genauen Wert, ndmlich: V =z h r2
s = Seitenlange

Mantel: | M=xs (R4-r) R =) Radien der parallelen
Endflich P
r ndflichen

Beweis

Der Mantel eines geraden Kegelstumpfes entsteht durch Rotation der
Strecke s um die Drehachse. Der Schwerpunkt der umlaufenden Strecke

hat von der Achse den Abstand 11;2 . Der Schwerpunktsweg bei einer
Umdrehung ist: 2 RTr =n (R -+r1)
Nach der ersten Guldinschen Regel ist: M =s-n (R 4-r)
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8 = Seitenlinge
Oberfliche: | 0= [R2+12+ (R+1) 5] J R — | Radien der parallelen
r Endflichen

Beweis
Die Oberfliche O setzt sich aus der Mantelfliche M == s (R + r) und
der Fliche der beiden Grundkreise w R2 4 m 12 zusammen; also ist:

O=ns(R+1r)+nR24|mx?

=a[R2+ 12+ (R+1)s].
Kugel
4
V=g ar -
. 3 r = Kugelradius
Volumen: oder V— % g d = Kugeldurchmesser
Beweis 1

Durch Rotation eines Halbkreises um seinen Durchmesser (Seite 157)
JT

entsteht eine Kugel. Die rotierende Halbkreisfliche hat den Inhalt f = %2

Ihr Schwerpunktsabstand von der Achse betrigt: 15,23% (Seite 149).

Der Schwerpunktsweg bei einer Umdrehung ist: 2n;rs,=2n-§%. Nach

der zweiten Guldinschen Regel ist:

.2 -
V:f.znrh:?zl,,.Qn.%%: %’RI?’

(Als Gedichtnisstiitze fiir diese anBerordentlich wichtige Formel kann man
sich den folgenden kleinen Scherzvers merken:

,,Bediichtig kommt einhergeschritten: 4 Drittel = mal r zur Dritten!®)

Setzt man in die Gleichung fiir das Kugelvolumen fiir r = o ein, so erhilt

2
man die in der Technik fiir das Kugelvolumen iibliche Gleichung:
4 dy3 1

Beweis 2

Das Volumen einer Halbkugel mit dem Radius r ist gleich dem Volumen
eines Restkorpers, der dadurch entsteht, daf} aus einem Zylinder mit dem
Radius r und der Hohe r in Achsrichtung ein gerader Kegel von dem
gleichen Radius r und derselben Hohe r ausgebohrt wird. Werden die
Halbkugel und der Restkdrper durch eine parallele Ebene zur Grundfliche
im Abstande h; geschnitten, so ist, wie die im Bild 301 gegeniibergestellten
beiden Achsschnitte zeigen, fiir die
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Halbkugel: und den Restkérper:
e ¢ A
L < i }
&7 ' | <
s < )
Bild 301 S S -~
Schnittfliche: Eine Kreisfliche ¥ eine Kreisringfliche R
mit dem Radius: a=J12—hZ r und h,
und dem Inhalt: F =7 (x? - h?) R=mnr%—ah?

Die Inhalte der beiden Schnittflichen sind also gleich. Nach dem Cavalieri-
schen Grundsatz haben somit beide Kérper denselben Rauminhalt. Das
Volumen des Restkorpers bestimmt man als die Differenz der Raum-
inhalte von Zylinder und Kegel. Ks ist:

1 2
V=artr— a2 r=y, n1

3
Der Rauminhalt der Halbkugel ist also %nr‘*, und somit ist das

Kugelvolumen: V= b an

3

0=4ar?

fliche:
Oberfliche oder 0 =md?

in Worten:

Die Oberfliche einer Kugel ist 4mal so groB wie der Inhalt des gréBten
Kugelschnittkreises :

oder:

Die Oberfliche einer Kugel ist ebenso groB wie der Mantel des Zy-
linders, der sich um sie beschreiben 1aBt.

Beweis 1

Durch Rotation einer Halbkreisperipherie um ihren Durchmesser ent-
steht die Kugeloberfliche. Die Linge der rotierenden Linie betrigt:
1=um-r. Der Abstand des Schwerpunktes der Halbkreisperipherie von

der Achse betragt: r, = 2—7: (Seite 149).
Der Schwerpunktsweg bei einer Umdrehung:
2oty =2m- o =4,

Nach der ersten Guldinschen Regel ist
O0=1-2a1,=ar4r=4n1°
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Beweis 2

Man stelle sich die Kugel aus unendlich vielen und somit unendlich
kleinen Pyramiden zusammengesetzt vor, die ihre Spitzen sidmtlich im
Kugelmittelpunkt haben. Sodann denke man alle diese Pyramiden zu
einer Pyramide vereinigt, so dafl dann also die Kugel als eine Pyramide
mit der Grundfliche O und der Hohe r aufzufassen ist. Thr Volumen
betrigt somit:

1
V:§01‘

4 1 .
g:rzr3:§0-r; hieraus: O = 47 12

Kugelabschnitt oder -segment

7 h? r = Kugelradius
V= R (3r—h) d = Kugeldurchmesser
7 h? h=Hohe des Kugel-

Volumen: { oder V= ——(3d—2h) abschmnittes
16 a == Radius des Grund-
i kreises des Ab-
—1 2 2
oder V=gxh(3a®+h?% schnitbes

Beweis

Entsprechend dem Beweise 2 fiir das Kugelvolumen ist hier nach dem
Cavalierischen Satz der oberhalb des Schnittkreises F gelegene Kugel-
abschnitt gleich dem Restkorper, der gebildet wird aus der Differenz des
Zylinders von der Hohe h und dem Grundkreisradius r minus dem Kegel-
stumpf von der Héhe h und den Grundkreisradien r und h;.

Das Volumen des Restkérpers ist also:
V=arth — % (2 412+ rhy)
Da nun aber L; =1 — h ist, ergibt sich:
V—ar*h — [+ 1* — 21h 4 h® 4 1 — rh]

=nr2h—%l—l(3r2—3rh+h2)

a h?
=gmr?h — m1r%h +an‘112~33~

2
_ 7_t3£ (3r—h); Fir r :% eingesetzt:

V="Y(3d—2h)

Der Radius des Grundkreises des Kugelabschnittes werde mit a be-
zeichnet. Hr ist gleichzeitig die Hohe des rechtwinkligen Dreieckes in
dem Halbkreis. Nach dem Hohensatz ist: a® =h(2r — h). Nach r auf-
a2 +h2

gelost, ergibt sich: r ==~

o Diesen Wert in die Gleichung fiir V ein-
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gesetzt, ergibt:

_ mh*(, a?+h?
V“?'( ')2"}'1*_}1)
__nh?(3a?+3h?—2h
-3 (77 72117*’7)
zh 2 2
=5 Ba -+ h?)

Kugelaussehnitt oder -sektor (Bid 302)

2 | Iradi
V== xr2h r = Kugelradius
3 d = Kugeldurchmesser

Volumen: -
.1 h = Hohe des Kugel-
oder V== T xd%h abschnittes
< Bild 302
Beweis
Das Volumen des Kugelausschnittes besteht aus dem Volumen des

Kugelabschnittes VzﬂTh2 (3r—h) vermehrt um das Volumen des dar-
tiber befindlichen Kegels. Es ist also: V=", (3r—h)+ 1 ma?hy,.
Nach dem Hohensatz ist aber: a?=h (2r —h). Ferner ist: h; =r— h,
Mit diesen beiden Werten erhilt man:

V="2(8r—h)+ yah(2r—h) @ —h)

Durch Auflésen der Klammern und Zusammenfassen folgt:
V — xh? zhd 2 2p 12 zh® 2 2}
=mx r———3——}—§nr —7r —{——3'/_§:rzr

Fir r =% eingesetzt, ergibt sich: V= -(l; wd?h,

Kugelkappe oder Kalotte (Bﬂd 303)

Wie auf Seite 157 gezeigt wurde, versteht man unter einer Kugelkappe
oder Kalotte die krumme Oberfliche eines
0 Kugelsegmentes.
2 , <

\ l T Kalotte: l 0=2xrh |

. r = Kugelradius
h = Hohe des Kugelsegmentes
Bild 303
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Beweis

Die in dem Beweise 2 fiir die Kugeloberflache angestellten Betrachtungen
gelten auch hier, wo es sich nicht um die ganze Kugel und ihre Ober-
fliche, sondern nur um eine Kugelkappe und den zugehérigen Kugelaus-
schnitt (= Sektor) handelt.

Es ist alsoin V= %O -t fiir V der Rauminhalt des zugehdrigen Kugel-

ausschnittes einzusetzen. Man erhilt:
2 o1 _Yo.,.

37T h= 7 O-r1;
O=2xrh

Archimedes hat den Flicheninhalt der Kugelkappe folgendermaBen
angegeben: '
Der Fliacheninhalt einer Kugelkappe ist gleich dem Inhalt eines Kreises,
dessen Radius p gleich dem Abstand des
‘ Scheitels der Kappe von einem Pankt der
%‘ Grundkreisperipherie ist (Bild 304).

< :
? Beweis

. & Nach dem Lehrsatz des Euklid ist in dem

rechtwinkligen Dreleck iiber dem Halbkreis:

*=h-2r. Der Inhalt des Kreises mit dem

Radius p ist we*=n-h2r=2zmrh. Dieser

Wert ist der gleiche wie der oben fiir die
Bild 304  Kalotte abgeleitete.

Kugelschicht (Bild 305)

b Volumen: V=’%h(3az+3b2+h2)
‘l x
/ // % _’é ?’)Z } Halbmesser der parallelen Endflichen
e

h= Hoéhe der Schicht (Abstand der beiden
a —4 parallelen Endflachen)

Beweis

Das Volumen einer Kugelschicht berechnet sich als Differenz zweier
Kugelabschnitte mit den Grundkreishalbmessern a und b. Der Kugel-
abschnitt mit dem Halbmesser a habe die Héhe h - x und das Volumen
V,, wihrend der Kugelabschnitt mit dem Halbmesser b die Héhe x und
das Volumen V, habe:

V=V, —V,;
Fiir V, und V, setze man die Volumen ein:

V=gab+x)[3a2+ (h+ 2 — sax(Gbi+x?)
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— s a[3a2(h+ %)+ (h + x)°— 3b?x— x7]
=%n[3a2h+3azx+ 18+ 3h?x+ 3hx®+ x8— 3htx— x7]
— a[3a2h 4-h34 3x (a2 h2 -+ hx— b¥)]

Zur Vereinfachung des dritten Gliedes in der eckigen Klammer nimmt man

folgende Nebenrechnung vor:

Die zweimalige Anwendung des Hohensatzes fiir die im Halbkreis ge-
legenen rechtwinkligen Dreiecke mit den Hoéhen a und b ergibt:

a2=(h-+x)[2r — (h + x)]
=h+x)2r—h—x)

und b2 =x(2r — x)
Der aus dieser Gleichung sich ergebende Wert fiir 2r — x = g wird in
die Gleichung fiir a? eingesetzt.
a? — (h - x) (‘i;_h) — (h - x) (
a2x =Db%2h 4 b2x — h?2x — h x2;
a2x -+ h®x+ hx2—b2x=D0b2h

Der dreifache Wert hiervon ist das dritte Glied in der eckigen Klammer
fiir das Volumen. Man erhélt durch Einsetzen den Rauminhalt der Kugel-
schicht:

bz—hx)

X

V=:a(3ath+ 184 3b2h)

=70 (3a2+ 3D+ bY)

Denkt man sich die Endfliche mit dem Radius b parallel mit sich ver-
schoben, so wird allméhlich aus der Kugelschicht der Kugelabschnitt.
Im Grenzfall fiir b =0 geht das Volumen fiir die Kugelschicht iiber in

das Volumen des Kugelabschnittes: V = % ah (3224 h?).

Kugelzone

— r = Kugelradius
I M=2axarh l h = Hohe der Schicht

Der krummflichige Teil einer Kugelschicht ist thre Mantelfliche; man
nennt sie Kugelzone. IThr Flicheninhalt bestimmt sich als Differenz zweier
Kugelkappen mit den Héhen (h 4 x) und x; also:

M=2zrh+x)—2xnrx
=9%2arh+2arx—2nrx
=2mrh.
Die Formel fiir die Kugelzone ist die gleiche wie fiir die Kugelkappe. In
beiden Gleichungen ist r der Kugelradius und h die Héhe der Kappe bzw.
der Zone.
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Hohlkugel

4 3 3 R = AuBenradius
1 V= R (B —1%) r = Innenradius
Yolumen: 1 D = AuBendurchmesser
— 3__.d3
oder V= rEid @ %) d = Innendurchmesser

Beweis
Das Volumen V der Hohlkucrel bestlmmt man als Differenz des Volumens

der Vollkugel V, =—nR3 minus Volumen des innen liegenden kugel-

4
formigen Hoblraumes V, =z ax1?; also:

3
4 4 3 3
V=V,—V,=3aR— sour® = 5v (RS — 1)

Setzt man fiir R :% upd fir r =§2- ein, so erhilt man:

i () R

Hohlkugel-Ausschnitt oder Hohlkugelsektor (Bild 306)

2
Yolumen: V= R

R = AuBlenradius

= r = Innenradius
h = Hohe des zum inneren Kugelausschnitt
~ 7Q gehorenden Segmentes
P A
Bild 306
Beweis

Das Volumen V des Hohlkugelausschnittes bestimmt sich als die Differenz
des Volumens V,; des Kugelausschnittes mit dem Radius R und der Héhe H
ninus Volumen V des Kugelausschmttes mit dem Radiusr und der Héhe h;

also: V=V, —V, ———nRzH—~nr2h

Wie man aus Bild 306 erkennen kann, verhilt sich nach dem Strahlensatz
R R H
T r—h
Diese Gleichung nach H aufgeldst, ergibt:
Ye—h)=R—H; R—Eh—_Rr_m H="h

Mathematik Teil 2 13
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Diesen Wert fiir H setzt man in die letzte Gleichung fiir das Volumen
des Hohlkugelausschnittes ein und erhilt:

V—*—nR2 —h-—-—n 2h—-37t?(R3 r?)

Zylindrischer Ring

V=2a2R1?

Volumen: dor _mDha
oder 1

t, 0

R/
H L—*R*—J'—*/?“J Bild 307

Beweis

Durch Anwendung der zweiten Guldinschen Regel bestimmt man den
Rauminhalt V=1. 27:1's hierin ist f der Flachenmhalt der rotierenden
Fliche f =nr% Ferner ist r,, der Schwerpunktsabstand der rotierenden
Fliche von der Achse: r,, = R, Hs ist also:

V=ar2:2aR =2x2Rr?
Setzt man fiir die Halbmesser die entsprechenden Durchmesser ein, so
erhalt man:
D d\? =2Dd?
r_o9 2 (G} __#TD4
V=2a%3 (2 ) =2

Aufgaben

43) Wieviel wiegen 4 m Rundstahl von 40 mm @ ? (Wichte: 7,85)
44) Wieviel wiegen 200m Aluminiumdraht von 3mm @ ? (Wichte:
45) Elne Rolle Stahldraht von 5mm & wiegt 77 kg, Wieviele Meter
sind es? (Wichte: 7,85)

46) HohlmafBe sollen nach der Eichordnung doppelt so hoch wie weit
sein. Welche Hohe H und Durchmesser D besitzt ein zylindrisches
51-Ma3 ?

47) Aus einem 3 m langen Balken von quadratischem Querschnitt (Kanten-
linge 80 cm) soll eine Walze von groftmoglichem Durchmesser ge-
drechselt werden. Wie groB ist der Holzabfall in dm3 und in 9/ ?

48) Ein zylindrischer eiserner Behélter von 20 m @ und 25 m Héhe soll ent-
rostet werden. Wieviel Quadratmeter betriigt die zu entrostende Fliche ¢

(Mantelfliche und 1 Kreisfliche)
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49) Einzylindrischer Wasserbeh#lterist 3 mlang und hat 2 m Durch-
messer. Wieviele Liter Wasser fafit er und wie grol} ist das Wasser-

gewicht 2 (Wichte: 1)

50) Ein Rechteck mit den Seiten a und b (a > b) rotiert das eine Mal um
die Seite a, das andere Mal um die Seite b. Wie verhalten sich a) die
Rauminhalte und b) die Mauntel der durch die Drehung entstehenden

Zylinder zueinander ?

#51) Die Teilstrichentfernung eines zylindrischen MeBglases mit der
' lichten Weite D = 40 mm ist fiir je 5 cm? angebracht. Wie grof} ist die
Entfernung zweier aufeinander folgender Teilstriche 2

52) Wieviel wiegt eine Bronzebuchse mit dem AuBendurchmesser:

60 mm, Innendurchmesser: 50 mm und
Lange: 100mm ¢ (Wichte: 8,7).

53) Wie schwer ist der nach DIN 322 ge-
normte Schmierring (Bild 308) aus
Messing ? (Wichte: 8,5)

54) Ein 100 mm Jlanges Stiick Rund-
stahl 30 @ ist nach Bild 310 an
dem einen Ende abzuschrigen.

Das fertige Stiick hat eine Kante

i
!
. BY,Y—

Bild 308

K (siehe GrundriB)!
Wieviel 9 betrigt der Material-

abfall ?

(Anleitung: Es fallen 2 Zy-
linderhufe fort.)

55) Dasselbe Stiick Rundstahl der

100

70

vorhergehenden Aufgabe 1st nach
Bild 309 kegel{ormig abzudrehen.

Wieviel 9, betrégt der Material-
abfall ¢
Bild 309

56) Wie schwer ist das ne- |

ra———— 70 ———l
100

Y

Bild 310

benstehend  skizzierte ]

Schrumpfband ?

(Bild 311) (Wichte: 7,85) N

N

e 130—={ 60 {=—
%

Bild 311 |

13+
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57) Wie schwer ist der nebenstehend .
skizzierte Schrumpfring ?

(Bild 312) (Wichte: 7,85)

!
|
el T —)., | —

Bild 312
58) Wie grof} ist das Volumen des 1

Kreuzstiickes? (Bild 313) ¢

(Anleitung: Das Volumen des | ¥ l
Kreuzstiickes 1st gleich der Sum- B0
me zweier Zylindervolumina, ver- I
mindert um die Summe der Vo-
lumina von 8 Zylinderhufen!)

~ o= 30~

~— =90 ——
Bild 313
59) Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b (a > b) rotiert
das eine Mal um die groBere Kathete a, das andere Mal um die kleinere
Kathete b. Wie verhalten sich

a) die Rauminhalte,
b) die Miintel der durch die Drehung entstehenden Korper zueinander ?

60) Aus Blech soll ein kegelférmiger Trichter von 60 mm Durchmesser
und 40 mm Héhe gefertigt werden. Wie grof} sind

a) die Mantellinie,
b) der Flicheninbalt des Trichtermantels,

¢) der Radius des Kreisausschnittes, aus dem der
Trichter zusammengebogen wird,

d) die Linge des Bogens des Kreisausschnittes,
e) der Mittelpunktswinkel des Kreisausschnittes ?

61) Aus Quadratstahl 500 soll der AmboBeinsatz
nach Bild 314 geschmiedet werden.
Es ist die Liange x des Rohlings zu berechnen,
wenn fiir Abbrand 59, anzunehmen ist.
(Anleitung: Das Volumen des zu berechnen-
den strichpunktiert gezeichneten Quadratstahles
von der Linge x ist gleich dem 1,05fachen
Volumen des Kegels vermehrt um das 1,05fache
Volumen des Pyramidenstumpfes.) Bild 314
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62) Eine Halbkreisfliche wird zu einem Kegelmantel zusammengebogen.

a) Welchem Stiick des Kegels entspricht der Radius der Halbkreis-
fliche ? (Grundkreisradius: r, Mantellinie: s, Hohe: h),

b) Wie driickt sich mit dieser GroBe der Umfang des Halbkreises aus ?

¢) Welche Gleichung kann man aufstellen unter Beriicksichtigung, daf
der Halbkreisumfang gleich dem Umfang des Kegelgrundkreises wird ?

d) Welche Beziehung zwischen Kegelmantellinie s und Grundkreis-
durchmesser 2 ergibt sich aus dieser Gleichung?

e) Wie ist das als Achsschnitt des Kegels sich ergebende Dreieck be-
schaffen ¢

63) Eine Viertelkreisfliche vom Radius 40 cm wird zu einem Kegelmantel
aufgebogen. Wie grofl sind

a) der Grundkreisradius r,
b) die Hohe h und
¢) der Rauminhalt V des entstehenden Kegels ?

64) Ein Kelchglas mit dem oberen Durchmesser 2 R und der Hohe H
ist bis zur Hilfte seiner Hohe gefiillt. Wie groB sind in diesem Falle im
Vergleich zum voll gefiillten ‘

Glase 1
a) die Fliissigkeitsmenge und '
B

b) der benetzte Teil des Kelch-
glases ?

65) Wie grof} ist der Rauminhalt des i
nebenstehend skizzierten Kor-

‘ 3mﬂ
Bild 315

66) Setzt man 2 gerade Kreiskegel mit ihren gleichgroflen Grundflichen G
aneinander, so ist die Linge der Verbindungslinie H ihrer Spitzen gleich
der Summe der beiden Kegelhohen H, und H,. Wie driickt sich das
Volumen V des so entstandenen Doppelkegels durch G und H aus?

67) Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a rotiert um eine Seite. Wie
groB ist das Volumen V des dadurch entstehenden Doppelkegels?

68) Ein Trapez mit der Hohe h = 4 cm und den beiden parallelen Seiten
a =12 cm und b = 6 c¢m rotiert um die grofere Seite a. Wie grof ist
das Volumen V des dadurch entstehenden Rotationskorpers ?

69) Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathetena =3 cmund b =4 cm
rotiert
a) um die Kathete a,

b) um die Kathete b und
¢) um die Hypotenuse c.

Wie grof sind die Volumina und die Oberflichen der entstehenden
Rotationskérper ¢

pers ? (Bild 315)

Lq-——-—zm Sl
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70) Ein Quadrat mit der Seite a rotiert um eine seiner beiden Diagonalen.
Wie grof} ist das Volumen V und die sich aus 2 Minteln zusammen-
setzende Oberflache O des entstehenden Doppelkegels ?

71) WiegroBsind das Volumen und das Gewicht eines Ringes [y —=17,85], dessen
AuBendurchmesser D, = 4000 mm, Innendurchmesser D; = 3400 mm

und Breite -B = 500 mm be- 550
tragen ? \
TRy .
72) Wie grof} sind fiir den Radkranz / .
des Schwungrades nach Bild 316 ! S0 |l ;
a) das Volumen in dm?, AN 1 ﬁgsg
b) das Gewichtinkg? (v =7,3) SR e
Bild 316 | | | |
Schwungrad GG-18
73} Wieviel wiegt der fo—35 —=f
Zahnradkérper nach {8
Bild 317% (y =17,3) N7
] %
iy
‘ i)
l ]
Bild 317 v

Zahnrad-Rohling GS-45

74) Ein Kegelstumpf hat die Héhe h = 30 ¢m und die beiden Grund-
kreisdurchmesser D = 10 cm und d = 8 cm. Wie grof3 sind das Volu-

men V, der Mantel M und die Oberfliche O ?

75) Ein kleiner Haushaltseimer hat folgende Abmessungen: Oberer
Durchmesser d = 23 cm, unterer Durchmesser D = 18 em und Hohe
h =19 cm.

Wieviel Liter faf8t der Eimer ?

76) Wieviel Kilogramm wiegt der
Rohling des Spannschlosses
nach Bild 318¢ (y =17.,8)

el

Bild 318 SpannschloB St 42
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77) Wieviel wiegen 100 Senkniete 22 @ e
‘mit den Abmessungen des Bildes 319% T
(Wichte: 7,86) a2 E SRR R N
| ¥
Bild 319 60 ————!
78) Wie grof} ist das Volumen der kegelig 60—

ausgebohrten Biichse nach Bild 320°?
(Anieitung: Man bestimme das Vo-

lumén als Summe zweler Zylinder
vermindert um einen Kegelstumpf!)

g

ol
Bild 320 %ﬂ

79) Wieviel kg wiegt der Kreuzkopi-

zapfen? (Bild 321) s
(Wichte: 7,85) ©

40~
Bild 321

S I
wy ~+
[ Y

e 40
180 —————

80) Wie gro8 sind die Gewichte der 8 Einzelteile Bild 322a...h?

| T 7 / T
a) 1 b) ° s.l EY
of e I8 ——18
= TR l { ‘
; l |
80 — —= [e—— 300 —
{:;———]00 —_— 330 —*
Bolzen St 50 (y =17,86) " Buchse Ms 58 (y =8,6)
¢ ¢
- —]
0 o' g 904
o) 70— | T TR
- T Ly ) d) Lk iy
| [ T ‘
1 L | * . . .
k- 3021 /. N
1009 ———— 400 ———]
Ankerplatte GG-18 (y =17,3) Kurbel GG-18 (y=1,3)

Bild 322a...d
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—{ 0=~ f) ! T
9| R }
3 R <2 =
sh i B8 o ]
. I '
! | ! | ? ‘ b 50—
ler30+ 130~ !
.~ 510 —————= S - S
Kreuzkopf St 60  (y=17,86) ; I
) -—20-.- !
&) o 5%

Hebel St 42 (y=1.8)

60 —————=~

|

\&' b  p=—902
- 409 =
A 117

A_|

30—

—4—-

- 75 -

o

¢

e 30— so—s }

Gelenkbolzen St 34 (y ="1,8) Ankerplatte GG-18 (y=1,3)
Bild 322e...h

81) Wie schwer ist eine Korkkugel von 1 m Durchmesser ¢ {Wichte: 0,24)
32) Wieviel wiegt eine Stahlkugel von 5 mm Durchmesser ¢ (Wichte: 7,85)
83) Welchen Durchmesser d hat eine Messingkugel (Wichte: 8,5) von 1 kg
Gewicht ?
84) Wieviel wiegen 100 Stahlkugeln von 30 mm ¢ ? (Wichte: 7,85)
85) Wieviel %, betrigt der Materialabfall, wenn aus einem Wiirfel die groBt-
mogliche Kugel gedreht wird ?
86) Wie verhalten sich
a) die Inhalte,
b) die Oberflichen zweier Kugeln zueinander, von denen die eine einen
doppelt so groBen Durchmesser wie die andere hat ?
87) Wieviele Kugeln vom Durchmesser d = 10 mm wiegen so viel wie
eine Kugel gleichen Werkstoffes vom Durchmesser
a) D = 20 mm,
b) D =30 mm und
c) D=n.qa?
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88) Eine Holzkugel taucht in Wasser (Wichte 1) schwimmend bis zur

Hiilfte ein. Wie grof} ist die Wichte des Holzes ?
(Anleitung: Vgl. Aufgabe 13 auf Seite 173).

89) Einer Halbkugel ist die grofite Kugel eingeschrieben: Wie grof ist
das Volumen des Restkorpers: Halbkugel minus grofte Kugel ¢ Wie
verhilt sich das Restkorpervolumen zu dem Volumen der einge-

schriebenen Kugel ?

90) a) Auf die Grundfliche einer Halbkugel vom Ra-
diusr ist ein Kegel mit der Hohe r gesetzt. Wie
grof} ist das Volumen des entstehenden Kérpers ?
(Bild 323a)

b) Kins Halbkugel mit dem Radius r wird kegel-
-formig ausgebohrt. Wie grof} ist das Volumen
des Restkorpers? Wie verhélt sich das Vo-

lumen des Restkorpers zu dem Volumen der
Halbkugel ? (Bild 323Db)

91) Kin Zylinder und eine Kugel haben gleichen
Durchmesser und gleiches Volumen. Wie grof} ist
die Hohe des Zylinders im Vergleiche zum Kugel-
durchmesser ¢

a) -—r-—}
b 7
Bild 323

92) Von 2 aus Blech gefertigten Litermalien hat das eine die Gestalt eines
Zylinders, dessen Hohe b doppelt so groB wie sein Durchmesser 2 ist;

das andere ist eine halbkugelférmige Schale.

a) Wie grol muf} der Radius g der Schale gewihlt werden im Vergleich

zum Zylinderhalbmesser r ?

b) Wie grof sind die von der Fliissigkeit benetzten Flichen O, des

Zylinders und O, der Schale ?

¢) In welchem Verhiltnis stehen die beiden Fliachen zueinander ?

93) Einer Halbkugel ist der groBte gerade Kegel eingeschrieben. Der Kegel
hat die gleiche Grundfliche wie die Halbkugel; seine Hohe ist gleich
dem Kugelradius. Wie verhélt sich das Kegelvolumen zu dem der

Halbkugel ?
94) Wie verhalten sich die Rauminhalte eines

Kegels, einer Kugel und eines Zylinders
zueinander, die demselben Wiirfel einge-
schrieben sind ? l

(Die Losung dieser Aufgabe ist als der
Satz des Archimedes bekannt.)

(Anleitung: Bild 324 mit den einge-
tragenen Bezeichnungen stellt den gemein-

2r

samen Achsschnitt des Kegels, der Kugel

und des Zylinders dar. Die Kegelspitze liegt

in der Mitte einer Wiirfelfliche.) Bild 324
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95) Wie schwer ist die im Achsschnitt
(Bild 325) gezeichnete plankonvexe
Linse aus Flintglas (Wichte: 3) vom
Durchmesser D =60 mm und der
Stiarke h =20 mm ?

96) Eine bikonvexe Linse (Wichte: 3)
mit beiderseitig gleich grofler Kriim-
mung ist in der Mitte 20 mm stark und
hat 400 mm Durchmesser (Bid 326).
Wie grof} ist ihr Gewicht ?

durchbohrt. Wie grof} sind
a) das Volumen der Vollkugel,

( i ; N
[ )

Bild 325 t=— 60%— o]

20

400°

Bild 326
97) Eine Kugel von 170 mm & ist zentrisch mit einem Bohrer von 80 mm

b) das Volumen der ausgebohrten Kugel und

c) der prozentuale Material-
abfall ? ’

98) Ein zylindrischer Stahlblech-
behilter (Bild 327) ist an seinen
beiden Enden durch Kalotten
von derselben Blechstirke abge-
schlossen. Wie schwer ist der
leere Behilter fiir d = 1200 mm;
L = 2500 mm und h = 200 mm,
wenn 1 m? Blech 24 kg wiegt ?

99) Ein zylindrischer Schwim-
mer mit kugelformig gewolbten
Boden hat die in Bild 328 ange-
gebenen Abmafle.

—]

h

. . . h
Wie grofl sind sein Volumen Bild 328 L =500 mm

und seine Oberfliche ?
100) Wie grof} ist fir eine Kugel
mit dem Radius r=6 cm das

D =400 mm
h =100 mm

Volumen V des Kugelabschnittes, der die Héhe h=3cm hat?

Wie groB ist die Kalotte O?

101) Eine Kugel vom Radius r (Bild 329) wird von einer punktformigen
Lichtquelle L bestrahlt, die sich im Abstande a) 2r, b)3rundc)n-r
vom Mittelpunkt M der Kugel entfernt befindet. Der wievielte Teil
der gesamten Kugeloberfldche wird beleuchtet ¢

Anleitung:
Satz des Buklid: r2=nr- (r—h)
Hieraus h bestimmen!
Beleuchteter Teil:
K=2xrh
Kugeloberfliche: O =472

Gefragt nach: % =1

— -

r-h

Bild 329

e e { I
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102) Von einer Kugel mit 10 cm & sind an 2 gegeniiberliegenden Stellen
durch parallele Schnitte 2 Kugelsegmente von je 1 cm Hohe ab-
geschnitten. Wie gro8 sind fiir die iibrig bleibende Kugelschicht

a) die Hohe h,

b) die beiden Halbmesser a und b der Endflachen,

¢) das Volumen V und
d) die Oberfliche O?

103) Eine Halbkugel mit dem Radius r ist im Abstande x parallel zur

Grundfliche so zu schnei-
den, daB die abgeschnittene
Kugelkappe gleich der
Kugelzone ist.
Wie grofl mull x sein?
104) Aus einer Holzkugel soll
der dritte Teil ihres Ge-
wichtes als Kugelaus-
schnitt gestochen werden
(Bild 330). Wie gro8 ist
dann H?

/ any
\ N,

pe——H
Bild 330




Teil 117

Die Trigonometrie

A. Einleitung

Die Trigonometrie — auf deutsch Dreiecksmessung — ist derjenige
Teil der Mathematik, der aus Seiten und Winkeln eines Dreiecks, die
das Dreieck bestimmen, die iibrigen Stiicke des Dreiecks durch Rech-
nung finden 1aBt. Je nachdem sich die Trigonometrie mit der Berechnung
ebener oder sphirischer Dreiecke beschiftigt, heilt sie ebene oder sphé-
rische Trigonometrie. Unter sphirischen Dreiecken versteht man
Dreiecke auf der Oberfliche von Kugeln. Sie werden gebildet durch dret
grofite Kreise einer Kugel, die sich nicht in einem Punkte schneiden; ihre
Seiten sind also keine geraden Linien, sondern Teile (und zwar Bogen-
stiicke) grofBter Kugelkreise. Da aber derartige Dreiecke fiir den Techniker
und ‘Ingenieur von untergeordneter Bedeutung sind, wird im Rahmen
dieses Buches nur die ebene Trigonometrie behandelt.

Das Wort ,,Trigonometrie* iibersetzt man treffender mit ,,Dreiecks-
berechnung®“. Die Geometrie der Ebene befafit sich mehr mit der konstruk-
tiven Bestimmung der Dreiecksstiicke und nur insoweit mit der Dreiecks-
berechnung, als es sich nicht um die rechnerische Bestimmung von Dreiecks-
winkeln handelt. Die beiden einzigen S#tze der Planimetrie, die sich mit
der Grofle der Dreieckswinkel befassen, sind:

1) ,,Die Summe der Dreteckswinkel betrigt 180°“ und

2) ,,In jedem Dreieck liegt der lingeren Seite der groBere Winkel gegen-
iiber®.

Mit diesen beiden Sitzen allein kann man aber nicht aus der Linge der
Seiten die Grofe der Winkel berechnen.

In der ebenen Geometrie werden die Seitenlingen und Winkel eines
Dreiecks durch Konstruktion bestimmst. Die Trigonometrie bedient sich
hierfiir lediglich der Rechnung. Beide vermdgen also prinzipiell im End-
effekt dasselbe zu leisten, die eine durch Konstruktion, die andere lediglich
durch Rechnung.

Der praktische Wert der Trigonometrie gegeniiber der konstruktiven
Geometrie besteht jedoch darin, dal sich die Genauigkeit emer Rechnung
viel bequemer und weiter vorwirtstreiben 188t als die einer geometrischen
Konstruktion.

Das Hilfsmittel der Trigonometrie sind die trigonometrischen Funk-
tionen, die man auch goniometrische Funktionen oder einfach ,,Winke}-
funktionen’ nennt. Es gibt 6 trigonometrische Funktionen, von denen
heute nur noch 4 gebraucht werden, und zwar die Sinus-, Kosinus-,
Tangens- und Kotangensfunktion. Unter einer Funktion versteht man
allgemein die Abhingigkeit einer verinderlichen Gréfle von einer oder
mehreren anderen. ,Funktion® heiBt also ,,Abhiingigkeit“. In der Tri-
gonometrie im besonderen versteht man unter einer trigonometrischen
Funktion die Abhingigkeit der Grofle eines Winkels im rechtwinkligen
Dreieck von dem Verhiltnis (= Quotient) zweier Dreiecksseiten.
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Bevor wir niher auf die trigonometrischen Funktionen eingehen, wollen
wir uns zunichst mit den beiden Arten der Winkelmessung befassen:

a) Die Winkelmessung im GradmaB ist die in der Planimetrie und nie-
deren Mathematik allgemein iibliche, Man geht von der Gré8e des rechten
Winkels aus und sagt:

Ein rechter Winkel betragt 90°.

1° besteht aus 60’ (= 60 Winkelminuten).

1’ besteht aus 60" (Winkelsekunden.)

1° besteht also aus 60" - 60 = 3600".

Beispiele
0,1° = 6 = 360"
14,56° = 14° 4 0,56° = 14° 4 33,6’ = 14° 33’ 36"
oder umgekehrt:
10° 10" 10” = 10° 10,167" = 10,169°
8°30'36" = 830,60 = 8,51°
b) Die Winkelmessung im Bogenma8 wird bevorzugt in der hoheren Ma-
thematik verwendet. Beschreibt man

A um den Scheitel S (Bild 331) eines

( Winkels mit einem beliebigen Radius r

b den Kreishogen und bezeichnet die

° Liange des durch die beiden Winkel-

Y 8 Bid 331 schenkel begrenzten Kreishogens mit

b, so betrigt die Lénge dieses Bogens,

wie auf Seite 138 gezeigt wurde,
2nra® mro’

b= ~560° = T80° * Dividiert man beide Seiten durch r, so erhalt man
b © W, . b . . .
- = % Das Verhatnis — st eime unbenannte Zahl. Man nennt sie das

Bogenmal} des zugehérigen Winkels. Das Bogenmall gibt an, wie oft der
Radius des Kreises in dem Bogen enthalten ist. Der Quotient lr) wird be-

zeichnet mit Arcus o°, abgekiirzt arc «° oder auch o {arcus ist lateinisch
und heifit: Bogen].

Zusammenfassung:
Bogen b o —_ T,
Halbmesser ¢ 210% =| «= g%

~ Wahlt man die Lénge des Kreisradius gleich der Lingeneinheit, also
=1, so geht das Verhiltnis % iiber in b, d. h. das Bogenmal eines Winkels

ist die Lénge des zugehorigen Bogens im Einheitskreis. Das Bogenmal} b
eines Winkels gibt an, wie oft in dem mit dem Radius 1 beschriebenen
Bogen die Langeneinheit (also der Kreisradius) enthalten ist.

Zwischen der Winkelmessung im Gradmaf und der im Bogenmall be-
steht folgende Beziehung:
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Dem Gradmal 360° entspricht das Bogenmall 2z
. ’ 180° » ' ’ g
" . 90° g v g
N » 60° . . 3
" " 5B, N w7

Die vorstehende Umrechnung dieser oft verwendeten 6 Winkel préige
man sich als wichtig ein. Die Umrechnung eines im Gradmal gegebenen
Winkels in Bogenmal und umgekehrt zeigen die nachstehenden Beispiele:

Wie grol} ist das Bogenmall & des Winkels

a) 36° =1  Lisung ¥ — - 36° =7 =0,628
o/ —_ T o
b) 42°60" = ¢ %= g5 42.83° = 0,748
o __. — 27 . i o .
¢) 175,4° =1 %= 175,4° = 3,061

Wie groff ist das Gradmal «° des im Bogenmall gegebenen Winkels

a) 0,68=2 ? Lésung m°:3,5‘7°°. 0,68 = 39°
b) 1 = ? w0 =101 = 57,2058 = 5717
)30 = ? 0 ="2"130 = 1720°
2 o 180° 2
d) 3’7’[ = 2 4 ——"n"j:'.n = 72 .

B. Die 4 trigonometrischen I'unktionen
filr spitze Winkel

1. sin, cos, tg und etg im rechtwinkligen Dreicck

In dem rechtwinkligen Dreieck ABC des Bildes 332 mit dem rechten
Winkel an der Ecke C sind die
beiden Katheten a und b und
die Hypotenuse c.
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Zieht man zur Kathete a eine beliebige Parallele, die die Schenkel des
Winkels « in By und C,; schneidet, so erhélt man das rechtwinklige Drei-
eck AB,;C,, das dem ursprunﬂhohen dhnlich ist (Ahnlichkeitslage). In ihm
sind dle Katheten a; und b, und die Hypotenuse ¢;. Nach dem Strahlen-
satz verhélt sich a:c =a;:c¢;. Wenn auch a; von a und ¢; von ¢ ver-
schieden sind, so sind aber doch die aus ihnen gebildeten Quotienten
gleich groB. Zu einem bestimmten Winkel « im rechtwinkligen Drejeck
gehort stets ein bestimmtes Verhiltnis der gegeniiberliegenden Kathete
zur Hypotenuse. Kennt man die Grofle dieses Verhéltnisses, so liegt um-
gekehrt die GroBe des Winkels « fest. Das Verhiiltnis der dem Winkel
gegeniiberliegenden Kathete, oder kurz: ,,Gegenkathete” genannt, zur
Hypotenuse nennt man den sinus des Winkels, abgekiirzt: sin. also:

sin o = i [Lies: Sinus Alpha gleich a durch c¢]

" Unter dem Kosinus des Winkels «, abgekiirzt cos «, versteht man das
Verhiltnis der anliegenden Kathete b zur Hypotenuse c¢; also:

cos m:% [Lies: Kosinus Alpha gleich b durch c]

Unter dem Tangens des Winkels a, abgekiirzt tg «, versteht man das
Verhiltnis der Gegenkathete a zur Ankathete b; also:

tg o == Z [Lies: Tangens Alpha gleich a durch b]

Unter dem Kotangens des Winkels «, abgekiirzt ctg «, versteht man
das Verhiltnis der Ankathete b zur Gegenkathete a; also:

ctg a:; [Kotangens Alpha gleich b durch a]

Zusammenfassung:
Es bedeutet a _ Gegenkathete
sin o = o
¢ Hypotenuse
b Ankathete
€0S o = ——
¢ Hypotenuse
fo g =t Gegenkathete
€ &= § = "Ankathote
ot __ b ___Ankathete
Ba=3= Gegenkathete

Aufler diesen vorstehenden 4 trigonometrischen Funktionen gibt es, wie bereits
erwahnt, zwei weitere, die aber im allgemeinen nicht verwendet werden. Es
sind dies:

Hypot
Der Sekans oa=seca = Z Azﬁ;:;l;ze
e Hypotenuse
der Kos = ~a thete
er Kosekans o ==cosec a= a  Gegenkathete
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Von den 4 trigonometrischen Funktionen sin, cos, tg und ctg haben der
sin « und cos « die Hypotenuse im Nenner, wahrend im Zihler eine Kathete
steht. Da aber die Hypotenuse die lingste Seite im rechtwinkligen Drei-
eck ist, miissen also die Werte der sin- und cos-Funktionen stets kleiner
als 1 sein.

sino und cos o sind stets kleiner als 1.

Bei den trigonometrischen Funktionen tg o und ctg « kommt die Hypo-
tenuse nicht vor. Sie enthalten nur die Katheten.

tg o und ctg o kénnen jeden beliebigen Wert annehmen.

Ist a<<b, dannist tga<l
E2] a’>b: tE) 3 tg“>1
i} a:b) 39 IR} tg“:]-
Wie grof auch immer die Katheten und die Hypotenusen sein mogen,
immer erhélt man fiir die 4 trigonometrischen Funktionen dimensionslose
Zahlen:

Die 4 trigonometrischen Funktionen sind Verhaltniszahlen; als
solche besitzen sie keine Dimensionen.

Beispiele

1) In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Katheten a =5 c¢m und
b =12 cm lang.

Wie gro} sind {ur den Winkel « die 4 trigonometrischen Funktionen
sina, cosa, tga und ctg o ?

Lisung

Die Hypotenuse ¢ laft sich-nach dem Lehrsatz des Pythagoras be-
gtimmen: .

¢ = )Ja?+ b2=1)25} 144 = /169 = 13 (cm).

Ausa =>5cm; b =12 cm und ¢ = 13 cm lassen sich die 4 Funktionen
bestimmen

. a 5
SIno ="~ =g = 0,385
b 12 b
Cos o =~ =7y = 0,923
tgo = == = 0,417
b“"”b'_'ﬁw =
b 12
Ctga:'§:*5’22,4

Die gleichen Zahlenwerte wiirde man erhalten, wenn a =5 dm oder m
oder km und b =12 dm oder m oder km lang wiren.

2) In einem rechtwinkligen Dreieck ist die dem Winkel o gegeniiber-
liegende Kathete a halb so gro wie die Hypotenuse ¢. Wie grof sind die
4 trigonometrischen Funktionen fiir den Winkel §?
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Losung

Nach der Aufgabe ist ¢ = 2a. Die Kathete b ist nach dem Lehrsatz
des Pythagoras b == ch —a?=}(2a)? — a? = }/3a% —a /3. Mit diesen
durch a ausgedriickten Werten der Katheten und der Hypotenuse er-
bélt man:

sinf = —%§ — 53 =0866
005/3::%:—2% :—%:O,E)
tgﬂ:;}:afz /3= 1,732
ctg f = %:;7@‘37:_31& V'3 = 0,577

3) Der Tangens des Winkels « betrigt 0,5. Es soll der Winkel « kon-
struiert werden!

Liosung

In dem Endpunkt C (Bild 333) der beliebigen Strecke AC == b errichtet
man die Senkrechte und macht sie gleich

2 b. Man erhilt Punkt B. Der Winkel
, BAC ist der gesuchte Winkel «; denn
5b BC 1/2b 1
Z ) ol R
o =3¢~ —z=05
L4
A a
b Bild 333
Aufgaben

* 1) Welche trigonometrischen Funktionen des Winkels « sind in dem
Bilde 334: _
b . . . a 8
c’a’ce’h

a
? e

®|

MW

Bild 33¢ (=
2) Wie groBl ist in dem rechtwinkligen A
Dreieck ABC (Bild 335)

a) sin §, cos f, tgf und ctgf Bild 335 A
b) siny, cosy, tgy ,, ctgy 5

(a1

. : . 1.
3) Konstruiere den Winkel o, wenn sino =5 ist!

Mathematik Teil 2 14
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4) Wie groB sind sin «, cos «, tg « und ctg «, wenn in dem rechtwinkligen
Dreieck ABC die Katheten a =15 c¢m und b = 8 cm lang sind ?
5) In einem rechtwinkligen Dreieck ABC, das den Flicheninhalt
F =50 cm? hat, ist der Winkel o« = 45° groB. Wie groB sind die
beiden Katheten a und b sowie die Hypotenuse c ?

2. Die Funktionswerte der Komplementwinkel

Komplementwinkel sind Winkel, die sich zu 90° erginzen. In einem
rechtwinkligen Dreieck mit dem rechten Winkel 9 sind also die beiden
der Hypotenuse ¢ anliegenden Winkel o und § Komplementwinkel; d. h.:
« + 8 = 90° oder f# = 90° — . Die trigonometrischen Funktionen dieser
beiden Komplementwinke] stehen in folgendem einfachen Zusammenhang:

=co0s f§ = c0s (90° — «)

= sinf =sin (90° — «)

sing =

b a  cosq=
/é g tga =+ =ctg f = otg (90° — «)
¢ Bild 336 ctga=_ = tgB8=1g(90° —«)

LaBt man die Zwischenglieder fort, so erhdlt man:

ploc|® ool

sin & = cos (90° — o)
cos a = 8in (90° — «)

tg o = ctg (90° — a)
ctga =tg (90° — «)

Betragen 2 Winkel zusammen 90°, so sind die Funktionen (sin, cos, tg
und ctg) des einen Winkels gleich den entsprechenden Ko-Funktionen
(cos, sin, ctg und tg) des anderen Winkels.

Der+Kosinus ist die Ko-Funktion des Sinus und umgekehrt ist der Sinus
die Ko-Funktion vom Kosinus. Entsprechendes gilt vom Tangens und
Kotangens.

Beispiele sin 30° = cos 60° tg 10° == ctg 80°

sin 45° = cos 45° ctg T0° =tg 20°.

3. Die Funktionswerte bestimmter Winkel
a) a = 45°.
Im rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck (Bild 337) betragen die
Winkel « = =45°. Sind die beiden Katheten
1 cm lang, so ist die Hypotenuse /2 =1,414 cm.

&, 1 Man erhilt:
1 1 =
sin 45° = cos 45° = - — /2
A - Bild 337 1{2 =2l
tg45° =ctg4d® = =1
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b) « = 30° und 60°.

Fillt man in einem gleichseitigen Dreieck (Bild 338), dessen Seite 1 dm
lang ist, die Hohe, so wird es in 2 rechtwinklige

Dreiecke zerlegt mit den Winkeln 60° und 30°; die
o eine Kathete ist -;— dm lang, die andere Kathete
N > ist die Hohe des gleichseitigen Dreiecks, also
e [a (1) IR T
60° : hzl/p'(i) :l/l_zz-ﬂ@
T Bild 338 :

Man erhilt mit diesen Seitenldngen:

1 1
§in 30° =cos 60°= » = tg30° = ctg 60° = = ; |3
3V3
| R 1.
. ) V3 | ) V3
sin 60° = cos 30° = T =3 I3 ctg 30° = tg 60° = — = 3
9

c¢) o« ==0° und 90°.

LaBt man die Ecke C des rechtwinkligen Dreiecks ABC (Bild 339) mit
den Katheten x und y auf der Peripherie
des iiber der Hypotenuse ¢ beschriebenen
Halbkreises wandern, so bleibt bei jeder
beliebigen Lage des Punktes C der Winkel
bei C nach dem Lehrsatz des Thales ein

rechter,
Bewegt sich Cin Pfeilrichtung I nach B
hin, so werden der Winkel & und die gegen-
Bild 339 Uberliegende Kathete, die hier als ver-
anderliche Grofle mit x bezeichnet ist,
immer kleiner. Kommt der Punkt C bet dieser Bewegung auf der
Peripherie beliebig nahe an B heran, so wird o beliebig klein; d. h.

im Grenzfall: « =0°. Die Gegenkathete x wird ebenfalls 0 lang;

also wird sina = % im Grenzfall: sin 0° = % =0. Der Winkel § wird bei
dieser Bewegung in Richtung I immer grofler und nihert sich im Grenz-
fall 90°; es wird also cos 90°=§:%:0.

Bewegt sich C in Pfeilrichtung IT nach A hin, so wird « immer groBer.
Er wird aber kleiner als 90° bleiben. Geht C beliebig nahe an A heran,
so wird < « sich dem Grenzwert 90° und § dem Wert 0° nihern. Fiir
f = 0° wird dann dig Kathete x ebenso lang wie die Hypotenuse ¢ werden,

withrend die andere Kathete y =0 wird.

14*
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008 0° =" = . =1
¢ (¢}
sin 90° === =1.
C C
Die Tangens- und Kotangenswerte fiir 0° und 90° ergeben sich folgender-
malen: < 0 . o
etg 0° =Y = =00 ctggoOZ%Z%:

Wird der Zshler eines Bruches kleiner, so wird der Wert des Bruches
kleiner. Ist der Zihler gleich 0, so hat der Bruch den Wert 0.

Vird aber der Nenner eines Bruches kleiner, so wird der Wert des Bruches
grofer. Wird der Nenner beliebig klein, so wird der Wert des Bruches
beliebig grofl. Eben das wird symbolisch ausgedriickt durch die oben an-
gegebene Gleichung % = oo,

Zusammenstellung der erhaltenen Funktionswerte:

o e 30° 45° | 60° | 90°
7 o | i 1i | Ll 1
* 1 .4 3 2
1 1
. 101 1
sin 0 ‘ 3 i 2V§ ‘ 2]/3 1
! 1, 1
cos 1 i —§V§ ~2—V2 — 0
‘ .
1 L
tg 0 V3 1 | V3 oo
i |
| |
! — 1. -
ctg o V3 1 \ 5V3 0

Aus dieser Tabelle fiir die 20 Funktionswerte sieht man, dall die sin-
und tg-Funktionen bei wachsendem Winkel gréBer werden.
sin und tg wachsen mit wachsendem Winkel. Die cos- und ctg-
Funktion nehmen bei wachsendem Winkel ab.
Die sin- und cos-Funktionswerte liegen zwischen 0 und 1. Die tg- und
ctg-Funktionswerte liegen zwischen 0 und oco.

4. Die trigonometrischen Zahlentafeln

Fiir beliebige Winkel zwischen 0° und 90° bestimmt man die Werte
der 4 trigonometrischen Funktionen (sin, cos, tg und ctg) mit Hilfe von
Tafeln der trigonometrischen Zahlen, die in fast allen technischen Taschen-
biichern entbalten sind, oder man benutzt die trigonometrischen Skalen
am Rechenschieber.

Da'der sin irgendeines Winkels gleich dem cos des zu ithm gehérenden
Komplementwinkels ist, so sind die trigonometrischen Zahlentafeln so




4. Die trigonometrischen Zahlentafeln. 213

aufgebaut, daB z.B. sinl7° an derselben Stelle wie cos 73° abgelesen
werden kann. Ebenso findet man den tg 38° an derselben Stelle wie den
ctg 52°. Man hat also in Wirklichkeit nicht 4, sondern nur 2 trigonometrische
Zahlentafeln.

Die Sinus- und Kosinuswerte liest man ebenso wie die Tangens- und
Kotangenswerte in je einer Tabelle ab. Die Gradzahlen fiir sin und tg
stehen am linken, fiir cos und ctg am rechten Rande der betreffenden
Tafel, wihrend die Minutenzahlen oder (stets vorzuziehen) die Zehntel-
grade fiir sin und tg in der oberen waagerechten Zeile und die fiir cos und
ctg in der unteren Zeile eingetragen sind. Es gehéren also fiir den Funktions-
wert eines in Grad und Minuten bzw. Zehnteln gegebenen Winkels die
Gradzahl am linken Rande und die Minutenzahl in der oberen Zeile oder
die Gradzahl am rechten Rande und die Minuten- bzw. Zehntelzahl in
der unteren Zeile zusammen.

Beisprele
sin 43° 20" = 0,68624 [Gradzahl: links, Minuten: oben]
cos 46° 40" = 0,68624 | ' : rechts, ,» : unten]
tg14°10°=0,25242 [ ,, : links, »» 1 Oben]
ctg 75° 50" =0,25242 [ ' : rechts, ,, : unten]

Fiir Winkel, die auf Minuten oder sogar auf Bruchteile von ihnen angegeben
und in den Tafeln nicht unmittelbar enthalten sind, bestimmt man die
Funktionswerte durch Dazwischenschalten [= Interpolieren]. Da der sin-
und tg-Wert eines Winkels mit gréBer werdenden Winkeln wichst und da
umgekehrt der cos- und der ctg-Wert mit wachsenden Winkeln' kleiner
wird, so hat man zunichst den in der Tafel enthaltenen nichstliegenden
kleineren Winkel aufzuschlagen und sodann den fiir den kleineren Winkel
ermittelten Funktionswert um den leicht zu berechnenden Interpolations-
wert beim sin und tg zu vermehren bzw. beim cos und ctg zu verkleinern.

Beispiele
1. sin37°14'= ?

Der Tafel entnimmt man sin 37° 20" = 0,60645 und sin 37° 10" = 0,60414.
Der Winkel wichst um 10’. Die Differenz der Tafelwerte [= Tafeldifferenz]
betrdgt: 0,60645 — 0,60414=0,00231 oder 231 Einheiten der letzten
Dezimalstellen. Einer Winkeldifferenz von 1’ entspricht daher eine Tafel-
differenz von 23,1 Einheiten und einer Winkeldifferenz von 4’ entspricht
eine Tafeldifferenz von 23,14 =924 Kinheiten. Diese 92,4 Einheiten der
letzten Dezimalstellen sind zu 0,60414 hinzuzihlen; also sin 37° 14’
=0,60414 +- 0,00092 = 0,60506.

2. c0862°36" = ?
cos 62°30' =0,46175
cos 62° 40’ =0,45917



214 Die Trigonometrie

Tafeldifferenz: 258 Xinheiten bei Winkelzunahme um 10’. Fiir 6' be-
tragt der Korrekturwert: 25,8-6=154,8~155 Kinheiten. Dieser
Wert ist von 0,46175 abzuziehen; also 0,46175 — 0,00155 = 0,46020;
d. h. cos62°36’=0,46020.

Beispiele
Die nachstehenden Werte sind an Hand einer Tafel zu iiberpriifen:
sin 21°40'=0,3692 = tg14°40"= 0,2617

sin 62° 50" = 0,8897 tg 57° 20" = 1,5597
gsin 38°42"'=0,6262 | tg31° 6 = 0,6032
sin 67°18' =0,9225 = tg82°12"= 17,3000
cos 72°20"=0,3035 = ctg11°10" = 5,0658
cos 27° 40’ = 0,8857 ‘ ctg 88° 40" = 0,0233
cos37°36"=0,7923 | ctg 3°36"=15,89

cos 51° 54’ = 0,6170 | ctg54° 42" = 0,7080

Neben den trigonometrischen Zahlentafeln gibt es auch noch Tafeln, die
die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen angeben. Da man in
der Praxis jedoch auch ohne sie auskommt, wird auf ihre Behandlung hier
verzichtet.

Beziiglich des Gebrauchs der an Rechenstiben vorhandenen trigonome-
trischen Skalen wird auf die Gebrauchsanweisung fiir den betreffenden Stab
hingewiesen, zumal die Skalen der einzelnen Systeme unterschiedlich an-
geordnet sind.

5. Die Beziehungen der Funktionen untereinander

Im Dreieck ABC (Bild 340) ist: o
ga=-
c
ctg o= 2
9 < Das Produkt der beiden Gleichungen
ergibt:
o
A z B tga-ctga:%-%:l
Bild 340 oqer gie Gleichung
tga-ctga=1
nach tg o bzw. ctg o aufgeldst:
1
tg oL = @;
ctga= tea
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6. Die Beziehungen der Funkitionen untereinander

In Worten:
,,Das Produkt der Tangens- und Kotangensfunktion fiir einen

Winkel ist gleich 1. oder
,»Die Tangens- und die Kotangensfunktion fiir den gleichen Winkel

sind zueinander reziproke Werte.”
Ebenso liest man am obigen Dreieck ab:

sino =

CoOS o ==

o‘c‘o‘&"

Durch Division der beiden Gleichungen erhilt man:

a
sin & c .C a ¢
cos a b b b 8%
e
b
cos o K3 b.c
umd —=_ == _=ctga
81N of a C+a
Cc
sin o
t —
B%=os
cOos
ctga=~—
Sl &

Der Tangens eines Winkels ist der Quotient aus dem Sinus und
dem Kosinus dieses Winkels. Der Kotangens eines Winkels ist der
Quotient aus dem Kosinus und dem Sinus dieses Winkels.

Der trigonometrische Pythagoras.

. . . . . a
Es ist im obigen Dreieck: sino=-_-
b
cos oL =—
c
. . . . a?
Beide Gleichungen quadriert: sin?a== =
b2
coso=—
P

Die Summe der beiden letzten Gleichungen:
b a?4b? et

. a2
2 2 — —1- .
sinfa 4 costa= y;+ ;= ;= 3=1; also:

| sina -+ cos?a =1 |

Die Summe der Quadrate der sin- und cos-Werte eines Winkels er-
gibt 1.
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Aus der letzten Gleichung folgt:

coso=}/1 — sinZa

sin o= ]/1 — cos?a und

Diese vorstehend abgeleiteten Formeln fiir die Zusammenhinge der 4 tri-
gonometrischen Funktionen untereinander ermdglichen es, aus einer ein-
zigen trigonometrischen Funktion eines Winkels alle tibrigen Funktionen
dieses Winkels zu berechnen. Diese Zusammenhinge sind in der nach-
stehenden Tabelle zusammengefafit. In der oberen Zeile sind 4 recht-
winklige Dreiecke mit ein und demselben Winkel o aufgezeichnet. In den
ersten beiden Dreiecken ist die Hypotenusenlinge die Léngeneinheit; also
gleich 1. Im 3. rechtwinkligen Dreieck ist die waagerechte Kathete gleich 1
und im 4. die senkrechte Kathete gleich 1. An jedem dieser 4 Dreiecke
kann man die unter ihm stehenden Werte fiir die 4 trigonometrischen
Funktionen des Winkels a ablesen. Die in der Tafel in den waagerechten
Zeilen nebeneinander stehenden Werte sind untereinander gleich.

K ¢
s ‘ 4
< o \4\' o
x © v -
[ - & | X
J1-sin?a €05 7 ctg «
Bild 341 Bild 342 Bild 343 Bild 344
[
—_— tg « | 1
gina=| sin « = V1 =cos? o = **gf:r = i o
VI+tgia Vi+ctgia
- ct,
cosa=| 1 —sin? o = cos o = — 1 — ,ﬁ
V1+tgta V14 ctge
; T co & 1
tg o= “fln o V1 cos® o tg o = o
YT =sin?« cos o otg o
V1 —sin? « cos « 1
— = = cbg o
e T e ’
Beispiele 1, Wie grof sind cos o, tg o und ctg o, wenn sin oo = - ist 2
1/ {1\ 3 1.5
Lé f—— — sl = — 1= = e
osung coso =1 —sinZa 1 (2) ‘/4 3 V3

sin o _
t o = - _— - — -
s V1 —sin? o 1#1 3 3V3
r T
11
1—= V3
_V1~sm3a V 4 2
otg « sin « = =18
2 2

NP

e
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. . . 3.
2. Wie grof} sind sin «, tg & und ctga, wenn cos o = 3 ist ?
Lésung
. o 9 4
sino = )1 —cos? a = 1’/1_55:'5

)

4
3

3. Wie grof} sind sin «, cos « und ctg o, wenn tg o = 0,5 ist ?

Lisung

. tg o 0,5 C12 ;
Ssimef —m /—————=—=r—>—— == —— —— == — 1 5
Vi+tg2a V14025 V1417
cCoS ot — ¥1__* —_— ,,71¥. — ,,L P ._2. s
T Vitiga Jitoz Vi 515
1 1 1
obgo =1 =05 =ip=2
4. Wie groB sind sin «, cos « und tg«, wenn ctga =1 ist?
Losung
. 1 1 1 1.—5
Slh & = —+——-—— = — == e 9 = 07707
Videtgza JYI+1 |2 2V
ctg o 1 1 1 ya
COS OL— ;—— —— === 2 = 0,707
Vl—i—ctgﬂoc V141 V2 21/
Boe=Gge  TT 0T

6. Die Berechnung rechtwinkliger Dreiecke

Ein jedes Dreieck 1ifit sich aus drei voneinander unabbiingigen Stiicken

c berechnen. Beim rechtwinkligen

Dreieck brauchen nur zwei Stiicke

gegeben zu sein; denn als drittes

Stiick ist der rechte Winkel anzu-

o A sehen. Da man also beim rechtwink-

A 3 B ligen Dreieck zu seiner Berechnung

Bild 345 entweder nur 2 Seiten, oder 1 Seite

und 1 Winkel braucht (zwei Winkel

allein sind unzureichend, da sie nicht voneinander unabhingig sind:

B = 90° — a), so ergeben sich die nachfolgenden 4 Grundaufgaben, denen
das rechtwinklige Dreieck ABC (Bild 345) zugrundeliegen mége:
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Aufgabe 1

Gegeben: Die beiden Katheten a und b.
Gesucht: Die Hypotenuse ¢ und die Winkel « und 8.

Lésung

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras: ¢ = }/a% - b?
Die Winkel ergeben sich aus tg o« = : und tgﬁ:%
Zur Kontrolle iiberzeuge man sich, ob « 4 8 = 90° ist.

Zahlenbeispiel
a = 8cm und b’= 15 cm sind gegeben.

c=)8+ 152— )/64 + 225 = }/289 = 17 [cm]
Aus tgo =z = 0,5333 entnimmt man der Tafel o = 28°5’,

Aus tg f = =1,875 erhilt man § = 61°55'.
Probe: o /3 = 28°5’ 4- 61° 55" = 90°

Aufgabe 2
Gegeben: Die Hypotenuse ¢ und die Kathete a.
Gesucht: Die andere Kathete b und die Winkel « und ﬁ

Losung a

b = }c2 — a2
. a
Sino == —
cosff=—
Probe: o+ g = 90°

Lisung b

. a .
sine=--; hieraus: «

& « &
tgo = —; hieraus: b= T

sinff = % ; hieraus: g8
Probe: a 4 f == 90°

Zahlenbeispiel
¢c=25cm und a =17 sind gegeben.

b = }25% — 72 = /625 — 49 — }/576 = 24[cm]
sine = - — 0,28 ergibt o = 16°16'
cosﬁ— ;= = 0,28 ergibt § = 73°44’
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Aufgabe 3

Gegeben: Die Hypotenuse ¢ und der Winkel a.
Gesucht: Die Katheten a und b und der Winkel §.

Lésung

. a .
Aus sina = folgt: a = csin «

Aus cosoc=% folgt: b =ccos
B=90°—u«
Zahlenbeispiel
¢ =20 cm und a = 30° sind gegeben.

a =20-sin 30° =20 = 10 [cm]

b = 20- cos 30° =20 - /3= 17,32 [cm]
8 — 90° — 30° = 60°
Aufgabe 4

Gegeben: Die Kathete a und der Winkel «
Gesucht: Die andere Kathete b, die Hypotenuse ¢ und der Winkel 8.

Lésung

Aus ctga:% folgt: b =a ctga

Aus sino = > folgt: ¢ =———
(¢} S «
f=90°—«
Zahlenbeispiel
a = 30 cm und o = 30° sind gegeben.
b =30 ctg 30° = 30- }/3 = 301,732 = 51,96 [cm]
30 30
C = §WZW:6O [Cm]
B = 90° — 30° = 60°

7. Anwendungsbeispiele

1) Welchen Winkel bildet eine an eine Gebiudewand anliegende 10 m
lange Leiter mit dem Boden, wenn der Leiterfull 3 m
‘ von der Wand entfernt aufsteht 2 Wieviel Meter iiber
% dem Erdboden liegt die Leiter an der Wand an
(Bild 346)?
<
L 7

Bild 346
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Lésung
Gegeben: 1 =10m und a =3m.
Gesucht: o und b.

cos o =0,3; o ="72°30

sinee=—; h=1sine=10-0,954 = 9,5 [m]

'-‘\:3" ’—-‘@

2) Unter der Steigung einer Geraden versteht man den tg a, wobei a
der  Steigungswinkel ist. Der
Steigungswinke] o ist der Winkel,
P_i " den die steigende Gerade mit der
S Horizontalen bildet (Bild 347).

o -

s e B

Bild 347

Steigt eine Strafe auf 100 m Entfernung, in der Waagerechten ge-
messen, um h m an, so betrigt die Steigung: tgo= 1_36 oder hY%,.
Bei dieser Steigung betrage in n Metern waagerechter Entfernung die

Erhéhung 1 m; dann betrigt die Steigung: tgoc:—l—ll—.

In der nachstehenden Tabelle sind die in Prozenten gegebene Steigung
h und der Steigungswinkel o gegeniibergestellt. Man iiberzeuge sich von

der Richtigkeit der Tabelle!

. | | |
Steigung h 10 20 40 60 ‘ 80 ‘ 9 | 100
m %o \ ‘ 1‘
. 1:10 | 1:5 | '1:25 [1:1,67 1:1,25 | 1:1,11 | 1:1
g =01 | =02 | =04 | =06 =08 | =09 | =1
Steigungs- ‘ 5943 | 11°197 | 21°487 | 30°58' | 38°40° 41°50' | 45°
winkel « | ! | |

3) Unter dem Verjiingungsverhéltnis eines Kegels versteht man den
Quotienten 1:k, worin k die Linge in mm bedeuntet, lings der sich sein
Durchmesser wm 1 mm vermindert.
(Bild 348). Diese Figenschaft einessolchen
Kegels wird auf dem DIN-Blatt DIN 254
kurz folgendermaflen definiert:
- »Kegel 1: k" bedeutet: Auf die Linge
k (mm) verjingt sich der Kegel im
Durchmesser um 1 (mm).

Der Kegelwinkel o berechnet sich aus
Bild 348 der (leichung: tg = 5 % 1 . D. h.:

k 1
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Der Tangens des halben Kégelwinkels ist halb so grofl wie das Verjiingungs-
verhiltnis 1:k des gegebenen Kegels.

Zahlenbeispiele

Wie grof ist der Kegelwinkel « bei dem fiir Ventilkegel verwendeten
Verjiingungsverhéltnis 1:0,5?

Losung tg% = ;: 6]5 =1; % =45° oder a =90°.

Man tiberprife die Angaben der nachstehenden Tabelle fiir die im Ma-.
schinen- und Werkzeugbau bevorzugt verwendeten Iegel:

‘ ‘ !
1:1,866[ 1:5 | 1:10 | 1:12 ? 1:20 | 1:30 | 1:50
| | |
T 1 | | i

- | | ‘ i i

ege]- l 120° 90° " 60° 45° } 30° |11°25,2 3° ’4° 7199 51,9
t h ! i ,2/.5°43,5 ,37 51,9

.mke]zx} ‘ ‘ 9 ’ J “3 3 !4 463/2 51 |

Beim Drehen eines Kegels auf der Drehbank ist der Support unter dem
halben Kegelwinkel « einzustellen

|
1:0,5 |1:0,866(1:1,207

S N

Ver-
.ingungs-
Terhiiltnis

1:k

1:0,289

!

1° 54,6 ‘ 1°8,8’

i
i |

' (Bild 349).

r R — T Im allgemeinen versteht man unter

o T - dem Verjiingungsverhiltniseines Kegels

L K3 das Verhiiltnis: El—j ,
//,//——-" wobel

D = GroBtdurchmesser des Kegels
Bild 349 d = Kleinstdurchmesser -des Kegels
I == Kegelldnge ist.
Unter der Neigung eines Kegels versteht man das Verhiltnis 2;151
Die Neigung ist also nur halb so grof wie das obige fiir den Kegel ange-
w1p . D
gebene Verhiltnis

Td. Die Kegelneigung ist der Tangens des halben

Kegelwinkels:
Kegelneigung = tg % - Tflé )

4) Schraubenlinie: Wickelt man das rechtwinklige Dreieck ABC

c (Bild 350) mit den Katheten AB=aD

und BC=1h um den Zylinder vom

b Durchrmesser D so, daf die Kathete h

- in Achsrichtung auf der Mantelfldche

A 8 Bild 350 liegt, so wird der Punkt B mit A zu-

70 sammenfallen. Die Hypotenuse AC

bildet auf der Zylindermantelfliche eine Schraubenlinie. C liegt auf der-
selben Mantellinie wie A bzw. B. Der Abstand h zweier auf ein und der-
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selben Mantellinie des Zylinders liegenden Punkte heifit die Ganghoéhe
der Schraubenlinie. Der Winkel « des aufgewickelten Dreiecks heilt der
Steigungswinkel o. Zwischen der Ganghohe h, dem Steigungswinkel «

und dem Zylinderdurchmesser D besteht die Beziehung: tgazﬁ%.

tgo
tg(e+g)°
Formel wird im Kapitel Reibung in der Statik abgeleitet. In ihr be-
deuten: o == Steigungswinkel
o = Reibungswinkel, der sich aus der Reibzahl u =tgp be-
rechnen la0t.

Der Wirkungsgrad einer Schraube betrigt n= Diese

Zahlenbeispiel
Wie grof3 ist der Wirkungsgrad einer Schraubenwinde mit dem Steigungs-
winkel o = 4° 3’ und der Reibzahl y = 0,17
Losung
tgo=pu=0,1. Nach Tabelle ist g =5°43,5".
Somit: o+ p==4°3"+ 5°43,56' = 9° 46,5’ und Wirkungsgrad:
_ tg4°% 0,008
T tg 9°46,5° 0,1728 0,41.
Der Wirkungsgrad betrigt 419,.

5) Dem Whitworth-Gewinde (Bild 351) liegt ein gleichschenkliges
f—h —

Dreieck mit dem Flankenwinkel
55° zugrunde.
In dem nebenstehenden Bilde

sind
% D = Gewindedurchmesser
| ' d; =Kerndurchmesser
? ?"f | ~ 5'5 o " t, = Gewindetiefe

Bild 351 h = Steigung.

Das urspriingliche gleichschenklige Dreieck hat die Hohe t. Das Ge-

winde ist an der Spitze und im Kern mit dem Radius r abgerundet. Die

CGewindetiefe betragt: t, =t — 2 i :—z-t. Die Steigung h bestimmt sich

6
aus der Anzahl z der Gewindegiinge auf 1”. Es ist: h:z—i?‘%

Zahlenbetspiel
Das Whitworth-Gewinde 3/,” hat 10 Géange auf 1. Der AuBendurch-
messer D ist 3/, 25,4 =19,00 mm. Die Steigung betrigt somit:
25,4

h= 0 = 2,54 mm
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Die theoretische Gewindetiefe t ergibt sich:

tg (?25) —=tg 27° 30 = }1/72 = éht :
hieraus
T ﬁg%o, — D ctg 21°30' = 0,96049 h = 0,96 049 - 2,54
= 2,44 [mm]

ty=2t=2-2,44=10627 [mm)]

Der Kerndurchmesser betragt:
dy=D— 2t,=19,06 — 2- 1,627 = 15,79 [mm]

6) Unter der Projektion p einer Strecke s (vgl. Seite 72) auf eine
Gerade g versteht man den Abstand
der FuBipunkte der von den KEnd-
punkten der Strecke s auf die Ge-
rade g gefillten Lote (Bild 352).

Der Winkel, den s mit g bildet,

g heilt der Neigungswinkel «. Zwi-

Bild 352 schen der Projektion p einer Strecke s

auf eine Gerade und dem Neigungs-

winkel « besteht die Beziehung: cosoc=% oder: p=s-cos«, d. h.:

Die Projektion p einer Strecke s ist gleich der Linge der projizierten
Strecke s multipliziert mit dem Kosinus des Neigungswinkels «.

Sonderfille
! |
b) c)
|
) |
} v
a) }
: |
i
P g P J \ —9
Bild 353 Bild 354 \ Bild 355
sig | Poslg
Neigungswinkel «=0° o= 60° { o= 90°
—q. o
Projektion p=s-cos0° p=s-cos60°=s-—;— | P::'BOSQO
1 e
p=s p=3s8 l p=0



224 Die Trigonometrie

7) Kriaftezerlegung und Kraftezusammensetzung

Eine Kraft wird zeichnerisch durch eine Strecke veranschaulicht, deren
Richtung mit der Kraftrichtung iibereinstimmt und deren Léinge ein Maf
fiir die Grofe der Kraft ist. So wird z. B. eine Kraft von 40 kg durch eine
4 cm lange Strecke dargestellt, wenn man eine Kraft von 10 kg durch
eine Strecke von 1cm abbildet. Man spricht in diesem Falle von dem
KriftemaBstab: 1 cm = 10 kg. [Lies: 1 cm entspricht 10 kg.]

Nach den Lehren der Mechanik lassen sich 2 Krafte P, und P,, die
an einem Punkt angreifen, durch eine Kraft R, die sogenannte Resul-
tierende, ersetzen. Diese Resultierende bestimmt man als die Diagonale
des aus den beiden Kriften P; und P, gebildeten Krifteparallelogramms.
Umgekehrt 1i08t sich eine Kraft R nach 2 verschiedenen Richtungen in
2 Einzelkrifte, die sogenannten Komponenten, zerlegen. Stehen die

beiden Komponenten aufeinander

senkrecht, so ergibt sich das Bild 356.
R
% « o P, und P, = Komponenten N
A /‘ A R == Resultierende
Bild 356
Beispiele

a) P, =40 kg und P, = 30 kg greifen unfer einem rechten Winkel an
einem Punkt A an. Wie gro} sind die Resultierende R und der Winkel «,
den R mit Py bildet ?

Lésung .
R = /P24 P = }/40% + 302 = 1600 + 900 = 50 kg

Aus: tga= % =30 0,75 ergibt sich « = 36°50".
1

40

Statt der beiden im Punkte A rechtwinklig angreifenden Krifte
P, = 40 kg und P, = 30 kg kann man eine einzige Kraft R = 50 kg an-
greifen lassen, die gegen P, um o = 36° 50" geneigt ist und auf Punkt A
dieselbe Wirkung wie die beiden Kréfte P, und P, ausiibt.

b) Die Kraft R = 600kg soll in 2 gleichgrofe Krifte P (= Kompo-

nenten), die miteinander einen Winkel
o = 120° einschlieBlen, zerlegt werden
CIR 8 (Bild 357). Wie grof sind die Kom-
120° ponenten P?
~ ? Bild 357

A
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Lésung

R 600 600
9 oc:200560:§—1=600 [ke]
CO8 —Q- .E
Die beiden Komponenten, von denen eine jede mit der gegebenen Kraft R

einen Winkel von 60° bildet, sind gleich der gegebenen Kraft.

In A ABCist cos > =

5 oder P=

Kl rol =

¢) Eine schiefe Ebene ist gegen die Horizontalebene unter einem
Anstiegswinkel o« geneigt (Bild 358).
Aunf ihr liegt ein Korper vom Ge-
wicht G. Die Kraft G (= Gewicht)
kann man in die beiden aufeinander
z . senkrecht  stehenden  Seitenkrifte
& Horizontal> (= Komponenten) N und P zerlegen.

74 ebene 7777 N st die Kraft, die von dem Kérper
C : in senkrechter Richtung auf die schiefe
Bild 358 Lbene ausgeiibt wird. Sie heifit die

Normalkraft {normal == senkrecht).
P ist die Kraft, die den Korper nach unten parallel zur schiefen Ebene
hinuuterzieht, wobel hier die noch auftretende Reibkraft zwischen dem
Koérper und der schiefen KEbene vernachlassigt werde. P heillt die
Hangabtriebskraft. Die Resultierende G und die Komponente N
schlieBen ebenfalls den Winkel « ein, da N senkrecht auf der schiefen
Ebene und G senkrecht auf der Horizontalebene stehen. Es bestehen
folgende Beziechungen:

(1) sine=-= oder P=Gsina
2) cosa:% oder N = G cosa

Aus Gleichung 1 sieht man: Je kleiner der Anstiegswinkel ist, umso
kleiner ist die Hangabtriebskraft. Tiir « =0 ist P = 0.

Zahlenbeispiel
Auf einer unter 30° gegen die Waagerechte geneigten Ebene ruht das
Gewicht von 1t. Welchen Druck N iibt diese Last auf die Unterlage aus ?

Losung

N = G- cos a = 1000 - cos 30° = 1000 - 0,866 = 866 [kg]

d) Spaltwirkung eines Keiles:

Wird ein Keil, der den Keilwinkel 2 & hat (Bild 359), mit einer Kraft
P in einen Baumstamm hineingetrieben, so ergeben sich die beiden gleich-
groBen Keilwangendriicke N gegen den Baumstamm. Diese bestimmen
Mathematik Teil 2 15
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sich unter Vernachlissigung der auftretenden Keilreibung aus der Gleichung:

P
P . 2 P
sin o = oder N = Sina

Man sieht hieraus: Je kleiner man den
Keilwinkel 2 o macht, um so kleiner
wird der Nenner des Bruches und
desto gréfer wird also der Wert des
Bruches; d. h. der Keilwangendruck.

Ein Keil mit kleinem Keil-
winkel hat grolle Spaltwirkung.

{ Bild 359

8) Schubkurbelgetriebe

Die Aufgabe des Kurbeltriebes (Bild 360) besteht darin, die hin- und
hergehende Bewegung des Kolbens und des mit ihm durch die Kolben-
stange verbundenen Kreuzkopfes in die umlaufende Bewegung der
Kurbelwelle umzuwandeln. (Vgl. Seite 65 Aufgabe 100)

. ——== Hingung Weh,rigzw,g
B T
N\
Kolbenstange . : . ) i Kurbel\welle
Al A Az ' B; 0 ——BZ
x N
Kolbenweg s A ~ \L P
-
Bild 360 ar

Die Einzelteile des Schubkurbelgetriebes sind: Kolbenstange, Kreuz-
kopf, Schubstange, Kurbel und Kurbelwelle.

Hat sich die Kurbel um den Winkel « im Sinne der Ubrzeigerbewegung
gedreht, so hat der Kreuzkopf von seinem linken Totpunkte A, aus den
Weg A;A=x zuriickgelegt. Der gesamte Kreuzkopfweg von der linken
bis zur rechten Totlage ist A;A,—=s=2r.

Im Dreieck ACB ist sinf=>0="C oder BC=1-sin .

Im Dreieck OBC ist sinm=% = %j oder BC=r-sina.

Es folgt: l.sinf=r.sin« oder:

. r .
smﬂ:T-sma.
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Unter dem Hingang des Kreuzkopfes versteht man die Bewegung des
Kreuzkopfes zur Kurbelwelle hin.

Beschreibt man mit der Schubstangenlinge | um A den Kreis, der die
waagerechte Mittellinie in D schoeidet, und fillt von B das Lot BC, =o
ist beim Hingange des Kreuzkopfes:

Kreuzkopfweg
x=AA=B,D=B,C+CD=B,C+ AD— AC
=B,0—-CO+AB-—AC
=r—rcose-4-1—1cosf

| x=r(1—cosa)+1(1—cosp).

Aus dieser Gleichung sieht man, dafl fir « = 90° der Kreuzkopfweg
x > r ist; d. h.: Hat die Kurbel eine Viertelumdrehung gemacht, so ist
der Kreuzkopf schon itber seine Mittelpunktslage hinaus.

Zahlenbeispiel
Die Kurbellinge r==300 mm und die Schubstangenlinge 1= 1500 mm
w1y T 1
ergeben das Stangenverhiltnis = .

Die nachstehende Tabelle zeigt den Zusammenhang zwischen den
Winkeln o« und f sowie dem zuriickgelegten Kolbenweg x in mm beim
Hingang: (Man iiberpriife die Richtigkeit!)

|

«° ‘ 0° ' 10° | 20° | 500 | 400 | 50° | 60° | T0° | s0° | 90°
g f 0° il°59’ 3055 | 5244’ | 70237 | 82497 | 9° 587 | 10° 507 11° 227 11032
x (mm) ' 0 } 5 ! 22 | 48 l 83 ] 125 | 173 | 224 | 217 ] 330

Wenn die Schubstange und die Kurbel aufeinander senkrecht stehen
(Schubstange liegt tangential am Kurbelkreis), dann sind « und § Kom-
plementwinkel. o - f=90°

Aus der obigen Gleichung:

. r . . - .
sin f = sina wird in diesem Falle:
r

sinﬂ—_—%sin (90 — B) = cosf
oder: Z%ls%:; oder tgﬂ:%:O,Q. Hieraus §=11°19
und o=78°41".
15%
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&

- a

Bild 361

9) Berechnung von Riemenlédngen

Als Grundlage wiederhole man das auf Seite 58 iiber die gemeinsamen
duleren und inneren Tangenten Gesagte! Die hier zu behandelnde Auf-
gabe ist folgende:

Gegeben sind 2 Riemenscheiben mit den Durchmessern D und d und dem
Wellenabstand a. -Es ist die Lénge des offeren und die des gekreuzten
Riemens zu berechnen!

Offener Riementrieb (Bild 361)

Die Gesamtriemenlinge L setzt sich zusammen aus:

1 Kreishogenlinge B mit dem Zentriwinke] 180° + 2 «,
1 Kreisbogenlinge b mit dem Zentriwinkel 180° — 2«
2 Tangentenlidngen t

Also: L=B+4+ b+ 2¢
In dem rechtwinkligen Dreieck M; M, T, mit dem rechten Winkel bei
T, ist die Hypotenuse a, die kleinere Kathete % (D —d) und die groBere

Kathete t. Der Winkel o« bestimmt sich aus sing= ]32;_‘% . Ferner ist:
cosa :% oder t=acosea. Ist der Winkel « im Bogenmafl gemessen,
80 betrigt: B= ]; (m+24) und
d -~ .
b= 3 (ﬂ —2 OC) B
Die Gesamtriemenlinge betrigt:

L=2(m+28)+ 5 (v— 28+ 2acosw
L=3D+d)+a(D—d)+2acosc.
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Zahlenbeispiel
D=1000 mm; d=300 mm; a=2200 mm
sina—="20"30_0,16; «=9°15 oder ¥=0,16.

L :% (1000 +- 300) + 0,16 (1000 — 300) +- 2 - 2200 - cos 9° 15’
= 6495 [mm] &2 6600 mm,

Gekreuzter Riementrieb
Auch hier (Bild 362) setzt sich die Gesamtriemenlinge I, aus 2 Kreis-
bogenlingen B + b und 2 Tangentenlingen 2t zusammen; also:
L=B+Db-+2t¢.
In dem rechtwinkligen Dreieck M;M, T, sind die Hypotenuse a, die kleinere
Kathete % (D + d) und die groBere Kathete t. Den Winkel « bestimmt man

. . D4-d . t '
aus der Gleichung sin o = —;;— . Ferner ist cos « = _ oder t =a-cos«.

Die Gesamtlinge des gekreuzten Riemens betrigt also:
L="(n+28)+ 5@t 2a) + 2acosw

L=(v+2®) 23+ 2acosa.

Zahlenbeispiel

Dic Scheibendurchmesser und der Achsabstand sind (wie in dem Beispiel
fiir den offenen Riementrieb)
D =1000 mm; d =300 mm; a= 2200 mm
1000 + 300
T 2.2200

sin o = =0,295; a=17°10" oder « =0,3

Bild 362
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L= (n+2-03) 2% 1 9.9900. cos 1710’ = 6630 mm.

Die Riemenlinge ist beim gekreuzten Riementrieb groBer als beim offenen
Riementrieb, i

10. Berechnung von Sehnen und Bogenhdhen.

F Im Bild 363 sind:
AB = Kreissehne s |
oX° AM = BM = Kreisradius t
@ = Zentriwinkel |
C = CD = Bogenhéhe (= Pfeil-
.\)/ hoéhe) h.
A ‘0 / 8 Aus A AMD folgt:
< 3
i sin fg = % = ;} oder
¢ R
Sehne: [s =2 sin 5
Ml Die Bogenhghe

h=CD=CM-DM

=T — I COS g oder

Bogenhdohe:

h _—_—.r(l — cosg)

r Bild 363

Im Punkte A ist an den Kreisbogen die Tangente AE gelegt. Nach dem
Sehnentangentenwinkel -Satz (Seite 60) ist der Sehneuntangentenwinkel

(<X EAC) halb so grol wie der Zentriwinkel (<t AMIC), der mit ihm auf
dem gleichen Bogen steht. Danach sind <t EAC = 5 < AMC =% und

<X EAB’:% X AMB =2, Als Differenz der beiden Winkel ergibt sich:

§n
X EAB— S EAC=2—-%oder ¥ CAB=2.

il

7

h  2h
s s
2

v
2
ImAADCisttg% s
Hieraus bestimmt sich;
h= %tg-z-’- und

s=2hctg%.
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vy, - Bogenhsh h " .
Das Verhiiltnis: —c " == nennt man das Spannungsverhiltnis.
Schne s

Zwischen dem Spannungsverhiltnis Eh und dem Mittelpunktswinkel ¢

besteht die Bezichung 2. é = tg % , d.h.: Das doppelte Spannungsverhalt-
nis ist gleich dem Tangens des vierten Teiles des Zentriwinkels.

Ferner ersieht man aus der letzten (leichung, daf das Spannungsver-
biltnis unabhangig von der GréBe des Kreisradius ist. Ks hingt nur von
der Grofle des Zentriwinkels ab.

Man leite die im Abschnitt K 5 Seite 142 fir den Inhalt des Kreis-

segmentes angegebenen Gleichung ¥ = r_; (% — sin (p) ab.

In technischen Handbiichern sind Tabellen fiir Bogen- und Sehnen-
lingen, Bogenhéhen und Inhalte der Kreisabschnitte fiir den Kreis mit dem
Halbmesser = 1 (Einheitskreis) angegeben.

Nachstehend ein Auszug aus einer solchen Tabelle.

! ! |

9> | Bogenlinge Sehne | Bogenhdhe L Kreabsclhnistes
| |

20 i 0,3491 0,3473 l 0,01 529 ‘ 0,00352

21 | 0,3665 0,3645 0,01675 | 0,00408

22 J 0,3840 0,3816 0,01837 1 0,00468

23 | 04014 0,3987 0,02008 |  0,00535

Um die Tabelle fiir jeden beliebigen Kreis mit dem Radius r zu verwenden,
hat man die fiir die Bogenlinge, Sehne und Bogenhohe angegebenen Tabellen-
werte mit r, die fiir den Inhalt des Kreisabschnittes jedoch mit r2?zu
multiplizieren.

Zur Ubung priife man die vorstehenden Tabellenwerte unter Zuhilfe-
nahme der angegebenen Formeln auf ihre Richtigkeit.

Aufgaben

6) Welche Steigung hat das Gelinder einer Treppe, deren Schwellen
a cm breit und b cm hoch sind ?

7) Wie verhilt sich die Stufenbreite zur -héhe einer Treppe, deren Stei-
gung 609, betrigt ?

8) Wie hoch ist ein Mast, von dessen Spitze ein 25 m langes Seil seitwérts
zur Erde gespannt ist und mit dem Erdboden den Winkel 60° bildet ?

9) Von einem Rhombus mit der Seite a == 5 cm und dem Winkel o« = 60°
ist zu berechnen: a) die Linge der beiden Diagonalen und b) der
Flacheninhalt.

10) 2 StraBen stofen unter einem Winkel o im Punkte A geradlinig auf-
einander, Wie lang ist der kiirzeste Weg zwischen 2 Punkten B und C
die je a km vor dem gemeinsamen Treffpunkt A auf jeder Strafle
liegen ?
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11) Wie groB ist der Flichen-
inhalt der schraffiert gezeich-
neten Flache des Bildes 364 ?

12) Wie grofl ist die Quer-
schnittsfliiche der bikon-
vexen Linse (Bild 365)?
Vgl. S. 144 Nr. 230

13) Wie grof ist die Quer-
schnittsfliche der konkav-
konvexen Linse (Bild 366)?

14) Ein Wasserrohr mit kreis-
formigem Querschnitt st bis

3 . .
zu - seines Durchmessers mit

Wasser gefiillt (Bild 367).

a) Wie groB ist die schraf-
fiert gezeichnete Quer-
schnittsfliche ?

b) Zu wieviel Prozent ist der
Gesamtquerschnitt ausge-
nutzt ?

15) a) Wie groB ist der Radius ¢
des Kreises, den man dem
Kreisausschnitt mit dem
Zentriwinkel « einbeschrei-
ben kann (Bild 368) ?

b) In einem Kreis vom Radius r sind von
innen n gleich grofe, sich untereinander
beriithrende Kreise gelegt (Bild 369).
Wie groB ist der Radius p eines jeden

dieser Kreise?

Bild 365

Bild 367

Bild 368

Bild 369

Bild 366
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16) Das ,,Ei-Profil“ (Bild
370) setzt sich aus 4
Kreisbogen zusammen.

Wie grofl ist sein
Querschnitt ?

Anleitung: Man be-
stimme der Reihenach :
o; MyMy; x; Zentri-
winkel ffiir den unteren
Kreisausschnitt Fy. Ge-
samtquerschnitt setzt
sich zusammen aus
F,+2F,+ F,;. F,be-
rechne man als Dif- Bild 370
ferenz eines Kreissek-
tors minus Fliche des

4 M, M;M,!
17) Ein Kreis vom Durchmesser D
wird aulen von n untereinander ‘
gleich grofen Kreisen |vom |
Durchmesser d berihrt (Bild
371). o ;
Welche Beziehung besteht 1 ; S
zwischen D, d und n, wenn sich - )
die duberen Kreise beriihren ?

Bild 371

18) 2 Kreise, deren Durchmesser sich wie 1:3 verhalten, berithren ein-
ander von aufen. Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden
dulleren Tangenten ?

19) Eine Walze vom Durchmesser d
ist durch ein Seil 8, das an den s
Punkten A und B befestigt ist,
verspannt (Bild 372). Wie lang

ist das Seil, wenn AB =3 d ist ? {T jld E}

Bild 372
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20) Ein gleichseitiges Dreieck A BC mit

der Seite s wird an seinen 3 Ecken

mit dem Radius r :% abgerundet

(Bild 373). Wie grof} ist die schraf-
fiert gezeichnete Abfallfliche, aus-
gedriickt durch s und in Pro-
zenten ?

21) 2 Punkte A und B sind ¢=13 cm

voneinander entfernt und haben
von einem Spiegel die Absténde
a=4 cm und b=9 cm (Bild 374).
Wie gro8 ist der Einfallswinlel «
des Lichtstrahles, der von dem
einen zum anderen Punkt reflek-
tiert (= zuriickgeworfen) wird %

Anleitung: Das Spiegelbild A,
des Punktes A erscheint um acm
hinter dem Spiegel liegend. Der
von A nach B gehende Lichtstrahl
legt den Weg A — C — B zuriick.
A, liegt auf der Verlingerung
von BC.

22) Wie grof ist die gestreckte

23)

24)

Lénge eines gewellten Bleches,
das aus 10 vollen Wellen be-
steht ? Die Abmessungen ciner
aus 2 kongruenten Kreisbogen
bestehenden Welle sind nach

C

A

|

Bild 373

A
Bild 374

Fe———— Wellenldnge = 60 ——————T
Bild 375

dem nebenstehenden Bilde 375: Wellenlinge 60 cm; Bogenhdhe 3 cm.

Eine Kraft R=1810 kg soll in
die beiden anfeinander senkrecht
stebenden Seitenkrifte P, und
P, zerlegt werden, so dall P, mit
R den Winkel o=20° Dbildet
(Bild 376). Wie grol mufl P; und
P, werden ?
Zweir gleichgroBe Krifte P bil-
den miteinander den Winkel g
(Bild 377). Wie grofB ist die Re-
sultierende R?

Anleitung: Man projiziere P auf
R. Wie lang ist R im Verh#ltnis
zu dieser Projektion ?

[ B 1810 K
P B
2
20° o
i Z
Bild 376
Q R
o
P

Bild 377



1. Einheitskreis und Koordinatenkreuz

25) Von einer Welle mit dem Durch-
messer D =80 mm wird das

schraffierte Stiick abgefrist, so é

daf h=70 mm ist (Bild 378).
Wieviel Prozent betrigt der Mate-
rialabfall ¢

Bild 378

fe———h —
C. Die 4 trigonometrischen Funktionen
fiir simtliche Winkel

Die trigonometrischen Tabellen technischer Hilfsbiicher oder #hnlicher
Tafelsammlungen enthalten die Werte fiir die 4 trigonometrischen Funk-
tionen der Winkel von 0° bis 90°. Man kann sie also henutzen, wenn von
einem Winkel, der kleiner als 90° ist, eine der 4 Funktionen bestimmt werden
soll. Rechtwinklige Dreiecke haben nur Winkel, die kleiner als 90° sind.
Daher konnen sie, wie im vorhergehenden Abschnitte behandelt wurde,
ohne weiteres mit Hilfe trigonometrischer Tabellen berechnet werden.

Die Funktionswerte wurden als Verhiltniszahlen der Katheten und der
Hypotenuse am rechtwinkligen Dreleck erklirt und hatten somit nur einen
Sinn fiir spitze Winkel. Um aber auch die 4 trigonometrischen Funktionen
fiir Winkel, die grofler als 90° sind, verwenden zu konnen, bedarf es einer
weiteren Erklirung der Sinus-, Kosinus-, Tangens- und Kotangensfunktion

1. Einheitskreis und Koordinatenkreuz

‘Man beschreibe einen Kreis, dessen Radius gleich der Lingeneinheit ist,
den man daher den Einheitskreis
- 4 nennt, um den Schnittpunkt
I ,\p’ 7 zweler sich rechtwinklig schnei- -
denden Geraden (Bild 379). Die
73 horizontal (= waagerecht) ge-
N ; Y legene (Grerade heilt die x-Achse

*Y2 ' oder Abszissenachse.

Die vertikal (= senkrecht) ge-
legene Gerade ist die y-Achse
oder Ordinatenachse.

Beide Achsen, die das recht-
winklige oderCartesischel)Ko-
ordinatenkreuz bilden, nennt
man die Koordinatenachsen, Ihr
Schnittpnnkt O heilit der Ko-
ordinatenursprungspunkt  oder
Bild 379 auch Nullpunkt. 0 kann also

entweder Null bedeuten oder auch

1} René Descartes (1596 bis 1650) oder Renatus Cartesius = franzésischer Mathe-
matiker. Schopfer der analytischen Geometrie.
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den Buchstaben O als Antangshuchstaben des lateinischen Wortes
Origo = Ursprung,. [Vergleiche : Original = Ursprungszeichnung]. Von diesem
Punkte O aus erstrecken sich nach rechts bzw. nach oben hin die positiven
Teile der x- bzw. y-Achse; nach links bzw. nach unten bhin dagegen die
negativen Teile dieser Achsen. Die beiden Koordinatenachsen zerlegen
den Einhejtskreis in 4 Felder oder Quadranten (= Viertel), die in
der der Uhrzeigerbewegung entgegengesetzten Drehrichtung mit Quadrant
I, I1, IIT und IV bezeichnet werden. Ein auf der Kreisperipherie im
I. Quadranten gelegener Punkt P; hat von der x-Achse den Abstand
P,A, =+ y, und von der y-Achse den Abstand OA;, =+ x;. Man
nennt -+ x, und 4 y, die Koordinaten des Punktes P;. Sie sind beide
positiv, wenn P; im Quadrant T liegt.

Liegt ein Punkt P, auf der Einheitskreisperipherie im Quadranten II,
80 hat er die Koordinaten: — x, und -+ y,. Entsprechend sind die Koordi-
naten der Punkte Py im IIl. Quadranten: — x; und — y, und P, im
IV. Quadranten: + x, und — y,.

Im I.und ITL. Quadranten haben beide Koordinaten das gleiche Vorzeichen;
sie sind beide entweder positiv oder negativ. Im Tf. und IV. Quadranten
haben beide Koordinaten entgegengesetztes Vorzeichen; die eine ist positiv,
die andere negativ oder umgekehrt.

Verbindet man einen Punkt P, der sich auf der Peripberie des Einheits-

kreises (Bild 380) im entgegengesetzten Sinne des
\ Uhrzeigers [= mathematisch positive Drebrich-
tung] bewegt, mit dem Ursprungspunkt O, so
P bildet diese Verbindungslinie mit der positiven
A [nach rechts gerichteten] Richtung der x-Achse
0 einen Winkel «!). Dieser Winkel « ist kleiner als
90°, also spitz, solange P; im I. Quadranten liegt.
Befindet sich P im II. Quadranten, dann ist
Bild 380 o« > 90° aber << 180°. Im III. Quadranten hat «
einen Wert, der zwischen 180° und 270° liegt,
withrend im IV. Quadranten « groBer als 270°% jedoch kleiner als 360° ist.
Nach einem vollen Umlauf des Punktes P auf der Kreisperipherie wieder-
holt sich das Spiel. Ein Winkel « ist deckungsgleich mit einem Winkel
(360° + «) oder allgemein nach n Umdrehungen mit (« -+ n-360°), wo-
bei n eine positive ganze Zahl ist und die Anzabl der Umléufe angibt.

LaBt man P auf der Einheitskreisperipherie (Bild 381), im Sinne des Uhr-

' zeigers [= negativer Drehsinn] umlaufen und ver-

bindet ihn in seiner jeweiligen Lage mit dem Ur-

sprungspunkt O, so entstehen wiederum Winkel,

die man jetzt im Gegensatz zu den bisherigen po-
» sitiven Winkeln als negativ bezeichnet.

1) Als der mathematisch positive Drehsinn wird der
P bezeichnet, durch den die positive (nach rechts ge-
/ richtete) x-Achse eines rechtwinkligen Koordinaten-
kreuzes auf kiirzesten Wege in die Lage der positiven

Bild 381 (nach oben gerichteten) y-Achse gebracht wird.

ay
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Beispiele
In welchem Quadranten liegt P, wenn
150° ist? Antwort: Im Quadrant 1T

o =
x = 260° 2] 2 35 39 1T
o = 290° ) 35 Y 3 v
oL = — 400 ” ” " b3 IV
o= — 80° ) ) D) Y v
« = —180° 3 ”» 3] 2 II1.

« sei ein spitzer Winkel, wie grof3 ist der Winkel:

(180° — x)?  Antwort: Stumpfer Winkel
(180° 4 «) ? . Uberstumpfer Winkel
(360° — o) ? . Uberstumpfer Winkel.

2. Die trigonometrischen Funktionen am Einheitskreise

In dem Einheitskreise [r = 1] sei irgendein Zentriwinkel POA = < «
gezeichnet (Bild 382). Der eine Schenkel OA

+y dieses Winkels fillt mit der positiven Rich-
P tung der x-Achse zusammen. Der andere
Schenkel OP verbindet einen irgendwo auf

. der Peripherie des Einheitskreises gelegenen
Punkt P mit dem Koordinatenursprungs-

o
0 /‘ o jAx punkt O.

Bild 382

Liegt P im I. Quadranten, dann ist o ein spitzer Winkel. « liegt im
I. Quadranten.

Liegt P im II. Quadranten, dann ist « ein stumpfer Winkel. « liegt im
I1. Quadranten.

Liegt P im IIl. oder IV. Quadranten, dann ist « ein iiberstumpfer Winkel.
« liegt im III, oder 1V. Quadranten.

In Verallgemeinerung des bisherigen Begriffes der trigonometrischen
Funktionen versteht man unter dem

sin o = Ordinate — ¥y =y
Einheitskreisradius = 1

€08 oL = Abszisse ==y
Einheitskreisradius 1
_ Ordinate .y
tgo= Abszisse -

ctg oL == ____Abszisg = X .

Ordinate y
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Durch diese 4 Gleichungen werden die trigonometrischen Funktionen
durch die Ordinaten und Abszissen eines auf der Peripherie des Einheits-
kreises gelegenen Punktes erklirt, wobet die Lage des Punktes von der
Grofe des jeweiligen Winkels o« abhingt. Diese Definition ist gegeniiber
der auf Seite 207 gegebenen weitgehender und stellt etwas villig Neuaes
dar. Dort wurden die 4 trigonometrischen Funktionen lediglich als Ver-
héltniszahlen der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks erklirt und hatten
nur fiir Winkel, die kleiner als 90° sind, einen Sinn. Unsere jetzige Erklirung
aber gilt fiir die trigonometrischen Funktionswerte sidmtlicher Winkel.
Sie ist aus Zweckmaligkeitsgriinden so gefalit. dall die bisherige Definition
in ihr als Sonderfall eingeschlossen ist und zwar fiir das im I. Quadranten
gelegene rechtwinklige Dreieck ODP, wobel a << 90° ist.

Da die Koordinaten [Ordinate und Abszisse] des Punktes P entsprechend
seiner Lage positiv oder negativ sind und da der Einheitskreisradius stets
als positiv betrachtet wird, so bekommen auch die 4 Funktionswerte sin e,
cosa, tg o und ctg « je nach der Gréfle des Winkels « entwider positive
oder negative Werte. Der Sinus hat das Vorzeichen der Ordinate y; der
Kosinus hat das Vorzeichen der Abszisse x. Der Tangens und der Kotangens
haben immer bei dem gleichen Winkel das gleiche Vorzeichen. Im einzelnen
aber ist der Tangens bzw. der Kotangens eines Winkels positiv, wenn der
Sinus und der Kosinus dieses Winkels das gleiche Vorzeichen haben. Dies
ist im L. und I1I. Quadranten der Fall. Sind aber der Sinus positiv und der
Kosinus negativ oder umgekehrt, dann sind der Tangens- und der Kotangens-
wert dieses Winkels negativ. Dies ist im II. und IV. Quadranten der Fall.

Zusammenfassung

Liegt P im Quadranten: 1 I IT1 v
Dann ist « ‘ spitz : stumpf ‘ M
und sin o + ‘ + — ‘ —
cos o | + - =
tg « i + — + —
otg o + ’ - ; -+ i —

Man prige sich folgende

3 Vorzeichenbilder der trigonometrischen Funktionen ein.
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Bild 383

st » cos tg u. ctg

Diese 3 Bilder sagen folgendes: Der Sinus ist positiv, wenn der Winkel im
I. oder II. Quadranten liegt; d. h. fiir spitze und stumpfe Winkel. Der
Sinus fiir iiberstumpfe Winkel ist negativ.

Der Kosinus ist positiv fiir spitze Winkel und fiir iiberstumpfe Winkel,
die grofler als 270° sind.

Der Tangens und der Kotangens sind positiv im I. und ITI. Quadranten,
negativ aber im II. und IV. Quadranten.

Beispiele

sin 35° ist positiv, da <L« = 35° im I. Quadranten liegt.
sin140° ,,  ,, ., Xa=140° , IL ,, "
sin 210° ,» negativ, ,, <Lo=210° ,, TIL ’ »
sin 330° ,, ' ,, <La=2330°,, IV. " ’
cos 20° ,, positiv, ,, Xa= 20°, I . »
cos 150° ,, negativ, ,, <L« =150 ,, II. N .
cos 200° ,, . ,, <L o=200° ,, III. . »s
cos 300° ,, positiv, ,, <L« =300° ,, IV. ’ »

tg 80°>0 ctg 10°>0

tg 170° < 0 ctg 100° << 0

tg 190° > 0 ctg 200° > 0

tg 350° < O ctg 300° < 0

3. Der Funktionsverlauf und die 4 trigonometrischen Kurven

Im vorhergehenden Abschnitt hatten wir geklirt, fiir welche Winkel-
grofen die trigonometrischen Funktionen positive oder negative Werte
haben. Nunmehr wollen wir uns an Hand einfacher Bilder iiber das Wachsen
bzw. Kleinerwerden der trigonometrischen Funktionen in Abhéngigkeit von
der Grofle des Winkels o Klarheit verschaffen.

Der eine Schenkel des Winkels «, und zwar OP, sei beweglich (Bild 384).
Er mége sich im entgegengesetzten Uhrzeigersinn drehen, so dafl also
X & hierbei grofer wird. Im Bild 384 fiir den I. Quadranten ist 0° < o < 90
[d. b. « ist spitz]. Im Bild 385 fiir den II. Quadranten ist 90° <<« <C 180°
[d. b. & ist stumpf].



240 Die Trigonometrie
Lg “
~r-y4 ;é o \"i‘e\
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£ ctg o -+ P
~ Richtung ¢ tRichtung
o
=4
SR | |
a i
] =z f
~ g I 5 |
-§ ‘
x { l Fester Schenkel _ |
0 o |&4 % |
[ COS X ——* i
; T
)
n

0° < o < 90°

I /. Quadrant l Bild 384

3 e
& - Richtung ' +Richtung
e, x
R 2
ey 3,
e eS
A z
Tt =
0

/
J A Fester  +x _
T 4 Cos &
negativ,

W
3
~
ERe)
Q
£ R
L
~
+Richtung

b §IMT X

Q Schenkel
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{regativ)

90° < o << 180°

~Richtung

/. Quadrant ' '
Bild 385
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]

*y
P )
F crg o
]C
‘ 8
& %
cos:x/ 2
0 (negativ) J,
b= 0 A X
<5
“ @O
*\E
P
180° < o < 270° Bild 386
l Il. Quadrant ] '
|_'= Cfg @ *y
[‘L (negativ) £
\\ \
L s
¥ ) ol 1A +x
0 L; 4_\
v = 2
<) =
sel/| =8
S| &
PN

270° < a < 360°

l V. Quadrant ‘

Mathomatik Teil 2

yn

Bild 387

16
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Die Mafizahl der Projektion OD des beweglichen Schenkels OP ist gleich
dem cos . Die MaBzahl der Projizierenden PD ist gleich dem sin «; also:

OD=cosa und PD=sina.

Die Tangente an den Einheitskreis in A schneidet den beweglichen Schen-

kel oder seine riickwirtige Verlingerung in B. Die Mafzahl der Lénge dieser
Strecke AB st gleich dem tga; denn tga— g = —AB—tga. Ist
A B nach oben gerichtet (Bild 384), so ist tga positiv. Ist o ein stumpfer
Winkel in dem Bilde des II. Quadranten, so ist AB nach unten gerichtet

(Bild 385). tg o ist dann negativ.

Der ctg o stellt sich als die Lingenmafzahl der Strecke EC dar. C ist
der Schnittpunkt des in E auf OE errichteten Lotes mit dem beweglichen
Schenkel des Winkels o, Ist EC nach rechts gerichtet, so ist ctg « positiv
(Bild 384). Fiir den II. Quadranten ist E C nach links gerichtet und somit
negativ.

EC=ctga.

Die Bilder fiir den III. und IV. Quadranten (Bilder 386 und 387) zeigen
unter Verwendung derselben Streckenbezeichnungen die Funktionswerte
fiir iiberstumpfe Winkel o.

An Hand der Bilder 384 ... 387 kénnen wir das Grofer- und Kleinerwerden
der Funktionswerte in Abhingigkeit vom Winkel o erkennen:

Der grofite [bzw. kleinste] Wert, den sino annehmen kann, ist <+ 1
[bzw., — 1], und zwar dann, wenn PD gleich der Léinge des Einheitskreis-
radius wird. Dies tritt ein bei « = 90° [bzw. 270°]

» sin 90° =41 sin 270°=—1

sin « wird gleich 0, wenn P D = 0 wird. D1es ist der Fall, wenn e« = 0°
oder 180° oder 360° ist.
Fiir die Feststellung der GroB8t- und Kleinstwerte der Funktion cos«
ist die Linge der Projektion O D maBgebend, es ist:
cos0° =+ 1; cos 90° = 0; cos 180° = — 1;
cos 270° = 0; cos 360° = —+ 1.

Zusammenfassung:

Die Werte der sin- und cos-Funktion simtlicher Winkel liegen ent-
weder zwischen +- 1 und — 1 oder sind gleich + 1 bzw, — 1.

Anders verhalten sich aber die tg- und ctg-Funktionswerte, die sich als
die Tangentenlingen AB und EC darstellen. Wichst < « von kleinen
Werten bis 90°, so wird die Tangente AB immer gréBer und groBer. Im
Grenzfall, wenn « = 90° wird, wird der Tangenswert - co. Betrachtet
man jedoch die Verdnderlichkeit der tg- “Funktion fiir a-Werte zwischen 180°
und 90° {II. Quadrant], so sieht man, daf tg 180° = 0 ist und daB bei kleiner
werdenden o-Werten tg o immer Kleiner wird oder, anders ausgedriickt,
ins Negative hin wichst. Im Grenzfall, wenn « sich dem Wert 90° néhert,
wird tg 90° = — co. Man sieht also, dal tg « sowohl positiv, als auch nega-
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tiv unendlich groB werden kann; und zwar tg 90° = -+ oo [lies: plus oder
minus unendlich]. Dasselbe gilt fiir « = 270°. Hier ist tg 270° = 4 oo.

Da fiir die GroBe der Funktionswerte der ctg-Funktion die Lénge der
waagerechten Tangente EC maBgebend ist, so sieht man, daBl die Ko-
tangensfunktion fiir «-Werte, die von 0° bis 90° wachsen, immer kleiner
wird. ctg0® =oco und ctg 90° = 0.

ctg 0° kann aber auch — oo sein, wenn man die Verdnderlichkeit der Ko-
tangensfunktion im IV. Quadranten betrachtet, in dem die ctg-Werte von 0
bis — co abnehmen. Denselben Sprung von - oo nach — oo weist die
ctg-Funktion bei 180° auf. Esist also: ctg 0° = 4- oo und ¢tg 180° = + oo,
Die 4 trigonometrischen Kurven (Bild 388) veranschaulichen den Verlauf
der Funktionen: ' 4

Der auf dem Einheitskreise mit 0° bezeichnete Punkt ist zum Anfangs-
punkt eines Koordinatenkreuzes gewihlt, auf dessen Abszissenachse die
Winkel « von 0° ... 360° aufgetragen sind. Die Entfernung der mit 0° und
90° bezeichneten Punkte auf der Abszissenachse ist gleich einem Viertel
des Einheitskreisumfanges. Als Ordinaten des Koordinatenkreuzes sind
die entsprechenden Funktionswerte, wie sie sich aus dem Einheitskreise
ergeben, gezeichnet. Fiir irgendeinen Punkt einer dieser 4 Kurven gibt
die Abszisse den Winkel im BogenmaB, die Ordinate aber den zugehorigen
Funktionswert an.

Die 4 Kurven kann man nach rechts hin beliebig fortsetzen. Sie wieder-
holen sich in ihrem Verlaufe, da ja nach einer vollen Umdrehung des beweg-
lichen Schenkels des Winkels « der auf der Kreisperipherie gelegene Punkt P
wieder im I. Quadranten angekommen ist. Man sagt:

| Die 4 trigonometrischen Funktionen sind periodiéch um 360°.

Bei Betrachtung der tg- und ctg-Funktionskurve sieht man jedoch, daf
diese beiden Kurven sich sogar schon nach 180° wiederholen.

| Die Tangens- und Kotangensfunktion sind um 180° periodisch.'

Diese soeben gewonnenen Erkenntnisse fassen wir in folgenden 4 Glei-
chungen zusammen:
8in (o -+ n - 360°) = sin «
cos (o -+ n - 360°) = cos «
tg (o -+ n-180°) =tga
ctg (« + n - 180°) = ctg «

4. Die Funktionswerte fiir stumpfe und negative Winkel

Um die trigonometrischen Tabellen, die nur fiir spitze Winkel aufgestellt
gind, auch fiir Winkel, die groBer als 90° sind, verwenden zu konnen, zer-
legen wir einen gegebenen stumpfen Winkel, fiir den der Funktionswert
durch die trigonometrische Tafel bestimmt werden soll, in ein Vielfaches
von 90° plus oder minus einem spitzen Winkel «. Man zerlegt also z. B.
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140° = 90° + 50° oder

= 180° — 40°
250° = 180° + 70° oder 300° = 270° + 30° oder
= 270° — 20° = 360° — 60°

Allgemein:
p° =mn-90° 4+ «°,
Hierin ist §° ein beliebiger nicht spitzer Winkel, n eine ganze Zahl und «°

ein spitzer Winkel.
Ist n eine gerade Zahl, z. B. 2 oder 4, so erfolgt die Winkelzerlegung durch

den gestreckten Winkel 180° bzw. den Vollwinkel 360°; also:

p =180° 4o d. h. B ist grofer als 90°, aber kleiner als 270°, wenn « ein
spitzer Winkel ist

oder

B =360°4- « d. h. § ist grofler als 270° aber kleiner als 450° [bzw. 90°],
wenn o spitz ist.

Zahlenbezspzele
135° == 180° — 45°; 275° = 360° — 85°
205° = 180° + 25°; 440° = 360° 4 80°. A
Ist n eine ungerade Zahl, z. B. 1 oder 3, so erfolgt die Winkelzerlegung
durch den rechten Winkel bzw. den Winkel 270°; also:

6 =290+ o d. h. pist stumpf, wenn « spitz ist

oder
p =270 4 o d. h. § ist {iberstumpf, wenn « spitz ist.
Zahlenbeispiele:
135° = 90° - 45° 275°% = 270° + 5°
205° = 270° — 65° 440° = 450° — 10°

Zerlegung eines stumpfen Winkel in 180° 4- o bzw. in 360° 4 «
Aus Bild 389 ergibt sich:

P D= PD =]sm(180°—«) =sin«

D,0 =—DO0 ={cos (180° — &) == — cos &
AB, = — AB =| tg (180° — o) = — tg«

C,E = — CE =]ctg (180° — ) = — ctga
PyD; = —PD =/ sin (180° + o) = — sin«
D,0=-D0 = cos(lSO + o) = — cosa

AB = AB=| tg(180° + «) = tga

CE = C(E= ctg (180° + o) = ctg «
P;D = — PD ={ sin (360° — &) =sin (— «) = — sin «
DO = DO ={cos(360°— o) =cos(—a)= cosa
AB, = — AB =] tg(360° — o) = tg(— o) = —tga
CE = — CE =]ctg (360° — o) = ctg (— ) = — ctga
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Aus den letzten 4 Gleichungen ergibt sich die

Regel diber die Funktionen megativer Winkel

Der sin, tg und ctg eines negativen Winkels ist gleich dem negativen
sin-, tg- und ctg-Wert des positiven Winkels. Aber!: Der cos eines
negativen Winkels ist gleich dem cos-Wert des positiven Winkels.

Zerlegung eines stumpfen Winkels in 90° 4= « bzw. in 270° 4 «.
Aus Bild 390 ergibt sich:

I 1 I O

l
WO
oo
I

— EC =
_AB =

sin ( 90° — a) = cosa
cos ( 90° —a) = sina
tg( 90°— ) = ctga
ctg ( 90° —a) = tga
sin( 90° 4 o) = cosa

cos ( 90° + &) = — sina

tg( 90°+ a) = — ctga
etg (20° + o) = — tg«

8in (270° — o) = — cos «
cos (270° — o) = — sin &

tg (270° — o) =  ctga
ctg (270° — 0) = tga

sin (270° + &) = — cos «
cos (270° 4+ ) == sin«
tg (270° + o) = — ctg o
ctg (270° + ) = — tg «




4. Die Funktionswerte fir stumpfe und negative Winkel 247
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B,  Bild 390

So verwirrend auch die Fiille der stark umrandeten wichtigen Formeln
bei oberflachlicher Betrachtung dem Anfénger vielleicht erscheinen mag, so
leicht sind diese Formeln jedoch zu merken, sofern man ihren systematischen
Aufbau erkannt hat, der zusammengefallt festgelegt werden méoge in fol-
gender

Regel: Jede trigonometrische Funktion von 7. 90° 4- « ist, abge-
sehen vom Vorzeichen, gleich derselben oder der Kofunktion von «,
je nachdem 7 gerade oder ungerade ist. Das Vorzeichen ist das der
urspriinglichen Funktion in dem zu %-90° 4 « gehérenden Qua-
dranten. (Siehe Vorzeichenbilder auf Seite 239.)

Beispiele
1) Wie grof ist sin (180° + «)?
Der Winkel (180° 4 «) liegt im ITI. Quadranten, Der Sinus eines Winkels

im TII. Quadranten ist 1t. Vorzeichenbild negativ. Weil die Zerlegung von
180° aus vorgenommen wurde, bleibt die Funktion erhalten; also:.

sin (180° 4 a) = — sin «.
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2) Wie grof ist cos (180° — «) ?
Der Winkel liegt im II. Quadranten. Der Kosinus eines Winkels im
II. Quadranten ist negativ. Die Funktion bleibt erhalten; also

c0s (180 — &) = — cos &

3) Wie grof3 ist tg (360° — o) ?
Winkel im IV. Quadranten. Dort ist tg negativ. Funktion bleibt wegen
Zerlegung von 360° aus unverdndert; also:

tg (360° — o) = — tg «
4) Wie grof} ist ctg (360° — o)? Genau dieselben Betrachtungen wie
im Beispiel 3; also:
ctg (360° — a) = — ctg«
5) Wie grol} ist sin (90° 4+ «)? Winkel liegt im II. Quadranten. Vor-

zeichen: 4-. Da die Winkelzerlegung von 90° aus vorgenommen wird,
andert sich die Funktion in die Kofunktion; also:

sin (90° 4 «) = cos a
6) Wie groB ist cos (270° — «)? Winkel liegt im ITI. Quadranten. Vor-
zeichen: —. Uminderung in Kofunktion!
cos (270° — o) == — sina
7) Wie grof} ist tg (270° — ) ? Tangens eines Winkels im III. Qua-
dranten hat Vorzeichen: 4. Umwandlung in Kofunktion!
tg (270° — ) = ctg «
8) Wie grofl ist otg (270° 4+ «)? Winkel im IV. Quadranten. ctg ist

dort negativ. ctg-Funktion geht in tg iiber; also:
ctg (270° + o) = — tga

9) Wie grof} sind folgende Funktionswerte ?

sin 200° = sin (180° 4 20°) = — sin 20° = — 0,342
cos 1560° = cos (180° — 30°) = — cos 30° = — 0,866
tg 300° = tg (360° — 60°) = — tg 60° = — 1,732

otg 250° = ctg (180° - 70°) = + ctg 70° = + 0,364

10) Wie grof3 sind die 4 trigonometrischen Funktionen des Winkels
o= — 45°?

sin (— 45°) = — sin 45° = — 0,707
cos (— 45°) = cos4b°= 0,707
tg (—45°) = — tg4h°=—1
ctg (— 45°) = —ctg46° =—1

A
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11) Wie grof} ist «, wenn sin o = 0,643 ist ?

AuBer einem spitzen Winkel o, , den man der Tabelle der trigonometrischen
Funktionen entnimmt, gibt es noch einen stumpfen Winkel ey, der im II.
Quadranten liegt; also:

o; = 40° und o, = 180° — 40° = 140°,

12) Wie groB ist o, wenn cos & = — 0,342 18t ¢

Die Kosinusfunktion ist negativ, wenn o im II. oder III. Quadranten
liegt. Wire cosa = 0,342, dann wiirde o = 70° It. Tabelle sein. Wenn
aber cos o = — 0,342 ist, dann 1st

oy = 180° — 70° == 110°
und o, = 180° 4 70° = 250°

13) tgoe = — 1. Wie grof} ist a?

Zu tgw =1 gehdrt « =45° Da aber hier tg« negativ ist, so liegt der
gesuchte Winkel im II. oder IV. Quadranten. Zu tgoa = — 1 gehdren
die Winkel: :

oy = 180° — 45° = 135°
und e, = 360° — 45° = 315°

14) ctg x =1,192. Der Kotangens ist positiv fiir Winkel im I. und
II1. Quadranten; d. h. x; == 40° und x, = 180° + 40° == 220°,

15) e, B und y sind Dreieckswinkel. Die 4 trigonometrischen Funktionen
des Winkels « sollen durch § und y ausgedriickt werden!

Da im Dreieck « -+ f - y = 180° ist, so ist « = 180° — (8 + y). Somit

0 sin o = sin [180° — (B + )] = sin (B + 7)
cos o = cos[180° — (§ + y)] = — cos (8 4 y)
tg « = tg[180° — (ﬁ+y]—~tg(ﬁ+/)
otg oo = ctg[180° — (B + y)] = — ctg (6 + »)

D. Die 4 trigonometrischen Funktionen
im schiefwinkligen Dreieck

Mit den im vorhergehenden Abschnitt behandelten Funktionswerten
fiir stumpfe Winkel kann man jedes beliebige Dreieck berechnen; wihrend
bei den rechtwinkligen Dreiecken die beiden der Hypotenuse anliegenden
Winkel stets spitz sind, konnen in einem beliebigen Dreileck auch stumpfe
Winkel auftreten,
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1. Sinussatz

a:b:c=sna:sinf:siny
a b c

oder: = o
sine sinf  siny

In jedem Dreieck verhalten sich die Seiten wie die sin-Funktionen
der gegeniiberliegenden Winkel.

Beweis

Von den beiden Dreiecken (Bilder 391 und 392) hat das zweite bei A
einen stumpfen Winkel. Die beiden Dreiecke stimmen iiberein in b, ¢
und h,.

¢ ¢
Y e X he @ 2
A ) B8 ‘ D y) 8
Bild 391 . Bild 392
Im Dreieck ADC ist:
e e b — b . o .y _ he .
sine = oder he =b-sina | sin (180° — @) == L~ =sina

‘ oder he=b-.sina.
Im Dreieck DBC ist:
sin =%’ oder hg==asinp.
Durch Gleichsetzen der beiden Werte fiir h, erhilt man fiir beide Dreiecke:

a-sinff="h-sina oder a:b=sina:sinf
Ebenso 148t sich zeigen, dafl b:c ==sinf:sin vy,
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Durch Zusammenfassen der Gleichungen

a:b=sma:sinf und
b:c =sinf:siny

erhdlt man a:b:c=sin«:sinf:siny

a b ¢
oder == L
sinoe  sinf  siny

Der Zahlenwert der letzten untereinander gleichen Briiche ist gleich dem

Durchmesser des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises.

Beweis

Um das Dreieck ABC (Bild 393) ist der Umkreis mit dem Mittelpunkt
M beschrieben. Man verbinde A mit M und ver-
lingere AM iiber M hinaus bis C;. C,B steht
genkrecht auf AB (Thales). <t BC,A = <t BCA
als Peripheriewinkel iiber dem gleichen Bogen

AB. Da AC, = d = Durchmesser des Um-
kreises ist, erhalt man im A ABC,:siny=

C
oder siny :d\

Bild 393 In Worten: Der Durchmesser des einem Dreieck
umbeschriebenen Kreises ist gleich einer Drei-
ecksseite, geteilt durch den Sinus des der Dreiecksseite gegeniiberliegenden -

Winkels.

2. Kosinussatz

In jedem Dreieck ist das Qua-
a?=b?+c?—2bccosa | | g4 %iber einer Seite gleich der
b?=a2-+c?2—2accosp Summe der Quadrate iiber den
2 __ .2 2 beiden anderen Seiten, vermin-
¢*=a% - bi—2abcosy dert um das doppelte Produkt
aus den beiden anderen Seiten
mal dem Kosinus des einge-
schlossenen Winkels.

Beweis

In den beiden nachstehenden Dreiecken (Bilder 394 und 395) sind b, ¢ und
h, einander gleich. Der Winkel o ist im 2. Dreieck stumpf. Die Projektion
der Seite b auf ¢ ist mit q bezeichnet.
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A ¢ 8
Bild 394
Im A ADC i1st;
hi=b2 — g2.
Im A DBC ist

he =22 — (¢ — q)2.
hDgurch Gleichsetzen der Werte fiir
o
bt — g —a?— (o — g
oder:
b2— q?=a2— 2+ 2¢q— q?
b2==a2—c¢%24 2cq.
Ferner 15t

g=bcosa

q in die vorletzte Gleichung ein- '

gesetzt:

b2=2a2-—c¢24+ 2bccosx.

Bild 395

‘ hi=b?— ¢

hi=a2— (c+ q)?

b2 — q2=a2— (c+ q)°

b2—q2%a2—c2—20q——q2

b2=a%2—c?— 2cq

q=Dbcos(180 — «) = — b cosa

b2=a2—c2+ 2bccosa.

Nach a? aufgelést, erhilt man fiir beide Drelecke:
a2="b24 c2—2bccosa.

Die beiden anderen Gleichungen fiir den oben angegebenen Kosinussatz
lassen sich entsprechend mit Hilfe der Hohen h, und hy beweisen.

Die 3 Gleichungen fiir den Kosinussatz nach dem Kosinus eines Dreieck-

winkels aufgelost, ergeben:

Mittels dieser Gleichungen kénnen
die Winkel eines Dreiecks berechnet
werden, sofern die Dreiecksseiten
bekannt sind. Einfacher jedoch ist
diese Berechnung mit dem nach-
folgend abgeleiteten Halbwinkelsatz.
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3. Halbwinkelsatz

4 (s—b)-(s—c)
tgg= V Ts.(s—a) Hierin bedeutet:
gﬂ (S—‘BL (S—G S_a_-l-b.+c
tg PR (s—b) -
to? (s — m = halber Dreiecksumfang.
BT ) ss—o)

Beweis

Dem Dreieck ABC (Bild 396) ist der Inkreis mit dem Radius p ein-
» geschrieben. Die von seinem

C Mittelpunkt M zu den 3 Ecken
gehenden  Verbindungslinien
sind die 3 Winkelhalbierenden.

Bild 396

Bezeichnet man den Dreiecks-

A /l\u p) v umfang mit 2s, so ist:
a 4+ b 4 ¢ =2s
e, e e ——
oder v+twtwtutud v=2s
oder 2u + 2v 4+ 2w =2s
u + v 4+ w =3z
u=s8— (v-}w)
u=s-—a.

In dem schraffierten Dreieck ist tg % = ﬁ = s_—g—E . Wie auf Seite 76
bewiesen wurde, betrigt der Dreiecksinhalt:
f=p:s
oder nach der Heronischen Dreiecksformel (Seite 78):
f=]s-(s—a)(s—b)(s —c).
Durch Gleichsetzen dieser beiden Werte fiir den Inhalt ergibt sich:

p-s=Js-(s—a)-(s—Db)-(s—c)

gz“/(s—a{)(s—sb)(s—c)

oder
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Diesen Wert fiir ¢ in die obige Gleichung: tg%: Si—a eingesetzt :

V(s—a) (s—b)(s—c)

o " s

tg % = S—
3

. §—a
wg— |/Ee=y

s.(s—ay °

Fiir die Wurzel ist nur der positive Wert zu verwenden; denn % kann als

Dreieckswinkel stets nur kleiner als 90° sein. Der tg-Wert eines Winkels,
der kleiner als 90° ist, ist immer positiv.

4. Dreiecksinhalt

- ‘ :
F=gab-sny Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich
dem halben Produkt zweier Seiten
1 . . .
=gac-sinf mal dem sinus des eingeschlossenen
Winkels.
1 .
=3 bec-sina

Beweis
Der Inhalt eines Dreiecks ist: Fz-éGrundlinie X Hoéhe
= % c-h,.
Ist der Dreieckswinkel o spitz, dann ist
sin o = %)3 (Bild 394).

Fiir o> 90° ist
b . .
sin (180 — «) =’ =sin« (Bild 395).

Sowohl fiir spitze, als auch fiir stumpfe Winkel o folgt:
h,=b-sina.

Diesen Wert in die Dreiecksinhaltsformel F =% ¢-h, eingesetzt, ergibt:
F—yb-c-sina  w.z b w

Die beiden anderen Dreiecksinhaltsformeln lassen sich entsprechend
durch die Hohen h, und h; ableiten.



5. Beispiele und Aufgaben 255

5. Beispiele und Aufgaben

1) Von einem Dreieck ist gegeben a =10cm; b =5 cm; o= 50°. Wie
groB3 sind die tibrigen Dreiecksstiicke und der Inhalt 2

Lésung

sin o

Aus dem Sinussatz %: ey folgt:

sin =302 = 205000 50,766 — 0,383;
hieraus = 22°30'.

Die 2. Losung fir § wire: f, = 180° — 22°30’ = 157°30’. Diese ist
jedoch unmdglich, da g kleiner als o« = 50° sein mufl, weil § der kleineren
Seite (b < a) gegeniiber liegt.

Der Winkel y folgt aus:

y=180° — (o + B) = 180° — (50° -+ 22° 30")
y=107°30
Die Seite ¢ bestimmt man aus dem Sinussatz:

& sino
¢ siny’
_oa-siny  10.5in107°30 _ 10-8in72°30" _ 10.0,954 12.2
T sina sin 50° T sin 500 — 0,766 cm
Der Umkreisdurchmesser betrigt: d = o — o 10 ~ 13 cm
gb: sing  sinb0° 0,766 :

Flicheninhalt I :% ab siny = % +10 + 5. gin 107° 30" ~~ 23,9 cm?.
2) Gegeben sind die 3 Seiten: a = 40 cm, b == 50 ¢m, ¢ = 60 cm. Wie
groB} sind die 3 Winkel ?

Losung
Halber Dreiecksumfang: s = % (40 + 50 4 60) = 75 cm

s—a=235cm
8s—b=25cem
s—c¢=15cm

Mit diesen Grof3en ist nach dem Halbwinkelsatz:

o« (s—b)(:ﬁj_ ﬁTg_ rYC e 410 AN
tgé—_‘/»—s.(s_;)—_ 7550 = V0,143 = 0,38; o« = 41° 40

B_1/—a)s—o) /3615 _ ooe ol o sxo g
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y_ 1/6—a)s—b) 1/35.25
tgy=| s-(s—e)fﬁl 755 =
Probe: o - - ¢ = 180°,

10,778 =0,88; y = 82° 40

3) 2 Parallelogramm-Seiten a = 18 cm und b =12cm schlieBen den -

Winkel o = 60° ein (Bild 397). Wie
grol sind die Diagonalen und der
Flacheninhalt ¢

Bild 397

Lésung

Nach dem Kosinussatz:
f2=a?+b2—2abcosa
= 1824 122 — 2.18-12- cos 60°
= 324 4 144 — 216 = 252
f=15_87cm
e? = a2 4 b2 — 2a b cos (180° — «)
=182+ 122 — 2.18.12. (— cos 60)
= 324 - 144 4 216
== 684
e = 26,15 cm

Der Flicheninhalt setzt sich aus 2 kongruenten Dreiecken zusammen:
F=2.,absine=18-12-0,866
F =187 cm? |

4) Zwei Krafte P; = 130 kg und P, = 70 kg greifen unter dem Winkel

o = 50° an einem Punkt an (Bild 398).
Wie grofl ist ihre Resultierende R?

S R
Q v '/ 1 Losung
7o R=1J0 In dem nebenstehenden Krifteparallelo-
L as300 A gramm ist
Blld 398 ,y — 1800 — o= 1300

Der Kosinussatz fiir das halbe Krifteparallelogramm — es ist das Dreieck
mit den Seiten P,, P, und R — ergibt:
R:=P2+ PZ— 2P Pycosy
= 1302+ 702 — 2130 - 70 - cos 130°
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Da cos 130° = cos (180° — 50°) = — cos 50° = — 0,643 ist, so erhilt man:
R2 — 16900 4- 4900 +- 18200 - 0,643 = 33500
R — 183 kg

5) Eine Kraft P = 70 kg soll in zwei Komponenten A und B zerlegt
werden, von denen die eine mit P den Winkel

o = 38° 10, die andere den Winkel f§ = 21° 50
Q einschlieBt (Bild 399). Wie gro sind die beiden
Komponenten ?
/N Losung
2 Bild 399 Durch zweimalige Anwendung des Sinussatzes
erhilt man A und B aus:
A P 70.0,372
s 21° 50" —sineoe 04T A="(g55 —30ke
B P 70- 0,618
sngse10 —smeoe 0der B="g5 =50kg

6) Die 3 Seiten eines Dreiecks sind &, b und c. Sein Umkreisradius be-
tragt r. Wie kann man den Dreiecksinhalt durch diese 4 GroBen ausdriicken ?

Lisung
c
siny

2r

Esist: Fz—é-absiny und

[¢]

21
Diesen Wert in die Dreiecksinhaltsgleichung eingesetzt, ergibt

1 c abe
sza’b.ﬁiszf—— 4r

7) Drei Kreise mit den Radien r; =5cm, r, =3 cm und r; =2cm
beriihren sich gegenseitig von auflen (Bild 400). Welche Winkel schliefen
je 2 Mittelpunktslinien miteinander ein ¢

oder siny =

Bild 400

Mathematik Teil 2 17
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Losung

Verbindet man die 3 Mittelpunkte A, B und C der 3 Kreise miteinander,
so entsteht das vorstehende Dreieck ABC mit den Seiten: a = 5 ¢m,
b =7cm und ¢ = 8 cm. Fiir dieses Dreieck ist:

s =10 cm
s—a= Hcm
s—b= 3cm
s—¢= 2cm

Nach dem Halbwinkelsatz berechnet man:
tg%:l/ 32 _ 10,12 — 0,3464; o — 38° 20/

10.5
B _1/5-2  Yras . B ano
tgs=|/15-5 = /0,33 = 0,5745; B = 60
7’ 5.3 N R o Any
tg 5 =|/15-5 = /0,75 = 0,8660; y = 81° 40

Probe: o + 4+ y = 180°

8) Von einem Dreieck kennt man die Grundlinie ¢ und die beiden ihr
anliegenden Winkel « und . Wie driickt sich der Dreiecksinhalt mit diesen
3 GroBen aus?

Lisung
csin g

Nach dem Sinussatz ist L ~— oder b=-—-". Diesen Wert

sin B sin y sin p

in die Flacheninhaltsgleichung F = b csio eingesetzt, ergibt:
i c-sin g cz-sinocsinﬁ* c2sin asin f
F= g my torsina=" 55 y T 2sin[180° — (a ~ B)

9) RegelmdfBige Vielecke. Von einem regelmaBigen Vieleck kennt man
den Radius r des Umkreises. Aus der Seitenzahl n dieses Vieleckes und
seinem Umkreisradius r sind zu berechnen:

a) die Seitenlénge s,

b) der Umfang u,

¢) der Flicheninhalt des Vieleckes F, und

d) der Radius des Inkreises gy.

Lésung

Verbindet man 2 aufeinanderfolgende Vielecksecken mit dem Mittel-
punkt des Vielecks, so bilden diese beiden Verbindungslinien, deren Linge

gleich r ist, den Zentriwinkel (p——m , der in dem gleichschenkligen Be-

stimmungsdreieck an der Spitze liegt.
a) Die Seitenlinge s, ermittelt man aus diesem Dreieck:

o

. . 180
sn=2rs1n(—p= 2rsin
2 n

— 8p




5. Beispiele und Aufgaben 259

b) Der Umfang des n-Ecks ist n mal so groB, also:

o

. 180
Up=2n-r.sin N

¢) Der Flicheninhalt des n-Ecks ist n mal so gro wie der des Be-

stimmungsdreiecks:
Bt 1 0 3607 o
pn=1-5 rfsing=| gnr’sin—— =F,

d) Der Radius p, des dem regelmiBigen n-Eck einbeschriebenen Kreises

ist gleich der Hohe des Bestimmungsdreiecks. Aus cos g = Q—r"— folgt:

o

O =T 008 —

10) Die kreisbogenférmige Schaufelform einer Schleuderpumpe
wird nach Bild 401 folgendermaBen konstruiert:

An den Halbmesser AC=R trigt man in C den Winkel ¢=p, + f,
an. [f; und B, sind die Ein- und Austrittswinkel der kreisférmigen Schaufel.
R und r sind die Ein- und Austrittsradien des Laufrades]. Der freie Schen-
kel des Winkels o schneidet den Eintrittskreis in B. Die Verbindungslinie

6=Pf1th;

Austrittskreis Bild 401

17*
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von A mit B bzw. ihre Verlingerung schneidet den Eintrittskreis in D. In
A legt man an den Austrittskreis die Tangente und trégt an sie den Aus-
trittswinkel 8, an. Ebenso legt man an den Kintrittskreis in D die Tan-
gente und trigt an sie in derselben Richtung den Eintrittswinkel $, an.
Die Senkrechten auf den freien Schenkeln der beiden Winkel §, und £,
in A und D schneiden sich in M. AM = x ist der gesuchte Radius der kreis-
formig gekriimmten Schaufel. (M liegt auf der Mittelsenkrechten von AD).
Da A AMD gleichschenklig ist, ist SCMDB=<{DAM=§,4¢. Da
A CDB gleichschenklig ist, ist <¢ CDB = <t DBC = ¢ 4 ¢ (Aulenwinkel).
X CDB — L MDB = (0+ ¢) — (B + ¢) = < CDM = §, oder

otg—Pf—o=p

c—Py=p

o=+ b

Um die GroBe des Radius x der Kreisbogenschaufel zu berechnen, denke
man sich M mit C verbunden und wende zweimal den Kosinussatz an:
Im A AMC ist: MC?2=x2+4+ R2—2xRcosf,
Im A DMC ist: MC?=x2+1r2—2xrcosf,
x2+R?—2xRcosfy=x%+12—2xrcosff;
R%2 —1r2=2x(Rcosf, —rcosp)

. R?— r*
Q@ X = ‘ -
Schaufelradius: x = 2 (Rcos B, —rcos fy)

Aufgaben

26) Von einem Dreieck sind die 3 Seitena =91mm; b = 8lmm; ¢ = 7T1mm
gegeben. Wie grof sind die Winkel «, 8, ¥ und der Flacheninhalt ?

27) Von einem Dreieck kennt man die Seite a = 24 mm und die beiden an-
liegenden Winkel p = 53° und y = 104°. Wie grof} sind b, ¢, « und F?
Von einem Dreieck sind gegeben: Es sind zu berechnen:

28) a =14cm; ¢ = 13cm; § = 67°23 b; «; y und F

29) a=17cm; b =25cm; g =59° 11l ¢; oy y und F

30) a =8bcm; b = T3 cm; F = 2179,2cm?. ¢; o; f und y

31) Wie grof} sind die Diagonalen ¢ und d und der Inhalt F eines Parallelo-
gramms mit den Seiten a = 10cm, b =8 cm und dem eingeschlos-
senen Winkel « = 60°? Welche Beziehung besteht zwischen den beiden
Seiten und den beiden Diagonalen eines Parallelogramms ?

32) Die Diagonalen eines Parallelogramms betragen e = 20cm wund
f = 10 cm. Sie bilden miteinander den Winkel a« = 45°. Wie gro8 ist
der Parallelogramm-Inhalt F?

33) Wie groB ist der Flicheninhalt eines beliebigen Vierecks mit den
Diagonalen e und £, die sich unter einem Winkel ¢ schneiden? Was
wird aus der Figur und wie ist das Ergebnis zu deuten, wenn man

e parallel mit sich soweit verschiebt, dal e und f einen Endpunkt
gemeinsam haben ?
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Anleitung: Durch die Ecken des Vierecks ziehe man die Parallelen
zu e und f. Das entstehende Parallelogramm ist doppelt so grol wie
das Viereck.

34) Wie grof} ist die Resultierende R zu den beiden Kriften A = 70 kg
und B = 20 kg, die unter dem Winkel « = 150° an einem Punkte an-
greifen ¢

35) Unter welchem Winkel greifen die beiden Krifte P; = 30kg und
P, = 40 kg an einem Punkte A an, wenn ihre Resultierende 50 kg
betrigt ?

E. Die trigonometrischen Funktionen
zusammengesetzter Winkel

1. Additionstheoreme

Um den Scheite]l M des Winkels (« 4 f) ist der Einheitskreis beschrieben
£ (Bild 402); er schneidet den einen
Schenkel des Winkels (x -- 8)
in E. Von E werden auf die
Schenkel des Winkels o die
beiden Lote EA und ED gefillt.
SchlieBlich fiallt man noch von
D auf AE das Lot DC und auf
die Verlingerung von MA das

Lot DB.
Aus dem Bilde 402 sieht man,
dafl <X DEC = < « ist; denn die
cos o+ f3) T Sasinf Schenkel des Winkels DM B und
cosorcosfi ————= die des Winkels D E A stehen paar-
Bild 402  weise aufeinander senkrecht. Fer-

ner erhilt man:

im A MAE: AE =sin (x4 f)
im A MDE: ED =sinp
und MD =cosf
m A ECD: EC =cosasinf
im A MBD: DB =AC=sinacosf

Durch Addition der beiden letzten Gleichungen:

AC-+ EC=sinacosfB+ cosasinf =
AE =sin (e + p)

also: J sin (x + B8) = sinx cos B + cos a sin B

Ebenfalls liest man aus dem vorstehenden Bilde:
MA =MB — AB

| cos (@ + B) = cos « cos f — sin « sin B

U

R
sinfa+h)

o [S]
I

—w SINX €COS 3 t—cOS x $in 3

[
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Setzt man in die beiden letzten Gleichungen fiir # den Wert (— ) ein, so
erhilt man:

sin[o + (— )] = sin « cos (— ) + cos a sin (— B)
cos [a 4 (— f)] == cosa cos (— f) — sina sin (— B)

Unter Beriicksichtigung der auf Seite 245 abgeleiteten Funktionswerte fiir
negative Winkel erhilt man:

sin (¢ — f) =sin«cosf — cosasin f
cos (& — ) = cosa cos B + sin ¢ sin B

Ein anderer recht leichter und anschaulicher Beweis fiir die Richtigkeit der
vorstehenden Gleichungen ist folgender:

An eine Gerade g (Bild 403) trigt man in
/ einem beliebigen Punkt 8§ nach verschiede-
f nen Seiten die Winkel « und 8 an. Ferner
errichtet man in einem beliebigen Punkt C
der Geraden g auf dieser die Senkrechte, die

" die freien Schenkel der Winkel « und 8 in A
g9 und B schneidet. Wie aus dem nebenstehen-
S\KC den Bilde zu ersehen ist, ist
5~ A SBA = A SCA+ A SBC

Bild 403 oder nach Seite 254

L SB-SAsin(x+f) =, SC-SA-sina 5 SC- SB -sin
Nach Division durch %SB- SA erhilt man:
sin(oc—i—ﬂ)m:—g-sinoc—}— g—g-sinﬁ

Da aber §%=cos g und S5C _ cosa ist, erhilt man somit:

SA
| sin (& 4 B) =sinx cos f + cos asin B

Trigt man die Winkel o« und § (Bild 404) an die Gerade g im Punkte §
nach derselben Seite an und errichtet wie-

/ derum auf g in C die Senkrechte, so ergibt
f sich nach nebenstehendem Bilde:
A SBA = ASCA— ASCB
oder
L~ :
a6 3 SB-SAsin(a—f)
s ¢ 1 . 1 .
Bild 404 :ESC-SA-smm—ESC-SB-smﬂ
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Nach Division durch %SB . SA erhélt man:

sin (s — B) = 5+ sina — oo sin B

C " .
A — 008 a, 80 erhilt man:

| sin (&« — B) =sinx cos f — cos a sin §

Setzt man wiederum g—g =cosf und

Durch Division der oben abgeleiteten Gleichungen erhélt man:

sin (¢ 4 B)  sin« cos f 4 cos & sin §
cos(x+ ) cosacosf—sinasinf

sin(x —f) sinacos f —cosasin B

cos(e— )~ coswcosf--sinosin B

Die linken Seiten dieser Gleichungen sind gleich der tg-Funktion der Win-
kel (x + fB) bzw. (« — B). Die Briiche auf den rechten Seiten der beiden

Gleichungen werden gekiirzt mit cos « cos f. Man erhélt:
tga -t
tg (e + B) = 125D
_ tga—tgp
tg (d'— ﬂ) _T+tgatg/3

Die Richtigkeit der vorstehend abgeleiteten Gleichungen, die als die
Additionstheoreme bezeichnet werden, wurde bisher nur fiir spitze
Winkel bewiesen.

Die Additionstheoreme gelten aber auch fiir beliebige Winkel. Dies
wird nachstehend fiir einige beliebige Fille bewiesen.

1) « liege im II. und B im I. Quadranten. Man hat in die Gleichungen
der Additionstheoreme fiir « = 90° 4 ' einzusetzen, wobei o’ ein spitzer
Winkel ist; es ergibt sich in diesem Falle beispielsweise fiir

sin (« -+ §) = sin (90° 4 o + §) = sin [90° + (o' + B)] =
=cos (¢’ -+ f) =cosa’ cos f—sina’ sin f =
= cos (—«') cos B - sin (— ') sin f =
= ¢08(90° —a) cos f + sin (90° — ) sin f =

sin {« + B) = sin « cos § + cos a sin 8

Fiir das Additionstheorem der cos-Funktion ergibt sich:
cos (. — ) = cos (90° + &’ — ) = cos [90° 4~ (&' — f)] =

=-—sin (&' —f) =—sina’ cosf + cos o’ sin § =
=gin (—a')cos f + cos (—a') sin f =
= sin (90° — a) cos f - cos (90° — o) sin f§ =

cos (. — f) = cos a cos B -} sin « sin f.
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Zur Ubung fithre der Leser entsprechende Ableitungen fiir sin (x — f) und
cos (« + ) durch!

2) o liege im IIX. und B im II. Quadranten. Man setze in die Gleichungen
der Additionstheoreme fiir « = 270° — «’ und fiir § = 90° -+ ' ein, wobei
o und B’ spitze Winkel sind. Es ergibt sich z. B.:

sin (& — f) = sin (270° — &’ —[90° + B']) =
= sin (180° — [ -+ §']) =
=sin (&' + §) =
=sine’ cosf’ | cosa’ sin ' =
=sina’ cos (— ') —cos a sin (— ') =
= sin (270° — &) cos (90° — f) — cos (270° — «) sin (90° — f)=
=—-cosasinf | sinacos f =

sin (¢ — f) = sin & cos § — cos a sin f.

Fiir Fall 2) beweise man iibungshalber die Additionstheoreme fiir
sin (« + f) und cos (x + f) sowie cos (@ — f)!

3) aliegeim IV. und #im ITI. Quadranten. Man setze in die Gleichungen
der Additionstheoreme fiir « = 270° 4+’ und fir f=270°—p' ein,
wobel «’ und f spitze Winkel sind. Es ergibt sich z. B.:

cos (& + f) = cos (270° + o’ -+ 270° — ') =

= cos (540° + [0’ — B']) =

=cos (180° -+ [&' — f']) =
—cos (o' —f') =
—cosa’ cosf —sina’ sin ' =
—cos (—a')cos '+ sin(—o')sinf =
— ¢0s (270° — &) cos (270° — f)

+ sin (270° — &) sin (270° — B)=

— (—sina)- (—simf) 4 (—cosa) - (—cos f) =

—sin o sin § + cos o cos § ==

[t

(I

cos(x+ f)= cosacosf—sinasing.

Fiir den Fall 3) beweise der Leser die Additionstheoreme fiir sin (« - f£)
und sin (« — f) sowie cos (@ — f)!
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Zusammenfassung:

sin (¢ 4 f) =sinx cos f + cosxsin f
sin (« — ) = sina cos § — cos « sin
cos (¢ + f) = cos« cos f — sinasin
cos (& — f§) = cos & cos § -F sin a 8in f

k) = 2

tga—tgh
=B =1 iguugp

2. Funktionen der doppelten und halben Winkel

Setzt man in die Gleichungen der Additionstheoreme an die Stelle von g

den Wert o bzw. fiir « und § je g-, so erhilt man die Funktionen der dop-
pelten Winkel:

sin 2 = 2sin« cos & sin o = 2sin %cos%
. . 2 [+ 4 . 2(1
cos 2 & = cos? e — sinZ o COS &= C0s” 5 —8In* 3
und o
. 2tg -
2tg o 2
thm—-lr_tgza» tgo=-—— -
1——tg2§-

Addiert bzw. subtrahiert man die Gleichung fiir cos 2« zu der Gleichung
des trigonometrischen Pythagoras, so folgt

. ) o P
1 = cos®a + sin®« 1 :cos2§ -+ s1n2—2—
. o . [+
cos 2 ¢ = cos? o — sin?w oS o :cosz—2 — sin? 5
oL
14 cos2x=2cosax l—i—cosoc=2cos2—2
. . . o
1 —-cos2a=2sin?a 1—cosoc=2sm2—§

Diese Gleichungen nach

coso und sina« bzw. c0s ; und sin; aufgelost, ergibt
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L cos 2 o
cos“_l/l+cos2a COS2— L—b}ﬁosa
2
1—cos2a 1—cosa
n o — — sm == —_—
Sin o 9 2 5

Durch Division der letzten Gleichungen ergibt sich:
1—cos2a @ /1= cosx
tga=)/1 oy 83 = V [Feose

3. Beispiele und Aufgaben

Als bekannt werden die Funktionswerte der Winkel 0°, 30°, 45

90° vorausgesetzt (siche Zusammenstellung: Seite 212).
1) Wie groB ist sin 75°%

Lisung

Man zerlegt 75° in 45° -- 30° und erhilt:

°, 60° und

sin 75° = sin (45° - 30°) = sin 45° cos 30° - cos 45° sin 30°

| e R
=5V2:3V8+3V23
=3 V2(V3+1) = 0,966. |
2) Wie groB} ist nach dem Additionstheorem sin (90° + «)?

Lésung
sin (90° 4+ «) = sin 90° cos « + cos 90° sin «
=1.-cosa-+ 0-sina
sin (90° 4 «) = cos «
(Vgl. Formeln fiir stumpfe Winkel Seite 246.)

3) Es ist zu beweisen: tgo - ctga= %2*!

sin 2«
Lisung
sine , cosa  sin?o - cos?a
tgo+ Ctg\a T cosa - sino  sinacosc
- 2 _ 2
T sinwcose  2sinwcosa  sin 2o
c
4) Am Bild 405 ist das Additionstheorem der
° ° Sinus-Funktion zu beweisen.
A X B 3 Lésung
g p —* c=q+p ,
¢ =bcosa 4 acosf

Bild 405
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Nach dem Sinussatz ist: )
é=2rsiny b=2rsinf a=2rsin«.

Diese Werte setzt man in ¢ =bcosa - acosf ein, und erhilt:
2rsiny =2rsinfcose+ 2rsinecosf

Da aber y = 180° — (& -+ f) ist, erhdlt man nach Kiirzen mit 2r:

sin {« 4 f) = sin « cos § -+ cos a sin §

5) Wie groB ist sin 3« ?

Lésung

Man zerlegt 3« = 2 « + « und erhilt fiir das Additionstheorem:
sin3 o« =sn(2a -+ o)

—=sin2acos o+ cos2asina

=2sinacosa-cosa -+ (1 — 2sin®e)sina

=92sinoacosZa+ sinat — 2sin3a

=2sin« (1 — sin?a) 4 sino — 2 s8ind«

sin8e¢ =3sina — 4sinda

6) Aus den Gleichungen:
X sina—ysinf =0
Xcosa—+ yoosf =1

sind x und y zu berechnen.

Léosung
Die 1. Gleichung mit cos §§ erweitert: xsinacosf — ysinfcosf=0
Die 2. Gleichung mit sin § erweitert: xcosasinf -+ ycosfsin f=sinp

Durch Addition der beiden Gleichungen:  x(sinacosf - cosasinf)=sinp
oder:
X-sin (e + f)=sing

und hieraus:

Erweitert man die 1. der beiden gegebenen Gleichungen mit cos o, die 2. mit
sin « und subtrahiert sodann die beiden erhaltenen Gleichungen, so erhalt
man:
¥ (cos Bsino+sin fcosa) =sina oder:
ysin(x -+ S)=sina oder
sin«

y= sin (c: —T—iﬁf)

7) Die Funktion tg (45° -+ «) ist durch die Tangensfunktion des Winkels «
auszudriicken:
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Liosung
_ tg45° +tga  1+4tga
T 1—tgdstga 1 —tga

te(45°+ o)

8) Wie grof§ ist sin 22°30’, wenn man weil, daB cos 45°=—% V2 ist?
Lésung

In die Gleichung sin%: Vlmi;isﬁ (Seite 266) setzt man fiir o= 45°:

1
. 1—>V2 .
. cons 2 1 g B e
5in 22°30' = |/ — S =3 Vo — V2= /0,586 —0,383.

9) Mit Hilfe der Formel fiir sin 2 « ist zu zeigen, daB sin 90° =1 ist:
Lisung
In sin 2 ¢ = 2 sin « cos & setzt man o = 45° ein:

sin 90° = 2 sin 45° cos 45° = 2. % J2- % V2
sin90°=1.
10) Was erhilt man aus dem Additionstheorem der Sinusfunktion, wenn
B = — « gesetzt wird? ’

Liésung

sin (¢ -+ B) = sin « cos f 4 cos & sin B
sin (o0 — o) = sin a cos (— «) - cos & sin (— «)

8in 0 = 81N & COS & — COS & Sin «
Ergebnis: sin0 =0
Aufgaben
36) Driicke a) ctg (« 4+ ) und
b) ctg (o« — )

durch ctgo und ctgf aus!

Anleitung: Man benutze die entsprechenden Formeln fiir tg (« 4- f)
bzw. tg (@ — f) und beachte, dal der ctg eines Winkels
gleich dem Kehrwert des tg desselben Winkels ist; also

ct — ,,}f.,,

g (p - tg (p'
37) Driicke ctg 2 & durch ctga aus!
38) Driicke ctg 3 o durch ctg « aus!

39) Wie grof ist
a) cos 75°
- b) sin 15°
c¢) cos 15°

d) sin 105° =
e) cos 135° =

(i
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40) Mittels der Additionstheoreme ist zu entwickeln:

a) cos (90° 4 «) =
b) sin (90° — ) =
¢) cos (90° — o) =

41) Es ist zu beweisen, daBl tg o — ctga = — 2 ctg 2 « ist!
Anleitung: Siehe Beispiel 3 auf Seite 266!

42) Man beweise, dal cos 3 & = 4 cos® & — 3 cos « ist!
Anleitung: Siehe Beispiel 5 auf Seite 267!

43) Man beweise, dafl tg (@ + g) = sine - poose

1 =tg p versteht!
44) Die Funktion tg (45° — «) ist durch die Tangensfunktion des Winkels o
auszudriicken!
Anleitung: Siehe Beispiel 7 auf Seite 267/268!
45) Unter Benutzung der trigonometrischen Funktionen der doppelten
Winkel sind zu berechnen:
a) tg15° Db) cos 67° 30" ¢) sin7° 30!
46) Was erhilt man, wenn man in das Additionstheorem der cos-Funktion
o == f§ = 4b° einsetzt ?
47) Was erhilt man, wenn man in das Additionstheorem der tg-Funktion
o= f} = 4b° einsetzt ¢
48) Unter Benutzung der trigonometrischen Funktionen der doppelten
Winkel ist zu beweisen, daf
6820 2 « 2
tga e tg

: ist, wenn man unter
cos oo — psina

— 1st.

F. 1. Summen und Differenzen
trigonometrischer Funktionen

sina -+ sin B = 2sina_l2_ﬂ “;ﬁ
sina — sinf= 2sin w—;—ﬂc sﬂ
cos o 4 cos ff = ZCos—ﬁcos“;ﬁ
+ —p
cos o0 — €08 f§ == 25 z

Beweis 1

Aus den Gleichungen der Additionstheoreme fiir die Sinusfunktion:
Sin (X -+ y) =sinxcosy -+ cosxsiny
sin(x — y)=slnxcosy — cosxsiny
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folgt durch Addition:
sin(x+y)+sin{(x—y)=2sinxcosy
und durch Subtraktion:
sin(x+y) —sin(x —y) =2cosxsiny

Setzt man in diese beiden Gleichungen firx + y =« und x — y = f und

somit fiir x = a%é und y= ‘f%ﬁ ein, so gehen diese beiden Glei-
chungen in die eingangs aufgefiihrten ersten 2 Gleichungen fiir die Summe

und die Differenz der Sinusfunktionen von 2 verschiedenen Winkeln iiber.

Durch Addition und Subtraktion der Gleichungen fiir die Addit‘ions-
theoreme der Kosinusfunktion folgt:

cos (X~ y) =cosxcosy— sinxsiny
cos (X —y) =cosxcosy sinxsiny

(
cos (X y)-+cos(x—y)=2cosxcosy
cos(x+y)—cos(x—y)=—2sinxsiny

oc—;—ﬂ; y= “—;ﬁ und

Man setzt wiederum: x+y=a; x—y=f; x =

erhilt die eingangs aufgefiihrten Gleichungen fiir die Summe und die
Differenz der Kosinusfunktionen von 2 verschiedenen Winkeln.

Beweis 2 A Tm Bild 406 ist:
. <XxBOB =§;
X AOB =«;
X AOB =a— §;
otf o
2 . L AOC =< COB =
s 00B =18
D If _Np xBAD —*1F
| — AA' =sinx; OA"=cosa
BB =sinf; OB =cosf
0 f A ¢ B’
Bild 406

Die Halbierungslinie des <¢ AOB schneidet AB in seinem Mittelpunkt C.

In dem Trapez AA’B’'B ist AA’+ BB’'=2CC’ oder sinx+ sinf
:ZOC-sin“+ﬁ. Da aber OC—OAcosz—_—ﬂ :cosﬂ, so ist

2 2
sine + sin § = 2 sin _E-f_ﬂ cos~7ﬂ.
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Fernerist: AA'— BB ' =AA' — DA’ =AD

oder: sina—sinf=  AB cos‘H‘_ﬁ
_ a+f
- 2
-6 _x+f
2 2
also: sing — sin f = 25in“;ﬂcosa—ﬂ
OA'+ OB =2-0C - OA’'— OB'=—A'B'=-—-DB
cosa+cosff=2-0Ccos j——ﬁ \cosa——cosﬂ— —:ﬁ
=2-0A- cos—Tﬂ = 9. ACsm—fjﬁ
COS +ﬁ
cos o + cos f = 2 cos - +—ﬂcos-—,£ '\ co8 o — 08 f§ = — 2sin ——J;Esina—:—ﬁ-

Mit Hilfe der soeben bewiesenen Formeln und der Additionstheoreme
kann man oft trigonometrische Ausdriicke auf eine rechnerisch bequeme
Form bringen.

2. Beispiele und Aufgaben
1) Wie groB3 ist sin (60° 4+ x) — sin (60° — x) ?
Lisung a ‘
Man entwickelt die beiden Funktionen nach dem Additionstheorem

sin (60° + x) — sin (60° — x) = sin 60° cos X -+ cos 60° sin x
— sin 60° cos X 4~ cos 60° sin x

:200s60°sinx:2-§sinx:
sin (60° + x) — sin (60° — x) =sin x

llésung b
Man setze (60° 4 x) = a und (60° — x) = §, dann ist gj2;ﬂ =60° und

?:—ﬁ == x. Nach der Gleichung:
—B + B

sin o — sinff = 2sin~ g €OS- erhalt man:
sin (60° + x) — sin (60° — x) = 2 Sin X+ cos 60 = sin x
2) Wie grof} ist sin (45° 4 x) 4 sin (45° — x)?

Lisung

" Man setze: 45°+ x =« 45° —x =g
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und somit: %E ==45° und a:2—ﬂ =X
sine -+ sinf = 2sin »i?:—écos 2/3
sin (45° + x) 4 sin (45° — x) = 2 sin 45° cos X = /2 cos x
3) Man beweise, dal tga +-tgf = :)I;S(jo_sﬁ 8 1st!
Losung
Man setze tgax = —— und tgf = sin f addiere diese beiden Gleichungen

cos B’
und bringe die belden Gheder der rechten Seite auf einen Bruchstrich;
also:

sine | sinf sinacosf fcosasinf  sin (x - f)

+

tga 4 tgf=

cosa ' cosf cos o cos "~ cosacos ff
got-i-ﬁ
sina+sinf_ ©., 2

sing —sin § o -8 1st.

4) Es ist zu beweisen, daBl

2
Losung
ca+f  a—P B
sing+sinf Zsin-—gcos =5 bg - 2
sin o —sin ﬂ 2 sin ,,_i@ cos _j—fl? tg O,C;ﬁ,
2 2
5) Man beweise, daBl sine--sinf - siny=4cos % cos g cos 72/ ist,

wenn «, B und y die Winkel eines Dreiecks sind!
Lisung
Da o-+ B+ y=180° ist, kann man setzen:
y = 180° — (& -+~ ) und siny = sin (« -+ f); also:
sina | sin § -+ siny =

sin o + sin § -+ sin (@ 4 ) =

9 sin - +ﬁcos~——l—23m ;ﬂcosazﬁ:
2Sin»%§(co - Osgtﬁ)
28111*‘1320085008(—%):
2008%-2-cos—;—-cos§:
4c0s%cosgcos%

Aufgaben
49) Wie groB ist sin (30° -+ x) - sin (30° — x) ?
50) Wie grof} ist cos (30° 4 x) — cos (30° — x) ?
51) Wie grof} ist sin (45° 4 x) — sin (46° — x) ?
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52) Es ist die Differenz der Tangensfunktionen der Winkel « und 8 um-
zuformen! tg o — tgf =1*

Anleitung: Beispiel 3, Seite 272.

53) o, § und y sind die 3 Winkel eines Dreiecks. Man beweise, dal
tgo+ tgf+tgy =tgatgftgy ist!

3. Die Mollweideschen Formeln und der Tangenssatz

Als Ergéinzung der zur Dreiecksberechnung notwendigen, im Abschnitt D
angefiihrten Formeln werden nachstehend einige weitere Gleichungen ab-
geleitet. Diese Gleichungen sind bekannt als die sogenannten Moll-
weideschen Formeln:

a—B
B G087 )
a_? == Durch zyklische Vertauschung der
¢ sin% Seiten und Winkel entstehen aus jeder
dieser beiden Formeln noch je 2 weitere;
sin @ F also
a—b 2
¢ cos ;—
—7 p—»
ato cos — bic cos —5
2 % qnd 27— =%
b sin ﬁ & sin E
2 2
sin 277 sin P
a—¢ 2 — 2
b= g und — o=
CcO8 E COS E

In diesen 6 vorstehenden Gleichungen bedeuten a, b und c die Seiten
eines beliebigen Dreiecks, wihrend o, § und y die ihnen gegeniiberliegenden

Winke!l sind.

Beweis

a) Rechnerisch unter Anwendung der Additionstheoreme, der Summe
und Differenzen von Funktionen und des Sinussatzes.

. . a .
Nach dem Sinussatz ist = 2r oder a=2rsina

b .
Sin—;:Qr oder b=2rsinf
— =2r oder c=2rsiny
sin y

Mathematik Teil 2, 18
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Setzt man diese Werte fiir a, b und ¢ in aJCr—b bzw. - ein, so ergibt

sich v
a+b_%rsina+2rsin§ l a-—b_2rsinoc—2::sinﬁ
"¢ T 2rsiny | ¢ Srsiny
_ sina 4-sinf ‘ __sine—sinf
= siny 1, T siny
. ot a—p ‘ . a—f o+ f
_25111—57 cos —5 ? _281!1 ) cos 5
- sin p ’ o sin y
Im Nenner setzt man sihy:?sin%cos%:
2sinu—_;_—ﬂcos ocgﬂ ‘ QSin“;ﬁcos “—;ﬂ
= Sy - Yy
25111—2-cos 5 | 28m§cos—2
.. . L7 oo a8 . .
Da aber in jedem Dreieck: § =90°— “ 5~ ist, kann man setzen:
cos £ = cos | 90° _uth bzw. sin % = sin 90°-a.+ﬁ
2 4 2 2 2
B _ e tB
= SIn B — COS )
also:
a_{_b_ZSinu—gﬁ-cosi—_;f | a_b*zsin%;—-cosa;ﬁ
¢ Zsin—;--sinoil_g—ﬂ | ¢ 2 cos 2 5 ﬁcos-g—
o—f J . a—f
alb cos — 4 a——b_~sm'7727
—_—— [ =
] e v
sin § ‘ cos 5

b) Geometrisch. Ohne Kenntnis der Additionstheoreme und der Sum-
menformeln der trigonometrischen Funktionen lassen sich die Mollweide-
schen Formeln mit Hilfe des Sinussatzes folgendermafen ableiten:

Im gegebenen Dreieck ABC (Bild 407) verlingert man BC iiber C hin-
aus um b und erhilt D. A ACD
ist yleichschenklig, d. h. <¢CDA
= L DAC. < ACD ist als Auflen-
winkel gleich « 4 §;

somit ist:
< DACH+ xCDA =180°— («+§)

oder, da die beiden Winkel auf der
linken Seite einander gleich sind:

Bild 407
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ZDAC = 90° — =P £ DAB= £ DAC+ < CAB
v o ane w-+B
— 90+ %2,
SchlieBlich setzt man im /A ABD den Sinussatz an und erhalt:
atb sin (90° + a—;—ﬂ) B cos a—;f
¢ sin 12/- sin g—

Im gegebenen Dreieck ABC (Bild 408) trigt man AC auf BC bis' E ab.
Dann ist BE =a — b.

AAE Cist gleichschenklig; somit ist:
L CAE = X AEC=90° — £ und

X BEA — 180° — [900_ ,V,]

2
=90°+ 7
Bild 408
< EAB = £ CAB — x CAE
B o 7\ _ 20—180°+y a—180°+180°—8
S e Ll
_u_
=
Im A ABE ergibt der Sinussatz:
a—b sinu;ﬁ— sinu‘;zﬁ

in {90° 4+ £ ¥
sm(O-}—z) cosz

Der Tangenssatz:

a+p

atb By

a—b |, a—p
tg 3

Durch zyklische Vertauschung der Seiten und Winkel:

a+y By

_ o
a-c¢ g 2 b+4ec tg 2
et % und .
a—c L oa—y b—ec B—v

g g L

18*
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Beweise
a) Durch Division der beiden Mollweideschen Formeln:
—B
cos 2P
2 —'c—b = 2 und
sin %
a—b sin * ; B
= folgt
CcOoS8 %
a+b cos 9{‘;75 cos %— ctg g
b BT T
F: sm% sin 2/3 tgazﬁ
Da aber %}: 90° — oﬂ ist, kann man fiir ctg 5 =ctg (90° “;ﬁ)
tga+l3
=tg*TF +ﬂ setzen; also: atb " 2
a—b x—f
tg 3

b) Aus dem Sinussatz: %:si ; erhalt man nach den Regeln der

korrespondierenden Addition:
atf oa—p a+B

zrai—l-rl?_sinoc—l—sinﬂ’_zsm g By tg 2
a—Db sina—sinf 2Sinoc;ﬂcosoc—2l—ﬁ tga;ﬂ

¢) Durch Vereinigung der beiden letzten Bilder beim Beweise der Moll-
weideschen Formeln erhdlt man
Bild 409. In ihmist; C DAE = 90°,
da CD =CA =CE =D ist oder da
A auf dem Halbkreise iiber DE liegt
(Thalessatz). Zieht man durch E zu
DA die Parallele EF, so ist nach
dem Strahlensatz
EB_EF a—b ETF

DB~ DA oder atb DA"

Bild 409

a—f EF,
T =AW oder EF
DA

=AE tga;zﬂ. In dem rechtwinkligen Dreieck DAE ist ctg %: Nk
oder DA = AE ctg?.
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Hiermit erhélt man:

AE-tgﬁ——g tgm—ﬂ tga—ﬁ

a—b 2 2 2
a++b y y  , a+p
AE-ctg 3 ctg 5 tg 3

Durch die Anwendung der Mollweideschen Formeln oder des Tangens-
satzes bel der Berechnung schiefwinkliger Dreiecke kann man den Ko-
ginussatz vermeiden. Der Kosinussatz ist fiir das Rechnen mit dem
Rechenschieber ungeeignet. (Mit dem Rechenschieber kann man nicht
addieren und subtrahieren!)

Beispiel

Von einem Dreieck sind gegeben: b, ¢ und < «. Es sind gesucht: a, <0 8
und < p!

Liosung

Nach dem Kosinussatz a2 = b2 + ¢ — 2 b ¢ cos « mull man jedes Glied
der rechten Seite fiir sich berechnen, dann addieren und schlie8lich die
Wurzel ziehen, um a zu erhalten. Aus dem Sinussatz:

b a
sinf~ sina
bestimmt man sodann < und endlich y ==180° — (x -+ f).

Einfacher rechnet man nach dem Tangenssatz:

B+vy SO
bte _tg 2 Ct"i
b—o o B=7 T B
ety g
. .. . B—v b—e o ., B—vy.
Hieraus erhdlt man: tg = = = b e ctg 5 und somit =5~
B+

Da aber *5-~ = 90° — % bekannt ist, erhilt man durch Addition (bzw.

Subtraktion) von é—;——y und ‘B_Ty die Winkel § und . Die Anwendung des

c-sine

“siny °
Aufgaben

Mit Hilfe der Mollweideschen Formeln oder des Tangenssatzes sind die
fehlenden Seiten und Winkel des skizzierten Dreiecks (Bild 410) zu be-
rechnen:
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54) a = 91;
b =81;
y = 48° 20’
55) b = 235; Bild 410
c =283;
o = 43° 30’
56) a + b = 709, ¢ = 46b; y = 81° 3¢
57) b 4+ ¢ =119; a =65; o = 62°5
58) b —c¢ =160; a = 432; o = 39° 52’
59) a —c¢ = 357; b = 634; f = 45° 48’
60) a = 660; b = 760; o+ f = 105° 50/
61) b + ¢ = 187; b—c¢ =43, f—y =48°41'
62) a = 679; ¢ = 592; o + py = 100° 40’
63) b = 73; ¢ = 61; B -y = 101° 49’

G. Goniometrische Gleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte ein Winkel ist und im Zusammen-
hang mit einer oder mehreren trigonometrischen Funktionen erscheint,
nennt man goniometrische Gleichungen; z. B.: sin2a = 0,25 oder sin 2 «
=0,8 oder sinu 4 cesa =1 oder tg e — sin« = 0,3, Wenn auch gonio-
metrische Gleichungen fiir die Praxis des Maschinentechnikers von ge-
ringer Bedeutung sind, so mogen sie nachstehend in ihrer einfachsten Form
als Grundlagen fiir die hohere Mathematik und zur Wiederholung der im
vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten Formeln behandelt werden. Um
eine goniometrische Gleichung zu 16sen, hat man sie so umzuformen, daB
nur noch eine Funktion des unbekannten Winkels in ihr erscheint.

Fiir die Erklarung der rechnerischen Lésung goniometrischer Gleichungen
werden nachfolgend einige einfache Beispiele gelost:

Beispiele
1) 3sina=2cosa 9) 2sine = tg o
Man dividiert durch cosa: 2sina —tgo =0
3sina  2cosa 2Sina__sincx=0
cosa  cosa o8 “l
Stga =2 sina-(2—cosa)=O
tgo = 2 _ 0,667 Ist ein Produkt gleich 0, so muB
3 einer der Faktoren O sein; d. h. ent-
Ergebnis: « =33°40 weder:
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sine =0
und somit oy == 0°

1 1
oder 2 — ——=0 oder cosa=-4
COs o 2

und somit a, = 60°
Ergebnisse: o, = 0°
0(2 = 600

3) cosp — 2sing =10
cos p = 2sing

Division durch coseq:
tgp =0,
Ergebnis:
@ = 26° 40’

4) tgatotga =2
tgoc—}—{;&:2
tg2a+1=2%tg«
tg?oa — 2tga4+-1=20
tga=14+71—1
tga=1
Ergebnis: « = 45°

5) sinx-fgx:—_f 2

. in x 1 =

sinx. - = |2

. 1,5
s1n2X=»2«]/2 - COS X

l—coszx=%—l/§cosx

cos2x+%]/i2icosx—1:0
1 e 1

€08 X:_~4.1/2 iV’g +1

1 = 3
:__‘1“}/2 :{:'ZVZ

€os X; = —;f V2; dh. x;=45°
cosxX, = — |2

Dieser Wert ist unmoglich, da die
cos-Funktion niemals kleiner als —1
werden kann,

Ergebnis: x = 45°

6) sinx -+ cosx = /2
sinx — J/2 = —cosx
sinx— J2 =—}1—sin?x
Durch Quadrieren folgt:

sin?x —2 2 sinx+2=1
— sin? x
2sin2x—2V2—sinX—l—1 =0

. . 1
sin?x — )2 sinx 4 -, =0

Ergebnis: x = 45°
Einfachere Losung:
sinx + cosx = 1/727
sin x 4 sin (90 — x) = J 2
Da sino 4+ sin

PUREY S
—2s1nf24 o8 ~5—,
hier:
. 90 — x— 90+ -
2s1nX+QJcosz QTX:V2

2 sin 45° cos (x — 45°) =} 2

2.5 V2 cos (x — 459 = J 2
cos (x — 4% =1
x — 45° =0°

Ergebnis: x = 45°
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7) sin2x=sinx 8) sin2x=2sinx
2 sin X cos X = 8in X 2sinxcos X = 2sin X
2sinxcosx — sinx =0 Sin X cos X — sin X =10
sinx(2cosx—1)=0 sin X (cos x — 1) =0
sinx =0 gin X =0
X, =0° oder 180° X, =0° oder 180°
~oder 360° oder 360°
2cosx—1=0 cosx—1=0
cosx:é cos X =1
X, = 6HO° oder 300° %y =0 oder 360°
Ergebnisse:
Ergebnisse:
x = 0°; 180°; 360°
x, = 0°; 180°; 360°
X, = 60°; 300°
9) sin (30° 4 x) = cos (30° — x)

sin 30° cos x + cos 30° sin x = cos 30° cos x <+ sin 30° sin x
I I /7 . __1 I 1 .
E-cosx—l——z—]Ssz——zyScosx—l—Zsmx

(13— 1) sinx = (J3— 1) cos x

SIn X = c0s X

tgx=1
Ergebnis: x=45°
10) 2sinx -+ 3cosx =3 ~
Lisung a

Man setze cos x = J1 —sin%x
2¢inx + 3 VT—_si_n?}—(:3
31 —sin?x=3— 2sinx
9(1—sin?x)=9 — 12sinx -+ 4sin?x
12sinx=13sin?x
sinx; =0 oder x;=0°
sinx, = 1 = 0,923
X, = 67°20"
Ergebnisse: x, = 0°; x, = 67° 20’
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Lisung b
Man dividiere dufch die Beizahl von sin x; also durch 2:

3
s1nx—f— FCosSX=135

Fiir die Beizahl von cos x setze man tg¢; also

tg(ng oder @=>56"20":
3
2
sin X cos @ 4 cos xsing = 1,6 cos ¢

sin (p 4+ x) = 1,56- 0,554
= 0,831
@+ x =56°20" oder 123°4(0
x, = 0°; x, = 67°20

11) asinx-bcosx=c

sinx + tg@cosx ==

Man dividiere durch a und setze % =+tg@. Dann kann man den

Hilfswinkel ¢ berechnen,
. , b c
sin X+ — cosX = —
sin x4 tg @ cos x = g

sin (x -- ¢) =§-cos<p

Aus dieser Gleichung kann man x 4 ¢ bestimmen und hieraus den

gesuchten Winkel x.

Aufgaben 12 . . . 15 sind goniometrische Gleichungen mit 2 Unbekannten.
Sln X
12) =317 0¥ T g T =585
x —}— y= 75° =
Die 1. der beiden gegebenen Glei- tg ¥ ')F * = tg 37° 30’ = 0,767
chungen formt man nach den Regeln “
der korrespondierenden Addition VX585 ..
um; g5 =gag7 — b
sinyteinx_2+V2_ 545 b L1
siny—sinx 9 ._|3 2
y —i— y—X y—x =15°
2 585 v+ x =75
2cos” + sin? — X .
2 2 Ergebnis: x = 30°; y =45°
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13) Dieselbe Aufgabe wie die vor-
hergehende mit allgemeinen Zahlen:

sinx __a
siny b
X+ y=c¢
sinx+siny a+b
sin x—siny  a—b

Nach der Summen- und Diffe-
renzenformel der sin-Funktion um-
geformt:

Aus dieser Gleichung kann

—)L}X berechnet werden.

4

Da (x + y) gegeben und (x — y)
soeben berechnet worden ist, so kann
man x und y als die halbe Summe
und die halbe Differenz von (x + y)
und (x — y) berechnen.

14) sinx 4 siny=1,366
x4 y=90°

Aufgaben
64) 2sin x = 3 cos x
65) V2 sinx =tgx
66) cosx — 3sinx =0
67) 3tgx — 2etgx =1
68) cosxctgx =1,5

Die 1. Gleichung nach der Sum-
menformel umgeformt:

2sin ———;—y cos =¥ —1,366
2 sin 45° cog = 2 L =1,366
2.5 2 cos X5 — 1,366
}2-cos X::; = 1,366
cos ¥ = (3,9659
X—¥ o
—=-=15
x—y=30°
x-+y=90
Ergebnis: x = 60°; y = 30°
15) sinx — siny = 0,5
x—y =60°
—y X+v
2sin> g COS 5 = =0,b
2« sin 30° cos X;‘V =05
x —}— y _ —05
X + Y __ pno
5 =160
x4y = 120°
X — 7y = 60°
Ergebnisse:
x =90 y=230°

69) sinx — cosx =1

70) sin2x— }2 sinx =0
71) sin2x =2cos x

72) 3sinx + }/3 cos x =3

73) sinx = /2 cos?x
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H. Die Sinussehwingung

In der Technik wird die Sinuskurve als Schaubild gewisser periodisch
sich wiederholender Vorginge benutzt (z. B.: Pendelschwingungen, Schub-
kurbelgetriebe, Wechselstrom usw.). Die Gleichung y = sin x stellt sich
zeichnerisch als Sinuskurve in einem Koordinatenkreuz dar, auf dessen
Abszissenachse die Winkel x entweder im Grad- oder im Bogenmaf auf-
getragen sind und dessen Ordinatenachse die zugehorigen y-Werte ent-
halt. (Siehe 8. 243.) '

1. Die Amplitude oder Schwingungsweite (Bild 411)

y It y=5sinx
+f -
) 2m o
0 ml2 ' X
~7
Vg
r
y I y=2sinx
+2 :
2
313
I 2
0 2 ' X
~1+
-2
-
n Bild 411

Der groBte Wert, den y in der Gleichung y = sin x annehmen kann, ist

gleich 4-1; und zwar ist dies der Fall bei x = 90° oder, im Bogenmal} aus-
7

gedriickt, x = . Der kleinste Wert fiir y ist —1; und zwar bei x = %n

Die Kurve fiir y = 2 sin x unterscheidet sich von der vorstehenden da-
durch, daf die Groft- und Kleinstwerte von y, die zwar an denselben Stellen

[bei X :g und x = g n] liegen, aber doppelt so groB sind.
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Die Grofit- bzw. Kleinstwerte, die eine Sinuskurve annehmen kann,
nennt man die Scheitelwerte oder auch die Amplitude oder auf deutsch:
Die Schwingungsweite.

Allgemein ist in der Gleichung y = A - sinx der Faktor A’die Amplitude.
Sie gibt an, wie grol y maximal werden kann; denn der  GréBtwert von
sin x ist 1.

2. Die Periode und die Frequenz (Bild 412)

[
y I y=sinx /ﬂ-'y=s/n2x
I Vs Ve
N\ BN 7
/, \ / / \
N / N\ yor \_X
[ Jrlz\\ / \\ i \\
./ \~"/ \
; \__/ ~,
/ —
g Bild 412

Das vorstehende Bild zeigt 2 Sinusschwingungen mit den Gleichungen:
I)y=sinx wund
II) y =sin2x.

Die Kurve I hat in dem Bereich von x = 0 bis x = 2 7 einen Berg und ein
Tal. Der 1. Teil der Kurve liegt oberhalb, der 2. Teil unterhalb der x-Achse.
In dem Bereiche ist eine volle Sinusschwingung vorhanden.

Die Kurve IT dagegen hat in demselben Bereiche 2 Berge und 2 Tiler.
Es sind also 2 Schwingungen vorhanden. Man sagt: Kurve II hat eine
doppelt so groBe Frequenz wie Kurve I. Die Periode der Kurve II ist nur
halb so grofl wie die der ersten; d. h. die Kurve IT wiederholt sich in ihrem
Verlaufe doppelt so oft wie die Kurve 1.

Wiirde die Gleichung irgendeiner Sinusschwingung lauten: y = sin a x,
so wiirde sich diese Sinusfunktion in dem Bereiche von x =0 bis x =2=x
a-mal wiederholen. Ihre Periode wiirde der a-te Teil der Periode der Funktion

. 27 . . . .
y =sinx, also=~, sein, wihrend ihre Frequenz a-mal so grof ist.

Die Zahl a ist ein MaB fiir die GroBe der Periode bzw. der Frequenz.
Sie heiBt der Frequenzfaktor. Je grofer der Frequenzfaktor ist, um so
Kleiner ist die Periode, um so Gfter wiederholt sich die Sinusschwingung.

Die Sinusfunktion y, = A sin a x unterscheidet sich von der Funktion
Y. =sina x durch die GréBe der Amplitude A. Beide Funktionen haben

aber die gleiche Periode, nimlich 2—;.
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3. Die Phasenverschiebung (Bild 413)

y I: y=sinx I y=sin(x-«)
—_ -
<~ %

Ve N\ /
pa N 3 /
0 / KA N | Vd X
e NC //
- e
e

[ X

r

Ve 4 Bild 413

Das vorstehende Bild zeigt 2 Sinusschwingungen I und II, die miteinander
zur Deckung gebracht werden kénnen, und zwar dadurch, dafl man die
Kurve IT um die Strecke o entgegengesetzt der Richtung der positiven
x-Achse [also nach links] parallel zur x-Achse verschiebt. Die Gleichungen
dieser beiden Sinusschwingungen lauten:
I y=sinx
II y=sin(x— &)

Die Kurve 11 ist eine ,,phasenverschobene Sinusschwingung®. Die Grofle o
heiBt die Phasenverschiebung der Schwingung. Lautet die Gleichung der
phasenverschobenen Sinusschwingung y == sin (x 4 ), so ist die urspriing-
liche Sinuskurve y =sinx um die Strecke « parallel zur x-Achse nach
links zu schieben.

Beispiel

Die Kurve y = cosx ist eine um —;—t nach links verschobene Sinusschwin-
gung. Nach der vorstehenden Betrachtung lautet die Gleichung einer der-

artig phasenverschobenen Sinusschwingung: y=sin x+g) oder, den

Winkel im GradmaB8 ausgedriickt: y = sin (x + 90°).

Nach der auf Seite 246 abgeleiteten Formel ist aber:

y =sin (x + 90°) = cos x.
Zusammenfassung:
Die Gleichung fiir eine Sinusschwingung in allgemeiner Form lautet:
y=Asin(ax 4 o) =Asina (x~|—2) =Asina (x4 ¢)

In dieser Gleichung ist
A = Amplitudenfaktor. Er gibt an, wie grol der grofite Ausschlag der
Sinuswelle nach oben oder unten hin ist.

a = Frequenzfaktor. Er gibt an, wie oft sich die Sinuswelle in dem
Bereiche von x == 0 bis x = 2z wiederholt.

Q= E:Phasenverschiebung. Sie gibt an, um welchen Betrag die
a

Sinusschwingung nach rechts (« < 0) oder links («x > 0) hin parallel
zur x-Achse verschoben ist.
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4. Zusammengesetzte Sinusschwingungen

a) Die Summe zweier Sinusfunktionen

Die Gleichung: y = A sin (x -+ a) + B sin (x + b) 1aBt sich durch eine
Kurve darstellen, die sich aus der Summe zweier Kurven mit den Glei-
chungen: y; = A sin (x 4 a) und y, = B sin (x+ b) zusammensetzt; also:
Yy = ¥1 + ¥.. Die beiden Sinusfunktionen y, und y, unterscheiden sich
durch ihre Amplituden A und B sowie durch die Phasenverschiebungen
a und b. Beide Funktionen aber haben die gleiche Wellenléinge, niimlich 2.
Die y-Werte der gesuchten Summenkurve erhilt man, indem man die beiden
Gleichungen fiir y; und y, als Sinuskurven darstelit und sodann fiir eine
Anzahl von x-Werten die dazu gehorenden y-Werte addiert.

y
5

It y,= 3sin(x - 76)
4 I: y,= 2 sin(x-713)

Bild 414

‘51

Aus der vorstehenden Zeichnung (Bild 414) sieht man, daf} die gefundene
Summenkurve III wiederum eine Sinuskurve ist. DaB dies im vorliegen-
den Beispiel nicht etwa nur ein Zufall ist, mége nunmehr rechnerisch fiir
alle Fille allgemein bewiesen werden:

Setzt man Asin(x + a) -+ Bsin (x + b) = Csin (x + ¢), dann ist zu
beweisen, dafl man die GréBlen C und ¢ so berechnen kann, dafl immer die
letzte Gleichung fiir irgendwelche beliebigen x-Werte giiltig ist. Unter
Anwendung der Formeln fiir das Additionstheorem der Sinusfunktion erhalt
man:

Asinxcosa + Acosxsina - Bsinxcosb -+ Beosxsinb =
Csinxcosc -+ Ceosxsine

3
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oder die Glieder mit sin x und die mit coé x auf der linken Seite zusammen-
gefa(3t,
(Acosa - Bceogb)sinx 4 (Asina - Bsinb)cosx =

Ccosc.sinx - Csinc-cosx

Will man es nun aber so einrichten, daf} die beiden Seiten dieser Gleichung
fir jeden beliebigen x-Wert iibereinstimmen, so miissen die einander ent-
sprechenden Vorzahlen von sin x bzw. cos x auf beiden Seiten einander gleich
sein. Es muf} also sein:
Ccosc =Acosa -+ Bceosb und
Csine = Asina - Bsinb
Aus diesen beiden Gleichungen bestimmt man Cund ¢: Man erhebt zu-
néchst beide Gleichungen ins Quadrat und addiert sie. Man erhilt:
C2cos2¢c = A%cos?a - BZcos?b - 2ABcosacoshb
C?sinZ¢ = A2gin%a | B2sin?b -+ 2 ABsinasinb
C2? (cos? ¢ | sin? ¢) = A2 (cos? a - sin? a) - B2 (cos® b -} sin?b)
+ 2AB(cosacos b+ sinasinb)
C'= A%+ B4 2 4B oos a — 1)
C=)A24 B2+ 2ABcos(a — b)
Sodann dividiert man beide Gleichungen. Es ergibt sich:

" _ Asina4-Bsinb
€C= Acosa - Beosb

Hierdurch ist der Lehrsatz bewiesen:

Die algebraische Summe zweier Sinuswellen mit beliebigen
Amplituden und Phasenverschiebung, aber von gleicher Wellen-
linge, ergibt wiederum eine Sinuswelle von der gleichen Wellenléinge.

Haben die urspriinglichen gegebenen Sinuswellen die Amplituden A und B,
so hat die aus thnen additiv gebildete Sinuswelle die Amplitude:

| C=VA*+B242ABcos(a— b),

wobei a und b die Phasenverschiebungen der urspriinglichen Sinuswellen
sind. Die Phasenverschiebung der sich ergebenden Sinuswelle ist zu be-
stimmen aus:

" __Asina+Bsinb
gG_Acosa—i—Bcosb

Beisﬁi el
Es ist fiir die Kurve y = sin x -} cos x die Groe der Amplitude und die

Phasenverschiebung rechnerisch zu bestimmen. Die Ergebnisse sind durch
eine Zeichnung zu iiberpriifen.
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Lésung ,

Die zu untersuchende Kurve setzt sich aus den beiden Sinuskurven
y; = sin X und y, = cos X = sin (x -}- 90°) zusammen. Die erste hat die
Amplitude A = 1 und die Phasenverschiebung a == 0°. Die zweite hat die
Amplitude B = 1 und die Phasenverschiebung b = ~- 90°. Fiir die y-Kurve
bestimmt man mit diesen Werten:

die Amplitude:
C=J1+1+2-1-1-cos(0°—90°)=)2
und die Phasenverschiebung ¢ aus
_ 1.5in0°41sin(+90° +1
tgc_l-cosO"—{f1008(—{—90")—717—“}_]"
d. h. ¢ = 45°.

Die y-Kurve hat also die Amplitude C = }/2 und die Phasenverschiebung
¢ = -+ 45°, oder mit anderen Worten: Die y-Kurve ist eine Sinuskurve

mit der Amplitude 2 und ist um ; in Richtung der negativen x-Achse ver-
schoben. Rechnerisch kommt man auf dasselbe Ergebnis durch Umformen
der Gleichung fiir die y-Kurve:
y =sinx -+ cosx oder da cos X = sin (90 + x) ist:
== gin X } sin (90° 4 x) oder nach Abschnitt F 1) [Seite 269]
= 2 sin (45° 4 x) - cos (— 45°). Da cos (—x) = -+ cos x ist,
== 2 sin (x 4 45°) cos 45° ’
. o U
= 2sin (x + 45°) 5 /2
y = 2 sin (x + 45°).
Kontrollzeichnung: Bild 415.

Iy, = sinx

+1

(=)

-7

Bild 415

Die algebraische Summe zweier Sinuswellen mit ungleichen Perioden
{d. h. die Frequenzen sind verschieden] ergibt keine Sinuswelle. Dies mége
der Einfachheit halber an folgendem Beispiel gezeigt werden (Bild 416):

Beispiel : Es ist die Summenkurve

y =3sinx -+ sin 3 x zu zeichnen.
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y
1 - Iy, = 3sinx
+24 7/ N I: y, = sindx

// Iy=yty,
ay /s = 7N

\‘ 7z '/

4 A T /
o N
-2.
5 ~__ Bild 416

Die Summenkurve y = 3 sin x - sin 3 x ist keine Sinuswelle. Sie ist pe-
riodisch um 2 z; sie stimmt mit der Sinuswelle y, = 3 sin x iiberein in der

Periode, wihrend y, =sin3 x die Periode 3 7 hat.

b) Das Produkt zweier Sinusfunktionen

Die Gleichung
y =Asin(x+a)-Bsin(x+ b)
1aBt sich als eine Kurve darstellen.

Auf Seite 286 wurden die beiden Sinusfunktionen y, = A sin (x + a)
und y, = B sin (x + b) durch Addition zu einer dritten Kurve y =y, + y,
= A sin (x -+ a) + B sin (x + b) zusammengesetzt. Hier sollen dieselben
beiden Sinusfunktionen y, und y, multiplikativ zu einer 3. Kurve zusammen-
gesetzt werden, so daf

Y =¥1Vs = Asin (x4 a)-Bsin (x + b) 1st.

Die Ordinaten y dieser gesuchten 3. Kurve findet man, indem man die ent-
sprechenden zur gleichen Abszisse x gehorenden Ordinaten y; und y, mit-
einander multipliziert. Fiihrt man dies fiir eine Reihe von Punkten aus
und verbindet die neu erhaltenen Punkte, so erhilt man eine Sinuskurve.
Im Bilde 417 sind durch Multiplikation der Ordinaten der Kurve I und II
an beliebigen Stellen die Ordinatenwerte der Kurve III berechnet. Man
sieht, daf an allen den Stellen, an denen entweder die Kurve I oder die
Kurve II die x-Achse schneiden (wo also y; bzw. y, = 0 sind), anch die
gesuchte Kurve y die x-Achse schneidet.

Dall nun aber ganz allgemein die erhaltene III. Kurve fiir irgendwelche
Werte von A, B, a und b stets eine Sinuskurve ist, moge nachstehend rech-
nerisch bewiesen werden. Gleichzeitig sollen die Elgenschaften der sich
ergebenden Sinuskurve untersucht werden.

Mathematik Teil 2 19



290 Die Trigonometrie

Nach Seite 269 ist:

s Pn = oder:
cos o — cos ff = — 2sin——5—sin —— oder:
cos ff — cosa = 2sin“—2-§-sin a%,S

Setzt man in diese Gleichung folgende Werte ein:

g.iﬁ:x—{—a,; “—;—ﬁ=x+b. Und somit:

ao=2x+a+bhb,
“p==a—bh,

80 erhilt man:

cos (a — b) —cos (2x+ a+ b) =2sin (x -+ a)sin(x+ b).
Durch Multiplikation dieser Gleichung mit %E und nach Seitenvertau-
schung erhilt man:

. . AB AB

A . sin(x+ a)- Bsin (x + b) =~ cos (a — b) — -~ cos 2x+a-+b)
Da aber ferner:

cos y = sin (% — y) [Siehe Seite 246] oder

— COSy =sin (y — %) ist, so kann man setzen:
—52§cos(2x+a+b):%sin(2x+a,+b—%)
AB . 1 7
= sm2[x+-2—(a,+b——2—)].
Setzt man schliefllich noch: A‘—)B cos{a — b) =c¢[= constanter Wert],

so ist:
Asin(x+ a)-Bsin(x -+ b) =c+é§Bsin2[x—i—-;— (a—}—b———g)].
Der Inhalt dieser Gleichung driickt sich folgendermafen aus:

Das Produkt der beiden Sinusfunktionen y; = A sin (x -+ a) und
y, = Bsin (x 4 b), die die gleiche Periode aber verschiedene Am-
plituden (némlich A und B) haben, ergibt wiederum eine Sinuskurve,
deren Wellenlinge halb so grof} ist wie die der einzelnen Sinusfunk-
tionen. Die als Produkt sich ergebende Sinuskurve ist um den Betrag

c= A‘,E cos (a — b) parallel zur y-Achse nach oben oder unten ver-
schoben, je nachdem ¢ groBer oder kleiner als 0 ist. Thre Amplitude ist

‘%. In waagerechter Richtung ist die Produkt-Sinuskurve um den

Wert é (a +b— %) gegeniiber der Sinuskurve mit der Gleichung

y="5 sin 2 x verschoben.
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Beispiele
1. Die beiden bereits auf Seite 286 behandelten Sinusfunktionen
y; = 3sin (x—— %) und
¥, = 2sin (x——g)
sollen multiplikativ zu der Kurve

_ 6 . T . a
y =63sin x——-é)-sm X—3
zZusammengesetzt werden.

Zeichnerische Lisung: Bild 417

y .
+6- Iy, = 3sin(x- Tls;
I: vy, = Zsin (x-7]3)
+5- I Y=Y1"¥;
=2 598 +3sin {2x-7)
+4
+3

+2

+1-

Im vorliegenden Zahlenbeispiel ist:

7 T % n =

A:3, a::——%‘, a+b—-2—:—-é-.—§._..§.=_n
7 AB n 35

B=2; b=—§; c=7005(a——b):300362_2_1/3

Mit diesen Werten ist:
. 7T - 4
y =6sin (X—B;)-51n(x—§)
= %V?—!— 3sin (2x — m)
=2,598 4 3sin (2x — 7)

19*
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2. Es soll die Kurve y = sin?x gezeichnet werden.
Lisung

Die gesuchte Kurve laBt sich als Produkt der beiden untereinander glei-
chen Sinuskurven y, =sinx und y, =sinx darstellen. Hier ist A=B =1
und a = b = 0. Setzt man diese Werte in die Gleichung:

y:.ATBcos(a—b)+"§-sin(2x+a+b_g)
eln, so 1Ist
y: COSO+%31H(2X+O+O__;)

—l——%sin(Qx—g)

&

ol —~ o] —

Ergebnis: Die gesuchte Kurve y =sin?x (Bild 418) ist eine Sinuskurve
mit der Amplitude —;— Thre Frequenz ist doppelt so groB (oder ihre Wellen-
linge ist halb so groBl) wie die der Sinuskurve y = sin x. Um die Kurve
y =sin®x zu zeichnen, hat man die Kurve y =—21— sin 2 x zu zeichnen und

diese dann um die Strecke —;—in Richtung der positiven y-Achse und um

die Strecke gin Richtung der positiven x-Achse zu verschieben.

y Iy = sinx Ty = sinx

<
~N
+1/24 N
| : D \
o iz 7{\\ Jen /X
N /

~1/24 N //

-1

Bild 418



Zusammenstellung der Lehrsitze und Formeln

Die halbfetten Zahlen weisen auf die Seiten hin, auf der die betreffenden Lehr-

sitze bzw. Formeln bewiesen bzw. abgeleitet sind.

Teil I. Geometrie

Dreieck : Die Summe zweier Dreiecksseiten ist stets groBer als die dritte Drei-
ecksseite:

a-t+b>c

Die Differenz zweier Dreiecksseiten ist stets
kleiner als die dritte Dreiecksseite:

¢ Bild 419 - e--a<h
Die Winkelsumme in einem jeden Dreieck betragt 180°

a+ p+y=180°
Ein AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der beiden ihm nicht
anliegenden Innenwinkel:

0=F+v :
Thalessatz: Der Peripheriewinkel iitber dem Halbkreis betragt 90°

Die 4 Kongruenzsiitze :
2 Dreiecke sind kongruent, wenn sie iibereinstimmen in
1) 3 Seiten:
SSS-Satz
2) 2 Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel:
SWS-Satz

3) 2 Seiten und dem der groBeren von ihnen gegeniiberliegenden Winkel:
SsW.Satz
4) 1 Seite und 2 gleichliegenden Winkeln:

WSW. oder WWS-Satz

Das gleichschenklige Dreieck:

1) In jedem gleichschenkligen Dreieck teilt die Halbierungslinie des Winkels
an der Spitze die Basis in 2 gleiche Teile und steht auf ihr senkrecht.

2) In jedem gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel gleich.

3) In jedem gleichschenkligen Dreieck geht die Mittelsenkrechte auf der
Basis durch die Spitze und halbiert den Winkel an der Spitze.

4) In jedem gleichschenkligen Dreieck wird die Basis und der Winkel an der
Spitze von dem Lot von der Spitze auf die Basis halbiert.

Die Vierecke:

In jedem Viereck betrigt ~die Winkelsumme 360°.

Im Trapez betrigt die Summe der beiden Winkel, die einer der nicht
parallelen Seiten anliegen, 180°.

Im Trapez ist die Mittellinie den beiden parallelen Seiten parallel.

18

18

18

44
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Im Trapez ist die Mittellinie gleich der halben Summe der beiden par-
allelen Seiten. 45
In jedem Parallelogramm 42/43
sind die gegeniiberliegenden Winkel gleich,
betragen die einer Seite anliegenden Winkel 180°,
sind die Gegenseiten gleich und
halbieren sich die Diagonalen.
Im Rhombus stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht. 413
Im Rechteck und Quadrat sind die Diagonalen gleich.

Im Sehnenviereck betrigt die Summe zweier gegeniiberliegender Winkel
180°. 63
Im Tangentenviereck ist die Summe zweier gegeniiberliegender Seiten

gleich der Summe der beiden anderen Gegenseiten.

Der Kreis:

Die Mittelsenkrechte auf einer Kreissehne geht durch den Mittelpunks
des Kreises und halbiert den Zentriwinkel, der aus den beiden nach den
Endpunkten der Sehne gezogenen Radien gebildet wird. 54
Kreissehnen gleicher Lange haben gleichen Abstand vom Mittelpunkt. 55
Der Radius des Kreises steht auf der Tangente im Beriihrungspunkt
senkrecht. 56
Die Senkrechte im Beriihrungspunkt einer Kreistangente auf der Tan-
gente geht durch den Kreismittelpunkt.
Der Zentriwinkel ist doppelt so grofl wie der Peripheriewinkel iiber dem
gleichen Bogen. 59
Peripheriewinkel tiber demselben Bogen sind gleich. 60
Der Sebnertangentenwinkel ist gleich dem Peripheriewinkel im gegen-
iiberliegenden Kreisabschnitt.
Umbkreis: Die Mittelsenkrechten auf den 3 Seiten eines Dreiecks schneiden
sich i Mittelpunkt des Umkreises. 61
Inkreis: Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich im
Mittelpunkt des Inkreises.
Ankreis: Die Halbierungslinie eines Dreieckswinkels und der AuBen-
winkel der beiden anderen Dreieckswinkel schneiden sich im Mittelpunkt
eines der drei Ankreise.

Fliicheninhalte :
Quadrat:
f=a? [a = Quadratseite] 68
Rechteck:
f=a-b [a und b = Rechteckseiten]
Parallelogramm: ‘
f = a-ha = Seite X Héhe auf diese Seite. 69
Dreieck:
f= % che = % Seite X Hohe auf diese Seite. 75
= p + 8 = Inkreisradius X Halber Dreiecksumfang 76
=Vs(s—a)(s—b) (s —c) [Heronische Dreiecksformel]. 78
Trapez:
f=(a_§b)-h=m-h=MittelliniexHéhe 79
Tangentenviereck:
= @ *8 = Kreisradius X halber Vierecksumfang - 81

Beliebige n-Ecke:
f = Summe der Inhalte von (n— 2) Teildreiecken 82
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Lehrsatze iiber das rechtwinklige Dreieck:

Euklid:
( 2
a?=c-p
: b2=c¢-q 69
9 g Pythagoras:
h a? 4 b? = ¢? 70
A 8 Hihensatzs
re——— ¢ Bild 420

Fiir irgendein beliebiges Dreieck gilt der
Allgemeine Lehrsatz des Pythagoras:
a?=b%?+c2—20q, wenn o < 90°
=b%2+4c*+2cq, wenn x> 90°
[q ist die Projektion von b auf c] %
Verhaltnisgleichheit:
Strahblensiitze :

1) Werden 2 Strahlen von 2 Parallelen geschnitten, so verhalten sich die
Abschnitte auf dem einen Strahl wie die entsprechenden Abschnitte
auf dem anderen Strabl. 100

2) Werden 2 Strahlen von 2 Parallelen geschnitten, so verhalten sich die
Abschnitte auf den Parallelen wie die zugehérigen vom Scheitel be-

grenzten Abschnitte eines Strahles. 102
Die Winkelhalbierende im Dreieck teilt die gegeniiberliegende Dreiecks-
seite in dem Vethiltnis der anliegenden Seiten. 102

Die Scbwerlinien (= Verbindungslinien der Dreiecksseitenmitten mit
den gegeniiberliegenden Ecken) im Dreieck teilen sich gegenseitig im Ver-
héaltnis 2: 1. 106

Harmonische Teilung = Teilung einer Strecke AB innen und aufBien
in demselben Verhiltnis. C sei der innere, D der #uBere Teilpunkt; dann
ist AB durch C und D harmonisch geteilt, wenn:

AC:CB=AD:DB 103
x ist harmonisches Mittel zu a und b, wenn
x=22P 105
a-b

x ist gevmetrisches Mittel (oder mittlere Proportionale) zu a und b,
wenn a:x=2x:b » ’

oder x=1Ja-b 99

4 Ahnlichkeitssitze s
2 Dreiecke sind dhnlich, wenn sie fibereinstimmen
1) im Verhiltnis der 3 Seiten oder
2) im Verhiltnis zweier Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder
3) im Verhaltnis zweier Seiten und dem der groBeren Seite gegeniiber-
liegenden Winkel oder 108
4) in 2 Winkeln,

Die Flicheninhalte dhnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate
gleichliegender Stiicke. 109

Sehnensatz : Schneiden sich 2 Sehnen innerhalb eines Kreises, so ist das Produkt
aus den Abschnitten der einen Sehne gleich dem Produkt aus den Ab-
schnitten der anderen Sehne. 110
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Sekantensatz: Von allen Sekanten durch einen Punkt auBerhalb eines Kreises
bilden die ganzen Sekanten und ihre duBeren Abschnitte ein und dasselbe
Produlkt. 110

Sekanten-Tangentensatz :‘- Schneiden sich eine Sekante und eine Tangente
eines Kreises, so ist das Quadrat der Tangentenlinge gleich dem Produkt
aus der ganzen Sekante mal ihrem duBeren Abschnitt. 111

Goldener Sehnitt oder stetige Teilung: Eine Strecke a ist stetig geteilt, wenn
gich ihre ganze Linge a zu ihrem grofleren Abschnitt x verhilt wie der
groflere Abschnitt x zum kleineren Abschnitt (a — x).

7Ganze St@rgcke o 'GrtSBerer Abschnitt
GroBerer Abschnitt  Kleinerer Abschnitt

a _ x

X a—x 112
Hieraus:

= 25—
x=5(5-1) 118
Satz des Ptolemiius: In jedem Sehnenviereck ist das Produkt der beiden Dia-

gonalen gleich der Summe der Produkte aus den Gegenseiten. 113

RegelmiBige Vielecke

RegelmiBiges Sechseck:
Sg =T
Sechsecksseite s = Radius des umbeschriebenen Kreises r 120

RegelmaBiges Viereck:
84=17r V? 124
Vierecksseite = Verbindungslinie der Endpunkte zweier aufeinander senk-
recht stehender Durchmesser des umbeschriebenen Kreises.

RegelmiBiges Zehneck:
r
810 = ) (V5—— 1)

Zehnecksseite = GroBerer Abschnitt des stetig geteilbten Umkreisradins. 120
Zusammenstellung: Seite 129.

Kreisberechnungen
Ludolfsche Zahl:

7w =23,14159 ... 131
Kreisumfang :
U=nd=2ar
Kreisinhalt : = Kreisdurchmesser 130
F = Z“}z —ar? r = Kreisradius 182
4
Kreisring-Inhalt:
' o D2 7 d2 _ 2 2 v
F= 4 '——-»—4—_:zR —nr
=7 (R+1)R—1) 135
= dms
D+d, D—d

dn = = 5—;  s=-"5 136
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Kreisaussehnitt oder Sektor:
nro’

Bogenlinge: b = 180° 138
nrfa® b-r
Inhalt: f= BE° 3 139
Kreisabschnitt oder Segment:
—_— 2 .
Inhalt: F = r(biz)@ =3 (% —-sin q)) : 142

T = Kreisradius; b = Kreisbogenlange
s = Sehnenldnge; h = Pfeilh6he; ¢ = Zentriwinkel
Schwerpunktslagens
Der Schwerpunkt einer Strecke ist ithr Mittelpunkt.
Der Schwerpunkt eines Drefecks ist der Schnittpunkt zweier Seitenhalbieren-

den. Er liegt im Abstand %h von der Grundlinie. 145

Der Schwerpunkt eines Trapezes mit den parallelen Seiten a und b und der
Hohe h hat von der Seite & den Abstand:

_h a-+2h
Y= 3 akb 146
Der Schwerpunkt eines Kreises ist der Mittelpunkt. 148
Der Schwerpunkt eines Kreisbogens hat vom Mittelpunkt den Abstand
. _ Radius X Sehne _r-s 149
Yo = Bogen T b
Halbkreisbogen-Schwerpunkt hat vom Mittelpunkt den Abstand
2r ’
o= .-
Halbkreisflichen-Schwerpunkt hat vom Mittelpunkt den Abstand
4r
Vo= g, . 149
Teil II. Stereometrie
Eulerscher Satz fiir konvexe Vielflache:
et+f=k42
Eckenzahl 4+ Flichenzahl = Kantenzahl -+ 2 150
1) Ebenflichige Korper
V = Volumen; O = Oberfliche.
Quader:
V=abe; O=2(ab+ac-+bec) 159
Wiirfel:
V=a3 0 =6a?
Prismen :
V = g+ h = Grundfliche X Hohe 160
Schief abgeschnittene gerade Prismen:
V =N-h,
N = Normalschnittfliche
hy = Abstand der Endflichenschwerpunkte 162
Pyramiden:
V=g G h=, Grundfliche x Hohe 166
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Pyramidenstumpf :
V=3h(F+JFF, +F) 168’

h = Hé6he; F = Grundfliche; F; = Deckfliche
Prismoide oder Prismatoide: \

V=%(F—I—4M+F1) 167
h = Hohe; F = Grundflache; ¥, = Deckfliche
M = Schnittfliche in halber Héhe

Obeliske oder Pontone:

V=L(2ab+tab+ab +2a,b) 170

6
h = Ho6he = Rechtecksabstand
a und b = Kanten des Grundflichenrechtecks
a; und b; = Kanten des Deckflichenrechtecks.
5 Platonische Korper:
Tetraeder
Hexaeder
Oktaeder
Dodekaeder :
Ikosaeder 153 und 171

2) Krummfilichige Korper
V = Volumen; O = Oberfliche; M = Mantel.

Guldinsche Regel fiir Rotationskorper:
M=1-2nrs, 1 = Linge der rotierenden Linie
rs, = Schwerpunktsabstand der ro-
tierenden Linie von der Drehachse
V=f-2nrs, f = Inhalt der rotierenden Fliche
: rs, = Schwerpunktsabstand der ro-
tierenden Flache von der Dreh-

achse, 179
Zylinder:
2
V=nr2h=ﬂ-h \ h = Hohe 179
4 r = Kreisradius
M=2zrh=xzdh d = Kreisdurchmesser. 180

O=2xr(r+h)
Schriag geschnittener gerader Kreiszylinder:

h, +h h, = kurze Zylinderseite
V=nar= 2 = h: = lange Zylinderseite 180
M ==mr(h; + hy) r = Kreisradius. 181
Zylinderhuf:
2
= §h r? h = Hufhshe
r = Normalschnittradius 181
M=2hr
Hohlzylinder:
V=axh(R?2—1? h = Hohe
=xahs(2R —s) R = Auflenradius
=gahs(2r + 8) r = Innenradius
=2nhsyg 8 = R —r = Wandstérke 182
R-+r

e=—5—= mittlerer R adius
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Kegel: 1 1
— e 2 h = gz d2
V—37rrh_12ndh
M=nrs=—;-nds
=zt Jrf 4 h?
O=uar(r-+s)

Kegelstumpf :
V=%nh(R2+Rr+r2)
M=ns(R+r1)
O=n[R*4 12 4+ (R +1)5]

Kugel:

V=inr3=%~nd”.

3
O=4nr?=snd?
Kugelabsehnitt oder Kugelsegment:

2
v

3

7 h2
=5 (3d—2h)

=%nh(332+h2)
Kugelausschnitt oder Kugelsektor:

2
£ 2
v gL h
= %n d?h
Kugelkappe :
O=2arh
Kugelschicht:

V7=7%1(3a,2+3b2+h2)

Kugelzone:
M=2xnrh
Hohlkugel : 4
V= 3 (R? —1?)
=5 (D —a)
Hohlkugelausschnitt ¢
= —g 7 %— (R® —r8)
Zylindrischer Ring :
V=2aRr?
_»bd
==

h = Hdhe

r = Grundkreisradius

d = Grundkreisdurchmesser
8 = Mantellinie

R =} Radien der parallelen
r= } Endflachenkreise

h = Kegelstumpfhohe

8 = Seitenlinge

r = Kugelradius
d = Kugeldurchmesser

r = Kugelradius

d = Kugeldurchmesser

h = Hohe des Segments

a = Grundkreisradius des
Abschnittes

r = Kugelradius
d = Kugeldurchmesser
h = Hoéhe des Kugel-
abschnittes
{ r
h

a
b
b

Kugelradius
Hohe des Segmentes

I

Halbmesser der
parallelen Endflichen
Schichthohe

r = Kugelradius
h = Schichthéhe

R = Auflenradius

r = Innenradius

D = AuBendurchmesser
d = Innendurchmesser

h = Hoéhe des zum inneren
Kugelausschnitt gehéren-
den Segmentes

1) = Ringdurchmesser

d = Ringwulstdurchmesser
R = Ringradius

‘T = Ringwulstradius

183

184

184

186

187
188

189

190

191

192

193

193

194
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Teil HI. Trigonometrie

sing =2 | tga = 2
9 2 Te | TR
b
e ctgo = — 207
X c a
c Bild 421
o sin o to o = 08 %
B = s w B = ina
-1 =1
T otga Ctga
tgarctga =1 214
Trigonometrischer Pythagoras sin?a - cos?a — 1 215
sin o = cos (90° — «) tg o = ctg (90° — o)
cos & = sin (90° — &) ctg o = 1g (90° —«) 210
x« 0% | 30° | 45° ! 60° | 90°
| 1
~ | 1 1 1 1
o ‘ 0 5% I7 | 77T 37
] 1 11 -
i |
1 11 i
cos 1 EVE)’— ‘ Eﬁ 3 ‘ 0
! | ‘
tg J 0 ~3-1/? 1 1B} ‘ oo
i 1 !
‘ | | |
N £ ‘ 1 33 o 212
| i
sin (180° — &) = + sin« sin ( 90° — o) = 4 cos a
sin (180° + «) = — sin o sin ( 90° 4 «) = 4 cos o
sin (360° — o) = —sin o sin (270° — «) = — cos &
sin (360° -+ o) = - sin« sin (270° + «) = — cos a
cos (180° —a) = — cos a cos ( 90° —a) = + sina
cos (180° +- o) = — cos o cos ( 90° + o) = —ssin«
co8 (360° — &) = + cos« cos (270° — o) = —sina
cos (360° 4- o) = + cos cos (270° 4+ o) = + sin «
tg (180° — o) = —tg & tg ( 90° — o) = + ctg «
tg (180° + o) = + tga tg( 90° 4+ o) = —ctg«
tg (360° — o) = —tga tg (270° — o) = + ctg a
tg (360° + o) = + tg « b€ (270° 4 o) = — ctg «
ctg (180° — &) = —ctg « ctg ( 90° — o) = + tga
ctg (180° + o) = + ctg « ctg( 90° + o) = —tga 245
ctg (360° — o) = — ctg o otg (270° — o) = - tg o und
ctg (360° + o) = + ctga ctg (270° + o) = —tga 246
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sin (— &) = —sina
cos (—oa) = -+ cosa
tg (—oa) =-—1tga
otg (—o) = —ctga

245 und 246

Nur der Kosinus eines negativen Winkels ist positiv.

Sinussatz ¢

2 _Fne — = .b = d = Umkreisdurchmesser
b sing sine  sinf
a:b:c=sino:sinf:siny 250
Kosinussatz : Halbwinkelsatz :
2 b2 4 o — R VA Gl VA Chull
a?="Db% + ¢ 2bccosa ‘t°2 s (s —a)
: (s —a) (s — a+b+te
b?=3a%+4c2—2accosf ‘ tg%: (s- (Z)—(fb) c) =i2—
! _
b, (s —a) (s —b)
®=a?+b>—2abcosy  tgi = -
‘ R s(s—c) 251 und 258
Dreiecksinhalt :
1 . 1 . 1 .
F———2—absmy Ebcsma 5 & cosin 254
Additionstheoreme:
sin (« + f) = sina cos § + cos o sin § sin2x=2sinacosa
sin (o — p) = sin « cos f — cos a sin
cos (@ -+ f) = cos « cos f — sin « sin cos 2 ¢ = cos? o — sin® ot
cos (x — f) = cos o cos 8 4 sin «sin B
tg tga+tgf B _ 2tga
tg (o« + ) = T—tzxtgp tg2a—1_?g2a
tg o—1tgf
tgle—h = Trigatep 265
sina 4 sin f = 2 sin - ;ﬂ co o_c:‘—j
sinag —sinf =2 sin 2P ﬂ cos —j_—ﬁ
cosa + cos § = 2 cos ——r—ﬂ oc;ﬁ
_ + B. o—p
cosot —cos f = —2 sinZ sin 5 269
Mollweidesche Formeln :
u—f . a—f
atb_ "0 2 a—b_ "3
¢ ¥ c Y
sin & cos 273
Tangenssatz :
B
a+4b . tg 2
a—b _ a—f
g7 275




Losungsergebnisse der Aufgaben

(Die halbfetten Zahlen geben die Seitenzahl an)

Teil

1) ay 2
b) 4
c) 3

2) a) 3
b) 6
c) 10

3) a) 3
b) 6
c) 10
d) 15

e g @—1

4) 6
2n
5) a) 55°
b) 145°
c) 35°
6) 135°
45°
135°
7) 90°

¢} 90° oder 270°
d) 0° oder 360°

10) 135°

12) a) 180°
b) 75°
¢) 105°

13) 130°

14) a) 20
b) 9
c) 5
d) 3

3

e)z

13

14

15) a) 45°
b) 35°
c) 30°

17) a) gleich groB

b) gleich groB

c¢) zusammen 180°
18) a) 110°

b) 130°

c) 180° —a
19) 8°

. 20) nicht

21) Auf der Mittelsenk-
rechten auf AB 22

22) Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten auf
ABund BC

23) Die 3 Punkte fallen
in 1 Punkt zusammen

24) 65°

25) 40°

26) o = 150°
B = 120°

27) Weil a -+ b = ¢ ist.
Es miite a +-b> ¢
sein

. 28) a) 80°

b) 30°

c) 100°

d) 70°

e) 75°

f) Unméglich
29) « = f = 45°

30) % 23
31) o = = 135°
32) o = 30°

B = 60°

py = 90°

* Zeichendreieck

33) &, = 45°

Oy = 135°

s, = 45°

£ = 105°
g, ="T75°

35) Auf der Mitte
Hypotenuse
¢

der

44) a) 160°

f) 180° — 2«
45) %

48) a) 115°, 65°, 115° 46
" b) 80°, 100°, 80°
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¢) (180 —a), o, e) ABC = 108° 97) 50 mm
(180 — &) %BCM:W 98) 17 m
49) a) 140°, 120° CMA = 144° Auf der Mitte v. AC
b) 90°, 150° MAB = 5¢4° 99) 6 m
¢) (180° —a°), 68) 90° 100) a) 2
(180° — B8°) 46| 69) b=a + ¢ b)l+rund 1 —r
50) a) & = 140° 1 101) 21 em
b) y = 6 = 140° 70) x =5 (a—b) 102) y = 150°
c) a = 120°, 71) 60° 53 d = 40°
B =120°, § = 60°| 72) 79° 103) 45° und 135°
51) a) Beweglich 73) 1 104) Halbkreis 66
b) Starr 74) a) 0,785 cm? 105) a) Quadrat und
c) Parallelogramm 9 Rechteck
d) Nein; allgemein. b) 5 b) Gleichschenkl.
Viereck 75) 45° Trapez
52) 76) a) d = 33 mm ¢) Quadrat u. Rhom-
x| B 1y |6 b) d=D—2s bus
10170 | 10 [170 | 77) Rhombus d) Inkreis
30:150 | 30 |150 | 78) 850 mm 106) 75 mm
50 130 | 50 130 | 79) 5570 mm 107) 35 mm
70 110 | 70 | 110 | 80) a = 300 mm 108) AD =h,, BE =hp
90 90| 90 90 1 109) x = 2r
110 | 70| 110 | 70 | 81) 5 (D —4d) 110) 30° .
130 . 501|130 50 : 111) 13,6 ¢ 9
150 | 30 | 150 | 30 2%; 3; o Durch. |112) 80 cm?
170 | 10170 10 messer ’ 113) 144 cm?
53) 105°, 75°, 105°, 75° D=ds +4d 114) g) éff’S); é“s [mm]
54) < CAB —60° B)Di=da+2d |0 )ch-
ABE =120° 84) a) Beriihren sich von alwgﬂ
BEC = 60° auflen 250 om?
ECA = 120° b) Meiden sich R —a)
65) 1. Trapez: 10 cm, c) Schneidensich von ) . h_— 9 6— a
9 cm auBen 54 d(h R 9t b0, eé
2. Trapez: 9 cm, d) Beriihren sich von +2t(b—d)
8 cm innen 116) a) d(2b —4d)
3. Trapez: 8 cm, e) Schneiden sich b) bt +d(h—t)
7 em von innen c)ad+2t(b—d)
4. Trapez: 7 cm, f) Exzentrisch ohne d)ab—de
6 cm gemeinsam. Punkt e) 2bt+d(h—21)
56) 5 cm ) Konzentrisch m km
57) 60°,120°, 60°, 120° 47| 85) 5) TdB: 154 117) a) 20 —_-oder 72 —
58) 10, 15, 10, 15 [em TdW: 14 u
59) Winkelholbioronds b)  GS:37u b) 100m = 92
des rechten Winkels KS:8 u 118) a) 3 Flicheneinh.
60) 25 & 1 b) 2 Flacheneinh.
61) Rhombus 86) 5 (a—b) c) 4 Fléichenein}}ll.
60°, 120°, 60°, 120° ~ d) 1 Fléchene@n .
62) y =8 = 105° Sg; 2) ]2%3mmm 64 e) 3 Flicheneinh.
63) Rechteck b) 10 m f) 2 Flacheneinh.
1 (1 +1,) und b 90) Auf der Verbindungs- g) 1 Flacheneinh.
2 1 2 linie M M, 119) a) ed == (a —¢)
64) 25 mm, 45° u. 135° .| 93) a = 15 mm <(b—d)
65) 60° 48 b = 45 mm b) o) d=
66) 4 m 94) a) 90°, 120°, 90°, 60° g) ¢ =10
67) a) L BMA = 72° b) 2r ¥} b =20
b) <L CM A = 144° 9) a =27

¢) S DAC = 36°
d) 180°

c)r
95) 180° — «; Ja!
96) 120 mm

65

120) a) bleibt derselbe 93
b) wird kleiner
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121) ha ~ 3,5 cm i
hy & 5,2 cm
f ~ 21 cm?
122) 750 mm?
123) 12 cm? ‘
124) a) 2500 mm
b) 2300 mm
¢) 1150 cm?

a) 42 em? ‘

(24

125)

63

-‘-_b‘—.‘
—_—

b) 2cm

2x

¢) pa =T cm ’
ob = 42 cm

a

‘ a
gc = 3 cm |
a) 24 cm?
b) 10 cm
c) 4,8 cm
d) 24 cm
e) 3,6 cm
6,4 cm !
= 0,5 Flichen-
einheiten
=3 Flacheneinh. |
= 3 Fliacheneinh. |
= 0,5 Fliachen-
einheiten
=1 Fliacheneinh.
== 1,5 Flichen-
einheiten [

126)

y?-——a-)(—n

127)

§

= 1 Flicheneinh.

= 2 Flicheneinh.
== 2 Fliacheneinh.
=1 Flicheneinh.
1) = 1,6 Flichen-
einheiten

1

=7vt

v = ~59E
8

129) 36,5 cm?
130) 16,5 cm?
131) 156 cm?
az .
132) 7{]/ 3
133) 104 cm?
134) a; a}/3; 0,866 a2
135} 13,2 m

Bild 424

140) AC=B=172m
‘ AD=BD=5m
1 141) o = 4 (a2 — h?)
1142) e -2 = 4 g2

2

128) s

94

a%2 — b2
145) x ="
(siehe Bild 422)

146) Aus (a —x)? — x2
=ab folgt

! 1
i =5 (@—b)
' (siehe Bild 423)
240 [em®] | 147) Ausx®— (2 — x)?
14,1 [cm] a.,—\2
== (—2]/2 ) folgt

95

¢

148) x =a(J2—1)

143) a? 4 b2 = +2m} |
144) d2 4 e?= 2 (a? £ Db?) |

Bild 423

| Bild 422

e

a-2x

N

¢ b

o

+

Bild 425

[ x

I f

96
[96 %w\
N

AN

l Ny

r——— 1

r
: Bild 426
!

‘\149> x=a— 272
j(siehe Bild 424)

‘{150) x = %(Vﬁ?—l)

| (siehe Bild 425)

151 x=3lr 97

| (siche Bild 426)

.
o

[
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159) R, =2V} + 13
2
r -
‘_3\’\ R2=r—:|/rf—l—rj
[ ah N R,:R,=r1?:1r2
5 x 1 160) a) 4: 1 * 1
S X -~ by 2:1
T Sle d 161) a2 + b? = ¢?
rIF /f 162) AF = %FO
- o 163) 2lazjb2=cz
Bild 427 164) 5 (/5 —1)
165) a) x=8
b) (sieche Bild 428)
c) (siche Bild 429)
166)
a) (siche Bild 430)
£ b) (siehe Bild 431)
| 1( | ¢) (siche Bild 432)
: 1 167) a) 9:4
a-ble—b - : b) 3 2
e @ ——te— b — + 168)
f——— gtb —— —-—a-bh—————a-fb’j I 169) a) 53) i 116
Bild 428 Bild 429 170) 10 em
171) 240 mm
172) AC =9cm
CB =6cm
AD =45cm
| DB = 30 em
Ay \ x 173) 5/,
l l 174) 0,5 cm? 133
1 175) 0,0314 m?
La—»L—a-—L a" a——2a —= b~ 176) 11,3 mm
) . 177) a) 1,3 ¢
Bild 430 Biid 431 b) 5,02¢
178) 6,3 mm?
154) AB = 11,8m 179) ¥ = .28
CD = 26,6 m 180) a) 9 m?
EF = 39,2m 5) 6,92 me
s 155) AB=24m 114 c) 10,4 m?
> CD =38m d) 11,4 m?
EF=19m Kreis
181) 50,1
156) (1) = (2) = () = (4) | 139) 105"
G e 1183) 20 cm 184
| ) = 1,25 m; 1184) a) 19,64 cm®
b (6) = 2,5 m; 7 b) 78,54 em?
Bild 432 (7) = 3,75 m; 1:4
(8) = 3,25 m; | 185) 4mal
9) = 3.9 m; ) 4ma
1 (10) = 28 m 186) 11,08 cm?
152) x = 7x ) =4 | 187) 0,1927 dm?
. . 157) 12 ecm X s 1 o _=n d2
(siehe Bild 427) \158) a) Hohensabz 1188) # R*4- 2R L 5
153) 50 m 113| ' b) Euklid 189) 857 cm?

Mathematik Teil 2.

20
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190) 0,49 cm?

191) ~= 3440 kg

192) 40 Stck.; 215 cm?;
21,5%,

193) 21,5%

194) d = 71 em;
F = 0,396 m?

195) s~ 16m

196) 37,7 m

197} 17,3%

198)

135

Bild 433

199) Kreis: 63,62 mm?®
Quadrat: 64 mm?*
200) s &~ 2,2 km
201) = 3180 Umdr.
202) 500 -
203) a) D = Vdz 4 a2
b) Pythagoras
¢) D =50 mm
204) a) = © %

6
4 ) 7T
7 7138

DESE
205) a) 180° 7.0
”T

7

~ 114,6°

c) —-- Az 14,3°
206) 34,14 7~ 107 [mm]
207) a) 4=wr = 1257~
b) dmr=1257r
208) 110w ~ 345,6 [mm]}

209) t—6nN1884[mm]'
m = 6 [mm] 139
210) a) dy = 160; m = 4 |
b) z =30; t=Ta
¢) z = 50; mwlO‘
d) dy = 240; ‘
=12
e) m = 2,5;
t=205m
211) 1200 7 ~= 3770 [mm]}
212) f = 31,4 cm?

b = 6,28 cm
213) r= %VT@’: 0,707s
R=s)2 = 1,414s

140 |

Losungsergebnwse der Aufgaben

2a =s(1+12) 993 ]
| =2,414s 228)
‘ 2b =s(2)2 —1)
=1,828s ‘224)
E U :%n]/?'s i
— 6,668 225) a)
2 i
| F =SZ(57Z—2) 2
= 3,43 s 226)
214) a) U nr(3ﬂ}2~v2)\
= 72 [mm]
b) F =12 (3a—1 f
a}2) 227
~398[mm2] \
215) U= 71‘—314‘71"
=5 (n—v3
| = 0,705 1* |
, 216) U%-Z—na: 1,67 [ma]

|
! a2 ]
} F=é1(1n~61/3)‘228)

= 0,174 [m?]
’ 217) 2a=23r |
— 300 [mm] 141 } _
2h =1 (4 — V3 £ 220)
= 226,8 [mm]
UoSar 1‘230)
3 1
= 838 [mm] ‘
|
F =1 27z—~—l/3) ‘
= 541 [em?] :, 1)
218) F = 312 8]/3—4: | g)
= 30,2 [em?] 43
1 219) U——(101+24]/ ), %ﬁ
= 8 11 R; 1 7)
R? 8)
-F :———(111—{—48]/3) l
1 = 4 36 R? ‘
\220) Die 3 Figuren baben | 9)
gleiche Umfange undt
: Inhalte 10)
1221) 27 s 142} 11)
\

2
4 :.I.'_ | )
222 e =73 | 13)

n
5 (E—-l) = 0,286

36,49, 143
2) h = 100 mm
b) s~ 346 mm

¢c) Fre 240 cm?*

:_V3

b) 120°
c) 0,15 d2

d —
bl '5)
a) 21.‘
d2
]
0,286 d*?
7 /3
.
5/?
@ e
12"
a <3
) 16

e) (i(én—SVf)T)

a) 90°
b) 144°
c) 10x
d) 15

e) 140°

8% 5
§(n—v:), } A2 0,712

144

r? —
6(4” —3V3)
~ 1,23 r?

Teil 1L
2 17

[=2}
!

50 mm

8,6 kg/dm?

a) 30 g

b) 120 g

c) 320 g

d) 985 g

1850 cm?
1,95 dm?®

168 kg

7,856 kg/dm?®

8,9 kg/dm?

400 1

172
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14) a = 400 mm 30) a) O = 273 cm? 45) 500 m
h =200 mm b) h =71 em 46) D = 147 mm
15) 5,83 l’:l ¢} V = 236 cm? H =294 mm
16) 36,7 kg 31) O — a2 (1 3 47) 412 dm?® 21,59
17) a) 12500 cmd ) (L + rs) 48) 1885 m? °
16000 cm? h =?V2 49) 94251 6,43t 195
13500 cm? 50) a) b:a
8000 cm? V—fl/'i b) 1:1
b 2500 cm? T8 51) ~ 4 mm (3,978 mm)
) 100 mm a% - 52) 750 g
o) 1:4 173 | 32) a>F=zV3 53) ~ 40 g
d) 1:6 _ = 54) 12,79
18) 701 b) 0 =2a® E 55) 209,
19) 19,7 mm ) V=—102 56) 28,4 kg
20) 3,24 t 3 57) 5,9 kg 196
21) Bild 284: 13,2 kg 33) 288 mm3 . 7 d?
Bild 285: 8,83 kg 1 o | 98 V= (it 1)
Bild 286: 0.54 kg 3¢) zabe 177 9
Bild 287: 0,71 kg 3 3 — 3d* =951 e’
22) G —6lokg  174| 35)a) F=gal3a2 4 4h 59) a) b
23) 2700 m3 . a) b:a
24) a) 2650 m? b)V ="h}3 b) b:a
b) 233 m? 2 60) a) 50 mm
25) a) 15000 mm? 36) 40 cm® b) 4712 mm?
b) 17000 mm? 80 cm? .¢) 50 mm
¢) 20000 mm? 37) a) e =8 d) 188,5 mm
26) a) Prisma 22500 cm? 1}= %g 61) e) 21{5;’2 ~
175 = X = mm
b) Prisma 18000 cm? et f=%k+2 62) a) s 197
¢) Prisma 15000 cm?® b) h=2V)3 b) 7
d) Prisma 15000 cm? 2 c)ns=2xnr
e) Keil 13125 cm3 At dy s=2r
£) Keil 13000 cm? o) H=2V% 63) e) gl;‘lochsmtlg
g) Pyramide r = _4em
16000 cm? 4 M= 21 +¥3) h = 38,7 cm
h) Pyramidenstumpf 2 ) V = 4053 cm?
17500 cm? N e 64) a) 1
i) Obelisk 14500 cm? o) V="rV2 8
27) a) 0=a-}3 176 (1+3) b 3
— =6: k = 12:
b) H =23 3w e=0 k=12 g5 4,05 m
o V=23 BTS2 |y v=gG-n
=12 b)h = =V3
2 ) 2| 67) V= L nas
28) a) e = 12 a ’
/G 4
f=la o =310 68) V= 402 om®
- — — 3
b)et+tf=Lk42 d)M=—3-a2]/3 59)&)\7“1637![01112]
¢) 6 Quadrate 4+ 8 515 b) 3 - ?g ; %gﬁ%
glc]ail:hseltlge Drei- &) V= 3 /2 8 0 — 24 7 fem?]
— ¢) V=9,6 z [cm?]
@ 0 =2 +Y3) | 912 w2 128 0 = 16,8z [om?]
= 4,73 a 3
40) 960 m? 700 V="")Y2 198
e) V= % a3 41) 830 m? ) 6 5_
42) ~= 6130 m? O =mna?)2
29) laa 43) 39,5 kg 194 71) V = 1,744 [m?]
6 44) 3,96 kg G = 13,69 [t]

20*
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72} a) == 740 dm? 1 9) a) 5 cm, 8,66 cm
b) ~ 5.4t 101) a) 7 ) b; 21,65 cm?
73) ~ 1,5 kg 1 .o
74) V = 1916 [em?] b) = 10) 2asin -
M= 850 [cm?] n—1 11) 4790 mm? 232
0O =: 980 [cm?] c) T 12) 1,28 r2
) 6,31 13) 0,69
76) 0,81 kg 102) a) h =8em 203 714) o) 0,632 D2
77) 26,2 kg 199 b)a=b=3cm b) 819,
78) 78,6 cm3 ¢) Vs 495 [em?] .o
79) 2,8 kg d) O == 308 [cm?] rsin 5
80) a) 0,75 kg 1 15) a}) o = ———
b) 55,7 kg 103) x = g 14sin %
c) 1,42 kg 2 2
d) 6,6 kg 104) H= ., 180
e) 123 ke e
) 0,14 kg . De=-——4g
g) 0,14 kg Teil 1IL 1 —i—sm —
h) 5,35 kg
81) 125 kg 200 1) cosou— > 209 | 16) 4.61° 233
82) 0,5 g v 17 sint0 4
83) 61 mm ) n  D+d
84) 11,1 kg a 18) 60°
85) 489 . _a 19) 3,64 d
86) a) 1:8 SIme = -~ 20) 0,033 §* ~ 7,59, 234
b) 1:4 a 21) 47° 20/
87) a) 8 tgf = 22) ~ 620 mm
b) 2Z ' b 23) P, = 1700 kg
) 33511 21| 2 @) sinf =_ Py = 620 kg
] o 24) R =2Pcos?
89) = w1 cos f = — 2
2 a 95) 7,39 235
3:1 tgf =2 26) o — 73° 13’ 260
90) a) mr® N p =58 27"
wa_© v = 48° 20’
b) % . ctg b= ¢ F = 2753 mm?
. . c 27) b = 49 mm
12' 2 b} siny = . ¢ = 59,6 mm
91) =d b o = 28°
3 . cosy =~ F =571 mm?
; 3 —
92) a) p = r /6= 1,82r gy =< %) 2 — ;30‘;3,
b) O; = 9 = r? b y =53°8
0y = 6,6 212 gy =P F = 84 cm?
) 0,:0,=15:11 gV = 29) ¢ = 29 om
93) 1:2 3) o =30° o == 35° 44’
94) 1:2:3 4) gsina = 0,88 210 Y = 85° 57
95) 97 g\ 202 cos o = 0,47 F = 211,7 cm?
96) 3,8 kg tga = 1,88 30) ¢ = 61 cm
97} a) 819 & [em?] ctg oo = 0,53 o = 78° 10,6
b) 563 7 [cm?)] 5) a = 10 [em] f = 570122
c) 319 b = 10 [em] y = 44° 37,2’
98) 286,5 kg [d ¢ = 14,%)4 [em] 31) ¢ = 9,17 cm
99) V = 24,3 n [dm?] = 15,62 cm
) 0 = 30 z [dm?] 6) tga = - 231 dF - ég,g em?
100) V = 45 n [em?] 7)) 5:3 2 (a® 4 b?)
O = 36 7z [em?] 8) ~ 22 m = c% - d2




Losungsergebnisse der Aufgaben

32) F = 70,7 cm? [ 40) a) —sin e 269
1 . b) cosa
33)F=§efsm<p ©) sina
Flichengleiches Drefeck | 44) 7 Ttea
34) R = 53,6 kg 2611 45) a) 0,268
B esn wl Lo
6 t \ c} o,
) @) otg ij@cb B1|46) cos 90° =0
& & | 47) tg 90° = oo
ctg ﬂ b8 4oy cos x 272
b) ctg (= — ‘ 50) —sin x
ctg « ctgﬁ +1 51) VZ gin x
ctfrf}—ctgoc : sin (2 — f)
otmtq 1 |52 Snle—P) 273
37) otg 2o XL [P oo os
2ctg o J54) c="T1; «a=173°13";
38) ctg 3« p=seo2r 218
" et setga 59 & 10T =010
Botga—1 \56) a=382; b=327; .
39) a) 0,259 ‘ o ==54°21"; B == 44°5' i
b) 0,259 57) b=47; ¢—172;
¢) 0,966 B = 80°43"; 5 — T8°1%
d) 0,966 158) b =674; ¢ =514;
e) — 0,707 4 [ B=90°27"; y =49°41" |

59) a =875; ¢ = 518;

o= 98°21"; y = 85°51’
60) ¢ =860; a=47°35

B =258°15"; y = 74°10’
61) a=93; b =115;

¢c=172; a=53°53";

B=87%24"; p — 38%43"
62) b= 814; o — 55°3';

B=19°20"; y — 45°37"
63) a =85; o =="78°11";

B =51°12"; y — 44°377

64) x = 56° 20" 282
65) x, =0°

X, = 45°
66) x = 18°20’
67) x = 45°
68) x = 30°
69) x = 90°
70) x; = 0°

x, = 45°
171) x = 90°
72} x; = 90°

x, == 30°
73) x = 45°



Sachverzeichnis

{Seitenzahlen mit * weisen auf Ubungsaufgaben hin)

Additionstheoreme 261
Alnlichkeit 106 £,
Amplitude 283

Analytische Geometrie 1
Ankreis 52, 61, 77

arcus 205

Archimedischer Satz 201*
Archimedisches Prinzip 173*
Auflenwinkel 20, 23*

Bestimmungsdreiecke regelmiBiger
Vielecke 116

Bewegung, gleichférmig beschleunigte
94*

Brinellsche Kugeldruckprobe 95%

Bogenhohe 230

Bogenléinge 138, 231

Cartesische!) Koordinaten 235
Cavalierischer Grundsatz 160, 179
Cosekans 207

Cosinus 207

Cotangens 207

Dachbinder 95%, 114%*
Dachflache, Neigung 22*
Darstellende Geometrie 1
Deckungsgleichheit 25 ff.
Diagonalen 39
Diagonalenséatze 43
Dodekaeder 153, 171
Doppelkegel 197*
Doppelpyramide 166
Dracbenviereck 40, 81
Drehsinn, mathematischer 8, 236
Dreiecke, Einteilung 16
—, gleichschenklige 27
—, Inhalt 75ff., 254

—, Lehrsitze 18

—, Schwerpunkt 145

—, halber Umfang 62

Ebenflichige Korper 150ff., 1591F.
Ecken, Bezeichnung 15

Eckenmafl 128%

Einheitskreis 133%, 2351,
Eiprofil 233*
Entgegengesetzte Winkel 11
Erganzungsparallelogramme 83
Euklid, Lehrsatz des 69
Eulerscher Lehrsatz 150, 176%*

Flacheninhaltsbestimmung 67 ff.

Funktionen 204 f.

Funktionswerte,
210

— der Komplementwinkel 210

—, doppelter und halber Winkel 265

—, sémtlicher Winkel 237

—, spitzer Winkel 206

—, stumpfer und negativer Winkel 244

Frequenz 284

bestimmter Winkel

Gegenwinkel 11

Geometrie, Einteilung 1

—, geschichtliche Entwicklung 1

Geometrische Konstruktion algebrai-
scher Ausdriicke 89*

Geometrisches Mittel 9, 115%

Gerade 4

Gewichtsberechnungen 159, 172%, 194*

Goldener Schnitt 112, 115%

Goniometrie 1

Goniometrische Gleichungen 278ff.

Guldinsche Regel 178, 197*ff.

Halbwinkelsatz 253

Harmonische Teilung, — Mittel 1051,
116*

Heronische Dreiecksformel 78, 86*

Hexaeder 153, 171

Hohen, Bezeichnung 15

Hohensatz 71

Hohlkugel 193

Hohlkugelausschnitt 193

Hoblzylinder 155, 182

1) Fehlende Worter mit C sind unter K nachzuschlagen.
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Homologe Stiicke 25
Hypotenuse 17

Tkosaeder 153, 171
Interpolieren 213
Inkreis 52, 61, 76, 144*

Kalotte 190

Katheten 17

Kegel 155, 1831ff., 195*fl.
—, Neigung 221

—, schiefer Kreis- 156, 184
Kegelstumpf 156, 1841{f., 198*ff.
Keil 47*%, 163

—, Spaltwirkung des 225
Kernquerschnitt 134*
Kinematik 1

Kochanski 132
Kolbenflaiche 134%*
Kolbenstangenkraft 134*
Komplementwinkel 9, 210
Komponenten 224, 257
Kongruenz der Dreiecke 25ff.
Koordinatenkreuz 235
Korbbogen 66*, 138*
Korperdiagonale 171*
Kosinussatz 251
Kriftezerlegung 224, 234*
Kreis 491f.
Kreisberechnungen 130 ff.
Kreisbogenlange 137
Kreisbogenschwerpunkt 148
Kreisinhalt 131

Kreisring 50, 135ff.
Kreissegment 142, 231
Kreissehne 49, 54
Kreissektor 137 ff., 140*ff.
Kreisteilungstabelle 118
Kreisumfang 130

Krummflachige Korper 154, 17811

Krimmung 4

Kugel 156, 187, 200* 1.
Kugelabschnitt 157, 189, 202*
Kugelkappe 190

Kugellager 53*

Kugelschicht 158, 181
Kugelsektor 157, 180, 202*
Kugelzone 192

Kurbeltrieb 65*, 226*

Linie 4
Linienschwerpunkt 145
Linsen 202*, 232*
Ludolfsche Zahl = 131
— —, Naherung 131

Mittellinie im Trapéz 398, 44
Mittelliniensatze 44
Mittlere Proportionale 99, 115*

Mittelsenkrechte 16, 30, 61
Mollweideschen Formeln 273

Nebenwinkel 9

N-Ecke, Inhalt 82

— —, Naherungskonstrukiion 121
— —, Seitenlinge und Umfang 124

Obelisk 152, 170, 178%*
Oktaeder 153, 171, 176*
Oval 140%*

Papierformat 82*

Parallelenkonstruktion 32ff.

Parallelogramm 39

—, Fliacheninhalt 69

Passungssystem 54%

Pentagramm 48*

Periode 284

Peripheriewinkel 12, 49, 59

Perspektive 1

Phasenverschiebung 285

Planetengetriebe 53*

Planimetrie 1

Planimetrische Grundkonstruktionen
29 1.

Platonische Korper 153, 171

Ponton 152, 170, 178*

Potenz eines Punktes 110ff.,, 116*

Prismen 150, 160

—, schief abgeschnittene 161

Prismoide 152, 166. 177*

Projektionen 72, 223

Proportionale, mittlere 99

—, vierte 101

Ptolemiischer Lehrsatz 113, 115%

Punkt 4

Pyramiden 151, 166, 1761f.

Pyramldenstumpf 152, 168 ff.

Pythagoras, a]]gememer 75

—, Lehrsatz des 70

—, trigonometrischer 215

Quader 151, 159

Quadrant 53*, 137

Quadrat, Flacheninhalt 40, 68
Quadratstabl 134%, 172*
Quadratur des Kreises 132

Raute 40

Rechteck, Flicheninhalt 40, 68

Rechtwinkliges Dreieck, Berechnung
2174

Reflektion eines Lichtstrahles 234*

Regenhéhe 173*

Rektifikation 132

Resultierende 22%, 224*  234%*, 256*

Rhomboid 39

Rhombus 40, 80, 231*

Reibrader 53*
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Riemenlinge 228%

Riemenscheiben 53*

Riementrieb, offener und gekreuzter
228*

Ring 158, 194

Rohr 155, 182

Rohrquerschnitt 133*, 232*

Satteldach 22%, 174*

Schaufelform fiir Schleuderpumpen 259*

Scheitelwert 284

Scheitelwinkel 10

Schiefe Ebene 225%

Schliisselweite 128%, 144*

Schnittwinkel, -punkt 4, 7, 13¥

Schraubenlinie 221

Schubkurbelgetriebe 226

Schwalbenschwanzfithrung 84*

Schwerlinien 16

Schwerlinien im Dreieck 106

Schwerpunktsberechnungen 145 ff.

Schwingungsweite 283

Sechskantstahl 47*

Sehnen 49; 230

Sehnensatz 110

Sehnentangentenwinkel 49, 60

Sehnenvieleck, regelméafige 127ff.

Sehnenviereck 52, 63

Seiltrommel 135%

Seitenbezeichnung 15

Seitensatz fiir Parallelogramme 43

Sekans 207

Sekantensatz 110

Sekanten-Tangentensatz 111

Sektorfliche 139

Senkrechtenkonstruktionen 29

Senkwinkel fiir Kegelsenkungen 23*

Sextant 53*

Sinus 207

Sinussatz 250

Sinusschwingung 283

—, zusammengesetzte 286 ff

Spannungsverhiltnis 231

Sphérische Geometrie 1

Spiel 54*

Steigung 220

Stereometrie 1, 1501f.

Stereometrische Grundbegriffe 150 ff.

Stetige Teilung 112, 115*

Stopfbiichsenbrille 141*

Strahl 5

Strahlensitze 100ff.

Strecke 5

Streckenteilung 34

Stumpfe Winkel, trigonometrische
Funktionen 244

Supplementwinkel 9

Symmetrie 28

Tangens 207

Tangenten, duBere und innere 58, 65%

Tangentenviereck 52, 63, 81

Tangentenvielecke, regelmaBige 127 ff.

Tangenssatz 275

Teilkopf 119

Teilung, innere und &auBere 98

Tetraeder 153, 171

Thalessatz 21, 61

Transzendente Zahlen 131

Trapez 39

Trapezinhalt 79

Trapezschwerpunkt 146

Trichter, kegelformiger 196*

Trigonometrie 1, 204ff.

Trigonometrische Funktionen am FEin-
heitskreis 237

— — spitzer Winkel 206 ff.

— — Summen und Differenzen 269

Trigonometrische Kurven 243

— Zahlentafeln 212 ff.

Ubrzeiger, Winkel der 13*
Umdrehungszahl eines Rades 135*
Umbkreis 52, 61, 251, 257*
Umschlingungswinkel 14*, 48*

é;’Vielecke 116 1.

" —, Konstruktion regelméafiger 118
—, Schwerpunkt 145 —
Vierecke, Einteilung 39 ff.

—, Inhalt 791

—, Schwerpunkt 145
—, Seitensatz 43

—, Winkelsitze 42
Vierte Proportionale 99
Vollwinkel 9

Walmdach 174* 178%*
Wasserkasten, Volumen 172%
Wechselwinkel 11
Whitworth-Gewinde 222%
Winkelbezeichnung 15

Winkel, Ubersicht 6

—, Konstruktion und Teilung 35
Winkelhaken 57*
Winkelhalbierende im Dreieck 16, 102
Winkelmessung 205

Winkelsumme im Dreieck 18
Wirkungsgrad einer Schraube 222*%
Wiirfel 151, 159

Zahnrad 14*

Zeichenmaschine 118
Zentriwinkel 12, 49, 59
Ziegelstein 172%

Zugbelastung 133*

Zylinder 154, 179

Zylinderhuf 155, 181

Zylinder, schiefer Kreis- 154; 180
—, schrag geschnittener 154, 180




