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AUS DEM YORWORT ZUR RUSSISCHEN AUSGABE

Die ersten drei Binde der ,,Enzyklopadie der Elementarmathematik*
(kurz EJEM genannt), die sich mit Arithmetik, Algebra und Analysis be-
fassen, erschienen vor mehr als zehn Jahren. Inzwischen erlitt unser Mit-
arbeiterkollektiv schmerzliche Verluste. Im Jahre 1959 verstarb nach langer
Krankheit A.J. CHINTSCHIN; kurz vorher war auch D.I. PEREPELKIN ver-
storben, der an den Banden iiber Geometrie mitgearbeitet hatte. DaB es
trotzdem gelang, die EAEM weiter for t ist tlich W. G. Bor-
TsaNSKI und I. M. JacLoM zu verdanken.

Aus dem Vorwort zum ersten Band, in dem die Besonderheiten dieses
Werkes zum Ausdruck gebracht werden, méchten wir folgende Stelle zitieren:
,,Es [das Werk] kann nicht als Einfithrung in den behandelten Stoff dienen,
sondern ist fiir Leser bestimmt, die die El tarmathematik bereits studiert
haben und schon Lehrer der Elementarmathematik sind oder es werden wollen.
Die ,Enzyklopédie‘ halt sich in der Regel weder an die Reihenfolge noch an die
Methode der Darstellung der Mathematik in der Oberschule, da beide durch
die Entwicklung des Auff, gsvermogens der Schiiler und die all i
bildenden Ziele der Oberschule bedingt sind, d. h. durch Erwa,gungen, die fiir
den ausgebildeten Fachmann ohne Belang sind. Grundsatz unseres Aufbaus
ist es vielmehr, jene Fragen der Mathematik, aus denen die Schulmathematik
besteht, in systematischer und méglichst einfacher und zuginglicher Form
darzulegen. Daneben sollen auch Fragen angeschnitten werden, die zwar
nicht direkt im Unterricht behandelt werden, die aber fiir das richtige und
bewuBte Verstindnis der Schulmathematik notwendig sind oder Perspektiven
auf eine weitere Entwicklung ihres Inhalts und ihrer Methoden erdffnen.*

Diese unsere urspriingliche Absicht hat sich nicht geindert. Auch blieben
wir bei unserem EntschluB, der Geometrie zwei aufeinanderfolgende Binde
zu widmen. Hinsichtlich des Inhalts dieser beiden Bénde haben wir jedoch
Anderungen vorgenommen, Jie in der Hauptsache von dem Wunsch diktiert
waren, Bemerkungen von Rezensenten und Lesern zu den ersten drei Bianden
zu bericksichtigen. Uber die jetzt vorgenommene Auswahl der Themen und
deren Reihenfolge kann sich der Leser anhand des Inhaltsverzeichnisses in-
formieren.

Der vierte und fiinfte Band der EdEM bilden zusammen ein einheitliches
(Ganzes, so daB sie unabhingig von den frither herausgegebenen Bénden, die
ebenfalls einen abgeschlossenen Zyklus bilden, benutzt werden kénnen.

Im Jahre 1951, als der erste Band der EAEM erschien, konnte kaum jemand
vorhersehen, daB sich neue mathematische Berufe (wie z. B. der des Program-
mierers) entwickeln wiirden; auf diese Berufe sollte schon in der Oberschule
vorbereitet werden. Diese neuen Aufgaben erfordern eine berpriifung und
Erweiterung des Begriffes ,,Elementarmathematik”. Die diesbeziiglichen




VI Vorwort

Fragen wollen wir in den letzten Binden behandeln (es sind insgesamt sieben
Binde geplant), die somit in vielem von dem abweichen werden, was wir im
Vorwort zum ersten Band umrissen hatten.

Wiirden wir heute noch einmal von vorn anfangen, so wiirden wir vor allen
Dingen die Struktur und die Art der Darlegung in den friiher erschienenen Bén-
den éindern, aber wir denken, daB8 sie trotz allem sehr niitzlich sind. Wir hoffen,
daB dieser und der folgende Band der EdEM ihren Leserkreis finden und nicht

nm' Math tikleh an Oberschulen sowie Studenten an Umvemta.ten,
hschul ?ndP’f-‘Lq gisch .F tituten wertvolle Dienste leist n
a.nch alle mat tisch Int ten ansprechen werden.

Die Redaktion

Die deutsche Ausgabe der ersten drei Bande der EAEM hat, wie die gute

Resomnz und die mehrfachen Nachauflagen beweisen, ihren Platz in unserer

tischen Literatur gefunden und sich viele Freunde erworben. Die

Binde iiber Geometrie wurden lange erwartet. Wir dirfen daher annehmen,

daB auch dieser vierte Band und der in Vorbereitung befindliche fiinfte Band
ebenfalls auf groBes Interesse stoBen werden.

Herausgeber und Verlag
der deutschen Ausgabe
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B. A. ROSENFELD

AXIOME UND GRUNDBEGRIFFE DER GEOMETRIE



§ 1. Das Entstehen grundlegender Begrifte der Geometrie

1.1. Die Begrlﬂe der Goometrie als Resultate  von Abstraktionen. Die Geome-

trie ist die al haft von den riumlichen Formen. Mit kompli-
zierteren riumlichen Formen kam in der Vorzeit der Mensch vor allem bei der
Vermessung von Lindereien in Beziehung, und so k t es, daB die Bezeich-

nung Geometrie von dem griechischen Wort yewuetpix herriihrt, das ,,Erd-
messung*‘ bedeutet. Mit weiteren riaumlichen Formen wurde der Mensch bei
der Errichtung von Gebauden, der Herstellung von GefiBen usw. bekannt.

Die Geometrie, wie auch die gesamte Mathematik, untersucht bestimmte
Gesetzmal.’olgkelten der realen Welt. Dabei unterscheiden sich jedoch die
math Wi haften in einem charakteristischen Punkte von
anderen Wissenschaften, die spezielle physikalische, chemische, biologische,
Gkonomische oder andere GesetzmiBigkeiten studieren. Im Gegensatz zu
anderen Wissenschaften untersucht namlich die Mathematik die Objekte der
realen Welt auf eine sehr abstrakte Weise, wobei sie grundsitzlich von deren
konkreter Natur absieht. Insbesondere beschiftigt sich die Geometrie z. B.
mit der duBeren Form der Gegenstinde und abstrahiert dabei von ihrer stoff-
lichen Beschaffenheit und ihren physikalischen Eigenschaften gerade so, wie
sich beispielsweise die Arithmetik nur mit Anzahlen von Gegenstinden und
zwischen Anzahlen bestehenden Beziehungen befaB3t. Dieser abstrakte Charak-
ter der Mathematik ermoglicht es andererseits, ja macht es in einem gewissen
Sinne sogar erforderlich, in hohem MaBe die deduktive Methode anzuwenden,
d. h. die mathematischen G aBigkeiten aus einer kleinen Zahl von grund-
legenden Annahmen (Definitionen, Axiomen) durch logische Schliisse ab-
zuleiten. Dagegen arbeiten die meisten anderen Wissenschaften iiberwiegend
induktiv, d. h. stellen ihre allgemeinen GesetzmaéBigkeiten auf der Grund-
lage einzelner empirischer Beobachtungen auf.

Allerdings spielten empirische Beobachtungen und praktische Versuche bei
der Entstehung der ersten mathematischen Begriffe und der Aufstellung der
ersten mathematischen Sitze ebenfalls eine wichtige Rolle. Gerade weil die
Menschen milli fach auf solche arithmetischen GesetzmiBigkei tieB
wie z. B. die Unabhingigkeit des Resultates eines Zusammenzihlens von
Steinen oder Fingern von der Reihenfolge der gezéhlten Objekte, oder auf
solche geometrischen GesetzmaBigkeiten, wie z. B. die Eindeutigkeit der
Linie, die von einem gespannten, zwei Pflscke verbindenden Seil gebildet wird,
konnten sie die entsprechenden grundlegenden Sétze der Arithmetik und der
Geometrie aufstellen (wie das Kommutativgesetz der Addition und das Axiom
von der Eindeutigkeit der zwei Punkte verbindenden Geraden). Ferner zeugt
die gesamte in der Geometrie verwendete Terminologie mit duBerster An-
schaulichkeit davon, daB die geometrischen Begriffe durch Abstraktion von
realen Gegenstinden verschied Art entstanden sind.

1*
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So stummt z. B. das deutsche Wort ,,Punkt*‘ von dem lateinischen Wort.
,punctum*, das sich seinerseits von dem lateinischen Wort ,,pungere‘
(stechen) herleitet. Das Wort ,,Linie** kommt von dem lateinischen Wort
»linea®, welches auf das lateinische Wort ,linum* (Bindfaden aus Flachs)
zuriickgeht, wax zeigt, da der Begriff der Linie die Abstraktion von einer
diinnen Schnur ist. Hautig wird das Wort ,,Linie” im Sinne von ,gerader
Linie* gebraucht (woraus sich z. B. der Begnﬁ ,,Lineal* herleitet). Der Begriff
der geraden Linie ist offensichtlich die Abstraktion von einer gespannten Schnur.

Ahnlich liegen die Dinge auch bei den geometrischen Termini gnechlschen
Ursprungs: Das Wort , Sphire’* stammt vofi dem griechischen ,opxigx*
(Ball), ,,Kubus“ von ,xvfoc* (Spielwiirfel), ,,Zylinder* von ,,nwlwégnc
(kleine Walze), ,, Konus' von ,,x@roc** (Fichtenzapfen), ,, Prisma* von ,,mpiopux*
(abgefeilter Balken), ,,Rhombus‘‘ von ,,d6uf0s* (Schellentrommel), ,»Trapez*
von ,,tganéliov (Tischchen) usw. Hiernach leuchtet ein, daB die erwihnten
geometrischen Begriffe Figuren bezeichnen, die Abstraktionen von den Formen
der entsprechenden realen Objekte (Ball, Wiirfel, Walze, Fichtenzapfen, abge-
feilter Balken, viereckige Schellentrommel, Tischchen mit schrigen Beinen
usw.) sind. Das Wort ,,Pyramide* ist abgeleitet von dem griechischen Wort
7o uic* und geht zuriick auf das altagyptische Wort ,,purama‘, womit die
alten Agypter jhre Pyramiden bezeichneten.

Der Faden, das Seil war. nicht nur das Urbild der geometrischen Lmle,
sondern auch -das erste geometrische Instr t: Das g te Seil 1
die Rolle eines Lineals. Hielt man das eine Ende des Seils fest, so beschrieb
das andere Ende wie ein Zirkel einen Kreis. Teilte man ein geschlossenes Seil
durch Markierungen in zwélf gleiche Teile und formte man daraus ein Dreieck,
dessen Seiten aus 3, 4 und 5 Teilen bestanden, so erhielt man ein rechlwinkliges
Dreieck, und auf diese Weise konstruierte man tatsichlich einen rechten Win-
kel. Die Griechen nannten die altagyptischen Geometer, bei denen sie die Geo-
metrie studierten, ,,kpnmeddvonrac’‘. d. h. . Seilspanner. Die élteste geometri-
sche Abhandlung aus Indien, die sich mit Regeln zur Konstruktion von Altaren
befaft, heiBt ,,Sulvasutra®, d. h. ,,Regeln des Seils*. Zirkel und Lineal wurden
sehr frith vor allem auch in China benutzt: Hieroglyphen zur Bezeichnung von
Zirkel und Lineal finden sich im chinesischen Schrifttum aus der Mitte des
2. Jahrtausends v.u.Z. Die alten Griechen schrieben die Erfindung dieser
Instrumente THALES VON MILE’I‘ (6. Jahrhundert v.u.Z.) zu; anscheinend
b die dgyptischen ,Seilspanner, von denen THALES gelernt hat,
diese Instrumente noch nicht. Mit dem Zirkel hiingt die Pragung des Wortes
,Zentrum* zusammen, das sich von dem griechischen Wort , uéwgov (zuge-
spitzter Stab zum Ochsentreiben) herleitet und durch welches spiiter derjenige
Schenkel des Zirkels bezeichnet wird, der im Mittelpunkt eines zu zeichnenden
Kreises steht.

1.2. Die Entstehung der (Aometrie in der alten Welt. Die Herausbildung der
abstrakten geometrischen Begriffe war das Resultat eines langwierigen histo-
rischen Prozesses des Sammelns geometrischer Erfahrungen. Anfangs stellte
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man geometrische Tatsachen auf experimentellem Wege fest, d. h. anhand
einer groBen Zahl spezieller Beispiele, wobei die in diesen Sonderfallen erhal-
tenen Resultate auf andere Fille verallgemeinert wurden. Dies geht z. B. aus
uns iberlieferten Regeln zur Berech des Flicheninhalts von Vierecken
hervor, die von den Agyptern und Indern verwandt wurden, aber nurin Spezial-
fillen eine g im al i Fall dagegen bloB eine angenaherte Losung
der Aufgabe liefern: Die Kgypter lefinierten den Flacheninhalt eines beliebi

Vierecks mit den aufeinanderfolgenden Seiten a, b, ¢, d durch das Produkt

a;c.b:d und die Inder durch ¥Y(» —a) (® — b) (p — ¢) (p — d) mit

p= %(a + b + ¢ + d). Die erste Definition ist nur fir Rechtecke und die

zweite nur fiir einem Kreis einbeschriebene Vierecke richtig.

Soweit bekannt ist, war THALES der erste, der Beweise fiir einfachste geome-
trische Behauptungen aufstellte. Vor ihm sah man also die Notwendigkeit,
geometrische Tatsachen zu ,beweisen‘, augenscheinlich nicht ein. Die Be-
weise des THALES sind uns nicht bekannt, aber es diirfte feststehen, daB diese
Beweise sich nicht auf andere geometrische Fakten (Axiome, frither bewiesene
Satze) griindeten, so wie das bei unseren heutigen geometrischen Beweisen
der Fall ist. Aus der Art der von THALEs aufgestellten Satze 1aBt sich jedoch
auf seine Beweisfithrungen schlieBen. Fast in allen Satzen des THALES wird die
Gleichheit irgendwelcher geometrischer Figuren behauptet: die Gleichheit
der beiden Teile einer Kreisfliche, in die sie durch einen Durchmesser geteilt
wird ; die Gleichheit von Scheitelwinkeln; die Gleichheit der Basiswinkel eines
gleichschenkligen Dreiecks; die Gleichheit zweier Seiten in einem Dreieck mit
zwei gleichen Winkeln ; die Gleichheit zweier Dreiecke, die in zwei Seiten und
dem von ihnen eingeschl ‘Winkel ibereinsti Die Beweise dieser
Satze fiihrte THALES zweifellos so, daB er die Figuren, deren Gleichheit er
beweisen wollte, durch eine passende Transformation miteinander zur Deckung -
brachte. Der bekannte Satz des THALES, daB jeder Peripheriewinkel iiber
einem Durchmesser eines Kreises ein rechter Winkel ist, wurde von ihm hochst-
wahrscheinlich so bewiesen: Durch eine Drehung der Figur um 180° entsteht
ein dem Kreis einbeschriebenes Viereck, von dem zu zeigen ist, daB es ein
Rechteck ist, und dies wurde wahrscheinlich durch Umklappen des Vierecks
um seine Mittellinien bewiesen.?)

§ 2. Die ,,Elemente des Euklid

2.1, Euklid und seine Vorgiinger. Nachdem eine Reihe von geometrischen
Behauptungen exakt formuliert vorlagen, ergab sich die Moglichkeit, mit ihrer
Hilfe weitere Behauptungen (als Theoreme) zu beweisen. Die ersten derartigen

1) Eine Variante eines solchen Beweises findet sich in dem Artikel ,,Geometrische
Transformationen*; vgl. S. 62.
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Beweise vieler geometrischer Sitze schreibt man PyTHAGORAS und DEMOKRIT
(V. Jahrhundert v. u. Z.) zu.

Man hilt HipPokRATES VvON CHIOS (um 440 v. u. Z.) fiir den ersten Verfasser
eines systematischen, auf Definitionen und Axiomen aufgebauten Geometrie-
kurses. Dieser Kursus und seine spiteren Bearbeitungen wurden als ,,27oryein
(Elemente, d. h. Urstoffe) bezeichnet, weil in diesen Kursen die Geometrie
mit Hilfe von Definitionen und Axiomen so aufgebaut wurde, wie man sich
einen physikalischen Korper aus den ,,Elementen‘‘ (Urstoffen, d. h. aus Feuer,
Luft, Wasser und Erde) zusammengesetzt vorstellte. Die weitere Vervoll-
kommnung dieser Kurse fihrte schlieBlich zum Erscheinen der beriihmten
Biicher EvkLIDs im III. Jahrhundert v. u. Z. in Alexandria. Diese Biicher wur-
den ebenso bezeichnet wie das (iiberhoite) Buch des HipPOKRATES und dessen
spatere Bearbeitungen. Eine wesentliche Rolle fiir die Ausarbeitung der ,,Ele-
mente‘* EUKLIDs spielten die im IV. Jahrhundert v. u. Z. durch PraToN und
insbesondere durch ARISTOTELES geschaffene Beweistheorie und die von beiden

bei allgemeinen Prinzipien tber den deduktiven Aufbau einer
Wissenschaft (d. h. ‘den Aufbau einer Wissenschaft mit Hilfe von Ableltungen
Beweisen). Von der lateinischen Bezeichnung der ,Elemente” EUkLIDs
(,,elementa‘’) rithrt die Bezeichnung El 17 trie her. Die Elementar-
geometrie beinhaltet demgemaB die Gesamtheit der geometrischen Resultate,
die bei EUKLID dargelegt sind oder die man durch analoge Methoden erhalten
kann.

Die ,,Elemente* EURLIDS bestehen aus 13 ,,Biichern*. Das 1. bis 6. Buch
enthalten die Planimetrie, das 7. bis 10. Buch die Arithmetik und die nicht-
kommensurablen GroBen, die man mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstru-
ieren kann, und das 11. bis 13. Buch die Stereometrie. Das 1. Buch beginnt
mit einer Darlegung von 23 Definitionen (6got) und 10 Axiomen, wobei die
ersten 5 dieser Axiome als ,,Postulate* (xir/juarax) und die iibrigen als ,,allge-
meine Abfassungen‘ (xotvax{ Eévvoixt) bezeichnet werden. Weitere Definitionen
sind in den Einfiihrungen zu den anderen Biichern enthalten.

Ungeachtet dessen, daBB die Werke der Vorginger EukLIDS uns nicht iiber-
liefert sind, kénnen wir doch eine gewisse Vorstellung von diesen Werken iiber
die ,,Elemente* EUKLIDs gewinnen. In den ,Elementen’ Eukvrips gibt es
némlich Teile, die logisch nur in sehr geringem MaBe mit den anderen Teilen
zusammenhdngen, und ihr Vorhandensein 1aBt sich nur so erklaren, daB sie
aus Tradition hineingebracht und von den ,,Elementen‘ der Vorginger EUKLIDs
kopiert worden sind. Hierzu gehért vor allem die Einleitung zum 1. Buch.

Die Einleitung zum 1. Buch der ,,Elemente* beginnt mit der Definition des
Punktes: ,,Ein Punkt ist, was keinen Teil hat‘. Eine solche Definition, die
im gesamten Text der ,Elemente nirgends verwendet wird, trat zweifellos
in allen vorhergehenden Varianten der , Elemente* auf. Der Inhalt dieser
Definition besteht darin, daB ein Punkt ein unteilbarer Bestandteil (ein Atom)
des Raumes ist. Eine solche Vorstellung war bei THALES noch nicht vorhanden,
sie erschien zuerst bei PYTHAGORAS und DEMOKRIT. Der Begriff des Punktes
hat bei diesen beiden Denkern jedoch einen ganz unterschiedlichen Charakter:
Bei PyTHAGORAS, einem Idealisten und Mystiker, der alle GesetzméBigkeiten
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der Welt mit Hilfe von Beziehungen zwischen Zahlen zu erklaren versuchte,
haben die Punkte keine Ausdehnung, sondern nur eine Lage im Raum ; PyTaa-
GORAS identifizierte die Punkte mit Zahleneinheiten sowie entsprechend seinem
philosophischen System mit den Seelen ungeborener oder gestorbener Menschen
Im Gegensatz dazu besitzen bei DEMOKRIT, dem Schépfer einer at ti
Theorie in der Physik, die Punkte — analog den Atomen der Materie — eine
endliche, wenn auch ,,iibersinnlich

kleine** Ausdehnung. Beide Denker

nahmen aber an, daB in einem end- .
lichen Korper stets eine endliche, o (]
wenn auch sehr groBe Anzahl von e Y .
Punkten vorhanden ist. Die Bestim- 7 4

mung von Flichen- und Rauminhal- Quadratzahlen

ten fiihrten PyTHAGORAS und DE-

MOKRIT auf das Zahlen der Punkte .

in den Figuren zuriick. Dieser Ge- ° oo
sichtspunkt veranlaBte die Pythago- ° ¢ . s
réer zum Studium sogenannter ,.figu- .. * 0 o o0
rierter Zahlen*: ,,Rechteckszahlen‘,
»Quadratzahlen*, ,Dreieckszahlen*,
,,Polygonalmhlen ,,lederznh- Abb. 1

len*, ,,Kubik .

zahlen” usw.; das sind die Elementanzahlen endlicher Mengen von Punk-
ten, die in Form von Dreiecken, Quadraten und anderen Figuren an-
geordnet sind (Abb. 1). ,,Rechteckszahlen* sind also Zahlen, die sich
als Produkt zweier ganzzahliger Faktoren groBer als 1 darstellen- lassen;
,,Quaderzahlen* sind Produkte aus drei Faktoren. Die Bezeichnungen ,,Qua-
drat-“ und ,,Kubikzahlen‘‘ verwenden wir auch heute noch. Durch Aufsum-
mation der endlich vielen Atome in verschiedenen ebenen Figuren und in
Korpern fand DEmMokRrIT mit Hilfe einer originellen naherungsweisen Inte-
gration Formeln fiir den Flacheninhalt des Kreises sowie fiir den Rauminhalt
der Pyramide, des Kegels und der Kugel.

Die folgenden Definitionen Eukrips: ,Eine Linie ist eine Lange ohne
Breite*, ,,eine Flache ist, was Lange, Breite, aber keine Tiefe hat‘‘ haben eben-
falls in atomisti Vorstell g ihren Ursprung. Eine Linie, die sich
PyTHAGORAS und DEMOKRIT als eine Kette von Punkten vorstellten, galt als
teilbar in ihrer Richtung, aber als nicht teilbar ,,in der Breite*‘; entsprechend
wurde eine Fliche in zwei Richtungen (ndmlich in , Lénge‘‘ und ,,Breite‘) als
teilbar angesehen, nicht aber als teilbar ,,in der Tiefe*‘.

Sehr alt sind offensichtlich auch die bei EvkLID angegebenen Definitionen
der Geraden und der Ebene. ,Eine Gerade ist eine Linie, die gleichformig zu
den in jhr enthaltenen Punkten liegt’ und ,eine Ebene ist eine Fliche, die
gleichférmig zu den in jhr enthaltenen Geraden liegt.* Weiterhin werden Defi-
nitionen des Winkels, des Polygons, des Dreiecks und Vierecks und ihrer
speziellen Formen, des Kreises und seiner Teile sowie der parallelen Linien
angefiihrt. Parallelen werden dabei folgendermaBen definiert: ,,Parallelen

e & o o
.® o0 0
oo o0
e o0 0

~e
w

Dreieckszahlen
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sind gerade Linien, welche in derselben Ebene hegen und nach beiden Seiten
unbegrenzt verldngert auf keiner Seite mitei treffen‘‘.

2.2. Die ,,Postulate‘ Euklids. Die Postulate EvkLIDs sind im wesentlichen
Regeln fiir Konstruktionen mit Hilfe eines idealen Lineals und eines idealen
Zirkels. Die ersten beiden Postulate: ,,Es soll gefordert werden, da man von
jedem Punkte zu jedem Punkt eine Gerade ziehen kann‘‘ und ,,daB man jede
begrenzte Gerade ununterbrochen verlingern kann“ beschreiben Konstruk-
tionen mit Hilfe eines idealen Lineals. Das dritte Postulat, ,,daB man um jeden
Mittelpunkt mit jedem Halbmesser einen Kreis beschreiben kann* legt die
Konstruktion mit einem idealen Zirkel fest.!) Das vierte Postulat, ,,daB alle
rechten Winkel einander gleich sind*, ist iiberfliissig ; wie spater bemerkt wurde,
1aBt es sich unschwer aus den iibrigen Axiomen ableiten. Das letzte Postulat
EukLips, sein beriihmtes V. Postulat, lautet: ,,Wenn eine Gerade zwei andere
Geraden trifft und mit ihnen auf derselben Seite innere Winkel bildet, die zu-
sammen kleiner als zwei Rechte sind, sollen jene beiden Geraden, unbegrenzt
verlangert, auf der Seite zusammentreffen, auf der die Winkel liegen, die
kleiner als zwei Rechte sind*“‘.

In den Formulierungen der Postulate begegnen wir der ,,Gleichheit* von
Winkeln und der Beziehung, da8 die S zweier Winkel , kleiner‘‘ als ein
dritter ist. Diese Begriffe werden durch die ,,Axiome‘?) EvkLIDs ndher fest-
gelegt, die im wesentlichen Prinzipien des Lingen-, Winkel-, Flacheninhalts-
und Volumenvergleichs sind. Es sind ebenfalls fiinf Prinzipien: ,,Dinge, die
demselben Dinge gleich sind, sind auch einander gleich*, ,,Wenn man Gleiches
zu Gleichem hinzufiigt, dann sind auch die Summen gleich*, ,,Wenn von
Gleichem Gleiches abgezogen wird, dann sind auch die Reste gleich, ,,Dinge,
die einander decken, sind einander gleich*, ,, Das Ganze ist groBer als sein Teil‘“.
Das vierte Axiom ist ein Kriterium fiir die Gleichheit von Strecken und Win-
keln, das — wie wir oben erwiahnten — bereits von THALES verwendet wurde.
Ferner liefert es eine hinreichende (jedoch keine notwendige) Bedingung fiir
die Gleichheit des Flacheninhalts von komplizierteren Figuren, d. h., bei der
Anwendung auf den Flicheninhalt muB8 man dieses vierte Axiom folgender-
maBen auffassen: ,,Figuren, die sich miteinander zur Deckung bringen lassen,
haben den gleichen Flicheninhalt (sind einander in bezug auf den Flichen-
inhalt gleich). Die Gleichheit des Flicheninhalts von Polygonen verschiedener
Form wird bei EUKLID dadurch bewiesen, daB man neben dem vierten Axiom
auch die ersten drei Axiome verwendete.?) Das fiinfte Axiom ergibt zusammen

1) Ein vollstindi von ,,Px ! ‘“ fiir die Losung von Konstruktionsauf-
gaben mit Hilfe von Zirkel und Lineal findet der Leser in dem Artikel ,,Uber die Losbar-
keit von Konstruktionseufgaben mit Zirkel und Lineal* auf S. 208.

2) Im Original steht ,,allgemeine Begriffe‘; wir fo]gen hier C. THAER: ,,Die Elemente
von Euklid*, Ialpzlg 1933. — Anm. d wissenschaftl. Red

3) Ein vollsti System von ,,P \! ¢ fiir die Fl&chenmhaltsberechnungen und
eine Darl der d Unt. h iiber den Flicheninhalt findet der Leser am
Anfang des Artikels iiber Flichen- und Rauminhalt in Band V der EdEM.
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mit den anderen ein Kriterium dafiir, daB eine Figur (in irgendeinem Sinne)
groBer als eine andere ist. Um beispielsweise nachzuweisen, daB die Summe
zweier Winkel groBer als ein dritter» Winkel ist, muBte man sich davon tiber-
zeugen, daB sich der dritte Winkel in den von den ersten beiden Winkeln
gebildeten Winkelraum hineinlegen lat.

Unter der Losung einer Aufgabe verstand EUKLID stets eine Konstruktion
mit Hilfe eines idealen Zirkels und eines idealen Lineals. Insbesondere bestand

die Besti g eines Flacheninhalts oder eines Volumens fiir EUKLID in der
Aufgabe, mit Zirkel und Lineal ein Quadrat bzw. einen Wiirfel zu konstruieren,
dessen Flicheninhalt bzw. Vol gleich dem der gegebenen Figur ist, d. h.

wie man sagt, in einer Quadratur oder einer Kubatur der betreffenden Figur.
Da die Quadratur des Kreises und die Kubatur der Kugel mit Hilfe von Zirkel
und Lineal nicht gelang (und, wie spiter von LINDEMANN bewiesen wurde,
unméglich ist), betrachtete EUkLip weder den Flacheninhalt eines Kreises
noch das Volumen einer Kugel. Mit der Losung solcher Aufgaben beschaftigte
sich (bald nach EukLID) vor allem ARCHIMEDES, der fiir zahlreiche ebene
Figuren den Flacheninhalt und fiir viele Kérper das Volumen mit Hilfe von
Methoden, die auf DEMOKRIT zuriickgehen, bestimmte.

Einen wesentlichen Bestandteil der ,Elemente” Eukrips bilden Kon-
struktionen mit Hilfe von Zirkel und Lineal fiir die Netze der fiinf regelmiBigen
Polyeder, die einer Kugel von gegebenem Radius einbeschrieben sind, und
Untersuchungen iiber die dabei erhaltenen inkommensurablen GroBen.

2.3. Der Begrift der Stetigkeit bei Euklid und seinen Vorgﬁngem. Zwar weisen
die ersten Definitionen EUkLIDS noch Spuren der at hen Vorstell
des PyTHAGORAS und des DEMOKRIT auf, jedoch wurde diese Vorste]lung von
EukwLID selbst nicht geteilt. Zum Beispiel nahm EUKLID an, daB sich eine ge-
gebene Strecke mit Hilfe seiner idealen Instr beschrinkt oft unter-
teilen laBt. Kurven, Flichen und Korper stellt sich EURLID stetig vor, und er
benutzte z. B. hiufig die Tatsache, daB zwei Geraden oder Kreise sich schnei-
den, wenn zwei Punkte einer dieser Geraden bzw. eines dieser Kreise auf ver-
schiedenen Seiten der anderen Geraden bzw. des anderen Kreises liegen.
PyTHAGORAS und DEMOKRIT kannten den Begriff der stetigen GroBe nicht;
fiir sie waren Kurven, Flichen und Korper Mengen von einzelnen, diskreten
Punkten. Schon ARISTOTELES definierte eine stetige GroBe als eine GroBe mit
der Eigenschaft, daB bei jeder Zerlegung in zwei Teile diese Teile stets eine
gemeinsame Begrenzung haben (man vergleiche hierzu die Ausfithrungen auf
S. 31). Bei Evruip findet man diese bemerkenswerte Definition nicht auf-
gefiihrt, weil seine Definitionen — wie wir oben erwiahnt haben — aus élteren
voraristotelistischen Darstellungen iibernommen sind. Trotzdem fate EvkLID
Kurven, Flichen und Koérper als stetig im Sinne von ARISTOTELES auf.

Im AnschluB an seine Definition der stetigen GroBe argumentiert allerdings
ArisToTELES folgendermafBlen: Wihrend man eine diskrete GrofSe als Menge
von Punkten auffassen kann, darf man eine stetige GroBe in keinem Fall als
eine Menge von unteilbaren Elementen ansehen. Er ging dabei offensichtlich
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davon aus, daB zwei Punkte, die stetig aneinanderstoBen, zu einem emugen
Punkt verschmelzen und somit keine Ausdehnung besit da ja ein ei
Punkt, wie er annahm, keine Ausdehnung hat. Das gleiche miisse dann auch
mit einer beliebigen Gesamtheit von Punkten geschehen, wobei ARISTOTELES
diese fiir eine endliche Anzahl von Punkten sicher richtige Behauptung auch
auf unendliche Punktmengen iibertrug. Deshalb stellte sich ARISTOTELES eine
Kurve nicht wie PyrHagoras und DEMOKRIT als eine Menge von Punkten
vor, sondern als einen ,,0rt*, an dem sich Punkte ,,befinden kénnen‘‘. Hiervon
riihrt der heute noch verwendete Terminus ,,geometrischer Ort von Punkten*
her, den man bei Kurven oder Flichen anwendet, deren Punkte durch kon-
krete Bedingungen festgelegt sind: ARISTOTELES und die nachfolgenden
Mathematiker konnten sich indes diese Kurven oder Fliachen nicht als Mengen
von Punkten vorstellen.!) Auch EukLID vertrat den Standpunkt des ARrisTo-
TELES, daB eine stetige GroBe nicht aus unteilbaren GroBen bestehen kann.

Wir bemerken zum Abschlu8 folgendes: Wahrend bei PyTHAGORAS und
DEeMOKRIT noch die Arithmetik mit der Geometrie vereint war, betont EvkrLin
stindig, daB es sich hierbei um prinzipiell verschiedene Wi haften handle.
Beispielsweise behandelt er in den ,,Elementen* die Theorie der Proportionen
stetiger GréfBen im 5. Buch und beweist dann die gleichen Sitze fiir ganz-
zahlige Proportionen nochmals im 7. Buch.

2.4. Bewegungen. Die Bewegungen (als starre Verschiebungen von Figuren)
und insbesondere das Zur-Deckung-Bringen, die grundlegende Beweismethode
des THALES, spielen auch bei EUKLID eine wesentliche Rolle. Wir erwihnten
bereits, da8 Evkrip Figuren genau dann als gleich ansieht, wenn man sie
durch eine Bewegung zur Deckung bringen kann. Zur Ubertragung einer Strecke
verwendet EURLID standig den Zirkel, und selbst die Erzeugung einer Geraden
und eines Kreises mittels Lineal und Zirkel geschieht durch eine Bewegung.
Im 11. Buch der ,Elemente definiert EUKLID die Sphire direkt als das
Resultat der Drehung eines Halbkreises um einen Durchmesser. In allen Fallen
jedoch, in denen Eukrip ohne Verwendung von Bewegungen auskommen
kann, verfihrt er auch so. Wir finden bei ihm weder eine Definition der allge-
meinen Bewegung noch eine solche der Drehung um einen Punkt oder um eine
Achse.

Wir sehen also, dal EukLip fiir einige grundlegende Begriffe der Geometrie
(z. B. Punkt, Linie, Fliche) im wesentlichen traditionelle Definitionen wieder-

l) Dlese fn,lschen Vomtellungen des A.BISTOTELES und der in diesem Zusammenhang
her Ort von Punkten‘ lastet bis heute als

schwere Biirde auf der Method:k der Schulmath ik. In Wirklichkeit stimmt der
Begriff ,,geometnwher Ort von Punkten‘ vollstand:g u:uv dem Begrlﬂ‘ ,.Menge von Punk
ten'* (die eine gegebene Eigenschaft besit: : Eine g ge ist

zugleich auch ein ,,geomatmcher Ort von Punkten (und zwar msbeaondere der geome-
trische Ort aller Punkte, die die Eigenschaft haben, zu dieser Menge zu gehéren). Vgl. im
Zusammenhang hiermit den § 4 des Artikels ,,Allgemeine Prinzipien geometrischer Kon-
struktionen‘ auf S. 1781.
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gibt, sie aber gar nicht anwendet, da er die Vorstellungen, in deren Zusammen-
hang diese Definitionen entstanden sind, nicht mehr teilt. Fiir andere grund-
legende Begriffe der Geometrie, wie Stetigkeit und Bewegung, die er stindig
verwendete, gibt er keine Definitionen. Trotzdem findet man in der Geometrie
EukLIDs bereits die genaue Vorstellung vom Punkt, der keine Ausdehnung,
aber eine bestimmte Lage hat, von der Linie als dem Ergebnis der Bewegung
eines Punktes und insbesondere von der Geraden und dem Kreis als Linien,
die durch eine mittels des idealen Lineals und des idealen Zirkels erzeugten
Bewegung entstehen. SchlieBlich findet man die Betrachtung von Flachen, die
man als Ergebnis der Bewegung von Linien erhilt, insbesondere der Rotations-
flichen, die sich als Resultat der Drehung einer Linie um eine Achse ergeben.

& 3. Die Herausbildung der axiomatischen Methode

3.1, Die Entstehung der nichteuklidischen G trie. Die stirksten Impulse
fiir die weitere Entwicklung der Geometrie waren die verschiedenen Kritiken
am Werk des Eukrip. Eine Reihe von Mathematikern kritisierten bei EvkwLip,
daB er sich auf die Betrachtung nur solcher geometrischer Groen beschrinkte,
die man mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruieren kann, und da8 er daher
viele praktisch wichtige Aufgaben, wie z. B. die Ermittlung des Flacheninhalts
des Kreises und des Volumens der Kugel, nicht behandelte. Diese Liicken bei
Evukrip wurden, wie wir bereits erwihnten, in gewissem Umfang durch
ARCHIMEDES geschlossen. Andere Mathematiker kritisierten an EUkLID, daB
er die Geometrie und die Arithmetik trennte und iiberfliissigerweise fiir ganze
Zahlen aufs neue das bewies, was er frither schon fiir geometrische GréBSen
gezeigt hatte. Dritte iibten Kritik an den Axiomen des EvUkLID, d. h. an seinen
,,Postulaten’ und ,,allgemeinen Abf gen*‘, und schlugen vor, einige
Axiome wegzulassen oder, im Gegenteil, neue hi fiigen. Besonders grole

inungsverschiedenheiten rief das verwick und am igsten ansch

liche Postulat EvkLIDs — sein V. Postulat — hervor. Viele Mathematiker
glaubten, daB dieses Postulat iiberfliissig sei und daB man es als Theorem aus
den iibrigen Axiomen beweisen konne. Andere vermuteten, da man das Postu-
lat Eukvips durch ein einfacheres und anschaulicheres Postulat ersetzen konne.
Ein einfacheres Postulat, das dem V. Postulat dquivalent ist, ist z. B. das fol-
gende: ,,Durch jeden nicht auf einer gegebenen Geraden liegenden Punkt kann
man in der durch die Gerade und den Punkt bestimmten Ebene nicht mehr
als eine Gerade legen, die die gegebene Gerade nicht schneidet*‘.

Diese Kritik an Evkrip, die sich iiber 2000 Jahre hinzog, fithrte zu zwei
besonders wichtigen Entdeckungen. Die Kritik an der Trennung zwischen
Geometrie und Arithmetik, wie man sie bei EUKLID findet, fithrte zur Schaffung
des umfassenden Begriffs der reellen Zahl, mit dessen Hilfe man jetzt nicht
nur die Verhéltnisse kommensurabler geometrischer GréBen, sondern auch die
Verhiltni inkc abler GroBen charakterisieren kann; einen reellen
Wert kann man auBerdem stetig indern. Damit war die Einfithrung der reellen




12 Axiome und Grundbegriffe der G tri

Zahlen in die Mathematik gleichbedeutend der Einfilhrung stetig verdnder-
licher GréBen in die Mathematik. Diese Umwilzung in der Mathematik, die
in erster Linie mit dem Namen RENE DEscArRTES (XVII. Jahrhundert) ver-
bunden ist, filhrte kurz darauf zum systematischen Ausbau der Differential-
und Integralrechnung, dem mathematischen Apparat der Mechanik und der
klassischen Physik.?)

Der Meinungsstreit iiber die Giiltigkeit des V. Postulats fiihrte schlieSlich da-
zu, daB zu Begmn des XIX. JJahrhunderts N. I. LoBaTscHEwWSKI, J. BoLyAr und
C. F. Gauss eine neue Geometrie schufen?), in der alle Axlome der Eukhdx-
schen Geometrie erfiillt sind, mit Ausnahme des V. Postulat
richtig ist: ,In einer Ebene kann man durch jeden Punkt auBerhalb einer
gegebenen Geraden mehr als eine Gerade legen, die die gegebene Gerade nicht
schneidet.” Diese Geometrie erwies sich als ebenso widerspruchsfrei wie die
Geometrie Eukrips. Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie wider-
legte die Meinung vieler Gelehrter, die fest davon iberzeugt waren, da die
Geometrie EUKLIDs die einzig dankbare Geometrie sei, die bereits vor jeder
Erkenntnis der realen Welt in unserem BewuBtsein vorhanden ist. Nach
Herausbildung der neuen Geometrie ergab sich die Frage, welche Geometrie
in der Wirklichkeit giiltig ist: die Geometrie EUKLIDs oder die Geometrie
Lonuscnnwsxts. Eine unwiderrufliche Feststellung, daB die euklidische
G trie die richtige Widerspiegel der Wirklichkeit sei, beantwortet
diese Fmge mcht well die deersplegelung immer nur naherungsweise erfolgt:
So sind beispi Experimente in kleinen Bereichen der Erdoberfliche
mit der Voraussetzung vertriglich, da die Oberfliche der Erde eine Ebene
ist, und es sind Experimente in groflen Bereichen nétig, um zu beweisen, daB
man sich diese Fliache richtiger als Kugel vorstellen muB. Analog hierzu unter-
scheidet sich die Geometrie LoBATSCHEWSKIs in kleinen Bereichen fast nicht
von der Geometrie EUKLIDs, und der Unterschied zwischen ihnen zeigt sich
erst in groBen Raumbereichen. Damit ergab sich sofort nach der Begriindung
der LoBATscHEWSKIschen Geometrie die Frage nach naturwissenschaftlichen
Experimenten in groBen Bereichen des realen Raumes, die die geometrische
Struktur der Welt, in der wir leben, kliren sollten.?)

3.2. Die axiomatische Methode in der Mathematik. Wie die Konzeption des
DEscarTEs von einer Mathematik mit festen GroBen zu einer Mathematik
mit veranderlichen Groen fiihrte, so fithrte die Entdeckung LOBATSCHEWSKIs
von einer Mathematik mit konstanten Beziehungen (z. B. zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen in der Geometrie EUKLIDs) zu einer Mathematik mit ver-

1) Die Integralrechnung oglicht es insb dere auch, die Methoden del Dnuoxm’r
und des A zur Besti des Flicheninhalts von kr
Figuren zu einer all, i Theone b (vgl. den Artikel ,,Ableltungen, Inte-
grale, Reihen** in Band III der EdEM). — Anm d. wumuchaﬂl

2) Vgl. den Artikel iiber Nichteuklidisch ien m Band v der EJEM.

3) In der Folge fiihrte die Frage nach den g tri haften der realen Welt
zu Beginn des XX. Jahrhunderts zur Entdeck 1,del"“ ivitatstheori EINSTEINS, die
radikal mit gewohnten g ischen Vorstellungen brach.
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a.ndex'hchen Beziechungen, indem némlich die Bezieh der euklidi
Geometrie durch Beziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen einer
anderen Geometrie, zunichst der Geometrie LOBATSCHEWSKIS ersetzt wurden.
Im AnschluB an die LoBarscHEwskische Geometrie entstanden zahlreiche
andere widerspruchsfreie Geometrien. Spater wurden dhnliche Verinderungen
an gewohnten Beziehungen auch in anderen mathematischen Disziplinen vor-
genommen. So entwickelten sich neben der iiblichen Algebra viele neue Zweige
der Algebra. Es entstanden eine ganze Reihe vollig neuer mathematischer
Systeme, die keine Analoga in der klassischen Mathematik haben, von denen
ein groBer Teil in verschiedenen Gebieten der modernen Physik oder anderer
Wissenschaften bereits Anwendungen gefunden hat.

Zu diesen bedeutenden mathematischen Entdeckungen gelangten die For-
scher durch die Ausdehnung der Kritik von LoBATSCHEWSKI, Bor yar und Gauss
am V. Postulat des EUKLID auf das gesamte Axiomensystem der euklidischen
Geometrie und spiter durch Ubertragung der in diesem Zusammenhang ent-
standenen axiomatischen Methode auf andere mathematische Disziplinen.
Im Endergebnis entstand jene axiomatische Methode in der Mathematik,
die heute die echte Grundlage sowohl der Geometrie als auch anderer Teile
der modernen Mathematik ist.

Um das Wesen dieser axiomatischen Methoden zu erkennen, betrachten wir
erneut die Geometrie. Bis zur Entdeckung der LoBaTscHEWsKischen Geome-
trie, durch die die Auffassung von der Alleingiiltigkeit der Geometrie EUKLIDS
beseitigt wurde, nahm man an, daB die euklidische Geometrie den realen physi-
kalischen Raum genau beschreibe. Dadurch war der Versuch gerechtfertigt,
die grundlegenden geometrischen Begriffe durch ihre realen Urbilder zu defi-
nieren. So verfuhren EukrLID und seine Vorginger, beginnend mit PYTHAGORAS
und Demoxrir. Wir sahen, daB allerdings die Vorstellungen iiber Punkte,
Linien und Fliachen und jhre Beziehungen untereinander bei den einzelnen
Denkern véllig unterschiedlich waren und ein und dieselbe Definition ,,Ein
Punkt ist, was keinen Teil hat* von den verschiedenen Denkern auf ganz ver-
schiedene Weise gedeutet wurde. Wir sahen ferner, daB das System der Defi-
nitionen und Axiome des EUKLID, das traditionelle Vorbilder wiedergab, nicht
die eigenen Vorstellungen EUKLIDs widerspiegelte und die wichtigsten Begriffe,
die er benutzte, nicht umfaBte.

Aber erst nach der Entdeckung der Geometrie LoBATSCHEWsKIs wurde klar,
daB Evukrips Vorgehen, die grundlegenden Begriffe definieren zu wollen, prin-
zipiell unméglich ist. Wenn viele Geometrien denkbar sind, mufl jede dieser
Geometrien ihre eigenen grundlegenden Begriffe haben, und es kann keine ein-
heitliche allgemeine Definition der grundlegenden Begriffe geben. Mit anderen
Worten, die Definitionen der grundlegenden Begriffe mii von den Axiomen
des betrachteten geometrischen Systems abhéngen. Die Definiti der grund-
legenden Begriffe eines bestimmten geometrischen Systems diirfen sich nur
auf das gegebene geometrische System beziehen, und man darf sie nicht zur
Deﬁnitlon der Grundbegriffe des physikahschen Raumes verwenden, der nur
mit verschiedener Approximati igkeit durch die verschiedenen Sche-
mata geometrischer Raume wndergesplegelt wird.

h
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Da es nicht méglich ist, cine einheitliche Definition der Grundbegriffe fiir
alle moéglichen Geometrien anzugeben, mufl man die grundlegenden Begriffe
einer Geometrie als Objekte belicbiger Natur interpretieren, die die Axiome
dieser Geometrie erfiillen. Nur eine solche Festlegung der Grundbegriffe einer
Geometrie entspricht dem abstrakten Charakter dieser Begriffe. In diesem
Fall sagt man, daB das geometrische System axiomatisch charakterisiert
wird.

Man geht also beim axiomatischen Aufbau cines gewissen geometrischen
Systems (oder allgemeiner beim axiomatischen Aufbau einer gewissen mathe-
matischen Theorie) von einem Awxiomensystem oder, wie man sagt, von einer
Auxiomatik aus. In diesen Axiomen werden die Eigenschaften der Grundbegriffe
der betrachteten geometrischen Systeme beschrieben, und wir kénnen uns
die grundlegenden Begnﬂe als Objekte beliebiger Natur vorstellen, die die in
den Axiomen angeg Eigenschaften besi Von den Grundbegriffen
(z. B. den geometrischen Begnﬁen ,,Punkt*, ,,Gerade* usw.) selbst kann man
sagen, daB sie durch die Axiome indirekt festgelegt werden. Das ist ein Bei-
spiel einer deskriptiven ,,Definition* mathematischer Objekte, d. h. einer Fest-
legung der Objekte durch Beschreibung ihrer Eigenschaften. Keine andere
Definition der Grundbegriffe eines geometrischen Systems ist méglich. Aus
den Axiomen leitet man sodann die ersten Satze her, und aus den Axiomen
und bereits bewiesenen Sitzen leitet man nach und nach weitere Satze ab, deren
Gesamtheit den Inhalt des betrachteten geometrischen Systems bilden. Die
Azxiome sind also urspriingliche Aussagen iiber die grundlegenden Begriffe einer
Geometrie, die dem betrachteten geometrischen System ohne Beweis zugezihit
werden und auf deren Basis alle weiteren Sitze des betrachteten geometrischen
Systems bewiesen werden. Die gleiche Rolle spielen die Axiome auch in anderen
mathematischen Theorien.

Ahnlich verstanden auch EukLip und seine Vorganger die Rolle der Axiome.
Da der Beweis eines beliebigen Satzes der Geometrie seine Ableitung aus ge-
wissen anderen (in der Regel einfacheren) Aussagen bedeutet, kristallisierten
sich im Ergebms einer Jahrhunderte wihrenden ]:.ntwncklung der Geometric
ihre urspriinglichen Aussagen heraus, auf deren Grundlage sich die iibrigen
Sitze beweisen lieBen. Diese ursprungllchen Aussagen (,,Axiome‘* und ,,Postu-
late* bei EUKLID) wurden gerade als Axiome gewihlt. Aus dem Gesagten ist
klar, dal die Axiome der Geometrie einen experimentellen Ursprung
haben, d. h., daB sie gewisse einfache Eigenschaften des realen Raumes wider-
spiegeln. Aus dem Gesagten ergibt sich ferner, dal im ProzeB der historischen
Entwicklung der Geometrie verhiltnismiBig einfache, anschaulich kiare
Aussagen als Axiome gewihlt wurden. Jedoch darf man nicht annehmen, dal
ein Axiom eine einfache Wahrheit ist, die wegen ihrer Offensichtlichkeit keines
Beweises bedarf. ,,Offensichtlichkeit* ist ein der axiomatischen Methode frem-
der Begriff; Einfachheit von Axiomen ist das Resultat einer historischen Ent-
wicklung der Wissenschaft und eine Frage der Bequemlichkeit. Gewisse Sitze
konnen sich als ,einfacher als gewisse Axiome erweisen. Beispielsweise ist
das V. Postulat EUKLIDs zweifellos , .schwerer* zu verstehen als gewisse andere
Sétze der Geometrie.
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§ 4. Modelle

4.1. Modelle der euklidischen Ebene. Wir nehmen an, daB ein gewisses geome-
trisches System (etwa die Geometrie EUkLIDs) mit Hilfe einer Axiomatik (d. h.
durch ein Axic ystem) gegeben ist. Die Objekte, die den Axiomen eines
solchen geometrischen Systems geniigen, gestatten ganz verschiedene konkrete
Deutungen. Diese Deutungen heiflen Interpretationen oder Modelle des betrach-
teten geometrischen Systems.

Wir fithren einige einfache Beispiele von Interpretationen an. Dabei setzen
wir voraus, dafl wir bereits iiber eine gewisse Interpretation der Geometrie
EvukLIps verfiigen (beispielsweise kénnen wir unter der euklidischen Geometrie
das verstehen, was wir uns seit der Schule unter ihr vorstellen). Mit Hilfe dieser
Interpretation konstruieren wir nun eine andere Interpretation der Geometrie
EvuxkLips.

Gegeben sei eine feste Strecke der Linge r. Jede Kugel vom Radius r
nennen wir einen ,,Punkt, jeden unendlichen Kreiszylinder vom Radius r
,,Gerade und jede unendliche Schicht der Dicke 2r, d.h. jeden Teil des
Raumes, der sich zwischen zwei parallelen Ebenen vom Abstand 2r befindet,
eine , Ebene“. Weiter sagen wir, dall ein
,,Punkt* auf einer ,,Geraden* liegt, wenn
die entsprechende Kugel innerhalb des ent-
sprechenden Zylinders liegt. Als Abstand
zwischen zwei ,,Punkten‘’ bezeichnen wir den
Abstand der Mittelpunkte der entsprechen-
den Kugeln. In naheliegender Weise kann
man ferner ,Winkel“, ,Strecken*, , Drei-
ecke* usw. definieren. Man sieht sofort, daB3
man auf diese Weise eine neue Interpreta-
tion der euklidischen Geometrie erhilt: Alle
Axiome (und damit auch alle Sitze) bleiben
bei dieser Interpretation richtig; beispiels-
weise gilt auch jetzt, daB durch zwei belie-
bige voneinander verschiedene ,,Punkte‘
stets genau eine ,,Gerade“ hindurchgeht
(Abb. 2).

Eine andere Interpretation der euklidi-
schen Geometrie!) erhalten wir mittels der
sogenannten stereographischen Projektion. Wir beschrinken uns hier auf
den Fall der Geometrie der Ebene. Es sei /7 eine gewisse Ebene und S eine
Sphire, die sie nicht schneidet. Mit N bezeich wir den am weitesten von
der Ebene IT entfernten Punkt der Sphire 8. Ist A ein beliebiger Punkt der
Ebene IT, so sei A’ der Schnittpunkt der Sphére S mit der Strecke AN (Abb. 3).
Den Ubergang von den Punkten 4, B, ... der Ebene IT zu den entsprechenden

1) Zwei weitere Modelle in Zusammenhang mit der darstellenden Geometrie findet der
Leser im Artikel .,Abbildungsverfahren‘ auf S. 231 ff.
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Punkten 4’, B’, ... der Sphire 8 bezeichnet man als stereographische Projek-
tion. Durch die stereographische Projektion wird der Ebene /T die Menge IT’
zugeordnet, die man erhélt, wenn man aus der Sphare S den Punkt N entfernt
(- heraussticht*).

Ist jetzt ! eine gewisse Gerade auf der Ebene I, so geht sie bei der stereo-
graphischen Projektion in einen durch den Punkt N gehenden Kreis I’ (aus

Abb. 3

dem der Punkt N entfernt worden ist) iiber. Durchlauft namlich der Punkt 4
die Gerade I, so liegen alle Strecken AN in einer Ebene, deren Schnitt mit der
Sphire § gerade den Kreis I’ liefert (Abb. 4). Die Menge /1’ nennen wir jetzt
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,,Ebene*, und jeden Punkt von II' (d. h. jeden von N verschiedenen Punkt
der Sphére §) nennen wir ,,Punkt‘; jeden’ durch den Punkt N gehenden Kreis
auf der Sphére § (aus dem der Punkt N entfernt worden ist) bezeichnen wir
als ,,Gerade*. Als ,,Abstand‘‘ zwischen den ,,Punkten“ 4’ und B’ definieren
wir den gewdhnlichen Abstand zwischen den ihnen entsprechenden Punkten 4
und B auf der Ebene 7. Mit anderen Worten, wir iibertragen alle geometrischen
Objekte der Ebene /T mittels der stereographischen Projektion auf die ,,Ebene‘*
IT'. Es ist klar, daB hierbei alle Axiome und Satze der euklidischen Geometrie

Abb. 5

erhalten bleiben, d. h., die ,,Ebene* IT’ stellt ein Modell (oder eine Interpre-
tation) der euklidischen Ebene dar. Man kann beweisen, daB in dieser Inter-
pretation der ,,Winkel** zwischen zwei sich schneidenden ,,Geraden‘ I; und I,
mit dem gewdhnlichen Winkel zwischen den Tangenten an die Kreise /] und /5 in
deren Schnittpunkt iibereinstimmt (Abb. 5). Ferner sind zwei ,,Geraden‘‘ dann
und nur dann parallel, wenn die sie darstellenden Kreise auer N keinen Punkt
gemeinsam haben, d. h., wenn sie sich im Punkte N beriihren. Hieraus ergibt
sich anschaulich, daB in unserem Modell das V. Postulat EUkLIDs erfiillt ist.

Aus dem eben konstruierten Modell kann man leicht noch ein weiteres Modell der

klidischen Ebene erhal ‘Wir bezeich mit P den Punkt der Sphire S, der von der
Ebene IT den kiirzesten Abstand hat. Ferner bezeichnen wir fiir einen beliebigen ,,Punkt*
A’ der ,,Ebene‘ T’ mit A" den Schnittpunkt der Ebene I7 mit der Geraden PA’. Dieser
Schnittpunkt ist eindeutig definiert, falls der Punkt 4’ von P verschieden ist. Fillt der
Punkt 4’ mit P zusammen, so nehmen wir an, daB der entsprechende Punkt 4 ,,sich im
Unendlichen befindet*, indem wir uns zur Ebene IT einen ,,unendlich fernen‘‘ Punkt
hinzugefiigt denken.l)

1) Das hierbei erhaltene Bild (die Ebene mit einem zu ihr hinzugefiigten ,,unendlich
fernen‘* Punkt) heiBt erweiterte oder geschlossene Ebene. Sie wird auch im Artikel ,,Geome-
trische Transformationen‘‘ (vgl. 8. 51ff.) und im Artikel ,,Geometrie der Kreise* (vgl.
8. 457-526) betrachtet.
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Mit O bezeichnen wir den Schnittpunkt der Geraden NP mit der Ebene I7. Ferner
bezeichnen wir mit I7” die Ebene I7, aus der der Punkt O entfernt worden ist, aber zu der
ein’,,unendlich ferner‘‘ Punkt hinzugefiigt wurde. Durchlduft nun der ,,Punkt‘ 4’ auf
der ,,Ebene*‘ IT’ eine gewisse ,,Gerade‘ I’, so beschreibt der entsprechende Punkt A auf

Abb. 6

der Ebene I7 einen gewi durch O hindurchgehenden Kreis, aus dem der Punkt O ent-
fernt worden ist (Abb. 6). Geht die ,,Gerade* I’ durch den Punkt P (Abb. 7), so artet der
durch den Punkt A" beschriebene Kreis in eine Gerade aus, die durch den Punkt O geht

Abb. 7

(Abb. 7; aus dieser Geraden ist der Punkt O entfernt worden, aber der ,,unendlich ferne*
Punkt gehort ibr an).

Aus dem Gesagten ist klar, daB wir folgende Interp ion der euklidischen Ebene
erhalten. Wir bezeichnen die Menge /7" als ,,Ebene"’, alle ihre Punkte (einschlieSlich des
,,unendlich fernen*) als ,,Punkte und definieren als ,.Geraden'‘ simtliche Kreise durch
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den Punkt O (aus denen der Punkt O entfernt wurde) und sémtliche Geraden durch O
(aus denen der Punkt O entfernt, zu denen aber der ,,unendlich ferne** Punkt hinzugefiigt
wurde). In Abb. 8 sind einige ,,Geraden‘ in diesem Modell angegeben. Man kann zeigen,

&
,//\A 0

Abb. 8 Abb. 9

daB in diesem Modell der ,,Winkel‘‘ zwischen zwel snch achneldenden ,sGeraden‘‘ mit dem
shnlichen Winkel zwischen den T: ten im S kt der Kreise iibereinstimmt
(Abb 9). Ferner sind ,,Geraden‘ genau dann ,,pmllel“ wenn die sie darstellenden Kreise
sich im Punkt O berithren (Abb. 10). Hieraus ergibt sich haulich, da8 in dem betrach
teten Modell das V. Postulat erfiillt ist. In diesem Modell gelten auch die iibrigen Axiome

ol

Abb. 10 Abb. 11
und die Sitze der euklidischen Planimetrie. Beispielsweise ist die S der ,,Winkel*
eines beliebigen ,,Dreiecks* gleich z (was man ‘auch unmittelbar beweisen kann; vgl.
Abb. 11).
Der Leser, der mit den als I i 1) bezeick Transf ti vertraut ist,

kann sich leicht klarmachen, wie das Modell /7” und die Ebene I7 miteinander zusammen-
hiingen. Die Inversion mit dem Zentrum O fiihrt nimlich jede Gerade der Ebene I7 in

1) Vgl. die Artikel ,,G ische Transf i ‘(8. 50-54, 68-70) und ,,Geo-
metrie der Kreise'* (S. 477-485).
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einen Kreis bzw. eine Gerade durch den Punkt O, d. h. in eine ,,Gerade** des Modells 17"

iiber. Das Modell 7" entsteht also aus dem Modell IT durch Anwendung der Inversion

mit dem Zentrum O.

Unwr Varwendung der komplexen Zahlen kann man noch zwei weitere Modelle der
Ebene

Offensichtlich sind alle Axiome und Sitze der euklidischen Geometrie in der Ebene
erfiillt, wenn man unter ,,Punkten‘‘ komplexe Zahlen (,»Punkte der sogenannten Gauss-
schen Zahleneb ‘) ht und unter ,,Geraden‘‘ simtliche Mengen von komplexen
Zahlen, die durch eine Gleichung der Form z = z, + It beschrieben werden, wobei z, und
1(I % 0) gegebene komplexe Zahlen sind und ¢ ein reeller Parameter ist. Als,,Abstand‘
zwischen den ,,Punkten‘‘, die durch die komplexen Zahlen z und w repriisentiert werden,
hat man die Zahl |z — w| zu nehmen. Ferner zeigt man leicht, daB auch alle Axiome und
Sitze der Planimetrie EUKLIDs gelten, wenn man in der durch eine ,,Zahl* co erweiterten
komplexen Zahlenebene unter ,,Punkten‘ alle komplexen Zahlen auBer der Zahl 0 (aber
einschlieBlich der ,,Zahl‘‘ o) und unter ,,Geraden‘* alle Kreise und Geraden der Ebene
versteht, die durch den Punkt 0 gehen. Beispielsweise geht durch zwei beliebige vonein-
ander verschiedene ,,Punkte* A und B eine eindeutig bestimmte ,,Gerade*: Sind nimlich
A und B gewéhnliche Punkte, so ist diese ,,Gerade** der Kreis bzw. die gewshnliche
Gerade durch die Punkte 4, B und 0, und ist B der unendlich ferne Punkt, so ist diese
»Gerade* die gewohnhche Gerade, die die Punkte 4 und 0 verbindet. Der ,,Abstand*
zwischen den ,,Punkten”, die dnrch die komplexen Zahlen z und w dargestellt sind, ist

hier gleich 1 wobei — =0 gesetzt mrd) Offensichtlich erhilt man dieses
z w

Modell (das im wesentlichen mit dem oben beschriek Modell I7” ibereinsti ) aus

der gewohnlichen komplexen Ebene, indem man jede komplexe Zahl z durch die Zah] —

ersetzt (mlt der Festeetzung —_= oo)

4.2. Axiomatische Systeme in der Algebra. Beispielen von axiomatischen
Systemen und ihren Interpretationen begegnet man nicht nur in der Geometrie,
sondern auch in anderen Teilen der Mathematik. In den Gebieten der Mathe-
matik, in denen algebraische Operationen betrachtet werden, ist einer der
wichtigsten Begriffe der Begriff der ,,Gruppe‘. Unter einer Gruppe versteht
man ein System von beliebigen Objekten (den ,Elementen der Gruppe*), in

Ichem jedem geordneten Paar von Elementen a, b in eindeutiger Weise ein
gewisses Element ¢ = ab als Produkt zugeordnet ist, wobei folgende Axiome
gelten sollen:

1. Die Operation der Multiplikation geniigt dem Assoziativgesetz, d.h, es
gilt a(be) = (ab)c fiir beliebige El te a, b, ¢ des Syst

2. Fiir beliebig ‘a,bdesu, sind die Gleichungen ax = b und
ya =15 losbar, d. h., es existieren stets Elemente ¢ und d des Systems, fiir
die ac = b und da = b ist (Gesetz der Invertierbarkeit).

Eine (konkrete) Gruppe ist dann nichts anderes als eine Interpretation (ein

Modell) dieser Axiomatik.
Eine Gruppe heiBt & fativ, wenn sie zusitzlich folgendes Axiom erfiillt:

3. Die Multiplikation ist kommutatlv, d. h,, fir belleblge Elemente a, b des
Systems ist ab = ba
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In kommutativen Gruppen bezeichnet man die Operation meistens nicht als
,»Multiplikation‘, sondern als ,,Addition‘‘ (und schreibt dementsprechend statt
»ab auch @ + b“).

Als ein Beispiel fiir eine kommutative Gruppe kann die Menge aller ganzen
Zahlen mit der iiblichen Addition di Weitere Beispiele sind: die Menge
aller reellen Zahlen, die Menge aller komplexen Zahlen, die Menge aller Vek-
toren!) mit der fiir sie in iiblicher Weise erklirten Addition, aber auch die
Menge aller von Null verschiedenen reellen oder komplexen Zahlen mit der
iiblichen Multiplikation. Alle diese Gruppen' sind kommutativ. Andere Bei-
spiele fiir Gruppen und die einfachsten Sitze iiber Gruppen (die aus den obigen
Axiomen abgeleitet werden ké ), kann der Leser im Band I der EdEM
(S. 83-90) finden.

Die rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen liefern uns Beispiele
fiir ein komplizierteres algebraisches System, den sogenannten Kérper. In
einem Korper werden jedem geordneten Paar zwei Elemente ¢ = a + b und
d = ab desselben Systems zugeordnet, wobei folgende Axiome (vgl. EdEM
Band I, S. 95-101) gelten sollen:

1. Die Elemente des Systems bilden beziiglich der Addition eine kommutative
Gruppe.
2. Dxe Element;e des Systems auBer der Null?) bilden beziiglich der Multipli-
eine I tative Gruppe.
3. Addition und Multiplikation sind durch das Dwn ibutivg miteinander
verknﬁpft a(b + ¢) = ab + ac.-

Auch ‘die Korperaxiome gestatten eine groBie Anzahl verschiedenartiger
Interpretationen (Modelle).

In den ersten Banden dieser Enzyklopadie kann der Leser eine Reihe wei-
terer Axiomensysteme finden: die Axiome fiir die natiirlichen Zahlen (EdEM
Band I, 8.112), die Axiome fiir einen metrischen Raum (EdEM Band III,
S. 252) usw.

§ 5. Widerspruchstreiheit und Vollstiindigkeit eines Axiomensystems

5:1. Die Wldersprnchstmiheit eines Axiomensystems. Eine sehr wichtige
Frage bei der Betrachtung eines Axi ystems ist die Untersuchung seiner
W@derapﬂwha{mheot Wir wollen erklaren, was man darunter versteht. Es sei
ein gewisses Axiomensystem gegeben, z. B. das System der Gruppenaxiome.
Aus diesen Axiomen konnen wir immer neue Satze ableiten. Wenn man hier-

1) Vgl. den Artikel ,,Vek und ihre A dungen in der G trie* in diesem Band
der EdEM. .

2) Unter der Null (bzw. dem Nullel t) einer k tiven Gruppe teht man
das (auf Grund der Grupp i deutig existierende) Element 0 des Systems, fir

das @ 4 0 = a bei beliebigem a gilt.
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bei zwei Satze erhilt, die einander widersprechen, d. h. von denen der eine die
Negation des anderen ist, so heiBt das Axiomensystem widerspruchsvoll. Es ist
selbstverst&ndhch daB ein Axiomensystem nur dann als Grundlage fiir eine
inhaltsreiche tische Theorie dienen kann, wenn es nicht widerspruchs-
voll ist. Es entsteht damit naturgemé8 die Frage, auf welche Weise man sich
davon iiberzeugen kann, ob ein vorgelegtes Axiomensystem widerspruchsfrei
ist. Ist z. B. das Axiomensystem fiir Gruppen widerspruchsfrei? Die Tat-
sache, daB die Gruppenaxiome vor vielen Jahrzehnten formuliert wurden
und daB sich bis heute aus ihnen keine Widerspriiche ergeben haben, kann uns
natiirlich nicht von der Widerspruchsfreiheit dieses Axiomensystems iiber-
zeugen; denn wer kann garantieren, daB nicht solche Widerspriiche in einigen
Jahren entdeckt werden! Mit anderen Worten, wie weit auch eine Theorie auf
der Grundlage eines bestimmten Axic ystems entwickelt sein mag, streng-
genommen kénnen wir niemals endgiiltig davon iiberzeugt sein, daB das ge-
wihlte Axiomensystem widerspruchsfrei ist. Es zeigt sich nun, daB es unmég-
lich ist, innerhalb einer Theorie ihre Widerspruchsfreiheit nachzuweisen (ein
strenger Beweis fiir diese Behauptung wurde 1931 von dem bekannten Logiker
KurT GODEL gegeben).

Trotzdem gibt es ein allgemeines Verfahren, das es bis zu einem gewissen
Grade gestattet, die Widerspruchsfreiheit eines axiomatischen Systems zu zei-
gen. Dieses Verfahren besteht in folgendem: Wir nehmen an, daB uns eine
bestimmte mathematische Theorie — wir nennen sie die ,,Theorie A“ — zur
Verfiigung steht, an deren Widerspruchsfreiheit wir nicht zweifeln. Wir setzen
weiter voraus, daB uns ein Axiomensystem vorgegeben ist, das als Grund-
lage fiir eine andere mathematische Theorie — die ,Theorie B“ — dient.
Konnen wir nun unter Benutzung der Begriffe der ,,Theorie A ein ,,Modell
konstruieren, in dem alle der ,,Theorie B* zugrunde liegenden Axiome erfiillt
smd 80 ist dadurch dxe Wnderspruchsfrelhext des der ,,Theorie B* zugrunde

den Axi hert. Wenn wir also vereinbaren, die ,, Theorie
4 als ,.gesichert* anzuaehen und wenn wir unter Benulzung des ,,Materials‘
dieser Theorie ein Modell (eine Interpretation) fir das Axiomensystem der
,»Theorie B* konstruieren konnen, dann haben wir dadurch die Widerspruchsfrei-
heit dieses Axiomensystems gezeigt.

Oben (8.13) sprachen wir davon, daB die Geometrie LOBATSCHEWSKIS
,ebenso widerspruchsfrei sei wie die Geometrie EvRLIDs*. Welchen Sinn hat
nun diese Behauptung? Es zeigt sich, daB man unter Benutzung des ,,Materials‘
der euklidischen Geometrie ein Modell der LoBaTscHEWSKIschen Geometrie
konstruieren kann (ein erstes derartiges Modell wurde 1865 von dem italieni-
schen Geometer E. BELTRAMI und ein anderes 1871 von dem deutschen
Mathematiker F. KLEIN angegeben). Umgekehrt kann man auch mittels des
,,Materials* der Geometrie LoBATSCHEWSKIs ein Modell der Geometrie EvKLIDS
konstruieren (ein solches Modell wurde von LOBATSCHEWSKI angegeben).
Folglich ergibt sich aus der Widerspruchsfreiheit einer dieser Geometrien die
Widerspruchsfreiheit der anderen.?)

1) Vgl. den Artikel iiber Nichteuklidische Geometrien in Band V der EdEM.
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Aus dem Gesagten geht hervor, daB die Widerspruchsfreiheit nur einen
relativen Charakter hat: Fiir den Beweis der ‘iderspruchsfreiheit eines
Axiomensystems miissen wir ein Modell konstruieren, aber zur Konstruktion
des Modells bendtigen wir irgendein ,,Konstruktionsmaterial*, d. h., wir brau-
chen eine gewisse Theorie, an deren Richtigkeit wir nicht zweifeln. Die ein-
fachste mathematische Theorie ist die Arithmetik der rationalen®) Zahlen. Auf
die Widerspruchsfreiheit dieser Theorie werden wir uns hier vorbehaltlos
berufen, und mit ihrer Hilfe werden wir Modelle anderer Theorien konstruieren.
Das heiBt, wir betrachten ein Axiomensystem als widerspruchsfrei, wenn man
mittels der Arithmetik der rationalen Zahlen ein Modell fiir dieses System kon-
struieren kann.

Damit ist z. B. klar, daB die Gruppenaxiomatik widerspruchsfrei ist: Die
Menge aller ganzen Zahlen mit der Addition als Verkniipfungsoperation ist
ein Modell dafiir; ein anderes Modell bildet die Menge aller rationalen Zahlen
mit der Addition als Verkniipfungsoperation. Widerspruchsfrei ist auch das
Axiomensystem fiir Korper: Ein Modell bildet die Menge aller rationalen
Zahlen mit den iiblichen Verkniipfungen.

5.2. Die Vollstindigkeit eines Axiomensystems. Eine weitere wichtige Eigen-
schaft eines Axlomensystems ist seine Vollstindigkeit. Zur Definition der Voll-
stindigkeit eines Axiomensystems benotlgen wir den Begnﬂ der Immorphw
von Modellen. Wir nehmen an, daB uns ein Axic vorg ist,
durch welches gewisse Eigenschaften und Beziehung der in ihm auftretenden
Grundbegriffe beschrieben werden. Ferner seien zwei Modelle dieses Axiomen.
systems gegeben. Diese Modelle- heiBen isomorph, wenn man die Elemente
des einen Modells derart eineindeutig auf die EIemenfe des anderen Modells
abbilden kann, daB die durch die Axiome beschri den Be-
ziehungen zwischen den Elementen erhalten bleiben. Zum Bexsplel bilden die
Menge aller ganzen Zahlen und die Menge aller rationalen Zahlen hinsichtlich
der Addition von Zahlen Modelle fiir die Gruppenaxiome, die zueinander nicht
isomorph sind. Betrachtet man dagegen die Gruppe der ganzen Zahlen und
die Gruppe aller ganzen Zahlen, die durch 10 teilbar sind (Gruppenoperation
sei in beiden Fallen wieder die Addition), so erweisen sich diese Gruppen als
isomorph. Ordnet man namlich einer ganzen Zahl n die Zahlen 10n zu, so er-
hélt man eine eineindeutige Abbildung dieser Modelle aufeinander, wobei die
durch die Gruppenaxiome beschriebene Beziehung erhalten bleibt (d. h., die
Summe der Elemente geht in die S iiber). Zueinander isomorph sind auch
die im vorigen Paragraphen erwihnten Modelle der euklidischen Ebene.?)

Ein Axiomensystem heiBt vollstindig®), wenn je zwei seiner Interpretationen
isomorph sind. Zum Beispiel ist das Axi ystem der Gruppen nicht voll-

1) Die Widerspruchsfreiheit der Axiomatik des Korpers der rationalen Zahlen kann man
ibrigens auf die Wid, hsfreiheit der Axi ik der natiirlichen Zahlen zuriickfiihren
(vgl EdEM Band I, S. 1483' )

P |£fs verwelsen wir auf EdEM, Band I, S. 101ff.
3) Diese Art von Vollstindigkei t man meistens als Kategorizitit. — Anm. d.
wissenschaftl. Red,
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standig (weil Gruppen existieren, die nicht isomorph sind), und auch
das Axiomensystem fiir Korper ist nicht vollstindig.

Als Beispiel fiir ein vollstindiges Axi tem fithren wir ein Axiomensystem fiir
den Korper der reellen Zahlen an. Den Korper der reellen Zahlen kann man daﬁnienn als
eine Menge von Objekten beliebiger Natur (nZa.hlen“ t), die fol A
geniigen.

1. (K&rpounome) In der Mange sind zwei Opentlonen (,»Addition“ und ,,Multipli-
kation** g t, beziiglich der die Menge einen Korper bildet.

2. (Anordnunguxlomo) In der betrachteten Menge ist eine zweistellige Relation ,,>‘
definiert, so da8 folgendes gilt:
a) Fir je zwei voneinander verschiedene Znhlen a u.nd b gilt genau ¢ ame der Beziehungen
a > b oder b > a (Trichotomie der >-Bi
b) Wenn a@ > b und b > ¢, 80 a > ¢ (Transitivi der>- iehung).
¢) Wenn a > b, 80 ¢ + ¢ > b + ¢ (Monotonie der Addition).
d) Wenna > bund ¢ > 0, 80 a* ¢ > b+ ¢ (Monotonie der Multiplikation).

. (Stetigkeitsaxiom). Teilt man alle Zahlen so in zwei (nichtleere) Klassen 4, B, da8
jede Zahl der Klasse B groBer als jede Zahl der Klasse 4 ist, so existiert entweder eine
Zahl in der Klasse 4, die groBer als alle iibrigen Zahlen dieser Klasse ist, oder eine Zahl
in der Klasse B, so daB alle iibrigen Zahlen dieser Klasse groBer als diese Zahl sind.

Wir bemerken, daB du von uns bene Stetigk iom eine genaue mathematische
F ung der Steti ition von ARISTOTELES ist (vgl. 2.3.). Das Stetigkeits-
axiom in dieser Form stammt von R. DEDEKIND.

Es liB¢ sich beweisen, daB8 man das DEDERINDsche Axiom (bei Beibehaltung der ersten
beiden Axiome) gleichwertig durch das ArcEHIMEDische Axiom (EdEM Band I, S.111)
und das Vollstindigkeitsaxiom (EdEM Band I, S. 172) ersetzen kann.!) Das Stetigkeits-
axiom (in jeder seiner Formen) erméglicht den Aufbau einer Grenzwerttheorie, das Stu-
dium stetiger Funktionen usw.

Die Widerspruchsfreiheit der Axiome des Kérpers der reellen Zahlen kann man mit
Hnlfe von Modellen dieses Kérpers beweisen, die aus dem ,Material‘ des Kérpers der

Zahlen k iert sind. Gewdhnlich geschieht das mit Hilfe von Schnitten im
Kérper der rationalen Zahlen. Wir fithren diese Konstruktion hier nicht durch, sondern
verweisen auf die Lehrbiicher der Analysis.?)

‘Wir skizzieren einen Beweis dafiir, daB das angegebene Axiomensystem voastdndtg ist:
Um zu zeigen, daB je zwei Modelle des Axiomensystems isomorph sind, geniigt es zu zeigen,
daB man jedes Modell so umkehrbar eindeutig auf die unendlichen Dezimalbriiche ab-
bilden kann, daB bei dieser Zuordnung die arithmetischen Operati und die Relati
»>*" erhalten bleiben. In der Tat: In jedem Modell der Kdrpemxiome sind Elemente 0
und 1 ausgezeichnet. Mittels der Addition kann man aus ihnen die ,,mt.urhehen Zahlen*

=]

und die zu ihnen hinsichtlich der Addition i El te, d. h. die ,,neg: ganzen
Zahlen* gewinnen; die damit erhaltenen ,,ganzen Zahlen sind alle untereinander ver-
hieden. Wir betrachten jetzt eine beliebige ,,Zahl* = Modells. Sti: die ,,Zahl“z

‘) Aun dem Dlnnmmchen Axiom folgen also unter Verwendupg der Kérper- und
die beiden Axiome, und aus beiden Axiomen zusammen
kann man mittels der K6rper und Anordnungsaxiome das DEDERINDache Axiom be-
weisen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
2) Vgl. etwa G.M.hmmou,])iﬂ‘r tial- und Integralrechnung I, 8. Aufl., Berlin -
1968, § 2. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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mit einer ,,ganzen Zahl“ m, @berein, so ordnen wir z den unendlichen Dezimalbruch
(ng — 1),999 ... zu. Ist z nicht ,,ganz", so findet man nach Axiom 2 und nach dem Arcai-
MEDischen Axnom (das aus dem Axiom 3 folgt) eine ,,ganze Zahl‘‘ n, mitn, +1>z>n,.
Welter erlwlten wir, indem wir 1 du:ch 10 teilen, die ,,Zahl* —1- und konstruieren mittels
der Addition die ,,Zahlen® 1, + Tt ;‘; S % Stlmmtd.le,,Znhl“zmitkemer
dieser Zahlen iiberein, so findet man nach Axiom 2 eine solche ,.natiirliche Zahl* n, < 10,
daB n‘+"ll:l>z>u,+%gilt‘ Fahren wir entsprochend fort, so erhalten wir, da8
unsere ,,Zahl* z entweder mit einem gewi endlichen Dezimalbruch* n. Mgy
iibereinstimmt — dann ordnen wir x den unendlichen Dezimalbruch
TigyMy Ty ... Rpe_y(my — 1) 999...

zu —, oder es gibt einen unendlichen Dezimalbruch 7y,n,n,n,..., 0 daB fiir beliebige k&

TgsMyNy oo Mye_y(My + 1) > & > 1o nyny oo Rpe_y My
gilt, — und in diesem Fall wird der Zahl z der bene unendliche Dezimalbruch zuge-

ordnet. Diese Zuordnung liefert einen I I des betrachteten Modells auf das
Modell, das von den unendlichen Dazunnlbriichen geblldet wird.

§ 6. Die Axiomatik der Geometrie

6.1, Die Grundbegrifte der euklidischen Geometrie. Wir kommen jetzt zur
anomatmchen Festlegung des ,,eukhdlschen Raumes*, d. h. zur Angabe eines
maghs Sy das als Widersp iegelung des realen physikalischen
Raumes aufgefaBt werden kann und das in seinen wesentlichen Grundziigen
in den ,Elementen’ EUKLIDs ausgearbeitet wurde. Dieso Festlegung des.
euklidischen Raumes besteht wie wir jetzt wissen, in der Angabe eines Axio-
mensystems, d. h. eines Sy von grundlegenden Aussagen, die in der Geo-

* metrie EvkLIDs richtig sind und aus denen man mit Hilfe der Logik ‘alle
iibrigen Aussagen dieser Geometrie erschlieBen kann. Das System dieser
" Axiome mufl widerspruchsfrei und vollstind:g sein (d h., es muB ein Modell
besitzen, und alle Modelle dieses Axi ms untereinander iso-
morph sein). Den euklidischen Raum kann man definieren als eine Gosamtheit
von drei Arten von Ob]ekten, die ,,Punkte®, ,,Geraden* und ,,Ebenen“

genannt werden, und einer G: theit von Transf ti der G theit
aller Punkte in slch die ,,Bewegnngen“ heiBen. Zwischen diesen Objekten
sind folgende B: gen t: ,.ein Punkt liegt auf einer Geraden‘

(oder ,,eme Gerade geht durch einen Punkt*‘), ,,ein Punkt liegt auf einer Ebene*’,
,eine Gerade liegt auf einer Ebene*, ,,ein Punkt liegt zwischen zwei anderen
Punkten*, wobei die angegebenen Objekte unc Beziehungen den im folgenden
angeﬁihrten Axiomen geniigen sollen. Im Verlauf der Angabe der Axiome

. werden wir. einige neue Begriffe einfiihren und einige einfache:Sitze beweisen, -
da sonst die Formulierung der Axiome zu kompliziert wiirde.
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6.2. Die Inzidenzaxiome.

. Durch je zwes verschiedene Punkte geht eine und nur eine Gerade.

. Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.

Es existieren drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

. Durch je drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, geht eine und nur

eine Ebene.

Auf jeder Ebene liegt mindestens ein Punkt.

Liegen zwei Punkte auf einer Ebene, so liegt auch die durch sie hindurchgehende

Gerade auf dieser Ebene.

7. Haben zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam, dann haben sie mindestens noch
einen weiteren Punkt gemeinsam.

8. Es existieren vier Punkte, die nicht auf einer Ebene liegen.

WD

& o

Im folgenden bezeichnen wir die (nach Axiom 1 eindeutig existierende)
Gerade, die durch die beiden Punkte 4 und B geht, als die Gerade 4B und die
(nach Axiom 4 eindeutige existierende) Ebene, die durch drei nicht auf einer
Geraden liegende Punkte A, B und C geht, als die Ebene 4 BC. '

Aus den formulierten Axiomen lassen sich sofort weitere Sitze der Geometrie
folgern. Wir geben ein Beispiel an.

Satz 1. Auf jeder Ebene kann man drei Punkte finden, die nicht auf einer
Geraden liegen.

Beweis. Es sei « eine gewisse Ebene und 4 ein auf dieser Ebene liegender
Punkt (Axiom 5). Weiterhin seien M, N, P drei Punkte, die nicht auf einer
Geraden liegen (Axiom 3). Weil die Punkte M, N, P voneinander verschieden
sind, findet man unter ihnen einen Punkt, der von A verschieden ist. Es sei
etwa M % A. Da die Punkte M, N, P nicht auf einer Geradeh liegen, liegt min-
destens einer der Punkte N, P nicht auf der Geraden MA. Es liege z. B. der
Punkt N nicht auf der Geraden MA. Dann liegen die Punkte 4, M, N nicht
auf einer Geraden; denn ligen die Punkte 4, M, N auf einer Geraden, dann
miiBte dies die Gerade M A4 sein (nach Axiom 1), aber der Punkt N liegt nicht
auf dieser Geraden.

Weil die Punkte 4, M, N nicht auf einer Geraden liegen, geht durch sie
(nach Axiom 4) eine eindeutig bestimmte Ebene. Stimmt die Ebene A M N mit
der gegebenen Ebene « iiberein, so haben wir in den Punkten 4, M, N drei
Punkte der Ebene « gefunden, die nicht auf einer Gerade liegen. Stimmt die
Ebene AMN nicht mit « iiberein, so haben diese Ebenen (nach Axiom 7)
noch einen von A verschiedenen Punkt B gemeinsam. Das heiBt, auf der
Ebene « existieren zwei verschiedene Punkte 4, B.

Es seien jetzt T, U, V, W vier Punkte, die nicht auf einer Ebene liegen
(Axiom 8). Von diesen Punkten liegt mindestens einer nicht auf der Geraden
AB; denn ligen die Punkte T, U, V, W auf der Geraden AB, so lagen sie alle
auf der Ebene « (Axiom 6), was nicht der Fall ist. Es liege z. B. der Punkt 7'
nicht auf der Geraden AB. Dann geht durch die Punkte 4, B, T eine eindeutig
bestimmte Ebene (Axiom 4). Von den Punkten U, V, W liegt mindestens einer
nicht auf der Ebene ABT; denn sonst lagen 7', U, V, W auf der Ebene ABT,
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was nicht der Fall sein sollte. Es liege z. B. der Punkt U nicht auf der Ebene
ABT. Dann liegen die Punkte 4, B, T', U nicht auf einer Ebene; denn ligen
A,B,T, U auf einer Ebene, so miite dies (Axiom 4) die Ebene ABT sein,
aber der Punkt U sollte nicht auf der Ebene A BT liegen.

Wir bemerken noch, daB die Punkte A, T, U nicht auf einer Geraden liegen;
denn lagen die Punkte A, T', U auf einer Geraden, so miiBte dies die Gerade
AT sein (Axiom 1), und dann lidge der Punkt U auf der Ebene ABT (Axiom 6),
was nicht der Fall sein sollte.

Da die Punkte 4, T, U nicht auf einer Geraden liegen, geht durch sie eine
eindeutig bestimmte Ebene (Axiom 4). Die Ebene ATU kann nicht mit der
Ebene « iibereinstimmen, weil sonst alle vier Punkte 4, B, T', U auf der einen
Ebene « ligen. Nach Axiom 7 haben die Ebenen « und ATU einen von 4
verschiedenen Punkt C' gemeinsam. In A4, B, C haben wir dann drei Punkte
der Ebene «. Wir zeigen, daB diese Punkte nicht auf einer Geraden liegen.
Waire das namlich der Fall, so miiBte dies die Gerade AC sein (Axiom 1), und
diese lage folglich nach Axiom 6 auf der Ebene ATU (da die Ebene ATU die
Punkte 4 und C enthilt), d. h., der Punkt B lige auf der Ebene AT'U. Das ist
aber ein Widerspruch dazu, daB die Punkte A, B, 7', U nicht auf einer Ebene
liegen.

6.3. Die Axiome der Anordnung.

9. Von drei belichigen paarweise verschiedenen Punkten einer Geraden liegt
einer und nur einer zwischen den beiden anderen.

10. Zu je zwei Punkten einer Geraden existiert auf dieser Geraden ein solcher
dritter Punkt, da der zweite Punkt zwischen dem ersten und dem dritten liegt.

Vor der Formulierung des dritten Anordnungsaxioms (Axiom 11) fiihren wir
den Begriff der Strecke ein. Sind 4 und B zwei verschiedene Punkte, so bezeich-
nen wir als Strecke mit den Endpunkten A und B (oder kurz Strecke AB) die

Menge, die aus den Punkten 4, B und allen den Punkten der Geraden 4B

besteht, die zwischen 4 und B liegen.

11. Die Gerade 1 liege auf der Ebene ABC (wobei A, B, C drei nicht auf einer
Geraden gelegene Punkte seien), gehe durch keinen der Punkte A, B, C und
enthalte einen Punkt der Strecke AB. Dann hat | mit mindestens einer der
Strecken AC oder BC einen Punkt gemeinsam.

Dieses Axiom heiBt das Aziom von PascH, nach dem deutschen Mathematiker

MoriTz PascH, der es zuerst formulierte.

Unter Benutzung der Axiome der Anordnung kann man einige weitere

Sétze beweisen.

Satz 2. Zu je zwei verschiedenen Punkten A, B existiert ein Punkt, der zwischen
thnen liegt.

Beweis. Es sei C ein Punkt, der nicht auf der Geraden A B liegt (ein solcher
existiert nach Axiom 3). Nach Axiom 10 existiert auf der Geraden AC ein

Punkt D, so daB C zwischen 4 und D liegt. Der Punkt D fallt nicht mit B
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zusammen, weil sonst die beiden verschiedenen Geraden 4B und AC die beiden
Punkte 4, B gemeinsam héitten, was nicht méglich ist (Axiom 1). Nach Axiom
10 existiert auf der Geraden BD ein Punkt E, so daB8 B zwischen D und E
liegt. Die Gerade CE geht durch keinen der Punkte 4, B, D. (Ginge z. B. die
Gerade CE durch A, so flele sie mit der Geraden AC zusammen; folglich lagen
die Punkte 4, C, D, E auf einer Geraden; auf dieser Geraden DF lige auch der
Punkt B, d. h., die Punkte 4, B, C ligen auf einer Geraden, was nicht der Fall
sein soll.) Da die Gerade CE mit der Strecke 4D den Punkt C gemeinsam hat,
hat sie mit einer der Strecken 4B oder BD einen Punkt gemeinsam (Axiom 11).
Weil der Punkt B zwischen D und E liegt, kann der Punkt # nicht auf der
Strecke BD liegen (Axiom 9). Wenn wir also annehmen, daB die Gerade CE
mit der Strecke BD einen Punkt F gemeinsam hat, muB F # E sein (denn
E liegt nicht auf der Strecke BD), und die Geraden CE und BD wiirden die
beiden Punkte E und F gemeinsam haben. Dann miiSten aber die Gerad
CE und BD gleich sein (Axiom 1), was unmdéglich ist. Also kann die Gerade CE
mit der Strecke BD keinen Punkt gemeinsam haben und muB folglich wegen
des oben Gesagten einen Punkt H mit der Strecke A B gemeinsam haben. Dieser
Punkt H ist von 4 und B verschieden (weil die Gerade CE nicht durch die
Punkte 4, B geht), d. h., auf der Strecke AB existiert ein von 4 und B ver-
schiedener Punkt H, d.h., es existiert ein Punkt H, der zwischen 4 und B liegt.

Aus den angegebenen Beweisen der Sitze 1 und 2 ist klar ersichtlich, da
sie nur auf den Axiomen basieren. Diese Beweise bendtigen keine erlduternden
Zeichnungen, und sie setzen auch nicht voraus, daB wir uns dabei ein gewisses
Modell der euklidischen Geometrie vorstellen. Das ist verstandlich, denn in
den Axiomen ist ja alles, was wir iiber die Grundbegriffe der Geometrie wissen
miissen, ausgesagt. Ebenso sieht man, daB das Verzeichnis der Axiome bei
EukLID nicht sehr vollstindig ist (ganz abgeselien davon, daB der Sinn seiner
ersten Definitionen recht unklar ist): EURLID benutzt bei seinen Beweisen
Zeichnungen, und eine solche Aussage wie das Axiom 11 war fiir ihn offensicht-
lich. (Eine Gerade, die in ein Dreieck durch eine der Seiten hineingeht, mufl
aus dem Dreieck durch die zweite oder dritte Seite wieder heraustreten.) Ob-
gleich man also bei EUKLID einerseits Ansitze der axiomatischen Methode
findet, benutzt er doch andererseits in den Beweisen Tatsachen, die er als
,,offensichtlich* ansieht und die nicht in seinen Axiomen aufgefiihrt sind.
* Wir setzen voraus, daBl der Leser bereits eine klare Vorstellung von dem
Charakter der auf Grundlage von Axiomen durchgefiihrten Beweisen besitzt,
und wollen daher auf weitere Ableitungen aus den Axiomen verzichten. Wir
beschrinken uns auf die Formulierung einiger weiterer Sitze, die man nach
dem Muster der Sitze 1 uhd 2 mit Hilfe der Axiome 1 bis 11 beweisen kann.

Satz 3. Die Gerade l liege auf der Ebene A BC und gehe durch keinen der Punkte
4, B, C. Dann hat | mit mindestens einer der Strecken 4B, BC oder AC keine
Punlde gemeinsam.

Satz 4. Zu n verschiedenen Punkten einer Geraden kann man stets eine solche

* Numerierung mit den Zahlen 1,2,3, ...,n finden, daf aus i < j <k (oder
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i>§ > k) folgt, daP der j-te Punkt zwischen dem i-ten und dem k-ten Punkt
Liegt.

Zur bequemeren Formulierung von Satz 5 definieren wir den Begriff des
Halbstrahls. Dazu seien O und A zwei voneinander verschiedene Punkte;

als Halbstrahl (ﬁ’ bezeichnen wir die Menge aller der Punkte M der Geraden
OA, fiir die O nicht zwischen 4 und M liegt (die Punkte O und A4 gehéren da-

mit ebentalls dem Halbstrahl 04 an).
Satz 5. Jeder Punkt O einer Geraden 1 zerlegt diese Gerade in zwei Halb-
strahlen; genauer: auf der Geraden | gibt es Punkte A und B, so daf die Halb-

—_— —
strahlen OA und OB nur den Punkt O gemeinsam haben und zusammen die
gesamte Gerade | ergeben.

Als nichstes definieren wir den Begriff der Halbebene. Es sei ! eine Gerade
auf der Ebene o« und 4 ein Punkt der Ebene «, der nicht auf der Geraden !
liegt. Als Halbebene 1A bezeich wir die Menge aus allen Punkten der
Geraden I, dem Punkt A und allen den Punkten M der Ebene «, fiir die die
Strecke A M- mit I keine Punkte gemeinsam hat.

Satz 6. Jede Gerade | einer Ebene o zerlegt diese Ebene in zwei Halbebenen;
genauer: auf der Ebene « gibt es Punkte A und B (die nicht auf der Geraden !
liegen), so daP die Halbebenen A und IB zusammen die gesamte Ebene x ergeben
und thr Durchschnitt die Gerade 1 ist (d. k., ein Punkt N gehért dann und nur
dann beiden Halbebenen lA und IB an, wenn er auf der Geraden 1 liegt).

Analog wird schlieBlich der Begriff des Halbraumes definiert und gezeigt, da
jede Ebene den Raum (d. h. die Menge aller Punkte) in zwei Halbraume zerlegt.

SchlieBlich fithren wir noch den Begriff des Grundgebildes ein, den wir zur
Formulierung eines der folgenden Axiome benétigen. Es sei O ein beliebiger
Punkt, ! eine durch ihn gehende Gerade und o eine Ebene, die die Gerade I
enthalt. Wir wahlen einen der beiden Halbstrahlen aus, in die die Gerade !
durch den Punkt O zerlegt wird (Satz 5), und bezeichnen ihn mit I’. Weiter
wiahlen wir eine der beiden Halbebenen aus, in die die Ebene & durch die
Gerade [ zerlegt wird (Satz 6), und bezeichnen sie mit «’. SchlieBlich wahlen
wir einen der beiden Halbraume aus, in die der Raum durch die Ebene « zer-
legt wird, und bezeichnen ihn mit I'. Das Quadrupel (O, ', &', I'"") bezeichnen
wir als ein Grundgebilde.

Man sieht leicht, daB jedes (geordnete) Quadrupel (0, 4, B, C) von Punkten
0, A, B, C, die nicht auf einer Ebene liegen, ein bestimmtes Grundgebilde

festlegt (wenn man niamlich als Halbstrahl I’ den Halbstrahl 04 der Geraden
! = OA, als o’ die Halbebene !B der Ebene « = OAB und als Halbraum I
den Halbraum «C beziiglich & nimmt, der den Punkt C enthilt). Das so
erhaltene Grundgebilde (0, U, a’, I"') nennen wir das durch das Quadrupel
(0, A, B, C) definierte Grundgebilde.l)

1) Wir merken an, daB man natiirlich auch jedes Grundgebilde (0, ¥, «’, I'') mittels
geeigneter Punkte 4, B, C definieren kann, die jedoch durch I, o, I’ nicht eindeutig
bestimmt sind. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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6.4. Axiome der Bewegung.?)

12, Jede Bewegung 15t eine eineindeutige Abbildung des Raumes auf sich;
: 18t f eine beliehige Bewegung, so werden verschiedene Punkte durch,
die Bewegung f tn verschiedene Punkte uberge/uhrt (d.h.,aus A + B /olgt
f(A) = {(B)), und 2u jedem Punkt M gibt es einen Punkt N sodaf f(N) =
Wit

gilt.

13. Es ses f eine beliehige Bewegunyg. Liegen die Punkte A, B, C auf einer Geraden
und dabei C zwischen A und B, so liegen auch die Punkte f(A), {(B), {(C) auf
einer Geraden und der Punkt f(C) zwischen f(A) und f(B).

Mit Hilfe dieser Axiome lassen sich folgende Sétze beweisen.

Satz 7. Ist f eine beliehige Bewegung und sind A, B, C, D vier belichige
Punkte, so liegen die Punkte f(A4), {(B), {(C), (D) dann und nur dann auf einer
Ebene, wenn die Punkte A, B, C, D auf etner Ebene liegen.

Satz 8. Ist f eine beliebige Bewegung und sind A, B, C drei Punkte, die nicht
auf einer Geraden liegen, so liegen die Punkle f(A), {(B), f(C) ebenfalls nicht auf
einer Geraden.

Satz 9. Jede Bewegung fiihrt Geraden in Geraden, Ebenen in Ebenen, Halb-
strahlen in Halbstrahlen, Halbeb tn Halbeb, Halbrdume in Halbrdume
und folglich jedes Grundgebilde in ein Grundgebilde iiber.

Wir formulieren schlieBlich noch zwei Axiome.

14. Die Hintereinanderausfiihrung von Bewegungen ist wiederum eine Bewegung.
15. Zu je zwei Grundgebilden gibt es eine und nur eine Bewegung, die das erste
Grundgebilde in das zweite Grundgebilde iberfiihrt.

Mit Hilfe der Bewegungen ist es moglich, die ,,Gleichheit** (Kongruenz) geo-
metrischer Figuren zu definieren: Figuren sind gleick, wenn man die eine von
ihnen mittels einer Bewegung in die andere iiberfiihren kann. Damit erhalten
wir die Moglichkeit, von ,,gleichen‘‘ Strecken, ,.gleichen* Dreiecken usw. zu
sprechen.

6.5. Die Stetigkeitsaxiome.

16. (ARCHIMEDisches Axiom)

Es seien Ay, Ay, B drei Punkte einer Geraden, wobei der Punkt A, zwischen
Aq und B liege. Es.sei ferner f eine Bewegung, die den Punkt A, in den Punkt

A, sowie den Halbstrahl AyB in den Halbstrahl A, B iiberfiihrt, und es sei
f(4y) = A,, f(4,) = 4,4, ...

geselzt. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n, so daf der Punkt B auf der Strecke

An 4y, liegt.

1) Uber die Rolle der Bewegungen in der Geometrie verweisen wir auch auf den Artikel
»»Geometrische Transformationen‘ in diesem Band der EdEM (S. 92ff.).
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17. (Axiom von CANTOR)
Es seien A,, A,, ... und B,, B,, ... Folgen von Punkten einer Geraden 1,
80 dap fiir jedes n die Punkte A, und B, voneinander verschieden sind und
auf der Strecke A,_,B,_, liegen. Dann gibt es auf der Geraden ! einen Punkt C,
der fiir jedes n auf der Strecke A, B, liegt.
Mit Hilfe von Axiom 16 (und den vorher angefiihrten Axiomen) kann man
folgenden wichtigen Satz beweisen :
Satz 10. Es sei MN eine belichige Strecke und 04 ein beliebiger Halbstrahl.

Dann gibt es auf dem Halbstrahl ( 04 einen und nur einen Punkt P, so dap die
Strecke MN gleich der Strecke OP ist.

Dieser Satz gestattet es, Strecken ,,abzutragen. Weiter gestattet er es,
die Begriffe ,,groBer* und , kleiner* fiir Strecken einzufiihren, so daB fiir zwei
beliebige Strecken 4B und CD eine und nur eine der Beziehungen

AB <CD, AB=CD, AB>CD

erfillt ist.
Den folgenden Satz bezeichnen wir als Safz von DEDEKIND. Wegen seiner
Wichtigkeit geben wir ihn mit Beweis wieder.

Satz 11. Sind alle Punkte einer Geraden 1 80 in zwes (nichtleere) Klassen ein-
geteilt, daf zwischen zwei Punkten ein und derselben Klasse kein Punkt der
anderen Klasse liegt, so gibt es einen eindeutig bestimmien Punkt C, der auf jeder
Strecke liegt, deren Endpunkte verschied: Klassen angehoren.

Beweis. Es seien 4, und B, Punkte der Geraden [, die verschiedenen Klas-
sen angehoren; die Klasse die den Punkt 4, enthilt, bezeichnen wir mit dem
Symbol I und die Klasse, zu der der Punkt B, gehort, mit dem Symbol II.
Es sei C ein beliebiger Punkt zwischen 4, und B, (Satz 2). Auf dem Halb-
strahl lﬂ: tragen wir die Strecke B,_D ab, die gleich der Strecke Al_G ist
(Satz 10). Wegen 4,C < A4,B, ist auch B,D < 4,B;, d. h., der Punkt D liegt
auf der Strecke 4, B, (Axiom 13). Es sind nun drei Fille méglich : Der Punkt C
fillt mit D zusammen, der Punkt C liegt zwischen 4, und D, der Punkt D
liegt zwischen 4, und C. Im ersten Fall ist 4,C = CB,, d. h., die Strecke 4,C
1aBt sich zweimal auf der Strecke A,B, abtragen. Im zweiten Fall ist 4,C
= DB, < CB,, und die Strecke 4,C 1aBt sich mindestens zweimal auf der
Strecke 4, B, abtragen. Im dritten Fall 148t sich entsprechend die Strecke 4,D
mindestens zweimal auf der Strecke m abtragen. Es gibt also in jedem Fall
eine Strecke, die sich mindestens zweimal auf der Strecke 4,B, abtragen laSt.
Wir wihlen nun eine solche Strecke und tragen sie auf dem Strahl ‘:11—1?: vom

Punkt 4, aus fortlaufend ab, wobei die Strecken 4,M,, M, M, M M,, ... ent-
stehen mogen. Nach Axiom 16 gibt es eine Zahl ¥ 2 3, so daB der Punkt B,
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auf der Strecke M,_, M, liegt, d. h., es wird
A M, = MMy = MMy = -+ = My oMy, 2 My\B,.

Aus den Vor t des Satzes folgt leicht, daB es eine Zahl i mit
12142k~ 1gibt, sodaBmder Folge der Punkte 4,, M,, M,, ..., My_,, B,
die Punkte A, M,, M,, ..., M;_, zur Klasse I und die iibrigen zur Klasse II
gehéren.,

Es liegt also der Punkt M;_; in der Klasse I, aber der Punkt M; in der
Klasse II. Den Punkt M;_, bezeichnen wir mit 4, und den Punkt M; mit B,
(gehort schon der Punkt M, zur Klasse II, so nehmen wir als 4, den Punkt 4,
und als B, den Punkt M,; falls der Punkt M,_, noch zur Klasse I gehort,
nehmen wir als 4; den Punkt -Mk—1 und als B, den Punkt B,).

Insgesamt erhalten wir zwei Punkte 4,, B,, die auf der Strecke 4,B,
liegen, wobei der Punkt A, zur Klasse I und der Punkt B, zur Klasse II gehort
und die Strecke 4B, sich auf der Strecke 4, B, mindestens zweimal abtrag
1aBt. Auf die gleiche Weise konnen wir auf der Strecke 4,B, zwei Punkte 45, By
konstruieren, so da8 A4; zur Klasse I und Bj zur Klasse II gehort und sich die
Strecke 4,5, auf der Strecke 4,B, mindestens zweimal, also auf der Strecke
A, B, mindestens viermal, d. h. mehr als dreimal abtragen 1aBt.

Durch Fortset: dieser K ktion finden wir Punkte 4,, 4,, ...
B,, B, ...,s0daB fiir beliebiges n der Punkt A4, zur Klasse I und der Punkt B
zur Klasse II gehort, die Punkte A4, und B, auf der Strecke 4,,_,B,_, liegen und
sich die Strecke 4,B, auf der Strecke A,B; mindestens n-mal abtragen laBt.
Nach Axiom17 glbt es dann einen Punkt C, der fiir beliebiges n der Strecke 4, B,
angehort. Wir zelgen, daB C der gesuchte Punkt ist.

Zunichst zeigen wir, daB man fiir jeden von C verschiedenen Punkt D der
Geraden ! eine natiirliche Zahl # finden kann, so daB die Strecke 4,B, den
Punkt D nicht enthalt (so daB fiir m = = die Strecke A4,B,, ebenfalls den
Punkt D nicht enthalt). Hierzu bezeichnen wir mit n eine solche natiirliche
Zahl, daB die Strecke CD sich weniger als n-mal auf der Strecke 4, B, abtragen
148t (d. h. beim fortlaufenden Abtragen der Strecke CD auf dem Halbstrahl
E: Strecken AP, = P,P, = P,P, = --- erhalten werden, so daB der
Punkt B, zwischen 4, und P, liegt; die Existenz eines solchen n folgt aus
Axiom 16). Lage nun der Punkt D auf der Strecke 4,B,, so ware CD < 4,B,
(weil 4,B, auch den Punkt C enthilt), und es konnte die Strecke A,B, eben-
falls nicht n-mal-auf der Strecke 4,B, abgetragen werden, was der Wahl der
Punkte 4, und B, widerspricht. Dieser Widerspruch zeigt, daB der Punkt D
nicht der Strecke 4,B, angehort.

Es sei jetzt M ein beliebiger, von C verschiedener Punkt der Klasse I und N
ein beliebiger von C verschiedener Punkt der Klasse II. Wir wihlen die Zahl n
so groB, daB keiner der Punkte M, N zur Strecke :4,,—3,-, gehort. Dann liegt der
Punkt M nicht zwischen 4, und B, (hach Wahl von =) sowie der Punkt B,
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lnicht‘; zwischen 4, und M (weil die Punkte 4,,, M zur Klasse I und der Punkt B,

zur Klasse IT gehorten). Folglich liegt der Punkt A, zwischen M und B, (nach
Axiom 9). Entsprechend findet man, da8 der Punkt B, zwischen 4, und N
liegt. Hieraus folgt, daB die Punkte 4,,, B, auf der Strecke N liegen und somit
der Punkt C zur Strecke MN gehort (siehe Satz 4), d. h., C liegt zwischen M
und N.

SchlieBlich zeigen wir, daB C der einzige Punkt ist, der zwischen je zwei von C
verschiedenen Punkten liegt, die zu verschiedenen Klassen gehéren. Dazu
sei D ein von C verschiedener Punkt, M ein beliebiger Punkt zwischen D
und C und N ein Punkt, der nicht in der Klasse liegt, in der der Punkt M liegt.
Weil M zwischen D und C liegt, kann die Strecke M N nicht beide Punkte C, D
enthalten. Den Punkt C' enthélt diese Strecke (denn M und N gehdren ver-
schiedenen Klassen an); folglich enthalt die Strecke MN den Punkt D nicht.
Der Punkt D besitzt also nicht die angegebene Eigenschaft.

Es gibt mithin unter der Voraussetzung von Satz 11 einen und nur einen
Punkt C, so daB jede Strecke, deren Endpunkte verschiedenen Klassen an-
gehoren, den Punkt C enthilt, was zu beweisen war.

Mitunter verwendet man anstelle der Axiome von ARCHIMEDES und CANTOR
den Satz 11 als Stetigkeitsaxiom. Aus ihm lassen sich die Axiome 16 und 17
als Satze ableiten. Man bezeichnet es dann als Axiom von DEDEKIND, weil es
im tlichen mit der Aussage des DEDEKINDschen Stetigkeitsaxioms fir
den Korper der reellen Zahlen itbereinstimmt (vgl. S. 24).

6.6. Das Parallelenaxiom.

18. Durchgedennwluau/emer,,‘ en Qeraden 1 liegenden Punkt A gibt es
in der durch A und 1 bests: Ebene hochstens eine Gerade U, die mit der
Geraden  keinen Punkt gemeinsam hat.

Zwei Geraden { und ¥, die in einer Ebene liegen und keinen Punkt gemein-
sam haben, bezeichnet man als parallel. Allein mit Hilfe der anderen Axiome
kann man den folgenden Satz beweisen:

Satz 12. Durch jeden nicht auf einer gegeb Geraden | liegenden Punkt A
gibt es immer wenigstens eine Gerade U', die zu U parallel ist.
Damit folgt aus dem Parallelenaxiom, daB es durch jeden micht auf einer
b Geraden liegenden Punkt genau eine zu dieser " Geraden parallele:
Gerade gibt.

Das Parallelenaxiom ist uns schon in § 3 als ein Axiom begegnet, das dem
V. Postulat EUxLIDs dquivalent ist.

Mit dem Parallelenaxiom ist die Liste der Axiome der eukhdlschen Geometrie
vollstandig. Mit Hilfe dieser Axiome und der oben formulierten (ihrerseits aus
den Axiomen herleitbaren) Satze kann man alle wéiteren Satze der euklidischen
Geometrie beweisen: die Kriterien fiir die Kongruenz von Drelecken (ein
Winkel wird als ein Paar von einem gemei Punkte hender Halb-
strahlen definiert), die Bezieh zmschen den Seiten und den Winkeln

)
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eines Dreiecks, den Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck usw. Die Beweise
sind im tlichen die gleichen wie im G terricht in der Schul
jedoch miissen sie meistens folgerichtiger durchgefiihrt werden (weil bei den
Beweisen in der Schule nicht nur auf die Axiome und bereits bewiesene Satze
zuriickgegriffen wird, sondern nicht selten Hinweise aus Zeichnungen entnom-
men werden).

Das von uns behandelte Axiomensystem fiir den euklidischen Raum ist
eine Modifikation eines Axiomensystems, das im Jahre 1899 von dem deutschen
Mathematiker D. HILBERT angegeben wurde. Das System HILBERTs unter-
scheidet sich von dem hier betrachteten System vor allem darin, daB HILBERT
anstelle des Begriffs ,,Bewegung‘‘ den Begriff ,,Kongruenz* (,,Gleichheit*) als
Grundbegriff wihlt, d. h. einen Begriff, den man von unserem Stand als In-
varianz gegeniiber Bewegungen definieren kann Das Axiom von CaNTor for-
muliert HILBERT als ,,Vollstindigkeitsaxiom* Iches besagt, daB man den
Raum nicht so durch neue Punkte erweitern kann, daB im erweiterten System
alle Axiome giiltig bleiben. Die Axiome der Bewegung wurden im Jahre 1909
von F. SCHUR angegeben.

In dem von uns betrachteten Axiomensystem sind Punkt, Gerade, Ebene
und Bewegung Grundbegriffe, die nicht definiert werden und deren gegen-
seitige Beziehungen durch unsere Axiome festgelegt werden. Es sind jedoch
auch andere Axiomensysteme des euklidischen Raumes méglich, in denen
andere Grundbegriffe verwendet werden; so wird bei HILBERT anstelle des
Begnﬂs ,,Bewegung* der nicht deﬁmerte Begnﬁ ,,Kongruenz* gewdahlt. In

einer Axiomatik des bekannt ters W. F. KagaNn wird
statt dessen der Begriff ,,Abstand“ als Grundbegnﬁ verwendet usw. Ein Bei-
spiel fiir ein Axic ystem der euklid trie, das von dem hier

behandelten verschieden ist, findet sich in dem Artlkel iiber Vektoren in diesem
Band der EAEM (S. 384). Selbstverstandlich sind die verschiedenen Axiomen-
systeme der euklidischen Geometrie dquivalent, d. h., aus den Axiomen des
einen Systems lassen sich die Axiome der anderen Systeme als Sitze beweisen
und umgekehrt.

Wir bemerken abschlieBend, da man durch Fortlassen der sich auf den
Raum beziehenden Axiome 4 bis 8 aus dem oben angegebenen Axiomensystem
ein solches fiir die euklidische Ebene erhdlt (wenn man in einigen Axiomen
naheliegende Anderungen vornimmt; z. B. mu8 man den Begriff des Grund-
gebildes dadurch abandern, daB man aus ihm den Halbraum streicht).

§ 7. Widerspruchstreiheit und Vollstindigkeit der Axiome
der euklidischen Geometrie

7.1. Die Einfithrung von Koordinaten. Nachdem wir das volle System der
Axiome der euklidischen Geometrie entwickelt haben, wollen wir die Frage
nach seiner Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit erortern. Fiir den Be-
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weis der Widerspruchsfreiheit miissen wir mit den Mitteln der Arithmetik
(etwas anderes steht uns bis jetzt nicht zur Verfiigung) ein Modell der eukli-
dischen Geometrie konstruieren. Der Beweis der Vollstandigkeit erfordert den
Nachweis, daB zwei beliebige Modelle der euklidischen Geometrie ssomorph
sind. Sowohl die Widerspruchsfreiheit als auch die Vollstindigkeit lassen sich
mit Hilfe des gleichen Verfahrens — der Konstruktion eines Koordinaten-
systems — beweisen. Der Einfachheit halber fiihren wir diese Konstruktinn
nicht fiir den Raum, sondern nur fiir die euklidische Ebene durch, wobei wir
uns auf die Darlegung der wichtigsten Punkte beschranken.

achst stellen wir eine eineindeutig Zuord.mmg zwischen den Punkten
einer Geraden und den reellen Zahlen her. Dazu seien O und 4, zwei verschje-

dene Punkte einer Geraden. Auf dem Halbstrahl 071, tragen wir fortlaufend
die zur Strecke 04, gleichen Strecken A;4,, 4,4, ... ab. Auf dem anderen
der beiden durch den Punkt O auf der Geraden OA, definierten Halbstrahlen
(vgl. Satz 5) tragen wir fortlaufend die zur Strecke 074-; gleichen Strecken
OB,, B.B,, BB,, ... ab. Sodann teilen wir die Strecke 04, durch Punkte
0, C,, Cy, ..., Cy, 4, in zehn gleiche Teile.!) Man zeigt leicht, daB sich guf
jeder der Strecken

... BsBy, B:B,, B0, 04,, A,4,, 4,4, ... *)

die Strecke OC, ebenfalls genau 10mal abtragen 138t. AnschlieBend kénnen
wir jeden zehnten Teil wieder in zehn Teile teilen usw. Wir ordnen dem Punkt
O die Zahl 0, den Punkten 4; (i = 1, 2, ...) die entsprechende Zahl i und den
Punkten B; (i = 1, 2, ...) die entsprechende Zﬂ —1 zu. Weiterhin ordnen wir
den Punkten C,, C, ..., C,, die die Strecke 04, in zehn gleiche Teile teilen,
der Reihe nach die Zahlen 110 120 ) e % zu. Durch Teilung der iibrigen
Strecken (#) in zehn gleiche Teile ergeben sich die Punkte, denen die iibrigen
Zahlen der Form % entspl:echen, wobei 7 eine heliebige ganze Zahl ist. Durch
die weitere Zerlegung der Strecken in jeweils 10 Tei]e werden allgemein die
Punkte konstruiert, denen die Briiche der Form W zugeordnet werden.

Ist nun M ein beliebiger Punkt unserer Geraden, so konnen wir mit Hilfe
des ARCHIMEDischen Axioms eine ganze Zahl n finden, so daB der Punkt M
sich auf der Strecke befindet, deren Endpunkte den Zahlen » und » + 1 ent-

sprechen, dabei aber nicht mit dem Punkt zusammenfillt, dem die Zahl # + 1
zugeordnet ist. Weiterhin konnen wir eine solche Zahl a, (=0,1,2,...,9)

1) Wir bemerken, daB man dies mittels dee folgenden Satzes durchfithren kann: Auf

einer Geraden seien zueinander gleiche S getragen und durch die Endpunkte
dieser Strecken zueinand liele Gerad die eine andere Gerade schneiden.
Dann sind auf dieser Geraden die Strecken zwischen den Schni k der Paralle}

gleich, Der Beweis dieses Satzes wird genauso wie in der Schule geluhn
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ﬁnden, daB der Punkt M auf der Strecke liegt, deren Endpunkten die Zahlen
n + — bzw. n + l ) +1 zugeordnet sind, dabei aber nicht mit dem zweiten

dxmr Endpunkte zusammenféllt, Durch unbeschrinkte Fortsetziung dieses

Prozesses ordnen wir dem Punkt M schlieBlich eine eindeutig bestimmte reelle
& P I

Zahln + 70 + — 10’ T + - zu.

Man kann zeigen, daB die konstruierte Zuordnung eineindeutig ist und jede
reelle Zahl einem Punkt entspricht.!) AuBerdem besitzt sie zwei weitere wich-
tige Eigenschaften:

a) Sind z,y,z drei reelle Zahlen, die der Ungleichung = < y < z oder
x > y > z geniigen, und sind M, N, P die Punkte, die den Zahlen z,y, 2
entsprechen, so liegt der Punkt N zwischen den Punkten M und P.

b) Besteht zwischen den Zahlen x; ', y, y’ die Beziehung x — 2’ = y — ¥/,
so sind fir die entsprechenden Punkte M, M’, N, N’ die Strecken MM’ und
NN’ einander gleich.

Hieraus ist die Analogie zwischen den Axiomen der Anordnung und der
Stetigkeit fiir den Kérper der reellen Zahlen einerseits und fiir den euklidischen
Raum andererseits ersichtlich.

Wir bemerken noch folgendes: Wihrend EUKLID unter einer ,geraden
Linie“ eine geradlinige Strecke verstand, fir die er die Moghchkext der
unbeschrankten Fortsetzung forderte, verstehen wir -hier unter einer ,,Ge-
raden‘ sofort die ganze Gerade; entsprechend steht es mit dem Begriff der

" Ebene.

Wir fithren jetzt auf der Ebene ein Koordinatensysiem ein. Dazu betrachten
wir zwei aufeinander senkrecht stehende Geraden ! und I’, die sich in einem
Punkt O schneiden, und wahlen auf ihnen gleiche Strecken OA, und OA’ Fir
jede dieser Geraden stellen wir die oben beschriebene eineind
zwischen ihren Punkten und den reellen Zahlen her. Damit sind w1r in der Lage,
jedem Punkt der Ebene in.bekannter Weise ein Paar von: Zahlen z,y (die
Koordinaten dieses Punktes) zuzuordnen, wodurch die Gesamtheit aller Punkte
der Ebene eineindeutig auf die Menge aller Paare (x,y) von reellen Zahlen
abgebildet wird.

Fiir die Punkte einer gegeb Geraden g
bestimmten Gleichung ersten Grades .

ox +py+y=0, (ws)

iigen die Koordinaten einer

wobei mindestens einer der Koeffizienten « oder # von O verschieden ist,
und umgekehrt liegen samtliche Punkte, deren Koordinaten einer derartigen
-Gleichung (s+) geniigen, auf einer bestimmten Geraden. Liegen drei Punkte
M, N, P auf einer Geraden, so liegt der Punkt M dann und nur dann zwischen

" 1) Letzteres folgt aus dem Axiom von CANTOR. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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N und P, wenn er mit keinem der Punkte N, P zusammenféllt und wenn die
z-Koordinaten dieser Punkte durch eine der Beziehungen

vy S oy Szp oder Ty =Ty =ap

verkniipft sind und dasselbe fiir die y-Koordinaten gilt.
SchlieBlich entsprechen die Bewegungen der Ebene, wenn man sie in den
Koordinaten ausdriickt, genau den Transformationen der Form

T =ax+by+e,
Y =ax + by + ¢,

wobei (a,, a,) und (by, by) orzhogonale Einheitsvektoren sind (d. h.a} + af = 1,
b + b3 = 1, b, + azb, = 0gilt).

7.2. Widerspruchstreiheit und Vollstiindigkeit der Axiome der euklidi-
schen Ebene. Die angegebenen Tatsachen gestatten es, sowohl die Wider-
spruchsfreiheit als auch die Vollstindigkeit der Axiome der Geometrie zu
beweisen. Zunachst 1a8t sich unschwer zeigen, daB alle Axiome der euklidi-
schen Ebene in dem folgenden arithmetischen Modell erfiillt sind: , Punkte
sind die Paare (z, y) von reellen Zahlen, eine ,,Gerade* besteht aus der Menge
aller der ,Punkte”, die einer Gleichung der Form (#+) mit gegebenem
«, B, y geniigen, und die Begriffe ,,zwischen* und ,,Bewegung‘ werden auf die
oben angegebene Weise definiert. Wir wollen nicht die Giltigkeit aller Axiome
in diesem arithmetischen Modell verifizieren. Wir erwahnen als Beispiel, daB
in der Tat zu zwei verschiedenen Punkten (z;, ¥,), (3, ¥3) genau eine Gerade
existiert, die durch diese beiden Punkte hindurchgeht, namlich die Gerade, die
z. B. durch die Gleichung

@—2) -~ —p)(@—2)=0

beschrieben wird (wn' bemerken, daﬂ sxch die Gemde nicht &ndert, wenn man
alle Koeffizienten einer sie b Gleichung (#s) mit der gleichen
Zah] multipliziert). Hierdurch ist gezeigt, daB in unserem Modell das Axiom 1
gilt. Ebenso einfach verifiziert man die iibrigen Axiome, wodurch zugleich dic
Widerspruchsfreiheit der Axiome der euklidischen Geometrie bewiesen ist.

Die zu Begmn dieses Paragraphen durchgefiihrten Uberlegungen zeigen
ferner, daB ein beliebiges Modell der euklidischen Ebene zum arithmetischen
Modell lsomorph ist (der Isomorphismus wird durch die Einfiihrung eines

vermittelt). Daher sind zwei beliebige Modelle der eukli-
d:schen Ebene zum arithmetischen Modell und damit untereinander isomorph.
Hierdurch ist die Vollstandigkeit unserer Axiome bewiesen.

AbschlieBend bemerken wir, daB sich analog ein arithmetisches Modell fiir
den euklidischen Raum konstruieren laBt, indem man namlich als ,,Punkte*
die Tripel (z, y, z) von reellen Zahlen wahlt und die anderen Grundbegriffe in
der aus der analytischen Geometrie bekannten Weise interpretiert.
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§ 8. Die Unabhiingigkeit der Axiome

8.1. Die Unabhiingigkeit eines Axiomensystems. Die Entdeckung LoBa-
TSCHEWSKIS, die zur Entwicklung der axiomatischen Methode beitrug, ist
unmittelbar mit der Frage nach der Unabhdngigkeit der Axiome verbunden.
Dabei heiBt ein Axiom unabhingig von den iibrigen Axiomen eines gewissen
Axiomensystems, wenn es sich nicht aus diesen iibrigen Axiomen als Satz
beweisen 1a8t.

Beim axiomatischen Aufbau einer mathematischen Theorie bemiitht man
sich naturgemdB darum, daB sich unter den Axiomen keine , iiberfliissigen*
Axiome befinden, d. h. keine Axiome, die als Sdtze aus den iibrigen Axiomen
abgeleitet werden konnen. Historisch war eines der ersten Ergebnisse dieser
Béstrebungen die Ausmerzung des IV. Postulates EvKLIDs (iiber die Gleichheit
aller rechten Winkel, vgl. S. 8) aus dessen Axiomen. Die folgerichtige Weiter-
fithrung dieses Gesichtspunktes fithrt schlieBlich zum Aufbau einer ,,mini-
malen“ Axiomatik, d. h. zu einem Axiomensystem, in dem alle Axiome von
den iibrigen unabhingxg sind. Man muf3 ]edoch bedenken daB die Forderung
nach der Unabha ;,' t eines Axi so logisch befriedigend und
asthetisch sie auch sein mag, keinerlei grundsatzllche Bedentung besitzt. Viel-
mehr ist es vom Standpunkt der leichteren Handhabung einer axiomatischen
Theorie aus haufig zweckmaBig, bewuBt ein mit iiberfliissigen Axiomen ange-
fiilltes Axiomensystem zu verwenden, da man mit seiner Hilfe meistens ein-
facher und schneller zu den wirklich interessanten Folgerungen gelangt.

Fiir den Beweis der Unabhingigkeit eines Axioms von anderen kann man
wie folgt vorgehen: Man ersetzt im gegebenen Axiomensystem das als unab-
hangig nachzuweisende Axiom durch seine Negation und beweist die Wider-
spruchsfreiheit des dabei entstehenden neuen Axi yst Die Wider-
spruchsfreiheit des neuen Axiomensystems zeigt man, wie iiblich, durch Kon-
struktion eines Modells, in dem alle Axiome dieses Systems gelten. So sind
z. B. die Gruppenaxiome (d. h. die Axiome 1 und 2 auf S. 20) voneinander
unabhingig. Als Modell, in dem das Axiom 1, aber nicht das Axiom 2 erfiillt
ist, kann beispielsweise die Menge aller ganzen Zahlen mit der gewdhnlichen
Multiplikation als Gruppenoperation dienen: Die Gleichung mx = n, wobei
m und n ganze Zahlen sind, besitzt nicht stets eine ganzzahlige Losung. Ein
Modell, in dem das Axiom 2, aber nicht das Axiom 1 erfillt ist, bilden z. B.
die drei Elemente @, b, ¢ mit der folgenden ,,Multiplikationstabelle‘:

aa=bb=cc=a, ab=bc=ca=b, ac=ba=ch=c.
Man verifiziert leicht, daB in diesem Modell das Axiom 2 tatsichlich erfiillt
ist; z. B. haben die Gleichungen
ar=b, ya=1>

die (eindeutigen) Losungen x = b und y = c¢. Andererseits ist das Axiom 1
nicht erfiillt, denn es ist

(Bb)b =ab = b, bdb) =ba = c.
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8.2. Uber die Unabhingigkeit der Axiome der euklidischen Geometrie. Es ist
verstandlich, daB bei der relativ groBen Anzahl der Axiome der Geometrie
der Nachweis ihrer Unabhangigkeit sehr kompliziert ist. Die Existenz der nicht."
euklidischen Geometrie LoBaTsCHEWSKIs beweist die Unabhingigkeit des
Parallelenaxioms von den iibrigen Axiomen der euklidischen Geometrie, da
man das Axiomensystem der LoBaTscHEWSKIschen Geometrie dadurch erhilt,
daB man in dem von uns behandelten Axiomensystem fiir die euklidische
Geometrie das Axiom 18 durch das folgende Axiom von LOBATSCHEWSKI
ersetzt: ,,Durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden gibt es in der durch dea
Punkt und die Gerade bestimmten Ebene mehr als eine Gerade, die die ge-
gebene Gerade nicht schneidet“. Die Widerspruchsfreiheit der Geometrie
LoBATSCHEWSKIs kann man mit Hilfe von Modellen fiihren, deren wichtigste
in der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts von E. BELTRAMI, F. KLEIN und
H. PoiNcARE konstruiert wurden (vgl. hierzu den Artikel , Nichteuklidische
Geometrie‘‘ in Band V der EdEM).

Die Unabhingigkeit der Stetigkeitsaxiome kann man mit Hilfe von Modellen
beweisen, die ahnlich wie das obige Modell fiir die euklidische Geometrie
aufgebaut sind, nur daB man an die Stelle des Korpers der reellen Zahlen einen
geeigneten anderen Korper setzt. So erhilt man eine sogenannte ,nichtarchi-
medische* Geometrie, in der alle Axiome mit Ausnahme des ARCHIMEDischen
Axioms gelten, wenn man von einem vollstindigen nichtarchimedisch ange-
ordneten Korper!) ausgeht, als Punkte alle Tripel (z,y,2z) von Elementen
dieses Korpers nimmt und die iibrigen Grundbegriffe dhnlich wie in dem
obigen Modell der euklidischen Geometrie interpretiert.

D1e Unabha.ngxgkelt des Axioms von Cantor laBt sich mit Hilfe einer

i torschen Geometrie* bewei Eine derartige Geometrie erhilt
man, wenn man von dem Korper aller der reellen Zahlen ausgeht, die sich aus
der Zahl Eins durch endlich viele Anwendungen der Operationen Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division und Ausziehen der Quadratwurzel er-
zeugen lassen, als Punkte alle Tripel (z, y, 2) von Elementen dieses Kérpers
nimmt und die iibrigen Grundbegriffe ahnlich wie im obigen Modell der eukli-
dischen Geometrie interpretiert.?) Smd namlich 4,B,, 4,B,, ... Strecken der
Geraden y = z = 0, die den Vor: des CanToRschen Axioms ge-
niigen, wobei jedoch die z-Koordinaten der Punkte 4,, B, 4,, B,, ... ratio-
nale Zahlen sind, die gegen eine reelle Zahl konvergieren, welche nicht zu dem
betrachteten Korper gehort, so existiert in unserem Modell kein Punkt C, der
die Behauptung des CanTorschen Axioms erfiillt. EvkLID selbst betrachtete
im wesentlichen nicht das, was wir ,,euklidischen Raum'‘ nennen, sondern
eben diesen nichtcantorschen Raum (vgl. die Ausfithrungen auf S. 9).

1) Vgl. § 24 und §28 des Artikels von I. W. PRoskURJAROW in Band I der EdEM; fiir
du Konntruktmn emes solchen Korpers verweisen wir z. B. auf Kap. IV, §3, des im
ngegeb Buches [4] von N. W. EFiMow. — Anm. d. wissenschaftl.

Rd.
%) Die Betrachtung dieses Modells wird durch al), ine Resultate iiber g isch
Konstruktionen nahegelegt, die im Artikel ,,Uber die Losbarkeit von Konstrukti f.

gaben mit Zirkel und Lineal hergeleitet werden.
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Eine besondere Rolle in der Axiomatik der Geometrie spielt das Axiom 8,
dessen Inhalt im wesentlichen ini der Behauptung besteht, daB der Raum drei-
dimensional ist. Die Umbhanglgkelt dieses Amoms von den ubngen kann man
z.B. durch die Konstruktion eines vierdi:
beweisen. Eine Beschrelbung sowohl des vierdimensionalen Raumes als auch
von Raumen einer hoheren (endlichen) Anzahl von Dimensionen findet der
Leser-im Artikel ,,Mehrdimensionale Réume* im Band V der EdEM. In der
modernen Mathematik betrachtet man ibrigens auch unendlichdimensionale
Réume, die fiir viele Anwendungen z. B. auch in der Physik von grundlegender
Bedeutung sind.

8.3. AbschlieBende Bemerkungen. Wir haben gesehen, daB die Frage nach der
Unabhangigkeit des Axic ystems der euklidi G trie zur Betrach-
tung von vielen Arten ,,geometrischer Raume* fiihrt, die in ihren Exgenschaf-
ten z. T. erheblich von den uns gewohnten Raumvorstellungen der G trie
Evuxuips abweichen.

Sehr interessant sind z. B. die ,,endlichen Réume*, die man erhélt, wenn man.
den Korper der reellen Zahlen durch einen endlichen Kérper, etwa den Rest-
klassenkorper der ganzen Zahlen modulo einer Primzahl, ersetzt. In einem
endlichen Raum* gibt es auf jeder Geraden, auf jeder Ebene und im ganzen
Raum nur endlich viele Punkte und damit auch nur endlich viele Geraden
und Ebenen. Die ,,endlichen Raume* sind zugleich die einfachsten B
fiir ,,diskrete Rdume*, in denen Grenzwerte und Stetigkeit fehlen.

Mittels der durch Axiome festgelegten abstrakten Raume, die sich ihrerseits
durch verschiedenartige mathematische Methoden realisieren lassen, kann
man raumliche Schemata schaffen, die uns die Méglichkeit bieten, den realen
physikalischen Raum besser widerzuspiegeln als mittels des Schemas des
euklidischen Raumes. Zudem treten diese abstrakten Réume in steigendem
MaBe in den verschiedensten Gebieten der Mathematik auf, wodurch sich
neue Anwendungen auf die reale Welt ergeben.

Sowohl LoBATsCHEWSKI als auch C. F. Gauss stellten bereits die Aufgabe,
experimentell zu priifen, welche Geometrie in der realen Welt wirklich gilt:
die Geometrie EUkLIDS oder eine andere (z. B. die von LOBATSCHEWSKI).
In der allgemeinen Relativititstheorie wurde gezeigt, daB sich Raum (und
Zeit) der realen Welt in sehr guter Naherung durch die sogenannte RIEMANN-
sche Geometrie beschreiben lassen, die in der Mitte des vorigen Jahrhunderts
durch den deutschen Mathematiker B. RIEMANN geschaffen wurde (vgl. dazu
den Artikel ,,Nichteuklidische Geometrie’ im Band V der EdEM). Jedoch
diirfte auch dieses raumliche Schema bei weitem nicht die beste Approximation
sein.- Viele Physiker nehmen z. B. an, daB eine ganze Reihe von Schwierig-
keiten und Unstimmigkeiten im mathematischen Apparat der heutigen
Quantenphys:k jhre Ursache darin haben, da8 quantenhafte, diskrete Er-

gen in einem stetigen Raum beschrieben werden und man zur Uber-
windung dieser Schwierigkeiten zu einem diskreten, gequantelten Raum iiber-
gehen muB. Dem widerspricht keineswegs die Tatsache, daB der stetige Raum




§ 8. Die Unabhiingigkeit der Axiome 41

die Bediirfnisse der klassischen Physik befriedigt, obgleich etwa eine Fliissig-
keit aus diskreten Molekiilen und das elektromagnetische Feld aus diskreten
Quanten besteht; denn der klassischen Hydrodynamik und Elektrodynamik
liegt die Vorst-ellung zuginnde, daB eine Fliissigkeit und das elektromagneti-
sche Feld stetige Medien sind. Es ist daher durchaus méglich, daB die Geome-
trie eines Tages zu den Vorstellungen DEMOKRITS iiber die diskreten Atome
des Raumes zuriickkehrt, selbstverstandlich nicht in derselben naiven Form.
In di Fall mii die grundlegenden Begriffe der Geometrie eine wesent-
lich neue Auffassung erhalten. . .

Wir haben gesehen, daB sich die Ansichten {iber die Grundbegriffe der Geo-
‘metrie und deren gegenseitigen Beziehungen im Verlaufe der Entwicklung der
Wissenschaft wiederholt gewandelt haben, und so werden in Zukunft neue
mmnschafthche Entdéckungen sicher auch einen weiteren Wandel in unseren
ischen Vorstellungen bewirken.
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Geometrievorlesung enthilt, die auf einem geschickt und absichtlich nicht
gewihiten Axiomensystem beruht.

Zusitzlich sei auf folgende Literatur verwiesen (Anm. d. wissenschaftl. Red.):

Boum, J., u.a., Geometrie I, 3. Aufl., Berlin 1979.

Erimow, N. W Uber die Grundlagen der Geometrie (Hohere Geometrie, Teil I). 2. Aufl.,
Berlin 1973; vgl. auch [4].

Krorzek, B., Geometrie, Berlin 1971.

Lexnz., H., Grundlagen der Elementarmathematik, 3. Aufl., Berlin 1975.




L M. JAGLOM UND L. 8. ATANASJAN

GEOMETRISCHE TRANSFORMATIONEN



§ 1. Der Begrift der Transformation. Beispiele

1.1. Geometrisehe Abbildungen. Einer der grundlégenden Begriffe der moder-
nen Mathematik ist der Funktionsbegriff!). Eine Veranderliche y heit Funk-
tion einer Veranderlichen = (es wird y = f(z) ‘geschrieben), wenn jedem Ele-
ment z einer gegebenen .Menge (des Definitionsbereiches der Funktion) ein ein-
doutlg besnmmter Wert y entspncht Dabel kann die Vorschrift, nach welcher
fiir ein g z das ige y besti wird, in analytischen Formeln
oder emfa.ch in einer Tabelle, in welcber alle Werte x und die ihnen entsprechen-
den y aufgefiihrt sind, bestehen. (Die zuletzt genannte Art der Festlegung -
einer Funktion ist insbesondere dann anwendbar, wenn x nur endlich viele
Werte annehmen kann.) Auch andere Arten der Festlegung einer Funktion
sind moglich (z. B. die Beschreibung in Worten, wie sie bei der bekannten
DrricaLETschen Funktion erfolgt: Jedem rationalen Wert x entspricht der
Wert y = 1, und jedem srrationalen Wert x entspricht der Wert y = 0).

Wir bemerken, daB in der Definition der Funktion keineswegs verlangt wird,
daB die Veranderlichen unbedingt reelle Zahlen sind. Man 148t im Gegenteil
in der modernen Mathematik zu, daB = und y El te vollke beliebi;
(such unterschiedlicher!) Natur sein konnen, etwa komplexe Zahlen?), Punkte -
der Ebene oder des Raumes, irgendwelche geometrischen Figuren, Geraden
oder beliebige Linien usw. So sind der Mittelpunkt und auch der Radius eines
Kreises Funktionen dieses Kreises (hier besteht der Definjtionsbereich aus
.allen Kreisen; die zugeordneten Werte sind Punkte bzw. Zahlen). In neuer
Zeit nimmt in der Mathematik das Studi Icher Funktionen y= f(x) einen
groBen Raum ein, bei denen z oder sogar z und y Funktionen im alten Sinne
dieses Wortes, d. h. Zahlenfunktionen sind.3)

In der G trie spielen eine wichtige Rolle Funktionen y = ®(x), bei denen
z und y Punkte der Ebene oder des Raumes sind. In diesem Fall wird das

1) Vgl §46 und § 54 des Artikels ,-Elementare Funktionen einer reellen Veriinderli-
chen. Grenzwerte von Folgen und Funktionen. Der allgemeine Funktlonsbegnﬁ' “in
Band III der EdEM.

%) Den Funkti einer } )! Veriinderlichen ist der Artikel ,,Elementare Funk-
tionen einer komplexen Veriinderlichen® in Band III der EJEM gewidmet.

3) Mit dem Studlum der Funktlonen dieser Art bewhémgt snch in der modemen Mathe-
matik eine umf: i i haft, die Funkti Funkti y= =),
beldenenz—x(t)emeF ktion irgendeiner Verinderlich tundyemanhlmt,etwa

y= f x(t) dt, heiBen Funktionale. Funktionen y = F(z), bei denen z =z(t) und y = y(t)
Znhlenfunknonen sind, etwa y(t) = 2'(t) oder y(t) = f x(t) dt, heien Funktionalopera-
toren In der Funktionalanalysis spleleh die Funktionale dleselbe Ro]le wie die Zahlen-

(einer ofler meh Veriinderlicher) in der 8o h Iysis; die Rolle
der Funktionaloperatoren ihnelt der Rolle der g Transfa i
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Wort ,,Funktion‘‘ gewohnlich durch dle ich trische (Punkt-)
Ablnldnng“ tzt. Eine trische Abbildung ist daher nichts anderes als
eine bestimmte Art von funktionaler Abhiéngigkeit y = f(z), bei der namlich
als ,,Argumente’ x und als ,,Funktionswerte’ y Punkte auftreten.

Zur Festlegung einer geometfwchen (Punld-) Abbildung D sind also folgende
Bestnmmungsstﬁcke notig: 1. eine gewisse Figur (Punktmenge) ./ als soge-

Def b "derAbbddungQ 2emegewmseF1gurd als soge-

nannter Wertebereich der Abbildung @ ; 3. eine gewisse Vorschrift, durch welche
jedem Punkt 4 des Bereiches &/ eindeutig ein Punkt 4’ = @(4) des Bereiches
&' zugeordnet wird. Wenn die gegebene Abbildung @ den Punkt A in den
Punkt A’ iberfiihrt, d. h. $(4) = A’ ist, heiBt der Punkt 4’ das Bild des
Punktes A bei der Abbildung ®. Es sei jetzt L eine gewisse Linie (oder Figur),
die ganz im Bereich & liegt. Durchlauft der Punkt 4 diese Linie (oder Figur)
L, 8o durchlauft das Bild 4’ = ®(A) dieses Punktes eine gewisse Punktmenge
L’ des Bereiches o’. Diese Menge L' heiBt das Bild der Menge L bei der Ab-
bildung @, und man schreibt L' = &(L).})

Beispiel 1. Die Abbﬂdung @ defini wir folgend Ben: Als Defini-
tionsbereich &/ nehmen wir die ganze Ebene und als Wertebere:ch &' eine ge-
wisse Gerade der Ebene /. Wir ordnen einem beliebigen Punkt 4 als Bild

’

(ﬂl

AN #(1)

Abb. 1 Abb. 2

denjenigen Punkt 4’ zu, der sich durch orthogonale Projektion von 4
auf die Gerade &/’ ergibt (Abb. 1). Ist L eine Gerade, die nicht senkrecht auf
&' steht, so fillt ihr Bild L' = ®(L) offenbar mit der ganzen Geraden &’ zu-
sammen; das Bild @(L,) einer zu &/’ senkrechten Geraden L, ist ein einziger
Punkt auf o#’; das Bild &(S) eines beliebigen Kreises . (oder eines beliebigen
Dreiecks; Abb. 2) ist eine Strecke.

Beispiel 2. In der Ebene fithren wir ein gewisses (rechtwinkliges) Koordi-
natensystem ein. Wir definieren eine Abbildung @, indem wir als Defini-
tionsbereich und Wertebereich die ganze Ebene nehmen und einem belie-

1) Bei der henden Definition ist nicht g da8 alle Pnnku von o’
als Bilder von Elementen der Punktmenge f auff Meistens b man als
Wertebereich die Gesamtheit aller Bilder, d. h., man setzt &’ = ®(sf). — Anm. d. wissen-
schaftl. Red
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bigen Punkt 4 mit den Koordinaten (z,y) den Punkt 4’ = @(4) mit den
Koordinaten (sin z, sin y) zuordnen.

Beispiel 3. Als letztes Beispiel nennen wir die Drehung der Ebene o/
um den Punkt O mit dem Winkel .
Fiir diese Abbildung bestehen der
Definitionsbereich und der Werte-
bereich aus allen Punkten der
Ebene «/; als Bild eines Punktes 4
wird derjenige Punkt A’ der Ebene
definiert, fiir den |04’| = |0A| und
¥ AOA’ = « ist, wobei zusitzlich
die Drehrichtung (entweder ,im
Uhrzeigersinn‘‘ oder ,,entgegen dem
Uhrzeigersinn*“) im voraus festge-
legt werden muB (Abb. 3).

1.2. Geometrische Transformatio-
nen. Zwischen den oben betrachteten
Beispielen 1 und 2 einerseits und dem Beispiel 3 andererseits besteht ein
licher Unterschied. Bei den in den Beispielen 1 und 2 betrachteten Abbildungen
existieren verschiedene Punkte, deren Bilder zusammenfallen, d. h. Punkte
A # B, fiir welche 9(A) = D(B) ist. So ist bei der im Beispiel 1 betrachteten
Abbildung $(4) = P(B), wenn man als B einen beliebigen Punkt der Geraden
AA’ nimmt (Abb. 1). Durch die- Abbildung & des Beispiels 2 werden z. B.
jeweils die Punkte A(z, y) und B(z + 27, y — 4n) in ein und denselben Punkt
iibergefiihrt. Diesen Sachverhalt driickt man folgendermaBen aus: Die in den
Beispielen 1 und 2 betrachteten Abbildungen sind nicht eineindeutig. Bei der
in Beispiel 2 betrachteten Abbildung @ ist auBlerdem nicht jeder Punkt des
Wertebereiches &/’ (= o) Bild eines gewissen Punktes; z. B. ist der Punkt

(2, --;-) kein Bild eines Punktes (denn es existiert keine reelle Zahl z mit

sin z = 2).

Eine Abbildung ¢ mit dem Definitionsbereich & und dem Wertebereich .2/’
heiBt eineindeutige Abbildung von s/ auf &', wenn 1. fiir keine zwei verschie-
denen Punkte 4 und B des Bereiches .« ihre Bilder @(4) und $(B) zusammen-
fallen und 2. bei der Abbildung jeder Punkt des Bereiches =/’ Bild eines ge-
wissen Punktes aus & ist.

Grob gesprochen ist eine eineindeutige Abbildung P von & auf &/’ dadurch
charakterisiert, daB keine zwei verschiedenen Punkte durch die Abbildung @
,,zusammengeklebt” werden und auBlerdem @ den Bereich &/ nicht nur
auf einen Teil des Bereiches &', sondern auf den ganzen Bereich &/’ ab-
bildet.

Eine wesentliche Rolle spielen in der Geometrie d i d
Abbildungen, fiir welche der Definitionsbereich . mit ‘dem Werteberexch o
zusammenfallt. Solche Abbildungen heiBen Transformationen der Menge /.




48 G trische Transf

Die Menge o selbst werden wir den Operationsbereich der Transformstxon (4
nennen.

Die im Beispiel 3 betrachtete Abbildung @ (die Drehung der Ebene um den
Punkt O mit dem Winkel «) ist offenbar ein Beispiel einer Transf tion der
Ebene (d. h. einer Transformation, deren Operationsbereich die ganze Ebene
ist). |

In diesem Artikel werden wir uns im weiteren.auf die Betrachtung von

Transformationen?) beschrinken, und zwar auf solche Transformationen, deren
Operationsbereich die Ebene oder ,,annihernd die Ebene* ist.?) Genauer ge-
sagt werden wir in einer Reihe von Fillen
gezwungen sein, als Operationsbereich: der
betrachteten Transformation @ nicht die
ganze Ebene anzusehen, sondern die Ebene
mit , herausgestochenen‘ (d. h. entferntén)
Punkten oder Linien. Andererseits werden
wir manchmal zur Ebene neue (,,uneigent-
liche*, d. h. vom Standpunkt der Schul-
geometrie nicht existierende) Punkte oder
"Linien hinzufiigen. Weil aber in allen Fallen
fiir die Konstruktion des Operationsberei-
ches der Transformation @ als Grundlage
die Ebene dient, wollen wir — indem .wir.
eine gewisse Ungenamgkext zulassen — alle
betrachteten . Transforma,tlonen unter der g B hnung Trans-
formationen der Evene zusammenfassen,

Wir geben noch einige Beispiele fiir Transformationen der Ebene an.

Beispiel 4. In der Ebene wahlen wir eine feste Richtung MM’ (sie kann
z. B. durch eine Gerade 'mit einem Pfeil angegeben werden); auBerdem geben
wir eine bestimmte Linge a vor (Abb. 4). Einem beliebigen Punkt 4 der Ebene
ordnen wir als Bild denjenigen Punkt A’ zu, fiir den die Strecke A4’ die Rich-
tung von MM’ und die Linge a hat. Die konstruierte Abbildung @ heiBt die
Parallelverschiebung der Ebene in Richtung MM’ um dle GroBe a (oder Ver-

schiebung um den Vektor MM =a ).

Beispiel 5. In der Ebene wahlen wir einen bestimmten Punkt O aus und
ordnen einem beliebigen von O verschiedenen Punkt A denjenigen Punkt 4’ -
als Bild zu, fiir den die Strecke 44’ durch den Punkt O hindurchgeht und von

‘) In exmgen Gelneten der Geometrio spne]en auch Abbl.ldungen, dne keine Transfor-

sind, eine b tende Rolle. Zum Beispiel sind die v d Arten von

Projektionen des dreidimensionalen Raumes auf die Ebene keine Transformationen; sie
werden ausfiihrlich im Artikel ,,Abbildungsmethoden“ studiert.

%) Im vorliegenden Artikel werden wir fast nichts iiber Transfc ti des R:
sagen, weil der emfachere Fall der Ebene bereits dafiir icht, alle prinzipiellen Moment
der Theorie der g trischen Transformati zu erliutern.

3) Vgl. den Artlkel Vel und ihre A dungen in der G trie.
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ihm halbiert wird (Abb. 5); als Bild des Punktes O wihlen wir den Punkt O
selbst. Die auf diese Weise definierte Transformation heiit die Spiegelung der
Ebene am Punkt O. Es ist leicht zu sehen, dafl die Spiege-
lung am Punkt O ein Spezialfall der Drehung ist; sie stimmt
némlich mit der Drehung um den Punkt O mit dem Win-
kel 180° iiberein.

Beispiel 6. Wir geben in der Ebene eine gewisse Gerade o
vor und ordnen einem beliebigen nicht auf o gelegenen
Punkt A denjenigen Punkt A’ als Bild zu, fir den die
Strecke AA’ orthogonal zu o ist und von dieser Geraden hal-
biert wird (Abb. 6); die Punkte der Geraden o ordnen wir
sich selbst zu. Die erhaltene Transformation der Ebene wird
die Spiegelung an der Qeraden o genannt.

Beispiel 7. In der Ebene wihlen wir einen Punkt O aus und
ordnen einem beliebigen von O verschiedenen Punkt A den-
jenigen Punkt 4’ des Strahls 0—1; als Bild zu, fiir den %
= k ist, wobei k eine gegebene positive Zahl bedeutet (Abb. 7);
der Punkt O wird sich selbst zugeordnet. Diese Transforma-
tion heiBt die Kontraktion oder zenirale Ahnlichkeitstransfor-
mation zum Punkt O mit dem Koeffizienten k') oder auch Ho- Abb. 5
mothetie?) (mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten k).

Hiufig 1aBt man auch negative Zahlen als Homothetiekoeffizienten k zu; in
diesem Fall nimmt man als Bild 4’ denjenigen Punkt der Geraden 0A, fiir

den Ilgfdll = |k| ist und die Richtungen der Strecken 04’ und 04 (von O zu
A'\ 7
—|
L\'
¢ 7 "
—
4 )

Abb. 6 Abb. 7

1) Wenn der Koeffizient k groBer als 1 und demnach |04’| > [04| ist, wiire es angebrach-
ter, die Transformation nicht Kontraktion, sond¢rn Deknung zu nennen.
2) Von den griechischen Wértern dudg (gleich) [oder 6uoto; (ahnlich)] und derog (gelegen).
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A’ und von O zu 4) entgegengesetzt sind. Wenn man sich auf diesen Standpunkt
stellt, kann man die Spiegelung an einem Punkt (Beispiel 5) als Spezialfall der
Homothetie ansehen, niamlich als eine Homothetie mit dem Koeffizienten
k= -1

Beispiel 8. Wir geben eine gewisse Gerade o der Ebene vor und ordnen
einem beliebigen, nicht auf o gelegenen Punkt A denjenigen Punkt 4’ als
Bild zu, fiir den 4 und A4’ auf der gleichen Seite von o liegen, die Gerade 44’
senkrecht auf o steht und die Abstande |40| und |4’0| der Punkte 4 und 4’

von o durch die Relation Ig‘jl = k zusammenhdngen, wobei k eine gegebene
positive Zahl ist (Abb. 8); wenn der Punkt A =a o gehért, ordnen wir 4 als

¢

N U

(x~%)
Abb. 8 Abb. 9

Bild sich selbst zu. Die auf diese Weise definierte Transformation heiBt natur-
gemil die Kontraktion in bezug auf die Gerade o mit dem Koeffizienten k, und
die Gerade o heiBt die Achse der Kontraktion.

Man kann auch hier negative Werte als Koeffizienten k einer Kontraktion
zulassen (in diesem Fall haben die Strecken OA’ und OA entgegengesetzte
Richtung, d. h., die Punkte 4 und A’ liegen auf verschiedenen Seiten der
Geraden 0). Die Kontraktion in bezug auf die Gerade o mit dem Kontraktions-
koeffizienten ¥ = —1 stellt dann offenbar die Spiegelung an der Geraden o
dar (Beispiel 6).

Beispiel 9. Die Homothetie mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten k&
(Beispiel 7) wurde als die Transformation definiert, die den Punkt A in den
Punkt A’ des Strahls 6Z iiberfiihrt, fiir den das Verhaltnis ||?):14 gleich k ist.
Jetzt betrachten wir die Transformation, die den Punkt A in denjenigen

Punkt A’ des Strahls 04 iiberfiihrt, fiir den das Produkt |0A4| - |04’| einen
gegebenen Wert k hat, also |04’| - |04| = k, wobei k eine gegebene posi-
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tive Zahl ist (Abb. 9). Diese Transformation heiBt die Inversion') mit dem
Zentrum O und dem Grad k. Wenn k = a3 ist, gehen die Punkte des Kreises S
mit dem Mittelpunkt O und dem Radius a bei der Inversion in sich iiber. Die
auBerhalb des Kreises S gelegenen Punkte gehen in innere Punkte und die
innerhalb des Kreises gelegenen Punkte in duBlere Punkte iiber. Dieser Um-
stand erklart auch eine andere Bezeichnung fiir die betrachtete Transformation :
Spiegelung am Kreis 8. Die Spiegelung am  Kreis § kann man auch geometrisch
beschreiben. Bei dieser Transformation geht ‘ein auBerhalb von S gelegener
Punkt A4 in den Schnittpunkt 4’ der Geraden OA (wobei O der Mittelpunkt
des Kreises ist) mit der Geraden PQ iiber, wobei P und @ die Beriihrungspunkte
der von 4 ausgehenden Tangenten an S sind. Umgekehrt geht der Punkt 4’
in den Punkt A iiber, was daraus folgt, daB in dem rechtwinkligen Dreieck
OPA (Abb.9) PA’ die Hohe ist und daher |0A|-|0A4’| = |[OP|* = a? = k
gilt.

Man kann auch zulassen, daB der Grad k ciner Inversion negativer Werte
fahig ist. In diesem Fall sind die Strecken 04 und OA' entgegengerichtet,
und es gilt |04’ - |0A| = |k|.

Wir bemerken, da8 wir genau genommen keine exakte Definition der In-
version gegeben haben, denn die oben beschriebene Abbildung ist im Punkt O
nicht definiert. Diesem Punkt entspricht bei der Inversion kein Punkt der
Ebene. Eine Moglichkeit zur Beseitigung dieser Inkorrektheit besteht darin,
daB man als Operationsbereich der Inversion nicht die ganze Ebene ansieht,
sondern als Operationsbereich &/ die Ebene unter AusschluB des (,,heraus-
gestochenen“) Punktes O nimmt, weil dieser Punkt bei der Inversion kein
Bild hat. Es ist klar, daB die Inversion eine eineindeutige Abbildung dieses
Bereiches & (der ,,gelochten‘‘ Ebene) auf sich darstellt. Wir begegnen hier
also erstmalig einer ,,Transformation der Ebene*, deren Operationsbereich sich
von der ganzen Ebene unterscheidet.

Man kann sich aber auch auf einen anderen Standpunkt stellen. Weil der
Punkt O kein Bild bei der Inversion hat, kann man verabreden, daB der Punkt
O bei der Inversion in einen ,,uneigentlichen* (nicht auf der gewohnlichen
Ebene vorhandenen) Punkt £ und umgekehrt der Punkt £ bei der Inversion
in den Punkt O iibergeht. Bei einer solchen Betrachtung wird eine Inversion
also eine eineindeuti Abbild (,,Transformation“) der ,.erweiterten*
Ebene o/*, die man aus s der gewohnhchen Ebene durch Hinzufiigen eines neuen
Punlktes  erhalt. Bei der Inversion entfernt sich der Bildpunkt 4’ eines sich
dem Punkt O niéhernden Punktes A unbeschrinkt von O (denn es ist |04’|
= -'?)%I-), daher bezeichnet man das Bild £2 des Punktes O manchmal als
unendlich fernen Punkt der ,erweiterten” Ebene .&*. Die durch Adjunktion
eines ,,unendlich fernen‘ Punktes £ aus der gewohnlichen Ebene .o/ entstan-
dene Ebene «/* wird hiaufig erweiterte Ebene?) genannt. Weil wir im folgenden
jedoch auch anderen Arten der , Erweiterung‘ der gewohnlichen Ebene be-

1) Von dem lateinischen Wort inversio (Umkehrung).
2) Diese Bezeichnung ist z. B. in der Funktionentheorie iiblich.
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gegnen werden, ist hier der Terminus geschl Ebene der. Die
Griinde fiir eine solche Bezeichnung werden spéter ausemandergesetzt l)

‘Wir konnen also als Operationsbereich der Inversion entweder die gelochte
Ebene oder die durch Adjunktion eines ,,uneigentlichen‘‘ Punktes ,,erweiterte‘
Ebene ansehen. Im folgenden wird es sich zeigen, daB es bei einer Reihe von
Fragen wesentlich bequemer ist, die erweiterte Ebene als Operationsbereich
der Inversion zu betrachten.

Wir méchten hier betonen, daB eine Aussage der Form ,,die Inversion fiihrt
den Punkt O in den unendlich fernen Punkt iiber* kein eigentliches Theorem
ist, sondern nur eine andere Formulierung fiir die Tatsache darstellt, daB der
Punkt O bei der Inversion auf der gewdhnlichen Ebene kein Bild hat. Die Ein-
fiihrung des Begriffes der geschl Ebene bedeutet ein rein terminologisches

. 1) Wir bemerken noch, da8 die geschlossene Ebene d * dle der Operationsbereich der
Inversion ist, ememdeutng (mit Hilfe der ion; vgl. 8. 17.) auf
die Oberfliche 8 einer Kugel abgebildet werden kunn, 80 dﬂ.B “also die Kugeloberfliiche
als Modell (vgl. S. 15fF. ) der hl Ebene angesehen werden kann. Der Punkt 2
geht bei der Projektion in den ,,Nordpol* N der Sphiire 8 iiber. Wenn
d.bel der Radmn der Sphm 8§ so nusgewnhlt wird, daB der Kreis der Inversion bei der

ktion in den Aquator der Sphiire § iibergeht, entspricht der In-
version der geschlossenen Ebene o/* die Spiegelung der Sphiire 8 an der Aquatorebene.

Abb. 10

Anders ausgedriickt: Sind B und B’ zwei beziiglich der Aquatoreb trisch ge-
legene Punkte auf der Sphiire und werden sie von N aus auf die Ebene m die Punkte 4
und 4’ proJmert (Abb. 10), so geht A4 in A’ iber bei der Inversion beziiglich desjenigen
Kreises, in welchen der Aquator der Sphiire projiziert wird (vgl. in diesem Zusammenhang
auch S. 477-485).
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+h +i20h,

Ubereink : Wir machen hier einen neuen Schritt der
Absttakhon, indem wir ein vollkc neues Gebilde betracht amlich
eine Ebene, die auBer den Punkten, welche in der Schulgeometrie au.ftreten,
noch einen neuen (mit den iibri gleichberechtigten!) ,,unendlich fernen*
Punkt enthalt. Hierbei ist die geschlossene Ebene ein ebenso berechtigter
mathematischer Begriff wie die gewohnliche ,,euklidische* Ebene. Ist doch
auch die Vorstellung einer (unbeschrinkten) Ebene, in welcher jede Gerade
unbegrenzt nach beiden Seiten fortgesetzt werden kann, nur eine mathemati-
sche Abstraktion. Eine genaue Beschreibung dieser Ebene wird lediglich durch
die Axiome gegeben, welche die G trie der Ebene charakterisieren.!) Dabei
bedingen unterschiedliche Axiomensysteme eine unterschiedliche Festlegung
des Gebrauchs des Wortes ,,Ebene*. So ist etwa auf der geschlossenen Ebene
das folgende Axiom nicht erfiillt: ,,Durch zwei Punkte geht eine einzige
Gerade“. Es gehen namlich durch einen ,,gewdhnlichen* Punkt 4 und den
,,unendhch fernen* Punkt 2 unendlich' viele, Geraden hindurch (denn alle
den der geschl Ebene gehen durch den ,,unendlich fernen* Punkt
Q, so daB die Bilder der Geraden bei der Inversion alle durch das Inversions-
zentrum O gehen; vgl. S. 69). Die unterschiedlichen Auff: gen des Begriffs
der Ebene, die durch die verschied Axi yst charakterisiert
werden, sind alle gleich zuldssig. In Abhangigkeit von den jeweiligen Auf-
gaben wird es nétig sein, das Wort ,,Ebene‘ in dem einen oder anderen Sinne
zu deuten. Vollkommen gegenstandslos wire auch der Streit, ob die Ebene einen
oder mehrere ,,unendlich ferne* Punkte besitzt. Das hangt allein vom einge-
nommenen Standpunkt ab, der durch die vorgelegten Aufgaben bedmgt ist.
In manchen Fillen (z. B. im Zust hang mit Homol
vgl. S. 104ff. — oder mit der hyperbohschen Inversion — vgl. Bexspxel 10)
konnen wir vor die Notwendigkeit gestellt werden, eine ganzlich andere. Ver-
vollstindigung der Ebene durch ,ideale‘“ oder ,,unendlich ferne‘‘ Elemente zu
betrachten. Die hierbei erhaltene ,,Ebene‘‘ wird sich von der gewdhnlichen und
der geschlossenen Ebene unterscheiden, aber sie wird weder ,,schlechter* noch
,,besser* sein als diese.

Beispiel 10. Es sei o eine gegebene Gerade und k eine feste positive Zahl. Die Abbil-
dung @ fiihre einen Punkt A in denjenigen Punkt A’ iiber, der auf der gleichen Seite der
Geraden o wie 4 liegt und wobei A4’ senkrecht auf o steht und [04’| - |04] = k gilt,
wenn O den Schnittpunkt der Geraden A4’ mit o bezeick (Abb. 11). Diese Transfor-
mation heiBt die hypcrboluche Inversion?) mit der Achse o und dem Grad k. Wenn k = a?
ist, gehen bei unserer Transformation die Punkte derzu o im Abstand a parallel verlaufenden
Geraden ! und I, in sich iiber. Die inneren Punkte des von ! und !, begrenzten Streifens
gehen in iiuBere Punkte und die &ueren Pnnkt,e m innere iiber. Hiermit hiingt die Bezeich-

nung Spuodung an einem Paar parallel. die man hmal der
ion gibt. Es ist klar, dnB die Bildpunkte einer zu I senkrech

Geraden n bex der Spiegel an den parallel den | und 1, mit den Bildpunkten

dieser Geraden bei der Spiegelung an dem Kreis S fallen, dessen Mittelpunk

1) Vgl. den Artikel ,,Axiome und Grundbegriffe der G: trie in diesem Band der
EdEM.

) Die Griinde fir diese Bezeichnung werden spiter erklirt (vgl. S. 70).
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der Schni kt O der Geraden o und 7 und dessen Radius a ist. DleeeTntachohnn
zur Konstruktion des Bildes 4’ eines Punktes A bei der h hyperbolisch
werden (Abb. 11). Hiufig 1iBt man auch negative Werte als Grad der hyperbolischen
Inversion zu. In diesem Fall ist |04’) - |04| = [k|, und die Strecken 04’ und 04 sind
entgegengeaet.zt gencheet

Als Op h der hyperbolischen Inversion kann man die um die Gerade o ver-
mmdem gewohnliche Ebene ansehen, weil die Punkte dieser Geraden bei unserer Trans-
formation in keine Punkte der Ebene iibergefiihrt werden. Man kann aber auch einen

n

Abb. 11 \
4

d Op bereich der hyperbolischen Inversion konstruieren. Dazu entfernt man
keine ,,ﬂberﬂusslgen“ Punkte, d djungiert im Geg il neue igentliche*
Punkte zur Ebene. Darauf wollen wir hier ]edoch nicht weiter eingehen.

Bemarkung Alle bisher betrachteten Punk fi i sind stetig, d. h., sie
i die f de Eigenschaft: Wenn eine Punktfolge 4, aus dem Operahombemch
der Transformation @ gegen einen Punkt A aus dem Operationsbereich der Transf
konvergxert (wenn also die Abstinde |4,,4| mit wachsendem 7. gegen Null streben), kon-
vetglmn die den Punkten 4, zugeordneten P\mkm A, =D(A,) gegen den B|Idpunkt
= @(A4) von 4. Man kn.nn auch leicht Beispiele fiir teti an-
geben (z. B. ist die Transformation unstetig, bei der alle zu einer gegebenen Geraden !
llelen Geraden in sich hoben werden, und zwar um die Strecke a == 0, wenn ihr
Abstnnd von [ rational ist, und um die Strecke 2a, wenn ihr Abstnnd von ! muom.l ist).
Weil aber in der Geometrie fast ausschlieBlich stetige Transf t wer-
den, beschriinken wir unsere Betrachtung hler auf solche Tmnsfomtlonen Ubrigens
werden wir nirgends die Stetigkeit der zu b htenden Transfc

1.3. Einige Typen geometrischer Transformationen. Es ist unschwer zu sehen,
daB8 die in den Beispielen 3 bis 6 beschriebenen Transformationen die fol-
gende bemerkenswerte Eigenschaft besitzen: Zwei beliebige Punkte 4 und B
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gehen stets in solche Punkte A’ und B’ iiber, Drehung
deren Abstand |[4’B’| gleich dem Abstand [AB| , _--=""""TTTe
ist (Abb. 12 bis 15). Transformationen, die 5 N h
den Abstand zwischen den Punkten invariant \
lassen, heiBen Bewegungen. Die Drehungen, \ 4
die Parallel hieb , die Spiegel an \ /
einem Punki und die Spwyelungm an einer \ /
Geraden sind also Bewegungen der Ebene. \ |

Fiir die in Beispiel 7 beschriebene Transfor- \ /
mation (die Homothetie) folgt aus der Ahnlich- \(‘-/‘7 7
keit der Dreiecke' OA'B’ und OAB (Abb. 16), ¥
daB der Abstand der Bildpunkte 4’ und B’ 0
proportional dem Abstand der Punkte 4 und B Abb. 12

Parallel- 4

verschiebung /,/\

g > 8 i%iﬁ’ﬁu”i;}” -

/g ~——

Abb. 13 Abb. 14
Spiegelung ai
emeryb‘e/a%eg
o
l A'
. i //
......... 1._........‘ ’
P e
. i //
H e
1 s
. \ 4 '
i J 8 Ve —=8

/ﬁ -
i 0% 1480 {_ 104’ _ 1081

V2L = oar = TosT

Abb. 15 Abb. 16

ist (der Proportionalititsfaktor k hingt dabei nur von der Transformation und
nicht von der Wahl der Punkte 4 und B ab). Transformationen, die die Ab-
stinde der Punkte im gleichen Verhéltnis k¥ dndern (oder anders gesagt, die
das Abstandsverhdltnis invariant lassen, d. h., bei denen fiir Punkte 4, B, C, D
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’
und ihre Bilder 4’, B’, ¢, D' stets -g,g,’ } CD gilt), heiBen dhnlichkeits-
transformati (mit dem Ahnlichkeitsk k). Die Bewegungen kann
man als Ahnlichkeitstransfor-
L mationen mit dem Ahnlichkeits-
koeffizienten 1 ansehen. Jede
Homothetie ist damit eine Ahn-
lichkeitstransformation.?)
Die in Beispiel 8 beschrie-
/" bene Transformation (die Kon-
traktion in bezug auf eine Ge-
rade) besitzt die folgende wich-
tige Eigenschaft: Jede Gerade !
wird durch sie in eine gewisse
J<k=<| Gerade U iibergefiihrt. Diese
ptung ist offensichtlich
wenn [ eine zu der Kontraktions-
achse o parallele oder orthogo-
nale Gerade ist (insbesondere

|
|
|
1
4
1]

(] g geht jede zur Kontraktionsachse
orthogonale Gerade in sich iiber).
Abb. 17 Bildet die Gerade ! mit o einen

spitzen Winkel «, so geht sie in
die Gerade !’ iiber, welche die Kontraktionsachse o in demselben Punkt Q wie !

schneidet und mit der Geraden o einen solchen Winkel s’ bildet, duB tan of =k

ist. Denn wenn die Senkrechte zu o im Punkt O die Gerade ! jm Punkt A
schneidet und A’ auf der Senkrechten derjenige Punkt mit tan (x 4'Q0)
= k - tan « ist, gilt (Abb. 17)

|04 _ 10| tan (x 4Q0) _
[04] 0] - tan o '

Folglich geht der Punkt A in den Punkt 4’ iiber. Transformatiorien der Ebene,
welche jede Gerade in eine Gerade iiberfithren, heiBen affine?) Transforma-
tionen. Die Kontraktionen in bezug auf eine Gerade sind also affine Transfor-
mationen. Jede Kontraktion in bezug auf eine Gerade besitzt noch folgende
Eigenschaften: Sie filhrt parallele Geraden in parallele Geraden iiber, und sie
1aBt das Verhéltnis zweier auf einer Geraden liegenden Strecken invariant.
Diese Eigenschaften der Kontraktion in bezug auf eine Gerade kann man
unschwer aus ihrer Definition ableiten. Wir werden diese Ableitung jedoch nicht

l) Es ist lelchc i hen, daB eine Homothetie mit dem (positiven oder negativen)
thetiekoeffizi k eine Ahnlichkei formation mit dem Ahnlick

fizienten |k| darstellt.
%) Von dem lateinischen Wort affinitas (Verwandtschaft).
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durchfiihren, da wir spater sechen werden, daB sogar jede affine Transformation
diese Eigenschaften besitzt (vgl. S. 71).

Die in Beispiel 9 angefiihrte Transformation (die Inversion) ist keine affine
Transformation, da sie, wie wir spiter sehen werden (S.69), Geraden in
Geraden oder in Kreise iiberfiihrt. Weiterhin werden bei einer Inversion auch
Kreise entweder in Kreise oder in Geraden iibergefiihrt. Transformationen,
die jeden Kreis und jede Gerade in einen Kreis oder in eine Gerade iiberfiih-
ren, heiBen Kreistransformationen'). Jede Inversion ist also eine Kreistrans-
formation.?)

Es ist leicht einzusehen, daB jede Bewegung und jede Ahnlichkeitstransfor-
mation Geraden in Geraden und Kreise in Kreise transformiert. Denn ein
Kreis ist die Menge aller von einem Punkt O gleich weit entfernten Punkte,
wihrend eine Gerade als Menge aller von zwei verschiedenen Punkten gleich
weit entfernten Punkte charakterisiert werden kann. Weil nun eine Bewegung
die Abstinde dberhaupt nicht und eine Ahnlichkeitstransformation alle Ab-
sténde um ein und denselben Faktor verdndert, gehen Kreise in Kreise und
Geraden in Geraden iiber. Man kann auch umgekehrt beweisen, daB jede Trans-
formation der Ebene, die Geraden in Geraden und Kreise in Kreise iiberfihrt,
eine Ahnlichkeitstransformation (und in Spezmlfallen eine Bewegung) ist. Auf
den Beweis dieser Behauptung wollen wir hier nicht eingehen.?) Wir konnen
jedenfalls feststellen: und Ahnlichkeitstransformati sind
sowohl affine Transiormatlonen als auch Kreisverwandtschaften.

§ 2. Die Anwendung von Transformationen bei der Llisung
geometrischer Aufgaben

2.1. Einige Beispiele. Schon die oben aufgezihlten einfachen geometrischen
Transformationen kénnen effektiv fiir die Losung wichtiger geometrischer
Aufgaben benutzt werden. Weithin bekannt sind z. B. die Anweridungen der
geometrischen Transformationen bei der Losung von Konstruktionsaufgaben.
Wenn etwa eine Strecke A4’ der Lange a zu konstruieren ist, deren einer End-
punkt auf einem gegebenen Kreis S und deren Endpunkt auf einer geg
Geraden L liegen sollen und die ferner zu einer gegebenen Geraden ! parallel
sein soll, erhdlt man die Losung unmittelbar mit Hilfe der Parallelverschie-
bung @ des Kreises § um die Strecke a in Richtung I. Bei dieser Verschiebung

1) In der d h higen Li ist hierfiir auch die Bezeichnung Kreisverwandt-
schaft iblich. — Anm. d. wmemduzlﬂ Red.

3) Eine ausfithrliche Theorie der Kreistransformationen wird in dem Artikel ,,Geometrie
der Kreise** in dlesem Band der EdEM dnrgelegt Dort findet sich ebenfalls ein Beweis
dafiir, daB eine I ion eine Krei tion ist. Dieser heidet sich von dem
von uns auf S. 681. ausgefiihrten Beweis.

%) Vgl. z. B. Band II des im Literaturverzeichnis am SchluB dieses Artikels zitierten
Buches von I. M. Jagrom [2].
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geht namlich der eine Endpunkt der gesuchten Strecke in den anderen
Endpunkt iber, woraus folgt, daB der eine Endpunkt der gesucht:
Strecke der Schnittpunkt des Kreises 8’ = @(S) mit der Geraden L ist

Abb. 18

(Abb. 18a). Weil man die Verschiebung in zwei inand t t
ten Richtungen vornehmen kann, kann die Aufgabe bis zu vier Losungen
besitzen (Abb. 18b).

Die Konstruktion einer Strecke, die zwischen zwei gegebenen Geraden I
und /, eingespannt ist und von einem gegebenen Punkt O halbiert wird,
ist z. B. mit Hilfe der Spiegelung am Punkt O lésbar (Abb. 19); die Auf-
gabe hat im allgemeinen eine einzige Lo-
sung.

Die Aufgabe, in einem gegebenen
Kreis S eine Sehne AB zu konstruieren,
die durch einen gegebenen Punkt A des
Kreises S geht und von einem zweiten
Kreis 8; halbiert wird, kann mit Hilfe

der Homothetie mit dem Koeffizienten l

2
und dem Zentrum A gelést werden (Ab-
Abb. 19 bildung 20; die Aufgabe kann bis zu zwei

Losungen haben)?). .
Am interessantesten sind jedoch die Anwendungen von g trischen Trans-
formationen beim Beweis von Theoremen.

1) Weitere Beispiele fiir die A ung von g trischen Transf i bei der
Losung von Kumtruktlonuufgaben kann der Leser im Artikel nAllgemeine Prinzipien
* finden.
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Betrachten wir etwa ein Drei-
eck ABC. Bei der Homothetie
mit dem Zentrum B und dem
Koeffizienten —;— geht die Grund-
linie AC in die Mittellinie C,4,
iiber (Abb. 21), d. h., es ist

C,4,]AC und [C,4,] = %pw].

Hieraus folgt wiederum, daB8 bei
der Homothetie mit dem Koeffi-
zienten — %, welche 4 in 4,
transformiert, das Dreieck ABC
in das Dreieck 4,B,C, iibergeht,
welches von den Mittellinien des
Dreiecks ABC gebildet wird. Das
bedeutet also, daB sich die Ge-
raden AA,, BB, und CC, (die
Seitenhalbierenden des Dreiecks)
in einem Punkt M (dem Zentrum
der zuletzt belrachteten Homothetie)
schneiden und durch M, von den
Ecken aus gerechnet, im Verhdlt-
nis 2 : 1 geteilt werden. Weiterhin
gehen bei dieser Homothetie die
Hoéhen des Dreiecks ABC in die
Hohen des Dreiecks 4, B,C, iiber.
Die Mittelsenkrechten des Drei-
ecks ABC, d.h. die in den Mittel-
punkten der Dreiecksseiten er-
richteten Senkrechten, schneiden
-sich in dem Zentrum O des dem
Dreieck ABC umbeschriebenen
Kreises 8. Hieraus folgt, daB die
Héhen des Dreiecks ABC sich in
einem Punkt H schneiden; dabei
liegen die Punkte H, O und der
Schnittpunkt M der Seitenhalbie-
renden (das Homothetiezentrum
der  Dreiecke ABC und A,B,C,)
auf einer Geradenl), und es ist

—
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|HM|: |[MO| = 2. Es sei noch bemerkt, daB bei der betrachteten Homothetie
der Kreis § in den'dem Dreieck 4,B,C; umbeschriebenen Kreis 8, iibergeht
!) Diese Gerade HMO heiBt die EvLERsche Gerade des Dreiecks ABC.
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(d. h. in den Kreis, welcher durch die Mittelpunkte der Dreiecksseiten A BC
geht); der Radius R, dieses Kreises ist offenbar gleich der Halfte des Radius R
von §, und sein Mittelpunkt O, liegt auf der Geraden MO, dabei ist |OM| : | MO,|

= 2 (denn M ist das Zentrum einer Homothetie mit dem Koeffizienten — l,

die S in 8, iiberfiihrt). Hieraus ergibt sich, daB der Punkt O, der Miltelpunkt
der Strecke HO ist. Das bedeutet, daB der Kreis §, auch dem Kreis S bei der

Homothetie mit dem Zentrum H und dem Koeffizienten +% entspricht. Also

halbiert der Kreis S, die Hohenabschnitte HA, HB und HC des Dreiecks ABC
in den Punkten A', B', C'%)

2.2. Anwondung der Spiegelnng Wenn man iiber die Anwendung geometri-
scher Transfor fir B ke spricht, muB man in erster Linie
auf die Benutzung von Symmetrieiiberlegungen zum Auffinden der Eigen-
schaften ,symmetrischer” Figuren hinweisen. Sehr hiufig deutet das Eigen-
schaftswort ,,symmetrisch bei geometrischen Figuren das Vorhandensein
einer ,,Symmetrieachse‘‘ an, d. h. einer Geraden !, so daB die Spiegelung an
dieser Geraden die Figur in sich iberfiihrt (Abb. 22). Symmetrische Figuren
sind etwa: die Strecken (eine Strecke hat zwei Symmetrieachsen, ndmlich die
Mittelsenkrechte der Strecke und die Gerade, auf welcher die Stmcke hegt,
die Winkel (die Symmetrieachse ist die Winkelhalbi de); die it
Dreiecke (Symmetrieachsen sind die drei kaelha]bxerenden), die glexch-
schenkligen Trapeze (Symmetrieachse ist die Gerade, welche die Grundlinien
halbiert) ; die Rhomben (Symmetrieachsen sind die Diagonalen); die Rechtecke
(Symmetrieachsen sind die Mittellinien); die Kreise (Symmetrieachsen sind
die Geraden durch den Mittelpunkt) usw.

Mitunter wird das Eigenschaftswort:,,symmetrisch‘‘ auch bei geometrischen
Figuren beim Vorhandensein eines ,,Symmetriezentrums* angewendet, d. h.
eines Punktes 0, so daB die Spiegelung an diesem Punkt die Figur in sich iber-
fihrt (Abb. 23). Zentralsymmetrische Figuren sind z. B. die Parallelogramme
(Symmetriezentrum ist der Schnittpunkt der Diagonalen) und die Kreise
(Symmet; um ist der Kreismittelpunkt). Wir bemerken noch, dal eine

1) Der Kreis 8, heiBt EvLERscher Kreis des Dreiecks ABC. Hiufig nennt man diesen
Kreis auch Neun-Punkte-Kreis, weil er durch die neun ,,bemerkenswerten‘ Punkte des
Dreiecks geht, und zwar durch die Mittelpunkte 4,, B,, C; der Seiten, durch die Mittel-
punkte 4’, B’, ' der Hohenabschnitte und durch die FuBpunkte P, @, R der Hohen.
Letzteres folgt daraus, daB etwa die Punkte 4, und 4’ des Kreises §, Diametralpunkte
sind (oder daB die Tangenten an 8, in den Punkten 4, und 4’ aus der Tangente § im

1
Punkt A4 durch die Homothetie mit dem Z "M und dem Koeffizienten -3 bzw.
durch die Homothetie mit dem Z H und dem Koeffizienten +ihervoi-gehen, was
bedeutet, daB diese T: inand llel sind). Daher ist der rechte Winkel

A,PA’ dem Kreis 8, einbeschrieben, und der Punkt P liegt auf 8,.
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Zentralsymmetrie mit dem Zentrum O mit der Drehung um den Punkt O
o
um 180° = 3“% zusammenfillt. Dies erlaubt es, den Begriff der Zentralsym-

metrie zu verallgemeinern, indem man namlich bei einer gewissen Figur M
von einer Symmetrie der Ordnung k mit dem Zentrum O spricht, wenn die Figur

Abb. 22 Abb. 23

bei einer Drehung um den Punkt O (das Zentrum der Symmetrie der Ordnung
o
k) um den Winkel 360 in sich iibergeht (Abb. 24). So besitzt ein gleichseitiges

Dreieck eine Symmetrie dritter Ordnung (in bezug auf den Mittelpunkt des
Dreiecks), ein regelmiBiges n-Eck besitzt eine Symmetrie n-ter Ordnung.

\

Abb. 24 Abb. 25

Es ist klar, daB sich die bekannten Eigenschaften der Mittelsenkrechten
einer Strecke oder die Eigenschaften der Winkelhalbierenden eines Winkels
ittelbar aus der Tatsache ergeben, daBl die betrachtete Gerade Symmetrie-
achse der entsprechenden Figur ist. Genauso folgen auch alle Eigenschaften
eines gleichschenkligen Dreiecks aus seiner Symmetrie. Aus der Symmetrie
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des Kreises ergibt sich, daB der auf einer Sehne senkrecht stehende Durch.
messer diese Sehne halbiert. Aus dem Vorhandensein des Symmetriezentrums
O beim Kreis S schlieBt man, daB ein iiber einem Durchmesser dem Kreis S
einbeschriebener Winkel als Winkel eines dem Kreis einbeschriebenen Paral-
lelogramms betrachtet werden kann (Abb. 25). Andererseits folgt aus dem Vor-
handensein von Symmetrieachsen beim Kreis S, daB die vom Mittelpunkt
ausgehenden Senkrechten auf die Seiten des Parallelogramms Symmetrie-
achsen sind. Somit gelangen wir zu der Erkenntnis, daB jeder einem Kreis iiber
einem Durchmesser einbeschriebene Winkel ein rechter Winkel ist. Da die Ver-
bindungslinie ¢ der Mittelpunkte zweier Kreise S; und S, eine Symmetrieachse
der aus diesen bexden Kreisen gebildeten Figur 1st liegt der Schnittpunkt der

aub ten m; und m, (oder der beiden inneren Tangenten n,
und #,) an die Kreme 8, und 8, auf der Geraden ¢ (Abb. 26). Der Mittelpunkt O

eines gleichseitigen Dreiecks 7' (oder eines Quadrates @) ist Zentrum einer
Symmetrie dritter (entsprechend vierter) Ordnung. Hieraus ergibt sich z. B.,
daB die von den Ecken des Dreiecks 7' ausgehenden Geraden, die von der gegen-

iiberliegenden Seite Tl;- abschneiden (Abb. 27a), ebenfalls' ein gleichseitiges

Dreieck mit dem Mittelpunkt O bilden. Analoges gilt fiir die Geraden, welche
durch die Ecken des Quadrates @ hindurchgehen und die gegeniiberliegenden
Seiten halbieren (Abb. 27b); sie bilden ein Quadrat mit dem Mittelpunkt O.

Abb, 27
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Alle diese Aussa.gen beweist man fast glelchsmg Bei der Spiegelung an der
Verbind Q der Mittelpunkte O, O, der in Abb. 26 abgebildeten Kreise
8, und 8, gehen diese Kreise in sich iiber; daraus folgt, daB auch die beiden
Tangenten m, und m, dieser Kreise durch diese Spiegelung ineinander iiber-
gefiihrt werden (genauer gesagt: m, geht in m, iiber, und m, geht in m, iber).
Hieraus folgt weiter, dal die Gerade ¢ Symmetrieachse des durch die Geraden
m, und m, gebildeten Winkels ist, d. h., sie fallt mit der Winkelhalbierenden
dieses Winkels zusammen. Genauso ergibt sich aus der Tatsache, daB bei der
Drehung mit dem Zentrum O und dem Winkel 120° das gleichseitige Dreieck 7'
in sich iibergeht, daB das in Abb. 27a dargestellte ,innere* Dreieck T bei
dieser Drehung in sich iibergeht (die Gerade a geht in b iiber, die Gerade ¢
in a). Daher hat auch das Dreieck T den Punkt O als Zentrum einer Symmetrie
dritter Ordnung, was nur méglich ist, wenn dieses Dreieck gleichseitig ist.

2.3. Die Anwendung geometrischer Transformationen auf die ,,Symmetrie-
sierung* von Figuren. Die Verwendung von anderen Transformationen als
Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen gestattet es manchmal, ein-
fache Symmetrieerwiigungen bei komplizierten
Verhiltnissen anzuwenden. Wir bemerken z. B.,
daB eine Kontraktion in bezug auf eine Gerade
(Beispiel 8 auf S. 50) gestattet, jedes Dreieck
ABC'in ein gleichschenkliges Dreieck A’ B’C” iiber-
zufiihren. Dieses erreicht man leicht mit Hilfe
einer Kontraktion in bezug auf, die Seite BC,
wenn man den Kontraktionskoeffizienten so
wahlt, daB |4’B| = |BC| wird (Abb. 28; fiir BC
kann man z. B. die groBere der beiden Seiten 4 B,
BC nehmen). Hieraus und aus der Tatsache, daB
parallele Geraden bei einer Kontraktion in par- Abb. 28
allele Geraden iibergehen (8. 56), folgt, da jedes
Trapez ABCD durch eine Kontraktion in ein gleichseitiges Trapez AB'C'D
ibergefithrt werden kann (Abb. 29; es geniigt, das Dreieck ABF in das gleich-
schenklige Dreieck AB'F uberzufuhren) Es bezeichne nun E’ den Schnitt-
punkt der Diagonalen des gleich n Tr: AB'C’'D und F den
Schnittpunkt der Verlingerungen der Schenkel dieses Tr P Die Gerade
E'F geht durch die Mittelpunkte der Grundlinien AB’ und C’'D und ist die
Symmetrieachse dieses Trapezes. Daraus kann man schlieBen, daB in einem
beliebigen Trapez ABCD der Schnittpunkt der Diagonalen, der Schnittpunkt der
Schenkel und die Mittelpunkte der Grundlinien dieses Trapezes auf ein und der-
selben Geraden liegen (hierbei ist benutzt worden, daB eine Kontraktion in
bezug auf eine Gerade das Langenverhaltnis von Strecken einer Geraden nicht
andert; vgl. 8. 56). Anders ausgedriickt besagt dies, daB die Verbindungs-
gerade des Schnittpunktes der Diagonalen eines Trap und des Schnitt
punktes der Schenkel dieses Trapezes die Grundlinien dieses Trapezes hal-
biert.
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Durch zwei Kontraktionen kann ein beliebiges Dreieck in ein gleichseitiges
Dreieck iibergefiihrt werden. Tatsiachlich geht das gleichschenklige Dreieck
A'BC (in Abb. 28) durch eine Kontraktion in bezug auf die Gerade A’C in

Abb. 29 5!

das gleichseitige Dreieck 4'B’C iiber. Daher braucht man fiir den Beweis, daB
sich die Seitenhalbierenden eines beliebigen Dreiecks in einem Punkt schneiden,
nur den Fall eines gleichseitigen Dreiecks zu behandeln. Das folgt jedoch sofort
aus Symmetriegriinden (oder daraus, daB die Seitenhalbierenden eines gleich-
seitigen Dreiecks zugleich Winkelhal-
bierende der Dreiecke sind). Hieraus er-
gibt sich auch noch folgendes: Zieht
man in einem beliebigen Dreieck 4 BC
die von den Ecken ausgehenden Ge-
raden, die die gegenﬁberllegenden Drei-
eck im Verhdltnis 2:1 teilen
(Abb. 30), so fallt der Schnittpunkt
der Seitenhalbierenden des von den ge-
zogenen Geraden gebildeten Dreiecks
mit dem Schnittpunkt der Seitenhalbie-
renden des Ausgangsdreiecks zusam-
men (denn es fallen die Schnittpunkte
der Seitenhalbierenden — die Mittelpunkte — der in Abb. 27a dargestellten
gleichseitigen Drejecke 7' und v zusammen). Der Beweis hierfiir wire ohne
Benutzung von Symmetrieargumenten und den Eigenschaften der Kontrak-
tion in bezug auf eine Gerade recht kompliziert.

Abb. 30

Eine analoge Anwendung liBt auch die Inversion zu (vgl. das auf S.50 angefiihrte
Belxplel 9). So kann man z. B. zeigen, daB man je zwei Kreise durch eine geeignete Inver-
sion in zwei kongruente Kreise iiberfiihren kann. Als Anwendung hiervon betrachten wir
die in Abb. 31a dargestellten vier Kreise S, , Sy, S5 und 8,, wobei ]eder Kreis den folgenden
beriihrt und S, wieder 8, beriihrt. Die Beriihrungspunkte seien 4, B und € und D. Mittels
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einer Inversion fithren wir die beiden ,,gegeniiberliegenden‘ Kreise 8, und S, in kongruente
Kreise 8] und 8; iiber. Dadurch entsteht aus der Figur in Abb.3la die symmetrische
Figur in Abb. 31b (ihre Sy ieachse ist die Verbindungslinie » der Mittelpunkte der

5, a)
Abb.31a und b

Kreise S; und 8)). Es ist klar, daB die Gerade 0;0; auch Symmetrieachse des durch die
Berithrungspunkte A’, B’, ', D’ der Kreise gebildeten Vierecks ist. Hiernach muB dieses
Viereck A’B’C"D’ ein gleichschenkliges Trapez sein; das fiihrt uns zu der Feststellung, da8
die Punkte A’, B’, C’ und I’ auf einem Kreis liegen.!) Weil nun aber eine Inversion einen
Kreis stets in einen Kreis abbildet, liegen auch
die Punkte 4, B, C und D auf einem gemein-
samen Kreis.

Bei einer Inversion ist ein Punkt der Ebene
— das Inversi trum — b ders aus-
gezeichnet. Dieser Punkt geht bei der Inver-
sion in einen (im Sinne der Elementarmathe-
matik nicht existierenden) unendlich fernen
Punkt iiber. Dieser Umstand erdffnet neue
Moglichkeiten der A dung einer solch
Abbildung in der El h ik. Oben
sprachen wir iber den Nutzen, welchen man
daraus ziehen kann, daB durch eine Kon-

1) Oder auf einer Geraden (vgl. Abb. 3lc).
Allgemein wollen wir in allen Fragen, die mit
der A dung von I i
hiingen, verabreden, daB Kreis und Geraden
als gleichberechtigt gelten (denn eine Inversion
kann einen Kreis in eine Gerade iiberfiihren).
In solchen Fillen hat also das Wort ,,Kreis* die
Bedeutung von ,,Kreis oder Gerade‘. Abb. 3l¢
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traktion in bezug auf eine Gerade g ische Sachverhalte in 8L trische* hberge
fithrt werden kénnen (vgl. S. 64). Eine Inversi indert nun eine Zeichnung stiir
ker als eine Kontraktion. Das macht die I i auch fir A d

Wir betrachten z. B. noch einmal das dargelegte Theorem: Bertihren ‘sich die 1 Krem
8y, 84, 83, 8, in der angegebenen Beshen/alge und beriihrt S, wieder 8, (Abb. 31a), s0 liegen

die vier Beriihr kte auf einem g Kreis (oder auf einer germmmn

gsp

Geraden). Oben bewiesen wir dieses

Theorem, indem wir die Figur in eine

symmetrischere Figur der gleichen

Sy Art iberfilhrten. Aber man kann

diese Figur noch stirker abindern,

indem man sie einer Inversion in be-

zug auf den Beriithrungspunkt 4 der

Kreise 8; und 8, unterwirft. Hierbei

geht der Punkt 4 in den ,,unendlich

fernen‘ Punkt £ iber; aus den Krei-

sen 8, und 8, werden Geraden S

und §;. Diese Geraden miissen par-

S,’ allel sein, weil sie auBer dem Punkt Q

keinen weiteren Punkt gemein haben

\ \ (8; und 8, haben némlich als einzi-

gen gemeinsamen Punkt den Punkt

Abb. 32 A!). Die Figur geht damit in eine

ganz andere iiber (vgl. Abb. 32). Die

Punkte B’, C’ und D’ in Abb. 32 liegen nun auf einer Geraden (denn fiir die Winkel

gilt <1 = <4 und <¥I= %2 und X4 = <3, folglich ist X2 = ¥3). Daraus ergibt

sich aber weiter, daB die Urbilder B, C und D dieser Punkte B’, ' und D’ auf einem
Kreis (oder einer Geraden) durch den Punkt 4 (das Inversionszentrum) liegen.

§ 3. Die analytische Beschreibung geometrischer Transtormationen

3.1. Die Beschreibung geometrischer Transformationen durch Koordinaten.
Fiir das Studium von Transformationen und Punkmbbildungen ist die Ko-
ordinatenmethode sehr niitzlich. Wir setzen dazu voraus, daB in der Ebene
ein gewisses Koordumtensystzm 2,y emgefuhrt ist. Der Emfachhelt halber
betrachten wir ein kar , obgleich sich prinzipiell

nichts dndern wiirde, wenn wir etwa ein Pnla- dinatensystem betracht

wiirden. Es sei @ eine gewisse Abbildung, deren Deﬁmtlonsberexch &/ und deren
Wertebereich &' in der Ebene liegen bzw. die ganze Ebene sind. Jeder Punkt 4
des Definitionsbereiches & ist dann durch ein Zahlenpaar (z, y) charakteri-
siert. Die Transformation @ ordnet nun diesem Zahlenpaar ein gewisses neues
Zahlenpaar (z', y') zu, namlich die Koordinaten des Punktes A’ = &(4). Mit
anderen Worten sind also die Koordinaten (', y') des Bildpunktes 4’ Funk-
tionen des Zahlenpaares (z, y):

@' = gz, y),

¥ =y y).

1)
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Auf diese Weise ist also die Angabe einer Punktabbtldung mit der Angabe enws
Paares von Zahlenfunktionen zweier Verinderlicher gleichbedeul
wird auch durch jedes Paar von Funktionen zweier Veréinderlicher eine be.mmmle
Abbildung?) beachrzeben Insbesondere kann man durch Formeln der Gestalt (1)
die Transformationen der Ebene beschreiben.

Wir werden jetzt die analytischen Formeln fiir gewisse von uns betrachtete
Transformationen angeben. Vor allem ist klar, daB sich in einem kartesischen
Koordinatensystem jede Parallelverschiebung wie folgt darstellt:

:z:’=x+a.,l @

y=y+b
Hierbei sind (z, y) die Koordinaten des Punktes 4 und (2’, y') die Koordinaten
des Bildpunktes A’ sowie (a,b) die Koordinaten des konstanten Vektors

44" = MM [des Verschiebungsvektors?)].
Weiter schreibt sich die Spiegelung in bezug auf den Koordinatenursprung
0(0, 0) in Formeln so:
2= —x,
| o

¥ =-y
wihrend die Formeln fiir die Spiegelung an der 2-Achse wie folgt lauten:

4)

a =z, }
¥ =~y
Als Verallgemeinerung der Formeln (3) und (4) erhalten wir Formeln fir die
Homothetie mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten &

_ k‘yl 8)

und Formeln fiir die Kontraktion in bezug auf die z-Achse mit dem Koeffi-
zienten k

¥ ®
¥ =ty
Fiir k = —1 gehen die Formeln (5) und (6) in die entsprechenden Formeln (3)

und (4) iber.

In allen bisher betrachteten Fillen haben die Funktionen g(z, y) und y(z, y)
aus (1) ein sehr einfaches Aussehen, sie sind lineare Funktionen. In anderen
Fillen erweisen sich diese Funktionen schon als komplizierter. Se wird z. B.

1) Hierbei entsprechen stetige Abbildungen (vgl. S. 54) stetigen Funkti
%) Vgl. 8. 75.
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die Inversion mit dem Zentrum O und dem Grad k beschrieben durch
Jkx

at + y2’
.
V="ay¢

Die hyperbolische Inversion vom Grad k (vgl. S. 53) mit der z-Achse als In-
versionsachse wird dargestellt durch

’

@)

= a,
8

y =—.
y Yy

In der Tat zeigen z. B. die Formeln (7), daB 2’ : y' = z: y gilt, d. h. der Bild-
punkt 4’ und der Ausgangspunkt 4 auf einer Geraden durch den Ursprung O

des Koordinatensystems liegen. AuBerdem ist z2 + y'2 = 5,d. h
k2
N2 =
|04’| [OAT

3.2. Analytische Methoden zum Studium von Transformationen. Die analy-
tische Beschreibung der geometrischen Transformationen gestattet es, die
Eigenschaften der Transformationen mit Methoden der analytischen Geome-
trie zu studieren. Wir beweisen etwa, daB eine Inversion jeden Kreis in einen
Kreis oder in eine Gerade und jede Gerade in eine Gerade oder in einen Kreis
tiberfiihrt. Man sieht leicht, daB die Gleichung fiir einen Kreis mit dem Koor-
dinatenursprung als Mittelpunkt und dem Radius r die Form a? + y? = r?
hat. Demnach lautet die Gleichung fiir den Kreis mit dem Mittelpunkt Q(a, )
und dem Radius r

(w—ap+@-bp=r

oder
A@* + ¥®) + 2B+ 2Cy + D=0 9)
mit
B C D
— = = = - a2 2 _ 2 X
= 4 b, v a? + b 2, A %0 (9a)

Dieser Kreis geht genau dann durch den Koordinatenursprung, wenn der Koef-
fizient D in (9) gleich Null ist. (Bei D = 0 erfiillt der Punkt mit den Koordina-
ten (0, 0) die Gleichung (9); bei D # 0 erfiillt der Punkt mit den Koordinaten
(0, 0) diese Gleichung nicht). Die Gleichung (9) erfaBt auch die Geraden. Eine
Gerade erhalten wir, indem wir in (9) den Koeffizienten A4 gleich Null setzen.
Wenn in (9) A = 0 und D = 0 sind, so bekommen wir eine Gerade, die durch
den Koordinatenursprung geht.
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Wir kldren jetzt, in welche Punktmengen bei einer Inversion die Menge
der Punkte, deren Koordinaten die Gleichung (9) erfiillen (d. h. Kreise oder
Geraden), iibergehen. Zunachst lassen sich die Formeln (7) auch in der folgen-
den Form schreiben: b

pEEr

Y=oy

Wenn wir nun in (9) fiir x und y die Ausdriicke gemaB der Formel (7a) ein-
setzen, erhalten wir

AK? + 2Bkx’ + 2Cky’ + D(z' + y'*) = 0. 9
Hieraus folgt unmittelbar :

A Eine Gerade, dwdmhdaalmammﬂmmgehl (das tst der Fall A = 0,

= 0), wird bei der Inversion in sich ibergefiihrt.

B Eine Gerade, die nicht durch das Inversionszentrum geht (A’ = 0 D # 0),
wird in einen Kreis tibergefiihrt, der durch das Inversionszentrum geht.

C. Ein Kreis, der durch das Inversionszenirum geht (4 # 0, D = 0), wird in
eine Gerade tibergefiihrt, die nicht durch das Inversionszentrum geht.

D. Ein Krm, der nicht durch das Inversionszentrum geht (A *0,D%0),
wird in einen Kreis iiberge-
fiikrt, der nicht durch das In- y
versionszentrum geht. Y,

Analog hierzu beweist man fiir h
die hyperbolisshe Inversion (8): ! 1
1
1
!
1

(7a)

A. Eine Gerade y = a, die par-
allel zur Achse y = 0 der hyperbo-
lischen Inversion ist, geht in die il

k k a , -~ '
Gaucic?:a(mkr y’=:) I-M/;
dber, die ebenfalls parallel zur ;
Achse der Inversion verliuft.

B. Eine Gerade x = b, die senk-
recht auf der Inversionsachse steht,
geht in sich iiber. !

C. Eine Gerade |, dic durch die 4
Gleichung Abb. 33

zmay+b (a0) (10)
gegeben wird und die Inversionsachse y =0 unter einem von 90° verschiedenen Winkel
schneidet, geht in die Hyperbel
z = % +b (oder (& —b)y = ak) (107)

tiber, deren A die I i hse o und deren Senkrechie g sind, die durch den
Schnittpunkt der Geraden | wnd o geht (Abb. 33; in kartesischen Koordinaten mit den
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Achsen o und ¢ schreibt sich die Gleichung (10’) in der Form XY = ak; das Bild dieser
funktionalen Abhingigkeit ist bek tlich eine Hyperbel).

Umgekehrt gehen bei einer hyperbollschen Inversion nur die Parallelen zur Inversions-
achse und deren Senkrechte sowie die Hyperbeln (10’), deren eine Asymptote die Inversions-
achse ist, in Geraden iiber. Dieser Umstand erklirt die Bezeichnung ,,hyperbolische Inver-
sion* fiir diese Transformation.

3.3. Lineare Transformationen. Haiufig ist die analytische Angabe einer
Transformation der Ausgangspunkt zur Definition dieser Transformation. In
diesen Fillen ist man gezwungen, die geometrischen Eigenschaften der Trans-
formation aus ihren analytischen Formeln abzuleiten.

‘Wir betrachten folgendes Beispiel : Unter einer linearen Abbildung der Ebene
versteht man eine Abbildung, die in irgendeinem kartesischen Koordinat
system durch Formeln (1) beschrieben wird, in denen die Funktionen ¢(z, y)
und y(x, y) linear sind:

xr=a1x+bly+v,,] an

Y = agx + by + ¢,.

Speziu]iﬁlle von linearen Abbildungen sind, wie wir gesehen haben, die Paral-
lelverschiebungen (2), die Spiegelungen an einem Punkt (3) und an einer
Geraden (4), die Kontraktionen in bezug auf einen Punkt (Homothetie) (5)
und die Kontraktionen in bezug auf eine Gerade (6).

Wenn in den Formeln (11) @, = b; = a, = b, = 0 ist, fithrt die Abbildung
offensichtlich alle Punkte der Ebene in den Punkt (c,, ¢;) iilber. Wenn die
Koeffizienten von x und y in den beiden Gleichungen (11) proportional sind,
d. h. a; = Aa,, by = Ab,, so haben wir bei beliebigem z und y

Yy =A'+c¢ mit ¢=cy — Ac;. (12)

Das bedeutet, daB3 die Ebene in die Gerade (12) iibergeht. Sind schlieBlich die
Koeffizienten a,, by nicht proportional zu a,, b,, d. h. ist a;b, — azb, + 0, so
kann man die Gleichungen (11) in der folgenden Form schreiben:

it =0 + Y+, Y=o + By +7, ar)
mi
b, —=b bicy — byey
Ny = B = ’ = ’
1 by — ah A ayb, — ash, & ab, — azb, (1)
—4s a4 A6y — 4Cq
Xy = R = , = .
27 by — ah, e ab, — azb, re aby — agb, ]

(Hierzu geniigt es, die Gleichungen (11) nach den Unbekannten z’, y' aufzu-
16sen.) Daher fithrt die Abbildung (11) nur den durch die Formeln (11’) ein-
deutig bestimmten Punkt (z, y) in den Punkt («', y') iiber, d. h., die Abbildung
ist eine lineare Transformation.

Wir zeigen, daB jede lineare Transformation eine Gerade der Ebene wivder in
cine Gerade der Ebene iiberfiihrt. Jede lineare Transformation ist also cine affine
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8 &

Transformation.!) Um namlich die Gerade zu finden, in welche die Transfor-
mation (11) die Gerade AX+BY +C =0 13)

iiberfithrt, brauchen wir nur in die Gleichung (13) fiir x und y die Werte aus
(11') einzusetzen. Wir erhalten hierbei

(Aoxy + Bog) 2’ + (APy + BBy)y' + (Ayy + By, + C) =0, (13")

wobei die Koeffizienten Ax, y
+ Bx; und AB;, + BB, nicht
beide Null sind, denn die Ab-
bildung (11’) ist ebenfalls eine
Transformation mit «,f; — xsf;
% 0. Wir erhalten also wieder

die Gleichung einer Geraden.
Sehr einfach iiberzeugt man /‘

sich auch davon, daB eine lineare
Transformation das Lingenver-
haltnis zweter Strecken einer Ge-
raden invariant lipt. Hierzu bemerken wir, daB fiir die vier Punkte A(z,, y,),
B(z,, y5), O3, ys), D(z,,y,) einer Geraden y = kx + b (Abb. 34)

= :’_z ist. Gehen nun bei der Transformation (11) die Punkte A(a:,, y,),
. —

.. D(zg, y‘) in die Punkte A'(2}, ¥1), ..., D'(x}, y) iiber, so ist
zp — 2 = ()% + byys + ¢5) — (a2 + byyy + ¢))

= ay(@y — %)) + bi(y: — ¥1)
= ay(%y — %) + byl(kwy + b) — (kzy + b)]
= (a; + bik) (23 — )

mtd analog zp = 75 = (ay + bik) (¥ — 25).

Hemuslolgt  \4B| _z-af _m-z _ 4B

DT "= a-=z (0D

Der Leser moge selbstandig bestatigen, daB jede lineare Transformation der
Ebene parallele Geraden in parallele Geraden iiberfiihrt.

Abb. 34

1) Man kann auch das Umgekehrte zeigen: Jede affine Transformation der Ebene ist eine
lineare Transformation, d. h. 1Bt sich in Koordinaten durch lineare Gleichungen beschrei-
ben. Der Beweis hierfiir ist jedoch recht kompliziert [vgl. etwa B. H. lenore n [I. A.
Paitko, Ananutudeckas reomerpua (B.N.DerauNay und D. A. Raikow, Analytische
G trie), Teil I, Moskau-Leningrad 1948, 8. 152, oder 1. M. firzom u B.T. Amknnyse,
Hper u mMeropu addmuoft ® mpoexrnBHo#t reomerpun (I. M. Jacrom und W.G. AscHKI-
NUSE, Ideen und Methoden der affinen und projektiven Geometrie), Teil I, Moskau 1962,
8. 78, oder, fir den n-dimensionalen Fall, O.-H. KELLER, Analytische Geometrie und
lineare Algebra, 2. Aufl., Berlin 1963, S. 159-161].
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3.4. Komplexe Koordinaten der Punkte der geschlossenen Ehbene. Da die
geschlossene Ebene einen voéllig neuen geometrischen Begriff darstellt, der
sich von dem der gewohnlichen Ebene unterscheidet, ist fiir sie auch die bei
der Ebene iibliche Art der Einfiihrung von Koordinaten unbrauchbar und zu-
néchst eine analytische Untersuchung der Inversion (und anderer Kreistrans-
formationen) als Transformationen der geschlossenen Ebene unméglich.
Aus diesem Grunde ergibt sich die iiberaus wichtige Aufgabe, fiir die geschlossene
Ebene ein Koordinatensystem einzufiihren, in dem auch dem ,,unendlich fernen‘¢
Punkt der geschlossenen Ebene Koordinaten zukommen. Wir gehen hier nicht
auf Einzelheiten ein, sondern skizzieren nur einen Weg zur Losung dieser
Aufgabe. Zunachst bemerken wir, daB man hiufig bequemer verfahrt, wenn
man statt der Paare (z, y) reeller Zahlen die entsprechenden komplexen Zahlen
z=2+ ty als Koordinaten der Punkte wihlt (wobei also ]eder Punkt eine

lexe Koordinate* erhalt). In diesem Fall wird eine geometnsche
Transformation der Ebene nicht durch ein Paar von Funktionen zweier Ver-
anderlicher (vgl. die Formeln (1) auf S. 66) beschrieben, sondern durch eine
Funktion einer komplexen Veranderlichen?):

2 = F(z). (14)

Wir erweitern jetzt den Bereich der komplexen Zahlen, indem wir zu den
,,gewohnlichen Zahlen noch eine ,ideale’ Zahl oo (Unendlich) hinzuneh-
men. Hierbei definieren wir den Quotienten aus einer beliebigen von Null ver-
schiedenen Zahl und Null (im Bereich der gewohnlichen Zahlen existiert dieser
Quotient nicht) als co. Diese ,,erweiterte’ komplexe Ebene fallt im wesent-
lichen mit der geschlossenen Ebene zusammen (hierbei entspricht. der ,,idealen‘
Zahl oo der ,,uneigentliche’ Punkt £).

Eine Inversion vom Grad k mit dem Zentrum O, das die komplexe Koordi-
nate 0 hat, wird analytisch — wie wir jetzt sehen — durch die Formel

7=

-

) (15)

beachrieben, wobei z = x — iy die zu z = z + iy konjugiert komplexe Zahl
ist. Aus (15) folgt sofort, daBl das Inversionszentrum O in den ,jdealen‘
Punkt oo iibergeht und umgekehrt. Ein vom Zentrum verschiedener Punkt
2 = x + ty geht in den Punkt

, b e k _k(:c+iy)_ kx " ky
“1_;3/— 2t + y? _xa+yt 2 + y?

i (15a)

iiber, was zeigt, daB die Transformation (15) mit der Inversion zusammenfallt
(vgl. Formel (15a) mit den Formeln (7) auf .S. 68). Analoge Eigenschaften
wie die Inversion haben die Transformationen der geschlossenen Ebene, die

1) Vgl. den Artikel ,,Elementare Funkti einer kompl Verénderlichen® in
Band ITI der EdEM.
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sich durch gebrochene lineare Funktionen

az + b , _az+b
bzw. 2’ = —
cz+d cz+d

(@, b, ¢ und d sind komplexe Zahlen) beschreiben lassen. Die Transformation
(16) fihrt denjenigen Punkt der geschlossenen Ebene in den ,,unendlich
fernen‘‘ Punkt £ iiber, fiir dessen komplexe Koordinate ¢z + d = 0 bzw. ent-

sprechend ¢z + d = Omt d.h.z= ——bzw zZ= -i ; sie fiihrt den Punkt Q
in den Punkt 2’ = — iiber Das letzte folgt daraus, dnB (16) auch in der Form

2 =

mit ad —bc+0, d.h. %#% (18)

b b
a+ z - a+ 3
o v

2 = ri bzw. z' = F

c +— c+ -

2z z
geschrieben werden kann. Die ,,gebrochenen-linearen Transformationen‘‘ (16)
der kompl Ebene stehen in einem engen Zusammenhang mit den Inver-

sionen.})

8.6. Birationale Transformationen. Vom analytischen Standpunkt sind die li
i (ll) die einfachst well hierbei dle Funknonun ¢(z, y) und v(z, y), dle
bel der analytischen Beachreib n. Ub
kann man in diesem Fall such die Koordinat z, y du Ausgangspunl dureh die
Koordinaten 2/, y’ des Bildpunktes mittels eines li druck idergeben [vgl.
die Formeln (11°)]. Eine Veral} g dieser Transfa i bilden die Transfor-
mmonen, bei denen sowohl die Koordinaten 2’ und y’ durch gewisse rationale (aber nicht
dig lineare!) Funkti @und p von z und Y| [vgl. (1)] als auch umgekehﬂ zund y
durch nuonsle Funktionen ~von 2’ und y' werden. Tr: dieser
Art heiBen birationale Transformati Slo splelen in der modernen Geometrie eine iiber-
aus wnchtlge Rolle 3) Dm ich ti bilden das einfachsts
f ti Als weibere Beispiele konnen die Inversion (7),
die hyperbohsche Inveuuon (8) und die folgende Transformation dienen:

___Y=z+y—1 fe__awzty—1)
Y m-Dtw-1 Y wm-Drw-D n

Betrachtet man die Formeln (17) als Gleichungen in den Unbek z und y und 166t

sie nach z und y auf, so erhalten wir genau die obigen Ausdriicke fiir z und y in den
Unbekannten z’ und y':

Y@ +y -1 y= (@ +y —1) (178
(T e Vi 2@ —1) +yy —1)
1) Die Menge der Transf i (16) der hl Ebene stimmt mit der Menge
aller Kmatnnsiormatwnen ﬂberem (vgl den Amkel ,»Geometrie der Kreise*, 8. 487).
2) Der Begriff der birati ist grandlegend fiir die

»algebraische Geometrie*, die gegenwirtag zu einem umf; den Wi haftegebi
angewachsen ist.
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Die Transformation (17) hat eine i ische I tation, Verbindet
man ndmlich einen beliebigen Punkt A(z, y) der Ebene mit den Ecken 0(0,0), Ey(1,0),
E,(0,1) des ,,Koordinatendreiecks** OF,F,; und
Y 4 spiegelt man )ede der Geraden 40, AE,, AE,
an der P den Winkelhalbierenden des
Koordi dreiecks, so schneiden sich die drei
entstehenden Geraden in dem Punkt A4’, dessen
7 ~ Koordinaten &’ und y’ durch die Formeln (17)
~

~~Al gegeben wer\ien (Abb 35) Ebenso erhalten wir
\\\\\ eine gewi jion der
T Ebene, wenn in dieser Konstmktlon das Drei-
P eck OE,E, durch ein beliebiges Dreieck PQR
e ersetzt wird.

X /7 Dle angefuhrton Bemplele zelgen, daB die bi-
“ \ £\ z die sehr wichtig
fiir die h&here Geometrie sind, auch in der Ele-

Abb. 35 mentargeometrie eine Rolle spielen.

§ 4. Das Produkt von Abbildungen und Transformationen

4.1. Die Definition des Produktes von Abbildungen. Beispiele. Wir erwihnten
bereits, daBl die Punktabbildungen Funktionen sind, die sich von den gewdhn-
lichen Funktionen nur darin unterscheiden, da8 hier das Argument und auch
der Funktionswert keine Zahlen, sondern Punkte sind. In dlesem Paragraphen
erklaren wir, welchen Sinn der Begriff der Funktion (das ist
eine Funktion von einer Funktion) fiir Abbﬂdungen und Transformationen
hat.

Wenn y = f(z) und z = g(y) ist, wird vermoge

z = g(f(=))

2 auch eine Funktion des Argumentes z. Zum Beispiel ist firr f(x) = a® und
9(y) = Vy dann z = Va® ; fiir f() = sinz und g(y) = log y ist z = logsinz
usw.

Analog wird auch die zusammengesetzte Abbildung (die Abbildung von einer
Abbildung) erklirt. Es sei @ eine Abbildung mit dem Definitionsbereich 2/
und dem Wertebreich 7, ; auBerdem sei eine andere Abbildung ¥ mit dem
Definitionsbereich -7, gegeben, der also gleich dem Wertebereich der ersten
Abbildung ist. Den Wertebereich von ¥ bezeichnen wir mit o7,. Weil fiir jeden
Punkt A des Bereiches &/ sein Bild A’ = @(4) im Bereich &/, — dem Defi-
nitionsbereich von ¥ — liegt, ist auch der Punkt A" = ¥(4’) = ¥(P(4))
definiert und gehért zum Bereich o7,. Auf diese Weise entspricht jedem Punkt
A des Bereiches &7 ein Punkt 4" des Bereiches «,. Wir erhalten also eine
gewisse Abbildung mit dem Definitionsbereich &/ und dem Wertebereich «7,.
Diese Abbildung, die den Punkt A in den Punkt A’ iiberfithrt, heiBt das
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Produkt') der Abbildungen @ und ¥ und wird einfach durch ¥'& (ohne Klam-
mern) bezeichnet. Fiir sie ist

Yo(4) = ¥(B(4)).
Diese Formel bildet gerade die Definition des Produktes von Abbildungen.

Wenn @ und ¥ Transformationen mit demselben Operationsbereich & sind,
ist offensichtlich auch ihr Produkt ¥’® eine Transformation mit dem Opera-
tionsbereich .o7.

Wir fithren einige Beispiele an:

1. Es sei @ die Parallelverschiebung um den Vektor MM’ = @ und ¥ die
Parallelverschiebung um den Vektor M'M" = b (vgl. das Beispiel 4 auf
S. 48). Offenbar ist bei A4’ || MM’ und A’A” || M'M" auch AA" || MM",

— —— — — _— —_
mit anderen Worten, aus A4’ = MM’ und 4’4" = M'M" folgt AA” = MM"

Abb. 36

(Abb. 36). Daher stellt also das Produkt ¥'® zweier Parallelverschiebungen (um
die Vektoren MM' = a und M'M" = b) ebenfalls eine Parallelverschichung
(um den Vektor W = a + b?)dar.

2. Wenn @ die Parallelverschiebung um den Vektor M ist und ¥ die Spie-
gelung am Punkt O, so stellt Y die Spiegelung am Punkt O, dar, fiir den 0—3:
= %ﬁ ist (Abb. 37a). Das ergibt sich daraus, daB bei ®(4) = 4’ und

Y(A’) = A” die Gerade 00, Mittellinie des Dreiecks AA4’A" ist und daB daker
die Strecke AA" durch den Punkt O, Ralbiert wird (wenn die Punkte 4, A’ und O

1) Mitunter wird sie auch Summe der Abbild @ und ¥ g t.
) Vgl. den Artikel ., Vektoren und ihre A 1 in der G ie", 8. 303.
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auf einer Geraden liegen, artet das Dreieck 44’4’ in eine Strecke aus; wir
iiberlassen es dem Leser, wie man hierbei zu argumentieren hat).
Analog ist das Produkt Y& aus der Spiegelung ® an dem Punkt O und der

Parallelverachicbung ¥ um den Vektor MM ebenjalls eine Spiegelung, und zwar
an dem Punkt Oy, fiir den 00, = %ﬂ" ist (Abb. 37b).




§ 4. Das Produkt von Abbild und Transf ti kil

3. Es sei ® die Spiegelung am Punkt O und ¥ die Spiegelung an einem (anderen)
Punkt O, (Abb. 38). Es ist klar, daB die Gerade 0O, eine Mittellinie des
Dreiecks AA’A” ist, wenn hierbei A’ = ®(4) und A" = ¥(4') gilt. Folglich

—_— —

ergibt sich AA"” = 200, . Paher stellt hier das Produkt PP der Transformationen
—

eine Parallelverschiebung (um den Vektor 200,) dar.

20,

Abb. 38

4. Wir untersuchen nun, was fir eine Transformation das Produkt zweier
Spiegelungen @ und ¥ an Geraden | und I, ist. Hier muB man zwei Falle unter-
scheiden:

a) Wenn die Geraden ! und [, parallel sind, ist 44’ L1 und 4’4" 11,,
wobei 4’ = @(4) und A" = ¥(A’) gilt. Der Schnittpunkt P der Geraden 44’
mit ! halbiert die Strecke 4A4’, ebenso halbiert der Schnittpunkt Q der Geraden

A’A” mit I, die Strecke 4'A"”. Hieraus liest man leicht die Relation 44"

= 2170’ ab (Abb. 39a). Folglich ist das Produkt W@ eine Parallelverschiebung
in Rich Senkrechten zu den Geraden ! und !, um einen Betrag, der

in g der
doppelt so groB ist wie der Abstand von ! und [, (der Verschiebungsvektor ist
von ! nach I, gerichtet).

b) Schneiden sich die Geraden ! und /; in einem Punkt O und ist 4’ = ®(4)
und 4" = ¥(4’), so wird |04’| = |0A4] und |0A4"| = |0A4’|. AuBerdem sind
die von den Vektoren OA’ und OA mit der Geraden { gebildeten Winkel gleich,

—
ebenso die von den Vektoren O_A”’ und OA’ mit der Geraden !, gebildeten
Winkel (Abb. 39b). Hieraus ergibt sich, daB [0A4"| = |OA| gilt und daB der
Winkel ¥ A0A"” gleich dem Doppelten des Winkels zwischen den Geraden I
und !, ist. Das Produkt ¥ stellt also die Drehung um den Schnittpunkt O der
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Geraden | und I, um das Doppelte des von der Geraden I und I, eingeschlossenen
Winkels dar (die Drehrichtung verlduft von I nach l,).

Wir bemerken, da8 in den Beispielen 3 und 4 die Punkte O und O, bzw. die
Geraden ! und !, der Spiegelungen @ und ¥ als voneinander verschieden an-
genommen wurden. Man kann natiirlich auch nach dem Produkt zweier Spie-
gelungen @ an ein und demselben Punkt O oder an ein und derselben Geraden !
fragen (dieses Produkt kann man mit @P oder P? bezeichnen). Weil die Spie-
gelung @ den Bildpunkt 4’ des Punktes 4 wieder in A iberfihrt, fikrt das
Produkt @* jeden Punkt A in sich iiber, d. h., kein Punkt der Ebene verdndert
seine Lage. Diese ,, Transformation* I (hier wird eigentlich gar nichts trans-
formiert) heit die identische Transformation der Ebene; sie entspricht der
Zahlenfunktion f(z) = z, die jedes Argument x auf sich selbst abbildet.

Das Quadrat einer Spiegelung an einem Punkt oder an einer Geraden (d. h. das
zweifache Produkt ein und derselben Spiegelung) stellt also die identische
Transformation dar {vgl. 8. 91).

4.2. Einige allgemeine Eigenschaften des Produktes von Transformationen.
Aus unseren Beispielen folgt, daB im allgemeinen das Produkt zweier Trans-
formationen (im Unterschied zum Produkt von Zahlen) von der Reihenfolge
abhiingt, in welcher diese Transformati ausgefiihrt werden: Bedeutet z. B. @
die Parallelverschiebung um den Vektor MM’ = a und ¥ die Splegelung am
Punkt 0, so ist Y& die Spiegelung am Punkt 0l mit 00l = —M'M aber
@Y die Spiegelung am Punkt O, mit 00, = M M’ (vgl. Belsplel 3, insheson-

dere Abb. 37a, b). Ubrigens darf uns dieser Umstand nicht weiter wundern,
denn das Produkt von Transformationen ist dem Begriff der zusammengesetz-
ten Funktionen verwandt, fiir welche ja die Reihenfolge der einzelnen Funk-
tionen iiberaus wesentlich ist (durchaus nicht gleich sind z. B. die Funktionen
sin? z und sin (22) oder ¢=* und —a?).

Im Unterschied zur Produktbildung von Zahlen ist also fiir die Produkt-
bildung von geometrischen Transformationen nicht das Kommutativgesetz

erfillt: Die Transformation W® unterscheidet sich im allgemeinen von der Trans-
formation ®¥. Man kénnte nun auch denken, daB das Assoziativgesetz der
gewdohnlichen Zahl ithmetik in der , Arithmetik der Transformationen*

verletzt ist, d. h., daB sich die Produkte X(¥®) und (X¥) @ aus den einzelnen
Transformationen unterscheiden. Jedoch sicht man leicht, daB die Produkt-
bildung von Transformationen tmmer assoziativ ist. Es sei etwa ®(4) = 4
Y(4,) = Ay und X(A4,) = 4,, dann ist

(YD) (4) = ¥(4,) = 4, und X(VD)(4) = X(4,) = 4
Zum anderen gilt

((XP)P) (4) = (XP) (4, = X(¥(4)) = X(4,) = 4
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Es ist somit fiir einen beliebigen Punkt 4
(X)) (4) = (XP) D) (4).
Also besteht fiir drei Transformationen ®, ¥ und X stets die Beziehung
X(PD) = (X¥) @

Diese letzte Transformation bezeichnet man einfach mit X¥@® (ohne Klam-
mern).

4.3. l’rodukte von Bewegungen Klassifizierung der Boweglmgen Die be-
trachtet iele fir Produkte von Transformationen lassen
inter und wichtig Anwendungen zu. So kann das Beispiel 4 dazu be-
nutzt werden, das Produkt aus einer Parallelverschiebung @ (um einen Vek-

tor MM’ = @) und einer Drehung ¥ (um einen Punkt O mit einem Winkel «)
oder das Produkt aus zwei Drehungen ¥, und ¥, (im Punkte O, bzw. O, mit
den Winkeln &, bzw. x,) ausfindig zu machen.

Die Parallelverschiebung kann zunichst dargestellt werden als Produkt
zweier Spiegelungen X und X, an Geraden ! und /,, die auf der Geraden MM’

senkrecht stehen und den Abstand %[MM ’| voneinander haben. Wir wihlen
nun diese Gerade so, daB 7, durch den Punkt O (Abb. 40a) geht. Analog stellen

" his

Abb. 40a

wir ¥ als Produkt der Spiegelung X, an der Geraden ! und der Spiegelung Z,
an der Geraden I/, dar, die i, im Punkt O unter dem Win.kel-;—:x schneidet. In

diesem Fall ist das Produkt ¥'® mit dem Produkt (d. h. mit der aufeinander-
folgenden Ausfiihrung) der vier Spiegelungen X, X, , 2, und Z, gleichbedeutend ;
das kann man so schreiben: Y@ = (2,2,) (X\2). Indem wir das Assoziativ-
gesetz der Produktbildung ausnutzen, schreiben wir ¥@ nicht in der Form
(Z32)) (242), sondern in der Form X (X\2,) X; beide Schreibweisen unter-
scheiden sich nur in der Anordnung der Klammern. Das Produkt der Spiege-
lungen X, und X, stellt die identische Transformation I dar, die keinen Punkt
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in seiner Lage auf der Ebene verindert. Damit erhalten wir ¥ = X%, und
daraus folgt, daB ¥& die Drehung um den Schnittpunkt O, der Geraden !
und /, mit dem Winkel « ist.

Analog stellen wir zur Ermittlung des Produktes @¥ die Transformation ¥
als Produkt von Spiegelungen X’ und X, an Geraden I’ und [, dar. Die Geraden

miissen durch den Punkt O gehen und den Winkel % einschlieBen. Wir wihlen
wieder wie vorher I, 1L MM’. Weiterhin stellen wir die Transformation @ als

Abb. 40b

Produkt von Spiegelungen X, und 3 an Geraden I, und [ dar, deren Abstand
% |MM'| (Abb. 40b) betragt. Damit haben wir
PV = S F 55 = 1Y = 5iX.
Folglich wird ¥ eine Drehung um den Schnittpunkt O, der Geraden !’,und I3
(und zwar mit dem Winkel ).
Zur Ermittlung von ¥,¥, stellen wir die beiden Drehungen ¥, und ¥, um
die Punkte 0, und 0, mit den Drehwinkeln &, und a, als Produkte von Spie-

gelungen dar, und zwar ¥, als Produkt aus einer Spiegelung an einer Geraden
m, und der Spiegelung an der Geraden 0,0,, wobei sich m, und 0,0, im

Punkt O, schneiden und den Winkel —2~al einschlieBen, und ¥, als Produkt aus
der Spiegelung an der Geraden 0,0, und der Spiegelung an der Geraden m,,
- welche sich mit 0,0, im Punkt O, unter dem Winkel %a, schneidet. Hiermit

ergibt sich ¥,¥, als Produkt der Spiegelungen an m, und m,, woraus folgt,
daB die Transformation ¥,%, mit der Drehung um den Schnittpunkt Q von
m, und m, mit dem Drehwinkel «; + «, iibereinstimmt (vgl. Abb. 41a). Eine
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Ausnahme bildet hierbei der Fall , + 4 = k- 360°, d.h. —- 2 + T = k- 180°,

wobei k eine ganze Zahl ist. In diesem Fall sind namlich die Geraden m, und
my parallel, und dann wird die Transformation ¥,¥, eine Parallelver-
schiebung (Abb. 41b).

Bisher sprachen wir ausschlieBlich iiber Produkte von Bewegungen. Wir
bemerken, daB aus dem oben Gesagten leicht eine vollstindige Klassifizierung
sller Bewegungen der Ebene abgeleitet werden kann. Es ist klar, daB ]ede

”71

Flaray)
[ e, O

AXA—/"" /g/
f [}

'}“’l ﬁt\‘\/”

Abb. 41

Mg

Bewegung der Ebene vollstindig durch die Angabe charakterisiert ist, in
welche Punkte 4’, B’ und C’ drei fest vorgegebene, nicht auf einer Geraden
gelegene Punkte A, B, C der Ebene iibergehen. Denn jeder Punkt M der Ebene
geht in einen Punkt M’ iiber, fiir welchen die Absténde |[M’A4’|, |M'B’| und
|M'C’| gleich den entsprechenden Abstinden |MA|, |MB| und |MC]| sind. Es
gibt aber nur jeweils einen einzigen solchen Punkt M’.1) Offenbar kann man

!) Die Bedingungen |M'A’| = |MA| q:
und |M'B’ | |MB| bestimmen auf der
Ebene zwei Punkte M’ und M”, die sich
in ihren Abstinden vom Punkt 0’ unter-
scheiden (denn C” liegt nicht auf der Ge-
raden 4’B’). Deshalb ist durch die dritte
Forderung |M’C’| = |MC| der Punkt M’
eindeutig festgelegt (Abb. 42).
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nun die Punkte 4, B, C mit Hilfc von hochstens drei S 1 i

Geraden in die Punkie A', B', ¢ iiberfithren. Ist namlich der Punkt A von
A’ verschieden, so ent hen sich diese Punkte bei der Spiegelung X, an der
Mittelsenkrechten I, der Strecke AA’. Das Dreieck ABC geht bei der Spie-
gelung X, in das Dreleck A'B,C, iiber (Abb. 43). Wenn nun der Punkt B,
= Z,(B) nicht mit B’ zusammenfallt, entsprechen sich B; und B’ bei der Spie-
gelung X, an der Mittelsenkrechten I, der Strecke B, B’ (wegen [A'B’| = |AB|
= |A'B,| folgt X,(4’) = A’, d. h., die Gerade I, geht durch 4’). Wenn das mit
Hilfe der Spiegelung X, aus A4'B,C, erhaltene Dreieck 4’B’C, noch nicht mit
dem Dreieck A’B’'C’ zusammenfallt, liegt es zu ihm beziiglich der Geraden
A'B’ spiegelbildlich. Deshalb kann man mit Hilfe einer weiteren Spiegelung
2, an der Geraden A'B’ = l; das Dreieck A’B’'C" aus A’B’C, erhalten (Abb. 43).

Zwei beliebige kongruente Drelecke kann man also durch Anwendung von
hochstens drei Spiegel d gewihlten Geraden zur Deckung
bringen. Hieraus folgt (vgl Belsplel 4 auf S.77): Jede Bewegung der Ebene
st entweder eine Spiegelung an einer Geraden oder eine Parallelverschiebung oder
eine Drehung um einen Punkt (welche insbesondere eine Spiegelung an einem
Punkt sein kann), oder aber sie ist darstellbar als Produkt einer Parallelverschie-
bung oder einer Drehung mit einer Spiegelung an einer Geraden.t)

4.4. A d Die erhalt Resultate kénnen zur Losung vieler Konstruktions-

aufgaben herangezogen oder fiir Beweiszwecke verwendet werden. Wir betrachten als

1) Das Produkt dreier Spiegelungen an Geraden kann auch in Form einer sogenannten
Gleitspiegelung dargestellt werden, d. h. als Produkt einer Spiegel an einer Gerad
und einer Parallelverschiebung in Richtung dieser Geraden (vgl. die am SchluB dieses
Artikels zitierten Biicher von I. M. JagLoM [2] und von D. I. PEREPELKIN [3]). Folglich
18t jede Bewegung der Ebene der eine Parallelverschiebung oder eine Drehung oder eine
Gleitspiegelung (ein Spezialfall der Gleitspiegelung ist die gewShnliche Spiegelung an einer
(Geraden).
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Beispiel 'die Aufgabe mit gegebenen Punkten Q,,Qy, ...,Q, und gegebenen Winkeln
0y, Oigy +ees Op €80 Vieleck A1 A, .. A,; 2u konstruieren, so daf tiber seinen Seiten gleichschenk-
lige Dreiecke stehen, deren Winkel in den Punktm 0,, o0y @, die Winkel «,, ..., «, sind
(Abh 44) Diese Aufgabe faBt die bek ben iber die Konstruktion eines
D bei g Mittelpunk der iiber den Seiten des gesuchun Dreiecks errich-
teten Quadnte (n = 3, 6, = &y = &y = 90°) oder die Aufgabe, ein Dreieck bei gegebenen
Spitzen der iiber dem gesuchten
Dreieck errichteten gleichseitigen
Dreiecke zu konstruieren (n = 3,
xy = &g = a, = 60°), oder die
Aufgabe, ein Vieleck bei bekann-
ten Mittelpunkten der Seiten zu
konstruieren (n beliebig, &, = &,
&, = 180°), usw.

Zur Lésung dieser Aufgabe be-
merken wir, daB eine aufeinander-
folgende Anwendung von Dre-
hungen B,, B,, ..., B, um die
Punkte @Q,, Q;, ..., Q, mit den
Drehwinkeln «,, «,, ..., «, zu-
niichst den Punkt A, in 4,, dar-
auf diesen Punkt in A, ..., und
schlieBlich 4, wieder in A, iiber-
fihrt (Abb. 44). Demnach ist der
Punkt A4, fir das Produkt B
= B,B,,_, -~ BB, der betrachteten Dmhungen ein Fixpunkt. Aus dem oben Bewiesenen
folgt, daB das Produkt B = B,B,_, --- B,B, von Drehungen selbst eine Drehung, und zwar
mit dem Drehwinkel «, + &, -+ --- + «,, darstellt. Das Zentrum dieser ,,resultierenden**
Drehung ist leicht zu finden, denn es ist klar, daB der einzige Punkt, der bei einer Drehung
um einen Winkel == k - 360° invariant bleibt, das Drehzentrum ist. Folglich ist die gesuchte
Ecke A, des Vielecks das Zentrum Q der resultierenden Drehung B und kann deshalb kon-
struiert werden. Es ist weiterhin klar, wie bei bekanntem Punkt 4, (und bekannten Punk-
ten Q,,Q;,, ...,Q, und bekannten Winkeln «,. «,. ....«,) das ganze n-Eck konstruiert
wird.

Abb. 44

Unsere Uberlegung erweist sich jedoch als unbrauchbar, wenn die Winkelsumme
&y + &y + +++ + o, ein Vielfaches von 360° ist. In diesem Fall kénnen wir im allgemeinen
die Spitzen Q,, Q,, ..., @, der auf den Seiten des gesuchten Vielecks zu konstruierenden
Dreiecke nicht beliebig vorgeben, denn das Produkt der Drehungen B,, B,. e B, um
die Winkel «,, &g, ..., &, (wobei oy + &g 4 0+, = k- 360° ist) stellt eine Parallel-
vemhlebung dar, welche bei einem von '\lull hied Verschiebungsvektor keinen
einzigen Punkt der Ebene festlifit. Daher hat die entsprechende Konstrukti fgab
bei «, + a«, + -+ + &, = k- 360° keine Losung. Nur bei gewissen spezlell ge]egenen
Punkten @, Q,, ...,@, ist die resultierende Transformation B = B,B,_, - B,B, eine
o Parallelverschiebung um den Nullvektor'. Jeder beliebige Punkt der Ebene kann hier
als Ecke 4, des g hten n-Ecks werden, denn die identische Transformatlon
1Bt alle lekte der Ebene fest. Daher ist hierbei die Konstrukti fgab
Interessant ist jedoch die Aufgabe, alle moglichen Punkte-Konfigurationen (Lage der
Punkte auf der Ebene) von @,, @,, ..., @, festzustellen. die diesem Fall entsprechen.

Das Gesagte liBt sich schon gut an der erwiihnten Aufgabe iiber die Konstruktion eines
n-Ecks A,4, ... A, bei gegebenen Mittelpunkten @, ...,Q, seiner Seiten illustrieren.
Unter der Bedingung. daB das betrachtete n-Eck eine ungerade Seitenanzahl n = 2k - 1
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hat, ist die Aufgabe immer emdeutlg loebar Ih diesem Fall ist &, + &, + - + &,
= (2k +1) - 180°, d.h., die 1ti Tr: i ut eme Dreh umdonkael
(2k + 1) - 180°, also um 180°, oder, anders gesagt, eine S 1 m einem g
Punkt. Das Zentrum Q dieser Spiegelung (d. h. die Ecke A. des Vielecks) ist lelcht zZu
finden, wenn man von den obigen Beispie-
len 1 bis 3 (vgl. S. 7T6ff.) Gebrauch macht.
Ist dagegen n = 2k gerade, so ist «, + &z +
- + &, = 2k + 360°, und die Transformation
B =B,B,_, - BB, wird eine Parallelver-
hiebung oder die identische Transf jon.
Daher konnen die Mittelpunkte Q,, @y, .., @,
der Seiten des 2k-Ecks A4,4,... 4, nicht
willkiirlich gewihlt werden. Zum Beispiel ist
bekannt, daB bei n = 4 diese Punkte, d. h.
die Mittelpunkte eines beliebigen Vierecks.
immer die Ecken eines Parallelogramms bilden')
(Abb. 45). Es ist vollkommen klar, womit Abb. 45
das zusammenhiingt: Das Produkt aus den
Spiegelungen Z; und X, an den Punkten @, und @, stellt eine Parallelverschiebung I7,

um den Vektor 2Q—,’Q, dar (vgl. Beispiel 3 auf S. 77), und das Produkt aus den Spiege-
lungen 2, und 2, an den Punkten Q, und @, stellt eine Parallelverschiebung I7; um den

Vekwr 20,0‘ dar. Deshalb wird nur im Fall

QIQ: QAQ) d“ Produkt Z,Z,X,%, = IT,IT,
der vier Spieg die identische Abbil-
dung, d. h. aber, daB das Viereck Q,Q,Q;Q‘ ein
Pn.ra.llelogtamm sein muB. Nur dann ist die
Aufgabe, éin Viereck bei gegebenen Mittel-
punkten der Seiten zu konstruieren, l6sbar
(wobei die Ecke 4, beliebig vorgegeben wer-
den kann).

Hier noch zwei Aufgaben éhnlicher Art:
Was kann man iiber die Mittelpunkte der gleich-
seitigen Dreiecke aussagen, die iiber den Seiten
eines beliebigen Dreiecks errichtet sind? Zum
anderen: Was kann man diber die Mittelpunkte
der Quadrate aussagen, die dber den Seiten
eines beliebigen Vierecks errichtet sind?

Wir nehmen hierbei zur eindeutigen Fest-
legung an, daB die konstrulerten gleichseitigen
Dreiecke und Quad: halb_ des Aus-
gangsdreiecks bzw. Vierecks liegen. Im ersten
Fall besitzen die drei gesuchten Punkte R, ; R, und R, die Eigenschaft, daB das Produkt
der Drehungen B,, B,, By um diese Punkte mit dem Drehwinkel 120° die i
Transformation ergnbt denn es ist 3 - 120° = 360°. Das Produkt B,B, der ersten beiden
Dreh stellt eine Drehung B mit dem Winkel 240° um den Punkt R dar, in welchem
sich die Geraden schneiden, die durch R, und R, hindurchgehen und mit der Geraden R,R, -

20°
7 = 60° einschlieBen (Abb. 46; vgl. auch S. 77). Weiterhin

Abb. 46

jeweils einen Winkel von

1) Vgl. S. 321.
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ist klar, daB das Produkt aus den Drehungen B und B, um die Punkte R und R; mit dem

Drehwinkel 240° und 120° genau dann die identische Transformation ist, wenn B, mit R

zusammentiillt. Damit erhalten wir, daB die Geraden R, R; und R,R, mit der Geraden R,R,

einen Winkel von 60° bilden, und daB also — unabhéngig von der Form des Ausgangs-
dreiecks 4,4,4, — das Dreieck R,R,R; gleichseitig ist.

Im zweiten Fall (Abb. 47) miissen die Mittelpunkte 7, T,, T3, T, der Quadrate so

liegen, daB das Produkt B,B,B,B, der Drehungen um diese Punkte mit dem Dxehwmkel

90° gleich der identischen Tr.

/ wird. Das Produkt B,B; der Drehungen

/ um 7, und 7, ist nichts anderes als die

\ Splegelung (d. h. Drehung um 180°) X, an

\ dem Schnit kt U der Geraden, die durch

— g — T, und T, gehen und mit der Geraden T,.T,

/1 g2 / \\ jeweils einen Winkel von - =45° ein-

y. ————2¥, schlieBen. Analog ist das Produkt B,B; der
\\ 4 m 7/ Drehungen um 7, und 7', die Spiegelung
&A a 1/ Z, an dem Punkt V, fiir den die Geraden
NS 1/ T,V und T,V mit der Geraden 7,7, einen
AN 1 Winkel von 45° bilden. Weiterhin ist klar,
daB das Produkt X,Z, dieser Spiegelungen
dann und nur dann die identische Trans-
// Ty >~ - formation darstellt, wenn die Punkte U und
/ S~ 14 fall Aus dem Z -
/ fallen der Punkte U und V folgt aber seiner-
/ seits, dal das Dreieck UT,7', aus dem Drei-
/ eck UT,Ty durch eine Drehung von 90° um
den Punkt U = V hervorgeht, daB also die
Strecken T\ Ty und T,T, gleick lang sind und
senkrecht au/emdmder stehen. Wir bemerken,
da8 auch kehrt aus den B
|T T,| = |T.T,| und T'T L T,T, fiir die vier Punkte T,, T,, T, T, folgt, daB die Ecken
U und V der glelchschenkllgen rechtwinkligen Dreiecke 7,7,U und 7,7,V zusammen-
fallen. Genau in diesem Fall existiert also ein Viereck 4,4,4,4,, fiir welches T,,T,,Ts, Ty
die Zentren der iiber seinen Seiten errichteten Quadrate sind, d.h., die Bedingungen
|T,Ty| = |T,T,| und T,T5 L T,T, charakterisieren die Vierecke T',7,7T,T,, welche den
moglichen Vierecken 4,4,4,4, entsprechen konnen.

Abb. 47

4.5. Weitere Beispiele fiir Produkte von Transformationen. Wir wollen hier
nicht ausfiihrlich auf Fragen iiber das Produkt von Ahnlichkeitstransfor-
mationen eingehen. Wir bemerken nur, daB die von uns vorgenommene
Klassifizierung der Bewegungen (d.h. die Aufzihlung aller méglichen Be-
wegungstypen) gleichzeitig zu einer Klassifizierung der Ahnlichkeitstrans-

. formationen fiihrt, denn offenbar ist jede Ahnlwhkettatmmlonnatmn II mit
einem Ahnlwhke:tskoe/ﬂzwnten k darstellbar als Produkt einer Homothetie I"
mit dem Koeffizienten k und einer darauffolgenden Bewegung A. In der Tat:
Es sei IT = AT', wobei 4 eine geeignete Transformation ist. Dann verdndert 4
keine Abstdnde, weil sowohl die Homothetie I" als auch die Ausgangstransfor-
mation IT alle Abstande um das k-fache verindert, d. h., 4 ist eine Bewegung.
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Damit reduziert sich das Studium der Ahnlichkeitstransformation auf das
der Homothetien (Kontraktionen in bezug auf Punkte). Man kann dann (in
einem analogen Sinne) das Studium der affinen Transformationen auf das der
Kontraktionen in bezug auf Geraden zuriickfithren. Genauer bedeutet dies:
Jede a/ﬁne Transformation A kann in der Form ITA daryealem werden,
wobei A eine Koniraktion in bezug auf eine Gerade | und IT eine Ahnlichkeits-
transformation ist. Analog kann man das Studium der Kreisverwandtschaften
der Ebene auf das der Inversionen zuriickfiihren: Jede Kreisverwandtschaft K
kann als Produkt IIQ aus einer Inversion Q2 und einer Ahnlichkeitstransforma-
tion IT dargestellt werden. Die Beweise dieser tieferliegenden Theoreme lassen
wir aus.!)

Zum AbschluB fithren wir noch drei Beispiele fiir Produkte von Trans-
formationen an, die keine Bewegungen sind.

5. Es sei @, eine Homothetie mit dem Zentrum O, und dem Koeffizienten k,
und @, eine Homothetie mit dem Zentrum O, und dem Koeffizienten ky. Wir
wihlen auf der Ebene beliebige Punkte 4 und B und setzen @,(4) = 4’
Dy(4') = A", D,(B) = B, ®,(B') = B". Wegen A'B’ | ABund A"B" | A'B’
ist auch 4"’B’”’ | AB; hierbei ist die Strecke A”’B"” mit AB gleich gerichtet,
wenn die Zahlen k, und k, entweder beide positiv oder beide negativ sind;
andernfalls ist A”’B” zu AB entgegengesetzt gerichtet. Weiterhin gilt wegen

14’B’| _ IA 'B"|
g =l wa ARy
die Beziehung
g
= Ikl k.

Hieraus folgt, daB bei |k,| - |ky] = 1 die Transformation ®,®, eine Parallel-

verschiebung um den Vektor 1:4—'7 darstellt (Abb. 48a; in diesem Fall haben wir
BB" || AA” fiir einen beliebigen Punkt B); bei k, - k; + 1 ist die Transfor-
mation @;P, eine Homothetie mit dem Koeffizienten ki ky (Abb. 48b; in diesem
Fall schneiden sich fiir einen beliebigen Punkt B die Geraden BB und 4”4
in dem Punkt O, fiir den

|0A”| |4"B"| |0B’ |

o4l T T[4B[ " TloB]
gilt).

Wir bemerken noch folgendes: Ist @@, eine Parallelverschiebung, so erfolgl
sie parallel zur Geraden 0,0,; ist O,D, eine Homothetie, so liegt ihr Zentrum
auf der Geraden 0,0,. Das folgt daraus, daB die Transformationen @, und @,
die Gerade 0,0, in sich iiberfithren und daB folglich diese Gerade auch bei der
Transformation P,P, (die eine Homothetie oder Parallelverschiebung ist)
invariant bleibt. Nun fiihrt eine Homothetie nur die durch ihr Zentrum ver-
laufenden Geraden in sich iiber, und eine Parallelverschiebung fithrt nur die

%) Vgl. z. B. die auf 8.7l zitierten Biicher von DELAUNAY und Rarxow oder von
JacrLox und ASCHRINUSE sowie den § 5 im Artikel ,,Geometrie der Kreise*.
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Geraden in sich iiber, die zur Verschiebungsrichtung parallel sind. Damit ergibt
sich insb dere das bekannte Theorem iiber drei Homothetiezentren: Die

Abb. 48

Homothetiezentren dmer paarweue homothetischer Figuren liegen auf einer
Geraden, der sog thetieachse (Abb. 48b).

Zu einem interessanten Spezialfall des letzten Satzes gelangen wir, wenn die
betrachteten Figuren Kreise sind. Bekanntlich haben zwei verschiedene
Kreise 8; und 8, zwei Homothetiezentren. Es sind dies, sofern diese Kreise
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Qeohnits

auBerhalb voneinander liegen, die e der beiden inneren bzw.
&uBeren Tangenten (Abb. 49). Hieraus folgt wegen des oben gezeigten Theo-

Abb. 49

rems, da8 die drei Schnittpunkte der duBeren Tangenten (d. h. die drei duBeren
Ahnlichkeitszentren) von drei paarweise verschiedenen Kreisen auf einer Gera-
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den liegen. Man kann auch die anderen Kombinationen von &uBeren und in-
neren ihnlichkeitszentren betrachten: Die sechs Ahnlichkeitszentren der Kreis-
paare von drei paarweise verschiedenen Kreisen liegen 2u je dreien auf insgesamé
vier Geraden (den Ahnlichkeitsachsen der drei betrachteten Kreise; Abb. 49).

6. Es seien @, eine Inversion vom Grad ky, mit dem Zentrum O und D, eine
Inversion von einem anderen Grad ky, aber mit demselben Zentrum O. Wenn
@,(A) = A’ und @,(4’) = A" gesetzt wird, liegt in diesem Fall der Punkt 4"
auf der Geraden OA4, denn A’ liegt auf der Geraden O4 und A" auf der Geraden

., 1047] kg k
! =% = A"
0A’. AuBerdem ist 04] , denn es gilt |04’| = —— und [04"| = IOA i

Hieraus folgt, wie leicht bewxesen werden kann, daB dze Transformation PP,

eine Homothetie I mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten % ist. Es ist jedoch
1

zu beachten, daB hierbei der Punkt O auszunehmen ist, denn der Definitions-

bereich von @,®, ist entweder die Ebene mit Ausnahme des Punktes O, der

nicht im Definitionsbereich der Transformationen @, und @, vorkommt, oder

der Definitionsbereich von @,®, ist die erweiterte (geschlossene) Ebene.

7. Genauso liegen die Verhiltnisse bei dem Produkt W,¥, zweier hyperbolischer Inver-
sionen mit gemeinsamer Achse o und ( hied ) Koeffizi ky und k,. Dieses
Produkt ¥,¥, unterscheidet slch nur dadurch von der Kontraktion in bezug auf die Gerade

o und mit dem Koefﬁzlenten -2, daB der Definitionsbereich der Transf tion ¥,'¥, nicht

die ganze Ebene ist, sondern dle um die Gerade o verringerte Ebene (oder die um gewisse
,uneigentliche‘* Elemente erweiterte Ebene).

§ 5. Die inverse Transformation

5.1. Die Definition der inversen Transformation. Nachdem wir den Begriff
der zusammengesetzten Funktionen auf geometrische Transformationen iiber-
tragen haben, ist es natiirlich, Entsprechendes auch fiir den Begriff der in.
versen Funktionen vorzunehmen. Bekanntlich heiflen zwei Funktionen f(x)
und g(x) zueinander invers, wenn aus f(z) = y die Beziehung g(y) = x folgt. So
sind etwa die Funktionen f(z) = z* und g(x) = Jz oder f(z) = a* und g(x)
= log, z oder f(z) = sinz und g(z) = arcsin z inander invers. Mitunt
wird fiir die zu f(x) inverse Funktion die Bezeichnung f-!(x) verwendet. Es ist
wichtig zu beachten, daB die zu f(x) inverse Funktion {~'(x) nur dann eindeutig
definiert werden kann, wenn bei der Funktion f(x) je zwei verschiedenen x-Werten
stets verschiedene Funkti te entsprechen. Aus diesem Grunde muB man bei
der Definition der inversen Funktion von 22 oder sin # den Bereich der Ver-

dnderlichen x auf 2 = 0 oder entsprechend z.B. auf -z Sz Z ein-

schranken. 2 2
Ersetzen wir in der Definition der inversen Funktion die Zahlenverdnder-

lichen x und y durch Punkte, wobei die Rolle der Ausgangsfunktion f(x) durch
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eine geometrische Abbildung iibernommen wird, so kommen wir zum Begriff
der inversen Abbildung. Es sei also & eine gewisse eineindeutige Abbildung mit
dem Definitionsbereich & und dem Wertebereich «’. Dann wissen wir, dafl
man zu jedem Punkt A’ des Wertebereiches .’ genau einen Punkt A des
Bereiches &/ finden kann, fiir welchen @(4) = A’ gilt (das besagt niamlich die
Eindeutigkeit der Abbildung). Diesen Punkt 4 nennt man das Urbild des
Punktes A’ bei der Abbildung @ und bezeichnet ihn mit @-1(4’). Auf diese
Weise wird jedem Punkt A’ des Bereiches &/’ ein bestimmter Punkt
A = @-1(A’) des Bereiches .o zugeordnet, d. h., wir erhalten eine neue Ab-
bildung @-! mit dem Definitionsbereich &/’ und dem Wertebereich &7. Diese
Abbildung wird die zu @ inverse Abbildung genannt. So ist z. B. die Funktion

5
Achse auf die Strecke &’ = [—1, 1]; die zugehérige inverse Abbildung ist
dann eine Abbildung der Strecke <7’ auf &/, die durch das Symbol arcsin
bezeichnet wird. '

In der Geometrie ist besonders der Fall von Interesse, daB @ eine Trans-
formation mit dem Operationsbereich & ist. Weil dann @ eineindeutig ist,
ist ihre Abbildung @~ definiert, und es handelt sich dabei offenbar ebenfalls
um eine Transformation mit dem Operationsbereich /. Diese Transformation
@-1 heiBt die zur Transformation @ inverse Transformation. So ist z. B. die zur

Parallelverschiebung um den Vektor M inverse Transformation gerade die

Parallelverschiebung um den entgegengesetzten Vektor M'M. Die inverse
Transformation zur Homothetie mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten &

y = sinz eine eineindeuﬁge Abbildung der Strecke &/ = [— = -—-] der reellen

ist die Homothetie mit demselben Zentrum und dem Koefﬁzienten%; denn wenn
o4 . 204 1 . : . s
04] = k ist, gilt IO—A,T =% Die zur Kontraktion mit dem Koeffizienten k&

in bezug auf die Gerade o inverse Transformation ist die Kontraktion mit dem
Koeffizienten % in bezug auf dieselbe Gerade.

5.2. Die Involuti Eine besondere Rolle spielen in der Geometrie diejenigen Trans-
formationen, die zu sich selbst invers sind, mit anderen Worten, die Transformationen @,
die die Plitze zweier Punkte vertauschen, d. h., fir die aus #(4) = A’ stets P(4’) = 4
folgt. Beispiele fiir solche Transformationen sind die Inversionen (insbesondere die Kreis-
spiegelungen; vgl. 8. 51) und die hyperbolischen Inversionen (insbesondere die Spiege-
lungen an einem Paar paralleler Geraden; vgl. S.53). Diese Transformationen heifien

lutorische Transformati oder Involutionent) ( he Autoren nennen sie auch
Symmetrien).
1) Der lateinische Termi pinvolutio®* bezeichnet den eingeroll Zustand junger
Bliitter. Das ist ein mtnrwnssenuhafthcher Termi Er st in der G trie von
dem bedeutenden M: tiker des 17. Jahrt ‘wdem","“ der projekti

Geometrie, G. DESARGUES, der in einem Traktat eine Menge neuer Termini benutzte, die
vielfach aus der Botanik entlehnt waren.
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Die zueinander i Transfe i @ und @” kann man auch als diejenigen
Transf defini derenP duk bh vonlhrer" ihenfolge, die iden-
tische Transformation ihres Definiti ich damtellt Insbesondere
ist die identische Transformatic gleich dem Quadrat ®* einer b

‘Transformation @. In der Tat folgt fiir & und ®-! aus P(4) = 4’ atets (P 14') =
Deshalb ist
PPN A) =P(A)=A4', DDA)=DN4')=4

d. h., weder die Trnndormanon (D ‘¢ noch dle T— f tion PP-! verindert die Lage
der Punkte ihres gemei .

§ 6. Der allgemeine Begrif! der Geometrie.
Gruppen von geometrischen Transformationen

6.1. Der Gegenstand der Geometrie. Die geometrischen Transformationen
splelen eine bedeutende Rolle bei der Formulierung unserer Auffassung vom
genstand der G trie. Sie bilden die Gnmdls,gen einer der verbreitetsten
11 i Definiti der G trie; erlauben sie es, sich Klar-
heit iiber das Wesen der Ahnlichkeit oder der Verschledenhelt zwischen den
verschiedenen Zwelgen dieser umf; tischen Disziplin zu ver-
schaffen. Um zu einer brauchbaren Definition des Begriffes ,,Geometrie‘
umfassenden Sinne des Wortes zu gelangen, miissen wir zuerst bei der Frage
.nach dem Inhalt der gewohnlichen Geometrie EUKLIDS verweilen.

In der Schule sagt man, daB der Gegenstand der Geometrie in der Lehre
von den Eigenschaften g trischer Figuren besteht. Hierbei kann man’
unter einer ,.geometrischen Figur* irgendeine Gesamtheit von Punkten ver-
stehen. Schwieriger ist schon die Antwort auf die Frage nach den ,,Eigenschaf-
ten®, welche die Geometrie interessieren. Es ist klar, daB hier nicht die Rede
von allen nur denkbaren Eigenschaften von Figuren sein kann. So wird die
Farbe von Figuren, d. h. die Frage, ob ein Dreieck weiBl auf schwarz (etwa mit
Kreide auf eine Tafel) oder schwarz auf weill (etwa mit einem Bleistift in-ein
Heft) gezeichnet ist, in den Geometriestunden vollig auBer acht gelassen.
Daher muf man zur Prizisierung der oben gegebenen Beschreibung der
Geometrie notwendigerweise erklidren, wodurch geometrische KEigen-
schaften von Figuren charakterisiert sind.

Um diese Frage zu beantworten, sehen wir uns die Aufgaben an, die in der
Geometrie gelost werden. Vor allem sind Konstruktlonsaufgaben fiir diesen
Bereich typisch. Aus dem Schulunterricht ist bekannt, daB fiir eine eindeutig
best:mmte Losung (oder auch mehrerer Losungen, etwa zwei oder vier) von
Drei fgaben drei unabhingige Elemente des Dreiecks
gegeben werden miissen, “wie z. B. die drei Seiten oder zwei Seiten und ein
Winkel. Zwei GroBen bestimmen im allgemei dlich viele Drejeck
dagegen legen vier vorgegebene GréBen im allgemeinen kein einzij Dreieck

=)

fest. Die Aussage, daB ein einziges Dreieck mit vorgegebenen Seitenlingen

=}
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a, b, ¢ existiert, ist strenggenommen auch nicht richtig, denn solcher Dreiecke
kann man unendlich viele finden, jedoch werden alle diese Dreiecke unterein-
ander gleich sein!) (Abb. 50). Wenn wir dennoch sagen, daB die Aufgabe, ein
Dreieck aus drei Seiten zu konstruieren, eine einzige Losung hat, so meinen
wir damit, daB alle Dreiecke mit den Seiten a, b, ¢ gleich ausfallen.

Was bedeutet aber in der Geometrie das Wort ,,gleich*‘? Unter ,,gleichen*
Figuren verstehen wir zwei solche Figuren F; und F,, welche sich nur durch
ihre Lage (aber nicht in ihren Formen und AusmaBen) voneinander unter-
scheiden, d. h. mit anderen Worten: Als gleich gelten zwei Figuren, wenn man

Abb. 50

die eine aus der anderen mit Hilfe einer gewissen Bewegung erhalten kann (vgl.
S. 55). Wenn also in der Geometrie Dreiecke (oder andere Figuren) als gleich
angesehen werden, sobald sie durch eine Bewegung auseinander hervorgehen,
muB man sie auch hinsichtlich aller betrachteten Eigenschaften als gleich an-
sehen. Damit gelangen wir zu der Einsicht, daB in der Geometrie nur solche
Eigenschaften von Figuren betrachtet werden, die nicht von der Lage der
Figuren abhéngen, die sich also bei Bewegungen nicht dndern: Die Geometrie
untersucht diejenigen Eigenschaften der Figuren, die bei Bewegungen der Figuren
invariant bleiben.

Wir erinnern daran, daB wir eine Bewegung als eine geometrische Trans-
formation definierten, die die Abstédnde zwischen zwei beliebigen Punkten
(vgl. S. 55) erhalt. Demnach sind bei gleichen Figuren auch alle einander ent-
sprechenden Strecken einander gleich?) (so sind z. B. bei gleichen Dreiecken

1) Vgl. die Ausfiihrungen auf S. 362f.

2) Eine g F lierung ist die folgende: Sind F, und F, zwei gleiche Figuren,
so existiert eine Bewegung ®, die die Figur F, in F, iiberfiihrt, d. h. F, = &(F,). Der
Punkt A, der Figur F, heiBt der dem Punkt A, der Figur F, zugeordnete Punkt, wenn
@D(4,) = 4, ist. Aus der Definition der Bewegung folgt, daB der Abstand zwischen zwei
Punkten 4, und B, der Figur F, gleich dem Abstand zwischen den ihnen zugeordneten
Punkten 4, = @(4,) und B, = ®(B,) der Figur F, ist: |4,B,| = |4,B,|.
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nicht nur die entsprechenden Seiten gleich, sondem auch dJe s]ch entsprechen-
den Winkelhalbierenden, die sich entsprech Seit: den, die sich
entsprechenden Hohen, usw.). Die oben formulierte Definition der Geometrie
kann man jetzt auch wie folgt ausdriicken: Die Geometrie studiert diejenigen
Eigenschaften der Figuren, die bei allen Transformati erhalten bleib
welche die Abstinde zwischen den Punkten invariant lassen.

Dlese Deﬁmtlon der Geometne laBt die Vermutung aufkommen, daf die
H trischer Figuren der Abstand zwischen jhren Punkten
ist. Aber genau besehen ist dem nicht so; in den geometrischen Theoremen

dmlich im allgemeinen der Abstand zwischen den einzelnen Punkten
(d h. die Lange der Strecken) gar nicht. Denn die Lange einer Strecke wird durch
Vergleich mit einer gewissen, ein fiir allemal fixierten Strecke, einer sogenann-
ten Einheitsstrecke, festgestellt. Deshalb bedeutet in der Formulierung
oder im Beweis irgendeines Theorems die Aussage, daB die Linge einer Strecke
etwa gleich zwei ist, daB in dieser Strecke die gewihlte Einheitsstrecke zweimal
Platz findet. Damit wird man also zur Auswahl einer Einheitsstrecke gezwun-
gen. Alle Strecken sind aber dafiir vom Standpunkt der Geometrie aus voll-
sténdig gleichberechtigt, und es besteht im Rahmen der Geometrie selbst keine
Méglichkeit (und Notwendigkeit) eine Strecke besonders auszuzeichnen. Alle
Festlegungen einer Einheitslinge fuBen namlich auf einer Definition, die nicht
zur Geometrie gehort. So ist z. B. das Meter definiert als Abstand zwischen zwei
Markierungen auf dem sogenannten Pariser Urmeter, einem Platin-Iridium-
Stab, der im' Pariser Amt fiir MaBe und Gewichte aufbewahrt wird. Weniger
genau ist das Meter als 40000000-ster Teil des Pariser Erdmeridians festgesetzt
(vgl. hierzu die ,rein geometrische Definition eines rechten Winkels als
Winkel, welcher mit seinem Nebenwinkel iibereinstimmt, oder die Definition
eines Winkels mit dem BogenmaB 1 als Winkel, fiir den der Kreisbogen mit
dem Radius des Kreises iibereinstimmt). Deshalb kann in einem geometrischen
Theorem nicht die Liange irgendeiner Strecke vorkommen, sondern es kann nur
das Langenverhaltnis zweier Strecken auftreten, das ja nicht von der Wahl
einer Einheitsstrecke abhingt (z. B. behauptet ein Theorem iiber die Bezie-
hung zwischen den Winkeln und den Seiten eines Dreiecks,daBbei ¥ 4 > &£ B

stets = > 1 ist, und ein Theorem iiber ein rechtwinkliges Drejeck mit einem

b
Winkel von 30° besagt, daB bei & 4 = 90° und X B = 30° stets % = 2 ist).
Alle diese Erwigungen fithren uns dazu, daB die (euklidische) Geometrie
tlich als die Wi. haft 2u charakterisieren ist, die diejenigen Eigen-

cchaften der Figuren etudtert welche bei allen Transformationen invariant
blesben, die das Abatandsverhallma 2wischen den Punkten ungeindert lassen, d. h.
die gegeniiber Ahnlichkeitstransformati invariant bleiben (vgl. S. 56). Diese
Definition war allerdings durch Erwiigungen motiviert, die sich auf die geo-
metrischen Theoreme bezogen. Aber beim Uberga.ng zu Konstruktions-
aufgaben verliert sie schon ihre Giiltigkeit. Tatsichlich ist bei diesen Aufgaben
nicht die Liinge einer Strecke als eine Zahl gegeben, die das Verhiltnis dieser
Strecke zu einer Einheitsstrecke ausdriickt, sondern sie ist geometrisch als ein




§ 6. Geometrie und Gruppen von g trischen Transfc i 95

Hinweis auf eine Strecke aufzufassen, die mit der uns interessierenden Strecke
iibereinstimmt (vgl. Abb. 50). Wenn also in geometrischen Theoremen ahnliche
Figuren nicht' voneinander unterschieden werden, weil sie ein und dieselben
geometrischen Eigenschaften besit ist bei Konstrukti fgaben ein Drei-
eck 4,B,C,, dessen Seiten alle zweimal so groB sind wie die des gegebenen
Dreiecks 4BC, schon wesentlich verschieden von ABO Nur emes dleser be:den
Dreiecke kann man als Losung der Drejecksl g

aber nicht alle beide zugleich!

Die auseinandergesetzte Situation mag im ersten Augenblick reichlich selt-
sam erscheinen. Je nachdem, ob wir es mit Konstruktionsaufgaben oder mit
Beweisen von Theoremen zu tun haben, miissen wir zwei unterschiedlich
bestimmte .Gegenstinde der Geometrie und folglich zwei verschiedene (wenn
auch einander sehr verwandte) ,,Geometrien‘‘ unterscheiden. Diese Situation
verlangt von uns, der Geometrie eine neue Definition zu geben, welche beide
Fille umfassen miilte, auf die wir oben gestoBen sind. Nur wenn wir eine

brauchbare ,allgemeine’ Definition der G trie besit ko wir
davon spreehen, daB die Geometrie eine einheitliche Wi haft ist und nicht
in zwei verschied Wi haften zerfallt, welche nur durch Zufall einen

gemeinsamen Namen erhalten haben.

6.2. Geometrie und Transformationsgruppen. Es ist leicht einzusehen, wie
man unsere beiden Definitionen der G trie vereinigen kann. Anstelle
von Bewegungen oder von- Ahnlichkeitstransformationen werden wir all-
gemein von irgendeiner Gesamtheit & von geometrischen Transfor-
mationen ausgehen, ohne daB wir zunachst prizisieren, von welchen Trans-
formationen die Rede ist. Wir erkliren nun Figuren als ,,glelch“ d. h. als
Figuren, denen die gleichen Eigenschaften zukommen, wenn sie sich vermittels
einer Transformation aus der Gesamtheit ®.ineinander iiberfiihren lassen.
Damit gelangen wir zu der Definition der Geometrie als der Wissenschaft, die
diejenigen Eagemchaﬂen der Figuren studwrt welche bei allen Transformationen
aus einer gegeb theit von Tra: b invariant bleib

Definiert man die Geometrie als Wlssenscha.ft die diejenigen Eigenschaften
der Figuren studiert, welche bei Bewegungen invariant blexben 80 erweist
sich diese Definition als zu eng. Demgegeniiber ist aber die letzte Definition
der Geometrie zu weit und daher ebenfalls unbefriedigend. Denn nach dieser
Definition sehen wir zwei Figuren F, und F, schon als ,,gleich* an, wenn man
die eine aus der anderen vermdge einer Transformation aus ® erhalten kann.
Damit sich unser neuer Begriff ,,Gleichheit* nicht zu sehr vom intuitiven
entfernt, ist es natiirlich, noch die folgenden drei Forderungen zu stellen. Diese
Bedingungen werden von allen Typen von ,,Gleichheit* erfiillt, die wir in
der Mathematik und im Leben antreffen?) (ndmlich z. B. von der Gleichheit
von Zahlen, von algebraischen Ausdriicken, von Vektoren, von geometrischen
Figuren, von physikalischen GréBen, wie Kriften oder Geschwindigkeiten,

') Vgl. die Ausfiihrungen auf S. 302{.
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auBerdem bei der Gleichheit von Fahigkei von Erfolgen, vom Wert zweier
Kunstwerke usw.). Diese Bedingungen lauten:

1. Jede Figur F ist zu sich selbst ,gleich* (Reflexivitit).

2. Ist die Eigur F, der Figur F, ,gleich*, so ist auch die Figur Fy der Figur F,
gleich (Symmetrie).

3. Ist die Figur F, der Figur F, ,gleich* und ist die Figur Fy der Figur Fy
,gleich®’, so ist auch die Figur Fy der Figur Fy ,gleich* (Transitivitat).

Es ist klar, daB die ,,Gleichheit’, die mittels der Transformationen eines
vollig beliebigen Systems @& definiert ist, nicht notwendig die Eigenschaften
1 bis 3 besitzt. Um zu gewahrleisten, daB diese drei Eigenschaften erfiillt sind,
ist es ‘naturgemiB, folgendes zu verlangen:

1. Das System ® der Transformationen enthilt die identische Transformation I,
welche jede Figur in sich iberfihrt.

2. Ist D eine Transformation, die die Figur F, in die Figur F iberfihrt, und
gehort sie zum System ®, so gehirt auch die inverse Transformation @' zu §;
diese fiikrt dann die Figur Fy in die Figur F, dber.

3. Gehoren' die beiden Transformationen @ und ¥ zum System ©, wobei P
die Figur F, in die Figur Fy und ¥ die Figur Fy in die Figur F iiberfiihrt, so
gehort auch das Produkt ¥® zu ©; dieses Produkt fihrt dann die Figur F, in
die Figur F, iiber.

Ein System von Transformationen, das die Eigenschaften 1 bis 3 besitzt
heiBt eine Gruppe von Transformationent).

Auf diese Weise gelangen wir zu der folgenden allgemeinen Definition der
Geometrie: Die Geometrie ist die Wi haft, die diej Eigenschaften der
Figuren studiert, welche bei allen Transformationen aus einer gewissen Gruppe &
von Transformationen invariant bleiben.

Diese Definition formulierte als erster der bekannte deutsche Mathematil
FeLix KLEIN in seiner Antrittsvorlesung anlaBlich der Ubernahme eines Lehr-
stuhls an der Universitit Erlangen.3)

1) Vgl. auch 8. 20.

2) In Deutschland bestand lange Zeit der Brauch, daB ein Kandidat fiir die Besetzung
eines Prof vor der Fakultiit eine Vorlesung iiber ein von ihm frei gewihites
Thema halten muBte. Auf Grund dieser Vorlesung faBte die Fakultit ihren BeschluB iiber
die Moglichkeit der Zul: g des Kandidaten zur Profe

Im Jahre 1854 hielt in der gleichen Weise der herv de d he Mathematiker
BERNHARD RIEMANN vor der Fakultit der Gottinger Uni itit eine Vorl g ,,Uber die
Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde hegen Hierin legte er seine Konzeption
von der Geometrie dar, die ihrem Wesen nach eine erste allgemeine Definition der geo-

1

haft war (sie heidet sich von der spiteren KLEINschen Defi-
nition). Die Runuumche Auffasaung der Geometrie hiingt nicht unmittelbar mit dem
Begriff der g formation Wir konnen das hier jedoch nicht

weiter ausfizhren (vgl. dazu den Artikel iiber Nichteuklidische Geometrien in Band V der
EdEM).
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In der Folgezeit erluelt diese Auffassung die Bezeichnung Erlanger Pro-
gramm von FELIX KLEIN.1)

6.3. Verschiedene Geometrien. Die affine Geometrie. Aus der oben ange-

b Definition der G trie geht hervor, daB man sehr viele verschiedene
,,Geometnen aufbauen kann, namlich so viele, wie es verschiedene Trans-
formationsgruppen gibt. Die gewohnliche Geometrie Euxrips, die in der
Schule gelehrt wird, ist nur eine von ihnen. Wir sprachen schon am Anfang
dieses Paragraphen davon, daB die gewohnliche euklidische Geometrie die-
jenigen Eigenschaften der Figuren studiert, welche bei Bewegungen erhalten
bleiben. Dieser Standpunkt stimmt vdllig mit der oben angefithrten KLEIN-
schen Definition der Geometrie iiberein, denn das System D aller Bewegungen
der Ebene bildet eine Gruppe. In der Tat ist das Produkt zweier beliebiger
Bewegungen wieder eine Bewegung, die inverse Transformation einer Bewe-
gung ist wieder eine Bewegung, und auBerdem ist natiirlich auch die identische
Transformation eine Bewegung (alles dieses folgt unmittelbar aus det Defini-
tion der Bewegungen) Ein anderes Beispiel einer Transf gruppe
erhalten wir, wenn wir die Gesamtheit  aller Ahnlichkestatransformationen
betrachten. Wie wir schon oben bemerkt haben, unterscheidet sich die durch
die Bewegungsgruppe D deﬁmerte Geometne von der, die durch die Gruppe €
der Ahnlichkeitstransfor timmt wird, obgleich diese beiden Geome-
trien sehr benachbart smd Man kann sagen, daB der Gegenstand des Schul-
unterrichts in Geometrie eine ,,Verflechtung‘‘ dieser beiden verwandten Geo-
metrien, namlich der Geometrie der Bewegungsgruppe D und der Geometrie
der Gmppe & der Ahnlichkeitstransformationen ist. Wenn wir fiir die Trans-
formationsgruppe @ eine Gruppe wahlen die von der Bewegungsgruppe oder
von der Gruppe der Ahnlichkeitstransformati verschieden ist, gelangen wir
zu einer neuen Geometrie, und zwar einer ,,nichteuklidischen®.?)

Es ist leicht ei hen, daB die G theit A aller affinen Transformationen
der Ebene (vgl. S.56) eine Gruppe bildet. In der Tat sind alle Forderungen
erfiillt: 1. Die identische Transformation der Ebene fiihrt offenbar jede Gerade
in eine Gerade (ndmlich in sich selbst) iiber, also ist sie eine affine Transfor-
mation. 2. Wenn die Transformation & jede Gerade [ in eine Gerade !’ iiber-
fiihrt, fiihrt die inverse Transformation @-? jede Gerade in eine Gerade (ndm-
lich ¥’ in !) iiber, d. h., die inverse Transformation einer affinen Transformation
ist selbst affin. 3. Wenn die Transformation @ jede Gerade [ in eine Gerade I
iiberfiihrt und die Transformation ¥ auch jede Gerade in eine Gerade iiber-
fithrt (z. B. I’ in I”"), dann fithrt das Produkt Y& jede Gerade in eine Gerade
(ndmlich [ in ") iiber, d. h., das Produkt zweier affiner Transformationen ist
selbst wieder eine affine Transformation. DemgemaB kann man also die ,,Geo-

1) Vgl. das am SchluB dieses Artikels zitierte Werk [1] von FeLix KyzIx.
%) Eine sehr wnchtlge Kategone dleser ,.mcht eukhd.uchen“ Geometnen bilden die
lidischen G die lidische LoBa-
TSCHEWSKIsche Geometrie (vgl. hierzu den Artikel iiber Nichteuklidische Geomotmn in
Band V der EdEM).
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metrie* betrachten, welche die affi Eigenschaften der Figuren studiert,
d.h. die Eigenschaften, die gegeniiber affinen Transformationen invariant
bleiben (die Geomefrie der Gruppe ). Diese Disziplin heiBt die affine Geometrie.
Sie ist heute eine groBe, selbstindige Wissenschaft. In der affinen Geometrie
kann man von Punkten und Geraden sprechen, denn diese Objekte bleiben bei
affinen Transformationen ungeéndert (Punkte gehen in Punkte iiber und
Geraden in Geraden). Jedoch kommt z. B. der Begriff des Kreises in der affinen
Geometrie nicht mehr vor, denn affine Transformationen konnen Kreise in
Figuren iiberfithren, die keine Kreise mehr sind. Deshalb hat hier der Begriff
Kreis ,keinen geometrischen Sinn‘‘ mehr, dhnlich wie z. B. in der gewohn-
lichen (euklidischen) Geometrie der Begriff ,horizontale Richtung keinen
Sinn hat.!) Des weiteren hat es in der affinen Geometrie einen Sinn, von par-
allelen Geraden zu reden, aber nicht von zueinander senkrechten Geraden.
Ebenso hat es einen Sinn, das Verhaltnis der Langen zweier Strecken zu bil-
den, die auf einer Geraden liegen, aber keinen, das Verhdltnis der Lingen
von Strecken auf verschiedenen (genauer: nicht parallelen) Geraden (vgl. die
in §3.3, S.70, gezeigten Eigenschaften affiner Transformationen). Ein typisch
affines Theorem ist z: B. der folgende Satz: Die drei Seitenhalbierenden eines
Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, der die Seitenhalbierenden, von den
Ecken aus gerechnet, im Verhdiltnis 2:1 teilt. Alle in diesem Theorem vor-
kommenden Begriffe haben niamlich affinen Charakter. Demgegenuberist z.B.
das Theorem iiber den gemei Schnittpunkt der Héhen eines Dreiecks
an den Begriff der senkrechten Geraden gebunden, und deshalb gehort die-
ses Theorem nicht in die affine Geometrie, d. h., in dieser ist es unméglich, die-
ses Theorem iber die Hohenschnittpunkte zu formulieren.’)

Analog zu den affinen Transformationen bilden auch die Kreisverwandt-
schaften der (geschlossenen) Ebene (vgl. S. 57) eine Gruppe Dieser Gruppe
entspricht eine Geometrie, die man Krei. onnte (haufiger

sagt man allerdings konforme Qeometrie).?) Die angefuhrten Uberlegungen

1) Demgegeniiber gibt es jedoch in der affinen Geometrie den Begriff der Ellipse (vgl.
den Artikel ,,Kegelschnitte** in diesem Band der EdEM); denn jede affine Transforma-
tion fiihrt eine Ellipse in eine Ellipse iiber.

%) Die affine Geometrie kann auch auf axiomatischem Wege aufgebaut werden (vgl. den
Artikel ,,Axiome und Grundbegriffe der Geometrie* in diesem Band der EAdEM). Dazu
muB man gswune undefinierte Begnﬂ'e als Grundbegriffe der affinen Geometrie zugrunde

legen und in Axi die grundl Eigenschaften dieser Begriffe formulieren, so
daB alle ibrigen Theomme der affinen Gi trie auf rein dedukti Wege daraus
halten werden ko Die Axi ik der affinen G trie ist der Axiomatik der

euklidischen Geometrie eng verwandt, nur hat der Begriff der ,,Gleichheit* von Strecken
oder von Winkeln in ihr keinen Sinn; daher muB man die mit diesem Begriff verkniipften
Axiome fortlassen bzw. durch andere ersetzen (vgl. z. B. das in der FuBnote auf S. 71
erwihnte Buch von JAGLOM und ASCHKINUSE, in dem die affine Geometrie ausfiihrlich
behandelt wird). Eine andere Variante der Axiomatik der affinen Geometrie ist in dem
Artikel ,,Vek und ihre A dungen in der G ie* in diesem Band der EdEM
zu finden.

3) Eine gewisse Vorstellung vom Inhalt dieser interessanten Geometrie kann man durch
den Artikel ,,Geometrie der Kreise* in diesem Band der EdEM erhalten.
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liefern auch eine zusatzliche Motivierung fiir die ZweckméBigkeit der Einfiih-
rung solcher Begriffe wie des Begriffs der geschlossenen Ebene, denn nur bei
der in entsprechender Weise ,,erweiterten* Ebene kann man von der Gruppe
der Kreisverwandtschaften sprechen. Das bedeutet, daB nur die geschlossene
Ebene, nicht aber die euklidische Ebene als Operatlonsberexch der Kreisver-
wandtschaften dienen kann. Auch eine andere wichti; ig T) ti up
— die der projektiven Transformationen — macht eine Erweiterung der “Ebene
durch Einfiihrung igentlicher El te‘ erforderlich. Diese Gruppe wer-
den wir im folgenden Paragmphen betrachten.

Die affine G trie und die Krei trie stell dehnte Gebiete
der Geometrie dar. Thnen (wie auch der noch im folgenden Paragraphen zu
betrachtenden projektiven Geometrie) ist eine bedeutende Literatur gewidmet,
und alle diese Geometrien haben wichtige Anwendungen. Es existieren jedoch
dariiber hinaus noch viele andere ,,Geometrien*, die anderen Transformations-
gruppen entsprechen.

Als wei Beispiel vermerken wir hier eine f‘ trie'’, welche diejenigen Eigen-
schaften der thuren studiert, die bei Parallels halt bleiben; das ist eine
Geometrie, in welcher nur solche Figuren als ,,glelch“ gelten, welche im gewohnlichen
Smne glewh sind und die auBerdem parallel gelegen sind. Es ist leicht einzusehen, daB die

theit B aller Parallels hiebungen der Ebene eine Gruppe bildet. Denn in der Tat gilt:

1. Die identische Transformation I kann als eine Parallel hiebung (in beliebig!
Richtung) um den Betrag Null angesehen werden.

2. Die zu einer Parallelverschiebung inverse Transformation ist eine Parallelver-
schiebung (vgl. S. 91).

3. Das Produkt zweier Parallel hiebungen ist ebenfalls eine Parallel hiebung
(vgl. 8. 75).

Daher ist das Studium derjenigen Eigenschaften der Figuren, die gegeniiber Parallel-
verschlebnngen mvammt sind, wirklich sinnvoll, obgleich es nicht sehr interessant ist.
ie' — d:e G trie der Gmppe P — muB vom logischen

Standp nkt aus als g berechtig hen werden wie die euklidische Geometrie,
sie ist lediglich hi ichtlich der Wichtigkeit ihrer A dung mit der letzten kaum zu
vergleichen.!)

In dieser Geometrie verliert eine ganze Reihe von Begriffen der gewohnlichen (eukli-
dischen) Geomeme ihren Sum, so z. B. die Liinge einer Strecke oder die GrioBe eines Winkels;
denn zwei hi Strecken sind hier ,,unvergleichbar*, weil sie durch keine
., Bewegung‘‘ zur Deckung gebracht werden kénnen (ein dhnliches Argument gilt fiir die
Winkel). Desgleichen ist es hier oglich, einen Kreis zu definieren. Denn die Definition
eines Kreises als geometrischer Ort aller von einem festen Punkt gleich weit entfernten
Punkte ist hier inhaltslos. Jedoch behilt der Begriff der Geraden in dieser neuen Geometrie
seinen Sinn. Hieraus folgt, da8 in unserer ,,Geometrie* nach wie vor von Dreiecken, Vier-
ecken usw. gesprochen werden kann und deren Eigenschaften untersucht werden konnen.
Eine wichtige Rolle spielt in dieser ,,Geometrie'‘ der Begriff des Verhiltnisses der Lingen

1) Diese ,,Geometrie‘‘ kann auch dadurch deﬁmert werden, daB in ihr solche Figuren
als gleich geltcn, bei denen die Verbind ken der Punktep und die der ent-
sprechenden Punkte nicht nur im gewohnlichen Sinne des Wortes gleich sind, sondern
auch parallel und gleichgerichtet sind (vgl. Band I des am SchluB dieses Artikels zitierten
Buches [2] von I. M. JagLow, 8. 22-23).
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zweier Strecken einer (‘em(len (oder pnmlleler (‘eraden), !nr deren Definition es nur des
Begnﬂ'es der Gleichheit von Strecken einer gemei g bedarf: Diese Gleichheit
im neuen Sinne stimmt mit der im alten Slnne, d. h. im Sinne der euklidischen Geometrie,
iiberein. Wir konnen daher auch fiir Strecken einer festen Richtung den Begriff der
unge“ einfithren, jedoch haben wir keme Mogllchkmt die ,,Liinge** von Strecken ver-

ied Richtung miteinander zu verg Erhalten bleibt in der neuen ,,Geometrie*
auch der Begriff des Flicheninhalts eincr ebenen Figur. Denn die euklidische Definition
des Flicheninhalts geht von der Anzahl der die Figur iiberdeckenden Quadrate eines .
Quadratnetzes aus, so daf zur Definition des Flicheninhalts nur die Gleichheit der Qua-
drate eines Quadratnetzes benotigt wird. Derartige Quadrate sind aber auch im Sinne der
hier betrachteten ,,Geometrie‘* gleich.!) -

Es ht sich, daB alle Thex der euklidischen G trie, die man mit den Termini

der ,,G trie der Parallel hieb * fc 1 kann, auch in dieser neuen Geo-
metrie richtig bleiben. Wenn niimlich alle Bewegungen der Ebene gewisse Eigenschaften
von Figuren der Ebene invariant lassen, bleiben diese

c L Eigenschaften auch bei allen Parallelverschiebungen

erhalten. So konnen wir wie vorher behaupten, daB
sich die Seitenhalbierenderr eines Dreiecks in einem
Punkt schneid der die Seitenhalbi d von
den Ecken aus gerechnet, im Verhiltnis 2: 1 teilt (es
A ist klar, daB alle in diesem Theorem auftretenden Be-

griffe auch in der neuen ,,Geometrie‘ einen Sinn

haben). Weiterhin gilt z. B.: Zwei Dreiecke ABC und

ABC,, fiir die CC||AB ist, haben den gleichen Fli-
cheninhalt (Abb. 51). Im Geg dazu verli hier die Th daB sich die Hohen
eines Dreiecks und seine Winkelhalbierenden in je einem i Punkt schneid
ihren Sinn, denn jetzt kann keine Rede mehr von inand enkrech Geraden (und
folglich von Hohen) und von der Gleichheit nicht paralleler Geraden (und folglich von
Winkelhalbierenden) sein.

Th der euklidischen G trie, in denen Begriffe auftreten, die in der hier be-
trachteten ,.Geometrie** einen neuen Sinn erhalten, kénnen in dieser ,,Geometrie*‘ eine
andere Fassung haben. Bezeichnen wir
etwa die Gleichheit in der neuen ,,Geo-
metrie* durch das Wort Gleichheit in
Anfihrungsstrichen (also ,,Gleichheit®),
um hervorzuheben, da8 sie.jetzt nicht
so wie in der euklidischen Geometrie
_ ey ZU Y hen ist, dann kénnen wir wie
_______ friiher sagen: Aus der ,,Gleichheit* zweier

- Dreiecke ABC und A'B’C’ folgt die
Gleichheit** ihrer henden Sei-_
Abb. 52 ten, aber jetat folgt schon umgekehrt
aus der ,,Gleichheit* zweier Paare von
Seiten (etwa AB und A’B’ sowie AC und A’C’) die ,,Gleichheit'* der Dreiecke.

Man kann noch eine ganze Reihe von Siitzen angeben, welche in der hier betrachteten

Geometrie Giiltigkeit haben, withrend sie in der euklidischen Geometrie nicht richtig sind.

5

1) Daran wird auch nichts durch den Umstand geéind v.daﬂzm'l" finition des Flichen-
inhalts einer ebenen Figur nicht von einem einzigen Quadrat wird, son-
dern von einer immer feiner werdenden Folge von Quad (vgl. hierzu den Artikel

{iber Flichen- und Rauminhalt in Band V der EdEM).
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So hat man z. B.: Fir die ,,Gleichheit* zweier Dreiecke 4BC und A’B‘C’ ist hier die

Gleichheit‘* der drei Strecken 44’, BB’, CC’ notwendig und hinreichend (vgl. Abb. 62)
AuBerdem folgt etwa fiir ein Viereck 4 BCD aus der ,,Gleichheit** der gegeniiberlieg
Seiten AB und DC, daB auch die
Seiten AD und BC ,,gleich* sind und
sich die Diagonalen AC und BD in
ihrem Schnittpunkt halbieren (Abbil-
dung 53).1),

Eine Varisnte der betrachteten
»Geometrie'‘ der Gruppe ¥ ist eine
andere ,,Geometrie, die von Figuren
diejenigen Eigenschaften studiert, wel-
che bei allen moglichen Pamlklver

hiebungen und bei Spie an beliebigen Punkten der Ebeuc erhalten bleiben. Diese

Eij ften bilden ebenfalls den G d einer gewi trie*’, denn auch
die Gesamtheit & aller Parallelverschiebungen und Splegelungen an Punkten bildet eine
Gruppe.

1. Die identische Transformation I kann man als eine Parallelverschiebung um den
Betrag Null ansehen.

2. Die inverse Transformation zu einer Parallelverschiebung oder einer Spiegelung an
einem Punkt ist wieder eine Parallelverschiebung oder eine Spiegelung an einem Punkt

(sogar am gleichen).

3. Das Produkt zweier Parallel hiebungen ist eine Parallel hiek ; das Pro-
dukt einer Parallelverschiebung mit einer Splegelung an einem Punkt ist - unnbhsnglg
von der Reihenfolge der Fak — eine Spiegelung an einem Punkt (vgl. 8. 75);
das Produkt aus zwei pregelungen an Punkten ist eine Parallelverschiebung (vgl. S. 77;
wenn die beiden S fallen, stellt ihr Produkt die Parallelver-
schiebung um den Botng Null dar)

Dy h kann die G it € aller Parallel hiebungen und aller S, 1
an Punkten dchlich zur Definition einer neuen ,,G trie‘ dienen.?) Diese Geometrie

ist in gewissem Sinne ein Zwischending zwischen der oben betrachteten Geometrie der
Gruppe P und der euklidischen Geometrie ; denn die Gruppe & liegt zwischen der Gruppe %
der Parallelverschiebungen und der Gruppe ® der Bowegungen (die Gruppe & umfaBt
demppe%undutmderGruppeSD hal hend ist diese neue ,,Geo-
metrie* der euklidi ver d als die von uns oben betrachtete ,,Geo-
metrie* der Guppe R. Du kommt z. B. darin zum Ausdruck, daB hier schon die Gleichheit
von kael und Gegenwinkel besﬁitlgt werden kann, denn diese Winkel konnen durch
eine Spiegel an ihrem g Eckpunkt zur Deckung gebracht werden (in der
Geometrie der Gruppe ist dieses Theorem nicht giiltig). Weiterhin reicht in der neuen

!) Zu der hicr betrachteten ..Geometrie* steht in enger Beziehung das Studium der
Vektoren (vgl. den Artikel ,,Vektoren und ihre A d in der G trie* in diesem

Band der EdEM), denn die Gleichheit von Vektoren (d. h. von gerichteten Strecken) IE

und 6_5 kann man wie folgt definieren: Vektoren A_f und (-1'3 sind gleich, wenn sie durch
cine Parallelverschiebung ineigander iibergefiihrt werden lwnnen (vgl. 8. 301).
?) In dleser Geomeme gelm solche Figuren als ,.gleich*, bei denen die Verbindungs-
Punktep dleser Flgumn nicht nur im gewdhnlichen
Sinne gleich, sondern auch noch parallel sind. Die Richtung dieser Verbindungsstrecken
kann sich aber umdrehen (vgl. Band I des Buches [2), S. 22-23 und 27).
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G ie die ,,Gleichheit** zweier Seitenp der Dreiecke A BC und A’B’C’ noch nicht
fiir die ,,Gleichheit‘* der Dreiecke selbst aus (Abb. 54), wihrend natiirlich die ,,Gleichheit‘‘
aller dreier Sei schon unbedingt die ,,Gleichheit* der Dreiecke selbst zur Folge
hat. SchlieBlich glht die fo]gende Aussage ein interessantes Beispiel fiir ein Theorem, das
zwar in der eukli ie und der ,,G trie** der Gruppe © giiltig ist, wihrend
es in der ,,Geometrie* der Gruppe R verletzt ist. Es handelt sich um das sogenannte
Theorem von BoLyar und GERvVIN:
ABe=>A"8" Je zwei inhaltsgleiche Vielecke sind
A<=>A"C" zerlegungsgleich, d. h. lassen sich so
- in Vielecke unterteilen, daf jedes
DABC<#> BABT Teilvieleck des einen Vielecks einem
bestimmten Teilvieleck des anderen
Vielecks ,,gleich'* wird.l)

6.4. Transformationsgruppen in
der Physik. Die Definition der Geo-
metrie nach KLEIN hebt in erster
Linie den Begriff der geometrischen
Transformationen hervor. Durch
die g ischen Transfa ti

Abb. 54 werden dann die jeweils interessie-
renden invarianten Eigenschaften
der Figuren festgelegt, d. h.. die Transiormationen spielen in der entsprechenden
,,Geometrie* die Rolle der ,Bewegungen‘‘. Zum AbschluB des vorhegenden Pa,ngra-
phen méchten wir bemerken, daB diese Auff; g der G trie auch ein Geg
in derPhysnk hat. Zuniichst erinnern wir an das te Relativitdtsprinzip von GALILEL
Es spielt eine fundamentale Rolle in der Mechanik und lautet wie folgt

Durch keinerlei physikalische Experimente, die innerhalb eines tkalischen Syst
ausgefiihrt werden, kann man eine gleichformige und geradlinige Bewmng dieses Systema
feststellen.

Nocl\ dlesem Pnnzlp konnen wir z. B. auf einem Schiff, das sich mit gleichbleibender

G t in Richtung fortbewegt, durch kemerlel mteme, d. h nicht
die Umgebung des Schiffes einbeziehende Exp 2 1t

die die Fortbewegung des Schiffes betreffen. Aus dem GALLL hen Relativititsprinzip
folgt also, daB alle in der Physik studierten Eigenschaften auch in formierten'

physikalischen Systemen erhalten bleiben, wenn die Transformation nur in einer nach

1) Vgl. den Artikel iiber die Zerlegungsgleichheit bei Polygonen und Polyedern in
Band V der EdEM. Die Tatsache, daB dieses Theorem in der Geometrie der Gruppe &
richtig bleibt, ist der Inhalt des sogenannten Theorems von HADWIGER und GLUR. In der
»Geometrie'* der Gruppe 8 nimmt das Theorem von BoLyar und GERvIN die folgende
Form an: Fiir die Zerleg gleichheit zweier inhaltogleicher Vielecke M und M’ ist not-
wendig und hinreichend. daﬂ mveda die Summe der Ldngen der (orientierten) Seiten von M,
die zu einer Geraden 1 der Ebene parallel sind, mit der Summe der Léingen der (orientierten)
Smen von M’, dte ebenfalls zu 1 parallel sind, iibereinggimmt [vgl. B. T'. Boarauckuit,
¢urypu (W. G. BoLTyaNskl, Inhaltsgleiche und zer-
Iegungsgleiche I“lguren), Moskau 1956]; hierbei wird also davon Gebrauch gemacht, da8
i der Geometrie der Gruppe % fiir Strecken einer beliebigen festen Richtung ! der Begriff
der ,,Liinge von Strecken** cingefithrt werden kann.
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GroBe und Rlchtung konstanten Anderung der Geschwindigkeit besteht. Die zuletzt ge-

i “ heiBen GALILEI-Transformationen. Es werden also, mit
anderen Worten, als .,physikalische Eigenschaften“ von Korpern solche Eigenschaften
&ngesehen, die gegeniiber GAvLILEI-Transformationen invariant bleiben (vgl. hierzu die
D der ,,g ischen Eig haften‘ als solche, die bei ,,Bewegungen* erhalten
bleiben; S. 93).

Dem GavriLeischen Relativititsprinzip kann man auch eine ,,geometrische Fassung
geben, so daB ittelbar sein Z: h mit der KLEINschen Definition der Geo-
metrie m Erschemung tntt Der Einfachheit halber setzen wir voraus, daB wir uns auf

hysik Prozesse b welche: in einer Ebene vor sich gehen. Zum Beispiel
stud.leren wir die Bewegung physikalischer Korper auf einem beschrinkten Teil der Erd-
oberﬂache, welchen wir uns als eben denken. In der betrachteten Ebene fithren wir recht

he Koordinaten (z, ) ein. Eine hanisch g eines

Punktes wml dann durch Formeln
gegeben, welche das Gesetz der Orts-
verinderung des Punktes im Verlauf
der Zeit beschreiben:

z=ft), y=g0).

Es ist véllig klar, daB der Ubergang
zu einem anderen Koordinatensystem
sich nicht auf den Inhalt der physi-
kalischen Gesetze auswirken kann:
l'olghch miissen sich diese Gesetze
tig in den Koordi (z, y)
und etwa in den Koordinaten (z/, y') Abb. 55
beschreiben, die man durch eine be-
liebige Drehung der Koordinat hsen und eine Verschiebung des Koordii ungs
erhilt (Abb. 55). Man iiberlegt sich leicht, daB der Ubergang von den Koordinaten (z, y)
zu den Koordinaten (z’. ¥’} durch die folgenden Formeln b ben wird:

4

' =z-cosax — y-sina +a, ®
Yy =zx-sina +y-cosa + b;
dabel lsb o« der von der x-Achse mit der 2’-Achse gebildete Winkel, und a, b sind die
K des Koordi prungs O von (z,y) im System (2’,y’).!) Daher muB
eine beliebige Aussage, die einen physikalischen Sinn hat, ihre Form auch nach der Trans-
formation (#) beibehalten. Das GariLEIsche Relativititsprinzip behauptet nun sogar
noch mehr, daB nimlich auch dann, wenn sich das Koordinatensystem (z’, y’) gleichformig
und geradhmg zum System (z, y) bewegt, alle physikalischen Prozesse in beiden Systemen
vollki tig b ben werden. Der Zusammenhang zwischen den beiden
Koordinatensystemen (z,y) und (z’,y’) wird dann durch die folgenden Formeln be-
schrieben:

Z =z co8x — y-sina + cos f vt + a, } ()

Y =z-sina+y-cosx+sinf-ovt+b.

Hierbei bedeutet v die Geschwindigkeit, mit der sich der Koordinatenursprung O’ des
Systems (2’, y’) gleichformig entlang der Geraden bewegt, die mit der z-Achse den Winkel
B einschlieBt (vgl. dazu Abb. 55).

1) Vgl. ein beliebiges Lehrbuch der analytischen Geometrie.
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Alle physikalischen Aussagen miissen d h auch ihre Form nach irgendwelchen
Transfe ti (#¢) beibehalten. Zieht man noch in Betracht, daB in den letzten Formeln
auch die Zeit ¢ vorkommt und daB man ohne Anderung des physikalischen Charakters
eines Prozesses auch einen anderen Anfang der Zeitmessung wihlen kann, so konnen wir
die F In (v¢) auf die vollstindige Form

2’ =zx-co8x —y-sinx + cos vt + a,.
Yy =z-sina+y-cosx+sinf-vt+b, (see)
= t+d
bringen. Hierin bezeichnet d den Anfang der alten Zeitmessung im neuen Syatem der Zelt-
messung. Durch die Formeln (sss) worden dle GALILEI-'I‘ f

beschrieben. Das GaLiLE1sche Relativititsprinzip beh t dann, daB die Physik (ge-
nauer gesagt die M hanik) der ebenen B als du Wi haft definiert werden
kann, welche diejenigen Eigenschaften der dreidi tonalen ,,Raum-. Zeot-Wdt“ (=, 9, t)

studiert, die gegenﬁber allen Trana[ormalwmn(cn) tnvariant bleiben. Man bestitigt leicht,
daB die GaLiLEI-Transformationen eine Gruppe bilden. Daher ist bei dieser Au.ffusung
die Mechanik der ebenen Bewegungen mit derjenigen ,,G trie des dreid
len Raumes identisch, die durch die Gruppe der ,,Bewegungen‘ (+#+) gegeben wird.

‘Wir bemerken noch, daB in der modernen Physik das GALILEIsche Relativitdtsprinzip
durch das sogenannte EINsTEINsche Relativititsprinzip ersetzt wird, das der (speziellen)
Rdatmtamlwme zugrunde hegt An die Stelle der GALILEI-Transformation treten dann

jertere Transf die L -Tmnalw J Die
LorexTz-Transformationen hiingen von einem gewi hysikali P cab
(der physikalische Sinn von ¢ ist die Iachtgeschwmdlgkelt im Vakuum). Bel ¢ —» 0o gehen
die LorENTz-Transformationen in die GALILEI-Transformati iiber. Die L -

Transf ti bilden ebenfalls eine Gruppe. Auf diese Weise ist der Ubergang von der
klassischen Mechanik GALiLErs und NEwroNs zur Relativititstheorie EINSTEINs und
PorNcarEs gleichbedeutend mit einer Anderung der Ansicht iiber die ,,G trie* der
uns umgebenden Welt. Hierbei ist die ,,Geometrie* vollig im Sinne von KLEIN zu ver-
stehen, d. h., sie wird durch eine Transformationsgruppe definiert, die alle physikalischen
Gesetze invariant 1i8t.1)

§ 7. Die Gruppe der projektiven Transformationen

7.1. Die Homologie. Unsere Ausfiihrungen iiber geometrische Transforma-
tionen wiren unvollsténdig, wenn wir nicht noch — obgleich nur kurz — die
projektiven Transformationen erértern wiirden. Die Gesamtheit dieser Trans-

‘) Dle ,,Geometne der Raum-Zeit-Welt, in der wir leben, gehort zu den sogenannten
trien, die wir in der FuBnote auf S. 97 erwnlmten. Diese Geo-

metrie unterscheidet sich sowohl von der gewéhnlich kli tri nln auch
von der nichteuklidischen LoBATSCHEWSKIschen G ie. Das gilt unabhiingig davon,
ob die GALILEI-Transf til oder die LorexnTz-Transformationen zum
A kt der G tri werden. Man leiche hierzu die Ausfithrungen

im Artikel aber Nlchbeukhduche Geometnen in Band V der EdEM Dort wud Ausf&hr-

+ + heh

licher die Frage nach der gi Dy ng phy




§ 7. Die Gruppe der projektiven Transformati 105

formationen bildet die Gruppe der projektiven Transformati Diese Gruppe
ist eine der wichtigsten Gruppen der Geometrie und definiert eine bemerkens-
werte ,,Geometrie, die den Namen projektive Geometrie tragt. Diese Geometrie
hingt sowohl eng mit der euklidischen und affinen Geometrie zusammen als
auch mit den nichteuklidischen Geometrien. Der projektiven Geometrie sind
viele ausfiihrliche Lehrbiicher gewidmet.!) Wir wollen hier nur fliichtig ihren
Gegenstand skizzieren.

Unsere Einfilhrung in die projektive Geometrie beginnen wir mit einer
interessanten Transformation, der Homologie, welche wir zunichst absichtlich
etwas ungenau definieren. Eine Homologie?) mit der Achse o und dem Zentrum O
ist eine Transformation der Ebene, die Geraden in Geraden iiberfithrt, und zwar
80, dap jede Gerade, die durch den Punkt O geht, auf sich abgebildet wird und die
Punkte der Geraden o in sich ibergefithrt werden. Hieraus folgt, daB eine Ge-
rade [/, die die Achse o in einem Punkt @ schneidet, durch die Homologle r
in eine Gerade I’ iibergeht, welche wegen I'(Q) = @ die Achse ebenfalls in Q
schneidet. AuBerdem wird eine zur Achse o parallel verlaufende Gerade m
durch die Homologie in eine Gerade m ubergefuhrt d1e ebenfalls zur Geraden o
parallel verlduft, denn in den ev t der Geraden m’ und
o konnte nur dieser Schnittpunkt selbst ubergehen, und das kann hnicht ein-
treten, da m und o sich nicht schneiden.

Kennt man den Bildpunkt M’ = I'(}M) eines einzigen Punktes M, der nicht
auf der Geraden o liegt, so kann man daraus fiir jeden anderen Punkt A der
Ebene seinen Bildpunkt 4’ konstruieren: Der Punkt M’ muB zundchst auf
der Geraden OM liegen, denn

diese Gerade geht bei der Homo- /,'\o

logie in sich iiber (Abb. 56). AR

Wenn nun die Gerade AM die S ‘7/( \

Achse o der Homologie im Punkt I VAN / AN

Q trifit, geht die Gerade AM A5 NN

bei I' in die Gerade QM’ iiber. R————L";-/:———-"—'Z SOW
Wenn die Gerade AM zur Achse I AN

o der Homologie parallel ist, / A=
geht die Gerade AM in die zu - \F = 7 a
o parallel verlaufende Gerade !

durch M’ iiber. Weil weiterhin Abb. 56

der gesuchte Punkt A4’ (bzw.

Aj) auBerdem auf der Geraden OA (bzw. OA4,) liegt, kann man also diesen
Punkt als Schnittpunkt der Geraden 04 und QM’ (bzw. OA, und RM’) er-
halten. Diese Konstruktion versagt nur in dem Fall, daB der Ausgangs-
punkt B auf der Geraden OM M’ liegt. Aber in diesem Fall kénnen wir zuerst
das Bild 4’ = I'(4) fiir einen beliebigen anderen, nicht auf OM gelegenen

1) Vgl. etwa I'. B. I'ypesuy, Ilpoextunas reomerpus (G. B. GUREWITSCH, Projek-
tive Geometrie), Moskau 1960, oder H. C. CoxETER, The real projective plane, Cambridge
1955.

2) Von den griechischen Wortern duds (gleichartig) und Adyog (Sinn).
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Punkt A konstruieren, und dann konstruiert man das Bild B’ = I'(B) nicht
mittels des Paares M, M’, sondern mittels des Paares 4, A’. Andererseits kann
man bei Vorgabe eines Punktes O und einer Geraden o und nach Wahl eines
Punktepaares M, M’ gemafl Abb. 56 eine bestimmte Abbildung I" konstruie-
ren, und diese hat alle Eigenschaften, welche wir von einer Homologie ver-
langten (insbesondere fithrt I” Geraden wieder in Geraden iiber). Wir iiberlas-
sen den Beweis hierfiir dem Leser.
. .| MA4|  |MO|
Wir bemerken, da8 bei [30Q] = (3137
MOA und M M'Q ahnlich werden und dafl dann die Gerade Q M’ die Gerade 0A
nicht schneidet (Abb. 57). In diesem Fall liegt der Punkt A auf der Geraden g,

und nur in diesem Fall die Dreiecke

Abb. 57
Iche sich homothetisch zur Geraden o beziiglich der Homothetie mit dem
Zentrum M und dem Koeffizienten ||’:;113!| verhdlt. Dem Punkt A entspricht
4]

also kein Punkt der Ebene. Anders ausgedriickt bedeutet dies, daB man als
Definitionsbereich der Homologie I” die um die Gerade ¢ verminderte Ebene
nehmen muB. Alle Geraden, die sich in einem gewissen auf der Geraden ¢
liegenden Punkt A schneiden, werden durch die Homologie in zueinander
parallele Geraden iiberfihrt. Man sagt, daB die Gesamtheit aller durch A
hindarchgehenden Geraden in ein Biischel paralleler Geraden iibergeht (vgl.
Abb. 57). |8 [aro|
i e s g s oo _
Andererseits ist fiir jeden Punkt B’, fiir den die TR = |
besteht (mit R als Schnittpunkt der Geraden M’B’ und o), OB’ parallel zu
RM. Folglich existiert. fiir diese Punkte B’ kein Punkt B, der bei der Abbil-
dung I" in B’ iibergeht. Hieraus ergibt sich, daBl als Wertebereich der Homo-
logie I" die Ebene unter AusschluB der genannten Punkte B’ genommen werden
muB, d. h., als Wertebereich von I" fungiert die um eine gewisse Gerade ¢,
verminderte Ebene, nimlich die zu o homothetische Gerade bei der Homo-
|1 M0
MMy

thetie mit dem Zentrum M’ und den Koeffizienten Demzufolge ist



§ 7. Die Gruppe der projektiven Transf i 107

eine Homologie iiberhaupt keine Transformation der Ebene, denn ihr Defini-
tionsbereich und ihr Wertebereich sind nicht identisch. Hierin &uBert sich die
anfianglich erwahnte Ung igkeit der Definition der Homologie.

7.2. Die projektive Ebene. Die Schwierigkeiten, die damit zusammenhangen,
daB die Homologie keine Transformation ist, konnen beseitigt werden, wenn
man jedem Punkt A der Geraden ¢ vermége der Homologie einen ,,idealen‘
oder ,,uneigentlichen“ Punkt A’ zuordnet und hierbei gleichzeitig annimmt,
daB alle parallelen Geraden, die den sich im Punkt 4 schneidenden Geraden
entsprechen, sich in dem fiktiven Punkt A’ ,,schneiden‘‘. Solch ein Punkt 4’
wird haufig auch ein ,,unendlich ferner** Punkt!) genannt. AuBerdem legt man
fest, daB alle ,uneigentlichen‘ oder ,unendlich fernen‘“ Punkte der Ebene
eine ,,uneigentliche** oder ,,unendlich ferne* Gerade ¢’ bilden. In diese Gerade
¢' soll bei der Homologie die Gerade g iibergefiihrt werden. Zu diesen ,,uneigent-
lichen** Punkten der Ebene muf ,
man schlieBlich noch einen ,,un- A
eigentlichen Punkt Z hinzufi-
gen, in welchem sich alle zu o
und ¢ parallel verlaufenden Ge-
raden ,,schneiden®, fiir den dann
I(Z) = Z gesetzt wird.

Die auf diese Weise um die
fiktiven  ,,unendlich  fernen*
Punkte erweiterte Ebene heift a) b)
die projektive Ebene?). Wir bemer- Abb. 58
ken, daB jedem Punkt der pro-
jektiven Ebene ein Geradenbiischel der gewohnlichen Ebene entspricht, und
zwar besteht das Biischel im Fall eines ,eigentlichen’ Punktes aus allen
Geraden, die sich in diesem Punkt schneiden. Wenn der Punkt ,,uneigent-
lich* ist, besteht das Biischel aus allen zu einer Geraden parallelen Geraden
(Abb. 58). AuBerdem heben wir noch hervor, daB sick auf der projektiven
Ebene je zwei Geraden in genau einem Punkt schneiden (dieser ist eigentlich
oder uneigentlich).

eigenfliches uneigentliches
Bischel Guscher |

1) Dies hiingt mit folgendem zusammen: Nihert man sich mit dem Punkt A hinreichend
der Geraden g, so entfernt sich sein Bildpunkt I'(4) unbeschrinkt.-

%) Diese Bezeichnung hiingt damit zusammen, daB die durch Einfiihrung dieser ,,unend-
lich fernen‘** Punkte und einer ,,unendlich fernen* Geraden erweiterte Ebene in natiir-
licher Weise bei Problemen auftaucht, die mit den Zentralprojektionen einer Ebene n auf
eine andere Ebene n’ in Verbindung stehen (wobei das Projektionszentrum O weder auf =
noch auf ' liegen mége). Auch hierbei gibt es auf der Ebene n eine Gerade ¢, deren Punkte
in keine Punkte der Ebene n’ projiziert werden. Diese Gerade ist der Schnitt der Ebene x
mit der zu #’ parallelen Ebene, die durch den Punkt O geht. Zum anderen gibt es auch auf
der Ebene n’ eine Gerade, in deren Punkte kein Punkt der Ebene n projiziert wird. Es ist
dies die Schnittgerade der Ebene #’ mit der zu x parallelen Ebene, die durch den Punkt O
geht.
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Nach einer solchen Erweiterung der Ebene wird nun tatsichlich jede Homo-
logie eine Transformation, deren Operationsbereich die gesamte projektive
Ebene ist. Die Punkte der Geraden ¢ gehen bei der Homologie I" in ,,unendlich
ferne‘* Punkte iiber, d. h., es ist I'(g) = ¢’. Umgekehrt geht jeder ,,unendlich
ferne‘* Punkt B’, der etwa durch ein Biischel paralleler Geraden gegeben wird,
in einen gewissen Punkt B der Geraden g, iiber, d. h., es ist I'(¢’) = ¢,. Man
iiberlegt sich leicht, daB das Produkt einer beliebigen Anzahl von Homologien
wieder eine Homologie ist und da Entsprechendes fiir die zu einer Homologie
inverse Transf tion gilt. Beispielsweise ist die inverse Transformation zu
der Homologie I" mit dem Zentrum O und der Achse o, die den Punkt M in
den Punkt M’ iiberfithrt, die Homologie mit demselben Zentrum O und der-
selben Achse o, die M’ in M abbildet (vgl. Abb. 56).

Man kann jetzt natiirlich auch Homologien betrachten, die sich-ergeben,
wenn die Homologieachse oder das Zentrum oder auch beide ,,unendlich fern‘

.
[4 a)

Js
12

—t— sind. Man bestitigt leicht, daB
" z. B. eine Homologie mit der un-
endlich fernen Geraden als Achse o

und einem gewéhnlichen (,,eigent-

M lichen*) Punkt als Zentrum O im
|~ wesentlichen gleich der Homothe-
/ ' tie mit dem Zentrum O und dem
y Koettizionten 22 iat (Abb. 59a;
10M] ’

sie unterscheidet sich von dieser
nur darin, daB sie einen gréBeren
Operationsbereich hat). Weiterhin
c/ ist eine Homologie mit einem un-

Abb. 59 eigentlichen Zentrum und einer

uneigentlichen Achse im wesent-

lichen eine Parallelverschiebung in Richtung der Geraden, die ,,durch das Zen-
trum O gehen*. Der Betrag der Verschlebung ist |M M|, d. h.,die Parallelver-

schiebung erfolgt um den Vektor 774 (Abb. 59b). Die Homologien mit cinem
uneigentlichen Zentrum O und einer eigentlichen Achse o sind schlieBlich im
wesentlichen die Kontraktion in bezug auf die Gerade o (Abb. 59¢).

n/ 4

e J_ 7
7

74
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7.3. Die Anwendungen von Homelogien bei der Lisung von Aufgaben. Die
Tatsache, daB eine Homologie gewisse sich schneidende Geraden in parallele
Geraden tiberfihrt, kann fir die Losung vieler geometrischer Konstruktions-
aufgaben und fiir Beweiszwecke benutzt werden.

Als Beispiel betrachten wir folgendes Theorem!): Es seien zwei Geraden 1
und ly und ein nicht auf shnen liegender Punkt Q gegeben. Fiir ein beliebig
Geradenpaar a, b, das durch den Punkt Q geht, bezeichne A, A; und B,, B, die

Abb. 60

Schnittpunkte von a und b mit I, bzw. I, (Abb. 60a). Der Schnitipunkt P der
Verbindungsgeraden A,B, und A,B, liegt dann fiir alle solche Geradenpaare auf
einer gemeinsamen Geraden p, die durch den Schnittpunkt O der Geraden 1, und I,
verliuft. Im Fall, daf 1, und I, parallel sind, ist auch p zu shnen parallel.

1) Man bezeichnet dieses Theorem hiufig als Satz von Parros. — Anm. d. wissenschaftl.
Red.’
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Zum Beweis ziehen wir die Homologie I" heran, deren Achse, Zentrum
und sie bestimmendes Punktepaar M, M’ mit M’ = I'(M) so gewahlt seien,
daB die Gerade OQ die Rolle der Geraden g aus Abb. 57 spielt (man kann leicht
bestatigen, daB8 die Wahl einer solchen Homologie stets moglich ist). Hierbei
geht Abb. 60a in Abb. 60b iiber. Alle Vierecke 4;B;B;A4; sind dann Parallelo-
gramme, und der geometrische Ort der Mittelpunkte P dieser Parallelogramme
ist die Mittellinie p’ des durch die Geraden ] und I; gebildeten Streifens. Weil
nun eine Homologie Geraden in Geraden iiberfithrt und parallele Geraden —
also Geraden, die sich in einem igentlichen Punkt schneiden — in Geraden,

die sich in einem eigentlichen
Punkt schneiden, gehen bei
der Homologie I' (vgl. 8.105)
die parallelen Geraden lj, I}
und p’ in die sich im Punkt O
schneidenden Geraden I,, I,
und p iiber.

Hier noch ein weiteres Beispiel.
Wir beweisen: Eine Gerade MN
hneide die Seiten AB und CD
eines Vierecks ABCD und zerlege
damit das Viereck in die beiden
Teilvierecke AMND und BMNC.

‘\,<’

|
4 t"/{ VALl D”\
1

R’ b) ¢l

Abb. 61

Dann liegen alle dres Schnittpunkte P, Q, R der Diagonalen dieser dres Vierecke AMND,
BMNC und ABCD auf esner Geraden (Abb. 61a).})

') Wenn sich die Geraden 4D, BC und MN in einem Punkt schneiden, folgt unsere
Behauptung offenbar aus dem zuvor bewiesenen Theorem. In diesem Spezialfall geht
die Gerade PRQ durch den Schnittpunkt der Geraden AB und CD.
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Ein elementater Bewela d:eses mmmnun Theorems ist sehr schwierig. Wenn man
jedoch eine h ! he T b 8o ist der Beweis einfach. Wir trans-
formieren nimlich die Abb. 61a mit Hilfe einer Homologie I', die wir so wiihlen, daB die
Gerade PQ die Rolle der Geraden g in der Abb. 57 iibernimmt (von der wir bisher noch
nicht wissen, ob der Punkt R auf ihr liegt). Damit erhalten wir Abb.61b; in ihr ist

’N']lD’M’ (weil der Schni kt P der Geraden AN und DM in einen ,,unendllch
fernen*' Punkt iibergeht) und B’N’||C"M' (weil der Punkt @ ebenfalls in einen ,,unendlich
fernen‘* Punkt iibergeht). Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke 0’4’N’, O'M’D’ und O'C’'M’,
O’N’B’ (0' bezeichnet den Schni kt!) der Geraden A’B’ und C’D’) gelten die Relationen

v 47 ' M N ,

0'4 _ o' M| un |0N| ]00[
!olNlI IO!D/' |OIBI |OIMI'
halten wir % = —lla,%{- Hieraus folgt A’C’||B’D’. Demnach geht bei I" der Schnitt-
punkt R der Geraden AC und BD (Abb. 61a) in einen ,,unendlich fernen‘“ Punkt iiber,
und das bedeutet aber, daB R auf der Geraden PQ liegt.

Durch Multiplikation dieser Gleichungen er-

7.4. Projektive Transformationen und projektive Geometrie. Die Homologien
bllden einen Spezialfall der projektiven Transformationen, das sind die T'rans-
bi der projektiven Ebene, bei denen jede Gerade wieder in eine Gerade
ul)ergelu (das bezieht sich also auch auf die uneigentliche Gerade).?) Demnach
unterscheidet sich die Definition der projektiven Transformationen nur da-
durch von der Definition der affinen Transformation, daB ihr Operationsbereich
nicht die gewohnhche (euklidische) Ebene ist, sondern die projektive Ebene')
Es ist klar, daB die G theit aller projektiven Transformati der proj
Ebene eine Gruppe bildet. Der Bewem hierzu unterscheidet sich fnktuch nicht
von dem auf S.97 angegebenert Beweis dafiir, daB die affinen Transforma-
tionen eine Gruppe bilden. Der Zweig der Geometrie, der diejenigen Eigen-
schaften von Figuren studiert, welche gegenuber pro)ektwen Transformationen
invariant bleiben, heiBt projekt: trie. Als Beispiele fiir Theoreme der
projektiven Geometrie kénnen dne von uns mit Hilfe von Homologien be-
wiesenen Theoreme dienen. Es ist namlich leicht einzusehen, daf} die Behaup-
tungen dleser Theoreme ihre Giiltigkeit behalten, wenn man die dort darge-
stellten Lag hungen einer beliebi projektiven Transformation unter-
wirtt. Hierauf beruhte im Grunde auch schon die Heranziehung der Homo-
logien zum Beweis dieser Theoreme. Nachdem wir ndmlich den geometrischen
Sachverhalt mittels einer in geeigneter Weise gewihlten Homologie transfor-
miert hatten, vereinfachte er sich tlich. Wir folgerten dann die Behaup-
tung des betrachteten Theorems in diesem einfacheren Spezialfall, was auf
Grund unserer allgemeinen Uberlegungen zum Beweis der urspriinglichen
Behauptung vollig ausreichte.

1) Wir iiberlassen es dem Leser, sich iiber den Fall 4’B’||C’D’ (Abb. 61 ¢) klar zu werden.

2) Man kann beweisen, daB jede projektive Transformation der Ebcm mit Hd/e einer in
geeigneter Weise gcwahlten Homologie und einer gews. Ahnlichk sformation erzeugt
werden kann (vgl. dies mit den Ausfilhrungen uber affine Transformanonen auf S. 87).

3) Zum Begriff der projektiven Ebene kann man fast alles wiederholen, was oben
(S. 51-53) zum Begriff der geschlossenen Ebene gesagt wurde.
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7.5. Koordinaten in der projektiven Ebene. Weil die projektive Ebene von véllig anderer
geometrischer Struktur ist als die gewohnliche (euklidische) Ebene, ist in ihr die fibliche

Art der Einfiihrung von Koordi nicht dbar. Jedoch kann man auch fir die
projektive Ebene ein brauchb Koordi ystem erhalten, wenn man die ibliche
Art der Zuordnung der Koordi zu den Punkten etwas abiindert. Es geniigt niimlich
dle kartesischen Koordinaten z, y der ,,eigentlichen‘* Punkte durch sogenn.nnte lmmogme
dinaten z,, 25, 7o 20 die mit z, y durch die folgend g/ )s
sind: .
_ o _ T
T = ?n-, = f‘_o. (18)

Multipliziert man hierbei alle drei Koordinaten z,, z,, %, mit derselben Zahl ¢ = 0, so
erhilt man Koordinaten desselben Punktes, denn die kartesischen Koordinaten z und y
éndern sich dabei nicht. Daher sind also — wne man sa.gt dxe homogenen Koordinaten
nur ,,bis auf einen multiplikativen Faktor g i - leich Null ist, ent-
spricht dem Zahlentripel (z,, z;, ) ein ,,elganthcher“ Punkt 4 del' Ebene, dessen kartesi-
sche Koordinaten durch die Formeln (18) festgelegt sind. Fiir z, = 0 verlieren dagegen
die Formeln (18) ihren Sinn. In diesem Fall wird, sofern wenigstens eine der Zahlen z,
und z, von Null hieden ist, dem Zahlentripel (z,, Z,, 0) ein bestimmter ,,unendlich
ferner** Punkt A4’ der projektiven Ebene zugeordnet, und zwar so, daB das Verhiltnis
% = zﬁ den Anstiegskoeffizienten der ,,durch diesen Punkt A’ gehonden Geraden* angibt.
1

Den Koordinaten z; = 2; = x, = 0 entspricht kein Punkt der projektiven Ebene, d. h.,
diese Koordinatenwerte werden nicht zugelassen (denn es ist unméglich, iber einen
,,Amtnegskoefﬁzlenten“ ~— = — zu reden, der dem Zahlentripel (0, 0, 0) entspricht)

P

Die eingefiihrten h K’ di lauben es nun, eine beliebige Abbildung mit
einem Definitionsbereich und Wertebereich aus der projektiven Ebene durch Gleichungen
zu beschreiben :

= w(xl. Ty, To)s
23 = y(zy, 73, T,), } (19)
25 = x(xy, T3, X,).
Genauer gesagt, muB man Gleichungen der Form
0] = @lxy, 3, ),
075 = y(zy, %3, ), ] (19a)
0% = X%y, %3, %o)

betrachten, wobei ¢ == 0 eine beliebige Zahl ist und die Funktionen ¢(2,, zy, %),
w(xy, %3, %) und x(x,, x;, 7,) 8o geartet sein miissen, daB sich ihre Funktionswerte beim
Ersetzen von (z,, %, z,) durch (oz,, 02,, 0%,) (¢ & 0) alle um einen gemeinsamen Faktor
7 % 0 éndern, der nur von o abhéngt.

Eine besondere Rolle unter allen Abbildungen (19) oder (19a) spielen die linearen
Abbildungen der projektiven Ebene

% = ag%) + byxy + 047y, (20)

o = ayz; + b7y + onF, l
Ty = agxy + byxy + oy
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Wenn diese Abbildung eineindeutig ist, d. h. wenn auns den Formeln (20) durch z;, 3, 2y

auch z,, z,, , bis auf einen i Faktor besti sind, 8o stellt sie eine projek-
tive Transformation dar. Der Beweis hierzu unterscheidet sich kaum vom Beweis
dafiir, daB eine lineare T 1 ion der gewShnlichen Ebene eine affine Transformation

darstellt (vgl. 8. 70ff.). Er benutzt nur die Tatsache, daB jede Gerade der projektiven
Ebene in homogenen Koordinaten durch eine lineare Gleichung

Az, + Bxy + Czy =0 [£2)]
beschrieben wird. Denn eine Gerade
A C

Az + By + C =0 oder y=—F*—§ (21a)

mit dem Anstiegskoeffizienten k = —% wird in homogenen Koordinaten (18) durch die
Gleich (21) beschrieb Dieser Gleich geniigt auch der ,,unendlich ferne** Punkt
(2, 23, 0) = (B, —4, 0), durch den die Gerade (21a) hindurchgeht. Die ,,unendhch ferne**
Gerade der projektiven Ebene wird einfach durch die Gleich Z = 0 besch
Umgskehrt kmn man auch beweisen, daB sich jede projektive Transformation der pro-
jektiven Ebene in h Koordi durch Formeln des Typs (20) beschreiben ldpt.

7.6. Birationale Transfs th der projektiven Ebene. Verallgemeinert man die hier
angestellten Uberlegungen in der am Schlu8 von § 3 angegebenen Richtung, so kann man
auch birati der projektiven Ebene defini Diese Transf
tionen sind dwd\u-ch charakterisiert, dabB die in ihrer analytischen Beschreibung (19) auf-
tretenden Funktionen ¢(z,, 235, %y), Y(%,, 23, %), X(x;, T3, Z,) nebst ihren Umkehrungen
rationale Funktionen ihrer Argumente sind (vgl. S. 73). Hierbei kann man jetzt die Funk-
tionen ¢, y, y als ganze rationale Funktionen annehmen, denn diese drei Funktionen
lunn man glelchmtlg mit emem beliebigen Ausdruck multiplizieren und so von ihrem

freien. Das laBt eine Klassifizierung der birationalen Trans-
formahomm der pro;ektlven Ebene nach dem Grad der Funktionen g, y, ¥ zu. Die einfach-

sten b nnd dle (hlerbu sind die Funktionen ¢, v,
vomGndl)Dann“ die q T (hi *'smddon\mk
tionen @, v, x vom Grad 2) und die kubischen Transf ti (hierbei sind die Funk-
tionen ¢, v, % vom Grad 3) usw.t)
Die der 1 (projektiven) Transf i haben wir
schon erliutert. Als Bei spiel fﬁr dratische Transf ti mégen die I ion (7)
und die hyperboluche Inversion (8) dienen. In homogenen Koordinaten kann man die bei-
den i wie folgt beschreiben:
) = kzyx,,
73 = kagzy, } (22)
z=21+2

und entsprechend
T = Zy%y,
2 = kg, l 23
74 = 2%y

1) Der Grad der Funktionen @, ¥ und x kann nicht verschieden sein, da sich die Funk-
tionen bei Multiplikation von #,, z,, z, mit einer gemeinsamen Zahl ¢ 3= 0 notwendiger-
weise um ein und denselben Faktor T (= t(0)) dndern miissen.

8 Enzykl. Elementarmath. IV
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)

(man vergleiche diese Formeln mit
den Formeln (7) und (8) auf S. 68).1)
Diese Beispiele sind hinreichend cha-
rakteristisch. Man kann nidmlich be-
weisen, daB jede quadratische Trans-

1) Genaugenommen sind weder die
Inversion noch die hyperbolische In-
version Transformationen der pro-
jektiven Ebene. Die Inversion (22)
fithrt némlich alle Punkte der ,,un-
endlich fernen* Geraden z, =0 in
das  Inversionszentrum 0(0, 0, 1)
iiber, und die hyperbolische Inver-
sion (23) fithrt alle Punkte der ,,un-
endlich fernen‘ Geraden z, =0 in
den. einen ,,unendlich fernen‘* Punkt
A,(1,0,0) iiber (der der Inversions-
achse o entspricht), und alle Punkte
der Inversionsachse o, die Jie Glei-
chung z;, = 0 hat, gehen in den
anderen ,,unendlich fernen* Punkt A,(0, 1, 0) iiber (der den Senkrechten zur Inver-
sionsachse entspricht). Wie wir schon frither bemerkten, bedingt der Wunsch, die Inver-

Abb. 62

sion bzw. die hyperbolischen Inversi als Transformati der Ebene zu betrachten,
eine Erweiterung der Ebene durch ,,ideale* Elemente, die sich von der projektiven Ebene
wesentlich unberscheldet Man kann beweisen, daB die I Transformati (20)
die einzigen b len Transformati cmd deren Operationsbereich die te pro-
1ektwc E'bme ist. In Analogie lnenu gilt, daB die mmyen Transformationen (14), deren

bereich die Ebene ist und bei denen die Funktion F(z)
dumh eine rationale Funktion der k ple Verdnderlichen z gegeben wird, die gebrochenen

linearen Transformationen (16) sind (vgl. S. 72).
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formation der projektiven Ebene in der Form AZ darstellbar ist, wobei A eine lineare Trans-
formation bedeutet (die sich, wie wir wissen, auf eine Homologie zuriickfiihren liBt!)) und
Z eine Kreisspiegelung (Inversion) oder eine Spieyel-mg an einem Paar paralleler Geraden
(hyperbohsche Inversion) oder eine Spiegelung an einer Hyperbel oder Parabel ist. Die Spiege-
lungen an einer Hyperbel oder Parnbel werden genauso definiert wie die Spiegelung an
einem Kreis: Ein ,,im AuBeren‘ der henden Kurve K liegender Punkt A geht
iiber in den Schnittpunkt 4’ des durch 4 gehenden Durchmessers der Kurve K (das ist
die Verbindungsgerade von 4 mit dem Mittelpunkt O der Hyperbel oder die entsprechende
Parallele zur Parabelachse) mit der Verbind den der Berithrungspunkte P und @
der von A ausgehenden Tangenten an die Kurve, withrend der Punkt 4’ umgekehrt in 4
iibergeht; die Punkte der Kurve K bleiben bel der Spnegelung an K fest (vgl Abb. 62a, b

mit Abb. 9 auf 8. 50). Eine analoge geomet: g aller kubischen Trans-
formationen der Ebene (und all, il birationaler Transf i ) ist bisher noch
unbekannt.

§ 8. Allgemeinere Arten von geometrischen Abbildungen

8.1. Beispiele fiir allgemeinere geometrische Abbildungen. Zum Begriff der
Punktabbildung gelangten wir, indem wir als Argumente z und Funktions-
werte y einer Funktion y = f(z) statt Zahlen, wie dieses hdufig betrachtet wird,
Punkte zugelassen haben. Ebenso ist es dann aber auch berechtigt, dal bei
einer Zuordnung y = f(x) an die Stelle der Punkte andere geometrische Ob-
jekte, sogar Objekte unterschiedlicher Natur, treten kénnen. Auf diese Weise
gelangen wir zum allgemeineren Begriff der (nicht notwendig punkthaften)
geometrischen Abbildung. Beispielsweise kann eine solche Abbildung a’ = ®(a)
in einer Menge von Geraden erkléirt sein, d. h., die Zuordnung fithrt eine Ge-
rade a in eine neue (oder auch dieselbe) Gerade a’ iiber. Oder man kann eine
Abbildung 2" = ®(Z) in einer Menge von Kreisen betrachten, d. h., 2’ und.Z
sind jetzt Kreise. Zum anderen sind auch Abbildungen méglich, die Kreise in
Punkte iiberfithren (z. B. 0 = @(8), wobei O der Mittelpunkt des Kreises §
ist) oder die Punkte in Geraden (vgl. S. 121) oder Kreise in Dreiecke iiberfithren.
Wir geben hier einige Beispiele solcher Transformationen und Abbildungen
genauer an.

1. Es ist klar, daB man eine affine Transformation der Ebene, die ja Geraden
in Geraden iiberfithrt, auck als eine Transformation in der M enge aller Geraden
ansehen kann. So kann man beispielsweise die Kontraktion in bezug auf den
Punkt O mit dem Koeffizienten k als die Geradentransformation a’ = @(a)

Iche eine beliebige Gerade a in die Gerade a’ transformiert, die
die gleiche Richtung wie a hat, aber von O den k-fachen Abstand wie
die Ausgangsgerade besitzt (Abb. 63). Hierbei geht jede durch O ver-
laufende Gerade in sich iiber. Desgleichen kann man die Kontraktion in
bezug auf eine Gerade o0 mit dem Koeffizienten k als Geradentransformation

1) Vgl. die FuBnote 2 auf $. 111.
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a’ = P(a) ansehen. Diese ordnet jeder zu o0 parallelen Geraden a, ebenfalls
eine zu o parallele Gerade a; (mit dem k-fachen Abstand von o wie a,) zu;
die Gerade o wird in sich @bergefiihrt, und jede Gerade a,, die o schneidet,

J:

a’
BN i

o 0 = FI\

Abb. 63 Abb, 64

geht in eine Gerade a; iiber, die o im gleichen Punkt wie a, schneidet und
bei der der Tangens des Schnittwinkels mit o gleich dem k-fachen des Tan-
gens des Schnittwinkels von a, mit o ist (Abb. 64). Wenn wir friiher die
affinen Transformationen als diejenigen (Punkt-) Transformationen charak-

a a’
% A% 4
/
al 3 12

Abb. 65

terigierten, bei denen Geraden (welche wir als geradlinige Punktreihen be-
trachteten, Abb. 65a) wieder in Geraden iibergingen, so konnen wir sie jetzt
als diejenigen Geradentransformationen der Ebene beschreiben, bei denen
jeder Punkt (worunter wir jetzt ein Biischel von sich in einem Punkt schnei-
denden Geraden verstehen, Abb. 65b) wieder in Punkte iiberfithren (d. h.
mit anderen Worten, die affinen Transformationen transformieren Geraden-
biischel in Geradenbiischel).
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2. Auch jede Homologie I" (vgl. S. 105) kann als eine Transformation in der
Menge der Geraden der Ebene aufgefaft werden.

Die Homologie mit der Achse o0 und dem Zentrum O, welche eine gegebene
Gerade m in eine gewisse Gerade m' iiberfiihrt, die o im gleichen Punkt wie m
schneidet, kann man namlich in folgender Weise als eine Geradentransformation
definieren: Sie fithrt eine beliebige Gerade a der Ebene in diejenige Gerade a’
iiber, welche die Achse o im gleichen Punkt wie a schneidet (oder bei aflo zu
o parallel ist) und die durch den Schnittpunkt A’ der Geraden m’ mit der
Geraden 04 hindurchgeht, wobei 4 den Schnittpunkt von a und m bedeutet
(Abb. 66; wenn eine Gerade b die Achse o im gleichen Punkt wie m schneidet,

Abb. 66

so crsetzen wir bei der Konstruktion der Geraden b’ = I'(b) die Geraden m und
m’ durch Geraden a und a’, die schon in der angegebenen Weise konstruiert
-wurden und die die Achse o in einem anderen Punkt schneiden). Damit wird
die Homologie I" eine Transformation der Menge aller Geraden der projektiven
Ebene. Die in Abb. 66 abgebildete Gerade ¢ wird in die uneigentliche Gerade
iibergefiihrt. Die Homologie besitzt (als Geradentransformation) die folgende
Eigenschaft: Jedes Biischel von sich in einem Punkt schneidendén Geraden (der
Punkt kann eigentlich sein oder nicht) wird in ein Biischel von sich in einem
Punkt schneidenden Geraden tibergefiihrt.

8.2, Allgemeine Transf it in der Kreisgeometrie. Analog zu dem iiber affine
Transf i Bewil kann man jede Kreisverwandtschaft in der Ebene als eine
Transformation in der Menge aller Kreise und Geraden ansehen, die jeden Kreis und jede
Gerade (welche man auch als einen Kreis mit ,,unendlich groBem‘* Radius ansehen kann)
in einen Kreis oder in eine Gerade transformiert. So folgt etwa aus den Formeln (9) und
(9°) von §3, daB die Inversion vom Grad 1 mit dem Ursprung O eines rechtwinkligen
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kartesischen Koordinat t als Inversi um in f der Weise als Trans-
formation in der Menge der Kreise und Geraden der Ebene beschrieben werden kann:

a) Jede Gierade ax + by = 0, die durch O geht, wird in sich iibergefiihrt.

b) Jede Gerade 2ax + 2by = 1, die nicht durch O geht, geht in den entsprechenden
Kreis (2* + g*) — 2ax — 2by = 0 iiber, der durch O geht (sein Mittelpunkt Q(a, b) liegt

auf der von O ausgehenden Senkrechten auf die Ausgangsgerade, wobei |0Q| =
. 1

ist; der Radius des Kreises ist =—

ist; der ius des Kreises ist |QO; 2\P0|

¢) Jeder durch O gehende Kreis (z* + y*) — 2ax — 2by =0 geht in die entsprechende
Gerade 2az + 2by = 1 iber, die nicht durch O geht (das von O auf dlese Gerade gefiillte

2108]

Lot OP llegt auf der Geraden 0Q, wobei Q(a, b) der Kreismittelp ist; dem ist
OP| = ——].
71 = 57)

d) Jeder nicht durch O gehende Kreis (22 + y?) — 2az — 2by + ¢ = 0 geht in den ent-
b
sprechenden ebenfalls nicht durch O gehenden Kreisa? + y2 — 2 —z 2— + — =0 iiber
(dle Mittelpunkte @(a. b) und Q (—, i dieser Kreise Z und E' hegen auf einer gemein-
c ¢

samen Geraden durch den Punkt 0, hierbei ist das Verhiiltnis der Radien r =Va? +b—c

b\2
und ¥ = :— + ) dleser Kreise gleich dem Verhiltnis der Strecken O und

0Q’; hieraus folgt, dal O das Zentrum einer Homothetie der Kreise £ und £’ vom Grad ¢
1
und - ist, beziiglich der £ und X’ invers sind‘)) -

q "

Man kann also ei its die Kreisver haften als Transfor in der Menge
der Punkte der Ebene auffassen. die jeden Kreis (hierzu rechnen wir auch die Kreise mit
unendlich groBen Radien, d. h. die Gera-

den), wenn wir ihn als Punktgesamtheit

a auffassen. in einen Kreis iiberfihren (Ab-
ar bildung 67a). And its kann man

sie als Transformationen in der Menge
aller Kreise und Geraden auffassen, wel-
che jede Gesamtheit von allen sich in

- einem Punkt schneidenden Kreisen wie-
derum in eine solche Gesamtheit von
Kreisen iiberfilhren (Abb. 67b). Es ver-
steht sich. daB wir hlerbel die Kreistrans- -
formati als P fi i
Abb. 67a der ,.erweiterten'* (geschlossenen) Ebene
betrachten miissen.

Bisher erorterten wir nur solche all i Transfi tionen, die wir auch als Punkt-
transf ti deuten } Man kann aber natiirlich auch Transformati in
der Menge aller Geraden oder in der Menge aller Kreise der Ebene betrachten, welche
nicht stets die Gesamtheit aller sich in einem Punkt schneid (Gerad

biischel) oder die Gesamtheit aller sich in einem Punkt schneidenden Kreise wwder in eine
ebensolche Gesamtheit von Geraden oder Kreisen iiberfithren. Derartige Transformationen

1) Vgl. § 2 des Artikels .,Geometrie der Kreise'*.



§ 8. Allgemeinere Arten von geometrischen Abbildungen 119

kann man dann oglich als Transft ti in der Menge der Punkte der Ebene auf-
fassen. I Beispiele fiir solche Transf¢ ti liefert die sogenannte Kreis-
geometrie.l) In dieser Theorie untersucht man z.B. sog te Kreisact f

i das sind Transfc i in der Menge der orientierten Geraden der Ebene,

Abb. 67b
welche die Gt heit aller T: ten eines (orientierten) Kreises Z in die Gesamtheit
aller Tangenten eines im allgemeinen von 2 hied ientierten) Kreises 2 iiber-
fithren. Die Menge der sich in einem Punkt schneidenden Geraden geht bei einer solchen
Transf ion in die G theit aller T eines gewissen Kreises iiber (d. h., diese
Transf til formi im ibertrag Sinne ,,Punkte* in ,,Kreise''). Man
betrachtet in der Geometrie der Kreise auch noch all, i Berithr transf i

welche Kreise in Kreise iiberfiihren und die Beriihrung von Kreisen in:arimb,lusen. Jede
Gesamtheit aller Kreise, die durch einen Punkt gehen, und jede Gesamtheit aller Kreise,
die eine Gerade beriihren, kénnen dabei in eine G heit aller Kreise abgebildet werden,

welche einen gewi: Kreis berithren (im iibertragy Sinne fithren diese Kreistrans-
formationen also ,,Punkte‘ in ,,Kreise‘‘ und ,,Geraden‘ in ,,Kreise‘* iiber).
Das einfachste Beispiel fir eine Kreisacl formation bildet die t

Paralleltransformation. In der Menge aller Geraden wird die Paralleltransformation P

um die GroBe d wie folgt definiert: Jeder Gera-

den a wird vermoge der Transformation P diejenige a;

Gerade a’ zugeordnet, die parallel 2u a ist und von

thr den Abstand d hat. Weil in dieser Definition 4

nicht gesagt ist, in welche der beiden zu a par-

allelen Geraden, die den Abstand d von a haben, % g

a’ iibergehen soll, ist noch eine gewisse zusitzliche a
inkunft notwendig. Es erweist sich dabei d

als zweckmiBig, die Geraden mit einer Richtung

(Orientierung) auszustatten, d. h., man liBt mit 7

einer gewohnlichen Geraden @ in bezug auf ihre !

Lage zwei ,,Geraden‘‘ @, und @, zusammenfallen, Abb. 68

welche sich durch ihre Richtungen voneinander

unterscheiden sollen (in Abbildungen kennzeichnet man die Richtung meistens durch

einen Pfeil). Die ,,Geraden* a, und a, werden dann durch die Paralleltransformation P

1) Vgl. den Artikel ,,Geometrie der Kreise* in diesem Band der EdEM.
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in verschiedene Geraden a; und a; iibergefiihrt, indem man niimlich jede der Geraden a,
und a; (in Richtung ihrer Onenhemng gesehen) nach rechts um den Betragd ver-
schiebt (Abb. 68). Eine Parallel ion ist d 8 also nicht als eine Trans-
formation in der Menge der gewd! Gerad fzuf dern als eine Trans-
formation in der Menge der orientierten Gemden (die man a.uch als Achsen bezelchnet)
Analog verhilt sich die Sache auch bei der Betracht

formationen, woraus sich iibrigens auch ihre Bezeichnung erklirt.

~d
//
4
Il
—_
al b)
z
/
r
¢/ a)
Abb. 69

Es ist leicht einzusehen, daB bei einer Panlleltmniormauon P jedes Geradenbiischel

in die G theit aller T' ten eines g Kreises iibergeht. Der Mittelpunkt dieses
Kreises ist das urs liche Biischel ;und sein Rad.ms hat dle GroBe d (Abb. 69a).
Diesem Kreis kann man in licher Weise eine besti ng (Durchlaufrick

tung) zuschreiben, nimlich die der Richtung aller seiner Tangenwn encspmchendo Durch-
laufrichtung (in Abbildungen wird die Orientierung eines Kreises durch einen Pfeil auf
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der Peripherie des Kreises angegeben). In diesem Sinne kann man dann von einer Parallel-
transformation P vom Beirag d behaupten, daf sie Punkte in Kreise vom Radwa d diberfiihrt.
Ein orientierter Kreis Z der Ebene, der als G: heit seiner gerick ten auf-
gefaBt wird, wird durch die Transformation P in einen zu X konzentrwnhen Kreis 2’
transformiert, dessen Radius gleich r + d oder r — d bzw. d — r ist (Abb. 69b-d). Es
erweist sich als zweckmiiBig, den Kreisradien positive und negative Werte qunlegen.
Hierbei soll ein positiver Radius bedeuten, daB der Kreis dem Ul

onentlen i.st Ein negntwer Radius soll dagegen die Orientierung des Kreises im Uhrzeiger-

sinn bezei Dy h ist ein orienti Kreis also vol.lshndxg durch Angabe seines
Mittelpunktes und durch die mit Vorzeichen versechene GroBe seines Radius bestimmt.

Bei dieser Ubereinkunft geht bei der Paralleltransformation vom Betragd ein Kreis vom
Radius r jeweils in einen Kreis mit dem Radius r + d iiber (vgl. Abb. 69b-d; einen nega-
tiven Radius haben hier die Kreise 2 und 2’ in Abb. 69¢ und der Kreis 2 in Abb. 69d).

Eine Pamlkumnalormatm P kann man einerseits also als eine Transformation in der
Menge aller or Geraden der Ebene hen, die jede Gerade um den Abstand d ver-
achiebt. Hierbei geht die Menge aller Tangenten eines orientierten Kreises 2 (ein Biischel
orientierter Geraden, die durch einen Punkt gehen, wollen wir als Menge der Tangenten
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an einen orientierten Kreis vom Radius Null ansehen) in die Menge aller Tangenten eines
orientierten Kreises X iiber, d. h., es werden Kreise in Kreise transformiert. Damit kann
man andererseits eine Paralleltransformation auch als eine Transformation in der Menge
aller orientierten Kreise auffassen, die ;eden Kuw vom Eadma r (mit positivem oder nega-
tivem Vorzeichen) in einen zum A iachen Kreis vom Radma r + d diber-
fiikrt. Jede solche Transf ti formi kehrt die G: heit aller Kreise,
die eine orientierte Gerade ! beriihren, in die Gesamthelt der Kreise, die eine (im allgemei-
nen andere) Gerade I’ berihren, d. h., bei ihr gehen stets Geraden in Geraden iiber. Jedoch

ist es oglich, diese Transf ion als eine Punkttransformation zu deuten.
All i trische Transf i der hier betrachteten Art erweisen sich
hiufig ebentalls bei der Lésung ischer Konstrul fgaben oder fiir B

zwecke als niitzlich. Wir betrachten hier als Beispiel fiir den ersten Fall die bekannte Auf-
gabe iber die Konstruktion der gemeinsamen Tangenten an zwei Kreise 2, und Z; mit
den Radien r, und r,, wobei r, = r, sein moge. Zur Lésung dieser Aufgabe verwenden wir
die Paralleltransformation P vom Betrag r, (Abb. 70). Hierbei sehen wir den Kreis Z,
als im Uhrzeigersinn orientiert an, d. h., der Kreis hat den Radius —r,. Demnach fiihrt
die Transformation P den Kreis X, in einen Punkt iiber, nimlich in den Mittelpunkt von

Z, (hierin besteht der Sinn der B g einer Paralleltransformation). Der Kreis X,
geht in einen Kreis 2| itber, der zu £, isch ist. Je nachd welche Orientierung
der Kreis 2| hatte, ob im Uhrzeigersinn oder entgegen dem Uhrzeigersinn, ist der Radius

von Xy g]elch r, — 75 (Abb. 70a) “oder g]emh ry + 1, (Abb. 70b). Die gemeinsamen Tan-
genten der Kreise Z; und X, gehen dabei in die Tangenten des Kreises X iiber, welche
den Punkt Z, enthalten. Letztere kann man leicht konstruieren (die Konstruktion der
Tangenten von einem Punkt an einen Kreis setzen wir also als bekannt voraus). Die
gesuchte Tangente! an die Kreise 2, und Z, ergibt sich als diejenige Gerade. welche bei der
Transformation P in die durch den Punkt Z; verlaufende Tangente I’ an X uibergefiihrt
wird, d. h., sie ist parallel zu I’ und von I’ um den Betrag r, entfernt (hinsichtlich ihrer
Richtung liegt I’ rechts von 1).

8.3. Polarititen. Das Dualitiitsprinzip in der projektiven Geometrie. Ein
wichtiges und interessantes Beispiel fiir eine Abbildung, die Punkte in Geraden
und Geraden in Punkte iiberfiihrt, liefern die sogenannten Polarititen. Unter
der Polaritit mit dem Zentrum O versteht man diejenige Abbildung I7, die
einem gegebenen Punkt 4 der Ebene diejenige Gerade a zuordnet, welche auf
0A senkrecht steht und durch den Punkt 4’ geht, der dem Punkt A4 bei der
Inversion mit dem Zentrum O und dem Grad 1 entspricht, d. h., die Gerade a

geht durch den Punkt A’ des Strahles &: fiir den |04’| = | OIAI

kehrt soll die Abbildung /7 der Geraden a den Punkt 4 zuordnen (Abb. 71a).

Es ist klar, daB der Definitionsbereich einer Polaritdt aus Punkten und
Geraden der Ebene besteht. Fiir die vollstindige Betrachtung einer Polaritat
ist es zweckmaBig, daB nicht die Punkte und Geraden der gewdhnlichen
(euklidischen) Ebene zugrunde gelegt werden, sondern die Punkte und Geraden
der projektiven Ebene. Hierbei mul man dann die Definition der Polaritat
dahingehend erginzen, daB man dem Zentrum O die ,,unendlich ferne* Gerade
der projektiven Ebene zuordnet und jedem uneigentlichen Punkt 4, der durch
eine ihn enthaltene Gerade ! (bzw. ein Biischel paralleler Geraden) bestimmt
ist, die durch O gehende Senkrechte zu I entsprechen laBt. Bei Beschrankung

ist. Umge-
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auf die gewohnliche Ebene miiten wir namlich den Punkt O und alle durch ihn
gehenden Geraden von der Betrachtung ausschlieBen. Diese Varmnte der
Polaritat ware aber weniger bequem als die Benutzung der g
Elemente der projektiven Ebene.

Eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften der Polarititen zeigen wir
spiter. An dieser Stelle bemerken wir nur folgende Eigenschaft, die ohne Zweifel
die wichtigste unter ihnen ist: Wenn I1(A) = a ist und B einen Punkt der Ge-
raden a bezeichnet, geht die Gerade b = I1(B) durch A. Denn bezeichnet etwa B’
den Schnittpunkt der Geraden OB mit der Geraden b = IT(B), so gilt |0B| - |0B’|

= 04| - |OA'| (=1),d.h

lo4't IOB’I
OBl T 04T °

Hieraus folgt, daB die Dreiecke 04’B und OB’A i#hnlich sind. Insbesond
ist ¥ OB’A = ¥ OA’B = 90°. Daher liegt der Punkt 4 auf der zu OB senk-

a) 12
Abb. 71

rechten Geraden b (Abb. 71a). Den Nachweis fiir den Fall, daB A (oder B)
mit O zusammenfillt oder ein uneigentlicher Punkt ist, iiberlassen wir dem
Leser.

Diese Eigenschaft einer Polaritat bedeutet, daB eine Gerade a — als Punkt-
reshe betrachtet — vermoye der Abboldung IT in einen Punkt A ubergeht den wir
auch als Geradenbiisch ; andererseits fiihrt dann IT ein Geraden-
biischel in eine geradlinig "Punktreihe iber (Abb. 71b).

Die wichtigste Folgerung aus der Definition der Polaritdt in der projek-
tiven Ebene ist das sogenannte Dualititsprinzip der projekiiven Geometriel)
Dieses Prinzip beinhaltet. daB man in der Formulierung eines beliebigen Theo-

1) Vgl. die in FuBnote 1 auf S. 105 zitierten Lehrbiicher der projektiven Geometrie.
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rems der projektiven Geomelrie der projektiven Ebene tiberall das Wort ,,Punkt'
durch das Wort ,,Gerade’* und umgekehrt, auferdem den Ausdruck ,liegt auf*
durch den Ausdruck ,.geht durch* und umgekehrt erselzen kann und auf diese
Weise wieder ein richtiges Theorem der projektiven Geometrie erhdlt.

Denn gehen wir etwa von einem gewissen Theorem der projektiven Geome-
trie aus, das eine Lagebeziehung von Punkten und Geraden ausdriickt, so
geht bei einer Polaritat die dem Theorem entsprechende Figur in eine neue
Figur iber, in welcher die Geraden die Rolle der Punkte iibernehmen. Den auf
einer Geraden [ liegenden Punkten entsprechen hierbei die simtlichen Geraden,
die durch den Punkt L gehen, welcher der Geraden I zugeordnet ist. Die neue
Figur spiegelt ein anderes Theorem wider, welches man das zu dem Ausgangs-
theorem ,,duale’* Theorem nennen kann. Dieses allgemeine Schema erldutern
wir unten durch ein konkretes Beispiel.

Durch geeignete Anwendung einer Polaritit gelangen wir zum sogenannten

Satz von DESARGUES. Wenn die Verbindungsgeraden AA,, BB, und CC,
2weter Dreiecke ABC und A,B,C, sich in einem Punkt O schneiden, liegen die
Schnittpunkte K, L und M der Dreiecksseiten dieser Dreiecke auf einer Geraden
(Abb. 72a).

Zum Beweis betrachten wir die Polaritdt I mit dem Zentrum O. Bei ihr
gehen die Punkte 4 und 4, in Geraden @ und a, iber, die senkrecht auf der
Geraden OAA, stehen, also zueinander parallel sind. Die Punkte B und B,
und entsprechend C und C, gehen ebenfalls in zueinander parallele Geraden
b[|b, und c|lc, iber. Aus den Dreiecken ABC und 4,B,C, gehen also neue Drei-
ecke hervor, bei denen die entsprechenden Seiten a, b, ¢ und a,, b,, ¢, parallel
sind. Die Ecken dieser neuen Dreiecke bezeichnen wir mit A’, B’, ' und
Aj, B], C{. Wegen IT(A) = a und II(B) = b geht die Gerade 4B bei der
Polaritat in den Schnittpunkt der Geraden a und b iiber, d. h., es ist [I(4B)
= C". Analog erhalt man I7(4,B,) = C;. Folglich wird der Schnittpunkt K
der Geraden AB und A4,B, in die Gerade C'C; transformiert: IT(K) = C'C;.
Ebenso ergibt sich II(L) = A’A; und H(M ) = B'B{. Daher geniigt zum
Beweis dafﬁr daB d:e Punkte K L, M auf einer Geraden hegen, der Nachweis
eines g hnittpunktes der Geraden 4’4, B'B; und C'C;. Wegen
der Parallelitit der Geraden a und g, bund b,, ¢ und ¢, sind zwei Falle mﬁghch
1. Die Dreiecke 4’'B’C’ und 4{B;C; sind kongruent, und man kann sie durch
eine Parallelverschiebung auseinander erhalten (Abb.72b); dann sind die
Geraden 4’4;, B'B; und C'Cj untereinander parallel, d.h., sie schneiden sich
in einem uneigentlichen Punkt. 2. Die Dreiecke A’B’C” und 4B;C, sind homo-
thetisch. Auch dann schneiden sich die Geraden 4’4}, B'B; und C'C{ in einem
Punkt, ndmlich im Homotheti um (Abb. 72¢). In jedem Fall liegen also
die Punkte K, L, M auf einer Geraden. Wir bemerken, daB unter Umstanden
einer der Punkte K, L, M oder auch die ganze Gerade KLM uneigentlich sein
konnen (Abb. 72d und e).

Der Satz von DESARGUES ist ein typischer Satz der projektiven Geometrie.
Wir wollen nun auf dieses Theorem das Dualitatsprinzip anwenden. In der
Formulierung des Satzes miissen wir dazu iiberall das Wort ,,Punkt durch
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Abb. 72
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das Wort ,,Gerade* und kehrt er Berd ist der Ausdruck
,liegen auf* diberall durch ,,gehen durch“ und umgekehrt zu ersetzen. Wir
erhalten dann die folgende Be-
hauptung: Wenn die Schnitt-
punkte a-a;, b-b, und c-c,
2weser ,,Dreiseite abc und a,b,c,
auf einer Geraden o liegen, gehen
die Verbindungsgeraden der ent-
sprechenden Ecken dieser Dreiseite
durch einen Punkt. Die Abb. 73b
stellt die Aussage dieses Theo-
rems dar. Diese Abbildung unter-
scheidet sich offenbar iiberhaupt
nicht von der Abb. 73a, welche
den DEsarGUEsschen Satz wider-
gibt, obwohl der Inhalt des
Theorems ein anderer ist (die
Voraussetzungen und dle Be-

tu sind h gegen-
iiber dem Satz von DESARGUES
vertauscht). Auf diese Weise ge-
langten wir also zu einem Theo-
rem, das gerade die Umkehrung
des von uns formulierten Sat-
zes von DESARGUES ist (dieses

Abb. 73 umgekehrte Theorem wird ge-
wohnlich auch nach DESARGUES
b t). Das kehrte Theorem b hen wir indes nicht mehr zu be-

weisen. Seine Gultlgkelt folgt aus der des DEsaRcUESschen Satzes und dem
Dualitdtsprinzip. Das Zusammenfallen des zum DesarcUEsschen Satz ,,dua-
len* Theorems mit dessen Umkehrung ist allerdings ein Zufall.

Abwhheﬂondgebenmnochem i 1 fiir die A dung einer Polari
beim Beweis eines geometrischen Theorems. Es sei o der einem Dreieck ABC einbeschriebene
Kreis. Eine.Tangente ! an ¢ moge die Dreiecksseiten in den Punkten M, N und P schneiden.
Die im Mittelpunkt O des Kreises o errichteten Senkrechten auf OM, ON und OP mégen ent-
sprechend die Dreiecksseiten in den Punkten M,, N, und P, schneiden. Dann liegen die
Punkte M,, N, und P, ebenfalls auf einer Tangente l, des Kreises o (Abb. 74). Wir nehmen
an, daB der Radius des Kreises o gleich 1 ist, und fithren die Polaritit I7 mit dem Zentrum O
aus. Hierbei gehen die Geraden AB, BC, C4 und ! in ihre Kreisberiihrungspunkte C,, 4,
B, und L, iiber. Aus den Punkten M, N und P werden die Geraden L,C, L OM, L, 4, | ON
und L,B, | OP, und die Punkte M,, N; und P, werden in die Geraden m, L OM,,
n, 1 ON, und p, L OP, iibergefiihrt, die durch die Punkte C,, 4, und B, hindurchgehen.
Die Geraden m,, n, und p, sind offenbar zu OM, ON und OP parallel, d. h., sie stehen auf
den Geraden L,C,, L,4, und LB, senkrecht. Hieraus folgt, daB die Geraden m,, n,
und p, den Kreis ¢ im Punkt L schneiden, der zu L, d 1 liegt. Diesem Punkt ent-
spricht eine zu I parallele Geradel, , welche den Kreis g im Punkt L beriihrt und auf der die
Punkte M,, N, und P, liegen.
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8.4. Die FuBpunkttransformation. Als letzm Belsple] emer allgemeinen Trans-
f ion der Ebene betrachten wir die tion 4, die jede
Kurve der Ebene in eine andere Kurve uberfuhrt dle aber im allgemeinen die Punkte,
Geraden und Kreise nicht invariant liBt.
Diese Transformation wird auf folgende
reichlich komplizierte Weise definiert. Wir
wiihlen einen festen Punkt O der Ebene
als Zentrum der FuBpunkttransformation 4.
Es sei dann y eine beliebige Kurve in der
Ebene. Einem beliebigen Punkt A der Kurve
y ordnen wir jetzt den FuBpunkt des von
O auf die Kurventangente!) in A gefillten
Lotes zu. Wenn der Punkt 4 die Kurve y
durchlduft, beschreibt der Punkt A4’ eine
neue Kurve y’, die sogenannte FufSpunkthurve
von y beziiglich O, welche wir als Bild der
Kurve p bei der Transformation 4 ansehen Abb. 75

1) Als T'angente der Kurve y im Punkt A bezeichnen wir wie iiblich die Grenzlage der
Sekante 4B, wenn der Punkt B der Kurve y gegen A strebt (vgl. den Artikel ,,Ableitungen,
Integrale und Reihen in Band III der EAdEM. S. 289).
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(Abb. 75). Es ist leicht einzusehen, daB bei einer FuBpunkttransformation jede Gerade a
in einen Punkt A4 iibergeht, némlich den FuBpunkt des von O auf a gefillten Lotes
(Abb. 78). Dagegen geht ein Punkt 4, wenn wir ihn als Geradenbiischel auffassen (das
zugleich die Rolle aller ,,Tangenten‘ an den Punkt spielt), in den Kreis £ iber, welcher
die Strecke OA4 als Durchmesser besitzt (Abb. 77). Ein Kreis, dessen Mittelpurikt das

PO

Abb. 76 Abb. 77

Zentrum O der FuBpunkttransformation 4 ist, wird in sich dbergefiihrt. Wenn dagegen
der Kreismittelpunkt von O hieden ist, wird aus dem Kreis X verméoge der Trans-

A eix:e p tere Kurve, eine F
(Abb. 78a—c; die in Abb. 78b angegebene ,herzformige* Pascalsche Schnecke heiBt

c/

auch Kardioide). Die Pascalschen Schnecken sind sehr interessante Kurven, die man
(sogar auf mehrere Arten) auch ganz unabhiingig von der FuBSpunk f ion defi-
nieren kann.

Die FuBpunkttransformation definierten wir als eine Transformation in der Menge der
ebenen Kurven (zu denen wir auch die Geraden und die Punkte rechnen), die jeder Kurve
y eine gewisse neue Kurve y’ zuordnen. Es gibt auch einen anderen Zugang zu dieser Trans-
f tion, der sich fiir gewisse U h als geeig) erweist. Aus der Definition
der T fi tion 4 folgt ndmlich, daB der Punkt 4’ der Bildkurve y’, der einem Punkt 4
der Kurve y entspricht, vollkommen durch die Angabe des Punktes 4 und der Tangente a
an die Kurve y im Kurvenpunkt 4 bestimmt ist. Keine weiteren Angaben iiber die Kurve y

al b)
Abb. 78
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sind zur Bestimmung des Punktes 4’ notwendig (4’ ist der FuBpunkt des von O auf a
gefillten Lotes). Man kann nun aber mittels des Punktes 4 und der Tangente a nicht nur
den Punkt 4’ besti dern auch die Tang a’ an die Kurve y’ im Kurvenpunkt 4’.
Ist niamlich B ein anderer Punkt der Kurve y und b die Tangente an y im Punkt B, so
entspricht dem Punkt B der Punkt B’ der Kurve y’, den man als FuBpunkt des von O
auf b gefillten Lotes erhilt (Abb. 79). Die Tangente a’ an die Kurve y’ im Punkt 4’
kann man daher als Grenzlage der Sekanten A’B’ finden, wenn B’ gegen A’ strebt oder,
was dasselbe bedeutet, wenn B gegen A strebt. Wenn nun B gegen 4 strebt, strebt auch
der Schnittpunkt Q der Geraden a und b gegen den Punkt A. Hieraus folgt, daB die Gerade
A’B’ als Sehne des iiber OQ geschlagenen Kreises 2, gegen diejenige Gerade a’ strebt,
welche den iiber O4 geschlagenen Kreis Z im Punkt A’ tangiert (Abb. 80).

Abb. 79 Abb. 80

Aus dem eben Bewiesenen ergibt sich. dal zwei sich im Punkt 4 beriihrende Kurven
durch jede FuBpunkttransformation 4 in Kurven iibergefithrt werden, die sich in dem A
entsprechenden Punkt 4’ berithren (Abb. 81a). Mit anderen Worten kann man also sagen,
daB jedes Paar (4, a) aus einem Punkt 4 und einer in 4 gegebenen Richtung a durch die
Transformation 4 in ein Paar (4’, a’) aus einem Punkt A’ und einer in 4’ gegebenen Rich-
tung a’ iibergefiihrt wird. Ein aus einem Punkt A und einer durch 4 gehenden Geraden
a bestehendes Paar nennt man in der G t Shnlich ein Linienel t. Daher kann
man die FuBpunk i auch als Tluuc,ur b in der Menge der Linien-
elcmenle der Ebene ansehen. Eine Kurve 7, die man auch als Gesamtheit ihrer Linien-

aus den Kurvenpunk von y und den Tangentcn in diesen Punkten auffassen
kann, wird durch 4 in diejenige Kurve iibergefiihrt, die von allen Linienelementen ge-
bildet wird, die die Bilder der leenelemsnte von y sind (Abb. Slb) Transformationen
dieser Art heiBlen Berithrungstransf 1) De h ist A eine Beriihrungstrans-
formation.

1) Vgl. den Artikel ,.Geometrie der Kreise* in diesem Band der EdEM, insbesondere
8. 520-522.
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8.5. Gruppen von allgemeinen Transformationen. Vieles von dem, was wir
oben iiber Punktabbildung und Punkttransformationen der Ebene gesagt haben,
kann man auf beliebige (also nicht notwendig punkthafte) geometrische
Abbildungen und Transformationen iibertragen. So kann man etwa das Pro-
dukt Y@ zweier Abbildungen ¢ und ¥ als Hintereinanderausfiihrung der
Abbildungen @ und ¥ definieren. Es versteht sich, daB dabei der Werte-
bereich von @ mit dem Definiti eich der Abbildung ¥
fallen muB. Insbesondere hat der Begriff des Produktes von Trans-
formationen einen Sinn. Es kann sich also etwa auch um das Produkt zweier

Transformationen handeln, die in der Menge der Geraden oder in der Menge
der Kreise definiert sind.
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Ein einfaches Beispiel eines Produktes zweier all; i f i liefert das
Produkt PyP; der Paralleltransformation P, um die Gwﬂe d, mit der Paralleltransfor-
mnﬂon um ¢ die Gﬁiﬁed, Es ist Klar, daB es sich bei PP, falls um eine Parallelt;

iimlich die um die GroBe d, + d,. Denn P, bildet eine beliebige
gerichtete Gerade 1 in die Geradel, | ! ab, die die gleiche Richtung wie I hat und rechts
von ! in der Entfernung d, liegt, und P, fihrt dann }, in die Gerade I’ || I, iiber, die mit I,
gleichgerichtet ist und von I, die Entf g d, hat. D h wird also I’ aus I durch
Paralleltransformation um die GroSe
d, + d, erhalten (Abb. 82). (Man kann
sich dasselbe auch wie folgt iiberlegen:
P, fihrt einen beliebigen Kreis X
vom Radius r in einen zu X' konzen-
trischen Kreis Z; vom Radius r + d,
iiber, der dann durch P; in einen zu
Z, konzentrischen Kreis 2’ vom Ra-
dius (r + d)) + dy = r + (d, + dy)
iibergefiihrt wird, und folglich ergibt \ L
sich £’ aus X durch die Parallel-
transformation um die GroBe d; + d,). dy+dj P
‘Entsprechend kann man auch das ‘ .

Produkt 4,4, zweier FuBpunkttrans-

formationen 4, und 4, bilden. Wenn Abb. 82

amlich 4, einer gegeb Kurve y
die Kurve y; und A, der Kurve y, die Kurve 3 zuordnet, dann wird y durch 4,4, in ;
iibergefithrt.1)

Ebenso hat der Begriff des Produktes IT,1I, zweier Polarititen /7, und 17, einen Sinn.
Der Definitionsbereich von 7,11, wird die Menge aller Punkte und Geraden der projek-
tiven Ebene. Die Punkte werden durch H,II ) in Punkte und die Geraden in Geraden iiber-
getnlnt Demnach zerfillt IT,/T, in zwei einzelne Transformationen, von denen die eine
eine Punkttransformation ist und die andere eine Transformation in der Menge aller
Geraden der pm]ektlven Ebene. Die erste dieser Transf i die Punk
matlon, ist — wie man leicht sieht — eine projektive Transf tion. Insb d ist

das ,,Quadrat** I7IT = IT* jeder Polaritit IT gleich der identischen Transformation, denn
sie fithrt jeden Punkt und jede Gerade in sich {iber. Folglich ist jede Polaritit eine In-
volution (vgl. S.91), d. h. zu sich selbst invers.

Ebenso hat auch fiir allgemeine Abbildungen und Transformationen der
Begriff der zu einer gegebenen Abbildung oder Transformation inversen Ab-
bildung oder Transformation @~ einen Sinn. Diese Abbildung @-* wird wie
folgt definiert: Wenn ¢ das geometrische Gebilde & in das geometrische
Gebilde &’ iiberfithrt (x und &’ konnen Punkte, Geraden, Kreise oder andere
geometrische Objekte sein, wobei nicht verlangt wird, daB sie von gleicher
Natur sind), soll @-! das Gebilde «’ in das Gebilde « iiberfilhren. Der Defini-
tionsbereich von @-! fillt dann mit dem Wertebereich von @ zusammen. Zum
Beispiel ist die inverse Abbildung der Homothetie mit dem Zentrum O und dem
Koeffizienten k, wenn wir sie als Transformation in der Menge der Geraden

1) FaBt man die Transformationen 4, und 4, als Transformationen in der Menge der
mewkmmte der Ebene auf (vgl.S.129), so ist auch das Produkt 4,4, der beiden Trans-
als eine Transfc tion in der Menge der Linienelemente anzusehen.
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der Ebene gesehen, die Hi thetie mit dem Zentrum O und dem Koeffi-
zienten T , und zwar ebenfalls als Transformation in der Menge der Geraden
angesehen. Die Transformation 4-1, die zu einer FuBpunkttransformation 4
invers ist, fiihrt z. B. die Pascalschen Schnecken in Krelse iiber usw.

Damit ist es moglich, auch fiir allgemeine Tr: ti den Begriff
der Gruppe von solchen Transformationen zu erklren. Darunter wird wieder
eine Gesamtheit @ von Transformationen verstand Iche 1. die identisch

Transformation (des entsprechenden Grundbereichs) enthalt, 2. mit einer Trans-
formation @ auch die zu ihr inverse Transformation @-! enthalt und 3. mit
je zwei Transformationen @ und ¥ auch deren Produkt ¥® enthalt. Dann ist
z. B. klar, daB etwa die affinen Transformationen, wenn man sie als Transfor-
mationen in der Menge aller Geraden der Ebene betrachtet, eine Gruppe bil-
den und daB auch die Kreisverwandtschaften, als Transformationen in der

Menge der Kreise betrachtet, eine Gruppe bilden.

Neuartig sind fiir uns die Gruppe der isack £ i oder die Gruppe
der Krellbemhnmgstrmsformahonen In der Tat bilden die Kreisachsentransformatio-
nen eine Gruppe; denn es gilt:

1. Die identische Transformation ist, wenn man sie als eine Transformation in der
Menge aller gerichteten Geraden ansieht, eine Kreisachsentransformation, die jeden
Kreis in sich iiberfiihrt.

2. Ist P eine Transformation in der Menge der gerichteten Geraden, die jeden Kreis
in sich iberfiihrt, so ist auch die zu ihr inverse Transformation ®-! eine solche Trans-
formation. Diese ordnet nimlich einem beliebigen Kreis X' den Kreis X’ zu, fir den
B(X') = X ist.

3. Sind @ und ¥ Transformationen, die in der Menge der gerichteten Geraden definiert
sind und Kreise in Kreise iiberfithren, so gilt dasselbe auch fir ¥@. Geht namlich der
Kreis Z bei @ in den Kreis Z, iiber und geht X, bei ¥ in den Kreis X’ iiber. so wird dem
Kreis X' durch die Transformationen Y@ der Kreis £’ zugeordnet.

Eine Teilmenge der Gruppe der Kreisach £ ti bildet die Gruppe der
Paralleltransformationen. Dazu muB man neben den Paralleltransformationen um einen
Betng d > 0 die Paralleltransformation um den Betrag 0 b hten (das ist die identisch

tion), und auBerdem mufB man auch Paralleltransformationen um einen nega-

txven Betrag —d zulassen (diese soll jede gerichtete Gerade um den Betrag d nach links
verschieben und fiihrt dann einen (orientierten) Kreis vom Radius r in den zum Ausgangs-
kreis konzentrischen Krem vom Radius r — d iiber; Abb. 83, vgl. auch S. 119). Hiernach
mtdlezur.. Ilel: ion um die (positive oder negative) GroBe d inverse Trans-
tion die Parallel f jion um die GriBe —d. Das Pmdukt der Paralleltrans-
formationen um die GroBen d, bzw. d, ist die Paralleltransformation um die GroBe d, -+ d,.

Der Begriff der Gruppe von aligemeinen Transformationen ist deshalb sehr
wichtig, weil er es erlaubt, auch Geometrien zu betrachten, deren Grundel 4
keine Punkte, sondern andere geometrische Objekte, wie Geraden, Kreise usw.
sind. Es ist klar, daB die in § 6 dargelegte KLEINsche Definition der Geometrie
auch in diesem Fall gﬁltig bleibt, nur muB man hierbei unter einer ,,geome-
trischen Figur* nicht eine Punktmenge verstehen, sondern z. B. eine Menge
von Geraden. In diesem Fall sind dann als ,,Bewegungen‘ der h

P
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trie +3 a

wisse Tra. in der Ger der Ebene anzu-
sehen Damlt jedoch die durch diese ,, Bewegungen‘‘ definierte ,,Gleichhéits-
beziehung* fiir Figuren reflexiv, symmetrisch und transitiv ausfallt (vgl.
S. 96), ist wieder zu fordern, daB die Gesamtheit aller dieser ,,Bewegungen‘
eine Gruppe bildet. Diese For-
derung umgrenzt den Bereich
der ,,Nichtpunktgeometrien*.
Zu diesen Geometrien gehdren r,
z. B. die ,Liniengeometrie
(d. h. die Geometrie der Ge-
raden) und die ,,Kreisgeome-
trie”’. Sie bilden wichtige und

2
gut erforschte Disziplinen der
Geometrie. Es ist klar, daB
jede derartige ,,Geometrie*
durch die Angabe einer
Gruppg von Nichtpunkttm‘ns- 5| %
formationen bestimmt wird. .
Diese Transformationen spie-
len dann in dieser ,,Geome-

trie’* die Rolle der ,,Bewegun-

« Abb. 83
gen*.

Die grundlegenden Gebiete der Kreisg trie sind k tage die ,,Punk i
der Kreise*, die auf der Gruppe der Punkttmnsformanonen der K.reue bmert, d:o 5 Kreis-
achsengeometrie*, der die Gruppe der Kreisach liegt, und
die ,,Beriihrungsgeometrie der Kreise*, die durch die Kreuberiihmngammfomstionen
festgelegt wird.?) Hierbei fithrt unser neuer (umf: ) Standp von der Ge
trie notwendig zu einer Prizisierung der im gegang P dargeleg
ten KLEINschen Konzelmon Jetzt muB man ni lich h dnB sich hied

.,Geometrien‘‘ nicht nur in ihren Transf gruppen, den Bewegungsgruppen, unter-
scheiden, sondern auch in der Wahl der der G trie zugrunde li den El te. So
kann die Gnlppe der affinen Transf i den A punkt fir die ,,affine Punkt-
geometrie** und fiir die ,,affine Linieng trie‘* bilden, and its kann die Gruppe .
der Kreisver dtschaften sowohl der llagmatischen Punktg ie‘* als auch der

llagmatischen Kreisg: trie' zugrunde liegen usw.

% 9. Das Ubertragungsprinzip

9.1. Einfiihrung. Wir kehren nun zur KuEinschen Definition der gewéhn-
lichen (euklidischen) Geometrie zuriick. Diese Definition behauptet, daB die
Bewegungen (bzw. die Bewegungen und Ahnlichkeitstransformati ) den

!) Diesen drei Geometrien entsprechen die drei Teile des Artikels ,,Geometrie der
Kreise' in diesem Band der EdEM.
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Inhalt von Theoremen der euklidischen Geometrie ungeéndert lassen, d. h.,
die Bewegungen fiihren jeden geometrischen Sachverhalt in einen vollkommen
gleichartigen tiber, so dafl man also aus dem letzten nur dieselbe SchluBfolge-
rung ziehen kann wie aus dem urspriinglichen.

Das hangt damit zusammen, daB unsere Transformationen alle Begriffe
und GroBen, die einen geometrischen Sinn haben, ungeandert lassen. So werden
parallele Geraden in parallele Geraden, zueinander senkrechte Geraden in
ebensolche tibergefiihrt, auferdem werden die Langenverhaltnisse, die Winkel-
groBen, die Flichenverhiltnisse zweier Figuren usw. festgelassen. Eine Trans-
formation 7 dagegen, die keine Ahnlichkeitstransformation ist, besitzt diese
Eigenschaften nicht mehr, d. h., sie veridndert den Inhalt geometrischer Be-
griffe. Aus einem gegebenen geometrischen Theorem wird durch Anwendung
von 7z eine vollkommen neue Behauptung.

Diese Tatsache ist frither hiufig so formuliert worden, daB man sagte, jeder
von einer Ahnlichkeitstransformation verschiedenen Transformation entspreche
ein gewisses Ubertragungsprinzip, welches es gestattet, geometrische Theoreme
in neue umzuwandeln. Wir wollen auch hier den bequemen und aussagekraf-
tigen Terminus ,,Ubertragungsprmup beibehalten. Dieser Terminus hat fol-
genden Sinn : Bei einer Transformation #, die keine Ahnlichkeitstransformation
ist, bleiben nicht alle geometrischen Begriffe invariant, d.h., die Transfor-
mation fithrt geometrische Figuren in neue iiber, die vom Standpunkt der
euklidischen Geometrie von den urspriinglichen im allg tlich
verschieden sind, wobei wir aber angeben konnen, wie die geometrischen
Objekte bei der Transformation z abgeandert werden. Wir konnen also eine
Art ,,Wérterbuch“ der betrachteten Transformation aufstellen, das alle
,,Ubersetzungen* der geometrischen Begriffe in die neue ;,Sprache* enthalt.
Das kann z. B. so geschehen, daB in einer Tabelle die geometrischen Objekte
angegeben werden, in welche gegebene Objekte durch die Transformation x
libergefiihrt werden. GemiB einem solchen , Worterbuch* kénnen dann alle
geometrischen Theoreme abgewandelt werden (,,sie konnen in die neue Sprache
iibersetzt werden'). Tatsachlich konnen wir aus einem beliebigen Satz, der in
Begriffen der gewohnlichen euklidischen Geometrie formuliert ist, einen neuen
Satz erhalten, wenn wir alle geometrischen Begriffe des Ausgangstheorems
durch deren Bilder ersetzen, in welche sie durch die Abbildung 7 iibergefiihrt
werden. Um das zuletzt Gesagte genauer zu erliutern, illustrieren wir es durch
eine Reihe hinreichend verschiedenartiger Beispiele. Dadurch zeigen wir zu-
gleich, zu welch einer reichen Quelle von neuen geometrischen Fakten und
Theoremen die geometrischen Transformationen fiihren.

9.2. Das Ubertragungsprlnzlp der Kontraktionen in bezug auf eine Gerade.
Die einfachste der uns bek trischen Transformationen, die keine
Ahnlichkeitstransformation ist, ist die Kontraktion in bezug auf eine Gerade
(§ 1, S. 50). Es sei X' eine solche. Die Transformation X fiithrt jeden Punkt in
einen Punkt und jede Gerade in eine Gerade iiber. Jedoch wird ein Kreis £
durch sie nicht in einen Kreis, sondern in eine Ellipse E iibergefiihrt, deren
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eine Achse zur Kontraktionsachse o parallel und deren andere Achse dazu
senkrecht ist. Das Achsenverhiltnis der Ellipse ist gleich dem Kontraktions-
koeffizienten k (Abb. 84).1) Alle diese Ellipsen sind homothetisch zu einer festen
Ellipse £, mit den Halbachsen 1 und k, die einem bestimmten Einheitskreis £,
(einem Kreis mit dem Radius 1) entspricht, oder zu einer Ellipse, die aus £,
durch eine Parallelverschiebung erhalten werden kann. Aus der Tatsache,
daB die Kontraktion 2 das Streckenverhaltnis auf jeder Geraden erhalt (vgl.
S. 56), folgt, daB eine Strecke AB der Léange d bei dieser Transformation in
eine Strecke A’B’ der Linge d - |0'K’| iibergeht, wobei O’K’ der zu A’B’ par-
allele Halbmesser der Ellipse B, ist. Parallele Geraden werden durch die Trans-
formation X in parallele Geraden ibergefihrt (vgl. S. 56), zueinander
senkrechte Geraden gehen bei der Transformation 2 in beziiglich der Ellipse £
konjugierte Geraden ! und m @ber, d. h. in Geraden, so daB der zu / parallele
Durchmesser der Ellipse £ jede zur Geraden m parallele Sehne der Ellipse
halbiert (Abb. 85); das folgt daraus, daB jeder Durchmesser des Kreises 2
alle dazu senkrechten Sehnen des Kreises (2 halbiert.

Damit entspricht der Transformation X das folgende ,,Wérterbuch‘:

Ausgangsbegriffe Transformierte Begriffe

Punkt Punkt

Gerade Gerade

Kreis Ellipse £

Einheitskreis £, ,,Einheitsellipse* E,

Parallele Geraden Parallele Geraden

Senkrechte Geraden Beziiglich der Ellipse £ konjugierte Geraden
Linge |AB| einer Strecke Verhaltnis :gﬁ{ , wobei OK der zu AB par-

allele Halbmesser der Ellipse E,, ist
Mittelpunkt einer Strecke Mittelpunkt einer Strecke

Dieses Worterbuch kann man selbstverstandlich beliebig verlingern. Aus
einem Theorem der euklidischen Geometrie kénnen wir nun ein neues Theorem
dadurch erhalten, daB wir alle im Ausgangstheorem vorkommenden Begriffe
mit Hilfe des angegebenen ,,Worterbuchs‘ iibersetzen. Diese Behauptung bil-
det den Inhalt des , Ubertragungsprinzips*, welches der Kontraktion X in
bezug auf eine Gerade entspricht.

Zum Beispiel erglbt slch damn aus dem Theorem, daB die Seitenhalbierende der Grund-
linie eines glei gleich eine Hohe ist, das folgende Theorem:

Sind die Seiten AB und AC eines Dreiecks ABC proportional zu den ihnen parallelen Halb-
measern einer Ellipse E, so ist die Seitenhalbierende AD des Dreiecks ABC in bezug auf
die Ellipse E zur Grundlinie BC konjugiert (Abb. 86).

1) Vgl. den Artikel ,,Kegelschnitte* in diesem Band der EdEM.
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Aus dem Theorem iiber die Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis ergibt sich
folgendes Theorem: Zieht man von einem festen Punkt M aus eine Sekante MAB zu einer

8

N

Abb. 86

Ellipse E (hierbei sind also 4 und B die beiden Punkte auf der Ellipse E), so ist das Pro-

dukt | MA| - | MB| proportional dem Quadrat der Linge |QK|3 des z2u MAB parallelen Halb-
MA|-|MB

meassers der Ellipse E, d. h., das Verhiltnis l———l—l——l ist bei allen Sekanten von M aus

dasselbe (Abb. 87).
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Ferner ergibt sich aus der Definition und den Eigenschaften der Inversion (8.5l
und 68), daB die T'ransformation I, die einem Punkt A der Ebene denjenigen Punkt A’ des
Strahles 0_‘; zuordnet, fir den |OA|-|0A’| = |OK[* ist, wobei K der Schnittpunkt der
Geraden 0OAA’ mit einer festen Ellipse £ mit dem Mittelpunkt O bedeutet, jede nicht
durch O gehende Gerade in eine Ellipse
dberfiihrt, die zu einer aus E durch eine
Parallolnorachioh ’ henden Ellipse

homothetisch ist (Abb. 88).

9.3. Das Ubertragungsprinzip der
Inversion. Als zweites Beispiel be-
trachten wir eine Inversion I (§1,
S. 51). Diese Transformation fihrt
zunichst Punkte in Punkte iiber. Die
Geraden, die durch das Inversionszen-
trum O gehen, werden in Geraden transformiert, wahrend eine Gerade, die nicht
durch das Zentrum O geht, durch die Inversion I in einen durch O verlaufenden
Kreis 2, iibergefiihrt wird und dann auch umgekehrt 2, in ! ibergeht. Ein Kreis
£, der nicht durch O geht, wird durch die Transformation I auf einen Kreis
£2' abgebildet, der ebenfalls nicht durch O verlduft (wobei unter Umstanden

Abb. 89

£ = & sein kann). Parallele Geraden gehen bei der Transformation I in zwei
Kreise (oder eine Gerade und einen Kreis) iiber, die sich im Punkt O beriihren,
d. h., die auBer O keinen weiteren Punkt gemeinsam haben (Abb. 89a). Zuein-
ander senkrechte Geraden werden durch I in zwei zueinander senkrechte
Kreise oder zwei zueinander senkrechte Geraden oder eine Gerade und einen
dazu senkrechten Kreis tibergefiihrt; allgemein 148t I die GroBe beliebiger
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Winkel invariant (Abb. 89b).1) SchlieSlich gehen Punkte 4 und B, deren
Abstand gleich d ist, bei der Inversion vom Grad ¥ mit dem Zentrum O in
solche Punkte A’ und B’ iiber, fiir die B _ jod] ,d.h|A'B|=d- 04
’ 4B ~ [0B[’ [:]]
gilt (das folgt aus der Ahnlichkeit der in Abb. 89a dargestellten Dreiecke OA B
und OB’A’ mit dem gemeinsamen Winkel bei O und proportionalen Selten:

_ , lo4| _ IOB’l) . ,
|o4)-|04’| = |0B| - |0B'|, also 0B = joa1) Weil nun |04'] = loAl — ist,

erhalten wir aus der letzten Formel |4’B’'| = d ~;, d. h., der Abstand
ischen den Bildpunkten A’ und B’ ist r‘tOAIIIgBIG 6B |4B|
zwischen den punkten A’ un ist proportional der GroBe OA[-0B]"
Jetzt konnen wir das der Inversion I entsprechende ,,Warterbuch* zu-
sammenstellen :

Ausgangsbegriffe Transformierte Begriffe

Punkt Punkt

Durch O verlaufende Gerade Durch O verlaufende Gerade

Nicht durch O verlaufende Gerade Durch O verlaufender Kreis

Durch O verlaufender Kreis Nicht durch O verlaufende Gerade
Nicht durch O verlaufender Kreis Nicht durch O verlaufender Kreis
Parallele Geraden Sich im Punkt O berithrende Kreise

(oder ein Kreis und eine Gerade, die
sich im Punkt O beriihren)

Senkrechte Geraden Senkrechte Kreise (oder ein Kreis und
eine dazu senkrechte Gerade, oder zwei
senkrechte Geraden)

Winkel zwischen zwei Geraden Winkel zwischen zwei Kreisen oder
einem Kreis und einer Geraden oder
zwei Geraden

Abstand |4 B| zwischen zwei Punkten GroBe _ Bl

A und B 104] - 10B|

Kreise (oder Kreis und Gerade), die  Kreise (oder Kreis und Gerade), die
sich beriihren sich beriihren, oder parallele Geraden

usw. Mit diesem ,,Wérterbuch® kann man aus bekannten Theoremen der
euklidischen Geometrie vollkommen neue, teilweise iiberaus interessante Aus-
sagen erhalten.

1) Vgl. den Artikel ,,Geometrie der Kreise', S. 483. (Unter dem Schnittwinkel zweier
Kreise im Schnittpunkt versteht man den Winkel zwischen den beiden Kreistangenten
im Schnittpunkt; analog ist unter dem Schnittwinkel einer Geraden und eines Kreises in
ihrem Schnittpunkt der Winkel dieser Geraden it der Kreistang im Schnittpunkt der
Geraden mit dem Kreis zu verstehen.)
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Wir betrachten folgende Beispiele: Aus dem belk Theorem, daB die Winkel-

summe in einem Dreieck 180° betragt, ergibt sich, daB auch ein ,,Dreuck“ welches von

dres sich in einem Punkt O schneidenden Kreisen gebildet wird, eine Winkelsumme von
180° hat (Abb. 80a).

Daraus, daB die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks gleich sind, erhilt man

folgendes: Gegeben seien drei Kreise, die durch einen Punkt O verlaufen und sich auper-

Abb. 90

dem in Punkten A, B, C schneiden; sind dabei die Lingen der Kreissehnen AB und AC
J— — B

den Lingen der Sehnen OB und OC proportional (d. h. sind die GréBen |OAI‘|4—IIOB|-

ITAI‘I‘—%C— gleich), so schliefen die Kreise OAB und OAC mit dem Kreis OBC denselben

| A B| | AC|

Winkel ein (Abb. 90b; umgekehrt folgt aus der Gleichheit der Winkel, daB Il o Bll =H
gilt).

Aus dem Satz, daB die Summe der Lingen zweier Dreiecksseiten nicht kleiner als die

Liinge der dritten Seite ist, kann man folgende Aussage ableiten: Filr vier beliebige

Punkte A, B, C, D der Ebene (D soll dabei die Rolle des Inversionszentrums spielen) gilt

|48

14¢|
DAT- DBl +_[_DB| DCT = TDA[- DO
|AB|- |CD| + |BC| - |AD| = |AC| - |BD].

Hierbei gilt in der letzten Beziehung genau dann das Gleichheitszeichen, wenn die Punkte 4,
B und C auf einem Kreis (oder einer Geraden) liegen, der durch den Punkt D verlduft
(Abb.91a; dieser Fall entspricht dem, daB die drei Ausgangspunkte auf einer Geraden
liegen). Demnach erhilt man: Die Summe der Produkte der Gegenseiten eines einem Kreis
einbeschriebenen Vierecks ABC.D ut ylewh dem Produkt seiner Diagonalen. Dieses wichtige
Theorem der El hnet man als Satz von PToLEMAIOS.

Analog hierzu konnen wir aus dem Satz von PYTHAGORAS folgendes erschliefien: Liegen
die Punkte A, B, C und D der Ebene so, daf die Kreise DAB und DBC zueinander senk-
recht sind, so gilt

(lef-lﬂTBT)'* (!DB‘!B-CI ‘1)’= (m M-Clbcs )’

und

oder
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oder |4Bf - (CDP* + |BCP - |ADJ* = |ACP - |BD]".

Es ist leicht zu sehen, daB die Bedingung der Orthogonalitit der Kreise DAB und DB("
gleichbedeutend damit ist, daB die Summe der Winkel bei B und D (oder der bei 4
und C) des Vierecks ABCD 90° betriigt. In der Tat geht aus Abb.91b hervor, daB
XABD = XUDA, <DBC = ¥£CDV und daB die Summe

XB + XD = XUDA + XADC + ¥£CDV
gleich dem Winkel UDV zwischen den Kreisen DAB und DCB ist.

p/
a)

Abb. 81

Damit kann man die letzte A folgend Ben fa li : Wenn die Summe zweier
Gegenwinkel eines Vierecks ABCD 90° betragt, ist die Summe der Quadrate der Produlkte der
Gegenseiten gleich dem Quadrat des Produktes der Diagonalen (vgl. hierzu das Theorem von
ProLEMAIOS, welches man wie folgt formulieren kann: Wenn die Summe der Gegenwinkel
eines Vierecks 180° betrigt, ist die S der Produkte der Gegenseiten des Vierecks gleich
dem Produkt der Diagonalen).

Es ist klar, daB man die Aufzihlung von Beispielen fiir Th die aus Th der
euklidischen Geometrie mittels des den I i 1 entsprechenden ,,Ubertragungs-
prinzips* abgeleitet werden konnen, beliebig fortsetzen konnte.

Auch die Anfertxgung eines ,,Wérterbuchs“ fiir die hyperbolische Inversion (§ 1, S. 53)
b t keine S dere sind hierbei dn (‘-eraden durch Hyperbeln zu
ersetzen (vgl. S. 69). Die A ng des Ubertrag ps, das auf diesem ,,Worter-
buch** beruht, fiihrt zu einer Reihe von interessanten Theoremen iiber Hyperbeln.

9.4. Das Ubertragungsprinzip der Polaritit. Auch jeder allgemcinen geome-

trischen Transformation, wie z. B. der Polaritat I7, kommt ein bestimmtes
, Ubertragungsprinzip* zu.

Die Abbildung /7 fithrt zunichst Geraden in Punkte und Punkte in Geraden
iiber. Dabei gehen parallele Geraden in Punkte iiber, die auf einer Geraden
durch das Zentrum O der Abbildung liegen, und umgekehrt gehen Punkte,
die auf einer durch O verlaufenden Geraden liegen, in parallele Geraden iiber
(Abb. 92). Geraden a-und b, welche miteinander den Winkel « einschlieBen,
werden durch die Abbildung /7 in Punkte A und B abgebildet, fiir die ¥ O4AB
= « ist (denn es ist 04 L a und OB L b, so daB die in Abb. 92 markierten
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Winkel paarweise senkrechte Schenkel haben). Ferner werden Punkte 4 und B,
die voneinander den Abstand d haben, in Geraden a und & iibergefiihrt, fir
die |4'B'| = W =d-|0A’|+|OB’| gilt, wenn A’ und B’ die Projek-
tionen des Punktes O auf die Geraden a und b sind (vgl. Abb. 92; das folgt
daraus, daB die Punkte A’ und B’ aus den Punkten 4 und B durch die Inversion
am Einheitskreis mit dem Zentrum O hervorgehen). Ein Punkt 4 und eine
Gerade b (Abb. 93), die so gelegen sind, daB der Abstand |[AP| von 4 zu b

Abb. 92 Abb. 93

gleich d ist, werden durch die polare Abbildung /7 in eine Gerade a und einen

Punkt B iibergefiihrt, fiir die der Abstand |BQ| von B zu a gleich d- IIgfIL
= d - |OB| - |04’| ist. Der Beweis hierfiir ergibt sich aus der Ahnlichkeit der
in Abb. 93 abgebildeten rechtwinkligen Trapeze 04 PB’ und OBQA'; denn diese
Trapeze haben den Winkel bei O gemeinsam, und die diesen Winkel ein-
schlieBenden Seiten der Trapeze sind wegen |0A|-|0A’| = |OB|- |OB'| einander
04| _ l0B|
[4P| ~ 1BQ
Wir wollen nun noch erkliren, worin ein Kreis § bei der Polaritdt /7 iiber-
geht. Zunachst ist klar, daB der Kreis S, dessen Mittelpunkt mit O zusammen-
fallt und dessen Radius gleich r ist, in den Kreis 8’ abgebildet wird, der eben-
falls O zum Mittelpunkt hat und dessen Radius # zu r reziprok ist, d.h., fiir

proportional; aus der Ahnlichkeit der Trapeze folgt jedoch ——-

den ' = % gilt. Hierbei ist natiirlich der zweite Kreis als ,,Einhiillende‘ einer

Gesamtheit von Geraden (den Kreistangenten) anzusehen, sofern der erste
Kreis als Punktgesamtheit verstanden wird und umgekehrt (Abb. 94). Es sei
jetzt 8 ein Kreis, dessen Kreismittelpunkt D vom Punkt O verschieden ist
und dessen Radius wir wie vorher mit » bezeichnen. Den Kreis 8 wollen wir
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dabei als G theit aller Geraden a auffassen, die vom Punkt D den Ab-
stand r besitzen. Ist nun d das Bild des Punktes D bei der Polaritat /7, so geht
eine gegebene Gerade a in denjenigen Punkt A4 idiber, dessen Abstand |AP|
von der Geraden @ gleich r- llgz:
Damit geht also der Kreis S in die
Menge aller Punkte A iiber, die durch
1401 _ |oDj
TP =
beschrieben wird, d. h., es handelt sich
um die Menge aller Punkte, deren Ab-
standsverhilinis von einem gegebenen
Punkt O und einer gegebenen Geraden d

gleich einer komstanien Grife |0f)| =

ist. Man kann zeigen?), daB diese Menge
ein Kegelschnitt 8’ (eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel) mit dem Brennpunkt O
und der Leitlinie d ist; die GroBe & be-
zeichnet man als Exzentrizitit der Kurve
&8'. Hierbei wird §’ eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem, ob der
Abstand |OD| kleiner als r, gleich » oder grofer als r ist, und das tritt genau
dann ein, wenn das Zentrum O der Abbildung I7 im Innern von S oder auf §
oder auBerhalb von § liegt (Abb. 95a bis ¢). Andererseits geht jeder Punkt
des Kreises § (d. h. jeder Punkt, der auf genau einer der betrachteten Geraden a
liegt) bei der Transformation II in eine Tangente an den Kegelschnitt S’ iiber
(d. h. in eine Gerade, auf der genau einer der erhaltenen Punkte A liegt).

ist.

(const)

Damit gelangen wir zu folgendem ,,Wérterbuch‘:

Ausgangsbegriffe Transformierte Begriffe

Punkt 4 Gerade a

Gerade a Punkt 4

Punkt A4, der auf der Geraden b liegt Gerade a, die durch den Punkt B geht

Abstand |0A| des Punktes 4 vom GréBe ———, die reziprok zum Abstand

Zentrum O IOA [ .
|0A’| des Zentrums O von der Geraden
a ist

Parallele Geraden Punkte, die auf einer Geraden durch O
liegen

Winkel zwischen den Geradenaundb Winkel AOB

1) Vgl. den Artikel ,,Kegelschnitte* in diesem Band der EAEM.
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Abb. 95
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1 R
Abstand |4B| zwischen den Punkten GroBe %, wobei 4’ und B’
Aund B 04| |0B']

die Projektionen des Punktes O auf die
Geraden a und b sind

Abstand | 4P| des Punktes 4 von Grofle ﬂ, wobei @ und 4’ die

10B[- 04
der Geraden b Projektionen der Punkte B und 4 auf

. die Gerade a sind
Kreis mit dem Mittelpunkt O und Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem

dem Radius r Radius %

Kreis mit einem von O verschiedenen Kegelschnitt mit dem Brennpunkt O
Mittelpunkt D und dem Radius 7 der Leitlinie ¢ und der Exzentrizitat
10D|

r
Kreise, die sich beriihren Kegelschnitte, die sich beriihren

usw.

Wir geben ein Beispiel einer Anwendung des einer Polaritit entsprechenden
,»Ubertragungsprinzips‘‘. Dazu gehen wir von dem Theorem aus, daB sich die
Hohen eines Dreiecks in einem
Punkt H schneiden. Es ist leicht
einzusehen, daB z. B. die Héhe
A,D, des Ausgangsdreiecks 4,B,C,
durch die polare Abbildung /T in
einen Punkt M der Seite BC des
Bilddreiecks iibergefiihrt wird, fiir
den der Winkel MOA ein rechter
ist. Daher geht aus dem Theo-
rem vom Hohenschnittpunkt eines
Dreiecks folgendes Theorem her-
vor: Es sei ABC ein beliebiges
Dreieck. Errichtet man in einem
beliebigen Punkt O der Ebene die
Senkrechten auf den Geraden OA,
OB und OC, so liegen die Schnittpunkte M, N und P dieser Senkrechten mit den
entsprechenden Seiten des Dreiecks ABC auf einer Geraden h (Abb. 96).

Auf das erhaltene Theorem kann man noch einmal eine Polaritit (mit einem neuen
Zentrum Q) anwenden und erhilt dann eine noch kompliziertere Aussage, die man ihrer-
seits wiederum mit Hilfe ,»Ubertragungsprinzips* formieren kann, usw. Auf
diese Weise kann man mit Hilfe Verfah aus einem einzigen Theorem beliebi
viele neue Theoreme erhalten.

Wir bringen noch einige Beispiele fiir Anwendungen unseres ,,Ubertragungsprinzips**
auf Sitze iiber den Kreis. Wir beginnen mit dem Satz, daB jeder in einen Kreis S iiber einem

Durch AB einbeschriecbene Winkel ABC ein rechter Winkel ist. Fillt das Zentrum O
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der betrachteten Polaritit I7 mit dem Mittelpunkt des Kreises S zusammen, so fihrt das
rinzip*‘ diesen Satz in das folgende Theorem iiber: Wenn von drei Tangen-
tena,b ¢ an einen Kreis S die Tangente a parallel zur Tangente b ist (das entspricht dem

Fall, dap die Gerade AB durch O ver-
lduft), erscheint die von a und b auf ¢
ausgeschnittene Strecke von O aus unter
einem rechten Winkel (Abb. 97a).

‘Wihlt man dagegen den Scheitel C
des rechten Winkels als Zentrum der
Polaritit 17, so geht der Kreis S in
eine Parabel iiber, deren Brennpunkt
C und deren Leitlinie o die dem Kreis-
mittelpunkt O durch IT zugeordnete
Gerade ist. Da nun die Endpunkte 4,
B eines beliebigen Durchmessers A0B
des Ausgangskreises in zwei Parabel-
tangenten a, b transformiert werden,
die sich in einem Punkt der Leit-
linie o schneiden, und sich die Ortho-
gonalitit der Geraden AC und BC in
der Orthogonalitit von a und b wider-
spiegelt, erhalten wir damit folgendes
Theorem: Die beiden Tangenten von
einem Punkt der Leitlinie o einer
Parabel 8’ an die Parabel 8’ schneiden awh unter einem rechten Winkel (Abb. 97b; be-
achtet man, daB in einem Kreis auch nur die Umfangswinkel iiber einem Durchmesser
rechte Winkel sind, so kann man dieses Theorem auf folgende Weise hiirfen: Der
geometrische Ort der Scheitel aller einer Parabel umbeschriebenen rechten Winkel ist die Leit-
linie der Parabel).

Abb. 87
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Wiihlen wir schlieBlich als Zentrum der Abbild IT einen beliebi; Punkt @ der
Ebene, so gel wir zu hstehend Theorem: Zwei Tangenten a und b eines
beliebigen Kegelschnitis 8, die sich auf der Leitlinie o des Kegelschnitts schneiden (dies ent-
spricht dem, daB die Gerade AB durch O verliuft), schneiden auf einer beliebigen anderen
Tangente des Kegelschnitts eine Strecke aus, die vom Brennpunkt aus unter einem rechten
Winkel erscheint (Abb. 97c¢).})

Als weiteres Beispiel betrachten wir das Theorem, da eine Tangente t an einen Kreis 8
in ithrem Beriihrungspunkt A auf dem Radius OA senkrecht steht. Aus ihm folgt Auf einer
beliebigen Tangente a an einen Kegelschnitt S, heint die Tang tachen der
Leitlinie o und dem Beriihrungspunkt T der
Geraden a mit S, vom Brennpunkt Q aus unter
einem rechten Winkel (Abb. 98).

Interessante Folgerungen kann man auch
aus dem bekannten Theorem iiber die SiMsox-
sche Gerade erhalten. Dieses Theorem besagt,
daB die FuBpunkte der von einem beliebigen
Punkt P des Kreises S auf die Seiten eines dem
Kreis S einbeschriebenen Dreiecks ABC gefillten
Lote auf einer Geraden liegen.?) Wihlen wir
als Zentrum O einer Polaritit den Kreismittel-
punkt O, so geht der Kreis S in einen anderen
Kreis 8, mit demselben Mittelpunkt O iber
(Abb. 99a). Dem in § einbeschriebenen Drei-
eck ABC entspricht dabei ein S, umbeschrie-
benes Dreieck 4,B,C,, und dem Punkt P des
Kreises S entspricht eine Tangente p an den
Kreis §,. Der FuBpunkt X des Lotes von P
auf die Seite AB geht in die Gerade (D iiber, wobei D derjenige Punkt der Tangente p
ist, fir den <}:C’,OD 90° ist, d. h., es handelt sich bei D um den Schnittpunkt von p
mit der Geraden y’, die zur kaelha]bxerenden v des AuBenwinkels bei C; pam]le] ist
(denn OC, ist die Winkelhalbierende des Innenwinkels). I halten wir f
Theorem: Es sei S, der einem Dreieck 4,B,C, einbeschriebene Kreis und P eine beliebige
Tangente an 8,. Dann schneiden sich die Geraden, welche die Eckpunkte des Dreiecks mit
den Schm'ttpunkten von p mit den durch O verlaufenden Parallel 2w den Winkelhalbi
den der AuBenwinkel des Dreiecks verbinden, in einem gemeinsamen Punkt (Abb. 89a).

Wihlt man als Zentrum der Polaritit den Punkt: P, so wird aus dem Kreis § eine Pa-
rabel 8; mit dem Brennpunkt P. Das dem Kreig 8 einbeschriebene Dreieck 4BC geht in
ein der Parabel 8, ,,umbeschriebenes*‘ Dreieck 4,B,C, iiber, d. h. in ein Dreieck, dessen
Seiten Tangenten der Parabel sind. Die FuBpunkte der von P auf die Seiten BC, AC und
AB gefiillten Lote werden in Senkrechten zu den Geraden P4,, PB, und PC, ubergefiihrt,
die durch die Ecken des Dreiecks gehen (wir bemerken, daB der Punkt P in die ,,uneigent-
liche'* Gerade iibergeht). Damit konnen wir behaupten, daB die drei Geraden, die durch
die Ecken eines einer Parabei umbeschriebenen Dreiecks 4,B,C, gehen und jeweils auf der
Verbind: den der mm,u henden Ecken A,, B,, C) mit dem Brennpunkt P der Parabel
senkrecht otehen sich in einem Punkt R schneiden (Abb 99b; hieraus folgt insbesondere,

Abb. 98

1) Falls @ der Mittelpunkt des Kreises ist, entartet die Leitlinie in die ,,unendlich ferne*
Gerade (der projektiven Ebene), und wir erhalten den in Abb.97a dargestellten Sach-
verhalt. — Anm. d. wianmchaﬂl Red,

2) Vgl. z. B. Aufgabe 72 im 1. Teil des am SchluB dieses Artikels zitierten Buches von
HADAMARD.
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daB der Kreis mit dem Durchmesser PR durch die Punkte 4,, B, und C, geht, d. h.,
der dem Dreieck A,B,C, umbeschriebene Kreis geht durch den Brennpunkt der Parabel).

Nehmen wir schlieBlich als Zentrum der
Polaritit einen beliebigen Punkt @, so erhalt
wir das folgende Theorem: Es sei 4,B,C, ein
beliebiges IDreieck, das einem Kegelschnitt S,
umbeschrieben ist (d. h., die Seiten des Drei-
ecks seien Tangenten an den Kegelschnitt
8,). Auperdem seien QK, QL, QM durch den
Brennpunkt Q von 8, verlaufende Geraden, die
senkrecht zu. den Geraden QA4,, @B, und QC,
sind und die eine beliebige Tangente p an S,
in den Punkten K, L und M schneiden. Dann
gehen die Geraden A\K, B,L wnd C\M durch
einen Punkt (Abb. 99c¢).

Wir betrachten schlieBlich noch das Theorem iiber die Potenz eines Punktes P in bezug
auf einen Kreis S. Dieses Theorem besagt, daB fiir einen gegebenen Punkt P und einen ge-
gebenen Kreis S bei einer beliebigen Geraden durch P, die den Kreis 8 in den Punkten
A und B schneidet, das Produkt |PA| - |PB| konstant ist (d. h. nur von S und P, nicht

S

Abb. 101

aber von der jeweiligen Sekante PAB abhingt). Wihlen wir den Punkt P als Zentrum einer
Polaritit, so erhalten wir aus diesem Theorem den folgenden Satz: Das Produkt der
Abstinde des B ktes P eines Kegelschnitts S, von zwes parallelen Tangenten a und b
18t konstant, d. h. hi!ngt nur von §,, nicht aber von der Wahl der Tangenten ab (Abb. 100)
(die Parallelitit der Tang a und b entspricht dem, daB die Gerade 4B durch P
verliuft).

M: 1 erlauben es auch kehrt die Eigenschaften der Kegelschni neue
Theoreme iber Kreise zu beweisen. Als Beispiel mégen hier die sogem.nnwn Brenn-
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kteil haften der Kegelschnitte dienen. Danach ist die Summe (Differenz) der Ab-
stinde ‘eines beliebigen Punktes A, einer Ellipse (Hyperbel) 8 von den beiden Brennpunk-
ten P und Q konstant.) Infolge der Symmetrie der Kurve § ergibt sich hieraus, daB die
Summe (Differenz) der Abstinde eines Brennpunktes P emer Elhpae (Hypcrbel) von nvend
2wei Punkten A, und B, der Kurve, in denen die Tang
(d h lPA.I + |PB|| = |P4,| +1Q4,| = const; Abb. 101a, b) Gehen wir nun mittels rler
P mit dem P vom Kegelsch 8 zu dem henden Kreis S, iber,
80 erhalten wir folgenden Satz: Durch einen inneren (oder auﬁmn) Punkt P eines Kreises S,
seien alle moglichen Sekanten AB gezogen. Dann ist die Summe (Differenz) der reziproken
Werte der Abstinde von P zu den in den Punkten A und B angetragenen Kreistangenten a,

und b, konstant.

Der Leser kann mﬁha]os noch viele weltere te Anwend beispiele des einer
Polaritit I7T ,,Ubert: p ¢ ﬁnden Eme mh&lumlchn Anwondu.ng
hat such das den F Bpunk fi 4 . Ubert: )s p*,

dessen Studium wir jedoch dem Leser iiberlassen wollen.

9.5. Das Ubertragungsprinzip und Modelle fiir geometrische Systeme. Das
Ubertra.gungspnnzlp“ (genauer gesagt: ein beliebiges aus der Vielzahl der
bertrag ‘) gestattet es, jedem geometrischen Theorem ein
anderes vollkommen neues Theorem gegeniiberzustellen. Diese neue Aussage
kann unter Umstinden einfacher als die urspriingliche ausfallen. In diesem
Fall konnen wir uns von der Richtigkeit der urspriinglichen Aussage zweck-
maéBigerweise durch einen Beweis der neuen Aussage iiberzeugen. Aber auch
in dem Fall, daB sich die neue Aussage nicht einfacher als die urspriingliche
beweisen 1dBt, erleiden wir keinen Verlust, denn wir brauchen ja diesen neuen
Satz nicht gesondert zu beweisen, sondern wir brauchen ihn nur zu formu-
lieren und haben dann durch einen Beweis des Ausg t Ben
gbe ‘ noch ein weiteres geometnsches Theorem erhalten. Jedoch hat das
,»Ubertragungsprinzip auch noch einen anderen Wert: Es wirft namlich ein
erginzendes Licht auf das eigentliche Wesen der Geometrie (oder der ver-
schiedenen ,,Geometrien‘, von denen, wie wir jetzt wissen, viele existieren).
Das einem ,,Ubertragungspnnzlp“ entsprechende ,»Woérterbuch* kann namlich
zur ,,Uberset; “ aller g ischen Tatsachen und Theoreme ,,in eine neue
Sprache‘ verwendet werden Dabei kann sich die durch die ,,Ubersetzung*
erhaltene Aussage iiberaus stark vom Ausgangstheorem unterscheiden. Weil
jedoch ihre Giiltigkeit automatisch aus der Giltigkeit des Ausgangstheorems
folgt, kann man d1e ,Jiibersetzte Aussage im gewissen Sinne als nur eine andere
Form desselben Satzes hen. Wenn wir also unser ,,Ubertmgungspnnzlp
auf alle geometrischen Tatss/chen und Theoreme anwenden, erhalten wir eine
gewisse Variante der uns bekannten Geometrie, die sich von ihr zwar duBerlich
unterscheidet, die aber in ihrer logischen Struktur vollkommen mit ihr iiber-
einstimmt. Wir kénnen beispielsweise in der gewohnlichen euklidischen Geo-
metrie alle Kreise, die durch einen festen Punkt O gehen, in ,,Geraden* um-
taufen und als Abstand zwischen zwei Punkten 4 und B den Ausdruck

1) Vgl. den Artikel ,,Kegelschnitte‘ in diesem Band der EdEM.
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14B|

|04] - 10B|
geometrischen Theoreme giiltig, d. h., wir bekommen damit ein neues ,,Mo-
dell* der euklidischen Geometrie.!) So kann man wie friiher bestatigen, daf etwa
die Summe der Quadrate der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks gleich
dem Quadrat der Hypotenuse ist oder dafl die Menge aller Punkte, die von
zwei festen Punkten gleichen Abstand besitzen, eine Gerade bilden, und dies
alles, obgleich alle in diesen Theoremen vorkommenden geometrischen Begriffe
einen neuen Sinn haben, der von dem uns geldufigen Sinn verschieden ist.
Weiterhin kann man auch die Geraden als ,,Punkte‘ und umgekehrt die Punkte
als ,,Geraden® ansehen (vgl. das ,,Worterbuch* auf S. 142, 144). Bei geeig-
neter Interpretation des Abstandsbegriffs bleiben alle bekannten geometrischen
Theoreme giiltig, d. h., wir erhalten ein weiteres Modell der euklidischen Geo-
metrie. Damit wird die iiberaus wichtige SchluBlfolgerung bestatigt, daB fir
eine Geometrie die Bedeutung der ihr zugrunde liegenden Begriffe vollkommen
unwesentlich ist, wichtig sind nur die Eigenschaften der Begriffe.?) Gerade da-
durch wird es méglich, neue Modelle fiir ein geometrisches System zu erhalten,
indem man in geeigneter Weise die Bedeutung der grundlegenden Begnﬁe
ab delt. Ein anfingliches Modell und alle daraus herg unter

sich nur in ihrer Form. Hierbei muB man alle auseinander herleitbaren Modelle
als vollk: gleichberechtigt ansehen, denn wir haben keinerlei ernsthaften
Grund, eines von ihnen den iibrigen vorzuzieh denn eigentlich v laBt
uns nur die Gewohnheit, z. B. unter dem Wort ,,Gerade‘* etwa die Bahn eines
Lichtstrahls und nicht irgendein anderes geometrisches Gebilde zu verstehen.?)
Wir bemerken noch, da sich selbstverstindlich auch in allen von der euklidi-
schen Geometrie verschiedenen ,,Geometrien‘* vielerlei ,,Ubertragungsprin-
zipien““ und mit ihrer Hilfe ganz unterschiedliche Modelle bilden lassen. Um
zu derartigen ,,Ubertrag ipien** zu ke braucht man nur alle
Begriffe der betrachteten ,,Geometne einer Transformation zu untemerfen.
die nicht zur Transformationsgruppe ¢ der betr e e** gehort.
Beispiele hierfiir konnen nach dem Gesagten leicht konstrmert. werden wir
wollen hier nicht weiter darauf eingehen.

nehmen (vgl. das ,,Worterbuch® auf S. 138). Hierbei bleiben alle

!) Zum Modellbegriff vgl. den Artikel ,.Axiome und Grundbegriffe der Geometrie*‘.
8. 15-20.

?) Vgl. S. 14ff.

3) Vom Standpunkt der A d der trischen Resul auf Fragen des
praktischen Lebens kann es sich sogar als \ortellhaft erweisen. als ..Punkt* einen kleinen
Kreis und als ,,Gerade'* einen schmal k Das ..Modell** der gewohn-

lichen Geometrie. das man mit Hilfe einer Paralleltransformation (vgl. S. 118ff.) erhilt.
ist mit dem landlaufigen ,,Modell"* vollkommen gleichwertig.
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ALLGEMEINE PRINZIPIEN GEOMETRISCHER KONSTRUKTIONEN



& 1. Einige Fragen der praktischen Verwendung geometrischer
Konstruktionen

1.1. Einleitung. Bei der Losung von Konstruktionsaufgaben in der Ebene
hat man mit Hilfe von Zeicheninstrumenten gewisse Operationen auszufithren.
Die Losung einer Konstruktionsaufgabe besteht darin, daB man aus den in
der Aufgabenstellung gegebenen Elementen (Punkten, Geraden, Kreisen usw.)
mit Hilfe bestimmter Kc ittel (die entweder in der Aufgabenstel-
lung vorgeschrieben sind oder noch vom Ausfithrenden gewahlt werden kénnen)
diejenigen Elemente ﬁndet die den in der Aufgabenstellung formulierten
Forderungen genii Mei verlangen diese Forderungen, daB zwischen
den gesuchten Elementen untereinander und zwischen den gesuchten und den
gegebenen Elementen gewisse Beziehungen erfiillt sein sollen.

Geometrische Konstruktionen werden in den verschiedensten Bereichen der
Praxis verwendet. Daher halten wir es fiir notwendig, da8 wir vor der mathe-
matischen Behandlung der geometrischen Konstruktionen einigen grundsétz-
lichen Fragen, die mit der praktischen Anwendung geometrischer Konstruk-
tionen verkniipft sind, unsere Aufmerksamkeit zuwenden. Wir geben einige
allgemeine Richtlinien fiir die Durchfithrung von Konstruktionen, einen Uber-
blick iiber die wichtigsten Instrumente und einige ihrer Anwendungen bei der
Losung von sehr hiufig auftretenden Konstruktionsaufgaben und erértern
Fragen der Genauigkeit bei geometrischen Konstruktionen.

1.2. Instrumente fiir die praktische Durchfiibrung von geometrischen Kon-
struktionen. In fast allen Zwelgen der Volkswn'tschait werden geometrische
Konstruktionen der verschied Art ver . Die Anfertigung von
Konstruktionsunterlagen und gra-
phischen Darst/ellungen dle Anwen-
dung graphischer Ber
thoden, das Anreiflen von Werk-
stiicken und vieles andere erfordern
geometrische Konstruktionen. Bei
der Einschitzung der Brauchbarkeit
einer geometrischen Konstruktion
fiir eine bestimmte Anwendung in
der Praxis spielen vielfach insbe-
sondere ihre Aufwendigkeit und die
Genauigkeit des mit ihrer Hilfe ge-
wonnenen Resultats eine groBe und
manchmal sogar die entscheidende
Rolle. Daher werden in der Produk-
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tion, in den Konstruktionsbiiros und iiberall dort, wo man es sonst mit einer
groBeren Anzahl von Konstruktionen zu tun hat, die unterschiedlichsten In-
strumente und Konstruktionsverfahren benutzt, die diesen Forderungen ge-
recht werden. So findet z. B. in der zeichnerisch-konstruktiven Praxis die
Zeichenmaschine (Abb. 1) eine breite Verwendung. Mit ihrer Hilfe lassen sich
einfach und mit groBer Genauigkeit zueinander parallele und zueinander or-

thogonale Geraden ziehen und Winkel GroBe zeich Die Zei-
chenm&schme f&Bt in sich zusammen dle berelts dem Schiiler bekannten Zei-
: ReiBschi Lineal, Zeichendreieck und Winkel . Wir

/A R

b)
Abb. 2 Abb. 4

merken an, daB sich bereits mit Hilfe dieser Instrumente (und des Zu'kels) die
bei der Losung praktischer Kc kti fgaben benoti

geometrischen Konstruktionen nach sehr zweckmangen Verfahren durchfiih-
ren lassen. So laBt sich z. B. die Konstruktion paralleler und zueinander
orthogonaler Geraden mittels eines Zeichendreiecks und eines Lineals durch-
fiihren (Abb. 2a und b); die Konstruktion der Tangente an einen Kreis, die
durch einen auBerhalb des Kreises liegenden Punkt geht, mittels eines Lineals
(Abb. 3) usw.

Da jedoch der iibliche Instr t tz (Zirkel, Lineal, Zeichendreieck,
‘Winkelmesser und auch die Zeichenmaschine) nicht immer eine geniigend ein-
fache und hinreichend genaue Losung einer Aufgabe gewﬁhrleistet, verwendet
man bei komplizierteren Konstruktionen, insbesondere wenn sie in gréSerem
Umfang benotlgt werden, eine V1elzahl weiterer Instrumente und Gerite
(z. T. Prazisi te sehr komplizierter Art). Es seien hier z. B. der
Pantograph (Instrument fiir die éhnhche Abbildung von Figuren), der Ellipsen-
zirkel (Instrument zum Zeichen von Ellipsen mit gegebenen Achsen) und der




§ 1. Praktische Verwendung g ischer K. ki 157

Koordinator (Instrument zur Konstruktion paralleler und zueinander senk-
rechter Geraden und zum Einzeichnen von Punkten mit gegebenen Koordi-
naten) genannt. Sehr vielfdltig ist die Auswahl der Instrumente, die beim An-

Abb. 5 Abb. 6

reiBenl) verwendet werden. Im einfachsten Fall werden die RiBlinien mit
Stahlnadeln (Abb.4) auf die Metalloberfliche aufgetragen (die hiaufig zur
besseren Sichtbarmachung der Linien mit einem speziellen Anstrich versehen
ist). Die Schnittpunkte von Linien und manchmal auch die Linien selbst

T

Abb. 7 Abb. 8

werden mit einem Kérner gekennzeichnet (Abb. 5). Zum Ziehen horizontaler
Linien auf Werkteilen benutzt man spezielle ReiBnadeln (Abb. 6). Zur Durch-
fiihrung von geometrischen Konstruktionen und von Messungen werden Winkel-
eisen (Abb. 7), Lineale, Schiebelehren (Abb. 8) und andere Gerite verwendet.
Sind Konstruktionen mit groBer Genauigkeit erforderlich, so verwendet man
MeBplattchen, Zirkel und ReiBnadeln mit Mikrometerschrauben. Hierbei 148t

1) Als Anreifien bezeichnet man die Titigkeit, bei der durch Punkte oder Linien die-
jenigen Stellen auf der Oberfliche eines Werkstiicks markiert werden, die entsprechend
einer vorli den Werkzeich hanisch bearbeitet werden sollen.
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sich beim Abtragen und Messen von Strecken eine Genauigkeit von der Ord-
nung 0,02 mm erreichen.

Wir zeigen belsplelawelse, wie auf emer bearbelbeten ebenen Fliche eines Werkstiicks
einige Konstruktionen, die in der zeich uktiven Praxis Ver dung finden,
durchgeﬁihrt wenden, insbesondere die Konstruktion zueinander paralleler bzw auf-

Gerad Der einfachste Fall liegt vor, wenn die begrenzenden
ebenen Flichen (1, 2, 3 in Abb. 9) des Werkstiicks bereits bearbeitet sind und il

rechte Winkel bilden. Ist das Werkstiick diinn oder ist sein Rand uneben, so wird das
AnreiBen auf einer AnreiBplatte durchgefithrt (Abb. 10) oder so, wie es in Abb. 11 dar-
gestellt ist. Bei nicht geniigend glatter Oberfliche des Werkstiickes werden

parallele und aufeinander senkrechte Geraden nach den iiblichen Verfahren mittels

Zirkel und Lineal konstruiert. Hiufig verwendet man beim AnreiBien auch spezielle kom-

Abb. 11

binierte Instrumente; belsplelswelse gibt es eine groBe Anzahl von Vorrichtungen zum
Auffinden des Mittelpunktes einer Bohrung bzw emes zylmdnschen Vorsprunges. zur

Konstruktion von Kreisen mit punkten u. a.
In neuerer Zeit benutzt man beim AnreiBen auch optische Methoden. So werden z. B.
beim Anreifien der Umrisse von Schablonen im Schiffsbau iichst auf einem Zeich

bogen mit groBer Sorgfalt Muster des Werkstiickes angefertigt; diese Zeichnungen werden
dann fotografiert, und die Negative werden unter entsprechender VergroBerung auf den
AnreiBtisch projiziert. Beim AnreiBen verbleibt die Aufgabe, die Umrisse des Werkstiickes
anzukérnen. Hierbei hiingt die Genauigkeit des AnreiBens nicht nur von der richtigen
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Wahl des VergroBerungsmaBstabes und der Genaulgkelt des Ankdrnens der leen ab,
sondern auch davon, mit welcher G igkeit, die Zeichnungen fiir die F fi
angefertigt wurden.

1.3. Die Genauigkeit einer Konstruktion. Die geometrischen Konstruktionen
kann man entsprechend den Bediirfnissen nach Genauigkeit ihrer Durch-
fiihrung in zwei Gruppen einteilen:

1. Geometrische Konstruktionen, deren Ausfuhrung ohne besondere Ge-
nauigkeit erfolgt. Sie werden z. B. bei der Herstellung von Werkzei
fiir Werkteile, bei Montagezeichnungen usw. verwendet Auf diesen Zeich-
nungen werden, soweit das erforderlich ist, die genauen MaBzahlen in Ziffern
eingetragen.

2. Geometrische Konstruktionen, an deren Ausfithrung hinsichtlich Ge-
nauigkeit erhéhte Anforderungen gestellt werden. Solche Konstruktionen sind
z. B. erforderlich bei der Anfertigung von Zeichnungen, nach denen die Bear-
beitung von Werkteilen auf Optik-Schleifmaschinen erfolgt, beim AnreiBen
der Kontrollschablonen, nach denen die Konturen der Fertigungsschablonen
iiberpriift werden, usw. Eine groBe Konstruktionsgenauigkeit ist auch bei der
numerischen Losung algebraischer oder analytischer Aufgaben durch graphi-
sche Methoden erforderlich.

Bei der graphischen Lésung von Aufgaben kann man folgende Fille unter-
scheiden:

a) Die Genauigkeit des Ergebnisses hangt ausschlieBlich von der Genauigkeit
ab, mit der die Konstruktion ausgefiihrt wird (wie z. B. die Bestimmung
des Mittelpunktes einer gegeb Strecke mittels Zirkel und Lineal), weil
die Losung der betrachteten Aufgabe theoretisch mit beliebiger Genauigkeit:
erhalten werden kann.

b) Die K¢ igkeit vermag die Genauigkeit des Resultats nur
bis zu einem gewmsen Grade zu beeinflussen; dies ist z. B. dann der Fall,
wenn in die Aufgabe Ausgangsdaten eingehen, 'die nur angendhert sind (z. B.
MeBwerte) und deren Genauigkeit geringer ist als die der Konstruktion
selbst.

c) Die Kc uktic igkeit hingt tlich von dem verwendeten
Konstruktlonsverfahren ab das ist z. T. dann wichtig, wenn eine Konstruk-
tion grundsétzlich nur ein angendhertes Resultat zu liefern vermag, selbst
wenn man voraussetzt, daB die Ausgangsdaten genau gegeben sind und
eine ideal exakte Konstruktion durchgefiihrt wird (wenn es also nur soge-
nannte Naherungskonstruktionen gibt, wie z. B. fiir die Konstruktion einer
Strecke, deren Linge gleich dem Umfang eines gegebenen Kreises ist, fiir
die Teilung eines beliebigen Winkels in drei gleiche Teile mittels Lineal und
Zirkel u. a.).

er beschiftlgen uns hier nur mit den Faktoren, die die Konstruktions-
gen ; die Problematik der Naherungskonstruktionen bleibt
einem besonderen Paragraphen vorbehalten.
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Obwohl graphische Methoden zur Lésung von Aufgaben bereits lange ange-
wendet werden, begann man erst in den letzten 50 Jahren sich ausfiihrlicher
mit Fragen der G igkeit dieser K ktionen zu beschaftigen. Das hat
seinen hauptsichlichen "Grund darin, daB die Unt h der Genauigkeit
graphischer Konstruktionen vorher nicht so nachdriicklich durch die Praxis
gefordert wurde.

Als Ergebnis der theoretischen Erarbeitung der Losung einer Konstruk-
tionsaufgabe (es wird der Fall betrachtet, daB die Aufgabe eine Losung besitzt
und ihre Konstruktion exakt ausfiihrbar ist) entsteht eine Figur, die alle in der
Aufgabenstellung angegebenen Forderungen erfiillt. Allerdings wird sich die
Figur, die man bei der tatsichlichen Durchfithrung der Konstruktion erhilt,
im allgemeinen wegen unvermeidlicher Fehler wahrend des Konstruktions-
prozesses von der gesuchten (exakten) Figur mehr oder minder unterscheiden.
Diese Fehler lassen sich in drei Gruppen einteilen:

1. Syatematwche Fehler; sie sind unter anderem bedingt durch Ungenauig-
keiten in der Graduxerung der verwendeten Konstruktionsgerite, etwa durch
Verwendung von Zeich ken, deren Winkel ungenau ausgefiihrt sind,
usw. D1e syst tischen Fehler beeinfl natiirlich die Genauigkeit des
K bnisses; sie konnen manchmal in einem gewissen MaBe be-
riicksichtigt werden. Zur Verkleinerung Lhres Emﬂusses ist z. B. eine sorgfal-
tige Priifung und Auswahl der verwendets t te erforderlich.

2. Zufillige Fehler; sie hiingen, wie schon aus jhrer Bezeichnung ersichtlich
ist, von einer Reijhe von Faktoren ab, die einer Analyse nur schwer zuging-
lich, aber stets in einem gewissen MaBe wirksam sind. Thre Grofle kann nicht
genau bestimmt, sondern nur abgeschétzt werden.!)

Die zufélligen Fehler lassen sich nach dem Charakter ihres Ursprungs ein-
teilen in

a) objektive Fehler, die nicht von dem Ausfiihrenden abhéngen;

b) subjektive Fehler.

Die objektiven Fehler entstehen dadurch, daB in Wirklichkeit keine ideal
genauen Instrumente existieren, daB z. B. die verwendeten Bleistifte, Zirkel
usw. keine idealen Spitzen haben, daB es kein-ideal glattes Papier gibt und
anderes mehr. Daher kann man in einer Zeichnung keine Linien in der exakten
mathematischen Bedeutung diese Wortes (eine Linie ,,besitzt keine Breite')
ziehen, sondern erhélt statt dessen Streifen mit im allgemeinen unterschied-
licher Breite (wegen der unvermeidlichen Abnutzung des Zeichenstiftes), statt
Schnittpunkten von Geraden (im mathematischen Sinne) erhélt man einen
krummlinig begrenzten Fleck usw.

Ebenso erhalt man bei der Festlegung eines Punktes durch die Spitze eines
Zeichenstiftes oder eines Zirkels anstelle eines Punktes einen Fleck oder ein
Loch. Bei wiederholten Einstichen mit der Zirkelspitze an derselben Stelle

1) Vgl. die Tabelle auf S.161, die der Kandidaten-Dissertation von A. A. Muponosiy,
Ananus TouHOCTH rpnqmqecxnx pacueros (A. A. MIRONOWITSCH, Analyse der Genauig-
keit graphi ), L d 1950, ent; ist.
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,,arbeitet sich das Loch aus®, d. h. vergroBert seinen Durchmesser, was natiir-
lich eine VergroBerung des Fehlers bei der Konstruktion bewirkst.
AuBerdem beeinflussen Faktoren subjektiven Charakters die Konstruktions-
gena\ugkelt Der Einflu emger von ihnen la.Bt slch vemngem (z. B. erhoht die
keit des Zeichners die K g igkeit), jedoch lassen
anch sie sich nicht vollig beseitigen.

Tabelle der mittleren Fehlerwerte bei einigen el taren Operat

Nr. Elementare Operationen Fehler
1 Durchmesser des , kreisférmigen Punktes‘ 0,20 mm
bei Einstich einer Zirkelspitze
2 Durchmesser des , kreisformigen Punktes‘ 0,25-0,30 mm
beim Einstich der Spitze eines Bleistiftes
3 | Mittlere Breite einer diinnen Linie 0,15 mm
4 Fehler beim Einstechen mit der Spitze eines 0,08 mm
Zirkels oder eines Bleistifts in einen geg
Punkt
b5 Zusitzlicher Fehler beim wiederholten 0-0,25 mm
Einstechen (2 bis 9)
6 Fehler beim Einstechen eines Zirkels in einen 0,03 mm
beliebigen Punkt einer Geraden
7 Fehler beim Einstechen mit der Spitze eines 0,05 mm
Bleistiftes in einem beliebigen Punkt einer
Geraden
8 | Fehler bei der Festlegung des Schnittpunktes 0,08 mm
von Geraden
9 | Fehler beim Ziehen einer Geraden durch 0,08 mm
einen Punkt
10 | Genauigkeit der Festlegung eines Winkels 4
mit dem Winkelmesser (r = 100 mm)
11 | Genauigkeit beim Ziehen paralleler und 16" auf 100 mm
aufeinander senkrecht stehender Geraden
mit dem Zeichendreieck und mit dem Lineal
12 | Genauigkeit beim Anlegen eines Lineals an 0,03 mm
zwei Punkte
13 | Genauigkeit beim Anlegen eines Lineals an 0,002 mm
eine Gerade
14 | Winkelg igkeit beim Anlegen eines Lineals 0,06:2
an zwei Punkte
15 | Winkelgenauigkeit beim Anlegen eines Lineals 0,03:1
an eine Gerade
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3. Versehen und Fehler, die zur Unbrauchbarkeit des Ergebnisses fithren,
weil falsche Konstruktionen benutzt werden.

Auf der Grundlage unserer Analyse der systematischen und zufilligen Fehler
kann man einige elementare Richtlinien fiir das Konstruieren aufstellen, deren
Einhaltung die Genauigkeit erhoht. Wir formulieren einige dieser Richtlinien.
Zur Erhohung der Konstruktionsgenauigkeit
muB man méglichst diinne Linien ziehen.
Zur Verkleinerung des Fehlers muf man
Punkte, die eine Gerade bestimmen, mog-
lichst weit voneinander entfernt wihlen,

Abb. 12

weil der Winkelfehler (sin & ~ @ sich

bei VergroBerung von ! verringert (Abb. 12). Die Radien von Hilfskreisen muB
man so wiahlen, da die Kreise sich moglichst unter Winkeln schneiden, die
]
2

SchlieBlich sollte man beim Konstruieren beachten, daB alle auftretenden
Streckenlangen annihernd von gleicher GroBenordnung sind; in der Praxis
nimmt man meist als Richtzahl, daB die Streckenverhiltnisse 20 nicht tber-
steigen.

nahe bei = liegen, usw.

§ 2. Uber die Losung von Konstruktionsaufgaben
in Abhiingigkeit von gebriuchlichen Instrumenten

2.1. Konstruktion mit Lineal, Zirkel, Zeichendreieck und Winkelmesser. Es
ist allgemein bekannt, daB sich nicht jede Konstruktionsaufgabe konstruktiv
lésen laBt; mit anderen Worten: nicht jede geometristhe Figur, die mathe-
matisch eindeutig definiert ist, kann man theoretisch genau mit Hilfe eines
vorgegebenen Instrumentensatzes konstruieren. Ist z. B. eine Einheitsstrecke
vorgegeben, so laBt sich mittels Zirkel und Lineal kein Quadrat konstruieren,
dessen Fliacheninhalt gleich dem Flicheninhalt des Einheitskreises ist.!)
Ebenso ist es unméglich, mit Hilfe nur dieser Instrumente die Verdoppelung
eines beliebigen Wiirfels (vgl. S. 220), die Dreiteilung eines beliebigen Winkels
(vgl. 8. 221), die Konstruktion eines Dreiecks aus seinen Winkelhalbierenden
(vgl. 8. 224), die Konstruktion eines regelméBigen Siebenecks oder Neunecks
(vgl. 8. 226) usw. durchzufiihren. Es ist selbstverstindlich, daB sich eine ge-
gebene Konstruktionsaufgabe bei einer Wahl eines Instrumentensatzes als
losbar und bei einer anderen Wahl als unlosbar erweisen kann.

Wir wollen annehmen, da8 fiir die Konstruktionen nicht nur Zirkel und
Lineal, sondern auch Zeichendreieck und Winkelmesser verwendet werden
diirfen. Diese Erweiterung der zugelassenen Instrumente erfolgt mit dem Ziel,
die theoretischen Betrachtungen iiber die konstruierbaren Elemente in engeren
Zusammenhang zur iiblichen Zeichenpraxis zu setzen.

1) Vgl. den Artikel .,Uber die Losbarkeit von Konstruktionsaufgaben mit Zirkel und
Lineal* in diesen Band der EdEM.
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Wir beschreiben hst die charakteristischsten K ktionen, die sich
durch einmalige Benutzung der oben angefiihrten Instrumente durchfithren
lassen.

Der Zirkel. Die fiir den Zirkel charakteristische Operation besteht im An-
setzen der Zirkelspitze in einem gewissen (vorgegebenen oder beliebigen) Punkt
und im Ziehen eines Kreises (oder eines Kreizhogens) mit vorgegeb oder

beliebigem Radius; der Radius kann durch zwei Punkte gegeben sein.

Das Lineal, Die charakteristische Operation fiir das Zeichenlineal besteht
im Anlegen des Randes des Lineals an zwei Punkte und im Ziehen der Geraden
langs dieses Randes.!) Man kann also mit Hilfe des Lineals eine Gerade (oder
einen Strahl oder eine Strecke der Geraden) konstruieren, die durch zwei
vorgegebene (oder beliebige) Punkte hindurchgeht.

Das Zeichendreieck. Es besitzt zunichst alle Eigenschaften des einfachen
Lineals, so daB8 man mit ihm die charakteristische Operation des Lineals aus-
fithren kann. Dariiber hinaus besteht die charakteristische Operation fiir das
Dreieck darin, daB man es so auf eine Zeichnung legt, daB eine seiner Seiten
mit einer gegebenen Geraden zusammenfallt, und lings einer der beiden
anderen Seiten die Gerade zieht. Folglich laBt sich mittels eines Zeichen-
dreiecks die gleiche Konstruktion wie mittels eines Lineals durchfiihren, und
ferner kann man eine Gerade konstruieren, die durch einen gegebenen Punkt
geht und mit einer gegebenen Geraden durch diesen Punkt einen Winkel
einschlieBt, der mit einem der Dreieckswinkel iibereinstimmt.

Der Winkelmesser, Die fiir den Winkelmesser charakteristische Operation
besteht im Anlegen des geraden Randes des Winkel s an eine gegeb
Gerade, so daB der Markierungspunkt dieses Randes an einem gegebenen
Punkt der Geraden zu liegen kommt, und in der anschlieBenden Konstruktion
eines Punktes auf dem Strahl, der von dem Markierungspunkt ausgeht
und mit der gegebenen Geraden einen gegebenen Winkel einschlieft. Die Ver-
wend des Winkel s gestattet also die Konstruktion eines Punktes,
so daB der von einem gegebenen Punkt einer gegeb Geraden h
Strahl durch diesen Punkt mit der Geraden einen vorgegebenen Winkel bildet.

Wir bemerken, daB alle die genannten Operationen auch mit Zirkel und
Lineal allein durchgefiihrt werden konnen, also bei der angegebenen Verwen-
dung?) der betrachteten Instr te die Klasse der damit 15sbaren Kon.

%) In der Praxis benutzt man das Lineal auch zur Konstruktion der Tangente an einen
gegebenen Kreis durch einen Punkt auBerhalb des Kreises (vgl. Abb.3) und zur Kon-
struktion der duB und i T an zwei Kreise.

%) Damit ist gemeint, daB das Antragen eines vorgegebenen Winkels allein mit Hilfe
von Zirkel und Lineal moglich ist. Dagegen ist die Konstruktion von Winkeln gegebener
GroBe mit Hilfe von Zirkel und Lineal im allgemeinen nur niiherungsweise moglich. —
Anm. d. wissenschaftl. Red.
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struktionsaufgaben mit der Klasse der Aufgaben iibereinstimmt, die sich allein
mittels Zirkel und Lineal l6sen lassen (wobei die Benutzung des grdBeren
Instrumentensatzes natiirlich in den meisten Fillen zu einer Vereinfachung
der Konstruktion fiihrt).

Die Frage, welche Konstruktionsaufgaben sich mit Hilfe des betrachteten
Instrumentensatzes oder, was dasselbe ist, mit Zirkel und Lineal durchfithren
lassen, wird im Artikel ,,Uber die Losbarkeit von Konstruktionsaufgaben mit
Zirkel und Lineal (S. 205&' ) erortert Dort w1rd auch die Frage nach der
Rolle beliebiger El in ischen Konstruktionen behandelt.

&

2.2. Konstruktionen allein mit Hilfe des Zirkels (Konstruktionen von Mohr-
Mascheroni). Wir erwiahnen nun einige Ergebnisse iiber die Losbarkeit von
Konstruktionsaufgaben bei einer anderen Wahl des Instrumentensatzes.

Zunichst sei bemerkt, daBl der Satz, der aus einem Zirkel und einem Lineal
besteht, in einem gewissen Sinne dem ,,Satz* dquivalent ist, der nur aus einem
Zirke] besteht: Jede Konstrukti fgabe die mit Hilfe von Zirkel und Lineal
losbar ist, lift ‘sich auch mit Hilfe des Zirkels allein losen.

Allerdings gestattet es die Verwendung des Lineals, die geradlinigen
Strecken, die in einer gesuchten Figur enthalten sind, wirklich zu ziehen (wenn
die Losung einer Aufgabe die Angabe dieser Strecken verlangt), wihrend die
entsprechende Konstruktion mit dem Zirkel allein nur die Endpunkte dieser
Strecken liefert. In diesem Sinne erweitert also die Hinzunahme des Lineals
nicht den Kreis der Aufgaben, die man mit Hilfe nur des Zirkels l6sen kann.
Dieses Ergebnis wurde erstmalig in dem Buch ,,Euclides Danicus* des déani-
schen Mathematikers GEorRGc MoHR aus dem Jahre 1672 erwahnt und findet
sich neuerlich in dem 1797 erschienenen Buch ,,La geometrica del compasso*
des italienischen Ingenieures LoRENZO MaSCHERONT. Ein anderer Beweis dieser
Behauptung wurde 1890 von A. ADLER angegeben.

Fiir den Beweis des Satzes von MOHR-MASCHERONI geniigt s zu zeigen, da man mit
Hilfe allein des Zirkels den Schnittpunkt zweier Geraden (deren jede durch zwei ihrer
Punkte gegeben ist) und den Schnittpunkt einer Geraden mit einem Kreis bestimmen

kann. Wir verwenden hierzu die Transfor-
mation der Inversion (vgl. 8. 50), indem wir
(d den Beweis des Satzes von MOHR-.
in die Losung der folgenden sechs Aufgaben
A 8 zerlegen.

Aufgabe 1. Gegeben seien drei Punkte 4,
B, C. Man konstruiere den Punkt C’, der

4 beziiglich der Geraden AB trisch zum
Punkt C liegt.
Abb. 13 Die L6sung erhilt man unmittelbar durch

Ziehen zweier Kreise (Abb. 13).

Aufgabe 2. Gegeben seien ein Kreis L, sein Mittelpunkt O und ein beliebiger
Punkt A. Man konstruiere den Punkt M, in den der Punkt A bei der Inversion am
Kreis L dibergeht.
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Losung. Wir ziehen durch den Punkt O den Kreis mit dem Mittelpunkt 4 und bezeich-
nen mit B und C die Schnittpunkte dieses Kreises mit dem Kreis L (Abb. 14).1) Weiter
ziehen wir durch den Punkt O die beiden Kreise mit den Mittelpunkten B und C. Der
zweite Schnittpunkt M dieser beiden Kreise ist der
gesuchte Punkt. Der Beweis hierfiir folgt daraus,
daB die gleichschenkligen Dreiecke OBM und OBA
mit dem gemeinsamen Winkel bei O ihnlich sind
und folglich

0B _ 04|
[0M] — '|oB]’
gilt.

Aufgabe 3. Gegeben seien ein Kreis L, sein Mittel-
punkt O und zwei Punkte A, B. Man konstruiere den
Mittelpunkt des Kreises, in den die Gerade AB bes der

d.h. |04]-|0M| = |0B]

Inversion am Kreis L iibergeht.?)
Losung. Wir konstruieren zunichst den Punkt C, Abb.
der beziiglich der Geraden AB sy trisch zum - 14

Punkt O liegt (Aufgabe 1). Dann ist der Punkt M,

in den der Punkt C bei der Inversion am Kreis L iibergeht (Aufgabe 2), der gesuchte
Punkt. Zum Beweis dieser Behauptung bezeichnen wir mit D den FuBpunkt des Lotes
vom Punkt O auf die Gerade 4B und mit E den Schnittpunkt der Geraden OD mit dem
Kreis L, in den die Gerade 4B bei der Inversion an L iibergeht (Abb. 15). Dann gilt

|0¥] - 10C} = |0D)] - [0E] (=%

1) Die geschilderte Konstruktion setat, voraus, daB die Punkte B und C existieren und
voneinander verschieden sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Abstand des ge-
gebenen Punktes 4 vom Punkt O gn‘iﬂer ist als der halbe Radius von L. Fiir den Fall,

daB der Abstand |04| kleiner ist als — 5 fithrt folgende Konstruktion zum Ziel: Zunichst
zeigt man, daf man allein mit H:]Ie des Zirkels zu zwei beliebigen Punkten X, Y den-

)emgen Punkt Z des Ha]bstmhls X Y konstruieren kann, fir den |XZ| =2.|X7Y| gilt

d lung einer Strecke). [Dazu schligt man um X und Y die Kreise L, und L, mit
dem Radius e = | X ¥| und erhilt die Schnittpunkte X,, X, dieser beiden Kreise; sodann
schlidgt man um X,, X, die Kreise L,, L, mit dem Radius g, die den Kreis L, im Punkt X
und je einem weiteren Punkt Y, bzw. Y, schneiden; schlieBlich schligt man um Y, und Y,
Kreise mit dem Radius g und erhilt als Schnittpunkm dieser beiden Kreise den Punkt ¥

und den gesuchten Punkt Z.] Ist nun 0 < |04] < 5% konstruiert man durch sukzessive
Verdoppelung der Strecke OA zuniichst einen Punkt A’ des Halbstrahls OA, fir den
|04’| =2*- |0A4| und |04’| > gllt und zu dem Punkt A4’ sem Bild bei der Inversion
an L nach obigem Verfahren, so dnB also M’ auf dem Halbstrahl OA liegt und |[OM’| - 04|
=13 d. h. [OM’'|-2¢-|04| = r? gllt Konstruiert man nun noch durch k-faches Ver-

doppeln der Strecke OM’ denj Punkt M des Halbstrahls 5:? fir den [OM]
—o. loM’| gllt,sowud |oM| - IOAI =r%,d. h.,, man erhilt in M den gesuchten Punkt. —
Anm. d. wissenschaftl. Red

1) Diese Aufgabe hat nnt,l”l.rhch nur dann eine Losung, wenn die Punkte 4, B, C nicht
auf einer Geraden liegen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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1
Weil ferner (nach Definition des Punktes C) |0C| = 2 - |0D) gilt, ist mithin (OM| = -§-| OF)
und folglich M der Mittelpunkt des Kreises L’ (denn |OE| ist sein Durchmesser).

£

Abb. 15

.

4

Abb. 16

Aufgabe4. Gegeben seien drei Punkte A, B. C'. Man bestinime den Mittelpunkt des Kreises,

der durch diese Punkte geht.!)

Lésung. Wir schlagen um den Punkt 4 einen beliebigen Kreis L. Mit M und N bezeich-
nen wir die Bildpunkte der Punkte B und C bei der Inversion an L (Aufgabe 2). Dann wird

Axl

i e

7
ot

Abb. 17

%

der Kreis durch die Punkte 4, B, C bei der Inversion
an L in die Gerade MN iibprgefithrt (Abb. 16). Also
brauchen wir nur noch den Mittelpunkt des Kreises
zu konstruieren, in den die Gerade M N bei der In-
version an L ibergeht (Aufgabe 3).

Aufgabe 5. Man bestimme den Schnittpunkt
eines gegebenen Kreises L mit einer gegebenen Ge-
raden MN.

Lésung. Wir bemerken zuniichst, daB wir auf
Grund von Aufgabe 4 den Mittelpunkt des Kreises L
als bekannt ansehen kénnen; er werde mit A be-
zeichnet. Wir bestimmen jetzt den Mittelpunkt O
des Bildkreises der Geraden M N bei der Inversion L
(Aufgabe 3). Sodann schlagen wir den Kreis um den
Mittelpunkt O, der durch den Punkt 4 geht (d. h.
den Bildkreis der Geraden M N bei der Inversion).
Die beiden Schnittpunkte P, @ dieses Kreises mit
dem Kreis L sind die gesuchten Punkte (Abb. 16).

Aufgabe 6. Gegeben seien vier Punkte A, B, C, D. Man bestimme den Schnittpunkt der

Geraden AB und CD.

Lésung. Wir schlagen einen beliebigen Kreis L um den Punkt 4 als Mittelpunkt. Bei
der Inversion am Kreis L geht die Gerade AB in sich iiber und die Gerade CD in einen

1) Diese Aufgabe hat natiirlich nur dann eine Losung, wenn die Punkte 4, B, C nicht
auf einer Geraden liegen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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gewmen Kreis L', der durch 4 geht. Den Mntelpunkt dieses Kreises kénnen wu' konstru-
ieren (Aufgabe 3). Als niichstes konstruieren wir den (von 4 hied ) S
P des Kreises L’ mit der Geraden AB (Auifgabe 5). Del' Blldpunkt @ des Punktes P bei

der Inversion am Kreis L (Aufgabe 2) ist dann der g P der Geraden AB
und CD (Abb. 17).

Aus der Moglichkeit, die Aufgaben 5 und 6 allein mittels des Zirkels zu losen, folgt die
Giiltigkeit des Satzes von MOHR-MASCHERONI.

2.3. Konstruktionen allein mit Hilfe des Lineals (Konstruktionen von
Poncelet-Steiner). Der Schweizer Geometer JAKOB STEINER, der das Lineal
fiir das genaueste Instrument hielt, veigte 1833, daB jede mittels Zirkel und

7~~—X N N

Abb. 18 Abb. 19

Lineal lgsbare Konstruktionsaufgabe sich auch durch alleiniges Ziehen von gerad-
linigen Linien losen lipt, sobald nur ein Kreis und sein Mittelpunkt in der
Zeichenebene vorgegeben sind. (Hierbei sieht man einen Kreis als konstruiert an,
wenn sein Mittelpunkt und sein Radius bestimmt sind.) Etwas frither wurde
dieser Satz mit einer vollig anderen Methode von dem franzosischen Mathe-
matiker J. PONCELET erhalten.

Zum Beweis des Satzes von PONCELET-STEINER losen wir allein mit Hilfe des Lineals
folgende neun Konstrukti fgaben, wobei wir h daB in der Ebene ein Kreis L

ichnet und sein Mittelpunkt O gegeben ist.

Aufgabe 1. Man konatruiere ein Rechteck.

Losung. Durch den Punkt O ziehen wir zwei beliebige (feraden (Abb. 18). Die Punkte
4, B, C, D, in denen diese Geraden den Kreis L schneiden, bilden die Eckpunkte eines
Rechtecks.

Aufgabe 2. Es seien 2wei parallele Geraden und auf einer von ihnen zwei Punkte A, B
gegeben. Man halbiere die Strecke AB.

Lésung. Wir bezeichnen die zu AB parallele Gerade mit I, wiihlen auf ihr einen
beliebigen Punkt C, ziehen die Gerade BC und fixieren darauf einen beliebigen Punkt M

(Abb. 19). Sodann ziehen wir die Gerade 4M und bezeichnen mit D den Schnittpunkt
dieser Geraden mit der Geraden . SchlieBlich ziehen wir die Geraden AC und BD und
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bezeichnen ihren Schnittpunkt mit N. Dann geht die Gerade MN durch den Mittelpunkt Q

der Strecke AB.

Der Beweis der Richtigkeit dieser K ktion fo]gt leicht aus der Betrachtung der
éhnlichen Dreiecke (mit P bzw. @ bezeichnen wir den Schnittp der Geraden MN mit
der Geraden ! bzw. AB) in Abb. 19:

49| _ eN| _ |eB|

|PC| = I¥P[ = 1DP|”
[40| _ loM| _ |08

|DP| — |PM] POy *

Durch gliedweise Multiplikation erhélt man die Gleichungen
|4Q| - |DP| = |PC| - |@B],
|4Q| - |PC| = |DP| - |QB],

woraus
folgt) 14Q1 =10BP, d.h. |4Q| = [@B|

Aufgabe 3. Man konstruiere ein Quadrat.

Lésung. Wir konstrui sichst ein Rechteck 4 BCD, das dem Kreis L einbeschrie-

ben ist (Aufgabe 1). Wegen AB||CD konnen wir die Strecken AB und CD halbieren (Auf-
gobe 2). Ebenso kann man die Strecken 4D und BC halbieren (Abb. 20). Als Mitten
der Seiten des Rechtecks ABCD erhalten wir vier
3 Punkte M, N, P,Q. Die Geraden MP und NQ gehen
4 8 durch den Punkt O (der Mittelpunkt des Rechtecks
4L AN und Mittelpunkt des Kreises L ist) und sind zu Seiten
4 N des Rechtecks pamllel Folgllch smd MP und NQ
4 \\ zwei aufei die
il 7 0 ¥ AN F durch den Mittelpunkt des Kreises L gehen. Dann
c bilden aber die Schnittpunkte E, F, G, H dieser
N Ve Geraden mit dem Kreis L die Eckpunkte eines

AN e Quadrates.

e Aufgabed. Gegeben seien eine Gerade | und ein
P > ool 7 Punkt E, der nicht auf 1 liegt. Man konstruiere die
(] zu | parallele Gerade durch E.

Loésung. Wir konstruieren ein Rechteck ABCD

Abb. 20 (Aufgabe 1) und bestimmen die Mitten M, N, P, @

seiner Seiten (Aufgabe 2). Sodann ziehen wir die

Geraden MP und NQ (Abb. 21a). Die Gerade ! kann nicht zu allen Seiten des Recht-
ecks ABCD parallel sein. Es sei etwa die Seite AB nicht zur Geraden ! parallel. Dann
schneiden sich die Geraden 4B, NQ und CD mit der Geraden ! in gewissen Punkten R,
8, T'. Da die Gerade NQ von den zu ihr parallelen Geraden AB und CD den gleichen Ab-
stand besitzt, ist |RS| = [ST|, d. h., § ist der Mittelpunkt der Strecke RT. Die weitere
Konstruktion stellt eigentlich die Lésung der Umkehrung von Aufgabe 2 dar. Wir ziehen
nimlich die Gerade TE (Abb. 21b) und wihlen auf ihr einen beliebigen Punkt U. Dann
ziehen wir die Geraden US, UR, ER und bezeichnen mit @ den Schnittpunkt der

1) Ein anderer Beweis findet sich auf S. 63.
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Gernden ER und US. Wir ziehen schlieBlich die Gerade 7G' und bezeichnen mit F den
kt dieser Geraden mit der Geraden UR. Dann ist EF die gesuchte Parallele zur

Geraden 1.
Um die Richtigkeit dieser Konstruktion nachzuweisen, bezeichnen wir mit ¥’ den-
jenigen Punkt der Geraden UR, fiir den EF’||TR ist und mit @’ den Schnittpunkt der

T NS N\R
1 \ \ / T S/ I?] [}
a)
Abb. 21 b

Geraden ER und TF’. Dann goht die Gerade U@’ durch den Mittelpunkt der Strecke TR
(vgl. Aufgabe 2 und Abb. 19), d. h., sie féllt mit der Geraden US zusammen. Folglich liegt
der Punkt @ auf der Geraden US; weil er aber auBerdem auf der Geraden ER liegt, fallt
er mit dem Schnittpunkt der Geraden US und ER, d. h. mit @ zusammen. Also stimmt dic
Gerade 7@’ mit der Geraden 7'@ iiberein, und daher liegt der Punkt ¥ auf der Geraden T'G.
Ferner liegt F’ auf der Geraden UR. Mithin fiillt der Punkt F’ mit dem Schnittpunkt der
Geraden TG und UR, d. h. mit dem Punkt F Dann sti aber die Gerad
EF und EF’ iiberein, d. h., es ist EF||TR.

Aufgabe 5. Gegeben seien eine Gerade | und ein Punkt M. Man konstruiere die Gerade
durch M, die auf | ath steht.

Lésung. Wir k i iichst ein Quadrat EFGH (Aufgabe 3). Sodann ziehen
wir durch den Mittelpunkt O (d. h. durch den Schnittp der Di; len EG und FH)
die zu I parallele Gerade (Aufgabe 4). Es sei P einer der Schnittp kte dieser Geraden mit
dem Quadrat (Abb. 22) und es liege P z. B.
auf der Seite FG. Dann ziehen wir durch P £ U
die zu EG parallele Gerade (Aufgabe 4)
und bezeichnen mit @ den Schnittpunkt AN "\
dieser Geraden mit der Seite EF. Offen-
sichtlich ist |FP| = |FQ|. Nun ziehen wir
durch den PunktQ die Parallele zu FG
(Aufgabe 4), die im Punkt B die Seite GH /
schneiden mdge. Dann ist |RG| = |QF| _—| ,/ N

= |FP). Nun folgt aus der Kongruenz der \
Dreiecke OPF und ORG(wegen |RG| = |PF|, ¥ R
|0G| = |OF| und der Gleichheit der von
ihnen eingeschlossenen Winkel), da8 < POF
= < ROG und folglich <X ROP = < GOF i
= 90° ist. Daher steht OR senkrecht auf Abb. 22

&
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der Geraden OP und damit auch auf der Geraden I. Es bleibt somit nur noch die zu OR
parallele Gerade durch M zu ziehen (Aufgabe 4).

Aufgabe 6. Gegeben seien eine Strecke AB, eine Gerade | und auf b ein Punkt . Man
konstruiere auf der Geraden I cinen Punkt E, fiir den |CE| = |AB| gilt.

Lésung. Wir ziehen durch den Punkt 8 die zu
AC parallele Gerade und durch den Punkt C die
zu AB parallele Gerade (Aufgabe 4) und erhalten
ein Parallelogramm ABCD (Abb. 23).1) Sodann zie-
hen wir durch den Mittelpunkt O des Kreises L die
zu CD parallele Gerade sowie die zu ! parallele Ge-
rade (Aufgabe 4) und bezeichnen mit D’ bzw. E’ die
Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Kreis L. Dann
ist das Dreieck E'D'O gleichschenklig. Ziehen wir
nun durch den Punkt D die zu I’E’ parallele Gerade
(Aufgabe 4) und bezeichnen wir mit E den Schnitt-
punkt dieser Geraden mit der Geraden I, so erhalten
wir auch in EDC ein gleichschenkliges Dreieck, und
foiglich ist |CE| = |{CD|=|4B|. (Wir bemerken
folgendes: Nimmt man statt des Punktes E’ den
diametral gegeniiber liegenden Punkt E’* des Krei-
ses L. so erhidlt man den anderen Punkt E, der
Geraden [, der von C den Abstand |4 B| hat.)

Aufgabe 7. Man bestimme die Potenzlinie?) zweier
Kreise, die durch thre Mittelpunkte O,, O, und Ra-
dien ry, 7, gegeben sind.

Lésung. Wir ziehen die Gerade 0,0, und errich-
M ten in den Punkten Oy, O, die Senkrechten auf
dieser Strecke (Aufgabe 5). Auf diesen Senkrechten
A tragen wir die Strecken |0,4| = r, und |0,Bj =r,
1 ab (Aufgabe 6). Sodann ziehen wir die Gerade 4B
r (Abb. 24) und halbieren die Strecke 4B (Aufgabe 2
und 4). SchlieBlich ziehen wir durch den Mittel-
g 7 T 4 0, punkt M der Strecke AB die Senkrechte zur Ge-
! i ¢ raden 4B (Aufgabe 5) bis zum Schnitt im Punkt D
I mit der Geraden 0,0,. Es ist leicht einzusehen,
Abb. 24 daB der Punkt D auf der gesuchten Potenzlinie
liegt. Bezeichnen wir namlich mit d, und d, die

Abstiinde des Punktes D von 0,, 0,, so finden wir

@ + 73 = [DAP = |DBJ? = &3 + i,

di - =di— 1,

d. h.

1) Diese Konstruktion versagt, wenn der Punkt C auf der Geraden 4B liegt. In diesem
Fall kann man jedoch zuniichst die Strecke AB durch Konstruktion eines Parallelo-
gramms auf eine Gerade iibertragen, die C nicht enthilt, und dann mit der iibertragenden
Strecke A’B’ die angegebene Konstruktion durchfihren. — Anm. d. wissenschaftl. Red.

2) Beziiglich der Definition und der Eigenschaften der P linie verweisen wir auf
den Artikel ,,Geometrie der Kreise‘’, S. 464—468.
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wus gerade bedeutet, daB der Punkt D auf der Potenzlinie liegt. Wir brauchen also nur
noch durch den lekf- D die Senkrechte zur Geraden 0,0, zu ziehen (Aufgabe 5), um die

P zu erhalt

Aufgabe 8. Gegeben seien eine Gerade I, ein Punkt M und eine Strecke r. Man konstruierc
die Schnittpunkte der Geraden | mit dem Kreis, der den Mittelpunkt M und den Radius r hat.

Lésung. Wir wihlen auf der Geraden I einen beliebigen Punkt H und ziehen die Gerade
MH. Auf der Geraden MH tragen wir vom Punkt M die Strecke MP mit |MP| = r ab
(Aufgabe 6). Sodann ziehen wir durch den Mittelpunkt O des Kreises L die Parallele zu
MH (Aufgabe 4) und bezeichnen mit P’ einen ihrer Schnittpunkte mit dem Kreis L. Als
niichstes ziehen wir die Geraden M0 und PP’ und bezeichnen mit 4 ihren Schnittpunkt
(Abb. 25). Sodann konstruieren wir
den Schnittpunkt H’ der Geraden A H
und OP’ und anschliefend die Par-
allele zu ! durch H’. Die Schnitt-
punkte dieser Parallelen mit dem
Kreis L bezeichnen wir mit B’ und
C’ und ziehen die Geraden 4B’ und
AC’.Wir behaupten, daB die Schnitt-
punkte B, C dieser beiden Geraden
mxt der Geraden ! die gesuchten

0 1 der G d l it d

Kreis um M vom Radius 7 sind. Zum Abb. 25
Beweis dieser Behauptung bemerken
wir, daB aus den Beznehungen OP’ ]|MP B'C’||l die Ahnlichkeit einer Reihe von Drei-
ecken mit einer gemeinsamen Ecke im Punkt A folgt. Insbesondere ist

M4 _ (B4 _ |c4]

jo4] T TH'4] IC’4] *
daher sind auch die Dreiecke 3/ AC und OAC’ ihnlich, und folglich ist
|MC| |MA| |MP|

jocT = o4 T 10PT"
Wegen |0C’| = |OP’| folgt hieraus |MC| = |MP|=r, d.h,, C ist einer der gesuchten
Punkte. Analog beweist man, daB |MB| == r gilt.

Aufgabe 9. Man bestimme die Schnittpunkte zweier Kreise, die durch ihre Mittelpunkte
0,, 0, und ihre Radien r, r, gegeben sind.

Lésung. Wir konstruieren zunichst die Potenzlinie I dieser Ktelse (Aufgabe 7). Schnei-
den sich die Kreise, so ist die P linie die For g ihrer , d. h.,
so geht die Gerade ! durch die Schnittpunkte der Kreise, und es geniigt, die Schnittpunkte
der Geraden ! mit einem der Kreise zu konstruieren (Aufgabe 8). Aus der Moglichkeit,
die Aufgaben 8 und 9 allein mit Hilfe des Lineals zu l6sen (unter der Voraussetzung, da8
in der Ebene ein Kreis L und sein Mittelpunkt O gezeichnet vorliegen), folgt sofort die
Giiltigkeit des Satzes von PONCELET-STEINER.

2.4. Uber Konstruktionen mit Hille anderer Instrumente. Zum AbschluB
dieses Paragraphen erwiahnen wir noch einige Ergebnisse fiber die Verwendung
anderer Sitze von Instrumenten.
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Im Jahre 1890 bewies AuGUST ADLER, da alle mit Zirkel und Lineal 16s-
baren Konstruktionsaufgaben auch unter Verwendung des sogenannten zwei-
seitigen Lineals (d. h. eines Lineals mit zwei parallelen Kanten) oder mittels
eines rechten oder spitzen Winkels (und folglich auch mittels Lineal und
Winkelmesser) gelést werden konnen. Daher reicht zur Lésung jeder mit Zir-
kel und Lineal ausfiilhrbaren Konstruktionsaufgabe eines der folgenden
Instrumente aus: der Zirkel, das zweiseitige Lineal, ein rechter oder spitzer
Winkel, der Winkel (in Verbindung mit dem Lineal). Es ist klar, daB
man in der Regel technisch leichter durchfiihrbare Losungen erhélt, wenn man
gewisse der genannten Instrumente kombiniert.

Es gibt auch Instrumentensitze, mit deren Hilfe sich Aufgaben hoheren
Grades losen lassen, die mittels Zirkel und Lineal allein nicht 16sbar sind.
Hierfiir ist es manchmal nétig, daB in der Zelchenebene noch eine besondere
Figur vorgegeben ist. So laBt sich beispi ise jede Konstrukti ufgabe
dritten und vierten Grades
mittels Zirkel und Lineal 16sen,
wenn in der Zeichenebene ein
vom Krels vemclnedenet Kegel-

Als Bexspnel betrachten wir
die Losung der Aufgabe der Drei-
teilung eines beliebigen Winkels
mit Hilfe eines sogenannten

Abb. 26 ,,Abtragers“. Es sei in Abb. 26
|4B| = |BO| = |0C| = |0D|.
Dann ist ¥ BAO = & BOA = «; ferner ist der Winkel CBO gleich 2x (AuBien-
winkel des Dreiecks A BO); ebenso ist auch der zweite Winkel BCO des gleich-
schenkligen Dreiecks OBC gleich 2x ; schlieBlich ist der Winkel COD (als AuBen-
winkel des Dreiecks 0AC) glench « + 2x = 3x. Hieraus ergibt sich ein einfaches
Verfahren zur Dreiteilung eines beliebigen Winkels mittels eines Zirkels und
eines Abtragers, d. h. eines s Lineals mit zwei Markierungen 4 und B. Wir schla-
gen dazu um den Scheitel O des gegeb Winkels den Kreis mit dem
Radius |4B| und bezeichnen mit C und D die Schnittpunkte des Kreises mit
den Schenkeln dieses Winkels, der in drei Teile geteilt werden soll (Abb. 26).
‘Wir legen nun das Lineal so auf die Zeichnung, daB der auf dem Lineal fixierte
Punktd auf der Garaden OD liegt, die Kante des Lineals durch den Punkt C
geht und die Markierung B des Lineals auf dem Kreis liegt, also das Lineal
die in Abb. 26 angegebene Lage hat. Der Winkel BAO ist dann genau der
dritte Teil des gegebenen Winkels COD.

Diese Beschreibung mag den Anschein erwecken, daB die Aufgabe der Drei-
teilung eines beliebigen Winkels doch mit Hilfe von Zirkel und Lineal 16sbar
ist; denn man kann doch, wenn man einen Bleistift und ein Lineal hat, auf der
Kante des Lineals zwei Marken anbringen. Wenn man jedoch von der Losung
einer Konstruktionsaufgabe mit Hilfe gegebener Instrumente spricht, ist
dabei nicht an eine spezielle physikalische Realisierung dieser Instrumente
gedacht, mit deren Hilfe die Konstruktionen durchgefiihrt werden, sondern
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nur an ein Verzeichnis derjenigen ,,el taren‘‘ Operati die sich mittels
dieser ,,idealen‘‘ Instrumente ausfithren lassen.!) Die auf S. 208 aufgezihlten,
mit Hilfe von Zirkel und Lineal durchfiihrbaren ,.elementaren‘ Operationen
schlieBen eine solche Verwendung des Lineals, wie sie in der beschriebenen
Konstruktion erfolgte, nicht ein. Gerade deshalb nannten wir ein Lineal, auf
dem zwei Punkte markiert sind, einen ,,Abtrager*, um zu betonen, daB dieses
Instrument vom Lineal verschieden ist.

Wie steht es nun mit der Losung von ten tr denten Auf-
gaben? Als klassisches Beispiel hierfiir kann die Aufgabe der Rektifizierung des
Kreises dienen, d. h. der Konstruktion einer Strecke, deren Lange gleich 2nr
ist, wobei r der Radjus eines Kreises und & (das Verhiltnis des Kreisumfangs
zum Durch ) eine tr dente Zahl ist. Diese Aufgabe laBt sich weder
mit Hilfe des gewohnhchen Zirkels und des Lineals noch mittels eines Elhpsen-
zirkels noch ganz allgemein mittels irgend eines Instr ts zum Zei
algebraischer Kurven losen.?)

§ 3. Uber Konstruktionen in einem beschriinkten Teil der Ebene

3.1. Konstruktionen mit Hilfe eines Lineals beschriinkter Linge. Bei der
Losung von Konstruktionsaufgaben unterliegen die verwendeten Konstruk-
tionsmittel stets gewissen Beschrankungen. Bisher haben wir nur Beschrin-
kungen betrachtet, die sich aus der Wahl eines bestimmten Satzes von ,,Zei-
cheninstrumenten‘ ergaben. In der Praxis treten jedoch daneben noch Be-
schrankungen véllig anderen Charakters auf. Es ist z. B. klar, daB die in der
klmmchen Aufgabenstellung der Konstruktionen mit ,Zirkel und Lineal*

tulierte Mogli it, enzt Gerade und Kreise zu ziehen, sich prak-
tisch mcht verwirklichen 1aBt. Denn wir verfugen stets nur iber ,,Lineale‘
beschrankter Linge, die es lediglich gestatten, zwei Punkte durch eine Strecke
zu verbinden, deren Abstand eine gewisse Schranke nicht iibertrifft. Ebenso
verfiigen wir nur iiber ,,Zirkel* begrenzter Spannweite, also zum Zeichnen von
Kreisen mit nicht zu kleinen und nicht zu groBen Radien (d. h. Kreisen, deren
Radius r einer Bedingung a < r < b geniigt, wobei a und b den Anwendungs-
bereich der ,,Zirkel”, der durch die Linge ihrer Schenkel usw. bedingt ist,
charakterisieren). Damit besteht aus durchaus praktischen Griinden ein In-
teresse an der Frage nach den Konstruktionen, die man mit einem , kurzen*
Lineal und einem Zirkel mit (evtl. nach oben und unten) beschrinkter Spann-
weite durchfithren kann.

1) Nicht umsonst fehlen z. B. bei EUELID, von dem die Aufgab llung der Konstruk
tionen mit Zirkel und Lineal stammt, sogar die Worte ,,Zirkel** und ,,Lmu “; auch er
liert nur die Méglichkeit, gerade Linien und Kreise zu ziehen (vgl. den Artikel ,,Axwme
und Grundbegriffe der Geomatme“ in diesem Band der EdEM).
%) Die Losung dieser Aufgabe kann man nur mit Hilfe eines Instruments erhalten, das
transzendente Kurven zu zeichnen erlaubt. Diesem Zweck kann insbesondere ein Gerit
zum Zeichnen der Kurven y = arccos 2, ¢ = ag (archimedische Spirale) u. a. dienen.
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Wir behandeln hier als Beispiel die Frage, welche Konstruktionen mittels
eines Lineals beschrankter Linge mdglich sind, und beweisen, daB die kon-
struktiven Moglichkeiten eines Lineals beschrinkter Lange in keiner Wem germ-
ger sind als die Konstrukti oglichkeiten eines i Lineals ank
ter Liinge. Mit anderen Worten: Ersetzt man in einem Instrumentensatz, der
ein ideales unbeschrinktes Lineal (und moglicherweise noch andere Instru-
mente, z. B. einen Zirkel) enthalt, das ideale Lineal durch ein Lineal der
beschriankten Lange I, so erhilt man einen neuen Instrumentensatz, der zu
dem urspriinglichen &quivalent ist, d. h. der alle Konstruktionen erlaubt, die
mit dem ersten Instrumentensatz durchfiihrbar sind. Dazu miissen wir zunachst
die konstruktiven Moglichkeiten eines idealen Lineals und des Lineals der
Linge ! prazisieren : Beim idealen Lineal nehmen wir insbesondere an, da man
mit seiner Hilfe die Gerade durch zwei Punkte ziehen kann, die einen beliebigen
(beliebig groBen) Abstand voneinander haben, d. h., daB man einerseits je
zwei Punkte durch eine Strecke verbinden kann und da man andererseits
jede Strecke in beiden Richtungen iiber jhre Endpunkte hinaus unbegrenzt
fortsetzen kann. Welche Operationen sollen sich demgegeniiber mit einem
Lineal der Linge ! ausfithren lassen? Natiirlich wird man erstens fordern, daB
man mit Hilfe eines solchen Lineals je zwei Punkte, deren Abstand ! nicht
iiberschreitet, durch eine Strecke verbinden kann; zweitens fordern wir, daB
man durch fortgesetztes Anlegen des Lineals eine gegebene Strecke in beiden
Richtungen unbegrenzt verlingern kann (Abb. 27). Beides zusammen besagt,

/)

Abb, 27

daB man mittels eines Lineals der Linge ! die (unbegrenzte!) Gerade durch je
zwei gegebene Punkte ziehen kann, deren gegenseitiger Abstand ! nicht @ber-
steigt.

Fiir den Nachweis, daB ein Lineal der Linge ! dem idealen (unbeschrink-
ten) Lineal dquivalent ist, geniigt es also zu zeigen, daB man mittels eines
Lineals der Lange ! auch die Gerade durch zwei Punkte 4 und B ziehen kann,
deren Abstand groBer als ! ist. Dazu benétigen wir folgenden Satz, dessen
Beweis der Leser im Artikel ,,Geometrische Transformationen auf S. 110
findet.
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Satz. Gegeben seien ein Winkel MAN und ein Punkt Q auPerhalb des Winkel-
raumes dieses Winkels. Durch den Punkt Q gehen drei Geraden, die die Schenkel
des Winkels in den Punkten D,, D,, D, bzw. E,, E,, Ey schneiden (Abb. 28).
Ferner sei B der Schnittpunkt der Geraden E\D, und E,D, und C der Schnitt-
punkt der Geraden EyDyund EyD, .
Dann liegen die Punkte A, B und
C auf einer Geraden.

Aus diesem Satz folgt fast
unmittelbar die gesuchte Kon-
struktion der Geraden AB. Dazu
braucht man nur durch den
Punkt A zwei Geraden AM und
AN zu ziehen, die ganz ,nahe*
am Punkt B vorbeigehen, d. h.,
deren Abstand von B wesentlich kleiner als [ ist (wir erinnern daran, da8 man
mit Hilfe eines Lineals der Liange ! Strecken beliebig groBer Lange ziehen kann).
Weiter ziehen wir durch B zwei Strecken, die die Geraden AM und AN in
den Punkten D,, E, bzw. D,, E, schneiden mogen, und zeichnen die Strecken
D,E, und D,E,, die wir bis zu ihrem Schnittpunkt @ fortsetzen (Abb. 28).
Nunmehr ziehen wir durch @ noch eine Gerade, die AM und AN in den Punk-
ten D; und Ej trifft, und bestimmen den Schnittpunkt C der Strecken D,E,
und DyE, ; C liegt dann nach obigem Satz auf der Geraden AB. Wir brauchen
dann nur noch die Punkte B und C durch eine Strecke zu verbinden und die
Strecke BC' bis zum Punkt A4 fortzusetzen. Fiir diese Konstruktion ist not-
wendig, daB die Liange jeder der Strecken D\E,, D;E,, D;E,, D,E; und BC
kleiner als ! ist, was leicht zu erreichen ist.

3.2. Konstruktionen in einem beschriinkten Teil der Ebene. Beschrinkungen
etwas anderen Charakters rithren daher, daB praktisch die Konstruktionen
stets in einem beschriankten Teil der Ebene (etwa auf einem Blatt Papier, auf
einer Wandtafel usw.) durchgefithrt werden miissen. D:ese renle Situation,

h die sog t Konstrukt mit g El ¢
interessant und wichtig. Wir nehmen dazu an, daB uns ein begrenzter Teil der
Ebene, z. B. ein Rechteck /7, gegeben ist und sich die erforderlichen Kon-
struktionen nur innerhalb von /7 durchfiihren lassen. Sind innerhalb von IT
zwei Strecken gegeben und schneiden sich die ihnen entsprechenden Geraden
auBerhalb von I7, so heiit dieser Schnittpunkt ein unzugdnglicher Punkt.
Analog kann man von unzuginglichen (d.h. auBerhalb von I7 liegenden)
Schnittpunkten einer Geraden und eines Kreises bzw. zweier Kreise sprechen
(der Kreis selbst kann dabei z. B. durch einen Teilbogen gegeben sein, der
innerhalb von I7 liegt).

Man kann auch unzugingliche Geraden (die durch zwei unzugingliche
Punkte bestimmt sind), Kreise mit unzuginglichem Mittelpunkt und ge-
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gebenem Radius (der seinerseits als Lange der Verbindungsstrecke zwischen
zugénglichen oder auch unzugénglichen Punkten festgelegt ist), Kreise durch
drei unzugingliche Punkte usw. betrachten.

Als Beispiel behandeln wir folgende Aufgabe.

Aufgabe 1. Man konstruiere die Gerade durch einen gegebenen Punkt B
und einen unzugdnglichen Punkt A, der seinerseits als Schnitipunkt zweier
gegebener Geraden I, und ly erkldrt ist.

Loésung. Eine Losung dieser Aufgabe erhdlt man sofort mit Hilfe des auf
S.175 angegebenen Satzes, wobei man nur die oben zum Ziehen der Strecke 4B
mittels eines kurzen Lineals ver-
wendete Konstruktion zu wie-
derholen braucht (Abb. 29; man
vergleiche auch Abb. 28).

Man kann noch eine andere
Losung dieser Aufgabe angeben,
die auf der Verwendung einer
Ahnlichkeitat ansfor 43 be'
ruht. Wir wiahlen némlich in dem
Rechteck IT einen Punkt O als
Ahnlichkeitszentrum und eine
Zahl k, die wesentlich kleiner
als 1 ist, als Ahnlichkeitskoeffi-
zienten und wenden die Homo-
thetie mit dem Zentrum O und
dem Koeffizienten ¥ an.!) Bei
dieser Homothetie gehen die Ge-
raden /, und I, in gewisse Gera-
den ] und I3 und der Punkt B
in einen Punkt B’ iiber (Abb. 30).
Wenn der Koeffizient k& der
Homothetie hinreichend klein
ist, schneiden sich die Geraden I;
und I3 innerhalb des Rechtecks/]
in einem gewissen Punkt 4’'.

Abb. 30 Folglich ist die Gerade A'B’ das

Bild der Geraden AB bei der

betrachteten Homothetie, und insbesondere gilt AB | A’B’. Man braucht also
nur noch die Parallele zu A’B’ durch den Punkt B zu ziehen.

Diese zweite Losung nutzt die Tatsache aus, da man mittels einer Homo-
thetie mit geniigend kleinem Koeffizienten die zur Losung der Aufgabe in der

)

unbeschrinkten Ebene gehérige Zeichnung so abbilden kann, daB ihr Bild

1) Beziiglich der Definition und den Eigenschaften der Homothetie verweisen wir auf
S. 49 und 55-56.
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sich ganz innerhalb des Rechtecks /7 befindet. Dadurch wird die Konstruktion
sozusagen ,.in verkleinertem MaBstab* wiedergegeben. Diese Uberlegung be-
zieht sich natiirlich nicht nur auf die betrachtete Aufgabe, sondern ganz all-
gemein auf jede K tic fgabe, die gingliche Elemente enthalt.
Es gilt — mit anderen Worten — die folgende Behauptung, deren ausfiihr-
lichen Beweis wir dem Leser iiberlassen: Jede Konstruktionsaufgabe, die mit
Zirkel und Lineal in der unbeschrinkten Ebene losbar ist, lipt sich auch dann
lisen, wenn nur Konstruktionen zugelassen werden, die innerhalb eines gegebenen
Rechtecks IT durchfihrbar sind. (Fordert die Losung einer Aufgabe z. B. die
Konstruktion eines Punktes, der auBerhalh dzc Rechtecks /7 liegt, so mufl man
natiirlich die Aufgabe dann als gelést ansehen, wenn z. B. in IT zwei Geraden
konstruiert sind, die durch diesen Punkt gehen; wird die Konstruktion einer
Strecke gefordert, die sich nicht in /7 befindet, so ist die Aufgabe z. B. dann als
gelost anzusehen, wenn innerhalb von I7 drei Strecken gefunden sind, fiir
welche die gesuchte Strecke die vierte Proportionale ist, usw.)

Wir bemerken, da die erste Losung der Aufgabe 1 Interesse fiir die Geo-
diisie besitzt. Befindet sich der Schnittpunkt A zweier im Geldnde gekennzeich-
neter Geraden /, und I, an einem
unzuginglichen Ort (etwa in
einem Sumpf), so kann man zum
Ziehen der Geraden durch den
Punkt 4 und einen gegebenen
Punkt B die in Abb.29 (vgl.
Abb. 31) angegebene Konstruk-
tion benutzen. Ihre Bedeutung
liegt darin, da zu ihrer Durch-
filhrung nur das Ziehen von
geraden Linien erforderlich ist
(was sich auch in gréBeren
Geldndebereichen durchfiihren
laBt, wogegen es z. B. praktisch
unmoglich ist, einen Zirkel mit einer Offnung von 100 m herzustellen). Diese
Bemerkung zeigt zugleich die praktische Bedeutung auch derjenigen Kon-
struktionen, die sich in einem beschrinkten Teil der Ebene allein mit Hilfe
des Lineals durchfithren lassen. Hier liegen also gleichzeitig zwei Beschrin-
kungen verschiedenen Charakters vor.

Das zuletzt Gesagte macht auch Konstruktionen bedeutungsvoll, bei denen der Kon-
struktionsbereich statt auf ein Rechteck auf einen Teil der Ebene irgendeiner anderen
Form eingeschriinkt ist. Zum Beispiel kann die Durchfiihrung einer Konstruktion ver-
langt werden, bei der in gewi verbot: Gebi (Seen, Siimpfe, Wiilder) keinerlei
Linien gezogen werden diirfen. Wir kénnen hier die Frage nach der Losbarkeit von Kon-
strukti fgaben in beliebigen Bereichen der Ebene nicht allg: behandel d
beschriinken uns auf die Betrachtung einer weiteren Aufgabe.

Aufgabe 2. Gegeben seien zwei Punkte A und B sowie ein Gebiet ®, in dem keinerlei
Konstruktionen ausgefiihrt werden kinnen, wobei die Gerade AB in das Gebiet @ hineinfihrt.
Man konstruiere auf der and Seite des Gebietes P die For g der Geraden AB.
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Das Gebiet @ kann z. B. ein Wald sein, der es nicht gestattet, eine Gerade (z. B. den Ver-
lauf einer zu projektierenden StraBe) visuell abzustecken, oder ein Berg, durch den ein
geradliniger Tunnel gefiihrt werden soll, usw.

Lésung. Eine Losung dieser Aufgabe kann wieder mit Hilfe des auf S. 175 formulierten
Satzes erhalten werden (die genauen Uberlegungen iiberlassen wir dem Leser). Eine zweite
Lésung verlduft folgendermaBen: Man zieht
durch den Punkt 4 eine Gerade, die mit der
Geraden 4B einen gewissen Winkel & < 90°
einschlieBt und die das Gebiet @ nicht trifft,
und wihlt auf dieser Geraden einen solchen
Punkt C, daB8 der von C unter dem Winkel
180° — 2x ausgehende Strahl das Gebiet @
ebenfalls nicht trifft (Abb. 32). Trigt man
von C aus auf diesem Strahl die Strecke AC
ab, so erhilt man einen Punkt D, der auf
der Fortsetzung der Strecke 4B liegt. Natiir-
lich lassen sich auch noch zahlreiche weitere
Konstruktionen zur Lisung unserer Aufgabe
angeben.

§ 4. Einige allgemeine Methoden zur Lisung von Konstruktionsaufgaben
in der Ebene

4.1. Die Aufspaltung der Bedingungen einer Aufgabe (die Methode der
»geometrischen Brter“) Die Losung einer Konstruktionsaufgabe 148t sich in
der Regel auf das Aufsuchen eines oder mehrerer Punkte zurickfiihren, die
den in der Aufgabe gestellten Bedi g i Zum Beispiel besteht die
Konstruktion eines Dreiecks (oder eines Polygons) im Aufsuchen seiner Ecken,
die Konstruktion eines Kreises im Aufsuchen seines Mittelpunktes und eines
auf seiner Peripherie liegenden Punktes, usw. Andererseits verwendet man
jedoch die iiblichen Zeichengerite (Lineal, Winkelmesser, Zirkel, Kurven-
lineal usw.) ihrer Natur nach zum Zeichnen von Linien. Es wird also bei der
Losung emer T( uktic fgabe in den meisten Fillen ein Punkt (auBer
evtl. bener) als Sch ittpunkt gewisser Linien erhalten. So
bestimmt man bei der Konstruktion eines Dreiecks ABC aus den drei Seiten
a, b und ¢ die Ecke C als Schnittpunkt zweier Kreise (z. B. des Kreises um den
Mittelpunkt 4 mit dem Radius |[AC| = b und des Kreises um den Mittelpunkt B
mit dem Radius |BC| = a); den Mittelpunkt des einem gegebenen Dreieck
einbeschriebenen Kreises erhdlt man als Schnittpunkt zweier Winkelhal-
bierender des Dreiecks, usw. Wenn aber ein gesuchter Punkt als Schnittpunkt
zweier Linien erhalten wird, kann man die in der Aufgabe an den gesuchten
Punkt gestellten Forderungen in zwei Einzelbedingungen zerlegen, namlich
die Bedingung ,,u*, daB8 der Punkt auf der einen der beiden Linien liegt, und
die Bedingung ,,»*‘, daB er auf der anderen der beiden Linien liegt. Weder die
erste noch die zweite Bedingung bestimmen fiir sich allein den gesuchten
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Punkt. Alle Punkte, die der Bedingung ,u‘ bzw. ,»* geniigen, bilden eine
Menge von Punkten, die wir mit M bzw. N bezeichnen. In der Schule bezeich-
net man solche Mengen in einer veralteten Terminologie.des ARISTOTELES!)
als ,,geometrischen Ort der Punkte, die der betreffenden Bedingung geniigen*;
wir benutzen hier den modernen Begriff ,Menge‘, d. h., wir bezeichnen mit M
bzw. N die Menge aller Punkte, die der Bedingung ,,u* bzw. ,,»*‘ geniigen.
Im betrachteten Fall erhalten wir den gesuchten Punkt, indem wir den so-
genannten Durchschnitt der Mengen M und N bilden, d. h. die Menge aller
Punkte, die beiden Mengen M und N angehéren, denn das sind gerade alle
diejenigen Punkte, die beiden Bedingungen ,,u* und ,,»*‘ geniigen.

Wir erldutern das Gesagte durch einige Beispiele:

Aufgabe 1. Man konstruiere den Kreis, der die Schenkel eines gegebenen
Winkels (ABC) beriihrt, wobe: der eine Beriihrungspunkt vorgegeben ist (E).

Zur Losung dieser Aufgabe geniigt es, den Mittelpunkt des ht
Kreises § zu finden. Weil der Kreis § beide Schenkel des Winkels berihren
soll (Bedingung ,,u*), mufl der Mittelpunkt des Kreises 8 auf der Winkel-
halbierenden des Winkels ABC liegen (Abb. 33, Menge M). Da ferner der
Kreis § den Schenkel 4B in dem gegebenen
Punkt E beriihren soll (Bedingung ,,»*), muB  d £ 2
der Mittelpunkt des Kreises S auch auf der N — !
Senkrechten zum Schenkel AB im Punkt £
liegen (Abb. 33, Menge N). Der gesuchte
Mittelpunkt O ist also der Schnittpunkt der
beiden Geraden M und N. Aus dem Gesagten
ist ferner ersichtlich, daB8 die Aufgabe stets
eine eindeutig bestimmte Losung hat. ¥

Aufgabe2. In der Ebene seien drei Punkte #.Abb. 33
A, B, C gegeben. Gesucht ist ein Punkt, der vom
Punkt A einen gegebenen Abstand a hat und [/ J— "
der von den Punkten B und C gleich weit ent- ‘e \
fernt ist (Abb. 34). \f<\_\ -

Der in der Aufgabe gesuchte Punkt laBt [ 4 \X
sich ebenfalls durch zwei Bedingungen charak- d
terisieren, die wir zunachst ermitteln. Der ge- N )
suchte Punkt muf} erstens von dem gegebe- \/ i
nen Punkt 4 den Abstand @ haben (Bedin-
gung ,,u). Die Menge M aller Punkte, die
dieser Bedingung geniigen, bildet den Kreis
um den Punkt 4 mit dem Radius @ (Abb. 34, Menge M). Der gesuchte Punkt
muB sich zweitens in ein und demselben Abstand von den Punkten B und C
befinden (Bedingung ,,»*‘). Bekanntlich bildet die Menge aller Punkte, die
dieser Bedingung geniigen, die Senkrechte zur Strecke BC' durch den Mittel-

=

Abb.34 4

1) Vgl. 8. 10.
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punkt dieser Strecke (Abb. 34, Menge N). Losungen der Aufgabe sind genau
die Punkte, die sowohl der ersten als auch der zweiten Menge, d. h. die dem
Durchschnitt der Mengen M und N angehéren. Je nach der Lage der Geraden N
und des Kreises M hat die Aufgabe zwei Losungen, eine Losung oder keine
Tasung.

4.2. Ein allgemeines Losungsschema fiir Konstruktionsaufgaben. Bei der
Losung von K fgaben emptfiehlt es sich hiufig, in folgenden vier
Etappen vorzugehen:

1. Analyse. Da in komplizierteren Fillen die Aufspaltung der an einen
zu konstruierenden Punkt gestellten Forderungen in ,hinreichend einfache*
Bedingungen , 4 und ,,»* (d. h. seine Gewinnung als Schnittpunkt von zwei
einfach zu konstruierenden Linien M und N) nicht ohne weiteres zu erkennen
ist, beginnt man die Losung mit einer sogenannten Analyse, in deren Verlauf
die gegenseitigen Verhaltnisse zwischen gesuchten und gegeb El t
geklart werden und ein Plan fir die Losung der Aufgabe festgelegt wird.

Die Analyse einer Aufgabe besteht in folgendem: Man nimmt an, die Auf-
gabe sei bereits gelost, und fertigt eine grobe Skizze der Verhaltnisse an.
An Hand dieser Skizze studiert man eingehend die Aufgabenstellung. Das Ziel
der Analyse ist es, fiir jeden gesuchten Punkt zwei einzelne Bedingungen ,,u*
und ,,»*‘ herauszufinden, die diesen Punkt besti Haufig gelingt es nicht,
diese Bedingungen sofort anzugeben, und dann muB versucht werden, eine
Folge von Punkten zu finden, von denen jeder aus den gegebenen Elementen
der Aufgabe und vorhergehenden Punkten der Folge konstruiert werden
kann, wobei am Ende der Folge sich der gesuchte Punkt ergibt. Fiir jeden
Punkt einer solchen Folge hat man dann zwei Bedingungen , 4 und ,,», die
den Punkt festlegen. In der Skizze entspricht dem das Aufsuchen von geeig-
neten Hilfslinien, und in vielen Féllen bildet gerade das Auffinden von geeig-
neten Hilfslinien die Hauptschwierigkeit bei der Losung einer Aufgabe. In
Fillen, in denen die Losung keiner Hilfslinien bedarf oder die benot:gten
Bedingungen ,,u*“ und ,,»" sich unmittelbar auffinden lassen, kann auf eme
Analyse verzichtet werden.

2. Konstruktion. Nach dem durch die Analyse aufgestellten Losungs-
plan werden nunmehr (mit Hilfe vorher festgelegter Instrumente oder vorher
festgelegter elementarer Operationen) die gesuchten geometrischen Elemente
(Punkte, Linien oder Figuren) tatsichlich konstruiert.

3. Beweis. Durch einen Beweis wird gezeigt, daB die konstruierte Figur
tatsachlich die gesuchte ist, d. h., daB8 diese Figur allen Bedingungen geniigt,
die in der Aufgabenstellung gefordert wurden. Ein solcher Beweis ist in allen
den Fillen unerlaBlich, in denen bei der Analyse in irgendeiner Weise die
urspriinglichen Bedingungen durch andere Bedingungen ersetzt wurden, die
erst die Durchfithrung der Konstruktion erméglichten. Durch den Beweis ist
genau genommen zu zeigen, daBl die neuen Bedingungen mit den urspriing-
lichen Bedingungen dquivalent sind. Falls bei der Analyse die urspriinglichen
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Bedingungen der Aufgaben nicht geandert wurden, kann auf den Beweis ver-
zichtet werden.

4. Diskussion. Durch eine Diskussion der Losung wird geklart, in welchen
Fallen eine Losung der Aufgabe iiberhaupt moglich ist und wie viele Losungen
die Aufgabe in Abhéngigkeit von den gegebenen Elementen (ihrer Anzahl,
ihrer gegenseitigen Lage, ihrer Gro8e usw.) haben kann.?)

Die Lésung von Konstruktionsaufgaben nach diesem Schema erldutern wir
weiter unten an einigen Beispielen.

4.3. Die algebraische Methode. Sind die Bezxehungen zwischen den gegebenen
und den gesucht: ten einer K fgabe in analytischer
Form ausdriickbar, so lassen sich die Bedingungen, die an die gesuchten Ele-
mente gestellt sind, vielfach ebenfalls analytisch ausdriicken.

Es sei z. B. die folgende Aufgabe zu lésen: Man konstruiere ein Quadrat
dessen Flicheninhalt dreimal so gro ist wie der Flicheninhalt eines geg
Quadrats.

B s}

nen wir die Seitenlinge des g ten Quadrats mit 2 und die des
gegebenen Quadrats mit @, so wird die zu losende Konstruktionsaufgabe
analytisch durch die Gleichung 22 = 3a® beschrieben. Thre Losung

xr=al3

(der negative Wert der Wurzel der Gleichung geniigt nicht der Bedingung der
Aufgabe) ergibt den analytischen Ausdruck fir die Seitenlinge des zu kon-
struierenden Quadrats. Die analytische Beschreibung einer Konstruktions-
aufgabe (z. B. durch eine Gleichung) und die analytische Charakterisierung ihrer
Losung (z. B. als Wurzel dieser Gleichung) gestatten es haufig, einfach eine
geometrische Losung zu finden, und geben dann auch AufschluB dariiber,
mittels welcher Instrumente man sie durchfiihren kann (oft kann man das
sofort aus dem erhaltenen analytischen Ausdruck ablesen); ebenso erleichtern
sie die Diskussion der Ldsung.?)

Diese Methode ist voll ausgebaut in der analytischen Geometrie, in der
geometrische Untersuchungen mit den Mitteln der Algebra durchgefiihrt
werden.

Im Geometrieunterricht der Schule lernt man schon friih die Konstruktionen
von Strecken, deren Lange gleich der Summe oder der Differenz der Langen
gegebener Strecken sind, wie z. B. vonz =a +b; v =a+b—-c +d;
z = 3a + 2b usw.

1) Als Beispiel erwihnen wir die bekannte Aufgabe der Konstruktion eines n-KEcks,
wenn in der Ebene die Mittelpunkte seiner Seiten gegeben sind [vgl. etwa U. M. fAraom,
Teomerpuueckne npeobpasosanus (I. M. JacLoM, Geometrische Transformationen).
Band I, Moskau 1957, Aufgabe 13), die fiir ungerades n stets eine eindeutig bestimmte
Losung und fiir gerades » keine Losung oder unendlich vxele Ibsungen hat.

%) Vgl. den Artikel ,,Uber die Losbarkeit von Konstruk igaben mit Zirkel und
Lineal®, 8. 203-227.
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Spéter lernt man die Konstruktion der vierten Proportionalen zu drei
gegebenen Strecken, die der Gleichung

be
Tz =—
a
geniigt, die Konstruktion der mittleren Proportionalen zweier gegebener
Strecken, d. h. von W

xr = N

die Konstruktionen nach der Formel
c=VETE

usw. Gerade auf diese Konstruktionen lassen sich viele andere Konstruktionen
durch Anwendung der algebraischen Methode zur Lésung von Konstruktions-
aufgaben zuriickfiihren.

Wir veranschaulichen das Gesagte durch Beispiele.

Aufgabe 1. Gegeben sei ein Dreieck ABC. Man konstruiere eine Gerade,
die parallel zu seiner Grundlinie ist und seinen Flicheninhalt halbiert.

Losung. Analyse. Wir zeichnen das Dreieck ABC und nehmen an, da}
PQ die gesuchte Gerade ist (Abb. 35). Dann gilt wegen der Ahnlichkeit der
Dreiecke PAQ und BAC fiir ihre Flicheninhalte

X 4 die Beziehung
Spauc _ 14BP _ 2
¢ Saspg  JAPE T’
P woraus |4B]
§ Abb. 35 ¢ [4P] = ===

Ve
folgt.

Diese Beziehung liefert uns sofort eine sehr einfache Konstruktion fir
die gesuchte Gerade: Wir halbieren die Strecke AB (Mittelpunkt M) und kon-
struieren das rechtwinklige und gleichschenklige Dreieck AMN (x AMN
= 90°). Fiir die Hypotenuse AN dieses Dreiecks gilt

48| = VIINT + A = K2
d.h., ihre Lange ist gleich der der gesuchten Strecke ZP. Wir brauchen also
nur noch im Punkt A4 auf der Strecke 4B die Strecke AN abzutragen und
durch P die Parallele zur Geraden BC zu ziehen.

Der Beweis fiir die Richtigkeit der beschriebenen Konstruktion wiederholt
in umgekehrter Reihenfolge die in der ,,Analyse* durchgefiihrten Uberlegun-
gen. Die Diskussion bietet ebenfalls keine Schwierigkeiten; aus den analy-
tischen Uberlegungen folgt, daB die Aufgabe stets eine eindeutig bestimmte
Losung besitzt.
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Wir behandeln jetzt eine etwas kompliziertere Aufgabe.

Aufgabe 2. Gegeben seien ein Winkel LMN (kleiner als 180°) und ein Punkt A auf seiner
Winkelhalbierenden MP. Man konstruiere durch den gegebenen Punkt A eine Gerade, so daf
die Strecke BC eine gegebene Linge a hat, wenn B und C die Schnittpunkte dieser Geraden
mst den Schenkeln des gegebenen Winkels
sind.

Analyse. Wir nehmen an, die Aufgabe
sei gelost (Abb. 36). Dann konstruieren wir
den Umkreis des Dreiecks MBC. Seinen
Schnittpunkt mit der Winkelhalbieren-
den MP bezeichnen wir mit D und ver-
binden die Punkte B und D. Es ist leicht
zu sehen, daB die Dreiecke BM D und BAD
ahnlich sind. Aus der Ahnlichkeit dieser
Dreiecke folgt 1BD| _ DM

|4D] — "B
|AD| - |DM| = |BD|*.

Wir setzen |MA|=m, |BD| =), |4D|==z
und stellen fest, daB es zur Lésung un-
serer Aufgabe ausreicht, eine Strecke zu finden, deren Liinge der Gleichung

B=(@+mz
geniigt. Die Strecke b kann dabei als Hyp des Dreiecks BDF erhalten werden,

oder

dessen eine Kathete (BF) die Linge i;- hat und dessen dieser Kathete anliegende spitze
Winkel (& FBD) gleich -';-‘- ist, wenn o dio GroBe des Aus-
gangswinkels LMN (Abb. 36) bezeichnet (denn KD ist ein
Durchmesser des Kreises, halbiert also die Sekante BC, und

wegen o < 180° ist % < 90°).

Konstruktion. Zunichst k i wir wie beschriel
die Hilf ke b und hlieBend eine Strecke, deren Liinge =

der Formel e+ m) = b

geniigt. Offenbar kann man eine solche Strecke als duBeren Teil
einer von einem gewissen Punkt durch einen Kreis vom Durch- Abb. 37

messer m gezogenen Sekante der Linge z + m erhalten, so-

fern die vom gleichen Punkt an diesen Kreis gezogene Tangente die Linge b hat.
Diese Konstruktion ist in Abb. 37 dargestellt.

Die gesuchte Gerade BC li8t sich dann auf folgende Weise konstruieren: Im Punkt 4
wird auf der Winkelhalbierenden des Winkels LMN als Fortsetzung der Strecke M A die
Strecke AD der Linge x abgetragen (Abb. 36); sodann schligt man um den Punkt D
den Kreis vom Radius b und erhilt als Schnittpunkt dieses Kreises mit der Geraden MN
den Punkt B; der PunktC ergibt sich schlieBlich als Schnittpunkt der Geraden BA
und ML.

Der Beweis folgt wiederum leicht aus der oben durchgefiihrten Analyse.
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Wir kommen nun zur Diskussion der erhaltenen Lisung unserer Aufgabe. Zuniichst
erkennt man leicht, daB sich fiir beliebiges @, m und & < 180° die Strecken b und z stets
konstruieren lassen, und zwar in eindeutiger Weise. Falls
die Gerade M N und der Kreis um den Punkt D mit dem
Radius b sich nicht schneiden (Abb. 38), d. h., wenn

b< (e + m)sing (#)
gilt, besitzt die gestellte Aufgabe keine Losung. Ist.

¢ = (¢ 4 m)sin ., (o#)
80 existiert genau eine Losung (der Kreis um D vom

Radius b hat dann die Gerade MN als Tangente),
withrend im Fall

b> (z+ m) sin% (see)

d& Aufgni zwei Losungen besitzt, wobei die Strecken
Abb. 38 BC und B,C,, wie man leicht sieht, symmetrisch beziig-
lich der Winkelhalbierenden M P liegen.
Die Bedingungen (#) bis (#++) kann man noch so umformen, daB sie nur die urspriing-
lich gegebenen GréBen m, a, « enthalten. Wegen z(z + m) = 42, d. h.

z b
Tz m’
ist niimlich die Bedingung (#) dquivalent mit
z -]
T <eny
oder «
z < bsin—;

aus dieser Ungleichung und der Bezieh z(z + m) = b? erhilt man

bsin%(bnin%+m)>b’

oder
b —bsins  costo
2 2
m>—a=b )
bnn? sin =
wuwegenb~ieosimit
T2 2 ot 2
m>2cot2

dquivalent ist; die Aufgabe besitzt also genau dann keine Lisung, wenn zwischen den
gegebenen GroSen m, @, « die zuletzt genannte Beziehung besteht. Analog besitzt die Auf-
gabe eine eindeutig bestimmte Losung im Fall

a
m—-2-oot

&
Fl
und zwei Losungen im Fall a «
m < ?oot-z-
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§ 5. Die Anwendung von geometrischen Transformationen
bei der Lésung von Konstruktionsaufgaben in der Ebene

5.1 Allgemeine Bemerkungen. In manchen Fillen kann man. bei der Um-
formung einer gegebenen Aufgabe mlt Vorteil geometrische Transformationen
Am haufigsten finden f de Transformati Verwendung:

1. Spiegelungen an einer Achse,

2. Drehungen (insk Spiegelungen an einem Punkt),
3. Parallelverschiebungen,

4. Ahnlichkeitstransformationen (insbesondere Homothetien),

5. Inversionen.

Jedoch kann sich in anderen Féllen auch die Verwendung anderer Transfor-
mationen, z. B. affiner oder projektiver Transformationen?), als niitzlich er-

weisen. Dabei ist zu beachten, daB fir die Anwendung von g trischen
Transformationen bei der Losung von Konstrukti fgaben zwei prinzipiell
verschied sglichkeiten b

Einerseits kann man namlich die gesamte (1m Verlauf der Analyse angefer-
tigte) Zeichnung einer gewissen g trischen Tr. tion unterwerfen
und dadurch unter Umstanden die Z g so vereinfachen, da8l die Losung

der Aufgabe wesentlich erleichtert wird. So fiihrt z. B. eine Inversion gewisse
Geraden in Kreise und gewisse Kreise in Geraden iiber, was sich als wesent-
liche Vereinfachung bei der Losung einer Aufgabe erweisen kann; ein Beispiel
fiir eine solche Anwendung einer Inversion findet der Leser im folgenden
Abschnitt (Aufgabe 5).2) In entsprechender Weise konnen auch affine Trans-
formationen verwendet werden, mit deren Hilfe man z. B. ein gegebenes
Drejeck in ein gleichschenkliges (bzw. sogar ein gleichseitiges) Dreieck iiber-
fiihren kann, was in einem konkreten Fall die Losung einer Konstruktions-
aufgabe auBerordentlich vereinfachen kann. Es ist klar, daB die Verwendung
von Bewegungen in dieser Weise sinnlos ist, weil eine Bewegung eine Zeichnung
in eine ihr gleiche Zeichnung iberfiihrt, wodurch keinerlei Vereinfachung er-
zielt wird.

Die zweite Moglichkeit einer Anwendung von geometrischen Transformatio-
nen bei der Losung von Konstruktionsaufgaben (die mit Erfolg auch Bewegun-
gen tattet) besteht darin, daB man die Transformation nicht
auf die gesamte Zemhnung, sondern nur auf einen geeigneten Teil von ihr
anwendet. Dadurch kann man in einer Reihe von Fillen die in den Bedingun-

gen einer Aufgabe gegeb g trischen EIl te in eine Gbersichtlichere
1) Beziiglich der Definiti und der einfachsten Eigenschaften der erwihnten Trans-

formationen verweisen wir auf den Artikel ,,Geometrische Transformationen‘ in diesem
Bnnd det EdEM,
i t ispiele hierfiir bieten die Iosungen der Aufgaben 4 bis 6 in
Abschnitt 2.2 dieses Artikels, — An'm d. wissenschaftl. Red.
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Lage zueinander bringen und auf diese Weise zu einer Idee fiir die Durch-
fithrung der geforderten Konstruktion gelangen. Beispiele fiir eine solche An-
wendung geometrischer Transformationen findet der Leser in den Aufgaben 1
bis 4 im folgenden Abschnitt.

5.2. Beispiele. Wir behandeln nun einige Aufgaben, zu deren Lésung wir
geometrische Transformationen heranziehen.

Aufgabe 1. Man konstruiere ein Dreieck ABC mit gegebener Grundlinie
|BC| = a, gegebener Hihe h und gegebener Differenz ¢ der Basiswinkel (d. h.
fiir das ¥ B — & C = gist).

Loésung. Hier ist es zweckmaBig, die Spiegelung an einer Geraden zu ver-
wenden. Wir setzen zunidchst voraus, die Aufgabe sei bereits gelost, und
bezeichnen mit B’ den Punkt, der
zum Punkt B symmetrisch beziig-
lich der Geraden ! liegt, die durch
den Punkt 4 geht und zur Seite BC
parallel ist (Abb. 39). Offenbar gilt
dann ¥ 2 = & I = & B, und folg-
lich ist & 3 = 180° — & B. Fer-
ner ist ¥x4=C und folg-
lich & BPAC = £ 3 + ¥ 4 = 180°
+ ¥ C — ¥ B =180° — ¢. Hier-
aus ergibt sich folgende Losung
der Aufgabe. Wir zeichnen in der

Abb. 39 Ebene eine Strecke BC der Liangea

und ziehen im Abstand 2 von der

Geraden BC die zu BC parallele Gerade I. Sodann konstruieren wir den beziig-

lich der Geraden ! zum Punkt B symmetrisch gelegenen Punkt B’. Den ge-

suchten Punkt A gewinnen wir schlieBlich als Schnittpunkt der Geraden !

mit dem Kreisbogen iiber der Sehne B'C, dem der Winkel 180° — ¢ ein-
beschrieben ist.

Die betrachtete Aufgabe hat stets genau eine Losung (sofern |p| < 180° ist).

Aufgabe 2. Gegeben seien zwei Kreise 8,, S;, ein Punkt A und ein Winkel ¢.
Man konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck ABC (|AB| = |AC|), das bei A den
Winkel @ hat und bei dem B auf S, und C auf S, liegt.

Losung. Wir setzen zunichst wieder voraus, die Aufgabe sei schon gelost
(Abb. 40), und unterwerfen den Kreis S; der Drehung um den Punkt 4 mit
dem Winkel ¢. Dadurch geht S, in einen Kreis S; und der Punkt B des Kreises
8, in den Punkt C des Kreises S, iiber. Andererseits muB der Punkt C als Bild
von B dem Kreis S; angehéren. Der gesuchte Punkt C ist also der Schnitt-
punkt der Kreise 8, und ;. Fiir die Losung der Aufgabe geniigt es somit,
den Kreis S; zu konstruieren (seinen Mittelpunkt erhalt man als Ecke O]
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des gleichschenkligen Dreiecks A0;0; mit dem Winkel ¢ im Eckpunkt A)
und seine Schnittpunkte mit dem Kreis S, zu bestimmen.

Da zwei verschiedene Kreise entweder keinen oder genau einen oder genau
zwei Punkte gemeinsam haben kénnen und man die Drehung um den Winkel ¢

Abb. 40

entweder im Uhrzeigersinn oder entegegen dem Uhrzeigersinn ausfiihren kann,
besitzt die Aufgabe bei Kreisen 8, und S, mit verschiedenem Radius bis zu
vier Losungen. Falls dagegen 8, und S, denselben Radius haben, kann die

Aufgabe auch unendlich viele Losungen be-
sitzen (wenn nimlich 8, mit S, zusammen-
fallt).

Aufgabe 3. Gegeben seien ein Kreis S, zwei
seiner Punkte A, B und eine Gerade l. Man
konstruiere einen Punkt C, so dap die Geraden

AC und BC auf der Geradenl eine Strecke PQ

geg Lénge m kneid:

Analyse. Wir setzen voraus, die Aufgabe
sei bereits gelost (Abb. 41), und verschieben
den Punkt 4 in Richtung der Geraden ! um
eine Strecke der Linge m. Den dabei erhal-
tenen Punkt 4; verbinden wir mit dem
Punkt Q. Dann ist 44,QP ein Parallelo-
gramm (denn es ist |44,| = |PQ| und
AA, || PQ) und folglich X A,QB= xACB=u,

3 Abb. 41

wobei « der dem Kreis S iiber der Sehne AB einbeschriebene Winkel ist.

Hiermit erhalten wir folgende

Konstruktion. Wir verschieben den Punkt 4 parallel zu der gegebenen
Geraden ! um eine Strecke der Lange m. Den so erhaltenen Punkt bezeichnen
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wir mit 4, . Uber der Strecke 4,B konstruieren wir den Kreisbogen, in den sich
der Winkel « einbeschreiben laBt. Den Schnittpunkt dieses Bogens mit der

ok Geraden bezeichnen wir mit Q und erhalten schlieBlich den gesuchten
Punkt C als Schnittpunkt des Kreises S mit der Geraden BQ.

Wir iiberlassen es dem Leser, den Beweis zu fithren und die erhaltene Losung
zu diskutieren. Wir merken an, daB in Abhéngigkeit von der GréBe und der

Abb. 42

gegenseitigen Lage der gegebenen Elemente die Aufgabe bis zu vier Lésungen
haben kann (denn die Parallelverschiebung des Punktes 4 um die Strecke m
kann in zwei Richtungen erfolgen; vgl. Abb. 42).

Aufgabe 4. Gegeben seien ein Punkt A und zwei sich schneidende Geraden f
und g. Man konstruiere eine Gerade durch den Punkt A, so daf die Strecken AF
und AG zwischen A und den Schnittpunkten F
und G der gesuchten Geraden mit den gegebe-
nen Geraden f und g ein gegebenes Verhiltnis k

=k

besitzen: 47|
Wir setzen zundchst wieder voraus, die
Aufgabe sei bereits gelost (Abb. 43), und
unterwerfen die Gerade f der Homothetie
mit dem Zentrum 4 und dem Koeffizien-
ten k. Dabei geht die Gerade f in eine Ge-
rade f' und der Punkt F in den Punkt @
iiber. Der Punkt G gehort also sowohl der
Abb. 43 Geraden f’ als auch der Geradeng an, d.h.,
er ist ihr Schnittpunkt. Hiermit erhalt man
leicht die gesuchte Konstruktion. Sind die Geraden f und g nicht parallel, so
besitzt die Aufgabe stets genau eine Losung. Ist dagegen f | g, so hat die
Aufgabe entweder keine Losung (falls f' nicht mit g zusammenfillt) oder
unendlich viele Lésungen (falls f' mit g zusammenfallt).
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Aufgabe 5. Man konstruiere einen Kreis, der durch zwei gegebene Punkte
A und B geht und eine gegebene Gerade ! als Tangente besitzt.

Analyse. Zur Losung dieser Aufgabe geniigt es, den Berithrungspunkt C
des gesuchten Kreises mit der gegebenen Geraden zu finden. Es sei S der
gesuchte Kreis (Abb. 44). Wir wenden eine Inversion!) an, wobei wir als
Inversionszentrum einen der gegebenen Punkte (etwa B) und als Radius des
Inversionskreises den Abstand der
Punkte 4 und B wihlen.

Bei dieser Inversion geht die Ge-
rade! in einen Kreis L tiber, der
durch das Zentrum B der Inversion
geht, und der Kreis S in eine Ge-
rade m, die durch den Punkt 4 ver-
lauft (der Punkt 4 geht nimlich bei
der Inversion in sich iiber) und die
den Kreis L in demjenigen Punkt C,
beriihrt, in den der Punkt C' bei der
Inversion abgebildet wird.

Konstruktion. Wir ziehen vom
Punkt A die Tangente m an den
Kreis L und erhalten den Beriihrungs-
punkt C;. Die Gerade BC, schneidet
dann die gegebene Gerade! im ge-
suchten Punkt C.

Der Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion folgt unmittelbar aus der
vorangehenden Analyse.

Diskussion. In Abhingigkeit von der Lage der Punkte 4, B und der Gera-
den ! kann die Aufgabe zwei, eine oder keine Losung haben.

§ 6. Nitherungsmethoden fiir geometrische Konstruktionen
und ihre Anwendung in der Praxis

6.1. Exakte und angeniiherte Lisungen von Konstrukti fgaben. Neben
theoretisch exakten Losungen betrachtet man in der Theorie der geometri-
schen Konstruktionen auch Naherungslosungen von Konstruktionsaufgaben.
Darunter versteht man das Ergebnis einer gewissen Konstruktion, das
mit der gesuchten Losung nur bis auf einen bewuBt zugelassenen Fehler iiber-
einstimmt. Die Konstruktion selbst heiBt in diesem Fall eine Naherungs-
konstruktion.

1) Beziiglich der Definitionen und der Eigenschaften der Inversion verweisen wir auf
den Artikel ,,Geometrie der Kreise*‘, S. 477-485.
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Solche Néherungskonstruktionen verwendet man schon lange bei der Durch-
filhrung ganz verschiedenartiger graphischer Arbeiten, insb dere auch bei
der graphischen Losung numerischer Aufgaben. Das erklirt sich daraus, da8
der technische Aufwand bei einer Naherungskonstruktion in vielen Fillen
wesentlich geringer ist als bei einer theoretisch genauen Konstruktion und
trotzdem die fiir die Praxis erforderliche Genauigkeit gewihrleistet ist, was
insbesondere dann wichtig ist, wenn hinsichtlich der Genauigkeit nur geringe
Aniorderungen gestellt sind. Haufig spielen Naherungskonstruktionen auch
dann eine Rolle, wenn die dem Zeichner zur Verfiigung stehenden Instrumente
keine exakte Losung einer gestellten Aufgabe zul Mit niherung
graphischen Methoden lassen sich viele Typen von Gleichungen losen, fir die
eine exakte analytische Losung entweder unméglich oder mit groBer Schwierig-
keit numerischer Art verbunden ist. Bei einer Néherungskonstruktion beein-
flussen nicht nur die unvermeidlichen Fehler bei der Ausfithrung der ele-
mentaren Operationen den Gesamtfehler der tatsichlich angefertigten Kon-
struktion, sondern auch der Fehler des gewahlten Verfahrens zur néherungs-
weisen Losung der Aufgabe. Daher ist zur Beurteilung der Brauchbarkeit
einer bestimmten Naherungskonstruktion eine Abschitzung ihrer theoreti-
schen Genauigkeit erforderlich.

Theoretisch 1aBt sich jede Konstruktionsaufgabe niherungsweise mit be-
liebigem Genauigkeitsgrad 1osen. Dies folgt z. B. aus dem folgenden Satz, den
wir hier ohne Beweis anfiihren: Die Menge aller der Punkte, die man ausgehend
von irgend zwei verschiedenen Punkten unter alleiniger Verwendung des Zirkels
konstruieren kann, liegt in der Ebene iiberall dicht. Wenn also die verlangte
exakte Losung einer Aufgabe in der Ermittlung eines bestimmten Punktes M
(oder mehrerer Punkte) aus gegebenen Elementen besteht, unter denen sich
mindestens zwei verschiedene Punkte befinden, so kann man allein mit Hilfe
eines Zirkels (und folglich erst recht mittels Zirkel, Lincal und evtl. weiterer
Instrumente) einen Punkt M, konstruieren, der entweder mit dem Punkt M

enfillt oder indest ihm beliebig nahe kommt,.

Das praktische Auffinden eines geeigneten Naherungsverfahren zur Losung
einer gegebenen Konstruktionsaufgabe ist dagegen vielfach sehr schwierig.

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, einen gegebenen Kreisbogen zu
,rektifizieren*’, d. h. eine Strecke zu konstruieren, deren Lange gleich der Lange
des gegebenen Bogens ist. Diese Aufgabe tritt in der Ingenieurpraxis haufig auf.

6.2. Die Rektifizierung eines Kreisbogens. Wegen der Transzendenz der
Zahl 7 ist, wie aus der Theorie der geometrischen Konstruktionen bekannt ist,
eine exakte Losung dieser Aufgabe mittels Zirkel und Lineul unmbglich. Daher
wurde der Suche nach hinreichend einfachen und hinreichend genauen gra-
phwchen Verfahren zur ndherungsweisen Rektifizierung eines Kreisbogens viel

) keit henkt. Viel Interesse wurde auch der allgemeineren
Aufgabe der Rekhﬁzxemng von Bogen der anderen Kurven zweiter Ordnung
zuteil. Wir geben einige Verfahren zur niaherungsweisen Losung dieser Auf-
gaben an.
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1. Es ist graphisch die Lange eines Kreisbogens 4B (Abb. 45) zu be-
stimmen.

Dazu bezeichne C' bzw. D den Mittelpunkt des Bogens AB bzw. seiner
Sehne AB. Vom Punkt C aus ziehen wir die Senkrechte C zur Sehne AC bis
zum Schnittpunkt £ mit der Sehne AB. Es sei F' der Punkt auf 4B, fiir den

|DF| = —:—|DE’| gilt. Dann ist die Lange des Bogens 4B ungefihr gleich der dop-

pelten Linge der Strecke AF .
Wir bestimmen den Fehler dieser Konstruktion. Wie man leicht sieht, gilt

|DE| = Rsin %tan’ 2

2 2 « &
= = 2 Rsin — tan? =
3 |DE| 3 R sin 3 tan ral

2 3 2 «
= “ = in > < tant=]|.
|4F| = |4D| + 5 DE| Rsm2(1+ > tan 4)
Die Bogenlinge wird exakt durch die Formel lﬁ] = «R gegeben, wobei R
den Radius des Bogens und « seinen Winkel im Bogenmaf@ bezeichnet. Wir
haben nun nidherungsweise die Linge des Bogens AB durch |AB| ~ 2 |AF|
= 2Rsin %(1 + %tan’ %-) wiedergegeben. Der absolute Fehler A ist dabei
gleich dem absoluten Betrag der Diffe-
renz zwischen dem wirklichen Wert und
dem gefundenen Naherungswert der ge-
suchten GréBe, d. h. [
L& 2
4=Rpsing(1+ , 7
wihrend der relative Fehler 6 als Quo- R «
tient von absolutem Fehler und wirk-
lichem Wert durch

¢

tan’—:—) -«

2 .« 2 o Abb. 45
= — —_ - ) — .
[ asm2(l+ 3tan 4) 1
gegeben wird. Durch Entwicklung der trigonometrischen Funktionen nach
Potenzen von « verifiziert man leicht, daB die beschriebene Konstruktion fiir
nicht zu groBe Winkel x den verhiltnismiBig kleinen relativen Fehler von
1
ungefihr 1930

dagegen groB; so erhélt man firx =z z.B.§ = % — 1 % 0,061.

2. Ein anderes Verfahren zur Rektifizierung von Kreisbogen ist weitgehend
brauchbar fiir Bogen, die kleiner als 40° sind (fiir groBere Bogen wird der
Fehler erheblich). Bei diesem Verfahren (Abb. 46) zieht man durch den Mit-

«* aufweist. Fiir groe Bogen ist der Fehler dieser Konstruktion
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telpunkt O des Kreises die Senkrechte zur Sehne AB und tragt auf ihr vom
Mittelpunkt C des Bogens 4B aus die Strecke |[CL| = 3R ab. Durch den
Punkt C zieht man sodann ¢ie Tan-

Mo A gente an den Bogen bis zu ihren
Schnittpunkten mit den Geraden
AL und BL in den Punkten M
v und N. Die Lange der Strecke VN
ist ungefahr gleich der Lange des

Bogens AB. Zur Abschatzung des

¥ |  Fehlers, den man bei diesem Ver-
IR g 1 fahren begeht, berechnen wir zu-
Abb. 46 néchst die Lange der Strecke MN.

Aus |AB| = 2R sin > und der Ahn-
lichkeit der Dreiecke ABL und MNL erhilt man 2
6 sin g—
IMN| = R ———,

&
2+ cos?

d. h., der absolute Fehler wird durch
. 6 sin %
4= \MN| - |4B)| = B|——— ~«
2+ 005?
und der relative Fehler durch

65in%
é= — " 1].
a(? +cos?)

gegeben. Fiir kleine « ist der relative Fehler ungefahr gleich

2880
3. Zur naherungsweisen Rektifizierung eines Halbkreises konnen die folgen-
den beiden einfachen Verfahren benutzt werden:

Die Konstruktion des ersten Verfahrens ist vollstindlg aus Abb 47 erslcht-
lich, in der a; bzw. a, die Seiten des dem Kreis einbeschrieb
Dreiecks bzw. Quadrats bedeuten. Wir behaupten, daB die Lange der Strecke

BC ungefihr gleich der Lange des Bogens des Halbkreises ist. In der Tat ist
|BC| = |BO| + |0C| =ay + a, = R(V3 + J2) = R(1,732 + 1,414) = 3,146R,
d. h., der relative Fehler der Konstruktion betrigt ungefahr 0,15%.

_Beim zweiten Verfahren (Abb. 48) konstruiert man auf dem Durchmesser
AB zunichst den Winkel COA von 30°. Vom Punkt C aus trigt man sodann
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auf dem Strahl C‘_j die Strecke_!ng = 3R ab und verbindet die Punkte B
und C. Die Linge der Strecke BD ist ungefahr gleich der Linge des Bogens
des Halbkreises. In der Tat entnimmt man aus der Abbildung sofort

14C| =R-tan30°=$, |4D| = 3R—i=£(9—l’_)

|BD| = ||AD]® + |[AB|* oder |BD|= %VTZO ~18Y3 ~3,14-R.
Der relative Fehler ist hierbei ungefahr 0,002%,.

5

as a,

[

7 7 T 2
| "

Abb. 47 Abb. 48

) ER
1

6.3. Die graphisch-analytische Methode und die Methode der sukzessiven
Approximationen. Bei der Losung von Konstruktionsaufgaben verwendet man
héufig auch Angaben, die mit Hilfe vorangehender Berechnungen gewonnen
wurden. Diese Methode der naherungsweisen Losung von Konstruktions-
aufgaben bezeithnet man als graphisch lytische Methode.

Zum Beispiel 1aBt sich die Aufgabe der Teilung eines Kreises in n gleiche
Teile ndherungsweise dadurch 16sen, dal man (etwa mittels geeigneter Tabel-
len) die Lange der Sehnen berechnet, und in der Praxis wird sie haufig, ins-
besondere beim AnreiSen, auch so gelost. Auch die Konstruktion spezieller
Kurven durch die Konstruktion von Punkten nach ihren Koordinaten (z. B.
beim AnreiBen von Schablonen, bei der Anfertigung von Zelchnungen fiar
Kopiervorgange usw.) erfolgt haufig auf Grund vorausg
Die weite Verbreitung dieser Methode erklirt sich daraus, daB man mit ihrer
Hilfe vielfach die Konstruktion einfacher durchfiihren kann als bei einer rein
geometrischen Losung, und oft ist sie der einzig mogliche Weg zur Losung
einer Aufgabe. Theoretisch 18t sich bei dieser Methode der Fehler (der Be-
rechnungen) beliebig klein machen.

Die Anwendung der graphisch-analytischen Methode ist aber keineswegs
immer zweckmaBig, weil sich die durchzufiihrenden Berechnungen oft als sehr
umfangreich erweisen.

Eine weitere niitzliche Methode zur néherungsweisen Losung von Konstruk-
tionsaufgaben ist die sogenannte Methode der sukzessiven Approximatis
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Diese Methode besteht in der laufenden Wiederholung einer gewissen Grund-
konstruktion, die zu Beginn auf gewisse gegebene Elemente und dann jeweils
auf eine Figur angewendet wird, die als Ergebnis der vorhergehenden Kon-
struktmn gewonnen wurde. Strebt dabei mit hsender Zahl von Konstruk-

hritten der absolute Fehler der Ergebnisse gegen Null, so konvergiert
die Folge dieser Ergebnisse gegen die gesuchte Losung, d. h., dann ist theo-
retisch die Approximation der exakten Losung mit beliebiger Genauigkeit
moglich.

Die Abschitzung der Genauigkeit einer Konstruktion wird bei Anwendung
der Methode der sukzessiven Approximationen allerdings gewdhnlich dadurch
erschwert, daBl bei der Konstruktion héufig eine groBere Anzahl von Opera-
tionen durchgefiihrt werden muB. AuBerdem bereitet die analytische Bestim-
mung der Genauigkeit der nullten Naherung oft Schwierigkeiten, weil diese
in vielen Fillen mehr oder weniger willkiirlich gewahlt werden kann. Aus
diesem Grunde wird gewdhnlich die Konstruktion solange durchgefiihrt, bis
die Ergebnisse zweier aufeinanderfolgender Grundkonstruktionen praktisch
zusammenfallen.

Die Anzahl der Gruridkonstruktionen, die zur niherungsweisen Losung
einer Aufgabe erforderlich sind, hingt von der Konvergenzgeschwindigkeit
der Approximation ab. Bei einer zweckmiBig gewihlten Grundkonstruktion
gentigen mitunter ein bis zwei Niherungen. Ein einfaches Beispiel fiir die
Methode der sukzessiven Approximationen gibt die folgende niherungsweise
Losung der Aufgabe der Dreiteilung eines Winkels. Bekanntlich ist

LIS SR SR

Eras 4"
oder

. _ 9. 9 A

g=gtgttt

Ist also ein Winkel ¢ = A0OB gegeben, so kann man mit Hilfe von Zirkel und
Lineal naherungsweise seinen dritten Teil dadurch konstruieren, daB man
fortlaufend in geeigneter Weise Winkel halbiert und addiert.

Zur nidherungsweisen Dreiteilung eines Winkels mittels Zirkel und Lineal
kann man natiirlich auch die alternierende unendliche Reihe

12
=Ll —___ P N1 SR A .
ER I Y N T +

verwenden. Diese Reihe konvergiert jedoch schlechter als die Reihe mit dem
allgemeinen Glied a, = 4—1"

Auch die ndherungsweise Rektifizierung eines Kreisbogens laBt sich mit der
Methode der sukzessiven Approximationen durchfithren. Die Aufgabe besteht
in diesem Fall darin, ein hinreichend einfaches Konstruktionsverfahren fiir
eine Folge von Strecken anzugeben, so daB die Linge einer jeder der Strecken
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gleich der Linge eines gewissen dem Bogen einbeschriebenen (oder um-
beschriebenen) Polygonzuges ist und dabei die Folge der Polygonziige den
Kreisbogen in bekanntem Sinne beliebig genau approximiert. Wir geben
hier ein elegantes Verfahren zur Bestimmung der Folge der Lingen einer
gewissen solchen Folge von einbeschriebenen Poly-
gonziigen.

Es sei AB ein Bogen des Kreises vom Radius R
mit dem Mittelpunkt O, dessen Zentriwinkel gleich
« ist (Abb. 49). Als nullte Niéherung wihlen wir die
Sehne AB. Sodann konstruieren wir die Senkrechte AN
auf 04 im Punkt 4, die Winkelhalbierende A4, des
Winkels BAN und die Senkrechte auf ABim Punkt B,
deren Schnittpunkt mit A4, wir mit B, bezeichnen.
Die Winkelhalbierende 44, des Winkels BAN schnei-
det den Bogen AB in seinem Mittelpunkt C;, und
daher gilt |BC,| = |AC,| = |B,C,|; folglich ist |4B,|
= |BC,| + |C4A|, und die erste Niherung (die Lange
des Polygons AC,B) ist

= |4By].
Die zweite Niherung p, (die Linge des dem Bogen einbeschrieb Streck
zuges, der aus vier Strecken gleicher Liange besteht) findet man auf analoge

Weise: Wir konstruieren die Winkelhalbierende 44, des Winkels 4,4N und
im Punkt B, die Senkrechte auf 44,, die A4, im Punkt B, schneide. Wegen

Abb. 49

40 = 7148,
ist dann
4Byl = 4140,
und
= |4B,).

Setzen wir diesen ProzeB entsprechend fort, so erhalten wir eine Folge von
Strecken AB, AB,, AB,, ..., die gegen eine Strecke konvergiert, deren Langé
gleich der Liange des zu rektifizierenden Bogens 4B ist.

Wir schitzen die Konvergenzgeschwindigkeit des Prozesses ab. Der Fehler
der i-ten Naherung wird gegeben durch

A; = aR — 271R sin ——

2.4-1 ?
und folglich ist

— Qi+
& — 23 gin —— 2”1

Aiﬂ
4;

_ 9i+1
& — 211 gin —— 2.+1
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Man zeigt leicht, da8 der Grenzwert
4;
1i Lin
o Ai
gleich % ist. Daher verringert sich der Fehler bei jeder Wiederholung der
Grundkonstruktion ungefahr auf den vierten Teil.

1

Aus dieser Konstruktion kann man eine b te Formel herlei die zuerst
von EuLER (auf analytischem Wege) gefunden wurde. Offensichtlich ist

|AB| = 2R sin 3-.
Forner ist & BAN =—-, also % BAB, =—, B AB, =, ¥ BBy =1, ... Tn
den rechtwinkligen Dmecken BAB,. IIJ,AB2 B,AB,. ... ist nun
. O
(4B,| = |48 21“"‘? Rsin
T e d el
T 1 24
|4By| = |4B,] Rsina
* _— 003“008-—0082"
el THTE
4By = |48y _ Rsina
U o coscosZoos Zooe k]
18 7 TR TE

usw. Beachten wir, daB8 lim |AB,| gleich der Linge des Bogens AB, d.h. gleich aR ist,
80 erhalten wir (nach Di;;:i:n durch R) die folgende Formel von EULER:
sin &

T oo cos ™ con oo .
008G RGN F TG

& 7. Geometrische Konstruktionen im Raum

7.1. Das System der Postulate fiir Konstruktionen in der Ebene. Zwischen der
Problemstellung bei den geometrischen Konstruktionen un Raum und der
amlogen Problemstellung fiir die Ebene besteht ein prinziy Ui ,
den wir im vorliegenden Paragraphen herausarbeiten wollen.

Die geometrischen Konstruktionen in der Ebene beruhen auf folgenden
Postulaten:

1. Zu zwei gegebenen Punkten laBt sich stets die Gerade konstruieren, die
durch diese Punkte hindurchgeht.
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2. Es 148t sich der Kreis konstruieren, der einen gegebenen Punkt als Mittel-
punkt und eine (durch zwei Punkte) gegebene Strecke als Radius besitzt.

3. Von zwei bereits konstruierten Linien (Geraden bzw. Kreisen) lassen sich
die Schmttpunkte konstruieren.

4. Auf einer bereits konstruierten Linie kann man beliebige Punkte wahlen.

Wir merken an, daB diese Postulate in keiner Weise die Axiome der Geo-
metrie erset; Sie spielen vielmehr die Rolle von Axiomen fiir die Theorie
der geometrischen Konstruktionen!) und legen fest, welche Elemente als
konstruierbar gelten. Zum Beispiel besteht der Unterschied zwischen dem
ersten Postulat und dem Axiom ,,zu zwei Punkten gibt es genau eine Gerade,
die durch diese Punkte hindurchgeht“ darin, daB dieses Axiom die Existenz
und Eindeutigkeit einer solchen Geraden festlegt, wihrend durch das Kon-
struktionspostulat ergianzt wird, daB nach Angabe zweier Punkte die durch sie
bestimmte Gerade als konstrmerbnr betrachtet wird. Die hier angegebenen
Postulate entsprechen der praktischen Anwend der Zeich
Zirkel und Lineal. Das Losen einer Konstruktlonsaufgabe (in der Ebene) 148t
damit zwei verschiedene Auff: gen zu:

A. Die Lésung einer Konstrukti fgabe besteht in der Angabe einer Folge
von Grundkonstruktionen, deren Ausfithrbarkeit durch die Konstruktions-
postulate gesichert ist.

Ist z. B. verlangt, den Mittelpunkt M einer Strecke 4B zu finden, so besteht:
eine Losung in der folgenden Folge von Grundkonstruktionen:
Man konstruiere den Kreis mit dem Mittelpunkt 4 und dem Radius |4B|,
man konstrulere den Kreis mit dem Mlttelpunkt B und dem Radius |4B|,
man besti; die beiden Schnitt e dieser Kreise,
man bestimme die Ger&de durch diese belden Punkte,
. man besti den Schnittpunkt M dieser Geraden mit der Geraden AB.
Der Beweis, daB im betrachteten Fall M der Mittelpunkt der Strecke AB ist,
sowie die Diskussion der Losung, daB es im betrachteten Fall stets eine und
nur eine Losung M gibt, erfolgen auf der Basis der Axiome der Geometrie.
Die Konstruktion als ZeichenprozeB wird nicht durchgefiihrt, sondern nur in
Worten beschrieben. Wir ersetzen ihn durch eine miindliche Beschreibung.
Wir merken an, daB zur Lésung der Grundaufgaben keine Erlauterungen
gegeben werden. Zum Beispiel wird nicht erklart, wie man die Gerade durch
zwei Punkte wirklich konstruiert. Es handelt sich hierbei um eine Grund-
aufgabe, deren Losung sich nicht in kleinere Schritte zerlegen 1a8t, und daB
man sie 16sen kann, ist durch ein Postulat festgelegt. Die Frage, wie sie sich
16sen 1a8t, wird nicht betrachtet.
B. Die Losung einer Konstruktionsaufgabe besteht in der Angabe einer Kon-

struktion auf einem Zeichenblatt (oder einer anderen materiellen Ebene), die
mit Hilfe der zugelassenen Zeicheninstrumente hergestellt wird.

T 20 o 1

1) Vgl. dazu die Ausfilhrungen im Artikel ,,Uber die Losbarkeit von Konstruktions-
aufgaben mit Zirkel und Lineal®, S. 208-209.
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In der*Geometrie der Ebene besteht zwischen den Auffassungen A und B
kein pnnzxplellet Untersc]ned weil die Postulate die Grundkonstruktionen

ittels der Zeicheni genuu widerspiegeln. Wenn ein Lehrer einem
Schiiler eine K¢ ktic gabe stellt, wird er, wenn nicht gerade der
ZelchenprozeB geubt werden soll, durchaus mit einer in Worten gefaBten
Losung zufrieden sein und keine Zeichnung verlangen. Die eigentliche mathe-
matische Schwierigkeit besteht namlich im Auffinden einer die Losung liefern-
den Folge von Grundkonstruktionen; wenn eine in Worten formulierte Losung
gefunden ist, bereitet jhre zeichnerische Realisierung keinerlei Schwierig-
keiten.

7.2. Ein Postulatensystem fiir ,,imaginire Konstruktionen im Raum. In der
Theorie der geometrischen Konstruktionen im Raum geht man von einem
analogen System von Postulaten aus:

1. Zu zwei gegebenen Punkten liBt sich stets die Gerade konstruieren, die
durch diese Punkte hindurchgeht.
2. Zu drei gegebenen Punkten, die nicht auf einer Geraden liegen, 148t sich
stets die Ebene konstruieren, die durch diese Punkte hindurchgeht.
3. Es laBt sich die Kugel konstruieren, die einen gegebenen Punkt als Mittel-
punkt und eine (durch zwei Punkte) gegebene Strecke als Radius besitzt.
4. Von zwei bereits konstruierten Flichen (Ebenen bzw. KugeMh) la3t sich die
Schnittlinie konstruieren.
. Auf einer bereits konstruierten Flache oder Linie kann man beliebige Punkte
withlen.
. In einer konstruierten Ebene lassen sich alle Konstruktionen ausfithren, die
in der Geometrie der Ebene erlaubt sind.

S W«

Dieses Postulatensystem ist nicht minimal. So ist z. B. das Postulat 3 ent-
behrlich,!) das wir nur aufgenommen haben, um eine moglichst weitgehende
Analogie zu den Postulaten fiir Konstruktionen in der Ebene zu erhalten.

Wie in der Geometrie der Ebene besteht die Losung einer Konstruktions-
aufgabe im Raum in ihrer Zuriickfithrung auf die Grundkonstruktionen. Hier-
bei besteht aber ein wesentlicher Unterschied zur Geometrie der Ebene. Dic
sechs angefiihrten Postulate wurden in Analogie zu den Postulaten fir geo-
metrische Konstruktionen in der Ebene aufgestellt, spiegeln jedoch im Unter-
schied von diesen keine Eigenschaften realer Instrumente wider, d. h., bei den
geometrischen Konstruktionen im Raum ist nur die Auffassung A vertretbar.
Eine Konstruktionsaufgabe im Raum 1aBt sich nur in Worten 16sen, ist aber
kaum durch Instrumente realisierbar. In dieser Weise (in Worte) gefafite
Konstruktionen heilen imagindre Konstruktionen.

1) Allerdings wiederum nur in dem Sinn, dall man ohne Verwendung des Postulats 3
genau dieselben Punkte, Geraden, Ebenen und Kreise (im Raum) konstruieren kann wic
mit seiner Hilfe (vgl. hierzu die Ausfilhrungen iiber Konstruktionen allein mit Hilfe des
Zirkels in der Ebene auf 8.164). — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Wozu sind diese imagindren Konstruktionen erforderlich? Erstens benutzt
man sie mitunter zum Nachweis der Existenz gewisser Objekte. Zweitens
stellen imagindre Konstruktionen eine niitzliche lghung dar und unterstiitzen
die Entwicklung des raumlichen Vorstell vermog Damit ist klar, dal
ihre Bedeutung geringer ist als die Bedeutung der Konstruktionen in der
Ebene. Allerdings ist noch cine andere Deutung der Konstruktionsaufgaben
im Raum moglich, auf die im Artikel ,,Abbildungsverfahren* auf S. 291 ein-
gegangen wird.

7.3. Ein Beispiel. Wir betrachten eine sehr einfache Aufgabe zur Erliuterung
der imaginaren Konstruktionen.

Aufgabe. Man fille von einem gegebenen Punkt des Raumes aus das Lot auf
eine gegebene Ebene.

Lésung. Wir bezeichnen die gegebene Ebene mit « und den gegebenen
Punkt mit M, wobei wir annehmen, daB M nicht auf der Ebene « liegt. Auf
der Ebene « wihlen wir einen beliebigen Punkt P und konstruieren die Kugel
mit dem Mittelpunkt M, die durch P hindurchgeht. Hat diese Kugel auler P
keinen anderen Punkt mit der Ebene x gemeinsam, so ist die Gerade MP das
gesuchte Lot. Schneidet dagegen die Kugel die Ebene « in einem Kreis, so
konstruieren wir seinen Mittelpunkt O und erhalten in der Geraden MO das
gesuchte Lot.

Wir erwihnten oben, daB das dritte Postulat iiberfliissig ist. Wir zeigen
noch, wie man ohne seine Benutzung dieselbe Aufgabe l6sen kann: In der
Ebene « wihlen wir zwei beliebige Punkte 4 und B und konstruieren die
Gerade a durch die Punkte 4 und B. Ferner konstruieren wir die Ebene f#
durch die Punkte M, 4, B. In der Ebene g fillen wir das Lot von M auf a
und bezeichnen den Fu3punkt dieses Lotes mit N. In der Ebene « konstruieren
wir sodann im Punkt N die Senkrechte auf @ und wihlen auf ihr einen belie-
bigen Punkt L. Sodann konstruieren wir die Ebene y durch die Punkte L,
M, N. In der Ebene y fillen wir das Lot vom Punkt M auf die Gerade NL.
Dieses Lot ist dann zugleich das gesuchte Lot von A auf «.

7.4. AbschlieBende Bemerkung. Die Theorie der Konstruktionen im Raum
kann man voéllig analog zur Theorie der Konstruktioneh in der Ebene ent-
wickeln. Eine wichtige Frage bildet das Problem einer Charakterisierung aller
derjenigen Konstruktionsaufgaben im Raum, die sich auf der Grundlage der
Postulate 1 bis 6 16sen lassen. Dieses Problem kann mit den Methoden der ana-
lytischen Geometrie des Raumes gelost werden. Man gelangt zu dhnlichen
Ergebnissen wie bei den Konstruktionen mit Zirkel und Lineal in der Ebene
(man vgl. den folgenden Artikel in diesem Band der EdEM). Man kann auch
im Raum die Frage nach , Konstruktionen mit beschrinkten Hilfsmitteln‘
stellen. Wir haben bereits oben bemerkt, daB unser Postulat 3 diberfliissig
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P

ist und weggelassen werden kann. Andererseits kann man beweisen, daB jede
imaginare, auf der Grundlage der Postulate 1 bis 8 durchfiihrbare Konstruk-
tion sich auch ausfiihren 148t, wenn man nur das Postulat 3 und die Méglich-
keit der Verwendung eines Zirkels Zum Zeichnen von Kreisen auf Sphéren
benutzt (Anal zu den Kc ktionen von MOHR-MASCHERONI in der
Ebene). Alle diese Ergebnisse sind jedoch von geringerer Bedeutung als die
Ergebnisse der Theorie der Konstruktionen in der Ebene.

(3
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J. 1. MANIN

UBER DIE LOSBARKEIT VON KONSTRUKTIONSAUFGABEN
MIT ZIRKEL UND LINEAL



Einleitung

Die Theorie der geometrischen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal ver-
dankt ihr Entstehen den vielen erfolglosen Versuchen, mit Hilfe derartiger
Konstruktionen drei Aufgaben zu l6sen, die bereits im Altertum gestellt
wurden, ndmlich die Dreiteilung eines Winkels, die Verdoppelung eines Wiir-
fels und die Quadratur eines Kreises. In historischer Hinsicht ist interessant,
daB sie einen der ersten Unmaglichkeitsbeweise in der Mathematik lieferte, und
zwar dadurch, daB durch sie eine genaue Ubersicht iiber die Gesamtheit aller
der Objekte gewonnen wurde, deren Konstruktion bei alleiniger Verwendung
von Zirkel und Lineal méglich ist. Beide mathematischen Kesuitate werden
also in der Theorie der geometrischen Konstruktionen gleichzeitig erhalten.
Analoge Probleme spielen in den verschiedensten Bereichen der modernen
Mathematik eine besondere Rolle und bediirfen zu ihrer Losung im allgemeinen
sehr unterschiedlicher Methoden. Der Gegenstand eines neuen Zweiges der
Mathematik, der sogenannten Metamathematik, besteht in hohem MaBe im
Studium des Problems, welche Ableitungen bei vorgegebenen Hilfsmitteln im
Prinzip moglich und welche unméglich sind. .

Die Losung dieses grundlegenden Problems erfolgt in der Theorie der Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal durch eine genaue Beschreibung der Gesamt-
heit der durchfiihrbaren Konstruktionen und in der Angabe eines Algorithmus,
welcher fiir jede konkrete Konstruktionsaufgabe entweder eine Losung liefert
oder die Unlosbarkeit der Aufgabe darlegt. Diese Losung ist im wesentlichen
algebraischer Natur und konnte erst erreicht werden, als die dazu bendtigten
algebraischen Hilfsmittel entwickelt waren. Erstmalig finden sich diese
algebraischen Hilfsmittel in einer beriihmten Arbeit des jungen Gauss aus
dem Jahre 1796 iiber die mit Zirkel und Lineal konstruierbaren regelmigigen
Vielecke. Diese Arbeit enthilt namlich bereits im Keim die Grundlagen einer
neuen algebraischen Theorie fiir gewisse spezielle Kérper, die spater von dem
bedeutenden franzosischen Mathematiker EvarisTE GALOIS entwickelt wurde
und nach ihm als Gavoissche Theorie bezeichnet wird. Gerade die algebraischen
Betrachtungen bilden den tiefliegenden Teil der Gaussschen Arbeit.

Nach den bisherigen Ausfithrungen kénnen wir sagen, dal die Theorie der
Konstruktionen im wesentlichen aus drei Teilen bestehen wird.

Der erste (rein geometrische) Teil muB eine Analyse des Begriffes der Kon-
struktion mit Hilfe von Zirkel und Lineal enthalten, denn dieser Begriff muBl
exakt und unzweideutig definiert werden. Beispielsweise ist bekannt, daB die
Behauptung iiber die Unméglichkeit der Dreiteilung eines beliebigen Winkels
mit Hilfe von Zirkel und Lineal nicht richtig bleibt, wenn man eine gewisse
erweiterte Benutzung des Lineals gestattet.!) Dieser erste Teil bereitet den

1) Vgl 8.172.
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zweiten Teil vor, in welchem das Problem in die Sprache der Algebra iiber-
setzt, d. h. in Begriffen der Algebra formuliert wird. Diese Ubersetzung ist
keine rein mechanische Umformulierung. Vielmehr fiihrt sie zu neuen mathe-
matischen Objekten, welche sich nur schwierig und zum Teil gar nicht in der
Sprache der Geometrie ausdriicken lassen. Gerade diese neuen mathematischen
Objekte erlauben schlieBlich eine Lésung des Problems, die im dritten Teil
der Theorie erfolgt. Der dritte Teil der Theone ist der eigentlich algebraische
und zugleich der tiefliegendste und schwierigste Teil. In ihm wird némlich das
algebraische Problem gelost, auf das das urspriingliche geometrische Problem,
die Frage nach den mit Zirkel und Lineal durchfiihrbaren Konstruktionen,
gefiihrt hat.

§ 1. Der geometrische Teil der Theorie

1.1. Problemstellung. Bei einer strengen Beschreibung des Begriffs der ,, Kon-
struktion mit Hilfe von Zirkel und Lineal* mufl man eine klare Antwort auf
folgende drei Fragen geben:

a) Was wollen wir konstruieren?
b) Welche Ausgangsstiicke sind gegeben?
¢) Welche Hilfsmittel ko wir benutzen?

Vor allem wollen wir annehmen, daf8 sich alle unsere Konstruktionen in
einer fest gewahlten Ebene abspielen.

Um eine Antwort auf die erste Frage zu erhalten, muB man vorgelegte
konkrete Konstruktionsaufgaben daraufhin analysieren. Eine derartige Ana-
lyse zeigt, daB das Hauptziel bei der Losung einer Konstruktionsaufgabe stets
in der Konstruktion einer endlichen Anzahl von bests Punlkten der Ebene
besteht. Natiirlich ist die Aufgabenstellung selbst nicht immer in dieser Art
abgefaBt. Jedoch kann man leicht bestatigen, daB sich jede Aufgabe darauf
zuriickfiihren 14Bt.

Beispielsweise reicht es zum Auffinden eines bestimmten Kreises aus, den
Kreismittelpunkt und einen Punkt auf der Peripherie des Kreises zu kon-
struieren. Firr das Auffinden einer Geraden braucht man nur zwei beliebige
ihrer Punkte zu konstruieren. Die Lésung der Aufgabe der Dreiteilung eines
Winkels reduziert sich auf die Konstruktion zweier Punkte (P, @ in Abb. 1),
durch welche die Geraden gehen, die den Winkel in drei gleiche Teile zerlegen.
Die Losung der Aufgabe, ein bestimmtes Dreieck zu konstruieren, besteht bei
beliebig gegebenen Bestimmungsstiicken stets in der Konstruktion seiner drei
Ecken. Allgemein besteht die Konstruktion eines Vielecks (z. B. die eines
Quadrates, das einem gegeb Kreis flichengleich ist) in der Konstruktion
seiner Ecken. Hierbei ist allerdings noch die Mitteilung nétig, welche der
Verbindungsstrecken der Punktepaare Seiten des Vielecks sind. (In Abb. 2
sind zwei verschiedene Vielecke mit den gleichen Ecken dargestellt, d. h., ohne
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einen solchen Hinweis ist die Losung nicht eindeutig.) Die Lésung der Auf-
gabe der Verdoppelung eines Wiirfels reduziert sich auf die Konstruktion zweier
Punkte mit einem bestimmten Abstand (ndmlich von der Linge der Kante
eines Wiirfels, der den doppelten Inhalt eines Wiirfels gegebener Kantenlange
hat). Das Auffinden weiterer Beispiele sei dem Leser iiberlassen. Natiirlich
konnte man im Prinzip auch Aufgaben betrachten, welche die Konstruktion
von unendlich vielen Punkten erfordern (wie z. B. die Konstruktion einer
Ellipse mit gegebenen Halbachsen). Sofern sich diese Aufgaben nicht auf die

a) b)
Abb. 1 Abb. 2

Konstruktion endlich vieler Punkte zuriickfiihren lassen, werden wir sie
jedoch nicht erértern. AuBerdem werden wir uns, wenn das gesuchte endliche
System von Punkten konstruiert ist, nicht weiter mit der Frage nach zusitz-
lichen Angaben iiber dieses Punktesystem befassen, die z. B. bei einem zu
konstruierenden Vieleck darin begteht, welche Ecken der gefundenen Menge
von Eckpunkten durch Seiten zu verbinden sind. Meistens erhélt man diese
Angaben durch eine direkte geometrische Betrachtung der Lageverhilt-
nisse.

Damit gelangen wir zu folgender Antwort auf die Frage a): Das Ziel bei
der Losung einer beliebigen Konstruktionsaufgabe besteht im Aufsuchen
endlich vieler Punkte der Ebene.

Damit wird aber auch eine Antwort auf die Frage b) nahegelegt: Als Aus-
gangsstiicke werden endlich viele Punkte der Ebene genommen. So ist z. B.
ein Winkel durch seinen Scheitelpunkt und je einen Punkt auf jedem Schenkel
gegeben; ein Kreis ist durch drei seiner Punkte oder durch seinen Mittelpunkt
und einen Punkt auf der Peripherie gegeben; zur Festlegung eines Quadrates
geniigt die Angabe seiner Ecken usw.?)

Die Antwort auf die Frage b) formulieren wir somit folgendermaBen: Als
Ausgangsstiicke sind bei jeder Konstruktionsaufgabe endlich viele Punkte der
Ebene gegeben.

1) LiBt man als Ausgangsstiicke auch unendlich viele Punkte zu, die sich nicht auf die
Punkte eines endlichen Systems von Germden und Krelsen zurﬁckﬂlhren lassen, so erwei-
tert sich der Bereich der 16sb A heblich. Zum Beispiel wird bei Vorgabe der
durch die Funktion y = 2° deﬁmerten Kurve (oder auch nur eines beliebigen Bogens
dieser Kurve) die Aufgabe der Verdoppelung eines Wiirfels mit Hilfe von Zirkel und Lineal
|6sbar.
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1.2. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Wir kommen jetzt zur Frage c).
Die Antwort auf diese Frage ist bereits im Titel dieses Artikels gegeben wor-
den: Die Konstruktion soll mit Hilfe von Zirkel und Lineal ausgefithrt werden.
Wir miissen allerdings noch prazisieren, was wir genau darunter verstehen
wollen.

Am einfachsten kann man den KonstruktionsprozeB induktiv beschreiben.
Wir gehen von endlich vielen Punkten der Ebene aus und wollen aus ihnen
endlich viele weitere Punkte konstruieren. Der Konstruktionsproze$ besteht
darin, da wir dem gegebenen System von Punkten nach gewissen Regeln
neue Punkte hinzufiigen. Zum AbschluB wihlen wir unter allen erhaltenen
Punkten diejenigen aus, welche die Losung unserer Aufgabe bilden. Dieser
AbschluB ist natiirlich eine ganz spezifische Aufgabe. Uns interessiert nur, nach
welchen Regeln man die Punkte hinzufiigt.

Unter einem Konstruktionsschritt verstehen wir das Hinzufiigen eines ein-
zigen neuen Punktes zu schon vorhandenen. Dabei wird dieser neue Punkt
als Resultat bestimmter Operationen erhalten, die als Konstruktion mit Hilfe
von Zirkel und Lineal bezeichnet werden und ausschlieBlich in folgend
bestehen (wobei bei einem einzel Konstrukti hritt die Operatxonen 1
und 2 verschiedene Male angewendet werden konnen, dagegen die Operation 3
genau einmal angewendet wird):

1. Durch zwei Punkte des vorhandenen Systems von Punkten wird die
Gerade gelegt (dabei besteht das ,,vorhandene System von Punkten‘‘ aus den
als Ausgangsstiicken der Konstruktion gegebenen Punkten sowie allen den
Punkten, die in den vorangehenden Konstruktionsschritten hinzugefigt
wurden).

2. Durch einen gewissen Punkt des vorhandenen Systems von Punkten wird
ein Kreis gezogen, dessen Mittelpunkt ebenfalls ein Punkt dieses Punkte-
systems ist.

(Von den nach 1. und 2. gewonnenen Geraden und Kreisen sagen wir auch,
daB sie auf Grund des vorhandenen Systems von Punkten konstruiert worden
sind.)

3. Unter den Schnittpunkten der auf Grund des vorhandenen Systems von
Punkten konstruierten Geraden und Kreise wird einer ausgewihlt und diesem
Punktesystem hinzugefiigt.

Manchmal erweist es sich als zweckmiBig, neben der Operation 3, die in der
Auswahl eines wohlbestimmten Punktes besteht, die folgende Operation zu
benutzen:

3a. Es wird ein Punkt ,,willkiirlich* ausgewihlt und zum vorhandenen
System von Punkten hinzugefiigt.

Dabei wird der Gebrauch des Wortes ,willkiirlich* in folgender Weise
prazisiert: Bei dem ,willkiirlich*“ ausgewdhlten Punkt handelt es sich ent-
weder um einen beliebigen Punkt, der auf einer bestimmten Strecke einer
Geraden liegt, oder um einen beliebigen Punkt, der auf einem bestimmten
Kreisbogen liegt, oder um einen beliebigen Punkt, der in einem bestimmten Ge-
biet der Ebene liegt, das durch endlich viele Strecken und Kreisbigen begrenzt
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wird. (Die ,,Strecken‘ bzw. die genannten ,,Gebiete der Ebene diirfen sich da-
bei auch ins Unendliche erstrecken.) Voraussetzung ist jedoch, daB die Geraden
und Kreise, auf denen die auftretenden Strecken und Kreisbogen liegen, bei
fritheren Konstruktionsschritten angefallen sind und auch die Endpunkte der
Strecken und Kreisbégen dem vorhandenen System von Punkten angehdren
(d. h. entweder zu den urspriinglich gegebenen Punkten gehéren oder bei
einem vorangehenden Konstruktionsschritt erhalten wurden). Offenbar darf
dabei angenommen werden, daB der ,,willkiirlich* gewahlte Punkt nicht End-
punkt der betrachteten Strecke bzw. des Bogens ist bzw. nicht auf der Be-
grenzung des betrachteten Gebietes der Ebene liegt.

Unter einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal verstehen wir eine endliche
Folge von Konstruktionsschritien der beschriebenen Art.

Wir betonen noch einmal, daB bei dieser Definition der rein geometrische
Inhalt der gesteliten Aufgabe unberiicksichtigt bleibt. Zum Beispiel bleibt die
Frage nach der geometrischen Bedeutung der gestellten Aufgabe und der
erhaltenen Antwort bei der. Konstruktion der endlich vielen Punkte ganz
auBer acht. Insbesondere wird die Frage, welche Punkte aus der konstruierten
Gesamtheit von Punkten die endgiiltige Losung der Aufgabe ergeben, nicht
erortert. Es wird auch keine Antwort auf Fragen der folgenden Art gegeben:
Welche der konstruierten Punkte sind benachbarte Eckpunkte eines gesuchten
Vielecks usw.? Diese Fragen betreffen gewissermafen die ,,Analyse‘* der Kon-
struktion und nicht das Problem ihrer Ausfiihrbarkeit.

Es sei nun eine gewisse endliche Menge von Punkten der Ebene vorgegeben.
Wir sagen, daB der Punkt A4 aus den gegebenen Punkten mit Hilfe von Zirkel
und Lineal konstruiert werden kann, wenn es eine Konstruktion (mit Zirkel
und Lineal) gibt, so daB der Punkt 4 zum System der Punkte gehort, die am
Ende der Konstruktion vorliegen, und zwar unabhingig von der speziellen
Lage der im Verlauf der Konstruktion ,,willkiirlich* ausgewéhlten Hilfspunkte.
Eine Konstruktionsaufgabe heiBt l5sbar mit Zirkel und Lineal, wenn die Menge
der Punkte, die man zur Losung der Aufgabe zu finden hat, nur aus Punkten
besteht, die aus den in der Aufgabenstellung gegebenen Punkten mit Zirkel
und Lineal konstruiert werden kénnen.

Jetzt konnen wir das Hauptproblem der Theorie der Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal wie folgt formulieren: Gegeben seien endlich viele Punkte
der Ebene; genau welche Punkte kann man aus diesen gegebenen Punkten mit
Zirkel und Lineal konstruieren?

Wir erwihnten schon, daB es eine prizise Antwort auf diese Frage gibt,
d. h., es kénnen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Ausfiihr-
barkeit einer Konstruktion angegeben werden. Eine besondere Rolle spielt
hierbei die Teilantwort, die notwendige Bedingungen dafiir aufstellt, daB ein
Punkt konstruierbar ist.
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§ 2. Die Ubertragung der Aufgabe in die Sprache der Algebra

2.1. Ein grundlegendes Lemma. Wir benétigen einige Kenntnisse aus der
Korpertheorie, wie die Definition eines Zahlkorpers, den Begriff der endlichen
Korpererweiterung und den des Grades einer endlichen Kérpererweiterung.
Alle diese Dinge kann man im Artikel ,,Der Ring der Polynome und der
Korper der rationalen Funktionen‘ in Band II der EdEM nachlesen.

AuBerdem setzen wir voraus, daB der Leser mit der geometrischen Dar-
stellung der komplexen Zahlen als Punkte der Ebene vertraut ist. Die Zahl
a + bi (a, b reelle Zahlen) entspreche dabei dem Punkt (a, b) in einem festen
Koordinatensystem. Diese Darstellung wird im weiteren eine fundamentale
Rolle spielen. Wir identifizieren nidmlich die Ebene, in der alle unsere Kon-
struktionen ausgefiihrt werden, mit dem Kérper der komplexen Zahlen. Wenn
wir also bei Punkten von Addition, Multiplikation oder anderen algebraischen
Operationen sprechen, meinen wir stets die entsprechenden Operationen fir
die Zahlen, die den Punkten zugeordnet sind.

Die Beschreibung aller derjenigen Punkte, welche aus gegebenen Punkten
mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruiert werden kénnen, ist dann gleich-
bedeutend mit einer Beschreibung der diesen Punkten entsprechenden Zah-
len. In diesem Zusammenhang werden wir auch davon sprechen, daB ein Punkt
einem gewissen Zahlkorper angehért.

Als Ausgangsstiicke einer Konstruktion seien wenigstens zwei Punkte
gegeben.!) Einen dieser Punkte wihlen wir als Koordinatenursprung, d. h.,
wir identifizieren ihn mit der Zahl 0, und dem zweiten schreiben wir die
Koordinaten (1, 0) zu, d. h., ihm wird die Zahl 1 zugeordnet. (AuBer diesen
beiden Punkten kénnen noch weitere Punkte zu den Ausgangsstiicken der
Konstruktion gehéren.) Im Punkt O errichten wir die Senkrechte zur Ver-
bindungsgeraden von 0 und 1 und tragen auf ihr vom Koordinatenur-
sprung die Einheitsstrecke ab. Diese Konstruktionen sind mit Zirkel und
Lineal ausfiihrbar. Wir erhalten damit ein kartesisches Koordinatensystem,
welches wir zur Beschreibung der Punkte durch komplexe Zahlen benutzen
konnen.

Nun betrachten wir eine beliebige Konstruktion mit Zirkel und Lineal.
Als Resultat der Konstruktion wird eine endliche Menge von Punkten ge-
wonnen, und wir nehmen an, daB nach einer bestimmten Anzahl von Kon-
struktionsschritten eine Menge A, von n Punkten vorliegt.?) Sofern damit die
Konstruktion nicht beendet ist, wird im folgenden Schritt zu 4,, ein bestimmter
Punkt hinzugefiigt, d. h., der Schritt besteht im Ubergang von 4, zu 4,,,.
Mit K, bezeichnen wir den kleinsten Unterkérper des Kérpers der komplexen
Zahlen, der die Zahl ¢ und alle Zahlen aus 4, sowie deren konjugiert komplexe

1) Falls nur ein Punkt gegeben ist, 1t sich kein weiterer Punkt konstruieren. — Anm.
d. wissenschaftl. Red.

2) Die Konstruktion beginnt also mit der Menge 4, (k = 2), die aus den als Anfangs-
stiicken der Konstruktion gegeb Punkten besteht. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Zahlen enthalt. Als erstes wichtiges Resultat wird das folgende grundlegende
Lemma bewiesen, das einen Zusammenhang zwischen den geometrischen
Operationen an den Punkten und den algebraischen Operationen an den ent-
sprechenden Zahlen herstellt.

Lemma. a) Jeder Punkt des Korpers K, kann aus den Punkten der Menge 4,
mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.

b) Besteht der Ubergang von der Menge A, zur Menge A,., in der Adjunktion
eines Punktes, den man als Schnittpunkt eines Paares von Geraden bzw. Kreisen
oder einer Qeraden und eines Kreises aus der Gesamtheit der auf Grund von A,
konstruierbaren Geraden und Kreise erhilt, so ist entweder K, , = K, oder
K,y = K, (V2). Im 2weiten Fall gehort die Zahl z zum Kérper K, und ist
in thm kein Quadrat. Fiir eine solche Zahl z aus K,,, die kein Quadrat in K,
ist, kann man die Zahl Vz stets mit Zirkel und Lineal konstruieren.

c) Besteht der Ubergang von der Menge A, zur Menge A,,, in der Adjunktion
eines ,willkiirlichen'* Punktes, der auf einer gegebenen Strecke eimer Geraden
oder auf einem gegebenen Bogen eines Kreises oder in eimem gegebenen Gebiet
der Ebene liegt, so kann man diesen Punkt stets derart auswéhlen, daf K,,,
=K, (Vz ) ist, wobei z zu K, gehort.

Beweis. Wir begi mit der Behauptung a). Es seien z,, ..., z, die Punkte
der Menge 4,. Diese identifizieren wir wie vorher mit den entsprechenden
komplexen Zahlen. Nach Definition des Korpers K,, erhilt man ein beliebiges
Element aus K,, aus den Zahlen ¢, 2,, ..., 2, durch endlich viele Anwendungen
der Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sowie
Bildung der konjugiert komplexen Zahl. Daher geniigt es, folgendes zu be-
weisen: Aus gegebenen Punkten z, y kann man die Punkte -z, x + y, 2,
2-! mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruieren. (Die Méglichkeit der Kon-
struktion der Zahl ¢ erwidhnten wir bereits, denn nach dem Gesagten befinden
sich unter den Zahlen z,, ..., z, die Zahlen Null und Eins, die ja gewissen An-
fangsstiicken zugeordnet waren.)

Die vorstehende Behauptung laBt sich vollkommen elementar beweisen.
Zur Konstruktion von —gz braucht man nur auf der Geraden durch 0 und =
mit Hilfe des Zirkels im Punkt 0 die Strecke Ox nach der anderen Seite ab-.
zutragen (Abb. 3). Zur Konstruktion von & + y legt man durch den Punkt z
die Parallele zu Oy und durch den Punkt y die Parallele zu 0z (Abb. 4). Falls
diese beiden Parallelen nicht zusammenfallen, d. h. die Punkte z, y und 0 nicht
auf einer Geraden liegen, ergibt ihr Schnittpunkt den Punkt z + y. Liegen
diese drei Punkte jedoch auf einer Geraden, so reduziert sich die Konstruk-
tion von z + y auf das mittels des Zirkels ausfithrbare Aneinanderfiigen
zweier Strecken einer Geraden. Zur Konstruktion des Punktes z~! konstruieren
wir zunéchst sein Argument und dann seinen Betrag. Die Konstruktion des
Arguments geschieht wie folgt: Um den Koordinatenursprung 0 schlagt man
den Kreis durch z, bestimmt die Schnittpunkte dieses Kreises mit der
Geraden 01 und tréagt den von einem dieser Punkte und z gebildeten Kreis-
bogen zur anderen Seite ab (das liefert den Punkt £; vgl. Abb. 5). Die Kon-
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struktion von |z-1] ist gleichbedeutend der Konstruktion der vierten Pro-
portionalen zu den Strecken |z|, 1, 1, und es ist allgemein bekannt, wie diese
mittels Zirkel und Lineal konstruiert wird. Trigt man schlieBlich die erhaltene

———
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Abb. 3 Abb. 4

Strecke |x~1| auf der Geraden 02 vom Punkt 0 aus nach der durch # bestimm-
ten Seite ab (Abb. 6), so erhilt man den Punkt 2-1. Die Konstruktion von
« - y wird in analoger Weise auf die Konstruktion der § zweier Winkel,
némlich der Argumente der Punkte z und y, und auf die Konstruktion der

Abb. 5 Abb. 6

Strecke |« - y|, d. h. auf die Konstruktion der vierten Proportionalen zu den
Strecken 1, |z| und |y| (Abb. 7), zuriickgefiihrt. Damit haben wir die Behaup-
tung a) des Lemmas bewiesen.

Aus Griinden der ZweckmaBigkeit begi wir den Beweis der Behauptung
b) mit dem iten Teil. Wir bestatigen also, daB bei Vorgabe des Punktes z
(und selbstverstindlich des Punktes 1) mit Hilfe von Zirkel und Lineal beide
Werte von Vz— konstruiert werden kénnen. Dem Leser ist diese Konstruktion
geléufig. Man halbiert ndmlich das Argument des Punktes z und triagt auf der
Geraden, deren Neigungswinkel zur reellen Achse 01 die Halfte des Argu-




§ 2. Die Ubertragung der Aufgabe in die Sprache der Algebra 213

mentes von z ist, die Strecke der Lange V]z| vom Punkt 0 nach beiden Seiten
ab (vgl. die Punkte M und N in Abb. 8). Die GroBe Vial ist als mittlere Pro-
portionale zu |z| und 1 mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Schon schmen,ger ist der Beweis des ersten Teils der Beh&uptu.ng b). Vor
allem mi wir studieren, durch welche Art von Gleick
und Kreise in der komplexen Ebene beschrelben lassen. Wir zerlegen zunéchst
die komplexen Zahlen in ihren Real- und Imaginarteil X und Y (wobei X

Ve
Abb. 7 / Abb. 8

und Y die Koordinaten des der Zahl zugeordneten Punktes sind). Die Gerade,
die durch die Punkte (z,, y;) und (z,, y,) der Menge 4, hindurchgeht, wird
dann durch die Gleichung
X—z) -9 — (Y —g) (@~ 2)=0
beschrieben, die wir auch als
aX +bY +¢c=0 1)

schreiben kénnen, wobei die Koeffizienten a, b, ¢ sich leicht aus den Koordina-
ten der Punkte (z,, y,) und (z,, y;) berechnen lassen. Die Gleichung eines
Kreises, der durch den Punkt (2, y) der Menge 4, geht und als Mittelpunkt
den Punkt (d, ) der Menge A4, besitzt, hat die Form

(X —dp + (Y —ept =13, 2)
wobei r? = (2 — d)? + (y — e)? ist.

Die Koeffizienten der Gleichungen (1) und (2) sind reelle Zahlen. Wir be-
statigen zundchst, daB sie dem Kérper K, angehéren. Zum Beweis hierfiir
geniigt es zu bemerken, daB mit einer Zahl z {wegen Rez = -x';—c und Im z
d 2-’ ’) auch der Realteil Re z und der Imaginirteil Imx zu K, gehéren.

Die Zahlen a, b, ¢, d, ¢, r? in den Gleichungen (1) und (2) sind aber offenbar
rationale Ausdriicke der Real- und Imaginirteile von Punkten aus 4,.
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4

Die Koordinaten der Schnittpunkte der auf Grund von 4, konstruierbaren
Geraden und Kreise geniigen also reellen Gleichungssystemen einer der Formen

aX +bY +¢=0 aX +b0Y +¢c=0 (X —-dP+ (Y —¢e2=r?
X +b0Y +¢ =0 (X —dP2+ (Y —e2=r2 (X —-d)P2+ (Y —¢)pP=r"?

mit Koeffizienten aus K,,. Man erhilt also den Korper K,,,, dadurch, dall man
eine Losung eines bestimmten Systems der genannten Art auswihlt und die
betreffenden Zahlen X und Y zum Korper K, adjungiert. Dies ergibt sich
sofort aus der Definition des Korpers K,,,; und der Tatsache, daB} mit reellen
Zahlen a und b auch die Zahl @ + bi zum Korper K,,,; gehort und umgekehrt
K, ,, mit einer Zahl @ + bi auch die Zahlen @ und b enthilt.

Die Losung des ersten Gleichungssystems gehért (falls sie existiert) offenbar
stets zum Koérper K,,, in diesem Fall ist also K,,,; = K,,. Die Losung der beiden
anderen Systeme 1iBt sich auf die Losung einer quadratischen Gleichung mit
Koeffizienten aus dem Kérper K, zuriickfithren.!) Die Adjunktion einer Wur-
zel dieser Gleichung zum Koérper K, ist gleichbedeutend der Adjunktion der
Wourzel aus der Diskriminate dieser Gleichung. Wenn die Diskriminate z ein
Quadrat in K, ist, wird also K,,, = K,, andernfalls wird K,,, = K,(Vz).
Hiermit ist die Behauptung b) bewiesen.?)

Es gilt jetzt, die Behauptung c¢) zu bestitigen. Wir zeigen sogar, daB die
Punkte, die der Bedingung c) geniigen, auf den entsprechenden Strecken und
Bégen bzw. in den betreffenden Gebieten iiberall dicht liegen.

Es werde zundchst die Strecke betrachtet, die die beiden Punkte x und y
aus dem Korper K, verbindet. Dann gehort der Mittelpunkt dieser Strecke
ebenfalls zum Kérper K,; denn er wird durch den Punkt i ;' y

dargestellt.

Wendet man dieselbe Uberlegung auf die entstehenden beiden Hilften der
Strecke und sodann auf die Viertel usw. an, so erhélt man, daB im Innern jeder
zwischen x und y gelegenen Strecke Punkte aus K, liegen. Damit ist zugleich
gezeigt, daB die Auswahl eines willkiirlichen Punktes auf einer Strecke, die
von zwei Punkten aus K, begrenzt wird, immer innerhalb des Korpers K,
erfolgen kann.

Es werde jetzt ein Kreis C betrachtet, der auf Grund der Menge A, kon-
struierbar ist. Auf diesem Kreis sei ein Bogen L gegeben, dessen Endpunkte
zu A, gehoren. Wie wir oben gesehen haben, wird der Kreis C durch eine
Formel (2) beschrieben, wobei d, e und 72 reelle Zahlen sind, die dem Korper K,
angehoren. Des weiteren gehoren natiirlich alle rationalen Zahlen zu K,,. Wir

1) Beim dritten System empfiehlt es sich, zuniichst das System umzuformen, nimlich
neben der ersten Gleichung des Systems die durch gliedweise Subtraktion aus beiden
tstehende (lineare!) Gleict zu betracht:

2) Wu- wexsen d.amuf hin, daB das Nichtvorhandensein einer reellen Losung beim ent-

deutet, daB der zugehérige Konstruktionsschritt wegen

gewnsser Beschmnkungen der GroBen nicht ausfiihrbar ist. Als Belsple] kann etwa die

Unméglichkeit der Konstruktion eines Dreiecks dienen, bei dem eine Seite groBer als die
Summe der beiden anderen Seiten ist.




§ 2. Die Ubertragung der Aufgabe in die Sprache der Algebra 215

betrachten jetzt alle méglichen Schnittpunkte des Kreises C mit Geraden,
die parallel zur Abszissenachse verlaufen und von dieser einen rationalen
Abstand haben. Diese Geraden haben die Darstellung Y = k, wobei k eine
rationale Zahl ist. Es ist klar, daB diese Schnittpunkte auf dem Kreis C und
auch auf dem Bogen L iiberall dicht liegen. Jeder solche Schnittpunkt hat als
Koordinaten X und Y eine Losung des Gleichungssystems

X—dp+(Y—e) =12, Y=t

Damit gehort, wie wir oben gesehen haben, dieser Schnittpunkt zu einem
Kaorper K, (Jz) mit z e K,. Demnach kann auch die Auswahl eines willkiir-
lichen Punktes auf dem Bogen L 'stets so getroffen werden, da8 er zu einem
Korper K, (Vz) mit z € K, gehért.

Auch der Fall, daB man einen Punkt aus dem Innern eines von Strecken
und Bégen begrenzten Gebietes auswihlt, bietet keine Schwierigkeiten. Wir
bemerken, dafl es sogar stets moglich ist, im Innern eines solchen Gebietes
einen Punkt mit rationalen Koordinaten zu finden. Das Lemma ist damit
bewiesen.

2.2. Folgerungen. Das bewiesene Lemma 168t nun in gewissem Sinne das in § 1
formulierte Grundproblem der Theorie der Konstruktionen mit Hilfe von
Zirkel und Lineal. Fir eine genaue Formulierung der Antwort fithren wir
einige neue Begriffe ein. ’

Das System der gegebenen Punkte bezeichnen wir mit 4 und den diesem
System entsprechenden Korper mit K. Wir erinnern daran, daB der Kérper K
die gegebenen Punkte, die Zahl ¢ und mit einer Zahl die zu ihr konjugiert kom-
plexe Zahl enthalt, und zwar ist K der kleinste Kérper mit dieser Eigenschaft.
Fiir einen beliebigen Korper L verstehen wir unter einer quadratischen Er-
weiterung von L einen Kérper der Form L (Vz), wobei z € L und z in bezug
auf L kein Quadrat ist. Eine endliche Erweiterung K’ des Kérpers K nennen
wir zulidssig, wenn sie aus K durch eine endliche Kette von quadratischen
Erweiterungen hervorgeht:

K=KycK,cK,c--cK,=K';
K, =K, (Vz), zeK: (=0,1,...,n—1).

Damit kann die Antwort auf das Grundproblem der Theorie der Kon-
struktionen wie folgt formuliert werden :

Ein Punkt z kann aus den Punkten des Systems A dann und nur dann mit
Zirkel und Lineal konstruiert werden, wenn er in einer gewissen zulissigen
Erweiterung des Korpers K enthalten ist.

" Dieses Resultat ist im wesentlichen nur eine andere Formulierung des oben
bewiesenen grundlegenden Lemmas.

Jetzt gilt es herauszuarbeiten, wie dieser Satz auf konkrete geometrische
Aufgaben anzuwenden ist. Hierfiir muB zunichst die algebraische Formulie-
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rung der Aufgabe gefunden werden. Das geschieht dadurch, daB wir die ge-
suchten Punkte (also die, deren Konstruierbarkeit uns interessiert) als Unbe-
kannte betrachten und durch Gleichungssysteme beschreiben, die in algebra-
ischer Form die Bedingungen der Aufgabe wiedergeben (die Koeffizienten der
Gleichungen sind Za.hlen, die durch die gegebenen Punkte bestimmt werden).
Danach mii wir hen, ob die Wurzeln der Gleichungen (d. h. die
gesuchten Punkte) durch Ausdriicke dargestellt werden konnen, bei deren
Bildung nur endlich oft die Operationen Addition, Multiplikation, Division
und Ausziehen der Quadratwurzel auf die zu Anfang gegebenen Zahlen anzu-
wenden sind, wir miissen also entweder eine solche Darstellung angeben, oder
wir miissen beweisen, daB derartige Ausdriicke fiir die Wurzeln nicht existieren.
Im ersten Fall konnen wir eine geometrische Losung der gestellten Aufgabe
sofort erhalten, da ja dann die Wurzeln unseres Gleichungssystems mit Zirkel

und Lineal effektiv konstruierbar sind.
Weitaus interessanter ist der zweite Fall, weil wir hier auf eine Frage ganz
neuer Art stoBen: Wie kann man namlich beweisen, daB die Wurzeln eines
Gleick t keiner zuldssigen Erweiterung des gegebenen

Kérpers angehﬁren?

2.8. Algebraische Betracht 1) Die Antwort auf dze gestellw Frage ist mcht em-
fach, und falls man dem Gleich sy keine
sind aligemeine Einsick der gew ) Art nicht zu erhalten. Wir betrachten daher

lediglich geometrische Aufgaben, deren Lésung sich zuriickfihren 148t auf die Losung
eines Gleichungssystems
Fi(xy, ..hz,) =0,

Fo(zy, ..y 2,) = 0, )

F(®yy ooy @) = 0,
wobei ,, ..., £, die unbek Punkte bedeuten und F,, ..., F,, Polynome in den Ver-
derlichen z; mit Koeffizi aus dem Korper K sind, der von den anfianglich gegebenen

Punkten erzeugt wird. Die Aufgabe der Dreiteilung eines Winkels und die der Verdop-
pelung eines Wiirfels gehtren diesem Aufgabentyp an. Hingegen ist die Aufgabe der Qua-
dratur eines Kreises nicht von diesem Typ. Hieritber wird spiter noch zu sprechen sein.

Wenn die geometrische Aufgabe sinnvoll gestellt ist, wenn also insbesondere hinling-
lich viele Ausgangspunkte gegeben sind, besitzt das System (3) nur endlich viele Wur-
zeln. In der Algebra wird bewiesen, daB dann das Gleich (3) bed d ver-
einfacht werden kann. Durch Elimination gelangt man némlich zu einom Gleichungs-
iystem

Py(x,) =0,
Dy(z,) = 0, 4)
P, (z,) =0,

1) Wir empfehlen, diesen Abschnitt bei der ersten Lektiire des Artikels zu ubergehen

leich

und mit Abschnitt 2.4. fortzufah; Fiir das Verstiindnis der g
Problematik des Artikels diirften dabei keine Schwierigkeiten entstehen.
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bei dem die Polynome ®; nur von einer Veriinderlichen abhingen (die Koeffizienten der
Polynome ®; gehor benfalls zu K). Natiirlich kann hierbei der Grad der Polynome &;
im Vergle:ch zu dem der Polynome F; sehr stark anwachsen, und ferner kénnen bei dem
Gleichungssystem (4) weitere Lo Die erste Schwierigkeit macht sich nur
bei der praktischen Berechnung bemerkbar, und der zweiten Schwierigkeit brauchen wir
in unserem Zusammenhang keine Beachtung zu schenken. Wenn wir nimlich h daB
uns eine Konstruktion der Wurzeln des Systems (4) gelingt, kann auch eine solche der
Losungen, die eine Antwort auf die geometrische Aufgabe geben, erreicht werden.

Die Konstruktion der Wurzeln des Systems (4) besteht aber im Prinzip in der Konstruk-
tion der Nullstellen eines Polynoms einer Veriinderlichen mit Koeffizi aus dem Kérper
K. Es sei ®(x) ein solches Polynom. LiBt sich dieses Polynom so in zwei Faktoren zer-
legen, daB keiner der Faktoren konstant ist (®(z) = ®,(x) ®,(z)), so konnen wir uns bei
der Frage nach der Konstruierbarkeit der Nullstellen auf die Betrachtung der einzel
Faktoren beschrinken. Ein Polynom ®(z), das man nicht in solche Faktoren zerlegen
kann, heiBt irreduzibel iiber dem Kérper K. (Wenn es klar ist, welcher Korper betrachtet
wu'd nennen wir ¢(x) kurz ein irreduzibles Polynom). Man muB beachten, d&B die
Ir ibilitéit eines P lich von dem Kérper abhiingt, iiber dem es b h
tet wird. Zum Beispiel lst Jedes Polynom héheren als ersten Grades iiber dem Kérper der

1 Zahlen red 1. Dieses Resultat wird hiufig als ,,Fundamentalsatz der Alge-
bra‘ bezeichnet.
Aus dem bisher Gesagten folgt, daB wir unter den ang Einschriink

zu der folgenden Frage kommen: Gegeben sei ein irreduzibles Polynom mit Koe[ﬂzwenten
aus dem Korper K; wann sind seine Nullstellen in einer gewissen zuldssigen Erweiterung
des Korpers K enthalten?

Die Frage scheint noch nicht véllig exakt gestellt zu sein, denn zunichst wire es denk-
bar, daB gewisse Nullstellen des Polynoms in zulissigen Erweiterungen liegen, wiihrend
das fiir gewisse andere Nullstellen nicht der Fall ist. Fiir irreduzible Polynome trifft dies
jedoch nicht zu, da fiir sie das folgende wichtige Resultat gilt:

Satz 1. Wenn nur eine Nullstelle eines iiber dem Korper K irreduziblen Palymmw in einer
.zuldssigen Erweiterung von K liegt, liegen simtliche Nullstellen des Polynoms in zuldssigen
Erweiterungen des Korpers K.

(Hieraus folgt, daB keine Nullstelle eines irreduziblen Polynoms in einer zulissigen
Erweiterung liegt, wenn nur von irgendeiner Nullstelle des Polynoms bekannt ist, daB sie
zu keiner zulissigen Erweiterung gehort.)

Wir kénnen hier keinen Beweis dieses Satzes in seiner allgemeinen Formulierung er-
bringen, da er die Einfithrung recht schwwnger algebmmcher Begriffe aus der GaLo1sschen
Theorie erfordert. Bei der Unt: iele werden wir jedoch in der
l-huptsache irreduziblen Polynomen dritten Grades begegnen, und fiir diesen Spezialfall
werden wir unten den Satz 1 beweisen. Damit sind dann unsere spéteren Anwendungen
des Theorems gerechtfertigt.

Der Leser muB sich sehr aufmerksam die logische Sturktur der Uber]egungen klar-
mmhen, dxe nut dlesem Satz zusammenhb,ngen Als Folgerung werden wir im Abschnitt 2.5.
ein h ittelbar zum Beweis der Unlosbarkeit von
gewissen geometnschen Aufgaben herangezogen wird.

2.4. Der Fall der Polynome dritten Grades. Es sei ®(z) = 2® + pa® + gz + r
ein irreduzibles Polynom dritten Grades mit Koeffizienten aus einem Korper K.
Dieses Polynom kann dann nicht als Produkt eines Polynoms ersten Grades
und eines Polynoms zweiten Grades mit Koeffizienten aus dem Kérper K
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dargestellt werden. Wir zeigen unten, dal} keine Nullstelle des betrachteten
Polynoms in ejner zulassigen Erweiterung des Korpers K liegen kann. Zuniachst
beweisen wir jedoch den folgenden

Satz 1'. Gehort eine der Nullstellen des (irreduziblen) Poly D(x) 2u einer
zulasmgen Erweiterung des Kirpers K, so liegen auch die beiden anderen Wurzeln
in 2uliissigen Erweiterungen von K.')

Unter allen Ketten quadratischer Erweiterungen von K, die zu zuldssigen
Erweiterungen K’ des Korpers K fiithren, welche eine Nullstelle des Polynoms
@(x) enthalten, sei K = K, <« K; c --- ¢ K, = K’ eine. Kette minimaler.
Langen. Aus der Irreduzibilitit von ®(z) folgt, daB » 2 1 gilt. Die in dem Kér-
per K’ enthaltene Nullstelle von ®(x) bezeichnen wir mit 2, = a + bz, wo-
beia, b,z € K,_, und K, = K,_,(}z) ist. Wegen «, ¢ K,,_, muB b + 0 sein. Wir

haben jet; —
haben jotat 0 =0+ bVz) = Dy(a,b,2) + Pya, b,2) Vz,
Da — bVz) = Dy(a, b, 2) — Dy(a, b,2) Vz,

wobei @, und @, gewisse Polynome in drei Veranderlichen mit Koeffizienten
aus K sind, so daB die Zahlen ®,(a, b, z) und P,(a, b, 2) im Korper K, _, liegen.
Daher folgt aus der ersten Gleichung, daB @,(a, b, z) = Py(a, b, 2) = 0 sein
muB, denn sonst wire Jz € K;,.,. Auf Grund der zweiten Gleichung ist dann
aber ®(a — b Vz) = 0, d. h., die Zahl z, = a — bVz €K, ist ebenfalls eine
Waurzel der Gleichung @(z) = 0. Diese Wurzel ist wegen b £ 0 von z, ver-
schieden. Die dritte Wurzel der Gleichung 1aBt sich schlieflich sehr leicht
bestimmen, es ist namlich

ZTg= —p — (¥ + T) = —p — 2a.

Offenbar gehort damit auch x; zur Erweiterung K,. Hiermit ist der Satz be-
wiesen.

Wir brauchen diesen Beweis nur noch um eine kleine Uberlegung zu ergénzen,
um die Richtigkeit der folgenden Aussage zu bestatigen:

Satz 2'. Fiir ein irreduzibles Polynom ®(x) dritten Grades mit Koeffizienten
aus einem Korper K liegt keine seiner Nullstellen in einer zuldssigen Erweite-
rung des Korpers K.

Im vorangehenden Beweis von Satz 1’ ist namlich ; = ~p — 2a ein Ele-
ment von K,_;, und dieses widerspricht der Definition der Zahl n (wir er-

1) In dem einfachsten, aber wichtigen Fall p = ¢ = 0 kann man das sehr leicht ein-

sehen: Dann bestehen nimlich zwischen den Nullstellen x,, z,, x; des Polynoms die
—1+V3i

Beziehungen z, = ¢+ z,, 7, = ¢? - 2,, wobei ¢ = -+i eine Einheitswurzel dritten

Grades bedeutet. Offenbar gehort die Zahl £ zu einer zulissigen Erweiterung des Kor-

pers K, und folglich gilt das gleiche auch von den Zahlen ¢ - z, und ¢2 - z,, sofern z, zu einer

zuliéssigen Erweiterung von K gehort. Im allgemeinen Fall ist der Beweis etwas schwieriger.
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innern, daB sich aus der Irreduzibilitit » > 1 ergab und demzufolge K, _;
definjert ist).

Die Ausfithrungen im Beweis zu Satz 1’ operieren also mit der leeren Menge
von Objekten, weil namlich irreduzible Polynome dritten Grades, die den
Bedmgungen des Satzes l' genugen, gar nicht existieren. Trotzdem enthalten
unsere Bet logischen Fehler. Der ,,hypothetlsche“ Satz 1’
bleibt némlich nnablmnglg von dem negativen Resultat in Satz 2’ giiltig. Wir
haben den Beweis von Satz 1’ vor allem deswegen herausgehoben, weil er
zeigt, welche Uberlegungen man zum Beweis des Satzes 1 im allgemeinen
Fall anzuwenden hat. Der Satz 2' 148t sich dagegen nicht unmittelbar auf den
Fall eines beliebigen Grades verallgemeinern; vielmehr ist Satz 2’ Spezialfall
eines ganz anderen Theorems, das unter dem Namen von Gauss bekannt ist.

2.5. Der Satz von GauB. Als ,,Satz von GAuss‘ bezeichnen wir das folgende
Theorem :

Satz 2. Wenn eine Nullstelle eines iiber K irreduziblen Polynoms ®(x) einer
2uliissigen Erweiterung von K angehirt, ist der Grad dieses Polynoms gleich 2"
wobei n 2 1 eine gewisse ganze Zahl bedeutet.

Aus diesem Satz ergibt sich sofort, daf die N eines irred
Polynoms dritten Grades zu keiner zuldssigen Erweiterung gehéren konnen,
denn es ist fiir jede ganze Zahl » stets 3 * 27.1)

Obwohl in die Formulierung des Satzes 2 nur Begriffe eingehen, die einer
Berechnung zugiinglich sind (wie Polynom und Nu]lsbelle eines Polynoms), empfiehlt es
sich fiir seinen Beweis, lle der einzel hi isse von ihnen g
Kérper zu betrachten. Es bestehen hier dhnliche Verhaltmsse wie beim Beweis des grund-
legenden Lemmas in Abschnitt 2.1.

Zur Ub g der Bedi des Satzes in die Sprache der Kérpertheorie nehmen
wir irgendeine Wurzel 0 des Polynoms @(x) und betrachten die Erweiterung K(0)-des
Korpers K. Es ist klar, daB fiir 6 € K’ stets K(6) C K’ gilt. Die umgekehrte Behauptung
ist offenbar ebenfalls richtig. Der Begriff des ,,Grades des Polynoms ®(x)** liBt sich auch
in Begriffen des Korpers K(0) ausdriicken: Der Grad des Polynoms ®(z) stimmt mit dem
Grad (K(6):K) der endlichen Korpererweiterung iiberein. (Wir erinnern noch einmal
daran, was der letzte Begriff bedeutet: Jede endliche Erweiterung L des Korpers K ist
ein linearer Raum endlicher Dimension?) iiber diesem Korper, d. h., es existieren n Elemente
Ays eey Ay € L, 80 daB sich jedes Element A des Kérpers L eindeutig darstellen 1iBt in der
FormA =k, + 4, + -+ + kp A, mit ky, ..., k, € K. Ein solches System 4, ..., 4, heiBt eine
Basis des Korpers L iiber K, und die Zahl » wird der Grad der Erweiterung genannt
und mit (L: K) bezeichnet. Im Fall L = K(6) kann man als Elemente 4; die Potenzen
von 8 wihlen, d. h. die Elemente 1 = 69, 0, ...,6""1, wobei n der Grad des Polynoms ®(x)
ist.)

1h

1) Bei der ersten Lektiire dieses Artikels empfehlen wir, von hier sofort zu den
geometrischen Folgerungen in § 3 iiberzugehen.

?) Vgl. den Artikel ,,Vektorriume und lineare Transformationen in Band II der
EdEM.
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‘Wir kénnen jetzt den Satz 2 folgendermaBen umformulieren: Ist die Erweiterung L O K
des Kbrpera K in einer zulissigen Erweiterung des Korpers K enthalten, so gilt fiir den Grad
von L in bezug auf K die Beztelmng (L K) = 2", wobei n = 1 eine ganze Zahl bedeutet.!)

Wir bendtigen dazu folge Resultat. Es sei K CLC M eine Kette end-
licher Korpererweiterungen, und es sei ! = (L: K), m = (M : K) und n = (M : L) gesetzt,
dann gilt *

m=1mn. (8)

Man beweist diese Gleich istens auf folgende Art: Es sei 4,, ..., 4; eine Basis des
Koérpers L iiber dem Korper K, und es sei 4, ..., 4, eine Basis des Korpers M iiber dem
Korper L. Dann bildet die Gesamtheit (4,4, , A4y, -.., Ayfhn; . 5 Athy, ..., Aps,) aller mog-
lichen Produkte 4,4; eine Basis des Korpers M iiber dem Korper K. Weil jedoch die Anzahl
der Elemente einer Basis mit dem Grad (J : K) = m iibereinstimmt, ist m gleich I - n.

Aus der Gleichung (5) ergibt sich aber miihelos Satz 2. Es sei dazu L = K(Vz) eine
quadratische Erweiterung des Korpers K. Dann ist ihr Grad gleich 2, denn als Basis von L
iiber K kann man die Elemente 1 und Vz wihlen. Daher ist der Grad einer beliebigen zu-
lissigen Erweiterung K = K, C K, C--CK,, = K’ mit K; = K;_,(Vz;_,), z;., € K;_,,
infolge von (5) gleich 2™. Folglich muB der Grad (L: K) einer beliebigon Erweiterung L
des Korpers K, die in einer zulissigen Erweiterung K’ enthalten ist, ein Teiler von 2™
sein, was wiederum aus (5) folgt. Wir erhalten also (L: K) =2"mit 0 < » g m. Hiermit
ist Satz 2 bewiesen.

§ 3. Klassische Probleme

3.1. Die Verdoppelung eines Wiirfels. Wir wollen nun die entwickelte allge-
meine Theorie auf eine Reihe geometrischer Probleme anwenden. Unser Haupt-
ziel besteht im Nachweis der Unlésbarkeit gewisser Aufgaben. Wir beweisen
genauer gesagt, daB eine Reihe geometrischer Objekte unmoglich allein mit
Hilfe von Zirkel und Lineal konstruiert werden kann.

Unser Haupthilfsmittel wird dabei der Satz 2 sein. Bei jeder der als Beispiel
betrachteten Aufgaben wird die Untersuchung wie folgt verlaufen: Wir iber-
tragen die Aufgabe in die Sprache der Algebra, stellen also Gleichungen fiir
den gesuchten Punkt auf, bestimmen sodann deren Grad und untersuchen sie
auf Irreduzibilitét. Wenn der Grad ungleich 2" ist und das Polynom irreduzibel
ausféllt, ist es nach Satz 2 unméglich, den gesuchten Punkt mittels Zirkel und
Lineal zu konstruieren. In diesem Fall ist die entsprechende Konstruktions-
aufgabe also unlésbar.3)

1) In dieser Formulierung erscheint dieses Resultat sogar schiirfer als das frithere, denn
es ist nicht offensichtlich, daB jede endliche Erweiterung L J K von der Form L = K(f)
ist, wobei 6 Nullstelle eines irreduziblen Polynoms ist. Jedoch kann man dies beweisen.
Wir bendtigen diese Aussage aber nicht. Aus dem umformulierten Satz folgt jedoch sofort
der Satz 2.

2) Ein Leser, der sich frither auf das Studium der Sidtze 1’ und 2’ beschrinkte, hat das
wie folgt zu verstehen: Ist das Polynom irreduzibel und sein Grad gleich 3, so ist es wegen
Satz 2 unmogllch den gesuohten Punkt mittels Zirkel und Lineal zu konstruieren. Die

fgabe ist dann also unlésbar. Allein hiermit kann man die
fgaben 1 bis 3 h

im Text gegeb A
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Aufgabe 1. Es sei ein Wiirfel durch seine Kantenlinge gegeben. Man kon-
struiere die Kante eines anderen Wiirfels, der den doppelten Inhalt des gegebenen
Wiirfels hat.

Der Anfang der Untersuchung ist offensichtlich. Gegeben sind zwei Punkte,
nimlich die Endpunkte der Kante des gegebenen Wiirfels. Wie iiblich ordnen
wir ihnen die Punkte O und 1 der komplexen Ebene zu. Die Linge der Kante

3

des Wiirfels mit doppeltem Inhalt ist dann gleich dem reellen Wert von }2 .
3

Fiir die Konstruktion des Punktes }/2 miissen wir das Polynom z® — 2 unter-
suchen. Der Grad dieses Polynoms ist gleich 3. Wenn es irreduzibel iiber dem
Grundkérper K = Q(¢) ist, wobei @ den Korper der rationalen Zahlen bezeich-
net, ist die Aufgabe der Verdoppelung eines Wiirfels unlésbar. Wir beweisen,
daB das Polynom 2® — 2 tatsdchlich irreduzibel ist.

Waire das Polynom #® — 2 reduzibel iiber dem Korper Q(i), so wiire einer
seiner Faktoren von erstem Grad. Ist dessen Nullstelle w nicht reell, so wire
der andere Faktor durch ein Polynom ersten Grades mit der zu w konjugierten
Nullstelle % teilbar. Dann miiite der dritte Faktor ebenfalls linear sein und
auBerdem eine reelle Nullstelle haben. Diese Uberlegung ist auf beliebige Poly-
nome dritten Grades mit reellen Koeffizienten anwendbar: Ist ein solches
Polynom iiber Q(s) reduzibel, so ist einer der Faktoren linear, und wenigstens
einer der linearen Faktoren hat auBBerdem eine reelle und folglich sogar rationale
Nullstelle.

Das Polynom z® — 2 hat nun aber keine rationale Nullstelle, denn der reelle
3
Wert von }/2 ist irrational.
‘Wir erinnern an den Beweis der letzten Tatsache : Angenommen, es gibt eine
3

Darstellung V2 = p/g, wobei p, ¢ teilerfremde ganze Zahlen sind. Dann ist
P = 2¢%, folglich muB die Zahl p gerade sein. Dann gilt p = 2p,, also 4p; = ¢
Demnach wire auch die Zahl ¢ gerade. Das widerspricht aber der Teiler-
fremdheit von p und g.

Es ist interessant, daB wir beim letzten Schritt der Losung der geometri-
schen Aufgabe sogar rein arithmetische Uberlegungen benutzt haben, die aller-
dings nicht sehr kompliziert waren.

3.2. Die Dreiteilung eines Winkels.
Aufgabe 2. Gegeben sei ein Winkel p. Man konstruiere den Winkel %qz‘

Die Angabe des Winkels g ist gleichbedeutend der Angabe von drei Punkten,
nimlich dem Scheitelpunkt des Winkels, den wir als Punkt 0 wahlen, und je
einem Punkt auf den Schenkeln des Winkels; einen davon wahlen wir als Punkt
1 auf der reellen Achse, und den anderen Punkt z wihlen wir so, daB er den
Betrag |z| = 1 hat (Abb. 9). Offenbar gilt z = cos ¢ + ¢ - sin g. Den gegebenen
Punkten entspricht also der Korper K = Q(i, cos ¢ + ¢ - sin ). Die Kon-
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struktion des Winkels % besteht in der Konstruktion der Zahl oos% +1- sin%,

und diese ist gleichbedeutend der Konstruktion der Zahl cos-%. Nach bekannten
trigonometrischen Formeln gilt

- 2P o2l cos L — sin2Zsin 2
cosq;—cos(2 3 +3) cos® -+ cos o — sin®-sin

= (2c082 — 1) -cos 2 — 26in 2 -cos Lsin L

_(2cos 3 l) cos 3 Zsm3 cos—-sin 5

= 3? _ oos? _ _ x."i) L4

= 2 cos 3 — cosy 2(1 cos? o) cos
und damit

cos¢=4cos’§-3cos%.
Demnach ist die Zahl oos% Wourzel der Gleichung
4x® — 32z — cosp = 0. (6)

Diese Wurzel der Gleichung (6) ist also zu konstruieren. Wiederum haben wir
ein Polynom dritten Grades vor uns. Wir miissen herausfinden, ob es iiber dem

\

\
\

Y
a

Abb. 9

Korper K = Q(i, cos @ + 1 - sin p) reduzibel ist. Bei speziellen Werten von ¢

ist das tatsichlich der Fall; z. B. ist fir ¢ = % einerseits K = Q(¢) und ande-
rerseits

4x=—3x-oos3=4x=-3x=,x(4x~_3).

Das entspricht der wohlbekannten Tatsache, daB man einen rechten Winkel
mittels Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile teilen kann (notfalls kann der
Leser diese Konstruktion rein ,,algebraisch‘‘ ausfithren, indem er die Gleichung
42% — 3 = 0 16st und ihre Wurzeln konstruiert).
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Man kann auch ein Resultat erhalten, das in einem gewissen Sinne hierzu
entgegengesetzt ist, daB namlich bei allgemeinem Wert von ¢ das Polynom
428 — 3z — cos g iiber dem Kérper K = Q(i, cos g-+ ¢ - sin @) irreduzibel ist.
Dazu wire allerdings der genaue Sinn dieser Behauptung herauszuarbeiten,
wobei man im vorliegenden Zusammenhang den Gebrauch des Wortes ,,all-
gemein“ auf verschiedene Weisen definieren kann; eine Erorterung dieser Mog-
lichkeiten und der Beweis wiirden hier zu weit fiihren.

Wir beschranken uns auf die Angabe eines konkreten Winkels, den man un-
moglich mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile zerlegen kann, und zwar
zeigen wir dies fiir den Winkel ¢ = % Fiir den Unmoglichkeitsbeweis muB
man beweisen, daB bei g = Z das durch die linke Seite von (6) gegebene Poly-
nom iiber dem Kérper

Q(i,cos%+i-sin%)=0< g+ V—3) QG V3)

irreduzibel ist, d. h., wir miissen zeigen, daB das durch die linke Seite der
Gleichung
828 — 6z — 1 =0 )

gegebene Polynom irreduzibel {iber dem Korper Q, ¥3) ist. Wenn wir zeigen
kénnen, daf das Polynom 828 — 6z — 1 iiber dem Korper @ der rationalen
Zahlen irreduzibel ist, dann folgt hieraus auch seine Irreduzibilitit iiber dem
KoérperQ(i, Y3); denn jede zulassige Erweiterung des Korpers@(i, I3) ist auch
eine zulissige Erweiterung des Korpers Q.

Im Zusammenhang mit der Verdoppelung des Wiirfels hatten wir bereits
festgestellt, daB fiir den Nachweis der Irreduzibilitit eines kubischen Poly-
noms iiber dem Korper der rationalen Zahlen der Nachweis ausreicht, daB das
Polynom keine rationalen Nullstellen besitzt. Angenommen, das Polynom

besiBe eine rationale Nullstelle x. Wir setzen 2x = £, wobei p und g teiler-

fremde ganze Zahlen bedeuten. Aus der Gleichung (7) ergibt sich p® — 3pg®
= ¢* Demnach wiire g3 durch p teilbar, was p = + 1 zur Folge hat. Dann miiite
g der Gleichung ¢® + 3¢ F 1 = 0 geniigen, und weil ¢ eine ganze Zahl ist,
miiBte ¢ das absolute Glied der Gleichung teilen. Also blieben auch fiir ¢
nur die Werte + 1. Offenbar sind aber die entsprechenden Wertex = + %keine
Lésung der Gleichung (7). Deunach hat (7) iiberhaupt keine rationalen Losun-
gen.

Damit haben wir erhalten, daB es unmoglich ist, den kael & = 60° mittels

Zirkel und Lineal in drei gleiche ’l‘elle zu zerlegen, oder anders ausgedriickt,

daB es unméglich ist, den Wlnkelg '§ = 20° mit Zirkel und Lineal zu kon-
struieren,
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3.3. Die Konstruktion eines Dreiecks aus seinen Winkelhalbierenden. Wir
kommen jetzt zu einer weniger bekannten Aufgabe. Ein Dreieck ist durch drei
seiner LiniengroBen, wie den drei Seiten, den drei Hohen, den drei Seitenhal-
bierenden oder den drei Winkelhalbierenden, eindeutig bestimmt. Die Kon-
struktion eines Dreiecks mittels Zirkel und Lineal bei gegebenen Seiten,
Hohen oder Seitenhalbierenden ist nicht weiter schwierig. Anders verhdlt es
sich bei gegebenen Winkelhalbierenden. Es zeigt sich nimlich, daB die Auf-
gabe, ein Dreieck mit gegebenen Lingen der Winkelhalbierenden mittels Zirkel
und Lineal zu konstruteren, unlosbar ist.

Wie sohon bei der Aufgabe iiber die Dreiteilung eines Winkels werden wir
nicht die Frage der Unlosbarkeit ,,im allgemeinen Fall“ erértern, sondern die

erlegungen nur fiir einen speziellen Wert der Langen der Winkelhalbierenden
durchfithren. Wir werden annehmen, daB zwei der gegebenen Winkelhalbieren-
den gleich lang sind; denn dann gelingt es, die Aufgabe auf die Untersuchung
eines kubischen Polynoms zuriickzufiihren. Wird diese Voraussetzung nicht
gemacht, so muB eine Gleichung 16. Grades betrachtet werden. Wir werden
uns auf den folgenden Satz stiitzen:!) Sind in einem Dreieck zwei Winkelhal-
bierende gleich grop, so sind es auch die beiden entsprechenden Winkel, d. k., so
tst das Dreieck gleichschenklig. (Ein geometrischer Beweis dieses Theorems ist
nicht einfach!)

Aufgabe 3. Man konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck mit Winkelhal-
bierenden gegebener Linge.

Wir benutzen eine allgemeine Formel, deren Herleitung wir dem Leser tiber-
lassen.
Fiir ein Dreieck mit dem Inkreishalbmesser p und den Winkeln «, §, y wird
die Linge I, der Winkelhalbierenden des Winkels « durch
sin g - sin %
bi=2p——F%—— 5=y 8)
€08 5 c08
gegeben. Entsprechende Formeln gelten natiirlich fir [; und Z,.
In unserem Fall sei § = y. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen
wir I = I, = 1, wihrend wir statt I, einfach I schreiben. Ware nun das ge-
suchte Dreieck mit Zirkel und Lineal konstruierbar, so wire es auch die Strecke

der Linge sin % Aus der Formel (8) wollen wir nun erschlieBen, dal die Zahl
sin -g— Nullstelle eines kubischen Polynoms iiber dem Kérper Q(l) ist und dieses
Polynom bei gewissen rationalen Werten fiir ! irreduzibel ausfallt. Damit ist

1) Vgl. etwa [. O. Mxnapckuti, H. H. Yenuos, WM. M. firtom, Mabpanune sagasn u
TeopeMu anemenTapHoit Maremartuki (D. O.ScHEKLJARSKI, N.N. TscrENnzow, I. M. Jac-
oM, Ausgewihlte Aufgaben und Sitze der El h ik), Teil 2, Moskau 1952,
Aufgabe 96 und ihre Losung.
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dann die entsprechende Aufgabe als unlosbar erkannt. (Man iberzeugt sich
aber, daB bei allen ! mit 0 < I < oo das gesuchte Dreieck existiert!)

Wir wenden die Formel (8) auf , und I; an und herechnen die GroBe - = I,
wobei wir beachten, daB f = y ist. Dann erhalten wir b

B ooosh o cos =B sinB .cosB.cos X8 36

sin - -co8 5 rcos ——  sin--cos = cos sm-—
2 2 2 2 2 2
l= = T = 9)
L I3 cos - sin 2oosﬂ
sng ey

wobei wir abermals die Gleichschenkligkeit des Dreiecks ausnutzten, indem
wir 3m‘imlich -; = % — B verwendeten. Setzen wir nun sin 5= x, 8o wird
sin ?ﬁ— =3z — 42® und cos § =1 — 223. Aus der Gleichung (9) folgt somit,
daB x Wurzel der Gleichung

48 —4la® -3z + 21 =0 (10)
ist. Wir betrachten nun den Fall [ = 3 und fithren die Variablensubstitution
y = 2z — 2 durch. Dann ist die Zahl y eine Wurzel der Gleichung

¥~ 15y — 10 = 0.

Wie frither geniigt fiir den Beweis der Irreduzibilitat des links stehenden Poly-
noms der Nachweis, daB es keine rationale Nullstelle besitzt. Ware namlich
y eine solche Nullstelle, so hitte sie eine Darstellung y = ﬂ, wobei p und ¢

teilerfremde ganze Zahlen sind; dann wire p® = 5¢%@3p + 2¢) und demnach
P = Br, wobei r eine ganze Zahl mit 25r® = ¢3(15r + 2q) bedeutet; das ist
aber unmaéglich, weil ¢ nicht durch 5 teilbar ist.

Zum Abschlu8 erortern wir noch kurz zwei klassische Aufgaben, fiir deren
vollstindige Unt allerdings die oben dargelegte Theorie nicht aus-
reicht, so daB wir einige weitere Resultate ohne Beweis benutzen werden.

3.4. Die Konstruktion von regelmiBigen Vielecken.

Tomdi B,

Aufgabe 4. In einen Kreis mit dem Radius 1 sei ein regelmipfiges Vieleck mit gegeb
Seitenzahl einzubeschretben.
Ist die Seitenzahl gleich =, so fithrt die Aufgabe in einem p den Koordi

auf die Konstruktion der n-ten Einheitswurzeln, d.h. der Nullstellen des Po]y'nomn
2" — 1. Dieses Polynom |st ohne Frage reduzibel, es ist nimlich stets durch z — 1 und bei

gemdem n sogar durch z" + 1 teilbar. Nach der allgemeinen Regel miissen wir z* — 1 in
Fak Wu- infachen jedoch zunichst die Aufgabe, indem wir

ihre g trische Deutung h
Es sei n = g, wobei p und g teilerfremde ganze Zahlen ungleich 1 sind. Wir b
Kann man das regelmipige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren, so kann man auch daa
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regelmapige p-Eck und das regelmifige q-Eck konstruieren. Kann man das regelmipige
p-Eck und das regelmiifige q-Eck konstruieren, so kann man auch das regelmifige n-Eck
konstruieren.

Dle erste Behauptung lst offensichtlich. Die zweite Behauptung ist eine ittelb

aus der fol, evid Tatsache: Sind ; (i =1 ,p)bzw 7 (f = 1,....9)
dne s&mtllchen Einheitswurzeln p-ten Grades bzw. g-ten Gmdes, 80 erhillt man in den
Produkten &; - #; die simtlichen pg-ten Einheitswurzeln.

Hieraus folgt, daB man nur die Frage nach der Konstruierbarkeit der regelmiBigen
Vielecke mit p* Seiten zu behandeln braucht, wobei p eine Primzahl und k = 1 eine beliebige
ga.nze Zahl bedeutet. Bei p = 2 und beliebigem % liegen alle Nullstellen des Po]ynoms
2%* — 1 in einer zula,ss:gen Erweltenmg von Q. Dem Leser empfehlen wir, diese B
rein algebraisch zu b isch folgt sie daraus, daB ein beliebiger Kmmbogen
mit Zirkel und Lineal in 2% glenche Teile geteilt werden kann (nimlich durch sukzessive
Halbierung seiner Sehne). Es sei jetzt p = 3. Dann ist zunichst

2Pt — 1= (2P — 1) (@P* 2P0 4 2P p-9 4 o PP ),
Die Nullstellen des zweiten Faktors sind gerade die prumtlven Emheutswumln p"-ten
Grades. Zur Konstruktion des p*-Ecks ist es also notwendig,
einer primitiven Einheitswurzel zu kennen Das ist aber auch hlnmchend da die ulmgen
Nullstellen Pot einer beliebi Einheitswurzel sind. Es bleibt also zu
kliiren, ob die Nullstellen des Polynoms :c"* (=1 2P* P-4 ... 4 1 in einer zuliissigen
Erweiterung von @ liegen.

Eine Antwort, indest eine teilwei halten wir sofort, wenn wir ohne Beweis an-
nehmen, daB dieses Polynom irreduzibel ist. (Es gnbt eme Reihe von Beweisen fiir diese
Aussage; sie alle b aber tieferli ar he Uberl Auch hier
beruht also die Unlésbarkeit einer g trischen Aufgabe auf gewissen Eigenschaften

der ganzen Zahlen!) Dann folgt aus Satz2 (S. 219), daB es bei p*~1(p — 1)= 2" unméglich
ist, das p*-Eck mittels Zirkel und Lineal zu konstruieren. Das p*-Eck ist also im Fall p > 2
hochstens dann konstruierbar, wenn k£ =1 und p — 1 = 2" ist. Aus dem Bewiesenen
folgt jedoch noch nicht, daB fiir jede Primzahl der Form p = 2" {1 das regelmiBige
p-Eck wirklich mittels Zirkel und Lineal konstruiert werden kann. Letzteres ist jedoch
in der Tat der Fall, wie zuerst von Gavuss im Alter von noch nicht 20 Jahren bewiesen
wurde. Fiir » =1 erhiilt man die Zahl p = 2! 4 1 = 3, fiir n = 2 erhilt man die Zahl
p =5, und firn = 3 wird 2% 4 1 = 9, also 2" - 1 keine Primzahl, fir n = 4 erhilt man
» = 17. Die Moglichkeit der Konstruktion des regelméaBigen 17-Ecks mit Hilfe von Zirkel
und Lineal war bis zu der Arbeit von GAuss nicht bekannt. Eine solche Konstruktion nur
auf Gru.nd geometnscher Intuitionen zu finden, ist auch sehr schwierig, wenn nicht gar

lich. In her F' lierung fiihrt dle Aufgabe auf die Feautollung, daB die
Einheitswurzeln l7-ten Grades durch Quad driicke iiber Q(s) dargestellt werden
koénnen. Diese Darstellung mt zwar recht kompliziert, aber mit dem hier Dargelegten voll-
stindig ichbar, d. h., isse sind dazu nicht erforderlich. Wir gehen
jedoch auf diese Frage mcht weiter ein.

3.5. Die Quadratur des Kreises.

Aufgabe 5. Man konstruiere zu einem gegebenen Kreis ein Quadrat, dessen
Flicheninhalt mit dem des Kreises iibereinstimmt.

Wir haben bereits erwihnt, daB diese Aufgabe ebenfalls nicht mit Zirkel
und Lineal gelost werden kann. Jedoch ist diese Unlosbarkeit ganz anderer
Natur als die der von uns bisher behandelten Aufgaben.
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Wie iiblich kann man den Radius des Kreises als 1 annehmen. Die Aufgabe
fithrt dann auf die Konstruktion eines Quadrates vom Inhalt z, d. h., es ist
eine Strecke der Lange }/z zu konstruieren. Wenn es moglich wére, eine Strecke
der Linge x zu konstruieren, konnten wir auch eine der Linge ¥x konstruieren
und umgekehrt. Daher liegt das eigentliche Problem bei der Aufgabe der
Quadratur des Kreises in der Aufgabe der Rektifikation¢ines Halbkreisbogens,
d. h. in der Konstruktion einer Strecke der Linge .

‘Wir wenden uns demgemd8 der Frage zu, ob die Zahl 7 zu einer zuldssigen
Erweiterung des Korpers Q gehort.

Bei den vorangehenden Aufgaben ergaben sich die negativen Antworten
auf deﬂ.mge Fragen in Iolgen( er Weise: Die gesuchte Zahl erwies sich als
Nullstelle eines Pol tionalen Koeffizienten, und auf dieses Poly-
nom oder einen seiner Texler war der Satz 2’ (oder der Satz 2) anwendbar.
An dieser Stelle sei erwahnt, daB auch ein umgekehrtes Resultat gilt: Wenn
eine Zahl z in einer zuldssigen Erweiterung eines Korpers K liegt, ist sie in
jedem Fall Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten aus dem Korper K
(dieses Resultat ist fiir jede endliche Erweiterung von K richtig, und jede
zulissige Erweiterung ist eine endliche Erweiterung). .

Es zeigt sich nun aber, da8 die Zahl n Nullstelle keines Polynoms mit
rationalen Koeffizienten ist. Dafiir sagt man auch, die Zahl x sei transzendent.?)

Der Bewem der Transzendenz von z verlangt tieferliegende analytische und
ari Hilfsmittel. Aus d Beweis folgt nicht nur die Unméglich-
keit der Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal, sondern auch die mit
Hilfe anderer Zeichengerite, wie z. B. Kurvenlinealen, deren Berand
Bogen von algebmlschen Kurven iibér dem Korper der rationalen Zahlen sind.
Mittels geei Kurvenlineale ist natiirlich die Wiirfelverdoppelung
und die kaeld.relteﬂung moglich.

1) Vgl. den Artikel ,,Elemente der Zahlentheorie* in Band 1 der EdEM, Kap. VI, ins-
besondere § 17.
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ABBILDUNGSVERFAHREN



§ 1. Aufgabenstellung

1.1, Abbildungen des Raumes auf die Ebene. Wihrend es Instrumente gibt,
die auf dem Papier eine Spur hinterlassen (z. B. ein Bleistift oder ein Pinsel),
gibt es kein Zeicheninstrument, das bei einer Bewegung im Raum Spuren
hinterlaBt. Man kann also jeden ebenen Gegenstand genau auf dem Papier
abbilden, und es besteht hier nicht die Frage nach geeigneten Abbildungs-
verfahren (auBer evtl. der dhnlichen Verinderung der Abmessungen). Ist
dagegen ein rdumlicher (dreidimensionaler) Gegenstand abzubilden, so kann
man jhn aus dem erwiahnten Grund niemals genau kopieren. Wir schlieBen
hier die Anfertigung von Modellen aus, da dieser ProzeB in der Regel zu kom-
pliziert ist und nur in Ausnahmefillen benutzt werden kann. In der taglichen
Praxis ist man daher gezwungen, sich mit der Abbildung von rdumlichen
Gegenstinden in die Ebene zu begniigen.

Wir vereinbaren hier die folgende Terminologie: Einen abzubildenden
Gegenstand bezeichnen wir als das Original, eine ebene Figur, die das Original
wiedergibt oder abbildet, als Bild. Ein System von Regeln, durch das be-
schrieben wird, wie man aus der Kenntnjs des Originals sein Bild finden kann,
nennen wir ein Abbildungsverfahren. Aus Griinden, die weiter unten erldutert
werden, konnen von Fall zu Fall ganz verschiedene Abbildungsverfahren in
Betracht kommen.

1.2. Die Zyklographie. Bei jedem Abbildungsverfahren werden die Punkte
des Raumes auf bestimmte Objekte der Ebene abgebildet. Dabei braucht das
Bild eines Punktes durchaus nicht unbedingt ein Punkt zu sein. Es gibt z. B.
ein Abbildungsverfahren, die sogenannte Zyklographie, bei dem die Bilder der
Raumpunkte orientierte Kreise!) der Ebene sind.

Es sei « die Bildebene und M’ ein beliebiger Raumpunkt (Abb. 1). Wir fallen
von M’ das Lot auf die Ebene «, bezeichnen den FuBpunkt dieses Lotes mit
M, und konstruieren den Kreis um M, mit dem Radius |M'M,|; auf diesem
Kreis wihlen wir einen solchen Umlaufsinn, daB er fiir einen Beobachter, der
sich im Punkt M’ befindet, entgegen dem Uhrzeigersinn erscheint. Den so
erhaltenen orientierten Kreis sehen wir als Bild des Punktes M’ an. Bei diesem
Abbildungsverfahren werden die Punkte der Ebene « auf sich selbst abgebildet,
d. h., das Bild eines solchen Punktes ist ein Kreis mit dem Radius Null. Die
Zyklographie vermittelt eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Punkten
des Raumes und den orientierten Kreisen in der Ebene. Zwei Punkte, die be-
ziiglich der Ebene « spiegelbildlich liegen, werden auf Kreise abgebildet, die
sich nur durch ihre Orientierung unterscheiden.

!) Das heiBt Kreise, auf denen ein bestimmter Umlaufsinn festgelegt ist; er wird auf
der Zeichnung durch einen Pfeil gekennzeichnet.
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In Abb. 2 sind die Bilder zweier Geraden des Raumes angedeutet, und zwar

in Abb. 2a einer Geraden, die mit der Ebene x einen Winkel kleiner als 45°
einschlieBt und in Abb. 2b einer Senkrechten auf der Ebene o.

O 4

Abb.? Abb. 2

1.3. Das Verfahren von Fedorow. Dieses Verfahren besteht darin, daB den
Raumpunkten paral.lele Vektoren der Ebene zugeordnet werden. In der
Ebene « zeichnen wir auf einer Geraden a eine bestimmte Richtung als ,,posi-
tiv* aus und die ent, tzte Richtung auf dieser Geraden »nega-
tiv*. Von den beiden durch die Ebene « bestimmten Halbrsumen sehen wir
ebenfalls den einen als ,,positiv’ und den anderen als ,,negativ‘ an. Ist dann
M’ irgendein Punkt des Raumes, so fallen wir von ihm aus das Lot auf die
Ebene « und bezeichnen den FuBpunkt des Lotes mit M,; durch M, ziehen wir
die zu a parallele Gerade und tragen auf ihr vom Punkt M, aus die Strecke

(den Vektor) ﬁ ab, deren Lange gleich dem Abstand des Punktes M’ von
der der Ebene « ist und die in die ,,positive‘ (,,negative’) Richtung von a
weist, wenn M’ im ,,positiven* (,,negativen‘) Halbraum beziiglich « liegt.

—>
Der auf diese Weise konstruierte (gebundene!) Vektor!) MM sei das Bild
des Punktes M'. Die Punkte der Ebene « werden bei dem geschilderten Ver-
fahren auf sich selbst abgebildet ; man kann als Bild eines Punktes der Ebene «
den ,,an diesen Punkt gebundenen Nullvektor auffassen.

?) Vgl. die FuBnote auf S. 300,
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In Abb. 3 sind die Bilder zweier Punkte des Raumes dargestellt, die beziig-
lich der Ebene & symmetrisch liegen. Abb. 4a deutet das Bild einer Geraden
an, die die Ebene « schneidet, Abb. 4b das Bild einer zur Ebene & parallelen
Geraden.

Die angefiihrten Beispiele zelgen, daB bei einem Abbildungsverfahren das
Bild eines Punktes kein Punkt zu sein braucht. Derartige Abbildungsverfahren

YozzzzZ4

)

N

Abb. 3 Abb. 4

a)

sind allerdings nicht anschaulich, und sie sind wenig verbreitet. Deshalb wollen
wir uns mit ihrer Erwdhnung begniigen und uns im folgenden nur mit Verfahren
beschéftigen, bei denen jedem Punki des Raumes ein Punki der Ebene zu-
geordnet wird.

1.4, Grundforderungen an ein Abbildungsverfahren. An ein Abbildungsver-
fahren sind zwei grundlegende Forderungen zu stellen:
1. Anschaulichkeit,
2. MaBtreue.

Als Anschaulichkeit bezeich wir die Eig haft des Bildes, méglichst
denselben visuellen Eindruck hervorzuruien, wie es das Original tut. Dns
Bild soll ja in einem gewissen Sinne das Original ersetzen. Es ist selb ta
lich, daB wir dabei nur an die geometrische Form des Originals denken Der
vom Original hervorgerufene visuelle Eindruck hingt von vielen seiner Eigen-
schaften ab, in starkem MaBe z. B. auch von der Farbe, die natiirlich nicht
in den Zustdndigkeitsbereich der Geometrie fillt. Unterwirft man ein Werk
der Malerei einer geometrischen Analyse, so betrachtet man es lediglich unter
dem Gesichtspunkt einer Zeichnung, indem man namlich von Farbe, Faktur
und anderen Besonderheiten absieht.

Die Anschaulichkeit kann man auch etwa so charakterisieren: Jeder Mensch,
der die Abbildung betrachtet, sollte wissen, was sie darstellen soll. Hierfir
sollte keinerlei spezielle Vorbildung oder die Kenntnis irgendwelcher Formali-
titen notig sein. Die in den Abb. 1 bis 4 gezeigten Bilder besitzen keine An-




234 Abbildungaverfahren

schaulichkeit. Ohne die im Text angegebene Beschreibung kann man niemals
verstehen, was auf diesen Zeichnungen abgebildet sein soll.

Unter Maftreue versteht man folgendes: Aus der Abbildung kann man,
und zwar moglichst einfach, das Original als festen Korper rekonstruieren,
d. h. in seinen sémtlichen Ab 1gen besti 1. Wir bemerken, daB ein
Bild nicht unbedingt das Original metrisch genau festzulegen braucht. Im
allgemeinen wird bei einem Abbildungsverfahren das Original ohnehin nur
bis auf dhnliche oder affine Abbildungen usw.!) definiert sein. In diesen Fallen
geniigen jedoch einige erginzende Vereinbarungen (MaBstabsangaben u. &.), um
das Original metrisch zu definieren. Eine Ingénieurzeichnung z. B. mufl im
allgemeinen das Original, das gebaut werden soll (ein Gebaude, ein Maschinen-

teil usw.), metrisch genau bestimmen.
8 6 Die Darstellungen in den Abb. 1 bis 4 sind in die-
8" 7 sem Sinne maBtreu.

Die Forderungen der Anschaulichkeit und der
MaBtreue widersprechen allerdings einander. Bei der
Konstruktion von Abbildungen fiir kiinstlerische
Zwecke wird die Anschaulichkeit bevorzugt. Daher
verwenden Kiinstler stets ein Abbildungsverfahren
(man bezeichnet es als Zentralprojektion), das im
Vergleich mit anderen Verfahren die gréfte An-
schaulichkeit gewihrleistet. Die MaBtreue ist da-
4 3 gegen bei diesem Verfahren nur gering: Die Be-
8 7 stimmung der Abmessungen des Originals ist zwar
moglich, jedoch sind hierfiir verhaltnismiaBig kom-
plizierte Konstruktionen erforderlich.

Die Konstrukteure im Maschinenbau und in
5 7 inigen anderen Spezialgebieten benutzen ein Ver-
tahren von MONGE (siehe weiter unten). Es ist be-
ziiglich der MaBtreue das beste Verfahren, seine
Anschaulichkeit ist jedoch nur gering. Ein Mensch,
der keine spezielle Vorbildung besitzt, begreift z. B. nicht, dal in Abb. 5 ein
Wiirfel dargestellt ist.

Am weitesten sind die Abbildungsverfahren verbreitet, bei denen ein ge-
wisser Kompromil3 zwischen den Forderungen nach Anschaulichkeit und nach
Maftreue geschlossen wird. Beispielsweise unterscheidet sich das Verfahren
der Parallelprojektion hinsichtlich Anschaulichkeit nur unwesentlich von dem
Verfahren der Zentralprojektion, dafiir sind jedoch bei diesem Verfahren die
Konstruktionen zur Bestimmung der Abmessungen wesentlich einfacher. Nach
dem Verfahren der Parallelprojektion werden die meisten Abbildungen rdum-
licher Figuren in Geometriebiichern konstruiert.

! 3’

Abb. 5

1.5. Nichteindeutigkeit der inversen Abbildung. Ein Punkt im Raum ist
durch drei Koordinaten festgelegt, ein Punkt in der Ebene dagegen durch

1) Vgl. den Artikel ,,G trische Transf i “, 8. 55-57.
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zwei.!) Man kann zeigen, dal es aus diesem Grunde unméglich ist, den Raum
(oder auch nur ein kleines Gebiet des Raumes) eineindeutig und stetig auf die
Ebene abzubilden. Das bedeutet, daB fiir eine stetige Abbildung des Raumes
in die Ebene die inverse Abbildung nicht eindeutig sein kann. Mithin kann man
durch alleinige Angabe eines Bildpunktes den zugehérigen Originalpunkt nicht
eindeutig festlegen. Bei jedem Abbildungsverfahren mu8 man zum Bildpunkt
noch einen Parameter hinzufiigen; erst dann ist der Originalpunkt vollsténdig
bestimmt. Dieser zusatzliche Parameter tritt bei den verschiedenen Abbildungs-
verfahren in ganz verschiedener Weise auf.

Beispielsweise geht man bei der kotierten Projektion (dem Einlafelverfahren)
80 vor: Ist M’ ein Originalpunkt im Raum, so fillt man von M’ aus das Lot
auf die Bildebene « und bringt neben dem FuB-
punkt M des Lotes eine Zahlenmarkierung (Kote, N
von franz. coté = beziffert) an, die den Abstand
des Punktes M’ von der Ebene « angibt (d. h.
die Linge des Lotes M'M). Zusatzlich versieht w 0
man diesen Abstand mit dem Zeichen ,,+ ‘ oder
»—", je nachdem, in welchem der beiden durch
« bestimmten Halbrdume sich der Punkt M’ be-
findet. Der Punkt M zusammen mit der Zahlen-
marke ist der Bildpunkt des Punktes M’.

Bei der Abbildung komplizierter Originale ver-
merkt man die Kote nicht neben jedem einzel-
nen Punkt, sondern verbindet alle Punkte mit
gleicher Kote durch eine Linie und schreibt diese
gemeinsame Kote an diese Linie. Eine Linie, die
aus Punkten mit gleicher Kote besteht, heiBt
Héhenlinie (Isohypse). Abb. 6 zeigt die kotierte
Projektion eines Berges. Der Siidwesthang fallt
am schwachsten, der Siidosthang am stirksten Abb. 6
ab.

Bei diesem Verfahren ist die Kote derjenige Parameter, von dessen Notwen-
digkeit oben gesprochen wurde. Zusammen mit der Kote legt der Bildpunkt
den Originalpunkt vollstandig fest. Bei der Zyklographie (Abb. 1) wird der
fehlende Parameter durch den Kreisradius, bei dem Verfahren von FEDOROW
(Abb. 3) durch die Lange des Vektors gegeben.

1.6. Projektive Abbildungsverfahren. Am weitesten verbreitet sind projek-
tive Abbildungsverfahren. Grund hierfiir ist, daB bei den Projektionsverfahren
das Bild in einer dhnlichen Weise konstruiert wird wie beim SehprozeB im
Auge auf der Netzhaut (wir denken dabei natiirlich nur an die geometrische
und nicht an die physiologische Seite des Sehprozesses). Deshalb sind auch die

1) Der Raum hat — mathematisch ausgedriickt — die Dimension 3, die Ebene die
Dimension 2 (vgl. S. 378 und 385).
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Projektionsmethoden am anschaulichsten. Im weiteren betrachten wir nur
projektive Abbildungsverfahren.

Alle Verfahren, bei denen der Bildpunkt entweder unmittelbar durch Pro-
jektion des Originalpunktes gewonnen wird oder nach der Projektion noch
eine gewisse projektive Abbildung?) (z. B. eine dhnliche Abbildung, d. h. eine
MaBstabsinderung) ausgefithrt wird, heien projektiv. Die Projektionen wer-
den durch Geraden realisiert, wobei in den meisten Fillen diese Geraden (Pro-
]ektlonsstrahlen) ein Bundel bilden.2) Wir erinnern daran, da man zwei Arten
von Biindeln v t, namlich die eigentlichen (zentralen) Biindel, die
aus allen den)emgen Geraden bestehen, die durch einen gegebenen Punkt
(das Zentrum des Biindels) gehen, und die uneigentlichen Biindel, die von allen
zu einer gegebenen Geraden parallelen Geraden gebildet werden (in diesem
Fall sagt man auch, daB das Zentrum des Biindels' uneigentlich oder ein
,,unendlich ferner* Punkt?®) ist). Man kann also sagen, daB ein Biindel die Menge
aller der Geraden ist, die durch einen gegebenen Punkt gehen, und zwar durch
einen endlichen oder durch einen ,,unendhch fernen‘‘ Punkt.

Wir betrachten also Abbild des dreidi tonalen Raumes auf die Ebene
mittels Projektionsverfahren, bei demn die Projektion durch Geradenbiindel
(zentrale Biindel oder Biindel paralleler Geraden) realisiert wird.

Die Gebiete der darstellenden Geometrie, wie man die Abbildungslehre auch
nennt, die bei Beschrankung auf Projektionsverfahren auBerhalb der Betrach-
tung bleiben, haben einen relativ geringen Umfang und spielen nur bei gewissen
selten auftretenden Spezialfragen eine Rolle (z. B. benutzt man in der Chemie
der mehrkomponentigen Legierungen gelegentlich eine mehrdimensionale dar-
stellende Geometrie).

§ 2. Parallelprojektionen

2.1. Die Eigenschaften der Parallelprojektion. Wir wihlen eine gewisse
Ebene « als Bildebene (d. h. eine Ebene, auf der das Bild konstruiert wird).
Ferner wihlen w1r im Raum eine (nicht zur Ebene & parallele) Gerade a, die
die Projekts ibt. (Genau genommen betrachten wir nicht eine
feste Gemde — denn bei der Beschreibung der Parallelprojektion kann die
Gerade a durch eine beliebige zu ihr parallele Gerade ersetzt werden —,
sondern ein Biindel paralleler Geraden ; die Gerade a dient nur als Reprasentant
dieses Biindels.)

Es sei M’ ein beliebiger Punkt des Raumes. Durch M’ legen wir die zu a
parallele Gerade, die Projektionsgerade (den Projektionsstrahl). Den Schnitt-
punkt M dieser Geraden mit der Ebene « wihlen wir als Bild des Punktes M".

1) Vgl. 8. 104-115.

2) Es gibt auch Pro;eknoumethoden, bei denen moht Bﬁndel zur Pro;ektlon benutzt
werden, d andere ig (K ). Wir
wazdenden.mgeM thoden hier nicht betracht

%) Vgl. 8. 107.
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Wir machen eine Bemerkung zu der von uns verwendeten Bezeichnungs.
weise: Alle Symbole, die sich auf das Original beziehen, versehen wir mit
Strichen, und fiir das Bild verwenden wir die gleichen Buchstaben ohne Strich.
So hat der Punkt M’ als Bild den Punkt M, die Gerade m’ als Bild die Gerade m
usw. Diese Bezeichnungsweise wird durch die Tatsache nahegelegt, daB wir
in der darstellenden Geometrie, in der die Ab-
bildungsverfahren der Untersuchungsgegenstand
sind, gleichzeitig Original und Bild zu betrachten M
haben. In allen anderen Fillen haben wir es eigent-
lich nur mit dem Bild zu tun. Betrachten wir z. B. a
die Zeichnungen in einem Geometrielehrbuch, so
sagen wir ,das ist ein Wiirfel, ,,das ist eine
Kugel“. Tatsachlich stellen diese Zeichnungen je-
doch ,das Bild eines Wiirfels“ und ,,das Bild
einer Kugel“ dar. (Ebenso ist das Werk eines
Malers nicht ein Mensch, sondern dessen Portrat.) M
In der darstellenden Geometrie miissen wir also so-
wohl das Original (Punkt M’ in Abb. 7) als auch
das Bild (Punkt M auf der gleichen Abbildung) be-
zeichnen. Wiirden wir nun vereinbaren, das Ori-
ginal durch Buchstaben ohne Striche und das Bild Abb. 7
durch Buchstaben mit Strichen zu' bezeichnen, so
miiBten wir in allen Zeichnungen Buchstaben mit Strichen benutzen, und
nur in der darstellenden Geometrie wiirden uns einige Buchstaben ohne Strich
begegnen.

Wir fithren einige fiir das Verfahren der Parallelprojektion charakteristi-
sche Eigenschaften an. Die Beweise iiberlassen wir in allen Féllen dem Leser.

1. Jedem Punkt des Raumes entspricht eindeutig ein Punkt auf der Eben «.
Natiirlich ist diese Zuordnung nicht eineindeutig. Alle Punkte, die dersuiben
Projektionsgeraden angehoren, haben das gleiche Bild.

Bei allen Abbildungsverfahren heiBen Punkte, die das gleiche Bild haben,
konkurrierende Punkte. Bei der Parallelprojektion sind konkurrierende Punkte
genau diejenigen, die auf der gleichen Projektionsgeraden liegen.

2. Geraden, die nicht projizierend sind, haben als Bilder wieder Geraden ; jede
Projektionsgerade wird auf einen Punkt abgebildet.

Wir bemerken, daB wir uns alle geometrischen Figuren aus Punkten zu-
sammengesetzt denken. Mithin ist das Bild einer Geraden die Menge der Bilder
ihrer einzelnen Punkte.

3. Parallele Geraden, die nicht projizierend sind und die nicht in einer proji-
zierenden Ebene (d. h. einer zur Geraden a parallelen Ebene) liegen, werden auf
parallele Geraden abgebildet. Hieraus folgt, daB das Bild eines Parallelogramms
wieder ein Parallelogramm ist (das in eine Strecke ausgeartet sein kann).

4. Gehoren Punkte A', B', C' der gleichen Geraden an (die nicht projizierend
ist), so gilt |4B) |A'B|

|BO| |B'C'| *
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Sind A'B’ und C'D’ Strecken, die auf parallelen (nicht projizierenden) Geraden
liegen, so gilt

|AB| IA'B'I

ol = 1o

Die Aussagen 2 bis 4 kann man noch etwas anders formulieren. Dazu be-
merken wir zunichst, daB jedes zu projizierende Original verschiedene Elgen-
schaften besntzt Bei einer Pmllelprolektmn werden diese Eigenschaften im

hen, d. h., sie werden nicht auf das Bild iibertragen
werden eunge Exgenschaften werden dagegen erhalten bleiben. Die letzten
Elgenschafben nennt man invariant gegeniiber Parallelprojektion.!) Ein Para-
meter, der das Original charakterisiert und dessen Wert bei keiner Parallel-
projektion gedndert wird, heiBt eine Invariante der Parallelprojektionen. Unter
Benutzung dieser Begriffe kann man die Eigenschaften 2 bis 4 nun so formu-
lieren:

2'. Die Eigenschaft dreier (oder mehrerer) Punkte, ,.ein und derselben Geraden
anzugehoren'’, ist invariant gegeniiber Parallelprojektionen, d. h., besitzen drei
Originalpunkte diese Eigenschaften, so besitzen auch ihre Bilder diese Eigen-
schaft.?)

3'. Die Eigenschaft zweier Geraden, ,,parallel zu sein‘‘, ist invariant gegeniiber
Parallelprojektionen.

4'. Das Teilverhilinis dreier Punkte einer Geraden ist eine Invariante der
Parallelprojektionen. Eine Invariante ist ebenso das Verhiltnis der Lingen zweier
Strecken, die auf der gleichen Geraden oder auf parallelen Geraden liegen.

Nach den bisherigen Darlegungen ist es klar, da8 die Parallelprojektion eine
affine Abbildung?®) ist, jedoch ist diese Abbildung ausgeartet, weil sie die Dimen-
sion des Originals verkleinert: Die Punkte des dreidimensionalen Raumes wer-
den auf die Punkte der Ebene abgebildet.

2.2. Das Verfahren der Emta!el-Panllelpro]ektlon Fiir die Herstellung von
Zenchmmgen treffen wir zunachst f V barung. Schneiden sich die
Bilder zweier Kurven, so kennzelchnen wir entweder diesen Schnittpunkt
durch einen kleinen Kreis (Abb. 8a), oder wir unterbrechen eine der Kurven.
Die erste Kennzeichnung verwenden wir, wenn sich die Originale I’ und m’
schneiden; in diesem Fall ist der Schnittpunkt 4 der Bildér das Bild des
Sobmttpunktes A’ der Originale. Die zweite K h wird benutzt
wenn sich die Originale nicht schneiden. Der Schnittpunkt der Bilder ist in
diesem Fall nicht das Bild eines beiden Originalkurven gemeinsamen Punktes,
sondern das Bild zweier verschiedener (konkurrierender) Punkte : des Punktes 4’
auf der Kurve I’ und des Punktes B’ auf der Kurve m’. Hierbei bedeutet die

1) Vgl. 8. 93-85.

) Wir erwithnen jetzt nicht jedes Mal die offensichtlichen Ausnahmen bei den Projek-
tionsgeraden.

3) Vgl. 8. 56.
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Unterbrechung der Kurve m (Abb. 8b), daB der Punkt B’ der Bildebene
néher als der Punkt A’ ist. Wir stellen uns dabei einen Beobachter vor, der
sich beziiglich der Bildebene «x auf derselben Seite wie die Kurve I und dabei
hinreichend weit von der Bildebene entfernt befindet. Blickt dieser Beobachter
langs der Projektionsgeraden auf die Ebene «, so trifft sein Blick zuerst auf

3

o<
al 7 b\m

)

Abb. 8

die Kurve !’ und dann auf m’, d. h., er sieht, daB I’ beim Schnitt mit m’ die
Kurve m’ verdeckt.l)

Bei der Konstruktion der Bilder begegnen wir vielen Vereinbarungen dieser
Art. Man darf dabei nicht meinen, daB es das Ziel dieser Vereinbarungen ist,
eine Zeichnung zu stilisieren oder ihr Eleganz zu verleihen. Sie spielen vielmehr
eine wichtige geometrische Rolle, indem sie die Gefahr verringern, beim Lesen
einer Zeichnung zu verschied Deut zu kommen. Hatten wir z. B. die
obigen Vereinbarungen nicht eingefiihrt, wie wiirden wir dann auf die Frage

a) b)
Abb. 9

antworten: Was ist in Abb. 9a abgebildet? Auf diese Frage sind unter anderem
die folgenden Antworten moglich:

1. In Abb. 9a ist ein Parallelepiped abgebildet. Es ist méglich, daB wir
es von oben rechts sehen, aber es ist auch moglich, daB wir es von unten links
sehen.

2. In Abb. 9a ist eine ebene Figur zu sehen.

1) Diese Vereinb g bed streng daB wir die Abstinde der Punkte 4"
und B’ von der Bildebene « als ,orientiert* ansehen, d. h., fir Punkte im ,,positiven‘‘
Halbraum (in dem sich der Beobachter befindet) werden die Abstinde mit dem Plus-
zeichen, fiir Punkte im anderen, ,,negativen‘‘ Halbraum werden die Abstinde mit dem
Minuszeichen versehen.
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3. In Abb. 9a sind zwolf Strecken abgebildet, die im Raum verstreut sind
und paarweise keine gemeinsamen Punkte haben.

In Abb. 9b sind diese Vieldeutigkeiten beseitigt. Es besteht kein Zweifel,
daB dort ein Parallelepiped abgebxldet ist, das von rechts oben betrachtet wurde.
Die metrischen Parameter dieses Parallelepipeds konnen wir bis jetzt natiirlich
nicht bestimmen. Auf diese Frage kommen wir spéter zuriick.

Wir erwiahnten bereits, daB bei einem Projektionsverfahren auBer der Pro-
jektion noch eine behebxge projektive Transformation ausgefiihrt werden kann.
Wir vereinbaren, daB wir von nun an eine zusatzliche Ahnlichkeitstransforma-
tion zulassen werden. Auf diese Weise kommen wir zu einem Abbildungs-
verfahren, das man als Eintafel- Parallelprojektion bezeichnet. Dieses Verfahren
besteht darin, daB die Punkte des Raumes zundchst parallel auf eine Ebene
projiziert werden und anschliefend das in dieser Ebene entstandene Bild einer
Ahnlichkeitstransformation unterworfen wird.!)

Wir betonen, daB der Leser von jetzt an beim Betrachten eines Punktes M
einer Zeichnung nicht mehr annehmen darf, daB 3 die unmittelbare Projektion
des Punktes M’ ist.

Die Eigenschaften 1 bis 4 bleiben bei der neuen Auffassung des Begriffs
,~Parallelprojektion‘ richtig.

2.3. Gebundene und freie Bilder. Beim Studium der Eintafel-Parallelprojek-
tion und allgemein beim Studium eines beliebigen Abbildungsverfahrens ent-
stehen folgende Fragen:

1. Wie kann man bei gegebenem Original das Bild konstruieren?
2. Was kann man bei gegebenem Bild iiber das Original aussagen?

Hierbei ist es kei offensichtlich, ja sogar (bei einem beliebigen Abbil-
dungsverfahren) nicht i lmmer richtig, daB man aus der Kenntnis des Bildes her-

aus jede Frage, die sich auf das Original bezieht, beantworten kann. Bevor wir
zur Behandlung dieser Fragen iibergehen, bemerken wir, daB sie zwei Deutungen

1 in Abhingigkeit davon, ob es sich um
a) gebundene Bilder oder
b) freie Bilder

handelt. Ein Bild heit gebunden, wenn alle Parameter bekannt sind, die zur
eindeutigen Konstruktion des Bildes aus dem Original und zur eindeutigen
Rekonstruktion des Originals aus dem Bild erforderlich sind.

Es sei z. B. das Bild eines Wiirfels mit der Kantenlidnge 1 m zu konstruieren.
Jede Eintafel-Parallelprojektion auf eine Ebene wird durch zwei Parameter
charakterisiert, namlich

1) Die bei der Ersetzung des Ongmals durch das Blld auftrefende Verze: bleibt

qunl:htw cheselbe wenn wir all eine ion nicht einer ich-
d einer beliet ", affinen ‘“ 1d unterwerfen, weil die
Pa.rallelpro]ektxonen selbst affine Al gen sind. Wir beschrinken uns auf Ahnlich-

dere deshalb, weil der Unterschied unwesentlich ist.
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1. den Ne1gungswmkel g der Pto;ektwnsstrahlen gegen die Bildebene;!)

2. den Ahnli it t , d. h, die Zahl, mit der alle Strecken-
langen, die man in der Blldebene durch die Projektion erhalt, multipliziert
werden.

Die relative Lage des Wiirfels zur Zeichenebene wird im Fall orthogonaler Pro-
jektion durch zwei Parameter bestimmt. Man kann z. B. die Winkel «, §, y des
Projektionsstrahls mit den Kanten des Wiirfels, die von einer Ecke ausgehen,
zugrunde legen. Diese Winkel geniigen der Beziehung

cos®x + cos?f + cos?y =1
und liefern mithin zwei unabhiéngige Parameter.

Man kann die Angelegenheit auch von einem anderen Gesichtspunkt aus
betrachten: Die Lage eines starren Kérpers im Raum wird durch sechs Para-
meter bestimmt. Jedoch beeinfluBt eine beliebige Parallelverschiebung des
Korpers das Bild nicht (sie bewirkt lediglich eine Parallelverschiebung des
Bildes in der Bildebene); eine solche Verschiebung hangt von drei Parametern
ab. Ebenso beeinfluBt eine Drehung des Korpers um eine Achse, die mit einer
Projektionsgeraden zusammenfallt (im Fall einer orthogonalen Projektion) das
Bild nicht (sie bewirkt lediglich eine Drehung des Bildes); eine solche Drehung
héngt von einem Parameter ab. Es verbleiben also 6 — 3 — 1 = 2 Parameter.
Bei einer schrigen Projektion verdndert dagegen eine Drehung des Kérpers
um eine Projektionsgerade die Gestalt des Bildes, und die Lage des Korpers
héingt in diesem Fall von drei Parametern ab.

Bei einer gebundenen Projektion setzen wir also
voraus, daB alle diese Parameter gegeben sind.

Mit den Parametern

o=61°, k=004, =45,
B =61°, y=>50°

wird ein Wiirfel mit der Kantenlinge 1 m so
abgebildet, wie es in Abb. 10 dargestellt ist.

Bei der K uktion gebund Bilder be-
stimmt also das Original eindeutig das Bild
und auch das Bild eindeutig das Original. Auch
das Umgekehrte ist richtig. Kennen wir die Abb. 10
Parameter, die die Projektion und die Lage
des Originals charakterisieren, so kénnen wir z. B. die, metrischen Para-
meter des Parallelepipeds, das in Abb. 9b dargestellt ist, eindeutig bestim-
men. Gebundene Bilder werden in der Ingenieurpraxis angewandt. Die Ver-
fahren zur Konstruktion derartiger Bilder werden in den Lehrbiichern der
darstellenden Geometrie ausfithrlich behandelt. Die Parameter werden dabei
meistens nicht analytisch, sondern graphisch angegeben.

1) Fir ¢ = 90° heiBt die Projekti htwinklig oder orthogonal, fir o 5 90° schief-
winklig oder achrdg.
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Eine unvergleichlich groBere Bedeutung haben die sogenannten freien Bilder.
Ein Bild heiBt frei, wenn die bei seiner Konstruktion verwendeten Parameter,
die den Projektionsmechanismus und die Lage des Originals festlegen, ,,will-
kiirlich gewahlt sind. Die Konstruktion des freijen Bildes eines Wiirfels
besteht darin, den Wiirfel (durch eine Parallelprojektion) in die Ebene abzu-
bilden, wobei es gleichgiiltig ist, welche Lage er hat, unter welchem Winkel
er auf die Ebene projiziert wird und welche nachfolgende Veranderungen der
Abmessungen vorgenommen werden. Es versteht sich, daB der Unterschied
zwischen einem gebundenen und einem freien Bild nicht in der Gestalt dieser
Bilder zu suchen ist, sondern in dem Verfahren, diese Bilder herzustellen. So
ist das Bild des Wiirfels in Abb. 10 nach gegebenen Parametern konstruiert
worden, d. h., es ist gebunden. Wiirden wir aber, wenn es irgendwie gewiinscht
wiirde, einen Wiirfel abzubilden, die Abb. 10 zeichnen, so wire das fiir uns ein
freies Bild des Wiirfels. .

Die Konstruktionsverfahren fiir gebundene und fiir freie Bilder sind ganz
unterschiedlich. In allen den Fillen, in denen Abbildungen zu Zwecken der
lustration zu konstruieren sind, konstruiert man freie Bilder. Will ein Mathe-
matiklehrer zur Illustration irgendeines Theorems an der Tafel das Bild eines
Wiirfels mit gegebener Kantenliange zeichnen, so ist es ihm weitgehend gleich-
giiltig, welche Lage das Original im Raum hat und welchen Winkel die Pro-
jektionsgeraden mit der Tafelebene bilden. Fiir ihn ist nur wichtig, daB sein
Bild den Wiirfel ,,darstellt. Was bedeutet das aber? Es bedeutet, daB es ein
solches System von Parameterwerten o, k und Parameterwerten fiir die Lage
des Wiirfels geben muB, beziiglich derer das (gebundene) Bild des Wiirfels
gleich dem gezeichneten Bild wird.

Wir wollen uns im vorliegenden Artikel nicht mit Problemen bei der Herstel-
lung von gebundenen Bildern befassen, da diese fiir die Mathematik nur eine
beschrinkte spezielle Bedeutung haben. Wir verweisen den Leser auf die Lehr-
biicher der darstellenden Geometrie. Dagegen ist die Kenntnis der Theorie
der freien Bilder fiir jeden Mathematiklehrer unbedingt notwendig, so da8
wir sie hier ausfiihrlich behandeln wollen.

2.4. Die Abbildung ebener Figuren. Zur Vorbereitung beginnen wir mit Bil-
dern von im Raum gelegenen ebenen Figuren. Man kann sich etwa vorstellen,
daB diese ebenen Figuren Teile von abzubildenden rdumlichen Gebilden sind
(z. B. zu deren Begrenzung gehoren). Sind némlich nur in einer festen Ebene
des Raumes liegende Figuren in die Zeichenebene abzubilden, so kann dies
ohne jegliche Verzerrung geschehen.

Die Abbildungsvorschrift fiir ebene Figuren beruht auf dem folgenden Satz:

Satz 1. Jedes Dreieck ABC der Zeichenebene kann als Bild) eines beliebigen
Dreiecks A'B'C’ des Raumes dienen.

1) Wenn wir hier und im folgenden von Bildern sprechen, so meinen wir stets Bilder,
die nach dem Verfahren der Eintafel-Parallelprojektion gewonnen werden. — Anm. d.
wissenschaftl. Red.



§ 2. Parallelprojektionen 243

Zunichst geben wir hierzu einige prazisierende Erléuterungen: In der Bild-
ebene « sei ein beliebiges Dreieck 4BC und im Raum ein, beliebiges Dreieck
A’B'C'" gegeben. Wir setzen dabei voraus, daB das Dreieck 4’B’C’ im Raum
frei bewegt werden kann. Es ergibt sich dann die Frage, ob man eine solche
Lage des Dreiecks A'B’C’ im Raum und eine geeignet gewahlte Projektions-
richtung finden kann, so daB bei Projektion von 4'B'C’ auf « nach dieser Rich-
tung ein zu ABC ahnliches Dreieck entsteht. Ist dies moglich, so kann man
durch eine Ahnlichkeitstransformation der Projektion ein zu A BC kongruentes
Dreieck erhalten, d. h., in diesem Sinn kann das Dreieck ABC als Bild des
Dreiecks A’'B’C’ angesehen werden. Satz 1 behauptet nun, daB die genannte
Frage positiv zu beantworten ist.

Beweis. Wir konstruieren in der Ebene « ein Dreieck 4,B,C,, das die fol-
genden beiden Bedingungen erfiillt:

1. Das Dreieck 4,B,C, ist dem Dreieck A BC ahnlich;

2. |4,B,| = |4’B’|.

Sodann bringen wir das Dreieck 4’'B’C’ in eine solche Lage, daB die Seite
A’B’ mit der Seite 4,B, zusammenfallt und die Ebene des Dreiecks A'B'C’
mit der Ebene « einen beliebigen
Winkel einschlieBt (Abb. 11). Verbin-
den wir die Punkte €’ und C, durch
eine Gerade und benutzen wir diese
Gerade als Projektionsgerade, so wird
das Dreieck A’B'C’ auf das zu ABC
dhnliche Dreieck A,B,C, projiziert.
Damit ist der Satz bewiesen.

Aus dem angegebenen Beweis ist
ersichtlich, daB die Vorgabe des Ori-
ginals und des Bild-Dreiecks nicht
vollstindig den Projektionsmechanis-
mus festlegt. Der Winkel zwischen
den Ebenen 4’B’C’ und « kann be-
liebig gewihlt werden, und folglich wird auch der Neigungswinkel o der
Projektionsgeraden C'C, gegen die Ebene « nicht eindeutig festgelegt. AuBer-
dem kann man statt der Seiten 4,B; und A’B’ die Seiten B,C; und B'C’ oder
(14, und C'A’ zusammenfallen lassen.

Obwohl der Projekti hani nicht eind bestimmt ist, wird
durch die Lage der Punkte 4, B, C die Lage aller weiteren Punkte des Bildes
eindeutig festgelegt. Dies erglbt sich aus dem folgenden Satz:

Satz 2. Sind fiir drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte A’, B’, C' einer
ebenen Figur des Raumes thre Bilder A, B, C in der Zeichenebene bekannt, so
sind die Bilder aller weiteren Punkte dieser Figur vollstindig bestimmt.

Diesen Satz kann man auch so ausdriicken: Es seien A’, B’, C’, M’ vier
Punkte des Originals (das eine ebene Figur ist), wobei 4’, B’, C' nicht auf

Abb. 11
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einer Geraden liegen; dann ist es unméglich, daB bei einer Abbildung des
Originals diese Punkte die Bilder 4, B, C, M und bei einer anderen Abbildung
des Originals die Bilder 4, B, C, M, haben, wobei M + M, ist.

Die Idee des Beweises hierfiir ist folgende: Die vier Punkte A’, B', ', M’
bestimmen ein Viereck, dessen Diagonalen sich in bestimmten Verhéltnissen
teilen. Diese Verhiltnisse miissen mit den entsprechenden Verhiltnissen im
Viereck A BC M tibereinstimmen, und daraus folgt, daB bei Vorgabe der Punkte
4, B, C der Punkt M eindeutig bestimmt ist. Wir entwickeln jetzt diese Idee
ausfithrlich.

Beweis. Wir verbinden den Punkt M’ mit einem beliebigen der Punkte
A’, B', C', etwa mit A'. Die Gerade A’ M’ schneidet die Gerade B’C’ in einem
bestimmten. Punkt X’ (Abb. 12a). Das Bild des Punktes X' ist dabei eindeutig

c)

Abb. 12

bestimmt, es mu8 namlich auf der Geraden BC liegen und die Strecke BC
im gleichen Verhiltnis teilen, in welchem der Punkt X’ die Strecke B'C” teilt,
d. h., es muB

|BX| _ |BX’|

1XC| 1X'C’|

gelten.’) Nach Konstruktion des Punktes X konnen wir die Gerade 4 X ziehen
(Abb. 12b). Der Punkt M muB auf dieser Geraden liegen; seine genaue Lage
wird durch die Proportion

|AM|  |A'M|

[AX] — J4'X]
bestimmt (Abb. 12¢).

Falls die Gerade 4’ M’ parallel zur Geraden B'C’ ist, verlauft die Gerade A M

parallel zu BC, und die Lage des Punktes M 1aBt sich aus der Proportion

|AM| AN
[BC| — |BC

bestimmen.

1) Genau genommen hat man e hier und im folgenden mit dem orientierten Teilverhilt-
nis zu tun. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Die angegebene Methode zum Auffinden des Punktes M ist gleichbedeutend
dem Auffinden eines Punktes mit gegebenen affinen Koordinaten. Bekanntlich

definiert ]edes Dreieck ein affines Koo ystem, d. h., jedes Tripel von
nicht auf einer Geraden liegenden Punkten ist ein unmmales System von
Punkten mit folgender Eigenschaft: Die einzige affine Abbildung, die diese dres

Punkte festlipt, ist die identische Abbildung der Ebene dieses Dreiwka. Man sagt
dafiir auch, daB alle Punkte der Ebene mit dem gegebenen Punktetripel affin ver-
kniipft sind oder daB verschiedene Punkte beziiglich des gegebenen Punkte-
tripels verschiedene affine Lage haben.

Ein affines Koordinatensystem kann natiirlich auch auf andere Weise
gegeben sein, d. h., es braucht nicht in jedem Fall durch ein Dreieck mit einem
geordneten System von Eckpunkten festgelegt zu sein. Zum Beispiel sehen wir

4

£

[ 3] ¢ ]
Abb. 13 Abb. 14

in Abb. 13 die ibliche Darstellung eines affinen Koordinatensystems durch
Achsen OX und OY, auf denen die MaBeinheiten |OE,| und |OF,| eingetragen
sind. Dieses System ist allerdings vollsténdig durch das geordnete Punktetripel
0, E,, E, bestimmt. Ein Dreieck kann daher in ein System nach Abb. 13 um-
gewandelt werden, wenn man vereinbart, da8 A der Koordinatenursprung, 4B
(in der Richtung von 4 nach B) die X-Achse, AC (in der Richtung von 4 nach
C) die Y-Achse bedeuten sollen und die Strecken 4B und AC die MaBeinheiten
auf den Achsen festlegen.

Manchmal denkt man sich ein affines Koordinatensystem auch durch zwei
nicht parallele Vektoren e, und e,, die von einem Punkt O ausgehen, gegeben
(Abb. 14). Eine solche Figur bezeichnet man als ein affines Zwesibein (0, e, €,);
wir konnen es als ein Dreieck auffassen, dessen dritte Seite nicht gezeichnet
wurde. SchlieBlich kénnen wir die Abb. 13 und 14 ganz leicht zu einem affinen
Netz vervollstindigen. Hierfiir tragt man auf jeder Achse die Einheitsstrecken
nacheinander beliebig oft ab und zieht durch die so erhaltcnen Punkte die
Parallelen zu den Achsen (Abb. 15). Es ist klar, daB dieses Netz aus kongruenten
Parallelogrammen vollstandig durch die Vorgabe der drei Punkte O, E,, E,
bestimmt ist.

Wir kehren Jetzt nochmals zu Satz 2 zuruck und betrachten ihn unter einem
etwas and A hend von dem Dreieck 4'B'C’ (Abb. 12a)
konstruieren wir in der Ebene dieses Dreiecks ein affines Netz. Ebenso kon.
struieren wir in der Bildebene ein affines Netz, wobei wir vom Dreieck 4 BC




246 Abbildungsverfahren
ausgehen. Ein beliebiger Punkt M muBl dann beziiglich des zweiten Netzes die
gleiche!) Lage hnben, die der Punkt M’ beziiglich des ersten Netzes besitzt.

Diese Auff: ist insb dere geeignet, wenn man das Bild einer
ebenen Figur mit unregelméBiger Gestalt zu konstruieren hat.

/
/
]

Abb. 15

Das bisher Gesagte kann folgendermaBen zusammengefat werden:

Die Bilder von drei Punkten A’, B', C’ einer abzubildenden ebenen Figur, die
nicht auf einer Geraden liegen, seien die drei Punkte A, B, C, die ebenfalls nicht
auf einer Geraden liegen. Dann ist das Bild eines beliebigen Punktes M’ dieser

Figur derjenige Punkt M, der beziiglich des Zweibeins (4, ﬁ A_C') die gleichen
Koordinaten hat wie der Punkt M’ beziiglich des Zweibeins (A’, ’B’ ’0').

2.5. Beispiele. Wir betrachten jetzt einige Beispiele fiir die Konstruktion der
Bilder ebener Figuren. Die allgemeinen Betrachtungen (z. B. die in Abb. 12

gezeigte Konstruktion) eriibrigen eigentlich die Angabe weiterer Beispiele.
Jedoch ist es manchmal zweckmafig, anstelle der Verwendlmg des allgemeinen
Verfahrens von individuellen Eigenschaften der abzubild 1 Figur auszu-
gehen. Hierbei wird man stets auf eine der beiden folgenden Sltua.tlonen ge-
fithrt :

1. Man wihlt auf dem Original drei Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen, und bildet diese auf drei nicht auf einer Geraden liegende beliebig
gewahlte Punkte ab. AnschlieBend 1Bt sich kein Punkt mehr beliebig ab-
bilden: Das Bild jedes weiteren Punktes wird konstruiert.

2. Man sucht Eigenschaften des Originals, die bei Parallelprojektion invariant
bleiben, und iibertragt diese Eigenschaften von dem Original auf das Bild.

1) Wir setzen voraus, daB dem Leser die Bedeutung dieses Ausdrucks klar ist.




§ 2. Parallelprojektionen 247

Finden wir z. B. auf dem Original zwei parallele Geraden, so konnen wir bei
der Konstruktlon des Bildes ausnutzen, daB auch die Bildgéraden parallel sein
iib hneiden sich die Bl.ldgeraden zweier aufeinander senk-
rechter Geraden im allgemeinen nicht unter einem rechten Winkel).
Wir b die Betrachtung der eb Figuren mit den Polygonen.

Das Drewck Ein beheblges Dreleck kann auf ganz beliebige Weise abgebildet
werden. Wird z. B. t, ein g| itiges Dreieck mit der Seitenldnge
lem abzubﬂdan, 8o ksnn man ein beheblges Dreieck zeichnen und dieses als
Bild des gleich Dreiecks mit der Seitenlange 1 cm ansehen.

Belsplel Man komtrmere das Bild eines rechtwinkligen Dresecks mit den
Katheten a und 2a, in dem die von der Ecke des rechten Winkels ausgehende
Seitenhalbierende und Hohe eingezeichnet sind.

In Abb. 16a sei das Original ohne Verzerrung dargestellt. Wir zeichnen ein
beliebiges Dreieck ABC' (Abb. 18b) und sehen es als Bild des Dreiecks 4'B'C’

4

Abb. 16

an. Jede Seitenhalbierende des Originals wird auf die entsprechende Seiten-
halbierende des Bildes abgebildet. Ist nimlich D' der Mittelpunkt der Seite
A’B’, so ist D der Mittelpunkt der Seite AB. Zur Abbildung der Hohe ziehen
wir zunéchst im Original die ,,wahre* Hohe A’E’ und bestimmen, in welchem
Verhiltnis der Punkt E’ die Hypotenuse A'B’ teilt. Bekanntlich verhalten
sich die Hypotenusenabschnitte (in die die Hypotenuse durch die Héhe geteilt
wird) wie die Quadrate der Katheten, d. h., es gilt :2;,: =1 . Folglich muB
man auf 4B denjenigen Punkt E finden, fiir den ———- |45 _
das Bild der Hoho. BB ~
Esist wichtig zu b ken, daB zur Konstruktion des Bildes die Abmessungen

des Originals kei gs analytisch gegeben zu sein brauchen. Das Original
kann graphisch gegeben sein. In diesem Fall ziehen wir im Original die Hohe
C'E’ und konstruieren dann den Punkt E, der die Bedingung

148 _ |A'E|

1B ~ 1EBT

erfiillt. Das Analoge gilt z. B. auch fiir die Winkelhalbierenden.

l lst dann ist CE
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Das Viereck. Aus den Uberlegungen zu Abb. 12 folgt, daB man bei der
Abbildung eines Vierecks A'B’C’'D’ drei Bildpunkte (etwa 4, B, C) beliebig
wihlen kann und daB der vierte Punkt D so konstruiert werden muB, da die
Diagonalen des Vierecks ABCD durch jhren Schnittpunkt in den gleich
Verhiltnissen geteilt werden, in welchen die Diagonalen von A'B'C'D' durch
deren Schnittpunkt geteilt werden. Auch die Umkehrung hiervon ist richtig,
d. h., als Bild eines gegebenen Vierecks kann man jedes Viereck ansehen, das die
gleichen Diagonalenverhilinisse wie das Original hat. Beispielsweise kann man
als Bild eines beliebigen Parallelogramms jedes beliebige Parallelogramm
ansehen.

Beispiel. Man konstruiere das Bild eines regelmiifigen Sechsecks.

In Abb. 17a ist ein regelmaBiges Sechseck A’B'C'D'E'F’ in natiirlicher
Form (ohne Verzerrung) gezeichnet. Als Bild des Dreiecks A’B’C’ wihlen wir

F £
A {
EV
L A 9]
pl
¢ 8 (4
a) b

Abb. 17

ein beliebiges Dreieck 4BC (Abb. 17b). Die Diagonale B'E’ des Sechsecks
halbiert die Diagonale 4’C’ im Punkt X’. Mithin mu8 X der Mittelpunkt von
AC sein. Wir ziehen dann die Gerade BX. Wegen A'F’|B'E’ und C'D'|B'E’
gilt AF||BX und CD|BX. Offensichtlich ist |B'E’| = 4 * |B'X’|, so daB auch
|BE| = 4 - |BX| gelten muB. Damit erhalten wir zunéichst den Punkt £. Den
Punkt D kénnen wir entweder als Schnittpunkt der Parallelen zu BX durch C
mit der Parallelen zu AB durch E oder gemdB |CD| = 2-|BX| erhalten.
Analog konstruiert man den Punkt F.

Der Kreis. Das Bild eines Kreises ist eine Ellipse. Hat man die Ellipse bereits
auf andere Weise definiert, so muB man natiirlich beweisen, da das Bild
eines Kreises eine Ellipse ist. Aber man kann dies auch als Definition der Ellipse
benutzen. Das Bild eines Kreises heiBt Ellipse. Aus dieser Definition kann
man lelcht die Eigenschaften der Ellipse ableiten. Im folgenden setzen wir die

haften der Ellipse als bek&nnt voraus.l)

Wir betrachten in einem Kreis zwei zuei orth le Durch

A'B’ und C'D’ (Abb. 18). Die Eigenschaft dieser Durchmesser, daB sie zuein-
ander orthogonal sind, ist nicht invariant; invariant ist jedoch eine andere
ihrer Eigenschaften, daB namlich jeder dieser Durchmesser jede Sehne halbiert,

1) Vgl. den Artikel ,,Kegelschnitte** in diesem Band der EdAEM.



§ 2. Parallelprojektionen 249

die parallel zum anderen Durchmesser ist. Diese Eigenschaft bezeichnet man
als Konjugiertheit. Wir k damit zu folgender Aussage:

1. Zueinander orthogonale Durch: eines Kreises werden auf konjugierte
Durch der Bildellipse abgebildet.

Da die Methode, analoge Eigenschaften zu erhalten, bekannt ist (auf das
Bild lassen sich alle Eigenschaften iibertragen, die invariant gegeniiber Parallel-
projektionsind), formulieren wir noch einige
weitere Eigenschaften, ohne sie abzuleiten.

2. Der Mittelpunkt des Kreises wird auf
den Mittelpunkt der Ellipse abgebildet.

3. Die Tangente an den Kreis im Punkt
A’ wird auf die Tangente an die Ellipse
im Punkt A abgebildet. Diese Bildtangente
18t parallel zu demjenigen Ellipsendurch
messer, der konjugiert ist zu dem Durch-
messer, der durch den Beriihrungspunkigeht.

4. Ein dem Kreis umbeschriebenes Qua-
drat wird auf ein Parallelogramm ab-
gebildet, das der Bildellipse umbeschrieben
i8¢, wobei die Seiten dieses Parallelo-
g konjugierte Richtungen haben. Die
Mittellinien dieses Parallelogramms sind
konjugierte Durchmesser der Ellipse.

Beispiel. Man bilde einen Kreis mit einem einbeschrieb leichseiti;
Dreieck ab. .

In Abb. 19a ist das Original gezeichnet. Offensichtlich gilt C'0’ 1 A'B’,
|0’E’| = |E'D’|. Wir bilden den Kreis auf eine beliebige Ellipse (Abb. 19b)
mit dem Mittelpunkt O ab. Als Bild C von C’ wahlen wir einen beliebigen
Punkt der Ellipse. Wir ziehen den Durchmesser CD; es sei £ der Mittelpunkt

'

Abb. 19
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von OD. Wir ziehen durch E die Gerade, deren Richtung konjugiert zu CD
ist (hierfiir muB man eine beliebige zu CD parallele Seite ziehen, diese halbieren
und den Mittelpunkt mit O verbinden; diese Verbindungsgerade hat eine zu
CD konjugierte Richtung). Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Ellipse
sind die gesuchten Punkte 4 und B.

§ 3. Schiefe Axonometrie

3.1. Der Satz von Pohlke und Schwarz. Die Abbildung raumlicher Figuren
nach der Eintafel-Parallelprojektion ist in vielem analog der Abbildung ebener
Figuren. Zunichst entsteht die Frage, ob sich ein affines Dreibein in beliebiger
Weise abbilden 1a8t. Ein affines Dreibein ist ein geordnetes Tripel von Vektoren
des Raumes, die nicht in einer Ebene liegen und von einem Punkt ausgehen
(Abb. 20; man vergleiche sie mit Abb. 14).

Zunichst ist klar, daB die Vorgabe eines Dreibeins gleichbedeutend der Vor-
gabe eines affinen raumlichen Koordinatensystems ist (Abb.21; man ver-
gleiche Abb. 13), d. h. eines geordneten Tripels von Achsen 0'X’, O'Y’ und

D)
)

Abb. 20

0'Z', auf denen MaBeinheiten |0'E;|, |0'E3| und |0’ B3] vermerkt sind. Abb. 20
oder 21 kann man zu einem raumlichen affinen Netz ergdnzen (Abb. 22; man
vgl. Abb. 15). SchlieBlich ist klar, daB jeder dieser Figuren in Abb. 20, 21 und
22 ein Tetraeder mit einem geordneten System von Eckpunkten zugrunde
liegt, welches die ganze Figur bestimmt (z. B. das Tetraeder O'E{E;Ey in
Abb. 21). Ein Tetraeder 4'B'C’'D’ (Abb. 23; man vgl. Abb. 12a) laBt sich in
ein System der Abb. 21 umwandeln, wenn man vereinbart, daB A’ der Ur-
sprung des Koordinatensystems werden soll, 4’B’ (in Richtung von 4’ noch B’)
die X’-Achse usw.

Der Leser mache sich klar, daB die Abb. 20 bis 23 verschiedene Verfahren
zur Festlegung eines affinen Koordinatensystems darstellen. Beispielsweise
kann man sich das affine Dreibein von Abb. 20 als Tetraeder vorstellen,
in dem nur die von einer Ecke ausgehenden Kanten ,,gezogen‘* sind.
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Die grundlegende Frage bei der Abbildung raumlicher Figuren besteht
ebenso wie bei der Abbildung ebener Figuren in der Frage nach dem Bild eines
beliebigen affinen Dreibeins. Kennen wir dieses, so ko wir jede beliebig
Figur abbilden, da jeder Punkt des Raumes in invarianter Weise mit den

Abb. 22

vier Grundpunkten des Dreibeins verkniipft ist (eine bestimmte Lage in dem
Netz der in Abb. 22 gezeichneten Parallelepipede besitzt).

Das Bild des in Abb. 20 gezeichneten affinen Dreibeins besteht aus drei
Strecken, die von einem Punkt ausgehen. Folglich kann man die oben gestellte

A
2
o 8 D )
74 0 B
V4 a)

Abb. 23 Abb. 24

b)

Frage auch so formulieren: Kann man als Bild dreier gegebener Strecken
des Raumes, die von einem Punkt des Raumes ausgehen, drei beliebige, eben-
falls von einem Punkt ausgehende Strecken der Ebene wihlen? Erginzen wir
die Figur in Abb. 20 zu einem Tetraeder, so hat das Bild die Form eines Vier-
ecks mit Diagonalen. Eine solche Figur bezeichnet man auch als ein vollstin-
diges Viereck: Vier Punkte der Ebene in allgemeiner Lage, d. h. von denen



252 Abbildungsverfahren

keine drei auf einer Geraden liegen, bilden zusammen mit den sechs durch sie
bestimmten Strecken ein vollstindiges Viereck. In Abb. 24a ist ein konvexes
und in Abb. 24b ein nichtkonvexes Viereck ABCD mit den Diagonalen AC
und BD dargestellt.

Die oben gestellte Frage kann man mithin auch so formulieren: Kann man
ein beliebiges vollstdndiges Viereck als Bild eines vorgegebenen Tetraeders
ansehen? Diese Frage kann man positiv beantworten, d. h., es gilt der fol-
gende, zu Satz 1 analoge Satz:

Satz 3 (Satz von PoHLKE und ScuwaRz). Als Bild eines beliebigen Tetra-
eders kann man ein beliebiges vollstindiges Viereck wihlen.

Dieser Satz wurde zum ersten Mal 1853 von dem deutschen Geometer
Karr PoHLEE in folgender Fassung ausgesprochen: Drei von einem Punkt
ausgehende Strecken (ﬂ-, OB, OC konnen, wenn 0, 4, B, C nicht in einer
Geraden liegen, stets als Pamllelpm]ektxonen dreier paarweise orthogonaler,
gleichlanger Strecken 0’4°, O'B’, O°'C’ (eines orthogonalen Dreibeins) an-
gesehen werden.

Der urspriingliche Beweis von PoHLKE war auBergewohnlich kompliziert
und keineswegs elementar und wurde nicht publiziert, jedoch ist uns sein
Inhalt iiberliefert. Im Jahre 1864 bemerkte der bekannte deutsche Mathe-
matiker HERMANN AMANDUS SCHWARZ (ein Schiiler PoHLEES), daB die Ortho-
gonalitdt und die Gleichheit der Strecken 0’4", O'B" und 0'C” unwesentlich
sind, d. h., daB sich der Satz von PoHLKE in folgender Weise verallgemeinern
18t: Sind O'A’, OB’ und O'C’ drei beliebige Strecken im Raum, die von einem
Punkt ausgehen, und OA, OB und OC drei beliebige Strecken in der Ebene, die
ebenfalls von einem Punkt ausgehen, so kann man die Figur (OA, OB, OC) als
Parallelprojektion einer Figur auffassen, die éhnlich zu (0'A", OB, O°C’) ist.
Das bedeutet, daB man die Figur (04, OB, OC) dadurch aus der Figur
(0’4", O'B’, 0'C’) erhalten kann, daB man

L. die Fig‘ur (O'A' O'B’ O'C") einer ‘Ahnlichkeitstransformation mit einem

ten unterwirft,

2 die dabei erhaltene Figur in geeigneter Weise im Raum bewegt,

3. die sodann erhaltene Figur mit einer geeigneten Projektionsrichtung auf
die Bildebene projiziert.

Die Ahnlichkeitstransformation des Originals kann man auch durch eine
Ahnlichkei tion der Projektion ersetzen. Wir wollen hier nicht
die Frage untersuchen, ob die einzelnen Schritte eindeutig festgelegt sind. Wir
erwahnen nur, daB fiir den ersten Schritt ,,ja‘‘ und fiir den zweiten und dritten
,»nein* gilt.

Den zuletzt angegebenen Satz kann man auch so formulieren:

Jedes beliebige vallatdndzge Viereck kann man als Pamlldpro]eldm eines
Tetraeders ansehen, das einem vorgegeb Tetraeder ghnlich
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Oder:

Ein beliebiges Tetraeder kann man so paralld aul dw Ebene proqtzuren, daf
sich ein vollstindiges Viereck ergibt, das einem vorg vollstind; Vier-
eck dhnlich ist.

Dieser Satz (in einer beliebigen der angegebenen Formulierungen) heiBt
der Satz von PoHLKE und ScEWARz. Wir verdanken H. A. ScHWARZ nicht nur
die angegeb Verallgemeinerung des urspriinglichen Satzes von PoHLKE,
sondern auch einen einfachen und el t. Beweis fiir diesen. Wir wollen
hier keinen Beweis dieses Satzes angeben, da Beweise in den meisten Lehr-
biichern der darstellenden Geometrie zu finden sind (z. B. in den am Ende
dieses Artikels zitierten Biichern [1, 2])).

In den urspriinglichen Formulierungen des Satzes von POHLKE und SCHWARZ
finden wir den Begriff der Ahnlichkeit. Dieses hat seinen Grund darin, daB
man ein gegebenes vollstindiges Viereck im allgemeinen nicht durch unmittel-
bare Projektion eines gegebenen Tetraeders erhalten kann. (Beispielsweise
erhilt man aus einem groBen Tetraeder niemals ein kleines Viereck.) Dem-
gegeniiber tritt in der Formulierung des Satzes von POHLKE und SCHWARZ,
die wir als Grundlage nahmen (Satz 3), der Begriff der Ahnlichkeit nicht auf.
Grund hierfiir ist natiirlich, daB
das von uns benutzte Abbildungs-
verfahren aus einer Parallelprojek-
tion und einer (anschlieBenden)
Ahnlichkeitstransformation  be-
steht. Wir erldutern noch einige
Situationen, die man bei der Kon-
struktion von Bildern ausnutzen
kann und die nur verschiedene
Aspekte des Satzes von POHLKE
und ScHWARz darstellen.

1. Im Bild eines gegebenen affi- Abb. 25
nen Koordinatensystems im Raum
kann man die Achsen so zeich dap sie beliebige Winkel miteinander ein-
schliefen, und auf den Bildach kann man beliebige Strecken als Bilder der
Mapeinheiten abtragen (Abb. 25). Wir erinnern daran, dal bei einem affinen
Koordinatensystem die MaBeinheiten auf den verschiedenen Achsen ver-
schieden sein konnen.

Abbildung 25 kann man insbesondere als Bild eines kartesischen Koordi-
natensystems auffassen. Ein affines Koordinatensystem heiBt kartesisch, wenn

1) Mit der Geschichte dieses Satzes kann man sich in dem Artikel von H. M. Beckuu,

npep, puu, in ,,Bonpocu P HayepT 1ot
TeoMeTpHH‘¢ (N M. BEsxm, Grundbegnﬁ‘e der Axiometrie, im S Iband ,,Fragen
der mod trie*), Moskau-Leningrad 1947, S.55-126, vertraut

machen.
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seine Achsen zueinander orthogonal sind und wenn
|0'E;| = |0'Ey| = |0'Ey
gilt.
2. Abb.9 kann man als Bild eines beliebigen Parallelepiped. hen, ins-
besondere als Bild eines Wiirfels mit gegebener Kantenlange
3. Abb. 24 lift sich als Bild eines beliebigen Tetraeders auffassen.

3.2. Vollstiindige und unvollstéindige Bilder. Bei der Abbildung einer belie-
bigen rdaumlichen Figur kann man zunichst vier zu dieser Figur gehérige
Punkte in allgemeiner Lage wihlen (d. h. vier Punkte, die nicht alle in einer
Ebene liegen) und sie in beliebiger Weise abbilden. Die iibrigen Punkte der
Figur konnen dann im allgemeinen nicht mehr beliebig abgebildet werden.
Wir kommen nun zu der Frage, wie man sie abbilden muB.

Die analoge Frage bei der Abbildung ebener Figuren wurde durch den
Satz 2 beantwortet (vgl. Abb. 12). Bei der Abbildung raumlicher Figuren
herrschen dagegen andere Verhiltnisse, und wir wollen vor allem klaren,
worin der Unterschied besteht.

Ist das Original eine ebene Figur und sind 4’, B’, C' drei Punkte dieser Figur
und 4, B, C ihre Bilder, so schneiden sich fiir einen vierten Punkt M’ des
Originals die Geraden 4A’M’ und B'C’ (im allgemeinen) in einem gewissen
Punkt X’, und das Bild dieses Punktes laBt sich konstruieren (Abb. 12).

Ist das Original dagegen eine rdumliche Figur, sind 4’, B’, ¢", D’ vier Punkte
dieser Figur, die nicht auf einer Ebene liegen, und 4, B, C, D ihre Bilder, so
schneidet fiir einen fiinften Punkt M’ des Originals die Gerade A'M’ im all-
gemeinen keine der Geraden B'C’, C'D’ und D’B’, sondern nur die Ebene
B'C’'D' in einem gewissen Punkt X'. Das Bild X dieses Punktes 1a8t sich aber
nicht konstruieren, wenn nur die Punkte 4, B, C, D bekannt sind. Allgemeiner
konnen wir folgendes feststellen: Es sei uns ein gewisses Original gegeben,
d. h. ein System von Punkten, Geraden, Ebenen, Strecken, Dreiecken usw.
Aus den Elementen, die Bestandteile des Originals sind, kann man in ein-
deutiger Weise noch eine Reihe weiterer Elemente gewinnen, die ,.starr mit
dem Original verbunden sind“. Sind z. B. im Original zwei Punkte vorhanden,
80 konnen wir ihre Verbindungsgerade bestimmen; haben wir drei Punkte,
so konnen wir die durch sie hindurchgehende Ebene besti ; haben wir
eine Gemde und eine Ebene, so konnen wir deren Schnittpunkt finden usw.
Ausgehend von den El t die im angegeb Sinn starr mit dem Original
verbunden sind, ké wir di i El te gewinnen, die mit den Ele-
menten des Originals und den schon erhalt El ten starr verbund
sind, usw. Beispielsweise konnen wir durch starr mit dem Original verbundene
Punkte Geraden und Ebenen legen, die Schnittgeraden von Ebenen bestim-
men, die Bestandteile des Originals oder starr mit diesem verbunden sind, usw.
Alle auf diesem Wege ermittelten neuen El te (Geraden, Punkte, ...)
nennen wir ,mit dem Original verbundene Elemente. Sie sind durch das
Original eindeutig bestimmt.
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Es ergibt sich dann naturgemaB die Frage, ob sich alle mit einem Original
verbundenen Elemente im Bild auffinden lassen, genauer, ob man in ein-
deutiger Weise die Bilder der mit einem Original verbundenen Elemente kon-
struieren kann, sobald man die Zeichnung (d. h. das Bild) des Originals kennt?
Hierbei sind natiirlich nur die Bilder von Punkten, Geraden und deren Kom-
binationen gemeint; denn Ebenen konnen in der Zeichnung nur durch die
Bilder von auf ihnen liegenden Punkten und Geraden angegeben werden.

Wir stoSen hier auf den folgenden Sachverhalt, der wichtige Folgerungen
fiir die Theorie der Abbildungen hat: Bei der Abbildung ebener Figuren ist
jedes Element (Punkt, Gerade oder eine Kormbmalwn damue), das mit dem
Original verbunden ist, im Bild (in der Zei g) tig bestimmt (vgl.
hierzu Abb. 13 und den begleitenden Text). Bei Bildern raumlicher Figuren
ist das dagegen im allgemeinen nicht der Fall.

Wir erldutern das Gesagte durch Beispiele:

Zwei Geraden a’ und b’ seien Bestandteile einer ebenen Figur, a und b seien
ihre Bilder in einer Zeichnung. Schneiden sich die Geraden a’ und b’, so bestim-
men sie eindeutig ihren Schnittpunkt. Thre Bilder a und & schneiden sich dann
ebenfalls, und man kann den Bildpunkt des Schnittpunktes von @’ und b’
nicht beliebig wihlen, sondern er ist eindeutig bestimmt, namlich als Schnitt-
punkt der Geraden a und b.

Das folgende Beispiel zeigt, daB fiir raumliche Figuren die Verhaltnisse
anders liegen: In Abb. 26 erkennt man ein Bild der Figur, von der auf S. 254 die
Rede war, namlich eines Tetraeders A’B’C’D’ und eines fiinften Punktes M’;

die Strecken B'M’, C'M’, D'M’ gehéren ebenfalls zu dieser Figur. Die Gerade
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Abb. 27

A'M’ (die mit dem Original verbunden, deren Bild aber nicht eingezeichnet
ist) schneidet die Ebene B'C’D’ in einem gewissen Punkt X'. Im Original ist
dieser Punkt vollig festgelegt, aber sein Bild X ist in der Zeichnung nicht fest-
gelegt;; man kann den Punkt X auf der Geraden AM beliebig wihlen.
Abbildung 27 zeigt das Bild eines Koordinatensystems und eines gewissen
Punktes M’. Legt man durch M’ eine zur z’-Achse parallele Gerade, so wird
diese auf eine Gerade abgebildet, die parallel zur z-Achse (dem Bild der
2'-Achse) ist. Im Original schneidet die Gerade durch M’ die Ebene O'X'Y’ in
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einem wohlbestimmten Punkt. In der Zeichnung kénnen wir jedoch das Bild
dieses Punktes nicht konstruieren; dieses Bild kann an einer beliebigen Stelle
eingezeichnet werden.

Die bene Eigenschaft bezeich wir als Unvollstindigkest der Zeich-
nung (des Blldes) Ein Bild helBt also vollatamlug, wenn: fiir ]edes Element
(Punkt, Gerade oder eine Kombination te), das mit dem Ori-
ginal verbunden ist, die Lage seines Bildes in der Zeichnung eindeutig bestimmt

ist. GemaB dieser Definition sind also Abb. 26 und 27 unvollstindig. Wir
werden uns im folgenden vorwiegend mit vollstandigen Bildern beschiftigen.?)

Das Bild von vier (oder weniger) Punkten in allgemeiner Lage ist stets voll-
stindig.

Das Original enthalte jetzt mehr als vier Punkte in allgemeiner Lage, und
wir wihlen davon vier Punkte 4’, B’, ¢, D' (deren Bilder A4, B, C, D in einer
gegebenen Zeichnung vorliegen) als Basis. Fir die Vollstandigkeit des be-
trachteten Bildes des Originals ist dann notwendig und hinreichend, daB sich
alle iibrigen Elemente des Originals, deren Bilder zur Zeichnung gehoren, als mit
der Basis affin verknipft nachweisen lassen.

Dabei sehen wir zunichst die Punkte 4’, B’, (', D', die sie verbindenden
Geraden A’B’, B'D’' usw. sowie die Ebenen A'B'C’, A’C'D’ usw. als affin mit
der Basis verkniipft an. Ist bereits fiir ein gewisses System von Punkten, Gera-
den und Ebenen gezeigt, da8 sie affin mit der Basis verkniipft sind, so nennen
wir neue Punkte, Geraden und Ebenen in genau den folgenden Féllen mit der
Basis verkniipft (kurz: verkniipft): Ein Punkt, dessen Bild (in der Zeichnung)
gegeben ist, heiBt verkniipft, wenn er auf einer schon als verkniipft erkannten
Geraden oder Ebene liegt. Ferner heiBt ein Punkt verkniipft, wenn er Schnitt-
punkt von schon als verkniipft erkannten Elementen ist.

Eine Gerade, deren Bild gegeben ist, heifit verkniipft, wenn sie in einer schon
als verkniipft erkannten Ebene enthalten ist oder wenn schon als verkniipft
erkannt sind: zwei ihrer Punkte, ein Punkt der Geraden und eine zu ihr
parallele Gerade oder zwei sie enthaltende Ebenen.

SchlieBlich heiBt eine Ebene verkniipft, wenn schon als verkniipft erkannt
sind : drei ihrer Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, ein auf ihr liegender
Punkt und eine auf ihr liegende Gerade oder ein Punkt der Ebene und eine zu
ihr parallele Ebene.

Wir erléutern dies an einigen Beispielen:

In Abb. 28 sei 4, B, C, D das Bild einer Basis 4’, B’, C’, D'. Die Gerade
X'Y’ ist mit dieser Basis verkniipft, weil in der Zeichnung die Bilder ihrer
Spurpunkte auf den Ebenen D'B’C’ und D'C’A’ (die Punkte X und Y) ver-
merkt sind. Der Punkt M’ ist verkniipft, weil sein Bild gegeben ist und er
auf einer bereits als verkniipft erkannten Geraden (namlich X'Y’) liegt.

Die Abb. 28 ist vollstindig. Zum Beispiel existiert im Original der Schnitt-
punkt Z’' der Geraden X'Y’ mit der Ebene 4'B'C’. Die Lage des Bildes die-

1) Beziiglich llstindiger Bilder vergleiche man das Buch [4] von N.F. TscHET-

WERUCHIN sowie seinen Artikel ,,[Tonnue 1 Hemoduwe usobpamenus (Vollstindige und
unvollstindige Bilder)* in dem in der FuBnote auf 8. 253 erwihnten Sammelband.
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ses Punktes ist offenbar eindeutig bestimmt. Die Konstruktion dieses Bildes
Z ist in der Zeichnung angegeben.

In Abb. 29 ist der Punkt M’ (durch Angabe des Bildes X des Schnitt-
punktes der Geraden A’ M’ mit der Ebene B'C’'D’) in einfacher Weise mit dem
Basistetraeder 4’B'C'D’ affin verkniipft.

In Abb. 30 ist ein Achsensystem O'X’, 0'Y’, O'Z’' dargestellt. Die MaB-
einheiten auf den Achsen sind nicht abgebildet, d. h., in dieser Zeichnung ist

das Basistetraeder nicht abgebildet. Durch den Punkt M’ sind die Parallelen
zu den Achsen O'X’, O'Y’ und 0’2’ gelegt. Die Schnittpunkte dieser Geraden
mit den Ebenen Z'Y’, Z'X’ und X'Y’ haben wir mit M;, Mg bzw. Mg bezeich-
net. Ihre Bilder M,, M, und M, nennt man im vorliegenden Fall (d. h., wenn

Abb. 29 Abb. 30

die Konstellation der Abb. 30 vorliegt) sekundire Projektionen des Punk-
tes M’'. Diese Bezeichnung stammt daher, da8 im Original zunachst die Pro-
jektion des Punktes M’ auf die Ebenen Y’Z’, Z'X’ und X'Y’ vorgenommen
wird und anschlieBend die so erhaltenen Projektionen M}, Mg und Mg zusam-
men mit dem Originalpunkt auf die Bildebene projiziert werden.
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Fiir die Vollstandigkeit der Zeichnung in Abb. 30 reicht es hin, daB auBer M
noch eine seiner sekundaren Projektionen angegeben ist. Die beiden anderen
lassen sich dann leicht konstruieren.

Aus der Tatsache, daB in Abb. 30 keine affine Basis dargestellt ist, ergibt
sich ein gewisser Mangel dieser Zeichnung: Sie legt das Original nicht metrisch
fest (vgl. 3.7.).

3.3. Der Begrift der schiefen Axonometrie. Der Sinn eines jeden Bildes ist es,
vom Original eine méglichst genaue Vortsellung zu vermitteln. Im giinstigsten
Fall stellt das Bild das Original in erschopfender Weise dar, d. h., auf Grund
des Bildes lift sich jede (geometrische) Frage, die sich auf das Original bezieht,
beantworten ; durch dag Bild ist das Original metrisch (also bis auf Bewegungen
im Raum) eindeutig bestimmt. Haufig legt jedoch ein Bild das zugehérige Ori-
ginal nur mit einer geringeren Genauigkeit fest, d.h., aus dem Bild lassen
sich nur gewisse und nicht alle das Original betreffenden geometrischen Fragen
beantworten.

Wir behandeln jetzt die Frage, in welchem MaBe es verschiedene Abbildungs-
verfahren erlauben, das Original zu beurteilen.

Aus einem vollstandigen Bild kann man das Original eindeutig bis auf eine
affine Transformation rekonstruieren, d.h., aus einem vollstandigen Bild
148t sich jede das Original betreffende Frage beantworten, die affinen Charak-
ter hat. Sind beispielsweise in einer vollstandigen Zeichnung die Bilder dreier
Punkte einer Geraden gegeben, so 1dBt sich beantworten, welches Teilverhalt-
nis diese Punkte (im Original) miteinander bilden. Dagegen konnen wir z. B.

" nicht die Frage beantworten, ob ein in einer gewissen Zeichnung abgebildetes
Dreieck gleichseitig ist (wenn uns auBler der Vollstindigkeit keine weitere
Eigenschaft des Bildes bekannt ist). Wir merken an, daB unvollstindige Bilder
das Original nicht mit einer Genauigkeit bis auf eine affine Transformation
festlegen.

Wir wollen die vorangehenden Ausfiihrungen noch etwas niher prézisieren:
In Abb. 24 ist das Bild eines Tetraeders dargestellt. Nach dem Satz von PoHLKE
und ScawaRz kann diese Zeichnung das Bild eines beliebigen Tetraeders sein.
Wenn uns also nur Abb. 24 gegeben ist, kénnen wir nichts iiber das Original-
tetraeder aussagen. Da sich jedes Tetraeder A’B’C’'D’ vermége einer eindeutig
bestimmten affinen Transformation in ein beliebiges anderes Tetraeder
AiB{C1D; iiberfithren 1a8t, bestimmt Abb. 24 das Original nur bis auf eine
affine Transformation.

Wir betrachten jetzt Abb. 29. In ihr ist neben dem Basistetraeder noch ein
Punkt M’ gemiB der fiir vollstindige Bilder aufgestellten Regel abgebildet.
Das Bild kann sich auf ein beliebiges Tetraeder, z. B. auf A’B'C'D’ oder auf
A{B{C{D{ bezichen. Welches dieser beiden Tetraeder wir auch wahlen, stets
gibt es im Raum einen eindeutig bestimmten Punkt, der so mit dem betreffen-
den Tetraeder affin verkniipft ist, wie es die Zeichnung darstellt. Im ersten
Fall ist es der Punkt J’, im zweiten ein bestimmter anderer Punkt M;. Die
affine Transformation, die das Tetraeder 4’B’C'D’ in das Tetraeder 4;B;CiD;
iiberfiihrt, bildet zugleich den Punkt M’ auf den Punkt M ab, d.h., das



§ 3. Schiefe Axonometrie 259

Punktesystem 4'B'C’'D’'M’ 1Bt sich aus dem System A;B;C{D;M; durch eine
ganz bestimmte affine Transformation erhalten. Diese Uberlegung 1aBt sich
auf jedes Element anwenden, das affin mit der Basis verkniipft ist. Damit
gilt der folgende (zum Satz 2 analoge)

Satz 4. Ist ein Bild vollatandvy und ist in thm das Bild eines Basistetraeders

au, ichnet, so bestimmt es das Original eindeutig bis auf eine affine Trans-

[ormatum, d. h., aus dem Bild lipt sich jede Frage beantworten, die sich auf affine
Ei, haft des Originals bezieht.

Wie kann man nun erreichen, daB eine Z g das Original vollstindig
bestimmt, d. h., daB es das Original metrisch festlegﬂ Eine spezielle Vanante
der Emtafelpro;ektxon die das leistet, ist die sog te schiefe A trie,
die wir einstweilen kurz als Axonometrie bezeichnen wollen.

Das Wesen dieser Axonometrie besteht darin, daf3 emer vollstandigen
Zeichnung, in der das Bild eines Basistetraeders ausg hnet ist, noch
Angaben iiber die metrischen Parameter dieses Tetraeders hinzugefiigt werden
(d. h., es wird, wie man gewohnlich in der darstellenden Geometrie sagt, die
Rekonstruktion dieses Tetraeders angegeben).

Wir erwihnten bereits, daB man die Zeichnung eines Tetraeders als Bild
eines ganz beliebigen Tetraeders ansehen kann. Zur Beseitigung dieser Un-
bestimmtheit wihlen wir ein festes Tetraeder aus und vereinbaren, daB wir
das in der Zeichnung vorliegende Bild eines Basistetraeders gerade als das
Bild dieses ausgewiihlten Tetraeders ansehen wollen.

Nach Auswahl eines Tetraeders A'B’C’D’ mit vorgeschriebenen Abmessun-
gen ist die identische Transformation die einzige affine Transformation, die
die Punkte A4’, B’, C', D' festlaBt, d. h. eine affine Transformation, die diese
vier Punkte festliBt, 1Bt alle Punkte des Raumes fest. Mit den Punkten 4’,
B’, ¢, D' haben also alle iibrigen Elemente des Originals eine feste Lage im
Raum, d. h., das Original ist metrisch bestimmt.

Erginzen wir z. B. Abb. 29 durch die Rekonstruktion

% BAC =50°, |AB| = 52 cm,

X CAD = 60°, |AC| = 40 cm,

¥ DAB = 90°, |AD| = 58 cm
des Basistetraeders, so ist sie metrisch bestimmt. Sie legt das Original metrisch
vollstindig fest, d. h., man kann dann aus Abb. 29 alle sich auf das Original

beziehenden geometrischen Fragen beantworten, z. B. also die Frage, unter
welchem Winkel sich die Gerade A’M’ und die Ebene B'C’D’ schneiden.

Die Azonomelrie ist somit ein Abbildungsverfakren, das durch folgende vier
Bedingungen charakterisiert ist:

1. Das Bild wird nach dem Verfahren der EiMafel-ParaMprtn'eHion')
konstrusert;

1) Wir behandeln hier zunichst die t Uele A ie. Daneben gibt es
noch die zentrale Azonometrie. der wir uns spiiter (9 287ff.) zuwenden.
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2. das Bild ist vollstindig ;
3. das Bild enthilt das Bild eines ausgezeichneten Basistetraeders;
4. das Bild wird durch eine Rekonstruktion des Basistelraeders erginzt.

Ein axonometrisches Bild ist ein metrisch bestimmtes Bild, d. h., es legt das
Original metrisch vollstandig fest.

In den Lehrbiichern der darstellenden Geometrie wird die Axonometrie
meistens unter einem etwas anderen Gesichtspunkt behandelt: Man betrachtet
neben dem Original noch ein bestimmtes Koordinatensystem und projiziert
das Original zusammen mit diesem Koordinatensystem auf die Bildebene.
Hierbei muB man sich natiirlich davon iiberzeugen, daB alle Elemente des
Originals mit dem gewihlten Koordinatensystem affin verkniipft sind. Auf
diese Auffassung deutet auch das Wort ,,Axonometrie* hin, das soviel wie
,,Messung beziiglich Achsen* bedeutet (von dem Griechischen dfw» = Achse
und petpéw = ich messe). Das Bild in Abb. 31 ist axonometrisch, wenn bei-
spielsweise vermerkt wird, daBl das Koordinatensystem rechtwinklig und die

S e - —

Abb. 31 Abb. 32

MaBeinheiten auf allen drei Achsen gleich 1 cm sein sollen. Ohne Schwierig-
keiten kann man die Linge der Strecke 4'B’ ermitteln; denn in der Zeichnung
kann man die Koordinaten der Punkte 4’ und B’ ausmessen:

A =(2,2,2), B =4,54).

Es ist klar, daB diese Auffassung der Axonometrie im wesentlichen mit der
angegebenen Definition iibereinstimmt, da die Angabe des Bildes eines Ko-
ordinatensystems aquivalent der Angabe des Bildes eines Basistetraeders ist.

Das Koordinatensystem in einer axonometrischen Zeichnung wird héaufig
nicht durch Achsen OX, 0Y, OZ angegeben, sondern mit Hilfe des Bildes
eines anderen Gegenstandes (etwa eines Wiirfels), dessen Abmessungen
bekannt sind. Ist z. B. bekannt, daB in Abb. 32 unten ein Wiirfel der Kanten-
idnge 1 m dargestellt ist, so kann man behaupten, daB auf ihm ein regelmaBiges
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sechseckiges Prisma steht, dessen Hohe 50 cin betrigt und dessen Seiten-
flaichen Quadrate sind. (Man beachte, in welchen Verhaltni die Ecken des
Sechsecks die Seiten des Quadrates teilen!)

3.4. Bedingte Bilder. Bilder, fiir deren Deutung gewisse zusitzliche Angaben
nétig sind, nennt man bedingte Bilder.!) Zu ihnen gehéren also insbesondere die
axonometrischen Bilder.

Die iiberwiegende Mehrheit aller Bilder ist bedingt, z. B. sind alle kiinst-
lerischen Zeichnungen bedingt. Diese Bedingtheit ist vielfach dadurch ver-
borgen, daB die zusitzlichen Angaben nicht so explizit formuliert werden, wie
wir das oben fiir Abb. 31 und 32 getan haben.

Betrachten wir z. B. irgendein Werk der Malerei.?) Auf ihm kommen die
Abbildungen von Gegenstinden vor, deren Form und Abmessungen wir
kennen. Wenn wir auf einem Bild einen Menschen sehen, so wissen wir ohne
spezielle Angaben, daB seine Lange etwa 160 bis 180 cm betrigt, und wenn wir
Telegraph ten und Eisenbahnschi seheri, so wissen wir, da8 die Masten
zu den Schi senkrecht stehen. Das sind gerade solche Angaben, die nicht
explizit formuliert worden sind.

Es gibt v1ele Bllder, bei denen ein Teil der Gegenstande bekannt ist und auf
denen d tande dargesbellt sind. Die unbekannten
Gegenatinde stehen dann zu den bekannten in einer gewissen Beziehung, so
etwa, wie in Abb. 32 die Abmessungen und die Form des rechteckigen Prismas
durch seine Beziehung zu dem Wiirfel, auf dem das Prisma steht, festgelegt
sind. Werden z. B. in einem Prospekt eine neue Maschine und neben ihr auch
Menschen abgebildet, so erhalten wir eine Vorstellung von den Abmessungen
der Maschine. Stellen wir uns dagegen ein Werk der Malerei vor, auf dem kein
einziger markanter Gegenstand dargestellt ist, so konnen wir weder iber die
genauen Formen noch erst recht iiber die Abmessungen des Originals etwas
aussagen.

3.5. Beispicle fiir die Konstruktion axonometrischer Bilder. Wir betrachten
einige typische Beispiele fiir die Konstruktion von axonometrischen Bildern.

Beispiel 1. Die regelmifige viereckige Pyramide. Die Grundfliche der
Pyramide ist ein Quadrat. Dieses kann man durch ein beliebiges Parallelo-
gramm 4 BCD abbilden (Abb. 33). Hierbei verwenden wir emen Teil des Satzes
von PoRLKE und SCHWARZ, indem wir ndmlich die beid der gleich langen
und orthogonalen Strecken A’B’ und A'D’ durch zwei willkiirlich gewahlte

1) Vgl. den Artikel von H. ®. Yernepyxun, Ycaounne naodpasenns u napamerpie
yecknit meron ux mocrpoenns (N.F. TSCHETWERUCHIN, Bedingte Bilder und parametrische
Methoden ihrer Konstruktion) in dem in der FuBnote auf S. 253 zitierten bammelbnnd

2) Natiirlich sind hier K ke der realistischen Malerei g int, d.h. K ke,
die Anspruch auf eine verhiltnismiBig genaue Durntellun;, wirklicher Gegenstiinde
erheben.
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Strecken AB und AD abbilden. Hierdurch ist die Metrik in der Ebene A BCD
vollstindig festgelegt, in ihr kann man nichts mehr willkiirlich abbilden,
Nach dem Satz von PoHLKE und ScHwaRz kénnen wir noch eine Strecke,
die nicht in der Ebene A'B’'C'D’ liegt, in beliebiger Weise abbilden. Zum
Beispiel konnen wir noch die Hohe der Pyramide (selbst wenn wir voraussetzen,
daB ihre Linge gegeben ist) beliebig abbilden. Die Willkiir besteht genauer
darin, daB wir als Bild der Hohe eine Strecke wihlen kénnen, die eine beliebige
Lénge hat und einen beliebigen Winkel mit der Geraden AB einschlieBt.

8
Abb. 33 Abb. 34

Allerdings kénnen wir das Bild des FuBpunktes O’ der Hohe nicht beliebig
annehmen, da in der Ebene der Grundfliche die gesamte Metrik festgelegt
ist; als Bild O des FuBpunktes der Héhe muB der Schnittpunkt der Diagonalen
des Basisparallelogramms gewahlt werden. Uns bleibt also nur die Maglich-
keit, das Bild S der Spitze S’ beliebig zu wihlen. In Abb. 33 haben wir die
Hohe parallel zum Rand der Buchseite abgebildet. Das hat seinen Grund
darin, daB man gewdhnlich die Hohe einer Pyramide als vertikal annimmt,
so daB, wenn wir das Buch in iiblicher Weise vor uns liegen haben, der rich-
tige Eindruck von einer Pyramide vermittelt wird.

Beispiel 2. Der gerade Kreiskegel. Zunichst wird die Grundfliche durch
eine beliebige Ellipse abgebildet (Abb. 34). Die Spitze §’ wird durch einen
beliebig gewihlten Punkt § abgebildet. UmriBlinien sind dann die Tangenten
von Punkt S an die Ellipse (als Umrif bezeichnet man kurz die Begrenzung
des Bildes einer Figur).!) Es ist klar, da diese Linien die Ellipse nicht in zwei
,,Ecken‘‘ beriihren, wie man dies hiufig auf schlechten Zeichnungen sieht. Das
Bild eines Achsenschnittes erhalt man, wenn man einen beliebigen Durchmesser

1) Wird der Punkt S im Innern der als Bild der Grundfliche gewiihlten Ellipse angenom-
men, so reduziert sich der UmriB auf die Ellipse. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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der Ellipse zieht und dessen Endpunkte mit S verbindet. Wir merken an (vgl.
Abb. 34), daB die Verbindungsstrecke der Beriihrungspunkte der UmriBlinien
im allgemeinen kein Durch der Ellipse ist.

Beispiel 3. Die Kugel. Bei Parallelprojektion einer Kugel erhilt man als
Bild entweder einen Kreis oder eine Ellipse mit verschiedenen Achsen, und
zwar ist bei orthogonaler Projektion der Umri8 einer Kugel ein Kreis und bei
schrager Projektion eine Ellipse. Das Bild einer Kugel in Form einer Ellipse
ist allerdings nicht anschaulich (Bedingungen fiir die Anschaulichkeit von
Bildern werden auf S.274f. erértert); daher bildet man meistens eine Kugel
durch orthogonale Projektion ab.

Zunachst zeichnen wir den Kreis, der den Umri8 darstellt. Dann zeichnen
wir die Bildellipse des Schnittes der Kugel mit einer beliebigen Ebene durch
den Mittelpunkt, d. h. das Bild eines beliebigen GroBkreises (Abb. 35); zur

Abb. 35

Abkiirzung bezeichnen wir diesen GroBkreis als Aquator. Die im Mittelpunkt
der Kugel errichtete Senkrechte zur Ebene des GroBkreises schneidet die
Sphére in zwei Punkten, den zu diesem GroBkreis gehérigen Polen. Zur Ab-
kiirzung bezeichnen wir sie als Nord- und Sidpol.

Ein weit verbreiteter Fehler bei der Darstellung einer Kugel ist es, die
Bilder der Pole auf dem UmriB einzuzeichnen. Bei einer Abbildung des Aqua-
tors wie in Abb. 35 befindet sich das Auge des Betrachters oberhalb der
Aquatorebene. Mithin sieht der Betrachter den Nordpol auf der ihm zu-
gewandten Seite der Oberfliche der Kugel innerhalb des Umrisses, wahrend
sich der Siidpol auf der dem Betrachter abgewandten Seite der Kugeloberfliche
befindet, also fiir ihn nicht sichtbar ist. Nur, wenn die Projektionsstrahlen
parallel zur Aquatorebene verlaufen, befinden sich die Bilder der Pole auf dem
UmriB, aber in diesem Fall wird der Aquator nicht auf eine Ellipse, sondern
auf eine Strecke abgebildet. Je breiter die den Aquator darstellende Ellipse
ist, desto weiter vom Umri entfernt liegen die Pole.

In Abb. 35 ist angegeben, wie die Pole zu konstruieren sind, wenn das Bild
des Aquators gegeben ist: Es sei AB der groBe Durchmesser der den Aquator
darstellenden Ellipse und 4’'B’ der zugehérige Durchmesser der Kugel. Ferner

sei N’S’ die Senkrechte auf der Aquatorebene durch den Mittelpunkt der
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Kugel (N’ sei der Nordpol, 8’ der Siidpol). Wir denken uns dann neben die
,»Vorderansicht“ der Kugel, in der die Punkte N und 8§ zu konstruieren sind
(Abb. 35, linke Halfte), die ,,Seitenansicht* der Kugel, d. h. ihre Projektion
auf eine zum Durchmesser A’B’ senkrechte Ebene, gezeichnet (Abb. 35, rechte
Halfte). In der Seit: er der Aquator und der Durchmesser
N'% als zwei zueinander senkrechte Durchmesser des UmriBkreises der Kugel.
Damit ko wir ittelbar die folgende Konstruktion verstehen: Wir
,-ibertragen* die kleine Achse der gegebenen Ellipse auf den rechten Kreis
und ziehen im rechten Kreis den entsprechenden Durch ; dieser Durch-
messer ist das Bild des Aquators in der Seitenansicht. Wir zeichnen sodann
den dazu senkrechten Durchmesser ; dieser ist das Bild des Durchmessers N'S’
in der Seitenansicht. Wir itbertragen schlieBlich die Endpunkte dieses Durch-
messers in der in Abb. 35 angegebenen Weise in die Vorderansicht. Die
erhaltenen Punkte N und § sind die gesuchten.

3.6. Allgemeine Konstruktionsmethoden axonometrischer Bilder. Nachdem
wir einige spezielle Kc uktionsbeispiele fiir axonometrische Bilder kennen-
gelernt, haben, kommen wir jetzt zur Behand]\mg allgemeiner Methoden. Wir
erlautern hier zwei von ihnen, die ihrer Idee nach besonders einfach sind:

1. die Methode der Koordinat tze ;
2. die numerische Methode.

Der Methode der Koordinatennetze liegt folgendes zugrunde: Ist das Bild
eines Koordinatensystems gegeben, so kann man das Bild eines jeden Punktes
konstruieren, dessen Koordinaten bekannt sind. Diese Koordinaten werden
(ohne Rechnung!) parallel zu den axonometnschen Achsen abgetragen, wobei
auf jeder dieser Achsen ihre ielle axc trische Einheit benutzt wird.

Wir konstruieren als Bemplel das Bild eines geraden regelmaBigen sechs-
eckigen Prismas, aus dem ein koaxialer gerader Kreiszylinder ausgeschnitten
ist. Die Linge der Seiten des Grundsechsecks sei e und der Radius der Grund-

fliche des Zylinders £ , die Hohe beider Korper betrage 2e. Wir denken uns das

Original mit einem Koordinatensystem X’'Y’Z’ derart verbunden, daB die
Grundfliche des Prismas auf der X', Y'-Ebene liegt, die gemeinsame Achse
des Prismas und des Zylinders auf der Z’-Achse liegt und ein Paar gegeniiber-
liegender Ecken der Grundfliche des Prismas auf die X’-Achse fallen. Dann
haben die Eckpunkte der Grundfliche des Prismas die Koordinaten

1 13 0) ( 13

(1,0,0), (‘2—,—2— 2,0), (-1,0,0),

X

(hierbei ist ¢ = 1 gesetzt).
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In Abb. 36 sind diese Punkte in einem a: trischen Koordinatennet:
konstruiert.!) Natiirlich wurden hier nur die ersten beiden Punkte wirklich
konstruiert, wahrend die iibrigen durch Ausnutzung von Symmetrien ge-
wonnen sind. Die Eckpunkte der oberen Grundfliche erhdlt man durch

z
- Y Sy
Y X d
Abb. 36 Abb. 37
Translation der gewc Punkte parallel zur Z-Achse um die Strecke 2¢
(Abb. 37).

Wir weisen darauf hin, daB es bei der Konstruktion eines Bildes mittels
eines Koordinatennetzes oft nicht nétig ist, die Koordinaten aller Punkte des
Originals zu kennen. Man kann héufig das Original einfach ,,graphisch kopie-
ren.

Wir kommen nun zur Konstruktion des Kreiszylinders. In Abb. 38a ist
dazu ein Kreis in einem orthogonalen Netz dargestellt, dessen Maschenweite

a)

Abb. 38

gleich 1/10 des Durchmessers des Kreises ist. In Abb. 38b ist das Bild dieses
Netzes und des Kreises in der X, Y-Ebene der Abb. 37 angegeben (der An-
schaulichkeit halber um das Dreifache vergroBert). Dazu wurden (in Abb. 38b)

1) Abb. 36 ist in orthogonaler Dimetrie (vgl. S. 276) dargestellt. Fiir die folgenden Uber-
legungen ist das allerdings ohne Belang.
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auf der X- und der Y-Achse die Strecken % und % abgetragen (wobei e, , e,

die MaBeinheiten auf den Achsen bezeichnen) und die Punkte des Kreises in
diejenige Lage beziiglich des neuen Netzes iibertragen, die sie in Abb. 38a
beziiglich des alten Netzes einnehmen. Das neue Netz 1aBt sich sofort in Abb. 37
auf die obere und die untere Grundfliche des Prismas iibertragen. Man erhalt
Abb. 39; die Koordinatenachsen sind hier nicht mehr eingezeichnet.

Die Koordinat tzmethode besitzt die Unbequemlichkeit, daB man
zundchst ein Netz zu konstruieren hat, das die Zeichnung mit zahlreichen
iiberfliissigen Linien bedeckt, die man anschlieBend ausradieren muB, was die
Genauigkeit erheblich vermindert.

Von diesen Mangeln ist die numerische Methode frei. Bei ihr werden die
Koordinaten der Bildpunkte in bezug auf ein gegebenes rechtwinkliges Koordi-

74z
@ £
|
|
| 0
| 3
]
' |
___¢ & £
X Y
Abb. 30 Abb. 40

natensystem der Bildebene berechnet und anschliefend das Bild (z. B. auf
Millimeterpapier) nach den Koordinaten gezeichnet. Da das Bild durch eine
affine Abbildung des Originals gewonnen wird, sind die Koordinaten jedes
Punktes des Bildes lineare Funktionen der Koordinaten des zugehorigen Punk-
tes des Originals'). Fihren wir in der Bildebene ein (z. B. rechtwinkliges) kar-
tesisches Koordinatensystem ein, so gilt

, . .
& =ayx’ +any + a2,

. . . O
N = AuT + Ayl + G2,

wenn &', y', 2’ die Koordinaten eines Punktes des Originals und £, 5 die Koord-
naten seines Bildes sind. Die freien Glieder haben wir gleich Null gesetzt, d. h.,
wir nehmen an, daB als Ursprung des Koordinatensystems (£, 5) das Bild des
Punktes ' = y' = 2’ = 0 gewihlt wurde.

Die Koeffizienten in den Formeln (1) lassen sich bestimmen, wenn das Bild
eines Basistetraeders gegeben ist. Als Beispiel wihlen wir die orthogonale

1) Vgl. § 3 des Artikels ,,Geometrische Transformationen*‘, 8. 70-71.
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Isometrie.') Legen wir das entsprechende Dreibein auf das System (£, ), so
erhalten wir Abb. 40. Wir bezeichnen die axonometrischen MaBeinheiten
mit

|OE,| = |OE,| = |OE,| = e.

Dann hat der Punkt E, im System (£, %) die Koordinaten & = — el2/3 ,
n= —%. Sein Original E; hat die Koordinaten =’ = 1, §’ = 0, 2’ = 0. Wie-
derholen wir diese Uberlegung fiir die Punkte E, und E,, so erhalten wir:

Der Punkt (1, 0, 0) geht iiber in den Punkt (— 613 , — %),

el3 e)’

der Punkt (0, 1, 0) geht iiber in den Punkt ( 3~ 3
der Punkt (0, 0, 1) geht iiber in den Punkt (0, e).

Setzen wir diese Koordinaten in die Gleichungen (1) ein, so finden wir ein
System von sechs Glelchungen fiir die sechs Unbekannten a;;, woraus sich
amtliche Koeffi lassen:

e)3. el3
Gy = — g s Qg = 7 a3 =0,

e e
a“=—§-, Agg = — 5, Agg = €.

Folglich haben die Formeln (1) fiir die orthogonale Isometrie die Gestalt
3
&= eV (y —a),
@)
e ’ g ’
=§[2= =@+ 9]

Als Belspxel wollen wir den i in Abb. 39 dargestellten Korper abbilden. Dazu
wir hst den gewiinschten MaBstab des Bildes wihlen; wir setzen
beispielsweise ¢ = 25 mm. Dann lauten die Formeln (2):

¢ = 21,65(y" — a'),
7 = 1252 — (2’ +¥)].

3)

!) Vgl. 8. 2771. Die orthogonale Isometrie hat ein axonometrisches Dreibein, wie es in
Abb. 40 und 50 angegeben ist.



268 Abbildungsverfahren

Die Formeln (3) geben & und # direkt in Millimetern an. Die Koordinaten der
Ecken des Prismas (zunichst nur die der unteren Fliche) lauten:

Nr. des , , ,
Punktes z y #
1 1,000 0,000 0
2 0,500 0,866 0
3 —0,500 0,866 0
4 —1,000 0,000 0
5 —0,500 —0,866 0
6 0,500 -0,866 0

Setzen wir diese Koordinaten in die Formeln (3) ein, so erhalten wir die fol-
gende Tabelle (darin sind & und % bis auf ein Zehntel eines Millimeters genau
angegeben ; das ist die maximale Genauigkeit, die ein erfahrener Zeichner nach
AugenmaB bei der Arbeit auf Millimeterpapier erreichen kann):

Nr. des £ Nr. des I

Punktes n Punktes n
1 —21,7 -12,5 4 21,7 12,6
2 7.9 -17,1 5 - 179 17,1
3 29,6 — 46 6 —29,6 4,6

Die Ecken der Deckfliche unterscheiden sich von den Ecken der Grundfliche
nur dadurch, daB fiir sie 2’ = 2 ist. Aus den Formeln (3) ist ersichtlich, daB fir
die Bilder die &-Werte dieselben sind und sich die -Werte um 50 mm erhohen.
Wir fithren die entsprechende Tabelle nicht an.

Zur Abbildung der Aussparung wihlen wir auf dem Kreis Punkte in einem
Abstand von 30°. In der Praxis unterteilt man meistens bedeutend weiter,
uns geht es hier jedoch nur darum, das Wesen der numerischen Methode zu
veranschaulichen. Die Koordinaten der Punkte der Grundfidche des Zylinders
lassen sich nach den Formeln

,_ 1 P

x=5cost, y=Esmt, =0

berechnen. Fiir ¢ = 0°, 30°, 60°, ..., 330° ergeben sich die in den linken Spalten
der folgenden Tabelle angegebenen Werte. Die rechten Spalten geben die
Koordinaten der Bildpunkte an; 7, gehort dabei zur Grundflache des Zylin-
ders, 7, zur Deckflache. Die GréBen 7, und %, sind durch die Beziehung

72 =1 + 50
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& Th s

! 2 v 2
0° 0,500 0,000 0 -10,8 -63 43,7
30° 0,433 0,250 0 — 40 -8,6 41,56
60° 0,250 0,433 0 4,0 -85 41,6
90° 0,000 0,500 (1] 10,8 -63 43,7
120° -0,250 0,433 0 14,8 -2,3 47,7
150° -0,433 0,250 0 14,8 2,3 52,3
180° -0,500 0,000 0 10,8 6,3 56,3
210° —0,433 -0,250 0 4,0 8,5 58,6
240° —0,250 —0,433 0 - 4,0 8,6 58,6
270° 0,000 —0,500 0 -10,8 6,3 56,3
300° 0,250 ~0,433 0 —-14,8 23 52,3
330° 0,433 -0,250 0 —14,8 -23 47,7

verkniipft. Ubertrigt man die Punkte entsprechend ihren Koordinaten (£, 7)
auf Millimeterpapier, so erhilt man Abb. 41.1)

Der Leser moge beachten, daB wir bewuBt ein sehr einfaches Beispiel aus-
gewihlt haben, da wir nur die Methode der Koordinat tze und die numeri-
sche Methode v haulichen wollten. Diese Verfah-
ren, insbesondere das numerische, kommen erst richtig
bei komplizierteren Originalen zum Tragen. Das in
unserem Beispiel betrachtete Qriginal 148t sich durch
wesentlich elementarere Mittel abbilden. Ist insbeson-
dere das Bild der Grundfliche des Prismas schon kon-
struiert, so kann man den Mittelpunkt des erhalte-
nen Sechsecks mit d Ecken verbinden und diese
Verbindungsstrecken halbieren. Es ist dann klar, da8
die als Bild der Grundflache des Zylinders erscheinende
Ellipse durch die Mittelpunkte dieser Strecken geht.
Sodann kann man die zu den konstruierten Strecken
in bezug auf die Ellipse konjugierten Halbmesser der
Ellipse konstruieren (sie liegen auf den Verbindungs-
geraden der Mittelpunkte der Seiten des als Bild der Grundfliche des Pris-
mas erhaltenen Sechsecks). Mit Hilfe dieser und shnlicher Uberlegungen kann
die Ellipse bedeutend einfacher, als das im Text geschehen ist, konstruiert
werden.

1) Eine eingehendere Erérterung der numerischen Methode findet der Leser in dem
Artikel von H. M. Beckun, Buuueanteasuust Merox mocrpoenns Haobpamenmit (N. M.
BEskIN, Die numerische Methode zur Konstruktion von Bildern) im Sammelband ,,Me-
TOXH HadYepTATeNLHON reoMeTpHH M ee Ip Methoden der d llenden G
trie und ihre Anwendungen)* unter der Redaktion von N. F. TscHETWERUCHIN, Moskau
1955, 8. 83-99.
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3.7. Die A trisierung einer Zeichnung. Als 4 trisierung esner
Zeichnung bezeichnet man die Hinzunahme von solchen sich auf das Original
beziehenden Angaben zu einer vollstindigen Zeichnung, daB anschlieBend die
Zeichnung metrisch vollstindig festgelegt ist.

Wir wollen dies zunidchst durch ein Beispiel erliutern: In Abb. 42 sind drei
Koordinatenachsen und eine durch ihre Spurpunkte gegebene Ebene dar-

tellt. Diese Zei g legt das Original nur bis auf eine affine Trans-
formation fest. Es sei nun zusatzlich angegeben, daB das abgebildete Koordi-
natensystem orthogonal ist:

xX0Y =xY0Z =x20X" =90°.

Diese Angabe allein macht die Zeichnung
auch noch nicht axonometrisch, weil die
Lingen der Strecken 0'4’, 0'B’, 0'C" nicht
bekannt sind.

Wir nehmen nun an, daBl das Lot vom
Ursprung O’ auf die Ebene 4'B'C’ ab-
gebildet werden soll; der FuBpunkt dieses
Lotes sei mit P’ bezeichnet. Das Bild .P
des Punktes P’ kann noch ein beliebiger
Abb. 42 ¥ Punkt innerhalb des Dreiecks ABC sein,
was die metrische Unbestimmtheit unse-

jilery
rer Zeichnung bestétigt. Ist das Dreibein (0'4’, 0’_5‘, 0’—05) bekannt (um des-
sen Rekonstruktion aus der Zeichnung es gegenwartig geht!), so kann die
Gerade OP kei gs in beliebiger Weise abgebildet werden; die Lage des
Punktes P ist dann vollstindig festgelegt.

Bilden wir nun umgekehrt in Abb. 42 noch zusitzlich das Lot ab, d. h.,
wihlen wir einen Punkt P im Innern des Dreiecks ABC als Bild des FuB-
punkts des Lotes von 0’ auf die Ebenen 4’B’'C’, so werden dadurch, wie wir
zeigen wollen, die Verhiltnisse [0'A’|: |0'B’| : |0'C’| festgelegt, die Zeichnung
wird metrisch bis auf den MaBstab bestimmt. Wir zeigen also, da man durch
die Vorgabe eines Punktes P der genannten Art das Tetraeder 0’A’B'C’ (bis
auf den MaBstab) rekonstruieren kann, und zwar in eindeutiger Weise.

Zuniichst ist klar, daB der Punkt P innerhalb des Dreiecks 4 BC liegen muB;
denn die Hohe eines Tetraeders, dessen Ebenenwinkel an der Spitze rechte
Winkel sind, geht durch den Schnittpunkt der Héhen der Grundfliche, und
dieser Schnittpunkt muB im betrachteten Fall innerhalb des Dreiecks liegen,
da es sich bei A’B’C’ um ein spitzwinkliges Drejeck handelt. Aus

4B = (04 + 0B,
IBCE = |0'B + 10°CT,
[C'A']E = [0'C']® + |0°4']2

folgt namlich, daB im Dreieck A’B’C’ die Summe der Quadrate der Lingen
zweier Dreiecksseiten stets groBer ist als das Quadrat der Linge der dritten

z
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Dreiecksseite (also z.B. |A'B’|* + |B'C'|® > |C'A'[*usw.), und das besagt
gerade, daB 4’B’'C’ spitzwinklig ist.

In Abb. 43a ist das Spurdreieck ABC aus Abb. 42 fiir sich dargestellt, und
in seinem Innern ist ein beliebiger Punkt P gewihlt. Durch ihn sind die
Geraden AL, BM und CN gezogen. Da O'P’ die Hohe des Tetraeders 0'A’B'C’
sein soll, ist der Punkt P’ Schnittpunkt der Hohen des Dreiecks A’B'C'. Das
bedeutet, daB AL, BM und CN die Bilder dieser Hohen sind. Die Aufgabe, die
vor uns steht, kann also jetzt so formuliert werden: Gegeben ist das affine
Bild eines Dreiecks mit Hohen (Abb. 43a), aus ihm ist das Original (bis auf den
MaBstab genau) zu rekonstruieren.

Die Unbestimmtheit des MaBstabes gestatte es uns, eine Strecke beliebig
zu wihlen ; wir wihlen die Seite A’B’ (Abb. 43Db). Auf ihr konstruieren wir den
Punkt N’, der der Bedingung

|A'N’| |AN|

IN'B'|  |NB|

geniigt. Im Punkt N’ errichten wir die Senkrechte auf A’B’; der Punkt C’ mul
dann auf dieser Senkrechten liegen. Als nichstes konstruieren wir den Halb-
kreis tiber der Strecke 4’B’. Die Punkte L' und M’ miissen auf diesem Halb-
kreis liegen, da

¥ A'L'B = ¥ BM'A" = 90°

gilt. Da die Punkte L’ und C’ der Bedingung
|B'C'| _ |BC|

|B'L'l ~ |BL|
geniigen, mufl der Punkt C' auf dem Halbkreis liegen, der aus dem soeben
konstruierten Halbkreis durch die Homothetie!) mit dem Zentrum B’ und dein
|BC| | .
BL| ist uns aus Abb. 43a
bekannt.) Diesen Halbkreis erhdlt man z. B. dadurch, daf man auf der
Geraden 4’B’ den Punkt 8’ bestimmt, fiir den

|B'S'| _ |BO|

IBAT " IBL
gilt, und B'S’ als Durchmesser nimmt. Den Punkt C’ erhilt man schlieBlich
als Schnittpunkt dieses Halbkreises mit der Senkrechten zur Geraden A'B’ im
Punkt N'. Damit ist das Dreieck A'B’C" konstruiert.

Um die Zeichnung nicht zu iiberladen, fiihren wir die Rekonstruktion des
Tetraeders O’A’B’'C’ getrennt in Abb. 43¢ fort. Wir nehmen hierbei das bereits
konstruierte Dreieck A’B’C’ mit den Hoéhen A’L’, B'M’ und C'N’ als Aus-
gangspunkt.

Koeffizienten hervorgeht. (Das Verhiltnis Igg

1) Beziiglich der Definition der Homothetie vgl. S. 49.




272 Abbildungsverfahren

Nach dem oben erwihnten Satz iiber diese drei Hohen ist der Punkt L’
nicht nur FuBpunkt der Héhe A’L’, sondern zugleich auch FuBpunkt der
Hohe O'L’ der Begrenzungsfliche O'B’C’ des Tetraeders. Zur Rek: ktion

5

des Tetraeders wollen wir dessen Netz konstruieren, d. h., wir denken es uns
z. B. an den Kanten 0’4", 0B und O'C’ aufgetrennt und die Begrenzungs-
flichen in die Ebene der Grundfliche umgeklappt. Dann fallt der Punkt O’
auf die Fortsetzung der Hohe A'L’; ferner muB dieser Punkt auf dem iiber
B'C” errichteten Halbkreis liegen. In Abb. 43c ist die Konstruktion der
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Punkte 0f, O und Oy angegeben, in die die gemeinsame Ecke O’ der drei
Begrenzungsﬂéchen bei der geschilderten Netzbﬂdung iibergeht,.

Liegen nur einige metrische Angaben iiber ein Original vor, die aber nicht
ausreichen, um es auf Grund einer Zeichnung metrisch festzulegen, so wollen
wir von einer teilweisen Axonomeltrisierung der Zeichnung sprechen. Ist z. B.
bekannt, dal die in Abb. 44 eingezeichneten Punkte P’ und @' auf der unteren
bzw. oberen Begrenzungsfliche des dargestellten Parallelepipeds liegen und
die Gerade P'Q’ auf diesen Flichen senk-
recht steht, so ist Abb. 44 dadurch teil-
weise axonometrisiert. Zum Beispiel kann
die vom Punkt A4’ ausgehende Hohe des
Parallelepipeds nicht ‘mehr in beliebiger
Weise abgeblldet werden, sie mull parallel
zu PQ g hnet werden. D kann
man z. B. die vom Punkt A’ ausgehende
Hohe der Begrenzungsfliche A’'B'C'D’
noch in ganz beliebiger Weise abbilden.

Die Anfertigung einer teilweise axono-
metrisierten Zeichnung erfordert ganz be- Abb. 44
sondere Aufmerksamkeit, weil man in ihr
manches beliebig und anderes nicht beliebig abbilden kann. Wir fithren hier
ein lehrreiches Beispiel fiir einen héufig gemachten Fehler an:

VieleJahrhunderte hindurch war es iiblich, eine Ebene in einer Zeichnung durch
ein Parallelogramm abzubilden. Hierbei wurde stillschweigend angenommen, da3
dieses Parallelogramm ein rechteckiges Ebenenstiick abbildet. Dadurch wurde
eine teilweise Axonometrisierung der Zeich vorg (Die Bilder

zweier zueinander orthogonaler Richtungen waren festgelegt.) Eine solche
teilweise Axonometrisierung schrankt aber die Freiziigigkeit der Darstellung
in der betreffenden Ebene ein. Wenn man hierauf nicht achtet, kommt es sehr
leicht zu Fehlern. Aus diesem Grund hat sich in den letzten Jahren immer
stirker die Gewohnheit herausgebildet, ein gezeichnetes Ebenenstiick durch
einen krummlinigen Rand zu begrenzen.

Es sei z. B. eine auf einer horizontalen Ebene stehende regelmafige vier-
eckige Pyramide zu zeichnen. Das Quadrat, das die Grundfliche der Pyramide
bildet, kann durch ein beliebiges Parallelogramm abgebildet werden. Diese
Regel ist jedoch auf Abb. 45a wegen ihrer teilweisen Axonometrisierung nicht
anwendbar. Abb. 45a ist sogar falsch; denn auf ihr sind zwei verschiedene
Rithtungen (4D und LO) als senkrecht zu derselben Richtung (4B | LM)
dargestellt. In Abb. 45b ist das Bild einer regelmaBigen viereckigen Pyramide
auf einer durch einen krummlinigen Rand angedeuteten Ebene gezeichnet;
diese Zeichnung ist ,richtig*.

In Abb. 464 ist ein gerader Kreiskegel dargestellt. Abbxldung 46a ist falsch.
Die Fehlerhaftigkeit erkennt man, wenn man zwei zueinander kon]uglerte
Ellipsendurchmesser betrachtet, von denen der eine parallel zu einem der
,,Rénder der Ebene ist. In Abb. 46a ist CD parallel zu LO, aber AB nicht
parallel zu LM. Abb. 46D ist ,richtig*.




274 Abbildungsverfahren

Wir wollen den Leser aber sogleich auf eine weitere Fehlermoglichkeit auf-
merksam machen: Jede der Abb. 45b und 46b ist fiir sich genommen richtig.
Wollten wir aber beide Korper, die regelmaBige viereckige Pyramide und den

Abb. 45

Kegel, auf ein und derselben Ebene stehend darstellen, so erhielten wir bei
Kombination der Abb.45b und 46b eine fehlerhafte Zeichnung (auch wenn
wir die Ebene durch eine krummlinige Berandung andeuten). Sowohl die

S a S g

al b/
Abb. 46

Pyramide (Abb. 45b) als auch der Kegel legen namlich bereits die Metrik in
der Basisebene weitgehend fest, und diese Metriken stimmen bei Abb. 45b
und 46b nicht iiberein.

3.8. Orthogonale (rechtwinklige) Axonometrie. Bisher haben wir ausschlieB-
lich freie Darstellungen betrachtet. In der Ingenieurpraxis ist daneben die
Axonometrie mit vorgegebenen Parametern sehr verbreitet.

Nach dem Satz von PorLKE und ScHWARZ kann man z. B. einen Wiirfel
in weitgehend beliebiger Weise abbilden, etwa auch so, wie das in Abb. 47
geschehen ist. Jedoch wird ein Mensch, der sich nicht mit darstellender Geo-
metrie befaft hat, kaum erkennen, daB dies das Bild eines Wiirfels sein kann,
weil die Darstellung einem Wiirfel nicht sehr ,,ahnlich* sieht. Das stellt uns
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vor die Frage, wovon eigentlich die Anschaulichkeit eines Bildes, d. h. dessen
,,Ahnlichkeit mit dem Original, noch abhiingt.

Bei Pamllelpro;ektmnon stellt ein Bild das zugehérige Original in einer sol-
chen Weise dar, wie das Original von einem Beobachter aus sehr groBer Ent-
fernung in Richtung der Projektionsstrahlen erblickt wird. Der Projektions-
prozeB selbst ist dabei analog dem geometrischen Proze8 des Sehens. Bei der
Betrachtung eines beliebigen Gegenstandes befinden wir uns jedoch stets vor
ihm, d. h., man muB sich die Bildebene vor (oder hinter) dem Gegenstand vor-
stellen, wobei bei Betrachtung aus weiter Ferne die Sehstrahlen auf der Bild-
ebene nahezu senkrecht stehen. Man wird also das anschaulichste Bild eines
Original. orth ler oder mnah

(4

orth ler Projektion erhalten. Im Ge- y
gensatz dazu ist z. B. bei dem in Abb. 47 - N\ ______ -
dargestellten Wiirfel fiir den Winkel der <
Projektionsstrahlen mit der Bildebene \

o = 14°1) d.h., diese Projektion unter-
scheidet sich stark von einer orthogona- Abb. 47
len Projektion.

Neben dem Winkel ¢ bendtigt man zur Festlegung einer Axonometrie die
folgenden Parameter:

Die Winkel «, 8, y, die die PrOJektlonsstmhlen mit den natiirlichen Achsen
einschliefien. (In der A hnet man gewdhnlich als natiirlich
alles das, was sich auf das Ongmal bezieht, und als axonomelrisch alles das,
was zum Bild gehért. In diesem Sinn sind 0’X’, 0’Y’, 0'Z’ die natiirlichen
Achsen und 0X, OY, 0Z die axonometnschen Achsen )

Die ten Verzerr g8 ffizient p, ¢, r. Hierunter versteht man die
Verhaltnisse der a: trischen Einheit = |OE,|, e, = |OE,|, e5 = |OE,|
zur natiirlichen Einheit e (sie sei fiir alle natﬁrlichen Achsen als gleich voraus-
gesetazt):

=& = ﬁ =52
=%, r=2. )
Wir warnen den Leser vor einem méglich Mti tindnis. In Lehr-
biichern der darstellenden Geometrie findet man gelegentlich die Behauptung,
daB bei orthogonaler Axonometrie (d.h. bei einer Axonometrie mit dem
Winkel ¢ = 90°) die Verzerrungskoeffizienten durch die Formel

P+gtrt=2
1) Es ht hiermit die i Aufgabe, aus einem durch Parallelpm)ektlon
Bild die P: ter zu besti die den Projekti fest-

legen Es s0ll z. B. aus der Kenntnis, daB in Abb. 47 ein Wiirfel dnrgestellt ist, der Winkel o
ermittelt werden. Eine graphische Losung dieser Aufgabe ist in §9 des Buches [2] von
E. A. GuasuNow und N. F. TSCHETWERUCHIN enthalten, und eine analytische Losung
findet sich in dem Artikel von A. I. Ocrponekuii, OcuoBune (opMyiH NapajiienbHOl
axcomomerpuu (A. I Os-mowsm, Grundlegende Formeln der schiefen Axonometne).
Arbeiten des Mosk S iiber d llende G ie und I i

Moskau 1958, S. 108-110.

Brap
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miteinander verkniipft sind. Wir machen darauf aufmerksam, daB diese Nor-

mierung nur dann richtig ist, wenn das Bild durch unmiltelbare Proyeldum des

Originals auf die Ebene erhalten wird. Setzt sich dle Abbildung aus emer senk-

rechten Parallelprojektion und einer anschlieB Ahnlichkeitstransforma-

tion 80 ké die Verzerrungskoeffizienten bereits weitgeh ‘belubtg

gewdhlt werden; es muB dabei nur die folgende Bedingung erfiillt sein: Das

Quadrat eines beli bigen Verzerrungskoeffizienten darf nicht grofer sein als die

7 Summe der Quadrate der beiden anderen
Koeffizienten.

Weitere wichtige Parameter sind die

Winkel zwisch den a. trischen

Achsen (Abb. 48), die man gewdhnlich mit

ol @ X X0Y = w,,
@ ¥ YOZ = w,, (5)
X Z0X = w,,

bezeichnet, wobei also w, + wy + 03 = 27
ist.
X Abb. 48 Die angefiihrten Parameter sind na-
tirlich nicht voneinander unabhingig.
Eine orthogonale axonometrische Projektion ist z. B. vollstandig durch ihre
Verzerrungskoeffizienten festgelegt. Sind die Verzerrungskoeffizienten alle
voneinander verschieden, so bezeichnet man das Bild als trimetrisch, sind zwei
von ihnen gleich und ist der dritte von diesen beiden verschieden, so nennt
man das Bild dimetrisch, sind schlieBlich die Koeffizienten alle drei gleich, so
spricht man von einem isometrischen Bild.
Die iibrigen Parameter lassen sich durch die Verzerrungskoeffizienten folgen-
dermaBen ausdriicken:

i = %—%—f’ (®)
" ﬂ’?%:

sing, = JEH L F ")2;r Pre+r)

sine, = LEE 1) CErTT o
dinoy = JEFEX DG =)

2pq
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Geht bei einer orthogonalen Axonometrie der Projektionsstrahl 00’ durch
den ersten Oktanten des natiirlichen Achsensystems?), so sind die Winkel c,,
wy und wy stumpf. Die Herleitung dieser Formeln ist vollig elementar, so da8
wir auf sie verzichten wollen.

Die Wahl der Parameter bei der Festlegung einer bestimmten orthogonalen
Axonometrie hingt also davon ab, welche Abmessungen die Bilder der Kanten
des Basiswiirfels haben sollen. Hierbei muB man zwischen zwei Fallen unter-
scheiden: Im ersten Fall hat der Basiswiirfel vorgegebene Ab Zum
Beispiel sei die natiirliche Einheit ¢ = 1 m, und es sei verlangt, daB die axono-
metrischen Einheiten e, = 1 O, € = €5 = 2 em betragen sollen In diesem
Fall sind die Verzerrungsk tig sie b sich
im betrachteten Beispiel zu

p=001, ¢g=r=002.

Der zweite Fall liegt vor, wenn die Abmessungen des Basiswiirfels nicht
gegeben sind, d. h., wenn nur verlangt ist, daB irgendein Wiirfel (dessen Kan-
ten parallel zu den Koordinatenachsen sind) so abgebildet wird, daB sich bei-
spielsweise ¢, = 1 cm, e, = ¢; = 2 cm ergibt. In diesem Fall sind die Ver-
zerrungskoeffizienten nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt, d. h.,
es ist nur ihr Verhaltnis gegeben,

piq:r=1:2:2,

80 daB man also beispielsweise p = 1, g = = 2 sétzen kann. Die Wahl dieses
Faktors ist in der Tat jn vielen Zusa un tlich. Zum Beispiel
sind die rechten Seiten der Formeln (6) und (7) inp,qr homogen, 50 daB sich
dieser Faktor bei der Berechnung von «, f, y, w,, w,, ws herauskiirzt. Im Fall
P = 1, ¢ = r = 2 erhalten wir z. B. aus (7)

3Y7
sinw, = % ~ 0,99222,

s . 3
sinw, = sinw; = 7,
und wenn wir bericksichtigen, daB die Winkel &,, w, und w; stumpf sind,
finden wir

w % 97° 11" % 97°, w, = wy = 131°25’ = 131°

(Abb. 49). Wir sehen also, daB bei einer orthogonalen Axonometrie das Ver-
haltnis der Verzerrungskoeffizienten die Winkel zwischen den axonometrischen
Achsen vollstlndlg festlegt.

Ein besonders haufig ang dtes Abbildungsverfahren ist die orth 7
Isometrie. Nehmen wir an, daB p = ¢ = r = 1 ist, so erhalten wir aus (6)

l) Diese Forderung kann offenbar swu dadurch crfiillt werden, daB man das natiirliche
in geeil Weise t. — Anm. d. wissenachaful. Red.

gl
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und (7)

sinx = s8inf =siny = 5

. . . V3
- silw; = sinw, = sinwy = ——.
In diesem Fall wird also w;, = wy = w; = 120°. Das Bild des Koordinaten-
systems ist in Abb. 50 wiedergegeben. Der Basiswiirfel ist in Abb. 51 darge-

4

Abb. 49 X

stellt. Wie zu erkennen ist, gilt « = 8 = y, d. h., die Richtung der Projektions-
strahlen fallt in Richtung einer der Wiirfeldiagonalen. Aus dem Gesagten
ergibt sich folgender geometrischer Sachverhalt: Die Bildebene steht senkrecht

Abb. 50 Abb. 51

auf der Diagonalen des Basiswiirfels, und die Projektionsstrahlen verlaufen
parallel zu dieser Diagonalen. Vom Basiswiirfel selbst erhalt man dann das in
Abb. 51 dargestellte Bild. Von den beiden Ecken des Wiirfels, die auf der
Diagonalen liegen, die in Richtung der Projektionsstrahlen verlauft, verdeckt
cine die anderc.
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§ 4. Das Verfahren von Monge

4.1. Kombinierte Bilder. Die Axonometrie ist nur eines der verschiedenen
Verfahren, die metrisch bestimmte Bilder liefern. Unter allen diesen Verfahren
spielen die sogenannten kombinierten Bilder eine besondere Rolle. Wir haben
bereits oben erlautert, daB wegen Fehlen eines Parameters eine Punktabbil-
dung des Raumes in die Ebene (ohne zusitzliche Angaben) ein Original nicht
vollsténdig festlegen kann. Man behilft sich daher vielfach dadurch, daB man
von demselben Original mehrere voneinander verschiedene Bilder herstellt.
Ein System von mehreren Bildern eines Originals bezeichnet man als ein
kombiniertes Bild oder eine komplexe Zeichnung.

4.2. Das Wesen des Verfahrens von Monge. Ein besonders wichtiges Beispiel
fiir ein Abbildungsverfahren mittels kombinierter Bilder ist das bekannte
Zweitafelverfahren von GASPARD MONGE.

Beun Verfahren von MoNGE wird Jeder Punkt M’ des Raumes auf zwei

feinander senkrecht stehende Ebenen, eine Gmndnﬁebem IT, und
eine Au/nﬂebm 11, projiziert (Abb. 52). Die so erhaltenen Punkte M; und Mg
heiBen der Gﬂmdﬂﬂ bzw. der Aufrif des Punktes M’. Wir drehen sodann (in
Abb. 52) die Ebene /7, in der durch den Pfeil gekennzelchnet/en Rlchtung um
die Schnittgerade der Ebenen II, und II,, die
bis sie in der Ebene IT; liegt: Dadurch erhalten wir Abb. 53 In ihr ist der

fls
/ A M "
X
M,
) 7 X Z
"y My 1

X My
Abb. 52 Abb. 53

Punkt M’ durch seine beiden Projektionen M, und M, festgelegt, die wir gleich-
falls als Grund- bzw. Aufri8 von M’ bezelchnen wollen. Diese Pro;ekhonen
konnen natiirlich in der Zeichenebene nicht beide beliebig gewahit werden; sie
miissen auf derselben Senkrechten zur Projektionsachse liegen. Die zur Pro-
;'?kﬁonmhse orthogonalen Geraden bezeichnet man auch als Ordnungs-
inien.
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Bekanntlich ist jeder Punkt einer Ebene durch zwei, jeder Punkt des Raumes
durch drei Koordinaten festgelegt. Mithin liefert z. B. der GrundriB M, eines
Punktes M’ des Raumes zwei seiner Koordinaten ; die Angabe des Aufrisses M,
von M’, der auf der bereits bekannten Ordnungslinie durch M, (d. h. der durch
den Punkt M, gehenden Senkrechten zur Projektionsachse) liegt, ist gleich-
bedeutend mit der Angabe einer dritten Koordinate.

Durch die Angabe von M, und M, ist also die Lage des Punktes M’ im
Raum vollstindig festgelegt. Ist nur der GrundriB gegeben, so ist dadurch eine
unendliche Menge konkurrierender Punkte bestimmt, die alle auf derselben
Senkrechten zur Ebene II, liegen. Diese konkurrierenden Punkte unter-
scheiden sich untereinander durch ihre Aufrisse. Die Angabe des Aufrisses ist
aquivalent der Angabe einer Zahlenmarke, die die Hohe des Punktes iiber der
GrundriBebene festlegt.

Es gibt allerdings einige Ausnahmefille, in denen die Angabe zweier Pro-
jektionen zur Festlegung eines Originals nicht ausreicht. Zum Beispiel haben
alle Geraden, die in einer senkrecht auf den Ebenen I7; und II, stehenden
Ebene « liegen, dieselben Projektionen. In diesen Fillen kann man sich dadurch
helfen, da man noch eine dritte Projektion des Originals, einen Seitenrif an-
fertigt. Ein Abbildungsverfahren dieser Art nennt man eine Dreitafelprojektion.

Durch das Verfahren von MoNGE werden die Originale metrisch genau fest-
gelegt, d. h., liegt ein Bild eines Originals nach dem Verfahren von MoNGE
vor, 8o kann man daraus jede sich auf das Original beziehende geometrische
Frage beantworten.

Wir gehen hier nicht ausfithrlich auf das Verfahren von MoNGE ein, da es
in allen Lehrbiichern der darstellenden Geometrie bis in die Einzelheiten hinein
behandelt wird. In den Grundziigen werden das Verfahren von MoNGE und
die Dreitafelprojektion bereits in der polytechnischen Oberschule gelehrt. Wir
bemerken, daB die Idee, von einem Original zwei Projektionen herzustellen,
nicht von MONGE stammt, sondern bedeutend alter ist. Sie wurde z. B. schon
von dem altromischen Architekten VITRUVIUS benutzt. MONGE entwickelte
jedoch als erster dieses Verfahren systematisch und zeigte, daB man damit
nicht nur jedes beliebige Original abbilden kann, sondern da8 man auch allein
aus dem Bild alle geometrischen Fragen beantworten kann, die sich auf das
Original beziehen.!)

§ 5. Zentralprojektionen

b.1. Die Eigenschaften der Zentralprojektion. Die Theorie der Zentralprojek-
tion ist im gleichen MaBe komplizierter als die der Parallelprojektion, wie es
die projektiven Transformationen gegeniiber den affinen Transformationen
sind. Wir wollen hier nur einige Probleme der Theorie der Zentralprojektionen

1) Vgl. zu dieser Frage die Ausfihrungen von D.I. KARGIN in der ruseischen Uber-
setzung des Buches [3] von G. MoNGE.
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erdrtern, wobei wir von d Iben Fragen gehen, die wir bei den Parallel-
projektionen behandelt haben. Wir wollen insbesondere den Unterschied in
den Antworten herausarbeiten.

Eine Zentralprojektion wird auf folgende Weise erhalten: Man fixiert im
Raum einen Punkt 8 als Projektionszentrum und eine Ebene « als Projektions-
ebene (Abb. 54). Als Bild eines beliebigen Punktes M’
des Raumes, der von S verschieden ist, wird der
Schnittpunkt M der Geraden (des Projektionsstrahls)
SM’ mit der Ebene « definiert.

Die Zentralprojektion kann man in verniinftiger
Weise nur im projektiven Raum behandeln. (Die
Parallelprojektion studierten wir im affinen Raum.)
Fithren wir namlich keine uneigentlichen (unendlich
fernen) El te!) ein, so ko wir nicht erwar-
ten, daB jeder Punkt des Raumes ein Bild besitzt
(da der Projektionsstrahl SM' parallel zur Ebene x
sein kann). Im projektiven Raum besitzt dagegen
jeder Punkt (auBer S) ein Bild. Hierbei kann das
Bild eines eigentlichen Punktes ein uneigentlicher
Punkt sein, und das Bild eines \meigentlichen Punk-
tes kann sich als eigentlicher Punkt erweisen.

Abb. 54

Die Zentralprojektionen besitzen die folgenden Eigenschaften (man ver-
gleiche die Eigenschaften 1 bis 4 der PuaHelpro;ektlonen auf S. 237):
1. Jedem vom Projekti trum S verschied Punkt des Raumes ent-

spricht eindeutig ein Punkt in der (projektiven!) Ebene x. Konkurrierende
Punkte sind dabei solche, die auf derselben durch § gehenden Geraden liegen.

2. Jede Gerade, die kein Projekiionsstrahl ist, wird auf eine Gerade abgebildet.
Jede Projektionsgerade wird auf einen Punkt abgebildet.

3. Fiir beliebige Punkte A', B', C", D' einer Geraden (die nicht projizierend
ist) gilt J4B| |AD| _ |4'B]| _|4'D|

18O 100l T BT DT ¢

Mit anderen Worten: Das Doppelverhiltnis von vier Punkten, die auf einer
Geraden liegen, ist eine Invariante gegeniiber Zentralprojektionen.

Wir wollen fiir das Folgende vereinbaren, dafl wir beim Abbildungsverfah-
ren durch Zentralprojektion grundsitzlich zulassen, daB das durch eine un-
mittelbare Zentralprojektion auf die Ebene « gewonnene Bild noch einer be-
liebigen affinen Transformation?) (in der Ebene «) unterworfen werden kann.

1) Vgl. § 7 des Artikels ,,G trische Transf il “, 8. 107-108.

%) Die Verzerrung, die ein Original erleidet, wenn man es durch sein Bild ersetzt, wire
prinzipiell dieselbe, wenn wir die erhaltene Projektion nicht einer affinen, sondern einer
beheblgen projektiven Transformation unterwerfen wiirden, weil die Zentralprojektion
selbst eine projektive Transformation ist. Wir kénnen uns (nm dle Dmtollung elementarer
zu halten) insb dere deshalb auf affine Transfc ken, weil dieser Unter-
schied unwesentlich ist.
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Das bedeutet, daB das Bild eines Punktes bei einem solchen Verfakren nicht die
unmittelbare Zentralprojektion dieses Punktes zu sein braucht.

Wir stellen jetzt ohne Beweise Eigenschaften der Bilder nach dem Ver-
fahren der Zentralprojektion und dem der Parallelprojektion gegeniiber:

Bei der Abbildung einer ebenen Figur durch Parallelprojektion kann man
in beliebiger Weise -ein beliebiges Dreieck abbilden, bei Zentralprojektion
dagegen ein beliebiges vollstindiges Viereck') (d. h. vier Punkte der Original-
ebene in allgemeiner Lage).

Ist irgendein vollstindiges Viereck, das zu einer ebenen Figur gehort,
bereits abgebildet, so sind die Bilder aller iibrigen Punkte dieser Figur ein-
deutig festgelegt. (Bei der Parallelprojektion spielte dieselbe Rolle ein Dreieck.)

Abb. 56

Zum Beweis dieser Behauptung sei A'B'C'D’ das vollsténdige Viereck im
Original (Abb. 55a) und ABCD dessen Bild (Abb. 556b); E’, F', @’ seien die
Dmgonalpunkte des vollstandigen Vierecks A'B'C’'D’ und E F, @ die ent-

Ipunkte des vollstindigen Vierecks 4 BCD. Es sei ferner
‘M’ ein beheb)ger anderer Punkt des Ongma,ls Die Gerade A’M’ schneidet
dann die Geraden B'C’, C'D’ und B'D’ in bestimmten Punkten X’, ¥’ bzw. Z'.
Die Bilder dieser Punkte sind nun durch Doppe]verhiltmsse, welche im Original
und im Bild die gl sein llstindig festgelegt. So ist z. B.

1) Wir sprechen hier von einem vollstand:gen Viereck und nicht von einem Viereck im
ubhchen Smne des Wortes (welches vier ,,Seiten‘‘ und zwei ,,Diagonalen‘‘ hat), weil bei
einer Z ion der Unterschied zwischen ,,Seiten‘ und ,,Diagonalen* seinen Sinn
verliert. Ein vollsmndsges Viereck A’B’C’D’ hat drei Paare einander gegeniiberli d

Seiten: 4A’B’ und C’D’ A'C’ und BD', A'D und BC (insgesamt also sechs Seiten);
jedes Paar einander gegeniiberli der Seiten eines vollstﬁnd:gen Vlerecks beeltzt (in der
projektiven Ebene!) einen Schnittpunkt, der als ein Diag hnet wird. Ins-
gesamt existieren also bei einem vollstindigen Viereck drei Dia {punk

3
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(BCFX) = (B'C'F'X’),') und diese Beziehung gestattet es, den Punkt X zu
finden. Analog kann man die Punkte ¥ und Z erhalten. Ubrigens lassen sich
die Punkte Y und Z auch als Schnittpunkte der Geraden AX mit den Geraden
DE und BD gewinnen. Die Lage des Punktes M auf der Geraden AX laBt sich

aus der Beziechung (AXYH) = (A'X'Y'M)

bestimmen. (Anstelle des Punktepaares X, ¥ kann man natiirlich auch die
Paare Y, Z oder Z, X verwenden.)

5.2. Projektive Koordinaten. Es ist zweckmaBig, das vollstindige Viereck
noch von einem anderen Gesichtspunkt aus zu betrachten.. In Abb. 56 ist das
vollstindige Viereck OE,EE, durch zwei Diagonalpunkte F, und F, ergénzt.
Offenbar ist die Angabe des Punktes £
(in allgemeiner Lage) gleichwertig I4
der Angabe der beiden Punkte F, A
und F, auf den Geraden OE; und
OE,. Zwei Achsen OX und OY und
je zwei (von O verschiedene) Punkte 3 £
auf jeder von ihnen bilden ein so- /
g projektives  Koordinal
system. In Abb. 57 sind ein affines "
und ein projektives Koordinaten- 0/ £\ [S
system einander gegeniibergestellt. In
Abb. 57a sind die Achsen OX und Abb. 56
0Y und auf jeder der Achsen ein Ein-
heitspunkt E, bzw. E, gezeichnet. Ist M ein beliebiger Punkt der Ebene, so
muB man zur Bestimmung seiner affinen Koordinaten durch M die Geraden

Y
)
M
£z
X X
o 7 & o & A\ N
al b)
Abb. 57
1) Das Symbol (4BCD) bezeichnet das orientierte Doppelverhiiltnis

(40) (4D)

(ABCD) = ©B) ' 1bB)

(vgl. 8. 460).
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ziehen, die parallel zu den Achsen OX und OY sind (d. h. die Geraden, die den
Punkt M mit den uneigentlichen Punkten dieser Achsen verbinden). Diese
Geraden bestimmen auf den Achsen OX und OY die Punkte P, und P,. Die

Verhéltnisse _© P1) (0P,

~oE)’ ¥ 08,
sind dann die affinen Koordinaten des Punktes M.

In Abb. 57b sind die Achsen OX und OY und auf jeder Achse je zwei
Punkte (verschieden von 0) gezeichnet. Ist M ein beliebiger Punkt der Ebene,
80 muB man zur Bestimmung seiner projektiven Koordinaten durch ihn die
Geraden MF, und MF, legen. Hieraus wird bereits klar, daB die Punkte F,
und F, die gleiche Rolle spielen, die im affinen Koordinatensystem die un-
eigentlichen Punkte der Achsen spielen. Diese Geraden bestimmen auf den
Achsen OX und OY die Punkte P, und P,. Die Doppelverhaltnisse

(0P,) , (OF,)
(PFy) * (E,Fy)
(0P,) . _(OF,)
(PyFy) * (EyFy)

sind dann die projektiven Koordinaten') des Punktes M. (Hierbei konnen die
Koordinaten z und y auch den ,,Wert* co annehmen.) Aus diesen Formeln ist
ersichtlich, daB z. B. die Punkte O, E,, F, die z-Koordinaten 0, 1, co und die
y-Koordinate 0 haben.

Der Punkt E (Abb. 56) hat die Koordinaten z = 1,y = 1; er heiBt Einheits-
punkt des betrachteten projektiven Kootdmafensystems

Riicken die Punkte F, und F, auf den Achsen OX bzw. OY ins Unendliche,
so gehen die projektiven Koordinaten in affine Koordinaten iiber.

z = (OF,P,E,) =

y = (OF,P,E,) =

5.3. Die Verwendung projektiver Koordinaten bei der Konstruktion von
Bildern. Bei der Abbildung ebener Figuren kann man ein vollstindiges Vier-
eck A'B’C'D’ als Basis wihlen, d. h., man kann festsetzen, daB

der Punkt 4’ Koordinatenursprung,

der Punkt B’ Einheitspunkt der Achse X',

der Punkt ¢’ Einheitspunkt der Achse Y,

der Punkt D’ Einheitspunkt des Koordinatensystems X'Y’
sein soll.

1) Es handelt sich hierbei um inh jektive Koordi Sie
besitzen den wesentlichen Nachteil, daB die Punkte der ,,unendhch fernen‘* (uneigent-
lichen) Geraden, die nicht auf den Achsen OX, OY liegen, dle Koord.umhen % =00,y =00
haben und deshalb nicht durch ihre Koordi hieden werden
kdnnen. Zur Beseiti dieses Mangels benutzt man ist homogene projektive
Koordinaten (vgl. 8. 112).
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Analog wahlen wir das vollstandige Viereck 4 BCD als Basisviereck in der
Bildebene. Dann wird jeder Punkt M’ des Originals auf denjenigen Punkt M
der Bildebene abgebildet, der beziglich des vollstindigen Vierecks ABCD die

leich jektiven Koordinaten hat wie der Punkt M’ beziiglich des vollstandigen

g proj
Vierecks A'B'C’'D’.
- Ebenso wie bei der Parallelprojektion wire es natiirlich sehr umsténdlich,
die Koordinaten jedes Punktes einzeln zu konstruieren. Viel bequemer ist es,
in der Ebene des Originals ein kartesisches rechtwinkliges Netz zu konstruieren
und in der Bildebene das Bild dieses Netzes. In Abb. 58a ist ein kartesisches

Abb. 58

rechtwinkliges Netz, d. h. ein Netz aus gleichen Quadraten, gezeichnet. Dieses
Netz besteht aus zwei Scharen von jeweils einander parallelen Geraden, d. h.
von Geraden, die durch den gleichen uneigentlichen Punkt gehen; folglich
gehen auch die Bilder dieser Geraden jeweils durch ein und denselben Punkt
(der im allgemei ein eigentlicher Punkt sein wird). Konstruieren wir
die Bilder der uneigentlichen Punkte beider Scharen, so ist die Gerade, die
diese Bilder verbindet, das Bild der uneigentlichen Geraden der Ebene des
Originals. (Das Bild der uneigentlichen Geraden bezeichnet man auch als
Fluchilinie.)

Es sei nun 1'2'3'4’ eines der Quadrate des kartesischen rechtwinkligen
Netzes. Von diesen ausgehend kann man das Netz in affiner Weise konstru-
ieren, d. h. ohne Strecken abzumessen nur durch Ziehen von Parallellen.
Zum Beispiel kann man die Konstruktion in folgenden Schritten aus-.
fiihren:
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1. Wir ziehen die Gerade 2'¢'.

2. Durch den Punkt 3’ ziehen wir die zu 2’4’ parallele Gerade. Sie schneidet
die Geraden 1’2’ und I'¢’ in den Punkten 5’ bzw. 6'; das sind zwei neue Knoten
des Netzes.

3. Durch 5’ und 6’ ziehen wir die Geraden, die parallel zu den Geraden 1'¢’
bzw. 1'2’ sind. Wir erhalten dadurch drei neue Knotenpunkte: 7/, 8 und 9,
usw.

Damit ist klar, wie das Bild des Netzes zu konstruieren ist: Das erste Qua-
drat kann man auf ein beliebiges Viereck abbilden; es sei dies das Viereck
1234 (Abb. 58b). Die Punkte!) F; = 12 x 34 und F, = 14 x 23sind dann die
Fluchtpunkte der Netzgeraden; die Gerade F,F, ist die Fluchtlinie. Geraden,
die sich auf der Fluchtlinie schneiden, sind Bilder paralleler Geraden.

Der Punkt @ = F,F, x 24 ist der Fluchtpunkt der zu 2'¢’ parallelen Diago-
nalen des Netzes. Durch den Punkt 3 ziehen wir die Gerade 3G und finden
die Punkte § und 6. Die weitere Konstruktion bedarf keiner Erlauterungen
mehr.

Um die Entstehung des in Abb. 58b gezeichneten Bildes bei einer Zentral-
projektion klar zu verstehen, stellen wir uns die beiden Geraden vor, die durch

.'u I P
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Abb. 59

den Punkt § gehen uind parallel zu den Geraden des kartesischen Koordinat
netzes sind. Sie schneiden die Bildebene « in den Punkten F; und F,. Die
Fluchtlinie F,F, ist die Schnittgerade der durch S gehenden Parallelen zur
Ebene des Originals mit der Bildebene. In Abb. 59 ist die Darstellung aus
Abb. 58 mit einer zusdtzlichen Schraffur versehen; sie wirkt dadurch viel
anschaulicher.

1) Daa Symbo] ]2 bezeichnet die Gerade, die durch die Punkte 7 und 2 geht; 12 x 34
b hnet den Schnittpunkt der Geraden 12 und 34.
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5.4. Der Begrift der zentralen Axonometrie. Das Problem der Abbildung
raumlicher Figuren durch Zentralprojektion la8t sich grundsatzlich in der
gleichen Weise wie bei den Parallelprojektionen 16sen: Man bildet zundchst
ein Koordinatensystem ab, wobei man sich nur davon iiberzeugen muB, da8 alle
abzubildenden Elemente des Ongmals mit dem Koordinatensystem projektiv
verkniipft sind (um nadmlich ein vollstindiges Bild erhalten zu kénnen). Der
Unterschied besteht also lediglich darin, daB das System der Zuordnung hier
ein anderes ist.

Ein projektives Koordinatensystem im dreidimensionalen Raum besteht
aus drei nicht in einer Ebene liegenden Achsen 0’X’, 0'Y’, 0’'Z’, auf deren
jeder zwei (von O’ verschiedene)
Punkte Ej, E;, By bzw. Fy, Fy,
Fy ausgezeichnet sind. Verbin-
den wir die Punkte E;, E;, Ej
miteinander und ebenso Fj, Fj,
F}, so ko wir ein solch
Koordinatensystem so charakte-
risieren: Gegeben sind zwei in
verschiedenen Ebenen hegende
Dreiecke EjEiE; und FyFiFg,
wobei die Geraden, die gleich-
indizierte Ecken dieser Dreiecke
verbinden, durch einen Punkt
gehen. (Man sagt dafiir auch,
daB sich die beiden Dreiecke in
perspektivisch e befinden.) Abb. 60
Eine solche Figur (Abb. 60) be-
zeichnet man auch als eine DEsaraUEssche Konfiguration. Eine DESARGUES-
sche Konfiguration spielt im projektiven Raum die gleiche Rolle, die das
Basistetraeder im affinen Raum spielt.

Von besonderem Interesse sind die DEsaraUEsschen Konfigurati bei
denen folgendes gilt:

X X0Y = x YOZ = £ Z0X' = 90°
10'E;| = |0'Ey) = |0'Eq|;
die Punkte F,, F,, Fy sind uneigentlich.

Eine solche DEsaraUEssche Konfiguration wollen wir als rechtwinklig-gleich-
schenklig bezeichnen.

Das Bild einer raumlichen DEsarcUEsschen Konfiguration ist stets eine
DEesarcuErssche Konfiguration, deren Achsen 0X, OY, OZ in einer Ebene
(nidmlich der Bildebene) liegen.

Fiir die Zentralprojektionen gilt nun ein zum Satz von POHLKE und SCHWARZ
fiir Parallelprojektionen analoger Satz. Wir wollen hier beide Sétze einander
gegeniiberstellen :
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Frage Kann man durch geexgnete Parallelprolektmn eines gegebenen Tetra-
eders ein beliebi; diges Viereck erhalten?

& VOIECE

Antwort (Satz von PorLkE und Scuwagrz). Ein vorgegebenes vollstan-
diges Viereck genau zu erhalten ist im allgemeinen nicht méglich; man kann
es jedoch stets bis auf eine einparametrige Verzerrung erhalten, d. h. in Form
eines vollstindigen Vierecks, das dem vorgegebenen Viereck dhnlich ist. Be-
trachten wir also statt der unmittelbaren Parallelprojektion das in § 2 studierte
Abbildungsverfahren durch Parallelprojektion, so kann man jedes vollstandige
Viereck als Bild eines gegebenen Tetraeders auffassen.

Frage. Kann man durch geeignete Zentralprojektion einer gegebenen raum-
lichen DEsarcursschen Konfiguration eine beliebig vorgegebene ebene
DEesArGUEssche Konfiguration erhalten?

Antwort (Analogon des Satzes von PoHLKE und ScHwARz fiir Zen-
tralprojektion). Eine vorgegebene ebene DEsarcukssche Konfiguration
genau zu erhalten ist im allgemeinen nicht méglich ; man kann sie jedoch stets
bis auf eine zweiparametrige Verzerrung erhalten, genauer: Man kann stets
eine ebene DEsaRGUEssche Konfiguration erhalten, die zur gegebenen uni-
modular affin?) ist. Betrachten wir statt der unmittelbaren Zentralprojektion
das Abbildungsverfahren durch Zentralprojektion (s. oben), so kann man jede
ebene DEsarcUEssche Konfiguration als Bild einer beliebigen raumlichen
DEsarauEsschen Konfiguration auffassen.2)

Zur Konstruktion des Bildes einer riumlichen Figur in freier Zentralpro-
jektion muB man im Original zunichst eine rdumliche DEsARGUESsche Kon-
figuration ermitteln und kann diese in beliebiger Weise abhilden (d- h. auf eine
beliebige ebene DEsaraUEssche Konfiguration). Die Konstruktion des Bildes
eines beliebigen weiteren Punktes M’ ist aus Abb. 61 ersichtlich. Die Gerade
O0'M’ schneide die Ebenen E{E;E; und F;FiF; in den Punkten M; bzw. Mj.
Das Bild eines dieser Punkte (etwa M;) mufl vorgegeben werden, das Bild des
anderen Punktes 1dBt sich dann konstruieren. (Spiter wird erlautert, warum
das so ist.) Zur Rekonstruktion des Originals aus Abb. 61 miissen wir aus der
Zeichnung die Lage der Punkte M, und M; ermitteln. Hatten wir nur das
Dreieck E{E3E; zur Verfiigung, so kénnte die Lage des Punktes M; in der
Ebene dieses Dreiecks nicht projektiv fixiert werden, weil das Dreieck noch
kein Koordinatensystem in der projektiven Ebene festlegt. Im betrachteten
Fall kénnen wir jedoch die Schnittgerade d' der Ebene EiE;E; und F{FiF;
(man bezeichnet sie als DEsarcUEssche Gerade) zur Hilfe nehmen. Da sie
beiden Ebenen angehért, haben wir in jeder der beiden Ebenen vier Geraden,
némlich die Seiten des Dreiecks £;E;E; (oder FIF,FB) und die DEsarRGUESssche
Gerade d'. Diese vier Geraden bilden ]ewells ein Koordinatensystem, in dem
man die Lage des Punktes M, bzw. M; projektiv fixieren kann. Das Bild der
DesarauEsschen Geraden @’ ist die DEsaRGUESsche Gerade der ebenen Kon-

1) Eine unimodular-affine (oder dquiaffine) Transf tion ist eine affine Transformation,

die den Flicheninhalt aller Figuren unveriindert laBt.
2) Vgl. den Artikel von N. M. BESKIN, der in der FuBnote auf S. 253 erwiihnt ist.
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figuration, d. h. die Gerade d durch die Punkte

D, = E,E; x FyF,,

Dy = EE, x FF,,

Dy = E\E; x F,F,.
(Nach dem bekannten Satz von DESARGUES!) liegen diese drei Punkte tat-
sichlich auf einer Geraden.) Der Punkt M, hat nun in bezug auf die vier Ge-
raden (die Seiten des Dreiecks E,E.E; und die DEsarRGUESsche Gerade d)

dieselbe projektive Lage wie der Punkt M; beziiglich der entsprechenden
vier Geraden (die Seiten des Dreiecks E;E;E; und die DEsaRGUEssche Geraded’).

Abb. 61

Damit wird auch klar, warum durch Vorgabe des Punktes M, in Abb. 61 der
Punkt M, eindeutig festgelegt ist. In dem betrachteten projektiven Koordinaten-
system in der Ebene E;EEg hat der Punkt M eine ganz bestimmte Lage. Der
Punkt M; muB nun beziiglich des entsprechenden Koordinatensy in der
Ebene FiF;F; die gleiche Lage einneh da die beiden Systeme zueinander
perspektivisch sind (mit dem Perspektivzentrum 0’). Hieraus folgt jedoch,
dafl auch M, beziiglich F,, F,, F;, d dieselbe projektive Lage haben muB
wie M, beziiglich E,, E,, E;, d. Daher kann man den Punkt M, konstruieren,
sobald der Punkt M, gegeben ist. Auf eine Beschreibung dieser Konstruktion
wollen wir hier verzichten.

Eine Gerade im Raum ist bestimmt durch ihre Projektion und die Angabe
von zwei auf ihr liegenden Punkten, z. B. ihren beiden Spurpunkten auf den
Ebenen der DEsarcUEsschen Basiskonfiguration. Eine Ebene im Raum ist
bestimmt durch ihre Spurgeraden auf den beiden Ebenen der Basiskonfigura-
tion oder auf zwei anderen bereits festgelegten Ebenen. Natiirlich kann man

1) Vgl. den Artikel ,,G trische Transf ti “, 8. 124-126.
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jedes Element auch projektiv durch Punkte, Geraden oder Ebenen festlegen,
die mit ihm inzidieren, also z. B. eine Ebene durch drei ihrer Punkte.

Eine Zeichnung, die unter Beachtung der erwihnten Regeln ausgefiihrt
wurde, bestimmt das Original nur bis auf projektive Transformationen. Bei
der Deutung einer Zeichnung kann man némlich eine in ihr vorhandene ebene
DEsarauEssche Konfiguration als Bild einer willkiirlich wihlbaren raumlichen
Desarauzesschen Konfiguration ansehen. Der Ubergang von einer raumlichen
Desarcursschen Konfiguration zu einer anderen ist aber gerade einer projek-
tiven Transformation des Raumes gleichbedeutend.

Versehen wir eine Zeichnung mit Angaben, die die vollstindige Rekonstruk-
tion der Basiskonfiguration erlauben, so erhalten wir ein bedingtes Bild, das
das Original metrisch genau festlegt. Ein spezielles derartiges Verfahren ist
die zentrale Axonometrie. Die zentrale A trie besteht eb wie die
schiefe Axonometrie darin, dal das Original zusammen mit einem Koordinaten-
system abgebildet wird. Der Unterschied zwischen der zentralen und der schie-
fen Axonometrie besteht in zwei Punkten:

1. Das Koordinatensystem ist nicht affin, sondern projektiv.

2. In der Zeichnung muB die projektive (und nicht die affine) Verkniipftheit
aller Elemente mit der Basis gewihrleistet sein.

Abbildung 62 gibt ein einfaches Beispiel fiir eine Darstellung nach dem Ver-
fahren der zentralen Axonometrie. Wenn hier die memschen Parameter des
natiirlichen Koordi
sind (also z. B. bekannt ist, daB dieses
System rechtwinklig-gleichschenklig ist, d. h.

¥ X0Y =& YO0Z = 20X =9
0B}l = [0'B}| = |0'Ej)
gilt und die Punkte F;, F;, F; uneigent-
lich sind) und ferner bekannt ist, daB M,
und M die Spurpunkte der gezeichneten Ge-
raden auf den Ebenen Y'O'Z’ bzw. Z'0’'X’
sind, so kann man zunichst den dritten
X Abb. 62 Spurpunkt M; konstruieren, und dann ist
die Lage des Punktes M’ auf der Geraden
projektiv durch das Doppelverhaltnis (M M;M;M') fixiert; dieses Verhaltnis
ist namlich im Original das gleiche wie im Bild.

Die Theorie der freien Bilder spielt z. B. in der Luftbildfotogrammetrie eine
wichtige Rolle. Bei einem von einem Flugzeug aufgenc Luftbild
kennt man gewdhnlich die Parameter des Projektionsmechanismus nicht.
Wiare im Moment der Aufnahme die Ebene des Films parallel zur Ebene der
Erdoberflache, so erhielten wir ein dem Original dhnliches Bild. Wir betrachten
jetzt den Fall, daB8 die Ebene des Films gegen die Horizontalebene geneigt ist,
wobei der Neigungswinkel und die anderen Parameter des Projektionsmechanis-
mus unbekannt sind. Wie 1a8t sich dann das Luftbild auswerten (d. h., wie
lassen sich aus diesem verzerrten Bild metrisch genau die wirklichen Geldnde-
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verhéltnisse rekonstruicren)? Der einfachste Fall liegt vor, wenn es im Gelinde
vier Punkte in allgemeiner Lage gibt, deren Lage uns bereits genau bekannt ist.
Dann kénnen wir nimlich dieses vollstindige Viereck als Basis benutzen, und
das Luftbild wird zu einem axonometrischen Bild, durch das sich das Original
metrisch genau festlegen liBt.

Die zentrale Axonometrie wird z. B. vom Architekten benutzt, wenn er bei
der Projektierung von Gebduden eine G tansicht der Gebaude zei
will. Das erklirt sich daraus, daB man ein Gebidude meistens aus einer Ent-
fernung betrachtet, die klein ist im Verhaltnis zu den Abmessungen des Ge-
baudes selbst. Deshalb wiirde ein Bild in schiefer Axonometrie unwirklich
erscheinen, weil die Parallelprojektion die Ansicht aus einer sehr grofen
(theoretisch unendlichen) Entfernung vermittelt.

§ 6. Die Konstruktion von Zeichnungen

6.1. Die Konstruktion von Projektionszeichnungen. Die Konstruktion einer
Zeichnung unterscheidet sich von einer gedachten Konstruktion!) dadurch, da8
sie wirklich ausgefiihrt wird. Die Aufgabe, irgend etwas zu konstruieren, besteht
also darin, es in einer Zeichnung darzustellen.

Da wir uns im vorliegenden Artikel nur mit projektiven Abbildungsver-
fahren beschaftigt haben, wollen wir auch in diesem Paragraphen nur die
Konstruktion von Projektionszeichnungen?) betrachten.

6.2. Beispiele. Wir betrachten zwei Beispiele der Konstruktion von Projek-
tionszeichnungen. Der Einfachheit halber wollen wir uns auf Zeichnungen
beschranken, die mit Hilfe des Abbildungs-
verfahrens der Parallelprojektion (und nicht b, £ i
der Zentralprojektion) konstruiert sind.

Aufgabe 1. Man konstruiere den Schnitt
eines Parallelepipeds mit einer Ebene L' M'N’
(Abb. 63), wobei die Punkte L' und M’ auf
der oberen bzw. hinteren Begrenzungsfliche
und der Punkt N’ auf der vorderen rechten /

Kante liegen. IV U

5

Spoofrmmmmmn
!
T
]
o

Loésung. Zunichst zeichnen wir unter ; b1
Beachtung - der frither genannten Bedin- 4
gungen das Bild des Parallelepipeds und 4
markieren im Bild die Punkte L, M, N. Abb. 63

Prinzioi tricoher K. Teti «

1) Vgl. hierzu auch den Artikel ,,Al], ine P 3s g t y
S.197-199.
%) Vgl. etwa das Buch [5] von N. F. TSCHETWERUCHIN.
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Wir ziehen sodann durch M die Parallele zu 44, und bezeichnen deren
Schnittpunkt mit der Strecke C,D, mit M, . Die Punkte B, und M, kénnen wir
dann auch als Bilder der den Punkten N’ und M’ bei Projektion a.uf die obere
fliche entsprechenden Punkte auffassen (als Projektionsrichtung
dle Rlchtnng der Kante 4’4 genommen). Folglich ist M, B, das Bild der Pro-
jektion der Geraden M’N’ auf die obere Begrenzungsflache. Der Schnittpunkt X
der Geraden MN und M,B, ist dann das Bild der Spur der Geraden M’'N’
auf der oberen Begrenzungsfliche. Die Spur der gesuchten Schnittebene der
oberen Begrenzungsflache geht folglich durch X’ und L', d. h., die Gerade XL
ist das Bild dieser Spur. Wir markieren auf der Geraden XL die Strecke EF
zwischen den Seitenlinien des Parallelogramms 4,B,C,D,. Die Strecke FN
ist dann offenbar das Bild der Spur det Schnittebene auf der vorderen Begren-
zungsflache. Das Bild der Spur der Schnittebene auf der hi B
flache liegt schlieBlich auf der Geraden EM. Bezeichnen wir den Schmttpunkt
dieser Geraden und der Geraden CC, mit @, so finden wir schlieBlich auch die
Spur GN der Schnittebene auf der rechten Begrenzungsflache.

Aufgabe 2. Der Punkt L' liege in der Basisebene einer regelmdifigen vier-
eckigen Pyramide mit der Grundfliche A'B’'C'D’ und der Spitze S', deren Héhe
glesch der Linge der Basisseiten ist (Abb. 64). Man fille vom Punkt L' aus das
Lot auf die Seitenfliche S'B'C’, bestimme dessen Fufpunkt M’ und ermittle die
Lénge |\L'M'|, wenn |A'B’| = a ist.

Losung. Wir wihlen in der Basisebene anstelle des Punktes L’ zundchst
irgendeinen anderen Punkt, von dem aus das Fillen des Lotes auf die Begren-
_ zungsflache §"B’C’ keine Schwierigkeiten bereitet. Ein solcher Punkt ist z. B.

Abb. 65

der Mittelpunkt B der Seite A'D". Der FuBpunkt des Lotes von E’ auf die
Flache 8'B'C’ liegt namlich auf der Hohe §'F" dieser Begrenzungsflache. In
Abb. 65 ist der Schnitt S’E'F’ durch die Pyramide in wahrer Gestalt (|E'F’|
= |§8'Q’| = a) gezeichnet und die Héhe e gezogen. Damit kann man die
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genaue Lage des Punktes @ in Abb. 64 aus der Bedingung

|F'8'| - |FS|
|F'@| |FQ|

ermitteln, wobei man die Strecken F'S” und F'G" der Abb. 65 und die Strecke
FS der Abb. 64 entnimmt.

Ziehen wir nun die Gerade EG, so haben wir damit die Richtung des ge-
suchten Lotes, da alle Lote auf die Begrenzungsfliche §'B’C’ in Abb. 64 durch
zu EG parallele Geraden abgebildet werden.

Wir stellen uns jetzt die Ebene « vor, die durch beide (von E’ und L’ aus
gefallten) Lote hindurchgeht. Thre Spur mit der Basisebene wird durch die Ge-
rade EL abgebildet. Die Spuren der Ebene x mit den Begrenzungsflichen
A'B’'C’D' und S'B'C’ miissen sich ferner auf der Geraden B’C’ schneiden.
Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion : Wir besti den Schnittpunkt X
von EL und BC und zeichnen die Gerade X@. Von L aus ziehen wir die zu
EQ parallele Gerade bis zum Schnitt mit der Geraden GX. Dann ist M das
Bild des FuBpunktes des Lotes von L’ auf §'B'C’ und die Strecke LM das Bild
des von L' auf die Begrenzungsfliche S’B'C’ gefillten Lotes. Die Bestim-
mung der wahren Lange der Strecke LM’ bereitet keine Schwierigkeiten,
da die wahre Lange der Strecke E'G’ bekannt ist (Abb. 65). Sie ergibt Sich aus
der Proportion

LM |LM)
Fa - TEa

wobei die Strecke E'G’ der Abb. 85 und die Strecken LM und EG der Abb. 64
zu entnehmen sind.
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W. G. BOLTJANSKI UND I. M. JAGLOM

VEKTOREN UND IHRE ANWENDUNGEN IN DER GEOMETRIE



§ 1. Definition des Vektors

1.1. Die Parallelverschiebung. Wir kniipfen an den Begriff der Parallel-
verschiebung an, einer geometrischen Transformation, die in enger Beziehung
zum Begriff des Vektors steht.)

Unter einer Parallelverschiebung der Ebene (oder des Raumes) versteht man
eine Transformation (Abbildung), die jeden Punkt A der Ebene (bzw. des
Raumes) in einen durch ihn eindeutig bestimmten Punkt A’ iiberfiihrt, so dafl
folgende drei Bedi erfiillt sind :

1. Die Strecke 4 A’ ist einer gegebenen Geraden [ parallel.

2. Die Linge der Strecke A4 hat einen gegebenen Betrag a.

3. Die Richtung vom Punkt 4 zum Punkt 4’ stimmt mit einer auf der Ge-
raden ! vorgegebenen Richtung iiberein. (Es sei dazu bemerkt, dn.B man auf
jeder Geraden zwei einander ent, tzte Richt: h kann.)

Die Abb. 1 erlautert das Wesen der durch die Bedmgungen 1 bis 3 beschrie-
benen Transformation.

Wir wollen zunichst diese Definition der Parallelverschlebung mit den
Definitionen geometrischer Transformationen vergleichen, die seit langem in

A’
A
A 1 N
Y
\,
\,
A,
a
Abb. 1 Abb. 2

der Schule untersucht werden und Lehrern wie Schiilern wohlbekannt sind,
némlich den verschiedenen Arten von Spiegelungen. Die Spiegelung an einem
Punkt (Zentralsymmelrie) wird durch die Angabe eines einzigen Punktes, des
Symmetriezentrums O festgelegt; bei ihr geht ein gegebener Punkt 4 in den-

1) Vgl. den Artikel ,,G¢ ische Transf i “, insb dere S. 48.
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jenigen Punkt A’ iiber, fiir den die Strecke AA’ durch den Punkt O halbiert
wird (Abb. 2). Die Spiegelung an einer Geraden (Awxialsymmetrie) (Abb. 3)
wird durch die Angabe einer Geraden, der Symmetrieachse, festgelegt; die
Spiegelung an einer Ebene (im Raum, Abb. 4) wird ebenfalls durch die Angabe
eines einzigen geometrischen Objektes, der Symmetrieebene, festgelegt D1e
Parallelverschiebung ist dagegen schwieriger zu definieren als die Spiegel

Eine Paralellverschiebung wird festgelegt durch die Angabe einer Gera,den,
einer Richtung auf derselben und einer Linge a. Die geometrische Vorstellung

N

Abb. 3 Abb. 4

der Parallelverschiebung ist also ,komplizierter' als die der Spiegelungen
verschiedener Art. Diese ,, Kompliziertheit* ist allerdings groBtenteils subjektiv
bedingt. Sie erklirt sich daraus, daB uns die geometrische Vorstellung der
Parallelverschiebung (iibrigens kénnte man, wie wir gleich sehen werden, den
Vektor direkt als Parallelverschiebung auffassen) ungewohnt ist und uns des-
halb komplizierter erscheint.

1.2. Der Vektor. Was ist nun ein Vektor? Eigenartigerweise bereitet die
Antwort auf diese Frage gewisse Schwierigkeiten. Es gibt niémlich ganz ver-
schiedene Moglichkeiten einer Definition des Vektorbegriffs, und selbst wenn
man sich auf den elementargeometrischen Zugang zum Vektorbegriff be-
schrankt, der fiir unsere Zwecke am interessantesten ist, gibt es auch dann
noch verschiedene Auffassungen dieses Begriffs. Selbstverstandlich ist der Vek-
tor, welche Definition man auch zugrunde legen mag, vom elementargeometri-
schen Standpunkt aus ein geometrisches Objekt, das durch eine Richtung
(d. h. durch eine bis auf Parallelitit gegebene Gerade und eine ausgezeichnete
Richtung auf ihr) und eine Linge charakterisiert wird. Nur ist eine solche
Definition ziemlich allgemein und erzeugt keine konkreten geometrischen Vor-
stellungen. Nach dieser allgemeinen Definition kann man direkt die Parallel-
verschiebungen als Vektoren auffassen, denn die Bedingungen 1 bis 3 (s. oben)
besagen ja gerade, daB jede Parallelverschiebung durch eine Richtung und
eine Liange charakterisiert ist. Man konnte in der Tat definieren: ,,Ein Vektor
ist eine Parallelverschiebung.” Diese Definition ist logisch einwandfrei, und
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auf sie aufbauend kann man die gesamte Vektoralgebra entwickeln und deren
Anwendungen darlegen. Aber obwohl diese Definition des Vektors véllig kor-
rekt ist, bleibt sie fiir den Anfanger unbefriedigend, da die Auffassung des
Vektors als geometrische Transformation wenig anschaulich ist und den physi-
kalischen Vorstellungen von vektoriellen GroB8en
nicht gerecht wird.

Wir definieren hier den Vektor folgendermaﬂen
Untel' einem Vekior verstehen wir eine Schar aus

hen untereinander parallelen, gleichgerichte-

ten und gleichlangen Strecken (Abb. 5). Damit ist
ein Vektor eine unendliche Menge von gerichteten
Strecken: Von jedem Punkt der Ebene (bzw. des
Raumes) geht genau eine solche Strecke aus, wo-
bei alle diese Strecken. untereinander parallel und
gleichgerichtet sind und die gleiche Linge besitzen.
In Abbildungen wird ein Vektor als eine Strecke
mit Pfeilspitze gezeichnet (d. h., man zeichnet nicht die ganze Schar von ge-
richteten Strecken, die den Vektor darstellen, sondern nur eine dieser Strek-
ken, einen ,,Reprisentanten‘‘). Zur Bezeichnung von Vektoren verwenden
wir, wie vielfach in der Literatur iiblich ist, fettgedruckte lateinische Buch-
staben a, b, ¢, usw.!) Die Linge eines Vektors werden wir mit-
unter mit dem gleichen Buchstaben wie den Vektor bezeich-
nen, jedoch ohne Fettdruck. Meistens schreibt man jedoch die
Linge wie den Betrag (den Absolutwert) einer Zahl mit senk-
rechten Strichen, bezeichnet also die Linge des Vektors @ mit Abb. 6
la|. Im Zusammenhang mit der Darstellung von Vektoren durch
Strecken (Abb. 6) ist zu beachten, daB die Endpunkte der Strecke, die einen
Vektor darstellt, nicht gleichberechtigt sind: Der Pfeil (der die Richtung des
Vektors angibt) zeigt von einem der Endpunkte der Strecke zum anderen.
Man unterscheidet daher genauer zwischen dem Anfangs- und dem Endpunkt
des Vektors (genauer: der ,,gerichteten Strecke, die den Vektor darstellt).

Abb. 5

1) In der dlteren Li insb dere der d h higen, ist die Verwendung von
kleinen Frakturbuchstaben (deutschen Buchstaben) Giblich. Diesem Brauch sind wir in
der Ubersetzung des zweiten Bandes der EdEM gefolgt. Da man jedoch von ihm immer
mehr abkommt, folgen wir hier dem Original. Die Verwendung fetter Buchstaben zur
Bezeichnung von Vektoren hat allerdings den groSen Nachteil, daB man Schwierigkeiten
bei der handschriftlichen Aufzeict g bekommt. Die Autoren dieses Artikels empfehlen
im Ongmal bel dschriftlicher Wiedergabe die Verwendung der entsprechenden iiber-
strich inischen Buchstaben (sehr verbreitet ist die Ver dung eines Buchstab
mn; emem dariiber gesetzten Pfeil). Wir wiirden eher die Verwendung unterstrichener

fehl Allerdi muB man auch dies als eine ,Notlésung'* ansehen,
da bei dem immer stiirkeren Eindringen der Vektoren i in die Elementarmathematik und
ihre Anwendungen eine solche Komplikation in der B h ise nicht
heint. In zahlreich Biichern iiber Vektorrechnung und deren Anwendungen
bezeichnet man aus diesem Grunde Vel mit gewd
und Skalare mit kleinen griechischen Buchstaben. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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1.3. Antragen eines Vektors an einen Punkt. Da ein Vektor eine Schar aus
samtlichen gleichlangen, parallelen und gleichgerichteten Strecken ist, gibt
es in dieser Schar zu jedem Punkt 4 der Ebene (bzw. des Raumes) genau eine
Strecke, die im Punkt A beginnt. Das Auffinden dieser Strecke bezeichnet

man als Antragen des Vektors @ an den gegebenen Punkt 4

(Abb. 7). Diese Operation lauft offenbar auf die Konstruktion

derjenigen. Strecke hinaus, die zu einer gegebenen gerichteten

Strecke gleichlang, parallel und gleichgerichtet ist und die im
A Abb.7 Punkt 4 beginnt. Auf diese Weise kann man jeden Vektor a

an jedem gegebenen Punkt 4 antragen. Ist B der Endpunkt
der auf diese Weise konstruierten Strecke (Abb. 7), so schreibt man

—_—
a=AB. 1)
Die letzte Gleichung soll besagen, dal man beim Antragen des Vektors @ am
— ;
Punkt A die Strecke 4B erhilt, die vom Punkt 4 zum Punkt B gerichtet ist.

In diesem Zusammenhang ist es oft iiblich, auch Vektoren mit A_B: (_)7{ usw.
zu bezeichnen, wobei 4, B, O beliebige Punkte sind. Man muB dabei allerdings

beachten, da8 E nicht die Streckenschar ist, die den Vektor darstellt, sondern
nur eine Strecke dieser Schar. Da aber letztere durch diese Strecke véllig
bestimmt wird, sind bei einer solchen Schreibweise MiBverstindnisse ausge-
schlossen.

Um der mathematischen Strenge voll gerecht zu werden, kdnnte man verein-

baren, die Bezeichnung AB fiir die gerichtete Strecke mit dem Anfangspunkt 4
und dem Endpunkt B zu verwenden, fiir den Vektor aber, d. h. fiir die Schar

gerichteter Strecken?), die Bezeichnung @ beizubehalten. Dann wére die Schreib-

weise (1) jedoch nicht korrekt (mnn kann nicht die ganze unendliche Schar mit

einem ihrer Repr tanten gleichsetzen), und man miiSite (1) richtiger
ABea @

schreiben, was besagt, daB die gerichtete Strecke A—E der Streckenschar (d. h.
dem Vektor) @ angehért. Da jedoch keine MiBverstandnisse auftreten werden,
wenn wir die korrekte Schreibweise (2) durch die Sehreibweise (1) ersetzen,
benutzen wir im weiteren beim Antragen von Vektoren stets die Schreib-
weise (1).

Nun 146t sich dje Parallelverschiebung genau und kurz clmmktensneren
Eine Parallelverschiebunyg ist eine Transformatlon der Ebene (bzw. des Raumes),

die einen beliebigen Punkt 4 in einen solchen Punkt A’ iiberfiihrt, da ﬁ =a
gilt, wobei a ein gegebener Vektor ist. Wir sehen damit, da8 cbenso, wic dic

1) Die gerichtete Strecke nennt man chmal auch ,,gebund Vektor'* (Ortsvektor)
im (-egensaw zum ,.freien Vektor', den wir hier einfach mit dem Wort ,,Vektor'* (Schar
ter Streck bezeichnen. Tm vorliegenden Artikel werden wir jedoch dicse Termi-

nologle nicht verwenden.
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Spiegelungen verschiedener Art durch ein einziges geometrisches Objekt fest-
gelegt werden, namlich durch ein Symmetriezentrum, eine Symmetrieuchse
oder eme Symmetrieebone, auch die Pa.mllelversch!ebungen durch ein einziges

trisches Objekt festgelegt sind, namlich einen Vektor a. Diesen Vektor
nennt man den Vektor der Parallelvem:lnebung Waihrend jedoch die Ob]ekte
die Spiegelungen festlegen (Punkt, Gerade oder Ebene), seit alters her in der
Geometrie bekannt sind, ist der die Parallelverschiebungen charakterisierende
Vektorbegriff eine Schépfung der modernen Mathematik, der erst heute in die
Elementarmathematik einzudringen beginnt.

1.4. Vektoren und gerichtete Strecken. Meistens geht man bei der Definition
des Vektorbegriffs etwas anders vor, indem man sagt: Ein Vekior ist eine
gerichtete Strecke. Dabei legt man zusétzlich fest, daB Vektoren (d. h. gerich-
tete Strecken), die die gleiche Lange und dieselbe Richtung haben (Abb. 8),
als gleich angesehen werden sollen. Eine solche Defi-

nition ist natiirlich mathematisch nicht folgerichtig;
denn ,,gleiche Vektoren* bedeutet (nach dem iiblichen
mathematischen Sprachgebrauch) dasselbe wie ,ein

und derselbe Vektor* (genau wie ,,gleiche Zahlen* und
,,ein und dieselbe Zahl* gleichbedeutend sind), aber die Abb. 8
in Abb. 8 dargestellten gerichteten Strecken fallen
nicht zusammen (sind nicht ,,1dentlsch“) Bei einem solchen Vorgehen werden
zwei mathematische Begriffe verwechselt, niamlich der Begriff der Gleichheit und
der Begriff der Aquivalenz. Eine Gleichheit mathematischer Objekte liegt dann
und nur dann vor, wenn diese Objekte zusammenfallen d. h., wenn wir ein
und dasselbe Objekt zweimal betrachten. Allgemei ichnet man eine Be-
ziehung zwischen mathema,mchen Ob]ekten die den folgenden drei Bedin-
gungen geniigen, als eine Ag lenz (oder als eine Aquivalenzbeziehung bzw.
A quivalenzrelalicm‘)) :

I. Jedes Objekt ist sich selbst dquivalent (Reflexivitit).

II. Ist ein Objekt einem zweiten dquivalent, so ist das zweite dem ersten
dquivalent (Symmetrie).

III. Ist ein Objekt einem zweiten dquivalent und das zweite einem dritten,
8o ist das erste Objekt dem dritten dquivalent (Transitivitdt).

Beispielsweise ist die Ahnlichkeit geometrischer Figuren eine Aquivalenz-
relation. (Die Bedingungen I bis III sind offensichtlich erfiillt.) Selbstverstind-
lich ist die Gleichheit ein Spezialfall der Aquivalenz; aber nicht jede Aqulva-
lenz ist bereits Gleichheit (wie das Beispiel dhnlicher Figuren zeigt). Wenn wir
vereinbaren, daB gleichlange und gleichgerichtete Strecken einander dquivalent
sein sollen, 8o erhalten wir eine Aquivalenzrelation (die Bedingungen I bis IIT
sind erfiillt), die natiirlich nicht die Gleichheit ist. Somit muB man die oben
angefiihrte Definition als unkorrekt ansehen: Was man in dieser Definition

1) Vgl. hierzu auch EdEM. Band I, 8. 136f. — Anm. d. wissenschajtl. Red.
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als ,,Gleichheit gerichteter Strecken (Vektoren) ansieht, ist in Wirklichkeit
nur eine Aquivalenz.
In der Mathematik glbt; es zur Beaemgung derartiger Unkorrektheiten ein Standard-

verfahren: Alle q Ob]ekw werden zu einer ,‘Aquwnlenzklmsc
zusammengefaBt, die man als neues U gsobjekt deklariert. G gehen wir
(bewuBt oder unbewuflt) vor, wenn wir die gemeinen Briiche einfithren. Die Verhiltnisse
2:3,4:6,10: 15, 36 : 54 usw. haben die Eigenschaft, daB je zwei von ihnen eine ,,richtige*
Proportion ergeben (in dem Sinne, daB in einer solchen Proportion das Produkt der Innen-
glieder glalch dem Produkt der AuBenglieder ist); solche Verhiltnisse sehen wir als ,,dqui-
valent an, und die auf diese Weise gebildeten Aquivalenzklassen ergeben die rationalen
Zahlen. Erst dadurch wird die Gleichheit2:3 =4: G(Oder—;‘;— = %) zu einer ,,echten Gleich-
heit'; vorher durfte sie, streng g nur als 3 bezi hen werden
und nicht als Ausdruck dnfur, dnB auf der lin-
ken und der rechten Seite der Beziehung 2:3
= 4:6 ,ein und dasselbe** steht.

Analog verhilt es sich auch mit der ,,Gleich-
heit'* von Dreiecken (oder anderer Flguren) Dle
in Abb.9 i Dreiecke sind selb
lich nicht glelch d h., sie fallen mcht zusammen ;
es wiire deshalb rich 'u , sie als & lent statt
als glelch anzusehen l) Man pﬂegt jedoch in der

ke als ein und

dasselbe nnzusehen (zu ,,1dent|ﬁz|eren“) d. h.,
Abb. 9 man bezeichnet mit dem Wort ,,Dreieck'‘ eine
ganze Klasse von Dreiecken, nimlich die Klasse

aller der Dreiecke, die mit einem beliebigen Dreieck der Klasse durch eine Be-
wegung zur Deckung gebmcht werden konnen. Erst nach diéser Ubereinkunft be-
k solche all, Behauptungen wie ,,die Aufgabe, ein Dreieck
aus zwei gegebenen Seiten @ und b mit dem von ihnen eingeschlossenen Winkel j/
zu konstruieren, besitzt eine eindeutig bestimmte Losung ihren richtigen Sinn.?) Ohne
die g te Begriffsbesti des Wortes ,,Dreieck* ist diese Behauptung falsch, und
erst dle neue Auffassung dieses Wortes (die in der Schule nicht klar herausgearbelmt wird)
berechtigt dazu, im Sinne unserer Beh g von ,gleich ken'* zu sprechen.?)
Entsprechendes gilt fiir die gerlchtecen Strecken: Die in Abb 8 dargestellten gerich-
teten Strecken sind als »iquivalent' und nicht als ,,glelch“ anzusehen FaBt, man aber

alle iiquivalenten geri Strecken zu einer Klasse gerich

1) Mitunter nennt man Dreiecke, die durch eine Bewegung zur Deckung gebracht wer-
den konnen (wie die in Abb. 9), nicht ,,gleich*, sondern , kongruent*, d. h., man fithrt

fiir die Aquivalenz von Figuren, die die Eigenschaft der ,,Decl loichheit* ausdriickt,
die Bezeichnung Kongruenz ein. Diese Tennmologle ist loglsch emwandfrel, aber in der
Schulmath ik noch verhiltnismiBig wenig verbreitet.

%) Streng genommen bedeutet also die oben ausgesprochene Behauptung iiber die Auf-
gabe, ein Dreieck aus den Seiten a und b und dem Winkel y zu konstruieren: Es existiert
eine einzige ,,Klasse gleicher Dreiecke*’, so daB alle Dreiecke dieser Klasse die gegebenen

Seiten a, b und den gegeb Winkel y besi (aber natiirlich keinesfalls ein einziges
Dreieck!).
3) Diese Auff: ngsweise ist 1) inerungsfihig. Vgl. dazu § 6 des Artikels

G trische Transformati “, 8. 92-102.
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8o ist eine solche Aqmvalenzklaase gemde eine Schar von parallelen und glei ichtet
Strecken gleicher Linge. Im Erg ) wir zu der von uns angenommenen Defini-
tion des Vekton als Schar ichteter Streck Diese Definition ist korrekter, als wenn

man den Vektor als eine gerichtete Strecke definiert.

§ 2. Addition von Vektoren und Multiplikation eines Vektors
mit einer Zahl!)

2.1. Addition von Vektoren. Allein das bisher Gesagte macht den Vektor-
begriff noch nicht sinnvoll und niitzlich. Seinen tiefen Gehalt und seine breite
Anwendbarkeit erhilt der Vektorbegriff erst durch eine sinnreiche ,,geometri-
sche Arithmetik‘, die Vektorarithmetik, in der die Addition und die Subtrak-
tion von Vektoren und eine ganze Reihe weiterer Operationen mit Vektoren
definiert und behandelt werden. In diesem Zusammenhang sei bemerkt, dafl
ja auch der Zahlbegriff nicht an und fiir sich von Interesse ist, sondern erst
durch die Einfithrung der arithmetischen Operationen bedeutungsvoll wird.?)

Die Summe von Vekloren definiert man mit Hilfe der ,,Summe* der ent-
sprechenden Parallelver b wobei man letztere Summe?) so zu ver-
stehen hat, daB diese Pamllelverschlebungen hintereinander ausgefiihrt
werden. In Abb. 10 ist die Hintereinanderausfithrung zweier Parallelverschie-
bungen veranschaulicht. Wenn die erste Verschiebung den Punkt 4 in den

Punkt B iiberfiihrt, d. h. durch den Vektor A_}E beschrieben wird, und die zweite

1) Vgl. den Artikel ,.Vektorriume und lineare Transformationen* in Band II der
EdEM.

%) Die durch die Definition der Vektoren gegebene Verkniipfung des Vektorbegriffs mit
der geometrischen Transformation der Parallelverschiebung liBt noch nicht sofort eine
gehaltvolle ,,Vektortheorie* entstehen. In diesem Zusam h sei erwihnt, daB man
z. B. auch der Transformation der Kontraktion in bezug auf eine Gerade (vgl. den Artikel
.,Geometrische Transformationen‘, S.50) rein formal ein .geomem&chea Gebilde** zu-
ordnen kénnte, das durch eine Gerade (die Kontraktionsachse) und eine Zahl (den
Kontraktionskoeffizienten) gegeben ist; dies wire jedoch ein vollkommen inhaltsloses
Verfah da sich die g te Theorie dieser ,,Gebilde*‘ auf ihre Definition beschrin-
ken wiirde. Im (:egens«u dazu splelen dle den affinen Transformationen (8. 56) ent-
sprechenden Gebilde in der G ie eine tliche Rolle. Das
hingt dumlb zusammen, daB sich fiir diese Gebilde (Affinoren genannt) in sinnvoller Weise
die algeb hen Operati Addition und Multiplikation definieren lassen. Die Mog-
lichkeit der Emfuhrung einer ,,Arithmetik der Vektoren‘‘ sowie einer ,,Arithmetik der
Affinoren* steht in engem Zummmenhang damit, daB die zugehdrigen geometrischen

f — Parallel hiebungen bzw. affine Transformationen — Gruppen
bilden (vgl. den Artikel .,Geometrische Transformationen®, S. 95£.).

3) Im Artikel ,,G trische Transf ti ‘“ wird der Terminus ,,Produkt* (von

Transf ti ) benutzt. In der wi haftlichen Li werden die Termini

sSumme* und ..Produkt* vielfach im gleichen Sinne verwendet.
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—
den Punkt B in den Punkt C, d. h. durch den Vektor BC bestimmt wird, so
geht nach der Ausfiihrung beider Verschiebungen der Punkt 4 in den Punkt C
iiber..Geht man von anderen Punkten A’, B’, C’ aus, die bei diesen Verschie-
— —_— — —
bungen ineinander iibergehen (so daB A’'B’ = AB, B'C’' = BC ist), so geht
nach Hintereinanderausfithrung beider Verschiebungen der Punkt 4’ in den
Punkt ¢’ iiber. Denn aus Abb. 10 ist ersichtlich, da 44BC = 4A'B'C’ ist
(zwei Seiten und der eingeschlos-
sene Winkel sind gleich), so daB
die Strecken AC und A’C’ gleich
lang sind; auBerdem sind diese
Strecken parallel und gleichgerich-
tet, da sie mit den gerichteten
—_— —_— —_
Strecken AB und A’'B’ (oder BC
und B'C") gleiche Winkel bilden.
— —_—

Es ist also AC = A'C’, d. h., die
Verschiebung der Ausgangsfig
in ihre endgiltige Lage ist so ge-
artet, daB alle Strecken, die zwei
einander entsprechende Punkte
dieser Figur verbinden, gleichlang und parallel sind. Diese Verschiebung stellt
also wieder eine Parallelverschiebung dar, die sogenannte Summe der beiden
hintereinander ausgefiihrten Parallelverschiebungen.

Wenn wir mit @ den Vektor der ersten Parallelverschiebung bezeichnen,
d.h.

—_— —_—
a=AB = A'F,
und mit b den Vektor der zweiten Parallelverschiebung, d. h.
— —
b =BC = BC,
dann wird die resultierende Parallelverschiebung durch den Vektor
—_— —
c=AC = A'C

bestimmt. Diesen vektor ¢ der resultierenden Parallelverschiebung nennt man
die Summe der Vektoren @ und b und schreibt

c=a+b.

—_— —
Beschrankt man sich in Abb. 10 auf die Vektoren @ = AB, b = BC und

c= A_C: 80 erhidlt man Abb. 11, die veranschaulicht, wie man die Summe zweier
Vektoren findet.

Zur Konstruktion der Summe zweier Vektoren sind gerichtete Strecken aus-
zuwahlen, die diese Vektoren d llen und so gel sind, daB der Anfangs-

)
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punkt der zweiten Strecke mit dem Endpunkt der ersten Strecke zusammenfallt ;
dann stellt die gerichtete Strecke, die den Anfangspunkt¢ der ersten Strecke
mit dem Endpunkt der zweiten Strecke verbindet, die Summe der beiden
Ausgangsvektoren dar.

Aus Abb. 11 und der soeben formulierten Regel fiir die Bildung der Summe
von Vektoren ergibt sich als einfache, aber wichtige SchluBfolgerung: Fiir
drei beliebige Punkte A, B, C gilt die

Gleichung B
—_— — -
AB + BC = AC. (3) a
Es sei bemerkt, daB diese Gleichung b

bei beliebiger Lage der Punkte 4, B, C 4
gilt und keine Zeichnung erfordert, was

oft wichtig sein kann. Vo

Aus der Beziehung (3) und aus den
bekannten Ungleichungen, durch die 4
die Seiten eines Dreiecks miteinander Abb. 11

verkniipft sind, ergibt sich, daB die
Linge des Summenvektors niemals groBer ist als die Summe der Langen Jer
Vektoren, aus denen die Summe gebildet wird, und nicht kleiner als ihre
Differenz:

le +b| < la| + b, la+ b2z lal - [b]. 4)

Selbstverstandlich gilt in der ersten der Beziehungen (4) das Gleichheits-
zeichen dann und nur dann, wenn die Vektoren @ und b parallel und nach der
gleichen Seite gerichtet sind (Abb. 12a): Die Summe zweier paralleler und

ey e

Abb. 12

gleichgerichteter Vektoren ist ein Vektor, der mit den Summanden gleichge-
richtet ist; seine Lénge ist gleich der Summe der Lingen der Summanden
(Abb. 12a). In der zweiten Beziehung (4) gilt das Gleichheitszeichen dann und
nur dann, wenn die Vektoren @ und b parallel und entgegengesetzt genchwt
sind und der Vektor a die groBere Linge hat (Abb. 12b): Die Summe zweier
paralleler und ent, t gerichteter Vektoren ist ein Vektor, der mit
dem Summanden glexchgenchtet ist, der die groBere Lange hat; die Linge des
Summenvektors ist gleich der Dxﬁerenz der Lingen der Summanden,
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&

2.2, Entgegengesetzte Vektoren. Der Nullvektor. Wir verweilen noch kurz
bei dem Fall, daB die Vektoren a und b entgegengesetzt gerichtet sind und die
gleiche Linge besitzen (Abb. 13); solche Vektoren nennt man enfgegengeselzte

Vektoren. Ein Beispiel fiir ent, tzte Vektoren sind die Vektoren AB

BUEY1E

und EZ wobei A und B beliebige Punkte sind. Nach unserer Additionsregel

fiir Vektoren ergibt sich als Summe 4B + BA
zweier entgegengesetzter Vektoren ein ,,Vek-
—

q b tor AA, der die Lange Null und keine Rich-
tung besitzt; diesen ,,Vektor stellt man als
,,Strecke der Linge Null, d. h. als Punkt dar.
Vielleicht erscheint es dem Leser nicht wiin-

schenswert, E ebenfalls als Vektor anzusehen,
aber wir sind dazu gezwungen, da sich sonst ergibe, daB gewisse Paare von

Vektoren (nidmlich alle entgegengesetzten Vektoren 4B und B4 ) nicht ad.
diert werden kénnten.!)

Wir nehmen also an, daf3 AA ebenfalls ein Vektor ist; wir nennen diesen
Vektor den Nullvektor und bezeichnen ihn mit o:

Abb. 13

— — —
AA =BB=CC = - =o.
(4, B, C sind dabei beliebige Punkte der Ebene oder des Raumes.) Fiir jeden
—_—
Vektor @ = AB gilt . > —»
AB + BB = AB
oder, anders geschrieben,
a+o=a. (5)
Diese Gleichheit, die an die aus der Arithmetik bekannte Gleichunga + 0 = a
—
erinnert, ist auch der Grund dafiir, den Vektor A4 Nullvektor zu nennen.
—_— —_— —
Ferner gilt fiir beliebige Punkte AB + BA = AA,d.h.

— —
AB + BA = o. (6

2.3. Eigenschaften der Summe von Vektoren. Wir wollen nun weitere Eigen-

schaften der Addition von Vektoren feststellen. Zunichst soll gezeigt werden,
daB die Vektoraddition k tativ ist (die S den vert, hbar sind),
d. h., daB fiir beliebige Vektoren @ und b die Gleichung
a+b=b+a (7)
1) Wir merken an, daB bei dem Entsprechen von Vel und Parallel hieb
der Nullvektor der identischen Abbildung zugeord lst. h\r die es aus dhnlichen Gmnden
zweckmiBig ist, sie als igentliche'* Parallel g hen (vgl. S.99).

Anm. d. wissenschaftl. Red.
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gilt. Zum Beweis dieser Gleichung betrachten wir Abb. 14, n.uf der em Par-
sllelogmmm abgebildet ist, dessen Seiten die Vektoren @ = 04 = BC und
b=08= AC bilden. Es ist
—_— —_— — — — —
04 + AC =0C, OB+ BC =0C
oder, anders geschrieben,
— —
a+b=0C, b+a=0C.

Hieraus ergibt sich die Gleichung (7). Es ist zu bemerken, daB dieser Beweis
nur dann Giltigkeit besitzt, wenn die Vektoren @ und b nicht parallel sind.

A A
g )
4
8
Abb. 14 Abb. 15

Sind jedoch @ und b parallel, so ergibt sich (7) unmittelbar aus der oben ge-
gebenen Beschreibung der Summe gleichgerichteter oder entgegengesetat
gerichteter Vektoren.

In der in Abb. 14 dargestellten Figur erkennt man unschwer die Parallelo-
grammregel, die in der Physik dazu benutzt wird, die Summe von Vektoren

zu ermitteln (das , Krafteparallelogramm‘): Die Summe der Vektoren 0A
— —
und OB ist gleich dem Vektor OC, der durch die Diagonale des Parallelo-

—_— —
gramms OACB (das von den Vektoren 04 und OB ,,aufgespannt wird) dar-
gestellt wird. Es ist zu bemerken, daB zur Definition der Summe von Vektoren
die ,,Parallelogrammregel*“ weniger geeignet ist als die oben benutzte Defini-
tion der Summe von Vektoren, die sich auf die Gleichung (3) stiitzt: Wenn die
zu summierenden Vektoren parallel sind, verliert nimlich die ,,Parallelogramm-
regel* ihren Sinn und muB dann durch zusitzliche Erklirungen erginzt wer-
den, wihrend die Gleichung (3) immer gilt. Sind jedoch die zu summierenden
Vektoren nicht parallel, so besteht zwischen der Parallelogrammregel und der
oben gewahlten Definition der Addition nur formal ein Unterschied.

Man kann die Summe von Vektoren iibrigens auch folgendermaBen defi-

nieren: Der Vektor (7; heiBt Summe der @toren cﬂ’ = aund (_ﬁ; = b, wenn
die Mittelpunkte der Strecken OC und AB zusammenfallen (Abb. 15). Diese

Additionsregel ist offensichtlich der oben gegebenen dquivalent; sie ist stets
anwendbar (also auch dann, wenn die Vektoren @ und b parallel sind).



308 Vel und ihre A dungen in der G
Ebenso wie in der Arithmetik der Zahlen gilt auch in der ,,Arithmetik‘
der Vektoren das Assoziativgesetz der Vektoraddition, das durch die Gleichung

@+b)+e=a+ (b +c) (8)
ausgedriickt wird. Zum Beweis tragen wir in einem beliebigen Punkt O den
Vektor ﬂ = @, im Punkt 4 den Vektor ﬁ = b und im Punkt B den Vektor
BO = ¢ an. Dann ist (vel. (3)

— — —_— — — —>
(@ +b)+c= (04 + AB) + BC = 0B + BC = 0C,

— — — — o -—
a+ (b+c)=04+ (AB + BC) =04 + AC = 0C,

woraus sich (8) ergibt. Es sei bemerkt, daB fiir den angefithrten Beweis keine
Zeichnung bendtigt wird. Das ist (bei einiger Ubung) fiir das Beweisen von
Sitzen und das Losen von Auf-
gaben mit Hilfe von Vektoren cha-
rakteristisch. Bei Bedarf kann der
Leser den Beweis der Beziehung (8)
wiederholen und die dabei benutz-
ten Beziehungen in Abb. 16 inter-
pretieren.

Die Gleichung (8) erlaubt uns,
die Summe dreier Vektoren einfach

Vi (a+b)+c=a+(b+c) ¢ in der Gestalt @ + b + ¢ (ohne
Klammern) zu schreiben, und die
Abb. 16 Herleitung der Beziehung (8) (oder

Abb. 16) zeigt uns, daB diese Summe
die ,,Resultierende* dieser drei hintereinander angetragenen Vektoren ist.
Mit anderen Worten, fiir vier beliebige Punkte 0, 4, B, C ist

— — — —>
04 + AB + BC = OC.

Das gleiche gilt fiir eine beliebige Anzahl von Summanden: Werden mehrere
Vektoren so angetragen, dal der Anfangspunkt des zweiten mit dem Endpunkt
des ersten, der Anfangspunkt des dritten mit dem Endpunkt des zweiten usw.
zusammenfillt, so ist die Resultierende, d. h. der Vektor, der den Anfangspunkt
des ersten Vektros mit dem Endpunkt des letzten verbindet, gleich der S

aller betrachteten Vektoren. Beispielsweise ist

— —_—  — —> —
AB + BC + CD + DE = AE

(Abb. 17).

Aus dem Sachverhalt, daf8 die Summe mehrerer Vektoren als Resultierende
definiert werden kann, ergibt sich unmittelbar eine Bedingung fiir die Ge-
schlossenheit eines Vektorenvielecks (Streckenzuges). Es seien @, b, ¢, ...
mehrere Vektoren. Wir tragen sie der Reihe nach einen am anderen an (d. h.
80, daB der Anfangspunkt des zweiten mit dem Endpunkt des ersten, der An-
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fangspunkt des dritten mit dem Endpunkt des zweiten usw. zusammenfallt).
Der so aus den Vektoren a, b, ¢, ... gebildete Streckenzag (der nicht konvex
zu sein braucht und sich selbst iiberschneiden kann) ist dann und nur dann
geschlossen (d. h., der Endpunkt des letzten Vektors fallt mit dem Anfangs-
punkt des ersten zusammen, Abb. 18), wenn die Summe aller dieser Vektoren
der Nullvektor ist:

a+b+c+ - =o0.

Die Beziehungen (7) und (8), d. h. das Kommutativ- und das Assoziativ-
gesetz der Vektoraddition, sehen als Formeln genauso wie die entsprechenden
Gesetze fir die Addition von Zahlen aus. Das ist sehr wichtig und giinstig,

4
Abb. 17 Abb. 18

weil man nicht umzulernen braucht und beim Rech mit Gleichungen, die
Vektoren enthalten, auf die Fertigkeiten zuriickgreifen kann, die man beim
Operieren mit Zahlen erworben hat. Diese Analogie zwischen Zahlen und Vek-
toren erstreckt sich, wie wir gleich sehen werden, auch auf die Subtraktion
von Vektoren und das Operieren mit Gleichungen.

2.4. Subtraktion von Vektoren. Wir wenden uns nun der Subtraktion von
Vektoren zu. Wie im Fall der Zahlen heit der Vektor @ die Differenz der
Vektoren @ und b, in Zeichen

x=a-0, 9)

wenn die Summe von b und & den Vektor @ ergibt, d. h.
b+x=a. (10)

Mit anderen Worten: Die Gleichung (9) besagt, daB die Beziehung (10) gilt

und umgekehrt. Gibt es nun stets einen Vektor &, der (bei gegebenen a und b)

der Beziehung (10) geniigt? Abb. 19 ver haulicht die Beziehung (10); in ihr
—

sind die Vektoren @ = 04 und b = ﬁ an cinem Punkt O angetragen. Aus
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Abb. 19 ersicht man, daB als Differenz der Vektoren C)_‘; und O_B> der Vektor

—
BA auftritt: —_— > —»
OA -~ OB = BA.

Das folgt iibrigens auch unmittelbar aus der Beziehung (3), da stets

— — —
OB + BA = 04
ist.

Um die Differenz @ — b zu erhalten, geniigt es also, die Vektoren @ und b
an einem Punkt anzutragen und den Vektor aufzusuchen, der vom Endpunkt
des Vektors b zum Endpunkt des Vektors @ reicht. Die Subtraktion von
Vektoren ist demnach stets ausfithrbar. AuBerdem ist diese Operation ein-

' deutig (d. h., wenn b + & = b + y ist, dann
A I ist @ = y, wovon sich der Leser leicht iiber-
B zeugen kann).
Offensichtlich ist die Differenz @ — a stets
g s gleich dem Nullvektor:

a—a=o. (11)

Ferner ist der Vektor o — a gleich dem zu @
entgegengesetzten Vektor: Aus der Kon-
struktion der Differenz o — @ nach der oben
angegebenen Regel zur Bestimmung der Differenz ist ersichtlich, da der
Vektor 0 — @ durch die gleiche Strecke wie der Vektor @ dargestellt wird,
nur daB sie entgegengesetzt gerichtet ist:

0 Abb. 19

—_— —_— —_—
AA - AB = BA
[vgl. (6)]. Man bezeichnet daher den zum Vektor @ entgegengesetzten Vektor
0 — a auch kurz mit —a.
‘Wir wissen bereits, daB
a+(-a)=o0

ist [siehe (6)], und man priift leicht nach, dal allgemein die Beziehung
a-b=a+(-b) (12)

gilt. Alle diese Beziehungen sind den fiir Zahlen geltenden Beziehungen vollig
analog. Die Formel (12) enthalt eine andere Definition der Subtraktion: Um
von einem Vektor @ einen Vektor b zu subtrahieren, geniigt es, zum Vektor @
den zu b entgegengesetzten Vektor —b zu addieren.

Die Beziehungen (9) und (10) zeigen, daB (fiir Gleichungen zwischen Vek-
toren) die folgende wohlbekannte Regel gilt: Summanden, die auf einer Seite
einer Gleichung stehen, kann man bei gleichzeitiger Anderung ihres Vorzei-
chens auf die andere Seite bringen. Mit anderen Worten: Fiir die Addition und
Subtraktion von Vektoren gelten alle Eigenschaften dieser Operationen, die
aus der gewohnlichen Arithmetik (der Arithmetik der Zahlen) bekannt sind.
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Spiter werden wir zeigen, daB man fiir Vektoren auch eine Multiplikation
einfithren kann, fiir die viele Gesetze der gewohnlichen Arithmetik gelten.

2.5. Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl. Als eine spezielle Art von
Multiplikation definieren wir hst die Multiplikation eines Vekiors mit
einer Zahl. Als erstes setzen wir

0Ora=0, l-a=a; (13)

sodann definieren wir das Produkt eines Vektors und einer positiven ganzen
Zahl n durch
na=a+a+ - +a. (14)
n-mal

Unter Beriicksichtigung der auf S.305 fiir die Addition paralleler Vektoren
(vgl. insbesondere Abb. 12a)) angegebenen Regel erhalten wir hieraus, daB

a) /,';" /a

Abb. 20 ' Abh. 21

bl

der Vektor na die gleiche Richtung wie der Vektor @ hat und daB seine Linge
das n-fache der Lange des Vektors a betragt: |na| = n |a| (Abb. 20a). Setzt
man ferner
(-)'a=-a (13a)
und
(-n)a =n[(=1)-a] =n"-(—a) = (—a) + (=a) + --: + (—a), (14a)
n-mal

8o ist der Vektor (~n) @ dem Vektor @ entgegengesetzt gerichtet, und es gilt
|(—=n) @} = n |a@| (Abb. 20b). Die Vektoren %a und (— 7u1-)a (wobei m eine
positive ganze Zahl ist) definieren wir durch die Gleichungen

m[%a]=l-a=a und m[(—-:;)a]=(—l)-a=—a, (15)
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Hieraus und aus der oben fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer posi-
tiven ganzen Zahl angegebenen Definition schlieBen wir, daB der Vektor %a
die gleiche Richtung wie der Vektor @ hat und seine Linge gleich dem m-ten
Teil der Lange von @ ist: %a = %M (Abb. 21a); der Vektor (—’—:;)a
ist dagegen dem Vektor @ entgegengesetzt gerichtet, und seine Linge ist eben-

falls gleich dem m-ten Teil der Lange des Vektors a: |(——l—)a| = lIul
(Abb. 21b). Setzen wir schlieBlich m n

Za=n(La) wa (_%)aﬂ((_%)a), (16)

8o erhalten wir, daB der Vektor Aa, wenn A = 0 eine beliebige rationale Zahl ist,
fiir 2 > 0 die gleiche Richtung wie der Vektor a besitzt, fiir A < 0 dagegen zu a
enlgegengeselzt gerichtet ist, und dap die
Linge des Vektors Aa gleich dem Produkt
aus dem absoluten Betrag der Zahl A und
der Linge des Vektors a ist (d. h. |Aal
= |A] - |la| gilt). Der letzte Teil dieser
Regel gilt auch fir A = 0 [vgl. die erste
Gleichung (13)], der erste dagegen nicht,
denn der Nullvektor besitzt keine Rich-
tung.

Wir treffen nun die Vereinbarung, da3
die kursiv gedruckte Regel fiir beliebige
reelle (nicht nur fiir rationale) Zahlen A
gelten soll. Mit anderen Worten, wir ver-

cinbaren, daB das Produkt 2-0A der
—
Vektor OA’ ist, der durch folgende Be-
dingungen charakterisiert wird :
1. Der Punkt 4’ liegt auf der Geraden 04 ;

2. Das Verhdltnis [04’|: |04] ist gleich |A|, d. h. gleich A fiir A > 0 und
gleich —A fiir 4 < 0;

3. Die Punkte 4 und A’ liegen (auf der Geraden 0A) fiir > 0 auf derselben
Seite des Punktes O und fiir A < 0 auf verschiedenen Seiten des Punktes O.

Abb. 22

Aus dieser Definition geht hervor, daB die Multiplikation eines Vektors mit
einer Zahl eng mit gewissen Ahnlichkeitstransformationen, némlich den
Homothelien') zusammenhingt:

1) Vgl. den Artikel ,,G: trische Transfc ti ‘, . 49.
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Die Homothetie mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten A + 0 (Abb. 22)
fiihrt einen gegebenen Punkt A in denjenigen Punkt A’ iiber, fiir den

— —
04’ =A-04
gilt.

2.6. Eigenschaften des Produktes von Yektor und Zahl. Die oben angegebenen
Eigenschaften (13) bis (16) der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl
erinnern an bekannte Eigenschaften der Multiplikation von Zshlen. Die fol-
genden drei Eigenschaften unterstreichen diese Analogie noch:

k(la) = (k) a, (18)
*k+1)a=ka + la, (19)
ka + b) = ka + kb. (20)

Die Eigenschaften (18) bis (20) lassen sich leicht beweisen. Wir betrachten
z. B. die Beziehung (18). Fiir @ = o ist sie offensichtlich. Ist dagegen a + o,

[4

0

80 ergibt sich hst aus der Definition der Multiplikation eines Vektors
mit einer Zahl unmittelbar, da8 die auf den beiden Seiten der Bezichung (18)
stehenden Vektoren dem Vektor @ parallel sind und dieselbe Linge haben (sie
betragt |k| - |!| - |a|). Es bleibt also nur zu iiberpriifen, ob die Vektoren, die
auf der linken und der rechten Seite der Beziechung (18) stehen, gleichgerichtet
sind; das 18Bt sich aber leicht feststellen, wenn man die Vorzeichen von k
und ! in Betracht zieht. Weiter erhdlt man aus der Definition der Multipli-
kation eines Vektors mit einer Zahl und der Additionsregel fiir Vektoren, die
einer Gerade parallel sind (vgl. S. 3056), ohne Schwierigkeiten einen Beweis
der Gleichung (19). Die Beziehung (20) erhilt man schlieBlich, wenn man auf

ein Parallelogramm mit den Seiten &’ = a und 0_5 = b die Homothetie mit
dem Zentrum O und dem Koeffizienten k anwendet. Unter Beriicksichtigung
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von (17) gilt namlich

Ma +b) = kOA + OB) =k-0C =00 = 04" + OB =k-0A + k- OB
= ka + kb

(vgl. Abb. 23a, b, in denen die Falle ¥ > 0 und k& < 0 gesondert dargestellt
sind). Der angefiihrte Beweis ist nur dann anwendbar, wenn die Figur 0ACB
ein Parallelogramm ist, d. h., wenn die Vektoren @ und b nicht zu ein und der-
selben Geraden parallel sind. Wir empfehlen dem Leser, die Beziehung (20) fiir
parallele Vektoren selbst zu beweisen.

2.7. ,,Arithmetik der Figuren.s Die emgeluhnen Operationen (Addlnon von Vektoren
und Multlphhtlon eines Vektors mit emer Zahl) ermoghchen e8, eine ,,Arithmetik der
Figuren* die in der G t oglichkeiten findet.
Der Einfachheit halber entwickeln wir diese ,,Arithmetik der Figuren‘‘ nur in der Ebene.

Wir wihlen in der Ebene einen Punkt O und nennen ihn Nullpunkt oder Ursprung.
Sind nun 4 und B zwei beliebige Punkte der Ebene, so soll der Punkt C, fiir den

—_ —> —>
OC = 04 + 0B @1

ist, die Summe der Punkte A und B heiBen; wir schreiben in diesem Fall kurz C = 4 + B.
(Wenn die Punkte O, 4, B nicht auf einer Geraden liegen, ist der Punkt C offensichtlich
die vierte Ecke des Parallelogramms, dessen drei andere Ecken die Punkte O, 4, B sind;
Abb. 24.) Ist A ein beliebiger Punkt der Ebene und 4 eine reelle Zahl, 80 nennen wir analog
den Punkt D, fiir den

— —

OD=1-04

ist, das Produkt AA und schreiben in diesem Fall einfach D = 4.

Aus den oben angefiihrten Eigenschaften der Addmon von Vokto"en und der Multi-
plikation von Vektoren mit Zahlen ergeben sich i g gen (4, B
sind Punkte der Ebene, 4 und u4 reelle Zahlen):

A+B=B+4,
(A+B)+C=4+(B+0),
(diesen Punkt bezeichnet man einfach mit 4 + B + C);

A+0=4,
1-4=4, 0-4=0,
A+pd=24+pd, M4+ B)=1714 + 1B,
Mud) = (2p) 4.
Es seien nun @, und ®, zwei ebene Figuren. Wir betrachten alle moglichen S
A, + Ay, wobei 4, und A, beliebige Punkte der Figuren @, bzw. ®, sind. Diese Punkte
A, + 4, bilden eine ebene Figur @ (Abb. 25), die wir die Summe der Figuren @, und @,
nennen und mit ®, 4 &, bezeichnen. Besteht jede der Figuren &, und ¥, aus einem Punkt,
80 ist P, + P, die Summe dieser Punkte; die Addition von Figuren ist, mit anderen Worten,
eine Verall inerung der Addition von Punl Analog defini wir die Figur AP
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als diejenige Figur, die aus allen Punkten A4 gebildet wird, wenn A ein beliebiger Punkt
der Figur @ ist (Abb. 26). Die Figur A® erhiilt man offenbar aus der Figur @ durch An-
wendung der Homothetie mit dem Zentrum O und dem Koeffizienten 4.

Aus den Eigenschaften der Addition von Punkten ergeben sich sofort die Beziehungen

D+ D=0, + Py,
(@, + Py) + Py =P, + (P, + Py)

(diese Summe bezeichnen wir einfach mit @, + P, + ;) usw.
Wenn beispielsweise ®, und ®, nicht parallele Strecken sind, ist die Summe @, + &,
ein Parallelogramm (Abb. 27).

0 h ¢1'¢;
/
»
Do=A+f -
¢ ;B
Abb. 24 Abb. 25

haff 4

Die Summe von Figuren hat viele i Eig die eine nutzbri
Verwendung dieses Begriffs in der Geometrie gestatten. So kann man z. B. zeigen, daB
fiir konveze ebene Figurenl) @, und @, der Umfang der Figur @, + P, gleich der Summe der
Um[ange der thurm P, und d), ist.

Dle ht die El haften von Figuren, die nicht von deren Lage

Bhi

Die von uns gegeb ition der S von Figuren hingt natiirlich von

Abb. 26 Abb. 27

der Lage der Summanden ab; dariiber hinaus hingt sie noch von der Wahl des Ursprungs
ab. Dieser Umstand ist unbedingt ein ernster Mangel der Definition. Man kann jedoch leicht
zeigen, daB sich bei Anderung des Ursprungs sowie bei Parallelverschiebung der S
den die Form der Figur, die die Summe ®, + @, darstellt, nicht dmiert;.diese Summe wird
im Endergebnis ebenfalls nur parallel verschoben. Dagegen kann eine Drehung der Sum-

1) Ein Spezialfall der konvexen Figuren sind die konvexen Polygone (vgl. den Artikel
iiber konvexe Figuren und Kérper in Band V der EdEM).
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manden die Summe wesentlich indern. So ist in Abb. 28a die Summe von zwei einander
parallel P bgebildet und in Abb. 28b die S derselb ool hd.
eines derselben um 180° gedreht wurde.

Es muB bemerkt werden, daB zwischen der ,,Arithmetik der Figuren‘‘ und der Arith-
metik der Zahlen wesentliche Unterschiede bestehen. So gibt es beispielsweise im allge-
meinen keine ,,Differenz‘‘ @, — @, zweier gegebener Figuren @, und @,, d. h. keine Figur

Abb. 28

@, fiir die @ 4 P, = P, ist; man kann insb dere ohne Schwierigkei beweisen, daf
s keine Differenz zwischen einem Dreieck und einem Kreis gibt. Ferner sei erwiihnt, daB
in der ,,Arithmetik der Figuren‘‘ Beziehungen wie

P+P=20, O+D+P=23D

usw. im allgemeinen keine Giiltigkeit mehr haben. Ist z. B. & eine Kreislinie vom Radius r,
80 ist, wie man leicht sieht, die Figur @ + & ein Kreis (eine Kreisscheibe) vom Radius 2r,
wihrend die Figur 2¢ eine Kreislinie vom Radius 2r ist.

2.8. Das Teilen einer Strecke im gegebenen Verhiiltnis. Die nachstehenden
drei Sétze sind fir die Losung vieler Aufgaben der Geometrie mit Hilfe von
Vektoren sehr niitzlich.

Satz 1. Sind die Vektoren a und b parallel und a + 0, so existiert eine
Zahl k, fiir die b = ka ist.

Der Beweis ist trivial.

Satz 2. Bs seten A, B und C drei Punkte (der Ebene oder des Raumes) mit
A % B, und Q sei ein beliebiger vierter Punkt. Der Punkt C liegt dann und nur
dann auf der Geraden AB, wenn eine Zahl A existiert, so daf

—_— — —
QC =204 + (1 —A)@B (22)
15t (Abb. 29).
In der Tat kann man die Beziehung (22) in der Gestalt

QC =104 + QB - iQF
oder
QC - @B = A@4 - ¢B)
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oder auch Y —
BC = ABA

schreiben. Diese Beziehung ist jedoch dann und nur dann erfiillt, wenn die
Vektoren —B_O. und B_A> zu ein und derselben Geraden parallel sind, d.h., wenn
der Punkt C auf der Geraden AB liegt. _

Satz 3.1) Es set C der Punkt, der die Strecke AB im Verkdltnis m : n teilt
(d. h. |AC|:|CB| = m:n), und Q
ein beliebiger Punkt der Ebene. Dann — =~~~ .4
gslt 3

Q@0=—L_Qd+ " _QB. 3 -
W=t st @

Wenn umgekehrt die Beziehung (23)
erfillt ist, teslt der Punkt C die Abb. 29

Strecke AB im Verhiltnis m : n.
In der Tat kann man fiir die Beziehung (23) auch

@W=0d -2 _Qd+-—"_0F
QC =@ —m+nQ +m+nQ
oder

Q0 - Q4 = —2 (@B - ¢4)

o -0d ="k -0
oder

ac =_"_aB
m+n

schreiben, und das bedeutet gerade, daB der Punkt C die Strecke ABim Ver-
héltnis m : n teilt (Abb. 30).

Wir weisen auf einen wichtigen Spezialfall von Satz 3 hin: Der Punkt C' ist
dann und nur dann Mittelpunkt der Strecke AB, wenn

= 5 @4 + 0B (24

gilt (@ ist dabei ein beliebiger Punkt; Abb. 31). Das ergibt sich aus (23) fir
m = n (vgl. Abb.30). Man kann diesen Sachverhalt auch folgendermaBen

1) Dieser Satz ist ein Spezialfall des fol, d 1], i Satzes, dessen Beweis sich
durch diesclben Betrachtungen ergibt: Es sei C' derjenige Punkt der Geraden 4B, fiir den
bei gegebenem 1 und y die Beziehung ,uﬁ"’ = }.(,TE gilt, und @ ein beliebiger Punkt der
Ebene. Dann ist

@=L od+-— B 28
T Gy el o

— —
Ist umgekehrt die Beziehung (23’) erfiillt, so ist #AC = ACB.
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ausdriicken : Damit die Punkte A und B beziiglich eines Punktes C symmelrisch
liegen, ist notwendig und hinreichend, daf die Bedingung (24) erfillt ist.

/’//‘1
<700
- 7
- / !
- / |
PR / |
Al s |
C/ i
1
|
8
a Abb, 31

2.9. Die Koordinaten eines Vektors. Bisher sprachen wir nur iiber solche
Eigenschaften der Vektoren, die gleichermaBen fiir die Ebene und fiir den
Raum giiltig sind. Jetzt werden wir erstmalig auf einen Unterschied zwischen
diesen beiden Fillen stoSen. — —

Gegeben seien zundchst zwei Vektoren i = OI und j = OJ einer Ebene, die
nicht einer Geraden angehéren (Abb. 32a). Wie man leicht sieht, laft sich dann

jeder Vektor @ = EI der betrachteten Ebene in eine Summe von zwei Vek-

toren @, = 0]: und @, = 0-‘_4-: zerlegen, die lings derselben Geraden gerichtet
sind wie i bzw. j: Man braucht dazu nur das Parallelogramm 04,44, zu
konstruieren, von dem zwei Seiten die Richtung der Vektoren i bzw. j haben

und dessen Diagonale mit 5;1’ iibereinstimmt (Abb. 32b); (einer der Sum-
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manden @, oder a, kann auch fehlen). Nach Satz 1 (N. 316) gilt
—> — — —>
04, = 201 = zi, 04, = yOJ = yj,
wobei 2 und y gewisse reelle Zahlen sind, und somit wird
— — —
a =04 =04, + 04, =zi + yj.

Sind also in der Ebene zwes Vektoren i und j fest vorgegeben, die vom Nullvekt
verschieden und nicht parallel sind, so kann man jeden Vektor a der Ebene als

Summe
a=axi+y (25)

darstellen, wobei x und y reelle Zahlen sind (die natiirlich vom Vektor @ abhin-
gen). Es ist wichtig darauf hinzuweisen, daB = und y durch den Vektor a ein-
deutig bestimmt sind. Gibe es namlich fiir den Vektor @ zwei verschiedene Zer-

legungen

a=ui+yj, a=2xi+yj,
80 wiire
i + yf = 2l + Yuj
oder
(@ — @) i = (ys — 91)J.

Da die beiden Zerlegungen des Vektors @ verschieden sein sollen, kann min-
destens eine der Befiehungen 2, = x, oder y, = y, nicht gelten. Es sei z. B.
x, % x5, Dann ist

Ys — %

g :c,]’

i=

was der Voraussetzung widerspricht, daBl die Vektoren %, j nicht parallel und
verschieden vom Nullvektor sind.

Die nach der Beziehung (25) eindeutig durch den Vektor @ bestimmten
Zahlen z und y heiBen die Koordinaten des Vektors @ beziglich des Vektor-
paares i und j (oder beziiglich des Koordinat: tems, das durch die Vek-
toren  und j bestimmt wmi) Man sagt auch: Der Vektor @ hat im System i, j
die Koordinaten (z, y). .

—> — —
Sind analog dazu i = OI, j = OJ, k = OK drei Vektoren des Raumes, die

nicht einer Ebene angehéren, so kann man jeden Vektor @ = 04 als Summe
a = a, + a, + a, darstellen, wobei die Vektoren a,, a, und a; den Geraden
OI bzw. OJ bzw. OK angehéren. Zum Beweis braucht man nur das Parallel-
epiped 0A4,BA4;435CAD zu betrachten, dessen drei Kanten O4,, 04, und 04,
die Richtung der Geraden OI, OJ, OK haben (Abb. 33; einige der Vektoren
a,, a; und ay konnen auch gleich dem Nullvektor sein). Daraus ergibt sich,
daB jeder Vektor a des Raumes als Summe

a =i+ yj +zk (26)
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dargestellt werden kann, wobes x, y, z reelle Zahlen sind. Auch hier sind die
Zahlen z, y, z durch den Vektor a eindeutig bestimmt. Sie heiBen die Koords-
naten des Vektors @ im System 4, j, k.

Aus den Beziehungen (25) und (26) ergibt sich:

Haben die Vektoren @ und b die Koordinaten (z,, y,) und (x4, y;) [oder im
Raum die Koordinaten (z,, y,, z,) und (23, Y, 2,)], 80 haben die Vektorena + b
bzw. Aa die Koordinaten (x, + x5, y, + y;) bzw. (Az,, Ay,) [oder sm Raum
(@1 + %3, 91 + Y3, 21 + 25) bzw. (Amy, Ayy, A2)]

Aus den Regeln fiir die Vektoraddition
bzw. fiir die Multiplikation eines Vek-
tors mit einer Zahl folgt namlich: Ist @
=i + y,j und b = 2,48 + y,j, s0 ist

a + b = (& + yj) + (xd + yud)
=@ +2)i+ (4 +y2)J

7 und
Aa = Aai + ) = (A=) i + (A1) ],

was zu zeigen war. Den Beweis fiir 'Vektoren des Raumes (d. h. fiir Vektoren,
die drei Koordinaten haben), der sich von dem soeben gefiihrten kaum unter-
scheidet, iiberlassen wir dem Leser.

2.10. Lineare Abhiingigkeit von Vektoren. Wir fithren noch den wichtigen
Begriff der linearen Abhdngigkeit von Vektoren an, den wir spiter, in §7,
benutzen werden. Vektoren @, ..., @, heiBen linear abhingig, wenn Zahlen
&y, ..., & existieren — von denen wenigstens eine von Null verschieden ist —,
so daB

018y + 0g@y + o0 + Xl = O
ist. Gibt es keine solchen Zahlen «,, ..., &, 80 heiBen die Vektoren a,, ..., @
linear unabhingig. Es gelten die folgenden Sitze:

Sind zwei Vektoren einer Geraden parallel, so sind sie linear abhingig. Sind
drei Vektoren einer Ebene parallel, so sind sie linear abhingig. Je vier Vektoren
des Raumes sind linear abhingig.

Die Richtigkeit der ersten Behauptung ergibt sich aus Satz 1 auf S. 316. Es
seien nun @, b, ¢ drei einer Ebene parallele Vektoren. Sind die Vektoren a, b
einer Geraden parallel, so besteht zwischen ihnen eine lineare Abhéngigkeit
«@ + b = o und deshalb zwischen den Vektoren @, b, ¢ die lineare Abhéngig-
keit a@ + fb + Oc = o. Sind dagegen die Vektoren @ und b nicht zu einer
Geraden parallel, so gilt nach (25) ¢ = za + yb, wobei z, y reelle Zahlen sind,
und folglich besteht zwischen den Vektoren @, b und c die lineare Abhingig-
keit za + yb + (—1) ¢ = 0. SchlieBlich seien @, b, ¢, d vier Vektoren des
Raumes. Sind die Vektoren a, b, ¢ einer Ebene parallel, so besteht zwischen
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ihnen eine lineare Abhéngigkeit xa + b + y¢ = 0 und deshalb zwischen
den Vektoren a, b, ¢, d die lineare Abhéngigkeit xa + b + yc + 0d = o.
Sind dagegen die Vektoren @, b, ¢ keiner Ebene parallel, so gilt nach (26)
d = za + yb + zc, wobei z, y, z reelle Zahlen sind, und deshalb ergibt sich
auch in diesem Fall die lineare Abhingigkeit xa + yb + z¢ + (—1)d = o der
Vektoren @, b, ¢, d.

Offenbar existieren im Raum drei linear unabhéngige Vektoren (namlich drei
Vektoren, die keiner Ebene parallel sind), und je vier Vektoren sind linear
abhiingig. Diesen Sachverhalt hat man gewohnlich im Auge, wenn man sagt,
daB der Raum drei Dimensionen besitzt. Die Ebene hat zwei Dimensionen,
da-man auf ihr zwei linear unabhingige Vektoren finden kann (zwei Vek-
toren, die einander nicht parallel sind) und je drei Vektoren linear abhingig
sind. Die Gerade hat schlieBlich eine Dimension. In der Mathematik betrachtet
man Raume beliebiger (sogar unendlicher) Dimension. Hieriiber wird spater,
in §7 dieses Artikels!), Weiteres gesagt. Ein ausfiihrlicher Artikel iiber mehr-
dimensionale Raume findet sich in Band V der EAEM.

2.11. Beispiele. Zum AbschluB dieses Paragraphen zeigen wir an einigen Bei-
spielen, wie man mit Hilfe von Vektoren geometrische Aufgaben 16st. Die hier
angefiihrten Aufgaben haben verschiedenen Schwierigkeitsgrad. Einige von
ihnen sind durchaus nicht einfach. Der Leser wird aber sehen, daB bei der Ver-
wendung von Vektoren alle diese Aufgaben zu Rechenaufgaben werden, d. h.,
es werden geometrische Uberlegungen (iiber Dreiecke, Mittellinien u. &.) auf
Rechnungen mit Vektoren zuriickgefiihrt, die in der Regel nicht schwierig
sind. Die angefiihrten Beispiele zeigen auch andere wichtlge Vonuge der Vek-
torrechnung, namlich z. B. die Moghchkelt, 5.----- dtzlich ohne Zei
auszukommen, die fast unvermeidbar immer nur einen Spezialfall der zu unter-
suchenden Situation veranschaulichen und dadurch Zweifel an ihrer All-

ingiiltigkeit entstehen lassen, gemeinsame Beweisfithrunren fiir ver-
wandte (nnd nicht selten ganz anders lautende) plammetnsche und stereo-
metrische Behauptungen usw.

Aufgabe 1. Man zeige, daf die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen
(nicht unbedingt ebenen!) Vierecks stets Eckpunkte eines Parallelogramms sind.

Losung. Es seien M, N, P, Q die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen
Vierecks ABCD (Abb. 34). Dann gilt

— —_— — —_— —_— — —_— —_—
MN — QP = MN + PQ = (MB + BN) + (PD + DQ)

1] — 1 — 1 — 1] — 1] — — > —
= 4B+ 5 BC + 50D + 5 DA = 5 (AB + BC + CD + DA)

—_—
=—A4A4 =o.

L] R )

1) Vgl. auch den Artikel ,,Vektorriume und lineare Transformationen* in Band II der
EJEM.
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g

Somit ist ﬁ = Q_P: d. h., die gegeniiberliegenden Seiten des Vierecks MNPQ
sind gleich lang und parallel. Folglich ist MNP@ ein Parallelogramm.

M
My
0 9
7 My
M 0~ ¥
y/ Mz
Abb. 34 Abb. 35

Aufgabe 2. Gegeben seien drei Punkte 0,, Oy, Oy und ein weiterer Punkt M
(diese Punkte brauchen nicht in einer Ebene zu liegen!). Wir bezeichnen mit
M, den Punkt, der beziiglich des Punktes O, symmetrisch zu M liegt, mit M, den
Punkt, der beziiglich des Punktes Oy symmetrisch zu M, liegt, mit My den Punkt,
der beziiglich des Punkies Oy symmetrisch zu M, liegt, mit M, den Punkt, der
beziiglich des Punktes O, symmetrisch zu M, liegt, mit Mg den Punkt, der beziig-
lich des Punktes O, symmetrisch zu M liegt, mit My den Punkt, der beziiglich des
Punktes Og symmetrisch zu My liegt. Es ist zu zeigen, dap Mg mit dem Ausgangs-
punkt M zusammenfdllt (Abb. 35).

Losung. Es sei @ ein beliebiger Punkt. Benutzt man die Beziehung (24) (die

auch in der Gestalt QT{ + Q—l? = 2Q_C> geschrieben werden kann), so kann man
die Bedingungen der Aufgabe folgendermafen als Gleichungskette nieder-
schreiben :

— —_— — — — —
QM + QM, = 2Q0,, QM, + QM, = 2Q0,,
— — — —> —_— —
QM + @M, = 2Q0;, QM; + QM, = 2Q0,,
— —_— — — —> —
QM, + QM = 2Q0,, QM; + QMg = 2Q0;.

Da die erste und die zweite dieser Gleichungen den Vektor Q—II: enthalten,
kann man ihn mit ihrer Hilfe eliminieren; die zweite und die dritte Gleichung

ermdglichen es, den Vektor QM, zu eliminieren usw. Im Endergebnis wird es
—
damit moglich, den Vektor QM4 zu berechnen Man kann dies erreichen, indem

man sukzesswe dle Werte fiir die Vektoren QM 1 QM g ... in die nachfolgende
ich infacher ist es jedoch, die erste, d.ntte und fiinfte der oben-

stehenden Glelchungen zu addieren und die zweite, vierte und sechste davon
zu subtrahieren. Dann erhalten wir sofort

— — —
QM — QMg =0 oder MM =o,
was bedeutet, dafl die Punkte M und M, zusammenfallen.
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Beim ,,Giblichen Losungsweg dieser Aufgabe (der smh nicht auf Vektoren
stiitzt) muB man eine ganz Reihe von Dreieck hten, was in di
Fall ziemlich ermiidend ist.

Aufgabe 3. Man zeige, dap sich die Seitenhalbierenden (Medianen) eines
beliebigen Dreiecks ABC in einem Punkt schneiden und daf sie von diesem
Punkt, von den Ecken an gerechnet, im Verhilinis 2 : 1 geteilt werden.

Loésung. Wir bezeichnen die Seitenhalbierenden des Dreiecks mit AD, BE,
CF und wahlen einen beliebigen Punkt Q (Abb. 36). Nach (24) gilt dann

-— 1 — —_—

QD = ?(QB + Q0).
Ferner geniigt nach (23) der Punkt M,, der die Strecke AD im Verhaltnis
|AM,| : |MyD] = 2:1 teilt (Abb. 37), der Beziehung

@M, = 304 + 20D = 304 + 3 (5 @F + 00)) = 3.4 + 0B + 0.

q
Abb. 36 Abb. 37

Sind M, und M, die Punkte, die die Strecken BE und CF im Verhaltnis 2: 1
teilen, so zeigt die gleiche Rechnung, daB

ﬁ' =é7‘;a =l(q_-’;+ é-B"f' _Q—C.)

ist. Somit stimmen M, , M, und M, uberem und bllden zugleich einen Punkt M,
durch den alle drei Seitenh hinc

Die angegebene Losung dieser Aufgabe liefert tiberdies den folgenden Sach-
verhalt, den man mit Vorteil bei der Losung einer Reihe weiterer Aufgaben
verwenden kann:

Es ses ABC ein beliebiges Dreieck und M der Schnittpunkt seiner Seitenhal-
bierenden (man nennt M auch den Schwerpunkt des Dreiecks). Dann gilt fir
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jeden Punkt Q die Beziehung
— 1 — — —_—
QM = 5 @4 + QB + ¢0). @n

Aufgabed. Als Medianen eines ,,Vierecks'* A BCD bezeichnet man die Geraden,
die eine der Ecken (z.B. die Ecke A) mit dem Schwerpunkt des von den drei
anderen Ecken gebildeten Dreiecks (z. B. des Dreiecks BCD) verbinden. Man
zeige, daf sich die vier Medianen eines ,,Vierecks' in einem Punkt schneiden
und daf die entsprechenden Verbindungssirecken von diesem Punkt, von den
Ecken an gerechnet, im Verhdltnis 3 : 1 geteilt werden (Abb. 38a, b).

Abb. 38

Das Wort ,,Viereck* kann hier sowohl ein gewohnliches ebenes Viereck als
auch ein Vierflach (Tetraeder) bezeichnen; wir verwenden diese gemeinsame
Bezeichnung, um zu unterstreichen, daB beide Falle gemeinsam betrachtet
werden. Wir haben hier also gleichzeitig zwei verschiedene Sitze vor uns —
einen planimetrischen und einen stereometrischen —, die sich im Beweis nicht
unterscheiden.

Losung. Wir bezeichnen die Medianen des ,,Vierecks ABCD mit AA,,
BB,, CC,, DD, und wihlen einen beliebigen Punkt Q. Nach (27) gilt

@4, = @B + o0 + QD).

Ferner geniigt nach (23) der Punkt M,, der die Strecke A4, im Verhaltnis
|AM,|:|M,A,| = 3:1 teilt, der Beziehung

— 1 — — 1] — 3/1 —> — —
QMt, = ;oA + 104, = 104 + 3 (3 @F + 0 + oD))
=%(ﬁ+5§+55+55)~

Eine véllig gleichartige Berechnung zeigt, da3 die Punkte M,, My, M,, die
die anderen Medianen im Verhéltnis 3:1 teilen, der gleichen Beziehung ge-
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niigen. Somit stimmen M,, M,, My, M, iiberein und bilden zugleich einen
Punkt M, durch den alle vier Medianen hindurchgehen.

Aufgabe 5. Es seien E, F, K, L, M, N der Reihe nach die Mittelpunkte der
»Seiten” AB, CD, AD, BC, AC, BD eines ,,Vierecks* ABCD. Man zeige, daf
sich die Qeraden EF, KL und MN in einem 5
Punkt schneiden und daf durch ihn die ent- I3
sprechenden Strecken halbiert werden (Abb. 39).

Auch hier sind zwei auf den ersten Blick ver-

hiedene Satze faBt: 1. Die , Mit- K
tellinien EF und KL eines beheblgen (ebenen)
Vierecks A BCD und die Sh-ecke, die dxe Mlttel- )

punkte seiner Di len verbindet F
sich in einem Punkt und werden durch diesen
Punkt halbiert. 2. Die Strecken, die die Mittel- Abb. 39

punkte gegeniiberliegender Kanten eines belie-
bigen Vierflachs (Tetraeders) miteinander verbinden, schneiden sich in einem
Punkt und werden durch diesen Punkt halbiert.

_Losung. Es sei Q ein beliebiger Punkt; die Mittelpunkte der Strecken EF,
KL und MN bezeichnen wir mit S,, S, und 8; (wir wissen ja vorlaufig noch
nicht, da es sich dabei um ein und denselben Punkt handelt). Mit Hilfe der
Beziehung (24) erhalten wir

=L@ +0B), F-4@ +aD

2
@K =3 @4 +0D), QL=1@ +0;

—

Qi = ;@4 +90), oF -1 @5+aD).

Hieraus ergibt sich wiederum

QS,——(QE+QF =-—QA +QB+QC’+QD),

.p

Q_>S|=§(af+b_i) =;(ﬂ+@'+ﬁ+(ﬁ,
Q_’&=%@l’l+0—1‘7)=%(@'+0_0'+ﬁ+@')-

Die letzten drei Beziehungen beweisen, da8 die Punkte S, , S, und S, zusammen-
fallen.
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8

§ 3. Das Skalarprodukt von Vektoren

In diesem Paragraphen setzen wir voraus, daB eine Einheit der Lingenmes-
sung vorgegeben ist.

3.1. Die Projektion eines Vektors auf eine Achse. Unter einer Achse verstehen
wir eine Gerade, auf der eine Richtung ausgezeichnet ist (die man gewéhnlich

——
durch einen Pfeil angibt). Es sei nun !/ eine Achse und AB eine gerichtete
Strecke (Abb. 40a, b). Die Projektionen der Punkte 4 und B auf die Achse [
(d. h. die FuBpunkte der von den Punkten 4 und B auf die Gerade [ gefillten
Lote, im Fall raumlicher Vektoren die Schnittpunkte der Geraden ! mit den

Abb. 40

durch 4 und B gehenden und zu ! senkrechten Ebenen) bezeichnen wir mit
4, und B,. Die Linge der Strecke 4,B,, versehen mit dem Vorzeichen ,,+,

falls die Richtung des Vektors 4,B, mit der auf der Achse ! gegebenen Richtung
tibereinstimmt, und versehen mit dem Vorzeichen ,,—‘ im entgegengesetzten

Fall, nennen wir die Projektion der gerichteten Strecke AB auf die Achse L.
Wir bezeichnen diese Projektion mit pr, /ﬁ: so daB also

—
priAB = £ |4,B)]

ist. Steht die Gerade AB auf der Achse ! senkrecht 80 fallen die Punkte 4,
und B; zusammen, und die Pro;ektlon pr; AB hat den Wert Null. Definieren

gerichtete Strecken ﬁ und CD ein und denselben Vektor, so sind, wie man
leicht sieht, ihre Projektionen auf die Achse ! gleich (vgl. Abb. 41, die sich
auf den Fall von Vektoren einer Ebene bezieht; die schraffierten Dreiecke sind
offensichtlich gleich). Daher kann man von der Projektion eines Vektors auf
eine Achse sprechen. Die Projektion des Vektors @ auf die Achse ! bezeichnen
wir mit pra.
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Man kann die Prolektxon eines Vektors auf eine Achse auch folgendermaBen
defini (die B A, B, A,, B, sollen dabei die gleiche Bedeutung
wie oben haben): Mit 1 bezexchnen wir den Vektor der Lange 1, der die Rich-

tung der Achse ! hat (Abb. 42). Da die Vektoren A,B, und ! derselben Geraden
parallel sind und I # o ist, wird nach Satz 1 von S. 316

-
A,B, = al, (28)

wobei z eine bestimmte reelle Zahl ist. Man sieht leicht ein, daB die Zahl
gerade die gesuchte Projektion ist:
T = pr; E .
Aus der Beziehung (28) ergibt sich namlich, daB der Betrag der Zahl z gleich
=5 .
der Lange der Strecke A,B, ist, wobei diese Zahl positiv ist, wenn die Vek-
—_
toren 4, B, und I gleichgerichtet sind, und negativ im entgegengesetzten Fall.
Cq——-»q{J

\
.

RN _..‘_

\///////////

A1 Abb. 41

3.2. Eigenschaften der Projektion. Die grundlegenden Eigenschaften der
Projektion lassen sich durch nachstehende Gleichungen ausdriicken, in denen
a und b beliebige Vektoren sind und A eine reelle Zahl bedeutet:

pria + b) = pria + pr;b, (29)
pri(da) = 2 - pria. (30)
Die Beziehungen (29) und (30) sind sehr leicht zu beweisen. Es sei @ = A_B:

b= Ea; dann ist @ + b = AC. Wir bezeichnen mit 4,, By, C, die Projek-
tionen der Punkte A, B, C auf die Achse . Nach (28) kénnen wir dann schrei-
ben:
n —_— — —
A,B, = z'l, B,Cy, =2a"l, AC, =al,
wobei

« =pra, 2’ =prb, z=pre+b)
ist. Es gilt aber

— — —>
ol = 4,0, = 4,B, + BC, = 'l + 2"l = (' + z")1,
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woraus # = 2’ + z'’ folgt und womit die Beziehung (29) bewiesen ist. Ferner
—
sei @ = AB, Aa = AB'. Wir projizieren die Punkte 4, B, B’ auf die Achse I
und erhalten Punkte 4,, B,, B{ (Abb. 43a, b fiir A > 0 bzw. 2 < 0).
— —_—
Aus der Parallelitit der Geraden A4,, BB,, B'B ergibt sich 4,B] = 14, B,,
und nach (28) wird

— —_—
A,B, = al, A,B; =2zl
mit
z = pri@, 2’ = pri(la).
Somit ist

—_— —
o'l = A,B, = AA.B, = Mal) = (M) 1,

woraus z' = Ar folgt. Damit ist auch die Beziehung (30) b

Abb. 43

3.3. Der Zusammenhang zwischen der Projektion und den Koordinaten. Der
Zusammenhang zwischen der Projektion und den Koordinaten la8t sich un-
schwer erkennen. Dazu seien OX und OY zwei aufeinander senkrecht stehende
Achsen in der Ebene (oder OX, 0Y und OZ drei aufeinander senkrecht stehend
Achsen im Raum), die ein Koordinatensystem bilden. [Meistens stellt man sich
die Achse OX (oder die Abszissenachse) als horizontale, nach rechts gerichtete
Gerade und die Achse OY (oder Ordinatenachse) als dazu senkrechte, nach oben
gerichtete Gerade vor, im Raum richtet man die Achsen OX und OY in der
Horizontalebene so, daB eine Drehung der Achse OX um O entgegen dem
Uhrzeigersinn (von oben gesehen!) um 90° diese in die Achse OY (bei Beriick-
sichtigung der Richtung der Achsen) dberfiihrt, und die Achse 0OZ (Appli-
kationsachse) richtet man senkrecht zur Horizontalebene nach oben.] Mit i, j
bezeichnen wir die sogenannten Etinheitsvektoren in Richtung der Achsen OX
und OY, d. h. die Vektoren der Linge 1, deren Richtung mit der Richtung der
Achsen iibereinstimmt (und entsprechend bezeichnen wir im Raum mit ¢, §, k
die Einheitsvektoren in Richtung der Achsen 0X, 0Y, 02).
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Ist nun @ ein beliebiger Vektor der Ebene und sind (z, y) seine Koordinaten
im System i, j, so gelten die Beziehungen
T = Prox@, Yy = Proya@. (31)
Analog lassen sich im Raun die Koordinaten (z, y, z) eines beliebigen Vektors @
im System 4, j, k durch Projektionen ausdriicken:
Z = prox@, Y = Prov@, 2z = Proz@. (31a)
Es gilt namlich (im Fall der Ebene)
Prox8 = Prox(xi + yj) = prox(«i) + prox(4f) = = proxi + y proxj = =.

(da proxt = 1, proxj = 0 ist). Damit ist gezeigt, daB die erste der Formeln (31)
gilt. Die zweite Formel sowie die Formeln (31a) beweist man analog.

3.4. Der Zusammenhang mit trigonometrischen Funktionen. Wir geben noch
den Zusammenhang der Projektionen und Koordinaten von Vektoren der
Ebene mit den trigonometrischen Funktionen an. Es sei XOY ein rechtwink-
liges Koordinatensystem der Ebene. Ferner sei I der Vektor der Lange 1, der
mit der Achse OX den Winkel ¢ bildet. Wie iiblich vereinbaren wir, daB
Winkel entgegen dem Uhrzeigersinn angetragen werden (Abb. 44); im Uhr-
zeigersinn angetragene Winkel gelten als negativ. Dann gelten die Bezichungen

sin @ = proyl, cosg = pryyl, (32)

d. h., der Vektor I hat die Koordinaten z = cos ¢, y = sin . Fiir einen spitzen
kael @ folgen die Beziehungen (32) sofort aus der Definition der trigono-
metrischen Funktionen am rechtwinkligen Dreieck (wenn man beachtet, daB

Y

Abb. 44 Abb. 45

die Hypothenuse die Lange 1 hat; Abb. 45); firr einen beliebigen Winkel ¢
muB man sie als Erweiterung dieser Definition der GroBen sin @ und cos ¢
ansehen, und zwar ist sie offenbar der Definition der trigonometrischen Funk-
tionen am Einheitskreis dquivalent; sie ist jedoch in dieser Form, wie wir
spiiter sehen werden, bedeutend bequemer.

Es sei nun @ ein beliebiger Vektor. Wir bezeichnen seine Linge mit a und
den Winkel, den er mit der Achse OX bildet, mit ¢. Wie man leicht sieht,



330 Vektoren und ihre A d in der G trie

haben dann die Koordinaten des Vektors @ die Werte
x=acosp, y=asing. (33)

Bezeichnet man namlich mit I den Vektor der Lange 1, der dem Vektor @
gleichgerichtet ist, so ist @ = al. Da der Vektor I die Koordinaten (cos ¢,
sin @) besitzt, hat dann der Vektor @ = al die in (33) angegebenen Koordi-
naten.

Aus den Beziehungen (33) ergibt sich leicht eine Formel zur Berechnung der
Projektion eines beliebigen Vektors @ auf eine beliebige Achse I. Wir wahlen
die Achse [ als Abszissenachse und errichten senkrecht zu ihr eine Ordinaten-
achse. Dann erhalten wir ein Koordinatensystem XOY, und die Zahl pr,a ist
wegen (31) in diesem System die Abszisse des Vektors a. Nach (33) hat diese
Abszisse den Wert a cos ¢, wobei a die Linge des Vektors @ und ¢ den Winkel
zwischen @ und der Abszissenachse (d. h. der Achse I) bezeichnet. Es ist also

pria = acos p. (34)

Es sei noch bemerkt, daB sich aus der oben fiir den Sinus und den Kosinus
gegebenen Definition (32) leicht die bekannten Reduktionsformeln

cos (—@) = cos @, sin (—g) = —sing,
/

oA my (35)
os(q;—?)_smq;, sm( —?)— cos @

ergeben. Zwei Vektoren gleicher Linge, von denen der eine mit der Achse 0X
den Winkel ¢ und der andere mit OX den Winkel —g bildet, liegen namlich

Y X'

X Y
a) b)
Abb. 46

7] 0]

beziiglich der Abszissenachse symmetrisch, und hieraus folgen bereits die ersten
beiden Beziehungen (35). Wir betrachten ferner neben dem Koordinatensystem
XOY (Abb. 46a) noch das Koordinatensystem X'OY’, das man aus jenem
durch Drehung um den Winkel 90° entgegen dem Uhrzeigersinn erhalt
(Abb. 461b). Der Vektor ! der Lange 1, der mit der Achse OX den Winkel ¢

bildet, bildet dann mit der Achse OX’ den Winkelp — %- und hat deshalb im
System XOY die Koordinaten

z=cosp, y=sing, (36)
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wihrend er im System X'0Y’ die Koordinaten

b = ' u _= ’
2 = cos(q: 3 ), Y sm( 3 ) (37)
besitzt. Aus der Lage der Systeme XOY und X'0OY" ist aber ersichtlich, dal3
¥=y ¥ =-z (38)

ist (da die Achse OX’ mit OY zusammenfallt und die Achse O0Y’ der Achse 0X
entgegengesetzt ist). Aus.(36), (37), (38) ergeben sich unmittelbar die letzten
beiden Beziehungen (35).

Aus den Formeln (35) erhilt man leicht alle iibrigen Reduktionsformeln.
Ersetzt man beispielsweise in den letzten beiden Formeln (35) den Winkel ¢

durch ¢ + g—, so erhélt man

. L ; ]
Co8 ¢ = sin (tp +?), sing = —cos(q7+ E)’
ferner
sin (p + z) = sin [(qz+ %) +%l = cos (q1+ %) = —sing,

usw,

3.5. Beispiele. Die vorstehenden Ausfiihrungen gestatten es, Vektoren zum
Losen von trigonometrischen Aufgaben heranzuziehen.

Beispiel 1. Man zeige, daﬂ- in einem beliebigen Dreieck die Beziehung
(Abb. 47)
a=>bcos X C +ccos X B
gilt. (Diese Beziehung heilit Projektionsformel.)
Losung. Wir setzen
—_— — —
a=BC, b=AC, ¢ =BA
und bezeichnen mit ! eine Achse, die mit dem Vektor @ gleichgerichtet ist

(Abb.48). Dann bildet der Vektor b mit der Achse ! den Winkel & C, der Vektor ¢
bildet mit dieser Achse ! den Winkel & B, und der Vektor @ bildet mit der Achsel
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einen Winkel mit dem Betrag Null. Mithin gilt nach (34)
pr@ =a, prb=>becos XxC, prec=ccos¥XB.
Weil auBerdem @ = ¢ + b ist, folgt aus (29) die behauptete Beziehung.

Belsplel 2. Die Ausdriicke cos o 1 cos  und sin & + 8in § sind als Produkte
g trischer Funkti gewisser Winkel darzustellen.

Losung. Wir bezeichnen mit I, den Vektor der Lange 1, der mit der Achse
OX den Winkel « einschlieBt, und mit I, den Vektor der Linge 1, der mit der
Achse OX den Winkel f bildet. Dann hat der Vektor I, die Koordinaten

(cos &, sin &), der Vektor I, die Koordinaten (cos g,

1
tr

4 sin 8) und folglich der Vektor @ = I, + I, (Abb. 49)
die Koordinaten
z=cosx +cosfi, y=sinx+sing (39)

N (vgl. 8. 327 und 8. 329). Weil aber der Vektor @ mit

den Vektoren !, und I, die Winkel j: ﬂ bildet,
6 haben wir
7 @ =la|] = pre& = pra(l; + &) = prad; + prody

-8 coog X8 x—8
+ 1:cos 3 5

= 2-cos

=1"cos d
Abb. 49 - 2

a+ﬂ

Mit der Achse OX bildet der Vektor @ den Wlnkel
Koordinaten des Vektors & die Werte

. Folglich haben die

z=acosa;ﬂ =2cosa;ﬂcosa;ﬂ,
(40)
y=asina+ﬂ =2cos“_ﬂsin“+ﬂ.
2 2
Aus (39) und (40) erhalten wir
coszx+cosﬂ=2(>oslx_ﬂcos“+ﬂ,
2 2
(41)
sina+sinﬂ=2cosa;ﬁsina;ﬂ

Vertauscht man hier 8 mit § + » und benutzt die Reduktionsformeln, so
erhilt man die Beziehungen
Tl A Rl

cosx — cos f = —2sin

2 2 '

(42)
ﬂ +8
2

sina—sinﬂ=2sin



§ 3. Das Skalarprodukt von Vektoren 333
Es sei noch bemerkt, daB wir aus (41) und (42), indem wir dort x = ¢ + o
und f = @ — y setzen, Ausdriicke fiir cos (p + y) und sin (p + y) in den
trigonometrischen Funktionen der Winkel ¢ und y erhalten (vgl. auch S. 339).
Die dargelegte Herleitung zeichnet sich dadurch aus, daB sie fiir beliebige
Winkel «, 8, ¢, y gilt, unabhéngig von deren GroBe und Vorzeichen.
Aufgabe 6. Man berechne die Summen

1+ cosg + cos2¢p + - + cos ng, (43a)
sing + sin 2¢ + .-+ + sin ng. (43b)

Lésung. Wir konstruieren einen Streckenzug 04,4, ... 4,,,, dessen einzelne Strecken
die Linge 1 haben und fortl i

fend um den dub: Winkel ¢ gedreht sind (Abb. 50).
M
Y N
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Abb. 50

Sodann withlen wir ein Koordinatensystem mit dem Ursprung O, dessen Achse OX die
—
Richtung des Vektors 04, besitzt, und setzen

— — — —
bh=04,, L=44, bL=44,, ..., =A4,4,,.

Dann bildet mit der Achse OX der Vektor I, den Winkel Null, der Vektor I, den Winkel g,
der Vektor I, den Winkel 2@, usw., und schlielich der Vektor !, den Winkel ng. Folglich
hat

der Vektor {, die Koordinaten (cos 0, sin 0) (d. h. 1 und 0),
der Vektor I, die Koordinaten (cos g, sin ¢),
der Vektor I, die Koordinaten (cos 2¢, sin 2¢),

Hieraus folgt, daB der Vektor I, + I, + I, + --- + I, die Abszisse (43a) und die Ordinate
(43Db) hat. Es ist aber

—_— — —_ —
b+h+ o +1, =04, + 4,4, + - + Apdyyy = 04y,
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80 daB die Koordinaten  und y des Vektors 0A4,,,, die gesuchten Summen-(43a) und (43b)
ergeben. Zur Berechnung von # und y bezeichnen wir mit M den Mittelpunkt des Kreises,
der durch die Punkte O, 4,, ..., 4,4, geht, und fillen vom Punkt M aus das Lot MN auf
die Strecke 0A,. Dann gilt

1 1 1
|ON| =5, & OMN =X OMA, =g,

also
loa| = —
2sin 2
Der Vektor OM bildet mit der Achse OX den Winkel = 3= -;; und besitzt folglich die

Koordinaten

—10M| cos (T — &) = |oM|-sin 2 -1

= loM| eos(2 2)_|0M| sind =,

n @ @ 00'%
v= |0M] sin (3 — %) oM s fm —2.
2!1!1?

Ferner ist jeder der Winkel 4, M A;, A, M A,, ... gleich p und deshalb <X 4,MA4,,, = ng.
——
Also ist X NMA,,, = (n + 2) @, und somit bildet der Vektor MA4,,,, mit der Achse 0X

1
den Winkel (n + E) @ — ~2— . Weil aber |[M4,,,,| = |0M| ist, hat der Vektor MA,,” die
Koordinaten

i - I B B 1 _ain(n+-%-)0’
= |oM]| m[(n+2)v -’2:]—|OMI sm(n +?)¢—W

’

. B W o . 1 _—eos(n+—;-)¢
=|0M| .m[(»+2)w i;—]— |oM| ooe(n+-f)w— W.

— ) ——
SchlieBlich hat der Vektor 04,,,, = OM + MA,,,, die Koordinaten

—

sin(n--#——;-)w sin%-i—sin(n—}-%—)w

r=r +ry=5 + ,
2 . @ . @
9 gin & X
28in 2sin )
? 1 ? 1
08 — oos(n+—)¢ ws——ooo(n + =9
2 2 2 2
Yy=th+y= 7 - ) = ) ,
2nnT 2sm? ZSm?

und das sind die gesuchten Werte der Summen (43a) und (43b).
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3.6. Definition und Eigenschaften des Skalarproduktes. Es seien a und b
zwei beliebige Vektoren. Als Skalarprodukt ab der Vektoren @ und b bezeich-
net man die Zahl a - prob:

ab =a - prsb. (44)

Diese Definition verliert ihren Sinn, wenn @ = o ist, da dann die Richtung
des Vektors @ nicht definiert ist; in diesem Fall ist jedoch a = 0, und man gibt
dem Skalarprodukt ab den Wert Null.

Aus (34) folgt, daB man das Skalarprodukt auch mit Hilfe der Beziehung

ab = abcos ¥ (a, b) (45)

definieren kann, wobei & (@, b) den Winkel zwischen den Vektoren @ und b
bezeichnet. (Diese Definition setzt allerdings voraus, daB @ + o und b # o
ist.)

Ist @ = b, so nimmt das Skalarprodukt ab die Gestalt aa an; man spricht
dann vom skalaren Quadrat des Vektors @ und bezeichnet dieses auch mit a2.
Aus (45) ergibt sich, daB das skalare Quadrat eines Vektors a gleich dem
Quadrat seiner Lange ist:

a® = a?, (46)

Ferner folgt aus (45) sofort, daB die skalare Multiplikation kommutativ ist:
ab = ba. @n

SchlieBlich ergibt sich aus (44) leicht das Distributivgesetz fiir die skalare
Multiplikation :
a + c¢) = ab + ac, (48)

und das Assoziativgesetz beziiglich der Multiplikation eines Vektors mit einer
Zahl:
(Aa) b = A(ab) = a(ib). (49)

Wegen (29) und (30) gilt namlich

a(b + ¢) = apre(b + ¢) = a(prad + prac)
= a prsb + a proc = ab + ac;
a(Ab) = a praib = a(A prqab) = A(a prqb) = A(abd).

Die Beziehungen (46) bis (49) bilden die wichtigsten Eigenschaften der skalaren
Multiplikation. Wir nennen noch eine weitere Eigenschaft: Sind @ und b ver-
schieden vom Nullvektor, so st ab = 0 dann und nur dann, wenn die Vektoren a
und b aufeinander senkrecht stehen. Das folgt unmittelbar aus (45).

Die Eigenschaften (47) bis (49) der skalaren Multiplikation sind den be-
kannten Rechenregeln fiir Zahlen sehr dhnlich. Daraus ergibt sich, da8 man
in vielen Fillen mit Vektoren genauso operieren kann wie mit Zahlen, Beispiels-
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weise ist
(2@ + b) (3¢ — d) = (2a + b) (3¢) + (2a¢ + b) (—d)
= 6ac + 3bc — 2ad — bd,
(@ -~ b3 =(a—b)(a—b) =at— 2ad + b?,
(@ + b)(a — b) =a® — b

usw. Darin besteht eigentlich auch die Bedeutung des Skalarproduktes:
Einerseits ist es geometrisch von Interesse, da es die Lange von Strecken und
die GroBe von Winkeln auszudriicken gestattet; andererseits ist die skalare
Multiplikation algebraisch vorteilhaft, da Rechnungen, die skalare Produkte
enthalten, nach Regeln durchgefithrt werden konnen, die aus der Arithmetik
und Algebra wohlbekannt sind.

Es gibt jedoch auch wichtige Unterschiede zwischen der ,,Arithmetik der
Vektoren‘ und der gewohnten Arithmetik der Zahlen. Vor allem sei bemerkt,
daB das Skalarprodukt zweier Vektoren kein Vektor ist, sondern ein Objekt
anderer Art, namlich eine Zahl (ein ,,Skalar‘‘). Dieser Umstand unterbindet
sogleich die Frage nach der Definition einer ,,Division von Vektoren* — dem

Symbol % kann man keinerlei Sinn geben.!) Dieser gleiche Umstand hindert
uns, das Produkt dreier Vektoren in Betracht zu ziehen; die Formel
(@ + b)® = a® + 3a% + 3ab® + b®

1aBt sich z. B. in keiner Weise auf das Gebiet der Vektoren iibertragen. Wih-
rend ferner in der gewdhnlichen Arithmetik der Zahlen ein Produkt zweier
Zahlen nur dann verschwindet, wenn wenigstens einer der Faktoren ver-
schwindet, ist das in der ,,Arithmetik der Vektoren‘ durchaus nicht so: Die
Gleichung ab = 0 kann auch bei @ + 0, b #* o erfiillt sein (wenn namlich die
Vektoren @ und b zueinander orthogonal sind). Die letzte Bemerkung zieht
noch einen wesentlichen Unterschied zwischen der ,,Arithmetik der Vektoren*
und der gewéhnlichen Arithmetik nach sich: Vektorgleichungen diirfen nicht
durch einen von Null verschiedenen Faktor dividiert werden. Wahrend aus
einer Gleichung ac = be fiir Zahlen a, b und ¢ 3= 0 die Gleichheit a = b folgt,
ergibt sich aus einer Gleichung

ac =be (¢ % o)

lediglich ac — bc = 0 und (@ — b) ¢ = 0, und dies gilt genau dann, wenn
a = b ist oder wenn der Vektor @ — b auf dem Vektor ¢ senkrecht steht.

Wir leiten noch eine Formel her, mittels der das Skalarprodukt aus den
Koordinaten der Faktoren berechnet werden kann.

1) Man kénnte wohl als .,Quotienten % der Division einer Zahl durch einen Vektor a*

einen Vektor b definieren, fiir den das Skalarprodukt ab gleich « ist; aber auch diese
Opemtiqn ,,Division einer Zahl durch einen Vektor* hat keine ernsthafte Bedeutung (in
erster Linie deshalb, weil der so definierte Vektor b nicht eindeutig bestimmt ist).
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In einem rechtwinkligen Koordinatensystem XOY habe der Vektor @ die
Koordinaten (z,, y,) und der Vektor b die Koordinaten (z,, y,). Dann gilt
nach (25)

a=uni+yj b=uzi+uyj

wobei i und j die lings der Koordinatenachsen gerichteten Einheitsvektoren
sind. Wegen @2 = 1, j2 = 1 und #j = 0 folgt daraus

ab = (2)i + 1)) (@4 + YoJ) = 1y%i® + (TyYs + Tn) Y + DY) = 7% + DYy
Somit kann das Skalarprodukt zweier Vektoren der Ebene nach der Formel
ab = 2,25 + y1Y; (650)

berechnet werden, wobei (x,, y,) die Koordinaten des Vektors @ und (x5, y;)
die Koordinaten des Vektors b sind.
Ganz analog stellt man fest, daBl das Skalarprodukt zweier Vektoren des
Raumes nach der Formel
ab = 2,2y + 1Yy + 2% (60a)

berechnet werden kann, wobei (z,, y,, 2,) die Koordinaten des Vektors @ und
(%3, Ya, 25) die Koordinaten des Vektors b sind.

Aus den Formeln (50), (50a) (die, wenn man will, auch als Definition des
Skalarproduktes g werden ko ) lassen sich unschwer wieder alle
seine Eigenschaften herleiten. So ergibt sich aus ihnen offenbar sofort, daB
ab = ba ist; auBlerdem ist bei @ = (z,, y,), b = (z,, y3), € = (x5, Y5) (Wir
beschrdnken uns hier auf den einfacheren Fall der Ebene)

a@Ab) = x,(Ax,) + y)(Ays) = Axyxy + Aysys = A2173 + Y19s) = Aab),
ab + €) = 2,(x; + 73) + ¥1(ys + Y¥3) = 217 + T2 + YYs + NYs
(2123 + %192) + (2123 + y,95) = ab + ac
usw. (vgl. die Beziehungen (49) und (48), S. 335).

3.7. Beispiele und Aufgaben. Wir zeigen nun an einigen Beispielen die viel-
faltigen Anwendungsméglichkeiten des Skalarprodukts.

Beispiel 3. Man zeige, dap fiir jedes Dreieck die Beziehung

2 — g2 2 __
gilt (Kosinussatz). ¢ = a? + b — 2abcos ¥ C

Losung. Wir setzen
— — —_—
a=CB, b=CA, ¢c=AB
(Abb. 51). Dann ist ¢ = @ — b, und es gilt (wenn man beachtet, daB ¥ (@, b)
= & C ist)
2=c?=(a - b)?=a—2ab + b® = a? — 2abcos ¥ C + b,
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Beispiel 4. Man zeige, dap fiir jedes Dreieck die Beziehung
sin ¥ A _ sin ¥ B _ sin ¥ C
a b ¢

gilt (Stnussalz).

Losung. Wir behalten die Bezeichnungen der vorhergehenden Aufgabe bei
(Abb, 51). Dann ist
a=0>0+c.

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit dem Vektor b — ¢, so
erhalten wir

8 ab — ac = b2 - ¢?
oder
ab cos ¥ C — ac cos ¥ B =b% — c2,
C, a d. h.
a(bcos £ C —ccos X B) = b2 — ¢2.
4 Setzt man hier fir @ den Ausdruck aus der
Projektionsformel (Beidpiel 1, S. 331) ein, so er-
Abb. 51 gibt sich
(beos ¥ C + ccos x B)(bcos X C —ccos X B) = b* — c?
oder

b2cos? ¥ C — c2cos® ¥ B = b® — c2.
Wegen 1 — cos? ¥ C' = sin? ¥ C, 1 — cos? X B = sin® & B erhalten wir hieraus
b2gin® £ C = c?sin? X B.
Da aber b, ¢, sin & C, sin & B positiv sind, folgt aus der letzten Gleichung
bsin & C =c¢sin ¥ B

oder
sinXxB sin xC
b = ¢
Analog beweist man die Gleichung
sin x4 sinxC
e ¢

Es ist also in der Tat
sin ¥ 4 _ sin ¥ B _ gin £ C
a b - c

Beispiel 5. Es sind sin (x + f) und cos (x + p) durch die Werte der trigono-
metrischen Funktionen fiir die Winkel x und 8 auszudriicken.

Lésung. Es sei I, der Einheitsvektor, der mit einer Achse OX den Winkel «,
und I, der Einheitsvektor, der mit der Achse OX den Winkel 8 bildet. Dann
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schlieBen die Vektoren I, und I, miteinander den Wirnkel x — f ein, und es gilt
[vel. (45)]
Li;=1-1"-cos(x — f).

Andererseits hat der Vektor I, die Koordinaten (cos «, sin «) und der Vektor I,
die Koordinaten (cos 8, sin §). Folglich gilt nach der Beziehung (50)

Ll = cos x cos f§ + sin & sin §.
Der Vergleich der beiden fiir 1, gefundenen Werte ergibt
cos (« — ff) = cos & cos § + sin« sin f.
Mit Hilfe der Reduktionsformeln (35) lassen sich hieraus die iibrigen Beziehun-
gen herleiten.

Aufgabe 7. Man zeige, dap in einem beliebigen ,, Viereck* ABCD die ,,Diago-
nalen'* AC und BD senkrecht aufeinander stehen, falls die gegeniiberliegenden
Seiten'* AB und CD sowie AD und BC aufeinander senkrecht stehen.

Hier haben wir wieder in Abhingigkeit davon, ob die Punkte 4, B, C, D
in einer Ebene liegen oder im Raum verteilt sind, zwei vollig verschiedene
Aufgaben vor uns. Im ersten Fall lautet unsere Behauptung (Abb. 52): Ist
AB 1 CD und AD L BC (d. h., sind CD und AD Héhen des Dreiecks ABC),

A

Abb. 52 Abb. 53

so ist BD 1 AC (und damit die dritte Hohe des Dreiecks); wir erhalten also
den Satz, daB sick die drei Hohen eines Dreiecks in einem Punkt schneiden. Im
zweiten Fall dagegen erhalten wir (Abb. 53): Stehen die gegeniiberliegenden
Kanten AB und CD sowie AD und BC eines Vierflachs (Teiraeders) ABCD
aufeinander senkrecht, so hat auch das dritte Paar gegeniiberliegender Kanten
AC und BD diese Eigenschaft (Abb. 53).

—
Losung. Es sei @ ein beliebiger Punkt. Nach Voraussetzung ist AB - (:‘3 =0
— > > —_—
und folglich (@B — QA4) (D — QC) = 0,d. h.

QB-QD - QB-QC -4 QD + Q4 -QC = 0. (61)
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—_— — — —  ——
Ebenso ist AD - BC = 0 und folglich (@D — Q4) (QC — @B) = 0,d. h.

—_— = — —> —p —p — —p

@QD-QC ~QD QB -QA-QC +QA-QB = 0. (52)
Durch Addition von (51) und (52) erhalten wir

QC-QB + Q4 -QB - oC-QB - @4 QD =0,
d. h.
@€ - @A) @D ~ ¢B) = 0
und folglich

—_— —
AC-BD =0,

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Aufgabe 8. Man beweise, daf die Summe der Quadrate der ,,Diagonalen‘
|AC| und |BD| eines beliebigen ,,Vierecks* ABCD gleich der Summe der Quadrate
seiner ,,Seiten'' |[AB|, |BC|, |CD| und |DA| vermindert um das Vierfache des
Quadrats der die Mittelpunkte E und F der ,,Diagonalen’* verbindenden Strecke
ist, d. h.

|AC|* + |BD|* = |AB[* + |BC|* + |CD|* + |DA|* — 4|EF|®.  (53)

Mit anderen Worten:

a) Sind die Lingen der Seiten AB, BC, CD und D4 eines (ebenen) Vierecks
gleich a, b, ¢ und d und die Langen der Diagonalen AC und BD gleich e und f,
so gilt

at + b2 + ¢ + d® = e® + 2 + 4|EF|2,

wobei EF die Strecke ist, die die Mit-
telpunkte der Diagonalen des Vierecks
verbindet (Abb. 54; vgl. mit dem be-
kannten Satz, nach dem im Parallelo-
gramm die Summe der Quadrate der
Seitenlangen gleich der Summe der Qua-
drate der Diagonalenlingen ist).
. b) Sind die Langen der_gegeniiber-
Abb. 54 liegenden Kanten 4B und CD, AD und
BC sowie AC und BD eines Vierflachs
(Tetraeders) ABCD gleich a und a,, b und b, bzw. ¢ und ¢,, so wird die Lange
der Strecke EF, die die Mittelpunkte der Kanten AC und BD verbindet,
durch die Beziehung

ABFP = ot 4} + 80 4 B — & — o}
gegeben (Abb. 56).
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Losung. Wir setzen

AB=a, AD=0b, AC=d
(Abb. 56). Dann ist

—> — —
BC=d-a, DC=d-b, DB=a-b;

ferner ist
— 1 — 1
AE=§d, AF=?(a+b)
und somit
—_— — — 1
EF = A —AE=§(a+b—d)

Damit kann man die Gleichung (53) in der Gestalt
—d\
@t+@-bp=a+d-at+ (d—b)'+b’—4(L';d-)
schreiben und braucht zu ihrem Beweis nur noch auf beiden Seiten dieser
Vektorgleichung die Klammern aufzulosen.

Abb. 556 Abb. 56

Aufgabe 9. Es sei ABCD ein beliebiges ,,Viereck' ; KL und MN seien seine
Mittellinien®, die die Mittelpunkte der ,,Seiten' AB und CD baw. AD und BC
miteinander verbinden; o sei der Winkel zwischen den ,Diagonalen” AC und
BD. Man zeige. daB

(4B + [CD]®) — (|4D|* + |BC|) = 2(KLj* - (MN]*) = 2-|AC|:|BD|: cos ¢

yilt.

Mit anderen Worten :

a) Sind die Langen der Seiten AB, BC, CD und DA des Vierecks ABCD
gleich a, b, ¢ und d, die Liangen der Diagonalen AC und BD gleich e und f und
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ist der Winkel zwischen den Diagonalen gleich ¢, so gilt
a? — b + ¢ — d® = 2¢f cosp = 2(|KL|* — |MN|?),

wobei KL und MN die Mittellinien des Vierecks sind (Abb. 57). Hieraus folgt
" b dere, daB die hstehenden drei Eig haften eines Vierecks ABCD
einander dquivalent sind (d. h. aus der Giltigkeit einer dieser Eigenschaften
stets die Giiltigkeit der @brigen beiden folgt):

1. Die Diagonalen eines Vierecks stehen aufeinander senkrecht ;

2. die Mittellinien eines Vierecks haben dieselbe Léange;

3. die Summe der Quadrate der Lingen zweier gegeniiberliegender Seiten
eines Vierecks ist gleich der Summe der Lingen der Quadrate der beiden ande-
ren Seiten.

b) Sind die Langen der gegeniiberliegenden Kanten 4B und CD, AD und
BC sowie AC und BD eines Viertlachs (Tetraeders) gleich a und a,, b und b,

A
Abb. 57 Abb. 58

bzw. ¢ und ¢, und ist der Winkel zwischen den Kanten 4AC und BD gleich ¢,
so gilt
(a* + al) — (b% + b)) = 2cc, cos g = 2(KL[* — [MN]Y),

wobei MN und KL die Strecken sind, die die Mittelpunkte der gegeniiber-
liegenden Kanten AB und €D bzw. AD und BC verbinden (Abb. 58).

Aus diesem Satz folgt insbesondere die Aquivalenz der folgenden drei Eigen-
schaften eines Tetraeders ABCD:

1. Die gegeniiberliegenden Kanten 4C und BD sind zueinander senkrecht;

2. die Strecken MN und KL, die die Mittelpunkte der Kanten AB und CD
bzw. AD und BC miteinander verbinden, haben dieselbe Lange;

3. die Summen der Quadrate der Langen der gegeniiberliegenden Kanten
AC und BD sowie 4D und BC sind einander gleich.
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Lésung. Wir behalten die bei der Losung der vorhergehenden Aufgabe
eingefiithrten Bezeichnungen bei. Wir haben dann (vgl. Abb. 56, 57)

—_— 1 —_— —_ —> —_— 1

AK=Eb, AL = -2—(a +d), KL=AL—AK=‘E(a—b +d),

ﬁ?=%a, N = l(b+d), ﬁ=m—ﬁl=%(—a+b+d).

Somit gilt
-— — —_— —_—
(AB* + CD%) — (AD? + BC?) = [a? + (d — b)*] — [b® + (d — a)3]
= 2ad — 2bd = 2d(a — b) = 240 - DB,
b+d) (-—a+b+d)

UKD} — M) = 2[( ] 2ad — 2bd

—_— —>
= 2d(a — b) = 24C - DB.

Nunmehr ist nur noch die Beziehung (45) anzuwenden.

8.8, Die Eindeutigkeit des Skalarproduktes. Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen
wir uns noch mit der folgenden Frage beschiiftigen: Die Definition (44) oder (45) des Skalar-
produktes mag mehr oder weniger zufillig anmuten. Es ist durch keinerlei hinreichend
aberzeugende Uberlegungen motiviert worden, daB sie sich in irgendeiner natiirlichen
Weise von selbst anbi Die einfachen Eigenschaften (47), (48), (49) des Skalarproduktes
iiberzeugen uns davon, daB es si 1l ist, diese Operation zu h Es ist jedoch
von vornherein unklar, ob es nicht ebenso ,,gute* andere ,,Produkte von Vektoren‘ gibt,
d.h. andere Verfahren, durch die je zwei Vektoren @ und b eine Zahl a o b zugeordnet wird
(hier wird durch den kleinen Kreis eine uns vorliufig unbekannte Operation ,,Multiplika-
tion von Vektoren‘ versinnbildlicht), so daB die zu (47) bis (49) analogen Bedingungen

aob=boa, (54)

(Aa)o b = ao (Ab) = A(ao b), 5)

erfiillt sind. ao(b+c)=aob +aoc 6)
Natiirlich ist es wiinach t, neben: der Gilltigkeit der Bedingungen (54) bis (56)

noch zu fordern, da8 die Zahl a o b einen geometrischen Sinn hat, d. h. fiir Paare von Vek-

—_— — — —
toren 04 = @, OB = b und 04, = a,, OB, = b,, die einander ,,gleich* sind (wo also das
eine Paar durch eine Bewegung in das andere iibergefiihrt werden kann!), stets
gilt. aob=a0b, (67)

Wir wollen zeigen, da8 im Fall der Geometrie des Raumes bereits die Bedingungen (55),
(56) und (57) fast eindeutig zum Skalarprodukt von Vek fiihren. In der Ebene sieht
es d&gegen anders aus: Hier sind zur Auuzelchnung des Skala.rpmduktu von Vektoren
alle vier Bodmgungen (54) bis (67) wirklich not g. Im f hen werden
wir nimlich ein vom Skalarprodukt verschiedenes ,,Prodnkt" von Vektoxvn der Ebene
betrachten, das den Bedingungen (55) bis (57), nicht aber der Bedingung (64) geniigt.

1) Vgl. den Artikel ,,G: trische Transf i ‘, 8. 921F.
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Es ist zuniichst klar, daB aus a = aa®, b = bb°, wobei a® und b° Einheitsvektoren (Vek-

toren der Linge 1) sind, wegen (55)
ao b = (aa®) o (bb°) = ab(a’o bY) (58)

folgt. Somit braucht man, um @ o b allgemein zu kennen, nur alle Produku von Emhelts-
vektoren zu kennen. Sind ferner a® und ¢° beliebige Einh die
senkrecht stehen, so ist in der Geometrie des Raumes das Paar aus den Vektoren OA =a,
—_ —
OC = ¢° ,,gleich* dem Paar aus den Vektoren 04, = —a°, O_Z‘: = ¢ (denn das eine Paar

wird in das andere durch eine Drehung um O_C'> mit dem Winkel 180° iibergefiihrt).
Mithin ist in diesem Fall wegen (57) und (55)

. a’oc®=(—a’oc'= —(a’0c?)
und somit
avo e = 0. (59)

AuBerdem haben die ,,Quadrate‘ a® o a® aller Einheits-
vektoren a® [ebenfalls wegen (57)] denselben Wert 6:

a’oa® =34. (60)

Es seien nun EZ =a’und O_B" = b® zwei beliebige Ein-
heitsvektoren, und es sei < (a®, b°) der Winkel zwischen
ihnen (Abb. 59). Sind B, und B, die Projektionen des
Punktes B auf die Gerade 04 und auf die zu ihr senk-
rechte (und in der Ebene OAB liegende) Gerade OC, so

st offenbar
— —
= 0B, + OB,
= cos ¥ (a% b%) - a° + sin ¥ (a%, bY) - 0,
wobei ¢® der Einheitsvektor in der Richt von O—C) ist. Wegen (56), (55), (60) und (59)

erhalten wir
a®o b° = a0 [cos X (a° b°) - a® + sin X (a%, b°) - 9]
= cos ¥ (a b°) - (a%0 a®) + sin K (a®, bO) - (a%0 c?) = 6 cos X (a®, B).
Beriicksichtigen wir noch (58), so erhalten wir fiir beliebige Vek aund b
aob =4 abcos X (a,b).

Wir sind damit zu einem Ausdruck fiir @ o b gelangt, der sich von dem fiir das Skalarprodukt
(45) zweier Vektoren nur durch einen beliebigen (aber festen) Faktor & unterscheidet.

Abb. 60
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In unserer Uberl b wir nirgends die Gleichung (54). Betrachtet man jedoch
Vel nicht des R dern der Ebene und 1Bt dementsprechend nur die Paare
von Vektoren als ,,gleich** gelten, die durch eine Bewegung in der Ebene ineinander iiber-
gefiihrt werden konnen, so trifft die SchluBfolgerung, daB die Paare @ ¢® und —a®, c®
(mit @® = ¢® = 1, @® | c) einander ,,gleich* sind, bereits nicht mehr zu. In diesem Fall
sind nur die Paare a9, ¢® und c°, —a® emander gleich (man erhilt das eine aus dem andern

durch Drehung um den i punkt O der Vektoren mit dem Winkel
90°, Abb. 60). Hieraus folgt

a’oc® = c%o(—a’) = —(c’oa?),
und wenn nun noch die Bedi (54) gilt, erhalten wir wieder

a’oc® = —(a0c®), d.h. aoc®=0.

Wenn man nicht fordert, daB die Bedingung (54) erfiillt ist, 1aBt sich (59) nicht beweisen
(vgl. 8. 357-358).

§ 4. Das Schiefprodukt von Vektoren der Ebene

4.1, Orientierte Flicheninhalte und das Schiefprodukt von Vektoren. Bisher
betrachteten wir Vektoren der Ebene und Vektoren des Raumes stets neben-
einander; die Unterschiede zwischen diesen beiden Fillen waren fiir uns ganz
unwesentlich. Im weiteren werden -wir jedoch die
Geometrie der Ebene und die Geometrie des Raumes
getrennt voneinander betrachten, da sich in den nun
zu untersuchenden Fragen die Unterschiede zwischen
beiden sehr stark bemerkbar machen. In diesem
Paragraphen soll nur von Vektoren der Ebene die
Rede sein.

Rufen wir uns die Definition des Skalarproduktes
ins Gedachtnis zuriick: Das Skalarprodukt ab zweier
Vektoren @ und b ist eine Zahl, die diesen zwei Vek-
toren auf bestimmte Weise zugeordnet wurde. Die
geometrische Deutung dieser Zahl ist nicht ganz ein-
fach — sie besteht in der Beziehung (45) oder in der Abb. 61
nicht weniger weithergeholten Beziehung (44). Die
Bedeutung des Skalarproduktes (sowie die Berechtigung, diese Zahl mit dem
Wort ,,Produkt‘, das gewohnlich einen ganz anderen Sinn hat, zu belegen)
leitet sich nur aus den Eigenschaften (47), (48) und (49) des Skalarproduktes
her, die den gewohnten Eigenschaften der Multiplikation von Zahlen sehr
ahnlich sind. Hier definieren wir ein weiteres ,,Produkt von Vektoren, das
fast ebenso einfache Eigenschaften besitzt.

Es versteht sich von selbst, daB man zwei Vektoren auf ganz verschiedene
Weise eine Zahl zuordnen kann.

So kann man beispielsweise je zwei Vektoren a, b den Flicheninhalt des
von den Vektoren @ und b aufgespannten Dreiecks OA4 B oder Parallelogramms
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OADB (Abb. 61) zuordnen. Der Vorschlag, den Flicheninhalt 8y, 5 als neues
,,Produkt‘ der Vektoren @ und b zu definieren, scheint auf den ersten Blick
wenig’ begriindet zu sein.

Wir priifen aber trotzdem einmal nach, ob die Gro8e S, 4 pp (die wir auch mit
8a, b bezeichnen wollen) Eigenschaften besitzt, die den Eigenschaften (47) bis
(49) des Skalarproduktes analog sind. Offenbar gilt zunachst

Se,b = Sb,a- (61)

Aber schon die einfache Eigenschaft (49) des Skalarproduktes gilt fiir Sa »
nur dann, wenn der Faktor A positiv ist:
Sia,b = Sa,1b = ASa,p fiir 4> 0,
aber (62)
Sia,b = Sa, 16 = |A| Sa,p = —ASa,s fir 41 <0

(vgl. Abb. 62).

Um dem abzuhelfen, vereinbaren wir, den Flicheninhalt des ,orientierten
Parallelogramms*, das von den Vektoren a und b aufgespannt wird, zu betrach-
ten, d. h., wir nehmen den Flicheninhalt OADB positiv, wenn der Vektor b

==y

8 ) / S
y Y Sl AL ST
15—

a)

Aa (l<|3
s (4=0) u ? (1<) d/("”)
Abb, 62

links vom Vektor @ liegt (dabei blicken wir in Richtung des Vektors @), und
negativ im entgegengesetzten Fall. Mit anderen Worten: Der Flacheninhalt
0ADB wird als positiv angesehen, wenn die Richtung des Vektors @ mit der

a b
S(a,b)>0 S(a,b)<0
a) b)
Abb. 63

Richtung des Vektors b durch eine Drehung des Vektors a entgegen dem Uhr-
zeigersinn um einen Winkel, der kleiner als 180° ist, zur Deckung gebracht
werden kann (Abb. 63a), und als negativ, wenn die Richtung des Vektors a
durch eine Drehung dieses Vektors im Uhrzeigersinn um einen Winkel, der
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kleiner als 180° ist, in die Richtung des Vektors b iibergeht (Abb. 63b). Ge-
horen schlieBlich dic Vektoren @ und b der gleichen Geraden an, so wird der
Fliacheninhalt des von @ und b aufgespannten ,,Parallelogramms* gleich Null
gesetzt. Diese neue GroBe bezeichnen wir vorlaufig mit S(a, b).

Man sieht leicht, daB fiir die GroBe S(a, b) dann eine der Eigenschaft (49)
des Skalarproduktes analoge Regel gilt:

S(Aa, b) = S(a, Ab) = AS(a, b) fir beliebiges 4 (63)
(denn die Orientierung des von den Vektoren Aa und b oder den Vektoren a

und Ab aufgespannten Parallelogramms stimmt fiir 2 > 0 mit der Orientierung
des Ausgangsparallelogramms OA DB iiberein, wihrend sic fiir 4 < 0 zu dieser

— =
Poar (a,b) Paar (b,a)
Abb. 64

entgegengesetzt ist; vgl. Abb. 62a—e). An die Stelle der einfachen Beziehung
(61) tritt nun jedoch die etwas kompliziertere Beziehung y

S(b,a) = —S(a, b) (64)

(denn die von den Vektoren @, b und b, @ aufgespannten Parallelogramme
sind verschieden orientiert; vgl. Abb. 64).

Wenden wir uns nun der Eigenschaft (48) des Skalarproduktes zu. Wir
behaupten, daB auch fiic die GroBe S(a, b) eine analoge Eigenschaft gilt:

S(a, b + ¢) = S(a, b) + S(a,c). (65)
Den vollstindigen Beweis dieser Gleichung stellen wir vorerst zuriick; wir
wollen sie hier nur fiir den Spezialfall nachpriifen, daB die GroBen S(a, b),
S(a, ¢) und S(a, b + c) samtlich positiv sind. Es gilt in der Tat (Abb. 65)
S(a, b) + S(a, ¢) = Sy.aus + Sosrc = Soavs + Sspym
= Soanxms = Soavy = 8(a, b + ¢)

(denn es ist Syppa = Sp.4pn , da die Dreiecke OBM und ADN einander kon-
gruent sind).
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Man konnte die Beziehung (65) al in beweisen, indem man ganz analog
die anderen Moghchkelten fir die Vorzeichen von S(a, b), S(a,c) und
S(a, b + c) betrachtet. Wir wollen das jedoch nicht ausfiihren, sondern
werden spiter einen vollig anderen Beweis geben.

Die Gleichungen (63), (64) und (65) sehen wir als eine ausreichende Begriin-
dung an, der GréBe S(a, b) die Bezeichnung ,,Produkt‘‘ zu geben. Wir nennen
S(a, b) das Schiefprodukt*) der Vektoren @ und b und verwenden dafiir die
Bezeichnunga x b. Die Gleichungen (64), (65) und (63) kénnen dann folgender-
mafBen geschrieben werden :

axb=-bxa, (66)
axb+ec)=axb+axec, (87)
(A@) x b = a x (Ab) = A(a x b). (68)

Das Schiefprodukt ist also beziiglich der Multiplikation eines Vektors mit
einer Zahl assoziativ [vgl. (68)] und beziiglich der Addition von Vektoren
distributiv [vgl. (67)], es ist aber nicht kommutativ, sondern antikommutativ
(so driickt man die Gleichung (66) in Worten aus). Es sei noch bemerkt, dal
sich aus der bekannten Formel fiir den Flacheninhalt eines Parallelogramms
die Beziehung

a x b =absin x (a,b) (69)

ergibt, wobei aber unter & (@, b) nunmehr der orientierte Winkel zwischen
den Vektoren @ und b zu verstehen ist, d. h. der Winkel, wie er in der Trigono-
metrie definiert wird. (Der Winkel & (a, b) = ¢ ist positiv, wenn die Richtung
des Vektors @ mit der Richtung des Vektors b durch eine Drehung entgegen
dem Uhrzeigersinn um den Winkel ¢ zur Deckung gebracht werden kann, und
negativ, wenn der Vektor @ durch eine Drehung im Uhrzeigersinn um den
Winkel ¢ die Richtung des Vektors b einnimmt.) Daf8 wir in der Beziehung (45)
unter ¥ (a@,®d) den nichtorientierten Winkel zwischen @ und b verstanden
haben, also in den Beziehungen (45) und (69) verschiedene GroBen mit dem
gleichen Symbol bezeichnet werden, braucht uns nicht weiter zu stéren; denn
wir konnen annehmen, daB auch in der Beziehung (45) unter ¥ (@, b) der
orientierte Winkel verstanden wird (es ist namlich cos (—&) = cos «).

Aus der Beziehung (69) ergibt sich insbesondere, daB das Schiefprodukt
zweier Vektoren @ und b dann und nur dann gleich Null ist, wenn einer dieser
beiden Vektoren der Nullvektor ist (in diesem Fall kann man nicht von einer
Richtung dieses Vektors sprechen) oder wenn die Vektoren @ und b parallel
sind (und somit der Winkel ¢ gleich 0° oder 180° ist). Insbesondere ist das
,,Schiefquadrat’ eines Vektors immer gleich Null:

axa=0. (70)

1) In der Literatur findet man dafiir auch die B
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Dieser Sachverhalt ist oft von Bedeutung. Es sei noch folgende einfache Be-
ziehung angefiihrt, die das Skalarprodukt und das Schiefprodukt zweier Vek-
toren miteinander verkntipft:

(ab)® + (@ x b)* = a’b?® (= a®?); (71)
diese Beziehung ergibt sich sofort aus (45) und (69).

Die Rechenregeln (66) bis (68) fiir das Schiefprodukt gestatten es, bei
Multiplikation von Linearkombinationen von Vektoren die Klammern auf-
zuldsen. Zum Beispiel ist

(@ + 2b — 3¢) x (2d - be)
=2axd—-5axe+4bxd—10b xe—6cxd+ 15 x e.
Man muB dabei allerdings beachten, daB bei jeder Vertauschung in der Reihen-
folge der zu multiplizierenden Vektoren im Schiefprodukt jedesmal eine Vor-

zeichendnderung eintritt, da ja hier die Multiplikation nicht kommutativ,
rondern antikommutativ ist. Das fiihrt zu einer eigenartigen Entstellung der

uus der gewohnlichen Algebra bekannten B gen; z. B. ist
@-b)x@+b)=axa+axb-bxa-bxb=axb-bdxa
=2axb

(dennesista x @ = b x b = 0). Abb. 66 veranschaulicht diese letzte Formel:
Der Flacheninhalt des Parallelogramms OEF@, das von den Diagonalen

— — .
BC =a — b und AD = a + b eines Parallelogramms ABOD aufgespannt

. J——

/"’/, ‘
/

Abb. 66

wird, ist doppelt so groB wie der Flicheninkalt des Parallelogramms ABCD.
SchlieBlich sei noch bemerkt, daB die Bedingung fiir das Verschwinden des
Schiefproduktes zweier Vektoren die Unzulassigkeit des ,Kiirzens in Glei-
chungen von Schiefprodukten mit gleichen (vektoriellen) Faktoren nach sich
zieht: Aus der Gleichung

axc=bxce

folgt nur (@ — b) x ¢ = 0, d.h;, daB einer der , Faktoren“ @ — b oder ¢
gleich Null ist oder @ — b||c gilt.
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4.2. Die Analogie zwischen Schief- und Skalarprodukt. Die Analogie zwischen Skalar-
und Schiefprodukt, die in der formalen Ahnlichkeit der Beziehung (48) und (67), (49)
und (68) sowie darin zum Ausdruck kommt, da

ab =0 genau dann, wenn @ | b,l
@ X b=0 genaudann, wenn a| b,

zieht eine merkwiirdlge ,,Dualitiit‘* der Begriffe orthogonal krecht) und parallel nach
sich, die es gestattet, in mmchen Sitzen das Wort ,,senkrecht mit dem Wort ,,parallel*
zu ver hen und kehrt, ohne die Giltigkeit der Sitze zu beemtmchngen Als Bei-
spiel betrachten wir folgenden einfachen Satz: Sind ABC und 4,B,C, zwei Dreiecke, so
daB die Gemden, die durch die Eckpunkte des Dreiecks 4BC senkrecht/parallel zu den
p den gegeniiberli den Seiten des Dreiecks 4,B,C, verlaufen (d h. durch den-
Eckpunkt A senkrecht oder parallel zu der Seite B,C, usw.), sich in einem Punkt O
aehnelden, dann schneiden sich auch die Geraden, die durch die Eckpunkte des Dreiecks

Abb. 67
A,B,C, senkrecht/parallel zu den ent hend iiberli den Seiten des Drei-
eclm ABC verlaufen, in einem Punkt 0l (Abb. ﬂ7n, b)
Um nicht ein und dieselb fith zu miissen, vereinbaren
wir, mit @o b das Skalar- oder Schiefp duk der Vel @ und b zu bezeich
—_—

— — — —_— —_—
Wir setzen 04 = @, OB = b, OC = ¢; 04, = a,, OB, = b,, OC, = ¢,. Dann folgt aus
den Bedingungen des Satzes ao (b, — ¢;) =0, d. h.

aob, =aoc, (a)

1) Im Sinne der El t ie ist diese Feststellung nur dann richtig, wenn a
und b beide vom Nullvektor vemhleden sind (da der Nullvektor keine Richtung besitzt).
Der genannte Sachverhalt wird allgemein richtig, wenn man vereinbart, da8.der Null-
vektor als zu jedem and Vektor senkrecht (orthogonal) und parallel hen werden
soll. Diese Vereinbarung erweist sich in der G ie fir viele Betrachtungen als si ]
und niitzlich und wird daher in der hoh Geometrie mei getroffen. — Anm. d.
wissenschaftl. Red.
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und analog
boe, =boa,, (b)
coa, =cob,. ()
Es sei ferner 00, =, wobel 0, der Schnittpunkt der Geraden ist, die durch die Eck-
punkw A, und B, senk llel zu den Geraden BC bzw. CA verlanfen; wir miissen
zeigen, daB 00, f, AB gilt. Aus der Definition des Punktes 0, folgt
(b—¢c)o(@, —7r)=0, d.h. boa, —coa, =bor—cor, (d)
(¢ —a)o(b, —7r)=0, d.h. cob, —aob, =cor —aor. (e)

Addieren wir nun die Gleichungen (d) und (e) und beriicksichtigen wir dabei, daB wegen
(a) bis (c) boa, =boe,, coa, =cob,, aob, =aoc, gilt, so finden wir boe, —aoe,
=bor—aor oder (b —a)o (¢, — r) =0, woraus sich die Behauptung des Satzes ergibt.

4.3. Weitere Eigenschaften des Schiefproduktes. Die Beziehung (67) wurde
bisher noch nicht vollstindig bewiesen. Fiir diesen Beweis bemerken wir, da3
das Schiefprodukt von Vektoren auf ein Skalarpunkt (anderer!) Vektoren
zuriickgefithrt werden kann:

axb=][a)b, (72)

wobei der Vektor [@]') aus dem Vektor @ durch eine Drehung um 90° im positi-
ven Sinne (also entgegen dem Uhrzeigersinn; Abb. 68) hervorgeht. Das folgt
sofort aus den Beziehungen (45) und (69). In der Tat: Bezeichnet [a] die
Linge des Vektors [a], so gilt offensichtlich

[a] =a und & ([@],b) = & (a,b) —

cos X ([@], b) = sin & (a, b).
Hieraus folgt

[a]b = [a] b cos & ([@],b) = absin X (a,b) =a x b.
Damit gilt
ax(b+e)=[alb+c)=[alb + [alc
=axb+axc,

was zu zeigen war.
Wir wollen nun das Schiefprodukt zweier Vektoren durch Abb. 68

Koordinaten ausdriicken. Es seien dazu (z,y) und (z;, v,)

die Koordinaten der Vektoren @ und b; dabei wihlen wir die langs der Ko-

. — —
ordinatenachsen gerichteten Einheitsvektoren i = OF, und j = OE, so, da§
—> —
i x j = S(OE,, OF,) =

1) Die Bezeichnungsweise [a] fiir den Vektor, den man aus dem Vektor & durch eine
Drehung um 90° erhilt, mag auf den ersten Blick etwas seltsam erscheinen; sie steht
jedoch im Einklang mit spéter (auf S. 362 und S. 387) eingefiihrten Bezeichnungen.
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ist (Abb. 69; man braucht hier nicht zu verlangen, daB die Koordinatenachsen
OF,; und OFE, unbedingt senkrecht aufeinander stehen oder daB die Strecken

51—11 und O_E, beide die Linge 1 haben). Dann gilt offenbar
a x b = (@i + yj) x (&8 + 9,§) = a2, x 1) + 2y, x §) + Y (G x ) + 9y (G % J).

Da aber i x i =j x j = 0 und nach Voraussetzung ¢ x j = —j x = 1 ist,
erhalten wir schlieflich
axb=u2ay —yr. (73)

Die Beziehung (73) kann man auch als Definition des Schiefproduktes an-
sehen. Aus ihr ergibt sich sofort

bxa=yx, —2y, = -axb,
a x (b +¢) =2y + y) — Y@ + ) = @Y — y7,) + (3Y; — yZ)
=axb+axc
(der Vektor ¢ hat hier die Koordinaten (z,, y,)) und
a x (Ab) = z(Ay,) — y(Az,) = A(zy, — yz,) = A(@ x b)

[vgl. (66) bis (68)].
Die Gleichung (73) kann auch in der Gestalt

z
axb= \74)

Y %

geschrieben werden; in dieser Schreibweise ist sie gleichbedeutend mit der
bekannten geometrischen Interpretation der zweireihigen Determinante als
Flicheninhalt des orientierten Parallelogramms, das von den Vektoren auf.
gespannt wird, deren Koordinaten in den Spalten der Determinante stehen.!)
Man kann dann die Eigenschaften (66) bis (68) als (wohlbekannte) Eigen-
schaften der Determinanten ansehen: )

, z, =z
axb=-bxa wegen = - ,
Yy h ¥
ax(b+ec)=axb+axec wegen :cx,+z,=xx1 zx,,
Y B+ % ¥y % Y Y
4 |
(Aa) x b = Aa x b) wegen T
y n Y %

1) Vgl. §1 des Artikels ,,Vektorriume und lineare Transformationen‘* in Band II der
EM.
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_ Die Beziehung (71) kann man schlieBlich als Regel fiir das Quadrieren einer
zweireihigen Determinante auffassen?):

L} E’ 3 3 b
@xop=|® A =|TFY AW _ 1S O g (abp. (11)
il ety A+ 4 ab b
Dv\\\\
\ T
E; \\ [
\
; 3
7 ol )
b c
Abb. 69 Abb. 70

4.4, Beispiele und Aufgahen. Wir behandeln nun einige Beispiele und Auf-
gaben, in denen das Schiefprodukt von Vektoren Anwendung findet.

Beispiel 8. Aus den Seitenldngen eines Dreiecks ABC ist sein Flicheninhalt
2u berechnen.

—_— —_— —_
Loésung. Wir setzen CB = @, C4A = b, AB = c. Dann gilt offenbar (Abb. 70)

1 = — 1

1
8paBc = ES“’D" =3 ICB x CA| =& x b], (75)
woraus sich
1
(Spasc) =7 (a x b)?
ergibt. Wegen (71) ist aber
(@ x b)* = a%h® — (ab)?
und mithin
1
(8aaBc) = Y [a®? — (ab)?].

Andererseits ist
ce=a-b, c®=a?~- 2ab + b?

und folglich
at+ b —c? ot 4 bt — 3
ab = 2 - 2
1) Es ist niémlich
ay by ey dy _|#a +agey ayd; + agdy
ay byl |eg dy biey + byey  bydy + bydy
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Somit erhalten wir

s - - (2522

= g [2ab + (at + b2 — o) [28b — (at + B8 — o]
= J5lle + 0 = ) — (@ = B

1
=—l—6—(a+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(b+c—a)
oder, wenn mana + b + ¢ = 2p setzt,
8% =p(p —a) (» — b) (p — ©).
Das ist die bekannte Heronsche Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks.
Aufgabe 10. Es seien L, M, N die Punkte der Seiten BC, CA, AB eines
Dreiecks ABC, fiir die
—_— — — —_— — —>
BL = A\ LC, CM =iMA, AN =iNB
gilt (Abb. 71). Man bestimme unter der Voraussetzung, dap der Flicheninhalt
des Dresecks ABC gleich S ist, den Flicheninhalt des Dreiecks LMN.
Loésung. Wir benutzen die gleichen Bezeich wie in Beispiel 6. Wegen
der Beziehung (23) (S. 317) gilt

a — AsD — b+ ,a
, M =" CN=—"1%.
1+ ¢ 1+ 2, 1+ 2

Ferner erhalten wir aus der Beziehung (75)

—
CL =

1 — —_— 1 — — —_— —
Sarmy =5 |NL x NM| = 5|(CL — CN) x (CM — CN)|

1 — —_— — —> — —
= 5 1(CL x OM) + (CH x CN) + (ON x CL). (76)
Folglich ist

Sy = 3o x T2) + (128 » Bt
ALMN =g\ T+ 24, T+ 4 T+4  1+4
b + Aa a

+(1+l, x1+/11)

_1 Ag i _ Aghq
=TT mae Y T narag @
1
TUEmaF A X "’1
N 1+ Ayl 1
SlTTmarmara| 2@
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Damit erhalten wir endgiiltig (vgl. nochmals (75))
s - | 1 4 Adads I
i [ AT AT Rl

Von besonderem Interesse ist der Fall, daB die Punkte L, M und N auf
einer Geraden liegen. Aus der letzten Beziehung konnen wir schlieBen :

Die Punkte L, M und N liegen dann und nur dann auf einer Geraden, wenn
Adgds = —1 )

ist (Satz von MENELAOS).

Aufgabe 11. Wir behalten die Bezeich der vorhergehmde'n Aufgabe
bei und bezeichnen mit P, Q, R die Schmnpunlcle von jeweils zwei der Geraden

AL, BM und CN (Abb. 72). Man bestimme unter der Voraussetzung, daf S der
Flicheninhalt des Dreiecks ABC ist, den Flicheninhalt des Dreiecks PQR.

Lésung. Wir wenden den Satz von MENELAOS (77) an, und zwar 1. auf die
Punkte B, P, M, die auf den Seiten des Dreiecks ACN liegen, und erhalten

CP NB AM cpP CM AB

— — — i — — I e — — 1
PN Ba mc - M Py WA BN = A+
also

— —
CP = A1 + 4,) PN;

2. auf die Punkte A4, @, L, die auf den Seiten des Dreiecks BCN liegen, und
erhalten

CQ NABL .. 00 _ _CLBA_ 114k
QN AB LC ’ QN LB AN 2 A
o CcP P S .
1) Hier bezeichnet zum Beispi 'ﬁ diejenige Zahl 4, fiir die CP = APN gilt. Sie stimmt
bis hochstens auf das Vorzeichen mit dem Verhiltnis der Streckenlingen |[CP| und |PN|

iiberein. Die Zahl —24 nennt man auch das Teslverhilinis der Punkte C, N, P (in dieser
Reihenfolge). — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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also

1 4 4
FA

Q——' on;

3. auf die Punkte 4, R, L, die auf den Seiten des Dreiecks BCM liegen, und
erhalten

BR MA CL -1 BR _ BL 04 A+ )
BN AC LB~ "V EM < T To Am M ’
also —
BE = A(1 + A) RM.
Hieraus erhalten wir, wenn wir die Beziehung (23) benutzen und die einge-

fithrten Bezeichnungen beibehalten,

s MLt d) = b+ dghs
P =T h ik O " Tihtidy

1+ A
— 34 == b+ Mg
Q"l' 1+).,CN T+ + Ak
s
- CB + A1 + ) CM @+ hid
- 14 4, + As TN A+ Ay

Damit ergibt sich aus (75) [vgl. (76)]
1 — — — — — —
8aron =5 |CP x 0Q) + (0Q x CR) + (CR x CP)|

_li(db+iba b+l ) ( b+ iy a+}.l}.,b)
S\ T Ak Tkt A T+ + ik 144+
( 8+ hhb  Ab + ke )l
L+4+44 1+ A +Ad

_ Adgdy — 1
T+ A+ ) (1 + Ay + Aydy)

Aa(1 — Aidahy)
M P ¥ AT Ry Ry W R

oder, in der endgiiltigen Gestalt,

1
\?(a x b)l

P (1 — hlyha)*
APOR =T T 7y + Ada) (0 + A + Aak) (1 + 4g + Ady) |

Von besonderem Interesse ist der Fall, daB sich die Geraden AL, BM und
CN in einem Punkt schneiden. Aus der letzten Formel folgt:
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Die Geraden AL, BM und CN schneiden sich dann und nur dann in esnem

Punkt, wenn Ay = 1 18)
18t (Satz von CEVA).}) - ¢

4.5, Uber die Elndenﬂgkelt des Schiefproduktes. Am SchluB des vorangehenden Para-
graphen sahen wir, daB das Skalarprodukt von Vektoren durch die Bedingungen (54),
(55), (56) \md die naheliegende Forderung (57), nach der zwei ,,gleiche** (d. h. durch eine
der iberfiihrb Paare von Vektoren glexche ,.Pmdukte“ haben sollen,

im wesentllchen (d. h. bis auf einen k Faktor) ei immt wird. In diesem
Parag wir die Bedingung (54) durch die B: dir (66) und gel
80 zum Schiefprodukt von Vek das sich in seinen Eigenschaften vom Skal

wesentlich unterscheidet. Es ergibt sich jetzt mturgemﬁﬂ die Frage, ob sich nicht noch
andere ,,Produkte’ von Vektoren der Ebene finden lassen, die ebenso einfache Eigen-
schaften besitzen wie das Skalar- und das Schiefprodukt, mit diesen aber nicht @berein-
stimmen.

Es 1a8t sich nun leicht zelgen. dnB )edrs ,»Produkt‘‘ ao b von Vektoren der Ebene, das
die am SchluB des graphen (S. 343) aufgezihlten Eigenschaften

(A@)o b = ao (Ab) = A(ao b), (55)
ao(b+ec)=aob+taocec (56)

besitzt und fiir einander ,,gleiche‘* Vektorpaare a, b und @,, b, jeweils denselben Wert
hat, aob =a,0b,, (67)

in bestimmter Weise auf das Skalar- und das Schiefprodukt fiihrt. Zunichst folgt nimlich
aus der Bedingung (55), wie oben dargelegt, daf fur beliebige Vektoren a, b

ao b = ab(a®o bO) (68)

ist, wobei a® und b°® die Einheitsvektoren in Richtung von @ bzw. b sind.' Ferner gilt fir
alle Einheitsvektoren a®

a0 a® = ¢ = const. (60)

Aullerdem nimmt das Produkt a°o ¢ firr je zwei aufeinand krech hende Einheits-
vektoren a® ¢® mit <X (a° ¢®) = 490° dehselben (d. h. fiir alle solche Vektorpaare a®, c*
gleichen) Wert ¢ an:

a% ¢ = ¢ = const, (79)

weil man zwei beliebige solche Paare a°, ¢® und a{, ¢} durch eine Bewegung ineinander
iiberfithren kann.

Zerlegt man nun einen beliebigen Einheitsvektor b° nach den Vektoren a® und ¢?, wobei
c® = 1 und < (a% ¢?) = +90° ist, so ergibt sich (vgl. S. 344)

a0 b® = a0 [cos X (a°, b°) a® + &in X (a%, b°) €]
= cos X (a% b%) - (a%0 @) + sin X (a®, b%) - (a0 ),

1) Wir haben bei Jberl daB die Punkte P, Q und R

existieren (die Geraden AL, BM und CN zueinander nicht parallel sind). Der Satz von

Ceva muB daher exakter so formuliert werden: Die Bedingung (78) gilt dann und nur
dann, wenn sich die Geraden AL, BM und CN in einem Punkt schneiden oder zueinander

parallel sind.
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woraus man wegen (58), (60) und (79)

il a0 b = dab cos X (a, b) -+ ¢absin X (@, ) == 6(ab) + (@ X b) (80)
erhilt.

Somit laBt sich jedes ,,Produkt‘ von Vektoren, das den Eigenschaften (55) bis (57)
geniigt, als Kombination (80) aus dem Skalar- und dem Schiefprodukt mit gewissen kon-

Koeffizi dund & d llen (wobei natiirlich auch kehrt alle diese Kom-
binationen die Bedingungen (55) bis (57) erfiillen). Selbstverstindlich sind unter allen der-
artigen ,,Produkten‘‘ nur die Vielfachen des Skalarproduktes kommutativ (vgl. 8. 345)
und die Vielfachen des Schiefproduktes antikommutativ.

Zum AbschluB sei noch bemerkt, da$ wir unsere Uberl unter der V
durchgefiihrt haben, daB zwei Paare von Vektoren a, b und a,, b, der Ebene, die zwar
durch eine Bewegung im Raum (durch
eine solche fiihrten wir am SchluB des
4 c' §3 die Vektorpaare a°, ¢® und —a?®, ¢®
ineinander iiber), nicht aber durch
eine Bewegung in der Ebene ineinan-
der iibergefiilhrt werden konnen, als
ungleich angesehen werden. Wir be-
trachten hier also eine Geometrie, in
der z. B. zwei beziiglich einer Gera-
b 8" den spiegelbildliche Figuren (Abb. 73;
solche Figuren kann man nicht durch
eine Bewegung ineinander tiberfiihren,
die sie in der Ebene beldft) als un-
gleich angesehen werden. Dieser Stand-
punkt findet seinen Ausdruck darin,
daB wir bei unseren Uberlegungen
stiindig den Begriff des Drehsinns ver-

Abb. 73 wandten: Ein Winkel < (a, b) galt als
positiv oder negativ in Abhingigkeit
von der Richtung der Drehung um einen Winkel kleiner als 180°. die die Richtung von @
in die Richtung von b iberfiihrt (vgl. S. 346-347). Es ist einleuchtend, daB der Begriff
»»Drehsinn‘ seinen Inhalt verliert, wenn man auch beziiglich einer Geraden spiegelbildliche
Figuren (und iiberhaupt beliebige Figuren, die durch eine Bewegung im Raum ineinander
ibergefiithrt werden konnen) nicht voneinander unterscheidet; denn bei Spiegelungen an
einer Geraden geht der Drehsinn eines Winkels in den entgegengesetzten Drehsinn iiber
(Abb. 73). Ist in der Ebene ein bestimmter Drehsinn fiir Winkel als positiv erklirt, so
heiBt die Ebene orientiert.!) Das Skalarprodukt von Vektoren kann also in der nicht-
orientierten Ebene definiert werden,?) das Schiefprodukt von Vektoren dagegen nur in
der orientierten Ebene.

1) Eine orientierte Ebene ist also der Operationshereich einer ,,G trie'’, die die

Eigenschaften der Figuren ht, welche bei Beweg erster Art (eigentlichen
Bewegungen) erhalten bleiben, wihrend die gewohnliche oder nichtorientiert; Ebene der
Op ich einer ,,G trie’* ist, welche die bei beliebi;

bleibenden Eigenschaften der Figuren studiert (vgl. § 6 des Artikels ,,Geomet.mche Trans-
formationen‘ und auch 8. 534-536).

%) Selbstverstindlich hindert uns nichts daran, das Skalarprodukt von Vektoren auch
ih der orienti Ebene zu betrachten (vgl. dazu die Bemerkung auf S. 348 iiber den
Charakter des Symbols < (a, b) in der Definition (45) des Skalarproduktes)
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§ 5. Das Spatprodukt und das Vektorprodukt von Vektoren im Raum

5.1. Orientierte Rauminhalte und das Spatprodukt. Wir wenden uns nun den
Vektoren im Raum zu. In der Geometrie des Raumes spielt die Rolle des
Parallelogramms das Parallelflach (oder Parallelepiped); man betrachtet des-
halb anstelle des Flacheninhalts S(a, b) des orientierten Parallelogramms, das
von zwei Vektoren @ und b auf; t wird, den R inhalt V(a, b, ¢) des

orientierten Parallelfiachs OADBCA,D,B,, das von drei Vektoren 04 = a,

—> —
OB=>b, OC =c¢ des Raumes auf-
gespannt wird (Abb.74). Dabei bedeu-
tet das Adjektiv ,,orientiert*, daB der
Rauminhalt des Parallelflachs mit einem
Vorzeichen versehen ist. Er wird als
positiv angenommen, wenn die Drehung
um einen Winkel kleiner als 180°, die
die Richtung des Vektors @ mit der
Richtung des Vektors b zur Deckung
bringt, vom Endpunkt des Vektors ¢

. aus gesehen, entgegen dem Uhrzeiger-
sinn erfolgt (Abb. 75a; Parallelflache Abb. 74
dieser Art nennen wir positiv orientiert);

V(a, b, ¢) soll negativ sein, wenn die Drehung um einen Winkel kleiner als
180°, die die Richtung des Vektors @ in die Richtung des Vektors b iiber-
fiithrt, vom Endpunkt des Vektors ¢ aus gesehen, im Uhrzeigersinn erfolgt

Abb. 75

(Abb. 75b; Parallelflache dieser Art nennen wir negativ orientiert). Liegen die
Vektoren @, b und ¢ in einer Ebene, so wird naturgemaB V(a, b, ¢) gleich
Null gesetzt.

Die auf diese Weise definierte GroBe V(a, b, ¢) nennen wir das Spaéprodukt
der Vektoren @, b und c; es wird im folgenden mit (@, b, ¢) bezeichnet. Wir
begegnen hier also das erste Mal einem vom Ublichen abweichenden ,,Pro-
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dukt*: Es besteht nicht aus zwei Faktoren, sondern unbedingt aus drei
(vektoriellen) ,, Faktoren* @&, b und ¢. Ungeachtet dessen ist es zweckmaBig,
die GréBe V(a, b, ¢) = (@, b, ¢) als ein ,,Produkt‘‘ anzusehen, und zwar nicht
nur wegen ibrer formalen Ahnlichkeit mit dem Schiefprodukt von Vektoren
der Ebene, fiir das die Bezeichnung ,,Produkt* bereits als etwas uns Vertrautes
angesehen werden kann, sondern in erster Linie deshalb, weil die GroBe
(@, b, ¢), wie wir bald sehen werden, eine ganze Reihe von Eigenschaften be-
sitzt, die den Eigenschaften der gewohnlichen Multiplikation von Zahlen (und
auch den Eigenschaften des Skalar- und des Schiefproduktes) verwandt
sind.

Es ist zweckmaBig, die Herleitung der meisten Eigenschaften des Spat-
produktes noch etwas hinauszuschieben. Hier sei nur bemerkt, da nach
Definition das Spatprodukt der Vektoren a, b und ¢ dann und nur dann ver-
schwindet, wenn alle Vektoren einer Ebene angehiren (genauso wie das Schief-
produkt zweier Vektoren dann und nur dann verschwindet, wenn diese Vek-
toren einer Geraden angehoren). Ferner sei bemerkt, daB das Spatprodukt
anttkommulativ ist, d. h.; es wechselt sein Vorzeichen, wenn man die Reihen-
folge zweier beliebiger Faktoren vertauscht:

(@,b,¢) = —(b,a,¢) = —(a,¢,b) = —(¢, b, a).

In der Tat sind die Absolutwerte der niedergeschriebenen Spatprodukte gleich
dem Rauminhalt ein und desselben Parallelflachs und deshalb einander gleich.
Ferner ist (@, b, ¢) = —(b, @, ¢), denn vom Endpunkt des Vektors ¢ aus ge-
sehen haben die Drehungen vom Vektor @ zum Vektor b und vom Vektor b
zum Vektor a entgegengesetzten Drehsinn. Weniger offensichtlich ist die Be-
ziehung (@, b, ¢) = — (@, ¢, b); zu ihrem Beweis geniigt es aber nachzupriifen,
daB die Drehung vom Vektor @ zum Vektor ¢ vom Endpunkt des Vektors b
aus gesehen in Abhingigkeit davon, ob V(a,b,c) > 0 (Abb.75a) oder
V(a, b, ¢) < 0 (Abb. 75b) ist, im Uhrzeigersinn oder entgegen dem Uhrzeiger-
sinn erfolgt. Ebenso beweist man die Beziehung (e, b, ¢) = —(c, b, a).

Die Spatprodukte (b, ¢, @) und (¢, a, b) kénnen aus dem Produkt (a, b, c)
durch zweimaliges Vertauschen zweier ,,Faktoren* erhalten werden: Zunéchst
vertauschen wir @ und b, und dann entweder ¢ und @ oder ¢ und b miteinander.
Hieraus ergibt sich (b, ¢, @) = (a, b, ¢) und (c, @, b) = (a, b, ¢). Wir gelangen
also zu folgender Beziehung, die vollstindig die Eigenschaft des Spatproduktes,
antikommutativ zu sein, wiedergibt:

(a,b,¢) = (b,c,a) =(c,a,b) = —(b,a,¢c) = —(a,c,b) = —(c,b,a). (81)

5.2. Das Vektorprodukt und sein Zusammenhang mit dem Spatprodukt. Bevor
wir die Eigenschaften des Spatproduktes (@, b, ¢) weiter untersuchen, analy-
sieren wir noch etwas genauer seine Struktur. Bisher trat ein Produkt dreier
Faktoren (z. B. abc, wobei a, b, ¢ drei Zahlen sind, oder «(a b), wobei « eine
Zahl und a, b Vektoren sind) nur bei wiederholter Multiplikation auf — zuerst
multiplizierten wir zwei unserer drei Faktoren miteinander und dann das
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Ergebnis mit dem dritten Faktor. Es ergibt sich damit die Frage, ob man nicht
auch das Spatprodukt dreier Vektoren als wiederholtes Produkt darstellen
kann.

Bisher verfiigen wir nur iiber eine Art von ,,Produkt‘‘ zweier Vektoren des
Raumes, das Skalarprodukt. Das Skalarprodukt ordnet jedoch zwei Vektoren
eine Zahl zu ; multipliziert man diese Zahl dann mit einem Vektor, dem dritten
Faktor, so erhilt man einen Vektor, wihrend das Spatprodukt eine Zahl sein
muB. Ergibe dagegen die Multiplikation der beiden ersten Faktoren keine
Zahl (keinen Skalar), sondern einen Vektor, dann kénnten wir diesen Vektor
mit dem letzten Faktor skalar multiplizieren und erhielten eine Zahl, wie wir
es benodtigen. Wollen wir also das Spatprodukt als wiederholtes Produkt dar-
stellen, dann miissen wir nicht nur das Skalarprodukt von Vektoren benutzen,

sondern noch ein gewisses neues ,,Vektorprodukt*, das bei der , Multiplika-
tion‘* zweier Vektoren wieder einen Vektor ergibt.

Versuchen wir uns einmal vorzustellen, wie ein solches ,,Vektorprodukt
aussehen konnte. Der Rauminhalt des Parallelflachs 0ADBCA,D,B,, das von

den Vektoren O_A> =a, ﬁ = b und (75 = ¢ aufgespannt wird, ist gleich
dem Produkt aus dem Flicheninhalt seiner Grundfliche OADB und seiner
Hohe. Die Hohe h des Parallelflachs ist aber nichts anderes als die Projektion

—
des Vektors OC = ¢ auf den Vektor n, der senkrecht zur Grundfliche steht
(Abb. 76). Somit ist der Absolutwert des Produktes (a, b, ¢) gleich dem Flachen-
inhalt des von den Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms O4ADB,
multipliziert mit dem Betrag der Projektion des Vektors ¢ auf den Vektor n;
das Vorzeichen des Produktes (a, b, ¢) hangt davon ab, nach welcher Seite
der Ebene OADB der Vektor ¢ gerichtet ist.
Der Flacheninhalt des Parallelogramms OADB sei gleich «; dann gilt

(@ b, e)| = prac].

Richten wir nun den Vektor n nach der Seite der Ebene OADB, so dall vom
Endpunkt des Vektors n aus gesehen die Drehung von der Richtung des Vek-
tors @ zur Richtung des Vektors b (um einen Winkel kleiner als 180°) entgegen
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g

dem Uhrzeigersinn erfolgt, so ist die GroBe (@, b, ¢) positiv oder negativ in
Abhéngigkeit davon, ob die Vektoren ¢ und n nach derselben oder nach ver-
schiedenen Seiten der (zu n senkrechten) Ebene OADB zeigen. Bei einer sol-
chen Wahl des Vektors n konnen wir dann in der letzten Gleichung die Absolut-
zeichen weglassen und

(a,b,¢) =xprac (82)
schreiben (vgl. dic Definition der Projektion eines Vektors auf einen anderen
Vektor auf 8. 327).

Der Form nach erinnert die Beziehung (82) sehr an die Gleichung (44)
(8. 335). Wie man, von dieser Gleichung ausgehend, das Spatprodukt (a, b, ¢)
als Skalarprodukt von zwei Vektoren darstellt, ist offensichtlich. Bezeichnen
wir nimlich mit N den Vektor, der die gleiche Richtung wie der Vektor n
und die Lange & = Sp4pp hat, dann ist x = N, pra¢ = pry ¢, und (82) kann
folgendermaBen geschrieben werden:

(a,b,¢) = Nprae,
und nach der Definition (44) des Skalarproduktes wird
(a, b, ¢) = Ne.

Wir wollen den Vektor IV das Vektorprodukt der Vektoren @ und b nennen und
mit [@, b] bezeichnen. Auf Grund des bisher Gesagten wird das Vektorprodukt
[a, b] der Vektoren @ und b durch folgende drei Bedingungen bestimmt:

a) Der Absolutbetrag (die Liinge) des Vektors [a, b) ist gleich dem Flichen-
inhalt des Parallelogramms, das von den Vektoren a und b aufgespannt wird;
wenn die Vektoren a und b einer Geraden angehiren, ist [a, b] = o;

b) der Vektor [a, b] steht auf der durch die Vektoren a@ und b definierten Ebene
senkrecht (d. h., er steht auf diesen beiden Vektoren senkrecht);

c) der Vektor (@, b] ist nach der Seite der von den Vekioren @ und b auf-
gespannten Ebene gerichtet, so daff von seinem Endpunkt aus gesehen die Drehung
um einen Winkel kleiner als 180°, die die Richtung des Vektors a in die Rich-
tung des Vektors b iiberfiihrt, entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt.

Damit konnen wir dann das Spatprodukt (@, b, ¢) als zweifaches Produkt
schreiben: (@b, ) = [a, b] c; ®3)

d.h., um das Spatprodukt (a, b, ¢) der Vektoren @, b und ¢ zu erhalten, muB
man zunichst das Vektorprodukt [@, b] der ersten beiden Vektoren bilden und
dieses dann skalar mit dem dritten Faktor ¢ multiplizieren.!)

Wir weisen noch darauf hin, daB wegen (81) und der Giiltigkeit des Kommu-
tativgesetzes fiir die skalare Multiplikation (vgl. Gleichung (47), S. 335)

(@, b,¢) =(b,¢,a) =[b,cla = alb, c] (84)
1) In der Literatur wird das Spatprodukt gel lich auch gemischtes Produkt

Diese Bezeichnung besagt nichts anderes, als daB man zu seiner Bildung zwei Arten der
Multiplikation von Vektoren, die vektorielle und die skalare, verwenden muB.
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gilt; das Spatprodukt der Vektoren @, b und ¢ ist also auch gleich dem skalaren
Produkt des ersten Vektors @ mit dem Vektorprodukt der beiden letzten Vek-
toren b und c.

5.3. Die Eigenschaften des Vektorproduktes und des Spatproduktes. Selbst-
verstindlich kann die Bezeichnung ,,Vektorprodukt“ fiir den Vektor N = [a, b]
nicht mit der soeben erhalt Darst gsweise des Spatproduktes als zwei-
faches Produkt begriindet werden; sie wird vielmehr durch gewisse Ahnlich-
keiten der Eigenschaften des , Vektorproduktes“ [@, b] mit dem Produkt von
Zahlen (oder auch mit dem Skalar- und Schiefprodukt von Vektoren) bedingt.

Wir leiten nun die wichtigsten Eigenschaften des Spatproduktes und des
Vektorproduktes her.

Wir sahen bereits, daB das Spatprodukt antikommutativ ist (81). Daraus
ergibt sich sofort, daB auch das Vektorprodukt [a, b] antikommutativ ist:

[@,b] = —[b,a]. (86)

Aus (84) und der Giiltigkeit des antikommutativen Gesetzes fiir das Spat-
produkt folgt namlich

[a,ble = (a,b,¢c) = —(b,a,¢) = —[b,a]c

Die Vektoren [@, b] = N und [b, a] = M haben also die Eigenschaft, daB fiir
einen beliebigen Vektor ¢ stets Nc = —Mc oder, was dasselbe ist,
(M + N)ec =0 gilt. Der Vektor M + N muB also zu jedem beliebigen
Vektor ¢ senkrecht stehen, was im Fall M + N # o nicht méglich ist. Folg-
lich ist M + N = 0, d.h. M = — N, aber das ist gerade die Beziehung (85).

Wir zeigen nun, daB das Spatprodukt (a, b, ¢) beziiglich der Multiplikation
eines beliebigen seiner vektoriellen Faktoren mit esnem Zahlenfaktor ,,assoziativ'’

iat: (a, b, ¢) = (a,Ab, ¢) = (a, b, A¢) = A(a, b, ¢). (86)

Aus (84) und der Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes fiir das Skalarprodukt
folgt zuniichst

(Aa, b, ¢) = (Aa) |b, ¢| = Aa[b, ¢]) = Aa, b, ¢).
Die Beziehung
(@, ib, ¢) = A(a, b, ¢)

ergibt sich hieraus auf einfache Weise, wenn man namlich beriicksichtigt, daB
das Spatprodukt antil tativ ist:

(@,Ab,c) = —(Ab,a,c) = —A(b,a,c) = A(a, b, ¢).

Analog [oder aus (83)] leitet man die Beziehung (@, b, Ac) = A(a, b, c) her.
Wir konnen nun zeigen, daB auch das Vektorprodukt [a, b] beziiglich der
Multiplikation eines beliebigen seiner vektoriellen Faktoren mit einem Zahlen-

faktor assoziativ ist:
[Aa, b] = [a, Ab] = A[a, ). (87)
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Zunichst ist ndmlich
[Aa,b]lc = (Aa, b, c) = A(a, b, ¢) = A[a, b] c.

Wenn aber die Vektoren [a@, b] = N und [ia, b] = M, fiir einen beliebigen
Vektor ¢ der Gleichung

Mc =ANe, d.h. (M; —iAN)e=0
geniigen, muB offenbar (vgl. oben)
M, = )N, d.h. [ia, b] = i[a, b]

sein. Beriicksichtigt man noch, daB das Vektorprodukt antikommutativ ist,
80 erhilt man hieraus sofort die Gleichung [a, Ab] = A[a, b].
Wir beweisen schlieflich noch, daB fiir das Spatprodukt das Distributiv-

gesetz gilt: @b, ¢, +¢) = (@ b,¢) +(a,b,c) (88)
und analog
(a,b, + by, ) = (a,by, ) + (a, by, ©),
(@; + @5, b,¢) = (8, b,¢) + (a5, b, ©).
Da fiir das Skalarprodukt das Distributivgesetz gilt, ist offenbar
@,0,¢, + ¢,) = [a,b] (¢, + ¢y) = [8,b]¢c, + [a,b]cy
= (a,b, ¢) + (a, b, Cy).

Die Beziehungen (88a) erhdlt man aus (88) wieder unter Benutzung der
Antikommutativitdt des Spatproduktes:

(8,b, + by, ¢) = —(a,¢,b, + by) = —(a,c, b)) — (a, ¢, by)

(@, by, €) + (a, by, c).

Wir zeigen nun, da8 auch. fiir das Vektorprodukt das Distributivgesetz gilt:
[@, b, + b,] = [a, b,] + [a,bs], [a&, + a,, b] = [a,, b] + [a,, b]. (89)

Offenbar geniigt es, die erste der Beziehungen (89) zu beweisen.
Da fiir jeden Vektor ¢

[@, b, + B3] ¢ = (a, b, + by, ) = (a, by, ) + (8,1, ¢)
=[a,b]c + [a,by]c = ([ b)] + [a,by]) e

ist, muB [a@, b, + b,] = [a, b,] + [a, b,] sein.

‘Wir bemerken noch, daB fiir die vektorielle Multiplikation von drei Vektoren
das Assoziativgesetz nicht gilt, d. h., im allgemeinen ist

[(a; b, €] #* [a, [b, c]].

8Sind z. B. 1, j zwei aufeinander senkrecht stehende Vektoren der Lange 1
(Abb. 77), so gilt

((6.5.4] = (k.f) = =i, [i,[5.4]] = [, 0] = 0.

(88a)
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An die Stelle des Assoziativgesetzes tritt beim Vektorprodukt die originelle
Identitat
[a, [b, 1] + [b, [¢, a]] + [e, [a,b]] = o, (90)

die die verschieden geklammerten Vektorprodukte [a, [b, €]], [b, [e, a]] und
[e, [@, b]] von drei Vektoren @, b und c¢ miteinander verkniipft. Die Be-
ziehung (90) heiBt die Jacc he Identitdt; wir beweisen sie spater.

Man macht sich leicht klar, daB sich die Beziehungen (85), (86) und (87)
auch recht einfach direkt aus den
Definitionen des Spat- und des
Vektorproduktes gewinnen lassen.
Anders verhdlt es sich mit den
Beziehungen (88), (88a) una (89);
hier laBt sich der von uns an-
gegebene verhiltnismiBig kompli-
zierte Beweis dieser Eigenschaften
kaum vereinfachen.

Aus den bewiesenen Eigen-
schaften des Spat- und des Vek-
torproduktes ergeben sich allge-
meine Regeln fiir die Multiplikation von Summen von Vektoren, die den
iiblichen Klammerregeln verwandt sind:

(2a + 3b, 2¢c, d — 5e) = 4(a, ¢, d) — 20(a, c, e) + 6(b, c,d) — 30(b, c, €)
oder

[4a — b, ¢ + 3d] = 4[a, ¢] + 12[a, d] — [b, ¢] — 3[b, d].

Jedoch muB dabei beriicksichtigt werden, daB das Spat- und das Vektor-
produkt antik tativ sind — insbesondere, daB das Vektorprodukt aus
zwei gleichen Faktoren (das ,,vektorielle Quadrat®) immer gleich dem Null-
vektor und das Spatprodukt dreier Faktoren, von denen wenigstens zwei
einander gleich sind, immer gleich Null ist:

[a,a] =0, (a,a,b)=(a,b,a)=(baa)=(aaa)=0.
So ist z. B.
@+ b,b+c,c+a)=(ab,c)+ (b e a)=2abc)
[@ + 2b, 3b — a] = 3[a, b] — 2[b, a] = b{a, b].

Wir berechnen nun das Spat- und das Vektorprodukt aus den Koordinaten
der Faktoren. Es seien dazu (z, ¥, z), (%, ¥, 2,) und (24, ¥;, 23) die Koordina-
ten der Vektoren @, b und ¢ in bezug auf ein gegeb Koordinatensystem

i,j, k, d. h., es sei a =i+ + 2k,
b =i + yJ + 2k,
e =z + ypf + k.

oder
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Von den lings der Koordinatenachsen gerichteten Vektoren i, j, k fordern
wir nur, daB der Rauminhalt des von ihnen aufgespannten Parallelflachs
gleich 1 und dieses Parallelflach positiv orientiert ist:

(@4, k) =

Dann gilt
(@.b,¢) = (@i + yf + 2k, 2)i + y,f + 21k, 24 + yoj + 2,K)
= zyizy(i, §, k) + 22y95(i, k. §) + yxi2200, 1, k) + yz,2300, k6, 3)

+ z,yy(k, 1,§) + 2paa(k, §, 1)
und mithin
(@, b, €) = T2y + Yz,%; + 201Ys — TYs — YT123 — WYyTs. (91)
Bei der nun folgenden Herleitung einer entsprechenden Formel fiir das Vektor-
prodnkt der Vektoren a und b verlangen wir, daB das betrachtete Koordi-

he- 4, +

ein r inkliges kartesi und dazu noch positiv orientiert
sei, d. h es soll . .
Gjl=k, (k=i [kil=]j
sein (vgl. Abb. 77). Dann erhalten wir
[@, B] = [zi + yj + 2k, 2,0 + y,J + 2,k]
= ay[i, j] + azli, k] + yx[§, 1] + yzld, k] + 2ok, @] + 2k, §]

oder schlieBlich

[a, b] = (yz — zy) i + (e, — 22))j + (¥y, — yxy) ke (92)

Das Vektorprodukt der Vektoren @ und b mit den Koordinaten (z, y, 2) und
(%3, %1, 2;) hat also die Koordinaten

(Y2 — 2yy, 20y — a2y, XYy ~ Yr,).

Die Beziehung (91) kann man auch als Definition!) des Spatproduktes
wiihlen. Schreibt man sie in der Gestalt

x Yy z
(@,b,c) =2 4 2|,
Tg Ys 22
80 erkennt man in ihr die bekannte geometrische Interpretation der drei-
reihigen Determinanten als Rauminhalt orientierter Parallelfiache wieder.3) Bei
dieser Definition bilden das Antikommutativgesetz (b, @, ¢) = —(a, b, ¢), das
Assoziativgesetz (Aa, b, c) = A(a, b, €) beziiglich der Multiplikation eines

1) Der Nachteil einer solchen Definition ,,mittels Koordi ‘“ besteht (wie auch bei
den Formeln (50) bzw (50&). (73), (92)) darin, daB sie der geometrischen Bedeutung des
triigt. — Anm. d. wissenschaftl. Red.

') Vgl den Amkel ,,Vektorrdume und lineare Transformationen*‘ in Band II der EAEM.
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Vektors mit einer Zahl und das Distributivgesetz (@, + a,, b, €) = (a,, b, €)
+ (@, b, ¢) fiir das Spatprodukt von Vektoren Folgerungen aus bekannten

Eigenschaften der dreireihigen Determinanten:
T Y 2 Ty z
T Y 2|=—|0Wh %
Ty Ys 2 Ty Y 29
A Ay X z Yy z
T Y 4| =A|Thal
T3 Yz 2 Tg Y3 23
M 4 2@ y(l) + y(’) 20) 4 2@ xM y(l) 2M x@ y(’) z®
*y h % =l % ou |t m N 4
Tg Y 2 Ty Yz 2 Ty Yz 2%

Aus der bekannten Regel fiir die Multiplikation von dreireihigen Deter-
minanten?)
N @ y(l) P10}
Ty Yy 25" x@ y(’) 2@
Ty Y3 23 x® y(al 2®
22M + gy® + 22 2@® + yy® + 22® T2® + yy® 4 2,2®
= |22 ® + yy® + 220 22® + Yoy ® + 2,2® TE® + yy® 4 z2®
2D 4 yy® + 22® 22 ® 4 Yoy ® + 2;2®) 22 ® + yy® + 22®

erhalten wir ferner
aa, ab, ac,

(@, b,0)(a,, by, ¢;) = | ba, bb, be,|.
ca; cb, cc,
Insbesondere gilt
a® ab ac
(@, b,c)® = |ab b® be|. (93)
ac be ¢t

Diese Beziehung ist das ,,dreidimensionale Analogon* der Beziehung (71') des
vorangehenden Paragraphen.
Die Beziehung (92) kann formal ebenfalls als dreireihige Determinate
geschrieben werden : PR
i j ok
la,bl=|x y =z |. (92a)
YAy

1) Vgl. etwa EdEM, Band 11, . 84.
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Entwickelt man die Determinante auf der rechten Seite nach den Elementen
der ersten Zeile, so erhalt man
ik z z z z
ty 2 =<y iz A% Y k. (92b)
2, z, E2
PP Bz 1 % 1 %

Die Beziehung (92) (oder (92a) oder (92b)) kann als Definition des Vektor-
produktes gewahlt werden; aus ihr lassen sich seine Eigenschaften leicht her-
leiten.

5.4. Das zweitache Vektorprodukt. Als Anwendungsbeispiel fir die For-
mel (92) beweisen wir mit ihrer Hilfe die folgende Identitat:

[e. [a, b]] = (bc)a — (ac)b. (94)

Wir wahlen ein rechtwinkliges positiv orientiertes Koordinatensystem so
aus, daB die Richtung der z-Achse mit der Richtung des Vektors a iiberein-
stimmt; als Ebene 20y wihlen wir die Ebene, die von den Vektoren @ und b
aufgespannt wird ;!) die Richtung der z-Achse wird dadurch bereits festgelegt.
In diesem Koordinatensystem haben die Vektoren @, b, ¢ Koordinaten der
Form (z, 0, 0), (x,, ;,0) und (x,, ¥, 2,). Der Vektor [a, b] hat dann nach
(92) die Koordinaten (0, 0, zy,) und der Vektor [c, [a, b]], ebenfalls nach (92),
die Koordinaten (yy(zy;), —3(y,), 0). Damit haben wir die Koordinaten des
auf der linken Seite der Beziehung (94) stehenden Vektors gefunden. Anderer-
seits gilt nach (50a)

be = 2,23 + y19s,  GC = 22;.

Somit hat der Vektor (bc)a die Koordinaten (z(2,2 + #1%), 0, 0) und der
Vektor (ac)b die Koordinaten (,(xz,), ¥,(22y), 0). Hieraus folgt schlieBlich,
daB der Vektor (be) @ — (ac) b ebentalls die Koordinaten (z(y,y), —,(x,), 0)
hat. Also haben die auf der rechten und der linken Seite der Beziehung (94)
‘stehenden Vektoren die gleichen Koordinaten und stimmen deshalb iiber-
ein.

Durch Vertauschen der Bezeichnungen der Vektoren in (94) erhalten wir

[a, [b,c]] = (ac) b — (ab) e, (94a)
[, [c, a]] = (ab) ¢ — (bc) a. (84b)

Die Addition der drei Beziehungen (94), (94a), (84b) ergibt die Identitdt (90),
die damit ebenfalls bewiesen ist.

1) Falls die Vektoren @ und b in einer Geraden liegen (linear abhiingig sind), kann die
Richtung der y-Achse beliebig gewiihlt werden. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Wir beweisen noch die nachstehenden Beziehungen, die wir im néchsten
Paragraphen benétigen werden:

[[a, b, [c.d]] = (a,c,d) b - (b,c,d)a, (95a)

[[a, b}, [c, d]] = (a,b,d) c — (a,b,¢)d, (95b)

[a, b] [¢, d] = (ac) (bd) — (ad) (be). (96)

Die Beziehung (95b) ergibt sich leicht aus (94) und (83):
[{a, b), [e, d]] = ([@,b]d)c — ([a,b]c)d = (a,b,d)c — (a,b,c)d.
Ferner folgt aus (85b) und (85) die Beziehung (95a):
[[e, b], [¢, d]] = —[[c, d], [@,b]] = —(c,d,b)a + (¢,d,a) b
= (a@,¢,d)b — (b,c,d)a.
SchlieBlich erhalt man (96) aus (83), (81) und (94):
[a,b] [e,d] = (a, b, [c,d]) = (b, [c,d],a) =[b,[c, d]]e
= {(bd) ¢ — (bc) d} a = (bd) (ac) — (be) (ad).

5.5. Beispiele. Wir betrachten nun einige Aufgaben die dm Anwendung des
Spat- und des Vektorproduktes in der G trie veransch

Aufgabe 12. Man besti den R inhalt einer Dreieckspyramide (eines
Tetraeders) aus den Lingen aller ihrer Kanten.

Losung. Gegeben sei ein Tetraeder OABC (Abb. 78). Die Vektoren 04,
— —> —> —> —>
OB, 0C; AB, BC, CA bezeichnen wir mit @, b, c¢; ¢/, @', b’. Wir erganzen das

Tetraeder zum Parallelflach OADBCA,D,B, ; der Rauminhalt dieses Parallel-
flachs ist offensichtlich sechsmal gréBer als der Rauminhalt des Tetraeders
(wenn & die von der Ecke C gefillte gemeinsame Héhe des Parallelflachs und
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1
3

des Tetraeders ist, gilt Vpor = Soaps b, Viur = —Soas-h und Spup
= -;—SOA DB). Daraus erhalten wir

1 1
Viewe =g 1@, 0,0, (Vreu)® = 55 (@, b, ¢)

Nach der Formel (93) gilt aber
a?® ab ac|’
(a,b,¢)2 = |ab b® be!|.
ac be c?
Andererseits ist offenbar
¢=b-a, aa=c-b, b'=a—-c.
Mithin ist

2 2 '3
¢t =b'—2ab +a, abp=F8=

2
und analog dazu
a® + ¢ —b'? b2 + ¢ —a’?
= 3 , be = 3 .
Also haben wir endgiiltig
@ at 4+ b2 —¢'* ad 4 ¢t — b2
2 2
2 2 _ '3 2 2 g2
(@b,ep = |2 po Btd-at
2 2
a® + ¢ — b2 b 42— a? .
[
2 2
L 242 a® + b% — ¢ a® 4 ¢ — b2
=gl +br -t 2b? b + ot — a'?
la? + ¢ — b3 b% + ¢ — a”? 2c3
und somit
) 22 a? + b — ¢’ ad + ¢ — b?
Ve = 55 a® + b — ¢ 2b2 b2 4+ c® — a2,
a? + ¢ — b2 b + c® - a? 2c?
Diese Beziehung ist der el taren HERONschen Formel (S. 354) verwandt,
die den Fliacheninhalt eines Dreiecks durch die Langen seiner Seiten ausdriickt.
Aufgabe 13. Man besti den R inhalt V eines Parallelflachs

OADBCA'D'B’ aus den Lingen der Kanten |OA| =a, |[OB| = b, |0C| = ¢
und den Winkeln & AOB =1y, & AOC = f, & BOC = « zwischen diesen
Kanten.
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— — —_—
Losung. Wir setzen wieder 04 = @, OB = b, OC = c. Uns ist bekannt,
def V=Vo=l@be), V:=@bep
gilt. Wegen (93) und der Definition (45) des Skalarprodukts haben wir

a® ab ac a®  abcosy accosf
V2= (a,b,c)} = ab b® bc| = |abcosy b? be cos o |.
ac be c? accosf} becosx  c?

Wir ziehen aus der ersten Zeile der Determinante den Faktor a, aus der zweiten
Zeile den Faktor b, aus der dritten Zeile den Faktor ¢, sodann aus der ersten
Spalte den Faktor a, aus der zweiten Spalte den Faktor b und aus der dritten
Spalte den Faktor ¢ vor die Determinante und erhalten endgiiltig
1 cosy cosf
V2 = a2 |cosy 1 cosal;
cosf cosax 1

| 1 cosy cosf
V = abe cosy 1 cosax

cosf cosax 1

= abc )1 + 2cosx cos fcosy — cos?ox — cos? f — cos? .

Aufgabe 14. Gegeben sei eine Dreieckspyramide (ein Tetraeder) OABC. Man

zeige, dap die Beziehung
|04|* + |BC|* = |OB|® + |AC|?
gilt, wenn sich die von den Eckpunkien A und B auf die gegeniiberliegenden
Flichen des Tetraeders gefillten ,,Hohen' schneiden. Unter welcher Bedingung
schnesden sich alle vier Hohen des Tetraeders in esnem Punkt?
— — —_ —_— —

Losung. Wir setzen wieder 04 = a,0B = b,0C =c; AB=¢',BC,=a',
—
CA = b’ (Abb. 79). Schneiden sich die Hohen AP und BQ des Tetraeders,

—_— — ——p
80 liegen die Vektoren AP, BQ und AB in einer
Ebene (und liegen umgekehrt diese drei Vek-
toren in einer Ebene, so schneiden sich die
Hohen AP und BQ). Die Bedingung dafiir, daB
—_— — —
die drei Vektoren AP, BQ und AB in einer
Ebene liegen, lautet

(4P, BG, AB) = 0.

Es ist aber A_é = b — a; der Vektor Zf’ ist
mit dem zur Ebene OBC senkrechten Vektor

c
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[b, c] gleichgerichtet; der Vektor B_Q> ist mit dem zur Ebene OAC senkrech-
ten Vektor [a, c] gleichgerichtet. Daher lautet die Bedingung dafiir, daB
sich die Hohen AP und BQ schneiden
([b,c),[a,c],b—-a)=0
oder [vgl. (83)]
[[b, ¢l [a,c]] (b — @) = 0.

Nach (95a) ist aber der Vektor [[b,c], [a,¢]] gleich (b,a,c)e (wegen
(c,a,c) = O), d. h. dem Vektor ¢ parallel (und vom Nullvektor verschieden).
Die letzte Bedingung ist aber der folgenden dquivalent:
c(b—a)=0 oder bc = ac.

2 3 _ g'2 2 2 _ p'3
Ersetzt man hier be und ac durch ¥+ 02 ¢ una 22 02 b (vgl. die

Losung der Aufgabe 12), so ergibt sich

3 2 _ g3 2 et b2
b +c2 a9 +c2 b oder a? 4 a'? =b% + b'3,

was zu zeigen war.

Eben dieser Gleichung ist aber auch die Forderung dquivalent, daB sich die
Hohen CR und OS schneiden. Die Forderung, daB sich die Hohen AP und CR
(und auch- BQ und O8) schneiden, ist der Beziehung

ad + a'? =c? + ¢

dquivalent. Die Hohen BQ und CR (und auch 4P und OS8) schneiden sich
dann und nur dann, wenn
b2 4 b3 =c? + ¢

gilt. SchlieBlich ist dafiir, daB sich alle Héhen eines Tetraeders in einem Punkt
schneiden, die Giiltigkeit der Gleichungen

at + @'t = b + b2 =2 + 2

notwendig und hinreichend.

5.6. Uber die Eindeutigkeit des Spat- und des Vektorproduktes. Zum AbschluB wenden
wir uns wieder der Frage zu, in welchem MaBe gerade die von uns gewii.hlwn Definitionen
des Spat- und des Vektarpmduktes zwingend sind ; dabei verlangen wir selbstverstindlich,
daB diese ,,Produkte’ jenen Bedingungen geniigen, deren Gu]tlgkelt die Verwendung des
Wortes ,,Produkt* rechtfertigen. Wir betrachten also i Op ", die jo
awei Vektoren @ und b des Raumes einen dritten Vektor @ b zuordnet, Wir verlangen,
daB dieses ,,Produkt‘ beziiglich der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl dem
Assoziativgesetz

(Aa)* b = a» (Ab) == Aa+ b) 97)
und dem Distributivgesetz
as(b--c)=asb L asc (98)
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geniigt. AuBerdem fordern wir, daB unser ,,Produkt'* @« b einen geometrischen Sinn hat,
d. h., wenn durch eine Bewegung des Raumes (eine Drehung um einen Punkt 0) die Vek-
— — — —

toren 04 = @ und OB = b in die Vektoren 04, = @, und OB, = b, tbergefilhrt werden
kénnen, soll bei dieser Bewegung auch der Vektor OC = e+ b in den Vekwr&]: =a,¢ b,
iibergehen (vgl. S. 343).

Wir zeigen, daB unter diesen Bedingungen das ,,Produkt’ a+ b zwangsliufig auf das
Vektorprodukt [a, b] zuriickgefithrt wird.

Wir setzen & = aa®, b = bb?, wobei a® und b° Einheitsvektoren sind. Aus (97) folgt

dann
as b = (aa®) * (bb®) = (ab) (a®= bO).
Es geniigt also auch hier, das ,,Produkt‘‘ von Einheitsvektoren zu bestimmen (vgl. S. 344).
—

i
Es sei nun OP eine Gerade, die auf der Ebene der Einheitsvektoren 04 = a°, OB = b°
senkrecht steht (Abb. 80). Eine Drehung um die Gerade OP um 180° fiihrt die Vektoren
a® und b° in die Vektoren —a® und —b°
iiber; diese Bewegung muB also den Vektor 4
a®# b° in den Vektor (—a®) ¢ (—b%) = a®+ b°
{vgl. (97)] uberfithren, d. h. den Vektor
a® » b° festlassen. Das ist aber nur dann mog-

lich, wenn der Vektor a® « b® der Geraden OP
angehért (d. h., der Vektor a®+ b® muB auf
den Vektoren a® und b° senkrecht stehen).
-a

Hieraus ergibt sich vor allem, daB das
,»Quadrat‘‘ a® » @° eines beliebigen (Einheits-)
Vektors gleich dem Nullvektor o ist:

a’+a® =o. (99)

Fillt nimlich der Vektor ° mit dem Vek- \bb. 80
tor a® zusammen, dann gibt es unendlich o
viele Mdglichkeiten fiir die Wahl der Ge-
raden OP, und der Vektor a®+ a®. der allen diesen Geraden angehiren mub, ist not-
wendigerweise der Nullvektor.
Es sei nun ¢® | a° dann ist das ,,Produkt'’ a®* c® gleu_h Au®, wobei u° ein zu a® und ¢°
krechter Einh )! ist. Er ist eindeutig b wenn wir ihn 8o wihlen, daB
von seinem Endpunkt aus gesehen die Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn den
Vektor a° in den Vektor c® uberfuhrt Der Faktor A muB dann konstant sein, d. h. derselbe
fur )edes Paar senl hend, Emhen.svektoren a® und ¢°: Sind némlich
a) und ¢} zwei andere auf d krecht stehende Einh ) 8o fiihrt die Dre-
hung, die das Paar a°, c* mxt dem Paar af, ¢ zur Deckung bringt, den Vektor Au® in den
Vektor Auj iiber, wobei u} genauso bestimmt wird wie der Vektor u® ais den Vektoren a®
und ¢°, Also ist

a’s c® = Au® mit A = const. (100

Smd schlieBlich a® und b° beliebige Einheitsvektoren und ist ¢? ein in der durch die
a° und b° besti Ebene li der und auf a° senkrecht stehender Einheite-

vektor, 8o wird
b° = cos & (a° b%) a® + sin X (a®, bY) ¢
(vgl. 8. 344). Unter Verwendung der Beziehungen (98), (87), (69) und (100) erhalten wir
a%# b° = cos X (a°, b°) (a%+ a®) + sin X (a°, BY) (a®# )
= Asin ¥ (a° b%) u.
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Mithin gilt fiir beliebige Vektoren @ und b
a* b= Jabsin X (a, b) u® =ifa, b],

wobei 4 eine Konstante ist.
Ganz analog erkennt man, daB auch das Spatprodukt (@, b, ¢) im wesentlichen durch
seine Exgenacha.ﬂan (86), (88), (88a) festgelegt ist.!)

AbschlieBend sei noch folgendes bemerkt: Allein aus der Forderung, da8 fiir das ,,Vek-
torprodukt* @+ b das Assoziativgesetz beziiglich der Multiplikation eines Vektors mit
einer Zahl (97) und das Distributivgesetz (98) gelten sollte, ergab sich, daB das ,,Vektor-
produkt‘ @+ b bis auf einen konstanten Faktor mit dem Vektorprodukt [, b] tiberein-
stimmt. Daraus folgt, daB wir, wenn wir vom ,,Produkt* @ * b zusitzlich noch die Giiltig-
keit des Kommutativgesetzes

arb =bra (101)
oder des A iativg im gewdhnlichen Sinne
as(brc)=(asb)sc (102)

fordern, kein ,,Produkt‘‘ @ # b auBer dem (vollig uninteressanten) ,,Nullprodukt'‘ a« b = 0
erhalten. Also sind die Forderungen (97), (98) mit jeder der Forderungen (101), (102)
unvereinbar (wenn man verlangt, da das ,,Produkt” @+ b einen geometrischen Sinn
haben soll).

§ 6. Anwendung der Vektorrechnung
auf die sphirische Geometrie und Trigonometrie

6.1. Untersucl phiirischer Dreiecke mit Hilfe von Vektoren. Viele Sitze der
sphirischen G trie und Trig trie lassen sich mit Hilfe der Vektorrechnung sehr
elegant beweisen.

Wir kennzeichnen dazu jeden Punkt .4 einer Sphire mit dem Radius r durch seinen

Ortsvektor A mit dem Mittelpunkt O der Sphiire als Anfangspunkt (Abb. 81). Dann ist
|A| =r. (103)
Offenbar sind die Ortsvektoren zweier sich diametral gegeniiberli der Punkte ent-

gegengesetzt gerichtet und die Ortsvektoren zweier polar k gierter Punkte?) zueinand
orthogonal, d. h.,
A+B=o
ist die Bedingung dafiir, daB sich die Punkte 4 und B diametral gegeniiberliegen, und
AB =0 (104)

die Bedingung dafiir, daB die Punkte 4 und B polar konjugiert sind.

1) Vgl. § 2 bis § 6 des Artikels ,,Vektorriume und lineare Transformationen‘ in Band 11
der EdEM.

2) Zu den hier verwendeten Begnﬂ"en der sphirischen Geometrie vgl. den Artikel
»Die Grundbegriffe der sphiri trie und Tri trie’‘ in diesem Band der
EdEM.




§6. A dung auf die sphirische G i und Trig tri 375

1%

Die Seiten a, b, ¢ eines sphirischen Dreiecks 4BC sind, wie man leicht sieht, mit den
Ortsvektoren 4, B, C seiner Eckpunkte durch die Bezichungen

BC=r’oos-€—, CA=r*oos%, AB=1‘coe%, (105)
ItB, €)| = #*sin =, |[C,A]|=r=sini’_, 4, B) = risin = (106)

verkniipft.

Der Winkel 4 eines sphiirischen Dreiecks, d. h. der Winkel zwischen den im Punkt 4
an die Seiten b und ¢ gezogenen Tangenten, ist gleich dem Winkel zwischen den Ebenen
AOB und AOC (wobei O der Mittelpunkt der Sphire ist), d. h. gleich dem Winkel zwischen
den auf diesen Ebenen senkrecht stehenden Vek-
toren [4, B] und [4, C]. Daraus folgt

__[4,B][A,C)
A=Tampm@mer 7

I[c4, B), (4, €1)|

T4, BN 4, 1 *

Aus der Beziehung (104) ergibt sich eine not-
wendige Bedmgung, daB da.s sphn.nache Dreieck

und

sind = (108)

A’B'C’ Polard X des sp Dreiecks 4BC
ist; nidmlich
AB’ = AC' = BA’ = BC' = CA’ = CB’ = 0.
(109)
Werden die Eckpunkte des sphirischen Dreiecks Abb. 81
ABC so numeriert, daB die Vektoren 4, B, C ein
positiv orientiertes Parallelflach fsy d.h. der Beding (A4,B,C)> 0 ge-
niigen, so lassen sich die zu den Eckpunk des Polardreiecks A’B’C’ fithrenden Vek-
toren A’, B’, C' durch die Vel A, B, C folgendermaBen ausdriicken:
' ,_ 1B, C) , _ 1[C, A] . _ 4, B)
A=rtes B =—2"2 =, 110
1B, Cl Iic, ) T4, B o
Denn die Vektoren (110) genii chst der Bedi (109); da auBerdem die Vek-

toren A’, B, C und ebenso die Vektoren A, B’, C und A, B, C’ positiv orientierte Parallel-
flache aufspannen, befinden sich die Punkte A’, B’, C’ jeweils auf derselben Seite der GroB-
kreise BC, CA und AB wie die Punkte 4, B, C. Man priift leicht nach (2. B, mit Hilfe der

Formeln (83) und (95a)], daB die Vektoren A’, B’, C’ ebenfalls ein positiv ori tes
Parallelflach aufspannen.
Aus der Symmetrie der Bezieh 109) beziiglich der beiden positiv orientierten

Tripel von Vektoren A, B, C und A’, B’, C’ ersieht man, daB sich als Polardreieck des
Dreiecks 4’B’C’ das urspriingliche sphiirische Dreieck 4BC ergibt.
Fiir die Seite a’ des Polardreiecks .4’B’C” gilt nach (105)
BC = ricos X ,
aus der wegen (110) und (107) r
[C, 4] [4, B) {4, B] (4, C]

@ 1
o0 == BC = 5 A 4, BT ~ ~ TA. BN A4, O

= —cos 4 = cos (x — 4)
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folgt. Analog erhalten wir

oost=—oosB=oos(n—B), ooscT=—-cos0=oos(n—G).

Hieraus ist ersichtlich, daB die Seiten a’, b’, ¢’ des sphirischen Dreiecks 4'B'C’ gleich
(m — A) r bzw. (x — B) r bzw. (z — C) r sind. Da das sphiirische Dreieck 4 BC Polardrei-
eck des sphiirischen Dreiecks 4’B’C’ ist, finden wir auf die gleiche Weise, daB die Seiten
a, b, ¢ des sphirischen Dreiecks ABC gleich (n — 4') r baw. (x — B')r bzw. (x — C')r
sind. Daraus folgt, daB die Winkel A4’, B’, C’ des sphiirischen Dreiecks 4’B’C’ gleich

a e .
7t — — baw. ®# — — bzw. & — — sind.
r r r

6.2. Der sphiirische Kost und Sinussatz. Fiir den Beweis des sphdrischen Sesten-
kosinussatzes') sei bemerkt, daB man die Formel (107) wegen der Beziehung (96) in der

d A¥BC) — (AB) (AC)
cos 4 = o
hreiben } ) ’
schreil ) (4, B]| |[4, C]

Diese Beziehung kann jedoch nach (103), (105) und (106) auch in folgender Weise
geschrieben werden:

a b ¢
€08 — — CO8 — CO8 —
r r r
cos A = P N
sin — sin —
r
‘woraus sich Ibar der S k t
eos%=ooa%ooui+mnlmn—-oos.4
ergibt.

Fir den Beweis des sphirischen Sinussaizes sei bemerkt, da8 man die Formel (108)
wegen (95a) in der Gestalt
wind — 14.4.C)B—(B,4,0)4| _ |4|((4,B,0)
ta, B]| |4, €]| ~ (4, B][[4, €]
schreiben kann.
Diese Bezichung 1aB8t sich wegen (103) und (106) auch in der Gestalt
1 _|4,B,0)

nd=m -
8in — sin —
r r
schreiben, woraus
sind _ 1 l(4, B, C)|
e P _a_. b o
sin — sin — sin — sin —
r r r r
in A
folgt. Da der erhaltene Ausdruck fiir ama in den Vektoren 4, B, C und den Seitena, b, ¢
sin—

r

1) Vgl. 8. 555 £.
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. inC
symmetrisch ist, muB sich fiir die Verhiltnisse sin B und sin derselbe Wert ergeben,
d. h., es gilt der sphirische Sinussatz sin— sin =
r T
sind _ sinB _ sinC
sin — sin — sin >
7
‘Wendet man den Seitenkosi auf das Polardreieck A4’B’C’ an und driickt a’, ¥’, ¢’

durch 4, B, C und A’ durch a, b, ¢ aus, so erhilt man, wie auf S. 561 f., den Winkelkosinus-
satz fiir das sphirische Dreieck 4BC.

& 7. Der Begriff des Yektorraumes

7.1. Axiomatische Definition des Vektorraumes. Wir geben in diesem Para-
graphen ein Axiomensystem an, das die Menge aller Vektoren (in der Ebene
oder im Raum) beschreibt. Das wird uns unter anderem in die Lage versetzen,
auch ein Axiomensystem fiir die Geometrie angeben zu konnen, das sich von
der im Artikel ,,Axiome und Grundbegriffe der Geometrie* (S.25-34) an-
gefiithrten Axiomatik unterscheidet.

Wir bezeichnen mit R die Menge aller Vektoren des Raumes. In den vorher-
gehenden Paragraphen wurden viele wichtige Eigenschaften der Menge R
festgestellt. Einige dieser Eigenschaften erwihnen wir hier noch einmal

I. Die Gruppeneigenschaften

Fiir beliebige Vektoren @, b (d. h. fiir je zwei Elemente der Menge R) ist ein
Vektor @ + b definiert, den man ihre Summe nennt. Diese Operation ,,Addi-
tion* hat folgende drei Eigenschaften:

1. (@ + b) + ¢ = a + (b + c) fir beliebige Vektoren a, b, c.

2.a + b = b + a fiir beliebige Vektoren a, b.

3. Fiir beliebige Vektoren a, b besitzt die Gleichung @ + ® = b eine Lésung,
(d. h., es existiert wenigstens ein Vektor @, der der Beziechung @ + * = b
gemiigt).

Die Eigenschaften 1 bis 3 besagen, dal die Menge R beziiglich der Addition
von Vektoren eine kommutative Gruppe bildet (vgl. S. 20).

II. Die Linearitdtseigenschaften

Fiir jeden Vektor @ und jede reelle Zahl A ist ein Vektor Aa definiert, den man
das Produkt des Vektors a mit der Zahl 2 nennt. Diese Operation ,,Multiplikation
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eines Vektors mit einer Zahl* hat folgende Eigenschaften:
4. la = a fiir jeden Vektor a.
5.(A+ pa=1ia+ pa.
6. Al@ + b) = Aa + Ab.
7. Mpa) = (Ap) a.

(In den Eigenschaften 5, 6, 7 sind @ und b beliebige Vektoren und 4, p
beliebige reelle Zahlen.)

III. Die metrischen Eigenschaften

Fiir zwei beliebige Vektoren a, b ist eine reelle Zahl ab definiert, die man ihr
Skalarprodukt nennt. Diese Operation ,,skalare Multiplikation‘ hat folgende
Eigenschaften:

8. ab = ba fiir beliebige Vektoren a, b.
9. (@ + b) ¢ = uc + be fiir beliebige Vektoren «, b, ¢.
10. (Aa) b = A(ab) fiir beliebige Vektoren @, b und jede reelle Zahl 1.

11. Fiir einen beliebigen Vektor @ ist die Zahl aa nichtnegativ und genau
dann gleich Null, wenn a = o ist.

(Der Nullvektor wird durch die Gleichung ¢ + 0 = ¢ definiert, in der ¢
ein beliebiger Vektor ist.)

IV. Die Dimensionseigenschaften

12. In der Menge R gibt es drei linear unabhingige Vektoren.
13. Vier beliebige Vektoren der Menge R sind linear abhingig.

Die angefiihrten Axiome spielen in der modernen Mathematik eine sehr
wichtige Rolle. Wie wir schon wissen, fithren die Axiome 1 bis 3 auf den
iiberaus wichtigen Begriff der Gruppe (vgl. 8. 20). Die Axiome 1 bis 7 definieren
den Begriff des Vektorraumes, der ebenfalls eine sehr groBe Rolle spielt. Die
Axiome 1 bis 11 definieren schlieBlich den Begriff des euklidischen Vektor-
raumes, der in der Mathematik vielfach fruchtbringende Anwendung findet.
Spater werden wir etwas ausfiihrlicher auf Vektorrdume (insbesondere eukli-
dische) eingehen. Jetzt wollen wir vor allem erst einmal zeigen, daB das
Axziomensystem 1 bis 13 widerspruchsfrei und vollstindig ist (vgl. S. 21-25). Das
bedeutet, da man, von den reellen Zahlen ausgehend, fiir dieses Axiomen-
system ein Modell konstruieren kann (Widerspruchsfreiheit) und daB zwei
beliebige Modelle dieser .Art einander isomorph sind (Vollstandigkeit).

7.2. Das arithmetische Modell des Vektorraumes. Ein Modell a8t sich fiir
das Axiomensystem 1 bis 13 sehr leicht konstruieren. Es sei daran erinnert,
daB es nach Festlegung eines Koordinatensystems méglich ist, jeden Vektor
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als Zahlentripel (z, y, z) zu schreiben, wobei sich die oben angegebenen Opera-
tionen sehr einfach in Koordinaten ausdriicken lassen. Wir stellten diesen
Sachverhalt fest, indem wir vom geometmchen Modell der Menge der Vektoren
ausgingen (vgl. §1). Jetzt werden wir dagegen die Koordinat

der Vektoren als urspriingliche Definition ansehen. Wir vereinbaren also,
daB wir jedes Tripel (z, y, z) reeller Zahlen (in ganz bestimmter Reihenfolge
geschrieben) einen ,,Vektor* nennen und mit R die Menge aller dieser ,,Vek-
toren‘‘ bezeich Ferner definieren wir die Summe zweier Vektoren, das
Produkt eines Vektors mit einer Zahl und das Skalarprodukt von Vektoren
durch die Beziehungen

(@), Y15 21) + Ta, Yau Z2) = (X + X, Yy + Yau 21 + 2),
Az, y,2) = (Ax, Ay, A2),
(1, %15 21) (@2, Y, 20) = 2125 + VY2 + 22

Es bleibt zu zeigen, daB in diesem ,jarithmetischen* Modell der Menge der
Vektoren die Axiome 1 bis 13 erfiillt sind. Die Giiltigkeit der Axiome 1 bis 11
1aB¢ sich ohne Schwierigkeit nachpriifen. Wir geben nur kurz an, auf welche
Weise die Axiome 12 und 13 zu iiberpriifen sind. Fiir den Nachweis der Giil-
tigkeit des Axioms 12 sei festgestellt, daBl die Vektoren

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

linear unabhingig sind. Eine Linearkombination dieser Vektoren mit Koeffi-
zienten A, s, v hat die Gestalt

A(1,0,0) + p(0,1,0) + #0,0,1) = (4,4, %),

und es ist klar, daB diese Linearkombination nur dann gleich dem Nullvektop
(0,0, 0) ist, wenn A = u = » = 0 ist, und das besagt ja gerade (vgl. S. 320),
daB die betrachteten drei Vektoren linear unabhingig sind.

Wenden wir uns schlieBlich dem Axiom 13 zu. Wir betrachten vier beliebige

Vektoren
(@1, by, 1), (5, by, €4), (a3, by, Ca)s (@4, by, €4).

Um zu zeigen, daB diese vier Vektoren linear abhingig sind, miissen wir Zahlen
z,Y, 2, ¢ finden, von denen wenigstens eine von Null verschieden ist und die
der Bedingung
z(ay, by, ¢1) + Y(ay, by, c5) + 2(ay, by, ¢3) + Hay, by, ¢4) = (0,0,0)
Diese Beziehung ist, wie man leicht sieht, der Giiltigkeit der drei
Glelchungen

ax + Gy + a2z + a =0,
b + by + bgz + bt =0,
Xt 4 Cy + €z + ¢t =0

dquivalent. Also gilt das Axiom 13, wenn das erhaltene Gleichungssystem
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wenigstens eine von Null verschiedene Losung besitzt. Ein homogenes (d. h.
keine freien Glieder enthaltendes) lineares Gleichungssystem, das mehr Un.
bekannte als Gleichungen hat, besitzt jedoch immer eine nichttriviale Losung
(vgl. etwa EAdEM, Band II, S. 61).

Also gelten in dem betrachteten Modell die Axiome 1 bis 13, und folglich
ist das angefilhrte Axiomensystem widerspruchsfrei. Das betrachtete Modell
nennen wir das arsthmetische Modell des Vektorraumes.

7.3. Die Vollstindigkeit des Axiomensystems. Bevor wir die Vollstindigkeit
des Axiomensystems 1 bis 13 beweisen, leiten wir aus den Axiomen 1 bis 13
einige Sitze her. Da diese Sitze allein mit Hilfe der Axiome bewiesen werden,
gelten sie in jedem Modell dieses Axiomensystems.

Satz 1. Es existiert ein einziger Vektor o, der die Bezichung & + 0 = a fiir
jeden beliebigen Vektor @ erfillt.

Das folgt allein aus den Gruppenaxiomen 1 bis 13 (vgl. etwa EJEM, Band ],
S. 87-88).

Satz 2. Fiir jeden Vektor p gilt die Beziehung
0:p=o.
In der Tat gilt nach den Axiomen 4 und 5
p=1'p=(1+0p=1'p+0:-p=p+0-p,
und nach Satz 1 erhalten wir hieraus 0 - p = o.

Satz 3. Sind die Vektoren a, b, ¢ linear unabhingig, dann ist jeder dieser
Vektoren von o verschieden.

Ist nimlich z. B. @ = o, dann ist
1'a+0:b+0-¢c=1'04+0-b+0-c=0+0+0=0,
d. h., die Vektoren @, b, ¢ sind linear abhéngig, was der Voraussetzung wider-
spricht.
Satz 4. Es seien a, b, ¢ linear unabhingige Vektoren. Wir setzen
a’ =ja + ud + ve,

wobes A, u, v reelle Zahlen sind und A + 0 sein soll. Dann sind die Vektoren
a', b, c ebenfalls linear unabhingig.

Beweis. Es seiaa’ + b + y¢c = 0,d. h.
a(Aa + ub + vc) + fb + yc = 0.

Zieht man die Axiome 8, 7, 5 (und das Axiom 2) heran, so kann man fiir diese
Gleichung schreiben :

(xd)a + (app + P) b + (xv + y) € = 0.
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Da die Vektoren a, b, ¢ linear unabhingig sind, folgt hieraus
dh=0, au+pf=0, av+yp=0.

Es ist also & = 0 (wegen 4 % 0) und mithin auch § = 0 und y = 0. Die Glei-
chung xe’ + b + yc = o gilt also nur dann, wenn « = § =y = 0 ist, d. h.,
die Vektoren a’, b, ¢ sind linear unabhingig.

Satz 5. Fir beliebige Vekioren a,b und beliebige reelle Zahlen A, pu gilt
(Aa) (ub) = (Ap) (ab).
Nach den Axiomen 8 und 10 ist ndmlich
(Aa) (ub) = A(a(ub)) = A((ub) a) = Au(ba) = (Au) (ab).

Satz 6. Fiir jeden vom Nullvektor verschiedenen Vektor @ kann man eine
reelle Zahl A finden, so daf der Vektor a* = Aa der Bezichung a*a* = 1 geniigt.

Es geniigt, A = V_l__ zu setzen und Satz5 anzuwenden (die Zahl aa ist nach
aa

Axiom 11 positiv).
Satz 7. Es gibt drei Vektoren a, b, ¢, die den Beziehungen

aa =bb=cc=1, ab =ac =bc =0

geniigen. (Ein solches Tripel von Vektoren nennt man eine orthonormierte
Basis.)

Beweis. Es seien a’,b’, ¢’ drei beliebige linear unabhingige Vektoren
(Axiom 12). Dann ist der Vektor a’ verschieden vom Nullvektor (Satz 3)
Wir wihlen eine solche Zahl 1 (sie ist offenbar von Null verschieden), daB der
Vektor @ = Aa’ der Beziechung aa = 1 geniigt (Satz 6). Nach Satz 4 sind dann
auch die Vektoren @, b’, ¢’ linear unabhangig. Wir setzen b = b’ — (ab’) @.
Aus den Axiomen 8, 9, 10 folgt ab’”’ = 0 (durch unmittelbare Berechnung).
Nach Satz 4 sind die Vektoren @, b/, ¢’ linear unabhangig. Mithin ist b’ ver-
schieden vom Nullvektor (Satz 3), und es gibt somit eine solche Zahl u, dal
der Vektor b = ub’’ der Beziehung bb = 1 geniigt (Satz 6). Aus Satz 5 folgt
ab = u(ab”’) = 0. Nach Satz 4 sind die Vektoren a, b’, ¢ linear unabhingig.
Wir setzen ¢’ = ¢’ — (ac’) @ — (be') b. Eine unmittelbare Berechnung unter
Zuhilfenahme der Axiome 8, 9, 10 zeigt, daB ac’’ = 0 und be’’ = 0 ist. AuBer-
dem sind die Vektoren @, b, ¢’’ linear unabhingig (Satz 4), und deshalb ist
¢ #% o. Es existiert somit eine solche Zahl », daB der Vektor ¢ = »¢’’ der
Beziehung c¢ = 1 geniigt. Nach Satz 5 ist dabei ac = v(ac’’) = 0, be = »(be'"’)
= 0. Die Vektoren @, b, ¢ geniigen also den gestellten Anforderungen.?)

1) Das zum Beweis dieses Satzes verwendete Konstruktionsverfahren fiir eine ortho-
normierte Basis nennt man das Orthogonalisierungsverfahren von ERHARD ScHMIDT., —
Anm. d. wizsenschaftl. Red.
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Satz 8. Sind a, b, ¢ die Vektoren einer beliebigen orthonormierten Basis,
d. h., geniigen sie den Bedingungen

aa=bb=cc=1, ab=ac=bc =0,
80 sind diese Vekioren linear unabhingig.

Beweis. Es seien 4, u, » reelle Zahlen, fiir die die Beziehung Ae + ub + vc
= o erfiillt ist. Wir multiplizieren beide Seiten dieser Gleichung skalar mit
dem Vektor @ und erhalten (mit Hilfe der Axiome 9, 10)

Alaa) + p(ab) + v(ac) =0,

woraus (wegen der im Satz angegeb Vor: gen) A = 0 folgt. Analog
(némlich durch Multiplikation mit b bzw. mit ¢) finden wir # = 0 und » = 0.
Somit sind die Vektoren @, b, ¢ linear unabhéngig.

Satz 9. Bilden die Vektoren a, b, ¢ eine orthonormierte Basis, so gibt es fiir
jeden Vektor p reelle Zahlen o, B, y, so daf

p=oaa+pb+yc

gilt. Diese Zahlen x, B,y sind dabei durch p eindeutig bestimmt. (Man nennt sie
die Koordinaten des Vektors p beziiglich der Basis @, b, c.)

Beweis. Da vier beliebige Vektoren linear abhingig sind (Axiom 13),
existieren Zahlen x, 4, u, v, so daf

#*p +Aa + ub + vc =0

gilt, wobei igstens eine der Zahlen x, 4, 4, » von Null verschieden ist. Ware
die Zahl x gleich Null, dann ndhme diese Beziehung die Gestalt Aa + ub + ve
= 0 an, was nicht méglich ist, weil die Vektoren @, b, ¢ linear unabhéngig sind
(Satz 8). Somit ist » + 0. Multipliziert man beide Seiten der betrachteten

Beziehung mit —’1;, 8o ergibt sich (wenn man die Gleichheit A0 = 0 verwendet,
die sich dhnlich wie Satz 2 beweisen 1i8t)

p+lasloile=o,
3 x X

e (-e (B (-3

A I v
== BP=-% ve-g

woraus

folgt. Die Zahlen

geniigen also der geforderten Beziehung p=oaa+ Bb + ye.
Sind &', f’, ' andere Zahlen, die der B g p =a'a + f'b + y'c ge-
niigen, so erhalten wir durch Subtraktion der beiden fiir p stehenden Ausdriicke

(@—aYa+(B-F)b+(y—-y)e=o.
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Hieraus ergibt sich wegen der linearen Unabhingigkeit der Vektoren @, b, ¢
(Satz 8) a—a'=0, f—f =0, y—y' =0.

Die Zahlen «, §, y sind also durch den Vektor p eindeutig bestimmt.
Nunmehr kann man unschwer die Vollstindigkeit des Axiomensystems
1 bis 13 beweisen. Dazu sei R’ ein beliebiges Modell fiir dieses Axiomen-
system. Wir wihlen in R’ eine orthonormierte Basis @, b, ¢ (Satz 7). Ferner
wihlen wir fiir jeden Vektor p (d.h. jedes Element der Menge R') Zahlen
o, f,y, 50 daB p = xa + b + ye gilt (Satz 9), und ordnen dem Vektor p
das Zahlentripel («, 8, y) zu. Damit erhalten wir eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung zwischen den Elementen des Modells R’ und den Zahlentripeln
(x,8,9), d. h. den Elementen des arithmetischen Modells. Man kann leicht
zeigen, daB diese Zuordnung ein Isomorphismus ist. Wenn namlich dem Vek-
tor p das Tripel («, 8, 7) und dem Vektor p’ das Tripel («', #, ') zugeordnet

ist, d. h.

gilt, dann ist
P+ P = (aa+ b+ yc) + (x'a + fb + y'c)

=@+a)a+(B+p)0+r+7)e,
und mithin ist dem Vektor p + p’ das Tripel (x + &', 8 + ',y + ¥’) zuge-
ordnet, d. h. die Summe der Vektoren (x, 8, y) und («’, 8, 9') im arithmetischen
Modell. Analog entspricht dem Vektor Ap das Tripel
(Ao, AB, Ay) = A, B. ).
SchlieBlich ist das Skalarprodukt
PP’ = (@a + fb + ye) (¥'a + b + y'e),

p=oa+pb+ye, p=xa+pdb+yec

wie man leicht nachpriift (indem man die Beziehungen aa = bb = cc = 1,
ab = ac = be = 0 und die Axiome 8, 9, 10 benutzt), gleich ax’ + S’ + ',
d. h. gleich dem Skalarprodukt der Vektoren (x, 8, ¥) und (', #', ') im arith-
metischen Modell. Also bleiben bei der angegebenen Zuordnung zwischen den
Elementen der Menge R’ und den Elementen des arithmetischen Modells die
Summe der Vektoren, das Produkt eines Vektors mit einer Zahl und das
Skalarprodukt erhalten, d. h., sie ist ein Isomorphismus. Jedes Modell ist also
dem arithmetischen isomorph, und folglich ist das Axiomensystem 1 bis 13 voll-
sténdig.

Wir kennen schon zwei Modelle dieses Axi y : das arithmetische und das
geometrische (d. h. die Menge aller Vektoren des dreidi. ionalen euklidischen R: F
vgl. §1). Zum Vergleich filhren wir noch zwei algebraische Modelle des Axi

1 bis 13 an, und zwar bezeichnen wir als ,,Vektor* jedes Polynom zweiten Grades mit
reellen Koeffizienten
ax? 4+ bx + ¢.

Die Summe zweier ,,Vektoren*‘ und die Multiplikation eines ,,Vektors* mit einer Zahl
defini wir als gewdhnliche Addition von Polynomen und Multiplikation eines Polynoms
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mit einer Zahl. Dann sind die Axiome 1 bis 7 offenbar erfiillt. Das Skalarprodukt von
»Vektoren‘ definieren wir durch die Formel

(az® + bz + ¢) (a’z® + b’z + ¢’) = aa’ + bb’ + e’
Es 1iBt sich miihelos die Giiltigkeit der Axiome 8 bis 11 zeigen. Die Uberprifung der
Axiome 12 und 13 fithrt man etwa genauso wie im arithmetischen Modell durch. Auf diese
Weise erhalten wir ein neues Modell fiir das Axiomensystem 1 bis 13.

Aus diesem dritten Modell erhalten wir ein weiteres, ein viertes Modell, wenn wir wieder
die Polynome zweiten Grades als ,,Vektoren‘ hen, die Definition der S und der
Multiplikation mit einer Zahl im gleichen Sinne beibehalten, die skalare Multiplikation
aber wie folgt definieren:

1
(az* + bz + ) (a's + bz + ') = [ (aa® + bz + ¢) (a'z* + b’z + ¢) dz
[]

(unter dem Integral steht das gewshnliche Produkt von Polynomen). Dieses Skalarprodukt
geniigt ebenfalls den Axiomen 8 bis 11 (wie man leicht nachpriift), und wir erhalten ins-
gesamt wieder ein Modell des Axiomensystems 1 bis 13.

7.4. Ein Axiomensystem der Elementargeometrie. Mit Hilfe des Axiomen-
systems 1 bis 13 kénnen wir ein neues Axiomensystem fiir die Geometrie auf-
bauen, das sich von dem im Artikel ,,Axiome und Grundbegriffe der Geometrie*
(S. 25-34) angegebenen wesentlich unterscheidet. In diesem Axiomensystem
sind Grundbegriffe erstens die Vektoren und ihre Rechenoperationen (Addition,
Multiplikation mit einer Zahl und skalare Multiplikation) und zweitens die
Punkte und das Abtragen von Vektoren. Die Vektoren und ihre Rechenopera-
tionen werden durch die gleichen vier Axiomgruppen beschrieben wie oben.
Die fiinfte Axiomgruppe, die sich auf das Abtragen von Vektoren bezieht,
lautet folgendermafen :

V. Punkte und das Abtragen von Vektoren

Neben der Menge R, deren Elemente Vektoren heifilen und den Axiomen
1 bis 13 geniigen sollen, wird eine Menge 4 (der Raum) eingefiihrt, deren
Elemente Punkte genannt werden. Es wird angenommen, daf jedem geord-
neten Punktepaar M, N des Raumes A ein Vektor (d. h. ein Element der

Menge R) zugeordnet ist, der mit MN bezeichnet wird, wobei folgende drei
Axiome erfiillt sein'sollen:
14, Fiir einen beliebigen Punkt M des Raumes 4 und einen beliebigen Vek-
—
tor @ existiert ein Punkt N des Raumes 4, so da MN = a gilt.
15. Fiir drei beliebige (nicht unbedingt verschiedene) Punkte M, N, P des
— — —
Raumes 4 gilt die Beziehung MN + NP + PM = o.
16. Ist ﬁ = 0, dann fallen die Punkte M und N zusammen.
Die Axiome 1 bis 16 bilden das neue Axiomensystem fiir die Geometrie.
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Wie werden nun in diesem Axiomensystem Geraden, Ebenen, Strecken
usw, definiert? Sind M und N zwei verschiedene Punkte des Raumes 4, dann

- —_— —>
heilt die Menge aller jener Punkte P, fiir die die Vektoren PM und PN linear
abhangig sind, die Gerade MN. Aus den oben angefiihrten Axiomen kann man
herleiten, daB die Gerade MN nicht nur durch die Punkte M und N, sondern
durch zwei beliebige verschiedene ihrer Punkte bestimmt wird. Analog definiert
man die Ebenen: Sind M, N, P drei Punkte des Raumes A4, die nicht auf einer
Geraden liegen, dann helBt die Menge aller jener Punkte Q des Raumes 4,

fiir die die Vektoren QM QN und QP linear abhéngig sind, die Ebene MNP.
Des weiteren werden wir sagen, daB der Punkt P zwischen den Punkten M
und N liegt (wobei M % N sei), wenn eine Zahl A zwischen Null und Eins

existiert, so daB MP = AMN gilt. SchlieBlich nennen wir eine umkehrbar
eindeutige Abbildung ¢ des Raumes A auf sich eine Bewegung, wenn fiir zwei
—
beliebige Punkte M, N das skalare Quadrat des Vektors MN gleich dem ska-
—
laren Quadrat des Vektors M'N’' mit M’ = (M), N' = ¢(N) ist.

Damit haben wir alle Grundbegriffe beisammen, die in dem auf den S. 25-34
angefithrten Axiomensystem beschrieben werden. Es ist nicht sehr schwierig
nachzupriifen, daB alle auf den S.25-34 angegebenen Axiome hier erfiillt
sind, so daB uns das hier angefiihrte Axiomensystem 1 bis 16 ebenfalls ein
Axi ystem der G trie liefert. Umgekehrt kann man aus dem auf den
S. 26-34 angefiihrten Axiomensystem alle Axiome 1 bis 16 herleiten (wenn man
die Vektoren so definiert, wie in § 1 angegeben wurde). Also ist das auf den
S. 25-34 angefiihrte Axiomensystem der Geometrie dem hier angegebenen
Axiomensystem 1 bis 16 dquivalent.

7.5. Einige Typen mehrdimensionaler R#ume. Zum AbschluB sei noch
bemerkt, daB verschiedene Abwandlungen des Axic ystems 1 bis 16 auf
andere ,,Geometrien* fiihren, die in der modernen Mathematik und ihren
Anwendungen eine sehr wichtige Rolle spielen. Wir wiesen oben schon darauf
hin, daB jede Menge, die den Axiomen 1 bis 7 geniigt, Vektorraum genannt
wird. Das Axiomensystem 1 bis 7 ist nicht vollstindig, d.h., es gibt ver-

hied untereinander nicht isomorphe Vektorrdume. Figt man zu den
Axiomen 1 bis 7 die nachstehend formulierten Axiome 17 upd 18 hinzu (die
eine Abwandlung der Axiome 12 und 13 darstellen), dann erhalten wir den
n-dimensionalen Vektorraum. Diese Dimensionsaxiome lauten :

17. Es existieren (in der Menge R) n linear unabhéngige Vektoren.
18. Beliebige n + 1 Vektoren von R sind linear abhingig.

Als Beispiel fiir eine Menge, die den Axiomen 1 bis 7, 17, 18 geniigt (d. h.
als Beispiel fiir einen n-dimensionalen Vektorraum) kann die Menge aller
Polynome vom Grade kleiner # mit reellen Koeffizienten dienen (die Addition
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und Multiplikation mit einer Zahl ist im iiblichen Sinne aufzuf; ). Ein
anderes Beispiel ist das ,,arithmetische’* Modell, in dem man beliebige n-Tupel
(@, 4, ..., 2,) von n reellen Zahlen als ,,Vektoren* ansieht und die Addition
von Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl folgender-
maBen definiert: Sind @ = (,, %,, ..., %) und b = (y,, ¥,, ..., Yo) zwei be-
liebige Vektoren und A eine reelle Zahl, dann soll

a+b=(2+y,%+ Ys . T+ Ya)s
e = (Axy, Az, ..., Ax,)

gelten. Das Axiomensystem 1 bis 7, 17, 18 ist vollstindig, d. h., alle n-dimen-
sionalen Vektorriume sind einander isomorph. In der Mathematik betrachtet
man auch unendlichdimensionale Vektorrdume (in einem solchen Raum gibt
es fiir ein beliebiges n stets n linear unabhingige Vektoren). Niheres iiber
Vektorrdume findet der Leser in dem Artikel ,,Vektorrdume und lineare
Transformationen‘‘ in Band II der EAEM.

Jede Menge R, die den Axiomen 1 bis 11, 17, 18 geniigt, hei3t n-dimensionaler
euklidischer Vektorraum. Das Axiomensystem 1 bis 11, 17, 18 ist vollstindig,
d. h., alle n-dimensionalen euklidischen Vektorraume sind einander isomorph.
Die Menge aller Vektoren der Ebene bildet z. B. einen zweidimensionalen
Vektorraum. Als Modell des n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes kann
die Menge aller n-Tupel (z,, 2, ..., z,) von n reellen Zahlen dienen, fiir die
das Skalarprodukt durch die Formel :

(1) Ty, ooy Tn) (Y15 Yoo oo Yn) = Ty + Ty + 0 + TYn

definiert wird (,,arithmetisches Modell*“). Durch Hinzufiigen der Axiome 14
bis 16 zu den Axiomen 1 bis 11, 17, 18 erhélt man den Begriff des n-dimensio-
nalen euklidischen (Punkt-)Raumes').

Es sei noch der n-dimensionale affine (Punkt-) Raum erwahnt, der durch die
Axiome 1 bis 7, 14 bis 18 definiert wird. Die G trie dieses Raumes heilit
affine Geomeirie.

Im n-dimensionalen euklidischen Raum koénnen fiir die Vektoren Opera-
tionen definiert werden, die den in diesem Artikel betrachteten analog sind.
Die Addition von Vektoren, die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl
und das Skalarprodukt von Vektoren wird bereits in der Definition des
n-dimensionalen euklidischen Raumes wesentlich verwandt; die sich auf diese
Operationen beziehenden Axiome fordern, daB die Eigenschaften dieser drei
Operati die gleichen bleiben wie im Fall der Ebene oder des (dreidimen-
sionalen) Raumes. Das Spatprodukt von Vektoren im n-dimensionalen euklidi-
schen Raum ordnet n Vektoren

a =@ 2, L af), = @P P, 2l e, = @, ),

1) Vgl. den Artikel iiber mehrdimensionale Riume in Band V der EdEM.
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die durch ihre Koordinaten beziiglich einer orthonormierten Basis gegeben
sind, die Zahl

M 2 2
(2) (2 (2)
z® 2 ... xf
@8y, @) =0T
™ af ..

zu. Aus den Eigenschaften der Determinanten (vgl. den Artikel ,,Vektorraume
und lineare Transformationen in Band ‘II der EdEM) folgt fiir das Spat-
produkt

(@, + b,,a,,...,a) = (a,,a,,..4a)+ (b, a, .. a),

(Aay, ay, ..., a,) = Aa,, a,, ..., a,)

sowie der Wechsel seines Vorzeich beim Vertauschen zweier beliebig

seiner vektoriellen Faktoren:

(@, a,,a,,...,8,)= —(a,, @y, @, ..,8,) = .

Das Vektorprodukt im n-dimensionalen euklidischen Raum wird auf folgende
Weise definiert: Je » — 1 Vektoren

ay = (@ ay L)), @y = (@ P, a®) Ly = (@Y, 2, L)

wird der Vektor

e, €, . €

PR 1)

) afh L af

@y, g o, = (=DM 2®) 2® g
2P afy L g

zugeordnet. Hier sind
e =(1,0,0,..,0),e=(0,1,0,..0),..e,=(0,0,..,01)

Vektoren, die eine orthonormierte Basis bilden.!) Die auf der rechten Seite

1) Es sei bemerkt, da wir hierbei fiir » = 2 (d. h. im Fall der Vektoren der Ebene) ein
»Vektorprodukt‘ erhalten, das jedem Vektor a mit den Koordinaten (z, y), d. h. jedem

Vektor @ = xi + yj, wobei i, j zaeinander orth le Einheitsvektoren sind, einen neuen
Vektor
iJ -
= Yl=cyita
ry

zuordnet, und zwar den Vektor mit den Koordinaten (—y, z). Den Vektor [a] erhilt man
aus dem Vektor a durch eine Drehung um einen Winkel von 90° von j nach i (vgl. 8. 381).
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stehende Determinante entwickelt man folgendermafBen nach der ersten Zeile :

2 2 L2 L S
o P La® | e z® 2P . a®
£ N £

.,vén-l) zg‘n-l) e ZDY R SN 201
2 2 L a2l
(2) (2) () (8)
z Pz g

+ e, 1 t] 4 n —_ .,

B I T )

Mittels der Eigenschaften der Determinanten leitet man leicht ab, daB
[a; + by, @y, ...,a,,] = [a,, @y, ...,a,,] + [b,, a,, ...,a,_,],
[Aa,, ay, ..., 8,_,] = Aa,, a,, ..., @,,]

gxlt aber auch, daB -das Vektorprodukt beim Vert hen zweier beliebi
seiner vektoriellen Faktoren in den entgegengesetzten Vektor iibergeht; )
gilt also z. B.

[a,, a5, a5, ...,0,,] = —[a,, @, a5, ..., q,,].
Es sei erwiahnt, daB aus den Definitionen des Spatproduktes, des Vek-
torproduktes und des Skalarproduktes die Beziehung

(@1, @y, @3, ..., a,) = aa,, a, ...,a,]
folgt (vgl. S. 363).
Alle diese Operationen fiir Vektoren konnen zur Herleitung von Sitzen

benutzt werden, die sich auf den n-di ionalen euklidischen Raum be-
ziehen.

Zum AbschluB geben wir noch ein Axi; y an, das ebenfalls eng mit dem Be-
griff des Vektors verkniipft ut und i in der d Math ik eine wichtige Rolle spielt.
Das Axi des euklidischen Vek (1 bis 11, 17, 18)
erhilt man aus dem Axi des n-di jionalen Vek (1 bis 7, 17, 18),
indem man die Axiome 8 bis ll die das Skalarprodukt einfiihren, hinzufiigt. Fugt mm
jedoch an Stelle der Axiome 8 bis 11 zu den Axiomen des Vek die nach

Axiome 8a bis 11a, die das Vektorprodukt beschreiben, hinzu, dann kommen wir zu
dem wichtigen Begriff der Lieschen Algebra. Als Liesche Algebra bezeichnet man eine
Menge, die den Axiomen 1 bis 7, 17, 18 und den folgenden vier Axiomen geniigt:

VI. Axiome der Lieschen Algebra

Jedem Paar von Vektoren a, b der Menge R ist ein Vektor ¢ = [a, b] zugeordnet, den
man das Gupere Produkt der Vel aund b ( hmal auch den K dieser
beiden Vektoren) nennt, wobei die nachstehenden Axiome 8a bis 114 erfiillt sind. (Vgl. die
Axiome 8a bis 11a mit den Axiomen 8 bis 11 auf S. 378; das neue Axiom 11a beschreibt
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jene Eig haft des hier betrachteten & Produktes, die an die Stelle des assoziativen
Gesetzes fiir die gewohnliche Mult.lphknwn von Zahlen tritt.))

8a. [a, b] = —[b, a] fiir beliebige Vektoren @, b.

9a. [@ + b, €] = [a, €] + [b, €] fiir beliebige Vektoren a, b, .

10a. [Aa, b] = A[a, b] fiir beliebige Vektoren a, b und jede reelle Zahl 4.
11a. [a, [b, €]] + [b, [¢, a]] + [e, [a, b]] = o fiir beliebige Vektoren a, b, c.

Die Menge aller Vekt: des dreidi jionalen Raumes bildet also beziiglich der vek-
toriellen Multiplikation (§ 5) eine Liesche Algebra.
Dle letztcn Bemerku.ngen sollten andeuten, da8 die in den gehenden Paragraph
.Vek hmetik‘ im Mittelpunkt vieler wichtiger Ideen der d

Mathematik steht.

1) Man leiche sie mit der J. hen Identitit, die fiir die vektorielle Multiplikation
der Vel des gewohnlichen R gilt (8. 365). ’
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W. G. ASCHKINUSE

VIELECKE UND VIELFLACHE



§ 1. Die grundlegenden Definitionen. Der Eulersche Satz

1.1. Ebene Vielecke. Unter einem Vieleck (Polygon), genauer einem ebenen
Vieleck, versteht man einen (ebenen) geschlossenen Streckenzug, d.h. eine
Menge von Strecken A,4,, AgA;, ..., 4,.,4,, A,A,, wobei A4,, 4,, ..., 4,
paarweise verschiedene Punkte der Ebene sind, die nicht alle auf einer Geraden
liegen. Die Punkte 4,, 4,, ..., 4, heien die Ecken und die oben aufgezahlten
Strecken die Seiten des Vielecks. Zwei Seiten, die eine gemeinsame Ecke

al) b) ¢ d)
4
4 4
T4
el fl 4 4 g/

Abb. 1

haben, heiflen benachbarte Seiten und zwei Ecken, die Endpunkte ein und
derselben Seite sind, benachbarte Ecken des Vielecks.

Offenbar ist in jedem Vieleck die Anzahl der Ecken gleich der Anzahl der
Seiten. Ein Vieleck kann nicht weniger als drei Ecken haben. Ein Vieleck mit
drei Ecken nennt man Dreieck, ein Vieleck mit vier Ecken Viereck usw.

Ein Vieleck heilt einfach, wenn je zwei Seiten dieses Vielecks nur dann
einen Punkt (inneren Punkt oder Endpunkt) gemeinsam haben, wenn sie
benachbart sind, und wenn zwei benachbarte Seiten des Vielecks auch nur
den gemeinsamen Endpunkt gemeinsam haben; andernfalls spricht man von
einem Vieleck mit Selbstiiberschneidungen. In Abb. 1a, b, ¢, d sind einfache
Vielecke und in Abb. le, f, g Vielecke mit Selbstiiberschneidungen abgebildet.
Man kann beweisen, daB jedes einfache Vieleck die Ebene so in zwei Gebiete
teilt, daBl zwei Punkte dann und nur dann demselben Gebiet angehéren, wenn
man sie durch eine stetige Kurve verbinden kann, die das gegebene Vieleck
nicht schneidet.!) Eines dieser Gebiete ist dadurch charakterisiert, daB es

1) Vgl. etwa das am SchluB des Kapitels angegebene Buch von A. D. ALEXANDROW [1].
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eine Gerade gibt, die ganz in ihm enthalten ist; es heiBt das AuBengebiet des
Vielecks. Das andere Gebiet wird das I gebiet des Vielecks genannt
(Abb. 2a, b; die I gebiete der Vielecke sind schraffiert). Mitunter bezeich-
net man auch das I gebiet eines Vielecks als Vieleck.?)

Ein Vieleck heiBt konvex, wenn beziiglich jeder seiner Seiten alle iibrigen
Seiten auf ein und derselben Seite der Geraden liegen, auf der die betrachtete
Seite liegt. Zum Beispiel sind die in Abb. 1a, b dargestellten Vielecke konvex,

a) hi
Abb. 2

wihrend die in Abb. l¢, d, e, f, g dargestellten Vielecke nicht konvex sind.
Man sieht leicht ein, daB jedes konvexe Vieleck einfach ist; die Umkehrung
hiervon gilt selbstverstandlich nicht: Es gibt einfache, nicht konvexe Vielecke
(vgl. Abb. 1¢, d).

1.2. Vielflache. Die Vielflache (Polyeder) sind die einfachsten geometrischen
Figuren des Raumes, genauso wie die Vielecke die einfachsten Figuren der
Ebene sind.

Unter einem Vielflach (Polyeder) versteht man eine Figur, die aus einer end-
lichen Anzahl von Vielecken (Seitenflichen oder kurz Flichen des Vielflachs
genannt) besteht, deren Lage im Raum folgenden Bedingungen unterworfen
ist:

1. Jede Seite einer jeden dieser Flichen ist Seite genau einer anderen Fliche
(die dann zur ersten Flache benachbart genannt wird).

2. Zu zwei beliebigen Flichen x und 8 kann eine Kette von Flachen «,,
&g, ..., & gefunden werden, so daB die Fliche x zu «,, die Fliche «, zu «,, ...,
die Fliche «, zu 8 benachbart ist.

1) Der Unterschied zwischen diesen beiden Definitionen des Vielecks besteht darin,
daB die erste Definition das Vieleck als Linie, die zweite aber als Teil der Ebene (d. h. als
Flichenstiick) auffat. Es ist natiirlich innig, danach zu fragen, welche dieser beiden
Definitionen ,,richtiger* ist; das hingt ganz davon ab, in welchem Zusammenhang der
Begnﬂ‘ ,,Vleleck“ verwendet wu‘d In dlesem Artikel ist es zweckmu[.hg, das Vieleck als

g ; dagegen werden in den Artikeln ,,Flichen-
und R inhalt* und ,,Zerl hheit von Vielecken und Vielflachen* in Band V
der EAEM die Vielecke besser als Teile der Ebene aufgefalt.
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3. Haben zwei Flichen « und § eine gemeinsame Ecke 4, so kann die Aus-
wahl der Flichen «y, «,, ..., %,, deren Existenz im vorangehenden Punkt
gefordert wurde, so getroffen werden, daB sie alle die Ecke A4 besitzen.!)

Die Seiten und die Ecken der Flachen eines Vielflachs heifien entsprechend
die Kanten und die Ecken des Vielflachs.

Betrachtet man die Seitenflichen eines Vielflachs als ebene Gebiete (das ist
dann méglich, wenn alle diese Seitenflich infache Vielecke sind), dann ist
das Vielflach nach der obigen Definition eine Fliche des Raumes. Dabei besagt
die erste Bedingung in der Definition des Vielflachs, daB diese Fliche keinen
»Rand* hat, d. h., sie ist geschlossen; die zweite Bedingung besagt, daB die

2o

Fliche ,,zusammenhingend‘ ist, d. h., sie zerfallt nicht in mehrere getrennte-
(geschlossene) Flachen ; schlieBlich werden durch die dritte Forderung als Viel-
flache solche Flichen ausgeschlossen, wie die in Abb. 3 abgebildeten Flachen,
d. h., bei denen in einer Ecke mehrere ,richtige* Ecken zusammenstofien.

Die einfachsten Beispiele fiir Vielflache sind die Prismen und die Pyramiden.
Ein Vielflach heil}t eine n-seitige Pyrumide, wenn eine seiner Seitenflachen (die
Grundfliche) ein n-Eck ist und die iibrigen Seitenflichen Dreiecke mit einer
gemeinsamen Ecke sind, die nicht in der Ebene der Grundfliche liegt (Abb. 4).
Die dreiseitige Pyramide nennt man auch Tetraeder. Ein Vielflach heifit ein
n-seitiges Prisma, wenn zwei seiner Seitenflichen (die Grundflichen) kongruente
(nicht in einer Ebene liegende) n-Ecke sind, die durch eine Parallelverschiebung
miteinander zur Deckung gebracht werden konnen, und als weitere Seiten-
flichen die Parallelogramme genommen sind, die durch die einander ent-
sprechenden Seiten der n-Ecke und die Verbindungsstrecken ihrer gegeniiber-
liegenden Eckpunkte gebildet werden (Abb. 5).

1) Das Vielflach kann ebenfalls auf verschiedene Weise definiert werden: Man kann es
sich als ,,Flache** (Oberfliche) 1l ihrend es in and Z h (z. B.
in den oben zitierten Artikeln) zweckmiiBiger als ,,Teil des Raumes* (Kérper) aufgefaSt
wird.
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Ein Vielflach heiBt einfach, wenn

1. alle seine Flichen einfache Vielecke sind ;

2. keine zwei nicht benachbarten Flichen des Vielflachs einen Punkt (inneren
Punkt oder Randpunkt) gemeinsam haben, auBler evtl. einen Eckpunkt des
Vielflachs;

3. zwei benachbarte Flichen nur ihre gemeinsame Kante gemei haben.

Jedes einfache Vielflach teilt in dem oben fiir Vielecke beziiglich der Ebene
erklirten Sinn den Raum in zwei Gebiete. Eines dieser Gebiete ist dadurch
gekennzeichnet, daB es eine Ebene gibt, die ganz in ihm enthalten ist; es heiBt
das AuBengebiet des Vxelﬂuchs Das andere Gebiet heiBt das Innengebiet des
Vielflachs. Mitunt ichnet man auch das Innengebiet eines Vielflachs als
Vielflach.

Ein Vielflach hei8t konvex, wenn alle seine Ecken, die einer beliebigen seiner
Flachen nicht angehéren, auf ein und derselben Seite der Ebene dieser Fliche
liegen. Man kann leicht zeigen (wir iiberlassen es dem Leser), daB jedes kon-
vexe Vielflach einfach ist und alle seine Flachen konvexe Vielecke sind.!)

1.3. Der Eulersche Satz. Wir wollen uns nun der Frage nach der Anzahl der
Ecken, Kanten und Flichen eines Vielflachs zuwenden. Fir das Vieleck war
diese Frage leicht zu beantworten: Die Anzahl s der Seiten eines Vielecks ist
stets gleich der Anzahl e seiner Ecken

s=e¢ oder s —e=0,

wobei es Vielecke mit einer beliebigen Anzahl » 2 3 von Ecken (und Selten)
gibt. Fir Vielflache 1st Wle scl\on die emfa.chsten Bemple]e (Abb. 6a-e) zeigen,
die Situation tli ter. Bezeichnen wir die Anzahl der Flachen,
Ecken und Kanten eines Vielflachs entsprechend mit f, e und k, so erhalten
wir fiir die in Abb. 6 dargestellten Vielflache die Tabelle 1.

Tabelle 1

Vielflach f e k
dreiseitige Pyramide (Abb. 6a) 4 4 6
vierseitiges Prisma (Abb. 6b) 6 8 12
fiinfseitige Doppelpyramide (Abb. 6¢) 10 7 15
Elfflach (Abb. 6d) 11 11 20
Zwolfflach (Abb. 6e) 12 18 28

1) Es gibt auch andere (den hier angefiihrten iquivalente) Definiti fiir

Vielecke und Vielflache. Man kann z B das konvexe Vlelﬂuch als eine (beschmnkte und
innere P nkte enthaltende) Me: jeren, die sich als Durchschnitt einer endlichen

Anzahl von Halbriiumen darstellen 1d8t, oder u]s »konvexe Hiille** einer endlichen Menge
von Punkten (der Ecken). Vgl. hierzu den Artikel ,,Konvexe Figuren und Kérper* in
Band V der EdEM.
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Um eine allgememe, die Anzahl der Flachen, Ecken l.md Kanten eines Viel-
flachs verkniipfende GesetzmaBigkeit h fi trachten wir die Pris-
men und die Pyramiden etwas eingeh . Fir das n-seitige Prisma ist
f=n+2 e= on, k=3n und fir dxe n-seltxge Pyramide f =12 + 1,

al b) ¢/ V/

dl e) ,

Abb. 6

e=mn+ 1, k = 2n. VergroBert man die Zahl » um 1, aann erh6ht sich beim
Prisma die Anzahl der Flichen um 1, die Anzahl der Ecken um 2, die Anzahl
der Kanten um 3 und bei der Pyramide entsprechend um 1, 1 und 2. Unver-
andert bleibt dabei die Differenz (e + f) — k; sie ist fiir

jedes n gleich 2. Damit ist fir Prismen und Pyramiden ~N—
eine Beziehung zwischen den Zahlen f, ¢ und ¥ gefunden:
f+e—k=2. 1)
Der Leser kann unter Verwendung der oben an- /

gefithrten Tabelle leicht nachpriifen, da die gleiche
Beziehung auch fiir die in Abb. 8¢, d, e dargestellten
Vielflache erfiillt ist. Wir zeigen nun, daB sie fiir eine
iiberaus weite Klasse von Vielflachen gilt.

Zu diesem Zweck sei bemerkt, daB man komplizier- Abb. 7
tere Vielflache aus einfacheren dadurch erhalten kann,
daB man diese an gleichen (kongruenten) Flachen ,,aneinanderfiigt* (vgl. z. B.
Abb. 7). Wir kldren zunachst, was mit der GréBe f + e — k geschieht, wenn
wir an ein gegebenes Vielflach irgendein anderes ,,anfiigen*. Vorerst beschrin-
ken wir uns dabei auf den Fall, daB dieses zweite Vielflach das einfachste aller
Vielflache, das Tetraeder ist.
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Es sei also eine (dreieckige) Fliache des Vielflachs ¥ mit einer zu ihr gleichen
Fliche ABC des Tetraeders ABCD so zur Deckung gebracht (Abb. 8), daB
dabei die Ecke D des Tetraeders mit keiner der Ecken des Vielflachs V zu-
sammenfallt. Die Anzahl der Ecken gegeniiber der des Vielflachs V erhoht

Abb. 8 Abb. 9

sich dabei im allgemeinen um 1 (die Ecke D wurde hinzugefiigt), die Anzahl
der Flachen erhoht sich um 2 (es wurden drei neue Flichen hinzugefiigt, aber
eine Fliche, namlich die, die mit der Fliche 4 BC zur Deckung gebracht wurde,

geht ﬂ]oren), und die Anzahl der Kanten erhéht sich um 3 (die Kanten 4D,
BD, CD wurden hinzugefiigt). Folglich éndert sich die GroBe f + e — k nicht,

Abb. 10

so daB, falls die Beziehung (1) fiir das urspriingliche Vielflach V erfiillt war,
diese auch fiir das erhaltene Vielflach gilt. Unser Ergebnis behilt aber seine
Giiltigkeit auch dann, wenn irgendeine Fliche des Tetraeders mit der benach-
barten Flache des Vielflachs V in eine Ebene zu liegen kommt und zusammen
mit dieser Fliche eine Fliche des erhaltenen Vielflachs bildet (Abb. 9). Dann
hat das erhaltene Vielflach eine Fliche weniger als oben allgemein angegeben
wurde, dafiir fillt aber auch eine Kante weg, so daB sich das nicht auf den Wert
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der GroBe f + e — k auswirkt. Das gleiche darf bei zwei oder sogar drei
Flachen des Tetraeders eintreten.

Auf dhnliche Weise kann man leicht nachpriifen, daB man dasselbe Ergeb-
nis erhdlt, wenn das Tetraeder so angefiigt wird, dal nicht eine, sondern zwei
(Abb. 10a) oder drei (Abb. 10b) Flichen mit Flachen des Vielflachs V zur
Deckung gebracht werden.

Unsere Uberlegungen zeigen, daB fir eine hinreichend weite Klasse von
Vielflachen, auf jeden Fall fiir alle konvexen Vielflache, die Beziehung (1)
gilt. Wenn wir némlich im Innern eines beliebigen konvexen Vielflachs V

einen beliebigen Punkt O wihlen und diesen mit allen Ecken des Vielflachs
verbinden, dann zerlegen wir dieses Vielflach in eine gewisse Anzahl von
Pyramiden mit der gemeinsamen Ecke O (Abb. 11), die ihrerseits wiederum
leicht in dreiseitige Pyramiden, also Tetraeder, (mit derselben Ecke 0) zerlegt
werden kénnen. Wir gehen nun von einem der erhaltenen Tetraeder aus und
fiigen an dieses der Reihe nach die #brigen an,!) bis wir das urspriingliche
Vielflach V erhalten. Weil sich bei jedem Schritt die Gro8e f + ¢ — k nicht
dndert, ihr Wert aber fiir das erste Tetraeder 2 betrug, gilt auch fir das Viel-
flach V

f+e—k=2. (1)

1) Man muB allerdings bei diesem ,,Aneinanderfiigen'‘ von Tetraedern etwas vorsichtig
sein; man muB nidmlich darauf achten, daB beim Anfiigen des nichsten Tetraeders an
eine Seitenfliche die dieser Seitenfliche g iiberliegende Ecke des Tetraeders nicht dem

bereits konstruierten Vielflach angehort. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dal man
die Tetraeder so nacheinander anfiigen kann, daB diese Bedingung jedesmal erfiillt ist;
vir iiberlassen dies dem Leser.
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Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:
Satz 1 (EuLERscher Satz). Fiir jedes konvexe Vielflach gilt
f+e—Fk=2.

Wie jedoch aus dem angefiihrten Beweis des Evul hen Satzes ersichtlich
ist, muB seine Giiltigkeit auch fiir viele nichtkonvexe Vielflache bestehen

[

%/

// -~ I

Abb. 12

bleiben. Wir gehen daher etwas ausfiihrlicher auf die Frage nach den natiir-
lichen Grenzen der Giiltigkeit der Beziehung (1) ein.

Es ist leicht einzusehen, da man auch jedes einfache Vielflach in Tetraeder
zerlegen kann (genauso, wie man jedes einfache Vieleck in Drejecke zerlegen
kann). Dennoch ist die Beziehung (1) nicht fiir alle Vielflache erfiillt. Das liegt
daran, daB beim Zusammensetzen eines Vielflachs aus Tetraedern fiir die
Unverénderlichkeit der GroBe f + ¢ — k notwendig ist, daB jedesmal, wenn
ein Tetraeder an eine Flache angefiigt wird, die ihr gegeniiberliegende Ecke
nicht mit einer der Ecken des bereits konstruierten Teils des Vielflachs zu-
sammenfallen darf. Es gibt aber Vielflache, bei denen beim Zusammensetzen
ein derartiges Zusammenfallen von Ecken nicht vermieden werden kann; ein
solches Vielflach zeigt die Abb. 12a (vgl. auch Abb. 12b, c). Fir dieses Viel-
flach ist, wie man leicht nachzihlt,e + f — k = 12 + 12 — 24 = 0.
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Es diirfte anschaulich klar sein, daB ein (einfaches) Vielflach dann und nur
dann auf die von uns benstigte Weise aus Tetraedern zusammengefiigt werden
kann, wenn es keine durchgehenden ,,Lécher* hat, d. h., wenn es nicht ,,ring-
formig* ist wie das Vielflach, das die Abb. 12a zeigt, und auch keine solchen
,ringformigen‘ Teile besitzt. Solche Vielflache, die keine durchgehenden
,,Locher** haben, heien Vielflache vom Qeschlecht Null. Der EuLERsche Satz

kann damit in der nachstehenden allgemeineren Formulierung ausgesprochen
werden :!)
Satz 2. Fiir jedes Vielflach vom Geschlecht Null gilt
f+e—k=2.

Die Zahl f + e — k heiBt die EuLERsche Zahl des Vielflachs. Wir haben sie
fiir die Vielflache vom Geschlecht Null gefunden.

1.4. Die Anzahl der Ecken, Kanten und Flichen eines Vielflachs vom
Geschlecht griBer als Null. Wir betrachten nun Vielflache, deren Geschlecht
von Null verschieden ist. Jedes einfache Vielflach, das kein Vielflach vom
Geschlecht Null ist, hat ein oder mehrere durchgehende ,,Locher* (geschlossene
»Ringe*). Die Anzahl dieser durchgehenden ,,Lécher (oder geschlossenen
,,Ringe*) nennt man das Geschlecht des Vielflachs. Die Vielflache vom Ge-
schlecht 0 wurden bereits oben betrachtet; uns begegnete auch schon ein Bei-
spiel fiir ein Vielflach vom Geschlecht 1 (vgl. Abb. 12a); Beispiele fiir Viel-
flache vom Geschlecht 2 und 3 zeigen die Abb. 13a, b, c.

Ein Vielflach vom Geschlecht 1 kann man aus zwei Vielflachen vom Ge-
schlecht 0 erhalten, indem man sie an zwei nichtbenachbarten Flichen anein-
anderfiigt (Abb. 14a); ein Vielflach vom Geschlecht 2 kann man aus einem
Vielflach vom Geschlecht 1 erhalten, indem man ihm in gleicher Weise ein
Vielflach vom Geschlecht 0 anfiigt (Abb. 14b); ein Vielflach vom Geschlecht 3
kann man auf gleiche Weise aus einem Vielflach vom Geschlecht 2 erhalten
(Abb. 14¢). Im allgemeinen kann man ein Vielflach vom Geschlecht p + 1 aus
einem Vielflach vom Geschlecht p erhalten, indem man an zwei nichtbenach-
barten Flachen ein Vielflach vom Geschlecht 0 anfiigt. Kldren wir, wie sich
bei dieser Operation die EvLERsche Zahl des Vielflachs verdndert: An ein
beliebiges Vielflach V,, das f, Flachen, e, Ecken und k, Kanten hat, sei ein
Vielflach ¥, vom Geschlecht 0 angefiigt, das f; Flichen, e, Ecken und k; Kanten
hat (vgl. Abb. 14). Dabei wurde die m-eckige Fliche «, des Vielflachs V; mit
der Fliache x, des Vielflachs ¥, und die n-eckige Fliche f; von V, mit der

1) Eigentlich miBte man bei unserer Darlegung die Beziehung f+ ¢ —k =2 als
Definition der Vielflache vom Geschlecht Null auffassen (denn eine Definition, was genau
durchgehende ,,Locher sind, und ein Beweis der Beziehung f + ¢ — k = 2 fiir Vielflache,
die keine durchgehenden Locher haben, wurde von uns nicht gegeben). Eine exakte Defi-
nition der ,,Anzahl der durchgehenden Lécher* und Bewelse der Sitze 2 und 3 erhilt man
erst mit den Hilfsmitteln einer hoh hen Disziplin, der t

Topologie.
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Fliche B, von ¥V, zur Deckung gebracht. Dann hat das erhaltene Vielflach ¥

f=h+f—-4 2)

Flachen. (Flichen des Vielflachs V sind die samtlichen Flachen der Vielflache

¥, und V, mit Ausnahme der Flichen «,, &, B, f;.) Die Anzahl der Ecken
des Vielflachs V ist gleich

e=¢ +e —m—n. 3)

(Ecken des Vielflachs V sind die samtlichen Ecken des Vielflachs ¥, sowie die

samtlichen Ecken des Vielflachs ¥, mit Ausnahme der m Ecken der Fliche x,

und der n Ecken der Fliche f,.) SchlieBlich betriigt die Anzahl der Kanten des
Vielflachs V'
k=k +ky—m—n. (3)

Aus den Gleichungen (2), (3), (3') findet man leicht die EvLERsche Zahl
des Vielflachs V':

[+e—k=(i+er—=k)+ o+ e — k) — 4.
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Da das Vielflach ¥, vom Geschlecht 0 ist, folgt hieraus nach Satz 2
fre—k=(f+e—k) -2

Die Eurkrsche Zahl eines Vielflachs verringert sich also um 2, wenn sein
Geschlecht um 1 erhoht wird. Beachtet man noch, daB die EvLErsche Zahl

eines Vielflachs vom Geschlecht 0 gleich 2 ist, so gelangt man zu folgender
allgemeinen SchluBfolgerung:

Satz 3. Fiir jedes einfache Vielflach beliebigen Geschlechis p gilt die Beziehung
f+e—-k=2-2p.
Insbesondere gilt fiir Vielflache vom Geschlecht 1

[+e—k=0;
fiir Vielflache vom Geschlecht 2 gilt

|+e—k=-2
usw.

Durch unsere Uberlegungen kann man natiirlich den Satz 3 keinesfalls als
vollstindig bewiesen ansehen, da nicht bewiesen wurde, daB jedes Vielflach
vom Geschlecht p auf die oben angegebene Weise aus einem Vielflach vom
Geschlecht p — 1 erhalten werden kann. Man kann zeigen, daB dies wirklich
zutrifft, falls man eine gewisse Deformation des Vielflachs zuldBt, die die
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Anzahl seiner Flachen, Ecken und Kanten nicht dndert; wir kénnen darauf
jedoch nicht eingehen.?)

L.5. Ein anderer Beweis des Eulerschen Satzes. Wir wollen noch einen zweiten
(,,topologischen*) Beweis des EULERschen Satzes geben. Dieser Beweis wird
uns zu einer Verallgemeinerung des EuLgrschen Satzes (Satz 5 und die Fol-
gerung daraus) fithren, die wir spiter beim Beweis eines Satzes von CAUCHY
verwenden werden.

Es sei V ein konvexes Vielflach. Wir wihlen in seinem Inneren einen beliebigen
Punkt O und betrachten eine Sphire S mit dem Mittelpunkt O, die das Viel-
flach V ganz umschlieBt. Sodann projizieren wir vom Punkt O aus das Vielflach V
auf die Sphire S. Bei dieser Projektion geht jede Ecke A des Vielflachs V'
in einen Punkt 4’ der Sphire S iiber; diese Punkte auf S nennen wir gleich-
falls ,,Ecken®. Ist AB eine Kante des Vielflachs V, so geht sie bei der Pro-

jektion in den Bogen 4B eines GroBkreises auf der Sphire S iiber, wobei 4’
und B’ die ,,Ecken‘ sind, in die die Punkte 4 und B bei der Projektion

iibergehen. Jeden derartigen Bogen A'B’ nennen wir eine ,,Kante*“ auf der
Sphare S.

Bei der genannten Projektion des Vielflachs V erhalten wir also auf der
Sphare 8 ein Netz, das aus ,, Kanten und ,,Ecken* besteht, wobei offensi
lich die Anzahl der ,,Kanten und die Anzahl der ,,Ecken‘‘ dieses Netzes
entsprechend gleich der Anzahl der Kanten und der Anzahl der Ecken des
Vielflachs ¥ ist. Dieses Netz zerlegt die Sphire S in Teile (spharische Viel-
ecke), die wir ,,Flichen* nennen wollen. Jede Fliche des Vielflachs V wird
offenbar auf eine ,,Fliche‘* auf der Sphare S projiziert, woraus sich ergibt, daf
die Anzahl der ,,Flichen®, in die die Sphére § durch das Netz der ,, Kanten*
und ,,Ecken* zerlegt wird, gleich der Anzahl der Flachen des Vielflachs V ist.
Auf der Sphare S haben wir also ¢ ,,Ecken*, k ,,Kanten‘ und f ,,Flichen*,
und der EvLERsche Satz wire bewiesen, wenn wir zeigen kénnten, daB die
Beziehung ¢ — k + f = 2 fiir jedes Netz auf einer Sphare gilt.

Diese Beziehung gilt nun aber gar nicht fiir jedes auf eine Sphire S
aufgezeichnete Netz von , Kanten‘ und , Ecken*. Sie gilt jedoch fiir Netze,
die durch Projektion konvexer Vielflache erzeugt werden, weil solche Netze einige

Eigenschaften besitzen, die die Giiltigkeit dieser Beziehung gewahr-
leisten.

Wir geben zunichst eine genaue Definition des Netzes. Unter einem Bogen-
zug auf einer Sphdre § verstehen wir einen nichtgeschlossenen Kurvenzug, der
aus GroBkreisbogen zusammengesetzt ist und sich nicht selbst iiberschneidet
(Abb. 15). Unter einem Nefz auf der Sphire S verstehen wir eine endliche

1) Einen anderen Zugang zur Definition des Geschlechts eines Vielflachs und zum Beweis
des EuLERschen Satzes findet man z. B. in dem Buch von J. HADAMARD [4], das am Schlufl
dieses Artikels zitiert ist.
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Menge von Punkten (,,Ecken‘‘) und Bogenziigen (,,Kanten‘) auf S, die folgende
Eigenschaften hat:

a) an jede ,,Ecke‘* schlieBt sich wenigstens eine , Kante* an;
b) beide Endpunkte jeder ,,Kante* sind ,,Ecken*;
c) zwei beliebige ,,Kanten‘“ haben entweder keinen Punkt gemein, oder sie

haben genau einen oder genau zwei gemeinsame Punkte, die zugleich End-
punkte der ,,Kanten‘ sind.

Es ist klar, daB wir bei jeder Projektion der Ecken und Kanten eines Viel-
flachs ¥ vom Punkt O auf die Sphire S ein Netz auf der Sphire § erhalten.

Abb. 18

Dieses Netz hat aber nicht nur die Eigenschaften a), b), c), sondern noch viele
andere; z. B. treffen bei ihnen in jeder ,,Ecke‘‘ nicht weniger als drei ,,Kanten“
zusammen. Die fiir uns vnchtlgsbe Eigenschaft des durch Projektion eines
Vielflachs erzeugten Netzes ist sein Z h Das bedeutet, daB man
durch Fortbewegung langs der , Kanten* des Netzes von einer beheblgen
»Ecke zu jeder anderen ,,Ecke* gelangen kann. Das in Abb. 16 abgebildete
Netz ist nicht zusa hangend. Ein nicht hingendes Netz besteht
aus mehreren zusammenhingenden Teilen (Komponenten); so besteht z. B.
das in Abb. 16 dargestellte Netz aus drei Komponenten. Wir erhalten also
durch Projizieren eines Vielflachs V auf eine Sphére § stets ein-zusammen-
héngendes Netz auf dieser Sphire.

Es sei N ein beliebiges Netz auf der Sphire S. Wir bezeichnen mit e die
Anzahl seiner ,,Ecken*, mit k die Anzahl seiner ,, Kanten* und mit f die Anzahl
der Gebiete (,,Flichen*), in die das Netz N die Sphére zerlegt. Die Zahl
e — k + f nennen wir die EvLERsche Zahl des Netzes N.

Wir beweisen nun den nachstehenden Satz, aus dem sofort der EvLERsche
Satz folgt:

Satz 4. Fiir jedes zusammenhingende Neiz N auf einer Sphire S ist die
EvvrErsche Zahl gleich zwes.
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Beweis. Wir bezeichnen mit I, irgendeine Kante des Netzes N. Mit I; be-

zeichnen wir eine Kante, die mit [, igstens einen gemeinsamen Endpunkt
hat. (Eine solche Kante gibt es, denn wenn es keine gibe, die an I, anschlieBt,
wire das Netz N nicht hiingend.) Mit I, bezeichnen wir eine Kante,

die mit mindestens einer der Kanten I;, I, einen gemeinsamen Endpunkt hat.
Dann wihlen wir eine Kante I,, die mit wenigstens einer der Kanten I,, I, I3
einen gemeinsamen Endpunkt hat, usw. Auf diese Weise numerieren wir alle
Kanten: I, Iy, ..., I;.

Das Netz, das aus den Kanten /,, l,, ..., I (k¥ < ¢) und allen Endpunkten
dieser Kanten besteht, bezeichnen wir mit N,. Damit erhalten wir auf der
Sphire § Netze N,, Ny, ..., N, (wobei das Netz N, offenbar mit N iberein-
stimmt). Wegen des Numerierungsverfahrens fiir die Kanten ist jedes dieser
Netze zusammenhingend.

Durch vollstindige Induktion beweisen wir, daB die EuvLERsche Zahl jedes
dieser Netze N,, N, ..., N, gleich 2 ist. Fiir das Netz N, ist das offensichtlich:
Es besitzt eine Kante I,, zwei Ecken und eine Flache, und deshalb ist

e—k+f=2-1+1=2,

Es sei bereits bewiesen, daB fiir das Netz N, (¥ < g) die EvLERsche Zahl
gleich 2 ist. Man erhalt das Netz N, aus N, durch Hinzufiigen der einen Kante
l41- Deshalb erhalten wir, wenn wir mit k, die Anzahl der Kanten des Netzes
Ny und mit k,, die Anzahl der Kanten des Netzes N, bezeichnen,

krp = ki + 1.

Auf Grund des Numerierungsverfahrens fiir die Kanten ist wenigstens ein
Endpunkt der Kante [, Ecke des Netzes N,. Es konnen nun folgende beiden
Falle eintreten:

I. Beide Endpunkte der Kante l,,, sind Ecken des Netzes Nj.
II. Nur ein Endpunkt der Kante [, ist Ecke des Netzes N

Wir betrachten diese Fille getrennt.

Fall I. Wenn beide Endpunkte der Kante },.,, Ecken des Netzes Ny sind,
ist die Anzahl der Ecken e, des Netzes N,, gleich der Zahl der Ecken ¢,
des Netzes N,:

€y = €.

Ferner liegt die Kante [;.,, ganz in einer Fliche des Netzes N} (weil diese Kante
mit N, aufler den Endpunkten keine anderen Punkte gemeinsam hat). Wir
bezeichnen diese Fliche mit F. Es ist klar, daB die von F verschiedenen Flichen
des Netzes N, beim Anfiigen der Kante l,,; unverdndert bleiben, d. h., sie
bleiben auch Flachen fiir das Netz N,,,. Solcher Flichen gibt es f;, — 1, wenn
fi die Anzahl der Flichen des Netzes N, bezeichnet. Wir zeigen nun, daB die
Fliche F beim Anfiigen der Kante I, in zwei Flichen zerlegt wird, woraus
sich er]gibl‘, daB die Anzahl fy,, der Flichen des Netzes N,,, gleich (f, ~ 1) + 2
ist, d. h.
fror = + 1.
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Dazu ziehen wir einen Bogenzug, der die Kante i, schneidet, und wihlen
auf ihm innerhalb F zwei auf verschiedenen Seiten dieser Kante gelegene
Punkte P, @ (Abb. 17; auf dieser Zeichnung ist die Flache F schraffiert). Es
sei R ein beliebiger Punkt der Fliche F, der nichu auf der Kante [, liegt.
Wir ziehen in der Fliche F vom Punkt R zu irgendeinem Punkt 7' der Kante
l;4; einen Bogenzug und wihlen auf ihm noch vor dem Punkt T' einen nahe
bei 7' gelegenen Punkt 7. Jetzt konnen wir, vom Punkt 7" ausgehend, dicht
an der Kante [, entlang entweder zum Punkt P oder zum Punkt @ gelangen
(Abb. 17, die punktierte Linie). Also kann jeder Punkt R der Fliche F, der
nicht auf der Kante [, liegt, entweder mit dem Punkt P oder mit dem

Abb. 18

Punkt @ durch einen Bogenzug verbunden werder:, der l,, nicht schneidet.
Also wird F' vom Bogenzug I}, in nicht mehr als zwei Flachen geteilt (in eine,
die den Punkt P, und eine, die den Punkt @ enthalt).

Ist es aber nicht moglich, daB die Punkte P und @ auf derselben Flache
liegen (d. h. durch einen Bogenzug miteinander verbunden werden konnen,
der das Netz N, nicht schneidet) und wir somit beim Anfiigen der Kante I,
aus der Flache F nur eine Fliche des Netzes N, erhalten? Wir wollen zeigen,
daB das unmdglich ist: Gabe es einen Bogenzug, der die Punkte P und @ mit-
einander verbindet und das Netz N, nicht schneidet, so wiirde dieser Bogen-
zug mit dem Bogenzug PQ eine geschlossene Linie 4 bilden, die das Netz N,
nicht schneidet (Abb. 18). Diese geschlossene Linie zerlegt die,Sphire S in
zwei Gebiete,!) wobei die Endpunkte der Kante [, in verschiedenen Gebieten
liegen, da die Kante [, die Linie A einmal schneidet. Weil andererseits die
Endpunkte der Kante l;,, dem Netz N, angehoren, ergibt sich, daB das

1) Hier benut: wir den sog JorpaNschen Kur : Jede geschl
Kurve, die sich nicht selbst iiberschneidet und auf einer Sphiire (oder in der Ebene) liegt, zer-
legt die Oberfliche der Sphdre (bzw. die Ebene) in zwei Gebiete. Den Beweis des JoRDANschen
Satzes findet man fiir den Spezialfall eines geschl Streck ges z. B. im Buch von

A. D. ALExaNDROW [1).
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Netz N, Ecken hat, die in verschiedenen Gebieten der Linie 4 liegen. Das steht
jedoch im Widerspruch dazu, daB das Netz N, zusammenhingend ist und die
geschlossene Linie 4 nicht schneidet. Also konnen die Punkte P und @ nicht
durch einen Bogenzug miteinander verbunden werden, der N, nicht schneidet.
Die Kante ;,, zerlegt also die Flache F in genau zwei Teile.

Wir kennen nunmehr die Anzahl der Kanten, der Ecken und der Flachen
des Netzes Ny, und kénnen seine EvLERsche Zahl bestimmen :

kst — Kigr + frar = & — (b + 1) + (f + 1) = & — ki + fi.

Die EvLersche Zahl des Netzes Ny, ist also gleich der EvrERschen Zahl des
Netzes N, d. h. nach Induktionsannahme gleich 2.

Fall II. Wenn nur ein Endpunkt der Kante l,,;, dem Netz N angehort
(Abb. 19), tritt beim Hinzufiigen dieser Kante eine neue Ecke auf, d. h., es
ist

Cepy =6 + 1.
Die Anzahl der Flachen dndert sich nicht:
fierr = fis

weil die Kante [,, ganz in einer Flache F des Netzes N liegt und diese Fliche
nicht teilt. Somit gilt

Cpr — bipy + o = (@ + 1) ~ (e + 1) + fo = & — b + f = 2.

Damit ist der Induktionsbeweis vollendet und Satz 4 bewiesen. Gleichzeitig
erhielten wir damit einen neuen Beweis des EULERschen Satzes.

Wie aber wird der Sachverhalt fiir nicht zusammenhangende Netze sein?
Eine Antwort auf diese Frage gibt der folgende

Satz 5. Besteht ein Netz N auf einer Sphéire S aus m Komponenten (m 2 1),
80 18t seine EULERsche Zahl gleich m + 1.

Beweis. Ist m = 1, d. h. das Netz N zusammenhangend, so gilt die Beh
tung des Satzes 5 (vgl. Satz 4). Wir nehmen nun an, Satz 5 sei fiir m < m,
bereits bewiesen, und betrachten irgendein Netz N, das m, Komponenten hat.
Eine der Komponenten des Netzes bezeichnen wir mit N’ und den restlichen
Teil des Netzes N mit N"'. Dann hat das Netz N'' nur m, — 1 Komponenten,
und seine EvLERsche Zahl ist nach Induktionsannahme gleich m,, d. h.

e -k + f// = m,,

wenn e’ k”, {’’ die Anzahl der Ecken, der Kanten und der Flachen des Netzes N'’
bezeichnen. Es seien ferner I, I, ..., l, die samtlichen Kanten des Netzes N’,
und zwar so numeriert, daB die Kanten [, l,, ...,J bei beliebigem &
(=1, ..., q) ein zusammenhéangendes Netz bilden (vgl. den Beweis von Satz 4).
Wir bezeichnen mit N) (k = 1, ..., ¢) das Netz, das aus dem Netz N'' und
den Kanten l,, ..., besteht; offenbar stimmt das Netz Ny mit N iiberein.
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Ohne jede Anderung kann auch hier der beim Beweis des Satzes 4 angewandte
InduktionsschluB durchgefiihrt werden, und wir erhalten, daB alle Netze
NY, ..., N}/ dieselbe EvrErsche Zahl haben. Das Netz Ny erhilt man aber aus
N’ durch Hinzufiigen einer Kante l,, die mit N'’ keine gemeinsamen Ecken hat
(Abb. 20). Daher &ndert sich beim Ubergang von N’ zu Ny die Anzahl der

Abb. 20

Flachen nicht, die Anzahl der Kanten erhoht sich um 1 und die Anzahl der
Ecken um 2. Folglich wird die EvLErsche Zahl des Netzes Ni' und damit
auch die des Netzes Ny = N durch

€ +2) =k +1)+f' =" =k +f)V+1=my+1
gegeben. Damit ist Satz 5 bewiesen.
Folgerung. Fiir jedes Netz auf einer Sphére gilt die Ungleichung
e—k+f22,
d. h., die EvLErsche Zahl keines Netzes auf einer Sphére ist kleiner als 2.

§ 2. Der kombinatorische (topologische) Typ eines Vielflachs.
Der 8atz von Steinitz

2.1. Kombinatorische Eigenschatten der Vielflache. Isomorphie. Bexr vielen
Fragen der Theorie der Vielflache sind nicht die Form oder die AusmaBe der
Flachen eines betrachteten Vielflachs von Bedeutung, sondern nur die Anzahl
der Seiten jeder einzelnen Flache und das allgemeine Schema der Verheftung
der Flachen zum Vielflach. In diesen Bereich als ganzen gehért z. B. die Frage
nach dem Zusammenhang zwischen der Anzahl der Flachen, der Ecken und
der Kanten eines Vielflachs, die im vorangehenden Paragraphen behandelt
wurde, Die Eigenschaften eines Vielflachs, die allein das Verheftungsschema
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seiner Fliachen betreffen, heiBen kombinatorische oder topologische Eigenschaften
des Vielflachs. Die iibrigen Eigenschaften eines Vielflachs heiBen seine mefri-
schen Eigenschaften; in diesem Sinne sind z. B. das MaB der Oberfliche, der
Rauminhalt, die GréBe der Winkel zwischen den Kanten oder Seitenflichen
metrische Eigenschaften.

Exakter konnen die kombinatorischen Eigenschaften mit Hilfe des Begriffs
der Isomorphie charakterisiert werden. Vielflache heien zueinander isomorph,
wenn man zwischen den Ecken, Kanten und Flachen des einen Vielflachs und
den Ecken, Kanten bzw. Flichen des anderen Vielflachs eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung herstellen kann, so daB inzidierenden Ecken, Kanten und
Flachen des ersten Vielflachs jeweils inzidierende Ecken, Kanten und Flichen
des zweiten Vielflachs entsprechen.!) In diesem Sinne sind z. B. das dreisei-

N
aay=
Abb. 21

tige Prisma, der dreiseitige Pyramidenstumpf und das Walmprisma (Abb. 21)
einander isomorph. Man sagt von isomorphen Vielflachen auch, daB sie Viel-
flache desselben kombinatorischen (oder topologischen) Typs sind.

Kombinatorische Eigenschaften eines Vielflachs sind dann genau alle jenen
Eigenschaften, die mit einem Vielflach auch jedem zu ihm isomorphen Viel-
flach eigen sind, d. h. die Eigenschaften eines ganzen kombinatorischen Typs
von Vielflachen.

Bei der Untersuchung der kombinatorischen Eigenschaften eines Vielflachs
kann man von einem beliebigen zu ihm isomorphen Vielflach ausgehen, d. h.,
wir brauchen das Vielflach nur bis auf Isomorphie zu charakterisieren. Dazu
geniigt es, alle seine Ecken 4, B, C, ..., seine Kanten a, b, c, ... und seine Fla-
chen «, B, y, ... aufzuzihlen und die zwischen diesen bestehenden Inzidenzen
anzugeben. Dabei miissen natiirlich gewisse Bedingungen erfiillt sein, die sich
unmittelbar aus den in- § 1 angefithrten Definitionen des einfachen Vielecks
und des einfachen Vielflachs sowie aus der geometrischen Bedeutung der
Inzidenzbeziehung ergeben (wir bezeichnen im folgenden die Inzidenzbe-
ziehung mit dem Zeichen ~ ; z. B. bedeutet also x ~ 4, daB die Fliche x mit
der Ecke A inzidiert):

1) Man sagt, daB Ecken, Kanten und Flichen inzidi ,» wenn sie inand
Zum Beispiel inzidieren eine Kante und eine Fliiche, wenn die Kante eine der Seiten der
betrachteten Fliche ist.
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1. Die Inzidenzbeziehung (zwischen Flichen und Kanten, zwischen Flachen
und Ecken sowie zwischen Kanten und Ecken) ist symmetrisch:

& ~ @ genau dann, wenn a ~ «,
& ~ A genau dann, wenn 4 ~ «,
a ~ A genau dann, wenn 4 ~ a.

11. Die Inzidenzbeziehung ist transitiv:

Wemn A ~aunda ~ «,80 4 ~ «.

III. Wenn 4 ~ «, so existieren genau zwei Kanten g, , a,, die sowohl mit der
Ecke 4 als auch mit der Fliche « inzidieren, d. h., so daB a, ~ 4, ay ~ 4,
a ~ &, G ~ &

IV. Wenn zwei Flichen mit zwei Ecken inzidieren, gibt es genau eine Kante,
die mit beiden Flichen und beiden Ecken inzidiert, d.h., wenn x, ~ 4,,
g~ Ay, 6y ~ Ay, 6y ~ Ay (und dabei &, * x; und 4, * 4,), so gibt es
genau eine Kante @, so daB &, ~ a, &, ~ a, 4, ~ a, 4, ~ a.

Va. Jede Kante inzidiert mit genau zwei Ecken.
Vb. Jede Kante inzidiert mit genau zwei Flachen.

VIa. Zu zwei beliebigen Ecken A und B kann man Kanten a,, ay, ..., @,
und Ecken 4,, 4,, ..., 4,_, so wihlen, daB in der Kette 4, a,, 4,,a,, 4,, ...,
An-y, @n, B je zwei benachbarte Elemente inzidieren; inzidieren die Ecken 4
und B mit ein und derselben Fliche «, so kann man die Ecken 4, (: = 1, ...,
n — 1) und die Kanten a; (¢ = 1, ..., n) so withlen, daB sie alle mit der Flache &
inzidieren.

VIb. Zu zwei beliebigen Flichen « und § kann man Kanten a,, a,, ..., @, und.
Flachen w,, &4, ..., %,-, 80 wihlen, daB in der Kette «, a,, «,, ay, &g, ..., %y,
a,, B je zwei benachbarte Elemente inzidieren; inzidieren die Flichen « und g
mit ein und derselben Ecke 4, so kann man die Flachen ; (¢ = 1,...,n — 1)
und die Kanten a; (i = 1, ..., n) so wihlen, da8 sie alle mit der Ecke 4 in.
zidieren.

2.2. Das abstrakte Vielflach. Da uns nur die kombinatorischen Eigenschaften
der Vielflache interessieren, kommen wir so in natiirlicher Weise zum Begriff
des abstrakten Vielflachs. Unter einem abstrakten Vielflach verstehen wir eine
(endliche) Menge von beliebigen Elementen, die die Ecken, die Kanten und die
Flichen des abstrakten Vlelﬂachs genannt werden, zwischen denen auf irgend-
eine Weise eine Inzidenzb definjert ist (und zwar dadurch, daB an-
gegeben ist, welche Ecken, Kanten und Flichen als inzident angesehen werden
sollen), wobei nur verlangt wird, daB die oben angegeb Bedingungen I bis VI
erfiillt sind. Der Begriff des abstrakten Vielflachs spiegelt also ausschlieBlich
die Inzidenzen zwischen den Ecken, Kanten und Fliachen konkreter raumlicher
Vielflache wider. Wir werden im weiteren auch in bezug auf die abstrakten
Vielflache ohne besondere Hinweise die iibliche geometrische Terminologie
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benutzen, indem wir z. B. eine Fliche, die mit genau n Ecken inzidiert, ein
n-Eck, und die mit dieser Fliche inzidierenden Kanten seine Seiten nennen,
usw. Im Unterschied zu den abstrakten Vielflachen nennen wir die in §1 be-
handelten Vielflache ridumlicke Vielflache.

Triviale Beispiele fiir abstrakte Vielflache bilden eine einzelne Flache (ohne
Kanten und Ecken) oder eine einzelne Ecke (ohne Kanten und Flachen),
aber auch ein ,,Vielflach*, das nur aus einer Fliche und einer Ecke besteht, die
nicht miteinander inzidieren. Weitere triviale Beispiele sind die abstrakten
Vielflache, die realisiert werden durch eine Zerlegung der Kugeloberfliche in
zwei Gebiete (Flichen) durch drei Bogen (Kanten), die paarweise drei Punkte
(Ecken) miteinander verbinden (Abb. 22a), bzw. durch eine Zerlegung der

B g

Q) (D
c

a) b)

Abb. 22

Kugeloberfliche in drei Gebiete (Flichen) durch drei Bogen (Kanten), die zwei
Punkte (Ecken) miteinander verbinden (Abb. 22b).

Im folgenden wollen wir diese Félle aus unseren Betrachtungen ausschlie-
Ben, indem wir voraussetzen, daB jedes der betrachteten abstrakten Viel
flache mindestens drei Ecken und mindestens drei Flachen hat.

Aus der Definition des abstrakten Vielflachs (und der soeben getroffenen
Vereinbarung) ergeben sich die folgenden einfachen Eigenschaften :

1. Zwei Ecken eines abstrakten Vielflachs gehiren nicht mehr als einer Kante an.

Wir nehmen an, die Ecken 4 und B gehoren zwei verschiedenen Kanten a
und b an. Nach der Bedingung Vb muB jede dieser Kanten zwei Flachen
angehodren; esseia ~ «,,a ~ &4,b ~ B, b ~ B,. Die beiden Flichen «, und x,
konnen nicht mit den beiden Flachen f, und f, zusammenfallen, da das der
Bedingung IV widersprache. Wiirden ferner z. B. &, und f, zusammenfallen,
aber die Flachen &, und B, verschieden sein, so miissen ebenfalls nach Bedin-
gung IV die Ecken 4 und B noch einer weiteren Kante ¢ angehéren, die mit
den Flachen &, und g, inzidiert, d. h., wir wiirden das in Abb. 22b abgebildete
abstrakte Vielflach erhalten,)) das wir aus unseren Betrachtungen aus-
geschloseen hatten. Sind aber die Flachen «,, «,, B, B, alle verschieden,

1) Man kann nimlich zeigen, daB das durch Abb Zlb realisierte abstrakte Vielflach
das einzige ist, in dem die von uns ang gelten. — Anm. d. wissen-
achaftl. Red.
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80 miissen nach Bedingung IV durch die Ecke A drei Seiten der Fliche «,
gehen (die auBer zu «, entsprechend zu «,, fB;, f; gehoren), was der Bedin-
gung III widerspricht.

2. Zwes Flichen eines abstrakten Vielflachs haben micht mehr als eine Kante
gemeinsam.

Diese Behauptung kann analog der vorangehenden Behauptung bewiesen
werden.!)

3. Jede Ecke eines abstrakten Vielflachs gehirt mindestens drei Flichen (und
folglich auch Kanten) an.

Nach der Bedingun; VIa gehort jede Ecke wenigstens einer Kante und
mithin (nach Bedingung Vb und II) mindestens zwei Flichen an. Wiirde aber
eine Ecke A genau zwei Flichen angehéren, so besiflen diese Flichen (nach
Bedingung III) zwei gemeinsame Kanten, was der Eigenschaft 2 widerspricht.

Analog erhélt man:

4. Jede Fliche eines abstrakten Vielflachs hat wenigstens drei Ecken (und folg-
lich auch Seiten).

2.3 Der Satz von Steinitz. Jedes raumliche Vielflach kann als ein abstraktes
Vielflach aufgefat werden. Es ergibt sich nun naturgemaB die Frage, ob es
auch umgekehrt zu jedem abstrakten Vielflach ein zu jhm isomorphes raum-
liches Vielflach gibt, d. h., ob man jedes abstrakte Vielflach durch ein réum-
liches Vielflach realisieren kann. Diese Frage kann in dem wichtigsten Fall,
némlich fiir abstrakte Vielflache, deren EuL he Zahl gleich 2 ist, bejaht
werden, wobei man sogar eine Realisierung durch konvexe raumliche Viel-
flache erreichen kann. Dieser Sachverhalt wurde zuerst von dem deutschen
Mathematiker E. STEINITZ bewiesen.

Satz von STEINITZ. Jedes abstrakte Vielflach mit der EuLERschen Zahl 2
kann durch ein konvexes riumliches Vielflach realisiert werden.

Der Beweis des StEINITzschen Satzes kann nicht allein mit elementargeo-
metrischen Methoden gefiihrt werden; er stiitzt sich auf einige Hilfssitze
(ndmlich die folgenden Hilfssitze 1 und 2), die nur mit Hilfe topologischer
Uberlegungen bewiesen werden konnen.

Wir geben hier den elementargeometrischen Teil des Beweises des STrrNiTzschen Satzes
wieder, ohne auf die Beweise dieser Hilfssiitze einzugehen; dieser ist von selbstindigem
Interesse.

Die Hauptrolle im Beweis des STEINITZschen Satzes spielt eine gewisse Transformation
abstrakter Vielflache, die wir zunichst betrachten wollen.

Es seien x, und «, zwei Flichen eines abstrakten Vielflachs V. die eine gemeinsame

Kante AB haben. Wir unterwerfen V folgenden Operationen:

1) Die Eigenschaften 2 und 4 kann man auch mit Hilfe des Dualititsprinzips aus den
Kigenschaften 1 und 3 crhalten (vgl. S. 417).
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1. Wir nehmen 4B aus der Menge der Kanten der Vielfiachs ¥ heraus;

2. wir ersetzen die Flichen «; und «; durch eine neue Fliche «, fiir die wir festsetzen,
daB alle Seiten und Ecken der Flichen &, und «, (auBer der Seite AB) mit ihr inzidieren;

3. wenn nach dem Herausnehmen der Kante AB an eine der Ecken 4 oder B, etwa 4,
nur zwei Kanten 44, und A4, des Vielflachs ¥ angrenzen, nehmen wir A aus der Menge
der Ecken heraus und ersetzen diese beiden Kanten durch eine einzige Kante 4,4, .

Eine solche Transformation des abstrakten Vielflachs ¥V soll als Vereinigung seiner

Fliichen «, und &, bezeichnet werden. Vereinigt man z. B. zwei Seitenfliichen eines Wiirfels
7 A, A4 Ap
A, A4, 4,
]
L
T T
4 V4 4
a) b)
Abb. 23
(Abb. 23a), so ergibt sich ein abstraktes Vielflach, das dem dreiseitigen Prisma i ph
it (Abb. 23b).

Es ist leicht einzusehen, daB bei der Vereinigung zweier Flichen eines abstrakten Viel-
flachs alle bei der Definition des abstrakten Vielflachs geforderten Bedingungen erfiillt
bleiben, bis evtl. auf die Bedingung IV, die verletzt werden kann. Vereinigt man z. B.

bei der (als abstraktes Vielflach angesehenen) Py-

s ramide SABCDE die Grundfliche ABCDE mit der

Seitenfliche SAB (Abb. 24), 80 besitzen die Seiten-

fliche SCD und die neue (vereinigte) Seitenfliche

SCDE die gemeinsamen Ecken 8 und D, aber — ent-

gegen der Bedingung IV — keine gemeinsame Kante.

die diese Ecken verbindet. Also wird die Menge der

Ecken, Kanten und Flichen, die man nach Vereini-

gung zweier Klichen eines abstrakten Vielflachs er-

L hilt, im allgemeinen kein abstraktes Vielflach mehr
bilden. Es gilt jedoch der folgende

AL Hilfssatz 1. In jedem abstrakten Vielflach mit der
C KuLeRrschen Zahl 2 (mit Ausnakme der ‘Vielflache, die

g dem Telraeder isomorph sind) kann man stets 2wei be-

Abb. 24 nachbarte Flichen finden, bei deren Vereinigung man

wieder ein abstraktes Vielflach erhdlt.

Es sei vermerkt, daB sich bei der Vereinigung zweier Flichen eines abstrakten Vielflachs
dessen EULERsche Zahl nicht iindert. Diese Operation vermindert nimlich die Anzahl der
Flichen um 1 und schlieBt gleichzeitig eine Kante aus; wird ferner eine Ecke ausgeschlos-
sen, 80 vermindert sich jeweils auch die Anzahl der Kanten um 1. Folglich bleibt in allen
Fillen die GriBe ¢ + f{ — k ungeiindert.
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Der Beweis des STEINITZ3chen Satzes wird durch vollsténdige Induktion iiber die An-
zahl n der Flichen des Vielflachs gefiihrt. Wir betrachten zuniichst ein abstraktes Vielflach
mit der kleinstmoglichen Anzahl von Flichen. Hat ein abstraktes Vielflach eine lc-eckige
Fliche, 8o muB es auch k mit ihr benachbarte Flichen haben, d. h., es kann nicht wemger
als k 4+ 1 Flichen besitzen. Da in jedem Fall ¥ = 3 ist (Eig haft 4 eines ab
Vielflachs), hat jedes abstrakte Vielflach mindestens vier Flichen. Aus dem Gesagten folgt
ferner, da8 ein Vielflach mit vier Flichen nur dreiseitige Flichen haben kann. Es gibt aber
oﬂ'enbn,r nur ein Vielflach mit vier dreiseitigen Flichen, und dieses entspricht einem uns

lichen Vielflach, nimlich dem Tetraeder. Somit gilt fiir n = 4 der STEINITZ-

sche Satz.
Wir nehmen nun an, dal unser Satz fiir einen gewissen Wert n bewiesen ist, d. h., da8
]edes abstrakte Vielflach mit »n Flichen (dessen EvLERsche Zahl gleich 2 ist) durch ein
dumliches Vielflach realisiert werden kann.
Wir betrachten sodann ein beliebiges abstraktes Vielflach ¥ mit » + 1 Flichen. Nach
Hilfssatz 1 kann man zwei benachbarte Flichen « und g dieses Vielflachs finden, so da
die Vereinigung dieser Flichen ein abstraktes Vielflach V, liefert. Es seien A und B die

Abb. 26

gemeinsamen KEcken der Flichen « und f sowie y die durch Vereinigung von « und g
gebildete neue Flache des abstrakten Vielflachs Vo Das abstrakte Vielflach ¥V, hat nur
noch n Flichen, also existiert nach Indukti ein raumliches konvexes Vielflach
V,, (Abb. 25), das zu ¥, isomorph ist. Es sei 7 die Fliiche des Vielflachs V,, die der abstrakten
Fliche y entspricht, und es seien A und B die Ecken der Fliche 7, die den abstrakten
Ecken 4 und B der Fliche y entsprechen (wenn die Fliche y z. B. die Ecke A nicht mehr
hat, d. h., wenn diese Ecke bei der Vereinigung der Flichen & und § herausgenommen
wurde, kann man als 4 einen beliebigen Punkt der entsprechenden Seite des Vielecks 7
wiihlen). Die Strecke AB zerlegt das konvexe Vieleck 7 in zwei Vielecke & und f, die den
abstrakten Flichen « und 8 entsprechen. Betrachtet man diese Vielecke & und f als neue
Flichen (anstelle der einen Fliche 7). so erhalten wir aus dem Vielflach ¥, ein neues
riumliches Vielflach V,. das offenbar dem urspriinglichen abstrakten Vielflach V isomorph
ist. Das Vielflach ¥, ist jedoch nicht konvex, da zwei seiner Seitenflichen & und f in einer
Ebene liegen. Wir deformieren es jetzt so, daB es in ein konvexes Vielflach verwandelt
wird.
Um uns vor Augen zu filhren, wie man v hat, betrachten wir ichst die
infachsten Fille: Wir neh an, daB die Fliche & ein Dreieck ABC ist und an die
Ecke C auBer den Kanten AC und BC nur noch eine Kante 0D angrenzt (diesen Fall
zeigt die Abb. 26). Wir drehen dann die Ebene der Fliche & so um die Gerade AB, da8

ihre nene ILage die Strecke &D in einem inneren Punkt schneidet, und nehmen diesen
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Schnittpunkt als neue Lage der Ecke C an. So erhalten wir ein konvexes Vielflach 7
(Abb. 28), das dem Vielflach ¥, und damit auch dem abstrakten Vielflach ¥ isomorph ist.
Dieses Vielflach ¥ ist zugleich die gesuchte Realisierung des abstrakten Vielflachs V.

Die letate Uberlegung benutzt wesentlich, daB die Ecke ( auBer der Fliche & nur noch
zwei Fliachen angehort. Wenn es nimlich tens drei solche Flichen gibt, ist die Lage
des Punktes O durch sie eindeutig festgelegt, und es gibt keine Drehung der Fliche &
um die Kante 4B (falls die Ebenen aller and Fliichen festbleiben), die die Isomorphie
mit dem Vielflach ¥, nicht zerstort.

Um den Beweis des STEINITZschet Satzes fiir den ligemeinen Fall zu vollenden, verall-

wir die SchluBetappe der oben durchgefiihrten Uberlegung: Wir zeigen nam-
hch daB man stets, ohne die Isomorphie von V und V, zu zersboren, die uns interes-
sierende Fliche & in der von uns benitigten Weise drehen kann, wenn man dabei gleich-
zeitig auch die Ebenen der anderen Flichen verlagert. Die Moglichkeit einer solchen Ver-
lagerung aller Flichen (und folglich auch Ecken) des Vielflachs 7, griindet sich auf den
nachfolgenden Hilfssatz.

Wir betrachten eine ganz beliebige Menge K von Flichen und Ecken eines gegebenen
abstrakten Vielflachs; wir wollen eine derartige Menge kurz eine Komplexion nennen.
Unter der Ordnung einer beliebigen Fliche (oder Ecke) der Komplexion K verstehen wir
die Anzahl der Ecken (bzw. Flichen), die zu K gehéren und mit dieser Fliche (Ecke)
inzidieren. Fiir Vielflache, deren EvLERsche Zahl gleich 2 ist, gilt der folgende

Hilfssatz 2. In jeder Komplexion, die aus mehr als einem Element besteht, gibt es wenig-
stens ziei Flemente (d. h. zwei Flichen oder zwei Ecken oder eine Fliche und eine Ecke),
deren Ordnung nicht gréfer als drei ist.

Wir kehren nun zum Beweis des STEINITzschen Satzes im allgemeinen Fall zuriick.
Wir haben also ein riumliches Vielflach V, vor uns, das dem gegebenen abstrakten Viel-
flach V isomorph, aber nicht konvex ist, da zwei seiner Flichen & und § in einer Ebene
liegen.

Es sei m die Gesamtzahl der Ecken und Flichen des Vielflachs V,, m=e + {. Wir
betrachten die Komplexion K, die aus allen Flichen und Ecken dieses Vielflachs besteht;
nach Hilfssatz 2 sind in dieser Kompl ig! zwei El te einer Ordnung < 3
enthalten. Wir bezeichnen eines dieser Elemente mit a,,, wobei wir es von der Flache &
verschieden wihlen (falls deren Ordnung < 3 ist). Dann betrachten wir die neue Kom-
plexion K, die aus allen Flichen und Ecken des Vielflachs V auBer der Fliche oder Ecke
a,, besteht. Nach Hilfssatz 2 gibt es auch in dieser Komplexion wenigstens zwei Elemente
einer Ordnung < 3; wir bezeichnen eines davon (das von & verschieden ist) mit a,,_;.
Danach betrachten wir che Komplexion K,, die man aus K, erhilt, indem man die Fliache
oder Ecke a@,,_, h und bezeich eines ihrer Elemenm einer Ordnung < 3
(das von der Seitenfliche & verschieden ist) mit a,,_,. Wenn wir so fortfahren, erhalten
wir schlieBlich die Komplexion K,,_, . die nur aus der Fliche & besteht, wobei wir nunmehr
& auch mit a, bezeichnen. In der Folge

Ays gy Ay ooy By _yy A 4)
sind dann alle Flichen und Ecken des Vielflachs 7, so angeordnet, daB jedes Element
dieser Folge mit héchstens drei der vc henden El inzidiert.

Wir drehen nun mit einem hinreichend kleinen Winkel die Ebene der Fliche & = a,
um die Kante AB (die gemeinsame Kante der Flichen & und ﬂ) nach der ihrer Seiten, auf

der die mit der Fliche & benachbarten Flichen des Vielflachs V liegen. Danach wenden
wir uns dem Element a, der Folge (4) zu. Inzidiert dieses Elomenvmnt a,, d. h,, ist es eine
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der Ecken der Fliche &, so nehmen wir als neue Lage dieser Ecke irgendeinen Punkt, der
der neuen Lage der Ebene & angehort und der alten Lage der Ecke a, geniigend nahe
kommt, Inzidiert dagegen das Element a, nicht mit a,, so soll seine neue Lage mit seiner
alten Lage iibereinstimmen. Ganz analog bestimmen wir die neue Lage des Elements a,,
sodann die des Elements a, usw. Wenn ein Element a; mit keinem der vorangehenden
Elemente der Folge (4) inzidiert, wird seine neue Lage gleich der alten gewihlt, wenn a
mit einem oder mit zwei der vorangehenden Elemente inzidiert, z. B. mit ay_,, wihlen
wir seine neue Lage nahe bei der alten und inzidieren mit der vorher schon festgelegten
neuen Lage der Elemente a._, und a;._,; wenn schlieBlich das Element a) mit drei voran-
gehenden Elementen inzidiert, ist seine neue Lage durch die neue Lage dieser drei Ele-
mente eindeutig bestimmt. (Die Ebene einer Flache wird durch die Lage dreier Ecken dieser
Fliiche bestimmt, eine Ecke wird durch drei an sie ang; de Flichen b )

Als Resultat dieser Verlagerung der Flichen und Ecken des Vielflachs ¥, erhalten wir
ein neues Vielflach ¥, das konvex (wegen des gewihlten Drehsinns der Seitenfliche &)
und isomorph dem Vielflach 7, ist (da inzidierenden Ecken und Flichen eines dieser Viel-
flache inzidierende Ecken und Flichen des anderen entsprechen). Mithin ist das Vielflach P
eine solche Realisierung des abstrakten Vielflachs ¥, wie im STEINIT28chen Satz behauptet
wird

Aus dem StEINITZSchen Satz ergibt sich ferner die
Folgerung. Jedes Vielflach vom Geschlecht Null ist einem konvewen Viel-
flack isomorph.

2.4. Dualitiit. Mit dem Begriff des abstrakten Vielflachs und mit dem Satz von
STEINITZ ist ein weiterer interessanter geometrischer Sachverhalt verkniipft.
Sieht man sich nochmals die Definition des abstrakten Vielflachs an, so bemerkt
man sofort, daBl die in dieser Definition geforderten Eigenschaften der Flichen
genau dieselben sind wie die Eigenschaften der Ecken, d. h., die Definition
dndert sich nicht, wenn wir iiberall das Wort ,,Fliche* durch das Wort ,,Ecke*
ersetzen und umgekehrt; die Bedingungen I bis IV erfahren inhaltlich keine
Verinderung, die Bedingung Va wird zur Bedingung Vb und die Bedingung Vb
zur Bedingung Va. Geht man also von einem abstrakten Vielflach ¥ aus und
bezeichnet man dessen Flichen als ,,Ecken‘, dessen Kanten wieder als ,,Kan-
ten‘ und dessen Ecken als ,,Flichen*, so erhilt man eine Menge von ,,Ecken*,
,Kanten und ,Flichen, die allen Bedingungen aus der Definition des
abstrakten Vielflachs geniigt, d. h., wir erhalten ein neues abstraktes Viel-
flach V,.

Abstrakte Vielflache ¥V und V,, zwischen deren Elementen man eine solche
eineindeutige Zuordnung treffen kann, dal den Ecken, Kanten und Flichen des
einen die Flichen, Kanten und Ecken des anderen zugeordnet sind und dabei
inzidierenden Elementepaaren des einen Vielflachs inzidierende Elemente-
paare des anderen entsprechen, heiflen zueinander dual. Diese Definition
ist der Definition der Isomorphie von Vielflachen duBerst’ dhnlich; der Unter-
schied besteht nur darin, daB im Fall der Dualitit den Ecken des einen Viel-
flachs nicht die Ecken, sondern die Flachen des zweiten (und umgekehrt) ent-
sprechen. Wie wir sahen, existiert zu jedem abstrakten Vielflach ein zu ihm
duales abstraktes Vielflach.
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Der Steintrzsche Satz gestattet es, dieses Ergebnis auf rdumliche Vielflache
vom Geschlecht Null auszudehnen: Zu jedem rdumlichen Vielflach vom Ge-

achlecht Null gibt es ein zu ihm duales raumliches (sogar k ) Vielflach.
M
g
£
Ca) bk
N
Abb. 27

So ist z. B. zum n-seitigen Prisma (Abb. 27a) ein Vielflach dual, das man als
n-seitige Bipyramide (Doppelpyramide) bezeichnet (Abb. 27b); der n-seitigen
Pyramide ist wieder eine n-seitige Pyramide dual (Abb. 28); dem in Abb. 29a
dargestellten Vielflach ist das in Abb. 29b dargestellte Vielflach dual. Es ist
allerdings zu beachten, da die Dualitdt nicht einzelne konkrete Vielflache

»
4
4 c
a) 7y

Abb. 28

einander zuordnet, sondern daB es sich um eine Zuordnung zwischen den
gesamten kombinatorischen Typen der Vielflache handelt, d. h. also zwischen
abstrakten Vielflachen.

Zueinander duale abstrakte Vielflache haben ebenfalls gleichartige kombi-
natorische Eigenschaften, nur sind die Eigenschaften der Ecken des einen Viel-
flachs die Eigenschaften der Flachen des anderen Vielflachs. Man kann, mit
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anderen Worten, aus jedem Satz, der etwas iiber eine kombinatorische Eigen.
schaft eines Vielflachs ¥ aussagt, einen anderen Satz erhalten, der sich auf
das zu ¥V duale Vielflach bezieht, indem man im Wortlaut des ersten Satzes
iiberall das Wort ,,Flache* durch das Wort , Ecke* ersetzt und umgekehrt.
Dieser neue Satz heiBt zum ersten dual; gleichzeitig mit dem ersten ist er
giiltig oder ungiiltig. Driickt ein Satz insbesondere allgemeine Eigenschaften
von Vielflachen aus, d. h., bezieht er sich auf ein beliebiges Vielflach, so bezieht
sich der zu jhm duale Satz ebenfalls auf ein beliebiges Vielflach.

Als Beispiele fiir duale Satze kann man, die oben (S. 412-413) bewiesenen
Eigenschaften 1 bis 4 abstrakter Vielflache ansehen: Die Eigenschaft 2 ist
der Eigenschaft 1 dual und ¢‘e Eigenschaft 4 der Eigenschaft 3. Daraus ergibt
sich unter anderem, wie man die fehlenden Beweise der Eigenschaften 2
und 4 erhalten kann: Um etwa die Eigenschaft 2 zu beweisen, braucht man

=1 f=10

e=10 e=12

2 :2
al b)

Abb. 29

nur die Uberlegungen durchzufiihren, die zu den im Beweis der Eigenschaft I
angegebenen dual sind, d. h. dberall in diesem Beweis das Wort , Fliche*
durch das Wort ,,Ecke‘‘ und umgekehrt zu erset; Wir empfehlen dem Leser,
diese niitzliche Ubung selbst durchzufiihren. Es sei noch bemerkt, daB der
oben bewiesene EULERsche Satz ein Beispiel fiir einen zu sich selbst dualen
Satz ist. (Beim dualen Vielflach stehen fiir die Zahlen f, e, k die Zahlen e, f, k,
aber die algebraische Summe f + e — k ist die gleiche.) Insbesondere ist das
zu einem Vielflach vom Geschlecht Null duale Vielflach wieder vom Geschlecht
Null.

Das genannte Prinzip, das verschiedene kombinatorische Satze miteinander
verkniipft, wird als Dualitdtsprinzip (fiir Vielflache) bezeichnet. Es ist zu
bemerken, daB dieses Prinzip zunéchst nur in bezug auf die kombinatorischen
(topologischen) Eigenschaften von Vielflachen aufgestellt wurde. Wir werden
spiter sehen, daB sich die Dualitit auch auf einige metrische Eigenschaften
der Vielflache ausdehnen 1a8t.
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§ 3. Das Netz eines Vielflachs. Der Satz von Canchy

3.1. Das Netz eines Vielflachs. Die Existenz eines Vielflachs mit gegebenem
Netz. Will man in praxi ein Modell eines Vielflachs anfertigen, so klebt man
es hiufig aus ebenen Vielecken, namlich den Flichen des Vielecks, zusammen.
Man bendtigt dazu einerseits das System der Vielecke, die als Flachen des
Vielflachs dienen sollen, und andererseits eine Angabe dariiber, welche ihrer
Seiten aneinanderzukleben (zu verheften) sind. Beides zusammen bezeichnet
man als das Netz dieses Vielflachs. So ist z. B. in Abb. 30b das Netz des in
Abb. 30a dargestellten Vielflachs gezeigt; hier ist ein Teil der zu verheftenden

Abb. 30

Seiten bereits miteinander vereinigt, die iibrigen Seiten und Ecken, die noch
zu verheften gind, haben wir mit gleichen Buchataben bezeichnet.

Es ist klar, daB man fiir ein gegebenes Vielflach stets ein Netz konstruieren
kann. Bedeutend weniger klar ist jedoch das Umgekehrte, wann man, wenn ein
System von Vielecken und eine Verheftungsvorschrift fiir deren Seiten und
Ecken gegeben ist, sicher sein kann, daB daraus ein Vielflach aufgebaut wer-
den kann, und wénn ja, wieviel verschiedene Vielflache auf diese Weiseterhalten
werden kénnen. Es ergibt sich also die Frage nach der Existenz und der Ein-
leutigkeit eines Vielflachs mit vorgegeb Netz. Wir befassen uns mit dieser
Frage nur in bezug auf konvexe Vielflache.

Eine vorgegebene Menge ebener Vielecke b mt ( en mit einer
Verheftungsvorschrift fiir deren Seiten und Ecken) den kombinatorischen Typ
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des Vielflachs sowie die Form und die AusmaBe seiner Flichen. Nach dem
SreINrrzschen Satz kann der kombinatorische Typ immer durch ein konvexes
Vielflach realisiert werden, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Es miissen die drei in die Definition des Vielflachs eingehenden For-
derungen erfiillt sein (vgl. § 1).

2. Die Anzahl der Ecken, der Fflichen und der Kanten des Netzes!) muB
dem EvuLkrschen Satz gentigen :

et+f—k=2.

AuBerdem miissen, damit ein konvexes Vielflach mit dem gegebenen Netz
existiert, noch die folgenden metrischen Bedingungen erfiillt sein.

3. Zu verheftende Seiten der Vieleck i die gleiche Lange haben.

4. Die Summe der ebenen Winkel muB} bei jeder Ecke des Netzes kleiner als
360° sein.

Die Bedingungen 1 bis 4, die offensichtlich notwendig sind, sind jedoch noch
nicht hinreichend fiir die Existenz des gesuchten Vielflachs. Zum Beispiel

£

£ g
Abb. 31 Abb. 32

geniigt die in Abb. 31 dargestellte Menge von Vielecken allen diesen Bedin-
gungen, sie ist aber trotzdem kein Netz eines Vielflachs. Wiirde nidmlich ein
Vielflach mit diesem Netz existieren, so wire seine Kante EA senkrecht zur
Ebene ABCD (da E4A L ABund B4 L AD), woraus nach einem bekannten

Satz tiber drei Senkrechte folgen wiirde, daB BE L BC sein miiBte, entgegen
der im Netz angegebenen GroBe des Winkels CBE.

1) Dabei miissen selbstverstindlich der Verheftung unterliegende Seiten (und Ecken)
der Vielecke als eine Kante (eine Ecke) des Netzes angesehen werden.
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Es erweist sich aber, daB8 die angefiihrten Bedingungen 1 bis 4 die Existenz
eines (obendrein konvexen) Vielflachs sichern, wenn man nicht verlangt, daB
dieses Vielflach ganz genau das gegebene Netz hat, sondern zuliBt, daB einige
b hbarte Vielecke des Netzes zu einer Fliche vereinigt und
einige Vielecke in mehrere Flichen zerlegt werden diirfen. (So braucht man z. B.
in Abb. 31 nur das Viereck ABCD durch die Diagonale BD in zwei Dreiecke
zu zerlegen, um das Netz eines konvexen Vielflachs zu erhalten; vgl. Abb. 32.)
Dieser Sachverhalt wurde erstmalig 1942 von dem Leningrader Mathemati-
ker A. D. ALEXANDROW?) bewiesen.

3.2. Der Satz von Cauchy. Gmndlegende Hilfssiitze. Wir wenden uns nun der
Frage nach der Eindeutigkeit eines Vi hs mit gegeb. Netz zu. Jeder,
der einmal Vielflache aus Netzen zusammengeklebt hat weil aus Erfahrung,
daB man aus einem gegebenen Netz bis auf seine Lage im Raum nur ein kon-
vexes Vielflach erhalten kann.?) Dieser Sachverhalt war bereits EvkLID (der
im 3. Jh. v. u. Z. lebte) bekannt; einen ersten einigermafien strengen Beweis
hierfiir lieferte jedoch erst 1813 der berithmte franzésische Mathematil
A. CaucnyY. Obwohl der von CaucHy selbst gegebene Beweis eine gewisse
Liicke aufweist (auf die wir unten hinweisen werden), die erst spiter von
STEINITZ bemerkt und geschlossen wurde, bezeichnet man den Eindeutigkeits-
satz fiir Vielflache mit gegebenem Netz zu Recht als Satz von CaucHy.

Satz von CaucHy. Sind die einander zugeordneten Flichen zweier isomorpher
konvexer Vielflache V und V. gleich (kongruemt), so sind die Vielflache selbst
gleich (kongruent).

Offenbar geniigt es zum Beweis des Cauchyschen Satzes zu zeigen, dal
bei konvexen Vielflachen, die den Voraussetzungen dieses Satzes geniigen,
die Winkel zwischen den Flichen an einander entsprechenden Kanten einander
gleich sind. Der Beweis stiitzt sich auf folgende Hilfssitze.

Hilfssatz 1. Wenn man, okne die Linge der Seiten eines (ebenen) konvexen

Streckenzuges A, A, ... A, zu verindern, einige seiner Winkel vergropert und der
dabei erhaltene Streckenzug wiederum konmvex ist, vergrofert sich der Abstand
2wischen den Endpunkten des Streckenzuges.

1) Der Beweis des Satzes von A. D. ALEXANDROW ist keineswegs elementar, so dal wir
ihn nicht anfithren kénnen. Den interessierten Leser, der sich mit diesem Beweis bekannt
machen méchte, verweisen wir auf das am SchluB dieses Artikels angegebene Buch von
A. D. ALExANDROW [1].

2) Genau genommen kann man aus einem gegeb Netz zwei verschied beziiglich
einer Ebene spiegelbildliche Vielflache erhalten, um diese Mehrdeutigkeit auszuschalten.
kénnte man auf irgendeiner Fliche des Netzes angeben, welche ihrer ,,Seiten'‘ zum AuBen-
gebiet und welche zum Innengebiet des Vielflachs gehoren soll. Im folgenden wollen wir
spiegelbildliche Vielflache nicht unterscheiden, indem wir die Symmetrie als Spezialfall
der Gleichheit (Kongruenz) von Vielflachen zulassen (obwohl zwei derartige Vielflache
im allgemeinen nicht durch eine Verlagerung im Raum ineinander iibergefiihrt werden
konnen).
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Bewels Zur Veremfachung der Uberlegungen fithren wir einige Hilfs-
ein. Wir bezeichnen die Gerade 4,4, (und jede zu ihr parallele

Gerwde) als horizontale Gerade; die Richtung vom "Punkt A, zum A, charak-
terisieren wir mit den Worten ,,von links nach rechts*; schhethh charak-
terisieren wir die Richtung, die zur Geraden 4,4, senkrecht und nach der-
jenigen Seite dieser Geraden ge- 2
richtet ist, auf der der gegebene A, i
Streckenzug liegt, mit den Worten 4
,,von oben nach unten* (Abb. 33). |

Wir legen durch die ,,unterste‘ !
Ecke A; des gegebenen Strecken- "
zuges die horizontale Gerade g. (Es |
kann zwei solche ,,unterste‘ Ecken
geben, 4, und 4,,,; in diesem Fall
liegt die Strecke A,4,, auf der \
Geraden g.) Offenbar liegt dann der ZA
gesamte Streckenzug 4,4, ... 4, in
dem Streifen zwischen den Ge-
raden 4,4, und g. Wir projizieren ™~
ferner die Ecken 4, und 4, senk- ) T =
recht auf die Ger;de g und be- 4 47 A Ay 4
zeichnen ihre Projektionen mit A Abb. 33
bzw. 4

Die kael des Streckenzuges 4,4, ... 4, werden nun auf die vorgegebe-
nen GréBen (kleiner als 180°, da der erhaltene Streckenzug konvex bleiben
soll) vergroBert. Wir vergroBern zuerst (wenn 2 < k ist) den Winkel bei
A, auf die geforderte GroBe (wenn er iiberhaupt vergroBert werden muB),
indem wir die Strecke 4,4, um den Punkt 4, (entgegen dem Uhrzeigersinn)
drehen; dabei gehe der Punkt 4, in den Punkt A{" und seine Projektion
in den Punkt A{V iiber (vgl. Abb. 33). Offensichtlich liegen die Punkte A4,
und A{" beide hoher als der Punkt A, (da die Strecke 4,4{) im Winkelraum

zwischen dem Strahl A_E: und der Verlingerung der Strecke A;4, iber den
Punkt 4, hinaus liegen muB); mithin verlagert sich béi der angegebenen Dre-
hung die PrOJektmn des Punktes 4, von rechts nach links, d. h., der Punkt 4{)
liegt links von 4,. Sodann vergréBern wir den Winkel bei 4, (wenn 3 < k&
ist) auf die geforderte GroBe; zu diesem Zweck drehen wir den Streckenzug
AP A,A, als starren Kérper oder, was dem aquivalent ist, die Strecke A,A{
um den Punkt 4,. Genau wie vorher verlagert sich die Projektion des Punk-
tes 4, dabei nach links. GleichermaBen verfahren wir mit den Winkeln bei
Ag, ..y Ak—y. Danach vergréBern wir in gleicher Weise die Winkel bei
An_y, An-g, ..., Aiyy der rechten Hailfte des gegebenen Streckenzuges; da-
bei kann sich die Projektion der Ecke A4, nur nach rechts verlagern.
SchlieBlich vergréBern wir den Winkel bei Ay, indem wir beide Teile des
Streckenzuges so um den Punkt 4, drehen (den linken entgegen dem Uhr-

g
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zeigersinn, den rechten im Uhrzeigersinn), daB beide Teile oberhalb der Ge-
raden g bleiben.
Als Ergebnis erhalten wir den neuen Streckenzug AiAj ... A,. wobei die

Strecke m , die die Projektionen seiner Endpunkte miteinander verbindet,

in ihrem Inneren die Strecke 4,4, enthalt. Somit ist [4,4,| < |4;4%|. Ferner
ist |A,A,| = 14,4, (wegen 4,4, || g) und |414;| £ |414}), und folglich ist
14,4,| < |A14}). Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Wir merken an, dal der von CavcHY gegebene Beweis von Hilfssatz 1 die
oben erwihnte Liicke enthilt, wodurch der gesamte von ihm gelieferte Beweis
des Satzes unvollstindig ist. CaucHYs Beweis stiitzt sich namlich wesentlich
darauf, daB man bei der sukzessiven VergroBerung der Winkel eines gegebenen

, Streckenzuges nach jedem Schritt

14, , Wwieder einen konvexen Streckenzug
¢4, erhilt. Es wird also auBler acht ge-

lassen, daB einige der als Zwischen-

: ergebnis erhaltenen Streckenziige

A A4 | auch nicht konvex sein kénnen.
| Diese Moglichkeit zeigt das in

/ \ Abb. 34 dargestellte Beispiel eines
A ‘4, Streckenzuges 4,4,4,4,: Wenn die

Abb. 34 Winkel bei 4, und bei 4 zu einem

rechten Winkel vergréfert werden,

sollen (als Resultat ergibt sich offensichtlich wieder ein konvexer Streckenzug),

gelangen wir, wenn wir zundchst nur einen dieser Winkel auf die geforderte

GréBe bringen, zu einem nichtkonvexen Streckenzug. Der oben angefiihrte

Beweis von Hilfssatz 1 benutzt in keiner Weise die Konvexitat der als Zwischen-
ergebnis erhaltenen Streckenziige.

]
]
1
1
]
]
I
|

Hilfssatz 2. Ein konvexes Vieleck 4,4, ... A, werde in ein anderes kon-
vexes Vieleck deformiert, wobei die Lingen seiner Seiten unverindert bleiben
maogen, aber wenigstens einer seiner Winkel seine Grofe dndert. Wir kennzeichnen
mit dem Zeichen ,plus‘ die Ecken derjenigen Winkel des gegebenen Vielecks,
die sich bei der Deformation vergréfern, und mit dem Zeichen ,minus* die
Ecken derjenigen Winkel, die sich bei der Deformation verkleinern. (Die Ecken
der Winkel, die thre Grofe nicht dndern, werden micht gekennzeichnet.) Dann
treten bei einem folgerichtigen Umlaufen der Ecken des gegebenen Vielecks nicht

iger als vier Zeich hsel auf. (Die nicht gekennzeichneten Ecken werden
beim Zihlen der Zeichenwechsel nicht beriicksichtigt.)

Beweis, Wir beginnen beim Umlaufen der Ecken des Vielecks bei irgendeiner
gekennzeichneten Ecke. Wenn wir erneut bei dieser Ecke anlangen, miissen
wir zu demselben Zeichen zuriickkehren, mit dem wir begonnen haben; folg-
lich muB die Anzahl der Zeichenwechsel eine gerade Zahl sein. Sie kann nicht
gleich Null sein, da sonst alle gekennzeichneten Ecken ein und dasselbe Zei-
chen triigen (z. B. ,,+ ‘) und nach Hilfssatz 1 eine der Seiten des gegebenen
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Vielecks hitte verlingert d i was den Vi tzungen des Hilfs-
satzes widerspricht.
Wir nehmen nun an, es treten nur zwei Zeich hsel auf. Das bedeutet,

daB beim Umlaufen der Ecken des Vielecks 4,4, ... 4, auf einem gewissen
Abschnitt, z. B. von der Ecke 4, bis zur Ecke 4, alle gekennzeichneten Ecken
das Zeichen ,,+‘“ und weiter von der Ecke A,,, bis zur Ecke A, alle gekenn-
zeichneten Ecken das Zeichen ,,—* tragen (Abb. 35). Wir wihlen einen be-
liebigen Punkt C auf der Seite 4,4, und einen beliebigen Punkt D auf der
Seite A; Ay, aus. Dann muB sich nach Hilfssatz 1, angewendet auf den
Streckenzug CA, ... 4D, die Strecke CD bei unserer Deformation verlingern
und nach dem gleichen Hilfssatz 1, angewendet auf den Streckenzug
DAy, ... A,C, verkiirzen. Der erhaltene Widerspruch zeigt, daB die Anzahl
der Zeichenwechsel nicht gleich 2 sein kann. Also ist diese Anzahl mindestens
gleich 4, was zu zeigen war.

Bemerkung. In den Hilfssitzen 1 und 2 betrachten wir der Einfachheit
halber ebene Vielecke. Diese Hilfssdtze und ihre Beweise (von denen der erste

Abb. 35 Abb. 36

nur unwesentlich abgeandert werden muB?)) gelten jedoch ebenso fiir sphé.
rische Vielecke (d. h. fiir Vielecke auf einer Sphire, die von GroBSkreisbégen
gebildet werden). Auf solche Vielecke miissen wir diese Hilfssdtze im folgenden
anwenden.

Hilfssatz 3. Eine gegebene k ielkantige Ecke werde in eine andere
konvexe vielkantige Ecke deformiert, wobet thre ebenen Winkel unverdndert
bleiben mogen, aber von den Flichemwinkeln wenigstens einer seine Grofe dndert.
Wir k tch die einzel Kanten der gegebenen Ecke mit dem Zeichen
,plus* oder ,minus‘‘ in Abhédngigkeit davon, ob bei der Deformation der Flichen-
winkel bei dieser Kante vergrifert oder verkleinert wird. Dann treten bei einem

1) Es muB nidmlich der GroBkreis g (anstelle der Geraden g) so gewiihlt werden, daB er

den GroBkreis 4,4, in Punkten 0, und 0, auflerhalb des Bogens 4,4, schneidet. Die Pro-
jektion auf g muB mit Kreisen ausgefiihrt werden, die in Ebenen liegen, welche auf dem
Durchmesser 0,0, der Sphiire senkrecht stehen.
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folgerichtigen Umlaufen der Kanten der gegebenen Ecke nicht weniger als vier
Zeichenwechsel auf.

Beweis. Wir betrachten eine Sphire von beliebigem Radius, deren Mittel-
punkt die Ecke der gegebenen vielkantigen Ecke ist. Als Schnittfigur dieser
Sphiire mit der vielkantigen Ecke erhalten wir ein spharisches Vieleck (Abb. 36),
dessen Seiten durch die entsprechenden ebenen Winkel der vielkantigen Ecke
und dessen Winkel durch die Flichenwinkel der vielkantigen Ecke bestimmt
werden. Jeder Deformation der vielkantigen Ecke entspricht eine Deformation
des spharischen Vielecks; damit ergibt sich Hilfssatz 3 unmittelbar aus Hilfs-
satz 2.

3.3. Der Beweis des Cauchyschen Satzes. Es seien zwei isomorphe konvexe
Vielflache V und V'’ gegeben, deren entsprechende Seitenflichen gleich (kon-
gruent) sind. Wir miissen zeigen, dall die Flichenwinkel des einen Vielflachs
gleich den entsprechenden Flichenwinkeln des anderen Vielflachs sind.

Wir nehmen an, daB sich unter den einander entsprechenden Flichen-
winkeln des gegebenen Vielflachs ungleiche befinden. Wir kennzeichnen jede
Kante des Vielflachs V, deren Flichenwinkel grofier als der entsprechende
Flichenwinkel des Vielflachs V' ist, mit dem Zeichen ,,plus* und jede Kante,
deren Flichenwinkel kleiner als der entsprechende Flichenwinkel ist, mit dem
Zeichen ,,minus‘‘; diejenigen Kanten, deren Flichenwinkel zu den entsprechen-
den Flachenwinkeln gleich sind, kennzeichnen wir nicht. Nach unserer An-
nahme gibt es auf dem Vielflach V gekennzeichnete Kanten; an jede Ecke,
an die eine gekennzeichnete Kante anschlieBt, miissen nach Hilfssatz 3 min-
destens noch drei solcher Kanten angrenzen. Die gekennzeichneten Kanten
bilden auf der Oberfliche des Vielflachs ¥ ein Netz N, das diese Oberfliche in
Gebiete aufteilt.!) Kanten dieses Netzes sind die gekennzeichneten Kanten
des Vielflachs ¥ und Ecken diejenigen der Ecken des Vielflachs V, an die wenig-
stens eine gekennzeichnete Kante angrenzt.

Wir bezeichnen die Anzahl der durch das Netz N bestimmten Ecken,
Flichen und Kanten der Reihe nach mit e, f und k. Wir stellen die Gesamtzahl 2
der Zeichenwechsel fest, die wir erhalten, wenn wir nacheinander die Kanten
umlaufen, die an eine Ecke des Netzes N anschliefen, sodann die, die an eine
zweite, an eine dritte Ecke usw. anschlieBen. Nach Hilfssatz 3 treten bei jeder
Ecke nicht weniger als vier Zeichenwechsel auf. Folglich ist

z 2 de. ®)

Wir bestimmen ferner die Gesamtzahl y der Zeichenwechsel, die wir erhal-
ten, wenn wir nacheinander die Konturen jeder Fliche des Netzes N umlaufen.
Beim Umlaufen jeder Fliche mu8 die Anzahl der Zeichenwechsel gerade sein;

1) In § 1 betrachten wir Netze auf einer Sphire; die Untersuchung von Netzen auf der
Oberfliche eines konvexen Vielflachs unterscheidet sich davon nicht: Es geniigt dazu, das
Vielflach auf eine Sphire zu projizieren.
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auBerdem kann sie die Anzahl der Seiten dieser Flache nicht iiberschreiten.
Demzufolge ist bei einer dreieckigen Fliche die Anzahl der Zeichenwechsel
nicht groBer als 2, bei einer viereckigen Fliche nicht groBer als 4, bei einer
fiinfeckigen Fliache nicht gréBer als 4, bei einer sechseckigen Fliche nicht gro-
Ber als 6 usw. Bezeichnet man also die Anzahl der dreieckigen, viereckigen,
fiinfeckigen usw. Flichen des Netzes N entsprechend mit f;, fg f;, ..., 80 gilt

Y S 2y + 4o+ 4fs + 6fg + 6f; + - (6)

Die Gesamtzahl der Zeichenwechsel hangt aber offenbar nicht davon ab, ob
wir sie nach den Ecken oder nach den Flichen des Netzes N bestimmen:
Zwei Kanten, die beim Umlaufen einer Ecke benachbart sind, sind auch beim
Umlaufen einer Fliche benachbart und liefern uns deshalb gleichzeitig einen
oder keinen Zeichenwechsel bei beiden Zihlarten. Somit ist x = y, und wir
erhalten durch Vergleichen von (5) und (6)

de S 2fy + 4fy + 4fs + 6fg + 6f; + - (7)

Wir zeigen nun, daf diese letzte Ungleichung dem EvLERschen Satz wider-
spricht. In der Tat: Nach der Folgerung aus dem Eurerschen Satz (S. 409)
gilt fiir das Netz NV die Beziehung

e+ f—kz2,
d. h.
de = 8 + 4k — 4f. 8)
Es ist nun offenbar
=fs+fitfs+fot (9)

AuBerdem konnen wir noch die Zahl k& durch die Zahlen f, ausdriicken. Zu
diesem Zweck zahlen wir die Kanten des Netzes N, indem wir zunichst die
Seiten aller dreieckigen Flachen erfassen, dann die aller viereckigen Flachen,
sodann die der fiinfeckigen usw. Insgesamt erhalten wir auf diese Weise
3f; + 4f; + 5f; + - Kanten; dabei wird jedoch jede Kante doppelt gezihlt
(da sie zwei Flachen angehort). Folglich gilt

2k = 3fy + 4fy + Bfs + 6fg + . (10)

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen (9) und (10) kann die Unglei-
chung (8) in der Gestalt

4e 2 8 + 2fy + 4fy + 6fs + 8fg + - (11)

geschrieben werden.

Vergleicht man die Ungleichung (11) mit der frither erhaltenen Ungleichung
(7), so sieht man, daB sie einander widersprechen, da die rechte Seite der Un-
gleichung (11) echt gréBer ist als die rechte Seite der Ungleichung (7).

Die Annahme, daB die Vielflache ¥ und V' ungleiche einander entsprechende
Fliachenwinkel besitzen, fithrt also auf einen Widerspruch, und der Satz von
CavcHY ist damit bewiesen.
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Aus dem CavucHyschen Satz folgt, daB ein konvexes Vielflach mit starren
(unverdnderlichen) Flachen starr ist, d.h. nicht deformiert werden kann,
auch dann nicht, wenn seine Flichen miteinander durch Scharniere verbunden

sind. Es ist bemerkenswert, daB sich die Viel-

/1:3? flache in dieser Beziehung wesentlich von den

%~ ’ ebenen Vielecken unterscheiden. Im allgemeinen
= / kann man ein ebenes Vieleck deformieren, ohne
11 /| die Léngen seiner Seiten zu veriandern. Zum
N /7 Beispiel ist ein mit Scharnieren versehenes Qua-
W /// drat in einen Rhombus deformierbar (Abb. 37);.
g eine Ausnahme bilden hier lediglich die Dreiecke,

/ o= die bekanntlich starr sind..
I5; Es sei noch bemerkt, daB im Cavcmyschen
&=~ Satz die Voraussetzung der Konvexitat der bei-
Abb. 37 den betrachteten Vielflache sehr wesentlich ist.

Ein konvexes Vielflach kann Flichen haben, die
den entsprechenden Flichen eines ihm isomorphen nichtkonvexen Vielflachs
gleich sind. (Zwei solche Vielflache sind in Abb. 38 dargestellt.) Solche Viel-
flache konnen allerdings durch keine stetige Deformation (bei der sich Form

/0

Abb. 38

und AusmaBe der Flachen nicht dndern) ineinander iibergefithrt werden, da
ein konvexes Vielflach im Verlauf einer solchen Deformation noch eine ,ge-
wisse'* Zeit'* konvex bleiben muB, was nach dem CavcHyschén Satz nicht
mdglich ist.

8.4. Einige Verallgemeinerungen fiir gekriimmte Flichen. Die Frage der Existenz und
Eindeutigkeit eines Vielflachs mit gegebenem Netz ist mit einem weiten Kreis mathemati-
scher Fragen verkniipft, die den Inhalt der inneren Geometrie der Flichen
ausmachen. Um sich von diesen Fragestell eine klare Ve llung machen zu kénnen,
bedarf es noch einiger zusitzlicher Erliuterungen.
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trianh

Wir nehmen an. uns sei ein kohvexes Vielflach ¥ gegeben und wir 1
GréBen nicht allgemein im Raum messen, sondem nur nuf der Oberfliche dieses Vielflachs.
In einer solchen Lage befinden sich beispiel jonale Wesen*, die auf der
Oberfliiche des gegebenen Vielflachs leben und mch(.s vom dmldlmenmonalen Raum, in
den es eingebettet ist, wiiBten. Solche Wesen kénnten die Linge von Kurven auf der Ober-
fliche des Vielflachs messen sowie die Winkel zwischen ihnen!) (deren Messung, wie man
leicht einsieht, auf das Messen von Léngen zuriickgefiihrt werden kann), aber solche
(-n’SBen wie z. B. die kael zwischen den Flichen, wiiren ihnen fiir eine Messung (zu-

dest fiir eine dnglich. Der Wi hatz geometrischer Erkennt-
nisse, den diese zweidimensionalen Wesen iiber ihr Vielflach sammeln kénnten, macht
den Inhalt der inneren Geometrie dieses Vielflachs aus. In diesen Wissensschatz ginge
beispielsweise der Begriff ,,Ecke des Vielflachs* ein: Die gedachten Wesen ko ném-
lich bemerken, daB in den ,,Ecken*, im Unterschied zu den anderen Punkten der Ober-
fliche des Vielflachs. der volle Winkel kleiner als 360° ist.

Zwei verschiedene (zueinander nicht kongruente) Vielflache konnen dieselbe innere
Geometrie haben; als Beispiel kénnen die in Abb. 38 dargestellten Vielflache dienen. Das
gilt immer dann, wenn man zwischen den Punkten ihrer Oberflichen eine solche einein-
deutige Zuordnung treffen kann, daB jeder Kurve auf der Oberfliche des einen Vielflachs
eine Kurve auf der Oberfliche des anderen Vielflachs entspricht, welche die gleiche Linge
wie die gegebene Kurve hat; in diesem Fall sagt man auch daB die bexden Vlelﬂmhe

dieselbe Metrik besit Die oben len Wesen 1
den Oberflichen zweier dersmger Vielflache keinerlei U hiede fe 1l

Es ist klar, daB das Netz eines Vielflachs dessen innere Metrik eindeutig besnmmt
Unmittelbar anhand des Netzes eines Vielflachs kann man dieselben M en

wie auf dessen Oberfliche. Die Veriinderungen eines Netzes, die am SchluB von 3.1. im
Zusammenhang mit dem Satz von A. D. ALEXANDROW genannt wurden (némlich die Ver-
einigung benachbarter Flichen und die Zerlegung einer Fliche in mehrere), fithren ein
gegebenes Netz offenbar in ein isometrisches Netz iiber, d. h., die innere Metrik bleibt
erhalten. Also behauptet der Satz von A.D. ALEXANDROW eigentlich nicht die Existenz
eines Vielflachs mit gegeb Netz, d die Exil eines Vielflachs mit einer
gegebenen inneren Metrik. Ferner zeigt der CaucHysche Satz, daB in der Klasse der kon-
vexen Vielflache jedes Vielflach durch seine innere Metrik eindeutig bestimmt ist.

r Begriff der Isometrie (und damit auch der inneren Metrik) kann ohne jede Ande-
rung auf beliebige Flachen (die keine Vielflache sind) iibertragen werden; in bezug huf
diese Fliichen ergeben sich die gleichen Fragen der Existenz und der Eindeutigkeit. Diese
Fragen wurden iiber einen ziemlich langen Zeitraum hinweg
von vielen Geometern untersucht und erst vor verhiltnis-
miBig kurzer Zeit (fiir konvexe Flichen) endgiiltig beant-
wortet. Dag Problem der Existenz einer konvexen Fliche mit
gegebener innerer Metrik wurde 1948 von A. D. ALEXANDROW

gelést: Er bewies, daB die gesuchte konvexe Fliche genau p'

1) Man muB dabei beachten, daB die GroBe des WinKels
zwischen zwei Kurven, wenn sie auf der Oberfliche eines
Vielflachs gemessen wird, im allgemeinen von der GréBe
des gleichen Winkels hieden ist, die nach den iblichen
MeBvorschriften fir Winkel im Raum erhalten wird. So ist Abb. 39
z. B. der in Abb. 39 dargestellte Winkel zwischen den Ge-
raden a und b, gemessen auf der Oberfliche des gegebenen Vielflachs, gleich der Summe
der dort eingezeichneten Winkel « und §; diese Summe ist groBer als der ebene Winkel
zwischen den (ieraden « und b.
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dann existiert, wenn die gegebene Metrik zwei Bedingungen geniigt, die den in 3.1, (8. 421)
fiir Vielflache formulierten Bedingungen 2 und 4 analog sind.!) Dabei ist interessant, da8
A. D. ALEXANDROW beim Beweis seines Satzes den Satz iiber die Existenz eines konvexen
Vielflachs mit gegeb: Netz verwendet: Die gegebene Metrik ersetzt er durch ihr nahe-
kommende Netze von Vielflachen und geht, nachdem er diese Vielflache konstruiert hat,
von diesen zur gesuchten Fliche {iber.

Das Problem der Eindeutigkeit einer k Fliiche mit gegek innerer Metrik
wurde 1949 von dem Chark G ter A. W. P ow endgiiltig gelost. Er bewies
folgenden Satz, der den Satz von CaucHY wesentlich verallgemeinert: Zwei ssometrische

* konvexe Flichen sind einander gleich.

§ 4. RegelmiiBige Vielecke und Vielflache und ihre Verallgemeinerungen

4.1. Topologisch regelmiiBige Vielflache. Ein Vielflach heiBt topologisch regel-
mdpig (regulir), wenn seine Flichen alle die gleiche Eckenzahl haben und in
jeder Ecke die gleiche Anzahl von Flichen zusammentrifft.?) Es ist klar, daB
die Eigenschaft eines Vielflachs, topologisch regelmaBig zu sein, eine topo-
logische Eigenschaft ist, d. h. jedes zu einem topologisch regelméaBigen Viel-
flach isomorphe Vielflach ebenfalls topologisch regelmaBig ist. Wir suchen nun
alle kombinatorischen Typen von topologisch regelméaBigen Vielflachen vom
Geschlecht Null auf.

Es bezeichne e, f und k die Anzahl der Ecken, Flichen und Kanten eines
Vielflachs. Jede Flache des Vielflachs habe » Ecken, und in jeder Ecke méogen
sich s Flichen treffen. Da dann jede Fliche auch » Kanten besitzt, haben die
f Flachen zusammen nf Kanten; dabei wird jedoch jede Kante des Vielflachs
doppelt gezéhlt (da sie zwei Flachen angehért). Folglich ist

af = k. 12)

Durch Abzdhlen der Kanten, die in jeder Ecke zusammentreffen, erhalten
wir ganz analog die Beziehung

se = 2k. (13)

Die Zahlen e, f und k sind ferner nach dem EuLErschen Satz durch die
Beziehung
e+ f—k="2 (14)
miteinander verknipft.

1) Die Bedingung 2, die verlangt, daB die EvLERsche Zahl des Netzes gleich 2 ist, wird
fiirr Flichen dahingehend abgewandelt, daB diese der Sphiire homéomorph sein miissen,
und die Bedingung 4, daB ihre Kriimmung positiv ist.

?) Einen analogen Begriff fiir Vielecke einzufithren, hat keinen Sinn: Da jede Seite
eines Vielecks zwei Ecken hat und in jeder Ecke zwei Seiten zusammentreffen, miiBte
man jedes Vieleck als topologisch regelmiiBig ansehen.
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Driicken wir mit Hilfe der Beziehungen (12) und (13) die Zahlen ¢ und f
durch & aus und setzen sie in (14) ein, so erhalten wir die Gleichung
2k | 2%

—t— =k =2
8 n

oder, nach der Division durch 2k,

1 1 1 1
staTEte (16)
Diese Gleichung erméglicht es, alle (fiir ein topologisch regelméBiges Viel-
flach) moéglichen Werte s, #n und k zu ermitteln. Aus (15) ergibt sich namlich
die Ungleichung

1 + 1 > 1
s n” 2’
TR . . 1 1 1
aus der ersichtlich ist, daB wenigstens eine der Zahlen ry oder - groBer als Y

sein muB, d. h., wenigstens eine der Zahlen s oder # muBl kleiner als 4 sein.
Da aber keine der Zahlen s und » ihrem geometrischen Sinn nach kleiner als 3

sein kann, muB entweder s = 3 oder n = 3 sein. Wegen % < 1 muB ferner

3
% > -;— - % = %, d. h. » < 6 sein; ganz analog findet man, daB auch s < 6

sein muB. Also gibt es nur fiinf Moglichkeiten: Entweder n = 3,8 = 3, 4, 5
oder ¢ = 3, n = 4, 5. Eine Probe zeigt, daf in allen diesen Fallen die durch die
Gleichung (15) bestimmte Zahl k sowie die durch die Gleichungen (12) und (13)
bestimmten Zahlen f und e ganze Zahlen sind. Indem wir in jedem der an-
gegebenen Fille diese Zahlen berechnen, bestimmen wir alle moglichen
,»Charakteristiken'‘ von topologisch regelméafigen Vielflachen:

Tabelle 2
Nr. n K] k e f
1 3 3 6 4 4
2 3 4 12 6 8
3 3 5 30 - 12 20
4 4 3 12 8 6
5 5 3 30 20 12

Aus unseren Uberlegungen folgt natiirlich noch nicht, daB jede Zeile der
erhaltenen Tabelle tatsichlich ein Vielflach definiert. Wir zeigen am Beispiel
der zweiten Zeile, daB dies wirklich der Fall ist.

Auf Grund der in dieser Zeile enthaltenen Werte fir n und ¢ muB das
gesuchte Vielflach dreieckige Flachen besitzen, von denen in jeder Ecke je vier
zusammentreffen. Es sei 4,4,4; eine solche Fliche. Zu ihr miissen drei drei-
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eckige Flichen benachbart sein, die in Abb. 40a schematisch angedeutet
sind ; dabei miissen die Ecken 4,, 44, 44 alle verschieden sein, da anderenfalls

X

4,

5

Abb. 40

in der betreffenden Ecke nicht vier, sondern nur drei Flachen zusammentref-
fen wiirden. Ferner muBl an die Ecken 4,, 4,, A5 noch je eine Flache an-
schliefen, wie es in Abb. 40b angegeben ist. Nun treffen in der Ecke 4, drei

Y

Abb. 41

Flachen zusammen, wobei die , freien‘‘ Kanten 4,4,
und 4,4, auftreten; folglich muB an diese Ecke
noch eine Fliche angrenzen, die 4,4, und 4,4, als
Kanten besitzt (Abb. 40c). Nunmehr treffen in jeder
der Ecken 4,, 4,, ..., A4 je vier dreiseitige Flachen
zusammen, wobei bereits keine ,freien‘ Kanten
mehr auftreten, Das in Abb. 40¢ dargestellte Schema
ist ein abstraktes Vielflach. Nach dem StEINITz3chen
Satz kann es durch ein konvexes Vielflach realisiert
werden (Abb. 41), und dieses ist das gesuchte topo-
logisch regelmiBige Vielflach (es ist eine vierseitige

Doppelpyramide, die auch Oktaeder genannt wird); in Ubereinstimmung mit
den in der zweiten Zeile unserer Tabelle angegebenen Zahlen hat dieses Viel-
flach 12 Kanten, 6 Ecken und 8 Flichen.
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Wie wir sahen, wird das in Abb. 40c dargestellte Schema durch die Werte
n = 3, ¢ = 4 eindeutig bestimmt. Folglich haben wir nicht nur die Existenz
des geforderten Vielflachs nachgewiesen, sondern auch seine Eindeutigkeit
(bis auf einen Isomorphismus).

Eine solche Uberlegung kann auch beziiglich jeder anderen Zeile der Tabelle 2
angestellt werden. Die erste Zeile bestimmt die uns bereits bekannte dreiseitige
Pyramide (Tetraeder), die dritte ein Zwanzigflach, das Ikosaeder g t wird

<>
&?’ﬂ R ﬂ

Abb. 42 Abb. 43 Abb. 44

(Abb. 42), die vierte ein Sechsflach, das dem vierseitigen Prisma isomorph
ist und auch Hexaeder genannt wird (Abb. 43), die fiinfte ein Zwolfflach, das
Dodekaeder heiBt (Abb. 44).

Wir k also zu folgendem Ergebnis:

Satz. Es gibt fiinf verschiedene (nicht zueinander isomorphe) Typen topolo-
gisch regelmipiger Vielflache: Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder und
Tkosaeder.

Sieht man sich nochmals die Definition des topologisch regelmaBigen Viel-
flachs an, so bemerkt man, daB die Begriffe Fliche und Ecke in ihr symmetrisch
auftreten. Das bedeutet, daB das zu einem topologisch regelmaBigen Viel-
flach duale Vielflach (vgl. 2.4.) ebenfalls topologisch regelmaBig ist. Hieraus
folgt, daB es zu jedem topologisch regelmifigen Vielflach ein ihm duales topolo-
gisch regelmiBiges Vielflach gibt. Aus der Tabelle 2 ersieht man, daB das Okta-
eder dem Hexaeder und das Dodekaeder dem Ikosaeder dual ist; das Tetra-
eder ist sich selbst dual.

4.2, RegelmiiBige Vielecke und Vielflache. Ein einfaches Vieleck heiBit regel-
mépig oder genauer metrisch regelmdpig, wenn alle seine Seiten einander gleich
und alle seine Winkel einander gleich sind (Abb. 45). Es ist allgemein bekannt,
daB fiir jedes n = 3 ein und (bis auf Ahnlichkeit) nur ein regelmaBiges n-Eck
existiert. Zu seiner Konstruktion braucht man nur den Umfang irgendeines
Kreises in n gleiche Teile zu zerlegen und die Teilpunkte der Reihe nach mit-
einander zu verbinden.

Eine vielkantige Ecke heiBt regelmdpig, wenn alle ihre ebenen Winkel ein-
ander gleich und alle jhre Flachenwinkel einander gleich sind.
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Ein einfaches Vielflach heiBit regelmifig (genauer metrisch regelmipig), wenn
alle seine Flichen regelméBige Vielecke und alle seine vielkantigen Ecken ein-
ander gleiche regelmaBige vielkantige Ecken sind. RegelmiBige Vielflache

nennt man auch Platonische Vielflache (Platoni-

sche Kérper). Man kann leicht zeigen, daB diese

Vielflache alle konvex sind.

Jedes regelmiBige Vielflach ist offenbar auch
topologisch regelmaBig. Deshalb kann es im Un-
terschied zu den Vielecken nicht mehr als fiinf
Typen einander nicht isomorpher regelméaBiger
Vielflache geben. Wir zeigen, daBl es genau fiinf
gibt (d. h., daB es in jeder Klasse topologisch
regelméBiger Vielflache metrisch regelmaBige
Vielflache gibt) und jedes regelméaBige Vielflach

Abb. 45 einem dieser fiinf Vielflache nicht nur isomorph,
sondern sogar dhnlich ist.

Wenn wir den topologischen Typ eines regelméaBigen Vielflachs kennen,
konnen wir sein Netz konstruieren — so wie wir das am Beispiel des Oktaeders
in 4.1. ausgefithrt haben (vgl. Abb. 40c). Benutzt man in diesem Netz als
Flichen gleiche regelmiBige Vielecke, so erhilt man das Netz des gesuchten
Vielflachs. Also ist das Netz eines regelméBigen Vielflachs durch dessen topo-

logischen Typ eindeutig bestimmt, sofern man
4 von der Willkiir bei der Wahl der Kantenldnge
absieht. Bei gegebener Kantenlinge bestimmt
das Netz nach dem CaucHyschen Satz das ge-
suchte Vielflach eindeutig bis auf seine Lage im
7 Raum. Wir erhalten somit, wenn wir von Kanten
verschiedener Linge ausgehen, einander dhnlich
Vielflache. Wenn also iiberhaupt ein regelmaBi-
ges Vielflach eines gegebenen topologischen Typs
existiert, so ist es bis auf Ahnlichkeit eindeutig
bestimmt.

Es bleibt also zu zeigen, daf fiir jeden der
fiinf in 4.1. beschriebenen topologischen Typen
wirklich ein metrisch regelméBiges Vielflach exi-

Abb. 46 stiert. Wir fiihren diesen Beweis wieder am Bei-

spiel des Oktaeders.

Wir fiigen vier gleichseitige Dreiecke zu einer regelmaBigen vierkantigen
Ecke PABCD zusammen (das ist offenbar méglich, und zwar bis auf die Lage
dieser vierkantigen Ecken im Raum auf eindeutige Weise ; vgl. Abb. 46). Diese
bildet eine der Ecken des gesuchten Vielflachs. Wir nehmen nun ein zweites
Exemplar derselben vierkantigen Ecke und fiigen sie so an die erste, da8 ihre
Ecke mit dem Punkt 4 und zwei ihrer Flichen mit den Flichen PAB und
PAD zusammenfallen (Abb. 47 und 48); das ist durchfiihrbar, da die Flichen
und die Flichenwinkel gleich sind. Im Ergebnis erhalten wir zwei neue Flachen
ABQ und ADQ unseres Vielflachs. Wir betrachten nun die vierkantige Ecke
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bei B, die die , freie Fliche CBQ hat. Drei ihrer ebenen Winkel (die in den
bereits konstruierten Flichen des Vierflachs liegen) und zwei ihrer Flichen-

winkel (die an den Kanten BP und BA) sind drei ebenen Winkeln und zwei

N

\////////“

A A
Abb. 47 Abb. 48

Flachenwinkeln der urspriinglichen vierkantigen Ecke PABCD entsprechend
gleich; folglich ist die gesamte vierkantige Ecke B der vierkantigen Ecke
PABCD gleich, und wir kénnen ein weiteres Exemplar der vierkantigen Ecke

d)

Abb. 48

PABCD an den bereits konstruierten Teil des Vielflachs so anfiigen, daf seine
Ecke mit B und drei seiner Flichen entsprechend mit den Dreiecken BOP,
BPA und BAQ zusammenfallen. SchlieBlich iiberzeugen wir uns auf die gleiche
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Weise davon, da38 man eine ebensolche vierkantige Ecke mit ihrer Ecke in

jedem der Punkte C, D und @ anlegen kann. Hieraus ergibt sich unmittelbar,

daB das von uns konstrmerte Vielflach PA BCDQ metrisch regelmiBig ist. Man
ichnet es als regelmdpigen Oktaeder (Abb. 49¢).

Ganz analog weist man die Existenz metrisch regelmaBiger Vielflache in
jeder der verbleibenden vier Klassen topologisch regelmiBiger Vielflache nach.
Diese metrisch regelmiBigen Vielflache bezeichnet man entsprechend als regel-
mdpiges Tetraeder (Abb. 49a), regelmdifiges Hexaeder oder Wiirfel (Abb. 49b),
regelmdpPiges Dodekaeder (Abb. 49d) und regelmdifiges Ikosaeder (Abb. 49e).

Wir erhielten also folgenden

Satz. Es gibt fiinf verschiedene (bis auf Ahnlichkeit eindeutig bestimmie)
metrisch regelmifige Vielflacke: das regelmifige Tetraeder, das regelmifige
Hexaeder (Wiirfel), das regelmifige Oktaeder, das regelméifige Dodekaeder und
das regelmdifige Ikosaeder.

Gleichzeitig sehen wir, daB zu jedem metrisch regelmiaBigen Vielflach ein
zu ihm duales metrisch regelmiiBiges Vielflach existiert.

Die zueinander dualen regelmifBigen Vielflache kann man durch folgendes
einfache Verfahren erzeugen: Es sei ein regelmiBiges Vielflach V gegeben;
wir betrachten die Mittelpunkte aller seiner Flichen und nehmen sie als die
Ecken eines neuen Vielflachs V’. Die Mittelpunkte benachbarter Flachen des
Vielflachs V sollen benachbarte Ecken des Vielflachs V'’ sein, und die Mittel-
punkte derjenigen Flichen von V, die in einer Ecke zusammentreffen (es ist
leicht einzusehen, daB8 diese Mittelpunkte in einer Ebene liegen), sollen die
Ecken derselben Fliche von V' sein. Das konstruierte Vielflach V" ist ebenfalls
regelmifig; auBerdem entsprechen den Flichen des Vielflachs V die Ecken
des Vielflachs V', den Kanten von V die Kanten von ¥’ und den Ecken von V
die Flichen von V' (wobei inzidierenden Elementen des Vielflachs V inzi-
dierende Elemente des Vielflachs V' entsprechen), d. h., das Vielflach V' ist
zum Vielflach V dual. Die beschriebene Konstruktion ist in den Abb. 50a
bis 50e fiir jedes der fiinf regelmiBigen Vielflache dargestellt.

In der angegebenen Konstruktion spielen die Vielflache ¥ und ¥V’ nicht die
gleiche Rolle (eines ist dem anderen einbeschrieben). Daher verwendet man
mitunter besser folgende Konstruktion, die symmetrischer ist: Wir konstru-
ieren die Sphire, die alle Kanten des gegebenen regelmiBigen Vielflachs V
beriihrt (eine solche Sphiire gibt es stets, und sie beriihrt jede Kante in deren
Mittelpunkt), ziehen zum Mittelpunkt jeder dieser Kanten den Radius der
Sphére und drehen jede Kante (genauer die Gerade, auf der die Kante liegt)
um diesen Radius um 90° (Abb. 51). Es ist leicht zu zeigen, daB die zu einer
Fliche gehérigen Kanten nach der Drehung durch einen Punkt verlaufen
(Abb. 51a) und die Kanten, die durch eine Ecke verlaufen, in eine Ebene zu
liegen kommen (Abb. 51b). Somit bestimmen die Kanten des Vielflachs V
nach der Drehung ein neues (ebenfalls regelmaBiges) Vielflach V'. das zu V
dual ist (Abb. 52).

Zwei zueinander duale regelmiBige Vielflache, deren entsprechende, auf-
einander senkrecht stehende Kanten gemeinsame Mittelpunkte haben, heien
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zueinander reziprok. Der Begriff der Reziprozitdt beriicksichtigt im Unter-
schied zur Dualitit nicht nur die topologische Struktur der beiden Vielflache,
sondern auch ihre Ausdehnungen und ihre gegenseitige Lage.

bl
Abb. 52

+4.3. Eckengleiche halbregelmiiige Vielflache. Fiir das Weitere ist es zweck-
miBig, einige Hilfsbegriffe einzufithren: Unter dem Stern einer Ecke A eines
gegebenen Vielflachs verstehen wir die Gesamtheit aller mit ihr inzidierenden
Fliachen sowie aller Ecken und Seiten dieser Flachen. Dazu dual verstehen wir
unter dem Stern einer Fliche « eines gegebenen Vielflachs die Gesamtheit
aller Ecken der Fliache & sowie aller Flichen und Kanten, die mit diesen Ecken
inzidieren. Fiir Sterne (von Ecken oder von Flichen) werden wir von deren
Isomorphie im gleichen Sinne sprechen, wie das oben (vgl. 2.1.) fiir Vielflache
definiert wurde. Um einen Stern (z. B. einer Ecke) bis auf einen Isomorphismus
zu bestimmen, geniigt es, die Anzahl ¢ der Flichen dieses Sterns sowie die
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Anzahl n, der Ecken einer dieser Flichen «,, die Anzahl n, der Ecken der mit
ihr benachbarten Fliche «,, die Anzahl ny der mit x, benachbarten Flache oy
usw. anzugeben.

Die topologisch regelmiBigen Vielflache kann man als diejenigen Vielflache
charakterisieren, bei denen sowohl die Sterne aller Ecken als auch die Sterne
aller Flichen jeweils untereinander isomorph sind. Beschrinkt man sich nur
auf die erste dieser zwei Forderungen, so kommt man zu einer umfassenderen
Klasse von Vielflachen, zu den sogenannten topologisch eckengleichen halb-
regelmiBigen Vielflachen. Ein Vielflach heift also topologisch eckengleich halb-
regelmifig, wenn die Sterne aller seiner Ecken einander isomorph sind.

Wir stellen uns das Ziel, alle Vielflache dieser Art aufzuzdhlen, wobei wir uns
wiederum nur auf Vielflache vom Geschlecht Null beschrinken. Ferner wer-
den wir uns dabei nur firr Vielflache interessieren, die nicht topologisch regel-
maBig sind, d. h. fiir solche Vielflache, bei denen in jeder ihrer Ecken wenigstens
zwei Flichen mit verschiedener Eckenzahl zusammentreffen.

Um alle Typen topologisch eckengleicher halbregelmiBiger Vielflache auf-
zihlen zu kénnen, suchen wir alle méglichen Typen von Sternen ihrer Ecken
auf. Fiir jeden aufgefundenen Sterntyp kann man (und zwar bis auf einen ein-
zigen Fall eindeutig) das Netz des entsprechenden Vielflachs aufbauen —
genauso wie das in 4.1. fiir das Oktaeder durchgefiihrt wurde. Hieraus folgt
nach dem StEINITZSchen Satz die Existenz des gesuchten Vielflachs und seine
Eindeutigkeit bis auf einen Isomorphismus. Nur einem Sterntyp, den wir
noch angeben werden, entsprechen zwei verschiedene Netze und deshalb auch
zwei einander nicht isomorphe Vielflache.!) Wir werden nicht in jedem Fall
die Uberlegungen angeben, die zur Konstruktion ces Netzes eines Vielflachs
filhren, dessen Ecken einen bestimmten Sterntyp besitzen; der Leser mag
diese Uberlegungen selbst durchfiihren, indem er die in 4.1. durchgefiihrte
Netzkonstruktion fiir das Oktaeder zum Vorbild nimmt.

Wir fithren nun die erforderlichen Bezeichnungen ein. Es bezeichne wieder e,
fund k die Anzahl der Ecken, Flichen und Kanten des Vielflachs, f, die Anzahl
der n,-eckigen Flichen, f, die Anzahl der n,-eckigen Flichen usw. Ferner sei s
die Anzahl der in jeder Ecke des Vielflachs zusammentreffenden Flichen, ins-
besondere s, die Anzahl der n,-eckigen Flachen, s, die Anzahl der n,-eckigen
Fliachen usw.

Zunichst zeigen wir, daB in den Ecken eines halbregelmaBigen Vielflachs
nicht iibermiBig viele Seitenflichen zusammentreffen koénnen, d.h., wir
schitzen die Zahl s nach oben ab. Da in jeder Ecke s Kanten zusammen-
treffen, betrdgt die Anzahl der in den verschiedenen Ecken des Vielflachs
gezihlten Kanten se; weil dabei aber jede Kante zweimal gezihlt wird (denn
sie verbindet zwei Ecken miteinander), gilt

se = 2k. (16)
1) Es ist interessant, daB diese Verletzung der Eindeutigkeit erst vor kurzem bemerkt

wurde, obwohl die Theorie der halbregelmiBigen Vielflache bereits mehr als zweitausend
Jahre alt ist.
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Jede Fliche des Vielflachs hat nicht weniger als drei Seiten; da jede Kante
zwei Fliachen angehdrt, ist also 3f < 2k oder, wegen (16),

3f < se. 17)
Aus dem Evrerschen Satz folgt (da wir nur Vielflache vom Geschlecht Null

betrachten)
e+ f>k.

Unter Verwendung der Beziehungen (16) und (17) erhilt man schlieBlich

8 8
e+§ege+f>k=§e,

woraus sich nach einfachen Umformungen

8<6
ergibt.

Somit kann & nur die Werte 3, 4, 5 annehmen.

Wir versuchen nun, alle méglichen Sterntypen fiir die Ecken eines gegebenen
halbregelmiBigen Vielflachs zu bestimmen, d.h. alle toglichen Werte der
Zahlen m; und g, zu finden. *

Die n,-eckigen Flichen enthalten zusammen einerseits n,f, ebene Winkel

und andererseits ale ebene Winkel. Folglich ist n,f, = s,e oder f, = —c
Genauso ist f; = —e und allgemein
8
fe= i e. (18)

Mithin gilt fiir die Gesamtzahl f der Seitenflachen eines Vielflachs

8 33
=g —e + . 19
f=bet (19)
Wir gehen nun von der EvLERrschen Gleichung
f=k—-—e+2
aus und setzen in sie f und k aus den Gleichungen (16) und (19) ein:
a_le.'._a’_e.'. =£_e+2
n Ny 2
oder
H 4, =2 2
n,+n,+ ==z *t3 20

Zur Losung der uns gestellten Aufgabe mii wir die Gleichung (20)
beziiglich der Unbekannten e; s,, 8; ..., #;, 7, ... in positiven ganzen Zahlen
|6sen.
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Wir betrachten die verschiedenen moglichen Werte fiir s gesondeit:

I. s = 3, d. h,, in jeder Ecke des Vielflachs treffen drei Flichen zusammen.
Diese Flachen konnen entweder zwei oder drei verschiedenen Typen ange-
héren. Im ersten Fall konnen wir 8, = 2, 8, = 1 setzen, wahrend im zweiten
Fall 8, = 8, = 8, = 1 sein muB. Wir betrachten diese Fille gesondert:

1.s=2,8=1
Die Gleichung (20) nimmt in diesem Fall die Form

@1)

n o my 2 e
an. Aus (21) folgt
2 1 1
——>=.
n, ]
Wegen n, = 3 muBl lgl und mithin —2—>—1-—l=i, d.h.n, <12
sein. ng — 3 ny 2 3 6

Ferner kann man durch geometrische Uberlegungen leicht feststellen, daB
die Zahl n, gerade sein mul. Es sei dazu 4,4, ... 4, irgendeine n,-eckige
Flache (Abb. 53). Wegen s, = 2 muB an die Ecke 4, noch eine zweite
ny-eckige Fliche anschlieBen, und zwar
z.B. an die Kante 4,4,. Dann muB
aber in der Ecke 4, an die Kante 4,4,
eine ng-eckige Fliche angrenzen usw.
Setzen wir diese Uberlegung in gleicher
Weise fort, so miissen wir, wenn wir
zur Ecke 4, gelangen, eine an die Kante
A, A, anschlieBende n,-eckige Flache er-
halten ; das ist aber offenbar nur méglich,
wenn die Anzahl der Seiten der Fliache
A4, ... A, eine gerade Zahl ist.

Somit kann n, nur die Werte 4, 6, 8, 10
annehmen, Wir betrachten auch diese
Fille wieder gesondert:

a) ny; = 4. In diesem Fall geht die Abb. 53
Gleichung (21) in e = 2n, iiber, durch
die fiir beliebiges positives g ny = n eindeutig der zugehorige Wert von e

bestimmt ist. Aus der Gleichung (18) ergibt sich f, = n, f; = 2. Wir erhalten
also ein Vielflach mit n viereckigen und zwei n-eckigen Flichen und mit
2n Ecken, in denen jeweils zwei viereckige und eine n-eckige Fliche zusammen-
treffen. Dieses Vielflach ist dem n-seitigen Prisma isomorph (Abb. 54a). Wir
erhalten also eine unendliche Folge topologisch halbregelmaBiger Vielflache;
aus dieser Folge ist lediglich das Vielflach anzuschlieBen, das dem Wert n = 4
entspricht, da es topologisch regelmaBig ist.
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b) », = 6. Die Gleichung (21) mmmt in diesem Fall die Gesta]t%— + —l-
- % + % an, aus der sich e = g erglbt Foglich ist in diesem Fall not-
wendigerweise ny < 6.

Fiir ny = 3 ist e = 12.. Wir kommen auf ein Vielflach mit 12 Ecken, in deren
jeder zwei sechseckige und eine dreieckige Fliche zusammentreffen (Abb. 54b).

Dem Wert ng = 4 entspricht das in Abb. 54¢ und dem Wert n, = 5 das in

Abb. 54d dargestellte Vielflach.
¢) n, = 8. Die Gleichung (21) erglbt -+ L = ; + E, Woraus € = 487»,

g
und damit n, < 4 folgt, d. h., es ist n, = 3 e = 24. Da.s entsprechende Viel-
flach ist in Abb. 54e dargeste]]t

1 1 1 2 20m, )

d)n, = 10. Esgllt-g + w3 + - worause = 10——3n,f01gt’ d.h., esist
wieder n, = 3. Das entsprechende Vielflach ist in Abb. 54f dargestellt.

2.8, = 8 = 83 = 1. Mit den gleichen geometrischen Uberlegungen, die wir
im Fall 1 anges‘oe]lt haben, ergibt sich, daB jetzt alle Zahlen n,, ny, n, gerade
sein miissen.

Die Gleichung (20) nimmt in unserem Fall die Gestalt

1 1 1 1 2

mTmtmTT e @2)
on 1,1 .1 1
Da wegen dieser Bezxehung vttt s ist, muB wemgsbens einer
2 My

der Summanden auf der linken Selte z. B. der erste, groBer als-— 3= %sem

Folglich ist #, < 6, d. h. n, = 4. Damit kann die Gleichung (22) in der folgen-
den Form geschrieben werden:
1 1
—t — =
Ny M

l
4

a|lo

23)

1

Wie oben folgt hieraus, da8 z. B. — > f’ d. h. ny < 8, sein muB. Also ist

ny = 6 (da ny % 7, sein muB). Damlt redumert sich die Gleichung (23) auf die
einfache Gestalt ! 1 2

s 12 e

aus der ny < 12 folgt. Somit gibt es nur zwei Moglichkeiten: n, = 8 (Abb. 54g)
und n4 = 10 (Abb. 54h).

Der Fall s = 3 ist damit vollstandig erledigt.

II. 8 = 4. Dieser Fall muB} ebenfalls untergliedert werden.

1. In jeder Ecke treffen drei Flichen eines ersten Typs und eine Fliche
eines anderen Typs zusammen: 8, = 3, 8, = 1.
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Die Gleichung (20) nimmt in di Fall die Form
1 2
2l += (24)
Lo Ny

an, und wegen ny 2> 3 folgt aus ihr #, < 4.
Fir n; = 3 reduziert sich (24) auf die Gleichung Z = —, die unendlich

viele ganze Losungen ny = n,8 = 2n besitzt. Wir erhalten also noch eine zweite
unendliche Folge topologisch halbregelmaBiger Vielflache, die sogenannten
Antiprismen (oder Prismatoide; Abb. 54i). Fir n = 3 ist das Antiprisma ein
topologisch regelmaBiges Vielflach, das Oktaeder.

Der Wert n, = 4 liefert nur den einen Wert n, = 3; dieser Losung der
Gleich 24) ent hen zwei nicht isomorphe topologisch halbregelmaBige
Vielflache (Abb. 54], k) mit isomorphen Sternen der Ecken.

2. 8, = 8 = 2. In diesem Fall nimmt die Gleichung (20) die Form
2 2 2

_+___]+_
n Ny

an, deren einzige positive ganzzahlige Losungen n, = 3, n, = 4 (Abb. 54])
und 7, = 3, ny = 5 (Abb. 54m) sind.

3.8, = 2,8, = 83 = 1. In diesem Fall erschlieBen wir mittcls geometrischer
Uberlegungen, daB8 die Zahl n, gerade sein muB, und aus der Gleichung (20),
die jetzt die Form

2 1 1 2
ot =14—
n, Ny N3
annimmt, erhalten wir als einzige positive g hlige Losung ny = 4, ny = 3,

ng = 5 (Abb. 54n).
4.8, = 8, = 83 = 8, = 1. In diesem Fall nimmt dic Gleichung (20) die Form

1 1 1 1 2
—+t—F+—+—=14+= (25)

n, Ny ng ng e
an. Wahlt man n, <7y < n; <m,, 50 wirdn, 23, 7,24, 7,25, 7,26

und
1 1 1 1 l

—t+—+—+—=
ny nyg My n, 3

1 1 19
g'ﬂ' ==—x<1,

*5t6= %

AI.—-

was der Gleichung (25) widerspricht. Es zeigt sich also, daB dieser Fall nicht
eintreten kann.

IIL. s = 5. Hier ist, wie man sich leicht iiberzcugt, der cinzig mégliche Fall
8, = 4, 8, = 1. In diesem Fall lautet die Gleichung (20)
4 1 3 2

DR A
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Abb. 54 (Fortsetzung)
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Diese Gleichung hat als positive ganzzahlige Losungen n, = 3, n, = 4 (Ab-
bildung 540) und 7, = 3, n, = 5 (Abb. 54p).

Damit haben wir alle topologischen Typen von topologisch eckengleichen
halbregelmiBigen Vielflache gefunden, und zwar insgesamt 14 Typen, wenn
wir die beiden unendlichen Folgen (und die 5 Typen topologisch regelméBiger
Vielflache) nicht mitzihlen.

Ein Vielflach heilt (metrisch) eckengleich halbregelmifig oder Archimedisches
Vielflach (auch Archimedischer Korper), wenn alle seine Flichen regelmaBige
Vielecke und alle seine vielkantigen Ecken einander gleich (kongruent) sind.

Abb. 55

Abb. 56

Wie in 4.2. kann man zeigen, dafl jeder der von uns aufgefundenen Typen
topologisch eckengleicher halbregelmaBiger Vielflache durch ein Archimedisches
Vielflach realisiert werden kann, und zwar bis auf Ahnlichkeit auch nur durch
ein einziges.

Diese Archimedischen Vielflache wurden in Abb. 54 bereits als Vertreter der
entsprechenden topologischen Typen dargestellt.

Es sei bemerkt, daB zwei der Archimedischen Vielflache (Abb. 541 und 54m)
als Schnitte reziproker regelmaBiger Vielflache erzeugt werden konnen (vgl.
auch Abb. 55 und 56); diese Archimedischen Vielflache besit zwei Arten
von Flichen, und zwar dieselben, wie die urspriinglichen regelméBigen Viel-
flache.




§ 4. RegelmiBige Vielecke und Vielflache

447

Dig Charakteristiken der Archimedischen Vielflache (bis auf die regel-
miéBigen) mit Angabe ihrer Benennung sind in Tabelle 3 aufgefiihrt.

Tabelle 3
Nr.[s|s |8 |8 |n|ng|my|fi|fa|fa] € f k | Abb.

1321 |(—|4|n|—]| n| 2|—]| 2n(n+2| 3r| 54a | regelmiiBiges n-seitiges
Prisma mit quadrati-
schen Seitenflichen
(n=3,56,7,..)

2(3 (2|1 |—|6|3]|—]| 4| 4|—| 12 8 18| 54b | abgestumpftes Tetra-
eder

3(3[2]|1|—|6j4]|—]| 8| 6]—|24] 14 36 [ 54c | abgestumpftes Okta-
eder

43|21 (-] 6|5|—|20(12]—| 60| 32 90 | 54d | abgestumpftes Ikosa-
eder

518321 |~|8|3]—| 6] 8]—| 24 14 36| 54e [ abgestumpfter Kubus

6(3(2|1(—|10|3|—]12|20f—| 60 32 90| 54f | abgestumpftes Dode-
kaeder

T(3(1 1| 1] 4|6 8(12] 8| 6| 48] 26 72| 54g | abgestumpftes Kubo-
oktaeder

813]1(1|1]4({6]10/30]|20(12[120 62 180 | 54h | abgestumpftes Ikoso-
dodekaeder

9(413|1|~13|n|—(2n] 2(—| 20|2n 42| 4n| 54i | n-eckiges Antiprisma
(n=4,5,86,...)

10 (4|31 |—| 4|3 |—]|18] 8| —| 24 26 48 | b54j Rhombokubooktaeder

11 4|31 ]|~ 4]3]|—|18]| 8)—| 24 26 48| 54k

12|14|2|2)|—|3]4]|—| 8] 6]-] 12 14 24| 541 Kubooktaeder

13|4(2[2]|—38|5|—[20)12|—] 30| 32 60| 54m | Ikosododekaeder

141421} 1] 4{3| 5[30({20(12| 60 62 120 54n | Rhomboikosododeka-
eder

156(5|4|1|—| 3|4|—[32] 6|—| 24| 38 60 | 540 | abgeflachter Kubus

16 [ 5] 4 —| 3| 85|—|80|12]|—[ 60 92 150 | 54p | abgeflachtes Dodeka-
eder

4.4, Flichengleiche halbregelmiiBige Vielflache. Der Begriff des topologisch

flichengleichen halbregelmiBigen Vielflachs ist zum Begriff des topologisch
eckengleichen halbregelmifigen Vielflachs dual: Ein Vielflach heifit topologisch
flichengleich halbregelmifig, wenn die Sterne aller seiner Flichen einander
isomorph sind.

Man kann die topologisch flichengleichen halbregelmiBigen Vielflache auf
die gleiche Weise erfassen wie in 4.3. die topologisch eckengleichen halbregel-
miiBigen Vielflache. Das Dualitétsprinzip (vgl. 2.4.) gestattet es jedoch, die
vorangehenden Resultate unmittelbar zu verwenden, ohne die dort angestell-
ten Uberlegungen wiederholen zu miissen. Jedem topologisch eckengleichen
halbregelmiBigen Vielflach entspricht ein zu ihm duales topologisch flichen-
gleiches halbregelmiBiges Vielflach und umgekehrt. Folglich gibt es vierzehn
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Abb. 57

verschiedene (einander nicht isomorphe) topologisch flichengleiche halbregel-
maBige Vielflache und dariiber hinaus noch zwei unendliche Folgen derartiger
Vielflache (die topologisch regelmiBigen nicht mitgeiechnet.) Die Charak-
teristiken dieser Typen von Vielflachen kann man durch Dualit#tsbetrachtun-
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Abb. 57 (Fortsetzung)

gen leicht aus den in Tabelle 3 fiir die Archimedischen Vielflache angefiihrten
Charakteristiken erhalten.

Ein Vielflach heiBt (metrisch) flichengleich halbregelmifig, wenn alle seine
Flichen einander gleich (kongruent) und alle seine vielkantigen Ecken regel-
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miéBig sind. So wie frither existieren in jeder der Klassen topologisch flichen-
gleicher halbregelmaBiger Vielflache metrisch flichengleiche halbregelmaBige
Vielflache, aber im Unterschied zu den Archimedischen Vielflachen sind sie
im allgemeinen einander nicht éhnlich, da die Form ihrer Flichen nicht durch
den topologischen Typ und die Forderung der topologischen HalbregelmaBig-
keit bestimmt wird.

Die verschiedenen Typen flichengleicher halbregelméBiger Vielflache sind
in Abb. 57a bis 57p in der gleichen Anordnung dargestellt wie in Abb. 54a
bis 54p die ihnen dualen Archimedischen Vielflache.

4.5. RegelmiiBige Vielecke und Vielflache mit Selbstiiberschneidungen. Ver-
zichtet man bei den regelméBigen Vielecken auf die Forderung, daB sie ein-
fach sein sollen, so erhélt man neben den bereits frither betrachteten regel-
maBngen Vielecken die sogenamnten regelmaﬁzgen Vielecke mit Selbstiiber-

gen oder regelmifigen Sternvielecke. Ein Beispiel eines solchen Viel-
ecks — das regelmiBige Sternfiinfeck — ist in Abb. 58 dargestellt.

Es 4Bt sich leicht zeigen (wir wollen uns damit nicht befassen), daB die Seiten
eines regelméBigen Sternvielecks V immer Diagonalen eines einfachen regel-

Abb. 58 Abb. 59
maBigen Vielecks ¥V, sind, welche die Endpunkte von Streckenziigen verbind

die aus derselben Anzahl von Seiten von V, bestehen. Zur Konstruktion eines
regelméBigen Stern-n-Ecks kann man daher von einem einfachen regelmaBigen
n-Eck ausgehen und in diesem alle Dmgonalen mehen dJe die Endpunkte der
aus je ksemer Seiten bestehenden Streck g verbinden, wobei

1<k< E ist. Ist die Zahl k zu n teilerfremd, dann erhilt man auf diese

Weise stets ein regelmiBiges Stern-n-Eck; wenn k aber nicht zu » teilerfremd
ist, dann zerfallt das Vieleck in mehrere geschlossene Streckenziige, man erhilt
ein sogenanntes zerfallendes Vieleck (vgl. z. B. Abb. 59, in der der Fall n = 6,
k = 2 dargestellt ist, wobei sich zwei Dreiecke ergeben). Also existieren fiir
jedes n so viele verschiedene (einander nicht &hnliche) regelmiBige Stern-

n-Ecke, wie es ganze Zahlen ¥ mit 1 <k <% gibt, die zu # teilerfremd
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sind!): Es gibt ein regelmaBiges Sternfiinfeck (Abb. 58), zwei regelméaBige
Sternsiebenecke (Abb. 60a, b), aber z. B. kein regelmiBiges Sterndreieck,
Sternviereck und Sternsechseck.

Man kann die regelmiBigen Sternvielecke auch anders erhalten: Die Ge-
raden, auf denen die Seiten eines beliebigen Stern-n-Ecks V liegen, zerlegen
die Ebene in eine gewisse Anzahl von Gebieten, deren eines, der sogenannte
Kern des gegebenen n-Ecks ¥, ein einfaches regelmaBiges n-Eck ¥V, darstellt.

a) b)
Abb. 60

Man kann daher jedes regelmaBige Stern-n-Eck auch aus einem einfachen
regelmaBigen n-Eck V, durch Verldngerung jeder Seite von ¥, in beiden Rich-
tungen bis zum Schnitt mit den verlingerten Seiten, die von ihr durch ein und

dieselbe Anzahl von k — 1 Seiten (1 <k< %) getrennt sind, erzeugen; dabei

erhalten wir wie oben ein zerfallendes Vieleck, wenn k und » nicht teilerfremd
sind.

Wir wenden uns nun den Vielflachen zu. Wenn wir in der Definition' des
regelmaBigen Vielflachs nicht fordern, daBl es einfach sein soll, erhalten wir
neben den in 4.2. bereits betrachteten Platonischen Vielflachen die regelmdfigen
Sternvielflache, die auch Pornsorsche Vielflache (PoiNsorsche Kirper) genannt
werden. Wir geben in groben Ziigen an, wie man alle diese Vielflache auffinden
kann.?)

Die Ebenen der Flichen eines beliebigen regelmiBigen Sternvielflachs V
zerlegen den Raum in eine gewisse Anzahl von Gebieten, von denen eines, das
man den Kern des Vielflachs V nennt, ein einfaches regelmiBiges Vielflach V,
ist. Das Vielflach ¥, hat genauso viele Flichen wie V; deshalb gibt man dem
regelmaBigen Sternvielflach den gleichen Namen wie seinem Kern (Tetraeder,
Dodekaeder u. &.).

1
1) Die Anzahl der verschiedenen regelmiiBigen n-Ecke kann also in der Gestalt - @(n)

geschrieben werden, wobei @(n) die in der Zahlentheorie gebriiuchliche EvLErsche Funk-
tion bezeichnet (vgl. den Artikel ,,Die Elemente der Zahlentheorie* in Band I der EAEM,
S. 248-251).

2) Eine ausfithrliche Behandlung dieser Frage findet der Leser in dem am SchluB dieses
Artikels angegebenen Buch von D. O. ScHkLIaRsk1, N. N. TscHENzZow und I. M. JacLom
[5].
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Es sind zwei Fille moglich: 1. Im Vielflach ¥, sind die gleichen Flichen
miteinander benachbart wie in V; in diesem Fall entspricht jeder Fliche «
des Vielflachs V (die unbedingt sternformig sein muB) eine Fliche «, des Viel-
flachs V,, die zugleich der Kern der Fliche « ist; in diesem Fall erhdlt man das
Vielflach ¥ aus seinem Kern ¥V, durch Verlangern dessen Kanten. 2. Die be-
nachbarten Flachen des Vielflachs V sind in ¥, nicht benachbart; dann erhilt
man das Vielflach V aus ¥, durch Verlangern seiner Flachen.

Wir wollen untersuchen, welche Sternvielflache auf die angegebene Weise
aus den uns bekannten einfachen regelmiBigen Vielflachen erzeugt werden
konnen.

1. Tetraeder. Alle Flichen des Tetraeders sind miteinander b hbart,
mithin kann ein Verlangern der Flachen des Tetraeders nicht zum Ziel fuhren
Da es kein Sterndreieck gibt, kann man beziiglich des Verlingerns der Kanten
des Tetraeders das gleiche sagen. Also existieren keine Sterntetraeder.

2. Oktaeder. Da die Flachen eines regelmaBigen Oktaeders Dreiecke sind,
fithrt ein Verlangern der Kanten des Oktaeders nicht zum Ziel. Ein Verlangern

Abb. 61

der Flichen eines regelmaBigen Oktaeders (jede Fliche wird bis zum Schnitt
mit den drei nicht mit ihr benachbarten und nicht zu ihr parallelen Flichen
verlingert; vgl. Abb. 81) ergibt ein zerfallendes Vielflach, das aus zwei regel-
méBigen Tetraedern besteht. Also gibt es auch keine Sternoktaeder.

3. Hexaeder. Alle nichtbenachbarten Kanten und Flichen eines regelmaBigen
Hexaeders (Wiirfels) sind einander parallel. Mithin existieren auch keine Stern-
hexaeder.

4. Dodekaeder. Das Verlingern der Kanten eines regelmiBigen Dodekaeders,
d. h. das Ersetzen jeder seiner Flichen x durch ein Sternfiinfeck mit dem
Kern & (Abb. 62a), fihrt zu einem Vielflach, das als kleines Sterndodekaeder
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bezeichnet wird (Abb. 63a); es hat 12 Sternfiinfecke als Flichen, 30 Kanten
und 12 Ecken (konvexe fiinfkantige Ecken).

Beim Verlangern der Flichen eines regelmaBigen Dodekaeders (jede Flache
wird bis zum Schnitt mit den fiinf nicht mit ihr benachbarten und nicht zu

.,,,,/////,7////// “‘
p ﬁ;,,,. A vj

Abb. 62

ihr parallelen Flachen verlangert) gibt es zwei Méglichkeiten. Wenn wir als
Flichen des neuen Vielflachs die dabei entstehenden einfachen Fiinfecke
(Abb. 62b) ansehen, gelangen wir zum grofen Dodekaeder (Abb. 83b); es hat
12 konvexe fiinfeckige Flichen, 30 Kanten und 12 Ecken (sternférmige fiin{f-
kantige Ecken). Sehen wir dagegen als Flachen die entsprechenden Sternfinf-
ecke (Abb. 62¢) an, so erhalten wir das grofe Sterndodekaeder (Abb. 83c); cu
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hat 12 Sternfiinfecke als Flichen, 30 Kanten und 20 Ecken (dreikantige
Ecken).

Wir haben also drei Arten von regelmiBigen Sterndodekaedern gefunden.

5. Ikosaeder. Da die Flichen eines regelmiBigen Ikosaeders Dreiecke sind,
ergibt sich beim Verlingern der Kanten des Ikosaeders kein neues Vielflach.
Beim Verliangern der Flichen eines regelmagigen Ikosaeders gibt es nur einen
Fall, der auf ein nicht zerfallendes Vielflach fithrt, namlich den, daB jede Fliche
bis zum Schnitt mit den drei Fldchen verlingert wird, die mit der zu ihr

Abb. 63

parallelen Fliche benachbart sind (Abb. 62d). Das dabei entstehende Vielflach
heiBt grofes Ikosaeder (Abb. 63d); es hat 20 dreieckige Flachen, 30 Kanten und
12 Ecken (sternformige fiinfkantige Ecken).

Somit gibt es insgesamt vier (bis auf Ahnlichkeit) verschiedene regelmaBige
Sternvielflache. Man iiberzeugt sich leicht, daBl diese Vielflache paarweise
zueinander dual sind: Das kleine Sterndodekaeder ist dem groBen Dodekaeder
dual und das groBle Sterndodekaeder dem grofen Ikosaeder.

Analog den Archimedischen Vielflachen (vgl, 4.3.) kann man auch ecken-
gleiche halbregelmiBige Vielflache mit Selbstiiberschneidungen untersuchen.
Die einfachsten Beispiele solcher Vielflache sind die in Abb. 64 und 65 darge-
stellten Vielflache, die sich als Schnitt reziproker regelméBiger Sternvielflache
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ergeben. Das erste dieser Vielflache — das Dodekaedrododekaeder — hat 24 fiinf-
eckige Flachen: 12 einfache (wie das groBe Dodekaeder) und 12 sternformige
(wie das kleine Sterndodekaeder). Das zweite dieser Vielflache — das Dode-
kaedroikosaeder — hat 32 Flichen: 20 Dreiecke (wie das groBe Dodekaeder)

Abb. 64 Abb. 65

und 12 Sternfiinfecke (wie das groSe Sterndodekaeder). Gegenwirtig sind ins-
gesamt 51 eckengleiche halbregelmifige Sternvielflache bekannt; es ist bisher
unbekannt. ob damit alle derartigen Vielflache erfat sind.



Literator

[1] ALEXANDROW, A. D., Konvexe Polyeder, Berlin 1958 (Ubersetzung aus dem Rusei-
schen)

[2] JIwcrepunk, JI. A., Bunyknwe ¢uryps m mHOrorp (Ly K, L. A., Kon-
vexe Figuren und Vielflache), Moskau 1956.

[3] Mepeneaxnn, . K., Kypc anemenrapuoti reomerpun, 9. 2 (Plnmm D.I., Lehr-
gang der Elomonurgeometne Teil 2), Moskau-Leningrad 194

[4] HapAMARD, J., Legons de géométrie élémentaire II, 7. Aufl., Pum 1937.

(5] Mxaapckeit, 1[ 0., H. H. Yernos u U. M. fraom, Habp sajayn H P
97IeMEHTaPHOM MaTeMaTHKH, 4. 8 (SCHKLIARsSKI, D, 0., TscEENzow, N. N., und 1. M.
JacLoM, Ausgewihlte Aufgaben und Sitze der Elementarmathematik, Teil 3), Mos-
kau 1954.

[6] Mrxeowskr, H., All ine Lehrsiitze iiber k Polyeder, Nachr. Ges. Wiss.
Gottingen, 1897 (abgedruckt in: H. MinkowsKI, Gesammelte Abhandlungen. Bd. II,
Leipzig 1921).

DEarN, M., Uber die Starrheit konvexer Polyeder, Math. Ann. 77 (1916), 466-473.

[7] Cavucry, A., Recherches sur les polyédres, J. Ecole Polytechn. 9 (1813), 68-86.
CAYLEY, A., On Poinsot’s four new regular solids, Philos. Mag. 17 (1859), 123-128.

(8] Amxnruyse, B. T., O 9ncire MONYNPaBRJABHHX MHOIOTD 6. ,,M
mpocsemenne’, Bun. 1 (ASCHKINUSE, W. G., Uber die Anzahl der halbregelmaBigen
leﬂaw.he, aus ,,lht.hemmche Blldlmg", Heft 1, Moskau 1957, 8. 107-118.
)it A.T., P HM MEOTOI'p (DorFMAN,
A. G Rhombokubooktuder und dle xhnen reziproken Vlelﬂn.chn), ebenda, Heft 6,
Moaknu 1961, S. 207-208.

[9] CoxETER, H. S. M., Regular polytops, London 1948.

h sei auf folgende Literatur verwiesen (Anm. d. wissenschaftl. Red.):
BricENER, M., Vielecke und Vielflache, Leipzig 1900.
Romav, T., Reguliire und halbregulire Polyeder, Berlin 1968.

STEINITZ, E., und H. RADEMACHER, Vorlesungen iiber die Theorie der Polyeder, Berlin
1934.



L M. JAGLOM

GEOMETRIE DER KREISE



Einleitung

Die Lehre vom Kreis nimmt in der Elementargeometrie einen bedeutenden
Platz ein. Seit EvkLip wird die el tare Planimetrie als die Wi haft
angesehen, die die Geraden, Kreise und einige einfachste, von Geradenstiick:
und Kreisbogen begrenzte Figuren (wie z. B. Dreiecke und Kreissektoren)
untersucht. Somit ist der Kreis die einzige Kurve, die eingehend in der Ele-
mentargeometrie betrachtet wird, was die groBe Aufmerksamkeit rechtfertigt,
die man der Untersuchung der Eigenschaften dieser Kurve widmet. Eine Viel-
zahl der verschiedensten Eigenschaften des Kreises war schon den altgriechi-
schen Mathematikern bekannt. Besondere Verdienste bei der Untersuchung
dieser Eigenschaften erwarben sich jedoch die Mathematiker des 19. Jahr-
hunderts. Im 19. Jahrhundert wurde ein iiberaus reichhaltiges, aus vielen
Sitzen speziellen Charakters bestehendes Faktenmaterial zusammengetragen,
und, was bedeutend wichtiger ist, es wurden einige grundlegende allgemeine
Prinzipien der sog ten ,,G trie der Kreise“ aufgezeigt. Das Ziel dieses
Artikels ist es, diese prinzipiellen Grundlagen der Theorie der Kreise darzu-
stellen, die in erster Linie auf den deutschen Mathematiker Auvgust FERDI-
NAND MoBIUS (1790-1868) (Gegenstand des Teiles A des vorliegenden Artikels),
den franzosischen Mathematiker EDMUND LAGUERRE (1834-1886) (Gegenstand
des Teiles B) und den norwegischen Mathematiker SorrUs L1k (1842-1898)
(Gegenstand des Teiles C) zuriickgehen. Was die verschiedenartigen speziell
Eigenschaften der Kreise betrifft, so werden wir auf sie in unserer notwendiger-
weise recht gedrangten Darstellung fast nicht eingehen konnen.

Es sei bemerkt, daB fast der gesamte Inhalt des vorliegenden Kapitels ohne
Schwierigkeiten auch auf die Geometrie des Raumes iibertragen werden kann;
die Beschrinkung des Umfangs 14Bt uns von einer Darstellung der Geometrie
der Kugeln Abstand nehmen, die iibrigens fast keine prinzipiell neuen Ge-
sichtpunkte im Vergleich zur G trie der Kreise enthalt

A. DER KREIS ALS PUNKTMENGE

§ 1. Verallgemeinerung des Kreisbegriffs

1.1. Die orientierte Strecken- und Winkelmessung. Im vorliegenden Artikel
spielt die orientierte Strecken- und Winkelmessung eine besondere Rolle. Gibt
man auf einer Geraden eine bestimmte Richtung vor (man deutet dies gewdhn-
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lich durch einen Pfeil an), so kann man der Lange jeder Strecke dieser Geraden
noch ein bestimmtes Vorzeichen zuordnen. So soll z. B. die Lange der Strecke
4B in Abb, 1a als positiv und die Léinge der Strecke CD als negativ ange-
sehen werden. Im folgenden bezeichnen wir die auf diese Weise erhaltene orien-
tierte Linge einer Strecke AB mit (4B), wahrend wir die gewdhnliche (nicht
onentlem) Linge wie iiblich mit |4B| bezeichnen. Somit ist also fiir jede
Strecke AB stets |4B| = |BA|, wahrend (4B) = —(BA) wird. Ferner gilt
stets |AB| = |(AB)|, wobei auf der
rechten Seite der gewohnliche ab-
solute Betrag von Zahlen steht. Man
beachte, daB8 der Wert des Produk-
a) tes und des Quotienten zweier orien-
tierter Streckenlingen einer Gera-
4 den unabhingig davon ist, welche
Richtung auf der betrachteten Gera-
O b den ausgezeichnet wurde: Sind AB
d und CD zwei Strecken einer Gera-
den, so sind das Produkt (4.B) (CD)

o (4B)
und der Q; D) gig
a von der Wahl der Richtung auf der
») Geradm posxtxv, wenn die Rich-
der BeT hteten Strecken‘

(Vektoren) AB und CD (von A nach

B und von C nach D) iibereinstim-
men, und negativ, wenn diese Richtung inand tgegengesetzt sind
(wie z. B. in Abb. 1a).

Entsprechend kann man, wenn in der Ebene ein Drehsinn ausgezeichnet
ist (der z. B. durch einen auf einem beliebigen Kreis angebrachten Pfeil ge-
kennzeichnet wird). der GrdBe des Winkels zwischen (nicht gerichteten!)
Geraden ebenfalls ein Vorzeichen zuordnen: Die GroBe des Winkels zwischen
a und b wird als positiv nngesehen, wenn der Drehsmn von der Geraden a
zur Geraden b mit dem ten Dreh iibereinstimmt, und als
negativ im entgogengesetzt.en Fall (so ist in Abb. 1b die GréBe des Winkels
zwischen den Geraden a und b positiv und die des Winkels zwischen ¢ und d
negativ). Im folgenden bezeichnen wir die gewdhnliche GroBe eines Winkels
mit dem Zeichen Z und die orientierte GréSe mit . Demnach ist also
L (a,b) = £ (b,c) und X (a,b) = — & (b, @). Ebenso wie die gewdhnliche
GroBe eines Winkels ist auch die orientierte GréBe eines Winkels zwischen
zwei Geraden nicht eindeutig bestimmt ; so kann fiir die in Abb. 2 dargestellten
Geraden & (a,b) = £ AOB oder ¥ (a,d) = — £ AOC sein. Man sieht jedoch
leicht ein, daB die orientierte GroBe des Winkels zwischen zwei Geraden bis
auf ein beliebiges Vielfaches der Zahl 7 bestimmt ist; 80 ist in den Bezeichnungen
der Abb. 2 £ AOC = £ AOB - x, und fiir den mit einem Pfeil gekennzeich-

A 8 D¢

Abb. 1
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neten iiberstumpfen Winkel 40C gilt Z AOC = £ AOB + n. Meistens ver-
steht man unter dem orientierten Winkel zwischen zwei nicht aufeinander
senkrecht stehenden Geraden a und b den dem Betrag nach kleineren Winkel

zwischen diesen Geraden, so daB fir solche Geraden — 12!- < ¥ (a,b) < % gilt,
wahrend fiir aufeinander senkrecht stehende Geraden X (@, b) = + % gesetzt

wird. Im folgenden soll das Symbol & (a, b) stets diesen Sinn haben ; insbeson-
dere soll also eine Gleichung ¥ (a,b) = ¥ (¢, d) bedeuten, daB die dem Betrag
nach kleineren der orientierten Winkel zwischen & und b und zwischen ¢ und d
in Gréfe und Drehsinn iibereinstim-

men. Es sei bemerkt, daB der Wert 8
eines Produktes oder eines Quotien-

ten aus zwei orientierten Winkelgro-

Ben ebenfalls unabhingig davon ist,

welcher Drehsinn in der Ebene aus- 7 T A
gezeichnet wurde: Zum Beispiel ist

der Quotient <): (@, b) : X (c, d) positiv,

wenn die Richt der Dreh

um den dem Betmg nach kleineren T Abb. 2

Winkel, die @ in b und ¢ in d iiber-

iuhren, uberemstlmmen, und negatlv im entgegengesetzten Fall. Insbeson-
dere brauchen wir Drehsinn im voraus auszuzeichnen,
wenn wir von der Gleichheit oder Ungleichheit der GroBe orientierter Win-
kel sprechen, weil die Behauptung der Gleichheit zweier GréBen besagt, da8
ihr Quotient gleich Eins ist.

1.2. Verschiedene Definitionen des Kreises. Das Beriihren von Kreisen. Den
Hauptgegenstand der Untersuchungen dieses Artikels bilden Kreise. Ein Kreis
kann definiert werden als Menge aller Punkte der Ebene, die von einem ge-
gebenen Punkt O einen gegebenen Abstand r haben; der Punkt O heiBt der
Mittelpunkt oder das Zentrum des Kreises und die Zahl r sein Radius. Im
Grenzfall kann man auch zulassen, daB der Abstand r — der Radius
des Kreises — gleich Null ist; dann besteht der ,Kreis* nur aus dem einen
Punkt 0. Im folgenden ist es fiir uns oft von Vorteil, auch die Punkte als
Kreise aufzufassen, indem wir sie als , Kreise vom Radius Null“ ansehen;
in diesem Fall nennen wir die gewdhnlichen Kreise ,.eigentliche Kreise.
Die Punkte (,,Kreise vom Radius Null“ oder ,,Nullkrelse“) und die ,,eigent-
lichen Kreise* fassen wir unter der Bezeichnung ,Kreise mit endlichem
Radius* zusammen.

Die oben angegebene Definition des Kreises ist natiirlich nicht die einzig
mogliche. Sehr oft erweist sich z. B. auch die folgende Definition des Kreises
als niitzlich: Ein Kreis ist die Menge aller der Punkte M, von denen aus eine

gegebene Strecke 4B unter einem konstanten (orientierten!) Winkel erscheint,
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oder — kiirzer — der Punktf_M, fiir die X (MA, MB) = « gilt (Abb. 3a).2)
Bei vorgegebener Strecke AB hingt der Radius des betrachteten Kreises
natiirlich von der GroB8e des Winkels ab (aus der Trigonometrie ist bekannt,
daB er gleich dem Betrag des Quotienten 21;41:1‘ ist); dieser Radius ist um so
groBer, je kleiner (dem Betrag nach) der Winkel « ist. Setzen wir & = 0, so
erhalten wir die Gerade AB (Abb. 3b); neben den eigentlichen Kreisen fallen

b)

Abb. 3

also auch simtliche Geraden unter unsere Definition, die man deshalb ebenfalls
als Grenzfall des Kreises auffassen kann. Im folgenden wird es hiufig von
Vorteil sein, die Geraden mit zu den Kreisen zu zéhlen. Selbstverstandlich
verlieren fiir solche , Kreise‘* die Begriffe Mittelpunkt und Radius ihren Sinn.
Wir wollen die Geraden als ,Kreise mit unendlichem Radius*“ und die Ge-
samtheit der eigentlichen Kreise und der Geraden zusammen als ,,Kreise mit
nicht verschwindendem Radius* bezeichnen; unter der Bezeichnung , Kreis*
wollen wir schlieflich sowohl die eigentlichen Kreise als auch die Punkte
(,,Kreise vom Radius Nall*) als auch die Geraden (,,Kreise mit unendlichem
Radius*) zusammenfassen. Die ZweckmaBigkeit dieser verhaltnismiBig um-
fangreichen Vereinbarung erweist sich in der weiteren Darlegung.

Der Begriff , beriikren’* hat fiir zwei eigentliche Kreise und fiir einen eigent-
lichen Kreis und eine Gerade eine anschaulich véllig klare Bedeutung (Abb. 4a,
b). Im folgenden wollen wir sagen, da sich ein , Kreis vom Radius Null* S,
und ein ,,Kreis mit nichtverschwindendem Radius‘‘ §; beriihren, wenn der
Punkt 8, auf dem Kreis oder der Geraden S, liegt (Abb. 4c, d); schlieBlich
sagen wir, daB sich zwei , Kreise mit unendlichem Radius‘‘ S, und 8, berithren,
wenn die Geraden S, und S, einander parallel sind (Abb. 4e). Ferner verstehen
wir unter dem Winkel zwischen zwei Kreisen S, und S; mit nichtverschwin-
dendem Radius, die sich in einem Punkt M schneiden, den Winkel zwischen
den Tangenten an S, und S, in diesem Punkt (Abb. 5a, b; unter der , Tangente
an eine Gerade'* versteht man sinngemiB die Gerade selbst). Dabei kann man

%) Diese Definition verliert fiir diejenigen Punkte 4 und B, die mit zu dem betrachteten
Kreis gehoren, offensichtlich ihren Sinn. Genau g besteht also der betrachtet;
Kreis aus allen von 4 und B verschiedenen Punkten M, die der genannten Bedingung
geniigen, sowie den Punkten A4 und B. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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4

den betrachteten Winkel als nichtorientiert oder als orientiert ansehen; wir
bemerken nur, daB dle onentlerten Winkel zwischen 8, und 8, in den evtl

vorhand hnitt ten M und N verschledenes Vorzeichen
5,
2 f v s,
d) e)
Abb. 4

haben (vgl. Abb. 5a, b). Eine besondere Rolle werden im folgenden zueinander
senkrechte (oder orthogonale) Kreise spielen, d. h. Kreise, die in ihrem Schnitt-
punkt einen rechten Winkel miteinander bilden; es ist klar, daB bei zwei

S y
5 So
N
a) 5 "

Abb. 5

der senkrechten eigentlichen Kreisen der zum Schnittpunkt gezeichnet

Radius des einen Kreises den anderen Kreis beriihrt (Abb. 6a) und daB eine
Gerade S, die auf dem eigentlichen Kreis 8, senkrecht steht, zugleich Durch-

% ‘ ' )\ S, % N
%@* O
a) &) c)

Abb. 6

messer dieses Kreises ist (Abb. 6b). Wir wollen auBerdem sagen, dafl ein
,,Kreis vom Radius Null“ 8, auf einem ,Kreis mit nichtverschwindendem
Radius“ 8, senkrecht steht, wenn der Punkt S, auf dem Kreis oder der Ge-
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raden S, liegt (Abb. 6¢). Also haben fiir solche Kreise die Aussagen ,,8, berithrt
8, und-,,8, steht auf S, senkrecht‘ den gleichen Sinn. Dieser Sachverhalt
soll uns nicht verwundern: Denn als ,,Tangente* an einen Kreis S, vom Radius
Null kann man jede Gerade ansehen, die durch den Punkt S, geht; mithin
kann man, wenn der Punkt S, auf dem Kreis oder der Geraden 8, liegt, dem
Winkel zwischen S, und 8, jeden beliebigen Wert hreiben, insb dere
kann man also sowohl annehmen, daB dieser Winkel gleich 0 ist (d. h., daB

sich S, und 8, beriihren), als auch, daB er gleich % ist (d. h., daB S, und 8,
aufeinander senkrecht stehen).

§ 2. Potenzlinie und Potenzpunkt

2.1. Die Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis. Wir erinnern zunachst
an folgenden Satz, der aus dem Schulstoff in Geometrie wohlbekannt ist:

Legt man durch einen Punkt M mehrere Geraden, die alle einen gegebenen
(esgentlichen) Kreis S schneiden, so hat das Produkt der Abstinde des Punktes

M
‘ 20N
‘B
4 (i}
B by
b) s

e)
f/.

d)

Abb. 7

von den beiden Schniltpunkten einer der Qeraden mit dem Kreis (das Produkt
|MA| - |MB|in Abb. 7a, b) fiir alle betrachteten Geraden den gleichen Wert.
Dieser Satz gilt sowohl dann, wenn der Punkt M auBerhalb des Kreises S
liegt (Abb. 7a; in diesem Fall ist das Produkt | M A| - | M B| gleich dem Quadrat
der Lange der vom Punkt M an den Kreis S gelegten Tangente), als auch dann,
wenn M innerhalb 8 liegt (Abb. 7b; in diesem Fall ist | MA| - | M B| gleich dem
Quadrat der halben Sehne, die durch den Punkt M senkrecht zum Durchmesser
OM des Kreises verlduft). Liegt der Punkt M auf dem Kreis S (Abb. 7c), so
ist die Lange einer der beiden Strecken MA oder MB gleich Null, und somit
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‘P

hingt auch in diesem Fall das Produkt |MA| - |[MB| nicht von der Wahl der
Geraden ab, es ist fiir jede Gerade gleich Null. Versteht man schlieBlich unter
8 einen ,,Kreis vom Radius Null“, d. h. einen Punkt (Abb. 7d), so geht durch
jeden nicht mit S zusammenfallenden Punkt M nur eine Gerade, die ,,8
schneidet* (und fiir diese Gerade sind die beiden Punkte 4 und B mit dem
Punkt S zu identifizieren); unser Satz behélt auch in diesem Grenzfall seine
Giiltigkeit.

Der Satz gilt auch dann, wenn man das Produkt (MA) . (MB) der orien-
tierten Abstinde betrachtet (vgl. § 1): Wenn namlich der Punkt M auBerhalb
von § liegt, ist das Produkt (MA4) - (M B) stets positiv, und im entgegengesetz-
ten Fall ist dieses Produkt stets negativ. Also hingt sowohl der Betrag als
auch das Vorzeichen des Produktes (M A) - (M B) nur von der Lage des Punk-
tes M und des Kreises S (mit endlichem Radius) ab und nicht von der Wahl
der durch den Punkt M gelegten Geraden. Dieses Produkt nennt man die
Potenz des Punktes M in bezug auf den Kreis S. Aus den Abb. 7a—d leitet man
leicht her, daB die Potenz eines Punktes M beziiglich eines Kreises S8 mit dem
endlichen Radius r in allen Fillen gleich d® — 12 ist, wobei d der Abstand |OM|
des Punktes M vom Mittelpunkt O des Kreises ist. Um das zu beweisen, braucht
man nur als Gerade MAB die durch den Mittelpunkt des Kreises S gehende
Gerade MA,B, zu wihlen.

2.2. Die Potenzlinie zweier Kreise. Mit der Einfilhrung des Begriffs”der
Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis ergibt sich sofort die Frage
nach einer ganzen Reihe von Punktmengen, Zum Beispiel kann man nach der
Menge aller der Punkte fragen, die beziiglich eines gegebenen Kreises eine
konstante Potenz haben (diese ist ein Kreis, der zu dem gegebenen Kreis
konzentrisch ist). Unter diesen Punktmengen spielt fiir die Geometrie eine
besondere Rolle die Menge aller der Punkte, die beziiglich zweser geg
Kreise S, und S, die gleiche Potenz haben. Diese Punktmenge heiit die Potenz-
linie der Kreise S, und S,.

Wir beweisen, daB die Pot: 2weier nichtk trischer Kreise S, und Sy
mit endlichen Radien eine Gerade o ist, die auf der Verbindungsgeraden der Mittel-
punkte dieser Kreise senkrecht steht; zu zwei konzentrischen (nicht zusammen-
fallenden) Kreisen gibt es keine Potenzlinie. (Die Menge aller Punkte, die beziig-
lich zweier konzentrischer Kreise gleiche Potenz haben, ist leer.)

In der Tat: Damit ein Punkt M der Potenzlinie der beiden Kreise 8, und S,
mit den Mittelpunkten O, und O, und den Radien r, und r, angehort (Abb. 8),
muB auf Grund des oben Gesagten

[0\ M* — 1} = |0, M|* — 7§ O]

gelten. Zundchst ist klar, daBl diese Gleichung nicht méglich ist, wenn r, % 7,
ist und die Punkte O, und 0, zusammenfallen, woraus sich unsere Behauptung
beziiglich konzentrischer Kreise ergibt.

Wir nehmen nun an, daB die Punkte O; und O, nicht zusammenfallen; es
sei |0,0,| =1 # 0. Wir wollen zeigen, daB es auf der Geraden 0,0, genau einen

P
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Punkt P gibt, der der Potenzlinie angehort. Dazu sei P ein beliebiger Punkt
der Geraden 0,0, und z sein Abstand von O,, den wir als positiv ansehen,
wenn P und O, auf derselben Seite des Punktes O, liegen, und als negativ im
entgegengesetzten Fall. Dann ist |0,P| = ||, |04P| = |x — I|. und die Be-

Abb. 8

ziehung (s), die notwendig und hinreichend dafiir ist, daB P auf der Potenzlinie
liegt, nimmt die Gestalt
at -} = (x — 1) -1}
an. Diese Beziehung ist eine lineare Gleichung fiir die Unbekannte 2 und hat
die einzige Losung . B4t
= o .
Nunmehr sei bemerkt, daB ein Punkt M dann und nur dann der Potenz-

linie angehért, wenn seine Projektion P auf die Gerade 0,0, ebenfalls der
Potenzlinie angehért. Das ergibt sich aus der einfachen Beziehung

|0 M[* — |0, M|* = |0,P* — |0,P*
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(vgl. Abb. 8) und der Beziehung (). Hieraus folgt aber, daB die Potenzlinje
(zweier nichtkonzentrischer Kreise) eine Gerade ist, die auf der Verbindungs-
geraden 0,0, der Mittelpunkte senkrecht steht.

Man kann auch folgende ,,vektorielle'* Herleitung des Satzes iiber die Potenzlinie in
Betracht ziehen. Die Beziehung (#) kann in der Gestalt

- =(x - —r}

— —
geschrieben werden, wobei x = 0, M, 1 = 0,0, ist. Lost man in dieser Gleichung die Klam-
mern auf, so ergibt sich
2l =12 + ) — 1.
Nach der Definition des Skalarproduktes!) bed diese Bezieh daB
B+h—n
21

pE =

ist, woraus ebenfalls unsere Behauptung folgt.

Die verschiedenen Lagemoglichkeiten der Potenzlinie zweier Kreise sind
in Abb. 8a-d gezeigt; man kann diese Fille leicht analysieren, indem man sich
auf die Beziehung (s) stiitzt. Hier sei nur 0

folgendes vermerkt: Wenn sich die Kreise
S, und S, schneiden, gehéren ihre Schnitt-
punkte offensichtlich der Potenzlinie an
(denn diese Punkte haben beziiglich beider
Kreise die gleiche Potenz, und zwar Null),
so daB die Potenzlinie zweier sich schnei-
dender Kreise mit der Geraden zusammen-
fallt, die ihre gemeinsame Sehne enthilt
(Abb. 8b); wenn sich die Kreise S, und 8,
beriihren, geht aus demselben Grund die
Potenzlinie durch ihren Beriihrungspunkt
und fillt folglich mit der gemeinsamen
Tangente der beiden Kreise zusammen
(Abb. 8c).
Wir wissen, daB3 die Potenz eines auBer- Abb. 9

halb des Kreises S gelegenen Punktes M

gleich dem Quadrat der Linge der von M an § gelegten Tangente ist. Hier-
aus folgt, daB die Potenzlinie zweier sich nicht schneidender Kreise sowie
der Teil der Potenzlinie zweier sich schneidender Kreise, der auferhalb dieser
Kreise liegt, mit der Menge aller der Punkte M zusammenfdllt, fir die die von
M an beide Kreise gelegten Tangenten gleich lang sind (Abb. 9). Diese Aus-
sage kann man auch anders formulieren: Dazu sei X' ein Kreis, dessen Mittel-
punkt M auf der Potenzlinie zweier Kreise S; und S, liegt und dessen Radiys
gleich der gemeinsamen Linge der vom Punkt M an §; und 8, gelegten Tan-
genten M A, und MA,ist (Abb. 9). Da der zum Schnittpunkt 4, (entsprechend

1) Vgl. 8. 355.
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A,) dieses Kreises mit S, (mit S,) gezogene Radius eine Tangente an 8, (an Sy)
ist und folglich senkrecht auf dem zum gleichen Punkt gezogenen Radius des
Kreises 8, (des Kreises 8,) steht, ist der Kreis X orthogonal zu den Kreisen §,
und §,. Wenn umgekehrt M der Mittelpunkt eines zu den Kreisen 8, und S,
orthogonalen Kreises X ist, sind die von M an 8, und S, gelegten Tangenten
gleich lang, und M liegt auf der Potenzlinie. Also stimmt die Potenzlinie sich
nicht schneidender Kreise und der Teil der Potenzlinie sich schneidender Kreise,
der auperhalb dieser Kreise liegt, mit der Menge der Mittelpunkte aller jener
Kreise tiberein, die zu den beiden gegebenen Kreisen orthogonal sind.

Es gei bemerkt, daB man auch den Teil der Potenzlinie zweier sich schnei-
dender Kreise, der innerhalb dieser Kreise liegt, unabhéngig vom Begriff der
Potenz eines Punktes beziiglich eines Kreises geometrisch definieren kann.

s

o

Abb. 10

Wir wollen dazu sagen, daB der Kreis S den Kreis X halbiert (oder daB X vom
Kreis § halbiert wird), wenn S den Kreis X in diametral gegeniiberliegenden
Punkten schneidet (Abb. 10a). Aus Abb. 10a ist ersichtlich, daB der Mittel-
punkt M eines durch den Kreis S halbierten Kreises 2’ innerhalb von § liegt
und daB sein Radius gleich der Linge der halben Sehne des Kreises S ist,
die durch den Punkt M senkrecht zum Durchmesser OM dieses Kreises ver-
lauft, d. h., daB das Quadrat des Radius des Kreises ' dem Betrag nach gleich
der Potenz des Punktes M beziiglich des Kreises § ist (vgl. S. 464). Hieraus
folgt, daB der Teil der Potenzlinie zweier sich schneidender Kreise S; und S;,
der innerhalb dieser Kreise liegt, mit der Menge der Mittelpunkte aller jener
Kreise X' iibereinstimmt, die sowohl vom Kreis 8, als auch vom Kreis 8,
halbiert werden (Abb. 10b).

2.3. Der Potenzpunkt dreier Kreise. Wir betrachten nun drei Kreise S;, S,
und 8y, die paarweise nicht konzentrisch sind. Wenn die Mittelpunkte 0,, O,
und O, dieser Kreise nicht auf einer Geraden liegen (Abb. 11), dann sind die
Potenzlinien 0,4 und 0,5 der Kreise 8, und S; bzw. §; und 8; nicht parallel
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(weil diese Geraden auf der Geradén 0,0, bzw. 0,0, senkrecht stehen); es sei
O der Schnittpunkt dieser Potenzlinien. Da der Punkt O der Potenzlinie 0,4

hort, hat er beziiglich 8, und 8, die gleiche Potenz, und da der Punkt O

2 17
Pot. 1

auch der P inie o,y angehdrt, hat er beziiglich 8; und 8, die gleiche

o
5

Potenz; daraus folgt aber, daB O auch der Potenzlinie o4, der Kreise S, und S,
angehort. Wir sehen also, da8 sich die paarweisen Potenzlinien dreier Kreise S, ,
8y und Sy mit endlichem Radius, deren Mittelpunkte nicht auf einer Geraden
liegen, in einem Punkt O schneiden. Dieser Punkt heiBt der Potenzpunkt der
drei Kreise. Weil der Potenzpunkt beziiglich jedes der drei Kreise S, S, und
8, ein und dieselbe Potenz hat, liegt er entweder innerhalb aller drei Kreise
oder gehdrt jedem der drei Kreise an oder liegt auBerhalb aller drei Kreise.
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Aus dem Satz iiber den Potenzpunkt ergibt sich insbesondere eine einfache
Konstruktionsmethode fiir die Potenzlinie o zweier sich nicht schneidender
Kreise 8, und S, (die Potenzlinie zweier sich schneidender Kreise fallt mit der
Geraden zusammen, die ihre gemeinsame Sehne enthilt): Wir wihlen einen
beliebigen Kreis J, dessen Mittelpunkt nicht auf der Verbindungsgeraden der
Mittelpunkte der Kreise S, und 8, liegt und der sowohl 8, als auch S, schneidet
(Abb. 12). Die Potenzlinie o, der Kreise S und 8, fiillt mit der Geraden zusam-
men, die die gemeinsame Sehne von S und 8, enthilt; die Potenzlinie o, der
Kreise § und 8, fillt mit der Geraden zusammen, die die gemeinsame Sehne

%
__,3/

a
Abb. 12

dieser Kreise enthdlt. Der Schnittpunkt O der Geraden o, und o, ist der Potenz-
punkt der Kreise S,, S, und 8 und gehort insbesondere der gesuchten Potenz-
linie der Kreise S, und S, an. Also ist die Potenzlinie o identisch mit der durch
den Punkt O verlaufenden Senkrechten zur Verbindungsgeraden der Mittel-
punkte von S, und S,. (Man kann natiirlich analog auch mit Hilfe eines anderen
Kreises 8’ einen zweiten Punkt O’ der gesuchten Potenzlinie konstruieren.)

Offensichilich ist der Potenzpunkt dreier Kreise Sy, Sy und Sy, wenn er aufer-
halb dieser Kreise liegt, zugleich der Mittelpunkt des einzigen Kreises X, der zu
den drei gegeb Kreisen orthogonal ist (Abb. 11a, b). Liegt der Potenzpunkt O
innerhalb der gegebenen Kreise, so ist er der Mittelpunkt des einzigen Kreises X,
der von den drei gegebenen Kreisen halbiert wird (Abb. 11¢). Liegen die Mittel-
punkte dreier gegebener Kreise alle auf einer Geraden, so ist der einzige auf
allen drei gegebenen Kreisen senkrecht stehende ,Kreis* die Verbindungs-
gerade ihrer Mittelpunkte — ein , Kreis mit unendlichem Radius‘; ,,Kreise,
die durch die drei gegebenen Kreise halbiert werden, existieren in diesem Fall
nicht.

Liegen die Zentren dreier Kreise 8,, 8, und S, auf einer Geraden, so stehen
ihre paarweisen Potenzlinien o,,, 0,5 und 0,4 alle senkrecht auf der Verbindungs-
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geraden der Mittelpunkte und sind d fol, inander parallel; also haben
dres Kreise, deren Mcuelpunlm auf einer Geraden liegen, keinen Potenzpunkt.
Als Spezialfall kann jedoch der Fall eintreten, daB die Geraden o,, und o4
zusammenfallen ; dann hat jeder Punkt dieser Geraden o die gleichen Potenzen
in bezug auf S, und S, sowie in bezug auf 8, und S,. Hieraus folgt, daB jeder
Punkt der Geraden o auch gleiche Potenz beziiglich der Kreise S; und S, hat,
d. h,, sie fallt mit der Potenzlinie 043 der Kreise S, und 8; zusammen. Dieser
Fall, daB die paarweisen Potenzlinien mehrerer Kreise alle zusammenfallen, ist
aus einer Reihe von Griinden von besonderem Interesse; wir betrachten ihn
im folgenden Paragraphen ausfiihrlicher.

§ 3. Kreisbiischel und Kreishiindel

3. 1. Krelsbilsehel Unter einem Geradenbiischel versteht man in der analy-

ie eine G theit von Geraden einer Ebene, die aus allen
und nur den Geraden besteht, die durch einen festen Punkt gehen (Abb. 13a),
bzw. aus genau den Geraden, die einer gegebenen Geraden parallel sind
(Abb. 13b).1) Da wir die Geraden als ausgeartete ,,Kreise‘ auffassen, wollen

al (2 ¢)
Abb. 13

43

wir die in Abb. 13a, b dargestellten Biischel auch als Biischel von Kreisen mit
unendlichem Radius ansehen. Von groBerem Interesse sind fiir uns jedoch die
Biischel von Kreisen mit endlichem Radius. Hierunter wollen wir einerseits die
Gesamtheiten von Kreisen verstehen, die von allen zu einem gegebenen Kreis
konzentrischen Kreisen gebildet werden (sie sollen ,,uneigentliche‘* Biischel
heiBlen; Abb. 13¢), und andererseits alle Gesamtheiten von Kreisen, von denen
je zwei stets ein und dieselbe Gerade als Potenzlinie o besitzen (die wir ,eigent-
liche* Biischel ). In die eigentlichen Biischel wollen wir auBerdem stets
noch die gemeinsame Potenzlinie simtlicher Paare von Kreisen des Biischels
mit aufnehmen ; somit enthilt jedes Biischel, das kein Biischel konzentrischer
Kreise ist, wenigstens einen ,,Kreis mit unendlichem Radius‘ (d. h. eine Gerade).

1) Vgl. 8. 107.
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Offenbar wird jedes eigentliche Biischel von einer Geraden o, einem Kreis S,
und allen jenen Kreisen § gebildet, fiir die o die Potenzlinie der Kreise S, und
8 ist. (Aus den Darlegungen auf S. 470 folgt namlich, daB die Gerade o dann
auch Py linie eines beliebigen Paares von Kreisen unseres Biischels ist.)
Schneidet ein Kreis S, eines igentlichen Biischels die Potenzlinie o in den
Punkten 4 und B (Abb. 14a), dann muB ;eder andere Kreis S des Biischels
ebenfalls durch die Punkte 4 und B gehen (da o die Potenzlinie der Kreise S,

c)

Abb. 14
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und 8 ist); verlauft umgekehrt S durch die Punkte 4 und B, so ist o die Potenz-
linie der Kreise S, und S, und mithin gehdrt 8 dem Bischel an. Also besteht
im betrachteten Fall das Biischel aus genau den Kreisen, die durch die beiden
festen Punkte 4 und B gehen Ein solches Biischel nennt man ein Biischel mh
schneidender Kreise. Es sei noch bemerkt, daB ein Biischel sich schneidender
Kreise keine Kreise vom Radius Null, d. h. keine Punkte, enthalt.

Wir nehmen nun an, daB ein Kreis 8, eines Biischels die Potenzlinie o in
einem Punkt A beriihrt (Abb. 14b). In diesem Fall muB auch jeder andere
Kreis S des Biischels die Gerade o im Punkt 4 beriihren, weil o die Potenzlinie
der Kreise 8, und 8 ist. Beriihrt umgekehrt ein Kreis § die Gerade 0 im Punkt 4,
so fallt die Potenzlinie der Kreise S, und § mit o zusammen. Also besteht
in diesem Fall das Biischel aus genau den Kreisen, die die Gerade o im ge-
gebenen Punkt A beriihren; ein solches Biischel heiBt ein Biischel sich be-
riihrender Kreise. Ein Biischel sich beriihrender Kreise enthalt genau einen
Kreis vom Radius Null, nimlich den Punkt 4 ; denn die Potenzlinie dieses

Punktes und eines beliebigen Kreises des Biischels fallt mit o (Es
sei bemerkt, daB auch die Biischel konzentrischer Kreise jeweils genau einen
Kreis vom Radius Null enthalten, ndmlich den gemei en Mittelpunkt aller

Kreise des Biischels.)

Schneidet schlieBlich auch nur ein Kreis S, eines Biischels die Potenzlinie o
nicht (Abb. 14¢), so kann kein Kreis S des Biischels die Gerade o schneiden,
weil sonst die Potenzlinie der Kreise §, und 8 nicht mit o tibereinstimmen
wiirde. Ferner ist es unmoglich, daB sich irgend zwei Kreise des Biischels
schneiden, da andernfalls die Potenzlinie dieser Kreise, d.h. die ihre gemeinsame
Sehne enthaltende Gerade, von ¢ verschieden wire. Ein solches Biischel heit
ein Biischel sich nicht schneidender Kreise.l)

Offenbar liegen in allen drei Fillen die Mittelpunkte samtlicher Kreise des
jeweiligen eigentlichen Biischels auf einer zur Potenzlinie o senkrechten
Geraden z, die man als Achse des Biischels bezeichnet. Es sei noch be-
merkt, daB in allen Féllen durch jeden Punkt M der Ebene wenigstens ein Kreis
des Biischels geht. Fiir die beiden Arten von Biischeln von Kreisen mit unend-
lichem Radius (d. h. fiir die Geradenbiischel) sowie fiir die Biischel konzen-
trischer, die Biischel sich schneidender und die Biischel sich berihrender
Kreise ist das ganz offensichtlich. Wir zeigen, daB dieser Sachverhalt auch fiir
die Biischel sich nicht schneidender Kreise gilt. Zunichst ist klar, daB durch
jeden Punkt N der Achse z des Biischels ein Kreis des Biischels geht: Der
Durchmesser NN’ dieses Kreises wird durch die Gleichung (ON): (ON’)
= (OP) - (OP’) festgelegt, wobei O bzw. P, P’ die Schnittpunkte der Achse z
mit der Potenzlinie bzw. mit irgendeinem Kreis S, des Biischels sind (Abb. 14¢).
Gilt insbesondere fir den Punkt N die Beziehung |[ON|® = (OP) - (OP'), so
fallt N’ mit N zusammen, und 8 ist demzufolge ein Kreis vom Radius Null,
d. h. ein Punkt; somit enthélt jedes Biischel sich nicht schneidender Kreise
zwei Punkte N, und N,, die man die Grundpunkte des Biischels nennt und lie

1) In der Literatur bezeichnet man die angefiihrten (in Abb. 14a bis ¢ dargestellten)
drei Arten von Biischeln meistens als elliptische, parabolische und hyperbolische Biischel.
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auf der Geraden z auf verschiedenen Seiten des Punktes O mit dem gleichen
Abstand V(OP) - (OP’) vom Punkt O liegen. Ist nun M ein beliebiger Punkt,
der nicht der Achse z des Biischels angehért, so verlauft die Potenzlinie o,

b

Abb. 15

des Punktes M und irgendeines Kreises S, des Biischels nicht parallel zu o
und schneidet o folglich in einem Punkt @, der beziiglich des Kreises M vom
Radius Null und des Kreises S, die gleiche Potenz hat. Wir konstruieren nun
denjenigen Kreis 8 mit Mittelpunkt auf der Achse z, der die Gerade QM im
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Punkt M beriihrt. (Sein Mittelpunkt ist offenbar der Schnittpunkt der Geraden z
mit der im Punkt M auf QM errichteten Senkrechten.) Der Punkt @ hat offen-
bar gleiche Potenz in bezug auf S und 8y, d. h., er gehort der Potenzlinie dieser
beiden Kreise an. Hieraus ergibt sich, daB o die Potenzlinie der Kreise § und 8,
ist; folglich ist § der durch den Punkt M gehende Kreis des Biischel

Da jeder Punkt @ der Potenzlinie o eines eigentlichen Kreisbiischels, der
aullerhalb aller Kreise des Biischels liegt (d. h. im Fall eines Biischels sich
beriihrender Kreise vom Punkt A verschieden jst und im Fall eines Biischels
sich schneidender Kreise nicht der Strecke 4B angehort; vgl. Abb. 14a, b),
beziiglich aller Kreise des Biischels die gleiche positive Potenz a? hat, ist der
Punkt @ Mittelpunkt eines zu allen Kreisen des Biischels orthogonalen Krei-
ses 2. (Der Radius dieses Kreises ist a.) Also gibt es eine unendliche Menge von
Kreisen, die gleichzeitiy auf simtlichen Kreisen des Biischels senkrecht stehen.
Man erkennt unschwer, daB diese Kreise ihrerseits wieder ein Biischel bilden:
Die Potenzlinie zweier solcher Kreise fallt namlich mit der Achse z des Aus-
gangsbiischels zusammen, da z die Menge der Mittelpunkte aller zu diesen
beiden Kreisen orthogonalen Kreise ist (vgl. S. 468). Die Gerade z selbst geht
ebenfalls in dieses neue Biischel ein, da sie ein Kreis mit unendlichem Radius
ist, der zu allen Kreisen unseres Biischels orthogonal ist. Zwei Kreisbiischel mit
der Eigenschaft, daB jeder der Kreise des ersten Biischels zu allen Kreisen des

o)
Abb. 16

zweiten Biischels orthogonal ist und umgekehrt, heien orthogonale oder kon-
jugierte Kreisbiischel. Wie man leicht sieht, ist einem Biischel sich nicht
schneidender Kreise ein Biischel sich schneidender Kreise orthogonal (weil
alle Kreise des zweiten Biischels durch die Grundpunkte des ersten gehen
miissen) und umgekehrt (Abb. 15a); einem Biischel sich berithrender Kreise
ist ein anderes Biischel sich beriihrender Kreise orthogonal (Abb. 15b).
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Den Begriff des orthogonalen Biischels kann man auch auf Geradenbiischel
und Biischel konzentrischer Kreise iibertragen: Offenbar ist das zu einem
Biischel sich schneidender Geraden orthogonale Biischel ein Biisch
trischer Kreise (Abb. 18a) und umgekehrt, dagegen ist das zu einem Biischel
paralleler Geraden orthogonale Biischel wieder ein Biischel paralleler Geraden
(Abb. 16b). Dieser Sachverhalt gestattet es, allen Biischeln von Kreisen (mit
endlichem oder unendlichem Radius) folgende allgemeine Definition zu geben:
Ein Kreisbiischel ist die Menge aller Kreise der Ebene, die zu zwei gegebenen,
verschiedenen Kreisen 8; und S, orthogonal sind.?)

3.2. Kreishiindel. Wir definieren als ein (eigentliches) Kreisbiindel eine Menge
von Kreisen, die aus allen den Kreisen mit endlichem Radius besteht, von
denen je drei denselben Punkt O als Potenzpunkt haben (den man dann den
Potenzpunkt des Biindels nennt), sowie allen den Kreisen mit unendlichem
Radius (Geraden), die durch den Punkt O gehen. Aus dieser Definition folgt,
daB die Potenz des Punktes O in bezug auf beliebige drei Kreise des Biindels
mit endlichem Radius stets dieselbe ist; hieraus ergibt sich, daB der Potenz-
punkt O eines eigentlichen Kreisbiindels beziiglich aller Kreise des Biindels
dieselbe Potenz hat. Demnach kann man das eigentliche Kreisbiindel auch als
die Menge aller der Kreise der Ebene definieren, beziiglich derer ein gegebener
Punkt O ein und dieselbe Potenz k hat (zuziiglich aller durch O gehenden Ge-
raden); den Punkt O nennt man mitunter auch einfach das Zentrum des Biin-
dels und die Zahl k die Potenz des Biindels.

Ist k = a® > 0, so ist die Liange der Tangente vom Punkt O an einen be-
liebigen Kreis mit endlichem Radius des Biindels gleich a; daraus folgt, da
das Biindel aus allen Kreisen besteht, die zu einem festen Kreis X mit Mittelpunkt
in O und Radius a orthogonal sind (einschlieBlich der Punkte des Kreises X
als Kreisen des Biindels vom Radius Null und der durch O gehenden Geraden
als Kreisen des Biindels mit unendlichem Radius). Ist k = 0, so besteht das
Biindel offenbar aus allen Kreisen (mit endlichem oder unendlichem Radius),
die durch den Punkt O gehen; ein solches Biindel enthilt einen einzigen Kreis
vom Radius Null, den Punkt O selbst. Ist schlieflich k = —a® < 0, so besteht
das Biindel aus allen Kreisen, die den Kreis X mit dem Mittelpunkt O und
dem Radius a halbieren (vgl. S.468), einschlieBlich der durch O gehenden
Geraden; ein solches Biindel enthilt keine Kreise vom Radius Null, d. h.
Punkte.?)

Neben den eigentlichen Biindeln rechnet man zu den Kreisbiindeln noch die
Biindel aller Kreise, deren Mittelpunkt auf einer festen Geraden s liegen, und

1) Sind 8, und S, zwei Geraden, so gelangen wir zu einem Biischel konzentrischer Kreise
oder paralleler Geraden; sind §, und 8, konzentrische Kreise, so erhalten wir ein Biischel
sich uclmeldender Ger&den in allen iibrigen Fillen ergeben sich eigentliche Kreisbiischel.
Es sei b kt, daB ein Biischel sich schneidender Kreise auch als Menge aller der Kreise
definiert werden kann, die 2wei gegebene, verschiedene Kreise 8, und 8, halbieren.

%) Die eigentlichen Biindel der ersten Art nennt man hyperbolisch, die der zweiten Art
parabolisch und die der dritten Art elliptisch.
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aller Geraden, die auf s senkrecht stehen (Biindel der Kreise, die zu einem ,,Kreis
mit unendlichem Radius“, d.h. zu einer Geraden s, orthogonal sind), und
das Biindel aller ,,Kreicc mit dlichem Radius*' (Geraden) der Ebene.

Zum AbschluB sei b kt, daB der D... hschnitt zweier verschied Biindel
(d. h. die Menge aller Kreise, die gleichzeitig zwei Biindeln angehdren) stets
ein Biischel ist: Der Durchschnitt zweier Biindel, von denen eines das Biindel
aller Geraden ist, bildet ein Biischel sich schneidender oder paralleler Geraden ;
der Durchschnitt der beiden Biindel von Kreisen, die zur Geraden ¢, bzw. sy
orthogonal sind, bildet ein Biischel konzentrischer Kreise, falls s, und s, nicht
parallel sind, und ein Biischel paralleler Geraden, falls s, und s, parallel sind;
der Durchschnitt zweier eigentlicher Biindel von Kreisen mit gemeinsamem
Mittelpunkt und verschiedenen Pot, 1 ist ein Biischel sich schneidender
Geraden. In allen verbleibenden Fallen ist der Durchschnitt zweier Kreisbiindel
ein eigentliches Biischel: Besteht eines der beiden Biindel aus den Kreisen, die
2u einer Geraden s orthogonnl sind, und ist da.s ite ein tliches Biindel
mit dem Mittelpunkt O, so stellt ihr Durchschnitt ein eig tliches Biischel dar,
dessen Potenzlinie die durch O verlaufende Senkrechte zu 8 ist (das ergibt sich
daraus, daB die Mittelpunkte aller dem Durchschnitt der Biindel angehérenden
Kreise mit endlichem Radius auf s liegen und daB der Punkt O beziiglich je
zwei dieser Kreise die gleiche Potenz hat); der Durchschnitt zweier eigentlich
Biindel mit verschiedenen Mittelpunkten O, und O, ist ein Biischel mit der
Potenzlinie 0,0,, (Zum Beweis geniigt folgende Bemerkung: Da die beiden
Punkte O, und O, beziiglich zwei beliebiger Kreise mit endlichem Radius, die
beiden Biindeln angehéren, gleiche Potenz haben, ist die Gerade 0,0, die
Potenzlinie dieser beiden Kreise.)

§ 4. Die Inversion

4.1. Definition der Inversion. Wir betrachten ein festes Kreisbiindel und
wihlen aus ihm alle die Kreise aus, die durch einen bestimmten Punkt A der
Ebene gehen. Diese Kreise gehoren dem Durchschnitt zweier Biindel an, dem
gewidhlten Biindel und dem Biindel der Kreise, die durch den Punkt 4 gehen;
nach den obigen Darlegungen (S. 477) bilden sie ein Kreisbiischel. (Wir schlieB
hier den Fall aus, daB das erste Biindel das Zentrum 4 und die Potenz 0 hat
und somit alle seine Kreise durch 4 gehen.) Wenn das erste Biindel das Biindel
aller Geraden der Ebene ist und der Punkt A mit dem Zentrum des gewahlten
Biindels zusammenfallt, ist offenbar das erhaltene Biischel ein Biischel sich
schneidender Geraden; in allen iibrigen Fallen ist es ein Biischel von Kreisen,
die sich in zwei Punkten 4 und A4’ schneiden, oder ein Biischel sich beriihrender
Kreise. (Da alle Kreise des Biischels durch den Punkt 4 gehen, kénnen wir kein
Biischel sich nicht schneidender oder k trischer Kreise bek ) Auf
diese Weise kann man durch die Wahl eines bestimmten Kreisbiindels in der
Ebene (das vom Biindel aller Geraden verschieden ist) eine Abbildung der
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Ebene definieren, die jedem vom Zentrum O des Biindels verschiedenen Punkt A
der Ebene den zweiten Schnittpunkt A’ der durch den Punkt A gehenden Kreise
des Biindels zuordnet. (Wenn sich alle Kreise in A beriihren, nehmen wir an, da
unsere Abbildung den Punkt 4 in sich iiberfiihrt.)!) Diese Abbildung nennen
wir die Punktinversion oder kurz Inversion, die durch das betrachtete Biindel
definiert wird. Besteht das Biindel aus allen Kreisen, deren Mittelpunkte
auf einer Geraden s liegen, sowie den zu s senkrechten Geraden, so heiit die
durch das Biindel definierte Inversion eine spezielle Inversion, genauer die
spezielle Inversion mit der Achse s; die einem Biindel sich in einem Punkt
schneidender Kreise entsprechende Inversion nennt man enfartet; in allen
anderen Fillen haben wir eine gewdhnliche oder gemeine Inversion vorliegen,
wobei das Zentrum des Biindels das Zentrum dieser Inversion und die Potenz k
des Biindels die Potenz der Inversion genannt wird.

Offenbar bildet eine entartete Inversion jeden (vom Zentrum O des Biindels
verschiedenen) Punkt der Ebene in ein und denselben Punkt O ab (da in diesem

Abb. 17

Fall die Menge der durch einen festen Punkt A gehenden Kreise des Biindels
das Biischel aller der Kreise ist, die sich in den Punkten 4 und O schneiden) —
diese Abbildung ist selbstverstindlich uni t. Die spezielle Inversion
mit der Achse s ist die Spiegelung an der Geraden s; denn jeder Kreis, dessen
Mittelpunkt auf der Geraden s liegt und der durch einen bestimmten Punkt 4
geht (wie auch die durch 4 verlaufende Senkrechte zu s), geht durch den zu 4
beziiglich s symmetrisch gelegenen Punkt A4’ (Abb. 17).2) Somit gilt unser
Hauptinteresse den gewohnlichen oder gemeinen Inversionen, die wir im fol-

1) Zu den g trischen Abbild 1l in den Artikel ,,Geometrische Trans-
formationen® in diesem Band der EdEM (lm folgenden werden wir diesen Artikel als
,,G.T.¢ zitieren), S. 45 ff.

?) vgl. .,G.T.*, 8. 51.
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genden der Kiirze halber meistens einfach ,,Inversionen* nennen wollen; in
allen Fallen, in denen gleichzeitig von der gewohnlichen und der speziellen
Inversion die Rede ist, sprechen wir von einer nichtentarteten Inversion.

Aus der oben gegebenen Beschreibung der eigentlichen Kreisbiindel folgt,
daB man die gewshnliche Inversion mit dem Zentrum O und der positiven Potenz
a? als die Abbildung definieren kann, die jedem von Punkt O verschiedemen
Punkt A der Ebene den zweiten Schnittpunkt A’ aller der Kreise zuordnet, die
durch den Punkt A gehen und zum Kreis X mit dem Mittelpunkt O und dem
Radius a orthogonal sind (Abb. 18a); der Kreis X', durch dessen Vorgabe die
Inversion véllig bestimmt ist, heit der Grundkreis der Inversion. Lift man
zu, daB der Grundkreis in ei e Gerade (einen ,,Kreis mit unendlichem Radius*)
entarten kann, so erfalt die letzte Definition auch die speziellen Inversionen,
die Spiegelungen an einer Geraden (Abb. 17). Diese Verwandtschaft zwischen
der Inversion mit positiver Potenz und der Spiegelung an einer Geraden findet
ihren Ausdruck darin, da man die Inversionen mit positiver Potenz meistens
auch als Spiegelungen an einem Kreis bezeichnet. LaBt man auch zu, da der
Grundkreis der Inversion ein Punkt (ein ,Kreis vom Radius Null*) sein
kann, so erfaB8t unsere Definition ebenfalls die entarteten Inversionen. Die
Inversion mit dem Zentrum O und der negativen Potenz —a2kann man schlieB-
lich als die Abbildung definieren, die jedem vom Punkt O verschiedenen Punkt A
den zweilen Schuittpunkt aller der Kreise zuordnet, die durch A gehen und den
Kreis X mit dem Mittelpunkt O und dem Radius a halbieren (Abb. 18b).

Man kann die Inversionen auch rein analytisch definieren. Aus der Tat-
sache, daB das Zentrum O eines eigentlichen Biindels beziiglich aller Kreise
des Biindels die Potenz k hat, folgt, daB jeder durch einen bestimmten (von
O verschiedenen) Punkt A gehende Kreis des Biindels die Gerade 04 in einem
zweiten Punkt A’ schneidet, fir den (0A4) - (0A’) = k gilt. Hieraus ersieht
man, daB man die Inversion mit dem Zentrum O und der Potenz k auch als die-
jenige geometrische Transformation definieren kann, die einen von O verschiedenen
Punkt A der Ebene in den Punkt A’ der Geraden OA vberfiihrt, fiir den

(04) - (04") = k

gilt. Wegen ihrer Einfachheit ist diese Definition der Inversion am weitesten
verbreitet;!) auch wir werden uns ihrer im folgenden meistens bedienen. Ins-
besondere folgt aus dieser Definition, daB die Inversionen mit dem gleichen
Zentrum O und den dem Betrag nach gleichen Potenzen ¥ und —k einen
Punkt 4 in zwei Punkte 4’ und 4" der Geraden OA iiberfiihren, die vom
k
104|
Seiten desselben liegen ; die Inversion mit dem Zentrum O und der (negativen)
Potenz —k stimmt also iiberein mit dem in beliebiger Reihenfolge genommenen
Produkt?) aus der Inversion mit dem Zentrum O und der (positiven) Potenz k und
der Spiegelung am Punkt O.

haben, aber auf verschiedenen

Inversionszentrum O den gleichen Abstand

1) Vgl. ,,G.T.%, S. 51.
1) Vgl. .G.T.“, S. T4,
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Abb. 18

4.2. Eigenschatten der Inversion. Zunichst sei bemerkt, daB das Zentrum O
einer Inversion in keinen Punkt der Ebene abgebildet wird. Da offenbar der Bild-
punkt 4’ eines Punktes A um so weiter von O entfernt ist, je dichter 4 bei O
liegt (wobei der Abstand |0A4’| jede beliebige vorgegebene Zahl iibertrifft,
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sofern A geniigend nahe bei O liegt), sagt man auch, daB der Bildpunkt des
Zentrums O einer Inversion ,im Unendlichen liegt* oder daB ,.eine Inversion
den Punkt O ins Unendliche iberfiihrt; selbstverstindlich muB man diese
Ausdrucksweise in dem Sinne auffassen, daB bei einer Inversion der Punkt O
auf keinen Punkt abgebildet wird, aber die nahe bei O gelegenen Punkfe in
sehr weit entfernte Punkte iibergehen.?)

Es sei als nachstes bemerkt, daB jede nichtentartete Inversion die Punkte
der Ebene ,,miteinander vertauscht* (d. h., wenn der Punkt 4 in den Punkt 4’
abgebildet wird, geht umgekehrt 4’ in A4 iiber).?) Dabei fiihrt die Inversion
mit dem Zentrum O und der Potenz k das Inrlere des Kreises Z mit dem Mittel-
punkt O und dem Radius V[k[ in das AuBengebiet dieses Kreises iber und
umgekehrt, wihrend die Spiegelung an einer Geraden s die beiden Halbebenen,
in die die Ebene durch & geteilt wird, miteinander vertauscht. Den Kreis X'
fithrt die Inversion in sich selbst iiber ; dabei gehen bei positivem k alle Punkte
des Kreises 2 in sich selbst iiber (genauso wie bei der Spiegelung an einer
Geraden s alle Punkte dieser Geraden in sich selbst iibergehen), wahrend bei
negativem k jeder Punkt des Kreises X' in den ihm diametral gegeniiber-
liegenden Punkt von X iibergeht.

Wir geben nun zwei weniger offensichtliche Eigenschaften der Inversion
an.

A. Jede nichtentartete Inversion /uhrt mien Kreis mit nichtverschwindendem
Radius in einen Kreis mit nicht Radius diber (d. h. jeden Kreis
und jede Gerade in einen Kreis oder in eine Gerade).

Da ganz offensichtlich ist, daB die Spiegelungen an einer Geraden s diese
Eigenschaft besitzen, muB nur bewiesen werden, daB dies auch fiir jede
gewohnliche Inversion der Fall ist. Zundchst ist klar, daB eine Inversion jede
Gerade, die durch das Inversionszentrum geht, in sich selbst iberfiihrt. Sind
ferner M und M’ die Schnittpunkte einer durch den Punkt O gehenden Ge-
raden mit einem Kreis S mit dem Durchmesser OP und mit einer auf OP in
einem gewissen Punkt P’ senkrecht stehenden Geraden s (Abb. 19a), so gilt
wegen der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke OPM und OM'P’ mit dem
gemeinsamen spitzen Winkel bei O

0P| _ joM'|
|oM| — 0P|’

woraus sofort
(0M) - (OM') = (OP) - (OP')

folgt. Die letzte Gleichung besagt aber, daB die Inversion mit dem Zentrum O
und der Potenz k einen durch O gehenden Kreis S in die auf dem Durchmesser

OP des Kreises senkrecht stehende Gerade s iiberfiihrt, die diesen Durchmesser in

1) Beziiglich einer and Auff g dieser Ausdrucksweise (die mit dem Hinzufiigen
eines ,,uneigentlichen‘‘ Punktes zur Ebene in Zusammenhang steht) vgl. S. 511f.
%) Man sagt dafiir auch, die Inversion sei eine involutorische T: f jon (vgl.

»G.T., 8. 91).
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demjenigen Punkt. P’ schneidet, fiir den (OP) - (OP') = k ist; umgekehrt fithrt
diese Inversion eine nicht durch O gehende Gerade s in denjenigen durch O gehen-
den Kreis 8 iiber, dessen Durchmesser die Strecké OP der durch O verlaufenden
Senkrechten OP' zu s ist, fiir die (OP) + (OP') = k gilt.

Es sei schlieBlich S ein beliebiger, nicht durch das Inversionszentrum
gehender Kreis und p die Potenz des Punktes O in bezug auf den Kreis 3, so
daB jede durch O verlaufende Gerade den Kreis S in zwei Punkten M und M,

Abb. 19

schneidet, fiir die (OM) - (OM,) = p gilt. Es sei ferner 8’ der Kreis, der dem
Kreis S bei der Homothetie mit dem Zentrum in O und dem Koeffizienten?)

—k entspricht, und ‘es seien M} und M’ die Punkte des Kreises §’, die bei der
betrachteten Ahnlichkeitstransformation den Punkten M und M, des Kreises S
entsprechen (Abb. 19b). Dann gilt

oM) _

(OM)- (OMy) = p, G3r+ =

X
Hieraus folgt P
(OM) - (OM') =k,

d. h., die Inversion mit dem Zentrum O und der Potenz k fiihrt einen nicht durch O
gehenden Kreis 8 in denjenigen Kreis 8’ iiber, der zu S mit dem Ahnlichkeits-

zentrum in O und dem Ahnlichkeitskoeffizienten %zentrisch dhnlich (homothe-

tisch) ist, wobei p die Potenz des Punktes O in bezug auf den Kreis S bezeichnet.
(Dabei entspricht der Punkt M des Kreises S bei der zentrischen Ahnlichkeits-
transformation dem Punkt M, des Kreises 8’ und bei der Inversion dem
Punkt M'.)

') Vgl. ,,G.T.", S. 49.
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Damit ist die Eigenschaft A der Inversionen bewiesen.?)

B. Jede nichtentartete Inversion lift den Winkel zwischen zwes Kreisen unver-
dndert. Genauer: Sind ¢, , ¢, die Tangenten im Punkt 4 an zwei sich im Punkt 4
schneidende Kreise S, und S, mit nichtverschwindenden Radien und ¢{, ¢; die
Tangenten in dem A bei einer Inversion entsprechenden Punkt 4’ an die
Kreise S; und §; mit nichtverschwindenden Radien, in die 8, und S, bei dieser
nichtentarteten Inversion iibergehen, so gilt

X (b, t:) =< (‘;v '{)'
(Man beachte die Reihenfolge der T: ten!)

Es geniigt wieder zu ze?gen, daB die gewohnliche Inversion die Eigen-
schaft B besitzt. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OPM und OM'P (Abb. 19a)

folgt x (PO, PM) = x (M'P', M'0). Es gilt jedoch ¥ (PO, PM) = % (MO, 1),

Abb. 20

wobei ¢ die Tnngen;e an S im Punkt M ist {beide Winkel lassen sich durch
den halben Bogen MO messen); folglich gilt

X (MO, 1) = X (s, M'0').

Ebenso bilden die Kreise 8 und 8’ (Abb. 19b) in den Punkten M und M’
gleiche Winkel & (MO, ¢) und & (M;0, t;) mit der Geraden OMM'. (Das folgt

1) Vgl. ,.G.T., §. 69.
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daraus, daB O das Ahnlichkeitszentrum der Kreise S und 8’ ist; vgl. S. 497.)
Da aber auBerdem & (M10, t;) = % (¢, M'0) ist (vgl. S. 4621.), gxlt

X (MO,0) = x (¢, M'0).

Damit haben wir unsere Behaupt achst fiir den Fall bewiesen, da
einer der beiden betrachteten Kreise mit nichtverschwindendem Radius eine
durch O gehende Gerade ist. Nun seien 8, und S, zwei beliebige Kreise mit
nichtverschwindendem Radius, die sich in einem Punkt 4 schneiden; S; und
Sg seien die sich im Punkt 4’ schneidenden Kreise, in die 8, und S, bei einer
Inversion iibergehen. In diesem Fall gilt (Abb. 20)

¥ (4, 40) = ¥ (4'0,t}), ¥ (40,1) = ¥ (4, 40),

woraus

. X (b ty) = X (t, 1)
folgt, was zu zeigen war.
Insbesondere folgt aus der Eigenschaft B der Inversion, daB eine nichtent-
artete Inversion ziwei beliebige sich beriihrende Kreise in zwei sich beriihrende
Kreise iiberfiihrt.

4.3. Der Satz von Pascal. Die Inversion wird hiufig beim Beweis geometrischer Siitze
angewandt. Oft gelingt es, die Zeichnung zu einem sich auf Kreise beziehenden geometri-
schen Satz mit Hilfe einer Inversion 8o zu verindern, daB einige der in dieser Zeichnung

f den Kreise in Geraden iib hen und die Zeichnung dadurch infacht wird;
beweisen wir dann den durch die transformierte Zeich haulichten neuen, ein-
facheren Satz, so folgt daraus, dal} auch der Satz. von dem wir ausgingen, giiltig ist. Das
Vereinfachen von Zeich mit Hilfe der Inversion liegt auch vielen Anwendungen
dleser Transformation bei geometrischen Konntmkmonuufgaben zugrunde. Wir verweisen
den Leser d\esbezug]lch z B aui die ersten vier Biicher des am SchluB des Artikels ange-
geb v hnar wollen wir uns auf ein einfaches, aber effektvolles
Beispiel e',wns d Charakt. brink

Wir zeigen, daB die Schuittpunkte P, Q und R gegeniiberliegender Seiten A\ A, und A A;,
AzAs und A Ay, AyA, und A A, eines beliebigen (moglicherweise sich selbst iiberschnei-
denden) in einen Kreis S einbeschriebenen Sechsecks A,A,A;A,AsAq auf einer Geraden
liegen (FascavLscher Satz).

Es sei 8, ein beliebiger Kreis, der § in den Punkten 4, und A, schneidet; S, der Kreis,
in den 8, durch die Inversion mit dem Zentrum P und der Potenz k, = (P4,) - (P4,)
= (PA,) * (PA;) tibergefithrt wird (S, geht durch die Punkte 4, und A;); S, der Kreis,
in den die Inversion mit dem Zentrum @ und der Potenz k, = (Q4,) - (@4;) = (Q4;) - (@4,)
den Kreis 8, iiberfiihrt (Sy geht durch die Punkte A, und 4,); &, der Kreis, in den die
Inversion mit dem Zentrum R und der Potenz ky = (Rd,) - (RA,) = (RA,) - (R4,) den
Kreis S, iiberfithrt (Sl geht wiederum durch die Punkte 4, und 4,). SchlieBlich bezeichnen
wir noch die Tangenten an § in den Punkten 4,, 4,. Ay und 4, mitt,.?,, ¢, und ¢, und die
Tangenten an 8,, 8,. S, und 8, in den gleichen Punkten mit u,. %y, uy und %, (Abb. 21).
Man erkennt leichi, daB bei allen drei Inversionen der Kreir S in sich selbst iibergeht.

1) Vgl. auch ..G.T.", S.64-66, 139-140, sowie den Artikel .,Allgemeine Prinzipien
geometrischer Konstruktionen®, S. 164 ff.
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Nach der Eigenschaft B der Inversion gilt mithin
X (b %) = K (g, 8) = X (b5, u5) = X (@), 8).

Die Gleichung < (f;, %) = <X (%, t;) besagt aber, daB die Kreise S, und §,, die S beide
in den Punkten 4, und A, schneiden, in diesen Punkten mit dem Kreis 8 (nach GriBe
und Orientierung) gleiche Winkel bilden; daraus folgt aber, daB diese Kreise zusammen-
fallen. Also sind die Punkte P, @ und R die Zentren von Inversionen, die S, in §,, 8, in 8,

7R
- /

! [J

und 8, in 8, Gberfithren. und damit zugleich Ahnlichkeitezentren dieser Kreise (vgl. den
Beweis der Eigenschaft A der Inversion). Hieraus folgt aber, daB diese Punkte auf einer
Geraden liegen (. 499)Y).

§ 5. Punktgeometrie der Kreise

5.1. Die Kreisebene. Der Umstand, daB die Geraden und Kreise die einzigen
in der El targeometrie untersuchten Kurven sind, legt es nahe, nur solche
Transformationen der Ebene zu betrachten, die Geraden und Kreise wieder
in Geraden und Kreise iiberfiilhren. Es ist nun klar, daB es keine (stetige)
Transformation der Ebene gibt, die jedem Punkt 4 der Ebene einen anderen
Punkt A’ zuordnet, die eine geschlossene Kurve — einen Kreis — in eine nicht
geschlossene — eine Gerade — iiberfiihrt; demzufolge muB jede solche Trans-
formation jede Gerade in eine Gerade und jeden Kreis in einen Kreis iiber-

1) Vgl. auch ,,G.T.*, 8. 88,
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fiihren.!) Auf diese Weise gelangen wir zu den Ahnlichkeitstransformationen
als den einzigen Transformationen der Ebene, bei denen jede Gerade in eine
Gerade und jeder Kreis in einen Kreis iibergeht,?) und diese Transformationen
sind auch gerade diejenigen, die im Lehrgang der Elementargeometrie syste-
matisch betrachtet werden.

Das eben Gesagte widerspricht nicht dem Sachverhalt, daB die Inversionen
auch Kreise in Geraden und Geraden in Kreise iiberfilhren; denn die Inver-
sionen sind keine Transformation der ganzen Ebene, da dem Zentrum O einer
Inversion kein Bildpunkt in der Ebene entspricht. Andererseits 18t es gerade
der Umstand, da8 eine Inversion die Gesamtheit aller Kreise und Geraden in
die Gesamtheit eben dieser Kurven iiberfiihrt, als duBerst wiinschenswert
erscheinen, diese Transformationen in die Klasse der Transformationen auf-
zunehmen, mit denen die Elementargeometrie operiert. Dazu miite man aber
zunéchst erst einmal die Moglichkeit haben, die Inversionen als Transforma-
tionen der ganzen Ebene betrachten zu konnen und nicht nur der Ebene, aus
der ein Punkt herausgenommen wurde: Andernfalls wiirden niamlich die In-
versionen jede Gerade in einen Kreis tiberfithren, aus dem ein Punkt heraus-
genommen wurde (da wir das Zentrum der Inversion stets aus der Betrachtung
ausschlieBen miissen), und wenn wir zwei oder mehrere Inversionen hinter-
einander ausfiihren, kompliziert sich die Sachlage ganz erheblich.

Der Ausweg aus dieser Situation besteht in folgendem: Wir vereinbaren
zu sagen, daB bei einer Inversion ihr Zentrum O in einen fiktiven ,,unendlich
fernen Punkt* 2 der Ebene iibergeht; umgekehrt soll dem ,,unendlich fernen
Punkt* £ bei einer beliebigen Inversion das Zentrum O der Inversion entspre-
chen (vgl. S.51). Obgleich diese Terminologie eigentlich auch nur besagt,
daB eine Inversion ihr Zentrum O in keinen real existierenden Punkt der Ebene
iiberfiihrt, ist sie doch in vielerlei Hinsicht duBerst vorteilhaft. Da z. B. bei
einer Inversion die Geraden in Kreise iibergehen, die durch das Zentrum O
der Inversion verlaufen, mii wir uns vorstellen, daB alle Geraden der Ebene
durch den ,,unendlich fernen Punkt‘* gehen; diese Vereinbarung beseitigt aber
den grundsatzlichen Unterschied zwischen Geraden und Kreisen, weil nun auch
die Geraden geschlossene Kurven werden, namlich Kurven, die ,,sich im Unend-
lichen schlieBen*.3) Die auf diese Weise definitionsgeméaB durch einen ,,unend-

1) Wiirde niimlich eine solche Transformation eine Gerade s in einen Kreis § iiberfithren,
80 miBte sie auch eine s in einem Punkt .4 schneidende Gerade s, in eine Gerade oder
einen Kreis 8] iiberfiihren, die oder der mit § genau einen Punkt 4’ gemeinsam hat, d. h.
S im Punkt A4’ beriihrt. Das ist jedoch nicht méglich, da die Geraden s und s, die Ebene
in vier Teile zerlegen (und zwar derart, daB man zwei belleblge, verschiedenen Teilen der
Efene angehdrende Punkbe nicht durch eine Gerade oder einen Kreis verbinden kann, die
weder 8 noch s, sch ), withrend zwei einander berithrende Kreise (wie auch ein
Kreis und eine ihn beriihrende Gerade) S und S; die Ebene nur in drei Teile zerlegen.

?) vgl. ,,G.T.“, S. 57. Zu dem Folgenden vgl. auch ,,G.T.*, 8. 50-53.

3) Diese Aussage bedeutet, daB ein Punkt 4, wenn er mch auf einer Geraden in einer
beliebigen ihrer Richt hrinkt entfernt, zum ,,unendlich fernen Punkt'* strebt
(in dem Sinne, daB der Pu.nkt A’, in den eine Inversion mit dem Zentrum O den Punkt .4
iiberfithrt, zum Punkt O strebt).
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lich fernen Punkt‘ erginzte Ebene bezeichnet man als Kreisebene. Der Begriff
der Kreisebene ist natiirlich in gleichem MaBe eine mathematische Abstraktion
wie der Begnﬁ der gewohnhchen (unbeschrankten) Ebene; in der modernen
Math (insb dere in der komplexen Funktlonentheome) spielt die
Kreisebene eine duBerst wichtige Rolle.

5.2. Die Kreistransformationen, Die Transformationen der Kreisebene, die
Geraden und Kreise wieder in Geraden und Kreise, d. h. die Gesamtheit aller
Kreise mit nichtverschwindendem Radius in sich iiberfithren, werden bereits
nicht mehr durch die Ahnlichkeitstransformationen allein erschopft; ein Bei-
spiel anderer Art liefern uns die Inversionen. Alle derartigen Transformationen
heiBen Kreistransformationen'). Man erkennt leicht, daB jede Kreistransfor-
mation der Kreisebene entweder eine Ahnlichkeitstransformation oder eine
Inversion oder ein Produkt aus einer Ahnlichkeitstransformation und einer
Inversion ist. In der Tat: LaBt eine Kreistransformation den ,,unendlich fernen
Punkt‘‘ fest, so fithrt sie Geraden (,,Kreise mit unendlichem Radius oder
Kreise, die durch den unendlich fernen Punkt gehen*) wieder in Geraden
und Kreise mit endlichem Radius in Kreise mit endlichem Radius iiber, d. h.,
sie ist eine Ahnlichkeitstransformation. Wir betrachten nun eine Kreistrans-
formation K, die irgendeinen ,endlichen* (d. h. gewohnlichen) Punkt O der
Ebene in Q iiberfiihrt.

Es sei dann [ eine beliebige Inversion mit dem Zentrum Qund [7 = K - I-!
gesetzt. (Wenn also die Transformation K einen beliebig gegebenen Punkt 4
in den Punkt A’ iiberfiihrt und der Punkt A bei der Inversion I in den Punkt 4,
iibergeht, fithrt /7 den Punkt A4, in den Punkt A’ iiber; fillt der Punkt 4,
stets mit dem Punkt 4’ zusammen, so stimmt K mit I iiberein und ist folglich
eine Inversion.)?) Die Transformation /7 ist offenbar auch eine Kreistransfor-
mation; denn fithrt die Transformation K einen gewissen Kreis § in den Kreis
&8’ iiber und geht S bei der Inversion I in den Kreis S, iiber, so fiihrt I7 den
(beliebig wihlbaren) Kreis S, in den Kreis S’ iiber.?) Bei der Transformation /7
gehen aber Geraden (,,Kreise durch £°) stets in Geraden iiber; denn ist S,
eine Gerade, so ist § = I(S,) ein Kreis durch O und folglich 8’ = K(8) eine
Gerade (ein ,,Kreis durch ). Mithin ist /7 eine Ahnlichkeitstransformation,
was unsere Behauptung beweist. (Die beliebig gewahlte Kreistransformation K
stimmt mit dem Produkt /7 - I tiberein.)

5.3. Der Begrift der Kreisg trie. Gegenstand der Kreisg trie (oder
genauer der Punkt-Kreisgeometrie; der Sinn des Zusatzes ,,Punkt-‘‘ ergibt sich

1) Sie werden auch MoBrussche Kreisverwandtschaften oder MoBlusache Transforma-
tionen genannt

?) Zur Definition des Prudul von ischen Transformati vgl. ,,G.T.",
8. 4ff. — Anm. d. wunmha/ll Red

3) Dies bed im daB die Krei f ti eine Gruppe von

trischen Transf i der Kreiseb bilden; vgl. S.96. — Anm. d. wissen-

adlaﬂl. Red.
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aus den weiteren Darlegungen) ist die Untersuchung derjenigen Eigenschaften
geometrischer Figuren, die allen durch Kreistransformationen auseinander
hervorgehenden Figuren gemeinsam sind.') In dieser Geometrie spielt der Be-
griff des Kreises (mit nichtverschwindendem Radius) die grundlegende Rolle;
die Geraden haben hier keine selbstandige Bedeutung, da man sie durch Kreis-
transformationen in Kreise iiberfiihren kann. Ebenso wie in der gewohnlichen
Geometrie hat in dieser Geometrie die Lage eines Kreises in der Ebene keinen
EinfluB auf seine Eigenschaften (verschieden gelegene Kreise haben die gleichen
Eigenschaften); aber man kann die Kreise auch nicht nach der GréBe ihrer
Radien unterscheiden, denn die Kreistransformationen fiihren auch Kreise
mit verschiedenen Radien ineinander iiber. Dagegen spielt der Winkel zwischen
Kreisen in der Kreisgeometrie die gleiche Rolle wie in der gewéhnlichen Geo-
metrie, da er bei beliebigen Kreistransformationen erhalten bleibt (vgl.S.483).

Wir ko hier Einzelheiten der Kreisgeometrie nicht niher erortern; der
Kreisgeometrie sind in der mathematischen Fachliteratur eine ganze Reihe
sehr ausfiihrlicher und gehaltvoller Arbeiten gewidmet (von ihnen ist in der
Literaturangabe am SchluB des Artikels nur das Buch von BLASCHKE [8] er-
wihnt). Es sei nur bemerkt, daB die Begriffe Kreisbiischel und -biindel in der
Kreisgeometrie eine sehr tliche Rolle spielen; diese Begriffe sind hier
sinnvoll, da jede Kreistransformation ein Kreisbiischel wieder in ein Kreis
biischel und ein Kreisbiindel wieder in ein Kreisbiindel iiberfiihrt.?)

B. DER KREIS ALS MENGE VON GERADEN

§ 6. Gerichtete Kreise

6.1. Die Analogie zwischen den Eigenschaften der Punkte und der Geraden.
Eine groBe Rolle spielt in der Geometrie die Tatsache, da3 die Punkte in man-
cherlei Hinsicht dhnlich haften haben wie die Geraden.?) So kann man
z. B. einen Punkt durch zwei (durch ihn hindurchgehende) Geraden festlegen

1) Vgl. ,,G.T.“, § 6.
3) Aus der Tatsache, daB man ein Kbreisbiischel als Menge aller Kreise definieren kann,

die zu zwei gegeb Kreisen ort | sind, folgt sofort, daB jede Kreistransformation
ein Kreisbiiachel wneder in ein Biiechel iberfiihrt (da zueinander orthogonale Kreise bei
einer Krei formation in der orth le Kreise iibergehen). Etwas weniger
offensichtlich ist, daB bei einer Krei f ion ein Kreisbiindel in eln Biindel iiber-
geht; der Beweis hierfiir stellt eine unkomplizierte, aber aufschluB Aufgabe dar,

deren Losung wir dem Leser iiberlassen.
%) Vgl. dazu ,,G.T.*, S. 122-126.
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und eine Gerade durch zwei (auf ihr liegende) Punkte; die zwischen zwei
gegebenen Punkten A und B liegenden Punkte einer Geraden bilden die Strecke
AB und die durch einen Punkt gehenden Geraden, die zwischen zwei gegebenen
Geraden a und b liegen, einen Winkel (die Verwandtschaft der Begriffe Strecke
und Winkel wird auch durch die Darlegungen in 1.1. illustriert) ; durch die drei
Ecken eines Dreiecks geht genau ein Kreis (der ,,Umkreis* des Dreiecks),
und es gibt genau einen Kreis, der die drei Seiten eines Dreiecks beriihrt (den
,»Inkreis* des Dreiecks) usw. Das Ziel des vorliegenden Abschnitts ist es, dieser
Analogie genauer nachzuspiiren.

Im Abschnitt A sahen wir einen Kreis stets als Punktmenge an; diese Auf-
fassung vom Kreis beherrscht auch den Schulstoff der Geometrie. Im Gegen-
satz dazu wollen wir jetzt den Kreis als die Menge aller der Geraden ansehen,

&)

Abb. 22

die Tangenten an ihn sind; wir verstehen also jetzt unter einem Kreis 8 die
Menge aller der Geraden der Ebene, die von einem festen Punkt O, dem Mittel-
punkt des Kreises, einen gegebenen Abstand r haben (Abb. 22a). Dabei soll
die GroBe r, der Radius des Kreises, auch den Wert Null annehmen diirfen;
in diesem Fall gelangen wir zu einem Punkt S,, der hierbei als Menge aller
durch S, hindurchgehenden Geraden erscheint (Abb. 22b). Damit ist von dem
in diesem Artikel eingenommenen Standpunkt aus auch der Punkt ein Spezial-
fall des Kreises (ein ,,Kreis vom Radius Null‘‘).

6.2. Eine neue Ausweitung des Kreisbegriffs. Es sei bemerkt, daB die Analogie
zwischen dem Kreis als Punktmenge und dem Kreis als Menge von Geraden
in vieler Hinsicht durchbrochen wird. So kénnen z. B. zwei Kreise nicht mehr
als zwei gemeinsame Punkte, aber bis zu vier gemeinsame Geraden (d.h.

T ten) besi ; die Mlttelpunkte aller durch zwei gegebene
Punkte gehenden Kreise hegen ‘suf einer bestimmten Geraden (Abb. 23a),
wohingegen die Mittelpunkte aller Kreise, die zwei gegebene Geraden bertihren,
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zwei Geraden ausfiillen (Abb. 23b); es existiert genau ein Kreis, der durch
drei gegebene Punkte geht (Abb. 24a), aber es gibt insgesamt vier Kreise, die
drei gegebene Geraden beriihren (Abb. 24b) usw. Um diese Divergenzen zu

beseitigen, betrachteten wir in di Abschnitt stets gerwhtete Kreise und
Geraden, d. h. Krelse und Gemden auf denen eine bestunmbe in Abbildungen
durch einen Pfeil Ri ichnet ist (vgl. S.460).

Die gerichteten Kreise nennt man auch ZyLe,l und die gerichteten Geraden
Speere. Dabei wollen wir annehmen, daB sich zwei (gerichtete) Kreise S, und 8,
nur dann berithren, wenn die Richtungen dieser Kreise im gemeinsamen
Punkt iibereinstimmen (Abb. 25a); dagegen sollen die beiden in Abb. 25b

(O

Abb. 25

dargestellten Kreise nun nicht mehr als sich beriihrende Kreise angesehen
werden. Die gleiche Bedingung stellen wir auch an das Tangieren einer (ge-
richteten) Geraden S, (eines ,Kreises mit unendlichem Radius“)} und eines
(gerichteten) Kreises 8,. Wir zwei ,gerichtete’ Geraden nur dann
parallel, wenn die Richtungen dieser Geraden iibereinstimmen. Die Zweck-
maBigkeit der Einfithrung von gerichteten Geraden und Kreisen findet ihre
Bestatigung darin, daB zwei (gerichtete) Kreise nicht mehr als zwei gemeinsame
(gerichtete) Tangenten haben koénnen (Abb.26a), die Mittelpunkte aller
(gerichteten) Kreise, die zwei gegebene (gerichtete) Geraden beriihren, auf
einer Geraden liegen (Abb. 26b), ein einziger (gerichteter) Kreis existiert, der
drei gegebene (gerichtete) Geraden beriithrt (Abb. 26¢) usw. Im folgenden
werden wir in der Regel das Eigenschaftswort ,,gerichtet' fortlassen.

Um die oben gegebene Definition des Kreises aufrechterhalten zu kénnen,
miissen wir jetzt zusatzliche Vereinbarungen treffen; denn die Geraden, die
vom Punkt O den Abstand r haben, kénnen den einen oder den anderen der
beiden sich nur durch die Richtung voneinander unterscheidenden Kreise mit
dem Radius r berithren. Wir legen fest, daB der Abstand des Punktes O von
der (gerlchteben) Gerdden  positiv sein soll, wenn O links von [ liegt (Abh. 27a),
und negativ im entgegengesetzten Fall. Dadurch ist es moglich, daB der Radius
eines Kreises auch negativ werden kann; den (gerichteten) Kreis § mit dem
Zentrum O und dem (positiven, negativen oder verschwindenden) Radius 7
kann man nun wie vorher als ,,geometrischen Ort* der (gerichteten) Geraden
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ansehen, die von O den Abstand r haben. Offensichtlich haben dann alle ent-
gegen dem Uhrzeigersinn gerichteten Kreise einen positiven Radius und die
im Uhrzeigersinn gerichteten Kreise einen negativen Radius (Abb. 27b).

q )

N

- —————e

al

Abb. 27

6.3. Die ’l‘angentonenﬂomnng zweier Kreise. Unter dem (gerichteten)
Winkel zwischen zwei (gerichteten) Geraden a und b wollen wir den Winkel
zwischen den (durch die Pfeile Richt

g ) gen dieser Geraden ver-
stehen (Abb. 28a); dadurch ist die GroBe X (a, b) eines gerichteten Winkels

a b
W/
S 5
b
a) )

)

Abb. 28
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bis auf ein Vielfaches von 2z bestimmt (vgl. S.460£.). Unter dem Winkel zwi-
schen zwei (gerichteten) Kreisen S, und S, verstehen wir den Winkel zwi-
schen den (gerichteten) Tangenten an S, und 8, in einem jhrer Schnittpunkte
(Abb. 28b); dabei unterscheiden sich die GroBen der Winkel, die von den
Kreisen S, und 8, in ihren beiden Schnittpunkten gebildet werden, durch ihr
Vorzeichen (vgl. auch S. 463). Geometrisch ist der Winkel zwischen §; und 8,
als die Menge aller Geraden aufzufassen, die durch den gemeinsamen Punkt
M der Kreise 8, und 8, gehen und zwischen den Tangenten a und b an diese
Kreise in M liegen.

Neben den Winkeln zwischen S; und 8; werden wir auch die Menge der
Punkte betrachten, die der gemeinsamen Geraden (gemeinsamen Tangente) m
der Kreise S; und S, angehéren und zwischen den Punkten A und B dieser
Kreise liegen (Abb. 28¢), d. h. die Strecke AB, deren Lange wir die T'angenten-
entfernung zwischen §; und S, nennen. Da die Gerade m gerichtet ist, kann man
diese Linge als orientierte Linge ansehen; es sei bemerkt, daB die Tangenten-
entfernung zwischen zwei Kreisen S, und S, (in dieser Reihenfolge genommen)
verschnedene Vorzeichen hat, wenn man sie auf der einen oder der anderen der

Ta ten dieser Kreise miBt (vgl. die Richtung der Strecken
AB und CD in Abb 28¢). Die Tangentenentfernung zwischen sich beriihrenden
(und nur zwischen sich beriihrenden) Kreisen ist gleich Null (wie auch der
Winkel zwischen sich beriihrenden Kreisen gleich Null ist). Fiir Kreise, die
keine i T te besit ist die Tangent: tfernung (wie auch
der Winkel zwischen xhnen) nicht definiert.

Die Tangentenentfernung zweier Kreise §, und 8, verallgemeinert den Be-
griff des Abstands zwischen Punkten; sie ist mit di Begriff identisch
wenn 8, und 8, , Kreise vom Radius Null* sind. In diesem Abschnitt wird der
Begriff Tangentenentfernung eine groBe Rolle spielen.

§ 7. Ahnlichkeitspunkt und Ahnlichkeitsachse

7.1. Die Potenz einer Geraden in bezug auf einen Kreis. Wir beweisen zunéchst
den folgenden Satz, der dem Satz analog ist, den wir der Definition der Potenz
eines Punktes in bezug auf einen Kreis zugrunde legten (vgl. § 2, S. 465):

Wihlt man auf einer Geraden m mehrere Punkte, die alle auferhalb eines
gegebenen Kreises S liegen, so hat das Produkt der Tangens der halben Winkel,
die die Qerade m mit den durch einen der Punkte gehenden Tangenten an 8

bildet (das Produkt tan f—(';';" -tan X (;" % in Abb.29a, b) fiir alle betrach-

teten Punkte den gleichen Wert.

Zum Beweis fillen wir vom Mittelpunkt O des Kreises S das Lot OP auf die
Gerade m ; ferner bezeichnen wir mit A und B die Beriihrungspunkte der durch
den Punkt M der Geraden m gehenden Tangenten a und b an S. Aus dem
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Dreieck 0A P erhalten wir nach dem Tangenssatz

i PAO — L OPA
2 _ lop| —|04]
[/ PAO + L OPA ~|OP| + |04] °
2
Da im Viereck OAMP ein Paar gegeniiberliegender Winkel rechte Winkel
gind, kann man dem Viereck einen Kreis umschreiben; folglich ist £ PAO

= £ PMO und £ OPA = / OMA (da es sich jeweils um Winkel iiber dem-
selben Kreisbogen handelt). Da aber

{ PMO + , OMA = / PMA

ta

tan

und
. PMO -  OMA = / PMO + 1 OMB = / PMB

Abb. 29
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ist, erhalten wir

tan L PMB
2 _ |oP| - |o4|
tan LPMA " 1OP| +|04]

2
Nach Abb. 29a, b ist jedoch

L PMB = + % (m,b), /. PMA =n+ X (m,a)
(man beachte die Richtung der Winkel!); folglich gilt
n LPMB

X (m, b) LPMA X (m, a)
ta 3 +tan 3 , tan 0 = —cot—2
und somit
¥(ma) _ x(mb) _r—d
tan 3 tan 3 = T3

wobei r = |0A4| der Radius des Kreises 8 und d = |OP| der Abstand des
Zentrums von 8 von der Geraden m ist. Diese letzte Formel gilt fiir beliebige
Werte von 7 und d (unabhéngig von deren GréBe und Vorzeichen; vgl. S. 491);1)
damit ist zugleich der behauptete Satz bewiesen.

Das Produkt tan * (';l’ a) - tan * (12”’ 8 bezeichnet man als die Potenz der

(gerichteten) Geraden m in bezug auf den (gerichteten) Kreis S. Offenbar ist die
Potenz einer Geraden m in bezug auf einen Kreis 8 (die gleich dem Quotien-

r—d

r+d
im entgegengesetzten Fall. (Aus Abb.29a, b kann man ersehen, daB im ersten
Fall die Winkel & (m, a) und X (m, b) gleich gerichtet und im zweiten Fall
entgegengesetzt gerichtet sind.) Die Potenz m beziiglich § verschwindet dann
und nur dann, wenn die Gerade m den Kreis 8 beriihrt ; sie ist gleich 1 dann und
nur dann, wenn die Gerade m durch den Mittelpunkt des Kreises S geht, und
—1 dann und nur dann, wenn S ein Punkt ist, durch den die Gerade m nicht
hindurchgeht. Wenn m der Lage in der Ebene nach mit einer Tangente an den
Kreis § zusammenfillt, aber andere Richtung als diese hat, ist die Potenz der
Geraden m beziiglich des Kreises S als unendlich anzusehen; ist schlieBlich
8§ ein Punkt und m eine durch S gehende Gerade, so kann die Potenz iiberhaupt
nicht definiert werden. Es sei noch bemerkt, daB die Potenz einer Geraden m
in bezug auf einen Kreis S gleich dem Quadrat des Tangens des halben von
der Geraden m mit S gebildeten Winkels ist, falls die Gerade m den Kreis S
schneidet; zum Beweis dieser Behauptung braucht man nur als Punkt M
einen der Schnittpunkte von m und S zu betrachten (Abb. 29a).

ten

ist) positiv, wenn die Gerade m den Kreis 8 schneidet, und negativ

1) Wir empfehlen dem Leser, die wei der moglichen Fille selbstindig zu unter-
suchen (in Abb. 29a, b sind 7 und d positiv).
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7.2. Der Ahnlichkeitspunkt zweier Kreise. Wir betrachten nun zwei eigent-
liche Kreise 8, und S, und suchen alle Geraden, die beziiglich S, und S, die
gleiche Potenz haben; diese Aufgabe ist der Aufgabe analog, alle Punkte zu
finden, die beziiglich zweier gegeb (nicht gerichteter) Kreise die gleiche
Potenz haben (vgl. 2.2.). Ist m eine solche Gerade und sind d,, d, die Abstdnde
der Mittelpunkte O, und O, der Kreise 8, und S, von dieser Geraden, r, und r,
die Radien dieser Kreise, so gilt nach dem oben bewiesenen Sachverhalt

’l-dl_’:_dn
o+ d oy +dy

woraus sich durch Multiplikation iiber Kreuz und einfache Umformung

ergibt. Aus der letzten Beziehung folgt sofort, daB bei r, = r, auch d, = d,,
d. h. die Gerade m der Verbindungsgeraden 0,0, der Mittelpunkte parallel sein
mup. Wenn man diesen Fall aber ausschlieft, ist d, + d,, und die Gerade m
hneidet die Verbi gerade der Mittelpunkte in einem Punkt O; dabei
folgt aus Abb. 30 sofort die Beziehung
(001) d o

©0) "4 "y
durch die die Lage des Punktes O eindeutig festgelegt ist. Geht umgekehrt
eine Gerade m durch denjenigen Punkt O auf der Verbindungsgeraden der Mit-
(00,

telpunkte, fiir den ——=—
P 00y

. "
= —List, so gilt
£

4 _100) 1
dy (00,) e’

woraus folgt, dal} diese Gerade in bezug auf die Kreise S; und 3, die gleiche
Potenz hat. Wir konnen also schlieBen, daB sm Fall r, + r, die Geraden, die
beziiglich der Kreise S, und S, gleiche Potenzen haben, jene (und nur jene) Ge-
raden sind, die die Verbindungsgerade 0,0, der Mittelpunkte in dem Punkt O
schneiden, fiir den

(00,) _n

©00,) ~ 1,

gilt. Dieser Punkt O heifit der A'hnhchkeztspunkt der Kreise S, und S,;.1)
Haben die Kreise 8, und 8, zwei gemeinsame Tangenten (Abb 30a, b), so

fallt ihr Ahnlichkeitspunkt offensichtlich mit dem Schnittpunkt der g

1) Vgl. ,,G.T.“ S 88-90 (Es sei bemerkt, da8 nicht gerichtete Kreise zwei Ahnlichkeits-
punkte besi ichtete Kreise nur einen Ahnhchkeltspunkt haben — einen
,uBeren*, wenn die Kreise gleichgerichtet sind, und einen ,,i ‘im

Fall.)
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samen Tangenten zusammen; das folgt daraus, daB die gemeinsamen Tan-
genten beziiglich beider Kreise die gleiche Potenz (némlich Null) besit:

Berithren sich die Kreise 8, und 8,, so hat ihre einzige gemeinsame Tangente
beziiglich 8, und 8, ebenfalls gleiche Potenz, und daraus folgt, daB der Ahn.
lichkeitspunkt dieser Kreise ihr Beriihrungspunkt ist. Kreise gleichen Radius

Abb. 30

haben kei Ahnlichkeitspunkt, da sich in diesem Fall die Geraden, die bezig-
lich beider Kreise gleiche Potenz haben, nicht schneiden. Es sei noch bemerkt,
daB alle durch den Ahnlichkeitspunkt der Kreise §; und S, gehenden Geraden,
die einen dieser Kreise schneiden, auch den zweiten Kreis schneiden, und zwar
unter dem gleichen Winkel wie den ersten (da die Potenz einer Geraden m
beziiglich eines sie schneidenden Kreises S durch den Winkel zwischen m
und S eindeutig bestimmt wird); hieraus kann man nochmals ersehen, daB fiir
Kreise 8, und S, mit zwei gemei en Tangenten der Ahnlichkeitspunkt O
mit dem Schnittpunkt dieser Tangenten zusa. fallt. Wichtig ist noch die
Feststellung, daB fiir zwei gleichgerichtete Kreise 8, und Sy, deren Radien r,
und r, also gleiches Vorzeichen haben, die Abstinde d, und d, ebenfalls gleiches
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Vorzeichen besitzen (wegen d, : dg = r,:r,) und die Mittelpunkte 0,, O, der
Kreise deshalb beide auf derselben Seite jeder durch den Ahnlichkeitspunkt
gehenden Geraden liegen. Folglich liegt bei gleichgerichteten Kreisen der
Ahnlichkeitspunkt auperkalb der Strecke 0,0, (Abb. 30a). Haben dagegen die
Kreise 8, und 8, entgegengesetzte Richtungen, so liegt ihr Ahnlichkeitspunkt
auf der Strecke 0,0, (Abb. 30b).

7.3. Die Ahnlichkeitsachse dreier Kreise. Wir betrachten nun drei Kreise
8,, 8, und ;. Fillt der Ahnlichkeitspunkt O,; der Kreise S; und S, nicht mit
dem Ahnlichkeitspunkt 0,5 der Kreise 8, und S; zusammen, so hat die Gerade

Abb. 31

0,40, beziiglich 8, und 8, und beziiglich S, und 8; die gleiche Potenz. Hieraus
folgt, daB diese Gerade auch beziiglich S, und S; die gleiche Potenz hat und
somit durch den Ahnlichkeitspunkt O,y der Kreise S; und S, geht (Abb. 31).
Wir sehen also, daB die paarweisen Ahnlichkeitspunkte dreier Kreise S,, S,
und S, auf einer Geraden o liegen.!) Diese Gerade heiBt die Ahnlichkeitsachse
der drei Kreise; man kann sie auch als die Gerade definieren, die beziiglich
aller drei Kreise die gleiche Potenz hat. Fallen dagegen die Ahnlichkeits-
punkte 0,y und O,; zusammen, so hat jede durch den gemeinsamen Ahnlich-

1) vgl. ,,G.T., 8. 90.
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keitspunkt O gehende Gerade m die gleiche Potenz beziiglich S, und S, und
beziiglich 8, und ;. Folglich hat m auch dic gleiche Potenz beziiglich der
Kreise S, und S;, woraus folgt, daB O auch Ahnlichkeitspunkt der Kreise S,
und 8y ist. Der Fall, daB die paarweisen Ahnlichkeitspunkte mehrerer Kreise
alle zusammenfallen, ist dem Fall des Zusammenfallens der paarweisen Potenz.-
linien von Kreisen analog (d.h. dem Fall, daB diese Kreise einem Biischel
angehoren); wir betrachten ihn ausfiihrlicher im folgenden Paragraphen.

& 8. Kreisreihen und Kreisnetze

8.1. Kreisreihen. Eine Menge von (gerichteten) Kreisen, die aus allen den
Kreisen besteht, von denen je zwei einen gegebenen Punkt O als Ahnlichkeits-
punkt haben, nennen wir eine (eigentliche) Kreisreike; dabei rechnen wir den
Punkt O selbst als Zentrum der Reihe ebenfalls zur Reihe hinzu (als ,Kreis
vom Radius Null“ oder , Nullkreis* der Reihe). AuBerdem definieren wir als
Kreisreihen alle moglichen Mengen von Kreisen mit (nach Betrag und Vor-
zeichen) festem Radius r, deren Mittelpunkte auf einer gegebenen Geraden z
liegen (eine , Reihe gleicher Kreise‘‘; Abb. 32a); r darf dabei auch verschwin-
den, so daBl di¢ Menge aller Punkte einer Geraden ebenfalls als Reihe (,,Reihe
von Nullkreisen*) angesehen wird. Wenn zwei Kreise einer Reihe zwei (sich
schneidende oder parallele) gemeinsame Tangenten m und n besitzen, die sich
in ihrem Ahnlichkeitspunkt schneiden, berithren offenbar alle Kreise der Reihe
die Geraden 7 und n (Abb. 32a, b); in diesem Fall heiBt die Reihe (die dann
aus allen m und n berithrenden Kreisen besteht) eine Reike von Kreisen mit
gemeinsamen Tangenten. Berithren sich zwei Kreise einer (eigentlichen) Reihe
in einem Punkt O, dann beriihren sich alle Kreise der Reihe in diesem Punkt
(Abb. 32¢); in diesem Fall haben wir eine Reihe sich beriihrender Kreise vor
uns (die einem Biischel sich beriithrender Kreise sehr. dhnlich ist; vgl. 3.1.).
Besitzen schlieBlich irgend zwei Kreise einer Reihe keine gemeinsamen Tan-
genten, so haben auch keine anderen zwei Kreise dieser Reihe eine gemeinsame
Tangente; in diesem Fall liegt eine Reihe von Kreisen ohne gemeinsame Tan-
genten vor (Abb. 32d, e).})

Ein Spezialfall einer Kreisreihe ohne gemeinsame Tangenten ist eine Reihe
konzentrischer Kreise, die aus allen Kreisen mit einem festen Punkt O als
Mittelpunkt besteht (Abb. 32d). In allen anderen Fillen stimmen die Mittel-
punkte der Kreise der Reihe nicht iiberein, sondern fiillen eine gewisse Gerade z
aus, die man die Zentralachse der Reihe nennt. (Wenn die Reihe ein Zentrum O
hat, ist z die Gerade, welche O mit dem Mittelpunkt irgendeines Kreises S
der Reihe verbindet.) Offenbar ist dabei jeder Punkt der Zentralachse z Mittel-
punkt eines (und auch nur eines) Kreises der Reihe.

1) Diese drei Arten von Kreisreihen (vgl. Abb. 32a. b; 32¢ und 32d. e) werden auch
elliptische, parabolische baw. hyperbolische Kreisreihen genannt.
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8.2. Kreisnetze. Wir betrachten jetzt die Menge aller (gerichteten) Kreise,
deren je drei dieselbe Gerade o als ghnlichkeitsachse haben; eine solche Menge
von Kreisen heiBt ein (eigentliches) Kreisnetz und die Gerade o die Achse des
Netzes. Zu den Kreisnetzen rechnen wir ferner die Gesamtheit aller Kreise der
Ebene mit (nach Betrag und Vorzeichen) festem Radius r (das ,Netz gleicher
Kreise*); fiir r = 0 erhalten wir die Menge aller Punkte der Ebene, die damit
ebenfalls zu den Kreisnetzen gezdhlt wird (als ,,Netz der Kreise vom Radius
Null“). Offenbar kann man ein eigentliches Kreisnetz auch als die Menge aller
Kreise definieren, beziiglich derer eine gegebene Gerade m eine gegebene
Potenz k hat; die Zahl k heiBt die Potenz des Netzes. Hieraus ergibt sich, daB
man ein eigentliches Netz auch als die Menge aller Kreise definieren kann,
deren Radius r mit dem Abstand d des Mittelpunktes des Kreises zur Achse o
des Netzes in einem konstanten Verhiltnis steht; zwischen dieser GroBe I

: . (Wenn
) st die Potenz k des Netzes posltiv, so kann

und der Potenz k des Netzes besteht der Zusammenhang ! = I
r— 1+k
g kst gl g =

man das Netz auch als Menge aller Kreise deﬁm'eren die die Achse o unter

einem konstanten Winkel x schneiden (fur den tan’ = kgilt; vgl. Abb. 33 a)

ist k£ = 0, so besteht das Netz aus allen die Achse o bemhrenden Kreisen (Ab-

bildung 33b); ist schlieBlich ¥ < 0, so miissen wir uns mit der komplizierteren

Definition des Netzes als der Menge aller Kreise S begniigen, die von einem

Punkt P, namlich der Projektion des Mittelpunktes O des Kreises auf die Achse o

des Netzes, unter einem konstanten Winkel ¢ erscheinen. (Der Winkel @ und die
'3 r 1+k

Zahl k sind durch die Beziehung sin = = — = verkniipft; vgl. Ab-
bildung 33¢.)1) 2 41—k

Wir beweisen nun, daB der Durchschnitt zweier verschied Netze (die Menge
der Kreise, die beiden Netzen gleichzeitig angehéren) eine Reihe bildet (sofern

iiberhaupt Kreise existieren, die dem Durchschnitt angehéren). Der Durch-
schnitt des Netzes der Kreise mit dem konstanten Radius r und des eigent-
lichen Netzes mit der Achse o und der Potenz k bildet nimlich die Reihe
gleicher Kreise, die aus Kreisen vom Radius 7 besteht, fiir die der Abstand d

. ) . 1—k . r—d
ihrer Mittelpunkte von o gleich TR ist (wegen o k), der Durch-

hied,

tt zweier ver Netze gleicher Kreise ebenso wie der Durchschnitt
zweier verschiedener eigentlicher Netze mit gemeinsamer Achse ist leer. Ein
Kreis, der zwei eigentlichen Netzen mit sich nicht schneidenden Achsen o,
und o, und den Potenzen k, und k, angehort, geniigt den Bedingungen

r—d, _ r—dy, r_ 14k
r+d,_k‘ und '+d’—k, oder d_,_l—lc,_ll

1) Ein eigentliches Netz der ersten Art nennt man hyperbolisch, eines der zweiten Art
parabolisch und eines der dritten Art elliptisch.
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Abb. 33
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-niL = i + :’ =1,, wenn r den Radius des Kreises, d; und d, die Abstande
des M.i'ttelpunkts’ des Kreises von o, und o, bezeichnet. Die Abstinde d, und d,
eines beliebigen Punktes der Ebene von den sich. nicht schneidenden Geraden o,
und oy (Abb. 34) sind durch eine Bezichung der Form d, = +(d, — a) mit-
einander verkniipft, wobei @ den (nach Betrag und Vorzeichen) konstanten
Abstand der Geraden o, von der Geraden o, bezeichnet; die Zeichen ,, +* und

oM
\\
\\A f

\

Ay

und

Abb. 34

,»—"* entsprechen den Fillen, daB die Geraden o, und o, parallel (gleichgerich-
tet) oder antiparallel (entgegengesetzt gerichtet) sind. Wir erhalten somit

r r
d—l=l1, i‘dl_a=lt
und
A _ b .
=eqq g h=eE o
das bedeutet aber, daB der Durchschnitt der betrachteten Netze leer ist, wenn
0, zu 0, parallel und !, = I, oder o, zu o, antiparallel und I, = —1, ist, wihrend

er in allen dibrigen Fillen eine Reihe gleicher Kreise bildet. Schneiden sich
schlieBlich die Achsen o, und o, zweier Netze in einem Punkt O, so ist der Durch-
schnitt der Netze eine Reihe mit dem Zentrum O; denn der Punkt O ist dann
Ahnlichkeitspunkt zweier beliebiger Kreise S, und 8,, die beiden Netzen gleich-
zeitig angehéren, weil durch diesen Punkt zwei Geraden gehen, die beziiglich
8, und 8, die gleiche Potenz haben (nimlich die Geraden o, und o,).

§ 9. Die Speerinversion

9.1, Definition der Speerinversion. In volliger Analogie zu 4.1, wihlen wir
in der Ebene ein Kreisnetz und betrachten alle Kreise dieses Netzes, die eine
gegebene (gerichtete) Gerade a beriihren. Diese Kreise gehoren gleichzeitig
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sowohl dem ersten Netz als auch dem Netz aller der Kreise an, die die Gerade a
beriihren; nach dem am SchluB des vorangehenden Paragraphen Gesagten
bllden sie eine Kreisreihe. (Wir schlieBen hier den Fall aus, da8 die Achse des

tzes mit a fallt und somit der Durchschnitt der beiden
Netze leer oder mit dem Netz selbst identisch ist, wie auch den Fall, daB das
Netz aus Kreisen besteht, die eine zu a parallele Gerade beriihren, und der
Durchschnitt leer ist.) Da alle Kreise dieser Reihe die Gerade a beriihren, haben
wir hier entweder eine Reihe von Kreisen mit zwei gemeinsamen Tangenten a
und a’ vorliegen oder eine Reihe sich beriihrender Kreise. Auf diese Weise
ermoglicht die Wahl eines bestimmten Kreisnetzes in der Ebene die Definition
einer Abbildung der Ebene die jede von der Achse o des Netzes verschiedene
(gerichtete) Gerade a in eine meue (gerichtete) Gerade a' tiberfithrt (wenn die
erhaltene Reihe aus Kreisen besteht, die die Gerade a alle in ein und dem-
selben Punkt beriihren, nehmen wir an, daB die betrachtete Transformation
die Gerade a in sich selbst iiberfiihrt). Diese Transformation nennen wir die
dem betrachteten Netz entsprechende Speerinversion!). Dabei nennen wir die
einem Netz gleicher Kreise entsprechende Speerinversion eine spezielle Inver-
sion ; die Speerinversion, die einem Netz von Kreisen entspricht, die sich lings
einer Geraden beriihren, nennen wir eine enfartete Inversion; in allen iibrigen
Fillen haben wir eine gewdhnliche oder gemeine Speerinversion vorliegen,
wobei wir die Achse o des Netzes als die Achse der Inversion und die Potenz k
des Netzes als die Potenz der Inversion bezeichnen.

9.2. Die entartete Inversion und die spezielle Inversion. Offenbar fiihrt die
entartete Inversion jede Gerade der Ebene, die zur Achse o des Netzes nicht
parallel ist, in die Gerade o iiber; diese Transformation ist nicht von Interesse,
und wir schliefen sie im weiteren aus unseren Betrachtungen aus. Interessan-
ter ist schon die spezielle Speerinversion. Wir nehmen zunichst an, da das
Ausgangsnetz aus allen Kreisen vom Radius Null, d. h. aus allen Punkten
besteht. Die Menge aller ,,Kreise vom Radius Null“, die die Gerade a ,,be-
rithren‘ (d. h. die Menge aller Punkte der Geraden a) stellt eine Reihe (glei-
cher) Kreise mit den gemeinsamen Tangenten a und &’ dar, wobei die Gerade a’
sich von der Geraden a nur durch ihre Richtung unterscheidet. Wir sehen also,
daB die spezielle Inversion, die dem Netz der , Nullkreise* (Punkte) ent-
spricht, die Richtung jeder Geraden der Ebene dndert; diese Transformation
der Menge der gerichteten Geraden wollen wir Umorientierung (d. h. ,,Ver-

1) Dieser Terminus kann in hied: Sinn ged werden. Man kann niamlich
annehmen, der Zusatz ,,Speer‘* beinhaltet, daB die betrachtete Transformation nicht durch
einen Punkt O, das ,,Zentrum‘* der Inversion, gegeben wird wie die Punktinversion (die
man in diesem Fall besser ,,Zentralinversion‘‘ nennen sollte), sondern durch eine gerich
Gerade o, die ,,Achse‘* der Transformation. Man kann den Zusatz ,,Speer* aber auch als
Hinweis darauf auffassen, daB unsere Transformation nicht Punkte der Ebene wieder in
Punkte iiberfiihrt, sondern gerichtete Geraden (,,Speere*) in gerichtete Geraden (,,Speere*‘),
d. h. eine Speertransformation der Ebene ist (vgl. S. 513).
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tauschen der Richt “) Offensichtlich fithrt die Umorientierung
jeden Kreis 8 in einen \ Kreis §' tiber, der sich von § nur durch die Richtung
unterscheidet (in dem Sinne, daB Geraden, die den Kreis 8 beriihren, in Gera-
den iibergehen, die den Kreis S’ beriihren); insbesondere fiihrt die Umorien-
tierung Punkte (,Kreise vom Radius Null*) in sich iiber.

Nun mége das Ausgangsnetz aus allen Kreisen vom Radius r bestehen.
Offenbar beriihren alle derartigen Kreise, die eine bestimmte Gerade a be-

a’

Abb. 35

rithren, auch die zu a antiparallele Gerade a’, die von a den Abstand 2r hat.
(Die GréBe 2r kann dabei — in Ubereinsti mit den Darleg; auf

S.491 — auch negativ sein, was bedeutet, daB die Gerade a’ rechts von a
liegt; in Abb. 35 ist die GroBe 2r positiv.) Also verschiebt die betrachtete

QQ

12
al
Abb. 36

spezielle Inversion jede Gerade parallel um den Abstand 2r von ihrer Aus-
gangslage und kehrt die Richtung der Geraden um. Die Transformation, die
jede (gerichtete) Gerade a in eine zu ihr parallele Gerade a' iiberfiihrt, die von a
einen bestimmten Abstand d hat, bezeichnet man als Deknung um die Grope d.
Offenbar geht bei einer Dehnung um die GroBe d jeder Kreis mit dem Mittel-
punkt O und dem Radius r in einen neuen Kreis mit demselben Mittelpunkt O,
aber dem Radius r + d iber (Abb. 36a), insbesondere gehen die Punkte in
Kreise von Radius d iiber (Abb. 36b); von diesem Sachverhalt leitet sich auch
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die Bezeichnung ,,Dehnung* ab.!) Einander beriihrende Kreise gehen bei einer
Dehnung in einander beriihrende Kreise iiber (Abb. 38a); haben zwei Kreise
die Tangentenentfernung ¢, so gehen sie bei einer Dehnung in zwei Kreise fiber,
deren Tangentenentfernung ebenfalls gleich ¢ ist (Abb. 38b). Wir sehen also,
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Abb. 38

1) Von der Eigenschaft der Dehnungen, Punkm in Kreise iiberzufithren und umgekehrt,
macht man bereits in der El t brauch. So liuft die bek Konstruk-

tion einer gemeinsamen Tangente an zwei Kreise (Abb. 37) im wesentlichen darauf hinaus,
pa8 man mit Hilfe einer geeigneten Dehnung die Kreise 8, und 8, in einen Punkt §; und
einen Kreis §; @iberfiihrt.
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daB die spezielle Speerinversion, die einem Nelz von Kreisen vom Radius r ent-
spricht, eine von einer Umorientierung begleitete Dehnung um die Grofe 2r ist.

9.3. Eigenschaften der Speerinversion. Wir kommen nun zur gewdhnlichen
Speerinversion (diese Transformation wollen wir im folgenden einfach Speer-
inversion nennen) mit der Achse o und der Potenz k. Offenbar beriihrt jeder
Kreis S des Netzes, der eine o im Punkt M schneidende Gerade beriihrt, auch
diejenige Gerade a', die 0 im gleichen Punkt M schneidet und der Bedingung

ta,

n#'tan%ﬂl)=k (*)

geniigt (Abb. 39), und zwar deshalb, weil die Gerade o beziiglich des Kreises S
die Potenz k hat. Hieraus folgt, daB} die Speerinversion mit der Achse o und der

7 N ,,

Abb. 39

Potenz k eine beliebige Qerade a in diejenige Gerade a' tiberfiihrt, die o in dem-
selben Punkt schneidet wie a und der Beziehung () geniigt. Diese Definition der
Speerinversion ist der analytischen Definition der Punktinversion (vgl. S. 479)
vollig analog. Was die zur Inversionsachse o parallelen Geraden betrifft, so
beriihrt jeder Kreis S des Netzes, der eine solche Gerade b beriihrt, ebenfalls
die Gerade b’, die antiparallel zu b und so gelegen ist, daB der Quotient der
Absténde von b und b’ zu o gleich k ist; das folgt daraus, daBl die Potenz k
" = & it (Abb. 39). Mithin fithrt
r+d

die Inversion die Gerade b in b’ (und &’ in b) iiber.

Diese Definition der Speerinversion kann man etwas geometrischer aus-
driicken. Dazu denken wir uns das die Inversion bestimmende Netz durch eine
Achse o und einen dem Netz angehorenden Kreis S, gegeben (d. h. durch einen
solchen Kreis 8,, dessen Potenz beziiglich o gleich k ist); diesen Kreis wollen
wir einen Leitkreis der Speerinversion nennen. Offenbar fithrt die Speerinver-
sion jede Tangente a, des Kreises S, in die zweite Tangente ag dlesselben Kreises
iiber, die durch den Schnittpunkt M, von @, mit o geht; sie fiihrt eine Tan-

der Geraden o beziiglich des Kreises § gleich
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gente b, des Kreises Sy, die o nicht schneidet, in die zweite, o nicht schncidende
Tangente b des Kreises S, iiber; eine beliebige Gerade @, die die Achse o
schneidet und der Tangente a, des Kreises S, parallel lauft, wird in die Gerade
a' iibergefiihrt, die 0 in demselben Punkt wie a schneidet und der Tangente ag
des Kreises S, parallel ist; eine beliebige Gerade b, die der o nicht schneidenden
Tangente by des Kreises S, parallel lauft, wird in eine zu by parallele Gerade b’
iibergefiihrt, fiir die das Verhiltnis der Abstinde von b und b’ zu o gleich dem
Verhéltnis der Abstinde von b, und by zu o ist (Abb. 39).

Es ist offensichtlich, daB jede nichtentartete Speerinversion, d.h. jede
spezielle Inversion und jede gewohnliche Inversion, die (gerichteten) Geraden
der Ebene ,,miteinander vertauscht®, d. h. eine Gerade a in diejenige Gerade a’
iiberfiihrt, die ihrerseits in a iibergeht.!) Wir beweisen nun zwei weniger offen-
sichtliche Eigenschaften der Speerinversion.

A. Eine nichtentartete Speerinversion fihrt jeden Kreis mit endlichem Radius
in einen Kreis mit endlichem Radius uber (d. h. jeden Kreis und jeden Punkt
in einen Kreis oder Punkt).

Da sowohl jede Dehnung als auch die Umorientierung einen Kreis mit end-
lichem Radius in einen Kreis mit endlichem Radius iiberfiihren, ist offensicht-
lich, daB8 die speziellen Inversionen diese Eigenschaft besitzen. Schwie-
riger ist zu zeigen, daB jede gewohnliche Speerinversion die Eigenschaft A
besitzt. Wir bezeichnen den Mittelpunkt eines Leitkreises S, unserer Speer-
inversion mit Oy, und es seien a, und a, zwei Tangenten des Kreises S, die die
Achse o in einem Punkt M, schneiden und den Kreis S, in den Punkten 4,
und Ag berithren; R, und @, seien die Schnittpunkte der Sehne A4, mit der
Geraden O,M, und der durch O, verlaufenden Senkrechten O,P, zur Achse o
(Abb. 40). Aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke Oy@,R, und

106@ol _ [0oMol 106Rsl _ 10640l

Mo P, bzw. 0,4 = = .
OnMuPo bzv. OgfloRy und OuModo folgt 15 B = o] 0ol ~ 10,
Gliedweise Multiplikation dieser beiden Gleichungen ergibt

[06@0l _ 104, 1044,/?
1064l 100Fl [

oder  |0@| =

woraus folgt, da der Punkt @, nicht von der Wahl des Tangentenpaares
ay, ag (d. h. von der Wahl des Punktes M, auf der Achse o) abhingt.

Wir betrachten nun einen beliebigen Kreis S mit dem Mittelpunkt O, und
es sei Q derjenige Punkt der durch O verlaufenden Senkrechten zu o, fiir
den (04Q,): (0Q) = ry: r ist, wobei 7, und r die (positiven oder negativen)
Radien der Kreise S, und S sind; ferner sei $’ derjenige Kreis, so daf der
Ahnlichkeitspunkt der Kreise S und 8’ mit @ und die Potenzlinie der Kreise S

1) Eine spezielle Inversion fiihrt z. B. eine beliebige Gerade a in die zu ihr antiparallele
Gerade @’ iiber, die von a einen konstanten Abstand 2r hat und rechts oder, wenn r nega-
tiv ist, links von a liegt. In diesem Fall ist aber auch @ rechts bzw. links von a’ gelegen
(die Geraden a und a’ sind antiparallel!), woraus folgt, daB a’ seinerseits in a iibergeht.
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und &' mit o zusammenfillt.‘) Wir behaupten, daB die betrachtete Speer-
inversion den Kreis 8 in den Kreis §' iberfiihrt.

Zum Beweis (vgl. Abb. 40) bemerken wir, daB der Schnittpunkt M, der zu
den Tangenten a, und a; des Leitkreises S, parallelen Tangenten a und a,
des Kreises § einer Geraden o, angehért, die beziiglich des Kreises 8 genauso
liegt wie die Gerade o beziiglich S, (d. h., o, ist eine Gerade, fiir die o, || 0 und
(OpPy) : (OP) = r,: r gilt, wenn P der FuBpunkt des von O auf o, gefdllten
Lotes ist); das folgt daraus, daB die vom Kreis S und semen Tangenten g, a,
gebildete Figur der vom Kreis S, und den Tangenten a,, ag gebildet
dhnlich ist. Ferner geht die Verbindungsgerade der Bemhrungspunkte der

Abb. 40

Geraden a und g, mit dem Kreis § durch den Punkt Q. (Das folgt aus eben
diesen Ahnlichkeitsiiberlegungen.) Die im bchmttpunkt A’ der Geraden Q4,
mit dem Kreis 8’ an S’ gelegte Tangente a’ ist zu a, parallel (weil @ das Ahn-
lichkeitszentrum der Kreise S und 8’ ist); ferner liegt der Schnittpunkt M
der Geraden a und a’ auf der Potenzlinie o der Kreise 8 und §' (weil |MA|

= |MA’'| ist, da die Dreiecke M,44, und MAA’ &hnlich sind und |M, 4|

|M1A1| gilt; Abb. 40). Die Tatsache aber, daB sich die zu den Tangenten a,
und ay des Kreises S, parallelen Tangenten a und a’ an die Kreise § und §’
auf der Geraden o schneiden, beweist unsere Behauptung (vgl. die Definition
der Speerinversion, S. 508).

1) Ist S ein Punkt (,,Kreis vom Radius Null*‘), so ist 8’ ein solcher Kreis, daB o die Po-
tenzlinie der Kreise S und 8’ und (0,@,) : (0’S) = r,: ¢’ ist, wobei O’ und r’ der Mittel-
punkt bzw. der Radius des Kreises S’ sind; ist 8 ein eigentlicher Kreis, so daB die Potenz-
linie der Kreise S und @ mit o zusammenfillt, so stimmt 8’ mit dem Punkt @ iiberein;
ist § ein Punkt der Inversionsachse o, dann fillt 8’ mit § znnmmen. Man konstruiert den
Kreis 8’ am einfachsten, indem man das Ta,ngentenpnr a, und ao des Kreises S, und zu
ihnen parallele Geraden a und a’ zeichnet. (a, und ag sowie a und a’ schneiden sich auf der
Achse 0. ) Wenn 8 die Gerade a beriihrt, folgt aus dem unten Bewiesenen, daB 8’ die Gerade
a’ berithrt; dies gestattet es uns, da wir auBerd den Ahnlichkei kt der Kreise §
und 8’ kennen (man kann den Punkt Q sofort konstruieren), den Kreis 8 aufzufinden.
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B. Eine nichtentartete Speerinversion lipt die Tangentmnl[emung ungedndert.
Genauer: Sind 4,, 4, die Berﬁhrungspunkte zweier Kreise S, und 8, von end-
lichem Radius mit ihrer gememsamen Tangente ¢ und A;, Ay die Beriihrungs-
punkte der Kreise S; und 8, in die eine nichtentartete Inversion die Kreise S,
und 8, berfiihrt, mit der Geraden ¢', in die diese Inversion die Gerade ¢ ﬁber-

fithrt, so ist T
s (4,4,) = (434)).

Die Behauptung ist fir spezielle Speerinversionen offensichtlich richtig;
denn fihrt eine spezlelle Speermversnon zwei Kreise 8; und 8, von endlichem
Radius in die Kreise S; und S; iiber, so gilt fiir die Tangentenentfemung (AIA s
und (A{4;) dieser Kreispaare (4,4,) = —(4{4;) = (444;) (da sich bei einer
Dehnung die Tangentenentfemung zweler Krelse nicht andert und bei der Um-
onentxemng diglich ein Vorzei tattfindet); es bleibt also nur

zu zeigen, daB auch die gewohnliche Inversion die Eigenschaft B besitzt. Es sei
zundchst bemerkt, daB fiir die Tangentenentfernungen (MA4) und (M A’) eines

Abb. 41

Punktes M der Inversionsachse o zu zwei Kreisen S und §’, die bei der Inver-
sion ineinander iibergehen, die Beziehung

(MA) = (4'M)

gilt, und zwar deswegen, weil o die Potenzlinie der Kreise S und 8’ ist (Abb. 40).
Damit haben wir insbesondere unsere Behauptung fiir den Fall bewiesen, da8
einer der beiden Kreise ein Punkt M der Inversionsachse o ist. Sind jedoch 8,
und 8, zwei beliebige Kreise, die bei der Inversion in die Kreise S; und Sg
ubergehen, so0 liegt der Schmttpunkt M der i en Ta ten A,4,
und AIA, an §; und 8, bzw. an 8] und S; auf “der Inversionsachse (Abb. 41),

mithin gilt
(M4,) = (A1), (MA,) = (43M),

(4,4,) = (4343)

woraus sofort

folgt.



512 Geometrie der Kreise

Insbesondere folgt aus der Eigenschaft B der Inversion, daB jede nicht-
enlartele Speerinversion zwei sich beriihrende Kreise in zwei sich beriihrende Kreise
iberfiihrt. .

9.4. Der Satz von Brianchon. Die Speerinversion kann ebenso wie die Punktinversion
zum Beweis geometrischer Sitze und zur Lésung von Konstruktionsaufgaben heran-

P
S 7 Abb. 42

gezogen werden.!) Wir bringen ein Beispiel fiir den Beweis eines geometrischen Satzes
unter Verwendung einer Speerinversion.

Wir zeigen, daB Geraden p, q und r, die die gegeniiberliegenden Ecken A, und A, 4, und
A;, Ay und A, eines beliebigen (moglicherweise sich selbst iiberschneidenden!) einem
1) Viele weitere Beispiele dieser Art enthdlt das im Literaturverzeichni gegeb

Buch von I. M. Jacrom [1].




§ 10. Speergeometrie der Kreise 513

Kreis 8 umbeachnabenen Saohaecka A A A,4,4,A, miteinander verbinden, sich in einem
Punkt schneiden oder parallel sind (Satz von BRIANCHON).

Es sei 9, ein beliebiger (gerichteter) Kreis, der die Seiten 4,4, und 4,4, unseres Sechs-
ecks beriihrt (wir sehen die Seiten des Sechsecks als gerichtet an, indem wir ihnen die
Richtung hreiben, die einer beliebig gewiihlten Richtung des Kreises 8 entspricht);
8, sei der Kreis, in den S, bei der Speerinversion mit der Achse ¢ und dem Leitkreis §
iibergeht (S; beriihrt die Seiten 4,4, und 44,); S, sei der Kreis, in den die Speerinver-
sion mit der Achse r und ebenfalls dem Leitkreis § den Kreis S, iiberfiihrt (8, beriihrt die
Seiten 4,4, und 4,4,); schlieBlich sei S, der Kreis, in den die Speerinversion mit der Achse
p und dem Leitkreis S den Kreis S; iiberfiihrt (§1 beriihrt wieder die Seiten 4,4; und 4,4,;
Abb. 42). Bezeichnen wir die Beriihrungspunkte der Geraden 4,4,, 4;4,, 4;4, und 4,45
mit dem Kreis S mit P,, P, P, bzw. P, und die Berithrungspunkte derselben Geraden mit
den Kreisen 8, bzw. §,, 83, S; und erneut 8, bzw. §; mit @, baw. @, @5, Qs, @, bzw. @,
8o gilt (vgl. auch S. 494)

(P,@y) = (@:Py) = (Ps@y) = (@Py) = (P,@))-

Aus (P,Q,) = (P,Q,) folgt jedoch, daB die Kreise 8, und 8, iibereinstimmen. Folglich sind
die Geraden g, r und p die Achsen der Inversionen, die 8, in S,, 8, in 8, und schlieBlich
8y wieder in 8, tiberfithren, und fallen somit mit den paarweisen I’otenzhmen der drel
Kreise 8;, S; und S; zusammen (vgl. den Beweis der Eigenschaft A der S

Hieraus folgt aber, daB sich diese Geraden in einem P\mkt dem Potmxzp\mkt der Krelse
8,, 8, und 8;, schneiden oder einander parallel sind (vgl. 2.3.).

§ 10. Speergeometrie der Kreise

10.1. Speer-Kreistransformationen. Im vorliegenden Abschnitt wurden die
Punkte stets nur als Spezialfall der Kreise angesehon, eine selbstiandige Bedeu-
tung besaBen sie hier nicht. Dementsprechend wollen wir im folgenden die
Punkte nicht mehr als geometrische Grundelemente ansehen und auch auf die
Untersuchung von Punkttransformationen der Ebene, d.h. von Transfor-
mationen, die jeden Punkt auf einen Punkt abbilden, verzichten. Die Rolle
der Punkttransformationen werden vielmehr Transformationen in der Menge
der gerichteten Geraden (Speere) der Ebene iibernehmen, d. h. Transformatio-
nen, die jede gerichtete Gerade (jeden Speer) auf eine andere gerichtete Gerade
(einen anderen Speer) abbilden. Es liegt nahe, solche Transformationen als
Speertransformationen der Ebene zu bezeichnen. Die Speertransformationen
fithren im allgemeinen bereits nicht mehr Punkte wieder in Punkte iiber:
Versteht man nimlich unter einem Punkt A4 die Menge aller durch ihn hin-
durchgehenden Geraden a, b, ¢, ... (Abb. 43a), so muB man erwarten, da eine
(stetige) Speertransformation den Punkt A in eine Kurve A’ iiberfiihrt, die
durch die Schar ihrer Tangenten a’, b’, ¢/, ... reprasentiert wird (Abb. 43b),
wie analog eine (stetige) Punkttransformation jede Gerade a (als Menge von
Punkten 4, B, C, ... aufgefaBt) in eine Kurve a’ iiberfiihrt (die hier durch die
Menge aller transformierten Punkte 4’, B’, (', ... reprisentiert wird).
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Eine Sonderstellung nehmen unter allen Speertransformationen die Speer-
Kreistransformationen?) ein, d.h. jene Speertransformationen, die jeden
(gerichteten) Kreis § von endlichem Radius in einen Kreis 8’ iiberfiihren (d. h.
die Menge der Tangenten eines beliebigen Kreises S in die Menge der Tangen-
ten eines gewissen Kreises S’). Einfachste Beispiele fiir Speer-Kreistransfor-
mationen liefern die Ahnlichkeitstransformationen: Da diese Transformationen
jede Gerade wieder in eine Gerade iiberfiihren, kann man sie als Speertrans-
formationen ansehen, da sie aber auch Kreise in Kreise iiberfiihren, sind sie
Kreistransformationen.?) Noch kompliziertere Beispiele sind die nichtentarteten

Abb. 43

Speerinversionen. Man kann leicht zeigen, daf das letzte Beispiel allgemeinen
Charakter hat, d.h., daB jede Speer-Kreistransformation auf eine nicht-
entartete Inversion zuriickgefithrt werden kann; wir zeigen genauer, daB jede
Speer-Kreistransformation eine Ahnlichkeitstransformation, eine spezielle oder
gewohnliche Speerinversion oder ein Produkt aus einer Ahnlichkeitstransfor-
mation und einer Speerinversion ist.

Zundchst ist klar, dafl jede Speer-K: reietransfommtion die jeden Punkt wieder
in einen Punkt diberfiihrt, eine Ahnlichkeitstransformation ist; diese Behaupt
unterscheidet sich nur der Form nach von der Behauptung, daB die Punkt-
Kreistransformationen, die Geraden wieder in Geraden iiberfiihren, durch die
Ahnlichkeitstransformationen ausgeschopft werden (vgl. 5.1.). Ferner sei
bemerkt, daB eine Speer-Kreistransformation, die irgend 2wei Punkte A und B
wieder in Punkte A’ und B’ iiberfiihrt, auch alle Punkte der Geraden AB in

1) In der Literatur bezeichnet man diese Transformationen meistens als LAGUERREAche
Transformationen.

%) Um eine Ahnlichkei f tion als Speer f i hen zu kéunen,
muB man allerdings die Vereinbarung treffen, daB sie eine bestimmte gerichtete Gerade a
in eine andere gerichtete Gerade @’ iberfiihrt (die Richtungen von a und ¢’ kénnen beliebig
gewiihlt werden) und eine beliebige gerichtete Gerade b in eine andere gerichtete Gerade b’,
8o daB folgendes gilt: <X (a, b) = < (a’, b') mit <X (a, ) = 0, wenn b parallel zu a ist, und
<X (a, b)=am, wen:n b a.ntlpumllel zu a ist. Auf diese Welse teprechen ein und derselb:
als Punk faBten Ahnlichkei jon zwei hied

peertmnaiormatlomn (was aus s den beiden verschied Moglichkeiten fiir die Wahl der
Richtung von a’ resultiert).
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Punkte iberfiihrt. Bei emer solchen Transformation gehen namlich zunéchst
die beiden einand ichteten Geraden a, b durch die Punkte 4
und B in die beiden einander entgegengerichteten Geraden a’, b’ durch 4’
und B’ iiber; da man aber jeden Punkt der Geraden 4.B als Kreis (,,Kreis vom
Radius Null“) ansehen kann, der die Geraden a und b beriihrt, ist sein Bild ein
,,Kreis*“, der die Geraden a’ und b’ beriihrt, also ein Punkt der Geraden A'B’.
Insbesondere fiihrt also jede Speer-Kreistransformation, die drei nicht auf einer
Geraden liegende Punkte A, B und C der Ebene in Punkte iiberfiihrt, jeden Punkt M
der Ebene in einen Punkt iiber (denn zunéchst geht der Schnittpunkt N der
Geraden AM und BC als Punkt von BC in einen Punkt iiber und damit auch
der Punkt M als Punkt der Geraden AN ; ist AM || BC, so brauchen wir 4
nur durch eine der anderen Ecken des Dreiecks A BC zu ersetzen) und ist folg-
lich eine Ahnlichkeitstransformation. Bei einer Speer:Kreistransformation, die
keine Ahnlichkeitstransformation ist (und nur solche Transformationen
interessieren uns noch), mufB also einer der drei folgenden Fille eintreten:

1. Die Transformation fithrt keinen Punkt der Ebene in einen Punkt d@ber.

2. Die Transformation fiihrt einen einzigen Punkt der Ebene in einen Punkt
iber (wir zeigen spater, daB dieser Fall nicht moglich ist).

3. Die Transformation fiihrt alle Punkte einer Geraden und nur die Punkte
dieser Geraden in Punkte iiber.

Wir betrachten nacheinander diese drei Falle:

1. Die Speer-Kreistransformation / fithre keinen Punkt der Ebene in
einen Punkt iiber. Wir betrachten dann zwei beliebige Punkte 4’ und B’ und
die beiden einander entgegengerichteten Geraden a’ und b’ durch diese Punkte ;
a und b seien die Geraden, die durch A in a’ und b’ iibergefithrt werden. Die
Punkte der Geraden A’'B’ (, Kreise vom Radius Null, die die Geraden a’ und b’
beriihren‘‘) sind die Bilder genau der Kreise, die die Geraden a und b beriihren.
Wiirden sich die Geraden a und b schneiden, so wiirde zu diesen Kreisen auch
der Schnittpunkt M der Geraden @ und b gehéren (vgl. Abb. 32b auf 8. 501);°
mithin wiirde der Punkt M in einen Punkt der Geraden A’B’ iibergehen,
was unserer Voraussetzung widerspricht. Hieraus folgt (vgl. Abb. 32a), da8
die Geraden a und b antiparallel und alle sie berithrenden Kreise gleich sind
(insbesondere auch die Kreise 4 und B, die A in die Punkte 4’ und B’ iiber-
fiihrt).!) Fir irgend zwei beliebige Punkte A’ und B’ sind die Urbilder 4
und B Kreise vom gleichen Radius, d.h., 4 transformiert alle Kreise mit
einem bestimmten Radius r in Punkte.

Wir betrachten nun die Speerinversion (Dehnung mit Umorientierung) I',
die die Kreise von eben diesem Radius r in Punkte iiberfiihrt. Die Transfor-
mation P = A-I-! ist dann eine Speer-Kreistransformation, die Punkte
wieder in Punkte dberfithrt (weil I™-! die Punkte in Kreise vom Radius r
und A die Kreise vom Radius r in Punkte iberfithrt) und mithin eine Ahn-
lichkeitstransformation; somit ist unsere urspriingliche Transformation A

1) Die Geraden a und b konnen nicht parallel sein, da fiir solche Geraden kein sie be-
rithrender Kreis existiert.
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cin Produkt aus ciner Ahnlichkeitstransformation und einer speziellen In-
version.,

2. Wir beweisen jetzt, daBl es keine Speer-Kreistransformation A gibt, die
einen einzigen Punkt 4 in einen Punkt iiberfithrt. Wir betrachten dazu zwei
sich nur in der Richtung voneinander unterscheidende Geraden a und b, die
durch A gehen. Sie gehen bei der Transformation A, falls es eine solche geben
wiirde, in zwei Geraden a’ und b’ iiber, die sich im Bildpunkt A4’ des Punktes 4
schneiden. Wir betrachten dann eine weitere, nicht zu a parallele und nicht
durch A gehende Gerade a,; sie und die mit ihr der Lage nach zusammen-
fallende, von a, sich nur in der Richtung unterscheidende Gerade b, gehen in

Abb. 44

zwei antiparallele Geraden a; und b iiber (weil keiner der Punkte der Geraden
a, in einen Punkt iibergeht; vgl. oben). Nun ist zu bemerken, daB sich stets
zwei Kreise M’ bzw. M, finden lassen, die a’ und b’ bzw. a{ und b, beriihren
und von denen der eine im Inneren des anderen liegt (Abb.44a, b). Diese
beiden Kreise sind offenbar die Bilder von Punkten M und M, der Geraden a
bzw. a,. Die beiden einander entgegengerichteten Geraden durch die Punkte
M und M, miissen dann gemeinsame Tangenten der Kreise M’ und M sein,
aber solche Tangenten gibt es nicht. Dieser Widerspruch beweist unsere
Behauptung.

3. Die Speer-Kreistransformation A fithre alle Puukte einer gewissen
Geraden o (die wir hier als gerichtete Gerade ansehen) und auch nur die Punkte
dieser Geraden in Punkte tiber; ferner fithre A einen bestimmten Kreis 4 in
einen nicht auf der Gerade o liegenden Punkt A’ iiber. Wir betrachten sodann
eine gewohnliche Speerinversion I” mit der Achse o, die den Kreis 4 in einen
Punkt 4, tberfilhrt (und zwar in einen Punkt 4,, so daB o die Potenzlinie
der Kreise 4 und 4, ist). Die Speer-Kreistransformation P = A+ I fiihrt
offenbar alle Punkte der Geraden o wieder in Punkte iiber und aulerdem den
Punkt 4 in den Punkt A'; mithin fiihrt sie alle Punkte der Ebene in Punkte
der Ebene tiber (vgl. S.514) und ist somit eine Ahnlichkeitstransformation.
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Wir sehen also, daB8 in diesem Fall A ein Produkt aus einer Ahnlichkeits-
transformation P und einer gewdhnlichen Speerinversion I'ist. Damit ist unser
Satz bewiesen.

10.2. Der Begrift der Speer-Kreisg trie. Die Untersuchung der Eigen-
schaften geometrischer Figuren (insbesondere von Kreisen und verschiedener
Systeme von Kreisen), die bei Speer-Kreistransformationen erhalten bleiben,
bildet den Gegenstand der Speer-Kreisgeometrie oder LAGUERREschen Geo-
metrie. Manchmal betrachtet man dabei anstelle der Gesamtheit aller Speer-
Kreistransformationen nur diejenigen dieser Transformationen, die die
Tangentenentfernung zw jer Kreise unverdndert lassen (d.h. die nicht-
entarteten Speerinversionen, die Bewegungen sowie die Produkte aus Speer-
inversionen und Bewegungen); in dieser Speer-Kreisgeometrie hat die Tangen-
tenentfernung eine geometrische Bedeutung (in der al i Speer-Kreis-
geometne kann man dagegen nur vom V-—-“ Itnis der Ta t
zweier Kreispaare sprechen!)). Die Speer-Kreisgeometrie “stellt eine inhalts-
reiche geometrische Disziplin dar.?) Ein groBe Rolle spielen in dieser Geo-
metrie die Begriffe Kreisreihe und Kreisnetz; dies hidngt damit zusammen,
daB jede Speer-Kreistransformation eine Kreisreihe wieder in eine Kreisreihe
und ein Kreisnetz wieder in ein Kreisnetz iiberfihrt. (Wir empfehlen dem
Leser, das zu beweisen.)

C. DER KREIS ALS MENGE VON LINIENELEMENTEN

§ 11. Der Kreis unter einem neuen Gesichtspunkt

11.1. Die Ebene als Menge von Linicnelementen. Im ersten Abschnitt des
vorliegenden Artikels wurde der Kreis als Punktmenge (,,geometrischer Ort‘)
betrachtet. Dabei haben wir die Geraden in der Regel nur als Spezialfall der
Kreise angesehen, wihrend die Punkte eine ausgezeichnete Rolle spielten: Sic
waren die Grundelemente der Geometrie, was sich z. B. darin widerspiegelt,
daB im ersten Abschnitt ausschlieflich Punkttransformationen der Ebene
betrachtet wurden, d. h. Transformationen, die Punkte (zu denen ein ,,unend-
lich ferner Punkt* £ hinzugezihlt wurde) wieder in Punkte iberfithren. Im

1) Die Gesamtheit aller Speer-Kreistransf ti und die G theit der Speer-
Kreistransformationen, die die Tang £ hen Kreisen uny dndert
lassen, stehen zueinander in derselben Bezichung wie die Ahnlichkei ti
und die Bewegungen.

3) Die Grundl: dieser G ie sind z. B. in dem am SchluB des Artikels angegebenen

Buch von W. BLASCHKE 7] dargelegt.
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Gegensatz hierzu haben wir im zweiten Abschnitt den Kreis als Menge von
Geraden betrachtet; d tsprechend wurden dort die Punkte als Spezialfall
der Kreise angesehen, wihrend die Geraden eine ausgezeichnete Rolle spielt

Jetzt wollen wir den Aufbau einer allgemeineren Theorie skizzieren, in der
sowohl die Geraden als auch die Punkte mit den Kreisen vollig gleichberechtigt
sind (nur Spezialfille der Kreise darstellen). Dabei nehmen wir hier wie im
zweiten Abschnitt an, daB die Geraden und Kreise gerichtet sind, und zahlen

O%s

Abb. 45

wie im ersten Abschnitt zur Menge der Punkte ebenfalls einen ,,unendlich
fernen Punkt* £ dazu. Unter zwei sich berithrenden Kreisen werden wir jetzt
verstehen

zwei sich beriihrende (gerichtete) Kreise oder einen (gerichteten) Kreis und
eine ihn beriihrende Gerade, die im Beriihrungspunkt die gleiche Richtung
haben;

zwei parallele (d. h. sich nicht schneidende und gleichgerichtete) Geraden;

einen Punkt und einen durch ihn verlaufenden Kreis oder eine durch ihn
verlaufende Gerade:

den ,,unendlich fernen Punkt‘‘ 2 und eine beliebige Gerade.

Da sich weder die Punkte noch die Geraden in der Menge der Kreise (in
dem oben angegebenen weiten Sinne aufgefaBt) durch irgend etwas auszeich-
nen, muB man hier als Grundelement der Geo-
metrie ein neues Gebilde ansehen. Als solches
Gebilde nimmt man zweckmaBigerweise das
sogenannte Linienel t (4, a), d. h. ein Paar,
bestehend aus einem Punkt 4 und einer durch
ihn hindurchgehenden (gerichteten) Geraden a.
(Ein Linienelement besteht also aus einem
Punkt und einer in diesem Punkt gegebenen

Abb. 46 Richtung.) Den Kreis betrachten wir jetzt als

die Gesamtheit aller Linienelemente, die aus

einem Punkt des Kreises und der Tangente an den Kreis in diesem Punkt
gebildet werden (Abb. 45a); die Punkte und Geraden kénnen wir analog als
Mengen von Linienelementen auffassen (Abb. 45b, c). Es sei bemerkt, da8
von dem hier eingenommenen Standpunkt aus sich zwei Kreise genau dann
berithren, wenn sie ein gemeinsames Linienel t besit (Abb. 46); ver-
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einbart man, daB eine Richtung (die man durch cine gerichtete Gerade a
reprasentieren kann, wobei jedoch zwei parallele Geraden dieselbe Richtung
bestimmen) und der ,,unendlich ferne Punkt* {2 ein ,,unendlich fernes Linien-
Te t (2, a) besti so erfait diese Bedingung alle oben aufgezihlten
Fille der Berithrung von Kreisen, :

11.2. Eine neue Definition des Kreises. Beim Aufbau einer Geometrie in der Menge
der Linienelemente muB eine Kurve y als die Gesamtheit aller durch sie definierten Linien-
elemente aufgefaBt werden (Abb. 47a); dabei muBl jedoch bei der Definition einer Kurve

3

al
Abb. 47

als ,,geometrischer Ort* von Linienelementen (d,, a,), (4,, a;), (45, a;),... darauf ge-
achtet werden, daB die Punkte 4,, 4,, 45, ... und die Geraden a,, a,, g, ..., jeweils firr

sich ein und dieselbe Kurve defini d. h., daB der in Abb. 47b dargestellte
Fall nicht eintreten darf. (Es muB, mit anderen
Worten, gefordert werden, daB fiir jedes Linien- a

1! t (4,a) der betrachteten Menge von Linien-
elementen die Gerade a im Punkt A Tangente an
die Kurve ist, die durch die Menge aller Punkte
dieser Elemente bestimmt wird; hieraus folgt dann
bereits, daB A der Berithrungspunkt der Geraden a
mit der durch die Geraden der betrachteten Linien-
elemente bestimmten Kurve ist.) Als Mengen von
Linienelementen kann man die Kreise als diejenigen
Kurven definieren, bei denen fiir zwei beliebige
Linienelemente (4,a) und (B,b) derselben der
Abstand |4B| eindeutig durch den Winkel / (a, b)
besti wird, und kehrt (d. h.,, wenn we-
der der Abstand |4B| noch der Winkel ./ (a,b)
fiir alle Paare von Linienelementen der Kurve iden-
tisch verschwinden, sind fiir zwei Paare von Linien-
elementen (4,, a,), (B, b,) und (4,, a,), (B,, b;) mit gleichen Abstinden |4,B,| und
|A3B,| auch die Winkel £ (ay, b,) und Z (a,, b,) gleich; Abb. 48). Dabei kann man

YATR) fiir Z (a,b) -0 oder

|AB| - 0 definieren?); der Radius eines Kreises kann auch gleich Null (ein Kreis vom

Abb. 48

den Radius des Kreises als G t des Q

1) Fiir einen Kreis ist charakteristisch, daB der Abstand |4B| eine Funktion von £ (a, b)
ist: |AB| = f(/ (a,})); der Radius des Kreises ist dann gleich der Ableitung der auf diese
Weise gewonnenen Funktion y = f(z) fiir = 0 (vgl. den Artikel ,,Ableitungen, Integrale,
Reihen* in Band III der EAEM). Der Winkel ist dabei im BogenmaB zu messen.



520 Goometrie der Kreiso

Radius Null ist ein Punkt) oder unendlich sein (ein Kreis mit unendlichem Radius ist
eme Gemde) Verwendet man hierbei orientierte Winkel (vgl. § 1 des Abschnitts A), so
beriicksichtigt diese Definition auch das Vorzeichen des Radius (vgl. 6.2.).

§ 12. Beriihrungsgeometrie der Kreise

12.1. Beriihrungs-Kreistransformationen. Die Untersuchung der Eigen-
schaften der als Mengen von Linienelementen aufgefallten Kreise ist Gegen-
stand einer iiberaus gehaltvollen Theorie, die man analog zum Aufbau in den
ersten beiden Abschnitten dieses Artikels entwickeln konnte. So kann man hier
z. B. den Begriff ,,Potenz eines Kreises in bezug auf einen Kreis'‘ definieren und
mit seiner Hilfe Kreissysteme auszeichnen, die den Biischeln und Reihen bzw.
den Biindeln und Netzen vergleichbar sind ; ferner kann man mit Hilfe dieser
Kreissysteme eine neue Art von ,,Inversionen* definieren, die jetzt Transfor-
mationen in der Menge der Linienelemente sind, bei der jeder Kreis (in dem in
diesem Abschnitt vereinbarten weiten Sinne verstanden) wieder in einen Kreis
iibergeht usw. Die Darlegung dieser Theorie erforderte jedoch weit mehr Raum,
als es der Rahmen dieses Artikels zulaBt.

Wir beschranken uns hier lediglich auf die Frage, inwieweit sich beliebige
Beriihrungs- Kreistransformationent), d.h. solche Transformationen in der
Menge der Linienelemente, die jeden Kreis wieder in einen Kreis (die Menge
der Linienelemente irgendeines anderen Kreises) tberfiihren, auf die uns
bereits bekannten Punkt-Kreistransformationen und Speer-Kreistmnsfor-
matlonen zuriickfithren lassen. Sich beriihrende Kreise, d. h. Kreise, die ein

mes Linienel t besit fithrt eine Beriihrungs-Kreistransfor-
‘mation wieder in sich beriihrende Kreise iiber; von dieser Eigenschaft leitet
sich auch die Bezeichnung ,,Beriihrungstransformation‘ ab.2)

Offenbar sind die in den Abschnitten A und B betrachteten Punkt-Kreis-
transformationen und Speer-Kreistransformationen Spezialfille der Beriih-
rungs-Kreistransformationen. Da némlich z. B. eine Punkt-Kreistransfor.
mation K sich beriihrende Kreise wieder in sich beriihrende Kreise iiberfiihrt,
kann man sie auch als Transformation in der Menge der Linienelemente auf-
fassen: Weil die Menge aller Kreise, die durch einen bestimmten Punkt A4
gehen und in diesem Punkt einander beriihren, in eine Menge von Kreisen
iibergeht, die sich in irgendeinem anderen Punkt A’ berithren (Abb. 49), kann

1) In der Literatur bezeichnet man diese Transformationen meistens als Liksche Kreis-
transformationen.

2) Aligemein bezeichnet man nach LiE in der Menge der
Linienelemente als Berithrungstransformationen, die jede Kurve (im Sinne von 11.2.)
wieder in eine Kurve iiberfiihren; solche Transforma,tlonen fiihren sich berithrende Kurven
(Kurven mit einem i Li ! t) wieder in sich berithrende Kurven itber.
Die Berithrungs-Kreistransformationen sind ein Spezialfall der allgemeinen Beriihrungs-
transformationen.

diej Transformati
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man annehmen, daB K jedes Linienelement (4, a) in ein anderes Linienelement
(A’, a’) iiberfiihrt.1) Von unserem neuen Standpunkt aus kann man die Punkt-
bzw. Speer-Kreist ot als diej _'o Beriihrungs-Kreistransfor-
mationen charakterisieren, die Punkte wieder in Punkte bzw. Geraden wieder
in Geraden iiberfiihren. Es gibt jedoch auch Beriihrungs-Kreistransformationen,
bei denen weder Punkte noch Geraden erhalten bleiben; eine solche Transfor-
mation konnen wir z. B. dadurch erhalten, daB wir mehrere Punkt- und

a’

Abb. 49

Speer-Kreistransformationen hintereinander ausfiihren (z. B. zuerst eine Punkt-
und dann eine Speerinversion). Es erweist sich, dal dieses Verfahren zur Er-
zeugung von Beriihrungs-Kreistransformationen Allgemeingiiltigkeit besitzt,
d.h., daB jede Bemhmngs K reutrawformanon als Produkt von Punkt- und
ASpeer Kreistransf -gestellt werden kann.

Zuniichst nehmen wir an, die Berithrungs-Kreistransformation M, fithrt einen Punkt 4
in sich iiber. Wir wenden dann hintereinander die (Punkt-)Inversion I mit dem Zentrum 4,
die Transfe tion M, und nochmals die Inversion I an; die auf diese Weise erhaltene
Transformation bezeichnen wir mit A4, d. h., es ist A = IM,I. Die Inversion I fithrt jéde
Gerade a in einen gewissen Kreis § iiber, der durch den Punkt 4 geht (in einen Kreis,
der den ,,Kreis 4 mit verschwindendem Radius berithrt*‘); die Transformation M, fithrt
den Kreis S in einen anderen Kreis $’ iiber, der ebenfalls durch 4 geht (denn M, soll nach
Voraussetzung 4 in sich iiberfithren); schlieBlich fithrt I den Kreis 8’ in eine andere
Gerade a’ iiber. Wir sehen also, daB die Transformation A = IM,I jede Gerade wieder in

1) Dle Punktinversion mit dem Zentrum O und der Potenz k& lst eine Beruhrungs-Krels
die ein beliebiges Li ! t (A4, a) in dasj Li )| t (4’, a’)

iiberfiihrt, bei dem 4 und 4’ mm dem Inversionszentrum O aui einer Geraden m liegen,
(0A) - (0A’) =k und <X (m,a) = <X (a’, m) gilt; die letzte Bedingung gibt zugleich die
Richtung von a’ an, wenn a als gerichtete Gerade aufgefaBt wird. Die Speerinversion mit
der Achse o und der Potenz k fiihrt die Linienelemente (4, 2) und (4’, a’) ineinander iiber,
bei denen sich a und @’ in einem Punkt M der Inversionsachse o schneiden und wobei die

Beziehung tan 4‘;’“’ . tan {(‘;’“) — & sowie (4M) = (MA4’) gilt. Ebenso einfach

148t sich ngeben, wie die speziellen Punkt- und Speerinversi ein beliebiges Linien-
element (4, @) transformieren; dies sei dem Leser iiberlassen.
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eine Gerade iiberfithrt, d. h., sie ist eine Speer-Krei formation (eine gewohnliche oder
spezielle Speerinversion, die moglicherweise noch von einer Ahnlichkeitstransformation
begleitet wird). Das Produkt der Inversion I, der Speer-Kreistransformation 4 und erneut
der Inversion 7 ist identisch dem Produkt aus zwei Transformationen I, der Berithrungs-

Kreistransformation M, und noch zweler Inversmnen 1, d. h., es stimmt mit der Trans-

formation M, iiberein (denn zwei aufei folgende Anwend der Inversi I
heben sich offenbar gegenseitig auf); damit ist gezelgc daB M, als Produkt der drei Trans-

formationen I, A und I dargestellt werden kann.

Wir betrachten nun eine beliebige Beriihrungs-Kreistransformation M. Fiihrt M alle
Punkte wieder in Punkte iiber, so reduziert sie sich, wie uns bereits bekannt ist, im wesent-
lichen auf eine (Punkt-)Inversion. Wir nehmen daher an, daB M einen Punkt 4 in einen
Kreis § etwa mit dem Mittelpunkt A’ und dem Radius r iiberfithrt.}) Mit 7' bezeichnen wir

die Parallelverschiebung um den Vektor A—’j %) und mit I" die spezielle Speerinversion, die
durch das Netz aller Kreise mit dem Radius r besti wird. (Die spezielle Inversion I'
kann auch durch die Dehnung um die Gré8e —r ersetzt werden.) Die Transformation
T fithrt den Kreis S in den Kreis 8’ mit dem Mittelpunkt 4 und dem Radius r iiber, und I
fiihrt 8’ in den Punkt 4 iiber; mithin ist das Produkt M, = I'TM der Transformationen M,
T und I eine Beriihrungs-Kreistransformation, die den Punkt A in sich selbst iiberfithrt.
Eine solche Transformation kann man aber, wie wir bereits bewiesen haben, als Produkt
IAI, bestehend aus einer (Punkt-)Inversion I, einer Speer-Krelstmnsformnnon A (einer
dhnlichen -oder iellen Speerinversion, die evtl. von einer Ahnhchkeltstmnsfor
matmn begleitet mrd) und nochmals der Inversion I darstellen. Andererseits ist M das
Produkt aus der Tmnsiormnhon M,, der speziellen Inversion I" und der Parallelverschie-

bung T um den Vektor AA (Die H inand fiihrung der drei Transformati

T und T unterscheidet sich nicht von der Hintereinanderausfihrung der fiinf Trunsfor-
mationen M, T, I', I und 7'; aber die beiden nacheinander ausgefiihrten Inversionen I"
heben sich gegenseitig auf und ebenso die beiden Parallelverschiebungen 7' und 7.) Somst
stimmt M mit dem Produkt der fiinf Transformationen I, A, I, I und T diberein, womit unsere
Behauptung bewiesen 1ist.

12.2. Die Berilhrungsaufgabe von Apollonios. Die Berithrungs-Kreistrans-
formationen sind ebenfalls beim Beweis geometrischer Satze und bei der
Losung von Konstruktionsaufgaben vielfaltig anwendbar. Wir beschranken
uns hier auf ein bekanntes Beispiel dieser Art.

Es sei ein Kreis S zu konstruieren, der drei gegebene Kreise S;, S, und S,
berithrt (Abb. 50a; diese Konstruktionsaufgabe heiBt Bemhrungaau/gabe von
AroLLoNT10S). Diese Aufgabe scheint zunichst sehr kompliziert zu sein, da
iiberhaupt nicht ersichtlich ist, wie man von den vorhandenen, durch nichts
miteinander verknipften Kreisen 8,, S, und S; zu dem gesuchten Kreis S

1) Fithrt M den Punkt 4 in eine Gerade a iiber, so betrachten wir statt M das Produkt
M = IM aus der Transformation M und einer (Punkt-)Inversion I, die a in einen Krels )
iiberfiihrt; M erhilt man dann sei its, wenn man nacheinander die Transf
M und I ausfithrt. (Man kann iibrigens zeigen, daB keine Berithrungs-Kreistransformation
alle Punkte der Ebene in Geraden iiberfithrt, daB sich sicher ein Punkt 4 finden laBt,
den M in einen Kreis § mit endlichem Radius iiberfiihrt.)

%) Vgl. 8. 48.
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gelangen soll. Die Zeichnung zur Aufgabe kann jedoch so vereinfacht werden,
daB die neue Aufgabe bereits véllig trivial ist.
Zunichst fiithren wir durch eine Speer-Kreistransformation A den Kreis S,
in einen Punkt Sj iiber; die Kreise S; und Sg gehen dabei in neue Kreise Sy
und Sg iiber. Als Transformation /A kann eine spezielle Speerinversion oder die
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Dehnung um die Gré8e —r, verwendet werden, wobzi r, der Radius des Kreises
8, ist (vgl. Abb. 50b). Die Anwendung einer Speer-Kreistransformation setzt
natiirlich voraus, daB die Kreise 8,, S, und Sy gerichtet sind. Waren diese
Kreise urspriinglich nicht gerichtet, so geben wir ihre Richtungen beliebig
vor. Den verschiedenen Méglichkeiten bei der Wahl der Richtungen dieser
Kreise entsprechen verschiedene Losungen der Beriihrungsaufgabe von
APOLLONIOS.1)

Der gesuchte Kreis S wird durch die Transformation A (sagen wir durch eine
Dehnung) in einen Kreis 8’ @i -gefiihrt, der die Kreise S; und Sy berithrt und
durch den Punkt 8’ hindurchgeht. Wir fiihren nun eine Punkt-Kreistrans-
formation, z. B. eine Inversion I mit dem Zentrum 8] aus, die den Punkt S}
in den ,,uneigentlichen Punkt* £ #iberfiihrt. Dabei gehen die Kreise S; und
83 in irgendwelche Kreise S;’ und Sy iiber und der gesuchte Kreis 8’ in eine
Gerade S, die die Kreise S; und Sy berithrt. Somit fithrt die Beriihrungs-
Kreistransformation K = IA die Kreise S,, S, und §; in den ,,uneigentlichen
Punkt* 2 und zwei Kreise S5 und Sy iiber; den gesuchten Kreis § fithrt die
Beriithrungs-Kreistransformation K in eine Gerade 8" iiber, die die Kreise 83
und 83 beriihrt. Sind die Kreise Sy’ und Sy bekannt, so 18t sich diese Gerade
8" unschwer konstruieren; danach kann man leicht von der Geraden 8’ zum
Kreis 8’ und von diesem schlieSlich zum gesuchten Kreis S ibergehen. In
Abhangigkeit von der Lage und der Richtung der Kreise S3' und S3 kann die
Aufgabe zwei Losungen (dieser Fall ist in Abb. 50 dargestellt), eine Losung
oder auch keine Losung besitzen.

12.3. Der Begrift der Beriihrungsgeometrie der Kreise. Die Untersuchung
derjenigen Eigenschaften von Figuren, die bei Beriihrungs-Kreistransfor-
mationen unveréndert bleiben, bilden den Gegenstand der Berihrungsgeometrie
der Kreise?). Der oben bewiesene Sachverhalt erlaubt folgende Aussagen: Die
Beriihrungsgeometrie der Kreise untersucht diejenigen Eigenschaften von Figuren,
die sowohl gegeniiber Pumkt- als auch gegeniiber Speer-Kreistransformationen
unverdndert blesben, und auch nur diese Eigenschaften. In dieser Geometrie hat
weder der Begriff des Winkels zwischen Kreisen noch der Begriff der Tan-
gentenentfernung einen Sinn; es ist unschwer zu zeigen, daB hier auch kein
Analogon zu diesen Begriffen angegeben werden kann, da ein beliebiges Paar von
Kreisen durch eine passend ausgewihlte Beriihrungs-Kreistransformation in
ein beliebiges anderes Paar von Kreisen iibergefiilhrt werden kann. Dagegen

1) Spiiter werden wir sehen, dafl die Berithrungsaufgabe von ApoLLONIOS bis zu zwei
Lasungen haben kann, wenn die Kreise S, §, und S, gerichtet sind. Die Richtung dreier
nichtgerichteter Kreise kann auf verschiedene Weise festgelegt werden, und zwar gibt es
22+ 2 = 8 Moglichkeiten, was auf 16 verschiedene Kreise § fithrt. Diese 16 gerichteten
Kreise unterscheiden sich jedoch paarweise nur durch die Richtung. Wir kénnen also
.chlieBen, daB im Fall nichtgerichteter Kreise die groptmogliche Anzahl der Losungen fiir die

Yeriihrungsaufgabe von APOLLONIOS acht betrdgt.

%) Die Elemente dieser Geometrie sind in dem Buch von W. BLASCHKE [7] enthalten,

auf das wir bereits mehrfach verwiesen haben.
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besitzen in der Berithrungsgeometrie der Kreise nicht je zwei Tripel von Krei-
sen diese Eigenschaft: So ist leicht einzusehen, daB die in Abb. 5la, b dar-
gestellten beiden Tripel der Kreise S, S,;, S5 und §,, 8,, §; durch keine Be-
rithrungs-Kreistransformation ineinander iibergefiihrt werden kénnen (denn
bei einer solchen miiSte die Gerade S in einen Kreis S tibergehen, der die
Kreise S, 8;, 83 ,,berithrt*, und einen solchen Kreis gibt es nicht). Man kann
iibrigens zeigen, daf alle (vom Standpunkt der Beriihrungsgeometrie der
Kreise) verschiedenen Tripel von Kreisen, die sich paarweise nicht beriihren,

< L e

b)
Abb. 51

durch dieses Paar vertreten werden; jedes andere Kreistripel kann durch eine
Beriihrungs-Kreistransformation in eines der in Abb.5la, b dargestellten
Tripel iibergefiihrt werden. Weit ergiebiger ist die Untersuchung der Eigen-
schaften von Kreisquadrupeln; hier kann man einige besonders interessante
Typen von Quadrupeln auszeichnen und gewisse ,Invarianten der Kreis-
quadrupel bilden, d.h. den Kreisquadrupeln bestimmte Zahlen zuordnen,
deren Ubereinstimmung fiir zwei Quadrupel bedeutet, daB diese Kreis-
quadrupel im Sinne der Beriihrungs-Kreisgeometrie ,gleich* sind, sich also
durch eine gewisse Beriihrungs-Kreistransformation ineinander iiberfilhren
lassen. Wir konnen jedoch hier nicht auf Details der Beriihrungsgeometrie
der Kreise eingehen.
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B. A. ROSENFELD

DIE GRUNDBEGRIFFE DER SPHARISCHEN GEOMETRIE
UND TRIGONOMETRIE



§ 1. Die Grundbegriffe der sphiirischen Geometrie

1.1. Die Entstehung der sphiirischen Geometrie. Die Geometrie der Ebene
ist bekanntlich rein ,.irdischen Ursprungs; sie entstand, worauf schon das
Wort ,,Geometrie* hindeutet (ynoucroin — ,,Erdmessung®), im Zusammen-
hang mit dem Vermessen von Landstiicken kleiner Ausdehnung, die es
gestattete, sie als Teil der Ebene anzusehen, Die sphirische Geometrie, d. h.
die Geometrie auf der Sphire, ist dagegen , himmlischen* Ursprungs: Mit der
Geometrie auf der Sphére kamen die Menschen zuerst in der Astronomie, bei
der Untersuchung der sichtbaren ,Himmelssphire* in Berithrung. Die sphé-
rische Geometrie entstand im 1. und 2. Jahrhundert u. Z., als nach den roémi-
schen Eroberungen ein enger Kontakt zwischen den griechischen und alexan-
drinischen Geometern und den babylonischen Astronomen hergestellt war.
Im 1. Jh. erschien die ,,Sphirik* des
MENELAOS, die von dem berithmten
Kraup1os ProLomMa1os von Alexandria
sofort auf die Astronomie angewandt
wurde. Spiter begann man, im Zusam-
menhang mit der Entwicklung der See-
fahrt und der Geographie, die sphiri- Abb. 1
sche Geometrie auch auf die Oberfliche
der Erdkugel anzuwenden, Gegenwirtig findet sowohl die ebene als auch die
sphérische Geometrie breite Anwendung in der Geodésie; auf der ebenen
Geometrie fullt die ,,niedere Geodisie* — die Geodasie kleiner Landstiicke —,
auf der sphirischen Geometrie die ,héhere <
Geodasie“ — die Geodiisie groSer Land-
stiicke.

Die ebene und die spharische Geometrie
haben viel Gemeinsames; das erklirt sich
daraus, daB3 die Sphire denselben Grad von
,,Beweglichkeit’* besitzt wie die Ebene:
Jeden Punkt der Ebene mit einer von ihm
ausgehenden Richtung (Abb. 1) kann man
durch eine Bewegung dieser Ebene mit
jedem anderen Punkt dieser Ebene und
einer von diesem ausgehenden Richtung zur
Deckung bringen, und genauso kann man
jeden Punkt einer Sphire und eine von ihm Abb. 2
ausgehende Richtung (Abb. 2) durch eine
Drehung dieser Sphiire mit jedem anderen Punkt der Sphére und einer von
diesem ausgehenden Richtung zur Deckung bringen.l)

1) Vgl. in diesem Zusammenhang den Artikel itber Nichteuklidische G trien in
Band V der EdEM.
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1.2. Punkte, GroBkreise und Kleinkreise. Wihrend in der ebenen Geometrie
als Grundbegriffe die Punkte, die Geraden und die Bewegungen der Ebene
angesehen werden,!) spielen in der sphirischen Geometrie die Punkte der
Sphire, die GroBkreise und die Bewegungen der Sphare diese Rolle. Wir wollen
die Bedeutung dieser Begriffe naher erlautern. Der Schnitt einer Sphire mit

einer Ebene ist stets ein Kreis: Wenn

/ w man namlich vom Mittelpunkt der

/ / / Kugel, deren Oberfliche die betrach-
7200z % tete Sphare ist, das Lot auf diese Ebene
fallt und eine Drehung des Raumes
um dieses Lot mit einem beliebigen
Winkel ausfiihrt, geht bei dieser Dre-
hung sowohl die Sphire als auch die
Ebene in sich iiber und folglich auch
die Schnittlinie ; mithin hat jeder Punkt
dieser Schnittlinie vom Schnittpunkt
der Ebene mit dem Lot den gleichen
Abb. 3 Abstand, woraus man ersicht, daB
diese Schnittlinie ein Kreis ist. Der
Radius ¢ dieses Kreises ist Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks (Abb. 3),
dessen Hypotenuse der Radius r der Kugel und dessen zweite Kathete das
vom Mittelpunkt der Kugel auf die Ebene gefillte Lot % ist. Deshalb gilt
nach dem Pythagoriischen Lehrsatz:

o=V -

Diese Formel zeigt, daB die GroBe g ihren maximalen Wert ¢ = r fiir b = 0
annimmt, d. h. dann, wenn die Ebene durch den Mittelpunkt der Kugel geht,
also eine Diametralebene ist. In diesem Fall heiBt der Kreis auf der Sphire
ein Grofkreis (oder ein Hauptkreis). Bei b > 0ist ¢ < r, und der Kreis auf der
Sphire heiflt in diesem Fall ein Kleinkreis (oder ein Nebenkreis).

Da durch drei beliebige nicht auf einer Geraden liegende Punkte des Raumes
eine einzige Ebene hindurchgeht, geht durch zwei beliebige Punkte einer
Sphire, die nicht diametral gegeniiberliegen (d.h. nicht Endpunkte eines
Durchmessers sind), genau eine Diametralebene. Mithin geht durch zwei be-
liebige Punkte einer Sphire, die sich nicht diametral gegeniiberliegen, ein einziger
Grofkreis (Abb. 4). Das entspricht genau dem Sachverhalt, daB8 in der Ebene
durch zwei beliebige Punkte eine einzige Gerade geht. Durch zwei diametral
gegeniiberliegende Punkte einer Sphire kann man dagegen unendlich viele
GroBkreise legen (Abb. 5). Da sich zwei verschiedene Diametralebenen einer
Kugel lings eines Durchmessers der Kugel schneiden, schneiden sich je zwei
Gropkreise einer Sphire in 2wei diametral gegeniiberliegenden Punkten der
Sphiire (Abb. 6). Hier stellen wir also einen Unterschied zwischen der sphi-
rischen und der ebenen Geometrie fest, denn in der ebenen Geometrie gibt es
keine zwei Geraden, die sich in mehr als einem Punkt schneiden.

%) Vgl. den Artikel .,Axiome und Grundbegriffe der Geometrie*, S. 25.
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Da eine Ebene den Raum in zwei Gebiete teilt, zerlegt ein Grofkreis die
Sphiire in zwei Gebiete (Abb. 4); diese Gebiete nennt man Halbsphdiren. Weil
ferner zwei sich schneidende Ebenen den Raum in vier Gebiete teilen, zerlegen
zwei Qropkreise die Sphdre in vier Gebiete (Abb. 6). Weil schlieBlich drei sich

Abb. 4

in einem Punkt schneidende Ebenen den Raum in acht Gebiete teilen, zerlegen
drei sich nicht in einem Punkt schneidende Grofkreise die Sphére in acht Gebiete.
(In Abb. 7 sind die acht Gebiete ABC, ABC’, AB'C, A'BC, AB'C’', A'BC’,
A'B'C, A'B'C’ eingezeichnet, in die die GroBkreise AB, AC und BC die Sphiire

¢ L

Abb. 7

zerlegen, wobei die Punkte 4’, B’, ¢ den Punkten 4, B, C diametral gegen-
iiberliegen, so daB auch die Gebiete 4BC und A'B'C’, ABC' und A'B'C,
AB'C und A'BC’, A’BC und AB'C’ sich paarweise diametral gegeniiber-
liegen.)

Wiihrend die ersten beiden dieser Eigenschaften den Eigenschaften der
Geraden in der Ebene analog sind, da nimlich die Ebene von einer Geraden
in zwei Gebiete und von zwei sich schneidenden Geraden in vier Gebiete zer-
legt wird, ist die dritte der angegebenen Eigenschaften der entsprechenden
Eigenschaft der Geraden in der Ebene nicht vollig analog, da drei sich paar-
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weise schneidénde Geraden, die nicht alle drei durch einen Punkt gehen, die
Ebene nicht in acht, sondern in sieben Teile zerlegen (Abb. 8).

Jedem GroBkreis entsprechen zwei diametral gegeniiberliegende Punkte der
Sphare, die aus ihr durch den auf der Ebene des GroBkreises senkrecht stehen-

Abb. 8

den Durchmesser ausgeschnitten werden (Abb. 9). Diese beiden Punkte nennt
man die Pole des GroBkreises (vom griechischen Wort ndlog, in der lateinischen
Form ,,polus* — ,,Achse*, da die auf der Ebene eines Kreises in dessen Mittel-
punkt errichtete Senkrechte die Achse des Kreises im Raum genannt wird);
in diesem Sinn sind die geographi-
schen Pole, der Nord- und der Siid-
pol der Erde, die Pole des Erdéqua-
tors. Offenbar entspricht zwei belie-
bigen diametral gegeniiberliegenden
Punkten 4 und B der Sphire genau
ein GroBkreis, fiir den die Punkte 4
und B Pole sind; diesen GroBkreis
nennt man die Polare des Paares
diametral gegeniiberliegender Punkte
A, B (vom lateinischen Wort ,,pola-
ris”, dem Eigenschaftswort zu ,,po-
lus“). Jeden Punkt der Polaren be-
zeichnet man als polar konjugiert zu
jedem seiner Pole; anders ausge-
driickt : Punkte P und @ einer Sphire
sind polar konjugiert, wenn die Radien OP und OQ aufeinander senkrecht
stehen (O ist dabei der Mittelpunkt der betrachteten Kugel).

1.3. Die Bewegungen einer Sphiire. Eine Transformation der Sphire, bei
der der (rdumliche) Abstand zwischen den Punkten der Sphire erhalten bleibt,
wird als Bewegung der Sphére bezeichnet.!) Eine Bewegung ist also eine Trans-

1) Vgl. den Artikel ,,G trische Transfc i ‘, 8. 55, und den Artikel ,,Axiome
und Grundbegriffe der Geometrie**, S. 30.
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formation ¢ der Sphire, bei der fiir beliebige Punkte 4, B der Sphére der
Abstand der Punkte g(4) und ¢(B) gleich dem Abstand der Punkte 4 und B
ist. Da sich zwei Punkte 4 und B dann und nur dann diametral gegeniiber-
liegen, wenn ihr Abstand den maximalen Wert 2r besitzt (wobei r der Radius
der Kugel ist), folgt aus der Definition der Bewegung unmittelbar, da8 be:
jeder Bewegung der Sphéire diametral gegeniiberliegende Punkte der Sphére in
diametral gegeniiberliegende Punkte tibergehen. Fiir diese Eigenschaft gibt es

[
N =N
N

S

\

NN

©

?

Abb. 10 Abb. 11

in der eb G trie kein Analogon, weil es in der Ebene keine Punkte-
paare gibt, so daB8 die Bewegung des einen Punktes die Bewegung des anderen
vollsténdig bestimmt. Wahrend also eine Bewegung der Ebene eine Transfor-
mation der Menge der Punkte dieser Ebene ist, ist die Bewegung der Sphére
ihrem Wesen nach eine Transformation der Paare von diametral gegeniiber-
liegenden Punkten der Sphare.

Als Beispiel fiir eine Bewegung der Sphire sei die Drehung der Sphdre um
einen ihrer Durchmesser CC’ mit einem Winkel « genannt, bei der sich jeder
Kreis der Sphére, der die Gerade CC’ zur Achse hat, in sich um den Winkel x
dreht (Abb. 10; selbstverstdndlich drehen sich alle diese Kreise in derselben
Richtung um den Winkel x). Ein anderes Beispiel fiir eine Bewegung der
Sphire ist die Spiegelung der Sphire an einer ihrer Diametralebenen I7, bei
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der ein Punkt 4 in denjenigen Punkt A’ iibergeht, fir den die Ebene IT auf
der Strecke A4’ senkrecht steht und durch ihren Mittelpunkt geht (Abb. 11).
Die Drehungen und diese Spiegelungen sind in gewissem Sinne die Grund-
bewegungen der Sphire ; man kann namlich beweisen, daB jede (nichtidentische)
Bewegung der Sphire entweder eine Drehung oder eine Spiegelung oder ein
Produkt aus einer Drehung und einer Spiegelung st (vgl. S. 83).

1.4. Der Gegenstand der sphiirischen Geometrie. Nun kénnen wir den Gegen-
stand der sphérischen Geometrie genauer umreilen: Die sphérische Geomeirie
untersucht diejenigen Eigenschaften von Figuren auf der Sphiire, die bes beliebigen
Bewegungen der Sphire erhalten bleiben (vgl. S. 93). Figuren auf der Sphare,
die durch eine Bewegung ineinander iibergefiilhrt werden koénnen, heiBen
kongruent; kongruente Figuren werden in der spharischen Geometrie als
,.gleich*‘ angesehen.

Mitunter wird der Gegenatsnd der sphirischen Geometrie enger gefalt: Man betrachtet
statt der oben definierten B gen nur die Drehungen der Sphiire und untersucht die’
Eigenschaften der Flgumn, die bei Dmhungen erhnlten bleiben. In diesem Fall werden

h

nur Figuren, die durch eine Drehung iiberg als ,gleich" angeeehen,

N

ul b!
Abb. 12

withrend Figuren, die zwar durch eine Bewegung (im oben definierten Sinn) ineinander

ubergehen, aber nicht durch eine Drehung zur Dx bracht werden kénnen, als

verschieden gelten; solche Figuren nennt man (bei der genannten Auffassung der sphiiri-

schen Geometrie) spiegelbildlich. In Abb. 12a sind in diesem Sinne ,,gleiche* Figuren

(sphirische Dreiecke, vgl. unten) und in Abh 12b ,,splegelblldhche Figuren dtrgumllt
G

Diesen beiden Auff der sphiiri zwei ge Auf-
fmungen der Geometrio der Ebene. Man kann niimlich ei its die B der
Ebene in dem im Artikel ,,Axiome und Grundbegriffe der Geometne“ angegebenun Sinn
auffassen (d. h. als B alle Dreh Parallel

an einer Cloraden sowie dio Produkte aus dle:oll zulassen; vgl 8. 83). Andererseltu ist auch
cin Aufbau der G trie dor Ebene ndglich, bei dem als Beweg nur ,,
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erster Art“, d.h. Drehungen und Parallelverschiebungen, sowie Produkte aus diesen
zugelassen werden. Von diesem Standpunkt aus werden nur so]che Fxgunn als uglelch ‘¢
angesehen, die durch eine Drehung und eine Parallel b

d. h. Figuren, die nicht nur |n der iiblichen Bedeutung des Wortes »glei (kongment)

sind, dern auch denselb fssinn haben (im Uhrzei oder dem
Uhmngersmn). Dagegen sieht man bei dieser Auff: der ebenen G ie diej
Figuren, die im iiblichen Sinn ,,gleich‘* sind, aber Unmnlaufssinn haben,

nicht als gleich, sondern als ,,spnegelhlldhch“ an. In Abb. 13a sind ,,gleiche* Dreiecke und
in Abb. 13b ,,spiegelbildliche‘* Dreieck:

dA

Abb. 13
Wenn man der in der Schule iiblichen Auffassung folgt und solche Figuren als ,,gleich*‘
ansieht, die durch ,,Uberlagemng“ (Aufei ) zur Deckung gebracht werden
konnen, dann P die ten beiden Auff gen der Planimetrie den beiden
Inter i oglichkeiten des Wor-

tes ,,Uberlngemng“. Einerseits kann man niamlich
unter einer ,,Uberlagerung* eine beliebige ,,mecha-
nische** Verlagerung ebener Figuren verstehen, die
diese nicht aus der betrachteten Ebene herausfiihren.
Wenn wir die Gleichheit von Figuren mittels dieser
Art von ,,Uberlngsrungen (d. h. durch Bewegungen
erster Art) d wu' zur der
Auff; der Planimetrie; in diesem
Fall sind die in Abb. 13b d gestellten Dreiecke un-
gleich, da keine Verlagerung eines dieser Dreiecke,
die es nicht aus der Zeichenebene herausfiihrt, die-
ses Dreieck mit dem anderen zur Deckung bringt.
Andererseits kann man als ,,Uberlagerungen“ auch
solche Verlagerungen von Figuren zulassen, die diese
aus der betrachteten Ebene herausfithren (umklap-
pen). Bei einer solchen Auﬂmnng wird auch die “.' lung an einer Geraden zu
einer ,,Uberlagerung*, da sie durch eine Verlagerung im Raum (nimlich eine Drehung
um eine Achse; Abb. 14) realisiert werden kann. Dieser Standpunkt fiihrt zur tblichen
Auffassung der Gleichheit von Figuren. (In diesem Fall werden auch die in Abb. 13b
dargestellten Drolecke als gleich angesehen.)
Der Unterschi ischen den beiden ten Auff; gen der Plani ie besteht
also darin, daB man in einem Fall unter Bewegungen ,,mechanische* Verlagerungen von
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Figuren in der betrachteten Ebene versteht und im and Fall im umgebenden drei-
dimensionalen Raum ausgefiihrte ,,mechanische‘ Verla,gerungen. Es muB bemerkt werden,
daB die beiden angefﬁhrten Auff; gen der Planimetrie, strengg auf zwei
ische Syst fuhl'en In der nur auf Bewegun-
gen erster Art begriind G t i Begriffe, die in der
iiblichen Geometrie keinen Sinn haben, dazu gehoren der Umlaufs-
smn einer Flgur, der orientierte Flicheninhalt einer Figur (der Fli-
halt, der in Abhingigkeit vom Umlaufssinn mit diesem oder
jenem Vorzeichen versehen wird?), das Schiefprodukt zweier Vek-
toren?) u.a. Im Schulunterricht 1Bt man Fragen dieser Art mei-
stens auBer acht, was der Betracht a]ler B und nicht
nur der B: erster Art icl
In der sphirischen Geometrie scheint, der Unterschied zwischen
den beiden angefuhrben Aufl'assungen auf den ersten Blick prinzi-
plellerer Natur zu sein als in der P]ammeme denn es gibt ja keine
ische** Verl (im dreidi len Raum), die eines
der in Abb. 12b dnrgestellten Dreiecke mit dem anderen Dreieck
zur Deckung briichte. (Wenn man das Dreieck 4BC aus der Sphiire
,»herausschneidet’ und es ,,anders herum* auf das Dreieck 4’B’C’
legt, k die Dreiecke nicht zur Deckung, es stért die Krim-
mung der Sphiire; Abb. 15.) Diese Uberlegung ist jedoch nicht
pnnzlplellerer Natur: Denkt man sich némlich die Sphére in den

Abb. 15 1 Rnum") ingebettet, so koénnen spiegelbildliche
Figuren {z B. die in Abb. 12b abgebildeten Dreiecke) durch eme
;mechanische* Verlsgerung in diesem vierdi ionalen Raum zur Deck

werden (d. h. durch eine ,,Bewegung erster Art* im vierdimensionalen Raum)

1.5. Das Dualittsprinzip. Wir haben gesehen, daB eine beliebige Bewegung
der Sphire jedes Paar diametral gegeniiberliegender Punkte wieder in ein
Paar diametral gegeniiberliegender Punkte iiberfithrt. Somit ist in der sphd-
rischen G trie das Paar diametral gegeniiberliegender Punkte ein selbstindiges
geometrisches Objekt. Wir heben eine bemerkenswerte Eigenschaft dieser Punkte-
paare hervor: Jedem Satz der sphirischen Geometrie entspricht ein anderer
Satz dieser Geometrie, den man aus dem ersten durch Vertauschen der Worte
,,Paar diametral gegeniiberliegender Punkte‘ und ,,GroBkreis‘, ,liegt auf
und ,,geht durch®, ,lassen sich miteinander verbinden* und ,,schneiden sich*
usw. erhdlt. Zum Beispiel gilt:

Je zwei GroBkreise auf einer Je zwei Paare diametral gegeniiber-
Sphire schneiden sich in einem Paar liegender Punkte einer Sphire lassen
diametral gegeniiberliegender Punkte. sich durch einen GroBkreis miteinander

verbinden.

1) Vgl. z. B. das Buch A. M. JIomuuu, 06 HaMepeHIt n1ouumen _OHEHTIIPOBAHHEKX
@uryp (A. M. Lorscarrz, Uber die Berechnung des Fli ierter Figuren),
Moskau 1956.

3) Vgl. den Artikel ,,Vek und ihre A dungen in der G trie, S. 348.

3) Vgl. den Artikel iiber mehrdimensionale Riume in Band V der EdEM.
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Diese Eigenschaft der Sitze der sphéarischen Geometrie (man bezeichnet sie
als ,, Dualitdtsprinzip‘) ergibt sich daraus, dal jedem GroBkreis auf der Sphire
umkehrbar eindeutig das Paar seiner Pole entspricht und daB jedem Paar
diametral gegeniiberliegender Punkte der
Sphére umkehrbar eindeutig ihre Polare ent-
spricht; dabei liegen, wenn der GroBkreis
durch ein Paar diametral gegeniiberliegender
Punkte geht, die Pole dieses Kreises auf der
Polaren dieses Punktepaares (Abb. 18). Sitze,
die durch das angegeb Vertauschen aus-
einander hervorgehen, bezeschnet man als ein-
ander duale Sdtze. Ist einer von zwei dualen
Satzen bewiesen, so ergibt sich der Beweis des
zweiten Satzes aus dem Beweis des ersten Sat-
zes, indem man in diesem jeden GroBkreis durch
seine Pole und jedes Paar diametral gegeniiber-
liegender Punkte durch seine Polare ersetzt. Abb. 16

1.6. Winkel auf der Sphire. Der Winkel zwischen zwei sich schneidenden
Kurven im Raum wird allgemein durch den Winkel zwischen den Tangenten
an die Kurven in ihrem Schnittpunkt gemessen. Ein Spezialfall davon ist die
GroBe des Winkels zwischen zwei GroBkreisen auf einer Sphére. In Abb. 17
ist der Winkel BAC zwischen den
GroBkreisen 4B und AC auf der
Sphire und der diesen Winkel mes-
sende Winkel XAY zwischen den
Tangenten AX und AY an diese
GroBkreise dargestellt.

Wir betrachten nun den Grof-
kreis, der die Polare des Scheitels 4
eines Winkels auf der Sphire ist.
Schneidet dieser die ,,Schenkel des
Winkels in den Punkten B und C,
80 sind die Strahlen OB und OC par-
allel den Tangenten 4X und AY an
die Schenkel des Winkels (Abb. 17).
Mithin ist die Linge des GroBkreis-

bogens BC gleich dem Produkt aus
der GroBe des Winkels BAC und dem
Radius der Sphire. Die Grofe des
Winkels zwischen zwes Grofkreisen auf ciner Sphére ist also gleich dem Quotien-
ten aus der Linge des Grofkreisbogens zwischen den zum Scheitel des Winkels
polar konjugierten Punkten der Schenkel des Winkels und dem Radius der Sphire.

Wir merken an, daB die von zwei halben GroBSkreisen in den diametral
gegeniiberliegenden Schnittpunkten 4, 4’ gebildeten Winkel BAC und BA'C
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beide demselben Winkel BOC gleich gro8 sind und folglich auch untereinander
gleiche GroBe haben. Zwei GroBkreise definieren in jedem ihrer beiden Schnitt-
punkte vier Winkel. Dabei haben je zwei einander gegeniiberliegende Winkel,

Abb. 18

die also kei Schenkel gemeinsam haben, dieselbe GroBe (Abb. 18a), wih-
rend sich je zwei benachbarte Winkel zu einem gestreckten Winkel der GroSe
erginzen (Abb. 18b). Je zwei gegeniiberliegende Winkel bezeichnet man als
ein Paar von Scheitelwinkeln, je zwei b hbarte Winkel als ein Paar von
Nebenwinkeln.

Da die Pole D und E der GroBkreise AB und AC diejenigen Punkte des Gro8-
kreises BC sind, die man aus den Punkten B und C durch eine Drehung um

an
&

Abb. 19 Abb. 20

die Gerade AA’ mit einem rechten Winkel erhalt, ist die Linge des Bogens BC
gleich der des Bogens DE und die GroBe des Winkels BAC gleich dem Quo-

tienten aus der Lange des Bogens DE und dem Radius der Sphére. Das Ver-
tauschen eines der Punkte D oder E mit dem ihm diametral gegeniiberliegen-
den Punkt D’ oder E' (Abb. 19) entspricht dem Ubergang zu einem Neben-
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winkel des Winkels BAC. Es ist also die Grife jedes der Winkel zwischen zwes
Qrofkreisen gleich dem Quotienten aus der Linge eines der Bogen, der shre Pole
miteinander verbindet, und dem Radius der Sphiire.

Da bei der Spiegelung an emer Diametralebene die Pole des durch diese
Ebene aus der Sphd itt GroBkreises ineinander iibergehen,
gehen die durch diese Pole | gehenden GroBkreise bei der angegebenen Spie-
gelung ebenfalls in sich selbst iiber (Abb. 20). Mithin sind die Winkel, die diese
GroBkreise mit dem von der Ebene ausgeschnittenen GroBkreis bilden, gleich
ihren Nebenwinkeln und folglich rechte Winkel. Also schneiden sich Grofkreise,
von denen einer durch die Pole des anderen geht, wnter einem rechien Winkel.
Solche GroBkreise nennen wir zueinander senkreché (orthogonal).

Wenn wir umgekehrt auf einem von zwei senkrechten GroBkreisen die zum
Schnittpunkt polar konjugierten Punkte aufsuchen, erhalten wir Punkte, fiir

N/

N

Abb. 21 Abb. 22

die der zugehorige Radius der Sphire senkrecht auf der Diametralebene steht,
die den zweiten GroBkreis aus der Sphire ausschneidet (Abb. 21), d. h. die
Punkte, die zu diesem Kreis Pole sind. Folglich geht jeder von zwei zueinander
senkrechten Grofkreisen durch die Pole des anderen Grofkreises.

Hieraus folgt, daB genau der GroBkreis, der Polare des Schnittpunktes
zweier GroBkreise ist, auf beiden GroBkreisen senkrecht steht, d. h., zu zwei
GroPkreisen gibt es stets gemaw einen Groﬂlcreia, der auf beiden senkrecht steht
(Abb. 22). Zum Vergleich bemerken wir, daB in der Ebene nur parallele Gera-
den gememsame Senkrechte besitzen, wobei jedoch zwei pa.mllele Geraden
nicht cine, sondern unendlich viele gemeinsame Senkrechte haben.

§ 2. Sphirische Droiccke

2.1, Dreiecke und Zweiecke auf der Sphiire. In §1 sahen wir, dal drei GroB-
kreise auf einer Sphare, die sich nicht in einem Punkt schneiden, die Sphére
in acht Gebiete zerlegen. Jedes dieser von Bogen der drei GroBkreise beran-
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deten Gebiete heiflt ein sphdrisches Dreieck (Abb. 23). Die das spharische Drei-
eck berandenden GroBSkreisbégen nennt man seine Seiten, die Endpunkte dieser
Bogen seine Ecken und die von den Seiten des sphérischen Dreiecks in seinen
Ecken gebildeten Winkel die Winkel des sphérischen Dreiecks. Es ist klar,
daB jede Seite eines spharischen Dreiecks kleiner als ein halber GroBkreis ist.

Im Unterschied zur Ebene, wo das Dreieck das Vieleck mit der geringsten
Anzahl von Seiten ist, gibt es auf der Sphére Vielecke mit weniger als drei

Abb. 24

Seiten, ndmlich die Zweiecke. Ein Zweteck ist ein von zwei halben GroBkreisen
mit gemeinsamen Endpunkten berandeter Teil der Sphire ; diese gemeinsamen
Endpunkte, die die Ecken des Zweiecks genannt werden, sind diametral
gegeniiberliegende Punkte der Sphare. In Abb. 24 ist ein Zweieck mit .den
Ecken 4 und A4’ abgebildet.

2.2. Polardreiecke. Jedem sphirischen Dreieck 4 BC kann man ein anderes
sphirisches Dreieck 4'B'C’ zuordnen, dessen Ecken die Pole der durch die

Seiten BC, CA, AB des sphirischen Dreiecks ABC bestimmten GroBkreise
sind, die auf derselben Seite dieser GroBkreise liegen wie entsprechend die
Ecken 4, B, C' (Abb. 25). Wir nennen das
sphirische Dreieck 4'B'C’ das Polardres-
eck des spharischen Dreiecks ABC.

Ist das sphérische Dreieck A'B'C’ Polar-
dreieck des sphirischen Dreiecks ABC, so
st auch umgekehrt das sphirische Dreieck
ABC Polardreieck des sphirischen Drei-
ecks A'B'C’'. Da namlich der Punkt B’
ein Pol des GroBkreises AC ist, ist der
Punkt B’ zu den Punkten 4 und C
polar konjugiert (Abb. 25); da der Punkt
C’ ein Pol des GroBkreises AB ist, ist
der Punkt C' polar konjugiert zu den
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Punkten 4 und B; ist aber der Punkt A polar konjugiert zu den Punkten
B’ und ¢, s0 ist er Pol des GroBkreises B'C’. Da die Punkte 4 und 4’ auf der-
selben Seite des GroBkreises BC liegen, liegen diese Punkte auch auf derselben
Seite des GroBkreises B’C’. Genauso beweist man, daB die Punkte B und C
Pole der GroBkreise C'A’ bzw. A’B’ sind und auf derselben Seite dieser GroB-
kreise liegen wie die Punkte B’ und C’. Also ist das sphérische Dreieck 4BC
Polardreieck des sphirischen Drelecks A'B'C'.

Wir bezeichnen die Schnittpunkte der GroBSkreise 4B und AC mit der

Seite B'C’ mit L und M , die Schmttpunkte der GroBkreise BC und BA mit
der Seite A’C’ mit N und P und die Schnittpunkte der GroBkreise A und CB

mit der Seite 4'B mit @ und R (Abb. 25). Bezeichnen wir ferner die GroSe
der Winkel CAB, ABC und BCA mit «, § und y und den Radius der Sphare

mit r, so erhalten wir als Langen der GroBkrelsbogen LM NP und QR die
Werte ar, fr und yr. Da die Bogen B'M, LC”, C’P, NA’, ’R, QB’ polar
konjugierte Punkte miteinander verbinden, sind ihre Léngen gleich %r.

Wenn also alle drei Winkel &, 8,y < 12[- sind, haben die Bogen B'Lund fll?}\’,
O'N und ﬁz’, ZTQ und I’i’—B\', die die Bogen Ijll\l, ﬁund 61?:“ %r erginzen,

die Langen (% - zx) 7, (—; - ﬂ)r, (g— - y) r. Also haben die Seiten B”a,
(A" und A'B’ des Polardreiecks in diesem Fall die Langen (x — &) r, (x — ) r
und (z — p)r. Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man auf analoge Weise,
wenn gewisse der Winkel «, § oder y gréfer als

Z sind. Die Seitenlingen des Polardreiecks eines

2 &
sphérischen Dreiecks ABC sind also gleich

(® —&)r, (x — B)r, (m — y) r. Bezeichnen wir

diese Seitenldngen mit @', b’, ¢/, so erhalten wir

N o ’ o
jeraus & = r,ﬂ‘—n Y= . ‘

d. h., die Winkel des Polardreiecks eines sphan-

ochen Dreiecks mit den Seztenldngenu b, ¢’ haben

a’ b’
die Grofen n — —. v——,n——.
r r T

Ein spharisches Dreieck, das mit seinem Abb. 28

Polardreieck iibereinstimmt, heiBt ein aufo-

polares Dreieck (zusa tzt aus dem griechischen Wort adrds ,,selbst*
und dem Wort ,,polar“) Weil die Ecken eines autopolaren Dreiecks
paarweise polar konjugiert sind, sind alle Seiten eines solchen sphérischen
Dreiecks Viertel eines GroBkreises, und daraus folgt, daB alle drei Winkel
eines solchen sphirischen Dreiecks rechte Winkel sind. In Abb. 26 ist ein
autopolares Dreieck A BC' dargestellt.
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2.3. Die Kongruenz sphirischer Dreiecke. Nach den obigen Ausfiihrungen
werden spharische Dreiecke als kongruent angesehen, wenn sie durch eine
Bewegung der Sphire miteinander zur Deckung gebracht werden ko
Offenbar kann man zwischen den Ecken zweier kongruenter sphérischer
Dreiecke eine solche Zuordnung treffen, daB auch die entsprechenden Seiten
und die entsprechenden Winkel dieser Dreiecke gleiche GroBe haben: Man
braucht nur.jeder Ecke des ersten sphirischen Dreiecks diejenige Ecke des
zweiten sphérischen Dreiecks zuzuordnen, in die sie bei der Bewegung
der Sphire, die die beiden sphirischen Dreiecke zur Deckung bringt, iber-
geht.

Die Kongruenz von sphirischen Dreiecken wird genau wie die Kongruenz
ebener Dreiecke durch die Gleichheit (Kongruenz) dreier Elemente dieser
Dreiecke bestimmt. Es gibt sechs Kriterien fiir die Kongruenz sphérischer
Dreiecke :

Sphérische Dreiecke sind kongruent, wenn sie ibereinstimmen') in
1. zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel;
II. einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln;
II1. allen drei Seiten;

1V. zwei Seiten und einem anliegenden Winkel und der andere anliegende Winkel
in beiden Dreiecken spitz oder in beiden Dreiecken stumpf ist;

V. zwei Winkeln und einer anliegenden Seite und die andere anliegende Seite

in beiden Dreiecken kleiner als %r oder in beiden Dreiecken grifer als -725 r
w8t;
V1. allen drei Winkeln.

Die ersten vier Kongruenzsitze sind dieselben wie fiir ebene Dreiecke und
werden genauso wie diese bewiesen. Der fiinfte Kongruenzsatz fiir spharische
Dreiecke hat auch ein Analogon in der ebenen Geometrie, nur daB dieses keine
Bedingung iiber die zweite anliegende Seite enthilt. In der ebenen Geometrie
ist der Beweis dieses Kriteriums allerdings trivial; denn wenn zwei ebene
Dreiecke in zwei Winkeln iibereinstimmen, sind auch die dritten Winkel
der Dreiecke einander gleich. In der spharischen Geometrie ist dieser SchluB
jedoch nicht anwendbar, da hier die Summe der drei Winkel eines Dreiecks,
wie wir spater noch sehen werden, keine konstante GroBe ist.

Der sechste Kongruenzsatz fiir sphirische Dreiecke hat kein Analogon in
der ebenen Geometrie; hier ist das Ubereinstimmen in allen drei Winkeln
kein Kriterium fiir die Kongruenz der Dreiecke, sondern fiir ihre Ahnlich-
keit.

Wie werden nun das fiinfte und das sechste Kriterium fiir die Kongruenz
spharischer Dreiecke bewiesen? Wir vergleichen dazu den ersten Kongruenzsatz

1) Gemeint ist dabei hier und im folgenden stets, daB diese Elemente (Seiten oder Winkel)
kongruent sind, d. h. durch eine Bewegung der Sphiire zur Deckung gebracht werden
konnen. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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mit dem zweiten, den dritten mit dem sechsten und den vierten mit dem fiinf-
ten. Dabei bemerken wir folgendes: Wenn fiir zwei sphéarische Dreiecke ein
Kriterium eines Paares erfiillt ist, gilt fiir ihre Polardreiecke das zweite Kri-
terium des gleichen Paares. Da aus der Kongruenz zweier spharischer Drei-
ecke offensichtlich die Kongruenz ihrer Polardreiecke folgt, ergibt sich somit
aus der Giiltigkeit eines der Kriterien eines jeden Paares die Giiltigkeit des
zweiten Kriteriums desselben Paares. Insbesondere ergibt sich die Giiltigkeit
des sechsten Kriteriums, das in der Ebene kein Analogon besitzt, aus der Giltig-
keit des dritten Kriteriums und die Giiltigkeit des fiinften Kriteriums aus der
Giiltigkeit des vierten Kriteriums.

Die am SchluB des vierten und fiinften Kongruenzsatzes fiir sphérische
Dreiecke angegebenen Becdingungen sind wesentlich. Wir erliutern das an
zwei einfachen Beispielen.

Ein Beispiel nicht kongruenter sphirischer Dreiecke, die in zwei Seiten und
einem anliegenden Winkel iibereinstimmen (vgl. das vierte Kriterium), ist in
Abb. 27 dargestellt. Zur Konstruktion solcher spharischer Dreiecke braucht
man nur von einem gleichschenkligen sphérischen Dreieck 4 BC mit der Basis

Eaauszugehen und seine Ecke A mit einem Punkt D der Basis, der nicht deren

A
4
@ D
8
)] ¢ % 7

Abb. 27 Abb. 28

Mittelpunkt ist, durch einen GroBkreis zu verbinden. Dann haben die sphari-
schen Dreiecke ABD und ACD die gemeinsame Seite 4D, die gleichen Seiten
AB und AC und gleiche Winkel bei B und C, aber ihre Seiten BD und DC sind
nach Konstruktion verschieden.

Ein Beispiel nicht kongruenter sphirischer Dreiecke, die in zwei Winkeln
und einer anliegenden Seite iibereinstimmen, zeigt die Abb. 28 (vgl. das fiinfte
Kriterium). Zur Konstruktion derartiger sphérischer Dreiecke ist zunichst
ein sphérisches Dreieck 4BC zu konstruieren, in dem sich die Winkel ABC
und ACB zu einem Winkel der GréBe zr erginzen. Auf der Verlingerung der
Seite BC ist dann ein beliebiger Punkt D zu wihlen und durch einen GroB-
kreisbogen mit dem Punkt A zu verbinden. Die sphirischen Dreiecke ABD
und ACD haben den Winkel bei D und die Seite 4D gemeinsam, und die Win-
kel ABD und ACD stimmen iiberein, aber ihre Seiten BD und CD sind nach
Konstruktion verschieden.
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2.4. Der GroBkreis als Kiirzeste. In jedem sphirischen Dreieck ist jede Seite
kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten und grifer als thre Differenz.
Es sei dazu 4ABC ein beliebiges sphirisches Dreieck. Wir nehmen an, daB von
den Seiten AB, AC die Seite AC die lingere ist. Wir tragen auf der Seite AC
einen Bogen AB’ ab, dessen Liange gleich der des Bogens AB ist (Abb. 29).
Durch die Punkte B, B’ legen wir eine Ebene, die die Halbgeraden 04 und 0C
in gewissen Punkten 4, und C,; schneidet. Die ebenen Dreiecke 0A4,B und
0A,B' sind dann kongruent (weil sie die Seite 04, gemeinsam haben, die Seiten
OB und OB’ gleiche Linge haben und ihre Winkel bei der Ecke O gleich groB

sind), und folglich ist |4,B| = [4,B'|. Da
AN~ _ 8 ¢ die Punkte 4,, B" und C, auf einer Gera-

RN == 7 den (der Schnittgeraden der Ebenen OAC
N > ] Cr  und A4,BC,) liegen, wobei der Punkt B’
A i zwischen 4, und C, liegt, ist
/
\ , .
b IBC,| = 14,1l — |4,B]
/ = 14,Cy| - |4,B| < |BC,|.

/ Wir betrachten nun die ebenen Dreiecke

/ OBC, und OB'C,. In diesen Dreiecken ist

/ 0C, eine gemeinsame Seite, ferner ist |0.B|

/ = |OB’|, und die dritten Seiten sind durch

\ :‘/ die Ungleichung |B'C,| < |BC,| miteinan-

19 der verkniipft. Folglich sind die in diesen

Dreiecken den ungleichen Seiten gegeniiber-

liegenden Winkel durch die Ungleichung

¥ B'OC, < ¥ BOC,; miteinander ver-

knupft Folglich ist auch der iiber dem kael B'OC aufgespannte Bogen

B'C Kleiner als der iiber dem Winkel BOC, aufgespannte Bogen BC'1 es gilt
also

Abb. 29

|4C) — |4B| = [AC| — |4B'| = |B'C| < |BC|,

d. h., jede Seite eines sphirischen Dreiecks ist grofler als die Differenz seiner
beiden anderen Seiten. Hieraus folgt weiterhin (indem man auf beiden Seiten

der erhaltenen Ungleichung |;1—§| hinzuaddiert)
[40| < |4B) + |BC],

d. h., jede Seite eines sphérischen Dreiecks ist kleiner als die Summe seiner
beiden anderen Seiten.

Aus dem bewiesenen Satz folgt genauso wie in der ebenen Geometrie, daB
in jedem sphdrischen Dreieck dem groferen Winkel die gréflere Seite und der
groferen Seite der grifere Winkel gegeniiberliegt.

Ferner folgt aus dem bewiesenen Sachverhalt sofort, daB fiir zwei nicht
diametrale Punkte 4 und B der Sphire der diese beiden Punkte verbindende
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GroBkreisbogen, der kleiner als ein Halbkreis ist?), kiirzer ist als jede aus einigen
GroBkreishogen zusammengesetzte Kurve, die 4 und B miteinander verbindet
(Abb. 30); das beweist man ebenso wie den Satz, daB in der Ebene die zwei
Punkte 4 und B verbindende Strecke kiirzer ist als jeder Streckenzug, der
die Punkte 4 und B miteinander verbindet. Da man die Linge jeder?) stetigen
Kurve auf der Sphire mit beliebig kleinem Fehler durch die Linge einer Kurve
ersetzen kann, die aus GroBSkreisbogen zusa tzt ist, die Punkte der
gegebenen Kurve miteinander verbinden, ¢st der die Punkte A und B verbindende
Qropkreisbogen, der kleiner als ein Halbkreis ist, auch kiirzer als jede die Punkte
A und B verbindende Kurve auf der

Sphiire, d. h., dieser GroB8kreisbogen

ist auf der Sphire Kiirzeste. Auch in

dieser Beziehung ist also der GroBkreis

das Analogon zur Geraden in der Ebene.

Daraus ersieht man, daB jene Linien Abb. 30

auf der (als Sphire angenommenen)

Erdoberfliche, die man durch Einvisieren erhilt und in kleinen Abschnitten
als Geraden ansieht, bei hinreichender Verlingerung GroBkreisbgen smd Da.
diese Linien auf der Erdoberfliche von Geodéten ermittelt werden, bezei
net man die GroBkreise auch als geoddtische Linien der Sphire.

Weil die kiirzeste zwei Punkte der Sphire verbindende Linie ein GroBkreis-
bogen ist (der einen Halbkreis nicht iibertrifft), nennt man die Linge dieses
Bogens den sphdrischen Abstand der beiden Punkte der Sphare.

Im Unterschied zur Ebene, in der Dreiecke mit zwei rechten Winkeln nicht
auftreten konnen, sind auf der Sphire solche Dreiecke méglich: Es sind das
diejenigen Dreiecke, bei denen eine der Ecken Pol der gegeniiberliegenden

1) Es ist hierbei wesentlich, daB man den Bogen betrachtet, der kleiner als ein Halb-
kreis ist, da sich der Beweis der angefiihrten Behauptung (Abb. 31) auf die Untersuchung

1A BI=<IAA\+14,8 |
A <A\ + Uy gl + 1478 ¢
< WA+ VA7 Az + 1Aghg) + 145 B

Abb. 31

einer Kette von sphirischen Dreiecken stiitzt, und bei diesen mu8 jede Seite kleiner als
ein Halbkreis sein. Es ist auch vollig klar, daB ein GroBkreisbogen, -der griBer als ein
Halbkreis ist, nicht Kiirzeste sein kann.

2) Selbstverstindlich ist hier von ,,rektifizierbaren‘‘ Kurven auf der Sphiire die Rede
(vgl. den Artikel iiber Bogenlinge und Oberflicheninhalt in Band V der EdEM).
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Seite ist; die den rechten Winkeln gegeniiberliegenden Seiten dieser Dreiecke
haben die Lange %r. Auf der Sphire gibt es auch Dreiecke mit drei rechten
Winkeln, namlich die uns bereits bekannten autopolaren Dreiecke (Abb. 26);
bei autopolaren Dreiecken haben alle drei Seiten die Lange %r. Wenn ein
spharisches Dreieck nur einen rechten Winkel besitzt, bezeichnet man die diesem
rechten Winkel gegeniiberliegende Seite genau wie im Fall ebener rechtwinkliger

Dreiecke als die Hypotenuse und die beiden anderen Seiten als die Katheten
des Dreiecks.

2.5. Der Fliicheninhalt eines sphirischen Dreiecks. Der Flicheninhalt einer
sphirischen Figur wird in Analogie zum Flacheninhalt einer ebenen Figur
durch eine reelle Zahl gegeben, wobei die folgenden vier Forderungen erfiillt
sein sollen:1)

1. Der Flicheninhalt einer sphirischen Figur ist eine positive Zahl (Positi-
vitat).3)

2. Der Flicheninhalt einer sphérischen Figur bleibt bei Bewegungen der Sphiire
ungedindert (Invarianz).

3. Wird eine sphirische Figur in zwei sphdirische Figuren zerlegt, so ist der
Flicheninhalt der gesamien Figur gleich der S der Flicheninhalte der beiden
Teilfiguren (Additivitdt).

4. Der Flicheninhalt der ganzen Sphdre mit dem Radius r betrdgt 4nr? (Nor-
mierung).

Zunéchst besti wir den Flicheninhalt der Zweiecke : Teilt man die Sphire
in n gleiche Zweiecke (Abb. 32), so folgt aus den Forderungen der Additivitat,

Invarianz und Normierung des Flicheninhalts sofort, daB der Flicheninhalt
eines jeden dieser Zweiecke (d. h. der Flicheninhalt eines beliebigen Zweiecks

mit dem Winkel 27”) gleich —717-47"' ist. Dann betrigt aber der Flicheninhalt

2nm

eines Zweiecks mit dem Winkel ,da man es sich aus m der zuvor betrach-

teten Zweiecke zusammengesetzt denken kann, L:— « 47r?. Betrachten wir schlieB-

<w ist, 80

lich ein Zweieck mit dem Winkel x, wobei -Znﬂ <&
miissen fiir seinen Flicheninhalt S(x) die Ungleichungen

m+1 * 47r?

iAo < 8(x) <
n

1) Vgl. den Artikel iiber Flichen- und Rauminhalt in Band V der EdEM.
1) Im folgenden beschriinken wir uns auf die Betrachtung solcher Figuren, die ein sphii-
risches Dreieck enthalten.
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gelten. (Das folgt aus der ersten und der dritten Eigenschaft des Flichen-
inhalts.) Lassen wir hier die Zahl n unbeschrinkt wachsen, so erhalten wir
durch einen Grenziibergang den Flacheninhalt eines beliebigen Zweiecks:
Ein Zweieck, dessen Winkel gleich « ist, hat den Flicheninhalt

S(x) = -2"‘;~4m' = 2y,

d. h.
S(x) = 2r%«. (1)

Wir betrachten nun ein sphirisches Dreieck ABC. Je zwei Seiten des Drei-
ecks bestimmen ein Paar von GroBkreisen, die ihrerseits zwei Zweiecke fest-
legen, deren Winkel gleich dem Winkel zwischen den betrachteten Seiten des

i
N2

Abb. 32 Abb. 33

S

spharischen Dreiecks sind (Abb. 33). Auf diese Weise ergeben sich sechs
Zweiecke, zwei mit dem Winkel «, zwei mit dem Winkel # und zwei mit dem
Winkel y. Das Dreieck ABC und das ihm diametral gegeniiberliegende Drei-
eck A'B'C’ (das dem Dreieck A BC kongruent ist) gehen je in drei dieser Zwei-
ecke ein, wihrend die iibrigen (nicht auf den Seiten der Zweiecke liegenden)
Punkte der Sphire nur einem Zweieck angehéren. Mithin ist die Summe der
Flicheninhalte der sechs Zweiecke gleich der Summe aus dem Flacheninhalt
8 der ganzen Sphare und dem Vierfachen des Flicheninhalts 8(4) des Dreiecks

ABC,d. h.
28(x) + 28(B) + 28(y) = S + 48(d).
Wegen
S(x) = 2%, 8(B) = 2r*B, S(y) = 2ry
erhalten wir
¥ + B + y) = 4nrt + 48(4),
d. h.
8(d) =r¥x + B +y —n). @)

Da die GroBen §(4) und r* positiv sind, ist die GroBe o + f +y ~ =
ebenfalls positiv, woraus
x+f+y>n
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folgt, d. h., die Summe der Winkel eines sphérischen Dreiecks ist grofer als ein
gestreckter Winkel. Die GroBe « + f + y — m heilt der Hxzef oder Defekt
des sphérischen Dreiecks.

Der Flicheninhalt eines sphirischen Dreiecks ist also gleich dem Produkt aus
dem Exzef dieses Dreiecks und dem Quadrat des Radius der Kugel.

Ersetzt man in der letzten Unwlelchung die Winkel «, f und y durch die
ihnen gleichen Ausdriicke 7 — aT - bT 7~ CT wobei a’, b’, ¢’ die Seiten-
langen des Polardreiecks sind, so erhilt man die Ungleichung

a +b +¢ < 2n,

die besagt, daB die Summe der Seitenlingen eines sphiirischen Dreiecks kleiner
als die Linge eines Grofkreises ist.

Als ein sphirisches Vieleck bezeichnet man jeden von emer geschlossenen, aus GroBkreis-
bogen zusammengesetzten Linie (ohne Selbstiib deten Teil einer
Sphire. Die ein sphirisches Vieleck b denden GroBkreisbog: halBen seine Seiten, die
Endpunkte dieser Bogen seine Ecken und die von den Seiten in den Ecken gebildeten
Winkel heiBen die Winkel des sphirischen Vielecks.

Ein sphiirisches Vieleck hei3t konvez, wenn es ganz auf einer Seite eines jeden GroBkreises
liegt, der eine Seite des Vielecks enthiilt (Abb. 34). Verbinden wir eine der Ecken eines kon-

F
Abb. 34 Abb. 35

vexen sphﬁ.riachen n-Ecks durch GroBkreisbigen mit allen anderen Ecken dieses Viel-
ecks, 80 zerlegen wir es in n — 2 sphirische Dreiecke (Abb. 35). Daher ist der Flicheninhalt
elnes konvexen sphlmschen n-Ecks gleich der Summe der Flicheninhalte dieser n — 2

ke. Da die Winkell aller n — 2 sphirischen Dreiecke glelch der
Summe Z,, der Winkel des sphiirischen n-Ecks ist, betrigt der Flicheninhalt S, eines kon-
vexen ophdmcben n-Ecks 8, =P[5, — (n—2) 7], @)

wobei X, die Summe aller seiner inneren Winkel ist.
Dieser Satz gilt auch fiir nichtkonvexe sphirische Vielecke.')

') Vgl. z. B. das am Schlul des Artikels angegebene Buch von D. I. PEREPELKIN [2].
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§ 3. Kleinkreise

3.1. Kreise und Winkel auf der Sphiire. In § 1 haben wir bemerkt, dal der
Schnitt einer Sphire mit einer nicht durch den Mittelpunkt der zugehérigen
Kugel gehenden Ebene ein Kleinkreis ist. Da jeweils drei Punkte der Sphire
genau eine Ebene bestimmen, kann man durch jeweils drei micht auf einem
Gropkreis gelegene Punkte einer Sphire genau einen Kleinkreis legen (Abb. 36).

Da eine Ebene den Raum in zwei Gebiete zerlegt, teilt jeder Kleinkreis die
Sphire in zwei Gebiete, die man Kalotten nennt. Dasjenige Gebiet, das eine
Halbsphire nicht tibertrifft, bezeichnet man als eine sphdrische Kreisscheibe.

Bei jeder Drehung um den Durchmesser der Sphire, der auf einer einen
Kleinkreis aus der Sphire ausschneidenden Ebene senkrecht steht, geht dieser
Kreis in sich selbst iiber (denn diese Senkrechte

ist die Achse des betrachteten Kreises). Daher

ist der sphérische Abstand aller Punkte des

Kreises von den Endpunkten des gewihlten 2

Durchmessers der Sphéare konstant. Umge- 5 ¢
kehrt geht die Menge aller der Punkte der

Sphire, die von einem ihrer Punkte denselben 0

spharischen Abstand haben, bei einer Dre-

hung um den durch diesen Punkt gehenden

Durchmesser in sich selber iiber, ist also

ein Kleinkreis (und wird aus der Sphire

durch eine auf diesem Durchmesser senkrecht

tehende Ebene geschnitten). Somit sind Abb. 36

die Kleinkreise als geometrische Orter aller

Punkte der Sphire, die von einem Punkt der Sphire den gleichen spharischen
Abstand haben, das Analogon zu den Kreisen in der Ebene. Alle Punkte der
Sphire, die von einem Punkt 4 der Sphare denselben sphérischen Abstand
haben, besitzen auch von dem zu A diametralen Punkt 4’ jeweils denselben
sphirischen Abstand. Denjenigen der Punkte 4, A’, fiir den der sphirische

Abstand zu den Punkten des Kleinkreises kleiner als %r ist, nennt man den

sphirischen Mittelpunkt des Kleinkreises und den sphérischen Abstand der
Punkte des Kleinkreises zu seinem spharischen Mittelpunkt den sphdirischen
Radius des Kleinkreises. Offenbar gehort der sphirische Mittelpunkt eines
Kleinkreises der von ihm berandeten sphirischen Kreisscheibe an. Die Pole
der GroBkreise kann man ebenfalls als sphirische Mittelpunkte dieser Kreise

ansehen; als sphirischer Radius eines GroBkreises ware dann die Zahl ‘ﬁr
anzusehen. ’ 2
Da die durch den sphirischen Mittelpunkt eines Kleinkreises gehenden Grof3-
kreise senkrecht auf der Polaren des sphirischen Mittelpunktes des Kleinkreises
stehen, ist der sphirische Abstand der Punkte des Kleinkreises von diesem
GroBkreis (lings des ,sphirischen Lotes™ gemessen) gleich der Ergianzung
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des spharischen Radius des Kleinkreises zu % r. Umgekehrt ist der g trische

Ort aller Punkte der Sphire, die von einem ihrer GroBkreise (im Sinne des
spharischen Abstandes) gleichweit entfernt sind und auf ein und derselben
Seite dieses GroBkreises liegen, der geome-
trische Ort aller Punkte, die von einem
seiner Pole gleichweit entfernt sind, d.b.
ein Kleinkreis. Also ist ein Kleinkreis der
geomeltrische Ort aller Punkte der Sphire, die
von einem Grofkreis gleichweit entfernt sind
und auf ein und derselben Seite dieses Grop-
kreises liegen. Diesen GroBkreis nennt man
die Basis des Kleinkreises und den Abstand
der Punkte des Kleinkreises von der Basis
den Parameter des Kleinkreises. Offenbar
ergeben der sphirische Radius R und der
Parameter P des Kleinkreises zusammen

%r. In Abb. 37 sind Mittelpunkt und Basis

eines Kleinkreises abgebildet. )
Der Mittelpunkt eines Kleinkreises in seiner Ebene sei der Punkt @, sein
Radius die Zahl p, und es sei M ein beliebiger Punkt dieses Kreises (Abb. 37),

d.h. |OM| =1, |QM| = gund ¥ MOQ = % Dann ergibt sich aus dem recht.
winkligen Dreieck OQM die Beziehung g = r sin g, d. h., der Umfang eines
sphdarischen Kreises vom sphdrischen Radius R ist gleich

Abb. 37

C= 2msin§. (4)

Wegen sin% = cos—I; ergibt sich damit fir den Umfang eines sphdrischen
Kreises vom Parameter P
P
C =2nr cos—. ()]

Da die von einem Kreis mit dem sphirischen Radius R berandete sphi-
rische Kreisscheibe eine Kalotte der Hohe & = r (l — cos8 —Iri) = 2rsin % ist,
der Flacheninhalt einer Sphérenschicht (insbesondere auch einer Kalotte) der
Hohe h aber 2nrh betrigt, wenn r der Radius der Sphire ist, betrdgt der Flichen-
snhalt der sphirischen Kreisscheibe mit dem sphirischen Radius R

R

8 = 4nr? sin® o (6)
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8.2. Die geodiitische Kriimmung eines Kleinkreises. Ebenso wie die Kreise der Ebene
durch jhre Kriéimmung charakterisiert werden konnen — einer GroBe, die dem Radius
umgekehrt proportional ist und die man als MaB fiir die Abweichung des Kreises von einer
Geraden ansehen kann —, kann man auch die Kreise auf der Sphiére durch eine Zahl
charakterisieren, die fir GroBkreise hwindet und bei Kleinkreisen den Grad ihrer
Abweichung von einem GroBkreis kennzeichnet. Da man die GroBkreise geodiitische Linien
nennt, heiBt diese Zahl, die wir gleich definieren werden, die geoddtische Kriimmung des
Kleinkreises. Zur Definition der geodiitischen Kriim-

mung betrachten wir Vektoren, die in Ebenen liegen,
welche die Sphire in den Punkten des gegebenen
Kreises beriihren, wobei der Anfangspunkt der Vekto- ﬂ

ren mit dem Berithrung m

(Abb. 38). Fiir diese Vektoren kann man auf fol-

gende Weise eine Paralleliibertragung lings eines Krei-

ses defini Die Tangentialeb an die Sphiire

in den Punkten des Kreises sind gleichzeitig Tan-

gentialebenen an einen geraden Kreiskegel im Fall

eines Kleinkreises (Abb. 39) und an einen geraden

Kreiszylinder im Fall eines GroBSkreises (Abb. 40).

Wickeln wir den auf diese Weise konstruierten

Kegel oder Zylinder in die Ebene ab, so geht

unser Kreis in der Ebene in einen Kreisbogen oder Abb. 38

eine Strecke iiber. Bei der Abwicklung fillt der

gegebene Vektor mit einem Vektor der Ebene zusammen. Diesen Vektor iibertragen
wir jetzt in der Ebene parallel in irgendeinen anderen Punkt des bei der Abwick-
lung erhalt Kreisbogens oder der Strecke. Der im Ergebnis dieser Paralleliibertra-
gung erhaltene Vektor geht, wenn wir den Kegel oder Zylinder wieder an die Sphire

al b)
Abb. 39

anlegen, in einen Vektor der Tangentialebene an die Sphire im entsprechenden Punkt
der Sphiire iiber. Diesen letzteren Vektor nennen wir den aus dem urspriinglichen Vektor
durch Paralleliibertragung lings des Kreises erzeugten Vektor. In Abb. 39 ist die Parallel-
iibertragung eines Vektors lings eines Kleinkreises dargestellt.
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Wir betrachten nun eine solche Paralleliibertragung, bei der der zu iibertragende Vektor
nach einem Umlauf des ganzen Kreises wieder in den Ausgangspunkt zuriickkehrt. Im
Fall eines GroBkreises, der bei der Abwicklung des Zylinders in die Ebene in eine Strecke
iibergeht, nimmt der Vektor nach einer solchen Parallel-
iibertragung bei seiner Riickkehr seine Ausgangslage wie-
der ein (Abb. 40). Im Fall eines Kleinkreises aber, der
bei der Abwicklung des Kegels in die Ebene in einen
Kreisbogen iibergeht, nimmt der Vektor nach einer solchen
Paralleliibertragung seine Ausgangslage nicht wieder ein,
sondern wurde um einen gewissen Winkel gedreht
(Abb. 41). Es ist unschwer einzusehen, daB dieser Win-
kel fiir beliebige zu iibertragende Vektoren stets ein und
derselbe ist. Das Verhiiltnis des auf diese Weise fiir einen

b)

Abb. 40

Kreis auf der Sphiire definierten Winkels zum Umfang dieses Kreises nennen wir die geo-
ddtische Krimmung dieses Kreises auf der Sphdre.

Da im Fall eines GroBkreises ein Vektor bei der Paralleliibert: in seine A
lage zuriickkehrt, ist die geoddtische Kriimmung eines Grofkreises gleich Null. Im Fall eines

al)

Kleinkreises dreht sich dagegen ein Vektor bei der Paralleliibertragung um einen Winkel
von der GroBe des Winkels an der Spitze des Sektors, in den sich der Kegel in die Ebene
abwickelt (Abb. 41). Dieser Winkel ist gleich dem Verhiltnis der Liinge des Bogens dieses

Abb. 41
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Sektors (dem Umfang des Grundkreises des Kegels) zum Radius des Sektors (der Linge der
geradlinigen Erzeugenden des Kegels) Da der Umfang des Grundkreises des Kegels mit

dem des b Kleink nfillt, betrigt er ¢ = 2nr smi Die gerad-

geg

linige Erzeugende ! des Kegels ist Kathete eines rechtwinkligen mecks, dessen zweite
Kathete gleich dem Radius r der Sphiire und dessen ! gegeniiberliegender Winkel gleich

dem Verhiiltnis % ist; hieraus ergibt sich I =: r tan - Somit ist der Drehwinkel 4 eines

Vektors bei der Parallelubert lings eines Klei
R gleich

mit dem spharischen Radius

c R
A——l—=2ncoe—r—, 1)

und die geoddtische Kriimmung eines Kleinkreises mit dem sphirischen Radius R ist gleich

b d LG R ®
c r r

Es sei bemerkt, daB im Grenzfall, wenn der Radius R des Kleinkreises gegen den
Radius —g— r eines GroBkreises strebt, die geodiitische Kriimmung & gegen Null geht.

8.8. Die GauB-Bonnetsche Formel. Die anllelubertmgung emes Vektors kann auch
zur Bestil des Flécheninhalts einer von beliebi ten sphéri-
schen Figur hemngezogen werden. Dazu betrachten wir zuna,chst die Parallelibertragung

Abb. 42 Abb. 43

eines Vektors lings des Randes eines sphiirischen Vielecks. Da die Seiten eines sphirischen
Vielecks GroBkreisbogen sind, bleibt bei der Paralleliibertragung eines Vektors lings einer
Seite des sphirischen Vielecks der Winkel, den er mit dem Tangentiulvektor an diese Seite
bildet, unveriindert. Dieser Winkel @ndert sich nur, wenn man um eine Ecke des Vielecks
herumgeht Ist dabei der Winkel des Vielecks in einer Ecke gleich «, so ist der Winkel

hen den einem besti Umlaufssinn des Vielecks entsprechenden Tangential-
vektoren an die Seiten dieses Vielecks gleich = — o (Abb. 42). Folglich éndert sich der Win-
kel zwischen einem zu iibert; den Vektor und dem Tangentialvektor an die Seite des
Vielecks beim Herumgehen um diese Ecke ebenfalls um 7 — « (Abb. 43).




554 Die Grundbegriffe der sphirischen G trie und Trig
Insgesamt dreht sich also bei einer Paralleliibertragung eines Vektors lings des ganzen
Randes eines sphiirischen Vielecks dieser Vektor um den Winkel
4, =nn —Z,. (9)

Da nun der Flicheninhalt S, eines k n-Ecks mit der Summe Z, seiner inneren
Winkel durch die Beziehung (3), d. h. durch

8, =12z — (nx — Z,))
verkniipft ist, besteht zwischen dem Winkel 4,, und dem Flicheninhalt S, die Bezieh

8, =r'2n — 4,). (10)

Wir betrachten nun irgendeine konvexe sphirische Figur, die von Kreisbogen (nicht
dingt GroBkreisbogen) berandet wird. Wenn wir dieser Figur sphirische Vielecke
inbeschreiben und die Sei hl derselben so gegen Unendlich gehen lassen, daB die

Liinge der grofiten Seite des Vielecks gegen Null geht, dann k giert der Flicheninhalt
#, der einbeschriebenen n-Ecke gegen den Flicheninhalt § der betrachteten Figur und der
Winkel 4,, gegen den Winkel 4, um den sich ein Vektor bei der Pamlleluben,mgung langs
des gesamten Randes dieser Flgnr bei seiner Riickkehr in den A dreht hat.
Somit erhalten wir, wenn wir in der Gleichung (10) den Grenziibergang ausfiihren, dal
der Fliacheninhalt § der Figur und der Winkel 4 durch die Beziehung

8§ =2 —4) an
verkniipft sind, die ein Spezialfall der berihmten Gauss-BoNNETschen Formel ist.

Als ein Beispiel fiir die Anwendung der Formel (11) berechnen wir den Flicheninhalt
eines sphiirischen Kreises. Fiir einen sphirischen Kreis mit dem sphirischen Radius R

R
ist der Winkel 4 gleich 2ncosT [vgl. Formel (7)}; mithin ist in diesem Fall

8= 27"“(1 - cosﬁ) =tarsim &
r 2r
d. h., wir erhalten wieder die Beziehung (6).

Fiir eine sphirische Figur mit beliebi aus Kreisb, bestehendem Rand ist der
‘Winkel 4 gleich der S der Nebenwinkel 4; der i en Winkel dieser Figur (wie fiir
das sphirische Vieleck) und der Produkte k;s;, wobei k; die geoditischen Kriimmungen
der die Figur berandenden Bogen und s; deren Lingen sind, d. h., man kann in diesem
Fall die Formel (11) in der Gestalt

S=r2n— X 4; — X k) (12)
i ‘

schreiben.

Die Paralleliibertragung kann man aber auch lings einer beliebigen glatten Kurve
definieren. In diesem Fall bilden natiirlich die Tangentialebenen in den Punkten dieser
Kurve im allgemeincn keinen Kegel oder Zylinder mehr, sondern eine Fliche, die von den
T ten an eine riumliche Kurve erzeugt wird; eine solche Fliche laBt sich ebenso wie
ein Kegel oder ein Zylinder in die Ebene ,,abwickeln*. Die geoditische Kriimmung der
Kurve auf der Sphiire wird in jedem ihrer Punkte definiert als Grenzwert des Verhiltnisses
des Drehwinkels eines Vektors bei der Parallelibertragung lings eines Kurvenbogens zur
Liingo dieses Bogens beim Zusammenzichen dicses Bogens auf den gegebenen Punkt; im
ullgcmemen dndert sich jetzt die geoduusche Krimmung von Punkt zu Punkt (sie ist nur
fiir Kreise k ). Den Flacheninhalt einer von einer beliebigen glatten Kurve beran-
deten sphirischen Figur kann man nach derselben Formel (11) bestimmen wie auch den
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P

Flicheninhalt der bisher von uns betrachteten Flgumn diese Formel kann man auch in
einer zu (12) logen Form schreiben, wobei lediglich an die Stelle der Summe Z ko;

das Integral f k ds iiber die geoditische K.rummung liings des Randes nach dessen Bogen

lange tritt. Dxe besagte Formel ist die allgemeine Gavss-BoNNETache Formel fiir sphirische
Flachen.

§ 4. Trigonometrische Beziehungen im sphiirischen Drejeck?)

4.1. Der Seitenkosinussatz. Wir betrachten ein beliebiges sphérisches Drei-
eck ABC. (Wir erinnern daran, da8 ]ede seiner Seiten kleiner als zr ist.)

Wir beweisen zuerst den Seitenk tz, der dem Kosil tz der eb:
Trigonometrie analog ist; der Beweis
des Seitenkosinussatzes stiitzt sich, wie
wir sehen werden, wesentlich auf den
ebenen Kosinussatz.

Wir nehmen. zunichst an, daB jede
der Seiten b und c des spharischen Drei-
ecks A BC kleiner als %r ist. Wir legen
im Punkt A die Tangenten AM und
NA an die Seiten ¢ und b und bestim.
men die Schnittpunkte M und N dieser
Tangenten mit den Verlangerungen der [
Radien OB und OC (Abb. 44); diese
Schnittpunkte existieren, da nach Voraussetzung jeder der Winkel 40C und

AOB Kkleiner als 12’- ist. Dann ist die GroBe des Winkels « gleich der des Winkels

MAN, und wir erhalten nach dem ebenen Kosinussatz fiir das ebene Dreieck
MAN die Beziehung

|MN[®* = |AN|® + |AM|®* — 2|AN|-|AM| cos x. (13)
Andererseits sind die Winkel BOC, AOC und AOB als Zentriwinkel von GroB-

kreisen der Sphire zu den Bogen a, b, ¢ entsprechend glelch — -b- und —; damit
ergibt sich aus dem Dreieck OMN

|MN|* = |OM]* + |[ON|* — 2|0M| - |ON| cos;. (14)
Durch Vergleich von (13) und (14) erhalten wir

Abb. 44

|OM|* + |ON|® — 2|0M]-|ON| cos; = |AN|® + |[AM|* — 2|AN| - |AM|cos x.
- (156)

1) Vgl. auch Nr. 6.2. des Artikels ,,Vektoren und ihre A dungen in der G e’
S. 370.
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Aus dem rechtwinkligen Dreieck OMA ergibt sich
04| c |AM| . C

3 _ 2 3 = Il ininiminl R =
|0M| |AM| |04]3, 03] cos—, [oM] sin — (16)
und aus dem rechtwinkligen Dreieck ONA
|04| b |AN| . b
L 2 = 2 —_—= — —_— —
|ON| |AN| |04]2, [ON] cos—, O] sin — (17)

Wegen der ersten Beziehungen (16) und (17) kann die Gleichung (15) in der
Gestalt

2|0M| - |ON| cos% = 2|04 + 2|AN| - |AM]| cos &
geschrieben werden, d. h., es ist
|OM| - |ON| cus% = |0A|® + |AN| - |AM| cos x. (18)
Indem wir (18) durch das Produkt |0M| - |ON| dividieren, erhalten wir
a |04 |04) |AN|  |4AM|

co8 —

+ — 10M| |ON| T JON| |OM]

Ccos &

oder, wegen der zweiten und dritten Beziehungen (16) und (17),

a b c b ¢
€08 — = COS — €08 — + 8in — 8in —cos «. (19)
r r r r r

Ist die Seite b groBer als %r und die Seite ¢ kleiner als %r, so verldngern

wir die Seiten a und b unseres Dreiecks bis zu ihrem dem Punkt C' diametral
gegeniiberliegenden Schnittpunkt C’ (Abb. 45). Dann sind im sphérischen Drei-

eck ABC' die Seiten AC’ und AB entsprechend gleich zr — b und ¢, d. h.
kleiner als %r, und der Winkel BAC ist als Nebenwinkel zum Winkel « gleich
n — «. Folglich gilt nach (19) im Dreieck 4 BC’ die Bezichung

a b c . by . ¢
cos(yt - —) = co8 (n - —-)cos— + sm(n - —)sm—cos (7 — &)
r r r r r
oder

a b ¢ b ¢
~C08§ — = —CO8 —CO8 — — 8In —s8In—Cos &,
r r r r r

woraus sich durch Multiplikation mit —1 die Formel (19) ergibt.
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P

. . . . . T . .
Sind beide Seiten b und ¢ unseres Dreiecks groBer als 31 8o verlangern wir

die Seiten b und ¢ unseres Dreiecks bis zu ihrem dem Punkt 4 diametral gegen-
iiberliegenden Schnittpunkt A’ (Abb. 46). Im sphirischen Dreieck 4'BC sind

die Seiten éx? und B4’ entsprechend gleich #zr — b und #r — ¢, d. h. kleiner
als -’21 r, und der Winkel BA’'C ist gleich dem Winkel «. Mithin gilt im Dreieck
A'BC nach Formel (19) die Beziehung

7= oon{r = F)oofn = 3) 4 sinfr = L)ain(n - )
co3 — = cos (% — —)cos{w — —| + sin|{x — —)sin(x — —)cos x,
r r r r r
aus der wir unmittelbar die Formel (19) erhalten.
Der Fall b = ; %r erledigt sich ahnlich wie der Fall b < %r, c< %r,
sofern man anstelle des Punktes N in Abb. 44 die Projektion des Punktes C

rec<

Abb. 45 Abb. 46

auf die Tangentialebene an die Sphire im Punkt 4 verwendet. Der Fall

b= %r, c> %r wird gemaB Abb. 45 auf den vorangehenden Fall zuriick-
gefiihrt. Die Falle b < 3’2—
Im Fallb =c = %r gilt schlieBlich (19) trivial.

Damit ist gezeigt, daBl (19) fiir beliebige sphirische Dreiecke richtig ist.
Man nennt die Formel (19) den Seitenkosinussalz fiir sphéirische Dreiecke. In
Worten wird dieser Satz meistens folgendermaBen formuliert (fir r = 1, d. h.
fiir eine Sphire vom Radius 1): Der Kosinus einer Seile eines sphdrischen Drei-
ecks ist gleich der Summe aus dem Produkt der Kosinus der beiden anderen Seiten
und dem Produkt der Sinus der beiden anderen Seiten mit dem Kosinus des von
ihnen eingeschlossenen Winkels.

Wenn wir in der Formel (19) die Bezeichnungen der Seiten a, b, ¢ und der
Winkel «, f, y zyklisch vertauschen, erhalten wir zwei analoge Formeln:

re= %r und b > —Z— r, = % r erledigen sich analog.

b a c . a . ¢
€08 — = €08 — €08 — + sin —sin —cos § (20)
r r r r r
und
c a b .a b
€08 — = €08 — 08 — + 8in —sin —cos . (21)
r r r r r
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4.2. Der Sinussatz. Wir beweisen nun den zum Sinussatz der ebenen Tri-
gonometrie analogen Sinussatz fiir sphérische Dreiecke. Aus der Formel (19)
ergibt sich die Beziehung

a b [

€O8— — CO8— COB—

co8 & r T r
b ¢
8in —8in —
r r

Mittels dieser Gleichung erhalten wir

.. @ . e @ e . @
sin® — sind — 8in3 —
r r r

sin? o 1 —cos®x a b c\*
CO8— — COS — COS—
T T r

1 -
b ¢
sin — sin —

r r

L,a . b e
sin? — sin? —sin? —
N T r r

L.b L, a b c\?
8in® —8IN® — — (Cco8 — — CO8 — COS —
r r T r r

b c
sm’ 2 sint 2 sm’
7

b 2
(l - cos’—)(l - cos’-c-) - (cosi - cnsi('osi)
r r r r r

.,a o .b ¢
sin? — sin? — sin? —
r r r

a b c a b ¢
1 — cos?— — cos? — — cos® — + 2 cos — €08 — €08 —
r T r r r

Wegen der Symmetrie des erhaltenen Ausdrucks beziiglich der Seiten a, b, ¢
ist er den analogen Ausdriicken gleich, die man erhilt, indem man auf der linken
Seite dieser Gleichung die Seiten a, b, ¢ und die Winkel «, 8, y zyklisch ver-
tauscht. Ziehen wir aus diesen Ausdriicken die Quadratwurzel, so erhalten wir

. a . b . C
81n 7 81N T sin T
= = . 22
sin & sin § siny @2

Diese Formel driickt den Sinussatz fiir sphirische Dreiecke aus, den man
gewdhnlich (fiir r = 1) folgendermaBen formuliert: Die Sinus der Seiten eines
Dreiecks verhalten sich zueinander wie die Sinus der gegeniiber-

liegenden Winkel.
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Insbesondere ersieht man aus Formel (22) folgendes: Gilt in einem sphéri-
schen Dreieck die Beziehung § = » — «, so da8 also sin § = sin « ist, so gilt
auch sin% = sin —:—, d.h., es ist entweder @ = b oder b = nr — a. Falls hierbei
a = b gilt, ist a = $, und zwar x = § =%wegenﬂ=n—a, d. h., C ist ein
Pol der Seite AB und mithin a = b = —721 r; somit gilt die Bezichungb =nr —a

auch in diesem Fall. Ist also § = n — «, s0 sind die Seiten a und b durch die
Beziehung b = nr — a miteinander verkniipft.

4.3, Die Fiinf-Elemente-Formeln. Wir leiten nun die sogenannten Fiinf-
Elemente-Formeln her. Multiplizieren wir die Gleichung (19) gliedweise mit

c : . . .
cos — und addieren wir dazu Gleichung (20), so erhalten wir
r
b a c a c b c
€08 — + €08 — CO8 — = €08 — €08 — + CO8 — cos? —
r r r r r r r
. a . ¢ b ¢ c
+ sin —sin —cos § + sin — sin — cos — cos &
r r r r r
und nach Weglassen gleicher Glieder
b b ¢ . @ . ¢ b ¢ c
cos — = cos — cos? — + 8in —sin — cos § + sin — s8in — cos — cos &,
r r roor r r r r
woraus
b ¢ . a . C b ¢ c .
cos —{1 — cos?—| = sin —sin — cos § + sin — sin — cos — cos &
r r r r r r r
oder
b . ¢ . a . ¢ b e c
cos —sin? — = sin —sin — cos f + sin — sin — cos — cos &
r r r r r r r
folgt. Dividieren wir beide Seiten dieser Gleichung durch sin —, so erhalten
wir r
b.¢c . a b e
co8—8in — = sin — cos f§ + sin — cos — cos &
r r r r r
oder endgiiltig
.a b . ¢ b c
sin — cos § = cos — 8in — — sin — cos —cos . (23)
r r r r r
Das ist eine der Fiinf-Elemente-Formeln, die man gewohnlich folgender-
maBen in Worte faBt: Das Produkt des Sinus einer Seite eines sphdirischen Drei-
ecks und des Kosinus eines anliegenden Winkels ist gleich der Differenz aus dem

Produkt des Kosinus der diesem Winkel gegeniiberliegenden Seite mit dem Sinus
der dritien Seite und dem Produkt des Sinus der dem gegebenen Winkel gegeniiber-
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liegenden Seite mit dem Kosinus der dritten Seite und dem Kosinus des der ge-
gebenen Seite gegeniiberliegenden Winkels.

Wenn wir in Formel (23) die Bezeichnungen der Seiten a, b, ¢ und der Winkel
«, B, v zyklisch vertauschen, erhalten wir zwei analoge Formeln:

. b c . a . € a
sin — cos y = cos —sin — — sin — cos — cos g, (24)

r r T T r

. C a . b . a b
8in — €08 = €08 — 8in — — sin — cos —cos y. (25)

T r r r r

Vertauscht man in Formel (23) die Seiten a und ¢ sowie die Winkel & und y
miteinander und sodann zyklisch die Bezeichnungen der Seiten a, b, ¢ und der
Winkel «, 8, y, so erhilt man drei weitere Formeln:

. a c . b . C b
sin —cos y = cos — sin — — 8in — cos —cos o, (26)
r r r r
) a . ¢ . a c
8in — cos & = cos — sin — — sin — cos — cos G, (27)
r r r r r
. c b . a . b a
8in — cos f§ = cos — sin — — sin — cos — cos y. (28)
r r r r r

Diese Formeln sind den Projektionssitzen der ebenen Trigonometrie
analog. a b ¢
Ersetzt man in Formel (23) sin - sin T und sin " durch die ihnen proportio-

nalen GréBen sin o, sin § und sin y, se erhilt man die Beziehung

. [ 2 ¢ .
8in & cos f = cos —siny — cos — cos x sin f§
r r
oder

b
cos — siny = cos #sinx + sin § cos & cos % . (29)

Dies ist eine Fiinf-Elemente-Formel anderer Art, die man gewohnlich fol-
gendermaBen in Worte faBt: Das Produkt des Kosinus einer Seite eines sphiri-
schen Dreiecks und des Sinus eines anliegenden Winkels ist gleich der Summe
aus dem Produkt des Kosinus des dieser Seite gegeniiberliegenden Winkels mit
dem Sinus des dritten Winkels und dem Produkt des Sinus des der gegebenen Seite
gegeniiberliegenden Winkels mit dem Kosinus des dritten Winkels und dem Kosi-
nus der dem gegebenen Winkel gegeniiberliegenden Seite.

Durch zyklisches Vertauschen der Bezeichnungen fiir die Seiten a, b, ¢ und
die Winkel o, §, y erhalten wir aus Formel (29) zwei weitere Formeln:

c . . . a
cos—sina = cosy sin B +sinycosp cos—, (30)

. b
cos%sinﬂ = cos & 8iny + sin «x cos y cos—. (31)
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Vertauscht man in (29) die Seiten @ und ¢ sowie die Winkel & und y mit-
einander und sodann zyklisch die Bezeichnungen der Seiten a, b, ¢ und der
Winkel «, 8, p, 8o ergeben sich drei weitere Formeln:

cos%sinzx = cos fsiny + sinﬂcosycos%, (32)
c . . . b

oos;smﬂ = cosysina + siny cosx cos—, (33)
a . . . ¢

cos—siny = cosn sin § + sina cosﬂcos?. (34)

Diese Formeln haben in der ebenen Trigonometrie kein Analogon.

Die Fiinf-Elemente-Formeln (29), (30), (31), (32), (33) und (34) kénnen auch
aus den entsprechenden Formeln (28), (26), (27), (23), (24) und (25) dadurch
gewonnen werden, dal man diese Formeln fiir das Polardreieck hinschreibt
und die Beziehungen zwischen den Winkeln und Seiten zweier zueinander
polarer Dreiecke verwendet.

4.4. Der Winkelkosinussatz. Wir beweisen nun den Winkelkosinussatz, der in
der ebenen Trigonometrie ebenfalls kein Analogon besitzt. Wir setzen aus der

b
Gleichung (32) den Wert fiir cos - sin & in (31) ein und erhalten

a . . . . a
cosTSmﬁ = cosxsiny + (cosﬁsmy + sin B cos y cosT) cosy
oder
a . s . . .
cox;?smﬂ = cos o 8in y + cos fisin y cosy + smﬂcos—‘;(l — sin?y);
somit gilt

a . . . .
cos —sin fsin?y = cosx siny + cos fsiny cosy
T

oder, nachdem man durch sin y dividiert hat,

cosx = —cosffcosy + sinﬂsinycos%. (35)

Diese Formel (35) driickt den Winkelkosinussatz aus, den man gewéhnlich
folgendermaBen formuliert: Der Kosinus eines Winkels eines sphérischen Drei-
ecks ist gleich der Differenz aus dem Produkt der Sinus der beiden anderen
Winkel mit dem Kosinus der von thnen eingeschlossenen Seite und dem Produkt
der Kosinus der anderen beiden Winkel.
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Indem wir in Formel (35) die Bezeichnungen der Seiten a, b, ¢ und der Winkel
«, B, y zyklisch vertauschen, erhalten wir zwei weitere Formeln:

cosf = —cosycoso‘+sinysinoccos—l:—, (36)

cosy = —cosx cosf§ + sinasi.nﬂcos—:-. 37)

Man kann die Formeln (35), (36) und (37) des Winkelkosinussatzes auch aus
den entsprechenden Formeln (19), (20) und (21) des Seitenkosinussatzes da-
durch erhalten, daB man diese Formeln fiir das Polardreieck hinschreibt und
die Beziehungen zwischen den Winkeln und Seiten zweier zueinander polarer
Dreiecke verwendet.

Es sei bemerkt, daB sich fiir kleine Werte der Verhéltnisse % % und ; d. h. fitr sehr

kleine Seitenlingen a, b, ¢ des spha.nschen Dreiecks oder fiir einen sehr groBen Radius r der
Sphnre, die sphimche Geomet.ne wemg von der ebenen Geometrie unterscheidet und die

trischen B im hen Dreieck durch die trigonometrischen
Bmehungen im ebenen Dreieck ersetzt werden konnen. Denn fiir kleine Werte der Ver-
énderlichen z kénnen héhere P dieser Verinderlichen vernachlissigt und folglich

. 22 2P a z? 8

sm:c—z—i+——m urchxundcoez—1—2—!+E—~~~durchl—?oder
sogar durch 1 ersetzt werden. Dabei gehen aber, w:e man leicht nachpriift, der Seitenkosinus-
satz und der sphiirische Si in d.le p den Sitze der ebenen Geometrie iiber,
die ersten sechs Fiinf-El Formeln in die Projektionssiitze der ebenen Trigonometrie

und die zweiten sechs Fiinf-Elemente-Formeln sowie der Winkelkosinussatz, firr die es
in der ebenen Trigonometrie kein Analogon gibt, in die Beziehung « + f + y = 7.

Die grundlegenden Sitze der sphirischen Trigonometrie wurden im Mittel-
alter von Gelehrten des Ostens gefunden. Die durch den Seitenkosinussatz
beschri wurden von AL-BATTAN{, einem syrmchen Mathe-
matiker und Aatronomen des 9. Jh. aufgestellt, einem Abk einer Familie
der die Sterne anbetenden Sabier, bei denen im Verlaufe vieler Jahrhunderte
die babylonischen astronomischen Traditi gepﬂegt wurden Der sphinsche
Sinussatz wurde fast gleichzeitig von den mittelasi n
und Astronomen des 10.Jh. IeN IRak vON CHORESM, ABULWAFA VON
CHORASSAN und AL-CHODSHANDI VON CHODSHENT gefunden. Die durch den
Winkelkosinussatz beschriebenen Beziehungen stellte (mit Hilfe des Polar-
dreiecks) der im 13. Jh. in Aserbaidshan wirkende Nasir-Ep-pin ar-T0sf auf,
von dem auch die erste vollstindige Darlegung des gesamten Systems der
sphiérischen Trigonometrie stammt.

4.5. Die Kotangensformeln. Dividiert man die Fiinf-Elemente-Formel (23)
seitenweise durch die sich aus (22) ergebende Gleichung

L@ b
sin — sin B = sin —sin «,
r r
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80 erhdlt man die Beziehung

b . ¢ c
cot —sin — — cos-'—cosa
cot B =

sin &
oder
. b . ¢ c
cot fsina = cotTmn ~ —cos_cosx
und schlieBlich

c b ¢
sin - cot - sin & cot f = cos o (38)

Das ist eine der Koltangensformeln, die man gewdhnlich folgendermaBen in
Worte faBt: Die Differenz aus dem Produkt des Sinus einer Seite eines sphiiri-
schen Dreiecks mit dem Kolangens einer anderen Seite und dem Produkt des
Sinus des der dritten Seite gegeniiberliegenden Winkels mit dem Kotangens des
der zweiten Seite gegeniiberliegenden Winkels ist gleich dem Produkt des Kosinus
der ersten Seite mit dem Kosinus des der dritten Seite gegeniberliegenden Winkels.

Durch zykhsches Vert: hen der B hnungen der Seiten a, b, ¢ und der
Winkel «, 8, y in Formel (38) erhalten wir zwei weitere Formeln :

sin%cot% —sinfcoty = cos-g—cosﬂ, (39)

b b
sin - cot -; — sin y cot & = cos ~ cosy. (40)

Vertauscht man in (38) die Seiten a und ¢ sowie die Winkel & und y mitein-
ander und sodann zyklisch die Bezeichnungen der Seiten a, b, ¢ und der Winke)
&, B, y, so ergeben sich drei weitere Formeln:

b
sin%cot-f——si.nycotﬂ=cos%~cosy, (41)
b
sin — cot = — sin & coty = cosicosa, (42)
r r r
sin %cot-‘; ~sinfcotax = cos%cosﬂ. (43)

4.6. Das rechtwinklige sphiirische Dreieck. Ist das sphirische Dreieck 4 BC'
ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel x, so nimmt der Seiten-
kosi tz (19) die Gestalt

a b c
08— = cos " cos r (44)

an, d. h., der Kosinus der Hypotenuse ist gleich dem Produkt der Kosinus der
Katheten. Dieser die Hypotenuse und die Katheten eines rechtwinkligen
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43

sphérischen Dreiecks miteinander verkniipfende Satz ist ein Analogon zum
Satz des PyTHAGORAS und heiit der sphérische Satz des PYTHAGORAS.1)

Ist « ein rechter Winkel, so a8t sich der Sinussatz (22) durch die beiden
Beziehungen

b .a .

sin — = sin — sin 8 (45)
und

. C . a .

sin — =sin —~siny (46)
wiedergeben.

Die Formeln (45) und (46) heiBen die Sinusformeln fiir das rechtwinklige

sphirische Dreieck.

Die Fiinf-Elemente-Formeln (25) und (27) nehmen im Fall, daB « ein rechter
Winkel ist, die Gestalt

a . b . a b
cos —s8in — — sin —cos —cospy = 0
r r r r
und

a . ¢ . a c
cos —sin — — sin—cos —cos f = 0
r r r r
an, woraus man sofort die Formeln

b a
tan - =cosy tan - (47)
und
tan ; = cos f§ tan ; (48)
gewinnt,
Die Formeln (47) und (48) heiBlen die Tangensformeln erster Art fiir das
rechtwinklige sphérische Dreieck.
Fiir einen rechten Winkel x lautet die Formel (35) des Winkelkosinussatzes
—cos B cosy + sin fsiny cos% =0,
woraus man
cos % = cot fcoty (49)

erhalt.
1) Schreibt man die Formel (44) in der Gestalt

a? b c
1_F+‘..=(1_F+...)(|_F_{_...)

(vgl. 8.562), so kann man sich davon iiberzeugen, daB fiir r - oo der sphirische Satz
des PYTHAGORAS in den ebenen Satz des PYTHAGORAS a? = b2 + ¢? iibergeht.
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T

Die Formel (49) ist die Kotangensformel fir das rechtwinklige sphiirische
Dreieck.

Fiir einen rechten Winkel « haben die Formeln (36) und (37) des Winkel.
kosinussatzes die Gestalt

cosf} = siny cos% (60)
und

cosy =sinﬂcos;. (51)

Die Formeln (50) und (51) werden die K.

sphiirische Dreieck genannt.
Fiir einen rechten Winkel « lauten die Kotangensformeln (38) und (42)

formeln fiir das rechtwinkli

. C b

sin thT —cotf=0 (42)
und

. b c _

smTcotT —coty =0,
woraus man

b . C S
tan—r— = smen B, (52)

c- . b
tan— =sin —tany (63)

gewinnt.

Die Formeln (62) und (53) heilen die T'angensformeln zweiter Art fir das
rechtwinklige sphérische Dreieck.

Der sphirische Satz des PyTHAaGORAS, die zwei Sinusformeln, dic zwei
Tangensformeln erster Art, die Kotangensformel, dic zwei Kosinusformeln
und die zwei Tangensformeln zweiter Art bilden zehn Bezichungen fiir das
rechtwinklige spharische Dreieck.

4.7. Die Berechnung sphiirischer Dreiecke. Die von uns hergeleiteten tri-
gonometrischen Beziehungen gestatten es, ein spharisches Dreieck aus drei
beliebigen seiner El te (Seiten und Winkeln) zu berechnen. Sind uns die
drei Seiten eines spharischen Dreiecks gegeben, so finden wir nach Formel (19)
des Seitenkosinussatzes

a b c
€08 — — CO8— CO8 —
co! r r T
8 =
. b . ¢
8in — sin —
r r

und dazu analog aus den Formeln (20) und (21) cos # und cos y.
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Sind uns zwei Seiten eines sphirischen Dreiecks und der von ihnen einge-

hl Winkel bekannt, z. B. die Seiten b, ¢ und der Winkel «, so finden
wir die Seite @ nach Formel (19) des Semenkomnumtm Da wir damit alle
drei Seiten des spharischen Dreieck wir die restlichen Winkel
wie oben bestimmen.

Sind uns zwei Seiten eines sphirischen Dreiecks und einer der anliegenden
Winkel bekannt,!) z. B. die Seiten a, b und der Winkel «, so finden wir nach
der Formel (22) des Sinussatzes

. b
sin —
r

sinf = sin«.

sin —
r

Es sei bemerkt, daB diese Beziehung zwei Werte fiir 8 liefert, die sich gegen-
seitig zu n erginzen; das entspricht dem Sachverhalt, da8 es im allgemeinen
zwei sphérische Dreiecke mit gegebenem a, b und « gibt, wie wir bereits im
Zusammenhang mit dem vierten Kongruenzsatz fiir sphérische Dreiecke
bemerkten.

¢ Zur Bestimmung der Seite ¢ und des Winkels y

legen wir durch die Ecke C den GroB8kreisbogen,
der auf dem GroBkreis AB senkrecht steht.?) Ist
b, 4 D ein Schnittpunkt dieser GroBkreise, so betrach-
ten wir die rechtwinkligen sphirischen Dreiecke

ACD und BCD (Abb. 47). In diesen Dreiecken

kennen wir die Hypotenusen b und @ und die

A 8 Winkel in den Ecken A und B. Die zweiten Ka-
¢ 2 theten dieser Dreiecke ko nach den Tang
Abb. 47 formeln erster Art (47) und (48) berechnet werden

und die Winkel bei der Ecke C nach der Kotangens-
formel (49). Die Seite ¢ und der Winkel y des sphérischen Dreiecks 4 BC sind
dann die Summen der ermittelten Seiten und Winkel der rechtwinkligen Drei-
ecke, wenn der Punkt D auf der Seite AB liegt, und die Differenzen dieser
Seiten und Winkel, wenn der Punkt D auBerhalb der Seite 4B liegt. Sind ndm-
lich die Winkel «, 8 des Ausgangsdreiecks beide spitz oder beide stumpf, so
schneidet der Kreis, der durch den Punkt C geht und auf A B senkrecht steht,
den Kreis AB in zwei Punkten, von denen einer auf dem Bogen A?]iegt;
diesen Punkt muB man im betrachteten Fall als Punkt D nehmen (Abb. 47).

1) Es wird g daB wenig eine der gegeb Seiten von % r verschieden
ist. Ist niamlich a = b = ;r, 80 muB & = ; sein, und dann kann man unendlich viele
Dreiecke der gesuchten Art finden.

%) Da nach Voraussetzung eine der Seitena, b von z r verschieden ist, kann der Punkt C'
nicht Pol des Kreises 4B sein, und deswegen geht d\lrch C genau eine Senkrechte zu 4B.
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Dann stimmen in den rechtwinkligen Dreiecken ACD und BCD die Winkel
bei A bzw. B mit den Winkeln « bzw. 8 des Ausgangsdreiecks A BC iiberein,
und die Seite ¢ und der Winkel y des Dreiecks ABC sind die Summen der von
uns gefundenen Seiten oder Winkel der rechtwinkligen Dreiecke ACD und BCD.
Ist dagegen im Dreieck ABC einer der Winkel « oder f spitz und der andere
stumpf, so schneidet der Kreis, der durch den Punkt C geht und auf AB
senkrecht steht, den Kreis AB in zwei Punkten, die beide auBerhalb des

Bogens 4B liegen. In diesem Fall kann man irgendeinen dieser Punkte als

Punkt D nehmen, z. B. denjenigen, der auf der Verlangering der Seite 4B
iiber den Punkt B hinaus liegt (Abb. 48). Dann ist im Dreieck ACD der Win-
4

8 /
Abb. 48

kel bei der Ecke A gleich dem Winkel « und der Winkel bei der Ecke B im
Dreieck BCD gleich & — B. Ferner ist die Seite ¢ und der Winkel y des Drei-
ecks ABC die Differenz der Seiten A’IT, BD bzw. die Differenz der Winkel bei
der Ecke C der Dreiecke ACD und BCD. Ist schlieBlich einer der Winkel x
oder 8 (z. B. x) ein rechter Winkel, so ist das Dreieck 4 BC rechtwinklig, und
man kann zur Bestimmung der Seite ¢ und des Winkels y in diesem Fall die
Formeln (44), (47) heranziehen.

Sind uns die drei Winkel eines spharischen Dreiecks bekannt, so berechnen
wir nach der Formel (35) des Winkelkosinussatzes

cos = SBX T FRPOORY .+ co‘sﬂcosy
r sin # siny

c
=2

Sind uns zwei Winkel eines sphérischen Dreiecks und die Seite zwischen
ihnen bekannt, z. B. die Winkel # und y und die Seite a, 8o bestimmen wir den
Winkel « nach der Formel (35) des Winkelkosi tzes. Nachdem wir damit
alle drei Winkel des spharischen Dreiecks kennen, kénnen wir die dbrigen
Seiten wie zuvor angegeben bestimmen.

Sind uns schlieBlich zwei Winkel eines sphérischen Dreiecks?) und die einem
dieser Winkel gegeniiberliegende Seite bekannt, z. B. die Winkel « und § und

und analog dazu nach den Formeln (36) und (37) cos - und cos

1) Es wird e daB wenigstens einer der gegebenen Winkel von -’% verschie-
den ist.
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die Seite a, so berechnen wir nach Formel (22) des Sinussatzes

Wir weisen darauf hin, daf diese Beziehung fiir b zwei sich zu nr erginzende
Werte liefert; das entspricht dem Sachverhalt, daB es im allgemeinen zwei
sphérische Dreiecke mit gegebenem «, § und a gibt, wie wir bereits bei der
Untersuchung des fiinften Kongruenzsatzes fiir sphérische Dreiecke bemerkten.
Die Seite ¢ und der Winkel y konnen aus den Winkeln &, # und den Seiten a, b
wie oben angegeben bestimmt werden.
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8. A. SKOPEZ

KEGELSCHNITTE



§ 1. Verschiedene Definitionen der Kegelschnitte

1.1. Kegelsehnitte als Schnitte eines geraden Kreiskegels. Wie schon der
Name sagt, handelt es sich bei einem Kegelschnitt um eine Kurve, die beim
Schnitt der Fliche eines Kreiskegels mit einer nicht durch die Spitze des Kegels
gehenden Ebene entsteht.

Unter einer Kegelﬂache verstehen wir dabei eine Flache die bei der Drehung
einer Geraden ! um eine Gerade p entsteht, welche ! det und auf ! nicht

senkrecht steht. Diese Flache besteht aus zwei Teilen, welche sich im Schnitt-
punkt der Geraden ! und p, der Kegelspitze, berithren (Abb. 1). Fiir jede nicht
durch die Spitze des Kegels gehende Ebene tritt genau einer der folgenden
Fille ein: a) Die Ebene schneidet eine der Kegelhélften in einer geschlossenen
beschrankten Kurve (Abb. 2a); b) die Ebene schneidet eine der Kegelhalften
in einer unbeschrinkten Kurve (Abb 2b); c) die Ebene schneidet beide Kegel-
hilften (Abb. 2¢). Obwohl die in Abb. 2a—c dargestellten Kurven ganz ver-
schieden aussehen, sind sie alle Kegelschnitte. Im all; hnete man zu
den Kegelschmtten auch die Schnitte einer Zylnulerﬂache mit einer Ebene,
die zu den Erzeugenden des Zylinders nicht parallel ist (Abb. 3). Spater wird
sich iibrigens zeigen, da zwischen den Kurven aus Abb. 3 und 2a kein Unter-
schied besteht. Der Kreis ist ein spezieller Kegelschnitt, denn man kann ihn
als Schnitt eines Kegels mit einer zur Kegelachse senkrechten Ebene erhalten
(Abb. 4) oder indem man einen Zylinder mit einer Ebene schneidet, die auf
seinen Erzeugenden senkrecht steht. Damit lassen sich auch die ebenen Schnitte
des dritten in der Elementargeometrie untersuchten Korpers, der Kugel, unter
die Kegelschnitte einordnen.

Geht die Schnittebene durch die Spitze der Kegelfliche oder ist sie zu den
Erzeugenden der Zylinderfliche parallel, so spricht man von einem entarteten
Kegelschnitt. Zu den entarteten Kegelschnitten werden gezahlt: ein Paar
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sich schneidender Geraden — niamlich Erzeugende des Kegels (Abb. 5a);
ein Paar paralleler Geraden — namlich Erzeugende des Zylinders (Abb. 5b);
eine einzige Gerade — némlich eine einzelne Erzeugende des Kegels bzw. des

S
N

I

Abb. 4

Zylinders (Abb. 5¢, d). AuBerdem kann die nur aus einem Punkt bestehende
,,Linie* zu den entarteten Kegelschnitten gerechnet werden (Abb. 6a) wie
auch die gar keine Punkte enthaltende , Linie* (Abb. 6b). (Man kann einen

b)
) [

Abb. 6 Abb. 6

keine Punkte enthaltend Kegelschnitt* auch dadurch erhalten, da man
eine Kugel mit einer in hinreichend groSer Entfernung von ihrem Mittelpunkt
verlaufenden Ebene ,schneidet*; Abb. 6¢.) In der elementaren Theorie der
Kegelschnitte beschrankt man sich im allgemeinen auf die Untersuchung der
inter teren eigentlichen oder nichtentarteten Kegelschnitt:
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Die von uns gegebene Definition der Kegelschnitte ist ziemlich tandlich
und hat auBerdem den Nachteil, daB sie riumlicher Natur ist, wohingegen
die Kegelschnitte ebene Kurven sind und als solche vollstindig mit den Hilfs-

itteln der Planimetrie behandelt werden konnen. Weiter unten wird gezeigt,
daB sich die Kegelschnitte auch ohne Verwendung von Begriffen aus der Stereo-
metrie definieren lassen.

1.2. Die Leitlmleneigennehntt der Kegelschnitte. Nun zeigen wir, daB jeder
vom Kreis verschi rtete) Kegelschnitt alsMeugemPunHmM
definiert werden kann, /ur die das Verhilinis des Abstandes |MF| von einem
festen Punkt F zum Abstend |MP| von einer nicht durch den Punkt F gehenden
festen Geraden f einen konstanten Wert ¢ besilzt:

|MF|
|MP|

Der Punkt F heiit Brennpunkt des Kegelschni die Gerade f seine Leitlinie
und das Verhaltnis ¢ seine Exzenirizitdt.
M.

Wenn der Punkt F zur Geraden f gehort, stellt die durch die Bedingungbl—ﬂl =¢
= const definierte Punk ge ein Geradenp dar (Abb. 7a), d. h. einen entarteten
Kegelschnitt; fiir ¢ = 1 geht dieses Geraden-
paar in eine Gerade iiber (Abb. 7b).

= ¢ = const.

Zum Beweis betrachten wir einen
Kegel, der bei der Drehung einer Gera-
den ! um eine sie im Punkt O schnei-
dende Gerade p entsteht, wobei p und
! den Winkel « < 90° einschlieBen
mogen. Die Ebene n sei so gelegt, daB
sie nicht durch die Kegelspitze geht
und mit der Kegelachse p einen Winkel Abb. 7
B < 90° einschlieBt (Abb. 8a—c; wenn
B = 90° ist, schneidet = den Kegel in einem Kreis). Dem Kegel beschreiben
wir eine Kugel K ein, welche die Ebene n in einem Punkt F und den Kegel
langs eines Kreises S beriihrt.!) Die Schnittgerade der Ebene m und der
Ebene g, in welcher der Kreis § liegt, bezeichnen wir mit f. Nun verbinden
wir einen beliebigen Punkt M der Schnittlinie 4 der Ebene » mit dem
Kegel einmal mit der Kegelspitze O und zum anderen mit dem Punkt F;
von M fillen wir auf die Gerade f das Lot MP. Sei E der Schnittpunkt der
Erzeugenden MO des Kegels mit dem Kreis S. Dann ist |MF| = [ME|,
denn in beiden Fillen handelt es sich um Abschnitte von T: t

&

durch den Punkt M an die Kugel K. Ferner schlieBt die Strecke ME

b)

1) Der Nachweis, daB es stets wenigstens eine solche Kugel K gibt, sei dem Leser iiber-
lassen. — Anm. d. wissenachaftl. Red.
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mit der Kegelachse p den konstanten (d. h. von der Wahl des Punktes M un-
abhangigen) Winkel & und die Strecke /P mit p den konstanten Winkel 8
ein. Die Projektionen dieser beiden Strecken auf die Achse p haben daher die
Linge | ME| cos « bzw. |MP] cos f. Nun fallen beide Projektionen jedoch zu-
sammen, denn die Strecken M% und MP haben den gemeinsamen Anfangs-

P/ Ly

\\\\\\\\\\jx..
N

\

=

oS

punkt M, und ihre Endpunkte liegen in der Ebene g, die auf p senkrecht steht.
Also ist |[ME| cosx = |MP| cos § oder wegen |ME| = |MF)|

|MF|cosx = |MP|cosf,
und daraus folgt

|MF| _ cosf
TP ~ cosa — £ = Ot
Wie sich weiter ohne Schwierigkeiten zeigen 1aBt, ist IMF| * ﬂ, wenn
|MP| * cosa

der Punkt M der Ebene n nicht zum Kegel gehort. Es kann somit jeder Schnitt
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eines geraden Kreiskegels als Menge derjenigen Punkte der Ebene beschrieben

werden, fiir die 'ﬁﬁ: = const ist. Offenbar ké wir bei geeigneter Wahl
der GréBen der Winkel » und B fiir die Exzentrizitat ::: f‘

bekommen; ferner ist unmittelbar zu sehen, daB aus Ahnlichkeitsgriinden der
Abstand [FQ| des Brennpunktes zur Leitlinie dem Radius 7
der Kugel K (bzw. dem Abstand d der Ebene # von der
Kegelspitze 0) direkt proportional ist,!) so daB wir durch
geeignete Wahl von d fiir |[FQ| jeden Wert erhalten konnen.
Jede Menge von Punkten M, fiir die das Verhiltnis der
Abstande von M zu einem festen Punkt F und zu einer
festen Geraden f einen konstanten Wert hat, kann des-
halb als eine Kurve erhalten werden, die beim Schnitt
eines geraden Kreiskegels mit einer Ebene entsteht. Da-
mit haben wir bewiesen, dal die (nichtentarteten) Kegel-
schnitte auch mit Hilfe der im vorliegenden Abschnitt
behandelten Eigenschaft definiert werden kénnen. Diese
Eigenschaft der Kegelschnitte wird als Leitlinieneigen-
schaft bezeichnet.

Fir >« ist e< 1, fiir f =« ist e =1, und fiir f <« ist ¢ > 1. Des
weiteren sieht man sogleich, daB die Ebene x fiir 8 > &« den Kegel in einer
geschlossenen beschrinkten Kurve, fiir = « in einer unbeschrankten Kurve
und fiir 8 < & jede der beiden Kegelhilften in
einer Kurve schneidet, also die Schnittfigur
aus zwei (unbeschrinkten) Teilen oder Asten
besteht (Abb. 9). Ist fiir einen Kegelschnitt
die Exzentrizitdt ¢ < 1, so spricht man von
einer Ellipse, fiir ¢ = 1 von einer Parabel und
fiir £ > 1 von einer Hyperbel. Zu den Ellipsen
wird auch der Kreis gezihlt, der sich nicht
durch die Leitlinieneigenschaft bestimmen
16Bt; da fir den Kreis das Verhiltnis —— g
Null wird (hier ist § = 90°), kann der Kreis
als Kegelschnitt mit der Exzentrizitit 0 auf-
gefalBt werden.

Ohne weitere Schwierigkeiten kann nun be-
wiesen werden, daB die ebenen Schnitte eines
geraden Kreiszylinders ebenfalls Ellipsen sind.
Dazu nehmen wir an, die Ebene n schlieBe mit der Zylinderachse einen Win-
kel 8 < 90° ein (Abb. 10). Dem Zylinder beschreiben wir eine Kugel K ein,

jeden Werte > 0

}) Wie gezeigt werden kann, ist
|Fe| =

r(sin & + sin B)
cos :



578 Kegelschnitte

welche die Ebene z in einem Punkt F und den Zylinder in einem Kreis S be-
rithrt. Es sei f die Schnittgerade der den Kreis 8 enthaltenden Ebene ¢ und
der Ebene z. Auf der Schnittlinie von n mit dem Zylinder wahlen wir
irgendeinen Punkt M und verbinden ihn mit dem Punkt F; von M féllen wir
auf die Gerade f das Lot MP. Die durch M gehende Erzeugende ME des
Zylinders schneidet den Kreis § in einem Punkt E. Es ist | MF| = | ME| (denn
MF, ME sind Abschnitte von Tangenten, die von M aus an K gelegt wurden);
dem rechtwinkligen Dreieck MPE mit dem spitzen Winkel & PME = f

entnimmt man ferner, da8 :ﬁﬁ: = cos f ist. Hieraus folgt
Ilifl;ﬁ:— = cos f§ = const.

Der Schnitt des Zylinders mit der Ebene n stellt somit einen Kegelschnitt
mit dem Brennpunkt F, der Leitlinie f und der Exzentrizitdt cos § < 1 dar,
d. h. eine Ellipse.

‘Wie leicht gezeigt werden kann, lassen sich alle Ellipsen als ebene Schnitte
von Kreiszylindern erhalten.

1.3. Die Brennpunkteigenschatten der Ellipsen und Hyperbeln. Ist 8 = «, so
gibt es nur eine dem Kegel einbeschriebene Kugel K, welche die Ebene n

Abb. 11

beriihrt (vgl. Abb. 8b). Fiir 8 % « konnen jedoch zwei derartige Kugeln K,
und K, konstruiert werden.!) Thre Berithrungspunkte mit der Ebene 7 (die die

1) Man bezeichnet diese Kugeln auch als DANDELINsche Kugeln. - Anm. d. wissen-
achaftl. Red. .
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Brennpunkte des betreffenden Kegelschnittes darstellen) bezeichnen wir mit
F,und Fy; S, und 8, seien die Kreise, in denen die Kugeln den Kegel beriihren
(Abb. 11a, b). Nun verbinden wir einen auf der Ellipse bzw. Hyperbel beliebig
gewihlten Punkt M mit den Brennpunkten F,, Fy sowie mit der Kegel-

spitze 0. Schneidet die E: de OM des Kegels die Kreise 8, und 8, in
den Punkten E,, E,, dann ist |MF1| = |ME | und |MFy| = |ME,| (da es sich
ils um Abschnitte von T: delt, die von M aus an K, und K,

rrelegt werden). Fiir die Ellipse ist auBerdem (Abb. 11a)
|MF\| + |MF,| = |ME\| + |ME,| = |E\E,|.

Der Abstand |E,E,| auf d r Erzeugenden des Kegels zwischen den Kreisen
8, und 8, hiingt aber oﬁensxchthch nicht von der Wahl des Punktes M ab.
Wir h diesen Abstand mit 2a. Die Ellipse kann demzufolge auch defi-
niert werden als Menge aller derjenigen Punkte M, fir die die Summe der Ab-
stinde von zwes festen Punkten F, und F, konstant tst:

|MF,| + |MF,| = 2a = const.

Fiir die Hyperbel (Abb 11b) gilt entsprechend fiir jeden Punkt M des der
Kugel K, Astes die Bezieh

P -

|MF,| — |MF,| = \ME,| — |ME,| = |E,E,| = 2a = const.

Liegt M dagegen auf der die Kugel K, einschlieBenden Seite des Kegels, dann
erhalten wir

|MFy| — |MF,| = |ME,| — |ME,| = |E,E,| = 2a = const.

Die Hyperbel kann also definiert werden als Menge aller derjenigen Punkte M,
fiir die der absolute Betrag der Differenz der Abstinde von zwes festen Punkten F,
und F, konstant ist:

||MFy| — |[MF,|| = 2a = const.

(Dabei ist 2a der Abstand der Kreise 8, , S, auf einer Erzeugenden des Kegels.)

Die oben hergeleiteten Eigenschaften von Ellipse und Hyperbel heiBen ihre
Brennpunkteigenschaften. Man hitte diese Eigenschaften auch zur Definition
dieser Kurven verwenden konnen.

Die Brennpunkteigenschaft der Ellipse 1aBt sich auch einfach aus der
Definition der Ellipse als Schnitt eines Zylinders mit einer Ebene n herleiten.
Dazu werden dem Zylinder die beiden Kugeln K, und K, einbeschrieben, die
die Ebene x in den Punkten F,, F, berithren. Nun verbinden wir einen be-
liebigen Ellipsenpunkt M mit den beiden Punkten F, und F; (Abb. 12). AuBer-
dem legen wir durch M die Erzeugende E,E, des Zylinders, welche die Kreise
8, und 8y, in denen die Kugeln K, und K, den Zylinder beriihren, in den
Punkten E,, E, schneide. Die Strecken MF, und ME, sowie MF, und ME,
sind gleich lang, da sie Abschnitte von Tangenten durch M an K, bzw. K, sind.
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Es ist daher
|MF)| + |MFy| = |ME,)| + |ME;| = |E,\E,| = 2a = const,
wobei 2a der Abstand der Kreise & vnd S, auf einer Erzeugenden des Zylinders
ist.
Es sei noch bemerkt, daB die Punkte F,, F, offenb fallen, wenn
die Schnittebene 7 auf der Achse des Kegels bzw. des Zylinders senkrecht steht

Vil /

\\‘M\\\\\\\\\m“\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘ ‘

b)

Abb. 12 Abb. 13

(Abb. 13a, b). Die Brennpunkte der dabei erhaltenen Ellipse fallen daher in
einem Punkt Q und die Brennpunkteigenschaft der Ellipse reduziert
sich auf die Gleichung

2|MQ| = 2a, d.h. |MQ| =a = const,
durch welche ein Kreis definiert wird.

1.4. Kegelschnitte und das Problem des Apollonios. Das bekannte Problem des
AroLLoN108, nimlich die Konstruktion eines Kreises, der drei gegebene Kreise beriihrt
(vg). 8. 522.), fithrt in natiirlicher Weise auf die Betrachtung von Kegel i Bei der
Losung dieses Problems ist es zweckmiiBig, zuerst einmal “alle dxe]emgen Kreise 8 zu
betrachten, welche zwei der gegebenen Kreise, etwa S, und 8,, beriihren; dabei soll der Fall
nicht ausgeschlossen werden, daB ein Kreis oder sogar beide Kreise §, und 8, in einen
,»Kreis mit unendlich groBem Radius* ausarten, d. h. eine Gerade darstellen. Wenn S,
und 8, Geraden sind, stellt die Menge der Mittelpunkte aller S, und S, berithrenden
Kreise 8 offensichtlich ein Paar sich schneidender Geraden dar (Abb. 14a) oder eine
Gerade (Abb. 14b), d. h., es ergeben mch mtartelc Kegelschnitte. Wir wollen zeigen, 1aB
sich in den and Fnllen ich ergeben.

Es beriihre also der Kreis § mit dem Radms r den Kreis §; mit dem Radius r, und den
Kreis (bzw. die Gerade) S, (Abb. 15a, b). Wir ersetzen den Kreis § durch den zu ihm
konzentrischen Kreis 8’ mit dem Radius |r 4 r,|, wobei das Pluszeichen genommen wird,
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wenn sich die Kreise S und 8, auBen beriihren, und das Minuszeichen im Fall einer inneren
Berithrung. Offensichtlich geht der Keis 8’ durch den Mittelpunkt @, des Keises S, und
beriihrt den zu §, konzentrischen Kreis S; mit dem Radius |r, F r,|, wobei r, der Radius
von 8, ist (oder er beriihrt die zu S, parallele Gerade S, deren Abstand zu 8, gleich r, ist;
vgl. Abb. 15a, b).!) Damit haben wir die Bestimmung der Menge der Mittelpunkte von
allen Kreisen 8 in einfacher Weise zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der Menge der

£ 7

Abb. 14 Abb. 15

Mittelpunkte von allen Kreisen 8, die durch einen gegebenen Punkt Q, gehen und einen
gegebenen Kreis (bzw. eine Gerade) 83 berithren. Dabei kann angenommen werden, da8 @,
nicht auf dem Kreis (bzw. auf der Geraden) S; liegt, da in diesem Fall die Menge der
Mittelpunkte der Kreise 8 offenbar eine Gerade ergibt (Abb. 16a, b). Unter diesen Voraus-
setzungen sind folgende drei Fille zu unterscheiden.

a) Der Punkt Q, liegt innerhalb des Kreises S; (Abb. 17a). Sind @, der Mittelpunkt und 2
der Radius des Kreises S; und bezeichnet M bzw. R den Mittelpunkt bzw. den Radius des
(veriinderlichen) Kreises §’, 80 ist offenbar

|@sM| = 22 — R = 2a — |Q, M|,
1Q:M| + |0, M| = 2a.

Hieraus folgt, daB die Menge der Punkte M eine Ellipse mit den Brennpunkten @, und ¢,
bildet.

b) Der Punkt Q, liegt auferhalb des Kreises S; (Abb. 17b). Unter Beibehaltung der im
vorhergehenden Fall eingefithrten Bezeichnungen finden wir, daB in Abhingigkeit davon.

d. h.

') Mit anderen Worten: Wir fiihren eine Dehnung (vgl. S.507) um den Wert —r, durch
(vgl. die Losung des Problems des ApoLLONIOS auf S. 522 ).
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Abb. 16

Abb. 17
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ob der Kreis 8’ den Kreis J; von auBen oder von innen beriihrt,
|QuM| =20 + R =20 + |Q,M| baw. |@M|=R— 2 =|Q,M|—
|@eM| — QM| =22 bzw. [QM|—|QM|=

gilt. Also bildet in diesem Fall die Menge der Punkte M eine Hyperbel mit den Brenn-
punkten @, und @,.

c) Der ,,Kreis" S; ist eine Gerade 1 (Abb. 17c). In diesem Fall ist der Abstand |MP|des
Mittelpunktes M von §’ zur Geraden I offenbar gleich dem Radius |M@Q,| von 8,

|1MQ,| = |MP|,

d. h., es handelt sich bei der Menge der Punkte M um eine Parabel mit dem Brennpunkt Q,
und der Leitlinie . 3

Wie man leicht sieht, kann jede Ellipse, Hyperbel oder Parabel als Menge der Mittel-
punkto von Kreisen 8’ beschrieben werden, die durch einen festen Punkt Q, gehen und
einen festen Kreis bzw. eine feste Gerade S; beriihren. Die nich
konnen also als Kurven definiert werden, welche die Menge der Mittelpunkte aller Kreise
darstellen, die durch einen gegebenen Punkt gehen sowie einen nicht durch diesen Punkt
gehenden Kreis (bzw. eine nicht durch diesen Punkt gehende Gerade) berithren.

d. h.

teten K

1.5. Die analytische Definition der Kegelschnitte. In der analytischen Geo-
metrie wird bewiesen, da durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades

Ax? + 2Bxy + Cy* 4 2Dx + 2By + F =0

(in der wenigstens einer der Koeffizienten 4, B, C von Null verschieden ist)
in einem rechtwinkligen kartesischen (oder sogar in einem affinen) Koordi-
natensystem nur die folgenden acht Kurventypen beschrieben werden:
a) Ellipse, b) Hyperbel, ¢) Parabel (die nichtentarteten Kurven zweiter Ordnung),
d) ein Paar sich schneidender Geraden, e) ein Paar paralleler Geraden, f) ein
Paar zusammenfallender Geraden (Doppelgerade), g) ein Punkt (die enfarteten
Kurven zweiter Ordnung), h) eine ,, Kurve*, die aus keinem Punkt besteht.

Umgekehrt wird jede Kurve, die zu einem der angegebenen acht Typen?)
gehort, in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten durch eine Gleichung
zweiten Grades beschrieben. Die (entarteten und nichtentarteten) Kegelschnitt;
konnen also auch als Kurven zweiter Ordnung definiert werden.

Im vorhergehenden haben wir verschiedene gleichberechtigte Definitionen
der Kegelschnitte L lernt, von denen jede der Theorie der Kegel-
schnitte zugrunde gelegt werden kann. Daneben gibt es noch zahlreiche andere
Definitionen dieser bemerkenswerten Kurven.. Die wichtigsten Definitionen
sind allerdings die letzte (analytische) und die erste (rdumliche) Definition. Die

1) In der analytischen Geometrie spricht man gewohnhch von neun (und nicht von acht)
Typen von Kegelschmtten, d,a, man dort zwischen einer ,,imaginiiren Ellipse*‘ und einem
»Paar i heidet (vgl. Abb. 8¢ und b); vom geometri-
schen St,andpunkt sind diese ,,Kurven* gleich, da beide keinen Punkt enthalten, jedoch
werden sie analytisch durch verschiedene Gleichungen beschrieben.
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Bedeutung der ersten Definition erklirt sich daraus, daB sie die projektive

l eines michtentarteten Kegelschnittes mit dem gewohnlichen Kreis
zelgt, d. h., sie gibt eine Beschrelbung der Kegelschnitte als Kurven, die #ich
aus dem Krels durch Zentralprojektion im Raum (oder durch eine projektive
Abbildung der Ebene!)) ergeben. Jedoch macht der rdumliche Charakter der
ersten Definition diese fiir eine geometrische Analyse der Eigenschaften der
Kegelschnitte recht unhandlich. Was die letzte (analytische) Definition
betrifft, so gehort sie offensichtlich zur analytischen und nicht zur elementaren
Geometrie. Deshalb wollen wir im folgenden unter einem Kegelschnitt stets
eine Menge von solchen Punkten M verstehen, fir die das Verhiltnis des
Abstandes |MF| des Punktes M von einem festen Punkt F (Brennpunkt)

zum Abstand |MP| von einer festen Geraden f (Leitlinie) einen konst
Wert ¢ hat (die sogenannte Exzentrizitit der Kurve)
|MF|
W = & = const.
Anders gesagt: die nachfolgenden Betrachtungen bauen auf der Leitlinien-
haft der Kegelschnitte auf. Je nachdem, ob die Exzentrizitit ¢ kleiner,

&

glelch oder groBer als 1 ist, nennen wir die betreffende Kurve eine Ellipse,
eine Parabel oder eine Hyperbel. Dabei wollen wir auch den gewohnlichen Kreis
zu den Ellipsen zihlen, wobei wir annehmen, daf seine Exzentrizitit gleich
Null sei.

§ 2. Die Ellipse

2.1. Die Form der Ellipse. Die durch F gehende und senkrecht auf der Leit-
linie f stehende Gerade « nennen wir die Hauplachse der Ellipse F'; der Schnitt-
punkt der beiden Geraden f und x sei D
(Abb. 18). Es sei M ein Punkt der Ellipse,
M , d.h. |MF|:|MP| = ¢&. Wenn M und der
Brennpunkt F auf verschiedenen Seiten
A der Leitlinie f liegen wiirden, dann wére,
T F 4 7% da die Linge der Strecke MF nicht klei-
L ner als die ihrer Projektion M,F auf die
,L’___ , Gerade z ist und |MP| = |M,D| < |M,F|
. ’ gilt (der Punkt D liegt zwischen ¥ und
T,

e = |MF|:|MP| 2 |M,F|: |M,D| > 1,

was der Definition der Ellipse widerspricht. Das heiBt: Alle Punkte der Ellipse
liegen auf derjenigen Seite der Leitlinie, auf welcher der Brennpunkt liegt.

4, 7

1) Vgl. 8. 111.
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Wir konstruieren jetzt den beziiglich der Geraden z zum Punkt M sym-
metrisch gelegenen Punkt M'. Auf Grund der Eigenschaften der Axialsym-
metrie ergibt sich |MF| = |M'F|, |MP| = |M'P’| (Abb.18), d.h., es ist
|M'F|:|M'P'| = |MF|: |MP| = e. Mit M liegt also stets auch M’ auf der
Ellipse. Teilen wir ferner die Strecke FD innen und auBien im Verhaltnis ¢, so
erhalten wir Punkte 4, und 4,, die ebenfalls zur Ellipse gehoren. Diese beiden
Punkte heiflen die Scheitel (Hauptscheitel) der Ellipse; die Scheitel sind die

igen auf der Geraden z li den Ellipsenpunkte. Die Strecke 4,4, wird
die grofe Achse der Ellipse genannt ihre Lange bezeichnen wir mit 2¢. Die
Zahl a heiBt dabei der grofr Halbmesser der
Ellipse. Wir sind also zu folgendem Ergebnis
gelangt:

Die Hauptachse der Ellipse ist Symmetrie-
achse der Ellipse; auf ihr liegen zwei Ellipsen- 2 2

punkte, welche die Endpunkte der grofen Achse DALY z
der Ellipse sind und thre Scheitel heifen. |

Der Mittelpunkt O der groBen Achse ist g
der Mittelpunkt der Ellipse. Wir wollen jetzt r
zeigen, daB der Mittelpunkt der Ellipse ihr Abb. 19
Symmetriezentrum ist. Dazu sei M ein be-
liebiger Punkt der Ellipse E, und der Punkt M’ liege beziiglich O symme-
trisch zu M. Um nachzuweisen, daB M’ zur Ellipse £ gehort, mufl gezeigt
werden, daf die Beziehung |M'P|: |M'P| = ¢ erfillt ist (Abb. 19).

Zunichst bestimmen wir den Abstand d, des Punktes O von der Leitlinie.
Es sei p der Abstand |FD| des Brennpunktes von der Leitlinie. Mit 4, wollen
wir den zwischen F und D liegenden Endpunkt der groBen Achse bezeichnen.
Dann ist

p— D4, _ -_P

T)—A_ll_“‘ey lD‘4l| - 1 +£1

[Pyl —p _ I
DAy - =e 1PAd=yT

Beriicksichtigen wir, daB d, = %(|DA,| + |DA4,)) ist, so erhalten wir

P
dy = g
Fir das Folgende setzen wir |MF|=r, |M'F| =1, |MP| =d und
|M'P’| = d'. Da die Strecke OD in dem Trapez MPP'M’ Mittellinie ist, gilt

d+d

dy= 3
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Ein Vergleich der beiden fiir d, gefund Ausdriicke ergibt
2p = (1 —e)(d+d)

Ferner entnehmen wir den rechtwinkligen Dreiecken MM, F und M'M,F, in
denen |MM,| = |M'M,| ist,

P-@-pr=rt- (@ -

bzw.
B —r2=dt —d? - 2pd— d).

Setzen wir hier den oben fiir p gefundenen Ausdruck ein, so erhalten wir

12— =d2 - d?%— (1 - ¢ (d® — d?)
oder
2 — g2d? = r'? — g¥d'2

Nun ist die linke Seite dieser Gleichung aber nach Voraussetzung gleich
Null (r: d = ¢); folglich muB auch die rechte Seite gleich Null sein, d.h., es ist
r' = ed’. Damit ist gezeigt, daB der Punkt M’ zur Ellipse gehort. Wir haben
also bewiesen: Der Mittelpunkt einer Ellipse ist thr Symmetriezentrum.

Es ist klar, daB auch der Mittelpunkt eines Kreises (d. h. einer Ellipse mit
der Exzentrizitdat Null) dessen Symmetriezentrum ist.

Wenn der Punkt M ein Ellipsenpunkt ist, liegen auch der beziiglich der
Geraden z zu M symmetrische Punkt M’ und der beziiglich des Mittelpunk
tes O zu M’ symmetrische Punkt M’ auf der Ellipse. Durch den Punkt O
legen wir nun diejenige Gerade y, die auf 2 senkrecht steht (Abb. 20). Offen-
sichtlich ist die Gerade y parallel zu MM’ und geht durch den Mittelpunkt O
derSeite M’ M"’ des rechtwinkligen Drei-
ecks MM'M" (mit dem rechten Win.
8, kel an der Ecke M). Folglich steht die
M Gerade y auf der Strecke M’ M senk-
N recht und geht durch deren Mittel-

punkt, d. h., die Punkte M und M’
z liegen beziiglich der Geraden y symme-
trisch. Wir konnen also feststellen:

ST

VAR R

Die Gerade y ist eine zweite Symme-
5, r trieachse der Ellipse.

Abb. 20 Wir wollen nun die Ellipsenpunkte

bestimmen, die auf der Symmetrie-

achse y liegen. Es sei B ein derartiger Punkt. Dann gilt fir ihn d = d,
= p: (1 — &%). Aus der Beziehung r:d = ¢ folgt

|BF| =r = doeA= pe:(l — %),

Andererseits ist

_1 _1/ p p_\__ P
o= (D4y 'DA'”‘z(l-e 1+e)‘1—e"
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Demzufolge ist |BF| = a, d. h., ein Punkt B der Geraden y gehort dann und
nur dann zur Ellipse, wenn |BF| = a ist. Nun ist aber der Abstand des Mittel-
punktes O vom Brennpunkt F, die Brennweite!) c, kleiner als die groSe Halb-
achse, ¢ < a, denn der Punkt F liegt zwischen O und 4,. Daher gibt es auf der
Geraden y zwei Punkte B, und B,, die zur Ellipse gehoren und beziiglich =
symmetrisch liegen. Diese Punkte werden ebenfalls als Scheitel der Ellipse
(Nebenscheitel) bezeichnet. Die Gerade B, B, heilt die Nebenachse der Ellipse
und die Strecke B,B, die kleine Achse der Ellipse. Die Linge der kleinen Achse
werde mit 2b bezeichnet; die Zahl b wird dann der kleine Halbmesser der
Ellipse genannt.

Eine 2weite Symmetrieachse der Ellipse ist diejenige Gerade, die durch den
Mittelpunkt der Ellipse geht und auf ihrer grofen Achse senkrecht steht. Auf
dieser Symmelrieachse liegen zwei Punkte der Ellipse, die ebenfalls Scheitel der
Ellipse genannt werden und die die Endpunkte ihrer kleinen Achse sind. Der
Abstand jedes dieser Scheitel z2um Brennpunkt ist gleich dem grofen Halbmesser
der Ellipse.

Wir betrachten nun den Punkt F und die Gerade /, die zu F bzw. f bezughch
der Geraden y symmetrisch liegen, und nehmen F als Brennpunkt und f als
Leitlinie einer Ellipse £ mit der Exzentrizitdt Z = ¢. Wenn der Punkt M zur
Ellipse E gehért, ist |MF|: |[MP| = . Fiir den zu M beziiglich der Geraden y
symmetrischen Punkt M ist dann aber |MF|: |MP| = & = ¢, d. h., der Punkt
M gehort zur Ellipse E. Nun gehort aber, wie wir oben gezeigt haben, der
Punkt # = M’ auch zur Ellipse E. Folglich gehort jeder Punkt der Ellipse E

zur Ellipse E (und umgekehrt), d. h., die Ellipsen & und Z fallen zusammen.
Dem entnehmen wir:

Der Punkt und die Gerade, welche zum Brennpunkt bzw. zur Leitlinie einer
Ellipse beziiglich ihrer klei Achse trisch liegen, konnen als zweiter
Brennpunkt und zweite Leitlinie genommen werden, so daf sich bei derselben
Exzentrizitit dieselbe Ellipse ergibt.

Aus den oben erhaltenen Relationen und bewiesenen Sitzen ergeben sich
noch folgende Beziehungen:

4 . pe
L=y de=y1oa

2 - )
l_zfe—" 4.b=[/a‘—c’=vl.?j_€z..

Hieraus lassen sich weitere Relationen herleiten, die in Ellipsen behandelnden
Aufgaben haufig wiederkehren, wie z. B.
l.c:a =¢, 3. ¢ =a® - b2

2. dy=a:e, 4. a® = cd,.

2. c=dy—p=

@)

1y Vielfach auch lineare Exzentrizitdt genannt. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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Insbesondere gilt: Die Exzentrizitit einer Ellipse ist gleich dem Verhdltnis
des Brennpunktabstandes 2c zur Linge der grofen Achse; die Differenz der
Quadrate der Lingen der groPen und der kleinen Achse einer Ellipse ist gleich
dem Quadrat des Brennpunktabstandes.

Fiir ¢ — 0 geht bei festem a (Ubergang von der Ellipse mit den Halbachsen a
und b zum Kreis mit dem Radius a) ¢ gegen 0, b gegen a, p gegen oo und d,
gegen 0.

2.2. Lagebeziehungen von Xllipse und Gerade. Tangenten an die Ellipse. Durch
einen Ellipsenpunkt M ecgen wir eine Gerade g. Wenn g zur Leitlinie f parallel
ist, liegt noch ein weiterer Punkt M’ der Ellipse auf g, der beziiglich x zu M
symmetrisch liegt. (Ist Af einer der beiden Punkte A4,, 4,, so fallen M’
und M zusammen.) AuBler M und M’ enthdlt g keine weiteren Ellipsenpunkte,
weil fiir jeden von M und M’ verschiedenen Punkt von g der Abstand d von
der Leitlinie gleich dem von M und M’ ist, wihrend der Abstand r dieses
Punktes vom Brennpunkt ein anderer ist als der von M und M’, so daB folglich

das Verhéltnis % nicht den Wert ¢ hat.

Wir beweisen nun, da auch im allgemeinen Fall, d. h., wenn die Gerade g
nicht zu f parallel ist, g auBer M nur noch einen weiteren Punkt M’ der
Ellipse E enthélt, der allerdings auch mit M zusammenfallen kann. Zuerst
untersuchen wir den Fall, daBl die Ge-
rade g nicht durch den Brennpunkt F
M geht (Abb. 21). Es sei @ der Schnittpunkt
der beiden Geraden g und f. Wir kon.-
struieren die Gerade g,, die beziiglich F@
yd zur Geraden MF symmetrisch ist. Die
F 7z  Geraden g und g, schneiden sich; denn
T  wiren g und g, parallel, dann wire das

% Dreieck MFG gleichschenklig, d. h., es
) wire |MF| = |MG| (Abb. 22a), wobei
|MG| 2 |MP] ist, also wire r:d = —:—%:—
21, was der Ellipsendefinition wider-
spricht, Mit M’ bezeichnen wir den Schnittpunkt von g und g,; offenbar
gilt d:d = |[MP|:|M'P'| = |[MQ|: |M'G|. Andererseits ist die Gerade FG
aber nach Konstruktion Winkelhalbierende des AuBenwinkels des Dreiecks
FMM' an der Ecke F, und daher ist |MG|:|M'G| = r:r'. Also ist d:d’
= r: ', und folglich gehort auch der Punkt M’ zur Ellipse E. Wenn die Geraden
MF und F@ aufeinander senkrecht stehen (Abb. 22b), fallt g, mit MF und
der Punkt M’ mit M zusammen.

Es bleibt noch zu zeigen, daBl auf der Geraden g keine von M und M’ ver-
schiedenen Punkte der Ellipse liegen. Wir nehmen das Gegenteil an, d. h., da
drei Punkte M, M’', M’ der Geraden g zur Ellipse E gehoren. Wie man so-
gleich sieht, ist dann die Gerade FG Winkelhalbierende eines AuBenwinkels

Abb. 21 r
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fiir jedes der drei Dreiecke FMM', FM'M" und FM''M, und die Gerade FM
liegt beziiglich der Geraden F@ zu den beiden Geraden FM' und FM" symme-
trisch, was unméglich ist.

SchlieBlich ist noch der oben ausgeschlossene Fall zu untersuchen, daB die
Gerade g durch den Brennpunkt F der Ellipse geht. Auf g konstruieren wir
den Punkt M’, fiir den

\FM'|: |M'G| = |FM|: |MG| (*)

gilt (Abb. 23). Aus der Proportion (+) 148t sich die neue Proportion
rir' = |MGQ|: | M'Gl bzw. r:r' =d:d

herleiten, da |MQG|: |M'GQ| = d:d’; das bedeutet aber, daB M’ zur Ellipse £
gehort. Ganz offensichtlich kann auf der Geraden g kein weiterer Ellipsen-

) Fy )
al h)
Abb. 22

punkt liegen, da es nur einen einzigen Punkt M’ gibt, welcher die Bedingung (s)
erfiillt.

Jede durch einen Punkt der Ellipse gehende Gerade enthiilt noch einen weiteren
Ellipsenpunkt, der in Spezialfillen mit dem ersten zusammenfallen kann. Eine
Gerade und eine Ellipse konnen keine drei Punkte gemeinsam haben.

Hat eine Gerade ¢ mit der Ellipse nur einen Punkt M gemeinsam, so
nennen wir ¢ die Tangente an die Ellipse im Punkt M. Aus dem vorher Gesagten
ergibt sich: Durch jeden Punkt der Ellipse lift sich genau eine Tangente legen,
wobei der zwischen dem Beriihrungspunkt und der Leitlinie liegende Abschnitt

MG der Tangente t vom Brennpunkt aus unter

einem rechten Winkel erscheint. i z d
Um die Tangente ¢ im Punkt M der : .

Ellipse E zu konstruieren, legen wir durch

den Brennpunkt F eine Gerade, die auf der )

Geraden MF senkrecht steht, und bestimmen N g o ‘

ihren Schuittpunkt G mit der Leitlinie; die u

Gerade M@ ist dann die gesuchte Tangente t.

Aus der Konstruktion folgt, dag die Tangen-

ten ty,, ty, an die Ellipse £ in den Haupt- Abb. 23 r
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scheiteln 4, und 4, zur Nebenachse der Ellipse parallel sind. Die Tangen-
ten tp, tp, in den Nebenscheiteln B, und B, sind dagegen zur Hauptachse
parallel; zum Beweis geniigt es, die Formeln (1)

heranzuziehen.
N\ ow 4y Jede durch den Mittelpunkt O gehende
17 Sehne der Ellipse nennen wir einen Durch-
N\ s messer der Ellipse. Wir wollen nun zeigen, daB
2 die Tangenten ¢, und ¢{p in den Endpunk-
4 ten A und B eines Durchmessers 4B einer
Ellipse paralle] sind. Wir nehmen an, die bei-
den Tangenten wiren nicht parallel (Abb. 24).
Dann legen wir durch B die Parallele g zur
Geraden t,. Die Gerade tp- schneidet die Ellipse in einem Punkt B’, der be-
ziiglich des Mittelpunktes O zu dem auf der Ellipse und auf der Geraden ¢,
liegenden Punkt 4’ symmetrisch ist. In diesem Fall ist aber ¢, keine Tan-

gente. Also gilt der Satz:

Die Tangenten an die Ellipse in den Endpunkten eines Durch 8 sind
parallel.

Abb, 24

2.3. Eigenschatten der Brennpunkte der Ellipse. Die Verbindungsstrecke
eines Brennpunktes mit einem Ellipsenpunkt heiBt ein Brennstrahl. Offenbar
gibt es zu jedem Ellipsenpunkt zwei Brennstrahlen. Es seien dann r = |MF|
und # = |MF| die Langen der beiden Brennstrahlen eines Ellipsenpunktes M ;
mit d und d bezeichnen wir die Abstinde von M zu den Leitlinien (Abb. 25).

Nach Definition gilt dann

th r+f=(d+J)5=2doe.
| > Unter Verwendung der ersten und dritten
g \D}:\\”/\‘%«; Beziehung aus (1) erhalten wir
- 7
Jh » r I~ rrie 2pe _
7 7] Fopr 1-¢
Die Summe der Lingen der Brennstrah-
A P len ist fiir jeden Ellipsenpunkt gleich der
Lénge der grofen Achse.
Abb. 25 Es ist klar, daB diese Eigenschaft (vgl.

1.3.) auch fiir den Kreis giltig bleibt,
wenn wir annehmen, daB bei einem Kreis beide Brennpunkte in seinem
Mittelpunkt fallen

Es seien 7 und T die Schnittpunkte der Tangente im Ellipsenpunkt M mit
den Leitlinien f und f. Wir verbinden 7 und 7' mit dem jeweiligen Brennpunkt
F bzw. F und legen durch den Punkt M die zur Achse x parallele Gerade,
welche die Leitlinien in den Punkten @ und @ schneide (Abb. 25). Offenbar gilt

d:d = |MT|:|\MT|, d:d=r:7,
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woraus folgt, daB in den rechtwinkligen Dreiecken MTF und MTF die Be-
ziehung r: ¥ = |[MT|: |MT) erfiillt ist. Die beiden rechtwinkligen Dreiecke
sind daher ahnlich, und es ist ¥ TMF = ¥ TMF, d.h., die Brennstrahlen
eines Ellipsenpunktes schliefen mit der Tangente in diesem Punkt an die Ellipse
gleiche Winkel ein.

Diese Eigenschaft der Tangente kann ihrer Konstruktion zugrunde gelegt
werden: Die Tangente in einem Punkt M an die Ellipse ist die Winkelhal-
bierende des AuBenwinkels des Dreiecks MFF in der Ecke M. Zum anderen
1aBt sich aus dieser Eigenschaft der Tangente eine bemerkenswerte c
Eigenschaft eines e]hpsenfomngen Hohlspiegels erkliren: Wenn sich in einem
Brennpunkt einer Ellipse eime Lichtquelle befindet, sammeln sich die davon aus-
gehenden Lichtstraklen nach der Reflektion am Spiegel im anderen Brennpunkt
(Abb. 26).

Abb. 26 Abb. 27

Die beiden Brennpunkte der Ellipse liegen beziiglich jeder Tangente in
derselben Halbebene; denn die Tangente im Punkt M halbiert den AuBen.
winkel des Dreiecks FMF an der Ecke M. Nun sei N ein Punkt in derjenigen
Halbebene beziiglich der Tangente ¢ im Punkt M, in der nicht die Brennpunkte
llegen und P sei ein Punkt der Tangente; mit F wollen wir den Punkt be-

der beziiglich der Tangente ¢ zum Brennp ‘stymmatnsch liegt
(Abb. 27). Der Punkt F, liegt auf der Verlangerung der Strecke F2, und es ist
|FF,| = 2a; daher ist |[FP| + |FP| = |FP| + |PF,| 2 2a, wobei das Gleich-
heitszeichen nur dann gilt, wenn P = M ist. Schneidet die Gerade NF die
Tangentet in einem Punkt P, , so gilt nach dem Bewiesenen |FP,| + |iP,| 2 2a;
andererseits ist |FN| + |NP,| > |FP,|. Durch gliedweise Addition der beiden
letzten Ungleichungen finden wir |FN| + Ii'N[ > 2a, d. h., der Punkt N
kann kein Ellipsenpunkt sein. Es gilt also der Satz:

Die Punkte einer Ellipse liegen beziiglich jeder ihrer Tangenten sdmilich in
derselben Halbebene, d. h., die Ellipse ist eine konvexe Figur.

Eine d\u-ch den Brennpunkt F gehende Sehne MN der Elhpse wird eine
t. Wir konstruieren an eine Ellipse in den Endpunk-

Br P
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ten M und N einer Brennpunktsehne die Ta ten; es seien M, bzw. N,
deren Schnittpunkte mit der Leitlinie (Abb. 28) Wie wir bewiesen haben,
stehen die Geraden M,F und N,F auf
MN senkrecht, so daB die Punkte M,
und N, zusammenfallen; es gilt also:

Die durch die Endpunkte einer Brenn-
punktsehne an eine Ellipse gelegten
Tangenten schneiden sich auf der Leit-
linie (oder sind zu thr parallel).

My=Hy

)
F ! z
2.4, Mit der Ellipse verbundene Kreise. N

Zwei Siitze von Poncelet. Spiegeln wir
einen Brennpunkt der Ellipse an allen
ihren Tangenten, so erhalten wir die g

Abb. 28 f
Menge aller der Punkte, deren Abstand :

zum anderen Brennpunkt konstant

gleich 2q ist, d. h., diese Punkte bilden den Kreis um den zweiten Brennpunkt
mit dem Radius 2a¢ (Abb. 29). Dieser Kreis wird ein Richtkreis der Ellipse
genannt. Offenbar besitzt jede Ellipse zwei Richtkreise.

Abb. 29 Abb. 30

Fillen wir andererseits vom Brennpunkt F auf eine Tangente ¢ an die
Ellipse das Lot F'§ und verbinden wir den Punkt § mit dem Mittelpunkt O der
Ellipse (Abb. 30), so ist SO eine Mittellinie in dem Dreieck Ff‘F’, das von den
beiden Brennpunkten F, F und dem beziiglich ¢ zu F symmetrisch gelegenen
Punkt F' gebildet wird. Demzufolge ist die Strecke OS halb so lang wie die

Seite ﬁ, d. h. |08| = a. Der Punkt S liegt daher auf dem Kreis um O mit
dem Radius a; dieser Kreis hei3t Scheitelkreis der Ellipse.

Die FuPpunkte der von einem Brennpunkt der Ellipse auf die Tangenten
gefillten Lote bilden den Kreis um den Ellipsenmittelpunkt O, dessen Radius
glewch dem grofen Halbmesser der Ellipse ist.
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Wir ziehen jetzt durch einen Ellipsenpunkt M die Tangente {. Von den
Brennpunkten fallen wir die Lote |FH| =k, |FH| = h auf die Tangente
(Abb. 31). Der Abstand |OP| = d des Ellipsenmittelpunktes von der Tangente ¢

ist gleich %(h + k). Da H und H auf dem Scheitelkreis liegen, ist |0H| = |0H]|
= a. Dem rechtwinkligen Dreiecck OPH entnehmen wir die Beziehung
al=d + %wﬁp. Nun ist aber |HH|? = 4¢® — (h — A)3; daher ist
ad = %(h + k) 4ot~ %(h — h)*. Hieraus folgt hh = b% oder:

Das Produkt der Abstinde der Brennpunkte von einer Tangente an die Ellipse
st konstant und gleich dem Quadrat des kleinen Halbmessers.

Ist die Gerade g keine Tangente an die Ellipse £ und liegen beide Brenn
punkte von E in derselben Halbebene beziiglich g, so ist das aus den Abstin
den der Brennpunkte von der Geraden g gebildete Produkt von b3 verschieden

Abb. 31 Abb. 32

und zwar kleiner als b? fiir Geraden, die E schneiden, und groBer als b3 fiir
Geraden, die E nicht schneiden. Das bedeutet: Nach Wahl von zwei festen
Punkten F und F bildet die Gesamtheit aller derjenigen Geraden, beziiglich derer
die beiden Punkie F, F in derselben Halbebene liegen und fir die das Produkt
der Abstinde von den beiden Punkien konstant ist, die Menge aller Tangenten an
eine gewisse Ellipse.

Wir beweisen jetzt zwei interessante Satze, die von dem franzdsischen
Mathematiker V. PONCELET (1788-1867) stammen.

a) Wir ziehen zwei Brennstrahlen F4 und FB an die Ellipse und konstruieren
die Winkelhalbierende des Winkels AFB (Abb. 32). Wir wollen zeigen, daB
diese Winkelhalbierende durch den Schnittpunkt P der in 4 und B an die
Ellipse gelegten Tangenten geht. Dazu verbinden wir die Punkte 4 und B
mit dem zweiten Brennpunkt F. In dem (sich iberschneidenden) Viereck
FAFB ist die Summe der Langen eines Paares benachbarter Seiten gleich der
Summe der Lingen des anderen Seitenpaares: |FA| + lfAl = |FB| + |FB)|
(= 2a). Zu einem derartigen Viereck existiert stets ein Kreis, der dessen Seiten
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bzw. deren Verlingerungen beriihrt.!)) Der Mittelpunkt dieses Kreises ist
der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der AuBenwinkel in den Ecken mit
Seitenpaaren von gleicher Summe mit den Winkelhalbierenden der Innenwinkel
in den beiden anderen Ecken. Nun sind aber die Tangenten in den Punkten A
und B an die Ellipse gerade die Winkelhalbierenden der AuBenwinkel des Vier-
ecks, und sie schneiden sich daher im Mittelpunkt P des Kreises. Die Geraden
FP und FP sind somit Winkelhalbierende der entsprechenden Winkel zwi-
schen den Brennstrahlen der Punkte 4 und B. Wir erhalten so den Satz:

Zieht man von einem Brennpunkt zu zwei Ellipsenpunkten die Brennstrahlen,
80 geht die Winkelhalbierende des von diesen beiden Strahlen eingeschlossemen
Winkels durch den Schnittpunkt der Tangenten in diesen Punkten an die Ellipse.

b) Wir beweisen jetzt, daB X APF = x BPF ist. Dazu spiegeln wir den
Brennpunkt F an der Tangente P4 und den Brennpunkt F an der Tangente
PB; die gefundenen Punkte ¥, und F‘l verbinden wir mit ¥ bzw. F (Abb. 33).

Abb. 33

Die Dreiecke F,fP und FF',P sind kongruent (sie haben drei gleiche Seiten),
und dsher ist ¥ F,PF = ¥ FPF,. Zichen wir von diesen Winkeln den bei-
den gemeinsamen Winkel ¥ FPF ab und halbieren die Differenz, so erhalten
wir das gesuchte Ergebnis.

Zwei von den Bremnpunkten zu zwei verschied: Ellip kt
Brennstrahlen erscheinen vom Schnittpunkt der Tangenlen in diesen Punkien
aus unter dem gleichen Winkel.

AbschlieBend stellen wir uns die Aufgabe, von einem Punkt P aus zwei
snander senkrechte Tangenten ¢, , {g an die Ellipse zu legen (Abb. 34). Spiegeln
wir den Brennpunkt F an der Geraden ¢, und verbinden wir den erhaltenen
Punkt i‘l mit F, so ist offenbar |Ff,| = 2a, und der Winkel ¥ I'PI'A"l ist ein
rechter Winkel (dies folgt in Verbindung mit dem zweiten Satz von PONCELET
aus dem Umstand, daB ¢, und ¢, einen rechten Winkel einschlieBen sollen);

1) Vgl. etwa J. HADAMARD, Géométrie élémentaire, Teil 1, Losung der Aufgabe 87.
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daher ist |[PF|? + |PF,|® = 4a®. Nun ist aber |PF;| = |1=>154;~ also ist auch
|PFJ* + |PF|’ = 4a?. Da jedoch PO Mittellinie im Dreieck PFF ist, ergibt sich
|PO|* = —(|PF|’ + |PFJ*) —c*. Unter Beriicksichtigung der vorhergehen-
den Glelchung erhalten wir |PO|* = 2a% — ¢? oder |PO|* = (a® — ¢?) + a®
=a? 4+ b2, d. h.:

Die Scheitel der rechten Winkel, deren Schenkel eine Ellipse beriihren, liegen
auf dem Kreis mit dem Radius Va® + b3 um den Mittelpunkt der Ellipse.

2.5. Die Ellipse als Bild des Kreises bei einer Stauchung. Der Abstand eines
Ellipsenpunktes M von der Hauptachse # bzw. von der Nebenachse y sei
|MM,| =y bzw. |[MM,| = z (Abb. 35). Aus Symmetriegriinden kénnen wir -
uns auf die Betrachtung derjenigen Ellipsenpunkte beschrdnken, welche in
einem der vier von den beiden Achsen x und y gebildeten Quadranten liegen.
Aus den Beziehungen (2) von 8. 587 er-

gibt sich ¥
2 — |FM|2 = (z — ¢c)® 3
= |FM|* = (2 c).4-.'/ . Hzg)
d’=|MP|’=(:— )’ 2 W, ~
. o € = Jir " A
= 7 Flco)M 7| =«
Nach Elimination von r und d erhalten
wir
a 3 r
(x—c)’+y’=e’(——x), Abb. 35
Unter Beriicksichtigung der Beziel (2) gelangen wir nach Multipli-
kation dieser Gleichung mit a schlieBlich auf den Ausdruck
b2t 4 ady® = a??
oder
x’
3;: -1 3)

Wenn die Ellip hsen als Koordinat; hsen eines rechtwinkligen kar-
tesischen Koordinatensyst gewihlt werden, erfiillen die Koordinaten jedes
Ellipsenpunktes die Gleichung (3), und umgekehrt stellt jede Losung der
Gleich (3) die Koordinaten eines zur Ellipse gehorenden Punktu dar
Glexchnng (3) ist die Qleichung der auf ihre Achsen als Koo
bezogenen Ellipse. Man bezeichnet (3) auch als Mmdpunktoglewhfmg der
Ellipse.

Wir betrachten ]etzt eine Gerade z, die wir als Stauck hse bezeich
wollen, und geben eine Zahl k > 0 als Stauchungmrhdunu vor. Jedem Punkt
M der Ebene ordnen wir denjenigen Punkt M, auf der Geraden MP 1 z
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" zu, dessen Abstand &, von der Stauchungsachse x mit dem Abstand % des
Punktes M von dieser Achse durch die Gleichung &, = kkh verkniipft ist.
Der Ubergang von M zu M, wird als Stauchung oder Koniraktion auf die
Gerade x mit dem Stauchungsverhdltnis k b ichnet (vgl. 8.50). Far ¥ < 1
handelt es sich bei dieser Abbildung tatsachlich um eine Stauchung, fiir k > 1
um eine Streckung.

Wir wollen jetzt den Kreis 2? + g = a3 der Stauchung auf die Gerade « mit

dem Verhaltnis k = % < 1 unterwerfen. Einem beliebigen Punkt M(z, y) des
Kreises wird dabei derjenige Punkt M,(X, Y) zugeordnet, fiir den z = X,
y= % Y gilt (Abb. 36). Da nun die Koordinaten (z,y) von M die Kreis-
gleichung erfiillen, ist

3
X 4+ :_' Y3 = q?
oder
p.¢ Y2
=t
Wir sehen also, daB die Koordinaten (X, ¥) des Punktes M, die Ellipsen-
gleichung erfiillen, die Menge der Punkte M, also eine Ellipse darstellt. Mit
anderen Worten:

Die bes der Stauchung eines Kreises auf einen seiner Durchmesser entstehende
Kurve ist eine Ellipse, fiir die der gegebene Kreis Scheitelkreis ist.

Diese Eigenschaft der Ellipse kann benutzt werden, um die Ellipse in ein-
facher Weise punktweise aus dem Kreis zu konstruieren, aus dem sie durch
Stauchung hervorgeht. Dazu fillen wir von einem Punkt M des Kreises mit
dem Radius a das Lot auf einen gegebenen Durchmesser und bestimmen
darauf den Punkt M,, fir den k, : b = b: a gilt.
Der Punkt M, gehért dann zur Ellipse mit den
Halbmessern a und b.

Bei der Stauchung auf eine Gerade gehen
drei auf einer Geraden liegende Punkte in drei
Punkte mit derselben Eigenschaft iiber, d.h., bei
einer derartigen Abbildung ist das Bild einer Ge-
raden stets wieder eine Gerade (vgl. S. 56). Aus
dieser Eigenschaft und der Tatsache, daB die
Stauchung auf eine Gerade eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung ist, folgt, daB ]ede Ta.ngente

Abb. 36 an den Kreis bei der Stauchung in eine T
an die Ellipse fibergeht. Wenn wir also von einem
Punkt N, eine Tangente an die Ellipse legen wollen, verfahren wir folgender-
maBen: Wir konstruieren den Punkt N, der sich aus N, durch Stauchung
beziiglich der Achse z (der Hauptachse der Ellipse) mit dem Verhéltnis

ky = 1 ergibt, zeichnen danach vom Punkt N aus an den Scheitelkreis

=1. )

'b'
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die Tangente ¢ und stauchen diese schlieBlich im Verhaltnis k (Abb. 36). Die
dabei erhaltene Gerade ¢, ist Tangente an die Ellipse. Insbesondere kénnen
also von einem beliebigen Punkt N, aus hochstens zwei Tangenten an eine
Ellipse gelegt werden (denn mehr als zwei Tangenten konnen von N aus nicht
an den Scheitelkreis gezog den). Die auBerhalb des Kreises liegenden
Punkte und nur diese gehen bei der Stauchung in die auBerhalb der Ellipse
gelegenen Punkte iber. Somit konnen wir sagen:

Von jedem auferhalb einer Ellipse gelegenen Punkt aus kinnen genau zwes
Tangenten an die Ellipse gezogen werden.

Bei der Stauchung auf eine Gerade entspricht dem Schnittpunkt zweier
Geraden der Schnittpunkt der Bilder dieser beiden Geraden, und folglich
werden parallele Geraden in parallele Geraden abgebildet. AuBerdem ist das
Verhaltnis zweier paralleler Strecken gleich dem Verhaltnis der Bilder dieser
Strecken; insbesondere gehen bei der Stau-
chung auf eine Gerade eine Strecke und ihr
Mittelpunkt in eine Strecke und deren Mit-
telpunkt iiber (vgl. 8.56 und 71). Nun lie-
gen die Mittelpunkte paralleler Sehnen eines
Kreises auf einer Geraden, niémlich auf einem
Durchmesser. Also gilt der folgende Satz:

Bei einer Ellipse liegen die Mittelpunkte Abb. 37
paralleler Sehnen auf einem Durchmesser der
Ellipse (Abb. 37), und dabei sind die Tang in den Endpunkten eines
Durchmessers zu den Sehnen parallel, die von dem Durchmesser halbiert wer-
den.

Ziehen wir in einem Kreis die zu einem Durchmesser parallelen Sehnen, so
liegen die Mittelpunkte dieser Sehnen auf dem zum ersten senkrechten Durch-
messer, wiahrend die Mittelpunkte der zum iten Durch parallel
Sehnen auf dem ersten Durchmesser liegen. Bei der von uns betrachteten
Stauchung werden nun zwei zueinander senkrechte Kreisdurchmesser in zwei
Durchmesser der Ellipse abgebildet, die konjugiert genannt werden. Die zu
den Richtungen konjugierter Durchmesser parallelen Richtungen heiBen
konjugierte Richtungen.

Werden die zu einem Durchmesser einer Ellipse parallelen Sehnen von einem
anderen Durchmesser halbiert, so halbiert der erste Durchmesser auch die zum
2weiten Durchmesser parallelen Sehnen. Je zwei derartige Durchmesser sind
konjugierte Durchmesser der Ellipse. Zu jedem Durchmesser gibt es einen ein-
deutig bestimmien konjugierten Durch . Die Hi durch (Acnsen)
der Ellipse sind zugleich r er

In einen Kreis zeichnen wir zwei aufeinander senkrecht stehende Radien

O__A_ und 0_7; ein. Bei einer Stauchung gehen sie in zwei konjugierte Halbmesser
0A, und OB, der Ellipse iiber (Abb. 38). Setzen wir [04,| = a, und |0B,| = b,,

P
htwinklige und konjugierte Durch

Y
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80 ist offenbar
ai + b3 = |04,* + |0B,|* + k(| 4,4]* + |B,B*),
wobei 4, und B, die Projektionen der Punkte 4 und B auf die Stauchungsachse
bezeichnen und k¥ = % das Stauchungsverhéltnis ist. Aus der Kongruenz der
Dreiecke 0AA,, OBB, folgt aber |04, = |BB,|, |0B,| = |A4,|. Daher ist
af + b1 = |OA * + |4A4,* + (| 4e4]* + |04,%) = (k* + 1) a?,
woraus sich nach Einsetzen des Wertes fiir k
a} + b} =a? + b?
ergibt. Damit sind wir zu dem sogenannten Ersten
Satz des AroLLONIOS gelangt:

Die Summe der Quadrate der Lingen von kon-
jugierten Halbmessern einer Ellipse ist eine Kon-
stante: Sie ist gleich der Summe der Quadrate der
Halbmesser der Ellipse.

Abb. 38 Da sich ferner bei einer Stauchung auf eine

Gerade der Fliacheninhalt einer jeden Figur mit

dem Stauchungsverhiltnis multipliziert!), ist jedes der Ellipse umbeschrie-
bene Parallelogramm, dessen Seiten konjugierte Richtungen haben, das
Bild eines dem Scheitelkreis umbe-

A schriebenen Quadrates mit der Seiten-
L= 1\ linge 2a (Abb. 39). Der Flicheninhalt
eines derartigen Parallelogramms ist

daher gleich 4a’£— = 4ab. Dies ist der

Inhalt des Zweiten Satzes von APoLLO-
NIOS:

Der Flicheninhalt der der Ellipse um-
N beschriebenen Parallelogramme mit Sei-
3 ten in konjugierten Richtungen ist kon-
- stant gleich 4ab.

Analoge Uberlegungen fithren zu
dem Ergebnis, daB der Flicheninhalt
der Ellipse gleich nab ist.

Es seien OA und OB zwei zuein-
ander senkrechte Ellipsenhalbmesser

(Abb. 40), wobei |04] = m und |OB| = n sei. Von den Punkten 4 und B
fallen wir die Lote 44, und BB, auf die groBe Achse der Bllipse. Offenbar ist

Arae ae
RO NS SAOT S S SN
e eey
SIS S
SIS
S

1) Dies folgt aus der Tatsache, daB die te Eigenschaft der Stauchung fir jedes

Netz von kleinen Quadraten gilt, deren Seiten der Stauchungsachse parallel sind.
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dann das Dreieck 044, dem Dreieck OBB, ahnlich. Ist also |[0B,| = s, so ist
demzufolge |44,| = %e. Nun stauchen wir die Ellipse auf ihre groBe Achse

im Verhiltn.is% = % > 1 (in Wirklichkeit ist diese ,,Stauchung‘ eine Streckung,

da ja % > 1 ist). Die Punkte Ay und By, in die 4 und B bei der Stauchung iiber-

gehen, liegen auf dem der Ellipse umbeschriebenen Kreis vom Radius a (Schei-
telkreis). Hieraus folgt

2 2
(n? —a’)—+s’—a’ me':,+m——s’—u’

Multiplizieren wir die erste Gleichung seitenweise m1t — und fiigen sie dann
zur zweiten hinzu, so erhalten wir

2
%m’+m’ =a’(%+ 1).

Hieraus ergibt sich
a®i(m? + n?) = mind(a® + b?) <
und daraus schlieBlich
1 1 1 1
mrtwsateE

Damit haben wir folgendes gefunden: Die Abb. 40
Summe der reziproken Quadrate der Léngen von
zwei zueinander senkrechten Halbmessern ist eine Konstante.

Wir fallen nun (bei Verwendung der oben eingefiihrten Bezeichnungen) vom
Mittelpunkt der Ellipse das Lot OD auf die Sehne AB; dann ist
1 104]* + |0B]* 1 1

[ODF ~ "[OAF - [0BF ~ T0AF ' TOBF’

111
ODF ~mt T

Die vom Mittelpunkt einer Elipse unter einem rechten Winkel erscheinenden
Sehnen der Ellipse beriikren den Kreis um den Mittelpunkt O vom Radius

- ) ) e

Wir stellen uns nun vor, daB sich eine Strecke AB von der konstanten
Linge a mit ihren Endpunkten auf den Schenkeln eines rechten Winkels

d. h.
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20y bewege. Was fiir eine Kurve beschreibt dabei ein beliebiger Punkt M der

Strecke AB? Zur Beantwortung dieser Frage ziehen wir durch den Punkt O

eine zu AB parallele Gerade. Sie moge das von M auf OA gefillte Lot im

Punkt M, schneiden (Abb. 41). Offenbar ist |OM,| = |MB|, d.h., der Punkt M,

beschreibt bei der Bewegung von M einen

4 Kreisbogen vom Radius |BM| um den Mittel-

8 punkt O. Es sei ferner M, der Schnittpunkt

’ der beiden Geraden O4 und MM,. Aus der

& XKhnlichkeit der Dreiecke OM, M, und M,MA

” folgt |OM,|: |MA| = |MM,|: | M,M| bzw.

7 Fy g7 \BM|:|[MA| = |M,M;): |M,M], wobei M;

den beziiglich 04 zu M, symmetrischen

P Punkt bezeichnet. Mit M, beschreibt offen-

’ bar auch M{ einen Kreisbogen, und damit

ist klar, daB der Punkt M einen Ellipsen-

Abb. 41 bogen beschreibt. (Wir weisén drauf hin, daB

der Punkt M auch dann einen Ellipsenbogen

beschreibt, wenn er auf der Verlingerung der Strecke AB liegt.) Wir haben
also gefunden:

Bewegen sich die Endpunkte einer Strecke AB von konstanter Linge auf den
Schenkeln eines rechten Winkels, so beschreibt jeder Punkt M dieser Strecke (oder
shrer Verlingerung) einen Ellipsenbogen mit Halb n |[MA| bzw. |MB|. Ins-
besondere gilt: Der Mittelpunkt der Strecke AB beschreibt einen Kreis vom

Radim-;—lABL
=
NI

w) h)
Abb. 42 Abb. 43

Vi

Auf dieser Eigenschaft der Ellipse beruht die Konstruktion eines Zeichen-
gerites fiir Ellipsen, des Ellipsenzirkels (Abb. 42).

Wir wenden uns jetzt wieder dem Kreis zu, aus dem die Ellipse durch Stau-
chung auf eine Gerade hervorgeht. In diesem Kreis ziehen wir zwei sich in
einem Punkt M schneidende Sehnen AB und CD (Abb. 43a). Nach einem
bekannten Satz ist

(1MA| - |MB)): (IMC| - |MD]) = 1.
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Durch die Stauchung gehen AB und CD in zwei sich in einem Punkt M,
schneidende Sehnen 4,B, und C,D, der Ellipse iiber (Abb. 43b), und dabei
ist

|M,4,| =1, - |MA|, |M,By| =1 |MB|,

| M0y =1, - |MC, |M\Dy| =l |MD|,

wobei I, und l,.durch die Richtung der Seh und das Stauch héltni
bestimmte Proportionalitatsfaktoren sind. Folglich ist

(IM,4,] - |1M,By|): (\M,Cy| - |M,Dy|) = B: 5.

Halten wir die Richtungen der Sehnen AB und CD fest, &ndern aber dabei
die Lage des Punktes M, so bleiben auch die Richtungen der Sehnen 4,B,
und C,D, ungeindert, und nur die Lage des Punktes M, wird eine andere.
Dann bleiben aber die Faktoren [,, I, ebenfalls ungeindert, und daraus folgt,
daB das Verhaltnis der Produkte aus den Lingen zweier Sehnen nicht von jhrem
Schnittpunkt, sondern nur von ihren Richtungen abhéngt:

Schneiden sich zwes Sehmen A,B, und C,D, einer Ellipse (oder deren Ver-
lingerungen) in einem Punkt M, so hingt das Verhiltnis

(1M, 4, - |M,By]): (I1M,Cy| - | M, Dy
nur von den Richtungen der Sehnen und nicht von der Wahl des Punktes M, ab.

Betrachten wir speziell die von einem Punkt M, an die Ellipse gelegten
Tangenten und die zu ihnen parallelen Durchmesser der Ellipse, so finden wir:

Das Verhiltnis der Abstinde des Punktes My von den Beriihrungspunkten der
Tangenten ist gleich dem Verhiltnis der Lingen
der zu den Tangenten parallelen Durchmesser.

Dieser Satz, der von dem berithmten I. Newron
stammt, kann zur Herleitung gewi Ej haft
von vier auf einem Kreis gelegenen Ellipsenpunkten 4,
B, C, D benutzt werden (Abb. 44). Wenn sich niamlich
die Sehnen AB und €D im Punkt M schneiden, ist wegen
einer bekannten Eigenschaft des Kreises |M.A|: |MB|
= |MC|- |MD|. Daher miissen die zu den Sehnen AB

und CD parallelen Ellipsendurch gleiche Linge
haben. Wie jedoch Symmetrieiiberlegungen zeigen, liegen
gleich lange Durch stets isch zu den Achsen der Ellipse. Wenn also die

vier Punkte 4, B, C, D einer 'Elli;se auf einem Kreis liegen, bilden die Sehnen bzw. deren
Verlingerungen mit jeder der beiden Ellip h: gegengesetzt li de gleiche
Winkel. Wie man leicht sieht, gilt hiervon auch die Umkehrung. Somit erhalten wir den
folgenden Satz:

Vier Ellipsenpunkte A, B, C, D liegen genau dann auf einem Kreis, wenn die Sehnen
AB und CD mit den Elli h igegengesetzt liegende gleicke Winkel einachliefen.
38a Enzykl. Elementarmath. IV
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Wir nehmen nun an, ein Kreis 8 beriihre die Ellipse E im Punkt 4 und schneide sie in
zwei anderen Punkten C und D. Den Punkt A halten wir feat und nihern ihm den Punkt C.
Der Kreis wird dabel versclnedene Lagen durchlaufen und schlieBlich, wenn C mit 4

fiillt, eine G h ; D hat dann eine gewisse Gmnzlage D, ein-

Der so ne Kreis heiBt der Schmiegkreis der Ellxpse im Punkt 4; er

beriihrt die Elhpse in dem einen Punkt 4 und schneidet sie daneben nur in einem Punkt D,
(Abb. 45).

Von den ,,vier* der Ellipse und dem Schmiegkreis gemeinsamen Punkten fallen drei
mit dem Punkt 4 zusammen (4 = B = C). Dem vorhergehenden Satz zufolge miissen
die Geraden 4B und CD, entgegengesetzt liegende gleiche Winkel mit den Ellipsenachsen

A-B’c

G

Abb. 45 Abb. 46

bilden. Nun ut im vorllegenden Fall aus der Geraden 4B die Tangente ¢ im Punkt 4 der
Ellipee g inkel der Geraden CD, = AD, gegen die Ellipsenachsen
ist iolghch gleich dem der T t. Das ermoglicht es, den Punkt D, und daran

hlieBend den Schmiegkreis miihelos zu konstruieren. Der Schmiegkreis der Ellipse
im Punkt 4 geht durch den Punkt D, und beriihrt die Gerade # in 4.

Die angegebene Konstruktion laBt sich nicht anwenden, wenn der Punkt 4 mit einem
Scheitel der Ellipse zusammenfiillt, da in diesem Fall auch der Punkt D, mit 4 iiberein-

i Um den Schmiegkreis an die Ellipse in einem Scheitel, etwa im Scheitel B auf der
Nebenachse, konstruieren zu konnen, bedarf es der Kenntnis einiger Eigenschaften der
Normalen zur Ellipse. Als Normale in einem Punkt M einer Ellipse wird diejenige Gerade
durch M bezeichnet, die auf der Tangente in diesem Punkt an die Ellipse senkrecht
steht.

Die Normale im Punkt M der Ellipse schneide die Hauptachse im Punkt N (Abb. 46).
Wir wollen zeigen, daB das Verhiltnis |ON|: |[NM,| einen konstanten Wert hat, wenn wir
mit M, die Projektion von M auf die Hauptachse bezeichnen. An Hand des Dreiecks F M F
mit der Hohe MM, und der Winkelhalbierenden M N ergibt sich

MF| = & (4 468 — ) = £ [46 — G + 1) ¢ — 7))
= :h—[4c'—2a(2a—2r)] = —(ar—a'+c‘) = j_—_%(ar—b’),

INF| =

rc
= loFl=c.
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Folglich ist
|ON|: |NMy| = (c — |NF|): (INF| F |M,F|)

—(o-2): (- ) — e
a a c

Die Normale in einem Punkt der Ellipse teilt die 2wischen dem Mittelpunkt und der Pro-
jektion des Punktes auf die groPe Achse liegende Strecke in dem konstanten Verhdlinis c*: bt

Durch eme Streckung der Ellipse werde dem Punkt M der Punkt M’ auf dem der Ellipse

Kreis_zugeord die Normale NM im Punkt M schneide die Ver-

lingerung des Radius OM’ in einem Punkt Q. Wir wollen zeigen, daB |0Q| =a + b

ist. Wenden wir den Satz von MENELA0S!) auf das Dreieck OM’M, und die Sekante QN
an, so finden wir

ool | |a'M|  (|MN| _
TeaT MM,| "1NO|
|M'N| MM — (MM MM a a—b

1= 1=
MM, [ M, oMMy b b

dabei ist

Nach ent: hender Vereinfachung erhalten wir schlieBlich |0Q| = a + b.

Entspricht bei einer Stauchung dem Punkt M’ auf dem der Ellipse umbeschriebenen Kreis
der Punkt M auf der Ellipse, so achneiden sich die Normalen in diesen Punkten zu den
betreffenden Kurven in einem Punkt, der auf dem Kreis mit dem Radius a + b um den
Ellipsenmittelpunkt liegt.

Nun moge die Normale im Punkt M der Ellipse die kleine Achse im Punkt § schneiden.
Wir besti iichst die Grenzlage S, des Punktes S, wenn sich M lings der Ellipse
dem Scheitel B auf der kleinen Achse niihert. Dazu verlingern wir die Normale bis zu
ihrem Schnittpunkt @ mit dem Kreis vom Radius a + b um den Ellipsenmittelpunkt O.
Es sei ferner M’ der Schnittpunkt der Geraden OQ mit dem der Ellipse umbeschriebenen
Kreis. Dann gilt die Proportion |QM|: |MS| = |QM’|: | M’O| = b: a. Wenn sich nun der
Punkt M dem Punkt B nihert, geht |QM| gegen a, und es wird |BS,| = a*:b. Das ist
aber gerade der Radius des Schmiegkreises an die Ellipse in den Nebenscheiteln® der
Ellipse. In analoger Weise ergibt sich, daB b%: a der Radius des Schmiegkreises in den
Hauptscheiteln der Ellipse ist.

§ 3. Die Hyperbel

3.1. Die Form der Hyperbel. Es sei F' der Brennpunkt und f die Leitlinie
einer Hyperbel. Den Abstand |FD| des Brennpunktes F von der Leitlinie f
bezeichnen wir mit p, und « sei die durch F gehende Gerade, die auf f senkrecht
steht (Abb. 47). Nach Definition gilt fiir jeden Punkt M der Hyperbel

r:d=¢e>1,

1) Vgl. S. 356.
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wobei r = |MF|bzw. d = |MP| den Abstand des Punktes M vom Brennpunkt
bzw. von der Leitlinie bedeutet. .
Aus der Definition der Hyperbel folgt sofort, daB die Gerade 2 Symmetrie-
achse fiir die Hyperbel ist. Auf dieser Achse liegen zwei Hyperbelpunkte
A4,, A, die die Strecke FD von innen und auBen im Verhaltnis ¢ teilen. Diese
beiden Punkte werden die Scheitel der Hyperbel genannt; der eine Scheitel
liegt zwischen Brennpunkt und Leitlinie, wihrend der zweite (da ¢ > 1 ist)
auf der anderen Seite der Leitlinie liegt. Die Strecke 4,4, heiBlt die reelle
Achse der Hyperbel. Ihre Linge wird im folgenden mit 2a bezeichnet ; die Zahl a

Y
B
Y
—2 '4/
4 = F 0 2 F z
7
7 D
A [ ¢
f
Abb. 47 Abb. 48

wird dabei der reelle Halbmesser der Hyperbel genannt. Mit O bezeichnen wir
den Mittelpunkt der Strecke 4,4, und mit d, den Abstand |OD|. Aus den
Beziehungen

p-1D4) _,  p+IDA) _,
|DA4,] ’ |DA4,|

erhalten wir

- _P =

D4y =2, o4 =L,
und daher ist
_ 1 P 1 _ 1 _ P
do=g (DAl - D) =5 (=7 - 7)) =721 O©

Wir beweisen jetzt, daB der Punkt O Symmetriezentrum fiir die Hyperbel
ist. Ist M, ein Hyperbelpunkt, so erfiillen die Streckenlingen r, = |FM,|,
d, = |P,M,| die Beziehung r, = &d,. Fiir den beziiglich O zu M, symmetrisch
gelegenen Punkt M, sei ry = |FM,| und dg = |M,P,| (Abb. 48). Wir miissen
zeigen, daB r, = ed, ist.

In dem Trapez M,P,M,P, verbindet die Gerade OD die Mittelpunkte der

Diagonalen. Folglich ist |0D| = %(d, — d,) mit dg > d,. Die Abstinde der
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Punkte M,, M, von der Achse z betragen daher
= (d —p)P=ri—(d;+ PP
- =di —d - 2p(d, + dy),

Aerd=d-d-@ - -1
Wir erhalten schlieBlich

Hieraus folgt
d.h.

11— rf=edd} ~ dj).

Nach Voraussetzung ist aber 7§ = ¢%d%. Demzufolge ist 1§ = £%d§, womit unsere
Behauptung bewiesen ist.

Die Hyperbel besitzt ein Symmetriezentrum, dessen Abstand dy von der Leit-
linie sich nach Formel (1) bestimmt.

Aus der Tatsache, da3 die Hyperbel ein Symmetriezentrum O (oder kiirzer
ein Zentrum) und eine durch O gehende Symmetrieachse z besitzt, folgt, daB
die auf x senkrecht stehende Gerade y durch O gleichfalls Symmetrieachse fiir
die Hyperbel ist. Diese Achse wird
die imagindre Achse der Hyperbel ge- p
nannt. Wir haben also gefunden: M

Die Hyperbel besitzt zwei zuein- N
ander senkrechte Symmetrieachsen, die
sich im Symmetriezentrum der Hyper- Y
bel schneiden.

Auf Grund der Symmetrieeigen-
schaften der Hyperbel konnen wir
uns bei der weiteren Untersuchung
des Kurvenverlaufs auf das Innere
eines der von den Symmetrieachsen Abb. 49
gebildeten rechten Winkel beschrin-
ken. Weiterhin folgt aus den Symmetrieeigenschaften sofort, dal die Hyperbel
einen zweiten Brennpunkt F und eine zweite Leitlinie i besitzt.

Durch den Punkt 4, ziehen wir die zur Achse y parallele Gerade ¢, (Abb. 49).
Auf dieser Geraden ¢, liegt nur ein einziger Hyperbelpunkt, némlich 4,; denn
fiir jeden von A, verschiedenen Punkt der Geraden ¢, ist der Wert von d der-
selbe wie fiir 4,, wihrend sich r und |FA4,| voneinander unterscheiden.

Weiter ist zu sehen, daB zwischen den beiden Geraden ¢, und y keine Hyperbel-
punkte liegen. Ist nimlich M ein Punkt aus dem von den Geraden ¢, und y
gebildeten Streifen und M, seine Projektion auf die Achse z, soist | M, F| : |M,D|
> ¢; denn bei einer Bewegung des Punktes M, von O bis A; wichst das Ver-
hiltnis | M, F|: |M,D| erst von &2 bis co und fillt dann von oo bis &. Dann ist
aber erst recht |MF|:|MP| = |MF|:|M,D| > ¢, was zu zeigen war. Ins-
besondere schneidet die imaginire Achse y nirgends die Hyperbel.

N

g,
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Zwischen den auf der Achse x senkrecht stehenden Geraden t,, ty durch die
Schestel Ay, Aq liegen keine Hyperbelpunkte.

Es sei NV ein Punkt der Hyperbel, der rechts von der Geraden ¢, und oberhalb
der Achse z liegt (Abb. 49). Der Abstand y dieses Hyperbelpunktes von der
Achse z ergibt sich nach dem Lehrsatz des PYTHAGORAS zu

y=VF= =

Setzen wir darin r = &d, so erhalten wir

= V@ = 1) + 2dp — p. @)

Der Beziehung (2) konnen wir entnehmen, daB bei monotoner und unbe-
schrankter Zunahme des Abstandes d auch y monoton und unbeschrinkt
wichst. Die Punkte der Hyperbel ,,erstrecken sich also bis ins Unendliche*.

Bei e beschrankter Zunakme des Abstandes eines Hyperbelpunktes
von der Achse x wichst auch der Abstand dieses Punktes von der Achse y monoton
und unbeschrinkt.

3.2. Eigenschaften der Brennpunkte der Hyperbel. Die Verbindungsstrecke
eines Brennpunktes mit einem Hyperbelpunkt heiBt ein Brennstrahl. Zu jedem
Hyperbelpunkt M gibt es zwei Brennstrahlen F M und F.M ; ihre Lingen seien
bzw. 7 (Abb. 50). Offenbar lassen sich bei Kenntnis von r und ¢ sowohl d als

auch die beiden zugehorigen (beziiglich »

Y symmetnsch gelegenen) Hyperbelpunkte in
her Weise besti Dadurch ist

5/ auch der Wert von 7 fiir diese beiden Punkte

oy

7 festgelegt. Es ist also zu erwarten, daB zwi-
>( %’ » schen r und 7 ein Zusammenhang besteht,
“F A T W, 5 =z den wir jetzt herleiten wollen. Wir betrach-

ten zunichst einen Hyperbelpunkt M, der
rechts von der Achse y gelegen ist (wobei
wir annehmen, dafl auch F rechts von y

7 f liegt). Nach Definition ist dann
Abb. 50 r=ed, f=ed, J—d=2do,
d+d=2

wobei e den Abstand des betrachteten Hyperbelpunktes von der Achse y
bezeichnet. Hieraus ergibt sich

d=e—dy, d=e+d,
sowie

i—-r=2eda=—€’£’:—e—l—.
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Zum anderen ist nun
= __» »___®e
a-IOA,I--|OD|+[DA,|—£,_1+8_,_l a1 3)
‘Wir erhalten also

Ff—r=2a.

Entsprechend gilt fiir die Brennstrahlen der links von der Achse y gelegenen
Hyperbelpunkte (wenn wir nach wie vor annehmen, da8 F rechts von y liegt)

— 7= 2. 4)
Daraus folgt:
Der absolute Beirag der Differenz der Lingen der Brennsirahlen zu einem be-
liebigen Hyperbelpunkt ist konstant und gleich der Linge der reellen Achse der
Hyperbel.

3.3. Die Gleichung der Hyperbel. Wir wollen jetzt die zwischen den Abstin-
den z und y eines Hyperbelpunktes von den Achsen bestehende Beziehung
aufstellen (Abb. 51).

Dazu bestimmen wir zundchst den Abstand ¢ des Mittelpunktes der Hyperbel

vom Brennpunkt. Aus der Bezieh a? = dy ergibt sich a:c = dy: a oder,
bei Beriicksichtigung von (1) und (3) a:c =1:¢ Esist also

¢ =ae. (5)
Hieraus folgt

= (x—c) + 92,
s =e’(x —%),,

und aus der Gleichheit der beiden rechten Seiten ergibt sich

@-grty=erfa-2), v
z’(c—:— 1) —yd =t - a?, S/
P £ L

—_——=1. )3
@ O —at

Nun ist aber ¢ > a, und folglich existiert eine
Zahlb, fiir die ¢® — a® = b? ist. Wir erhalten somit

at
z- !;: -1. ©) Abb. 51

Werden die Symmetneachsen einer Hyperbel als Achsen eines rechtwinkligen
ka; gewihlt, so stellt (6) die Gleichung der Hy-
perbel dar. Dxe GroBe b helBt der imagindre Halbmesser der Hyperbel.
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Die Abstinde 2 und y eines Hyperbelpunktes von den Symmetrieachsen sind
durch die Beziehung (6) miteinander verkniipft.

Wir betrachten jetzt die im ersten Quadranten (z 2 a, y 2 0) liegenden
Hyperbelpunkte. Wie man (6) entnimmt, ist fiir diese Punkte

b a? b
y=—;~xl/l—-;’-<—. (7)

Die Gleichung (7) zeigt, dal die Hyperbelpunkte unterhalb der Halbgeraden

Y= TI (z = 0) liegen.

Aus Symmetriegriinden folgt hieraus, daB samtliche Hyperbelpunkte inner-
halb derjenigen von den Geraden y = + La: gebildeten kaelriume liegen,
in denen sich auch die reelle Achse befmdet Die Geraden y = + —-:c werden
Asymaploten der Hyperbel genannt.

Die Hyperbelpunkte liegen innerhalb derjenigen von den Asymploten gebil-
deten Winkelriume, in denen die reelle Achse der Hyperbel verliuft.

Wir wollen nun die Differenz 4 der Abstdnde eines Hyperbelpunktes und
eines Asymptotenpunktes von der Achse z bestimmen, falls beide Punkte
auf derselben Senkrechten zur Achse z liegen;
dabei beschrinken wir unsere Betrachtungen auf
; den ersten Quadranten (Abb. 52). Aus Gleichung

A
RS (7) folgt
N 7/
\ S b —a?
N4 a=£(]/:t’—a'—2')=——;
/N a @ Ya? —a+ 2
2 @

-_—— < 0.
T + Yot — a?

Lassen wir hier i Giber alle Grenzen wachsen, so

Abb. 52 geht 8 offenbar gegen O, d. h., mit wachsendem z

kommen die Hyperbelpunkte der Asymptote be-

liebig nahe, da der Abstand eines Hyperbelpunktes von der Asymptote héch-

stens gleich |4] ist (als Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypo-

tenuse |d]).

Entfernt sich ein Punkt lings eines Hyperbelastes, so nimmt sein Abstand von

der entsprechenden Asymplote unbegrenzt ab.

Eine Hyperbel, deren Asymptoten aufeinander senkrecht stehen, heiBt gleich-
seitig. In diesem Fall sind die Asymptoten die Winkelhalbierenden y = +x
der Quadranten, und die Gleichung der Hyperbel hat die Gestalt

xt — Y3 = @b, (8)
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Man sieht leicht ein, daB man die ,,allgemeine* Hyperbel (6) aus der gleich-
seitigen Hyperbel (8) dadurch gewinnen kann, daB man eine Stauchung auf

die reelle Achse im Verhiltnis k = % durchfiihrt. Fir die gleichseitige Hyperbel

ist a=b,c=al2, e= V2. Wahrend also bei der Ellipse der Spezialfall
a =b den Kreis liefert, ist der entsprechende Spezialfall der Hyperbel die
gleichseitige Hyperbel.

Das folgende Beispiel zeigt eine weitere Analogie zwischen Kreis und gleich-
seitiger Hyperbel: Bekanntlich kann man den Kreis als Menge der dritten
Eckpunkte aller derjenigen Dveiecke auffassen, von denen zwei Eckpunkte
fixiert worden sind und die Summe der Winkel an diesen Ecken 90° betrigt
(Abb. 53). Entsprechend ist eine gleichseitige Hyperbel die Menge der dritten

Abb. 53 Abb. 54

Eckpunkte aller derjenigen Dreiecke, in denen zwei Eckpunkte fixiert d
sind und die Differenz der Winkel an diesen Ecken 90° betrdgt (Abb. 54). Zum
Beweis denken wir uns im Dreieck A BC die Ecken A, B festgehalten und den
Punkt C so gewihlt, daB |x 4 — & B| = 90° ist. Die Gerade 4.B nehmen wir
als z-Achse und d.|e im M.lttelpunkt der Strecke AB errichtete Senkrechte als
y-Achse eines kartesi Koordi h wir die Lénge
der Strecke AB mit 2a und die Lange der Héhe CC’ im Dreieck 4BC mit y,
so ergibt sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AC’C und BCC,

y:@a+z)=(x—a)y
oder
28 —at=y%, d.h 2% -y =al

3.4, Lagebeziehungen von Hyperbel und Gerade. Tangenten an die Hyperbel.
Es sei g eine durch einen Hyperbelpunkt M gehende Gerade, die die Leitlinie f
im Punkt @ schneide (Abb. 56). Mit g, bezeichnen wir die Gerade, die beziiglich
F@ zur Geraden F M symmetrisch ist. Wie bei der Ellipse kann bewiesen werden :
Ist die Gerade g zu keiner Asymptote parallel, so schneiden sich g und g, in
einem Hyperbelpunkt M’. Stehen dabei die Geraden MF und F@G senkrecht
aufeinander, so féllt g, mit M F zusammen, und die Punkte M’ und M stimmen
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iiberein. Ist dagegen g zu einer Asymptote parallel, so ist ¢’|lg, und der zweite
Schnittpunkt von g mit der Hyperbel fehlt (man sagt in diesem Fall, der zweite
Schnittpunkt , liege im Unendlichen‘). Somit haben wir erhalten:

Hat eine Gerade mit der Hyperbel iiberhaupt einen Punkt gemeinsam, so gibt
es stets noch einen zweiten derartigen Punkt, der allerdings mit dem ersten zu-
sammenfallen oder ym Unendlichen liegen kann.

Eine Gerade, die zu keiner Asymptote parallel ist und mit der Hyperbel
nur einen Punkt gemeinsam hat, heiBt eine Tangente an die Hyperbel. Der

7
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Abb. 55 Abb. 56
2wischen Berihrungspunkt und Leitlinie liegende T tenabschnitt .,; heint

vom 2ugehorigen Brennpunkt aus unter einem rechien kael
Hieraus folgt, daB sich die Tangenten in den Endpunkten einer Brenn-
punktsehne auf der Leitlinie schneiden oder zu ihr parallel sind, und um-

gekehrt.
Die Tangente im Punkt M an die Hyperbel moge die Leitlinien in den

Punkten T und 7 schneiden, und die parallel zur z-Achse durch M gehende
Gerade schneide die Leitlinien in P und P (Abb. 56). Aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke MPT und MPT folgt |[MP|: [MP| = |MT|: |MT)|. Andererseits ist
aber |MP|:|MP| = |MF|:|MF|. Folglich gilt |MT|:|MT| = |MF|:|MF|.
Nun sind aber die Dreiecke MFT und MFT rechtwinklig und daher #hnlich,
d.h,esist x FMT = ¥ FMT. Folglich gilt:

Jede Tangente an die Hyperbel halbiert den Winkel zwischen den Brennstrahlen
2um Beriihrungspunkt.

Aus dieser Eigenschaft der Tangenten ergibt sich unmittelbar ein Kon-
struktionsverfahren fiir Hyperbeltangenten.

Splegeln wir emen Brennpunkt der Hyperbel an allen moghchen Tangenten
wir zu denj kten, deren Abstand vom anderen

TS

80 g L)
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- Brennpunkt gleich 2a ist (Abb. 57). Diese Punkte liegen also auf einem Kreis
vom Radius 22 um den anderen Brennpunkt. Dieser Kreis heiflt ein Richtkreis
der Hyperbel. Es gibt zwei derartige Kreise.

Des weiteren gilt: Die Fufpunkte der von einem Brennpunkt auf die Tangen-
ten gefillten Lote bilden den Kreis mit der reellen Achse der Hyperbel als Durch-
messer (Abb. 58; vgl. S. 592).

Wir beweisen jetzt: Das Produkt der Abstinde der Brennpunkie von einer Tan-
gente ist von der Wahl der Tangente unabhingig und gleich dem Quadrat des smagsi-
néiren Halbmessers. Dazu fallen wir von den Brennpunkten F und F die Lote FH

Foz S~ 7 F

Abb. 57 Abb. 58

N,

und FH auf die Tangente t im Punkt M an die Hyperbel (Abb. 59). Es sei

|\FH| = b, IFH | = k. Unmittelbar ist dem Trapez FHFH zu entnehmen, da$
der Abstand A, = |OH,| des Hyperbelmittelpunktes O von der Tangente ¢

gleich %Vt - k| ist. Tragen wir ferner auf der Verlingerung von OH, die

Strecke HoF” der Linge A ab und beriicksichtigen wir, daB |0H| = |0H| = &
und |OF| = ¢ ist, so finden wir an Hand der
rechtwinkligen Dreiecke OF'F und OH H

= |OF|* = [OF'|* + |F'F}?
= (ho + h)* + |HoH|?,
a? = |OH|* = k} + |H,H]?
und folglich

oo (L (5

er

Abb. 59

hh = ¢t — at = b,

Von diesem Satz 148t sich auch die Umkehrung beweisen, namlich: Die
Menge der Qeraden in der Ebene, die die Sirecke FF schneiden und fiir die das
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Produkt der Abstinde von den Punkten F und F konstant ist, stimmt mit der
Menge der Tangenten an die Hyperbel mit den Brennpunkten F und F iiberein.
Fiir die Hyperbel behalten auch die oben bewiesenen Sitze von PONCELET
ihre Giiltigkeit:
1. Die Winkelhalbierende des von zwei von ein und demselben Bremmpunkt
ausgehenden Brennsirahlen gebildeten Winkels geht durch den Schnittpunkt der
Tangenten in den zugehorigen Punkten der Hyperbel (Abb. 60a).

, s

Abb. 60

2. Zwes von den Bremnpunkten zu zwei Hyperbelpunkten gezogeme Brenn-
strahlen erscheinen vom Schnittpunkt der Tangenten in diesen aus unter gleichen
oder komplementiren Winkeln (Abb. 60b).

Die Beweise dieser Sitze verlaufen ganz analog zu den oben fiir die Ellipse
durchgefiihrten Beweisen der Sitze von PONCELET.

3.5. Eigenschatten der Asymptoten. Die Tangente ¢ im Punkt M einer
Hyperbel schneide die Asymptoten m, und m, in den Punkten N, und N,
(Abb. 61). Wir wollen zeigen, daB das Produkt der Streckenldngen |[ON,| und
|ON,| konstant ist. Dazu ziehen wir durch den Brennpunkt F die zu den
Asymptoten m,, mq parallelen Geraden FK; und FK,. Nach dem ersten Satz
von PONCELET?) ist

¥ MFN, = ¥ N,FK,, & MFN,= ¥ N,FK,.
Hieraus folgt

{NFN,-—;:KIFK,_ ¥ K,FO = x N,OF %)

1) Bei diesen Anwendungen des Satzes von PONCELET ist jeweils einer der Bremutmh]en
parallel zu einer der Asymptoten. An die Stelle einer der Tangenten tritt dann sinng
die entsprechende Asymptote. Der Leser mache sich klar, daB der Satz von PONCELET
auch in diesem Fall richtig ist. — Anm. d. wissenachaftl. Red.

%) Die erste dieser Gleichungen ergibt sich durch Anwendung des ersten Satzes von
PoxceLET auf die Brennstrahlen FK, und FK,. An die Stelle der Tangenten treten jetzt
sinngemiB die beiden Asymptoten. — Anm. d. wissenschaftl. Red.
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und daher ist
¥ N\FM = £ OFN, = £ FN,0

% MFN, = x FN,0 = x OFN,.

Aus der Gleichheit der Winkel ergibt sich die Ahnlichkeit der Dreiecke
OFN, und OFN,. Also gilt

ON,|: |0F| = |OF|: |ON,|
|ON,| - |ON,| = |OF]2 = c*.

Der Flicheninhalt des von den beiden Asymptoten und einer variablen Tangente
gebildeten Dreiecks ist konstand.

Der Wert dieser Konstanten laBt sich sehr einfach bestimmen (Abb. 62):

und

bzw.

1 . 1, .
Sonn, = §|0N1| *|ON,|sinw = E-c' sinw

2IJ
c’sin2o¢——£c' 2 tan —lc d
T 27 1 +tan?x 2 1_*_lb’

= ab,

rof =

wobei w der Winkel zwischen den Asymptoten und & der Neigungswinkel einer
Asymptote gegen die reelle Achse der Hyperbel ist.

Wir beweisen nun, daB der Beriikhir, punkt einer Tangente an die Hyperbel

&

den zwischen den Asymptoten liegenden Tangentenabschnitt halbiert. Es

Abb. 61 Abb. 62

geniigt, diese Eigenschaft fiir eine gleichseitige Hyperbel nachzuweisen ; denn
jede unglelchsemge Hyperbel kann durch eine Stauchung auf die reelle Achse
in eine glelchsentlge abgebildet werden, wobei T: ten in Ta t
Asymptoten in Asymptoten und Streckenmmtelpunkve ‘wieder in Streckenmit-
telpunkte dibergehen.
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Zum Beweis nehmen wir an, da die Punkte N,, N, und der Mittelpunkt 7'
der Strecke N,N, die Koordinaten Ny(m,, m,), Ny(mg, —ms) bzw. T'(z,y)
haben (Abb. 62). Offenbar ist x = -1- (my + m,), y = %(ml — m,) und 2? — y?

= mlm, Nun ist aber m, = —IQV—ZZ‘-,- my = IOVIX’I s

= —2—. Folglich ist

und wir erhalten also m,m,

2

x’—-y’:T oder 2% — g = a?,
da fiir die gleichseitige Hyperbel ¢ = 2a? ist. Der Mittelpunkt 7' der Streck
N,N, gehort demnach sowohl zur Hyperbel als auch zur Tangente, d. h.,
T ist der Beriihrungspunkt

Der von den A tot hl Abschnitt einer Tangente an die Hyper-
bel wird vom Bemhmngspunkt halbiert.

Aus den letzten beiden Satzen folgt, daB die Hyperbel auch als geometrischer
Ort der vierten Ecken aller Parallelogramme konst Flicheninhalts aufgefapt
werden kann, deren eine Ecke und der Winkel an derselben festgehaltén werden
und deren beide benachbarten Ecken jeweils auf den Geraden liegen, die von den
Schenkeln des gegebenen Winkels gebildet werden.

Nimmt man die Asymptoten einer Hyperbel als Achsen eines schiefwinkligen
Koordinatensystems, so erhalt die Gleichung der Hyperbel die Gestalt

1
= — = m3.
Ty = —— 2s oder zy = m
Speziell hat die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel in dem rechtwinkligen

kartesischen Koordinatensystem, dessen Achsen die Asymptoten darstellen,
die Form

xy =k oder y=—

wobei k # 0 eine Konstante ist. In dieser Form wird die Hyperbelgleichung
héufig im Algebraunterricht behandelt.

§ 4. Die Parabel

4.1. Die Form der Parabel. Die Gleichung der Parabel. Eine Parabel ist durch
ibren Brennpunkt F und ihre Leitlinie f eindeutig bestimmt. Das vom Brenn.-
punkt auf die Leitlinie gefillte Lot x = FD wird Achse der Parabel genannt,
und der Abstand p des Brennpunktes von der Leitlinie heiBt ihr Parameter
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(Abb. 63). Aus der Definition der Parabel als Menge aller Punkte, deren Ab-
stinde von F und f gleich sind, ergibt sich die Symmetrie der Parabel beziiglich
ihrer Achse, wobei nur ein einziger Punkt O der Achse x zugleich auch Parabel-
punkt ist, namlich der Mittelpunkt der Strecke FD. Der Punkt O heiBt der
Scheitel der Parabel.

Durch O legen wir nun die auf der Achse z senkrecht stehende Gerade y.
Offenbar liegen auBer dem Punkt O keine weiteren Parabelpunkte auf der
Geraden y; denn fiir jeden von O verschiedenen Punkt P der Geraden y ist der

Abstand r vom Brennpunkt gréSer als — wihrend der Abstand |PPy| =
zur Leitlinie — betrigt, d. h., es ist r: d > 1, also P kein Parabelpunkt. Fir

jeden in der mcht den Brennpunkt enthalbenden Halbebene beziiglich der Ge-
raden y liegenden Punkt ist r > d, und es liegen daher in dieser Halbebene

y
M(zy)

2
P T

gt

’ Abb, 63 Abb. 64

uberlmupt keine Parabelpunkte. Die Punkte einer Parabel liegen alle in der-

lbebene beziiglich der Geraden y, in der der Brennpunkt der Parabel
lwgl Aus Symmetnegrunden besitzt jede zur Geraden y parallele Gemde, die
mit der Parabel iiberhaupt einen Punkt gemeinsam hat, mit ihr noch einen
zweiten Punkt; die Gerade y hat dabei als einzige mit der Parabel nur einen

Punkt gemei Deshalb bezeichnet man y als Scheiteltangente an die
Parabel.

Wir nehmen ]etzt die Parabelachse x als Abszi hse und die Scheitel
t te y als tenachse eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Es

sei M (2, y) ein belleblger Parabelpunkt (Abb. 63). Dann ist
p\? p\?
r’=|MF|’=(z—§) + o, d’=]MP|’=(x+-2—),

und wegen r3 = d? ergibt sich hieraus

¥ = 2px. ()]
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Wenn also die Abszisse eines Punktes M der Parabel gegeben ist, liﬂt sich
dJe Ordmate einfach als mittlere Proportionale von Abszisse und doppelt:

ar berechnen. Wie Gleichung (1) zeigt, geht mit x auch y gegen 0,
d h., die Parabel ist eine unbeschrankte Kurve.

Vertauschen wir die Benennung der Koordinatenachsen (Abb. 64), so geht
die Gleichung der Parabel iber in

1
- = ax? =—
23 =2py oder y=a2? mit a %

Das ist eine Form der Parabelgleichung, wie sie auch im Algebraunterricht
vorkommt.

4.2. Lagebeziehungen von Parabel und Gerade. Tangenten an die Parabel.
Die Gerade g mége die Parabel in einem Punkt M schneiden. Wir wollen zeigen,
daB dann auf der Geraden g im allgemeinen noch ein weiterer Parabelpunkt M,

’

¥ g
e
l
J'! F z g’?]ﬁ",f z
1
A K ﬁ/
a) »

Abb. 65

liegt. Ist g zur Achse y (bzw. zur Leitlinie) parallel, so ist M, der beziiglich
der Achse 2 zu M symmetrisch gelegene Punkt (Abb. 65a). Wir nehmen jetzt
an, g schneide die Leitlinie in einem Punkt @ (Abb. 65b). Wir spiegeln dann
die Gerade MF an FQ und bezeichnen mit M, den Schnittpunkt der dabei
erhaltenen Geraden g, mit der Geraden g. Unter Ausnutzung der Eigenschaften
der Winkelhalbierenden eines AuBenwinkels an einem Dreieck finden wir die
Beziehung |MQ)|: |QM,| = |MF|: |M,F|. Bezeichnen d und d, die Abstande
der Punkte M und M, von der Leitlinie, so ist d: d, = |MQ)| : |@QM,| und folg-
lich d:d, = |[MF|:|M,F|. Nun ist aber d = |MF| und somit d, = |M,F|;
das beweist, daB8 M, ein Punkt der Parabel ist.

Es kann natiirlich vorkommen, da8 sich die Geraden g und g, in dem Punkt
M = M, schneiden. Das wird dann eintreten, wenn X QFM gleich 90° ist
(die Gerade g’ und der Punkt @’ in Abb. 65b). In diesem Fall ist die Gerade g
Tangente an die Parabel im Punkt M.



§ 4. Die Parabel 617

Der zwischen dem Beriihrungspunkt und der Leitlinie liegende Abschnitt esner
Tangente an die Parabel heint vom punkt aus unter esnem rechten
Winkel.

Es ist ferner moglich, da8 die Geraden g und g, parallel sind und der Punkt
M, nicht existiert. Das ist dann der Fall, wenn das Dreieck F MQ gleichschenk-
lig ist, also | M F| = | MQ)| gilt (Abb. 66). Das besagt aber, daB die Gerade g zur
Parabelachse parallel ist.

Wie man leicht sieht, kann keine Gerade g mit der Parabel drei Punkte
gemeinsam haben.

Geht eine Gerade g durch einen Parabelpunkt M und ist sie keine Tangente
und keine Parallele zur Parabelachse, so schneidet sie die Parabel noch in einem
2weiten Punkt.

Wir vermerken, daB der Beweis etwas anders verlduft, wenn die Gerade ¢
durch den Brennpunkt der Parabel geht; die Untersuchung dieses Falles
iiberlassen wir dem Leser.

Jede Gerade g, die zur Parabelachse parallel ist, wird ein Durchmesser der
Parabel genannt. Um eine grundlegende Eigenschaft der Durchmesser herzu-
leiten, spiegeln wir den Brennpunkt F der Parabel an irgendeiner ihrer Sehnen
AB; es sei F, der dabei gefundene Punkt, und seien 4, und B, die Projektionen

! 4
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Abb. 66 Abb. 67

~ &

der Endpunkte 4 und B der Sehne auf die Leitlinie (Abb. 67). Der Punkt 4
liegt von den Punkten F, F, und 4, gleich weit entfernt, d. h., der Kreis mit
dem Radius |4F] um den Punkt A4 beriihrt also die Leitlinie im Punkt 4,.
Entsprechend beriihrt der Kreis mit dem Radius |BF| um den Punkt B die
Leitlinie im Punkt B,. Aus einer bekannten Eigenschaft des Kreises folgt

dann
|MA,* = |MF| - |MF,y| = |MB,*,

wenn M der Schnittpunkt der Geraden FF; mit der Leitlinie der Parabel ist;
der Punkt M halbiert also die Strecke 4,B,. Nun stimmt der Punkt M aber
mit der Projektion des Mittelpunktes S der Sehne 4B auf die Leitlinie iber-
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ein. Wenn nun die Sehne 4B parallel verschoben wird, bleibt die Gerade FF,
und damit auch der Punkt M unverdndert, was bedeutet, daB die Mittelpunkte
paralleler Sehnen auf einer Parallelen zur Parabelachse hegen (Abb 68). Man

nennt diese Gerade den der gewdihlten Seh g enispr den Durch-
messer der Parabel.

Die Menge der Mitielpunkte paralleler Sehnen einer Parabel bildet eine zu
einem Parabeldurch gehorende Halbgerade.

Etwas eingehender wollen wir noch die Eigenschaften der Tangente an die
Parabel unt, hen. Die Tangente ¢ im Punkt M der Parabel schneide deren

Y 4 g /
» V2
4 \,
N\,
s ”< b
2o/ /5]
F & 2] o) F z
4
Abb. 68 Abb. 69

Leitlinie im Punkt @, und es sei P der FuBpunkt des von M auf die Leitlinie
geféllten Lotes (Abb. 69). In dem Viereck M. FQIﬁnd zwei gegeniiberliegende
Winkel rechte Winkel, und die Seiten MP und MF sind gleich lang. Folglich
sind die Dreiecke PMQ und QM F kongruent, und die Tangente ¢ ist Winkel-
halbierende des von dem Brennstrahl und der durch M gehenden Parallelen
zur Achse 2 gebildeten Winkels.

Die Tangente in einem Punkt M der Parabel halbiert den Winkel zwischen
dem vom Punkt M auf die Leitlinie gefillten Lot und der Verbindungsgeraden
des Punktes M mit dem Brennpunkt.

Dem Viereck M FQP entnehmen wir ferner, da die Punkte P und F beziig-
lich der Winkelhalbierenden ¢ des Winkels F M B symmetrisch liegen:

Die beziiglich der Tangenten zum Bremnpunkt der Parabel symmetrischen
Punkte liegen auf der Leitlinie.

Weiterhin folgt hieraus:

Die Fuppunkte der vom Brennpunkt der Parabel auf die Tangenten gefillten
Lote liegen auf deren Scheiteltangente.

Durch die Endpunkte 4 und B einer Brennpunktsehne AB legen wir die
Tangenten, und es seien A, bzw. B, deren Schnittpunkte mit der Leitlinie
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(Abb. 70). Werden diese Punkte mit dem Brennpunkt verbunden, so erhalten
wir zwei von 4, und B, auf die Sehne 4B getillte Lote. Die beiden Punkte 4,
und B, stimmen demzufolge iiberein:

Die Tangenten in den Endpunkten einer Brennpunktsehne der Parabel schnei-
den sich auf deren Leitlinie.

Jetzt fallen wir von den Punkten A und B die Lote A4, und BB, auf die
Leitlinie. Offenbar sind die Tangenten in den Punkten 4 und B Winkel-
halbierende zweier Supplementwinkel und schneiden sich deshalb unter einem
rechten Winkel:

Die Menge der Scheilel aller rechten Winkel, deren Schenkel die Parabeln
beriihren, stimmt mit der Leitlinie der Parabel iiberein.

Nun beweisen wir den folgenden Satz:

Legen wir von einem Punkt aus zwei T'angenten an die Parabel, so erscheinen
die zwischen diesem Punkt und den Berihrungspunkien liegenden Tangenten-
abschnitte vom Brennpunkt der Parabel aus unter gleichen Winkeln.

g
g 4
4 A ,l/
%44
N\ U}
z 7 F z
4
I ] A
t ‘%
Abb. 70 Abb. 71

Zum Beweis seien PT, und PT'y die Tangenten, 7', und 7'y ihre Beriihrungs-
punkte (Abb. 71). Wir spiegeln den Brennpunkt F an den Tangenten und ver-
binden die dabei gefundenen Punkte N, und N, mit¢ 7', und T,. Auf Grund
der Symmetrie ist ¥ PFT, = & PN,T,, ¥ PFT, = & PN,T,. Andererseits
haben wir & PN,T', = & PN,T,; wegen der Symmetrie beziiglich der Senk-
rechten zur Leitlinie durch den Punkt P. Folglich ist ¥ PFT, = & PFT,, was
zu beweisen war,

Wir zeigen schlieBlich noch:

Der zwischen dem Berithrungspunkt und der Parabelachse liegende Abschnitl
einer Tangente an die Parabel wird von der Scheiteltangente halbiert.

Die Tangente ¢ im Punkt M der Parabel schneide die Parabelachse im
Punkt S und die Scheiteltangente y im Punkt R (Abb. 72). Das Dreieck FM P
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ist gleichschenklig, und MR ist die Winkelhalbierende des Winkels FMP.
Das Viereck PMFS ist also ein Rhombus, und folglich ist |SR| = |[RM|.

Es soll noch eine Konstruktion der von einem Punkt P an die Parabel
gelegten Tangenten angegeben werden: Wir verbinden den Punkt P mit dem
Brennpunkt und konstruieren iiber der Strecke PF als Durchmesser den
Kreis; dieser schneide die Scheiteltangente y in den Punkten N; und N,
(Abb. 73). Die Geraden PN, und PN, sind dann die Tangenten vom Punkt P

W I’
P J
A r
52 0 F z
2
r
Abb. 72 Abb, 73

‘an die Parabel. Denn jede von einem Punkt der Scheiteltangente gelegte
Tangente steht auf der Verbindungsgeraden dieses Punktes mit dem Brenn-
punkt senkrecht (siehe oben). Da nun z. B. PN, und N, F aufeinander senk-
recht stehen, ist PN, Tangente von N, und folglich auch von P an die Parabel.

§ b. Gemeinsame Eigenschaften der Kegelschnitte

b.1. Polargleichung der Kegelschnitte. Wir nehmen einen der Brennpunkte F
eines Kegelschnittes als Pol und die auf der Leitlinie senkrechte Richtung
(von der Leitlinie zum Pol) als Achse eines Polarkoordinatensystems. Bezeich
nen wir den Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie mit m und den
Abstand eines Punktes M des Kegelschnittes von der Leitlinie mit d, so sind
die Polarkoordinaten r und ¢ des Punktes M offenbar durch die Beziehung

reosp + m=d

miteinander verkniipft (Abb. 74). Andererseits ist nach Definition der Kegel-
schnitte d = r: ¢. Es ist daher
r m

reosg + m == oder r=ms—q_z'
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Diese Gleichung ist die Polarglewhung emea Kegelaohndtea Fiir ¢ = 90° wird
r = me. Dieser Radius wird im mit p bezeichnet (Parameter des
Kegelschnittes); er ist gleich der halben Léange der Brennpunktsehne, die auf

Abb. 74 Abb. 75

der Achse des Polarkoordinatensystems senkrecht steht. Fiir die Ellipse und
2
die Hyperbel ist p = %; denn es ist

a
me=(——cle=a—ce=@ — —=—
e
bzw.
( a) c? b2
me={¢c ——|e=cc—a=——a=—.
€ a a

Fir die Parabel ist p = m. In Polarkoordinaten 1a8t sich also jeder Kegel-
schnitt in der Form
— 4
PP Su—

l—¢cosg
schreiben.

Die Polargleichung erweist sich als auBerordentlich vorteilhaft, wenn man
Aussagen iiber Brennpunktsehnen eines Kegelschnittes beweisen will.

Gegeben sei eine durch den Brennpunkt F gehende Sehne AB (Abb. 75).
Dann ist

d d
= — F| = ——
47| 1 —¢gcosgp’ IBF| 1+ecosg’
und hieraus folgt
1,12
|AF| " |BF| ~ p®

Die Summe der reziproken Léngen der Strecken, in die eine Bremnpunkt-
sehne der Ellipse oder Parabel durch den Brennpunkt geteilt wird, ist eine Kon-

1| 2
stante. (Fur die Hyperbel gilt |—— + ~—=-| = —-.)
io Hyperbel gl |AF| * 18| 7

Es seien jetzt AB und CD zwei zueinander senkrechte Brennpunktsehnen der
Ellipse oder der Parabel. Dann ist

= - P P - 2p
14B] = |AF| + |BF| = 5 —ecosg *t1 +ecosp 1 —celcostyp
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ond P b4 2p
|0D] = [CF| + |FD| = 1+ esing 1 — esing =7 — edsind g
daraus folgt
L, 1 _2-4
148 * 00T ~ " 2p

Die Summe der reziproken Lingen zweier zueinander senkrechter Brennpunkt-
sehnen der Ellipse oder der Parabel ist eine Konstante.

5.2. Konfokale Kegelschnitte. Zwei Mittelpunktskegelschnitte (zwei Ellipsen,
zwei Hyperbeln oder eine Ellipse und eine Hyperbel) heiBen konfokal, wenn
sie dieselben Brennpunkte besitzen. Zwei Parabeln den konfokal
wenn sie denselben Brennpunkt haben und ihre Achsen zusammentallen.

Zwei konfokale Ellipsen und zwei konfokale Hyperbeln haben keine gemein-
samen Punkte, da jede Ellipse und jede Hyperbel durch ihre beiden Brenn-
punkte und einen ihrer Punkte emdeutlg festgelegt ist. Ein konfokales Paar
aus Ellipse und Hyperbel besitzt vier Schnittpunkte (Abb. 76a). Zwei kon-
fokale Parabeln mit gleichgerichteten Achsen schneiden sich nicht; denn hitten

al’
Abb. 76

sie einen Punkt gemeinsam, so besifen sie auch dieselbe Leitlinie und wiren
dann sogar identisch. Zwei konfokale Parabeln mit entgegengesetzt gerichtet
Achsen schneiden sich in zwei Punkten (Abb. 76b).

Sind eine Ellipse und eine Hyperbel konfokal, so schneiden sie sich orthogonal,
d. h., die Tangenten an die beiden Kurven in den ihnen gemeinsamen Punkten
stehon sufeinander senkrecht. Die Tangente an die Ellipse halbiert ndmlich
den AuBenwinkel zwischen den Brennstrahlen, und die Tangente an die Hy-
perbel halbiert den Innenwinkel zwischen den Brennstrahlen. Beide Winkel-
halbierende mii also aufeinander senkrecht stehen, da sie Nebenwinkel
halbieren.

Konfokale Parabeln mit enigegengesetzt gerichteten Achsen schneiden sich
gleichfalls orthogonal, wovon man sich analog iiberzeugen kann.




§ 5. Gemei Eijj haften der Kegelschni 623

&

Die Gesamtheit aller konfokalen Ellipsen und Hyperbeln mit gegebenen
Brennpunkten bildet in der Ebene ein orthogonales Netz (Abb. 77a), da durch
jeden Punkt der Ebene (mit Ausnahme der zu den gemeinsamen Achsen ge-

Abb. 77

horenden Punkte) genau eine Ellipse und genau eine Hyperbel geht und sich
beide Kurven in dem betrachteten Punkt orthogonal schneiden. Die beim
Schnitt von zwei Ellipsen mit zwei Hyperbeln auftretenden Vierecke haben
rechte Winkel, und sie konnen als krummlinige Rechtecke aufgefaBt werden.
In anal Weise definieren zwei Scharen kon-

fokaler Parabeln in der Ebene ein orthogonales %
Netz (Abb. 77b). ¢
Es soll noch der folgende bemerkenswerte
Satz bewiesen werden:
Die Abstinde zwischen den gegeniiberliegend: 7 \\F
Ecken eines krummlinigen Vierecks in esnem aus
konfokalen Ellipsen und Hyperbeln gebildeten or- \
thogonalen Netz sind gleich, d. h., die Diagonalen \‘

in den Rechtecken eines solchen Netzes sind gleich

lang. Abb. 78

Die gemeinsamen Brennpunkte der Elhpsen
1,, Iy und der Hyperbeln g,, g, bezeichnen wir mit F und F und den Abstand
zwischen den Brennpunkten mit m (Abb. 78). Es seien 4, B, C, D die Ecken
des von diesen Kurven gebildeten krummlinigen Vierecks. Wir beweisen, daB
|AC| = |BD] ist. Es sei |AC| = z, |BD| = y. Offensichtlich ist

|AF| + |AF| = 2a, |AF| - |AF| = 2b;
|BF| + |BF| = 2a, |BF| - |BF| = 2d;
ICF| + |CF| = 2c, |CF| — |CF| = 2d
|DF| + |DF| = 2%, |DF| - |DF| =
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Hieraus ergibt sich
|AF| =a +b, |AF|=a-b; |CFl=c+d, |CF|l=c~d;
|BF|=a+d, |BF|=a—d; |[DFj=c+b, |DF|=¢c—b.
Wir betrachten nun das Dreieck FFA sowie den Punkt C. Vom Punkt C aus
er die Dreieckssei unter den Winkeln ¢,, g;, @5, von denen ent-
weder einer gleich der Summe der beiden anderen ist (z. B. g3 = ¢, + @)

oder fiir die ¢, + @5 + @5 = 27 gilt. In beiden Fillen folgt aus diesen Be-
ziehungen zwischen den Winkeln die Relation

cos? @, + ods? gy + cosP @y — 2 cos @, CO8 Py OB Py — 1 = 0.

Setzen wu' hxenn dle aus den Dreiecken CFF, CFA, CAF mit Hilfe des Ko-
berech K te ein, so erhalten wir nach entsprechender

Vereinfachung
m3zt + {m* — 2[m*a® + b + 2 + d?) — Sabed]} 23
+ m3at + bt + ¢t + dt — 2(a® + ¢?) (b® + d?)
— 2(a%? + b%d?) + 8abed]
— 16(ac — bd) (ad — be) (ab — cd) = 0,

wobei z = |AC| ist.

Ausgehend von dem Dreieck F#B sowie dem Punkt C erhalten wir dieselbe
biquadratische Gleichung in y = [BD|. Zwei Ellipsen und zwei Hyperbeln
legen nun vier Vierecke fest, von denen allerdings je zwei kongruent sind
(man beachte, daB sich unsere Uberlegungen nur auf die rechten Aste der
Hyperbeln 91, 02 beziehen). Daher entsprechen die beiden positiven Wurzeln?)
der ob den Gleich in z den Diagonalen |AC| und |4C,| aus den
Vierecken A BCD bzw. ABC,D1 Ebenso ergeben sich |BD| und |BD,| als posi-
tive Wurzeln derselben Gleichung in der Unbekannten y. Es ist also entweder
|AC| = |BD| oder |AC| = |BD,|. Aus Symmetriegriinden miissen nun die
Diagonalen in einem der Vierecke kleiner sein als die entsprechenden Diago-
nalen in dem anderen, d. h., es ist |[4C| < |4C,|, |BD| < |BD,|, und daher ist
auch |AC| + |BD| < |AC,| + |BD,|. Ware also |AC| = |BD,|, so miiBte
|BD| = |AC,| und |AC| + |BD| = |AC,| + |BD,| sein, entgegen der vorher-
gehenden Ungleichung. Wir kénnen folglich den Fall |AC| = |BD,| aus-
schlieBen, und es bleibt nur die Méglichkeit |AC| = |BD|, was zu beweisen
war.

Eine entsprechende Eigenschaft besitzen die Diagonalen eines krumm-
linigen Vierecks, das von zwei Paaren konfokaler Parabeln gebildet wird.

1) Wir merken an, daB die ob|ge Gleich eine quadratische Gleichung in z* ist, also
von den vier Wurzeln jo zwei entgegengesetzt gleich sind. Bei unseren Betmhmngen
i nur die positi Wurzeln, von denen es genau zwei gibt. — Anm. d. wissen-

schaftl. Red.



Literatur

[1] SaLmoN, G., und W. FIEDLER, Analytische G trie der Kegelschnitte I, II, 8. bzw.
7. Aufl., Leipzig und Berlin 1915 bzw. 1918.

[2] HapAMARD, J., Legons de géométrie élémentaire 11, 7. Aufl., Paris 1937.

(3] Hexnone, B. H., u JI. A. Paitkos, AmannTrdeckan reomerpus, 1. I (DELAUNAY, B. N.
und D. A. Rarow, Analytische Geometrie, Teil I), Moskau-Leningrad 1948.

[4) firnom, M. M., 1 B.T. Amnnyse, Hper B MeTonu addunoft B npoeKTHBHOH reoMeTpHH,
u.1 (Jacrom, I. M., und W. G. AscERINUSE, Ideen und Methoden der affinen und
der projektiven Geomame, Teil I), Moskau 1962.

(5] Ffux, L., El hematik in d Darstellung, B: hweig und
Leipzig 1966 (Ub ng a.s dem Franzosischen)

[6] WEBER, H., und J. WELLSTEIN, Encyklopidie der El tar-Mathematik II/1,
3. Aufl,, Leipzig und Berlin 1915.

[7]S'umn.,J Die Theorie der Kegelschnitte gestiitzt auf projektive Eigenschaff
Leipzig 1898.

8) L E, H., Les coniques, Paris 1942.

[9) DivGELDEY, F., Kegelschnitte und Kegelschni Encyklopddie der mathe-

matischen Wluennch-ﬁan, Bd. II1/2, Lelpug 1903.



NAMENVERZEICHNIS

AB0'L-WAFA vOoN CHORASSAN 562

ADLER, A. 164, 172
AL-BaTTAN! 562

AL-CHODSHANDI VON CHODSHENT 562
ALEXANDROW, A. D. 422, 429, 430

ARCHIMEDES 11
ArisTorELES 6f., 9f., 24

BeLTRAMI, E. 22, 39
Bovryar, J. 12f.

Caxror, G. 31
Cavcny, A. 422

DEeDEKIND, R. 24
DeMokarIT 6f., 91., 41
Desarcuzs, G. 91
DESCARTES, R. 12

BINsTEIN, A. 12
Evkuip 6ff., 422

Gavors, E. 2056
Gauss, C. F. 12f., 49, 205, 226
GopEL, K. 22

HiLeerr, D. 34
HIPPOKRATES VON CHIOS 6

Ien IRAK VON CHORESM 562

Kacan, W. F. 34
KvuEx, F. 22, 39, 961,

LaoUErrk, E. 459

LIE, 8. 459

LINDEMANN, F. 9

Losarstrewskr, N. I. 121, 22, 39, 40

MASCHERONI, L. 164
MENELAOS 529
Mosrus, A. F. 459
MorRr, G. 164
Monag, G. 2791,

Nastr-ED-DIN AT-T0si 562
NEwrton, 1. 601

Pascn, M. 27

Prarox 6

PoGoreELOwW, A. W. 430
PoHLKE, K. 252
PoiNcarg, H. 39
PoNcELET, J. 167
Poxcerkr, V. 593
ProLEMAIOS, K. 6529
PYTHAGORAS 6f., 9f.

Ri1EMANN, B. 40, 96

Scuwagz, H. A. 252
ScHUR, F. 3¢
STEINER, J. 167
STEmNITZ, E. 413, 422

THALES VON MILET 4fF., 10
THAER, C. 8

ViTRUVIUS 280



SACHVERZEICHNIS

Abbildung, affine 561., 70£., 87, 97, 115
—, eineindeutige 47

—, geometrische 46

—, inverse 91, 131

—, lineare 112

—, projektive 584

Abbildungsverfahren von FEporow 232f.
— von MoNGE 234, 2791,

—, projektive 235f.

abgeflachter Kubus 447

abgeflachtes Dodekaeder 447
abgestumpfter Kubus 447
abgestumpftes Dodekaader 47

— Kubooktaeder 447
— Oktaeder 447
— Tetraeder 447
Abstand, sphiirischer 545
abstraktes Vielflach 411ff.
Abszissenachse 328
Achse 326
—, axonometrische 275
— einer Hyperbel, imaginiire 605
— — —, reelle 604
— eines Kreisbiischels 473
— eines Kreisnetzes 502
—, natiirliche 275
— einer Parabel 614
— einer Speerinversion 5056
Addmon von Vektoren 303&'
i fiir die t; i

Ahnlichkei of

Algebra, Liesche 388
Anordnungsaxiome 24, 27
AnreiBlen 157
Antiprisma 444 ff.
AProLLONIO8, Berithrungsaufgabe von 522 ff.,

5801F.
—, Satz des 598
Applikationsachse 328
aquiaffine Transformation 288
Aquivalenzklasse 302
Aquivalenzrelation 301
Archimedischer Kérper 446f.
Archimedisches Axiom 24, 30
— Vielflach 4461.
Assoziativgesetz 20, 79ff.
— fiir die Vektoraddition 308
Aste einer Hyperbel 577
Asymptoten einer Hyperbel 608
AufriB 279
AufriBebene 279
AuBengebiet eines Vielecks 394
— eines Vielflachs 396
duBeres Produkt zweier Vektoren 388
autopolares Dreieck 541
Axialsymmetrie 208
Axiom, Archimedisches 24, 30
— von CaxToR 31
— von DEDEKIND 24, 31ff.
— von Pasca 27
Axlomntlk 14

tische Methode 12ff.

trale 491.

schen Funktionen 332f., 339
affin verkniipft 256
—e Geometrie 981.
—e Transformation 561., 701., 87, 97, 115
—er Punktraum, n-dimensionaler 386
—es Dreibein 250
—es Netz 245
—es Zweibein 245
Ahnlichkeitsachse 90
Ahnlichkeitsgeometrie 97
Ahnlichkeitspunkt zweier Kreise 497
Ahnlichkeitstransformation 56, 86fF., 94,
97, 514

—r Aufbau der Geometrie 14
Axiome-der Anordnung 24, 27
— der Bewegung 30

~ des EvELID 8

~ der Geometrie 26ff.

— der Inzidenz 26

— der Stetigkeit 24, 30f.
Axiomensystem 14f.
Axonometrie, dimetrische 276
—, isometrische 276

—, orthogonale 274 ff.

—, parallele 259

—, schiefe 2581f.



628

Axonometrie, trimetrische 276
—, zentrale 2901,
axonometrische Achse 275

Basis eines Kleinkreises 550

~ eines Korpers 219

—, orthonormierte 381f.

bedingtes Bild 261

Begriffe der Geometrie 3ff.

Berithrungsaufgabe von AroLLoxIos 522fF.,
580 ff.

Beriihrungsgeometrie der Kreise 524 1.

Beriihrungs-Kreistransformation 520 ff.

Beriihrungstransformation 119ff., 129, 520

Bewegung 101., 30, 34, 55, 80f., 93, 97

— einer Sphiire 532ff.

Bewegungsgeometrie 97

Bild, bedingtes 261

—, freies 240fF.

—, gebundenes 2401f.

—, kombiniertes 279

— eines Punktes 46

—, vollstindiges 256

Bipyramide 418

birationale Transformation 73f., 113ff.

Bi punkt eines Kegelschnittes 575ff.

Brennpunkteigenschaften der Kegelschnitt
579

Brennpunktsehne einer Ellipse 591

Brennstrahl einer Ellipse 590

— einer Hyperbel 606

Brennweite einer Ellipse 587

BRIANCHON, Satz von 512f.

Biischel sich beriihrender Kreise 473

— konzentrischer Kreise 471ff.

— sich nicht schneidender Kreise 473

— sich.schneidender Kreise 473

Caxrorsches Axiom 31
Cavchy, Satz von 422ff.
CEvA, Satz von 357

DaxperiNsche Kugeln 578
darstellende Geometrie 236
DepErINDsches Axiom 24, 31
deduktive Methode 3

Defekt eines sphiirischen Dreiecks 548
Definitionen des EvkLID 7f.
Definitionsbereich 45f.

Dehnung 49, 506f.

DESARGUES, Satz von 124ff.

Sachverzeichnis

DesarcUEssche Gerade 288

— Konfiguration 287

Diagonalpunkt 282

Differenz von Vektoren 309f.

Dimension 321

Dimetrie, orthogonale 265, 276

dimetrische Axonometrie 276

Distributivgesetz 21

Dodekaeder 433

—, abgeflachtes 447

—, abgestumpftes 447

—, grofes 453

—, regelmiiBiges 436

Dodekaedrododekaeder 455

Dodekaedroikosaeder 455

Doppelpyramide 418

Doppelverhiltnis 281

Drehung 47, 55, 77ff., 81

— einer Sphiire 533

Dreibein, affines 250

Dreieck 393

—, autopolares 541

—, sphérisches 374fF., 540

Dreitafelprojektion 280

Dreiteilung eines Winkels 221 ff.

duale Vielflache 417fF., 436

Dualititsprinzip der projektiven Geometrie
122f.

— der sphiirischen Geometrie 5361,

— fiir Vielflache 419

Durchmesser einer Ellipse 590

— einer Parabel 617

Ebene, geschlossene 981.
—, orientierte 358

—, projektive 107

Ecke eines Vielecks 393

— eines Vielflachs 395ff.
eigentliche Kreisreihe 500
—r Kegelschnitt 574

—s Kreisnetz 502
eineindeutige Abbildung 47
einfaches Vieleck 393

— Vielflach 396 ff.
Einheitspunkt 284
Einheitsstrecke 94
Einheitsvektoren 328
Eintafel-Parallelprojektion 238ff.
Eintafelverfahren 235
Elemente des EvkLip 5ff.
Ellipse 577ff., 584ff.



Sachverzeichnis 629

Ellipsenzirkel 156

elliptische Kreisreihe 500

—s Kreisbiindel 476

—s Kereisbiischel 473

—s Kreisnetz 502

entartete Inversion 478

— Speerinversion 505ff.

—r Kegelschnitt 5731.
entgegengesetzter Vektor 306
Erlanger Programm 97
Erweiterung, Grad einer 219
—, quadratische 215

—, zuliissige 215

euklidische Geometrie 97

—r Punktraum 384

—r —, n-dimensionaler 386
—r Vektorraum 378

—r —, n-dimensionaler 386
EuLErsche Gerade 59

—- Zahl 4011,

—r Kreis 60

—r Satz 400ff.

E: izitit eines Kegelschni 5751F.
ExzeB eines sphirischen Dreiecks 548

Feporow, Abbildungsverfahren von 232f.

Flicheninhalt eines sph hen Dreieck
546 fF.

— einer Ellipse 598

— einer sphiirischen Figur 5531.

— eines Kleinkreises 550

—, orientierter 345fF.

— eines sphirischen Zweiecks 546

Fluchtlinie 285

Fluchtpunkt 286

Formel von GAvss-BONNET 554f.

freies Bild 240ff.

Fiinf-Elemente-Formel 559 ff.

Finftes Postulat des EvkLip 11ff., 33

Funktion 45

FuBpunktkurve 127

FuBpunkttransformation 127ff., 131

GaLILEI-Transformation 103f.
Gavuss-BoNNeTrsche Formel 5541.
gebundenes Bild 240fF.

gemeine Inversion 478

— Speerinversion 505 ff.

Genauigkeit einer Konstruktion 159 ff.
geoditische Kriimmung 551£.

— Linie auf der Sphiire 545

Geometrie, affine 981.

—, darstellende 236

—, euklidische 97

—, innere 428fF.

—, konforme 981.

—, nichteuklidische 97

—, projektive 111 ff.
geometrische Abbildung 46

— Konstruktion 166fF., 196 ff., 206f.
— Transformation 47fF.

—r Ort 10, 1781,

Gerade, DEsArRGUESsche 288

—, gerichtete 491
Geradenbiindel 236
Geradenbiischel 116, 471
gerichtete Gerade 491

— Strecke 299ff.

—r Kreis 4911.

Geschlecht eines Vielflachs 401 ff.
geschlossene Ebene 52, 72f., 981,
gewdohnliche Inversion 478

— Speerinversion 505fF.
Gleichheit 301

gleichseitige Hyperbel 608
Gleichung der Ellipse 595

— der Hyperbel 607, 614

— der Parabel 616
Gleitspiegelung 83

Grad einer Erweiterung 219
groBe Achse einer Ellipse 585
~r Halbmesser einer Ellipse 585
—8 Dodekaeder 453

—8 Tkosaeder 454

—s Sterndodekaeder 4531.
GroBkreis 530

Grundbegriffe der Geometrie 25
Grundgebilde 29

Grundkreis einer Inversion 479
Grundpunkte eines Kreisbiischels 474
GrundriB 279

GrundriBebene 279

Gruppe 20f., 377f.

— von Transformationen 132

— von trischen Transf i

96ff.

Halbebene 29

Halbmesser einer Hyperbel, imaginirer 607
— — —, reeller 604

Halbraum 29

halbregelmiiBiges Vielflach 439 ff.



630 Sachverzeichnis
Halbsphiire 531 Inzidenzaxiome 26
Halbstrahl 20 irreduzibel 217
Hauptachse einer Ellipse 584 Isohypse 235
Hauptkreis 530 Isometrie, orthogonale 266, 277f.
Hauptscheitel einer Ellipse 585 isometrische Axonometrie 276
Heronsche Formel 354 isomorphe Vielflache 410
Hexaeder 433 Isomorphie 23
— regelmiiBiges 436
Hohen eines Dreiecks 339 Jacosische Identitit 365
Héhenlinie 235
homogene Koordinaten 112f. Kalotte 549
Homologie 105ff., 117 Kante eines Vielflachs 395 ff.
Homothetie 491., 55f., 67, 86f., 91 Kardioide 128
Homothetieachse 88 Kegelfliche 573
Hyperbel 577ff., 6031F. Kegelschnitt 573
—, gleichseitige 608 —, eigentlicher 574
hyperbolische Inversion 53, 68f., 90f., 115 —, entarteter 573f.
— Koreisreihe 500 —, nichtentarteter 574
—-8 Kreisbiindel 476 —e, konfokale 622
—s Kreisbiischel 473 Kern eines Vielecks 451
—s Kreisnetz 502 — eines Vielflachs 451

kleine Achse einer Ellipse 587
identische Transformation 79 —r Halbmesser einer Ellipse 587
Tkosaeder 433 —s Sterndodekaeder 4521.
—, abgestumpftes 447 Kleinkreis 530
—, groBes 454 — auf der Sphiire 5491f.
—, regelmiiBiges 436 kombinatorische Ei haften eines Viel-
Ikosododekaeder 447 flachs 410
~, abgestumpftes 447 —r Typ eines Vielflachs 410
imaginiire Achse einer Hyperbel 605 kombiniertes Bild 279
—r Halbmesser einer Hyperbel 607 Kommutativgesetz 20, 79
induktive Methode 3 — fiir die Vektoraddition 306
Inhalt eines sphiirischen Vielecks 548 Kommutator 388
Innengebiet eines Vielecks 394 konfokale Kegelschnitte 622
— eines Vielflachs 396 konforme Geometrie 98£.
innere Geometrie 428 1F. Kongruenz 30, 34
Interpretation 15ff. — sphiirischer Dreiecke 542f.
Invari bei Parallelprojektion 238 konjugierte Durchmesser 249
inverse Abbildung 91, 131 — — einer Ellipse 597
— Transformation 90f. ~ Kreisbiischel 475
Inversion, entartete 478 — Richtungen 597
—, gemeine 478 konkurrierende Punkte 236
—, gewohnliche 478 Kc ktion eines Dreiecks aus seinen

—, hyperbolische 53, 681., 801., 115

— am Kreis 19, 51, 57, 64ff., 68f., 72f.,
87fF., 91,115,117, 137, 164fF.. 477 1.

—, nichtentartete 479

—, spezielle 478

Involution 91

involutorische Transf tion 91

Inzidenz 410ff.

Winkelhalbierenden 224f.
— in beschrinkter Ebene 175f.
— mittels unzuginglicher Elements 175ff.
—, geometrische 155ff., 196 ff., 206f.
— allein mittels Lineal 167 ff.
— mittels Lineal beschriinkter Linge 173ff.
— von regelmiBigen Vielecken 225§.
— allein mittels Zirkel 164 ff.



Sachverzeichnis 631

Konstruktion mittels Zirkel und Lineal Kreisreihe 500

208f1. —, eigentliche 500
—en in der Ebene 196 ff. —, elliptische 500
—en im Raum 198f1. —, hyperbolische 500
Kontraktion in bezug auf eine Gerade 50, —, parabolische 500

56, 63f£., 67, 115, 1341. Kreistransformation 57, 72£., 87, 98f.,
— in bezug auf einen Punkt 49, 55f., 67, 1174, 4871,

87,115

Koordinaten 34f.

—, homogene 112f.

— eines Vektors 318ff., 382

Koordinatenachsen 328

Koordinatensystem 328

—, projektives 283ff.

Koordinator 157

Koérner 157

Korper 21

—, Archimedischer 4461.

—, Platonischer 434 ff.

—, Pornsorscher 451 ff.

Kosinusformeln fiir das rechtwinklige
sphirische Dreieck 565

Kosinussatz 337

Kotangensf 1 fiir sphirische Dreieck
563

—n fiir das rechtwinklige sphirische Drei-
eck 564f.

Kote 235

kotierte Projektion 235

konvexes Vieleck 394

— sphiirisches Vieleck 548

— Vielflach 396 ff.

Kreis (als Menge von Geraden) 489fF.

—, gerichteter 491 ff.

— (als Menge von Linienelementen) 518

— (als Menge von Punkten) 461 ff.

Kreisachsengeometrie 133

Kreisachsentransformation 119ff., 132f.

Kreisberiihrungsgeometrie 133

Kreisberiihrungstransformation 132f.

Kereisbiindel 476ff.

Kreisbiischel 472f.

~—, konjugierte 475

~, orthogonale 475

Kreisebene 487

Kreisgeometrie 981., 119f., 133

Kreisnetz 502 ff.

—, eigentliches 502

—, elliptisches 502

—, hyperbolisches 502

—, parabolisches 502

Kreisverwandtschaft 57, 87, 98f., 1171,
4871,

Kriimmung, geodatische 551 ff.

Kubooktaeder 447

—, abgestumpftes 447

Kubus, abgeflachter 447

—, abgestumpfter 447

Kurve zweiter Ordnung 583

LacurrrEsche Geometrie 517

— Transformation 514ff.

Liinge eines Vektors 209

Leitkreis einer Speerinversion 5081.
Leitlinie eines Kegelschnittes 575ff.
Leitlinienei; haft der Kegelschnitte 577
Liesche Algebra 388

— Transformation 520 ff.

Lineal 157, 163

—, zweiseitiges 172

linear abhiingig 320f.

— unabhiingig 320f.

—e Abbildung 112

—e Exzentrizitit einer Ellipse 587
—e Transformation 70f.
Linienelement 129, 5181F.
LorexnTz-Transformation 104

Mediane 324

MENELAOS, Satz von 355

Metamathematik 205

metrische Eigenschaften eines Vielflachs 410

Mittelpunkt einer Ellipse 585

— eines Kreises 461

Mittelpunktsgleichung der Ellipse 595

mittlere Proportionale 182

Mosrussche Transformationen 487£.

Modell 15ff., 150

Monag, Abbildungsverfahrer: von 234,
2791,

Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl
3111, 3774.

Niherungskonstruktion 189f.
natiirliche Achse 275



632

di ionaler affiner Pun}
— euklidischer Punktraum 386
— Vektorraum 385f.
— euklidischer Vektorraum 386
Nebenachse einer Ellipse 587
Nebenkreis 530
Nebenscheitel einer Ellipse 587
Nebenwinkel 538

Netz konfokaler Kegelschnitte 623

— eines Vielflachs 420f.
Neun-Punkte-Kreis 60
nichtentartete Inversion 479
—r Kegelachnitt 574
nichteuklidische Geometrie 121.,
Normale einer Ellipse 602f.
Nullkreis 461

Nullvektor 306

Oktaeder 432

—, abgestumpftes 447

—, regelmiBiges 436
Operationsbereich 48
Ordinatenachse 328
Ordnungslinie 279
orientierte Ebene 358

—r Fliicheninhalt 345fF.
—r Rauminhalt 359

Ort, geometrischer 1781F.
orthogonale Axonometrie 274 ff.
— Dimetrie 265, 276

— Isometrie 266, 2771.

~— Kireisbiischel 475

~— Parallelprojektion 241
— Projektion 46

— Trimetrie 277
orthonormierte Basis 381f.
Ortsvektor 300

Pantograph 156

Parabel 577f., 614ff.
parabolische Kreisreihe 500
—8 Kreisbiindel 476

—s Kreisbiischel 473

—8 Kreisnetz 502

parallel 33

—e Axonometrie 259
Parallelaxiom 11, 33
Parallelogrammregel 307f.
Parallelprojektion 234, 236 ff.
—, orthogonale 241

—, rechtwinklige 241
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Parallelprojektion. schicfe 241

—, schriige 241

Paralleltransformation 119ff., 131

Paralleliibertragung 551 ff.

Parallelverschiebung 48, 55, 67, 75ff., 82,
91, 991f., 2971., 300

P: ter eines Kegelschnittes 621

— eines Kleinkreises 550

— einer Parabel 614

PascaL, Satz von 484f.

Pascalsche Schnecke 128

Platonischer Korper 434ff.

Platonisches Vielflach 434 ff.

PoHLKE und ScEWARZ, Satz von 252

Pornsorscher Korper 451 ff.

Pornsorsches Vielflach 451 ff.

polar konjugierte Punkte 532

Polardreieck 5401f.

Polare 532

Polargleichung der Kegelschnitte 6201.

Pola,ntat 122, 131 140,

Pole eines GroBkreises 532

Polyeder 394 ff.

Polygon 393

PONCELET, Sitze von 612

Postulate des Evkrip 8f.

Potenz einer Geraden in bezug auf einen
Kreis 496

— einer Inversion 478

— eines Kreisbiindels 476

— eines Kreisnetzes 502

— eines Punktes in bezug auf einen Kreis
4641,

— einer Speerinverslon 506

Pobenzlmle zweier Kreise 465 ff.

P kt eines Kreisbiindels 476

— dreier Kreiso 468fF.

Prisma 395, 441

—, regelmiiBiges 447

Prismatoid 444 ff.

Produkt von Abbildungen 130ff.

— von Transformationen 74 ff.

— eines Vektors mit einer Zahl 377f.

Projektion, kotierte 235

—, orthogonale 46

—, sekundire 257

—, stereographische 52

— eines Vektors auf eine Achse 326f.

Projektionsachse 279

Projektionsebene 281

Projektionsformel 331
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Projektionsrichtung 236
Projektionsstrahl 236, 281
Projektionszentrum 281
projektive Abbildung 584

— Abbildungsverfahren 235f.
— Ebene 107

— Geometrie 111ff.

~ Transformation 1111

—s8 Koordinatensystem 283 ff.
Proportionale, mittlere 182
—, vierte 182
Punkt-Kreisgeometrie 487
Punkt-Kreistransformation 487f.
Punktraum, affiner 386

—, euklidischer 384, 386
Pyramide 395

quadratische Erweiterung eines Zahlkorpers
215
Quadratur des Kreises 226f.

Radius eines Kreises 461

Raumbegriffe 40f.

Rauminhalt, orientierter 359

rechtwinklige Parallelprojektion 241

reelle Achse einer Hyperbel 604

—r Halbmesser einer Hyperbel 604

regelmiiBiges Prisma 447

— Sternvieleck 450f.

— Sternvielflach 451ff.

— Vieleck 433f.

— Vieleck mit Selbstiiberschneidung 4501.

— Vielflach 430f.

Reihe sich berithrender Kreise 500

— von Kreisen mit gemeinsamen Tangen-
ten 500

— — — ohne gemeinsame Tangenten 500

ReiBnadel 157

ReiBschiene 156

Rekonstruktion 259

Rektifizierung eines Kreisbogens 190ff.

Relativitiitsprinzip von EINsTEIN 104

— von GavriLEr 102ff.

Resultierende 308

reziprokes Vielflach 438

Rhomboikosododekaeder 447

Rhombokubooktaeder 447

Richtkreis einer Ellipse 592

— einer Hyperbel 611

Satz des AroLLONIOS 598
~ von BRIANCHON 512f.
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Satz von Cavchy 422fF.
— von Ceva 357
— von DEsARGUES 124ff.
— Evu:mwher 400
von MENELAOS 356
— von PascAr 484f.
— von PoHLKE und SCHWARzZ 252
— des PyTHAGORAS fiir sphirische Drei-
ecke 5631,
— von STENITZ 413 ff.
Sitze von PoNCELET fiir die Hyperbel 612
Scheitel einer Hyperbel 604
— einer Parabel 615
Scheitelkreis einer Ellipse 592
Scheiteltangente an eine Parabel 615
Scheitelwinkel 538
Schiebelehre 157
schiefe Axonometrie 258 f.
— Parallelprojektion 241
Schiefprodukt von Vektoren 348£.
Schmiegkreis einer Ellipse 602
schriige Parallelprojektion 241
Schwerpunkt eines Dreiecks 323
Seite eines Vielecks 393
— eines Vielflachs 394ff.
Sentenﬂacha eines Vielflachs 394 ff.

Seit; de eines Dreiecks 323

Seitenkosinussatz fiir sphirische Dreiecke
376, 5551F.

Seitenri 280

sekundire Projektion 257

Selbstiiberschneidung 393, 450

Sinusformeln fiir das rechtwinklige sphiri-
sche Dreieck 564

Sinussatz 338

— fiar spharische Dreiecke 376, 5581.

Skalarprodukt 335 ff.

— zweier Vektoren 378

— von Vektoren 359 ff.

Speer 491

Speerinversion 504 ff.

—, entartete 505 ff.

—, gemeine 505fF.

—, gewohnliche 505 ff.

—, spezielle 5051F.

Speer-Kreisgeometrie 517

Speer-Kreistransformation 514f.

Speertransformation 513

spezielle Inversion 478

— Speerinversion 5051f.
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sphérische Geometrie 529 ff. Tangente an eine Parabel 616
— Kireisscheibe 549 Tangentenentfernung 494
—r Abstand 545 Teilverhiltnis 355
—r Mittelpunkt eines Kleinkreises 549 Tetraeder 395, 433
—r Radius eines Kleinkreises 549 —, abgestumpftes 447
—r Seitenkosinussatz 376 : —, regelmiBiges 436
—r Sinussatz 376 topologische Eigenschaften eines Vielflachs
—r Winkelkosinussatz 377 410
—8 Dreieck 374 f., 540 —r Typ eines Vielflachs 410
—8 Vieleck 548 Transformation, affine 561., 70f., 87, 97, 116
—8 —, konvexes 548 —, dquiaffine 288
— Zweieck 540 —, birationale 73f., 113f.
Spiegelung an einer Ebene 208 —, geometrische 47 ff.
— an einer Geraden 49, 55, 60ff., 67, 77ff., —, identische 79

83, 208, 478 —, inverse 90f.
— an einem Paar paralleler Geraden 53 —, involutorische 91
— an einer Hyperbel 115 —, LAGUERREsche 514 ff.
— an einem Kreis 51, 57, 64f., 68f., 72f., —, lineare 70f.

91, 115, 1371F., 1641f., 479 —, Liesche 520f.
— an einer Parabel 115 —, MYBrussche 487f.
— an einem Punkt 49, 55, 60f., 67, 75ff., —, projektive 111ff.

83, 297 —, unimodulare 288

an einer Sphare 533 Transformationsgruppe 96 ff.
Sﬁmchung auf eine Gerade 596 Trimetrie, orthogonale 277
Stauchungsachse 595 trimetrische Axonometrie 276
Stauchungsverhiltnis 595

StEINITZ, Satz von 413ff.
stereographische Projektion 15ff., 52
Stern einer Ecke 4381.

— einer Fliche 438f.
Sterndodekaeder, groBes 453f.

—, kleines 4521.

Sternvieleck, regelmiiBiges 450f.
Sternvielflach, regelmiBiges 451 ff.
stetige Transformationen 54
Stetigkeit 9f.

Stetigkeitsaxiome 24, 30f.
Strecke 27

—, gerichtete 299 ff.

Subtraktion von Vektoren 309f.
sukzessive Approximation 193ff.
Summe von Vektoren 303ff., 377
Symmetrie 60ff., 91

Ubertragungsprinzip 1331F.

Umfang eines Kleinkreises 550

Umorientierung 505£.

UmnriB 262

Unabhiingigkeit der Axiome der Geometrie
301.

— eines Axiomensystems 38
imodulare Transf tion 288

Unméglichkeitsbeweis 205
Urbild 91

Vektor 2981f.

—, entgegengesetzter 306
Vektoraddition 303fF., 377
Vektorprodukt 362fF.

—, n-dimensionales 387
Vektorraum 377fF.

— der Ordnung & 61 —, euklidischer 378

Symmetrieachse 60fF. —, n-dimensionaler 358f.

Symmetriezentrum 601F. Vektorsubtraktion 3091.

verbundene Elemente 254

Tangensformeln fir das rechtwinkl ppelung eines Wiirfels 2201.
sphiirische Dreieck 5641. Vemrrungskoefﬁzlenben 275

ngentc an eine Ellipse 589 Vieleck 393

— an eine Hyperbel 610 —, einfaches 393
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Vieleck, konvexes 394

—, regelmiiBiges 433f.

—, zerfallendes 450

Vielflach 394ff.

—, abstraktes 410ff.

—, Archimedisches 446{.

—, einfaches 396 ff.

~ vom Geschleoht Null 401

—, halbregelmiiBiges 439 1.

—, konvexes 396 ff.

—, Platonisches 434 ff.

—, Porxsorsches 451 ff.

—, regelmiBiges 430fF.

—, reziprokes 438

—, Netz eines 4201,

—e, duale 4171f., 436

Viereok 393

—, vollstindiges 251

vierte Proportionale 182

vollstiindiges Bild 256

— Viereck 251

Vollstindigkeit der Axiome der Geometrie
341,

— eines Axiomensystems 23ff.

Vollsténdigkeitsaxiom 24, 34

‘Wertebereich 46

‘Widerspruchsfreiheit der Axiome der Geo-
metrie 34ff.

— eines Axiomensystems 21 ff.
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Winkel zwischen zwei Kreisen 483f., 494
— auf einer Sphiire 537f.

Winkelkosi fir spharische Dreisck
3717, 5611.

‘Winkelmesser 156, 1631,

Wiirfel 436

Zeichendreieck 156, 163
Zeicheninstrument 155 ff.
Zeichenmaschine 156

Zentralachse einer Kreisreihe 500
zentrale Ahnlichkeitstransformation 491.
— Axonometrie 290f.
Zentralprojektion 107, 234, 2801f., 584
Zentralsymmetrie 297

Zentrum einer Hyperbel 605

— einer Inversion 478

— eines Kreises 461

— eines Kreisbiindels 476

— einer Kreisreihe 500

zerfallendes Vieleck 450

Zirkel 156, 163

zuliissige Erweiterung eines Zahlkérpers 215
zusammengesetzte Funktion 74
Zweibein, affines 245

Zweieck, sphirisches 540

zweiseitiges Lineal 172
Zweitafelverfahren 279

Zykel 4911.

Zyklographie 231f.



