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VORBEMERKUNGEN

Das nebenstehende Inhaltsverzeichnis

gibt einen Uberblick

Uber die Kapitel dieses Buches

und orientiert auf die farbigen Marken
des Randregisters.

Zwe Beginn eines jeden Kapitels

gibt eine farbige Strukturiibersicht

uber den Aufbau des jeweiligen Stoffgebietes
Auskunft.

Jedes Kapitel ist durch
ZwischenUberschriften in Abschnitte
untergliedert, die am Kopf jeder Seite

zur Orientierung mitgefihrt werden.
Durch eine Stichwortleiste wurde der Text
weiter aufgeschlossen.

Definitionen und Sdtze werden durch

das Zeichen p», Beispiele

durch das Zeichen [l gekennzeichnet.

Auf mehrmaliges Auftreten einzelner

Begriffe, Beweise, Sdtze usw. wird mit Hilfe

des Zeichens ~ zuziglich

der betreffenden Seitenzahl

aufmerksam gemacht.

Auf diese Weise wurde eine enge
Verflechtung aller Kapitel erreicht

und ein zusammenhdngendes Erarbeiten

ermoglicht.
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Vorwort

Dieses Kompendium der Mathematik soll als ein weiterer Bei-
trag zur umfassenden Verwirklichung des Mathematikbe-
schlusses verstanden werden, in dem auch der Aufbau einer
»Mathematischen Schiilerbibliothek* vorgesehen wurde.

Als Bestandteil der inzwischen betréchtlich angewachsenen
»Mathematischen Schiilerbibliothek:* wendet sich das Kom-
pendium in erster Linie an alle jene Schiler in den Klassen 7
bis 10 unserer polytechnischen Oberschulen, die die im
Unterricht gewonnenen Kenntnisse und Erkenntnisse, zum
Teil ergdnzt, in fachwissenschaftlicher Systematik zusam-
menhdngend dargestelit besitzen méchten. Durch die fach-
systematische Darstellung der Anfangsgriinde der Mathe-
matik wird das Kompendium nicht nur gute Dienste bei der

‘Wiederholung, Festigung, Auffrischung des im Unterricht

gewonnenen Wissens und Kénnens leisten. Es wird dariiber
hinaus viele Schiler anregen, sich in auBerunterrichtlicher
Beschdftigung noch umfassenderes und tieferes Wissen
und Konnen in der Mathematik anzueignen.

Mit dem Kompendium der Mathematik wird zugleich der
stdndig gréBer werdenden Zahl der Werktdtigen unserer
Republik, die sich in den vielfdltigen Formen der Erwach-
senenqualifizierung eine umfangreichere mathematische
Bildung erwerben wollen, ein moderner Leiifaden in die
Hand gegeben. Das gilt in besonderem MaBe fir jene
Birger unserer Republik, die noch nicht das Glick hatten,
die im ProzeB der sozialistischen Schulrefarm geschaffene
zehnklassige polytechnische Oberschule zu absolvieren und
an dem im Ergebnis des Mathematikbeschlusses im Jahre
1962 modernisierten Mathematikunterricht teilzuhaben. Das
Kompendium soll gerade jenen Werktdtigen helfen, das
heute fir viele Berufe notwendige mathematische Wissen
zu erlangen, Uber das ein Absolvent unserer zehnklassigen
Oberschulen verfiigt.

Um dem Leser das Erkennen des logischen Gefiiges von De-
finitionen und Sdtzen zu erleichtern, wurden an’ vielen Stel-
len Beweise explizit vorgefihrt. Allerdings konnte dies nicht
systematisch und mit aller Ausfihrlichkeif geschehen. Der
Leser findet Stellen, die sehr genau ausgefihrt sind, dane-
ben aber andere, an denen stdrker auf die Anschauung Be-
zug genommen wird. Die Anschauung wurde Ubergll dort
mehr in-den Vordergrund geriickt, wo die Notwendigkeit
einer Definition nicht ohne tieferes Eindringen in den Stoff
erkannt werden kann.

Bei der. Darstellung des mathematischen Inhalts wurde
groBimogliche Ubersichtlichkeit angestrebt. Verweise ma-
chen auf bestehende Zusammenhdnge aufmerksam. Durch
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die Art der Aufbereitung des Inhalts und die graphische Ge-
staltung wird mit dem Kompendium der Mathematik ein wei-
terer Wissensspeicher fiir Zwecke der mathematischen
Allgemeinbildung vorgelegt.

Maoge dieser Wissensspeicher sich als eine wirkungsvolle
Hilfe bei der Verbreitung einer modernen mathematischen
Allgemeinbildung erweisen.

Die Auvtoren
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1. MENGENBILDUNG

Aussagen, Aussagen sind entweder wahr oder falsch.
Avussageformen

Von Aussageformen kann man nicht sagen, ob sie wahr
oder falsch sind.

B .
Aussageformen _
a) Die Stadt 5 liegt an der Elbe
b) Das chemische Element £ ist ein Metall
¢) Die natiirliche Zahl n ist eine Primzahl
d) X = 6
Aussageformen werden durch bestimmte Einsetzungen fir
die Variablen zu wahren oder falschen Aussagen.
Aussageformen Aussagen ~ | wahr oder falsch
a) Die Stadts Die Stadt Wittenberg wahr
liegt an der Elbe | liegt an der Elbe
Die Stadt Berlin falsch

liegt an der Elbe

b) Die natiirliche | Die natirliche Zahl 20 falsch
Zahl n ist eine ist eine Primzahl
Primzahl Die natiirliche Zahl 31 wahr

ist eine Primzahl

c) x =6 6 =6 wahr
41 =6 falsch




1. MENGENBILDUNG

Bilden von Mengen

Der Begriff ,,Menge**

Elemente

Angabe von Mengen
Durch Angabe
aller Elemente

Durch Angabe des
Grundbereichs und einer
Aussageform

Mengen werden gebildet, indem man aus einem zugrunde
gelegten Bereich von Dingen, dem Grundbereich, nach
bestimmten Gesichtspunkten Dinge auswdhlt und zv einer
Gesamtheit zusammenfaft.

Eine Gesamtheit von aus dem Grundbereich ausgewdhlten
Dingen nennt man Menge.

Als Variable fir Mengen benutzen wir groBe lateinische
Buchstaben, evil. mit Indizes, z.B.:

M;N; A; B;

MyiM; i M,.

Die Dinge, die dieser Gesamtheit angehdren, nennt man
Elemente der betreffenden Menge.

Als Variable fir Elemente benutzen wir kleine lateinische
Buchstaben, evtl. mit Indizes, z.B.:

x;yia;b;

Xo3 Xq3 X

M = {12;15;18; 21; 24; 27}

Um mitzuteilen, daB z. B. a Element der Menge M ist oder
z. B. y nicht Element der Menge N ist, schreibt man:

aeM gelesen:

,,a ist Element von M oder ,,a Element M*
y ¢ N gelesen:
,»y ist nicht Element von N* oder ,,y nicht Element N

Enthélt eine Menge sehr viele oder unendlich viele Ele-
mente, die nicht einzeln aufgefihrt werden konnen, so
gibt man den Grundbereich und eine Aussageform an, mit
deren Hilfe man die betreffende Menge bilden kann.



1. MENGENBILDUNG

Bemerkung: Zur Festlegung beispielsweise der Menge unter
a) in der Tabelle geniigt es nicht zu sagen:.

(1) Wenn eine natirliche Zahl kleiner als 7 ist, so ist sie
Element der zu bildenden Menge.

Dadurch wird ndmlich nicht ausgeschlossen, daB,eventuell
noch andere natirliche Zahlen zur Menge gehdren kénnen.
Betrachten wir beispielsweise die Menge

M* = {0;1;2;38;19; 4; 3;100; 5; 6},

so ist die Forderung, daB jede naturliche Zahl, die kleiner
als 7 ist, Element der Menge sein soll, auch fir M* erfillt.
Um wirklich nur die Zahlen, die kleiner als 7 sind, als
Elemente der Menge zu erhalten, missen wir noch zusdtzlich
sagen:

(2) Wenn eine natiirliche Zahl Element der zu bildenden
Menge ist, so ist sie kleiner als 7.

Mit (1) und (2) ist die im Beispiel angefihrte Menge M
genau festgelegt. Es ist blich, (1) und (2) zu folgender
Sprechweise zusammenzufassen:

(3) Eine natirliche Zahl ist Element der Menge M genau
dann, wenn sie kleiner als 7 ist.
Kirzer: x ¢ M genau dann, wenn x < 7.

Durch die Sprechweise ,,genau dann, wenn‘ wird zum
Ausdruck gebracht, daB alle die Dinge aus dem Grundbe-
reich Elemente der jeweils zu bildenden Menge sind, die
die Aussageform zu einer wahren Aussage machen, aber
auch nur diese.

Man sagt auch: ,,Zur Menge M gehéren genau die Dinge,
die die Aussageform zu einer wahren Aussage machen.”



1. MENGENBILDUNG

Beispiele fir die
Mengenbildung

Spezielle Mengen
Leere Menge

Allmengen

Teilmengen

Einermengen enthalten nur ein einziges Element.
Grundbereich: Menge der natiirlichen Zahlen

x € A genau dann, wenn x + x = x

Die Menge A besitzt als einziges Element die Null, A = {0};
denn 0 + 0 = 0. Fir jede andere natiirliche Zahl x gilt:
X+ Xx=2x=x

Grundbereich: Menge der natiirlichen Zahlen

x € B genau dann, wenn x - x = x

B = {0;1}. B ist eine Zweiermenge.

Grundbereich: Menge der natiirlichen Zahlen

x € C genau dann, wenn x 3= 7

C ist die Menge der natiirlichen Zahlen auBer der Zahl 7.

Die leere Menge (in Zeichen: #) enthdlt kein Element.
Grundbereich: Menge der ganzen Zahlen

x € D genau dann, wenn x +1 = x

Die Aussageform x 4+ 1 = x wird durch keine Einsetzung
zu einer wahren Aussage; D enthdlt also kein Element. Es
gilt also: D = 0.

Uber einem beliebigen Grundbereich kann die leere Menge
durch die Aussageform ,,x == x*‘ gebildet werden:

x € 0 genau dann, wenn X = x.

Allmengen enthalten alle Dinge des jeweiligen Grund-
bereichs. Uber jedem Grundbereich kann die zugehé&rige
Allmenge gebildet werden, indem alle Dinge des jeweiligen
Grundbereichs in ihr zusammengefaBt werden.

Die Allmenge E kann z.B. mit Hilfe der Aussageform
»Xx = x** gebildet werden:

x € E genau dann, wenn x = x.

DEFINITION 1: EineMenge M ist Teilmenge von einer Menge
N genau dann, wenn jedes Element von M auch Element von
N ist.

Schreibweise: M & N

Gelesen:

,»M ist Teil(Unter-)menge von N oder
,»N ist Obermenge von M* oder

»N umfaBt M*.

Die Menge M, der durch 4 teilbaren Zahlen ist Teilmenge
der Menge M, der geraden Zahien:

M, ={0,4,8,12,16, ...}

M, ={02,46,510, 17,14, 16, ...}

Wir schreiben: M, & M,.



1. MENGENBILDUNG

Echte
Teilmenge

Veranschaulichung
von Mengen

10

Bemerkung: Die Definition der Teilmenge besagt lediglich,
daB in der Obermenge N kein Element der Untermenge M
fehlen darf. Das ist aber auch dann der Fall, wenn Ober-
und Untermenge gleich sind. Deshalb gilt fir jede Menge M
auch die Beziehung

McS M.

DEFINITION 2: Eine Menge M ist echte Teilmenge von N
genav dann, wenn jedes Element von M auch Element von N
ist und dariiber hinaus wenigstens ein Element in N liegt, das
nicht auch in M liegt.

Schreibweise: M C N

Gelesen:

»»M ist echte Teilmenge (Untermenge) von N* oder
»N ist echte Obermenge von M‘‘ oder

,»N umfaBt echt M.

Es sei N die Menge aller Biicher einer Schilerbibliothek
und M die Menge aller Mathematikbiicher dieser Bibliothek.
Es gilt dann: Die Menge M aller Mathematikbiicher dieser
Schiilerbibliothek ist eine echte Teilmenge der Menge N
aller Bicher dieser Bibliothek: M C N.

Bemerkung: Nach der Definition 1 auf Seite 9 kénnen wir in
unserem Beispiel auch M & N schreiben, denn jedes Ele-
ment der Menge M (die Mathematikbiicher) gehért ja auch
zur Menge N (aller Biicher dieser Bibliothek).

Will man betonen, daB M eine echte Teilmenge von N ist,
so schreibt man: M C N.

Zur Veranschaulichung von Mengen werden hdufig Punkt-
mengen einer Ebene verwendet, die durch geschlossene
Kurven begrenzt sind.

Teilmenge MS N Lohte Teilmenge M<N




2. MENGENOPERATIONEN

Durchschnitt von
Mengen

Gegeben seien Mengen M und N.

Aus M und N werde wie folgt eine Menge D gebildet:

x € D genau dann, wenn x ¢ M und x ¢ N.

Zur Menge D gehoren also genau die Elemente, die sowohl
in M als auch in N liegen.

Die Menge D hei3t der Durchschnitt der Mengen M und N.
Schreibweise: M n N.

Gelesen: ,,M geschnitten mit N*.

DEFINITION 3:
x € M n N genau dann, wenn xe Mund x <N

Durchschnitt van Mengan MAN.

0 DN | |8 R | | o

@

Durch die Bildung des Durchschnitts wird den Mengen M
und N eine Menge 'V " "Vzugeordnet, dhnlich wie durch
die Addition den Zahlena und b deren Summe “
zugeordnet wird. Die Addition nennt man eine Rechen-
operation; entsprechend heiBt die Durchschnittsbildung
eine Operation mit Mengen.

(/

GegebeneMengen - | Durchschnitt

a) M ist die Menge aller M n N ist die Menge aller

N ist die Menge aller

Reck

(Diagramm: Fall @)

b) M ist die Menge aller MnaN=1{910,11, 12,13, 14}
natiurlichen Zahlen n,
fir die gilt: n < 15.

N ist die Menge aller
natirlichen Zahlen n,

fur die gilt: n > 8. (Diagramm: Fall @)
c) M ist die Menge aller MnN =N
N ist die Menge aller Rhomben. | (Diagramm: Fall @)

1



2. MENGENOPERATIONEN

Disjunkte Mengen

Eigenschaften
der Durchschnittsbildung

Vereinigung von
Mengen

12

Wenn Mengen M und N kein gemeinsames Element be-
sitzen, nennt man sie elementfremde oder disjunkie
Mengen.

Bei disjunkten Mengen ist also der Durchschnitt stets leer:
MnaN=g.

Es gilt stets:
(1) M n N =N nM (Kommutativitdt, ~20)
@QMaM=M

(3) M; n M, n M) = (M; n My) n My (Assoziativitdt, ~20)

.fﬂ:.f_fle nM;

Gegeben seien Mengen M und N.
Aus M und N werde wie folgt eine Menge V gebildet:
x € V genau dann, wenn x ¢ M oder x ¢ N.



2. MENGENOPERATIONEN

Zur Menge V gehdren also genau die Elemente, die in
wenigsiens einer der gegebenen Mengen M und N liegen.
Die Menge V heiBt die Vereinigung der Mengen M und N.
Schreibweise: M u N

Gelesen: ,,M vereinigt mit N*

DEFINITION 4:
x € M u N genau dann, wenn x ¢ M oder x¢ N

ergirgm Mengen M u N w2 R

1 A L MuN MuN=-M

Bemerkung: Das ,,oder in Definition 4 bedeutet also, daB
wenigstens einer der Fdlle x € M bzw. x € N zutreffen muB,
damit das Element x zur Vereinigung M u N gehort. Das
schlieBt aber nicht aus, daB beide Fdlle zutreffen kdnnen.
»Entweder — oder‘* bedeutet dagegen, daB genau einer
der beiden Fdlle zutrifft.

13



2. MENGENOPERATIONEN

Eigenschaften
der Mengenvereinigung

Verknipfung
von Durchschnitts- und
Vereinigungsoperation

14

B
Gegebene Mengen:

Vereinigung

c) M ist die Menge aller

N ist die Menge aller Dreiecke,

M u N ist die Menge aller
Vierecke und aller Dreiecke,
(Diagramm: Fall @)

d) M ist die Menge aller

N ist die Menge aller Rhomben

M U N = Mist die Menge
aller Vierecke,
(Diagramm: Fall ®)

Es gilt stets:

(1) MuN =N uM (Kommutativitdt, ~20)

Q MuM=M

(3) M; u (M, U My) = (M, uM,) uM,; (Assoziativitdt, ~ 20)

Es qilt stets: (Distributivitdt, ~24)
M MM UuUM) =M nM)uM nM,)

LR R

Lmnklvibnty ]




2. MENGENOPERATIONEN

(2) My v (M; 0 Mg) = (My u My) 0 (M, u M)

L Mu(Mn M) = LMY M)[MYML

M, Mz

Es ist also sowohl die Durchschnittsoperation beziiglich der
Vereinigungsoperation distributiv (Fall 1)

als auch die Vereinigungsoperation beziiglich der Durch-
schnittsoperation (Fall 2).

Ubersicht

Mengenbildung

Mengen werden stets ber einem bestimmten Grundbereich gebildet. Zur Mengenbildung
kénnen Aussageformen mit Variablen benutzt werden.

Dabei werden genau die Dinge aus dem Grundbereich zu einer Menge zusammengefafit,
die die jeweilige Aussageform beim Einsetzen zu einer wahren Aussage machen.

Mengenbeziehungen

Teilmenge Jedes Element von M ist auch N N
MEN Element von N.

Echte Teilmenge Jedes Element von M ist auch Ele- N
MCN ment von N, und dariber hinaus be-
sitzt N wenigstens ein Element, das

nicht Element von M ist. @

15



2. MENGENOPERATIONEN

Mengenoperationen

Durchschnitt
MnN

x € M n N genau dann,
wenn xc Mund xe N

MAN=NnM
M, n (M, 0 Mg) = (M, n M,) n My
ManM=M

Vereinigung x € M u N genau dann,
MuN wenn x € M oder x e N
MuUN=NuM
M uMuM) =M uM,) UM,
MuM=M
M, n(MyuM) =M, n M) u (M, nM,) Die Durchschnittsoperation ist distributiv
beziiglich der Vereinigungsoperation.
M, uM, N M) = (M, uM)n (M, UM, Die Vereinigungsoperation ist distributiv
beziglich der Durchschnittsoperation.

16
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1.NATURLICHE ZAHLEN

Veranschaulichung

Kardinalzahl

18

Die Zahlen 0,1, 2,3, 4, ... bezeichnet man als natiirliche
Zakhlen.

Bemerkung: Es ist auch Ublich, die Folge der natirlichen
Zahlen mit der Zahl 1 zu beginnen.

Ob die Zahl 0 zu den natirlichen Zahlen gerechnet werden
soll oder nicht, kann beliebig festgelegt werden.

Jede natiirliche Zahl kann durch eine Menge veranschau-
licht werden.

Zaht

—————

Ay

I

|

J 1 i
| |

| 5 1

Fir jede natirliche Zahl auBer Null gibt es unendlich viele
Mengen, die zu deren Veranschaulichung benutzt werden
konnen.

Die betreffende natirliche Zahl gibt das einzige Gemeinsame
aller der Mengen an, durch die sie veranschaulicht werden
kann. Das ist die Anzahl der Elemente.

Die natirliche Zahl 0 wird nur durch eine einzige Menge
»veranschaulicht', durch die leere Menge.

Mit natirlichen Zahlen kann man die Anzahl der Elemente
in einer Menge angeben.

Benutzt man eine natiirliche Zahl, um die Anzahl der Ele-
mente einer Menge anzugeben, so nennt man sie Kardinal-
zahl.



1. NATURLICHE ZAHLEN

Ordinalzahl

Addition

Veranschaulichung

Neutrales Element

Eigenschaften der
Addition

2%

Benutzt man eine natirliche Zahl, um den Platz eines
Elements in einer durchnumerierten Menge anzugeben, so
nennt man sie Ordinalzahl.

Operationszeichen: ,,+* Gelesen: ,,plus*

Durch die Addition wird jedem Paar [a;b] natirlicher
Zahlen die natiirliche Zahl a -+ b, die Summe von a und b,
zugeordnet.

[a;b] - a + b

Bezeichnet man die Summe mit ¢, so kann man auch
schreiben: a + b =¢

Die Zahlen a und b heiBen Summanden.

Die Addition natirlicher Zahlen 1dBt sich durch die Ver-
einigung zweier beliebiger disjunkter (.~ 12) Mengen ver-
anschaulichen.

a] ap I :
U Dt:l e U -
J + I/ = 7 5 + 0 = ]

Die Zahl 0 heiBt neutrales Element beziglich der Addition.
Es qilt allgemein:

a+0=a

Die Addition ist im Bereich der natiirlichen Zahlen stets
ausfihrbar.

Das bedeutet: Wie immer man auch natiirliche Zahlen a
und b wdhlt, stets gibt es eine natiirliche Zahl ¢ als Sum-
me von a und b. Es gibt aber auch nur eine solche Zahl c.

19



1. NATURLICHE ZAHLEN

Kommutativitdt (~ 12)

Assoziativitdt (. 12)

Ordnung

20

Zu beliebig gegebenen natiirlichen Zahlen a und b gibt es
genav eine natiirliche Zahl c mita + b =c.

Es gilt stets:

a+b=>b+a

Es gilt stets:

a+b+c)=(@+b)+c

Das bedeutet: Sind drei Zahlen zu addieren, so sind zwei
Additionen hintereinander auszufiihren. Die Reihenfolge
dieser beiden Additionen ist dabei beliebig.

Wegen der Kommutativitdt und Assoziativitdt kann man
bei mehreren Additionen die Summanden beliebig ver-
tauschen und zusammenfassen.

DEFINITION 1:

Die natiirliche Zahl a heiBt kleiner als die natirliche Zahl b
genau dann, wenn es eine natirliche Zahl x + 0 gibt, so daB
gilt:

a-+x=»hb.

Schreibweise: a < b oder b > a

Gelesen: ,,a ist kleiner als b* bzw. ,,b ist gréBer als a*
oder ,,a kleiner b* bzw. ,,b gréBer a*

a < b (gelesen: ,,a kleiner gleich b**) bedeutet, daB entweder
a < boder a = b gilt, die Zahl a also nicht gréBer als b ist.

a = b (gelesen: ,,a groBer gleich b*‘) bedeutet, daB entweder
a > b oder a = b gilt, die Zahl a also nicht kleiner als b ist.

a) x € M genau dann, wenn x 5. M ={0;1;2;3;4; }
b) x ¢ M genau dann, wenn x 5. M = {0;1;2;3; 4}

Der Bereich der natiirlichen Zahlen ist durch die Kleiner-

Beziehung geordnef.
Die Zahl 0 ist die kleinste natiirliche Zahl.

a) Es gilt: 3 <5; denn 3 + =35.

b) Es gilt: 99 < 100; denn 99 + =100.

c) Es gilt nicht: 17 < 15; denn es gibt keine natiirliche Zahl
x = 0, fur die gilt: 17 + =15.
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U nmittelbarer
Nachfolger

Subtraktion

d) Es gilt nicht: 415 <-415; denn es gibt keine natirliche
Zahl x == 0, fur die gilt: 415 + x = 415.

SATZ 2: Fir beliebige natiirliche Zahlen a und b gilt genau
einer der folgenden drei Fille:

a<b; a = b; b<a

SATZ: Fir beliebige natiirliche Zahlen a, b und c gilt:
Wenna<bund b<c soa<ec.

DEFINITION 3: Die natirliche Zahl a + 1 heifit der un-
mittelbare Nachfolger der natiirlichen Zahl a.

Bemerkung: Statt ,,unmittelbarer Nachfolger‘‘ sagt man auch
kiirzer nur ,,Nachfolger®.

Fir jede natirliche Zahl und ihren Nachfolger gilt
a<la+1,

d. h., jede natirliche Zahl ist kleiner als ihr Nachfolger
(~ 41).

Die Zahl 0 ist als kleinste natiirliche Zahl nicht Nachfolger
einer anderen natirlichen Zahl.

Durch die Nachfolgerbeziehung sind die natiirlichen Zah-
len zu einer Folge angeordnet. '

Operationszeichen: ,,—* Gelesen: ,,minus*

Bei der Subtraktion im Bereich der natiirlichen Zahlen ist
zu einer gegebenen Summe b und einem gegebenen Sum-
manden a eine natiirliche Zahl x zu finden, so daB gilt:
a—+ x=»>b.

Anders geschrieben: x =b —a

Daher heiBt die Subtraktion Umkehrung der Addition.

Die Zahl b heiBt Minvend,

die Zahl a heiBt Subtrahend.

Die Zahl b — a heiBt Differenz.

Durch die Subtraktion wird (im Falle ihrer Ausfihrbarkeit)
jedem Paar [a; b] natirlicher Zahlen die natirliche Zahl
a — b, die Differenz von a und b, zugeordnet.

[a; b] > a —b.

Die Subtraktion ist im Bereich der natirlichen Zahlen
nicht immer ausfihrbar.

Wenn die Subtraktion im Bereich der natirlichen Zahlen
ausfihrbar ist, so gibt es nur eine natirliche Zahl x, fur
die a + x = b gilt. In diesem Fall ist also die Differenz
b — a eindeutig bestimmt.
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Monotonie
der Addition

der Subtraktion

Multiplikation

Neutrales Element

SATZ 4: Die Subtraktion ist im Bereich der natirlichen
Zahlen nur ausfilhrbar, wenn der Subtrahend kleiner ist als
der Minuvend oder wenn der Subtrahend gleich dem Minu-
enden ist.

Bei der Subtraktion gilt stets:

a—a=20 a—0=a.

man zu zwei Zahlen, die in der Kleiner-Beziehung
stehen, dieselbe Zahl addiert, - - stehen auch die erhaltenen
Summen in der Kleiner-Beziehung.

Wenn a<b,so a+x<b-+x

a) Da 5<8, auch 5 <8
b) Da 156 < 157, auch 156 < 157

man von zwei Zahlen, die in der Kleiner-Beziehung
stehen, dieselbe Zahl subtrahiert, - - stehen auch die erhal-
tenen Differenzen in der Kleiner-Beziehung.

Wenna<b,soa—x<b—x
(Ausfihrbarkeit der Subtraktion vorausgesetzt)

a) Da 5< 8, auch 5 <8
b) Da 19 <20, auch 19 <20

Operationszeichen: ,,-
Gelesen: ,,multipliziert mit*, ,,mal*

Durch die Multiplikation wird jedem Paar [a; b] natirlicher
Zahlen die natiirliche Zahl a - b, das Produkt von a und b,
zugeordnet.

[a;b] > a-b

Bezeichnet man das Produkt mit ¢, so kann man auch
schreiben:

a-b=c

Die Zahlen a und b heiBBen Faktoren.

Die Zahl 1 heiBt neutrales Element beziiglich der Multipli-
kation.
Es gilt allgemein:

a-1=a




1. NATURLICHE ZAHLEN

Veranschaulichung

Eigenschaften der
Multiplikation

Kommutativitdt

Assoziativitdt

Wie die Addition, kann auch die Multiplikation durch
Mengenbildungen veranschaulicht werden.

3.4=12 M = {a; b; ¢} N = { }
Wir bilden aus den Elementen beider Mengen Paare:

Q
®

Wir erhalten im Fall (a) und im Fall (b) jeweils eine Menge
mit 12 Elementen (Paaren), die das Produkt12 veran-
schaulicht.

Die Multiplikation ist im Bereich der natirlichen Zahlen
stets ausfihrbar.

Das bedeutet: Wie immer man auch natiirliche Zahlen a
und b wahlt, stets gibt es eine natirliche Zahl ¢ als Produkt
von a und b. Es gibt aber auch nur eine solche Zahl c.

Zy beliebig gegebenen natiirlichen Zahlen a und b gibt es
genav eine natirliche Zahl c mita-b =c.

Es gilt stets:
a-b=»>b-a

32.25=(8:4)-25=28-(4-25)
Es gilt stefs:
a-(b-c)=(-b)-c

Das bedeutet: Sind drei Zahlen zu multiplizieren, so sind
zwei Multiplikationen hintereinander auszufihren. Die
Reihenfolge dieser beiden Multiplikationen ist dabei be-
liebig.

Wegen der Kommutativitdt und Assoziativitit der Multipli-
kation dirfen auch in einem Produkt mit mehr als zwei
Faktoren diese beliebig vertauscht und zusammengefaBt
werden.
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Distributivitat der
Multiplikation beziglich
der Addition
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3.17=3-(10+7) =3-10+3.7
Es gilt stets:

a-b+c)=a-b+a-c

Soll eine Summe mit einem Faktor multipliziert werden, so
ist jeder Summand mit dem Faktor zu multiplizieren. Dann
sind die erhaltenen Teilprodukte zu addieren.

SATZ 5:Wenn die Subtraktion b — ¢ ausfihrbar ist, so gilt:

a-(b—-—¢c)y=a-b—a-c

Beweis: Wir setzen b — ¢ = x, also b = ¢ + x (~ 21).
Dann gilt:

a- =a- ) Einsetzep von ¢ + x fir b
a-b=a-c+a-x Distributivitat
a-x=a-b=-a-c Die Subtraktion ist die Umkeh-

rungder Addition. Daherista - x
die Differenz vona-bund a-c.
a-(b—-c)=a-b—a-c Einsetzen von b — c fiir x
w. z. b. w. (lies: ,,was zu beweisen war*’)

SATZ 6: Fir jede natiirliche Zahl a gilt:

a-0=0

Beweis: Wir setzen 0 = b — b, wobei b eine beliebige na-
tirliche Zahl ist. Dadurch kénnen wir beim Beweis den
Satz B 5 verwenden.

a =a/ ) Einsetzen von b — b fiir 0
a-0=a-b—a-b nach SatzB5

a-0=0

w.z. b.w.

Wenn also in einem Produkt wenigstens ein Faktor O ist,
so ist das Produkt gleich 0.

Umgekehrt ist aber ein Produkt auch nur dann gleich 0,
wenn wenigstens ein Faktor gleich 0 ist.
Zusammenfassend gilt:

SATZ 7: Ein Produkt ist genau dann gleich 0, wenn wenig-
stens ein Faktor gleich 0 ist.

Dieser Satz gilt auch fir Produkte mit mehr als zwei
Faktoren.
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Teilbarkeits-
beziehung
Teiler

Vielfaches

Gerade Zahlen,
Ungerade Zahlen

DEFINITION 8: Die natirliche Zahl a heit Teiler der na-
tiurlichen Zahl b genav dann, wenn es eine natirliche Zahl x
gibt, so daB gilt:

a-x=>b

Schreibweise: a | b
Gelesen: ,,a ist Teiler von b* oder ,,a teilt b'‘ oder ,,a ist
in b enthalten**

Es gilt: denn es ist
a) 4 12 4 =12 X=3
b) 5 30 §.6=230 x =6

Wenn a Teiler von b ist, so nennt man b Vielfaches von a.

SATZ9: Fir jede natiirliche Zahl a gilt:

(1) aa (2) al0 (3) 1a

ala aEO 1la

4| &; 20; 1| 4;

denn 4 4 denn 2 0 denn 1 4
x=="1 x=0 x =4

Bemerkung: Nach dem letzten Satz heiBt auch das 1-fache
(x =1) und das O-fache (x = 0) jeder natirlichen-Zahl a
Vielfaches von a.

DEFINITION 10: Alle natirlichen Zahlen, die den Teiler 2
besitzen, heiBen gerade Zahlen.
Alle anderen natirlichen Zahlen heilen ungerade Zahlen.

Bemerkung: Ist die Zahl b gerade, so ladBt sie sich also in
der Form 2:-n darstellen. Ist die Zahl b dagegen ungerade,
so ldBt sie sich in der Form 2.n 4 1 darstellen. Fiir die
Zahl 0 gilt: 2.0 = 0. Also ist die O eine gerade Zahl.

Fir jede natirliche Zahl n gilt:

2n ist gerade 2n + 1 ist ungerade
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Primzahl

Eigenschaften der
Teilbarkeitsbeziehung
Teilbarkeit einer Summe

Teilbarkeit
einer Differenz

Teilbarkeit
eines Produktes
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DEFINITION 11: Jede natirliche Zahl, die groBer als 1 ist
(7~ 34; Satz 23) und die nur durch 1 und durch sich selbst
teilbar ist, heiBt Primzahl.

Bemerkung: 2 ist die einzige gerade Primzahl. Es gibt un-
endlich viele Primzahlen.

SATZ 12: Wenna | b ajc,soal|b +ec.

Beweis: Aus der Voraussetzung a | b und a | ¢ folgt, daB es
natirliche Zahlen x und y gibt mit:

a =b () und

a ‘=c (I)

a-x+a-y=>b+ c Addition von (I) und ()

a(x+y) =b+ c Distributivitdt (.~ 24)

Z = x + y ist wieder eine natirliche Zahl, also:

a  =b + c. Das bedeutet aber gerade a |b + ¢,

w.z. b.w.

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes B 12 gilt nicht. Die
Umkehrung von Satz B 12 lautet:

Wenn g |b 4 ¢, so a|b und a|c. Um zu zeigen, daB
diese Umkehrung nicht gilt, geben wir ein Gegenbeispiel
an: Fir a =7, b =39, ¢ =3 gilt zwar a |b + ¢, es gilt
aber weder a | b noch a | c.

SATZ 13: Falls die Subtraktion b — c ausfihrbar ist, gilt:
Wenna|b alc,soalb —c.

Bemerkung: Die Umkehiung des Satzes B 13 gilt nicht.
Also folgt aus a | b — ¢ nicht, daB a | b und a | c.

SATZ 14:Wenna | b ajc,soalb-c

Das bedeutet: Wenn eine natirliche Zahl a Teiler von min-
destens einem Faktor eines Produktes ist, so teilt a das
ganze Produkt.
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Transitivitdt

Division

7 | 8400, denn 8400 = 84 - 100 und 7 | 84

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes B 14 gilt nicht. Also
folgt aus @ | b - ¢ nicht, daB a | b oder a | c. Fir a =14,
b =16 und ¢ = 21 gilt zwar a | b - ¢, es gilt aber weder
al|bnochajc

SATZ 15: Wenna| und |c,s0a]c.

Beweis: Aus der Voraussetzung a | b und b | ¢ folgt, daB es
natiirliche Zahlen x und y gibt mit

a-x=>b (l)und b-y=c (ll)

a-x-y=¢c¢ a-x aus (l) fur b in (ll) eingesetzt

Z = x - y ist wieder eine natirliche Zahl, also

a-z==c

Das bedeutet aber gerade a | c.

w.z. b.w.

a) 9| und  |135, also auch 9|135
b) 4| und | 32, alsoauch 4| 32

Operationszeichen: ,,:*

Gelesen: ,,dividiert durch oder nur ,,durch®

Bei der Division im Bereich der natirlichen Zahlen ist zu
einem gegebenen Produkt b und einem gegebenen Faktor a
eine natirliche Zahl x zu finden, so daB gilt:

a - x = b, anders geschrieben

x=>b:a.

Daher heiBt die Division Umkehrung der Multiplikation
(7 22).

Die Zahl b heiBt Dividend.

Die Zahl a heiBt Divisor.

Die Zahl b : a heiBt Quotient.

Durch die Division wird (im Fall ihrer Ausfihrbarkeit)
jedem Paar [a; b] natiirlicher Zahlen die natirliche Zahl
a : b, der Quotient von a und b, zugeordnet:

[a;b] »a:b

Die Division ist im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht
immer ausfithrbar.

Bel der Division gilt stets:

1a:a=1(a+0) @2)a:1=a (3)0:a=0; (a £0)

Die Division ist im Bereich der natirlichen Zahlen genau
dann ausfihrbar, wenn es eine einzige natiirliche Zahl x
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Monotonie
der Multiplikation

der Division
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gibt, fir die a - x = b gilt. Das heiBt, daB der Quotient b : a
eindeutig bestimmt ist.

a)0.-x=15

x=15:0
Eine solche natirliche Zahl gibt es nicht.
b)0-x=0

x=0:0

Fir alle natirlichen Zahlen x gilt0 - x = 0.

Die Division durch 0 ist also nicht ausfihrbar. Das gilt fiir
alle Zahlbereiche.

SATZ 16: Die Division ist im Bereich der natirlichen Zahlen
ausfihrbar, wenn der Dividend Vielfaches des Divisors ist.
Anderenfalls ist sie nicht ausfihrbar.

Die Division durch Null ist grundsdtzlich nicht ausfohrbar.

Wenn man zwei Zahlen, die in der Kleiner-Beziehung
(~20) stehen, mit derselben Zahl multipliziert, so stehen
auch die erhaltenen Produkte in der Kleiner-Beziehung.

Wenna <b,soa-x<b-x; (x +0)

Aus 35 < 63 folgt 35 < 63 1, aber aus 35 < 63 folgt
nicht 35 - 0 < 63. 0, denn 0 = 0.

Wenn man zwei Zahlen, die in der Kleiner-Beziehung
stehen, durch dieselbe Zahl dividiert, so stehen auch die
erhaltenen Quotienten in der Kleiner-Beziehung.

Wenna<b,soa:x<b:x
(falls Division ausfihrbar)

Da 35 < 63, auch 35 7< 63
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Beziehung | Definition Eigenschaften
Kleiner- a < b genau dann, wenn es eine Es gilt genau einer der Fdlle:
Beziehung natirliche Zahl x + 0 gibt mit 1M a<b
a<b a+x=b. 2)a=>b
3) b<a
Wenna <bundb <c¢ soa < c.
Teilbar- a | b genau dann, wenn es eine Wenna|bundb|c soa]c.
keitsbe- natirliche Zahl x gibt mit Wenna|bunda|c,soa|b + ¢
ziehung a-x =b. (falls b — ¢ ausfuhrbar).
alb a heif3t Teiler von b Wenn a |bodera|c,soa|b-c.
b heifit Vielfaches von a ala
a|0
1)a
Operation | Ausfuhrbarkeit Eigenschaften
Addition Uneingeschrankt a+b=>b+a
Summe ausfihrbar a+(b+¢)=(a+b)+c
. a+0 =a &
a+b=c a + 1 heiBt der Nachfolger von a. :
; o
N/ Wenna < b,soa +x <b + x. 4
Summanden +
Multipli- Uneingeschrankt a:b =b-a B
kation ausfihrbar a-(b-¢)y=(a-b)-c i
Produkt a-1 =a <
N a-0 =0 +
a-b=c Wenna <b,soa-x<b-x;(x £0).| £
N /7 5
Faktoren 2
Subiraktion | Nicht uneingeschrdankt ausfihr- |a —a =0
Differenz bar. a—-0=a
~/ __| Ausfuhrbar genau dann, wenn Wenna < b,soa —x <b — x (fallsa— x
x=b—a|b=a. und daher auch b — x ausfihrbar).
Minuend
Subtrahend
Division Nicht uneingeschrankt ausfihr- a:a =1;(a +0)
Quotient bar. a:1 =a
s Ausfihrbar genau dann, wenn 0:a =0;(a = 0)
x=b:a b Vielfaches von a und a = 0. Wenn a < b, so a:x < b:x (falls a:x und
/ ) .
Dividend b:x ausfihrbar).
Divisor
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Dekadisches Positions-
system
Grundziffern

Ziffern

Zehnerpotenz

Darstellung natirlicher
Zahlen

Dualsystem

Zweierpotenz

Die Zeichen ,,0¢, ,,1%,,2%, ,3%, ,4" .5 ,6° ,,7° ,8%,
»9* heiBen Grundziffern.

Mit Hilfe der zehn Grundziffern werden die natiirlichen
Zahlen im dekadischen Positionssystem dargestellt.

Die Darstellung jeder natirlichen Zahl mit Hilfe der zehn
Grundziffern heiBt Ziffer dieser natiirlichen Zahl. Dazu
gehdren auch die Grundziffern selbst, Sie sind die Dar-
stellung der natirlichen Zahlen, die kleiner als 10 sind.

Als Zehnerpotenz (~133; Def. 21) wird jede Zahl be-
zeichnet, die sich als Produkt schreiben 1&Bt, in dem jeder
Faktor gleich 10 ist.

Man legt fest ( ~ 134; Def. 24):

(1) 101 =10 (2) 10°= 1

Jede natiirliche Zahl l&aBt sich als Summe von Vielfachen
von Zehnerpotenzen darstellen. Dabei treten als Faktoren
der Zehnerpotenzen nur die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 auf.

Jeder Grundziffer in der Ziffer einer natiirlichen Zahl ist
eine Zehnerpotenz als Stellenwert zugeordnet.

Der Stellenwert einer jeden Grundziffer ist stets das Zehn-
fache des Stellenwerts der rechts von ihr stehenden Grund-
ziffer. Daraus erkldrt sich der Name ,,dekadisches Posi-
tionssystem*, das auch ,,dekadisches Stellenwertsystem*
genannt wird.

HT ZT b H Z E kirzer
10° 10¢ 10 108 1a 10°

102 4 3 .10 - 100
2105 4+ 1.10% 4- 0-10% 4 7-102 4 0 - 10! 4 2.10°

Im Dualsystem werden zur Darstellung der natirlichen
Zahlen Zweierpotenzen verwendet.

Als Zweierpotenz wird jede Zahl bezeichnet, die sich als
Produkt schreiben ldBt, in dem jeder Faktor gleich 2 ist.
Man legt fest:

M2=2 @2°=1
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Darstellung natiirlicher
Zahlen

Teilbarkeitsregeln

T. durch 10

T. durch 2

Jede natiirliche Zahl 3Bt sich als Summe von Vielfachen
von Zweierpotenzen darstellen. Dabei treten als Faktoren
der Zweierpotenzen nur die Zahlen 0 und 1 auf, da das
Zweifache jeder Zweierpotenz bereits gleich der néchst-
hoheren Zweierpotenz ist.

Um Verwechslungen mit dem dekadischen Positionssystem
zu vermeiden, benutzt man im Dualsystem als Ziffern die
Zeichen ,,0* und ,,L* statt ,,0* und ,,1%.

Jeder Ziffer ist bei der Darstellung einer natirlichen Zahl
im Dualsystem eine Zweierpotenz als Stellenwert zuge-
ordnet.

Der Stellenwert einer jeden Ziffer ist stets das Zweifache
des Stellenwerts der rechts von ihr stehenden Ziffer. Dar-
aus erkldrt sich der Name ,,Dualsystem*, das auch ,,dua-
les Positionssystem** oder ,,bindres Stellenwertsystem‘* ge-
nannt wird.

Darstellung natiirlicher Zahlen im

dekadischen dualen System

L:2%+0-25 4+ 0.2% + L-2% + 0.22 4 L.2! 4 L-29

Kurzschreibweise: LOOLOLL

L 28 4+0-2740.26 4 L.25 4 L.2¢ 4 L.23
40.22 0.2t 4-0.2°

Kurzschreibweise: LOOLLLOOO

L-2140-2°

Kurzschreibweise: L0

Statt der Zahlen 10 oder 2 kann man jede beliebige andere
natirliche Zahl, die groBer als 1 ist, als Grundzahl fir ein
Positionssystem verwenden.

Ist eine Zahl b durch 10 teilbar, so gibt es eine Zahl x mit
10 - x = b (~ 25; Def. 8).

SATZ 17: Eine Zahl ist genauv dann durch 10 teilbar, wenn
ihre Ziffer mit ,,0° endet.

Nach der Definition B10 (.~ 25) sind nur die geraden
Zahlen durch 2 teilbar. Die geraden Zahlen sind die
Zahlen 0; 2; 4; 6; 8 und alle Zahlen, deren Ziffern mit
05 2% W4 ,,6' oder ,,8' enden.
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T. durch 5

T. durch 4

T. durch 8
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Ist eine Zahl b durch 5 teilbar, so gibt es eine Zahl x mit
5.x=0b.

Je nachdem, ob x gerade (x = 2 n) oder ungerade

(x =2n + 1) ist, gilt

5-2n=0b, also10n=0>

oder 5-2n+1)=b, also 10n+5 =b.

Im ersten Fall endet die Ziffer der Zahl b mit,,0*, im zweiten
Fall mit ,,5‘. Andere Mdglichkeiten gibt es nicht.

SATZ 18: Eine Zahl ist genav dann durch 5 teilbar, wenn
ihre Ziffer mit ,,0¢¢ oder ,,5¢¢ endet.

Jedes Vielfache von 100 ist durch 4 teilbar; denn 4| 100,
und damit teilt 4 auch jedes Vielfache von 100 (.~ 26; Satz 14).
Daraus folgt, daB alle Zahlen, deren letzte beiden Grund-
ziffern eine durch 4 teilbare Zahl darstellen, ebenfalls
durch 4 teilbar sind.

75336 ist durch 4 teilbar
75300 ist durch 4 teilbar (Vielfaches von 100)
36 ist durch 4 teilbar

75300 + 36 = 75336 ist dann auch durch 4 teilbar (.~ 26;
Satz 12)

Alle Zahlen, deren letzte beiden Grundziffern eine nicht
durch 4 teilbare Zahl darstellen, sind nicht durch 4 teilbar.

75343 ist nicht durch 4 teilbar.

Um das nachzuweisen, nehmen wir das Gegenteil der
Behauptung an:

4 | 75343.

AuBerdem 4 | 75300 (Vielfaches von 100).

Daraus folgt 4 | (75343 — 75300) (~ 26; Satz 13),

d.h. 4| 43.

Das ist falsch, also war die Annahme 4 | 75343 falsch.

SATZ 19: Eine Zahl ist genav dann durch 4 teilbar, wenn
ihre letzten beiden Grundziffern eine durch 4 teilbare Zahl
darstellen.

Jedes Vielfache von 1000 ist durch 8 teilbar. Entsprechend
wie bei der Teilbarkeit durch 4 ergibt sich:

SATZ 20: Eine Zahl ist genau dann durch 8 teilbar, wenn
ihre letzten drei Grundziffern eine durch 8 teilbare Zabhl
darstellen.
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T. durch 9

T. durch 3

Zerlegung in Prim-
faktoren

3 [001807]

Alle Zehnerpotenzen lassen bei Division durch 9 den
Rest 1.

1=9.0 +1
10=9.-1 +1
102=9.-11 +1
1083 =9 111 + 1

Das k-fache einer beliebigen Zehnerpotenz 1dBt daher
bei Division durch 9 den Rest k:

0=9-3
00 =9 .88
000 = 9 . 444 +

9765 ist durch 9 teilbar
9765 = 9000 + 700 + 60 + 5

000 9. 999 4
0=9. 77 4
0=9- 6+

9. 04

Summe: 9765 =9 - 1082 +
Da9|9-1082und 9| 7, gilt 9| 9765 (~ 26; Satz 12)

Eine derartige Zerlegung ist fir jede Zahl mdglich, so daB8
die Teilbarkeit durch 9 nur von der Teilbarkeit der Rest-
summe abhdngt. Die einzelnen Reste werden immer von
den Grundziffern der gegebenen Zahl dargestellt. Die
Summe dieser Reste erhdlt man dadurch, daB man die
durch die Grundziffern der gegebenen Zahl bezeichneten
Zahlen ohne Ricksicht auf ihren Stellenwert addiert. Die
so entstandene Summe heit Quersumme der gegebenen
Zahl. Also ist eine Zahl durch 9 teilbar, wenn ihre Quer-
summe durch 9 teilbar ist. Bei allen anderen Zahlen ist
die Quersumme nicht durch 9 teilbar.

SATZ 21: Eine Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn
ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

Ebenso wie bei der Division durch 9 lassen alle Zehner-
potenzen auch bei der Division durch 3 den Rest 1. Wie
bei der Teilbarkeit durch 9 ergibt sich

SATZ 22: Eine Zahl ist genauv dann durch 3 teilbar, wenn
ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Wird eine Zahl in Faktoren zerlegt, die samtlich Prim-
zahlen (~26; Def. 11) sind, so nennt man eine solche
Zerlegung kurz Primfaktorenzerlegung.
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Das k. g. V.

17640 = 2 - 8820

N
=2.2 440
N
=2.2.2.2205
VAN
=2.2.2.3-735
"\
=2.2-2-3-3.245
N\
=2.2.2.3.3.5.49
N\
—-2.2.2.3.3.5.7.7

kirzer: 17640 =23 .32.5.72

Wenn man die Reihenfolge der Faktoren auBer Acht I&Bt,
gibt es fir natiirliche Zahlen auBer 0 und 1 nur eine einzige
Méglichkeit der Primfaktorenzerlegung. Um keine Aus-
nahme machen zu miissen, wird bei einer Primzahl diese
Zahl selbst als Primfaktorenzerlegung aufgefaBt.

SATZ 23: Die Primfaktorenzerlegung einer jeden natirlichen
Zahl ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig be-
stimmt.

Bemerkung: Der Satz B 23 wiirde nicht mehr gelten, wenn
man die Zahl 1 zu den Primzahlen hinzunehmen wiirde.
So wdren z. B.

.22.5und  -22.5
dann zwei verschiedene Primfaktorenzerlegungen der
Zahl 20.

DEFINITION 24: Eine Zahl, die Vielfaches mehrerer Zah-
len ist, heiBt gemeinsames Vielfaches dieser Zahlen.

Zu gegebenen Zahlen gibt es unendlich viele gemeinsame
Vielfache. Das kleinste unter ihnen heiBt kleinstes gemein-
sames Vielfaches (k. g. V.) der gegebenen Zahlen.?

[ Vielfache von 12 12 24 36| 48| 60 72 84| 96
Vielfache von 16 16 32 48 64 80 96
Vielfache von 24 24 48 72 96
Gemeinsame Yielfache 96

k.g. V.: 48

! Da die Zahl Null Vielfaches (das O-fache) einer jeden Zahl ist, wird sie bei der Bil-
dung des k. g. V. ausgeschlossen.
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Der g. g. T.

3*

Zur Bestimmung des k. g. V. gegebener Zahlen wird die
Primfaktorenzerlegung verwendet.

Das k. g. V. von 24, 28 24 =
und 49 ist zu bestimmen. 28=2t. 7
49 =

k.g.V.:23.3.72 = 1176

Zur Berechnung des k.g.V. wdhlt man aus den Prim-
faktorenzerlegungen der gegebenen Zahlen die jeweils
héchste Potenz der auftretenden Primfaktoren aus. Das
k.g. V. ist das Produkt der so ausgewdhlten Potenzen.
Jede der gegebenen Zahlen ist in diesem Produkt als
Teiler enthalten, daher ist es' Vielfaches jeder der gegebe-
nen Zahlen. Es ist aber auch kleinstes gemeinsames Viel-
faches. Wiirde man ndmlich auch nur einen Primfaktor
aus dem Produkt fortlassen, so wdre es nicht mehr gemein-
sames Vielfaches.

DEFINITION 25: Eine Zahl, die Teiler mehrerer Zahlen ist,
heiBt gemeinsamer Teiler dieser Zahlen.

Der gréBte gemeinsame Teiler (g.g.T.) gegebener
Zahlen ist die groBte Zahl, die alle gegebenen Zahlen
teilt.

Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben,
heiBen zueinander teilerfremd.!

Teiler von 28 ¢ 1 2 4 7 14 28
Teller von 42 1 2 3 6|7 14 | 21 42
Gemeinsame Teiler 2 7

go g. T.: 1“

Zur Bestimmung des g. g. T. gegebener Zahlen wird die
Primfaktorenzerlegung verwendet.

Der g. g. T. von 540, 144 und | 540 =22-3%.5
198 ist zu bestimmen. 144 = 24 .
198 = -32-11

g.g.T.:2 -3 =18

haliahi

1 Da die Zah! 1 Teiler einer jeden Zahl ist, ist sie auch stets g i Teiler
gegebener Zahlen. Bei der Aufzdhlung gemeinsamer Teiler wird sie deshalb nicht aufge-
fihrt.
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36

Zur Berechnung des g.g.T. wdhlt man aus den Prim-
faktorenzerlegungen der gegebenen Zahlen die jeweils
niedrigste Potenz der in allen Zerlegungen auftretenden
Primfaktoren aus. Der g. g.T. ist das Produkt der so aus-
gewdhlten Potenzen. Dieses Produkt teilt alle gegebenen
Zahlen und ist daher gemeinsamer Teiler. Es ist aber
auch groBter gemeinsamer Teiler. Wiirde man ndmlich
auch nur einen weiteren Primfaktor zum Produkt hinzu-
nehmen, so wdre es nicht mehr gemeinsamer Teiler.
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Briiche

Echter Bruch,
unechter Bruch

Kirzen

Erweitern

Gebrochene Zahlen
alsKlassenvon Brichen

Zum Aufbau des Bereichs der gebrochenen Zahlen stehen
die natirlichen Zahlen zur Verfigung. Aus ihnen werden

die Briiche gebildet. Briiche haben die Form ,,%“,a und b

natirliche Zahlen, b 4= 0. Der waagerechte Strich heiBt
Bruchstrich, die Zahl iber dem Bruchstrich heiBt Zdhler,
die unter dem Bruchstrich heiBt Nenner.

1
g(gelesen: ein Drittel); % (gelesen: elf Viertel),
—12~(gelesen: ein Halb)

Bemerkung: Die Begrindung dafiir, daB der Nenner eines
Bruches stets ungleich Null sein muB, ergibt sich aus dem
Rechnen mit gebrochenen Zahlen.

Der Nenner eines Bruches gibt an, in wieviel gleiche Teile
ein Ganzes geteilt wurde.

Der Zdhler eines Bruches gibt an, wieviel solcher Teile
gemeint sind.

DEFINITION 26: —% heiBt echter Bruch, falls a <b.

% heiBBt unechter Bruch, falls a = b.

Man kiirzt einen Bruch, indem man Zéhler und Nenner
durch einen gemeinsamen Teiler dividiert. Sind Zdghler
und Nenner eines Bruches teilerfremd, so 1dBt sich dieser
Bruch nur durch 1 kiirzen.

Man erweitert einen Bruch, indem man Zdhler und Nenner
mit derselben von 0 verschiedenen natiirlichen Zahl mul-
tipliziert.

Einen Bruch kann man stets erweitern.

SATZ 27: Die Briiche % und % gehen genau dann durch

Kirzen oder Erweitern auseinander hervor, wenn gilt:

a-d=b-c

Man kann den Briichen Punkte eines Strahls zuordnen.
Dazu wdhlt man auf einem Strahl eine beliebige Strecke AB,
die vom Anfangspunkt des Strahls ausgehend abgetragen
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wird. Diese Strecke betrachtet man als Ganzes (Einheit).
Dann entspricht jedem Bruch eine Strecke, deren Anfangs-
punkt mit dem Anfangspunkt A des Strahls zusammenfdllt.
Jedem Bruch wird der Endpunkt der ihm entsprechenden
Strecke zugeordnet.

A |

i
L T I T
4

EelL=T
el
=]y

1

Das folgende Bild zeigt, daB Brichen, die durch Kirzen
oder Erweitern auseinander hervorgehen, derselbe Punkt
zugeordnet wird.

1 =
0 i
7 F 7
0 3 8 "
J 3
i] Z g -
£ 4 b
1 4 4 4 g
0 5 '
Fi: 1 1 § 5 1 | 1 1 ?_
L] T T T T T T T .

Solche Briiche werden jeweils zu einer Klasse zusammen-
gefaBt.

SATZ 28: Briiche % und %Iiegen genau dann in einer Klasse,

wenn gilt:a-d=0b-c.

DEFINITION 29: Jede Klasse von Briichen, die durch Kir-
zen oder Erweitern auseinander hervorgehen, heifit ge-
brochene Zahl.

Bemerkung: In jeder Klasse liegen unendlich viele Briche.

Fir zwei beliebige Briche % und %, die in ein und dersel-

ben Klasse liegen, gilt a-d = b - ¢ (~ 37; Satz27).
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Zvuordnung von
Punkten und Zahlen

Der Hauptnenner
Gleichnamige Briiche

Eine gebrochene Zahl, d. h. eine Klasse von Briichen, kann
durch jeden in dieser Klasse liegenden Bruch bezeichnet
werden. Das Kirzen und Erweitern eines Bruches bedeutet,
daB man zu einer anderen Bezeichnung derselben gebro-
chenen Zahl Gbergeht.

%. %. % .. bezeichnen dieselbe gebrochene Zahl.
. 1 2 3
Man schreibt daher PRl Sl A

SATZ 30: —:— - —:— gilt genav dann, wenn a-d = b - ¢ gilt.

Durch die Zusammenfassung der Briiche zu Klassen, den
gebrochenen Zahlen, besteht jetzt eine Zuordnung (.~ 82)
von Punkten eines Strahls zu Zahlen. Einen solchen Strahl
nennt man wieder Zahlenstrahl. Am Zahlenstrahl im ersten
Bild auf Seite 38 sind zur Bezeichnung gebrochener Zahlen
jeweils die am weitesten gekirzten Briche geschrieben.
Ein Vergleich eines Zahlenstrahls mit natirlichen Zahlen
und eines Zahlenstrahls mit gebrochenen Zahlen zeigt,
daB jeder gebrochenen Zahl :—die natirliche Zahl a
entspricht und umgekehrt.

0 1 Z

3
* o -
3 s
5 2

£ s —

DEFINITION 31: Briiche mit gleichem Nenner heilen
gleichnamig.

Gegebene gebrochene Zahlen lassen sich stets durch
gleichnamige Briiche darstellen, indem man zweckmdBig
erweitert.

Geg"etgen Gleichnamige Veranschaulichung
e Darstellung

3.5 1 27 15 22
2 %69 |Vigiisis
54 30 44
b) 3¢ 36 * 36
81 45 66
) 55 5
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Ordnung
(720

Die gemeinsamen Nenner 18, 36, 54 sind gemeinsame Vielfache
der Nenner der urspriinglichen Briiche. Da es zu vorgegebenen
Zahlen unendlich viele gemeinsame Vielfache gibt, gibt es auch
unendlich viele gemeinsame Nenner. Unter ihnen gibt es einen
kleinsten, das k. g.V. (~ 34) der Nenner der gegebenen Briche.
Das ist in diesem Beispiel die Zahl 18.

Mitunter [aBt sich ein gemeinsamer Nenner gegebener
Briche auch durch Kirzen finden.

5 85 100 5,17 8
%790 50 Durch Kiirzen ergibt sich: —; —; —.

DEFINITION 32: Das k. g. V. der Nenner gegebener Briiche
heilt der Hauptnenner (HN) dieser Briche.

Um Briiche gleichnamig zu machen, bringt man sie zweck-
mdBig auf den Hauptnenner, damit die Zdhler mdoglichst
klein bleiben.

Gegebene Erweiterungs-
Briiche: faktoren:

7
— 168 =23-3 -7
168

9
—_ 20 = 22. 5

20

23
— =2-:3 .7
1% 126

HN: 23.32.5.7 = 2520

7 -7 105 9 -9 1134 23 23 460
168 168 2520°20 -20 2520°126  -126 2520

(4
DEFINITION 33: < 4 genav dann, wenna-d <b-c.

o|a

Statt %.<§ schreibt man auch % >—Z—und liest:

‘“

,,3 groBer %

SATZ 34: Beim Vergleichen verhalten sich die durch Briche
mit dem Nenner 1 darstellbaren gebrochenen Zahlen wie
die ihnen entsprechenden natiirlichen Zahlen.

Beweis: Nach der Definition der Ordnung gebrochener
Zahlen gilt:

-f]]—<—§—genau dann, wenna -1 <1-¢c d.h

—:— < % genau dann, wenn a < ¢, w.Z. b.w.
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Daher kann man beim Vergleichen gebrochene Zahlen,
die sich in der Form1£ darstellen lassen, durch die natiir-

liche Zahl a ersetzen und umgekehrt.

a) Statt %<%k0rzer: 7<9b) Sfa'rt13<$kﬁrzer:0 <4
8 15 8 4 15 5

Von zwei Punkten eines Zahlenstrahls, die verschiedenen
gebrochenen Zahlen zugeordnet sind, liegt derjenige weiter
links, der der kleineren der beiden Zahlen zugeordnet ist.
Man sagt kirzer: Von zwei verschiedenen gebrochenen
Zahlen liegt die kleinere auf dem Zahlenstrahl links von
der groBeren.

Gebrochene Zahlen, die durch Briiche mit gleichem Nenner
oder gleichem Zghler dargestellt sind, lassen sich besonders
leicht vergleichen.

(1) gleiche Nenner:

Es gilt: %<TC)- genau dann, wenn a-b < b -c und

a- < -cgenau dann, wenn a < c (.~ 28), also

a c
b < ™ genau dann, wenna < c¢

(2) gleiche Zdhler:
Es gilt fir a &= 0: %<% genau dann, wenna-d<b-a
und a - d < b - a genau dann, wenn d < b (.~ 28), also

a a

ry < rl genau dann, wenn b>dund a + 0

Im Gegensatz zu den natirlichen Zahlen hat keine ge-
brochene Zahl einen unmittelbaren Nachfolger (.~ 21).

Erlduterung: Zum Beispiel hat 3 keinen unmittelbaren

10
Nachfolger. So kann etwa 10 nicht unmittelbarer Nach-
folger sein, denn die Zahlgé liegt zwischen beiden:
4

3 7 4
70 <20 <10"

u“
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Echt bzw. unecht
gebrochene Zahlen

Rechenoperationen;
Addition

42

Aber auch A ist nicht unmittelbarer Nachfolger von 3

20 43 10°
denn die Zahl = liegt zwischen beiden:
3 13 _7 4
10<20<20"

Auf diese Weise kann man fiir jede beliebige gebrochene
Zahl, die groBer als % ist, nachweisen, daB sie nicht un-

mittelbarer Nachfolger von 10 ist.

DEFINITION 35:Eine gebrochene Zahl heifit echt gebrochen,
wenn sie sich durch echte Briiche darstellen 1dB8t. Eine ge-
brochene Zahl heiflit unecht gebrochen, wenn sie sich durch
unechte Briche darstellen &8t (~ 37)-

Echt gebrochene Zahlen sind kleiner als 1, unecht ge-
brochene Zahlen sind groBer als 1 oder gleich 1.
Die gebrochene Zahl 0 ist die kleinste gebrochene Zahl.

Durch die folgende Definition wird die Addition gebroche-
ner Zahlen auf die Addition natiirlicher Zahlen (Zdhler
der Briiche) zuriickgefihrt.

DEFINITION 36: Gebrochene Zahlen werden addiert, indem
man sie durch gleichnamige Briiche darstellt und deren Zéhler
addiert.

Den gemeinsamen Nenner behdlt man bei.

o

a+ _ad+bc_ad+bc
b'"d bd' bd  bd

Die Addition gebrochener Zahlen ist uneingeschrdnkt aus-
fuhrbar, da man stets gegebene Briiche gleichnamig
machen und die natirlichen Zahlen in ihren Zdhlern addie-
ren kann.

11 7 55 28 83
st "t "w
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Eigenschaften der
Addition
Kommutativitédt (.~ 20)

Assoziativitdt (~ 20)

Iy

SATZ 37: Die Addition gebrochener Zahlen ist kommutativ.

a (4 _ 4 a
bTd~dTh
Beweis
a ¢ ad+ bc .
bt i="bs (~ 42; Def. 36)
%_;. % _ be ;;ad (Kommutativitdt der Addition natir-
licher Zahlen)
a ¢ bc ad
5 +F=b— + 54 (~ 42; Def. 36)

%_}.? =%+% (Kirzen) w. z. b. w.

SATZ 38: Die Addition gebrochener Zahlen ist assoziativ.

a+£+g_a+c+e
b d'f) \pb"d)7F

Das bedeutet: Sind drei Zahlen zu addieren, so sind zwei
Additionen hintereinander auszufihren. Die Reihenfolge
dieser beiden Additionen ist dabei beliebig.

7 57 13 21 704513 +52 4168 803 2 83
3650 90 "5 " 360 =360 — “360
Wegen der Kommutativitdt und Assoziativitdt der Addition
dirfen in einer Summe mit mehr als zwei Summanden

diese beliebig vertauscht werden.

SATZ 39: Bei der Addition verhalten sich gebrochene Zahlen,
die sich durch Briche mit dem Nenner 1 darstellen lassen,
wie die ihnen entsprechenden natiirlichen Zahlen.

0 1 2 3 5 7 8 3 n

’ ' ki —
¥y LY 1

3
T

<L
7

Daher kann man bei der Addition die gebrochenen Zahlen,
die sich in der Form %darsfellen lassen, durch die jeweils

entsprechende natirliche Zahl a ersetzen und umgekehrt.
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,,Gemischte Zahl*

Nevutrales Element
(~19)

Subtraktion

2 2

4 S 0 5
Arty=try Bgty

6 8 6 3 8§ 2
) gtz =3+2 (TZT“dz:T)

Bemerkung: Statt 4 + % kann man kiirzer schreiben 4; .

Diese Schreibweise wird auch als ,,gemischte Zahl* be-
zeichnet. Jede unecht gebrochene Zahl |&Bt sich entweder
als gemischte Zahl schreiben oder sie entspricht einer
natirlichen Zahl.

141

15 3
a) 7 =

24
7717 Pg-7=3

Bemerkung: Gebrochene Zahlen, die als gemischte Zahlen
geschrieben sind, lassen sich leichter vergleichen. So er-

kennt man sofort, daB z. B. 25 % zwischen 25 und 26 liegt.

In der Darstellung 23?3; ist dies nicht ohne weiteres zu

erkennen. AuBerdem vermeidet man unndtig groBe Zdhler.

SATZ 40: Fir jede gebrochene Zahl -:— gilt:

a a
— 10 = -
b+ b

Die Zahl 0 ist also das neutrale Element beziiglich der
Addition gebrochener Zahlen.

Beweis:

a a 0 a+0 a
b0 5= %
Bei der Addition gebrochener Zahlen zeigt sich, daB Briiche
mit dem Nenner 0 ausgeschlossen werden missen. Wirde
man solche Briiche zulassen, so miiBte man ebenfalls die
Erweiterung von Brichen mit 0 zulassen, um stets gleich-
namig machen zu kénnen. Damit kénnte man jedoch alle

w.Zz.b.w.
?

Briiche aufdie Form g bringen, alle Briiche wiirden also mit

%in einer Klasse liegen. Es gdbe demnach Uberhaupt nur

eine einzige gebrochene Zahl.

DEFINITION 41: Gebrochene Zahlen werden subtrahiert,
indem man sie durch gleichnamige Briche darstellt und
die Zdhler subtrahiert.
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Monotonie
der Addition und
Subtraktion

Den gemelnsamen Nenner behdlt man bei.

a__c_ad bc_ad—bc
b d bd bd  bd
5 7 5.5 2.7 25 14 11
6 15 6.5 2.15 10 30

Auf Grund dieser Definition ist die Subtraktion (wie im
Bereich der natirlichen Zahlen) die Umkehrung der Addi-
tion (.~ 21).

Die Subtraktion gebrochener Zahlen ist wie im Bereich
der natirlichen Zahlen nur dann ausfihrbar, wenn der
Subtrahend nicht groBer als der Minuend ist.

SATZ 42: Bei der Subtraktion verhalten sich gebrochene
Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellen
lassen, wie die ihnen entsprechenden natirlichen Zahlen a.

Bei der Subtraktion kann man daher die gebrochenen
Zabhlen, die sich in der Form % darstellen lassen, durch die

jeweils entsprechende natirliche Zahl a ersetzen und um-
gekehrt.

SATZ 43: Fir jede gebrochene Zahl % gilt:

a a

5 %=%

Beweis

a a 0 a—-0 a
E——o_—.—F——b—= b =F W.Z-b.w-

Wie fir natirliche Zahlen (.~ 22) gilt auch im Bereich der
gebrochenen Zahlen:

SATZ U4:

wenna<c soa+x c+x
b ~d’ b 'y < d 'y

Wenn a9 <i, so a_x < £ i, falls die Subtraktionen
b d b y d y

ausfishrbar sind.
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Multiplikation

Eigenschaften
der Multiplikation
Kommutativitat (~ 23)

Assoziativitdat (.~ 23)

DEFINITION 45: Gebrochene Zahlen werden multipliziert,
indem man jeweils die Zdhler und die Nenner der dar-
stellenden Briche multipliziert.

27 13 27-13 9-13 117

83 8.3 8 8

Die Multiplikation gebrochener Zahlen wird durch diese
Definition auf die Multiplikation natirlicher Zahlen (Zdhler
und Nenner der Briiche) zuriickgefiihrt.

Die Multiplikation gebrochener Zahlen ist uneingeschrankt
ausfiihrbar, da man die natiirlichen Zahlen in den Zdhlern
und Nennern stets multiplizieren kann.

Es ist zweckmdBig, vor dem Ausrechnen der Produkte so
weit wie moglich zu kirzen.

Gemischte Zahlen wandelt man vor dem Multiplizieren in
unechte Briiche um.

SATZ 46: Die Multiplikation gebrochener Zahlen ist kom-
mutativ.

c ¢ a
d d b

o a

SATZ 47: Die Multiplikation gebrochener Zahlen ist asso-
ziativ.

a [c e\ fa c\ e
TJ“(F?—Fdf

Das bedeutet: Sind drei Zahlen zu multiplizieren, so sind
zwei Multiplikationen hintereinander auszufihren. Die
Reihenfolge dieser beiden Multiplikationen ist dabei be-
liebig.

Der Beweis dieser Sdtze erfolgt dhnlich wie bei der Addition
(~ 43).

Wegen der Kommutativitdt und Assoziativitdt der Multipli-
kation dirfen auch in einem Produkt mit mehr als zwei
Faktoren diese beliebig vertauscht werden.
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Distributivitat (~24)

Neutrales Element
(7 23)

Monotonie (.~ 28)

Division
Reziprokes

SATZ 48: Die Multiplikation ist beziglich der Addition distri-
butiv.

a c+e_ac a e
b \d T F) Ty d Ty T

SATZ 49: Bei der Multiplikation verhalten sich gebrochene
Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellen
lassen, wie die ihnen entsprechenden natirlichen Zahlen.

0 1 3 § 6 7 9 /-

I | 1 | P
1 I3 K7} 43!
0% 1 %2 2 35 £7 2 § p31

Bei der Multiplikation kann man daher die gebrochenen

Zahlen, die sich in der Form %darstellen lassen, durch die
jeweils entsprechende natirliche Zahl a ersetzen und umge-

kehrt.

SATZ 50: Fir jede gebrochene Zahl —Z— gilt:

Q
Q
Q

b b

Die Zahl 1 ist also das neutrale Element beziglich der Multi-
plikation gebrochener Zahlen. Ein Produkt gebrochener
Zahlen ist genau dann gleich 0, wenn wenigstens ein Faktor
gleich Null ist.

SATZ 51: Die Multiplikation ist beziiglich der Kleiner-Be-
ziehung monoton. Fiir beliebige gebrochene Zahlen

X
y

DEFINITION 52: Isi—Z—eine von Null verschiedene gebro-

b
chene Zahl, also a + 0, so heiBt die gebrochene Zahl ;das
a
Reziproke der gebrochenen Zahl e
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a b a-b

D°3'7=m21 gilt, ist das Produkt einer gebro-
czhen:;an Zahl mit ihrem Reziproken stets gleich 1, z. B.:
§— . 7 = 1.

DEFINITION 53: Gebrochene Zahlen werden dividiert, in-
dem man den Dividenden mit dem Reziproken des Divisors
multipliziert.

a ¢ a d
b'd b ¢

In Definition B 53 ist die Division so festgelegt, daB sie die
Umkehrung der Multiplikation ist. Durch die angegebene
Divisionsvorschrift findet man ndmlich zu gegebenem Pro-
dukt und einem seiner Faktoren den zweiten Faktor:

In der Gleichungi-—c—:ﬂist der Faktor X zu bestimmen.
y d b y
ieben: X _9.°¢
Anders geschrieben: y =54
Nach Definition B53: X = 9.9
y b ¢

Einsetzen fir — in die erste Gleichung:

y
a dy ¢ _a (d c)_a
b c)d b \c d/ b

Also ist das Produkt % . —g— tatsdchlich gleich dem gesuchten

a
Quotienten s : e

Da durch die Definition B 53 die Division auf die Multipli-
kation zuriickgefihrt wird und die Multiplikation gebroche-
ner Zahlen uneingeschrdnkt ausfihrbar ist, kann man jetzt
jede Divisionsaufgabe Isen. Ausgenommen ist wieder die
Division durch Null, denn sie liefert kein eindeutig bestimm-
tes Ergebnis.

3 0 «x X 3 x 0 «x-0
0)7.§=7 Fur7muBfegelfen 7=y 575
Wegen x - 0 = 0 gibt es keine solche Zahl.

0 0 «x X 0 x 0 x-0
b)7.§=7 Fur7mu8fegelfen 7=y 5 y5
Diese Gleichung gilt fiir jede Zahl ;‘



2. GEBROCHENE ZAHLEN

Monotonie

(~28)

4 1[001807]

Die gebrochenen Zahlen bilden also einen Zahlbereich, in
dem die Addition, die Multiplikation und die Division (mit
Ausnahme der Division durch Null) uneingeschrdnkt aus-
fuhrbar sind.

Dagegen ist die Subtraktion wie im Bereich der natirlichen
Zahlen nur dann ausfihrbar, wenn der Subtrahend nicht
groBer als der Minuend ist. Daraus ergibt sich die Not-
wendigkeit, abermals einen neuen Zahlbereich aufzu-
bauen, ndmlich den Bereich der rationalen Zahlen (,~ 58).

SATZ 54: Bei der Division verhalten sich gebrochene Zahlen,
die sich durch Briche mit dem Nenner 1 darstellen lassen,
wie die ihnen entsprechenden natirlichen Zahlen.

0 1 3 5 6 7 ) nmon
| | 1 | ¥

7 P o 12 199

e N ; AI( n

L s B t$ 1°%¢ § 777

Bei der Division kann man daher die gebrochenen Zahlen,
a

die sich in der Form — darstellen lassen, durch die jeweils

1
entsprechende natiirliche Zahl a ersetzen und umgekehrt.
7 7 7 7
D3P=3 T3 715
8 2 2 3
B)2:3=7 =7 ~%

SATZ 55: Fir jede gebrochene Zahl —E— gilt:

a)%:1=% b)O:%=0;(—:—:3:0)
Beweis:

D =Fir=g =%

b) o:%zg-i:,-:—g—:o w.z.b.w.

Die Division gebrochener Zahlen ist beziigltch der Kleiner-
beziehung monoton, da jede Division durch eine Multi-
plikation ersetzt werden kann.
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Die natiirlichen Zahlen
als Teilbereich der
gebrochenen Zahlen

50

Beim Vergleichen gebrochener Zahlen und bei allen
Rechenoperationen mit gebrochenen Zahlen kann man die
a
1
durch die jeweilige natiirliche Zahl a ersetzen. Nach dieser
Ersetzung bilden die natirlichen Zahlen einen Teilbereich
der gebrochenen Zahlen, d. h., jede natiirliche Zahl ist
eine gebrochene Zahl.

gebrochenen Zahlen, die in der Form — darstellbar sind,

Natirliche Zahlen - Teilmenge der gebrochenen Zahlen

&::H |

@ —

Jetzt kann man jede Division natirlicher Zahlen auch als
Division gebrochener Zahlen schreiben.

5

5:7=T:

_\I\]

51 5 5
-‘———-T7=7, also 5:7 ——-7
Damit ist jede Division natiirlicher Zahlen (auBer der
Division durch 0) innerhalb des Bereichs der gebrochenen
Zahlen ausfihrbar.

Umgekehrt kann jede gebrochene Zahl als Quotient natiir-
licher Zahlen geschrieben werden.

%ﬁ = 2658: 23 Fihrt man die Division
2658 : 23 aus, so ergibt sich:
2658 : 23 = 115%
35
128
13

Es gilt also

%:-a:b;(b:tO)




2. GEBROCHENE ZAHLEN

Doppelbriiche

Die gebrochenen
Zahlen in
Dezimalbruch-
darstellung
Zehnerbriche

Erweiterung des
dekadischen
Positionssystems

4*

Allgemein werden der Bruchstrich und das Zeichen ,,:"
gleichberechtigt als Divisionszeichen verwendet.

39
50 3912 39.25 13 13

Q) 12 °50°35°-50-12 2.4 8

25
12 6 25
25

DEFINITION 56: Ein Bruch, dessen Nenner eine Zehner-
potenz (7 30) ist, heiBt Zehnerbruch.

Briche, die selbst nicht schon Zehnerbruch sind, deren
Nenner aber nur die Primfaktoren 2; 5 (oder Potenzen
dieser Zahlen) enthalten, lassen sich zu Zehnerbriichen
erweitern. Man sagt, sie lassen sich in Zehnerbriiche um-
wandeln.

5 50 500 5 625 6250

1
9 5 =1=1700-1000° 2 8 —1000 — 10000
M 2 40

<) 55 =100 — 1000

Enthdlt der Nenner eines Bruches noch andere Primfak-
toren als 2 und 5, so kann man diesen Bruch nur dann in
einen Zehnerbruch umwandeln, wenn der gegebene Bruch
durch diese Primfaktoren kiirzbar ist.

Das Positionssystem wird nach rechts fortgesetzt (.~ 30).
Die rechts von den Einern stehenden Grundziffern haben
also der Reihe nach die Stellenwerte:

11 1 1

10 100’ 1000’ 10000° """

Potenzschreibweise:

1 1 1 1

Zur Orientierung wird zwischen die Einer- und Zehntel-
stelle ein Komma gesetzt.
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Dezimalbriiche
Dezimalen,
Gemeine Briche

Perioden

52

.a)%=2-10°+7- L

Erweitertes dekadisches Positionssystem

Tausen-|Hunder4{Zeh- |Einer
| der ter ner
. : 1 111 1L 1
| 108 102 10t 110° N40: ~10}10: ~ 100[10° 1000} -
4 -10° 5-102 610! 310047 L 8- 1— +9- ]
2 R i 10t 102 108
4 5 6 3, 7 8 9

4563,789, gelesen: 4563 Komma7 — 8 — 9

DEFINITION 57: Die Darstellung einer gebrochenen Zahl
im dekadischen Positionssystem (.~ 30) heif3t Dezimalbruch.
Die Stellen rechts vom Komma heiBen Dezimalstellen (kiir-
zer: Dezimalen). Im Unterschied zu den Dezimalbrichen

nennt man Briiche der Form ,,%“ (a und b natirliche Zahlen,

b + 0) gemeine Briiche.

1) Umwandlung von Zehnerbrichen.
Erste Maglichkeit :

5 625

27 b) § = 1000

0= = 0,625

Zweite Maglichkeit:
a)%=27:10; 27 :10 =27 b)%=5:8;_5:8=0,625

70 50

0 20
40
0

2) Fir gebrochene Zahlen, fir die es keine Darstellung
durch Zehnerbriiche gibt, verféhrt man dhnlich wie bei
der zweiten Moglichkeit. In diesem Falle bricht die Division
nicht ab, sondern bestimmte Grundziffern bzw. Gruppen
von Grundziffern wiederholen sich stindig. Diese sich
wiederholenden Ziffern heiBen Perioden. Nach der An-
zahl der Grundziffern in einer Periode spricht man von
1; 2; 3;...; n-stelligen Perioden. ’
Auf den Seiten 72 und 73 wird gezeigt, daB man auch in die-
sem Fall das schriftliche Verfahren der Division anwenden
darf.
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Endliche und un-
endliche Dezimalbriiche

o)§=4:3

3—133...; kiirzer :§=1,

—

10
_‘1:9 (gelesen: Eins — Komma — drei;

10  Periode drei).
"1  Die Periode ist 1-stellig.

by 72— 178 : 55

178 : 55 =32 /36, . ; kirzer: 1 = 32

130

200 (gelesen: Drei — Komma — Zwei —
350 Drei — Sechs; Periode Drei — Sechs).
00  Die Periode ist 2-stellig

350
20
c) % =5:12
5:12 =041 6...; kUrzer:15—2 = 0,41
50
20
80
80
8

DEFINITION 58: Ein Dezimalbruch, der vor oder hinter
dem Komma eine letzte Stelle mit von 0 verschiedener
Ziffer besitzt, heiBt endlicher Dezimalbruch.

Ein Dezimalbruch, in dessen Dezimalstellen Perioden auf-
treten, heiBlt periodischer Dezimalbruch. Periodische Dezi-
malbriche sind vnendlich.

Dezimalbriiche, bei denen die Periode unmittelbar hinter
dem Komma beginnt, heiBen reinperiodisch. Treten zwi-
schen dem Komma und der Periode noch andere Ziffern,
sogenannte Vorperioden, auf, so nennt man solche Dezi-
malbriche gemischtperiodisch.
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Umwandlung
von Dezimalbriichen
in gemeine Briche

Das Rechnen mit
gebrochenen Zahlen
in Dezimalbruch-
darstellung

54

Man kann auch umgekehrt jeden endlichen oder periodi-
schen Dezimalbruch in einen gemeinen Bruch umwandeln.
1) Endliche Dezimalbriiche:

64 16 3522 1761

a) 0,64 = 156 = ¢ b) 35,22 = S0 =5~

2) Periodische Dezimalbriiche:

Hier wird ohne Beweis benutzt, daB man einige Rechen-
operationen mit periodischen Dezimalbriichen genauso aus-
fihren darf wie mit endlichen Dezimalbrichen.

a) 0,3 ist in einen b) 6,427 ist in einen
gemeinen Bruch um- gemeinen Bruch um-
zuwandeln. zuwandeln.
x=10 x=6
10x =33 x = 6427,27
x=03 (-) 10x= 6427 (-)
9x=3 990 x = 6363
x=3_1 x 5363 _ 707
93 990 ~ 110
Also gilt: 0,3 = % Also gilt: 6,427 = :—2%

c) 0,9 ist in einen gemeinen Bruch umzuwandeln.
x=09

10x =199
x=09 (-)
9x =29
x =1

Also gilt: 0,9 = 1.

SATZ 59: Fir jede gebrochene Zahl gibt es eine Darstellung
als Dezimalbruch. Dieser ist entweder endlich oder perio-
disch.

Umgekehrt stellt jeder endliche oder periodische Dezimal-
bruch eine gebrochene Zahli dar.

Bemerkung: Es gibt auch unendliche Dezimalbriche, die
nicht periodisch sind, z. B. 0,515115111511115... Solche
Dezimalbriiche stellen keine gebrochenen Zahlen dar. Es
sind Darstellungen irrationaler Zahlen (~ 74; Def. 85).

Das Rechnen mit gebrochenen Zahlen in Dezimalbruch-
darstellung nennt man auch kiirzer ,,Rechnen mit Dezimal-
brichen*.

Fir das Rechnen mit endlichen Dezimalbriichen gelten die



2. GEBROCHENE ZAHLEN

Vergleichen
von Dezimalbrichen

Addieren
und Subtrahieren

Multiplizieren

folgenden Regeln: Treten in einer Aufgabe auch peri-
odische Dezimalbriiche auf, so muB man diese entweder
runden oder in gemeine Briiche umwandeln.

a) Von zwei Dezimalbriichen mit verschiedener Stellen-
zahl vor dem Komma ist derjenige groBer, der mehr Stel-
len vor dem Komma hat.

b) Zwei Dezimalbriche mit gleicher Anzahl von Stellen
vor dem Komma werden ohne Beriicksichtigung des Kom-
mas wie natirliche Zahlen verglichen. Dazu missen sie
jedoch durch Anfiigen von Nullen gleichnamig gemacht
werden.

Es sind 13,9 und 13,11 zu vergleichen.
Gleiche Anzahl von Dezimalen: 13,90 und 13,11.
Vergleich: 13,90 > 13,11; denn 1390 > 1311

Dezimalbriiche werden schriftlich addiert bzw. subtrahiert,
indem sie zundchst so untereinander geschrieben werden,
daB Stellen mit dem gleichen Stellenwert in derselben Spalte
stehen (kurz: Komma unter Komma). Dann verfdhrt man
genau so wie bei der Addition bzw. Subtraktion natiirlicher
Zahlen.

Das Komma wird im Ergebnis zwischen Einer- und Zehn-
telstelle gesetzt.

a) 25,38 b) 841,36

103,009 — 27,053
0,5 — 0,123

+ 13,71 — 12,4
142,599 691,784

Dezimalbriche werden schriftlich multipliziert, indem man
sie zundchst ohne Riicksicht auf das Komma wie natirliche
Zahlen multipliziert.

Das Komma setzt man dann so, daB das Ergebnis so viel
Dezimalstellen hat, wie die beiden Faktoren zusammen
besitzen. Wenn nétig, missen Nullen ergdnzt werden.

a) 735,06 - 5204  b) 0,047 - 0,0092

367530 423
147 0120 9%
2 94024 ~0,0004324
3825,25224
Ein Dezimalbruch wird mit 10, 100, 1000, . . . multipliziert,
indem man das Komma um 1,2, 3, ... Stellen nach rechts
versetzt,
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Dividieren

Ein Dezimalbruch wird durch eine natiirliche Zahl schrift-
lich dividiert, indem man wie bei der Division natiirlicher

Zahlen verfdhrt.

Nach der Division der Einer des Divi-

denden wird im Ergebnis ein Komma gesetzt.

Ist der Divisor ein Dezimalbruch, so multipliziert man zu-
ndchst Dividenden und Divisor mit 10, 100, 1000, ..., je
nachdem, ob der Divisor 1, 2, 3,... Dezimalstellen hat.
Damit ist der Divisor wieder eine natirliche Zahl.

a) 1337,19 : 87

d) 26,47 : 5,6

133719 : 87 =1..37 J 56 = 7267857142
467 407
321 150
609 7380
0 440
b) 1,58445 : 35,21 —*“ggo
_.445 : 3521 = 1,045 700
584 8
15844 240
14084 ——
17605 160
17605 ——48
=5 i
) 273 : 12
2730:12 =225 Ein Dezimalbruch wird durch
33 10, 100, 1000, ... dividiert,
50 indem man das Komma um
60 1, 2, 3, ... Stellen nach links
0 versetzt.

Eine gebrochene Zahl ist eine Klasse von Brichen, die durch Kirzen oder Erweitern aus-
einander hervorgehen. Es werden nur Briche gebildet, deren Nenner ungleich Null ist.

Beziehung Definition Eigenschaften
Kleiner- a c Es gilt genau einer der Fdlle
Bazishiing z < y genau dann, o c o c ¢ _a
wenna-d <b-c R b d 2)b d 3)d“:"b
< s Wenn B und A T e e.
b ~ d b ~ d d '’ b ~f

Gebrochene Zahlen haben keinen Nachfolger.
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- S
Addition Uneingeschrankt . . + el
@ ¢ ad+bec | ausfihrbar b d d b
S T LAY LR (_."_. ‘_) .4
B N b+(d+f)_ b dl Tf
a a
e
b * b
W @ 5 0 + 2 c i
i e Nt d "y
Multiplikation Uneingeschrdnkt B S s
a ¢ ac ausfihrbar b d d b
R A a [c e a c\ e |
b d bd —.(_. _):(_ __) 8 o
b \d f b d/ f ;
oo
a9 .
b b |
Gr vie
a Il
5070 yry
c a c x +
Wenn F<?' b.y R vlo
X --_.-'
(—- * 0) ola
Subtraktion Nicht uneinge- L .
(Umkehrung der schrankt ausfihrbar.| b b
Addition) Ausfihrbar genau 4 o= a
a ¢ ad—bc |dann, wenn b b
b a4 bd [2mf, Xl o B F
b=1d Wennb<d,sob y<d y
(Falls die Subtraktionen ausfohrbar sind.)
o a a a
Division (Umkeh- Uneingeschrdnkt —i—=1; (—-:t 0)
rung der Multipli- ausfuhrbar (auf b b b
kation) die Multiplikation 9 i1 = 8 £ 1 2_% (a_ + o)
a ¢ a d zuriickgefihrt) b b b b
— — I b — a a
b d b ¢ — =10 (— 0)
; 0 5 0 5 ¥
(5+9) SN SR
b " d y d y \y
Wegen der Definition - :5— = % . %kunnjedeDivision durcheine Multiplikation ersetzt werden.
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Verwendung
der Variablen

Rationale Zahlen
als Klassen
von Differenzen

Zvordnung
von Punkten
und Zahlen

58

In den Abschnitten 1 und 2 wurden Buchstaben wie g,
b,...,x,y als Variable nur fir natirliche Zahlen ver-
wendet. Daher konnten Variablen fiir gebrochene Zahten
nur mit Hilfe von zwei Buchstaben geschrieben werden,

z. B. %

In diesem Kapitel werden nun Buchstaben als Variablen
fir gebrochene Zahlen verwendet.

oder x:y.

Zum Aufbau des Bereichs der rationalen Zahlen werden
alle Differenzen gebrochener Zahlen gebildet. Diese Dif-
ferenzen sollen nicht ausgerechnet werden, sondern sie
werden zur Darstellung der Zahlen des neuen Bereichs,
also der rationalen Zahlen, benutzt. Daher werden sie
in Klammern gesetzt: (a — b).

FaBt man in diesen Differenzen Minuend und Subtrahend
als MaBzahlen fir Streckenldngen auf, so lassen sich alle
Differenzen durch Streckenabtragung auf einer Geraden
veranschaulichen, auf der ein Punkt A festgelegt ist.

o=
o
3

Dabei wird jeder Differenz eindeutig ein Punkt P der Gera-
den zugeordnet. Umgekehrt sind jedem dieser Punkte
unendlich viele Differenzen zugeordnet.

Jem ]

35¢m

Die Differenzen (3 —7) und (3,5 — 7,5) sind demselben Punkt P
zugeordnet, und es gilt
34+75=7+43,5.

So wie in diesem Beispiel sind beliebige Differenzen (a — b)
und (c — d) genau dann demselben Punkt der Geraden
zugeordnet, wenn gilt:

a+d=>b+c
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Zahlengerade

Vorzeichen

Positive rationale
Zahl
negative rationale
Zahi

Alle Differenzen, die ein und demselben Punkt zugeordnet
sind, werden jeweils zu einer Klasse zusammengefaBt.
Differenzen (a — b) und (c — d) liegen also genau dann
in einer Klasse, wenn gilt: a +d = b + c.

DEFINITION 60: Jede Klasse von Differenzen, die dem-
selben Punkt zugeordnet sind, hei3t rationale Zahl.

Damit ist jede rationale Zahl einem Punkt der Geraden
zugeordnet. Dadurch wird diese Gerade zu einer Zahlen-
geraden.

(4-4)

(12-105)
(+-3)
(+-4)

(-0)

(75-75)

DEFINITION 61: Die rationale Zahl, in der die Differenz
(a — 0) vorkommt, wird mit ,,+a*“ (gelesen: plus ad) be-
zeichnet.

Die rationale Zahl, in der die Differenz (0 — b) vorkommt,
wird mit ,,—b* (gelesen: minus b) bezeichnet.

Die rationale Zahl, in der die Differenz (0 — 0) vorkommt,
wird nur mit ,,0° (Null) bezeichnet.

In den Bezeichnungen ,,+a* bzw. ,,—b* fir rationale
Zahlen heiBen die Zeichen ,,+** bzw. ,,—* die Vorzeichen
der rationalen Zahlen.

1 1

T 5

I: 1 | Ll Ll
]-2 %[ ] %Iﬂ‘ +i7 |+.]3 -f-(if +5 +5

[
en

|
=
e

Ll
=
¥ - 42

DEFINITION 62: Die rationalen Zahlen, die auf der Zahlen-
geraden rechts von 0 liegen, heiBBen positiv. Das sind die
rationalen Zahlen mit dem Vorzeichen ,,+*.

Die rationalen Zahlen, die auf der Zahlengeraden links von
0 liegen, heiBBen negativ. Das sind die rationalen Zahlen mit
dem Vorzeichen ,,—*.
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Entgegengesetzte
rationale Zahlen

- Beliebige Differenz in derselben Bezeichnung der ra-
Differenz Klasse der Form (g — 0) | tionalen Zahlen
bzw. (0 — b)
(16 — 3) (13 ) +13
39 60 i 21 21 3
7 7 ) ( 7 7
23 3 8 ) 8
( 9 9 ( 9, 5

In der Definition B 61 sind die Buchstaben a und b noch
Variable fir gebrochene Zahlen, d. h., 4+a bedeutet eine
positive und —b bedeutet eine negative rationale Zahl.
In den folgenden Abschnitten werden Buchstaben als Vari-
able fir rationale Zahlen benutzt. Fir diese Buchstaben
konnen also die Bezeichnungen beliebiger rationaler Zah-
len eingesetzt werden, d. h. also, daB z. B. a eine positive
oder eine negative rationale Zahl oder auch die Zahl 0 be-
deuten kann.

DEFINITION 63: Rationale Zahlen, die sich nur durch das
Vorzeichen unterscheiden, heiBen zueinander entgegen-
gesetzt. Die Zahl 0 ist zu sich selbst entgegengesetzt.

Zueinander entgegengesetzte Zahlen liegen auf der Zah-
lengeraden symmetrisch zur Null.

| | | | | 1 | | |
I
0+ +2 43 +p2
Der Ubergang von einer rationalen Zahl zur entgegen-

gesetzten Zahl wird durch das Vorsetzen eines Minus-
zeichens angegeben.

Rationale Entgegengesetzte Zahl Entgegengeseizte der
Zahl entgegengesetzien
a —a Zahl — (—a)' -
—(+2) = -2 - (=2) =
4 4 (4
(9% |-(3)
—(—3,75) = + 3,75 — (+3,75) =
(—9,7) = + 9,7 — (4+9,7) =
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Absoluter Betrag

Ordnung
(~ 40)

Es gilt stets

—(—a)=a

DEFINITION 64:
a, falls a positivoder a = 0
la] = { —a, falls a hegaiiv
|a| heiBt der absolute Betrag der Zahl g, kiirzer: Betrag von a.

+3 | —-09 0 — + +8,1 —8,1

+3 ] +09 | 0 + +8,1 +8,1

+
o|N|vol N

o| NN

Der Betrag einer Zahl ist stets positiv oder Null. Zuein-
ander entgegengesetzte Zahlen haben denselben Betrag.
Jeder positiven rationalen Zahl und der Null (kirzer: jeder
nichtnegativen Zahl) entspricht genau eine gebrochene
Zahl und umgekehrt.

Die nichtnegativen rationalen Zahlen werden entsprechend
den gebrochenen Zahlen geordnet.

DEFINITION 65: Von zwei beliebigen rationalen Zahlen
ist diejenige kleiner, die auf der Zahlengeraden weiter links
liegt.

Aus der Definition B 65 folgt:
Jede positive rationale Zahl ist gréBer als Null und auch
gréBer als jede negative. Jede negative rationale Zahl ist
kleiner als Null. Es gilt also

0 < a, falls a positiv,
und a < 0, falls a negativ.

a) +193 < 41935 b) 0< 40,000 ¢) —18 < —17
d) —304 <0 e) —h< +h
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Rechenoperationen
mit

rationalen Zahlen
Addition

62

Falls a und b negativ: a < b genau dann, wenn |a| > |b|.
Falls a und b positiv: a < b genau dann, wenn |a| < |b]|.
Da die positiven rationalen Zahlen und die Null entspre-
chend den gebrochenen Zahlen geordnet sind, gilt folgen-
der Satz:

SATZ 66: Beim Vergleichen verhaltensich die nicht negativen
rationalen Zahlen wie die gebrochenen Zahlen.

Daher kann man beim Vergleichen die nicht negativen
rationalen Zahlen durch die entsprechenden gebrochenen
Zahlen ersetzen und umgekehrt.

a) 193 <1935 b) 0<0,000 ¢) —18 < —17
d) —304<0 € —4<h

Fir keine rationale Zahl gibt es einen unmittelbaren Nach-
folger (~ 21).

SATZ 67: Positive rationale Zahlen werden wie die ihnen
zugeordneten gebrochenen Zahlen addiert. Daher kann man
positive rationale Zahlen bei der Addition durch die ihnen
zugeordneten gebrochenen Zahlen ersetzen und umgekehrt.

Insbesondere kann man also die Betrdge rationaler Zah-
len durch gebrochene Zahlen ersetzen. Das gilt auch fiir
die Subtraktion von Betrdgen, sofern die Subtraktion der
entsprechenden gebrochenen Zahlen ausfihrbar ist.

Zur Unterscheidung von Vor- und Operationszeichen wer-
den die rationalen Zahlen in Klammern gesetzt.

SATZ 68: Die Summe negativer rationaler Zahlen ist gleich
der zur Summe ihrer Betridge entgegengesetzten Zahl.

SATZ 69: Die Summe zweier entgegengesetzter Zahlen ist 0.

SATZ 70: Der Betrag der Summe zweier rationaler Zahlen
mit verschiedenen Vorzeichen und verschiedenen Betrégen
ist gleich der Differenz der Betriige der Summanden.

Das Vorzeichen der Summe ist gleich dem Vorzeichen des
Summanden mit dem griéBeren Betrag.
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Eigenschaften der
Addition
Kommutativitat (~ 20)

Assoziativitdt (.~ 20)

Monotonie (~22)

Subtraktion
(7 21)

a) (<2) + (+6)
Betrag der Summe: +4
Vorzeichen der Summe: plus }(—2) + (+6) = + 4

b) (+42) + (~5)

Betrag der Summe: +0,8 i
Vorzeichen der Summe: minus}(+4'2) + (-5 = —08

Bemerkung: Die in Satz B70 ausgesprochene Regel laBt

sich auch ohne den Begriff der Differenz, jedoch dann
wesentlich umstdndlicher, formulieren.

SATZ 71: Die Addition rationaler Zahlen ist kommutativ.

a+b=b+a

SATZ 72: Die Addition rationaler Zahlen ist assoziativ.

a+(b+c)=(@+b)+c

Auf Grund der Kommutativitdt und der Assoziativitdat der
Addition rationaler Zahlen ist in Summen mit mehr als zwei
Summanden die Reihenfolge der Summanden beliebig.

SATZ 73: Die Addition ist beziiglich der Kleiner-Beziehung
monoton. Fir rationale Zahlen g, b und x gilt stets:

Wenn a < b, soa + x <b + x.

Die Subtraktion ist die Umkehrung der Addition. Man
schreibt x = b — a statt @ + x = b.

(+5) —(4+2) =  ; denn +(+2) = +5
(+35) +(-2) = —3
(+3) —(49) = ; denn + (+9) = +3
(+3) +(=9) = -6
(+7) — (—4) = ; denn + (—4) = +7
(+7) +(+4) =+ 11
(=2) —(+12) = ; denn + (+12) = -2
(=2) +(=12) = — 14
(—13) — (—4) = _ ©; denn 4 (—4) = —13
(=13) +(+4) = -9
(—6) —(=9) = - °; denn +(=9) = —6
(—6) +(+9) = — 3
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Ausfihrbarkeit

Monotonie (/ 22)

Multiplikation

Eigenschaften
der Multiplikation
Kommutativitat (. 23)

Assoziativitat (.~ 23)

SATZ 74: Eine rationale Zahl wird subtrahiert, indem man
die zu ihr entgegengesetzte Zahl addiert.

Da es zu jeder rationalen Zahl eine entgegengesetzte Zahl
(~ 60) gibt und da die Addition rationaler Zahlen uneinge-
schrdnkt ausfihrbar ist, gilt der folgende Satz:

SATZ 75: Im Bereich der rationalen Zahlen ist die Subtrak-
tion uneingeschrankt ausfishrbar.

Da jede Subtraktion durch eine Addition ersetzt werden
kann, ist auch die Subtraktion beziiglich der Kleiner-Be-
ziehung monoton.

Wenna <b,soa —x<b — x.

SATZ 76: Ein Produkt rationaler Zahlen, in dem beide Fak-
toren gleiches Vorzeichen haben, ist gleich dem Produkt
der Betrdge (~ 61).

Ein Produkt rationaler Zahlen, in dem die beiden Faktoren
verschiedene Vorzeichen haben, ist gleich der zum Produkt
der Betrdge entgegengesetzten Zahl.

Fir jede rationale Zahl a gilt:

a-0=0

Bemerkung: Betrdge sind nicht negativ und werden daher
wie die ihnen zugeordneten gebrochenen Zahlen multipli-
ziert.

a) (+4,5) - (+1,5 = +6,75; denn 4,5 - 1,5 = 6,75
b) (—2):(—3) = +6

O[5y

SATZ 77: Die Multiplikation rationaler Zahlen ist kommu-
tativ.

a-b=>b-a

SATZ 78: Die Multiplikation rationaler Zahlen ist assoziativ.

a-(b-c)y=(-b)-c
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Vorzeichen
eines Produktes

Distributivitat (.~ 24)

Monotonie (7 28)

Auf Grund der Kommutativitdt und der Assoziativitdt der
Multiplikation ist in Produkten mit mehr als zwei Faktoren
die Reihenfolge der Faktoren beliebig.

Das Vorzeichen (.~ 59) eines Produkts wird durch die An-
zahl der negativen Faktoren bestimmt. Ist diese gerade,
so ist das Produkt positiv, anderenfalls negativ.

Ein Produkt ist genau dann gleich 0, wenn wenigstens ein
Faktor gleich O ist.

SATZ 79: Die Multiplikation ist beziiglich der Addition distri-
butiv.

a-b+c)y=a-b+a-c

SATZ 80: Fiir rationale Zahlen a, b und positive rationale
Zabhlen x gilt stets:

Wenna<b,soa-x<b-x.

Fir rationgle Zahlen a, b und negative rationale Zahlen x
gilt:

Wenna<b,soa-x>b-x.

Die Multiplikation ist also beziglich der Kleiner-Beziehung
nur mit der Einschrdnkung x > 0 mofioton. Fir negative
Faktoren x und fir x = 0 bleibt die Kleiner-Beziehung nicht
erhalten.

a)a= —3;b=+45x=

Es gilt —3 5, aber (=3)-(=2) (+5)-(-2)
6> —10

bya= —4;b=—-1; x=

Es gilt —4 —1, aber (—4) - (=2) (-1)-(-2)
8>12

ca=+3;b=+8; x=

Es gilt +3 48, aber (+3) - (—2) (+8)-(—2)
—-6> 16

d)a=-2;b=+434; x=

Esgilt 2 434 aber (-2):0 _ (+34)-0
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Division ( 27)

Avusfihrbarkeit

Die gebrochenen
Zahlen als Teilbereich
der rationalen Zahlen

Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Man
schreibt

a:b=  statt -b=a

Daraus ergibt sich nach den Regeln iber das Vorzeichen
eines Produkts (.~ 64; Satz 76) das Vorzeichen des Quotien-
ten x. Der Betrag von x ist gleich dem Quotienten der
Betrdge von a und b. Dies sind nichtnegative rationale
Zahlen, sie werden also wie die ihnen zugeordneten ge-
brochenen Zahlen dividiert. Damit ist die Division ratio-
naler Zahlen auf die Multiplikation zurickgefihrt.

SATZ 81: Die Division rationaler Zahlen ist uneingeschriankt
ausfihrbar.

SATZ 82: Ein Quotient rationaler Zahlen, in dem Dividend
und Divisor gleiches Vorzeichen haben, ist gleich dem Quo-
tienten der Betrdge.

Ein Quotient rationaler Zahlen, in dem Dividend und Divisor
verschiedene Vorzeichen haben, ist gleich der zum Quotien-
ten der Betrige entgegengesetzten Zahl.

Die Division durch 0 liefert kein eindeutig bestimmtes
Ergebnis und ist daher auch im Bereich der rationalen
Zahlen ausgeschlossen.

Wie im Bereich der gebrochenen Zahlen kann man auch
im Bereich der rationalen Zahlen den Bruchstrich als
Divisionszeichen auffassen.

a:b=7)— (b +0)

Aus Saiz B 82 folgt:

a —a a

—b b b (b0

Ist a 5= 0, so heiBt —l- = 1 : a das Reziproke von a. (. 47;
Def. 52)

Beim Vergleichen und bei allen Rechenoperationen kann
man die nichtnegativen rationalen Zahlen durch die ge-
brochenen Zahlen ersetzen. Nach dieser Ersetzung bilden
die gebrochenen Zahlen einen Teilbereich des Bereichs
der rationalen Zahlen.
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Ganze Zahlen

Die rationalen Zahlen

veey =3, -2, 1,0, +1, 42, +3,...
heiBen ganze rationale Zahlen (kurz: ganze Zahlen).

B Natdirliche
| 7t f?eﬂ

Negative
ratfonale
Zahlen

Gebrochene 18

Zahlen

Jede rationale Zahl 1Bt sich in der Form %, (g = 0) darstellen, wobei p und q ganze Zahien

sind. Durch Kirzen kann man stets erreichen, daBl p und q teilerfremd (.~ 35) sind.
Durch Ausfihrung der Division p : ¢ erhdlt man Dezimalbruchdarsteliungen (.~ 51) fir ratio-

nale Zahlen. Dies sind entweder endliche oder periodische Dezimalbriche (.~ 53) mit dem
entsprechenden Vorzeichen.

1

Rationale Zahlen a und b heillen
entgegengesetzt, falls sie sich nur durch
das Vorzeichen unterscheiden.

Zuy jeder rationalen Zahl g gibt es genau
eine entgegengesetzte Zahl —a.

Null ist zu sich selbst entgegengesetzt.
—(—a)=a

Entgegengesetzte Zanlen liegen auf der
Zahlengeraden symmetrisch zur Null.

Absoluter Betrag
a,fallsa =0

|
lal = —a, fallsa <0

Fir jede Zahl a gilt |a| = 0.

5*

67




3. RATIONALE ZAHLEN

Kleiner-Beziehung

a < b genau dann, wenn

1) a<Oundb>0

oder

2)a<Oundb=0

oder

3) |a] < |b], falls
a>0undb>0

oder

4) |a| > |b|, falls
a<0undb <0.

Es gilt genau einer der Fdlle
a<b,a=>b,a>b.

Wenna <bund b <¢ 500 <c.

Es gibt keine kleinste rationale Zahl.
Rationale Zahlen haben keinen unmittel-
baren Nachfolger.

Ausfohrbarkeit

1
a-—=1(a+0)

Wenn a < b, so
a-x<b-x (x>0)

Definition Eigmchcﬁen :
Addition uneingeschrdnkt a+b=>b+a
(~ 67 und 63; ausfihrbar a+@®+c)=(+b)+c
Satze 67 bis 73) 340w
a+(—a)=0
Wenn a < b, so g
a+x<b+x| °©
2
Multiplikation uneingeschrankt a-b=>b-a p
(~ 64; Sdtze 76 bis 80) ausfohrbar a-(b-¢c)=(a-b)-c b
a-1=a;a0-0=0; J__
v
+
=
o

Subtraktion
a—b=a+ (-b)
(~ 63; Sdtze 74 und 75)

uneingeschrdankt
ausfihrbar

(Auf die Addition
zuriickgefihrt.)

a—a=a+(—a)=0
a—-0=a

Division
(~ 66; Sdtze 81 und 82)

uneingeschrankt
ausfuhrbar

a:a=1]| (a=0)
a:1=a
0:a=0| (@40

a
a:b:—b- ‘
a —a a bis0
b~ b b
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Punkte auf der
Zahlengeraden

Zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen a und b liegen
unendlich viele weitere rationale Zahlen.

a=15b=16

Zwischen  1,5und 1,6 Iiegt‘]—’s;_'_—‘h£> = 1,55

Zwischen 1,50 und 1,55 IiegtM: 1,525
Zwischen 1,500 und 1,525 Iiegtﬂo—}—‘gZE = §.5125
Zwischen 1,5000 und 1,5125 Iiegiw — 1,50625

Zwischen 1,5 und 1,6 liegen also die Zahlen 1,55; 1,525;
1,5125; 1,50625; . . .

6

Dieses Verfahren 1dBt sich beliebig weit fortsetzen. Damit
erhdlt man also unendlich viele rationale Zahlen, die
zwischen 1,5 und 1,6 liegen.

Es gibt aber auf der Zahlengeraden unendlich viele Punkte,
denen keine rationale Zahl zugeordnet ist.

/

In diesem Bild ist ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck
ABC (Kathetenldnge 1) mit den Quadraten iUber seiner
Hypotenuse und seinen Katheten dargestellt. Alle einge-
zeichneten Teildreiecke sind kongruent. Daher ist das
Hypotenusenquadrat doppelt so groB wie ein Katheten-
quadrat, die MaBzahl seines Fldcheninhalts also gleich 2.
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Licken
der Zahlengeraden

Rationale Punkte

Reelle Zahlen
als Klassen
von Intervall-
schachtelungen
Intervall,
Intervalldnge

70

Die Quadratseite AB hat bei der gewdhlten Ldngeneinheit
keine rationale Zahl als MaBzahl ihrer Lange. Das wird
indirekt bewiesen. .
Beweis: Angenommen, die Ldnge der Quadratseite AB
hdtte die rationale MaBzahl x. Dann lieBe sich x folgender-
maBen darstellen (.~ 67; Ubersicht):

(1) x = P (prq ganze teilerfremde Zahlen (.~ 35), q % 0)

q
Quadraffldche: x2 =2

2
Einsetzen aus (1): gg = . g
@ pr=12¢

Da 2 g2 durch 2 teilbar ist, ist auch p? und damit p durch 2
teilbar. (Wdre ndmlich p nicht durch 2 teilbar, enthielte
also p nicht den Faktor 2, so auch p? nicht). Wenn aber p
durch 2 teilbar ist, so ist p? sogar durch 4 teilbar.

Daraus folgt nun nach (2), daB auch 2 q2 durch 4, also g2
durch 2 teilbar ist. Damit ist g durch 2 teilbar.

Insgesamt haben also p und q den gemeinsamen Teiler 2.
Das ist aber ein Widerspruch zur Gleichung (1), in der p
und q als teilerfremd vorausgesetzt wurden.

Die Annahme, daB die Ldnge der Quadratseite AB eine
rationale MaBzahl hat, hat also zu einem Widerspruch ge-
fohrt und ist daher falsch, w. z. b. w.

Trdgt man die Strecke AB aus dem zweiten Bild von Seite 69
von 0 aus auf der Zahlengeraden ab, so ist dem Punkt B
also keine rationale Zahl zugeordnet. Solche Punkte der
Zahlengeraden heifen Licken.

Punkte, denen rationale Zahlen zugeordnet sind, heiBen
rationale Punkte.

DEFINITION 83: Sind a und b zwei rationale Zahlen mit
a < b, so heiBBt die Menge aller rationalen Zahlen, die aus a
und b selbst und allen dazwischen liegenden rationalen Zah-
len besteht, ein Intervall.

Die den Zahlen a und b auf der Zahlengeraden zugeordneten
Punkte heiBen Endpunkte des Intervalls. Sie bestimmen
eine Strecke, deren Linge auch als Intervalldnge bezeichnet
wird.
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Intervallschachtelung

Obgleich den Liicken auf der Zahlengeraden keine ratio-
nalen Zahlen zugeordnet sind, kann man jedoch rationale
Zahlen angeben, die einer solchen Liicke sowohl von links
als auch von rechts immer ndher kommen. Eine Licke
auf der Zahlengeraden ldBt sich mit solchen rationalen
Zahlen in immer kirzer werdende Intervalle einschlieBen.

Es gibt keine rationale Zahl x mit x2 = 2. ‘

Durch eine Folge von Intervallen, die man durch fortge-
setztes Halbieren erhdlt, 1aBt sich diese Licke folgender-
maBen einschlieBen:

a b a2 b2
1 2 1 4
2 3 1 9
2 2 4
5 6 25 36
4 4 16 16
11 12 121 144
K ) 64 64
22 23 484 529
16 16 256 256
45 46 2025 2116
32 32 1024 1024
] 1
SsmpIE |
i
z oy iy
233
7 2 I &3 2
4 g 762
4
J2

Die Liicke L kann man auch durch andere Folgen immer
kirzer werdender Intervalle einschlieBen, beispielsweise
durch fortgesetzte Zehnteilung.

I I

7 n

n"
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72

a b a? b?

1 2 1 4

1,4 1,5 1,96 2,25

1,41 1,42 1,9881 2,0164
1,415

1,414 1,999396 2,002225

Dieses Verfahren zur EinschlieBung einer Liicke heiBt
Intervallschachtelung. Statt durch eine fortgesetzte Tei-
lung der Intervalle in 2 oder 10 Teile, kann man eine
Licke auch durch fortgesetzte Teilung in 3, 4, 5, 6, . . . Teile
einschlieBen.

Jede Licke ldBt sich durch unendlich viele Intervallschachte-
lungen einschlieBen.

Auch rationale Punkte lassen sich durch Intervallschachte-
lungen einschlieBen.

Der der Zahl ; zugeordnete Punkt 1dBt sich folgender-

maBen einschlieBen.

a b a<%<b
0 1 0<;<1
4 4
0,4 0,5 ? < 9 < Tsa
4 4 45
0,44 0,45 IL‘TZ) < E < ms
44
0,444 0,445 1000 < 3 < 1000

Die Zahl —é— kann durch keinen endlichen Dezimalbruch

dargestellt werden, denn jeder Dezimalbruch a ist kleiner

und jeder Dezimalbruch b ist gréBer als é Deshalb ist

die Dezimaldarstellung fiiri der periodische Dezimal-
- 9

bruch 0,4:

4

0,4=§.
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Reelle Zahlen

Diesen periodischen Dezimalbruch erhélt man auch durch
das einfachere schriftliche Divisionsverfahren. Damit ist
die Anwendung dieses Verfahrens, auch wenn es nicht ab-
bricht, gerechffertigt.

Ebenso lassen sich solche Punkte durch Intervallschachte-
lungen einschlieBen, denen durch endliche Dezimalbriiche
darstellbare Zahlen zugeordnet sind. Jede Intervallschach-
telung schlieBt genau einen Punkt ein. Umgekehrt l&Bt
sich jeder Punkt der Zahlengeraden durch Intervallschach-
telungen einschlieBen. Diese Intervallschachtelungen wer-
den dem jeweiligen Punkt zugeordnet.

DEFINITION 84: Jede Klasse von Intervallschachtelungen,
die ein und demselben Punkt zugeordnet sind, heiBlt reelle
Zahl.

Im Bereich der reellen Zahlen ist jeder Zahl eindeutig ein
Punkt der Zahlengeraden, aber auch umgekehrt jedem
Punkt eindeutig eine Zahl zugeordnet.

Jetzt gibt es also auf der Zahlengeraden keine Licken
mehr, und jede Streckenldnge hat eine reelle MaBzahl.
Auch dem Endpunkt, der auf der Zahlengeraden abgetra-
genen Diagonale des Einheitsquadrates (,~ Beispiel S. 69) ist
jetzt eine Zahl zugeordnet. Diese Zahl wird z. B. durch
die Intervallschachtelungen im Beispiel auf Seite 71 darge-
stellt und mit ,,J/2* bezeichnet. Das Quadrat dieser Zahl
ist gleich 2. Der Beweis dieser Behauptung erfordert grind-
lichere Kenntnisse iber Intervallschachtelungen und wird
deshalb hier ibergangen. Damit ist die Gleichung x* =
l6sbar. Eine L&sung ist /2, die andere —2.

Bemerkung: Allgemein ist jede Gleichung x" = a; (a = 0;
n=1,2,...) (~133; Def. 21 und 134; Def. 24) im Bereich
der reellen Zahlen |8sbar. Es gibt genau eine nichtnega-

tive Zahl x, die diese Gleichung erfillt. Das ist {/a (~ 147;
Def. 32). Ist n ungerade, so gibt es auch fiir a < 0 genau
eine negative reelle Zahl x, die die Gleichung erfillt. Das

ist die Zahl x = — "|/—a.

a) xt =81 b) x? = — 128
x =8T=3 x =—}—=(—128) = —}128 = -2

3
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Irrationale Zahlen

Unendliche
Dezimalbriiche

als Bezeichnungen fir
reelle Zahlen

74

DEFINITION 85: Reelle Zahlen, die rationalen Punkten
zugeordnet sind, heiBlen rationale reelle Zahlen.

Alle anderen reellen Zahlen heiB3en irrational.

Die rationalen reellen Zahlen und die irrationalen reellen
Zahlen bilden zusammen den Bereich der reellen Zahlen.

Man kann zeigen, daB sich die rationalen reellen Zahlen
beim Rechnen und Vergleichen wie die ihnen entsprechen-
den rationalen Zahlen verhalten. Deshalb spricht man kurz
von rationalen und irrationalen Zahlen. Diese bilden zu-
sammen also den’'Bereich der reellen Zahlen.

Gebrochene Zahlen sind Klassen von Briichen. Jeder Bruch
einer Klasse dient zur Bezeichnung der jeweiligen gebro-
chenen Zahl.

Rationale Zahlen sind Klassen von Differenzen. Die Be-
zeichnung einer rationalen Zahl wird aus einer bestimmten
Differenz der jeweiligen Klasse gewonnen. Das ist die Diffe-
renz, in der Minuend oder Subtrahend gleich Null ist.
Reelle Zahlen sind Klassen von Intervallschachtelungen.
Die Bezeichnungen fir die reellen Zahlen werden aus den-
jenigen Intervallschachtelungen gewonnen, die durch fort-
gesetzte Zehnteilung entstehen. Dabei erhdlt man fir die
reellen Zahlen folgende Bezeichnungen:

a) Fir die rationalen Zahlen erhdlt man endliche oder
periodische Dezimalbriiche. Wegen 0,9 = 1 kénnen dabei
periodische Dezimalbriiche mit der Periode 9 durch end-
liche ersetzt werden (.~ 54; Beispiel c).

b) Fir die irrationalen Zahlen erhdlt man unendliche
nichtperiodische Dezimalbriche.

Jede reelle Zahl hat also einen bestimmten Dezimalbruch
als Bezeichnung. Umgekehrt ist auch jeder Dezimalbruch
die Bezeichnung einer bestimmten reellen Zahl. Daher
sagt man statt ,,Dezimalbruch* auch ,,Dezimalzahl”. Da
ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch nicht voll-
stindig angegeben werden kann, mussen fir irrationale
Zahlen rationale Zahlen als Ndherungswerte angegeben
werden.

Das kann mit beliebiger Genavigkeit geschehen. Es missen
dabei nur geniigend viele Dezimalstellen bericksichtigt
werden.

V2 ~ 1,4 V2 ~ 1,4142

V2 ~ 1,41 V2 ~ 1,41421
V2=~ 1414 Y2 ~1,414213
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Ordnung

Rechenoperationen
mit reellen Zahlen

Rechnen mit
Ndherungswerten

Rundungsregeln

Von zwei verschiedenen reellen Zahlen ist diejenige kleiner,
die auf der Zahlengeraden weiter links liegt.

SATZ 86: Fir reelle Zahlen a und b gilt genau einer der fol-
genden drei Fdlle:
a < b oder a =b oder a > b.

Mit Hilfe der Rechenoperationen im Bereich der rationalen
Zahlen lassen sich die entsprechenden Rechenoperationen
im Bereich der reellen Zahlen definieren. Es gelten auch
hier wieder die bekannten Rechengesetze (Kommutativitat,
Assoziativitdt, Monotonie usw.).

SATZ 87: Beim Rechnen mit Ndherungswerten, die mit ver-
schiedener Genavigkeit vorgegeben sind, hat das Ergebnis
der Rechnung hichstens die Genavigkeit, mit der jeweils der
Nd&herungswert mit geringster Genavigkeit in die Rechnung
eingegangen ist.

Ist ein Ndherungswert mit n zuverldssigen wesentlichen
Ziffern (~ 77) als Ndherungswert von geringster Genavig-
keit eingegangen, so kann das Ergebnis sinnvoll nur durch
einen Ndherungswert mit ebenfalls n wesentlichen Ziffern
angegeben werden.

Ndherungswerte werden durch das Zeichen ,,~‘ gekenn-
zeichnet. Gelesen: ,,angendhert gleich* oder ,,rund‘* oder
»nahezu gleich** oder ,,etwa gleich*.

Bemerkung: Falls auf Grund des gegebenen Sachzusammen-
hanges keine MiBverstdndnisse moglich sind, setzt man
auch das Gleichheitszeichen, z. B. bei logarithmischen Be-
rechnungen. Derartige Ndherungswerte werden unter Be-
achtung der Rundungsregeln durch Dezimalbriiche mit
ausschlieBlich zuverldssigen Ziffern angegeben, so daB aus
deren Darstellung bereits auf ihre Genauigkeit geschlossen
und auf eine besondere Kennzeichnung durch das Zeichen
»="" verzichtet werden kann.

Abrunden

Steht am Ende einer Ziffer Beispiel:
eine der Grundziffern

1, 2, 3, 4, 428

so bleibt die unmittelbar 428 ~ 4
davor stehende Grundziffer 428 -
beim Runden unverdndert. 428

Die gerundete Zahl ist kieiner als die

vorgegebene Zahl.
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Beispiele fur das
Rechnen mit
Ndherungswerten

76

Aufrunden

Steht am Ende einer Ziffer eine der Grund- | Beispiel:

ziffern 428¢
67859 87| oo
so wird die unmittelbar davor stehende | 4285( ~ "
Grundziffer beim Runden um 1 erhéht. 4289

Die gerundete Zahl ist groBer als die vor- | Beachte!
gegebene Zahl. 5497 ~ 5500

Regel fiir 5 (TGL 1333)

1. Fall: 17 503 ~ 18000
Folgen nach 5 weitere wesentliche Ziffern, | 0,1951 ~ 0,2
so wird aufgerundet.

2. Fall: .
frunden, 17
Ist 5 letzte wesentliche Ziffer und ist nicht f;l;;::d:)n .

bekannt, ob sie durch Rechnung entstan-| go'¢. g9,
den ist, so wird auf eine gerade Zahl ge- 45 ’
rundet (Gerade-Zahl-Regel)

8975 ~ 8950

(abrunden, weil 6

gerade)
3. Fall:
Ist 5 letzte wesentliche Ziffer und ist bekannt, | 397,482 ~ 397,5
daB sie durch Aufrunden (Abrunden) ent- ~ 397
standen ist, so wird abgerundet (aufge-| (entstanden durch
rundet). Aufrunden, also

Bemerkung: Nach TGL 1333 ist eine durch | Abrunden)
Aufrunden entstandene 5 durch einen Punkt 397,528 ~ 397,5
Uber der 5 zu kennzeichnen: 5. A~ 398
Eine durch Abrunden entstandene 5 ist| (enistanden durch
durch einen Strich unter der 5 zu kenn-| Abrunden, also
zeichnen: 5. Von dieser Festlegung darf| Aufrunden)

nur aus technischen Grinden abgewichen
werden.

[ opeanaoen 3 e Y e Yy 3 T4
L IICRABEES, TR e s N 1
Steht am Ende einer Ziffer die| 34 528,00 M =~ 35 000,00 M
Grundziffer 5, so wird stets auf-| 34 482,00 M ~ 34 500,00 M
gerundet. A 35 000,00 M

Das Volumen eines Quaders ist zu berechnen.
Gegeben: a = 123,5cm; b =2,5m; ¢ =2563,0 mm
Vereinheitlichen der GroBenangaben:

a=1235m; b=25m; ¢ =2,530m

Eingabewert mit geringster Genavigkeit: b = 2,5 m.
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Wesentliche Ziffern

Zuverldssige Ziffern

Die Kante b ist mit einer MaBzahl mit n = 2 wesentlichen
Ziffern gegeben. Das Ergebnis kann sinnvoll auch nur
mit zwei wesentlichen Ziffern angegeben werden.

Losung: Runden der anderen Eingabewerte auf n + 1 =3
wesentliche Ziffern, Ergebnis runden auf n = 2 wesentliche
Ziffern:a ~124m; b =25m; c=~2,6m

Als Ergebnis erhdlt man rechnerisch V = 8,0600 m3. Auf
zwei geltende Ziffern gerundet: V =~ 8,1 ms.

Der Fldcheninhalt eines Kreises ist zu berechnen.
Gegeben: r = 1250 mm; = = 3,14

A=nr?=314 1250 mm? = 3,14 - 1562500 mm?

A = 4906250 mm?

A =~ 4910000 mm? = 4,91 m?

Da 7 nur mit drei zuverldssigen Ziffern als Eingabewert ver-
wendet wurde, wiirden mehr als drei Ziffern im Ergebnis
eine ungerechtfertigte Genavigkeit vortduschen.

Unter den wesentlichen Ziffern (auch geltende Ziffern
genannt) versteht man alle Ziffern der Ziffernfolge dieser
Zahl mit Ausnahme der Nullen, die links von der ersten
und rechts von der letzten von Null verschiedenen Grund-
ziffer in der Ziffernfolge stehen.

Alle wesentlichen Ziffern einer Ziffernfolge sind zuver-
ldssige Ziffern, d. h. die (von rechts) erste ist nach den
Rundungsregeln gerundet.

a) 354608519 ~ 354609000 ~ 355000000
— ——
6 wesentliche 3 wesentliche

Ziffern Ziffern
b) 0,000370050 ~ 0,00037
N N~
5 wesentliche 2 wesentliche Ziffern

Ziffern
c) 40000,00 km = 40000000 m = 4000000000 cm

1 wesentliche Ziffer

Unter den zuverldssigen Ziffern einer reellen Zahl ver-
steht man diejenige, die bis zu einer bestimmten Stelle zu
deren Ziffernfolge gehoren, wobei die letzte nach den Run-
dungsregeln (.~ 75) gerundet ist.



4 REELLE ZAHLEN

Rechnen mit reellen
Zahlen

Auflésen von Klammern

Setzen von Klammern

Multiplikation von
Summen

Binomische Formeln

78

a) Zu 12 soll die Summe 8 + 5 addiert und die Differenz
10 — 3 subtrahiert werden.

124+ @8+5 —-(10-3)=124+13 -7 =18

b) Die Summe aus der Summe 3 + 4 und der Differenz

5 — 2 ist mit dem Faktor 3 zu multiplizieren.
{B4+4)+5—-2}3={(7+3}3=10-3 =30

(1) Steht vor der Klammer ein Pluszeichen, so kann die
Klammer weggelassen werden.
(2) Steht vor der Klammer ein Minuszeichen, so kann die
Klammer weggelassen werden, wenn man die Plus-
und Minuszeichen in der Klammer in die jeweils entge-
gengesetzten Zeichen verdndert.

(1) Soll vor der Klammer ein Pluszeichen stehen, so kann
man die Klammer ohne weiteres setzen.

(2) Soll vor der Klammer ein Minuszeichen stehen, so sind
alle Plus- und Minuszeichen, die in der Klammer stehen
sollen, in die entgegengesetzten Zeichen zu verdndern.

a+(b+c)=a+b+c
at+(b—-c)=a+b—c
a—(b+c)=a—-b—c
a—(b—-c)=a—-b+c
a—(—b+¢)=a+b-—c
a—(—b—-¢c)=a+b+c

Fir alle reellen Zahlen q, b, ¢, d gilt:

(a + b) (¢ + d) = ac + ad + bc + bd
(@ + b) (¢ — d) = ac — ad + bc — bd
(@ — b)(c +d) =ac + ad — bc — bd
(@ — b) (¢ — d) =ac — ad — bc + bd

Fir alle reellen Zahlen q, b gilt:
(a 4 b)? = a® + 2ab + b2
(a + b) (a — b) = a* — b?
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Pascalsches Dreieck

Division von Summen
durch eine Zahl

Division von Summen
durch Summen

Berechnet man (a -+ b)" fiir n = 0, n ganz, so erkennt man
nach folgender Anordnung ein Bildungsgesetz fir die Ko-
effizienten. (Blcuse Pascal, 1623-1662, franz. Mathematiker)

(@b =1 . 1

) L 11
@b =at+2ab b ..., 121
@+ b =a*+£3ab+3ab+b.......... 1331

(@t byt =at+4a*b+6a2b>+4bab3 b 14641

Fir alle reellen Zahlen a, b, ¢, x; (x = 0) gilt:

(@+b+c0) =a +b +c :_a_+£+£
Summen werden durch eine Zahl dividiert, indem man
jeden Summanden durch diese Zahl dividiert.

a) bx2+7x+2):3x+2)=2x+1
—(6x* + 4x)

b) (x+8x+6):Bx+2) —x+2+ o 2
—B3x+2%) 3x+2
6x +6
— (6x + 4
2

Algorithmus (Rechenvorschrift):

(1) Man sucht ein Glied des Dividenden [6 x2], das durch ein
Glied des Divisors dividiert werden kann [3 x].

(2) Man bildet das Produkt aus dem erhaltenen Quotienten
[2 x] und dem Divisor [3 x + 2].

(3) Man subtrahiert dieses Produkt [6 x* 4- 4 x] vom Divi-
denden.

Nun sind zwei Falle mdglich:

1. Fall: Differenz ist Null; die Division ist ohne Rest durch-
gefihrt.

2. Fall: Differenz ist nicht Null; die Schritte (1), (2) und (3)
werden wiederholt.

Fall 2.1.: Nach endlich vielen Schritten wird die Differenz
Null (~ Beispiel a)

Fall 2.2.: Differenz wird nie Null (~ Beispiel b); das Ver-
fahren wird an geforderter Stelle abgebrochen (Division
mit Rest)

79



4. REELLE ZAHLEN

Arithmetisches
Mittel
(Durchschnitt)

Weitere Beispiele

a) 135m?n? — 45 m2n + 45 mn® — 15mn
=15mn(Omn —3m+3n-1)
=15mnBm@Bn—-1)+ @n-1)]
=15mn[Bn—-1)@Bm+ 1)]
=15mn@Bn—-1)@m+1)

b)14x2~{-12xy-{-9y2_ 2x 4+ 3y)2
20x+30y 102x+3y)

1
ZW(ZX+3Y)

a2 —2ab + b
@ +2ab+ b  (a—b)? (a+ b)(a—b)
) a® — b? " (@ + b2 a+ b
a+b

_(a—b)z. a+ b
“@r b @rbh@—b
__a—b
=@+ op

DEFINITION 88: Das arithmetische Mittel a von n Zahlen
oder GréBenangaben aq,, a,, ..., a, ist der Quotient aus
der Summe dieser Zahlen und deren Anzahl.

Wadhrend eines Tages wurden folgende Temperaturen ge-
messen :

Uhrzeit Qoo 300 600 9oo | 4200 | 4500 | 1800 [ 2100

Temp. t 10 8 6 11 16 20 17 12
in °C

Die Durchschnittstemperatur t dieses Tages (das arithme-
tische Mittel) ist:
- 104+8+6+4+11+164+20+17+12 100

t — 8 —8—- = 12,5
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1. DER FUNKTIONSBEGRIFF

Darstellung
von Zuordnungen

: bti_t'rsielfu_ng von Zuordnungen

durch Pfeile durch eine durch geord-
Tabelle . | nete Paare

[a; Al
[b; O]
fC,‘ -J
[d; Al
[e; .J1
[fi %]

o\

In der Darstellung durch geordnete Paare stehen jeweils
an erster Stelle die Elemente von A und an zweiter Stelle die
Elemente von B.

Die Menge A sei die Menge der reellen Zahlen. Jeder
Zahl x aus dieser Menge werde die reelle Zahl y zugeord-
net, fiir die z. B. folgende Gleichung gelte:

y = x%

Sowohl die Menge A als auch die Menge B enthdlt unendlich
viele Elemente.

Auswahl zusammengehériger Elemente:

1 5
x -3 ~2 | =m] ® 1 53 V2
1 25
9 4 = 0 1 =
y 4 16 2

Man kann auch hier zusammengehérige Elemente als ge-
ordnete Paare schreiben, z. B. [-3; 9], [0; 0] usw.

Die Menge A sei die Menge der Punkte eines Dreiecks.
Durch eine Verschiebung der ‘Ebene, in der das Dreieck
liegt, wird jedem Dreieckspunkt P ein Bildpunkt P’ eindeutig
zugeordnet. Die Menge B der Bildpunkte ist wiederum ein
Dreieck.




1. DER FUNKTIONSBEGRIFF

Funktion

Definitionsbereich,
Wertevorrat

6*

»

DEFINITION 1:Werden den Elementen einer Menge A ein-
deutig die Elemente einer Menge B zugeordnet, so heiBt
die dabei entstehende Menge von geordneten Paaren eine
Funktion,

Zur Bezeichnung von Funktionen benutzt man v. a. die Buch-
staben f, g, h, ¢.

Die Menge A hei8t Definitionsbereich, die Menge B Werte-
vorrat der Funktion.

Bemerkung: Im folgenden werden Funktionen behandelt, bei
denen Definitionsbereich und Wertevorrat Teilmengen (.~ 9)
der Menge der reellen Zahlen sind.

Zur Angabe von Definitionsbereich und Wertevorrat be-

nutzt man auch folgende Intervallschreibweise (~70;
Def. 83):

Sd{teihweise & ot : S Bedeuh}ng G

abgeschlossenes Intervall

e

—3=x=5oder (-3;5 Menge aller reellen
Zahlen von —3
bis 5
B e (einschliel’ilich
" g 2 —3 und 5)

offenes Intervall

— 3 < x <5 oder (—3;5) Menge aller reel-
len Zahlen zwi-
schen —3 und 5
-3 0 5 (also ausschlieB-
lich —3 und 5)

rechts halboffenes Intervall

—3 = x <5 oder (—3;5) Menge aller reel-
len Zahlen zwi-
schen —3 und 5
(einschlieBlich —3)

|
w
o
o

unendliche Intervalle

— 00 < X < o oder (—oo; o) Menge aller
reellen Zahlen

|




1. DER FUNKTIONSBEGRIFF

Argumente,
Funktionswerte

Darstellung
von Funktionen

unendliche Intervalle

— oo <X =5 oder (—o0;5 Menge aller reel-
len Zahlen, die
kleiner oder

"""'-""5_""?”*"'_“' gleich 5 sind.

— 3 < x < oo oder (—3; ) Menge aller reel-
len Zahlen, die

groBer als -3
B T L sind.
-3 0

DEFINITION 2: Die Elemente des Definitionsbereichs einer
Funktion nennt man auch Argumente.

Die Elemente desWertevorrats nennt man die zv den betref-
fenden Argumenten gehérigen Funktionswerte.

Beispiele fir Variablen fir

Argumente X t a

Funktionswerte | y = f(x) s = ¢(t) Y = g(a)

Die Schreibweise y == f(x) (gelesen y gleich f von x) be-
deutet, daB die Zahl y bei der Funktion f dem Argument x
zugeordnet ist.

Die Argumentvariable, fir die man aus dem Definitionsbe-
reich beliebig einsetzen kann, heit unabhdngige Variable.
Die Variable fir Funktionswerte heiBt abhdngige Variable.

1. Wertetabelle (Zahlenpaare)

Falls eine Funktion aus endlich vielen Zahlenpaaren be-
steht, kann man diese Paare in Form einer Tabelle angeben.
Diese Tabelle nennt man Wertetabelle.

¥ Temperaturmessungen wéhrend eines Tages

Uhrzeit 0.00| 3.00| 6.00| 9.00§ 12.00} 15.00}{ 18.00| 21.00

Temperatur

4 18| 23| 19| 15
e 12109 |1
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Besteht eine Funktion aus unendlich vielen Zahlenpaaren,
so gibt man oft eine Auswahl der Zahlenpaare in einer
Wertetabelle an.

2. Funktionsgleichungen

Kann man bei einer Funktion zu jedem Argument den Funk-
tionswert mit Hilfe einer Gleichung errechnen, so nennt
man die betreffende Gleichung eine Funktionsgleichung.

Jeder reellen Zahl x soll ihr Dreifaches, vermindert um
5, zugeordnet werden. Diese Vorschrift 1a8t sich durch
y =3 x — 5 angeben. Aus dieser Gleichung laBt sich zu

jedem Argument x der zugehdrige Funktionswert y be-
rechnen. Beispiele:

x -3 0,5 0 V3 2
y —14 " <5 ~0,2 1
Bemerkungen:

(1) Statt ,,die Funktion mit der Gleichung y = f(x)* sagt
man auch kirzer ,,die Funktion y = f(x)*.

(2) Nicht jede Gleichung, in der zwei Variable auftreten,
ist eine Funktionsgleichung.

x4+ y2=125

Setzt man fir x die Zahl 3 ein, so erhdlt man 9 + y? = 25.
Diese Gleichung wird sowohl von +4 als auch von —4
erfillt. Der Zahl 3 werden also zwei verschiedene Zahlen
zugeordnet, d. h. die Zuordnung ist nicht eindeutig.

3. Graphische Darstellung (Bild einer Funktion)

Zur graphischen Darstellung einer Funktion kann man ein
Koordinatensystem verwenden, das aus zwei einander
rechtwinklig schneidenden Zahlengeraden besteht.

Rechtwinkliges (Cartesisches) Koordinatensystem
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Durch ein solches Koordinatensystem wird jedem Punkt
der Ebene eindeutig ein geordnetes Zahlenpaar und um-

gekehrt jedem geordneten Zahlenpaar eindeutig ein Punkt
der Ebene zugeordnet.

|
Y 1 ¥
3 [ D21 n B
T B
i !
1} | 14
1 l L 1 | 1 > | | 1 1 1 Il >
5210 7 2 @ x of 7 X
_2 - -
_3 - -
Damit ist auch jedem Zahlenpaar einer gegebenen Funk-
tion ein Punkt im Koordinatensystem eineindeutig zuge-
ordnet. Die Gesamtheit dieser Punkte nennt man gra-
phische Darstellung oder Bild der Funktion.
Die graphische Darstellung einer Funktion ermdglicht einen
anschaulichen Uberblick Gber die Anderung der Funktions-
werte.
LI

N
/

I I ] L 1 1 | |
0 3 b L) 17 15 18 21 Uhrzeit

Das Bild dieser Funktion besteht aus acht einzelnen Punkten.
Damit der Temperaturunterschied zwischen den einzelnen
Messungen deutlicher sichtbar wird, verbindet man diese
Punkte durch Strecken. Die Zwischenpunkte auf diesen
Strecken gehéren i.a. aber nicht zum Bild der Funktion und
geben daher nicht den tatsdchlichen Temperaturverlauf an.
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®  Graphische Darstellung der Funktion y=x2.

P A e Wertetabelle:

IHINREN] X y

[ B —3 9

T -2 | 4

HHT S

T 1]

T 2| 4

HH 3 | 9

il i

4 Die Wertetabelle enthdlt eine fur
1 8 i 1 dasZeichnen notwendige Auswahl
! 177 aus der Menge der zur Funktion

gehdrenden Paare.

- Mit Hilfe der Funktionsgleichung kann man auBer den ein-

gezeichneten Punkten beliebig viele weitere Punkte er-
mitteln. Das Bild dieser Funktion besteht nicht aus getrennt
liegenden Punkten wie das Bild im Beispiel iiber den Tem-
peraturverlauf. Es besteht aus einer zusammenhdngenden
Kurve, von der hier ein Ausschnitt gezeigt wird. Man kann
diese Kurve nicht vollstdndig zeichnen, da der Definitions-
bereich der Funktion aus der Menge aller reellen Zahlen
besteht.
Man kann den Definitionsbereich der Funktion mit der
Gleichung y = x2 z. B. auf die Menge aller reellen Zahlen x
einschrdnken, fir die —2 < x <2 gilt. Auf diese Weise
erhdlt man eine andere Funktion; denn wegen der Ein-
schrdnkung des Definitionsbereichs besteht sie nur aus einem
Teil der Paare, die die urspriingliche Funktion bildeten,
obwohl sie dieselbe Funktionsgleichung besitzt. Das Bild
der eingeschrdnkten Funktion 1Bt sich nun vollstdndig
zeichnen.

Wird der Definitionsbereich nicht angegeben, so sollen
alle die reellen Zahlen x zum Definitionsbereich gehoren,
fur die sich aus der Funktionsgleichung ein Funktionswert
y = f(x) berechnen l&Bt.

H y=/)25 — x2
Da Wurzeln nur fiir nichtnegative Radikanden erklért sind
(~ 147, Def. 32), lassen sich Funktionswerte nur fir die
reellen Zahlen x berechnen, fir die gilt: x? < 25.
Daraus ergibt sich als Definitionsbereich die Menge der
reellen Zahlen x mit — 5 < x <5.
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Monotonie
bei Funktionen

Nulistellen
von Funktionen

p DEFINITION 3: Eine Funktion f heiBt in einem Intervall

(~70) ihres Definitionsbereichs monoton wachsend bzw.
monoton fallend, wenn fiir je zwei Argumente x; und x,
aus diesem Intervall mit x, < x, gilt:

f(x,) < f(x;) bzw. f(x;) > f(x,).

Ist eine Funktion in einem Intervall monoton wachsend bzw.
fallend, so steigt bzw. féllt ihr Bild stdndig in diesem Inter-
vall (im Sinne wachsender Argumente).

Monoton wachsende (fallende) Funktion

X,, < Xy md f{x,) > f,(x'} 3

Es gibt Funktionen, bei denen fiir gewisse Werte der unab-
hdngigen Variablen x der zugehdrige Funktionswert
y = f(x) gleich Null ist. Das bedeutet, daB unter den Zahlen-
paaren der Funktion solche vorkommen, die die Form [x; 0]
haben. Diesen Paaren entsprechen bei der graphischen
Darstellung der Funktion Punkte auf der x-Achse. Das
Bild der Funktion schneidet also in diesen Punkten die
x-Achse bzw. berihrt diese.

DEFINITION 4:Wenn die Werte y = f(x) einer Funktion fir
bestimmte Werte von x gleich Null sind, so heilen diese
x-Werte Nulistellen der Funktion.

Die Nullstellen einer Funktion sind die Abszissen der-
jenigen Punkte, in denen das Funktionsbild die x-Achse
schneidet bzw. beriihrt.
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Funktionsgleichung | Wertetabelle
a) y =xt4+x-2 —xJ Y
—3 4
-2 0
—-1]-2
0| -2
Die Funktion hat 1 0
2 Nullstellen 2 4
b) y=21 l B
X
—3 ] —0,33
—2 | —0,5
—1 ] —1
1 1
Die Funktion hat 2 0,5
keine Nullstellen 3 0,33

Um die Nullistellen einer Funktion y = f(x) zu bestimmen,
setzt man y gleich Null. Dadurch erhdlt man die Gleichung
f(x) = 0, also eine Gleichung mit einer Variablen. Die
Losungen dieser Gleichung (~ 96; Def. 7) sind die gesuchten
Nullstellen. '



2. LINEARE FUNKTIONEN

Die Funktion y = mx
Schar von Funktionen

Fir jede reelle Zahl m erhdlt man eine bestimmte Funk-
tionsgleichung. Durchléduft m alle reellen Zahlen, so ist
durch die Gleichung y = m x eine Schar von Funktionen
gegeben.

Definitionsbereich und Wertevorrat jeder dieser Funktionen
mit m == 0 ist die Menge der reellen Zahlen:
Definitionsbereich: — oo < x < o0

Wertevorrat: —ocoLy< ®

Fir m = 0 enthdlt der Wertevorrat nur die Zahl 0.

SATZ5: Die Bilder der Funktionen y = m x sind Geraden,
die durch den Ursprung (.~ 85) verlaufen.

Beweis: Alle Punkte des Bildes einer Funktion y = mx
liegen auf ein und derselben Geraden, die durch den Ur-
sprung verlduft. Das erkennt man folgendermaBen: Die
Koordinaten des Ursprungs (0; 0) erfilllen die Funktions-
gleichung, denn es gilt: 0 = m - 0. Der Ursprung gehdrt
also zum Bild der Funktion.

Die vom Ursprung verschiedenen Punkte P,(x,;y,) und
Py(x,; y5) sollen ebenfalls zum Bild der Funktion gehéren.
Ihre Koordinaten erfiillen also die Funktionsgleichung:
Yi=mx,

Yo =mX;

Die rechtwinkligen Dreiecke 0Q,P, und OQ,P, sind dhnlich,
denn es gilt

{(—‘ =m undi—2 = m (Ahnlichkeitssatz, ~273).

1 2

Deshalb ist < P,0Q, = < P,0Q, und die Strecken OP,
und OP, bilden mit der x-Achse denselben Winkel, d. h.,
sie liegen beide auf einer gemeinsamen Geraden. Damit
liegen auch ihre Endpunkte P, und P, auf dieser Geraden
durch den Ursprung. Wahlt man statt P, einen beliebigen
anderen Punkt, dessen Koordinaten die Funktionsgleichung
erfullen, so ergibt sich durch die gleichen Uberlegungen,
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Bild einer Schar
von Funktionen

daB er ebenfalls auf der durch O und P, bestimmten Geraden
liegt. Das bedeutet also, daB alle Punkte, die zum Bild der
Funktion gehoren, auf dieser Geraden liegen.

Damit steht aber noch keineswegs fest, daB auch alle
Punkte, die auf dieser Geraden liegen, zum Bild der Funk-
tion gehdren. Es ist also noch zu beweisen: Alle Punkte
der Geraden gehéren zum Bild der Funktion.

Ist P,(x;;y,) ein vom Ursprung verschiedener Punkt des
Funktionsbildes, so gilt fir seine Koordinaten y, = m x,,

d. h.)X(l =m.

1
Ist Py(x,; y;) ein beliebiger anderer Punkt auf der durch O
und P, gehenden Geraden, so gilt fiir seine Koordinaten
wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke 0Q,P, und OQ,P,:

Y2 N1 g0 12,

X2 X X3

Daraus folgt y, = m x,. Also gehdrt P, zum Bild der Funk-
tion. Da P, beliebig gewdhlt war, gilt dies fir jeden Punkt
der Geraden.

w.z. b.w.

Die Schar y = mx

Die Bilder der Funktionen y =mx und y = — m x sind
symmetrisch in bezug auf die x-Achse und auf die y-Achse.
Die Richtung der jeweiligen Geraden hdngt vom Koeffizien-
ten m ab.

Fir m > O steigt die Gerade.

Fir m < 0 fallt die Gerade.

Fir m = 0 erhdlt man die Gleichung y = 0.

9"
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Anstieg

Die Funktionen
y=mx-+5>b

Das bedeutet: Die Funktionswerte sind unabhdngig von x
stets gleich 0. Das Bild dieser Funktion ist die x-Achse.

DEFINITION 6: Der Koeffizient m heifit der Anstieg der
Geraden mit der Gleichungy = m x.

me-l ¥

Q
iy Iml>1 2

Im|<1

Die Bilder der durch y = m x gegebenen Schar von Funk-

‘tionen sind also alle Geraden durch den Ursprung mit

Ausnahme der y-Achse. Die y-Achse kann ndmlich nicht
Bild einer Funktion mit der Gleichung y = m x sein, denn
auf ihr liegen alle Punkte P(0; y), wobei fiir y alle reellen
Zahlen eingesetzt werden kdnnen. Die Zuordnung ist
also nicht eindeutig.

Der Summand m x heiBt das lineare Glied, der Summand b
das absolute Glied der Funktionsgleichung.

Das Bild einer bestimmten Funktion y = m x 4 b erhdlt
man dadurch, daB man das Bild der Funktion y = m x um
b parallel zur y-Achse verschiebt. Fir b > 0 erfolgt die
Verschiebung in Richtung wachsender y-Werte, fiir b < 0
erfolgt die Verschiebung in Richtung fallender y-Werte.

y=12—x+3(m=-12—;b ==3)
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Da die GroBe der Verschiebung auch auf der y-Achse abge-
lesen werden kann, gibt b an, wo die Geradey =mx + b
die y-Achse schneidet.

Absolutes Glied b der Funktionen y=mx+b (m=1)

Die Funktionen y = m x + b heiBen lineare Funktionen.
Ihre Bilder sind Geraden mit dem Anstieg m, die die y-Achse
im Abstand b vom Ursprung schneiden.

Die Funktionen y = m x -+ b sind fir m > 0 monoton wach-
send, fir m < 0 monoton fallend.

Bild linearer HE y=3x-2

Funktionen a) Graphische Darstellung mit Hiife einer Wertetabelle.
Da eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt ist, braucht die
Wertetabelle nur zwei Paare zu enthalten

X

b) Graphische Darstellung unter Verwendung von m und b
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Die Funktionen y = b Fir m = 0 erhdlt man die speziellen linearen Funktionen
y = b. Beiihnen sind die Funktionswerte unabhdngig von x
stets gleich b, oder mit anderen Worten, jeder reellen Zahl x
wird dieselbe Zahl b zugeordnet. Das bedeutet, die Bilder
der Funktionen y =b sind Parallelen zur x-Achse im Ab-

stand b.
] J
ve ?
J [
7 —
| | S -
0 7 2 x
¥ =i
Explizite und implizite Ist eine Funktionsgleichung nach der abhdngigen Variablen
Form einer aufgeldst, so sagt man, die Gleichung sei in expliziter Form
c' Funktionsgleichung gegeben. In allen anderen Féllen hat die Gleichung implizite
Form.
| . it
Implizite Form Explizite Form
A c
Ax+By=C (B == 0) y=-EX+E—=mx+b
4
bx +3y=—9 Yo Skl

9%



3. LINEARE GLEICHUNGEN UND UNGLEICHUNGEN

Gleichungen

Ungleichungen

Ausdriicke, in denen das Gleichheitszeichen ,,=* vor-
kommt, heiBen Gleichungen.

Die durch das Gleichheitszeichen getrennten Teile einer
Gleichung heiBen linke bzw. rechte Seite dieser Gleichung.

Ausdriicke, in denen die Zeichen ,,<*, ,,>*, , <%, ,,=“
vorkommen, heiBen Ungleichungen.

Wie bei den Gleichungen, unterscheidet man auch hier
linke bzw. rechte Seiten der Ungleichungen. Gleichungen
und Ungleichungen ohne Variable sind wahre oder falsche
Aussagen (. 6).

a) 4 + 3 =7 (wahr) b) 5.7 > 30 (wahr)
c) 3-0 =3 (falsch) d) (5 + 4)2 <10 (falsch)

Von Gleichungen und Ungleichungen mit Variablen kann
man zundchst nicht sagen, ob sie wahr oder falsch sind.
Setzt man aber fiir die Variablen bestimmte reelle Zahlen
ein, so entstehen entweder wahre oder falsche Aussagen.

X 3Ix+7=0 a 3a<9
-2|3(-2)+7 =0|f —2,5|3(-2,5) <9 w
0]3-04+7 =0]f 1 3:1<9 w
U 3 4 -7=0 3 13:3<9 f
- M Ly, W .
51°(-3)

] v (v+v):=u® 4 v?

—2 3 [(—2+43)2=(-22+ 3t|f
~2 | =3 [(-2-3r2 (-2 +(-3 | w
0 0 |(©+02=0+08 w

Gleichungen bzw. Ungleichungen mit einer Variablen wer-
den durch Einsetzen einer Zahl fir diese Variable zu wahren
oder falschen Aussagen.

Gleichungen bzw. Ungleichungen mit zwei Variablen wer-
den durch Einsetzen von Zahlenpaaren zu wahren oder
falschen Aussagen.

Bemerkung:

Enthalten Gleichungen bzw. Ungleichungen mehr als zwei
Variablen, so muB man entsprechend der Anzahl der Varia-
blen mehr als zwei Zahlen einsetzen, um wahre oder falsche
Aussagen zu erhalten.
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Ldsung einer
Gleichung
bzw. Ungleichung

Aquivalenz
von Gleichungen
(Ungleichungen)

Isolieren
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Wird eine Gleichung oder Ungleichung mit Variablen beim
Einsetzen zu einer wahren Aussage, so sagt man, daB sie
durch die betreffende Zahl oder durch das betreffende
Zahlenpaar erfillt wird.

DEFINITION 7: Jede Zahl (jedes Zahlenpaar), das eine
Gleichung oder Ungleichung erfilit, heit Lésung.

Allen Untersuchungen iber Losbarkeit von Gleichungen
und Ungleichungen liegt der Bereich der reellen Zahlen
zugrunde, wenn nichts anderes gesagt ist. Gibt es keine
Losung, so heiBt die betreffende Gleichung oder Unglei-
chung unlésbar.

Eine Gleichung oder Ungleichung 16sen, bedeutet, sdmtliche
Ldsungen zu finden.

DEFINITION 8: Zwei Gleichungen (zwei Ungleichungen)
heilen gleichwertig oder é&quivalent, wenn sie dieselben
Losungen besitzen.

Beim Losen einer Gleichung oder Ungleichung wird diese
durch schrittweises Umformen vereinfacht. Eine Umfor-
mung, die eine Gleichung oder Ungleichung in eine dazu
dquivalente Gleichung oder Ungleichung Uberfihrt, heiBt
dquivalente Umformung.

Um eine Gleichung mit einer Variablen (z. B. x) zu I6sen,
formt man sie so lange um, bis man Gleichungen der Form
x = a erhdlt, aus denen man die Losungen unmittelbar
ablesen kann. Deshalb sagt man kurz: x = aist eine Lésung
der gegebenen Gleichung. Man bezeichnet diese Umfor-
mungen als Auflésen nach der Variablen x oder als Isolie-
ren der Variablen x.

Werden beim Ldsen nur dquivalente Umformungen ausge-
fuhrt, so erhdlt man die gesuchten Lésungen. Anderenfalls
konnen Losungen fortfallen oder auch im Endergebnis
Zahlen auftreten, die nicht zu den gesuchten Lésungen ge-
horen.

a) Die Gleichung 3 x (x — 4) = 6 (x — 4) ist zu |6sen.
3x(x—4)=6(x—4)|: x4
3x=6 : 3
x=2
Als Losung ergibt sich die Zahl 2. Dagegen hat die gege-
bene Gleichung die Zahlen 2 und 4 als Lésung. Die Divi-
sion durch ¥ — 4ist also keine dquivalente Umformung.
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Probe

7 (001807]

b) Vx + 42 =x | Quadrieren
X + 42 = x* [ Ordnen
x—x—42=0
Die letzte Gleichung hat die Lésungen x; = 7 und x, = —6.
Die gegebene Gleichung hat aber nur die Losung x, =7.

Umformungen, bei denen wie in Beispiel a) Lésungen fort-
fallen, dirfen nicht vorgenommen werden. Dagegen
lassen sich Umformungen wie in Beispiel b) oft nicht ver-
meiden. Um die dadurch auftretenden Zahlen, die nicht
Losungen sind, wieder auszusondern, macht man eine
Probe. Dazu settt man die erhaltenen Zahlen in die Aus-
gangsgleichung ein und prift nach, ob dabei eine wahre
Aussage entsteht.

Vx + 42 = x

Lésungen: Probe:
x =17 X, =7: VT +42=7

7 =7 (wahr)
Xy = —6 xg=—6: V6t 42=—6

6 = —6 (falsch)

AuBerdem ist die Probe eine Rechenkontrolle. Bei der Probe
missen nach dem Einsetzen beide Seiten der Gleichung
getrennt ausgerechnet werden. Wiederholt man ndmlich bei
der Probe nichtdquivalente Umformungen aus dem L&sungs-
gang, so kdnnen aus falschen Aussagen wahre Aussagen
entstehen. Dasselbe kann auch durch Wiederholung von
Rechenfehlern aus dem Losungsgang bewirkt werden.

Die Gleichung yx + 3 = —5 ist nicht I6sbar, da die Wurzel
nicht negativ sein kann.

Jemand ,,I6st* die Gleichung folgendermaBen:
Vx +3 = —5| Quadrieren Probe:

x+3 = 25| -3 V22 + 3 = —5| Quadrieren.(bei
x =122 22 -+ 3 = 25|der Probe nicht
Richtig ausgefiihrte Probe: 25 = 25|zugelassen)
2 +3=-5
/25 = =5
5=-5

Da bei der Probe im ersten Fall eine nichtdquivalente Um-
formung des L&sungsganges (Quadrieren) wiederholt
wurde, ist aus der falschen Aussage }22 + 3 = —5 die
wahre Aussage 22 4 3 = 25 entstanden, obwohl x =22
nicht Losung der Gleichung ist.
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AuBer Variablen wie x, y, z, fir die Lésungen gesucht wer-
den, kommen in Gleichungen und Ungleichungen oft noch
andere Variablen vor, die als beliebige, aber feste Zahlen
betrachtet werden.

. ax2=b+C 1 b C
b+ ¢ M=
X = N
a 1/b + ¢
x.f
a = 4 a = '—5 a=3
b=11 b= 17 b =
c= § c= —17 c= —8
v v v
4x:=1145 —5x2=17 —17 3x2=5-8
x2=4 x2=0 x2 = —1
Xy=2 Xy x; =0 keine Losungen
Xy 2

Setzt man fir die Variablen a, b und ¢ bestimmte Zahlen

ein, so erhdlt man jeweils eine spezielle Gleichung. Erfillen

die fir a, b und c eingesetzten Zahlen die Ungleichung

b+c
a

= 0, so ist die betreffende Gleichung |8sbar, und

man erhdlt ihre Lésungen durch Einsetzen aus
X, = Ei__c und Xy = _]/..b_i__c.
a a

Lineare Gleichungen Jede lineare Funktion y = m x + b; (m = 0) hat genau eine

mit einer Variablen Nullstelle; denn ihr Bild ist eine Gerade, die zur x-Achse
nicht parallel ist, die mit dieser also genau einen Schnitt-
punkt hat.

Zur Bestimmung dieser Nullstelle setzt man y gleich 0
(~ 89) und erhalt

mx+b=0.

Gleichungen der Form m x + b = 0 und alle Gleichungen,
die sich durch dquivalente Umformungen auf diese Form
bringen lassen, heiBen lineare Gleichungen mit einer

Variablen.
Rechnerische Lésung Das Lésen von Gleichungen erfolgt mit Hilfe dquivalenter
von Gleichungen Umformungen.
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Aquivalente
Umformungen

7*

1. Zusammenfassung entsprechender Glieder, die auf der-
selben Seite der Gleichung stehen.

Entsprechende Glieder sind jeweils: Die absoluten Glieder
(~92), dielinearen Glieder und Glieder, die die Variable in
derselben Potenz enthalten.

2. Addition oder Subtraktion derselben Zahl oder desselben
Vielfachen der Variablen bzw. gleicher Potenzen von ihr
auf beiden Seiten.

3. Multiplikation beider Seiten mit derselben von Null ver-
schiedenen Zahl. Division beider Seiten durch dieseibe von
Null verschiedene Zahl.

4. Vertauschung-~der Seiten.

Diese Umformungen werden in der Reihenfolge angewen-
det, die einen mdglichst bequemen L&sungsweg fiir die
gegebene Gleichung ergibt.

aymx+b= 0m=£=0|-b Probe:
T m(-E)er_o
m —b+b=0
0=0

2x+5 7x+19 2x-+1

b) 3x — 7 =16 — 7 ——3

Mit Hauptnenner (42) multiplizieren :

(3x—2_x__;.—_5)__7 (16_7X;-19_2x;_1)

Auflosen der Klammern:

126x —6(2x +5) =672 —21(7x+19) —142x +1)
Auflasen der Klammern;

126 x — 12 x — 30 = 672 — 147 x — 399 — 28 x — 14

Zusammenfassen;

M4x —30 = -175x -+ 259 | +175x 4 30
289 x =289 | : 289

X = |
Probe

14 71419 2.1 41
3.1 - F——" =16 — 5 - 3

3—1=16—-13 —1

2=2
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Nichi-diquivalente
Umformungen
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¢) S5x+a=2b—3a|—a Probe:

S5x=2b—4al:5 2b — 4a

2b i— 5. 5 +a=2b—-3a
5 2b—3a =2b—3a
Aufldsung derselben Gleichung nach a;
5x+ ,=2b—34] —5x+3a
ba=2b—-5x| :4
_2b —5x
=g

Die Probe verlduft wie oben.

1) Division beider Seiten einer Gleichung durch die Varia-
ble. Dabei féllt die Zahl Null als Lésung fort.

2) Division beider Seiten einer Gleichung durch eine
Summe oder ein Produkt, in denen die Variable vorkommt.
Dabei fallen die Zahlen als Losungen fort, fir die die be-
treffende Summe bzw. das betreffende Produkt Null wird.

a) x(x —7) =x(x —3)

Klammern aufldsen Probe:
x}—Tx=x*—3x| —x2+3x 00-—-7)=00-3
—4hx=0 | 1 (—4) 0=0
x=0

Division der gegebenen Gleichung durch die Variable x:
xX(x=7)=x(x-—-3)] :x

x—7 =x—3
Diese Gleichung ist nicht I6sbar. Die Losung x =0 ist
also fortgefallen.
b) (x=3)(x+4)=(x-7)(x-3)
Klammern auflésen
x4 bx —3x —12=x2-3x-7x+2

x24+x —12 =x2—-10x421 —)1(2-{— 10x 412
1

Mx =33
x =3
Probe;
B-3)B+4=C@-7C —3)
0.7=-4.0
0=0

Division der gegebenen Gleichung durch x — 3:
(x—3)(x+4)—(x——7)(x—3) | (x=3)

x+7 =x—
Diese Gleichung ist mcht I6sbar. Die Losung x = 3 ist also
fortgefallen.
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Lineare Gleichungen
mit Brichen

Umformungen, bei denen durch Division beider Seiten
der Gleichung Losungen wegfallen, diirfen nur dann vor-
genommen werden, wenn man zuvor untersucht hat, fir
welche Werte der Variabten der Divisior gleich Null wird.
Diese Werte sind Lésungen der gegebenen Gleichung.

3) Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit der
Variablen. Dabei kommt die Zah! Null als Lésung hinzu.
»Die Zahl kommt als Losung hinzu*‘ bedeutet, daB die be-
treffende Zahl Losung der durch Multiplikation entstan-
denen Gleichung ist. Diese Zahl ist im allgemeinen jedoch
nicht Losung der urspringlich gegebenen Gleichung.

&) Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit einer
Summe oder einem Produkt, in denen die Variable vor-
kommt. Dabei kommen die Zahlen als Losungen hinzy,
fur die die betreffende Summe bzw. das betreffende Pro-
dukt Null wird.

x — 1 = x Diese Gleichung hat keine Losung.
Multiplikation der gegebenen Gleichung mit x — 1

x—1=x v(x —1)
(x —1)2 = x(x — 1) | Auflosen der Klammern
x*—2x+1=x*—x |— x%+ 2x (Seiten vertauschen)
x =1
Probe:
1—-1=1
0=1

Die Zahl 1 ist zwar Losung der Gleichung
x—=12=x(x—1),
aber nicht Lésung der gegebenen Gleichung.

Lineare Gleichungen, in denen Briiche auftreten, werden

zundchst mit dem Hauptnenner dieser Briche multipliziert.
9 1 10 4

0);“*‘ 7=7+—9—’ (x=+0)

Hauptnenner: 18 x

9 1 10 4

xtz=%x+ty [18x

Diese Multiplikation ist eine dquivalente Umformung, da

x = 0 nicht als Lésung hinzukommen kann. Diese Zahl

muBte ndmlich von vornherein ausgeschlossen werden, da

fir x = 0 die gegebene Gleichung keinen Sinn hat.

9 1 10 4| .
18x-—x— +18x-—2—~18x'—x-+18x-§ Kiirzen
162 +9x =180 4 8 x —8x — 162
x =18
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Probe:

- N!—-&
I
[ N § N
ol >
+
0| &~

x+3 x—-7, ..

Hauptnenner: (x —2) (x — 4)
_ 71
2 e R

Auch hier ist diese Multiplikation eine dquivalente Um-
formung, da x = 2 und x = 4 ausgeschlossen sind.

x—17

x—4

=D -HEE = —D x4

Kirzen und Kiammern aufiosen;
X2 —bx+3x—-12=x2 —2x —7Tx+ 14

Zusammenfassen:
X2 - x—12 =x* - 9x+14|—x2+9x +12
8x =26
x=13
4
Probe
13 13
A 3 T 7
(EIPSE
T 2 A 4
5 15
A _ 4
53
4 4
5=35
Graphische Lésung Jede lineare Gleichung mit einer Variablen (z. B. x) Bt
von Gleichungen sich durch dquivalente Umformungen auf die Form

mx -+ b == 0; (m == 0) bringen.

Die Losung dieser Gleichung ist die Nullstelle der Funktion
y=mx + b (~98).

Zur graphischen Lésung der Gleichung m x + b = 0 zeich-
net man das Bild der Funktion y = m x + b und liest die
Nullstelle aus der Zeichnung ab.
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Lineare Gleichungen
mit zwei Variablen

Wegen der Zeichenungenauigkeit bekommt man nach
diesem Verfahren im allgemeinen nicht die genave L6sung.

3x + 5 = 0; zugehorige Funktionsgleichung: y =3 x + 5

“V Nullstelle: x =~ —1,7
Probe:
/ 3.(-17)+5=0
/ -51 +5=0
—-01=0
1
! g
- GT 7 x

Die Probe fiihrt zu einer falschen Aussage. Im Rahmen der
Zeichenungenavigkeit kann man sie jedoch durch die
wahre Aussage —0,1 =~ 0 ersetzen. Daher ist —1,7 Nd-
herungslgsung (. 75) der gegebenen Gleichung.

Jede Gleichung, die durch dquivalente Umformungen auf
die Form Ax + Bx = C gebracht werden kann, heiBt
lineare Gleichung mit zwei Variablen (x und y). In
dieser Gleichung sind B, A und C feste reelle Zahlen. Die
Variablen x und y treten nur in der ersten Potenz auf.
Jedes Zahlenpaar [x; y], das die Gleichung Ax + By = C
erfillt, heiBt Losung dieser Gleichung (.~ 96; Def. 7).

Jede lineare Gleichung mit zwei Variablen hat unendlich
viele Lésungen, ausgenommen der Fall A=B=0 und C=0.

Lineare Gleichungen mit zwei Variablen

Ar0,B%0,000 | | [A708e0,0-0 || [ A*G:B=0ev0 |
3x+ 4y =7 Sx-y=0 %x+0-y-3
Lisungen sind z. B, y=5x x=6
die Paare Ldsungen sind Paare Ldsungen sind Paare
[1,11; F1,25]; [x; 5x] [6;y]
[04]; [ 0] (x beliebig resll) (y belibig reell)
Y
¥ = ox
L
fo1 X
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Systeme linearer
Gleichungen
mit zwei Variablen
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Lineare Gleichungen mit zwei Variablen

Ar0,8=0,6-0 || [A=087 0,070 ||[ A=0:B*+0¢=0 |
%x+0-y=0 0-x+%y~% 0~x-%y-0
x=0 Y= 7—72 y=0
Ldsungen sind Lésungen sind Ldisungen sind
Paare [0; y], Paare [x, %], Paare [x;0],
(y beliebig reell) (x beliebig reell) x belisbig recll
y y 3

| A=08%0c=0
0-x+0-y=0

0=0
Ldsungen sind alle Zahlenpaare
[x; vl (x,y beliebig reell)
Die graphische Darstellung
ist die ganze Ebene.

keine Losung

Die graphische Darstellung der Gleichung Ax + By = Cist
alsostets eine Gerade, falls wenigstens einer der Koeffizienten
A und B ungleich Null ist.

Betrachtet man zwei Gleichungen und sucht die Zahlen-
paare, die beide Gleichungen erfiillen, so nennt man diese
Gleichungen ein System von zwei linearen Gleichungen
mit zwei Variablen.

(1) A, x + B,y = C, Variable: x,y

(2) A, x 4+ B,y = C, feste Zahlen: A, B;, C;, Ay By, C,.
Jedes Zahlenpaar, das beide Gleichungen des Systems er-
fullt, heiBt Losung dieses Gleichungssystems. Die Probe
muB an beiden Gleichungen vorgenommen werden. Ein
Gleichungssystem kann a) keine L&sung, b) genau eine L&-
sung, ) unendlich viele Lésungen haben.
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® a) (1) 3x+4

Rechnerische Lésung
von Systemen linearer
Gleichungen

mit Zwei Variablen

Gleichsetzungsverfahren

@) Ix 4 4;’ _ g} keine Lésung

b) (1) 2x — 4y = —8) Losung: x =2
2 —05x+3y= 8} y=3

c) (1) x4+ y= 21 Unendlich viele L&sungen
) bx + 4y = 8} (Jedes Paar, das die erste

Gleichung erfillt, erfillt auch
die zweite Gleichung)

Im Fall a) sagt man: Die Gleichungen des Systems wider-
sprechen einander. So kann in Beispiel @) die Summe
3 x + 4y nicht gleich 3 und gleich 8 sein.

Im Fall ¢) sagt man: Die Gleichungen des Systems sind ab-
hdngig. Im Beispiel c) ist Gleichung (2) durch Multiplikation
mit 4 aus Gleichung (1) entstanden, also besteht das System
eigentlich aus nur einer Gleichung.

Zur Lésung von Gleichungssystemen gibt es drei Verfahren:
a) das Gleichsetzungsverfahren,

b) das Einsetzungsverfahren,

c) das Verfahren der gleichen Koeffizienten.

Das Ziel jedes dieser Verfahren ist es, das L&sen von einem
System mit zwei Variablen auf das Losen von Gleichungen
mit einer Variablen zurickzufilhren. Man sagt: Eine der
Variablen wird eliminiert.

Jedes Gleichungssystem kann mit jedem der drei Losungs-
verfahren gelost werden, falls es Gberhaupt I6sbar ist.

In den folgenden Beispielen treten zundchst nur solche
Systeme auf, die genau eine Losung haben.

M y="1+x
2 y=13—-2x

Wenn man die Existenz einer Lésung voraussetzt, so er-
fillen die Zahlen des Losungspaares beide Gleichungen.
Auf den linken Seiten der beiden Gleichungen steht dann
dieselbe Zahl, also auch auf den rechten Seiten, d. h. es gilt
1+x=13-2x

Die beiden rechten Seiten wurden gleichgesetzt. Dadurch
ist die Variable y eliminiert worden und eine Gleichung
mit einer Variablen entstanden, die wie iiblich gelost wird:

14+x=13 —2x | +2x —1
3x=12
x= 4
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Einsetzungsverfahren

Verfahren der
gleichen Koeffizienten
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Damit ist eine Zahl des Lésungspaares gefunden. Zur Be-
stimmung der anderen setzt man sie in eine der gegebenen
Gleichungen ein:  Probe:

My=1+4 (1)5 1+4 25=13-2-4
y=>5 =35 5=5

(1) 9x—5y=3

() =8x —13

Unter der Voraussetzung der Existenz einer Lésung werden
beide Gleichungen von den Zahlen des Losungspaares
erfillt. Gleichung (2) besagt dann, daB man in Gleichung
(1) 8x — 13 fiir y einsetzen und so die Variabley elimi-
nieren kann:

M 9x—-5E8x-13)=3 Klammer auflésen
9x —40x -}-65 =3 Zusammenfassen
—31x+65=3 —65
—3Nx=—62 :(--31)
x=2 Einsetzen in (2)
2y=8-2-13
y=3
Probe:
1M9-2-5-3=3 23=8-2-13
3=3 3=3

(1) 6x —hy=—28
@ 7x+2y= —6

Nimmt man wieder an, daB eine Lésung existiert, so wer-
den von den Zahlen des Ldsungspaares die gegebenen
Gleichungen und auch alle bei den folgenden Umformungen
auftretenden Gleichungen erfillt.
Durch geeignetes Multiplizieren oder Dividieren beider
Gleichungen erhdlt man fir eine der Variablen gleiche
Koeffizienten. Durch Addition oder Subtraktion der Glei-
chungen wird dann diese Variable eliminiert.
Eliminieren von x: Eliminieren von y:
(1) 6x —by=-28 |-7 (1) 6x—4y=-28 |:2
@Q7x+2y=-6 |-6 7x+2y= -6
(1) 42x — 28y = —196 M3x—2y=—14
2 42x +12y = —36 2 7x+2y=—6
(1)—-@): 1)+@):

— 40y = —160 10x = —20

y==4 x= —2
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Einsetzen in (2): Einsetzen in (2):
2 7x+2-4=—-6 |-8 27 -(-2)+2y=—6 |+14
Tx=-14 |:7 2y=8 |:2
x=-2 y=4
Probe:
Mé6-(-2)—4-4=-28 7-(-2)+2-4=-6
—28 = 28 —6=—6

Man kann mit Hilfe der drei genannten Verfahren ent-
scheiden, ob ein gegebenes Gleichungssystem genau eine
oder keine Lésung oder unendlich viele Lésungen hat.

1 17
H
) Gt yr=4
X
@ 3 =1-y |2
() x=2-—12y | Einsetzen in (1)
1 17

(1)4(7- ) +5Y=7%
M o111
272Vt

117

2 4

Es hat sich ein Widerspruch ergeben. Das bedeutet, daB
es kein Zahlenpaar gibt, das beide Gleichungen des gege-
benen Systems erfillt. Die beiden Gleichungen wider-
sprechen einander.

Das erkennt man deutlich auch daran, daB man das gege-
bene Gleichungssystem auf folgende Form bringen kann:

M x+2y=1"

2 x+2y=2 (~ 105, Fall a)
" (1) x—3y=15

(2) y = —;— x —5  |Einsetzen in (1)

x—3(1x—5)~15
x—x+15 =15
15 =15

Es ist die wahre Aussage 15 = 15 entstanden.
Das System hat unendlich viele Lésungen. Jedes Zahlen-
paar, das die eine Gleichung erfillt, erfillt auch die an-
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Graphische Losung

von Systemen linearer
Gleichungen mit zwei

Variablen
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dere. Die Gleichungen sind voneinander abhdngig. Das
zeigt auch folgende Umformung:

(1) x—-3y=15

@  y=gx-5 | (-

(1) x—3y=15

2 —-3y=-—x+15 + x

(1) x—3y=15

(2 x—3y=15 (~ 105, Fall <)

Die Anwendung jeweils eines der drei Lésungsverfahren
auf ein Gleichungssystem ergibt

a) einen Widerspruch, falls das System nicht losbar ist,
b) die Losung, falls das System genau eine Lésung hat,

c) eine wahre Aussage, falis das System unendlich viele
Losungen hat.

Zur graphischen Lésung eines Systems von zwei linearen
Gleichungen mit zwei Variablen stellt man die Ldsungen
beider Gleichungen (.~ 104) in ein und demselben Koordina-
tensystem dar. Dadurch erhdlt man zwei Geraden, falls nicht
in einer Gleichung A = 0 und B = 0 ist. Die Lésungen des
Gleichungssystems sind diejenigen Zahlenpaare, die beide
Gleichungen erfillen. Die graphischen Darstellungen die-
ser Losungen sind also diejenigen Punkte, die auf beiden
Geraden liegen.

Hat das gegebene Gleichungssystem genau eine Losung, so
findet man diese als Koordinaten des Schnittpunktes der
beiden Geraden in der graphischen Darstellung

Graphische L&sung von Gleichungssystemen

1. Fall; Gleichungen keine Loésungen
2 parallele nicht widersprechen

zusammenfallende einander

Geraden

2. Fall; genav

2 einander eine Losung
schneidende

Geraden

3. Fali; Gleichungen uvnendlich

2 zusammen- sind voneinander viele Lésungen
fallende Geraden abhdngig




3. LINEARE GLEICHUNGEN UND UNGLEICHUNGEN

Wegen der Zeichenungenavigkeit erhdlt man im allge-
meinen Ndherungslésungen. Das ist auch bei der Probe
zu beriicksichtigen.

E  (~105, erstes Beispiel)
a) (1) 3x+4y=3
2 3x+4y=38

J
N
(1)y=——%x+;‘2— \l

(2)r=—7::-X+2 .

b) (1) 2x — 4y = —8
Q) - yx+3y=8

1
M Y=7X+2

1 8
@y=gx+3

3
Man liest ab:
x=2;y=~3

() x+y=2

@ 4x+4y=28
My=—x+2
@y=-x+2

m (1) x+5y=23
2 x+y=15

(1) y= — +x+046

Y
@y=—-x+15 \‘
Man liest ab:
- 1

x=14; y=02.

Probe:

1M 14+5-02=23
2,4 ~23

2 14+02=~<15

16 ~15 o] TN x




3. LINEARE GLEICHUNGEN UND UNGLEICHUNGEN

Systeme von drei Mit Hilfe derselben Losungsverfahren wie bei Systemen
linearen Gleichungen  von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen werden
mit drei Variablen die Anzahl der Gleichungen und die Anzahl der Varia-

blen schrittweise verringert.

B )3x+4y+3z=1 -2
) 2x —y—z =6 ‘-(—-3)
B x+3y+2z= -1

1)é6x+8y+6z =2 Addition

2) 6x+3y+3z=-18 l von (1) und (2)
(1) My+ 9z 16

M 3x+4y+3z=1

@ 2x—y—z=6

B) x+3y+2z= -1 (=2
2 2x—y—z=6 Addition von
(3) —2x—6y—4z =12 (2) und (3)
(27) 7y 5z 8
(1) My+9z=-16 .5
2) —7y—-5z=28 .9
(1) 55y +45z = —80 Addition von
2) —63y—45z=T72 (1) und (2)
—8y = —8 :(-98)
y =1 Einsetzen in (2')
) -7-1-5z=8 +7
—5z=15 :(—9)
z= -3

y =1 und z =3 in (3) einsetzen:
x+3:-1+2-(=3)= -1

X =2
Losung:
x=2y=1,z=-3
Probe:
(13:2+4-1+3(-3)=1 @2:2-1+3=6
1=1 6 =6
B)2+3-14+2(=3)= -1
-1 = -1
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4. PROPORTIONALITAT

Zahlenvergleich
durch Differenzen

|
durch Quotienten
Das Verhiiltnis b
zweier Zahlen

|

Vergleich von GréBen-
angaben

Zum Vergleich von Zahlen a und b kann man die Dif-
ferenzen a — b oder b — a bilden.

Der Betrag |[a — b| = |b — a| dieser Differenzen gibt den
»Unterschied der Zahlen a und b an.

a= —10,5
b=39

Die beiden Zahlen unterscheiden sich um 14,4.

la —b| = |b —a| =144

Zum Vergleich von Zahlen a und b (a, b = 0) kann man

auch die Quotienten % oder % bilden.

DEFINITION 9: Sind die Zahlen a und b von 0 verschieden,
so heiBt der Quotient % (auch a:b geschrieben) das Verhdlt-

nis von a zvu b.

Sind @ und b rationale Zahlen (.~ 59), so sind auch ihre
Verhdltnisse g bzw. % rationale Zahlen. Sie lassen sich da-

b
her als Quotienten ganzer Zahlen (.~ 67) schreiben. Das

Verhdltnis —7—ﬁz. B. ist dagegen irrational (.~ 74) und da-

her nicht als Quotient ganzer Zahlen darstellbar.

a=-24 a -24
b=6 b~ 6 5

Das Verhéltnis von —2,4 zu 6 ist also gleich —0,4.

In der Praxis werden nicht nur Zahlen, sondern auch
GroéBenangaben miteinander verglichen. GroBen sind z. B.
Ldnge, Geschwindigkeit, Temperatur, Arbeit. lhre cha-
rakteristische Eigenschaft besteht darin, daB sie gemessen
werden kdnnen. GréBenangaben bestehen aus einer Zahl,
der MaBzahl, und einer Einheit. Zwei gleichartige
GroBenangaben konnen verglichen werden, indem man
das Verhdltnis ihrer MaBzahlen bildet. Dabei muB fir
Zahlenangaben ein und derselben GroBe die gleiche Ein-
heit verwendet werden. Sollen verschiedenartige GroBen-
angaben verglichen werden, so wird dem Verhdltnis der
MaBzahlen eine Benennung hinzugefiigt, die sich aus den
Einheiten der zu vergleichenden GréBenangaben ergibt.
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4. PROPORTIONALITAT

Der absolute Fehler

Der relative Fehler

Direkte
Proportionalitét

112

Werden GréBenangaben verglichen, so sagt man auch:
es wird das Verhdltnis der GroBen gebildet.

a) Verhdltnis der Spurweiten bei Modellbahn Spur TT
und Reichsbahn:

2mm 1

1435 mm ~ 120

b) Von einem 2 Hektar groBen Acker wurden 60 dt Wei-
Zen geerntet.

60 dt dt
Zha = %%

Bei Angaben von MeB- und Ndherungswerten treten stets
Abweichungen vom wahren Wert auf.

DEFINITION 10: Die Differenz zwischen einem MeB8- oder
Ndherungswert und dem wahren Wert einer Griofie heiflt
absoluter Fehler.

Je nach Vorzeichen dieser Differenz ist der absolute Fehler
positiv oder negativ. Er hat dieselbe MaBeinheit wie die
betrachtete GroBe.

DEFINITION 11: Das Verhdiltnis des absoluten Fehlers zum
wahren Wert heif3t relativer Fehler,

Der relative Fehler ist eine unbenannte Zahl, die dasselbe
Vorzeichen hat wie der zugehérige absolute Fehler. Er
wird oft in Prozenten angegeben. (.~ 118)

Mit Zirkel und Lineal wurde ein rechter Winkel konstru-
iert. Nachtrdgliche Messung ergab 89,5°.

absoluter Fehler relativer Fehler
89,5° —90° = —0,5° - %55 = —0,005 ~ -0,6%

DEFINITION 12: Eine GroBe y heiBt zu einer anderen Grie
x direkt proportional (geschrieben: y ~ x), wenn bei festge-
wiihiten MaBeinheiten folgendes gilt:

1. Jeder MaBzahl der ersten GrbBe ist genau eine MaBzahl
der zweiten GréBe zugeordnet (.~ 82) und umgekehrt.



4, PROPORTIONALITAT

Graphische Darstellung
der direkten
Proportionalitdt

Indirekte (umge- >
kehrte)
Proportionalitét

8 [001807]

2. Jede MaBzahl der einen GroBe ergibt sich aus der zuge-
ordneten MaBzahl der anderen GréBe durch Multiplikation
mit einem einheitlichen Faktor k. Dieser Faktor heilBt
Proportionalitatsfaktor.

y=k-:x

Bemerkung: Aus dem jeweiligen Zusammenhang geht her-
vor, ob die Variablen zur Bezeichnung von GroBen oder
zur Bezeichnung von MaBzahlen verwendet werden.

Der Proportionalitdtsfaktor hat eine Benennung, die sich
aus den Einheiten der proportionalen GréBen ergibt. Je
nach Wahl dieser Einheiten kann der Proportionalitiits-
faktor bei ein und demselben Sachverhalt verschieden sein.

Ein Pkw fdhrt mit einer konstanten Geschwindigkeit v von
km

90 e Die beiden GroBen und sind
proportional: s~ t.
MiBt man den Weg in und die Fahrzeit in
. so ist 90 Proportionalitdtsfaktor mit der Benen-
nung
s =90 ‘fhm -t.
MiBt man dagegen den Weg in ¥ 1 und die Fahr-
zeit in M en, so ist wegen 9Ok-hn3= 1,5  die Zahl
1,5 Proportionalitdtsfaktor:
s=1,5 k_m -t.
min

Jede Gleichung y = k - x, die den Zusammenhang zweier
direkt proportionaler GréBen angibt, ist die Gleichung einer
linearen Funktion (~90), deren Bild eine Gerade durch
den Ursprung (~ 91) ist. Stellt man einander zugeordnete
MaBzahlen zweier direkt proportionaler GréBen als Punkte
in einem Koordinatensystem dar, so liegen diese Punkte
auf einer solchen Geraden.

DEFINITION 13: Eine GroBe y heiBt zu einer anderen
GrdBe x indirekt proportional, wenn bei festgewéhiten MaB-
einheiten folgendes gilt:

1. Jeder MaBzah! der ersten GroBe ist genau eine MaBzahl
der zweiten GriBe zugeordnet und umgekehrt.
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4 PROPORTIONALITAT

114

2. Das Produkt der MaBzahlen ist konstant.

Xy=c¢

Aus x -y =c folgt y = ¢ -—}. d. h. y ist zum Reziproken
( 47) von x direkt proportional: y ~%. Daher bezeichnet

man die Konstante ¢ auch bei der indirekten Proportiona-
litat als Proportionalitdtsfaktor. Er hat i. a. eine Be-
nennung, die sich aus den Einheiten der indirekt propor-
tionalen GréBen ergibt, und hdngt von der Wahl dieser
Einheiten ab.

Die Gleichungen y=c-;-, die den Zusammenhang

zweier indirekt proportionaler GréBen angeben, sind nicht
Gleichungen von linearen Funktionen, sondern von Po-
tenzfunktionen (y = ¢ - x71) (.~ 137; Def. 26).

Fir einen bestimmten Weg braucht

a) ein Omnibus 1 Stunde bei einer Durchschnittsgeschwin-
digkeit von 60 km - h-1,

b) ein Mopedfahrer 2 Stunden bei einer Durchschnitts-
geschwindigkeit von 30 km - h-?,

c) ein Radfahrer 6 Stunden bei einer Durchschnittsge-
schwindigkeit von 10 km-h-1.

In allen drei Fdllen ist das Produkt der MaBzahlen von
Geschwindigkeit und Zeit gleich 60, also konstant. Das
bedeutet: Bei einer bestimmten Wegldnge sind Durch-
schnittsgeschwindigkeit und Zeit indirekt proportional. Be-
zeichnet man die Zeit mit t und die Durchschnittsgeschwin-
digkeit mit v, so qilt v-t =s. Dabei ist der konstante
Proportionalitdtsfaktor s = 60 km der in allen drei Fdllen
zurickgelegte Weg.

Gegeniiberstellung

Direkte Proportionalitdt Indirekte Proportionalitat

x| 1]2|3|35]7]10 x{o5(1|2]5|75]|10

y | 6 |12]|18]21]42]¢0 y (18] 9 [45]1.8]1,2]09




4. PROPORTIONALITAT

8*

Direkte Proportionalitit

Je groBer die Werte von x
sind, desto groBer sind die
Werte von y.

Werden die Werte von x ver-
doppelt, verdreifacht usw.,
so werden auch die entspre-
chenden Werte vony verdop-
pelt, verdreifacht usw.
Werden die Werte von x
halbiert, gedrittelt usw., so
werden auch die entspre-
chenden Werte von y hal-
biert, gedrittelt usw.

Die Werte von y ergeben
sich aus den entsprechenden
Werten von x durch Multi-
plikation mit k.

y~xiy=k-x

Die Verhdltnisse einander
zugeordneter Zahlen sind
alle gleich dem Proportio-
nalitdtsfaktor k.

Y _k

X

Das Verhdltnis zweier be-
liebiger Werte von x ist
gleich dem Verhdltnis der
zugeordneten Werte von y.

301 /
o A
4
?a—__/I
I [ .
0 2 4 6 8 M x

Indirekte Proportionalitdt

Je gréBer die Werte von x
sind, desto kleiner sind die
Werte von y.
Werden die Werte von x ver-
doppelt, verdreifacht usw.,
so werden die entsprechen-
den Werte von y halbiert,
gedrittelt usw.
Werden die Werte von x
halbiert, gedrittelt usw., so
werden die entsprechenden
Werte von y verdoppelt, ver-
dreifacht usw.
Die Werte von y ergeben
sich aus den Reziproken der
entsprechenden Werte von
x durch Multiplikation mit c.
1
Yy~ =cox
Die Produkte einander zu-
geordneter Zahlen sind alle
gleich dem Proportionali-
tatsfaktor c.

xX-y==¢

Das Verhdltnis zweier be-
liebiger Werte von x ist
gleich dem reziproken Ver-
héltnis der zugeordneten
Werte von y.




5. PROPORTIONEN

Proportion p DEFINITION 14: Eine Gleichung der Form

(Verhdltnisgleichung)

Produktgleichung

116

a:b=c:d(a,b,¢c,d +0)
heiBt Verhdltnisgleichung oder Proportion.
Die Zahlen g, b, ¢ und d heiBen die Glieder der Proportion.

Die Gleichung a : b = ¢ : d wird auch folgendermaBen ge-
lesen: a verhdlt sich zu b wie ¢ zu d, kiirzer: a zu b wie

czu d. Statt a: b = c : d schreibt man auch % =%

~111; Def. 9). Die Glieder werden nach ihrer Anordnung
in der Proportion benannt.

Proportion

Vorderglieder _— A .- . -Hinterglieder - .
Jnnenglieder : e :

Aulenglieder :

Wird die Proportion a : b = ¢ : d mit b - d multipliziert, so
ergibt sich die Gleichung a-d = b -c. Sie heiBt die zur
gegebenen Proportion gehsrige Produktgleichung.

SATZ 15: In jeder Proportion ist das Produki der Innen-
glieder gleich dem Produkt der AuBenglieder.

Aus der Produktgleichung lassen sich durch Anwendung
der Umformungsregeln fir Gleichungen weitere Regeln fiir
das Rechnen mit Proportionen ableiten.

d:h=c:d

fa

{-::Fﬂdu k.‘s,‘.-\.m".."r:}' -'.‘l'_:'.'i
—-| a-d=b-¢




5. PROPORTIONEN

[ 2
Fortlaufende
Proportionen

|
Anwendungen
der Proportionen
Vierte Proportionale

B

SATZ 16: In jeder Proportion kann man vertauschen’
a) die Innenglieder untereinander,

b) die AuBenglieder untereinander,

c) die Innenglieder gegen die AuBBenglieder.

Gegebene Produktgleichung
Proportion 2:4 = 5:10 4. 5= 2-10
Innenglieder

vertauschen: 2:5= 4:10 5. 4= 2-10
AuBenglieder

vertauschen: 10:4 = 5:2 4. 5=10- 2
Innen- gegen

AuBlenglieder

vertauschen: 4:2 =10:5 2.10= 4.5

Treten in einer fortlaufenden Gleichung mehr als zwei
Verhdiltnisse auf, so ist es Ublich, diese fortlaufende Glei-
chung auch als fortlaufende Proportion zu schreiben.
Stuﬂ[—); =, =Z—: schreibt man a, :a,:a; = b, : by : bs. Aus
dieser fortlaufenden Proportion lassen sich beispielsweise
folgende Proportionen ablesen:

a,:b,=a,:b,

Gy :a, = by : b,

a,:0a;=>b,: b

7: 15 schreibt man auch

Statt ':_5= :10 = 15:25 =

'=5:10:25:15

In Aufgaben aus zahlreichen Gebieten der Praxis tritt
Proportionalitéit zweier GréBen auf. Solche Aufgaben wer-
den mit Hilfe von Proportionen geldst.

Sind dabei drei der vier Glieder einer Proportion gegeben
und ist das vierte zu berechnen, so heiBt dieses die vierte
Proportionale der Proportion.

Bei der Verbrennung von Kohlenstoff entsteht das Gas
Kohlendioxid. Dabei ist das Verhéltnis der Kohlenstoff-
menge zur Menge des entstehenden Kohlendioxids gleich
3:11.

Wieviel Gramm Kohlendioxid entstehen bei der Verbren-
nung von 10 g Kohlenstoff?
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5. PROPORTIONEN

Prozentrechnung
Vergleichszahl 100

Prozentbegriff

B

Losung: Es moégen x g Kohlendioxid entstehen. Dann gilt
folgende Proportion:
10:x=3:11 Produktgleichung
3x=110 :3
X = 36,7
Bei der Verbrennung von 10 g Kohlenstoff entstehen etwa
36,7 g Kohlendioxid.

Welche Zeit benétigt ein Pkw fiir einen Autobahnabschnitt
von 128,0 km, wenn er mit einer durchschnittlichen Ge-
schwindigkeit von 85,0 km-h-! fdhrt?
Losung: 85 - x = 128

x=15=1h30min
Der Pkw benétigt bei einer durchschnittlichen Geschwin-
digkeit von 85,0 km-h-1 fir die 128,0 km 1 Stunde und
30 Minuten.

Um zwei Verhdltnisse (.~ 111), d. h. zwei Quotienten, be-
quem vergleichen zu kénnen, kann man sie auf einen ge-
meinsamen Nenner bringen. ZweckmdBigerweise wdhlt
man oft als gemeinsamen Nenner die Zahl 100.

In drei finften Klassen werden die Anzahl der Schwimmer
Stufe Il verglichen.

DEFINITION 17: Ein Hundertstel einer Zahl (GréBenan-
gabe) G heiBt ein Prozent,! dieser Zahl (GréBenangabe).
Fir 1 Prozent schreibt man 1 9%,.
G G p-G
1% von G sind == . p9 i S =T,
% sind 100 P% von G sind p 100 = 100
Bezeichrupaer- = haiRt Grupdwg-+- ~ haift Prozentsatr -



5. PROPORTIONEN

Grundaufgaben
der Prozentrechnung

Vermehrter (vermin-
derter) Grundwert

Mit den Bezeichnungen gilt die Gleichung

Wz%'ﬁg oder als Proportion

Da bei einem bestimmten Sachverhalt der Grundwert (die

Zahl G) fest gegeben ist, ist% eine feste Zahl. Das be-

deutet, daB Prozentwerte und Prozentsatz direkt propor-
tional sind (~ 112f; Def. 12).

a) 19 von 17 sind - — 0,17

100
G=17; W=017; p =1
b) 5% von 17 sind ' %:18—5=0,85
G=17; W=085 p=>5
c) 239% von 53 m sind %m:—:—zlgm—ﬂ,Wm

G=5Im; W=1219m; p =23

Die Ergebnisse des letzten Beispiels auf Seite 118 lassen sich
mit Hilfe des Prozentbegriffs folgendermaBen ausdriicken:

Die Klasse 5a hat 57% Schwimmer: G=35; W=20; p~57.
Die Klasse 5b hat 619 Schwimmer: G=31; W=19; p=61.
Die Klasse 5c hat 48%, Schwimmer: G=33; W=16; p~48.

Allgemein gilt: W: p = G : 100.

Zu bestimmen Zu bestimmen Zu bestimmen
ist p: ist W: ist G:
W WP G oW,

Bei der Losung von Aufgaben ist besonders auf Formu-
lierungen wie ,,Erh6hung um** oder ,,Steigerung auf* bzw.
»verringerung um* oder ,,Senkung auf‘‘ zu achten. Der-
artige Formulierungen deuten auf vermehrten bzw. ver-
minderten Grundwert hin. Der vermehrte Grundwert ist
die Summe aus Grund- und Prozentwert. Der verminderte
Grundwert ist die Differenz aus Grund- und Prozentwert.
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5. PROPORTIONEN

Prozentaufgaben
mit indirekter
Proportionalitdt

Promille

120

Der Abgabepreis von 56,70 M je Stiick an den GroBhandel
liege um 7,59, hoher als der Selbstkostenpreis fir einen
Betrieb. Wieviel betrédgt der Selbstkostenpreis ?
Gegeben: Vermehrter Grundwert (Abgabepreis)
G, =G+ W =156,70
Prozentsatz: p =100 + 7,5 = 107,5
Gesucht: Grundwert G (Selbstkostenpreis)
Losung: G,:p =G : 100
G,-100 56,70 - 100

G= > = 1075~ 52,74
Der Selbstkostenpreis betrdgt 52,74 M je Stiick.
Nach Einfihrung einer verbesserten Technologie verringern
sich die Selbstkosten fiir ein Erzeugnis um 189, auf 32,80 M.
Wieviel betragen die Selbstkosten mit der alten Technologie ?
Gegeben: Verminderter Grundwert (neue Selbstkosten)
G, =G—-—W=3280
Prozentsatz: p =100 — 18 = 82
Gesucht: Grundwert G (alte Selbstkosten)
Losung: G, :p =G :100
G- G,-100 _ 32,80 - 100

p 82
Vor der Einfihrung einer neuen Technologie betrugen die
Selbstkosten je Stiick 40,00 M.
Ein D-Zug durchféhrt eine Strecke mit einer Durchschnitts-
geschwindigkeit von 60km - h-1,
Wieviel Prozent der urspriinglichen Fahrzeit betrdgt die
Zeitersparnis, wenn der Zug seine Geschwindigkeit um
durchschnittlich 5km - h-* erhoht?
Losung:
Der Geschwindigkeit 60 km - h- sind 100%, der Fahrzeit zu-
geordnet.
Der Geschwindigkeit 65km-h-! sind x9, der Fahrzeit zu-
geordnet.
Da Geschwindigkeit und Zeit indirekt proportional sind,
sind die Produkte der einander zugeordneten Zahlen gleich
(~ 113f; Def. 13):

=40

60-100 = 65 - x
60 - 100
X =T z92,3

Der Zug benétigt nur noch etwa 92,3%, der urspriinglichen
Zeit. Die Zeitersparnis betrdgt also rund 7,7%,.

In der Prozentrechnung wird die Zahl 100 als Vergleichs-
zahl zugrunde gelegt. In vielen Féllen ist es nutzlich, die
Zahl 1000 als Vergleichszahl zu benutzen.



5. PROPORTIONEN

Zinsrechnung

B

DEFINITION 18: Ein Tausendstel einer Zahl (GréBenan-
gabe) heiBt ein Promille dieser Zahl (GréBenangabe). Fir
1 Promille schreibt man 19/,,.

Die Zinsrechnung ist eine Anwendung der Prozentrechnung
auf das Geldwesen, wobei der Prozentwert den Zinsen
eines Geldbetrages fir ein volles Jahr entspricht.

Prozentrechnung Zinsrechnung

Grundwert G Grundbetrag G
Prozentsatz 1] Zinssatz p
Prozentwert W | Zinsen z

Die Zinsen fir ein Jahr erhdlt man aus der Proportion

G:p

Fir beliebige andere Zeitrdume werden die Zinsen pro-
portional zur Zeit berechnet.

Zinsen fur
t Jahre: t Monate: t Tage:
G-p G-p t G-p t
L =—— "1} L = ——— o — G L [
100 100 12 100 360
Bemerkungen:

(1) Bei Zinsberechnungen wird zugrunde gelegt:

1 Jahr = 12 Monate

1 Monat = 30 Tage

(2) Bei der Berechnung der Zinsen nach den angegebenen
Gleichungen wird vereinfachend angenommen, daB der
Grundbetrag wdhrend des gesamten Zeitraums unver-
dndert bleibt. In der Praxis werden jedoch die -félligen
Zinsen jeweils dem Grundbetrag zugeschlagen und dann
mit verzinst. Dadurch ergeben sich hohere Zinsbetrdge,
die nach der sogenannten Zinseszinsrechnung berechnet
werden.
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6. QUADRATISCHE FUNKTIONEN

Die Funktion y = x?

Normalparabel

122

Jede Funktion mit der Gleichung y = Ax? + B x 4 C heiBt
quadratische Funktion, wobei die Koeffizienten A, B, C
beliebige reelle Zahlen mit A & 0 sind.

Man nennt

A x2 das quadratische,

B x das lineare und

C das absolute Glied der Funktionsgleichung.

Die Funktion y = x*

Definitionsbereich: — oo < x < oo; Wertevorrat: 0 S y < oo

Einerseits ist das Quadrat einer reellen Zahl stets nicht-
negativ. Im Wertevorrat treten also nur nichtnegative
Zahlen auf. Andererseits ist jede nichtnegative reelle Zahl
Quadrat einer reellen Zahl. Im Wertevorrat treten also
auch alle nichtnegativen reellen Zahlen auf.

Das Bild der Funktion y = x? ist eine quadratische Pa-
rabel. Man nennt sie auch Normalparabel.

Fir x =0 ergibt sich der kleinste Funktionswert, ndmlich
y=0.

Wegen x? = (—x)? haben Parabelpunkte mit gleicher Ordi-
nate den gleichen Abstand von der y-Achse. Das bedeutet,
daB die y-Achse Symmetrieachse (~222) der Parabel ist.
Man nennt diese Symmetrieachse auch Parabelachse. Die
beiden zueinander symmetrischen Teile der Parabel heiBen
Parabeldste.

Der Punkt, in dem eine Parabel ihre Symmetrieachse
schneidet, heiBt Scheitel dieser Parabel. Der Scheitel der
Normalparabel liegt im Ursprung. Sie offnet sich nach



6. QUADRATISCHE FUNKTIONEN

Die Funktioneny = ax?
(a#0)

oben. Die Richtungsangaben ,,nach oben bzw. ,,nach
unten‘* beziehen sich immer auf die Ubliche Lage der
Koordinatenachsen. Im Intervall — co < x <0 ist die
Funktion y = x2 monoton fallend, im Intervall 0 < x < o©
monoton wachsend (7 88, Def. 3).

Die Funktionen y=ax*® (a*0)

Der Ubergang vony = x2
zu y = a x? bedeutet, daB8
fir jedes Argument x der
zugehdrige Funktionswert
der Funktion y = x? mit a
multipliziert wird. Da-
mmﬁy::&bwg? ~oo ;;knae durch wird die Nor-

My T oo 0% malparabel  folgender-

SSetepl0 Teiste muBPen verc:'inderf:g

Streckung (~ 268) der Normalparabel
in Richtung der y-Achse
Offnung nach oben

Streckung der Normalparabel in Richtung
der y-Achse und Spiegelung (.~ 219) an
der x-Achse

Offnung nach unten

keine Anderung
Offnung nach oben

Spiegelung der Normalparabel an der
x-Achse
Offnung nach unten
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la} <1 ! 0 | Stauchung der Normalparabel in Richtung
~ = | der y-Achse Offnung nach oben

Stauchung der Normalparabel in Richtung
| der y-Achse und Spiegelung an der x-Achse
| Offnung nach unten

In allen Fdllen liegt der Scheitel der Normalparabel im

Ursprung.
Die Funktionen Definitionsbereich:
y=x*+px+gq —o<<x< ®
Wertevorrat:

—T+q§y<oo (~12¢6)
I

Die Funktionen & ) Der Ubergang von y = x2
c y=xt+e Die Funktionen y =x*+e vy = x’g +ge bedyeuiet,
: daB fir jedes Argument x
zum zugehorigen Funk-
tionswert der Funktion
y = x* die Zahl e addiert
wird. Dadurch wird die
Normalparabel um e in
Richtung der y-Achse ver-
schoben (~ 92).

Scheitel : § (0;e)
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Die Funktionen
y=(x+dy

Die Funktionen
y=(x+dp+e

Die Funktionen

Dy=x* und |l)y=(x+d)

unterscheiden sich dadurch, daB fiir jedes Argument x der
zugehorige Funktionswert x2 der Funktion 1) von der Funk-
tion Il) fir x — d angenommen wird. Es ist ndmlich

[(x —d) + dJ* = x°

Das Bild der Funktion y = (x + d)? ist also die um —d in
Richtung der x-Achse verschobene Normalparabel.

Die Funktionen y=(x +d)*

Scheitel: 8(-d;0) @

Der Ubergang von y = x zu y = (x + d)? + e bedeutet,
daB die Normalparabel um e in Richtung der y-Achse und
um —d in Richtung der x-Achse verschoben wird.

Der Scheitelpunkt S hat dann die Koordinaten —d und e:
S(—d;e)

Die Funktionen y = (x +d) 2se

Scheitel: S(-dje) -
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Die Funktionen
y=Ax*+Bx+C;
(A= 0)

126

Aus y = (x +d)2 + e

erhdlt man durch Ausrechnen

y=x*+2dx + d* + e | Zur Abkiirzung setzt man 2d =p

y=xt+ px+q und d® + e =q.

Umgekehrt hat jede Funktiony = x2 + p x + q als Bild eine
2

Normalparabel mitdem ScheitelpunktS(-— —g— ;- PZ + q) ,

deren Symmetrieachse parallel zur y-Achse liegt und die sich

nach oben offnet.

Die Koordinaten des Scheitelpunktes ergeben sich aus den

Gleichungen 2d = p und d2 + e = q.

Die Anzahlen der Nulistellen der Funktionen

y=x*+px+gq

lassen sich jeweils an der Ordinate des Scheitelpunktes

ablesen:

p? p*

P:.
N e SRR b S D L Ky

zwei Nullstellen eine Nulistelle keine Nullstelle

Scheitelpunkt
liegt oberhalb
der x-Achse

Scheitelpunkt Scheitelpunkt
unterhalb der liegt auf der
x-Achse x-Achse

Yy

Definitionsbereich;
— oo x <L oo
Werltevorrat;
82
—n—i— C=sy<o,falls A>0

— @<y S —py+ Cfalls ALO.
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Die Funktionen mit einer solchen Gleichung heiBen qua-
dratische Funktionen. Die Gleichungen der zuvor be-
handelten quadratischen Funktionen sind Spezialfille dieser
Gleichung:
a) y=x*erhdlt man firA=1;B=C=0
b) y =ax®erhdlt man firA=a;B=C=0
€) y=x*+px+ qerhdlt man fir A=1;B=p; C=gq
Durch Ausklammern von A erhdlt man aus
y = Ax® + Bx + C die Gleichung

——A(x2 +£x+—c-)—A(x2+ X+ q); B _pC_
y = A Al = P q»A—P-A—q)
Das Bild dieser Funktion ergibt sich dadurch, daB die
Ordinaten aller Punkte der Normalparabel mit der Glei-
chung y = x* + p x + q auf das |A|-fache gestreckt oder
gestaucht und eventuell (falls A < 0) an der x-Achse ge-

spiegelt werden (.~ 123f, Tabelle).
Der Scheitel S der Normalparabel mit der Gleichung

y = x® + p x + q hat die Koordinaten — P und _r +q
oder: 2 4

s(_B. S‘JIC)
—2A' Tim T A)

Der Scheitel $ der Parabel mit der Gleichung
y =Ax%* + B x 4 C hat dann die Koordinaten

’ B - BI',' 1
(-fo i1

Die Funktionen Ax*+B8x+0=y (A+0) | Die Anzahl der Null-
; stellen einer allgemeinen
quadratischen Funktion

y=Ax2+Bx+C
B C
=A(x2 +Xx +X)

ist gleich der Anzahl der
Nulistellen der Funktion

B C\
denn A(x2 + Xx +X) =0

gilt genau fir die Werte
von x, fir die auch

B Cc
X2 + X-X + ‘A— = 0

| gilt. (Beachte A 5= 0!)

Scheitel: 8- £ - L +)
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Rechnerische L.ésung

Normalform
der quadratischen
Gleichung

128

Zur Bestimmung eventuell vorhandener Nullstellen (.~ 89)
einer allgemeinen quadratischen Funktion

y =Ax%2+ Bx + C; (A= 0) ist die Gleichung
Ax2+Bx+C=0

zu lGsen.

Je nach der Anzahl der Nullistellen hat diese Gleichung
zwei Losungen oder eine Lésung oder sie hat keine Losung.
Wegen A == 0 1aBt sich die Gleichung durch A dividieren:

B c
X2+Px+q=0;(P=;T;q=_A—)

Da sich jede quadratische Gleichung auf diese Normalform
bringen |dBt, gentgt es, die Losungen fir die Normalform
anzugeben.

Aquivalente Umformungen der Normalform zur Bestim-
mung der Losungen:

xX*+px+q=0 —q
X2+px=—q + (%)z (Quadratische
Ergdnzung)
2 2
x* 4+ px+ (—;—) = (%) — q|(binomische Formel,  78)

SRR

Fﬁr(%)z — q < 0 gibt es keine Lésung x, da (x + "21)‘-4

fur keine Zahl x negativ wird.

Fiir(ﬂ)2 — q = 0 kann man wie folgt weiter dquivalent

(e %)j (/2= ) (Vo=
( ) ( : )_0 (binomische Formel)

(o | erg 9o

Da ein Produkt genau dann gleich O ist, wenn mindestens
ein Faktor gleich 0 ist (.~ 24; Satz 7), sind folgende Zahlen
Losungen:

X, = — % + V(%)z — q; fir x, wird der erste Faktor
gleich 0.

N~
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2
Xy = — %— V(%) —q; fur x, wird der zweite Faktor
gleich 0.
2
b

Diskriminante

Der Radikand (147) D = (%

Losungen entscheidend. Er heiBt daher Diskriminante.
Die Scheitelpunktsordinate des Bildes der zur gegebenen
Gleichung gehorenden Funktion ist gleich —D (~126;

)2—q ist fir die Anzahl der

Tabelle).

Diskriminante D

Anzahl der
Lésungen von

x*4+px+q=0

Anzahl der Null-
stellen von

y=x'+px+q

zwei Losungen

> 4|

Xysg = —-
112 2

eine Losung

.

2

[

X2 = 75

keine Losung

zwei Nullstellen

eine Nullstelle

keine Nullstelle

9 [001807]

Probe:

(Losung x,)

(o

£\ I R
18 3
ntny 1"

0=0
(Losung x,)
7\2
(~5) +5(-4)-2
49 7 N 0
64 64 32

8
0=0

1 7\ 21

=0
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Vietascher Wurzelsatz!

130

B

b) Probe:

x2 —42x 4+ 4,41 =0 212 —42.21 + 4,41 =0
Xig = 21+l 6 GAT 0=0
X2 = 2,1

) x2—13x+95=0
X2 = 0,65 +,//0,652 — 9,5
Wegen 0,652 — 9,5 < 0 hat die Gleichung keine Losung.

SATZ 19: Sind x; und x, Lésungen der quadratischen Glei-
chung x? 4 px 4+ q =0, so laBt sich die linke Seite dieser
Gleichung folgendermafBen in ein Produkt aus zwei in x
linearen Faktoren zerlegen:

XA Ppx+g=x—x) (x—x)

Beweis:

(X —X) - (X = x) = X2 — (X, + X)X + X, %, *)
Da x, und x, die Losungen der Gleichung

x2 4+ p x 4+ q = 0 sind, gilt:

et ol

XZ= _%—'Vﬁ

Setzt man dies in Gleichung (¥) ein, so erhdlt man:
(x —x)(x —x)) =x* ~ px + w.z. b.w.

SATZ 20: Fir die Losungen x, und x, der quadratischen
Gleichung x* + px 4+ q = 0 gilt:

X +x,=—p und x;-x,=¢

Die Losungen einer Gleichung werden haufig auchWurzeln
dieser Gleichung genannt.
Der Vietasche Wurzelsatz kann zur Probe benutzt werden.

1 Francois Vidte (1540—1603), Franzésischer Math e
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Spezialfiille der
Gleichung
xXX4+px+q=0

Graphische Lésung

Schnittpunkte auf der
x-Achse

9%

8 +%x—0,32=0 Probe: )
T3s 07T 5P
fa= T E L | e 8
_ 1+325 k= ap=—032=g
=-5t%
Xl=§; X2=—_5‘

Die folgenden Spezialfélle sind wie jede quadratische
Gleichung mit der Lésungsformel (~ 129) I6sbar. Sie lassen
sich jedoch kirzer folgendermaBen I8sen.
1) p=0,also x2+qg=0

Fir ¢ > 0: keine Lésung
x*=—gq {Fijr q = 0: eine Losung x;, =0

Fir q < 0: zwei Lsungen x,,= +}/—q
2) g=0,also x2+px=0

. Fir p = 0: eine Losung x,, =0

x(x+p)=0 {Fijr p = 0: zwei Lésungen x, =0,x,= —p

Jede quadratische Gleichung mit einer Variablen a8t sich
durch dquivalente Umformungen auf die Normalform
X2+ px +q =0 bringen. Die Losungen dieser Gleichungen
sind die Nullstellen (.~ 88) der Funktion y = x2 + p x 4 q.
Zur graphischen Losung der Gleichung x2 +px +q =0
zeichnet man daher das Bild der Funktiony =x2+px4-q
(verschobene Normalparabel, Offnung nach oben) und
liest die Nulistellen aus der Zeichnung ab. Wegen der
Zeichenungenavigkeit bekommt man nach diesem Ver-
fahren im allgemeinen nicht die genauen Lésungen.

iyl 1 X2—5X+14—:?-=0
i | Wir bestimmen die Scheitel-
Wi 11 punktkoordinaten ( 126):
AV S 1 S (@55 -3)
U | Wir tragen § (2,5; —3)inein
1 U1 | Koordinatensystem ein. Wir
i 23 zeichnen das Funktionsbild
S = (Schablone an S anlegen).
e '1_7 £ 8 L 4f 1 ox Ablesen der Nulistellen:
- \ X =~ 0,8; x, =~ 4,2:
[\ /| | | | Probe: (Vietascher Wurzel-
ATTNA T sat)
s REEN R —— X+ x%x=08+42=5=—p

S (R | . L] x1'X$=0,8'4’2=3'36zq
131
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Schnittpunkte
auf der Normalparabel

132

Eine Umformung der Gleichung
xX4+px+q=0

ergibt
Die Losungen dieser Gleichung sind diejenigen Zahlen x,
fir die die Funktionen

y= x* und

gleiche Funktionswerte haben. In der graphischen Dar-
stellung sind das die Abszissen der Schnittpunkte beider
Funktionsbilder. Ein Vorteil dieses Verfahrens gegeniber
dem ersten besteht darin, daB man die Normalparabel
y = x% nur einmal zu zeichnen braucht. Es geniigt dann,
bei jeder Gleichung die jeweilige Gerade y = — px — q
durch die Kante eines Lineals darzustellen, um die gesuchten
Abszissen abzulesen.

Je nach Anzahl der Losungen der gegebenen Gleichung
hat die betreffende Gerade mit der Parabel zwej Punkte
(Sekante), einen Punkt (Tangente) oder keinen Punkt (Pas-
sante) gemeinsam (.~ 253).

a) x2+x—2=0

Parabel: y = x*
Gerade: y = x| 2
X, ~ —2

Xy =~ 1

b) x2 +2x +1
Parabel: y = x
Gerade: y =

X; = Xg =~ -1

B\P4
!
|
|

|

| { I’ . =2 A (5 l 1
I 7 S N D N I B

Bemerkung: Wegen der Zeichenungenavigkeit ist es nicht
sicher, ob tatsdchlich nur eine Losung vorliegt. Es kann
vorkommen, daB die Schnittpunkte sehr dicht beieinander
liegen.

o x2—x+1=0
Parabel: y = Gerade: y = ~
keine Losung



8. DIE POTENZFUN KTIONEN y = x*; (k GANZE ZAHL)

Der Potenzbegriff b

B
Vorzeichen
von Potenzen
P
|

Rechnen mit Potenzen
(Potenzgesetze)

DEFINITION 21: Ein Produkt a-a-...-a aus n Fakioren
a (n = 2) heiBt Potenz.

Man schreibt: a-a-...-a=a"

a heiBt die Basis, n der Exponent der Potenz a".
a)3-3-3-3.3=36=243

2 2 2 2 (2)‘ 16
b) = - = .5 .5 3) =5

—5) - (=5) - (-=5) = (-5)* = —125
d)0.0.0-0-0-0=0=0

Es gilt:

Wenn a =0, so a2™" >0

Wenn a <0, so a®™ >0 (Fir alle natirlichen
Wenn a =0, so @™ >0 | Zahlen m = 1)
Wenn a < 0, so a2™ < 0

n gerade n ungerade
a=0 a"=0 a" =0
a<0 a">0 a" <0

SATZ 22: Fir beliebige reelle Zahlen a + 0 gilt:

(— a)?m = g®m ynd (— qg)2™H = — g2mHl (m = 1).
a) 6¢ =129 b) 0,2° = 0,00032
(—6)* =129 (—0,2)5 = —0,00032
(—6)F =6 (=02’ = —0,2°

Fir 0 und 1 gilt:

0"=0und 1" =1 (n=2)

Dabher folgt aus Satz C 22 fiir a = —1:
(—1)2k = 12k = 1
(—1)2k = — 13k — _q

Fir das Rechnen mit Potenzen gelten die folgenden Regeln
(Potenzgesetze), wobei a == 0; b == 0 ist. Fir die natiirlichen
Zahlen m und n wird zundchst wie in DefinitionC21m =2
und n = 2festgesetzt. Diese Einschrdnkung fir die Exponen-
ten wird spater fallen gelassen (.~ 134, Def. 24).
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Erste Erweiterung
des Potenzbegriffes

134

SATZ23:
gleiche Basis und gleicher Exponent
Addition PR ; %=
Subtrakion | x-a" +y-a" = (x +y) - a"(x, y beliebig reell)
gleiche Basis gleicher Exponent
Multiplikation = | a™ - a" = o™*" a"-b" = (a-b)"

. ._ am - m-n o - ﬂn = ._a_ )’
Division = = | = a"" (m—n=2) | ( )
mnzie-rung- (am)n = arHvrl — (an)m

Addition/Subtraktion:
1 4 1 -1

a) 30°+ 080 =380" b)

Multiplikation:
¢) a¢-a*=(a-a-a-a)-(a-a-d)=a-a-a-a-a-a-a=a’
d)a®- b= (a-a-a)-(b-b-b)=(ab)-(ab)- (ab) = (ab)?
Division:

@ a-ad-a-a-a-a-a:a
e) -—5—= =
a a-a-a-a-a

30 "9 g =g

ad

Potenzierung:
g) (03)4 - (as) . (as) . (03) . (aa) p— aa+3+3+3 J— 04'3
= @+ = (a¥) (a9 - (a*) = (a%)°
Bemerkung: Beachte den Unterschied zwischen (a™)" und
a@™”,

(28)2 = 82 = 64 dagegen 269 =29 = 512
Statt a™ schreibt man kirzer a™".
Der Potenzbegriff wird durch folgende Festlegung auf alle

natirlichen Zahlen als Exponenten ausgedehnt.

DEFINITION 24:

(tya®=1; (a==0);

2 at=a

Diese Definitionen sind sinnvoll. Fiir den so erweiterten
Potenzbegriff gelten ndmlich die Rechenregeln aus Satz C 23
weiter.
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H a) Beispiel fir die Regel a™ - a" = gm:
a-at=1.q"=a*=q""

b) Beispiel fir die Regel (a™)" = a™:
(al)7 — a7 — 01'7

Bemerkung:

Bei der Definition a® =1 muB a = 0 ausgeschlossen wer-
den, da sich sonst Widerspriiche ergeben wiirden.

Die Potenzfunktionen  Die Bilder der Funktionen y =.x%, y = x4, ... heiBen Pa-
y=x'(n=0,1,2..) rabeln 2., 4.,6.,...Grades. Sie liegen symmetrisch zur
Die Funktionen y-Achse; denn nach Satz C22 (.~ 133) gilt (—x)2™ = x2™. Also

y=xm"m=1,2..) gehdrt zu einer beliebigen Zahl x und der zu ihr entgegen-

gesetzten Zahl —x derselbe Funktionswert.

J,i
J,n"-x__.' k 2k
Definitionsbereich:—es< X <+ oe -X 0
Wertevorrat: 05y <+oo
Die Funktionen Definitionsbereich: — co < x <
— y2m-— —
y=x""1m=123,.) \Wertevorrat: — oo <x< oo
Die Bilder der Funktionen y = x% y = x5 ... heiBen Pa-
rabeln 3., 5., ... Grades. Sie liegen punkisymmetrisch zum

Ursprung; denn nach Satz C 22 gilt (—x)2m-1 = —x2m-1,
Also unterscheiden sich der zu einer beliebigen Zahl x = 0
gehorende Funktionswert und der zur entgegengesetzten
Zahl (~60) —x gehdrende Funktionswert nur durch das
Vorzeichen.
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Definitionsbereich:-co< X<+ oo
Wertevorrat:—eo<y< +eco

c . . 4 W Licke
Die Funktion y = x° ' Definitionsbereich: alle

. ; | | reellen Zahlen x mitx==0.
7] 7 > Wertevorrat: Die Zahl 1

Das Bild dieser Funktion besteht aus allen Punkten auf der
Parallelen zur x-Achse im Abstand +1, ausgenommen der
Punkt (0; 1). Nach Definition C 24 (.~ 134) ist ndmlich die
Potenz x° fir alle x %= 0 gleich 1, fir x = 0 jedoch nicht
definiert. Man sagt, das Bild der Funktion y = x° hat bei
x = 0 eine Liicke.

Gerade, ungerade P DEFINITION 25: Eine Funktion y = f(x) heiBt gerade, wenn

Funktionen fir jedes x aus ihrem Definitionsbereich f(—x) = f(x) gilt.

(~#170; 222) Eine Funktion y = f(x) heiBt ungerade, wenn fiir jedes x aus
ihrem Definitionsbereich f(—x) = —f(x) gilt.

Die Bilder gerader Funktionen besitzen die y-Achse als
Symmetrieachse.

Die Bilder ungerader Funktionen sind punktsymmetrisch
zum Ursprung.

Die Potenzfunktionen y = x2™; (m =0,1,2,...) sind ge-
rade Funktionen.

Die Potenzfunktionen y = x2-', (m=1,2,3,...) sind
ungerade Funktionen.
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Bemerkung:

Im allgemeinen ist eine Funktion weder gerade noch un-
gerade, wie es das Beispiel der Funktion f(x) = x? — 4 x +1
zeigt:

fQ)=4—-8+1=-3; (—-2)=4+8+1=13.

Die Potenzfunktionen  Die Potenzen mit negativen ganzzahligen Exponenten wer-
y=x""(n=1,23,...) den so definiert, daB die Rechenregeln aus Satz C 23 auch
Zweite Erweiterung fur Potenzen mit beliebigen ganzzahligen Exponenten gel-

des Potenzbegriffs ten. (Dies 1aBt sich auf Grund der folgenden Definition
beweisen. Hier werden nur einige Beispiele gerechnet.)

P DEFINITION 26:

1
a" = — ; (a == 0, n natiirlich)
aﬂ

B a) Beispiel fir die Regel a™ - ¢" = g™ :

a-3%.4-5 = 1 . l = __1 = g-3+6) — q(-3)+(-5)
a3 as a3+5
X2 . x% = x2 _1_ =l = x~2% = x2t(-9
xt  x2

b) Beispiel fir die Regel (a™)" = a™":
1\3 1 1 _
(0—2)—3 — (_) — = — = g% = g{-2)( 3)

1\ 1
7 @

P SATZ27: Fir alle ganzen Zahlen k und beliebige reelle
Zahlen a; (a + 0) gilt

Beweis:

a) k > 0; In diesem Fall gilt die Gleichung auf Grund von
Definition C 26

b) k = 0; In diesem Fall gilt die Gleichung nach Defi-
nition C 24
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Die Funktioneny = x~2m;
m=123,..)

138

¢) k < 0; In diesem Fall gibt es eine positive ganze Zahi m
mit g ="— m. Dann gilt:

1 1
& =
1
=1 (nach Definition C 26)
am
= qgm

=a* w.Zz. b.w.

Definitionsbereich:

alle reellen Zahlen x
mit x =0

Wertevorrat: 0 <y < o

Definitionshereich: —==<x <0;0<X<too
Wertevorrat : 0<y+ oo

Wegen

—x)-2m _ 1 —_ 1 — y—2m
( X) _"'(_x)gm_;{n_'_x
sind diese Potenzfunktionen gerade, ihre Bilder liegen also
symmetrisch zur y-Achse. Die Bilder dieser Funktionen be-
stehen jeweils aus zwei getrennten Teilen (zwei Asten).
Sie ndhern sich beliebig dicht der x-Achse und zwar um so
mehr, je mehr der Betrag von x zunimmt. Dabei wird die
x-Achse selbst jedoch nicht erreicht, da die Funktionswerte
stets groBer als O sind.
Man sagt, die Bilder ndhern sich asymptotisch der x-Achse.
Entsprechend nédhern sich die Bilder asymptotisch der
y-Achse, wenn der Betrag von x immer kleiner wird.
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Definitionsbereich:
alle reellen Zahlen x

Die Funktionen
y = x—@m-1);

m=123,..) mitx==0
Wertevorrat:
alle reellen Zahlen y
mity 5= 0
Definitionsbereich: -oo<x<0; l<x<+oo
Wertevorrat: ~oe <y<0; O<y<+oce
Wegen
-(2m-1) 1 — 1 —_ —(2m-1)
(—x) T (=T Tt T —X

sind diese Potenzfunktionen ungerade, ihre Bilder liegen
also punktsymmetrisch zum Ursprung. Die Bilder bestehen
aus zwei Asten, die sich asymptotisch den Koordinaten-
achsen anndhern.

Zusamenfassender Uberblick tber die Potenzfunktionen y = x
(k beliebige ganze Zahl)

Yo X kpositiv k negativ ., k=0 --_‘
gerade | ungerade gerade | ungerade
— X< ] — LX< o] —w<X< 0 —co XL 0| —co<X< 0
aulBer aufBer auller
; x=0 x=0 x=0
v 0=sy<o —o<Ly<o |0<y < —oLy<owo|ly=1
; % auBer
E i =
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8. DIE POTENZFUNKTIONEN y = xk; (K GANZE ZAHL)

Die Definitionsbereiche der Potenzfunktionen ergeben sich einfach aus der Tatsache,
daBl man auBer der Null jede reelle Zahl mit einem beliebigen ganzzahligen Exponenten
potenzieren kann. Die Zahl Null kann nicht mit negativen Exponenten potenziert werden,
da das eine Division durch Null bedeuten wiirde. Ebenso ist 0° nicht definiert.

Die Wertevorrdte der Potenzfunktionen bestehen aus allen den Zahlen y, fir die es
eine Zahl x gibt, so daB y = x* gilt. DaB das auch alle in der Tabelle jeweils angege-
benen reellen Zahlen sind, folgt aus der Lésbarkeit der Gleichung x* =y bei vorgege-
benem y und k (.7 73).

é/zr

n gerade
Egq20
:I n ungerade

n =
///’,/ n gerade
I:] n ungerade

n<0

y=x k positiv k negativ
gerade ungerade gerade -ungerade
Gemeinsame (—1:1)(1: 1) (—=1:; =111 | {—1:10;1) (—1; -1(1;1)
Punkte (0;0) (0;0)
steigend 0=x< o — o < X < — oo <x<0
fallend —oo<x=0 O<x < o — oo <x <0
und
0<x< o
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9. DER BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION

Umkehrbar » DEFINITION 28: Eine Funktion y = f(x) heiit umkehrbar
eindeutige Funktionen, eindeutig oder eineindeutig, wenn nicht nur jedem Element
eineindevtige des Definitionsbereichs (Argument) genau ein Funktions-
Funktionen wert zugeordnet ist, sondern auch umgekehrt zu jedem Funk-

tionswert genau ein Argument gehort (.~ 84).

¥ a) Die Funktion y = x% ist nicht eineindeutig; denn zu
jedem Funktionswert y > 0 gehdren zwei Argumente x,
und x, mit x; = —x,.
b) Die Funktion y =2x — 1 ist eineindeutig, denn zu
jedem Funktionswert y gehort genau ein Argument x.

y
\ /y-xz YE o yeaxe

™

l
I
T+ | 1
|
.

| |
1 |
| |
| |
Al I | | e L | [
Xy 0 T x5 x 0 / 7 x x
A

Vertauscht man die Reihenfolge der Elemente in allen Paaren
einer Funktion, so ist die dabei entstehende Paarmenge
genau dann wieder eine Funktion, wenn die gegebene
Funktion eineindeutig ist. Denn nur dann ist die durch die
Vertauschung entstandene Zuordnung auch wieder ein-
deutig.

¥ DEFINITION 29: Durch Vertauschung der Elemente in allen
Paaren [x;y] einer eineindeutigen Funktion f entsteht eine
Funktion, die aus den Paaren [y; x] besteht. Diese Funktion
heiBt Umkehrfunktion oder inverse Funktion zu der gege-
benen Funktion.

Nach der in dieser Definition angegebenen Vertauschung
ist der Definitionsbereich der gegebenen Funktion der
Wertevorrat ihrer Umkehrfunktion und der Wertevorrat
der gegebenen Funktion der Definitionsbereich ihrer Um-
kehrfunktion.

Zur Unterscheidung von der urspriinglichen Funktion f

bezeichnet man ihre Umkehrfunktion mit f oder mit einem
anderen Buchstaben wie etwa g, h, y. Sehr gebrduchlich
ist auch die Bezeichnung f-1.

14



9. DER BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION

142

B I y=f(x) =2x —1
= ! Definitions-
? 4 ! bereich: 2 <4
E | Wertevorrat: 3 < y<7
. | |
== |
\ [
an \ |
|1 Y BN I [OSP) F
[,f 1 ' e 4 X

2INITIONSOEreic

Die zugehérige Umkehrfunktion besteht aus allen Paaren
[v: x], in denen einem beliebigen Argumenty mit3 <y <7
ein Funktionswert x mit 2 < x < 4 zugeordnet ist. Zu vor-
gegebenem Argument y erhdlt man den zugehdrigen Funk-
tionswert x am einfachsten, indem man die Gleichung der
gegebenen Funktion nach x auflGst:

x =4g(y) = %y —|——12— (Gleichung der Umkehrfunktion)

L/ T— x-g) Definitions-
bereich 3 yg7
Wertevorrat: 2 < x< 4

e c—

T+

|

|

|

|

|

| |

I |

| |

! | I

I I I
J ‘

Im Unterschied zur Funktion y = f(x) sind jetzt bei der
Funktion x = g(y) die Argumente auf der y-Achse und die
Funktionswerte auf der x-Achse aufgetragen. Daher haben
beide Funktionen dasselbe Bild.

Das A¢hsenkreuz wird durch Klappung um die Gerade
y = x in die gewohnte Lage gebracht, d. h., die Achse fir
die Argumente zeigt nach rechts und die Achse fir die
Funktionswerte zeigt nach oben:

1 1
_xegly) x = g(y) =7/ +7

(Gleichung der Umkehr-
funktion)
Definitions-
bereich: 3
Wertevorrat: 2




9. DER BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION

. yF L y=g(x) Ubergang zur gewohnten

ST~ -~ 1 Bezeichnung der Varia-
=11 l blen und Achsen:
= ——- |y — ) =t 1
| L y=90) =5x 45
I: E L, (Gleichung der Umkehr-

I ] I
0.7 7 fynktion)
B Definitions-
bereich: 3<xg7

Wertevorrat: 2 <y <4
Zeichnet man das Bild
der Funktion y = f(x)
und das Bild ihrer Um-
. kehrfunktion y = g(x) in
7 ein und dasselbe Achsen-
kreuz, so liegen diese
Bilder wegen der Klap-
pung des Achsenkreuzes
achsensymmetrisch  zur
Geraden y = x.

: Bildet man die Umkehr-
B funktion von y = g(x),
a8 so erhdlt man wieder

die urspriinglich gege-
bene Funktion y = f(x):

1 1 . .
y=5x +7 Auflosen nach x:
x=2y —1 Vertauschung der Variablenbezeichnung:
y=2x -1 Das ist die gegebene Funktion.

»  SATZ 30: Bildet man zu einer gegebenen Funktion deren
Umkehrfunktion und von dieser wiederum die Umkehrfunk-
tion, so erhdlt man die gegebene Funktion.

Dieser Satz ergibt sich aus der Tatsache, daB man nach
zweimaliger Vertauschung der Elemente in allen Paaren
einer Funktion wieder die urspringliche Paarmenge erhdilt.
Die Funktion y = x2 ist in dem Definitionsbereich

— o0 < x < oo nicht eineindeutig (.~ 141, Beispiel a), hat
also keine Umkehrfunktion.

Funktionen, die eine Umkehrfunktion besitzen, nennt man
auch kurz umkehrbar.

P SATZ 31: Wenn eine Funktion monoton (. 88) ist, so ist sie
eineindeutig und damit umkehrbar.
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Beweis:

Angenommen, die betrachtete Funktion sei monoton wach-
send. Das bedeutet, daB diese Funktion fiir irgend zwei
verschiedene Argumente nicht denselben Wert annehmen
kann; denn zum gréBeren Argument gehort auch immer
ein groBerer Funktionswert. Zu jedem Funktionswert ge-
hort also nur ein Argument. Nach Definition C28 (.~ 141)
ist die Funktion damit eineindeutig. Falls die betrachtete
Funktion monoton fallend ist, verlduft die Uberlegung ganz
entsprechend.

w.z. b.w.

Bemerkung: Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, d. h.,
es gibt cineindeutige Funktionen, die nicht monoton sind.

4 y=f(n)=(—1)n
L. Definitionsbereich: Men-
L ge der natiirlichen Zah-
" len
= Wertevorrat: Menge der
- positiven geraden wund
1 der negativen ungeraden
] SR O N N - - " Zahlen
0y 1 n
Wertetabelle
n 0 112 3 |4 516 7
y 0 =1 {2 w3 14 =8 14 lf

Diese Funktion ist eineindeutig und damit umkehrbar:

a) Zu jedem Argument n gehort genau ein Funktionswert y.
b) Umgekehrt gehért auch zu jedem Funktionswert y genau
ein Argument n.

Die Funktion ist aber nicht monoton.

a) Sie ist nicht monoton wachsend.

Beispielsweise gilt fir n, =2 und n, =5: n; <n, aber
f(ny) > f(ny), denn f(n) = 2 und f(n,) = —5.

b) Sie ist auch nicht monoton fallend.

Beispielsweise gilt fir n, =3 und n, = 4: n; <n, aber
f(n)) < f(ny), denn f(n;) = —3 und f(n,) = 4.



9. DER BEGRIFF DER UMKEHRFUNKTION

Aus nicht eineindeutigen Funktionen kann man oft durch
Einschrdnkung des Definitionsbereichs eineindeutige und
damit umkehrbare Funktionen gewinnen.

Y7y = x* Definitionsbereich:
00 < X< 00

Einschrankung des Defini-
tionsbereichs: y — x*
Definitionsbereich: 0 <x< oo
Diese Funktion ist monoton
wachsend, also auch ein-
eindeutig.

Beweis:

Fir beliebige Argumente x, und x, mit x, < x, aus dem
Definitionsbereich 0 < x < oo gilt:

f(xy) < f(xg), d. h. xi < x3.
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Das kann man folgendermaBen zeigen:

X} — X3 = (X + X)) {x; — X3)

Nun ist aber x; 4+ x, > 0, da beide Argumente nicht nega-
tiv sind und x; nicht gleich O ist. AuBerdem ist wegen x, < x,
die Differenz x, — x, negativ.

Das Produkt (x; 4 x;) (x; — x,) ist also negativ. Daher
gilt

x} —x3<0, adalso

X2 X2, w.Z. b.w.

Entsprechend ist die Funktion

y = x2 Definitionsbereich: — co < x <0
monoton fallend .

Bildung der Gleichung der Umkehrfunktion:

y =x?

Auflésen nach x:

fir0<x< o fir —oo<x<0

x=Vy x=—Vy

Umbenennung der Variablen:

y=vx | y=—¥x
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10. DIE POTENZFUNKTIONEN y = x7 (n + 0; n NATURL. ZAHL)

Der Wurzelbegriff

Dritte Erweiterung b
des Potenzbegriffes
auf beliebige rationale
Exponenten

10+

Zu jeder nichtnegativen Zahl a und zu jeder positiven gan-
zen Zahl n gibt es genau eine nichtnegative reelle Zahl, die
Lésung der Gleichung x" = a ist.

DEFINITION 32: Ist a eine beliebige nichtnegative reelle
Zahl und n eine positive ganze Zahl, so bezeichnet man die

nichtnegative reelle Zahl b, fiir die b" = a gilt, mit b = 'i/-a
(gelesen: n-te Wurzel aus a).

Die Zahl a heit Radikand, die Zahl n heiBt Wurzelexpo-
nent. Die Operation, die den Zahlen n und a die Zahl

b =Ya zuordnet, heiBt Radizieren oder Wurzelziehen.

Nach Definition C 32 ist "VE diejenige nichtnegative Zahl,
deren n-te Potenz gleich a ist. Es gilt also

(Va) = a.

Statt {a (auch gelesen: Quadratwurzel aus a) schreibt man
kirzer /a (gelesen: Wurzel aus a). Fiir Ja liest man auch:
Kubikwurzel aus a.

Nach Definition C 32 ist Ya = a. Daher wird das Zeichen
V blicherweise nicht benutzt.

DEFINITION 33: Ist a eine beliebige positive Zahl, m eine
beliebige ganze Zahl und n eine beliebige positive ganze
m

Zahl, so wird die Potenz a» durch folgende Gleichung defi-
niert:

3|3

a

Ve

Falls % > 0, so ist die Definitionsgleichung auch fira = 0
sinnvoll, denn es gilt

0"=}0"=7)0=0

DEFINITION 34:

= m
=0, falls F>0

Fir m =1 ergibt sich aus der Definition C 33 der Spezialfall

=7a (@2 0)
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10. DIE POTENZFUNKTIONEN y = xn ; (n40; n NATURL. ZAHL)

Rationalmachen des
Nenners

Die Potenzfunktionen
1
y = x;

1
Die Funktionen y = xam
(m=1,23,..))

148

Die Definition C 33 erweitert den Potenzbegriff auf ratio-
nale Exponenten so, daB die Potenzgesetze (.~ 134, Satz 23)
weiter gelten.

Die Potenzgesetze fiir Potenzen mit gebrochen rationalen
Exponenten in Wurzelschreibweise werden auch Wurzel-
gesetze genannt.

a szy4.3 x4y5—s X2y4.s x‘ys—a x2y4,x4y5

Va2 2zt | 422 2z¢ ) 4z2.22¢
_’ -x“_y—"_x’ys
T Y8z 222
b) Vx¥ - Yxi=Vx3- Yx =¥x® = x

6

o) (¥5)* =58 =53 =52=25
FUragOgin(f/E)"=W=a

Falls der Wurzelexponent gerade ist, existiert J/a" auch
fira < 0. In diesem Fall gilt jedoch:'i/ﬁ = |a|; (n gerade).
a) ¥2° = (}2)* =2

b) /(—2)°* =64 =2 = |— 2| und nicht etwa

V(=2 = (J=2)* = — 2, denn }/—2 existiert nicht.

Steht im Nenner eines Bruches eine Wurzel, so gelingt es
mitunter, durch Erweitern oder Kirzen die Wurzel zu be-
seitigen. Das nennt man Rationalmachen des Nenners.

) a a-”}/b2 _aab2

UV TVs-Vm b

b) y18 —y12 (/18 — y12) (/18 — y12)
/18 +y12 (/18 + y12) (/18 — /12)

_18-2y2 8+ 12_30-12/8_ ;5
= 18 —12 -6

Jede Potenzfunktion y = x®™; (m =1,2,...) ist fir x =0
monoton steigend und daher eineindeutig (~ 135, Bild). In
diesem Bereich ist sie also umkehrbar (~ 143).

y = x*™ Definitionsbereich: 0 < x < o

am— Definitionsbereich:
Umkehr- Jx==Jy=y" 0=y< o
funktion 1 Definitionsbereich:

y=yi/_x—=x-z—'; O§X<w



1
10. DIE POTENZFUNKTIONEN y = xn ;(n40; n NATURL. ZAHL)

1
Die Potenzfunktionen y = x2m = z—'i'/x— heiBen auch Wurzel-
funktionen. Sie sind die Umkehrfunktionen (.~ 141) -der
Potenzfunktionen y = x> mit dem Definitionsbereich
0 =< x < co.Die Bilder dieser Wurzelfunktionen liegen daher
achsensymmetrisch zu den Bildern der entsprechenden
Potenzfunktionen beziiglich der Geraden y = x.

Auch die Funktionen y = x2™ mit dem Definitionsbereich
— 00 < x =<0 sind monoton (fallend) und daher um-

kehrbar. Als Umkehrungen erhdlt man die Funktionen
1

y=— xI" = — x Definitionsbereich 0 < x < co.

1
Die Funktionen y =x2m-1 Jede Potenzfunktion y = x2™-1 (m =1,2,...) ist fir x =0

(m=1,23,..) monoton steigend und daher eineindeutig. (.~ 136). Sie ist
also in diesem Bereich umkehrbar.

y = x2m-1 Definitionsbereich: 0 < x < oo
Um- 2m—1 1 Definitionsbereich:
kehr- | x ==y = y*-1 0sy<w
funk- 2m —1 1 Definitionsbereich:
tion y="Vx=x""'" 0<x< o
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Diese Wurzelfunktionen sind also die Umkehrfunktionen
der Potenzfunktionen y = x2™—! mit dem Definitionsbereich

0 < x < co. Die Bilder der Funktionen y =2—m‘:;/3c_ liegen
also achsensymmetrisch zu den Bildern der Funktionen
y = x2m—1 beziiglich der Geraden y = x.

Die Potenzfunktionen y = x2™~1 sind im Gegensatz zu den
Potenzfunktionen y = x2™ fir — oo < x < oo, also auf der
ganzen x-Achse, monoton (steigend) und damit umkehrbar.
Die Umkehrfunktionen sind aber nicht durch eine einzige
Gleichung darstellbar, da Wurzeln nur fiir nicht negative
Radikanden definiert sind (.~ 147; Def. C 33).

Potenzfunktion Umkehrfunktion
y = xlm—i 1!11_—1 ,
Definitionsbereich: y= 1,{51‘5_0 Sk

yex°




11. DIE EXPONENTIALFUNKTIONEN y = ¢*; (a > 0)

Vierte Erweiterung
des Potenzbegriffs

Exponentialfunktionen

Auf Grund folgender Uberlegungen laBt sich der Potenz-
begriff fir a > 0 sogar duf beliebige reelle Zahlen als
Exponenten erweitern.

Die Potenz 3% wird folgendermaBen durch eine Intervall-
schachtelung ( 72) definiert.

Intervallschachtelung fur /2 Naherungs- | Naharungs-
werte fir werte fir

fn Sn 3’ 3%

1 2 3 9

1,4 1,5 46 52

1,41, 1,42 47 4,76

1,414 1,415 4,728 4,733

1,64142 1,4143 4,7287 4,7293

1,41421 1,41422 4,72879 4,72884

Die Ndherungswerte fir die reellen Zahlen 3™ und 3"
bilden ihrerseits eine Intervallschachtelung, die dieselbe

reelle Zahl erfaBt, wie die durch die reellen Zahlen 3™
und 3" selbst gebildete Schachtelung. Diese Zahl wird als

3V2 definiert. Sie ist unabhdngig von der fiir y2 gewdhlten
Schachtelung eindeutig bestimmt.

Es gilt 3V = 4,728...

Auf die Beweis2 dieser Behauptungen muB wegen ihrer
Schwierigkeiten verzichtet werden.

Fir den so erweiterten Potenzbegriff gelten die Potenz-
gesetze (~ 134; Satz 23).

Fiir jedes feste a > 0 bilden die durch die Gleichung y = a*
gegebenen Paare [x;y] eine Funktion, deren Definitions-
bereich das Intervall — oo < x < 0, also die Menge aller
reellen Zahlen ist.

Diese Funktionen heiBen Exponentialfunktionen.

x L Y AL
a=2: y=2 a=5: y—(z) =2
10: y =10 Loy = () =10~
a= y = d=ﬁ. y=1_6 =
a=1: y =1

151




11. DIE EXPONENTIALFUNKTIONEN y = a*(a > 0)
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Definitionsbereich: — oo < X < oo
Wertevorrat: 0 <y < oo

Die Bilder der Funktionen y = a* liegen achsensymmetrisch
beziglich der y-Achse zu den Bildern der entsprechenden

Funktionen y=a-*= (—})x, denn fir entgegengesetzte Argu-

mente werden die gleichen Funktionswerte angenommen.
Fir a > 1 sind die Exponentialfunktionen monoton wach-
send. Fir kleiner werdende Argumente ndhern sich ihre
Bilder asymptotisch (.~ 138) der x-Achse.

Fir 0 < a < 1 sind die Exponentialfunktionen monoton fal-
lend. Fir groBer werdende Argumente ndhern sich ihre
Bilder asymptotisch der x-Achse.

For a =1 ergibt sich y = 1%, also die konstante Funktion
y=1.

Keine Exponentialfunktion hat eine Nullstelle. Die Bilder
aller Exponentialfunktionen verlaufen durch den Punkt
(0; 1), denn fir beliebiges a 5= 0 gilt a® = 1, insbesondere
also fir a > 0.

Der Wertevorrat jeder Exponentialfunktion y = a*; (a > 0)
ist die Menge der positiven reellen Zahlen.

Das erkennt man folgendermaBen

1) Jede solche Funktion hat wegen der positiven Basis nur
positive Funktionswerte.

2) Estreten auch alle positiven reellen Zahlen als Funktions-
werte auf, denn zu jedem positiven y gibt es genau eine reelle
Zahl x, fir die y = a* bei fest vorgegebenem a > 0 und
a =1 gilt.

Beide Behauptungen werden mit Hilfe von Intervallschach-
telungen bewiesen.



11. DIE EXPONENTIALFUNKTIONEN y = a*(a > 0)

Die Zahl e

Additionstheorem fir
Exponentialfunktionen

In den Naturwissenschaften und in der Technik tritt hdufig
eine Exponentialfunktion auf, deren Basis irrational (.~ 74)
ist und mit e bezeichnet wird. Ein Ndherungswert dieser
Zahl ist

e =~ 2,718281828459.
| K |
L | |
I |
| |
o 2 B3I | 2 1
1 1 t - i S S
& S
_ i __;_ | i, ] i
BEERERE x

Der Zerfall eines radioaktiven Elements wird durch fol-
gende Funktion beschrieben:

f(t) = nek

Dabei gibt der jeweilige Funktionswert f(f) die Anzahl der
zur Zeit t vorhandenen radioaktiven Atome an, wenn n die
Anzahl der zum Zeitpunkt t = 0 vorhandenen radioaktiven
Atome ist. Die Zahl k ist eine fiir das betreffende Element
charakteristische Konstante.

Bemerkung: Prinzipiell kann man Exponentialfunktionen
auch fir Basen a < 0 definieren. Dies erweist sich jedoch
als wenig sinnvoll, da diese Funktionen im Fall a < 0 nur
fir ganzzahlige Argumente definiert sind.

Im Fall @ =0 erhdlt man die Funktion y = 0*; (x == 0).
lhr Bild ist die x-Achse ohne den Ursprung.

Wegen @*:** = g% - a%; (a > 0) gilt fir alle Exponential-
funktionen y = f(x) = a* folgendes Additionstheorem:

f(x; + Xg) = f(x,) - ()
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12. DIE LOGARITHMUSFUNKTIONEN y = log,x (a>0;a & 1)

Der Logarithmus

B

Zu jeder positiven Zahl b und zu jeder positiven Zahl a =+ 1

gibt es genau eine Zahl x, die Lésung der Gleichung b = a*

ist.

DEFINITION35: Ist a >0, a =1 und b > 0, so bezeichnet
man die eindeutig bestimmte Zahl x, fir die b = ¢* gilt,

mit x = log, b
(gelesen: Logarithmus von b zur Basis a).

Dabei heiBt die Zahl b der zum Logarithmus gehbrige

Numerus.

Die Operation, die den Zahlen a und b die Zahl x = log, b

zvordnet, heiBt Logarithmieren.

b=2% x=log,b

2 1 1 1 1 1 1
; & 7 % ) % 3
x =l < i =3 .. -1

1 2 4 8 16 32 64 b
0 1 2 3 4 5 6 logg b

Logarithmengesetze b SATZ 36:

154

1) log, (by - bg) = log, by + logg by

b
2) log, (b—l) = loga by — loga by
2

3) loge b¢ = clog, b,

" 1 N . n— 1
fir ¢ = - ergibt sich hieraus: log, /b = ?log,b

Beweis zu 1)
Setzt man log, b, = x, und log, b, = x,, so folgt
b, = @~ und by = ax.
Dann ist b, -by, = a%.a% = go*%, also
loga (by - by) = x; + X,.
Setzt man in dieser Gleichung fir x; und x, aus den ersten
Gleichungen log, b, bzw. log. b, ein, so folgt:
log. (b - by) = loga b, + loga by,
w.z. b, w.



12. DIE LOGARITHMUSFUNKTIONEN y = log, x (a > 0; a 1)

Die Logarithmus-
funktion

Dekadischer und
natirlicher
Logarithmus

Jede Exponentialfunktion y = a*; (a = 1) ist monoton, also
eineindeutig und damit umkehrbar.

y = @ (a & 1) Def.-Ber. — oo<x<0

Um- I We;_rtgvorr. g <y<oo

. | X =108aY Def.-Ber. <y<oo
fl.(::':. Wertevorr. — oo <x <°° (/ 141 f)
tion y = loga x Def.-Ber. 0<x< oo

Wertevorr. — co <y < oo

Die Logarithmusfunktionen y = log. x; (a <= 1) sind also
die Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen y = a*;
(@ = 1) und umgekehrt. lhre Bilder liegen zueinander
achsensymmetrisch beziiglich der Geradeny = x.

Fir a > 1 sind die Logarithmusfunktionen monoton wach-
send. Fir kleiner werdende Argumente ndhern sich ihre
Bilder asymptotisch (.~ 138) der negativen y-Achse.

Fir 0 < a <1 sind die Logarithmusfunktionen monoton
fallend. Fir kleiner werdende Argumente ndhern sich ihre
Bilder asymptotisch der positiven y-Achse.

Alle Logarithmusfunktionen haben als einzige Nullstelle
x =1, d. h., ihre Bilder verlaufen durch den Punkt (1; 0).
Fir jede Basis a gilt also log, 1 = 0 (wegen a® = 1). Ebenso
gilt logo a = 1 (wegen a* = a).

Fur das Rechnen mit Logarithmen werden ublicherweise
die Basen 10 (dekadischer Logarithmus) und e (natiirlicher
Logarithmus) (.~ 153) verwendet. Zur Abkiirzung wird
dabei folgende Schreibweise verabredet:
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statt log,o x schreibt man Ig x
(gelesen: Logarithmus x oder | — g — x),
statt log. x schreibt man In x
(gelesen: Logarithmus naturalis x oder | — n — x).
Die Logarithmen mit diesen Basen lassen sich auf Grund
folgender Zusammenhdnge ineinander umrechnen.
Man setzt
(1) x = 10"; daraus folgt
@ y=Igx
Aus Gleichung (1) folgt durch Logarithmieren
Inx =In10
oder Inx =y -In10
Daraus erhdlt man durch Einsetzen fir y aus Gleichung (2):

Inx=Igx-In10

|gx=|nx--|—n—1—0—

Aus den Umrechnungsgleichungen erhdlt man fir x = e:

1
" In10

Ige

Damit kann man die Umrechnungsgleichungen auch in
folgender Form schreiben:

Inx =lgx —
nx=Igx ig e

Igx=Inx-Ige

Es giltlge = InJ‘I—(_) = 0,4343 (auf vier Dezimalen genav)

In10 = %5 = 2,3026 (auf vier Dezimalen genavu)
Allgemein gilt fir beliebige Basen folgende Umrechnungs-
gleichung:

loge x = logp x *
9a 9 logp a

Gegeben: Ig x = 1,5832  Gesucht: In x
In x = 1,5832 - 2,3026 = 3,6455
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Mantisse, Kennzahl

2

Jede positive Zahl x 1aBt sich in der Form r - 10* darstellen,
wobei k eine ganze Zahl und r eine reelle Zahl ist mit
1<r<10.

SATZ 37: Der dekadische Logarithmus jeder positiven reellen
Zabhl x 188t sich folgendermaBen darstellen:

Igx =Igr 4+ k mit1 < r <10, (also 0 < Igr < 1) und k ganz-
zahlig.

Beweis:
Die Zahl x wird dargestellt als x =r-10<; (1 =< r < 10)
Dann gilt: Igx = Ig (r - 10%)

=Igr+ Ig10*

=Igr+k-Ig10

=Igr+k w.z. b ow.

DEFINITION 38: In der Darstellung des dekadischen Log-
arithmus fiir Ig x heiBt Ig r die Mantisse und k die Kennzahl
des betreffenden Logarithmus.

Wenn man also die dekadischen Logarithmen fiir Numeri
zwischen 1 und 10, d. h. die Mantissen kennt, so kann man
durch Addition der entsprechenden Kennzahl zur Mantisse
die Logarithmen fiir beliebige Numeri finden. Da die Dezi-
maldarstellungen (.~ 52) der Mantissen mit ,,0,..." be-
ginnen, geniigt es, in einer Logarithmentafel nur die Ziffern
anzugeben, die auf das Komma folgen. Die Logarithmen
sind im allgemeinen irrationale Zahlen (.~ 74). Daher
missen diese Angaben gerundet werden. Je nach Genavig-

keit spricht man von vier-, fiinf- oder siebenstelligen Log-
arithmentafeln.

Ig 4863 = Ig (4,863 - 109)

= 1g 4,863 + Ig 103 = +3 =3
Ig 486,3 = Ig (4,863 - 102)
=194,863 +1g10% = g 486342 = 2,
Ig 48,63 = lIg (4,863 - 101)
= 1g 4,863 + 1g 10t = +1=1,
Ig 4,863 = Ig (4,863 - 10°)
Ig 0,4863 = Ig (4,863 - 10-1)
= 194,863 + Ig 10~ = —1 = 0,6865 _ ¢
Ig 0,04863 = Ig (4,863 - 10-2)
= 194,863 + 1g10-2 = |0 4,861 _ 2 — 0,6869_ 2
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Regeln fiir das
Aufsuchen von dekadi-
schen Logarithmen in
der Tafel
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Fir das Rechnen mit Logarithmen ist es zweckmdBig, posi-
tive Kennzahlen vor das Komma zu schreiben, die negativen
dagegen hinter die Mantisse zu schreiben.

a) Die Mantisse ergibt sich aus der geltenden Ziffernfolge
des Numerus ohne Riicksicht auf die Stellung des Kommas.
Dabei beginnt die ,,geltende Ziffernfolge* mit der ersten
von 0 verschiedenen Ziffer von links.
b) Die Kennzahl ergibt sich aus der Stellung des Kommas.
Numerus: N =1 Numerus: 0 < N < 1
Kennzahl: k =0 Kennzahl: k < 0
Die Kennzahl k ist um 1 Der Betrag der Kennzahl k
kleiner als die Anzahl der ist gleich der Anzahl der
Stellen des Numerus vor Nullen vor der geltenden
dem Komma. Ziffernfolge des Numerus,
einschlieBlich der Null vor

a) x = 6358 dem Komma.

Gesucht: g x
Kennzahl: k =2
lgx=2,...

Geltende Ziffernfolge i
des Numerus: 6358 n
Mantisse: 8034

Ig x = 2,8034 10

I -

6350 [6358 ]

b 1 (1
T,

b) Ig x = 0,2860 — 3

Gesucht: x

Mantisse: 2860

Geltende Ziffernfolge

des Numerus: 1932 d
n

x = 0,001932
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Mit Hilfe der Logarithmen lassen sich numerische Rechnun-
gen leichter ausfihren.

84,522 .Y1642-03 =z

a) X =—-— =— N igN
= 9 y111.2.0,0092:  n

84,52 1,970 |3
164,2 22153 |3
11,2 2,0461 2
00092 | 09638 — 3|3

x = 120800000000
84,529 5,7810
Y1642 | 07384  {+
0,3 04771 — 1
yitta o0 ]|
0,0092° | 2,8914—9
x 11,0821

B b x— 43801769 ¢ /83510 _ z
T 149824502 " n
N IlgN
83510 | 49218 4
14,98 | 1,1755 2
6438 | 0,8088
0.01795 01749 | 0,2427 —1
=" 26 | 0,0515
/83510 | 1,2304
| 17 1,2304

18,126 1,2584 =

14,982 2,3510 I
4,502 0,6534

x 0,2540 — 2
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WinkelmaBe

Altgrad

Neugrad

BogenmaB
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Die MaBeinheiten fir die Winkelmessung werden als
Bruchteile eines Vollwinkels (.~ 212) definiert.

MaBeinheit 1° (ein Grad): der 360. Teil eines Vollwinkels
1° = 60’ (Minuten); 1’ = 60" (Sekunden)

MaBeinheit 19 (ein Neugrad oder Gon): der 400. Teil
eines Vollwinkels
19 = 100 (Neuminuten); 1¢ = 100 (Neusekunden)

MaBeinheit 1 rad (ein Radiant): der 2 a-te Teil eines
Vollwinkels

1 rad =~ 57,30°

Durch diese MaBeinheit wird jedem Winkel « eine MaBzahl
arc«, das BogenmaB des betreffenden Winkels, zugeordnet.
Zeichnet man diesen Winkel als Zentriwinkel in einen be-
liebigen Kreis ein, so ergibt sich sein BogenmaB auch als
Verhdltnis der Ldnge des zugehérigen Bogens zur Ldnge
des Radius. Dieses Verhdltnis ist fir alle Kreise gleich, da
alle Kreissektoren mit demselben Zentriwinkel &hnlich
sind.

Es gilt also
by _by
rnoor

Fir einen beliebigen Kreis

gilt:
* _ b
360°  2xr’

daraus folgt
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Erweiterung
des Winkelbegriffs

Positive, negative
Drehrichtung

11 [001807]

Das Verhdltnis%ist also genau dann gleich 1, wenn « der

2 n-te Teil eines Vollwinkels ist, d. h.% = 1 genau dann,
wenn x =1 rad.

Allgemein gilf:~br— = arco.

Aus Gleichung (*) folgt dann

arcoa = °

T
180° *

Die Schenkel eines Winkels (~199) kénnen auch als Original
und Bild bei der Drehung (~216) einesStrahls um seinen An-
fangspunkt angesehen werden. So ist im folgenden Bild der
Strahla’dasBild desStrahlsabei einer Drehung um den Win-
kel « mit dem Anfangspunkt Odes Strahls a als Drehzentrum.

.'.:v“‘“-""
[os— "@
0 a

Als positive Drehrichtung wird die der Bewegung des Uhr-
zeigers entgegengesetzte Richtung festgesetzt.. Die negative

Drehrichtung ist die Richfung, in der sich der Uhrzeiger
bewegt.

SARE

Bei einer bestimmten Drehung wird die Drehrichtung
durch das entsprechende Vorzeichen des WinkelmaBes ange-
geben. Das Zeichen ,,+‘“ wird wie Ublich weggelassen.
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Winkel Gber 360°

Hauptwert des Winkels

Winkelfunktionen

162

Bei der Betrachtung trigonometrischer Funktionen erweist
es sich als notwendig, auch Winkel zu definieren, deren
MaB dem Betrag nach gréBer als 360° (bzw. 2 = oder 4009)
ist. Dazu zdhlt man bei einer Drehung iiber den Vollwinkel
hinaus im Sinne der urspringlichen Messung Uber 360°
bzw. —360° je nach Drehrichtung weiter.

« = 1000° o = —1395°
=280° + 2 - 360° = 45° — 4 - 360°

o=-1395°
o= 454 - 360°

o= 1000°

'\ o = 280+ -360°

Das MaB x eines beliebigen Winkels a8t sich folgender-
maBen angeben:

x =X+ k-360° (GradmaB)

x=x+k-2n (BogenmaB) } k ganze Zahl

Dabei ist x ein WinkelmaB zwischen 0° und 360° bzw.
zwischen 0 und 2 z. Man nennt x den Hauptwert von x.

Zur Definition der Winkelfunktionen zeichnet man den je-
weiligen Winkel in ein rechtwinkliges Koordinatensystem.
Dabei féllt der eine Schenkel mit der positiven Richtung
der Abszissenachse (u-Achse) zusammen. Der andere
Schenkel wird beweglicher Schenkel genannt.

Der Punkt P ist der Schnittpunkt des beweglichen Schenkels
eines beliebigen Winkels mit einem um den Ursprung O
des Koordinatensystems gezeichneten Kreis mit dem Radius
r. Der Punkt P hat die Koordinaten v und v.

Durch die im folgenden angegebenen Zuordnungen ent-
stehen Funktionen, deren Definitionsbereiche Mengen von
reellen Zahlen sind. Da aber in diesem Fall die reellen
Zahlen als MaBzahlen von Winkeln aufgefaBt werden,
sprechen wir von ,,Winkel*“funktionen.
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Sinus, Kosinus

Tangens, Kotangens

11*

DEFINITION 39: Der Sinus eines Winkels mit dem MaB x

ist das Verhdltnis der Ordinate v des Punktes P zum Radius r
des Kreises.

sin x = —:~, (— © < x < x), (gelesen: Sinus x)

DEFINITION 40: Der Kosinus einesWinkels mit dem MaB x

ist das Verhdltnis der Abszisse v des Punktes P zum Radius r
des Kreises.

cos X = —:— , (— 0 < x < x), (gelesen: Kosinus x)

DEFINITION 41: Der Tangens einesWinkels mit dem MaB x
ist das Verhiiltnis der Ordinate v zur Abszisse v des Punktes
P, (v % 0).

tan x =—:—, [- o <x< o und x £ (2k + 1)%;kgonz],(ge-

lesen: Tangens x)

DEFINITION 42: Der Kotangens einesWinkels mit demMaB x
ist das Verhdltnis der Abszisse uzur Ordinate v des Punktes P,
(v + 0).

cot x =i:—, (— oo <x< o und x ¥ k-n; k ganz), (gelesen:

Kotangens x)

Bemerkung: Diese Definitionen der Winkelfunktionen sind
unabhdngig von der Wahl des Kreises und damit von der
GroBe des Radius r. Auf Grund der Ahnlichkeit der Drei-
ecke 0Q,P, und 0Q,P, gilt ndmlich

. v, V.
sinx =+t =-2%
rh r

U, U
cos x =-1=-2
rn n

v, Vv
tanx =-t=-2
U U

U, U
cotx =1=2
1 V2
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Winkelfunktionen im Fior Winkel zwischen 0° und 90° lassen sich die Funktions-

rechtwinkligen werte der Winkelfunktionen als Seitenverhdltnisse im recht-
Dreieck winkligen Dreieck auffassen.
c
b a
a
A ¢ 8
p SATZ 43: Im rechtwinkligen Dreieck mit y = 90° gilt
sina = = Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Ldn-
% genverhdlinis von Gegenkathete zu Hypo-
b
sinf = — tenuse.
c
b : : : . : p
cosa = — Der Kosinus eines Winkels ist gleich dem Ldn-
. genverhdltnis von Ankathete zu Hypo-
a
cos f = — tenuse.
c
tan a = — Der Tangens eines Winkels ist gleich dem
b Ldngenverhdltnis von Gegenkathete zu An-
b
tan f = — kathete.
a
cotax = E Der Kotangens eines Winkels ist gleich dem
g Ldngenverhdltnis von Ankathete zu Gegen-
cot f = — kathete.
b
Beweis:
o
[k |

Jedes rechtwinklige Dreieck mit der Hypotenuse c IdBt
sich wie im linken Bild in einen Kreis mit dem Radius r = ¢
und in ein rechtwinkliges Koordinatensystem einzeichnen.
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Darstellung der

Winkelfunktionswerte

am Einheitskreis

Nach der Drehung dieses Koordinatensystems in die ge-
wohnte Lage liest man auf Grund der Definitionen C 39 bis
42 die Behauptungen unmittelbar ab.

Beim Beweis fir den Winkel « muB das Dreieck zundchst
um eine seiner Seiten geklappt werden.

Im folgenden Bild ist ein Winkel x in einen Kreis mit dem
Radius r = 1, einen sogenannten Einheitskreis, eingezeichnet.
Die in den Punkten A bzw. B an diesen Kreis gelegten Tan-
genten heiBen Haupt- bzw. Nebentangente.

=y Der Sinus eines Winkels ist gleich der
Ordinate des Schnittpunktes seines be-
weglichen Schenkels mit dem Einheitskreis.

Der Kosinus eines Winkels ist gleich der
Abszisse des Schnittpunktes seines beweg-
lichen Schenkels mit dem Einheitskreis.

v
O X e = U

tan x = SR g Der Tangens eines Winkels ist gleich
v OA der Ordinate des Schnittpunktes seines
AR — | beweglichen Schenkels mit der Haupt-
o T AR tangente.
(40QP ~ AOAR)
cot x = Y- 5 Der Kotangens eines Winkels ist gleich
v 0B der Abszisse des Schnittpunkies seines
Y Fei e beweglichen Schenkels mit der Neben-
— T = BT tangente.
(40QP ~ AOTB)

Falls der bewegliche Schenkel die Haupt- bzw. Neben-
tangente nicht schneidet, wird der Schnittpunkt der Ver-
ldngerung des beweglichen Schenkels Gber O hinaus mit
der jeweiligen Tangente betrachtet (Bild Seite 166).
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166

Die Darstellung der Winkelfunktionswerte am Einhkits-
kreis zeigt, daB die Werte der Sinus- und der Kosinusfunk-
tion dem Betrage nach nicht groBer als 1 werden kdnnen.
Dagegen wachsen die Funktionswerte der Tangens- und
der Kotangensfunktion dem Betrage nach iber alle Gren-
zen, da die Abschnitte auf den Tangenten beliebig lang
werden kénnen.

Funktion Definitionsbereich Wertevorrat
y =sin x — 00 < X << 0 —1=y=1
y = ¢os X — 0 <X < oo —1=y =1
y = tan x — 00 < X << oo und —oo <y < ®

x=+=(2k-+1) ; (k ganz)

y =cotx oo < x < oo und —oco <y <L
x <4k -7 (k ganz)

Obwohl man anschaulich zu erkennen glaubt, daB jede
reelle Zahl aus den angegebenen Intervallen als MaBzahl
der entsprechenden Streckenldnge im Wertevorrat auch
wirklich auftritt, muB dies bewiesen werden. Darauf soll
aber hier verzichtet werden.

An der Darstellung am Einheitskreis kann man unmittel-
bar ablesen, welche Vorzeichen die Funktionswerte fir
Winkel aus den einzelnen Quadranten haben.

| ] 1l v

sin x -} & ' =
€OS X + o = +
fan x 4 = + o
cot x + = +
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Weiterhin liest man ab:

0° 90° 180° 270° 360°
0 = 2 2
» Zx o
2 2
sin x 0 1 0 -1 0
€Oos X 1 0 —1 0 1
tan x 0 - 0 — 0
cot x - 0 - 0 —
Funktionswerte In einem gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck gilt:
einiger spezieller Winkel  ¢2 =2 g2; ¢ = g /2 (Satz des Pythagoras, ~ 278)
¢ ~9__9 _
¢ ay2
a a — __a__ S
c
a
-9_
=—=

In einem gleichseitigen Dreieck gilt:

a\*_3a*,
h2=02—(7) _—4‘,
a —_
Im Dreieck ADC gilt:
a
7 [
=?= ’
a
_h_ 3P
===
a - a
—£—7V3 _’2‘ i
a a ’ Ta T 2
a a a _
_2_7 O N 14
ShTa T =g=—g=
23 7 2
a a a
14 7T 72 :
“a” a  Th T T
7 2 213
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Periodizitdt
der Winkelfunktionen

168

Qe 30° 45° 60° 90°
k4 7T i 4 T
0 6 & Fanlra
; 1 1 e |3
sin x 0 - — )2 — 3
2 2 /2 [z |
1 1 1
€Oos X 1 — V3 = —
; 2 3 AL 0
; 1 .
ta 0 =2 e
nx 3 }/3— 1 |,3
1
cot x - Ij"j' 1 *3_|*!3_ 0

Dreht man den beweglichen Schenkel eines beliebigen
Winkels x um 2z (360°), so befindet er sich in der gleichen
Lage wie vor der Drehung. Damit sind alle in den Defi-
nitionen C 39 bis C 42 (~ 163) auftretenden Verhdltnisse
fir den Winkel x + 2z dieselben wie fir den Winkel x.
Das gilt nicht nur fir eine Drehung um 2z, sondern
auch fir jede Drehung um ein ganzzahliges Vielfaches
k -2 7 von 2. Also gilt fur jeden Winkel x aus dem jewel-
ligen Definitionsbereich:

sin x = sin (x + k - 2 n)
cos x = cos (x + k - 2 n)
tan x = tan (x + k - 2 7)
cot x = cot (x + k - 2 7)

(k ganzzahlig)

DEFINITION 44: Eine Funktion f heiBt periodisch, wenn es
eine Zahl a > 0 gibt, so daB fiir jedes x gilt:

f(x) = f(x + a)

Jede solche Zahl a heiBt Periode.

SATZ 45: DieWinkelfunktionen sind periodische Funktionen.

Perioden der Winkelfunktionen sind beispielsweise
2n, (k= 1); 4=n, (k=2); 1007z, (k= 50).
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Beziehungen zwischen
Funktionswerten von
Winkeln aus verschie-
denen Quadranten
(Quadranten-
beziehungen)

X

Fir die Sinus- und Kosinusfunktion ist 2z die kleinste
Periode. Fiir die Tangens- und Kotangensfunktion ist z die
kleinste Periode.

Fir sie gilt also:

tan x = tan (x + k x)

cot x = cot (x + k n)} (k ganz)

u
Wegen der Kongru-
enz (~ 205) der Drei-
ecke gilt
OP’Q’ und 0QP P’Q =PQ, also
OP’Q’ und 0QP C_)Q_ =0Q, also
OAR’ und OAR AR’ = AR, also
OBT’ und OBT BT" = BT, also

Entsprechend ergeben sich die Beziehungen fir Winkel im
lil. und IV. Quadranten..

sin (180° 4+ x) = — sin x sin (360° — x) = — sin x
cos (180° + x) = — cos x cos (360° — x) = cos x

tan (180° + x) = tan x tan (360° — x) = — tan x
cot (180° + x) = cot x cot (360° — x) = — cot x
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v Wegen der Kongruenz
P — (~205) der Dreiecke 0Q'P’
1\ " und 0QP gilt:
4 JU X
vl sin (90° + x) = cos x
{ \ cos (90° + x) = — sin x
¢ 0 Q) u Entsprechend ergibt sich:
sin (90° + x) = cos x
cos (90° 4 x) = F sinx
tan (90° + x) = F cot x
cot (90° 4+ x) = F tan x

sin (270° 4 x) = — cos x
cos (270° 4- x) = + sin x
tan (270° 4 x) = F cot x
cot (270° + x) = I tan x

Funktionswerte

Wegen der Kongruenz
negativer Winkel

(~ 205) entsprechender
Dreiecke gilt:

sin (—x) = — sinx
cos (—x) = cos x

tan (—x) = — tan x
cot (—x) = — cot x

P SATZ 46: Die Funktion y = cos x ist eine gerade Funktion.
Die Funktionen y = sin x; y = tan x; y = cot x sind ungerade
Funktionen. (.~ 136, Def. 25; 222)

Graphische Dar- Zur graphischen Darstellung der Winkelfunktionen kann
stellung der man die Funktionswerte dem Einheitskreis entnehmen.
Winkelfunktionen

Y =sinx

Beispiel:x=3 x=60°

NG

2r ! s 7

F-Ir (3wl -2n

Definitionsbereich: — o < x < +00; Wertevorrat: ~15y S1
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Definitiansbersioh: -oo< X< +o0; Wertevorrat: -13y 51

y =tanx

Bopei Aol
i !
ix- 2‘x (r+{a)-2xi

B\ __L __.rl

-2x ’ﬂ'l ,
i

|{'.f\‘ ;’3’,

Dofintionsbaraich: —oe <x<oe;x# kit k ganzzahligl; Wertovommat: ~so<y <o

Beziehungen zwischen Auf Grund der Definitionen der Winkelfunktionen gilt:
den Winkelfunktionen

sin x vy U v
— = — i—=—= tan x, falls cos x & 0,
cosx r'r v
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172

¢nx¢ak+1y§md

COos X
sin x

Aus diesen Gleichungen folgt: tan x - cot x = 1.

v
r

. V =
r

Weiterhin gilt (.~ 163):

92

2

. v vt o vELur
in2 2y — - o= TF _
sin?x 4 cos?x = -+

r2

T

=1.

—g—.—_ cot x,falls sin x =0, d. h. x &= k - 7.

,,sin? x** ist eine abkirzende Schreibweise fir ,,(sin x)2‘.

sin x
—— =tan x
cos X .
tanx - cotx =1 sin2x 4 cos2x =1
cos X
- = cot x
sin x
sin® x cos® x tan? x cof® x
1 tan? x 1
sin® x = 1 — cos*x — T
1 tan® x 1 4+ cot?x
- 1 cot? x
cos? x 1 —sin®x — - shail
1 tan? x 1 + cot? x
4 sin? x 1 — cos?tx 1
tan® x —
1 —sin?*x cos? x cot? x
- 1 —sin®x cos® x 1
cot? x ———— . — —
sin® x 1 — cos® x tan® x

Will man aus dem in der Tabelle angegebenen Quadrat
eines Funktionswertes diesen selbst bestimmen, so muB man
beachten, in welchem Quadranten der betreffende Winkel
liegt bzw. fir welche Winkel die in der Formel auftretenden
Funktionen definiert sind.

cos2x=——1——
1 4 tan2x

Cos X = ———1————
TV 1+4tan2x

oot
COS X = —

14tan?x

gilt fir jeden Winkel x aus dem
Definitionsbereich der Tangensfunk-

tion.

gilt nur fir solche Winkel, fir die
cos x > 0gilt. Das sind alle Winkel x
aus dem |. und IV. Quadranten mit
x#ak+ﬂ%.

gilt nur fiir solche Winkel, fir die
cos x < 0 gilt. Das sind alle Win-
kel x aus dem Il. und lll. Quadranten

mitx-—4=(2k+1)~72£.
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Additionstheoreme
der Winkelfunktionen

Folgerungen aus den
Additionstheoremen

sin (x + y) = sin x cosy + siny cos x (1a)

sin (x — y) = sin x cosy — siny cos x (1b)

cos (x +y) = cos xcosy — sin xsiny (2q)

cos (x — y) = cos x cos y + sin xsiny (2b)
__ tanx 4-tany

mn(x—'_)')_‘l—tonx’mny Ba)
__ tanx —tany

tcln(x_—y)_1—{—t<1nxk1ny (3b)
__cotxcoty —1

cof (x +y) = coty + cot x (ba)
__cotxcoty +1

cot (x —y) = coty — cot x (4b)

/
.-// ]
z:;:-f'/"'

Beweis zu (1) fir spitze Winkel x und y:
X ROQ = X SPQ (Schenkel stehen paarweise aufeinander
senkrecht, 231, Satz 33).

PT _ST+SP QR 'SP
OP OP OP OP
R + PQ SP  (Erweiterung mit 0Q,
0a OP ' OP P@ bzw.PQ)

sin(x +y) =sinx.cosy -+ siny - cos x

Die Giltigkeit dieser Gleichung 1&Bt sich auch fiir beliebige
Winkel x und y nachweisen. Dieser Beweis soll hier nicht
gefihrt werden.

Ersetzt man in der ersten Gleichung y durch —y, so erhdlt
man wegen

cos (—y) = cos y und sin (—y) = — siny

sin (x —y) =sinxcosy — siny cos x .

sin(x +y) =

8
o

Setzt man in (1a) bis (4a) y = x, so erhdlt man die sogenann-
ten Doppelwinkelformeln:
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Doppelwinkelformeln

Die Funktionen
y =asinx
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sin 2 x = 2 sin x cos x
cos 2 x = cos2x — sin% x

2tan x
tan2x = ———
1 — tan2 x
cot2 x — 1
cot2 x =
2 cot x

Durch Addition und Subtraktion von (1a) und (1b), bzw. (2a)
und (2b) und anschlieBende Umbenennung ergibt sich:

sina + sin ff = 25ina;—ﬂcosa;ﬂ
sina —sin f = 2sina;ﬂcos“;—ﬂ
cos &« + cos ff = 2coso‘+ﬁcoso‘_l{j
2 2
cosx —cos f = — 2sin o‘_;ﬂ sin a;ﬂ

Beweis der ersten Gleichung

Addition von (1a) und (1b):

sin (x + y) = sin x cos y + sin y cos x (1a)
sin(x —y) =sinxcosy —sinycos x (+) (1b)

sin(x +y) +sin(x —y) = 2sinxcosy
Wir setzen x+y=oa und x —y =4.

X+y=u«n

x—y=8
2x =0+ f

2y=a—§

BTy

a_

y= 2.5

Daraus ergibt sich:
sina+sinﬂ=25ina;ﬂcosa;ﬂ. w.z. b.w.
Definitionsbereich: — oo < x < oo}

Wertevorrat: — |a| <y < |a|

Die Werte der Funktion y = a sin x erhdlt man, indem man
die Werte der Funktion y = sin x mit @ multipliziert (.~ 123).
Gilt |a| &= 1, so ergibt sich dadurch ein anderer Werte-
vorrat,
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laf >1 | a >0 | Dehnung der Sinuskurve in Richtung der
y-Achse

a < 0 | Dehnung der Sinuskurve in Richtung der
y-Achse und Spiegelung an der x-Achse

lal =1 | a =1 | keine Anderung

a=—1| Spiegelung der Sinuskurve an der x-Achse

la| <1 | a> 0 | Stauchung der Sinuskurve in Richtung der
y-Achse

a << 0 | Stauchung der Sinuskurve in Richtung der
y-Achse und Spiegelung an der x-Achse

m Y=sinx
Wertevorrat: —1 <y <1
y =3sinx
Wertevorrat: —3 <y <3
y = —3sinx

Wertevorrat: —3 <y <3

Y=asinx

Definitionshereich: - eo < X < oo; Wertevorrat: -[a/ Sy = [af

Die Funktionen Den Wert sin x,, den die Funktion y = sin x an der Stelle x,
y=sinbx(b+0) annimmt, nimmt die Funktion y = sin b x an der Stelle -El

an; denn es gilt:

sin (b %) = sin x;
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y =sin (x 4+ ¢)
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|b} > 1 | b > 0| Stauchung in Richtung der x-Achse
b<0 Stauchung in Richtung der x-Achse und
" | Spiegelung an der y-Achse
bl =1 | b =1] keine Anderung
bl At Spieg<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>