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AUFGABENSAMMLUNG FUR ARBEITSGEMEINSCHAFTEN - Klasse 10

GLEICHUNGEN, UNGLEICHUNGEN UND FUNKTIONEN

Wiederhole aus den Aufgabensammiungen:

Klasse 7, S.25:;
S.26:

Klasse 8, S.16:
S.22:
Klasse 9, S.27:
S.28:

Mengentheoretisch - logische Grundlagen

Regeln fiir das aquivalente Umformen von Gleichungen und Unglei-
chungen

Das Beweisen von Gleichheits- und Ungleichheitsaussagen
Funktionen und ihre Graphen

Lineare Gleichungssysteme; der Gauf3sche Algorithmus
Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

S.29: Gleichungen héheren Grades
S.30: Transformation von Funktionsgraphen
1) Ermittle die Lésungsmengen folgender Gleichungen (iber dem Bereich der reellen
Zahlen):
a) —5 -(x-272=0; b) =5 - (x-1)2 +3=0;
1 1 2 2+ 12x+4
) xtxd - T =0 d 5 =6k
X+
2

1 1

1 1 1 1 x(x +5)

) a2t X 6 T Tx+ 12 X Ox+ 20 - 1Ix+ 30 - 13x+42 - X-8x+7 -

2) Fur welche Werte des reellen Parameters p besitzen folgende Gleichungen keine,
genau eine oder mehr als eine Lésung?

1

a)

X2-p? ~ X2+2px+p* = 2x-2p

= 5 b) XPE¥ 4 ox = 3 .

3) Ermittle jeweils alle geordneten Paare (k;x) aus einer ganzen Zahl k und einer
reellen Zahl x , die folgende Gleichungen erfiillen:

3 _ .
a) 3e+7 = K

X . X
b) wex+i0 “K: © wxs7- kK-

4) Ermittle die Lodsungsmengen der folgenden Gleichungen und Ungleichungen:

a) \/8-x2 =X ;

b) \/10-x - \x =2 ;

c) V2x-1 = 1-4/x ; d) Vx-2 ++2-x =0 ;

e) V-2x+x2+1 +\2+4-4x = 1 ; f) 5\X2+5x+28 = X2 +5x+4 ;
g) V26 -x < \[x - 4 ; h) Vx+4 -1>2-4x+1 ;
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) V10-x +4/x </2x+1 +4/9-2x ; k) ¥ +2 -\[2¢+5 < 0 ;

) o<1 m) \2¢-1 < 1.
n) 1-1-3¢ )1('3X2 <1: 0) VX+3-4x-1+\x+8-6yx-1=1.

5) Arbeite im "Merkstoff" auf S.25 den Abschnitt "1.1 Funktionen und ihre Graphen"
durch !

6) Untersuche, ob es reelle Zahlen a, b, ¢, d gibt, so dass fir f(x) =ax®+bx*+cx +d
gilt: f(0)=10, f(1)=12, f(2)=4, f(3)=1 .
Falls es solche Zahlen gibt, dann ermittle alle diese Zahlen !

7) Seien a, b gegebene positive reelle Zahlen und sei f die fir alle naturlichen Zah-
len n durch die Gleichung f(ny=an+bn+ (a+b)" definierte Funktion.
Beweise, dass dann (f(2))> = 2- f(4) qilt!

8) Beweise, dass die durch die Gleichung f(x) = x4+ 5x® + 6x* - 4x - 16 gegebene
Funktion f genau zwei reelle Nullstellen besitzt !

9) Untersuche, ob die durch die Gleichung f(x) = x4+ x®* + x> + x + 1 gegebene Funk-
tion f eine reelle Nullstelle besitzt !

10) Ermittle alle ganzen Zahlen a, fur die die durch die Gleichung
f(x) = x4 + x® + a®>x*> + x + 1 gegebene Funktion f mindestens eine reelle Nulistelle be-
sitzt !

11) Beweise folgende Aussage:
Wenn eine Funktion f fiur alle reellen Zahlen x definiert ist und fir alle x die Glei-
chung
x-f(x+2)=(*-9)-f(x)
erfullt, dann hat sie mindestens drei reelle Nullistellen.

12) Eine Funktion, die fur alle von 0 verschiedenen reellen Zahlen definiert ist, erfille
folgende Bedingungen:

M f(1)=1;

2 fO==%-f fur x=0;

(3)  foxytxy) =f(x,) +f(x;) fur x;, #0, X, #0, X+x,#0.
Beweise: Wenn eine Funktion f diese Bedingungen erfillt, dann gilt f(-?—) = % .

13) Ermittle fur jede Funktion f, die die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, die
Funktionswerte f(0), f(-1) und &) :

(1)  f istfur alle reellen Zahlen definiert.

(2) Esgilt f(1)=2.

(3) Fiur alle reellen Zahlen a und b gilt f(a+b) = f(a) - f(b) .

14) Eine Funktion f sei durch die Gleichung f(x) = x* + a;x® + a,x*> + a;x + a, mit
ganzzahligen Koeffizienten a,, a,, a,, a, gegeben.

Beweise: Wenn eine rationale Zahl x Nullstelle dieser Funktion f ist, dann ist x eine
ganze Zahl.
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15) Beweise, dass fir jede durch f(x) = a;+a;x + ... + ax + ... + a,x» gegebene
Funktion f gilt:

a) Wenn f genau n reelle Nullstellen besitzt und alle diese Nullstellen von f ganze
Zahlen sind, dann sind auch alle Koeffizienten a;, ganze Zahlen.

b) Wenn alle Koeffizienten a; ganze Zahlen sind und a, = 1 gilt, dann ist jede Null-
stelle von f entweder eine ganze Zahl oder eine irrationale Zahl.

16) Untersuche, ob es jeweils ein Polynom p(x) =a;, +a,x+ ... +ax + ... +ax" mit
ganzzahligen Koeffizienten a; gibt, das folgende Bedingungen erfiillt:

a) Es gibt 4 paarweise verschiedene ganze Zahlen x,, X;, X,, X3, fur die gilt:
p(X;) = p(Xz) = p(x3) =1 und p(xp) =30 .

b) Es gibt 5 paarweise verschiedene ganze Zahlen x,, X;, X, X3, X,, furdie gilt:

P(X;) = P(Xz) = P(X3) = p(x,) =1 und p(xo) =30 .
Wenn dies der Fall ist, dann gib fiir a) bzw. b) ein solches Polynom an.

17) Ermittle jeweils alle Paare (x;y) reeller Zahlen, die die folgenden Gleichungssys-
teme erfillen :

a) (1) xX+y*=5 b) (1) xe+y=2
(2) x+xy=2 2) y*+x=2

©) (1) Xy+x2+y?-6=09xy d (1) x+xy+y=2+32
2) (x+y)? =36 (2) X2 +y? =6

18) Ermittle jeweils alle Tripel (x;y;z) reeller Zahlen, die die folgenden Gleichungs-
systeme erfillen:

a) (1) x*+y*=5 b) (1) x(y+z)=5
2) Xy =2 (2) ylx+z)=8
(3) xz =3 3) z(x+y)=9

o (1) x-5=1 d (1) x+vy-z=-1
2 y-1=1 (2) x*-y*+z2=1
B z-1i=1 (3) xC+y +z3=-1

e) (1) x+y +z=a f) 1) x+y+z=3
(2) x+y*+z2=a? (2) x*+y*+z2=3
@) x+y'+z?=2’ (3) xyz=1

19) Ermittle alle reellen Zahlen a, fur die das Gleichungssystem
1) x+y +z=0
(2) x2+y*+z2=1

3) x+y*+z®=a
a) keine reellen Lésungen (x;y;z) besitzt;
b) genau eine reelle Lésung (x;y;z) besitzt;
c) mehr als eine reelle Lésung (x;y;z) besitzt.
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20) Ermittle jeweils alle reellen Zahlen a, fir die die folgenden Ungleichungssysteme
mindestens eine Lésung (x;y) besitzen:

a) (1) x+2y<20 b) (1) y>x*-2x+a
2) y-x<4 (20 y<x+a
3) y-ax>6 B) y<-2x+1

21) Berechne (ohne Verwendung von Rechenhilfsmitteln) die Werte der folgenden
Terme:

a)  2505= ... b) 415= .. C) 16-05= ...
d)  0,0105= ... e) 0,36-05= ... f) 0,12503=
g)  0,00032-02= ... h) 0,02706= ... ) 125-06= ...

22) Ermittle (ohne Verwendung von Rechenhilfsmitteln) Naherungswerte fir folgende
Terme:

a)  AT05 = o N, B)  0,5°05= i A,
c) 16024~ ... = e, d) 2803~ ... = !
e) 0,041-049~ . ... = e, f) 5005 a............ = e,

Bilde und I6se analoge Aufgaben!

23) Ermittle die Lésungsmenge der folgenden Gleichung:
9“- 10-3*"+81=0 .
24) Ermittle alle Paare (x;y) reeller Zahlen, die folgende Gleichung erfillen:

2 1+x-3y + 3\/2x-4y+1 =2

25) Berechne die Werte folgender Terme und begriinde!

a) log,16=............. yweil .............. b) 109462 = .eevviieaeenn. , weil
C) 10Gyme = crvrrerenne. ,weil ............. d) logA\8=...cccccoinn.... Wil e,
e) Iog3\l—;=7-- .............. cweil oo ) 10g50,2= ..ccovcvnnnne. , Well e

Bilde und I6se analoge Aufgaben!



26) Beweise folgende Satze:

(1) log,b + log,c = log,bc; (2) log,b-log,c= Ioga% ;
(3) n-log,b=log,b" : (4)  %-log,b=log\b .

27) Finde jeweils eine Vermutung! Beweise diese Vermutung!

(5) log,b-logpa=............ (6) log,b-log,c=............. (7) Tog,c = e

28) Berechne (mit Hilfe von dekadischen Logarithmen) die Werte der folgenden Terme
auf 4 Stellen nach dem Komma genau; tiberpriife die Resultate durch eine Schatzung!
Bilde und I6se analoge Aufgaben!

29) Folgende Terme stellen jeweils eine rationale Zahl dar.
Ermittle (ohne Verwendung von Rechenhilfsmitteln) diese rationalen Zahlen!

a)  10g,7 *10G439 * 10GA2 * 109313 = ..ooooiviiiieieciee e
b)  Ig(1+) + Ig(142) + ... +1g(1H+g) + 19(THg5) = rooveceiiceiriciceeciecic e

|g§2-3l3! _ d 1g(3 -242) _
C) '9(7‘4\l§)— .................................. ) Ig(5\/§-7)— ...............................................

30) Ermittle die letzten beiden Ziffern derjenigen natiirlichen Zahl, die folgende Glei-
chung erfillt:

logys(logx) =1 .
31) Ermittle die L6sungsmengen der folgenden Gleichungen und Ungleichungen:

a) log,(log,(log,x)) = 0; b) logqex + log,x + logx =7
c) %Ig(2x—1)+lg\/x-9 <1; d) lg2x+1)-lgx > 2 ;
e) lg(2x +6) - Ig(x-5) > 1 ; f) Ig\/x - 9 +%Ig(2x-1) >1;

s)] lg(x-2)-1g(1-2x) > 1 .

32) Ermittle die Lésungsmengen der folgenden Gleichungen in Abhangigkeit von den
vorkommenden reellen Parametern:

a)  xlogax=a%x ; b) a-10bx = {1Qox+d .

33) Ermittle alle Paare (x;y) reeller Zahlen mit y >0 und y # 1, die das folgende
Gleichungssystem erfiillen:

(1) x log,\/3 - \[2)x = 2-log(5 - \[24)
2 y-x=2
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34) Arbeite im "Merkstoff" auf S.26 den Abschnitt "1.2. Transformation von Funktions-
graphen" durch !

35) Zeichne die Graphen der durch folgende Gleichungen dargestellten Funktionen!
(Zeichne auch charakteristische Punkte und Asymptoten ein.)

a) y=2x, xe(-2;2) ; y=-2x ; y=2-x, y=2¢x3-1,; y=2-x3_1
b) y =log,x ; y =logsX ; y=-log,x+4 ; y =log,(x - 3) .

36) Lose folgende Gleichungen graphisch und gib an, welche der Lé6sungen genau und
welche nur ndherungsweise abgelesen werden kénnen!

a;) 21 -x+3+2=0; b)) logy(x+2) - (x-1? =0 ;

a,) 2x-1 - \/x+3 +1=0; b,) log,(x+2) - (x-1)* -1 =0 ;
a;) 2x-1-4x+3  =0; by)  logy(x+2) - (x+1)? =0 ;
a, 2x1- \x+3-1=0; b,) logy(x+2) - (x+1)> -1 =0 .

37) Untersuche, ob es eine Funktion y = og,(bx+c) mitreellen Zahlen a, b, ¢ und
a > 1 gibt, deren Graph in einem x,y - Koordinatensystem durch die Punkte (2;2),

(-1;0) und (0;1) verlauft.

Wenn es eine derartige Funktion gibt, dann gib alle reellen Zahlentripel (a;b;c) an, fir
die dies zutrifft!

Beweise folgende Aussagen:

38) a) Wenn a,b>0 und a,b=1, dann |log,b| + |log,al| =2 .

b) Wenn a,b>0 und a?+b%?=7ab, dann Ig %ﬂ = %(Iga + Igb)

39) Wenn x,y>0, dann \x +4Xx + 3y < \x +y+x+2y .
40) a) Wenn x,y>0, dann (x+y)+3) >4 .
b) Wenn x,y,z>0 , dann (x+y+2)(z+3+7)29 .
c) Formuliere einen analogen Satz fir n positive reelle Zahlen!

41) a) Wenn x,y>0 , dann 2+1>2 .

b) Wenn x,y,z >0 , dann §+§+§23 i
42) Gegeben sei die parameterhaltige Ungleichung x*+ y?>> axy .

a) Ermittle alle Werte des reellen Parameters a , fur die diese Ungleichung aligemein-
gultig ist!

b) Furwelche a und fir welche x,y gilt das Gleichheitszeichen?



VEKTOREN

1) Arbeite im "Merkstoff" auf S.27 den Abschnitt "2.1. Pfeile und Vektoren; das Rech-
nen mit Vektoren" durch und erganze die angegebenen Leerstellen!

2) Sei ABCD ein Parallelogramm mit dem Diagonalen-
schnittpunkt M ; sei PQRS das zugehonge Mittel-

punktviereck; ferner gelte AB=a und BC =D .
Betrachte alle Pfeile, die mit Hilfe der bezeichneten Punkte
darstellbar sind!

a) Gib alle Pfeile an, die mit MQ gleichgerichtet und nicht
gleich lang sind!

................................................

DC =......... ;CD =......... ;PR = ........ ;DA = ... ;QS = ......... ;SQ = ;
AC = .o, iBD = oo : DB = .o P CA = o ;
AP = ... QM = ......... ‘RM = ... 'SA = ... 'QC = ........ MS = .o, ;
AM = ..o, T MB = o, P MD = oo P RS = e, :

d) Welche Bemehungen bestehen zwischen PM und CQ , AC und PQ , AB und
RD , SP und BD , RP und AS bzw. MR und DA ?

e) Driicke folgende Summen durch a oder b aus!

AP +PQ+QS =......... = o, RM+MC +CB +BP = ... SR ;
AP+QC+BM=...... = o, - SM+BQ+RQ +PA = ... SR :
MR +BP +RP = ... = o, - CM+PA+QB+AC =........ = ) .

f) Lose folgende Vektorgleichungen und dricke x durch a oder b aus!

AP+x=AM; QR+x=QC; AP+x=SR; QR +x=AS ;
CR+x=BQ; MS+x=QC; SM+x=PB; AP+x=QC .
3) Beweise, dass fur alle Vektoren g,gilt: |5|-|B| s|§+5| s|§|+|5|.

Wann gilt das Gleichheitszeichen?

4) Sei oP =5 , 0oQ =E1 und M der Mittelpunkt von PQ .
Driicke die durch folgende Pfeile reprasentierten Vektoren durch 5 oder a aus !



PQ = oo ; QP = s , PM = ... S :
OM = ..o I S

5) Sei ABCD ein Viereck und EFGH das zugehérige
Mlttelpunktwereck

Es gelte AB = a , DC =c¢ /TB=5, AD =d .
a) Driicke die durch folgende Pfeile reprasentierten
Vektoren durch a b.c , d aus!

AC = S e
BD = .. = e reeeeen e :
EF = . = e = e HG = oo, = e = erereeeeereens

b) Welche Beziehung besteht zwischen EF und AC bzw. zwischen EF und HG ?
Deute dieses Ergebnis geometrisch!

c) Dricke HF durch a und ¢ aus!

6) Sei E,F,G,H,K bzw. L der Mittelpunkt der Kante AB,

BC AC AD BD bzw. CD eines Tetraeders ABCD .
Ferner gelte |AB|—|AC|—|BC| und |AD|—|BD| |CD|
sowie AB =a und AD =s .

a) Gib alle (durch die bezeichneten Punkte darstellbaren) Pfeile 3

an, die mit EF entgegengesetzt gerichtet sind !
Begrinde ! F

b) Wie viele (durch die bezeichneten Punkte darstellbaren)
Pfeile haben die gleiche Lange wie KL ?
Dricke diese Lange durch | a | aus ! Begriinde !

c) Dricke die durch folgende Pfeile reprasentierten Vektoren durch a oder s aus!

HD = ..o ; BE = ..o s KH = JAH =
BD = .coorreerrnenn. = e ;. DK =, = e,

d) Driicke folgende Summen von Vektoren durch a oder s aus!
AB +BC +CD =........ = s . BF+FL+LD +DE =.......... = :
BF + CG + KH = ..o, = e, = . :
BC + CL+CF = oo, = o, = e, :
DL + CF + KH + AH = oo, = e, Z e ;

AG + EF + CD + KE = oo = = .



7) Seien AS,, BS,, CS. die Seitenhalbierenden eines Dreiecks ABC und gelte
AB=c,BC=a, CA=b ,also a+b+c=o0 .

—_—

a) Dricke ; = AS, auf verschiedene Weisen durch a , b oder ¢ aus!
b) Berechne die Vektorsumme X = s, + s, + s und deute das Ergebnis geomet-
risch!

8) Sei ABCDEFGH ein Quader, M der Dlagonalenschnlttpunkt der Deckflache EFGH ,
N der Mlttelpunkt der Kante CG und P der Mittelpunkt von MN .

Sei AB—a AD =b , AE =c .

a) Driicke die durch folgende Pfeile reprasentierten Vektoren durch a , b,c aus!

—_ — H G

X R  EC = :
boNM -

AM = .o AN = D e i N
! F

MN = oo e : :

— o) S -

AP = S e 3 . -/

b) Vergleiche EC und MN ! Was lasst sich dar- |//_---"~ -

aus schlieRen ? A = B

c) Beweise, dass P auf der Raumdiagonalen AG
liegtund dass AP : AG =3:4 gilt!

9) Beweise folgende Satze mit Hilfe der Vektorrechnung !

a) Wenn sich in einem Viereck die Diagonalen halbieren, dann ist dieses Viereck ein
Parallelogramm.

b) In jedem Trapez ist die Mittellinie parallel zu den Grundseiten und halb so lang wie
deren Summe.

c) Fur jedes Trapez, das kein Parallelogramm ist, liegen die Mittelpunkte der Grund-
seiten und der Schnittpunkt der verldngerten Schenkel auf einer Geraden.

10) Beweise folgende Aussagen:

a) Ist M ein Punkt im Inneren eines Dreiecks ABC, dann ist der Vektor
X = MA + MB -2-MC von der Lage des Punktes M unabhéngig.

b) In der vom Dreieck ABC festgelegten Ebene gibt es stets genau einen Punkt P, fur
den PA + PB -3-PC = AB gilt.
Wo liegt dieser Punkt P ?
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11) Beweise folgenden Satz iiber Sechsecke ABCDEF :

Wenn AB||DE||CF und BC | EF||AD und CD || FA,
dann gilt auch BE || CD .

12) Beweise folgendejétze und berechne jeweils das Lan-
genverhaltnis AB : BC der zugehdorigen Strecken:

a) Wenn OC =3-0OA -2:0OB gilt, dann liegen die Punkte A, B, C auf einer Ge-
raden.

b) Wenn OC =%OA +2ZOB gilt, dann liegen die Punkte A, B, C auf einer Gera-
den.

13) Sei ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AC = BC . Sei P derjenige Punkt
auf BC, furden BP =%-BC gilt, und sei S der Schnittpunkt von AP mit der Hohe CH

dieses Dreiecks. Berechne das Verhiltnis AS : AP und das Verhaltnis HS : SC !

14) Arbeite im "Merkstoff" auf S.29 den Abschnitt "2.2. Punkte und Vektoren im Koor-
dinatensystem" durch und erganze die angegebenen Leerstellen !

15) Zeichne jeweils den Reprasentanten OP zu folgenden Vektoren in einem Koordi-
natensystem:

a =(21); b =(-11); ¢ = (20 d = (22) ; e = [\2; 135°] ; f =[2; 180°]; g = [2\2; -
45°].
16) Gegeben seien die Punkte A( 1; 2) und B(2;3).

- Zeichne die Pfeile OA , OB , AB |

- Konstruiere D so, dassOD = OA + OB gilt und ermittle die Koordinaten von D!

- Konstruiere den Pfeil (—)—ﬁ, der denselben Vektor 5 reprasentiert wie AB und
ermittle die Koordinaten von P!

- Berechne | 5 | !

17) Sei a=0A =(2;1) ,b =0B =(0;2) , ¢ = OC = (-1;1) .

Berechne und konstruiere

x=0X=2a,y=0Y=a+b+cund =0Z =3-a +3b -2-c.

Bilde und I6se analoge Aufgaben !

18) Sei a=O0A-= (a1,a2) und b = OB = (by;b,). Sei M er Mittelpunkt der Strecke AB .
- Berechne m = OM =(m;;m,) ! A A
- Berechne die Lange der Strecke AB ! ’
- Welcher Zusammenhang besteht zwischen a , b und m ?

19) Sei AjAAAAsAg ein reguldres Sechseck mit dem Mittelpunkt

O und | OA, | =1 (vgl. Figur) .
Berechne folgende Vektoren sowohl in der Form (x;y) als auch in
der Form [|a |; @] !




OA, = oo, = e = e, = e, ;
OA, = oo, S e = e, = e ;
OA, = e, R ALE et ;
OA, = oo, = e, AAG= i, = e ;
OAy = oo, S s CAAL T . IR ;
OAg = oo, = e, CALAGE . = e
20) Fulle folgende Tabelle aus:

p = (xy) |p 1=\ +y?| Quadrant tang = o (in°) p=[p | o]
a =(3:4)

b =(-3;-4)

c =(2;-4)

d =(-51)

e = (-4:-4)

f=(53

g =(-1;3)

h =(3; -1)

21) Fille folgende Tabelle aus:

p=Iplol cos sing x=|p|cosp | y=|p |sing | p =(xy)

a =[2: 30°]

ol

= [2; -30°]

c =[4; 100°]

d

[10; 160°]

(O]
I

[5; -120°]

= [10; -20°]

Q1 |=h'

= [2; -135°]

h =[3; 170°]

i =[1;135°]
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KOMPLEXE ZAHLEN

1) a) Stelle die Zahl 40 als Produkt zweier Faktoren dar, deren Summe 14 betragt !
b) Stelle die Zahl 40 als Produkt zweier Faktoren dar, deren Summe 12 betragt !

2) Arbeite im "Merkstoff' auf S.29 im Abschnitt "3. Komplexe Zahlen" die Definitionen
D(1) bis D(8) durch !

Weise nach, dass die fiir komplexe Zahlen definierte Addition und Multiplikation diesel-
ben Eigenschaften besitzt wie die Addition und Multiplikation reeller Zahlen !

Weise nach, dass es nicht méglich ist, fur komplexe Zahlen eine Relation a <b zu
definieren, die die vom Reellen her bekannten Eigenschaften besitzt !

3) Arbeite im "Merkstoff" auf S.30 im Abschnitt "3. Komplexe Zahlen" die Satze S(1)
bis S(6) durch !

Beweise diese Satze ! Gib dabei stets an, welche der Definitionen D(1) bis D(6) so-
wie der bereits bewiesenen Satze fiir den jeweiligen Beweis bendtigt wurden.

4) Sei a=(1;1), b=(-2;1), c=(4;-3), d=(0;5) .

a) Stelle_die komplexen Zahlen a,b,c,d sowie die zu a, b konjugiert komplexen

Zahlen a , b als Punkte in der Zahlenebene dar !

Berechne jeweils Betrag und Argument !

Wie lautet die Summendarstellung sowie die trigonometrische Darstellung dieser Zah-
len ?

b) Berechne in der Form (x;y) :
2a-3b-3c+d=........... c(@@+a)b+b)=............ (@+b)b+a)=....... :

@+b)(a+b)= .. (c+d)(d+C)= ... cara+b-b=........ .

5) Berechne in Summendarstellung ! (Bedeutung von a, b, c,d wie in Aufgabe 4) )

a’= .. cab= ... ; b2=............... ; az+2ab+b%?= ... ;
(@a+b)y?=........ ; (@a+b)a-b)=........ ;@+tb)c+d)= ..l X
at=........... Dooat= ; as=....... ; aé=..... calT ..

1

[V
o=

7) Lése folgende Gleichungen ! (Bedeutungvon a, b, c,d wie in Aufgabe 4) )

a) bz=d; b) az+b=cz+d ; c) a(z+b)=(c+d)z .

8) Durch die Funktionsgleichung w=1f(z) =az mit a=(1;1) = [\/5; 45°] wird jeder
komplexen Zahl z eindeutig eine komplexe Zahl w zugeordnet.

Berechne die zu gegebenem z gehérenden Funktionswerte !

Stelle die zugehdérigen Originalpunkte P und Bildpunkte P' in der Zahlenebene dar !
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z (0:0) (1:0) (2:1) (1:2) (-2:2) (1:-1)
w

9) Sei a=[|a]; o] gegeben und P der zu einer komplexen Zahl z gehérende Punkt
in der Zahlenebene.

Wie kann man den zu der komplexen Zahl az gehérenden Punkt P' in der Zahlen-
ebene konstruieren ?

1
V4

10) Durch die Funktionsgleichung w = f(z) = - wird jeder komplexen Zahl z = 0 ein-

deutig eine komplexe Zahl w zugeordnet.
Berechne die zu gegebenem z gehérenden Funktionswerte !
Stelle die zugehdrigen Original- und Bildpunkte in der Zahlenebene dar !

z | (1,0 () (0:1) (32 (-2-2) | (§-2) (2;0)
w

11) Sei P der zu einer gegebenen komplexen Zahl z gehérende Punkt.
Wie kann man den zur komplexen Zahl % gehérenden Punkt P'in der Zahlenebene

konstruieren ?

(Hinweis: Betrachte zunachst den zum Kehrwert der konjugiert komplexen Zahl z ge-
hérenden Hilfspunkt;, achte auf Beziehungen zwischen den Betragen sowie zwischen
den Argumenten der betrachteten Zahlen; zeichne den Kreis um O mit dem Radius r
=1 in die Zahlenebene ein.)

12) Wiederhole aus dem Merkstoff der Aufgabensammlung fir Klasse 9 auf S.34 den
Abschnitt "3. Spiegelung am Kreis" !

13) Sei a = 2(cos25° + i-sin25°) ; b = 3(cos210° + i-sin210°) ;
¢ = 2(cos20° + i-sin20°) ; = %-(c0350° + i-sin 50°) .
Berechne auf méglichst einfache Weise !
2
l;%, e : % S e o b5l = i, .

14) Welche Beziehung besteht zwischen ZZ und z,z, ? Beweise deine Vermu-
tung !

15) Welche geometrische Bedeutung hat | z, - z, | fir die den komplexen Zahlen z,
und z, zugeordneten Punkte in der Zahlenebene ?

Ermittle den geometrischen Ort aller Punkte z in der Zahlenebene, die folgende Be-
dingungen erfillen (wobei a und b komplexe Zahlen und r eine positive reelle Zahl
seien) :

a) |z-1|<2; b) |z-i|=3; ¢) |z-3i+4|<5;d) |z-a|=r mit r>0;
e) |z-1|=|z-3|; 0 |z-2i|=]z+5i]; 9) lz-a|=|z-b] .

16) Arbeite im "Merkstoff* auf S.31 im Abschnitt "3. Komplexe Zahlen" die Ausfiihrun-
gen zum Fundamentalsatz der Algebra durch !
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17) Ermittle die Lésungsmengen der folgenden Gleichungen und zeichne jeweils den
Graphen dieser Lésungsmenge in der Zahlenebene !

a) 2¢=(8;83) ;b)) 2=( ¥ Y ;o) 2=(1:B) ; d) =1 e =1

f)z2=1; g) z2=1; h) 22=-8 ; i) z4=-16 ; k) z»=a mit a = |a|(cose + i-SinY).

18) Zerlege folgende Polynome in Linearfaktoren !

A) Z2+ 1= s ;b)) 2B+ 8= ;
©) ZZ+ (1 -\3) = oo, ©d) 22%+ (V2 -V2) = e :
19) Den Eckpunkten P,, P, P; des Parallelogramms J(z)
P,P,PP; seien die komplexen Zahlen z,, z,, z, zuge- Rs
ordnet. P
Welche komplexen Zahlen sind dann folgenden Pfeilen
zugeordnet ?

PP, = oo PP = oo

il P

P1 P3 S e, P2P e & E‘ P s R(2)

PP, = s PPy =

PP = . PS =

(Beachte: Wenn zwei Pfeile denselben Vektor reprasentieren, dann ist diesen Pfeilen
dieselbe komplexe Zahl zugeordnet.)

20) Uber den Seiten eines Dreiecks ABC seien Quadrate mj_t__den Diagonalenschnitt-
punkten M, , M, , M; errichtet. M sei der Mittelpunkt von AB ; weitere Bezeichnun-

gen entnehme man der Figur. Den Punkten A, B, C seien die komplexen Zahlen a,
b, ¢ zugeordnet.

a) Welche komplexen Zahlen sind dann folgenden Pfeilen zugeordnet ?

—_

AC, = oo
B—(:: B i tttteeseeerassnsrasacssanssassassanstasenasnasennsnnsanss C‘Z C1
B, = oo LD -
1 Ny ,QM__ \‘\é,\
Ana ‘,2 'M1 S B
AM1 ettt tterteeeeeaeeeanaeaearraaaaeanaraaaanaaaaans \ /l
BM, = oo A, m |B
o \\,w:’
Oy = oo M-




MM, = oo

1l
=
=

n

MM, = oo

b) Beweise, dass folgende Strecken jeweils gleich lang sind und aufeinander senkrecht
stehen:

AC, und BC, ; MM, und MM, ; CM; und MM,

c) Beweise, dass der Schnittpunkt O der Geraden AB, und BA, auf der Hohe CH

des Dreiecks liegt !
(Hinweis: Lege die Figur so in die Zahlenebene, dass O mit dem Ursprung zusam-

menfallt und C auf der imaginaren Achse liegt. Zeige dann, dass die Pfeile AB und
OC aufeinander senkrecht stehen.)

d) Beweise, dass die Geraden AM,, BM,, CM; durch einen Punkt gehen und

dass AM, + BM, + CM, = o gilt !
(Hinweis: Beachte, dass auBer CM;1M,M, auch AM,LM,M; und BM,LM;M, gilt.)

TRIGONOMETRIE

1) Arbeite im "Merkstoff' auf S.26 die Abschnitte"1.2. Transformation von Funktions-
graphen” und "Eigenschaften von Funktionen" durch !

2) Zeichne die zu folgenden Funktionsgleichungen gehérenden Graphen, wobei die
Graphen zu c), d) und e) durch Superposition von Funktionsgraphen zu ermitteln sind

Welche Eigenschaften haben die zugehdrigen Funktionen ?

a) y=-2-sin2x + 1 , x € (0;2n) ; b) y=|cos3| - 1, xe (-2n2n) ;

C) y=sinx +cosx , X € (-mm) ; d) y=2x+ 2x | xe(-2;2) ;
e) y=log,x + 22 | x e (0;6).

3) Ermittle zu folgenden Gleichungen auf graphischem Weg die Anzahl der Lésungen
sowie Naherungswerte fur diese Lésungen !
Welche Lésungen lassen sich genau ablesen ?

a) [6x-5] =4sinzx ; b) x - 3-sinnx =0 ; c) coszx - x2+—;- =0 ;
d1)3'COS'21£X -2X -2-X =0;d2)2'COS§X -2X -2-X =0;d,) COS%X _2X _2-X =Q;

e) 2-sin-725x+logzx=0; f) 2:cosnx - p -Xzz =0 fur p=0, p=-g~, p=2,p=3
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4) In einer Diskussion Uber die Anzahl von Kurvenschnittpunkten behauptet Anne,
ausgehend vom Beispiel der Kurven mit den Gleichungen y =cosx und y= éxz -1:
"Die Kurve ¢ mit der Gleichung y = cosx hat mit jeder quadratischen Parabel genau
zwei Schnittpunkte."

Bernd behauptet dagegen: "Es gibt auch eine quadratische Parabel, die mit der Kurve
¢ genau 10 Schnittpunkte besitzt."

Untersuche sowohl fiir Annes als auch fiir Bernds Behauptung, ob sie wahr oder falsch
ist !

5) Wie lassen sich die Terme sing und cose als Langen von Strecken am Einheits-
kreis deuten ?

Finde am Einheitskreis eine Strecke, deren Lange tane betragt ! (Woher kommt der
Name "Tangens" ?)

6) Arbeite im "Merkstoff” auf S.31 den Abschnitt "4.1. Einige goniometrische Formeln”
durch !

a) Leite die Additionstheoreme (3) und (4) durch Anwenden von Rechenregeln fiir
komplexe Zahlen her !

b) Leite die goniometrischen Formeln (5) bis (12b) aus den Formeln (3), (4) ab !
(Gib dabei stets an, welche Definitionen, Umformungsregeln oder bereits abgeleitete
Formeln verwendet werden.)

7) Die Formel sing + sin(p + 120°) + sin(p + 240°) = 0 tritt in der Wechselstromtechnik
auf.
Beweise diese Formel !

8) Vereinfache folgende Terme:

cosa + _
a) sa + cosf

sina + sinp

............................................................................................................

b) cos(60° + o) + SIN(B0°% + G) = .ooeiiiiiiieeii i

C) COS(0L + 45°%) + COS(OL - 45°) = .o

9) Beweise: Fir die Seitenlange x eines reguldren Zehnecks mit dem Umkreisradius

=1 gilt: x=2/5-1) .

10) Berechne (ohne Verwendung von Rechenhilfsmitteln) die genauen Funktionswerte
folgender Terme (d.h. driicke diese Terme durch Wurzeln aus naturlichen Zahlen aus) :

a) sin18° = ..., ;o cos15°= ;tan15°= ;
b) sin75° = .....ccris ; COS75°=.. i, ctan75% = e, ;

C) COS36° = ... ; SiN36° = ...ooiiiiieeeeees ; tan36°= ... )
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11) Ergénze folgende Tabelle, in der Beziehungen zwischen trigonometrischen Funkti-
onen festgehalten sind. Uber das Vorzeichen des gesuchten Funktionswerts entschei-
det der Quadrant des Winkels.

Ges. / Geg. sing COSQ tano coto
sing sing \/mo—sz_(p
COS® Ccos¢
tano tano
coto coto

12) Ermittle die Losungsmengen folgender Gleichungen und Ungleichungen im
Bereich 0°< x<360° bzw. 0 <x<27n :

a) cos’x=3; b) 1<sinx<1; ¢ sin(2x+10°) = 125 . d) 3sinx - 2cos%x =0 ;

e) cosx + cos(x + 60°) - % =0 ; f) sin(x-30°)-cosx= % ; g) cos2x + cosx =0 ;

h) cos?x - 4sinx + 5sin>x =0 ; i) sinx +sin2x +sin3x =0 ; k) sin2x-tanx=0 .

13) Ermittle alle Paare (x;y) reeller Zahlen, die folgende Gleichung bzw. folgendes
Gleichungssystem erfiillen:

a) (sin(x-y) + 1)(2cos(2x-y) +1) =6 ; b) (1) cos %1 - cos %Y

(2) cosx - cosy

Bl= o=

14) Beweise indirekt, dass stets sinx + cosx #1,6 gilt !

'15) Beweise, dass sin10° eine Lésung der folgenden Gleichung ist :
8x¥-6x+1=0 .

16) Beweise : Wenn 0<x<m, dann sinx + %sian + %sin3x >0 .
17) Beweise : Wenn x+y+2z=mn, dann cos2x + cos2y - cos2z s-g- .

18) Beweise indirekt: Wenn a eine irrationale Zahl ist, dann ist die durch y = cosax +
cosx dargestellite Funktion nicht periodisch.

19) Untersuche, ob die durch folgende Funktionsgleichungen fur alle reellen Zahlen x
definierten Funktionen f, bzw. f, periodisch sind !

_ sin(x\[2) . = __sin(x)
B =T D) A F
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20) Arbeite im "Merkstoff" auf S.32 den Abschnitt "4.2. Einige trigonometrische Satze"
durch !

21) Sei R der Umkreisradius eines Dreiecks ABC und gelte BC =a sowie Z/BAC=a.
Beweise, dass dann stets a = 2R-sina gilt!
Leite hieraus den verallgemeinerten Sinussatz ab !

22) Leite den Tangenssatz ab ! (Verwende hierzu den veraligemeinerten Sinussatz.)

23) Sei r der Inkreisradius und p der halbe Umfang eines Dreiecks ABC.

Beweise, dass dann stets tang = B[_a gilt

24) Es lasst sich zeigen, dass auch tanj = ﬁ!%(%)i_%l gilt.

Leite unter Verwendung dieser Formel ab, dass fiir den Inkreisradius r eines Dreiecks

stets gilt:
[ = \ﬁp -a)(p-b)(p-c)
5 .

25) Leite folgende Inhaltsformeln her: J(ABC) = %-ab-siny = 2R?sina-sinB-siny .

26) Leite folgende Heronische Formel fiir den Inhalt eines Dreiecks her :
J(ABC) = +p(p-a)(p-b)(p-c)

27) Gegeben sei ein Dreieck mit den Seitenlangen a=5, b=6, c=7.
Berechne auf moglichst geschickte Weise den Inhalt J , den Inkreisradius r, den

Umkreisradius R sowie die Lange h der Héhe CH dieses Dreiecks !

28) Kann in einem Dreieck ABC folgende Beziehung gelten ?
sina + sinf = siny .

29) Beweise, dass fur die Seitenldangen a, b, ¢ und die WinkelgréRen o, B,y ei-
nes beliebigen Dreiecks stets gilt :

cosa | cosf + cosy
a b c

0.

30) Beweise, dass in keinem Dreieck folgende Beziehung gelten kann:
(a+b)cosy+c=0

31) Beweise, dass fur den Flacheninhalt eines Dreiecks ABC stets gilt:

J(ABC) <1 -(abo)? .

32) Beweise: Ist u der Umfang, R der Umkreisradius und J der Inhalt eines Drei-
ecks, dann gilt stets %,— > 108 .

33) Sei ABCDE ein regulares Finfeck mit dem Umkreisdurchmesser d .
Driicke den Inhalt des Dreiecks ABD durch d aus'!
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AUFGABEN ZUR WIEDERHOLUNG
Zahlentheorie

1) Ermittle alle Quadrupel (a;b;c;d) von unmittelbar aufeinanderfolgenden nattrlichen
Zahlen, firdie a®+Db®*+c*=d* gilt!

2) Ermittle alle Zahlenpaare (x;y) aus ganzen Zahlen, die die Gleichung % + % = —12-
erfullen !
3) Ermittle alle naturlichen Zahlen n , fiir die sich der Bruch n'l ;11 nicht kiirzen lasst !

4) Ermittle alle Zahlenpaare (x;y) aus naturlichen Zahlen, fir die p = x* + 4y* eine
Primzahl ist !

5) Ermittle mindestens vier Primfaktoren der Zahl z =225 -1 |

6) Ermittle alle rationalen Zahlen x, fur die die Zahl z=x*>+x+6 das Quadrat einer
nattrlichen Zahl ist !

7) Ermittle alle Zahlenpaare (x;y) aus ganzen Zahlen, die die Gleichung +/x++fy = /1985
erfillen !

8) Ermittle die Anzahl der Ziffern sowie die letzte Ziffer der Zahl 3100 !
9) Beweise folgende Aussagen :

a) Die Summe der Quadrate zweier unmittelbar aufeinanderfolgender natirlicher Zah-
len ist niemals durch 3 teilbar.

b) Die Summe der Kuben dreier unmittelbar aufeinanderfolgender natirlicher Zahlen ist
stets durch 9 teilbar.

c) Wenn a und b positive ganze Zahlen sind, dann lasst sich die Zahl
z = a5 + 3a%b - 5a°b? - 15a%b® + 4ab* + 12b5
als Produkt von fiunf paarweise verschiedenen ganzen Zahlen darstellen.

d) Es gibt unendlich viele Paare unmittelbar aufeinanderfolgender naturlicher Zahlen,
die durch eine dritte natirliche Zahl zu einem pythagoreischen Zahlentripel ergénzt
werden kdénnen.

e) Wenn n eine natirliche Zahl und 3n+1 eine Quadratzahl ist, dann lasst sich n+1
als Summe von drei Quadratzahlen darstellen.

f) Wenn n und k natirliche Zahlen sindund n>2 und k> 2 gilt, dann lasst sich
der Term n(n - 1)1 stets als Summe von unmittelbar aufeinanderfolgenden gera-
den Zahlen darstellen.

Wie viel Summanden hat diese Summe ?
Wie lautet der erste Summand ?
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10) Ermittle die Wahrheitswerte der folgenden Aussagen; beweise bzw. widerlege diese
Aussagen !

3

2
a) Wenn m eine natirliche Zahl ist, dann istauch n = % + % + % eine natirliche

Zanhl.
b) Fur alle ganzen Zahlen a und b gilt: Wenn 3|(a?+b?) , dann 3Ja und 3|b .

d) Es gibt ganze Zahlen a, b, fur die die Gleichung x* + 10ax + 5b + 3 =0 mindes-
tens eine ganzzahlige Lésung besitzt.

e) Es gibt ein Paar (a;b) voneinander verschiedener natirlicher Zahlen, fur die a*+b?
durch a-b teilbar ist.

e) Es gibt ein Tripel (a;b;c) voneinander paarweise verschiedener natirlicher Zahlen,
fur die a%+b?+c? durch a'b-c teilbar ist.

Logik und Kombinatorik

1) An einem Turnier nahmen genau 30 Schachspieler teil. Ein Spieler erreicht genau
dann die nachste Runde dieses Turniers, wenn er mindestens 60% der erreichbaren
Gewinnpunkte erreicht.

Wie viel Spieler kdnnen unter diesen Bedingungen die nachste Runde erreichen ?

2) Beweise, dass 77 Telefone niemals so miteinander verbunden werden konnen,
dass jedes Telefon mit genau 15 anderen Telefonen verbunden ist !

3) Aus den natirlichen Zahlen 1 bis 200 werden 101 verschiedene Zahlen beliebig
ausgewahlt.

Beweise, dass bei jeder solchen Auswahl unter den ausgewahlten Zahlen mindestens
zwei existieren, so dass die eine Zahl ein ganzzahliges Vielfaches der anderen ist !

4) Beweise, dass man aus 1000 beliebigen ganzen Zahlen stets solche Zahlen aus-
wahlen kann, deren Summe durch 1000 teilbar ist !

5) In einem Quadrat der Seitenlange 1 mdgen sich 51 Punkte befinden.
Beweise, dass es zu jeder Anordnung solcher 51 Punkte stets einen Kreis mit dem
Radius 1/7 gibt, der mindestens drei dieser Punkte in seinem Inneren enthélt !

7) In einer Ebene sei eine Menge von endlich vielen Punkten, die nicht alle auf ein und
derselben Geraden liegen, so gegeben, dass der Flacheninhalt jedes Dreiecks, das
drei dieser Punkte als Eckpunkte hat, nicht gréBer als 1 ist.

Beweise, dass fir jede derartige Menge eine Dreiecksflache existiert, deren Flachenin-
halt nicht gréRer als 4 ist und die die gegebene Menge enthalt !

8) Ist es mdoglich, auf folgende Weise aus 7 Papierstiicken genau 1994 Papierstiicke
herzustellen ?

Man teile einige der 7 Papierstiicke jeweils in genau 7 Teile, danach wieder einige
der nunmehr vorhandenen Papierstiicke jeweils in genau 7 Teile, usw.

9) Gegeben seien 6 Punkte. Je drei dieser Punkte sollen ein Dreieck bilden. Die Sei-
ten dieser Dreiecke sollen entweder rot oder griin gefarbt werden.
Kann man vermeiden, dass eines dieser Dreiecke nur gleichfarbige Seiten hat ?
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Geometrie

Planimetrie

1) Von einem Dreieck ABC seien die Seitenlangen BC=a, AC=b und AB =c¢

gegeben. Der Inkreis dieses Dreiecks berihre die Seite AB , BC bzw. AC im Punkt
D, E bzw. F.

Berechne die Langen der Seitenabschnitte BD , DC , CE , EA , AF und FB in
Abhangigkeitvon a, b und c !

2) Gegeben sei die Kathetenlange BC =a eines bei C rechtwinkligen Dreiecks

ABC , fuirdas AC : BC =2:1 gilt. Ferner schneide die Halbierende des rechten
Winkels den Umkreis dieses Dreiecks im Punkt D .

Berechne die Lange der Sehne CD in Abhéngigkeit von a !

3) Aus der Figur zum Lehrsatz des Pythagoras erzeuge man durch Verbinden der &u-
Reren Eckpunkte ein Sechseck.

Berechne den Flacheninhalt dieses Sechsecks in Abhangigkeit von den Kathetenlan-
gen des Ausgangsdreiecks !

4) Gegeben sei ein konvexes Viereck ABCD , bei dem sich die Verldngerungen der
Seiten AB und CD unter einem rechten Winkel schneiden. Seien E bzw. F die
Mittelpunkte der Diagonalen AC bzw. BD und gelte AB =a sowie CD =c.

a) Beweise, dass dannstets AC2+ BD2= AD2+ BC?2 gilt !

b) Berechne die Lange der Strecke EF in Abhangigkeit von a und c!

5) Gegeben seien zwei konzentrische Kreise k,(M;r;) und ky(M;r;) mit r, <r, . Sei
AB ein Durchmesser des Kreises k, und P ein Punkt des Kreises k, .

a) Beweise, dass dann stets APz + BP2=c¢ gllt wobei c eine Konstante ist !
b) Berechne c in Abhéngigkeitvon r, und r,!

6) Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse AB =c, der Hohe CH =
h, der Seitenhalbierenden CS =s und der Winkelhalbierenden CW =w .

a) Beweise, dass CW auch Winkelhalbierende des Dreiecks SHC ist !

b) Berechne w in Abhangigkeit von s und h !

7) Wiederhole in der Aufgabensammlung fiir Klasse 9 auf S.21-22 die Séatze des Me-
nelaos und Ceva sowie deren Umkehrungen !

8) Der Inkreis eines Dreiecks ABC beriihre dessen Seiten BC , AC , AB in den
Punkten D, E, F.

Beweise, dass sich unter diesen Voraussetzungen die Ecktransversalen AD , BE ,
CF in einem Punkt schneiden !

9) Beweise folgenden Satz:

Wenn ABCD ein Drachenviereck mit AB = AD =a, BC = DC =b und dem In-
kreismittelpunkt M ist, dann gilt stets

a _ AMBM

b~ CMDM -
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10) Die Ecktransversalen AA, , BB, , CC, eines Drei-

ecks ABC mogen die Seiten des zugehérigen Seiten-
mittelpunktdreiecks EFG in den Punkten A,, B, , C,

schneiden (vgl. Figur) .

Beweise, dass dann folgender Satz gilt:

Wenn sich die Ecktransversalen AA, , BB, , CC, in ei-
nem Punkt schneiden, dann trifft dies auch fir die Eck-

transversalen EE, , FB, , GC, zu.

11) Sei k(M;r,) der Umkreis sowie k(N;r,) der Inkreis

eines gleichschenkligen Dreiecks mit AC = BC .
Beweise, dass dann stets MN = \/r1(r1 - 2ry) gilt!

Sei M der Umkreismittelpunkt und S der Schwerpunkt
eines (nicht gleichseitigen) Dreiecks ABC . Sei H' derje-

nige Punkt auf dem Strahl MS |, fur den
MS : SH, =1:2 gilt.

a) Beweise, dass dann H' stets auf der Hohe CH. die-
ses Dreiecks liegt !

b) Beweise, dass H' der Héhenschnittpunkt H dieses
Dreiecks ist !

A S. B
13) Beweise folgenden Satz dber die Eulersche Gerade

(Euler: 1707 - 1783) :

In jedem (nicht gleichseitigen) Dreieck liegt der Héhenschnittpunkt H auf der durch
den Umkreismittelpunkt M und den Schwerpunkt S festgelegten Geraden (die Euler-
sche Gerade heil3t).

Dabei gilt stets MS : SH=1:2 .

14) Seien S,, S,, S, die Mittelpunkte

der Seiten BC , AC , AB eines Drei-
ecks ABC mit dem Hohenschnittpunkt
H und den HéhenfuBpunkten H,, H,,

H. . Seien H,, H, H,; die Mittelpunkte
der Hohenabschnitte AH, BH, CH .

;—I—-

N\
el diliaed
/
/

a) Beweise, dass die Punkte H,, H,,
S,, S, auf einem Kreis k(O;r) liegen !

[\

A
b) Beweise, dass die Punkte H;, S,

ebenfalls auf diesem Kreis k(O;r) liegen!

c) Beweise, dass H, (und analog auch H,, H.) ebenfalls auf diesem Kreis k(O;r)
liegt !
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d) Beweise, dass der Mittelpunkt O dieses
Kreises auf der Eulerschen Geraden liegt

und die Strecke HM halbiert !

Damit ist folgender Satz iiber den Feuerbach-
schen Kreis bewiesen:

Die drei Seitenmittelpunkte, die drei Hoéhen-
fuBpunkte und die drei Mittelpunkte der obe-
ren Hohenabschnitte eines Dreiecks liegen
stets auf einem Kreis.

Der Mittelpunkt O dieses Kreises liegt auf der A H. S. B

E_gl_erschen Geraden und halbiert die Strecke

HM, wobei H der H6henschnittpunkt und M der Umkreismittelpunkt dieses Dreiecks

ist.

e) Untersuche, wie viel dieser neun Punkte auf dem Feuerbachkreis zusammenfallen,
wenn das Dreieck rechtwinklig, gleichschenklig oder gleichseitig ist !

15) Wiederhole aus den "Aufgabensammlungen fir Arbeitsgemeinschaften” :
Klasse 7 , S.27-28 : "Musterlésung fir eine Konstruktionsaufgabe" ;
Klasse 8 , S.23-24 : "Das Lésen von Bestimmungsaufgaben" ;
Klasse 9, S.30-31 : "Die algebraische Methode zum Lésen von Konstruktions-
aufgaben".

16) Zwei zueinander senkrechte Geraden g, und g, mdgen einander im Punkt O

schneiden.
Ermittle den geometrischen Ort der Schwerpunkte aller Dreiecke OXY , die folgende
Bedingungen erfullen:

Xeg, und Yeg, und XY =6 .

17) Zu konstruieren sind alle (untereinander nicht kongruenten) Vierecke ABCD , die
folgende Bedingungen erfilien :

(@ ABCD istein Trapez mit AB||CD mit ACNBD ={S} ;
(b) AB+CD =s=12cm;

() AC +BD =d=15cm;

(d ZASB=¢=100°:

() ZCAD=g=70°.

18) Zu konstruieren sind alle (untereinander nicht kongruenten) Vierecke ABCD , die
folgende Bedingungen erfiillen :

(@) ABCD ist ein Drachenviereck mit AD = CD und AB = CB ;

() AB+AD=s;

(c) BD=f;

d «£CBA+ £ZADC=¢ .

19) Gegeben sei eine Strecke AB =s sowie eine Zahl p>0.

Zu konstruieren sind alle Punkte X, die folgende Bedingungen erfillen :
(@) XeAB;
(b) AX+XB-=s;

(c) AX-XB =p.
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Stereometrie

20) Wiederhole aus der "Aufgabensammlung fir Arbeitsgemeinschaften - Klasse 9"
auf S.31-33 den Abschnitt "Einige Begriffe und Satze aus der Stereometrie" !

21) Ein gerades Prisma und eine gerade Pyramide sollen als gemeinsame Grundfla-
che ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlange a haben. Die Spitze der Pyramide
liege in der Deckflache des Prismas, und die gemeinsame Hohenlénge sei h .
Berechne h in Abhangigkeit von a fir den Fall, dass der Mantel des Prismas den
gleichen Flacheninhalt hat wie der Mantel der Pyramide !

22) Gegeben sei eine vierseitige Pyramide mit quadratischer Grundflache ABCD und
der Spitze S.
Alle acht Kanten sollen_ciie gleiche_l_énge a besitzen. Ferner seien E und F die Mit-

telpunkte der Kanten SB bzw. SC.

Beweise, dass dann die Punkte A, E, F und D in einer Ebene liegen, die die Py-
ramide in zwei Teilkdrper zerlegt !

Ermittle das Verhaltnis der Volumina dieser Teilkérper !

23) Gegeben sei ein gerader Kreiskegelstumpf, dessen Mantellinien um 60° gegen
die Grundflache geneigt sind. Fur die Flacheninhalte von Grund- und Deckflache gelte
A, = 4A,. Zwischen einem Randpunkt P der Grundflache und einem Randpunkt Q
der Deckflache sei ein Gummifaden straff gespannt und dieser Gummifaden mége die
Mantelflache nirgends verlassen.

Berechne die maximale Lange max{PQ} eines solchen Gummifadens in Abhangigkeit
vom Radius ry der Grundflache des Kegelstumpfes !

24) Gegeben sei ein gerader Kreiskegelkérper mit dem Grundkreisradius R und der
Hohenlange h . Dieser Kegel sei zylindrisch so durchbohrt, dass seine Achse mit der
Achse des Bohrlochs zusammenfallt.

Der Radius r des Bohrlochs soll so gewahlt werden, dass das Volumen des Restkor-
pers halb so groB ist wie das Volumen des Kegels.

Berechne r in Abhangigkeit von R !

25) Von einem Wirfel und einem regularen Oktaeder sei vorausgesetzt, dass die Um-
kugeln dieser beiden Korper denselben Radius r besitzen. Sei r,; der Radius der In-

kugel des Wirfels und sei r, der Radius der Inkugel des Oktaeders.
Berechne das Verhaltnis ry :r, !

26) Bei zentrisch zylindrischer Durchbohrung einer Kugel mit dem Radius R verbleibt
ein ringférmiger Restkérper mit dem Volumen Vg, dessen Hohe gleich der Lange | der

zylindrischen Bohrung ist. Sei V¢ das Volumen einer Kugel mit dem Durchmesser d .
Ermittle das Verhaltnis V : V firden Fall, dass |=d gewahit wird !

27) Die Breiten des noérdlichen Polarkreises und des nérdlichen Wendekreises der Er-
desind a=66°33" und B =23°27' nérdlicher Breite.

Berechne den Abstand h der zugehdrigen beiden Breitenkreisebenen in Abhéngigkeit
von den Radien r, und r, der zugehdrigen Breitenkreise. (Dabei wird vereinfachend

angenommen, dass die Erde eine Kugel sei .)
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28) In eine Hohlkugel mit dem inneren Durchmesser D = 2R sollen:

a) 6 kleinere, gleich groRe Kugeln so eingelagert werden, dass jede von ihnen die
Hohlkugel von innen und vier der kleineren Kugeln berihrt ;

b) 8 kleinere, gleich groRe Kugeln so eingelagert werden, dass jede von ihnen die
Hohlkugel von innen und drei der kleineren Kugeln beriihrt ;

c) 4 kleinere, gleich grofRe Kugeln so eingelagert werden, dass jede von ihnen die
Hohlkugel von innen und jede Kugel jede andere berihrt.

Berechne fur jeden dieser drei Félle den Durchmesser d = 2r der kleineren Kugeln in
Abhangigkeit von D !

29) Gegeben sei ein regelmaRiges Funfeck M;M,M;M,M; mit der Seitenlange s . Wir
betrachten (fur i =1, 2, 3, 4, 5) die funf Kugeln K; mit den Mittelpunkten M, und dem
gemeinsamen Radius 0,5s . Dann gibt es genau zwei Kugeln Kz und K;, die jede
der finf Kugeln K; beriihren und ebenfalls den Radius 0,5s besitzen.

Untersuche, ob K; und K; einander schneiden, einander beriihren oder einander
meiden !

MERKSTOFF

1. GLEICHUNGEN , UNGLEICHUNGEN UND FUNKTIONEN

1.1. Funktionen und ihre Graphen

Funktionen
¥ . v
alqebralscLhe Funktionen transzendente Funkt.
¥ v t
rationale Funktionen irrationale Funkt.
¥ ’ ¥
ganze rationale Funkt. gebrochen rationale F. l
J {
Potenzfunkt. y=x", neN y=x", xeN y=x', reQ Exponentialfunkt.
lineare Funktionen linear gebr. F. Wurzelfunktionen Logarithmusfunkt.
quadratische Funktionen trigonometrische F.

Funktionen n-ten Grades

Eine durch die Funktionsgleichung y = f(x) , xeR dargestelite Funktion heilt alge-
braisch genau dann, wenn in f(x) nur algebraische Operationszeichen (fur Grundre-
chenoperationen, Potenzieren oder Radizieren) vorkommen.

ganze rationale Funktion n-ten Grades: y = a,x" + a,x™' +...+ a,x* + a;x +a, mit a, =0
Lésungsmenge: L c{xq, Xy, ..., X} 5
Vietascher Wurzelsatz fur a, = 1: ag= (-1)"x"%," ... X, ;

A =X+ X+ .+ X))

A = H(XqXy + XXz F ... F XXz + XXy F .+ X qX,)
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AB = CD bedeutet, dass diese beiden Pfeile denselben Vektor reprasentieren bzw.
dass die zugehorigen Vektoren gleich sind.

26
Erweiterungen des Potenzbegriffs ab=c a,b,ceR, ab,c>0, a=1
gegeben: a,b b,c a,c
gesucht: c a b
Operationen |Potenzieren Radizieren Logarithmieren
=gb =

c=a o= % b =log,c
Funktionen Potenzfunktion y=xn . _n Logarithmusf. y = log_x

Exponentialfunkt. y = ax Waurzelfunktion y = \/x )

Als Graph einer Gleichung F(x;y) = 0 bezeichnet man die Menge aller Punkte P, de-
ren Koordinaten (x;y) diese Gleichung erfullen.

Als Graph einer Funktion f bezeichnet man den Graphen der zugehdrigen Funkti-
onsgleichung y = f(x) , xeX .

4
Graphen von ganzen rationalen Funktionen n-ten Grades

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5

|

a,>0 \/ &\/
/ i

\ N
a,<0 \\ \ ,) §
/\ T [

1.2. Transformation von Funktionsgraphen

Gegeben sei der Graph einer Funktion y = f(x) , xeX ; a, b, ¢, d seien positive reelle
Zahlen.

Man erhélt das Bild von |aus dem Bild von y = f(x) durch
y = f(-x) Spiegelung an der y-Achse
y = -f(x) Spiegelung an der x-Achse
y =f(x-a) Verschiebung um a Einheiten in Richtung der positiven x-Achse
y=fx)+b Verschiebung um b Einheiten in Richtung der positiven y-Achse
y = f(cx) Dehnung (fur 0<c<1) bzw. Stauchung (fur c>1) in Richtung der
v Arnhean ima Viavlaiilemia 4. -
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~ 3
= cosx, xe{T; 3L

1.3. Einige Eigenschaften von Funktionen

f ist gerade o Stets gilt f(-x) = f(x) .

f ist ungerade o Stets gilt  f(-x) =-f(x) .

f ist periodisch < Esgibtein t (>0), so dass stets gilt: f(x+t) = f(x) ;

(das kleinstmégliche tnennt man dann "die" Periode von f).

f wdchst (streng) monoton o Stets gilt: Wenn x, <x,, dann f(x,) < f(x,) .
f féallt (streng) monoton opr  Stets gilt: Wenn x, <x,, dann f(x,) > f(x,) .
f ist nach oben beschrénkt < Esgibt eine Zahl M, so dass stets f(x) <M.
f ist nach unten beschrénkt < Es gibt eine Zahl m, so dass stets f(x) >m .
f besitzt eine Nullstelle x, <ps  Esgilt f(xg) =0 .

2

.Vektoren

2.1. Pfeile und Vektoren ; das Rechnen mit Vektoren

Jede Verschiebung V(IBF' ) kann durch irgendeinen ihrer Verschiebungspfeile PP’
angegeben werden. Alle gleich langen, parallelen und gleich gerichteten Pfeile legen
dieselbe Verschiebung fest.

V(PP') & a; V(QQ') & b; aTlb

Vektor a =p; Menge aller Pfeile PP' | die
gleich lang, parallel und gleich gerichtet sind.
(Jeder dieser Pfeile heilt ein Reprasentant
dieses Vektors.)

AB = a bedeute, dass PP’ ein Reprasen-

tant von a ist. Es ist jedoch auch ublich, PP'
als Bezeichnung fir diesen Vektor zu verwen-
den.

s
b
P -

AB = CD bedeutet, dass diese beiden Pfeile denselben Vektor reprasentieren bzw.
dass die zugehérigen Vektoren gleich sind.
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Satz 1: Jeder Verschiebung V(PP') ist elnemdeutlg ein Vektor zugeordnet .
| a | =p¢ Betrag des Vektors a ; - Lange der zu a gehoérenden Pfeile .

at b =y a ist gleich gerichtet mit b .

atlb= =pf a ist entgegengesetzt gerichtet mit b .

-a =ps derzu a entgegengesetzte Vektor (der sich von a nur durch den Rich-
tungssinn unterscheidet ) .

Satz: Stetsgilt a||b < attb oder ..ooooveeoreereeeeane.

Satz: Stetsgilt a=-b < atlb und ..o,

Addition und Subtraktion von Vektoren:

Seien a bzw. b die den Verschiebungen
V(I56) bzw. V(Cﬁi) zugeordneten Vektoren.

Dann nennt man den der Verschiebung V(PR) a+b
zugeordnete Vektor c dle Summe von a und

b undschreibt a +b =c . o

a+(-a) =y o (Nullvektor).

SatzZ:EsgiIt|5|=O und 0=-o0 . Ta

Satz 3 : Die Gleichung a + x = b besitzt stets B _
genau eine Lésung, namlich a

x=b+(-a)

b - a =pf 5+(-5) Differenz von b und a .

Hinweis : Die so definierte Addition und Subtraktion von Vektoren besitzt die gleichen
Eigenschaften wie die Addition und Subtraktion von Zahlen und gilt analog fur Vektoren
im Raum.

Multiplikation von Vektoren mit einer reellen Zahl

Def : b heilt das Produkt von a mit der reellen
Zahl r genau dann, wenn gilt :

(M bl =lrl-lal;
(2)bTTa far r>0 ;btla furr<0 ;
b=o furr=0 .

(Diese Multiplikation kann geometrisch als eine "Streckung der zugehdrigen Pfeile ge-
deutet werden.)

Satz 4: Fur r=0 gilt: rx=b o ;(=1r-5 .

(Hinweis: Die Gleichung x-a =b lasst sich im allgemeinen nicht nach der reellen
Zahl x auflésen; eine Division eines Vektors durch einen Vektor ist nicht erklart.)

Satz5: Fir a#0 ,b#0 , r=0 gilt:§=r-5 genau dann, wenn 5||5 ;
Wenn a=rb ,dann |a|=]|r||b]| .
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2.2. Punkte und Vektoren im Koordinatensystem

Jedem Punkt P lasst sich eineindeutig ein geord- vy

netes Paar (x;y) reeller Zahlen zuordnen.

Jeder (vom Nullvektor verschiedene) Vektor lasst
sich eindeutig durch seinen Befrag |p| und den

orientierten Richtungswinkel ¢ festhalten.
Dabei wird 0° < ¢ < 360° oder -180° < ¢ < 180°
gewahlt.

(Jeder Vektor ist eine unendliche Menge aquivalen-
ter Pfeile; jeder solche Pfeil ist ein Reprasentant
des zugehorigen Vektors. Ein besonders bedeut-

samer Reprasentant ist der "Ortspfeil” OP J)

Liegt P auf der x-Achse, dann gilt speziell:
OP = p = (x;0) sowie p =[|p|; 0°] fur x>0 bzw.
p =[lp|: 180°] fir x<O .

3. Komplexe Zahlen

Einige Definitionen :

O

X |--= ooy -- N

1

OP =p =(xy) =[lpli¢o]

N\

D(1) z=p;(x;Yy)=psllz]; @] Mmit x,yeR, |z| = A + y2, 0°< @< 360° oder -180°< ¢ < 180°.

x heilt der Realteil, y heil3t der Imaginar

teil, |z| heiBt der Betrag und ¢ heit das  J(2)

Argument der komplexen Zahl z.

D(2) x=p (x;0)=p [x|;0°] fiur x>0 ; y

X =ps (X; 0) =p¢ [IX]; 180°] fur x<O ;
X=p;(0;0)=p [0;0° fur x=0 .

D(3a) z,=2, < X =X, und y, =y, . it

(Zwei komplexe Zahlen heilen genau dann

gleich, wenn sie in Realteil und Imaginarteil
Gbereinstimmen.)

D(3b) Z1 = 22 <:>Df |Z1l = IZzl Und (P1 = (p2 + k'360° f kez .

D) z,+zy= (X1;¥1) +(X2; ¥2) Zpr (X4HXg; Y4tYs) -

> R(2)

(Komplexe Zahlen werden addiert, indem man ihre Realteile und ihre Imaginar-

teile addiert.

Der Addition komplexer Zahlen entspricht die Addition der zugehérigen Vekto-

ren.)
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D) zyz,= izl s o 1l1zal 5 @2 =pr [1Z4]"122l 5 @1te,] -
(Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre Betrdge multipliziert und
ihre Argumente addiert.
Dieser Multiplikation entspricht eine "Drehstreckung” bei den zugehérigen Vekto-
ren.)

D6) -z=p (-x;-Y) = [Iz]; 9+180°] .

(Uberzeuge dich, dass dann z+ (-z)=z-z=(0; 0) gilt.)
1
z

(Uberzeuge dich, dass dann z- > =(1,0)=1 gilt.)

D(7) 7 =or [~ ol fur z=(0,0) .

D(8) z=g (x;-y) heiftdie zu z konjugiert komplexe Zahl .

Es ist nachzuweisen, dass die so definierte Addition bzw. Multiplikation komplexer
Zahlen dieselben Eigenschaften besitzt wie die Addition bzw. Multiplikation reeller
Zahlen.

Eigenschaft der Addition der Multiplikation
Eindeutige Existenz von a+b a-b
Assoziativgesetz a+(btc)=(atb)+c [a-(bc)=(ab)-c
Eindeutige Loésbarkeit der Gleichung at+x=b ax=b ,az0 '
Kommutativgesetz atb=b+a ab=b-a
Distributivgesetz a(b+c)= ab+ac

Ferner ist nachzuweisen, dass bei dem durch D(2) festgelegten Ubergang zu den
reellen Zahlen die so definierten Rechenoperationen mit der Addition bzw. Multiplikati-
on reeller Zahlen Ubereinstimmen.

D©) i=p (0;1) =[1,;90°] .
(Uberzeuge dich, dass die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit der imagi-

naren Einheit i die Drehung des zu z gehérenden Pfeils OP um den Punkt O
um 90° bewirkt.)

Einige Sétze :
S(1) =(-1;0)=-1; i¥=-; i#=1; B=i,; Prk=j
S(2) Im Unterschied zu den reellen Zahlen lasst sich die Menge der komplexen Zah-

len nicht ordnen. So fuhrt etwa sowohl die Annahme 0 <i als auch die Annahme
0>i zu einem Widerspruch .

S@) (O;y)=ivy.
S@) z=(x;y)= x+ivy ; Summendarstellung einer komplexen Zahi.

S(5) z=[|z|; ¢] = |z]-(cose + i-sing); trigonometrische Darstellung einer komplexen
Zahl.

S(6) zyZ, = (X5 Y1) (X5 ¥2) = (X4Xa - YiY2: XqYa + X5¥q) -
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Sa) z-z= |z]? = X2 +y* .
(Das Produkt aus einer komplexen Zahl und der zu ihr konjugiert komplexen Zahl
ist stets eine reelle Zahl.)

S(7) z" =|z"|-(cosne + i-sing) ; neN .
(Eine komplexe Zahl wird mit n potenziert, indem man ihren Betrag mit n po-
tenziert und ihr Argument mit n multipliziert.)

S(8) Die Gleichung z" =1 heillt "Kreisteilungsgleichung” und besitzt genau n
komplexe Lésungen, die man n-te Einheitswurzeln nennt. Die zugehdrigen Punkte lie-
gen auf dem Einheitskreis und bilden die Eckpunkte eines reguléren n-Ecks.

S(9) Die Gleichung z"=a mit a = (x,.Yy,) # 0 besitzt stets genau n verschiedene
Lésungen z,,2,,23,...,2, .

Fundamentalsatz der Algebra:
Jede algebraische Gleichung n-ten Grades
x"+ax++ . +a,x+a,=0
mit reellen oder komplexen Koeffizienten a; besitzt genau n reelle oder komplexe Lo6-
sungen, wobei k-fache Lésungen k-fach gezéahlt werden.
Folgerung:
Im Komplexen lasst sich jedes Polynom n-ten Grades in n Linearfaktoren zerlegen:
Z"+azv +azv2+ L +taz+a,=(2-2)(2z-2y) ... (z-2,) .
Die z, (mit k=1, 2, ..., n) heiBen Nullstellen des Polynoms; diese Nullstellen mis-
sen nicht samtlich voneinander verschieden sein.

4. Trigonometrie

4.1. Einige goniometrische Formeiln

(1) sin’+cos*x=1 ; (2) tanx-cotx=1 ;

Additionstheoreme:

(3) cos(x +y) = cosx-cosy - sinx-siny ; (3a) cos(x - y) = cosx-cosy + sinx-siny ;

(4) sin(x +y) = sinx-cosy + cosx-siny ; (4a) sin(x - y) = sinx-cosy - cosx-siny ;
t tany tx: -1

(5) tan(x+y) = 2metant . (58) cot(x+y) = XM <1,

Theoreme (iber Summen trigonometrischer Funktionen:
(6a) sin(x +y) +sin(x-y) = 2-sinx-cosy ; (6b) sin(x +y) - sin(x - y) = 2-cosx-siny

(6c) cos(x +y)+ cos(x -y) =2-cosx-cosy ; (6d) cos(x+y)-cos(x-y)=-2:sinx-siny ;

(7)  sinx + siny = 2-sin*5Y--cos*5Y ; (7a)  sin - siny = 2-cos* ¥ -sin* Y ;

(7b) cosx + cosy = 2-0035—2":-3(- cosx—éx ; (7c) cosx - cosy = -2-sin%¥ .Sin%x :
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Theoreme ftir mehrfache Winkel:

(8)  sin2x = 2-sinx-cosx ; (8a) sin2x = T% :
(9) cos2x = cos* - sin’x ; (9a) cos2x =1 -2-sin’*x ;
(9b) cos2x = 2-cos* - 1 ; (9c) cos2x = 120X
2t t2x - 1
(10) tan2x =350 05 (10a) cot2x = 52— ;
(11a) sin3x = 3-sinx - 4-sin®x ; (11b) cos3x = 4-cos® - 3-cosx ;

Theoreme fiir halbe Winkel

(12a) | cos} | = [1HE . (12b) |sind | = [12X

Hinweis: (3) und (4) lasst sich aus Rechengesetzen fir komplexe Zahlen herleiten,
desgleichen (8), (9), (11a) und (11b) sowie weitere Formeln fir mehrfache Winkel.
(6a) bis (6d) liefert gleichzeitig Theoreme fiur Produkte zweier trigonometrischer Funk-
tionen.

Mit Hilfe von (8) und (9) gelingt es auch, sinx und cosx durch Funktionen des hal-
ben Winkels auszudriicken.

4.2. Einige trigonometrische Sitze

Sei ABC ein Dreieck mit den Seitenlingen BC =a, AC =b, AB =c¢, dem Um-
kreisradius R, dem Inkreisradius r, dem Umfang u und dem Inhalt J .
Fernersei p= %-u = %—(a+b+c) . Dann gilt fur jedes Dreieck ABC :

(13) si?m = si:B = sifw =2R ; (veraligemeinerter Sinussatz)

(14) c*=a?+b?-2ab-cosy ; (Kosinussatz)

(15a) arb_ ﬂ;— ; (Tangenssatz)
a-b tan2;E ,

a_ 1 _. [e-bp-c)
(15b) tany = 53 op-a)

— (p-a)p-b)p-c) .
(15¢) r= \/ - ,

(16) J(ABC) = %ab-siny = 2R? - sina. - sinf - siny = r- p =+/p(p-a)(p-b)(p-c) .



