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Zur Benutzung des Buches

In diesem Buch ist der Unterrict ff, der im Math tikunterricht der
Abiturstufe behandelt wird, in knapper ubersichtlicher Form darge-
stellt.

Das Buch schlieBt eng an die Darlegungen im Buch »Mathematik in -

Ubersichten* an. Die dort enthaltene Z g des Stoffes bis
zur Klasse 10 der zehnklassigen allg inbildenden polytechnischen
Oberschule wird im ,,Wi peicher Math tik* fur die Klassen 11

und 12 weitergefihrt.

Das Buch gliedert sich in die Kapitel A, B, ..., G und weitergehend dann
in Abschnitte, die durch Nummern angegeben werden. In der duBeren
oberen Ecke einer jeden Seite wird durch Zeichen der Art — A2 bzw.
A2 « auf den jeweils auf dieser Seite behandelten Abschnitt hinge-
wiesen.

Des weiteren werden in di Buch folgende Kurzzeichen und Symbole
verwendet:
» Wichﬁge Sétze und Definitionen. Zur besseren Unterscheidung

werden hierbei die Worter SATZ bzw. DEFINITION jeweils vor
den Text gesetzt, und es werden die Definitionen mit einem
roten Raster unterlegt.

] Beispiele

7 Hinweis auf ein anderes Stichwort

Ma i Ub Mathematik in Ubersichten (Titel-Nr. 00 08 09)

Wiss Ph Wissensspeicher Physik (Titel-Nr. 02 17 03)

Wiss Ch Wissensspeicher Chemie  (Titel-Nr. 03 17 10)

Beweise wurden nur fiir einige Sdtze ungegel:;en, und zwar vorzugsweise
dann, wenn im Lehrplan fir die erweiterte Oberschule die Behandlung

des Beweises im Unterricht vorgeschrieben wird oder wenn mit Hilfe der
Beweise Beweisprinzipien veranschaulicht werden.




Zahlenfolgen A

A1 Zahlenbereiche

Obersicht Uber die Zahlenbereiche

N Bereich der natiirlichen
e e AT
Zahlen 0 7 2 3
G Bereich der ganzen X X . ) . X
Zahlen 3 - 0 7 > 3
R* Bereich der
gebrochenen Zahlen o s A
I 24 3
R Bereich der rationalen
Zahlen she=—t t t + t
. 7
-3 -2-% 4 0 %+ 7 24 3
P Bereich der reellen . - ]/g LE e .x
Zahlen + el + + e ——H4
-3 -2 -4 1 0 %1 24 3
7] /* Zahlenbereiche, Ma i Ob,
Seite 19 ff.
R
G
R*
Zahlenbereichserweiterung

41 te Rach 4

Zahlenbereiche werden erweitert mit dem Ziel,
uneingeschrankt ausfihren bzw. bestimmte Gleichungen im neuen Zuhlenberel:h
uneingeschrankt lésen zu kénnen.
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Eigenschaften der Zahlenbereiche

Die folgende Tabelle gibt Auskunft dariber,
betreffenden Zahlenbereich uneingeschrénkt |
Rechenoperation uneingeschrinkt ausfihrbar i

des jeweiligen Zahlenbereiches; ferner ist

Ziel: Auch xn = b ist uneingeschrénkt Iésbar (ne N; n > 0).

Ziel: Auch xn = b(b=0,ne N,n > 0) ist uneingeschrankt
r.

Ziel: Auch a + x = b ist uneingeschrankt Issbar.

Ziel: Auch a- x = b ist uneingeschrankt Iésbar (a = 0).

ob die jeweilige Gleichung im
osbar ist bzw. ob die jeweilige
st (a und b sind beliebige Zahlen
n€N und n>0). Im Falle von
Beschrdnkungen werden Beispiele angegeben.

Ausfishrbarkeit von Rechenoperationen; Lésbarkeit von Gleichungen

Jja ja ja ja ja
nein ja nein ja ja
54+x=3 54x=3

ja ja ja ja ja
nein nein ja ja ja
Tex=4|7-x=4

ja ja ja ja ja
nein nein nein nein ja
x2=2 x2=2 x2 = x2=2

nein nein nein nein nein
x2 = x2 = x2=2 x2=2 x2=—2
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Eigenschaften beziiglich der Ordnungsrelation
§ 6 R* ‘k R p

ja nein nein nein
(iberall (Uberall (Uberall
dicht) dicht) dicht)

ja nein nein nein
(iberall (Uberall (iberall
dicht) dicht) dicht)

nein nein nein nein

ja nein nein ja

/ Ordnung, Ma i Ub, Seiten 23, 33, 44 und 52
/ Satz von der oberen (unteren) Grenze, Seite 11

Nachfolger

» DEFINITION:
Es seien g, b El te eines b

‘keine Zahl c(c€ Z) mit a< c< b gibt.

Zahlenbereiches Z. b heiBt Nach-
folger von a innerhalb des Bereiches Z genau dann, wenn a < b ist und es

B 4 ist im Bereich N Nachfolger von 3. 4 ist im Bereich N nicht Nachfolger von
2; denn es gibt die Zahl 3 (3 € N), die zwischen 2 und 4 liegt.
4 ist im Bereich R nicht Nachfolger von 3, denn es gibt z. B. die Zahl 3,5

(3.5 € R), die zwischen 3 und 4 liegt.
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Vorginger

> DEFINITION:
Es seien a, b El eines besti Zahlenbereiches Z. b heiBt Vor-
giinger von a innerhalb des Bereiches Z genau dann, wenn b< a ist und es
keine Zahl ¢ (c € Z) mit b< c< a gibt. 3

] 3 ist im Bereich N Vorgdnger von 4. 2 ist im Bereich N nicht Vorgédnger von
4; denn es gibt die Zahl 3 (3 € N), die zwischen 2 und 4 liegt.

Dichtheit eines Zahlenbereiches

» DEFINITION: 5
Ein Zahlenbereich Z heiBt beziglich der in ihm erklirten Ordnungsre-
lation Uberall dicht genau dann, wenn es zu zwei beliebigen Zahlen a, b
(a<b,a€Z,be Z) stets eine Zahl ce Z gibt, fir die gilt a< c< b.

] Die Zahlen des Bereiches R liegen iiberall dicht, denn seien a, b zwei beliebige
a+b a+b

€R, und es giltu<T<b.

/' Dichtheit des Bereiches der gebrochenen Zahlen, Ma i Ob, Seite 34

rationale Zahlen (a < b), so ist

Prinzip der kleinsten Zahl

| 3 DEFINITION:

In einem Zahlenbereich Z gilt das Prinzip der kleinsten Zahl genav dann,
wenn jede nichtleere Teilmenge von Z eine kleinste Zahl besitzt.

Schranken

> DEFINITION:
Eine Zah! § ist eine untere Schranke | Eine Zahl § ist eine obere Schranke
der Menge M genau dann, wenn fir der Menge M genau dann, wenn fir
jedes xc M gilt: S < x. jedes xe M gilt: x < S.

Hat eine Menge eine untere Schranke, so heiBt sie nach unten beschrénkt. Hat
eine Menge eine obere Schranke, so heift sie nach oben beschrénkt.

Ist eine Menge sowohl nach oben als auch nach unten beschrénkt (unbeschrdnkt),
so sagt man, die Menge ist beschrénkt (unbeschrénkt).

[ ] Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nach unten beschrank.
Die Menge der negativen ganzen Zahlen ist nach oben beschrankt.
Die Menge der rationalen Zahlen ist unbeschrénkt. :



Grenzen

>
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DEFINITION:

Eine Zahl G ist obere Grenze
einer Menge M genau dann,
wenn G die kleinste aller oberen
Schranken von M ist.

Eine Zahl G ist untere Grenze
einer Menge M genau dann,
wenn G die gréBte aller unteren
Schranken von M ist.

— 1 ist untere Schranke von R*, aber nicht untere Grenze, denn es gibt gréBere

1
untere Schranken von R*, z. B. T Die groBte untere Schranke von R* ist 0.

Also besitzt R* die untere Grenze 0.

Satz von der oberen (unteren) Grenze

Jede nichtleere, nach unten
beschrinkte Menge reeller Zahlen
besitzt eine untere Grenze, die
selbst wieder eine reelle Zahl ist.

'S SATZ:
Jede nichtleere, nach oben
beschrinkte Menge reeller Zahlen
besitzt eine obere Grenze, die
selbst wieder eine reelle Zahl ist.
Dieser Satz wird hier nicht bewiesen.
Durch die im Satz von der oberen (unteren) Grenze ausgesagte GesetzmdBig-
keit ist der Bereich der reellen Zahlen gegeniber dem Bereich der rationalen
Zahlen abgegrenzt. Dieser Satz gilt ndmlich nicht fir den Zahlenbereich der
rationalen Zahlen. Im Zahlenbereich der rationalen Zahlen gibt es nichtleere,
nach unten bzw. oben beschrinkte Mengen, die keine untere bzw. obere
Grenze im Bereich der rationalen Zahlen besitzen.
a Q sei die Menge aller rationalen Zahlen x, fir die gilt x2 < 2. Diese Menge
ist nicht leer. Sie ist nach oben beschrdnkt, besitzt jedoch keine obere Grenze
im Bereich der rationalen Zahlen.
Intervall

Abgeschlossenes Intervall
a<x=b oder (a;b)

Menge aller reellen Zahlen x
mit a<x und x=<b.

Offenes Intervall
a< x<b oder (a;b)

Menge aller reellen Zahlen x
mit a<x und x<b.

Halboffenes Intervall
a<x<b oder {a;b)

Menge aller reellen Zahlen x
mit a<x und x<b.

Unendliches Intervall
—oo< x< 4+ o oder (—oo;+o0)
bzw. a < x< + oo oder {a;+ )

Menge aller reellen Zahlen x
ohne Einschrénkung bzw.

mit a<x.

1
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A2 Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion

Die volistindige Induktion (SchluB von n auf n + 1)

Das Verfahren beruht auf dem folgenden Satz.

SATZ':
Die Aussage ,Fir alle natirlichen Zahlen n(n > ng) gilt H(n)* ist wahr,
wenn die beiden folgenden Vor gen erfillt sind:

1. H (n) ist wahr fir n = ng
2. Fir beliebiges k(ke N; k = ng) gilt:
Aus der Giltigkeit von H (k) folgt die Giiltigkeit von H (k + 1).

Beweis:

Es sei M die Menge aller natiirlichen Zahlen n mit n = no, fir die die Aussage
H zutrifft. Zu beweisen ist, daB unter den Voraussetzungen 1. und 2. des Satzes
diese Menge M gleich der Menge N’ der natiirlichen Zahlen n mit n = no ist
M =N < N).

Wir fihren den Beweis indirekt. Wir nehmen an, es git M= N .
Sei M die Menge aller natirlichen Zahlen n e N’, auf die die Aussage H nicht
zutrifft (M N M = 0). Diese Menge M ist nicht leer, andernfalls wére M = N'.
Nach dem Prinzip der kleinsten Zahl (* Seite 10), das im Bereich der natiir-
lichen Zahlen gilt, besitzt M also eine kleinste Zahl m, auf die H nicht zutrifft.
Dann ist m == no, da nach Voraussetzung 1. H (no) wahr jst.

Da m = no, besitzt m einen Vorgdnger (m —1). Auf (m —1) trifft aber die
Aussage H zu, denn m war die kleinste Zahl, auf die H nicht zutrifft.

Wenn H auf (m —1) zutrifft, dann trifft H nach Voraussetzung 2. auch auf
den Nachfolger von m —1, also auf (m —1) + 1 = m zu.

Wir erhalten also aus der Annahme M == N’ die Aussage: H trifft auf m zv,
und H trifft auf m nicht zu. )
Das ist ein Widerspruch. Also mis wir die Annahme M == N’ fallenl 5
und es gilt folglich M = N'.

Beispiele fir Beweise durch vollistindige Induktion

12

Es ist der Satz zu beweisen:

2 n(n+1
Fir alle natirlichen Zahlen gilt H(n): T i = %
i=0
1 Bei der Anwendung dieses Satzes werden im allgemei folgende Bezeick gen ver-
wendet:
Indukti fang* fir Vor g 1.,
Indukti hritt** fir Vor 2.

winduktionsvoraussetzung* fiir H (k),a
niInduktionsbehauptung* fiir H (k + 1).
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Beweis:

1. Induktionsanfang:
Es ist zu zeigen, daB die Aussage H (n) fir n = 0 gilt, d. h. daB gilt

0

51220+
i=0 2 & )
Diese Aussage ist wahr, denn ¥ i = 0 und w;—” =0.

i=0

2. Induktionsschritt:

Es ist zu zeigen, daB fir jedes k € N gilt:
Aus der Giiltigkeit von H (k), d. h. von

k k (k

Ti= —(T+1—) (Induktionsvoraussetzung),
=0
folgt die Giltigkeit von H (k + 1), d. h. von
k41 k+ 1) [(k+1 1

T RN E N ——

1=0 2

Bewels des Induktionsschrittes:
k
Si= "_(“;J

1=0

+ K+ 1)

k
S i+ k+1) =KEED
=0 2

k+1 Kk

Ti=(k+1) —2-+1)

i=0

L _k+DIKk+ D +1]
Ti= e
=0

Das ist die Induktionsbehauptung.

Wegen der Giiltigkeit der beiden Voraussetzungen 1. und 2. des Satzes auf
Seite 12 gilt H (n) fir alle natirlichen Zahlen.

/' Summenzeichen, Seite 16

Es ist der Satz zu beweisen:

Die Anzahl D (n) der Diagonalen in einem konvexen ebenen n-Eck kann nach
der Formel

mm=%m_a.nga

berechnet werden.
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Beweis:

1. Induktionsanfang
Die Formel gilt fir n = 3, d. h., es gilt

3
D(3) = ?(3—3).
Die Aussage ist wahr, denn ein Dreieck hat keine Diugonule. also D (3) =0.

2. Induktionsschritt
Es ist zu zeigen, daB fir alle ke N, k = 3 gilt:

k
Aus der Giltigkeit von D (k) = 7 (k — 3) folgt die Giltigkeit von

D(k+1)=#[(k+1)—3].

Beweis des Induktionsschritfes:

Ein (k + 1)-Eck geht aus einem k-Eck dadurch hervor, daB ein weiterer
Punkt P41 als Eckpunkt hinzugefiigt wird.

Dann wird erstens eine Seite des k-Ecks selber zu einer Diagonalen des
(k + 1)-Ecks, und itens ko von di (k + 1)-ten Eckpunkt zv k — 2
Eckpunkten des konvexen k-Ecks Diagonalen gezogen werden. Die Anzahl
der Diagonalen des (k + 1)-Ecks ist demnach um 1 4 (k—2) = k—1 gréBer
als die Anzahl der Diagonalen des k-Ecks.

D(k+1) =D (k) + k—1
=;(k.—a)+k—1
_ k(k—3)+2k—2

2
k(k+1—3) + 2k —k—3 41
- 5 B
_ k(k+1—=3 4+ 1k+1—23)
= 2
- “:1 (k+1—3)

k-2 Diagonalen

Teil des (k+1)-Ecks

Da beide Voraussetzungen des Satzes auf Seite 12 erfillt sind, gilt die Formel
fir alle ne N mit n > 3.



A2 @

Mit Hilfe der Methode der induktiven Definition (auch rekursive Definition
genannt) lassen sich Funktionen definieren, deren Definitionsbereich die Menge
der natiirlichen Zahlen ist.

Die Methode der induktiven Definition beruht auf dem folgenden Satz.

Induktive Definition

SATZ:
Es gibt genau eine Funktion f mit der Menge der natirlichen Zahlen als
Definitionsbereich (sie besteht folglich aus geordneten Paaren [n; f(n)],
n € N), fir die folgendes gilt:
1. Der Funktionswert f (0) ist gleich einer bestimmten reellen Zahl y,
(f O = yo Yo€P)-
2. Mit Hilfe einer gegebenen Yorschrift 188t sich fir beliebiges ne N der
Funktionswert f(n + 1) aus dem Funkti t f(n) berech
Diese Vorschrift nennt man auch, wenn sie eine Gleichung ist, Rekursions-
gleichung.

Potenzen a" (@€ P, a < 0, ne N)! sind die Funktionswerte der Funktion f mit
den geordneten Paaren [n; f(n)] bzw. [n; o], fir die gilt:

1. f0) =1,

2.fn+1)=a-f(n) (a0

bzw., mit dem Symbol an geschrieben,

1. a=1,

2. antt =a-an.

Fakultdten n!(n e N) sind die Funktionswerte der Funktion f mit den geord-
neten Paaren [n; f (n)] bzw. [n; n!], fur die gilt:

1. f0) =1,

2.fn+1)=~f(n)-(n+1)

bzw., mit dem Symbol n! geschrieben,

1. 0t =1,

2. (n+1)!=n!-(n+1)

Durchdieseinduktiven Definitionen werden solche Plausibilitdtsbetrachtungen wie
gn=a-a-..a (neN,n=2)

s

n Faktoren
n=1:2:3-..-(n—1)-n (neN)
durch prézise Definitionen ersetzt. Dadurch erhdlt man eine exakte Grund-
lage fiir das Bewelisen von Sétzen, beispielsweise Uber Pot

Es ist der Satz zu beweisen:
Fir alle a, b e P (a % 0; b 4= 0) und alle n (n € N) gilt:
an-br = (a- by

1 Fir a = 0 gilt O = 0 fur alle n > 0; 00 ist nicht definiert.

15
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Beweis durch vollstdndige Induktion:

1. Induktionsanfang

Es ist zu beweisen:

an b = (a- b) gilt fir n =0, d. h., es gilt a®- b9 = (a - b)P.
Das ist eine wahre Aussage; denn es ist

@-0=1-1=1 und (@a-bP=1.

2. Induktionsschritt

Es ist zu beweisen:

Fir beliebiges k € N gilt:

Aus der Giltigkeit von

= (a- bk (Induktionsvoraussetzung)
folgt die Giiltigkeit von
ak+1 - bk+1 = (@ - b)k+1 (Induktionsbehauptung).
Beweis:
+1 .+ bk+1 = (a - ak) (b - b¥) (nach Rekursionsgleichung)
= (a - b) (ak - bk) (nach Kommutativgesetz und
Assoziativgesetz)
= (a-b)(a- by (nach Induktionsvoraussetzung)
= (a- b)k+1 (nach Rekursionsgleichung)

Damit ist nach dem Satz auf Seite 12 dieser Satz bewiesen.

16

Der griechische Buchstabe Sigma (Z) wird fur eine verkirzte Schreibweise von
Summen herangezogen.

DEFINITION:
n
h+hﬁ+ﬁu+~+nﬂ2qUmummmwnmmsm
-

(lies: Summe Uber g; fUr | gleich m bis n)

n
0+14+2+..+n=Xi
i=0

2 3
I 5°+ +_° Z T¥1°

T N S AR Cg
i=0

Einige Beispiele fir das Rech mit dem S ich

n q
T a=n-n (xkonstant) Ta=(@—p+1)a (9=p, «konstant)
i=p

i=1
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n n n n—1
Ta=a+ Xa Xa=3a+
i=0 i=1 i=0 i=0
n+k
X ai= I ai— (Indexverschiebung)
i=0 i=04k
1 n n
Zau:—zxz,“cu ( konstant) Ta+ X a=2Xa
i=k I=k i=l41 i=k
Binomialkoeffizienten
>
| | n\ _ n! _ n! =1
n) = nl-(n—n)! _ nal-0l
5 5! 5 0 n nt
2/ T GE—21 " 231 0/ 0l-(n—0) _ 1-nl
| 2 SATZ:
Fir allene N und alle ke N glit:
n n
O )-(,2) w=
n n n+1
@ (k>+ (k + 1)" (k 1) «<m

Beweis:

Aufgrund der Definition des Binomialkoeffizienten gelten fir alle neN und
alle ke N unter Bericksichtigung der Einschrdnkungen (k <n bzw. k< n)
die folgenden Umformungen:

i ( n )_ n! _ n! N n! n
M\ _i)= M—R'In—(—K]! (—k' k!l Kkl (n—K)! \k

" n) n )_ n! n!
()(k T+t "1 (n—k)!+(k+1)!(n—k—1)!

n! n!
S —k—=N =R T Kk F ) —k=1)!
n!'(kk+ 1)+ n!(n—k)
Sk —k—10)(n—k (k+ 1)
n!'(k+1+4+n—k)
Skik+ 1) -(h—k—1)!(n—k)

1 Sprechweise fiir <:) :,,n Uber k*

2 [(001713) 17
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_ n!(n+1)
T (k4 1) (n—kK)!
(n+ 1!
(k+ D!+ 1)—(+ 1))

_(n+1

“\k+1
Die Gleichung (1) bringt in gewisser Weise eine Symmetrie zum Ausdruck:
Schreibt man alle Bi lalkoeffizienten zu einer besti natirlichen Zahl n

in eine Reihe, dann sind stets die k-ten Binomialkoeffizienten von links und rechts
einander gleich.

Die Gleichung (2) ist in gewissem Sinne eine Rekursionsgleichung, nach der man
Binomialkoeffizienten (n + 1)-ter Ordnung aus Binomialkoeffizienten n-ter
Ordnung berechnen kann.

Pascalsches Dreleck

Das Pascalsche Dreieck kann zur Ermittlung der Koeffizienten, die bei der
Berechnung der binomischen Formeln

(a + b)2 = a? + 2ab + b2

“(a + b)® = @3 + 3a%b + 3ab? + b3

(a + b)% = ab + 4% + 6a2b? + 4abd + b

usw.
auftreten, herangezogen werden.

(a+b)°

(3
(a+b)’ ;

1 7
0 1
1

alila a n
7R R R

@ ) H

wa

(]
=

(@ .
1 N/ )
(a+b)™ A+l n+1 — n+1 S o5 n+1 n+l
7 (kﬂ ( n n+l)



Al @

Der binomische Satz

>

SATZ:
Fir alle a, beP und fir alle ne N, n 5 0 gilt:

(a+byn= Zn: (',')on—lb‘.

/" Binomialkoeffizienten, Seite 17

A3 Zahlenfolgen

Zahlenfolge

4

2%

mmmmnmm.mmlmmm

Mmhmmmum gleich einer .dlhanlw N’
Vﬂl"h’.

Ist N’ endlich, so heiBt die Zahlenfolge endlich. :

Diese Funktion ,,Zahlenfolge* besitzt die geordneten Paare [k; f (k)] mit ke N
bzw. mit ke N'. !

Bei nicht endlichen Zahlenfolgen wird als Definitionsbereich N’ sehr oft die
Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Zahl Null gewdhlt.

Die Funktionswerte f (k) heiBen Glieder der Folge. Sie werden gewdhnlich
mit ak bezeichnet, d. h., die Zuordnung zu den natiirlichen Zahlen wird durch
den Index k zum Ausdruck gebracht.

Schreibweise fiirr Zahlenfolgen:

(ak), ke N oder ao, a1, az, ..., Gk, ...
bzw., wenn der Definitionsbereich die Null nicht enthdlt,

(a), keN, k>0 oder ay,a, ..., a, ...
(1—) keN (1), k>0; keN

k+1 k i
(Null gehért zum Definitionsbereich) (Null gehort nicht zum Definitions-

bereich)
ao, a1, az, as, ... a1, a2, @3, G4, ...
1, l,ll 1, 111__
2 3 4 2 3 4

/' Grenzwert einer Zahlenfolge, Seite 63
19
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Explizite Bildungsvorschrift fir Folgen

Mittels eines Terms a (k) wird die Bildungsvorschrift fir das allgemeine Glied
ax festgelegt.

ligemeines Glied | . Zahlenfolg
g, kEN (@), keN"  ag oy 0y ..., G, ...

_ 1 1 L1 1
ak‘k+1 k+1 ;?.?...-.k—_ﬂ....
a = (—1) (=1 1, =11 (=K .

1\k 1\k 1 1 1 1\k
O [T
a = k2 (k2) 0,1, 4 ..., k2, ...

a =3k + 2 Bk + 2) 2,58 ...,3%k+2 ...

Rekursive Bildungsvorschrift fur Folgen

20

Die Folge wird durch eine induktive Definition festgelegt.

a=0 a=a,a+0
ak+1 =14+ ak, keN Gk+1 = qak, keN,q =+ 0
0.1,23,4,..) (a, aq, aq?, aqd, aq4, ...)

Man kann in einer Relhe von Fdllen zu einer rekursiven Bildungsvorschrift eine
explizite Bildungsvorschrift angeben, durch die die gleiche Folge definiert wird.

(1) Rekursive Bildungsvorschrift (2) Explizite Bildungsvorschrifi
ag=a, a0
41 =9 keN,q=+0 an=a-q" neN, q+0

Beweis: (durch vollstdndige Induktion)

1. Induktionsanfang

a0 =a-q°

Diese Gleichung gilt entsprechend der rekursiven Bildungsvorschrift, da ¢ = 1
und folglich a0 = a.

2. Induktionsschritt

Fir alle ke N gilt:

Aus gk = a- gk (Induktionsvoraussetzung)
folgt ak+1 = a - gk+1 (Induktionsbehauptung).
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Beweis:

OGk+1 = q* Gk (rekursive Bildungsvorschrift)
= q-agk (entsprechend der Induktionsvoraussetzung)
= a-gk+!

/" Die vollistdndige Induktion, Seite 12

Graphische Darstellung von Zahlenfolgen

Benutzt man die Darstellung von Funktionen im rechtwinkligen Koordinaten-
system, so erhdlt man als Graph von Folgen diskrete Punkte.

" G)) e

In der Abbildung wurden einige geord-
nete Paare dieser Folge dargestellt.

Hadufig stellt man nur die Glieder der Folge auf der Zuhléngeruden dar. Das
sind eigentlich die Funktionswerte, dargestellt auf der Ordinatenachse.

ay Qg
—_—
m .
0

(%))

ol
Tt B
S

1
6

Niw4

Monotonie von Folgen

» nmumoﬂ [t Lo :

Eine Zahlenfolge (a) ui' ElmmieMolgo (a.) heiBt
monoton wachsend genau dann, monoton fallend genav dann, wenn
wenn fir jedes k, ke N, gil' ag<dyyqe | fOr jedes k, ke N, gilt ax >ay 4.

21
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1\ 1 \k+1 1\k
Die Folge ((?> ) ist monoton fallend, denn fiir jedes ke N gilt (-2—) < (?) .

Die Folge (3k + 2) ist monoton wachsend, denn es gilt fir jedes k € N
Gt1—ak = 3> 0, also Gkt+1> a.

Die Folge ((— 1)) ist weder monoton wachsend noch monoton fallend, denn

—2 fir gerades k,
Okt — Ok =
% : + 2 fir ungerades k.

Schranken von Folgen

>

DEFINITION: 5 g

S heiBt obere Schranke einer S heiBt untere Schranke einer
Folge (a,) genauv dann, wenn Folge (a)) genau dann, wenn

fir jedes k, ke N, gilt ax < S. fUr jedes k, ke N, giltay=>S.

Hat eine Folge eine untere (obere) Schranke, so heiBt sie nach unten (oben)
beschrénkt.

Man nennt eine Folge beschrédnkt (unbeschrinkt), wenn sie nach unten und
oben (weder nach unten noch nach oben) beschrénkt ist.

/' Schranken, Seite 10

Grenzen von Folgen

>

22

DEFINITION: :
-G heiBt obere Grenze einer Folge (a,) | G heiBt untere Grenze einer Folge (ay).
genau dann, wenn G die kieinste genau dann; wenn G die grbBte aller

aller oberen Schranken von (ay) ist.

unteren Schranken von (ay) ist.

(@) = (yk), keN
R P 2

=1 0 1 2 3 4

DieFolgeistnach unten beschrénkt. Untere
Schranken sind alle negativen Zahlen.
Untere Grenze ist 0. Die Folge ist nicht
nach oben beschrankt.

(a) =(1—2k), keN Die Folge ist nach oben beschréankt. Obere
a ay a, a; . Schranken sind alle Zahlen S = 1. Obere
L i, Grenze ist 1. Die Folge ist nicht nach unten
-7 A 101 beschrdnkt.
. 3 Die Folge ist beschrdnkt. Obere Schran-
(@) = (7) » keN, k>0 ken sind alle Zahlen S > 3. Obere Grenze
apa, dg @ a ist 3. Untere Schranken sind alle negativen
k - L . . Zahlen. Untere Grenze ist 0.
11 £ 2 3
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Arithmetische Folge

B

DEFINITION:

Eine Folge (a;) -heiBt arithmetische Foige genau dann, wenn die Differenz
ier beliebi feinanderfolgender Glieder gleich einer Konstanten

(d. h. von k unabhéingigen) Zahl d P ist:
‘U4 — O = d.

a,a+d, a+ 2, ..., a+ nd, ...

Rekursive Explizite
Bildungsvorschrift Bildungsvorschrift

g=a ag,=a+nd (n=0,1,2..)
Gppq =0, +d

a=a g,=a+(—1Nd (n=1,2.)
Gpp1=0ap +d

Die geordneten Paare der Folge (a + nd), n € N, sind eine Teilmenge der Menge
der geordneten Paare der Funktion y = dx + a. Der Graph der Folge (a + nd),
n € N, besteht aus diskreten Punkten, die auf dem Graph der Funktiony = dx + a
liegen.

Falls d < 0, féllt die Folge monoton und ist nach oben beschrénkt.

Falls d > 0, wéchst die Folge monoton und ist nach unten beschrénkt.

Beisplele fUr arithmetische Folgen

Die Radien ri der Lagen auf einer Rolle Papier bilden eine arithmetische Folge,
denn rep1 — rk = s. (s ist die Stdrke des Paplers.) Wir denken uns die Papier-
bahn durch einzelne konzentrische Papierzylinder ersetzt.

Das allgemeine Glied ist

re=r1+ (k—1)s,

wobei ry der Radius der Trommel ist, auf der das Papier aufgewickelt ist.

Die Ldngen uk der einzelnen Lagen bilden auch eine arithmetische Folge, denn
Ukt — Uk = 2TCS .

Das allgemeine Glied ist ux = 2 r1 + (k—1) 27 s.

Beim freien Fall bilden die Fallgeschwindigkeiten nach 1s,2s, 3s, ..., ks eine
arithmetische Folge.
w=g-k g=1981ms2

Die Differenz der-Fallgeschwindigkeiten betrédgt 9,81 m s=2.
/ Fallbeschleunigung, Wiss Ph, Seite 98

23



=, A3

Geometrische Folge

> | DEFINITION: '
Eine Folge (ay), ay = 0, heiBt geometrische Folge genauv dann, wenn der

Quotient zweier beliebig sfeinand: g Glieder gleich einer kon-
stanten (d. h. von k unabhéngigen) Zahl q€P, q = 0 ist:
k41 _ o i
ax i
a, aq, aq?, ..., aqn, ...
Rekursive Bildungsvorschrift Explizite Bildungsvorschrift
g=a a,=a-q (n=01,2..)

Gpt1=q"a,

a=a a, =a-q-1 (n=1,2..)
In41 =" 0y

Die geordneten Paare der Folge (agn), n e N, sind eine Teilmenge der Menge
der geordneten Paare der Funktion y = agx. Der Graph der Folge (agn), n € N,
besteht aus diskreten Punkten, die auf dem Graph der Funktion y = ag~ liegen.

q a Monotonie Beschrénktheit | Obere Untere
Grenze | Grenze

q>1 a>0 monoton nach unten = a
wachsend beschrénkt

q>1 a< 0 monoton nach oben a —
fallend beschrénkt

0<g<1 a>0 monoton beschrankt a 0
fallend

0<qg<1 | a<0 monoton beschrénkt 0 a
wachsend

—1<q<0 | a0 alternierend? beschrénkt |a| —a|

qg< —1 a0 alternierend - unbeschréankt —_ —_

1 Eine Folge heiBt alternierend, wenn positive und negative Glieder einander abwechseln.

24
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P

iele fir g ische Folgen

Die Driicke, die jeweils nach einem Kolbenhub einer Vakuumpumpe im Rezi-
pienten herrschen, bilden eine geometrische Folge.

Es sei

Vo das Volumen des Rezipienten,
Vo das Hubvolumen der Vakuumpumpe,
pc der Druck im Rezipienten am Beginn des (k + 1)-ten Hubs.

Dann gilt nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte (unter Annahme konstanter
Temperatur)

pk* Yo = pr+1° (Yo + Vi)
Pi+1 Yo Vo

o = Vor W \Vor Ve ist fine von k unabhdngige konstante Zuhl).

Yo "
All ines Glied: px = ——+——| - =0,12..)
gemeines Glied: px ( Yo+ Vi ) po (k=0,1,2,..)

po ist der Druck im Rezipienten zu Beginn des Pumpvorganges.

/ Zustandsgleichung fir das ideale Gas, Wiss Ph, Seite 158 (Boylesches Gesetz)

Die jdhrlichen Produktionsmengen (gemessen in Stiick oder in Mark) eines be-
stimmten Warensortiments bilden eine geometrische Folge, falls eine konstante
jahrliche Zuwachsrate vorliegt.

Es sei

Go die Produktionsmenge in einem bestimmten Ausgangsjahr,
p der Prozentsatz der jahrlichen Produktionszunahme,
Gk die Jahresproduktion im k-ten Jahr nach ‘dem Ausgangsjahr.

Dann gilt
Git1 = Gk (1+ 1P
100
Gk+1 P P L
=14-— (14 ist bl 8
A + 100 ( + 100 unabhdngig von k

) ‘
Allgemeines Glied: Gy = Go (1 + %) k=012 .).

Die Anzahlen noch nicht zerfallener Atome eines radioaktiven Isotops zu den
Zeitpunkten, die gleich Vielfachen der Halbwertzeit nach einem bestimmten Aus-
gangszeitpunkt sind, bilden eine geometrische Folge.

Es sei

T die Halbwerfzeit eines radioaktiven Isotops,
No die Anzahl noch nicht zerfallener Atome zu einem bestimmten Anfangs-

zeitpunkt,
Nk die Anzahl noch nicht zerfallener Atome zum Zeitpunkt k - T nach dem be-
Aimten: Anif tounkt

S P

25
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Dann gilt
1
Nk+1 = ?Nk
Net1r 1
Ne 27

3
Allgemeines Glied: Nx = No (%) (k=0,1,2,..).

Partialsummen!
»> | DEFINITION:
; ln(-.),keﬂ.h> ]
Aulog heiBt Ec. dm Farﬂubummo der Mm(a.).fulb kel
Auudillo&mg lhr Null lm Ddlnlﬂomlnnldi dor Folge.
i Allgemolnu ,Gllod/ s quﬂchumm ;
Arithmetische Folge a=a+ (k—1)d L n(n—1
keN; k>0; a, deP k‘21°a="ﬂ+¥d
Geometrische Folge | g, = ag! L] —1 1—q"
. n = =a—
keN; k>0; a,qeP E“’k 9= 1—q
-
Folge der o = ki nn+1
natirlichen Zahlen keN kzok = %
Folge der a = k2 D n 1)(2n +1
Quadratzahlen keN 2 k2= M
k=0
Folge der o =k3 2 n(n+1) ]2
Kubikzahlen [ keN kzok"’ = g}
. Alle Formeln zur Berechnung der Partial der angegeb. Folgen lassen

sich mit Hilfe der vollstindigen Induktion beweisen.
1 pars (lat.) - Teil
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Funktionen und Gleichungen

B1 Allgemeines iiber Funktionen

Existenz einer Nullstelle
/ Ma i Ub, Seite 61

Existenz eines Pols
/" Seite 43

Funktion ist gerade,
Funktion ist ungerade
/" Seite 28

Existenz des Grenzwertes
/' Seite 68

Periodizitat
/" Seite 29,
/ Ma i Ub, Seite 110

Stetigkeit
/" Seite 73

Stetigkeit
/" Seite 74

Differenzierbarkeit

Differenzierbarkeit

/" Seite 76 /" Seite 78

Lokale Monotonie Monotonie

/' Seite 89 / Ma i Ub, Seite 60

Lokale Konvexitat, Konvexitdt,

Lokale Konkavitdt Konkavitét

/' Seite 96 /' Seite 96

E eines Wendepunk Existenz des bestimmten Integrals
/' Seite 97 /" Seite 114

Existenz eines lokalen Extremums
/" Seite 92

Existenz des unbestimmten Integrals

/' Seite 117

27
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Gerade Funktionen

»> DEFINITION:

Eine Funktion f ist gerade genau dann, wenn fir alle x des Definitionsberei-
ches D gilt:

—xe€D und f(—x) =f(x).

Das Bild einer geraden Funktion ist symmetrisch zur Ordinatenachse.

L] y=;’5 V=008 X
J Y
1 7
n—— L -
=7 0 7 x -7 0 7 X

/' Symmetrie, Ma i Ub, Seite 152

Ungerade Funktionen

P | DEFINITION: :

Eine Funktion f ist ungerade genau’ dann, wenn fir alle x des Definitions-
bereiches D gilt:

—xeD und f(—x) =—f(x). 3

Das Bild einer ungeraden Funktion ist zentralsymmetrisch zum Ursprung des
Koordinatensystems.

[ ] Y= y:xi y=sinx
Yy Y
1+ 17+
om——_ 1 1 i —
X =7 0 7. x =7 0 7 x
-1+ -1+

/ Radiale Symmetrie (siehe zentralsymmetrisch), Ma i Ub, Seite 153
28
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Periodizitdt

b

DEFINITION:
Eine Funktion f (Definitionsbereich D) ist periodisch genau dann, wenn es
eine reelle Zahl p > 0 derart gibt, daB fur alle x € D gilt:

x +peD und f(x + p) = f(x).

Die Zahl p heiBt Periode von f. |

Da mit p auch k- p fiir jedes natirliche k > 0 eine Periode von f ist, hat eine
periodische Funktion unendlich viele Perioden. Falls unter ihnen eine kleinste
existiert, so gibt man i. a. nur diese als ,,die Periode von f* an.

7 Periodizitdt der Winkelfunktionen, Ma i Ub, Seite 110

Winkelfunktionen f(x+p)="Ff(x) kleinste Periode
y =sin x sin (x 4+ 2x) = sin x 2n

y = cos x cos (x + 2w) = cos x 27

y =tan x tan (x + ©) =tan x n

y = cot x cot (x +m) =cot x ™

y =X-—n
firns<x<n+1
negG;

—o L X< 0.
Es gilt
f(x+1)="f(x);
kleinste Periode
von fist 1.

Neubildung von Funktionen

Aus gegebenen Funktionen lassen sich neue Funktionen bilden

™
1. durch rationale Rechenoperationen ( Seite 30),
2. durch Bilden der Umkehrfunktion (,* Umkehrfunktion, Seite 33),
3. durch Verketten von Funktionen ( Seite 34).
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Rationale Operationen mit Funktionen

>

DEFINITION: ; : $

Es seien f und g Funktionen mit einem g il Definitionsbereich D.
Dann sind 5 i % : ;
Ms=f+g @d=f—g @) p=fg ud ®q=T

ebenfalls Funktionen, die aus der Menge folgender mm« Paare gebil-
det werden: 3

(1) s =f+ g mit [x; {(x) + g(x)] fUr jedes x D,

(2) d = f—g mit [x; f(x) — g (x)] fir jedes xc D,

@) p= f" g mit [;r(;f)(x) + g(x)] fir jedes x D,

¢ x; g

(b)‘q = mit [x.m—)-] fUr jedes x € D und ‘(X)*Of

Zuein

1
foy=—5x
—oo << x< 00

g (x) =sinx

—oo < X< 00
Gemeinsamer & i
Definitionsbereich feg: (y--}:x‘r&inx) .
—o< x< 00 : e
s(x) =f(x) + g (x) 1 '“L.‘
1 ) o R
En 7 x + sin x g 5 i
gilyesing)

ander inverse Funktionen

4

DEFINITION:

Zwei Funktionen f und f sind zueinander _invers'genau dann, wenn die bei-
den Mengen geordnefer Paare von f und f folgende Eigenschaft hab.
Fiir jedes geordnete Paar [a; b] gilt: [a; b] € f genau dann, wenn [b; a]  f.

30

Die Mengen geordneter Paare von f und f gehen demnach durch Vertauschen
der Komponenten jedes Paares auseinander hervor.

Die Graphen zweier zueinander inverser Funktionen f und f kénnen auf zwei
verschiedene Weisen in einem gemei 1 Koordinatensy dargestelit
werden.




1. Maglichkeit

B14¢m

Die Graphen von f und fsind
identisch.

Die Bedeutung der Koordinatenachsen
ist fir f und f unterschiedlich:

Die x-Achse entspricht

- fiir f dem Definitionsbereich von f,
— fiir f dem Wertebereich von f.

Die y-Achse entspricht

- fur f dem Wertebereich von f,

- fisr f dem Definitionsbereich von f.

=f

E x=F(y)
9
53 y=F(x)
:! g
88
g's
SR
88

[ba]

bei F_f [a;b]
fla)=b bei £

a=f(b)

Definitionsbereichvon f
Wertebereich von

2. Maglichkeit '

Die Bedeutung der Koordinat hsen
ist fiir f und Fgleich:

Die x-Achse entspricht

dem Definitionsbereich von f und 7.
Die y-Achse entspricht

dem Wertebereich von f und f.

Die Graphen von f und f'sind

nicht identisch Sie liegen axial-
symmetrisch zur Geradeny = x.

f(b)

fla)=b

[ba] / :
y=f(x)

y=fix)

/' Axiale Symmetrie, Ma i Ub, Seite 152
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~ Zueinander inverse Funktionen f und f

Definitions- | Gleichung | Werfebereich | Gleichung Wertebereich

bereich | vonf von f— von f von

von f Definitions- r
bereich von f

—_—00 < X< 00 —ao<:<oo_;7 —o<y< oo

—_—e L X 0 —w<£<m —oLy< oo

0= x< o O§z<oo 0Sy< o

—o00< x< 0 o<:,<ae —o<y<0

—o < X< 00 —o0 <y <00 —oy<oo
0Sx< oo

3 —o< x<0

xep g yePiy+0 yePiy+0

x=+=0 o xeP; x+0

0< x< o0 0<z<oo ; 0<y<oo

—oo X< o0 —o Ll y< oo

—o00 < X< 00 —o<y<

—_—oo X< 0o —ooLy< oo
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<

| y=flx)=x3
xz0

y=Fx)=vx
x 20

1 ! L >

y=Fflx)=-vx
xz0

- =

y=f)=F(x»0)
[~ y=Fx)= xe0)

<

Umkehrfunktion

3

Die zu f inverse Funktion f heiBt auch Umkehrfunktion von f.

SATZ:
Zu jeder eineindeutigen Funktion f existiert die Umkehrfunktion f.

/' Mehrdeutige, eindeutige und eineindeutige Abbildungen, Ma i Ub, Seite 57

Funktionen, die nicht eineindeutig sind, besit keine Umkehrfunkti Denn
ist f nicht eineindeutig, dann gibt es in der Menge der geordneten Paare von
f mindestens zwei Paare der Form [a1; b], [a2; b] mit a1 == a2. In der Menge der
geordneten Paare, die durch Vert hen der Komp ten jedes Paares von f
hervorgeht, befinden sich dann die beiden Paare [b; a1}, [b; a2] mit a1 == a2, d. h.,
die Abbildung, die durch die Menge der geordneten Paare dargestellt wird, ist
keine Funktion, da diese Abbildung nicht eindeutig ist. Zum Beispiel besitzt die
Funktion f(x) = x2, — 00 < x < oo keine Umkehrfunktion, da jedem x des Defi-

nitionsbereiches, auBer x = 0, genau zwei Funktionswerte zugeordnet sind.

/" Umkehrbarkeit von Potenzfunktionen, Seite 49
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Gegeben sei die Funktion f mit der Gleichung y = 3x + 5 (—o0 < x < o0) .
Gesucht ist die Gleichung der Umkehrfunktion.

Lssung: Die Funktion f ist eineindeulig.

Die geordneten Paare von f haben die Form [a; 3a + 5] a€P.

Alle Paare der Umkehrfunktion f haben dann die Form [3a + 5;d] a€P.
Gehen wir nun zu den Ublichen Bezeichnungen iiber, indem wir fiir das Argument
(in unserem Fall 3a + 5) das Zeichen x und fir den Funktionswert (in unserem
Fall a) das Zeichen y setzen, so erhalten wir [3y + 5; y] = [x; y] und somit

X —

3y+5=x bzw. y= 2 als Gleichung fiir die Funktion f.

Regel fir die Gewinnung der Gleichung der Umkehrfunktion:
Ist die Gleichung einer Funktion f ben, y = f(x), und ist die Funktion um-

kehrbor, dann erhdlt man die Gleichung der Umkehrfunktion y = f(x), indem
man die Gleichung y =f(x) nach x, falls es moglich ist, auflést und die Be-

zeichnungen y und x gegeneinander vertauscht.

Verkettung von Funktionen

Das Verketten von Funktionen entspricht dem ,,Nacheinanderausfihren‘ oder
»Zusammensetzen* von Abbildungen.

DEFINITION:
Gegeben seien zwel Funktionen f und g: ]

Bezeichnung Gleichung : geordnete Paare

9 : z=g(x) [x; 2]

f y=1(2) ‘ [z y]
UMud;rduMVuummr ket gund f henden Funktion
y = f (g(x)) versf wir die Menge aller geord Paare [x; y], fir die

gilt: Es gibt ein x derart, daB [x; z] e g und [z; y]ef.
Munbudchndgnhlm!uﬂpbnulanchluﬂmlvm

Durch Verketten folgender Funktionen soll eine neve Funktion gebildet werden:
innere Funktion z=x+2 [z=g(X)] (—o0 < x< ),

duBere Funktion y=log2z, [y=F(2)], (0< z< ),

verkettete Funktion y = logz (x + 2), [y = f (g (x))], (—2 < x < o).

Genau fir die z mit 0 < z < oo existiert logz z. Also gibt es fir x + 2 > 0 bzw.
fur x> —2 ein z derart, daB gilt [x; zZleg und [z;ylef.
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Yy
/@ I 18;3]
74 |
P 1L y=log,Z
/, L l 1 1 1 1 1
7 0 1 8|z
/ -1
3 |
Verkettete Funktion ,’ |
y=Ffiglx)) /’ :
' ,’ N AuBere Funktion |
[ /7 y=f(2) |
] F !
v [
/ 6:3
| [ = - |
| \ |
1 ™ 1
| L lente2) A\ i
! / I R T | LS 3 [ SR B | TN
=2 [0 1 6 n
] -1r N B
| \
[} B \ -
l - -
= - L
! = N L

ﬁy@]

woipyuNy JauU]

SATZ:

identische Abbildung
y =fireol=x.

Die Verkettung einer Funktion f und ihrer Umkehrfunktion f ergibt die

Wird némlich a durch f auf b abgebildet, dann wird b durch f auf a abgebildet.
Folglich wird a durch f[f (x)] wieder auf g, also auf sich selbst, abgebildet.

SATZ:
Gilt fur zwei Funktionen f, und f,
fy [f2(x)] = x und f,[f; ()] = x,

dann sind die Funktionen zueinander invers.
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Geometrische Bedeutung der Verdnderung von Funktionsgleichungen!
y=f(x)—>y=f(x)+b (beP)

Verschiebung in positiver
Richtung der Ordinaten-

achse Yy
(Verschiebungsweite b)

y=f(x)+b

D) +b] i

Identische Abbildung y=flx)

/“ Y= F)+bh
b<0
P
Verschiebung in negati
Richtung der Ordinaten- 0 X

achse (Verschiebungs-
weite |b|)

o Y
3
yee*+1 y=e
1,
@)
L 1 I
-2 -1 0 1 2 x
_1 =

/* Verschiebungen, Ma i Ub, Seite 144
/' Die Funktionen y = x2 + e, Ma i Ub, Seite 88

1 Bei den angegebenen Abbildungen der Ebene auf sich wird vorausgesetzt, daB das
Koordinatensystem (einschlieBlich der Linge der Einheiten) hierbei nicht beeinfluBt
wird.
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y=f(x)—>y=a-f(x) (aeP;a=+0)

Streckung in Richtung
der Ordinatenachse
von der Abszissenachse
weg

(Streckungsfaktor k=a)|

Identische Abbildung

Stauchung in Richtung
der Ordinatenachse
zur Abszissenachse hin
(Streckungsfaktor k=a)

Spiegelung an der
Abszissenachse und
Streckung in Richtung

y=a-f(x)  y=f(x)
a>0;a>7

y=a-f(x)
a>0;a<7

der Ordinatenachse
von der Abszi h
weg (Streckungsfaktor
k= la))

Spiegelung an der
Abszissenachse

Spiegelung an der
Abszissenachse und
Stauchung in Richtung
der Ordinatenachse
zur Abszissenachse
hin (Streckungsfaktor
k= l|a|)

y=a-f(x)
a<0;/a/>1 y=-f(x)

X

S
Lo
T
&

/* Zentrische Streckung, Ma i Ub, Seite 215 f.
/ Die Funktionen y = ax2, Ma i Ub, Seite 87 f.
/ Die Funktionen y = a - sin x, Ma i Ub, Seite 116

X

y=-2(x3+1)

y=-(x3+1)

y=-3(x3+1)
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Hr=f0—y=f(x+c (ceP)

Verschiebung in negativer
Richtung der Abszissenachse
(Verschiebungsweite c)

y=f(x+c)
Y c>0
Identische Abbildung
c lel
Verschiebung in positiver / i
Richtung der Abszissenachse
(Verschiebungsweite |c|)

y=flx) y=Flx+c)
c<0

] e\ o ]

ye(x:192 1+ y=x?

1 | 1
=t 0 1 X

/" Die Funktionen y = (x + d)2, Ma i Ub, Seite 88 1.
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y=f(x)—>y="f(bx) (beP; b+0)

B1¢m

b>10 1

Stauchung in Richtung
der Abszissenachse zur

der Ordinatenachse weg

/ L (S'reckungqu’ork:%)

Spiegelung an der
Ordinatenachse und
Stauchung in Richtung

Ordinatenachse hin y=fibx) y=f(bx)
- R | ) b<0;l6l>7 b>0; b>7 5
( tr g n=i) |y y=f(x)
1
\
Identische Abbildung b
: \
.| Streckung in Richtung “
der Abszissenachse von )

=f(bx)
‘Z«'D; |bl<7

der AL hse zur

| Ordinatenachse hin
Beh (S’reckungsfuldor

k=—r
1b]

Spiegelung an der
| Ordinatenachse

Spiegelung ander Ordi-
natenachse und Strek-
kung in Richtung der
Abszissenachse von der
Ordinatenachse weg

(Sirx:wngduk’or

k=77)
y=in(-2x) ._~~~ ¥ y=lnzx
y=in(-x) \‘\ 1F y=in x
y=in(-}1x) . \\ .// yeinkx

=1

A
S T

g x

/* Die Funktionen y = sin bx, Ma i Ub, Seite 116 f.
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B2 Rationale Funktionen

Rationale Funktion

Die reellen Zahlen ao, as, ... und bo, b1, ... nennt man die Koeffizienten.

W(x)=32+2x+3
f(x)=5

Gibt es keine Darstellung mit m = 0, so heiBt f auf X gebrochene rationale
Funktion. d

1
| f)=—
22243
=5 7419

26 4 5x 4+ 6

B fN=37 e
" 5x2 —1

Sl ey

/' Lineare Funktionen, Ma i Ub, Seite 62 ff.
/' Quadratische Funktionen, Ma i Ub, Seite 86 ff.
/ Potenzfunktionen, Ma i Ub, Seite 95 ff.
Liegt eine ganze rationale Funktion:
n
f(X)=anx"+ an1x + ...+ a1x+a0= T axk (an=+0)
k=0

vor, so nennt man die natirliche Zahl n den Grad der ganzen rationalen Funk-
tion.



Nulistellen rationaler Funktionen

»

B2 @

Fir ganze rationale Funktionen, deren Definitionsbereich ein Intervall ent-
hilt, gibt es genau eine solche Darstellung
n

f(x) =X ay xk.
k=0

DEFINITION: 5
Xo ist Nullstelle der rationalen ronulo- 1(:)-"'(1)
u(x.)-oumv(x.)4=og|n. : :
* 4
xo = 2 ist Nulistelle von f(x) = — = —M; denn es ist

2x3 + x2 4 x v (x)
U(2)=32—12=0 und y(2)=2-B+24+2-40

DEFINITION: ; L
vmm:t‘dmundu t Ilodor rational
 dann, wenn es eine ganze rationale Funktion f. mit ﬁ(x. 4
k, ke N, k> 0, gibt, so daB fir jedes x gilt
9 = (x—xify - :

k gerade, so wird die Nullstelle x, Nulludhlondu
‘Inkuwnmmwmﬂulhldlouwo‘

x1 = —1 ist eine dreifache Nullstelle der ganzen rationalen Funktiony = (x + 1)3,
denn es gilt fir jedes x

x+1P=[x—(—NP-1.

Hier ist folglich fi (x) =1, und da diese Funktion aus Paaren [x; 1], x € P, be-
steht, gilt auch f1 (—1) =1

einfache Nullstellen mehrfache Nullstellen

ungerader Ordnung gerader Ordnung

" / XL I | V.
X Y X X X
y=F(x) yefix)  |ly=fix) yef(x) y=f(x)

“




»
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SATZE:

(1) Jede ganze rationale Funktion n-ten Gerades hat hdchstens n vonein-
ander verschied ilaacan

(2) x, ist eine Nulistelle der g rationalen Funktion f genau dann, wenn
es eine ganze rationale Funktion fy gibt, so daB fir jedes x gilt:

f(x) = (x—xy) - fy (x).

(3) Sind die i der verschied. Zahlen x,, X, ..., X, Nulistellen der
ganzen rationalen Funktion f, so gibt es eine ganze rationale Funktion fm
derart, daB fir jedes x gilt:

T (x) = (x — xq) (X = X3) oec (X — Xpm) * fim (%),

Man sagt zu diesem Sachverhalt:

Abspalten der Linearfaktoren

(x —x), (X — x3), ey (X — Xpp)

(4) Hat eine ganze rationale Funktion f vom Grade n genau n Nulistellen
Xgy X2, «uey Xp, SO |&Bt sie sich als Produkt von n Linearfaktoren darstellen:
f(x) = O (X —x¢) (X —X3) * e s (X —X,), @0,

Berechnen von Nulistellen rationaler Funktionen

42

Der Satz iber das Abspalten von Linearfaktoren 1aBt sich bei der Bérechnung
von Nullstellen in manchen Féllen vorteilhaft den. Ist beispielsweise eine
ganze rationale Funktion dritten Grades gegeben,

f(x) =a3x3 + a2x2 + a1 x + ao,

und ist bekannt, daB x1 Nulistelle von f ist, dann gibt es eine ganze rationale
Funktion f1 (x) = b2 x2 + b1 x + bo, und es gilt f(x) = (x — x1) - fi(x).

Die Funktion fy (x) @Bt sich bestimmen )

a) durch Koeffizientenvergleich, b) durch Divisionsalgorithmus.

Die Ermiftlung der Nullstellen bei Funktionen hheren Grades und weitere

Méglichkeiten zur Lésung von Gleichungen dritten Grades werden hier nicht
behandelt.

Die Nullstellen der Funktion f (x) = 4x3 + 8x2 — 20x — 24 sind zu bestimmen.
f(x) =4(x3 + 2x2 — 5x —6)

Durch Probieren erhdlt man x; = — 1 als Nullstelle. Also gibt es eine quadra-
tische Funktion fi (x) = ax2 4 bx + c, und es gilt f(x) =4 (x + 1) (ax2 + bx + ).
a) Ermitteln der Koeffizienten g, b, ¢ durch Koeffizientenvergleich:

4(x3 4+ 2x2 —5x — 6) = 4 (x + 1) (ax2 + bx + )

X+ 2—5x—6 =a+(a+b)x2+(b+)x+c

Da es fir ganze rationale Funktionen genau eine Darstellung gibt, muB gelten

a=1,a+b=2b+c=—5c=—6.
Hierausfolgt a=1; b=1;c=—6.

Also gilt
f)=4(x+1)(x2 +x—6).
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Die Gleichung x2 + x — 6 = 0 hat die Lésungen x2 =2, x3 = —3.
Die Funktion

f(x) = 4x3 + 8x2 — 20x — 24

hat somit die Nullstellen

x1=—1; x2=2; xa=—3.

b) Besti der Koeffizienten durch A den des Divisi Igorithmus.
4(X3+ 22 —5x—6) =4 (x+1)-f1(x)
Also:
(X3 4+ 2x2—5x—6):(x+1)=x2+ x—6
ot
x2 — 5x
— 42
—6bx—6
—(— 6x—6)
0

und dann weiter wie bei a).

Pole rationaler Funktionen

xp=1ist Pol von f(x) = ——=——; denn es ist u(1) =10 und
v(1)_1—-1_o x—=1 v()’

Fiir jede Funktion

f(x) = (x =% xq)

— X
gilt:

lim f (x) =

X=Xy

x<Xxq

und

lim f (x) = — o0
X—xq

x<Xq
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Fir jede Funktion

1
f(x)= (x_—x‘))z (x % xg)
gilt:
limf(x) = limf(x) = + oo
X=Xy X—Xq
X>Xq x<x,

/' Grenzwert einer Funktion, Seite 68

xo heiBt Polstelle ungerader Ordnung, Xg heiBt Polstelle gerader Ordnung,
wenn f in folgender Weise dargestellt wenn f in folgender Weise dargestellt
werden kann: werden kann:
vl 1 u(x) 1
ey = Ve (%) (x — xg)2k+1 = vi(x) (x— xp)%k
U (xo) % 0; v4 (xg) % 0. U (xg) %= 0; vy (xg) = 0.
y y ¥ i Y
— X - X
L —
X X Xo X X Xo
u (xo) o U (xo) u (xq) u (xo)
v (%) vy (Xo) vy (xo) ¥4 (Xo)




Berechnen von Polen rationaler Funktionen

Das Ermitteln von Polstellen einer Funktion f(x) =

v (x)

B2 &=

—— erfordert das Aufsuchen

v(x)

derjenigen Nullstellen xk von v (x), fir die v (x) = 0 ist.

] Es sind die Polstellen der Funktion
x—6  u(x)
®R—3+2 v(x)
Zu ermitteln.

fo)=

Die Funktion v besitzt die zweifache Nullistelle x1 = 1

stelle x3 =—2.

und die einfache Null-

J

Also gilt i

vx)=(x—1?2(x+2) -6

und folglich Y ee2)
3 .

Ix—6
)
W= —e+d

Da fir die Zahlen 1 und —2 2

v(x)=3x—6

ungleich Null ist, sind diese beiden 7

Zahlen Pole der Funktion f.

1 ist ein Pol gerader Ordnung, —2 ist | ,

ein Pol ungerader Ordnung. -3 -2 -1 0 7 X
-7

/' Berechnen von Nullstellen ratio-
naler Funktionen, Seite 42

Verhalten der rationalen Funktionen im Unendlichen

Ganze rationale Funktionen

- an-—1 ado
lim f(x) = lim x"(a,.+T+...+—;)

x—>t o0 x—>400
= (lim xn)-an
x—+4 00

/' Grenzwert einer Funktion, Seite 68
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Gebrochene rationale Funktionen

xv-(a,.+ﬂ+...+$)
X xn

limf(x) = lim
X—>+00 X400 x"'b,n+bm-1+...+£
X xm
[ xn [
=—"- lim —=—- lim x~m
X400 X—>400
224 2x—12
Fall 2a: n— =
= H0 Al
lim f(x)=0
a0 27y
Die Abszissenachse ist -
Asymptote des Graphen von |
y =f(x).




x2—1
Fall 2b: n=m —_—
. my P e
lim f(x) = -2 Y
x—+00 bm ~ 7
DIeGerudey=lls' e L)1 NG T
[ -1 0/7 x
Asymptote des Graphen von -
y ="f(x).
Fall2c: n—m>0

gerade

ungerade + oo — oo
gerade — oo — o0
ungerade — oo + oo

In einigen dieser Félle kapn man das Verhalten der Funktion im Unendlichen

noch genauver charakterisieren.

x2 4+ 2x—5

fifx)= x+ 4

== x+4

Fir sehr groBe | x| verhdlt sich f(x)
angendhert wie g (x) = x — 2. Die Ge-
rade y=x—2. ist Asymptote des
Graphen von f.

d 1

(Durch An des Divisi g
rithmus wird hier der unecht gebro-
chene Quotieni aufgespalien in einen
ganzrationalen und einen echt ge-
brochenen Summanden.)

J

U
x2+2§—5 /
x4+ 4

@
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B3 Nichtrationale Funktionen

n
Wourzelfunktionen y=yx (eN,n>10<x< ©0)
(/" Seite 48)

(/ Mai Ub, Seite 100 ff.)

Winkelfunktionen y=a-sin(bx +¢c) (a=+0,b=+0,
(/" Seite 50) —oo< x< o)
(/ Ma i Ub, Seite 107 ff.) y=cosx (—oo< x< o)
y =tanx (k*%-{-kn. keG)
y=cotx (x+km keG)
Exponentialfunktionen y=¢ (@+1,a>0—co< x< o)
(/* Seite 53)
(/* Ma i Ub, Seite 104 1.)
Logarithmusfunktionen y=logax (@%+1,a>0,0< x< o)
(/* Seite 55)

(/ Ma i Ub, Seite 105 1.)

Wourzelfunktionen

48

. }(RE‘.H>‘I nEN) ist diejenige nichtnegative Zahl y.ﬂrdlo'myl -x.

,nlhnrnon tw-nmlfunmon) "

Die. Wurulﬁmlnlon y=Vx ist die Mom der mnmm x; Vx]
mn,,_ -1, neN, x=0.

1
/' Die Potenzfunktionen y = xT(n = 0; neN), Ma i Ub, Seite 100

SATZ:

n_
Die Wurzelfunktion y = }/x (0 < x< o0) und die Potenzfunktion y = xn mit
0 < x < oo sind zueinander invers.

/" Zueinander inverse Funktionen, Seite 30
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Umkehrbarkeit von Potenzfunktionen

Exponent ist gerade ]

y=x% (keN, k>0, —00 < x< )

Die Funktion y = x2« ist nicht eineindeutig. Sie a8t sich deshalb nicht im ganzen
Definitionsbereich umkehren.
Es lassen sich ullerdlngs zwei (Teil-) Funktionen fi und f2 jede fiir sich als ge-

g i
fe F en.

/' Zueinander inverse Funktionen, Seite 30

fiiy=x% (0<x< o) fiiy V— 0= x< o0)
= 2% __
fpiy=x% (—co< x<0) fary=—1Jx (0<x<o)
B fiiy=x (0<x<o0) fity=7x 0<x<o0)
faiy=x2 (—oo<x<0) ?z:y=—}/; 0 < x< o0)

(Vgl. mit den Bildern auf Seite 33!)

n Exponent ist ungerade J

y = x%+1 (keN, k> 0)

Die Funktion y = x2+1 ist eineindeutig und I&Bt sich im gesamten Definitions-
bereich — 0o < x < 0o umkehren.

x%*+1 (—oo< x< o)

_V— fir0<x< oo

2k+1
y __ﬁ/—x fir—oo< x< 0

f:

[ fiy=x3 (—oo< x< o)
Umkehrfunktion:

y—}/— fir0<x<oo

Y'——V x fir —oco< x<0

4 (001713)
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Winkelfunktionen

In ,,Math

tik in Ubersicht

« werden auf den Seiten 109 bis 119 unter dem
haften von Winkelf

gleichen Stichwort Definitionen und Eig

fuhrt. Deshalb werden hier nur ein Uberblick iiber einige dieser Gleichungen
sowie Ergdnzungen angegeben.

4
> SATZE:
sin2x 4 cos2x =1 (x€P)
tan x + cot x=1 (xeP: x#b;-kEG)
Kompl Ibeziehungen (x P)
sin (;—x) = cos x
I &
cos|5-— x| =sinx
Qan(%—x)=:oix [x#lb;.keﬁ']
co'(%—x):funx [x#(2k+1)%.keﬁ]

cos (1 — x) = —cos x
tan(r — x) = —tan x
cot (1 — x) = —cot x
sin (r + x) = —sinx
cos (t + x) = — cos x

tan (7 + x) = tan x

cot (r + x) = cot x

. sin (2r —x) = —sinx

cos (2r — x) = cos x

tan (2r — x) = —tan x

cot (2 — x) = — cot x

Quadrantenbeziehungen (x €P)
Il. sin (r — x) = sinx

™

[x#:(Zk + ')T' keG]

[x#!k-%. keG]

[x#(zk+‘l)%. kEG]

[x#llvi, keG]

x + 2k

[x*(!k+|)%, keG]

1. keG]

2
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Bei den folgenden Gleichungen ist j; ils der konkrete Definitionsbereich zu

beachten.
Additionstheoreme

sin (xq = x;) = sin x; - cos x, + cos x, - sin x,
cos (x; + x;) = €os x; ' €os x, F sin x, - sin x,
tan x; + tan x;

tan (xy + x;) = 1 F tan x, - tan x,
_ cotxy-cotx; F1
cot (xy £ xg) =— 3% Xy * cot xq
Doppelwinkelformeln (Spezialfall der Additionstheoreme fiir x, = x,)
sin 2x = 2 sin x : cos x cos 2x = cos? x —sin2 x
2-tanx cotZ x —1
tan 2x = oh b= ez

Halbwinkelformeln

in X 1—cosx
sin 5= + 5 Das Vorzeichen ergibt sich aus
T e der Lage von ’-5
cmi=i_l/1+co:x 2"
2 2
tan X — sin x
2 1+cosx
x 1+ cosx
ot g = Snx

Die Funktionen y = a - sin (bx + ¢) (a &0, b 4 0)

4*

y=a-sinx

/" Die Funktionen
y=a-sinx,
Ma i Ub, Seite 116

51
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y = sin bx

/" Die Funktionen
y = sin bx

(b = 0),

Ma i Ub, Seite 116

y =sin(x + ¢)

G trische Bedeutung der Verdnderung von Funklionsgleichungen,
Seite 36 ff.

Die Funktion y = 2-sin (Zx + i) soll im Intervall 0 < x < 2n graphisch darge-
stellt werden: 4

Wir gehen von der Sinuskurve aus und fihren nacheinander die Abbildungen
der Ebene auf sich aus, die den einzelnen Konstanten entsprechen.

ly = 5in X —py = sin 2x

Stauchung der Ebene in Richtung der x-Achse zur y-Achse hin (Sfreckungsfukior

1
k= T %) Als kleinste Periode von y = sin 2x erhalten wir 2—“ = 2z =

b 2
Die Amplitude bleibt unveréndert.

u y = sin 2x —p y = 2 -sin 2x |

Streckung der Ebene in Richtung der y-Achse von der x-Achse weg (Streckungs-
faktor k = a = 2).
Es ergibt sich die Amplitude 2. Die kleinste Periode bleibt unverdndert .
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H y=2-sln2x—>y=2‘sin(2x+%)

Um die Verschieb ite zu erk muB aus

f(x) = 2-sin (2x+ %)
die Form

f(x + c) = 2-sin 2 (x + c) gebildet werden:

=2 1(2 ") 2 '2<x+£)
y=2-sin x+T— sin g)

Verschiebung der Ebene in negativer Richtung der x-Achse (Verschiebungs-
weite %) Die Amplilude bleibt unverdndert 2, die kleinste Periode bleibt un-

verdndert w. Die Schnittpunkte mit der x-Achse sind um % in negativer Richtung
der x-Achse verschoben.

/" KenngréBen einer mechanischen Schwingung, Wiss Phys, Seite 122 (siehe

y=2-sin(2x+%)

Amplitude)

Exponentialfunktionen

 Exponentialfunktionen, Ma i Ub, Seite 104

Exponentialfunktionen haben groBe Bedeutung zur Beschreibung von Prozessen,
bei denen das Ergebnis der Verdnderung (Zunah oder Abnahme) einer
GroBe die weitere Verdnderung selbst wieder beeinfluBt.

53
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Kettenreaktion: Die durch Kernspaltung entstandenen Neutronen bewirken sel-
ber die Spaltung weiterer Atomkerne.

Organisches Wachstum: Die entstandenen Zellen (z. B. Bakferien, Pflanzenzellen)
teilen sich selber wieder und wirken ihrerseits am Wachstum mit.

Radioaktiver Zerfall: Ist bereits eine bestimmte Anzahl von Atomen zerfallen, kann
in dem folgenden gleich groBen Zeitabschnitt nur noch eine geringere Anzahl
von Atomen zerfallen.

SATZ:
Durchliduft bei Exp tialfunkti mit Gleichungen der Form

y=ax(a>0, a+ 1) das Argument x eine arithmetische Folge, so durch-
laufen die zugehérigen Funktionswerte y eine geometrische Folge.

Beweis:

Es sei

X0, X1, X2, «.y Xnet, Xny ..o

eine arithmetische Folge. Dann gilt fir je zwei benachbarte Glieder der Folge
Xn — Xn—1 = d = const.

/' Arithmetische Folge, Seite 23

Fir die Folge der zugehérigen Funktionswerte

a*,d" d" ..., d™, d", ..
gilt folglich fur den Quotienten zweier beliebiger benachbarter Glieder
*n
Yo 9 _ gt = gd = const.
Yn—1 a1

Folglich ist die Folge der Funktionswerte eine geometrische Folge.

/' Geometrische Folge (agn), Seite 24
/' Exponentialfunktionen, Ma i Ub, Seite 104
/" Die Eulersche Zahl e, Seite 66

Die Funktionen y = a - e** (a = 0; k = 0)

Beispiele fir Prozesse, die durch Funktionen vom Typ y = a- ek beschrieben
werden kénnen.

Organisches Wachstum

N=Ngekl (Ng> 0, k> 0)

N: Anzahl der Bakterien zum Zeitpunkt
No: Anzahl zum Zeitpunkt 1 = 0

Der Zuwachs an Bakterien in der Zeit-
einheit bei einer Bakterienkultur ist direkt
proportional zur Anzahl der zum betref-
fenden Zeitpunkt bereits vorhandenen
Bakterien. Hierbei werden hemmende
Einfli wie M | an Ndhrsub

oder Auftreten antibakterieller Substan-

zen vernachldssigt.
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Weitere Wachstumsprozesse wie Zunah des Holzbestandes eines Waldes,
Zunahme der geselischaftlichen Produktion materieller Giter, Zunahme der
Bevélkerung kénnen in gewissen Grenzen angendhert auch durch Exponential-
funktionen beschrieben werden. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB bei der Zu-
nahme der Produktion und der Zunahme der Bevélkerung gesellschaftliche

Faktoren eine groBe Rolle spielen, folglich kompliziertere Z hédnge auf-
treten, als sie durch einfache Exp tialfunktionen beschrieben werden.
L Radioaktiver Zerfall
N = Nge#t ¥

N: Anzahl der zum Zeitpunkt t noch M
nicht zerfallenen Atome einer radioakti-
ven Substanz

Ng: Anzahl der zum Zeitpunkt t = 0 vor-
handenen nicht zerfallenen Atome 4
A: Zerfallskonst (ist fiir die Sub zh
charakteristisch)
Ty: Halbwertzeit, Zeitspanne, innerhalb (%fﬂ,
derer die Halfte aller Atome zerfallen ist
(ist fur die Substanz charakteristisch) ) i 1

Esgit A-Ty=In2 Tv 2T 3% 4 t

/ Kernzerfall als statistisches Problem, Wiss Phys, Seite 299 f.

Logarithmusfunktionen
>
| 4
/ Der Logarithmus, Ma i Ub, Seite 105 f.
> SATZ:

Die Funktionen

fi: y=ax(@>0,a+1,—00 <x <o)und
fa: y =logax(a>0,a +1,0< x <)
sind zueinander invers.
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Die Logarithmen zur Basis e heiBen natiirliche Logarithmen; sie werden
mit In x bezeichnet, also loge x = In x (gelesen: »Logarithmus naturalis von x*).
Die Logarithmen zur Basis 10 heiBen dekadische Logarithmen oder Briggs-
sche Logarithmen.! Die dekadischen Logarithmen werden mit Ig x bezeichnet,
also log1ox = Ig x.

h

g zwischen Logarithmen verschiedener Basen

56

SATZ:

Fir alle positiven reellen Zahlen x und alle reellen Zahlen a, b mit a> 0,
b>0und a1, b+ 1, gilt:

logp, x = (logp, @) - log, x.

Aus diesem Satz ergibt sich speziell
1

logsa

Der oben angegebene Satz wird fiir den Ubergang von einem zu einem anderen
Logarithmensystem benutzt.

logb x = (logs a) - loga x

loga b =

lo, x——log'x
= toarp " oga x 96X = g, b
9a F In x = 2,30259 - Ig x
Inx=(In10):Ilgx=—-Igx log x = 0,43429 - In x
Ige
1
I = - = -
gx=(lge)-Inx T

Ig e~ 0,43429,

Ig e und In 10 sind irrationale Zahlen, In 10 ~ 2,30259.

die zueinander reziprok sind:

1 Henry Briggs (1561-1631), englischer Mathematiker, berechri die erste 14stellige
Tafel der dekadischen Logarithmen.




B4 G

B4 Wurzelgleichungen
Gleichungen, bei denen die Variable auch im Argument von Wurzelfunktionen
auftritt, werden als Wurzelgleichungen bezeichnet.

P Aquivulente Gleichungen, Ma i Ub, Seite 67
/" Wurzelfunktionen, Seite 48

Wourzelgleichungen, die mit el ligem Quadrieren zvu lésen sind

Gleichungen mit der Form VT1_(x) = Ta2(x) oder YT1(x) =} T2 (x).

| Die Lésungen der Gleichung 1 + Vx + 5=x(x = — 5) sind zu bestimmen.

Isolieren der Wurzel: Es werden die beiden Funktionen
Vx+5=x—1 y=fi(x)=14yYx+5undy="f(x)=x
Quadrieren: betrachtet. Die Abszissen der Schnittpunkte
der Graphen dieser Funktionen liefern die
X+ 5=x—1)2 i ;
2 —3x—bh=0 Losungen der Gleichung
xy =4 14+ Yx+5=x
Xp=—1 Y
Wenn die Gleichung Lésungen hat, dann yeT+Vx+F
konnen es hochstens die Zahlen 4 und
— 1 sein.
Probe: 7
=4 1+VE¥5=4 VR |
=y - ~~ 1
149 =4 5 ~—o_|
b=4 ~Feee
Das ist eine wahre Aussage, also ist 4 2F S

eine Ldsung der Gleichung.
Xp=—1 14+y—1+5=—1
14+V6=—1

=—

x; = —1 ist die Abszisse des Schnittpunk-
tes des Graphen von

y=f*(x)=1—yx +5und

Das ist eine falsche Aussage, also ist | \ — £, (x) = x.

—1 keine Losung der Gleichung. Y,

Die Gleichung hat nur die eine Lésung 7
x =k
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Die L&sungen der Gleichung }¥x2 — 2 — }5x — 8 = 0 sind zu berechnen.

Isolieren der Wurzeln: Vx’ —2=7)5x—8
Quadrieren: xX2—2= 5x—8
X —5x4+6=0
x1=3
x2=2

Probe: xt =3 9—2—J15—8=0

0=
Das ist eine wahre Aussage, also ist x1 = 3 eine Lésung.
x2=2 Ya—2—y10—8=0
V2—V2=0
0=0

Das ist eine wahre Aussage, also ist x2 = 2 eine Lésung.

3 _ .
n Die Lésungen der Gleichung }/;+ 5Yx = 0 (x = 0) sind zu ermitteln.
Man erkennt, daB x = 0 die einzige Lésung ist. Denn fiir x 4= 0 sind beide
Summanden gréBer als Null.

Wourzelgleichungen, die mehrmaliges Quadrieren erfordern

| ] Die Lésungen der Gleichung J7x — 12 4+ J13 — 3x = 5 sind zu berechnen.

Umformen: V7x—12 = 5— Y13 — 3«
Quadrieren: 7x—12 = 25—10 Y13 — 3x + 13 — 3x
Isolieren der Wurzel: Xx—5=— V13 — 3x
Quadrieren: x2—10x 4+ 25 = 13 — 3x
xX—7x+12=0
x1=4
x2=3
Probe: x1 =4 V7-4—12+ J13—3-4=5
Y6+ V1i=5
L+1=5
Wahre Aussage
x2=3 Vo+Va=5
3+2=5

Wahre Aussage

Die Gleichung hat die L6 4 und 3.

9
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Die Gleichung Vx + 24+ V2x + 7 = 4 ist zu l6sen.

Quadrieren: x+2+4+V2x4+7=16
Isolieren der Wurzel: Vﬁ: 14 —x
Quadrieren: 2x + 7 = 196 — 28x + x2
x2—30x + 189 = 0
x1=21
x2= 9
Probe: x1 =21 v21 +24+V424+7=4
28B4+ V89=14
VB3 +7=4
Y30 = 4

Das ist eine falsche Aussage, also ist 21 keine Lésung der Gleichung.

xx=9 J9+2+118+7=4
V11 + V25 =4

V11 +5=4
h=4

Das ist eine wahre Aussage, also ist 9 eine und somit die Lésung der Glei-
chung.

Goniometrische Gleichungen

Gleichungen, bei denen die Variable auch im Argument von Winkelfunktionen
auftritt, werden als goniometrische Gleichungen bezeichnet.

Typen goniometrischer Gleichungen (Beispiele)

sinx = 0,5 4-cos?x—2-sinx—2=0
L3 1 =
cos(x+?)=T]/3

2-sin2x—0,5=0

slnx+sln< +%)=1,5 4-sln(x+%)—2-cosx=}/3_

3
:os-7-x+sinx=0
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@che Arg te - eine Winkelfunktion!

sinx = 10,5
i _ T . 1:_5
1—6 X2=T7 ?—GTV
5
x1=%+k-21r (keG) w=gm+k 2 (keG)

Mit x1 und x2 wurden die Hauptwerte der bei der Losung zu betrachtenden
zwei Mengen von zueinander dquivalenten Winkeln bezeichnet.

/" Erweiterung des Winkelbegriffs, Ma i Ub, Seite 108 f. (siche Hauptwert)
/" Winkelfunktionen, Seite 50 (siehe Quadrantenbeziehungen)

cos(x+%)=%]/§

Durch Substitution x + % = z erhdlt man die Gleichung

cou=‘?y'a‘.
- L3 Zr= 2 T~ _n
11—? n=l—r="o%
Tt k-2 LS
z1—?+ - 2n zz—zn T
1
X1+%=%+k-21: xz+%=z'n:+k-2'n:
10
x1=k-2n (keG) x:=?n+k'21r (keG)

2-s5in2x—0,5=0
Durch Substitution sin x = z erhdlt man eine quadratische Gleichung in z.
2z22—05=0

1 1
l1=? z;=—?
I 1 . 1
sin xq =7 s|nxz=——2—
T 7
x11=?+k'21: (keG) x21=?ﬂ7+k'27‘ (keG)
x'z=§7t+k-27r (keG) xzz=vg1:+k-21: (keG)

Die Lésungen x11 und x21 lassen sich zusammenfassen zu

T
s +k-m (keG).
1 Bei diesen Beispielen wird auf die Ausfihrung der Probe verzichtet. Es handelt sich

in jedem Falle um dquivalente Umformungen bzw. um die Anwendung bekannter
Lasungsformeln.



Die Lésungen x12 und x22 lassen sich zusammenfassen zu

5
srt+kn (keG).

Die G theit der Lésungen der Gleichung ist
k]

?+k'7t

5 (ke G).

?‘n:+k-7r

B5 ¢=

4 cos2x—2-sinx—2 =0
2:-cos2 x—sinx—1=0

Eine der beiden Funktionen wird durch die andere ausgedriickt.

cos? x = 1 —sin2 x fihrt auf
2(1—sin2x) —sinx—1 =0
—2-sin2x—sinx+1=0

1 1
slnzx+?-sin x—i=0.

Durch Substitution sin x = z erhdlt man eine quadratische Gleichung in z:

1 1
24+ _z—— =0,
z+2z 2 0

Die weitere Lésung wird hier nicht ausgefiihrt.

Ve. hied Arg - eine Winkelfunkti

|

sin x + sln(x+ %) =15

Nach sina+slnﬁ=2-sln#-cos o‘;ﬂ gilt:
) ] b
2-s|n(x+?) cos?—1,5
X ) 1 3
sin(x+5) 73 =7
1
sn(x+5) =315
2
XMA—=T 42kt e+ o=—n+2kn
6 3 ) 3 (ke G)
T T :
x1=?+2k1: x2=?+2kn

/' Winkelfunktionen, Seite 51 (sieche Additionstheoreme).
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Vev hiedene Arg - verschiedene Winkelfunk

b~sln(x+—§)—2-cosx= }/5
Anwendung des Additionstheorems

sin(x+£)—sinxcos"+cos inZ
6 = 3 XSII’\?

_1 3ol 1
=3 smx+? Cos X
fuhrt auf
1
b‘(?ﬁ-sinx+%~cosx)—Z-cosx:}/.'T

2V5-sinx=}/§

2-sinx=1
sinx—1
T2

5
x1=% +ketm m=gmtko2n (keG)

cos—:;—x+sinx=0

Anwenden der Kompl twinkelbezieh ,sinx=:os(%—x) fohrt auf
cos;x+cos(;—x)=0.
Anwenden der Formel
+8 . o=
cos x + cos f = 2 cos 2 s cos—
fohrt auf
3 T 3
2 - cos —x+?_ -cos7x—?+x =0
2 2
b 10 b
277" 772
cos 2 * cos 2 =0

(7: 2 ) ( 5 1:) —o
cos|-— x| cos| - x—)=0.
Das Produkt ist gleich Null genau dann, wenn ein Faktor gleich Null ist.

Die Losungen der Gleichung sind die Lésungen der Gleichungen
T 2 5 T
cos (-[—7 x) = oder cos (7 x —T) =0.
Die weitere Lésung erfolgt Uber die Substitution
b 2 5 T
To7x=2 bzw. TX—g =%
* Winkelfunktionen, Seite 50 (siche Komplementwinkelbeziehungen)




Differentialrechnung C

C1 Grenzwerte

e-Umgebung einer Zahl x,

/" Intervall, Ma i Ub, Seite 59

Grenzwert einer Zahlenfolge

SinngemdB bedeutet diese Definition: So klein wir £ > 0 auch wdhlen, von
einer bestimmten Zahl no an liegen alle Folgenglieder a, mit n > no in der
&-Umgebung von g.

] Der Grenzwert der Folge3 (1 —17) istg=1.
(7 Konvergente Zahlenfolgen, Seite 64)

U, (1) ist das Intervall (1 —&; 1 + &).
1
Ist — < & bzw. no>—, dann liegen alle Folgenglieder a, mit n = ngin U, (1).
no & 4
/* Zahlenfolge, Seite 19
1 ,fast alle* bedeutet: mit Ausnahme von endlich vielen
2 limes (lat.), Grenze
3 Aus Griinden der ZweckmdBigkeit wird hier und im folgenden als Definitionsbereich

der Folgen die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null gewdhlt.
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Konvergente Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge (an) heiBt konvergent, wenn es eine Zahl g gibt, die Grenz-
wert von (an) ist. Man sagt: Die Zahlenfolge (an) konvergiert gegen g.

Zahlenfolgen mit dem Grenzwert g = 0 heiBen Nullfolgen.

1
[ | lim—=0 |iml=0mifk>0
n—sco N n—sc0 Nk
n+1 1
lim gn = 0 mit 1 Iim( )=_
oim ¢ = 0 mit |q| < o\ )2

Divergente Zahlenfolgen
Jede nicht konvergente Zahlenfolge heiBt divergente Zahlenfolge.

Gilt fur eine Zahlenfolge (an):

Zu jeder positiven Zahl g gibt es ein ng, so daB fir alle n mit n> ng gilt g < an,
dann schreibt man lim a, = oo.
n—»00

Gilt fir eine Zahlenfolge (an):

Zuy jeder negativen Zahl g gibt es ein ng, so daB fir alle n mit n > ng gilt a, < g,
dann schreibt man lim @, = —oo.

n—co
] Divergente Zahlenfolgen sind:

(—1y) @), (q") mit |q| > 1.
lim2n =00, lim (—31) = —oo0.

Sétze Uber konvergente Zahlenfolgen

» SATZ:

Jede Teilfolge! (a,’) einer konver-
genten Folge (a,) ist konvergent und
hat den gleichen Grenzwert wie die
Folge (a,).

> SATZ:

Jede nach oben beschrinkte, mono-
ton wachsende Zahlenfolge (a,)
konvergiert gegen ihre obere
Grenze. Die obere Grenze ist nicht
Glied der Folge.

(ay) heiBt Teilfolge der Folge (a,) genau dann, wenn es zu jedem Element a,’ der
Folge (a,’) ein I gibt, I€N, | = k, und es gilt g/ = a;.
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SATZ:

Jede nach unten beschrénkte,

tall ;' Zahlenfolge (a,)
konvergiert gegen ihre untere
Grenze. Die untere Grenze ist nicht
Glied der Folge.

SATZ:

Gilt fir zwel konvergente Zahlenfolgen (a,) und (b,)

a, < b, fir alle n, so ist lima, < lim b,
n—+oco n—+oo

SATZ (Grenzwertsiitze):
Konvergieren die Folgen (an) und (bs), so konvergieren auch die Folgen

(an + bp), (an — by), (an - by), (%) mit b, & 0, (b,) keine Nullfolge,
und es gilt:
lim (a, + b,) = lim a, + lim b,,

lim (ay —by) = lim a, —lim b,,
lim (a,- by) = (ILm a,,) . ( fim b,,).

lima,

9n \ _n—c
i (52)= s, Co+ O
n—oo
2 Sk
i S 2= (3+7_F "
m =
pooo M2 —Tn4+1 0 (5___7__._1_)."2
n n2
2
lim 3 + lim — —lim _5_
n—>c0 nso M oo N2 3
= 7 1 -5
lim 5—lim — + lim —
nso oo N posoo N2
2 =
Auf lim M kann der Grenzwertsatz fir Quotienten nicht an-

nooo 52 —7n + 1
gewendet werden, da (3n2 + 2n — 5) und (5n2 —7n 4 1) nicht konvergieren
(/ Seite 64).

(0017 13) 65
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Die Eulersche Zahl e

66

Der Grenzwert der Folge ((1 + %).) existiert und wird zu Ehren Leonhard

Eulers! ,,Eulersche Zahl* genannt und mit e bezeichnet:

o =lim (1 + %)"

n—co

Zum Beweis der Existenz dieses Grenzwertes wird gezeigt, daB die Folge

w=((+3))

monofon wachsend und beschrénkt ist. Daraus folgt dann entsprechend dem
zweiten Satz auf Seite 64 die Konvergenz der Folge (an).
Eine Méglichkeit zum Nachweis der Beschrdnktheit der Folge (aa) besteht in
folgendem. Es wird gezeigt,

+1
- daB eine zweite Folge (an) = ((1 + %)n ) monoton fallend ist, und

- daB fir alle n gilt an < @p. 3

Unter diesen Voraussetzungen ist dann jedes Glied von (a,) eine obere
Schranke von (an).

Bei dieser Beweismethode gewinnt man zugleich eine Intervallschachtelung fir
die Zahl e, denn es gilt dann folgender

For e rotnta = () ont = (- 1)

1. ap< a, firalleneN,n =1,
2. (a,) ist monoton wachsend,
3. (@) ist monoton fallend,
4 lim (@, —a,) =0

n—+00

Hiernach bilden die Intervalle (an;an) eine Intervallschachtelung, die die
Zahl e erfaBt. .
Die Zahl e ist eine Irrationalzahl: e = 2,718 281828459 ... ...

/' Die Ableitung von f (x) = ex, Seite 89

1 Leonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker, der die lingste Zelt seines
Lebens in Petersburg wirkte.



Reihen

c1 -

Ist (an) eine Folge, so nennt man die Partialsummenfolge

(sn) = ( ‘E dk)
k=1

o
eine Reihe und bezeichnet sie mit I ax.
k=1
Konvergiert die Partialsummenfolge (sa) und hat sie den Grenzwert s, dann
o

heiBt s die Summe der Reihe X ax. Man verwendet in diesem Fall das
=1

oo
Symbol ¥ akx auch fir den Grenzwert der Reihe.
(=]

n oo
lim sp=Ilim Ta=3 a
0—»00 n—o00 k=1 k=1

/' Zahlenfolge, Seite 19
7 Partialsummen, Seite 26

Geometrische Reihen

5

o
Eine geometrische Reihe ¥ aqk-! ist die Folge der Partialsummen (s,) einer

k=1

g trischen Zahlenfolge (ag™1)neN,n = 1.
s1=a

s2=a+aq

s3 = a + aq + aq?

1—gqn
Sn=a+ aq +aq?+ ... -+ aqm' =a- 1__3"‘1*‘,
/' Geometrische Folge, Seite 24
" For |g] < 1 konvergiert die Folge (sn).
% agt! = lim (a L —"")
k=1 T aew\ 1—g '
= lim —2—lim (1 —q")
n—»oo == n—00 3
a a
=——(lim1—Ilimg¢"\=—(1—0)
1—gq (n—»m n—>oco ) 1—q

67



= C1

o

Tag—t =—2 <1
20 T—q’ lql

/" Konvergente Zahlenfolgen, Seite 64; vgl. spez. Nullfolgen
Fir |g| = 1 divergiert die Folge (sn).

Darstellung periodischer Dezimalbriiche als geometrische Reihen und Um-
wandlung in gemeine Briiche:

= 14 73 73 1 73 1 \n-1
0473 = 355 + Tow * oo 706+ oor \700)
_ 14 °"71} ‘)&_1 o1
=700 T2, 1002 \ 700 7= J002

73 1
4 1002 9= 100
100
1459
01473_9—oo

/ Dezimalbriiche, Ma i Ub, Seite 48 (vgl. spez. periodische Dezimalbriiche)

Grenzwert einer Funktion

>

68

DEFINI“ONI

mu dnmn, wenn glm ; ; :
1. f ist in einer Umydamg von x. (eventuell nni‘r Amuhluﬂ
ddlnl-ﬂ.

2. fir jede gegen x, I(omnrgl.nndr Folge (x,) (x, #x. ﬂr jedes | "
Glieder dieser Umgebung angehéren, konv-ul.ﬂ die Folge der wgdllrlm
Funktionswerte (f(x.)) gegen g. |

Man verwendet den Grenzwertbegriff oft auch in folgender Weise:

limf (x) = { i : wenn fiir jede Folge (x,), fir die gilt
ke lim x, = xo
n—>c0

+ oo

—o0’

auch gilt lim f(x,) = {
n—>00
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n lim f(x) =a, (a€P), wenn fiir jede Folge (x,), fiir die gilt
X—+400 lim x, = + oo und fiir die
n—>00
Analog wird f (x,) definiert ist,
. Ilmmf(x) auch gilt lim f(x,) = a.
erklért. Cass
¢ _ [+ wenn fiir jede Folge (x,), fir die gilt
B )= {—oo' lim x, = + oo und fir die
n—>00
Analog wird f (x,) definiert ist,
I_I.Ir-nwf(x) auch gilt lim f (x,) = { :Z: .
erkldrt. e

/" Divergente Zahlenfolgen, Seite 64

Es istder Grenzwert lim x2 zu ermitteln.
x—2

lim x2 = 4,

x—2

denn

1. ist die Funktion f(x) = x2 fir alle
x € P definiert, also auch fir eine Um-
gebung von xo = 2, und

2. gilt fur jede Folge (xn) mit

lim x, = 2:
n—»c0
lim f (xn) = lim xa2
n—00 n—>00
= lim (xn* Xn)
n—>c0
I|m X lim x,
M |y
= =&
f(ﬂ:% hat an der Stelle xo =0

keinen Grenzwert.

1.f(x) = l L ist zwar fur alle x +=0

definiert, also auch in einer Um-
gebung von xo = 0
2. Es gibt aber Folgen (xn) und (xa')

mit lim x, = 0 bzw. lim x,' =0,

n— n—oo
fur die
lim f(xa) == lim f(xa').

-1 X
| f ist hier ¥ -
nicht
definiert y=Fflx)= lxl
=
1 [——
1 1 1 L
-1 0 7 X
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Zum Beispiel:

@ o = (1);

1

f(xn) = =1

,|_.|

lim f(xn) = 1
n—00

1
lim (——)=0: lim f(xa') = —1.
n—o0 n n—co

In diesem Falle gibt es nur den rechtsseitigen Grenzwert und den linksseitigen

IXI

Grenzwert der Funktion f(x) = — an der Stelle xo = 0, da diese voneinander

verschieden sind.

2
® Es ist der Grenzwert lim X 1
ermitteln. x1 X—

x2—1
1 =2,

zu

lim
x—>1 X—

denn

1. ist die Funktion fir alle x =1
wegen
x2 —1
x—1
definiert und

2. gilt fur jede Folge xn (xn =1 fir
jedes n) mit Ilm xn=1:

_x+Y)x=1)
-—n—n —r+

lim f(xa) = I|m (xn+1)=2.

n—>00

] f(x)= 1; hat an der Stelle xo.= 0

keinen Grenzwert.

1. Die Funktion ist zwar fir alle x =0
definiert.

2. Es gibt aber Folgen (xn) (xn 3= O fir
jedes n) mit lim xn = 0, fir die die

n—o00

Folgen f(xn) = xl unbeschrénkt sind,
n

o ()3
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2-7
yfx)=55

f ist hier
nicht
definiert

1 il

y-f(x)-%

f ist hier
nicht
definiert
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Grenzwertsiitze fUr Funktionen

» SATZ:

Sind die Funktionen f und g in einer Umgebung U, (x,) von x, definiert und
gilt f(x) < g (x) fur alle x € Us (x,), so ist

lim f(x) < lim g (x).

X—+X, X=X,

(Vgl. mit dem analogen Satz fir Folgen auf Seite 65.)

| 3 SATZ (Grenzwertsitze):
Ist lim u(x) =g, und lim v(x) =g,,
XX,

so gilt 'ouch
lim [u(x) +v(x)]= llm u(x) + Ilm v(x) =g, + 9z
x—x
lim [u(x) —v(x)] = Ilm u(x)—lim v(x) =g — g
lim [u(x)-v ()] = [n.;- u(x)] [ll;n V)] =g g
limu (x)
-Irl-'x (:::;) %ﬁ B falls g+ 0, v(x) = 0.

[ ] I|rn(x°—3x+7)—|lm(x x- x)—I|m3x+Ilm7
(Ilm x) (Iim x) (llm x) (Ilm 3) (Iim x) + lim7

x—1 x—1 x—1 x—1 x—>1 x—1
=111 —3-1 +7
5 -

Einige Gr fq von speziellen Funktionen

] Es gilt: lim 20X _ g,
x=>0 X
Beweis:
Wir zeigen, daB fir

ki T
—_— —, , gilt
2<x<2 x+0,49

sin x 1

cos x <

cosx

Esgilfiiir0<x<1;-:

Aaops < Asektor 408 < AaoAc. x ist das BogenmaR von <¢ AOB

4l
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1 - — 1 Yoo 2,
(*)?OD—DB<?r2-x<?OA-AC (vg!. FuBnote 1)

1
?(r-cosx)-(r-slnx)<%r2x<%r-r-fanx

sin x

cosx sinx< x< .
cos x

Da sin x> 0 fir 0<x<;
1

sinx ~ cosx

, folgt weiter

cos x <

Durch Ubergang zu den Reziproken erhélt man wegen cos x > 0 fir 0< x < ;

1 sin x
— > cos x.
cosx x
Wegen cos (— x) = cos x und sin (— x) = — sin x, gilt diese Ungleichung auch

fur x mit —;<x<0.

Demzufolge gilt (* Grenzwertsdtze fur Funktionen, Seite 71):

sin x .
lim cos x < lim < lim
x—0 x—»0 X x—0 COSX
sin x
1= Ilim =1
x>0 X

’ sin x
Folglich gilt: lim —— = 1, was zu beweisen war.
x>0 X

1
] Es gilt: lim loga (1 + x)x = logae.
x—0

Beim B is werden folgende A gen benutzt:
1
1. lim 14+ x)x=e (xeP)
x—0

2. Fir jede Folge (as) mit positiven Gliedern a, und
lima,=g (g>0)

gilt
lim (loga @n) = loga (Iim dn)
n—00 n—00

= loga g.

1 In der Gleichung (%) wurde fiir die Berechnung der Sektorfliche das BogenmaB
T
180°
/' BogenmaB, Ma i Ub, Seite 107

arca =X = * o herangezogen.
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C2 Stetigkeit von Funktionen

Stetigkeit an einer Stelle xq

Zur Grenzwertberechnung in den folgenden Beispielen vergleiche man ‘mit
den Beispielen unter dem Stichwort ,,Grenzwert einer Funktion*, Seite 68.

| | f(x) = x2 ist nn. der Stelle xo = 2 stetig, denn es gilt
limf(x) ="f(2) =4
x—2

[} f(x)= ﬁ (xeP, x==0) ist an der Stelle xo =0 unstetig, denn f(x) ist an der
X

Stelle xo = 0 nicht definiert und besitzt an der Stelle xo = 0 keinen Grenzwert.

X2 —

[ fx)= 11 (x#=1, xeP) ist an der Stelle xo = 1 unstetig, denn f(x) ist an
S

dieser Stelle nicht definiert.
Es existiert aber der Grenzwert lim f(x) = 2.
x—1

In diesem Fall spricht man von einer hebbaren Unstetigkeit der Funktion f.
Man kann eine neue Funktion g (x) definieren, die an der Stelle xo = 1 stetig

ist:
2firx =1
9= a—1
1 fir x %=1

Diese Funktion ist identisch mit der Funktion, deren Gleichung y = x + 1 ist.

m f(x) = l (xeP, x==0) ist an der Stelle xo = 0 unstetig, denn die Funktion ist
x

an dieser Stelle nicht definiert.
Die Funktion besitzt auch keinen Grenzwert an dieser Stelle.
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Stetigkeit in einem Intervall

> DEFINITION:

Die Funktion f ist in einem Intervall stetig genau dann, wenn die Funktion
an jeder Stelle des Intervalls stetig ist.

Handelt es sich um ein abgeschlossenes Intervall, so ist an den Randpunkten
der rechtsseitige bzw. linksseitige Grenzwert der Funktion zugrunde zu legen.

Man spricht dann beziglich dieser Stelle von linksseitiger bzw. rechtsseitiger
Stetigkeit der Funktion an der Stelle xo.

Séitze Uber stetige Funktionen

> SATZ:
Ist f eine in (a;b) stetige Funktion, und haben f(a) und f(b) verschiedene
Vorzeichen, so hat f in (a; b) mind eine Nulistelle, d. h., es existiert

mindestens eine Zahl xy, mit a < xo< b und f(xp) = 0.

/ Nullstellen von Funktionen, Ma i Ub, Seite 61

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Zwischenwertsatzes.

» SATZ (Zwischenwertsatz):
Ist f eine in (a; b) stetige Funktion und ist f(a) = f(b), so gilt:

Fir jedes y mit f(a) < y < f(b) oder f(a) > y > f(b) existiert mindestens ein x
aus (a; b) mit f(x) =y.

SinngemiB heiBt das:
Eine stetige Funkti i jeden Zwisch t an.

74



, | C2@

SATZ:

Der Wertebereich einer in (a;b) stetigen Funktion f ist beschriinkt. Obere
und untere Grenze des Wertebereiches sind stets Funktionswerte von f in
{a;b).

SinngemdB bedeutet das:

Eine in (a;b) stetige Funktion f hat in (a; b) stets ein Maximum und ein
Minimum.

M ist Maximum der Funktion f im Definitionsbereich D genau dann, wenn es ein
xo € D gibt mit f(xo0) = M und wenn gilt:

M ist obere Grenze der Funldlonswerie von f im Definitionsbereich D, d. h.,
wenn fir alle x € D gilt f (x) =

M ist Minimum der Funktion f im Deflnl'ionsberelch D genau dann, wenn es ein
xo € D gibt mit f(x0) = M und wenn gilt:

M ist untere Grenze der Funktionswerte von f im Definitionsbereich D, d. h.,
wenn fir alle xe D gilt  (x) = M.

Die so definierten Extrema (Maxima oder Minima) einer Funktion nennt man
auch globale Extrema, weil sie Extrema beziglich des gesamtfen Definitions-
bereiches der Funktion sind. Damit wird der Unterschied zu den lokalen Extrema
zum Ausdruck gebracht, die Extrema beziiglich der Umgebung einer Stelle xo
sind.

/' Lokale Extrema, Seite 92
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C3 Ableitung einer Funktion

Differenzenquotient

: DEFINI'I'ION'

Olvomr'dar Fuﬁiﬁqin f

Ist y = f(x) lokal monoton wachsend an der Stelle xo, so ist der Differenzen-
quotient der Funktion y = f(x) an der Stelle xo stets positiv.

Analog gilt: Ist y = f(x) an der Stelle xo lokal monoton fallend, so ist der Diffe-
renzenquotient der Funktion y = f(x) an der Stelle xo stets negativ.

Bei einer konstanten Funktion ist der Differenzenquotient an jeder Stelle gleich
Null.

Der zu h gehérige Differenzenquotient der Funktion f an der Stelle xo ist gleich
dem Anstieg tan s der Sekante durch die beiden Punkte Po(xo; f(x0)) und
P(xo + h; f(xo + h)):

/ Lineare Funktionen und ihre gra-
tan o, = M, phische Darstellung, Ma i Ub, Seite 62
i (vgl. Anstieg)

Ableitung einer Funktion an einer Stelle xq

76

DEFINITION:
Die Funktion f ist an dqr Stel mum- gmw mn. wenn slm
1. f ist in einer Umgeb defini %

2. der Grenzwe llm W "'Hj’ﬁu .xlmm. i

Dieser Grenzwert h.rﬁ die Ableitung (odol‘ der mmqmum) der
Funktion f an der Stelle x, und rd mit folgomkn Symbolon bmlchmw

f'(x.)odary‘l oder A
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Anwendungen der Ableitung Y /
flxo+h) y-Fx)
1. Der Anstieg der Tangente an s .4, /
den Graph der Funktion f im Punkt . Flxo+hs)
Po (xo; f (x0)) ist f' (xo).
flxe
> tan oy = f' (xo) J
Der Anstieg der Tangente an die
Funktionskurve wird auch als Anstieg (2
der Funktionskurve im Punkt Po defi- Xo Xoths Xothy  Xoth; X
niert.

u Der Anstieg der Tangente an den Graph der Funktion f(x) = x3 im Punkt
Po(1;1) soll armiﬂel' werden.
xo=1, f(x)=1 f(xo+h)=(1+hp

f(xo + h) — f(xo)

tan oy = lim
h—0
(A +hR—18 14 3h+ 324 H—1
= lim = lim
h—0 h h—0 h
= lim (3 + 3h + h?) .
h—0
=3

2. Die Augenblicksgeschwindigkeit eines Kérpers mit der Weg-Zeit-Funk-
tion s = s (f) zum Zeitpunkt fo ist gleich s’ (fo).

m  Die Augenblicksgeschwindigkeit eines Korpers im freien Fall zum Zeitpunk to
soll ermittelt werden. (fo ist in diesem Beispiel nicht der Zeitpunkt zu Beginn
einer Messung, der gewéshnlich auch mit fo bezeichnet wird.)

s() = % 2 (freier Fall)

s' (fo) = lim Slo+h)—s(t)
hs0

h
9 9
= (to + h)2 — 2 ¢
i 2(co+ ) 2 o2
h—0 h
94 99y
) 2'o+yfoh+2h 2'0
= lim
h—0 h
= lim (glo § ih)
h—0 2
=gf°
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Zusar

zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

S

SATZ:
Fir jede Funktion f gilt: Ist f an der Stelle x, differenzierbar, so ist f an der
Stelle x, stetig.

Durch folgendes Beispiel wird deut-
lich, daB die Umkehrung dieses Satzes
nicht gilt:

Die Funktion f (x) = |x| ist an der Stelle
xo = 0 zwar stetig, aber sie ist an der
Sielle xo = O nicht differenzierbar. Es
gilt némlich

f(xo+h)—-f(xo) +1firh>0 10 1 X
h-.n T |l—1firh<o0’

Zusammenhang Muhm.mﬂmnnerbcrkan und Stetigkeit

Aus der Differenzierbarkeit (p) Aus der Stetigkeit (q)

folgt die Stetigkeit (q). folgt nicht die Differenzierbarkeit (p).
Es gilt: p—>gq Es gilt nicht: g—p

Dieser Sachverhalt kann mit Hilfe der math ischen Termini ,, dig"

und ,,hinreichend* folgendermaBen ausgedriickt werden:

° DI«erenzlerburkelt (p) ist eine hin- @ Stetigkeit (q) ist nicht hinreichend
reichende Bedingung fiir Stetigkeit (q) fir Differenzierbarkeit (p)

@ Stetigkeit (q) ist eine no'wendlge e Differenzierbarkeit (p) ist nicht
Bedingung fiir Differenzierbarkeit notwendig fir Stetigkeit (q)
) :

Ableitung einer Funktion in einem Intervall

»

78

DEFINITION: T x .

Die Funktion f ist in dem Intervall (a; b) differenzierbar genau dcml. wenn f
an jeder Stelle x aus (a; b) differenzierbar ist. .

-Die Ableitung der Funktion f ist diejenige Funktion f’, fir die gilt:

1. Der Definitionsbereich von f ist die M.ngc aller x, mr die f differenzier-
bar ist,

‘2. Fir jedes x aus dem Definitionsbereich von f’ gilt:

f'(x) ist die Ableitung von f an der Stelle x.

/' Ableitung einer Funktion an einer Stelle xo, Seite 76
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Ableitungen héherer Ordnung

1, £@, £6), .

Ist die Ableitung f’ einer Funktion f an einer Stelle xo des Definitionsbereiches
von f differenzierbar, so bezeichnet man die Ableitung der Ableitung von fan
der Stelle xo mit

a2y

oder ——

"
f” (xo) oder y” i

x=x,

x=x,
und nennt sie die zweite Ableitung von f an der Stelle xo.
Analog zur Definition der Ableitung einer Funktion in einem Intervall wird
die zweite Ableitung f” in einem Intervall definiert. Sie wird mit
a?y
"
y" oder f” (x) oderF
bezeichnet. In gleicher Weise werden die dritte, vierte, ..., n-te Ableitung einer
Funktion definiert und mit

£

bezeichnet.

C4 Differentiationsregeln

Summenregel, Produkiregel, Quotientenregel

>

SATZ:
Sind die Funktionen u und v im Intervall (a;b) differenzierbar, und seien
ihre Ableitungen u’ und v/, dann sind auch die Funktionen u+v, u-v,

—(v (x) = 0) differenzierbar in (a; b), und es gilt:

[u(x) + v(x)) =u' (x) + v' (x) (Summenregel)
[u(x) v(x)] =u'(x):v(x) +u(x)-v'(x) (Produktregel)
lu(x) T (x) v (x)—u(x) v (x)

v = v R (Quotientenregel).

Beweis fur die Produktregel

Es sei xo eine beliebige Zahl aus (a. b)

u(xo + h)* v (xo + h) — u (xo) - v (x0)
h

mu(xo+h)-v(xo+h)—u(xo)'V(xo+)1)+u(xo)~V(xo+ h) — v (x0) * v (x0)
h

[v () v ()] = lim
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v (xo + h) — v (xo0)

- lim [u(xn+ h:,—u(xo)

v (xo + h) + v (x0)

h—0 h
= lim [w <lim v (x0 + h) + lim v (xg)- lim [v(xo+ h)—v(xo)]
=0 h h—0 -0 h0 h

= v’ (x0) * v (x0) + v (x0) * v/ (xo0).
Da xo eine beliebige Zahl aus (a, b) sein sollte, gilt die Produktregel fir alle
x aus (a, b).

Bei den folgenden Beispielen werden Regeln fir das Bilden der Ableitungen
elementarer Funktionen benutzt (/* Seiten 83 ff.)

f(x) =3x2 + 2x—3

f'(x)=6x+ 2

f(x) = x-sinx

u(x)=x v (x) = sin x

vx)=1 v/ (x) = cos x

) =v @ v+ () v (X
=1-sinx+ x-cosx
= sin x + x cos x

3x2 4 sin x
f=—3
(2x+3)+0
U (x) = 3x2 4+ sin x vix)=2x+3
v’ (x) = 6x + cos x Vix)=2"
' v (x) v (x) —u(x)- v (x)
P [v (P
(6x + cos x) (2x + 3) — (3x2 + sin x) - 2
= (2x + 3p
_ 12x2 4+ 18x + 2x-cos x + 3-cos x — 6x2 — 2 - sin x

@x + 3y

Ableitung einer verketteten Funktion (Kettenregel)

>

80

‘| differenzierbar, so ist auch die Funktion F mit F (x) = f [g (x)], die durch Ver-

SATZ:
Ist die Funktion g an der Stelle x, und die Funktion f an der Stelle g (x,)

kettung von g und f entsteht, an der Stelle x, differenzierbar, und es ist

F'(xo) = ' [ (x)1" &' (xo)-
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Es ist die Funktion F(x) = (5x + 2)3 zu differenzieren.

F(x) = (5x + 23 innere Funktion z= g (x) = 5x + 2
F(x)=flgx)] gx)=>5
duBere Funktion f(z) =23
f'(z) = 3z2

f’[g(x)] = 3-(5)(+2)z

Fx)=flg)]-g (»
=3-(5x+ 225
=15 (5x + 2)2

/ Verkettung von Funktionen, Seite 34

Ableitung zueinander inverser Funktionen

| 2

SATZ:

Ist f eine eineindeutige Funktion, die in einer Umgebung der Stelle x, diffe-
renzierbar ist, und gilt f'(x,) = 0, so ist die zu f inverse Funktion f an der

Stelle f (x,) differenzierbar, und es ist t—" [f (x0)1 = ﬁ .

SinngemdB bedeutet das: Die Ableitungen f’ und f’ zweier zueinander in-

verser Funktionen f und f fir einander entsprechende Argumente sind zuein-
ander reziprok.

/' Zueinander inverse Funktionen, Seite 30
/' Reziprokes, Ma i Ub, Seite 34

Veranschavulichung des Satzes:

1. Moglichkeit B 2. Méglichkelt _
Die Graphen von f und f sind Die Graphen von f und f sind axial-
identisch. symmetrisch zur Geraden y = x.
LS
é S Y=ftx)
SR
€5
S
58
8 Pla;),
£E & fla)=b
ss fla)b :
& a1
fib)=a A%
i
o
a=f(b) X a
Definitionsbereich von f g /

Wertebereich von F / /s

[00 17 13) 81
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82

[a;b]lef y =f'(a) =tana
[b;al ef x=t_'() tan &
o+ a =90
f'(a) - (b) =
f'(a)-f'(b) =

f'(a)F (b) = 1

f'(a) =

[a;blef y' =f'(a) =tana
[b;alef y' =f'(b)=tanx
o« + « = 90°

tan « - tan &
tan x - cot o

1 der f/(b)
——— ode! = =
' (b) f'(a)

Der Satz wird angewendet, wenn die Ableitung einer gegebenen Funktion f an
einer Stelle xo mit Hilfe der Ableitung ihrer Umkehrfunktion f an der Stelle

f (xo) ermittelt werden soll.

Hierzu nehmen wir in der Formulierung des Satzes folgende Verdnderungen
in der Bezeichnung vor: f und f werden gegenei vertauscht, und xo

wird durch zo ersetzt.

Es sei f eine gegeb Funktion, x; sei

Gegeben sei

ein Element des Definitionsbereiches
von f.
Gesucht Ist f/ (xg).

fo)=yYx—2 (x>2.

Xg sei ein Element des Definitions-
bereiches von f, also x> 2.
Gesucht ist f' (xg).

Es sei f die Umkehrfunktion von f,

und es gelte:

1. f(xo) ist ein Element des Definitions-
bereiches von f. i

2. fist in einer Umgebung von f (xo)
differenzierbar.

3. FIf(xl + 0

Dann gilt nach dem Satz fir
zg = f (xo), folglich

xg = f(2):

f'(x) =

1
I (o]

Die Umkehrfunktion von f ist
f)=x2+2 (x>0),

und es gilt:

1. f(xo) = Vxo— 2 ist fiir x> 2 ein

Element des Definitionsbereiches von f,
d. h.

f(xg) > 0. v

2: fist fiir alle x > 0 differenzierbar,
also auch in einer Umgebung von f (xo).
3. F (x) = 2x == 0 fiir x> 0,

also ' [f (xo)] = 2f (xo) =+ 0.

Also gilt
A 1 1
)= Tl ean ~ 200
' (xo) = m fir alle x> 2.
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C5 Ableitung elementarer Funktionen

Die Ableitung von f(x) = ¢

>

SATZ:

Jede in einem Intervall (a; b) konstante Funktion f(x) =c (ceP) ist in (a; b)
differenzierbar, und es gilt fir jedes x aus (a; b):
f'(x)=0. i

Beweis:
Es sei xo eine beliebige Zahl aus (a; b), dann gilt:
£ h) — -

b + =P i 2= i 5=y

h h—0 h—0

Da xo eine beliebige Zahl aus (a; b) sein sollte, gilt f' (x) = 0 fiir alle x aus (a; b).
Geometrische Deutung: Der Graph von f(x) = c ist ein Stiick einer Geraden
parallel zur Abszissenachse. Sein Anstieg ist demnach an jeder Stelle des Inter-
valls (a, b) gleich Null.

f(x)=5 f'(x)=0

f' (x0) = lim
[

Die Ableitung von f(x) = x"(ne N, n > 0)

>

6*

SATZ:

Die Funktion f(x) = x» (n> 0, ne N) ist fir alle xeP differenzierbar, und
es gilt:

f'(x) =n-xnt,

Beweis:

Es sei xo eine beliebige reelle Zahl.

Wir filhren den Beweis durch vollstdndige Induktion ( Seite 12f.)
1. Induktionsanfang )

n=1; f(x)=x}

Es ist zu zeigen, daB f'(x0) = 1- X}

In der Tat, sei f(x0) = xo, dann ist f(xo + h) = xo + h.

£ = iy f(xo + h) — f (xo) = lim (xo + h) — xo
s0 h h—0 h
=|im£=|im1=1
o b hso
f' (x0) = 1
f(x0)=1-1
£/ (x0) = 1- %0
f'(x0) =1 x1-1

Das war zu zeigen!
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2. Induktionsschritt

Es ist zu zeigen:

Fir alle k (ke N, k> 1) gilt:.

Wenn fiir f(xg) = x gilt £/ (xg) = k- xt™1,
dann gilt fur f, (xo) = xk+!

entsprechend f,' (xo) = (k + 1) - xf+0=1,

In der Tat gilt:

fi (xg) = x§*1
fi (%) = x5 % U (xg) = x§ V' (xp) = k* "'64
£y (x) = v (xg) * v (xo) v(xg) = Xg V' (x0) =1

fy' (%) = U’ (Xg) - v (Xo) + ¥/ (x0) *u(xo)  (/ Produktregel, Seite 79)
£ (xg) = ko Xk xg 1+ xk

=k x§+

=(k+1)x§

= (k + 1) xf+0-1 Das war zu zeigen!
Aus der Giiltigkeit von 1. und 2. folgt die Giltigkeit der Behauptung fir alle.
natiirlichen Zahlen.
Da xo eine beliebige reelle Zahl sein solite, gilt die Aussage fir alle reellen
Zahlen.
f(x) = 3x2 f'(x)=2-3x

= 6x

Die Ableitung von f(x) = x™ (m <0, me G, x 5 0)

>

SATZ: .

Die Funktion f(x) = xm (m< 0, me G, x = 0) ist fir alle x (x 3 0) differen-
zierbar, und es gilt

' (x) = mxm-1,

Beweis:
Esseim=—n (n> 0,neN).
1
f(x) =xm=xn= =
u(x)
f(x) = u(x)=1,uv(x)=0
v(x) v(x) = xn, ¥'(x) = nx»-1
f'(x) = Ao (?v(_x)]v1 ®) v (/' Quotientenregel, Seite 79)
0 xn — nxn-1-1
=T
=—n-xn1
=m- xm-1 Das war zu zeigen!
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1
B Esist die Ableitung von f(x) = = fir alle x 3= 0 zu bilden.

fR)=—g=x3 f/(x) = —3x3-1 = — 3x—4
f’(x)=—%

Die Ableitung von f(x) = x" (re R, x> 0)

| 2 SATZ:

Ist r eine beliebige rationale Zahl, so ist die Funktion f(x) = xr (x> 0) fir
jedes positive x differenzierbar, und es gilt

f'(x)=r:x-.

3 3 1 -
B f)=Vx=x B f)=3—=x°
Vx
1 1. 1 -1
(x) = — x3 /() = ——x 5
f'(x) 3 £ (x) 5 X
2 [3
= = 1
L T W 3
3)x 5 )/xé
1
="
Sx}/;
3 2 :
B )= =x° B f)=g—=x
123
2 3
2 =4 3 - -1
' - 3 ! —— 4
() =5x f'(x) X
2 -1 2 3 L 3
=—x 3= =——X 8=
. - 4
3 3yx L 4yx7
3
I —
Ax}/xa

Die Ableitung von f(x) = sin x

» SATZ:
Die Funktion f (x) = sin x ist fUr alle x €P differenzierbar, und es gilt
f' (x) = cos x.

Beweis:
Es sei xo eine beliebige reelle Zahl. Dann ergibt sich als Differenzenquotient:

85
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f(xo + h) — f(xo0) _ sin (xo + h) —sin xo

h h
sin xq- cos h + cos xo - sin h — sin xo
h
cos xo - sin h — sin xo - (1 — cos h)
- h
= CoSs X * LiL —slnx0'—1 o
.h h
h
sin h dedi 2
= COs X0 * h —.sln x0* 5
sin h
=cosxo-smh—sinxo'sin—- 2
h 2 h
2
[/ Winkelfunktionen, Seite 50 (spez. Additionstheoreme)]
Wegen ‘
sin b
lim S0 =1 und lim =1 und lim slnl =0
o h b0 h o 2
2
gilt
IimM =cosxo*1—sinxo-0-1
h—0 h
= COS X0 .
Da xo eine beliebige reelle Zahl sein sollte, gilt die Aussage fir alle reellen
Zahlen.

Die Ableitung von f(x) = cos x

> SATZ:
Die Funktion f(x) = cos x ist fir alle x cP differenzierbar, und es gilt
f'(x) = —sinx.

Beweis:

Auf Grund der Beziehungen

cos x = sin (F —x). sinx = cos (F—x) gi
0s X = sin |- —x/|, sin x = cos 7% 9
f(x)=cosx=sin(12:-—‘x)

f'(x) = cos(%-—x)~(—1)=—sinx.
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Die Ableitungen von f(x) = tan x und f(x) = cot x

>

SATZ:

Die Funktionen f(x) = tan x und f(x) = cot x sind fiir jede Stelle x ihrer
Definitionsbereiche differenzierbar, und es gilt

(tan x)' = e

» (cotx) =—

-
cos2 x

Der Beweis kann mit Hilfe der Definitionsgleichungen

sin x cos x
tan x. = . cot x = —
cos x sin x

(/" Seite 50)

und der Quotientenregel (,* Seite 79) gefihrt werden.

Die Ableitung von f(x) = log, x

| 2

SATZ:

Jede Logarithmusfunktion f(x) = logax (@a> 0, a+ 1, x> 0) ist fir alle x
mit x> 0 differenzierbar, und es gilt

f'(x)= % loga e.

Beweis :

Es sei xo eine beliebige reelle Zahl mit xo > 0, a > 0, a = 1. Als Differenzen-
quotient erhélt man:

f(xo + h) —f(x0) _ loga(xo + h) — loga xo
h - h

_1 | xo+ h (/" Logarithmengesetze,
L Ma i Ub Seite 106)

1 h

_1 X <1+h)
T h x0

. %,
T h
= 1— loga (1 + L) Substitution — = z
xo Xo X0
Dann gilt:

1 Wennh -0, soz— 0.

- 1
=—£Iog‘,(1 + z)

. f(xo 4+ h) — f(x0)
lim—

f’ (x0) =
(x0) Jiow b

1
lim 1—Ioga Aa+ 2=
20 X0
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1
=—-logas e Das folgt aus
xo0

lim loga (1 + 2)* = logae
z—0

(/' Seita 72)
Da xo eine beliebige Zahl mit xo > 0 sein sollte, gilt die Aussage fir alle Zahlen
xmit x> 0.
bleitung von.f(x) = In x

1 1 1
l ! = = R B
(Inx)' = (loge x) = loge e > 1 s also

(Inx) = %.

bleitung von f(x) = a*

SATZ:

Jede Exponentialfunktion f(x) =a*(—oco< x <co,a> 0, a=+1) ist an jeder
Stelle x differenzierbar, und es gilt

f'(x)=a* Ina.

Beweis:

xo sei ein beliebiges Element des Definitionsbereiches von
f(x) =ax, also —oco<x0<o0.

Die Umkehrfunktion von f ist

f(x) =logax, x>0, und es gilt:

1. f(x0) = a*+ist fiir — oo < x0 < oo ein Element des Definitionsbereiches von f,
denn f(xo) > 0.
2. fist fir alle x > 0 differenzierbar, also auch in einer Umgebung von f (xo).

= 1
3. f’(x)=7log¢e:1=0 fir allex, x>0,

also 7[f (xo)] = +logae = 0.

1
f(xo)
Hieraus folgt ( Seite 82)

1 1

v — —_
Fix) = " a*-logse

1
FIreol _
o9 logae
1

loga e

= g%+

=a*-logea =a*-Ina
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Da xo eine beliebige Zahl sein sollte, gilt die Aussage fir alle x mit —oo < x < o0.

f(x) = f'(x)=5"In5.

Die Ableitung von f(x) =

(&) =ex-lne=ex+1=ex.

Die e-Funktion geht durch Differentiation in sich selbst ber; f’(x) = f(x).
Geometrisch bedeutet das: Der Anstieg der Tangente an die Kurve der Funktion
y = exist in jedem Punkt gleich der Ordinate dieses Punktes.

C6 Lokales Verhalten von Funktionen

Lokale Monotonie

>

DEFINITION:
Dkﬂmldhnfh’ulormlor.
lokal monoton wachsend genau
dann, wenn gilt:

1. f ist in einer Umgebung von x,
definiert.

2. Es gibt ein e> 0, so dasB fUr
jedes x gilt:

Wenn x, — e < x < Xq,80 f(x) < f(xg),
wenn xg < x < Xo + £, 80 f(xg) < f(x).

Die Funktion f ist an der Stelle x,
lokal monoton fallend genau
dann, wenn gilt:

1. f ist in einer Umgebung von xy

2. Es gibt ein £> 0, so daB fir
jedes x gilt:

Wenn xq — e < x<x..nf (x) > f(xq)s
wenn xy < X< Xg + &, 30 f(x0) > f(x).

Erléduterung (Text fur diese Bilder siehe néchste Seite):

o

Die Funktion f ist monot hsend Die Funktion f ist monoton fallend
Y Y
) y=f(x)
kg
f(x)

f(x,) f{x,)‘

X ;0 %} X

+
X; <Xo Xot€

Xo-€
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Im Intervall (xg — &; xg + &) gilt:
Fir alle Argumente, die kleiner als x,
sind, sind die Funktionswerte auch
kleiner qls f (xo)-

Fir alle Argumente, die gréBer als xo
sind, sind die Funktionswerte auch
groBer ls f (xp).

Im Intervall (xo — &; xo + ¢) gilt:
Fir alle Argumente, die kleiner als x,
sind, sind die Funktionswerte gréBer
als f (xg).

Fiir alle Argumente, die groBer als xo
sind, sind die Funktionswerte kleiner
als f (xg).

SATZ:

Wenn eine Funktion f an der
Stelle x,, lokal monoton wachsend
und in x, differenzierbar ist,

so gilt f' (xg) = 0.

Wenn eine Funktion f an der
Stelle x, lokal monoton fallend

und in x, differenzierbar ist,
so gilt f'(xg) < 0.

. Erlduterung:

Plxg; F(xo)),

tanoe, =0

tane <0

tane, =0

X5 x

Xp X

Der Anstieg der Tangente
im Punkt P (xo; f (xg))
ist nicht negativ.

Der Anstieg der Tangente
im Punkt P (xo; f (xo))
ist nicht positiv.




Co@m

Im Falle f' (xo) = 0 kann nicht auf y fallend ~ wachsend
das Wachsen oder Fallen der Funktion
an der Stelle xo geschlossen werden
(/" nebenstehendes Bild).

[ tanoy=0

wachsend
tane,=0

Nachweis der lokalen Monotoni
einer Funktion an der Stelle xo: / Xo X

» SATZ:

Wenn eine Funktion f'an der
Stelle x, differenzierbar ist,

und es gilt f' (xo) > 0, so ist f in x,
lokal monoton wachsend.

Wenn eine Funktion f an der
Stelle Xxg differenzierbar ist,

und es gilt f' (xo) < 0, so ist f in x,
lokal monoton fallend.

] Es ist die Funktion f(x) = ex auf Monotoni
Es gilt f' (x) = ex.

Da f'(x) = ex fir alle x positiv Ist, ist f(x) = ex im ganzen Definitionsbereich
monoton wachsend.

zu untersuch

Mittelwertsatz der Differentialrechnung und Satz von Rolle!

| 3 SATZ (Mittelwertsatz der Differentialrechnung):

Ist eine Funktion f in (a; b) stetig und in (a; b) differenzierbar, so gibt es
mindestens eine Zahl { mit a< £< b, so daB gilt

f(b)—

O—1@ _ .

Der Satz von Rolle ist ein Spezialfall des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
fir f(a)=f(b)=0.

» SATZ von Rolle: .

Es sei f eine Funktion, die folgenden Bedingungen genigt:

1. fist in (a; b) stetig,

2. f ist in (a; b) differenzierbar,

3. f(a) = f(6) = 0. .

Dann gilt: Es gibt (mindestens) eine Zahl & mit a < £ < b, so daB gilt f' (£) = 0.

1 Rolle, Michel (1652-1719), franzésischer Mathematiker, Mitglied der Académie des
sciences, fand 1690 den hier angegebenen Satz und konnte ihn im Jahre 1691 beweisen.

N
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz von Rolle

Yy Y
#s) /ky-f(X)
ey |1 t1b-F1a)
P(&5; (&)

. - £ L8
-fe)
raj 't L f/g

T ] |

2,
LY [ x| [y & & B~

Das Bild der in {a; b) stetigen und in
(a; b) differenzierbaren Funktion f ent-
hélt mindestens einen Punkt P (&; f (£)),
mit a < £ < b, in dem die Tangente an
das Bild parallel zur Sekante durch

P4 (a; f(a)) und P, (b; f (b)) verlduft.

Das Bild der in {a; b) stetigen und in

(a; b) differenzierbaren Funktion f, die
die Nullstellen a und b besitzt, enthdlt
mindestens einen Punkt P(&; f(£)),in dem
die Tangente an das Bild von f parallel
zur Abszissenachse verlduft.

SATZ:

Die Funktion f ist eine in einem Intervall (a, b) konstante Funktion genau
dann, wenn fir jedes x aus dem Definitionsbereich von f gilt: f'(x) = 0.

SATZ:

Dann gilt:

Es seien u und v zwei im Intervall (a; b) stetige und in (a; b) differenzierbare
Funktionen. Es gelte u’ (x) = v’ (x) fir alle x aus (a; b).

u(x) —v(x) = c = constant fiir alle x aus {a; b).

Lokale Extrema

92




Erléduterung:

Flxo) f=
flalf
Fix)f=

Flxe)|=

fix;)

F(xo)

X7 % X1 X

e

X1 xp X b x

Im Unterschied zum globalen Maximum M, bei dem nur verlangt wird, daB kein
Funktionswert groBer als M ist, wird beim lokalen Maximum M =f(x,) verlangt,
daB dieFunktionswerte fir Argumente in einere-Umgebung X, echt kleiner sind

als M.
Entsprechendes gilt fir Minima.

/7 Globale Extrema, Seite 75

Die Funktion y = f(x) besitzt in (a; b)
zwar ein globales, aber kein lokales
Maximum, da die Funktion f in der
Umgebung U, (xo) konstant ist.

Ein lokales Extremum einer Funktion f
kann auch globales Extremum sein.
Das globale Maximum einer in einem
Intervall {a; b) stetigen Funktion f ist
entweder das gréBie lokale Maximum
von f in {a; b) oder einer der Funk-
tionswerte f(a) oder f(b).
Entsprechendes gilt fir das globale
Minimum.

Y
M=f( // y=fix)
a Xo b x

| Ug(xo)

y

f(b)
globales Maximum
=F(x)

Flxe)

X2
a x X3 Xg b x

globales Minimum
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Untersuchung einer Funktion auf lokale Extrema an der Stelle xo

1. Notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung

P SATZ:

Wenn eine Funktion f in x, ein lokales Extremum hat und in x, differen-
zlerbar isi, so gilt:

f'(xg) =
DaB diese Bedi g nicht hinreichend ist, zeigen folgende Beispiele:
u | |
Fiir jede konstante Funktion Fir f(x) = x3 ist an der Stelle
f(x) = c gilt - xg=0
f'(x)=0. f'(0)=3-02=0.
Y yL f(x)=x3?
f(x)=c i
[
) 1+
Fi(x)=0 ; 1 ‘ F10)=0,
X 0 7 X
Die Funktion f(x) = ¢ hat kein Die Funktion f (x) = x3 hat an der
lokales Extremum. Stelle xo = 0 kein lokales Extremum.

Es ist zu beachten: Der Satz liefert ein notwendiges Kriterium der Existenz lokaler
Extrema nur fir differenzierbare Funktionen. Es gibt dariiber hinaus Funktionen,
die lokale Extrema an Stellen haben, an denen sie keine Ableitung besitzen. So
hat beispielsweise f (x) = |x| an der Stelle xo = 0 ein lokales Minimum ( Seite
92).

2, Hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung

P SATZ:
Gelten fir eine Funktion f folgende Bedingung
1. f ist in einer Umgebung von x, diﬁerenzmrb«r,
2. f'(xg) =0,

3. f' wechselt an der Stelle x, das Vorzeichen,
dann hat f an der Stelle x, ein lokales Extremum, und zwar
ein lokales Maximum, wenn f' mit ein lokales Minimum, wenn f’ mit

wachsendem x von positiven zu wachsendem x von negativen zu
negativen Werten iibergeht. positiven Werten Ubergeht.




|

Die Funktion f hat bei x, ein lokales
Maximum. Es geht f' bel xo mit wach-
sendem x von positiven zu negativen

Werten iiber.
;

B s
[ — =0
foo g i sl
4 2
il ms<Q
7 A
o —
:Y()ﬁ \ = fto)
X2 '\
il x  x, X Xp Xs| X
fix,,
Fixs yoF

(Auf ein Beispiel, das zeigt, daB diese
Bed g keine notwendige Bedingung
ist, wurde hier verzichtet.)

Co@m

Die Funktion f(x) = x* hat an der Stelle

xo = 0 ein lokales Minimum.

1. fist in der Umgebung von xo = 0

differenzierbar

£ (x) = 4o,

f(0)=0

. f' wechselt an der Stelle x = 0 das
Vorzeichen von negativen zu positiven

Werten. Flo)<tx3
fix)=x*

wp

P SATZ:
Es sei f eine an der Stelle x, zwei-
mal differenzierbare Funktion, fir
die gilt
f'(xg) =0,
' (xg) =+ 0.
Dann hat f an der Stelle x, ein lo-
kales Extremum, und zwar
ein lokales Maximum, wenn
f"(xg)< 0,
ein lokales Minimum, wenn

f"(x0)> 0.

3. Hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung

14
Flxo)

0=£'(x)
0>F )

Es ist zu beachten:

Dieser Satz besagt nicht, daB im Falle f” (xo) = 0 etwa stets kein Extremum vor-

liegt. Zum Beispiel ist fir f (x) = x4
f" (x) = 12x2,

also gilt f" (0) = 0. Dennoch hat f(x) = x* an der Stelle xo'= 0 ein lokales Mini-

mum.
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Berechnung lokaler Extrema

1. Fall:

f ist im Intervall (a; b) zweimal differenzierbar.

1. Wir bilden die 1. Ableitung f’ und die 2. Ableitung f”.

2. Wir berechnen die Nullstellen von f’ in (a;b), d.h., wir l8sen die Gleichung
f'(x) =0.

Da f’ (xg) = 0 eine notwendige Bedingung dafiir ist, daB f an der Stelle x, ein lokales
Extremum besitzt, miissen sich die Extremstellen unter den Nullstellen von f' befinden.
Andere Argumente kommen im Falle der Differenzierbarkeit von f als Extremstellen
nicht in Frage.

3. Fiir jede dieser Nulistellen entscheiden wir mit Hilfe der weiteren Bedingungen
(f"(xg) = 0; Vorzeichenwechsel von f’ an der Stelle xg), ob dort ein lokales Extremum
vorliegt.

2. Fall:

Es gibt im Intervall {a;b) Stellen, an denen f nicht differenzierbar ist. Fir diese
Stellen sind gesonderte Untersuchungen erforderlich.

/' Kurvendisk Seite 100 (Beispiel fur die Berechnung lokaler Extrem-
punkte)
Konvexitdt
> nmm‘nom 4
s o Iolnl konvex genau dann, wenn glm i
von xq differenzierbar, R
Zf’lﬂhx.m,mm ; :
B Die Funktion f(x)=x2 ist fur alle y REaL L
reellen Zahlen lokal konvex, denn e
f' (x) = 2x ist fir alle x monoton wach- -
send, und fist fir alle x differenzierbar.
Filx)=2
7 -
Geometrische Bedeutung: Ist die Funk-
tion f lokal konvex, so ist ihr Bild nach L L L L L
unten gewdlbt. -1 0 1 X
-1 —
Konkavitdt
| 2 D!FINI‘I‘IQN:
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B Die Funktion f(x) =sin x ist fir alle x Y
mit 0 < x< m lokal konkav, denn

f’(x) = cos x ist fur alle x mit 1 f () =sinx
0 < x < = lokal monoton fallend, weil
f” (x) = — sin x fir alle x mit 1
0 < x.< 7 negativ ist. 0 1 ’5‘ x
F7(x)==sinx
Geometrische Bedeutung: Ist die Funk- 4 £ ()= cos x
tion f lokal konkav, so ist ihr Bild nach
oben gewdlbt.
Wendepunkt
T2

» oEnNmom
Dhﬂmlﬂlc-flul unlor!!-lhx. einen Wondqwnln gonw danu.vnnn gilt:

1.fmlndmum¢ﬁungmx.dwmlwb¢r. e
2. f'(xo) ist ein lokales Extremum. . : : e

Die Tangente in einem Wendepunkt an die Kurve heit Wendetangente.

Wendetangente /
Wendepunkt -\

Fixg=0

Die Wendestellen von f (d. h. die Stellen xo, an denen die Funktion f Wende-
punkte besitzt) sind identisch mit den Extremstellen von f'. Folglich gelten fiir
die Ermittlung der Wendestellen von f die analogen notwendigen und hin-
reichenden Kriterien bezogen auf f/, wie sie zur Ermittlung von Extremstellen
angewandt werden (* Seite 94).
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Kurvendiskussionen

Unter einer Kurvendiskussion versteht man das Ermitteln charakteristischer
Merkmale einer gegebenen Funktion und die graphische Darstellung der

Funktion mit Hilfe dieser Merkmale.

Merkmale
der Funktion

Graphische Darstellung
dieser Merkmale

Berechnung mit Hilfe
der Funktionsgleichung

Nullistellen
X4 Xg, .0

Abszissen der Schnitt-
punkte der Kurve mit
der Abszissenachse

Py, (x4 0), Px, (x5 0), ...

Ermitteln der Lésungen
der Gleichung f (x) = 0

Funktionswert
fir x=0
Yo="f(0)

Ordinate y, des Schnitt-
punktes der Kurve mit
der Ordinatenachse

Py, (05 yo)

Ermitteln des Funktions-
wertes f(0) =y,

Pole
Xpys Xpgy +ee

Asymptoten parallel zur
Ordinatenachse durch
die Punkte P (xp,; 0),

P (xp,; 0)

Bei gebrochenen ratio-

u(x)
nalen Funktionen 5

v (x)
Ermitteln der x, fir die gilt:
v(x)=0 und u(x)+0

Verhalten im
Unendlichen

Spezielle Fdlle:

a) Asymptoten, die par-
allel zur Abszissen-
achse verlaufen

Berechnen von
lim f(x)

x—+400

b) Asymptoten, die
weder zur Abszissen-
achse noch zur Ordi-
natenachse parallel
verlaufen

Bestimmen einer linearen
Funktion g (x) mit

lim [f(x) —g(x)]=0
X—>400

Lokale Ex-
trema

an den Ex-
tremstellen

XEy» XEp +oe

Lokale Extrempunkte
P, Pg, ...
Pe (xe; f (xe))

4.1. Ermitteln der Ldsun-
gen der Gleichung
' (x) = 0 (notwendige
Bedingung)

4.2. Entscheiden, ob ein
lokales Extremum
vorliegt (hinreichende
Bedingung)
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‘dlmmrkmdo

= Iﬁnelmmn m!nglh f
1. Mbgllch- 2. Méglich-
keit keit
" (xe) =0 ' (x)
wechselt
Vorzeichen
bei xg

an der Stelle
xg lokales
Maximum

bei xg ein Héchstpunkt

f"(xe) < 0 ' (x)
wechselt von
positiven zu
negativen
Werten bei
XE

an der Stelle
xg lokales
Minimum

bei xg ein Tiefstpunkt

" (xe) >0 ' (x) -
wechselt von
negativen zu
positiven
Werten bei
XE

4.3. Berechnen der lokalen
Extrema

ve, = f(xg,)

4.4. Untersuchung auf
weitere Extrem-
stellen an Stellen, an
denen f definiert ist,
aber f’ (x) nicht
existiert

Wend, L

Pw,, Pw,, ...

Pw (xw; f (xw))

' (xw) ist Anstieg der
Wendetangente

5.

-

. Ermitteln der Lésungen
der Gleichung
f" (x) = 0 (notwendige
Bedingung)

5.

ol

Entscheiden, ob ein loka-
les Extremum fiir f’ (x)
vorliegt (hinreichende
Bedingung)

1. Méglich- 2. Méglich-
keit keit

£ ew) = 0| £ ()
wechselt
Vorzeichen
bei xw

7*




Die Kurve geht von "' (xw) < 0| £"(x)

einer konvexen in eine wechselt von
konkave Kurve iiber. positiven zu
negativen
Werten

bei xw

Die Kurve geht von " (xw)> 0| " (x)

einer konkaven in eine wechselt von
konvexe Kurve iiber. negativen zu
positiven.
Werten bei
xw

5.3.Berechnender Ordinaten
der Wendepunkte

Yw, = f(ka)

2 —3 5
B Kurvendiskussion fir die Funktion f(x) = ;x 5 (x + ?)

1. Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen!
1.1. Schnittpunkte mit der Abszissenachse Py (x; 0)

f(x)=0
x2—3
r———
xXx—3=0 for x*%
x = ]’3 —
il s n050 | o |

1.2. Schnittpunkt der Kurve mit der Ordinatenachse P, (0; y)

02—3 —3 3 3
== — P, (0; —
=55 5 —5 5§ '( 5)
2. Pole
2x—5=
5
xp‘=?

5\2
Untersuchung des Zdhlers: (?) —3+0

1 Eine ausfihrliche graphische Darstellung fiir dieses Beispiel findet der Leser auf der
3. Umschlagseite am Ende des Buches.
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3. Verhalten im Unendlichen
3

-
lim f(x) = lim ; =+ o0

x—>+00 x>k o

g der Asymptot

13
x 5 4
2 —3):(2x—5)=—+4+—4+ ——
E—3:@x—=8) =+ T+
5
_(,z_?x)
5
+Tx-—3
(ix 25) 13
277 4 x2—3_x 5 %
13 w—s 2t %t s
4

Die Gleichung der Asymptote ist y — 12_ X+ ,2.. denn es gilt

13
. x2—3 (1 5)] .-
lim — x4+ —]|= lim

r=-_ =0.
sl 2x—5 \2 T %) T e 2x—5

4. Lokale Extrempunkte
4.1. Extremstellen [notwendige Bedingung: f'(x) = 0]
x2—3 v (x)
fO=5—5~= v (%)
(/' Quotientenregel, Seite 79)

v (x) - v(x)—u(x) v (x)

v(x)=x2—3 v(x)=2x—5
v (x) = 2x vVix)=2

f'(x) =
@ v P
& (x—5—(2—3) 2
- (2x— 5)2
_22—10x+6
(2x—5)
f'(x)=0
2x2—10x + 6 -0
@2x—5)2
2x2—10x + 6 =0 for x#:%
xX—5x+3=0
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4.2

4.3.

-5 13
X1.2—?:tl/—l‘—

5 13

Xg, = +T}/_w 4,303 ~ 4,3
5— Y13

X, =——— = 0,697 ~ 0,7

Entscheidung (hinreichende Bedingung = Vorzeichen von f”)

iy o 2X2—10x+ 6 u(x)

W= ~vw

Frig = Y QYO —u (v ()
B Iv (012

£ (xg) = v’ (xg) - v (xg) — v (xe) - v/ (xg)

mit u(xg) =0, v(xg)+0

[v (xe)1?
Wegen v (xg) =0, gilt
" v' (xg)
" (xe) = v on
4xg — 10
T xe—5
Xg, = 43

f"(4,3) > 0, also bei x; = 4,3 ein lokales Minimum.
xg, = 0,7
f"(0,7) <0, also bei x;, = 0,7 ein lokales Maximum

Ordinaten der Extrempunkte yg = f(xg)

x2—3
f = 2x—5
Xg, = ‘,3
ye, = f(4,3) ~ 4,3 I Prmin (4,3; 4,3) I
xg, =07
ye, =f(07) ~ 0,7 I:...,. 0.7; 0.7) I
Wendepunkte

. Wendestellen [notwendige Bedingung: " (x) = 0]

22—10x+ 6 _ u(x)

fe) =——s¢ =7
o V)Y () — 0 () ¥ (x)
= o oo
(lnx—10)-(2x—5)1—(2x2—10x+6)-2(2x—5)-2
@x—sp
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 (4x—10) 2x—5)— 4 (22— 10x + 6)
- (2x — 58

2
= @x—sp

Die notwendige Bedingung fir die Existenz von Wendepunkien — ' ist differen-
zierbar und f” (x) = 0 — ist fir kein x erfullt.

Die Funktion hat keine Wendepunkte.

Zum Zeichnen der Kurve wdhlt man geeignete zusdtzliche Punkte, zu deren
Bestimmung man zweckmdBigerweise eine Tabelle benutzt.

Kurvendiskussion der Funktion f(x) = xé —2x2 — 6
1. Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen
1.1. Schnittpunkte mit der Abszissenachse Py (x; 0)

f(x)=0
x¢—2x2—6=0 Substitution: x2 = z
22—2z2 —6=0

I Py, (1.9: 0) | Lr (—1.9;0) |
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1.2. Schnittpunkt mit der Ordinatenachse Py (0; y)

f0)=—6 Lr, ©;—6)

2. Pole
Pole sind nicht vorhanden.

3. Verhalten im Unendlichen

1. Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen
1.1. Schnittpunkte mit der Abszissenachse Py (x; 0)

2 6
lim f(x) = lim x‘(1 —————) =o00; lim f(x) =00
X—>+00 x>+ x2 xé Xx—>—00
4. Lokale Extrempunkte
, Pmax (0; — 6) J Y
lx)=x*-2x%-6
| Pmin, (—1; —7) l 4
l Pmin, (1; —7) l
Ry =1 0 B,
5. Wendepunkte 4
1 .= 59
Pw, (? V3; —?) bzw. 2
Pw, (0,6; — 6,6)
-3
1 - 59
Pw, (— 3 }/3 & —?) bzw. "
Pw, (—0.,6; —6,6)
-5
-6 ) fax
Pm}n, K Pmln,
Kurvendiskussion fiir die Funktion f(x) = il ;—oo< x< 00
x2 42

=0 x1=0 Py, (0; 0)




1.2. Schnittpunkt mit der Ordinatenachse Py (0; y)

0
r(0)=m=o [P,(o;O) J
2. Pole

x2 4+ 2 =0 istfur kein reelles x erfillt. Es existieren keine Pole.

3. Verhalten im Unendlichen

Ll
lim f(x) = lim = =0
X—>t00 g g _2_ 140
+ ’
Die Abszi hse ist Asymptot
4. Lokale Extrempunkte
= — 1 =
Pras (Vz; T}/z) bzw. Pmin (—}/z; —T;/z) bzw.
Pmax (1,4; 0,35) Pmin (— 1,4; — 0,35)
5. Wendepunkte
I Pw, (0; 0) |
= 1 . = 1
Pw,(}/6; T}/S) bzw. Pw_(—}/6: —-6-}/6—) bzw.
Pw, (2,4; 0,3) Pw, (—2,4; —0,3)
y Fmax 1
03}—A &
f(x)= X 2|
x2+2 0, ~
o1 /
™
h -5 | -4 -3 =2 =7 Y/ 7 2 3 4 5 6 x
= 02
N
NEEEY
03]
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Kurvendiskussion for die Funktion f() = *—% yx (x=0)

1.

1.1.

1.2,

4.2,

4

Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenachsen
Schnittpunkt mit der Abszissenachse Py (x; 0)

f(x)=0
1
Zé—01x=0
x1 = 0 istdas Ende des Definitionsbereiches

Px, (0: 0)

x2=4 | Py, (4; 0)

Schnittpunkt mit der Ordinatenachse P, (0; y)

f(0)=0 [ P, (0; 0)

Pole
Pole liegen nicht vor.

Verhalten im Unendlichen
lim f(x) = —o0

X400

Lokale Extrempunkte

. Extremstellen xg [notwendige Bedingung: f’(xg) = 0]

4—3;

f'(x) = H’; flx)=0
£—3x=o

8Yx

4—3x=0 for x=%0 xE‘=%
Entscheidung [hinreichende Bedingung f” (xg) % 0]
, 4 —3x u(x)
f = = v
" _v(xg =3
IR R

4
XE‘=?

24 (%) < 0, also ein lokales Maximum bei x; = % .



4.3. Ordinaten des Extrempunktes: yg = f(xg)
Flo = ";" 1x
4 4 4 — 4 4
w=gire=r(5) =5 Poae (35 515 o
Pmax (1,33; 0,77)

5. Wendepunkte
5.1. Wendestellen xw [notwendige Bedingung: f” (xw) = 0]
3x + 4

() =—— f"(x)=0
16x Vx ¢
3x + 4 _
16x Vx
Ix+4=0 fir x=+0 ‘
4
x= -3 liegt auBerhalb des Definitionsbe-
reiches der Funktion f.
Die Funktion hat keine Wende-
punkte.
v | WEN
7 %al - P00 LT
~
T~
0 1 2 3 4y 5 6 x
N
N
N

C8 Extremwertaufgaben

In der Praxis treten viele Probleme auf, zu denen es verschiedene Lésungen gibt.
Man ist bestrebt, unter diesen Lésungen solche zu finden, die entsprechend dem
Sachverhalt als méglichst giinstig bzw. am ginstigsten (optimal) anzusehen
sind. .

Eine Mdglichkeit zur Bestimmung optimaler Lésungen besteht in der Ermittiung
von lokalen Extremwerten gegebener Funktionen, die in vielen Fdllen mit dem
gesuchten (globalen) Extremwert in dem gegebenen Intervall Ubereinstimmen.
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Welche Ab gen miBten K vend in der Form eines geraden
Kreiszylinders mit gegebenem Volumen V haben, damit zu ihrer Herstellung
mdglichst wenig Blech verbraucht wird?

Mathematische Formulierung des Problems

Ao soll ein Minimum werden.
Gesucht: Fnins hmin
V = const.

Lésung des mathematischen Problems

1.
1.1.

1.2

Aufstellen einer Funktionsgleichung fiir die zu minimierende Funktion Ao

Ao(ri hy=2rr2 4 2nrh
Das ist eine Funktion von zwei Variablen r und h.

Reduzierung der Variabl hl durch Einbeziehung der Nebenbedingung
V = const.
V==nrth

Ao(r)=21:r1+27:r-—v—
T re
2v
Ao(r)=21:r2+T r>0

Da die Variable r in unserem Fall eine Ldnge bedeutet, also positiv ist,
wird das gegebene Problem durch-die Funktion Ao (r) mit dem Definitions-
bereich 0 < r < oo erfaBt.
Die Funktion Ao (r) mit 0 < r < oo ist Teilfunktion einer Funktion

2v
f(x)=21rx1+—x—(—oo<x<oo, x=+0).

(Die folgende Abbildung aufSeite 109 stellt diesen Sachverhalt fir V= 1000cm3
dar.)

Bestimmung der Extrema von Ao (r) fir r> 0

. Extremstellen rg [notwendige Bedingung Ao’ (rg) = 0]

, 2v
Ao (r)=47:r—7
A’ ()=0 4rrd =2V

2v
41:r—7=0 e = —
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y-4 (Ar) incm?
12400}

zmoL

7800}

2000
i) =2x?+ <= re00—
|

r200——\

=]

300

600

— 7 —— 9 (r)incm|

I ]
| | |

Definitionsbereich des Problems
-504‘

\ Atry=2zrt+ 2L 1> =
X—-ono}
[
\
\ -2
-l
| N
1

2.2. Entscheidung [hinreichende Bedingung Ao” (rg) % 0]

4V
" (r) = & —
Ao () = e + —
3
e = —

2
p—
v 4y
U
=l —
A (Vzn) e o 0
2
“] /V
Also hat Ao (r) bei rg = P ein lokales Minimum.
T

Im Definitionsbereich gibt es keine Stelle, fir die Ao (r) kleiner wdre als
Ao (re), denn Ao (r) ist stetig, und es gilt

limAo (r) = + o0,
r—0

limA(r) = +o00.

r—= 4o
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Da ferner Ao (r) fir alle r > 0 differenzierbar ist, gibt es auBer rg keine
weitere Stelle, an der die Funktion Ao (r) ein lokales Extremum haben
kénnte.

Damit ist das lokale Mini auch Mini im
0 < r < + oo (globales Minimum).

Intervall

9

Bestimmung von hpyin
A/v

Fmin = =

hmin = ﬂle

v
min
v =
3 vz =
TV i

= 2 Imin

Diskussion der Lésung

Der Zylinder mit der geforderten Minimalbedingung fir die Oberfldche
hat einen quadratischen Achsenschnitt:

hmin = dmin -

h>d h=d h<d
4™ Aomin Aopin Ao>Aopin

h

T e~

e m———

e : =

Lésung des praktischen Problems

Minimaler Blechverbrauch tritt genau dann ein, wenn die Konservendosen
einen quadratischen Achsenschnitt besitzen. Bei der praktischen Her-
stellung von Konservendosen 1dBt man sich bei der Bestimmung der Ab-
messungen allerdings noch von weiteren Forderungen leiten, wie Art der
in den Bichsen aufzubewahrenden Produkte und Handlichkeit beim Ver-
brauch der abgefiillten Mengen.
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Ist der Funktionswert f (xo) einer Funktion f bekannt, so kann man unter Anwen-
dung des Mittelwertsatzes (~ Seite 91) einen Funktionswert f (xo + h) ndherungs-
weise berechnen.

Hierbei wird vorausgesetzt, daB f

im Intervall (xo; xo + h), (h > 0) existiert und monoton ist.

Dann gilt, falls ' in {x0; xo + h) monoton wichst:

Ndherungsweises Berech von Funktionswerten

|f(x°)+h~f'(x°)<f(x0+h)<f(x°)+h-f'(xo+ll). |

Es gilt, falls fin (xo0; xo + h) monoton fllt:

Lr(xn)+h-f'(xo+h)<r(x0+h)<r(x°)+h-f'(xo). I

] Aus der Tafel der natiirlichen Logarithmen kann der Funktionswert In15 = 2,7081
abgelesen werden. Es soll der Funktionswert In 15,2 ndherungsweise ermittelt

werden.

f(x) =Inx; x=15; h=02; xo+ h=152
, 1

F=—

Da die Funktion f’ (x) fir x > 0 monoton fallend ist, gilt
f(xo) + h-f'(xo + h)< f(xo + h) < f(xo) + h ' (xo)
1
(%) In15+02'—-2 <In152< In15+02-E
Da f(x) =Inx im g ten Definitionsbereich t hsend ist, erhdlt
man fir In 15 ~ 2,7081 (Tafelwert) folgende Abschétzung:
(1) 2,70805 < In 15 < 2,70815 .

AuBerdem gilt

(z)ﬂ—oo1a<oo1334

0,2
RETY N
Damit ergibt sich insgesamt aus der Ungleichungskette (%) unter Verwendung
der Abschétzungen (1), (2), (3):
2,70805 + 0,01315 < In 15,2 < 2,70815 + 001336
2,72120 < In 15,2 < 2,72149
2,7212 <In152<27215.

Setzen wir In 15,2 &~ 2,7213, so ist der Fehler dieses Ndherungswertes hochstens
gleich 0,0002:
| In15,2—2,7213 | < 0,0002.
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Integralrechnung _ D

D1 Das bestimmte Integral

Zerlegung eines Intervalls

» | DERINITION:
_Unter einer Zerlegung j, eines abgeschlossenen Intervalls (a; b) in n Teil-
intervalle versteht man eine (endliche) Folge 3
Xgs Xgs Xgy ey X MY Xg =0, Xp = b Und Xxg < Xy < X3 < *** < Kot < Xpe
Zu jeder Zerlegung 3, gibt es eine Zahl Iy, fir die gilt:
1. I ist gleich der Ldnge eines der Teilintervalle, in due {a; b) durch 3, zerlegt
wird.
2 hZ2xi—x=1; i=1, ..., n
Diese Zahl wird maximale Intervallinge der Zerlegung 3 genannt.
Zerlegungssumme
> | pemNmion:

8

lumme 3,, dle zu einer im Intervall (a; b) -loﬂgcn
gung i, golwr'. versteht man die Zahl

_Hierbel sind die & ';hjcilfaﬁlg’i Zahlen mit x4 < & < x;.

Geometrische Bedeutung der Zerle-
gungssumme: Sind die Funktionswerte
von fim Intervall {a; b) nicht negativ,
so ist die Zerlegungssumme gleich der
Summe der Fldcheninhalte

f (&) (x1 — xi—1)

der Rechtecke mit den Seitenldngen
f(&) und (xi — xi—1). Die Zerlegungs-
summe ist ein Ndherungswert fir den
Flacheninhalt der Fldche, die einge-
schlossen wird durch den Graph

(00 17 13) , 113



= D1

der Funktion f, die Abszi hse und die Parallelen zur Ordinatenachse
durch

x=a und x=b.

Zerlegungsfolge

Ist fur jede natirliche Zahl n (n > 0) eine Zerlegung 3» des Intervalls (a; b)
gegeben, so bilden diese Zerlegungen eine sogenannte Zerlegungsfolge (3n)
fur das Intervall <a; b).

i a=xoM < xyH =bh

20 @ = x0@ < x1@ < x2? = b

1300 = x0® < x1® < x20) < x3® = b

0= X0 < X1 < X < e < X < e < % P X = b

Ausgezeichnete Zerlegungsfolge

Unter einer ausgezeichneten Zerlegungsfolge versteht man eine Zer-
legungsfolge, bei der die Folge der maximalen Intervalléngen I, jeder Zer-
legung 3 eine Nullfolge ist.
i b
Das bestimmte Integral ff(x) dx
a

| 3 SATZ:

Ist f eine beliebige im Intervall {(a; b) stetige Funktion, so konvergiert bei |
jeder Wahl einer ausgezeichneten Zerlegungsfolge und bei jeder Wahl der | |
Zwischenpunkte die zugehdrige Fo|ga der lerlegunguummen. und zwar |
immer gegen ein und dieselbe Zahl g. [

- S—

»> DEFINITION:

v

|
Das bestimmte Integral / I(«) dx einer im Intervall {(a; b) deﬂgon Funktion 1
|

ist der gcmolmamc Gnnzmrl aller Folgen von Zerlegungssummen, die zv |

gungsfolgen (3,) des Iniervulll {a; b) gehdren.

Ist folglich (3n) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge von (a; b}, so gilt: !
_[ f(x)dx = Ilm 2 f (£im) (xi(M — xi—q(™)

n—o0 i=1

mit xi—M < &im < x;m .
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b
Zu berechnen isffx’ dx:
a

Wir wdhlen eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (3»), bei der das Intervall
{a; b) durch jede Zerlegung 3. in gleich groBe Teilintervalle zerlegt wird.

b—a '
xo®™ = a, x4 =a + i o
n

ceey XimtM = g

= b—a), 1 =g+ (b—ad),
n n
coy Xp™M = b

Als Zwischenpunkte & wdhlen wir die rechten Endpunkte der Intervalle
{Xia™; x>, also

&M = xim =a + %(b—a) .
Dann gilt fir die Zerlegungssumme s,

Sn = Z f(&m) - (xim — Xi—q(m)

I=1

sn—2[0+—(b—")] [Lo—a—t=D 4 _q)
= Slor Lol (252)
s,=("_‘”)[Zaz+Zz—(b—a)+2—(b—a)z]

i=1

b— 2a (b— b — a)? 1) (2 1
$n=( na)[na2+ u(bn a)-%(n+1)+( "za)."(""' )6("+)

moofeenmafi+ )+ 052 o)

b

[t dx = lim 50 = (b—a)[a2 S esd) +(_"’z]
=(b—a)(ab+(b_3°)2>
afﬂdx:%—%
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DEFINITION:

b Aty
f(x)dx =0, wenn b

[t~ (1 omwemb<a

SATZ:

Ist f eine in (a; b) stetige Funktion und c eine beliebige Zahl aus dem Inter-
vall {a;b), so gilt

/f(x)dx_ jf(x)dx+ /r(x) dx.

Mittelwertsatz der Integralrechnung

4

116

Mittelwertsatz der Integralrechnung:

Ist f eine im Intervall (a; b) stetige Funktion, so gibt es stets mindestens
eine Zahl £ mit a < & < b, fir die gilt:
b

[fe)dx=f() (b—a).

GnmdﬂuM.MQMuﬁi T i

f sei im Intervall {a; b stetig und
nichtnegativ. Yy
Somit gibt es eine Zahl & derart, daB
die schraffierte Fldche gleich der
Flédche des Rechtecks mit den Seiten
b—a und f(&) st y=fx)

/' Flacheninhalt, Seite 123

(&)
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D2 Das unbestimmte Integral

Stammfunktion

| 4 SATZ:

Zwei beliebige S funkti Fy und F, einer gegebenen Funktion f
unlar!chelden sich nur durch eine additive Konstante ¢

F2(x) —Fy(x) =c.

Beweis:
Es seien F1 und F2 zwei Stammfunktionen von f, d. h., es gilt
Fi' (x) = f(x) und F2' (x) = (),
Dann gilt
Fi'(x) —F/'(x) =0
[Fi(x) —F2(x)]'=0
Hieraus folgt (,/ Seite 92)
Fi(x) —F2(x) =c.
Aus diesem Satz folgt: Kennt man eine Stammfunktion F zu einer gegebenen

Funktion f, dann besteht die Menge aller Stammfunktionen dieser Funktion f
aus allen Funktionen mit den Gleichungen y = F(x) + ¢,c€P.

Unbestimmtes Integral | f(x) dx

Die gegebene Funktion f heiBt Integrand des unbestimmten Integrals, die
Konstante ¢ heiBt Integrationskonstante.

Die Operation, die einer gegebenen Funktion f eine Stammfunktion F zuordnet,
heiBt Integration. In diesem Sinne ist die Integration die Umkehrung der
Differentiation.

Es gilt auf Grund des oben angefiihrten Satzes: Ist F eine Stammfunktion von f
im Intervall (a; b), so gilt

Jf(x)dx = {F(x) + c}, ceP.
Hierbei ist {F (x) + c} die Menge aller Funktionen F(x) + c.
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Im allgemeinen ldBt man die geschweift¢n Klammern weg und schreibt nur

!jf(x)dx=F(x)+¢.

In diesem Zusammenhang ist dann F(x) + c eine Bezeichnung fir die Menge
{F(x) + c}.

| Das unbestimmte Integral der Funktion f(x) = 2x ist die Menge aller Funk-
tionen F(x) = x2 4+ c.ceP.

Graphische D llung des unb Integrals der Funktion f(x) = 2x
J2xdx=x2+c : *

Die graphische Darstellung des unbe-
stimmten Integrals ist eine Kurvenschar
mit dem Scharparameter c. Alle Kurven
haben an jeder Stelle x des Intervalls den
gleichen Anstieg. Jede dieser Kurven laBt
sich in jede andere durch Verschiebung
in Richtung der Ordinatenachse iiber-
fihren.

Filx)=x%c,
Falx)=x%c,
Blx)=x?

00 =x%0,

Ful)=x%g,

D3 Integrationsregeln

Konstante und Summe i \

i

> SATZ: .
Fir jedes Intervall, in dem die Funktion f stetig ist, gilt
Jk-f(x)dx =k [f(x)dx (k= 0, keP). |

Das bedeutet: Die Menge der Stammfunktionen von k- f ist gleich der Menge
der Funkfionen, die man erhélt, wenn man jede Stammfunktion von f mit k
multipliziert.

/' Rationale Operationen mit Funktionen, Seite 30
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Bewels:
Es sei F eine Stammfunktion von f, d. h., es ist
Fe=
k*F =k-f
(k- F)' =k-f,

d. h., k- F ist eine Stammfunktion von k * f.
Hieraus folgt: Die Menge [ k * f (x) dx besteht aus allen Funktionen k - F (x) + ¢,
¢ durchlduft alle reellen Zahlen.
Andererseits besteht die Menge k | f (x) dx aus allen Funktionen
k(F+c)=k-F+kc=k-F+ac,
c1 durchléuft alle reellen Zahlen.
Die beiden Mengen [ kf (x) dx und k [ f (x) dx sind identisch.
[‘saTz:

Fir jedes Intervall, in dem die Funktionen f und g stetig sind, gilt
[ T () + g ()] dx = [ f (x) dx + [ g (x) dx.

Das bedeutet: Die M ge der St funktionen von f + g ist gleich der Menge
der Funktionen, die man erhdlt, wenn man die Stammfunktionen von f und g
paarweise addiert.

Beweis:

Es sei F eine beliebige Stammfunktion von f, d. h., F' = f. Ferner sei G eine
beliebige Stammfunktion von g, d.h., G' = g. Dann ist F + G auch Stamm-
funktion von f + g, denn es gilt F+ G) =F + G' =f+g.

Hieraus folgt:

Die Menge

JIFCO + g ()] dx

besteht aus allen Funktionen

F(x) + G(x) + ¢,

wobei ¢ alle reellen Zahlen durchlduft.

Andererseits besteht die Menge .

J f(x) dx + [ g (x) dx aus allen Funktionen )

[F(x) + el + [G(x) + c2] = F(x) + G(x) + (c1 + c2),

wobei (c1 + c2) alle reellen Zahlen durchlduft.

Die beiden Mengen

J[f(x) + g (x)] dx und [ f(x) dx + | g (x) dx

sind folglich identisch.

r
| SATZ:
‘; Fir jedes Intervall, in dem die Funktionen f, f, ..., f, stetig sind, gilt
|

/(2 k.f.(x)) dx = z k,]f.(x)ux.
!

— e

Das bedeutet: Man kann Summen gliedweise integrieren und dabei konstante
Faktoren vor das Integralzeichen ziehen.
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Integration durch Substitution

120

Gegeben sei eine im Intervall | stetige Funktion y = f(x), fir die eine Stamm-
funktion F zu ermitteln ist.

x = @ (f) sei eine im Intervall /1 monotone und differenzierbare Funktion mit
@' () +0, durch die das Intervall /1 umkehrbar eindeutig auf das Intervall /
abgebildet wird.

Dann gilt fir alle x aus |

Jf() dx =] fp ()] ¢ (t) dt
mit x = g(t) bzw. t = ¢ (x).

Das bedeutet: Ist y = G (f) + ¢ die Menge der Stammfunktionen von
y=FflpMl-¢'(M in Iy, dann ist y=G[p(x)] + ¢ die Menge der Stamm-
funktionen von y = f(x) in I.

Es ist das unbestimmte Integral dx zu ermitteln.

x
/ ICEEI
Wir beschrdnken uns zundchst auf x > 0 und setzen }Yx2 + 1 = 1, woraus folgt

x=)r—1.

x=g@(f) = V2 — 1 ist fir > 1 monoton und differenzierbar, und es ist

o= s ()0 fur1>1.

t
yr—1
Durch x = ¢ (f) = V12 — 1 wird das Intervall I1 (> 1) umkehrbar eindeutig

auf das Intervall I (x > 0) abgebildet. Dann gilt fiir alle x aus I/ (x > 0)

e [YP=1 . 1 .
X = N = dt mit t=}x2+1

X
,/Vx1+1
=f1-dt
=t+c
=)x2+1+c.

Nachtrdglich kénnen wir feststellen, daB dieses Ergebnis auch fir x < 0 gilt.
Durch Differenzieren kénnen wir die Richtigkeit Gberprifen:

1
(Ve+1+c = %(x’ +1) 7.2«
) X

Yx2 +1 )



besti te Integral er Funktionen

Jadx=ax+c; acP

1
[ il {ToE e x4 ¢; r—1

In |x| + ¢; r=—1
sinxdx = —cosx + ¢
§
Jcosxdx =sinx+c
fade=L+c; a>0 a1
Ina

Jerdx=e+ ¢

Der Beweis erfolgt durch Differenzieren der Stammfunktionen.

B [(@2+bx+e)dx=a[x2dx+b [xdx+ [edx
=a%x3+b17x2+ex+c
| | —dx— x—ﬁdx— x—3+1+c=_1+c
+1 2x2
1Ly
1 —+1
[ | fﬁdx:/x“dx=1 PO
—+1
3t
= 3xi+|:
_VT
3
LA S
4
3 1 - +1
] / fdx_/V—dx=/x’dx=3 x +c
—+1
7t
2 5
=?xz+c
2
=?VX_S+C
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
> Haup der Differential- und Integralrechnung:

D3 @

Ist f eine im Intervall (a; b) stetige Funktion und ist F irg

lunkﬂon von f im Intervall {a; b), dann gilt:

[f(x) dx = F(b) — F (a).

doi

Stamm-
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Beweis:
Wir iibernehmen ohne Beweis den folgenden Satz:
Ist f eine im Intervgll (a;b) stetige Funktion, so ist das bestimmte Integral

ff(l) dt mit variabler oberer Grenze x eine Stammfunktion von f im Intervall

n(a; b>.

[ff(') d'] =f(x).

Aus diesem Satz folgt ibrigens auch, daB es zu jeder stetigen Funktion f immer
eine Stammfunktion gibt.

x

Ist nun F eine Stammfunktion von f, dann unterscheidet sie sich vonff(') dt
nur durch einen konstanten Summanden

x
[fdt—Fx) =c.
Wir bestimmen c, indem wir setzen x = a:
[ftydt—F@) =c
a

0—F(d)=c

Folglich gilt
/f(l)dl =F(x)—F(a),
firx=0>b

b
[ dt=F@®)—F(a).
a
Bedeutung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

1. Der Safz bringt den Zusammenhang zwischen Differentialrechnung und
Integralrechnung zum Ausdruck. Einerseits konnen die Ableitung einer Funk-
tion f an einer S'elle xo und das bestimmte Integral einer Funktion f in einem
Intervall bhingig inander durch Grenzwertbild definiert werden.
Andererseits ist das bestimmte Integral mit variabler oberer Grenze eine Stamm-
funktion des Integranden

[ff(v) df} =f(x).

2. Mit Hilfe des Hauptsatzes hat man die Méglichkeit, bestimmte Integrale ohne
Grenzwertbestimmungen zu berechnen.

Die Berechnung des bestimmten Integrals wird auf das Aufsuchen einer Stamm-
funktion zuriickgefiihrt.
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Zum Zwecke der Bérechnung wendet man auch folgende Schreibweise an:

b
[ £(x) dx = [F ()15 = F(b) — F (a).

D4 Anwendungen der Integralrechnung

Flédcheninhalt
> DEFINITION: ; : e
Ist f eine im Intervall (a; b) stetige Funktion, deren Funkti te in (a; b)

nicht negativ sind, so versteht man unter dem Fliicheninhalt! A des Fldchen-
sticks, das von dem Graphen von f, der ' Abszi und den Paral

zur Ordinatenachse durch x =a und x=b bognnn wird, das bestimmte
Im-gral der Funktion f im Intervall (a; b}, d. h., es

A= [ £(x) dx.

Die Fldche liegt nur oberhalb der Abszissenachse. -

b
[fw=o0,

denn die Summanden
f (&) (x; — x;_1) der Zerlegungssummen
sp sind samtlich nicht negativ, da

fE)=20, (xi—x_1)>0.

A= | f(x)dx

a

Diese Definition |aBt sich auf weitere Félle von Fldchenberechnungen an-
wenden.

1 Hier wird der Flacheninhalt als reelle Zahl definiert. Dieser Zahl entspricht bei Vor-
gabe von Einheiten des Fldcheninhalts in praktischen Berech gen die MaBzahl der
Fléche.

123
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: Di; Fliche liegt nur unterhalb der Abszissenachse.

b

/ f(x) dx < 0, denn die Summanden

a
f (&) (x; — x;—1) der Zerlegungssummen
s, sind sé@mtlich nicht positiv, da

fE)=0, xi—xi4>0
A=A*
b
& A= [ —Fx)dx
A L
=— f f(x) dx
=f(x) b
=|[fdx
‘ b
A= [f(x)dx
| Die Flache fiegt sowohl oberhalb als auch halb der Absz h

Y
y=f(x)

K(
f/”’ Wi

iVx, xz\

A=A+ A+ Ay + A

A= _f‘f(x) dx[, A= Jf’f(x) dx
n" : :,b
Ay=| [fo)dx|, A= [f(0)dx

In den Zerlegungssummen s, treten
sowohl positive [fir f (&) > 0] als auch
negative Summanden [fir f (&)< 0)]
auf, denn es gilt immer x; — x;_4 > 0.
Deshalb wird das Problem auf die
Berechnung der Teilflachen zurick-
gefiihrt.
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Dar Graph der elnen Funktion f, liegt an Keiner Stelle des Intervalls (a; b) oberhnlb
des Graphen der Funktion 1.

v y y
-hx)
g yeh
A e
. ;
/ ly=0x) A
N ‘.1 b
a X X a b X
’ T, - ~
y=hix)

}

; —
y=hK
b

In allen diesen Féllen gilt A = [ [f, (x) —f, (x)] dx .

a

Der Graph der einen Funktion f, liegt in einem Tellintervall von a; b) obfrhdb des
Graphen der Funkﬂon fy.

v y=fix) In diesem Fall haben die Graphen einen
Schnittpunkt bei x = x,. Die Berechnung
der Gesamtfléche erfolgt durch die
Berechnung der beiden Teilfldchen:

A=A+ A,y

= [0 —f, (] dx + [ [fy () — , (x)] dx

%3

Es ist die Fldache zu berechnen, die eingeschlossen wird von dem Graphen der
Funktion f(x) = (x—3)(x 4+ 2), von der Abszissenachse und den Geraden
x=—3und x = 4.

Losung: Zundchst ermittelt man die Schnittpunkte des Graphen von y = f(x)
mit der Abszissenachse im Intervall (— 3; 4>, um festzustellen, ob das Fldchen-
stiick ganz. oberhalb, ganz unterhalb oder auf beiden Seiten der Abszissen-
achse liegt.
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Die Nullstellen von fsind x = 3 und yi
x = — 2. Beide Nullstellen liegen im |
Intervall (— 3; 4). Fx) =(x-3)(x+2)

Die gesuchte Fléche liegt also sowohl

oberhalb als auch unterhalb der Ab-

szissenachse. B

A=A+ A2+ A3 A -

-2 o 3

A= [ (x2—x—g) dx
-3

2 -2
N

2 =3 x
(N ]
-[EE-S2 e
(=3P _ (=3 }
= S T MY N
=y
17
A= 6
3 | 5(05;625)
A= f(xz_x—s) dx
-2 3
=—[(@—x—6)dx
-2
R 125
2 = 5
A3 = A1 auf Grund der Symmetrieeigenschaften der Parabel
17 125 53
= =2 — "=
A=A+ A2+ A 3 & 6 2

Es ist die Fldche zu berechnen, die eingeschlossen wird von dem Graphen
der Funktion y = 2 - sin (3x + =) und der Abszissenachse im Intervall {0; 2r).

Auf Grund der Symmetrieeigenschaf-
ten des Graphen von Y £ = 2sin (3x+1)
y = 2-sin (3x + =) gilt
A=6"A.

n
3
Av=| [25sin (3 + =) dx
/]

Mittels Integration durch Substitution
(/' Seite 120) bestimmen wir zundchst
das unbestimmte Integral.
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f2-sin (3x + m) dx

y = f(x) = 2sin (3x + =) ist eine fir alle reellen Zahlen stetige Funktion.
Durch die Substitution 3x + = = t erhdlt man die Funktion

t—m
3’
die fir alle reellen Zahlen monoton und differenzierbar ist, fir die

1
x’=¢’(l)=?=¢=0

x=g¢()=

gilt und die die Menge der reellen Zahlen umkehrbar eindeutig auf sich ab-
bildet. Unter diesen Voraussetzungen gilt

[2-sin @x + ) dx = [ Flp®] @'\ dt
= _(Z-sint-%d'

= 2-cosl+c
T3

2
= ——-cos(3x+ 7w+ ¢

3
2 »
3 2 3
o[2-sln(3x+‘n)dx= —?-cos(3x+n)]
o
= 4 cos 2 +2-cos
-—grosint g T
2 2
B it (=1
3 1+5 ="
_ 4
T3
4
Al =—
=3
IR TR, e
V= gdisib =
Eine andere Méglichkeit zur Besti g von

=

)
f2-sln(3x+1v)dx
']

ist folgende. Das Intervall 0= x < % wird durch
t=px)=3+m=

auf das Intervall # < l|§ 2n abgebildet. Dann gilt

3 27
[2-sin (3x + ) dx = [l ¢ M dt
o Ed
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-

/' Winkelfunktionen, Seite 50 _
/ Integration durch Substitution, Seite 120

n Es ist die Fldche zu berechnen, die von den Bildern der Funktionen

f|(x)=%(x1-—2x+10) und fz(x)=—}(2x+31)

eingeschlossen wird.

Zur Berechnung der Schnittpunkte der Graphen von. f1 und f2 ist das Glei-

chungssystem

y=%(2x+31)

y=%(x2—2x+10)

zu l6sen. Man erhdlt
x1=17, xa=—3,
y1=9, y2=35.

Die Schnittpunkte sind
P1(7;9), P2(—3;5).

Berechnung

<

| 5(118)

£(x) = (x2-2x+10)
fo(x)=F(2x+31)

L

des gesuchten Fldcheninhalts -3

1

f2 liegt im Intervall (— 3; 7) ganz oberhalb fi (x). Folglich gilt:

7 .
A= j [f2 (x) — f1 (x)] dx
-3
a 1
=f [?(2x+31)—?(x1—2x+10)]dx
-3

7
=1? f(—x1+lox+21)dx
-3

1 x3 i

L Py .

5[ g A XL

=%{_?+98+147—(9+18—63)]
100

3
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Volumen

> | DEFINITION: i & ’
_Das Volumen! .Inul&pcn der xwischen den E
_einem dreidimensionalen kartesischen Ka e
mmmuwﬂolhx(chsb)m :
“wobel die Menge der geordneten Paare [x; A (x)] mit a Sx=<b
Funkolon Ist, ist das folgende lnnlmmio Integral:

] Volumen einer Kugel
(/ Kugel, Ma i Ub, Seite 245)

Querschnittsflache A (x):

A(x) =m[e (P
A(x) = m (r2 — x2)

Berechnung des Volumens:

V=fA(x)dx—fn(r1—x2)dx

Seend]

B—Nﬂ

3

Satz des Cavalieri2

> SATZ:

Zwal KBrper, die zwischen den Ebenen x = g und x = b in einem dreidimen-

len kartesisch Koordi y liegen, haben gleiche Volumina,
wenn die Fldcheninhalte ihrer Querschnitte fiir jedes x mit a < x < b iiber-
einstimmen.

Hier wird das Volumen als reelle Zuhl definiert. Dieser Zahl entspricht bei Vorgabe
von Einheiten des Vol in prak Berech die MaBzahl des Vol

Der Mathematiker Bonaventura Cavalieri (15982-1647), Schuler Galileis, lehrte ab 1629
in Bologna.

9 (001713 129
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Die Gultigkeit dieses Satzes folgt unmittelbar aus der Definition des Volumens
durch ein bestimmtes Integral. Hiernach hdngt das Volumen nicht von der Ge-
stalt der Querschnittsflachen, sondern nur von deren Fldacheninhalten ab.

,

/ Volumenvergleiche, Ma i Ub, Seite 237

Volumen von Rotationskérpern

130

']
Rotation des Bildes von
y = f(x) um die x-Achse.

A(x) =my?
=n[f(0)]?

b
V=[A@x)dx
ﬂb

= [ % [f (012 dx

b
V=an[[f (] dx

Rotation des Bildes von
x = @ (y) um die y-Achse.

A =nx?
! =alp (P
d
v=[A@dy
cd
= [nlp ()2 dy
¢ d
V== [lpo)dy




yfla-Vb¥-%)

x2 g2 2 2
Zz‘+§‘1 %+:—,=1
x2 2
' [f (]2 = y2 = b2 (1—.,—,) [p () = x? = a? (1—%)
a b
V= [ [F (R dx . V= [lpoN ey
a b
g =2 ‘[[f(x)Fdx =2 °/ lp ()12 dy
a b
2 2
-anbz(1—%2— dx —Zvrfaz 11— ey
fo(-3) Jo-5)
X e b
= 27 b2 [x_.‘s—az_]o = 27 a? [y—%]o
. a b
=21b2(a—?) =2.na2(b—?)
V=%nb’a V=%nazb

Physikalische Arbeit bel verdnderlicher Kraﬂ.

Wirkt eine konstante Kraft F lings eines Weges und in Richtung dieses Weges,
und ist s die Linge des Weges, so ist die Arbeit, die durch diese Kraft ver-
richtet wird, definiert als

W=F-s.

9* 131



F F=f(s)

F=konstant

&

§ S G B G S s

Wirkt eine verdnderliche Kraft F = f(s) ldngs eines Weges und in Richtung
dieses Weges von einem Punkt mit der Entfernung s1 von einem gewissen
Anfangspunkt ab bis zu einem Punkt mit einer Entfernung sz vom gleichen
Anfangspunkt, so wird die Arbeit, die durch diese Kraft verrichtet wird, defi-
niert als

W= /Fds_fr(s)ds

Man nennf dleses Integral das Wegintegral der Kraft.
/' Mechanische Arbeit, Wi peicher Physik, Seite 111

132

beit und p: tielle Energie an einer Schraubenfeder

Beim Spannen einer Feder gilt das Gesetz:

Die beim Spannen wirkende Kraft F ist proportional der Ldngenédnderung s
der Feder

F=k-s.

Fur die beim Dehnen einer Feder um die Ldngendnderung s aus dem un-
gespannten Zustand aufgewendete Arbeit W gilt:

5
W= /k - sds; in diesem Fall ist s¢ = 0, sz = s¢
5

2 °E
-5l -

Bezeichnet man mit Fg die Kraft, die
die Feder im gespannten Zustand (mit
der Ldngenausdehnung se) hdlt, so er-
gibt sich unter Beriicksichtigung von
Fe=k-se

Fe

1
w=?F£‘$E.

/" Federspannarbeit, Wlss Ph,
Seite 113




Vektorrechnung E

E1 Verschiebungen

Gerichtete Strecken

Liegt fur eine Strecke ein Richtungs- oder Durchlaufssinn fest, so heiBt diese
Strecke gerichtete Strecke.

/' Orientierte Strecken, Ma i Ub, Seite 131

Im Folgenden werden gerichtete Strecken wie ungerichtete Strecken durch
einen Ubergesetzten Strich gekennzeichnet.

In Zeich ko ger| Strecken durch eine Pfeilspitze gekenn-
zeichnet werden, die zum Endpunkt weist.

L} (1) AB  Die Strecke AB wird von A
nach B durchlaufen.

(2) DC  Die Strecke CD wird von D
nach C durchlaufen.

Eine gerichtete Strecke AB kann eindeutig festgelegt werden

- durch die Angabe ihres Anfangspunktes A und ihres Endpunktes B,

- durch die Angabe ihres Anfangspunk!es A, ihrer Lénge, ihrer Richtung und
ihres Richtungssinnes.

Parallelgleiche Strecken

133
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C=D

Verschiebung

134

Die Verschiebung, bei der A der Originalpunkt und B der Bildpunkt ist, d. h.

die A in B abbildet, wird mit ;E oder a bezeichnet. Das geordnete Punktepaar
[A; B] représentiert diese Verschiebung.

— -
AB, a [A; B]

Betrag der Verschiebung |:| =, 'ﬁl nennt man die Ldnge der gerichteten Strecke

AB, die diese Verschiebung kennzeichnet.

/' Verschiebungen, Ma i Ub, Seite 144
/" Geordnetes Paar, Ma i Ub, Seite 56
/' Abbildung, Ma i Ub, Seite 57
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Gleich ichtete Verschieb ' tz4 ger' hiet.

9

Verschiebungen

Entgegengesetzt gerichtete Verschiebungen gleichen Betrags nennt man ent-
gegengesetzte Verschiebungen.

— —
BA ist die tzte Verschiebung zu AB.

— dlist die entgegengesetzte Verschiebung zu a.

§
9=I=N3

/' Subtraktion von Verschiebungen, Seite 137
/ Richtung, Ma i Ub, Seite 129

Addition von Verschiebungen

>

SATZ:
Werden zwei Verschiebung heinander ausgefilhrt, so ist das Ergebnis
wieder eine Verschiebung.

Gegeben: ’ i

Die Verschiebungen = ;é undb = A_C) mit |l_;| =3cm, |;| = 2cm, X CAB = 45°
Gesucht:

Die Ldnge der Summe ;+ b=A

—
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Lésung

136

—
Zur gerichteten Strecke AC wird in B

— . —

die mit AC gleichgerichtete Strecke BD
—

angetragen. Die gerichtete Strecke AD

+ die Verschieb
die Ver g

7

Anwendung des K
— =5
AD?* = AB? 4 BD?
- —
—2-AB-BD-cos & ABD

324 22—2-3-2-cos (180° — 45°)
=94 4—12-(—0,7071) ~ 21,48

V21,48 ~ 4,6 .
Ergebnis: Der Betrag der Verschiebung
— - =
AD = a + b ist ungefihr gleich
4,6 cm.
/" Berechnung von schiefwinkligen
Dreiecken, Ma i Ub, Seite 120

Die Summe aus einer Verschiebung und der zu ihr entgegengesetzten Verschie-
bung heiBt identische Verschiebung oder Nullverschiebung; sie wird mit

o bezeichnet.

d+b="b+a (Kommutativitét), - Bild (a) -,
(@+B) +c=a+ (b+¢c) (Assoziativitét), - Bild (b) -
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Subtraktion von Verschiebungen

»

Multiplikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl

>

DEFINITION:.

Differenz zmlor chhlobungcn b und a heiBt die Verschiebung c, fir die
die Gleichung a + e—b gilt.

Man bezeichnet diese Differenz mit ¢ = b — a.

Eigenschaften der Subtraktion von Verschiebungen

Fur ]ede belleblge Verscluebung a. b mit o als Nullverschiebung gilt:

a—o_u o—a——a a-.—(—a)

e

b—a=b+(—a). —(a+b)——a—b; —(;—I):—:+K

DEFINITION:

Produkt einer V.fldll.blllly-.-; mit einer reellen Zahl 1 heiBt jene Verschie-
bung, deren Betrag das [il-fache des Betrages von a ist und die for =0 mit
aund fir A< 0 mit —a glolch gcrlclnd ist.

Man bezeichnet dieses Produkt mit 1 a

A>1 1A=t Sl 0<i<t A<0
2B A=15 z.B. A=05 z.B. A=-05
a '3 3 a
Aa i

Eigenschaften der Multiplikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl

—— =
Fiir jede beliebige Verschiebung a, b mit o als Nullverschiebung und jede beliebige
reelle Zahl 4, . gilt:

— s

|lu‘ =|a|: |a|; A (u._.) (l y.) P (Assoziativitét),
Ora=o0; Ao=o; A+w a= j.a + ua (1. Distributivgesetz)
la=a; (—1)a=—aq; A (n +_>) =i + 4 b (2. Distributivgesetz)
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Parallelitidt zweier Verschiebungen

4

osﬁmmom ! i - R
Zwei Veuchhhungm und b sind pumlld. "
fur die a— Ab oder b— A a ist. %

Daraus und aus anderen Eigenschaften von Verschiebungen folgt:

e Jede Verschiebung ist parallel zur Nullverschiebung.
e Jede Verschiebung ist parallel zu sich selbst.

e Jede Verschiebung ist parallel zu der ihr entgegengesetzten Verschiebung.

/" Punkte und Geraden einer Ebene (parallel), Ma i Ub, Seite 128

n-Tupel reeller Zahlen

>

138

| Man schreibt: [ag; ags:..; a,] - )

DEFINITION: .

‘Ist n eine natirliche Zahl, so heiBt jede MM. M
@y, ..., a, ein n-Tupel reeller Zahlen.

Fir n = 2 nennt man diese geordnete Menge (reelles) Zahlenpaar, fir n = 3
(reelles) Zahlentripel, fir n = 4 (reelles) Zahlenquadrupel.

DEFINITION: 2 . B
Summe zweier n-Tupel [a;; 0, ,...;a.] und [M
heiBt das n-Tupel [a, + by a2 + b:.-.d.n + ba].
Man schreibt: - : S
[9,5 @35 --+3 9] + [By3 By ovvi Bl = [y + by; @3 + b ceni@y + By] .

DEFINITION' +

Produkt eines n-Tupels [q, g5 000 o,.] mit ‘u n‘llm lulll
heiBt das n-Tupel [Aag; Aay;...;1a,]. 5

Man schreibt: 1 [ay; l,.....-.] [lq.lq..,..ﬂa.]

/' Geordnetes Paar, Ma i Ub, Seite 56

Gegeben: Die 4-Tupel (Quadrupel) [3; —1;0; — 4] und [2;6;3; —1]

Gesucht: Summe der gegebenen 4-Tupel

Losung: [3; —1;0; —4] + [2;6;3; —1]
=B+2—14+60+3;—4—1]=[55;3;—5]

Gegeben: Das Tripel [3; —1; 0] und die reelle Zahl — 2
Gesucht: Produkt des gegebenen Tripels mit der gegebenen Zahl
Lesung: (—2)-[3;: —1;0] = [(—2) - 3;(—2) (—1); (— 2)-0]=[—6;2;0]
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E2 Vektorraum

> Eine Menge heiBt Vektorraum, wenn fiir ihre Elemente, die Vektoren, eine
Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen so definiert sind, daB fiir

beliebige Elemente a, b, ¢ der Menge und beliebige reelle Zahlen 4, . fol-
gende Gesetze gelten:

Ma+b=b+a

2 (u+b)+c=u+(b+:) N

(3) zu je zwei Elementen a und b der Menge existiert genau ein Element :
dieser Menge so, daf3 c + : = b ist.

@W1-a=a

) A+wa=2a+ua

® r(@+B)=aa+1b

M2(wa)=(pya

[ ] Beispiele fir Vektorrdume:
o Die Menge der Verschiebungen einer Geraden.
e Die Menge der Verschiebungen einer Ebene (des Raumes).
e Die Menge aller n-Tupel fiir ein gegebenes n.
o Die Menge aller an einem Punkt angreifenden Krdfte.

/' Verschiebung, Seite 134
/* Kraft F, Wiss Ph, Seite 87

Die Subtraktion von Vekforen (,* 137), einander entgegengesetzte Vektoren (, 135),
die Parallelitdt von Vekforen (, 138) und der Nullvektor (,* 136) werden analog
zu den entsprechenden Sachverhalten bei Verschiebungen definiert. Fiir Vek-
toren werden im allgemeinen auch die fiir Verschiebungen gebrduchlichen
Bezeichnungen verwendet.

Gebrduchliche Bezeichnungen fiir Vektoren

Frele Vekloren | Ortsvektoren in einem Koordinaten-
AR S S system : -
- — —
&’b._c)... OP, 0Q (Orisvektoren der Punkte
AB, CD (falls die gerichteten Strecken P und @ in einem System mit
AB, CD Reprisentanten der i dem Ursprung 0)
betreffenden Vektoren sind) X (eventuell mit Indizes)
a, b, p, q (Ortsvektoren der Punkte
A B, P, Q) .

Das Pfeilsymbol wird auch fiir vektorielle GréBen in der Physik angewendet,
> >

z. B. P (Kraft), a (Beschleunigung).

/' Beschleunigung a, Wiss Ph, Seite 96

139
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. Gebrduchliche Darstellung eines Vektors

durch eine gerichtete Strecke

Numerisch durch Angabe der Koordinaten des Anfangs- und des Endpunktes
der gerichteten Strecke (in einem gegebenen Koordinatensystem)

- —
B g = AB mit A(x,, ¥y Z,), B (Xz, ¥a» 23)
Zeichnerisch
in der Ebene durch Aufzeichnen:

im Raum durch Eintafel- oder
Zweitafelprojektion:

B
B' }B A/q:

f |
1 ]
| |
—-— b
A : !
|

M 0 Al\-i
B

Darstellung eines Vektors durch Komponenten bzw. Koordinaten

in einem Koordinatensystem

Freier Ortsvektor des Freier Ortsvektor des
Vektor Punktes P (x; y) Vektor Punktes P (x; y; z)
- - - =% e e T T e
a=gayi+ayj x=xi+yj a=a,i+q,j+a,k x=xi+yj+zk
Schr fiir die Komp bzw. Koordi d llung
- - - Ix - X
a= :" x=|% a= |ay x=|y
y y ay z
- { a, l - x - 9x - X
a= X = { } a= {0y x= 3y
i Y ay z
a, x
- a - (x - -
a= Xx= = {aq, = {y
b b t !
‘1= {00 g} ’_‘.= {x.y} ‘L= {00 0y, a5} {.= {xy. 2}
a = (a, ay) x=(x,y) a = (ay, gy, a;) x=(xy,2)
e=lie=] G=iie=Ji e =k

/' Basen, Seite 142; Koordinatensysteme,.Seite 143
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Linearkombination von Vektoren

> ]
Gegeben: d,,d,, d,, 4,
Gesucht:
b=3a, +06a,+0a,+1,2a,
d, [
i, 06,
3d;
. \E- ~
Die reellen Zahlen A,, 4,, ..., 4, heiBen Koeffizienten der Linearkombination.
» SATZ:
Ist b ein beliebiger Vektor und sind :, und :. zwei nicht zuveinander parallele
Vektoren einer Ebene, in der b liegt, dann kann b auf eindeutige Weise als
Linearkombination
b=Aa, + Aa,
- -
von a, und a, dargestellt werden.
» | sarz:
Im Raum gibt es zu zwel Vokioron-a.. und :, stets einen von o verschiedenen
Vektor _a:, der keine Linearkombination von a, und a, ist.
» SATZ:
Sind :,, :,. ;: drei Vektoren, von denen keiner eine Linearkombination der
beiden anderen ist, dann kann jeder Vektor i;des_ Raumes auf eindeutige
Weise als Linearkombination
b=/h¢|_’+_{q¢a+‘-a°a
von a,, a,, a, dargestellt werden.

Lineare Uncbhﬂnglgkel;

141
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Sind Vektoren nicht linear unabhéngig, dann heiBen sie linear abhdngig.

In einer Ebene Im Raum
a) b) c)
a 4 3
d a, -
2 i,
P—’
4l @,

linear linear linear linear
abhéngig bhdngig bhéngi unabhdngig

Winkel zweler Vektoren

>

DEFINITION:

Unter dem Winkel zvnlor von o ver-
schiedener Vektoren a und B versteht
mnd.nWlnkpl,donlﬂra:ﬁund

fur b = AC die Strecken AB und AC
im Punkte A miteinander bilden.

Ry

n einer Ebene:

DEFINITION:

Jedes Paar linear unabhiingiger
. -

Vektoren a, und g, heiBt Basis des

Vektorraumes der Vektoren der

Ebene. :

Iim Raum:

-Jedes Trlpol Ilnur uncbhlngigcr
Vektoren c., c.. c. heiBt Basis des
Vektorraumes der Vektoren des
Raumes.

M_?nbuddlnﬂsl-mh -Man bezeichnet sie mit

{'" ‘I}' x = ay, O3 ‘l}'

Istb = A -a: + l,;,. so heiBen

- die Zahlen 4,, 4, die Koordinaten

142

und

- die Vektoren 4, ;‘. L,_t;, die Kompo-
nenten des Vektors l_;beziiglich der
Basis {;‘. ;,‘}

Istb = ).,_c;, + L,_c;2 + }.,c_;,. so heiBien
- die Zahlen A,, 4,, 4, die Koordinaten
und

- die Vektoren 4, ;,, }.,:,, }.,(_;, die
Komponenten des Vektors b bezig-
lich der Basis {av a,, a,}



Koordinatensysteme

In einer Ebene:
In der Ebene wird durch eine Basis
{a..a,} und einen Punkt O, den

Ursprung, ein  Koordinatensystem
fesfgelegt Man bezeichnet es mit
{0 auazl

Orthogonale Busls. Die Basisvek-

toren ;, und a, bilden miteinander
einen rechten Winkel.

Jedes zu einer orthogonalen Basis
orthogonal oder rechtwinklig.

E2 ¢

Im Raum:

Im Raum wird durch eine Basis
{_. - -

a,,a,,a,} und einen Punkt O, den

Ursprung, ein  Koordinatensystem
festgelegt. Man bezeichnet es mit
{O: a,, a,, a,}.

Onhogoncle Basis: Die Basisvek-

toren a,, a,, a, bilden paarweise mit-
einander rechte Winkel.

zugehérige Koordinatensystem heiBt

Ist der Winkel zwischen den Basisvektoren kein rechter (die Winkel 0 und =
scheiden aus), so nennt man die Busls und die ihr zugehérigen Koordinaten-

systeme schiefwinklig.

Ortsvektor: Ist O der Ursprung eines
Koordinatensystems und P ein belie-
biger Punkt der Ebene, so bezeichnet
man O—ﬁ als den Ortsvektor des Punk-
tes P in bezug auf den Ursprung des
Koordinatensystems.

Ortsvektor: Auch im Raum kann der
Ortsvektor OP in bezug auf die Basis-
vektoren zerlegt werden:

— - - -

OP = 2,0, + A, 0, + A, a,.

Fir die Koordinaten von P beziglich
{O; a,, a,, a,} schreibt man:

P (Ay: 2 2).
143
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Die Koeffizienten der Zerlegung des
—

Ortsvektors OP in bezug auf die Basis-
vektoren, d. h. die reellen Zahlen 4,
und 4, der Zerlegung op = Ava, + A0,
heiBen Koordinaten von P beziglich
des Systems.

Man schreibt: P (4,; 4,).

Ortsvektor 0;‘
Basis {a,. a,}

Koordinaten-
system

{0:a. @)
Komponenten von
- >
OP: 4y a,; A, a,
Koordinaten von
—

OP: P (A 4y)

Rechtssystem: :,. :,, ;1; haben eine
Lage wie Daumen, Zeigefinger und
Mittelfinger der rechten Hand. Ande-
renfalls spricht man von einem Links-

system. .
Y g,

u 2 @ I a,
3 ~G A4~&| 4 &
4 (A

Rechtssysteme Linkssystem

Normierte Basis: Die Basisvektoren —J,. :, bzw. (;.. c_l;. :,) haben den Betrag
1, d. h,, sie sind Einheitsvektoren (,” Seite 145).

teeh

Kart

144

—
Koor y

Kartesische Koordinatensysteme sind orthogonal und normiert (kurz ortho-

normiert).
Ebene aur

Basls {i77%)
Koordinatensystem { 0:7.7.k}
Komponenten und j bel, byJ, b K
Komponentendarstellung bbbk bl b T bl Bk
eines Vektors i xi+ by xi+ byl + bok
Komponenten und Kom- x_i: yT x_it y}: zk
panen'endqrﬂellung eines b=xi+y] b=xi+yj+zk
Ortsvektors OP = x
Koordinaten des Punidu . ¥ Xy z
P mit dem Orhvek'or OP
Betrag des Orisvektors
- = - E— - I —
OP =x lxl:Vx’+y' |x|=Vx‘+y’+z’
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oP- X xTayj gPex=xi- *yj’+zl?

Y

/ Koordinatensystem, Ma i Ub, Seite 56

Betrag eines Vektors

Der Betrag des Ortsvektors OP kann mit Hilfe des Satzes von PYTHAGORAS
ermittelt werden.

In einer Ebene: Im Raum:
|6;’==’;|:=x:+ya { |6Fla___l;‘z=xz+yz+zz
|0F| =[] =y |b| = 3] - ey

10 [001713) 145
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Sind P, (x,; y,) und P, (x,; y,) zwei be-
liebige Punkte der Ebene, so ist ihr
gegenseitiger Abstand, d. h. der Be-

—
trag des Vektors P, P,:

Sind P, (x,:y,:2,) und P, (X, s Z,)
zwei beliebige Punkte des Raumes, so
ist ihr gegenseitiger Abstand, d.h.

——
der Betrag des Vektors P, P,:

|7 7| = :
=V(xs — x,)* + (v — y1)*

LA
= Vo=V O

Y2+ (z—2)%

Fir < (IT:) =

erhélt man:

For < (ITXT-F y_;) =
und X (k,;) =p
erhélt man:

-
x=|x|co|a

"
y= 'x|llnzx.

x=|;1llnﬂm3a
y= ';Illnﬂllna
z= |;IC0lﬂ.

(Vgl. auch mit dem Bild
auf Seite 145!)

Summe, Differenz, Produkt

>

146

(Vgl. auch mit dem Bild
auf Seite 145!)

SATZ:
Die Koordinaten der Summe (Differenz) zweier Vektoren _5 und :bezﬂglich
einer Basis sind gleich den S (Differ ) der entsprechenden Ko-
ordinaten von bundc.
In einer Ebene: Im Raum:
F=1‘;‘+Ad, b=2Aa, + 20, + 20,
€ =0 + U0y €=a) + 120y + (13 0y
brc=(tuo+htea brc=(htua+htwa
+ (A £ pa)ay
b=3i—5:c=6+12 b=2—3+ Kk c=5—j—2%
b+c=9i—3 b+c=7i—4j—k
b—c=—-3i—-7j b—c==3i— 1+3k

/ Betrag und Richtung der Summe zweier Vektoren, Seite 170
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> SATZ: \

Die Koordinaten des Produkis eines Vek'on‘z mit einer reellen Zahl 1 be-
zlglich einer Basis sind gleich den Produk der entsprechenden Koordi-

naten von b mit i.

In einer Ebene: : Im Raum:
‘-;=}u|;;|+}1:;g F=l|_‘;|+'iz_‘;:+;>:::
B = (M) e, + (1) 0 Ab = () 3, + (M) 0 + ()

=2—3+kiA=—05
b= —7+15— 05k

B b=3— s,.z_os
Ab= 51—251

> oy

Transformation eines Koordinatensystems in der Ebene

Sind {O.:T} und [0’;7’:}7} []
zwei orthonormierte Rechts-
systeme der Ebene,

Xoi Yo die Koordinaten veﬁ o'
im System {O:IT},

und ist der Winkel

o= (07 =5 (D).
so ist

r—cosa i+sina 1,

] = —sinx* l+cosa ]

Ferner gelten die Gleichungen
x'= x-cosx + y-sina — (X, cosa + y,* sinx)
y' = (—x)-sina + y:cosa — [(— Xo) * Sina + y, * cos&]
bzw.
= (x—xp)"cosax + (y — yo)  sinax
y = — (x—x)-sinax + (y — y,) - cosx

10* 147
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Gegeben:

Koordinatensystem [O.T,T} und ein Punkt P (4; 3) sowie
Koordinatensystem {O’;T’,F} mit 00' = 3T+ 1,57

und < (I_,’?) = 23°

Gesucht:

Koordinaten x', y’ von P im System {O’ ,7’,7}

Lésung:

Da O’ im System {O,_;,T} die Koordinaten x, = 3 und y, = 1,5 hat, ist

x' = (4—3)cos 23° + (3 — 1,5) - sin 23°
=1:092+1,5:0,39 = 1,51
" = (4 — 3) - (— sin 23°) + (3 — 1,5) - cos 23°
=1:(—039) +1,5-092 =099
Ergebnis:

P (1,51;0,99)

Ist der Winkel o = 0° und damlfT =7 Ist (fir einen beliebigen Winkel )

und j' = j, dann geht {0; i’ l’} durch "= 0, d. h. xo = yo = 0, dann spricht
nard man von einer Drehung oder Rotation

eine Verschiebung aus {O; i, J | hervor. des Koordinatensystems. In diesem

Fir diese als Verschiebung oder Trans- Falle gilt:
lation bezeichnete Transformation des
Koordinatensystems gilt: x' =x-cosax+y-sina,

¥=x—xg, y=—x-sina 4+ y-cosa.

*(1,7)= s

Additionstheoreme der Winkelfunktionen

148

Mit Hilfe der Drehung des Koordinatensystems lassen sich die Additionstheo-
reme der Winkelfunktionen herleiten.

/' Winkelfunktionen, Ma i Ub, Seite 109



Gegeben seien drei orthonormierte
Rechtssysteme {O;-l:_f},

{0:7,7), {0:7.77}

mit (I_,T’) = und

s (7’. Y

‘~J.

=cosx"i + sing - ;,

i ——sma |+cosa 1,
—

i" =cosf- v +s|nﬁ 1.

— -
"’——slnﬂ i+cosﬂ;

——
@

ist, ergibt sich

i_cosﬂ(cosa :+s|no¢ _’)+smﬂ(—sma l+cosa _’)
j" = — sin B (cos o - T+ sina- T)+cosﬂ(—s|na i+ cosa-j).
Andererseits ist wegen X (1,1 )— X (: T) + < (l’ ”)
Z—:os(a+ﬂ) l+sm(a+ﬂ) ]

"= —sin(x + f) - :+cos(a+ﬂ) j.
Infolge der linearen Unabhdngigkeit von i und j gilt somit

-

sin(x + f) =sinx cos f + cosx sin 8,
cos(x + )= —sinasinp + cosxcos .

Wird 8 durch — B ersetzt, erhdlt man

sin(x —p) =sinxcos f —cosasinf,
cos(x — f) =sinasinf + cosxcosf. p

E3 Analytische Geometrie der Geraden
Geradengleichungen in der Ebene

Eine Gerade ist durch die Angabe
~ eines Punktes und der Richtung der Geraden oder
~ zweier Punkte eindeutig bestimmt.

Parameterdarstellung : pqrnmier(uu
L o Damauung
Vektordarstellung:
RS b
] x=x.+lq(a#:)
Koordinatendarstellung: Y —Yo=m(x—Xxp)

X =Xo+ tax
y=yot+tay

149
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3Purdﬁ;i§rdnméllun§ : ;

Veklordcrstellung
x'—"n+ ’("1—"0)
x —x, * o

150

Ist eine Gerade durch einen Punkt
P, und einen Richtungsvektor P, A

= a + o0 gegeben und bedeutet ¢
eine reelle Zahl, so gilt fir alle
Punkte P der Geraden:

— -
P,P=t-a
mit — oo < t < o0.

Koordinatendarstellung: o —yo) (xg — x)
x = xg + 1 (x; — Xo) = (x—xo) (s — o)
Y =Yo+1{ry—yo)

Par tergleich einer Geraden (Vektordarstellung)

Ist auBer P, und m =a = oein
weiterer Punkt O der Ebene, z. B.
der Ursprung eines Koordinaten-
systems gegeben, so erhélt man die
Parametergleichung:

- - -
OP=x=x,+1"a
mit —oo < t < oo,

Man nennt diese Gleichung Punki-
Richtungs-Parametergleichung.

bE';o

0P=% t ist Parameter

In belden GIemhungen gilt t > 0, falls P P mita glelchgerlchiei ist. Es gilt t <0,
falls P Pza entgegengesetzt gerichtet ist.

Pop|

|_>| .

Im Fall 1 gilt ferner l



Ist eine Gerade durch zwei ihrer
Punkte P, und P, gegeben, so daB
gllt
OP, = x, und OP, = x..

—
so stellt der Vektor P, P, einen
Richtungsvektor der Geraden dar.

Es gilt dann fir alle Punkte P der
Geraden

0F =x=x + 1{x, — x,)

mit —oo < f < oo,

Man nennt diese Gleichung
Zweipunkte-Parametergleichung.

0

t ist Parameter

Wird in einer Parametergleichung der Geraden der Parameter einer Beschrdn-
kung unterworfen, so beschreibt die Gleichung nicht mehr die gesamte Gerade,
sondern Teile derselben.

Die Gleichung

e -

X=X,+1ta, t=0

ist eine Gleichung des Strahls mit dem Anfangspunkt P, und der gleichen Orien-
tierung wie der Vektor a.

Die Gleichung
x=x,+1(x'—;;)mi90§1§1 -
ist eine Parametergleichung der Strecke P, P,

Ist ein Koordinatensystem gegeben, so kénnen die Vekioren ;, ;;. ;: und @
durch ihre Komponenten dargestellt werden (” Bilder S. 152).

In der Ebene: Im Raum:

Fir das Koordinatensystem Fiur das Koordinatensystem
‘O._I:T} ergibt sich: {OT;I} ergibf sich:
;=x7+y7 x—xr+y1+zk
xo"xo'+Ynl X—xo’+YOl+zo:
"-—X|'+Y|J _}—X-_’»+Y|L+z1_)
a—a,:+a,; a=ai+aj+ak
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a, X
) e
'
Qi
Y 0 /
9 | -
J
> 3
/
0. ! x
Xo
X
] Gegeben: Gegeben:
Gerade g durch zwei Punkte Gerade g durch zwei Punkte
Po(—2;—1), P1(3;5) Po(2; —1;2), P1(1;2; 4)
Gesucht: Gesucht:
Parametergleichung von g Parametergleichung von g
(in Vektordarstellung) (in Vektordarstellung)
z
A
g
[ |
]
i
07
Xo
)3 X
Lésung: : Lésung:
Aus OP, = X, = X, i + Yo Aus OP, = X, = X i + Yo j + Zo k
_ ==2i-j =2i—j+ 2k
und OP, = x, = x,i + ¥, und OP, = x, = x,i+y,j+ z, k
=3i+5j =i+ 2j+ 4k
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folgt als Richtungsvektor der
Geraden

-——v - - - -
PoPy = x, — xo=5i+ 6j
Ergebms
x——21—1+0(51+6_))
mit —oo < t < o0

Gegeben:

3
Gerade g durch einen Punkt P, (4; 2) und den Anstieg m =

E3 ¢

folgt als Richtungsvektor der
Geraden g

PP =r—r=—T4+3+2
Ergebnis:
x=2i—j+2k+l(—i+3i+2—l:)
mit —oo < t < o0

Gesucht: Parametergleichung von g (Vektordarstellung)

Lésung:
Mun erhulf
OP —x,—x°i+y°}
=4i + 2;
und, dam = a_ ist, ergibt sich
X
als ein Richtungsvektor
a=4i+ 3j.
Ergebnis:

n
Y 9
%)
d
- ,: Ayl
J
of 7 ' X

X=4i+ 2]+t (i +3]) mit — o0 < t< oo

Bemerkung: Als Richtungsvektor der Geraden g kann auch ein beliebiges Viel-
faches (0 als Faktor ausgenommen) von 4i + 3j angegeben werden. Oftmals
ist es zweckméBig, als Richtungsvektor den entsprechenden Einheitsvektor an-

zugeben, d. h. I:l = 1 zu wahlen. (* Betrag eines Vektors, Seite 145.)

> 4>
Im Beispiel bedeutet das a = 5 i+ ?j.

Parametergleichung einer Geraden (Koordinatendarstellung)

In einer Ebene:
Aus der Beziehung
X=x,+ ta
folgt
xityj=xi+yoi
+ '(a, i+ a,7).
Daraus ergibt sich wegen der linearen

Unabhéngigkeit von 7 und Tdas Glei-
chungssystem

Im Raum:
Aus der Beznehung

x = xo + fa
Iolgi
xu+y;+zk—x,:+y°;

+z,k+ 1(a,l+a,; + a,k)
Daraus ergibt sich wegen der linearen
Unabhdngigkeit von i, ; K das Glei-
chungssystem

X=Xy + tay

y=Yot+1ta

X=X, + tay
Y=Y+ 1a,
z=2z+1a,
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bzw.

bzw.

x = xg + 1 (x; — xg)
y=vo+1!01—vo

x = xg + 1 (xg — xg)
y=vo+1n—yo
z =25+ 1(zy — 2p)

Gegeben:

Gerade g durch zwei Punkte
Po(—2; —1) und P4 (3; 5)

Gesucht:

Parametergleichung von g (in Koordi-
natendarstellung)

Lésung:

Aus xo=—2, yo=—1 und
aGx=x1—x0=3+2=25,
G =y1—yo=5+1=6

Y
A

)

ergibt sich
x=—2+4+1-5 1°
y=—1+1t:6.

Yk

Gleichungen der Koordinatenachsen

In der Ebene:
x-Achse:

X =x1 — < X< o0
y=0

y-Achse:

ol T x=0
y —oly< o

Im Raum:
x-Achse
= ST <x< o
x=xiiy=0
z=0
y-Achse
X=y]|—o<y<o
z=0
z-Achse
x=2zkiy=0
—0 < ZL<
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Aus der fiir ein Koordinatensystem in der Ebene geltenden Beziehung

Punktrichtungsgleichung (parameterfrei)

x = X0+ tax [ Parametergleichung einer Geraden
y=yo+ tay (Koordinatendarstellung), Seite 153]

folgt durch Elimination von t die parameterfre«e Gleichung der Geraden in
bezug auf das Koordinatensystem {0 i, 1} in der Ebene:

Oy X —Gxy = Gy X0 — Gx YO .

Fir ax &= 0 ergibt sich weiterhin

y—yo = (x—x).
ax

Der Koeffizient % = tan « heiBt Anstieg der Geraden. Er wird meist mit m be-
X

zeichnet. Es ergibt sich somit als Punktrichtungsgleichung der Geraden

Y
Yy —Yo=m(x—xp). 4

| ] Gegeben:
Gerude g durch x, =37 + 21
und a =27 —[
Gesucht: Gleichung von g

Losung:

Aus den Duien fur
xo = ‘o‘ + Yol

a = a, i + a,]

folgen Yy

x=3 yo=2;ax=2; ay=—1 -

und ! (]

ay 1

m = a—. = —?
1

Ergebnis: y—2=—?(x—3) bzw. 7 H %
1 7

pe=grty B
[ ] Gegeben:

Gerade g durch einen Punkt
3

1
Po (1;—;) und den Anstieg m = 7

Gesucht: Gleichung von g
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Lésung:

Die zum Aufstellen der Gleichung erforderlichen Werte sind unmittelbar ge-
geben.

Ergebnis:

1 3 3
y+?=?(x—1) bzw. y=?x—2

Zweipunktegleichung (parameterfrei)

156

Aus der fir ein Koordinatensystem in der Ebene geltenden Beziehung

x = x0 + t (x1 — x0) [/ Parametergleichung einer Geraden
Yy = Yo + t(y1 — yo) (Koordinatendarstellung), Seite 153]
folgt durch Elimination von t die parameterfreie Gleichung der Geraden in
bezug auf das Koordinatensystem {O; i./‘} in der Ebene:

| (x — xg) (ys — yo) = (y — ¥o) (xy — Xo) -

Sie kann fir x1 — xo == 0 auch in der (nicht fiir x = xo giltigen) Form
y—y _y1i—yo
X—Xxo X1—Xo
geschrieben werden.

Gegeben:

Gerade g durch die Ortsvektoren
x,, = + 2} und

x, =40 +j Jzweier Punkte
Gesucht: Gleichung von g

Lésung: ¥

Aus den Dulen fur B
x - xo' + Yo]

X, =X ’ + le

folgen g
X0=—1;yo=2; x1 =4; yy=1. "

Ergebnis: J

(x+ 1)'(—1)1=(Y—2)'5

baw. y=—¢x+¢ 0 7 x
Gegeben:

Gerade g durch zwei Punkte

Po(2; —2), P1(2;3) h
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Gesucht: Gleichung von g
Lésung:
Die erforderlichen Werie sind unmittelbar gegeben.
Ergebnis: (x —2)-5=(y+ 2)'0
x=2

Bemerkung: Wegen x1 — xo = 0 ist die Gleichung nicht in der Bruchform an-
gebbar.

Normalform, Achsenabschnitts- y
gleichung

Ist eine Gerade g durch ihren Anstiegm + inzcane:
und den Punkt Sy (0; n), d. h. ihren J

Schnittpunkt mit der y-Achse gegeben,
so folgt aus ihrer Punktrichtungsglei-
chung unmittelbar die Normalform
der Geradengleichung

y=mx+n. —l

Sind von einer Geraden die Punkte
Sy (0; b) und S, (a; 0) gegeben, so folgt
aus ihrer Zwelpunktegleichung
(x—a)b=y(—a)

und daraus fir a =0 und b == 0 die
Ach bschnittsgleichung der Ge-
raden

o|x
o< .

+

/" Lineare Funktionen und ihre graphi-
sche Darstellung, Ma | Ub, Seite 62 0 \ﬁ,_/\g X
a

Allgemeine Geradengleichung

FUr Jede beliebige Gerade in der Ebene kann eine Gleichung in Form der alige-
meinen Geradengleichung

Ax+By+ C=0 mit A24B2540

aufgestellt werden. Alle anderen Formen der Gerudenglelchung lassen sich auf
diese Form bringen; umgekehrt (und uniereinander) ist das aber nicht immer
uneingeschrdnkt méglich. Eine Ubarslch' Uber einige Umformungen gibt die
folgende Tabelle an:
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: e A c
‘?-}‘-;‘r-i-.C-O m=— 0=——
¢ b
- "=—7F =77
fir B0 fir A% 0,
B+0,C+0
y=mx+a A=2im -
e B=—A4 a_—m
C=An b=n
AeP; A0 firm=+=0,n+0
S Tag | A=y -
lf'br'l, | B=ypa a
| C=—upab n=b
| uePiux0

Die Ergebnisse, die man beim Aufstellen der Punktrichtungsgleichung und der
Zwelpunkieglelchung erhdlt, fuhren in der Regel unmittelbar zur allgemeinen
Geradengleich in b deren Fdllen auch zu den anderen genannten

Glelchungslcrmen Das ist aus der folgenden Ubersicht zu ersehen.

;=;:+I: a=2X,—X ;—K°+'(x, ;.)
a+o )q—x,#a
Ya—VYo
Yy —yo=m({x—x) - (y—Vyo) (x4 — xg) = (x—x0) (ys — o)
1 —Xo
T

Sx (a; 0), Sy (0; b)

x 4
a+b_1

Ax +By +C=0
A2 + B2+ 0

(Diese Ubersicht wurde von Dr. Sieglinde Schneider, Dresden, entworfen.)




Gegenseitige Lage zweler Geraden in der Ebene

E3 @

Die Gerade g sei durch x= )_(; + ta und die Gerade h durch Xx= ;(: +ub ge-
geben. In der Ebene sind folgende Fille

itiger Lage

a) a || b, d. h., die Geraden gund h

haben gleiche Richtung.

b) X,—x,|| @ d. h., auch det Ver-
bindungsvektor eines Punktes von g
mit einem Punkt von h hat die glei-
che Richtung wie g (bzw. h).

Die Geraden sind identisch, d. h., sie
haben alle Punkte gemeinsam.

a) _;||_l;, d. h., die Geraden g und
h haben gleiche Richtung.

b) Xo—x, % g, d.h., der Verbin-
dungsvektor eines Punktes von g
mit einem Punkt von h hat eine an-
dere Richtung als g (bzw. h).

Die Geraden sind parallel, aber
nicht identisch, d. h., sie haben kei-
nen Punkt gemeinsam.

;# l_’: d. h., die Geraden g und h
haben verschiedene Richtung. Da

a, b, ;:—;: in derselben Ebene
liegen, sind sie bei ;: 4:;: linear
abhdngig.

Die Geraden schneiden einander,
d. h., sie haben genau einen Punkt,
den Schnittpunkt, gemeinsam.

/' Parametergleichungen einer Geraden (Vektordarstellung), Seite 150
/' Lineare Unabhéngigkeit, Seite 141
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Schnittpunkt zweler Geraden (Ebene)
Gerade g: xX= ;: + '_c;‘
Gerade h: x = ;: + ub
Fir den Vektor des Schnittpunktes
)_(; gilt
)—(: + ls: = ;: + us K
Xo— X =usb—tsa
Dieser Gleichung entspricht bei Kom-
ponentendarstellung das System:
Xy — X, = Us by — fs a,
Yo — ¥y = Us by — fs a,
~ Wir sprechen in diesem Fall auch
von Komponentenzerlegung.

Aus dem Gleichungssystem folgt:

N

[ Parametergleichungen einer Gera-
den (Koordinatendarstellung), Seite 153]

v =X — (=) by '
s a, b, —a, b,
_ (xo—x)a, —(yo —y) ax
Y S T —(a b, —a,b)
B Gegeben:

—

Die Gerade g durch ;; =— 27+ 5j; P

- >

i
die Gerade h durch ;: = 7T+ bjs b=—3

Gesucht:

Schnittpunkt S von g und h (Orisvekior ;;)

Lésung:
_ O+ (=)= 6=—5(=9
T (== (=1 (=9

e (22D =N =4
) a—[1-(—1)—(—1)-(—3)1

=2

4

T=Tund

—-Ju
-7

Mit Hilfe der Werte fiir ts und us kdnnen die Koordinaten xs, ys des Schnitt-

punktes errechnet werden:
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Xs = Xo + fs ax [ Parametergleichungen einer Geraden
Ys =Yoo +1a (Koordinatendarstellung), Seite 153]

Im Beispiel ergibt sich xs = 1 und ys = 2.
Ebenso fihrt (zur Kontrolle)

Xs = X, + Us by

Ys =y, + Usby

Zuxs=1und ys = 2.

Ergebnis: )_(; =T+ 27

Sind die Geraden durch ihre allgemei Gleichungen, also durch
A x+By+C,=0bzw. Aix+B,y+C,=0

gegeben, so folgt fir ihren Schnittpunkt S (xs; ys)

_BcG-8¢ MG —AC
AB,—AB,°' YT AB,_AB,°'

Xs sofern A, B, — A, B, 5 0.

Die Geraden g und h sind parallel, wenn
AB,—AB =0

ist. Sie sind identisch, wenn auBerdem
B,C,— B,C, =0 fur B, + 0 oder
AC,—AC =0firB =0

ist.

Gegeben: 4
Die Gerade g durch2x —y + 2 =0

und

die Gerade h durch 2x — 3y = 0

Gesucht:

Schnittpunkt S von g und h
(durch Koordinaten)
Lésung:
_(=N0—(=3-2

=20 9=(=9-2_ 4

[ Y ey gy
2:-2-2.0 4

Y§=—= = —1

—4 —4
Ergebnis: S (—1,5; —1)

(0017 13) 161
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Gegenseitige Lage zweier Geraden im Raum

Die fiir die gegenseitige Lage zweier Geraden in der Ebene méglichen Fdlle
(/" Seite 159) gelten auch fir den Raum. Da drei Vekioren des Raumes nicht
notwendigerweise linear abhéngig sind (/ Seite 159, Punkt 3), besteht als wei-
tere Maglichkeit die windschiefe Lage der Geraden.

a ¥ b, d. h., die Geraden g und h
haben verschiedene Richtungen,
aber aq, b, ;:—;: sind linear un-
abhéngig.

Die Geraden sind windschief, d. h.,
sie haben keinen Punkt g
+ und sind nicht parallel.

]y

Schnittpunkt zweler Geraden (Raum)
Die Gleichung
Xo— X, =Usb—1tsa (/'Schnittpunkt zweier Geraden, Seite 160)

fiuhrt Uber die Komponentenzerlegung zum Gleichungssystem

Xo— Xy = Us by — ts ay
Yo— Y1 = Usby — Isay
Z,— Z, = Us b, — ks a,.

Daraus lassen sich im Falle schneidender Geraden die Parameterwerte fs und
us errechnen. Die Koordinaten xs, ys, zs des Schnittpunktes S werden durch
Einsetzen von fs bzw. us in die Gleichung fiir g bzw. h ermittelt.

Teilverhdltnis
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Liegt P zwischen A und B, so sind AP und
PB gleichgerichtet.
A st somit positiv.

Liegt P nicht zwischen A und B, so sind AP
und PB entgegengesetzt gerichtet.

A ist somit negativ.

FirP=Aist A =0.

A>0 A<0 B
B - A =
P R B
; y
Ist 2 gegeben (A == —1), so gilt fir die Koordinaten des Teilpunktes P
in der Ebene im Raum
= XA+ Axs e XA+ A xs
1412 MR
_yt+iys ya+ Ays
A )
_zatizs
T+

Sind die Punkte A, B und P einer Geraden gegeben, so ist

_ XA—Xp _ yA—YP

T xe—xs  yp—ys

XA—Xp _ YA—YP _ ZA—2Zp
Xp—XB yr—ys Zp—28

A=

E4 Analytische Geometrie der Ebene

'y leich

11*

9 9

einer Ebene im Raum

Ist eine Ebene durch einen Punkt
P, und zwei linear unabhdngige
—_— - —_— -
Vektoren P, A =a und P,B = b ge-
geben und sind v und v reelle Zah-
len, so gilt fir alle Punkte P der
Ebene

— - >
P,P=va+ vb mit
—o0 < U< oo und
—00 < ¥V < 00,

u, v sind Parameter
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Wird ein Punkt O, z.B. der Ur-
sprung eines Koordinatensystems,

— - =
vorgegeben und OP, mit x,, OP mit
=
x bezeichnet, so gilt

- -

- -
Xx=x,+vuva+vb
mit —oo < U < oo,
—0 < V< 00,

u, v sind Parameter 0

Werden nur Teile der Ebene gekennzeichnet, so erfahren die Parameter u und
v entsprechende Einschrdnkungen.

Gegeben:

Ebene ¢ durch eine Gerade g mit

P (2; 3; 4) und der Richtung

0= 2 — K sowie einen Punkt

Q3 —1;4)

Gesucht:

Parametergleichung von &

Lésung:

Durch a ist ein Vektor des Richtungs-

vektorenpaares der Ebene gegeben,
als zweiter Vektor dieses Paares kann

der (von alinear unabhingige) Vektor
— -
PQ = b gewdhlt werden.

Es ist

b=3i—7+4k— (27 + 3] + 4k)
=i— 4]

Ergebnis:

X=2i+3+4k+v @ —K) +v(i—4})
mit —co<u<oound — oo < v < oo
Gegeben:

Ebene e durch drei Punkte

Py(1; — 2; 2), P(4; 3; 1), P,(0;2; 3)

Gesucht:

Parametergleichung von ¢ in Vektordarstellung



Lésung:

Durch P,, P,, P, sind drei Vektoren
—_— —— —

PoPys PPy, P,P, bestimmt, von denen je
zwei linear unabhéngig sind und der
dritte stets eine Linearkombination der
beiden anderen ist. Somit kénnen zwei
von ihnen ein Richtungsvektorenpaar
der Ebene ¢ bilden. Aus

OP,=x°—x,1+y,1+z,_'

=l—2]+2k
65:"_'" —x|’+7|l+11_’
=4i+3j+k
OP,—x,—x,l+y,j+x,»
—2]+3k

folgen cls Richtungsvaktorenpuar

—_—

PoP, _x,—x.,—3|+51—k

—_—

PoPy =x,—x,_—i+4)+k

Ergebnis:

X=T— 2+ %k +uGBi+5—K) +v(=T4+ 4] +K)
mit —co<u<oound —o<v<oo

Gleichung der Koordinateneb im Raum

Da jede Koordinatenebene durch den Ursprung des Koordinatensystems geht
und jeweils zwei Basisvektoren dieses Syst ein Richtungsvektorenp die-
ser Ebene bilden, gilt fir die

2 4o 4 [me<x<o

xy-Ebene: x =xi+yj I—oo<y<oo
z=0

a4 o l—co<x<oo
xz-Ebene: x =xi+zk {y=0

—o<z<®

x=0
yz-Ebene: x=yj+ zk l— o <y< oo

—o<zZ< 0
beziehungen zwischen Geraden des Raumes und Koordinatenebenen
Wenn eine Gerade g, gegeben durch die Par tergleichung

x= ;; + u_;. mit den Koordinatenebenen
x7+ yT z = 0 (xy-Ebene)
x: +z k y = 0 (xz-Ebene)
yj +z k x = 0 (yz-Ebene)
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gemeinsame Punkte hat, so erfilllen die Koordinaten dieser Punkte sowohl die
Geradengleichung als auch die betreffende Ebenengleichung.

Gegeben:

Eine Gerade gd durch

x.——bi+2;+kun a= _’+T

Gesucht:

Gemeinsame Punkte G von g und den drei Koordinatenebenen

a) Fur gemelnsume Punkte G von g und der xy-Ebene gilt

X T + yaj = x,, + 1 a Im Beispiel ergibt sich daraus

x6=—4+1c

yo=2+1c
0=1+0¢t.

Aus' dem Widerspruch folgt, daB es kein Zahlentripel xg, yg, g gibt, das alle
drei Gleichungen erfillt. Die Gerade g hat mit der xy-Ebene keinen Punkt ge-
meinsam, sie ist parallel zu dieser Ebene, liegt aber nicht in ihr.

b) FUr gemeinsame Punk'e G von g und der xz-Ebene gilt
XG 7 + zg k= x, + 1c a. Im Beispiel ergibt sich daraus

X = —h + 1
0=2+1¢
zc=1+1c"-0.
Daraus folgen als Koordinaten des i Punktes G der Geraden g

und der xz-Ebene, d. h. des Spurpunk’zs von g auf der xz-Ebene, die Werte
—6; 0; 1.

c) Analoge Uberlegungen filhren zu den Koordinaten des Spurpunktes von g
auf der yz-Ebene. Es ergeben sich die Werte 0; 6; 1.
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Ergebnis:

g ist zur xy-Ebene parallel und hat mit der xz-Ebene G, ( 6;0;1), mit der
yz-Ebene G,; (0; 6; 1) gemeinsam.

Projektion auf die Koordinatenebenen

>

/* Senkrechte Projektion, Ma i Ub, Seite 248

SATZ: —l

(1) Die Projektion einer Geraden g mit der Gleichung x= ,T,, 4 :E’ auf die
xy-EIune ist fir o + o die Gerade ' mit dar Ghlchung x = x.’ + M"
x. und u sind die Proiek'lonen von x. und a. Fir a = o ist g’ ein Punkt
mit dem Ortsvektor x, o

(2) Die Projektion einer Geraden g mit der Gleichung ;= ;: +t: auf die
xz-Ebene ist for a’ + o die Gerade g’ mit der Gleichung ;=;:’7 + t;’;
;7’ und ;7’ sind die Projektionen von ;. und a.
Fira’ =o ist g ein Punkt mit dem Ortsvektor ;._’7

(3) Die Projektion einer Geraden g mit der Gleichung x= ;: +t e? auf die
yx-Ebene M for o’ +o0 © die Gerade g mli der Glelchung x= X, X" + ta”’

”’ und a”’ sind die Projektionen von x, und a.

Fur @ =0 ist g’ ein Punkt mit dem Ortsvektor F’)

Gegeben:
Vektor a = 2i + 3j + 2k.
Gesucht:

Projektionen von :uuf die
Koordinatenebenen.

Ergebm's

ad = 2! + 31
5

a' = 21 + 2k
" = 3; + 2%
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E5 Skalarprodukt zweier Vektoren

Das Skalarprodukt

>

DEFINITION: i : 4
Slnllcundi zwel ulwvihmdnmmmmmmmm

g "-I*Hileu« Gf)

— gelesen d punkt b oder a mal b — -
«-u-wcnmmn,mmmmvm-mu

Eigenschafien des Skalarproduktes zweler Vekioren

Fir die Vektoren :. B und :gilt, wenn o als Nullvektor angesehen wird und 4 eine
reelle Zahl ist:

- - - > -
Flira=aoderb oistab=0
Fi.ira#oundb o ist

Q4

I;> 0 genau dann, wenn 0 < < (a._’) g

o4

oy

< 0 genau dann, wennT << (a.b) =< 1
- — - T
a+b = 0 genau dann, wenn < (a. b) -

- =
Bemerkung: Aus :- b = 0 folgt, daB _4; orthogonal _5 ist. Der Nullvektor o ist
definitionsgemdB zu jedem Vektor orthogonal.

3 ;- ;: 3_; (Kommutativitdt)
- > - - >
- (a+b)=c-a4c-b (Distributivitat)

B:G5)=03)5=3 ()

Fir das Skalarprodukt a-a kann auch a? geschrieben werden, und es gilt

- |-

a* = [al’.

/' Winkelfunktionen, Ma i Ub, Seite 109

Aus den Eigenschaften des Skalarproduktes folgt speziell fir die Basisvektoren

- -

i, j, k:
i"J=0; 1-k=0; J-k=0
=1 =1 Kk=t

Das Skalarprodukt in Koordinatendarstellung

Fir das Skalarprodukt zweier durch ihre Koordinaten (ay; ay; a;) und (by; by;
b;) gegebenen Vektoren a bzw. b gilt:
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a-b=(ai+a]j+ak): (bei+byj+bK).
Daraus folgt auf Grund der Eigenschaften des Skalarproduktes

[ :'_‘;=¢xbx+¢yby+¢xbz I

Fir den absoluten Betrag eines Vektors ergibt sich mit Hilfe des Skalarpro-
duktes:

- > -
ara=a2+ a2+ a,>= |a|?,

|:| =VT:—V¢,'+¢,.‘+¢,' |

[ ] Gesucht ist das Skalarprodukt zweier Vektoren.

Gegeben sind: Gegeben sind:
[ =3 [5]=2 a=37+2] +3k
£ (a8) = 60 Bosie]
Lésung: Lﬁsung:
ab=l;-|§-cos60° ab=ab+a,b,+ab,
=2-3-05=3 =3-54+2-14+3-0
=17

/" Kartesische Koordinat 1 (Betrag des Ortsvektors), Seite 144

7

Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor

Im nebenstehenden Bild nennt man

den Vektor by die Projektion des
— -

Vektors b auf den Vekior a.

Fir den Betrag der Projektion _l;;' des Vekiors b auf den Vektor ;(: + o) bei
0=« (b2 b) g% gilt:

I IK’{] = |K| - cos & (;?,Z;). J

Aus dieser Beziehung folgt der

» SATZ~
Slnd u und b zwel Vekioron mit n +* o und b + o. so ist das Skalarprodukt
a b= a . ¢ b b 5
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Betrag und Richtung der Summe zweler Vektoren

170

Ohne Koordinatensystem

Gegeben: [a| =10, [B] = 6, + (a,5) = 60°

Gesucht: ]:+ F’, X (_a: ;+ ;)
Ldsung zeichnerisch (1 LE = 0,5 cm): Siehe Bild 1 auf dieser Seite.

Lésung mit Hilfe der ebenen Trigonometrie:
[+ 8] =V[a + 61— 2 el [#cos 5 (5. — )

/" Berechnung schiefwinkliger Dreiecke, siche Kosi tz, Ma i Ob, Seite 121
o+t =y re—z 106 (=05 =14
Bemerkung:

% (b,—a) =180°— & (a,b) = 120°

|3‘ * sin < (3, —:)

sin 3 (q,a+8)= o
+

- 6 -sin 120°
1%
(Sinussatz)
sin < (3,0 + b) ~ 0,371
£ (a,a+b)~218° Prtih) Bild 1

In Komponenten- bzw. Koordinaten-
darstellung

=6i+8] -

=—060 +42] +3)2k -~

Gesucht: ];I. l;l. |;+ KL -~
s(@a5). x@a+d) ;L7

Gegeben: a
b

Lésung:
|a| = &=+ 8 = 00 = 10
b| =/ —otr &z v 32
|—l;|=6 .
cos & (3,5) = 1 =

al-|b

cos (;.;) =05
X (a,b) = 60°
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a+b =54 +12.2] + 3y2k
lo+bl=ys@rEroz =1
o S = E-(E}E} _ 6°54+8-122
[o]-a+38] 10-14
cos < (@,a + b) ~ 0,929
2 (aa+b)~ 2180

Schnittwinkel zweier Geraden

Durch Umformung von a-b= |:’ @ '3‘ *cos X (;, i;) kann man eine Gleichung
erhalten, die zur Ermittlung des Schnittwinkels zweier Geraden aus ihren Rich-
tungsvektoren geeignet ist.

In Vektordarstellung:

5
|- [&]

ay

cos < (a,b) =

LX}

In Koordinatendarstellung:

- _ ay by + ayby + a;b;
oos 5(6,8) = Ya T a, t oz -y T b, 1 b2

] Gegeben: z
Schnittpunkt S (4; 1; 3) der Geraden
603, = 57+ ) und :
92 (Z: ==]+ 7(’)
Gesucht:
Schnittwinkel von g, und g,

[

Lésung:
Da die Richtungsvektoren der Geraden
unmittelbar gegeben sind, folgt

= =

— a,*d,
cos X (a,, aa) =T=7 =
a,|*|az

im Beispiel

=y 043 (=1)+1-1
cos{(;:,a,)_ P Y e ~ —0,447.
Ergebnis: < (g,, g2) ~ 116,6°

17
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E6 Analytische Geometrie des Kreises

und der Kugel

Gleichungen des Kreises und der Kugel

172

Mittelpunktsgleichung
des Kreises

Ein Punkt P der Ebene mit dem Orts-
vektor x = x i + y j hat vom Ursprung

des Koordinatensystems {O._i:_;} den
Abstand

=y 7

-4

Somit gilt fur alle Punkte P(;) des
Kreises mit dem Koordinatenursprung
als Mmelpunkt und mit dem Radius r

¥ =

X-x=r bzw.

Mittelpunktsgleichung
der Kugel

Ein Punkt P des Raumes mit dem Orts-

vektor x = x7+ yf+ zK hat vom
Ursprung des Koordinatensystems

{0.—1:;:} den Abstand
’;’ =yx*+y? + 2%

Somit gilt fur alle Punkte P(;) der
Kugel mit dem Koordinatenursprung
als Mittelpunkt und mit dem Radius r

| ==
|x|= Xx-x=r bzw.

- -

x-x=r2, l

- -
x-x=r?,

in Koordinatendarstellung

in Koordinatendarstellung

Ixa+yz=,z_ |

I::+Y|+l:=,:_ |

All ine Kreisgleich

Ist der Mittelpunkt M des Kreises
durch semen Oﬁsvek\‘or

xM-—le+yM1

gegeben, so gilt fir alle Punkte P (_’)
des Kreises mit dem Radius r

- —
x— xM‘ =r bzw.

Allgemeine Kugelgleichung

Ist der Mittelpunkt M der Kugel durch
semen Ortsvekfor

xM—le+ymj+ZMk

gegeben, so gilt fur alle Punkte P(;)
der Kugel mit dem Radius r

-

x—xM =r bzw.
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i J y

| G- G—xm) =,

| [G-m) G-m=r,

in Koordinatendarstellung

in Koordinatendarstellung

O —xm)*+(y —ym)*=r2.

(x —xm)* +(y — ym)* + (z — 2m)*

=r<.

Es 1&Bt sich zeigen, daB diese Glei-
chung, die fir alle Punkte des Kreises
gilt, nur fir diese Punkte gilt.

Ist fur einen Punkt P (x; y)

x2 4 y2 > r2,

so liegt er auBerhalb des Kreises, ist
fur ihn x2 4+ y2 < r3, so liegt er inner-
halb des Kreises.

x24yr<r?

gilt fur alle Punkte der Kreisfldche.

Gegeben: Kreis mit M (2; —3); r=1
Gesucht: Gleichung des Kreises
Ergebnis: (x — 22+ (y + 3)* =1

Es 1aBt sich zeigen, daB diese Glei-
chung, die fir alle Punkte der Kugel
gilt, nur fur diese Punkte gilt.

Ist fir einen Punkt P (x; y; 2)

X4 y2 422> 2,

so liegt er auBerhalb der Kugel, ist
fur ihn

x4yt 22<r?,

so liegt er innerhalb der Kugel.
x4y 42212

gilt fir alle Punkte des Kugelkérpers.

/ Kreis - Kreisflache, Ma i Ub, Seite 194
/' Kugel, Ma i Ub, Seite 245

Gegenseitige Lage von Kreis und Gerade
In einer Ebene kann eine Gerade einen Kreis schneiden (Sekante), berihren
(Tangente) oder meiden (Passante)
/' Kreis und Gerade, Ma i Ub, Seite 196
—.
Die Koordinaten gemeinsamer Punkte G (xa) eines Kreises, gegeben durch
(x— ;o_w))’ =r3
und einer Geraden, gegeben durch
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Tangente an einen Kreis in einem
gegebenen Punkt

174

(x_é = ;;)’ =r

—_ - -

X = Xo+ ta

erfilllen. Eine fir die Lésung des Pro-
blems geeignete Parameterdarstellung

der Geraden erhdlt man, wenn x, als
Ortsvektor des FuBpunktes P, .des
Lotes vom Mittelpunkt M des Kreises

auf die Gerade g und a als Einheits-
vektor (d. h. ':’ = 1) aufgefaBt wird.
Durch Elimination von z ergibt sich
(e + 1a — xm)2 = r.

Nach dem Distributivgesetz fir die skalare Multiplikation (* Seite 168) folgt
daraus (nach Umformung)

f2 a2 + 2(1;) (x,— xM) + (x,— xM)’— [

AuiGrund der besonderen Wahl von @ und P (’) ista®=1undta orthogonal

zu x,— xM, d. h. (';) (x,— x—)) =0.

Somit ist

1?2+ (;;— ;;)‘ =rtund t,, =% Vr’— (% — x_;)’.

Existenz und Anzahl der Schnittpunkte hédngen von der Diskr
— —.

D = r*— (x, — xm)? ab.

1. Ist D > 0, so ist ‘;: — )r_;;| < r, d. h., P, liegt innerhalb des Kreises k. In die-

sem Falle hat die Gleichung fiirr t zwei Losungen, Kreis und Gerade haben
genau zwei Punkte gemeinsam. Die Gerade ist Sekante des Kreises.

2. Ist D =0, so ist ’;:— )al =rund t =0, d. h,, P, liegt auf dem Kreis k und
ist der einzige gemeinsame Punkt des Kreises und der Geraden. Die Gerade
ist Tangente des Kreises.

3. Ist D < 0, so ist |;: - ;;. > r, d. h,, P, liegt auBerhalb des Kreises. In die-

sem Falle existieren keine (reellen) Lésungen der Gleichung fir t; Kreis und
Gerade haben keinen Punkt gemeinsam. Die Gerade ist Passante des Kreises.

Ist der gegebene Kreispunkt P, (;:),
so muB fir alle Punkte P (;) dieser
Tangente gelten

(= ) G — xw) = 03

denn x — x, und X, — xm stehen auf-

einander senkrecht.
Mit Hilfe der Beziehung




E6¢m
X‘xo (x_"_f;) ("o_x_M’)

ergibt sich daraus

|G- G-z =r, |

in Koordinatendarstellung

[ —xm) (ra— 20 + &/ — yad ro— v = . ]
B Gegeben: y ¢

Kreis mit M (3;0), r = 4

Gesucht:

Gleichung der Tangente t des Kreises g

im Punkt Po (6,2; yo, > 0)

Lésung: J

X=X + (y—yult = 12 0 M X

(6,2—3)2 + (y—0)2 =16

y==+24

Da’ y,> 0 gelten soll, ergibt sich

Yo = 2,b. Wir setzen in die Tangen-
tengleichung

(x0—xp) (x — xm) + (Yo—ym) (y —ym) = 12
ein und erhalten:

(6,2—3) (x—3) + (24— 0) (y —0) = 16.

Ergebnis:

4 32
3,2x + 2,4y = 25,6 oder y = —3X + 3

Tangente an einen Kreis von einem Punkt auBerhalb des Kreises

Ist der auBerhalb des Kreises gelegene Punkt Ps(x1;y,) gegeben, so missen
folgende Bedingungen erfillt sein:

(1) P1 muB ein Punkt der Tangente des Kreises in dem noch unbekannten
-Berihrungspunkt Po (xo; y,) sein.

(2) Po muB ein Punkt des Kreises sein.

Diese Bedingungen sind fir genau zwei Geraden durch P4 erfillt.

Ist der Kreis durch die Gleichung (x — xm)2 4 (y —ym)2 = r2 gegeben, so
lassen sich aus den entsprechenden Gleichungen

) (x1 — xu) (x0— xm) + (¥4 — ym) (Yo —ym) = r2 und

b) (x0 — xw)? + (1 — yw)? = 12

xo und y, errechnen. Damit k& die Gleichungen der Tangenten auf-
gestellt werden. -
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Gegeben:

Kreis mit M (0; 4) und r = 2,5 sowie
ein Punkt P1(5; 1,5) auBerhalb des
Kreises

Gesucht:

Tangenten von P1 an den Kreis

Losung:

Die Koordinaten (xo; y,) des
Berihrungspunktes der Tangente
konnen mit Hilfe des Systems

a) (x1— xm) (Xo— xm) + (vy —ym) (rp—ym) = r2
b) (xo—xm)? + (o —ym? = r?

ermittelt werden. Also:

(5—0) (xo—0) + (1,5 —4) (y,—4) = 6,25
Xo? + (yo—4)2 = 6,25

Es ergeben sich die Werte:

xo1 = 0; yoy = 1,5; x02=2; yp = 5,5.
Unter Benutzung der Tangentengleichung
(x— xm) (xo— xm) + (y — ym) (Yo —ym) = 12
erhdlt man:

4 49
Tangente ty: y = 1,5; Tangente f2: y = _3" + "

E7 Vektorprodukt zweier Vektoren

Das Vektorprodukt

»

176

DEFINITION:

(3)cxbMIddMMVMcmldblndnrMMlpc.b,t b.ﬁ!’

duMorproduM(Krwxpndukt vddorlthnkOdorV‘kad
lnldb. : B
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Eigenschaften des Vektorprodukies zweler Vektoren

. Sind xwel Vektoren zuelnander parullel dann ist ihr Vektorprodukt der Null-
vektor o. Somit gilt auch axa=o.

Ist n,. Iy el_n. Eln_!:eifsvekior, der zu a und For'hogonuiiﬁ :nd diese Vektoren im
Falle, daB a zu b nicht parallel ist, in der Reihenfolge a, b, ng, 5 zu einem Rechts-
system ergdnzt, so kann das Vektorprodukt_; X —l; auch durch
axb=nz7]d|[t]sin % (a5)
definiert werden.

Fir die Vektoren :, Fund :gm, wenn :uls Nullvektor angesehen wird und A eine
reelle Zahl ist:

. nxb——(bx_’) lle eines K tati )

.(la)xb—}.(ax*) ax(lj—l(axn

“ ax(b+_>)—dxb+o><c (Distributivitét)
(a+..)xc—axc+bxc

Da a X (b X ?) nicht stets gleich (u X K) X ?iﬂ. gilt kein entsprechendes Assoziativ-
gesetz.

Fir die Basisvektoren ITjTl?elnes orthonormierten Rechtssystems ist

> > > - > [E
ix]=ki IxXk=—]; jxk=i
- > > > > > > -
IXi=0; JX]=0; k X k=o.

Das Vektorprodukt in Koordinatendarstellung

Wegen der Distributivitdt des Vektorproduktes gilt:
(@, + @ + a3) x (b + by + by)
—u,xb +a,xb +a,xb +a,xb +a,xb:
+a,xb +a,><b +a,xb +a,xb,
Fur das Vek'orprodukl zweaer durch ihre Koordinaten (a,; a,; a;) und (by; by; b;)
gegebenen Vektoren a und b gllf
by (T 1) + aeb, (Fx ) + a by (P x K)
+ ay by (Tx—'.) + ay by (Tx-i) + ay b, (Tx D
+a:b (kK xT) + azby, (K x j) + az by (K x K).

Daraus folgt auf Grund der Eigenschaften des Vektorproduktes als Kompo-
nentendarstellung des Vektorprodukies

4

[ @ X b =(ay bz — az by) T + (a; by — @, b;) | + (ax by — ay by) k.
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Geometrische Deutung des
Vektorproduktes

Der Betrag des Vektorproduktes axb
der Vektoren a und b ist gleich dem
Fldcheninhalt eines von diesen Vek-
toren aufgespannten Parallelogram-
mes.

<*(a,b)

af

K tend llung von Operationen mit Vektoren

+B=(a+bdi
+(ay+b)]

+ (ay + hy)T

+ bk
Aa=Aai Aa=Aai
- =
+Aayj +4ayj
+Aazk
0B =a.by +ayby a-b=agby+ayb, +ab,

Tx b= (axby—a, b K

Der Vektor ¥ ist ein Einheitsvektor; er
steht senkrecht au!Tund T(d. h. auf der
xy-Ebene) und bildet mit rund Tein

Reihenfol

in der [']

-

i Ji k.

- - -
1

a x b= (ayb,—a;by)
+ (@ be—ax b))
* 4 (axby—ay by k
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2Xq+o2$XD= =

- .m 232 A;uuxhv|l gxo
AM.O x2= 2t 4+hv gxo .-o._oe_.>..;m_!nw
ax(er)=(ax2)Y XDk g X D= W6 10yop “iouAn voyoxduinW
Q; X Hv —=0x4 >+ av X D - -DjNWWOY duRY BLTVEN " 9IjBMHOPBA
q.0
e
A.« -q)p = : "
fv? Iyoz _ J3]IMZ UOlD)
a(er)=(3-2)Y | 2-0+3 p=(2+9)-° - b.9=gq-0 3||3a1 -lidyiaw 3.0jDys
oy
i ?‘

u9) Jau
v =(3+2)v "\ ioppop soue
ph+oy=p@+y) | 2N =(cM)v vo=oy J0pp3A  uoyoldyinw
Yy
usyyoz
1oz 49]j984 JPMZ
ay+ry=(@+1y a@y) =(@n)y yi=dy ajea. uoyoxiduinw
uayoydsuabiz - ; s uoyoyy|dinw
TN RHANqLYSIO ol v ol )| Insay 49p py

uatopaA 2b61qa1jaq o ‘q ‘D ‘us|ypZ 3)j224 abiqaljeq A Tl ¢y

—

UBIOPIPA Pun USJYDZ UOA usuolDYIdRINW J3q0 JYdIsIaqQ)
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Ubersicht iber skalare und vektorielle Multiplikation zweler Vektoren

180

Definition a-b= |:I |i;[ cos (:,7;) axb=
des Produktes g I
a» b|si A
der Vektoren m" Ia” 'sn<):(u_’)
aund b ];"h»_? =1;
5 -5, >
na,b La;ng,p Lb
-
a, b, ng, 7} bilden in der
angegebenen Reihenfolge
ein Rechtssystem
Orthogonalitéit ;-7;= 0 ': X 3 = ra’l ﬁ;|
der Vektoren
aund b
Parallelitét ;F:‘ ”b|1ura||i; ;x b=0
ierVe_l:'oren @b |al|b,fura l
aund b
Produkte der | T T * | i k
Basisvektoren > > = = =
Pagnand i 1 0o o0 i x o k —j
ivjo k - - - - >
eines kartesischen | 1 * o 1 0 1% _i LI
Rechtssystems k+ o o0 1 k x j —i o




Kegelschnitte

F1 Kegel und Kegelschnitte

Kegeldefinition

>

'DEFINITION:
Ein Kegel ist die Menge der Geraden,
die einen Punkt S des Raumes mit den
Punkten einer Kurve k verbinden. Ist
k eine ebene Kurve, dann darf S nicht
in der Ehlu v

Mante/(/men

Bemerkung: Diese Definition unterscheidet sich von der Definition des Kegels

Math htan®
in,

tik in Obersi

vor allem dadurch, daB sie nur die (von den -

Mantellinien gebildete) Mantelfldche betrifft, diese aber als unbegrenzt (auch
Uber die Spitze hinaus, im Sinne eines ,,Doppelkegels*) auffaft.

/* Kreiskegel, Ma i Ub, Seite 244

Ist die Leitkurve eines Kegels ein
Kreis, so heiBt der Kegel Kreiskegel;
die Verbindungsgerade des Kreismit-
telpunktes mit der Spitze heiBt Achse
des Kreiskegels.

Steht die Achse senkrecht auf der
Ebene des Kreises, so heiBt der Kreis-
kegel gerade, anderenfalls heiBt er
schief.

Die folgenden Ausfihrungen beziehen
sich in der Regel nur auf gerade
Kreiskegel und auf ebene Schnitte sol-
cher Kegel; der Einfachheit halber
werden dafir die Kurzbezeichnungen
»Kegel” bzw. ,Kegelschnitt* verwen-
det.
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Kegelschnittdefinition

» DEFINITION:
Wird ein gerader Kreiskegel &mmmumum
. grundkreises den Winkel o bilden, von einer Ebene : geschnitten, die mit
mm«mnmnmmmanmusumx.m-
entstehende Kegelschnitt e

hl“,loln‘m“
fir 0< f<a -eine Ellipse,
mrﬁ-u = eine Parabel,

mr¢<ﬁ§-— dn-Hyp‘fhly.b
Fﬁrﬁ-ﬂ lmll‘hl.anrdl.
5

Elljpse

O</i<e &

/" Ortsdefinition der Ellipse, Seite 187

5
&2

P=e

/" Ortsdefinition der Parabel, Seite 191
182



a<fjis ¥

/' Ortsdefinition der Hyperbel, Seite 188

Geht die Schnittebene & durch die Kegelspitze S, dann haben Kegel und Ebene im Falle
n

0=f<a ) B=a a<f= 2

genau einen Punkt genau eine Gerade genau ein Geradenpaar

gemeinsam gemeinsam gemeinsam

\o r
62
fon fon v
&, &2
o / o p\/x
&
@ | |
In diesen Fdllen spricht man von entarteten Kegelschnitten.
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Darstellend-geometrische Konstruktion von Kegelschnitten

184

Bei den folgenden Konstruktionen von Kegelschnitten in Zweitafelprojektion
wird der Einfachheit halber die GrundriBebene senkrecht zur Kegelachse und
die AufriBebene senkrecht zur Schnittebene .ang (das bedeutet keine
Einschrdnkung der Allgemeinheit).

Bei der Konstruktion der Kegelschnitte wird dchst (mit Hilfe von Mantel-
linien des Kegels oder Hohenkreisen) aus dem AufriB der GrundriB der
(ebenen) Schnittfigur konstruiert (z. B. punktweise). Durch Umklappung der
Schnittebene in die GrundriBebene oder in eine andere Héhenebene wird die
wahre GroBe und Gestalt des Kegelschnittes bestimmt.

Es zeigt sich, daB unter den ang Bedingungen fir die geg itig
Lage des Kegels, der Schnittebene und der RiBebenen der GrundriB einer
Ellipse ebenfalls eine Ellipse, der GrundriB einer Parabel ebenfalls eine Para-
bel und der GrundriB einer Hyperbel im allgemeinen ebenfalls eine Hyperbel
(im Falle des Senkrechtstehens der Schnittebene auf der GrundriBebene: eine
Gerade) ist. (* Bilder auf Seite 183 unten)

Ellipse

0

s

€z

&




Fiem

L)

IR

——

&
€
Hyperbel
Sz
N\
N\s;
N
L N
L R
See)
Py 57 My
]
10 &7

13 [001713)
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Dandelinsche Kugeln

186

Vorbemerkung: Werden an eine Kugel
von einem Punkt P auBerhalb dieser
Kugel die Tangenten gelegt, so sind
die Abschnitte dieser Tangenten, die
durch diesen Punkt P und durch den
jeweiligen Berihrungspunkt begrenzt
werden, untereinander gleich lang.
Diese Tangenten bilden auf Grund
der Symmetrieeigenschaften der Kugel
einen geraden Kreiskegel, dessen
Achse die Verbindung des Punktes P
mit dem Kugelmittelpunkt ist.

Kugeln, die dem Kegel einbeschrieben
sind und die Schnittebene beriihren, hei-
Ben Dandelinsche Kugeln. Eine solche
Kugel hat mit dem Kegel K genau einen
Kreis k und mit der Schnittebene &
genau einen Punkt F gemeinsam. Aus
dem in der Vorbemerkung voran-
geschickten Satz folgt dann, daB fir
jeden Punkt P des Kegelschnittes der
Abstand PF gleich dem Abstand PKp
ist, wobei Kp der Schnittpunkt des
Kreises k mit der den Punkt P enthal-
tenden Mantellinie des Kegels K ist.

Der gemeinsame Punkt F (Berﬁh-

gspunkt) der einbeschrieb
Kugel mit der Schnmebene & heiBt
Br punkt des Kegelschnittes.

Im Falle einer Ellipse und einer Hyperbel als Kegelschnitt gibt es zwei Kugeln,
die den genannten Bedingungen: geniigen und damit auch zwei Brennpunkte
des Kegelschnittes; im Falle der Parabel gibt es nur eine solche Kugel und so-

mit nur einen Brennpunkt.

/AR N

Fz
£ :‘,Xﬁ\
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F2 Ortsdefinitionen der Kegelschnitte

Ortsdefinition der Ellipse

>

13*

SATZ:

Sind F, und F, die Brennpunkte einer Ellipse, dann ist fir alle Punkte P dieser’
Ellipse die Summe der Abstiinde von P zu F, und F, konstant und gréBer als
der Abstand von F; zu F,, also F| P+ PF, = const. > F, [%

Beweis:

Die Mantellinie des geschnittenen
Kegels, die durch einen beliebigen
Punkt P der Ellipse geht, schneidet die
Berihrungskreise k1 und k2 der Dande-
linschen Kugeln Ki (M1;r1) bzw. K2
(M2; r2) in den Punkten Ay bzw. Az. Da
FiP = AP, PR = Py

und

A1 P + PA; = const.

fur alle Punkte P ist, folgt

FiIP + PFz = const.

Aus dem Dreieck F1PF2 ergibt sich
FiP + PR2> FiFa.

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Satzes:

SATZ:

Die Menge der Punkte einer Ebéne, fir die die Summe ihrer Abstdnde von
zwei festen Punkten F, und F, dieser Ebene konstant und gréBer als der Ab-
stand von F; zu F, ist, ist eine Ellipse, und F, und F, sind ihre Brennpunkte.

Auf diesen Satz griindet sich die Ortsdefinition der Ellipse:

'nmumon.

Eine !Illpn ist die Menge der Punkte
einer Ebene, firr die die Summe ihrer
- Abstiinde von zwei festen Punkten F,
und F,, die dieser Ebene angehéren,
konstant und gréBer als der Abstand
von Fy zu F, ist.
F; und F, heiBen die Brennpunkte der
Ellipse. :
‘Lineare Exzentrizitiit: e = a2 — b2
Hauptscheitel: Sy, S2
Nebenscheitel: S3, Sg
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Die Ellipse ist eine endliche, geschlossene Kurve mit zwei aufeinander senk-
recht stehenden Symmetrieach Damit ist sie auch zentralsymmetrisch.

/ Radiale Symmetrie (spez. ,zentralsymmetrisch*), Ma i Ub, Seite 153

Bezeichnet man die Hauptscheitel mit S1, S2 und die Ldnge der Hauptachse S1 Sz
mit 2a, die Nebenscie_itel mit S3, S4 und die Ldnge der Nebenachse S3 S¢ mit 2b
sowie den Abstand F1 F2 mit 2e, so ist fir jeden Punkt P der Ellipse

F\P +PFy=2a (2a> 2e). J

Im besonderen ist
FiSi=FRSi=a—e,
AS:=FRSi=a+e,
FiSs=FRSi=FS=FRS=a

Fir a, b und e gilt die Beziehung

@=—a—p |

Fallen F1 und F2 zusammen, so ist e = 0 und b = a. Das Ist ein Kreis mit dem
Mittelpunkt Fy (bzw. F2) und dem Radius a.

Ortsdefinition der Hyperbel

» SATZ:

Sind F, und F, die Brennpunkte einer
Hyperbel, dann ist fUr alle Punkte |-
P dieser Hyperbel der Absolutbe-
trag der Differenz der Abstéinde von
P zu F, und F, konstant, gréBer als 0
und klei als der Ab d von
Fy zu Fy:

0< |F,P —PF,| = const. < F, Fy.

Beweis :

Die Mantellinie des geschnittenen
(Doppel-) Kegels, die durch einen’ be-
liebigen Punkt P der Hyperbel geht,
schneidet die Berihrungskreise k1 und
k2 der Dandelinschen Kugeln K1 (M1; r1)
bzw. Kz (Mz2;r2) in den Punkten Aq
bzw. A2. Da

PFr = Phu, PFa = Pha

L “Ka( My; ry)
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und

A1 Az = const.

fur alle Punkte P ist, folgt wegen

A Ay = [PAa — PAY|

|PF1 — PF2| = const.

Aus dem Dreieck F1 PF2 ergibt sich

PR —FFi| < iz

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Satzes. Auf diese Umkehrung griindet sich
die Ortsdefinition der Hyperbel:

DEFINITION:

Eine Hyperbel ist die Menge 'der
‘Punkte einer Ebene, fir die der Ab-
solutbetrag der Differenz ihrer Ab-
stinde von zwei festen Punkien F,
*und F;, die dieser Ebene angehéren,
- konstant, ungleich Null und kleiner
| als der Abstand von F, zu F, ist.

F, und F, heiBen die Brennpunkte der

Hyperbel.

Die Hyperbel ist eine nichtgeschlossene Kurve, die aus zwei getrennten, beider-
seits ins Unendliche gehenden Kurvenbdgen (Asten) besteht. Die Kurve hat
zwei aufeinander senkrecht stehende Symmetrieachsen und ist damit auch
zentralsymmetrisch.

/ Radiale Symmetrie (spez. ,zentralsymmetrisch”) Ma i Ub, Seite 153

Bezeichnet man die Scheitelpunkte mit S1, Sz, die Ldnge der Hauptachse S1S2
mit 2a und den Abstand F1 F2 mit 2e, so ist fir jeden Punkt P der Hyperbel

PR —PF| =20 (0< 20 20).

Im besonderen ist

F1S1=fﬁ= e—a,
FiS2=F,S1=e+ a.
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In Analogie zur Ellipse kann bei der
Hyperbel eine GroBe b > 0 einge- Asymptoten
fuhrt werden, fir die die Beziehung
gilt:

Lbz=ez_az. _Jl

Asymptoten der Hyperbel heiBen
die beiden Geraden in der Ebene der
Hyperbel, die durch den Mittelpunkt
der Hyperbel gehen und gegeniber
der- die Brennpunkte enthaltenden
Symmetrieachse der ‘Hyperbel den

Anstieg i bzw. — i haben. Schedel Mittetpunkt
a a

Die Asymptoten grenzen jene Teile der Ebene, in denen die Hyperbeldste
liegen, von den Teilen der Ebene ab, die keine Hyperbeldste enthalten. Mit zu-
nehmendem Abstand von den Scheitelpunkten néhert sich die Kurve immer
mehr den Asymptoten, hat aber mit ihnen keine Punkte gemeinsam.

Ist bei einer Hyperbel b = a, stehen die Asymptoten also senkrecht aufein-
ander, so heiB3t die Hyperbel gleichseitig.

Ortsdefinition der Parabel

>

190

SATZ:

Ist F der Brennpunkt einer Parabel und | ihre Leitlinie!, dann ist fir alle
Punkte P dieser Parabel der Abstand von P und L (d. h. der Abstand zwischen
P und dem FuBpunkt L des Lotes von P auf I) gleich dem Abstand vonP zu F:

7P =PL

Beweis (Bild Seite 191 oben): .

Die Ebene, die den Berihrungskreis k der Dandelinschen Kugel K (M; r) enthdlt,
schneidet die Ebene der Parabel in der Geraden I. Wird von einem beliebi-
gen Punkt P der Parabel das Lot auf die Gerade | geféllt und der LotfuBpunkt
mit L bezeichnet, ebenso das Lot auf die durch den Berihrungskreis k bestimmte
Ebene gefillt und dieser LotfuBpunkt mit P’ bezeichnet, auBerdem die Mantel-
linie des Kegels, die durch P geht, mit dem Berilhrungskreis k geschnitten und
dieser Schnittpunkt mit A bezeichnet, so ergeben sich die Dreiecke PLP' und
PAP'. Da die Ebene eines parabolischen Kegelschnitts mit der Grundkreis-
ebene des Kegels den gleichen Winkel einschlieBt wie die Mantellinien des
Kegels mit der Grundkreisebene (* Bild auf Seite 185 oben) ist

X PLP' = f = X PAP' = «.

Da auBerdem diese Dreiecke rechtwinklig sind und ihnen die Seite Wgemein-
sam ist, folgt

1 Der Scheitelpunkt halbiert das Lot vom Brennpunkt auf die Leitlinie.
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PL = A,
und wegen PA = PF auch
PL = PF.

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Satzes. Auf diese Umkehrung griindet sich
die Ortsdefinition der Parabel:

DEFINITION:

Eine Parabel ist die Menge der
hukh ‘einer Ebene, fir die der Ab-
_ stand von einem festen Punkt F, der
;ihnr Ebene angehdrt, und einer
n Geraden I, dio in dhur Ebene
liegt, gleich sind.
F heiBt der me. I die Leitlinie
“der Parabel.

Die Parabel ist eine nichtgeschlossene Kurve mit einem beiderseits ins Un-
endliche verlaufenden Kurvenbogen. Die Parabel hat nur eine Symmeirie-
achse, sie geht durch den Brennpunkt.

Der Abstand von F zu | ist eine fir die Parabel charakteristische GroBe, sie
wird Halbparameter p genannt. Wird der Scheitelpunkt mit S bezeichnet, so
ist im besonderen

.
PS=Shbo=—.
Slo =3
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4

Ortsdefinition der Kegelschnitte

SATZ:
Fir jeden Punkt P eines vom Kreis
verschied Kegelschnittes gilt,

wenn F ein Brennpunkt, | die diesem
zugehérige Leitlinie und L die Pro-
ie_kfion von P auf [ ist,

Pi

L & mit £ = const.

PL

Dabei ist fiir

— die Ellipse 0 < e< 1,

— die Parabel ¢ =1,

— die Hyperbel ¢> 1.

Die reelle Zahl ¢ heiBt

numerische Exzentrizitéit des Kegel-
schnittes.

Fir Ellipse und Hyperbel ist

i
a

&=

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Saizes. Auf sie griindet sich die gemeinsame
Ortsdefinition der (vom Kreis verschied 1) Kegelschnitte:

Punkcte P einer Ebene, fur die das Verhaltnis :—:-Ju
einem festen Punki F dieser Ebene und des Abstandes

1 Geraden | dieser Ebene gleich einer konstanten
0< ¢< 1Ellipse, fir ¢ = 1 Parabel und fir

F3 Punktkonstruktionen der Kegelschnitte

Ellipse

192

Auf die Ortsdefinition der Ellipse (* Seite 187) griindet sich folgendes Ver-
fahren:

Gegeben: Fi1, F2 (F1 F2 = 2e), 2a (2a > 2¢)

Konstruktionsbeschreibung :

Die Punkte F1 und F2 werden durch eine Gerade verbunden. Die Halbierung
der Strecke F1 Fz ergibt den Mittelpunkt M der Ellipse. Auf einer Hilfsgeraden



wird eine Strecke A1 A2 von der Lénge A hT To 2
2a avufgetragen und gleichfalls hal-
biert; der Halbierungspunkt erhilt die >|<93
Bezeichnung To. Von To aus wird auf R ez |
der Hilfsgeraden nach beiden Seiten 7T Hn
die Strecke MFi = MF; = e aufgetra- F M K
gen; die sich ergebenden Punkte Sk i 2

werden mit Ti bzw. T2 bezeichnet. ll_ l‘——éi—J

Nun wird auf der Hilfsgeraden ein

T |
Punkt T zwischen Ty und T2 gewdhit. A : P%Vkm
Damit ist TA1 + TAz = 2a. Es werden kg, XS" k12

die Kreise k11 (F1; TA1) und kzz (F2; TAz) I

gezeichnet und zum Schnitt gebracht

(beim praktischen Zeich Ugen entsprechende Bogenstiicke), eb die

Kreise k12 (F1; TAz) und k21 (F2; TA1). Es ergeben sich vier Ellipsenpunkte Py, ...,
Ps. Die Konstruktion wird mit weiteren Punkten T innerhalb Ty T2 analog fort-
gesetzt. Fir T = To fallen P1 und P sowie Ps und Ps zusammen; es ergeben sich
die Nebenscheitel S und S; der Ellipse.

Fir T =T und T2 berilhren ki1 und

k22 sowie kiz und k21 einander in je- —
weils einem Punkt der Geraden Fi Fz,

d. h., P1 und P4 sowie P2 und P; fallen

zusammen. Es ergeben sich die Haupt-

scheitel S1 und Sz der Ellipse.

Auf dem gleichen Prinzip beruht ein

mechanisches Zeichenverfahren fir A
Ellipsen, die sogenannte Faden- oder
Gartnerkonstruktion.

N1

Hyperbel
* Auf die Ortsdefinition der Hyperbel (* Seite 188) griindet sich folgendes Ver-
fahren:
Gegeben: Fy, F2 (F1 F2 = 2e), 2a (2a < 2e)
Konstruktionsbeschreibung :

Die Konstruktion erfolgt analog der T ThA % ATy
Ellipsenkonstruktion, nur wird der +

Punkt T auBerhalb der Strecke T1 T2
gewihlt, so daB sich [TAy — TAz| = 2a

ergibt.
For T = Ty bzw. T = Tz berihren ki1
und k22 sowie k12 und kz1 einander in

jeweils einem Punkt der Geraden Fi F2,
d. h., P1 und P4 sowie P2 und P; fallen
zusammen. Es ergeben sich die Schei-
tel S1 und Sz der Hyperbel.
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Wird in S1 oder S; die Senkrechte auf Fi F; errichtet und mit dem Kreis k, (M; €)
geschnitten und werden die sich ergebenden Schnittpunkte mit M durch
Geraden verbunden, so sind diese Geraden die Asymptoten (* Seite 190) der
Hyperbel.

Parabel

L

Auf die Ortsdefinition der Parabel P
(/ Seite 191) griindet sich folgendes h
Verfahren: 2 2

BoP o i
Gegeben: F, (FS =—) t
egeben: F, S 2 D 777
Konstruktionsbeschreibung :
Die Punkte F und S werden durch eine \Ek
Gerade verbunden. Von S aus wird g

auf dieser Geraden entgegengesetzt zu

F die Strecke FS aufgetragen. In dem sich ergebenden Punkt L wird die Senk-
rechte | zur Geraden FS errichtet. Auf dem Strahl (der Halbgeraden) SF wird
in einem beliebigen Punkt T die Senkrechte g errichtet; es wird der Kreis
k (F: TL) gezeichnet und mit der Geraden g zum Schnitt gebracht. Es ergeben
sich zwei Parabelpunkte Py und P2. Die Konstruktion wird mit weiteren Punk-
ten T auf dem Strahl (der Halbgeraden) SF analog fortgesetzt. Fir T = S, d. h.
fir den Scheitel der Parabel, berihrt der Kreis k die Gerade g in diesem Punkt.
Fur T = F betragt der Abstand P1F = P2F = p (Halbparameter der Parabel).

F4 Gleichungen der Kegelschnitte

Mittelpunktsgleichung der Ellipse
in achsenparalleler Lage

194

Fir jede Ellipse, die durch ihre Brenn-
punkte Fi und F2 mit F1 F2 = 2e sowie
durch die Linge 2a ihrer Hauptachse
gegeben ist und die in einem karte-
isch Koordinatensystem {O; i, j}
die im nebenstehenden Bild dar-
gestellte Lage einnimmt, gilt:

x2 yl
=1
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/' Kartesisches Koordinat Y , Seite 144

/ Andere Lagen in bezug auf das Koordinatensystem werden auf Seite 197 f.
behandelt.

Herleitung:

Aus FiP + PR = 2a (/ Seite 188) folgt, sofern P nicht mit einem Hauptscheitel

zusammenfdllt, wegen der Rechtwinkligkeit der Dreiecke Fi P'P und P'F2 P

(P' bezeich die Projektion von P auf die Abszissenachse) nach dem Satz des

Pythagoras:

Vee+ 2 +y2 + Ve—x7 +y2 = 2.

Diese Beziehung gilt auch fir die Hauptscheitel Sy (—a; 0) und Sz2(a; 0).

Umformen, Quadrieren und Ordnen ergibt

(02— e?) x2 + a2y2 = g2 (a2 — €2).

Da a2 — e = b2 ist, folgt b2 x2 + a2y2 = a2 b2 und weiter

x2 oy
=i 5

Es 1Bt sich nachweisen, daB diese Gleichung, die fir alle Punkte P (x;y) der

Ellipse gilt, auch nur fir diese Punkte gilt.

=1.

W  Gegeben: Zwei Punkte Py (4;1,5) und Pz (—3; —2) einer Ellipse in achsen-
paralleler Mittelpunkislage

Gesucht: Gleichung der Ellipse

Lésung:
x2 y2 g
Um die Gleichung =<+ ™ =1 aufstellen zu ké 1] a2 und b2 ermittelt
a
werden. Hierzu werden zwei inand bhéngige und einander nicht

widersprechende Gleichungen benétigt. Dafiir ist hinreichend, wenn zwei ver-
schiedene Punkte der Kurve gegeben sind, die nicht symmetrisch beziiglich
der Achsen oder des Mittelpunkies der Kurve liegen.
For Py (x1; y1) und P2 (x2; y2) ergibt sich der Lésungsansatz
x2  y2 X2 ys? s
+‘,—2 1 und a_2+b_2=1'
lm gegebenen Beispiel also
16 2,25 9 4

F+?=1 und _+E=1'

Ergeb v
rgebnis: -E+ 625

Mittelpunkisgleichung der Hyperbel in achsenparalleler Lage

Fir jede Hyperbel, die durch ihre Brennpunkte F1 und F2 mit F1 F2 = 2e sowie
durch die Ldnge 2a ihrer Hauptachse gegeben ist und die in einem karte-
sischen Koordinatensystem {O; i,"j} die im Bild auf Seite 196 dargestellte Lage
einnimmt, gilt:
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x2 yz
> |

<<

=1 Flxy)

/' Kartesische Koordinat teme, h 4

7

-
>
3¢

Seite 144 el
/' Andere Lagen in bezug auf das

Koordinatensystem werden auf Seite ,
197 1. behandelt. / -l

Pa

Herleitung:

Aus |F1_P—P_Fz| = 2a (/ Seite 189) folgt, sofern P nicht mit einem Scheitel zu-
sammenfdllt, wegen der Rechtwinkligkeit der Dreiecke Fy P'P und P'F2 P
(P’ bezeichnet die Projektion von P auf die Abszissenachse)

Vie+ %7+ 72— Vie— 7 + v = 20.

Diese Beziehung gilt auch fiir die Scheitel S (— a; 0) und S2(a; 0). Umformen,
Quadrieren, Ordnen’ und Anwenden der Beziehung b2 = e2 — a2 ergibt
b2 x2 —a2y? = a2 b2 ynd weiter

x2 2
@ B
Es l&Bt sich nachweisen, daB diese Gleichung, die fir alle Punkte P(x;y) der
Hyperbel gilt, auch nur fir diese Punkte gilt.

=1.

/ Vgl. mit der Herleitung der Ellipsengleichung auf Seite 195!

|| Gegeben:
Ein Punkt P(5;2) und die Lange der Hauptachse 2a = 6 einer Hyperbel, die
sich in achsenparalleler Mittelpunktslage befindet
Gesucht: Gleichung der Hyperbel
Losung: Um die gesuchte Gleichung
x2 y2
a? b2
aufstellen zu kénnen, muB b2 berechnet werden. Fir die Koordinaten des
gegebenen Hyperbelpunkis P muB die Hyperbelgleichung erfiillt sein, d. h.,

=1

im Beispiel ist

25 4

=1

9 b2

b2 = 2,25.
2 2

Ergebnis: X_X 4
9 2,25

Scheitelgleichung der Parabel in achsenparalleler Lage

Fir jede Parabel, die durch ihren Brennpunkt F und ihren Scheitel S mit §=%
gegeben ist und die in einem kartesischen Koordinatensystem {0; i, {} die im
Bild auf Seite 197 oben dargestellte Lage einnimmt, gilt:
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> y2 = 2px. Ll % /
Y

Pix:y)

Unter dieser Bedingung hat die Leit-
linie | der Parabel die gleiche Rich-
tung wie j, es ist 0 = S und

Lo=0F=2
L0 =0F =<

4

,'
e
X

Herleitung: Lol S=0
Aus LP = PF ( Seite 190) folgt, so-
fern P nicht mit S zusammenfdllt oder
auf der durch F gehenden Senkrech-
ten zur Parabelachse liegt, wegen der
Rechtwinkligkeit des Dreiecks P'FP (P
bezeichnet die Projektion von P auf
die Parabelachse)

LA _1)’ 2

2 +x V(x 2 +y2.

Diese Beziehung gilt auch fur die bei der Herleitung ausgenommenen Punkte.
Quadrieren, Umformen und Ordnen ergibt

y? = 2px.
Es 1Bt sich nachweisen, daB diese Gleichung, die fUr alle Punkte P (x;y) der
Parabel gilt, auch nur fUr diese Punkte gilt.

ok
—
Nhs ~y

B Gegeben:
Ein Punkt P (3; 6) einer Parabel In achsenparalleler Scheitellage
Gesucht:
Gleichung der Parabel
Lésung:
In der gegebenen Lage genigt ein auBerhalb der Achse liegender Punkt zur
eindeutigen Bestimmung der Parabel. Da die Koordinaten dieses Punktes die

Parabelgleichung erfillen, 1&Bt sich aus ihnen der Wert von p errechnen.
Im Beispiel ergibt sich 36 = 2p - 3 und daraus p = 6.

Ergebnis: y2 = 12x

Kegelschnitte in anderen speziellen Lagen in bezug auf das
Koordinatensystem

Die auf den Seiten 194, 196 und 197 angegebenen Kegelschnittsgleichungen, die
jeweils fur eine achsenparallele Lage der Kegelschnitte zum Koordinatensystem
galten, dndern sich, wenn sich die Lage der Kegelschnittsachsen zu den Koordi-
natenachsen &ndert (z. B. durch Drehung um 90° oder ein Vielfaches dieses
Wertes um den Ursprung).
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Nehmen die Kegelschnitte zwar eine achsenparallele Luge ein, ohne daB
jedoch die Kegelschnittsachsen mit den Koordinat fall

so kann ein zweites Koordinatensystem (M, I.[} bzw. {S; l,]} betrachtet wer-

den, das aus {O._;._;} durch Verschiebung hervorgeht. Wenn der Mittelpunkt
M im Falle einer Ellipse oder Hyperbel (bzw. der Scheitel S im Falle einer
Parabel) im ersten Koordmatensystem die Koordmafen (c; d) hat, so glll zwi-

schen den Koordinaten x'; y' in {M iy j } (bzw {S i, ]}) und x;y in {O iy ;}

Ll' - p— u /' Transformation eines Koordina-
, Y =y—d 1 (Verschiebung), S. 148

7

]
j

b %

+ i j
Mcd) 1 5c:)

d ; . i

S
a
-,
~he

Gemeinsame Scheitelgleichung der Kegelschnitte

Mit Hilfe der Parallelverschiebung des Koordinatensystems lassen sich analog
zur Parabel Scheitelgleichungen auch fir Ellipse und Hyperbel fir Sy (0; 0) bzw.
S2(0; 0) aufstellen. H

fyperbel

P s
4

Ellipse

Mre / Meu

199
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. (x —a)? y2 b2 b2 a
Ellipse: — + i 1, nach Umformung y2 = ZTx—?x
L (x4a2 g2 I bz ,
Hyperbel: = == 1, nach Umformung y2 = 2 - + r xi

2
Wird - in Analogie zur Parabel - bei Ellipse und Hyperbel bT = p gesetzt und

beriicksichtigt man den Zusammenhang von a, b und e sowie den Zusammen-
hang zwischen der linearen Exzentrizitdt e und der numerischen Exzentriziidt &
: Sehatiatalaich

bei Ellipse und Hyperbel (e = £a), so folgt als g 9 9
fur die (nicht entarteten) Kegelschnitte

y2 =2px + (2 — 1) x2.

Dabei ist

— fir den Kreis e =0

- fir die Ellipse 0 < e <1
- fir die Parabel ¢ =1

- fur die Hyperbel & > 1.

F5 Gegenseitige Lage von Kegelschnitt und Gerade

Ellipse und Gerade

200

2 2
FUr einen gemeinsamen Punkt Pg (xg; yg) der Ellipse (% + % = 1) und der

Geraden (y = mx + n) gilt das Gleichungssystem
xg? | ya&? _

a2 b2
Yy =mxg +n,

und es folgt

— a2 mn + VaZ b2 (b2 + aZ mZ — n?)
X6 = b2 + a2 m? .

Von der Diskriminante D = a2b? (b2 4+ a2m2 — n2) héngt die Anzahl der Lésun-
gen dieser Gleichung und damit die Anzahl der gemeinsamen Punkte von
Ellipse und Gerade ab.

/* Diskriminante, Ma i Ub, Seite 93
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Zwei Lésungen, genau Eine Lésung, genau Keine (reelle) Lésung,

zwel Punkte gemeinsam, ein Punkt gemeinsam, kein Punkt gemein-
die Gerade ist Sekante die Gerade ist Tangente sam, die Gerade ist
der Ellipse. der Ellipse in diesem Punkt. | Passante der Ellipse.

Ist die Gleichung der Geraden x = k, d. h., ist die Gerade senkrecht zur Haupt-
achse der Ellipse, dann ist die Gerade fir —a < k < a Sekante, fir |k| = a
Tangente und fiir |k| > a Passante der Ellipse.

Tangenten der Ellipse

14

2 2
Die Gleichung der Tangente einer Ellipse mit der Gleichung :—2 + % =1im
Berihrungspunkt Py (xo; yo) lautet:

ﬂ+%.‘="

a

Gegeben:

Ellipse durch die Gleichung —~ + 2~
ipse durc| e [eiCl UHSE+T=

Gesucht:

Gleichungen y = mx + n der Tangenten t1 und t2 der Ellipse mit dem Anstieg

m=——

Lésung:
Zwischen den GréBen a, b, m, n besteht im Falle der Tangente der Zusammen-
hang

b2 4+ a2m2—n2 = 0.

Daraus 1Bt sich der unbek te Wert
fur n errechnen.

n?2 = b2 4 a2 m?

l/ 9
n=1+ 9+25.ﬁ

n=:t%}’ﬁ~j:b.8

Ergebnls: Die Gleichungen lauten

3
Tangente t1: y = -3 + 48,
3
Tangente f2: y = — i 48.
(0017 13) 201
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Gegeben:

Ellipse durch die Glelchung 25 % = 1 sowie ein Punkt Py (10; 2,5)
Gesucht:

Gleichungen der Tangenten t1 und f2 von Py an die Ellipse

Lésung:

Soll eine Gerade g, die durch einen gegebenen, auBerhalb der Ellipse liegenden
Punkt P, (x,;y,) geht, Tangente der Ellipse sein, dann missen folgende Bedin-
gungen erfillt sein:
a) Py muB ein Punkt der Tangente der Ellipse in dem noch unbekannten Be-
rihrungspunkt Py (xo; yo) sein.
b) Po muB ein Punkt der Ellipse sein.
Aus den entsprechenden Gleichungen
a) "0+Y1Yo_1 ond )_+_

b2
Iussen sich die Koordinaten des BerUhrungspunktes x, und y, errechnen. Damit

kann die Gleichung der Tangente aufgestellt werden.
Im vorliegenden Fall erhalten wir

10x , 25% X! | Yot _
)25 tezs ' U™ R Sk
Ergebnis: Die Gleichungen lauten
Tangente #: 2,55y =1 oder y=25,
4x 15y 2 25
Tangente f2: BT 625 =1 oder y= ?x %"
x, _5% ; Y LBy (0:25)
/ it
N 7 —
.7(.
i Falt-15)

Hyperbel und Gerade

202

2 2
Fiirr einen gemeinsamen Punkt Pg (xg; yg) der Hyperbel (% — % = 1) und

der Geraden (y = mx + n) gilt das Glelchungssys'em

XG ye? 1
o

ye=mxg+n,
und es folgt



14
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a’mnj:}'uib!(b’—afmi-{.n!
X =

b —aZm?

FUr b2 — a2 m2 4= 0 héingt die Anzahl der Lésungen der Gleichung und damit die
Anzahl der gemeinsamen.Punkte von der Diskriminante

D = a2b2 (b2 — a2 m2 + n?)

ab.

/" Diskriminante, Ma i Ub, Seite 93

Zwei Lésungen, genau Eine Lésung, genau ein Keine (reelle) Lésung,

zwei Punkte gemei Punkt g die kein Punkt gemeinsam,
die Gerade Ist Sekante Gerade ist Tangente der die Gerade ist Passante
der Hyperbel. Hyperbel in diesem Punkt. der Hyperbel.

Fior b2— a2 m?2 = 0 ist die oben angegebene Beziehung fiir xg nicht anwendbar.
Es handelt sich dabei, da b2—a2m2=0zu m = + —:L fohrt, um asymptoten-
parallele Geraden (/ Seite 190).

Falls dabei n == 0 ist, gilt
a(b?+n?)

F =g "

und es ergibt sich fir xg genau ein Wert, d. h., die Gerade schneidet einen

Hyperbelast und passiert den anderen Ast.

Falls dabei n = 0 ist, ergibt sich fir xg kein (endlicher) Wert; es bestehen

keine gemeinsamen Punkte von Hyperbel und Gerade. Die Geradengleichun-
gen lauten dann

XGg = m:o.

b
=% bzw. yrm =i

Diese Gleichungen bezeichnen die Asymptoten der Hyperbel (,* Seite 190), die

b
keinen Punkt mit der Kurve gemeinsam haben. Fir |m| S — existieren keine
Tangenten an die Kurve.

Ist die Gleichung der Geraden x = k, d. h., ist die Gerade senkrecht zur Haupt-
achse der Hyperbel, dann ist die Gerade fir |k| > a Sekante, fiir |k| = a Tan-
gente und firr k| < a Passante der Hyperbel.
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Tangenten der Hyperbel

204

Die Gleichung der Tangenten einer Hyperbel mit der Gleichung
2 g2
Pt

=1 im BerUhrungspunkt Py (xo; yo) lautet:

XXo Yo _ 4
a2 b2 .

Gegeben:

x2 y2
Hyperbel durch die Gleichung CREETiS 1
Gesucht:

Gleichungén y = mx + n der Tangenten #; und f2 der Hyperbel mit dem Anstieg

m=—

3
Lésung:
5 b 4 .
Dam= 3 > =3 existiert eine Tangente.
Zwischen den GréBen a, b, m, n besteht im Falle der Tangente wegen b2 4= a2 m?
der Zusammenhang b2 — a2m? + n2 = 0. Daraus folgt

n? = — b2 4 a2m?

] / X2 y2
n=+ —16+9~39E 3 %7
n=+ }I9_ [
n=+3. il
1

Ergebnis: ) /. )
Die Gleichungen lauten -1 -f;_ 1 X

5
Tungenlati:y=?x+3. y

5
Tungenhf,:y:ix—:i. L

' I

Gegeben: . . .
Hyperbel durch die Gleichung XT —_ YT = 1 sowie ein Punkt P, (0; 4,5)
Gesucht: )

Gleichungen der Tangenten #; und t, von P; an die Hyperbel

Lésung:

Soll eine Gerade g, die durch einen gegebenen, auBerhalb der Hyperbel liegen-
den Punkt P, (x,;y;) geht, Tangente der Hyperbel sein, dann miissen folgende
Bedingungen erfillt sein:
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a) P+ muB ein Punkt der Tangente der Hyperbel in dem noch unbekannten
Beriihrungspunkt Py (o5 ¥o) sein,
b) Po muB ein Punkt der Hyperbel sein.
Aus den entsprechenden Gleichungen

Xq X, xo?

)#ﬂ—%=1 und b) o _ Yo _

lassen sich die Koordinaten des Beriihrungspunktes x, und y, errechnen. Daraus
kann die Gleichung der Tangente aufgestellt werden.
Bemerkung: , AuBerhalb der Hyperbel“ bedeutet im Teil der Ebene, der zwischen
den Hyperbeldsten liegt. Von Punkten, die auf der konkaven Seite eines Hyperbel-
astes liegen, existieren keine Tangenten an die Kurve.

Im vorliegenden Fall erhalten wir

x? y? F(0;45)
0-x 45y, 74
a) 5 9 = 1 und
X2 y?
by X Yo' _ g
) 9 9 !
Ergebnis:
Die Gleichungen lauten 1 177 7 X
Y13 x —2
Tangente t1: s — 5 =

oder y=—18x+ 4,5,
—}/1—3x —2%
— Ty

T te f2:
angente t2 5

=1
oder y=18x+ 45.

Parabel und Gerade

Fir einen gemeinsamen Punkt Pg (xg; yg) der Parabel (y2 = 2px) und der Ge-
raden (y = mx + n) gilt das Gleichungssystem

y6? = 2pxg
Yo = mxg + n,

Xg =

p—mnimyg(p—Zmn) (m+0).

und es folgt

Fir m == 0 hdngt die Anzahl der Lésungen der Gleichung und damit die Anzahl
der gemeinsamen Punkte von der Diskriminante D = p (p — 2mn) ab.

/ Diskriminante, Ma i Ub, Seite 93

Zwei Lssungen, genau
zwei Punkte g
die Gerade ist Sekante
der Parabel.

Eine Lésung, genau ein
Punkt g i

die Gerade ist Tangente
der Parabel in diesem Punkt.

Keine (reelle) Losung,
kein Punkt gemein-
sam, die Gerade ist
Passante der Parabel.
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Fir m = 0, d. h. fir eine zur Parabelachse parallele Gerade, ergibt sich genau
ein Schnittpunkt mit der Kurve.

Ist die Gleichung der Geraden x = k, d. h., ist die Gerade senkrecht zur Achse
der Parabel, so ist die Gerade fiir k > 0 Sekante, fir k = 0 Tangente und fiir
k < 0 Passante der Parabel.

Tangenten der Parabel

206

Die Gleichung der Tangente einer Parabel mit der Gleichung y2 = 2px im
Berihrungspunkt Pq (xo; yo) lautet:

YYo=P(x + x). J

Gegeben:
Parabel durch die Gleichung y2 = 9x

Gesucht:

Gleichung der Tangente y = mx 4+ n der Parabel bei gegebenem Anstieg
3

m=7

Lésung:

Zwischen den GréBen p, m, n besteht

im Falle der Tangente wegen m % 0

der Zusammenhang p—2mn = 0.

Ergebnis: ]

Die Gleichung der Tangente lautet
3 3

y= ? x+ ? .

Gegeben:

Parabel durch die Gleichung y2 = 8x sowie ein Punkt Py (— 4; 2)

Gesucht: a

Gleichungen der Tangenten t, und t, von P, an die Parabel und Koordinaten

der Berihrungspunkte

Lésung:

Soll eine Gerade g, die durch einen gegebenen, auBerhalb der Parabel liegenden

Punkt Py (x,; y;) geht, Tangente der Parabel sein, dann misssen folgende Bedin-

gungen erfillt sein:
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a) P, muB ein Punkt der Tangente der Parabel in dem noch unbekannten Be-
rihrungspunkt Pq (xo; yo) sein.

b) Po muB ein Punkt der Parabel sein.

Aus den entsprechenden Gleichungen

a) yyYo=P (X, + X und

b) yo2 = 2px,

lassen sich die Koordinaten des Berihrungspunktes Xo und y, errechnen. Damit
kann die Gleichung der Tangente aufgestellt werden.

Bemerkung: ,AuBerhalb der Parabel“ bedeutet im Teil der Ebene, der auf der
konvexen Seite der Parabel liegt.!

Im vorliegenden Fall erhalten wir

a) 2y, = 4(—4 + x;) und

b) yo2 = 8x,.

Ergebnis: Koordinaten der Beriihrungspunkte sind

Xy =8, xpp=2,

Yo =8, yp=—4.

Die Gleichungen lauten

Tangente ti: 8y = 4(8 + x) oder y=%x+4,
Tangente f2: —4y = 4(2 + x) oder y=—x—2.

L

¥y

1 Im vorliegenden Fall liegt zum Beispiel der Punkt Py (— 4; 2) auBerhalb der Parabel
und der Punkt P4 (4; — 1) innerhalb der Parabel.
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Ubersicht Uber die Kurven- und T t

leichungen der Kegelschnitte

in den Hauptlagen (~ Bilder auf den Seiten 1;6, 196 und 197)

b x2 »2
M©:0) | L=t =L

/' Seite 194 /' Seite 196

XoX  YoY XoX Yoy

ot =1 !

/" Seite 201 /" Seite 204

= —d (x—c  y—d2
a? [ @ b

| / Seite 199

| —9x—09
a2

| Go=d0=0_,

(0—9) (x—2)
a2

o= 0—a) _,
~G=de=a

y2 = 2px
/" Seite 197

y2=2px + (2 —1) x2
/" Seite 200

Yo¥ =p(xo+ x)
 Seite 206

Yoy =P (xo+ )+ (2 —1) xox

| y—d2=2p(x—0)

_4)2
=2 (x— ) + (e — 1) (x— o2

 Seite 199
(o—d) (y—d) (Yo—d) (y—d)
=px+x—2) =px+x—2q)

+ (e2—1) (xg— ) (x—0)
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Anhang

G

Einige Daten aus der geschichtlichen Entwicklung der Mathematik

um 2100 bis
1800 v.u.Z.

um 550
v.u. Z,

zwischen
500 und 400
v.u. Z.

um 400
v.u. Z,

um 350

v.u. Z.

um 250
v.u. Z.

um 250
v.u. Z,

um 220
v.u. Z.

um 500

1360

Entwicklung des Rechnens mit natirlichen Zahlen und Stammbriichen;
Zahlendarstellung in einem Potenzsystem (Babylonien, Agypten).

Anfédnge einer Theorie der natiirlichen Zahlen in Griechenland (Pythagoras
und andere Mathematiker).

Erkenntnis der Existenz irrationaler Zahlen bei der Untersuchung geo-
metrischer Probleme durch die Pythagoréer.

Anfidnge einer Theorie der irrationalen Zahlen bei den griechischen
Mathematikern Eudoxus (um 408 bis 355 v. u. Z.) und Thedtet (um 410 bis
368 v. u. Z.).

Frisheste bek te Untersuchungen von Kegelschnitten durch den griechi-
schen Mathematiker Mendchmos (g Lebensdaten unbel t).

Der griechische Mathematiker Archimedes von Syrakus (287 bis 212 v. u. Z.)
ermittelt durch Umfangsberechnungen ein- und umbeschriebener Viel-

10 10
ecke eines Kreises 3% >n>3 T

A d infinitecimal. Method

An g (Vorldufer der Integralrechnung)
bei der Fldchen- und Rauminhaltsb hnung durch Archimed:

Entwicklung und Systematisierung der synthetischen Geometrie der Kegel-

schnitte, erste Al dung arithmetischer bzw. algebraischer Methoden
auf diesen Gegenstand; unter di Aspekt B gen ,Ellipse”,
wParabel®, ,Hyperbel* durch den griechischen G ter Apollonios ‘'von

Perge (um 260 bis 170 v. u. Z.; ,Konika* in acht Bdnden).

Ziffernrechnen im dekadischen Positionssystem (Indien).

Vorldufer der Koordinatenmethode und Anfinge der analytischen Geo-
metrie im Werk des franzésischen Bischofs Nicole Oresme (um 1323 bis

1381; ,,De latitudinibus formarum*).
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um 1500

1525

um 1530
bis 1540

1550

1615 bis
1651

1635 bis
1655

1655

1665 bis
1675

210

Anwendung negativer Zahlen und des Rechnens mit ihnen bei der Lésung
mathematischer Probleme (ltalien).

Darstellend-geometrische Konstruktion der Kegelschnitte im Werk des
deutschen Malers, Architekten und Geometers Albrecht Direr (1471 bis
1528; ,,Unterweisung der Messung mit dem Zirkel und Richtscheit*).

Erste bek te A dung imagindrer und kompl Zahlen bei der

Lésung mathematischer Probl insb dere in Werken italienischer
Mathematiker.

Entwicklung einer Theorie imagindrer Zahlen durch den italienischen
Mathematiker Raffael Bombelli (um 1530 bis 1580).

Weitere Entwicklung und An dung infinitesimaler Methoden zur
Losung geometrischer Probl (Kur tersuchung Fldch und
inhaltsberechnung) in Deutschland durch Joh Kepler (1571 bis

1630; ,,Neue Volumenberechnung von Weinfédssern“ 1615), in Frankreich
durch René Descarfes (1596 bis 1650; ,Géometrie* 1637) und Pierre de
Fermat (1601 bis 1665; um 1635, Ergebnisse enthalten im nachgelassenen
Werk ,Isagoge” 1679), in ltalien durch Evangelista Torricelli (1608 bis 1647)
und Bonaventura Cavalieri (1598 bis 1647; ,,Geometria indivisibilibus con-
tinuorum nova quadam ratione promota“ 1635), in Belgien durch Paul
Guldin (1577 bis 1643; ,,Centrobaryca* 1641) und André Tacquet (1612 bis
1660; ,,On Cylinders and Rings“ 1651).

Analytisch-geometrische Untersuchungen der Kegelschnitte durch die
franzésischen Mathematiker Pierre de Fermat und René Descartes sowie
durch den englischen Mathematiker John Wallis (1616 bis 1703; ,, Tractatus
de sectionibus conicis“ 1655).

Ansdize einer Analysis infinitesimaler Prozesse bzw. GréBen vom algebrai-
schen Standpunkt aus durch John Wallis (,,Arithmetica infinitorum*).

Ausarbeitung der Zusammenhédnge zwischen Differential- und Integral-
rechnung, Grundlegung der Infinitesimalrechnung heutiger Auffassung
durch den englischen Mathematiker und Physiker Isaac Newton (1643 bis
1727; Avusarbeitung der Fluxionsrechnung 1665 bis 1671; Veroffent-
lichung ,,Quadratur der Kurven* 1704, ,Methode der Fluxionen* postum
1736) und den deutschen Gelehrten Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis
1716; Ausarbeitung der Theorie sowie der heute noch gebrduchlichen
Terminologie und Symbolik 1673 bis 1675; Versifentlichung ,Nova
methodus pro maximis et minimis it 1 tibus, quae nec {rudus
nec irrationales quantitatas moratur, et slngulure pro illi calculi genus*
1684, weitere Arbeiten — besonders zur Integralrechnung - bis 1686).




um 1690
bis 1700

1715 bis
1742

1748

1761

um 1780

1801

1821

1831

um 1840

1850 bis
1880

1873

um 1880

G@

Anwendung und weitere Entwicklung der Infinitesimalrechnung in Zu-
sammenhang mit mathematischen und physikalischen Probl in den
Werken der Schweizer Mathematiker Jacob Bernoulli (1654 bis 1705) und
Johann Bernoulli (1657 bis 1748).

Weiterer Ausbau der Infinitesimalrechnung (einschlieBlich unendlicher
Reihen) durch die englischen Mathemaliker Brook Taylor (1685 bis 1731;
wMethodus incrementorum* 1715) und Colin Maclaurin (1698 bis 1746;
wTreatise of Fluxions* 1742).

z f de und systematische Darstellung sowie Erweiterung der
Infinitesimalrechnung durch den Schweizer Mathematiker Leonhard Euler
(1707 bis 1783; ,,Introductio in analysin infinitorum*).

Nachweis der Irrationalitdt der Zahl = durch den deutschen Mathematiker
Johann Heinrich Lambert (1728 bis 1777).

Theoretische Fundierung und inhaltlicher Ausbau der darstellenden Geo-
metrie durch den franzésischen Mathematiker Gaspard Monge (1746 bis
1818).

Anfénge der modernen Zahlentheorie bei dem deutschen Mathematiker
Carl Friedrich Gauss (1777 bis 1855; ,,Disquisitiones arithmeticae").

Strenge Begrindung der Infinitesimalrechnung mittels des Grenzwert-
begriffs heutiger Auffassung in den Arbeiten des franzésischen Mathe-
matikers Louis-Augustin Cauchy (1789 bis 1857; ,Cours d’analyse").

Ausbau der Theorie der komplexen Zahlen in Werken von C. F. Gauss.

Entwicklung der Grundlagen der Vektorrechnung durch den englischen
Mathematiker William Rowan Hamilton (1805 bis 1865; ,Lectures on
Quaternions* 1843, auf Hamilton geht der Terminus ,,Vektor* zuriick) und
den deutschen Mathematiker Hermann GraBmann (1809 bis 1877; ,Lineare
Ausdehnungslehre* 1844).

Weiterentwicklung der Zahlentheorie und der ang dten Infinitesimal:
rechnung in den Werken des russischen Mathematikers Pafnuti Lwowitsch

Tschebyschew (1821 bis 1894).

Nachweis der Transzendenz der Zahl e durch den franzésischen Mathe-
mdtiker Charles Hermite (1822 bis 1901).

Ausbau der Theorie der irrationalen Zahlen (1872) und der reellen Zahlen
(1882) durch den deutschen Mathematiker Richard Dedekind (1831 bis 1916;
»Stetigkeit und irrationale Zahlen* 1872, ,Was sind und was sollen die
Zahlen?“ 1882) und in den Werken von Georg Cantor (1845 bis 1918) und
Karl Weierstral3 (1815 bis 1897).
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1882
1887 bis
1896
1889
um 1890
um 1930
1941

1946

1951

212

Nachweis der Transzendenz der Zahl © durch den deutschen Mathe-
matiker Ferdinand Lindemann (1852 bis 1939).

Ausbau der analytischen Geometrie und Differentialgeometrie in den
Arbeiten des franzésischen Mathematikers Gaston Darboux (1842 bis 1917;
wLegons sur la théorie générale des surfaces”).

Fundierung der Zahlentheorie durch Entwicklung eines Axiomensystems
fur die natirlichen Zahlen durch den italienischen Mathematiker
Guiseppe Peano (1852 bis 1932).

Entwicklung der Vektoranalysis durch den amerikanischen Mathematiker
Josia Willard Gibbs (1839 bis 1903) und den englischen Mathematiker
Oliver Heaviside (1850 bis 1925).

Ausbau der Algorithmentheorie; Entwicklung theoretischer Grundlagen
fir die Arbeitsweise moderner Rechenautomaten durch den englischen
Mathematiker A. M. Turing (sogenannte Turing-Maschine als abstraktes
Modell 1937).

ieh

Entwicklung des ersten funktionsfidhigen Rech tomaten auf Rel
durch den deutschen Ingenieur Konrad Zuse.

Entwicklung des ersten elektronischen Rech t ten (ENIAC, auf
Réhrenbasis) in den USA.

Entwicklung elektronischer GroBrech hinen (BESM) mit hoher
Arbeitsgeschwindigkeit (auf Halbleiterbasis) in der UdSSR.
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Zur Kurvendiskussion einer Funktion (  Beispiel S. 100)
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Zur Uniersuchung des lokalen Verhaltens einer Funktion

f*(x)

X £ (xw) = 0
Cmin) £*(xw) +0

(x)

P .
-4 Fmin

f'(x)
f'(x) =06x -24

™x) =06







