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Lésungshinweise zur Sommeraufgabe 2015

Losungshinweise zu Aufgabe 1 Das angegebene Beispiel ist die einzige Mdglichkeit, vier Felder
zu farben, ohne dass ein Eckfeld ausgemalt wird. Weiterhin gibt es 5 Madoglichkeiten mit
ausgemalten Eckfeldern.

Weitere Mdglichkeiten gibt es nicht. Insgesamt sind es also 6 Mdglichkeiten.

Diese LOsung beruht im Wesentlichen auf der Anschaung. Es scheint zwar einsichtig, dass es
keine weiteren Lésungen gibt, aber diese eigene Uberzeugung ist noch kein Beweis. Man muss
also nach Methoden suchen, die eine vollstandige Auflistung ermdglicht. Mit Fallunterscheidung
kommt man dem néher.

Variante 1: Wenn 4 Felder in einer 3 x 3 — Tafel auszumalen sind, dann missen mindestens in
einer Zeile (waagerechte Reihe der Tafel) zwei Felder ausgemalt werden. In einer Zeile gibt es nur
eine Moglichkeit, zwei Felder regelgerecht auszumalen: Es werden das linke und das rechte Feld
ausgemalt, das mittlere Feld bleibt weil3.

Fall 1: In der ersten (oberen) Zeile sind zwei ausgemalte Felder und in jeder anderen Zeile ist
jeweils ein ausgemaltes Feld. In diesem Fall gibt es nur zwei verschiedene Mdglichkeiten, denn
die erste Zeile ist eindeutig bestimmt, in der zweiten (mittleren) Zeile muss das mittlere Feld
ausgemalt werden. Das vierte ausgemalte Feld in der dritten (unteren) Reihe kann nun die linke
oder die rechte Ecke sein.

Fall 2: In der zweiten Zeile sind zwei ausgemalte Felder und in jeder anderen Zeile ist jeweils ein
ausgemaltes Feld. In diesem Fall gibt es nur eine Moglichkeit, weil sowohl in der ersten als auch
in der dritten Zeile das mittlere Feld ausgemalt werden muss.

Fall 3: In der dritten Zeile sind zwei ausgemalte Felder und in jeder anderen Zeile ist jeweils ein
ausgemaltes Feld. Dies entspricht dem Fall 1, es gibt also zwei verschiedene Méglichkeiten.

Fall 4: Es gibt zwei Zeilen mit je zwei ausgemalten Feldern. Da die Lage der ausgemalten Felder in
einer Zeile eindeutig festgelegt ist, kdnnen die beiden Zeilen nicht benachbart sein. Also sind in der
ersten und in der dritten Zeile jeweils zwei Felder ausgemalt, und zwar ist dies auf genau eine
Moglichkeit realisierbar.

Da die Fallunterscheidung vollstandig ist, gibt es ingesamt 6 Mdéglichkeiten:

Fall 2 Fall 4 Fall 1.1 Fall 3.1 Fall 1.2 Fall 3.2
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Variante 2: Wir fihren die Fallunterscheidung nach dem Mittelfeld.

Fall 1: Das mittlere Feld ist ausgemalt. Dann gibt es regelgerecht vier Felder (die Eckfelder), die
noch ausgemalt werden kénnten. Da nur drei davon auszumalen sind, gibt es vier verschiedene
Moglichkeiten, ein Eckfeld nicht auszumalen.

Fall 2: Das mittlere Feld sei nicht ausgemalt. Dann sind vier der acht umgebenden (Rand-) Felder
auszumalen. Da immer ein Feld freigelassen werden muss, gibt es genau zwei verschiedene
Moglichkeiten, dies zu realisieren: Entweder startend in einem Eckfeld oder nicht in einem
Eckfeld.

Da die Fallunterscheidung vollstandig ist, gibt es ingesamt 6 Moglichkeiten.
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Losungshinweise zu Aufgabe 2. Wir verwenden die Variante 1 aus Aufgabe 1 und betrachten
eine Fallunterschiedung nach der Lage von ausgemalten Feldern auf jeder Zeile der 4 x 4 - Tafel.

Fall 1: In jeder Zeile befindet sich ein ausgemaltes Feld.

In der ersten Zeile gibt es daflr 4 Mdglichkeiten, ein Feld auszumalen (jedes Feld dieser Zeile
kénnte ausgemalt werden). In der zweiten (und in jeder weiteren) Zeile gibt es 3 Mdglichkeiten, ein
Feld auszumalen: Alle Felder bis auf das Feld, was direkt unter dem ausgemalten Feld der
daruberstehenden Zeile steht, kann ausgemalt werden.

Das sind bei vier Zeilen insgesamt 4 - 3 - 3 - 3 = 108 Mdéglichkeiten.

Fall 2: In einer Zeile sind zwei Felder ausgemalt und in zwei anderen Zeilen ist jeweils ein Feld
ausgemailt.

Um in einer Zeile 2 Felder auszumalen, gibt es genau 3 Mdglichkeiten:

Fall 2.1: In der 1. Zeile sind zwei Felder ausgemalt.

Moglichkeiten: Anzahl Moglichkeiten
1. Zeile |2.Zeile |3.Zeile |4.Zeile |gesamt
2. Zeile: kein Feld 3 - 4 3 3:-4-3=36
3. Zeile: kein Feld 3 2 - 4 3.2.4=24
4. Zeile: kein Feld 3 2 3 - 3-2-3=18
Insgesamt sind es (36 + 24 + 18 =) 78 Moglichkeiten.
Fall 2.2: In der 2. Zeile sind zwei Felder ausgemailt.
Anzahl Méglichkeiten
1. Zeile |2.Zeile |3.Zeile |4.Zeile |gesamt
1. Zeile: kein Feld - 3 2 3 3-2-3=18
3. Zeile: kein Feld 2 3 - 4 2-3.4=24
4. Zeile: kein Feld 2 3 2 - 2-3.-2=12

Insgesamt sind es (18 + 24 + 12 =) 54 Mdglichkeiten.
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Fall 2.3: Sind in der 3. Zeile 2 Felder ausgemalt und in zwei anderen Zeilen je ein Feld, so
enstpricht dies dem Fall 2.2, also insgesamt 54 Moglichkeiten.

Fall 2.4: Sind in der 4. Zeile 2 Felder ausgemalt und in zwei anderen Zeilen je ein Feld, so
enstpricht dies dem Fall 2.1, also insgesamt 78 Moglichkeiten.

Also sind es bei den Féllen 2.1 bis 2.4 insgesamt (78 + 54 + 54 + 78 =) 264 Moglichkeiten.

Fall 3: In zwei Zeilen sind jeweils zwei Felder ausgemalt. Es gibt 6 Mdglichkeiten, zunachst daftr
zwei Zeilen auszuwahlen:

1./2. Zeile, 1./3. Zeile, 1./4. Zeile, 2./3. Zeile, 2./4. Zelile, 3./4. Zeile.

Fall 3.1: Sind die Zeilen benachbart (1./2., 2./3., 3./4.), gibt es fir jeder der drei Auswahlen jeweils
zwei Moglichkeiten.

Sind die Reihen nicht benachbart (1./3., 1./4., 2./4.), kdnnen in jeder Zeile unabhangig voneinander
3 Mdglichkeiten gewahlt werden, also gibt es fir jeder der drei Auswahlen jeweils 3-3 = 9
Moglichkeiten.

Also sind es bei den Fallen 3.1 und 3.2 insgesamt (3 - 2 + 3 - 9 =) 33 Mdglichkeiten.

Somit gibt es in Aufgabe 2 insgesamt (108 + 264 + 33 =) 405 Mdglichkeiten, vier Felder so
auszumalen, dass je zwei Felder keine gemeinsame Seite haben.
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Losungshinweise zu Aufgabe 3. Wir verwenden die Variante 2 aus Aufgabe 1 und betrachten
eine Fallunterschiedung unter Beachtung des Mittelfeldes. Zunéchst farben wir die Felder der
5x 5 - Tafel wie ein Schachbrett abwechselnd schwarz und weif3. Wir nennen das Feld mit der
Nummer 13 Mittelfeld, die Felder mit den Nummern 7 bis 9, 12, 14 und 17 bis 19 Ringfelder und
die tbrigen Felder (1 bis 5, 6, 11, 16, 10, 15, 20 und 21 bis 25) Randfelder.

1 2|3 4|5

67|38 [9]10
111213 14|15
16|17 18 {19 | 20
21|22|23 |24 |25

Wenn zwei Felder sich an einer Ecke beriihren und dabei keine Seite gemeinsam haben, dann
liegen die beiden Felder auf gleichfarbigen Schachbrettfeldern. Somit liegen alle 5 ausgemalten
Felder auf gleichfarbigen Schachbrettfeldern.

Zunéachst suchen wir im Fall 1 alle Mdglichkeiten, bei denen das Mittelfeld ausgemalt wurde. Weil
das Mittelfeld mit mindestens einem weiteren Feld verbunden sein muss, sind 1, 2, 3 oder 4
Ringfelder ausgemalt. Dafir gibt es nun folgende Falle:

Fall 1.1: Alle vier Ringfelder sind ausgemalt. Dies ist nur in einer Art moglich (ausgemalte Felder
sind mit X markiert).
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Fall 1.2: Genau drei Ringfelder sind ausgemalt. Dann kann das fiinfte ausgemalte Feld an einem
von sieben verschiedenen Randfeldern regelgerecht platziert sein (die méglichen Felder sind mit ?
markiert). Da es vier Auswahlmdglichkeiten fir drei Ringfelder gibt, sind es in diesem Fall 4 - 7 =
28 Moglichkeiten

? ? ?
X X

? X ?
X

? ?

Fall 1.3: Genau zwei benachbarte Ringfelder sind ausgemalt. Dann gibt es nur finf Randfelder, auf
denen die Ubrigen zwei ausgemalte Felder liegen mussen (die moglichen Felder sind mit ?
markiert). Das ist mit zehn verschiedenen Varianten méglich. Da es vier Auswahlmoglichkeiten far
zwei ausgemalte benachbarte Ringfelder gibt, sind es in diesem Fall 4 -10 = 40 Mdglichkeiten.

? ? ?

Fall 1.4: Genau zwei gegeniiberliegende Ringfelder sind ausgemalt.. Dann gibt es nur sechs
Felder, auf denen die Ubrigen zwei ausgemalten Felder liegen missen (die méglichen Felder sind
mit ? markiert). Das ist mit 15 verschiedenen Varianten méglich. Da es zwei Auswahimdéglichkeiten
fur zwei ausgemalte gegeniberliegende Ringfelder gibt, sind es in diesem Fall 2-15=
30 Maoglichkeiten.

? ?
X
? X ?
X
? ?

Fall 1.5: Schlielilich befindet sich nur an einem Eckpunkt des Mittelfeldes ein ausgemaltes Feld.
Dann gibt es nur eine Mdglichkeit, die restlichen 3 ausgemalten Felder anzuordnen Da es vier
Auswahlmdéglichkeiten fir ein ausgemaltes Ringfeld gibt, sind es in diesem Fall 4 Méglichkeiten.
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? ?

Insgesamt gibt es also (1 + 28 + 40 + 30 + 4 =) 103 verschiedene Anordnungen, bei denen das
Mittelfeld zu den ausgemalten Feldern gehort.

Nun betrachten wir alle Méglichkeite bei denen das Mittelfeld nicht ausgemalt wurde. Wir missen
dabei die schwarz- (Fall 2) und weil3farbigen (Fall 3) Varianten gesondert untersuchen

Fall 2.1: Alle vier schwarzen Ringfelder sind ausgemalt - doch dies ist nicht méglich, weil dann
nicht alle Ringfelder an einem Eckpunkt mit einen anderen Feld verbunden sein kénnen.

Fall 2.2: Genau drei Ringfelder sind ausgemalt. Hierfir gibt es nur 1 Moglichkeit, zwei weitere
Felder auszumalen (mit # makiert), damit jedes ausgemalte Ringfeld einen Ecknachbar hat.

#

Fall 2.3: Genau zwei benachbare Ringfelder sind ausgemalt. Dann muss das verbindende
Randfeld ausgemalt werden. Die verbleibenden zwei Randfelder konnen auf 4 Feldern verteilt
sein. Insgesamt sind es 4 - 6 = 24 Moglichkeiten.

? # ?

Fall 2.4: Sind genau zwei gegeniberliegenden Ringfelder ausgemalt, kann die Bedingung der
Aufgabe nicht erfillt werden.

Fall 2.5: Ist genau ein Ringfeld ausgemalt, kann die Bedingung der Aufgabe ebenfalls nicht erftllt
werden.

Fall 2.6: Ist kein Ringfeld ausgemalt, gibt es auch keine Mdglichkeit, die Bedingungen der Aufgabe
zu erfullen.

Insgesamt gibt es also im zweiten Fall0 + 4 + 24 + 0 + 0 + 0 = 28 Mdglichkeiten.
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Nun untersuchen wir noch die Mdglichkeiten, wenn die ausgemalten Felder auf weil3en Feldern
liegen.

Fall 3.1: Alle vier weil3en Ringfelder sind ausgemalt - dann kann das 5. ausgemalte Feld auf einem
der 8 weil3en Feldern platziert sein. Es gibt also 8 Méglichkeiten.

? ?

? X ?
X X

? X ?
? ?

Fall 3.2: Es sind drei Ringfelder ausgemalt - die verbleibenden 2 auszumalenden Felder kdnnen
auf 6 moglichen Felder beliebig platziert werden (mit ? markiert). Dafr gibt es 15 Mdglickeiten.

Zusatzlich sind die beiden Randmuster (mit # markiert) moglich. Da es vier Auswahlen von drei

aiusgemalten Ringfeldern gibt. sind es insgesamt 4 - 17 = 68 Méglichkeiten.

[

? ? #

? X X # X
X X X

? X X X #
? ? #

Fall 3.3 Es sind genau zwei benachbarte Ringfelder ausgemalt. Dafiir sind

3 auszumalende Felder auf 4 Positionen auszuwéhlen (Abbildung 3.3.1),
1 auszumalendes Feld auf 3 Positionen auszuwéhlen (Abbildung 3.3.2) oder
1 auszumalendes Feld auf 3 Positionen auszuwéahlen (Abbildung 3.3.3).

also (4 + 3 + 3 =) 10 verschiedene Mdglichkeiten. Da es 4 Auswahlen von zwei benachbarten
Ringfeldern gibt, sind es insgesamt 4 - 10 = 40 Mdéglichkeiten.

? ? ? # 2 2
? X ? X # ? X
X X X
? ? #
#
Fall 3.3.1 Fall 3.3.2 Fall 3.3.3

Fall 3.4: Es sind genau zwei gegeniberliegenen Ringfelder ausgemalt - dann gibt es keine
Moglichkeiten, weil mindestens ein weiteres Ringfeld ausgemalt werden muisste, um die
ausgemalten Felder zu verbinden.

Fall 3.5: Es ist héchstens 1 Ringfeld ausgemalt - auch dann gibt es keine regelgerechte
Maoglichkeit.
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Insgesamt gibt es auf den weiRen Shachbrettfeldern 8 + 68 + 40 + 0 + 0 = 116 Mdglichkeiten.

Insgesamt sind es 103 + 28 + 116 = 147 verschiedene Mdglichkeiten, funf Felder auf einer
5 x 5 — Tafel regelgerecht auszumalen.
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