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Losungshinweise zur Sommeraufgabe 2020

Wir verwenden zur Beschreibung von Rechtecken die

Abklrzung ,m x n-Rechteck”, wobei m die Kastchen- e
anzahl in der Breite und n die Kastchenanzahl in der
Ho6he angeben. So konnen wir fir das Rechteck in der 1
Abbildung 5x3-Rechteck schreiben.
2

Quadrate sind naturlich auch Rechtecke, sodass wir zum

Beispiel 3x3-Rechteck und 3x3-Quadrat gleichermaflen Abb. 1
verwenden durfen. Jedes Kastchen ist ein 1x1-Quadrat.

Bevor wir die Aufgabe 1 I6sen, probieren wir uns an einfacheren Beispielen:

a) Wie viele verschiedene Rechtecke gibt es, die Quadrato durch Abschneiden in

b)

2 Quadrate zerlegen kann?

Antwortsatz: Es gibt nur ein Rechteck: das 2x1-Rechteck (Abbildung 2).

[

Abb. 2

Wie viele verschiedene Rechtecke gibt es, die Quadrato durch Abschneiden in
3 Quadrate zerlegen kann?

Antwortsatz: Es gibt nur zwei solche Rechtecke: das 3x1-Rechteck und das
3x2-Rechteck (Abbildung 3).

Abb. 3

Wie viele verschiedene Rechtecke gibt es, die Quadrato durch Abschneiden in
4 Quadrate zerlegen kann?

Antwortsatz. Es gibt vier Rechtecke: das 4x1-Rechteck, das 4x3-Rechteck,
das 5x2-Rechteck (Abbildung 4) und das 5x3-Rechteck (Abbildung 1).

Abb. 4
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Wir Uberlegen uns, wie wir die Mdglichkeiten in einer Tabelle Ubersichtlich angeben
kénnen. Dazu tragen wir in jeder Spalte ein, wie viele Quadrate der angegebenen

Grol3e in der Zerlegung vorkommen:

Maglichkeit | 1x1-Rechtecke | 2x2-Rechtecke | 3x3-Rechtecke | Gesamtrechteck
1 4 0 0 4x1
2 3 0 1 4x3
3 2 2 0 5x2
4 2 1 1 5x3

Weitere Mdoglichkeiten kann es nicht geben, insbesondere kann nicht nur ein 1x1-

Rechteck vorkommen.

Nun kénnen wir uns an die Losung von Aufgabe 1 wagen.

Aufgabe 1. Wie viele verschiedene Rechtecke gibt es, die Quadrato durch

Abschneiden in 5 Quadrate zerlegen kann?

Antwortsatz. Es gibt 8 verschiedene Rechtecke, die Quadrato durch Abschneiden in

5 Quadrate

zerlegen kann.

Zeichnerische Losung:
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Tabellarische Losung:

1x1-R. 2X2-R. 3x3-R. 4x4-R. 5x5-R. Gesamt-R.
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Aufgabe 2. Wie viele verschiedene Rechtecke gibt es, die Quadrato durch
Abschneiden in 6 Quadrate zerlegen kann?

Antwortsatz. Es gibt 16 verschiedene Rechtecke, die Quadrato durch Abschneiden
in 6 Quadrate zerlegen kann.

Tabellarische Losung:

NI. | IX1-R. | 2x2-R. | 3x3-R. | 4x4-R. | 5x5-R. | 6x6-R. | 7x7-R. | 8x8-R. | Rechteck
gesamt
1 6 0 0 0 0 0 0 0 6Xx1
2 5 0 0 0 1 0 0 0 6Xx5
3 4 0 0 2 0 0 0 0 x4
4 4 0 0 1 1 0 0 0 9x5
5 3 0 3 0 0 0 0 0 10x3
6 3 0 2 0 0 0 1 0 10x7
7 3 0 1 2 0 0 0 0 11x4
8 3 0 1 1 0 0 1 0 11x7
9 2 4 0 0 0 0 0 0 Ix2
10 2 3 0 0 0 0 1 0 ox7
11 2 2 0 0 2 0 0 0 12x5
12 2 2 0 0 1 0 1 0 12x7
13 2 1 3 0 0 0 0 0 11x3
14 2 1 2 0 0 0 0 1 11x8
15 2 1 1 0 2 0 0 0 13x5
16 2 1 1 0 1 0 0 1 12x8
Auch wenn wir eine Systematik in der Tabelle erkannt haben — es muss

nachgewiesen werden, dass es fur jede Zeile eine entsprechende Zerlegung gibt
(zum Beispiel durch eine Skizze der Zerlegung).

Aufgabe 3. Gibt es Rechtecke, die Quadrato durch Abschneiden in mehr als 8
Quadrate zerlegen kann, wobei jedes dieser Quadrate eine ungerade Anzahl von
Kastchen enthalt? Begrinde deine Antwort.
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Antwortsatz. Es gibt solche Rechtecke. Zum Beispiel lasst sich das 9x1-Rechteck in
9 Quadrate mit ungerader Kastchenzahl (1x1-Quadrate) zerlegen. Aber es gibt
mehrere Moglichkeiten. So lasst sich auch das 41x17-Rechteck in 9 Quadrate mit
jeweils ungerader Kastchenanzahl zerlegen.

Begriindung: Bei dieser Aufgabenstellung genlgt es, ein Beispiel anzugeben, das
die Bedingungen erfullt. Als einfachster Fall ist das 9x1-Rechteck geeignet, denn es
l&sst sich in neun 1x1-Quadrate zerlegen.

Wir wollen ein groReres Rechteck mit dieser Eigenschaft finden. Dafir untersuchen
wir die Zerlegung rickwarts: Wenn nach dem Abschneiden eines Quadrats ein
m X n -Rechteck tbrigbleibt, so war vorher entweder

- an der langen Seite ein m x m -Quadrat oder
- an der kurzen Seite ein n x n —Quadrat.

Vor dem Abschneiden war das Rechteck also entweder ein m x (m+n) —Rechteck
oder ein (m+n) x n-Rechteck.

Beispiel: Ein 5x3-Rechteck kann nur entstehen, wenn von einem 5x8-Rechteck ein
5x5-Quadrat abgeschnitten wurde oder wenn von einem 8x3-Rechteck ein 3x3-
Quadrat abgeschnitten wurde.

Diesen Zusammenhang wenden wir nun an:

Wenn ein 1x1-Quadrat tbrigbleibt, wurde vorher ein 1x1-Quadrat von einem 2x1-
Rechteck abgeschnitten.

Wenn ein 2x1-Rechteck tbrigbleibt, wurde vorher kein 2x2-Quadrat abgeschnitten,
weil alle abgeschnittenen Quadrate eine ungerade Anzahl von Kastchen haben
sollen. Deshalb wurde vorher ein weiteres 1x1-Quadrat von einem 3x1-Rechteck
abgeschnitten.

Wenn ein 3x1-Rechteck ubrigbleibt, wurde vorher ein 3x3-Quadrat von einem 4x3-
Rechteck abgeschnitten. Es ist aber auch mdglich, dass vorher ein 1x1-Quadrat von
einem 4x1-Rechteck abgeschnitten wurde.
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Wenn ein 4x3-Rechteck Ubrigbleibt, wurde vorher kein 4x4-Quadrat abgeschnitten.
Deshalb wurde vorher ein 3x3-Quadrat von einem 7x3-Rechteck abgeschnitten.

Wenn ein 7x3-Rechteck ubrigbleibt, wurde vorher ein 7x7-Quadrat von einem 10x7-
Rechteck abgeschnitten. Es ist aber auch mdglich, dass vorher ein 3x3-Quadrat von
einem 7x6-Rechteck abgeschnitten wurde.

Wenn ein 10x7-Rechteck ubrigbleibt, wurde vorher kein 10x10-Quadrat
abgeschnitten. Deshalb wurde vorher ein 7x7-Quadrat von einem 17x7-Rechteck
abgeschnitten.

Wenn ein 17x7-Rechteck ubrigbleibt, wurde vorher ein 17x17-Quadrat von einem
24x17-Rechteck abgeschnitten. Es ist aber auch mdglich, dass vorher ein 7x7-
Quadrat von einem 17x14-Rechteck abgeschnitten wurde.

Wenn ein 24x17-Rechteck ubrigbleibt, wurde vorher kein 24x24-Quadrat
abgeschnitten. Deshalb wurde vorher ein 17x17-Quadrat von einem 41x17-Rechteck
abgeschnitten.

Rechteck | Vorher Vorher Vorher Vorher
abgeschnittenes | vorliegendes | abgeschnittenes | vorliegendes
Quadrat Rechteck Quadrat Rechteck
1. Mdglichkeit 2. Moglichkeit
1x1 1x1 2x1 entfallt
2x1 1x1 3x1 2x2 — entfallt
3x1 3x3 4x3 1x1 4x1
4x3 3x3 7x3 4x4 — entfallt
7x3 X7 10x7 3x3 7X6
10x7 X7 17x7 10x10 — entfallt
17x7 17x17 24x17 X7 17x14
24x17 17x17 41x17 24x24 - entfallt

Nun sind die Bedingungen der Aufgabenstellung erflillt. Wir kbnnen aus der Tabelle
ablesen: Wir kdnnen ein 41x17-Rechteck durch Abschneiden in drei 1x1-Quadrate
und je zwei 3x3-, 7x7- und 17x17-Quadrate zerlegen, insgesamt in 9 Quadrate.

Immer wenn ein Rechteck zwei unterschiedliche Seiten mit ungerader Anzahl von
Kastchen besitzt, gibt es zwei Mdglichkeiten fur das nachste abgeschnittene
Quadrat. Insgesamt gibt es deshalb 8 Rechtecke, das man in 9 Quadrate mit jeweils
ungerader Kastchenanzahl zerlegen kann:
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N | 1x1-Q | 3x3-Q | 5x5-Q | 7x7-@ | DL | 13181 AT o camt
Q Q Q

1 3 6 19x3
2 3 4 2 20x13
3 3 2 4 31x7
4 3 2 2 2 41x17
5 5 4 21x5
6 5 2 2 27x11
7 7 2 15x7
8 9 ox1

Aufgabe 4. Wenn Quadrato ein Rechteck gefunden hat, das er durch Abschneiden
in 6 Quadrate zerlegen kann, fallt es ihm nicht schwer, ein Rechteck zu finden, das er
durch Abschneiden in 7 Quadrate zerlegen kann. Erklare, wie es ihm gelingen kann!

Antwortsatz. Wir kdbnnen die Aussagen aus Aufgabe 3 verwenden: Wenn Quadrato
ein Rechteck gefunden hat, dass durch Abschneiden in Quadrate zerlegt werden
kann, fligt er diesem Rechteck an eine seiner Seiten ein Quadrat hinzu, dessen
Seitenlange so grof3 wie diese Seitenldnge des Rechtecks ist. Dieses grof3ere
Rechteck kann Quadrato in 7 Quadrate zerlegen.

Aufgabe 5. Wie viele verschiedene Rechtecke gibt es, die Quadrato durch
Abschneiden in 7 Quadrate zerlegen kann? Nutze fur die Losung die Idee aus
Aufgabe 4 — finde also eine Moglichkeit, aus der Anzahl von Aufgabe 2 und der Idee
aus Aufgabe 4 die gesuchte Anzahl zu ermitteln.

Antwortsatz. Es gibt 32 verschiedene Rechtecke, die Quadrato in 7 Quadrate
zerlegen kann.

Begrundung. Jedes Rechteck, das sich in 6 Quadrate zerlegen lasst, kann mit der
Idee aus der Losung zu Aufgabe 4 zu zwei verschiedenen Rechtecken erweitert
werden:

- durch Hinzufiigen eines Quadrates an der langeren Rechteckseite und
- durch Hinzufiigen eines Quadrates an der kiirzeren Rechteckseite.
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Hinzufligen eines Quadrates

Rechteck

Nr. | (6 Quadrate) an kgrze an ange Rechteck

mxn Seite Seite gedreht

(m+n)xn | mXx (m+n)

1 6x1 7x1 6x7 7 X6
2 6 x5 11 x5 6x11 11 x6
3 9x2 11x?2 9x11 11x9
4 9x4 13 x4 9x13 13x9
5 9x5 14 x5 9x14 14 x9
6 9x7 16 x7 9x16 16 x9
7 10x 3 13x 3 10x 13 13x10
8 10x7 17 x7 10x 17 17 x 10
9 11 x3 14 x 3 11 x 14 14 x 11
10 11 x4 15x4 11 x 15 15x 11
11 11x7 17 x7 11 x18 18 x 11
12 11x8 19x 8 11 x 19 19x11
13 12 x5 17 x5 12 x 17 17 x 12
14 12x7 19x7 12 x 19 19x12
15 12x8 20 x 8 12 x 20 20x 12
16 13 x5 18 x5 13 x18 18 x 13
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