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VORWORT

In der Deutschen Demokratischen Republik verfiigt die Jugend dank der zielstrebigen
sozialistischen Bildungspolitik von Partei und Regierung iiber eine umfangreiche All-
gemeinbildung mit hohen mathematisch-naturwissenschaftlichen und technischen
Kenntnissen. Aus der Erkenntnis heraus, dall eine umfassende mathematische Bildung
immer mehr zu einem wesentlichen Bestandteil der allseitigen Bildung des Menschen
der sozialistischen Gesellschaft wird und daB die Bedeutung der Mathematik fiir das
Wachstum der Produktivkrafte der Gesellschaft und fiir die Weiterentwicklung vieler
Wissenschaftsgebiete stindig steigt, faBten das Politbiiro des Zentralkomitees der Sozia-
listischen Einheitspartei Deutschlands und der Ministerrat der Deutschen Demokrati-
schen Republik am 17. Dezember 1962 den bedeutsamen BeschluB ,,Zur Verbesserung und
weiteren Entwicklung des Mathematikunterrichts in den allgemeinbildenden polytech-
nischen Oberschulen der DDRf‘. Dieser Beschluff befaBte sich auch mit der auBer-
unterrichtlichen Arbeit auf mathematischem Gebiet und stellte die groBe Bedeutung
mathematischer Schiilerwettbewerbe heraus. Die auBerunterrichtliche Tatigkeit der
Jugend ist organischer Bestandteil des einheitlichen sozialistischen Bildungssystems,
das im Jahre 1965 zum Gesetz erhoben wurde. Auch auf dem VII. Pidagogischen Kon-
greB der DDR vom 5. bis 7. Mai 1970 wurde auf die Bedeutung der auBerunterricht-
lichen Arbeit der Schiiler hingewiesen.

Im Rahmen der auBerunterrichtlichen Arbeit im Fach Mathematik spielen die ,,Olym-
piaden Junger Mathematiker‘‘ eine groBe Rolle. Nachdem in den Jahren 1960 und 1961
in der Deutschen Demokratischen Republik erstmals Veranstaltungen dieser Art in
Berlin und Leipzig durchgefithrt worden waren, fand im Schuljahr 1961/62 die I. Olym-
piade Junger Mathematiker in ihrer jetzigen Form statt. Zu diesem Zeitpunkt gab es
in einigen Landern bereits gute Erfahrungen auf diesem Gebiet und zum Teil sogar feste
Traditionen. Als im Jahre 1959 die ersten Schiiler aus der Deutschen Demokratischen
Republik an der Internationalen Mathematik-Olympiade in der Volksrepublik Rumé-
nien teilnahmen, konnten sie keinen Preis gewinnen. Heute, nach vielen Jahren inten-
siver Bemiihungen zur Hebung des Niveaus des Mathematikunterrichts in unseren
Schulen zur Verbesserung der Leistungen unserer Schiiler, kénnen wir feststellen, da die
Durchfithrung der Mathematik-Olympiaden neben anderen MaBnahmen, die nach dem
oben genannten BeschluB in die Wege geleitet wurden, von Erfolg gekrént war.

Die Mathematik-Olympiaden haben sich einen festen Platz in der auBerunterrichtlichen
Arbeit erobert. Sie werden vom Ministerium fiir Volksbildung und der Mathematischen
Gesellschaft der Deutschen Demokratischen Republik im Zusammenwirken mit dem
Zentralrat der Freien Deutschen Jugend und mit Unterstiitzung des Ministeriums
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fiir Hoch- und Fachschulwesen in jedem Schuljahr fiir Schiiler der zehnklassigen all-
gemeinbildenden polytechnischen Oberschulen, der Erweiterten Oberschulen, der
Berufsschulen, der Volkshochschulen und Abendoberschulen in der DDR. durchgefiihrt.

Die Olympiaden Junger Mathematiker dienen der Erhohung des Niveaus der soziali-
stischen Bildung und Erziehung der Schiiler und sind Bestandteil des sozialistischen
Bildungs- und Erziehungsprozesses unserer Schuljugend.

Sie haben das Ziel :

— dazu beizutragen, daB sich die Schiiler innerhalb und auBerhalb des Unterrichts ein
solides Wissen und Kénnen auf dem Gebiet der Mathematik aneignen;

— allen Schiilern die wachsende Bedeutung der Mathematik fiir die weitere Gestaltung
der entwickelten sozialistischen Gesellschaft in der DDR bewuBtzumachen ;

— das Interesse und die Begeisterung fiir das Fach Mathematik zu wecken und zu ver-
tiefen, die mathematischen Kenntnisse der Schiiler zu erweitern, die Mddchen und
Jungen zu mathematischem Denken zu erziehen und zur Losung mathematischer
Probleme zu befihigen;

— dazu beizutragen, spezielle Begabungen, Interessen und Talente zu entwickeln sowie
mathematisch interessierte und talentierte Schiiler zu ermitteln, damit ihre syste-
matische Forderung erfolgen kann.

SchlieBlich bieten die Aufgaben auch dem Lehrer Gelegenheit zur Weiterbildung, indem
er selbst die Aufgaben 16st und angeregt wird, die zugehérige Theorie zu studieren.

Die Teilnehmer der Mathematik-Olympiaden werden, ihrer Ausbildung entsprechend, in
Olympiadeklassen eingeteilt, die im allgemeinen mit den jeweiligen Klassen der zehn-
klassigen Oberschulen bzw. Erweiterten Oberschulen iibereinstimmen. Die genaue Ein-
teilung wird in einer Ausschreibung des Ministeriums fiir Volksbildung iiber die jahrliche
Durchfiihrung der Olympiade Junger Mathematiker festgelegt.

Der Wettbewerb wird in vier Stufen durchgefiihrt:

1. Stufe: Schulolympiade (Olympiadeklassen 5 bis 12 bzw. 11.12)
2. Stufe: Kreisolympiade (Olympiadeklassen 5 bis 12 bzw. 11.12)
3. Stufe: Bezirksolympiade (Olympiadeklassen 7 bis 12 bzw. 11.12)
4, Stufe: DDR-Olympiade (Olympiadeklassen 10 bis 12 bzw. 11.12)

Dabei setzt die Teilnahme an der 3. und 4. Stufe eine erfolgreiche Beteiligung an
der vorangehenden Stufe voraus. Aus den besten Teilnehmern der DDR-Olympiade
werden die Teilnehmer an der Internationalen Mathematik-Olympiade (Abk. IMO), die
seit 1959 alljéhrlich von sozialistischen Léndern veranstaltet und ausgerichtet wird,
ausgewahlt.

Erfolgreiche Teilnehmer an der DDR-Olympiade konnen bei der Zulassung zu einem
Studium, das mathematische Kenntnisse und Fahigkeiten erfordert, vorrangig beriick-
sichtigt werden. Von groBer Bedeutung fiir den Erfolg der Olympiade sind die richtige
Auswahl der Aufgaben und auch die Bewertung der Lésungen. Die Vorbereitung der
Aufgaben liegt in den Hénden der Aufgabenkommission, in der Hochschullehrer, wissen-
schaftliche Mitarbeiter von Hochschulerr und Lehrer arbeiten. Jahr fiir Jahr werden zu
diesem Zweck lehrreiche Aufgaben erdacht, ausgewidhlt und zusammengestellt. Sie
bilden einen wertvollen Fundus fiir den Unterricht, fiir Arbeitsgemeinschaften, zur Vor-
bereitung auf Olympiaden sowie zur Begabtenforderung und sollten nicht nur ein einziges
Mal in einer Mathematik-Olympiade gestellt werden und dann in Vergessenheit geraten,
sondern in der Schule weiterhin verwendet werden. Das vorliegende Buch gibt dem
Lehrer die Moglichkeit, die lehrreichsten Aufgaben der vergangenen Mathematik-
Olympiaden im Unterricht nutzbar zu machen. In diesem ersten Band sind Aufgaben aus
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den Olympiaden Junger Mathematiker der DDR der Jahre 1961/62 bis 1967/68 sowie
auch der beiden Vorolympiaden 1960 und 1961 unter fachsystematischen Gesichtspunk-
ten zu Kapiteln zusammengestellt. Es wurden nur Aufgaben aus den Olympiadeklassen
9 bis 12 aufgenommen. Der zweite Band, der sich gegenwirtig in Vorbereitung befindet,
wird Aufgaben zur Geometrie enthalten.

Die Autoren der Aufgaben und ihrer Losungen lassen sich nicht angeben, da Aufgaben
und Losungen hiufig mehrfach verindert wurden.

Hinter jeder Aufgabe ist jedoch angegeben, aus welcher Olympiade die betreffende Auf-
gabe stammt. Es bedeutet in (x/y/z) x die x-te Olympiade (VO 60 und VO 61 bedeuten
Vorolympiade 1960 bzw. 1961), y die Olympiadeklasse (9, 10, 11, 12, 11.12) und z die
Stufe.

Die nachstehende Tabelle vermittelt einen Uberblick iiber die Numerierung der Olym-
piaden in den Jahren bzw. Schuljahren:

1. Vorolympiede 1960

2. Vorolympiade 1961
1. Olympiade 1961/62
2. Olympiade 1962/63
3. Olympiade 1963/64
4. Olympiade 1964/65
5. Olympiade 1965/66
6. Olympiade 1966/67
7. Olympiade 1967/68

Fir die Binde 1 und 2 wurden die Aufgaben und Losungen von den wissenschaftlichen
Mitarbeitern Dipl.-Math. Ingeborg Bartsch, Dipl.-Math. Dr. paed. Klaus-Dieter Drews
{beide Universitit Rostock), Liane Tontschew, Edith Wittmann (beide Humboldt-
Universitit Berlin) iiberarbeitet und in ein gewisses System gebracht.

Da die Sammlung Aufgaben der Klassenstufen 9 bis 12 enthilt, kann es gelegentlich
vorkommen, daB} ein Beweis eines Lehrsatzes wesentlicher Teil einer Aufgabe ist, z.B.
bei Aufgaben der Klassenstufe 9. In einem solchen Fall darf selbstverstindlich dieser
Satz nicht als bekannt angesehen werden. Auflerdem diirfen bei der Losung der Auf-
gaben der Klassenstufe 9 nur diejenigen Teile verwendet werden, die keine trigono-
metrischen Funktionen enthalten, da diese in der Klassenstufe 9 unserer Schulen noch
nicht behandelt werden — iibrigens trifft dies zum Teil auch fiir solche Aufgaben der
Klassenstufe 10 zu, die zu Beginn des Schuljahres gestellt wurden.

AuBer unseren Mitarbeitern danken wir Frau Helga Engel (Rostock) und Herrn Ober-
studienrat Herbert Titze (Berlin) fiir ihre Unterstiitzung und die wertvollen Hinweise
bei der Endredaktion und Frau Ingrid Labrenz (Rostock) fiir die Herstellung der Rein-
schrift des Manuskriptes.

Die Herausgeber



VORBEMERKUNGEN

Bei den folgenden Bemerkungen handelt es sich um einige Festlegungen der im Text
verwendeten Terminologie; es werden keine strengen Definitionen gegeben.

1.

Die Redewendungen ,,heien‘, ,,bedeuten*, ,,genannt werden‘‘, , versteht man
werden stets im Sinne von ,,genau dann, wenn ... verwendet.

Mit der Formulierung ,,Wenn das Gebilde g der Bedingung B geniigt, so heifit
es ein Element der Menge 9t ist gemeint: ,,¢ ist dann und nur dann Element von
9N, wenn es der Bedingung B geniigt.*

,»0. B. d. A« ist die Abkiirzung fir ,,ohne Beschrinkung der Allgemeinheit*.

,»Notwendige Bedingung* und ,hinreichende Bedingung* werden am Beispiel
der Aufgabe A.2.8 erliutert.

Alle vorkommenden Zahlen sind, wenn nichts anderes gesagt wird, unter Ver-
wendung des dekadischen Systems dargestellt bzw. darzustellen.

{ay, @y, a;} bezeichnet die Menge aus den Elementen a,, a,, a;. Es ist also
(@1, @y, ag} = {a,, a5, ;) = {a,, a,, a;} usw. Ferner ist {a,, a,} = {a,].

(a,, a,) bezeichnet das geordnete Paar, (a,, a,, a,) bezeichnet das geordnete Tripel,
(ay, a5, a3, @,) bezeichnet das geordnete Quadrupel aus den Elementen a,, a,,
a;, a,. Es ist (a,, a,) = (b, b;) dann und nur dann, wenn a; = b, und a, = b,
ist usw.

Unter einer Losung einer gegebenen Gleichung oder einer Ungleichung oder eines
Systems von Gleichungen oder eines Systems von Ungleichungen mit zwei Varia-
blen (Unbekannten) x, y versteht man ein geordnetes Zahlenpaar (x,, ¥,), dessen
Elemente beim Einsetzen in jede der gegebenen Gleichungen bzw. Ungleichun-
gen diese erfiillen. Entsprechend ist jede Losung einer Gleichung mit drei Varia-
blen ein geordnetes Zahlentripel usw.

Zwei Gleichungen (Ungleichungen) heiBlen gleichwertig oder dquivalent, wenn bei
beiden Gleichungen (Ungleichungen) die Mengen ihrer simtlichen Losungen die-
selben Mengen sind.



10.

11.

12.

Der Satz ,Jede natiirliche Zahl n > 1 lifit sich —~ bis auf die Reihenfolge der
Faktoren - eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben‘ wird hiufig
benutzt, ohne daB besonders auf ihn verwiesen wird.

Fiir ganze Zahlen a, b bedeutet

alb: a ist Teiler von b,
a, b teilerfremd: @ und b haben den groBten gemeinsamen Teiler 1,
a = b (modn): n ist Teiler von a — b.

Fiir eine beliebige Zahl m und eine natiirliche Zahl & bedeuten

k‘-—{ 1, fallsk =0oder k=1,
Tl 1-2-..L-F, falls k > 1 ist,
1, falls & = 0,
(m) m, falls k. =1,
k m(m—1)"'(m_k+1),fallsk>1ist.

k!



AUFGABEN




1. ARITHMETIK

Ald Der ungarische Rechenkiinstler PATAKI berechnet das Produkt 95 - 97 auf
folgende Weise:
(1) Er addiert die Faktoren 95 + 97 = 192
(2)  Er streicht die erste Stelle der Summe 92

(3)  Er bildet die Differenz aus 100 und dem einen Fak-
tor und die Differenz aus 100 und dem anderen Fak-
tor und multipliziert die Differenzen. Ergibt sich als
Produkt eine einstellige Zahl, so schreibt er eine

Null davor 3:5= 15
(4)  Er schreibt das Ergebnis von (3) hinter das Ergebnis
von (2) und erhéilt 9215
Untersuchen Sie, ob dieses Verfahren fiir alle Faktoren zwischen 90 und
100 giiltig ist!
(4/9/2)*
A1.2 Das Produkt von vier unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen

ist 110355024.
Wie lauten die Zahlen?

(3/9/3)

Al.3 Unter der Zahl ,n!“, gelesen ,,n Fakultit, versteht man das Produkt
1-2.3-...-(n — 1) . n aller natiirlichen Zahlen von 1 bis =.
Soistz.B.4!1=1-2.3-4 =24,

Auf wieviel Nullen endet die Zahl ,,50!<?
Begriinden Sie Ihre Antwort!
(VO 61/10/3)

* Vgl. mit dem Hinweis im Vorwort!
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A4

AA1S

A1.6

AT

A18

A19

A1.10

Man denke sich die natiirlichen Zahlen von 1 bis 100, aufsteigend der Groe
nach geordnet, angeschrieben. Die dabei insgesamt aufgeschriebenen Ziffern
denke man sich in unverdnderter Reihenfolge zur Ziffernfolge der hiermit
erkliarten Zahl

1234567891011121314 ... 979899100

zusammengestellt. Aus ihr sollen genau 100 Ziffern so gestrichen werden,
daB die restlichen Ziffern in gleicher Reihenfolge eine moglichst grofie Zahl
bilden.

Wie lautet diese?

(7/9/3)

Eine ganze Zahl wird mit 300 Einsen und einer Anzahl von Nullen am Ende
der Zahl geschrieben.
Kann diese Zahl eine Quadratzahl sein?

(4/10/3)
Es seien py, Py, P3, ---» Prop di€ ersten 100 Primzahlen in ihrer natiirlichen
Reihenfolge.
Man ermittle die genaue Anzahl-der ,,Endnullen der Zahl

pi-(03- P8 - (PP ph) - (PP P e Dl PR ¢ Ploo)-
(3/10/4)

Mit welcher Ziffer endet die Zahl 200?
(VO 61/9/3)

Mit welcher Ziffer endet die Summe
116 + 126 + 138 + 149 + 158 + 16872
(1/10/3)

Beweisen Sie, daB fur jedes natirliche n, n > 1, die Zahl
22" + 1

mit der Ziffer 7 endet!

(7/10/2)

Wie lauten die letzten beiden Ziffern der Zahl
3990 _ 99999

(4/11/1)
11



A111

A1.12

A1.13

Al.14

AA1.15

A1.16

A1.17

12

Wie lauten die letzten beiden Ziffern der Zahl
L. L
(7/11.12/3)

Es sind alle ganzzahligen Zéahler und Nenner eines Bruches zu finden, der
die rationale Zahl 0,4 darstellt und bei dem die Summe aus Zihler und
Nenner eine zweistellige Quadratzahl ist.

(1/9/3)

Es sei g ein unkiirzbarer Bruch (p, ¢ ganzzahlig, ¢ + 0 und groBter ge-

meinsamer Teiler von p und ¢ gleich 1). Man beweise, daB dann auch -

ein unkiirzbarer Bruch ist.
(6/10/2)

Ist

,»,vermehrt man das Produkt von vier beliebigen unmittelbar aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen um 1, so erhdlt man eine Quadratzahl*

ein (richtiger) mathematischer Lehrsatz?

(4/9/3)

Weisen Sie nach, daB alle Zahlen der Form
1331, 1030301, 1003003001, ..., 100 ... 0300 ... 0300 ... 01

jeweils k& Nullen

Kubikzahlen sind!
(5/10/3)

Es ist folgender Satz zu beweisen:

Wenn die Summe zweier ganzer Zahlen durch 10 teilbar ist, so stimmen die
Quadrate dieser Zahlen in ihren Endziffern tiberein.

(2/10/1)

Beweisen Sie, daB fiir alle natiirlichen Zahlen m die Zahl
m m? md

ERC
eine natiirliche Zahl ist!
(2/10/2)



A1.18

A1.19

A.1.20

Al

A1.22

A1.23

A1.24

Es seien m, n, p und ¢ ganze Zahlen mit der Eigenschaft m — p= 0.

Man zeige, daB in diesem Falle m — p genau dann Teiler von mq + np ist,
wenn m — p Teiler von mn + pgq ist.

(5/10/4)

Man untersuche, ob der folgende Satz richtig ist:

Setzt man vor eine beliebige dreistellige Zahl ihr Doppeltes, so ist die ent-
stehende sechs- oder siebenstellige Zahl durch 23 und 29 teilbar.

(4/9/1)

Bildet man von einer natiirlichen Zahl die Quersumme und von dieser
(wenn moglich) wieder die Quersumme usw., so erhilt man schlieBlich eine
einstellige Zahl, die wir die ,,letzte Quersumme*‘ nennen wollen. Dabei wird
die Quersumme einer einstelligen Zahl nach Definition der Zahl gleich-
gesetzt.

Berechnen Sie, wieviel natiirliche Zahlen von 1 bis 1000 die ,,letzte Quer-
summe‘‘ 9 haben!

(6/9/1)

Gegeben sei eine beliebige mehrstellige natiirliche Zahl. Man bilde durch
eine beliebige Umstellung ihrer Ziffern daraus eine zweite Zahl. Beweisen
Sie, daB die Differenz dieser beiden Zahlen stets durch 9 teilbar ist!
(2/10/2)

Suchen Sie eine zweistellige Zahl, die gleich der Summe aus der Zahl an
ihrer Zehnerstelle und dem Quadrat der Zahl an der Einerstelle ist!
Weisen Sie nach, da§ es nur eine solche Zah! gibt!

(5/10/1)

Man ermittle siémtliche natiirlichen Zahlen groBer als 1, durch die jedes
Produkt aus drei unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen mit
ungerader Summe teilbar ist.

(3/10/2)

Es sind sémtliche dreistelligen Zahlen z zu finden, die folgende Eigenschaf-
ten haben:
a)  zist durch 9 und 11 teilbar.

b)  Vertauscht man die erste und die letzte Ziffer von z, so erhilt man

22
5 %

(2/10/3)
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A1.25

A.1.26

A1.27

A.1.28

A1.29

A1.30

14

Ein Mathematiker hatte den Schlissel fir das Fach eines Gepackautomaten
verloren. Von der Nummer des Faches wuBte er allerdings noch, dafB sie
eine durch 13 teilbare dreistellige Zahl war und da8 sich die mittlere Ziffer
als arithmetisches Mittel aus den beiden anderen Ziffern ergab. Das Fach
konnte schnell ermittelt werden, da nur wenige Zahlen diese Eigenschaften
haben.

Geben Sie alle diese Zahlen an!

(7/10/1)

Die positive ganze Zahl m gehe aus der positiven ganzen Zahl » dadurch
hervor, daB man die Ziffern von n in entgegengesetzter Reihenfolge auf-
schreibt. Ist es moglich, daBl m = 6n ist?

(1/11/3)

Jemand benutzt, um die Teilbarkeit natiirlicher Zahlen durch 7 zu unter-
suchen, die folgende ,,Siebenerregel*:

Von der (mindestens zweistelligen) zu untersuchenden Zahl z wird die letzte
Ziffer gestrichen. Von der erhaltenen Zahl wird sodann das Doppelte der
gestrichenen Zahl subtrahiert. Die so entstandene Zahl z, ist dann und nur
dann durch 7 teilbar, wenn z durch 7 teilbar ist. Indem er das Verfahren
gegebenenfalls wiederholt anwendet, kann er so von jeder natiirlichen Zahl
z feststellen, ob sie durch 7 teilbar ist.

Man untersuche, ob diese ,,Siebenerregel‘ richtig ist.

(5/11.12/1)

Geben Sie ohne Benutzung eines Tafelwerks alle zweistelligen Zahlen x an,
deren dritte Potenz mit den (auch in der Anordnung) unverinderten Ziffern
der Zahl z beginnt!

(3/12/2)

Ermitteln Sie ohne Benutzung eines Tafelwerks alle zweistelligen Zahlen x,
deren dritte Potenzen mit den beiden Ziffern der Zahl z in derselben An-
ordnung wie bei z enden!

(3/12/3)

Ermitteln Sie ohne Benutzung eines Tafelwerks alle vierstelligen Quadrat-
zahlen, deren erste zwei und letzte zwei Ziffern jeweils einander gleich sind !

(7/9/3)



A.1.31

A.1.32

A133

A.1.34

AA1.35

A.1.36

A1.37

A.1.38

Beweisen Sie folgenden Satz:

Ist eine positive ganze Zahl z durch 99 teilbar, so ist ihre Quersumme nicht
kleiner als 18.

(2/12/3)

Die positive ganze Zahl « ende auf die Ziffern ¢ und b (in dieser Reihenfolge).
Man ermittle alle geordneten Paare (a, b), fiir die 2% auf dieselben Ziffern
a und b (auch in bezug auf die Reihenfolge) endet.

(5/9/3)

Ermitteln Sie alle vierstelligen Zahlen, die gleich der 4. Potenz ihrer Quer-
summe sind!
(VO 61/12/2)

Ermitteln Sie alle z-stelligen natiirlichen Zahlen, die gleich der n-ten Potenz

ihrer Quersumme sind!
(6/11.12/1)

Beweisen Sie, dal die Summe von 1000 beliebigen unmittelbar aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen keine Primzahl sein kann!

(3/9/1)

Beweisen Sie, daBl das Produkt von vier unmittelbar aufeinanderfolgenden
positiven ganzen Zahlen nicht das Quadrat einer positiven ganzen Zahl
sein kann!
(7/11.12/2)

Zwei Primzahlen p, und p, (mit p, > p,) heiBen Primzahlzwillinge, wenn
Pr— Pa= 2 gilt.

Beweisen Sie, daB fiir alle Primzahlzwillinge p, und p, mit p, > 3 die Summe
P, + p, durch 12 teilbar ist!

(6/9/3)

a)  Man beweise: Dividiert man eine beliebige Primzahl p > 30 durch 30,
so ist der Rest entweder 1 oder eine Primzahl.

b)  Man untersuche, ob diese Aussage auch bei der Division einer belie-
bigen Primzahl p > 60 durch 60 gilt.

(2/12/4)
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A.1.39

A.1.40

A4

AA.42

A1.43

Al.u4

A.1.45

16

Dietmar und Jo6rg sehen bei einem Spaziergang ein Auto, bei dem im Kenn-
zeichen die Zahl 4949 steht.

Die Tatsache, dafl 49 eine Quadratzahl ist, fithrt sie auf die Frage, ob auch
die Zahl 4949 eine Quadratzahl ist. Nach kurzer Uberlegung sagt Dietmar:
,,Jch kann sogar beweisen, dal keine vierstellige Zahl, deren erste gleich
ihrer dritten Ziffer und deren zweite gleich ihrer vierten Ziffer ist, eine
Quadratzahl] sein kann. Ubrigens liBt sich auch beweisen, daB unter diesen
Zahlen genau eine Primzahl ist.*

Fithren Sie diese Beweise durch!

(Dietmar faBt dabei alle Kennzeichen von 0001 bis 9999 als vierstellige
Zahlen auf.) ‘

(7/10/1)

Zeigen Sie, daB es unter allen Zahlen der Form 2p + 1, wobei p eine Prim-
zahl ist, genau eine Kubikzahl gibt!
(6/9/3)

Es ist zu beweisen, daB die Zahl z = 27 + 1 fiir keine natiirliche Zahl »
Kubikzahl ist.
(5/11.12/3)

Man wihle zwei beliebige voneinander verschiedene natiirliche Zahlen und
bilde ihre Summe, ihre Differenz und ihr Produkt. Es ist zu beweisen, dal
unter diesen drei Zahlen wenigstens eine durch 3 teilbare ist.

(1/9/2)

Beweisen Sie folgenden Satz:

Jede nicht durch 9 teilbare (ganzzahlige) Quadratzahl 1aBt bei Division
durch 3 den Rest 1.

(5/9/3)

Man beweise folgenden Satz:

Vermindert man die siebente Potenz einer von Null verschiedenen natiir-
lichen Zahl @ um a, so ist die Differenz stets durch die Summe aus der er-
sten, zweiten und dritten Potenz von a teilbar.

(2/9/2)

Es ist zu beweisen, daBl das Produkt von sechs beliebigen unmittelbar auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen stets durch 720 teilbar ist.
(VO 61/12/2)



A1.46

A1.47

A.1.48

AL

A.1.50

A.1.51

A.1.52

A1.53

2 [002170)

Man beweise :

Sind m und 7 natiirliche Zahlen, so ist die Zahl
z=m-n-(mt—nt)

durch 30 teilbar.

(8/10/4)

Beweisen Sie, daB die Summe der Kuben dreier unmittelbar aufeinander-
folgender natiirlicher Zahlen stets durch 9 teilbar ist!
(2/10/3)

Man zeige, daB fiir jede natiirliche Zahl » die Zahl

z=n%3+11n
durch 6 teilbar ist.
(3/10/3)

Fiir alle ungeraden Zahlen # ist die Differenz #? — 1 durch 8 teilbar.
Beweisen Sie diesen Satz!
(VO 61/9/3)

Es ist zu beweisen, daB »n® + 3n% — n — 3 fiir jedes ungerade n durch 48
teilbar ist.
(3/11/2)

Beweisen Sie, dafl die Zahl 22% — 1 keine Primzahl ist!
Geben Sie mindestens drei Primfaktoren dieser Zahl an!
(3/10/2)

Es ist zu entscheiden, durch welche der Primzahlen 2, 3, 5, 13, 109, 151, 491
die Zahl
z = 19631%6 — 1963
teilbar ist und durch welche nicht.
(4/11.12/4)

Zeigen Sie, daB die Zahl 21% + 392 durch 45 teilbar ist!
(1/12/1)
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A1.54

AA55

A.1.56

A.1.57

A.1.58

A159

A.1.60

A.1.61

18

Beweisen Sie, daB fiir jede positive gerade Zahl » die Zahl z = 37 + 63
durch 72 teilbar ist!
(2/10/4)

Es ist zu beweisen, daB fiir jedes natiirliche ungerade n die Zahl
737 + 1049 - 58” durch 1965 teilbar ist.
(4/11.12/2)

Beweisen Sie, daB fiir jede natiirliche Zahl » = 1 die Zahl
fn) = b2n+1.2n+2 4 3n+2. 220 +1

durch 19 teilbar ist!

(2/11/2)

Beweisen Sie, daB p? — 1 fiir jede Primzahl p = 5 durch 24 teilbar ist!
(3/11/1)

Man ermittle samtliche nichtnegativen ganzen Zahlen =, fir die die Zahl
z = 5" — 4" durch 61 teilbar ist.
(5/11.12/2)

Beweisen Sie folgenden Satz:
Ist
s=a;+a;+ ... +a,
durch 30 teilbar, dann ist auch
p=al+al+...+adl
durch 30 teilbar (a,, a,, ..., @, bedeuten natiirliche Zahlen).
(6/11.12/2)

Beweisen Sie folgenden Satz:

Ist die Summe dreier natiirlicher Zahlen durch 6 teilbar, dann ist auch die
Summe der Kuben dieser drei Zahlen durch 6 teilbar.

(4/10/4)

Untersuchen Sie den folgenden Satz auf seine Richtigkeit!

Fir alle ganzen Zahlen @ und b gilt: Wenn a? + b2 durch 3 teilbar ist, dann
sind auch @ und b durch 3 teilbar.

(4/10/3)



A.1.62

A.1.63

A.1.64

A.1.65

A.1.66

A.1.67

A.1.68

Man zeige:

Geniigen die natiirlichen Zahlen 2, y, 2 der Bedingung
2+ yt =22

so ist ihr Produkt durch 60 teilbar.

(1/12/2)

Welchen Rest 1dBt eine natiirliche Zahl a bei Division durch 73, wenn die
Zahlen a'® — 2 und a — 69 durch 73 teilbar sind?
(7/10/4)

Es ist zu beweisen, daB es genau ein Paar (z, y) mit natiirlichen Zahlen
x und y gibt, fiir das die Zahl N = % 4 4y* Primzahl ist.
(2/12/1)

Gesucht sind vier natiirliche Zahlen a,< a,< a3 < a,, so daB jede der
Zahlen
di=a,—a,, dy=a3—ay, d3=a,—a,,
di=a,—ay, dg=a3—a;, dg=0a;—
eine Primzahl ist, wobei auch gleiche Primzahlen auftreten diirfen.
(9/10/2)

Man ermittle die Anzahl aller natiirlichen Zahlen, die kleiner als 1000 und
die weder durch 3 noch durch 5 teilbar sind.
(6/10/1)

Es ist zu untersuchen, ob es eine natiirliche Zahl z gibt, die auf zwei ver-
schiedene Arten in der Form

z=uz!+ y!
dargestellt werden kann, wobei # und ¥ von Null verschiedene natiirliche
Zahlen sind, fiir die x < y gilt.
(4/11.12/3)

Beweisen Sie, daBl log,6 keine rationale Zahl ist!
(6/10/3)
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2, GLEICHUNGEN

A.21 Fritz ermittelt als Ergebnis einer Divisionsaufgabe 57 Rest 52. Er macht
die Probe und erhilt 17380. Das ist falsch; denn er hatte die Ziffern un-
deutlich geschrieben und bei der Probe an der Zehnerstelle des Divisors
eine 6 als O gelesen.
Wie lautet die Aufgabe?
(VO 61/10/3)

A.2.2 Eine Aufgabe aus dem Jahre 1494 :
Oben auf einem Baum, der 60 Ellen hoch ist, sitzt eine Maus, unten auf
der Erde eine Katze. Die Maus klettert jeden Tag 2i Elle herunter und in
der Nacht - Elle in die Hohe.
Die Katze klettert jeden Tag 1 Elle hinauf und in der Nacht % Elle hin-
unter, solange, bis sich die Tiere in gleicher Hohe befinden.
Nach wieviel Tagen erreicht die Katze die Maus?
(2/9/3)

A23 Zwei Schiiler erhalten die Aufgabe, zwei von Null verschiedene natiirliche

20

Zahlen a und b miteinander zu multiplizieren. Zur Probe dividieren sie
das Produkt durch den kleineren Faktor. Dabei erhdlt der erste Schiiler
575 Rest 227. Der zweite Schiiler erhilt 572 Rest 308.

Jeder hatte bei der Addition der Teilprodukte vergessen, eine 1 zu addieren,
aber jeder an einer anderen Stelle. Daher hatte der erste Schiiler im Er-
gebnis 100 und der zweite Schiiler 1000 zu wenig erhalten.

Wie heiflen die Zahlen @ und b?
(3/10/3)



A2.4

A.25

A.2.6

A.27

Martina stellt ihrer Freundin in einem Jahr, das kein Schaltjahr ist, fol-
gende Aufgabe:

,»Wenn man zur Hilfte der Zahl der bis heute verflossenen Tage dieses Jah-
res ein Drittel der Zahl der restlichen Tage des Jahres addiert, erhdlt man
die Zahl der verflossenen Tage. Den heutigen Tag habe ich zu den ver-
flossenen gezihlt.«

Geben Sie das Datum (Tag und Monat) an, an dem das geschieht!

(4/9/1)

Herr X, der noch nicht 100 Jahre alt ist, stellt am 30. 05. 1967 fest, daB
er jede Ziffer von 0 bis 9 genau einmal benutzt, wenn er sein Geburts-
datum in der soeben verwendeten Schreibweise fir Terminangaben notiert
und sein Alter in Jahren dazusetzt. AufSerdem bemerkt er, daB die Anzahl
seiner Lebensjahre eine Primzahl ist. Wann ist Herr X geboren, und wie
alt ist er?

(7/10/1)

Ein Bruder sagt zu seiner Schwester:

,»-Als Tante Katja so alt war, wie wir beide zusammen jetzt sind, warst du
8o alt, wie ich jetzt bin. Aber als Tante Katja so alt war, wie du jetzt bist,
da warst du ... .«

a) Wie alt war da die Schwester?

b) Wieviel mal so alt wie die Schwester ist Tante Katja jetzt?

(5/9/2)

Eine Mutter stellt ihren drei Kindern Renate, Jirgen und Christine eine
Schiissel mit Kirschen auf den Tisch mit der Bemerkung, daB sich jeder
nach Riickkehr ein Drittel der Kirschen nehmen mage.

Jirgen, der als erster nach Hause kommt, nimmt sich, da die Zahl der
Kirschen nicht durch 3 teilbar ist, zunichst eine Kirsche und dann von
den restlichen den dritten Teil. Als Renate heimkommt, meint sie, daf3
keines der Geschwister vor ihr nach Hause gekommen sei. Sie nimmt sich,
da die Zahl der Kirschen nicht durch 3 teilbar ist, zunichst zwei und von
den iibrigen den dritten Teil. Auch Christine glaubt, als sie heimkehrt, erste
zu sein, und nimmt sich den dritten Teil der in der Schiissel befindlichen
Kirschen.

Die Mutter stellt danach fest, da insgesamt 42 Kirschen gegessen wurden.
Wieviel Kirschen befanden sich anfangs in der Schiissel?

(5/9/3)
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A28

A.29

A.2.10

A.211

A.2.12

A.2.13

22

Man gebe fiir die reellen Zahlen a, b, ¢, d Bedingungen an, die folgendes lei-

sten:

a8) Wenn die Bedingungen erfillt sind, dann hat die Gleichung
a(x+1)+b azx+bd *)
cx+1)+d cx+d

(mindestens) eine Losung.

?izjlt Wenn die Gleichung (*) eine Losung hat, so sind die Bedingungen ex-

Es sind also Bedingungen aufzustellen, die fir die Ldsbarkeit von (*)

a) notwendig und b) hinreichend sind. Man ermittle, falls die Bedingungen

erfiillt sind, alle Losungen von (*).

(5/10/3)

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, die gleichzeitig den beiden Gleichungen
328 + 132 + 202% + 172+ 7= 0
3204+ 22— 822+ 1l2—-T7=0

geniigen!

(4/11/1)

Geben Sie alle geordneten Paare (a, b) reeller Zahlen an, deren Summe
a + b, Produkt ab und Quotient 2

5 untereinander gleich sind!
(3/9/2)

Man ermittle die Anzahl aller geordneten Paare zweistelliger natiirlicher
Zahlen (m, n), fir die m + n = 111 gilt!
(7/9/2)

Ermitteln Sie alle Tripel (e, b, ¢) reeller Zahlen a, b, ¢, fiir die
a+bc=(a+b)(a+e)

gilt!

(5/10/3)

Gegeben sind zwei reelle Zahlen a und b. Man gebe eine notwendige und
eine hinreichende Bedingung (vgl. Aufgabe A.2.8) so an, daB das Gleichungs-
system

T+ x=a

%, %y =D
reell l6sbar ist.
(1/10/3)



A.2.14

A.2.15

A.2.16

A.217

A.2.18

Man ermittle fiir die reellen Zahlen a und b, @ &= 0, die dem Betrag nach
kleinere Losung der Gleichung

22+ 2ax — B2=0.
(5/9/3)

Man ermittle alle reellen Zahlen a, fiir die eine der Wurzeln der quadrati-
schen Gleichung

15
x? — S ete= 0
das Quadrat der anderen Wurzel ist.

(6/10/2)

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen £, fir die die Gleichung
Z+ax+3==Fk(22+5)

eine in x quadratische Gleichung ist, die

a) eine Doppellosung,

b)  zwei voneinander verschiedene reelle Losungen hat!

(6/10/3)

Man ermittle fiir jede reelle Zahl p alle Tripel (x, ¥, 2) reeller Zahlen x, ¥, z,
die dem folgenden Gleichungssystem geniigen.

Yy +z=7pz

2z +x=7py

x+y=npz
(3/12/1)

a) Geben Sie alle Tripel («, y, 2) reeller Zahlen z, y, z an, die dem fol-
genden Gleichungssystem geniigen !
2r+3y+ 2=1
dr — y+2z2=2 (*)
8x+8y+32=4

b) Bilden Sie alle Gleichungssysteme, die sich von dem Gleichungs-
system (*) entweder in genau einem Koeffizienten oder in genau einem
absoluten Glied unterscheiden und unendlich viele Losungen besitzen !
Geben Sie auch in diesen Fillen alle Tripel reeller Zahlen an, die das
jeweilige Gleichungssystem erfiillen!

¢)  Bilden Sie ein Gleichungssystem, das sich von (*) entweder in genau
zwei Koeffizienten oder in genau zwei absoluten Gliedern oder in
genau einem Koeffizienten und genau einem absoluten Glied unter-
scheidet, das aber von keinem Tripel reeller Zahlen erfiillt wird!

(4/11.12/2)
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A.2.19

A.2.20

A221

A.2.22

A.2.23

A.2.24

24

Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen (x,, 2,, %3, x,),
fir die das folgende Gleichungssystem erfiillt ist:
%, +ax, +x3=0>
Xy +ax; +x, =05
23+ az,+ > =05
g+ axy + x,=b.
Dabei sind @ und b reelle Zahlen (Fallunterscheidung!).
(7/11.12/4)

Geben Sie alle reellen Zahlen  an, die die Gleichung

fpTa+Vp—z=2

erfiillen, wobei p eine beliebige positive reelle Zahl ist!
(4/11.12/4)

Man gebe alle reellen Zahlen 2 an, die folgende Gleichung erfiillen:

Vx+va—vx—v;=§v;+—-iﬁ.

(7/10/4)

Ermitteln Sie alle Paare (z, y) reeller Zahlen z und y, die dem folgenden
Gleichungssystem geniigen, wobei p eine beliebige reelle Zahl ist!

Ty + = =3p @+ ¢)
Yy (*)

x

Y=y p (2* + 37

(3/12/3)

Es sind alle geordneten Paare (z, y) reeller Zahlen z und y anzugeben, fiir
die das Gleichungssystem

z(ax®+byt—a)=0

y(a@x®+ by —5)=0

erfiillt ist. Dabei sind @ und b reelle Zahlen mit @ &= 0, b = 0 und a = b.
(7/11.12/2)

Man beweise, da3 es kein Zahlentripel (z, y, 2) posifiver reeller Zahlen z, , z
gibt, fir das die folgende Gleichung erfillt ist.

24P+ B =2zyz
(VO 60/11)



A.2.25

A.2.26

A2.27

A.2.28

A.2.29

A.2.30

Man ermittle alle geordneten Quadrupel reeller Zahlen (z,, z,, z;, #,), fir
die das folgende Gleichungssystem erfiillt ist.

Ty%y + Ty T + Tyg + Xy = 2 ")
Xy + By Ty + Xy, + Xy = 2 (**)
Ty Ty + Ty + XgXy + 2y = 2
Ty + Tyy + Ty%y + 2, = 2

(5/11.12/4)

Man ermittle alle geordneten Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen @, b und ¢,
fiir die

gilt.
(7/9/3)

Man ermittle simtliche Paare (a, b) rationaler Zahlen e und b, fiir die
(@+bP=a®+b ’

t.
(6/9/2)

Man ermittle alle Paare (a, b) reeller Zahlen @ und b und alle ganzen Zah-
len » = 1, fiir die

(@ + b)* =a" + b»
gilt.
(5/11.12/4)

Ermitteln Sie alle Paare (z, y) positiver ganzer Zahlen x und y, fir die

ist! V;_I-W:V%

(2/10/4)

Gesucht sind alle diejenigen geordneten Tripel (a,, a,, a;) natiirlicher Zah-
len g; (¢ = 1, 2, 3), die die Gleichung

|2at — 2a% = a4
erfilllen und fiir die auBerdem 1 < a; < 10 gilt.
(7/10/3)
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A.2.31

A.2.32

A233

A.2.34

26

Man ermittle alle reellen Zahlen z, die der Gleichung
[5+6:v]_15x—7
8 1 5

geniigen.
Dabei bedeutet [a] die groBte ganze Zahl, die nicht gréBer als a ist;

z.B. ist [12_3] =6, [~6,5]=—17 und [6] = 6.
(6/11.12/3)

In der Gleichung

|/A —-B=C *)
bedeutet A eine positive ganze 2n-stellige Zahl, bei der alle Ziffern einander
gleich (etwa gleich z) sind, entsprechend B bzw. C jeweils n-stellige Zahlen,
bei denen alle Ziffern gleich y bzw. z sind. Es gelte: zyz & 0.
Ermitteln Sie alle Zahlentripel (z,y,z), fir die (*) fir mindestens zwei
voneinander verschiedene positive natiirliche Zahlen n erfiillt ist!
(4/11.12/4)

Gesucht sind alle aus paarweise voneinander verschiedenen Ziffern beste-
henden dreistelligen Zahlen a, bei denen die Summe aller aus je zwei ihrer
Ziffern zu bildenden zweistelligen Zahlen gleich dem Doppelten von a ist.
(3/9/3)

28 Schiiler einer Klasse beteiligen sich an einem Sportfest. Jeder nimmt an
mindestens einer der drei Disziplinen Kugelstofen, Weitsprung und 100-m-
Lauf teil.

Die Anzahl derjenigen, die sowohl am KugelstoBen als auch am Weit-
sprung, aber nicht am 100-m-Lauf teilnehmen, ist gleich der Zahl derer,
die nur am KugelstoBen beteiligt sind, und gréBer als 1. Kein Teilnehmer
tritt nur im Weitsprung oder nur im 100-m-Lauf an. Sechs Schiiler starten
in den beiden Disziplinen KugelstoBen und 100-m-Lauf und nehmen nicht
am Weitsprung teil.

Die Anzahl derjenigen, die sowohl beim Weitsprung als auch beim 100-m-
Lauf starten, ist fiinfmal so grof wie die Anzahl derer, die in allen drei
Disziplinen starten. Die Anzahl derjenigen, die in allen drei Disziplinen
starten, ist gerade, aber nicht Null.

Ermitteln Sie fiir jede der drei Disziplinen die Anzahl der Teilnehmer!
(5/9/2)



A.235

A.2.36

A.2.37

A.2.38

A.2.39

Die 30 Preistriger eines Schiilerwettbewerbs sollen mit neu herausgegebe-
nen Fachbiichern primiiert werden. Es stehen drei verschiedene Sorten
Biicher im Werte von 30 M, 24 M bzw. 18 M zur Verfiigung. Von jeder
Sorte soll mindestens ein Buch gekauft werden, und jeder Preistriger soll
genau ein Buch erhalten.

Welche Moglichkeiten der Zusammenstellung gibt es, wenn fiir die Pri-
miierung in dieser Form genau 600 M ausgegeben werden sollen?

(4/10/4)

Die 1007 Teilnehmer eines Kongresses sollen auf moglichst wenig Autobusse
mit 13, 29 bzw. 41 Plitzen so verteilt werden, daB kein Platz leer bleibt.
Ermitteln Sie fiir jede Art die Anzahl aller Autobusse, die unter diesen Be-
dingungen zu bestellen sind!

(5/10/2)

Am Neujahrstag des Jahres 1953 lernten sich A und B wihrend einer
Bahnfahrt kennen. Im Laufe des Gesprichs kam die Rede auf das Alter
der beiden. A sagte: ,,Wenn Sie die Quersumme meines (vierstellig geschrie-
benen) Geburtsjahres bilden, so erkalten Sie mein Alter.*

Nach einigem Uberlegen gratuliert ihm darauf B zum Geburtstag.

a) Woher wullte B, ohne weitere Angaben erhalten zu haben, das Ge-

burtsdatum?
b) Wann wurde A geboren?
(6/10/1)

Man ermittle zu jeder natiirlichen Zahl » die Anzahl 4 (n) aller ganzzahligen
nichtnegativen Losungen der Gleichung

S5z 4+ 2y +2z=10n.
Bemerkung: Die Losung (z, ¥, z) heiBt ganzzahlig nichtnegativ, wenn jede
der Zahlen z, y, z ganzzahlig und nicht negativ ist.
(6/11.12/4)

Geben Sie vier verschiedene ungeordnete Paare {a, b} positiver ganzer Zah-
len an, bei denen die Differenz der Quadrate der beiden Zahlen ein und
desselben Paares 105 betrigt!

(Je zwei ungeordnete Paare der Form (a, b} und {b, @} gelten dabei als
nicht verschieden voneinander.)

(6/9/2)
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A.2.40

A.2.1

A.2.42

A.2.43

28

Man ermittle simtliche Tripel (e, b, c¢) ganzer Zahlen a, b, ¢, fur die

a? + b = ¢? (*)
gilt und bei denen

. c=b6+1 (**)
ist.

(1/11/2)

Bei der folgenden Divisionsaufgabe sind die fehlenden Ziffern zu ergénzen,
und es ist zu zeigen, daB es nur eine Losung gibt.

XX XXX XXX : XXX = XX XXX
X XX

XX XX
X XX

X XXX
8 xxx

0

Die Buchstaben x stehen fiir Ziffern, die nicht einander gleich zu sein brau-
chen.

(2/9/1)

In der Aufgabe
ATOM-ATOM

XXXXATOM,

in der jeder der Buchstaben A, T, O, M und jedes der Zeichen X eine der
Ziffern von 0 bis 9 bedeuten, ermittle man die Werte von A, T, O und M.
Die Buchstaben A, T, O, M bedeuten paarweise voneinander verschiedene
Ziffern, und es sei A & 0. Die Buchstaben X stehen fiir Ziffern, die nicht
gleich zu sein brauchen.

Es sind sémtliche Losungen anzugeben.

(3/11/2)

In der Aufgabe
VATER
+MUTTER
ELTERN
sind fiir die Buchstaben Ziffern einzusetzen. Gleiche Buchstaben sind durch
gleiche, verschiedene Buchstaben durch verschiedene Ziffern zu ersetzen.

Geben Sie simtliche Losungen an!
(4/10/1)



A.2.44

In
FUENTF
+ ZWEI

SI EBEN

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt werden, dafl die Addition
zu einem richtigen Ergebnis fithrt. Dabei sollen gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern bedeuten. Unter-
suchen Sie, wieviel Losungen die Aufgabe hat!

(7/10/2)
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UNGLEICHUNGEN

A3.1

A3.2

A33

A34

30

Vergleichen Sie die beiden Zahlen

_ 5678901234 and B — 5678901235
"~ 6789012345 6789012347
beziiglich ihrer Grofle!

(5/9/1)

Welcher der beiden Briiche
100we 4 ] d 100% + 1
00 +1 ¢ 100%+1
ist der groBere?
(3/10/1)

Aus einer Zahlentafel entnehmen wir die Naherungswerte

s 8
]/636000~ 86,00 und /389000~ 73,00.
Daraus folgt:

3 8
z = 1/636000 — ]/389000 ~ 13.
Untersuchen Sie ohne Benutzung einer Zahlentafel oder eines Rechenstabes,

ob z groBer oder kleiner als 13 oder gleich 13 ist!
(4/12/1)

Ohne Benutzung einer Tafel oder eines Rechenstabes ist zu entscheiden,
ob die Zahl

8 3
2= V1620 + 12117467 + V1620 — 12 /17457

groBer, kleiner oder gleich 18 ist.
(4/11/1)



A3.5

A.3.6

A3.7

A38

A39

A3.10

Stellen Sie ohne Berechnung der Wurzeln oder Nachschlagen in einer Zahlen-
tafel fest, welche der beiden Zahlen

]ﬁ+]/ﬁ und ]/?_>+]/E
die grofere ist!
(3/10/4)

Fiir die drei reellen Zahlen u, v, w gelte
O<u<l, O<v<l O<w<l.

Beweisen Sie, dal dann nicht jede der Zahlen
u(l—-92), vQ—-w), w(l —u)

grofer als % ist!
(1/12/4)

Von den natiirlichen Zahlen p und g ist bekannt, daBB 0 < p < ¢ gilt.

a)  Ordnen Sie die Zahlen 1,2,% der GroBe nach! Beginnen Sie mit

der kleinsten Zahl!
b)  Stellen Sie fest, welche der beiden Zahlen % und % néher an 1 liegt!

(4/9/1),

Beweisen Sie, daf} fir alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ stets
1 1 1 3
a+b+ b+c+c+a>a+b+c
gilt!
(2/11/3)

Beweisen Sie, daB fiir alle positiven reellen Zahlen e und b stets

a b

T a2
ist!
(2/12/2)

Zeigen Sie, daB fiir beliebige positive reelle Zahlen a, b, ¢ stets

1+1+l2 9

a b c a+b+ec
gilt!
(6/10/3)
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A3.11

A3.12

A3.13

A3.14

A3.15

A3.16
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Man beweise, daB fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢, von denen hochstens eine
Null ist,
a? b2 c? > 3
Fre arad @#r RS2
gilt, und untersuche, wann das Gleichheitszeichen gilt.
(2/12/4)

Man beweise folgenden Satz:
Ist » = 2 eine natiirliche Zahl, sind a,, ..., a, positive reelle Zahlen und
n
wird 3 a; = s gesetzt, so gilt
i=1
nooa; n
iSis—a;"n—-1"
(6/11.12/4)

Beweisen Sie, daB fiir alle positiven ganzen Zahlen a und b stets

a+b
a;bg_'yab-b“

gilt!
(3/11.12/4)

Beweisen Sie, daf fir alle nichtnegativen reellen Zahlen a, b, ¢
A+ +=a? ]/E:+b2-]/(z_(:+c2-]/¢;3

gilt!

(7/11.12/2)

Es seien u, v, ¢ reelle Zahlen mit |u| < |c| und |[v| < |¢|. Es ist zu beweisen,
daf dann

‘u + v‘ < el
1.
1+

gilt.

(5/10/1)

Es ist zu beweisen, daB fiir alle reellen Zahlen %, y die Beziehung
z+y<al?2

gilt, wenn 22 + 42 = a?, a =0, ist.
(1/12/13)



A3.17 Man ermittle alle reellen Zahlen 2, die die Ungleichung

3 2 1
2z-1 1~ 3
Ty
erfiillen.
(7/9/3)

A3.18 Man ermittle alle reellen Zahlen z, die der Ungleichung
x 2p

— - =<2

p =z
geniigen, wobei p eine positive reelle Zahl bedeutet.
(4/10/4)

A3.19 Man ermittle alle reellen Zahlen z, fiir die

1 1 2
a) ;+m>;+—1’ .
2
1 1 2
R S &
x+§
1 1 2
e S
Ty
gilt.
(3/12/3)

A3.20 Geben Sie die Anzahl aller ganzzahligen geordneten Zahlenpaare (z, y) an,
die der Ungleichung

2| + |y| < 100

geniigen!
(6/10/4)

A3.21 Ermitteln Sie alle ganzzahligen Paare (x, y), fir die

1 1 1
gilt!
(3/10/3)
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A3.22

A.3.23

A.3.24

A.3.25

A3.26
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Ermitteln Sie alle reellen Zahlen #, die die folgende Ungleichung erfiillen!

1
Elg(2x—l)+]g|/x——9>1

(6/10/3)

Es sei a eine beliebig gegebene reelle Zahl. Ermitteln Sie alle reellen Zah-
len z, die der Gleichung

a?
|/a+:c—l/ =]/2a,+x
a+w
geniigen!
(6/10/4)

Es sind alle reellen Zahlen x zu ermitteln, die die Ungleichung

— 1

|/3—z—]/:v+1>§
erfillen.
(2/11/1)

Man ermittle alle reellen Zahlen «, fiir die die Ungleichung

1 _ 1 >1

Jl+z Jl-=
erfiillt ist.
(2/12/3)

Eine Ziegelei Z, produziert in einer gewissen Zeit 6 Millionen und eine
andere Ziegelei Z, in der gleichen Zeit 12 Millionen Ziegel. Diese beiden
Ziegeleien versorgen vier Baustellen mit Ziegeln, wobei die Baustelle B,
einen Bedarf von 5,2 Millionen, die Baustelle B, einen Bedarf von
3,0 Millionen, die Baustelle B; einen Bedarf von 5,7 Millionen und die
Baustelle B, einen Bedarf von 4,1 Millionen Ziegeln hat.

Die Entfernungen (in km) von jeder der Ziegeleien zu jeder der Baustellen
sind aus folgender Tabelle ersichtlich:

B, B, B, B,

Z,|28 30 37 21
Z,| 26 36 18 20

Es ist zu untersuchen, wieviel Ziegel jede Baustelle von jeder Ziegelei er-
hilt, wenn die Gesamttransportkosten maoglichst gering sind und B, nur
von Z, beliefert wird. Es wird vorausgesetzt, da8 die Transportkosten je
Ziegel der Entfernung proportional sind. -

(1/12/3)



A.3.27

A3.28

3.

In einem Betrieb stehen fiir Friasarbeiten zur Verfiigung:

a) 3 Frismaschinen,
b) 3 Frismaschinen mit Revolverkopf-Spannvorrichtung,
¢) 1 Automat.

Mit diesen Maschinen werden zwei Sorten von Werkstiicken angefertigt.
Die Produktion je Arbeitstag betrdgt fiir die oben angegebenen Maschinen-
arten je Maschine

a) 10 Stiick Sorte I oder 20 Stiick Sorte II,
b) 20 Stiick Sorte I oder 30 Stiick Sorte II,
¢) 30 Stiick Sorte I oder 80 Stiick Sorte II,

wobei jede Maschine nicht nur eine Sorte zu produzieren braucht.

Man ermittle die groBtmogliche Anzahl von Werkstiicken, die mit diesen
Maschinen pro Tag angefertigt werden kénnen, wenn von jeder Sorte gleich
viele Werkstticke produziert werden sollen.

(2/12/2)

Ein Betrieb liefert jahrlich 600 t eines von ihm produzierten Erzeugnisses
an einen Betrieb B, und 400 t des gleichen Erzeugnisses an einen Betrieb
B,. Fiir den Transport stehen ein LKW L; mit einer Nutzlast von 1t
und ein LKW L, mit einer Nutzlast von 4 t zur Verfiigung. Der LKW L,
kann jahrlich hochstens 300, der LKW L, jahrlich héchstens 200 Fahrten
durchfithren. Die Transportkosten in Mark je Fahrt gehen fiir die LKW
L, und L, aus folgender Tabelle hervor:

L, L,
zur Fahrt nach B, und zuriick 10 20 .
zur Fahrt nach B, und zuriick 30 60

Dabei soll unberiicksichtigt bleiben, ob die Kosten je nach Beladung inner-
halb der zuldssigen Grenzen variieren.

Man ermittle die Anzahl der Fahrten pro Jahr jedes LKW zu jedem der
beiden Betriebe, bei der die gesamten Transportkosten moglichst gering
sind.

(4/11/1)
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4.

FUNKTIONEN, INSBESONDERE
TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

A.ld

A4.2

Die geordneten Paare (x,, y,) reeller Zahlen z,, v, (» =0,1,2,...) seien
wie folgt definiert:

=1 Yo=20
Tp4+1=Tn+ 2Yn Yn+1=2Tn + yufirn = 0.

Man beweise, daB fir alle natiirlichen Zablen » die Gleichung
zh — 295 = (= 1)

gilt.

(5/11.12/3)

Es sei n & 0 eine natiirliche Zahl. Eine Zahlenfolge werde kurz eine Folge
,»Fn‘ genannt, wenn » paarweise voneinander verschiedene Zahlen z,, ..., z,
existieren, so daBl folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Jedes Glied der Folge ist eine der Zahlen z,, ..., 2,.

2. Jede der Zahlen z,, ..., 2, kommt mindestens einmal in der Folge vor.
3. Je zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Glieder der Folge sind von-

einander verschiedene Zahlen.
4. Keine Teilfolge hat die Form (a, b, @, b) mit a < b.

Bemerkung:
Als Teilfolge einer gegebenen Folge

(%), %, T3, ...) oder (x,,xy, g, ..., Xs)
bezeichnet man jede Folge der Form

(Tmys Tmgs -+ ) oder (Tmys Tmys ---> xm)’ my < 8,

mit natirlichen Zahlen m; < m, < my < ....
Beantworten Sie folgende Fragen:

a)  Gibt es bei fest gegebenem n beliebig lange Folgen F,?

b)  Wenn Frage a) fiir ein # zu verneinen ist: Welches ist die groBt-
mogliche Anzahl von Gliedern, die bei diesem 7 eine Folge F,, haben
kann?

(6/11.12/4)



A43

Abh

A4S

A.L.é

Sechzehn im Dezimalsystem geschriebene natiirliche Zahlen mégen eine
geometrische Folge bilden, von der jedes der ersten fiinf Glieder neunstellig
ist. Die folgenden fiinf Glieder sind je zehnstellig. Das elfte bis vierzehnte
Glied haben je elf Stellen, und das fiinfzehnte und sechzehnte Glied sind
zwolfstellig. Man beweise, dafl es genau eine Folge mit diesen Eigenschaften
gibt.

(7/11.12/4)

Ermitteln Sie die Menge aller reellen Zahlen z, fur die
ax +b

fla)= cx +d

definiert ist, und geben Sie an, unter welchen notwendigen und hinreichen-

den Bedingungen fiir die Koeffizienten a, b, ¢ und d die Funktion f(z) im

gesamten Definitionsbereich streng monoton abnehmend ist!

Bemerkung: Eine Funktion f(z) heifit streng monoton abnehmend, wenn

fur jedes Wertepaar (z,, z,) mit x; < x, stets f(z;) > f(x,) gilt.

(4/11.12/3)

mit @, b, ¢, d reell und ¢ &= 0

Beweisen Sie: .

a)  daB der Ausdruck

[ — 1]
x I R —
I [/2* — 2z + 2
fiir alle reellen Zahlen z definiert ist und die durch y = f(z) fiir alle
reellen z definierte Funktion folgende Eigenschaften hat:
b)  Sie ist fir alle = 1 streng monoton wachsend.
) Sie hat den Wertevorrat 0 < y < 1.
d)  Thr Bild ist axialsymmetrisch.
(2/12/1)

Es seien a eine von Null verschiedene reelle Zahl und f eine Funktion mit
den folgenden Eigenschaften:

1.  Ist die Funktion f an der Stelle z definiert, so ist sie auch an den
‘Stellen 2 + @ und z — a definiert.
2. Fir alle z, fiir die die Funktion f definiert ist, gilt
1+ fx)
1 —f(z)
a) Es ist zu beweisen, daB die Funktion f periodisch ist, d.h., daB es
eine von Null verschiedene reelle Zahl b gibt, so daB
f(x) = { (x + kb)
fur alle & des Definitionsbereiches und fir alle ganzen Zahlen k gilt.
b)  Geben Sie fiir f(x) einen rechnerischen Ausdruck an, der die obigen

Eigenschaften hat!
(5/11.12/2)

f @+ a) =
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AL7

A.L38

A.L9

A.4.10

A.411

38

Es sei y = f(z) eine fiir alle positiven reellen Zahlen x definierte Funktion,
die fiir alle derartigen x folgende Gleichung erfiillt:
flx+1)=(=x+1):f(=). (*)
AuBerdem sei y = g(z) eine ebenfalls fiir alle positiven reellen z definierte
Funktion.
Fiir alle positiven reellen Zahlen x sei f(x) von 0 verschieden.
Beweisen Sie:
Die Funktion ¢ (x) = f(z) - g (%) erfiillt genau dann fiir alle positiven reellen
x die Gleichung
p+1)=(2+1) p@), (**)
wenn fir alle diese z-Werte g(z) = g (z + 1) ist.
(7/11.12/3)

Geben Sie alle Funktionen y = f(z) mit méglichst groBem Definitions-
bereich (innerhalb des Bereiches der reellen Zahlen) an, die dort der Glei-
chung

a-fl@*) + f(—a") = bx
geniigen, wobei b eine beliebige reelle Zahl, » eine beliebige ungerade natiir-
liche Zahl und a eine reelle Zahl mit |a] = 1 ist!
(7/11.12/4)

a) Man ermittle simtliche Funktionen y = f(z), die fiir alle reellen
Zahlen z definiert sind und der Gleichung
a - fz-1)+b-f(1 —2)=cx
(a, b, ¢ reelle Zahlen) geniigen, falls |a] & |b| gilt.
b)  Man diskutiere ferner den Fall |a| = [b].
(5/11.12/3)

Fiir das Polynom
f@)=(@—-1)(z—-2)(z—3) (z—4)
ermittle man alle reellen Zahlen £ mit folgender Eigenschaft:

a)  f(z) nimmt an der Stelle z = & seinen kleinsten Wert an.

b) f(z) nimmt an der Stelle x = & den groBten aller Funktionswerte von
J(x) im Intervall 1 < 2 < 4 an.

(6/11.12/2)

Die Zahl sin10° gentigt einer algebraischen Gleichung dritten Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten.

Man stelle diese (bis auf einen gemeinsamen Teiler aller Koeffizienten ein-
deutig bestimmte) Gleichung auf und ermittle ihre beiden anderen Wur-

zeln.
(4/11.12/3)



A.412

A.4.13

A.4A4

A.415

A.bA1é

A.LA7

Man beweise, daB

tan7°30' =16 + 12 - 13 -2
N o+ 12~ 18
(5/11.12/4)

Es ist das Produkt

sin5° - 8in15° - sin25° - 8in35° - sin45° . sin 55° - sin65° - 8in 75° - sin85°
in einen Ausdruck umzuformen, der aus natiirlichen Zahlen lediglich durch
Anwendung der Rechenoperationen des Addierens, Subtrahierens, Multi-
plizierens, Dividierens sowie des Radizierens mit natirlichen Wurzel-
exponenten gebildet werden kann.

(Beispiel dafiir: sin30° - sin60° = %]/?‘,.)
(7/11.12/3)

Berechnen Sie das Produkt
z = cos 20° - cos 40° - cos 60° - cos 80°

ohne Benutzung eines Tafelwerks oder eines Rechenstabes!
(4/12/1) -

Beweisen Sie, daB fiir alle reellen Zahlen z stets
sinx +cosx =+ 1,5

ist!

(2/11/2)

Es ist zu beweisen, daB fiir alle reellen Zahlen x des Intervalls 0 < x < =
die Ungleichung

sina:+isin2x +%sin3x>0

2
erfiillt ist.
(7/11.12/4)

Man beweise, daB fiir jede natiirliche Zahl n = 1 die folgenden Beziehungen
gelten:

12
1. sinx+sin3x+...+si.n(2n—1)x=sm nx

sin x
fiir alle reellen  mit sinz 3= 0 und

2. sing +sin3z + ... +sin(Zn — 1)z =0
fiir alle reellen x mit sinz = 0.

(5/11.12/3)



A.418

A.L19

A.4.20

AL

A4.22

A.4.23

40

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen z, fiir die
sindx + coslzx =1

gilt!

(2/11/3)

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen z mit 0 < z < 27, fiir die
cos?z - cos? 2z - cos? 3x + sin®x - sin? 22 - sin? 32 =
cos?x - cos? 2z + cos?z - cos? 3x + cos? 3z - cos? 2x

gilt!

(2/12/1)

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen z, fiir die
3 3
— g = —_ — Qin — r)2
1 — sin 5z (cos2 z — sin o x)
ist!
(3/11/2)

Man ermittle fiir jede reelle Zahl r alle reellen Zahlen 2, die die folgende
Gleichung erfiillen:

sin3x-cos(1—4x>+l
3 =0

sin(ﬁ—7> cs(n+x)+r
3 'T)T%\%

(3/11.12/4)

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, die die Gleichung
tan?x + cot?r = 6

erfiillen!

(4/11.12/3)

Es sind alle diejenigen in den Intervallen 0 < 2 < %und % <z <7 ge-

legenen reellen Zahlen x anzugeben, fiir die
f(x) =sin z + cos x + tan x + cot x
a)  positiv,
b)  negativ ist.
¢)  Gibt es einen kleinsten positiven Wert, den f(z) in den obigen Inter.

vallen annimmt, und wenn ja, welcher Wert ist das?
(6/11.12/3)



A.L.24

A.4.25

A.4.26

A.L.27

A.4.28

A.L.29

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen z, fiir die
sin?x + sin? 2z > sin® 3x

ist!
(3/11/1)

Ermitteln Sie alle positiven reellen Zahlen z, fiir die
1 1 S 8
sin?x  cos’z — 3

gilt!
(2/12/3)

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x des Intervalls 0 < x < 7, fiir die

tan 2z 2 cot 22
tanx cotx

1

IA

gilt!
(2/11.12/4)

Esist zu beweisen, daB fiir alle reellen Zahlen 2 aus dem Intervall 0 < 2 < g—
stets
sin x + cos x = ]/—2_"1/2 sinx - cosx
gilt.
(2/11/1)

Man ermittle alle Paare (x, y) von reellen Zahlen = und y, fiir die die Glei-
chung
sin (x + y) = sinz + siny

erfiillt ist.
(5/11.12/2)

Ermitteln Sie simtliche Paare reeller Zahlen (z, ), fiir die die folgenden
beiden Gleichungen gleichzeitig erfiillt sind :
r+y . z—y 1

3 ¥ T

cOo8

COS ¥ - CO8 y— .
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A.430 Ermitteln Sie alle Paare reeller Zahlen (z, ), fiir die
ginz +siny b
sinz — siny 3
und
7
rt+y= 3

néherungsweise (bis auf zwei Stellen nach dem Komma) gilt!
(4/11.12/2)

A.4.31 Man ermittle samtliche Paare reeller Zahlen (z, y), die die Gleichung
[sin (x — y) + 1] - [2cos 2z — y) + 1] =6
erfiillen.
(5/10/4)
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LOGISCH-KOMBINATORISCHE AUFGABEN

A51

A.5.2

AS5.3

A5.4

Bin Student und eine Studentin gehen in ein Café. Der Student bestellt
fiir sich ein Glas Milch und fiir die Studentin eine Tasse Kaffee. Er entnimmt
seinem Glas einen Teeloffel voll Milch und gieBt diesen in die Tasse mit
Kaffee. Sie riihrt den Inhalt ihrer Tasse gut um und entnimmt ihrem Kaffee-
Milch-Mischgetrink einen Teeloffel voll (gleiches Volumen wie vorher) und
gieBt ihn in das Glas des Studenten.

Hat sie am Ende mehr, gleichviel oder weniger (Volumenteile) Mileh in
ihrer Tasse als er (Volumenteile) Kaffee im Glas?

(3/11/1)

Ein Wiirfel wird aus 27 kleineren, untereinander gleich groBen Wiirfeln
derart zusammengesetzt, da in jeder Reihe 3 dieser kleinen Wiirfel neben-
einander liegen. Der zusammengesetzte Wiirfel wird angestrichen (die 27
kleinen Wiirfel waren vorher nicht angestrichen). Wieviel der kleinen Wiir-
fel haben jetzt keine, wieviel haben genau eine, wieviel haben genau zwei
und wieviel haben drei angestrichene Flichen?

Man 16se dasselbe Problem, wenn in jeder Reihe 4 bzw. n gleiche Wiirfel
nebeneinander liegen.

(1/11/1)

Es ist zu beweisen, daB 77 Telefone nicht so miteinander verbunden werden
konnen, daBl jedes mit genau 15 anderen verbunden ist.

(5/9/1)

Fiinf GefiBe enthalten je genau 100 Kugeln.

In einigen der GefiBe hat jede der Kugeln eine Masse von 10 g, wiahrend
in den iibrigen Gefiflen jede der Kugeln eine Masse von 11 g hat.

Wie kann man durch eine einzige Wagung feststellen, welche Gefille Kugeln
mit einer Masse von 10 g bzw. von 11 g enthalten?

(1/12/2)
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A5.5

A5.6

AS5.7

A58

Bei einem PreisschieBen hat ein Schiitze mit fiinf Schuf} auf einer 10-Ring-
Scheibe genau 40 Ringe erzielt. Bei jedem Schufl hat er mindestens 7 Ringe
getroffen.

Wieviel Moglichkeiten gibt es fiir die bei den einzelnen Schiissen erzielten
Ringe?

Bemerkung: Die Reihenfolge ist zu beriicksichtigen. So gelten z.B. 7, 7, 7,
9,10und 7, 7, 7, 10, 9 als verschiedene Moglichkeiten.

(3/9/2)

Beim Fufiball-Toto ,,13 + 1¢ ist auf dem Tipschein bei 14 Spielen anzu-
kreuzen, fiir welche Mannschaft man mit einem Sieg rechnet oder ob man
Unentschieden erwartet. Bei jedem Spiel gibt es drei Moglichkeiten: Sieg
der Mannschaft A, Sieg der Mannschaft B oder Unentschieden.
Welches ist die kleinste Anzahl ausgefiillter Tipscheine, unter denen sich
in jedem Fall ein Tip mit 14 richtigen Voraussagen befindet?

(3/10/1)

Klaus und Dieter vereinbaren das folgende Spiel:

Klaus nimmt genau 6 Bindféiden gleicher Lénge in eine Hand, so daf an

jeder Seite seiner Faust sechs Bindfadenenden herausragen. Dieter wird

aufgefordert, auf jeder Seite jedes Ende mit genau einem der ibrigen zu-

sammenzukniipfen. Stellt sich beim Offnen der Hand heraus, daB die Bind-

fiden einen einzigen ,,Ring*¢ bilden, so hat Dieter gewonnen, anderenfalls

hat Klaus gewonnen.

Wer von beiden hat die groBeren Gewinnchancen?

Stellen Sie dazu folgende Uberlegungen an:

a)  Wieviel verschiedene Moglichkeiten m, die Bindfadenenden zu ver-
kniipfen, gibt es iiberhaupt?

b)  In wieviel Fillen r erhilt man einen einzigen Ring?

¢)  Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit w, daB ein einziger Ring entsteht?

Bemerkung: w ist definiert als 7%, wobei m und 7 in a) und b) erklirt sind.

Dieter hat grofere Gewinnchancen als Klaus, wenn w > 0,5 ist. Beide haben
gleiche Gewinnchancen, wenn w = 0,5 ist.
(5/11.12/1)

Wieviel zweistellige, dreistellige und vierstellige Zahlen lassen sich maximal
mit den Ziffern

a) 1,2

b) 1,2,3

¢) 1,2,3,4

d) 1,2,3,4,...,n

durch Hintereinanderschreiben bilden, wobei die Ziffern auch mehrfach
benutzt werden diirfen und ein Zahlensystem mit einer Basis, die groBer

als » ist, vorausgesetzt wird?
(1/12/1)



AS5.9

A.5.10

AS5.11

A.5.12

n Schiiler seien in einer Reihe angetreten. Sie erhalten in dieser Reihen-
folge die Nummern 1, 2, ..., n.

Ein Umordnungsbefehl bestehe darin, da jeder Schiiler entweder einmal
seinen Platz mit einem anderen tauscht oder auf seinem Platz bleibt.

Man gebe zwei Befehle an, durch deren Hintereinanderausfithrung die An-
ordnung n, 1,2, ..., n — 1 entsteht.

(6/11.12/3)

In einer Ebene sind fiinf paarweise voneinander verschiedene Punkte ge-
geben, von denen keine drei auf derselben Geraden liegen. Je zwei dieser
Punkte sind entweder durch eine rote oder eine blaue Strecke so verbunden,
daB keine drei von diesen Strecken ein Dreieck derselben Farbe bilden.

a)  Beweisen Sie:

1.  Von jedem der fiinf gegebenen Punkte gehen genau zwei rote
und genau zwei blaue Strecken aus.

2.  Die roten Strecken bilden einen geschlossenen Streckenzug, der
alle fiunf gegebenen Punkte enthilt. Dasselbe gilt fiir die blauen
Strecken.

b)  Ermitteln Sie die Anzahl aller Moglichkeiten, die gegebenen fiinf
Punkte unter den Bedingungen der Aufgabe durch rote und blaue
Strecken zu verbinden ! -

(6/11.12/1)

Beim Schulsportfest hatten sich Christian (C), Bernd (B), Alfred (A) und
Dieter (D) fiir den Endlauf iiber 100 m qualifiziert. Auf Grund der Vorlauf-
zeiten rechnete man mit einem Einlauf ins Ziel in der Reihenfolge C B A D.
Damit hatte man aber sowohl die Plitze samtlicher einzelnen Liufer als
auch die Paare aller direkt aufeinanderfolgenden Laufer falsch vermutet.
Der Sportlehrer erwartete die Reihenfolge A D B C. Tatsdchlich kamen
genau zwei Laufer auf diesen erwarteten Plitzen ins Ziel.

In welcher Reihenfolge erreichten die Laufer das Ziel ?

(4/9/1)

Von vier Personen hat jede genau einen der Vornamen Arnold, Bernhard,

Conrad und Dietrich. Auch die Familiennamen dieser Personen lauten

Arnold, Bernhard, Conrad und Dietrich.

Ferner wissen wir folgendes:

a)  Bei keiner der vier Personen stimmt der Vorname mit dem Zunamen
iiberein.

b)  Conrad hat nicht den Familiennamen Arnold.

¢) Der Zuname von Bernhard stimmt mit dem Vornamen der Person
iberein, deren Familienname mit dem Vornamen der Person iiber-
einstimmt, die den Zunamen Dietrich hat.

Wie heifien die einzelnen Personen mit Vor- und Zunamen?
(3/10/2)
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Von sechs Schiilern, die an der zweiten Stufe der Mathematik-Olympiade
teilnahmen, erreichten genau zwei die volle Punktzahl. Die sechs Schiiler
seien zur Abkiirzung mit A, B, C, D, E und F bezeichnet.

Auf die Frage, welche beiden Schiiler die volle Punktzahl erreicht haben,
wurden die folgenden fiinf verschiedenen Antworten gegeben :

1) Aund C; 2) Bund F; 3) Fund A; 4) Bund E; 5) D und A.

Nun ist bekannt, daB in genau einer Antwort beide Angaben falsch sind,
wihrend in den iibrigen vier Antworten jeweils genau eine Angabe zu-
trifft.

Welche beiden Schiiler erreichten die volle Punktzahl?

(4/10/3)

Bei einem Spiel versteckt jede der drei Schiilerinnen Anna, Brigitte und
Claudia in threr Handtasche genau einen der Gegenstidnde: Ball, Bleistift,
Schere.

Dieter soll feststellen, wer den Ball, wer den Bleistift und wer die Schere
hat.

Auf seine Fragen erhélt er folgende Antworten, von denen verabredungs-
gemifB eine wahr, die beiden anderen falsch sind:

1. Anna hat den Ball.
2.  Brigitte hat den Ball nicht.
3. Claudia hat die Schere nicht.

Wie kann Dieter das Problem losen?
(3/9/3)

Bei einem Ritselnachmittag wird dem besten Jungen Mathematiker der
Klasse die Aufgabe gestellt, eine reelle Zahl zu erraten. Dazu werden von
seinen Mitschiilern nacheinander Eigenschaften dieser Zahl genannt:

Klaus: ,,Die Zahl ist durch 4 ohne Rest teilbar.

Inge: »Die Zahl ist Radius eines Kreises vom Umfang 2.

Ginter: ,»Die Zahl ist kleiner als 3.

Monika: ,,Die Zahlist Diagonalenlinge eines Quadratesder Seitenldnge 2.

Barbel: ,,Die Zahl ist irrational.¢

Peter: ,,Die Zahl ist der Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks der
Seitenlinge 2.¢

Ferner erfihrt er, daB von den beiden Schiilern Klaus und Inge bzw. Giinter

und Monika bzw. Birbel und Peter jeweils genau einer die Wahrheit ge-

sagt hat.

Wie heilt die Zahl?

(4/9/3)

Vier Personen A, B, C, D legten gemeinsam eine positive ganze Zahl fest.
Jede der vier gibt iiber diese Zahl drei Auskiinfte, von denen jeweils min-
destens eine wahr und mindestens eine falsch ist.
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Die Auskinfte lauten:

A:

D:

. Die Zahl ist durch 4 teilbar;

. sie ist durch 9 teilbar;

. das 11fache der Zahl ist kleiner als 1000.
. Die Zahl ist durch 10 teilbar;

. sie ist, groBer als 100;.

. das 12fache der Zahl ist gréBer als 1000.
. Die Zahl ist eine Primzah];

. sie ist durch 7 teilbar;

. sie ist kleiner als 20.

. Die Zahl ist nicht durch 7 teilbar;

. sie ist kleiner als 12;

. das 5fache der Zahl ist kleiner als 70.

CODD I CQODD = CORND = QD=

Wie lautet die Zahl?
(7/11.12/1)

In einer Arbeitsgemeinschaft einigen sich sechs Teilnehmer auf eine reelle
Zahl a, die der. siebente Teilnehmer, der vorher das Zimmer verlassen hat,
ermitteln soll. Nach seiner Riickkehr erhilt er folgende Auskiinfte:

U o=

6.

a ist eine rationale Zahl,

a ist eine ganzrationale Zahl, die durch 14 teilbar ist.

a ist eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 13 ist.

a ist eine ganzrationale Zahl, die durch 7 teilbar ist.

a ist eine reelle Zahl, die die folgende Ungleichung erfiillt
0 < a® + a < 8000.

a ist eine gerade Zahl.

Er erfihrt, daBl von den Auskiinften 1 und 2, 3 und 4 sowie 5 und 6 jeweils
eine wahr und eine falsch ist.

Wie lautet die Zahl a?

(4/12/3)

Jutta, Ginter und Klaus nehmen an der zweiten Stufe der Mathematik-
Olympiade teil.

(1)

(2)
)

Sie arbeiten (nicht notwendig in dieser Reihenfolge) in den Réumen
48, 49, 50.

Jutta und Ginter sind gleichaltrig, Klaus ist ein Jahr &lter als Jutta.
Thre drei Mathematiklehrer, Herr Adler, Herr Bir und Herr Drossel,
fihren in diesen drei Rdumen wihrend der Arbeit einzeln Aufsicht,
keiner jedoch in dem Raum, in dem sein Schiiler arbeitet.

Herr Bar hat den gleichen Vornamen wie sein Schiiler.

Die Nummer des Raumes, in dem Herr Drossel Aufsicht fiihrt, ist
das Eineinhalbfache seines Alters.

Giinters Raum hat eine héhere Nummer als der von Klaus.

Die drei Schitler sind zusammen gerade so alt, wie die Nummer des
Raumes angibt, in dem Jutta arbeitet.

Jutta kennt Herrn Drossel nicht.
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Welchen Vornamen hat Herr Bir?

In welchem Raum fiihrt er Aufsicht?

(Die Altersangaben erfolgen in vollen Jahren.)
(4/9/2)

In einem Abteil des Pannonia-Expresses befinden sich sechs Fahrgiste;
jeder von ihnen hat in einer der folgenden Stidte seinen einzigen Wohn-
sitz:

Berlin, Rostock, Schwerin, Erfurt, Cottbus und Suhl. Die Anfangsbuch-
staben ihrer Namen sind A, B, C, D, E und F (die Reihenfolge entspricht
nicht der Reihenfolge der Wohnsitze).

Aus Gesprichsfetzen entnehmen wir folgende Tatsachen:

1. Zwei Fahrgiste, und zwar A und der Berliner, sind Ingenieure.

2. Zwei Fahrgiste, und zwar E und der Rostocker, sind Dreher.

3.  Zwei Fahrgiste, und zwar C und der Schweriner, sind Kranfiihrer.

4. B und F sind aktive Sportler, der Schweriner treibt nicht Sport.

5.  Der Fahrgast aus Cottbus ist dlter als A, der Fahrgast aus Suhl ist
junger als C.

6.  Zwei Fahrgiste, und zwar B und der Berliner, wollen in Prag aus-

steigen. Zwei Fahrgiste, und zwar C und der Cottbuser, wollen bis
Budapest fahren.
Welches sind die Namen, Berufe und Wohnsitze der einzelnen Fahrgiste?

(1/9/3)

. Die Schiilerinnen Brigitte, Christina, Dorothea, Eva, Inge und Monika und

die Schiiler Anton, Fred, Giinter, Helmut, Jirgen und Kurt, die einer

_Laienspielgruppe angehoren, wollen einen Tanz auffiihren. Dabei wird zu

Paaren getanzt.

(1) In keinem Paar soll der ménnliche Partner kleiner als der weibliche
sein.

AuBerdem haben einige Teilnehmer noch verschiedene Wiinsche:

(2) Christina mochte nicht mit Anton tanzen, der kleiner als Brigitte
ist.

(3) Jiirgen mochte nur mit Dorothea oder Monika tanzen.

(4) Fred, der grofier als Helmut, aber kleiner als Anton ist, méchte nur
mit Eva oder Monika tanzen.

(6) Kurt, der weiB, daB Eva groBer als Anton ist, versucht, eine Eintei-
lung zu finden, die allen Wiinschen gerecht wird.

Geben Sie alle Moglichkeiten der Zusammenstellung dieser Schiiler zu

Tanzpaaren an, die die genannten Wiinsche und Bedingung (1) erfiillen!

Die Aufgabe ist dahingehend zu verstehen, daBl siamtliche Zusammen-

stellungen zu Tanzpaeren angegeben werden sollen, die auf Grund der An-

gaben nicht als unvertriaglich mit einer oder mehreren der gestellten Be-

dingungen (1) bis (5) ausgeschlossen werden miissen.

(6/9/2)
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[002170]

In einer IL 18 der Interflug, die von Budapest nach Berlin fliegt, sitzen
finf Fluggiste in einer Reihe nebeneinander. Jeder von ihnen hat genau
einen der Berufe: Journalist, Feinmechaniker, Lehrer, Kapitdn und Inge-
nieur und genau eine der folgenden Staatsangehérigkeiten: Polen, DDR,
Ungarn, Zypern und UdSSR. Sie sind 21, 24, 32, 40 und 52 Jahre alt, und
jeder von ihnen betreibt genau eine der Sportarten: Handball, Schwimmen,
Volleyball, Leichtathletik und FuBball.
Jeder von ihnen hat als Reiseziel genau eine der Stidte: Berlin, Leipzig,
Dresden, Karl-Marx-Stadt und Rostock. Aus den Gesprichen der Flug-
giste entnehmen wir die folgenden Angaben:

(1) Der Ingenieur sitzt ganz links.

{2) Der Volleyballspieler hat den mittleren Platz.

(3) Der Pole ist Journalist.

(4) Der Feinmechaniker ist 21 Jahre alt.

(5) Der Lehrer treibt Schwimmsport.

(6) Der Kapitin reist nach Rostock.

(7) Der Handballspieler ist aus der DDR.

(8) Der Fluggast aus der UdSSR hat das Reiseziel Leipzig.

(9) Der nach Berlin reisende Fluggast ist 32 Jahre alt.
(10) Der Leichtathlet hat das Reiseziel Karl-Marx-Stadt.
(11) Der Fluggast aus der DDR sitzt neben dem aus Ungarn.
(12) Der 52jahrige sitzt neben dem Reisenden, der nach Dresden fliegt.
(13) Der 24jihrige sitzt neben dem Reisenden, der nach Leipzig fliegt.
(14) Der Ingenieur sitzt neben demi Zyprioten.
a) Welche Staatsangehorigkeit besitzt der FuBballspieler?
b) Wie alt ist der Kapitin?
(4/12/1)

Bei einem Schachturnier mit 8 Teilnehmern spielte jeder gegen jeden ge-
nau eine Partie. Am Ende des Turniers haben alle Teilnehmer verschiedene
Punktzahlen erzielt. Der Spieler auf dem zweiten Platz hat genau so viele
Punkte gewonnen wie die letzten vier zusammen. Dabei erhielt man fir
einen Sieg 1 Punkt, fiir jedes Unentschieden 1/, Punkt und fiir eine Nieder-
lage keinen Punlkt.

Wie endete die Partie zwischen den Spielern, die den 4. bzw. 6. Platz be-
legten?

(6/9/1)

Vier Mannschaften A, B, C und D tragen ein FuBballturnier aus. Dabei
spielt jede Mannschaft genau einmal gegen jede andere, und es werden den
einzelnen Mannschaften fiir ein gewonnenes, unentschieden ausgegangenes
bzw. verlorenes Spiel 2, 1 bzw. 0 ,,Pluspunkte gegeben. Am Tage nach
dem Abschluf des Turniers hért Peter den SchluB einer Radiomeldung:
,,... Vierter wurde die Mannschaft D. Damit erhielten keine zwei Mann-
schaften gleiche Punktzahl. Das Spiel A gegen B endete als einziges unent-
schieden.*

Peter ist enttduscht, daB seine Lieblingsmannschaft, die an dem Turnier
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teilgenommen hat, in diesem Teil der Meldung iiberhaupt nicht erwahnt
wurde. Dennoch kann er aus den gehérten Angaben — wenn diese wahr
sind — und aus der Kenntnis des Austragungsmodus nicht nur die Pla-
zierung, sondern auch den Punktstand dieser Mannschaft ermitteln.

Wie ist das mdglich?

(7/9/1)

An einem Tanzabend hat jeder der anwesenden Herren mit mindestens
einer der anwesenden Damen getanzt und jede der anwesenden Damen mit
mindestens einem der anwesenden Herren. Kein Herr hat mit jeder der
anwesenden Damen und keine Dame mit jedem der anwesenden Herren
getanzt.

Es ist zu beweisen, daB es unter den Anwesenden zwei solche Damen
und zwei solche Herren gegeben hat, fiir die folgendes zutrifft: An diesem
Abend tanzte jede dieser beiden Damen mit genau einem dieser beiden
Herren, und jeder dieser beiden Herren tanzte mit genau einer dieser bei-
den Damen

(Es wird vorausgesetzt, da der Tanzabend nicht ohne Damen und Herren
stattgefunden hat, d.h., die Menge, die aus allen anwesenden Damen und
Herren besteht, ist nicht leer.)

(5/11.12/4)

Beweisen Sie den folgenden Satz:

Gegeben seien gewisse Gegenstinde, von denen jeder eine bestimmte Farbe
und eine bestimmte Form hat. Wenn es unter diesen Gegenstinden zwei
von verschiedener Farbe und zwei von verschiedener Form gibt, dann be-
finden sich unter den Gegenstdnden mindestens zwei solche, die sich sowohl
in der Farbe als auch in der Form unterscheiden.

(7/11.12/2)

In einer Weberei wird Garn von genau sechs verschiedenen Farben zu Stof-
fen von je genau zwei verschiedenen Farben verarbeitet. Jede Farbe kommt
in mindestens drei verschiedenen Stoffsorten vor. (Dabei gelten zwei Stoff-
sorten dann und nur dann als gleich, wenn in ihnen dieselben zwei Farben
auftreten.)

Beweisen Sie, daBl man drei Stoffsorten derart finden kann, daB jede der
sechs Farben in einer von ihnen auftritt!

(7/11.12/3)
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Die Zahlen seien 100 — a und 100 — b, 0 < a, b < 10. Nach PATAKI er-
hilt man:
(1) (100 — a) + (100 — b) = 200 —a — b.
(2) Die Streichung der 1. Stelle entspricht der Subtraktion von 100:
(200 —a — b) — 100 =100 —a — b.
(3) Man erhilt a - b.
4) 100100 —a —b)+a-b=100(100 — a) — b (100 — a)
= (100 — a) (100 — b).
Diese Methode ist also fiir alle Faktoren zwischen 90 und 100 giiltig.

Die natiirlichen Zahlen seien n, n + 1, # + 2, » + 3. Laut Voraussetzung
ist

n(n+1)(n + 2) (n + 3) = 110355024.
Daraus folgt

nt < 111000000, also
n < 104.
Andererseits gilt
(n+3%t>nn+1)(»n+2)(n+3)
(n + 3)* > 100000000
n + 3 > 100
n > 97,

also 97 < n < 104.

110355024 ist nicht durch 5 teilbar, folglich ist auch keine der gesuchten
Zahlen durch 5 teilbar.

Also ist » = 101. .

Die gesuchten Zahlen lauten 101, 102, 103, 104,

Eine Zahl endet dann und nur dann auf Null, wenn sie durch 10 =2.5
teilbar ist.
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50! enthélt genau 12mal den Faktor 5 (5, 10, 15, 20,25 = 5 - 5, 30, 35, 40
45,50 = 2. 5. 5) und mehr als 12mal die 2, also ist 50! durch 102, aber
nicht durch 108 teilbar.

50! endet also auf genau 12 Nullen.

Die vorgegebene Zahl enthdlt 9.1 + 90.2 + 1 - 3 Ziffern, also insgesamt
192 Ziffern. Genau 92 davon sollen in der zu bildenden Zahl enthalten
sein. Von zwei 92stelligen Zahlen, die mit verschiedener Anzahl von Neunen
beginnen, ist diejenige die groBere, die mit der groBeren Anzahl von Neunen
beginnt.
Vor der ersten in der Zahl auftretenden Neun stehen 8 von Neun verschie-
dene Ziffern, vor der zweiten weitere 19, vor der dritten, vierten und finf-
ten wiederum je weitere 19 von Neun verschiedene Ziffern.
Streichen wir diese, so sind insgesamt 84 Ziffern (8 + 4 - 19 = 84) ent-
fernt. Die Zahl beginnt dann so:

999995051525354555657585960 . ..

Es sind noch 16 Ziffern zu streichen.

Es ist nun nicht mehr mdoglich, die 19 Ziffern vor der nachsten (urspriing-
lich sechsten) Neun zu streichen, da dann mehr als 100 Ziffern entfielen.
Von zwei 92stelligen Zahlen, die mit 5 Neunen beginnen und an der sech-
sten Stelle verschiedene Ziffern haben, ist diejenige groBer, die an der sech-
sten Stelle die groBere Zahl enthélt: In unserem Fall kommt die Acht da-
fir nicht in Frage, da dann noch 17 Ziffern zu streichen wiren. An der sech-
sten Stelle kann also hochstens eine Sieben stehen. Das ist auch erreichbar,
wenn man die nichsten 15 Ziffern streicht. Entsprechend zeigt man, daB
als letzte Ziffer die auf die Sieben folgende Fiinf entfernt werden muB.

Die gesuchte Zahl lautet also

999997859606162 ... 979899100.

Die Quersumme der Zahl ist 300. Die Zahl 300 ist durch 3, nicht aber durch
9 teilbar, also ist auch die angegebene Zahl nach dem Satz iiber die Eindeu-
tigkeit der Primfaktorenzerlegung durch 3, nicht aber durch 9 teilbar. Da-
her kann sie keine Quadratzahl sein.

Die Anzahl der ,,Endnullen“ hingt von der Anzahl der Faktoren p, =
und p, = 5 ab; denn nur das Produkt der beiden Primzahlen 2 und
liefert eine Null.

Im angegebenen Produkt kommt die Zahl 2 genau

(1+2+ ...+ 100) mal,
die Zahl 5 genau
(1+2+...+ 98) mal
als Faktor vor.
Also hat die Zahl genau
98 - 99

1+2+...+98= — = 4851 ,,Endnullen‘.

2
5
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Wir beweisen zunichst den folgenden Hilfssatz:

Die letzte Ziffer jedes Produktes zweier natiirlicher Zahlen, deren jede (im
Dezimalsystem) die letzte Ziffer 6 hat, ist (im Dezimalsystem) die 6.

Ein Beweis besteht in der folgenden Rechnung:

(10a + 6) (106 + 6) = 10 (10ab + 6a + 6b + 3) + 6.

Dabher gilt
2100 — 2425 — 1625 = 16 - 256'2 = 16 - 256>°¢
=16-(10a + 6)® = 16 - (10a + 6)23 =16 - (10b + 6)3
=16 - (105 + 6) (10c + 6) = 16 - (10d + 6) = 10¢ + 6,
wobei a, b, ¢, d und e natiirliche Zahlen bedeuten. Daher endet 21 auf die
Ziffer 6.

Die angegebenen Potenzen lassen sich auch in der Form

(10 + 1)® + (10 + 2)8 + (10 + 3)® + (10 + 4)¢ + (10 + 5)5 + (10 + 6)®
schreiben. Allgemein gilt

(10 +a)¥ =10+ 6-105.-a + 15-104-a2+ 20-10%.a® + 15-102. a4 +

6.10.ab + ab.

Hier tritt bei allen Gliedern aufler dem letzten die 10 als Faktor auf. Alle
Glieder — auBBer dem letzten — enden also auf 0, und die Endziffer von
(10 + a)® ist gleich der Endziffer von a8.

18 endet auf 1,

2% endet auf 4,

3% endet auf 9,

48 endet auf 6,

58 endet auf 5,

6% endet auf 6,

also endet die angegebene Summe auf 1

Fir n = 2 gilt

2211 - 24,2n—2 — 16217,—2.
Da jede Potenz von 16 mit 6 endet, ist die letzte Ziffer von 22" im Falle n = 2
stets die 6 und die von 22" + 1 demzufolge die 7.

Wir beweisen zunichst folgenden Hilfssatz:
Sind a; und b; die vorletzte bzw. die letzte Ziffer der natirlichen Zahl z;
im Dezimalsystem, 7 = 1, 2, so stimmt die vorletzte bzw. die letzte Ziffer
von 2, - 2, mit der entsprechenden Ziffer von (10a, + b,) (10a, + b,) iiber-
ein.
Beweis: Auf Grund der Voraussetzungen gibt es zwei natiirliche Zahlen ¢,
und ¢, derart, daB

2; =100¢; + 10a; + b;, 1 =1,2,
gilt. Daraus folgt
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2, » 2z = 100 [100¢, ¢, + (10a, + by) ¢, + (10ay + by) ¢] +
(10a, + b;) (10a, + b,),

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt.
Berechnet man die letzten beiden Ziffern der Potenz 3% furn =1, 2, 3, ..., 20,
so erkennt man, daB die letzten beiden Ziffern von 3° gleich 67 und die von
3% gleich 01 sind.
Wegen 3% = (3%)% . 319 5ind dann die letzten beiden Ziffern von 3%? gleich
67. '
Durch Berechnung der letzten beiden Ziffern von 2™ firm = 1,2, 3, ..., 22
erkennt man, daB die letzten beiden Ziffern von 2% gleich 04 sind. Es gilt:

200 — (22)15 . 29,
Die letzten beiden Ziffern von (222)% sind also gleich den letzten beiden
Ziffern von

495 — 990 — (922)4. 92,
Die letzten beiden Ziffern von (222)4sind dieselben wie die von 44 = 28, und
zwar 56, und die letzten beiden Ziffern von 2° lauten 12.
Daher sind die letzten beiden Ziffern von 2% gleich den letzten beiden
Ziffern des Produktes 56 - 4 - 12. Die letzten beiden Ziffern dieses Pro-
duktes lauten 88, und damit sind die letzten beiden Ziffern von 3%%® — 299
gleich 79.

Es ist
7= 7 (mod 100),
7% = 49 (mod 100),
73 = 43 (mod 100),
7¢ = 1 (mod 100),
also
74 = 1 (mod 100),
74 -1 = 43 (mod 100),
wobei k eine beliebige natiirliche von Null verschiedene Zahl ist.
Nun ist

= —1 (mod 4), also 77 = — 1 (mod 4),

d.h.

77 =4m — 1,
wobei m eine von 0 verschiedene natiirliche Zahl ist. Daraus folgt
77" = 74m—1 = 43 (mod 100).
Da somit

7" = 74m-1= _1 (mod 4),
d.h.

77" = 4m’ — 1 (m’ natiirliche von 0 verschiedene Zahl)
ist, folgt weiter

777 — 714 =1 _ qam’ =1 = 43 (mod 100).
Daher ist die zu untersuchende Zahl

77" — 77" = 43 — 43 = 0 (mod 100),
d.h. durch 100 teilbar; jede ihrer letzten beiden Ziffern ist also 0.
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Sind p und ¢ Zéhler und Nenner eines Bruches der geforderten Art, so ist

g+ 0und —2 =04= % Daraus folgt

5p =2q. (1)
Folglich ist p gerade und ¢ durch 5 teilbar (wegen der Eindeutigkeit der
Primfaktorenzerlegung), also gilt wegen (1)

p=2r und g¢q =57
mit ganzzahligem r <= 0. AuBerdem gilt

ptqg="Tr =2 2)
mit natiirlichem s < 9.

Aus (2) folgt, daB s > 0 und durch 7 teilbar und damit gleich 7 ist. So-
mit muB r = 7, p = 14 und ¢ = 35 sein.

14
Wegen 14 + 35 = 49 = 72 und 5= 0,4 sind 14 und 35 und nur diese die

zu findenden Zihler und Nenner.

9—?

Indirekter Beweis: Angenommen, wire durch ¢ kirzbar (¢ ganz,

¢=+ 0, ¢c & + 1), dann miilite gelten
¢ — p = ¢-m (m ganzzahlig) und
¢ = ¢ - n (n ganzzahlig).
Daraus wiirde folgen
p=c(n—m)
Dann wiren jedoch p und g durch c¢ teilbar, was der Voraussetzung wider-
spricht.

Die erste von vier unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
sei n. Dann erhélt man folgendes Produkt:

n(n+1) @+ 2) @+ 3).
Durch Ausmultiplizieren und Addieren einer 1 ergibt sich

M+ 6n+ 1102+ 6n+ 1=+ 3n + 1)
also eine Quadratzahl. Damit ist gezeigt, daBl der in der Aufgabe formu-
lierte Satz richtig ist.

Es ist
1331 =1-10°+3-1024 3-10'+ 1 = (10 4 1)
1030301 =1-108+3-10%4+ 3102+ 1 = (1024 1)
1003003001 =1-10°+ 3-10%+ 3 -10%+ 1 = (10° + 1)3.
Folgen bei einer Zahl in der angegebenen Weise jeweils & Nullen direkt
aufeinander, so erhalt man

1.108+1) 4 3. 102+ 4 3. 10%41 4+ 1 = (10¥+1 4 1),
Also ist die angegebene Zahl eine Kubikzahl.
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Es seien @ und b die beiden ganzen Zahlen.
Da (@ + &) nach Voraussetzung durch 10 teilbar ist, ist auch
(@ + b) (@ — b) = a® — b2
durch 10 teilbar, d.h., diese Differenz endet auf Null. Das ist aber nur
moglich, wenn die Endziffern beider Quadrate iibereinstimmen.

m sei eine beliebige natirliche Zahl. Dann gilt:
_@_+ﬂz+i"_m(mﬁ+3m+2) _m(m+1)(m+ 2)
3 2 6 6 6 )
Von den drei unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen m,
m + 1, m + 2 ist wenigstens eine durch 3 teilbar. Mindestens eine dieser
drei Zahlen ist durch 2 teilbar, also ist das Produkt m (m + 1) (m + 2)
durch 6 teilbar. Da es nicht negativ ist, stellt der zu untersuchende Aus-

druck eine nattirliche Zahl dar.

1. Lésung
Gilt

mn + pg=r(m— p), rganz, (1)
so folgt wegen

oy Pgtpn

(mn + pg): (m p)—n+——m_p (2)
aus (1) und (2):

pg+ pn =s(m — p), sganz. 3)
Andererseits gilt

mn + m

(pg +mn): (=p +m) = —g + 2, @)
und aus (1) und (4) folgt:

mn + mqg=1%(m — p), tganz. (5)
Also gilt

pg + pn+ mn +mq= (s +t) (m —q),
woraus wegen (1)

mq +np=w(m — p), wganz, (6)
folgt. Umgekehrt folgt aus (6) wegen
+n
(mq +np): (m — q) = ¢ + L2 0

m—7p

pg +np=u(m— p), uganz, (8)
sowie wegen
m;l; -l_- 7;(1 )

mn + mq = v (m — p), vganz. (10)
Also gilt

pg+np+mn+mqg=(u+v)(m—q),
woraus wegen (6)

mn + pg =k (m — p), kganz,
folgt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(np+mg):(—p+m)=—n+

57



L.1.19

L.1.20

L.1.21

58

2. Losung
Wir setzen m — p = ¢. Dann gilt
mqg+np=qgE+p +tnp=tg+pn+q),
mn+ pg=n(+p)+pg=itn+pn+aq).
Hieraus folgt, daB jede der beiden linken Seiten genau dann durch ¢ teil-

bar ist, wenn p (n + ¢) durch ¢ teilbar ist. Es sind also entweder die beiden
linken Seiten durch ¢ teilbar, oder sie sind es beide nicht.

a sei eine beliebige dreistellige Zahl.

Die entstehende sechs- bzw. siebenstellige Zahl lautet dann
2a-1000 +a =2001-a=3-23:29.a.

Folglich ist sie durch 23 und 29 teilbar. Daher ist der Satz richtig.

Die Teilbarkeitsregel fiir die 9 besagt, dafl alle und nur diejenigen Zahlen,
die durch 9 teilbar sind, eine Quersumme haben, die durch 9 teilbar ist.
Hieraus folgt durch wiederholte Anwendung der Satz: Die letzte Quer-
summe einer positiven natiirlichen Zahl 2 ist genau dann 9, wenn 2z durch
9 teilbar ist.

Im Bereich der Zahlen von 1 bis 1000 gibt es genau 111 Zahlen, die durch
9 teilbar sind. Also haben genau 111 Zahlen in diesem Bereich die ,,letzte
Quersumme** 9.

Jede natiirliche Zahl 148t bei der Division durch 9 stets den gleichen Rest
wie ihre Quersumme. Da die Quersummen der beiden betrachteten Zah-
len gleich sind, bleibt bei der Division durch 9 in beiden Fallen dieser glei-
che Rest. Bei der Differenzbildung fallen diese Reste weg, so daB die Diffe-
renz den Rest 0 1dBt, d.h. durch 9 teilbar ist.

Angenommen, es giibe eine solche Zahl

2 = 10a + b mit natiirlichen Zahlen @, b und 0 < a < 10, b < 10,
so gilt die Gleichung

10a + b =a + b2

Dann muf3
9a =52 — b,
also
b -1
-—
sein.

Da a eine natiirliche Zahl ist und b sowie b — 1 nicht gleichzeitig durch 3
teilbar sein kénnen, muBl entweder b oder b — 1 durch 9 teilbar sein. Wegen
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b< 10 und &+ 0 kann b — 1 nicht durch 9 teilbar sein, also mufl b = 9
sein. a ist dann 8. Also kann nur die Zahl 89 die Bedingungen erfillen.
Da 89 = 8 + 92 gill, geniigt 89 wirklich den Bedingungen der Aufgabe.

Da die Summe ungerade ist, besteht das Produkt aus zwei geraden und einem
ungeraden Faktor. Jede gerade Zahl ist durch 2 teilbar. Von drei aufein-
anderfolgenden natirlichen Zahlen ist genau eine durch 3 teilbar. Von zwei
aufeinanderfolgenden geraden Zahlen ist genau eine durch 4 teilbar.

Das Produkt ist also durch 2, 3, 4, 6, 8, 12 und 24 teilbar und, wie das Bei-
spiel 24 = 2 . 3 - 4 zeigt, nicht immer durch eine weitere natiirliche Zahl.

Aus der Eigenschaft a) folgt, dal die gesuchte Zahl ein Vielfaches von 99
ist.

Aus der Eigenschaft b) folgt, daB die letzte Ziffer der gesuchten Zahl klei-
ner als die erste sein muB. Demnach kommen nur folgende Zahlen in Frage:

99 - 6 = 594,
99 .7 = 693,
99 .8 = 792,
99 -9 = 891. -

Bildet man % dieser Zahlen, so erhdlt man 132, 154, 176 und 198. Nur die

letzte Zahl entspricht der Bedingung b). Es gibt also nur eine einzige Zahl
mit den geforderten Eigenschaften, und zwar 891.

Laut Aufgabe gilt:
100a + 106 - ¢ = 13n (a, b, ¢, n ganz)

£
27°%<9, 0<c<9; n>0. (1)

0<a<9;, 0<b=

Daraus folgt:
c=2b—-a (2)
sowie
99a + 126 = 13=
13n — 99a n — 3a

b=—T—n—8a+ 2

3)
Mithin muB

n —3a =12m (m ganz)
gelten, woraus man

n=12m + 3a 4)
erhilt. Aus (3) und (4) ergibt sich

b=13m — 5a. (5)
Aus (2) und (5) folgt

c=26m — lla (6)
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und aus (5) und (6)
16a +b +c¢=39m,

woraus man unter Beriicksichtigung von (1)
17 < 39m < 162

erhalt. Daraus folgt

l=m=<4. (7)
Da m > 0 und ganzzahlig sein mu8, ergibt sich aus (6) und (1)
1l1la < 26m < 1la + 9. (8)

Mit Hilfe von (7) und (8) ermittelt man aus (5) und (2) als einzig mogliche
Zahlen 234, 468, 741 und 975, da jeder Wert von m in (7) genau einen Wert
fir a in (8) liefert. Da jede dieser vier Zahlen allen Bedingungen der Auf-
gabe geniigt, ist sie auch Losung.

Angenommen, es gibe eine derartige Zahl » mit m = 6x. Dann miiBte
deren erste Ziffer gleich 1 sein, weil die Ziffernanzahl von m = 6= gleich der
Ziffernanzahl von = ist. Daher wire die letzte Ziffer von m gleich 1, was un-
moglich ist, da 6n gerade ist.

Also gibt es keine Zahl, die den Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Nach der gegebenen Regel gilt, wenn a die letzte Ziffer von z bedeutet,
z—a=10(z + 2a),
also
z =10z, + 2la.
Daher ist z genau dann durch 7 teilbar, wenn 10z, es ist. Lit nun 2, den
Rest 7 bei der Teilung durch 7, wobei 0 < r < 6 gilt, so 148t z denselben
Rest wie 107, und dieser Rest ist dann und nur dann Null, wenn r = 0
ist (10p ist auf Grund der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung genau
dann durch 7 teilbar, wenn p durch 7 teilbar ist).
Die ,,Siebenerregel*“ ist also richtig. Ob sie allerdings schneller zum Ziel
fiithrt. als die iibliche Division durch 7, die bei Nichtteilbarkeit auch den
Rest liefert, hingt von der Ubung im Umgang mit der Regel ab.

Wenn es eine Zahl z gibt, die den Bedingungen der Aufgabe geniigt, so ist 3

1.  entweder vierstellig oder
2.  finfstellig oder
3.  sechsstellig,

da x eine zweistellige Zahl sein soll.
Da 2® mit denselben Ziffern in derselben Anordnung wie z beginnt, 1a8t sich
a? im ersten Falle in der Form schreiben:

#=100x +y mit 0=y <99,
d.h., es gilt
100z < 23 < 100z + 100
1002 < 22 < 100 (z + 1). 1)



L.1.29

Der zweite Fall liegt genau dann vor, wenn

#2=1000x +y mit 0=<y=<999, d.h

1000z < 2% < 1000 (z + 1), (2)
und der dritte Fall, wenn

2 =10000x +y mit 0=<y <9999, d.h.

10000z < 22 < 10000 (x + 1) (3)
gilt.
Aus (1) folgt wegen x 4 0

wosﬁ<1m@+£%

und wegen = = 10 gilt daher weiter:

100 (1 +l)§ 100(1 + l)= 110,
z 10

d.h. 100 < 22 < 110. Diese Beziehung ist nur fiir 2 = 10 erfiillt.
Aus (2) folgt

1000 < 22 < 1000(1 +%>§ 1100. 4)
(4) ist nur fiir x = 32 erfiillt.
Aus (3) folgt

10000 < 22,
Dies ist nicht moglich, da z zweistellig ist und daher 2?® hochstens 4stellig

sein kann.
Folglich sind wegen 10% = 1000 und 32° = 32768 die Zahlen 10 und 32

die einzigen, die der Bedingung der Aufgabe entsprechen.

Wenn es eine Zahl = der geforderten Art gibt, so a8t sie sich in der Form
x=10a + b (1)
mitae=1,2,...,9und b=0,1,2,...,9 schreiben, da z eine zweistellige
Zahl ist.
b = 0 kommt nicht in Frage, da dann die letzten drei Ziffern von 2® Null
wiren, was nur fir z = 0 moglich ist. Laut Aufgabenstellung sind alle
Zahlen z gesucht, fir die gilt:
2= 100n + 10a + b, (2)
wobei 7 eine natiirliche Zahl ist.
Wegen (1) gilt:

23 = 100043 + 300a?b + 30ab? + b2 {3)
Aus (2) und (3) folgt, daB b — b durch 10 teilbar ist, sich also in der Form
b — b = 10m, )

wobei m eine natiirliche Zahl ist, darstellen 1d8t.
Weiterhin folgt aus (2) und (3), daB3
30ab? + 56— b — 10a
durch 100 teilbar ist, sich also in der Form
30ab®+ b — b — 10a = 100%
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oder
3abz+g_—b-— a=10k (5)
10
darstellen 1dBt, wobei k eine natiirliche Zahl ist. Wegen (4) kommen fiir
b von den Ziffern 1, ..., 9 nur die Ziffern 1, 4, 5, 6 und 9 in Frage. Setzt man
diese der Reibe nach in (5) ein, so erhdlt man:
Fiir b = 1 ergibt sich @ = 5, d.h.

x = 5l.
Fiir b = 4 ergibt sich: a = 2, d.h.
x = 24.

Fiir b = 5 ergibt sich: @ = 2 oder a = 7, d.h.
x =25 oder x=175.
Fiir b = 6 folgt: a = 7, d.h.
x = T6.
Fiir b = 9 folgt: @ = 4 oder a = 9, d.h.
x =49 oder x=99.
Fir die Losung der Aufgabe kommen also nur die Zahlen 24, 25, 49, 51,
75, 76, 99 in Frage.
Durch Bildung der dritten Potenzen dieser Zahlen bestétigt man, daf} jede
von ihnen allen Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Es sei x die erste und y die letzte Ziffer einer derartigen Quadratzahl z.
Dann gilt
z = 1000z + 100z + 10y + y = 1100z + 11y = 11 (100x + ¥)
mtl<z<9 und 0Zy<9.
Daraus folgt 11|z und, da z Quadratzahl und 11 Primzahl ist, sogar 112|z.
Somit mufl gelten
11|1002 + y.
Nun ist
100z +y =992 +z +y,
und somit gilt
11|z + y.
Wegen der Einschrinkungen fiir « und y gilt
lsz+y<18
und damit
z+y =11
Daraus folgt
1002 +y =99z +xz+y=11 92 + 1)
und somit
z=112(9x + 1).
Da z Quadratzahl ist, mufl auch 92 + 1 Quadratzahl sein. Wegen 1 <z < 9
ist dies (wie man z. B. durch Berechnung der Zahlen 9z + 1 firz=1,2,...,9
feststellen kann) nur fiisr x = 7 der Fall.
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Umgekehrt fithrt « = 7 in der Tat wegen 9 -7 + 1 = 64 auf die Quadrat-
zahl

z=121-64 = 7744 = 882
Diese ist somit die einzige vierstellige Quadratzahl, die allen geforderten
Bedingungen geniigt.

Die Zahl z 148t sich im dekadischen System folgendermaBen darstellen:
z=a,10"+ a, 11071 4+ ... 4+ a,10' + a,10°,
wobei a,, ..., @, natirliche Zahlen kleiner als 10 sind und a, % 0 ist.
Da z durch 9 teilbar ist, ist die Quersumme
g=0a,+a,_1+...+a, +a,
von z durch 9 teilbar, und, da 2z durch 11 teilbar ist, ist die alternierende
Quersumme
¢ =a,—ay_1+ ... + (—1)a,
von z durch 11 teilbar.
Setzt man die Summe der positiven Summanden von ¢’ gleich @ und die
Summe der ibrigen Summanden gleich — b, so gilt
'=a—b=1lm und g=a+b=9k,
wobei a, b nichtnegative, k eine positive ganze Zahl und m eine ganze Zahl
bedeuten. Esist jetzt zu zeigen, dafl k + 1 ist.
Angenommen, es gelte & = 1, so folgt
a+b=9 und a—-05b=11m,

d.h.
9+ 11m
a= 12" 4
und
9—11m
b= —5—. (2)

Da a nichtnegativ und ganzzahlig ist, folgt aus (1), daBl 1 < m gilt. Da b
nichtnegativ und ganzzahlig ist, folgt aus (2), daB m < —1 gilt.

Diese beiden Bedingungen fiir m sind jedoch unvereinbar miteinander. Da-
her ist die Annahme % = 1 nicht richtig, und es ist k = 2, d.h., die Quer-
summe ¢ ist grofler als oder gleich 18.

Es sei
2=100c+d, d=10a + b und a, b, ¢ natirliche Zahlen

mitd<a<9 0=<0<09.
Dann gilt:
(100¢ + d)? = 100e + d, e natiirliche Zahl,
10000¢® + 200¢cd + d? = 100e + d
100e = 10000¢* + 200cd + d* — d
d?—d

— 2 -
e = 100c¢% + 2c¢d + 100
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Es ist ¢ genau dann ganzzahlig, wenn d (d — 1) durch 100 teilbar ist. Da d
und d — 1 nicht gleichzeitig durch 5 teilbar sein kénnen, muB einer der
beiden Faktoren durch 25 teilbar sein. Wegen d < 100 ergeben sich genau
folgende Moglichkeiten dafiir:

d d—1 100 | d2 —d
0 —1 ja
1 0 ja

26 24 ja

26 26 nein

50 49 nein

51 50 nein

76 74 nein

76 75 ja

Folgende geordneten Paare (a,b) und nur diese erfiillen die gestellte Be-
dingung: (0,0); (0,1); (2,5) und (7,6).

Da 5* = 625 dreistellig und 10* = 10000 fiinfstellig ist, kommen als Lésung
der Aufgabe nur die vierten Potenzen der Zahlen 6, 7, 8 und 9 in Frage.
Die Quersumme von 64 = 1296 ist 18.

Die Quersumme von 74 = 2401 ist 7.

Die Quersumme von 8% = 4096 ist 19.

Die Quersumme von 94 = 6561 ist 18.

Daraus folgt, daB die Zahl 2401 = 7* und nur diese den Bedingungen der

Aufgabe geniigt.

a) Esist a® fir x = 10 und % = 1 eine mindestens (» + 1)-stellige Zahl,
weil a2# = 10® + s mindestens (n + 1)-stellig ist. Daher kommen als
Losung nur solche Zahlen in Frage, deren Quersumme x < 10 ist.

b)  Ist z"eine k-stellige Zahl, so ist 2*+1 = 2 . x wegen x < 10 hochstens
(k + 1)-stellig.

c) Im Fall n = 1 erhilt man fir z* die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
und 9.

d) Im Fall n = 2 sei r = 2 die kleinste natiirliche Zahl, fiir die " eine

hochstens (r — 1)-stellige Zahl ergibt. Dann kénnen wir uns auf die
Betrachtung der Zahlen #2, 23, ..., 2" —1 beschrinken.

Fir z = 0,1, 2, 3 ist r = 2, also gibt es fiir diese Quersummen keine
derartigen Zahlen mit » = 2.

Da ferner alle Potenzen von 4 auf 4 oder 6, alle Potenzen von 5 auf 5
und alle Potenzen von 6 auf 6 enden und bei #n = 2 auBer dieser
Endziffer mindestens noch eine von Null verschiedene Ziffer vorkom-
men muB, kann es auch fiir x = 4, 5 und 6 keine derartigen Zahlen
geben.

Man braucht daher nur zu untersuchen, ob es fiir z = 7, 8 oder 9 sol-
che #n-stelligen Zahlen 2" gibt, deren Quersumme gleich  ist.
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Esserx=7.
Wegen

7% = 9 (mod 10},

7 = 3 (mod 10),

7t =1 (mod 10),

75 =7 (mod 10)
braucht man nur die Potenzen der Form

7™ mit m = 3 (mod 4)

und m = 0 (mod 4)

zu untersuchen. Nun ist
78 = 343 (Quersumme z > 7),
7= 2401 (Quersumme z = 7),

77 = 823543 (6stellig) und 7™ weniger als m-stellig fir m > 7.
Also ist 7* = 2401 die einzige derartige Zahl mit der Quersumme 7.
Es sei x = 8.
Wegen

8%2 =4 (mod 10),

8% = 2 (mod 10),

8¢ = 6 (mod 10),

85 = 8 (mod 10)

braucht man nur die Potenzen N
8™ mit m = 2 (mod 4), ~
m = 3 (mod 4),
m = 0 (mod 4)

zu untersuchen. Wegen
nlg8<n-0904<n—1firn=11

ist 8” fiir n = 11 hochstens (n — 1)-stellig.* Daher bleiben noch fol-
gende Fille zu untersuchen:

8 = 64 (Quersumme x > 8)
8% = 512 (Quersumme x = 8)
8 = ...096 (Quersumme x > 8)
88 =...144 (Quersumme x > 8)
87 = ...152 (Quersumme x > 8)
88 = ...216 (Quersumme z > 8)
810 = ...824 (Quersumme z > 8).

(Es geniigt eine Betrachtung der letzten drei Stellen.) Also ist 8% = 512
die einzige derartige Zahl mit der Quersumme 8.

* Losung ohne Verwendung von Logarithmen:
Fiir n = 11 ist 8! eine hochstens (n — 1)-stellige Zahl; denn es gilt

8" < 10n—11. 81,

also wegen

8l = 28 = 8. 2% = 8. (2103 = 8. 1024
< 8-1,03%-10° < 8-1,03-1,07-10°

< 8-1,11-10° < 8,88 . 10° < 10%,

8" < 107—11. 1010 = 10"71,
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Esseix=09.
Wegen

92 =1 (mod 10)
9 = 9 (mod 10)

braucht man nur alle Potenzen der Form
92m mitm=1,2,3...

zu betrachten.
Analoge Uberlegungen wie im Falle x = 8 ergeben:

Wegen

nlg9< 09544 .-n<n—1 fir nz=22
ist 9" eine hochstens (n — 1)-stellige Zahl.**

Es bleiben also zu untersuchen iibrig:

g2
g4
g6
98
glo
912 — |
9=
g6
g1e

g0 — .

T

ol

(Es genugt die Betrachtung der letzten vier Stellen.)
Also ist 9% = 81 die einzige derartige Zahl mit der Quersumme 9.

81
6561

.. 1441
.. 6721
.. 4401
.. 6481

4961

.. 1841
.. 9121

8801

{Quersumme z = 9)
(Quersumme z > 9)
(Quersumme x > 9)
{Quersumme z > 9)
(Quersumme x > 9)
{Quersumme z > 9)
(Quersumme z > 9)
(Quersumme x > 9)
(Quersumme z > 9)
(Quersumme x > 9).

Die gesuchten Zahlen sind also fiir
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

n=1:

n=2: 81
n=3: 512
n = 4: 2401.

Fir n = 5 gibt es keine derartigen Zahlen.

Die erste der 1000 natiirlichen Zahlen sei k. Dann erhélt man folgende

Summe:

k+k+1)+(+2)+ ... + (£4+999)=1000k + (1 + 2 + ... + 999).
In der Klammer steht die Summe aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 999.
Addiert man hier der Reihe nach 1 + 999, 2 + 998 usw. bis 499 + 501 und
beriicksichtigt den iibrigbleibenden Summanden 500, so erhilt man auf

der rechten Seite

** Lésung ohne Verwendung von Logarithmen:

Fiir n = 22 ist 9" eine hochstens (n” — 1)-stellige Zahl; denn es gilt

9" < 107—22, 922,

also wegen

922 — (0,9)54.0,81 . 102 < (0,592)%. 0,81 - 1022 = 0,34812 . 0,81 . 1022
< 0,35% . 0,81 - 1022 = 0,1225 - 0,81 - 1022 = 0,099225 - 1022 < 1021,

9" < 10"22. 102 = 10"°L
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1000% + (1000 - 499 + 500).

Dieser Ausdruck ist durch 500 teilbar, also ist auch die urspriingliche Summe
durch 500 teilbar.

Einfachere Losung:
Die Summe aus 500 geraden und 500 ungeraden Zahlen ist stets gerade.

Jedes in der Aufgabe genannte Produkt hat die Form
nm+1)n+2)(n+3)=nt+6n+ 1102+ 62
=nm+3n+1p2-1,
wobei n eine positive ganze Zahl ist.
Da
2+ 3npR < (n®+3n + 12— 1< 02+ 3n + 1)
gilt, iegt # (» + 1) (= + 2) (n + 3) zwischen den Quadraten von zwei un-
mittelbar aufeinanderfolgenden positiven ganzen Zahlen, nimlich denen von
72+ 3n und 72+ 3n + 1,
und kann daher selbst nicht das Quadrat einer positiven ganzen Zahl sein.

Laut Aufgabe gilt p, = p, + 2.
Also gilt:

Pt P=Pt2+p=2p,+2=2(p,+1).
Da jede Primzahl p, p > 3, eine ungerade Zahl ist, ist p, + 1 gerade und
P, + p, mithin durch 4 teilbar. Ferner sind p,, p, + 1 und p, + 2 = p,
drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, von denen somit genau eine
durch 3 teilbar ist. Da p, und p, Primzahlen groBer als 3 sind, ist keine von

beiden durch 3 teilbar. Also ist p, + 1 durch 3 und damit p, + p, =2 (p, +1)
durch 12 teilbar.

a)  p laBt sich folgendermaBen schreiben:
p=30g +7, qund r natiirliche Zahlen mit 1 < r < 29.

Fiir alle Zahlen 7, die durch 2, 8 oder 5 teilbar sind, ist 30¢ + r keine
Primzahl.

Daher kommen nur die Zahlen 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 als Rest r
in Frage, d.h., r ist entweder gleich 1 oder eine Primzahl.

b)  p laBt sich folgendermaBen schreiben:
p =60q + r, rund g patiirliche Zahlen mit 1 < r < 59.
Da sich die Primzahl 109 in der Form
109 =60-1 + 49
schreiben 18t und da 49 keine Primzahl und nicht 1 ist, gilt die Aus-
sage von a) nicht fiir b).
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Die vierstellige Zahl sei 2, die aus der ersten und zweiten Ziffer gebildete
Zahl sei a (@ ganz; 0 < a < 100).
Dann gilt:

= 100a + a = 10la.
Das heifit, es gilt 101 |z. Nur fiir @ = 1 ist z Primzahl. Das ergibt das Zei-
chen 0101.
Da 101 Primzahl ist, so folgte, falls z eine Quadratzahl wire, aus 101|z
auch 1012|z.
Das ist aber nicht méglich, da sonst wegen 1012 > 10000 die Zahl z min-
destens fiinfstellig sein miiBte.

Angenommen, p sei eine Primzahl, fiir die 2p + 1 Kubikzahl ist. Dann
gilt 2p + 1 = 23, wobei z éine natiirliche Zahl ist.
Da 2p + 1 ungerade ist, ist z auch ungerade. Es gilt daher z =2n + 1
(n natiirliche Zahl), also

20+1=(2n+1)>=8n%+ 1202+ 62 + 1
und damit

2p=2n (4n* + 6n + 3)
und

p=mn(4n®+ 6n + 3).
Da p Primzabl und der Faktor 4»% + 6n + 3 eine natiirliche Zahl groBer
als 2 ist, muBl » = 1 sein.
Firn = 1ist

p=1-(4-12+6-1+3)=13
Primzahl und 2 .13 + 1 = 27 tatsidchlich Kubikzahl. Die einzige Prim-
zahl p, fir die 2p + 1 Kubikzahl ist, ist daher die Zahl 13.

294 1 = 2 ist nicht Kubikzahl. Fir » = 1 ist die Zahl 2" + 1 ungerade.
Angenommen, 2" + 1 sei eine Kubikzahl, so ist sie die dritte Potenz einer
ungeraden Zahl, die sich in der Form 2% + 1 darstellen lat, wobei k eine
natiirliche Zahl ist.
Es gilt also

2n + 1 = (2k + 1)% (1)
Da die Zahl 2 + 1 fiir » = 1 nicht Kubikzahl ist, mul man in (1) » > 1
und % > 0 annehmen.
Nun folgt aus (1)

20+ 1 =8+ 12k + 6k + 1,

2" = 2k (442 + 6k + 3),

2n-1 =k 4k + 6k + 3).
Der zweite Faktor der rechten Seite ist eine ungerade natiirliche Zahl, die
groBer als 3 ist. Diese Zahl miifite, da % eine von Null verschiedene natiir-
liche Zahl ist, Teiler von 27~ sein. Das ist aber wegen der Eindeutigkeit
der Zerlegbarkeit jeder natiirlichen Zahl =2 in Primfaktoren nicht még-
lich. Wir erhalten einen Widerspruch, also ist keine der Zahlen z der Form
27 4+ 1 Kubikzahl.
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Es seien a und b die Ausgangszahlen, a = b.

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

3|a oder 3|b.
Dann gilt auch 3|ab.

a und b lassen bei der Division durch 3 gleiche Reste, d.h. ent-
weder

a=1(mod3) und b =1 (mod 3)

oder

a=2(mod3) und b =2 (mod 3).

Dann gilt 3|a —b.

a und b lassen bei der Division durch 3 verschiedene Reste, d.h.
entweder N

a=1(mod3) und b =2 (mod 3)

oder

a=2(mod3) und b=1 (mod 3).

Dann gilt 3|a + b.

Die Quadratzahl sei a?, wobei a ganzzahlig ist. Dann kénnen folgende Fille
eintreten.

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

a=3n, nganz. -
Dann ist a® = 97 und daher a? durch 9 teilbar.
a=3n+1,nganz.
Dann gilt
a?2=9n%*+6n +1=3(3n*+ 2n) + 1.
a? 1iBt also bei Division durch 3 den Rest 1.
a=3n+2, nganz.
Dann gilt
a?=9n%*+ 120 + 4
=33n+4n+1)+ 1.
a? 1aBt also bei Division durch 3 den Rest 1.

Andere Fille sind nicht méglich.

a)  Beweis durch Ausfithrung der Division:
(@—-a):(@a®+a*+a)=a*—-a*+a—1, a+0.

b) Beweis durch Umformen des Ausdrucks (a7 — a):
(@ —a)=a(a®—1)

=a(@®+1)(@-1)
=a@+1)(ea—1)(@*+a+1)
=(@+1)(@—1)(@®+ a®+ a).
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Da fiir 720 folgende Primzahlzerlegung gilt:

720 = 24. 3%. 5,

ist zu zeigen, dafB das Produkt von 6 beliebigen unmittelbar aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen durch 24, 32 und 5 teilbar ist.

Von sechs unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen sind ge-
nau drei durch 2, davon mindestens eine durch 4, genau zwei Zahlen durch
3 und mindestens eine durch 5 teilbar.

Demnach ist das Produkt von sechs unmittelbar aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen durch

2t.32.5 =720

teilbar.

Die zu untersuchende Zahl ist

2)

b)

d)

z=m-n.(m—n)-(m+ n). (m?+ n?.
Behauptung:
z ist durch 2 teilbar,

Beweis:

Sind m, n nicht beide ungerade, so enthilt z einen geraden Faktor,
némlich m oder #. Sind m, n beide ungerade, so enthilt z den geraden
Faktor m — n.

Behauptung :
z ist durch 3 teilbar.

Beweis:

Ist eine der Zahlen m, n durch 3 teilbar, so auch z. Lassen m, n, bei der
Division durch 3 denselben Rest, so ist m — 7, also auch z, durch 3
teilbar.

LéaBt eine der Zahlen m, n bei der Division durch 3 den Rest 1, die
andere den Rest 2, so ist m + =, also auch 2z, durch 3 teilbar.

Behauptung:
z ist durch 5 teilbar.

Beweis:

Ist eine der Zahlen m, » durch 5 teilbar, so auch z. Lassen m, n bei
Division durch 5 denselben Rest, so ist m — n, also auch z, durch 5
teilbar.

LaBt eine der Zahlen m, n bei der Division durch 5 den Rest 1, die
andere den Rest 4, so ist m + %, also auch z, durch 5 teilbar; dasselbe
gilt, wenn eine der Zahlen m, » den Rest 2, die andere den Rest 3
1486. LaBt schlieBlich eine der Zahlen m, n bei der Division durch 5
den Rest 1 oder 4, die andere den Rest 2 oder 3, so laf3t das Quadrat
der erstgenannten Zahl den Rest 1, das Quadrat der letztgenannten
Zahl den Rest 4; also ist dann m? + 7n? und somit z durch 5 teil-
bar.

Behauptung :
z ist durch 30 teilbar.
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Bewets:
Es ist 30 =2.3.5, und da 2, 3, 5 zu je zweien teilerfremd sind,
folgt die Behauptung aus a), b) und c).

n sel eine beliebige natiirliche Zahl. Dann ist zu zeigen, daB
B+n+1P+(n+2P=m+23+3n2+3n+1+n+6n%+12n + 8
=3 (n®+ 3n?+ 6n + 3)
=3[3 (»*+ 1)+ n (n* + 5)]
durch 9 teilbar ist.
Wir beweisen die Behauptung dadurch, dafl wir zeigen:
n (n? + 5)
ist fir alle natiirlichen Zahlen » durch 3 teilbar.
1. Fall: » ist durch 3 ohne Rest teilbar:
n = 3k.
Dann ist
n (n? + 5) = 3k (9% + 5)
durch 3 teilbar.
2. Fall: n 14Bt bei der Division durch 3 den Rest 1:
n=38k+1.
Dann ist
n(nt+ b)) = (3k + 1) (9% + 6k + 6)
=33k +1)3Bk+2k+2)
durch 3 teilbar.
3. Fall: »n 148t bei der Division durch 3 den Rest 2:
n=3%k+2.
Dann ist
n(n?+ 5) = (3k + 2) (9k> + 12k + 9)
=33k +2)Bk+ 4k + 3)

durch 3 teilbar.
Daraus folgt, dal »® + (n + 1) + (n + 2)® stets durch 9 teilbar ist.

Esgiltz =n3 + 11n = n (n? + 11).
Die Division durch 6 wird zuriickgefiihrt auf die Division durch 2 und
durch 3.
a)  Ist n gerade, so ist die zu untersuchende Zahl durch 2 teilbar.
Ist n ungerade, also von der Form n = 2k + 1, k natiirliche Zahl,
so ist
n?+ 11 = 4k* + 4k + 12
gerade, d.h. durch 2 teilbar.
b)  LiBt n bei der Division durch 3 den Rest 1 (n = 3% + 1; & natiir-
liche Zahl), so laBt
nf=9k+ 6k +1
den Rest 1.
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LiaBt » bei der Division durch 3 den Rest 2 (n = 3%k + 2; k natiir-
liche Zahl), so 148t
nt=9k*+ 6k +4= 9%+ 6k +3)+1
ebenfalls den Rest 1.
Daraus folgt, daB »2 + 11 in beiden Féllen durch 3 teilbar ist.
Aus a) und b) folgt: n® + 11x ist durch 6 teilbar.

n ist nach Voraussetzung eine ungerade Zahl, also gilt n = 2k + 1, wobei
k eine ganze Zabl ist.

Nun ist
n—1=@4k+4k+1)-1
=4k + 4k
=4k (k + 1).

Da von zwei unmittelbar benachbarten ganzen Zahlen stets eine gerade ist,
ist das Produkt k (¢ + 1) durch 2 teilbar.
Daraus folgt, da »% — 1 fiir alle ungeraden » durch 8 teilbar ist.

Es gilt:
W+3nt—n—-3=n*n+3)— (n+3)

=(n+3)#n-1)

=n+3)(n+1)n-1). (1)
Da n ungerade und die Summe zweier ungerader Zahlen stets eine gerade
Zahl ist, ist jeder der Faktoren n + 3,z + 1, n — 1 durch 2 teilbar.
AuBlerdem ist genau eine der Zahlen # + 1 oder » — 1 durch 4 teilbar.
Da weiter von drei unmittelbar aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen stets
genau eine durch 3 teilbar ist, ist von den Zahlen » — 1, #, » + 1 und damit
auch von den Zahlen n» — 1, n + 1, n + 3 genau eine durch 3 teilbar.
Damit ist das Produkt (1) durch 2 -2 .4 .3 = 48 teilbar.

Wegen
a?—1=(a+1)(a—1)fir jedes a
gilt:
28 _ ] — (2126 4 1). (2128 — 1)
= (22 4+ 1)- (24 + 1) (24— 1)

= (21284 1) (244 1) (2924 1)- (284 1). (28 4+1)- (204 1)
22+ 1)-(2+1)-(2-1).
Die angegebene Zahl ist folglich keine Primzahl. Primfaktoren sind z.B.
3, 5,17, 257.
Bemerkung: 216 + 1 ist Primzahl, wihrend 2% + 1 durch 641 teilbar ist.
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Es gilt:
z = 19631 — 1963 — 1963 (19631% — 1)
= 1963 (1963%2 + 1) - (19634 + 1) - (19634 — 1).
Wegen
a*—1=(a—1)(a*"1+ak-2+ ...+ 1)
fir jedes positive ganze k und jedes a sowie
aF+1=(@+1)(@-1—at-2+..+1)
fir jedes ungerade natiirliche k& und jedes a gilt:
z = 1962 - 1963 - 1964 . P,
wobei P das Produkt der iibrigen Faktoren ist.

Wegen

1962 = 2-.32.109

1963 = 13 - 151

1964 = 24. 491
ist z durch 2, 3, 13, 109, 151, 491 teilbar.
Es gilt

196319 — ] = (1963%)%1 — 1.
Die letzte Ziffer von 1963¢ ist 1, deshalb ist auch 1 die letzte Ziffer von
(19634)#1. Daher ist die letzte Ziffer von 1963'%4 — 1 gleich 0, damit ist diese
Zahl durch 5 teilbar, und deswegen ist auch z durch 5 teilbar.
z ist also durch alle angegebenen Primzahlen teilbar.

Da fiir 45 die Primzahlzerlegung 45 = 3%. 5 gilt, ist zu zeigen, daB die
Summe 21% + 39 durch 3% und 5 teilbar ist.

Die letzte Ziffer von 21 ist fiir jedes natiirliche » gleich 1, und die letzte
Ziffer von 3927 +1 ist fiir jedes natiirliche  gleich 9.

Daher ist die letzte Ziffer der Summe gleich 0 und die Summe damit durch 5
teilbar. Weil sowohl 21% als auch 392! durch 32 teilbar ist, ist auch die Summe
durch 32 teilbar. Also ist 213 -+ 392 durch 45 teilbar.

Bemerkung: Wegen 21 =1 (mod 20), 39 = — 1 (mod 20) ist 21% 4 392! =
=1% 4 (— 1)1 =0 (mod 20), und wegen 21%° 4 3921 — 321 (739 . 318 4 ]321)
ist 2199 4 392! gogar durch 32 . 20 teilbar.

1. Losung :
Da 72 = 8 - 9 gilt, ist zu zeigen, daB z durch 8 und 9 teilbar ist.
Weil #» eine positive gerade Zahl ist, 1at sich n schreiben als n = 2m mit
positiv ganzzahligem m. Daher ist
z2=3m432.7=9(32m-247)
durch 9 teilbar.
Setzt man 2k = 2m — 2 = 0, so ist
2=903%4+7)=9(3%—-1 + 8).
Es gilt
3% —1=(3—1)@3*+1).
3t — 1 und 3% + 1 sind zwei unmittelbar aufeinanderfolgende gerade Zah-
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len, daher sind beide durch 2, eine von ihnen durch 4, das Produkt also
durch 8 teilbar. Deshalb ist auch die Summe
3% —14+8=(3—-1)(3*+1)+8
durch 8 teilbar und damit auch 2.
Also ist z = 32" + 63 durch 8 - 9 = 72 teilbar.

2. Losung :
Beweis durch vollstindige Induktion:
a) Firn =2 gilt 32 4 63 = 72 = 0 (mod 72).
b) Angenommen, fiir n = 2k sei
32 + 63 = 0 (mod 72).
Es ist zu beweisen, daB dann 3* + 63 auch fir n = 2k + 2 durch 72
teilbar ist.
3%+2 4+ 63 = 32. 3% + 63
=32(3% 4 63) — 772
= 0 (mod 72).
Aus a) und b) folgt, daB die angegebene Zahl fiir alle positiven geraden Zah-
len durch 72 teilbar ist.

Es ist

1049 - 58 = 60842 = 31 - 1965 — 73.
Daher gilt:

737 + 1049 . 58" = 73" 4+ (31 - 1965 — 73) 5871

= T3 (73"~ — 587—1) + 31.1965- 5871,

Da n ungerade ist, ist n — 1 gerade und in der Formn — 1 = 2k mit k = 0
und k ganzzahlig darstellbar.
Es ist deshalb

73n-1 — 5871 = (732)F — (58%)F = 5329% — 3364%.
Da a* — b* fiir natiirliche Zahlen n durch a — b teilbar ist, ist 5329* — 3364%
durch 5329 — 3364 = 1965 teilbar.
Daher ist auch

73 (73"~ — 587—1) + 31 - 1965 - 68n—1
durch 1965 teilbar, d.h., 73* 4 1049 . 58" ist durch 1965 teilbar.

Mit Hilfe bekannter Potenzgesetze wird der Ausdruck umgeformt:
fn) =5.5m.2:.9n + 32.3n.2.9m
=20.50" + 18- 12
=20 (38 + 12)» + 18 - 127,
Nach dem binomischen Lehrsatz gilt:

(38 + 12)7 = 38" + (’f) 38n-1.12 4 ... + (nL) 3812014 120,
Daher kann man f(n) in folgender Form schreiben:
f(n) = 20 [38” + (;”) 387 -1.12 4 ... + (n’_“ 1)38 : 1211-1]
+20.120 4 18 - 128
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= 2O~38[38”—1 + (;”)38"-2-12 + ---+(nf 1)12n—1] + 38 12n,

d.h. f(n) = 19¢, wobei g eine positive ganze Zahl ist.
Also ist f(n) durch 19 teilbar.
Bemerkung : Fiir alle ganzen positiven Zahlen n ist f(n) sogar durch 2% +2. 19
teilbar, denn es ist
f(n) = 9n+2 (52n+1 + 3n+2, 21;—1),
so dafB f(n) sowohl durch 27+2 als auch durch 19 teilbar ist.

Es gilt

rP-1=@+1)@E-1).
Da alle Primzahlen aufler p = 2 ungerade sind, ist jede der beiden Zahlen
p + 1 und p — 1 durch 2 teilbar.
AuBerdem ist genau eine der Zahlen p — 1, p + 1 durch 4 teilbar, da p als
ungerade Primzahl entweder die Form 4n + 1 oder 4n + 3 (» ganz) hat.
Also ist p2 — 1 durch 8 teilbar.
Da weiter von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen stets genau
eine durch 3 teilbar ist, ist von den Zahlen p — 1, p, p + 1 genau eine
durch 3 teilbar.
Da p als eine Primzahl, die groBer-als 3 ist, nicht durch 3 teilbar sein kann,
ist entweder p — 1 oder p + 1 durch 3 teilbar.
Damit ist

P-1l=@+L(-1)
durch 8 und durch 3 teilbar.
Da 8 und 3 teilerfremd sind, ist > — 1 auch durch das Produkt 8 - 3 = 24
teilbar.

Jede nichtnegative ganze Zahl n 1aBt sich in genau einer der folgenden
Formen darstellen:

n=3k oder n=3k+1 oder n=3k+ 2.

Dabei ist k eine nichtnegative ganze Zahl.
Fur n = 3k gilt:
2 = 5%k — 4% — (53)1: — (43)1»'.
Da o™ — b™ fir alle nichtnegativen ganzen Zahlen m stets durch a — b
teilbar ist, ist (5%)% — (43)* durch 5% — 43 = 61 teilbar.
Fir n = 3k 4 1 gilt:
2 =B+l _ 4Bk+1 — 5 .53k _ 4. 48k
2 = 5 (5% — 43%) 4 49,
In diesem Falle ist z nicht durch 61 teilbar, da der Summand 5 (5% — 4%%)
durch 61 teilbar ist, der Summand 43* aber nicht.
Fir n = 3k + 2 gilt:
2= B¥k+2 __ 43k+2 — 53k .95 _ 43k. 16
2= 25 (6% - 4%) + 9. 43,
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d.h., in diesem Falle ist z ebenfalls nicht durch 61 teilbar, da der Summand
25 (5% — 4%) durch 61 teilbar ist, der Summand 9 - 4% aber nicht.

Die Zahl z = 57 — 4 ist also genau dann durch 61 teilbar, wenn n durch 3
teilbar ist.

2.1)

2.2)

2.3)

Es geniigt zu zeigen, daBl p — s durch 30 teilbar ist. Mit p — s ist ndm-
lich auch p = (p — s) + s durch 30 teilbar.

Es ist

p—s=(a5—a)+ (@—a)+ ... + (a5 — a,).
Dafirallek(k=1,2,...,n)

di=af— o = ag(@— 1) (@ + 1) (@ + 1) (1)
gilt, und da alle a; ganze Zahlen sind, ist jedes d; sowohl durch 2 als
auch durch 3 teilbar, d.h., jedes d; ist durch 6 teilbar.
Ebenfalls kann man zeigen, daB jedes dj auch durch 5 teilbar ist.

1. Weg _

Wenn a;, = 0 (mod 5) ist, so ist dy, = 0 (mod 5).

Wenn a; = 1 (mod 5) ist, so ist wegen (1) dy = 0 (mod 5).
Wenn a; = 2 (mod 5) oder wenn a; = — 2 (mod 5) ist,

80 ist af = —1 (mod 5), d.h.

a} + 1 = 0 (mod 5), und daher ist d; = 0 (mod 5).

2. Weg

Ist a; durch 5 teilbar, so ist wegen (1) auch d; durch 5 teilbar. Ist az
nicht durch 5 teilbar, so 1aB8t sich fiir jedes dieser a; genau eine der
folgenden Darstellungen angeben:

a) ap = 5bk +1 5
b) ap=056b—1;
C) a, = 5b;, + 2;
d) a, = 5bk -2
(dabei ist by, eine ganze Zahl).
Im Fall a) ist in (1) @z — 1 und damit auch di durch 5 teilbar.
Im Fall b) ist in (1) a; + 1 und damit auch d; durch 5 teilbar.
Im Fall ¢) ist in (1)
a;+ 1 =25bf + 20b, + 5 = 5 (5bf + 4b; + 1)
und damit auch d durch 5 teilbar.
Im Fall d) ist in (1)
a}+ 1 =25b% — 206, + 5 =5 (503 —4b,+ 1)
und damit auch d; durch 5 teilbar.
Folglich ist bei beliebigem ganzzahligem a; das entsprechende d
durch 5 teilbar.
Da alle d;, sowohl durch 6 als auch durch 5 teilbar sind und da ferner

5 und 6 teilerfremd zueinander sind, sind alle d; und damit neben
p — s auch p durch 30 teilbar.
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1. Bewezs:

Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen.

Aus der Voraussetzung folgt:

a) a+b+c=0(mod2)und

b) @+ b+ c¢=0 (mod3).

1.  Wegen a) sind entweder alle drei Zahlen gerade, damit sind auch die
Kuben und deren Summe gerade; oder genau eine der Zahlen ist
gerade, dann sind zwei der Kuben ungerade, der dritte gerade; die
Summe der Kuben ist in beiden Féllen durch zwei teilbar:

a® + b + ¢* =0 (mod 2).
2. Wegen b) gilt
(@ +b + ¢)? =0 (mod 3)
und damit

a4+ B+ B+ 6abc+ 3a2b + 3a%c + 3ab® + 3ac? + 3b%¢ + 3bc?
=0 (mod 3).

\

Daraus folgt aber

a®+ b + ¢ =0 (mod 3).
Aus 1. und 2. folgt:

a® + b + ¢ = 0 (mod 6).

2. Bewets:

LaBt eine natiirliche Zahl x bei der Division durch 6 den Rest r (0 < r < 5),
dann 148t 22 auch den Rest 7, wie man fiir die einzelnen Filler =0,1,2,3,4,5
leicht ausrechnet. Daher erhilt man das schirfere Resultat

A+ B+ cd=a+b+ c(mod6).

Vorausselzung: 3|a? 4 b* mit ganzen Zahlen @ und b, d.h. a® + =0 (mod 3).
Behauptung: a = 0 (mod 3) und b = 0 (mod 3).
Indirekter Beweis:
1. Fall: a = 1 (mod 3), d.h. a®* = 1 (mod 3).
Wegen der Voraussetzung miifite dann 5% =2 (mod 3) sein, was
fiir keine Quadratzahl moglich ist.
2. Fall: @ = 2 (mod 3), d.h. a® =1 (mod 3).
Der Beweis erfolgt analog zum 1. Fall.
Also gilt: @ = 0 (mod 3) und folglich auch b =0 (mod 3).
Der Satz ist also richtig.

Da 60 = 3.4 -5 gilt, ist zu zeigen, daB das Produkt P = xyz durch 3, 4
und 5 teilbar ist, wenn
22+ y? =2 (1)
gilt.
1. Teilbarkeit durch 3.
Bei der Division natiirlicher Zahlen durch 3 treten als mogliche Reste
die Zahlen 0, 1 oder 2 auf und daher bei der Division der Quadrate
dieser natiirlichen Zahlen durch 3 nur die Reste 0 und 1.
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Die maglichen Reste der Summe der Quadrate zweier natiirlicher Zah-
len sind daher 0, 1 oder 2.

Wegen (1) kann 22 + g2 nur die Reste 0 oder 1 haben, d.h., minde-
stens eine der Zahlen 22, ¥% hat den Rest 0 und ist damit durch 3
teilbar.

Aus 3|a? oder 3|y folgt 3|z oder 3|y, und damit teilt 3 das Produkt
P=zyz

Teilbarkeit durch 5.

Bei der Division natiirlicher Zahlen durch 5 kommen als Reste die
Zahlen 0, 1, 2, 3 oder 4 vor und daher bei der Division der Quadrate
dieser natiirlichen Zahlen nur die Reste 0, 1 oder 4. Die moglichen
Reste der Summe zweier Quadrate natiirlicher Zahlen sind daher
0,1, 2, 3 oder 4.

Wegen (1) kann 22 + y? nur einen der Reste 0, 1 oder 4 haben, und
daher hat mindestens eines der Quadrate 22, * oder 22 den Rest 0
und ist somit durch 5 teilbar.

Wegen des Satzes iiber die eindeutige Zerlegbarkeit einer natiirlichen
Zahl in Primfaktoren ist daher weiter mindestens eine der Zahlen z,
y oder 2z durch 5 teilbar und damit auch das Produkt P.

Teilbarkeit durch 4.

Zunichst ist mindestens eine der Zahlen z, y oder z gerade; denn die
Annahme, z, ¥ und z (und damit auch «?, 42, 2?) wiren ungerade Zah-
len, fibrt zv dem Widerspruch, daB 2? + y? = 22 als Summe zweier
ungerader Zahlen eine ungerade Zahl wire.

Ist 2z gerade, so sind entweder

a) z und y gerade — in diesem Falle teilt 4 das Produkt P — oder

b) =z und y ungerade.
In diesem Falle lassen sich z, y und 2 schreiben als
z=22"+1und y=2y% + 1 und z = 22,
wobei z’, y’, z’ beliebige natiirliche Zahlen bedeuten. (1) ist
dann dquivalent mit
42?4+ 42' +1 +4y2+ 4y + 1 =422 bzw. mit
4 @24+ +y?+y)+ 2 =422
Dies ist ein Widerspruch, da eine natiirliche Zahl nicht gleich-
zeitig durch 4 teilbar sein und bei der Division durch 4 den
Rest 2 lassen kann.
Also ist Fall b) nicht moglich.
Ist z ungerade und eine der Zahlen x oder y gerade, so kann
0. B.d. A. z als gerade vorausgesetzt werden. Dann ist y ungerade.

z =2z
y=2y +1} (z,y,2 sind natirliche Zahlen)
z=22+1

(1) ist dann gleichbedeutend mit:

42+ 4y2+ 4y’ ' +1=422+42+1
und weiter mit

22=22+2 —y?— 1y,
d.h., 2’2 ist als Summe von vier ungeraden Zahlen gerade, und daher
ist auch ' durch 2 teilbar. Wegen = = 2z’ ist daher = durch 4 teilbar
und damit auch das Produkt P.
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Wenn a eine solche natiirliche Zahl ist, daBl a'® — 2 und ¢! — 69 durch
73 teilbar sind, dann folgt einerseits die Teilbarkeit von @'® — 2q durch 73,
also die Existenz einer ganzen Zahl r mit

a®l — 2g = 737,
und andererseits die Existenz einer ganzen Zahl s mit
al® — 69 = 73s.
Daraus folgt:
2a —69=73(s— 1),
also die Existenz einer ganzen Zahl ¢ mit
2a = 69 + 73t,
2¢a =69 +734+73 (1),
2a =142 + 73 (t — 1).

Da 2a — 69 ungerade ist, muB auch ¢ eine ungerade Zahl sein. Dann ist
t — 1 gerade, also von der Form

t—1=2n, nganz,
und es gilt:

2a =142 + 2n - 73,
also

a="7+73n.

Als Rest, den a bei Division durch 73 14Bt, kommt demnach héchstens die
Zahl 71 in Frage.

Zusitzlich wird noch gezeigt, da 71 als Rest tatsichlich méglich ist, d.h.,
daB (mindestens) eine Zahl ¢ mit den in der Aufgabe genannten Eigen-
schaften existiert. Dies kann folgendermaBen geschehen:

Es ist:
71 = —2 (mod 73),
71° =(—2)0=-~512=—-7-73 - 1=—1 (mod 73),
719 = (— 1)1 = —1 (mod 73),
71190 = 2 (mod 73),
710! = — 4 = 69 (mod 73).
Wenn allgemeiner ¢ = 71 (mod 73) ist, also
a = —2 (mod 73)
ist, gilt
a® = 2 (mod 73),
a®l = —4 (mod 73).
Folglich ist
a®— 2 =2 —2=0(mod 73),
@l — 69 = —4 — (—4) = 0 (mod 73).

Also geniigen genau alle natiirlichen Zahlen @ = — 2 (mod 73) allen Bedin-
gungen der Aufgabe.
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Angenommen, es gibe zwei natiirliche Zahlen #,, y, derart, da
N =af + 4y}
Primzahl ist, dann sind x, und g, gréBer als Null, und es gilt:
N = 2§ + 495 = (25 + 290)° — 425y
= [(a§ + 295) + 270Y,] [(#5 + 293) — 22,¥,]
= [@o + 9o + 93] - [(@o — %)* + ¥3]-
Aus der Annahme, daBl N Primzahl ist, folgt, daB genau einer der Fak-
toren '
(@ + Yol + yo oder (x, — o) + Y5
gleich Eins ist.
Wegen z, > 0 und y, > 0 ist
(zo+ Yo+ y5> 1.
Daher mufl
(@~ Yo + y5 =1
sein. Daraus folgt
To=Yo= 1.
Wenn es ein Paar (z,, y,) natiirlicher Zahlen gibt, das den Bedingungen
der Aufgabe geniigt, dann ist es das Paar (1,1) und kein anderes.
Dieses Paar liefert uns die Primzahl N = 5.

Angenommen, a,, ..., a, seien vier Zahlen der gesuchten Art. Dann gelten
fiir die nach Aufgabenstellung gebildeten Zahlen d,, ..., dg die Gleichungen
dy=4d, + d,,
ds = dy + dy,

dg=d, + dy + dj.

Nun sind héchstens folgende Falle moglich:

1. Fall: d,, d,, d, sind ungerade Primzahlen. Dann ergibt sich der Wider-
spruch, da8 d, und d; gerade und gréBer als 2, also keine Prim-
zahlen sind. Daher scheidet dieser Fall aus.

2. Fall: d,, d,, d, sind gerade Primzahlen (also ist jede gleich 2). Dann er-
gibt sich der Widerspruch, daB d,, d;, d4 keine Primzahlen sind.

3. Fall: Von den Zahlen d,, d,, d; ist genau eine gerade (also gleich 2). Dann
ergibt sich der Widerspruch, dafl dgq gerade und gréBer als 2 ist.

4. Fall: Von den Zahlen d,, d,, d, sind genau zwei gerade (also ist jede
gleich 2).

a)  Unter diesen befindet sich d,. Dann ergibt sich, dal entweder d, oder

ds gerade und grofler als 2 ist, also ein Widerspruch.

b) d,=d;=2; d,ungerade Primzahl.

Dann folgt d, = dy = dy + 2 und dg = d, + 4. ‘

Nun ist von drei ganzen Zahlen der Form d,, d, + 2, d, + 4 stets eine durch

3 teilbar.

Beweis: Beim Teilen von natiirlichen Zehlen durch 3 kénnen nur die Reste 0, 1 oder 2

auftreten.

Tritt beim Teilen von d, der Rest 0 auf, ist d, durch 3 teilbar.

Tritt der Rest 1 auf, ist (wegen 1 + 2 = 3) d, + 2 durch 3 teilbar.

Tritt der Rest 2 auf, ist (wegen 2 + 4 = 6) d, + 4 durch 3 teilbar.

Die einzige Primzahl, die durch 3 teilbar ist, ist die 3. Da aber d, > 1 ist,

also d, + 2 und d, + 4 grofer als 3 sind, verbleibt nur die Moglichkeit

d, = 3.
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Hiernach folgt weiter
a,=a, +d;=a, +2,
ay=a,+d,=a, +5,
a,=az+d,=a, +7.

Daher kénnen a,, ..., @, nur dann den Bedingungen der Aufgabe geniigen,
wenn sie von der Form
a,=n, ay=n+2, ag=n+5, a,=n+7 (1)

mit einer natiirlichen Zahl » sind.
Umgekehrt geniigen je vier Zahlen der Form (1) in der Tat den Bedingungen
der Aufgabe; denn fir sie ist jede der Zahlen

d,=a,—a,=2, dy=a,—a,=3,

dy=ay,—a,=2, di=a,—a,=5,

dg=a;—a, =5, dg=a,—a, =17
Primzahl.

Bezeichnet man mit [z] die groBte ganze Zahl, die nicht gréBer als x ist,
80 betridgt die Anzahl der durch 5 teilbaren Zahlen, die kleiner als 1000
sind

999
[?] = 199. -
Entsprechend ergibt sich fiir die Anzahl der durch 3 teilbaren Zahlen
999
3 |= 333.

Dabei wurden aber die Zahlen, die sowohl durch 3 als auch durch 5 teilbar
sind, doppelt gerechnet. Thre Anzahl ist
999
15
Von den 999 Zahlen sind also
999 — 333 — 199 + 66 = 533
Zahlen weder durch 3 noch durch 5 teilbar.

= 66.

Angenommen, es gibe verschiedene Darstellungen einer natiirlichen Zahl z
in der verlangten Form, dann wére

!+ oyl =z + y,!, (1)
wobei x,, y;, und z,, y, von Null verschiedene natiirliche Zahlen sind mit
<y, und z,=<y,.

Aus z, = z, wiirde y, ! = y, ! folgen und wegen ¥, y, + 0 also y, = ¥,.
0O.B.d.A. kann daher z, < 2, angenommen werden. Dann gelten folgende
Darstellungen :

=2+ k
r=2,+h
Y=+ m

wobei %, k und m natiirliche Zahlen mit @)
h=0,m=0 und k = 1 sind.
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Wegen (2) 148t sich (1) schreiben als

o+ (@ + B = (2, + B 4 (2, + & + m)! (3)
bzw. in der Form
[+ (2 + 1) (2, + 2) ... (2, + )] 4)

=xl(@+1) ...+l +(@+b+1).. (&+Fk+m)].
Wegen z,! + 0 ist daher (4) dquivalent mit
1+ (@ +1)...(x, + 4) (5)
=@+ D ...(x,+ B+ (2, +E+1)... (&, + &k +m)].
Fiir 2 > 0 ist die rechte Seite der Gleichung (5) durch «; + 1 teilbar, die
linke Seite aber nicht; aus diesem Widerspruch folgt, daB in diesem Falle
(1) nicht gelten kann.
Fiir & = 0 ergibt sich aus (3)
2z =zt (2 + 1) (@ B)[1 + (2 + B+ 1) ... (2, + & + m)]
und wegen z,! == 0

2=(x;+ 1) ...(z; + B)[1 + (@, + e+ 1)... (z; + k& + m)]. (6)
(6) ist ebenfalls ein Widerspruch, da die rechte Seite. von (6) wegen
5 +1=2 .

und
14+ @+k+1).. (&;+k+m)=2,
(die letzte Beziehung gilt wegen m = 0) grofler oder gleich 4 ist.
Also gibt es nicht zwei verschiedene Darstellungen einer natiirlichen Zahl z
in der Form

z=z!l 4+ y!
mit positiven ganzen Zahlen z, y und x < y.

Angenommen, log,6 wire eine rationale Zahl. Dann gibt es zwei teiler-
fremde ganze Zahlen p, ¢ mit ¢ > 0, so daB

p

log,6 = 7 1)
gilt. Hieraus folgt nach der Definition des Logarithmus

2 =6, @
Diese Aussage ist dquivalent mit

29 — 6¢

=(2-3).

Also miifite

20-0 — 3¢
gelten.
Es sei p — ¢ = n. Dann ist » ganz, und es miilite

2n = 3¢

gelten, woraus wegen ¢ > 0 folgt, daBl n > 0 sein muBl. Daraus ergébe sich
239, was nicht wahr ist. Also ist log, 6 keine rationale Zahl.



2. GLEICHUNGEN

L.2.1 Der Divisor sei . Dann erhilt man aus der Probe:
57z + 52 = 17380
x = 304.

Anstelle der 0 mull aber eine 6 stehen; es ergibt sich also
57 . 364 + 52 = 20800.

Die Aufgabe heiBlt
20800 : 364 = 57 Rest 52.

L.2.2 In jeweils 24 Stunden klettert die Maus um
1 1 1 '

nach unten, die Katze um
1 3
1 Elle — y Elle = T Ellen

nach oben. Die Tiere kommen sich also um
13

3 1
y Ellen + 3 Elle = = Ellen

naher. Das gilt aber fiir den Tag der Begegnung nicht, hier entfillt das niacht-
liche Zuriickweichen. Am letzten Tag kommen sich die Tiere um

1 3
1 Elle + 0l Elle = 5 Ellen

néiher. Also befinden sich die Katze und die Maus nach « Tagen genau dann
in gleicher Hohe, wenn

13 3
(x — 1)1—2+§= 60,
d.h., wenn
x =55
ist.
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L.2.4

L.2.5

Es sei a < b. Dann gilt:

ab— 100 _ 0g 227
a a
@b — 1000 _ .-y , 308

a a

Daraus erbilt man @ = 327 und b = 576.
Durch Einsetzen iiberzeugt man sich, daB dieses die gesuchten Zahlen a
und b sind.

Bezeichnet man mit « die Zahl der verflossenen Tage, so gilt die Gleichung
r 3656 —x
g3 ~°F

Man erhilt daraus « = 146. Das Datum ist der 26. 5.

Es bezeichne ab.cd .efgh das Geburtsdatum und 7 £ das Alter von Herrn X.
Es seien also

a und & die Ziffern fir den Tag,

¢ und d die Ziffern fiir den Monat,

e, f, g und k die Ziffern fur das Jahr und

¢ und k die Ziffern fiir das Alter.

Dann muBl gelten:

e =1, und f kann nur 9 oder 8 sein, da die Anzahl der Lebensjahre von
Herrn X zweistellig sein mufl und er demnach nach 1799 geboren wurde.

¢ = 0, da es nur 12 Monate gibt und die 1 bereits vergeben ist.

a = 2, da ein Monat hochstens 31 Tage haben kann, die 0 und die 1 ver-
geben sind, und somit 30 und 31 auch nicht in Frage kommen.

I.8eif=29.
/Dann mufB gelten
A) 10g + Ak + 10i + k = 66,
falls Herr X nach dem 30. 5. Geburtstag hat,
B) 10g + & + 10¢ + k& = 67 andernfalls.
Aus A) folgt, daBl entweder
a) ¢g+:1=6 und A+k=6 oder
b) ¢g+¢=5 und A+ k=16gilt.
Aus B) folgt, daB entweder
¢c) g+t=6 und hA+k= 7 oder
d) g+i¢=5 und k4 k=17 gilt.

Aus den noch vorhandenen Ziffern ist keins der vier Gleichungspaare rea-
lisierbar.
Die Annahme f = 9 ist falsch.
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11, Sei f = 8.
Dann gilt, dhnlich wie oben,
C) 10g+% +10¢+ k =166 oder
D) 109+ 2+ 10: + k = 167.
Aus C) folgt, daB entweder
e) ¢g+¢t=16 und R+ %k
fy ¢g+¢=15 und A +k
Aus D) folgt, daB entweder
g) g+¢=16 und A+k= 7 oder
h) g++¢+=15 und %+ k=17 gilt.
Mit den noch vorhandenen Ziffern ist nur
g)  realisierbar.
Folgende vier Verteilungen sind moglich:
g=9 und =7 h=4 und k=3
g=71mdi=9}1md{h=3 und k=4.
Das Alter von Herrn X kann damit 73, 74, 93 oder 94 Jahre sein. Von die-
sen Zahlen ist nur 73 Primzahl. Es ergibt sich damit folgende Verteilung:
=8, 1=7, k=3, ¢g=9 und k=4
Fiir b und d stehen nur noch die Ziffern 5 und 6 zur Verfiigung.
Aus g) folgt, weil es aus D) hervorgegangen ist, da8 Herr X vor dem 30. 5.
Geburtstag hatte.
Damit ist d = 5 und b = 6. -
Herr X wurde am 26. 05. 1894 geboren und ist 73 Jahre alt.

Bezeichnet man das jetzige Alter der Tante in Jahren mit %, das des Bru-
ders mit b, das der Schwester mit ¢, die Anzahl der seit dem im ersten Satz
genannten Zeitpunkt verflossenen Jahre mit « und die Anzahl der seit dem
im zweiten Satz genannten Zeitpunkt verflossenen Jahre mit y, dann kann
man die in der Aufgabe enthaltenen Aussagen in der folgenden Form schrei-
ben:

k—xz=0b+s (1)

s—x=0b 2)

kE—y=s. 3)
Aus (1) und (2) folgt

k=2s, (4)
aus (3) und (4) folgt

y=3s.

a) Vor y Jahren war die Schwester 0 Jahre alt.
b)  Die Tante ist jetzt 2y Jahre alt, also doppelt so alt, wie die Schwester
jetzt ist.

Bezeichnet man die urspriinglich vorhandene Anzahl Kirschen mit z, so
kann man folgende Aufstellung machen: Jiirgen nimmt
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es verbleiben
o a:_—|-_2 _ 22 — 2
3 3 )
Renate nimmt
20 — 2 1 22+10
2+ ( 3 2) 3 9 °
es verbleiben
22 -2 2x+10 4x-—16
3 9 9
Christine nimmt
4z —16 1 42— 16
9 3 21
es verbleiben
4z — 16 4:1:—16_8.7:—32

9 27 27
Laut Aufgabe gilt
8z — 32
- =42
x o7 4
und somit
x = 58.

Es befanden sich anfangs 58 Kirschen in der Schiissel.

Wenn die Gleichung (*) eine Losung 2, besitzt, so gilt:
a@e+1)+b az+bd
c@g+ 1) +d cxy+d’
cxg+1)+d=+0, cxy+d=+0.

Daraus folgt
[@a(xg+ 1) + 0] (cxyg + d) =[c (zg + 1) + d] (az, + b), 2)
c® + d? > 0, weil ¢ und d nicht gleichzeitig Null sein konnen,

(1)

und weiter
ad =be, 2+d2>0. (3)

Wenn (*) eine Losung besitzt, so muBl (3) gelten, und umgekehrt, wenn (3)

gilt, dann hat (*) eine Losung; denn aus (3) folgt, daB fiir alle reellen Zah-

len x, sicher (2) gilt, und daraus folgt weiter:

I Ist ¢ = 0, dann ist wegen (3) auch @ = 0 und d & 0. Also ist fir jede
reelle Zahl z, sicher (1) erfiillt.

II. Ist ¢ + 0, dann ist die Gleichung (1) fiir jede reelle Zahl x, mit

1O erfiillt.

d d
x°=i=—?und XoE —

d+c

To=— " und %, = — sind nicht Lésung von (*).
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Angenommen, die Gleichungen hétten beide die Losung z,, dann ist x, 3 0,
und es gilt

g+ 1323 + 2027 + 172, + 7 =0 (1)

b +af — Baf+ 1lzy—7=0. (2)
Durch Addition erhilt man aus (1) und (2):

628 + 1423 + 122% + 282,= 0 (3)
bzw. wegen x, = 0

6z} + 1423 + 122, + 28 = 0. (3a)
Durch Subtraktion erhilt man aus (1) und (2):

1223 + 2823 + 6z, + 14 = 0 baw. (4)

6x) + 1423+ 32, + 7 =0. (4a)
Aus (3a) und (4a) folgt durch Subtraktion:

92y + 21 =0,
d.h.

21 7
Ty=—9="7 (5)
7

Als gemeinsame Losung des Gleichungssystems kommt nur der Wert — 3

in Frage.
Durch Einsetzen in die beiden Ausgangsgleichungen bestitigt man, da

xr=— %Lésung ist.

Ist (a, b) ein Paar reeller Zahlen, fir das
a+b=ab (1)

ab=3 2)

gilt, so folgt aus (2), daB b =+ 0 ist, und danach aus (1),daB a = 0, und aus
(2), daB »* = 1 ist. Also gilt

a) b =+1
oder

b) by=-1.
Fall a) fahrt zu

a+l=a

und damit zu einem Widerspruch.
Fall b) ergibt

a—1=-a
a—l
2

als einzig mogliche Losung. Durch Einsetzen in (1) und (2) zeigt man, daBl
(%, - 1) Losung und damit das einzige Paar reeller Zahlen ist, das alle
Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
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Wenn
m+n=111, 10=<m=<90, 10=2<99
gilt, mufB sogar
12=m=<99, 12=n=<99
sein. Wegen m = 111 — n ergeben sich so die 99 — 11 = 88 geordneten
Paare (111 — n,n), n = 12,13, ..., 99.

Die gegebene Gleichung ist dquivalent mit jeder der folgenden Gleichungen:

a+bec=a?+ac+ab+be

a@+b+ec—1)=0. (1)
Da das Produkt zweier Zahlen dann und nur dann Null ist, wenn wenig-
stens einer seiner Faktoren Null ist, folgt, daBl

a=0 oder a+b+c—-1=0
sein muB, und umgekehrt ist in jedem dieser Fille die Gleichung (1) und
damit die gegebene Gleichung erfiillt. Die vorgegebene Gleichung ist also
erfiillt fiir alle Zahlentripel (a. b, ¢) mit

1. a = 0 und reellen Zahlen b und ¢ und

2. reellen Zahlen a, b und ¢, fir die
a+b+c=1

gilt.

In allen anderen Fallen ist sie nicht erfiillt.

Z, + 2, = a und x, - ¥, = b sind die Beziehungen im ViETAschen Wurzelsatz
fiir die quadratische Gleichung der Form

2—axr+b=0.

Diese Gleichung besitzt dann und nur dann reelle Losungen, wenn die Dis-
kriminante

—a\?
p=(5) -sz0
ist, d.h., wenn

at—4b=0
ist.

Die angegebene Gleichung hat die beiden Wurzeln

:1:1=—a,—i'~|/az+b2

Ty = —a — Ja* + .
Daraus folgt

|z| > |2, fir a>0
und

|2,] > |#;| fir a<O.
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Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung seien w und w?. Dann gilt
nach dem Vieraschen Wurzelsatz

15

wtw= vy 1)
und

w-w=a. (2)
Aus (1) folgt:

3 5

W=, W= 5.
Wegen (2) ist

a =w’=2—7 a w"——E

1 1 8’ 2 — W2 8

Durch Einsetzen findet man, daB die ermittelten Werte den Bedingungen
tatsichlich geniigen:

15 27 9 3
2 _ = W =2
-t 8 0 hat die Wurzeln =z, = 7 —und z, 5
15 125 25 5
2 = —— -
@ — z + 8 0 hat die Wurzeln =z, 3 und z, = g
Die gestellte Bedingung wird von jeder der beiden Zahlen
27 . 125
@=a = und @=a,=——2

und von keiner anderen erfiillt.

Die gegebene Gleichung ist genau dann in x quadratisch, wenn k <= 1 ist.
Sie ist dann dquivalent mit der Gleichung
1 3 — 5k
2 =
x+l—kx+l—k 0. (1)
Diese hat genau dann reelle Losungen, wenn die folgenden Radikanden
nicht negativ sind, und zwar die Losungen

| N 1 3-5k
1272k%k-1) 41 —Fk2 1—k

1 iV1—4w—5mu—k)

T2k -1 41 — kp

1+])~20k+32k—11
2(k—1)
a)  Die Gleichung (1) hat genau dann eine Doppellésung, wenn
—20k* + 32k — 11 =0,

d.h.

11
k2 — k+20 0

ist.
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Das ist fiir k& = % und fiir k = % und nur fir diese k der Fall.

b)  Die Gleichung (1) hat genau dann zwei voneinander verschiedene
reelle Losungen, wenn
—20k?+ 32k —-11>0
ist. Daraus folgt
1 1
und schheBllch

1 11
(Ic— E>(k— %><O.
Diese Ungleichung ist genau dann erfiillt, wenn entweder

kE— %> 0 und gleichzeitig

11

ist, also fiir

1 11
§<k<1, l<k<— 10

oder
k- %< 0 und gleichzeitig

11
ist.
Es gibt keinen Wert von k, der den letzten beiden Ungleichungen
gleichzeitig geniigt.
1 11
Also hat die Gleichung (1) fiir 3 < k<l,l<k< 0 und nur fiir diese

k voneinander verschiedene reelle Losungen.

Angenommen, das Gleichungssystem hitte eine Losung z,, y,, 2,, dann gilt

Yo 20 = Py 1)

2y + 2y = PYo 2)

2o+ Yo = P%- 3)
Durch Subtraktion erhalt man aus (1) und (2) bzw. aus (1) und (3):

(1 + ) (Yo — %) =0 4)

(1 + ) (29 — %) = 0. (8)

Auflerdem erhilt man durch Addition aus (1), (2) und (3)

220+ 2y, + 229 = p (%o + Yo + 20),
d.h.
(2 —p) (2g+ Yo+ 29) = 0. (6)
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Fir p = — 1 folgt aus (4) und (5):

Zo = Yo = Zo-
Ersetzt man in (1), (2) und (3) y, und 2, durch z,, so ergibt sich

(7

Ty + Ty = Py,
(2 - p)zy=0.

Ist p & 2, so gilt £y = 0 und wegen (7) auch y, = 0 und 2z, = 0.
Fir p = 2 folgt aus (6)

%o+ Yo+ 2p =t (¢ beliebige reelle Zahl)

und aus (7)

zo=?/o=zo=§-

Fiir p = — 1 folgt aus (6)

ZTo+ Yo+ 2=0.

Setzt man x, = « und y, = v (4, v beliebige reelle Zahlen), so gilt

2= —u— V.

Notwendige Bedingungen fir die Lésung sind also:
im Fall p#1und p & 2

To="Yo=12=0,

im Fall p = 2
xy = yo=zo=% (¢ reell), ~
im Fallp = —1

To=1U, Y=,
Zg=—u—v (u,v reell).

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichungen bestitigt man, daB diese Be-
dingungen auch hinreichend sind.

b)

Lost man die erste Gleichung des Systems (*) nach 2 auf und setzt
diesen Wert fiir # in die zweite Gleichung und in die dritte Gleichung
ein, so erhilt man die dem System (*) dquivalenten Systeme
2¢+3y+ z=1 22 +3y+z=1
—7y+0z=0 und Ty+2=0 (1)
—T7y— 2=0 Y =0

Das Zahlentripel (%, 0, 0) ist die einzige Losung des Systems (1)

und daher auch des Systems (*).

Aus a) ergibt sich, daB jedes Gleichungssystem mit der gleichen lin-
ken Seite wie (*) hochstens eine Losung besitzen kann. Daher ge-
niigt es, die folgenden neun Gleichungssysteme zu betrachten.

a,x + 3y + =1
dr— y+ 22=2 (Sy)
8x+ Sy + 32=4
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2z +ay+ z=1
4 — y+ 22=2 (S,)
8z + 5y + 3z=4

2z + 3y + azz
4z — y+ 2z
8z 4+ 5y + 3=z

(S5)

n
> b —

2z + 3y + =2
a,x— y+ 2z
8x+ by + 3z

(Sy)

[ T
> N =

22+ 3y + 2
4z + azy + 22
8z + By + 3=z

(S5)

o
DD

2¢ 4+ 3y+ 2
4 — y + agz
8z + by + 3z

oo
DD g
f7>
&
S’

2¢ + 3y + =z
4r — y + 2z
a;x + by + 3z

([
D
(7]
<

22+ 3y + =z
4z — y+ 2z
8x + agy + 3z

(Se)

ko
BN

2z + 3y + =z
4z — y+ 2z

1
2 (S)
8x+ S5y +ayz=4¢

Lést man die erste Gleichung des Systems (S,) nach z auf und setzt
diesen Term fiir z in die zweite und dritte Gleichung ein, so erhilt
man das dem System (S,) 4quivalente System (S,)

ax+ 3y +z
4 —2a)x — Ty

1
0 (8y)
(8 —3a,)x — 4y 1

I

Lost man die zweite Gleichung des Systems (S,’) nach y auf, so erhilt
man das dem System (S,’) dquivalente System (S,”)

ax-+3y+z=1
4—2a)z—Ty =0 (8,”)
(40 — 13a,) = =17

Das System (S,””) und daher auch (S,) ist genau dann eindeutig 16s-

bar, wenn a, + % ist, und nicht losbar fiir a, = ‘:—3 .



Entsprechend ergibt sich:

(S,) ist eindeutig losbar fiir alle e, + %, unlésbar fir a, = —1—25— )
(S;) ist eindeutig 16sbar fiir alle a; 3= 6, unlésbar fir a; = 6 und (S;)
ist eindeutig losbar fiir alle a;.

Lost man die erste Gleichung des Systems (S,) nach z auf und setzt
diesen Term in die zweite und dritte Gleichung des Systems (S,) ein,
so erhilt man die dem System dquivalenten Systeme (Sy).

2z + ay +z=1 ay+2x+z2=1
(2a,+ 1)y 0 und (5 —3a,)y + 22 =1(S,")
2z +(5—3a,)y 1 (Z2a;+ 1)y =0.

Hieraus folgt: Das System (S;) und daher auch das System (S,) ist

eindeutig 16sbar fir alle a, 4= — %und hat unendlich viele Lésungen

fiir @, = — % In diesem Falle sind sémtliche Zahlentripel der Form
(% - IT? tt, 7t) (¢ beliebig reell) (2)

und nur diese Losung des Systems (S,).

Entsprechend folgt:

1
(83) ist eindeutig 16sbar fiir alle a, + 5 (S;) hat unendlich viele Lo-

sungen fir ag= l, und zwar sind in diesem Falle Zahlentripel

2
der Form
1 13 1 ) A
(E ~gg bt (¢ beliebig reell) 3)

und nur diese Losung des Systems (S;).

(Ss) ist eindeutig losbar fiir alle ag + 6. (S;) hat unendlich viele Lo-
sungen fiir a; = 6, und zwar sind in diesem Falle alle Zahlentripel der
Form

(‘—;— + 2t ¢, — 7t> (¢ beliebig reell) “4)

und nur diese Losung des Systems (S;).

(Se) ist eindeutig losbar fir alle ag #= 1. (Sg) hat unendlich viele Lo-
sungen fiir @g = 1, und zwar sind in diesem Fall alle Zahlentripel
der Form

1 2 1 ) -
(E —-7 ¢ — T £, t) (¢ beliebig reell) (5)

und nur diese Losung des Systems (Sg).
(S,) ist eindeutig losbar fir alle ag + 4. (Sy) hat unendlich viele Lo-
sungen fir ag = 4, und zwar sind in diesem Falle alle Zahlentripel

der Form
1 1 1.
(E ~5 t, 0, t) (¢ beliebig reell) (6)

und nur diese Losung des Systems (S,).
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¢)  Andert man z.B. im System (S;) mit a; = 6 das absolute Glied der
ersten Gleichung, so daB die erste Gleichung von (S;)
224+ 3y +2=2

lautet, so widersprechen sich die erste und die zweite Gleichung von
(S5), und man erhilt keine Losung des neuen Systems.

L.2.19 Angenommen, (2, 2,, %3, z,) sei eine Losung des gegebenen Gleichungs-
systems, dann folgt aus der ersten und dritten Gleichung durch Subtrak-
tion

Ty — Xyt a(Xy— %) + 23— 2,=0

a(ty— ) = 0. (1)

Entsprechend folgt aus der zweiten und vierten Gleichung

a(x;—x)=0. (2)
I.Esseta=0.
Dann erhélt man aus (1) und (2)

Z, =z, und =z = x4,
ferner aus der ersten und zweiten Gleichung

2z, +axy, =0, (3)

22, +ax, =b. 4)
Daraus folgt

4—a¥)z,=b(2 —a)

2-a)[2+a)x, — D] =0. (5)
la. Esseta<+2,a3—2.
Dann erhilt man aus (5)

v — b

17 2+a
und aus (4)

T
ferner

o b

3T 24¢’

. b

tT24a°

Daher kann hochstens das Quadrupel

( b b b b )

2+a’ 2+a° 2+a’ 2+4a

eine Losung des Gleichungssystems sein.

Durch Einsetzen in die Gleichungen zeigt man, daB tatsidchlich jedes der-
artige Quadrupel Losung ist.

Ib. Esseta = —2. k

Dann hat im Falle b 4 0 die Gleichung (5) und damit das gegebene Glei-
chungssystem keine Losung.
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Im Falle b = 0 folgt aus (3), (1) und (2)
Ty =Xy = Ty = T,.
Also konnen hochstens alle Quadrupel (¢, ¢, ¢, £), wobei £ eine reelle Zahl ist,

Losung sein. Durch Einsetzen in die Gleichungen iiberzeugt man sich da-
von, daf tatsichlich jedes derartige Quadrupel Losung ist.

Ic. Esseia =2
Dann folgt aus (3)
Zy + Ty = E— .
Also koénnen wegen (5) und (6) hochstens alle Quadrupel

<tb—ttb t)
,2 71_2_ ]

wobei t eine reelle Zahl ist, Losung sein. Durch Einsetzen zeigt man, daB tat-
séchlich jedes derartige Quadrupel Losung ist.

II. Es sei a = 0.
In diesem Falle erhdlt man die Gleichungen
z, +x;=0,
x,+x,=0.
Also konnen héchstens alle Quadrupel
(ty oy b — £, b — 1), .
wobei ¢, , ¢, beliebige reelle Zahlen sind, Losung sein. Durch Einsetzen zeigt
man, daB tatsdchlich jedes derartige Quadrupel Losung ist.

Angenommen, z, sei eine reelle Zahl, die der gegebenen Gleichung

Vp+z+)p—2=2 1)
geniigt. Dann gilt

Vp+xo+]/p—zo=xo und 0=z, < p, (2)
da die Radikanden p + x, und p — z, sowie

xo=VP+zo+VP_‘”o

nicht negativ sein kénnen.
Aus (2) folgt durch zweimaliges Quadrieren und Ordnen

rs+ 22 (4 — 4p) = 0. 3)
(2) ist genau dann erfiillt, wenn
Iz=0 oder TL.z2=4(p—1)

ist.
Wegen p > 0 kommt z, = 0 als Losung von (1) nicht in Frage. Im Fall II.
erhilt man nur dann einen von 0 verschiedenen reellen Wert fiir z,, wenn

p > 1ist.

Daher besitzt die Gleichung (1) im Falle 0 < p < 1 keine reelle Losung.

Im Falle p >1 kommt als Losung von (1) nur der Wert z, = 2 Vp —1lin
Frage.
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Setzt man in die linke Seite von (1) x = x, = 2 |/p — 1, so ergibt sich:

L=p+2yp—1+|p-2)p-1.
Weiter gilt:

L=)/(fp—1+1p+ |(Jp—1-1) 4)
Fiir 1 < p < 2 folgt:

L=Yp-1+1+1-])p-1=2.

Firr ¢ = x, = 2 }/p — 1 lautet die rechte Seite von (1):

E=2)p-1.
Da 242 ]/1?1 fir 1 < p < 2 gilt, hat die Gleichung (1) fiir diese Werte
von p keine Lésung.
Fir p = 2 folgt aus (4):
L=1+l/p—l'—1+]/p—1=2]/p—l=R,
d.h., im Falle p = 2 ist
T =1Ty=2 Vﬁ
die einzige Losung von (1).

Angenommen, eine Zahl z, erfiillte die gegebene Gleichung. Dann existie-
ren die in der Gleichung vorkommenden Wurzelausdriicke, also gilt =, > 0.
Nach Multiplikation der gegebenen Gleichung mit

on + Vx_o
(dieser Ausdruck existiert, da er ebenfalls in der Gleichung vorkommt) er-
hélt man

(Voo Vo) = (Vo = Vi) (Voo + Vo) = 5 Vo

xo+l/:?0— |/z§—xo=%]/x—o,d.h.
|/a:§—zo =xo—@.

Hieraus folgt:

also

z
2 — 2 0
zo—xo—wo—xo|/xo+z,

To o = 4 %o
wegen z, % 0 also
Joo= -
4

Daher kann hochstens z, = % die gegebene Gleichung erfiillen. Tatsichlich
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[002170]

YV

-3 V5

und
25

3 16 31/25 1 -
o T 1k el
16 ' | 16

2
also x= —5 Losung der Gleichung.

Angenommen, es gibe ein Paar (x,, y,) reeller Zahlen, das dem gegebenen
System (*) geniigt, dann gilt

X,
Yo + —> = 3P (2% + ¥3) 1)
Yo
r,
5"01’/0"?‘/—o = p@g+y), - 2)
0
mit y, < 0.

Das Paar (,, y,) erfillt dann auch die aus (1) und (2) durch Addition und
Subtraktion hervorgehenden Gleichungen:

ToYo = 2P (a5 + ¥3), @)
x
2-2 =2p (5 + 93). 4)
Yo
Hieraus folgt:
x,
ToYo =22 (8)
Yo
und weiter
2
o(s0-—) = 0. ©®)

(6) gilt genau dann, wenn

Lz,=0 oder IL y;=2
ist.
(1) ist im Falle £, = 0 wegen y, 4 0 genau dann erfiillt, wenn p = 0 ist.
Durch Einsetzen in (*) bestatigt man, daB in diesem Falle alle Paare (0, y,)
mit y, == 0 reelle Lésungen von (*) sind.
Fiir 3. = 2 folgt aus (3), daB entweder

122, =2p @3+ 2) (7
oder
— 122, = 2p (a} + 2) (8)

und weiter entweder

2_V§

Y = 9
2pa:o+2 0 9
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oder
1z
gilt.
(9) ist genau dann erfiillt, wenn entweder

16}
xo=E( — T =165

2

zy = g(l + 1 - 169
gilt.

(10) ist genau dann erfiillt, wenn entweder

o= (- YT T67)

oder

oder
2
2y = — l/_; (1+)T= 1659
gilt.

Da z, reell ist und der Fall x, = 0 schon erértert wurde, mufl, wenn nicht

1
der FallI vorliegt, 0 < |p| < T gelten. Durch Einsetzen in (1) bestdtigt

man, daB in den Fillen 0 < |p| < —i— die Zahlenpaare
2
(Z—p (1+ 1 —16p9), ]/5) und
2 )
(—E(l + 11677, - )2

Losungen des Gleichungssystems (1) sind.
Lésungen des Gleichungssystems sind also:

Falls p = 0 ist: (0, o) mit 9, + 0 und nur diese Zahlenpaare.

2
(g (1+ )T =16p%), ]/5) und nor
Zahlen-

(_ g(l + Vl——lﬁpz), - 1/5) paare.

Ist |p| > % , 8o hat das Gleichungssystem keine (reelle) Losung.

Fals 0< |p| = % ist:

Angenommen, (, y) sei eine Losung.
1) Istz =y =0, so sind die beiden Gleichungen erfiillt.
2) Ist z =10 und y <40, so sind die Gleichungen genau dann erfiillt,
wenn
by2=0>,
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also
y=1 oder y=-1
ist.
3) Ist y=0 und 0, so sind die Gleichungen genau dann erfiillt,
wenn
ax®=a,
also .
=1 oder z=-1
ist.
4) Wiren z # 0 und y 5 0, so miilte
axt+by:—a=20
und
ar’*+by*—b=0,
also -
a=2>5
gelten, was der Voraussetzung widerspricht.
Das gegebene Gleichungssystem ist daher genau fiir die folgenden geord-
neten Paare reeller Zahlen erfiillt:

(0,0), (0, 1), (0,—-1),(1,0), (—1,0).

Es wird zunichst bewiesen, daB das arithmetische Mittel 4 dreier nicht-
negativer reeller Zahlen a, b, ¢ nie kleiner als das geometrische Mittel G die-
ser Zahlen ist.
Hilfssatz: Esseia >0,5>0, ¢>0und

A= &P G = Yabe.
Danngilt 4 = G
Beweis: 0. B. d. A. kann 0 < a < b < ¢ vorausgesetzt werden.

Die Ungleichung

a+b+c_ s

— 5 > |/abc 1)
ist mit der folgenden Abschitzung dquivalent:

(@+ b + c)*= 27abe. 2

Diese folgt aus der durch Ausrechnen leicht zu bestitigenden Identitit:

(@ +b+cP—27 abc=%(a+b+c)[(a—b)2+ (b —cp+ (c—a)?]

+3[ad—¢c2+b(c—aP+cla— b2,
deren rechte Seite fiir alle nichtnegativen a, b, ¢ nicht negativ ausfillt und
genau dann verschwindet, wenn @ = b = ¢ ist.

Nun zur Losung der Aufgabe:
Setzt man: 23 = a, y® = b, 2% = ¢, so folgt aus dem Hilfssatz, daf3

a o f———
Ayt > 1/“39323 , d.h.
3
B+ P+ 2= 3zyz
ist.
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Da weiter wegen £ >0,y >0,2>0
3zyz > 2xyz
ist, gilt stets
B+ P+ 2> 2xyz,
und daher gibt es kein Tripel (z, y, z) positiver reeller Zahlen, das den Be-
dingungen der Aufgabe geniigt.

Angenommen, (z;, %,, %3, ¥4) sei eine Losung des gegebenen Gleichungs-
systems, dann folgt aus (*) und (**) durch Subtraktion

Ty Ty — Ty Xy + Ty%g — TaXy + X3 — 23 =10,
also

(g — xy) (¢ + 25 — 1) = 0.
Da das Gleichungssystem bei jeder zyklischen Vertauschung der Indizes
in sich iibergeht, ergeben sich weiter die folgenden Gleichungen:

(x, — %g) (g + 2, — 1) =0 (1)
(@ — %) (T + 24— 1) =0 2)
(@ — ) (g + 23— 1) =0 3)
(®g — @) (&, + 24— 1) =0 (4)
(Tg — ) (x; + 23— 1) =0 (5)
(T3 — @g) (g + 2, — 1) =0 (6)

Diese Gleichungen sind genau dann erfiillt, wenn in jeder der Gleichungen
wenigstens ein Faktor gleich Null ist.

Wir unterscheiden folgende Fille:

1) Ty =%y = Ty = Xy,

2) @ =xp =3+ 7y,

3) m=2pFy;, T+,

Alle anderen Fille ergeben sich durch zyklisches Vertauschen der Indizes,
da jedes Quadrupel, das aus einer Losung durch zyklische Vertauschung
der Indizes entsteht, ebenfalls Losung ist und man jedes Quadrupel durch
zyklische Vertauschung in einen der Fille 1) bis 4) iiberfiihren kann.

1) In diesem Falle erhilt man aus (*):
B+ai+aite =2,

2, B2 _
T3 T3
Diese Gleichung ist nur dann erfiillt, wenn
-1+5 2
=76 3
oder
= 1 6 5 =-1
ist. Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir
2
By =Ty = Ty =Ty =

und
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Ly =Xy =23=2,=—1
das gegebene Gleichungssystem erfiillt ist.
2) In diesem Falle erhilt man wegen ;4 x, aus (6):

o tx,=1,
22, =1,
1
V=B ==
Ferner folgt aus (*)
32+ x,=2
3 5
x4—2—z=z.
Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir
Ty=Zy=2x . x _5
1=%=%3=3, &=

das gegebene Gleichungssystem erfiillt ist.
3) In diesem Falle miiite wegen (2), (3), (4), (5)
T+ Zy=Zy+ =23+ 3=, +23=1,
also
Xy = X4,
und wegen der aus (*) folgenden Beziehung z; = 1 — z,
2 +20,(1—z)+1—a, =2
Z—2,+1=0
gelten. Das ist aber auf Grund von
2
-z +1 =(a:1—%> +%>O
nicht moglich. In diesem Falle existiert also keine Losung.
4) In diesem Falle folgt aus (1) und (2):
Tyt ay=ay+x,=1;
das ist aber wegen z, # x5 unméglich.
Das gegebene Gleichungssystem ist also fiir die Quadrupel

(2 2 2 2) (1 1 5 1)
3°3°3’3 2724’2

1 5 1 1
(_1:_1:_1,_1) ( :Z’ "2—’ E)
(1 1 1 5) 1 1 1
2°9272"4 2° 92’9

und nur fiir diese erfiillt.

Fira=4,b=4,c=4ist

1 1 1 1

L4+ <8.-. .

a + 5 + —= 3 m <1
Also muf} in einer Losung mindestens eine der Zahlen a, b, ¢ kleiner als 4
sein. Wir betrachten zunichst die Fille, in denen dies fiir die Zahl @ zu-
trifft. Man erkennt sofort, daB a = 1 keine Losung liefern kann.
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Angenommen, (a, b, c) sei eine Losung.

1.Fall:a =2

Dann muB gelten
1 1 1 1 1 1
E+?+?=l’ also ?+?=§.

Ahnlich wie eben zeigt man, daB mindestens eine der Zahlen b, ¢ kleiner
als § sein muB. Daraus folgt:

Fir % gibt es nur die folgenden beiden Zerlegungen in zwei Stammbriiche

1 1 1

ey ()
und

1 1 1

TYET T @
2.Fall:a =3
Dann gilt

l+1+l—1 als 1+1—2

3 b ¢ ° P T3

.Mindestens eine der Zahlen b, ¢ mufl nun kleiner als 4 sein, und daraus folgt:

2
Fiir T gibt es genau zwei Zerlegungen in zwei Stammbriiche

1 1 2

Tt3°3 @
und

1 1 2

278 "3 @

Im Sinne der Aufgabe sind in den aus (1), (2), (3) und (4) resultierenden
Zerlegungen der Zahl 1 noch alle Vertauschungen der Summanden zulassig,
wobei jedoch die aus (2) und die aus (4) gewonnenen Zerlegungen mitein-
ander ibereinstimmen. Somit erhalten wir, daB genau folgende 10 Tripel
die geforderten Bedingungen erfiillen:

(2,4,4), (4,2,4), (4,4,2),

(2,3,6), (2,6,3), (3,2,6), (3,6,2),

(6,2,3), (6,3,2),

(3, 3, 3).

Die Gleichung
(@ + b =a®+ b
ist wegen
(@ + 0P =a®+ 3a%b + 3ab® + 1?
mit jeder der folgenden Gleichungen dquivalent:
a® + 3a?b + 3ab?® 4+ b® = a® 4 b°
3a%b + 3ab2 =0
3ab(a+b)=0
ab(a +b)=0.
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Da ein Produkt genau dann gleich Null ist, wenn mindestens einer seiner
Faktoren gleich Null ist, gilt die angegebene Gleichung genau dann, wenn
mindestens eine der drei Bedingungen

1) a=0, b beliebig rational,

2) b=0, a beliebig rational,

3) a = —b, b beliebig rational

erfiillt ist.

Die gegebene Gleichung gilt genau dann, wenn einer der folgenden Fille
vorliegt:
I.1) a =0, b beliebig reell; n beliebig ganz >1,
2) b =0, a beliebig reell; n beliebig ganz =1,
II. a=-0, n ungerade,
III. » =1, a,b beliebig reell.

Beweis: Dall die gegebene Gleichung in den genannten Fillen eine wahre
Aussage wird, priift man durch Einsetzen nach.

Jetzt wird gezeigt, dal die Gleichung in keinem anderen Fall erfiillt ist.
Angenommen, die gegebene Gleichung sei erfiillt und es liege keiner der
angegebenen Fille vor. Dann kann man aus Symmetriegriinden o. B. d. A.
annehmen, daB |a@| = |b|, insbesondere also @ == 0 ist.

Dividiert man beide Seiten der gegebenen Gleichung durch a*, so erkennt
man, daf

n / n
o2y -re (2
a a
oder mit x = E, 0< [x|=ﬂ§ 1,
a |a]

l+az)*=1+2a" 1)
gelten miBte.
Ist nun z > 0, so gilt
n

1
denn da nicht der Fall ITI. vorliegt, ist n = 2. Ist aber z < 0 und » gerade,
soist (1 +z)»<lund 1l + 2" > 1.
In beiden Fillen ergibt sich ein Widerspruch zu (1).
Wir betrachten nun noch den letzten méglichen Fall

n = 2k 4+ 1 = 3 (k natiirliche Zahl), z=—¢, 0<i<1.
Dann ist

l+ayr=0-t<l-t<l—-tr=14 2" (2)
im Widerspruch zu (1).

(1+x)"=1+( )x+ + " > 1 + a?;

Ist (z, y) ein Paar, das allen Bedingungen der Aufgabe geniigt, dann gilt

Vi =150 - 17,

woraus sich nach einmaligem Quadrieren beider Seiten
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x=50+y—2]/@
=50 +y— 102y

ergibt.

Da z und y nach Voraussetzung positive ganze Zahlen sind, muf} es eine
natiirliche Zahl % & O geben, so dafl 2y = %2 gilt.

Daraus folgt, daB k gerade ist.

Fir k = 2 erhilt man y = 2, =z = 32;

fir £ =4 erhilt many =8, z=18;

fir 2 =6 erhdlt many =18, == 8;

fir k = 8erhdlt many =382, z= 2

als Losung, wie man durch Einsetzen bestitigt.

Weitere Losungen gibt es nicht; denn fir £ =10 ist y = 50 und damlt
x = 0, was einer Bedingung der Aufgabe widersprechen wiirde, und fiir

k > 10 gilt: y > 50 und damit ]/y > ]/_ so daf V_< 0 sein miilite, was
fir reelles # nicht moglich ist.

Bezeichnet (a,, a,, a,) eine Losung der Gleichung

|2ai — 243 = a,,
so muB wegen der Definition des Wurzelzeichens a, = a, sein und
2 (af — a3) = a3
gelten, Daraus folgt, dafl a5 und damit auch a, durch 2 teilbar ist, also
a, = 2a’ (a’ natiirlich).
Somit ist
ai — a3 = (2, — a,) - (a; + a,) = 24’2,
und es sind wegen a; < 10 fiir @’ nur die Werte
1;2;3;4;5
moglich.
Also sind folgende Faktorenzerlegungen zu priifen:
1. 2= 2
1. 8=2. 4= 8
1-18=2. 9=3- 6=18
1.32=2.16=4. 8=32
1.50=2.25=5-10 = 50.
Dabei ist p = a, — a, jeweils der kleinere und ¢ = @, + a, der gréBere Fak-
tor. Weil p + ¢ = 2a, eine natiirliche Zahl ist, scheiden alle Fille mit un-
geradem p + ¢ aus. Es bleiben also genau die drei Fille

pP-g=2-4
p-¢g=2.16
p-g=4- 8

ibrig. Sie ergeben als einzig mogliche Tripel:
(3,1,4) bzw. (9,7,8) bzw. (6,2,8).
Eine Probe erweist sie als Losungen.
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Angenommen, es giibe eine reelle Zahl x, derart, dal
[5 + 69:0] _ 162,17

8 5
gilt. Dann ist
152,—7 5+ 6x, 15x,—7
= .
5 =8 < 3 +1
Hieraus folgt durch Multiplikation mit 4:
28 5 8
12xo—?§'§‘+ 3xo< 1210 —_ g,
also
ﬂ< 9z, < 81
10 = "=T70

7
und weiter nach Division durch 3 und Subtraktion von 3:

1 15z,—7 13
=

"T85 =10
Da Eﬂ’_g:l ganz ist, folgt weiter, dall entweder
16z, — 7 16wy — 7
—5 = 0 oder —5 = 1
gilt. Hieraus ergibt sich
7 4
Ty = E‘ bzw. Xy = g .

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung zeigt man, daBl diese beiden

Werte Losungen der Ausgangsgleichung sind.
Also hat die Gleichung

[5+6x]_15x——7
8 1~ 5
die beiden Losungen:

7 4
I—E und x—g

und keine weiteren.

Die Gleichung
J4-B=cC
148t sich in der Form

(1)

Ve @+ 10+ 105+ ...+ 10% 1) — y (L + 10 + 102 + ... + 10" ~7)

=z(1+10+102+... +10"?)

schreiben. Wegen z = 0 ist (2) mit
z2(1+10+...+10"-1) —y (1 +10 +...+ 10%"7)
=221 +10 + ... + 10»—1)2

dquivalent. Wegen

@)
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102 — 1
1410 +... +10m-1 =20

10-1
und
10" — 1
n—1 —
1+10+...+ 10 0 =1

erhiilt man daher

102 — 1 10" -1 2(10"— 1)2
T —g y—g— =% 9 . (3)
Da wegen 7 > 0 sicher 10 — 1 = 0 ist, ist (3) mit
9z — 22) 10" = 9y — 9x — 22 4)

gleichbedeutend. Angenommen, (1) sei fiir die beiden voneinander verschie-
denen Zahlen 7, und 7, erfiillt, dann gilt:

1 (92 — 2%) 10 = 9y — 9z — 2° (9)
un

9z — 22) 10" = 9y — 9z — 22, (6)
Aus (5) und (6) folgt:

(9z — 22) (10m — 10%) =0 (7)
und hieraus wegen n; == n,:

9x — 22=0. (8)
Aus (8) und (5) folgt dann

9y — 92 — 22 =0. 9)

Aus (8) und (9) ergibt sich
2
x = (%) und y = 2x.

Fir z kommen daher nur Zahlen in Frage, die durch 3 teilbar sind, also
#z =3,z = 6 oder z = 9, daraus folgt:

z=1, z=4, 2=9
und

y=2, y=8, y=18.
Da y = 18 nicht zuléssig ist, bleiben als Losung der Aufgabe also nur die
Zahlentripel (1, 2, 3) und (4, 8, 6) tbrig.
Durch Einsetzen in (9) und (8) bestdtigt man, daB die beiden als Losung
in Frage kommenden Zahlentripel (9) und (8) erfullen.
Aus (9) und (8) ergibt sich (4).
Daher ist auch (4) fir jedes dieser beiden Zahlentripel erfiillt und damit
auch (1), und zwar fir jede beliebige positive natiirliche Zahl .

Wenn es eine derartige dreistellige Zahl a gibt, so liBt sie sich in der Form
a = 100z + 10y + z darstellen, wobei =z, ¥, z paarweise voneinander ver-
schiedene natiirliche Zahlen bedeuten, deren jede kleiner als 10 ist, und 4 0
gilt. Aus ihnen lassen sich genau drei Ziffernpaare (y, z), (2, z), (%, y) bilden
und aus diesen entweder genau 4 oder genau 6 zweistellige Zahlen, je nach-
dem, ob eine der Zahlen y, z Null ist oder nicht, und zwar

10y +2z, 10z+ 2, 10z +y,
10z +y, 10z + 2, 10y + .
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Die Summe s dieser zweistelligen Zahlen ist

1) 222 + 22y -+ 222, fallsy+0,2=+0,

2) 21z + 21y, falls z = 0 und

3) 21z + 21z, falls y = 0ist.

In den einzelnen Fillen geniigt s der in der Aufgabe gestellten Forderung
s = 2a = 200z + 20y + 22

genau dann, wenn

1) y= 89z — 10z

2) y=179%

3) z =179z

gilt. Diese diophantische Gleichung hat in dem zuldssigen Bereich im Fall 1)

die Losung z = 1, y = 9, z = 8 und nur diese und in den Fillen 2) und 3)

keine Lésung. Da, wie man leicht nachpriift, die Zahl 198 allen Bedingungen
der Aufgabe geniigt, ist sie Losung der Aufgabe und zwar die einzige.

Bezeichnet man die Anzahl der Teilnehmer an allen drei Disziplinen mit y,
und die Anzahl derjenigen von ihnen, die nur am Kugelstofen teilnehmen,
mit z, so miissen x und y der folgenden Gleichung geniigen (Bild 1):

2z + 5y + 6 = 28, also 22 + 5y = 22. (1)
Daher muB y gerade sein. Da weiter nach Voraussetzung y =0 und z > 1
gilt, ist (1) nur fiir y = 2 und = 6 erfiillt.

Die Anzah! der Teilnehmer betrug also

beim Kugelstoien 2.6+ 2 + 6 = 20 Schiiler,

beim Weitsprung 5.-246 = 16 Schiiler,

beim 100-m-Lauf 5.:2+6 = 16 Schiiler.

Da man hier schlieBen kann, daBl y gerade sein muB, ist die Aufgabe ,,iiberbestimmt*.
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Dafiir, daB von der ersten Sorte @, von der zweiten b und von der dritten ¢
Biicher zu kaufen sind (@ > 0, b > 0, ¢ > 0), ist notwendig und hinreichend,
daB3

a+b+c=30 (1)
und

30a + 245 + 18¢ = 600 (2)
gilt. Aus der ersten Gleichung erhilt man

c=30—a—5b.
Setzt man diesen Wert in (2) ein, so ergibt sich

b=10 — 2a.

Dabd>0ist, gilt 1l <a<5.
Durch Einsetzen der Zahlen 1, 2, 3, 4 fiir a erhilt man die folgenden Zahlen-
tripel, deren jedes, wie man durch Einsetzen priift, (1) und (2) geniigt.

c 21 22 23 24

Es gibt also diese und nur diese vier Moglichkeiten der Zusammenstellung.

Wegen 41 - 25 > 1007 konnen hochstens 24 Busse mit je 41 Plitzen voll
besetzt werden. Es 148t sich nun die folgende Tabelle aufstellen.

Anzahl z der Busse Anzahl n der fehlen-
zu 41 Plitzen den Plitze

24 23

23 23 + 41 = 64

22 23 + 2-41 = 105
21 23 + 3-41 = 146
20 23 + 4-41 = 187
19 23 + 5-41 = 228

Es miiBte also in den einzelnen Fillen

29y + 132 = n  (y, 2 natiirliche Zahlen)
sein, wobei y die Anzahl der Busse mit je 29 Pldtzen und z die Anzahl der
Busse mit je 13 Plitzen bedeuten. Durch Probieren findet man, daB diese
Gleichung in den angegebenen sechs Féallen nur fiir n = 146 und fiir n = 187
natiirliche Zahlen als Losungen hat, und zwar
im Fall n = 146 die Loésung y = 1, z = 9 und nur diese
und im Fall » = 187 die Losung ¥y = 6, z = 1 und nur diese.
Bezeichnet man die Anzahl aller Busse mit s, so erhilt man

firn=146: z=21,y=1,z=9und s = 31,

firn=187. z=20,y=6,z=1und s =27.
Wiirde man weniger als 19 Busse, niamlich 18 — r, r = 0, Busse mit je
4] Plitzen verwenden, so wire die Anzahl der in den anderen Bussen zu
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beférdernden Personen 269 + 417, wozu wegen 269 > 9 . 29 im Falle r = 0
weniger als 10 Busse dieser Arten und allgemein im Falle r = 0 weniger
als (10 + r) Busse nicht ausreichen wiirden. Daher wiirde die Anzahl der
zu bestellenden Busse mindestens

§=18—r+ 104 r =28
betragen.
Es sind also 20 Busse mit je 41 Plitzen, 6 Busse mit je 29 und 1 Bus mit
13 Platzen, insgesamt also 27 Busse, zu bestellen.
Bemerkung: Bei den vorgegebenen Zahlen ist also s nicht dann minimal,
wenn x maximal ist.

A kann hdchstens 27 Jahre alt sein; denn die groBte Quersumme, die unter
den gegebenen Bedingungen méglich ist, betrigt
1+8+9+9=27.
Er ist also nach dem Jahre 1924 geboren. Sein Geburtsjahr sei
1900 + 10a + bmitae, bganzund 2<a<5;0<b <09.
Sein Alter betragt am 1. 1. 19563 folglich (laut Voraussetzung)1 + 9 +a + b
Jahre.
Daher gilt, falls er am 1. 1. geboren ist (Fall 1):
1+9+4+a+b=1953 — (1900 + 10a + b),
also -
43 = 11a + 2b.
Diese Gleichung wird, beriicksichtigt man die Bedingungen fiir @ und b,
nur von @ = 3 und b = 5 erfiillt. A wurde daber am 1. 1. 1935 geboren und
ist 18 Jahre alt. .
Er konnte aber auch an einem anderen Tage geboren sein (Fall 2):
1+9+a+b=1952— (1900 + 10a + b),
also
42 = 11a + 2b.
Diese Gleichung wird unter den Bedingungen der Aufgabe von keinem

Zahlenpaar (a, b) erfiillt.
Die fiir den Fall 1 angegebene Lésung ist also die einzige.

Angenommen, es sei (z,, ¥,, 2,) eine Losung der Gleichung

5z + 2y + 2z =10n. 1)
Dann ist (xz, + 2, y,, 2,) Losung der Gleichung
bx+2y+2=10(n+1) (2)

und umgekehrt ist (x, — 2, y,, z,) Losung von (1), wenn (x,, ¥, 2;) Losung
von (2) ist.
Daraus ergibt sich:
Zu jeder ganzzahligen nichtnegativen Loésung der Gleichung (1) gehort
durch die Zuordnung

(®,9,2) > (& + 2,9,2)
genau eine ganzzahlige nichtnegative Losung der Gleichung (2). Jede ganz-
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zahlige nichtnegative Losung (x,, ¥, , 2,) der Gleichung (2) mit z; = z,+2=2
entspricht dabei genau einer ganzzahligen nichtnegativen Losung der Glei-
chung (1).
Zu jeder ganzzahligen nichtnegativen Losung der Gleichung (2) mit
0<z ==x,+ 2 < 2, d.h. mit z; = 0 oder mit x; = 1, gehort genau eine
ganzzahlige Losung der Gleichung (1) mit xy< 0 (nidmlich mit = —2
bzw. z, = —1).
Da A (n) fir jedes n endlich ist und A (z + 1) die Anzahl der nichtnegativen
ganzzahligen Losungen der Gleichung (2) bedeutet, ist daher 4(n+1)—A(n)
gleich der Anzahl der nichtnegativen, ganzzahligen Losungen der Gleichung
(2) mit z, = 0 und mit x; = 1.
Fiir x = 0 ist (2) gleichbedeutend mit der Gleichung

2y +2=10(n + 1). (3)
Fiir jede nichtnegative ganzzahlige Losung (y,,2,) von (3) mull
0 <y, < 5n + 5 gelten. Umgekehrt erhdlt man zu jeder ganzen Zahl y,
mit 0 < y; < 57 + 5 genau eine nichtnegative ganzzahlige Losung (y,, 2;)
von (3). Also hat (3) genau 57 4 6 nichtnegative ganzzahlige Losungen.
Fir z = 1 ist (2) gleichbedeutend mit der Gleichung

2y +2=10n + 5, 4)
woraus sich analog unter Verwendung von 0 <y, < 5n + 2 ergibt, daB
die Gleichung (4) genau 5% + 3 ganzzahlige nichtnegative Losungen hat.
Daher ist

Amn+1)— An)=10n + 9.
Da A4(0) =1 ist, erhdlt man:

n—1
Ar)=40)+ 3 [4 (¢ +1)— A@)]
i=0
n—1

=1+ 3 (10i+9)

i=0 ]
_ (n—1)n
=1+ 10-—2—

=5n2+4n + 1.

+ 9n

Die beiden Zahlen seien ¢ und & mit @ > & > 0 und a, b ganzzahlig.
Dann soll laut Aufgabe gelten:
a? — b2 =105,
also
(@ + b) (@ — b) = 105.
Die Zahl 105 ist demnach in zwei ganzzahlige Faktoren zu zerlegen, von

denen der groBere als @ + b und der kleinere als a — b aufzufassen ist.
Dafiir gibt es wegen der Primzahlzerlegung

105 =3-5.7
die folgenden Moglichkeiten und nur diese:

a+b|105 35 21 16
a—b 1 73 5 7
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Daraus folgten:
a= 53 a=19 a a 1
b= 52 b=16 b b= 4
Durch Einsetzen zeigt man, daB diese Werte tatsichlich Losungen sind.
Die vier ungeordneten Zahlenpaare lauten
{63,562}, (19,16), (13,8}, {114].

1

13
8

Angenommen, es gibe ein Zahlentripel (a,, by, ¢,), das den Bedingungen
der Aufgabe geniigt. Dann gilt:

as + b =c% und (1)
g =b,+ 1. (2)

Aus (1) und (2) folgt:
a; = 2by + 1. (3)

Aus (3) ist ersichtlich, daB a} ungerade ist, daher ist auch a, ungerade und
146t sich in der Form darstellen:

a,=2n +1, n ganzzahlig. 4)
Weiter folgt aus (3) und (4)
2 __
bo=a°21=2n2+2n=2n(n+1) (5)
und aus (2) und (5) V
co=2n*4+2n + 1. (6)

Ein den Bedingungen der Aufgabe geniigendes Zahlentripel (a,, by, ¢o)
muB notwendig (4), (5) und (6) erfiillen. Durch Einsetzen in die Beziehungen
(*) und (**) bestitigt man, daB alle Zahlentripel

2rn+1, 2n(n+1), 20%+2n+1)
mit ganzzahligem n den Bedingungen der Aufgabe geniigen.

10008981 : 999 = 10019
999

1898
999

8991
8991

0
Begriindung: Das angegebene Schema 16st die Aufgabe. Es bleibt zu zei-
gen, daB dies die einzige Losung ist. Erhilt man als Ergebnis der Sub-
traktion einer (n — 1)-stelligen Zahl von einer n-stelligen eine hochstens
(n — 1)-stellige Zahl, so beginnt der Minuend mit einer 1. Daraus folgt,
daB sowohl der Dividend als auch der erste Restm it einer 1 beginnt.
Die Aufgabe

] *¥*
_ kkk

1
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wird nur durch

1000
— 999
1

gelost. Da ein k-faches des Divisors, 0 < k < 10, zwischen 8000 und 90600
liegt (letzte Zeile des Divisionsalgorithmus) und 999 ein /-faches des Divi-
sors (0 < I < 10) ist, kommt nur 999 als Divisor in Frage. Es folgt I = 1,
und 999 ist der Divisor.

Die vorletzte Zeile ergibt sich dann aus 999 - 9 = 8991. Im mittleren Teil -
des Divisionsalgorithmus erhilt man danach die oben angegebene Losung.

Die mit ,,4 T O M bezeichnete Zahl sei z, dann gilt:

1000 < z < 10000 (1
und

22—x=zx(@x—1)=n- 104 (2)
wobei » eine natiirliche Zahl ist.
Weiter gilt: M < 0, da anderenfalls auch O gleich Null wire, was einer
der Bedingungen der Aufgabe widerspricht. Da auBerdem die letzte Ziffer
von z gleich der letzten Ziffer von x? ist, kommen fiir M nur noch die Ziffern
1, 5 oder 6 in Frage.
Angenommen, es gelte M =1, dann ist O = T = 0, was aber einer der
Bedingungen der Aufgabe widerspricht.
Wegen (2) ist = (x — 1) durch 10 teilbar. Da aber M 4 0 und M + 1 gilt,
sind weder x noch z — 1 durch 10 teilbar und damit auch nicht durch 104,
Es gilt also:

1. 24 jst Teiler von z und
5% ist Teiler von # — 1 oder

II. 2tist Teiler von £ — 1 und
54 igt Teiler von x.

Im Fall 1. 148t sich = in der Form schreiben:

z =16k
x = 6250 + 1, }(3)

wobei k eine positive ganze Zahl und [ eine ungerade natiirliche Zahl ist.
(3) ist gleichbedeutend mit

16k =625 + 1 4)
Wegen (1) und (3) kommen fiir £ und ! nur Zahlen der Intervalle

63 <k<625 (5)
und

3<l< 15 (6)
in Frage.
(4), (5) und (6) sind nur fiir I = 15 und & = 586 erfiillt. Daraus folgt

x = 9376.

Im Falle II. 148t sich x in der Form
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10021 70]

xz = 625k
und (7)
x=161+1

schreiben, wobei & eine ungerade positive Zahl und ! eine positive ganze
Zahl bedeuten. (7) ist dquivalent mit

625k =161 + 1. (8)
Wegen (1) und (7) kommen fiir £ und 7 nur Werte der Intervalle

3<k=<15 9)
und

63 < 1< 625 (10)

in Frage. (8) ist fiir keinen Wert & und ! der Intervalle (9) und (10) erfiillt.
Es kommt also als Losung der Aufgabe nur der Wert & = 9376 in Frage,
d.h.:

4=9 T=3, 0=17 M=6.

Aus der Aufgabe ergibt sich: N =2R (mod 10), also ist N eine gerade Zahl.
Man setzt nun fiir V der Reihe nach 0, 2, 4, 6, 8 ein. Dann gibt es fiir R
stets zwei Moglichkeiten, wobei bei der einen R < 5 und bei der anderen
R=5 gilt. Fir N=2 bzw. N = 6 ist R < 5 ungerade bzw. R =5 gerade.
Das fithrt zu Widerspriichen, da im ersten Falle R (wegen £ + £ = R
bzw. E + E = R + 10) gerade, im zweiten Falle (wegen £ + E +1 =R
bzw. £ + E + 1 = R + 10) ungerade sein miite. Man braucht also nur
noch die iibrigen Fille zu untersuchen.

I.  Essei N =0. Dann folgt
1. R = 0 (Widerspruch, da R < N gefordert ist) oder
2. R = 5 und weiter £ = 2 oder £ = 7.
a)Aus £ =2 folgt M =1 und 7 =1 (Widerspruch) oder 7' = 6
und daraus 4 = 9.
Mithin bleiben fir U, V, L nur 3, 4, 7 und 8. Wegen
U+ V + 1= L+ 10 erhilt man als mogliche Losungen nur
U=4, V=8 L=3
und U =8, V=4, L=3.
b) Aus E = 7folgt M =6und 7' = 3 oder T = 8.
Aus T = 3 folgt A = 0 (Widerspruch).
Aus T = 8folgt 4 = 9.
Fir U, V, L bleiben mithin 1, 2, 3 und 4. Das ergibt wegen
U+ V +1 =L + 10 keine Losungen.

II. und III. Die Fille N = 4 und N = 8 werden analog untersucht.

Dabei ist zu beachten, daBl zu jeder Zahl N zwei verschiedene Zah-
len R, zu jeder Zahl R ebenso zwei verschiedene Zahlen £ und zu
jeder Zahl E ebenfalls zwei verschiedene Zahlen 7' mdglich sind,
deren Differenz jeweils 5 betrigt.

Fiir N = 4 treten bereits bei allen vier fiir £ moglichen Zahlen Wider-
spriiche auf, wihrend man aus den iibrigen Fillen noch die folgenden
sechs Losungsmoglichkeiten ermittelt:
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MeQhHREDR
WARNDO DR D
WA TODH N R®
- N O Wk ®
OO W I ®
—_ o ;O WO 0
D ONWR ®© ®

Damit sind alle Méglichkeiten erschopft. Durch Einsetzen findet man,
daB die jeweils angegebenen Ziffern auch tatsichlich eine Losung

ergeben.
Es gibt also genau 8 Losungen.

Angenommen, die Bedingungen der Aufgabe seien erfiillbar, dann sind

F,U,E N,Z W, I, 8, B siantlich kleiner oder gleich 9, und es gilt:

a) S=0undS8 =1, dadie Summe aus U, Z und dem eventuellen Uber-
trag kleiner als 20 und damit § < F + 1 < 10 sein muB.

b) F =9,da wegen S+ 0ja F + 1= 10 sein muB.

Aus a) und b) folgt

) F+1=10

und daraus wiederum

d I=0.

Aus der letzten Spalte der Aufgabe folgt wegen d), daB F = N ist.

Da nach Voraussetzung F + N sein muB, sind die Bedingungen der Auf-
gabe nicht simtlich gleichzeitig erfillbar, d.h., die Aufgabe hat keine

Losung.



3. UNGLEICHUNGEN
L.3.1 Setzt man den Zihler von A gleich » und den Nenner von 4 gleich y, so
erhilt man
4=" ua =271
Yy y+2
und weiter
A_Bzi_x+l=xy+2x—xy—y= 2z -y
y y+2 y@y+2) yy+2)
Da 2z > y ist, folgt 22z — y > 0 und wegen y > 0 weiter 4 — B > 0.
Es gilt also 4 > B.
L3.2 Man bildet die Differenz
100M° +1 100+ 1 (100'% 4 1) (1008 + 1) — (100%° + 1) (100% + 1)
100 +1  100%+1 (100% + 1) (100%°+1) .
Nach dem Ausmultiplizieren erhilt man im Zghler
10010 + 100% — 100% — 100% = 100% (100 — 1) — 100% (100 — 1)>0.
Da der Nenner ebenfalls positiv ist, ist die Differenz groBer als Null. Also
ist der erste Bruch groBer.
L33 Es seien

8.

a = /636000 und b = }/389000.
Angenommen, es sei

a—b5=13, (1)
dann gilt

a® — 3a%b + 3ab? — b3 = 13°
und weiter

247000 — 3ab (@ — b) = 2197.
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Daher ist

ab (@ — b) < 81601,
folglich wegen (1)

13ab < 81601,

also
ab < 6277.

Daraus ergibt sich der Widerspruch

247404 - 10% = a3b% < 62773 < 247320 - 105.
Es ist also

z=a—b<13.

L.3.4 Die Zahlen
1620 + 12 ]/17467 = 1620 + 12 - 23 |33

lassen sich in der Form a + ]/—) darstellen, wobei @ = 9 und b = 33 ist.
Es gilt also

1620 + 12 /17457 = (9 + 33)°.
Daher gilt wegen 9> Vﬁ

+ 1/33) + (9 — |/33) = 18.

Also 1st d1e Zahl z gleich 18.

L.3.5 Es ist

57> 149 =

Also ist
4170 = 280 < 253 + 20 - 7 < 253 + 20 |57 = 26 + 20 |57 + 4 - 57,

(2-1/70)< (6 + 2 |/57)°

0<5+2 1567
7+2-)70+10<3+2]57+19

und damit

V7 + 110 < 13 + J19.

L.3.6 0. B. d. A. konnen die Bezeichnungen u, v, w so gewihlt werden, daB
O<usv=sw<l
und damit
I>1—-u=z1l—-v=2l—-w>0
gilt.
Behauptung: u (1 — v) < 1 .

4

Beweis: Aus der fir alle reellen v giiltigen Beziehung
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(v-3) =0
folgt
%—;—v2+v=v(1 —v).
Wegen v = u folgt weiter:

%gv(l-—v)gu(l—v),also

Bemerkung: Analog beweist man, dafl auch v (1 —w) < % ist. Es sind also
von den Zahlen % (1 — »), » (1 — w) und w (1 — ) mindestens zwei nicht

. 1
grofer als T

L3.7 a)  Aus p < ¢ erhilt man nach Division durch p bzw. g

1<l und £< 1.
» q

Daraus folgt: -
p q

—<l<=.
q p
b)  Man bildet
9_,_9-°%
P p
und

1-P_3-7

q q

Da p < ¢ und damit % < %ist, gilt

q_P<q—P.
q 4

Also liegt%nﬁher anl als% .

L3.8 Es gilt wegena > 0,56 >0,¢ >0
1 1
a+b>a+b+c’
1 1
b+c>a+b+c’
1 1
c+a>a+b+c'
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Daraus folgt:
1 + 1 + 1 > 3
a+b b+c c+a a+b+c

Aus der fiir alle reellen Zahlen a, b giiltigen Beziehung
(@a—bF=a*—2ab+02=20

folgt
a® + b2 = 2ab.

Wegen a > 0 und b > 0 folgt daraus durch Multiplikation mit %
a b
3T

Wegena >0, >0,c>0gilt
ab—cl+b(c—aP+c(ea—-02=0,

d.b.
ab?®+ ac? + ba? + bc? + cat + cb® — 6abec = 0.

Nach Addition von 9abc erhilt man
(bc +ca + abd) (@ + b + ¢) = 9abec.

Durch Multiplikation mit der positiven Zahl ergibt sich

abc(a + b +c)
die Behauptung.

1. Losungsweg
1. Fall: Eine der Zahlen a, b, ¢ sei Null.

O. B. d. A. konnen wir @ = 0 voraussetzen.
Dann gilt b & 0, ¢ %= 0, und es ist zu zeigen, daB fiir alle reellen b, ¢

ﬁ c2 > 3
c? + B=2
ausfillt.
(1) ist mit
ﬁ+ég;$&

1

dquivalent bzw. mit
B -z - —;—b’ . (2)

Das Gleichheitszeichen gilt in (2) genau dann, wenn b = ¢ = 0 ist. Dieser
Fall ist aber nach der Voraussetzung im Fall 1 nicht moglich, also gilt
stets

(52 — 22 > — %bz o2



und damit
LA
e T2
b2
Bemerkung: Nach Aufgabe 3.9 gilt sogar At =2.

2.Fall:a40,6+0,c40.

Dieser Fall ist ein Spezialfall der Aufgabe 3.12 fir » = 3, a? = a,, b = a,,
¢ = a4, kann jedoch auch folgendermaBen direkt behandelt werden:
Es kann o. B. d. A. vorausgesetzt werden:

0<at<s b2 < e,
Dann ist
a? b2 c?
+ =
i aTE AT

dquivalent mit
(&)
1 + @ +
i 2 2 2 2
GBSO
a a a a
Setzt man:
b\2 c\?
<—>=1+a: und (—)'=1+y,
a a
wobei 0 < z < y gilt, so ist (4) 4quivalent mit
1 + O 1+y
(l+z)+(1+y) 1+y)+1 (Q1+x)+1

bzw. mit
W+2)z+2)+ (1l +2)(z+y+2)(z+2)

+(y+2)(x+y+2)(y+l)g%(z+y+2)(x+2)(y+2)

3
5 ®)

3
ZE- (4)

>3
=2

also mit

2 (2® + 3% + 22 + 292) = 4oy + 2Py + TP (5)
(5) ist gleichbedeutend mit

dyly—2) +y @ -2 + 9Py —2) + 22>+ 1) 2 0. (6)
(6) ist stets erfilllt, da alle Summanden nicht negativ sind, und damit gilt
die Behauptung.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = y = 0 bzw. wenn
a? = b® = c?ist.

2. Losungsweg
(Bei dieser Losung wird die Ungleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel dreier nichtnegativer Zahlen — vgl. L.2.24, Seite 99,
benutzt.)
Die gegebene Ungleichung ist dquivalent mit

LY 8? 52 3
b5+02—1+cz+a2_1+a2+b2_lgf’ @

wobei §2 = a? + b? + c? bedeutet.
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Setzt man
b®+ c2=a? ¢+ a®=f% und a®+ b2 = ¢?,
so gilt % > 0, §2 > 0, 2 > 0, und (7) ist gleichbedeutend mit
CrE LT3
ETET S
und mit
1 1 1
282(-&?4—?—? ?)g 9
und wegen 282 = % + f + y2 mit

1 1 1
@+ 49 (54 5 + 0320 )

Die Richtigkeit dieser Abschéiitzung ergibt sich aus dem Hilfssatz 2 der
Losung von Aufgabe 3.12, angewandt auf den Spezialfall » = 3 oder durch
die folgende Betrachtung.

Es ist (vgl. L. 2.24)

¢Z2+ﬁ2+?223aazﬂ2}’2 (9)
Ersetzt man in (9) o2, §2, 92 bzw. durch 292, y2a2, a2f?, so folgt
Byt + ylad + afr= 3 [ ok (10)

Multipliziert man (9) und (10) miteinander, so ergibt sich (8), und daher gilt
auch (7).

Erster Hilfssatz: Sind p, ¢ positiv reelle Zahlen, so gilt

_g_l_lg 2.

q9 p
Bewezs: siehe 3.9.

Zweiter Hilfssatz: Sind =, , ..., z, pc;sitive reelle Zahlen, so gilt
n n
(3 (32w
i=1 i=1 %
Beweis durch vollstindige Induktion:
a)  Die Behauptung ist richtig fir n = 1; denn:
Ist x, eine positiv reelle Zahl, so gilt
xy -—1~ =1=12.
051
b)  Wir zeigen, daB fiir jedes natiirliche k = 1 aus der Richtigkeit der
Behauptung fiir » = k ihre Richtigkeit fiir » = k + 1 folgt.
Sind #,, ..., %4, positiv reelle Zahlen, so gilt nach Induktions-
voraussetzung und nach Hilfssatz 1:

(Z)(Z2)=(Z e me)(Z 250

i=1 % i=1 i=1 %  Tp4a
% E o1 E [ ox
) k41
—3n3 —+ 3 (——+—)+1
i=1 i=1% {=1‘\Tg41 Xq

Z,
>R+ (i§12)+1=.(k+1)2.
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Beweis des Satzes:

n
Aus;>0,¢=1,...,n und s= > a;

i=1
folgt wegen n = 2
§>0,8—a;>0
also
1 .
>0 (¢=1,...,n).
s —
Daher ist der zweite Hilfssatz fir x; = a anwendbar, und es er-
— a;
gibt sich:
n a‘l‘ n 8 n
= - 1
i§13 - a i§13 —a i2=71
n 1
=82 —n=zsn —-n
i=18 — @4 s
28— a)
1=1
n
=g.n2 — =
ns—3s n—1

O.B.d. A.seia=b. Dannist a®—b = 02-%, alsoa® -0 bv-2 > 1
und folglich

as+bpatd > g2 p2a
Yabz"a b,

Wegen»(]/_ -~ 1/5)2 =0 gﬂtazﬂg VJab, d.h.
2 ;_ b 2 J/ab ;H]b/ﬁ,

also gilt

a+b a+b
3 = ]/abb“.

also

Fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢ gilt:
(@a—02=0, (b—¢cp=0, (@a—1¢c32=0.
Hieraus folgt:
a?—2ab+ 8220, bB2—-2bc+¢2=0, c¢*—2ca+a*=0, bzw.

a?—ab + b2 =ab, 1)
b2 — be + c2 = be, (2)
2—ca+at=ac. 3)

Maultipliziert man (1) mit @ + b, (2) mit b + ¢, (3) mit ¢ + a, so erhilt
man, da wegen @ = 0, b = 0, ¢ = 0 jeder dieser Faktoren nicht negativ ist:
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Bd+B=ab@+b),

B+ BA=bed+e),

A +at=cal(c +a).
Hieraus ergibt sich nach Addition:

2@+ +cA)=ab(a+b) +bc(db+c)+calc+a)

und weiter

2@ +B+c)=ab+c)+b(c+a)t+cia+d)

sowie

b+ec ,C+a 2a+b.

a® + B + & = a? +b

2 g t&

u+v

Da fiir nichtnegative reelle Zahlen u, v stets 3

ergibt sich aus (4) die Ungleichung
a® + b + ¢ = a?)fbe + b2 Jea + 2 fab.

Aus |u| < |¢] folgt zundchst ¢ < 0 und weiter
Aus |v]| < |c| folgt‘%‘< 1.
Somit ergibt sich
u v u+tv uv
°<(1“?)(1 -3ty
und

0<(1 +1)<1+3)=1+“+”+“—:’
c c ¢ ¢
und daraus

uv u+ v uvy
—(1+—>< <l+—,
c? ¢ c2

3‘< 1.
C

4)

= W gilt (vgl. L. 3.13),

(1)

insbesondere also auch 1 + % > 0, so dall sich nach Division der Un-

gleichung (1) durch 1 + 1%) und anschlieBender Multiplikation mit |¢| die

Behauptung ergibt.

Bemerkung: Diese Ungleichung kann unter Verwendung der Funktion

tanhx auch folgendermafen bewiesen werden:
Fiir alle reellen « gilt

—1 < tanhz < 1.

Nach dem Additionstheorem fiir den Tangens hyperbolicus ergibt sich

tanh
—1 < tanh (z; + x,) tanh z, + tanh z,

woraus fiir z; = ar tanh % und z, = ar tanh % die Behauptung folgt.

" 1+ tanh %, tanh z,
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Wegen
x+y xT—y
T=Tg Tz
_a:+y_x—y
-T2 g und
x2+y2=a2
gilt:
@+y? (—yp?
2 3 — = a2
“+y 2 + 3 as.
— 2
Daraus folgt wegen (@ 3 y) =0
2
(:tv;y)éa2
und wegen z + y < |z + y|
z+y§a]/§.

Bemerkung: Es gilt sogar [z +y|<a ]/5, wobei Gleichheit nur im Fall
x = y eintritt.

Angenommen, die reelle Zahl z, erfiille die Ungleichung

3 2 1
Y 1- 73
Zo—-z—-

Dann gilt x, =+ %

Wegen
3 2 1 _9-124@Qm-1)_ 2m-—4 _ z—2
22,1 173" 3@Qa—1)  3@z,—1) 1
T~ o 3 x°_§)

-2
ist (1) genau dann erfiillt, wenn _a:_l > 0 ist.

(=)
Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn einer der beiden folgenden Fille
vorliegt:

a) —2>0und x—%>0. Hierfiir ist > 2 notwendig und hin-

reichend.

b) z—-2<0und - %< 0. Hierfiir ist « < % notwendig und hin-

reichend.
Daher sind genau diejenigen reellen Zahlen « Losung von (1), die die Be-

dingung = < % oder x > 2 erfiillen.
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Angenommen, die reelle Zahl z, geniige der gegebenen Ungleichung, dann

gilt

Zo 2P g
P %
1.  Istz, > 0, so folgt durch Multiplikation mit pa, L
— 2p* < 2px,
(2o — PP < 372.

a)  Fir x4 > p ergibt sich
—z><1o]/~
zo<p(1+73).
b)  Fir z, < p ergibt sich
P_xo<PV§
:"o>P(1 —V—)

Die Werte p (1 - /—) < g < O fallen namlich jetzt wegen der An-

nahme z, > 0 weg.
2. Ist zy < 0, so folgt durch Multiplikation mit px,

x; — 2p2 > 2px,
(@o — p)* > 3p°.
Da nach Voraussetzung p > 0 ist, folgt nun
P—2>p|3
ze< p(1- Vg)
3.  Fir z, = 0 ist die Ungleichung nicht erfiillt.

Als Lésungen kommen also nur reelle Zahlen aus folgenden Intervallen in
Frage:

a) 0<z< P(l + Vg): b) — o<y < P(l - ]/§)
Wir zeigen, daB alle diese Zahlen die gegebene Ungleichung erfiillen:

a) O<x0<p 1+]/’
_0__ 1 -
. <1+}8 1+V§

b) —oo<wo<P(1—]/§)

%_2P_y_y5__2
p xo< V 1—]/§

=2.

Die Losung der Aufgabe ist der Untersuchung dquivalent, wann der Aus-
druck

1 1 2 1

z+1 1 1
x+§ 2z(x +§)(:v+ 1)
groBer, gleich oder kleiner als Null ist.
Der Ausdruck (1) ist nur fiir 2 4= 0, x &= — ?12— und z = — 1 definiert und

wird fiir keinen Wert von z gleich Null, also gilt b) fiir keinen Wert von .
(1) ist genau dann groéfer bzw. kleiner als Null, wenn der Nenner von (1)
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grofer bzw. kleiner als Null ist. Es gilt 22 ( x4+ —21—) (x + 1) > 0 genau dann,

wenn
IL.x>0
oder

II.x>—1undx<—%

ist. Das heilt, a) gilt fiir alle z mit -1 <z < —%oder0<x< + oo,

Es gilt 2z (a: + %) (x + 1) < 0 genau dann, wenn

Lz<-1
oder

II. 2< 0 und = > —%
ist. Das heiBt, c) ist fiir alle z aus den Intervallen

—oo<x<—1 und ——;—<x<Oerfiillt.

1) Die Menge M aller ganzza]::h'gen Lésungen (z,y) mit + >0, y >0
ergibt sich durch folgende Aufzihlung:
99 Paare:z =1; y=1,...,99,
98 Paare: x =2; y=1,...,98,

-2Paare: z2=98;y=1,2,
1 Paar: = =199; y=1.
Die Anzahl dieser Paare ist

1+2+...+98+99=%-99-100.

2)  Die Mengen ', M, M’ aller ganzzahligen Losungen (z, y) mit
<0, y>0 bzw. 2 >0, y< 0 bzw. x <0, y <0 konnen jeweils
eineindeutig auf 9 abgebildet werden, indem man je ein Paar (a, b)
aus N dem Paar (—a, b) bzw. (@, —b) bzw. (—a, — b) zuordnet.

3) Die Menge 0 aller ganzzahligen Losungen (x,y) mit x =0, y > 0
enthélt genau 100 Paare:

z=0; y=1,...,100.

4)  Die Mengen 2N, N, N’ aller ganzzahligen Losungen (x, y) mit
z=0, y<0 bzw. 2 >0, y =0 bzw. 2 <0, y = 0 konnen jeweils
eineindeutig auf N abgebildet werden, indem man je ein Paar (0, c)
aus N dem Paar (0, —c) bzw. (c, 0) bzw. (— ¢, 0) zuordnet.

5)  Die Menge P aller ganzzahligen Losungen (z,y) mit £ =0, y =0
enthilt genau ein Paar: x = 0, y = 0.

6) Die Mengen 9, WM/, M, M, N, N, N7, N, P sind paarweise
elementfremd ; ihre Vereinigungsmenge ist die Menge aller ganzzahligen
Losungspaare ; deren Anzahl betrigt somit

4-%-99-100+4-100+1=20201.
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1 1 _1 . .
Fiir positive x und y ist - + M >3 dquivalent mit

2z + 2y > zy. 4R
Setzt man x = 2 + n, n natiirliche Zahl > 0, so erhdlt man die zu (1) dqui-
valente Ungleichung fiir y:

2:-2+n0)+2y>2+n)-y

und

2n + 4 4

< =2+ —.
n n
1. n =1 ergibt y < 6, d.h., man erhdlt die Zahlenpaare (3, 3),
(3, 4), (3, 5).

2. n = 2ergibt y < 4, d.h., man erhilt das Zahlenpaar (4, 3).
3. = 3 ergibt y < %, d.h., man erhilt das Zahlenpaar (5, 3).

4. n =4 ergibt y <3, denn in diesem Fall ist% < 1. Es gibt also

keine weiteren Zahlenpaare.

Nach der Definition der Wurzel und des Logarithmus existiert die linke
Seite der gegebenen Ungleichung genau dann, wenn z — 9 >0 und
2z — 1> 0 gilt. Dies ist genau fiir z > 9 der Fall.

Die gegebene Ungleichung ist dann aquivalent mit jeder der folgenden
Ungleichungen:

1 1
= — =1 - 1
21g(2:1: 1)+2g(a: 9) >

lg@z - 1) (z—9)>2
Ig (222 — 192 + 9) > 1g100.

Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn
(22% — 19z + 9) > 100,

d.h., wenn
19 91
2 __ g
g o> 0
gilt. Wegen
7 19 91
— S [N S P el
(x 13)<:v+2> x 5 T 5
ist die letzte Ungleichung dquivalent mit
7
(x—13)(a:+§)>0. (1)

Da ein Produkt zweier reeller Zahlen genau dann positiv ist, wenn ent-
weder beide Faktoren positiv oder beide Faktoren negativ sind, ist (1)
genau dann erfiillt, wenn entweder

z—13>0 und z+%>0 2)
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oder

x—13<0 und x+%<0 (3)

ist.
7
(2) ist mit z > 13 dquivalent, (3) mit z < — 5 Davon ist wegenz — 9 > 0

nur z > 13 Losung der gegebenen Ungleichung; diese ist somit fiir alle
reellen Zahlen z > 13 und nur fiir diese erfillt.

1. Fall: a > 0.
Angenommen, es gibe eine reelle Zahl z,, die der Gleichung geniigt. Dann
folgt
a+z,—a=1(2a+z)(@+x),
hieraus
z,=0 und =z} =2a?+ 3azx, + 3,

also

zo=—§a<0.

Dieser Widerspruch zeigt: Es gibt keine reelle Zahl x,, die der Gleichung
geniigt. -

2. Fall: a = 0.

Angenommen, es gibe eine reelle Zahl z,, die der Gleichung geniigt. Dann
folgt, da die Wurzeln existieren, z, > 0. Ist x, irgendeine positive reelle
Zahl, so gilt:

02
|/0+x0—]/0+x0=]/x_0=l/2-0+x0,
d.h., die Gleichung ist erfiillt. Daher geniigen alle positive reellen z und nur
diese der Gleichung.

3. Fall: a < 0.
Angenommen, es gibe eine reelle Zahl x,, die der Gleichung geniigt. Dann
folgt
a+ 25+ a=1/(2a + z,) (@ + )
(2a + z)% = (2a + z,) (@ + ;)
2a +xp)a =0,
wegen a == 0 also 2, = —2a.
Ist 1 = —2a,s80ist @ + zy = —a > 0 und 2a + z, = 0, also gilt

2 -
M_Vajx":y_—a_y_—a=0=y2a+%,

d.h., die Gleichung ist erfiillt. Daher geniigt die Zahl x = — 24 und nur
diese der Gleichung.
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Angenommen, es gibe einen Wert x,, der der Ungleichung

1
]/3—xo—]/xo+1>§ (1)

geniigt. Dann folgt zunéichst, da die Radikanden nicht negativ sein diirfen,
daB fiir z, nur Werte des Intervalls —1 < 2, < 3 in Frage kommen,

(1) ist dquivalent mit
1
3—x0>5+|/x0+1. (2)
Aus (2) folgt durch Quadrieren

1 -
3—xo>z+xo+1+]/xo+1

und weiter

7
Z—2xo>_|/a:o+l. (3)

Aus (3) folgt, daB fiir z, nur Werte des Intervalls — 1 < z, < %in Frage

kommen.

Daher folgen aus (3) der Reihe nach folgende Ungleichungen:
49
E+4x§— Txy> 2o + 1

%)
(x§—2:vo+a >0

4
4(%—14~%Vﬁ)(%—1-némﬁ)>o. 4)
Aus (4) folgt:

1
a) x°>1+§]/ﬁ

oder

1
b) %<1—§Wﬁ.

Wegen — 1< < %kann hochstens der Fall b) eintreten, d.h., es gilt

1 .,—
%<1—§ym.
Also kommen fiir z, nur Werte des Intervalls
1
—lg%<1—§Wﬁ (5)
in Frage.
Fiir alle reellen Zahlen z,, die (5) geniigen, gilt (4) und wegen 1 — % V3_1 < %

auch (3). Da fiir —1 < 2, < 3 die Ungleichung (3) mit (1) dquivalent ist,
folgt, dal genau alle reellen Zahlen, die (5) geniigen, die gegebene Unglei-
chung erfiillen.
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(002170}

Da die Radikanden 1 + z und 1 — z in
1 1
Tte Ji-z=" M
nicht negativ und die Nenner nicht Null sein diirfen, kommen fiir x nur

Werte des Intervalls —1 < x < 1 in Frage.
FirO0<z<1ist

1 < 1
iz iz
daher ist
1 1

-—==0.
N+ J1-=
Also kommen fiir die Lésung der Aufgabe nur Werte des Intervalls
—1 <2< 0in Frage. Fiir diese Werte von x ist (1) dquivalent mit
N-2z-1+zz)1-2
bzw. mit
1+22=2)1— a2
bzw. mit
at+ 622 —3=0. (2)
(2) ist gleichbedeutend mit )
(@+3-2)3)(2+3+2)3)=0. (3)
(3) ist genau dann erfillt, wenn
L. #=-3+2)38
oder
I 2<-3-2)8
ist.
Der Fall II. kann nicht eintreten, da fiir  nur reelle Werte zugelassen
sind.
L. ist dquivalent mit

lz|z})-3 +2)3. 4)

Wegen z < 0 ist (4) mit —z> V—3‘+2V§bzw. mit s <~ /-3 +2 )3

gleichbedeutend.

Das heillt, alle x des Intervalls -1 < 2z < — I/ —3+2 ]/§ und nur diese
geniigen den Bedingungen der Aufgabe.

x; j sei die Anzahl der transportierten Ziegel von Z; nach B;
(t=1,2;5=1,2).

Dann gilt
2;;= 0, ganzzahlig (L)
T3 =0, Tgy=57-108 (2)
Ty + Ty + 3, = 6 - 108 3)
Ty + Xyy + Xpg + Xyy = 12+ 108 (4)
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%y, + Ty = 5,2 108 (5)
Typ + Xpy = 3 - 108 (6)
Ty + 2y = 4,1 - 108, (7
Die Gesamttransportkosten sind dann der Grofle
E = 28z, + 302, + 212y, + 261y + 362,
+18.5,7-10% + 20x,, (8)
proportional.
Wegen (5), (6), (7) ist (8) mit
E =2z, — 6z + 2,4 + 427,8 - 108
dquivalent und wegen (3) mit

= —8x,, — 2, + 439,8 . 108. 9)
Wegen (1) und (6) gilt
%, < 3-108 (10)
und wegen (7) und (1)
z,<41-10°

und wegen (3) und (1)

Zyg + Ty < 6- 108,
Daher gilt wegen (9)

E=439,8-108—6-10%— 7. 2y,
also

E >433,8.10°% — Tx,,. (11)
Der Ausdruck auf der rechten Seite von (11) ist also unter den gegebenen
Voraussetzungen genau dann am kleinsten, wenn z,, moglichst groB ist,
also wegen (10) wenn z,, = 3 - 108 ist,.
Daher sind die Gesamttransportkosten am niedrigsten, wenn

Z,an B, 3 Millionen Ziegel,

Z,an B, 3 Millionen Ziegel,

Z, an B, 5,2 Millionen Ziegel,

Z, an B, 5,7 Millionen Ziegel,

Z, an B, 1,1 Millionen Ziegel
liefert.

Z115 19, 13 DZW. Y31, Y12, Y13 Seien die Anzahlen der von einer Friasmaschine
(ohne Revolverkopfspannvorrichtung) produzierten Stiicke der Sorte I
bzw. der Sorte IT; x,,, Tys, X5 bZW. Yy, Yoo, Yos seien die Anzahlen der von
einer Frasmaschine mit Revolverkopf produzierten Stiicke der Sorte I bzw.
der Sorte II und x5 bzw. y; seien die Anzahlen der von dem Automaten pro-
duzierten Stiicke der Sorte I bzw. der Sorte II.
Es gilt:
Xy + Xyp + Xy + XTpy T Xgg T Xgg + X3 =
YutYetVat¥ntYautysty . 1)
Fiir 2, bzw. z,, bzw. x,; Werkstiicke der Sorte I benétigt eine Frismaschine
(ohne Revolverkopfspannvorrichtung)

o § T12 T3
10 bzw. 10 bzw. 10 Tage
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und fir y,; bzw. y,, bzw. y,; Werkstiicke der Sorte II bendtigt eine Fris-
maschine (ohne Revolverkopfspannvorrichtung)

Yu Y2 Yis
20 bzw. 20 bzw. 20
Entsprechendes gilt fiir die Frismaschine mit Revolverkopf und fir den
Automaten.
Da 3 Frismaschinen, 3 Frismaschinen mit Revolverkopfspannvorrich-
tung und 1 Automat zur Verfiigung stehen, ergeben sich folgende Un-

gleichungen

Tage.

X1 |, Ty, T3 Y, Y12 |, Yas

Tu M2 T Yn o Y, Vs

0tT07T10 20 20 T 202 (2)
und

Tutl T Ze Yutl Y U

0 "ot 20 Ttz (2a)

Ta  Tap  Tos Y | Yoo | Y28

20720720 30 T30 302 (3)
und

Tor+ 1 Ty  Toa | Yo | Y22 | Yo

Top g TE  m o dE2 TE8

20 t20 20730 T30 T30=°2 (32)
sowie

T3 Ys

et BT L 4

30 T g0=1 - @)
und

z3+1 yy+1

=1.

30 T =! (4a)

Setzt man

Ty =2y t T3+ X1z, Y1 = Y + Y12 T Yss
Ty = Tgy t+ Top + To3, Yo = Yo1 + Yoo + Yas,
so ist (2) dquivalent mit

2z, + y, < 60 29
und daher mit

Yy < 60 — 2x,.
(3) ist dquivalent mit

3z, + 2y, < 180 (3)

und daher mit
Y < 90 — %xz.
(4) ist dquivalent mit

8xy + 3y, < 240 4"
und daher mit

8
:’/a é 80 — gxa.
Es ist nun zu untersuchen, ob und, wenn ja, wann die Funktion
F=z+ta+a,+y,+ys+ys (5)

unter den gegebenen Voraussetzungen ein Maximum annimmt. Aus der
Aufgabenstellung ergeben sich folgende Ungleichungen:
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0<uz <30, (6)
0<z,<60, (7)
0<z,< 30. (8)

F ist genau dann moglichst groB, wenn 6 F bzw. 18 F maglichst groB ist.
Aus (5), (2'), (3’) und (4') folgt:

6F < — 6z, — 32, — 10x; + 1380. 9)
(22) ist 4quivalent mit

57 < 2x, + ¥,. (2a)
(3a) ist dquivalent mit

175 < 3z, + 2y,. (3a%)
(4a) ist dquivalent mit

229 < 8z; + 3y,. (4a’)
Aus (1), (2a’), (3a’) und (4a’) folgt:

— 18z, < 15z, + 222, — 1525. (10)
Aus (9) und (10) folgt dann:

18F < 6z, — 8x4 + 2615 (11)

18 F ist unter den gegebenen Voraussetzungen genau dann am gréBten,
wenn z, = 0 und z, = 60 ist.

Aus (4') und (4a’) folgt dann, da fiir y; nur ganzzahlige Werte in Frage
kommen,

77 <y, < 80. (12)
Aus (3) folgt

Y2 =0, al80 Yy + Yoo + Y= 0,
d.h. ¥y = ¥sp = ¥s3 = 0, da sémtliche y; nichtnegative ganze Zahlen sind.
Aus (1) und (12) folgt weiter:

x, + 60 < y, + 80,

z, —y, < 20. (13)
Daraus und aus (2’) folgt:

=g

also, da fiir #,,, 5, z,; und daher auch fiir #; nur nichtnegative ganze
Zahlen in Frage kommen, z, < 26.

Damit die Summe der Anzahlen der produzierten Stiicke der drei Sorten
moglichst groB ist, mul

x; = 26 (14)
gewihlt werden. Aus (13) folgt wegen (14)

Y =6
und aus (2°) folgt wegen (14)
y<8. (15)

Es ergeben sich also folgende Fille:
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Iy, % T3 Y Y2 Ys

1. Fall 26 60 0 6 0 80
2. Fall 26 60 0 7 0 79
3. Fall 26 60 0 8 o0 78

Wegen (1) und (15) kommt fiir y, der Wert 77 nicht in Frage.

Die Anzahl der Fahrten pro Jahr des LKW L; zum Betrieb B; wird mit a;;
bezeichnet (1 = 1,2; § =1, 2).

Es gilt dann
Xy + 425, 260022, + 1 4+ 4 (25, — 1) 1)
ZTyg+ 425 =400 2 25 + 1 + 4 (795 — 1) (2)
T+ 2y < 300 (3)
Tgy + Ty < 200 4)
i = 0 und ganzzahlig. (6)
Bezeichnet man die gesamten Transportkosten mit K, dann gilt
K = 102, + 207y, + 30x,, + 60x,,. (6)

Es ist zu untersuchen, fiir welche Werte z;; die Kosten unter Beriicksichti-
gung der Beziehungen (1) bis (5) moglichst gering werden.
Aus (1) folgt

600 — 4y < vy, < 603 — 4y, (7)
und aus (2)
400 — 4y < 24, < 403 — 4z,,. (8)

Wegen (7) und (8) folgt aus (6)
18000 — 20z, — 60x,, < K < 18120 — 20z, — 60z,,
und hieraus wegen (4)

14000 — 40z, < K < 18120 — 207y, — 60x,,. 9)
Aus (8) folgt
403 — z
TS
und daraus wegen (5)
Ty < 100. (10)

Wegen (9) werden die Transportkosten genau dann méglichst gering, wenn
Z,, moglichst gro, wenn also x,, wegen (10) gleich 100 ist.
Aus den Bedingungen der Aufgabe ergibt sich daher

z3=0.
Daher kann K keinen kleineren Wert als 1000 annehmen. Fiir K = 1000
miite wegen (6)

10z;, + 20x,, = 4000,

also

2y, + 22,5, = 400 (11)
sein.
Aus (1) und (11) folgt dann weiter

5 = 100
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und aus (4) wegen &y, = 100

z, = 100.
Daher miiBte z,, = 100 und wegen (11) x;; = 200 sein. Daher kann nur
in dem Fall
L, L,
Anzahl der jihrlichen Fahrten zu B, 200 100
Anzahl der jéhrlichen Fahrten zu B, 0 100

K = 1000 sein. Wie man leicht nachprift, ist in diesem Fall auch tatsich-
lich K = 1000, womit die Aufgabe vollstindig geldst ist.
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4, FUNKTIONEN, INSBESONDERE TRIGONO-
METRISCHE FUNKTIONEN
L.4.1 Lésung durch vollstindige Induktion:
Die Gleichung
o= 2y =(—1)" )
ist fiir » = 0 wegen z, =1 und y, = 0 erfiillt. Wir zeigen jetzt, daB fir
jede natiirliche Zahl % aus der Richtigkeit der Behauptung fiir n = k deren
Richtigkeit fitr n = k& + 1 folgt. -
Es gilt wegen
Teypr1=Tp+ 2y und  Yro1 =2+ Yk
X% 11— 29% 41 =k + dxpyy + 4yi — 22f — dxpyr — 29R
= — 2} + 2yi = — (2} — 29)
= (= 1) (= 1) = (= 1p+1,
Die Gleichung (1) ist also auch fir n = k& + 1 erfiillt.
Also ist die Gleichung (1) fiir alle natiirlichen Zahlen » erfiillt.
L.4.2 Behauptung: Frage a) ist fiir jedes » zu verneinen. Die Antwort auf Frageb)

ist: die groBtmogliche Gliederzahl fiir eine F,, betragt s, = 2n — 1.

Beweis durch vollstindige Induktion.:

1.  Die Behauptung ist richtig fiir » = 1. Dies folgt aus 1. und 3.

II. Jetzt wird gezeigt, daB fiir jedes natiirliche k = 2 aus der Richtigkeit
der Behauptung fiirn = 1, ..., &k — 1 ihre Richtigkeit fiir » = & folgt.

A)  Bewess, daf Frage a) zu verneinen ist:
Entfernt man aus einer F, das erste Glied z, und alle Glieder, die ihm
gleich sind, so erhilt man eine F}_,. Die Bedingungen 1., 2. und 4.
sind offensichtlich erfiillt; zu 3. ist zu zeigen, daB infolge des Weg-
lassens eines p-Tupels unmittelbar aufeinanderfolgender Glieder kein
(p + 2)-Tupel unmittelbar aufeinanderfolgender Glieder zu einem Paar
der Form (a, a), @ =+ z,, werden kann ; dies ergibt sich daraus, daB an-
derenfalls die gegebene F, eine Teilfolge (,, @, ;, a) enthalten hitte.

Die entstandene Fi_, hat nach Induktionsvoraunssetzung hochstens
8ty Glieder; ihre Gliederzahl sei g genannt. Durch Wiedereinfiigen
der soeben weggelassenen Glieder erhalt man die gegebene F zuriick;
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B)

C)

da diese die Eigenschaft 3. besitzt, ist ein solches Wiedereinfiigen
hochstens an g + 1 Stellen (abwechselnd mit den Gliedern der Fi _,)
moglich. Also hatte die gegebene F; hochstens 29 + 1 < 28, + 1
Glieder.

Ist 2, ..., #, eine Fy mit 2, & x;, so ist auch z,, ..., z,, z, eine Fy,.
Beweis: Die Bedingungen 1., 2., 3. sind offensichtlich erfiillt; zu 4.
ist zu zeigen, daB infolge des Anfiigens von z;, keine Teilfolge der
Form (@, z,, @, x,) mit a 4 z, entstehen kann ; dies ergibt sich daraus,
daBl anderenfalls die gegebene F eine Teilfolge der Form (z,, a, «,, a)
enthalten hitte.

Wegen A) gibt es Folgen Fi mit groBtmoglicher Gliederzahl s;; eine
solche Folge sei (zy, ..., ;). Nach B) ist in ihr x,, = z,. Sind in ihr

Tigs «ees Tig, 19 < ++- < ij, genau alle diejenigen Glieder, die gleich z,
sind, so gilt
izl; =1, ij = 8k;
(@15 -+ o) = (Tig5 Tig+15 -+ Tiy =15 Tigs -+ Fij_ 45
T,

x,-7._1+1,. . .,:v,-’._h x,'j).
Ty
Dann ergibt sich wegen 4. zundchst, daB die Teilfolgen
T;. =(‘ri,1—1 +1 ...,:L','A_1), Z = 1, ,7 ,
zu je zweien elementfremd sind. Kommen in T, genau r; verschie-

dene Zahlen vor (A =1, ..., §), so ist demnach
J
2 = kE—1.
A=1

Weiter ergibt sich, daB T'; eine F,,1 mit maximaler Gliederzahl ist;
nach Induktionsvoraussetzung ist also
1:1—’51_1—1=871=2TA—1, l=1,...,?..

Somit erhalten wir

j
se=1+4+ 3 (5 — #-4)
=1

i
=].+ 227‘;.

A=1
—1+2(k-1)
=2k —1.

Bezeichnet man 16 derartige positive Zahlen mit a,, a,,..., a;s und den
Quotienten der Folge mit ¢, so haben die Folgenglieder die Form

81,8, = 0,4, @3= ¢, ..., 0= 6, ¢°.

1. Ermittlung von q

Aus den Angaben iiber das stufenweise Anwachsen der Stellenanzahlen
kann man zunichst wie folgt auf den Wert von ¢ schlieBen.

a)

Wegen des Anwachsens der Glieder der Folge ist notwendig g > 1.



By

d)

)

g)

a, und a; = a, - ¢* haben dieselbe Stellenanzahl, also ist ¢* < 10. Dem-
nach sind alle ¢ = 2 wegen ¢* = 2% = 16 > 10 zu groB.

a,, ist zehnstellig,
also
a5 = a; - ¢° < 1019,
wiahrend a,; zwolfstellig ist,
also
a5 = a,g4 = 100
gilt. Multipliziert man die beiden Seiten der ersten Ungleichung mit
q°, so ergibt sich
ay - g1 < 1010 . gb
und damit folgende Abschitzung:
101 < g, - g4 < g5 100,
Daraus folgt: 10 < ¢°.
Aus den Bedingungen a) und b) ergibt sich als (grobe) Abschitzung

1< ¢< 2, also kann ¢ keine ganze Zahl sein. Wegen ¢q = %istq

1
auflerdem rational. DaBl ¢ keine irrationale Zahl sein kann, folgt
daraus, daB sonst a, = a, - ¢ (und jedes andere a;) keine ganze Zahl
sein kénnte.

Setzt man ¢ = P (mit positiven ganzen, zueinander teilerfremden

Zahlen z und »), so mufl wegen
a, 216
By = " 15
n1®

und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung der Nenner in a, auf-
gehen. Das ist nur fiir ¢, > »'® méglich.
Somit sind alle n = 4 zu groB; denn wegen der Abschitzung

416 — 2% — (21098 — 10243 > 10°
ist 4'® (mindestens) zehnstellig, wihrend e, neunstellig ist, also
a, < 415 < 015 gelten wiirde, im Gegensatz zu der oben genannten
Bedingung

a, = nts,
Somit bleiben fiir die Losung der Aufgabe (falls eine Lsung existiert)

3
" di 3 4 5
fir ¢ nur eWerte2,3,3

3\ 243
(E) =35 <10

iibrig. Nun ist aber

im Gegensatz zur Bedingung ¢°® > 10 in ¢}, also ist ¢ = %zu klein.

4 3
Wegen 3 < gist q= %erst recht zu klein.

Somit ist als moglicher Wert fiir ¢ nur noch ¢ = % iibrig geblieben.

Weiterhin ist also nachzupriifen, ob sich ein Wert a, so finden 148t
daB alle Daten der Aufgabe erfillbar sind.
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I1. Ermittlung von a;

a) Nach I. e) und g) muB a, = ¢ - 31 (¢ positive ganze Zahl) gelten.
Da 6.3 = 86093442 achtstellig ist, wihrend @, laut Aufgaben-
stellung neunstellig ist, muB ¢ = 7 sein.

b) Alle ¢ = 8 kommen nicht mehr in Frage, wie man aus der Betrach-
tung von a,, entnehmen kann. Es ist nimlich

9
Qg = c-315-(§> =c¢-5. 3%=c.1423828125,

und 8 . 1423828125 ist eine elfstellige Zahl, wihrend nach den vor-
gegebenen Bedingungen a,, zehnstellig ist. Alle Faktoren ¢, die gro-
Ber als 8 sind, scheiden dann natiirlich erst recht aus.

¢)  Unter Beriicksichtigung der bisher herangezogenen Bedingungen
kommt nur

7 - 315 = 100442349
als Anfangsglied in Frage, das neunstellig ist.

1I1. Die Folge a,, a,, ..., @4

AbschlieBend bleibt nachzupriifen, ob diese beiden Werte mit allen Be-
dingungen der Aufgabe vertriglich sind. Das geschieht am einfachsten,
indem die Folge vollstandig hingeschrieben wird. Man entnimmt daraus,
daf tatsdchlich alle Stellenzahlen die verlangten Werte besitzen. Damit
ist bewiesen, daf die Aufgabe 16sbar ist und genau eine Losung besitzt.

a, = 100442349 a,= 5980078125
a, = 167403915 a,,— 9966796875
a, = 279006525 a, = 16611328125
a,= 465010875 a, = 27685546875
@y = TI5018125 a,,= 46142578125
as — 1291696875 a;, — 76904296875
a; = 2152828125 a,, = 128173828125

ag — 3588046875 a,, — 213623046875 .

Die Funktion f(x) ist fiir alle z < —% déﬁ.niert, d.h. in den Intervallen

—e<r<-2 M
und
d<x< 2
-= .
: @
Es seien z; und «, Zahlen des Intervalls (1) mit x; < «,, d.h.
d
Ty < Ty < — E— . 3)
Es gilt:

_ax;+b az,+b
T ow t+d cxyt+d

(z; — x,) (ad — be)
T emy + d) cap+ d)

flxy) — f(=,)

(4)
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Aus (3) folgt fiir ¢ > 0:
cx; +d<0 und czy,+d<0,
d.h.,
(cxy + d) (cxg +d) > 0.
Fiir ¢ < 0 folgt aus (3):
cx;+d>0 und cx,+d>0,
und mithin
(cxy + d) (cxy + d) > 0.
Da z, — 2, < 0 ist, gilt f(z,) — f(z;) > O genau dann, wenn ad — bc < 0
ist.
Es seien nun z;, und z, Zahlen des Intervalls (2) mit x; < x,, d.h.
L n<a, (5)

Es gilt ebenfalls Gleichung (4).
Aus (5) folgt fiir ¢ > 0:
¢z, +d>0 und cz,+d >0,
d.h.
(czy + d) (cxy + d) > 0.
Fiir ¢ < 0 folgt aus (5):
cx;, +d<0 und cx,+d<0,
d.h.
{cxy + d) (cxy +d) > 0. -
Wegen z; — z, < 0 gilt f(z,) — f(z,;) > 0 genau dann, wenn ad — bc <0
ist.
Also ist f(x) genau dann streng monoton fallend, wenn ad — b¢ < 0 gilt.

a)  Da der Ausdruck
—-2x+2=(—-12+1
fir alle reellen z positiv ausfallt, ist
|z — 1]
fe) = J2?— 2z + 2
fiir alle reellen Werte x definiert.
b)  Esist zu zeigen, daB fir
sz <x (2)
stets gilt:
H@) < fl(x).
Aus (2) folgt
0z, —-1<z,—-1,
daraus folgt
(T — 1)< (g — 1)?
und weiter
(@ — 12+ (2 — 12y — 1 < (@ — 1) + (2 ~ 1) — 103,

was gleichbedeutend ist mit
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d)

(@, — 121 + (z, — 1] < (@ — 1)*[1 + (x;, — 1)7]
und mit

@=1F _ (@m-1p
1+ (2, — 102 71+ (2, — 1027
Hieraus folgt:
|2 — 1] |z, — 1]

M+ @ —12 1+ @— ¥

also wegen (2)

z —1 za— 1
<
[t — 22, + 2 ]/.jcﬁ—2a:z+2’
d.h.,
H@y) < f(z,).

f(x) ist also fiir alle = 1 sogar streng monoton wachsend.
Fiir alle & 1ist (1) 4quivalent mit

1

/(x) =,

1+ _l__
]/ (@ —-1)?
Daher ist fir « 4= 1 stets 0 < f(z) < 1.
Fir z =1 gilt: f(z) = 0.
Also ist der Wertevorrat von f(z) im Intervall 0 < y < 1 enthalten.
Ist y ein beliebiger Wert aus 0 < y < 1, so gilt fiir z > 1 die Be-
ziehung

1

1

genau dann, wenn

y

-

ist, wie sich durch Umformen und Einsetzen ergibt. Daher ist
0 < y < 1 der Wertevorrat von f(z).

Wir zeigen, daB
fA+a)=f(1-a)
fiir alle reellen a gilt. Es ist

y=

r=1+

|a]
l1+a)=
A
und
|~al |a]
l—a)=——= ,
A ) Jar +1  Ja*+1
und daher gilt:

fd+a)=f1 —a).
Also ist die Gerade z = 1 Symmetrieachse des Bildes der Funktion
y =@



L.4.6 a) Wegen 1. gehort mit = auch stets  + ka mit allen ganzzahligen &
zum Definitionsbereich, wie man durch vollstandige Induktion zeigt.
Weiter gilt wegen 2.:

fx+2a)=f[(x + a) + a]

_1+f(x+a)

1-f(@+a)

1+ f(x)

1T

1_1+f(27)

1 —f(2)
_l—f(z)+1+](a:)_ _l_

T 1-f@-1-f@ @’
woraus sich
1

f(x+4a)=/[(z+2a)+2a]=—m

= (=) 1)
ergibt.

Da mit = auch stets z + 4ka = x + kb fiir alle ganzzahligen k zum
Definitionsbereich von f gehoért, ist die Funktion f wegen (1) perio-
disch mit der Periode b = 4a.

b)  Die fiir alle reellen Zahlen z + ka, k ganzzahlig, durch

}(x) = tan :—aa:

definierte Funktion geniigt wegen
tan—~ + tan ——z 1+ tan —2
4a

4a
tan l (z + a) = =
4a

l—tan%-tan:—ax l—tan—n—x

der gegebenen Funktionalgleichung.
Sie hat die Periode b = 4a. AuBerdem ist die Bedingung 1. erfiillt.

L.4.7 a) Esseig(x) =g (z + 1) Dann erhilt man aus Gleichung (*)
@+1)-f@)-g@)=fz+1)-g(x+1),

(+1) p)=¢@+1).

b)  Setzt man voraus, daB die Gleichungen (*) und (**) beide fiir alle
positiven reellen x erfiillt sind, so erbhdlt man

p+l)=(+1)f(x) g,
also
fe+1)-g@x+1)=f(x+1) g

und wegen f(z) =+ O fiir alle positiven reellen z schlieBlich

g +1)=g).
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Angenommen, y = f(x) sei eine Funktion mit den geforderten Eigenschaf-
ten und D ihr Definitionsbereich. Dann liegt mit jeder Zahl z aus D auch
—zin D; denn bestimmt man z so, daB 2" = z wird, so existiert f(z) = f(z*),
also nach Aufgabenstellung auch

bz —a-f(z") = f(—2") = f(—2).
Fiir jedes z, fiir das 2, also nach dem eben Gezeigten auch —z* = (— z)»
in D liegt, gilt nun auBer

a-f@) + f(—a") = bz (1)
auch diejenige Gleichung, die man erhilt, wenn man in (1) z durch —z
ersetzt, d.h.

f@®) +a-f(—a") = —bz. (2)
Aus (1) und (2) erhilt man wegen |a| = 1
1
flam) = 2T b
b
=%

Hieraus ergibt sich:
Liegt ein x = 0 in D, so gilt
n,— b =
— ny _ 7 .
f@ =1 (") = =5 Ve
liegt ein # < 0 in D, so gilt

n b n
=11~ y=21 -2 (-7,
Daher kommt als gesuchte Funktion hochstens
: i i ']'/;, fallsz = 0,
b

a-—1

mit der Menge der reellen Zahlen als Definitionsbereich in Frage.
Umgekehrt gilt fiir sie (1); denn es ist

He)=

,]I/——a:, fallsx < 0,

f@)=——=,
also
b
f=a") = f{(-2)"])= - ——7 2,
also
b b - 1)b
a-)‘(a:”)+f(—x")=a-a_ lx—a— lz=(aa—l) x =bx.

a)  Setzt man in die gegebene Gleichung anstelle von x zunichst 1 + x
und danach 1 — z ein, so erhilt man das Gleichungssystem
af(x) + bf(—z)=c(l + )
bf(x) + af(—x) = ¢ (1 — z).
Hieraus ergibt sich im Falle || 3= | 5| fiir alle reellen



b)

[ c
y=1® =5 ars

Wie man sieht, geniigen diese Funktionen der gegebenen Gleichung.
Im Falle |a| = |b| und ¢ & O gibt es keine Funktion, die den Bedin-
gungen geniigt; denn die Annahme @ = b bzw. @ = — b fiihrt durch
Einsetzen in das unter a) genannte Gleichungssystem zu ¢ = 0 und
somit zu einem Widerspruch.

Im Falle @ = b 5 0 und ¢ = 0 geniigt jede fiir alle reellen z definierte
ungerade Funktion den Bedingungen, und es gibt keine andere Funk-
tion, fiir die das ebenfalls zutrifft.

Im Fallea = — b 4 0 und ¢ = 0 geniigt jede fiir alle reellen x definierte
gerade Funktion und keine andere Funktion den Bedingungen.

Im Falle a = b = ¢ = 0 geniigt jede beliebige fiir alle reellen = defi-
nierte Funktion den Bedingungen.

L.4.10 Setzt man t = z — > , 80 gilt

b)

f@) = g) = Et (e D) (-2 (- 2)

Fir alle reellen Zahlen x ist also f(z) = — 1. Dabei gilt das Gleich-

heitszeichen genau dann, wenn #% = e d.h., wenn also entweder

5 5 5—-15
+V— 2V ist

x=—2— oder T =

Das Polynom jf(z) nimmt also an den Stellen

5 _
= +2]/3 und £=5 21/3

und nur dort seinen kleinsten Wert an.

Fﬁrlgxg‘lgilt—%gtg%, dh o2 %.Wegen

5 9
= —p_ e =
@) =g =t— e+ —
9 1 9
=22 - —) — 2 + —
e 4) i 16
gilt daher fiir alle « des Intervalls 1 <z < 4
9
< —.
f@)= 15 -
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Das Gleichheitszeichen gilt dabei genau dann, wenn ¢ = 0, d.h.

z=5 ist.
Daher gilt fiir alle x mit 1 <x <4, x#% die Ungleichung

)< /(g), d.h, £ = gu.nd nur dieser Wert hat die Eigenschaft b).

Fiir jeden Winkel der GroBe « gilt

sin 3a = 3 sina — 4 sin’a. (1)
Da '
. ono 1
sin 30° = £} 2)

ist, geniigt die Zahl
x;, = sin 10°
der kubischen Gleichung

1
31: bt 4178 = E »
also
82°— 6z +1=0. (3)
Wegen (1) und (2) und wegen

sin (30° + k-360°)=%,
wobei k eine ganze Zahl ist, ist die Gleichung (3) aber auch erfiillt fiir
%, = sin (10° + 1 - 120°) = sin 50°
und
x3 = sin (10° + 2 - 120°) = —sin 70°.
Die Zahlen z,, x,, x, sind paarweise voneinander verschieden, und da die

Gleichung (3) hoéchstens drei paarweise voneinander verschiedene Wurzeln
hat, sind =,, z,, z, die Wurzeln der Gleichung (3).

Wir verwenden die Formel
2 tang

tan 2¢ = 1= tan’o tan’y

zweimal, indem wir von tan 30° = % als bekanntem Wert ausgehen, und

setzen
l.p = 15°, tang = ¢.

Dann gilt:
£+2)3¢-1=0,
woraus man wegen tan 15° > 0

= tan 15° = 2 — l/§
erhilt.



2. Wir setzen ¢ = 7°30’, tangp = 7.
Dann gilt

2
12+TT—1=0,

woraus man wegen tan 7°30° > 0

'r—-—1+ ‘1+l
Tt 2 ’

also nach Einsetzen von 2 — ]/gfﬁr t

v=tan7°30' = — (2+13) +2(2+13)- |2 - 13 (1)
erhilt. .
Um die geschachtelten Wurzelzeichen zu beseitigen, setzt man

Vo YBma+b)B

und erhilt aus

a4+ 3b2=2
2ab=-1
die vier Losungen
1 1 1 — 1
= Gy = — — 6 a,=——
a, 2 6, 2 .V2, ag 2V ) 4 VE;
1 I 1
by=—-— 2 = T = by = —, b, =

W e
woraus sich wegen V2 — l/§ > 0 die Beziehung
 —ee 1 —_
[2-18 =3 (5-12)
ergibt. Setzt man diesen Wert in (1) ein, so folgt die Behauptung

- o+ ]E-15-2.

Bezeichnet man das gesuchte Produkt mit x und setzt ferner

y = sin 5° . sin 10° - sin 15° ... ... sin 40° - sin 45° - sin 50° ... sin 85°,
so ist wegen sin (90° — a) = cosa

y = (sin 5° - cos 5°) - (sin 10° - cos 10°) ...

. o o 1
- (sin 40 -cos40)-§~]/§
und wegen sin 2a = 2 sina - cosa
=%-]/E-%smw"-smzoc’...smsoa
also
xy=l- ]/E-l sin 5° - sin 10° - sin 15° ... sin 85° — = - 12y
2 28 29 )
Daraus folgt wegen y 4= 0
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L.4.14 Setzt man
y = sin 20° - sin 40° - sin 60° - sin 80°,
so ist
16zy = (2 - sin 20° - cos 20°) - (2 sin 40° - cos 40°)
- (2 sin 60° - cos 60°) - (2 sin 80° - cos 80°).

Wegen

sin2¢ = 2sin« cosax
ist

162y = sin 40° - sin 80° - sin 120° - sin 160°.
Da

sin (180° — &) = sina
ist, folgt
16y = sin 40° - sin 80° - sin 60° - sin 20°,
d.h.
16zy = y.
Weil y & 0 ist, ergibt sich
1

x=1—6'.

L.4.15 Der Beweis erfolgt indirekt. Angenommen, es gibe ein z, derart, daB
sinz, + cosxz, = 1,5 gilt, dann ergibt sich hieraus durch Quadrieren

sin®z, + 2sinx, - cosz, + costz, = 2,25.
Daraus folgt dann wegen der fiir alle reellen x giiltigen Beziehungen
sin®z + cos?x =1
und
2 sing - cosz = sin 2z,
daB
sin 2z, = 1,25

ist. Dies ist nicht moglich, weil —1 < sinz < 1 fiir alle reellen z gilt. Damit
ist der geforderte Beweis erbracht.

Bemerkung: Auf Grund von Aufgabe 3.16 gilt genauer
|sinz +cosw|< J/2=14142. ..

L.4.16 Setzt man

1
f(x) = sinz + %sin 2z + gsin 3z,

so gilt fiir alle  wegen
sin 22 = 2 8inz cosz

und
sin 3z = sin 2x cosx + cos 22 sinx

= 2 sinz cos®x + sinz (2 cos®x — 1)
= sinx (4 cos’z — 1)
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4 1
f(®) = sinz <1 + cosz + — cos?x — ?)

3

1 .

= g sinz (4 cos?x + 3 cosx + 2)

=%sinx (4coszx+2-2~%cosx+i%+2—%)
1 . 3\ 23

=§smx [(2cosaz +Z) +ﬁ]'

Nun ist fiir alle reellen z
(2cosx+i)2+—2§2§>0.

4 16 — 16

Ferner ist fiir 0 < x < % auch sinz > 0, also f(z) > 0.

Wir fiihren den Beweis der Beziehung 1) durch vollsténdige Induktion.
Die Beziehung 1) gilt fiir » = 1; denn es ist
sin?x
sinz ’
wenn sinz == 0 ist.
Wir zeigen jetzt, daB fiir jede natirliche Zahl & aus der Richtigkeit
der Behauptung fiir n = k deren Richtigkeit fiir n = & + 1 folgt.
Aus der Richtigkeit der Beziehung 1) fiir n = k folgt
sing 4+ --- +s8in 2k — 1)z +sin 2k + 1) 2
sin*kx
" Tsinz
Nun gilt wegen
2 sine - sinfl = cos (¢ — fi) — cos (« + fi)
sinkx sinkx + sinz - sin 2k + 1) z

- +sin 2k + 1)z = :
sinz sinz

sinx =

+ s8in (2k + 1) x.

1 1 A
= — in2 —_— —_
P (sm kx + 3 [cos 2kx — cos (2Fk + 2) x])

=S].111—x(sin2kx + %[1 — 2sin?*kx — (1 — 2sin?(k + 1) x)])
sin?(k + 1)
- sinx
womit die Beziehung 1) fiir beliebiges natiirliches n = 1 bewiesen ist.

Ist sine = 0, so ist ® = kx, & ganz. Dann ist fir jedes ganze m auch
sinmz = 0, und daraus folgt 2).
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Angenommen, es gibe eine Zahl x,, die der Gleichung
sindx + cos?x =1

geniigt, dann gilt
sin®z, + coslz, = 1.

Wegen
sin®z + cos?xz = 1  fiir alle reellen x

ist

sindx, + cos?z, = (sinz, + cosx,) (1 — sinz,cosz,).
Also gilt

(sinz, + cosxz,) (1 — sinxycoszy) = 1.
Setzt man

sinx, + cosz, = a,
8o daBl wegen (3) a == 0 gilt, so folgt aus (3)
. 1
sinx, - coszy =1 — 2"
Aus (4) und (5) folgt
a? = (sinxy + coszy)? = 1 + 2 sinz,cosx,
und hieraus

=1+2(1—l)
a
ad—3a+2=0.

Die Gleichung (6) hat die Lésungen
a,=1, a;,=1 und a3=-2,
Aus a = a, = a, = 1 folgt
sinx, + coszy, =1
und nach Quadrieren
2 sinz,cosx, = sin 2z, = 0.
Die Gleichung (7) hat die Losungen
%y =2knx und z,= % + 2kn  (k ganze Zahl).
Aus a = a; = — 2 folgt
sinxy + cosxy = — 2,
was mit
(sinz, + coszy)® = 1 + 2sinz, - coszy < 3
unvereinbar ist.

(1)
(2)

3)
4)

(8)

(6)

M

(8)

Die Gleichung (8) hat also keine reellen Losungen. Folglich kommen als

Losungen der Gleichung
sin®z + cos®z =1

nur die Werte # = 2kn und z = % + 2k mit ganzzahligem & in Frage.

Durch Einsetzen bestéitigt man, daB fiir jeden dieser Werte die Gleichung

(1) tatséchlich erfullt ist.
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Die gegebene Gleichung ist wegen der fiir alle reellen x giiltigen Beziehung
cos?z + sin?x = 1 dquivalent mit

1 — cos?’x — cos?2x — cos?3x = 0. (1)
Da

cos 2¢ = 2cos?x — 1 und cos3x = 4 cos®x — 3 cosx

fur alle reellen z gilt, ist (1) mit jeder der drei folgenden Gleichungen dqui-
valent:

8 cos®z — 10 costz + 3 cos®x =0,
cos’x (Bcostx — 10cos?z +3) =0

3 1
2 2 20
8 cos x(cos x 4)(008 z 2)

B

0. 2

(2) ist genau dann erfiillt, wenn
I. cosz=0 oder

II1. cosza:=% oder

III.  cos?zx = % gilt.
Unter der Nebenbedingung 0 < x < 27z ist

I. gleichbedeutend damit, daB x = 12!_ oder x = %n ist,

7
II. gleichbedeutend damit, daBz = %, z = -%l-ﬂ‘, r= %ﬂ oder z = " ist,
und
. . 7 7 3 5 .
IIT. gleichbedeutend damit, dal = e T = il = = oder z = Zﬂ: ist.
. . /4 7 b4 3 _
Also geniigen die Werte « = Tt T =g E= g =35"

11
T= M I =W, B = %n sowie x = 57 und nur diese den Bedingungen der
Aufgabe.

Die gegebene Gleichung ist dquivalent mit

1—si.n5x=coszga:+sin2%x—2-cos—g—x-si.n—2~a:. 1)

Wegen sin?z + cos?z = 1 und sin 2x = 2 . sinx - cosz fiir alle reellen «
ist (1) dquivalent mit

1 —-sinbzx =1 — sin 3z,
also mit

gin 5z — sin 3z = 0. (2)
Aus den Additionstheoremen

sin (« + B) = sina cosf + cosa sinf
und
sin (& — f) = sina cosff — cosa sinfi
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folgt fira =4z und § ==
sin 5z = sin (dz + x)
= gin 42 cosx + cos 4z sinx
und
sin 3z = sin (4 — 7)
= gin 4z cosx — cos 4x sinx.
Daher ist (2) dquivalent mit
cos 4z sinx = 0. (3)
Die Gleichung (3) ist genau dann erfiillt, wenn sinz = 0, d.h. =z = k=,

oder cos4z = 0,d.h. z = % (2% + 1), ist, wobei k eine beliebige ganze Zahl
bedeutet.

Also erfiillen alle z = kx und 2 = % (2% + 1) und nur diese die gegebene
Gleichung.

Angenommen, x, sei Losung von

sin 3x cos (%— 4:0) +1

7T n = 0. (1)
sin (E— 7:v) — cos (E + x)-i— r
Dann gilt
sin 3%, - cos (% — 4z0) =-1 2)
und
si.n(%— 7xo>—cos<%+ xo>+r=+=0. 3)

(2) kann wegen |sinz| < 1 und |cosz| < 1 nur erfiillt sein, wenn entweder
a) sin3xy= -1 und cos(%—4zo> =1
oder

b) sin 3z,

1 und cos(%—4xo)=—1

ist.
Aus a) folgt

3z, = En + 2km, kganz,

2
also
2

zo =g + 3k @)
und

7

'§' —_ 4:170 = 2lﬂ,
also

7T l
=13 " 3% ! ganz. (8)



Aus (4) und (5) folgt

£+Elm=z———l—n

2 3 12 277
d.h.

8k +6l=—35.

Dies ist ein Widerspruch, da — 5 keine gerade Zahl ist. Im Falle b) folgt

3, = % + 2k,

also
2

Ty = % + Ekn, k ganz, (6)
und

§—4xo=n+2ln,
d.h.

7T 7
Ty=——— -7,

und fiir I = —(m + 1)

xo=%+%m, m ganz. (7)
Aus (6) und (7) folgt: _

Z+ 2 kn =2+ g

6 3 3 27
also

4k =3m + 1. (8)
Es sind nun alle ganzzahligen Werte fiic £ und m zu ermitteln, fiir die (8)
gilt.

Da 4% = 3m + 1 stets gerade ist, folgt, daB fiir » nur ungerade Zahlen
in Frage kommen.
Setzt man m = 2m’ + 1, m’ ganz, so ist (8) gleichbedeutend mit

4k = 6m’ + 4. )
6m’ + 4 ist genau dann durch 4 teilbar, wenn m’ durch 2 teilbar ist. Setzt
man m’ = 2n, n ganz, so ist (9) mit 4%k = 12n + 4 dquivalent, d. h. mit

k=3n+1.
Fiir m ergibt sich m = 4n + 1.
Also erfiillt genau das Zahlenpaar (3n + 1, 4n + 1) fiir jedes ganze n die
Gleichung (8).
Aus (6) bzw. (7) folgt daher

T, = E—:rz + 27n

(1] 6 .

Nur diese Zahlen x, kommen als Losung der Gleichung (1) in Frage. Durch
Einsetzen dieser Werte z, in (1) bestatigt man, daB sie die Gleichung (1)
genau dann erfiillen, wenn r &+ — 2 ist. Im Falle r = —2 hat (1) also keine
Losung.
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L.4.22 Firz =1k % , k ganz, ist die gegebene Gleichung nicht erfiillt. Fiir x + k%

ist sie mit jeder der folgenden Gleichungen dquivalent:
1 + tan®z + 1 + cot?z = 8,
1 1

_— =8,
cos?xy + sin%x
1
- =8,
sin?xz cos?x
l = 4 sin%z cos?z,
2
1 = (2 sin 2x)?
2 - ’
/1 7
22? = Z + k? ’
2 7
=— — lig.
x 8+k4,kganzzahg

L.4.23 Es ist
sinxz cosx

f(x) = sinz + cosx + — + =
cosx sinz

sin?z (cosx + 1) + cos?z (sinz + 1)
- sinz cosz ’
Fiir alle zu untersuchenden « ist der Zihler dieses Bruches positiv. Durch
Untersuchung des Nenners ergibt sich somit

a) f(x)>0 fir O<x<%,

b) f@@) <0 fir %<x<n.
¢) Esist
. T 4
flx) = ]/5 <sma: cos - + cosz sz> +
=]/§sin(1+x)+ .2 3
4 sin 2z
z

Nach a) und b) geniigt es, fiir Aufgabe c) f(z) in dem Intervall 0 < z < 3

1
sinzx cosx

zu untersuchen. In diesem ist
sin2:v§si.n(%+a:).
Diese Beziehung folgt nimlich
7 F 14
fi k3 k2 <z
ir0<z< 7 a,us0<2a:§4 +z=s 2
und

T JT
_§x<_

fir 1 2

ausO<n—2z§¥—x§%,
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da sinz im Intervall 0 < z < % streng monoton wéchst.
Somit ergibt sich
2
- i ——-2-72
f@) (2+]/§)g 2sm2x+sin2x ]/—

- (sinz2x - ﬁ) (1 = sin 2z)

=0.

In den hier genannten Ungleichungen mit Doppelzeichen (< oder =) gilt
das Gleichheitszeichen fir x = % .

Also ist 2 + ]/5 der gesuchte kleinste positive Funktionswert.

Die gegebene Ungleichung ist wegen der fiir alle reellen 2 giiltigen Be-
ziehungen

sin 2z = 2sinx cosz und sin 3z = 3 sinx — 4 sindx
aquivalent mit

sin®x + 4 sin®x - cos?x > (3 sinx — 4 sin3x)%. (1)
(1) ist dquivalént mit

4 sin®x — 5 sintx + sin?xz < 0. (2)
Setzt man sin’x = 2z, so ist (2) 4quivalent mit

428 — 52+ 2<0, z=0, 3)
d.h. mit

4z(z—1)(z—%><0, 2=0. 4)

. 1 1 . .
(4) ist genau dann erfiillt, WennZ < z< 1, d.h., wenn T < sin?x < 1 gilt,

was dquivalent damit ist, daB eine der beiden Beziehungen

%<sinx<1 bzw. —l<sinx<——% (5)
gilt.
(5) ist genau dann erfiillt, wenn

7 7 1 5

E+kn<x<§+kn bzw. §+kn<x<€n+kn, (6)
k ganz, gilt.

Also erfiillen alle reellen Zahlen z, die in den angegebenen Intervallen
(6) liegen, die gegebene Ungleichung.

Da die linke Seite der gegebenen Ungleichung fiir keinen der Werte « = k g ,

k ganz, erklirt ist, geniigt es, sich im folgenden auf die Fille = & k% zu

beschrianken.
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Firalle x % % , k ganz, ist die gegebene Ungleichung wegen

sin?x + cos?z = 1 dquivalent mit
2 cos?x — 1 > 2
(1 — cos?x) cos?z — 3 °
Da in den betrachteten Fallen (1 — cos®z) cos?z > 0 ist, ist (1) mit

(1

gcos%— écosza: -1=0

und weiter mit

8 3 . 1

— 24 — 2 — >

3(cosx 4>(cosx+2>_0 (2)
dquivalent.

(2) ist genan dann erfillt, wenn cos®x > % , d.h. wenn [cosz| = % 1/5 ist.
(3) gilt genau dann, wenn entweder .

1 1
I. cosz = 0} ]/§ oder II.cosz< — 53 ]/§

ist. I. bzw. II. ist wegen z =+ k % und z > 0 gleichbedeutend damit, daB
x einer der Bedingungen

kn<x§%+kn bzw. (1 + k)7 — %§x< QA+ k)x
firein k= 0,1, 2, ... geniigt.

Da die linke Seite der gegebenen Ungleichung fiir keinen der Werte
x=1k %, k=1, 2,3, erklirt ist, geniigt es, sich im folgenden auf die Fille

zk- % zu beschréinken. In diesen Fillen ist die gegebene Ungleichung

tan 2z 2cot 2z

— <1
tanx cotz (1)
wegen
2 tanzx
tan 2 = ——————
an <% 1 — tan®z
und
cot?z — 1
t2r = ———
cob ez 2 cotx
und
cotx =
tanx

aquivalent mit
2 + tan?x — taniz
1 — tan®x
Fiir tanx < 1 ist (2) gleichbedeutend mit

<2. 2)




tan®x (3 — tan%x) < 0. 3)
Wegen 0 < 2 < 7 ist tan?z > 0, d.h., aus (3) folgt tan?z > 3. Das wider-
spricht aber der Annahme tan?z < 1, und daher kommen fiir z nur Werte
mit tan?x > 1 in Frage. Fiir diese Werte von « ist (2) dquivalent mit

tan?z (3 — tan?x) = 0 4)
also mit

tan?z < 3.

Daher erfiillen alle z mit 1 < tan?x < 3, d.h. 1 < [tanz|< Vgund nur
diese, d.h. alle z der Intervalle

7T 7
4<z_3
und

2 < 3
grSr< w

und nur diese die Bedingungen der Aufgabe.

L.4.27 Fiir alle reellen « gilt

(1 — 2sinx cosz)? = 0, 1)
d.h.
1 — 4sinz cosz + 4 sin?z cos?x = 0.
Wegen
(1 + 2sinz cosx)2 — 8sinz cosx = (1 — 2 sinx cosx)?
und (1) ist
(1 + 2sinz cosz)® — 8sinz cosx = 0,
also
(1 + 2sinz cosx)? = 8 sinx cosz.
Wegen
(sinz + cosz)® = (1 + 2 sinz cosz)?
gilt deshalb
(sinz + cosz)! = 8 sinx cosx. (2)

Aus (2) ergibt sich, da fir 0 <z < % sowohl sinz als auch cosx nicht-

negativ ist,

0 4 -
sinx + cosz = ]/5 |/2 sinx cosz .

L.4.28 Wegen der fiir alle reellen « und § giiltigen Beziehungen

. . a a
sing = 2sm§cos§
und
+8 a+f

sina + sinff = 2sinaTcos 3

ist
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sin (z + y) = sinx + siny 1)
dquivalent mit
Ol ) PO P e y) -
2sin 3 (cos 3 cos — 0. (2)
Da fiir alle reellen  und

a+f . a—f
z "2
gilt, ist (2) gleichbedeutend mit

r+y . T .Y
3 smEsmE—O. (3)
(3) und damit auch (1) gilt daher genau dann, wenn wenigstens eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist:

x+y

cosat — cosf = —2sin

—4 sin

sin

=0, dh. z+y=2kn
oder

sin%= 0, d.h. z=2kn

oder
sin%= 0, d.h. y=2kn

mithk=0,+1,+2,...

’

Mit Hilfe des Additionstheorems
t+y z—Yy
g cos—
erhilt man das folgende, dem gegebenen Gleichungssystem #dquivalente
Gleichungssystem :

T 1
cos =5 (cosz + cosy)

cosz + cosy = 1 (1)
1
cosz cosy = .
Hieraus folgt:
1 1\2
(1 — cosy) cosy = T und |\ cosy — 5) = 0,
d.h.
-1 d cosy = 1 2
cosz = o un o8y =5 2)

(2) ist einzige Losung des Gleichungssystems (1).
Aus (2) folgt:
7

x=2mni£, y=2mz:i:3

3
wobei m und n ganze Zahlen sind.
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Ist
sinz + siny
sinz — siny 3’
so gilt sinx & siny, also z + .

Wegen :
sinz + siny = 2sinZ +ycosx —Y
2 2
und
sinx — siny = 2 cos > ;_ YsinZ ; y

ist (1) dquivalent mit

r+y r—y

2 sin 2 cos 5 5
2sinx—ycosx;y 3
d.h. mit
cot 5 3
T
da,wegenz+y=§

. x+y z+y 1
sin ——= = cos — =§]/§

gilt.
Ferner ist

r-y =« (n x)_x_n
2 2 \a4 2/ 4

Also ist das Gleichungssystem genau fiir alle « und y erfiillt, fiir die

7T 5 T
cot(a:—z)=_ und y_f_x

3
ist.

(1)

Aus einer vierstelligen Tafel, in der cotz mit einer Schrittweite von 0,1°

tabelliert ist, erhilt man

cot 31° < 1,665, 1,670 < cot 30,9°,
also
30,9° < 2z — 45° < 31°,

und daher im Bogenmaf
0,5393< & — 7 < 0,5411.
Folglich ist

z— =054+ mit |¢|<11-10,

4
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Wegen —1 <sina < 1und —1 < cosa < 1 gilt
[sin(x —y) +1]-[2cos 2z — y) + 1] <6
fiir alle reellen = und y, und das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn
gleichzeitig
sin (& —y) =1 )
cos(Zz—y)=1
gilt. Das Gleichungssystem (1) ist daher mit der gegebenen Gleichung dqui-

valent und genau dann erfiillt, wenn es zwei ganze Zahlen m und = gibt,
so daB

xT—y= % + 2mam,
2z -y =2nm
gilt.
Daher erhilt man alle Losungen der gegebenen Gleichung, wenn k=n—m
und m in den Gleichungen

4 7
=2 - =—2Z409
x 2+2(n m) 7w 2+ kn

y=[12Mm—-2m)—-1a=[2(k—-—m)—1]n
unabhingig voneinander alle ganzen Zahlen durchlaufen.



5.

LOGISCH-KOMBINATORISCHE AUFGABEN

L51

L.5.2

LS53

Am Ende befinden sich im Glas bzw. in der Tasse die gleichen Fliissigkeits-
mengen wie zu Beginn. Daher fehlt der Studentin am Ende gegeniiber dem
Anfangszustand in ihrer Tasse genau soviel Kaffee, wie sie Milch in der
Tasse hat, und genau diese Menge Kaffee muB der Student im Glas haben.
Sie hat also genau soviel Milch in der Tasse wie er Kaffee im Glas.

Die Wiirfel, die an den Eckpunkten des groBen Wiirfels liegen, haben genau
drei, die Wiirfel, die an den Seitenkanten liegen (mit Ausnahme der Wiirfel
an den Eckpunkten) haben genau zwei, die Wiirfel an den Seitenflichen
(mit Ausnahme der Wiirfel an den Kanten) haben genau eine, und die
Wiirfel, die ganz im Innern des grofen Wiirfelsliegen, haben keine angestri-
chenen Flichen.

Da jeder Wiirfel genau 8 Ecken besitzt, gibt es stets genau 8 kleine Witrfel,
die drei angestrichene Flidchen haben.

Da jeder Wiirfel genau 12 Kanten besitzt, gibt es stets genau 12 (n — 2)
Wiirfel, die genau zwei angestrichene Flichen haben, wobei #» die Anzahl
der Wiirfel ist, die in jeder Reihe des groBen Wiirfels nebeneinander liegen.
Da jeder Wiirfel genau 6 Flichen hat, ist die Anzahl der Wiirfel, die je
genau eine angestrichene Fliche haben, genau 6 (n — 2)2.

Die Anzahl der Wiirfel, die keine angestrichene Fliche haben, ist (n — 2)3,
Liegen in jeder Reihe 3 bzw. 4 Wiirfel nebeneinander, so ist also die Anzahl
der Wiirfel mit 3 gestrichenen Flichen in beiden Fillen gleich 8, die der
Wiirfel mit je genau 2 angestrichenen Fliachen gleich 12 bzw. 24, die der
Wiirfel mit je genau einer angestrichenen Fliche gleich 6 bzw. 24 und die
der Wiirfel mit keiner angestrichenen Fliche gleich 1 bzw. 8.

Angenommen, diese Verbindung wire realisierbar. Wir stellen uns vor, daB
jede Verbindung durch eine gesonderte Leitung erfolgt. Dann miiten auf
jedem Telefon genau 15 Anschliisse vorhanden sein, insgesamt also 77 - 15.

Da die Verbindung von Telefon A zu Telefon B stets gleichzeitig Verbindung
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von Telefon B zu Telefon A ist, miilte die Gesamtzahl der Anschliisse durch
2 teilbar sein.
Das ist jedoch unmdéglich, da 77 - 15 eine ungerade Zahl ergibt.

Man numeriert zunichst die GeféBe von 1 bis 5. Dann nimmt man
aus dem 1. GeféBl genau 1 Kugel,
aus dem 2. Gefal genau 2 Kugeln,
aus dem 3. GefiB genau 4 Kugeln,
aus dem 4. Gefafl genau 8 Kugeln,
aus dem 5. GefiaB genau 16 Kugeln
heraus und ermittelt mit einer Wiagung die Gesamtmasse dieser 31 Kugeln.
Die MaBzahl der Gesamtmasse sei m.
Fir die Differenz d = m — 310 gilt dann 0 < d < 31. Da m eine natiirliche
Zahl ist, ist auch d eine natiirliche Zahl. Auflerdem 148t sich jede natiirliche
Zahl n mit 0 < n < 31 eindeutig in der Form
n=2,-204 2, -2 2522+, - 23 + 2y - 21
darstellen, wobei z;(¢ = 1, ..., 5) entweder Null oder Eins ist. Daher gilt
d =2, + 22, + 423 + 8z, + 1675,
d.h., in dem ¢-ten GefaB liegen Kugeln von 10 g oder 11 g Masse, je nach-
dem, ob z; gleich Null oder Eins ist.

Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge gibt es folgende Méglichkeiten :

1. 7,7,7,9,10
2. 7,7,8,8,10
3. 7,7,8,9, 9
4. 7,8,8,8, 9
5. 8,8,8,8, 8

2 P

und nur diese.
Die Beobachtung der Reihenfolge fiihrt zur Berechnung der Anzahl von
sogenannten Anordnungen (Permutationen) mit Wiederholung.

1)  Wairen alle 5 Zahlen verschieden, so gibe es 5-4 -3 .2 .1 verschie-
dene Méglichkeiten der Anordnung. Da jedoch die 7 dreimal auftritt,
fallen 3 . 2 - 1 Moglichkeiten in eine einzige zusammen, so daf3

5.4-3-2.1
3.-2.1
Méoglichkeiten iibrig bleiben.
2) und 3) Analoge Uberlegungen fiihren zu
5.4.3-2.1
2.1.2.1
Maglichkeiten.
4)  wiel.
5) 1 Moglichkeit.
Insgesamt gibt es 20 + 30 + 30 + 20 4 1 = 101 Méglichkeiten.

=20

=30
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[002170]

Bei jedem Spiel gibt es 3 Moglichkeiten. Bei 2 Spielen kann jede der 3 Mog-
lichkeiten des 1. Spieles mit jeder der 3 Moglichkeiten des 2. Spieles kom-
biniert werden ; es gibt also 3% Moglichkeiten. Entsprechend erhilt man fiir
14 Spiele genau 3 verschiedene Moglichkeiten, den Tipschein auszufiillen.
Wenn man also 4782969 Tipscheine so ausfiillt, daBl keine zwei gleich aus-
fallen, so befindet sich unter ihnen genau eine richtige Voraussage, und bei
weniger Tipscheinen kann der Fall eintreten, daf sich unter ihnen keine
richtige Voraussage befindet.

a) Die Enden seien auf einer Seite gemil der Aufgabe verbunden, z.B.
0o.B.d. A. 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6. Auf der anderen Seite hat man
fiir das erste Ende 5 Moglichkeiten der Verbindung. Danach kann
eines der vier freien Enden mit irgendeinem der drei anderen Enden
verbunden werden. Fir die restlichen zwei Enden bleibt nur noch
eine Moglichkeit. Die Zahl der moglichen Falleist alson=5-3-1=15.

b)  Verkniipfung auf der einen Seite wie unter a). Als Resultat kann dann
und nur dann ein einziger Ring entstehen, wenn auf der anderen Seite
1 mit 3, 4, 5 oder 6 verkniipft wird.

Nehmen wir an, daB 1 mit 3 verkniipft ist. In diesem Fall entsteht
genau dann ein einziger Ring, wenn 2 mit 5 oder 6 verbunden wird.
Entsprechend gibt es in jedem der anderen Fille, ndmlich daf 1 mit
4, 5 oder 6 verbunden ist, genau zwei Moglichkeiten, einen einzigen
Ring zu erzeugen. Die Zahl der giinstigen Fille, in denen ein einziger
Ring entsteht, ist danach r = 4.2 = 8.

¢) Die Wahrscheinlichkeit ist
r 8
w=-—=1s 0,533 ...
Dieter hat also die groBeren Gewinnchancen.

Aus den n Ziffern 1,2,3,...,n lassen sich bei Zulassung von Wieder-
holungen die folgenden n? zweistelligen Zahlen bilden:

11, 12, 13,..., 1%

21, 22, 23, ..., 2n

Es 1Bt sich daher vermuten, dafl sich aus » Ziffern #® dreistellige und n4
vierstellige Zahlen bilden lassen.

Beweis:

Aus den 7n? zweistelligen Zahlen erhélt man alle moglichen dreistelligen
Zahlen, indem man an jede dieser n? zweistelligen Zahlen nacheinander die
Ziffern 1, 2, 3, ..., » anhangt. Man erhdlt also #? . n = n® paarweise vonein-
ander verschiedene dreistellige Zahlen.

Ebenso verfihrt man mit den #3 dreistelligen Zahlen. Man hingt wieder
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nacheinander an jede der n® dreistelligen Zahlen die Ziffern 1,2,3,..., %

an und erhélt so n® - n = n* paarweise voneinander verschiedene vierstellige

Zahlen. Andere Moglichkeiten der angegebenen Art gibt es nicht, d.h.:

a)  Mit den Ziffern 1, 2 lassen sich 4 paarweise voneinander verschiedene
zweistellige, 8 paarweise voneinander verschiedene dreistellige und
16 paarweise voneinander verschiedene vierstellige Zahlen bilden und
nicht mehr.

b) Mit den Ziffern 1, 2, 3 lassen sich 9 paarweise voneinander verschie-
dene zweistellige, 27 paarweise voneinander verschiedene dreistellige
und 81 paarweise voneinander verschiedene vierstellige Zahlen bil-
den und nicht mehr.

c) Mit den Ziffern 1, 2, 3, 4 lassen sich 16 paarweise voneinander ver-
schiedene zweistellige, 64 paarweise voneinander verschiedene drei-
stellige und 256 paarweise voneinander verschiedene vierstellige Zah-
len bilden und nicht mehr.

Der erste Befehl bewirkt die Umkehrung der natiirlichen Reihenfolge, also
die paarweisen Vertauschungen
l—n, 2 (n—-1), 3+ (n— 2),... oder allgemein
k<sn+1—k mit £=1,2,...,n.
Wenn 7 gerade ist, bleibt kein Schiiler auf seinem Platz; bei ungeradem

1 . .
nt seinen Platz bei.

n dagegen behélt der Schiiler mit der Nummer

Der zweite Befehl belaBt Schiiler # auf seinem Platz und bewirkt die Um-

kehrung der Reihenfolge aller iibrigen, also die paarweisen Vertauschungen
l—s(n-1), 2+>(n—2), 3«>(n—3),... oder allgemein
m<«>(n—m) mit m=1,2,...,n —1.

Dabei gilt fiir das Verbleiben eines der iibrigen Schiler auf seinem Platz

die analoge Feststellung: Wenn » gerade ist, behilt der Schiiler mit der

Nummer % seinen Platz bei, dagegen bleibt bei ungeradem n kein Schiiler

auf seinem Platz. Als Beispiel verfolgen wir fiir » = 7 (ungerade) und = = 8
(gerade) die stufenweise Umordnung durch die beiden Befehle.
n=T 1234567 n=8 12345678

7654321 87654321

7123456 81234567

Dabei sind die jeweils auf ihren Plidtzen verbleibenden Schiiler durch Unter-
streichen ihrer Nummern hervorgehoben.

Da man in der Aufgabenstellung die Worte ,,rot** und ,,blau‘ miteinander
vertauschen kann, ohne die Aufgabe zu dndern, geniigt es, alle Behauptungen
fiir die roten Strecken zu beweisen.



a) 1. Die gegebenen Punkte seien 4, B, C, D, E. Nimmt man an, da8 von

Punkt A drei rote Strecken, z.B. AB, AC, AD ausgehen, so miilten
die Strecken BC, DB, CD blau sein, da sonst ein ,,rotes Dreieck
entstehen wiirde (Bild 2).
Dann entstiinde aber ein ,,blaues“ Dreieck, was den Bedingungen
der Aufgabe widerspricht. Also kénnen von jedem Punkt héchstens
zwei rote und daher auch héchstens zwei blaue Strecken ausgehen.
Da von jedem Punkt genau vier Strecken ausgehen miissen, gehen
von jedem Punkt genau zwei rote und zwei blaue Strecken aus, falls
die Bedingungen iiberhaupt realisierbar sind.

2. Es seien z.B. die Strecken 4B und AC rot, die Strecken 4D und AE
blau. Dann ist BC blau, und DE ist rot (Bild 3).
Da vom Punkt D zwei rote Strecken ausgehen, ist DC entweder rot
oder blau. Ist DC rot, dann ist CE blau, BE rot, BD blau. In diesem
Falle ergeben sich die geschlossenen gleichfarbigen Streckenziige
ACDEBA (rot) und AECBDA (blau), vgl. Bild 3. Ist CD jedoch blau,
so erhdlt man die folgenden gleichfarbigen Streckenziige ACEDBA
(rot) und ADCBEA (blau), vgl. Bild 4.
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b) Betrachten wir nun o. B. d. A. die vier von 4 ausgehenden Strecken!
4
Es gibt fir sie genau( 2) = 6 voneinander verschiedene Moglich-

keiten, genau zwei von ihnen rot zu firben. Fiir jede dieser Mog-
lichkeiten gibt es auf Grund der Uberlegungen unter a) 2. genau zwei
paarweise voneinander verschiedene Verbindungsschemata.

Daher gibt es genau zwolf verschiedene Realisierungen der Aufgabe.

Da die Vermutung ADBC des Sportlehrers in zwei Fillen mit dem wirk-
lichen Einlauf iibereinstimmte, gibt es keine anderen als die folgenden
Méglichkeiten

1. ADCB,

2. ACBD,

3. ABDC,

4. CDBA,

5. BDAC,

6. DABC.
Die Fille 1., 2. und 4. scheiden wegen der Unrichtigkeit der ersten Vermu-
tung aus; denn sie enthalten als Paar unmittelbar aufeinanderfolgender
Laufer CB bzw. BA. Die Einldufe 3. und 5. sind ebenfalls nicht moglich,
da dort B an zweiter bzw. A an dritter Stelle ins Ziel kommen wiirde, wie
es in der ersten Vermutung auch angenommen war.
Die Liufer gingen also in der Reihenfolge DABC ins Ziel, da in diesem
Falle alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind, wie man leicht nachpriift.

Bezeichnet man den Zunamen von Bernhard mit X, den Vornamen von
Dietrich mit ¥ und kiirzt man die gegebenen vier Namen mit ihrem An-
fangsbuchstaben ab, so erhilt man aus ¢) die Kombination BX, XY, YD.
X = B ist mit a) unvereinbar. Aus X = D wiirde ¥ = B folgen, und es er-
gibe sich BD, DB, BD, was nicht méoglich ist. Also miiiten die beiden an-
deren Personen AC und CA heiBlen. C4 ist mit b) unvertraglich. Daher
gibt es fir X nur zwei Moglichkeiten: X = 4 oder X = C.

1. Aus X =4 folgt Y =0C.
Also heilen die vier Personen BA, AC, CD, DB.

2.  Aus X = C folgt Y = 4, also hieBe eine der vier Personen CA, was
aber nach b) nicht der Fall ist.

3.  Die Aufgabe wird also durch 1. eindeutig geldst.

Man untersucht, in welcher Antwort beide Angaben falsch sein kénnen,
ohne daB ein Widerspruch entsteht.

Fall 1: Angenommen, in der ersten Antwort seien beide Angaben falsch,
d.h., weder 4 noch C erreichten die volle Punktzahl. Da laut Be-
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dingung die restlichen Antworten genau eine richtige Antwort ent-
halten, folgt aus der

3. Antwort: F erreichte die volle Punktzahl,

5. Antwort: D erreichte die volle Punktzahl,

2. Antwort: E erreichte nicht die volle Punktzahl,

4. Antwort: ¥ erreichte die volle Punktzahl.

In diesem Fall gibe es drei Schiiler mit voller Punktzahl.

Fall 2: Angenommen, die 2. Antwort sei vollstindig falsch, d.h. weder B
noch F erreichten die volle Punktzahl. Dann folgt aus der
3. Antwort: A erreichte die volle Punktzahl,
4. Antwort: E erreichte die volle Punktzahl,
5. Antwort: D erreichte die volle Punktzahl nicht,
1. Antwort: C erreichte die volle Punktzahl nicht.

Also haben A und E die volle Punktzahl erreicht.

Fall 3 bis 6:
Analog zu Fall 1 erhilt man jeweils drei Schiiler mit voller Punlkt-

zahl.
Die Aufgabe wird eindeutig durch Fall 2 gelost.

1. Fall: Angenommen, die Aussage 1 sei wahr; dann sind die Aussagen 2
und 3 falsch, und Brigitte hat den Ball. Das steht aber im Wider-
spruch zur Aussage 1, da nicht zwei Méidchen den Ball haben
koénnen.

2. Fall: Angenommen, die Aussage 2 sei wahr, d.h., Brigitte hat den Ball
nicht. Dann sind die Aussagen 2 und 3 falsch. Folglich hat Claudia
die Schere. Anna hat den Ball nicht, also miite Claudia den Ball
haben, was zu einem Widerspruch fiihrt.

3. Fall: Da nach Voraussetzung eine der drei Aussagen wahr ist, muB es
die Aussage 3 sein. Dann sind die Aussagen 1 und 2 falsch. Also
hat Brigitte den Ball, Claudia hat den Bleistift und Anna hat die

Schere.

Wire Peters Aussage richtig, dann wire Barbels Aussage falsch, d.h., die
Zahl wire rational. Das fiihrt zu einem Widerspruch; denn Peters Zahl

heiBt /3, ist also irrational.
Daher ist Barbels Aussage richtig, d.h., die Zahl ist irrational. Daraus folgt,
daB die Aussage von Klaus falsch ist, also ist die Aussage von Inge richtig.

1
Wegen 2nr = 2, r = ;heiBt die gesuchte reelle Zahl %

Diese Zahl ist kleiner als 3, also ist Giinters Aussage wahr, wihrend Monikas
Aussage falsch ist.
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Zur Abkiirzung bezeichnen wir die gegebenen Auskiinfte mit
A, 4,, 44, By, By, By usw.
Wir untersuchen zunichst die Auskiinfte
C,, Gy, Cy.
Von ihnen ist mindestens eine wahr und mindestens eine falsch. Es ergeben

sich also die in der folgenden Tafel aufgefithrten sechs Fille, wobei jeweils
zur Abkiirzung eine wahre Auskunft mit W und eine falsche mit F bezeich-

net wird:
1 2 3 4 5 6
c, WWWTPF F F
C, W F F WWF
C, F WF WPF W
1. Fall: Sind C, und C, wahr, so ist die gedachte Zahl z eine durch 7 teil-

2. Fall:

3. Fall:

4. Fall:

5. Fall:

6. Fall:

bare Primzahl, also z = 7. Dann ist auch C; wahr, was der Voraus-
setzung widerspricht. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

Sind C; und Cy wahr undist C, falsch, so ist z eine nicht durch 7 teil-
bare Primzahl und z< 20. Dann sind die Auskiinfte B,, B,, B,
simtlich falsch, was der Voraussetzung widerspricht, so dafl auch
dieser Fall nicht eintreten kann.

Ist C, wahr und sind C, und C; falsch, so ist z Primzahl und z = 20.
Dann sind A4, und A4, falsch, also 4; wahr, d.h.

112 < 1000, =z < 90.
Daher sind ferner B, und B, falsch, also By wahr, d.h.

12z > 1000, z=84.

Nun ist unter den Zahlen 84, 85, ..., 90 nur die Zahl 89 eine
Primzahl, es ist also

z = 89.
Man iiberzeugt sich zum AbschluB davon, daB dann D, wahr und
D, und D, falsch sind, daB also alle Bedingungen erfillt sind.

Sind C, und C; wahr und ist C, falsch, so ist z = 14. Dann sind D,,
Dy und D, falsch, so daB dieser Fall nicht eintreten kann.

Ist C, wahr und sind C, und C, falsch, so ist 2 = 20 und z durch 7
teilbar. Dann sind aber D,, D,, D, falsch, so daf} auch dieser Fall
nicht eintreten kann.

Sind C, und C, falsch und ist C; wahr, so ist z < 20, 2 nicht Prim-
zahl und nicht durch 7 teilbar. Dann sind B,, B, falsch und B, wahr
also z = 10.

Dann sind D, D,, D; wahr, so daB auch dieser Fall nicht eintreten
kann,

Daher entspricht nur der 3. Fall allen gestellten Bedingungen. Die
zu ermittelnde Zahl ist 89.
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Angenommen, die Auskunft 2 sei wahr, dann ist auch die Auskunft 1 wahr.
Das ist aber nach Voraussetzung nicht méglich, also ist die Auskunft 1
wahr und die Auskunft 2_falsch. Da die Auskunft 1 wahr ist, ist die Aus-
kunft 3 falsch, denn + ]/13 sind keine rationalen Zahlen, und die Auskunft
4 ist wahr.

Fiir ¢ kommen also nur Zahlen der Form
72k + 1), kganze Zahl,
in Frage.
Daher ist auch die Auskunft 6 falsch, damit ist die Auskunft 5 richtig,
d.h., @ muB positiv sein, also die Form

7 (2n + 1), mnatiirliche Zahl,

haben.
Es gilt
ad+a="7T2n+1P+702n+1).
Fiir n = 0 ergibt sich
a®+a =747 =350 < 8000.
Fir » = 1 ergibt sich
a@+a=7-33+7-3
a®+a=2149-94+1)
a®+a=21-442 > 8000.
Also ist die einzige Zahl der Form 7 (2n + 1), die der Bedingung 5 und den
Bedingungen 1 und 4 geniigt, die Zahl a = 7.

Aus den Angaben (1) bis (8) folgt:
(9) Herr Drossel fiihrt Aufsicht im Raum 48

— wegen (1) und (5).

(10) Jutta arbeitet im Raum 49
— wegen (1), (2) und (7).

(11) Guinter arbeitet im Raum 50, Klaus in 48
— wegen (1), (10) und (6).

(12) Ginter ist Schiiler von Herrn Drossel
— wegen (3), (8), (9) und (11).

(13) Klaus ist Schiiler von Herrn Bér
— wegen (12) und (4).

(14) Jutta ist Schiilerin von Herrn Adler
— wegen (12) und (13).

(15) Herr Adler fiihrt Aufsicht im Raum 50
— wegen (3), (9), (10) und (14).

(16) Herr Bir heiBt Klaus und fithrt Aufsicht im Raum 49
— wegen (3), (4), (13), (9) und (15).

Die Bedingungen 1. bis 6. liefern folgende Strukturmatrix (die in den run-
den Klammern stehenden Zahlen geben die Nummer der Bedingung an,
die zum Ausscheiden der entsprechenden Kombination fithrt):
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Berlin Rostock Schwerin Erfurt Cottbus| Suhl
Ingenieur | Dreher Kran-
fithrer
A (1) ;1 (3; 1) (6)
Ingenieur
B (6) 4
C (1;3) 20 3 (6) (9)
Kran
fihrer
D
E
Dreher (1; 2) (2) 3;1)
F (4)
Daraus folgt:

C wohnt in Erfurt und ist Kranfiihrer.

A wohnt in Suhl und ist Ingenieur.

E wohnt in Cottbus und ist Dreher.

B wohnt in Rostock und ist Dreher.

F wohnt in Berlin und ist Ingenieur.

D wohnt in Schwerin und ist Kranfiihrer.

Die Aufgabe wird mit Hilfe einer Strukturmatrix geldst. Dabei geben die
in runden Klammern stehenden Zahlen die Nummer der Bedingung an,

die das Aufstellen des entsprechenden Tanzpaares verhindert.

Brigitte | Christina | Dorothea | Eva Inge Monika
Anton ;1) (2) (6; 1)
Fred (4; 1) (4) (4) (5;4;1) | (4)
Giinter
Helmut | (4; 1) (551)
Jirgen (3) (3) (3) (3)
Kurt
Daraus folgt:

(6) Fred kann nur mit Monika tanzen.

(7) Jiirgen kann nur mit Dorothea tanzen.
(8) Anton kann nur mit Inge tanzen.

{9) Helmut kann nur mit Christina tanzen.
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(10) Sowobhl Giinter als auch Kurt kénnen mit Brigitte oder Eva tanzen.

Damit ergeben sich nur die folgenden beiden Méglichkeiten :

1)  Fred und Monika, Jiirgen und Dorothea, Anton und Inge, Helmut
und Christina, Giinter und Brigitte, Kurt und Eva.

2)  Fred und Monika, Jiirgen und Dorothea, Anton und Inge, Helmut
und Christina, Giinter und Eva, Kurt und Brigitte.

Die Sitzplatze werden, von links beginnend, der Reihe nach mit 1, 2, 3, 4
und 5 numeriert.

Behauptung:
(1) Auf Platz 1 sitzt der Ingenieur.
(15) Auf Platz 2 sitzt der Zypriot wegen (1) und (14).
(16) Auf Platz 1 sitzt der Reisende aus der UdSSR, er ist Ingenieur, fliegt
nach Leipzig und ist FuBballspieler.

Beweis:

Auf Platz 1 sitzt nicht der Reisende aus Polen wegen (1) und (3), nicht der
Reisende aus der DDR und der aus Ungarn wegen (11) und (15) und nicht
der Reisende aus Zypern wegen (15). Wegen (8) fliegt er nach Leipzig und
ist wegen (10) nicht Leichtathlet, wegen (1) und (5) nicht Schwimmer,
wegen (7) nicht Handballspieler und wegen (2) nicht Volleyballspieler.
Damit ergibt sich die Antwort auf a):

Der FuBballspieler ist Biirger der UdSSR.

Behauptung:
(17) Der Zypriot ist 24 Jahre alt wegen (13), (16) und (14).
(18) Der Kapitin spielt Volleyball oder Handball.

Beweis:

Der Kapitin spielt nicht FuBball wegen (16). Er ist nicht Leichtathlet
wegen (6) und (10) und nicht Schwimmer wegen (5).

Behauptung :
(19) Der Kapitéin ist Ungar oder Deutscher.

Beweis:

Der Kapitén ist nicht aus der UdSSR wegen (16), nicht aus Polen wegen (3)
und nicht aus Zypern wegen (18), (2) und (15) bzw. (18) und (7).

Behauptung:
(20) Der Kapitén sitzt auf Platz 3, 4 oder 5 wegen (1), (15) und (19).
(21) Der Kapitdn ist 40 oder 52 Jahre alt.

Beweis:

Er ist nicht 21 Jahre wegen (4), nicht 24 Jahre wegen (17) und (19) und
nicht 32 Jahre wegen (6) und (9).
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Behauptung :
(22) Der Zypriot auf Platz 2 reist nach Dresden.

Bewets:

Er reist nicht nach Berlin wegen (9) und (17), nicht nach Rostock wegen
(19) und (6), nicht nach Leipzig wegen (16) und nicht nach Karl-Marx-
Stadt, denn dann wire er wegen (10) Leichtathlet, daher wegen (18) nicht
Kapitan, wegen (5) nicht Lehrer, wegen (16) nicht Ingenieur und wegen
(3) nicht Journalist, also Feinmechaniker. Dann wire er 21 Jahre alt wegen
(4) im Widerspruch zu (17).

Behauptung:
(23) Der Kapitin ist 40 Jahre alt.

Beweis:

Angenommen, das wére nicht der Fall, dann wire er wegen (21) 52 Jahre
alt und sidBe wegen (12), (22) und (16) auf Platz 3. Er wire also wegen (2)
Volleyballspieler und wegen (7) und (19) Ungar. Dann sifle wegen (11) und
(15) der Deutsche auf Platz 4, wire nicht Ingenieur wegen (16), nicht Leh-
rer wegen (7) und (5), nicht Journalist wegen (3), sondern Feinmechaniker
und daher 21 Jahre wegen (4). Daher hitte der Reisende aus der DDR nicht
das Reiseziel Berlin wegen (9) und nicht die Reiseziele Leipzig wegen (16),
Dresden wegen (22), Rostock wegen (6) und Karl-Marx-Stadt wegen (7)
und (10) im Widerspruch zur Voraussetzung, daB eine der finf Stidte sein
Reiseziel ist.

Damit ergibt sich die Antwort b):

Der Kapitin ist 40 Jahre alt.

Jeder Teilnehmer spielte genau 7 Partien und konnte maximal 7 Punkte
erreichen (wenn er alle Partien gewann). Die vier Schachspieler, die die
letzten vier Plitze belegten, muBten unter sich genaun 6 Partien ausspielen.
Die dabei zu verteilenden 6 Punkte teilten sie also unter sich auf. Da der
Spieler, der den zweiten Platz belegte, laut Aufgabe genau so viele Punkte
gewonnen hat wie die letzten vier zusammen, hat er mindestens 6 Punkte
erreicht. Er kann aber auch nicht mehr als 6 Punkte erreicht haben; denn
besiegte er auBer den anderen Spielern auch den Ersten, wirde er Erster,
und spielte er gegen diesen (bei Siegen gegen alle iibrigen Spieler) unent-
schieden, so hatten erster und zweiter Spieler entgegen der Voraussetzung
gleiche Punktzahl. Somit miissen die letzten vier Spieler zusammen genau
6 Punkte erzielt haben, d.h., sie haben alle Partien gegen die ersten vier
Spieler verloren. Infolgedessen hat auch der vierte Spieler den sechsten
Spieler besiegt.

AufBlerdem sind alle Bedingungen der Aufgabe miteinander vertriglich, wie
z.B. folgendes Schema zeigt:
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1 2 3 45 6 7 8
1 1111111
2 0 111111
3 (U} 11 111
4 0 0 0 1 111
b 0 0 0 O 1 11
6 00 0 0 0 1 1
7 0 00 0 00 1
8 00 00 O0O0O

Da A gegen B das einzige unentschieden ausgegangene Spiel ist, haben A
und B je eine ungerade, C und D je eine gerade Punktzahl. Die Summe die-
ser Punktzahlen ist zwdlf, da genau sechs Spiele mit je zwei vergebenen
Punkten ausgetragen wurden. Die Zahl Eins kann nicht vergeben worden
sein, weil sonst D als letzte Mannschaft und, mit gerader Punktzahl ver-
sehen, null Punkte erhalten héitte. Also hitte D jedes Spiel verloren und
daher jede andere Mannschaft mindestens zwei Punkte gewonnen.

Mithin lautet die Punkteverteilung 0, 3, 4, 5, da keine Mannschaft mehr als
sechs Punkte und keine zwei Mannschaften gleiche Punktzahl erhalten
haben. Da D die letzte Mannschaft ist, hat D Null Punkte. Folglich errang
C, Peters Lieblingsmannschaft (denn sie ist als einzige nicht in dem Be-
richt erwihnt), vier Punkte und damit den zweiten Platz.

Bemerkung : Welche der beiden Mannschaften A, B die drei bzw.fiinf Punkte
erhalten hat, ist aus den Angaben der Aufgabe nicht zu ermitteln, wie die
folgenden beiden Tabellen zeigen, die auf Grund dieser Angaben méglich
sind :

A 1:1 |12:0 |2:0
B 1:1 0:2 | 2:0
C 0:2 }12:0 2:0
D 0:2 1]0:2 ]0:2

A 1:1 | 0:2 | 2:0
B 1:1 2:0]2:0
C 2:0]0:2 2:0
D 0:2 10:2 |0:2
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Der Nachweis dieser Realisierungsmoglichkeiten ist zur Losung der Auf-
gabe nicht notig, denn wenn die Angaben als wahr vorausgesetzt werden,
mufl es ja eine Realisierung geben. Zieht man entgegen der Aufgaben-
stellung in Betracht, daB die Angaben nicht in allen Teilen wahr sind, so
kann die Plazierung von C nicht ermittelt werden. Eine Untersuchung,
ob die Angaben wahr sein kénnen, war nicht gefordert.

DaB an dem Tanzabend mindestens ein Herr teilgenommen hat, folgt so:
Angenommen, das wire nicht der Fall gewesen, dann wire sicher eine
Dame dabeigewesen, weil sonst der Tanzabend ohne Herren und Damen
stattgefunden héatte. Diese Dame hitte dann, da kein Herr anwesend war,
mit allen anwesenden Herren getanzt, was aber laut Aufgabentext nicht
der Fall war.

Entsprechend ergibt sich, daB auch mindestens eine Dame anwesend war.

Beweis der Behauptung der Aufgabe durch vollstindige Induktion nach der

Anzahl n der anwesenden Damen.:

Die Anzahl n» der anwesenden Damen war sicher grofer oder gleich 2;

denn der anwesende Herr H, hat mit mindestens einer Dame D, getanzt

und mit mindestens einer anderen — D, — nicht.

1) Im Fall » = 2 sei H, ein Herr, der mit der Dame D, getanzt hat.
Dann gibt es mindestens einen zweiten Herrn H,, der nicht mit D,
getanzt hat. H, kann nicht mit D, getanzt haben, da er sonst mit
jeder der Damen getanzt hitte. H, muB mit D, getanzt haben, da
er sonst mit keiner der Damen getanzt hatte. Damit geniigen (H,, H,)
und (D,, D,) den Forderungen.

2)  Ist die Behauptung fiir n» Damen richtig, so folgt ihre Richtigkeit fiir
n + 1 Damen in nachstehender Weise:

Entweder hat jeder Herr mit mindestens 2 und hochstens (n — 1) der

(» + 1) Damen getanzt, 1)
oder es gibt einen Herren H, der mit n» Damen getanzt hat, (2)
oder es gibt einen Herren H, der mit genau einer Dame D getanzt
hat. (3)

Im Fall (1) erfiilllen 7 beliebige Damen und sémtliche Herren zusammen
die Voraussetzungen des zu beweisenden Satzes, so daB es nach Induktions-
voraussetzung zwei Damen und zwei Herren gibt, die den Forderungen
geniigen.

Im Fall (2) sei D’ die Dame, mit der H nicht getanzt hat. Dann gibt es
einen Herrn H’, mit dem D’ getanzt hat. Da H’ nicht mit allen Damen ge-
tanzt hat, gibt es eine Dame D, mit der er nicht getanzt hat. Da H mit
allen Damen auBler D’ getanzt hat, hat er mit D getanzt. Die Damen D, D’
und die Herren H, H’ geniigen den Bedingungen.

Im Fall (3) gibt es einen Herrn H’ (&= H), der nicht mit D getanzt hat und
eine Dame I (D), die mit H’ getanzt hat. (D, D) und (H, H’) geniigen
also den Bedingungen. Damit ist der verlangte Beweis erbracht.



L.5.25

L.5.26

Wir bilden die Menge 9 aller gegebenen Gegenstinde von derselben Farbe.
Wenn es in ihr zwei solche gibt, die sich in der Form unterscheiden, dann
unterscheidet sich jeder Gegenstand anderer Farbe von wenigstens einem
der Gegenstéinde aus M sowohl in der Farbe als auch in der Form.

Wenn aber alle Gegenstinde aus 9 auch in der Form iibereinstimmen,
dann unterscheidet sich nach Voraussetzung wenigstens ein Gegenstand
anderer Form von ihnen in der Farbe, da andernfalls im Widerspruch zur
Voraussetzung alle Gegenstinde dieselbe Farbe hitten.

Man bezeichne die sechs Farben mit
und die Stoffe entsprechender Farbzusammenstellung mit
(Fy, F,), (Fy,Fg) usw.
Nach Voraussetzung ist jede der sechs Farben mit héchstens zwei der anderen

nicht kombiniert. Daher kann man die Numerierung der F so wihlen, daB
von folgenden Stoffarten jede vorkommt

(FI’FZ)’ (Fl’Fa)’ (F1)F4)s (F4:F5) (1)
und von folgenden mindestens eine

(FZ’FS): (F2rF4)’ (FZ:FS)' (2)
Fallunterscheidung: _
1) (Fq, F,) oder (Fg, Fy) kommt vor.

Dann ist

(Fl’Fa)r (F27 Fe): (F4’ FS)
bzw.

(FI’Fz), (FS:F0)7 (F4’F5)
eine geeignete Zusammenstellung.

2) Weder (Fg, F,) noch (Fg, F,) kommt vor. Dann existieren die Stoff-
art (Fy, Fg) und mindestens zwei der Stoffarten (2).
a) (F,, F,;) kommt vor. Dann ist
(FI’F4)7 (Fz,Fa)» (FE,FB)

geeignet.
b) (F,, F;) kommt nicht vor. Dann kommt (F,, F,) vor, und
(Fy, Fy), (Fy, Fy), (Fy, Fg) ist geeignet.
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Zum Beweisen

1im Mathematikunterricht

Etwa 192 Seiten mit etwa 43 Abb., Styx, Bestell-Nr. 0021 76
(EDV 7063551), etwa 8,— Mark

Gestiitzt auf umfangreiche wissenschaftliche Untersuchungen
in der Schulpraxis, leistet der Autor einen wesentlichen
Beitrag zur Verwirklichung der Leitlinie ,,Beweisen‘‘ der
neuen Lehrpline fir den Mathematikunterricht. Die Vermitt-
lung einer guten mathematischen Allgemeinbildung ist un-
trennbar mit der Entwicklung geistiger Fihigkeiten ver-
bunden. Dabei kommt im Mathematikunterricht dem
Beweisen eine grofe Bedeutung zu. Mit den dargelegten
theoretischen Grundlagen, praktischen Erfahrungen, Unter-
suchungsergebnissen und Empfehlungen werden wesentliche
Fragen beantwortet, vor die sich jeder Mathematiklehrer
gestellt sieht, wenn er diese spezielle Lehrplanforderung in
seinem Unterricht erfiillen maochte.

Der Titel erscheint etwa im Oktober 1972.
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Das Buch kann als Lehrmaterial im Rahmen des fakultativen
Unterrichts in der Abiturstufe verwendet werden. Dariiber
hinaus soll dieses Buch interessierten Erwachsenen wie auch
Studenten technischer, natur- und geisteswissenschaftlicher
Fachrichtungen ein relativ beqﬁemer, da pddagogisch wohl-
durchdachter, Zugang zu einer mathematischen Disziplin
sein, die sich in den verschiedenartigen Anwendungsgebieten
(Okonomie, Psychologie, Medizin, Biologie u.a.) zunehmen.
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