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Geleitwort

Die von Partei und Regierung entwickelte und beschlossene Wirtschaftsstrategie und
die sich daraus herleitende Wirtschaftspolitik erfordern eine héhere Qualitit und
Effektivitit der Ausbildung unserer Ingenieure. Eines ihrer Kennzeichen ist griind-
liches und in Zukunft zunehmend hoheres mathematisches Wissen und Kénnen als
Teil der mathematisch-naturwissenschaftlichen Fundierung von Konstruktion, Pro-
jektierung und Technologie. Deshalb muB die Zielstellung der mathematischen Aus-
bildung an den Ingenieur- und Fachschulen darin gesehen werden, auf der Grund-
lage sicherer Rechenfertigkeiten solche mathematischen Theorien, Gesetze, Methoden
und Verfahren bereitzustellen, die ein rationelles und effektives Arbeiten in den
naturwissenschaftlich-technischen und 6konomischen Lehrgebi gestatten.

Die inhaltliche und methodische Gestaltung der Lehre hat dabei so zu erfolgen, da8
sie unter Beriicksichtigung des wissenschaftlich-technischen Fortschritts eine solide
und stabile Basis sowohl fiir die fachspezifische Ausbildung der Studenten als auch
fiir die sténdige individuelle Aneignung neuer Erkenntnisse aus Wissenschaft, Tech-
nik und Okonomie durch die Absolventen bildet.

Mit der Neubearbeitung in der 7. Auflage der beiden Lehrbiicher ,,Mathematik fiir
Ingenieur- und Fachschul wurden ihre Anpassung an die Lehrprogramme und
ihre Eignung fiir das Selbststudium verbessert. Wir sind iiberzeugt, da damit die
Qualitéit des Lehrwerkes erhoht wurde, so daB mit ihm die gute langjihrige Tradition
in der Praxis bewahrter lehrplangebundener mathematischer Fachschulliteratur fort-
gesetzt wird. ¥

Mogen beide Binde des Lehrwerkes dem Studenten ein wirksames Handwerkszeug
zur effektiven Gestaltung seines Studiums sein und dem Fachschullehrer helfen, die
Lehrprogrammforderungen in einen qualitativ hochwertigen Mathematikunterricht
umzusetzen.

Dem Autorenkollektiv, den Lektoren und dem Verlag sei an dieser Stelle fiir die sorg-
faltige und verantwortungsbewuBte Arbeit und die hohe Einsatzbereitschaft bei der
Neubearbeitung des Lehrwerkes aufrichtig gedankt.

Im Interesse der weiteren Vervollkommnung der Studienliteratur bitten wir alle
Nutzer, uns ihre Erfahrungen mit dem Lehrwerk mitzuteilen und uns ihre Ver-
besserungswiinsche zuzuleiten.

Zentrale Fachkommission Mathematik
beim Ministerium
fiir Hoch- und Fachschulwesen
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Einleitung

Das vorliegende zweibiindige Lehrbuch soll in erster Linie der Mathematikausbildung
an Ingenieur- und Fachschulen dienen. Durch die Art der Stoffdarbietung ist es so-
wohl fiir den Gebrauch neben dem Unterricht als auch zum Selbststudium geeignet.
Das Lehrbuch ist auBerdem fiir den in der Praxis titigen Ingenieur zur Wiederholung
und als Nachschlagewerk verwendbar.

1m wesentlichen wurde der Stoff ausgewiihlt, der in fast allen Fachstudienrichtungen
die mathematische Grundausbildung bestimmt. Zugleich wurde der Anschluf an die
weiterfithrende Literatur gesichert.

Den Anforderungen der Fachstudienrichtungen entsprechend kann beim Studium die
Reihenfolge der Abschnitte teilweise verindert werden. Zum Beispiel kann die Dif-
ferentialrechnung nach der Behandlung der Potenzfunktion unterbrochen und zur
Integralrechnung iibergegangen werden, ehe der weitere Ausbau auf diesen Gebieten
erfolgt. Weiterhin kann innerhalb des Abschnittes ,,Lineare Systeme* das Austausch-
verfahren oder der Gausssche Algorithmus ausgewihlt werden.

Das zu erreichende Ausbildungsziel und die im Unterricht zur Verfiigung stehende
Zeit zwingen dazu, teilweise auf exakte Beweisfithrung zu verzichten und dafiir die
gewiinschten mathematischen Aussagen durch anschauliche Betrachtungen zu ge-
winnen. .

Die Beispiele sollen den gebotenen Stoff erliutern unc vertiefen. Am Ende der Unter-
abschnitte wird auf eine Anzahl zugehoriger Aufgaben verwiesen, die am Schlu jedes
Hauptabschnittes zusammengefaBt sind. Diese Aufgabenabschnitte enthalten im all-
gemeinen zwei durch einen Strich getrennte Aufgabengruppen. Die erste Gruppe stellt
eine gewisse Minimalmenge an Aufgaben dar, die zur Einiibung und Festigung des
zugehorigen Stoffkomplexes erforderlich ist. Die zweite Aufgabengruppe bietet zu-
sitzliche Ubungsmoglichkeiten und enthilt auch etwas schwierigere und weiter-
fiihrende Aufgaben. Kurze Zielstellungen am Beginn und zur Selbstiiberpriifung ge-
dachte Kontrollfragen am Ende der Abschnitte sollen die selbstindige Aneignung des
Lehrstoffes erleichtern. .

Aufgaben, Formeln, Bilder und Beispiele werden innerhalb der Abschnitte fortlau-
fend numeriert, wobei die Abschnittsnummer vorangestellt ist.



1. Mengen

1.1. Der Begriff der Menge

Die Mengenlehre bildet die Grundlage der Mathematik. Sie ermdglicht eine Verein-
heitlichung und Prizisierung der mathematischen Denkweise und mit Hilfe der
Logik einen Aufbau der gesamten Mathematik aus wenigen Grundaussagen. In diesem
Abschnitt werden Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik, die Mengenrelationen
und -operationen sowie wichtige aussagenlogische Verkniipfungen eingefiihrt. Ihre
Anwendung in den folgenden Abschnitten fithrt zu einer rationellen und iibersicht-
lichen Darstellung und erleichtert das Erkennen von Zusammenhéngen.

Georg CANTOR (1845 bis 1918), der Begriinder der Mengenlehre, gab fiir den Mengen-
begriff die

Erklarung

I Eine Menge ist eine Zusammenfassung M bestimmter, wohlunterschiedener

Objekte m unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem, Ganzen. Die Ob-
jekte m heiBen die Elemente von M.

Mengen werden mit groBen Buchstaben, Elemente bei allgemeiner Darstellung mit
kleinen Buchstaben bezeichnet. Die Elemente einer Menge werden durch geschweifte
Klammern zusammengefaft.

BEISPIELE

1.1. Alle Studenten einer Ing ule, die derselben Seminargruppe angehéren, bilden
eine Menge M. Ihre Elemente sind die Studenten dieser Seminargruppe.
1.2. Die Menge N aller Losungen der Gleichung 22 = 16 enthilt nur die beiden Elemente —4
und 4: N = {—4, 4}.
1.3. Die Menge K aller Primzahlen enthiélt unendlich viele Elemente: K = {2,3, 5,7, ...}.
1.4. Die Menge L aller geraden Primzahlen enthiilt nur ein Element: L = {2}.
Ein Objekt ist entweder Element einer Menge oder nicht. Diese -Beziehung ist die
Grundbeziehung der Mengenlehre.
Man schreibt
a € M, gelesen: ,,a (ist) Element (von) M*;
b ¢ M, gelesen: ,,b (ist) nicht Element (von) M*,

BEISPIEL
1.5. Fiir N in Beispiel 1.2. gilt 4 € N, 5 ¢ N.

h

Anmerkungen zur Erklirung des Mengenbegriffs:

1. Jedes Element einer Menge muB sich vom anderen unterscheiden lassen. Eine
,»Menge* Honig in einem Glas ist demnach im Sinne dieser Erklirung keine Menge.
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. Eine Menge fait Elemente mit einer gemeinsamen Eigenschaft zusammen. Diese

muB so formuliert sein, daB fiir jedes Objekt feststeht, ob es diese Eigenschaft hat
oder nicht. Die Eigenschaft, ein ,,schnell fahrender Personenkraftwagen* zu sein,
ist ein Beispiel fiir eine ungenaue Formulierung und erklirt keine Menge.

. Wihrend die Umgangssprache unter einer Menge eine Vielzahl von Elementen

versteht, konnen Mengen im Sinne der angegebenen Erklarung auch aus wenigen
Elementen bzw. aus keinem Element bestehen.

Eine Menge, die nur zwei Elemente enthilt, heit Zweiermenge (z. B. N in Beispiel
1.2.). Wenn sie nur ein Element enthilt, heift sie Einermenge (z. B. L in Beispiel
1.4.), und wenn sie kein Element enthilt, heiBt sie leere Menge (Symbol: @).

BEISPIELE

1.6,

1.7.

. Die Menge A aller reellen Losungen der Gleichung * = —4 enthilt kein Element, denn
es gibt keine reelle Zahl, die die Eigenschaft hat, daB ihr Quadrat negativ ist: 4 = 0.
Die Menge K aller Losungen der Gleichung 2z = 0 ist K = {0}, denn nur fiir die Zahl 0
ist2.0=0. .

K ist nicht die leere Menge, denn K enthilt das Element 0, wiihrend die leere Menge @
kein Element enthilt.

Es besteht also ein Unterschied zwischen der Einermenge, die die Zahl 0 enthilt, und der
leeren Menge O.

Zwischen dem Mengenbegriff und Grundbegriffen der Logik besteht ein enger Zu-
sammenhang, der in den folgenden Ausfithrungen dargestellt wird.
Zu den Grundbegriffen der Logik gehért der Begriff ,, Aussage.

Eine Aussage ist ein Gebilde, das einen Sachverhalt der objektiven Realitiit wider-
spiegelt. Sie ist wahr, wenn sie mit dem Sachverhalt iibereinstimmt, anderenfalls
ist sie falseh.

Die Eigenschaften ,,wahr (w)* und ,,falsch (f)* heien Wahrheitswerte.

BEISPIELE .
1.8. ,,Dresden liegt an der Elbe* (w)

1.9. ,,Kupfer ist ein Nichtmetall** (f)
1.10. 3 +4=17 (w) 1.11. 3 +4=10 (f)
1.12. 3 +4 =7 (f) 1.13. 3 +4<8 (w)

Gr

Es

1.
2.

undlegend ist der

Satz der Zweiwertigkeit

Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.
gibt also

keinen dritten Wahrheitswert,
keine Aussage, die sowohl wahr als auch falsch ist.

Aussagen sind daran erkennbar, daB sie einen (und nur einen) Wahrheitswert haben.
Allerdings léBt sich nicht immer feststellen, welcher Wahrheitswert vorliegt.

BEISPIELE
1.14. 3+ 5 1.15. ., Komm her!* 1.16. H,0
1.17. ab + ¢ 118.34+5=38

1.19. ,,Der Monat Mirz hat 30 Tage.*



1.1. Der Begriff der Menge : 11

1.20. ,,Auf anderen Sternen leben vernunftbegabte Lebewesen.
1.21. ,,Am 1. Juni 1750 regnete es in Berlin.*

Die Beinpiele‘ 1.14. bis 1.17. sind keine Aussagen; 1.18. ist eine wahre, 1.19. eine falsche Aus-
sage; 1.20. und 1.21. sind Aussagen, deren Wahrheitswert noch nicht bzw. nicht mehr feststell-
bar ist.

Die Gebilde der folgenden Beispiele haben keinen Wahrheitswert, sind also keine Aus-
sagen. Sie werden aber bei bestimmten Einsetzungen (Belegungen) fiir z und x zu Aus-
sagen.

BEISPIELE

1.22. ,,u ist eine Séure* wird fiir ¥ = HCl zu einer wahren Aussage und fiir v = NaOH zu
einer falschen Aussage.

1.23. 2* = 16 wird fiir x = —4 zu einer wahren und fiir z = 3 zu einer falschen Aussage.

Die Buchstaben % und z stehen fiir Leerstellen, denn es lieBe sich auch schreiben:

1+ ist eine Sdure*; (...)2 = 16.

| Ein Zeichen, das fiir eine Leerstelle steht, heiBt Variable (Veriinderliche).

Die Beispiele 1.22. und 1.23. enthalten demnach Variablen und gehen in Aussagen
iiber, wenn diese Variablen belegt werden. Solche Gebilde heifen Aussageformen.

Eine Aussageform ist ein Gebilde, das mindestens eine Variable enthilt und durch
Belegen dieser Variablen zu einer Aussage wird.

Der Bereich der Objekte, aus dem die Belegungen auszuwiihlen sind, heift Grund-
bereich. Er ist so festzulegen, daB beim Belegen eine sinnvolle Aussage entsteht. Eine
Aussageform wird durch ein Objekt gelost (erfiillt), wenn sie beim Belegen der Varia-
blen mit diesem Objekt in eine wahre Aussage iibergeht. Das Objekt heifit Lsung
(Erfiillung) der Aussageform (z. B. ,,HCI* in Beispiel 1.22.).

Mit Hilfe des Begriffs ,,Aussageform‘* laBt sich das Prinzip der Mengenbildung er-
kléren. '

Wenn eine Aussageform fiir die Objekte eines Grundbereichs vorliegt, so bilden
alle Objekte, die diese Aussageform erfiillen, eine Menge.

Die Aussageform (auch definierende Bedingung genannt) driickt eine gemeinsame
Eigenschaft aller Elemente der Menge aus. Daraus ergibt sich die Moglichkeit, eine
Menge durch Angabe der Aussageform (und des Grundbereichs) darzustellen, z. B.
A = {u | u ist eine Sdure}, gelesen: ,,4 ist die Menge aller (Elemente) u, fiir die gilt:
« ist eine Saure*.

Die andere schon bekannte Méglichkeit ist die Darstellung durch Aufzihlen der Ele-
mente.

BEISPIELE

1.22. (For g) Als Grundbereich werde die Gesamtheit aller Flissigkeiten gewahlt. Die
Lésungen der Aussageform bilden die Menge
A = {u| u ist eine Saure} = {HCl, HNO,, H,S0,, ...}.
Ein anderer méglicher Grundbereich konnte die Gesamtheit aller Schwefelverbindungen
sein. Fiir diesen Grundbereich wire die Losungsmenge
B = {u| u ist eine Siure} = {H,80;, H,S0,,...}.
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i
Ein Bereich, der nicht als Grundbereich gewiihlt werden darf, ist z. B. die Gesamtheit
aller Stidt da sich sinnl A geben wiirden (z. B.: ,,Wien ist eine
Siure®).

1.23. (Fortsetzung) Fiir den Grundbereich aller (positiven und negativen) ganzen Zahlen ist
die Losungsmenge .
C=fx|a® =16} = {—4,4}.

Bei Einschrinkung des Grundbereichs auf nur positive ganze Zahlen gilt
D= x| =16} = {4}.

Wie die Beispiele zeigen, hiingt die sich ergebende Menge vom vorgegebenen Grund-
bereich ab.

Eine Menge heiBt Allmenge, wenn sie alle Objekté des Grundbereichs enthilt, Tm Ab-
schnitt 1. dieses Buches wird sie mit U bezeichnet.

BEISPIEL
1.24. Grundbereich: Gesamtheit aller reellen Zahlen.

Es gilt {z |z + @ = 22} = U, denn die Gleichung wird durch jede reelle Zahl geldst.
Kontrollfragen

1.1. Wie ist nach CANTOR der Begriff der Menge erklart?

1.2. Was ist eine Aussage, und woran ist sie erkennbar’

1.3. Was ist eine Variable?

1.4, Was ist eine Aussageform, und wie 1aBt sich mit ihrer Hilfe das Prinzip der Mengen-
bildung erkléren?

Aufgaben: 1.1. und 1.2.

1.2. Relationen zwischen Mengen

Zwischen zwei Mengen kann die Relation des Enthaltenseins (Teilmengenrelation,
Inklusion) oder der Gleichheit bestehen.

BEISPIEL

1.25. Die Menge A = {p, r} ist in der Menge B = {p, ¢. r, s} enthalten, denn alle Elemente von
A sind auch Elemente von B.

Definition

A auch Element von B ist.
Schreibweise: A S B, gelesen ,,4 (ist) Teil-(Unter-)menge von B,

Wenn A C B, gilt auch B 2 A4, gelesen ,iB (ist) Obermenge von A*.

I Eine Menge A heit Teilmenge einer Menge B genau dann, wenn jedes Element von

BEISPIEL

1.26. Grundbereich sei die Menge aller ganzen Zahlen von 1 bis 20, also {1, 2, ..., 20}.
Darin ist die Menge der durch 6 teilbaren Zahlen 4 = {z| 2 ist durch 6 teilbar}
= {6, 12, 18}, entsprechend ist B = {z | z ist durch 3 teilbar} = {3, 6, 9, 12, 15, 18}.
Jedes Element von 4 ist auch Element von B, folglich besteht zwischen 4 und B die
Relation 4 £ B.

Wenn zwei Mengen die gleichen Elemente enthalten, besteht zwischen ihnen die Rela-
tion der Gleichheit.



1.2. Relationen zwischen Mengen 13

Definition

Zwéi Mengen A und B heifen gleich genau dann, wenn jedes Element von 4 auch
Element von B und jedes Element von B auch Element von 4 ist (d. h., wenn
A S Bund B £ 4).

Schreibweise: A = B, gelesen ,,4 (ist) gleich B“.

BEISPIEL
1.27. Im Grundbereich {1, 2, 3, ..., 20} sei
A = {z| z ist durch 6 teilbar} = {6, 12, 18} und
B = {x | z ist durch 2 und durch 3 teilbar} = {6, 12, 18}.

Jedes Element von 4 ist auch Element von B und umgekehrt, d. h., 4 und B enthalten
die gleichen Elemente. Folglich besteht zwischen 4 und B die Relation 4 = B.

Mengen werden oft durch Punktmengen in einer Ebene veranschaulicht, die durch
geschlossene Kurven begrenzt werden. In Bild 1.1 ist 4 S B dargestellt: Jedes Ele-
ment von 4 (z. B. P;) muB auch Element von B sein. Ein Element von B kann Ele-
ment von 4 sein, muB es aber nicht (z. B. P,). Andererseits ist ein Element, das nicht
zu B gehért (z. B. P;), mit Sicherheit auch nicht Element von 4. In Bild 1.2ist 4 = B
dargestellt. Fiir einen beliebigen Punkt gilt: Er liegt entweder sowohl in 4 als auch
in B(P,) oder weder in A noch in B(P,).

x2 Bild 1.1 % Bud1e

Die Definition der Teilmengenrelation fordert, daB alle Elemente der Teilmenge 4
auch Elemente der Obermenge B sind. Diese Forderung ist aber auch fiir den Fall
A = B erfiillt. Folglich ist die Gleichheitsrelation ein Sonderfall der Teilmengen-
relation. (Fiir jede beliebige Menge 4 gilt z. B. 4 S 4.)

Wenn A Teilmenge von B ist und B mindestens ein Element enthalt, das nicht in 4
enthalten ist, so heiBt 4 echte Teilmenge von B (4 — B). Fiir die Mengen in den
Beispielen 1.25. und 1.26. ist diese Bedingung erfiillt.

Fiir die leere Menge 0, eine Menge 4 und die aus den Elementen ihres Grundbereiches
gebildete Allmenge U gilt

Wenn zwischen zwei Mengen weder die Teilmengen- noch die Gleichheitsrelation be-
steht, so kénnen sie gemeinsame Elemente haben, aber jede der beiden Mengen ent-
hilt mindestens ein Element, das nicht in der anderen Menge enthalten ist. Falls
beide Mengen keine gemeinsamen Elemente haben, heiBen sie disjunkte (element-
fremde) Mengen.

BEISPIEL
1.28. Esseien P = 3,5,7},Q = {4, 6,8}, R = {5, 7, 9, 10}. Bestehen zwischen diesen Mengen
Teil oder Gleichheitsrelati ?
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Lésung: Die Mengen P und @ enthalten keine i El te und sind d h
disjunkte Mengen. Gleichfalls sind @ und R disjunkte Mengen. Die Mengen P und R ent-
halten zwar gemeinsame Elemente, aber jede Menge enthilt mindestens ein Element, das
nicht in der anderen Menge enthalten ist (3 ¢ R, 9 e P 10 ¢ P). Zwischen P, Q und R
bestehen also weder Teil noch Gleichhei

Wenn zwischen 4 und B eine Mengenrelation besteht, so existieren zwischen den
Aussageformen, durch die 4 und B definiert werden, ganz bestimmte logische Be-
ziehungen, die mit Hilfe von Bindewortern ausgedriickt werden kénnen.

(1) Wenn die Teilmengenrelation 4 S B besteht, so gilt zwischen den Aussage-
formen € A und « € B fiir alle Elemente des Grundbereichs

»wenn z € 4 gilt, so muB auch z € B gelten* (s. Bild 1.1: Da der Punkt P, in 4 liegt,
muB er auch in B liegen), und umgekehrt

»wenn z € B gilt, so kann « € 4 gelten* (muB aber nicht; s. Bild 1.1: P,, P, liegen
zwar beide in B, aber nur P, liegt auch in 4).

Eine Verbindung zweier Aussageformen (oder Aussagen) durch die Bindeworter
,,wenn...,s0 muB ...“, die bei Vertauschen der A geformen (Aussagen) ,,wenn ...,
80 kann ...“ zu lesen ist, heift Implikation (Symbol: =): 2 € 4 = « € B. Der vor
dem Zeichen stehende Teil heiBt Vorderglied, der andere Hinterglied.

Das Vorderglied einer Implikation hei8t hinreichende Bedingung fiir das Hinterglied,
das Hinterglied heiit notwendige Bedingung fiir das Vorderglied.

BEISPIELE

1.29. Fir die Mengen 4 = {z | « ist durch 6 teilbar} und B = {z | « ist durch 3 teilbar} des
Beispiels 1.26. gilt 4 = B. Folglich gilt fiir die Aussageformen
s ist durch 6 teilbar = z ist durch 3 teilbar, gelesen ,,wenn z durch 6 teilbar ist, so
muB z durch 3 teilbar sein*‘, und von rechts nach links gelesen ,,wenn  durch 3 teilbar
ist, so kann z durch 6 teilbar sein‘‘.
Fiir eine beliebige Zahl ist demnach die Teilbarkeit durch 6 hinreichende Bedingung
fir die Teilbarkeit durch 3 (denn aus der Teilbarkeit durch 6 muB Teilbarkeit durch
3 folgen), aber ist keine notwendige Bedingung (denn es konnen auch Zahlen durch
3 teilbar sein, die nicht durch 6 teilbar sind, z. B. die Zahl 15). Andererseits ist die Teil-
barkeit durch 3 notwendige Bedingung fiir die Teilbarkeit durch 6 (denn Zahlen, die
nicht durch 3 teilbar sind, kénnen nicht durch 6 teilbar sein), aber sie ist keine hin-
reichende Bedingung (denn die Zahl mu auch durch 2 teilbar sein).

d

oder notwendige Bedingung fiir ,,z ist

1.30. Ist die Bedingung ,,x ist ein Viereck' hinreict
ein Trapez‘‘?

Losung: Es gilt ,,wenn z ein Viereck ist, so kann z ein Trapez sein‘, und umgekehrt gilt
s»wenn z ein Trapez ist, so muB z ein Viereck sein*. Demnach gilt .

»% ist ein Trapez'‘ = ,,z ist ein Viereck'.

» igt ein Viereck* ist Hinterglied der Implikation, folglich notwendige Bedingung fiir
s ist ein Trapez''.

(Fiir die Menge 7 aller Trapeze und die Menge V aller Vierecke gilt 7 & V. Zwischen
den Begriffen ,,Trapez‘ und ,,Viereck* besteht eine Relation, die durch die Bezeichnun-
gen ,,Art-(Unter-)begriff* und ,,Gattungs-(Ober-)begriff** ausgedriickt wird. Im Beispiel
ist ,,Trapez' der Artbegriff und ,,Viereck' der Gattungsbegriff.)

Es seien @ die Menge aller Quader und W dne Menge aller Wiirfel. Aus der zwnschen Q
und W bestehenden Relation sind die Rel die zwischen den di

den Bedingungen ,,x ist Quader** und ,,z ist Wiirfel** sowie zwischen den Begriffen ,,Qua-
der* und ,,Wiirfel* bestehen.

1.31.

=
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Lésung: Da der Wiirfel eine Sonderform des Quaders ist (ein Quader mit gleichen Kanten-
lingen), gilt W < Q. Entsprechend gilt ,, ist Wiirfel = ,, ist Quader*; daraus folgt
,»% ist Wiirfel* ist hinreichende Bedingung fiir ,,« ist Quader, ,,z ist Quader* ist not-
wendige Bedingung fiir ,,z ist Wiirfel*’. Der Begriff ,,Wiirfel"* ist Artbegriff, der Begriff
»»Quader** Gattungsbegriff.

(2) Wenn die Gleichheitsrelation A = B besteht, so gilt fiir alle Elemente des Grund-
bereichs

,wenn z € A, so muB z € B“ und umgekehrt ,,wenn z € B, so muBl z € A

Eine Verbmdung zweier Aussageformen (Aussagen) durch ,,wenn ..., 80 muB ... die
bei Vert: hen der A formen (A gen) gleichfalls ,,wenn ..., so muB ‘ zu
lesen ist, heift Aquivalenz (Symbol: ): cdoxeB

Ubliche Lesarten sind ,,dann und nur dann ..., wenn ...”“ oder ,genau dann ...,
wenn ...“. ,,Aquivalenz‘ heifit wiirtlich iibersetzt ,,Gleichwertigkeit‘. Durch dqui-
valente A geformen werden gleiche Mengen definiert.

Da bei x € A & x € B sowohl xE A= x € B als auch € B=>xz € A4 gelten, heilit
jedes Glied notwendige und hinreichende Bedingung fiir das andere Glied.

BEISPIELE

1.32. Fir A = {z | z ist durch 6 teilbar} und B = {z | z ist durch 2 und durch 3 teilbar}
gilt A = B, folglich gilt fiir die Aussageformen
& ist durch 8 teilbar* & .z ist durch 2 und durch 3 teilbar*, gelesen ,, ist genau dann
durch 6 teilbar, wenn z durch 2 und durch 3 teilbar ist*.
Fiir eine beliebige Zahl ist demnach die Teilbarkeit durch 2 und durch 3 notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Teilbarkeit durch 8 (und umgekehrt).

1.33. Ist dle Bedmgung »Z 1st em leichseitiges Viereck** hinreichende, no dige oder not-
dige und hinreich di fiir ,,2 ist ein Rhombus*?
Lisung: Es gilt

»Wenn z ein gleichseitiges Viereck ist, so muB z ein Rhombus sein, und umgekehrt
,,wenn z ein Rhombus ist, so muB x ein gle:chsemges Viereck sein‘‘; demnach gilt

5 i8t ein glexchsextlges Viereck" & ,,z ist em Rhombus . Dxe Bedmgung 12 ist ein gleich-
seitiges Viereck' ist eine dige und h

(Far die Menge V, aller gleichseitigen Vierecke und die Menge R aller Rhomben gilt
Vg = R. Die Begnffe ,»Rhombus'* und ,,gle)chsextlges Vlereck“ werden équivalente Be-

gn!fe genannt, wobex der eine zur Definition des werden kann: ,,Ein
Rhombus ist ein gleichseitiges Viereck*.)
Kontrollfragen

1.5. Wie ist die Teilmengenrelation definiert?
1.6. Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit eine Menge echte Teilmenge einer anderen ist?

1.7. Mit Hilfe welcher Bindeworter ist eine Implikation zu formulieren? Wie ist sie nach
Vertauschen von Vorder- und Hinterglied zu lesen? Welche Art von Bedingung sind das
Vorder- bzw. Hinterglied?

1.8. Mit Hilfe welcher Bindewérter ist eine Aquivalenz zu formulieren? Welche Art von Be-
dingung sind Vorder- bzw. Hinterglied?

Aufgaben: 1.3. und 1.4.
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1.3. Operationen mit Mengen

Bei einer Operation mit Mengen wird aus zwei gegebenen Mengen eine neue gebildet.
Das ist auf verschiedene Weisen moglich. Die neue Menge kann z. B. die Zusammen-
fassung aller Elemente sein, die sowohl in der einen als auch in der anderen Menge
enthalten sind. Die Menge dieser gemeinsamen Elemente heit Durchschnitt.

Definition

Gegeben seien zwei Mengen 4 und B. Ein Element & gehort genau dann zum
Durchsehnitt 4 n B (gelesen: ,,4 geschnitten mit B‘), wennx € 4 und z € B.

Zwischen z € A und z € B steht das Bindewort ,,und“. Eine logische Verbindung
zweier Aussageformen (oder Aussagen) durch das Bindewort ,,und* heifit Konjunk-
tion (Symbol: A). Sie driickt das Zusammenbestehen zweier Sachverhalte aus. )
Mit Hilfe des Symbols fiir die Konjunktion schreibt sich die Definition des Durch-
schnitts;

z€AnBozcAdrzeB (1.2)

(gelesen: ,,z ist Element des Durchschnitts 4 n B genau dann, wenn z Element von 4
und Element von B ist‘).

In Bild 1.3 ist 4 n B als schraffierte Punktmenge dargestellt. P, liegt in 4 und in B,
also im Durchschnitt; Py, P; liegen nur in 4 bzw. B, also nicht im Durchschnitt;
P, liegt weder in 4 noch in B und damit auch nicht im Durchschnitt.

Py

x

QD

Bild 1.3

BEISPIELE
1.34. Im Grundbereich {1, 2, 3, ..., 20} sei )
A = {z |z ist durch 2 teilbar} = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20},
B = {z |z ist durch 3 teilbar} = {3, 6, 9, 12, 15, 18}.
Dann ist
A nB = {z|zist durch 2 und durch 3 teilbar} = {6, 12, 18}.
A n B enthilt also alle Elemente, die A4 und B gemeinsam haben.

1.36. Es seien M = {¢,d} und N = {a,b,c,d, ¢}, d. h., es gilt M S N. Dann ist
MaN={,d}=M.
6. Es seien D = {z | = ist ein Dreieck} und V = {:é | z ist ein Viereck}. Da es keine geo-

1.3
. metrische Figur gibt, die sowohl Dreieck als auch Viereck ist, sind D und V disjunkte -
Mengen, und esist D n V = 0.

Aus den letzten beiden Beispielen folgt durch Verallgemeinerung:

1. Wenn eine Menge 4 Teilmenge einer Menge B ist, so ist ihr Durchschnitt gleich der
Teilmenge (Bild 1.4): 4 n B = 4.
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2. Wenn zwei Mengen 4, B disjunkt sind, so ist ihr Durchschnitt die leere Menge
(Bild 1.5): AnB = 0.

.

Eine weitere Operation mit Mengen ist die Vereinigung. In ihr sind alle Elemente
zweier Mengen enthalten, die in mindestens einer der beiden Mengen enthalten sind.

Bild 1.4 Bild 1.5

Definition
Gegeben seien zwei Mengen A und B. Ein Element z gehort genau dann zur
Vereinigung 4 u B (gelesen: ,,4 vereinigt mit B), wenn z € A oder z € B.

Zwischen z € 4 und z € B steht das Bindewort ,,oder. Eine logische Verbindung
zweier Aussageformen (oder -Aussagen) durch das Bindewort ,oder” heiBt
Alternative (Symbol: v). Sie driickt aus, daB von zwei Sachverhalten mindestens
einer besteht.

Da das ,,oder* der Alternative auch das Zusammenbestehen der beiden Sachverhalte zuldBt,
wird es ,,einschlieBendes oder* genannt.

Mit Hilfe des Symbols fiir die Alternative schreibt sich die Definition der Vereinigung:

xiAuB@xészEi' (1.3)

In Bild 1.6 ist AuB als schraffierte Punktmenge dargestellt. Py, Py, Py liegen in
wenigstens einer der Mengen 4, B (P, sogar in beiden), also in der Vereinigung; P,
liegt weder in A noch in B und damit auch nicht in der Vereinigung.

Bild 1.6

Zwischen Durchschnitt und Vereinigung gilt die Relation (vgl. Bilder 1.3, 1.6):

AnBZ AuB | % : (1.4)

BEISPIELE
1.37. Grundbereich, 4 und B wie in Beispiel 1.34. Dann ist
Ay B = {z| z ist durch 2 oder durch 3 teilbar}
= {2, 3,4, 6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20}.

A u B enthilt alle El die durch mindestens eine der Zahlen 2 odér 3 teilbar sind;
also auch die Elemente, die durch 2 und durch 3 teilbar sind.
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1.38. Es selen M ={,d} und N = {g,b,c,d,¢}, d.h, es gilt M S N. Dann ist
MuyN = {a,b,c,dej=N.

Aus dem letzten Beispiel folgt durch Verallgemeinerung: Wenn eine Menge A Teil-

menge einer Menge B ist, so ist ihre Vereinigung gleich der Obermenge (Bild 1.7):

AuB=B. .

BEISPIEL

1.39. A und B seien disjunkte Mengen (Bild 1.8). Die Vereinigung A u B ist die im Bild schraf-
fiert dargestellte Menge. Wenn z.B. 4 = {2,4,6,8} und B = {12, 14, 16}, so ist

/ L
Bild 1.7 //% @

Das Bindewort ,,oder* wird auch verwendet, wenn ausgedriickt werden soll, daB von zwei Sach-
verhalten genau einer bestehen soll (, hlieBendes oder*, ,,entweder — oder*): Disjunk-
tion.

Beispiel: ,,Jede Zahl ist gerade oder ungerade*. Fiir jede ganze Zahl kann nur einer der beiden
Sachverhalte gelten.

Bild 1.9 zeigt schraffiert dargestellt eine Punktmenge, die alle Elemente enthiilt, fiir die ent-
weder z € 4 oder z € B gilt. Fiir diese Mengenoperation gibt es kein Operationszeichen. Zu be-
achten ist, daB die Begriffe Alternative und Disjunktion auch mit ver hter Bed g ver-
wendet werden, z. B. in der Schaltalgebra.

Bild 1.8

Die néchste Mengenoperation bildet aus nur einer gegebenen Menge mit Hilfe der All-
menge U eine neue Menge. \

Definition

Gegeben sei eine Menge 4 als Teilmenge der Allmenge U. Ein Element z gehort
genau dann zum Komplement 4, wenn = ¢ A4.

In Bild 1.10 ist 4 als schraffierte Punktmenge dargestellt, wobei U die durch das
Rechteck begrenzte Punktmenge sein soll. Es gilt:

BEISPIEL

1.40. Es seien U={123,..,10
uind A={r|z<8 ={,234,567.

c®» o0

Bild 1.9 Bild 1.10
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Die definierende Bedingung fiir die Menge A ergibt sich aus der definierenden Bedin-
gung fiir A durch Vorsetzen von ,,es ist nicht wahr, daf ...*“. In der Logik wird mit
einer solchen Formulierung die Negation einer Aussageform (oder Aussage) gebildet
Die gegebene Formulierung ergibt stets die Negation. Die folgenden Beispiele zeigen,
daB bei anderen Formulierungen Vorsicht geboten ist.

BEISPIELE

1.41. Fir ,,z ist kleiner als 8 (z < 8) (vgl. Beispiel 1.40.) heiBt die Negation: ,»Es ist nicht
wahr, daB z kleiner als 8 ist*, oder ,,z ist nicht Kkleiner als 8 (z = 8)“.
Falsch wire: ,,z ist groBer als 8 (z > 8)*“.

1.42. Fir ,,Farbe z ist weiB* heiBt die Negation: ,,Es ist nicht wahr, daB Farbe 2 weiB ist*,
oder ,,Farbe z ist nicht weiB*.
Falsch wire: ,,Farbe z ist schwarz, denn die Negation von ,,weiB* kann jede andere
Farbe auBer ,,wei‘* bedeuten.
Es gilt der
Satz ,
Das Komplement des Komplements einer Menge A ist gleich A:

a

4| (1.8)

Er folgt aus der Tatsache, daB sich eine zweifache Negation aufhebt. Fiir die Aussage-
form aus Beispiel 1.41. heiBt z. B. die zweifache Negation: ,»E8 ist nicht wahr, da =
nicht kleiner als 8 ist*. Das bedeutet aber das gleiche wie die urspriingliche Aussage-
form.

Mit Hilfe der schon besprochenen Mengenoperationen wird die néichste definiert.

Definition

Gegeben seien zwei Mengen 4 und B. Ein Element gehort genan dann zur Diffe-
renz A \ B (gelesen: ,,4 ohne B*), wenn z € 4 und z ¢ B.

ITGA\B@ZGAquil' 1.7)

Entsprechend wird definiert: € B\ A& z€BAaz ¢ A. In Bild 1.11 sind beide
Differenzen als schraffierte Punktmengen dargestellt.

Also gilt:

Das Symbol der Differenz zweier Mengen wird in der Literatur unterschiedlich gelesen, z. B.
,»Rest 4 beziiglich B,

Bild 1.11
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Fiir Differenzmengen gilt stets (vgl. Bild 1.11):

ANB=AN(40B); BN\A=B\ (4nB) (1.8)
ANBC4; B\ACB 3 (1.9)

Die Formeln (1.8) lassen sich vorteilhaft fiir die Ermittlung von Differenzmengen
verwonden. Dabei ist zu beachten, daB stets eine Teilmenge der zuerst geschrieberien
Menge entsteht (vgl. Gln. (1.9)).

BEISPIELE
1.43. Grundbereich, 4 und B wie in Beispiel 1.34. Dann ist
A\ B = {z|zist durch 2 und nicht durch 3 teilbar}
=AN (AnB)=AN\ {612,618} = {2,4, 8, 10, 14, 16, 20},
BN\ A=B\(4nB)=B\ {61218 = (3,9, 15.
1.44. Es seien M = {¢,d} und N = {a, b, ¢, d, e, d. h,esgilt M S N.
Dann ist
MN\N=M\(MoN) =M\ {d =0,
N\M=N\(MaN)=NN\ {cd) = {a, b,¢. i
1.45. Es seien 4 = (2,4, 6,8} und B = {12, 14, 16}, d. h., 4 und B sind disjunkte Mengen.
Dann ist
ANB=AN(A4nB)=A\ 0=4A=1{24,68},
BN A=B\ (40B).=B\ 0=B= {12 14,16}.
Aus den letzten beiden Beispielen folgt durch Verallgemeinerung:
1. Wenn eine Menge 4 Teilmenge einer Menge B ist, so ist ihre Differenz 4 \ B die
leere Menge: 4\ B = 0.
(Die Menge B \ 4 ist in Bild 1.12 schraffiert dargestellt.)
2. %Vem:1 zwei Mengen 4, B disjunkt sind, so gilt fiir ihre Differenzen: AN\ B = 4,
\4=B8.

Bild 1.12

Es folgt eine Zusammenstellung der Eigenschaften von Mengenoperationen, ohne sie
zu beweisen. Die meisten Eigenschaften sind offensichtlich.
Es gilt stets:
Kommutativitit | AnB=Bn4; AuB=Bud
Assoziativitit An(BnC)=(4AnB)nC;
AuBuC) =(AuB)yu( (1.10)
Distributivitat An(BuC)=(A4nB)u(dn0);
Auy(BnC)=(AuB)n(d4du0)
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Bild 1.13 veranschaulicht 4 n (BnC) = (A nB)nC.

Bild 1.13

BEISPIEL

1.46. Essei A = {a,b,¢,d}, B= {b,¢,d,¢,C = {c, d, e, f}. Es ist zu zeigen, daB
An(BuC)=(A4nB)u(4n0).

Lésung: Zuniichst werden die in Klammern stehenden Operationen ausgefithrt:
BuC={,cdeft, AnB= b, c,d}, AnC = {d}.
Daraus folgt
An(BuC) = fcd},
(AnB)u(d4nC) = {bcd},
also
An(BuC)=(AnB)u(4n0).

Die Differenz zweier Mengen ist im allgemeinen weder kommutativ noch assoziativ:

ANB+BNA | AN(B\O) +(ANB\C (1.11) (1.12)

Zu Formel (1.11) vgl. Beispiele 1.43. bis 1.45.

BEISPIEL
1.47. Fir 4 = {m,n,0,p,9}, B={o, ¢, 8,8}, C={p 0,7 % v} sind AN\ (B\ C) und
(A \\ B) \\ C zu bilden.
Lisung:
B\ C=B\ (BnC)=B\ {g7} = st}
AN(BNO) =4\ bo,5t)={mnp4d;
(ANB) =4\ (AnB)=A\ {9 = {m n 2},
(AN B)\ C = {m,n,p} \ C= {m,n}.
Entsprechend Formel (1.12) ist {m, n, p, g} & {m, n}.

Kontrollfragen

1.9. Mit Hilfe welcher logischer Verbind werden Durchschnitt und Vereinigung von
Mengen definiert? :

1.10. Es sei A Teilmenge von B. Was folgt daraus firr Durchschnitt A n B, Vere i AuB

und Differenz 4 \\ B?

1.11. Es seien 4 und B disjunkte Mengen. Was folgt daraus fixr Durchschnitt 4 n B und die
Differenzen 4 \ B, B\ 4?

1.12. Welche Relation besteht zwischen Durchschnitt und Vereini zweier M ?

Aufgaben: 1.5. bis 1.8.
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14. Aufgaben
1.1. Welche der folgenden Gebilde sind Aussagen, welche sind Aussageformen, und welche

1.2

1.3.

1.4.

1.5

1.6.

1.7.

sind weder Aussagen noch Aussageformen?

a)2+5<3 b) bz —3y =2 ,
¢) 2a*+5=0 d) (3r —4) (3r + 4)
e)6+4=9 f) 3,26

8) ,,Monat z hat 31 Tage*
Die folgenden Mengen sind durch Aufzihlen der El te dar llen. Grundbereich
sind alle ganzen Zahlen von 0 bis 10. )
a) A= {z|3z <12 b) B = fu]ut — 8u + 15 = 0}
) C={y|2+32=0 .
Welche Relation besteht zwischen den Mengen A, B?
8) A = {z| z ist ein Pudel}, B = {z | z ist oin Hund};
b) A = {z| z ist ein Dreieck mit zwei gleich langen Seiten},
B = {z| z ist ein gleichschenkliges Dreieck} ;
©) A = {u| uist ein Trapez}, B = {u | u ist ein Parallelogrammj}.
Es ist f llen, ob die A form H(z) hinreichend twendige oder notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die A f K(z) ist.
a) H(z): ,,z ist eine Tanne*; K(z): ,,z ist ein Nadelbaum*‘;
b) H(z): ,,x ist eine gerade Zahl*; K(z): ,,z ist eine durch 2 teilbare Zahl“;
©) H(z): ,,z ist ein Rechteck®; K(z): ,,z ist ein Quadrat®.
Mit 4 = {r,s,t,u}, B={g,7,81),C = {, u}, D = {v, w} sind zu bilden:
a) AuB, AnB, A\ B, B\ 4
b)AuC, AnC, AN\C C\ 4
¢) AuD, AnD, AND, D\ 4
Mit A={z|2<6}, B={u|u>3}, C= fv|v=8), D= {4,5,6 sind im Grund-
bereich aller ganzen Zahlen von 0 bis 10 zu bilden:
a) bis ¢) Aufgaben wie bei 1.5.
Mit der Menge 4, dem Komplement 1, der leeren Menge @ und der Allmenge U sind zu
bilden:

a) An@, Au@, AN\0, 0\ 4
b)AnU, AuU, AN\U, U\ 4
) And, Auvd, ANA, A\ 4
1.8. Es sind zu bilden:
a) (AN B)u(4nB)u(B\ 4) b) (AN B)n(B\ 4)
c) Au(4nB) d) Bn(AuB)
1.9. MitK = {m,n,0,0,q}, M = {n,0,p, 7,8, N = {0,p, ¢, 8, t}, L = {o, p, g} sind zu bilden:
a) Kn(M\ N) . b) Ku(M\ L)
c) K\ (MuN) d) K\ (LnN)
1.10. Es seien: V die Menge aller Vierecke, 7' die Menge aller Trapeze, D die Menge. aller

Drachenvierecke, P die Menge aller Parallelogramme, R die Menge aller Rechtecke, S die

Menge aller Rhomben und @ die Menge aller Quadrate.

a) Welche Teil lationen bestehen?

b) Fiir welche Operationen mit je zwei der b Mengen ist das Resultat wieder
eine dieser Mengen? >
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111,

1.12.

1.13.

Mit den Mengen der Aufgaben 1.5. und 1.8. sind zu bilden:
a) (4nB)\ (CuD) b) (BuC)\ (4 uD)
a) In Bild 1.14 ist zu schraffieren:

[C\(BuD]Jul(BnD)\ (4u0)]

b) Welche Menge stellt die waagerecht schrafierte Fliche in Bild 1.14 dar?
¢) Welche Menge stelit die senkrecht schraffierte Fléche in Bild 1.14 dar?

Durch ebene Punk sind folgende Beziehungen grafisch d llen (vgl. Bild
1.13):
a) (AnB)\NC=(A4A\0)nB b) (ANB\NC=4\(Bu0)

Bild 1.14



2. Zahlenbereiche und Operationen

2.0. Vorbemerkung

Fiir die Mathematik und ihre Anwendung sind Zahlen und Operationen mit ihnen von
fundamentaler Bedeutung. Wihrend der in der Praxis titige Ingenieur im wesent-
lichen mit natiirlichen Zahlen (z. B. als Stiickzahlen) und rationalen Zahlen (z. B. als
Zahlenwerte von GroBen) arbeitet, werden fiir die Darstellungen in der Mathematik
besonders die reellen Zahlen benétigt.

Die Grundrechenoperationen und ihre Eigenschaften, aber auch die Rechenoperatio-
nen dritter Stufe und deren Gesetze miissen beherrscht werden, um z. B. numerische
Rechnungen, Losen von Gleichungen und das Umstellen von Formeln fehlerfrei durch-
fiihren zu konnen.

Im Abschnitt 2.7. wird der Bereich der komplexen Zahlen eingefiihrt. In ihm sind
Rechenoperationen ausfiihrbar, die im Bereich der reellen nicht definiert sind, z. B.
Radizieren und Logarithmieren negativer Zahlen. Komplexe Zahlen haben nicht nur
Bedeutung in der Mathematik, sondern sie werden auch in der Praxis, so z. B. in der
symbolischen Methode der Regelungstechnik, ang det.

2.1. Der Bereich der reellen Zahlen und seine Teilbereiche

In Form einer Ubersicht werden die wichtigsten Eigenschaften folgender Zahlen-
bereiche und ihrer Elemente dargestellt: natiirliche, ganze, rationale (sowie irratio-
nale) und reelle Zahlen.

Natiirliche Zahlen: 0, 1, 2, 3, ...

Sie werden benutzt,

um die Anzahl der Elemente einer (endlichen) Menge anzugeben (Kardinalzah-
len), :

— um den Platz eines Elements in einer nach einem beliebigen Prinzip geordneten
Menge anzugeben (Ordinalzahlen: 1., 2., 3., ...).

Alle natiirlichen Zahlen bilden eine Menge, die mit V bezeichnet wird. Sie 1Bt sich
auf dem Zahlenstrahl darstellen (Bild 2.1). Jede natiirliche Zahl @ hat einen (unmittel-
baren) Nachfolger a + 1. Folglich gibt es keine gréBte natiirliche Zahl. Es gibt aber
eine kleinste natiirliche Zahl, nimlich die Zahl 0.

4 y . n

L
0 7 2 3 foe Bild 2.1
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Addition und Multiplikation sind uneingeschriinkt ausfiihrbar:
a€N,beN=>a+beN,au-beN.

(Subtraktion und Division sind nicht uneingeschréiinkt ausfiihrbar.)

Die Zahl 0 gibt als Kardinalzahl die Anzahl der Elemente der leeren Menge an. Es gibt auch die

Auffassung, daB sie keine natiirliche Zahl ist. Dann ist die Zahl 1 die kleinste natiirliche Zahl.

Ganze Zahlen: ..., —3, —2, —1,0, +1, +2, 43, ...

Sie bilden eine Menge, die mit G bezeichnet wird. Sie 1aBt sich auf der Zahlengeraden

darstellen (Bild 2.2), die als Erweiterung des Zahlenstrahls aufgefait werden kann.

Dabei ist der positiven ganzen Zahl +a und der natiirlichen Zahl a derselbe Punkt

zugeordnet (gleiches gilt fiir die ganze Zahl O und die natiirliche Zahl 0), und die

Erweiterung erfolgt durch die Hinzunahme (der Menge) der negativen ganzen Zahlen

—a. Demnach ist G D N.

4 4 s 4 +
— + +

5 2 1 0+ 2 - Bild 2.2

Jede ganze Zahl a hat einen Nachfolger a + 1. Es gibt weder eine groBte noch eine
kleinste ganze Zahl. Addition, Multiplikation und Subtraktion (aber nicht die Divi-
sion) sind uneingeschriinkt ausfiithrbar.

Rationale Zahlen: % acGbeG\ {0

Eine rationale Zahl kann durch jeden Bruch % zweier ganzer Zahlen (b = 0) darge-

stellt werden, der demselben Punkt der Zahlengeraden zugeordnet ist. Im allgemeinen
wird derjenige Bruch gewihlt, bei dem Zihler @ und Nenner b teilerfremd sind. Die
verschiedenen Darstellungsweisen lassen sich durch Erweitern oder Kiirzen (Multi-
plizieren bzw. Dividieren von a und b mit der gleichen Zahl) ineinander umformen.

BEISPIEL

2.1. Fir die rationale Zahlr=:1;—2-sind verschiedene Darstellungsweisen a b
[y W T .
MT="8 " 36 -9 3

Die letzte Darstellungsweise ist zu bevorzugen.

Die rationalen Zahlen bilden eine Menge, die mit R bezeichnet wird. Sie 1aBt sich auf
der Zahlengeraden durch Punkte darstellen, die rationale Punkte heiBen. Dabei ist

der ganzen Zahl @ und der rationalen Zahl % derselbe Punkt zugeordnet. Demnach

ist R > G. Die vier Grundrechenoperationen (auBer Division durch 0, siehe 2.2.) sind
uneingeschriinkt ausfiihrbar.

Nichtnegative rationale Zahlen werden auch gebrochene Zahlen genannt. Sie bilden
die Menge R*. Es ist R* — R. @ .

Die Darstellung einer rationalen Zahl > als Dezimalbruch ergibt sich durch Division
des Zihlers a durch den Nenner b. Es entsteht

— bei abbrechender Division ein endlicher Dezimalbruch

7 20
(z. B.: i 1,75; T 4),
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— bei nicht abbrechender Division ein unendlicher periodischer Dezimalbruch, weil
bei der Division durch b héchstens b — 1 verschiedene Reste auftreten kénnen

2 -
(z. B.: i ,285714 rein periodischer Dezimalbruch, —% = —0,318 gemischt
periodischer Dezimalbruch).
Da ein endlicher Dezimalbruch auch als unendlicher mit der Periode 0 aufgefaBt

werden kann (z. B.: %0-

Jede rationale Zahl liBt sich als (unendlicher) periodischer Dezimalbruch dar-
stellen.

= 4,6), ergibt sich:

Umgekehrt 1d8t sich jeder periodische Dezimalbruch in einen Bruch % umformen. Die Begriffe

tionale Zahl“ und ,,periodischer Dezimalbruch* sind d h équivalent.

Die rationalen Punkte liegen dicht auf der Zahlengeraden, d. h., zwischen je zwei ver-

schiedenen rationalen Punkten liegt stets mindestens ein weiterer rationaler Punkt.

11

E )

zwischen ¢ und b, (und damit auch zwischen a und b) liegt z. B. b, = o (@ + &)
21

Zwischen a = % und b = ; liegt z. B. der Mittelwert b, = % (@ + b) =

= 38 usw.

Daraus folgt: In R gilt nicht mehr die Nachfolgerrelation, d. h., zu einer beliebigen
rationalen Zahl liBt sich nicht der (unmittelbare) Nachfolger angeben.

Obwohl die rationalen Punkte dicht auf der Zahlengeraden liegen, gibt es unendlich
viele Punkte, die nicht rational sind. Der Beweis iibersteigt den Rahmen dieses
Lehrbuchs. Die zugeordneten Zahlen heiBien

Irrationale Zahlen

Beispiele sind: die meisten Wurzelwerte (z. B. }/2-), die meisten Logarithmen (z. B.
Ig 2), die meisten Winkelfunktionswerte (z. B. sin 10°), die Zahl = usw. Es gilt:

Jede irrationale Zahl liBt sich als (unendlicher) nichtperiodischer Dezimalbruch
darstellen.

Da er nicht vollstindig angegeben werden kann, werden rationale Zahlen als Nihe-
rungswerte benutzt. Die Niherung kann mit beliebiger Genauigkeit erfolgen, z. B.

12 ~ 1,41 oder J2 ~ 1,41421 usw.

Reelle Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen entsteht durch Vereinigung der Menge R der rationalen
Zahlenmit der Menge der irrationalen Zahlen. Sie wird mit P bezeichnet (groBer griech,
Buchstabe ,,Rho*, kann aber auch ,,Pe* gelesen werden). Demnach ist P = R.

Wie in R sind auch in P die vier Grundrechenoperationen (auBer der Division durch 0)
uneingeschrénkt ausfithrbar, und auch in P gilt nicht die Nachfolgerrelation.
Beziiglich der Dezimalbruchdarstellung folgt:

Jede reelle Zahl 1Bt sich als (periodischer oder nichtperiodischer) Dezimalbruch
darstellen.
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Jeder reellen Zahl ist ein Punkt der Zahlengeraden (reeller Punkt) zugeordnet. Um-
gekehrt ist auch jedem Punkt der Zahlengeraden eine reelle Zahl zugeordnet. Die
Menge aller reellen Punkte ergibt somit liickenlos die Zahlengerade.

Die Menge P wird durch die Kleiner-Beziehung geordnet.

Detinition

Fiir zwei beliebige reelle Zahlen a, b gilt a < b (gelesen ,,a kleiner als b*‘) genau
dann, wenn a auf der Zahlengeraden weiter links liegt.

Folglich gilt fiir zwei reelle Zahlen a, b
entweder a<b oder a=>b oder a>b.

Zusammenhiingende Teilmengen von P heifien Intervalle. Es gibt folgende Bezeich-
nungen und Schreibweisen (Bild 2.3):

Bezeichnung Schreibweise Bedeutung

abgeschlossenes [a,b]={z|la<2=b) Menge aller reellen Zahlen von a bisb

Intervall (einschlieBlich der Endpunkte) ,

offenes (@b ={zla<z<b Meixge aller reellen Zahlen zwischen

Intervall a und b (ausschlieBlich der End-
punkte)

Beide Intervalle haben endliche Linge und heiBen deshalb endlich. Weitere endliche
Intervalle sind (Bild 2.3):

{x| @ < z < b) = (a, b] links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall;
{#|a <z < b} = [a, b) links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall.

= [25] i (2;5)
= - i § 5 g
2 3 4 5 2 3 4 5
(2:5] [2;5)
i = § E "
# 3 —
2 3 4 5 2 3 4 5
Bild 2.3

Unendliche Intervalle werden mit den Symbolen co (gelesen ,sunendlich®) oder —oo
geschrieben. Sie sind an der Seite, an der diese Symbole stehen, offen. Beispiele sind

{#|z=al = [a, o), x|z <b) = (—00,b), P = (—00, ).

Die Intervallsymbolik darf nur auf Teilmengen von P angewendet werden. Teilmen-
gen von N oder @ sind durch Aufzihlen der Elemente darzustellen. Beispiele sind
(z|2<z<B;zeN)=1{2,3,4),{z|z> —3;2¢€ Q) ={-2, —1,0,+1, 42, ...}.
Da Intervalle Mengen sind, lassen sich mit ihnen Mengenoperationen durchfiihren.
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BEISPIELE

2.2,

2.3

2.4,

Mit A=[1,3], B=(2,5)sind AnB, AuB, A \ B und B \ 4 zu bilden.
Lésung: Aus Bild 2.4 folgt
AnB=(23,AuB=1[1,5, AN B=[1,2], B\ 4 = (3, 5).

Intervall 4 \ B ist rechts abgeschlossen, denn 2 ¢ B, folglich 2 € 4 \ B. Intervall
B \ 4 ist links offen, denn 3 € 4, folglich 3 ¢ B\ A.

] I i lBIF

N f Bild 2.4
0 1 2 3 4 5

Mit 4 =[1,3), B=(3,5]sind AuB, 4 n B, A\ Bund B\ 4 zu bilden.

Lésung: Einziges gémeinss,mes Element ist 3, folglich 4 uB=1[1,5), AnB = {3},
ANB=[1,3),B\ 4=@3,5].

A n B enthilt nur eine Zahl, ist also kein Intervall und muB als Menge mit geschweiften
Klammern geschrieben werden.

Mit 4 =[1,3), B=(3,5]sind A4uB, AnB, A N\ B und B \ 4 zu bilden.

Losung: Wegen 3 § A und 3 § B enthalten 4 und B kein gemeinsames Element, folglich
AuB=][1,3)u(35] =[1,5]\ 8, AnB=0,AN\ B=A4,B\ 4 =B.

Kontrollfragen

2.1. In welchen Zahlenbereichen gilt die Nachfolgerrelation?

2.2. In welchen Zahlenbereichen sind die vier Grundrechenoperationen (auler der Division
durch 0) uneingeschréankt ausfiihrbar?

2.3. Wodurch unterscheidet sich die Dezimalbruchd llung einer rationalen und einer
irrationalen Zahl?

2.4. Welcher Zahlenbereich wird durch P \ R gebildet?

Aufgaben: 2.1. und 2.2.

2.2,

Rechenoperationen erster und zweiter Stufe

Die vier Grundrechenoperationen sind

Rechenoperation Symbolik a b ¢

Addition a+b=c Summand Summand Summe

Subtraktion «—b=c Minuend Subtrahend Differenz

Multiplika- : a-b=c Faktor Faktor Produkt

tion (Multiplikand) | (Multiplikator)

Division a:b=c Dividend Divisor Quotient
T=¢
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Addition, Subtraktion sind die Rechenoperationen 1. Stufe, Multiplikation, Division
sind die Rechenoperationen 2. Stufe.
Fiir Addition und Multiplikation gilt:

]

Kommutativitit | ¢« +b=1> + a; a-b=b-a (2.1)
Assoziativitit @+b)+c=a+@®+c);-b)y-c=a-(b-c) (2.2)
Distributivitit a-(b+c)y=a-b4a-c (2.3)

Das Multiplikationszeichen wird i. ullé. weggelassen und nur an den Stellen gesetzt, an denen

sich MiBverstindnisse ergeben konnen,.z. B. zwischen Zahlen: 4 - 5 (3= 45), aber 3 }/_2—3 3. }/E;
2 =2-a, 42 + 3) = 4 - (2 + 3). Ausnahme: Gemischte Zahlen (Summe einer ganzen Zahl

und eines echten Bruches), z. B. 2 % =2+ % = %‘ die von dem mit Multiplikationszeichen
zu schreibenden Produkt unterschieden werden miissen, z. B. 2 -—z—,;— %

Die vier Grundrechenoperationen §ind eindeutig ausfiihrbar, d. h., fiic « € P, beP
sind @ + b, ab, @ — b und a: b (b = 0) eindeutig bestimmt.

Umkehropeérationen
Ausa+z=c Ausa-z=c¢ ’
z = ¢ — a folgt: z = c: a folgt:

Subtraktion ist die Umkehroperation zur | Division ist die Umkehroperation zu.
Addition (gesucht ist ein Summand). Multiplikation (gesucht ist ein Faktor)

Wegen der Kommutativitit existiert jeweils nur eine Umkehroperation.

Rechnen mit Null und Eins: Es gilt stets

a+0=aq; l-a=a; a:l=a¢ - \
a—0=ua; 0.« =0; a:a=1(a +0) (2.4)
a—a=0; 0:a=0(u=0)

Aus ¢ -0 = 0 und 0.0 = 0 folgt der
Satz

Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn mindestens ein Faktor gleich Null
ist:

|a~b=0©a=0vb=0. (25)

Dieser Satz wird hiufig beim Lésen von Gleichungen benutzt.
Division durch Null: Weder a: 0 (2 %= 0) noch 0: 0 sind ausfiihrbar, denn

a:0 =z (a + 0) genau dann, 0:0 = z genau dann,
wenn a =2 - 0. wenn 0 =x-0.
Wegen a = 0 ist diese Gleichung fiir Diese Gleichung ist fiir jede Zahl z er-

keine Zahl z erfiillbar. fiillbar, also nicht eindeutig erfiillbar.
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Satz
| Die Division durch Null ist nicht ausfiihrbar.
M'onotonib beziiglich der Kleiner-Beziehung: Fiir reelle Zahlen gilt stets

at+c<b+c G .
n.<b=>{a_c<b_c wenn ¢ € P (beliebig reell);

ac < be . ac > be (2.6)
a<b=}{a:c<b:c; a<b:>{a:c>b:c
wennc > 0 wennc < 0.

Beispiele: -2 < 6=> —2+4+3 <6+ 3;
—2<6=>(—2)-3<6-3;aber —2 < 6= (—2)(—3) > 6(—3).

Multiplikation und Division sind also fiir ¢ < 0 beziiglich der Kleiner-Beziehung nicht
monoton. Es gilt die

Regel: Beim Multiplizieren oder Dividieren beider Seiten der Ungleichung a < b mit
einer negativen Zahl ist das Zeichen ,,<‘‘ durch das Zeichen ,,>‘‘ zu ersetzen.

Rechnen mit Briichen

Der Bruch i heiBt echter Bruch, wenn % € (—1, 1), anderenfalls heiBt er unecht.

Beispielé i\md —E sind echte Briiche, wahrend 3 und —l unechte Briiche

sind. 10

Kiirzen: —=-f—2(c=§=0) Erweitern: %:Z—'z(c*m
Division des Zéhlers und des Nenners Multiplikation des Zihlers und des
durch die gleiche Zahl c. Nenners mit der gleichen Zahl c.

Durch Kiirzen oder Erweitern wird ein Bruch in einen anderen umgeformt. Beide sind
verschiedene Bezeichnungen fiir dieselbe rationale Zahl.

Addition, Substraktion zweier Briiche (b 3= 0, d 5= 0):

_axc, c _ad  be ad+tbe
- t7=wtw =" @7

o 3

2
b

)
EIR

Gleichnamige Briiche: Die Zihler werden addiert (subtrahiert). Der gemeinsame
Nenner wird beibehalten.

Ungleichnamige Briiche sind vor dem Addieren (Subtrahieren) glelchmmlg zu
machen. Das kleinste gemeinsame Vielfache aller N heiBt Haupt;

Multiplikation zweier Briiche (b == 0, d == 0):

g % (2.8)
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Die Zihler werden miteinander multipliziert, und die N werden mitei
multipliziert.

Zwei Zahlen (oder Ausdriicke mit Variablen) heiBen reziprok, wenn ihr Produkt
gleich 1 ist.

aund% (@ +=0); % und% (@ == 0, b == 0) sind reziprok. (2.9)
a 1 a a b ab
Denna-—-=T._(.l_=;= ’T.;_Ezl

_;_=_._;a;b=a.% (2.10)

Der Dividend wird mit dem Reziproken des Divisors multipliziert (Riickfiihrung der
Division auf die Multiplikation).
Die Multiplikation (Division) eines Bruchs mit einer Zahl kann auf die Gln. (2.8) und
(2.10) zuriickgefiihrt werden.

a _@ac_aca. & 0

5T P TR IT T e 5-c
Ein wichtiges Hilfsmittel beim Erweitern, Kiirzen und Bestimmen des Hauptnenners
ist die Faktorenzerlegung. Ihr Ziel ist die Umformung eines mehrgliedrigen Aus-
drucks (algebraische Summe, z.B. a% — 4ab + 2a = ac + (—4ab) + 2a; Poly-
nom, griech. ,,poly*, viel) in einen eingliedrigen (Monom, griech. ,»;mono‘‘, einzeln).
Sie kann durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren, Anwenden binomischer For-
meln [a? 4+ 2ab + b = (a + b)%; @® — b® = (a + b) (@ — b)].oder durch Probieren
erreicht werden.

BEISPIELE

2.5. 15a® + 5a = 5a(3a + 1). Das Monom besteht aus den drei Faktoren 5, ¢ und (3a + 1).

2.6. ac—bc+a—b=cla—b)+ 1(a — b) = (@ — b) (¢ + 1). Dieses Monom besteht aus
den zwei Faktoren (@ — b) und (¢ + 1).

2.7. 16p* — 9¢* = (4p + 39) (4p — 3¢)

2.8. 75a%h — 3b = 3b(26a* — 1) = 3b(5a + 1) (5a — 1). Zuniichst werden die gemeinsamen
Faktoren ausgeklammert.

2.9. 4a® — 12ab + 95® = (20 — 3b)?

2.10. 242 — Bab — 12b = (2a + 3b) (@ — 4b).
Auf Grund der Zerlegungen 2a* = 2a -a, —12b* = 3b - (—4b)
Kl produk gesetzt. Durch A Teinlso s heatiti
tigkeit, oder der Ansatz ist zu &ndern.

2.11. 25a% + b?; 4a® — 10ab + 9b%; 2a® — 3ab — 12b* sind nicht zerlegbar.

wird versuchsweise das
sich entweder die Rich-

Briiche konnen durch Kiirzen auf eine einfachere Form gebracht werden. Vorher sind
Zihler und Nenner in Faktoren zu zerlegen.
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BEISPIELE

2.12

2.13.

2.14.

2.15.

o

2.16.

Der

30mn + 360 6n(5m+6m) __ 6n
" 25m? — 36n  (6m + 6n) (5m — 6n) bm — 6n

Das Kiirzen des letzten Bruches mit 6 fiihrt zu keiner weiteren Vereinfachung:
6n: 6n 1
(om —6n):6n  bm i
6n
Es entsteht ein Doppelbruch.

8ax — 6bx 2z(4a — 3b)  2x(4a — 3b)

1

1

6b2? — 8ax?  22%3b — da) —22%da — 3b) —z z
Um kiirzen zu kénnen, wurde im Nenner noch der Faktor —1 ausgeklammert.

3:2~2zy—8y’___(3z+4y)(xf2y)=(3z+4y)(z—2y)_ 3x + 4y

22% — 8y? 2(2* — 4%) 2Ar — 2) (z + 29) 2z + 2y)
Kiirzen mit —1; 2. =22 _ (6 —20)i (-1) 2 —3b
v—u (®—u):(—1) u—v

Derselbe Bruch entsteht, wenn mit —1 erweitert wird.

16u — 9v und4a+m
4u — 3v dam

lassen sich durch Kiirzen nicht vereinfachen, da Zahler und
Nenner keine gemeinsamen Faktoren enthalten.

Hauptnenner ungleichnamiger Briiche wird ermittelt, indem alle Nenner in Fak-

toren zerlegt werden (die Zahlen in Primfaktoren) und das Produkt aller Faktoren
dieser Nenner gebildet wird, wobei jeder Faktor mit dem groBten in den Zerlegun-

gen

auftretenden Exponenten zu potenzieren ist. Die Faktoren, mit denen die Briiche

zu erweitern sind, ergeben sich, wenn der Hauptnenner durch die Nenner dieser
Briiche dividiert wird.

BEISPIELE
2.17. r ’s f—8 _ ¥t 28
12a°b° 150a% 135b%c3

2.18.

ey —— —_—
22:3.a%° 2.3.5%.a% 3°.5.b%

_ (856 4 (r —s)- (23 abc?) — (r 4 25) - (2°-5-a%%)

= 22.33. 5%. a3bSc? o
Der Erweiterungsfaktor des ersten Bruches ist

(22-3%. 5% a%5c3) : (2t . 3. a%%) = 32.5%. ¢,

Fiir die beiden and Briiche berechnet er sich prechend. |
2a — ¢ _ 4 —3c (22 —c)2— (4b—3¢c)a

6a? — dab  12ab — 8b* 4ab(3a — 2b)

—— S,

2a(3a — 2b) 4b(3a — 2b)

_ 4ab — 2bc — 4ab + 3ac _ 3uc — 2bc _  c(3a — 2b) .

- 4ab(3a — 2b) " 4ab(3a — 2b)  4ab(3a — 2b)  4ab
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2.19. In diesem Beispiel stellt sich nach der Faktorenzerlegung der Nenner heraus, daB sich
nach Erweitern des vierten Bruches mit —1 ein einfacherer Hauptnenner ergibt:
b c d
2 & e

a*— 1 a4+ a e a—a®
—— —— e e —
(@a+1)(@a—1) a@+1) a al—a)

e

b c d —e
T oa2—1 +a‘+u+: az —a
—— —— e ——
(@+1)@—1) a@at+1) a a@a—1)
_batea—1)t+da+1)@a—1)—ea+1)
- ala + 1) (@ — 1)
1 a-+b 1 _ab+(a+b?—ba+b) a®+2b _afa+ 2b) a + 2b
a+b =

2.20.

b a ab(a + b) “abla+ b) abla+ b) b+ b
r 8 t

a+3+a+4+u+12

Da sich die Nenner nicht zerlegen lassen, ist jeder Nenner als Faktor aufzufassen, und der

Hauptnenner ist das Produkt (a + 3) (a + 4) (¢ + 12), denn diese Nenner enthalten
keinen gemeinsamen Teiler.

2.21.

Doppelbriiche werden durch Erweitern mit dem Ha.upt.ﬁenner der auftretenden
Nenner auf einfache Briiche umgeformt.

BEISPIELE

2 R R 2
BB, + 2k (R,R,+ 1Ry )-(RI+R,)
2.99. R, + R, - L+ R
R,R, R,R,
R, R, L R, R, 12 ). (R, R,
e (.+.+R‘+R2)(,+ )
_ RyRy(Ry + Ry) + R\R® _ R,Ry(R; + 2R,)

(Ry + Ry + R\Ry (R + Ry)* + RiR,

a a
—+b — +b) bed
2.93 c i (c + ) __abd + b%d _ bd(a + be) _ bd
M a ¢ [a ¢ T ac+bc*  cla+be) ¢
TR (bd+d)_b°d

Die Division einer Summe durch ein Monom wird gliedweise ausgefiihrt.

BEISPIEL
8a% — 6ab? + 10a _ 8a% _ 6ab® 10 _ , 5
B2k 2ab = b mp RTREF

Eine Summe wird durch eine Summe nach dem Algorithmus (Rechenvorschrift) der
Partialdivision dividiert (vgl. Beispiel 2.25.):

(1) Dividend und Divisor sind nach gleichen Gesichtspunkten zu ordnen, z. B. die in
den Summanden auftretenden Variablen nach dem Alphabet und nach fallenden
Potenzen einer Variablen (im Beispiel : geordnet nach fallenden Potenzen von a);

(2) das erste Glied des Dividenden ist durch das erste Glied des Divisors zu divi-
dieren (im Beispiel: 9a%: 3a = 3a?);
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(3) der berechnete Quotient ist mit dem gesamten Divisor zu multiplizieren (im Bei-
spiel: (3a + 2b) - 3a* = 9a® + 6a%);

(4) das Produkt ist vom Dividenden zu subtrahieren (im Beispiel :

(9a® — 9a%b — 10ab?) — (9a® + 6a?b) = —1B6a’b — 10ab?);

(8) falls die Differenz Null ist, ist die Rechnung beendet, anderenfalls wird wieder bei
(2) begonnen usw. .

‘BEISPIELE

2.25. (9a® — 10ab® — 9a%h) : (3a + 2b)
(9a® — 9a% — 10ab%) : (3a + 2b) = 3a® — 5ab -

—(9a® + 6a%b)
—15a% — 10ab?
—(—15a% — 10ab%)
0.
2.26. (4a® — 102 + 10b — 9b%): (2a — 3b) = 2a + 3b — 5 — L
—(4a® — 6ab) 2a — 3b
6ab — 10a + 10b — 9b*
—(6ab — 9b%)
—10a + 100
—(—10a + 15b)
Rest: —5b
Kontrollfragen
2.5. Wie heiien die Rechenoperationen 1. und 2. Stufe, und wie werden jeweils a, b und ¢
bezeichnet?
2.6. Wasergibta-1,a-0,a:4a,0:a (2 3 0)?
2.7. Bei welchen Operati ist bei einer Ungleick das Ungleichheitszeichen zu éndern?

2.8. Welche Bedingung muB erfiillt sein, damit % ein echter Bruch ist?
2.9. Wie heiBt die definierende Bedingung fiir reziproke Zahlen?

Aufgaben: 2.3. bis 2.9.

2.3. Der absolute Betrag

Zwei Zahlen (oder Ausdriicke mit Variablen) heiBen zueinander entgegengesetat,
wenn sie sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, z. B. +3 und —3 (oder @ und
—a; u —v und v — u). Auf der Zahlengeraden liegen sie symmetrisch zur Null,
folglich haben sie von ihr gleichen Abstand. Die Null ist zu sich selbst entgegenge-
getzt: +0= —0=0.

Wird vor eine Zahl ein Pluszeichen gesetzt, so bleibt sie unverindert; wird ein Minus-
zeichen gesetat, 5o entsteht die entgegengesetzte Zahl.

BEISPIEL

2.27. Wenn @ = 3 ist, 80 ist +a = +3 und —a = —3;
wenn @ = —4 ist, 8o ist +6 = +(—4) = —4 und —a = —(—4) = +4.



- 2.3. Der absolute Betrag X 36

Allgemein gilt a=+a | —a
>0 <0
<0 > 0.
Fiir den Fall ¢ < 0 bedeutet demnach das Symbol —a eine positive Zahl.

Mitunter wird es als Zeichen fiir eine negative Zahl verwendet. Das ist aber nur richtig, wenn a
positiv ist. Die Bedingung ,,a ist negativ* lautet fiir beliebige a ,,6 < 0.

Von zwei entgegengesetzten Zahlen ist stets eine groBer oder gleich Null (also nicht-
negativ). Das gilt auch fiir zwei entgegengesetzte Ausdriicke mit Variablen.
Definition

Der absolute Betrag |a| der Zahl a (kurz: Betrag von a) ist die nichtnegative der
beiden Zahlen ¢ und —a:

. a wenna=0

lal = { —a, wenna <0 (a1
BEISPIEL ;
2.28. Fiir die Zahlen 3, 0 und —3 sind die Betriige zu bilden.

Losung: |3] = 3; 0| = 0; |—3| = —(—3) =3

Folgerungen: Es gilt stets
a) le] = 0; (2.12)
b) |—a| = l|al (2.13)
c) Fira>0gilt: [z =a& 2= ta (2.144)

(dh,z=avaz= —a).

Begriindung zu Folgerung c) (vgl. Bild 2.5): Auf der Zahlengeraden 148t sich |z| als
Abstand der Zahl z von 0 deuten. Offenbar haben —a und a den gleichen Abstand
von 0 (Gl (2.14a)). :

el tal Bild 2.5

-a 0 a

BEISPIELE .
2.29. Es ist |—38| = [3|; [u® — v?| = [v? — w?| (vgl. Gl (2.13))
2.30. Es ist (vgl. Gl. (2.14a))
o] =3¢ = 43;
[u| = k&> u = +k (k= 0).
Aus Formel (2.14a) folgt durch Verallgemeinerung
|t —bl=ao2x—b= +ta,

le—bl=aoz=>bta. (2.14b)
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BEISPIELE
2.31. Durch welche Zahlen wird die Gleichung |2 — 10| = 2 gelést?
Losung: ¢ — 10 = £2; 2 = 10 £+ 2.

Die Gleichung wird durch die Zahlen 8 und 12 geldst. (Beide haben von der Zahl 10 den
Abstand 2.)

2.32. Welche Elemente enthilt die Menge 4 = {z | |z + 4| = 6}?
Losung: ¢ + 4 = +6, 2 = —4 4 6, 4 = {—10,2}.

Mit Hilfe des Betrages lassen sich die folgenden Vorzeichenregeln fiir die vier Grund-
rechenoperationen formulieren :

1. Addition: @ + b

a, b gleiche Vorzeichen a, b verschiedene Vorzeichen

(+3) + (+5) = +8 (4+3) + (=B) = —2

(=3)+ (=B =8 (=3) + (+5) = +2

|a| und |b| werden addiert; das |a| und |b| werden subtrahiert, und
Vorzeichen der Summe ist gleich zwar der kleinere Betrag vom groBeren;
dem Vorzeichen der Summanden. das Vorzeichen der Summe ist gleich

dem Vorzeichen des Summanden mit
dem groBeren Betrag.

Daraus folgt:

a+(—a)=0 ' (2.15)

Zwei Zahlen (oder Ausdriicke mit Variablen) heiBen entgegengesetzt, wenn ihre Summe
gleich Null ist.
Fiir den Betrag der Summe gilt die Dreiecksungleichung

la + bl < Ju] + B ' 2.16)

Die Bezeichnung weist auf eine analoge Beziehung im Dreieck hin, in der dic Summe zweier
Seiten stets groBer als die dritte ist.

2. Subtraktion: Zum Minuenden wird die zum Subtrahenden entgegengesetzte Zahl
addiert. Damit wird die Subtraktion auf die Addition zuriickgefiihrt:

a—b=a+ (=b) ‘ (2.17)

Z.B.: (=3) — (=B =(=3) + (+5) =2;
30+2b —(—4a+b) =3¢ +2+4a—b=Ta+b

Fiir den Betrag der Differenz gilt

la — b < la| + [B] (2.18)
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3. Multiplikation, Division: a - b, %

|| und |b| werden multipliziert (dividiert); das Produkt (der Quotient) ist positiv bei
gleichen Vorzeichen von a und b, negativ bei ungleichen Vorzeichen von a und b. Es
gilt

e (2.19) (2.20)

fa bl = la] - b] 5

2
b

Beim Auflésen von Betragszeichen sind nach Gl. (2.11) zwei Fille zu unterscheiden:
Wihrend in dem einen Fall (@ = 0) nur die Zeichen durch Klammern zu ersetzen sind,
ist im anderen Fall (@ < 0) das Vorzeichen vor dem Ausdruck, der in Betragszeichen
stand, zu dndern.

BEISPIELE
2.33. Welche Werte nimmt z = % (2x + y) an, wenn |z| = 4, |y| = 6 ist?

Lisung: Nach Formel (2.14a) ist # = +4, y = 6. Fiir z ergeben sich die in der Tabelle
dargestellten 4 Werte:

z 4 4 —4 | —4
y 6 | —6 6| —6
z ” 7 1 —1 -7

2.34. In dem Ausdruck 6v + 3 [3u — 2v| sind die Betragszeichen aufzulésen!

Lisung:
_ _ | 60+ 3(3u — 2v) = Yu; 3u—2020
Sv={2313u 2"|*{6u—3(3u—2u)=—9u+12u; 3u— 20 <0
24. Das Summenzeichen

Der griechische GroBbuchstabe ¥ (,,Sigma“) wird zur abkiirzenden Schreibweise
von Summen benutzt.

Definition

=y g ) (2.21)

It

i

(gelesen ,,Summe iiber q; fiir ¢ gleich 1 bis n‘).

Der Buchstabe ¢ heiBt Summationsindex. Er darf natiirliche (oder ganze) Zahlen an-
nehmen. Die kleinste und die gréBte Zahl, die i annimmt, werden unten und oben
an das Zeichen geschrieben und heiflen untere und obere (Summations-)Grenze. Die
untere Grenze kann auch eine andere Zahl als 1 sein.
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BEISPIELE
4 1
2.35..zlz;=z,+z,+z,+z‘ 236 % by=bo+b,+b+b
i= j=-2
23 Rt 298, 3 —L 11,1
i=1 n=—1 20 + 1 -1 1 3

Die folgenden Beispiele zeigen, daB fiir Summen verschiedene Darstellungen méglich .
sind. Sie sind durch Indextransformation ineinander umformbar.

BEISPIELE.
6 3
2.39. ay + 65 +ag =2 a; = T Giys
=1 =1
1 1 1 3 1 amid
2.40. = + T + 3 _n§1 5 —5" vgl. Beispiel 2.38.
Rechenregeln
Es gilt stets:
n n n
Y (@i + b)) = Xai + X bi; (2.22)
i=1 i=1 i=1
n n n
Y(w—b)=Ya—2Tbh (2.23)
i=1 i=1 i=1
konstanter Faktor: i ca;=c¢ i} ai; | (2.24)
i=1 BE T
n
Konstante: Y ¢ = ne (2.25)
i=1
m " n
Yai+ Ta=Xa (2.26)
i=1 i=m+1 i=1
Im allgemeinen gilt (d. h:, es gibt Ausnahmen):
n ” n
Yabi + Y a; Lbi (2.27)
i=1 i=1 =1

Die folgenden Beispiele sollen diese Regeln veranschaulichen.
BEISPIELE

3
241. ‘21 (@ = b) = (ay & by) + (ag & by) + (a5 = bs)

3 3
= (8 + a3 + @) £ (b + b + b3) =‘Zxai :t,):lb.-;
i= =
vgl. Gin, (2.22, 2.23)
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2.42.‘_§xc¢‘ = ca; + cay + ca; = c(ay + a; + a3) = cigla,-;
vgl. Gl (2.24)

2.43. z’ ¢ =c¢+c+c=3c; vgl. Gl (2.25)
l-;l

2.44.‘§1 a;b; = ayby + aby + a4b, ist zu unterscheiden von
Ea a,-za] b; = (a, + a5 + ay) (b, + b, + by); vgl. Gl. (2.27)

Zur abkiirzenden Schreibweise von Produkten dient das Produktzeichen l'_[ @ =a,-a-

Uy

(griech. GroBbuchstabe ,,Pi*), fiir das entsprechende Regeln wie fiir das Summenzelchen gelten.

Kontrollfragen

2.10. Wie heiBt die definierende Bedingung fiir entgegengesetzte Zuhlen (Ausdriicke)?

2.11. Wie heiBt die Definition fiir den absoluten Betrag einer Zahl?

2.12. Wie heiBlen die Vorzeichenregeln fiir die Addition zweier Zahlen?

2.13. LBt sich beim Bilden einer Summe von Summen das Summenzeichen mit dem Plus-
zeichen ,,vertauschen, d. h., ist diese Summe zerlegbar (vgl. Gl. (2.22))?

2.14. LaBt sich beim Bilden einer Summe von Produkten das Summenzeichen mit dem Multi-
plikationszeichen ,,vertauschen*, d. h., ist diese Summe zerlegbar [vgl. Gl (2.27)]?

Aufgaben 2.10. bis 2.16.

2.5. Zahlendarstellungen, Niherungswerte

Jede Darstellung einer Zahl heiBt Ziffer. Sie besteht aus Grundziffern, die im Posi-
tions- (Stellenwert-)system mit der Basis a mit einem Stellenwert a® zu multiplizieren
"sind. Zur Da.rstellung werden a verschiedene Grundziffern henétigt. Zahlen werden
fast ausschlieBlich im dekadischen Positionssystem (@ = 10) dargestellt, von techni-
scher Bedeutung sind die Systeme mit 2 = 2, @ = 8 und @ = 16. Um MiBverstind-
nisse bei der Darstellung zu vermeiden, wird an die in Klammern gesetzte Ziffer die
Basis als Index geschrieben.

BEISPIEL ¢
2.45. Die Ziffer 109 ist im dekadischen System dargestellt, denn
109 =1.102 +0.10! 4 9. 10°.
Darstellungen mit den Basen @ = 8 und @ = 2 sind
1824 5.8 + 5.8 = (155)y;
1.2541.2540.2041.2941.2240.2041.90
= (1101101); = LLOLLOL (wobei L = 1 bedeutet).

Fiir die Schreibweise von Zahlen, die im dekadischen (Dezimal-)System dargestellt

werden, sind im DDR-Standard TGL 43839 (verbindlich ah 1.9, 1986) die

folgenden Regeln festgelegt:

1. Signifikante Ziffern sind alle Ziffern von der ersten von Null verschiedenen links
bis zur letzten angegebenen Ziffer rechts. Nullen, die sich aus dem Faktor 10" er-
geben, werden nicht beriicksichtigt.
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2. Wenn betont werden soll, daB eine exakte Zahl vorliegt, ist das Wort ,,exakt*
dahinterzusetzen, oder es ist die letzte Ziffer fett zu drucken.

3. Die Genauigkeit geniherter Zahlen ist durch die Anzahl signifikanter Ziffern fest-
zulegen.

4. Wenn fiir eine Zahl eine zulissige Abweichung gegeben wird, so miissen die Zahl
und die Abweichung eine letzte signifikante Ziffer gleicher Ordnung haben.

BEISPIELE

2.46. Die Zahl 24,00 hat vier signifikante Ziffern.
‘Wenn es sich um eine exakte Zahl handelt, so kann das durch 24,00 (exakt) oder 24,00
betont werden;
wenn es sich um eine geniherte Zahl handelt, so bedeutet die Schreibweise, daB die
Hundertstel sicher sind. Der wahre Wert kann also 24,004 oder 23,995 sein, aber nicht
24,012,
Angaben fiir zulissige Abweichungen konnten sein:
24,00 + 0,03 oder 24,00 - 0,12; falsch wiren aber
24,00 + 0,2, 24,00 + 0,004 oder 24,00 + 0,024.

2.47. Die Zahlen 4,72 - 104, 47,2 - 102 und 0,0472 haben je drei signifikante Ziffern.
Wenn bei der Zahl 47200 nur die ersten zwei Ziffern sicher sind, so muB 4,7 - 10* ge-
schrieben werden.

Fiir das Runden von Zahlen legt der gleiche DDR-Standard fest:

1. Beim Runden einer Zahl werden signifikante Ziffern von rechts bis zu einer
bestimmten Stelle weggelassen.
Die letzte stehenbleibende Ziffer andert sich nicht, wenn die erste der weggelasse-
nen Ziffern (von links nach rechts gezihlt) kleiner als 5 ist;
sie erhht sich um 1, wenn die erste der weggelassenen Ziffern grofer als 5 oder
gleich 5 ist.

2. Die Rundung auf die gewiinschte Stellenzahl ist nach Moglichkeit direkt und nicht
schrittweise durchzufiihren.

3. Wenn die Ergebnisse vora g Rundungen beriicksichtigt werden sollen

B8

und die erste der weggelassenen Ziffern eine 5 ist, so wird festgelegt:

Die letzte stehenbleibende Ziffer indert sich nicht, wenn die 5 durch eine Rundung
nach oben entstanden ist;
sie wird um 1 erhéht, wenn die 5 durch eine Rundung nach unten entstanden ist.

In der Literatur wird eine Ziffer 5, die durch Rundung nach oben entstanden ist, mit 5 be-
zeichnet; eine durch Rund nach unten dene wird mit 5 bezeichnet. Diese Zeichen
werden aber auch mit vertauschter Bedeutung verwendet. Auch das Zeichen 5 wird b t.
Bei ihm ist darauf zu achten, da8 es nicht mit dem Zeichen fiir die Periode eines Dezimalbruches
verwechselt wird.

Gerundete Werte werden durch das Zeichen ,,~‘ gekennzeichnet (gelesen ,,ange-
nihert gleich® oder ,,rund‘). Wenn keine MiBverstindnisse moglich sind, darf das
Gleichheitszeichen geschrieben werden.

BEISPIEL

2.48. Die folgenden Zahlen sind auf die geforderte Anzahl signifikanter Ziffern zu runden:

Auf drei signifikante Ziffern 23,24 ~ 23,2;
auf zwei signifikante Ziffern 0,365 ~ 0,37:
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auf vier signifikante Ziffern 12699,7 ~ 1,270 - 10*;
auf zwei signifikante Ziffern 0,3647 ~ 0,36
(eine schrittweise Rundung wiirde ergeben: 0,3647 ~ 0,365 ~ 0,37; moglichst vermeiden,
8. Regel 2);
auf zwei signifikante Ziffern
1,25 (aus 1,248 durch Rundung entstanden) ~ 1,2;
auf zwei signifikante Ziffern
1,25 (aus 1,253 durch Rundung entstanden) ~ 1,3.
Der RGW Standard ST RGW 543-77 gilt fir die Anwendung in normativ-technischen und
1 sowie in Konstruktionsunterlagen, fir alle Angaben von
MeB-, Za.hl- und Rechenergebmaeen, aber nicht fiir das Geld- und Finanzwesen.

Eine besonders fiir geniiherte Zahlen vorteilhafte Zahlendarstellung ist die halb-
logarithmische Form 2 = m - 10%, wobei m € [1; 10) und k € G ist. Die Potenz 10* ist
gleich dem Stellenwert der links an erster Stelle stehenden signifikanten Ziffer.

BEISPIEL .

2.49. Die folgenden Zahlen sind in halblogarithmischer Form dar: llen: 365,4; 0,00037;
12,46; 4,6,
Losung: 365,4 = 3,654 - 102;  0,00037 = 3,7 - 10~4;

12,46 = 1,246 - 10'; 4,6 = 4,6.10°.
Wenn ein wahrer Wert w durch einen Niherungswert x ersetzt wird, so heiBt
& =  — w der apsolute Fehler und i‘ der relative Fehler. Da w meist nicht bekannt ist,
wird ¢ durch eine positive Zahl Az geschitzt, wobei |¢] < Az ist. Der relative Fehler
wird durch |éfl geschitzt. Fiir den wahren Wert gilt dann (Bild 2.6):

z — Az < w<=< z+ Az; Schreibweise: w:xj;Ax:z(l j;Azx)

Im MeBwesen (Metrologie) wird der absolute Fehler als Differenz zwischen dem MeBwert und
dem Wert der MeBgroBe, der relative Fehler als Verhiltnis des absoluten Fehlers zum rich-
tigen Wert der MeBgroBe definiert, wobei fiir den richtigen Wert auch der MeBwert als Divisor
eingesetzt werden darf (TGL 31550/04).

x-dx w X x+dx

4x .ﬂ._l Bild 2.6

Fiir die Genauigkeit gerundeter Zahlen gilt: Schétzwert fiir den absoluten Fehler
ist die Hilfte des Stellenwertes der letzten signifikanten Ziffer; Schitzwert fiir den
relativen Fehler ist die Hilfte des Stellenwertes der letzten signifikanten Ziffer des
Faktors 7 in der halblogarithmischen Darstellung.

BEISPIELE
2.50. Durch Rundung einer Zahl aus dem Intervall von 0,346 5 bis 0,347 4 entsteht z = 0 347
Die letzte signifikante Ziffer ist 7, ihr Stellenwert 10-2; der Schi t fiir den ab

Fehler ist folglich .
Az = 0,5 1072 = 0,0005.
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In der halblogarithmischen Form z = 3,47 - 10~ hat die Ziffer 7 im Faktor m = 3,47
den Stellenwert 10-2; der Schétzwert fiir den relativen Fehler ist folglich

A2 _o5. 10
x
Az 0,5-10° _ 0,510 : .
ie Rech ——ey - 2 =5-10"3 = 0,56 - 10~ ergibt den glei-
Wi = 0347 = o1 L g

chen Wert wie den nach der Regel ermittelten.)
2.61. Fiir 369,4 = 3,694 - 102 ist Az = 0,5 - 1071, i}f =0,5-10%;

fiir 0,03694 = 3,694 - 10~ ist Az = 0,5 - 105, éxi =0,5-10%;

fir 36,9 = 3,69 - 10! ist Az = 0,5 - 107}, —Af =0,5-102.

Aus dem letzten Beispiel folgt:

Zahlen haben die gleiche absolute Genauigkeit, wenn ihre letzten signifikanten
Ziffern den gleichen Stellenwert haben;

sie haben die gleiche relative Genauigkeit, wenn sie die gleiche Anzahl signifikanter
Ziffern haben.

Fiir Summe und Produkt zweier Werte w; = x; 4 Az, wy = 2, 4 Az, gilt:

wy + wy = (% £ Azy) + (23 £ Azp)
=2, + % & Az & Az, S 2y + 7, + (Azy + Axy);

A: A:
wywy = (2, £ Azy) (& & Azy) = 2, (1 + Tz,l) x, (1 + T’:')

Az, | Az Azy
£2Y & 1%y

*

L1 %y

Az,
=5"15'?1(1:i:_:’:1 +
1

)wxlx, (liﬂ ﬂ),

denn Az, Az, ~ 0, da Az, und Az, als klein angenommen werden. Also ist wyw,
< 7% (l + {Azﬂ'-l- ’%D Fiir Differenz und Quotient verliuft die Rechnung
1

entsprechend.

Ergebnis: Beim Addieren und Subtrahieren addieren sich die geschiitzten absoluten
Fehler, beim Multiplizieren und Dividieren die geschitzten relativen Fehler. Daraus
folgt die

Regel

Beim Rechnen mit Naherungswerten wird die G igkeit des Ergebnisses durch
den Operanden mit der geringsten Genauigkeit bestimmt. Beim Addieren und
Subtrahieren kénnen deshalb vor Ausfiihrung der Rechnung alle Operanden so
gerundet werden, daB sie die gleiche absolute Genauigkeit (den gleichen Stellen-
wert der letzten signifikanten Ziffer), beim Multiplizieren und Dividieren die
gleiche relative Genauigkeit haben (die gleiche Anzahl signifikanter Ziffern).

Beim Benutzen eines elektronischen Tasch h kann das Runden der Operanden ent-
fallen (s. aber Beispiel 2.55.).
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Es ist zweckmiBig, beim Runden der Operanden eine Schutzstelle (in Indexstellung)
beizubehalten, um einen moglichst geringen Genauigkeitsverlust durch sich iiber-

den weg.

de Rundungsfehler zu erreichen. Im Resultat fallt die Schutzstelle durch Run-

BEISPIELE

2.62.

2.53.

2.54.

2.56.

z = 47,3284 + 1,63 + 22,6796 -+ 0,0003
Lésung: Wegen des Operanden 1,63 werden alle Operanden auf 2 Dezimalen (und eine
Schutzstelle) gerundet.
47,32,
+ 1,63
+ 22,68,
+ _0,00,
71,53, z="T1,54
Damit verringert sich der Arbeitsaufwand, wenn kein elektronischer Taschenrechner zur
Verfiigung steht und handschriftlich gerechnet wird. Beim Benutzen eines Taschen-
h wird die 8 ohne Runden der Op den berechnet und wegen des Operan-
den 1,83 auf zwei Dezimalen gerundet:
2 = 71,5383 ~ 71,64.
z = 0,8397 — 0,9381 = 0,0016
Wahrend der absolute Fehler fiir die Operanden und das Resultat der gleiche ist (Az
= 0,5 - 10~4), erh6ht sich der relative Fehler von 0,5 « 10-2 bei den Operanden auf 0,5 - 10~
im Resultat (also um zwei Zehnerpotenzen).
Beim Rechnen mit Niherungswerten ist also zu beachten:

Eine Differenz fast gleicher Zahlen fiihrt zu einer starken VergroBerung des relativen
Fehlers!
_ 5246,8.0,0468317
0,158

Lésung: Wegen des Operanden 0,158 werden alle Operanden auf drei signifikante Ziffern
(und eine Schutzstelle) gerundet:

(524 107) - (468, - 10

1,58 - 10

Beim B« eines elektronischen Tasch h wird das Resultat berechnet und
wegen des Operanden 0,158 auf drei signifikante Ziffern gerundet.
_ 0,00315 - 17,4352 — 12,874

24,3 1 184,3.0,0213
Losung: Die Genauigkeit des Resultats wird aus den G igkeiten der Zwisch b-
nisse ermittelt.

z

= 15,55 - 10%; z = 1,566 - 10®

_a—2b%

T e +d

a = 0,00315 17,4352 ~ 0,0549,
a—b=0,054, — 12,874 ~ —12,819,
d = 184,3.0,0213 ~ 3,92

¢c+d =243 + 3,9; & 28,2,

_ —12,8191

= ———— & —0,454
28,2,

E
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Kontrollfragen

2.15. Welche Regel ist zu beachten, wenn fiir eine Zahl eine

werden soll?

Abweich b

2.16. Welche Regeln gelten fiir das Runden von Zahlen, wenn dle erste der weggelassenen
Ziffern gleich 5 ist, bei direkter Rundung und bei Beriick

Rundungen?

2.17. Welche Form hat die halblog:

v

ithmische D. llung einer Zahl?

2.18. Wodurch wird beim Rechnen mit Niherungswerten die Genauigkeit des Ergebnisses bei

Operationen 1. Stufe und bei Operationen 2. Stufe bestimmt?

2.19. Welche Aussage kann iiber den absoluten und den relativen Fehler einer Differenz fast
gleicher Zahlen gemacht werden?

Aufgaben: 2.17. bis 2.22.

2.6. Rechenoperationen dritter Stufe

Die Rechenoperationen dritter Stufe sind

Potenzieren Radizieren Logarithmieren
5% = 125 J128 =5 log, 125 = 3
a"=>b W: a logsb =7

a Basis b Radikand b Numerus

n Exponent n Wurzelexponent a Basis

b Potenzwert

a Wurzelwert

n Logarithmus

2.6.1. Potenzieren

Definition

Ein Produkt aus n gleichen Faktoren heiBt Potenz:

a-a-...

e
n Faktoren

P
a=a";

n € N\ {0, 1)

(2.28)

Nach dieser Definition darf n nur eine natiirliche Zahl auer 0 und 1 sein, da ein
Produkt mindestens zwei Faktoren hat. Dieser Potenzbegriff wird erweitert durch die

Definitionen

al = a; a® = 1(a =+ 0); u"':l(a:ko)
a"

(2.29)
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Damit ist a" fiir alle ganzzahligen Exponenten (n € () definiert, allerdings fiir » < 0
mit der Einschrinkung @ # 0 (denn fiir @ = 0 wiirden die Definitionen fiir a=*
und a® — wegen a® = " * und Gl. (2.34) — auf Divisionen durch Null fiihren).

Sonderfille:
0" =0; N\ {0};
n € N\ {0} . (2.30)
a>0=a">0, 1"="1;
>0, (—1pm=1;
a<0${a”+1<0, (o — _y; "€C (2.31)

(27 ist das Doppelte einer ganzen Zahl, also eine gerade Zahl; folglich ist 2» + 1 eine
ungerade Zahl.)
Potenzgesetze

Addition, Subtraktion: Es gilt fiir Potenzen mit gleicher Basis und gleichem Expo-
nenten .

pa* £ ga* = (p £ g) a*.
Multiplikation, Division: Es gilt fiir Potenzen

mit gleicher Basis mit gleichem Exponenten
a™. " = ™" a-b" = (a- b)» (2.32) (2.33)
a™ a® a\"
P am-" = (X) (2.34) (2.35)
Potenzieren:

(a™® = am" — (am)m (2.36)

Diese Gesetze gelten fiir {m, n} = G und {«, b) = P\ {0}.
Aus den Gln. (2.29) und (2.35) folgt Rk

b
Aus Gl. (2.31) und Gl. (2.33) folgt wegen (@ —b) = —(b — a):

(a — b)iu — (b — a)eu; (a — b)znﬂ - _(b — a)znﬂ..

1 . . w [a\™" C n
al= = d. h., ,,a7! ist das Reziproke von a*; [} =(—) .

Es ist (—a)? = (—a) (—a) = a?, aber —a? = (—1)-a-a= —a®
BEISPIELE
266, (@)1= L; @4bi=——s (L) 12

e ab’ a+b \12

3\ 16
57 (—) =—; (—7,58° =1
2.57 (4) o (—758)
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2.58. 5(a — b)® + 3(b — a)® = 5(a — by + - @ — B -
= 5(a — b)? + 3(—1)? (a — b)® = 2(a — b
2.59. 5(a — b)* + 3(b — a)* = 5(a — b)t + 3(—1)* (@ — b)* = 8(a — b)*
2,60, (—2a%)¢ = 16a12; (—2a%)® = —8al?; —2(a?)t = — 242
261, (—a2) = (1) a0 — —i.; (—a=9)? = at;
\ a
[—afh= (— et = 5 —a = (—at = —a

(18a%2)¢ (15a2?)t  18%afzt - 15%a2® _ (2.3%)4.(3 - 5)! alalzia®
(27a2?)b  (20a%z)®  27%a%21 . 20%%2®  (3%)5 - (2% - 5)° ada®ei%%?
24.38.34. 5%1%1 5% 25a
316, 24, 52gliglz 33 27
Jede Bagis wird in Primfaktoren zerlegt.
UYL yn—8y,80 (80+1)—(20-8)y(R+1)+(n-3) w2 ydyn-2y,

2.63. w1 gEns wEn-1)-sn T Twt 1 = utvt™ty

2.62.

‘Wenn das Ergebnis keine negativen Exponenten enthalten soll, wird v2"-2 weiter zerlegt:
ulytw
Wyt — —_—
(Z + y)ﬂ—) zil-f!yn - (x + y)n-l xﬂ+ﬂyn _ (x + y):n—xzn-u
ZPML (- y)n =~ 2Pz A y)ion T
Fir das Ergebnis ist. eine Form zu wihlen, bei der die Exponenten moglichst wenige
Minuszeichen enthalten.

2.64.

a2 .ab 2 5
2.65. anl-ﬂ + ;‘? + aTl-T = anl-u ;n _uaz anl—a‘,las = 1+:+
Der Hauptnenner ist a™?, denn n 4 2 ist der groBte Exponent.
2.66. (“""'1 )" 1 et %
33—+ (a~1bd®)—*  c°dPatb—4d-® c*d°® c®

Die Potenzgesetze sind auch auf Potenzen mit negativen Exponenten anwendbar.

Aufgaben: 2.23. und 2.24.

2.6.2. Radizieren (Wurzelziehen)

Basis ¢ und Exponent n einer Potenz sind fiir @ == ».i. allg. nicht vertauschbar:
a* == n® (Beispiel fiir eine Ausnahme: 2¢ = 42), Deshalb hat das Potenzieren zwei
Umbkehroperationen. Mit der einen, dem Radizieren, 18t sich bei gegebenem Potenz-
wert und Exponenten die Basis berechnen (vgl. die Ubersicht zu Beginn dieses Ab-
schnitts 2.6.).

Definition

Ist b eine nichtnegative reelle Zahl und » eine natiirliche Zahl auBer Null, so heiBt
die eindeutig bestimmte nichtnegative reelle Zahl a, deren n-te Potenz b ist, die
n-te Wurzel aus b:

|W=u©a"=b; n€NN{0], a=0, bgo—l (2.37)
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Die Bezeichnungen fiir b, » und a sind in der Ubersicht zu Beginn dieses Abschnitts

enthalten.
Bei der zweiten Wurzel (auch Quadratwurzel oder Wurzel genannt) darf der Wurzel-

exponent weggelassen werden: V;= W Die dritte Wurzel wird auch Kubikwurzel
genannt.

BEISPIELE
2.67. Y8 = 2; V=8 ist nicht definiert, da b = —8 < 0.

2.68. V16 = 4, aber nicht m = 44, denn es wird a = 0 gefordert (obwohl 4% = 16 und
(—4) = 16). \

Fiir n = 0 ist die n-te Wurzel nicht definiert, denn nach Gl. (2.37) miiBte gelten
0 ,

}/3= @< a® = b. Diese Potenzgleichung ist aber nur fiir b= 1 und beliebiges a
erfiillt. Folglich ist li/Fﬁir b + 1 nicht und fiir b = 1 nicht eindeutig bestimmbar.
Aus Gl. (2.37) folgt

(o) =2 Jar=a (2.38); (2.39)
Sonderfiille:
H6= 0; i/T= 118 ‘]/;: a,

denn 0"=0; I1"=1; a'=u.

(2.40)

In Gl (2.39) wird fiir einen geraden Exponenten der Radikand auch fiir a <0
positiv (vgl. Gl (2.31)). Folglich laBt sich die Wurzel ziehen. Da in Gl. (2.37) aber
a = 0 gefordert wird, gilt

Vo = a|; a€P L (241)

BEISPIELE
2.69. Die Gleichung 2? = 16 ist nach z aufzul6sen.
Lésung: Auf beiden Seiten der Gleichung wird die (zweite) Wurzel gezogen.
Vet = V16
|z| = 4 vgl. Gl. (2.41)
x = 4 vgl. (2.14a).
2.70. Die Gleichung 2* = —8 ist nach z aufzulésen.
Lisung: Wegen —8 < 0 ist ’}/?s nicht definiert. Aus —8 < 0 und dem ungeraden Expo-
3
nenten 3 folgt aber nach (2.31) z < 0, also z = —¥8= -2
Mit Hilfe des Wurzelbegriffs 1a8t sich der Potenzbegriff auf beliebige rationale Expo-
nenten erweitern : Fiir eine Potenz a7 ist 2 80 zu bestimmen, daB (a%)" = a ist. Wenn z

1
existiert und Gesetz (2.36) anwendbar ist, so folgt a** = a, nx = 1,z = = Aus dem
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Vergleich mit Gl. (2.38) folgt, daB es sinnvoll ist,

ar = }/_ zu definieren. Das Potenzieren beider Ausdriicke mit 7 (bei Anwendung der
Gl. (2.36)) fiihrt zu der

Definition

Die Potenz einer positiven reellen Zahl @ mit dem rationalen Exponenten 2 wird
definiert durch

m
a" =Yam |. Firm=1 gilt:

(2.42) (2.43)

(Fiir e > 0 bzw. n > 0 gelten diese Beziechungen auch fiir a = 0.)
= g g

BEISPIELE
2.71. Esist
£, A R T
S R I i /A3
2.72. Esist
3
V@ =28 =22 =Yz

Der Potenzbegriff 1Bt sich auch auf beliebige reelle Exponenten erweitern, indem
diese durch rationale Zahlen angeniihert werden. Das kann mit beliebiger Genaulgkelt
geschehen,

— 10 100
2. B. ist af? a a4 = u“’ = Va® oder af? ~ alt =" Ya™ usw.

Es liaBt sich beweisen, da$ alle Potenzgesetze (bei positiver Basis) auch fiir Potenzen
mit rationalen oder reellen Exponenten gelten. )

Wurzelgesetze

Sie sind wegen Gl. (2.43) Sonderfille der Potenzgesetze.

Addition, Subtraktion: Es gilt fiir Wurzeln mit gleichem Radikanden und gleichem
Wurzelexponenten p Wﬂ: gfa=(p +gfa

Multiplikation, Division: Es gilt fiir Wurzeln mit gleichem Wurzelexponenten (gleich-
namige Wurzeln) )

Ja-Yo=Ya-b F_ % (2.44); (2.45)

Demnach kénnen Produkte und Quotienten gleichnamiger Wurzeln zusammen-
gefaBt werden, und umgekehrt lassen sich Wurzeln aus Produkten und Quotienten
zerlegen. Zu beachten ist, daB ein Zusammenfassen oder Zerlegen von Summen und
Differenzen nicht méglich ist.
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Radizieren:
I/W = ”‘i/a— 1 VW (2.46)
Aus den Gln. (2.45) und (2.40) fiir @ = 1 und den Gln. (2.44) und (2.39) folgen
1 1. P
o 1/?; Y = a .
b

Wegen Gl. (2.42) léBt sich jede Rechnung mit Wurzeln auch als Rechnung mit
Potenzen durchfithren.

BEISPIELE .
" e s 2n
2.73. L"_:;_Vﬂ"::VB”__::"::'}'/ﬁ:aT: a?
at

274, o Jo= Vo Vo= Vo Vam = Vo i = Ve
2.76. i’ﬁaﬁm=i’23-3a2b-2-32.5aﬂb1=i/28-3=.5a8ab==2-3ab*75—a=sab?/&7
2.76. 5}@5-3}’4‘8+2Vﬁ=5m—3m_-§+21fi9_.’=15ﬁ— 1213 + 1472
=313 + 1412
(@ + VB = (Vo) +2Va Vo + (1B)r = o+ 2Vab + b5
(V@ +75) (fa —V5) = (fa) = (o) =a—b
278, V1ad = |Visd = V2 = 2V3; Vo=V =Vie=11"

3

2.7

20 2
u2u3ul0 roa,1 3 oAy
T =u? 3 0 5 — 43 — 48 = Ju?
5
u
30
uu.um u® 80 3
oder = P = Yu® = Yu?

4
2.80.

S
8
B
I
=
-
3
I
s
ol
Sl
Sler
I
o
%l

Nach Gl. (2.37) ist Vb_ — o nur definiert, wenn die Bedingungen a = 0 und b = 0 er-
fiillt sind. Die folgende Rechnung zeigt, daB sich Widerspriiche ergeben, wenn diese Be-
dingungen nicht beachtet werden. Dann wire namlich z. B.

2.81.

=

3 L 2 g 6 2 L 3
VTR T = (8 =T = =gt = =B =2,
also —2 = 2, und das ist eine falsche Aussage.
‘Wenn der Nenner eines Bruches einen Waurzelausdruck enthilt, ist es mitunter zweck-

miBig, durch Erweitern den Nenner von dem Wurzelausdruck zu befreien: Rational-
machen des Nenners.
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BEISPIELE

gge 10 __10-12 _WE_ s

Steht im Nenner ein Binom, so ist beim Erweitern die Formel
(@ + b) (@ — b) = a® — b? anzuwenden.
BEISPIELE
a___a®—V) _ab—Ye) a6—1¥c)
Tl 64Ve)-B6—Te) (o) bt
286, 1012 — 2730 _ (1012 — 2750) - (513 + 315)
513 =315 (513 —3V6) - (513 + 315)
_ 508 — 1090 + 30¥10 — 61150 _ 506 — 3010 + 30V10 — 3016
a 25 (13)* — 9(15)° - 30 ,

2.85

Beim Schétzen von Wurzelwerten ist der Radikand in zwei Faktoren zu zerlegen, von
denen der eine eine Zehnerpotenz ist, die sich radizieren 1i8t.

BEISPIELE

2.87. ¥3420,6 ~ 34 - 10° ~ V36 - 102 = 6 - 10 = 60

2.88. 10,000342 ~ V3. 104 ~ V4 - 10+ = 2 10-2 = 0,02

3 3 3
2.89. 10,00008 ~s V80 - 10-*~ V64 .10° = 4. 10-2 = 0,04

Wenn eine Formel einen Potenz- oder Wurzelausdruck enthilt, und sie soll nach der
Basis des Potenzausdrucks oder dem Radikanden des Wurzelausdrucks aufgeldst
werden, so ist bei dieser Formelumstellung zu beachten, daB der Potenz- oder Wurzel-
ausdruck zunichst zu isolieren ist, d. h., es sind alle bei diesem Ausdruck stehenden
Summanden und Faktoren zu beseitigen, und anschlieBend ist die Aquivalenz (2.37)
anzuwenden.

BEISPIELE

2.90. Fir das Flichentrighei t eines Kreisri: gilt 7 == (D4 — d%). Die Formel ist
nach D umzustellen. 64
Losung: Durch Multiplikation beider Seiten der Gleichung mit L und Addition von d*
wird D* isoliert: ™

6L1=D4_,14 &.‘_dt:l)l_
™ b4
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ung (Polytrope) eines

Radizieren ergibt

Wiirmelehre gilt bei allg
"1
) . Die Formel ist nach V, umzustellen.

2.91. In der ’T‘T &
Gases flT: = (V_:
Lésung: Auf beiden Seiten wird der reziproke Wert gebildet:
Ty _ ( LA )-—1
Tl Vl
Radizieren (d. h. P en mit ——) ergibt
n—1
B - (-
T, Ve Ve Ve
1
v, =V (%):?1
2.92. Tm Fachgebiet Wasserwirtschaft gilt fiir die Wasserdruckkraft W=VH  (V, — Vo)
Die Formel ist nach ¥, umzustellen (es sei ¥, > V).
Lésung: Quadrieren beider Seiten der Gleichung ergibt
w2 = H 4 (V, — Vy)?
W2 — H* = (Vn - V')’
W: — H:=|V,— Vy| =V, — Vy (daV,— Vy> Onach Voraussetzung),
A =V, — VW — B
Fiir die mittlere FlieBgeschwindigkeit des Wassers in offenen Gerinnen gilt
7

2.93.
A 1
v=kR3J?

Die Formel ist nach R umzustellen.

Losung:
2
. &
e B
kJ?
; 3 2\8 s
Potenzieren mit dem Exponenten 2 (wegen (R“)"' = R) ergibt
v 3
kYT ) ’

e [ \F = /(
(,,,%) J
mit dem sich

Aufgaben: 2,25. bis 2.29.

2.6.3. Logarithmieren
Die zweite Umkehroperation des Potenzierens ist das Logarithmieren,

bei gegebenem Potenzwert und gegebener Basis der Exponent berechnen 18t (vgl. die

Ubersicht zu Beginn dieses Abschnitts).
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Definition
Ist @ eine positive reelle Zahl auBer 1 und b eine positive reelle Zahl, so heiBt die
eindeutig bestimmte reelle Zahl n, fiir die a® = b gilt, der Logarithmus von b zur
Basisa:

logsb=nea"=b; a>0, a+1, b>o] (247

Die Bezeichnungen fiir a, b und » sind in der Ubersicht zu Beginn dieses Abschnitts
enthalten.

BEISPIELE

2.94. Bsist 42 = 166 log, 16 = 2; 3¢ = 81> log, 81 = 4; 5= = —— & log, (—=) = —3;
1 & 125 125

V49 = 497 = 7¢5 log,, 7 = %
2.95. In der folgenden Tabelle sind einige Logarithmen zur Basis 2 zusammengestellt :

1

1 1
z ’ 0,125=? l 0,25 = — 0,5=? 1

4

2|4|8

P I e DO

Aus Beispiel 2.95. folgt durch Verallgemeinerung :

Der Logarithmus eines echten Dezimalbruchs ist eine negative Zahl.

Logarithmen zur Basis 1 sind nicht definiert, denn wegen Formel (2.47) miiBten es

Losungen n der Gleict g 1" = b sein. Diese ist aber fiir b # 1 nicht lésbar, und fiir
= 1ist jede reelle Zahl n Losung.

Aus Formel (2.47) folgt

, log,(a") =n; a'%8d=p (2.48); (2.49)

Sonderfiille:

Llog, a=1; log,1= O—I, . (2.50)

denn al=aqa; a®=1.

Der Logarithmus ist nur fiir positive Numeri definiert (Bedingung b > 0 in Formel
(2.47)), denn wegen a > 0 ist auch b = a" > 0 (vgl. Beispiel 2.95.). Folglich ist auch
der Logarithmus von der Zahl Null nicht definiert.

Logarithmengesetze

Aus den Potenzgesetzen (2.32), (2.34) und (2.36) fiir Poténzen mit gleicher Basis
lassen sich Gesetze herleiten, die fiir Logarithmen mit gleicher Basis gelten.,

Aus a® =bslogsb=m und a" =c o log, ¢ =n liBt sich bilden

a™" =b.c log(b:c) =m + n, also log,(b - c) = log, b -+ log, c.
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Die anderen Gesetze lassen sich entsprechend herleiten.

log, (b - c) = log, b + logsc; logs (—z—) =log,b —logsc (2.81); (2.52)

log, (b") = n - log, b; log, 5 = % loga b (2.53); (2.64)

Wegen |6 = o folgt G1. (2.54) aus G. (2.53).

BEISPIELE

2.96. log, -}-:% = (log, P* + log, q) — (log, r* + log, 8)
= 3log, p + logg g — 2logsr — logg s

s 1 .
2.97. log,, V"le’;sé (logy, 1 — 2 logy, m — log, 7) = % (0 —2-1 - logy n)
1
= =5 @+lognm)

2.98. log, A = log, 1 — logzc = —logg ¢
c

2.99. log, (rs)? = 2(log, r + log, a); log, (r + 8)* = 2log, (r + ); log, (™" + %) 148t sich nicht

umformen.
1 1 1 z el
2.100. Y (3log,z — 2log. y) = T (log, 2® — log. ¥%) = z log, (-y—’) = log, V!I_'
2.101. log, r + logy s 1Bt sich nach Gln. (2.51) bis (2.54) nicht umf da die L ith

verschiedene Basen haben.

Logarithmensysteme

Ein Logarithmensystem ist die Menge aller Logarithmen zur gleichen Basis. Die wich-
tigsten Systeme sind die Systeme der dekadischen und der natiirlichen Logarithmen.
Die dekadischen (oder Zehner-)Logarithmen sind Logarithmen zur Basis 10:

logyz=Ig2 (gelesen ,,)-g-z‘). (2.55)

Die Basis der natiirlichen Logarithmen ist eine irrationale Zahl, die mit e bezeichnet
wird :

| log, # — In#; e = 2,718281828459. .. | (2.56)

(gelesen ,,Logarithmus naturalis 2 oder kiirzer ,,l-n-z*).
Sie werden in der Mathematik und ihren Anwendungen haufiger als die dekadischen
Logarithmen verwendet. Es gilt

ITga:=y@x=10'

l hhz=yoz=¢v I (2.57) (2.58)
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Fiir Potenzen mit der Basis e darf geschrieben werden :

Diese Schreibweise ist platzsparend und wird besonders dann benutzt, wenn der
Exponent ein zusammengesetzte: Ausdruck ist. Dekadische und natiirliche Log-
arithmen kénnen mit einem elektronischen Taschenrechner (der die Funktionstasten
»Ig* — auch ,log* — und ,,In* besitzen muB) oder mit einer Tafel berechnet werden.
Wenn eine Tafel verwendet wird, so sind die dekadischen Logarithmen in einer Form
darzustellen, die aus der im vorigen Abschnitt eingefiihrten halblogarithmischen
Form des Numerus

z=m- 105 m € [1,10), k € G folgt
(Beispiele: 815 = 8,16-102, m =815, k— 2;
0,00815 = 8,15 - 103, m = 8,15, k — —3).

Durch Logarithmieren ergibt sich Ig z = lg m + k - lg10=Igm + k(dennlg10 = 1),
und wegen 1 Sm < 10istlg1 <lgm <Ig10,d. h., 0 < lgm < 1. Der Term Ig m
ist demnach ein echter Dezimalbruch.

Der dekadische Logarithmus einer jeden positiven reellen Zahl 2 (Numerus) liBt
sich in der Form darstellen: lgz = Ig m + k; /

Ig m heiBt Mantisse und ist ein echter Dezimalbruch,

k heilt Kennzahl und ist eine ganze Zahl.

Numeri mit der gleichen Folge signifikanter Ziffern (z. B. 815; 0,00815) haben Log-
arithmen mit der gleichen Mantisse (Ig m = lg 8,15). Die Mantissen sind i. allg. irra-
tionale Zahlen und kénnen einer Mantissentafel entnommen werden, wobei zu be-
achten ist, daB die Zahlenangaben die (meist auf 4 oder 5 Stellen) gerundeten Dezi-
malen (d. h. die hinter dem Komma stehenden Grundziffern) sind. Es ist also noch
0,... voranzusetzen.

Die Kennzahl k ergibt sich aus der Darstellung des Numerus « in der halblogarith-
mischen Form als Exponent der Zehnerpotenz. Formal ist & gleich der Anzahl der
Stellen, um die das Komma zu verschieben ist, wenn z in den Faktor m der halblog-
arithmischen Darstellung umgeformt wird.

BEISPIELE

2.102. Die folgende Tabelle enthilt vierstellige dekadische Logarithmen zu Numeri mit der
gleichen Folge signifikanter Ziffern:

Numerus z k Mantisse Ig m lgx

815 = 8,15 . 10* 2 g 8,15 = 0,9112 09112 + 2 =2,9112

8,15 = 8,15 10° 0 g 8,15 = 0,9112 09112 + 0 =0,9112
0,00815 = 8,15 . 10~ -3 1g8,15 =0,9112 08112 — 3 = —2,0888
Mit einem elektronischen Tasch t ergibt sich lg 2 unmittelbar durch Eingabe

von z und Driicken der Taste ,,lg* (auch ,,log*). Beim Verwenden einer Tafel wird Igm
der Tafel entnommen und k aus der halblogarithmischen Form von z bestimmt.
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2.103. Der Schallintensitétspegel Ly (in Dezibel: dB) zweier Schallintensititen J, J, (in Watt
je Quadratmeter: W m~2) ist definiert durch L; = 10 - Ig 3;.
Fir J, = 1012 W m=? (Schwellenwert: gerade noch wahrnehmbare Schallintensitit
eines Tones mit der Frequenz 1000 Hz) und J = 1,6 10— W m~2 ist Ly zu berechnen.
1,6 - 10 W m-?
102 W m~?
=10dB-1g (1,6 - 10%)
=10-8,204dB~ 82dB
Dieser Schallintensitéitspegel entspricht einem sehr starken Lirm.

Lésung: Ly = 10dB - lg

Wenn der dekadische Logarithmus lg « = y gegeben ist und der Numerus x ermittelt
werden soll, 5o kann er entweder mit einem elektronischen Taschenrechner nach
Gl. (2.57) oder mit einer Mantissentafel aus der Form 1g x = lg m + k berechnet
werden.

BEISPIEL
2.104. Aus lg 2, = 4,8541; Ig 2, = —2,1287 sind die Numeri z;, z, zu ermitteln (Genauigkeit:
3 signifikante Ziffern).
Losung:
Mit Taschenrechner (Taste ,,10%):
2y = 1098881 = 7,15 . 108; &, = 10721297 = 7,44 . 102,
Mit Mantissentafel:
Ig 2, = 4,8541 = 0,85641 + 4; Mantisse Ig m, = 0,8541, Kennzahl ky = 4.
In der (vierstelligen) Tafel ist 0,8543 die Mantisse mit dem klei Diff betrag zu
Ig m,. Aus dem zugehérigen Numerus 7,15 und k, = 4 ergibt sich 2, = 7,15 - 10
Bei Ig z, sind die Zahlen 3 und —3 zu addieren, um die Form lg m + k zu erhalten:
log 7 = (—2,1287 + 3) — 3 = 0,8713 — 3; lgmy = 08713, k= —3. Die Man-

tissen 0,8710 und 0,8716 der Tafel haben zu lg m, den gleichen Differenzbetrag. Als
zugehoriger Numerus wird 7,435 a~ 7,44 abgelesen, somit ergibt sich z, = 7,44 - 10-3.:

Beim Ermitteln natiirlicher Logarithmen mit Hilfe von Tafeln sind die folgenden
Hinweise zu beachten:

1. Die Tafeln enthalten meist nur Logarithmen fiir Numeri, die natiirliche Zahlen
sind. Numeri, die nicht in den Tafeln enthalten sind, miissen umgeformt werden,
z. B. gebrochene Zahlen in Quotienten natiirlicher Zahlen. Eine Interpolation
wird wegen der auftretenden grofien Tafeldifferenzen nicht empfohlen.

9. Bei vielen Tafeln ist die Einerstelle des Numerus in der Eingangszeile und die
anderen Stellen sind in der Eingangsspalte angeordnet.

. Der natiirliche Logarithmus 1aBt sich nicht wie der dekadische Logarithmus als
eine Summe aus Mantisse und Kennzahl darstellen. Beide Begriffe sind fiir den
natiirlichen Logarithmus nicht definiert. Numeri mit der gleichen Folge signifikan-
ter Ziffern haben natiirliche Logarithmen, die weder véllig noch teilweise iiberein-
stimmen.

=3

BEISPIELE

2.106. Mit Hilfe einer Tafel sind In 132; In 1,32; In 0,0132 und In 13200 zu ermitteln (Genauig-
keit: 3 signifikante Ziffern).
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Losung: Es ist In 132 = In (13 — 2) = 4,88
(im Schnittpunkt der beiden Reihen mit den Zahlen 13 in der Eingangsspalte und 2 in der
Eingangszeile);

In132—lniz—-ln132—ln100

= 4,8828 — 4,6052 ~ 0,278;
132
In0,0132=1In 10000 = 4,8828 — 9,2103 ~ —4,33

(wenn In 10000 = 9,2103 nicht in der Tafel enthalten ist, wird 10000 in Faktoren zer-
legt, z. B.
In 10000 = In (100 - 100) = In 100 + In 100);
In 13200 = In (132 - 100) = 4,8828 - 4,6052 ~ 9,49.

2.106. Bei isothermer Zustandsénderung eines Gases (d. h. bei konstanter Temperatur) gilt fiir
die Energie
W= —p,ViIn % Welche Energie ist zuzufiihren, wenn ein Gas mit dem An-
fangsdruck p, = 620 kPa von V; = 1,8 m? Volumen auf ¥, = 1,3 m® Volumen kompri-
miert werden soll (1 kPa = 108 N m—2)?

1,3 m?®

1,8 m3

Losung: Wiy = —620kPa - 1,8 md . In
= —1116 kJ - In 0,722
= —1116 kJ - (—0,325) = 363 kJ
Es sind W,, = 363 kJ zuzufiihren.
(Das Logarithmieren des echten Dezimalbruchs kann durch die Umformung
In %’ =—In K (vgl. Beispiel 2.98.) umgangen werden: Wy, = p,V; In —‘.)
1
Wenn der naturllche LogarithmusInz = y gegeben ist und der Numerus  ermittelt
werden soll, so ist nach Gl. (2.58) entweder ein elektronischer Taschenrechner (Taste
»€*“) oder eine Tafel fiir die Exponentialfunktionen €%, e~* zu benutzen. Der Nume-
rus kann auch mit Hilfe dekadischer Logarithmen berechnet werden (vgl. Beispiel
2.111.).

BEISPIEL

2.107. Aus Inz, = 4,88; In 2, = —4,33 sind die Numeri z;, 2, zu ermitteln (Genauigkeit:
3 signifikante Ziffern).
Léosung: Es ist z, = e%8 ay 132; 2, = e~ ~ 0,0132. Wenn eine Tafel benutzt wird,

in der diese Potenzwerte nicht enthalten sind, so kann der Exponent in Summanden
zerlegt werden, deren Potenzwerte aus der Tafel abgelesen werden kénnen, z. B.

eh88 — h80+0.08 — o0 . 0,08 — 121,51 . 1,0833 & 132.

Logarithmen zu einer beliebigen positiven Basis b (b 1) lassen sich aus dekadischen
oder natiirlichen Logarithmen berech Die Umr formeln folgen aus
einer allgemeinen Beziehung, die zwischen den zu zwei verschiedenen Basen a und b
gebildeten Logarithmen desselben Numerus besteht:

Auslog, z = 4 < a* = z und log, z = v & b* = z folgt

= b, /
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und durch Logarithmieren zur Basis @
u-logsa=1v-log,b
w = v - log, b wegen Gl. (2.50)
log,z = log, - log, b.
Diese Gleichung sagt aus, daB die zu den beiden Basen a und b gebildeten Logarith-

men einander proportional sind. Der Proportionalititsfaktor ist log, b. Nach log, =
aufgeldst, ergibt sich 2

_ logg
log, x = oz b ) (2.60)

speziell fiira = e

Inz_ 4 e (2.61)

logoz =73

1

M, = i heift Modul des Logarithmensystems zur Basis b;

fara— 10 | logy 2= £2 (2.62)

Igbd

Eine Unirechnungsformel fiir dekadische in natiirliche Logarithmen und umgekehrt
folgt aus Gl. (2.61) fiir b = 10:

1

Aus Gl. (2.60) folgt fiir x = a

1
logya = m, (2.604a)
und aus Gl. (2.63) firz = e
M, =Ige~ 0,4343. (2.63a)
BEISPIELE
2.108. Die Formel D = 101g % fiir die Dimmzahl (Schwiichung des Schalls beim Durchlaufen
2

einer Wand) ist mit Logari zu

Losung:
Nach Gl. (2.63) ist D = 10 M;5In & 4,343 In 4L .
Ja Ja

2.109. Es ist eine Formel fiit die Berechnung von Binirlogarithmen Ib 2 = log, = herzuleiten
und mit ihr sind 1b 12 und 1b 0,0625 zu b h (G igkeit: ifik Ziffern).
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Lisung: Aus Gl. (2.61) folgt fiir b = 2

lbz=Mnz; My=-—=—— =1,443
bz =1,4431In2.
Daraus folgt
Ib 12 = 1,443 In 12 = 1,443 - 2,485 = 3,59
1b 0,0625 = 1,443 In 0,0625 = 1,443 . (—2,773) = —4,00

(wegen 0,0625 = 11_6 — 24 folgt kiirzer Ib (24) — —4).

Dekadische und natiirliche Logarithmen sind Hilfsmittel fiir numerische Rechnun-
gen. Mit ihnen lassen sich Rechenoperationen zweiter und dritter Stufe nach folgender
Vorschrift ausfiihren:

Die um eine Stufe reduzierten Operationen werden auf die Logarithmen der Operan-
den angewandt und ergeben den Logarithmus des Resultats. Fiir diesen wird der zu-
gehorige Numerus ermittelt.

BEISPIELE
2.110. z = S04 108 ist logarithmisch zu berechnen
0,0625

(Genanuigkeit: 3 signifikante Ziffern).
Lésung: Nach Gl. (2.52) ist
lg z = Ig (3,64 - 10°) — Ig 0,0625

= 83,6611 — (—1,2041) (vgl. Beispiel 2.102.)
= 4,7652 (lg m = 0,7652; k — 4)
x = 5,82 104

2.111. z = e~"+150 jst logarithmisch zu berechnen
(Genauigkeit: 3 signifikante Ziffern).
Lésung: Nach Gl. (2.53) und (2.63a) ist
lgz = —7,1560-lge = —7,1560 - 0,4343 = —3,1079

(beim Rechnen mit 4 Dezimalen ist nach dem Multiplizieren wieder auf 4 Dezimalen zu
runden)

lgz = (—3,1079 + 4) — 4 = 0,8921 — 4;
z=17,80-10"¢
2.112. z = 0,00625'4! ist logarithmisch zu berechnen
(Genauigkeit: 3 signifikante Ziffern).
Lésung: Nach Gl. (2.53) ist
Igz = 1,41 -1g 0,00625 = 1,41 - (—2,2041) = —3,1078
2z = 7,80 - 10-* (vgl. Beispiel 2.111.)
Mit natiirlichen Logarithmen verliduft die Rechnung entsprechend:
Inz = 1,41 -In 0,00625 = 1,41 . (—5,0752) = —7,1560
z = exp (—7,1560) = 7,80 - 10~* (vgl. Beispiel 2.111.).
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5
2.113. 2 = }/62,5 ist logarithmisch zu berechnen
(Genauigkeit: 3 signifikante Ziffern).
Lésung: Nach Gl. (2.54) ist

T % 162,56 — % .1,7959 = 0,3692
z=220-10°=2,20

Mit einem elektronischen Taschenrechner konnen Potenz- und Wurzelwerte nach
verschiedenen Verfahren berechnet werden:

1. direkt mit der Taste ,,5* oder ,,}/y";

2. Potenzwerte z® mit ganzzahligen Exponenten durch mehrfache Multiplikation
und (bei negativen Exponenten) mit der Taste ,,%“;

3. Wurzelwerte wegen 72_ = 21" mit der Taste ,,y*“;

4. logarithmisch wie in den Beispielen 2.111. bis 2.113. mit den Tasten »Ig* (auch
,»log®) und ,,10* oder mit den Tasten »In“ und ,,e*.

Die Wahl des Verfahrens wird durch den Typ des Taschenrechners beeinfluBt, der die
benétigten Funktionstasten besitzen muB.

Wenn eine Formel mit einem Potenz- oder Logarithmenausdruck nach dem Exponen-
ten der Potenz oder dem Numerus des Logarithmus aufgeldst werden soll, so ist bei
dieser Formelumstellung der Ausdruck zunichst zu isolieren, und anschliefend ist
eine der Aquivalenzen (2.47), (2.57) oder (2.58) anzuwenden.

BEISPIELE

2.114. In der Elektrotechnik gilt fiir den Abschaltvorgang i = I exp (—L) . Die Formel ist
nach ¢ umzustellen. T i

Lésung: Zunichst wird die Potenz isoliert

& t

—}- =e *; nach Gl (2.58) folgt

In 3 =t

I T
3 I i
b = —7ln 7= 7in — (vgl. Beispiel 2.98.).
i

2.115. In der Elektiotechnik liBt sich der Selbstinduktionskoeffizient einer Lei hleift

nach L =1 (1 +921g -i) . 10-% berechnen. Die Formel ist nach s umzustellen.
r
)
Lésung: Zunichst wird Ig 2 isoliert
r

1L =1+492- Ig%

10°L — 1

e Ig —‘,’_; nach Gl. (2.57) folgt
W0L-t 10°L—-1

= =10 ¥ s=r10 ¥ |
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Soll die Basis 10 durch die Basis e ersetzt werden, so ist nach Gl. (2.63) zu schreiben

10°L — 1 s
= = M. ln=
9,21 WS
3 1L —1! 10°L —1
In — == ~
r 9,2M,,0 4,00
e rexp (1L =1
TP\ T )
Kontrollfragen

2.20. Wie heiBen die Rechenoperationen 3. Stufe, und wie werden a, b und 7 bei diesen Opera-
tionen bezeichnet?

2.21. Wie la8¢t sich der reziproke Wert von a als Potenz schreiben?

2.22. Welches Vorzeichen hat der Wert einer Potenz mit negativer Basis und ganzzahligem Ex-
ponenten? p

2.23. Fir welche hiedlichen Teil der reellen Zahlen z sind Jz bzw. log, z de-
finiert?

2.24. Welchen Wert hat der Logarithmus der Zahl 1, und in welchem Bereich liegt der Logarith-
mus eines echten Dezimalbruchs?

2.25. In welchem Bereich liegt die Mantisse eines dekadischen Logarithmus, und wie wird die
Kennzahl ermittelt?

Aufgaben: 2.30. bis 2.35.

2.6.4. Der binomisehe Lehrsatz

Es werden zunéchst zwei Zeichen erklirt, die in der Mathematik hiufig vorkommen,
u. a. auch im binomischen Lehrsatz.

Definition

Das Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis # (z > 1) wird mit »! bezeichnet
und heiBit n-Fakultit ’

Fiir » = 0 und # = 1 wird definiert:
Ol=1; 1l=1 (2.65)

Am Ende dieses Abschnittes wird gezeigt, daB diese Definitionen zweckmiBig sind.

BEISPIELE
2.116. Es ist 2! = 1.2 =2; 31 =21.3 =6; 4! =3!.4 =24; 5! = 4!.5 = 120;
6! =15!-6="1720; 7! =6! 7 =>5040. ‘
n-Fakultiit wiichst also sehr schnell.
1-2-3-4-5-6.7.8
T 1-2-3.4.5

2.117. Eeist%= 6-7.8
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2.118. Fir natiirliche Zahlen k (k < ) gilt

w! 1-2(m—kn—k+1)---(n—1)n o A =
m—R 1.2 (n—h =i Dreagh Sep
Fiir n = 8, k = 3 ergibt sich Beispiel 2.117.
Definition
Ist » eine beliebige reelle Zahl und k eine natiirliche Zahl, so heiBt (:) (gelesen
., iiber %) Binomialkoeftizient und ist definiert durch
n _n(n-—l)(n—2)---(n-—k+l)' 2.66
(k) = 7] ;o k=0 (2.66)
Fiir k£ = 0 wird definiert:
n
(0) -1 (2.67)

Auch diese Definition fiir ¥ = 0 wird sich als zweckméBig erweisen.
Die Begriindung fiir den Namen ,,Binomialkoeffizient* liefert Gl. (2.71).

n
k
Der erste Faktor des Nenners ist 1, und jeder folgende ist eine Einheit groBer; der

erste Faktor des Zihlers ist 7, und jeder folgende ist eine Einheit kleiner.

Zihler und Nenner von sind Produkte mit der gleichen Anzahl von k Faktoren.

BEISPIELE
7\ _7-6-8] _ 7\ 7-6-5:4 _
2.119.(3)—1 2.3 =35 2120.(4)—1.2.3.4—35
2.121.(4)=4*-=4 2.122.(4)=4'3'2"=1
1 1 4 1.2.3-4
2)\_2:1.0.(=1) _ -3\ _ (=3 (=1 _
2.123.(4)—-——-1.2'3'4 0 2.124.( 2) . =6
5 336 |
2.125.(3 =32\ 3/% 8/y 8 _ 2.5.8 . 10
4 1.2.3.4 3.6.9.12 243
Eigenschaften von (:) s
[n n
1.(1)—n, (n)=1 (2.68)
m 3 LA n! f n
2. FurneNundkgngxlt.(lc)_k————!(n_k)!_(n__ ) (2.69)

3. Fiirn € N und k > n gilt: (:) -0 (2.70)
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Ei haft 1 (vgl. Beispiel 2.121. und 2.122.) und Eigenschaft 3 (vgl. Beispiel

2.123. ) folgen sofort aus Gl. (2.66), denn fiir natiirliche Zahlen 7 und k >n steht i im

Zihler der Faktor 0.

Zu Eigenschaft 2: Nach Beispiel 2.118. wird in Gl. (2.68) der Zihler ersetzt. Es ergibt
. n n!

ich (k) =klm — R

In dieser Gleichung wird k durch » — k ersetzt:

n n! n! e
(n ) = BT =T = g Do folgt GL (269 Fur

|
& = 0 wird aus Gl. (2.69) ( ;‘) = # = (:) Wegen Gl. (2.68) folgt daraus die

ZweckmiBigkeit der Definitionen fiir (g und 0!; fiir £ = 1 ergibt sich entspre-
chend die ZweckmaBigkeit der Definition fiir 1.
Aufgaben: 2.36. bis 2.38.

Potenzen des Binoms a + b lassen sich fiir Exponenten # € N mit einer Formel be-
rechnen. Diese heifit

Binomischer Lehrsatz: Fiir » € N und beliebige a, b gilt

(@ + b = i (") an—k bk
o \k

i e ol o

(2.71)

Der Satz wird an dieser Stelle nicht bewiesen (s. Abschnitt 23.). Die Summe beginnt
mit a” und endet mit 5% und der Koeffizient des zweiten Summanden ist stets n
(vgl. Gln. (2.67), (2.68)); sie ist nach fallenden Potenzen von @ und nach steigenden
Potenzen von b geordnet, fiir jeden Summanden ist die Summe der Exponenten
gleich n. Wegen GI. (2.69) haben symmetrisch zur Mitte der Summe stehende Sum-
manden gleiche Koeffizienten.

BEISPIELE
4 4 4 4 4
= 4 3] 232 3 )
2.126. (a + b) (o)a * (l)ab+ (2) a%? + (3):;1: + (4)1;
= a* + 4a% + 6a%b? -+ 4ab® + bé
2.127. Von (22 — 3y)” sind die ersten drei Summanden zu berechnen.
Lisung: [2z + (—3y)T' = (22)" + 7(22)° (—3y) + (;) (22)° (—3y)* +

= 12827 — 7-64-32% + 2132928y —+ ..
= 12827 — 134428 + 6048z%% — - ...
2.128. Esist Gl. (2.71) fiir @ = p, b = 1 — p zu formulieren.

Lonng: % ()p"-*a— P =lp+(—pr=
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Kontrollfragen

2.26. Wie ist die Fakultdt der natiirlichen Zahl n definiert? Wie ist speziell 0! definiert?

2.27. Wie viele Faktoren enthiilt der Zahler von :) , und wie viele enthélt der Nenner? Wie
it (’)‘ definiert?

2.28. Welche Koeffizienten haben das erste, zweite und letzte Glied in der Summendarstellung
von (a + b)"*?

Aufgabe: 2.39.

2.6.5. Rechenschemata

Rechenschemata erhohen bei umfangreichen Rechnungen die Rechensicherheit. Die
Rechnung ist zu diesem Zweck in Teilrechnungen zu zerlegen, ihre Reihenfolge genau
festzulegen und in Form einer Tabelle eindeutig zu formulieren. Es empfiehlt sich,
die Spalten (oder Zeilen) der Tabelle zu numerieren und die Teilrechnungen mit Hilfe
dieser Nummern darzustellen.

BEISPIELE
2.129. Firy = =8 ist eine Wertetabelle fiir die Argumente « = 0, 1, 2, ..., 5 aufzu-
stellen, 1+ 2¢7%%%
Lésung: ’
x —0,5-1, exp 2 2-@® 14+ 6:®
i i2; @ @ ® y
0 0 1 2 3 2
1 —0,5 0,607 1,214 2,214 2,711
2 -1 0,368 0,736 1,736 3,46
3 —1,5 0,223 0,446 1,446 4,15
4 -2 . 0,135 0,270 1,270 4,72
5 —2,5 0,082 0,164 1,164 5,15
Die Rech hwindigkeit und -sicherheit erhoht sich, wenn die Tabelle spaltenweise
_ erarbeitet wird, d. h., aus Spalte (1) werden zunichst alle Werte der Spalte (2) berechnet,
dann alle Werte der Spalte (3* usw. Mit einem elek ischen Tasch h ist eine
Berechnung von y ohne Notieren von Zwisch bni oglich. In diesem Fall
brauchen die Spalten (2) bis (§) nicht ausgefiillt zu werden. Ein Ablsufplan sollte aber in
jedem Fall erarbeitet werden. Er ist abhingig vom Leistungsumfang und der logisch

- Grundstruktur des Rechners.
Firr einen Rechner mit algebraischer Logik ohne Hierarchie {Rechner mit Hierarchie
fithren Rechenoperationen 2. Stufe vorrangig vor denen 1. Stufe aus) ist folgender Ab-

laufplan méglich:
ol
a2 4 2z

T ist eine Wertetabelle fiir die Argumente 2 = 0, 1, 2, 3 aufzustellen.

Eingabe x

2.130, Fir y =

a4+



64 2. Zahlenbereiche und Operationen

Lésung:
z (1) 2-@ 2 +@ @+1 @:®
a 2 @ @ G v
0 0 0. 0 1 0
1 1 2 3 2 1,5
2 4 4 8 5 1,6
3 9 6 15 10 1,5

Ein mdglicher Ablaufplan fiir einen elektronischen Taschenrechner mit algebraischer
Logik ohne Hierarchie, der einen rechnenden Speicher besitzt, ist:

Eingabe z E

Dabei bedeuten »Inhalt des Eingaberegisters wird zum Speicherinhalt addiert*,

m »»Speicherinhalt wird in das Eingaberegister iibertragen.*

Aufgaben: 2.40. und 2.41.

2.7. Der Bereich der komplexen Zahlen

2.7.1. Arithmetische Form der komplexen Zahlen

Fiir eine beliebige reelle Zahl a gilt a*> = 0. Es gibt also keine reelle Zahl, deren Quadrat
negativ ist. Ferner sind fiir negative reelle Zahlen weder Wurzelwerte noch Logarith-
men definiert. Diese Eigenschaften der reellen Zahlen stéren mitunter bei Rechnun-
gen. Deshalb wird der Bereich P der reellen Zahlen zu einem Zahlenbereich erweitert,
in dem diese Operationen ausfiihrbar werden. Er heit Bereich der komplexen Zahlen
und wird mit C bezeichnet.

Definition

Eine komplexe Zahl z ist ein geordnetes Paar reeller Zahlen:

z=(a;b); aéP,beP (2.72)

a heit Realteil von z: Rez = a,
b heiBt Imaginirteil von z: Imz = b.

Durch Definitionen wird festgelegt, was unter der Gleichheit zweier komplexer Zahlen zu ver-
stehen ist und wie die Rechenoperationen der ersten und zweiten Stufe auszufiihren sind. Diese
Definitionen werden in diesem Abschnitt schrittweise eingefiihrt bzw. erarbeitet und sind in
den Gln. (2.77) bis (2.80) zusammengestellt.

Jeder komplexen Zahl 1éBt sich in einer Ebene mit Hilfe eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems eindeutig ein Punkt mit den Koordinaten (a; b) zuordnen und umge-
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kehrt (Bild 2.7). Die Ebene heiBt GauBsche (komplexe) Zahleneb Die g
rechte Achse heiBt reelle Achse. Sie ist die Za.hlengemde der reellen Zahlen. Der
reellen Zahl a und der komplexen Zahl (a; b) mit dem Imaginérteil 5 = 0 ist demnach

2= (a;b)
Y
7
J'-
— Bild 2.7
0 1 2 z

der gleiche Punkt zugeordnet: (a; 0) = a. Die senkrechte Achse heiBt imaginire
Achse, denn die auf ihr liegenden Zahlen heiBen imaginire Zahlen. Um sie von den
reellen Zahlen zu unterscheiden, werden sie mit der Einheit j multipliziert. Der
imaginiren Zahl bj und der komplexen Zahl (a ; b) mit dem Realteil a = 0 ist demnach
der gleiche Punkt zugeordnet: (0; b) = bj. Der imaginiren Einheit wird durch Defi-
nition eine Eigenschaft zugeschrieben, die auf keine reelle Zahl zutrifft.

Definition
Die imaginire Einheit j ist eine Zahl, deren Quadrat —1 ist:

(2.73)

Die i lmngmu.re Einheit wird hiufig auch mit i bezeichnet. In der Technik wird jedoch meist der
Buchstabe j verwendet, um Verwechslungen mit i als Symbol far dle Stromstirke zu ver-
meiden.

Die Rechenregeln fiir imagindre und komplexe Zahlen sind so definiert, daB formal

mit den Real- und Imaginirteilen gerechnet werden kann und nur beim Zahlzeichen j
die Eigenschaft (2.73) zu beachten ist.

BEISPIEL
2.131. Fir z; = 12, 2z, = —4j sind
2y + 23, 22, — 32y, 2, - 25, 212, 2,° und 2z,® zu berechnen.
Lisung:
2y + 2, = 12 + (—4j) = 8j;
22, — 32, = 24j + 12 = 36j;
2 -23 = —48j2 = —48.(—1) = 48;
2y1 2y = 12§:(+—4j) = —3;
= 144j% = —144; z,? = 16j2 = —16.

Allgemein gilt: (bj)* = b%j2 = —b? das Quadrat einer imagindren Zahl ist (fiir b == 0)

eine negative reelle Zahl. )
Die Potenzwerte von j wiederholen sich periodisch:

it= iy it= -1, P=jj=—j #=1j=1
ES S ES IS LS ¥

=-1 j=j"PF=—j ..
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Sie sind gleich, wenn der Exponent bei Division durch 4 den gleichen Rest hat:

Jin=1; el = AR — 1 S — _j peN (2.74)

Das Reziproke von j ist

1 1.3 . 1 "
S b g e [ 2.75
T J 3 J (2.75)
BEISPIELE
2132 M= == —1; = = —jj0 =1
o L_ B i aoas 133
2.133.]—6_]_5_!_.- 1 =¥ i Pl i

Die Summe zweier komplexer Zahlen wird so definiert, daB die Summe der Realteile
und die Summe der Imaginérteile zu bilden ist. Fiir eine reelle Zahl z, = a = (a; 0)
und eine imaginére Zahl z, = bj = (0; b) ist demnach

a+zn=a+bj=(a;0)+ (0;5) =(2+0;0+b) = (a;b),
und wegen Formel (2.72) folgt der

Satz

Jede komplexe Zahl z = (a; b) 1aBt sich als Summe einer reellen und einer imagi-
niiren Zahl darstellen (arithmetische Form):

z=a + bj » (2.76)

BEISPIEL

2.134. Fiir z; = 4 + 6], 2, = 3 — 2j sind
22y + 2y, 2; — 23, 21 * 25, 24® und 2,* 2u berechnen.
Lésung:
22 + 73 = 2(4 + ) + (8 — 2j) = 8 + 12 + 3 — 2j = 11 + 10j;
2 —2=(4+6) — (38— 2j) =4 + 6 — 3+ 2j =1 + 8j;
723 =(4+6)) (3 —2j =12 — 8j + 18] — 12;*

=12 — 8j + 18j + 12 = 24 + 10j;

2,2 = (4 + 6j)* = 16 + 48] + 36j% = 16 + 48] — 36 = —20 + 48j;

it = 3 = 2t = 0 (1) 3v—2i + () 3%+ (5) s + (2

=81+4+4-27-(—2)+6-9.42 +4.3.(—8)j® 4 16j*

= 81 — 216j — 216 + 96j + 16

= —119 — 120j ‘ ‘
Von besonderer Bedeutung fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen ist der folgende
Begriff.
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Definition

sich nur durch das Vorzeichen des Imaginirteils unterscheiden:

Zwei komplexe Zahlen 2\und 2* heiBen zueinander konjugiert komplex, wenn sie
z=a + bj; 2* =a — bj.

Es ist z 4 2* = (a + bj) + (@ — bj) = 2a;
2+ 2* = (a + bj) (@ — bj) = a® — b%® = a® + b%,d. h,,
Summe und Produkt konjugiert komplexer Zahlen sind reell.
Diese Eigenschaft wird beim Dividieren komplexer Zahlen angewendet: Der Bruch
z—’ wird mit der zum Nenner konjugiert komplexen Zahl z* erweitert. Der ent-

2
stehende Nenner ist reell, und die Division léBt sich ausfiihren.

BEISPIELE:

2.135. Fiir z; = 4 + 6], 2, = —3 — 2j ist 2,: 2, zu berechnen.
Lésung:
n _ _4+6] _ (4+6)(—=3+2)
zz  —3—2 (—=3—2j)(-3+2j)

12— 18+ 8 £ 12  —12—10j—12 _ —24—10j _ 24 10,

= 0— 4 =" 914« 1 1 13’
2.136. Fir z = 4 + 6] ist der reziproke Wert zu berech

Lésung:

11 14 — 6j) 4—6 4—6 4 6. 1 3.

2 176 @r6)@—o) 16—367 16136 52 52 13 26°

Durch Verallgemeinerung der Rechnungen in den Beispielen 2.134. und 2.135. folgen
fiir die Gleichheit und die vier Grundrechenoperationen in der arithmetischen Form
die

Definitionen
Wenn z; = a; + b;j und 2, = a; + byj, so ist
2 =290 =0aAb = by (2.77)
2 k2= (a1 a) + (b £ by) j; (2.78)
2029 = (@89 — biby) + (@b + ashy) J; (2.79)
e R (@80

Gl. (2.79) entsteht durch formales Ausmultiplizieren von (a; + b,j) (a + bsj), Gl
(2.80) durch Erweitern mit zg* und Ausmultiplizieren. Die Division ist nicht ausfiihr-
bar, wenn a; = 0 und b, = 0, d. h. wenn 2z, = 0. In C sind demnach die vier Grund-
rechenoperationen auBer der Division durch Null uneingeschrinkt ausfiihrbar. Es
liBt sich beweisen, daB Addition und Multiplikation kommutativ, assoziativ und
distributiv sind. Eine Ordnungsbeziehung ist in C nicht erklirt, d. h., zwei komplexe
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Zahlen konnen nicht der GroBe nach geordnet werden. Die Zeichen < und > sowie
die Eigenschaften ,,positiv*‘ und ,,negativ* haben fiir komplexe Zahlen keinen Sinn.
Die Bedeutung des Begriffs ,,absoluter Betrag* wird verallgemeinert (Bild 2.8).

b

N

Bild 2.8

of 1
Definition
Der (absolute) Betrag einer komplexen Zahl z = a + bj ist.

|2] =r =Va®+ b2 (2.81)

|z] 1a8t sich als Abstand des Punktes, der der Zahl z zugeordnet ist, vom Nullpunkt
der Gavussschen Zahlenebene deuten. Fiir den Sonderfall, daB z reell ist (b = 0), ergibt
sich die Definition des absoluten Betrages fiir reelle Zahlen (vgl. 2.3.).

Jede komplexe Zahl z = a + bj liBt sich als Pfeil (zweidimensionaler Vektor) dar-
stellen, der im Nullpunkt der Gavssschen Zahlenebene beginnt und bis zum Punkt
mit den Koordinaten (a; b) geht (Bild 2.9). Die in Richtung der beiden Achsen liegen-
den Komponenten sind @ und bj. Bild 2.10 zeigt, daB die durch Gl. (2.78) definierte
Addition als Vektoraddition dargestellt werden kann. Der eine Vektor wird parallel
so verschoben, daB sein Anfang mit der- Spitze des anderen zusammenfillt. Die
Summe wird durch den Vektor dargestellt, der vom Anfang des ersten (also vom

Bild 2.9

(by+65)]

baj

17
2

bj >~

Z

Bild 2.10

1]
0 a; a; (a;+az)
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Nullpunkt) bis zur Spitze des zweiten Vektors geht. Die Vektoren zweier entgegen-
gesetzter komplexer Zahlen z = @ + bj und —z = —a — bj liegen symmetrisch zum
Nullpunkt (Bild 2.11), die Vektoren zweier konjugiert komplexer Zahlen z = a + bj
und z* = a — bj liegen symmetrisch zur reellen Achse (Bild 2.12).

z
by . z
. Y
J J
-a 7 a 0 5 a
-y
-z - b J zl‘
Bild 2.11 Bild 2.12
Kontrollfragen
2.29. Welchen Wert muB der Real- bzw. I iniirteil einer kompl Zahl z haben, damit z

reell bzw. imaginr ist?
2.30. Wie ist die imaginire Einheit j definiert? Welche Werte nehmen die Potenzen von j an?

Wie groB ist i ?
2.31. Was sind konjugiert komplexe Zahlen? Welchen Wert haben ihre Summe und ihr

Produkt?
2.32. Welche Lage haben die Vektoren konjugiert komplexer Zahlen i in der Gavssschen Zahlen-
ebene, und welche Lage haben die Vektoren entg 1 Zahlen?

2.33. Wie werden zwei komplexe Zahlen in der arithmetischen Form dividiert?

Aufgaben: 2.42. und 2.43.

2.7.2. Goniometrische und Exp tialform der komplexen Zahlen

Nach 2.7:1. léBt sich jeder komplexen Zahl z in der GAussschen Zahlenebene ein
Punkt zuordnen und umgekehrt. In der arithmetischen Form z = a + bj bedeutet
das Zahlenpaar (a; b) die cartesischen Koordinaten dieses Punktes. Fiir die Zahl 2
ergibt sich eine andere Form, wenn Polarkoordinaten (r; ¢) eingefiihrt werden (Bild
2.13). Die Liinge des Vektors, der z darstellt, wird mit 7 bezeichnet und hei8it (absolu-
ter) Betrag oder Modul (vgl. Gl. (2.81)). Der Winkel zwischen der positiven reellen
Achse und diesemVektor wird mit ¢ bezeichnet und heift Argument. Wenn ¢ in
mathematisch positivem Drehsinn (d. h. entgegen dem Uhrzeigersinn) gemessen
wird, so ist ¢ > 0, anderenfalls ist ¢ < 0.

b

14 Bild 2.13
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Aus Bild 2.13 folgt:

r =z =}a? + b?; tan g = % (2.82); (2.83)
a =7cosp; b=rsing (2.84); (2.85)

Aus Gl. (2.82) folgt r = 0. Der Quadrant von ¢ wird aus der Vorzeichenkombination
von a und b ermittelt, da er sich aus Gl. (2.83) nicht eindeutig ergibt. Bei jeder Um-
rechnung wird empfohlen, sich die Lage des Vektors, der z darstellt, in der GAUss-
schen Zahlenebene vorzustellen.

Mit den Gln. (2.84) und (2.85) laBt sich die arithmetische Form umformen:

z2=a+bj=rcosp+rsing-j

Satz
Jede komplexe Zahl laBt sich in der Form

z =-7(cos @ + j sin p) (2.86)

darstellen (goniometrische Form).

Fiir z = 0 ist » = 0, aber g ist nicht eindeutig bestimmt. Beim Arbeiten mit der
goniometrischen Form ist zu beachten, daBl die Winkelfunktionen periodisch sind,
also:

cos(p + k- 360°) + jsin(p + k- 360°) =cas @ + jsing; k€ G (2.87)
BEISPIELE
2.137. z = —4 + 3j. Es ist die goniometrische Form zu berechnen.
Lisung: Wegen a = —4 < 0, b = 3 > 0 liegt z im 2weiten Quadranten (Bild 2.14). Die
Gln. (2.82), (2.83) ergeben r = J(—4)* + 32 = 5; tang = i = —0,75,
@ = 180° — 36,9° = 143,1%; z = 5(cos 143,1° - j sin 143,1°). —
2.138. z = —3j. Es ist die goni ische Form zu ermittel

Ldsung: Fiir reelle oder i 1magmara Zahlen ergibt sich diese Form am schnellsten aus der
Darstellung als Vektor in der Gaussschen Zahlenebene (Bild 2.15): r = 3, ¢ = 270°
oder p = —90° (wenn im math isch negativen Drehsinn, d. h. im Uhrzeigersinn,
gemessen wird); 8

2z = 3(cos 270° + j sin 270°) = 3[cos (—90°) + j sin (—90°)].

Bild 2.14

A 0 i
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Aus Bild 2.16 folgt: 7 = |al, 7 = |b|, aber 7 < |a| + [b]. Es sollte bei jeder Berechnung
des Betrages r gepriift werden, ob diese Ungleichungen erfiillt sind.

J
7/
-3
Bild 2.15 Bild 2.16
BEISPIEL
2.139. z = —0,5 — 1,2j. Es ist die goni ische Form zu b h

Lésung: a < 0, b < 0 = z liegt im dritten Quadranten.
r =V¥(—0,6)* + (—1,2)* = 1,3; Priifung: 1,2 < r < 1,2 + 0,5(w)
tan g = :(‘)_'2 = 2,4; p = 180° + 67,4° = 247,4°
z = 1,3(cos 247,4° + j sin 247,4°).

Beim Ermitteln der goniometrischen Form 148t sich die mitunter umsténdliche Berechnung

des Wurzelterms v iden, wenn der folgende Weg eingeschlagen wird (vgl. Gl. (2.83), (2.84)):
Aus tan ¢ = A, wird g ermittelt; aus r = L ergibt sich r.
a cos @

Um die arithmetische Form aus der goniometrischen zu berechnen, sind die Funk-
tionswerte cos ¢ und sin g zu ermitteln und mit 7 zu multiplizieren:

z=r(cosp+ jsing) =rcosp+rsing-j=a-+bj.
Ein anderer Weg, der iiber die Tangensfunktion fithrt, ergibt sich, wenn das oben erwihnte
Verfahren umgekehrt wird:

reosg =a; atang =b.

BEISPIELE
2.140. z = 2 (cos 160° + j sin 160°). Es ist die arithmetische Form zu berech
Lisung: z = 2(— cos 20° + j sin 20°)
= 2(—0,9397 + j 0,3420) = —1,8794 + j 0,6840
2.141. 2z, = 4(cos 90° + j sin 90°), z, = 8(cos 180° +- j sin 180°).
Es sind die arithmetischen Formen zu bestimmen.

Lésung: Aus der Darstellung als Vektor in der Gaussschen Zahlenebene folgt ohne
Rechnung:

z, liegt auf dem positiven Teil der imaginéiren Achse, z; = 4j;
2, liegt auf dem negativen Teil der reellen Achse, z; = —8.
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Mit komplexen Zahlen in der goniometrischen Form sind Rechenoperationen zweiter
und dritter Stufe ausfiihrbar, wihrend sich komplexe Zahlen nur dann addieren und
subtrahieren lassen, wenn sie in der arithmetischen Form vorliegen.

Multiplikation und Division
2, = ry(cos @; + j sin ¢;) und 2 = 75(CO8 @ + ] 8in @,)
werden multipliziert
2129 = 7173(CO8 @, CO8 @, + j Sin @, cos @, + j cos @, sin @, + j2 sin @, sin @,)
= riny[(cos @, cos g, — sin @, sin @) + j(sin @, cos p; + cos @, sin @;)].

Die beiden in runden Klammern stehenden Ausdriicke werden mit Hilfe der Addi-
tionstheoreme (s. 3.1.3.) umgeformt. Es entsteht

I 2123 = nirgfcos(py + @) + J sin(gr + @s)] (2.88)

Dieses Produkt ist wieder eine goniometrische Form 7(cos ¢ + j sin ) mit r = ryry
und ¢ = ¢y + ¢u:

Zwei komplexe Zahlen in der goniometrischen Form werden multipliziert, indem
ihre Betrige multipliziert und ihre Argumente addiert werden.

Da die Division die Umkehroperation der Multiplikation ist, gilt:

2 2 feos(gy — g) + sinp — @)]; 2 +0 (2.89)
2 2

Zwei komplexe Zahlen in der goniometrischen Form werden dividiert, indem ihre
Betrige dividiert und ihre Argumente subtrahiert werden.

BEISPIELE
2.142. Fir 2z, — 4(cos 20° 4 j sin 20°), z, = 12(cos 60° - j sin 60°),

23 = 16(cos 120° + j sin 120°) ist z = 2% 41 berechnen.
%

ry 16 -
@ =@; + @2 — @3 = 20° + 60° — 120° = —40°
z = 3[cos (—40°) + j sin (—40°)] = 3(cos 320° + j sin 320°)
Zur letzten Umformung vgl. Gl. (2.87).

2.143. Firz, = —1,59 + 12.87j, 2z, = 3,5 — 7,2j, z; = —2,5 ist mit Hilfe der goniometrischen
Formen z = - zu berechnen und das Ergebnis in der arithmetischen Form darzu-
stellen. i .

Lésung: Mit den Gln. (2.82), (2.83) ergibt sich

2, = 12,97(cos 97,04° + j sin 97,04°)

2, = 8,01(cos 295,92° + j sin 295,92°) = 8,01[cos (—64,08°) + j sin (—64,08°)]
23 = 2,5(cos 180° + j sin 180°)
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(Anm. zu z,: Wenn die komplexe Zahl im vierten Quadranten liegt, wird das Argument
oft als negativer spitzer Winkel angegeben.)
12,97
= —————— = (,648; p = 97,04° — (—64,08°) — 180° = —18,88°
"7 80125 HP (64,089
z = 0,648 [cos (—18,88°) + j sin (—18,88°)]
= 0,648(0,9462 — j 0,3236) = 0,613 — 0,210j
2.144. z, = r(cos @ + j sin @) wird mit z, = 2(cos 20° + j sin 20°) multipliziert. Wie &ndert
sich der Vektor, der die Zahl z, darstellt?
Lisung: zyzy = 2r[cos (@ + 20°) + j sin (¢ + 20°)].
Der die Zahl z, darstellende Vektor wird auf das Zweifache gestreckt und um 20° in
th isch positivem Drehsinn gedreht.

Durch Verallgemeinerung des Beispiels 2.144. folgt:

Wenn z; mit z, multipiizierc wird, so findet eine Drehstreckung des Vektors statt,
der 2, darstellt. Er wird auf das r,-fache gestreckt und um g, gedreht.

Sonderfall: Wenn z mit j = 1(cos 90° + j sin 90°) multipliziert wird, so wird der die
Zahl z darstellende Vektor um 90° in mathematisch positivem Drehsinn gedreht. Ent-
sprechend ergibt eine Division durch j eine Drehung um 90° in mathematisch negati-
vem Drehsinn. Da sich die Potenzen j* (n € N) aus z = 1 durch fortgesetztes Multi-
plizieren mit j ergeben, bedeutet das eine fortgesetzte Drehung des Vektors, der
z = 1 darstellt, um 90° in mathematisch positivem Drehsinn (Bild 2.17). Folglich
miissen sich die Potenzwerte periodisch wiederholen (vgl. Gl. (2.74)). Bild 2.18 ver-

anschaulicht die Gl. (2.75): -1]- = —j.

J J
90% 90°
. . .
J= 1 T=j* 7
90° 90° ~90°
= -
Bild 217 Bild 2.18

Die Exponentialform
Aus GI. (2.88) folgt fiirry =7, = 1:
 (cos ¢, + j sin gy) (cos @ + j sin gg) = [cos(py + @2) + j sin(ey + @2)]-

Die beiden Klammerausdriicke werden also multipliziert, indem ihre Argumente
addiert werden. Diese Eigenschaft erinnert an das Multiplizieren von Potenzen mit
gleicher Basis, bei dem die Exponenten addiert werden. Es besteht Veranlassung zu
der Vermutung, daB sich (cos ¢ + j sin @) als Potenz mit einem Exponenten schrei-
ben 1aBt, der das Argument @ enthélt. Tatsichlich hat EULER (1707 bis 1783) eine
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solche Beziehung gefunden. Sie heiBit

Eulersche Formel:

Ihre Herleitung iibersteigt den Rahmen dieses Lehrbuchs.
Wegen Gl. (2.87) hat e!? die Periode 360° = 2r:

[ ello+k360) — etv; € G | (2.91)

Durch Einsetzen in die goniometrische Form Gl. (2.86) ergibt sich fiir komplexe
Zahlen eine weitere Form.

Satz )
Jede komplexe Zahl 148t sich in der Form

darstellen (Exponentialform).

Die Exponentialform wird wie die goniometrische Form mit den Polarkoordinaten
(r; @) gebildet. Produkt und Quotient von z; = r, e und z; = r; €% ergeben sich
demnach aus den GIn. (2.88), (2.89):

22y =1y €M% . 1y elh = iy eflate); (2.93)
5 nen on

= = = L el i
2 reelt oy (2.94)

Aus den Gleichungen folgt, daB in den Exponentialformen auftretende Potenzen
mit der Basis e formal nach den fiir reelle Zahlen geltenden Gesetzen fiir Potenzen
mit gleicher Basis multipliziert und dividiert werden diirfen.

Potenzieren, Radizieren, Logarithmieren

Nach Gl. (2.93) ist 22 =z .2z = rel*. relv = r2ef?, Fiir positive ganzzahlige Expo-
nenten wird folglich vermutet 2* = 7" ei"¢ (I). Diese Formel gilt tatséchlich, der Be-
weis wird hier nicht geﬁihrt.. Weiter wird definiert 20 = 1 und 2™ = ;7 (I) ergibt
fiir 2 = 0 die Gleichung 2° = 70 €%, also 2° = 1 in Ubereinstimmung mit der Definition;

wenn in (I) » durch —n ersetzt wird, folgt z™" = r~"e~i"%, und dieser Ausdruck

s R 1 1lel0 ;
stimmt iiberein mit 27" = — = — T el0-n9) — y-ng-ine, Also gilt der
Z ™e rre

Satz
Fiir beliebige ganzzahlige Exponenten gilt

2= (rel)n = melnv; ne@ : (2.95)
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Die Potenz e!* darf demnach formal nach dem fiir reelle Zahlen geltenden Potenz-
gesetz potenziert werden.

Wegen (el?)" = (el(+k:360)n — gl(np+nk-380°) — eine (denn nk € @) ist der Potenzwert
eindeutig.

BEISPIELE
2.145, Fiir z = 2e119%° jst 2¢ zu berechnen.
Losung: z4 = 24e)(4:100°) — 18e}400° — {@el40°
2,2 - 253

2.146. Furz, = 3 —4j,zy =1+ ), %= —4j lst nut Hxlfe der Erponentmlformen z2= px)

zub und das Erg in der hen Form dar
Lésung: Die Potenzwerte werden zunichst einzeln berechnet:
%5 = He~ise,18°; 2t = 52e—i(2:63,13°) — 25¢-1106,26°
= ﬁe]u'; 2t = (}/2_)‘ ol(4:45°) — ggi180°
23 = 4e~1%0°; 23 = 43¢-3(890°) = f4e-1270°
= Wm’;;# — 400e-558.26°
= 400e)(—558,26°+720°) . 4()(eil63,74°
= 400(cos '163,74° + j sin 163,74°) = —384 4 112j
Unter "Vz— wird jede komplexe Zahl verstanden, deren n-te Potenz gleich z ist:

Vrew = getv < (gei)n = ret¥; folglich ist g" =7, ny =g, also o= Jr, p = i.

Wenn ¢ wegen Gl (2.91) durch ¢ + k-360° (k € G) ersetzt wird, ist y = —
+ k— 360“ . Da GTO ein Bruchteil der Periode ist, ergeben sich fiir k = 0,1, ..., 7 — l
msgesamt n verschiedene Argumente und damit » verschiedene Wurzelwerte.
Definition

Die n-te Wurzel aus z = r el ist

@, 360°
Ve =¥r e’(?“T); neNN{0), ke@ (2.96)

Fir k=0, 1, ...,n — 1 ergeben sich » verschiedene komplexe Wurzelwerte.

Die n-t¢ Wurzel aus einer nichtnegativen Zahl ist dagegen im Bereich der reellen
Zahlen eindeutig definiert.
BEISPIELE
3
2.147. Fiir z = 81" ist }z zu berechnen.
Lésung:
30° , 360°
;/,— = ayg— o (TH T) — 2¢i(10°%+k-120°)
{ 2e110° = 2(cos 10° + j sin 10°) = 1,97 + 0,347j (k=0),

203130° — 2(cos 130° + j sin 130°) = —1,29 4 1,53] (k=1),
2ei200° = 2(cos 250° + j sin 250°) = —0,684 — 1,88] (k=2).
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Der Wert fiir k = 3 ist gleich dem Wert fiir k = 0, der Wert fiir k = 4 ist gleich dem
Wert fir k = 1 usw.

2.148. Fiir z = —16 ist ¥z zu berechnen.
Losung: z = —16 = 16ei180°,

180° . 360°
IR s p—
z 16 e 4e!
_ [ 4e% = 4(cos 90° -+ j sin 90°) = 4j (k = 0),
4e1270° = 4(cos 270° + j sin 270°) = —4j (k= 1).

Withrend ¥ —16 im Bereich der reellen Zahlen nicht definiert ist, ergeben sich im Bereich
der komplexen Zahlen zwei Werte.

Alle bisher eingefiihrten Rechenoperationen waren so definiert, da$8 die fiir reelle
Zahlen' geltenden Gesetze formal auf die Exponentialform angewendet werden
durften. Wenn diese formal logarithmiert wird, ergibt sich

In z = In [r eitrtt-2607]
=Inr+ jl@ + k-360° Ine
=In7r + j(@ + k- 360°) wegen Ine = 1.
Die Definition von In z entspricht dieser Umformung.

Definition
Der natiirliche Logarithmus von z = r e/ (z = 0) ist

bz=1m+j(¢+k-360°)=1nr+,~(¢+k.2ﬁ); ke@ | (297

Beim Logarithmieten von z ergibt sich also eine arithmetische Form mit dem Real-
teil In 7 und dem periodischen Imaginirteil p + & - 360° = @ + k - 2= (2x ist der in
der Einheit Radiant gemessene Vollwinkel 360°).

BEISPIEL '
2.149. Fir z; = 8/, z, — 0,13e/3%°, z; = —16 sind die natiirlichen Logarithmen zu be-
rechnen.
Losung:
Inz; =In8 + j(30° + k- 360°) = 2,08 + j(0,524 + & - 2m)
Der Winkel wurde in die Einheit Radiant umgerechnet:
0 apo . T8 30°
30° = 30 “Toos ™ o
Inz, = In 0,13 + j(300° 4 k - 360°) — —2,04 -+ j(5,24 + k - 2x)
Die Exponentialform von z, ist z; = 16ei'%°, folglich
Inz; = In 16 + j(180° + k - 360°) = 2,77 + j(= + k- 2n).
Der Logarithmus einer negativen reellen Zahl li8t sich demnach im Bereich der kom-
plexen Zahlen berechnen, wiihrend er im Bereich der reellen Zahlen nicht definiert ist.

= 0,524 (vgl. 3.1.1.)

Im Bereich der komplexen Zahlen sind also Rechenoperationen ausfiihrbar, die im
Bereich der reellen Zahlen nicht definiert sind. Ausnahmen sind die Division durch 0
und In 0. Diese beiden Operationen sind auch im Bereich der komplexen Zahlen
nicht ausfiihrbar.
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Kontrollfragen

2.34. Mit welchen Formeln werden Betrag und Argument einer komplexen Zahl aus ihrem
Real- und Imaginiirteil berechnet?

2.35. Wie werden Zahlen in der goni ischen bzw. Exp tialf Itipliziert (divi-
diert)?

2.36. Was geschieht mit dem Vektor einer komplexen Zahl z, wenn z mit j multipliziert wird?

2.37.

2.38.

Welches ist die Ursache dafiir, daB die n-te Wurzel aus z » verschiedene Wurzelwerte
hat?
Welche Rechenoperationen sind auch im Bereich der komplexen Zahlen nicht ausfihr-
bar?

Aufgaben: 2.44. bis 2.49.

2.8.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

Aufgaben

Als Dezimalbriiche sind zu schreiben:

16 5 5

L =2
9% "u Vg
Mit den Intervallen A = [5, 10], B = (7, 15), C = (3, 7), D = [2, 5] sind zu bilden:
a) AuB,AnB, A\ B,B\ 4 b) BuC,BnC,AuD,AnD
) (AuC)\ B, (CnD)\ 4 d) AN (Bu0),Cn(A\ D)
Es sind zu erweitern:
a) 5z auf den Nenner 42y*  b) 9 auf den Nenner 55p°¢

6y 11p%
c) ) auf den Nenner 10a% — 8ab®

ba — 4b
d) Az 5 auf den Nenner 62y — 15y

5 — 2z
e) i auf den Nenner 12u? — 27v*

2u + 3v
Es sind zu kiirzen:
&) 165r%%7 b 12az — 18ay o 25y — 152y

187r5s%4 24ap + 30ag 922 — 30zy + 25y°
d) 15a® — 35ab + 9ac — 21bc e 4a® 4 25b

9ab — 15ac — 21b? + 35bc 2a + 5b
Es sind das kleinst: inschaftliche Vielfache (der Haup ) und die Erweite-

rungsfaktoren zu bestimmen:
a) 12a%; 15b%; 20ac
b) 8m?® — 10mn; 24m® + 30mn; 16m* — 25n°
©) a® + 4ab; 3ab + 12b%; 6a
Es sind zu addieren:
B0 W6 S 3y
152z 32y byz
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2.7.

2.8.

2.9,

2.10.

2.11,

2.12.

2.13.

2.14,

2.15.

3ut + Buv _ buv — 4v? w  Su—14v

b =
) 154 — 20v 6u —8v 3u—4v 30
gt w5y %
10zy — 25y*° 102y — 4a® 2z 5y
u—1 u+1 1 4
)u'+14 ul—u u+u'—l
1 3 2
T e T

Es sind zu berechnen:
36(a® + ab)  48(ab + b?)

Wy :
= 24(z + y) e +y) b 11(a + )2 ~ 33(a? — b?)
Durch Erweitern sind zu vereinfachen:

z 1602 2 1 ‘
T R wtia 1
L b) rra 2w YT 1
= 44 14— 14 = — 4=
W % T %R

Nach dem Algorithmus der Partialdivision sind zu dividieren:

a) (81u® — 18u? + 37u + 40): (9u + 5)

b) (81u%?® - 720® — 63uv® + 56v — 49uv + 63ulp): (9ud + 8 — Tu)
c) (6a* — 2a% -+ 16ab® — 156b%) : (3a? + 2ab — 4b%)

d) (6262° — 81y42%) : (528 — 3yz)

Esist @ + 2(a — b) + |2b — 3a| — [b] zu berechnen fiir:

a)a=38b=4 b)a=4b=—2 c)'a=1b=0

Es sind alle Werte von ' ’
8) 2 4+ 3b+1 b) 3a — 4b + 2

fiir |a| = 3, [5] = 1 zu berechnen.

Es sind die Betragszeichen aufzulésen in:
) 2r + 85 + 4 |r — 2| b) 5u — 3 |2u + 9]
Es sind die El to folgender M 2u besti <
8) 4 = {z| |z — 15| = 5 b) B={u]|u+2 =10}
Far 4 l 1 2 3 4 & sind zu berechnen:
o |2 3 1 —2 _—3 '
b | 4 2 -3 3 -2
5 5 5
8) X ab; b) Za;- XY
i=1 i=1 =1

Es sind zu berechnen:

[] 6 R LI
8) X (2m—3)+3 (5—mn) b) 3 (% —a)
n=3 n=3 i=1
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2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

2.23.

2.24.

Mit S ich sind d 11, :

2 2 .l 2 1 1 1
a) & + #* + 2" + 2 b) —+—+—

Ys Y Ys

¢) 4+8+12 416 +20 d)1+4+9+16+25
Es sind auf zwei Stellen nach dem Komma zu runden:
a) 6,378 b) 3,454 ¢) 3,785 d) 12,345
Es sind auf drei signifikante Ziffern zu runden:
a) 0,064348 b) 376200 c) 69,953
Es ist schrittweise zunichst auf drei und anschlieBend auf zwei signifikante Ziffern zu

runden:

a) 4,647 b) 6,253 - 108 ) 894,6

Unter Beachtung der Regeln iiber das Rechnen mit Niaherungswerten sind zu berechnen:
a) 12,7348 — 0,043 + 18,62 — 19,1 + 6,374

3652 - 6,8 - 0,3724

b)
34832
Desgl.:
4354,82 - 26,4
a)

13,685 - 0,0005 + 0,035

(5,28 - 104) - (3,624 - 10~*) — 83,2

b) 3,682 - 10% + 6,2 108

. Desgl.:

34,28 — 0,00358
6,32 .183,4 — 1,19 10°

Es sind zu vereinfachen:

a) 18- (—0,03° b (%)". (%)’ . (%)" o) 34 (%)"
d) (—5)® + (—8)* — 5° — 3¢

e) 2(z — 2y)® — (2y — 2)° + 3(x — 2y)° + 2(2y — 2)° — (= — 29)°
1) [~ 2, (a9, (=), — (), —

Es sind zu vereinfachen:

(82)2 - (24%)? b (24a%b)*  (Ba%b?)®

AT ) “@abty " (16a%)

'mi . 85—2 rad a uﬁ 12 vl 12 w)ﬁ 12
T e ) () () ()
z4+1 1 —2a 1 L ful2\8 [rSy—4\—4
°) Zn-1 + P T— ﬂt(,ﬁ—;) '(,—lul)

g) SN (6atry

(2725
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2.25. Es sind in Wurzel- bzw. in Potenzausdriicke umzuformen:

2 3 = 3 u
a) a3 b) 2® c)u 3 d) b2 e) c3

 P— 3 l 3 Z‘
f) Va® g Va7 h) — i) 2% Vz )=
i’F 4

By

2.26. Es sind zu berechnen:

1 2 8\ 16)-1
a) 162 b) 325 o) (E)s q) (;)

2.27. Essind zu vereinfachen: .
a) (415)" — (513)° b) Voz? - Yi6y2 ¢) V922 T 16%

d) V92® T 24zy T 165 e) V5 -V10- V14 0) Vo - ey
8 5172 + 318 — 5138 n) 6 V22 — 37375 + 5 V81
i) (5Y12 —6Y18)-376 i) 315 +2¥3) (675 —5V3)
WV7+v3-V1—713 1) Vaire . farr
) 77 5 o
}’a" Vu’
o i Vi w e Vi
9 Vaﬁ ) V4’V2—

s) 5i/4v'2'+3]/2’72

2.28. Es sind die Nenner rational zu machen:

)0 by 2 T
213 Va 7+315

d 6110 — 4121 o 1
5}’6——2}’ﬁ z— V22— 1

2.29. Es sind die Wurzelwerte zu schitzen:

a) V38300 b) YB0000000 <) 10,00008 a) ¥6,00008

2.30. In den folgenden Gleich ist z zu b
a) log, 32 = 2, log, (-31—2) =z b) log; 243 = 2, log, (243) z
c) log 64 = 2z, logg,4 =2 d) log, (a®) = 2, log, (}/a_) =z
e) logsz =3, loggz = 2, logyz = —4, log, 2z = %
1) log; 36 =2, log, 4 2, log, Lo —2, log; 6 = E
36 36 2
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2.31. Durch Anwendung der Logarith tze sind zu zerleg
3 —
z* ubv? 2?4 y* 1 + z
a) log, — b) logy |/ 7— c) logy —— d) logy
7z e @+t — =z
2.32. Durch Anwendung der Logarithmengesetze sind zusammenzufassen:
a) 2log, 2 — 3log, y b) -;— (log, w + 4 log, v)
1
c) 2 [logm (@ + b) + logy (@ — b) — logy (a* + 3%)]
d) 3 log, m + 2log, (m — n) — log; [m¥m — n)]
2.33. Es sind zu berechnen:
0,0376 \° 3,26 - 104 h——
—_— 4,96¢ — 1,76°
®) (32,8 -0,214) ®) l/x 45 10° o ¥4l
10
d) 35,724 e) 0,02580¢ f) V1,35
3.8 1,22
g) In (24) h) In 0,04 i) exp ( ’2 )
i) 1b1,24 k) 1b 64 1) log, 100
2.34. Welche iek besteht zwischen den PegelmaBen Neper (Np) und Dezibel (dB),
wenn die absol Sp pegel durch folgende Formeln definiert sind:
Pyjas = 201g &, Pg/Np = In L3 (Up = 0,775 V)?
UG Uﬂ
2.35. Die folgenden Formeln sind umzustellen:
T, \v
a) f= 12';EI nach ! b) g = (T_:) nach 7',
1R c\®
) w= E—mnuchE d)L=(F)“ nach F
T \v .
e) g = o nach y f) F, = Fy(e## — 1) nach §
2
8) ps=201g %’- nach U, h) Q= M— nach D
o ln =,

d
2.36. Ausgehend von 7! = 5040 (s. Beispiel 2.116.) ist 10! zu berechnen.

2.37. Die Basis e des natiirlichen Logarithmus kann mit der Formel e = 2 —‘ mit beliebiger
=g

Gensuigkeit berechnet werden. Es ist e bis zur 5. Dezimalen zu berechnan (Anleitung:
Begmnend mit = 0 sind die S d als Dezimalbriiche bis zur 6. Dezimalen als
1 b : +ouhrach

zub Die 8 ung i wenn die erste wesentliche
Ziffer in der 6. Dezimalen auftritt und klemer s.ls ist.)

2.38. Es sind zu berechnen:

a3 (%) o) 26 9G) o (3) = ()
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2.39.

2.40.

2.41.

2.42.

2.43.

244,

2.45.

2.46.

2.47.

2.48.

Mit dem binomischen Lehrsatz sind zu berechnen:
4
o a—bp b (52+59)

c) die ersten 4 Glieder von (¢ — 1)%
d) der Koeffizient von a® in (@ — 2)°

Fir y = V__ exp [ G z—a!b)*
ll 2n

] ist mit @ =2, b =4 eine Wertetabelle mit Hilfe

eines R entspr
llen. Die Funkti

i ‘2129 fir die Argumente = 0; 0,5; 1; ...; 8 auf-
MaBstibe: z-Achse 1 A 1 cm, y -Achse

0,1 A 2cm (d h., die Emsla,ngen sind I, = 1 em, [, = 20 cm).

Fir y = ? ¥6z — 22 ist mit Hilfe eines Rech 1 eine Wertetabelle fiir z = 0;
0,5; 1; ...; 3 aufzustellen.
Es sind zu berechnen:
< . 5 s 3j
a) 2§ + 3j — 7j b) 2j - 3j Tg
d) j, j*, je e) "R IE Bt
Mit 2, = 5 — 3j, z, = 2 + 4j, 2 = —3 — 6j sind zu berechnen:
8) 7 + 22 b) 20z, o 22 gLt
2 22y 2z
2‘ 2
9w+ (2) 0 8wt + s+ %%
1
Es sind die goniometrischen Formen zu berechnen: i
a) 5+ 2j b) 4 — 7j ¢) —18 - 15,4j
d) —6 — 25§ e) 183 — 14j f) —83 — 720
Aus der Vektord. llung sind die trischen Formen ohne Rechnung zu er-
mitteln:
a) 5§ b) —10 ¢) —8j X

Es sind die arithmetischen Formen zu b

a) 20(cos 32,6° + j sin 32,6°)

©) 4[cos (—22,6°) + j sin (—22,6°)]

e) 6,7(cos 87,2° -+ j sin 87,2°)

b) 0,3(cos 245° + j sin 245°)
d) 80(cos 168,3° -+ j sin 168,3°)
f) 0,681(cos 183,1° + j sin 183,1°)

T metisch

Aus der Vektord llung sind die ari

a) 4(cos 180° + j sin 180°)
¢) 3(cos 0° + j s8in 0°)

Formen ohne Rechnung zu ermitteln:

b) 12(cos 90° + j sin 90°)
d) 20[cos (—90°) + j sin (—90°)]
Mit 2, = 20ei25°, z, = 0,6ei141°, z; = 3e~i%°, 2, — (,12e32° gind zu berechnen:

a¥a

h) Inz,

\3
a) 2424 b) & c) (ﬁ)
2
e) Vzg2, f) Inz g) Inz,
Die Resultate sind in der arithmetischen Form b
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2.49. Mit z, = 25 + 12j, z, = 18 — 3j, z, = 16 sind mit Hilfe der Exponentialformen zu
berechnen:
2 4
a) 25 b) ¥z o Inzy’ B P
2 '
Die Resul sind in der arithmetischen Form b
2.50. Mit A = [3, 10], B = (5, 12), C = (2, 8), D = (6, 12] sind zu bilden: *
a) (BnD)\ (Au0) b) (AnB)uC]\ (CnD)
¢) (DN B)ul(4nC)\ D]
2.51. Es sind zu addieren:
) 202 — 30zy _ 4(2z + 3y) 42 — 252y
82 — 10zy 4z + by 162® — 2by°
by 2m — 3n = 3m — 4n _3+7m'—llmn+5n’
3m +4n  2m — 3n 6m? — mn — 1202
o Ta+2b _ 6a® +7T6*  6a® —d4b*  3a — 4b
6ab — 26  9a%h — B*  27a® — 3ab® 9a® + 3ab
1 1 1 4%
a) + -
72 + drs 4 482 12 — 482 2 ' — 4r%2
2.52. Es sind zu berechnen:
at ab b\ [z y a*+32+2 a+2
I o R [ (L L [ e el e2 AR < o
= (z2+w+y’)(a b) y 9°—9  2p--3
2.53. Es sind zu vereinfachen:
£ 1 l1 1 k) = 1(1):
R S 4z f ———
R R, R, 5+ 30z
. 2 — 6z
2.54. Es sind zu dividieren:
a) (1,082* + 0,96y — 3,812%2 + 0,03z% — 0,9223°) : (0,92® — 1,2y* — 1,12y)
b) (14372 + 57rs + 4rt — 108s% + 210st — 90¢%) : (13r — 98 + 11¢)
2.55. Mit A = {z||e — 3| =2}, B={z ||« + 2| = 3}, C = {¢ | [z — 4| = 1} sind zu bilden:
a) (AN B)nC b) (BuC)\ 4 ’
2.56. Es sind alle Werte von s = 2a + b — ¢ fiir |a| = 4, |b] = 5, |¢| = 6 zu berechnen.
2.57. Firy = % |22 — 4| + 1 ist fiir alle ganzzahligen z mit —2 < z < 6 eine Wertetabelle
aufzustellen. )
2.58. Es sind die Betragszeichen aufzulosen:
a) 20| — [3a + 4b| b) (22 + y| — || + ly — 22|
2.59. Mit Su ichen sind d llen:
3 4 5 6 1 1 1 1 1
= peat S S B [—=) oS f—a Y= ——
Dty tIts )( 2)+4+( 8)+16+( 32)

1,49 16, 25
477710 137 16
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2.60.

2.61.

" 2.62.

2.63.

2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

@; definiert. Es sind zu
1

Das arithmetische Mittel aus » Zahlen z; ist durch Z = 1
n i

n
berechnen =

n

a) die Summe der Abweichungen von Z: 3 (z; — %)
i=1

b) die 8 der Abweich
(a® — b%-c

q

n
drate von Z: Y (z; — %)*
i=1

Es ist fiir die Naherungswerte ¢ = 28,7, b = 28,6, ¢ = 3,5-10%, d = 14
zu berechnen.
Es sind zu vereinfachen:
UATHYAS1 g 2r-5y38—4\  g7-2rp8-3
a) ( P T T ) Hpran
au(ab)ﬂH-ll ac!’l ar—ibﬂ—i -3 . e aratiyea
®) o T o () e
) (r — 8)2n—3  pAMH3(p — g)dM  pgintl
-2 $3n (r — gy
Es sind zu vereinfachen:
a) Yamsganes . Y aenigeum . Ygrengn
b) (2V15 —3V5)* — (Y21 — 217 )°
¢) (aVa?z — bVa3) (b Vo' + a Vaz?)
N e
4 8 9 . .
@ Va: (13 1) )=
T
Es sind die Nenner rational zu machen:
g 3t b) L o 3= V8
2—Yi—= 2+12 —13 V3 +18
Es sind zu vereinfachen:
Dioge (3)  Blosn o log (1) + logs (o) + loga @)
a
Es ist zu beweisen, daB folgende Gleichung gilt:
In(z—Vz* — 1) = —In (z 4 Va* — 1)
Es sind zu berechnen:
5
a) v =140 - R¥5. %, [v] = m/s, fir B = 3,25, J = 0,25%,
(FlieBgeschwindigkeit v in Asbest: hrleitungen)

5 —1
b) Druck p, aus der Formel T—‘= (&)“T, wenn T, = 393K, T,=293K,
Py=93,25kPa, x = 1,405 Iz \P:

2
¢) Resonanzirequenz f, eines Parallelresonanzkreises f, = Ll (%)
fir C = 400 pF, L = 0,3 mH, R = 120Q 2 | LC
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2.68.

2.69.

2.70.

2.71.

2.74.

2.75.

2.76.

Die folgenden Formeln sind umzustellen:
,\* Ty \*
a)Q=C4 [(W:)) — (W:)) ] nach 7
b) 7, = % V(o, — 0y)* + 47 nach o,
1
) dg=1—g¢g [(E)" - 1:’ nach pp
D,
d) ¢; =In¥0,38% + 0,7 nach g

0,743 1.25 F —1,47
e) (—— =({— nach z
0,532, 1,54

Es sind zu berechnen:

£ A 3 X R
ay{2) bi2]) o 3 d) 3 e) |2
4 5 2 3 6
Die folgenden Formeln sind zu beweisen:
n\_ _(—n+2 n n\_(n+1
2()=-("3) wG)+6)- ()
Mit dem binomischen Lehrsatz sind zu berechnen:

a) (@ + 28— (@a—2)°

b) die ersten 5 Glieder von (1 — a)®
8
¢) der Koeffizient von a® in (% -+ 3a’)

d) 1,034 bis zur 3.. Dezimalen genau

. Welche Beziehung folgt aus dem binomischen Lehrsatz fir ¢ = b = 1?

. Fir y = In(z + Va? + 1) ist mit Hilfe eines Rechenschemas eine Wertetabelle fir die

Argumente z = 0; 2; 4; 6; —2; —4; —6 aufzustellen.

— e .
:: T :_z ist mit Hilfe eines Rechenschemas eine Wertetabelle fir z = —2;
—1,5; —1; ...; 2 aufzustellen.

Fir y =

Es sind zu berechnen:

a) 22 fir 2z, = 150 + 20j, 2, = 50 — 4j
2+ 2

b) # fir z= 0,63 + 0,25)
=g
Es ist in ein Produkt mit 2 Faktoren zu zerlegen

(Anleitung: a® + b = (a + bj) (@ — bj)):
) 92 + 1647 b)da-+56 (@a=0,6=0) c) 29



86 2. Zahlenbereiche und Op

2.77. Mit z, = 120 — 40j, z, = 30 + 5j, z, = 20j, z, = 0,28 + 0,12j sind mit Hilfe der

Exp ialfa zu b
L e 3
a) A% b) |/ ) (z_,)
5tz % Z3
d) Inz, e) Inz f) In VH—Z‘
1—z

Die Resultate sind in der arithmetischen Form anzugeben.



3. Ebene Trigonometrie

3.0. Vorbemerkung

Die in der Elementargeometrie auftretenden Gleichungen sind algebraisch (vgl.
4.1.2.). Stellen sie Beziehungen zwischen Stiicken des ebenen Dreiecks dar, so ent-
hiilt eine Gleichung entweder nur Winkel, wie der Satz von der Winkelsumme im
Dreieck, oder nur Seiten, wie z. B. der Satz des PyTHAGORAS. Im zweiten Fall kénnen
auBer den Seiten noch andere Strecken und der Flicheninhalt des Dreiecks auftreten.
Der Zusammenhang zwischen den Seiten und Winkeln des ebenen Dreiecks ist nicht
durch algebraische Gleichungen darstellbar. Hierfiir bedarf es daher eines besonderen
Abschnitts der Geometrie:

Die Trigonometrie der Ebene hat die Aufgabe, die Beziehungen zwischen den
Strecken und Winkeln im ebenen Dreieck und in anderen ebenen, geradlinig be-
grenzten Figuren herzustellen. Sie benutzt hierzu die trigonometrischen Funk-
tionen.

Die Lehre von den Eigenschaften und den gegenseitigen Beziehungen der trigono-
metrischen Funktionen heit Goniometrie und ist ein Teil der Trigonometrie. Die
Trigonometrie im engeren Sinne hehandelt die eigentliche Dreiecksberechnung.

3.1. Zusammenfassung und Erweiterung der Goniometrie

3.1.1. Winkel g, Winkeleinheit

In den Abschnitten 3.1.1. bis 3.1.4. werden die wichtigsten Teile der Gebiete der
Goniometrie, die der Leser in seiner Grundausbildung kennengelernt hat, wiederholt
und mittels weniger Beispiele geiibt. Es wird zum Durcharbeiten dieser Abschnitte
empfohlen, die behandelten Formeln jeweils in einem entsprechenden Nachschlage-
werk aufzusuchen.

Zwei von einem gemeinsamen Punkt O ausgehende Strahlen schlieBen einen ebenen
Winkel ¢ ein. Der Winkel ist also das Ma8 fiir den Richtungsunterschied zweier Strah-
len. Er ergibt sich, wenn sich ein Strahl um seinen Anfangspunkt O von der Aus-
gangslage s, bis zu einer bestimmten Endlage s, dreht (Bild 3.1). Der Winkel heiit
positiv oder negativ, je nachdem er durch Drehung eines Strahls gegen oder mit dem
Uhrzeigersinn entsteht.

S2

S; Bild 3.1
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Dreht sich der Strahl einmal vollstindig um seinen Anfangspunkt O, so wird der
Vollwinkel @y beschrieben (Bild 3.2). Aus Bild 3.2 kann die Proportion b:2nr
= @ gy abgelesen werden. Sie ergibt fiir den Bogen

b=—rp. (3.1)

Pv
b’ ¥ 23

@ s

[
X I rs
¥}
Bild 3.2 Bild 3.3

BEISPIEL

3.1. Werden um den Scheitelpunkt eines Winkels ¢ = 1—12 @v beliebig viele Kreise mit den
Radien 7y, ry, 73 usw. (Bild 3.3) geschlagen, so ergeben sich aus (3.1), wenn der Winkel ¢
eingesetzt wird, die Bogen

bl=£r1, by, =

6

™
Ty by= T T3 veve

Z
6
Hieraus folgt nach Umstellung

Das Verhiltnis b/r ist also fiir einen vorgegebenen Winkel ¢ bei beliebigen Radien r kon-
stant. Es eignet sich daher als Ma8 fiir den Winkel g.

Definition

Der Radiant ist der Winkel zwischen zwei Kreisradien, die aus dem Kreisumfang
einen Bogen ausschneiden, dessen Lénge gleich dem Radius ist. Er ist eine SI-
Einheit und wird mit rad abgekiirzt: 1 rad = 1 m/m.

Der ebene Winkel wird im allgemeinen als abgeleitete GroBe aufgefat und ist dann
eine VerhiltnisgroBe: 1 rad = 1 m/1 m.

Nach der Definition und dem Beispiel 3.1. ist der in rad gemessene Winkel die MaB-
zahl des zum Winkel gehorigen Bogens im Einheitskreis. Er wird deshalb auch als
BogenmaB des Winkels bezeichnet. Wird, wie oben geschehen, der ebene Winkel als
VerhiiltnisgroBe betrachtet, so darf die Einheit rad durch die Einheit Eins ersetzt
werden. Daher gilt:

Winkel in Radiant b
r

bzw. im Bogenmag | ?/rad = ¢ = (32
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Wenn es der physikalische Sachverhalt verlangt, so ist die Einheit rad jedoch wie
eine Basiseinheit anzuwenden. Im folgenden wird von der Gleichung 1rad =1
durchgingig Gebrauch gemacht und das Einheitenzeichen rad stets weggelassen.
Neben der Einheit rad sind fiir den ebenen Winkel noch die SI-fremden Einheiten
Grad (°) und Gon (gon) sowie die Untertellungen des Grades zugelassen, vgl. Tafel.
Es gilt:

Vollwinkel | @y = 2m = 360° = 400 gon | 3.3)
Aus Gl (3.1) folgt: ¢ = ;’_Vi und daraus mit gy = 360° und Gl (3.2) die

‘Umrechnungsformel 180 ¢ -

von Radiant in Grad | ¥ = /"¢ (3.4)

Die Schreibweise p und ¢ bedeutet, daf$ die MaBzahl des in Grad und Radiant an-
gegebenen Winkels einzusetzen ist.

BEISPIELE

3.2. Der Winkel ¢ = =/5 ist in Grad umzurechnen.

Lasung: Aus (3.4) folgt po = @1 =36; ¢=36°

5
3.3. Welcher Winkel in Radiant erglbt sich fiir ¢ = 47,2°?

Losung: Gl. (3.4) ergibt nach Umstellung ¢ = o und somit unter Benutzung der

18
Konstanten r des Taschenrechners die Losung ¢ = 0,824

Ubersicht iiber die WinkelmaGe

Bezeichnung Grund- Unterteilung Voll- Anwendung
einheit winkel
Radiant- 1rad =1 | dezimal 27 rad alle Fach-
Teilung =2n gebiete
(BogenmaB)
Dezimale 1° dezimal 360° Physik
Grad-Teilung Technik
" Mathematik
Sexagesimale b g Minute: 1’ = 1°/60 | 360° Geographie
Grad-Teilung Sekunde: 1" = 1'/60 Astronomie
Mathematik
Technik
Gon-Teilung 1gon dezimal oder mit 400 gon Vermessungs-
Vorsatz, z. B. wesen
1 mgon = 0,001 gon
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BEISPIELE

3.4. Gegeben: ¢ = 0,1452
Gesucht: ¢ in °, /, mgon mit 4 signifikanten Ziffern.
Lésung:  Aus (3.4) ergibt sich

or = ﬁ) -0,1452 @ = 8,319°

i = ﬁ’ 60 0,1452 §—499,2

@/mgon = 180, 400, 1000 - 0,1452 @ = 9244 mgon
© 360

3.5. Gegeben: ¢ = 26° 16’ 54"
Gesucht: g in rad mit 5 signifikanten Ziffern
Lésung: Durch Umstellung von (3.4) folgt die Gleichung

L -
? 180 1Z)
und hieraus
L3 16 54
e gy 5 19 D2 — 0,45870
?= 180 ( Te " 3600) ®
3.6. Die Sehschirfe, auch T oder Auflc vermégen betrigt am Auge

etwa 1’...4’. Dies entspricht bei einer 30fachen FernrohrvergréBerung einer Erkennbar-
keit im Objektraum von etwa ¢ = 2”...8”. Wie groB ist die Grenze S der Sichtbarkeit
in m fiir Gegenstinde der Brelte b =1, 10, 50 mm mit Fernrohr mit 30facher VergtoBe
rung, wenn der Geg d noch b erkennbar sein soll?

Lésung: Bei p = 8” ergibt sich bequeme Erkennbarkeit. Nach (3.4) sind 8” ein Winkel
von ¢ = 388 - 10-7. Aus (3.2) folgt, da 8g = r gilt: Sg = —

In Zahlen: N
b/mm H 1 I 10 | 50
Sg/m || 26 | 258 | 1289
Kontrollfragen
3.1. Wann heiBt ein Winkel neganv"
3.2. Wie ist die Winkeleinh definiert, was zeichnet sie aus und in welcher Beziehung

steht sie zum GradmaB?

3.3. Welches WinkelgradmaB findet am meisten Anwend und welches WinkelgradmaB
wird fiir bestimmte Wissenschaften gebraucht und ist daher noch zugelassen, obwohl es
fiir die Zahlenrechnung unpraktisch ist? Begriindungen!

Aufgaben: 3.1. bis 3.3.

3.1.2. Trigonometrische Funktionen

Ziel dieses Abschnittes ist die Wiederholung der Erklirung der trigonometrischen
Funktionen und deren Eigenschaften.
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BEISPIELE

3.7. Die Fahrtstrecken 8, 8y, ... eines StraBenabschnitts bilden mit den Hohen A, A, ...
rechtwinklige Dreiecke, die simtlich einander dhnlich sind, weil sie alle den rechten Winkel
und den Winkel & enthalten (Bild 3.4). Ahnliche Dreiecke stimmen aber stets im Ver-
hiiltnis entsprechender Seiten iiberein:

hoh_
8 8
Es gilt: Fir alle rechtwinkligen Dreiecke mit dem gleichen Winkel « ist das Seitenver-

héltnis Qegenkatlisty konstant.
Hypotenuse
3.8. Wird der Stej inkel « bei gleichbleibenden Fahr ken sy, 8,, ... verindert, so
indern sich die Hohen hy, kg, ... und die Verhiltnisse k,: 8, hy: 8y, ... ehenfnlls (Bild
3.4). Sie werden groBer, wenn o wiichst, und kleiner, wenn « abnimmt.
Es gilt: Der Wert des Seitenverhaltnisses ist ein Funktionswert des Winkels «.

53
A‘ ks
Bild 3.4 Bild 3.5

Das in den Beispielen 3.7. und 3.8. betrachtete Seitenverhéltnis im rechtwmkllgen
Dreieck wird mit Sinus «, abgekiirzt sin «, bezeichnet. Anfalog kénnen weitere solche
Funktionen definiert werden (Bild 3.5).

. Gegenkathete «

sing = —2——— — —

Hypotenuse [

__Ankathete b

Erklarung der trigonometrischen: | “*** = “Hypotenuse ¢
Funktionen im rechtwinkligen (3.5)

Dreieck o

Ankathete b

J— Ankathete _2 i
" Gegenkathete «

Die Werte der trigonometrischen Funktionen sind im allgemeinen irrationale Zahlen.
Der geforderten Genauigkeit entsprechend sind diese unendlichen Dezimalbriiche
auf eine endliche Stellenzahl zu beschrinken.

Die modernen wissenschaftlichen Taschenrechner haben entweder einen Schalter
oder eine Taste, mit denen man den jeweiligen Winkelmodus (WinkelmaB) fiir das
Rechnen mit trigonometrischen Funktionen einstellen kann. Auf den Taschenrech-
nern werden die Winkeleinheiten rad, Grad (°), gon meistens mit RAD, DEG, GRAD
bezeichnet. Haufig ist es méglich, die verschiedenen WinkelmaBe durch Tastendruck
ineinander zu iiberfiihren.
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Die Funktionswerte fiir sin, cos, tan werden unmittelbar durch Tastendruck er-
halten, wihrend wegen Gl. (3.5) oder (3.10) der cot-Wert mittels Taste 1/z iiber tan
zu bilden ist. Die Werte der Umkehrfunktionen arcsin, arccos, arctan werden mit
Tasten erhalten, an denen bei manchen Taschenrechnern die Beschriftung sin~?,
cos™1, tan™1 steht.

BEISPIELE
3.9. Folgende Funktionswerte sind zu bestimmen (dreistellig)
a) sin 28° 06’ 36" = sin 28,11° = 0,471
b) cot 21,23° = 1/tan 21,23° = 2,574
¢) cos 0,599 = 0,826
d) tan 44,73 gon = 0,847
3.10. Wie lauten die positiven spitzen Winkel in dezimaler ‘Grmd-Tailung und in rad mit 3

Stellen nach dem Komma, die zu den gegeb Funkf ten geh ?
a) sin & = 0,90214 o = 64,441° = 1,125
b) cot « = 1,02648 tan & = 0,97420

o = 44,251° = 0,772
3.11. Welchen Steigungswinkel o hat eine Gewindespindel, deren Gewindedurch
d = 16,0 mm und deren Ganghdhe A = 2,0 mm betragen (Bild 3.6)?

5 h 2
Lésung: tanoa = F; tan & = !i,lTﬁmil;E = 0,0398 o = 2,28°.
3.12. Aus den Polarkoordinaten r, ¢ eines im 1. Quadranten liegenden Punktes P sind die
htwinkligen Koordi u,vzub h (Bild 3.7).
v
P
1N
& o r I
U=nd v
] v (]
d=1,0 2 77
Bild 3.6 Bild 3.7
Lésung: Wegen ¢ (0; l;-) folgt aus Gl. (3.5) und Bild 3.7
) cos¢p=%. sin¢=—1:- (I
oder
% = rCcos @ v = rsin @.
Ferner 1aBt sich aus (3.5) und Bild 3.7 ablesen:
tang = —, cotp = —. (II)
u v

Der in den Gln. (I) und (II) des Beispiels 3.12. enthaltene Zusammenhang zvyischen
rechtwinkligen Koordinaten und Polarkoordinaten fiir spitze Winkel ¢ wird auf
beliebige Winkel ¢ € (—oo; +o0) erweitert und zur allgemeinen Einfiihrung der
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trigonometrischen Funktionen (auch goniometrische oder Winkelfunktionen ge-
nannt) benutzt (Bild 3.8):

. v u
Aligemeine Definition snig: =5 comgi="2
der trigonometrischen (3.6)
Funktionen tan g — A cot p = o
» u v
Bild 3.8

Durch Wahl des Punktes P im II. Quadranten im Bild 3.8 wird die Allgemeingiiltig-
keit fiir beliebig groBe Winkel ¢ zum Ausdruck gebmcht Die Glpn. (3.6) lassen sich
geometrisch veranschaulichen:

Trigonometrische Funktionen am Einheitskreis

Sinus bzw. Cosinus eines Winkels ¢ sind gleich der MaBzahl der Ordinate bzw.
Abszisse des zu ¢ gehdrigen Punktes P auf dem Einheitskreis (Bilder 3.9 bis 3.12).
Tangens bzw. Cotangens eines Winkels ¢ sind gleioh der MaBzahl der Ordinate des
Punktes 4 bzw. Abszisse des Punktes B auf der Vertikal- bzw. Horizontaltangente
des Einheitskreises.

YV cote B 8.50%¢ é
s
\\(& \
7
cosf ‘P>§ 5 Xﬂ
0 u
1577 \¢| 7 N
P . is
. P ‘AIZ'

Bild 3.9 Bild 3.10 Bild 3.11 Bild 3.12

Die Vorzeichen der Funktionswerte sind mit denen der angegebenen Abszissen bzw.
Ordinaten identisch (Bild 3.13).
In den Formelsammlungen werden diese Vorzeichen tabelliert wiedergegeben. Welter-
hin sind dort die Funktionswerte fiir die besonderen Winkel ¢ = 0°, 30°, 45°, 60°,
90°, 180°, 270°, 360° zu finden.



94 3. Ebene Trigonomelrie

Zwischen den Funktionswerten fiir spitze Winkel ¢ und denen der zugehdrigen Kom-
plementwinkel 90° — ¢ gelten die

8in (90° — @) = cos ¢ cos (90° — @) = sin g

Komplementheziehungen
¥ ! tan (90° — ) = cotp  cot (90° —¢) = tang

3.7

sing cosp tang und cotp
a) b) c) Bild 3.13

Diese letzten Gleichungen veranlassen dazu, die Cosinus- bzw. Cotangensfunktion
als Cofunktion der Sinus- bzw. Tangensfunktion zu bezeichnen und umgekehrt.
Eine weitere anschauliche Vorstellung fiir die trigonometrischen Funktionen vermit-
teln die in den Bildern 3.14 bis 3.17 wiedergegebenen Kurven. Ihrem Verlauf ist zu
entnehmen, da8 die Sinus- und Cosinusfunktion fiir jeden beliebigen Winkel besteht
Hingegen existieren keine Tangenswerte fiir /2 = 90° sowie alle ungeradzahligen-
Vielfachen und kejne Cotangenswerte fiir 0, = = 180° sowie alle ganzzahligen Viel-
fachen davon.

Bereits die Veranschaulichung der trigonometrischen Funktionswerte am Einheits-
kreis 148t erkennen, daB es sich um periodische Funktionen mit der Periode 2r = 360°
bzw. = = 180° handelt:

sin (p + k- 360°) = sin ¢
Periodizitit der trigono- cos (p + k- 360°) = cos ¢ k

metrischen Funktionen tan (p + k- 180°) = tan ¢ =
cot (p + k- 180°) = cot ¢
S +7
AN AN P .~ -
O M 7 Al A N 37 e
TR AN In_/n
VAR yal Sl 2 Bild 3.14
-1
N +]
yaui Z 1~ L1
17 : yecosx i N
/-g‘ g+ \ T n o X
\VARVA - I . Bild 3.15
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A | |
+3+
y=tanx

+24+
117

—r+— a::ag*:,”:'*;n Ao ;ﬂx

[T 1/ /
=2
o ;
I I |

Bild 3.16

y=cotx

Bild 3.17
Mit (3.8) kénnen trigonometrische Funktionswerte beliebiger Winkel auf Funktions-
werte von Winkeln zwischen 0° und 360° bzw. 180° zuriickgefiihrt werden.

BEISPIEL
3.13. a) cos (—640°) = cos (—640° + 2 - 360°) = cos 80°

b)mn(lgn) =mn(§n—3x):mn£
4 4 4
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Aus (3.6) folgt in Verbindung mit Bild 3.8 der

Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen

sin?p + cos?p =1 ‘ . | tang-cotp =1 (3.9); (3.10)
_ sing _cosg
tan ¢ = C—W cot.g iy

(3.11); (3.12)

Die vier Formeln sind bis auf die genannten Ausnahmen fiir beliebige Winkel giiltig.

Sie ermdglichen es u. a., die Winkelfunktionen ineinander zu iiberfiihren.

BEISPIEL

3.14. Gegeben: cot ¢, gesucht: cos? p.
Losung: Aus (3.9) und (3.12) folgt

cos’p  costg

s'm’!p— 1 —costg’

cot? g =

Gleichung mit Nenner multiplizieren und Nullform herstellen:

cot? ¢ — cot® @ - cos? ¢ — cos?p =0 cos? p ausklammern
cot?p —cos?g - (cot?@p +1) =0 umordnen
cosp-(cot?p + 1) = cot’g
2
g e
1+ cot®ep

Alle Umwandlungsméglichkeiten sind in der folgenden Tafel enthalten:

Zusammenhang zwischen den trig trischen Funktionen (3.13)
Gegeben — | sin ¢ cos ¢ tan @ cot ¢
Gesucht
4

. —_ t 1
sin ¢ sin ¢ L Y1 —costy et 4

+ V1 + tan?g | £ Y1+ cote

1 t
cos ¢ + V1 —sin?gp | cosg o

+ V1 +tantp | Y1+ cot?e

i 1 — cos? 1
tang sin qo. + }/ cos? ¢ taig
+ V1 —sin? g cos ¢ cot ¢
— sin® i
by +J1 —sin?e cos @ 1 oot @

sin ¢ 4+ VY1 —costg | tang-
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Anmerkung: Von den beiden in der Tabelle angegebenen Vorzeichen fiir den jeweils
gesuchten Funktionswert kommt nur eines in Frage, iiber dieses Vorzeichen entschei-
det der Quadrant des Winkels ¢ nach Bild 3.13.

BEISPIEL

3.15. Die Deutsche Reichsbahn 1 ich Steigungen durch Schllder der Form m Bild
3.18 a). Die Aufschrift bedeutet, daB fiir e = 30 m ie S
h = 1 m fiir eine schriige Streckenlange von s = 670 m betragt (Bild 3.18b). Zu bestim.
men ist der Héh d Ak zwischen Anfang A4 und Ende E dieses Streckenab-
schnittes auf mm genau!

Lésung: Aus Bild 3.18b folgen

tan o = i
e
und
. Ah
sinoe = —
§
oder
Ah = ssina.

Entsprechend zum Beispiel 3.14. 1Bt sich folgende Formel herleiten, die auch aus der
Tafel (3.13) entnommen werden kann:

- tan o
sing = ———.
V1 ¥ tana
Beim Einsetzen der gegebenen Zahlen ergibt sich:
tanax = % = 0,033333 sin « = 0,033314
Ak = 670 m - 0,033314 Ak = 22,320 m.

Aus Bild 3.19 kann fiir kleine Winkel ¢ € (0; 7/2) im Einheitskreis die Ungleichung
sin ¢ < ¢ < tan g abgelesen werden, die auf folgende Beziehung fiir die Funktions-
werte Sinus und Tangens zum Radiant bei kleinen Winkeln fiihrt:

Die Niherungsformel (3.14) gilt in dem Bereich (ohne Beweis):
Genauigkeit der Rechnung | 3- 4- 5- 6Bstellig
ol < [570 26 1,22 06

om
-6

»
D
é R
o
x|
Vr=Im|
Y
4h

Bild 3.18 Bild 3.19
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BEISPIELE

3.16.

3.17.

Fiir die Periodend T einer Sii hwingung gilt

T=21er—I?

Hierbei bedeuten m die schwingende Masse, y den A hlag aus der Ruhel F die
riicktreibende Kraft. Die Periodendauer des mathematischen Pendels ist fiir kleine Aus-
schlagwinkel & < 5° zu berechnen.

Lésung: Der jeweilige Ausschlag ist der zum Winkel a gehorige Bogen y = la, fiir die
riicktreibende Kraft ergibt sich F = G sin & = mg sin o (Bild 3.20). Wird fiir kleine Aus-
schliige nach (3.14) sin & ~ & gesetzt, so ergibt sich aus obiger Formel

Bild 3.20 Bild 3.21

Bei der Projektierung einer StraBe ergibt sich die Aufgabe, zwei Geraden mit verschie-
denem Anstieg durch einen Kreisbogen abzurunden. Die Neigungen betragen p, = 5,4%
und pp = 1,4%, der Ausrundungshalbmesser soll B = 2000 m sein. Fiir die Absteckung
des Profils werden die Tangentenstrecken ¢ = AR = B gebraucht. Bild 3.21 zeigt einen
Vertikalschnitt durch das Gelénde.

Lésung: Aus Bild 3.21 wird abgelesen

tano = 24, tan g = £&.

nE= 100 *n b = 100

Da «, B, y klein sind, ergibt sich nach Gl. (3.14)
tany:tsn(u—ﬂ)xa——ﬁmtanu—tanﬂ=2%&.

Aus Bild 3.21 folgt ferner

R
= tan y.
g Ve ny

R
t=RtenLa~RL= R
SR 2

i R
* Somit: t & m(p‘ — pp).

Die gegebenen Werte fithren auf
tms 40m.
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Zur Berechnung der Funktionswerte fiir Winkel itber 90° gelten die

Quadrantenbeziehungen
: 90°+¢ |180°+¢p |2710°+g [360°Lp | —p
sin... ~+cos @ Fsin ¢ —cos @ +sin ¢ —sin ¢
cos... Fsin g —cos ¢ +sin g ~+cos ¢ +cosgp (3.15)
tan... Feot ¢ “4tan g Fcot ¢ +tang —tan ¢
cot... Ftan ¢ +cot ¢ Ftan ¢ +cot ¢ —cot @

Am Beispiel der Sinusfunktion sind diese Beziehungen am Einheitskreis veranschau-
licht (Bilder 3.22 und 3.23). Aus (3.15) ergibt sich, da8 bei Bezugnahme auf 180° und
360° stets die Funktionsart erhalten bleibt, wihrend bei 90° und 270° zur Cofunktion
iiberzugehen ist. Allgemein liBt sich dieser Sachverhalt durch

[F (180° & ¢)| = |F (360° & ¢)| = |F (p)|

|F (90° £ @) = |F (270° + ¢)| = [co F (p)]
wiedergeben, wobei F stellvertretend fiir sin, cos usw. steht. Die Vorzeichen der
Funktionswerte bestimmen sich nach der Vorzeichenregel (vgl. Bild 3.13). In der

letzten Spalte von (3.15) sind noch negative Winkel aufgenommen (vgl. 3.1.1.). Die
Quadrantenbeziehungen gelten fiir beliebiges .

(3.18)

sin(270%@)

Bild 3.22 Bild 3.23 .

BEISPIELE

3.18. Folgende Funktionswerte sind dreistellig zu bestimmen, indem sie auf Funktionswerte
positiver spitzer Winkel zuriickgefithrt werden.

a) sin 230,833° = sin (180° + 50,833°) = —sin 50,833° = —0,775.
Es laBt sich auch iiber 270° rechnen:
sin 230,833° = sin (270° — 39,117°) = —cos 39,117° = —0,775.
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b) tan 3,494 15 = tan (x + 0,35256) = tan 0,35256 = 0,36793.

Zu beachten ist, daB diese hier zur Anwendung von (3.15) bzw. (3.16) gezeigten Beispiele
fiir die Arbeit mit dem Taschenrechner ohne Bedeutung sind, da er diese Umrechnungen
selbsttitig vornimmt.

3.19. Welche Winkel @ € [0°; 360°) mit einer Dezimale erfullen dle folgenden Gleichungen?

(Anmerkung: Zuerst sind die dem Vorzeichen entspr Q , dann der
zum Betrag des Funktionswertes gehérige spitze Winkel zu bestimmen.)

a) sin @ = 0,6032
Lésung: Quadrant I, II. Aus sin ¢ = sin (180° — g) folgt ¢, = 37,1°; @, = 142,9°.

b) cosp = —0,9494

Lésung: 11, IIT. Aus cos (180° 4 &) = —cos « = cos ¢ folgt mit « = 18,3°:
@, = 161,7° g, = 198,3°. (Bild 3.24)

¢) tang = —1,171
Lésung: II, IV. Aus tan (180° — &) = tan (360° — &) = —tana = tang folgt mit
o = 49,6°: g, = 130,5°; @, = 310,5°.

d) cot ¢ = 2,164

Lésung: 1, II1. Aus cot ¢ = cot (180° + @) und tan ¢ = 1/cot ¢ folgt:
@, = 24,8°; @, = 204,8°.

y
!7 = 1
et T
} 4 \ | B
o/ o
- Neomelld ;
o I
0 ] \ [
!
.
i 7]
Bild 3.24
Kontrollfragen
3.4. Wie sind die trigonometrischen Funktlonen fiir bellablge kael definiert?
3.5. Welche Moglichkeiten zur V. h der trig ischen Funktionen gibt es,
und welche Vorzeichen haben die Funktionswerte in den vier Quadranten?
3.6. Wie lautet die Periode fiir die trigonometrischen Funktionen?
3.7. Welche Beziehung gilt fiir kleine Winkel?
3.8. In welchen Gleichungen lassen sich die Quadran iehungen zusa f 2

Aufgaben: 3.4. bis 3.10.
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3.1.3. Additionstheoreme und andere goniometrische Formeln

In diesem Abschnitt werden einige goniometrische Formeln hergeleitet, deren Grund-
lage die sog. Additionstheoreme bilden. Mit dem Wissen um die Handhabung dieser
Formeln wird u. a. die Umformung trigonometrischer Terme in #hnlicher Weise még-
lich wie die algebraischer Summen durch die Regeln der Klammerrechnung.

Funktionen von Winkelsummen und -differenzen
Aus Bild 3.25 sind folgende Beziehungen abzulesen:

¢
A Bild3.25
Im A OEB gilt
sin(x+p)=2+y (I) cos (¢ +B)=u—v (I)
im A OGD
. x u
sinx = Py (11T) coso = —nmp av)
im A DBF
__¥ NP
cosx = Snp V) sinx = ——. (VI)

(ITI) nach » und (V) nach y aufgelst und beides in (I) eingesetazt, ergibt

[sin (« + B) = éin & cos f + cos  sin [ (3.17)

Aus (1) folgt mit (IV) und (VI)

cos (x + ) = cos a cos § — sin  sin ﬂ—l (3.18)

Es 148t sich zeigen, daB die Formeln (3.17) und (3.18) und damit die aus ihnen noch
herzuleitenden Gleichungen fiir beliehige Winkel gelten. Auf den Beweis wird ver-
zichtet.
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Wird in (3.17) und (3.18) der Winkel # durch (—p) ersetzt und werden die aus (3.16)
folgenden Gln. sin (—f) = —sin B und cos (—f) = cos f beachtet, so ergibt sich

[sin(zx—ﬂ)=sinacosﬂ—coso‘sinﬂ | " (3.19)

Fos (& — B) = cos & cos B + sin & sin f i (3.20)

Gl. (3.17) durch (3.18) bzw. (3.19) durch (3.20) dividiert und mit cos « cos 8 gekiirzt,
ergibt einschlieBlich der analogen Formel fiir die Cotangensfunktion

tan & + tan f cotacotfF 1
t = — .21 t = — | (3.22
en (= £ ) 1F tana tan g @ _) oot (x + f) cot B+ cot & ( )
Die Formeln (3.17) bis (3.22) heiBen Additionstheoreme.
BEISPIELE
3.20. tan 15° ist ohne Benutzung von Rechenhilfsmitteln zu bestimmen. .
Lésung: Wegen (3.21) und tan 45° = 1, tan 30° = ?l;- 3 ergibt sich:
' * 1
1— =113 s
B o -
tan 15° — tan (45° — 30°) = tan 45 Dtnn300= 3 _3 Yi
1 + tan 45° tan 30' 1+—;—V3_ 34+ V3
_B=V8B-V8)_9-86V3 £3_,_y5 . oge105.
(3+73)(3—13) 9-3 —_——
3.21. Die beiden an einer Schraube wirk Krifte, nimlich Schrauk fangskraft F und
Last Fq, sind an dem in die Ebene abgewickelten Schraub g in ihre K t

parallel und senkrecht zur schiefen Ebene zerlegt (Bild 3.28). Fur die Anfwartsverschle-
A Fasina

dy d,

T T |

=

(//,\\
/
i )

Bild 3.26
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bung der Last wirkt nur die dynamische Komponente F cos & von F. Entgegengesetzt
zu dieser Kraft wirken der sich aus F'q ergebende Hangabtrieb Fq sin « und der durch die
beiden statischen Komponenten von Fq und F hervorgerufene Reibungswiderstand
Fp =p- Fy mit Fy = Fqcosa + Fsina. F ist in Fg auszudriicken, wobei fiir die
Reibungszahl 4 = tan g gesetzt wird.
Ldésung: Gleichgewicht herrscht, wenn

Foosa = Fosina + p- (Fgcosa + Fsina).
Durch Umstellung:

F(cos o« — psin ) = Fo(sin & + p cos &)
oder

F=F sin & + u cos &

cos o — pusina

4 ersetzt und mit cos « gekiirzt:

tan o 4 tan g
1 —tanatang

Mit dem Additionstheorem.(3.21) fiir das obere Vorzeichen folgt hieraus:

F=Fgten(x+o).

F="Fq

Funktionen des doppelten Winkels
Wird § = « in (3.17) und (3.18) gesetzt, so ergibt sich:

I 8in 2a = 2 sin & co8 & l (3.23) [ cos 2x = cos? & — sin® & | (3.24)

Aus (3.24) folgt bei Beachtung von (3.9)

[ o820 = 2 cosf o — 1 | (3.25) [ cos2x =1 — 2sina | (3.26)

BEISPIEL
3.22. Von einem gleichschenkligen Dreieck (Bild 3.27) ist die Schenkellinge a. und der Basis-

winkel « bekannt. Wie lang ist die Hohe A?

C

Bild 3.27
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Lisung: Die zusiitzlich eingezeichnete Hohe CD teilt A ABC in zwei kongruente Teil-

dreiecke.
Im A ABE gilt: h=csina und
im A ADC gilt: %=acosa.

(I) in (II) eingesetzt: = 2a cos & sin .

Es 1aBt sich noch Gl. (3.23) verwerten.
Liinge der Hohe: k = a sin 2a.

@
In

Aus Gln. (3.17) bis (3.20) ergeben sich durch Addition bzw. Subtraktion folgende

Verwandl von Produkten in § von Funktionen und umgekehrt
_Formeln:

sin a sin f§ = -21— [cos (x — B) — cos (x + B)]

sin & cos f = % [sin (x — B) + sin (x + B)]

con s con = 3 [cos (x — B) + cos (x + )]

(3.27)
(3:28)

(3.29)

Ist die umgekehrte Aufgabe zu losen, was bei technischen Problemen zur Verein-
fachung der Endformeln notwendig werden kann, so benutzt man die folgenden
Formeln, die aus den letzten drei Gleichungen folgen und hier ohne Beweis ange-

geben sind:

sina+sinﬂ=2sina+ﬂcoso‘_ﬂ
2 2

; & a+pf . x—p

sinx —sin § = 2cos 5 sin 3

cosa+cosﬂ=2cosa+ﬂcosa_ﬂ
2 2

cosa—cosﬂ=—2sina_;ﬂsina-ﬂ

BEISPIEL

3.23. Der Ausdruck z = =2 ool

h

~ — ist zu vereinf:
sino 4 sin 8
Lisung: Mit Gin. (3.30), (3.32) und (3.12) folgt

“+ﬂcos“—_ﬂ

2 cos - 2
z=——=cotu

2sind;ﬂcos

2

x—f 2

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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Kontrollfrage

3.9. In welcher Form stellen Gleich die Additionsth g werden, die tri-
kti einer Winkel: oder -differenz dar?

trisch
ischen F'

Aufgahen: 3.11. bis 3.13.

3.1.4. Die allgemeine Sinusfunktion

Die Sinusfunktion eignet sich dazu, bestimmte Schwingungsvorginge mathematisch
zu erfassen. Zur Anpassung an die entsprechenden Verhiltnisse ist es erforderlich,
die Grundfunktion zu verallgemeinern:

Aligemeine Sinusfunktion EpCh
harmonische Funktion B2

" Als unabhingige Variable tritt hierbei die Zeit ¢ auf. Um den EinfluB der GroSen
«, o und @ deutlich werden zu lassen, sind im Vergleich mit y = sin ¢ dargestellt:

Bild 328: y = asint mita = —3; 1/2; 2,
Bild 3.29: y = sinwt mit 0 = —1; 2/3; 2,
Bild 3.30: y = sin (t + @) mit ¢ = —=/2;7/2; 3n/4,

Bild 3.31: y=%sin (%t +%).

Wie zu erkennen ist, bewirken in Gl. (3.34)

1. der Faktor « eine Vergrolerung oder Verkleinerung der Ordinaten auf das |a|-
fache, je nachdem |u| > 1 oder |«| < 1, und eine Spiegelung an der ¢-Achse, falls
a <0,

2. der Faktor w eine gleichméBige Stauchung oder Dehnung in Richtung der ¢-Achse
auf das 1/|w|-fache, je nachdem, ob |w| > 1 oder |w| < 1, und eine Spiegelung an

-yy=2sint

y=sint

N,
\yz=-Isint

Bild 3.28
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J P2=3n
G
. - _, e, _y-smf
RIS
5 77/ 7 _yg-smj(
Ya=sin(-t)
Bild 3.20
@=fn
»-¥ )
— y=sint
pesint3)
y,-sin(hf)-ms!
e
Bild 3.30
y
p=3n 3
@12
w4

‘h“N
;_'7 :;
1 1 1 0 1 1 1 | — f
_.%& -1 . _,g ? 'f' T .231 n

-iS'Iﬂ f"—
2™

-3
Bild 3.3

der y-Achse fiir @ < 0. Die urspriingliche Periodenlinge 2 verdndert sich auf

T= |2—“| So weist die im Bild 3.31 dargestellte Kurve eine Periodenlénge von
2

T =2n: E = 3r auf.
3 @

3. derS d ¢ eine Ver hieb der Sinuskurve in Richtung der ¢-Achse um -~

nach rechts oder links, je nachdem 2 < 0 oder > 0. Um sie zu bestimmen, 1st @
in sin (w¢ + @) auszuklammern: sin © (t + qp)_ Fiirr y = %sm( t+ )

= -g— sin 2 (t + —) betriigt sie ©/4 nach links (vgl. Bild 3.31).
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Bei den bisherigen Betrachtungen wurden die in (3. 34) auftretenden GroSen als
dimensionslos aufgefaBt. Wird die harmonische Funktion auf physikalische Vorginge
angewendet, so haben sie folgende Bedeutung:

y Elongation [yl =

¢ Zeit [fl=s

a Amplitude [a] =

= 3;; Kreisfrequenz (w > 0) [w] =1/

T Periodendauer [T]=8 e
ot + ¢ Phagenwinkel [wt+g]=1

@ Nullphasenwinkel [pl=1

Oft werden auf der Abszissenachse nicht die Werte ¢, sondern w¢ abgetragen. Hierbei
wird der Zusammenhang zwischen den in Gl. (3.34) auftretenden Konstanten und
ihrer geometrischen Bedeutung einfacher.

Satz

Werden auf der Abszissenachse die Werte wt markiert, so ergeben sich die Periode
2x und die Verschiebung ¢. Die Stauchung oder Dehnung entfsllt (Bild 3.32).

L3 p=2n

 y=a sin{wt+ @)

"

1 1
- ¥4 73
=4 Z k] 4 n
k-2 V=3 Zsin 5};"
L? Bild 3.32
BEISPIELE 3 ;
3.24. Ein mathematisches Pendel der Linge ! = 3 16 m werde ins Suhwmgen vemtzt Nach
einem Ausschlag von &, = 2° beginne die g. Der M: betrnge
omax = 4° (Bild 3.33). Welche h ische Funktion beschreibt die Schwi
Lésung: Nach der Kreisbogenformel ergibt sich als Amplitude @ = apax * /-
Aus der im Beispiel 3.16. ermittelten Periodendauer

= ]/L I _q/4e
7=/ folgt o= =]/
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3.25.

Mit y = y, als Elongation zur Zeit ¢t = 0 s gilt:

%9
Yoi @ =0 Omax = Yo = -a,
%max

und nach Gl. (3.34):

Yo = asing S sing = Yo _ %
@ %max
Bild 3.33

Da die Zeitniessung im 1. Viertel der 1. Schwingung beginnt, muB ¢ € (0; =/2) sein. Mit
den vorhandenen Werten ergeben sich:

a=——-7n-3,15m =022 m; = /M=1,73i;
180° 3,15 m s? 8
sing = % =S¢ =30°=r/6.
Fiir die im Bild 3.34 dar lite Pendelschwingung gilt:

v =022m -sin (1,7si+1),
s 6

T/s=356

|/ Bild 3.34

0 7 2 i/s

Zur Zeit t nach Beginn einer Periode hat ein Wechselstrom & = Iy, sin wf mit I,
= 10 A, f = 50 Hz den Momentanwert i = 2 A. Wie groB ist die Zeit ¢ in ps? Es gilt
o = 2xf.

Lésung: sin (314,16 4 . t) = 0,2
s

314,16 A t = 0,20136
8

641 ps.
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3.26. Der Scheitelwert einer Wechsel mit der Freq } = 50 Hz wird ¢ = 0,001 s
nach Beginn der Messung erreicht. Wie groB ist der Winkel , um den der Nulldurchgang
gegen den Beginn der Messung verschoben ist?

Lisung: sin (314,16 4 - 0,001 s + (p) =1
s

0,31416 + @ = 90°; ¢ = 90° — 18°

o

@ ="T72°

Addition von Sinusschwingungen
Bei der Anwendung der harmonischen Funktion (3.34) auf Schwingl;ngsvorgiinge ist
folgender Satz von Bedeutung.
Satz
Die Addition zweier Sinusschwingungen (Bild 3.35) gleicher Kreisfrequenz o
A = asin (ot + @,), B = bsin (ot + @)
mit dem Phasenunterschied ¢ = ¢, — @, ergibt wieder eine Sinusschwingung

C = csin (ot + p).

Der Nullphasenwinkel y und die Amplitude ¢ folgen aus

__asing, +bsing,

tany =
@ o8 g + b cos @y

(3.35)

= Ya® + b* + 2ab cos ¢ (3.36)

Zihler und Nenner von (3.35) stimmen im Vorzeichen mit sin ¢ und cos y iiberein,
vgl. (3.11). Der Quadrant von y folgt daher aus der Vorzeichenregel, Bild 3.13.

Beweis: Aus C = A + B ergibt sich:
csin (wf + ) = asin (ot + ¢,) + bsin (wf + @).

§1 p=2r

/// wt Bild3.35
2
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Mit Gl. (3.17):
¢ 8in (wt) cos p + ¢ cos (wt) sin y
= asin (wt) cos g, + a cos (wt) sin @,
+ b sin (wf) cos @, + b cos (wt) sin @;.
Anders geordnet:
sin (wt) ¢ cos y -+ cos (wt) ¢ sin yp
= sin (wt) [ cos g, + b cos @] + cos (wt) [a sin g, + b sin g,].

Die letzte Gleichung ist erfiillt, d. h., der Ansatz C = A + B ist richtig, wenn die
Koeffizienten von sin (wf) bzw. cos (wt) auf der linken und rechten Seite der Gleichung
tibereinstimmen (Koeffizientenvergleich):

¢ 8in y = asin @ + b sin @,. (I)
ccosy = acos g, + bcos g,. ) (I1)

Die Division von (I) und (II) liefert wegen Gl. (3.11) die Gl. (3.35). Werden die
Gln. (I) und (IT) quadriert und addiert, so folgt bei Beachtung von Gl. (3.9).und (3.20)
nach Ziehen der Quadratwurzel die Gl. (3.36).

BEISPIEL

3.27. Gegeben seien die Sinusschwi

A= 10cm-sin(4-'— +o,2404) und
8
.B=5cm-sin(4L+l.0419).
8

Wie lautet die S C beider Schwing bei Rechnung mit 4 signifik Ziffern?

Lésung: Die Nullphasenwinkel betragen im GradmaB

Pa = 13,77, g = 59,70°, ¢ = @y — p, = 45,93°.

Sie und die Amplituden ergeben fiir die Gln. (3.35) und (3.36):
10 cm - 0,2380 4 5 cm - 0,8634
10 cm - 0,9712 + 5 cm - 0,5045
= 28,70° = 0,5009

¢ =100 + 25 + 69,53 cm = 13,95 om

€ =1395cm - sin (4 % s o,soos),

tany = = 0,6474

Bild 3.35 stellt dieses Bejspiel dar.

Kontrollfragen

18.10. Was bewirken die Konstanten a, w,  der harmonischen Funktion y = g sin (wf + @)
im Vergleich zur Kurve der einfachen Sinusfunktion y = sin ¢?
3.11. Welche Vorteile hat die graphische Darstellung mit wt als Abszisse?

Aufgaben: 3.14. his 3.16.
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3.2, Dreiecksherechnung
3.2.1. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks

Wie bereits in 3.1.2. definiert, gelten fiir die trigonometrischen Funktionen die be-
kannten Beziehungen (3.5) in Form von Seitenverhiltnissen am rechtwinkligen Drei-
eck (Bild 3.5). ) i

Die Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks benutzt die Gln. (3.5) und ist dem Leser
von seiner friiheren Ausbildung her bekannt. Sie wird deshalb in diesem Lehrbuch
nicht ausfiihrlich besprochen, sondern nur an Hand von einigen Beispielen wieder-
holt.

Bei der Losung einer Aufgabe werden stets zuerst die fiir die Rechnung notwendigen
Formeln zusammengestellt. Dann erfolgt die Zahlenrechnung.

BEISPIELE

3.28. Von einem rechtwinkligen Dreieck seien Hypotenuse ¢ = 31,204 m und der Winkel
o = 48,204° gegeben (Bild 3.36). Gesucht sind 8, a, b.

Bild 3.36

Losung: f = 90° — « B = 41,796°
a=csinx a = 23,331 m
b=ccosx b = 20,857 m.

3.29. Ein Gegenstand P befindet sich unter einer Glasplatte mit der Dicke d und der Brechzahl n.
Beim Betrachten von P unter einem Winkel & gegen das Einfallslot erscheint der Gegen-
stand am Bildort P’ innerhalb des Glases. Um welche Strecke 2 = PP’ wird der Abstand
von der Glasoberfliche scheinbar verkiirzt? Es ist besonders der Fall fiir kleine Winkel o
zu betrachten.

Lésung: Aus Bild 3.37:

Y Yy
ta = t: ==, II
no = -2 M anp =& an
Brechungsgesetz: :;:; =n (III)
Y o
7/
,
14 By
P
X
8

f P Bild 3.37
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= tan f
Aus (I) und (I1): z =d (1 — =—L£),
us (I) und (IT): & = ( tMm) (IV)
Mit tan o = o, ~Snf_ o8  ed (st
cos cos B Y1 _sin? g
z=d(1— s?nﬂ €os o —af1— €08 &
sina Y1 —sin? g nVI*sin’a
n!

z=d(l_ﬂ_).

Fir kleine Winkel & wird cosa ~ 1 und sinx s 0, also z~ d(1 — 1/n). Bei einer
Brechzahl n = 1,5 tritt somit eine Verkiirzung um etwa ein Drittel des Glasweges ein.

< Nl
a Bild 3.38

X

3.30. Uber dem % = 18 m hohen Dachfirst eines Gebdudes erhebt sich ein Turm mit der
Lénge ! = 30 m. In welcher Entfernung x vom FuBe des Gebiudes sind Gebidude und
Turm unter jeweils gleichem Winkel & zu sehen? Wie groB ist o?

Lésung: Aus Bild 3.38 ist abzulesen:

tana:i I tun2a=h+l. (I1)
z x
(1) und (IT) verbindet die Formel tan 2x = ——22% _ (1ol Aufgabe 3.11.):
1 — tan?a
3
2 —

2 _ - Bt nach z auflésen
h2 z ¢

frem i
Z'

z="h Vﬁi_—;: und mit (I): tanx = V;;—:

Die Entfernung betrigt z = 36 m und der Winkel o = 26,565°.

Kontrollfrage

3.12. Wie sind die vier Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck erklirt?

Aufgaben: 3.17. bis 3.28.
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3.2.2, Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks

Aus der Planimetrie ist bekannt, daB ein schiefwinkliges Dreieck durch drei vonein-
ander unabhiingige Stiicke bestimmt ist. Bei gegebenen Seiten und Winkeln sind
fiinf Grundaufgaben zu unterscheiden.

€
b a
4 A - A p Bild339

Zur Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks (Bild 3.39) sind die folgenden Sitze
notwendig:

Winkelsumme &+ B+ y=180° (3.37)

Beziehungen zwischen = < J
Seiten und Winkeln Aus a b folgt « £ # und umgekehrt (3.38)

Sinussatz l a:b:c=sin a:sinf: Sinil (3.39)

a? = b + ¢ — 2bc cos o«
Cosinussatz b2 = c? + a® — 2cacos B (3.40)

2 = a2 + b® —2abcosy

Dreiecksflicheninhalt | 4 = b2—” s = Bl

3 2 sin y- (3.41)

BEISPIELE

3.31. Die drei Krafte F; = 600 N, F, = 900 N und Fg = 1200 N greifen in einem Punkt an
und stehen im Gleichgewicht. Welche Winkel schlieen sie miteinander ein (Bild 3.40)?

Bild 3.40
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3.32.

Lisung: Die Krifte stehen im Gleichgewicht, wenn sie ein geschlossenes Krafteck bilden
(Bild 3.41). Die gesuchten Winkel sind die AuBenwinkel dieses Dreiecks.

Da nur der Cosinussatz zwischen spitzen und stumpfen Winkeln unterscheidet, ist mit
ihm der groBte Winkel, der wegen (3.38) der groBten Seite iiberliegt, zu berect :

Fe 4 F2—Fp

= I
cosy oFiF, (I)
Die Winkel « und g kénnen nur spitz sein. Sie folgen aus dem Sinussatz,
5 sin . sin
sina = T:' F, (IT) sin § - F—J" F, (11T)

Der gemeinsame Faktor wird e'mmalig‘ berechnet und gespeichert. Es ergeben sich aus
(D: cosy=—0,25< 0=y = 104,4775°,

(ID): & = 28,9550° und (ILI): § — 46,5675°.

Die Kriifte schlieBen ein:

o = 180° — « B =180°—8 3 =180°—y
o = 151,045° B = 133,433° ¥ = 15,522°.

Die Probe ergibt o’ + f” + 3’ = 360°.

Bild 3.41 Bild 3.42

Welchen Gesamtstrom 7 ergeben die Teilstrome I, = 5 A, I, = 3 A, wenn 1, gegeniiber
I, um g = 60° vorauseilt? Unter welchem Winkel g, liuft der Gesamtstrom 7 dem Strom
I, hinterdrein?
Lésung: Tm Bild 3.42 gilt nach dem Cosinussatz (3.40):

I* = I? + I, — 21,1, cos (180° — ¢).
Mit (3.15) folgt hieraus, vgl. Gl. (3.36):

I=VIF + 17 + 2L, cos . o
Ferner 1iBt sich aus Bild 3.42 ablesen:
tan @, = 1,23%' (In
Die Zahlenwerte in (I) und (II) eingesetzt:

I=17A; teng,=0,78730, ¢, — 38,213°.

In der nacixfolgenden Ubersicht sind die auftretenden Grundaufgaben und der
Jeweils zu beschreitende Losungsweg wiedergegeben.
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Ubersicht. fiir die Losung der fiinf Grundaufgaben des schietwinkligen Dreiecks mit
‘Sinus- und Cosinussatz

Grund- Gegebene Lésung
aufgabe Stiicke
z. B.
la | WSW| «,¢, B » aus Winkelsumme; a und b aus Sinussatz; eindeutige
Losung
1b | SWW{ ¢, 7, &« . B aus Winkelsumme; ¢ und b aus Sinussatz; eindeutige
Losung
2a [SSW | ¢, b, B aus Sinussatz und (3.38);
» aus Winkelsumme; ¢ aus Sinussatz
(doppel- Fallunterscheidung:
dentiger
Fall) Fall Art der Lésung
1 a> |a>bsina | a$90° | f < 90°| eindeutig
I a=1b & <90° [ p=0a | eindeutig;
gleichsch., (3.42)
Dreieck
Iijila<b B = 90° | 2 Losungen
II1/2 a=bsina B = 90° | eindeutig;
rechtwinkl.
Dreieck
111/3 a<bsina - keine
Losung
Bei I bis IT1/3 gibt es fiir & = 90° stets keine Losung
2b |SWS | a, b ¢ aus Cosinussatz; « und # aus Sinussatz und Winkelsumme
bzw. (3.38);
eindeutige Lésung .
3 |SSS |abc y aus Cosinussatz; « und B aus Sinussatz (beide spitz);
(c groBte eindeutige Losung
Seite)

Bedingungen fiir die Grundaufgaben:

1a und 1b: Die Summe der beiden gegebenen Winkel muB kleiner als 180° sein.
25 und 2b: Der gegebene Winkel muB kleiner als 180° sein. .

3: Die Summe zweier Seiten muB jeweils groBer als die dritte sein.

Die Bedingung zu 2a ist notwendig, alle anderen Bedingungen sind notwendig und

hinreichend.
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BEISPIELE
3.33. Gegeben: o = 25,2°; ¢ = 48,2m; § = 30,9°

Gesucht: p, @, b (Grundaufgabe 1a, WSW)

Lisung: y = 180° — (« + B) y = 123,9°
a=_—c—sina a=24Tm
sin y —_——
b=—"sing b=298m.
sin y —_—

3.34. Gegeben: @ = 19,5m; b =27,9m; o« = 36,8°
Gesucht: g, y, ¢ (Grundaufgabe 2a, SSW)

Liosung: sin 4 = bsing » By (spitz), B, = 180° — B,.
a
= 180° — , _ asing,
Y12 (& + Br,2) C1,2 S
1. Dreieck: 8, = 59,0°; ¥, = 84,2°; ¢ =324m
2. Dreieck: B, = 121,0°; yy = 22,2°; ¢y = 12,5m.

3.36. Am GewindeschneidmeiBel treten der Zahnwinkel &, der Freiwinkel o und der Span-
winkel y auf. Der GewindeschneidmeiBel (Bild 3.44) entsteht aus dem Rohstiick (Bild 3.43)
durch Anschleifen eines Flankenwinkels # und des Spanwinkels y. Wie groB muB fir
o = 15° und y = 30° der Zahnwinkel ¢ gewihlt werden, damit der von den oberen
Kanten des Schneidmeiels eingeschlossene Winkel § = 60° wird? Welche GroSe muB
der Flankenwinkel 8 erhalten?

Bild 3.43 Bild 3.44

Lisung: Aus der Draufsicht (Bild 3.45), Seitenansicht (Bild 3.46) und Schnitt A—A
(Bild 3.47) werden in rechtwinkligen Dreiecken nach (3.5) die drei Gleichungen

£z z z
in —=— tanf = —, tana = —
8i s 5 B P « P
aboel die folgende Bezieh b
tanﬂ=ta.nasin—§-. (]

Im Bild 3.48 gelten nach (3.5) und (3.39):

] a & a 8in [90° — (x +9)] b
2L tan — = —, sat AR P
= "% sin (90° + @) .
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o
y
X
Bild 3.45 < Bild 3.46
B
y
A
8 A
Bild 3.47 Bild 3.48
Durch Anwendung von (3.15) auf die letzte Gleich und Elimination der HilfsgroB
a, b, ¢ folgt:

cos & tan -6—
2

£
tan ; = m (II)

Aus (II) und (I) ergibt sich mit fiinfstelligen Funktionswerten:
& = 76,524°; B = 9,421°.

Kontrollfragen

3.13. Welche Sitze und Beziehungen werden zur Bestimmung der restlichen Seiten und
Winkel eines schiefwinkligen ebenen Dreiecks aus den drei gegebenen Stiicken ge-
braucht?

3.14. Wieviel Grundaufgaben zur Losung des schiefwinkligen Dreiecks gibt es, und wie heiBen
diese?

3.15. Wie lauten die Bedingungen fiir die Grundaufgaben, und welche sind notwendig bzw.
hinreichend? "

3.16. Driicke die trigonometrische Formel fiir den ﬁ)reieckgflicheninhalt in Worten aus!

Aufgaben: 3.29. bis 3.37.

3.3. Aufgaben

3.1. Folgende Winkel sind in die jeweils anderen WinkelmaBe zu verwandeln, und zwar rad
auf 5 Dezimalen, Grad (°) auf 3 Dezimalen bew. in °, ’, ” und gon auf 3 Dezimalen:

a) 1,53897 rad b) 4,96327 rad
c) 114,279° d) 65,352°
e) 195°48'25" f) 228°3208”

g) 54.685 gon h) 248.252 gon
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3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

>

3.

a

3.8.

3.9.

Welche Linge hat der Bogen des Erdumfangs, der zu einem Mittelpunktswinkel von
a) 1° b) 15’ ¢) 1’ d) 1" gehért? (R = 6371,11 km). Es sind 4 signifikante Ziffern anzu-
geben.

11 doli

Der Hori is eines Th 1) soll in Intervalle von 10’ eingeteilt werden. Wie groB
ist der Abstand zwischen zwei benachbarmn Teilstrichen, wenn der Kreisdurchmesser
94 mm betrhgtr

Folgend trische Funkti te von Winkeln ¢ > 360° sind auf Funktions-
wema von Winkeln zwischen 0° und 360° bzw. 180° zuriickzufiihren.

a) gin (—1021°) b) cos 795° c) tan 533° d) cot 605°

e) sinl~27~1r f) cou%n g) mn(-%g) h)cot%qn

Die Werte der drei anderen Funktionen sind fiir

a) smc;:—25 b) cosp = 0,6 c) tanqz—lé

zu bestimmen. Dabei sind ¢ € (0°; 90°).
Die Gleichungen

a) 1 4 tan? =#’~, b)l+cot’¢=sin2¢
sind zu beweisen.
. Folgende Ausdriicke sind zu vereinfachen.
a) %E b) %E ] coewVi_—}—ta_lx’s;a
Folgende Funkti sind zu vereinfach
a) y =cos (z + m) b) y = —tan (r — 2)
1 3

5 sin (—Z = ;ﬂ)

c)y=cos(-5n~2z) d)y:m

mitz#(—:;——k)n und z+kn fir k€@G.

Folgende Funktionswerte sind fiinfstellig zu bestimmen.
a) sin 145°42°15” b) cos 138°17'22"

c) tan (—230°50'38") d) cot (—317°19'07")
e) sin (—642,1452°) f) cos 411,3917°

g) tan 349,5988° h) cot 202,2222°

i) sin 3,45756 : j) cos 2,74329

k) tan 1,62358 1) cot 4,86667

3.10. Fiir welche Winkel ¢ € [0°; 360°) in dezimalgeteiltem Altgrad mit drei Dezimalen werden

folgende Gleichungen erfiillt?
a) sinp = —0,85422 b) cos ¢ = 0,23488
c) tanp = 1,63864 d) cot g = —4,71492

!) Der Theodolit ist ein Instrument des Geodiiten fiir Horizontal- und Vertikalwinkelmessungen.
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3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

Es ist die Formel tan 2x = JSlena zu beweisen.
1 — tan? &
Folgende Terme sind zu vereinfuchen:
a) cos (60° + «) + sin (30° + «) b) sin (x + 60°) + sin (x — 60°)
c) cos (x -+ 45° + cos (x — 45°)
Die Formel sin & + sin (x + 120°) + sin (x + 240°) = 0 tritt in der ‘Wechselstrom-
téchnik auf. Der Beweis ist zu fiihren.

Die Periode, die Verschiebung, der Funktionswert y, fiir ¢ = 0 und eventuelle Spiege-
lungen an der Abszi hse sind fiir folgende Funktionen anzugeben, wenn auf der
Abszissenachse entweder die Werte ¢ oder wt abgetragen werden:

t b 2r
=0,3s8in |——— b) y = —3si t + —
a) y sm(2 2) ) y 3sm(2+ 3)
¢) y = 2sin l+1 d) ———lsin —L+1
= 4 Y% 36/
Wie groB ist 0,015 s nach dem Nulldurchgang der M t der si érmigen

Spannung % = Up,y 8in of, wenn der Scheitelwert Upyy = 90,00 V und die Frequenz
= 30 Hz betragen? (0 = 2xf)

Bei welcher Frequenz f mit 4 signifikanten Ziffern nimmt eine Wechselspannung 0,002 s

nach dem Nulldurchgang 25%, ihres Scheitelwertes an?

Ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC (Bild 3.5) ist zu berechnen aus (Winkel auf ’, Strecken

auf mm):

a) a =33 cm; b= 56cm. Gesucht: «, 8, ¢, 4, k.

b)a=24cm; c¢=Tidcm. Gesucht: o, B, b, 4, h,

c) a=40cm; o = 43°36'. Gesucht: 8, b, ¢, 4

d) b=60cm; o« = 39°48". Gesucht: g, ¢, a, 4

e) ¢c=560cm; f = 53°08". Gesucht: &, a, b, 4

Ein gleichschenkliges Dreieck 4 BC (Bild 3.49) ist zu berechnen aus:

a) a =41,33m; y = 30,30°. Gesucht: o, ¢, kg, 4
b) ¢ = 18,12 m; o = 45,30°. Gesucht: y, a, b, 4
c) ¢ = 28,04 m; = 50,80°. Gesucht: o, a, k., 4
d) a = 61 cm; he = 11 em. Gesucht: «, p, ¢, 4
e) h, = 35cm; A = 420 cm?.  Gesucht: ¢, a, &, p

Um wieviel mm linger ist der Bogen b als die Sehne s, wenn der Kreisradius r = 80 m
betriigt und der zu b und & gehérige Zentriwinkel & = 22,33° ist?

Bild 3.49
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3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

3.27.

Fiir den im Bild 3.50 dargestellten Q; hnitt eines Zem hres ist eine Flichenformel
mit 5 signifikanten Ziffern zu entwickeln.

Eine vorgegebene Kraft F ist in zwei Komponenten F; und F, derart zu zerlegen, daB
die Komponenten senkrecht aufeinanderstehen und F; mit ¥ den Winkel « einschlieBt:
a) F=440N; o« =30° b) F =5120N; "« = 42,5°

c) F=1414N; « = 45° )

Ein Sparren schlieBt mit der Horizontalebene einen Winkel & = 36,25° ein und erzeugt
in seiner Richtung eine Kraft F = 10000 N. Der Horizontalschub Fy und die Vertikal-
druckkraft Fy in der Mauer am Angriffspunkt des Sparrens sind zu berechnen (Bild 3.51)

Bild 3.50 Bild 3.51

Eine vorgegebene Kraft F ist in zwei gleich groBe Komponenten ¥, und F, zu zerlegen,
die miteinander den Winkel « einschlieBen:

a) F =4710N; o« =48° b) F =2400N; « = 72,5°

Auf einer geneigten Ebene mit dem Neigungswinkel & = 21,5° gleitet eine Last Fy
= 2232 N. Wie groB sind die Hangabtriebskraft ¥y, die die Reibung erzeugende Normal-
kraft Fy und die Reibungskraft Fp (Reibungszahl fiir Gleitreibung x4 = 0,3)?

0,8 m iiber der Mitte eines runden Tisches von 1,20 m Durchmesser ist eine Lampe mit
der Lichtstirke I = 200 cd angebracht (Bild 3.52). Wie groB ist die Beleuchtungsstiirke

E am Rande des Tisches? Zu beachten ist, daB sich £ aus der Formel £ = Y sin @
7,

2
(in Ix) ergibt, wobei'r die Entfernung der Lichtq von der beleucht Fliche in
Metern und ¢ der Winkel zwischen Lichtstrahlrichtung und beleuchteter Fliche ist.
Zu berechnen sind
a) die Pfeilhohe p eines Kreisabschnitts aus dem Radius r und dem Mittelpunkts-
winkel a,
b) die Fliche A eines gleichschenkligen Dreiecks aus dem Schenkel @ und dem Basis-
winkel «,
c) die Flache A eines einem Kreis vom Radius r einbeschriebenen regelmiBigen n-Ecks.
Der im Bild 3.53 dargestellte Bolzen soll gedreht werden. Wie groB sind Supporteinstell-

winkel % und Kegelwinkel a?

D=40

Bild 3.52 2V /=60 Bild 3.53
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3.28. Wird der Waagebalken einer Hebelwaage im Drehpunkt D um den Winkel & gedreht,

3.29.

3.30.

3.31.

so tritt neben den beiden Drehmomenten der an den Enden 4 und B am Arm a wirkenden
Massen m, und 1y nuch em drittes Drehmoment auf, das den Schwerpunkt § wieder in
seine A zur drehen sucht (Bild 3.54). Die Masse des Waagebalkens sei
mo; sie wirkt am Arm a’. Die Linge des Waagebalkens sei , der Abstand des Schwer-
punktes § vom Drehpunkt D sei s. Die Empfindlichkeit £ der Waage, nimlich der Win-
kel &', um den der Zeiger Z ausschligt, wenn eine Seite der Waage mit 1 mg @iberbelastet
wird, ist zu bestimmen.

A
L
a
mg
myg e g Bild 3.54
v
Ein Dreieck ist zu berechnen aus:
a) b=191,02m; « = 33,550°; ¥y = 17,500°. Gesucht: 8, a. ¢
b) ¢ = 68,10 m; o = 55,684°; = 18,317°. Gesucht: §, a, b

¢) b= 112,77 m; ¢ = 44,33 m; B = 130,167°. Gesucht: y, o, @

d) a =341,79m; b =43557m; o« = 48,728°. Gesucht: 8, y, ¢

e) a=120,58m; b=59,13m; f = 110,333° Gesucht: «, y, ¢

f) @ =37,60m; b= 100,08 m; y = 58,205°. Gesucht: ¢, o, B, 4

g) b=120,18m; ¢ =8,04m; o« = 20,339°. Gesucht: a, y, #

h) a =20537Tm; b=25276m; c= 189,68 m. Gesucht: «, 8,7, 4

i) @ =43,55m; b=256,13m; c¢=20,00m. Gesucht: o, 8, 7, 4

Die Grundfliche eines geraden Prismas mit der Hohe %2 > 56 cm ist ein Dreieck A’B'C’
mit den Seiten a’ = 33 cm, b’ = 21 em, ¢’ = 45 cm. Eine durch ¢’ = C gehende Ebene
schneidet die den Punkt A’ enthaltende Seitenkante des Prismas in A und die dritte
Seitenkante in B. Diese Schnittpunkte haben die Hohen %, = 28 cm und kg = 56 cm
iiber der Grundfliche. Es sind Seiten, Winkel und Fliche des entstandenen Schnitt-
dreiecks 4 BC zu berechnen (Winkel auf 3 Dezimalen).

Die gebrochene Grenzlinie 4 BC zwischen zwei Grundstiicken G, und G, soll von C aus
durch die neue Grenze CD so begradigt werden, da8 die Flicheninhalte der Grundstiicki
erhalten bleiben. Fiir die Absteckung des G: 1! D ist die Strecke z = AD aus

den gemessenen Stiicken @ = 201, 10 m, ¢ = 246 20 m, y = 43°17’, 6 = 76°23’ zu be-
rechnen (Bild 3.55).

Bild 3.55
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3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

Drei Krifte F; = 500 N, Fy = 700 N, F; = 800 N greifen in einem Punkt an vnd halten
sich das Glalchgewxcht Welche Winkel (2 Dezimalen) schlieBen ihre Wirkungslinien mit-
einander ein?

An einem Punkt greifen die drei Krifte ¥, = 250 N, F; = 400 N und Fy = 500 N an.
Thre Wirkungelinien bilden die Winkel (¥, F,) = 61° und (F,F;) = 53°. Die Resultierende
Fg, ist zu berechnen.

Eine Kraft F = 330 N ist in zwei Komponenten F, und F, so zu zerlegen, daB diese mit F'
die Winkel (F,F) = 32,3° und (FF,) = 47,6° bilden.

Uy = 100 V eilt der Tellspannung U, um den Winkel ¢ = 68° voraus, withrend die Ge-
der Teilsp g U, um g, = 23° hinterdreinlduft. Wie groB sind U,

und U?

Fiir die Teilstréme I, = 5 A, I, = 6 A ergibt sich der Gesamtstrom 7 = 7 A. Um welchen
Winkel ¢ eilt der Strom I, dem Strom I, voraus?

Zwei hintereinander geschaltete Generatoren erzeugen die Wechselspannungen U,, U,
gleicher Frequenz. Wie groB muB U, gewihlt werden, damit bei resultierender Ge-
samtspannung U = 200 V die Teilspannung U, der Teilspannung U; = 150 V um
@ = 55° vorauseilt?

3.38.

3.39.

3.40.

3.41.

3.42.

3.43.

3.44.

Folgende Formeln sind zu beweisen:
a) sin 3x = 3 sin & — 4 8in® &

3 tan x — tan® &

b) tan 3x =
1 —3tan®ox

Fiir folgende Formeln ist der Beweis zu fiihren:

a) am———V2—-2cosa b) cos%:%ﬂ 2cos o

c) tan = —

=— d) cot = =
2

14 cosax sin &

1 —cosax 1—cosx 1fcosa 1+ cosa
2 l 1 —cosox sin o

Folgende Terme sind in Produkte oder Quotienten zu verwandeln:
sin & 4+ cos &

8) ——— b) sin®? & — sin? B c) tan« + tan
sin & — co8 &

Folgender Ausdruck ist in ein Produkt zu verwandeln:

sinx +sinf +siny mit « + g+ y = 180°

de Gerad:

Zwei im Raum li g, und g, schlieBen den Winkel « = 55,00° miteinander
ein und spannen eine Ebene auf, die gegen dla Projektionsebéne um den Winkel ¢
= 68,00° geneigt ist und die die Projekti in der Geraden g idet. Wie
groB ist der Winkel « zwischen g, und der Projektion g,’ von g,?

Die Hypotenuse ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Ebene gegen die Projektions-
ebene um den Winkel ¢ geneigt sei, liege in der Projektionsebene. Die Projektion y’ des
rechten Winkels y = 90° ist aus den gegebenen Katheten @, b und dem Neigungswinkel ¢
zu berechnen. Das Ergebnis der Aufgabe 3.42. kann benutzt werden.

Ein Lichtstrahl féllt unter dem Einfallswinkel o = 30° auf eine planparallele Glasplatte
(Dicke der Platte @ = 1 cm, relative Brechzahl n = 1,5) und erfihrt beim Austritt eine
Parallelverschiebung v (Bild 3.56). Fiir v ist eine allgemeine Formel mit «, d, » zu ent-
wickeln, aus der die Verschiebung im Fall des Zahlenbeispiels auf 0,01 mm genau zu
bestimmen ist.
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3.45. Tm Fall kleiner Zentriwinkel « ist eine Niherungsformel fiir die Pfeilhohe p eines Kreis-
bogens zu entwickeln, die die Sehne s und den Radius r des Kreisbogens enthilt.

3.46. Ein Seil liuft iiber eine kleine Rolle. Es trigt an dem einen Ende die Last Fg = 2000 N
und-wird am anderen Ende mit der Kraft F = 2000 N unter einem Winkel 30° gegen die
Horizontale gehalten. Welche Zugkraft Fy (4 signifikante Ziffern) muB die Pendelstange,
an der die Rolle befestigt ist, aufnehmen, und unter welchem Winkel & gegen die Hori-
zontale stellt sie sich ein (Bild 3.57)?

Bild 3.56 Bild 3.57

3.47. Zwei sinusférmige Strome mit gleicher Freq durchflieBen zwei parallelgeschaltete
Leiter. Die Momentanwerte zur gleichen Zeit betragen 509, bzw. 30%, des betreffenden
Scheitelwertes. Wie groB ist der Nullphasenwinkel g (4 signifikante Ziffern)?

3.48. Sinus- und Cosinussatz sind zu beweisen. .

3.49. Die trigonometrische Formel (3.41) fiir den Dreiecksflicheninhalt ist zu b

3.50. In einem Parallelogramm mit den Seiten a, b und den Diagonalen e, f gilt
L e = 2at + bY).

Die Formel ist zu beweisen.

35

-

. Schneiden die Diagonalen e und f eines beliebigen Vierecks einander unter dem Winkel ¢,

8o gilt fiir den Vierecksflicheninhalt die Formel 4 = 32/— sin &. Der Beweis ist zu fiihren.
3.52. Ein Scherenkran ist mit Fo = 28000 N belastet. Die Streben s, und s, greifen unter der.
Winkeln .« = 36° und # = 55° an. Es sind die Stabkrifte Fs, und Fg, sowie die am

SpannschloB § auftretende Zugkraft Fy und Normalkraft Fy (mit 4 signifikanten
Ziffern) zu bestimmen (Bild 3.58).

Bild 3.58

3.53. Der Normalschnitt eines dreiseitigen Glasprismas mit der relativen Brechzahl n = 1,5
sei ein gleichseitiges Dreieck. Der Gang eines parallel zu einer Begrenzungsfliche cin-
fallenden Lichtstrahls ist zu untersuchen (Bild 3.59)

a) Zu zeigen ist, daB ein im unteren Teil einfallender Strahl das Prisma parallel ver-
schoben verliBt, und die Verschiebung d ist als Funktion der Einfallshohe e und der
Seitenlinge a darzustellen.

b) Ein im oberen Teil einfallender Lichtstrahl wird um einen Winkel ¢ abgelenkt, dieser
ist zu berechnen.




Bild 3.59
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X Bild 3.60

|

Ausgangslage

¢) Es gibt einen G fall eg der Einfallshohe, bei dem sich das Verhalten des Licht-
strahls von der Eigenschaft a) zur Eigenschaft b) sprunghaft éndert. eg ist als Funk-

tion der Seitenlinge a bzw. Hohe & auszudriicken.

. Die Formeln (3.35) und (3.36) des in 3.1.4. angegebenen Satzes iiber die Addition zweier

Sinusschwingungen sind durch Auflésung des Dreiecks OP,Py (Bild 3.60) zu beweisen,

q 11

" dessen Seiten die als Vektoren dar Sinusschwing;

=|a| =a, 0P, = |b| =b,0P, = |¢| =c.

sind. Hierbei ist OP,



4 Lineare Gleichungen und Ungleichungen
mit einer Variablen

4.1. Aufbau von Gleichungen und Ungleichungen
4.1.1. Variable, Term

In 1.1. wurde der Begriff Variable als Leerstelle festgelegt. Allgemein werden Variable
durch Buchstaben gekennzeichnet. Vertritt eine derartige Variable eine beliebig
wihlbare, aber innerhalb einer Betrachtung oder Aufgabe dann konstante Zahl, so
heiBt sie gebundene Variable oder Konstante. Meistens werden dafiir die Anfangs-
buchstaben des Alphabets verwendet. Kann sie jedoch innerhalb einer Betrachtung
oder Aufgabe beliebige Werte annehmen, so ist sie freie Variable oder kurz, wenn
keine Zweifel bestehen, Variable. Als kennzeichnende Buchstaben stehen meist z,
Yyiwsise

BEISPIEL
4.1. Je nach Wahl des m und b eutsprechen der Gleichung y = ma + b im cartesischen Ko-
ordi ver den. Fiir eine bestimmte Gerade sind m sowie b ge-

bundene und z sowie y freie Vnnahlen

Allein schon fiir den Aufbau von Gleichungen und Ungleichungen ist der Term-
begriff bedeutungsvoll. Die Definition dieses viel allgemeineren Begriffes soll auf den
hier vorgesehenen Verwendungszweck beschrinkt werden.

Definition
| Ein Term ist ein aus Zahlen, Buchstaben (als Variablen) und Rechenzeichen ge-

bildeter Ausdruck, der beim Belegen der Variablen mit geeigneten Zahlen einen
Zahlenwert annimmt.

BEISPIELE

4.2, 235: konstanter Term

4.3. ar + b: linearer Term mit 1 Variablen
(a, b gebundene Variablen)

4.4. a,z + ay + a: linearer Term mit 2 Vaciablen
(ay, @y, a gebundene Variablen)

4.5. az® + bz + ¢: gemischt-quadratischer Term

4.6. a +b: Binom

4.7. a2 + a,,z"! + .-+ + @,z + a,: Polynom
4.8, Yz + 3: Wurzelterm.
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Die Menge aller Zahlen, mit denen ein Term belegt werden kann, bildet den Defini-
tionsbereich des Terms.

BEISPIELE

4.9. Yz + 3 Definitionsbereich: X = [—3, o0)
Begriindung: Der Radikand darf nicht negativ sein.
1 Definitionsbereich: X = P\ {3}
22 — ¢ Begriindung: Es darf nicht durch 0 dividiert werden.

4.10.

Soll zum Ausdruck kommen, daB ein Term beispielsweise die Variable z enthalt, so
wird er durch T'(z) symbolisiert (gelesen: 7' von z).
Die Summe mehrerer, je mit einem Faktor multiplizierter Terme

I kyTy + ksTo + -+ + kT

heifit Linearkombination dieser Terme. Durch sie lassen sich umfangreichere Terme
ans einfacheren zusammensetzen.

(4.1)

4.1.2 Gleich und Ungleich

Definition

Werden zwei Terme durch ein Gleichheitszeichen (Ungleichheitszeichen) mitein-
ander verbunden, so entsteht eine Gleichung (Ungleichung)

T =T, T, < T,.

Als Zeichen der Ungleichheit kénnen noch <, > und = auftreten. Wenn im folgen-
den zumeist nur von Gleichungen die Rede sein wird, so gilt fiir Ungleichungen Ent-
sprechendes.

Fiir die weiteren Betrachtungen sei angenommen, da8 in den Gleichungen minde-
stens eine freie Variable enthalten ist. Derartige Gleichungen stellen im Sinne der for-
malen Logik Aussageformen dar, die bei Belegung der auftretenden Variablen in
wahre oder falsche Aussagen iibergehen. Unter dem Definitionshereich der Gleichung
ist die Durchschnittsmenge der Definitionsbereiche der Terme zu verstehen, aus
denen die Gleichung zusam g zt ist.

BEISPIEL

4.11. Es ist der im Bereich der reellen Zahlen gelegene Definitionsbereich von

1 —_—
= 3
s
zu bestimmen.
Lésung: Den Beispielen 4.9. und 4.10. entsprechend ist

Definitionsbereich von 3 1 : X; = P\ {3},
: T —

6
Definitionsbereich von Yz + 3: X, =[-3; ),
Definitionsbereich der Gl '_' : X =X,nX,=[—3;00)\{3}.
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Alle Elemente des Definitionsbereiches, mit denen die Gleichung erfiillt wird, d. h. fiir
dxe aus der Gleichung eine wahre Aussage entsteht, bilden die Losungs- oder Erfiil-

der Gleich Ein derartiges Element heift auch im iibertragenen Sinne
Waurzel der Gleich Die Losu g 1gen von Ungleichungen sind im allgemeinen
Intervalle. Bei Nichterfiillbarkeit der Glelchung oder Ungleichung ist ihre Losungs-
menge leer. In der Schreibweise der Mengenlehre wird die Losungsmenge einer Glei-
chung T',(x) = T'ix) mit der freien Variablen z durch

L = {z| Ty(z) = Ta(2)}
symbolisch dargestellt. Aufgabe ist es, die Losungselemente zu ermitteln.
BEISPIEL
4.12. Die Lésungsmenge der Gleichung 2z == 3 wird durch
=f|2=23

angesprochen. Es ist L = {—;—}
Bei verschiedenen Aufgaben, so auch bei Sachaufgaben, macht es sich erforderlich,
den eigentlichen Definitionsbereich X der Gleichung oder Ungleichung auf einen

Unterbereich M — X einzuschrinken, weil nur die in M enthaltenen Elemente
verwertbar sind. Derartige Beschrinkungen sind zusitzlich in L anzugeben.

BEISPIEL
4.13. Fiir welche natiirliche Zahl gilt, daB ihr Zweifaches kleiner als 9 ist?
Losung: Als Losungsmenge ist
L={|22<9Az€N}

Zunichst ist die i hriinkte Ungleich zu losen:
22< 9
<45 & z€(—00;4,5).

Die Losungsmenge ergibt sich daraus als Durchschnitt mit dem einschriinkenden Bereich:

L= (—00;45)nN=1{0;1;2;3;4}.

Eine Gleichung 7',(z) = T(2), die von allen & € M erfiillt wird, heiBt eine iiber M
identische Gleichung. Die beiden Terme sind beziiglich M dquivalent und lassen sich
gegenseitig austauschen. In diesem Falle ist das Gleichheitszeichen durch das Identi-
titszeichen = ersetzbar. So ist beispielsweise (z + 3)2 = 22 + 6z + 9 eine iiber C
identische Glelchung, wnhrend x =}2® nur iiber der Menge der nichtnegativen reellen
Zahlen als id g hen ist.

Fiir die Gleichungen ergeben sich verschiedene Einteilungsméglichkeiten, je nachdem,
welche Unterscheidungsmerkmale herangezogen werden. Eine erste Unterteilung
kann nach der Anzahl der auftretenden freien Variablen erfolgen. Eine weitere Unter-
teilung wird nach der Art des Auftretens der Variablen vorgenommen. Alle Glei-
chungen, die sich in die Form

ApZ* + ty 21 F @+ g =10 a; €P, neN
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bringen lassen, heiBen algebraische Gleichungen n-ten Grades, wobei » den gréBten
auftretenden Exponenten angibt. Sonderfille davon sind lineare und quadratische
Gleichungen.

Alle anderen Gleichungen heifen transzendent. Als Beispiele dazu seien angegeben:

sinx 4-cosz =1 (goniometrische Gleichung)
e = (Exponentialgleichung)
3:lg(x+3) —2-Iga =1 (logarithmische Gleichung).

In den Abschnitten 4. bis 6. werden algebraische Gleichungen und im Abschnitt 7.
transzendente behandelt.

Kontrollfragen

4.1. Was ist unter einem Term zu verstehen?

4.2. Was stellt der Definitionsbereich eines Terms dar?

4.3. Woraus besti sich der Definitionsbereich einer Gleichung?

4.4, Wie ist die Lo einer Gleichung festgelegt?

4.5. Wann liegt eine iiber einen bestimmten Bereich identische Gleichung vor?
4.6. Welche Losung hat eine Gleichung, deren Definitionsbereich leer ist?

4.2, Umformungen

Die Losungsverfahren beruhen darauf, die gegebene Gleichung bzw. Ungleichung so-
umzuformen, daf die Lésungsmenge direkt ablesbar ist. Bei diesen Umformungen
muBl die urspriingliche Losungsmenge erhalten bleiben, insbesondere diirfen keine
Elemente verlorengehen. Sollten sich zusitzliche Elemente einstellen, so lassen sie
sich nach der Einsetzprobe an der urspriinglichen Gleichung bzw. Ungleichung wieder
entfernen.

Definition

lent bezeichnet, wenn sie in dieser Menge definiert sind und in ihr die gleiche Ld-

Zwei Gleichungen (Ungleichungen) werden beziiglich einer Menge M als quiva-
sungsmenge aufweisen.

Es ist wichtig zu wissen, welche Umformungen wieder zu einer dquivalenten Glei-
chung (Ungleichung) fiihren. Hierbei ergeben sich einige Unterschiede zwischen
Gleichungen und Ungleichungen. Auf Beweise soll mit einem Hinweis auf die vorbe-
reitenden Betrachtungen in 2.2.1., insbesondere GL. (2.6), verzichtet werden.

Ein Term 7'(x) sei im gleichen Bereich wie die umzuformende

Gleichung: Ty(z) = Ty(x), kurz: Ty = T,

Ungleichung:  T(z) < Ta(x), kurz: Ty < T, (bzw.: <, >, =)
definiert. s
Zur urspriinglichen Gleichung (Ungleichung) sind dquivalent :

[t P=T T[T T<T:7| (42)
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Zu beiden Seiten darf derselbe Term addiert (subtrahiert) werden.

T, T=Ty-T
T T, wenn T = 0 (4.3)
T-T

Soll eine Gleichung mit einem Term multipliziert oder dividiert werden, so muB er
von Null verschieden sein. Diese Forderung liBt sich direkt einhalten, wenn die
Operationen mit einer Konstanten ausgefiihrt werden sollen. Enthélt der Term jedoch
Variable, so ist bei einer Multiplikation wie im Bsp. 4.18. vorzugehen. Eine Division
1aBt sich haufig vermeiden, wenn nach der noch anzufithrenden Regel (4.5) verfahren
wird. Ist die Division durch einen Term T'(z) nicht zu umgehen, so sind die Wurzeln
der zu bildenden Gleichung T'(z) = 0 festzuhalten, die auch die urspriingliche Glei-
chung erfiillen, da sie sonst verlorengehen (vgl. Bsp. 4.19).

T, - T<T,-T T,.T>T,-T
T T wenn 7' > 0 T, T, wennT < 0 | (4.4)
T <7 T T

Eine Ungleichung kann beiderseits mit einem von Null verschiedenen Term multi-
pliziert oder dividiert werden, jedoch kehrt sich bei negativem T die Ordnungs-
relation um.

T, Ty=0& T,=0vT,=0 | (4.5)
Die Losung ge einer Gleichung der Form T, - Ty = 0 ergibt sich als Vereinigungs-
menge der Losungy dex'T"‘L T,=0und T, = 0.

Grundsitzlich sollte jede zu | lsende Glenchung dahmgehend untersucht werden, ob
diese Regel anwendbar ist. Dazu sind alle Terme auf eine Seite der Gleichung zu
bringen (Nullform der Gleichung), und anschlieBend ist eine eventuell mogliche Pro-
duktform aufzufinden (vgl. Bsp. 4.19.).

Bei anderen Umformungen (z. B. Potenzieren, Logarithmieren) kann es sein, daB die
entstehende Gleichung nicht zur urspriinglichen équivalent ist. Es ist dann die
Einsetzprobe durchzufithren, um die Vertriiglichkeit der gefundenen Wurzeln fest-
zustellen. Grundsitzlich ist zu beachten, daB alle Operationen mit den beiden Seiten
jeweils geschlossen (also nicht einzeln) auszufithren sind.

Es veriandert sich:  durch Operation: in:

2 m L.
a" =a-+b mit - potenzieren z=(a-+ b
z=a+p Sinus bilden sin & = s8in (« + ).
43. Lineare Ungleichungen

An Hand einiger Beispiele soll gezeigt werden, wie beim Losen von Ungleichungen
vorzugehen ist.
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BEISPIEL
4.14. Esist {z | 3z — 2 < 5z + 4} zu bestimmen.
Léauug ‘Wie bei den prechenden linearen Gleich werden alle variablen Terme

auf einer Seite zusammengefaB8t. Dazu muB zu beiden Seiten —5z und 2 addiert werden:
3z —6xs4+2
—2z<86.

Bei der nun erlorderhohen Division durch —2 ist zu beachten, daB sich die Ordnungs-
relation umkel

z = —3.
Losungsmenge: [—3; c0).

Als einfachster Typ einer Ungleichung mit Betréigen, die im Bereich der reellen Zahlen
geldst werden soll, stellt sich

2| <a | |zl =a
dar (eventuell auch mit hl Gleichheit), wobei a eine positive reelle Zahl
kennzeichnet. Zur Deutung dieser Ungleichung sei der absolute Betrag einer Zahl
als der (ungerichtete) Abstand des ihr entsprechenden Punktes auf der Zahlen-
geraden vom Ursprung interpretiert (vgl. 2.3.). Losungsmenge der Ungleichung
gind dann alle 2, deren Abstand vom Nullpunkt

Kkleiner oder gleich

also nicht groBer

als a ist. Aus der grafischen Veranschaulichung (Bild 4.1a, b) ergibt sich

groBer oder gleich

also nicht kleiner

L =[—a;a]. L= (—o0; —a] u[a; ).
[ | 1
_k é Ja -a 0 a
a o Bild 4.1

Der erweiterte Grundtyp

e —2|<a . | g—z|=a
1Bt sich analog deuten, wenn |« — ;| als der (ungerichtete) Abstand der (variablen)
Zahl z von der (festen) Zahl z, angesehen wird; der , entsprechende Punkt der
Zahlengeraden iibernimmt dann die Rolle, die bei der einfacheren Ungleichung der
Nullpunkt innehatte. Aus der grafischen Darstellung (Bild 4.2a, b) 1aBt sich als
Losungsmenge ablesen

=[zl—aizl+a] L= (—o0;2 —alulz + a; o)

a | d e
el x

; 3 : e
g7t A »e 5 Bild 4.2

Es sind zu %, symmetrisch gelegene Intervalle. Mittelpunkt ist der Wert von , fiir
den z — @, = 0 ist.
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BEISPIELE
415, @] |e + 2| < 3

4.16.

Lésung: Mittelpunktsbestimmung: z + 2 =0 = 2, = —2,
Sch \: um Mittelpunkt: weniger als 3 (ausschlieBlich),

P

Lésungsmenge: L = (—5; 1).

Ein anderer Losungsweg fithrt iiber die betragsfieie Ungleichung
-3<z+2<3
—s<az<1.

Eine auf einer Drehmaschine bearbeitete Welle sei b hbar, wenn ihr D d
zwischen 148,4 mm und 149,4 mm liegt. Welche Betragsungleichung spiegelt diesen Tole-
ranzbereich wider?

Lésung: Bereichsmitte: % (148,4 + 149,4) mm = 148,9 mm

Toleranz: (149,4 — 148,9) mm = 0,6 mm
Ungleichung: |d — 148,9 mm| < 0,6 mm.
—

Im folgenden Beispiel soll die Variable auch noch auBerhalb des Betragsterms au-
treten. '

BEISPIEL

4.17.

Z|2-|2—3| + 22510}

Lésung: Um die z-Terme zusammenfassen zu kénnen, ist die Ungleichung mit Hilfe von
Formel (2.11) in zwei betragsfreie Ungleichungen zu iiberfihren.

z — 3 fiir z = 3, also in X, = [3; o0)

Bsist ]z — 3| ={—(z—3)fﬁrz< 3, also in X, = (—00; 3).

Im Intervall X, gilt: Im Intervall X, gilt:
2.-(z—3)+ 22510 —2.(2—38) +22510
22—6+2 10|46 —22+6+2: <10
416 :4 6 =10
zs 4

Das sich zunichst ohne Beachtung von X, | Es stellt sich eine von  unabhiingige Aus-
ergebende Intervall (—oo; 4] ist auf X, sage heraus, so daB diese Ungleichung fiir

zu beschriinken: alle z des Intervalls erfiillt iat:
L, = (—o0; 4] n[3; o0) Ly = Xy = (—o0; 3).
= [3; 4].

Losungsmenge: L = Ly u Ly = (—o0; 4].

Aufgaben: 4.1. bis 4.7.



132 4. Lineare Gleich und Ungleich mit einer Variablen

g g

44. Lineare Gleichungen

Dieser Abschnitt sei im wesentlichen auf Beispiele beschrinkt, bei denen die Er-
fordernisse der Ingenieur- und Fachschulausbildung im Vordergrund stehen. Zu-
niichst seien jedoch zwei Beispiele angefiihrt, die unmittelbar die Anwendung der
Umformungsregeln (4.3) und (4.5) demonstrieren sollen.

BEISPIELE

Losung: Eine derartige Bruchgleichung ist mit dem Haup zu multiplizi der
aus der Produktform der Nenner erkennbar ist.

6 5 _ 10
3.@+3) 3-B—2) @—3@+3)

3.(x—3)(z+3)

Da der Faktor fiir 2 = 3 und 2 = —3 verschwindet, ist der Definitionsbereich der neuen
Gleich & hend o S

P

3 6:-(z—3)+5-(x+38)=30 A X=P\({-3;3
1z —3=30|+3
112 =33|:11

2z =3 ¢ X = ungeeignet.
Ohne die angegebene Einschrinkung wiire die entstandene lineare Gleichung nicht der
Ausgangsgleichung équivalent, weil, wie jetzt erkennbar, mit Null multipliziert wurde.

Lésungsmenge: L = 0.

Folge einer derartigen Multiplikation kann also sein, da8 die neue Gleichung Losungen
aufweist, die nicht die Ausgangsgleichung erfiillen. Wurde der Definitionsbereich nicht
untersucht, so muB die Einsetzprobe vorgenommen werden, um unbrauchbare Elemente
ausschalten zu kénnen. Im Beispiel nehmen zwei der Nenner fiir z = 3 den Wert Null

an!
419, {v] 322 = 62}
Lésung: Nullform: 322 — 6z =0

Produktform: 3z(x — 2) = 0| nach (4.5) zerlegen
=0 z—2=0
Der konstante Faktor 3 blieb unberiicksichtigt, da er nicht das Verschwinden des Pro-
duktes verursachen kann.
Losungsmenge: L = {0; 2}.
_—
Wiire die Gleichung unbesehen durch 3z dividiert worden, so hitte sich nur die Wurzel

z = 2 ergeben. Der Wert 0 wiirde, verursacht durch eine zuvor nicht erkannte Division
durch Null, verlorengehen.

In den nichsten Beispielen soll die Gleichungslehre zur Formelumstellung verwendet
werden.
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BEISPIELE
4.20. Fiir zwei parallel geschaltete Widerstinde gilt —=_‘_+ —. Es ist nach R, auf-

zul6sen. B R

Lésung: R, — Term isolieren

%1 = % - %’ rechts zu einem Bruch zusammenfassen
—Z—Z | Kehrwert bilden
RR,
X RR, .
R, — R
4.21. Esist F = T nach F, 16
o T 14+ F, - F, ¥
Lisung: F= l——ﬁ l Nenner beseitigen: - (1 + Fy - F,)
F4+F.F,-F,=F, | alle F, vereinigen: —F - F, - F,
F=F,—F-F,-F, | F,ausklammern
=F(1—-F-F) | (L—F-F)
F
Fo=1"7F. F,’

Kontrollfragen
4.7. Wann sind zwei Gleich (Ungleich inander dquivalent?
4.8. Durch welche Umformungen wird die Aqmvalenz a) bei Gleichungen und b) bei Un-

gleichungen gewahrt?

4.9. Wie lassen sich nach einer nicht-dquivalenten Umf unzulissige Ele-

mente in der Losungsmenge aufspiiren?
4.10. Bei welcher Umformung besteht die Gefahr, daB Elemente der Losungsmenge verloren-
gehen?

Aufgaben: 4.8. bis 4.19.

4.5. Aufgaben

Fir die folgenden Ungleick sind die Losung zub

41, 3z 42 —dr<3@r—1)+4

42, 10 —2(2 —2) < 3z + 52z — 1)

43. 3 —2[2 — 503 — 2)] < o[l — 3z — 2(z — 3)]

44. Tn welchem Bereich ist T = |3 — z definiert?

45 f|la+3 =2

46. fz|le+4/>3

47. Essinda) AuB, b) A\C, ¢) 4nBnC, d) Cu(B\4)zubilden fir
A={z|le—153), B=il|lz—4<4, C=f[l+1<3}.
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)

Die folgenden Gleich sind nach z aufzul
z 2241 5  8x—1
4.8. 1+2—3z—8z+2 49. 1 TR——
2z 4 2) 2z 12 3 4 [
4.10. = A1, - =
o x—3+2z-—6 3z—9 ¢ 22 —1 dr +2 422 —1
419, 7z — % _w+b 4,13_M+’_4"’=2
a—b a z—v T—u

Folgende Formeln sind nach den jeweils angegebenen Varisblen aufzulésen:
4.14. V = mhs(2r +8) nachr

416, C=a-1"T2  jachr,
A rn—r

4.16. 2 (n — 1) (L +L) nach r,
f n b ]
a7 7=" (31,! — ﬂ) nach a?
3 a?

418, y = % ‘;':_2:

nach b

419, W= Tttt —mey — kL
my + my

4.20. {z|2z —3(1 — 2) + 5 < 3(2 — 3z)}

4.21. {z |3z + 4 < 5(2 — z) + 82}

4.22. {z|2(x+ 3) < 3(z — 2) — 7}

In welchen Bereichen sind die folgenden Terme definiert?

493, 7= —L 4.24. T =1n(3z — 2)
2—z
Bestimme
425 |4—2-3—2/<2 426 ]2 —2a|+x< 4
4.27. ||z + 2| —z =3} 4.28. {z |8 — 22| + 1= 2}

Es sind wie zu 4.7. zu bilden fiir

420 A={z|le+2(>2, B={z|le+2S4, C=f|l—1<2
430. A={z|le+1/=2, B={fz|lz+3[=s3}, C=1{|lz|23
Die folgenden Ungleichungen sind zu lésen.

1
4.31. m =1 432, 3 —2| < |z + 2|

433, |22 +4|—2> |6 — 32|

434, (z — 3) (22 + 4) > 0 Hinweis: Da ein Produkt positiv ist, wenn beide Faktoren
gleiche Vorzeichen haben, sind die Vorzeichenbereiche der beiden Faktoren festzu-
stellen.

436. (1 —2)2+2) =0
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Die folgenden Gleick sind nach z aufzulé
1 1 a z
4.88.4—L+"—=T 4.37 I—F—T_a
4z
z_z—a
[ b a a b
4.38. - a8 b= 2(E_2
8 i_z+b b 59 (d cx
b a
Es ist nach der angegeb Variablen aufzuld
-G
440 y = — 12— ¢
Ve EEar=a =*
441. = : 3 nach ¢
1+i+_'£
« 39
4.42.z.=ﬂ';-1) nach ¢
B
a
2,
443. E=dr——2© _ nach s
2\
1+(?1w)

444, Fy¢ = Fy (1 = % —04 %) nach n

4.45. S=—-I;LDF— 4+c¢ nachs

200 =0 —
JD ?



3. Lineare Systeme

5.1. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt Grundsétzliches iiber Gleichungen fest-
gestellt und auf lineare Gleichungen mit einer Variablen angewendet wurde, soll nun
auf lineare Gleichungssysteme iibergegangen werden. An Systemen, die zuniichst auf
zwei Variable beschriinkt seien, sollen die prinzipiellen Verhaltensweisen derartiger
Systeme aufgezeigt werden, die dann auch entsprechend fiir umfangreichere Systeme
zutreffen.

AuBerordentlich viele technische und Skonomische Problemstellungen fithren bei
ihrer Lésung auf derartige Gleichungssysteme, so daB die Beherrschung der Losungs-
verfahren sehr bedeutungsvoll ist.

Die Losungsmenge eines Gleichungssystems mit zwei Variablen

L= {@;y) | an® + a1y + a; = 0 A @y + agey + ay = 0}})
ist die Menge aller Wertepaare (x; y) mit 2, y € P, die beide Gleichungen in wahre
Aussagen iiberfiihren. Alle Wertepaare (2; ), die jeweils eine der beiden Gleichungen
an® + apy +a, =0 g% + GgeY + @y = 0

erfiillen, liegen, als Punktmenge in einem cartesischen Koordinatensystem dar-
gestellt, jeweils auf einer Geraden. Da sich zwei Geraden in einem Punkt schneiden
kénnen, stellen seine Koordinaten das Lésungselement des Gleichungssystems dar.

BEISPIEL .
5.1. Esist {(z;9) |3z + 2y —8=0A2 — 3y + 1 = 0} zu bestimmen.
Lésung: Die Losungsmengen der beiden Einzelgleichungen
Li={=9)132+2%—8=0 Ly={zylz—3y+1=0

lassen sich bestimmen, indem jeweils eine der freien Variablen als unabhiingige Variable
(auch P; mit beliebigen Werten belegt wird und die zugehérigen Werte

der anderen, der abhingigen Variablen ermittelt werden. Dazu ist es zweckmiiBig, die
Gleick nach der abhiingigen Variablen aufzulé Mit = als unabhiingiger Variabl

ist

1
a:+3

|~

3
= —= 4 =
y 2z+ y

1) Die Koeffizienten sind durch Doppelindizes gek ichnet. Der erste Index benennt die
horige Gleick (desgl. der Index des absoluten Gliedes), wihrend der zweite
die Zugehdrigkeit zur ersten Variablen # bzw. zur zweiten y angibt. Lies a., als ,,a —zwei —eins*.
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und somit .

L,={(z;—%z+4) xeP} L,={(z;%z+-;—)

Auszugsweise lassen sich beide Lésungsmengen in einer Wertetabelle wiedergeben:

ZEP}.

z |-10 12 3 z |-10o 1 23
3 1 5 1 11 1 2 4
—Seqa| L a2 = Logd] 0oL 242
i 2 ) 2 353 3 3 3

Bild 5.1 zeigt die entsprechenden Geraden.

x Bilds.t

7 I\ ¢
Da die Lésungsmengen in dem Wertepaar (2; 1) iibereinstimmen, ist
Loésungsmenge: L = Ly n Ly, = {(2; 1)}.
= -

Grundgedanke aller rechnerischen Verfahren ist, aus den gegebenen Gleichungen
neue zu erzeugen, die jeweils nur noch eine Variable enthalten. Neben dem Einsetz-
und dem Gleichsetzverfahren ist besonders das Additionsverfahren geeignet. Es be-
ruht darauf, daB jede durch Linearkombination [vgl. Gl. (4.1)] gebildete Gleichung
ky(@y + a1y + 3) + ky(an® + agey + as) = 0 von der Losungsmenge der kombi-
nierten Gleichungen erfiillt wird und deshalb eine der beiden Gleichungen ersetzen
kann.

BEISPIEL
5.1. (For ng) Die Gleichungen werden inand gegeben und durch Striche zu-
gefaBt. Die Fakt: sind so zu wihlen, daB die Koeffizi der h fallend
Variablen entgegengesetzt gleich sind (kgV'!).
3z +2y—8=0|-3]-1
x—3y+1=0|-2]|-(=3)
9z + 6y — 24 =0 3z +2y—8=0
22 —6y+ 2=0 —32+9—3=0
—22=0 1y —11=0
=2 y=1.
Es geniigt auch, durch Linearkombination nur eine Gleick f: llen, sie zu lésen

und den Wert der anderen Variablen durch Einsetzen zu bestimmen.
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Nicht in jedem Fall werden sich zwei Geraden in einem Punkt schneiden, ist das
System also eindeutig 1ésbar. Das folgende Beispiel zeigt nebeneinander die iibrigen
Moglichkeiten.

BEISPIEL
5.2. Zu l6sen sind die Systeme
4z 42— 6=0
6z +8y —156=0

4z + 2y — 6 =0
6z+4+3y —9=0

Lésung: Beide Gleich yst heiden sich nur im absoluten Term der zweiten
Gleichung. Es soll z eliminiert werden.

4z +2y— 6=0 |-3 42 +2y—6=0 -3

6z +3y—156=0 |-(—2) 62 +3y—9=0 «(—2)

12=0 0=0
In beiden Fillen verschwindet auch y. Es entsteht eine
falsche | wahre

A Vergleich der Lo der Einzelgleichungen:

L = {(z; -2z +3) |z € P}
Ly = {(z; —22 + 8) |z € P} L, = {(; —22 + 8) |z € P} = L,.
Die y-Werte unterscheiden sich | Beide sind gleich. Die zugeh8rigen

fiir alle 2 um 2. Die zugeht- Geraden fallen zusammen, also ist
rigen Geraden sind parallel. eine Gleichung iiberfliiesig. Die
Die Lsungsmenge ist leer: Losungsmenge hat unendlich viele
Elemente:
L=20 L = {(z; —2z + 3) [z € P}.
Allgemein hat ein Gleichungssystem

an® + apy +a, =0

an® + aggy + a3 =0
stets dann eine leere Losungsmenge, wenn ag, = k - @y, g3 = k - ayq aberay &=k - a,
ist. Die Gleichungen werden als einander widersprechend bezeichnet. Gilt aber auch
fiir den absoluten Term a; = % - a,, so stellt die eine Gleichung lediglich das k-fache
der anderen dar. Es lassen sich in diesem Fall Linearkombinationen bilden, bei denen
sich alle Terme aufheben:

ke (@u +apy + a)) + k- (@ + agy +ag) =0 k- ky %0,

Die Gleichungen werden als linear abhéingig bezeichnet.

Eindeutig ist ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen nur
l8sbar, wenn die einander entsprechenden Koeffizienten nicht der pro-
portional sind.

Insbesondere wenn nichtganzzahlige Koeffizienten auftreten und ein Rechner ein-
gesetzt werden soll, ist es zweckmiBig, nur eine der beiden Gleichungen mit einem
Faktor zu multiplizieren.
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BEISPIEL
5.3. Es ist mit dem Taschenrechner zu losen
1,60z — 2,10y = 0,42
‘ 1,30z + 1,80y = 3,26
Lésung: Es ist gnstiger, die absoluten Terme auf den rechten Seiten anzugeben. Um z zu
entfernen, kann die erste Gleichung mit ¢ = —1,3:1,5 oder die zweite it ¢ = —1,5:1,3

multipliziert und jeweils zur anderen addiert werden. Aus Genauigkeitsgrinden ist die
Mbglichkeit mit o] < 1 zu bevorzugen. Wegen seiner zweimaligen Verwertung werde ¢ ge-

speichert.
1,502 — 2,10y = 0,42 o= —13:1,5
1,30z + 1,80y = 3,26

(—21-c+ 1,8) y = 0,42.¢c + 3,26
0,42 .0 + 3,26
—21.0 + 1,8
Dieser Wert ist nun fiir die spatere Kontrollrechnung zu speichern. Mit ihm ergib sich aus
der ersten Gleichung

o y-21+042

1,6

Die an der iten Gleich v hmende Probe bestiitigt die Rick

y= = 0,80

1,40.

Loésungsmenge: L = {(1,40; 0,80)}.
Verschiedentlich besteht die Aufgabe, ein System von linearen Funktionen

% = an® + Cis% +

Yo = Q1% + Ags%y + 0,

das zwei Variablen z; und z, in die neuen Variablen y; und y; iiberfiihrt und als
System von Li transt ti bezeichnet wird, nach den z; aufzulésen. Als
Ergebnis entsteht das Umkehr- oder inverse System.

BEISPIEL
5.4. Nach z, und z, ist aufzuldsen:
4 =52, + 4%,
¥a = 22, + 225,
Lésung: Es ist wie bei einem li Gleich y
bzy +dzy =y, | -1 +(—-2)
20 + 25 =4 -(—-2)(-5
2, = $h—2 = Umkehrsystem: ; = y; — 2y,
2y = —2y, + bys

5
2 Ya-

Zu einer dhnlichen Aufgabe fiihrt das nichste Beispiel, das der Vierpoltheorie der
Elektrotechnik entnommen ist.

zg=—y +
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BEISPIEL

5.5. Fir den im Bild 5.2 dargestellten Vierpol gelten die Ansitze U, = = R0, + Ry(I, — I)
und Uy = —R,I, + Ry(I, — I,), aus denen sich das Glelchungsaystem

= (R, Ry) I, — Ry I,
U=l +B)L ua »»Widerstandsform*
U,= By I, — (B, + Ry) I,

aufstellen 1iBt, das U, und U, in Abhingigkeit von I, und 1, darstellt. Es ist so umzu-
formen, daB U, und I, als von U, und I, abhiingig erscheinen.

‘IL.. R, R, '_IL.
L L S—

) D

Lgsung: Als zweckmiBig erweist sich das Einsetzverfahren. Die nach I, aufgeloste zweite
Gleichung erfiillt bereits die gestellte Forderung beziiglich I,:

Bild 5.2

1 R,
I, =— U, =2 1)1,
1 w7t =+ ( 7 + ) 2
Wird sie in die erste Gleichung eingesetzt, so folgt
—®+R) LU + (B 1 1) 1] - my
- 1 '3, R’ 2 Rg 2 3ie

und nach Vereinfachung

U= (% a7 1) U+ (R;f’ TR+ n,) I,
3 i R: ,»Kettenform*
L= . EU,+ (;‘4—1) I,.
Wie bei der Glexchung im Beispiel 4.18. konnen auch bei Systemen Gleichungen auf-

treten, die zuerst in eine lineare Form zu iiberfiihren sind. Im néchsten Beispiel wer-
den dazu neue Variable eingefiihrt.

BEISPIEL

5.8. {(x;9) | —42 + 3y = 102y A bz + y = Tay}
Lisung: Neben den linearen Termen tritt noch der gemischte zy-Term auf. Er verschwin-
det, wenn durch 7' = zy dividiert wird. Zuvor ist (siche Bemerkungen nach Regel 4.3) der
Fall T = 0 zu untersuchen!
Es ist 2y = 0 fiir: Die Gleichungen gehen damit iiber in:
z=0 y=+0
z+0 y=0
z=0 y=0 wahre Aussagen! = vermerken: (0;0).

} falsche Aussagen
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Nun kann durch 7' = 2y == 0 dividiert werden.

4.3 10
z Es ist der veriinderte
1 finiti

z

:h zu beacht
7 eich zu §

+
+

@ |ow|

Das reziproke System a8t sich mit » = 1/y, v = 1/x linearisieren.

—4u + 3v =10 =1
6u+t+ v= 1T v=1§Z}EP\M
l____l-(—3>
—22u =—11
% =1/2 = y=1u=2

v=4 = z=1v=1/4

Losungsmenge: L = {(0; 0); (%, 2)}

Wesentlich bei der Losung textlich gegebener Anwendungsaufgaben ist, den Sach-
verhalt zu analysieren und in iibersichtlicher Form zu skizzieren. Die Bedeutung der
einzufiihrenden Variablen, die sich aus der Fragestellung ergibt, muB eindeutig
formuliert werden. Es sind MaBeinheiten festzulegen, und es sollte die GroBen-
ordnung der zu erwartenden Losung abgeschiitzt werden. Der Sachverhalt ist dann
in Gleichungsform auszudriicken, also mathematisch zu modellieren. Grundsétzlich
ist es méglich, die Gleichungen in Form von GroBengleichungen, zugeschnittenen
GroBengleich 1 oder auch Zahlenwertgleich tzen. Im letztgenannten

=)

Fall sollte eine getrennte Untersuchung der MaBeinheiten erfolgen.

BEISPIELE

5.7. Ein Behilter sollte durch die gleichzeitig betriebenen Pumpen P, und P, in 6 Stunden ge-
filllt werden. Da aber nach 3 Stunden P, abgeschaltet wurde, war der Behlter erst nach
weiteren 5 Stunden gefiillt. In welcher Zeit hatten die Pumpen jeweils einzeln den Behilter
gefiillt? v

Lésung: 0o 3 6 8

Py ¢4—
Zustand II: P, « >
Py +——
Festleg\uig der Variablen: Demnach betriigt die Fiillmenge/Std.:

P, benétigt allein 2 Std.
ausgedriickt in Bruchteilen

der Gesamtmenge.
P, bendtigt allein y Std. or (resamimenge

@ = u =

Dem Sachverhalt nach gilt: z, y > 6.
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5.8.

Zustand I: Je 6 Stundenlei ben die G t

uag 4 ng

(
(
der in Bruchteil: driickten Teil =1);£+£=1,
z ¥

Zustand II: Den anderen Zeiten entsprechend gilt:
8 + 3 =1.
z y

Mit der Substitution 1/z = u, 1/y = v mit %, v € (0; 1/6) ist zu lésen:

Bu+t+bv=1 | .(—1)
8u+4+3w=1 +2

100 =1
1 6 3 2
— &8 = Byl =22
“ AT &= 56
1
v =—
1

Es bendtigen allein P, 10 Stunden und P, 15 Stund

Durch Mischen zweier Fliissigkeiten ¥, und Fy mit den Dichten g, und 0s(0y < gs) 80l eine
Fliissigkeit F' mit der Dichte g hergestellt werden. Wie ist die prozentuale Volumenzusam-
mensetzung, und wie ist das Mischungsverhiiltnis?

Lisung: Mit relativen GroBen (Dichte, Pr tz, Geschwindigkeit usw.) lassen sich
Gleichungen nicht ittelk fstellen, wohl aber mit den darin enthaltenen absoluten
GroBen, also Masse und Vol Die p le Zi g ist direkt ablesbar,
wenn als Endvolumen 100 dm® angesetzt wird.
F, F, F
" Dichte: ' 'S 0
Volumen: | 2, z, | | 100 dme
Masse: 1% 0473 100p dm?®
Volumengl. : 2+ 23 =100dm?® | ., +(—e)
Massegl.: 0171 + g% = 100gdm?® | - (—1) |
@—e)m=(@—0-100dm «— (o~ o)z = (o~ ) 100 dus.
Die pr ale Z ung betriigt:

Fyizyp = ;"_z - 1009 F,::;,,:f;%-.loo%.
2 — @1 s — &

Mischungsverhéltnis: 22 — &= &1
% es—e

Die Mischung erfolgt im umgekehrten Verhltnia @ N A

der aus den Dichten gebildeten Differenzen y [ N :

\»Andreaskreuz*‘). ’

( us) 0 0 — Ql

Gleiches gilt, wenn die K ion der zm mischenden Flissigl durch jhren

Prozentgehalt angegeben ist.



5.2. Lineare Gleichungssysteme mit n Variablen 143

Kontrollfragen

1oh

5.1. Mit welchen Verfahren lassen sich lineare Gleich y 16sen, und dieser
Verfahren ist b geeignet?

5.2. Was ist iiber die Koeffizienten zweier linear abhiéingiger Gleich ?

5.3. Welche Fille kénnen bei der Losung eines linearen Gleichungssystems eintreten, wie

koénnen die Losungsmengen beschaffen sein?

5.4. Wie verlaufen die den L& der Inen Gleick entsprechenden Gerad
in den einzelnen Fillen zueinander?

5.5. Wann ist ein aus zwei li Gleich bestehendes System mit zwei Variablen un-
16sbar?

Aufgaben: 5.1. bis 5.19.

5.2, » Lineare Gleichungssysteme mit n Variablen

5.2.0. Vorbemerkung

Um umfangreichere Systeme in iibersichtlicher Weise lésen zu konnen, ist es zweck-
miéiBig, den Vorgang in Form eines Algorithmus zu systematisieren. Es sollen dafiir
zwei wihlbar einsetzbare Verfahren behandelt werden.

5.2.1. Der GauBsche Algorithmus

Lineare Systeme mit mehr als zwei Variablen und Gleichungen lassen sich genauso
wie die in 5.1. behandelten Systeme mit Hilfe des Additionsverfahrens 16sen. Dazu
sind in einem System von n Gleichungen mit » Variablen (n — 1)-mal je zwei Glei-
chungen 8o linear zu kombinieren, dall dabei jeweils eine bestimmte Variable her-

. ausfllt. Das neu entstehende System, nun aus 7 — 1 Gleichungen mit n — 1
Variablen bestehend, ist dem gleichen ProzeB zu unterziehen usw., bis schlieBlich
nur noch eine Gleichung mit einer Variablen iibrigbleibt. GAUss, der bei Vermes-
sungsarbeiten auf derartige, und zwar sehr umfangreiche Systeme stieB, gestaltete
dafiir das Additionsverfahren in einem Algorithmus so, daB ein maglichst rationelles
und iibersichtliches Losen gewéhrleistet ist.
Der Grundgedanke des Verfahrens — es soll hier an einem System von drei Glei-
chungen entwickelt werden — besteht darin, das in rechteckiger Form vorliegende
System

A%y + Gi%s + A% = N

A9 %) + Gge®p + Ugs®3 = G

g%y + ge%p + AgyT3 = Gy
in die gestaffelte Form

by + bia%s + bigws = by
bag%a + bos®y = by
bygy = by
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gu iiberfiihren. Mit @, beginnend, kénnen nun die z; aus den Gleichungen berechnet
werden, in denen sie jeweils als erste Variable auftreten.
Zu 16sen sei das System
I 22 — 3y +42=19
(II) 4r — 4y + 3z =22
(III) | -6z — y+56z2= 7
Eine Gleichung, sie muB die Variable # enthalten, wird in das gestaffelte System
iibernommen und dient dazu, in den anderen Gleichungen z zu entfernen, zu eli-
minieren. Fiir den vorliegenden Fall sei es die Gleichung (I). Sie ist mit den an-
gegebenen Faktoren zu multiplizieren und dann zu den gekennzeichneten Glei Ji
zu addieren.
@ 2 —3y+4z=19|"]
(II1) 4r — 4y + 3z =22 |+
(III) | —6x — y+5z= 7
Als neue Gleichungen (II') und (IIT') ergeben sich
(Ir) 2y — bz= —16
(IIT') | —10y + 172 = 64

B

(—2)

1
(=3)
4

Mit einer dieser beiden Gleichungen, die wiederum in das gestaffelte System zu iiber-
nehmen ist, wird in der anderen die nichste Variable y eliminiert. Gleichung (II')
sei dazu mit 5 multipliziert und zu (III') addiert, so daB sich als neue Gleichung

(II1"”") —8z = —16
ergibt. Das gestaffelte System
(I 22 —3y+42= 19
(Ir’) 2y —6z= —16
(II1") —82 = —16
1aBt sich schrittweise, mit z beginnend, auflésen:
z2=2, y=—3 und z=1.
Losungsmenge: L = {(1; —3; 2)).
Dieser gesamte Vorgang ist noch von iiberfliissiger Schreibarbeit zu befreien, und

das ergibt dann den Gaussschen Algorithmus. Dazu sind die Koeffizienten und abso-
luten Glieder in dem Schema

z Y z: 1
2 -3 419
4 —4 3.2
-6 —1 57

wiederzugeben. Die zur Elimination di de Zeile (im Beispiel 1. Zeile) k ichnet
‘er Buchstabe E. Vor den Zeilen, in denen mit Hilfe von ¥ eine Variable eliminiert
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werden soll, ist geben, welches Vielfach der E-Zeile zu addieren ist, damit
sich als neuer Koeffizient der betreffenden Variablen eine Null ergibt. Die zu addieren-
den Vielfachen von E kénnen noch neben (oder) unter den betreffenden Elementen

vermerkt werden (kursive Zahlen).

z Y z ; 1 Mit dem angege-

- benen Faktor ist

Bl 2 —3 4 19 nicht die betref-
—2 4 —4 —4 +6 3 —8 . 22 —38 fende Zeile, son-
3| —6+6 —1 —9 5 L12 7 457 dern die E-Zeile

zu multiplizieren!
Mit der so veridnderten 2. und 3. Zeile

T Yy z ; 1
0 2 —5 i —16
0 —10 17 64

ist analog zu verfahren:

z y z i 1

E 0 2 —5 —16
5 0 —10 410 17 —25 64 —80

0 —8 —16

Die beiden E-Zeilen und die letate Zeile enthalten die Koeffizienten und Absolut-
glieder des gestaffelten Systems, das bereits gelost wurde.

Zur Probe sind die drei Ausgangsgleichungen mit der gefundenen Ldsungsmenge
zu belegen. Eine vereinfachte Probe kann an der Gleichung vorgenommen werden,
die durch Addition aller Gleichungen des Systems entsteht. Die Erfiillung dieser
Summengleichung ist allerdings nur eine notwendige Bedingung. Wird sie nicht
erfiillt, so stimmt die Losungsmenge nicht. Die Koeffizienten dieser Gleichungen
sind die Summen der jeweils in einer Spalte des Ausgangsschemas stehenden Elemente
(Spaltensummen o). Sie werden gleich nach dem Anlegen des Schemas gebildet und
als zusitzliche Zeile zwischen der Kopfzeile und der 1.Zeile des Schemas einge-
tragen.

Fiir eine mitlaufende Kontrollrechnung ist von jeder Zeile (auch der Zeile der Spalten-
summen) die Summe aller ihrer Elemente, die Zeilensumme s;, zu bilden und in
einer rechts anzufiigenden Zusatzspalte anzugeben.

z y 2z |1 ]|K 2
: o= X
o 0 O3 0|8 =
; 3
Ay G Gz G & 8 = ’E‘a"" +a
Ggy Qg Qg3 | Gp [ S q
Q3 G Az A | Sy 8 =k210k

Die Zahl s, die als Summe der o, entstanden ist, muB gleichzeitig die Summe der &;
«wein, was zu iiberpriifen ist. Erst wenn diese zusitzli hen Elemente gebildet sind, wird
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mit dem GAussschen Algorithmus begonnen. Mit s;, s, und s, ist dabei ebenso wie
mit den Elementen der gleichen Zeile zu verfahren. Jede neu gebildete Zeile ist dahin-
gehend zu iiberpriifen, ob das in der Kontrollspalte entstandene Element gleich der
Zeilensumme der links davon stehenden Elemente ist. Ergibt sich ein anderer Wert,
so muB ein Rechenfehler vorliegen. Der hier nicht weiter ausgefithrte Beweis folgt
aus der Tatsache, daB die Summe der Linearkombinationen der einzelnen Elemente
gleich der Linearkombination der Summen dieser Elemente ist.

Das bereits behandelte System sei noch einmal einschlielich der Kontrollrechnung
geschlossen wiedergegeben:
z v z 1 K Kontrollrechnung:
0o -s 12 48 gz 5 0=8444
: =224+25+5
E| 2 -3 4 .19 22
—2| 4 —4 —4 46 3 -8 22 —38| 25 —44
3| —64+6 —1 —9 5 412 7 457 5 166
E| 0 2 -5 F—16 —19  —19=2_5—16
5| 0 —10+4+10 17—25 = 64 —80| 71 —95 TI=—_10+17+64
[} -8 —16 -2 —24=_3g_16
Mit der bereits weiter vorn angegeb Lésung; ge {(1; —3;2)} wird

Ox — 8y + 12z = 48 belegt:

0-1—8.(—3)+12.2=48
48 — 48,

DaB dieses Erfiilltsein der Kontrollgleichung nur eine notwendige, aber keiné hin-
reichende Bedingung ist, liiBt sich hier u. a. daran erkennen, daB ein fehlerhafter
z-Wert nicht bemerkbar wire, da der zugehérige Koeffizient zufilligerweise eine
Null ist. '

Der Gavusssche Algorithmus ist nicht auf drei Gleichungen beschrinkt, und es muB
keinesfalls immer die 1. Gleichung sein, die als E-Zeile dient. Um mit ganzzahligen
Erweiterungsfaktoren auskommen zu konnen, ist als E-Zeile die zu bevorzugen,
die als Koeffizient der zu eliminierenden Variablen eine Eins oder einen Teiler der
entsprechenden Koeffizienten in den anderen Zeilen aufweist. Sind derartige Werte
im anfénglichen System nicht vorhanden, so lassen sie sich meist durch eine Linear-
kombination zweier Gleichungen erreichen.

BEISPIEL

5.9. Welche Losungsmenge hat
22, — 4x, + 9z,= 25
32, — 32, — Bzy + Mz, = 27
4z, + 6z, — 152, + bz, = —5
35, 4+ @ — 4z, + 122, = 32

?



5.2. Lineare Gleichungssysteme mit n Variablen 147

Lésung: In keiner der Gleichungen liegt als Koeffizient von , eine Eins vor. Es 1aBt sich
aber sofort eine Gleichung mit dieser Eigenschaft bilden, indem z. B. die 1. Gleichung von
der 2. abgezogen wird:

2z, — day + 9z, =25 | —
8z, — B3zy — 3xy + 1lzy = 27 | +

2+ x,— 32 + 22, = 2.

Diese neue Gleichung ersetzt dann eine der an der Kombination beteiligten, so z. B. die
2. Gleichung

2y S S A i1 K
10 4 —22 28 54 4
—2 2 -2 —4-2 0 +6 9 —4 25 —4 32 —6
E 1 1 -3 2 2 3
—4 4 —4 6 —4 —15 +12 5 -8 : -5 —8 -5 —12
—3 3 -3 1 -3 —4 49 12 —6: 32 —6 4 -9
3 0 —6 +6 6 —9 5 —9 21 —39 26 —51
E 0 2 -3 -3 —13 —17
1 0 -2 +2 5 —3 6 —3: 26 —I3 3 —17
B 0 -3 —4 —18 —25
0 2 3 13 18 Anm.
2 6 —6 9 —8: 39 —36 54 —50
0 1 i3 4

Anmerkung: Um auch hier ohne Briiche auskommen zu kénnen, werden alle Elemente
der Zeile mit 3 multipliziert, damit das zu eliminierende Element gleich dem kleinsten ge-
meinschaftlichen Vielfachen von 2 und 3 ist.

Gestaffeltes System:

2 b oy — 87+ 2w = 2| Dm=1
2y — 3y — 3z, = —13 | D2y =1

— By —dz, = —18| Say=2

= 3| 2x=3.

Kontrolle:

10414+ 4.1—-22.2428-3=54
54 = 54
Losungsmenge: L = {(1; 1; 2; 3)}-
e

Bei nichtganzzahligen Koeffizienten und Einsatz von Rechnern ist jeweils die Zeile
zur Elimination heranzuziehen, deren Anfangselement den gréBten absoluten Betrag
aufweist. Es wird dadurch erreicht, dag die Betrige der Erweiterungsfaktoren kleiner
als Eins sind und so die auftretenden Ungenauigkeiten moglichst klein bleiben.
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In den bisherigen Beispielen lagen Syateme mit eindeutiger Losungsmenge vor. Die
folgend.en Belsplele aollen nun zeigen, wie sich der Algorithmus bei abhéngigen und

wid

gssystemen gestaltet (vgl. zuvor Bsp. 5.2.).

BEISPIEL
6.10. Das folgende Gleichungssystem ist zu losen:

z+4+ 2y — 2+ 3u= 6

29+ z+ 2u= 2
2z 4+ 10y + 2z + 12u = 18
324+ 4y—42+4+ Tu=16

Losung:
z Yy z u 1| K
[ 18 -3 24 42 | 87
B 1 2 -1 3 11
0 0 2 1 2 2 7
—2 2 10 1 12 18 | 43
—3 3 4 —4 7 16 | 26
E 0 2 1 2 2 7
-3 0 3 6 6| 21
1 0 —2 -1 —2 -2 | =7
0 0 0. 0 0
0 0 0o 0 0
Das gegeb System ist unterbestimmt, denn es weist fiir die 4 Variablen nur die
2 unabhingigen Gleichungen

z+2—2+3u=286

2y +z+2u=2
auf. Dle restlichen Glelchungen 0.2+ 0-u =0 werden von allen z, u € P erfiillt. Ihre
Koeff und A lieder verschwinden, weil sie von den beiden ersten linear

abhingig sind. Werden die Ausgaugsglelchungen mit I bis IV numeriert, so gelten fiir
die Gleichungen (IIT) und (IV) folgende Abhingigkeiten:

(I) = 2-(I) + 3. (1D)

Iv) =3.(@ — (1,
d. h., daB z. B. die 3. Gleichung lediglich die S des Zweifachen der 1. und des Drei-
fachen der 2. Gleichung dn.rstal]t ’

Da nur zwei bhi vorli verbleiben nur zwei Variablen in den
linken Seiten, die anderen gehen als Parameter auf die rechten Seiten. Sie konnen

" mit beliebigen reellen Zahlen belegt werden. Es ist zweckmé8ig, dafiir noch nicht elimi-
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nierte Variable zu wihlen. Mit den Parametern z und u ist

z+2y=6+2z— 3u
Yy=2—2z2—2u

(1)

und so: z =4 + 2z — u, y=1—%z—u.

L&sungsmenge:L={(4+2z—u; 1-——;—:—14; z;u)

z.uEP}.

Die Losungsmenge liBt sich noch in and Formen wiedergeben. Werden dafiir z. B.

neue Parameter mittels s = -12— z und ¢ = u eingefithrt, so erscheint als

Losungsmenge: L = {(4 + 48 — ¢t; 1 — 8 — ¢t; 28;1) | s;t € P}.

Im niichsten Beispiel zeigt sich, wie der Gausssche Algorithmus auf ein lineares
System mit einander widersprechenden Gleichungen reagiert.
BEISPIEL
5.11. Welche Lésungsmenge hat
2 — 3y +4z=19

4z — 4y +32=22 1
6z — Ty + 72 =10

Lésung:
z Y z 1 K
12 —14 14 51 63
E 2 -3 4 19 22
-2 4 —4 3 22 25
-3 6 -7 7 10 16
E 0 2 -5 —186 —19
-1 0 2 —b —47 —50
0 0 -3t | -3t

Die aus der letzten Zeile entstehende Gleichung

0.2=-31

ist fiir keinen Wert z erfiillbar. Das Gleichungssystem ist wid hend, die Losungs-
menge ist leer: L = 0.
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Zusammenfassende Betrachtung des GauBschen Algorithmus

Allgemein 1Bt sich ein lineares Gleichungssystem mit 7 Gleichungen und » Variablen
Ty + Q% + 0 Gy F o Qe = 4

g1 Zy + GgeZy + -+ + Ay + o0 - AanTn = Qg

Um®y + Gma¥s + 00+ Oyt 0t CaTa = O
durch entsprechende Eliminationen in die gestaffelte Form
byy®y + bug®y + o0 4 by + oo+ bipty = by
bas + +++ + barty + oo+ + bann = by
buety + - + bontin = by

0440 =by

iiberfiihren, wobei eventuell einige Gleichungen umnumeriert werden miissen.
Fall I: Alle b; € {b.y; ++- ; by} sind gleich Null.

Das aus r linear unabhingigen Gleichungen bestehende System ist grundsitzlich
16ebar.

Unterfall 1: Ist r = n < m, so liegt das eindeutig 16sbare Gleichungssystem
by + bia¥s + -+ + biata = by
buta + - + buat = by

VOr.

Unterfall 2: Fiir r < n < m oder r < m < n ist die Anzahl der unabhiingigen Glei-
chungen kleiner als die der Variablen. Es sind (n — 7) Variablen als Parameter auf
die rechten Seiten zu bringen, wobei darauf zu achten ist, daB die links verbleibenden
r Variablen in der Hauptdiagonalen vertreten sind. Die Losungsmenge umfait un-
begrenzt viele Elemente.

Fall II: Mindestens ein b; € {by.,; -*+; b,} ist ungleich Null. Das Gleichungssystem ist
unlésbar:
Aufgaben: 5.20 bis 5.26.

5.2.2. Das Austauschverfahren

Bereits in 5.1. wurde fiir ein aus zwei Gleichungen bestehendes System von Linear-
transformationen das inverse System aufgestellt (vgl. Beispiel 5.4.). In diesem
Abschnitt wird nun ein Verfahren entwickelt, mit dem sich umfangreichere Systeme
umkehren lassen und das zudem auch fiir maschinelles Rechnen geeignet ist.



5.2, Lineare Gleichungssysteme mit n Variablen 151

Gegeben sei zuniichst ein aus drei linearen Gleichungen bestehendes System
Y = A%y + Gr% + 15Ty
Ys = ag®; + Gg¥; + Ags%s
Ys = G5 + GyeTy + Ggs%s,

das nach den z; aufzuldsen ist. In dem zu entwickelnden Verfahren soll schrittweise
jeweils ein ; gegen ein y; ausgetauscht werden, so z. B. zunichst z, gegen y,. Dazu sei
die 1. Gleichung nach z, aufgelost:

1 1z 13
Ty =—Y — — By — —
1 yy 4 ayn .1:, ay
1
=+ ket Uy 1
mit
tt] Lat] g A3
=ay, b= ——=—, = ——=—,
P . an P t¢n =P

Damit soll nun 2, aus der 2. Gleichung eliminiert werden:
1
Y = an (; %+ kg + lx,) + tag®y + tgaTy
= ff Y1 + (Gas + kag)) 23 + (ag + lag) 2 (Im
und analog
Ys = ‘%l %+ _(a:l + kay) 73 + (a3 + lag) 2;. (010))]

Eine schematische Darstellung gebe lediglich die Koeffizienten wieder.
Ausgangssystem

o s )
% ayy U1z 13
Ya Uy Ggg gy
Ys ag, Az Qg3

Austauschsystem mit den Gleichungen (I), (II) und (TIT):

% 23 T3
1 at] g

2, = L(=k (=1

U = (= %) s (=10

il + !

Y '; dge'+ Kagy  agg + lag,
an 7 1

Y3 ay + kay,  agy + lug,.

=
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Die Zeile, in der die auszutauschende Variable y; steht, wird Pivotzeile und die Spalte
mit der auszutauschenden Variablen w; Pivotspalte genannt. In ihrem Kreuzungs-
punkt steht das Pivotelement.

Fiir die praktische Durchfiihrung ergibt sich folgende Schrittfolge:

1. Pivotelement p durch den reziproken Wert ersetzen.

2. Die tibrigen Elemente der Pivotspalte durch p dividieren.

3. Die iibrigen Werte der Pivotzeile durch —p dividieren. Da diese Werte als Fak-
toren (k, !) zur Umwandlung der restlichen Elemente dienen, sind sie noch zu-
sitzlich unter dem zu transformierenden System als Kellerzeile anzubringen.

4. Die restlichen Elemente um das k- bzw. I-fache des in der gleichen Zeile stehenden
Elementes der Pivotspalte vermehren.

Wenn auch nur speziell fiir den Austausch von 2, und ¥, hergeleitet, so 1é8t sich nach

diesem Algorithmus jedes 2; und y; aust; h vorausgesetzt, das entsprechende

Pivotelement a;; ist von Null verschieden. Das Verfahren ist so oft zu wiederholen,

wie noch austauschféhige Variablen vorhanden sind. Das jeweilige Pivotelement ist

zweckmiBig auszuwihlen, wobei vorhandene Einselemente besonders geeignet sind.

BEISPIEL
5.12. Fir ’
= 22+ 25+ 3z
Yo = —d2, — 22, + 8%,
Y= 42+ 37, + 22
ist das inverse System zu bestimmen.
Lésung: Das umzukehrende System ist zu tabellieren, anschlieBend sind die vier Schritte

auszufithren:
L. d T Z3
% El 2 3 Pivotelement: [j
¥ —4 -2 3
. Ys 4 3 2
3 B
—1 4 — -2— “ Kellerzeile

z3 Z3
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Nach dem ersten Durchgang ist also

Y Zy Z3
1 3
=, —1 —
o 2 2
% —2 2 9
Wl = -

Im 2. Duruhgang soll z3 gegen ys ausgetauscht werden, weil das zugehorige Pivotelement
t. EinschlieBlich Kellerzeile ergibt sich:

e =
2 —4
% Ys E2Y
= Lian 1 e
v —242.2 _2 9 +(—4)-2
£ 2 —1 —4

Nachdem die Summen berechnet worden sind, sollen die noch zur Verﬁ:gu.ng stehenden
Variablen z, und y, susgeteuscht werden. Zunichst st die dazugel Kellerzeile auf-
Um Sch

ibarbeit zu vi iden, sind die im 4. Schritt zu addierenden
Produkte gleich mit im Austauschschema anzufiihren.

Y1 Ys Z3
3 5 geradstehende Zahlen:
EA ——=5 145 — Ergebnis des 2. Durchgangs,
2 2 &
kursive Zahlen:
v 2 _92 El Vorberejtung des 3. Durchgangs.
2 2 48 —1 —8 —4
-2 2
23 Ya Ya
13 5
= 6 o
EX o
EA -2 2
z 10 -9 —4

In geordneter Reihenfolge ergibt sich als Lésung:

13 5
2 = ";91"‘?!:4‘5.%

z, = 10y, —4y, — 9
2g=—2y1 -+ + 29,
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Es ist zweckmiBig, eine Kontrollrechnung einzufiihren, die es erméglicht, jeden
Austausch zu iiberpriifen. Dazu seien alle Gleichungen durch zusétzliche Absolut-
glieder d; so abgewandelt, daB bei der Belegung aller Variablen mit dem Wert 1 alle
Gleichungen erfiillt sind. So veriindert sich die Gleichung

Y= @y + Qi + @iy N Y = @@ + Qi + iy + di,
die firz;, =z, =23 =y; = 1 in
1=ay + @i + ;s + d;

iibergehen soll. Die d; miissen demnach die aus den Koeffizienten gebildeten Summen
zu 1 ergiinzen. Sie werden, sobald das umzuwandelnde System tabelliert ist, berechnet
und in einer Zusatzspalte angefiihrt. Mit dieser Kontrollspalte K wird bei den ein-
zelnen Durchgiingen ebenso verfahren wie mit den Nichtpivotspalten. Sobald nun
im Austauschverfahren eine neue Zeile berechnet worden ist, wird die Zeilensumme
aller Elemente (einschlieBlich Element der Kontrollspalte) gebildet, die wiederum
gleich 1 sein muB. Diese Eigenschaft ist sofort einzusehen. Da beim Austausch-
verfahren die Gleichungen des Systems jeweils nur nach einer anderen Variablen auf-
gelost werden, muB die Belegung der Variablen mit dem Wert 1 auch die neuen
Gleichungen erfiillen. Fiir die Kellerzeile gilt die Kontrollrechnung nicht.

Am 1. Durchgang des Beispiels 5.12. soll diese Kontrollrechnung gezeigt werden.

5.12. (For g) Das Ausgangssch wird um die Kontrollspalte erweitert:

EN EN EX K Berechnung der Kontrollwerte d;:
" 2] 2 3 —8 241243 +d=1d =—6
Y -4 -2 3 412 —4—2+3+dy=1dy= 4
s 4 3 2 -8 412 44+3+2+dy=1d,=—8.

- =2
2

Y. % EX Kontrollrechnung

1 3 1 3 ]

= -1 == 8 — 1 43y
“ 2 2 2 2t
" —2 2 9 -8 —2 42+ 9 —8g=1
% 2 -1 —4 4 2 —1— 4 +4=1

Das Austauschverfahren ist nicht auf Systeme mit 3 Gleichungen beschrinkt.

BEISPIEL

5.13. Es ist nach den z; aufzulésen
= 2+ 21— 73— a+3
Yo = By + 2y — 8x,— 1
Ys= H+ T2— 22 +327+7
Yo = —9z, — 47, + 223 + 824 — 5.
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Lisung: Das System weist zusitzlich noch absolute Glieder auf. Sie sind in einer weiteren
Spalte als Koeffizienten einer Variablen z; mit z; = 1 aufzufiihren, die jedoch nicht gegen '
ein y; austauschbar ist.

£ . Zq g EA 1 K
" 2 1] —1 —1 3 -3
% 5 —4 2 0+2 —842 —1 —6 3 46
¥s 1-2 1 -2 +1 341 7T-3 —9 43
% —9 +8 —4 2 —4 8 —4 —5+12 9 —12
—2 1 1 -3 3
z % g z, 1 K
2y —2 —1 1 +1 1 14+4 —3 +4 3 —6
¥ 1-2 2 42 2 —6 +8 —7 +8 9 —12
” —1 1 = 4 4 —6
% —1+2 —4-2 -2 4-8 T7-8 —3+412
—1 1 4 4 —6
o % Ys Zy
.2 —3 2 —12 —1 46 5—6 1—-3 —3+49
” =] 4 "’ 2 1 =
z —1 1 -4 —142 4 -2 4-1 —6+43
% 1 —6 44 2 -2 —4 42 —1 +1 9 -3
4 —2 2 1 -3
Y2 Y Ys 4
z, 3 4+ % —10 +1 5 —1 -2 6 —3
z -1 -1 4—2 -2 2 1 —3 +6
zy 1 -1 -3 -2 1 2 3 —3 46
% -1 —2 0 =] 0 6
= -1 0 0 3
2
Y2 N Ys Ya
w | I 3
2 > —9 5 2 -2 3
Y =2 2 —2 -1 1 3
EN 0 =B 1 —1 3 3
1 1
EA y -1 0 -3 0 3
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Umkehrsystem: — z;= 2y, — 253—2y3— yua+1
7 1

z = —9y; + ;yg+5ys’+-5y.—2

2y = —by, + Ys— Yut+3

1 1
Ty=—WY —?.'Il —?yc

Bei nichtganzzahligen Koeffizienten und Einsatz von Rechnern ist maglichst das
Element mit dem gréBten Betrag als Pivotelement auszuwihlen. Da dann die Be-
triige der in der Kellemule erschemenden Faktoren kleiner als eins sind, wird gewéahr-
leistet, daB die entstel igkeiten moglichst klein bleiben. Es ist

zweckmiBig, nicht erst sémtliche Elemente der Kellerzeile zu

ermitteln, sondern

sofort mit dem errechneten zunéchst alle iibrigen Elemente der betreffenden Spalte
umzurechnen. Dann erst wird das niichste Element der Kellerzeile bestimmt und mit

ihm ebenso verfahren.

Wie das nichste Beispiel zeigt, muB nicht in jedem Fall ein inverses System existieren.

BEISPIEL

5.14. Es ist umzukehren
Yy = 2z, + 4z, 4 623 + 1
Ya= % + 2, +3%+2
Ys= 2+ 27,4+ 2;,—4.

Lisung:
Z oz 1 K Ys Xy Xy 1 K
" 2 4 5 1 -1 % 2 o[=1]-3 3
w [z 3 2-7 z 1 -2 -3 -2 7
Ys 1 2 1 —4 1 Ys 1 0 -2 -6 8
—2 -3 —2 71 ‘ 2 0 -3 3
Ya % Y2 % Y
Da eine Null als Pivotelement z [ 2 0 —1 -3 3
ungeeignet ist, bricht der Aus- E =
tausch ab. “ 5 =2 5 T=2
v | -3 0o 2 o 2
Es ist
7= 3y —by,— 22, +17
3= —%+ 2y -3
Y= 2y — 3.
Die Ursache des Abbmhenu liegt darin, daB sich eine der Gleick als Linearkombi-

hhi

nation der and lit, also eine Gleich linear

ist. Welche der
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Gleichungen sich am SchluB als abhiingig herausstellt, hiingt mit davon ab, in welcher
Reihenfolge die Variablen ausgetauscht werden. Das Ausgangssystem besteht nur aus
zwei unabhéngigen Gleichungen.

Aufgaben: 5.27. bis 5.30.

Lisung von li Gleich y

Mit Hilfe des Austauschverfahrens sollen nun Gleichungssysteme gelost werden.
Dazu liege

@1 % + G1a%p + 1% + @y = 0
Ay + Gay + Qo + a3 =0
@31%) + Qga% + Gy + a3 =0
vor. Treten an die Stelle der Nullen die Variablen 7, y; und y;, so entsteht eine
Lineartransformation, deren Variablen auszutauschen sind. Werden im entstehenden
Umkehrsystem
Zy = by + bets + bua¥s + by
%y = by + bas¥s + baa¥s + be
@3 = byYs + baste + bas¥s + by

wieder y, = y, = y3 = 0 gesetzt, so ist als Losungstripel 2, = b;, 2, = b, und
%3 = by in der Spalte der absoluten Glieder abzulesen.

BEISPIEL
5.15. Es ist die Lo des folgenden Gleich zu bestimmen.
2+ 23— H— £ +3=0
bzy + 22, — 8z, —1=0
Z+ 23— 2034+ 32, +7=0
—92, — 42y 4 22, + 82, —65=0
Losung: Die entsprechende Lineart: f tion wurde bereits im Beispiel 5.13. umge-

kehrt. Als Losung ge ist abzul
L= {(1; —2;3;0)}.

Fiir das Losen eines Gleichungssystems 1a8t sich das Austauschverfahren verkiirzen.
Da die Koeffizienten der ausgetauschten y; fiir die weitere Rechnung bedeutungslos
sind, ist bei jedem Durchgang die Spalte auszulassen, die sich aus der jeweiligen
Pivotspalte ergibt.

Fiir eine Kontrollrechnung erhalten die Gleichungen des Systems wiederum zusitz-
liche Absolutglieder d;:

Yi = ap®, + @is® + i3 + a; + d;,

die 80 zu wihlen sind, da fiir #; = %, = 2, = 1 und nun %; = 0 die Gleichungen
erfiillt werden:

0=a; + a; + a;3 + a; + d;.
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Die Kontrollzahlen d; miissen demnach die aus den Koeffizienten und dem Absolut-
glied gebildeten Summen zu Null ergi Diese Eigenschaft bleibt beim Aus-
tausch fiir alle noch mit einem y; bezeichneten Zeilen erhalten, wiihrend alle ;-
Zeilen (einschlieBlich Kellerzeile) die Zeilensumme 1 annehmen. In einer Endkon-
trolle ist festzustellen, ob die gefundene Lésung ge alle Gleichungen des Systems
erfiillt. Eine vereinfachte Kontrolle kann an der Gleichung vorgenommen werden,
die durch Addition aller Gleichungen des Systems entsteht. Die Erfiillung dieser
Summengleichung ist allerdings nur eine notwendige Bedingung. Wird sie nicht
erfiillt, so stimmt die Losungsmenge nicht.

BEISPIEL
5.16, Welche Losungsmenge hat
22 + 2 — a3 =0
b5xy + 22, —8=0|?
Z + 2 —223+5=0

Lésung: In einer Zusatzspalte sei hier vermerkt, welchen Wert die Zeilensummen an-
nehmen miissen.

% 2z 1 K zy 1 K
" 2 -1 0-20 =z -3 5 —1 1
" 5 .2 0-8 10 g =] 2 -1 0
Ya 1 1 -2 5 -5 0 £ —1 5 -3 1
-2 1 0 21 2 -1 1
y T3
z | -2 1 0 21 gz -1 2 1
Ya L 50 EX 2 -1 1
Ys -1 5 -3 0 £ 3 -2 1
—1 5 —3 1
2, =2;7,=—1;2,=3.
2y 1 K
Verkiirzte Probe mit: 8z, - 4z, —3z; —3=0

8.244.(—1)—3.3-3=0 = 0=0

Losungsmenge: L = {(2; —1; 3)}.

Nicht in jedem Fall weist ein lineares Gleichungssystem eine eindeutige Losungs-
menge auf, und nicht immer stimmt die Anzahl der Gleichungen mit der der Variablen
iiberein. Das folgende Beispiel zeigt an Hand von zwei Systemen die eintretenden
Moglichkeiten.



5.2. Lineare Gleichungssysteme mit n Variablen 159

BEISPIEL

5.17. Es sind zwei Gleichungssysteme I und II zu lsen, die sich jedoch nur in den Absolut-
gliedern unterscheiden.
System I: | System II:

2+ 22— #3+ 3z, +a,=0 a = —6

223+ 23+ 2% +a3=0 a=—2 |a3=—2

2z, + 10z, + 23 + 122, + a3 =10 ay = —18 | ag
z + 6z + 23+ Trg+a,=0 @y =—10 | gy = —12
82, + 4z, —dx3+ T+ a3 =0 ag = —16 | a; = —15

I
|
s
®

Losung: Da fir beide Systeme die gleiche Koeffizientenmatrix vorliegt, lassen sich beide
gleichzeitig 16sen. Lediglich die Spalte der Absolutglieder und die Kontrollspalte sind ge-
trennt zu fithren.

1 I

4 z, 4 R 1 K 1 K
" g 2 -1+ 3 -6 1 -6 1
% 0 2 1 2 -2 -3 —2 -3
Ys 2 10 1 120 —18 -7 —18 -7
Y 1 8 1t 7 -10 —5 —12 -3
% 3 4 —4 7i-16 6i—-15 5
—2 1 -3 6 —1 6 —1

%3 ] 4
2 —2 1 -3 6 —1 6 —1
Y2 2 [1] 2 -2 -3 -2 -3
¥s 6 3 -6 -9 —6 —9
Yo 4 2 4 —4 -6 —8 —4
% —2 -1 -2 2 3. 3 2
-2 -2 2 3 2 3

&y Ty
z 4 -5 8 2 8 2
s —2 2 2 3 2 3
Ys 0 0 0o 0 o 0
Ya 0 0 0 0 -2 2
s 0 o0 o o 1 -1
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Das Verfahren bricht vorzeitig ab. Es ergeben sich:

I: 2y = —42, — bz, + 8 II: 7 = —4zy — bz + 8

2y = —22 — 22, + 2 A Zy = —2zy — 22, + 2
¥B=)0= 0 (=)0 = 0
=)0 = 0 (yy=)0 =—2
(ys=)0 = 0. (=)0 = L.

I: Das System weist nur zwei unabhingige Gleichungen auf. Die Variablen z, und z,
stellen frei wihlbare Parameter dar. Werden andere Pivotelemente gewahlt, treten
lediglich andere Variablen z; als Parameter auf.

Losungsmenge: L = {(8 — 4z, — 52; 233 2 — 22 — 2245 2,) | %y %4 € P}.

1I: Die 3. Gleichung erweist sich als linear abhéingig. Da sich jedoch aus der 4. und 5.
Gleich Widerspriiche entwickeln, ist das Gleich unlésbar.

Lésungsmenge: L = 0.
—

In einer zusammenfassenden Betrachtung sollen die gewonnenen Erkenntnisse be-
ziiglich der Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems verallgemeinert werden.,
Gegeben sei dazu ein aus m Gleichungen mit = Variablen bestehendes Gleichungs-
system.

Das dafiir anzusetzende Austauschverfahren mége nach r Durchgingen abbrechen,
weil kein von Null verschiedenes Pivotel t mehr vorhanden ist. » kann dabei
nicht groBer als die kleinere der beiden Zahlen 7 und 7 sein: 7 = min (m, n). Es seien
Zy ... Xy gEGEN Yy oo Yr ausgetauscht.

Anfangsschema Sct nach 7 Durchgéing
By Xy oeee %y 1 | von et st %a 1
N G eer Qip O £2 1 birsr ooe bin by
Y2 Uy Qg .e. Gon Qg Ly borir ove ban b2
Ym Am1 Amg ++- Amn Om r brrsi vee b by
SodeieieR . . Yrit 0 0 b
Ym | 0 0 bm

Fall It Alle b; € {bysy; -++; by} 8ind gleich Null.

* Das aus r linear unabhiingigen Gleichungen bestehende System ist grundsétzlich 16s-
bar, m — r Gleichungen heben sich auf.

Unterfall 1: Stinmt die Anzahl der linear unabhiingigen Gleichungen mit der
Anzshl der Variablen iiberein: 7 = n < m, so ist das System eindeutig 16sbar.
Unterfall 2: Ist r < n < m oder r < m < n, so sind weniger linear unabhingige
Gleichungen vorhanden als Variable (unterbestimmtes System). In diesem Fall
treten n — 7 Variable als frei wihlbare Parameter auf.
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Fall II: Mindestens ein ; € {by.y; ...; b,} ist ungleich Null. Das gegebene Gleichungs-
system ist unlsbar: L = @.

Aufgaben: 5.27. bis 5.30.

5.3. Matrizen .

5.3.1. Definition, Bezeichnungen .
In der Physik, Technik, Okonomie und vielen anderen Gebieten werden fiir die
unterschiedli hsten Belange Zusa, tellungen in Form von Tabellen verwendet,
s0 b Z tellungen iiber den Verbrauch bestimmter Materialien
in den emzelnen Betriebsteilen, iiber die Bearbeitungszeiten verschiedener Erzeug-
nisse auf den einzelnen Maschinen usw.

BEISPIEL
5.18. Die nebenstehende Aufstellung gibt wieder, in Einzelteil | Baugruppe
welchen Stiickzahlen die Einzelteile E,, E,, E; und B, B, B,

E, in jeder der zu fertigenden Baugruppen B,, B,
und B, enthalten sind. So sind fir B, erforderlich:

B, 5

5 Stiick By, 3 Stitck Ey und 2 Stick By 2 3
E, 3 4
Ey 2 3 5
E, 1

Derartige Tabellen sind nun wiederum héufig auf verschiedenste Weise miteinander
zu verflechten. So ist z. B. aus einer Stiickliste und der Preisliste der Einzelteile der
Gesamtpreis zu ermitteln. Diese Verkniipfungen lassen sich in Form mathematischer
Operationen ausfiihren, so daB dafiir die elektronische Datenverarbeitung einsetzbar
ist. Um dazu die allgemeinen GesetzmiBigkeiten fiir derartige Tabellen aufstellen zu
koénnen, soll von der unterschiedlichsten Bedeutung, die den einzelnen Zeilen und
Spalten zukommt, abgesehen werden. Ubrig bleibt ein rechteckiges Schema von zu-
meist Zahlen, das als Matrix bezeichnet wird.

Definition.

Eine Matrix vom Typ (m, n) ist ein r
Zeilen und n Spalten angeordnet sind.

Vit anles Qeh "

iges von El die in m

In dieser allgemeinen Form sollen die Elemente durch a;;, gekennzeichnet sein, wobei
die erste Ziffer des Doppelindex die Zeile und die zweite die Spalte angeben, in der das
Element steht. Das gesamte Schema ist seitlich mit runden Klammern und durch
A m ) zu kennzeichnen, wobei das halbzeilig tiefer angesetzte Wertepaar den Typ
der betreffenden Matrix ausweist :
a; a e a

1 12 in @y Qg

, 2.B . Agey = | s an

31 Q32
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In einer verkiirzten D&rstellrungsweise wird zwischen den Matrizenklammern ledig-
lich ein allgemeines a;; angefiihrt, das die Menge aller Elemente der Matrix reprisen-
tiert:

Apn,my = (Tik) (mm) -

Der lypa;,ngabe gemiB hat 7 alle Werte von 1 bis m und & die von 1 bis » zu durch-
laufen.

Die Typangabe kann entfallen, wenn diesbeziiglich keine Zweifel bestehen, oder wenn
es sich um eine Matrix mit beliebiger Anzahl von Zeilen und Spalten handelt.

BEISPIEL
5.18. (For g) Der angegeb Verteilung entspricht
5 2.3
3 4 0
A, =
(4,3) 2 3 5
0 1 0

Unter anderem durch eine platzsparende Schreibweise fiir Matrizen mit grofer Zeilen-
und kleiner Spaltenzahl begriindet, wird festgelegt :

"Definition

Werden in einer Matrix A die Zeilen mit den gleichstelligen Spalten vertauscht, so
entsteht die transponierte Matrix AT.

A= dmn A = @)om | 6.1)

So geht beim Transponieren

A G2 i G &
4 n da; @3
A=|ay ay in AT = (
. 1z Gpa Qg
31 Q32/ *

iiber. Nochmaliges Transponieren fiihrt wieder auf 4, also (4%)T = A.

Ihrem jeweiligen Aufbau entsprechend, sind einige Sonderformen von Matrizen zu
unterscheiden.

Eine Matrix heiBit Vektor, wenn sie aus nur einer Spalte oder Zeile besteht.

. L3
Spaltenvektor: a,,;, = a', Zeilenvektor: b ny = (b, by ... b,).
tm

Allgemein werden Vektoren durch kleine Buchstaben gekennzeichnet. Wie in der
Physik, der dieser Begriff entstammt, ist es auch iiblich, die Elemente eines Vektors
als seine Komponenten zu bezeichnen. Ebenso wird in der Matrizenrechnung als
Skalar eine GroBe definiert, die keine Komponenten aufweist.
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Eine quadratische Matrix liegt vor, wenn die Anzahl der Zeilen und Spalten iiberein-
stimmt, sie also vom Typ (n, ») ist.

quadratische Matrix: Ay =|........

Unter einer Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix zu verstehen, bei der alle
Elemente, die nicht auf der von links oben nach rechts unten verlaufenden Diagona-
len (Hauptdiagonale) liegen, den Wert Null haben. Die Elemente auf der Haupt-
diagonalen kénnen beliebige Werte annehmen.

d, 0 we 0
Diagonalmatrix: D, ,, = L dy e 0
0 0 d,
Im Falld, = dy = .- = d, = d wird sie Skalarmatrix und speziell fiir d — 1Einheits-
matrix genannt.
1 0 e 0
5 1 0
Einheitsmatrix: E, » =
0 0 1
Gleichheit von Matrizen

Fiir Matrizen wird nur eine Relation, die Gleichheit, angefiihrt.

Definition

Zwei Matrizen A, ») und B, ) sind dann und nur dann gleich, wenn die an glei-,
chen Stellen stehenden Elemente jeweils gleich sind:

A ny = Binny & ag = by fiir alle 4, kJ 6.2

Grundvoraussetzung ist, daB beide Matrizen vom gleichen Typ sind.

BEISPIEL
5.19. Wann stimmt & = (2,.... z,) mit@ = (3 0 —5) iiberein?

*Lésung: Es muB & ebenfalls vom Typ (1, 3) sein: & = (2, 2, ), und es miissen gelten:
2, =3, 2, =0pnnd 2, = —5. '

5.3.2. Addition von Matrizen

Das folgende Beispiel soll auf die Definition einer Summe zweier Matrizen vorberei-
ten.
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BEISPIEL

5.20. In den nachfolgenden Tabellen ist der Rohstoffverbrauch (in t) zweier Betriebsteile B,
und B, fiir die ersten beiden Quartale angegeben.

1. Quartal IL. Quartal
| R, R, Ry . I R, R, Ry
B, 50 15 3 B, 35 21 0
By 20 25 12 B, 29 20 14

‘Wie groB ist der Halbjahrsverbrauch?

Lésung: Es sind die an jeweils gleicher Stelle stehenden Verbrauch werte zu addieren.

1. Halbjahr: R, R, R,

B, 85 36 3
B, 49 45 26

Im gleichen Sinne ist die Matrizenaddition definiert.

Definition

Zwei Matrizen werden addiert (subtrahiert), indem die jeweils an gleicher Stelle
stehenden Elemente addiert (subtrahiert) werden.

| @)emm = Bt)omr = (@it £ D) | 63)

Beide Matrizen miissen vom gleichen Typ sein!

BEISPIELE
5.21. Es sind zu subtrahieren

2 3 5 3 -5 2! :
4 2 1 1 2 0 i
Lisung: .

23 34+5 5—2 —1 8 3
A-B=| - = .
4—1 2-2 1-0 30 1

5.22. Fir die im Bild 5.3 angegebenen Kriifte ist die Resultierende zu b

Losung: Aus der Physik ist bekannt, daB die jeweils gl ichteten K. ten zu
addieren sind. Die zusammenzufassenden Krifte sind dazu als Spalten- oder Zeilen-
vektoren d llen und zu addi

o ()37}
Y; Y2 Y1+ ¥
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Die Differenz A — A zweier Matrizen ist eine Matrix, deren Elemente alle den Wert
Null haben, die Nullmatrix.

Nullmatrix: Oy =1|........

Bild 5.3

X

Das Symbol O der Nullmatrix darf nicht mit der Zahl 0 verwechselt werden! Es
gilt: 44+ 0=A.
Fiir die Addition zweier Matrizen gilt offensichtlich die

Kommutativitit | A + B=B + 4 |, (5.4)

denn fiir die Elemente ist ag <+ by = by + @i Sind mehr als zwei Matrizen zu
addieren, so ist die Reihenfolge der Additionen beliebig:

Assoziativitat PA +B)+C=A+(B+C)=A+B+C 1 (5.5)

Aufgaben: 5.31. bis 5.34.

5.3.3. Multiplikation von Matrizen

Fiir die Matrizenrechnung sind zwei verschiedene Arten der Multiplikation festzu-
legen, je nachdem, ob die Matrix mit einer Zahl (Skalar) oder mit einer Matrix zu
‘multiplizieren ist.

Multiplikation mit einem Skalar

Die zu definierende Multiplikation mit einem Skalar s mu8 sich im Sonderfall s € N
an die bereits bestehende Addition anschlieBen, denn es gilt beispielsweise 3.4
=A+A+A

Definition
Eine Matrix wird mit einem Skalar s multipliziert, indem jedes Element der

Matrix damit multipliziert wird. o

8- A=3s-(ap)=(s-au) (6.6)
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In ausfiihrlicher Form ist

an Lot An S+l 8-dy
8- gy gz Qan 8- ag 8 Qg
Am1 Apma sen R 8 Qmy 8t Apy

8 Ay

In ihrer Umkehrung bedeutet die Definition, daB ein Faktor, der allen Elementen
gemeinsam ist, als Faktor vor die Matrix gesetzt werden kann. Dem entspricht, daB
beispielsweise in einer Tabelle alle Preise in Tausendmark eingesetzt sind. Haben
alle Elemente die gleiche MaBeinheit, so wird sie nur einmal als Faktor hinter der

Matrix angegeben.
BEISPIELE
5.23. Es ist A mit —1,5 zu multiplizieren.
2 —4
ol P
1 0 —
Lésung:

—4 - 6 —4,5
—-1,6-A = —15- . 8 = 8
1 0 -2 —1,50 3

5.24. Aus A ist ein geeigneter Faktor her iel
A4-— <10000 —14000 3000) ‘
—500 1700 22500/
Lgsung: Als Faktor erscheint 10° zweckmiBig: -
10 —i4 3
—05 1,7 22,5)'

A=10"(

Fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar gelten:

Kommutativitit [s- A =A4-s

Assoziativitat s-(t-A)=(s-t)- A=3s-1-4

) A=s-A+t-A
Distributivitat | © = sl

s (A+B)=s-A+s-B

Multiplikation mit einer Matrix

(6.7
(5.8)
(5.9)
'(5.10)

Auch die Multiplikation zweier Matrizen soll zuniichst an Hand eines Beispieles ein-

gefiihrt werden.
BEISPIEL

5.25. Firr ein Stiick der Baugruppe B sind die Einzelteile E;, E, und E, in den Stiickzahlen
&, € und e, erforderlich. Die Stiickpreise fiir die Einzelteile betragen p;, py und ps.

‘Welchen Materialpreis hat die Baugruppe?
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Lisung: Der Gesdmtpreis ergibt sich als Summe der Produkte einander entsprechender
Stiickzahlen und Preise .

P = e;p, + esps + €aps-
Derartige Produktsummen treten in vielen Anwendungen auf und rechtfertigen die
folgende Definition.
Definition

Das Skalarprodukt eines Zeilenvektors a;,,) mit einem Spaltenvektor by, ist
die Summe der aus den entsprechenden Elementen gebildeten Produkte a;b;.

b,

a-b=(aa;...a,) b,’ = ayb; + aghy + o+ + axby = i"ibi
3 i=1
b

(5.11)
Grundsitzlich miissen beide Vektoren gleich viel Elemente enthalten. Beim Skalar-
produkt ist der linke Faktor stets ein Zeilenvektor und der rechte ein Spaltenvektor!
BEISPIELE
5.26. Mit @ und b sind Skalarprodukte zu bilden.
a=(3 2—4), b=(2 -3 1)
Lésung: Es lassen sich a - bT' und b - aT bilden:
2
a-bT=@38 2 —4)| -3])=3.-24+2-(=3)+ (-4 1=—4.
] ;
b - aT fiihrt zum gleichen Ergebnis.

5.27. Welche physikalische Bedeutung hat das Skalarprodukt, das mit den im Bild 5.4 dar-
gestellten Vektoren gebildet werden kann?

Losung: Alg Skalarprodukt ergibt sich

\ (@1 91) (;’) = (23 ¥a) (;:) = &% + Y1Ys-
3

y

K== a
/

. |

i ——omb
N_— ]

2 | oy Bild54
X; Xz
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Haben die Pfeile die Lingen a und b, so gilt
zy=a-cosx zy=1>b-cosf
Yy =a-sinex yp=>b-8npg
und
Z,%; + ¥1¥s = @ - b (cos « cos § + sin « sin f)
=a-b-cos(x — f) nach Gl (3.20)
=a-b.cosgp.
In der Physik kennzeichnen die Lingen der Pfeile die Betriige der betreffenden Vektoren.
Das Skalarprodukt ist demnach das mit dem Cosinus des Zwischenwinkels multiplizierte
Produkt der Betriige beider Vel K ichnet der eine Vektor eine Kraft und der

andere einen Weg, so ist das Skalarprodukt gleich der verrichteten Arbeit.
Fir F= (59N und 8= (10 12) m ist

10
W=F.sT=(59) (12)Nm=158Nm.

Um allgemein zwei Matrizen zu multiplizieren, sind alle Skalarprodukte zu berechnen,
die sich aus den Zeilen des linken Faktors und den Spalten des rechten Faktors bilden -
lassen. So sind aus s

3 2 —4 s 2
A= (5 2 3) und B=|1 0 fir A-B
3 2
zu bilden:
2 3
B 2 —3 (1 =—4, 3 2 —gfo)=1,
’ 3/ 2
2 3
5 —2 (1] =17, 5 -2 3)10])=21.

3 2

Als Matrizenprodukt 4 - B wird die aus diesen Skalarprodukten zusammengestellte
Matrix definiert :

—4 1
A-B= :
(17 21)

Definition
Das Element c;; des Matrizenproduktes 4 - B ist das aus der i-ten Zeile von 4 als

Zeilenvektor und der k-ten Spalte von B als Spaltenvektor gebildete Skalarpro-
dukt.

(@it)omm * Gir)w3) = (Cik)im. (5.12)

Da ein Skalarprodukt nur dann existiert, wenn die beiden Vektoren gleich viel
Elemente enthalten, kann ein Matrizenprodukt nur dann aufgestellt werden, wenn
die Anzahl der Spalten von A gleich ist der Anzahl der Zeilen von B. Diese Forderung
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wird als Verkettharkeit bezeichnet. Die Zeilenanzahl von A und die Spaltenanzahl
von B sind beliebig. Sie bestimmen ihrerseits den Typ des Produktes.

A By = Com.p)
+ 4

4 .
Verkett- | 1
barkeit

Um iibersichtlich rechnen zu kénnen, werden die zu multiplizierenden Matrizen, wie
im nachfolgenden Beispiel ausgefiihrt, in der Hohe versetzt. Das jeweilige Skalar-
produkt ist dann dort anzugeben, wo sich die Verlingerungslinien der beteiligten
Zeile von A und der Spalte von B schneiden (Schema von FALK).

BEISPIEL

5.28. Fiir die angegebenen Matrizen ist A - B und B - A zu bilden.

2—-1 0 3 1 3 -2 1—1 0
A=[3 0 2-1 2], BT=|2 4 6 -3 -2
2 2 1 8.1 2 0 t1-—-1 3
Losung:
g B 2 2—-1 0 3 1
-2 4 0 B-A 3 0 2 -1 2
A.B 1 6 1 2 2 1 3 1
il =da ed 3 2 16 1 6 13 9

2
-2 4 0 8 2 8-10 6
6 1 22 1 13 0 14
0 2 —1 2| 12 17 15 —1-3—-1|—-13 —1 -7 -3 —8
2 2 1 3 1 0 7 5 0—-2 3 0 6-—-1 11 —l.

Die Produktmatrizen sind dem betreffenden Sch zu h

Offensichtlich besteht das Kommutativgesetz nicht. Wenn iiberhaupt neben
An.ny* Bin.py 8uch B - A existieren soll, muB m = p sein. Im Fall m = p = n ist
B-A vom Typ (n, n), wihrend A - B den Typ (m, m) aufweist. Somit sind beide
Produkte allein schon vom Typ her verschieden. Aber auch im Fall quadratischer
Matrizen (m = n = p) ist im allgemeinen

(5.13)

Auch fiir die Matrizenmultiplikation gilt die Distributivitit

|A~(B+C)=A~B+A~C (5.14)
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Wird eine Matrix mit einer verkettbaren Nullmatrix multipliziert, so ergibt sich
wieder eine Nullmatrix:

Als/Ptodukt zweier Matrizen kann aber auch eine Nullmatrix auftreten, ohne daf
eine der beiden eine Nullmatrix ist.

BEISPIEL

4 6 3 —15
5.29. Welche Produktmatrix A - B ergeben 4 = (6 9) und B = ( 3 10)?

g) =0, (aberB-A =+ 0).

Da fiir verschiedene Anwendungen bedeutungsvoll, soll eine Matrix A mit einer je-
weils verkettbaren Diagonalmatrix D sowohl von rechts als auch von links multipli-
ziert werden. A sei dazu beispielsweise vom Typ (2, 3).

0
Lisung: Esist A -B = (0

A - D erfordert Dy ): D - A erfordert Dyg 5):
. 1 0 0 D.4 Ay Lt} @13
A-D 0 dy 0 Ay Ggy Qg
0 ) d,
) 2 d 0 apdy  aydy  aydy
Ay Gy Gy andy  aypdy  apdy 0 dy andy  Gydy  agedy

Qg Gy Gy andy Gy,  agyds
Satz
| Wird eine Matrix A mit einer Diagonalmatrix von rechts (links) her multipliziert,

s0 werden die Elemente von A spaltenweise (zeilenweise) mit den Diagonal-
elementen multipliziert.

BEISPIEL

5.30. Fiir die im Beispiel 5.18. angefiihrten Einzelteile sollen als Preise gelten:
Einzelteil | E, E, E, E,
PreisinMark | 2 3 1 4

Welche Kostenanteile weisen die in die einzelnen Baugruppen eingebauten Einzelteile auf?

Lésung: Da in der Verteil ix die Stiickzahlen des jeweiligen Einzelteiles zeilen-
weise angegeben sind, ist von links her mit der entsprechenden Diagonalmatrix zu
multiplizieren:

2 00 0, /52 3 10 4 6
0300\ [340 9 12 0
001 0 235] |2 35
o004/ \o1 o 0 40

Die Produktmatrix sagt aus, daB z. B. in der Baugruppe B, Einzelteile E, im Werte von
6 Mark und Einzelteile E; im Werte von 5 Mark enthalten sind.

Offensichtlich gilt mit jeweils verkettbarer Einheitsmatrix E
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Das Multiplizieren zweier Matrizen li8t sich noch durch eine mitlaufende ‘Kontroll-
rechnung erginzen. Sofort beim Anlegen des FaLEschen Schemas erhdlt dazu die
linke Matrix eine zusitzliche Zeile, in der die Summen der Spaltenelemente (Spalten-
summen) dieser Matrix anzugeben sind. Mit dieser Zeile wird bei der Multiplikation
genauso wie mit den iibrigen Zeilen verfahren. Die so entstehenden Elemente miissen
wiederum gleich den Spaltensummen der Produktmatrix sein, was zu iiberpriifen ist.
Eine andere Moglichkeit besteht darin, an die rechte Matrix eine Zusatzspalte mit
den Zeilensummen dieser Matrix anzufiigen und mit ihr analog zu verfahren.

BEISPIEL
5.31. Es ist A - B zu bilden.

2 31 L3
A= , B=|-11
-3 0 2 .
2 0,
Lésung: Die Kontrollrechung erfolgt mittels
K lizeile der Spal men von A: Kontrollspalte der Zeilensummen von B:
1 3
A-B -1 1 K:
2 0 1 3 4
K A.B |—1 1 0 Kontroll-
2 + 3 |+ + 1t 9 9 0. g rechnung:
-3 |+ Ha + 1 -9 : .
oot . 2 31 1 9 10=1+9
K:—t ¥ 3 2 0 —30 2| 1-9 —8=1-9
:
Kontrollrechnung : l 0=9-9
g=k1 41

Das Matrizenprodukt kann sich auch auf mehr als zwei Matrizen erstrecken, wobei
selbstverstindlich die Verkettbarkeit gewihrleistet sein muB. Es ist zu beachten, dal
unbedingt die Reihenfolge der Faktoren einzuhalten ist. Das Matrizenprodukt

A(m.;n ° B(n,m 3 C(zw) " D(a.r)
S — — S—
Verkettbarkeit

1aBt sich mit Hilfe des Farkschen Schemas schrittweise entweder von links oder
rechts her aufbauen:

[(A-B)-C]-D A-[B-(C-D)
B | ¢ D # &
A{A-B (A-B-C |A-B-C:D clc.p
Kt 'B|B-C-D
Die Kontrollrechnung erfolgt mittels: ‘ A|A-B-C-D

" Kontrollzeile der Spaltensummen Kontrollspalte der Zerflensummen.
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BEISPIEL
5.32. Es ist das Produkt A - B . C mit

in beiden Formen zu bilden.

Lésung:
von links her:
2
‘ 3—-2 0 0
0o 1 2 —1

2 3 6 -1 6 6
—1 2| -3 4 4( —10

K: 1 5 3 3 10| —4

6 31 —1
A.B,C:( 8 9)

—10 —5 8/

3 0 2 3 =2
- ) wmd C=| o0 —1 1
1 2
-1 2 -1
von rechts her:
3 -2 K:
11 2 3 —2: 3
2 —1 0 -1 1 0
—1 2 -1 )
31 —19
5 ¢ 3-2 6 11 -8 9
0 1 -2 3 -1 1)
26 —13
2 6 31 —19 18
—1 —10 -5 6 —9

Mit Hilfe des Matrizenproduktes l&8t sich ein System von Lineartransformationen in
tibersichtlicher Form als Matrizengleichung darstellen.

BEISPIELE

5.33. Der im Beispiel 5.18. n.ngegebene Sachverhalt ist durch eme Matrizengleichung wieder-

zugeben.

Lisung: Bezeichhen by, b, und b, die Stiicknh]en der hsrzustellenden Baugruppen

und ey, ey, €;, €, die Stiickzahlen der dafiir berei

Tabelle das System
e, = 5b, + 2b, + 3b,

e, = 3b, + 4b,

ey = 2b, + 3b, + 5b,

€= b,

Werden

e 5

e=[*], »=|8])
€

b

e, b

~

eingefiihrt, so lautet die Matrizengleichung

e=B-b.

© o w o

- W N

S w o w

(Koeffizientenmatrix)

der
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Die Identitit mit dem System liBt sich nachweisen, indem die Elemente der Produkt-

matrix B - b den P El ten von e gleichgesetzt werden.
5.34. Den im Beispiel 5.5. aufgestellten Vierpolgleich entsprechen die Matrizengleichur
gen

U ow(B) una (U‘=A v,
U, 1. Iy Iy
Die Matrizen werden dabei als

By BBy g g
At

W=(B‘+R’ —R, ) _ | B
Ry —(B;+ Ry) 1 By +1
) Rﬁ RS
Widerstandsmatrix Kettenmatrix
bezeichnet.

Allgemein liBt sich ein System
Y = au®y + ap® + 0+ ¥ T @
Yo = A + Gp@ + +0r T Gan®n + G2

Ym = Om®y + Cma®a + *+* + Anan 1 O

das die n Variablen z; auf die m Variablen y; transformiert, mit

21 % a Ay Qg eee Gan
z a. Qgg +ee @
e=[7) y=(") a=["] wma a0
Zn Ym A Omy Omg +++ Qmn
durch ;
y=A4-z+a

zusammenfassen. Derartige Systeme von Lineartransformationen treten in den ver-
schiedensten Anwendungen auf. Ihre Wiedergabe durch eine Matrizengleichung er-
méglicht es, Zusammenhiinge zu erkennen und iibersichtlich darzustellen.

BEISPIELE

5.33. (Fortset: ) Der nachstehenden Tabelle gemiB sind die Baugruppen By zu den Fertig-
teilen F; zusammenzusetzen.

| F, 1 F, 2 F. 3
B3 2
B, |5 3 2
B, 2 3
a) Das dieser Tabelle entsprechende System ist als Matri leich d 11

b) In welchen Stiickwahlen sind die Ei elteile in den Fertigteilen enthalten?
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Lésung:
a) Mit
1i 3 2 0\
f=[f) md F=[5 3 2| it b=F.f.
fs 02 3
b) Es gilt fiir den Zusammenhang zwischen
Einzelteil/Baugruppe Baugruppe/Fertigteil
e=B.b b=F.f

und folglich fiir Einzelteil/Fertigteil
e=B.F.f{=(B-E)-f.
Die Eingelteile sind also gemé8 B - F in den Fertigteilen enthalten:

F, F, F,
25 22 13 "“”
pr_(®® 8| ., &[> 22 13
"2t 23 o1 < By | 29 18 8
5§ 3 E,| 21 23 21
E| s 3 2
5.34. ‘(For g) Welcher Matri leichung geniigt die K haltung zweier Vierpole
(Bild 5.5)? )
— —
Udy ] Yl (%L Bild 5.5
Losung: Zur Aufstellung der Gleichung sind die Vierpolgleich gen in der K form

heranzuziehen, da in ihnen die Eingangs- mit den Ausgangswerten verkniipft sind.

U U 14/ U, -
H= A, ’) und ( x) =4, 3 ergeben U, =A,-A, Us .
11 I’ 1! I! Il I{l
Es ist denmach A, - A, die Kettenmatrix der Kettenschaltung.

Aufgaben: 5.35. bis 5.50.

5.3.4. Die inverse Matrix

Eine Division durch Matrizen ist nicht definiert. Die Anwendungen erfordern jedoch,
da8 eine durch die Matrizengleichung y = A - gegebene Lineartransformation
unter bestimmten Bedingungen nach dem Vektor & aufzuldsen, also in # = B -y
umzuformen ist. Grundsitzlich muB dazu A quadratisch sein. Uberfiihrt die eine
Transformation den Vektor @ in den Vektor y, so fithrt die andere von y auf .
Werden beide Transformationen vereinigt, indem jede der beiden Gleichungen je-
weils in die andere eingesetzt wird, so miissen
y=A-B-.y x=B-A-x
mit

y=y z=x
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identisch sein, da nun wieder y in y bzw. & in @ iibergefiihrt wird. Es ist deshalb zu
fordern, da8 sowohl A - B als auch B - 4 gleich der entsprechenden Einheitsmatrix
sind. B heiBt die zu A gehorige inverse Matrix oder Kehrmatrix. In zur Potenz-
rechnung analoger Symbolik (a - a=* = 1) wird sie mit A-! gekennzeichnet, was aber
nicht A-1 = 1/A bedeuten soll.

Definition

Zwei quadratische Matrizen heiBlen zueinander invers, wenn ihr Produkt gleich
der Einheitsmatrix ist.

|71.A-1=A-1-A=E | (.17
Jede der beiden Matrizen 4 und A1 ist jeweils die inverse Matrix der anderen. Es
gilt

l @Anr=4 (6.18)
BEISPIEL
5.35. Die Koeffizi trizen des im Beispiel 5.4. umzukehrenden Sy und des Um-

kehrsystems sind zueinander invers. Es ist

5 4 1 -2 1 0
2 2/l_y E)T Vo 1)
2
Da viele Anwendungen die Inverse einer Matrix vom Typ (2, 2) erfordern, soll sie nun
auch allgemein aufgestellt werden. Sie ist die Koeffizientenmatrix des inversen Sy-
stems von :
Y = an® + d
Yo = Ay % + Ags,

das dazu nach z, und z, aufzuldsen ist.

Ay + G1% = Y1 | - da + (—ag)
g% + A%y = Ya |+ (—Q1a) san
j L
(@11332 — G1989)) T1 = At — Unel (— 1201 + An@e) %2 = —an% + nYe

Es sei a;,ag; — a,,a',l = D gesetzt. Danach ist
D -2y = agly — oYz l Dz, = —anh + anks

80 daB sich als Umkehrsystem

a, a
& = %yl—%%

a a
x.=—%yl+%%
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und als inverse Matrix vom Typ (2,2)

I O
"D "D -
a1= | =_1_( Iz "“) (5.19)
_m o | Di-an ey
D D

ergibt. Die GroBe D, Determinante genannt, 1i8t sich iibersichtlich bilden, wenn sie
mit dem aus den Koeffizienten gebildeten Schema

identifiziert wird (Differenz der Diagonalprodukte). Haufig ist sie auch als det 4
gekennzeichnet.

G gy — @iy = D (5.20)

Ay Qe

BEISPIELE
5.35. (Fortsetzung) Die Kehrmatrix ist mittels Formel (5.19) aufzustellen.
Losung: Fir

5 4 |5 4 ‘
A= ist debA=D=| |=5.2-4.2=2
2 2 2 2

a1 24 _ l~§
2\-2 5 \-t ?'

5.36. Esist die im Bsp. 5.5. aufgestellte Kettenform nach U, und I, aufzulésen (siche auch Bsp.
5.34.).

Lésung: Fir das System

und

ﬁ+1 B.R, + R, + R,

U =4 U mit 4=[ % B
I, Iy L ﬁ+1
R! RB
ist
R, R, 1 (R,R, )
det A = (=L 22 —— (B2 4R +B)=1
et A (R,+1 R,+1 7 Rz+l+2
und
v -1—*3-+1—(5*ﬁ+m+1¢,)
(el = (B
I, I, .__.l_. £+1
Ry Ry

Umfangreichere Matrizen vom Typ (n, n) werden, wie anschlieBend ausgefiihrt, mit
Hilfe des GAussschen Algorithmus oder des Austauschverfahrens umgekehrt. Ist das
jeweilige Verfahren nach r Durchgiingen beendet, so existiert im Falle » < n die
inverse Matrix nicht, da » — 7 Zeilen linear abhingig sind.
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Definition
Eine Matrix hat den Rang r(A4), wenn sie aus r linear unabhéngigen Zeilen be-
steht. Eine quadratische Matrix heiBt regulir, wenn die inverse Matrix existiert,
andernfalls heiBt sie singuldr.
Eine reguliire Matrix hat grundsitzlich den Rang r(4) = n. Der Rangbegriff a8t sich
auch fiir rechteckige Matrizen vom Typ (m,n) verwenden. Ihr Rang kann nicht
groBer als die kleinere der beiden Zahlen m und # sein: 7(4) < min (m, »).

‘Umkehrung mit GauBschem Algorithmus

Wenn im folgenden die entsprechenden Uberlegungen nur fiir eine Matrix vom Typ
(3, 3) angestellt werden, so gelten die gewonnenen Erkenntnisse allgemein fiir Matri-
zen vom Typ (n, n).

Die Inverse zu

an G Qg3 by b by
A=|ay dg 0xn sei A= |by by bu]
31 Qg dag b ba by,

Der Definition gemiB gilt

an @ i3\ (b b bu 100
A-A1=[ay an au||ba bx bu]={0 1 0).
UL TR by by by 001

Die Elemente der zu bildenden Produktmatrix miissen den an jeweils gleicher Stelle
stehenden Elementen der Einheitsmatrix gleich sein. Wird spaltenweise verglichen:

1. Spalte: ayby + by + by =1 by 1
apbyy + Qggby + auby =0 < A- (bn = O)’
Agbyy + Aagbar + Ggabs = 0 \ba1 0

2. Spalte:  aybig + @igbas + digbye =0 by 0
Anbia + Gaebpy + Gb =1 © A-|bu|=|1]
Aybyg + Aaabas + Aggbge =0 Das 0,

3. Spalte:  aybig + @iabas + by =0 b 0
Anbyy + Goabas + Gaaby =0 & A-|by|= 0) ’
agbyy + Gaabay + @agbyy =1 Das 1

so ergeben sich drei Gleichungssysteme. Es ist zu beachten, daB sie alle die gleichen
Koeffizienten a;; aufweisen, nimlich die Elemente der umzukehrenden Matrix A.
Mit dem 1. System, dessen rechte Seiten die Elemente der 1. Spalte der Einheits-
matrix sind, lassen sich die Elemente der 1. Spalte von A1 bestimmen. Entspréchen-
des gilt fiir das 2. und 3. System. Diese Besonderheiten erlauben es, alle drei Systeme
durch

fir: (k=1:k=2 k=3

b\ (1 0\ : (0
A bg]= (o)  [1) (o
b/ | \0/ i \o/ i \1
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zu erfassen, wobei jedem System der entsprechende Wert & zugeordnet ist. Um die
b;x mit dem Gavssschen Algorithmus ermitteln zu kénnen, ist er in der Form

by by byik=1 k=2 k=3|K

an ap ay 1 1 0 0
Qg1 Qgp -Apy 0 1 0
Qg Qg Ay 0o 0 1

anzusetzen. Die drei Spalten fiir die absoluten Glieder werden bei den einzelnen
Schritten parallel mitgefiihrt.

BEISPIELE.
5.37. Welche Matrix ist invers zu
2 1 —1
A=[5 2 o]
1 1 -2
Lésung:
by bag bos E=1 k=2 k=3 K
-2 |2-2 1-2 —144 1 0 0 -2 3 -2
-5 56— 2 -5 0 +10 0 O 0 -5 8 —6
E|1 1 =2 0 o0 1 1
—1 3 S 0 —2
-3 =3 43 10 —9 0 -3 1 —5 +6 3 -3
1 -3 1 1 0
gestaffeltes System:
k=1 k=2 k=3
by — by — 2by = 0 0 1 Mit by, beginnend, werden in
swran| 1]y TR
b= =3 1 t berechnet, mit Spalte k= 2
b= | 4§ P-f ‘=8 dann by,, by, und by, usw.
by = i —10 3 5
by=: —3 1 1
Inverse Matrix:
4 —1 -2
Al=|—-10 3 5
-3 1 1

'Zwecks Kontrolle ist zu iberpriifen, ob A - A-! = E ist. Es ist #(4) = 3 und 4 regulér.
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5.38. Es ist die Kehrmatrix zu bestimmen fiir

2 1 —1
A=|5 2 -1
1 1 =2
Lisung:
by - ba bak k=1 k=2 k=3 X
—2|2-2 1-2 —1+¢4 1 0 o-2 3-2
—5|5—-8 2-§ —1+10 0 1 0—5| 1.-5
g 1 —2 o 0 1 1
=i 3 1 0 -2 1
-3 —3 43 9 —9 0 -3 1 =546 2 -3
0 =#. i 4 ;' —1

Die Kehrmatrix existiert nicht, denn die letzte Gleichung des gestaffelten Systems ist
nicht 16sbar, weil der Koeffizient des by gleich Null ist. Damit ist das ganze System unlés-
bar. Die Matrix weist nur zwei unabhingige Zeilen auf. So la8t sich beispielsweise die
2. Zeile aus den anderen linear kombinieren, indem von der mit 3 multiplizierten 1. Zeile
die 3. Zeile abgezogen wird. Die Matrix hat den Rang r(A) = 2 und ist singulér.

Umkehrung mit Austauschverfahren

Mit dem Austauschverfahren ergibt sich die inverse Matrix A~* als Koeffizienten-
matrix des zu y = A - @ inversen Systems.

BEISPIEL

5.39. Es ist A~ zu bestimmen fir

2 2 8
A=[-4-2 3
) 4 3 2

Lésung: Das enteprechende System wurde bereits im Beispiel 5.12. umgekehrt. Aus dem
Ergebnis 1dBt sich die inverse Matrix ablesen:

13 5
—= = 6

2 2
ar1=\| 10 —4 -9
-2 1 2

| Zwecks Probe ist zu \"lbérprﬁ.fen. ob A.A"! = E ist. Der Rang ist r(4) =3. A4 ist
regulir.

Die Koeffizientenmatrix des im Bsp. 5.14. umgekehrten Systems weist nur zwei un-
abhiingige Zeilen auf. Sie ist singulir und hat den Rang r(Ad) = 2.
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Kontrollfragen

5.6. Was kennzeichnet die Typangabe einer Matrix?
5.7. Welche Matrizen werden als Vektor bezeichnet?
5.8. Was ist eine

a) Einheits ix, b) Null i ¢) Di Imatrix?
5.9. Wie wird eine Matrix transponiert?
5.10. Unter welcher Vi g lassen sich Matri

a) addieren (subtrahieren), b) multiplizieren?

5.11. Wann sind zwei Matrizen gleich?

5.12. Was ist unter einer Skalarmultiplikation einer Matrix zu verstehen?
5.13. Wann werden zwei Matrizen als zuei invers bezeichnet?

5.14. Was gibt der Rang einer Matrix an?

5.15. Welche Matrix ist reguliir und welche singulir?

Aufgaben: 5.51. bis 5.59.

5.3.5. Matrizengleichungen

Die in derartigen Gleichungen auftretenden Terme sind Matrizen, die Variablen sind
Matrizen mit variablen Elementen. Im Rahmen dieses Lehrbuches sollen nur einfache
Félle linearer Matrizengleichungen behandelt werden. Wie bei den linearen Glei-
chungen der Algebra kommt es auch hier darauf an, die Gleichung schrittweise so
umzuformen, daB auf der einen Seite nur die gesuchte Matrix selbst verbleibt. Die
dabei zu verwendenden Umformungsregeln werden sich von den in 4.2. angefiihrten
Regeln der Gleichungslehre unterscheiden, da das Matrizenprodukt nicht kommutativ
und eine Division durch Matrizen nicht definiert ist.

Es sei vorausgesetzt, daB die in den folgenden Umformungen vorzunehmenden Opera-
tionen-ausfiihrbar sind, daB bei der Addition die Matrizen vom gleichen Typ und sie
bei der Multiplikation verkettbar sind. Von der Gleichung

A=B

ausgehend, gilt

‘Aﬂ:C=BiC A (5.21)

Zu den beiden Seiten einer Matrizengleichung darf die gleiche Matrix addiert (sub
trahiert) werden.

A.c=B.Cc | c.Aa=c-B

(6.:22)

Die beiden Seiten einer Matrizengleichung diirfen entweder jeweils von rechts oder
jeweils von links her mit derselben Matrix multipliziert werden. Dabei sind im Sonder-
fall

A-E=E-A=4 und A1-A=A-A'=E
zu beachten.
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BEISPIEL
5.40. Es ist
6.X+A=4.X+B
zu lésen.
Lisung: Von beiden Seiten sind 4 - X und A abzuziehen.
6-X+A=4-X+B|—4-X—-A
2.X=B—A4 |:2
-2 ®-a

) 1 2 —1 303
Mit = une B =
A (3 5 o) d (—1 3 0)

2 1/ 2 —2 ¢ 11 2
t X=— = .
L 2(—4 —2 o) (—2 1 o)

Probe:
1 =1 2\ (1 2 —t 1 -1 2 303
¢ (—2 -1 0)+(3 5 o) _4'(—2 —1 o)+(—1 3 o)
6 —6 12\ (1 2 —1 4 —4 8 303
(—12 —6 o)+(3 5 o) _(-s —4 0)+(—1 3 0)
7

7 —4 11\ _ -4 1
(—9 —1 o)_(—s -1 0
Ein lineares Gleichungssystem stellt sich auch in Form einer Matrizengleichung dar.

BEISPIELE
5.41. Es ist A - & = @ zu losen.

Losung: Da a ein Spaltenvektor sein soll, muB es auch & sein. Um auf der linken Seite
A zu eliminieren, muB sie von links her mit der Kehrmatrix 4~ von 4 multipliziert
werden. Es ist vorauszusetzen, daB A umkehrbar, also reguliir ist.

A-x=a | A?
A1 A.x=A1-a Beachte: A1 A.x=E.-x =&

x=A"1l-a

Fir 24+ y— 2= 1 2 1 —1 £2 1 )
5z + 2y = 0 also 5 2 o)-ly)=
T4+ y—22= -2 1 1 -2 z -2,
4 —1 -2
ist A1 =|—-10 - 3 5 (vgl. Bsp. 5.37.).

-3 1 1
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Damit ergibt sich

4 —1 -2 1 8
x =|-10 3 5] 0)=|—20), alsoz =8; y=—20; 2= —5.
-3 1 1 —2 -5 :

Liegen weitere Systeme vor, die sich nur in den rechten Seiten unterscheiden, lassen sich
80 bei bekannter Kehrmatrix direkt die Losungen angeben.

5.42. Welche Losung hat X - A = B?

Lésung: Damit auch hier auf der linken Seite das Produkt A - A-? entsteht, ist nun von
rechts her mit A~ zu multiplizieren.

X-A-A'=B.A"

X =B-A.
So ist fiir
x.(3 3_[2 —1 o dro—| 3%
4 3 0 3 —4 3

x—( 10 =7 Probe: 3 2
—12 9 4 3

—_—
10 -7 |12 -t
-—12 90 3.

5.43. Wie lautet die Losung fir X = B - X + C?

Lésung: 'Um alle X auf der linken Seite zu vereini| ist B - X zu subtrahi
X=B-X+C | -B-X"

X-B.-X " C | X als rechten Faktor ausklammern (Beachte: X-= E - X)

(E—B)-X=C | mit(E— B) von links multiplizieren

X=(E-B)'.C.

B=(_3 —3) wmd c—(t 3 —1)
2 3 2 0 4
folgt mit
E—B=(! 9_(-3 —3)= 4 3
+ 0 1 2 3 -2 -2
und (E—B)—l—( 1 3/2)
-1 -2
als Losung
(E—B)1.C ‘ 1 3 -1
4 3 5 2 0 4
X = (_5 —3 _7)’ denn
—_— 3/2 4 3 5
—1 -2 -5 -3 -7

Aufgaben: 5.60. bis 5.63.
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5.4. Aufgaben
Systeme mit zwei Variablen

5.1,

3z + 2y = 8| 5.2.

6z — 3y =30 y=23z—23

z=3y-—19|

53. |3z=4dy—15
by = 11 — 4z

54, |45z +16y—3 =0
36z + 1,2y —24=10

Die Losungen der beiden folgenden Systeme sind mit 4 Dezimalstellen anzugeben.

b6.5. | 0,85z + 1,24y = 1,23
1,14z — 0,95y = 2,14

5.6. 2,13z — 1,62y = 5,40
—1,502 + 0,85y = —3,40

5.1. |32+ 6y=36a— Tb 58. | 5z+ 2y=10a| .
2z — 3y = ba— 11b % ey=
b5
59. |ax+by=a 5.10. | az + by =2a
z— y=0 a% — by = a? + b*
5.1, | {a® + bt a2 — b\ 5.12.| 7
: T e [T—LYy=0 — =
(5= (=) v = s
al+bl a!_bl _ L —
2a s % 2a =t z y=-2

5.13. | 4y — 9z = —zy
6y + 3z = day

5.15, Wird die lange Seite eines Rechtecks um 4 cm verkiirzt und die kurze um 6 cm verlingert,
- 80 entsteht ein Quadrat mit gleich langer Diagonale. Wie lang sind die Seiten des Recht-
ecks?

5.16. Zum Betreiben eines Zweital ist O1 und Benzin im Verhiltnis 1:50 zu mischen.
Der Preis fiir Ol betrégt 3,50 M/l und der fir Benzin 1,50 M/l. Wieviel Ol und Benzin
werden verbraucht, wenn dafiir 50,— M zu bezahlen sind?

5.17. Em Probestiick einer Kupfer-Zink-Legierung hat die Masse 500,0 g und das Volumen
61,8 cm?. Wieviel Kupfer und Zink sind in ihm enthalten? Welches Mischungsverhiiltnis
liegt vor? (gocy = 8,92 g/cm?, gz, = 7,18 g/cm?)

5.14. (z + 2):(y + 3):(2y — bz) = 1:3:5

5.18. Auf einer kreisférmigen Bahn von 440 cm Linge begegnen sich zwei Kérper bei gleich-
gerichteter Bewegung alle 20 min, bei entgegengesetzter alle 5 min. Wie groB ist die Ge-
¢«  schwindigkeit der belden Korper?
Hinweis: Als g tandpunkt ist einer der Korper selbst zu wihlen
(mitbewegter Beoba.chtar) Fiir den Beobachter erscheint dieser Koérper ruhend, wihrend
sich der andere mit der jeweiligen Relativgeschwindigkeit bewegt.

5.19. Eine Legierung mit der Dichte g ist aus zwei Legierungsbestandteilen B; und B, mit den
Dichten g, und g, zusammengesetzt (o, < ¢ < @,). Es sind die prozentuale Massen-
zusammensetzung und das Mischungsverhéltnis zu bestimmen.
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Systeme mit 8 und mehr Variablen

520.| z4+y—z—17=0 5.21.| 2z2—3y+ z—12=0
z—y+2z—13 =0 —z+5y—224+11=0
—z2+y+z— 7T=0 32 —8y+52—30=0
522.| +3y—22= 2 528. | 2+ 2+ 2= 3
264+ y—3z= 6 2z, + 4z, + 8xy =13
4z + Ty —Tz2= —5 3z, + 9z, + 272, = 34
5.24. |22y — 23+ 25+2=0 5.25.| 2z + 2y + 4u= 0
Ttz —23+1=0 52+ 6y — 2+ 1u=—4¢
T2, +ag— 2, +7=0 —z—2 +2— 3u= 6
= 2z — z4+ 3u= 4
Es ist bis auf 0,001 genau zu lésen:
5.26. 1,18z + 0,75y — 0,92z = —0,56
0,452 — 1,15y + 0,652 = 1,95
—0,832 + 1,11y + 1,24z = —0,16
Die folgenden Systeme sind mit dem Aust vert kel
527. yy= 7, +6r+ z,+2 5.28. y; = oz + 2%

Yo= —% + 32+ 2+ 3 Y2 =+ 22 + bzy — 31,
Ys= =21+ ¥+ z3+1 Ys= 4z + 9z — 4z,
529, yy= @ — 223+ 323+ 6 5.30. y, = 2z, + 2z, + 373, — 10

Ya= 27+ 2,—22;,—6 Ya= 3z +4dx3+ 22— 11
Y= T — Zg— T Yy = —27; + 3xy — 15z, + 29
Matrizen .
Die folgenden Matrizen sind zu addieren bzw. subtrahieren:
5.31. 5.32. 5.33.
4= (3 1 2) AT — ( u —2v Sw) —3
2 4 3 2u 3v —w, a = , b= i), e=
A S R B SRY
at+b+e=1?
A+B=1 A+B=1 IR
A—B=" A—B="
a—-b—-c=1?
534. fla —b ¢ 3a —b 0 d4a —2b c
b —2 3b|+| 26 3¢ b]—|3 c 4b)=?
c 3a 2a, —¢ —a —5a, 0 22 —3a
5.35. Mit
2 1 -3 —1 2 5 0 —1 1
A=(3 0 2)' B=(3—2 1)' C=(2 0—1)

sind zu bilden: a) 24 -+ 3B, b)34 + B — 2C,

¢)A —2B — 3C.
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Es ist ein geeigneter Faktor vor die Matrix zu ziehen :

5.36. (0,0015 0,013 0,0002) 5.37. ( 9 6 —12)

0,0011 —0,004 0,003 21 15 3
5.38. (1000 1200 —2100) 5.30. (2/3 —4/12  5/4
3200 0 4300 8 1 —1/3

Fiir die folgenden Vektoren ist @ - bT bzw. & - yT zu bilden:
540.a=( 2 1 —1) 54l.x=( b ¢ 542.¢=(2 3 1 1)
b=(—1 3 2 y=(1 11) b=(2 -1 1 3)

Es sind zu bilden

5.43. 12 1 5.44.( 1 3) (1 2 3
13 =2\ —2 1)"\0 —3 —s
(2 1 4) -1 0 =1
2 1 -0
5.45. 3 —1 5.46. 1 -2 1 1
213 i 3 I W PR .
-2 3 0/ |~ 2 2 3 -
‘ 13 0 3 2 2

5.47. Bei welcher Ms.mzenopemtlon entsteht aus einer Matrix A, ,) ein Spaltenvektor (Zeilen-
vektor), dessen El te die Z summen (Spal ) von A sind?

5.48. Mit zwei Matrizen A und B vom Typ (3, 3), deren Elemente willkiirlich zu wihlen sind,
sollen A - B und BT - AT gebildet und miteinander verglichen werden. Welche Gesetz-
miéBigkeit wird erkennbar?

Es sind zu multiplizieren (Genauigkeit 0,01):

5.49. /1,156 0,50 2,15 2,20 4,40\.
2,50 3,85 1,35)-{ 3,00 2,60
1,35 4,00 4,35, 1,20 2,00,

5.50. 1,23 1,33
2,14 2,14 |- (
—0,75 0,28

1,15 1,24 —1,35)
3,00 2,14 2,16

Hinweis: Es ist auf eine zweckmiBige Reihenfolge der Multiplikationen zu achten!

Es ist die Kehrmatrix zu bilden.

5.51. (3 2 '5.52. (3 5 5.53. (1,8 2,4
4 3 2 7 2,7 3,6
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5564. /1 0 1 5.55. 1 1 —f 5.56. /1 2 -3 1
010 : 1 -1 1 1 3 =3 3

11 0 -1 1 1 2 4 -5 3

0 1 0 1

.Desgl. (Genauigkeit 0,001):

5.57. (1,26 1,14 5.58. /3 0 1 5.59. 1,3¢ —2,35 1,36
2,14  —0,36

2 1 -t 3,27 1,85 —085
2 0 3 —28¢4 —0,72 072
Welche Losung: haben die folgenden Matri leick ?
5.60. -1 0 —1 8\
2X+34=¢c, A= 2 —3), ¢={ 10 —7
11 3 7

5.61. 1 0 2 2 -1
= =2 " A= . =
QX 24 C + 5X, 1o 1) c (3 0 2)

562 4w+ b—6b, A=(3 2), b=(1)
1 4 1
5.63. /3 6 2 VAR
A +XB = XC, A=(i_g :) B=(o 2 3) c={-1 4 2
1 4 —3 0 5 —2
5.64. | 1,422 — 1,16y = 4,1 ; 5.65. | 51z —57y=33]
18,521—6,06y=24,6‘ ’—6,82+7,6y=5,2|
56605, 3 _ ser |3, 5. _ 11
6" 1Y) 78 12 "
2 3 12 6, 2 26
i e TEIY*

5.68. | 1,852 — 2,14y = 1,60 . 5.89. 4,152 — 2,75y = 2,87
2,13z + 1,75y = —0,375 —2,14z 4 1,85y = —0,94

5. 0.|2(7z+3y)—4(51:+2y—1) =z—13’ 5L |2 —2 y+2 =z—2

a

5(3 — 2y) + 3(11z — 3y — 20) = 90 — y 3 2 5
r—y+3y+2_z—2(y—l)
6 4 3
572. |3z —4y 5—32 4y—1 23+ 62| 5.73. z Y
—_— e I ST e = =2h —
RS 1 12 aih " a .
22—y 2y — bz @ z o
3 T 6 b amb
5.74. | z y 5.75. T Yy o
o8 - b =
2u+a b @t a—b+a+b L
[ Yy z Yy
Y b =1
ars m-ot arsta—¢o
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5.76.

5.178.

5.79.

5.82.

5:84.

5.86.

5.87.

5.88.

5.89.

5.90.

5.91.

z Y 5.77.

4 -1 a(z +y) +blz—y) =2
a+b a—b a(x =~ y) + bz +y) =0
z y _ a4+

a—b at+b a —b

2a(z + y) + dafa + b) = 2(x + y) + 4a¥(a + b) |

(z+y+2¢)(z—y—2b) +y — 2a) (z — y+2b)
i_*_i:_l_ 5.80. i+i=3 5.81. | by + 8z = 3ay
z oy 2 z y 22— y=0
1 1 1 7 1
—_——=— —_—— =2
z Y 6 x y
22+ 3y _ 17 583. |22 — 3y _ 4
3x—y— 9 2z — 6 3
3z+4l=2 3z — 2y 1
6z — 1 r+y
1 _ 1 5.85. (z + 1):(y + 2):(x + y+ 1) = 3:4:6
z+y+1 dz—3y +1
1 _ 2
+y+2 4+ 3=z+ 2

Zwei Bautrupps 4 und B sollen eine Anlage zusammen in 30 Tagen montieren. Da aber
Trupp A bereits nach 12 Tagen abgezogen wird, benotigt B noch 27 Tage zur Fertig-
stellung der Arbeit. In welcher Zeit hiitte jeder Trupp allein die Montage durchfiihren
konnen?

Wie groB sind die Stréme I, und 7, der im Bild 5.6 dargestellten Verzweigung? Bekannt
sind I, R, und R,.

|
=l
Bild 5.6

Das Ub hiiltnis zweier Zahnrider sei 7, der Achsabstand betrage a. Es sind
die Durchmesser der beiden Teilkreise zu bestimmen.

Wird die lange Seite eines Rechtecks um a verkiirzt und die kurze um b verlingert, so
entsteht ein Quadrat, dessen Inhalt um A4 gréBer ist als der des Rechtecks. Wie lang
sind die Seiten des Rechtecks? Welchen Bedingungen miissen @, b und A4 geniigen, damit
ein 9emttiges Rechteck existieren kann (a == b)?

Desgl. fira = b.
z4+ y+ z= 9 5.92. | 2z, + 2, + 32, —10=0
z+ 2y +4z2=15 3z, + 4z, + 22, — 11 =0

z + 3y + 9z = 23 —2z, + 3z, — 157, + 29 =0
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593, | —4x+3y—22= 8 50 ly+z=a
bx + 4y — 6z2= —8 z+2=0b
—3z+2 +4z2= 19| z+y=c
5.95. 6z — 4y+ 8 =10 5.96. T4y +2+ Su= —9|
—92+ 6y—122=0 2 + 9y + 4z + 1lu = —10
152 — 10y + 202 = 0 —3x+2—52— u= 10
20 —2y 432+ u= —6
5.97. |2 + 220, — 223+ 32, = 5 5.98. 4+ Tyt~ — 2= 6
) + 3y 4 224 + 5z, = 11 Ty Xyt 2y — g+ 5= 4
2+ 2 — 23+ 2= 6 Ty — 2yt 23+ 2+ 2= 8
Zy + day + 32, = 6 =Ty =t ty= 2
—& + g — 25 + 2, — x5 = 10
599, |22 —4dy+22— u=2 5.100. | =+ 2y — u= 3
3z —3%+2u=3 2z +3z+2u=-—1
Tx—8y + =z =17 4z -4y + 32 = 7

x4+ 4y—52+3u=1
4+ 4y — 8z + 5u=14

5.101. | 2,14z — 0,92y + 1,43z = —1,74
1,84z + 2,16y — 0,85z = 8,64 (Genauigkeit 0,001)
0,85z + 1,12y + 1,34z = 1,06

5.102. | 0,722 — 0,43y + 0,85z = 4,78
1,322 + 1,34y — 1,382 = —1,32 desgl.
0,14x — 0,28y — 0,54z = 0,05

5.103. Drei Zahnriider eines Getriebes haben zusammen 80 Zihne. Bei 10 Umdrehungen des
ersten Rades drehen sich das zweite 18- und das dritte 45mal. Wieviel Zihne hat jedes
Rad?

5.104. Ein Schnellzug benétigt fiir eine bestimmte Strecke 2,5 Stunden weniger Fahrzeit als ein
Personenzug, da er stiindlich 25 km mehr als dieser zuriicklegt. Ein Giiterzug, dessen
Geschwindigkeit um 15 km/h geringer ist als die des Personenzuges, benétigt fiir die
Strecke 3,5 Stunden mehr als der Personenzug. Wie lang ist die Strecke, und mit welchen
Geschwindigkeiten fahren die Ziige?

Es sind umzukehren:

5.105. y, = 2, + 2z, + 4z, 5.106. y, = 22, — 23 + 73 + 2
Ya= bz, + 62— x5+ 1z, +4 o= H+aHm—z+1
Ys = —2y — 2, + 223 — 3z, — 6 Ys="T2, + 2 — 2y + 7

Y= 21, — 23+ 3z, —4
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5.107. y, = 22y + 32y + Txy + 4z, + 1024
Ya= 2+ 2%+ 43 + 2z, + 5z
ys = 3x; + 5z + 112y + T2, + 177
Y= 2+ T+ 3;m+ zt+ 3%
Es sind zu bilden:
5108. / 3 5 2 3 1 5.109. 3 2\ a.bT=1
-1 4 3]-|—-2 6 a=[2),b=|1 aT.-b=1
101 10, 1 4, b.-aT =1
5.110. 1,20 —1,40
0,18 0,23 1,10 g 1,25 2,11
—1,40 1,5¢ 0 0,30 0,20 1,35 —1,42
0,80 3,00, .
5.111. Die nqchfolﬁenden Tabellen geben an, in welchen Stéickzahlen die Einzelteile Ej in den
Bauteilen B; und diese wiederum in den Fertigteilen F; enthalten sind.
B, B, B, F, F, F,
E | s 2 3 B | 2 1 0
E, | 3 4 0 B, 3 2 3
E, | 2 3 5 B, | o 4 4
E, | 0 1 0
Preisliste: Produktionsauflage:
| E, E, E E, ] F, F, F,
PreigM | 2 8 1t 5 Stitck | 0 20 s
Wieviel Einzelteile sind berei llen, und wie hoch ist der Materialpreis? Die erforder-

lichen Operationen sind mit Hilfe von Matrizen auszufiihren.

5.112. Welche Operation ist mit A = (: b

a) sich die 1. und 2. Zeile miteinander vertauschen;
b) die 1. Spalte zur 2., die 2. Spalte zur 3. und die 3. Spalte zur 1. Spalte wird?
Es ist die Kehrmatrix zu bilden.

;) auszufithren, damit

5.113. (5 3 5114, (a 0 ; 5.115. (1,25 1,14
i ) (vie o)
5116. /1 2 0 5117, /2 —1 3 5118. /1 2 0
0 -3 4 -3 4 2 5 -3
1 2 -1 4 -4 1/ \e 9 —4
5119. /1 0 0 1 5120 /1 2 —3 1
0110 1 3 -3 3
1010 2 4 -5 1
010 0 o 1 0 3
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5121. /3 0 —2 5.122. / 2,13 —1,24 083
1 1 4 —1,3¢ 094 —2,14
0 3 —5 085 —1,83 0,35
Welche Lo gen haben die folgenden Matrizengleick ? v
5.123. 3 1 —1 1 0 2
A+XB=2X, A=|2 2 o), B=|-1 5 —5
2 —1 2 1 -1 g
5.124. ) ) 2 1 2 -2 0
AX+B=X4+C A=(0 3 1) B=( 2 3
4 2 -2 2 0
3 1 6
C=[|4 -1 3 -
0o 2 1
5.125. 3 —4 1 —1 —1
AX +2B=CX +D,A=|2 3 -3} B= 2 ol
0 1 4 =2
5 -1 0 -5 —3
C= 1 2 —4), D=| 4 0

0 2 1 —4



6. Algebraische Gleichungen hoheren Grades

6.1. Quadratische Gleichungen
6.1.0. Vorbemerkung

In diesem Abschnitt sollen die Kenntnisse iiber quadratische Gleichungen gefestigt
und, da der Bereich der komplexen Zahlen zugrunde gelegt wird, erweitert werden.
Wesentlich erscheint, daB dieses Gebiet besonders dazu geeignet ist, Rechenfertig-
keiten zu entwickeln.

Eine quadratische Gleichung mit einer freien Variablen z hat die

allgemeine Form: Az®+4 Bx+C=0 A,B,CeP,A+0
die nach Division.durch 4 in die
Normalform: 2 + pzr +¢=10

iibergeht. Sie ist im allgemeinen aus einem quadratischen, einem linearen und einem
absoluten Glied zusammengesetzt. Die Elemente ihrer Ldsungsmenge werden hiufig
auch als Wurzeln der Gleichung bezeichnet.

6.1.1. Sonderfille

Fehlt das absolute Glied (C = g = 0), so liegt eine gemischtquadratische Gleichung
ohne Absolutglied vor. Eine derartige Gleichung wurde bereits im Beispiel 4.19.
gelost. In diesem Sonderfall treten stets zwei reelle Wurzeln auf, wobei eine den
Wert Null aufweist. ’

Eine reinquadratische Gleichung zeichnet sich dadurch aus, daB in. ihr das lineare
Glied fehlt (B = p = 0). Zur Losung der in 2? = —¢ umgeformten Gleichung stellt
sich die Aufgabe, alle = zu begtimmen, deren Quadrat bekannt ist. Es miissen sich
zwei, nur im Vorzeichen unterschiedliche Elemente ergeben. Das nichste Beispiel
zeigt die auftretenden Moglichkeiten.

BEISPIEL
6.1. {z| 2% — 16 = 0} | ] 22 + 16 = 0}
Lésung: Fir
2% = 16 | L2t = —16
miissen die Wurzeln so beschaffen sein, da8 ihre Quadrate

positiv | negativ



192 6. Algebraische Gleichungen hoheren Grades

sind. Demnach miissen sie selbst

reell imagindr
sein:  z); = 44 2y = +4j.
Lésungsmenge:
L={-44 L={—4j; 4j}.
Probe: (+4)*—16=10 (242 +16=0
16 —16=0 —16 + 16 =0.

Das Ergebnis des Beispiels 1Bt sich verallgemeinern:

Satz

Eine reinquadratische Gleichung x® 4 ¢ = 0 hat die beiden, sich nur im Vor-
zeichen unterscheidenden Wurzeln

(6.1)

{ﬂ/:? e
Typ =
:l:]}/q— wenn ¢ >0

Die Fallunterscheidung ist iiberfliissig, wenn die in (2.96) fiir den Bereich der kom-
plexen Zahlen gegebene Definition der Wurzel beachtet wird. Soll ein elektronischer
Rechner eingesetzt werden, so ist sie jedoch einzuhalten, da dié Rechner zumeist bei
einem negativen Radikanden mit einer Fehleranzeige reagieren.

6.1.2. Aligemeiner Fall
T

Nur wenn eine alle Terme enthaltende gemischtq vorliegt, wird
von der Losungsformel Gebrauch gemacht.

Satz
. Die gemischtquadratische Gleichung 2® - px 4 ¢ = 0 besitzt stets die zwei

Wurzeln
3
Tip = —% == l/(%) —9q ‘4 . (6.2)

die im Fall

2
a) (%—) — g > 0 voneinander verschieden und reell

2
b) (%) — ¢ = 0 einander gleich (reell)

2
¢) (%) — ¢ < 0 konjugiert komplex

sind.
Der Term D = (p/2)® — ¢ heiBt Diskriminante der Gleichung.
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BEISPIEL
82 |2 +4z+ 13 =0}

Losung: ,, = —2+ ¥4 —13 Da D= —9 < 0, ist Y—9 durch j V9 zu er-
_: ‘ setzen.
=-2+ij19
Losungsmenge: L = {—2 + 3j; —2 — 3j}.

In der Elementarmathematik weist das Auftreten komplexer Wurzeln bei An-
wendungsaufgaben auf die Nichtlésbarkeit des Problems hin. In der héheren Mathe-
matik kommt jedoch den komplexen Wurzeln eine auBerordentliche Bedeutung zu.
Fiir den Rechnereinsatz sind die Beziehungen bedeutungsvoll, die zwischen den
Waurzeln der quadratischen Gleichung bestehen. Mit

x,=—%+}/ﬁ und x,=—’—§-—}/3
lassen sich bilden -

x,+x,=—%+}/1_)—%—}/ﬁ 2, 2y =(—%-t— Vﬁ)(—%—ﬁ)‘)
2

-[4->

Satz
I Die Wurzeln einer quadratischen Gleichung erfiillen die

Wurzelsitze von VIETA l z + 2= —p l T Ty =¢q | (6.3)

Die Losungsformel der quadratischen Gleichung erzeugt z; und z, aus den bereit-

zustellenden Werten —p/2 und VIT Ist jedoch der Rechner nur mit einem Speicher
M versehen, so ist nur —p/2 zu speichern: — (M). Ist im Fall D > 0 dann z, bestimmt,
8o léBt sich z, mittels des nach z, aufgelosten 1. Wurzelsatzes

= —p—a=—2+2-(M

ermitteln, indem das Vorzeichen des noch in der Anzeige befindlichen , geindert und
zweimal der Speicherinhalt addiert wird. Die Probe erfolgt iiber 2, - 2, = ¢.

BEISPIELE

6.3. Es ist 1,6222 — 5,052 + 2,84 = 0 zu lésen (Genauigkeit 10-3).
Losung: Anzeige:
Eingeben — B 005 o 1,6612 — (M), quadrieren 2,7595

2 21,62

subtrahieren ¢ = —f’g; = 1,8684 0,8011 =D
Vorzeichenkontrolle von D: D > 0, radizieren 0,9440
Speicherinhalt (M) addieren 2,6052 = z,

. Vorzeick hsel, (M) ifach addi 0,7172 = z,
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Kontrolle: z, - z, - 1,52é 2,84
Lésungsmenge: L = {0,717; 2,605} .
—_—

6.4. {z|2* — 2,34z + 2,60 = 0}

Lisung:

Eingeben —% = 1,17 — (M), quadrieren 1,3689
subtrahieren g =260 —1,1311 =D
Vorzeichenkontrolle von D: D < 0, Vorzeiqhenwechsel, radizieren 1,0635 = Im

Die Losung ist komplex. Der Realteil ist mit (M) identisch.
Kontrolle: z, « z, = 1,172 — 1,064%2 = 1,172 + 1,064'-" 2,50.
Lésungsmenge: L = {1,170 + 1,064j; 1,170 — 1,064j} .-

Die Wurzelsitze bestatigen, daB sich aus dem Produkt
‘ (x— ) (x —2) = 2% — 2,7 — 2% + 212,
=22 — (@ + ) T+ 1,7,
— p— ——
—p q nach Gl. (6.3)
=2 +prtyg
der quadratische Term bilden liBt, der fiir = z; und = 2, jeweils den Wert Null
annimmt. Die Werte «; und 2, heiBen Nullstellen des quadratischen Terms, und das
aus Linearfaktoren gebildete Produkt (z — ;) (x — 2,) stellt eine Produktform dar.
Satz
Sind @, und z, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 2? 4+ pz + ¢ = 0, so gilt
die Identitat
P pprtg=(z—m)(x—) (6.4)

BEISPIEL
6.5. Welche quadratische Gleichung (Normalform) hat als Wurzeln z; = 2, 2, = —3?
Losung: Es bestehen zwei Lo oglichkeit
mit (6.3): —p = 2, + 2, = —1 mit (6.4): (z — 2) (& +3) = 0
g=2x - 23= —6. ausmultiplizieren.
Gesuchte Gleichung: 22 + z — é =0.

Bei Anwendungsaufgaben, die auf eine quadratische Gleichung fiihren, ist stets zu
priifen, ob alle Wurzeln, eventuell nur eine oder keine Wurzel verwertbar sind.
Danach ist das Problem auf zweierlei Art, eindeutig oder nicht lsbar.

BEISPIEL

6.6. Im Bild 6.1 ist der Querschnitt eines Hohlkérpers mit iiberall gleicher Wandstiirke und den
AuBenmaBen 80 cm und 30 cm dargestellt. Der Materialquerschnitt soll 609, des Gesamt-
querschnittes ausmachen. Wie groB muB die Wandstérke sein?
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Lisung: Die Wandstirke betrage z cm. Es muB z < 15 sein.
Es ist einfacher, den Inhalt des Hohl q i der 409, des G q hni
(= 0,44) betragen muB, anzusetzen:

(80 — 22) (30 — 22) = 0,4 - 80 - 30
80-30 — 2.302 — 280z + 42 — 0,4-80-30 =10
42 — 2.1102 + 0,6 -80-30 = 0
22 — 56z + 360 = 0
2,4 = 21,5 + V726,25 — 360
= 27,5 + 19,91
2, = 47,4 > 30 entfiillt; z, = 7,569

Die Wandstérke muB 7,6 cm betragen.

k‘LN

N Bild 6.1
80

30

6.1.3. Greometrische Deutung der Diskriminante

- Um zu einer geometrischen Deutung zu kommen, sei die aus 2% 4 pxr 4+ ¢=0
gewonnene Funktion mit der Gleichung y = #? + px + ¢ grafisch dargestellt. Das
Bild 6.2 veranschaulicht, wie die in der Losungsformel auftretenden GréBen —p/2
und D (angenommen wurde D > 0) die Lage der Parabel und damit die Wurzeln der
quadratischen Gleichung, die an den Schnittpunkten von Kurve und z-Achse abzu-
lesen sind, beeinflussen.

y

J <

b,

N\ w1 \ i

X
X -7P fxz
-5 Bild 6.2 ,w , Bildes
Der Scheitel liegt fiir
a) D> 0: b) D=0: ¢) D<O:

unterhalb o auf oberhalb
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der z-Achse (Bild 6.3). Im Fall a) schneidet die Kurve die z-Achse bei 2, und z,.
Wird die gebundene Variable ¢ vergroBert- und damit die Kurve in Richtung der
positiven y-Achse verschoben, so ndhern sich die beiden Schnittpunkte einander,
um im Fall b) als Beriihrungspunkt zusammenzufallen. Die quadratische Gleichung
weist dann die Doppelwurzel 2, = 2z, = —p/2 auf. Bei noch groBerem g schneiden
sich Kurve und 2-Achse nicht mehr. Die Losungsmenge besteht dann aus zwei kom-
plexen Zahlen. Nur in den Fillen a) und b) ist es moglich, die Wurzeln der quadrati-
schen Gleichung grafisch zu ermitteln.

Fiir alle ¢ {z,; z3) gilt 42® + Bz + C > 0 (bzw. < 0), falls entsprechende Kur-
venpunkte oberhalb (bzw. unterhalb) der z-Achse liegen. Diese Bereiche werden
durch die reellen Wurzeln z, und z,, falls sie existieren, getrennt.

BEISPIEL
6.7. Welchen Definitionsbereich hat Y10 + 8z — 2z°?
Losung: Der Radikand darf nicht negativ sein:
—22% 4+ 82 + 10 = 0.
Die Wurzeln der zugehérigen Gleichung
—2 4 82 +10=0 | :(—2)
2 —4z—5 =0
T3 =2+ V4+56=2+3,
also 2, = —1 und 2, = 5, trennen die Bereiche.
Sie selbst erfiillen die Ungleichung. Es ist noch zu heiden, ob die g 1 z innerhalb

oder auBerhalb des durch z, und z, begrenzten Bereiches liegen. Dazu ist mit einem be-
liebig gewihlten 2 4= z,; 2, die Probe an der Ungleichung durchzufiihren:

Fiir z = 0 € [—1; 5] ergibt sioh die wahre Aussage 10 = 0.
Definitionsbereich: X = [—1; 5].
—_—

Hiitte sich eine falsche Aussage ergeben, so wiire als Definitionsbereich die Kompl tar-
menge anzugeben.

Kontrollfragen

6.1. Wie heiden sich die all ine Form und die Normalform einer quadratischen
Gleichung voneinanier?

6.2. In welchen Fillen 1a8¢ sich eine quadratische Gleich ohne Lo formel 16sen?

6.3. In welcher Form muB die quadratische Gleichung vorliegen, damit die Losungsformel an-
wendbar ist?

6.4. Wie kénnen die Losungen einer quadratischen Gleichung beschaffen sein?

6.5. Was ist die Diskriminante, und wie verhilt sie sich in den einzelnen Fillen?

6.6. Welche Beziel besteh hen den Wurzeln einer quadratischen Gleichung?
6.7. Was ist unter der Produk m eines quadratischen Terms zu verstehen?

Aufgaben: 6.1. bis 6.42.

6.1.4. Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen zuriickfiihren lassen

Verschiedene Gleichungen lassen sich durch Umformen bzw. Einfithren einer neuen
Variablen auf quadratische Gleichungen zuriickfiihren. Wie schon bei den linearen
Gleichungen, so ist auch hier zu iiberpriifen, ob die neu entstehende Gleichung zur
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urspriinglichen dquivalent ist. Es wird dazu der Definitionsbereich der zu lésenden
Gleichung festgestellt und auf die neue Gleichung entsprechend iibertragen. Zu-
mindest ist am SchluB die Einsetzprobe an der urspriinglichen Gleichung vorzu-
nehmen,

BEISPIELE

6.8. {x |t + 5a2 — 36 = 0}
Lésung: Definitionsbereich: C,
neue Variable: 4 = 22 (keine Einschrinkung),
quadratische Gleichung: ? + 5u — 36 = 0

Uy,g = -—:—i—!zé u =4, y=-—9.
Fiir z ergeben sich die beiden reinquadratischen Gleich
=4 2?2 = —9
2 =23, =—2, 23 = 3j, g = —3j.

Losungsmenge: L = {2; —2; 3j; —3j}.
_—

Ergeben sich fiir die quadratische Hilfsgleichung komplexe Wurzeln, so sind die rein-
quadratischen Gleichungen fiir 2% mit Hilfe von Formel (2.96) zu losen.

6.9. ez +2Vx —15 =0} .
Lisung: Definitionsbereich: [0; c0),
neue Variable: v = Vz—mic ©u=0,
quadratische Gleichung: u® + 2u — 15 = 0 A u € [0; o0)
U= —14+4 4, =3, (u, = —5entfillt).

Losungsmenge: L = {9}.

Werden zunichst , = 3 und u, = —5, also 2, = 9 und z, = 25 als Losungen angesehen,
80 fithrt z, bei der Probe auf eine falsche Aussage 25 + 2V26 — 15 = 0.

Auch Wurzelgleichungen konnen auf quadratische Gleichungen fiihren. Um die
Wurzeln aufzuheben, sind sie ein- oder mehrmals zu quadrieren. Da aber nicht nur
die Gleichung 7, = T, durch Quadrieren auf 7,2 = T? fiithrt, sonderns auch 7'
= —T,, ist zu erwarten, daB nicht alle Wurzeln der neuen Gleichung die urspriingliche
erfiillen. Es ist deshalb grundsitzlich die Einsetzprobe vorzunehmen, damit sich un-
zuliissige Elemente ausschalten lassen.

BEISPIELE
6.10. {x[3x —8 — 44z + 1=0nzc P} )
Lgsung: Der Definitionsbereich 1iBt sich als Durchschni ge der Lo gen der

beiden Ungleichungen
3z — 8 = 0 (weil der nachfolgende Wurzelterm nicht negativ sein kann),
42 + 1 = 0 (weil Radikand nicht negativ sein darf)

bestimmen: X = [% 5 co) .
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Warzel isolieren: 8r —8 =44z + 1,
beiderseitig quadrieren: 92 — 48z + 64 = 16(4z + 1)
22— Q z 4 ﬁ =0
9 9
56 @ 52
f1a =g + 9

. z, = 12, (2, = 4/9 entfillt).
Die Einsetzprobe fiihrt nur fiir 2, = 12 auf eine wahre Aussage.

Ldsungsmenge: L = {12}.

611. {z|V2—z+Vz—3=1nrzecP}

Ldsung: Treten mehrere Wurzelterme auf, so wird zunichst einer

isoliert: - }’2_—2 =1— Vz_—:i

quadrieren: 2—z=l—2VzT3+:r—3

zusammenfassen und

Warzel isolieren: 2Yz—3 =22 —4:2

V2T3 =x—2
quadrieren: z—3=2—4zx +4
2 —524+7=0 -
=2:lyer

Eine vorherige Ul of g des Definitionsbereiches der Gleichung: (—o0; 2] n [3; o0)

= @ hiitte bereits geben, daB die Gleichung unlésbar ist!
Aufgaben: 6.43. bis 6.50.
6.2 Das Schema von Horner

6.2.0. Vorbemerkung
Die bisher behandelten linearen und quadratischen Gleichungen sind Sonderfalle der
algebraischen Gleichung n-ten Grades

2" + Ay 2"+ a2+ 0 =0 a,+0,

in der die a; beliebige reelle Koeffizienten darstellen und » € N ist. Wie schon im
Bsp. 4.7. angegeben, wird der auf der linken Seite auftretende Term als Polynom
n-ten Grades bezeichnet, wobei sich der Grad aus dem gréBten Exponenten bestimmt.
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Derartige Polynome sind auch Bestandteil der Gleichungen, mit denen ganzmtlonnle
Funktionen beschrieben werden (vgl. 10.4.1.):

Y = a2 + ap @ + o g - 4.

Das Auffinden der Nullstellen derartiger Funktionen — also der Werte fiir 2, fiir die
y verschwindet — ist identisch mit der Aufgabe, algebraische Gleichungen zu l6sen.
Es ist erforderlich, derartige Polynome néher zu untersuchen.

6.2.1. Eintiihrung des Horner-Schemas

Die grundsitzlichen, verdl]gemeinerungafihigen Erkenntnisse sollen am Polynom
dritten Grades gs(z) = a32® + a42® + @, + ¢, gewonnen werden. Es ist sein Wert
an der Stelle z, zu bestimmen. Dazu sei

9a(1) = as,® + as%i® + 4,7 + o

in der Form
ga(x1) = [(as21 + a3) 21 + 1) 2y + 4o

dargestellt. Aus ihr ist zu erkennen, da8 sich die gleichbleibende Multiplikation mit
2, und die Addition der Koeffizienten stindig abwechseln. Von HorNEE wurde 1819
ein nach ihm benanntes Schema angegeben, in dem sich die Operationen iibersichtlich
ausfiihren lassen. Es werden zunichst die gegebenen Koeffizienten a;, mit a; begin-
nend, in einer Zeile niedergeschrieben (fiir fehlende Potenzen ist der Koeffizient 0 ein-
zusetzen). Nachdem a; unverindert nach unten iibertragen wurde, ist in der ange-
gebenen Pfeilrichtung mit , zu multiplizieren und in Vertikalrichtung zu addieren.
Die unter dem Strich erscheinenden Zwischenwerte sollen abkiirzend mit by, b, b,
und der Endwert mit 7, bezeichnet sein. Diesen b; kommt im weiteren Verlauf eine
besondere Bedeutung zu.

as ag a Uy
M~ 254 A bz, P bty
/ 7z 7
E2) ay byzy + 4y bz + boxy + do
=b =b =by =1 = ga(%1) @
BEISPIEL
6.12, Es ist der Wert des Polynoms g,(2) = 32° -— 102® + 10z — 1 fiir 2, = 2 zu berechnen.
Losung:
3 —10 10 -1
(] —8 4
2 ' 3 —4 2 3 = gy(2).

Soll g;(»,) mit Hilfe eines Rechners bestimmt werden, so ist 2; zu speichern und je-
weils zum Multiplizieren abzurufen. Die Koeffizienten werden einzeln eingegeben und
addiert. Interessiert nur gy(z,) selbst, so ist es nicht notwendig, die b; zu notieren.
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BEISPIEL )
6.13. Mit dem Rechner ist gy(1,5) fiir gy(z) = 223 — 1,42® + 1,2z — 0,8 zu bestimmen.
Lisung: Die im Schema eingeklammerten Zahlen sollen lediglich dem Verglei/ch dienen.

2 —1,4 1,2 —0,8
® @4 54)
15 l @ L8 (38 4,6 = gy(1,6).

Aufgaben: 6.51. bis 6.56.

6.2.2. Erweiterung des Schemas von Horner

Wie schon erwiihnt, sind die in (I) mit b; bezeichneten Zwischenwerte bedeutungs-
voll. Mit ihrer Hilfe liBt sich das Polynom als eine Summe darstellen, deren einer
Summand ein Produkt aus dem Linearfaktor z — 2, und einem Polynom 2. Grades
ist: i i -

Ga(%) = a32® + ag2® + a1z + @y = (z — 2,) (b2 + b + by) + 1. (II)
Diese Darstellung sei zuniichst an Hand des Beispieles 6.12. nachgewiesen. Danach
muB gelten: ‘
32 — 102 + 10z — 1 = (x — 2) (322 — 4w + 2) + 3.

Zur Bestitigung sind die Klammern der rechten Seite aufzulosen.

e =328 — 42?4 2713 (Multiplikation mit =)
— 6224 8xr—4 (Multiplikation mit —2)
=32 — 1022 + 10z — 1 (Zusammenfassung)

Bevor (II) in gleicher Weise behandelt wird, sollen die in (I) eingefiihrten b; unter-
sucht werden. Es sind

by =ay
by =byy + a, " bzw. by — by, = a,
b = b2 + @y by — b2y =,
7o =byz1 + ao 7o — boy = aq.
Das Auflosen der Klammer der rechten Seite von (II) ergibt:
ver = bya® 4 b2t +boz +7, (Multiplikation mit x)
—byzy2? —bzz —byz, (Multiplikation mit —z,)

= bg2® + (by — be2;) 2% + (by — by2y) = + (1o — bo2y). (Zuénmman.inssung)

3 L ] a %
Damit hat sich die Identitit der beiden Seiten herausgestellt. In einer abgeiinderten
Darstellung liB8t sich (II) auch als sogenannte Partialdivision deuten, in der
a32® + a52? + a,2 + a, durch z — 2, dividiert wird. Ergebnis ist byz® + bz + b,
und, da diese Division im allg i nicht aufgeht, der Rest 7y:

(a37® + ag2® + ayx + ag) : (x — ;) = byzy + bz + by, Restr,

4,
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oder .
a2 + g 4 a;x 4+ ay — by® + by + by + n_ .

z—x z — 2

Die am Beispiel eines Polynoms 3. Grades gewonnenen Erkenntnisse gelten unein-
geschrinkt fiir Polynome n-ten Grades.
Satz

Ein Polynom n-ten Grades liBt sich als Summe dar deren einer § nd
ein aus einem Linearfaktor und einem Polynom (» — 1)-ten Grades gebildetes
Produkt und deren anderer Summand eine Konstante ist.

2" + Uy 2V F gz Gy = (£ — ) (bp@* -+ + by + bo) + To .(6-5)
——— e

1,

gn(®) In-1(2)
Die Koeffizienten by sind der 3. Zeile des Schemas
a, Uy Un-g B a, a,
21551 Tybn-g o £ EAN
*y l bay bus byg &5 bo 7o

zu entnehmen. .

In der Form g,(%) = (x — 2,) - gar(2) + 7o 1aBt sich die oben herausgestellte Be-
deutung des 7, gut erkennen. Wird fiir z der Wert z, eingesetzt, mit dem das Schema
durchgerechnet wurde, so ergibt sich

In(@1) = (@1 — %1) * Gaa(%1) + 70 = To-
Satz
Der Rest 7 ist gleich dem Wert des Polynoms an der Stelle ;.

Das HorNERsche Schems eignet sich auBer zur Funktionswertberechnung ganz-
rationaler Funktionen auch zur rationellen Durchfiihrung der Polynomdivision mit
linearem Divisor. g

Um noch eine Kontrollrechnung einschalten zu konnen, sind die Koeffizienten-
summen

L Uyt Gy A+ o+ @y + @y = 8, vOn gy()

(6.6)

und
Buoy + buoa + ++ o+ by + by = 85y VOR gy (%)

zu bilden. Die identische Gleichung
A" 4 Bug@ L e+ @@+ dg = (8 — ) (bpa@® e F bz + by) + 1o
nimmt fiir + = 1 die Form

ay + yy + 0+ @+ @G = (1 = zy) (bpy + -+ + by + bg) + 1o

Sn Sn-1
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an, und so muB s, = (1 — z,) - 8,; + 7, bzw.

8y + (%, — 1)-8,_, = 7, | Kontroligleichung 6.7)
sein.
BEISPIEL
6.12. (For ng) Fiir das angegeb Beispiel ergibt sich

5y =8 =8—-10+10—1=2
b1 =8=383-"4+2=1
Kontrollrechnung: 2 + (2 — 1) - 1 3,
Ergibt sich fiir ein 2, speziell r, = 0, ist also gs(2;) = 0, dann ist dieses , eine Nullstelle

des Polynoms. Fiir die Gleichung g,(z) = O stellt es eine Wurzel und fiir die durch
¥ = ga() gegebene Funktion eine Nullstelle dar.

Satz

Hat ein Polynom n-ten Grades die Nullstelle z,, so LiBt es sich als Produkt aus
dem Linearfaktor (z — ;) und dem entsprechenden Polynom (» — 1)-ten‘Grades
darstellen.

9a(#1) = 0 ga(2) = (z — 21) - gaa(¥) (6.8)

BEISPIEL
6.14. Es ist z; = 2 eine Nullstelle von

94(z) = 2 — 32° — 124* 4 52z — 48.

Der entsprechende Linearfaktor soll ausgeklammert werden.

Lisung:
1 -3 —12 52 —48 5= —10
2 —2 —28 48 Kontrolle:
2 |t -1 —14 24 o 85 = 10 —10 4+ (2 —1). 10==0,

go(z) = (x — 2) (2° — 2 — 14z + 24).

Nun kann es sein, da8 auch g,_,(2) ebenfalls fiir z, verschwindet. Dann stellt dieses z
eine zweifache Nullstelle des urspriinglichen Polynoms dar usw. Um das festzu-
stellen, wird lediglich das Schema fortgesetzt und dabei der r-Wert des vorher-
gehenden Durchgangs ausgelassen.

BEISPIEL
6.15. Es ist das Polynom

95(2) = 2® — 152 + 102° + 60x — 72

auf die Vielfachheit der Nullstelle 2, = 2 hin zu untersuchen und als Produkt mit der
entsprechenden Potenz von (z — 2) darzustellen.
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Losung:
81 K:
1 0 —15 10 60 —72 —16
2 4 —22 —2¢ T2
2 1 2 —11 —12 36 |0 16 —164+1-16==0
2 8 —6 —36
2 |1 4 -3 —18 | 0 —18 16 4+ 1.(—16)=0
2 12 18
2 1 6 9 0 16 —16+1-16=0
2 16
2 |1 8 25%0 9 . 16+1.9==25

7, = 2 ist dreifache Nullstelle.
Produktdarstellung: gy(2) = (z — 2)* (z* + 6z + 9)
gs(®) = (z — 2)° (z + 3)%.

Kontrollfragen

6.8. Was ist ein Polynom mit einer Variablen, und was ist unter seinem Grad zu verstehen?

6.9. Welche Bedeutung ergab sich bei der weiterfiihrenden Betrachtung fiir die in der 3. Zeile
des Schemas entstehenden Werte?

6.10. Was ist unter der Nullstelle eines Poly zu verstehen?

8.11. In welcher Form la8t sich das Polynom d llen, wenn das Schema fir eine Nullstell
entwickelt wurde?

Aufgaben: 6.56. bis 6.60.

6.3. Algebraisehe Gleichungen n-ten Grades

Im folgenden soll gezeigt werden, wieviel Wurzeln eine algebraische Gleichung
n-ten Grades

2" + g2 + - F g+ a,=0 (a3, +0;0,€ P;n€N)

im Bereich der komplexen Zahlen aufweist.

Die Losungsmenge einer in dieser Form gegeb linearen Gleichung besteht grund-
séitzlich aus einem Element, withrend die einer quadratischen Gleichung aus zwei
(eventuell gleichen) Elementen besteht. Vermutlich wird nun allgemein eine Glei-
chung n-ten Grades n Wurzeln aufweisen. In seiner Dissertation hat C. F. Gauss
1799 den folgenden Fund talsatz der Algebra bewiesen:

Jede algebraische Gleichung n-ten Grades mit einer freien Variablen hat im Bereich
der kompl Zahlen mindestens eine Wurzel.

Nach GI. (6.8) 1Bt sich aber dann die linke Seite der Gleichung als Produkt mit dem
Linearfaktor (x — z,), wobei z, die zumindest existierende Wurzel ist, darstellen:

(2 — 2,) (bpy@ ™ 4 by 2" % + -+ + by + bo) = 0.
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ErwartungsgemiB entsteht daraus fiir z = z, eine wahre Aussage. Das Verschwinden
der linken Seite kann aber auch eine Folge des Nullwerdens des zweiten Faktors sein.
So liegt mit

bpg@™t by g2t s L bz 4 by =0

nun eine Gleichung (n — 1)-ten Grades vor, auf die wiederum der Fundamentalsatz
zutrifft, fiir die also mindestens eine Wurzel , besteht, die nicht unbedingt von z,
verschieden sein muB. Es 1aBt sich demnach ein Faktor (z — «,) abspalten. Wird diese
Uberlegung fortgesetzt, so geht schlieBlich die in der allgemeinen Form gegebene
Gleichung n-ten Grades in die Produktform

(@ —2)) (£ —Zp) -+ (& —2,) =0
iiber. Daraus folgt unmittelbar der Satz:
Satz
Eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit einer freien Variablen hat im Be-

reich der komplexen Zahlen stets = Wurzeln , ..., z,. Fiir das zugehérige Poly-
nom gilt die Identitit

2" + @@ e+ T+ g = an(X — ) (& — @) o (2 — )
(6.9)
Uber die Art der Wurzeln sagt der Satz nichts aus. Sie kénnen teilweise reell oder

komplex, voneinander verschieden oder gleich sein. Ohne Beweis seien noch ange-
fiihrt:

Satz

Hat eine algebraische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige
Waurzel 2,, dann muB sie ein Teiler des absoluten Gliedes a, sein.

Die im Satz vorausgesetate Existenz einer ganzzahligen Wurzel ist keinesfalls grund-
sétzlich gesichert. Sie ist durch Probieren festzustellen.

Satz

Ist eine komplexe Zahl a 4 bj Wurzel einer algebraischen Gleichung mit reellen
Koeffizienten, so ist es auch die dazu konjugiert komplexe Zahl a — bj.

Komplexe Wurzeln treten also gruhdsiitzlich nur paarweise auf.

Satz

Nimmt fiir zwei verschiedene z-Werte g,(z) ungleiche Vorzeichen an, so mu8
zwischen diesen beiden # mindestens eine reelle Nullstelle liegen. .

Mit Hilfe dieses Satzes ist es méglich, vorhandene reelle Wurzeln einzugabeln.
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BEISPIELE

6.16.

6.17.

‘Welche Losung hat 23 — 8 = 0?
Lisung: Die vorliegende Gleichung weist neben dem kubischen nur noch den absoluten

‘Term auf. Eine erste, und zwar reelle Wurzel ergibt sich in diesem Fall direkt aus

?=8
als
i
z =Y8=2.
Mit dem fiir z, = 2 zu wickelnden Horx hen Sch
i 0 0 -8
T2 4 8

2 I 1 2 4 (1} Bestéitigung der 1. Wurzel: 7o = 0
1aBt sich die Gleich in die Produktform
(—2)(2*+2x+4) =0
iiberfihren, aus der sich fir die noch fehlenden Wurzeln eine quadratische Gleichung
ergibt.
22420 +4=0
—1+V1—12
—14i13.
Losungsmenge: L = {2; —1 + j}/§; —1 — j}’§}.

i3

(o] 2b + 42° — 1122 — 30z = 0}
Lésung: Da das absolute Glied fehlt, 1iBt sich z ausklammern
z-(2® + 427 — 11z — 30) = 0
und mit Regel (4.5) daraus z, = 0 als Wurzel ablesen.
Eventuelle ganzzahlige Wurzeln der restlichen Gleichung
2 +42* — 112 —30=0

kénnen nur die Teiler 4-1; +2; +3; +5; ... des absoluten Gliedes sein. Bei der Belegung
mit 4-1 hen offensichtlich falsche A Fiir die nichsten Teiler soll das HOr-
~Ersche Schema hérangezogen werden.

1 4 —11 -30
2 12 2

Vereinfachtes HorNERsches
2 | 1 6 1 —28 2istkeine Wurzel Schema, in dem die Ausgangs-
koeffizienten nur einmal
-2 —4 30 geschrieben sind.

—2|1 2 —15 0 z=-2

Aus dem fiir 2 = —2 aufgestellten Schema ergibt sich fir die weiteren Wurzeln die
quadratische Gleichung

24+2—15=0
mit z, = 3 und 7, = —5.
Losungsmenge: L = {—5; —2; 0; 3}.
—
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Der folgende Satz ergibt eine Moglichkeit, den Bereich, in dem reelle Wurzeln auf-
treten konnen, abzugrenzen.

Satz
Weisen alle Werte b; und 7, der dritten Zeile des HorRNERschen Schemas
a, [ a; a,
Zybpy EAN ;b
ol I by bus oo by 7o

fiir positives , gleiche Vorzeichen auf, so existiert keine weitere Nullstelle fiir
noch gréere = > ;. Haben sie bei negativem z, wechselnde Vorzeichen, so kann
fiir noch kleinere 2 < z, keine Nullstelle mehr auftreten.

Weist eine algebraische Gleichung keine g hlige Wurzel auf, so mu8 eines der
im Abschnitt 8. beschriebenen Naherungsverfahren herangezogen werden.

Kontrollfragen

6.12. Welche Form hat eine algebraische Gleichung n-ten Grades?

6.13. Wieviel Wurzeln hat eine algebraische Gleichung im Bereich der komplexen Zahlen?
6.14. Wie kénnen die Wurzeln einer al| hen Gleichung besch sein?

6.15. Wie ist die Produktform eines Polynoms n-ten Grades gebildet?

Aufgaben: 6.61. bis 6.66.

6.4. Aufgaben

Die folgenden Gleichungen sind zu lésen.
Reinquadratische Gleichungen:

6.1, 22— 144 =0 62 224+9=0

63, 422 4+25=0 6.4, 52 4 10 = 34

65 azx*+b=0 (a-b<0) 66. az?+b=0 (a-b>0)

Gemischtquadratische Gleick :

6.7. 22+2—12=0 68. 22 —Tz+10=0

69. 22+2—-90=0 . 6.10. 22 — 62+ 13 =0

6.11, 22 — 32 =0 6.12. 322 + 42 =0

6.13. 422 — 42 +3 =0 6.14. 822 — 6z + 1 =0

6.15. 42? — daz = b* — a? 6.16. 2? — ax + bz = 2ab + 2b*

6.17. a(a — b) 2® + b*2 = a(a + b) 8.18. m(m + n) = n(2m — nz) z
2¢2 c z

6.19. (@ — 2)? + (z — b)* = a® + B2 cs.20.a“_u,+“_a=—a_z

Es sind mit einer Genauigkeit von 0,0001 zu Iosen:
6.21. 1,732* + 0,86z — 0,47 = 0 6.22. 0,142® — 0,016z + 0,035 = 0
6.23. 2,1622 + 0,185z + 0,012 = 0 6.24. —0,0302* + 0,150z + 0,185 = 0



- 6.4. Aufgaben 207

Die folgenden Terme sind als Produkte von Linearfaktoren darzustellen:

6.25. 2% + 22 — 15 6.26. 2 — 4z 6.27. ax? + bz + adx + bd

Welche quadratische Gleichung (N Iform) weist die angegebene Losungsmenge auf?

6.28. {3; —2) 6.29. {0; 5} 6.30. {—4} (zweifach)

6.31. {3 + 2j;3 — 2j} 6.32. {a + 2b; 2a + b

Es sind die im Bereich der reellen Zahlen li den Losung folgender Unglei-

chungen zu bestimmen:

633. 22 —-3=20 6.34. 22 +3> 0

6.35. 22 — 6z +10< 0 6.36. 3 — dz = da?

6.37. Wird die eine Seite eines Quadrates um 3 cm verlingert und die andere um ebensoviel
verkiirzt, so hat das hende Rechteck einen Flicheninhalt von 55 cm?. Wie lang sind

die Seiten des Quadrates?

6.38. Aus einem rechteckigen Blech mit den Seiten 3,00 m und 5,00 m ist ein Rechteck mit
einem Flicheninhalt von 4,00 m? herauszuschneiden. Es soll dabei ein Rahmen mit iiber-
all gleicher Breite entstehen. Wie breit ist der Rand?

6.39. Um welchen Betrag muB der Durchx'nesser d eines Kreises vergroSert werden, damit sich
seine Fliche verdoppelt? Wie groB ist der Durchmesser des vergroBerten Kreises?

6.40. Zwei Widerstande ergeben bei Parallelschaltung 3Q. Die Einzelwiderstinde unterschei-
den sich um 8Q. Wie groB sind sie?

8.41. Ein Zylinder wird auf die Halfte seiner urspriinglichen Héhe g ht. Welchen Radius
hat der gestauchte Zylinder?

6.42. Um die Tiefe eines Brunnens zu bestimmen, laBt man einen Stein frei hineinfallen und
hort ihn nach 8 s im Wasser aufschlagen. Wie tief ist der Brunnen? (Schallgeschwindig-
keit 333 m/s; Fallbeschleunigung 9,81 m/s?. Der Luftwiderstand wird vernachlissigt.)

Die Losung; gen der folgenden Gleichungen, die sich auf quadratische zuriickfithren
lassen, sind zu bestimmen.

643. 28 — 1322+ 36 =0 644, 2* — 522 +4=0

645. 2 — 21z —3=0 6.46. 2+ 5z +6=0

647. 2 —V—2+2=0 648. V22' + 4z — 86—z —3 =10
649.Vz + 5—V2z +3=1 650. V3 —z+Vx—4=3

Es sind die Werte der Polynome g,(%) an den Stellen z; und z, zu bestimmen:
6.51. gy(z) = 2® — 322 + bz — 252, = 2; 2, = —3

8.52. go(2) = 22% — 3z — L;2, = —1;2, =3

6.53. gy2) =a* — 222 + 2z + 2,2, = —2;2, = —3

Desgl. mit einer Genauigkeit von 0,001:

6.54. gy(x) = 1,142% — 0,852% + 1,13z — 0,75; z, = —1,34; 2, = 0,85

6.55. gy(z) = 2,128 — 5,328 + 2,6z — 0,8; 2, = —1,6; 7 = 2,4

Die folgenden Polynome sind als Produkte mit dem Linearfaktor z — 2, darzustellen.
6.56. gy(z) = 2°® — b2 + 8z — 4;2, = 2

6.57. gy(z) = 28 — 22% — 132% + 9z + 952, = —3
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Welche Vielfachheit hat die Nullstelle z,? Wie lautet die entsprechende Produktdarstel-
lung?

8.58. gy(z) = 2® + 32 — 4; 2, = —2
6.59. gy(z) = 2° + 2* — 10z + 8;2, = 2
6.60. g,(z) = a* — 42° — 522 4 36z — 362, =2

Es sind die im Bereich der komplexen Zahlen gelegenen Wurzeln der folgenden kubischen
Gleichungen zu ermitteln. o .

6.61. 2® — 32% 4 22 =0 6.62. 2® — a? — 41z 4 105 =0
6.63. z* — 42® + 25z — 100 = 0 6.64. 2* — 1122 4 552 — 125 = 0

6.65. Bei einem Quader ist die erste Kante um 2 cm linger als die zweite und um 4 em kiirzer
als die dritte. Sein Volumen betréigt 576 cm®. Welche Liinge haben die Kanten?

6.66. Eine quadratische Siiule mit dem Inhalt 480 cm? ist einer Kugel mit dem Radius 7 cm
einbeschrieben. Wie hoch ist sie?

Es sind die Wurzeln der folgenden quadratischen Gleichungen zu bestimmen.

a+b @ z . :

.67. 2 = g? — B? : 6.68. =1
6 a—bz @ z+a+z—u .
2
669, 2 2 _ .= bt 6.70. = 2* = % + 2% + ab
@ a ab? x b
8.71. 222 + 4z +5=0 T 6.72. 34 — 222 + 35 =0
6.73.x+11=2z+1 6.74. 7z—5=5=z—3.
z+3 z+5 i 100 —3 6zx+1
bz—1 3z—1 2 5z — 7 14
6.75, —— + —— =— -1 6.76. —— =x—1
g T 5 g '? v T&_3 °
7=z 4 — 5
6.78. —2
ll—2:c+3:c—1
— 2
g, 210 o o
22— 6z + 9

6.82. b%2® — 2bcx + 2abxr — dac =0

6.83. ca® ~ 2% + =0 684. =% _o__¢
b b—=a
Desgl. mit der Genauigkeit 0,0001.
6.85. 0,842 — 5,91z + 7,28 = 0 6.86. 12,522 4 18,7z + 37,2 =0
3 5 3 4 3 5
87, =t — 2y S 6.88. —2'— =z 2 =0
6 T 23 o + 2 0 Yl - z+ S :

Die folgenden Terme sind als Produkte darzustellen.
6.89. 2* — 62 + 25 6.90. 42 + 82 — 5
6.91. 2 — gz — bz + ab 6.92. 2 — 2ax + a? + b*
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Welche quadratischen Gleick (Normalform) weisen die angegeb L g!
auf?
6.93. {a; —a} 6.94. {aj; —aij) 6.95. {a(1l + i); a(l — i)}

6.96. {2a + 3bj; 2a — 3bj}  6.97. {(2a + 3b) j; —(2a + 3b)j)
Welche Losungen weisen die folgenden Ungleichungen auf?

6.98.

6.100.
6.102.

6.104.

6.105.

6.106.

6.107.

6.108.

6.109.

6.110.

6.111.

6.112.

6.113.

6.114.

2+3=0 699. z2—22+1=<0
42 — 4z +1>0 6.101.ub+(a—b)z-z’g°(u;b>0)
@—1)-(z+2>0 6.103. |z — 2| |z — 4| >3
1 2
—_— 1
z—3+z—l<

Zwei Monteure stellen zusammen eine Anlage in 6% Tagen fertig. Wie lange miiBte

jeder allein arbeiten, wenn der zweite 3 Tage mehr als der erste bendtigt?

Um einen Behilter zu fiillen, benétigt die eine von zwei Pumpen 24 min mehr als die
zweite. Bei gleichzeitigem Betrieb beider Pumpen wird der Behilter in 35 min gefiillt.
In welcher Zeit schafft das die erste Pumpe allein?

Die Resultierende zweier rechtwinklig aufeinander wirkender Krifte betriigt 170 N.
Wird die eine Kraft um 40 N und die andere um 10 N vergroBert, so wichst die Resul-
tierende um 30 N. Wie groB sind die Krifte?

Bild 6.4

Ein Graben habe einen Querschnitt in Form eines gleichschenkligen Trapezes (Bild
6.4). Es ist die fir a = 3,00 m, « = 35° und den Flicheninhalt 4 = 10,0 m?® erforder-
liche Tiefe k zu bestimmen.

Wird der Radius einer Kugel um 2 cm veréindert, 8o verdoppelt sich ihre Oberfliche.
Wie groB war der Radius? )

Der AuBenradius einer Kreisringfliche betrage 11,0 em und ihr Flacheninhalt 44,9 cm?.
Wie groB ist der Innenradius? < =
Eine Hohlkugel aus Stahl (o = 7,85 kg/dm?®) von 3 cm Wandstirke hat eine Masse von
39,360 kg. Wie groB sind die Durchmesser?

Aus einem Metallzylinder mit dem Durch D und der Héhe & soll ein Kegelstumpf
mit der gleichen Grundfliiche und Hohe, jedoch mit halbem Volumen gefertigt werden.
Wie groB muB der Durchmesser der Deckfliche sein? Die Losung ist aligemein und dann
speziell fir D = 28 cm, b = 40 cm herzustellen.

Ein Ruderer rudert auf einem FluB, der mit der Geschwindigkeit vy flieBt, hst eine
Strecke s stromauf und anschlieBend zuriick. Er benotigt dafiir die Zeit ¢. Wie groB ist
die Gesch\windigkeit des Bootes relativ zum Wasser?

Bei der Brinellhirtepriifung einer Stahlsorte, bei der eine Stahlkugel mit 10 mm Durch-
messer auf die Oberfliche des zu priifenden Werkstiickes gedriickt wird, ergibt sich ein
Kugeleindruck mit 5 mm Durchmesser (gemessen auf der ebenen Oberflache des Werk-

stiickes). Wie tief ist die Kugel in das Werkstiick eingedrungen?




210 6. Algebraische Gleichungen hoheren Grades

Die folgenden Gleichungen lassen sich auf quadratische zuriickfiihren. Welche Wurzeln
haben sie?

6.115. 2% — 822 = 0 6.116. 28 4 322 —4 =0
6.117. (2* — 10) (2% — 3) = 78 6.118. A — 9 =0
>6.119.z—8}/;+15=0 6.120. z — 5Yz =0
6121, 2 —a ¥z =ab + b2 (a; b > 0) 6.122. z + 1 — V227 + 0,6z + 1,5 = 0
6.123. 2+ 2 —122 — 2z + 12=0 6.124. Y2z —1—Vz—4=2
6.125. Y2z + 16—z + 4 =2 6.1‘26.}/z_+s+}/m—}’;=o

6.127. la—z+Vz—b=Va—b(0<b<a) 6.128. T+24+V2—4=4

———— P — — 6
6.129. Yo +2 — Y2z — 6 =2 6.130. Y2z — 1 +Vz — 1,56 =
Y2z —1

Welche Werte haben die Polynome gn(2) an den Stellen z, und z,?
6.131. 32 + 52° — 222 4 3z +4zy=—2;2,=2
6.132. 2% — 42® + 3z — 1;2, = —2;0, =2

Desgl. mit einer Genauigkeit von 0,001 :

6.133. gy(z) = 0,852% — 2,13z + 0,84; 2, = —1,34; 2, — 0,13

6.134. gy(z) = 1,242% — 0,982 + 1,120 + 1,14; 2, = —0,72; 2, — 1,43

6.135. gy(a) = —2,142* — 3,452% + 4,13z + 1,25; 2, = —0,24; 7, — 1,26

6.136. gy(2) = 3,22* — 4,32° + 5,2; 2, = —1,1; 2, = 1,3

6.137. g5(x) = 1,15 — 432° + 2,122 — 1,4; Zy = —2,1;2, = 1,7

Die folgenden Polynome sind als Produkt mit dem Linearfaktor % — x, darzustellen.
6.138. gy(2) = 2® —2® — 5z — 3;2, = —1

6.139. gy(2) = 2® — Tzt + 1923 — 2522 4 162 — 4;2)=1undz, =2

Welche Wurzeln haben im Bereich der komplexen Zahlen:

6.140. 2* —5 =0 6.141. 2* — 62® + 132 = 0
6.142. 2% + 522 = 0 6.143. 2® + 22 — 6z — 56 =0
6.144. 25 — T2 4 92 — 63 =0 6.145. 2® — 22% — 23z + 150 =0

6.146. Von den Radien dreier Kugeln ist der zweite 2 cm und der dritte 4 cm groBer als der
erste. Wie groB sind die Radien, wenn das Volumen der dritten Kugel den dreifachen
Inhalt der beiden anderen zusammen aufweist?

6.147. Einer Kugel mit dem Radius 6 cm ist ein Zylinder einbeschrieben, dessen Inhalt sich
wie 5: 9 zu dem der Kugel verhilt. Welche Hohe hat der Zylinder?
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7.0. Vorbemerkung

LBt sich eine Gleichung nicht in Form einer algebraischen Gleichung darstellen, so
heifit sie dent. Insb dere liegen derartige Gleichungen vor, wenn in ihnen
Exponentialterme, logarithmische und goniometrische Terme vorkommen. Im all-
gemeinen sind sie nur mit Hilfe von Naherungsverfahren 1ésbar. In Sonderfillen
jedoch ist es moglich, sie geschlossen zu I6sen. Fiir die Anwendungen sind diese Sonder-
fille besonders bedeutungsvoll. Im Rahmen dieses Lehrbuches ist eine umfassende
Behandlung dieses umfangreichen Gebietes nicht méglich. So soll an Hand von Bei-
spielen, die groBtenteils diesen praktischen Anwendungen entnommen sind, ein Ein-
blick gewiihrt werden.

Grundsétzlich sei fiir alle folgenden Betrachtungen der Bereich der reellen Zahlen
bzw. gegebenenfalls eine Untermenge davon zugrunde gelegt.

7.1. Exponentialgleichungen

Eine Gleichung heiBt Exponentialgleichung, wenn die freie Variable mindestens in
einem Exponenten auftritt.
Im Rahmen dieses Abschnittes sollen einige Exponentialgleichungen behandelt
werden, die sich auf den Grundtyp

a*=b mit a;bePAra;b>0na=+1
zuriickfithren lassen. Grundsétzlich wird das unter anderem nicht méglich sein, wenn
die Variable auch auBerhalb der Exponenten auftritt. Die Grundgleichung ist ohne
besondere Hilfsmittel in eine einfachere Form iiberfithrbar, wenn sich die rechte Seite
als Potenz mit der auf der linken Seite auftretenden Basis darstellen laBt:

a® = a‘.

Da zwei Potenzen mit gleicher Basis infolge der Monotonie der Exponentialfunktion

nur dann gleich sein kénnen, wenn ihre Exponenten gleich sind, so folgt
r=c.
BEISPIEL
7.4, {z| 2042 = 8. 23548}
Losung: Die rechte Seite 1aBt sich insgesamt als Potenz mit der Basis 2 darstellen.

20248 — 23, 21548
2ur42 — Q548
dx+2=22+8 (Exponentenvergleich)
z=3.

Lésungsmenge: L = {3}.
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Bietet sich ein derartiger Lésungsweg nicht an, o sind beide Seiten der Gleichung zu
logarithmieren. Es 1iBt sich das Logarithmengesetz (2.53) verwenden, das den Ex-
ponenten z zum Faktor werden 1iBt. Gleichgiiltig ist, ob dazu dekadische oder natiir-
liche Logarithmen herangezogen werden. Aus der Grundgleichung a® = b entsteht

die lineare Gleichung
z-lga=I1gb bzw. z.-lna=1Inb
und so
_lgd
z ~ar z

Die rechten Séiten sind nicht mit lg % = Iga —Ig b (analog In) zu verwechseln! Es
stellen Ig b und g @ bzw. In b und In a den Zihler und dén Nenner des Bruches dar

und sind zu dividieren.

BEISPIELE
7.2, {z]1,32% = 5,40)

Lésung: Die Gleich ist beid
z-1g1,32 = 1g 5,40

g zu

z:In1,32 = In 5,40

. _ Ig 5,40 z _ In 5,40‘
g 1,32 - In 1,32
Obwohl alle Op ohne Unterbrechung mit dem Rech ausfithrbar sind, seien
zum Vergleich die (ger ) Zwisch te geb
- _ 07324 _ 1,6864
"~ 0,1208 "~ 0,2776
z = 6,074 z = 6,074

Losungsmenge: L = {6,074} .

7.3. {z|0,81-%. 15412 — 1,89}

Losung: Die Aufgabe liBt mehrere Losungswege zu. So ist sie in die Grundform @berfiihr-
het die P, mit

bar, indem F die P i

Ex als Produkte dar-

gestellt und anschlieSend alle z-Terme auf einer Seite verei.nig‘t werden.
08-0,8%.1,6% 1,512 = 1,82
1,5 1,82.1,542

08°

Nachdem noch z als Exp

0,8

und nach z

t wurde [Formel (2.33)], ist die so erreichte

..

Grundform zu logarithmi
1,5°\* 1,821,652
('6?) T o8
1,82 - 1,512

# e 0,8

S
s

0,8
= 1,2664
Losungsmenge: L = {1,2654}.

_ 1g3,7008 _ 0,5683
T 1g2,8125 0,401
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Es ist auch méglich, die Gleich zuerst zu logarith
(1—2)-1g08 + (2z — 1,2) - lg 1,5 = Ig 1,82,

und im AnschluB die so dene lineare Gleich zu lésen:

—z-1g0,8 +2z-1g1,6 =1g1,82 — 1g08 +1,2-lg1,5

o lg182 — 1g0,8 + 1,2-1g1,6
2.1g1,6 —1g0,8

1,82 - 1,642

0,8

1,5

0,8

7.4. Hat ein Gas anfanglich die Temperatur 7, und den Druck p, und am Ende einer Zustands-
#nderung 7', und p,, 8o gilt

Ig
z=
lg

n-1
T _ (ﬂ)_n_ (n: Polytropenexponent).
T, Ps

Die Formel ist nach n aufzuldsen.

-
T, Ps
n-1g Ty/Ty = n-1g p/ps — 18 2/Ps

1g py/py = n - (g po/pa — 18 To/T2)

= Ig py/py .
Ig py/ps — 1g T[T

Wird die Formel numerisch verwertet, so ist Ig p,/ps nur einmal zu berechnen und dann zu
speichern.

Lésung

7.5. Hiufig treten in den Anwendungen Exponentialterme auf, 80 z. B. in
e —e*

2
Wie lautet die Auflésung nach z?

y=

Lésung: Es sei zunichst abkiirzend z = e substituiert. Damit ist

z—1/z

2

=12 — L .z
z
2z =22 —1 quadratische Gleichung
22—2yz—1=0

ma=y VP 1.
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7.6.

Das Minuszeichen vor der Wurzel muB entfallen, da stets z = e positiv ist. Da Potenzen
mit der Basis e durch natiirliche Logarithmen aufgehoben werden (beachte Formel (2.58),

ist
z=ln(y+}‘y“+ 1).

Anlaufprozesse (Erwérmung von Maschinen, elektrische Einschaltvorginge usw.) verlaufen
nach

t
!I=.'!z(1—° ').

worin yg der sich einstellende Endwert, ¢ die ablaufende Zeit und 7 eine Konstante, die
sogenannte Zeitkonstante, ist. Die Formel ist nach ¢ aufzulésen. Nach welcher Zeit ist

a) die Hilfte des Endwertes und
b) 63,29, des Endwertes
erreicht?

Losung: Es ist zuniéchst nach dem Term aufzulosen, der t enthilt.
t

Y=Y —yg-e ©
t

yere "=ypg—y

e *=YE—Y Kehrwert bilden

Ye
(]
ot — YE
YE—Y
t=v-In—2E =1~|n—1—.
YE—Y 1 —ylye
) t(%8) = r.ln—1 —+.1n 2 — 0,6931.
2 1—1/2 —
1
b) #0,632yE) = 7-In——— = —7.1n 0,368 = 7.
) & YE) =T Sy T-ln T

Aufgaben: 7.1. bis 7.10.

7.2.

Logarithmische Gleichungen

In einer logarithmischen Gleichung tritt die freie Variable im Argument logarith-
mischer Terme auf. An Hand von Beispielen soll gezeigt werden, wie sich einige
logarithmische Gleichungen auf eine Grundgleichung vom Typ

logogz="b

zuriickfiihren lassen, die nach dem Potenzieren mit der Basis a > 0 die Gestalt

z=a®

annimmt. LaBt sich die rechte Seite der Grundgleichung als Logarithmus mit der
Basis a darstellen,

log, x = log, c.
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50 folgt aus der Eineindeutigkeit der Logarithmusfunktion, wonach zwei Logarithmen
gleicher Basis dann und nur dann gleich sind, wenn die Logarithmanden gleich sind:
z=c. )

Bei allen logarithmischen Gleichungen ist zu beachten, daB nur Logarithmen von
positiven Zahlen definiert sind. Da beim Lésen derartiger Gleichungen hiufig nicht-
iiquivalente Umformungen vorzunehmen sind, empfiehlt es sich, zu Beginn des Lo-
sungsvorgangs den der Gleichung zukommenden Definitionsbereich festzustellen.
Dadurch wird von vornherein vermieden, daB unzuléissige Elemente in der Lésungs-
menge erscheinen.

BEISPIEL
71. ]2 -Inz =In16)
Lsung: Definitionsbereich (0; o0)

Die zuletzt erwihnte Grundform ist erreicht, wenn es gelingt, den Faktor 2 zu beseitigen.
Mit Hilfe des Logarithmengesetzes (2.53) 1iBt er sich als Exponent auswerten, und zwar
kann das in Verbindung mit den Termen In z oder In 18 geschehen.

lnz=%ln16 Inz?=In16
L
= In 162 2 =16
=In4 2y = 4
z=4 2, =4
Lésungsmenge: L = (4t . 2, = —4 entfillt, da —4 ¢ (0; 00)

Der rechtsstehende Weg zeigt, daB die formale Anwendung des Logsrithmengesetzes auf

einen variablen Term zu einer nichtiquivalenten Gleichung fiihrte.
Allgemein ist bei einem Ubergang von 2n - log, % auf log, #*" (geradzahliger Faktor)
die Vertriiglichkeit der gefundenén Lésung mit dem Definitionsbereich zu tiberpriifen,
oder es ist die Probe an der Ausgangsgleichung vor h Andererseits diirfen
aber auch keine Elemente verlorengehen. So muB log, z** durch 2» - log, |7| ersetzt
werden, da log, 23" fiir € (—o0; +00)\ {0} definiert ist. Lediglich wenn z von vorn-
herein auf positive reelle Zahlen eingeschréinkt ist, darf auf die Absolutstriche ver-
zichtet, also das dritte Logarithmengesetz formal angewendet werden.

BEISPIELE
7.8. {z|lg162® — Ig82® =2.lg4a® —1g2® —1g 8}
Lisung: z € (—oo; +00) \\ {0}
Ig 1622 — 1g 822 — Ig 1624 + lg2* + g8 = 0

162228 o

€822 168

"
lg;;=0 :

—2.1glz| =0 > |z| =1.
Losungsmenge: L = {—1;1}.
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79. @z|lnz=—2.In(e+2) + Inb}

Lésung: Die rechte Seite ist zu einem logarithmischen Term f
lnz=1n; z'=—b-.
(a + 2) (@+ 2)*
= b

L= 3
= la + 207
7.10. {z|lnz = 1,8 + Inb}
Lésung: Der Term In b wird auf der linken Seite mit In z vereinigt:
Inz —Inb=1,8

& .
ln7=1,8 'z =1b-el"8 = 6,05b.

Losungsmenge: L = {6,065} .

7.11. Esist AS =¢,- m - lnf'L +crm-In —:;‘-nach V, aufzulésen.
1 1
Lésung: Die Gleichung sei dchst durch den konst: Faktor des Terms dividiert,
der V, enthilt: cp, - m.
AS S Py v, £
——=—".ln=2 4 n-1 log-Terme vereinigen
m-c, c R ¥y i &
Cy
i [(&):.L]
P LA
AS Co
omer = (.&)3_11
P Vi
& _.BS
Vi="V, .(&)e. Lo My,
P

7.12. {z| 43087 = )
Lésung: z € (0; oo)
3.gz-lg4=1g2

Ig2 Ig 2 1

gz =—02__ 82 _

BT =3 1gd G.lgz 6
z = 1,4678

Lésungsmenge: L = {1,4678}.

Aufgaben: 7.11. bis 7.17.

73 Goniometrische Gleich

In einer goniometrischen Gleichung tritt die freie Variable im Argument gonio-
metrischer Terme auf. Thre Losungsmoglichkeiten sind z. T. sehr vielfiltig, so daB
hier nur eine Auswahl getroffen werden kann. Schon in der Trigonometrie traten
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rische Gleich in ihrer einfachsten Form auf, indem fiir einen bekannten
Funktionswert die zugehongen Winkel za bestimmen waren. Kamen dort nur
Winkel zwnschen 0° und 180° in Frage, so umf die Lo g gonlometrl-
scher Glei gen simtliche méglich kael im Bereich (—co o).
Als Grundgleichungen sind a hen:
sinx =a cosz = tanz =a cotx=a
mit: w€[—1;1] a € (—oo; 00).
BEISPIEL
7:13. {z|sinz = —0,674) (Genauigkeit bis 0,1°)
Lésung: Zunichst ist die Hilfsgleichung mit positivem Funkti t im 1. Quad
zu losen.

sin 2’ = 0,674 ergibt: 2’ = 42,4°
Da die sin-Werte im I1I. und 1V. Quadranten negativ sind, ergeben sich uls Lommgen fiir
den Bereich [0°; 360°), hiufig auch als Haup te der Gr
2, = 180° + 2’ 2, = 360° — 2’
= 222,4° = 317,6°

Wegen der Periodizitiit folgt aus ihnen als
Lésungsmenge: L = {222,4° - k - 360°; 317,6° + k - 360° | k€ G} .

Grafisch laBt snch dle Gleichung l6sen, mdem dxe iy = sm z und y = —0,674 gehorigen

Kurven gezei und die Abszi ihrer 8 P gek werden (Bild 7.1).
y
7 y=sinx
270° /\
—-50° 50°  180Rgz2° JI8Y360° 450° x
N % / Bild 7.1
NS A y=-0674
Weist die goniometrische Glei g nicht das einfache Arg t z auf, so ist eine

neue Variable einzufiihren, mit der dann die Gleichung wieder die Grundform an-
nimmt.

BEISPIELE

7.14. {z | cos 2z = 0,831}

Losung: Mit 2z = 2z ist als Grundgleichung
cos z = 0,831

zu l6sen. Wegen cos z > 0 miissen die Hauptwerte im I. und IV. Quadranten liegen.
z, = 33,8° 2y = 360° — 33,8° = 326,2°

Fiir die urspriingliche Gleichung gelten dann
2z, = 33,8° + k- 360° 2z, = 326,2° + k- 360°

x, = 16,9° + k - 180° 2y = 163,1° + k- 180°,
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oder, bezogen auf eine Periodenlinge von 360°,
2 = 16,9° 4+ k- 360°, z; = 163,1° + k- 360°, 2, = 196,9° + k- 360°,
7, = 343,1° + k- 360°.

Die k-Werte dieser Darstellung sind andere als die der oberen.

Losungsmenge:

L = {16,9° + k- 180°; 163,1° + k - 180° | k € G},

= {16,9° + k - 360°; 163,1° 4 k - 360°; 196,9° + & - 360°; 343,1° + k - 360° | k € G}.

7.45. {z\coa (% _ 20,,) _ __12_}

Lésung: Mit der neuen Variablen z = % — 20° ht als neue Grundgleich

COBZ——l
i

Ihre Hauptwerte miissen im II. und III. Quadranten liegen. Mit dem aus

cosz = %
zu ermittelnden Hilfswinkel 2’ = 60° ist
2, = 180° — 60° 7 = 180° + 60°
= 120° = 240°.
Damit sind

12L—20°=120°+k-3eo° -?-—20"=240°+k»360"
2, = 280° + k - 720° @y = 520° + k - 720°.
Losungsmenge: L = {280° 4 k - 720°; 520° + k- 720° |k € G}.

Die Gleichung soll nun mehrere goniometrische Terme enthalten, die aber alle gleiche
Arg te aufweisen. Handelt es sich dabei um gleiche Terme, so ist fiir diesen Term
eine neue Variable z einzufiihren. Treten jedoch unterschledhche Terme auf, dann ist
zuniichst auf eine Termart zuriickzugehen (s. Formel

&

BEISPIEL
7.16. {z|2.8inz — 3.cosz = 1}

Losung: Um mit cos? 2z =1 — sm‘ z den cos- Term auf emen sm-Term zuriickfithren zu
konnen, wird er isoliert und hlieBend die hung: q rt (1),

2.sinz —1=3:.cosx
4.8in%z —4.8inz+1=9.cos?2

4.5in?z —4.8inz+1=9.(1 —sin?z).
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Es sei z = sin z eingefiihrt, nach fallenden Potenzen von z geordnet und gelost:
4 —dz+1=9—92
1322 — 42 —8=0

7, = 0,953 2, = —0,646.
Die sich aus den Grundgleichungen
sin 2z = 0,953 sin x = —0,646
ergebenden Ha.uptwem
z, =T2,4° =107,6° ay=2202° 2, =319,8°
miissen unbedingt der Ptobe un gen werden, da die Gleichung quadriert wurde.
: 2.8in 72,4° — 3. cos 72,4" 1 25: 2. 8in 220,2° — 3 - cos 220,2°=’1
1,908 — o098 =1 —1,201 + 2,201 L1
1=1 1=1
Z,: 2 -8in 107,6° — 3 - cos 10'7,6"é 1 gt 2-8in 31Q,B° — 3 - cos 319,8 = 1
1,906 + 0908 =t —1,201 — 2201 =1
2812 1 — 3582 1
Die Proben von z, und z, ergeben falsche A Die Lo ist auf z; und 2,
aufzubauen.

Lésungsmenge: L = {72.4° + & - 360°; 220,2° 4 & - 360° |k € G} .

Der im letzten Beispiel eingeschlagene Weg ist prinzipiell immer méglich, jedoch
lassen sich einige Gleichungen kiirzer 15sen.

BEISPIEL

747, {z|4-sinz — 3. cosz = 0}

Lésung: Nach Division durch cos z wiirde nur noch ein tan-Term auftreten [vgl. Gl.
(3.11)]. Da cos z den Wert Null annehmen kann, aber nicht durch Null geteilt werden
darf, ist dieser Fall zuvor zu untersuchen:

cosz =0 fihrt auf z=90°.

Dieser Wert erfiillt die gegebene Gleichung nicht. Hitte sxch mlt 1hm ]edoch eme wahre
Aussage ergeben, so wire mit ihm bereits ein L& Una
davon ist fir den weiteren Verlauf cos z < 0 anzusehen.

4.8inz —3-cosxz=0 |: cosz
4.tanz — 3 =0
tan z = 3/4
z, = 36,9° z, = 216,9°
Losungsmenge:

— {36,9° + k - 360°; 216,9° -- & - 360° | k € G}
= {36,9° + k- 180° | k€ G}.

Sind die Argumente der in der Gleichung auftretenden Terme nicht gleich, so ist
zuerst diese Unterschiedlichkeit zu beseitigen.
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BEISPIEL

7.18.

{z | 8in 2z — cos z = 0}

Losung: Mit sin 2z = 2 - sin z - cos z [vgl. Gl. (3.23)] laBt sich die Gleichung in
2.8inz-cosx —cosz =0

umformen. Nach dem Ausklammern von cos
cosz:(2-sinx—1)=0

ist.die Gleichung in )
cosz =0 2.8inx—1=0

; 1
sinx = 7
zerlegbar. Mit den Hauptwerten dieser beiden Teilgleichungen
2, =90° oz, =270° oz, =30° z,=150°

ergibt sich als
Losungsmenge: L = {30° + k- 360°; 90° + & - 180°; 150° + k- 360° | k € G} .

Aufgaben: 7.18. bis 7.25.

74.

Aufgaben
Welche Wurzeln haben die folgenden Exp tialglefch ?
7.1, afts = qu 7.2. b+T = b8
z 5
7.3' (’J—')S—l = ('3—2)5—7 7.4, ..2_ = 1
3 2
BA1\r 11,12
75. 3* =10 76. (=) =——
(5,24 ) 4,48
7.7. 4,3.1,3472 = 3,5.1,78%+ 7.8. 0,577 .1,50%%-2.34 = 1,82
7.9. Fir den Riementrieb (Bild 7.2) gilt auf Grund des EvLenschen Gesetzes fiir die Seil-
reibung, wenn der Riemen nicht rutschen soll, die Forderung Fy, : Fs; = e#*. Hierbei be-
deuten Fy, die Seilkraft in dem ziehenden Riementeil, Fg, die Seilkraft im gezogenen Teil,
# = 0,25 die Haftreibzahl von Leder auf GrauguB und o den in rad gemessenen Um-
schlingungswinkel. Wie gro8 muB « in ° sein, wenn sich Fg, zu Fg, wie 5:2 verhilt?
7.10. Nach « ist aufzuldsen K = 1= e_‘u.
1+ e#e

sy
{.} Bild 7.2
Fs2
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Welche Wurzeln haben die folgenden logarithmischen Gl

7.11. 44+ 3-lgz =52 712. 5 —2-1g3z =124
7.13. Ina® + 2-In2® = 20,4 714, lg25 =lgat + 6
715. g2z +3)=lg(x—1) +1 7.16. Inz = —Ina 4 2
7.17. Nach D, ist aufzuldsen: ¢ = lnD_Dq—d —0,18.
o —

Welche Wurzeln haben die folgend i i Glei \
7.18. sin 3z = —0,348 7.19. cos (z — 10°) = —0,933
7.20. 3-cosz + 4-8inz =05 7.21. cosz —sinz =1
7.22. 1,5 -sinz — 2,1-cosz = 0,8 7.23. cosz-cotz = —3
7.24. sin 2z = cot z 7.25. 2-tanz —3-cotz =1

4 22-3 5 3745
7.26. a(a®-HTH = a3TH9(gRH1)E-S 7.27. (F) = (T)
7.28. 5% = 100 7.29. 0,025% = 1000

1/s
730, (L) L8 7.31. 0,85 - 1,357+ = 0,72 - 0,725%-%
12 33
7.32. 3,5 - 4,251 = 5,181.8(2-1) 7.33. 1,853 . 2737-1 = 1,252 - 373%
3 52-2 2 45

7.34. 26 (T) =37 (?) 7.35. e?*— e — 6 = 0 (setze e = 2)
7.36. 26 —3eF =1 7.37. 3e4% — 2% =0

7.38. Nach wieviel (n) Jahren betrigt der Zeitwert Ky einer Maschine noch 50% des Neu-
wertes K, wenn jahrlich.p = 10%, abgeschrieben werden? Es gilt: Kz = K(1 — p/100)*.

7.39. Bei einer gedimpften Schwingung bilden die Amplituden eine

Folge, nehmen also stindig um den gleichen Pr ab.

fallende geometrische
igt diese Amplituden-

abnahme 0,5%, so ist der Quotient der Folge ¢ = 0,995 und die vAmpl.i',ude der a-ten

t. Bei welcher

Schwingung 4, = A4,g", wobei 4, die Anf:

Periode die Amplitude 19% des Anfangswertes? ¢

7.40. Ein Kond mit der Kapazitit C entladet sich nach Uy = Uye RC, wobei U, die
bei Beginn (¢t = 0) des Entlad ganges vorhandene Kond und R
die GroBe des Ableitungswid d \geben. Nach welcher Zeit ist die Spannung auf
die Hilfte abgesunken?

7.41. Haben zwei Orte den in m g Hoh hied A, so besteht zwischen den

[}
jeweils herrschenden Luftdriicken p, und py: py = P, - 0,088 100m, (Dje Formel besagt,
daB bei je 100 m Hohenunterschied der Luftdruck um 1,2%, sinkt.) Welchen Hohenunter-

schied weisen die Orte auf, wenn p, 93%, von p, ausmacht?
7.42. Nach = ist aufzul6sen:

|27}

3
7.43. Ig Y2z = 0,876 744, % gt + % g2t =0,0234

7.45. 1g56% = 1g2% 4 2 7.46. 5187 = 2 . 3ie*
747. 2-1gz=3-1g4 748. lg2*=3-1g4
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7. Transzendente Gleichungen

7.49.
7.51.
7.53.

7.54.
7.56.
7.58.

7.60.

Inz=Ina+b 7.50. Inz = 3(1 — Ina)
Inz=2-lnz+3-lnv 752.Inz —Ima+Inb=0

Die Gleichung 4 - BC'18P+E — F st nach 4, B, C, D und E umzustellen.

tan 2z = 0,364 7.56. cot (% + 20°) = 1,450
1,5.8inz —2,2.cosz = —1,2 7.57. 83.8inz + 2-tanz =0

ma%_mz=0,2 7.59. ginz + cos 2z = 0

In 3.1.4. wurden zwei phasenverschobene Sinussch

y = a sin (ot + @) + b - sin (wt + @,). Zu welch 7o T+

g nach

liegt
t = 0 ein Nulldurchgang vor, und in welchen Abstinden wiederholen sie sich? Die Auf-

gabe ist allgemein und speziell fiir

y = 4 -8in (3z 4 0,4) + 3 - sin (3z + 1,5)

zu losen. (Hinweis: Ein Losungsweg ergibt sich, indem mit Hilfe der Additionstheoreme

die Klammern aufgelost werden.)



8. Néherungsverfahren

8.0. Vorbemerkung

Die Losungsmengen linearer und quadratischer Gleichungen konnten stets durch An-
wendung bestimmter Verfahren bzw. Losungsformeln in geschlossener Form er-
mittelt werden. Zwar lassen sich fiir Gleichungen dritten und vierten Grades auch
noch Lésungsformeln angeben, jedoch ist deren Handhabung zu umsténdlich. Es
sollen daher allgemeine Niherungsverfahren entwickelt werden, nach denen sich
nicht nur diese, sondern auch Gleichungen noch héheren Grades und transzendente
Gleichungen 16sen lassen. Es wire jedoch ein Irrtum, wollte man diese Naherungs-
verfahren als zweitrangig ansehen. Wenn mit ihnen die Elemente der Losungsmengen
mit jeder gewiinschten Genauigkeit zu ermitteln sind, so stellen sie ebenfalls exakte,
véllig gleichberechtigte Losungsverfahren dar.

8.1. Grafische Ermittlung erster Niherungswerte

Grundsitzlich setzt die Anwendung eines numerischen Nélerungsverfahrens die
Kenntnis eines mehr oder weniger groben Niherungswertes voraus. Derartige
Néherungen lassen sich, sollten sie nicht schon anderweitig bekannt sein (Abschét-
zungen, Probieren usw.), grafisch ermitteln.

y

iy

x Bilds.t

Hierzu konnen zwei Wege eingeschlagen werden:

1. Die in der Form f(z) = O gegebene Gleichung wird zur Kurvengleichung y = f(z)
umgewandelt und die zugehorige Kurve in ein cartesisches Koordinatensystem
eingezeichnet. An den Schnitt- und den Beriihrungspunkten der Kurve mit der
2-Achse lassen sich dann die Naherungswerte ablesen (Bild 8.1).
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2. Ein Teil der auf der linken Seite von f(z) = 0 stehenden Terme ist auf die rechte
Seite zu bringen, so daB die Gleichung dle Form f,(%) = fa(x) annimmt. Die
durch Aufspaltung gewt Kurvenglei g

y=hHhE und y=f(2)

mit den Definitionsbereichen X, und X, sind im gemeinsamen Bereich X = X, n X,
grafisch darzustellen. Die gesuchten Niiherungswerte erscheinen als Abszissen der
Schnitt- und Beriihrungspunkte der beiden Kurven (Bild 8.2).

y .

+ Bilds2

3

BEISPIEL
8.1, {z|Inz — sin z = 0} ist grafisch zu lésen.‘
Lésung: In diesem Fall erscheint der 2. Weg vorteilhaft, denn die aus
Inz =sinz
zu bildende Zerlegung in
y=Inz y=sinz

verweist auf Grundfunktionen. Beide zusammen sind im Bereich (0; o) definiert. Da
sin 2 < 1 ist, geniigt es, bis zu dem x zu zeichnen, fiir das In 2 = 1 ist, also bisz = e &~ 2,7.
Bild 8.3 1iBt sich dann als Néherungswert 2 = 2,2 entnehmen.

Lésungsmenge: L = { __)_
y
77 y

Bild 8.3

T X
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8.2. Die Intervallschachtelung

Der Grundgedanke dieses Verfahrens ist, die zu ermittelnde Wurzel z, der Gleichung
f(x) = 0 durch immer enger werdende Intervalle einzuschachteln. Dazu wird mit
zwei Niherungswerten z, und , ein erstes Intervall (2 ; Z,) gebildet, das , einschlieBt :
7y < %, < @, Die y = f(z) entsprechende Kurve ist nun innerhalb dieses Intervalls
durch eine Sekante zu ersetzen, die ihrerseits die z-Achse bei ;, dem verbesserten
Niherungswert, schneidet (Bild 8.4). Dazu miissen f(z;) und f(z,) unterschiedliche
Vorzeichen aufweisen. Der Wert z, liBt sich einfach durch Teilung des Intervalls im
Verhiltnis |f(2,)]:|f(%2)] = m:n bestimmen. Dazu wird die Intervallbreite z, — z;
in m + n Teile zerlegt, und davon sind dann m Teile zu z; zu addieren. Auf dieser
Uberlegung basiert die Formel fiir die

regulafalsi | 2, = 2, — /(:c,)/(—;:):—-;(lm . (8.1)

Je nach Kriimmungsrichtung der Kurve liegt z; zwischen z, und z, oder z, und 2,
(Bilder 8.4 und 8.5). Soll nun erneut verbessert werden, so ist ein weiterer Wert 2,
heranzuziehen, der in Verbindung mit x; wiederum z, einschachtelt, und zwar muf}

Yy

Bild 8.4 Bild 8.5

z, bei Vorzeichengleichheit von f(2,) und f(x,) zwischen z, und z; und bei Ungleich-
heit zwischen z; und z, liegen. Das Verfahren ist so oft zu wiederholen, bis die ge-
wiinschte Genauigkeit von , erreicht ist. ZweckméBigerweise wird bei jedem Durch-
gang eine Verbesserung um hochstens zwei Dezimalstellen vorgenommen.
BEISPIEL
8.2. Welche Losung hat die Gleicl

28 — 322 — 8r + 18 = 0?

Die Elemente sind bis auf T dstel genau a
Lésung:
1. Aufstellen einer Wertetabelle fiir ganzzahlige z, um eventuell vorhandene ganzzahlige.

Whurzeln nachweisen und andere reelle Wurzeln eingabeln zu kénnen.
Direkt ergeben sich: f(0) = 18; f(1) = 8; f(—1) = 22.
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Die weiteren Weite lassen sich mit dem HorNERschen Schema b
1-3 —8 18
2 —2-—20

2 l 1 -1 —-10 —-2=/2) Da f(1) > 0 und /(2) < 0, muB eine Wurzel im
Intervall (1; 2) liegen: z, € (1; 2).

| 3 0 -—24
3]1 0 —8 —6=/3) \
z € (3;4)
| 4 4-16 A

a1t 1 24 2=ge
5 10 10

5(1 2 2 28 = f(5) Nur positive Glieder, keine Wurzel im Intervall [5; o).
-2 10 —4

=21 -5 2 14=f-2)\
3 € (—3; —2)
-3 18 —30 X

~3| 1 —6 10 —12 = f(—3) Wechselnde Vorzeichen, keine Wurzel im Intervall
(—o0; —3].

2. Niherungslésung fiir z, € (1; 2). Als eingabelnde Werte lassen sich die Intervallgrenzen
verwenden. In der Umgebung dieser Wurzel weist ein f(z) < 0 auf einen zu groBen Néhe-

rungswert hin,

*Intervall: (1;2) (1,7; 1,8) Die zugehérigen Funktionswerte
Teilungsverh. : 8:2 643:288 lassen sich wiederum mit Hilfe des
verb. Wert z: 1,8 1,769 Horx hen Schemas besti
zugehor. f(z): —0,288 —0,0042

2. Gabelungswert: 1,7 1,768

zugehér. f(z): 0,643 0,0050

bs £(1,768) : £(1,769) = 50:42 > 1 ist, liegt 2, dichter an 1,769, so daB als ausreichend
genaue Néherung z; = 1,769 gilt. )

3. Niherungswerte fiir 2, und #,: In analoger Weise lieBe sich auch mit diesen beiden
Werten verfahren. Es ist aber auch méglich (vgl. Bsp. 6.14. und 6.17.), dafiir die qua-
dratische Gleick h ieh die sich aus dem fiir z = 1,769 aufzustellenden

HorNEerschen Schema

1 -3 -8 18
—1,769  —2,1776  —18,0042
170 | 1 —1281  —101776  —o0042

ergibt: 22 — 1,231z — 10,1776 = 0
23,5 = 0,6155 + 10,3788 + 10,1776
= 0,6155 4+ 3,2491
2, = 3,865 2y = —2,634.
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Uberpriifung von z,: Uberpriifung von a3:
/(3,865) = 0,0016 (—2,634) = —0,016
1(3,864) = —0,012 f(—2,633) = 0,012
2, liegt niher an 3,865 24 liegt niher an —2,633.

Lésungsmenge: L = {—2,633; 1,769; 3,865} .

Es ist moglich, den einen der beiden eingabelnden ‘Werte unveréndert zu lassen und den anderen
mit jedem Durchgang zu verbessern. Bei dieser Fixpunktmethode sind allerdings meist mehr
Durchgiinge erforderlich.

Aufgahen: 8.1. bis 8.8.

83.  Das Newtonsche Naherungsverfahren

Wihrend bei dem zuvor behandelten Niherungsverfahren lediglich Operationen der
Elementarmathematik Verwendung fanden, stiitzt sich das von dem englischen
Natyrwissenschaftler NEwToN (1643 bis 1727) angegebene Verfahren auf die Ele-
mente der Differentialrechnung, setzt also deren Kenntnis voraus.

Die der zu lésenden Gleichung f(z) = 0 zuzuordnende Kurve mit der Gleichung
y = f(x) wird in der Umgebung ihres Schnittpunktes mit der z-Achse durch eine
Tan‘gente ersefzt (Bild 8.6). Sie ist im Punkt Py(z;; f(2,)), dessen Abszisse z; der

Y

f(x,)
x Bildss

X0 /X2 X

1. Niiherungswert ist, anzulegen. Nach Bild 8.6 gilt

N
p )‘(xls
A (Y

Der so erhaltene Wert 1aBt sich wiederum als Ausgangswert einer erneuten Ver-
besserung verwenden. Allgemein kann so aus einem Niherungswert @; mit

JAED)
Ni . = E; — " 82
Newtonsche Niherung | i, = i Tz &)

ein verbessertes z;,, gebildet werden, bis mit dem n-ten Schritt die gewiinschte
Genauigkeit erreicht ist. .

Wie die Bilder 8.6 und 8.7 zeigen, kann diese Annéherung entweder von einer oder
von beiden Seiten her erfolgen. Formel (8.2) setzt Voraus, da8 die Funktion / diffe-
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renzierbar ist und, da nicht durch Null dividiert werden darf, ihre Ableitung fiir alle
Naherungswerte z; und somit fiir alle « einer Umgebung der Stelle , von Null ver-
schieden ist. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend dafiir, da8 die Niherungs-
werte gegen %, konvergieren. So wurde im Bild 8.8 der 1. Niherungswert x; nicht

b4
»

d Ll % ¥ lﬁx

Bild 8.7 Bild 8.8

s

,»nahe genug* gewihlt. Als hinreichende Bedingung gilt die

f(mi) - (=) |
TerE | <!

Diese Formel, die im niichsten Abschnitt hergeleitet wird, setzt die Existenz der
2. Ableitung voraus. Es ist durchaus méglich, ohne diese Konvergenzuntersuchung
sofort mit der Verbesserung zu beginnen. Dann aber muB beobachtet werden, ob die
Abstiinde |7;,; — ;| der aufeinanderfolgenden Néiherungswerte auch wirklich stindig
kleiner werden, daf also die z; der Nullstelle zustreben.

BEISPIELE
83. {z)z+ 12— 7z — 11 = o}

Liosung: Mit der neuen Variablen z = 2% entsteht eine algebraische Gleichung vierten
Grades

fa) =2+ 22— Tz — 11 =0,
die bei Beschriinkung ihrer Variablen auf reelle z = 0 zur anfangs gegebenen Gleichung
dquivalent ist.

Aus Bild 8.9 kann als 1. Niherungswert 2; = 2 abgelesen werden. Auch aus einer Werte-
tabelle mit f(0) = —11; /(1) = —16;

h

==
Konverg ung

sUlE

(8.3)

1

10 1 -7 -1
2 4 10 6
2 | 1 2 5 3 —5=f2<0
| 3 9 30 69 7 €(2;3)

2 Nur gleiche Vorzeichen: keine Wurzel
3 l 1 3 10 23 58 = f(3) > 0 im Intervall [3; oo).

ist zu ersehen, daB das intervull (2; 3) eine Wurzel enthiilt, die wegen |/(2)| < |f(3)| naher
an z; = 2 liegen muB.
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8.4.

Die zur Konvergenzuntersuchung erforderlichen /(2) und /”(2) bestimmen sich aus

f(z) =422 422 -1, f(z) = 1222 + 2.
4 0 2 -1 12 0 2
8 16 36 ‘ 24 48
2 | 4 8 18  20=/(2) 2 | 12 24 50 = /"(2).
s 12)-1"@)] _|=5-939| 1t
X § = e .
onv T | o0 lﬁs 3 <1
s4

1&‘[1

Bild 8.9

glv 1 2 Z

In der folgenden Tabelle sind die einzel Verbesserungsschritte dargestellt. A h
weise sollen alle vom Rechner ausgewi Stellen beriicksichtigt werden, um zu ver-
deutlichen, inwieweit sie sinnvoll sind. Weiterhin erfolgt die Verbesserung, bis die Kapa-
zitéitsgrenze des Rechners erreicht ist. In der Spalte [z, — %] steht" die (gerundete)
GroBenordnung der erreichten Verbesserung. Die letate Spalte weist den Ni dherungswert
bis zur letzten gewihrleisteten Stelle aus. Als Ausgangswert fir den jeweils nichsten
Durchgang ist der in der 4. Spalte angegebene und gespeicherte Wert (M) angesetzt. Die
Rechnung 1i8t sich ohne Unterbrechung ausfiithren.

% =) /() | 2 > (M) [2ia — 2l | Zis

2 -3 29 2,172 ... 0,2 2,2
™My | 0,785 38,35.... 2,151945633 2-10 2,152
(M) 0,0122 ... 37,165 2,151617166 3.10+ 2,151817
(M) 3,1....107%| 37,146 2,151617083 8.10-® 2,151617083
(M) —7-10-1 37,146 ... keine weitere Verbesserung

Es ist deutlich erkennbar, wie sich anfinglich die Werte langsam, dann aber immer
schneller verbessern. Bereits nach vier Durchgé ist die Kapazititsgrenze ich
Beachtenswert ist weiterhin, wie sich f’(z;) immer weniger veréindert. Es ist danach mdg-.
lich, fiir die spiiteren Schritte dafiir einen konstanten Wert einzusetzen.

Mit dem zuletzt ermittelten z; ist dann z = 2* = 21,431 86351.

Lésungsmenge: L = {21,43186}.

{z |Inz —  + 2 = 0} ist bis zur 4. Dezimalstelle zu bestimmen.

Lisung: Um zuniichst grafisch a ihern, sind aus In z = z — 2 die Kurvengleichungen
gr nge

y=Ihhez y=z—2
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hend. 1

gibt, lassen sich

zu bilden. Bild 8.10, das den Verlauf der p Kurven wi
als erste Naherungswerte z, = 0,2 und 2, = 3 entnehmen. Mit

M =lmz—z+2, f@=i-1 [le=-%

bestétigt fiir z; = 0,2: fir z = 3:
f(2) - 1"(=)
—_— =03<1 =002<1,
[f ()1
daB 2, und z, als Ausgangswerte verwendbar sind.
y
y=x-2
71 y=inx
[}
!
B Bild 8.10
3 X

Néherungsformel: z;,; = 2; — Jow ~iz 12 = lnx,_-}l-l .
2 1—=
. x; z;
Die Formel ist in ihrer vereinfachten Form so oft zu durchlaufen, bis sich die 4. Dezimal-
stelle nicht mehr andert. Die nichste Dezimalstelle wird noch als Schutzstelle notiert.

Zp: Zg:
1. Durchgang: 0,15234 3,1479,
2. Durchgang: 0,1584; 3,1461,
3. Durchgang: 0,1585, 3,1461,
4. Durchgang: 0,1585,

Fir 2, ist die geforderte Genauigkeit nach dem 3. und fiir z, bereits nach dem 2. Durchgang
erreicht (kleinerer Betrag der Konvergenzbedingung!). Fiir z, erreicht der Rechner beim
4. Durchgang und fiir 2, beim 3. Durchgang seine mégliche Kapazitat.

Losungsmenge: L = {0,1586; 3,1462} .
—_—

Aufgaben: 8.1. bis 8.8.

8.4. - Die Iteration

Eine weitere Moglichkeit, einen bekannten Néherungswert der Wurzel einer Glei-
chung f(2) = O beliebig genau zu verbessern, bietet das Verfahren der Iteration.
Auch hierbei erfolgt die Verbesserung durch wxederholte Ausfithrung ein und der-
selben Rechenvorschrift.
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Zur Aufstellung dieser Iterationsvorschrift ist die gegebene Gleichung so in eine
Form z = 91(::2 zu iiberfiihren, da§ beim Einsetzen des Niherungswertes 2, in die
rechte Seite mit z, = g(z;) und dann mit ; = @(z,) usw., allgemein mit der

Tterationsvorschrift | x;., = g(zi) : (8.4)

eindeutig immer bessere Niherungswerte entstehen.

In Bild 8.11 ist die Wirkungsweise des Verfahrens zu erkennen. Ausgehend von z,
stellt die Ordinate des Punktes Py(z;; @(x,)) den niichsten Niéherungswert z, dar.
Die durch diesen Punkt laufende Parallele zur z-Achse schneidet die Gerade y = z

y
.\\i\
4
N
115
|

¥ix) II | 1

! :: Loaerm

[ : i )

RN E L4

Pl il

2 Y K x XA ¥
Bild 8.11 Bild 8.12
N
y ) y
g

} Pixi<-1

T

(| ;

11 \y=fiv

|

1

71 AR 3 % #x x
Bild 8.13 Bild 8.14

'

in dem Punkt, fiir den der Niaherungswert z; nun die Abszisse darstellt. Mit diesem
Wert wird der Vorgang wiederholt und z, gefunden usw. Es entsteht so die durch die
Pfeile angedeutete Anniiherung an den Schnittpunkt, dessen Abszisse die gesuchte
Warzel ist. Die z; konvergieren von einer Seite her gegen z,. Die Bilder 8.12 und 8.13
lassen erkennen, da sich z,, 23, . .- immer mehr von @, entfernen wiihrend in Bild 8.14
sich die Pfeile wieder, jetzt aber spiralférmig, dem Schnittp,{?nkt néhern. Die z;
konvergieren von beiden Seiten her gegen Zo.

Die mit Hilfe der Iterationsvorschrift ermittelten ; konvergieren offensichtlich nur
dann gegen 7, wenn fiir alle z einer Umgebung X, der Stelle ,, dem Néherungs-
intervall, die der Kurvengleichung y = ¢(x) entsprechende Kurve entweder nur
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Tangentenwinkel zwischen 0° und 45° oder zwischen 135° und 180° aufweist, wenn
also ¢'(2) als Tangens des Tangentenwinkels der Bedingung

Konvergenzbedingung | |¢'(z)| <1 (x€ X,) (8.6)
geniigt. ) :

Diese der geometrischen Anschauung entnommene Bedingung a8t sich auch ana-
lytisch bestitigen. Fiir die oben angegebenen Winkel muf8 ¢’(z) zwischen —1 und 1
liegen, und es sei m der groBte Wert, den |¢’(z)| im Néherungsintervall annehmen
kann:

m = max |¢'(z)] < 1 (z € X,).

Fiir zwei aufeinanderfolgende Niherungswerte z;, z;,, € X,, die der Iterations-
vorschrift (8.5) geniigen, stellt, wird noch 2, = ¢(z,) gesetzt,

Ty — Tiy

_ (o) — (i)
- o — T

Ly —

den Differenzenquotienten der Funktion @ an der Stelle z; dar. Da aber der absolute
Betrag des Differenzenquotienten (Tangens des Sekantenwinkels) nicht gréSer als
der im gleichen Intervall gréBtmogliche absolute Betrag der Ableitung (Tangens des
Tangentenwinkels) sein kann, ist

Zy — %;

=m<1

Ty — X
und somit
[wp — @in] < |2g — il

Wie gefordert liegt also der Niherungswert ;,, niher an z, als z;, und zwar um so
niher, je kleiner |¢'(z)| ist. Praktisch verwertbar ist die Iteratxonsglelchung fiir
l¢'(z)] < 08.

Sollte es zu aufwendig sein, ¢'(z) zu bilden und deshalb die vorherige Konvergenz-
untersuchung unterbleiben, so ist bei den aufeinanderfolgenden Iterationsdurch-
gingen zu beobachten, ob die x; konvergieren. Entfernen sie sich voneinander, so ist
die Iterationsgleichung nicht geeignet, oder der 1. Ndherungswert liegt nicht nahe
genug am gesuchten Wurzelwert.

Ein erstes Beispiel zeigt, wie das Verfahren bei einer quadratischen Gleichung
2% 4 px + ¢ = 0 wirkt, in der der Betrag von ¢ klein gegeniiber dem von p ist:

ldl < 2l

BEISPIEL
8.5. Fiir die quadratische Gleichung
2?2 — 2002 + 10 = 0
ist die Lo #ige bis auf Hundertstel genau zu bestimmen.

8

Lisung: Mit der normalen Lésungsformel
2,2 = 100 + 10000 — 10
= 100 + V9990 ~ 100 4 100
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8.6.

wiirden sich z, &~ 0 und z, & 200 ergeben, da sich der Wert der ‘Wurzel mit elementaren
Mitteln nicht genau bestimmen liBt. Um 2, iterativ ermitteln zu konnen, ist die Gleichung
nach dem z des linearen Gliedes aufzulésen. =
b . s z
térat tp= z ) = e
Itérationsvorschrift: z = 0,05 + 200‘m1t ¢'(z) 100
Firr z, ist z,,; = 0 als 1. Niherungswert anzusehen.

=0<1.

Konvergenzuntersuchung: |¢’(zy,,)| =

1. Verbesserung: z;,; = 0 = 2,5 = 0,05,

2. Verbesserung: z;,, = 0,056 = ;,3 = 0,05 + % = 0,050012.

Mit der geforderten Genauigkeit ist demnach: 2, = 0,05.
Aus dem Vieraschen Wurzelsatz folgt

2y = —p — 2; = 200 — 2, = 199,95.
Lésungsmenge: L = {0,05; 199,95} .

Allgemein folgt aus &2 + px + ¢ = 0 fiir |¢| < |p:

J:1=—%, Tg=—Pp — 2.
{z|Inz — z + 2 = 0} ist bis zur 4. Dezimalstelle zu bestimmen.
Lésung: Diese Gleichung wurde im Beispiel 8.4. mit. Hilfe des Newronschen Niherungs-
verfahrens geldst. Die dort festgestellten ersten Niherungswerte z, = 0,2 und z, = 3
lassen sich iibernehmen. Die Gleichung kann nach jedem der beiden x aufgeldst werden.
1. Inz=2—2 3

z = e*?

Konvergenzuntersuchung mit ¢'(z) = e*~*:

19°(0,2) = 0,2 < 1 9'(8) =e> 1.
Iterationsgleichung: z;,, = e%~?
Sie ist nur fiir z, = 0,2 geeignet und so oft zu durchlaufen, bis sich die 4. Dezimalstelle
nicht mehr &ndert. Die angegebene 5. Dezimalstelle dient als Schutzstelle.

1. Durchgang: 0,1653, 4. Durchgang: 0,1586,

2. Durchgang: 0,159 64 5. Durchgang: 0,1586,

3. Durchgang: 0,1587,

z, = 0,1586.

2. z=Inz+ 2
Die Konvergenzbedingung |¢'(2)| = l%‘ < 1 erfiillt nur 2, = 3.
Iterationsgleichung: z;, = Inz; + 2

1. Durchgang: 3,0986, 6. Durchgang: 3,1460,

2. Durchgang: 3,1309; 7. Durchgang: 3,1461,

3. Durchgang: 3,1413, 8. Durchgang: 3,1461,

4. Durchgang: 3,144 6, 9. Durchgang: 3,1461,

5. Durchgang: 3,1457,

2, = 3,1462.

Losungsmenge: L = {0,1586; 83,1462} :
—_—
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Das.im vorhergehenden Abschnitt behandelte NewroNsche Niherungsverfahren ist
ebenfalls ein Iterationsverfahren, fiir das speziell

pa) = = — &)

f(=) .
gilt. Aus der allgemeinen Konvergenzbedingung |¢'(z)| < 1 folgt dafiir

) VF@F —f@) - /'@ _|f@ -7 @
={1— = "
et Ter F@P
Aufgaben: 8.1. bis 8.8.
8.5. Vergleich der Niherungsverfahren

Grundsitzlich kommt die Intervallschachtelung ohne die Elemente der Differential-
rechnung aus. Es wird vor allem dann angewendet, wenn die fiir das NEWTONsche
Verfahren erforderliche 1. Ableitung nicht oder nur sehr aufwendig zu bilden ist.
Weiterhin wird es eingesetzt, wenn sich eine Iterationsgleichung nur sehr schwierig
aufstellen lift. Das Verfahren verlangt jedoch, stindig mit zwei eingabelnden Werten
der Variablen und den zugehérigen Funktionswerten zu arbeiten. Moglich ist, daB
ein Gabelungswert bei jedem Durchgang unveriindert beibehalten wird (Fixpunkt).
Das Newtonsche Niherungsverfahren zeichnet sich durch seine schnelle Konvergenz
‘aus. Bereits nach drei Durchgingen ist gréBtenteils die. praktisch erforderliche
Genanuigkeit unterschritten. Es ist jedoch nur anzuwenden, wenn die 1. Ableitung,
die zudem noch von Null verschieden sein mu8, existiert. Jeder Durchgang erfordert
eine verhiltnismiBig groSe Anzahl von durchzufithrendeén Operationen.

Beim Iterationsverfahren sind fast immer fiir jeden Durchgang nur wenige Opera-
tionen nétig. Jedoch sind héufig mehr Durchgiinge als beim NEwToNschen Ver-
fahren erforderlich, da es nicht so schnell konvergiert. Stirkere Unterschiede treten
diesbeziiglich auf, wenn hohere Genauigkeiten verlangt werden. Die erforderlichen
Auflésungen nach der Variablen erweisen sich zuweilen als aufwendig. Weist die
Gleichung mehrere Wurzeln auf, so kann es sein, daB diese Wurzeln unterschiedliche
Iterationsgleichungen verlangen.

Kontrollfragen

8.1. Wie liBt sich eine erste Niiherung fiir die Losung einer Gleichung bilden?

8.2. Welche Niherungsverfahren wurden behandelt?

8.3. Was sind die Grundgedanken dieser Verfalhren?

8.4. Wie ist zu sichern, daB die aufeinanderfolgenden Werte gegen den gesuchten Wert kon-

vergieren?
8.6. Aufgaben
Welche Wurzeln haben die folgenden Glejchungen (Genauigkeit 0,001)?
81 23 —56z—1=0 82 28 —~322—32+3=0
83. 2*—3x—16=0 8.4, 27 4 3% =

8.5. sin2z —e* 4+ 3x =0 86. Inr +3 =2
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8.7. Eine Kugel ist durch parallele Schnitte in drei vol leiche Teile zu zerl In
welchen Hohen sind die Schni bringen (i ben als Bruchteile des Radius)?
8.8. In welchen Hohen sind an der Stirnseite eines liegenden zylindrisch ‘Kessels Marken
fiir 1/4, 1/2 und 3/4 Fillung anzubringen? Hinweis: Bei den jeweiligen Fiillstéinden stellt
auch die im Bild 8.15 dargestelite Fliche A’ den entsprechenden Bruchteil der Quer-
schnittstliche dar. Es ist @ als Variable einzufithren und damit dann h zu berechnen.
r
Bild 8.16
8.9. o —122* +25=0 8.10. 2t — 222 — 3z +4=10
8.11.z'—l=i’; 8.12. tanz — & = 0 A z € [0; 27)
8.13. 2 =5 8.14, 2> — 2 =cos 2

8.15.

Wie tief taucht eine Kugel (r = 5cm) aus Eichenholz (¢ = 0,68 g/cm®) in Benzin
(¢ = 0,71 g/em®) ein? . .



9. Abbildungen und Kurvengleichungen

9.0. Vorbemerkung

Der fiir die Mathematik grundlegende Begriff der Abbildung wird definiert, und es
werden einige Abbildungseigenschaften erliutert. Durch Verwendung eines ebenen
kartesischen Koordinatensystems wird eine eineindeutige Abbildung der Punkte
der Ebene auf geordnete Paare reeller Zahlen hergestellt und damit die Anwendung
analytischer Methoden bei der Behandlung geometrischer Probleme ermoglicht.
Ebene Kurven werden durch Gleichungen zwischen den Koordinaten ihrer Pankte
beschrieben. Als einfachster Fall wird zunichst die Gleichung der Geraden behandelt.
Auf die Punkte der Ebene werden als spezielle Abbildungen die Schiebung, die Strek-
kung bzw. Stauchung und die Spiegelung angewendet. Damit dient dieser Abschnitt
zur ersten Einfithrung in die Methoden der analytischen Geometrie und zur Vor-
bereitung der Behandlung der Funktionen in den folgenden Abschnitten.

9.1. Abbildungen

Der Abbildungsbegriff wird zunichst an Beispielen veranschaulicht.

BEISPIELE
9.1. In einem Arbeitsraum befinden sich 5 Maschinen. Sie werden mit my, Mg, Mg, My, My be-
zeichnet. Durch 3 Schalter sy, s,, s, konnen diese Maschinen ein- bzw. a haltet werden.

Jedem Schalter sind diejenigen Maschinen zugeordnet, die durch ihn ein- und ausge-
schaltet werden. Der folgende Graph bzw. die Tabelle geben die Zuordnung an:

my

8 my

3y my

8y my EN My, Mg, My
my 2y my, Mg

Jedem Element der Menge S = {s,; s,; 8,} werden ein oder mehrere Elemente der Menge
M = {m,; my; mg; my; mg} zugeordnet. Einander zugeordnete Elemente aus beiden Men-
gen kénnen zu Paaren zusammengefaBt werden. Es ergibt sich die Menge '

F = (813 ma); (855 ma); (395 mg); (825 My); (853 my); (343 M)},

die ebenfalls die Zuordnung zwischen § und M beschreibt. Die Elemente von F sind ge-
ordnete Paare, da jedes Paar an erster Stelle ein Element aus § und an zweiter Stelle ein
Element aus M enthilt. Die durch den Graph, die Tabelle oder die Menge F gegebene
Zuordnung wird als Abbildung bezeichnet.
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9.2. Jeder natiirlichen Zahl der Menge X = {1; 2; 3; 4; 5} sei der reziproke Wert ihres Quadra-
tes zugeordnet.
Diese Abbildung wird durch die Menge

F = {(1;1); (25 1/4); (3; 1/9); (4; 1/16); (55 1/25)}

beschrieben und stellt eine Zuordnung zwischen den Mengen X und ¥ = {1; 1/4; 1/9; 1 /16;
1/25} dar.

Definition

tegeben sind zwei (nicht leere) Mengen X und Y. Sind aufgrund einer Vorschrift
Elementen z € X ein oder mehrere Elementey € Y zugeordnet, so heiit die Menge
F der geordneten Paare (z; y) eine Abbildung aus X in Y, geschrieben: F: x — y.

Im Paar (z; ) heiBt y das Bild von « und « das Urhild von y. Die Menge X heiBt Ur-
bild oder Definitionshereich von F, die Menge Y heift Bilimenge oder Werte-
bereich von F'. -
Besondere Bedeutung haben zwei Abbildungsarten. Ist jedem Urbild z nur ein Bild
zugeordnet, so liegt eine eindeutige Abbildung vor. Hat bei einer eindeutigen Ab-
bildung auBerdem jedes Bild y nur ein Urbild @, so wird von einer eineindeutigen Ab-
bildung gesprochen.

BEISPIEL

9.3. In einem Labor sind die Mitarbeiter (a,, @, ...) auf diejenigen Gerate (9, gz -+ .) verteilt, die
sie bedienen gemiB folgender Zuordnung:

a) b) )
ay . ty—— ¢, a g
n,> o = g: b ;l
2 2 3 2
Uy ————102 ag———Gs ay > 93
AL 93 Uy————9, y——9g

Die Zuordnung a) ist eine eindeutige Abbildung, da jeder Mitarbeiter nur ein Gerét be-
dient. Nach b) bedient jeder Mitarbeiter nur ein Geriit, und jedes Geriit wird nur von einem
Mitarbeiter bedient, die Abbildung ist eineindeutig. Die Zuordnung c) ist keine eindeutige
Abbildung, da der Mitarbeiter a, die zwei Geriite gy, g bedient.

Eindeutige Abbildungen werden Funktionen genannt und in Abschnitt 10. ausfiihrlich
behandelt.

Werden in einer Abbildung F': z — y die Bilder als Urbilder und die Urbilder, als
Bilder betrachtet, d.h. wird die Zuordnung umgekehrt, so entsteht eine neue Ab-
bildung G: y — =.

BEISPIEL

9.4, Durch die Abbildungen in Beispiel 9.3. sind den Mitarbeitern die von ihnen bedienten
Geriite zugeordnet. Die Umkehrung fithrt zu der Fragestellung, welche Mitarbeiter ein
bestimmtes Gerét bedienen, das heiBt, den Geriiten sind bestimmte Mitarbeiter zugeordnet.

Zum Beispi ht aus der Abbild a)

F = {(a;; 91); (@23 91); (335 92)3 (@45 9a)5 (355 9s))
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“
914 ,,;
die ncue Abbildung 9a y

!Iu<”¢

as

oder & = {(g1; @1); (915 @2); (923 5); (955 a,); (935 ag)} -
In jedem Paar von @ ist die Reihenfolge gegeniiber der Abbildung F' vertauscht.

Definition

Die aus einer Abbildung F aus X in ¥ durch Vertauschen von Urbildmenge X
und Bildmenge Y entstehende Abbildung aus Y in X heiBt Umkehrabhildung
von F und wird mit F-1 bezeichnet.

Die symbolische Schreibweise F- fiir G bedeutet nicht etwa % Das Beispiel 9.3.b)

zeigt, da eine Abbildung F' genau dann eineindeutig ist, wenn zugleich ¥ und seine

!

Umkehrabbildung -1 eindeutig sind.

Kontrollfragen

9.1. Wie ist eine Abbildung definiert? i

9.2. Welche Darstellungsarten gibt es fiir Abbildungen?

9.3. Was sind eindeutige und eineindeutige Abbildungen?

9.4, Welcher Z hang besteht zwischen Abbildung und Umkehrabbildung?

Aufgaben: 9.1. bis 9.3.

9.2 Das rechtwinklige Koordinatensystem

Zur eindeutigen gegenseitigen Festlegung von Punkten in der Ebene dienen ebene
Koordinatensysteme. Besondere Bedeutung hat das rechtwinklige oder kartesische
ebene Koordinatensystem). In der Ebene werden zwei senkrecht aufeinander stehende
“Geraden ausgewihlt, die sich im Punkt O, dem Ursprung, schneiden (Bild 9.1). Die

y-Achse .
y1A P
> 17
3 &
|
< £ B
Xx-Achse  Bild 9.1
0 7 X
ex
ey’ X
1) nach René Descartes, lat. Cartesius, f osischer Philosoph, Math iker und Physiker,

1598 bis 1650,
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Geraden werden als z-Achse oder Ahszissenachse und als y-Achse oder Ordinaten-
achse bezeichnet. Jede Achse wird durch Festlegen einer positiven Richtung mit Hilfe
eines Pleiles orientiert. Von O aus wird auf der z-Achse in positiver Richtung eine be-
liebige Strecke e, abgetragen. Dem erhaltenen Punkt E, wird die Zahl 1 zugeordnet.
Entsprechend wird nach Wahl der Strecke e, dem Punkt E, der y-Achse die Zahl 1
zugeordnet. Die Strecken OE, = e, und OF, = ¢, heiBen Einheitsstrecken. Meist
wird e, = e, gewshlt, jedoch konnen auch unterschiedliche Einheitsstrecken vorteil-
haft sein. , .
Durch die Festlegung von Orientierung und Einheitsstrecken werden die Achsen
zu Zahlengeraden, so daB jedem Punkt auf der z- oder y-Achse eineindeutig eine reelle
Zahl zugeordnet werden kann.

P sei ein beliebiger Punkt der Ebene. Die Lote von P auf die Koordinatenachsen
haben die FuBpunkte P, und P,, denen durch OP; = e, und OP, = ¢,y die
reellen Zahlen z bzw. y zugeordnet sind. Damit wird jeder Punkt P der Ebene ein-
deutig auf ein geordnetes Paar (2; y) reeller Zahlen abgebildet. Umgekehrt laBt sich
zu jedem geordneten Paar reeller Zahlen (z; y) eindeutig ein Punkt der Ebene kon-
struieren: In den zu z und y gehdrenden Punkten P, und P, werden die Senkrechten
zu den Achsen errichtet, die sich in P schneiden.

Satz

Durch ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene ist eine eineindeutige
Abbildung der Punkte der Ebene auf die Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
gegeben.

Die reellen Zahlen , y sind die rechtwinkligen Keordinaten von P. 2 heiBt Abszisse
und y heifit Ordinate. Fiir den Punkt P mit den Koordinaten z, y wird P(x; y) ge-
schrieben.

Die Koordinatenachsen zerlegen die Ebene in vier Quadranten (Bild 9.2).

Die Bilder 9.3 und 9.4 zeigen Beispiele fiir unterschiedliche Einheitsstrecken e,
und e,. Fiir jeden der Punkte Py bis P, ist die Ordinate y gleich der 3. Potenz seiner
Abszisse z.

Kontrollfragen

9.5. Durch welche Festlegung ht ein kartesisches Koordi y in der Ebene?
9.6. Auf welche Zahlenpaare werden die Punkte der z- bzw. y-Achse abgebildet?

y
L4
1. Quodrant j I Quadrant

11

———t—t ey Bild92
-4 -3 2 71 0___11 2 3 4
. Quadrant _"2 I, Quadrant
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¥ y
70 P, 007 B,
50 006
501 0051
401 004+
301 A 003 A
201 0021
A P

10 ¢ 001 2
% | x Bildo3 LA , Bildoa
o~ 1 2 3 4 ol 061 02 03 04
9.3. Die Strecke

Sind die Endpunkte P, und P, einer Strecke durch ihre Koordinaten ay, ¥, bzw.
%3, Ya gegeben, dann wird die Linge der Strecke nach PYTHAGORAS aus

&= PP, = V(% =@+ (% —n)? (CRY

berechnet. Die Formel wird unmittelbar aus Bild 9.5 abgelesen. Sie gilt, ebenso wie
die folgenden Formeln, auch dann, wenn die Punkte P, und P, eine beliebige Lage
in den vier Quadranten des Koordinatensystems haben.

v y 5
7

S .

Pt
£ 2N " ¥
i Yu

S X=X A p;

A
“Bild 9.5 A Bild 9.6
0 X 5] X7 X X2

Unter dem Anstiegswinkel der Strecke P,P, wird der Winkel « € [0°, 180°) ver-
standen, den diese Strecke mit der positiv gerichteten z-Achse bildet. & ergibt sich
nach Bild 9.5 aus

(9.2)

m = tan « heiBt Anstieg oder Richtungsfaktor der Strecke.

Der Mittelpunkt Py(zy;ys) der Strecke PP, sei gesucht (Bild 9.6). Aus PP,

= 2P, P, sowie aus der Ahnlichkeit der Dreiecke P Py'Py und P,P,'P, folgt
x!l_xl_]llbl_l Yu — % PPy =
Zp — 7 PP, 2’ Y2— % P, 2

[
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Nach zyr bzw. yy aufgelost ergibt

1 1
ZM='§(12—11)+%) yu=§(ya—yx)+y1

=

x, + =z -+
Ty = ITQ Y = %Ty! (9:3)

BEISPIEL
9.5. Gegeben sind die Punkte P)(—2; —3), Py(—6; 7). Die Linge der Strecke ist

e=PF=1—6— (—2F + 1 — (3 = V(-9 + 10~
e =116~ 10,77.

Fiir den Anstiegswinkel folgt
1-(9 _ 10

tipam el I _ o5 &= 1118°
—6—(—2) —4 —

und der Mittelpunkt Py, der Strecke hat die Koordinaten

Ty = _2—+2(_ﬁ= =t yx = —32+ L i (Skizze anfertigen!).

Aufgaben: 9.4. bis 9.6.

9.4. Kurvengleichungen

In der Ingenieurtitigkeit ist die Beschreibung und Untersuchung von Kurven, wie
sie zum Beispiel von bewegten Teilen in Getrieben erzeugt werden, eine wichtige
Aufgabe.

Jede Kurve a8t sich als Menge von Punkten auffassen, die bestimmte Bedingungen
erfiillen miissen. Diese Bedingungen kénnen durch Worte festgelegt sein.

BEISPIELE

9.6. Die Menge der Punkte einer Ebene, deren Abstinde von zwei festen Punkten 4 und B

der Ebene jeweils gleich sind, ist die Mittelsenkrechte m der Strecke AB (Bild 9.7).
9.7. Die Menge der Punkte einer Ebene, die von einem Punkt M der Ebene den gleichen
Abstand r haben, ist der Kreis um M mit dem Radius r.

A
m

B Bild 9.7
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g g

In der Planimetrie ist fiir die Kurve als Punktmenge der Name ,,(Jeometrischer Ort
gebriuchlich.

Unter Zugrundelegung eines cartesischen Koordinatensystems kann die die Kurve
fixierende Bedingung in analytischer Form durch eine Gleichung in den Variablen
z und y, den Koordinaten der Kurvenpunkte, gegeben sein. Eine derartige' Kurven-
gleichung 1éBt sich im allgemeinen in die Form

Flz;y) =0 @
bringen, die als implizite Form der Kurvengleichung bezeichnet wird. Zu jedem ge-
ordneten Paar (z; y) reeller Zahlen, das Gleichung (I) erfiillt, gehort eineindeutig ein
Punkt P(z; y) der Ebene, und die Menge aller derartigen Punkte bildet im allgemeinen
eine ebene Kurve. Fiir die als Punktmenge aufgefaBte Kurve k¥ mit der Kurven-
gleichung F(z; y) = 0 laBt sich schreiben:

k= {P;y) | F(z; y) = 0). (In
P(z; y) ist ein beliebiger Punkt der Kurve. Da seine Koordinaten Variablen sind,
heiBt P variabler Punkt. Sind X und Y die Mengen der Zahlen z bzw. y und &ndert
sich z € X stetig, so folgt daraus im allgemeinen auch eine stetige Anderung von
y € Y, und der zugehdrige Punkt bewegt sich auf der Kurve. Fiir die Darstellung eines
festen Kurvenpunktes werden Indizes verwendet, z. B. Py(zy; Yo), Py(2; —b). Fiir
die Anwendung ergibt sich aus (II) die wichtige Folgerung:

Erfiillt ein Wertepaar (z,; y,) die Kurvengleichung F(z; y) = 0, dann liegt der
Punkt Py(zy; y,) auf der Kurve. Umgekehrt erfiillen die Koordinaten jedes
Kurvenpunktes die Kurvengleichung.

Aus der impliziten Form () ergibt sich durch Auflésen nach y, falls dieses moglich ist,
die explizite Form der Kurvengleichung. Ist die Abbildung z — y eindeutig, dann
stellt sie eine Funktion dar, und es kann fiir die explizite Form der Kurvengleichung

) y=1@ . (uy

geschrieben werden. Bei einer mehrdeutigen Abbildung  — y zerfillt die explizite
Darstellung in mehrere Kurvengleichungen y = f,(z), ¥ = f(z), ...

BEISPIELE

9.8. Gegeben sind die Punkte 4(2; 7) und B(4; 1), P(z; y) sei der variable Punkt der Mittel-

senkrechten m der Strecke AB (Bild 9.8). Die in Beispiel 9.6. angegebene Bedingung fiir m
lautet ‘

4P = BP. (Iv)

Aus (IV) ergibt sich mit der Formel (9.1) fir die Linge einer Strecke die Kur leich
von m:

g

Ve—2F + -1 =Viz— 47 + (y — 1.

Werden die Gleichungen quadriert, die Klammern aufgelést und die entstandenen Terme
umgestellt, so ergibt sich die

implizite Form F(z;y) =2 —3y -+ 9 =0 bzw. die

explizite Form g — % 2+ 3= f=).

In ausfithrlicher Schreibweise folgt
m={P(z;y) |2 — 3y + 9 =0}.
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Der Punkt Py(—3; 2) liegt wegen
F(o;yo) =% — 3% +9=—-3—-38-2+9=0
auf der Kurve: P, € m, withrend der Punkt Py(1; 2) wegen
Flayy) =2, — 3y, +9=1—-3-24+9=4%0
kein Kurvenpunkt ist: P, ¢ m.

y

81 a

x Bild9.8

9.9. Die Gleichung der Kurve k = {P(z; y) | * — 3z + 6 = 0} lautet in expliziter Form
y==xV3—6, o V)
d. h., es ergeben sich zwei explizite Kurvengleichungen
y=V3z—6=f(x) und y=—V3z—6=/).
Damit der Radikand nicht negativ wird, muB z = 2 gewihlt werden. Nach der Werte-
tabelle

z|2|3 ’4 |5
y | o] 178 ] 245 43 g

sind einige Kurvenpunkte in Bild 9.9 konstruiert. Die Kurve ist wegen der zwei Vor-
zeichen in (V) symmetrisch zur z-Achse. Der Punkt P(2,48; 1,22) scheint nach dem Bild
auf der Kurve zu liegen. Die Rechnung erlaubt jedoch eine genauere Aussage und weist
aus, daB wegen y = /(2,48) = 1,20 + 1,22 P, kein Kurvenpunkt ist.

y

5 ,

Sv

. ¥ Bild 9.9
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Héufig sind die Schnittpunkte zweier Kurven
= {P(z;y) | Fi(z;9) =0 und k, = ({P(z;y) | Fa(z:y) =
zu berechnen. Fiir einen Schnittpunkt P, gilt P, € k; und P, € k;, also auch P, €
k, n k,. Schneiden sich die zwei Kurven in » Punkten P; ( = 1,2, ..., 7), dann ist
ky nky = (Py, Py, ..., Py}
Die Koordinaten jedes Schnittpunktes P; miissen beide Kurvengleichungen erfiillen:
Fi(zi;9:) =0,  Fy(xi;9:) =0. . (V1)

(VI) ist ein Gleichungssystem mit zwei Variablen, dessen Losungsmenge aus den
Koordinatenpaaren (z;; ;) der Schnittpunkte besteht.

Satz

Um die Koordinaten der Schnittpunkte zweier Kurven zu berechnen, werden die
zugehorigen Kurvengleichungen zu einem Gleichungssystem zusammengefaBt
und dessen Lésungsmenge bestimmt.

Da alle Koordinaten reelle Zahlenpaare sind, bedeutet das Auftreten von komplexen
Zahlen in einem Zahlenpaar der Lésungsmenge, daB diesem Paar kein Schnittpunkt
guzuordnen ist.

BEISPIEL
\9.10. Die Schnittpunkte der folgenden Kurven sind zu berechnen:
= {P(z;y) | 2* — 10z — 2y + 30 = 0},
={Pl;y) iz —y—1=0}.
Losung: Fiir einen Schnittpunkt P; gilt
— 10z; — 2y; + 30 =0
n— yi— 1=0.

Die nach y; aufgeloste 2. Gleichung in die 1. Gleichung eingesetzt ergibt: x;® — 12;
+ 32 = 0. Die quadratische Gleichung hat die Losungen 2, = 8, z; = 4. Aus der 2. Glei-
chung folgt y; = 7, y, = 3. Die Kurven schneiden sich in den Punkten P,(8; 7), Py(4; 3),
d. h., k; nky = {Py(8; 7), Py(4; 3)} (Bild 9.10).

<

(]

NO

1 Bild 9.10

T T X
/{/; 5 )
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Kontrollfragen

9.7. Aufgrund welcher Festlegungen liBt sich einer Gleichung mit den Variablen z und y
eineindeutig eine Kurve in der Ebene zuordnen?

9.8. Wie erkennt man bei vorliegender Kurvengleichung, ob ein gegeb Punkt auf der Kurve
liegt oder nicht?

9.9." Wie werden auf analytischem Wege die Schnittpunkte von zwei Kurven ermittelt?

Aufgaben: 9.7. bis 9.11.

9.5. Die Gerade

Eine lineare Kurvengleichung

F(z;y)=Axz + By+ C = OJ (9.4)

in der 4, B, C beliebig reelle Zahlen und 4, B nicht beide zugleich Null sind, be-
schreibt stets eine Gerade g. Jede Geradengleichung &8t sich umgekehrt stets auf die
Form (9.4) bringen. Die implizite Gl. (9.4) heiBt allgemeine Form der Geraden-
gleichung. Die Koeffizienten A, B, C haben keine unmittelbare geometrische Be-
deutung und sind der Geraden nicht eindeutig zugeordnet, da (9.4) stets noch mit
einem Faktor multipliziert werden kann. Aus (9.4) folgt die explizite Kurven-
gleichung
A4

4] -
y=—%p*— g (fir B == 0).

Wird —4/B = m und — C/B = b gesetat, so entsteht die

Normalform der Geradengleichung | y = mz + b (9.6)

Um b geometrisch zu deuten, werden die Koordinaten des Schnittpuvnktes
Py(x, = 0; y,) zwischen g und der y-Achse in (9.5) eingesetzt: *

Yo=m-0++b="> (Bild9.11).

Zur geometrischen.Deutung von m werden zwei auf g liegende Punkte Py(z:; %),
Py(2y; y,) betrachtet. Nach der Folgerung in 9.4.(S. 242) gilt:

w=mz 4 b, 3 =mn+b.

Bild 9.11
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Durch Subtraktion dieser Gleichung folgt-
Y2 — %
2 — 2y

d. h., m ist nach (9.2) der Anstieg der Strecke PP, und damit auch der Anstieg
der Geraden g: = tan «

Yo — th = m(x, —x,;) bzw. . m =

In der Geradengleichung y = mz + b ist m der Anstieg der Geraden gegen die

2-Achse, und b ist die Ordinate des Schnittpunktes der Geraden mit der y-Achse.
Sonderfille: Fiir 4 = 0 folgt aus (9.4): By + C =0 oder y = —%. Dug}h diese
Gleichung werden alle Punkte ausgewshlt, die die gleiche Ordinate -3 haben.
Daher ist es die Gleichung einer Parallelen zur z-Achse. Fiir B = 0 folgt entsprechend
mit z = —% die Gleichung einer Parallelen zur y-Achse.

Fiir C = 0 folgt b = —% =0, d. h., die Gerade geht durch den Ursprung.

BEISPIELE E
9.11. Um die Gerade mit der Gleichung y = 1,3z + 0,6 im Koordi dar: 11,
wird der Schmttpunkt P,,(O Q,6 = b) mit der y-Achse bestimmt und nach Bild 9.12 durch
K ktion des Ansti iecks PyP,’P, ein zweiter Punkt P, der Geraden gezeichnet.
Damit ist g = PyP; fastgalegt (Bei m = —1,3 wiire diese Strecke von P;’ nach unten
abzutragen.)
y 9
A
13=
%
06 7 P
. Bild9.a2
0 7 x

9.12. Eine Gerade geht durch Py(1; —3) und Py(7; 6). Wie heiBt die Normalform der Geraden-
gleichung?
Lésung: Aus y = mz + b folgt wegen '
Pi€g: —3=m-1+b; Pycg: 6=m-7-+b.

\

o]

9 s
Dieses Gleichungssystem fiir m und b ergibt die Losungen m = —, b = — T Die Ge-

radengleichung lautet: y = % z— %

Ist der Schnittpunkt der zwei Geraden mit den Gleichungen
g1t Az +By+ 0 =0

I
g2 Aoz + By + C, =0 @
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zu berechnen, dann ist das Gleichungssystem (I) zu losen. Den drei moglichen

Geradenlagen entsprechen drei Fille fiir die Losungen (vgl. 5.2.):
1, g2 schneiden sich < es existiert genau eine Losung
h=0 es existieren unendlich viel Losungen
"allg e es existiert keine Losung.
Fiir den Schnittwinkel 8 zwischen den zwei Geraden mit den Gleichungen

iy=mz+b, gy=mz+b

Bild 9.13

gilt (Bild 9.13): 6 = &; — &; und nach (3.21)
tan ag — tan o

tan d = tan (xy — &) = T tnm an T e o

my — m
, tand = 2 1

) 1+ mgm,

Sind g,, g, parallel, dann ist &; = &y, d. h., m; = my:

i llgs & m =my

(9.6)

9.7)

Stehen g, u;ad g, senkrecht aufeinander, dann ist wegen 8 = 90° in (9.6) tan 6 nicht
definiert. Das tritt nur ein, wenn der Nenner gleich Null ist: 1 + mym; = 0 oder

_ 1
%—\—E-
" 1
hlgpEm= —,'Tl
BEISPIEL .

(9.8)

9.13. Wie heiBt die Gleichung der Geraden g,, die durcﬁ P,(8; 3) geht und senkrecht zur

Geraden g,: y = 4z — 1 verlauft?

Lésung: Es ist m; = 4 und my = L= —%. Die Gleichung von' g, lautet damit

my

y= =L 2 + b. P, liegtauf gq: 3 = b -8 + b. Daraus ergibt sich b = 5, und die Glei-
4 * 4

chung von g, lautet: y = —% z 4 5.
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Kontrollfragen
9.10. Welche Form muB eine Kurvengleichung haben, damit sie eine Gerade beschreibt?
9.11. Welche g trische Bedeutung haben die Kc in der expliziten Form_der

Geradengleichung?
9.12. Woran erkennt man an den Geradengleichungen, ob zwei Geraden senkrecht zueinander
oder parallel sind?

Aufgaben: 9.12. bis 9.16.

9.6. Spezielle Abbildungen, Koordinatentransformati
9.6.0. Vorbemerkung

Werden in einer Kurvengleichung zu den Variablen z und y Konstante addiert bzw. .
werden 2 und y mit Konstanten multipliziert, so verindert sich die Lage der Kurve
im Koordinatensystem bzw. die Form der Kurve. Diese Lage- und Formanderungen
konnen als spezielle Abbildungen gedeutet werden. Zahlreiche Kurven lassen sich
durch solche Abbildungen aus gewissen Grund- oder Normalformen gewinnen. Im
folgenden werden als spezielle Abbildungen nur die Schiebung, die Streckung bzw.
Stauchung und die Spiegelung behandelt.

9.6.1. Die Schiebung

BEISPIEL

9.14. Ein Koordinatensystem habe den Ursprung O und die Achsen z und y (Bild 9.14). Es
werde mit K(O; z; y) bezeichnet. In K(O; z; y) ist eine Parabel durch die Gleichung y = 22
gegeben. Gesucht wird die Gleichung der Parabel in einem zweiten Koordinatensystem
K(0; %; ), dessen Z-Achse parallel zur 2-Achse und dessen 7-Achse parallel zur y-Achse
ist. Der Ursprung O habe im System K die Koordinaten %, = 3, 7, = 2 (Bild 9.14).

Lisung: Zwischen den Koordinaten eines beliebigen Parabelpunktes P in beiden Systemen
bestehen die Beziehungen:

T=x+3 =T-3
Joy+2 (I) oder i (II)
y y
\ P
>
x
LI 0
~
e 5 Bild9o.14
0 3 X
X
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Werden in der Parabelgleichung y = 2? die Koordinaten z und y durch die rechten Seiten
von (II) ersetzt, dann ergibt sich die Parabelgleichung in den neuen Koordinaten Z, 3:
y—2=E—3)?

y=(Z—38?+2. =
Sind allgemein K(O; z, y) und K (0; %, §) zwei Koordinatensysteme mit zueinander
parallelen Abszissen- bzw. Ordinatenachsen und hat der Ursprung O im System K
die Koordinaten %, = m, 3, = n, dann lauten die Gleichungen zwischen den Ko-
ordinaten eines Punktes P in beiden Systemen:

(9.9)

Die Gln. (9.9) lassen zwei Deutungen zu.

1. Deutung: z;y und Z;§ werden als Koordinaten eines Punktes P in zwei Ko-
ordinatensystemen K und K betrachtet (Bild 9.15a). K geht aus K durch Parallel-
verschiebung um m bzw. n in_Richtung der - bzw. y-Achse hervor. Der Ubergang
vom System K zum System K heiBt Koordinateniransformation und stellt im vor-
liegenden Fall georm.otrisch eine Parallelverschiebung oder kurz Schiebung des Ko-
ordinatensystems dar. Die Gln. (9.9) heifen die Transformati leichungen der
Schiebung.

2, Dentung: Die beiden Koordinatensysteme K und K werden als zusammenfallend
angenommen, so daB z; y und Z; 7 die Koordinaten zweier Punkte P und P in einem
Koordinatensystem sind: ¥ = K (Bild 9.15b). Jedem Punkt P(z; y) wird durch (9.9)
eindeutig ein Punkt P(%;%) zugeordnet: P — P. Die Gln. (9.9) beschreiben eine
eindeutige (und auch eineindeutige) Abbildung der Ebene auf sich selbst. Der Bild-
punkt P ergibt sich aus dem Urbild P durch eine Schiebung um  in Richtung der
2-Achse und um 7 in Richtung der y-Achse. Einer Kurve als Urbild wird durch die
Schiebung eine Bildkurve zugeordnet.

BEISPIEL
9.15. Gegeben ist die Sinuskurve mit der Gleichung y = sin z. Eine Abbildung hat die Glei-
chungen
E=z—|—% F=y (IImy
Gesucht wird die Bildkurve.
] -
v y y=y
P P
X <
= o 0 [EN P.
b
L 7 L X=X
0 m X 0=0 X m
x X
a) ' b)

Bild 9.15
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g g

Lisung: Die Gleichungen (III) werden nach z bzw. y umgestellt:

z=F— = y=79
3 y

und in die Kurvengleichung eingesetzt:

17=sin(irl).
— 3/

Die Abbildung bewirkt, wie Bild 9.16 zeigt, eine Verschiebung der Sinuskurve um «/3 in
Richtung der z-Achse (vgl. 3.1.4.).

y

. L . §
y=sinx y-sm(x-;)
P P
ﬂ Bild 9.16

/%' \\X
Satz

Wird auf die Punkte einer Kurve mit der Gleichung F(z; y) = 0 die Abbildung mit
den Gleichungen '

T=x+4+m
y=y+n

angewendet, 8o werden alle Kurvenpunkte um m in Richtung der z-Achse und um
n in Richtung der y-Achse verschoben. Die Gleichung der Bildkurve lautet

Fz—m;§ —mn)=0.

9.6.2. Die Streckung und die Stauchung ,

Unter Verwendung der 2. Deutung (K = K) werden die Abbildungsgleichungen

iz
9.10
il (010,

< |l

_betrachtet. Die erste Gleichupg bedeutet, daB die Abszisse jedes Punktes der Ebene
fiir 4 > 1 auf das A-fache vergroBert und fiir 2 < 1 auf das A-fache verkleinert wird.
Es liegt also eine Streckung bzw. Stauchung in Richtung der z-Achse vor. Ent-
sprechend bewirkt die zweite Gleichung fiir 4 = 1 eine Streckung bzw. Stauchung in
Richtung der y-Achse.
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BEISPIELE
9.16. Gegeben sind di«; Parabel mit der Gleichung y = 2* und die Abbildungsgleichungen
F=2 y=y.
Gesucht wird die Bildkurve.

Lisung: Die Abbildungsgleichungen sind nach 2 bzw. y aufzulésen und in die Parabel-
gleichung einzusetzen:

Die zugehorige Parabel als Bildkurve entsteht wegen A = 2 durch eine Streckung der
Ab aller Kurvenpunkte auf das Doppelte (Bild 9.17).

Bild 9.17

X

9.17. Gesucht wird die Bildkurve der Kosinuskurve: y = cos z beziiglich der Abbildung

1
== 7=2y.
F=ge J=2
Lésung: Mit z = 3%, y = —;— 7 ergibt sich fiir die Gleichung der Bildkurve:
N
Y = 2 cos 3Z. /

Mit A = -E:— und pu = 2 folgt die Bildkurve aus der Kosinuskurve durch Stauchen der
Abszissen auf ein Drittel und Strecken der Ordinaten auf das Doppelte (Bild 9.18).

Satz
Wird auf die Punkte einer Kurve mit der Gleichung F(z; y) = 0 die Abbildung
T=1Az
mit A>0,u>0
J=uny

angewendet, so werden die {é:);lz:;s; ":]} aller Kurvenpunkte auf das {;‘;ﬁ;‘;ﬁi}

gestreckt bzw. gestaucht, je nachdem, ob {i‘ § i} ist. Die Gleichung der Bildkurve
1_1.\ )
lautet F (—1— z; 5 g) =0.
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¢ Bildo.1s

y=cosx

9.6.3. Die Spiegelung

Es werden die Abbildungsgleichungen

Il
B}

(9.11a) (9.11b)

@ o
Il
|

<

betrachtet. Die durch (9.11a) beschriebene Abbildung bewirkt eine Spiegelung aller
Kurvenpunkte an der y-Achse (Bild 9.192). Die Abbildungsgleichungen (9.11b) be-
schreiben eine Spiegelung an der z-Achse (Bild 9.19b).

BEISPIELE
0.18. Eine Parabel hat die Gleichung y = (z — 3)* + 2. Welche Gleichung hat das Bild der
Parabel nach der Spiegelung: 7 = —z, ¥ = y?
Lésung: Mit x = —%, y = ¥ folgt aus der Parabelgleichung:
y=(—%—-37+2

T=(E+3+2. -

Die Parabel wurde an der y-Achse gespiegelt (Bild 9.20).

y y
/\?’/ ’
vy A Bild 9.19
X=X b
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9.19. Welches Bild hat die Gerade gry = % 2 — 1 nach der Abbildung Z =2z, ¥ = —y?

Lisung: Mit x = %, y = —7 folgt aus der Geradengleichung

Die Gerade und ihr Bild liegen symmetrisch zur z-Achse (Bild 9.21).

2 2 4
J=(x+3/%2 ¥ y=lx-3)+2
2 2
X
-3 o] 3
Bild 9.20 Bild 9.21
Satz
Wird auf die Punkte einer Kurve mit der Gleichung F(z; ) = 0 die Abbildung
T=—x bzw. =z
7=y ¥=—y

angewendet, so werden alle Kurvenpunkte an der y- bzw. a:-Achse gesplegelt
Die Gleichung der Bildkurve lautet F(—z; 7) = 0 bzw. F(z; —%) =

Anmerkung: In der Gleichung der Bildkurve kénnen die Querstriche wieder weg-
gelassen werden.

Zusammenfassung
In der Kurvengleichung F(z; y) = 0

wird = bzw. y ersetzt durch: Fiir alle Kurvenpunkte folgt dann:

x—m . Verschiebung um m in'Richtung der 2-Achse
y—mn Verschiebung um 7 in Richtung der y-Achse
1 {0 <i<l1 Stauchung der Abszissen auf das A-fache

2 1<i<o Dehnung der Abszissen auf das A-fache

1 {0 <p<l1 Stauchung der Ordinaten auf das u-fache

I3 l<pu<oo Dehnung der Ordinaten auf das u-fache

- Spiegelung an der y-Achse

-y 1 Spiegelung an der 2-Achse
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Kontrollfragen

9.13. Welche zwei unterschiedlichen Interpretationen lassen die Gleichungen Z =z + m,

¥ =y -+ n mit %, ¥, z, y als Koordinaten und m, » als Konstanten zu?

9.14. Wie dndert sich die Lage einer Kurve im Koordinatensystem bzw die Form einer Kurve,
wenn in der Kurvengleick die Koordi mit K pliziert werden?
Welche Fille sind je nach Vorzeichen und GréSe der K zu heiden?

Aufgaben: 9.17.und 9.18.

9.7. Aufgaben

9.1. Welche der folgenden Abbildungen mit dem Urbildbereich X und dem Bildbereich Y
sind eindeutig bzw. eineindeutig?
a) X: Menge der Studenten einer Schule.
¥: Menge der Semma.rgruppen der Schule
Jedem Stud wird die Seminargruppe zugeordnet, der er angehért.

b) X = {1;2;3;4), Y ={y|y =29
¢) X: Menge der Pkw eines Landes
Y: Menge der Pkw-Kennzeichen in diesem Land
d) X={x|z€P),Y=1{y|y=sing
e) X: Menge der reellen Zahlen, aufgefaBt als
Y: Menge aller Dreiecke

9.2. Die folgenden Abbildungen sind durch Graphen d llen. Welche Abbildungen sind
eindeutig bzw. eineindeutig? 2
a) F = {(@; k); (b5 1); (b5 m); (e31); (5 n); (d; n)}

b) F = {(a;1); (5; 2); (¢; 3); (d; 4)}
©) F = {(1; 42)5 (213 ¥a)3 (%45 ¥a); (2; Ya)}
d) F = {(83.2); (65 2); (u3 2)

9.3. Essind die Umkehrabbildungen -1 der in Aufgnbe 9.2. gegebenen Ahb)ldungen als Gra-
phen und als Mengen von Wertepaaren dar Welche Umkehrabbil sind
eindeutig?

9.4. Gesucht werden die Liénge, der Anstiegswinkel und der Mittelpunkt fir die durch fol-
gende Punkte gegebene Strecke. :

a) A(3;7), B(8; 1) b) Py(—2, 5; 3,1), Py(—5,7; —1, 3)
¢) R(—4,54; —2, 18), Q(2, 40; —2, 18)
d) M(5, 63; 0), N(12, 80; 6, 17)
9.5. Gesucht wird ein Punkt P, der auf der z-Achse liegt und von dem Punkt 4(—4; 8) den
Abstand 17 hat.
9.6. Welcher Punkt P hat von A(—4; 2) den Abstand 13 und von B(15; —17) den Abstand
25?
9.7. Die Kurven
={P@;y) ly=22—4}
= {P(z;y) |2* + 6y — 9 =0}
_ [P 9) | 2y — 6 = 0} fir X = (0; o0)
: {(P(z;y) | 2% + 6 = 0} fir X = (—00;0)

k= {P(zy)ly—:l: 125 = z*}

sind unter Verwendung einer Wertetabelle zu zeichnen.

Zahl

te von Dreiecksflichen
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9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

9.12,

9.18.

Welche von den Punkten P;(0; 5), P,y(4; 3), P4(0; —2), P, (3; —;—) liegen auf den Kurven
= IP(z; o
b { @ly =1 T r,}

k, = {P(z; y) | 52* — 16y — 32 = 0}
k= (Plasy) |2t + 9 — 25 =0}
k= {P(z; y) | 5z — 6y — 12 = 0}?

Gegeben sind zwei Kur leichungen. In welchen Punkten schneiden sich die zugehs-
rigen Kurven:
a) z—y+ 7=0 b)at—9z—y+18=0

3z+y+13=0, z4+y— 6=0,
c)at +y2 — 4=0 ’

3x + 2y — 12 =102
Wo schneiden die lKurven mit den Gleichungen

a) y=2x—6, b) 92% + 252 — 900 = 0, c) y=2a®— bz + 4,
d)2®— 4z —4y+28=0 . - die z-Achse?

Wo schneiden die Kurven mit den Gleichungen

a) 5z +y—3=0, b) 252% + 16y* — 400 = 0, o) aty +y—1=0,
d) 42* — 9y — 36 =0

die y-Achse?

Gesucht wird die Gleichung der Geraden, die durch einen Punkt P hindurchgeht und den
Anstiegswinkel « besitzt.

a) P(—4;1), & = 60° b) P(2,4; —1,5), & = 124°
¢) P(5,6;0,8), x = 0° d) P(—17,21; 2,19), « = 135° -
e) P(3,48;5,72), « = 90°

Es ist die Gleich der Verbind geraden der beiden Punkte P, und P, zu bestimmen.
a) Py(—2;4), Py(6; —1) b) 21(1,2; 5,4), Py(—4,8;2,1)
¢) Py(6,4; 2,8), Py(9,6; 4,2) d) Py(1,7; 9,3), Py(1,7; 6,4)

‘

8.14, Wie heifien die Gleichungen der in Bild 9.22 gezeichneten Geraden?
y 9
g4 .
|
93
- 2

7- \/z
Bild 9.22

-34
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9. Abbild: und Kur leichung

9.15.

9.16.

Gesucht werden die Schnittpunkte und Schnittwinkel der Geraden g, und g,:
a) g:y=2—6 gury=—3x+10 b g:y=4—386 g:y= —0,25z + 6,1

3 3 4 1
c) 9.:y=zz+2 9==y=71—5 d)g.=y=gz+3,2 92=y=——9—x+3,2

Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch P(4,8; 12) geht und a) parallel, b) senk-
recht zur Geraden mit der Gleichung 2,4z — 7,2y + 10 = 0 verlauft?

9.17. Gegeben sind eine Kurve und eine Abbildung durch ihre Gleichungen. Gesucht wird die
Gleichung der Bildkurve. Die Kurve und ihre Bildkurve sind zu skizzieren, die Abbildung
ist geometrisch zu deuten.

3 1
=2 z—3; By J—
a) y 2 x T=ux ¥ 3 Y
b) y = a?; T=a+3 y=—y
c)y=L; F=—z §=3y
z
2
d) y =sinz; i:?x—n,ij:é—y

9.18. Durch welche Abbildung ergibt sich die Parabel mit der Gleichung
a)y=@E+22—8 Dby=4F-1 C)§=‘;—(5~E—4)2
aus der Normalparabel mit der Gleichung y = a*?

9.19. Es seien 4 die Menge der Giiste in einem Hotel und B die Menge der Zimmer in diesem
Hotel. Jedem Gast ist das Zimmer zugeordnet, das er bewohnt. Wann ist diese Abbildung
A — B a) eindeutig b) eineindeutig?

9.20. Welche Eigenschaft haben die folgende Abbildung 4 — B und ihre Umkehrabbildung

fiir folgende Mengen:
a) A: Menge aller Strecken AB (Bild 9.23, A fest, B € g variabel)

B: Menge aller positiven reellen Zahlen

Zuordnung: Jeder Strecke ist die MaBzah! ihrer Linge zugeordnet.
b) A: Menge aller Quadrate ABCD [Bild 9.23, 4, B wie in a)]

B: Menge aller positiven reellen Zahlen

Zuordnung: Jedem Quadrat ist die MaBzahl seiner Fliche zugeordnet.
¢) A: Menge aller Rechtecke ABCD

B: Menge aller positiven reellen Zahlen

Zuordnung: Jedem Rechteck ist die MaBzahl seiner Fliche zugeordnet.
d) A: Menge der Etagen eines Hauses

B: Menge der Zimmer des Hauses

Zuordnung: Jeder Etage sind die Zimmer zugeordnet, die zu dieser Etage gehoren.

D c

Bild 9.23

] g I
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9.21.

9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

Gesucht werden die Linge und der Anstiegswinkel der durch folgende Punkte gegebenen
Strecken:

a) A(4,18; 9,24), B(17,03; —2,49)

b) E(—2,8; —5,1), F(—2,8; 11,4)

c) P(126,40; 51,78), Q(0; 51,14)

d) M(63,17; 41,05), N(—12,28; 4,13)

Welcher Punkt P hat von den Punkten A(7,1;2,8), B(—1,4§2,3), C(3,6; —1,9) den
gleichen Abstand?

Gegeben sind zwei Kurven durch ihre- Gleich In welchen Punkten schneiden sich
beide Kurven?
a) 92% + 25y° — 225 =0 b) 5x® — 4y® = 20
22 —3y =0 z—22+y*=1
e) 2+ y*— 14z —6y —3=10 d)y=2°—6z+ 11
5x — 6y + 44 =0 y=—=z+1

Gegeben ist ein Dreieck mit den Eckpunkten 4(—2; —3), B(10;2), C(—1; 6). Gesucht
werden

a) die Lingen der Dreieckseiten,

b) die 'GJlgiQhungen der Geraden, auf denen die Dreieckseiten liegen,
¢) die Gleichungen der Héhen des Dreiecks,

d) der Schnittpunkt der Hohen,

e) die Gleich der Seitenhalbi d

f) der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden,

g) die Innenwinkel.

Durch’ welche Abbildung ergibt sich die Kurve mit der Gleichung

a) ¥ = 4sin 3%

L
b) ¥ =sin 0,62 — —
) Y sm( z 6)

¢) ¥ = asin (0% +'¢)

aus der Sinuskurve: y = sin z?
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10.1. Der Funktionsbegriff

Funktionen sind fiir Okonomie, Naturwissenschaft und Technik zur Darstellung von
Zusammenhingen und GesetzméiBigkeiten unentbehrlich. In diesem Abschnitt werden
vorhandene Kenntnisse zusammengefaBt und erweitert. Dabei wird eine systematische
Ubersicht iiber elementare Funktionen und ihre wesentlichen Eigenschaften gegeben.
Wird zu verschiedenen Tageszeiten die Lufttemperatur gemessen, so ist jeder ge-
wihlten Tageszeit genau eine Temperatur zugeordnet. Jede Menge einer Ware ist
mit einem Preis ausgezeichnet. Die Bewegung eines Korpers wird beschrieben, indem
jeder Zeit der in dieser Zeit zuriickgelegte Weg zugeordnet wird. Den genannten Bei-
spielen ist gemeinsam, daB den Elementen einer Menge jeweils genau ein Element
einer anderen Menge zugeordnet ist. Solche eindeutigen Abbildungen (vgl. auch 9.1.)
treten in der Praxis vielfach bei der Beschreibung von Vorgiingen oder Zustinden auf.
Sie werden als Funktionen bezeichnet und so durch einen eigenen Namen unter den
Abbildungen hervorgehoben.

Definition
Ist jedem Element x einer Menge X genau ein Element y einer Menge ¥ zugeord-
net, so heiBt die Menge f der geordneten Paare (; ) eine Funktion.

Die Menge X heiBt Definitionshereich, die Menge Y Wertebereich oder Wertevorrat
der Funktion f. Das Element » wird unabhiéingige Variable, Argument oder Urbild
von f genannt; das zugeordnete Element y heiBt abhiingige Variable, Funktionswert
oder Bild von f an der Stelle z. Funktionen, deren Definitions- und Wertebereich
Mengen reeller Zahlen sind, werden kurz als reelle Funktionen bezeichnet. Im Rahmen
der Analysis sollen ausschlieBlich reelle Funktionen betrachtet werden.

Sind verschiedene Funktionen zu unterscheiden, so stehen an Stelle von f auch
andere Bezeichnungen wie g, k, @, v, fi, f, ... Fest gewdhlte Argumente erhalten
Bezeichnungen wie 'a, b, ..., ay, a4, a, ..., %y, Ty, 2y, ... Fiir den Funktionswert y
wird oft f(z) — lies: f von 2 — geschrieben. Diese Schreibweise erfaBt das Wesen des
Funktionsbegriffes, namlich die Zuordnung des Funktionswertes f(z) zu dem Argu-
ment 2. Die Schreibweisen f(0), /(a), f(2,), %(0), y(a), s, ... geben den Funktionswert
von f an einer bestimmten Stelle an.
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10.2. Die Darstellung reeller Funktionen

Eine Funktion f ist gegeben, wenn jedes ihrer Elemente (x; y) angegeben oder angeb-
bar ist. Bei einer konkreten Funktion bedient man sich dazu verschiedener Dar-
stellungsarten. Ublich und geeignet sind

die Darstellung durch eine Wertetabell‘e,

die grafische Darstellung,

die Darstellung durch eine Funktionsgleichung.
Gelegentlich werden auch andere Darstellungsarten benutzt. Aus der Darstellung

ciner Funktion muB eindeutig hervorgehen, welche Paare (x; y) zur Funktion f ge-
horen.

Die Wertetabelle

Jedem Element der Menge X = {0; 1;2; 3; 4; 5} sei als Funktionswert die Hilfte
seines Wertes zugeordnet. Damit ist die Menge der Wertepaare

f=1(0;0); (1;05); (2; 1); (3; 1,5); (4; 2); (5; 2,5)}
gegeben. Diese Menge wird iibersichtlicher in Form einer Wertetabelle geschrieben:

0 1 2 3 4 5

z |
"yl 0o 05 1 153 2 25

In der Praxis wird die Wertetabelle u. a. zur Wiedergabe der Ergebnisse von Mef3-
reihen und Beobachtungen verwendet. Hat der Definitionsbereich unendlich viele
Elemente, so kann nur eine Auswahl von Wertepaaren angegeben werden. Bekannte
Beispiele dafiir sind Quadrat- und Wurzeltafeln, Tafeln der logarithmischen, der
trigonometrischen und der Exponentialfunktionen.

Die grafische Darstellung

Da jedem Zahlenpaar (z; y) ein Punkt im cartesischen Koordin&tensyétem zugeordnet
ist, 1Bt sich jede Funktion grafisch darstellen. Bild 10.1 zeigt die grafische Dar-
stellung der oben durch eine Wertetabelle gegebenen Funktion f. Ist der Defi-
nitionsbereich ein Intervall der reellen Zahlen, so bildet die Menge aller Punkte eine
Kurve. Diese grafische Darstellung der Funktion helBt Graph (auch Kurve) der
Funktion. .

Bild 10.1

o 7T 2 3 4 s5x
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Die grafische Darstellung gibt eine anschauliche Vorstellung vom Funktionsbegriff.
Die Zuordnung x — y ist fiir jeden Wert  des dargestellten Definitionsbereichs ables-
bar (Bild 10.2). Auch die Anderung des Funktionswertes hei Anderung des Argu-
mentes findet in der grafischen Darstellung ihre Widerspiegelung. Bild 10.3 zeigt das
Abklingen der Spannung beim Entladen eines Kondensators, Bild 10.4 das Pulsieren
der Stromstirke bei einem Wechselstrom.

In der Praxis finden vielfach Gerite Verwendung, die eine sich dindernde Grife, wic
Druck, Temperatur, Spannung, Strom, in Abhingigkeit von der Zeit als Kurvenzug
aufzeichnen. Bekannte Gerite sind Barograph, Elektrokardiograph und Oszillograph.
Die von solchen Geriten aufgezeichneten Kurven stellen Funktionen dar. Der Defi-
nitionsbereich ist das Zeitintervall der Messung, der Wertebereich die in diesem
Zeitintervall aufgezeichnete Menge der MeBwerte der gemessenen Grofle.

Nicht jede Kurve kann als Graph einer Funktion aufgefat werden. Wegen der in der
Definition geforderten Eindeutigkeit ist eine Kurve nur dann Darstellung einer
Funktion, wenn jede Parallele zur y-Achse mit der Kurve hichstens einen Punkt
gemeinsam hat. So ist mit den Kurvenstiicken in Bild 10.5 eine Funktion f dar-
gestellt, wéhrend die Kurve in Bild 10.6 nicht Graph einer Funktion ist, da im Inter-
vall [0,4; 2,2] keine eindeutige Zuordnung & — y vorliegt.

Mitunter ist es notwendig, auf z- und y-Achse unterschiedliche Einheitsstrecken fest-
zulegen. Die Kurve der Funktion erscheint dann verzerrt. Bild 10.7 zeigt dieselbe
Funktion wie Bild 10.8, aber bei unterschiedlichen Einheitsstrecken aufr- und y-Achse.

y
f U
(x;ylef
U,

y Px;y)

0 x Vs o ¥
Bild 10.2 Bild 10.3

i i=I, sin (wt+g) ¥

Bild 10.4 Bild 10.5
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/ ( pd
g Bild 10.6

B g
2
d
& 0‘ y—7 3 ~

Bild 10.7 Bild 10.8

o 1 2 3«

Zu beachten ist, daB bei verschiedenen Einheitsstrecken auf den Koordinatenachsen
Winkel nicht mehr der Zeichnung entnommen werden kénnen.

Bei der grafischen Darstellung von Zuordnungen zwischen GréBen, wie sie in Natur-
wissenschaft und Technik auftreten, ist zu beachten, daB im Koordinatensystem nur
Zahlenwerte verwendet werden. Die Koordinatenachsen werden deshalb mit dem
Quotienten Gréfie/MaBeinheit gekennzeichnet.

BEISPIEL
10.1. Das Weg-Zeit-Gesetz der verzogerten Bewegung

s:vol—%aﬂ

soll fiir v, = 9,6 m/s, @ = 1,8 m/s? im Intervall 0 < ¢ < 5 s grafisch dargestellt werden.
Als Einheitsstrecken sind e, = 8 mm, ¢, = 2 mm zu wihlen.

Lésung: Aus
s=9,6m/st — 0,9 m/s?t?

folgt nach Division durch die Einheit m die zugeschnitt G " gleich
L _96L 09 (i)
m s s
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Wird fiir die MaBzahlen der in Sekunden bzw. Meter gemessenen GroBen ¢/; = z bzw.
8m=y geaohneben, so ergibt sich als Beziehung zwischen den MaBzahlen die Funk-
tionsgleichung

y = 9,62 — 0,922,

Diese Funktion wird wie {iblich im Koordinatensystem mit ¢; = 8 mm, e, = 2 mm dar-
gestellt. Die Koordinatenachsen werden mit ¢/, bzw. 8/, bezeichnet (vgl. Bild 10.9).
- In dieser Darstellung ist ¢ im MaBstab m; = 8 mm/s, s im MaBstab m, = 2 mm/m ge-
zeichnet. Das bedeutet: 1 8 wird durch die Strecke 8 mm, 1 m durch dio Strecke 2 mm dar-

gestellt.
s
m
25
20
5 s=wpt-Lat?
Tl 2
70 v,=96ms™"
54 a=18ms-2
—— e o Bild 10.9
0 1 2 8 & &

Die Darstellung durch eine Funktionsgleichung

Eine Gleichung y = f(z) oder F(z; y) = 0 mit z € X und y € Y definiert eine Menge
von Wertepaaren

f={@yly=fl)rzeX, ye T}
Isl: die durch die Glelehung gettoffene Zuordnung x — y eindeutig, so heiBt die ge-
Gl g Funkti im Zusammenhang mit der grafischen Dar-

leioh

&
411

g auch Kurv ung (vgl. 9.4.).
Wird die gegebene Gleichung durch kein reelles Zahlenpaar erfiillt, so ist f die leere

Menge, z. B.
f={@:y)ly=V—1—atrzeP,ycP}

Zumeist werden vereinfachte Schreib- und Sprechweisen verwendet, wie ,,die Funk-
tion f: y = f(x)* oder ,,die Funktion mit der Gleichung y = f(z)*“. Wird noch kiirzer
in der Form ,,die Funktion y = f(z)** formuliert, so muB Klarheit dariiber bestehen,
daB y = f(z) nicht die Funktion, sondern ihre Gleichung ist.

Werden Definitions- und Wertebereich nicht angegeben, dann sind die jeweils grogt-
moglichen Bereiche zugelassen.

”

BEISPIELE
10.2. Fiir y = Yz — 2 ergeben sich aus x — 2 = 0 Definitionsbereich und Wertebereich:
X=[2c), Y=[0;).
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10.3. y = In (1 — 2?). Im Reellen ist der Logarithmus nur fir positiven Numerus definiert
Aus

1—22>0 folgt 2| <1, alsoz€(—1;1).
Damit ergibt sich fiir den Numerus der Bereich
0<1-—22<1.
Definiti und Wertebereich Jauten deshalb
’ X =(—1;1), ¥ =(—00;0].

Bei vielen Funktionen tritt jede reelle Zahl als Funktionswert auf. Beispiele sind
fiy==2, x€P und f: y=a3, ze€P.

Alle Funktionen, deren Wertevorra die reellen Zahlen umfaBt, fiir die also ¥ = P
gilt, heiBen unbeschrinkt.

Funktionen, deren Wertevorrat nach einer oder nach beiden Seiten begrenzt ist,
heiBen beschrinkt. So ist die Funktion y = f(z) = 2? mit ¥ = [0; oo) nach unten
beschrinkt und hat y = 0 als untere Schranke (Bild 10.7).

Die Funktion y = f(x) = }/r® — ¢ ist nach oben und unten beschrinkt. Sie hat die
untere Schranke y = 0 und erreicht fiir z = 0 ihre obere Schranke y = r (vgl.
Bild 9.4). Die obere (untere) Schranke braucht nicht zum Wertevorrat zu gehéren.
So hat die Funktion y = f(x) = 2% keinen negativen Funktionswert und nimmt
nirgends den Wert 0 an, denn jede Potenz mit positiver Basis ist positiv. Jedoch kann
der Funktionswert beliebig kleine positive Werte annehmen. So ist 27 = 1/1024
~ 0,001, 2720 &~ 0,000001 (vgl. Bild 10.39). Der Wert y = 0 wird in einem solchen
Fall als groBte untere Schranke der Funktion bezeichnet. Der Wertevorrat der
Funktion ist demnach ¥ = (0; o).

Bei Funktionen aus Naturwissenschaft und Technik sind Definitionsbereich und
Wertevorrat meist durch die in der Praxis gegebenen Bedingungen eingeschréinkt.
So ist beim Gasgesetz von BoyLE-MARIOTTE dem Druck p ein Volumen ¥ nach der
Gleichung pV = ¢ zugeordnet. Diese Gleichung ist nur sinnvoll fiir p >0, ¥ > 0.
Nach oben ist p dadurch eingeschrinkt, daB das Gesetz nur fiir sogenannte ideale
Gase streng gilt. . )

Die Darstellung durch eine Funktionsgleichung wird héufig als analytische Dar-
stellung der Funktion bezeichnet. Die in einer Funktionsgleichung auftretenden
festen GroBen werden, im Unterschied zu den einander zugeordneten GroBen,
Konstanten genannt.

Kontrollfragen

10.1.. Wie ist eine Funktion definiert?
10.2. Wie zeigt sich die Eindeutigkeit einer Funktion an ihrem Graph?

10.3. Wodurch kann der Definitionsbereich einer durch cine Gleichung gegebenen Funktion
eingeschrankt sein?

Aufgaben: 10.1. bis 10.5.



264 10. Funktionen

10.3. Die Umkehrfunktion

.
Der wesentliche Inhalt des Funktionsbegriffes ist die eindeutige Zuordnung be-
stimmter Objekte zu bestimmten anderen Objekten, wobei es auf die Richtung der
Zuordnung ankommt. Wird die Zuordnung umgekehrt, so entsteht ¢ine Abbildung,
die, wenn sie eindeutig ist, wieder eine Funktion darstellt.

BEISPIEL

10.4. Bei einem Quadrat ist jeder Seite « genau ein Flicheninhalt 4 zugeordnet. Mit dieser
Zuordnung ist eine Menge von Wertepaaren

f={a;4) |Ad=ara=0,4=0
gegeben.

Die Fragestellung nach der Quadratseite bei gegebener Quadratfliche kehrt die Zu-
ordnung um. Die Zuordnung 4 - - « ergibt die Umkehrabbildung

g={4s0) [a=VArA=0,az0}

(vgl. 9.1.).

Wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung ist g eine Funktion. Sie wird, da sie aus f durch
Umkehrung der Zuordnung entsteht, Umkehrfunktion von f genannt und mit j-1 be-
zeichnet.

Definition

Ist die aus einer Funktion { durch U ml\vhnmg der Zuordnung hervoxgehende
Umkehrabbildung eindeutig, so heiit sie die Umkehrfunktion oder inverse
Funktion f- von f.

Nicht immer bleibt bei Umkehrung der Zuordnung die Eindeutigkeit erhalten. Ein
einfaches Beispiel zeigt Bild 10.10. Hier ist die Umkehrung eine Abbildung und keine
Funktion, weil dem Element y, zwei Werte zugeordnet sind, namlich f1(y,) = x; und
) = 2.

Bild 10.10 Bild 10.11

Die Umkehrung einer Funktion ist eindeutig, wenn zu verschicdenen Argumenten
stets auch verschiedene Funktionswerte gehdren. Der Graph der Funktion hat dann
mit jeder Parallelen zur 2-Achse héchstens einen Punkt gemeinsam. Funktionen mit
eindeutiger Umkehrung heifien éineindeutig. Die in Bild 10.11 dargestellte Funktion f,
ist nicht eineindeutig. .
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Satz

I Eine Funktion / hat genau dann eine Umkehrfunktion, wenn sie eineindeutig ist.

Eine wichtige Klasse von eineindeutigen Funktionen ist die der monotonen Funk-
tionen.

Definition

Eine Funktion / heiBt im Intervall 7 < X monoton wachsend, wenn fiir jedes
Argumentepaar x, x, € [ mit a, < 2, stets f(x;) < f(2,) gilt. Sie heiBt monoton
fallend, wenn mit @, < x, stets f(e;) > f(x;) gilt.

Funktionen, fiir die f(z,) < f(s) bzw. f(x,) = f(x,) gilt, heiBen nicht-fallend bzw.
nicht-wachsend. Gilt das Gleichheitszeichen nicht, so wird die Funktion eigentlich
monoton genannt. '

Die Funktionswerte einer eigentlich monotonen Funktion nehmen mit wachsendem
Argument nur zu oder nur ab. Bei ciner eigentlich monotonen Funktion wiederholt
sich also kein Funktionswert, d. h., sie ist eineindeutig. Es gilt der

Satz
I Zu einer eigentlich monotonen Funktion existiert stets die Umkehrfunktion.

Bemerkung: Auch eine nicht monotone Funktion kann eineindeutig sein (vgl. Bild 10.12).

&
2 x
% f
x
7 x
x
= .
. 3 Bild 10.12
g 7 2 3 x

1st (a; b) Element der eineindeutigen Funktion /, so ist (b; @) Element der Umkehr-
funktion /1. Aus (b; «) € /72 folgt wiederum (a:d) € f.

Satz
J Funktion und Umkehwsfunktion sind zueinander invers.

Es entsprechen einander:

/A e———

Argument Funktionswert
Funktionswert Argument
Definitionsbereich Wertebereich

Wertebereich Definitionsbereich
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Der Zusammenhang zwischen Funktion und Umkehrfunktion wird auch durch
folgende Darstellung deutlich:

ae X (asbres b= (@)

a = f~(b) T beY.
Soll in iiblicher Weise auch bei der Umkehrfunktion das Argument mit 2, der Funk-
tionswert mit y bezeichnet werden, so ist beim Ubergang zur Umkehrfunktion die
Bezeichnung der Variablen zu vertauschen. AnschlieBend ist die Funktionsgleichung
nach y umzustellen:

Funktion f: y=f@x), z.B. y=fz)= -;—-x -1,
Vertauschen der _ _ _ l _

Bezeichnungsweise : 2= =/ = zv— L
Auflésen nach y: y = fYz) y=[Yz) =22+ 2.

Da im ersten Schritt nur « fiir y bzw. y fiir « geschrieben wird, bleibt der Term auf
der rechten Gleichungsseite unverindert. Er erscheint nur in der neuen Schreib-
weise f(y). Beim Aufldsen nach y entsteht ein neuer Term, der in Anlehnung an die
Umkehrfunktion /- mit f/~!(z) bezeichnet wird. In der grafischen Darstellung geht
bei der Umkehrung der Punkt P(a; b) der Funktion f in den Punkt P’(b; a) der Um-
kehrfunktion iiber. Im gleichgeteilten cartesischen Koordinatensystem liegen P
und P’ spiegelbildlich zur Geraden y = z. Das gilt fiir alle Punkte der grafischen Dar-
stellung von f und /1. Bild 10.13 demonstriert das am bisher behandelten Beispiel.

& =2x+2
5 J

Bild 10.13

Satz

Die Kurven von Funktion und Umkehrfunktion liegen im gleichgeteilten carte-
sischen Koordinatensystem spiegelbildlich zur Geraden y = z.

Bei Funktionen, die nicht eineindeutig sind, fiihrt die Umkehrung — wie schon er- )
wihnt — auf mehrdeutige Abbildungen. Ein Beispiel ist die quadratische Funktion
/i y = 2% deren Umkehrung auf die zweideutige Abbildung f~1: 42 = 2 fiihrt. Da
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f:y = 2? in den Intervallen z = 0 und = < 0 jeweils eigentlich monoton ist, kann
innerhalb dieser Intervalle die Umkehrfunktion gebildet werden. Zu den eineindeuti-
gen Funktionen

hiy=2a, =0 baw. f: y=2*, «=0
gehoren die Umkehrfunktionen

it y=}/; bzw. fyln y= —ﬁ
(vgl. Bild 10.14).

" Bild 10.14

Jede Wertetabelle einer Funktion ist, wird sie umgekehrt gelesen, auch Wertetabelle
ihrer Umkehrfunktion. ;

1 z | -1 0 .1 23 4|y
fy=gz—14

tflhy=2c42
y |18 -1 —05 0 05 1 |=

Wegen dieses Zusammenhanges werden Funktionstafeln fiir Funktion und Umkehr-
funktion benutzt. So ist die Quadrattafel auch als Quadratwurzeltafel verwendbar
(vgl. Bild 10.15). Bei Taschenrechnern, die Funktionstasten haben, sind Umkehr-
funktionen teilweise mit /- gekennzeichnet und gewdhnlich iiber eine Taste , INV*
(invers) aufzurufen.

12 et 1 124 11
f Fel

P L e o 4 ) — X
_y=x2 y:V;

] Bild 10.15
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Kontrollfragen
10.4. Wie ist die Umkehrfunktion definiert?

10.5. Welcher geometrische Zusammenhang besteht zwischen dem Graphen einer Funktion
und dem ihrer Umkehrfunktion? "

10.6. Was ist unter einer eincindeutigen Funktion zu verstehen?

Aufgaben: 10.6. und 10.7.

10.4. Algebraische Funktionen
10.4.1. Ganzrationale Funktionen

Alle durch eine Funktionsgleichung der Form

Y= f(&) = upt® + 2" £ oo ug2® + a2 + a (10.1)

darstellbaren Funktionen, wobei n > 0 und ganzzahlig ist, heiien ganzrationale

Funktionen. Fiir ¢, 3 0 heifit eine solche Funktion ganzrationale Funktion n-ten
srades.

BEISPIEL
322 — 5 -
105, a) y=a? 4 3 b)) y= s = 1,52 — 2,5
n)ycnz‘-'——av}/§+2 d)yy=2

e) y= (2r 4+ 1)*(2* — 22) = 4a% — 42® — Ta® — 2z

at |- 22 — 2 Die Partialdivision fiihrt auf den Term einer ganzrationalen

f) y= 7 4+ 2 Funktion: y = 2% — 1.

Die einfachsten ganzrationalen Funktionen sind die Potenzfunktionen mit der
Qleichung

Y = ax®, neN.
Wegen & = 1 kann anch y = «x® = « zu den Potenzfunktionen geziihlt werden.

y
4

24

\ |
[ I
T
\ /

Bild 10.16
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Die Kurven der Potenzfunktionen mit 7 = 2 heien Parabeln n-ten Grades, wobei
die zu y = a* gehorige Normalparabel genannt wird. Fir ¢ =1 sind im Bild 10.16
die Potenzfunktionen mit # = 0; 2; 4, im Bild 10.17 die mitn = 1;3;5 dargestellt.
Es fillt auf, daB die Kurven aller geraden Potenzfunktionen (das sind die Potenz-
funktionen mit geradem Exponenten) achsensymmetrisch zar y-Achse liegen, wiih-
rend die Kurven aller ungeraden Potenzfunktionen zentralsymmetrische Kurven mit
dem Koordinatenursprung als Symmetriezentrum sind. Auch die Kurven anderer
Funktionen konnen die genannten Symmetrieeigenschaften aufweisen.

Y
b n=7 n=3
FE
|
A
74
_— T Z T
-2 a4/l 71 2 x
74 i o
’ -2
-
' -4 Bild 10.17
Definition
Eine Funktion, bei der fiir alle v € X
(=) = f(2) flw)y= —f(—2)
gilt, heifit
gerade Funktion ungerade Funktion.
Die entsprechende Funktionskurve liegt
axialsymmetrisch zur zentralsymmetrisch zum
y-Achse Koordinatenursprung.

Fiir |f(—)| == |f(x)] liegt keine derartige Symmet;ie vor.
BEISPIELE

10.6. y = /(z) = 2® — 2u ist eine ungerade Funktion, denn es ist
f(—=) = (—a)* — 2(—2)
= —a% 4+ 2z
—(2* — 22).

I
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Somit gilt f(—z) = —/(z).
10.7. y = f(@) = V1 — 22 ist wegen
f—2) = VT— (==
== =@
eine gerade Funktion.
10.8. Die Funktion y = f(2) = a* + z ist weder gerade noch ungerade. Es ist nimlich
(—2) = (—2)* + (—2)

=4 —z.

Damit ist sowohl f(—z) == f(z) als auch f(—z) == —f(2).

Bild 10.18

o

Auch bei Abbildungen sind Symmetrieverhiltnisse der Kurven an den Gleichungen
erkennbar. So liegt die Kurve von y? = z achsensymmetrisch zur z-Achse, die Kurve
von y® = z zentralsymmetrisch zu O. Die Kurve von 22 + 3 = 1 ist sowohl achsen-
symmetrisch zur y-Achse als auch achsensymmetrisch zur 2-Achse (Bild 9.4).

Ist bei einer Potenzfunktion der konstante Faktor a = 1, so bleiben die Symmetrie-
eigenschaften erhalten. Eine Vorzeichenumkehr von a bewirkt eine Spiegelung an der
z-Achse, da dann jeder Funktionswert f(z) in den entgegengesetzten Wert —f(x)
iibergeht. Fiir |a| > 1 sind die Kurven gegeniiber der Normalform (a=1) in y-
Richtung gestreckt, fiir |a| < 1 gestaucht. Dieser Zusammenhang ist in Bild 10.18
fiir die Potenzfunktion y = aa? dargestellt.

Der Graph einer Funktion mit der Gleichung

y=al@ —x)"+y

geht aus dem von y = az" durch Parallelverschiebung hervor (vgl. Zusammenfassung
am Ende von 9.6.). \
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BEISPIEL

10.9. Der Graph von y = —0,5 (z — 2)® + 1 geht aus dem der gestauchten, an der z-Achse
gespiegelten kubischen Parabel y = —0,52% durch Vi hiebung des Sy i ums
nach §(2; 1) hervor (Bild 10.19). #

Die ganzrationale Funktion 1.Grades heiBt lineare Funktion. Thre Funktions-
gleichung y = a,x + @, wird gewdhnlich in der Form y = mxz + b geschrieben (vgl.
Bild 9.11).

Die lineare Funktion findet vielfach zur Vereinfachung von Problemen Anwendung.
So wird mitunter — in zuldssigen Grenzen — eine kompliziertere Funktion durch eine
lineare Funktion ersetzt und das vorliegende Problem linearisiert.

y=-0,5 (x-2°+1

Bild 10.19

Ein Beispiel dafiir ist die lineare Interpolation. In der Praxis besteht vielfach die
Aufgabe, aus gegebenen Tafelwerten einer Funktion Zwischenwerte zu ermitteln.
Der Graph einer solchen Funktion ist gewdhnlich eine gekriimmte Linie. Diese wird
bei linearer Interpolation zwischen zwei durch die Tafelwerte gegebenen Punkten

durch eine Strecke PP, ersetzt (Bild 10.20). Nach dem Strahlensatz: %
folgt der Niherungswert: :

Az
- _ k
!l=y1+Ay=y1+7-Az.

Der ermittelte Naherungswert 7 weicht um einen Betrag & vom wahren Funktions-
wert ab. Das ist so lange zuléssig, als ¢ keinen Einfluf auf die letzte in der Tafel be-
riicksichtigte Dezimalstelle 10-¢ hat. Die lineare Interpolation ist zuliissig, wenn die
Differenz zweier benachbarter Tafeldifferenzen nicht gréBer als acht Einheiten der
letzten Stelle der aufgefiihrten Funktionswerte ist:

Jky — ky| < 841077,
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Beim Herausgehen aus der Tafel wird ein Niherungswert Z ermittelt. Nach

dem Strahlensatz (Bild 10.21): i—j =% folgt der Niherungswert: Z = =z, -+ A%

h
=z + —IcL— - Ay. Ist die Tafeldifferenz der Funktionswerte zu klein, dann wird A% und

damit Z unsicher.

BEISPIELE
10.10. Aus nebenstehendem Ausschnitt z , V; k100 (ky — k) - 104
einer Wurzeltafel ist durch lineare
Interpolation ¥1,36 zu ermitteln. 1,2 1,0954 448
1,3 1,1402 —18
430
14 1,1832

Léosung: Da |k, — ky) = 18 .10~ > 8. 10 ist, liefert die lineare Interpolation keinen
bis in die 4. Dezimalstelle sicheren Wert. Wird verkiirzt bis auf die 3. Dezimale ge-
rechnet, dann ist k;, = 45 - 1073, k, = 43 - 10~? und [k, — k,| = 2- 10-3 < 8 - 103, die
lineare Interpolation also zulissig. Es folgt

¥ =1,1402 + 0'(;# < 0,06 = 1,1660.

Die Interpolation liefert einen auf drei Dezimalstellen sicheren Naherungswert:

V1,36 = 1,166.

y F

Y2

y
y

Y Ax
Bild 10.20

P

— ¢

¥z

dy

A

]

Bild 10.21

X1 45" £ *2
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10.11. In einer vierstelligen Tafel der Sinusfunktion findet man

Grad 0 s1 2 3 K 5
80 0,9848 9851 9854 9857 9860 9863
87 0,9986 9987 9988 9989 9990 9990

Fiir sin « — 0,9850 liefert die Interpolation & = 80,07°. Die letate Dezimale ist aber
unsicher. Ein genauerer Wert ist o = 80,064°. Bei sin « = 0,9990 ist sogar die erste
Dezimale von o unsicher, denn es gibt aus dem Zahlenwert 0,9990 allein keinen Anhalts-
punkt, welcher von den Werten 87,4° und 87,5° vorzuziehen ist. Wird ein genaueres
Ergebnis verlangt, miissen andere Hilfsmittel herangezogen oder ein anderer Rechenweg
gesucht werden.

Die ganzrationale Funktion 2. Grades heift quadratische Funktion. Die Kurve der
ganzrationalen Funktion y = g% + a;z + ¢, geht durch Verschieben der Kurve
von y = a,z? im Koordinatensystem hervor. Die Offnung der Parabel wird durch das
Vorzeichen von a, bestimmt (vgl. 6.1.3..und Bild 6.3).

BEISPIEL

10.12. Die Parabel mit der Gleichung y = —0,52* ist mit dem Scheitel nach S(1; 4,5) zu ver-
schieben (Bild 10.22). Wie lautet die Gleichung der verschobenen Parabel?

Lésung: Nach 9.6. (Zusammenfassung) ist « durch z — 1 und y durch y — 4,5 zu er-
setzen:

y— 45 = —0,5x — 1)
y = —0,52° +z + 4.

S(1,45) ,

24
£ y:—zlxzb\'#o
- S Bild 10.22
- <10 7 2 3 4 X
F \

Bei den ganzrationalen Funktionen von hoherem als 2. Grade sind die Zusammen-
hinge zwischen Koeffizienten der Funktionsgleichung und Kurve der Funktion nicht
0 einfach. Der Kurvenverlauf wird spiter mit Mitteln der Analysis untersucht wer-
den. Die Bilder 10.23 und 10.24 zeigen zwei Beispiele einer ganzrationalen Funktion
3. Grades.

Die Berechnung des Funktionswertes einer ganzrationalen Funktion wird besonders
einfach durch Anwenden des HorxERschen Schemas (vgl. 6.2.).
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Kontrollfragen

10.7. Wie ist die Klasse der ganzrationalen Funktionen definiert?
. 10.8. Welche Symmetrieeig: haften haben die Graphen der Potenzfunktionen?

10.9. Wann wird eine Funktion gerade bzw. ungerade genannt?,
10.10. In welchem Fall liefert die lineare Interpolation exakte Werte?

Aufgaben: 10.8. bis 10.13.

-y y
5.
4
54 y=03x3-09x2[+1,2x+1
i y=06x7-36x%+315x+45 34
J 24
ra
1
" /
T T T —
2 oalel 7 2\5 i) 5 * fo 12 3x
-1 =14
=24
-24
-34
'Bild 10.23 Bild 10.24
10.4.2. Gebrochenrationale Funktionen

Ist der Term f(z) der Quotient zweier ganzrationaler Terme, so heiBt die durch
¥ = f(x) gegebene Funktion eine gebrochenrationale Funktion:

_ _ @) ap" + a2 4 - 4 a2 4 agx 0
V=10 = ) = b+ by T + e 1 b bz By | (0D

Im Falle n < m liegt eine echt gebrochenrationale, im Falle n = m eine unecht
gebrochenrationale Funktion vor.
Die einfachsten Vertreter sind Potenzfunktionen mit der Gleichung

1 <
y:;, n€ N\ (0].

Wegen 0" = 0sind die Funktionen fiir + = 0 nicht definiert. Thre Kurven, Hyperbeln
genannt, bestehen deshalb aus zwei durch die y-Achse getrennten Hyperbeldsten. In
Bild 10.25 sind zwei ungerade, in Bild 10.26 zwei gerade Potenzfunktionen darge-
stellt. Die Kurven liegen bei ungeradem n zentralsymmetrisch zum Koordinaten-
ursprung, bei geradem » axialsymmetrisch zur y-Achse.
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Bild 10.25

Bild 10.26

X

Da £(0) nicht existiert, soll das Verhalten in der Umgebung von « = 0 genauer unter-
sucht werden. Nahert sich das Argument x dem Wert 0, so wéichst der Funktionswert
dem Betrage nach unbeschriinkt:

z | -1 —10% —10® —10° .. .. 10° 10 107 1
y=1 | —1 —10 —10* —10® .. .. 10° 10* 10 1
y=1ja? 1 100 100, 106 ... .. 10° 10t 102 1

In der grafischen Darstellung komms das dadurch zum Ausdruck, da sich die Funk-
tionskurve der y-Achse mit kleiner werdendem |z| néihert. Die Gerade z =0 (y-
Achse) heiBt deshalb Asymptote!) der Kurve.

1) asymptotos (gr.), nicht zusammenfallend
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Die Stelle z = 0, an der y = 1/2" dieses Verhalten zeigt, heiit Pol der Funktion. Fiir
ungerades n wechselt der Funktionswert bei x = 0 das Vorzeichen. Ein solcher Pol
heiBt ungerade (vgl. Bild 10.25). Fiir gerades n haben die Funktionswerte links und
rechts des Pols gleiches Vorzeichen. Ein solcher Pol heiBt gerade (vgl. Bild 10.26).

Der Quotient 1/2" kann nie Null werden; deshalb hat die Funktion y = 1/2" keine
Nullstelle. Wachst das Argument & dem Betrage nach, so wird 1/z" dem Betrage nach

sehr klein. Die z-Achse ist deshalb ebenfalls Asymptote der H)S)erbel y=1/x"

Die wesentlichen Eigenschaften sollen noch einmal in einer

gestellt werden.

bersicht zusammen-

y = 27", n ungerade y = 7", n gerade
Definitions- P\ {0} P\ (0}
bereich X
Werte- P\ {0} P\ {0; oo}
bereich ¥ )
gemeinsame Py(1; 1), Py(—1; —1) P\(1;1), P,(—1;1)
Punkte
Nullstellen keine keine
Pol & = 0, ungerade x = 0, gerade
Asymptoten y=0,2=0 y=0,2=0
Symmetrie der zentralsymmetrisch axialsymmetrisch
Kurven zum Koordinaten- zur y-Achse
ursprung

Die Potenzfunktionen y = a/" haben im grundsitzlichen die gleichen Eigenschaften.
Fiir |a| < 1 sind die Kurven gegeniiber der jeweiligen Normalform in y-Richtung im
Verhiltnis 1: |a| gestaucht, fiir |a| > 1 in y-Richtung gestreckt. Eine Vorzeichen-
dnderung von a bewirkt wieder eine Spiegelung der Funktionskurve an der z-Achse.
Bild 10.27 zeigt diese Zusammenhiinge am Beispiel der Funktion y = a/x (vgl. 9.6.).

b4

‘ -a7 Bild 10.27
2 it X
—~"a=-2

r
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g(x)

Eine gebrochenrationale Funktion y = ) ist {iberall dort nicht definiert, wo der
Nenner h(z) verschwindet. @)
Am einfachsten sind Funktionen der Form
_ex+ b
) Y==+d
zu iibersehen. Sie haben stets einen ungeraden Pol und eine horizontale Asymptote.

BEISPIELE

10.13. Die Funktion y = ist grafisch darzustellen.

5z -+ 6
Lisung: Der Zéhler ist konstant; die Funktion hat keine Nullstelle. Die'Nullstelle des
Nenners zp = —1,2 ist daher Polstelle der Funktion. Die y-Achse wird bei y = 1/3
geschnitten. Die Kurve der Funktion hat die Geraden z = —1,2 und y = 0 zu Asym-
ptoten (Bild 10.28).

10.14. Die Funktion y = ;: j’_ ;

ist grafisch darzustellen.

Lésung:
1. Achsenschnittpunkte:

z=0=y=2/3

4 + 2 = 0 = 2y = —0,5; Nullstelle, da h(—0,5) + 0. .
2. Pole:

2z + 3 = 0 = 2p = —1,5; Pol, da g(—1,5) + 0.
Aus der durch Partialdivision gewonnenen Form

2

%+3 C riis

ist zu erkennen, daB sich fiir betragsmaBig wachsendes z der Funktionswert dem
Wert 2 nihert. y = 2 ist Asymptote der Kurve. Weiterhin ist zu entnehmen, da8 das
Bild der Funktion aus dem von y = 1/z durch Streckung mit dem Faktor 2, Spiegelung
an der z-Achse sowie Verschiebung um z, = —1,5 in z-Richtung und um g, = 2 in
y-Richtung hervorgeht (Bild 10.29)

(dz +2):(22 +3) =2 —

Bild 10.28
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Bild 10.29
T —T
72 3 «x
Bild 10.30
X
S S
I S ex T lE

__x2+3x+7 y
T X247

Bild 10.31

Bei hoherem Grad der Zihler- und Nennerpolynome sind die Zusammenhinge im
allgemeinen verwickelter und nicht so einfach zu iiberschauen. Wesentliche Anhalts-
punkte sind Nullstellen, Pole und Asymptoten. Nullstellen des Zihlers — sofern sie
nicht mit Nullstellen des Nenners zusammenfallen — sind Nullstellen der Funktion.
Nullstellen des Nenners, die nicht gleichzeitig Nullstellen des Zihlers sind, sind Pol-
stellen der Funktion. Es sind gerade und ungerade Pole zu unterscheiden, je nachdem
die Nullstelle des Nenners von gerader oder ungerader Vielfachheit ist. Bild 10.30
zeigt eine Funktion mit zwei geraden Polen. Die in Bild 10.31 dargestellte Funktion
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hat keinen Pol, da der Nenner 22 + 1 fiir jedes reelle z verschieden von Null ist. Tm
Falle einer unecht gebrochenrationalen Funktion liBit sich der Term Z((—z)) durch
Partialdivision in die Summe eines ganzen und eines echt gebrochenen Terms zer-
legen. Da fiir betragsmiBig groBes Argument dieser echt gebrochene Summand sehr
Kklein wird, bestimmt fiir betragsmiBig groBes « der ganzrationale Term den Verlauf
der Kurve. Ein einfaches Beispiel zeigt Bild 10.32.

Genauer konnen gebrochenrationale Funktionen erst mit Mitteln der Analysis unter-
sucht werden.

: Bild 10.32
=3 <2
A
//
Kontrollfragen

10.11. Wie ist die Klasse der gebrochenrationalen Funktionen definiert?

10.12. Was ist unter der Polstelle einer Funktion zu verstehen?

10.13. Was sind gerade und ungerade Pole?

10.14. Was sind Asymptoten? Fiir welche Funktionen sind sie charakteristisch?

Aufgaben: 10.14. und 10.15. -

10.4.3. Waurzelfunktionen

Einfachste Vertreter der Wurzelfunktionen sind Funktionen mit der Gleichung

y=alz.
Da die Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden definiert ist, ist der Definitions-
bereich X = [0; o). N .
Die Wurzelfunktionen y = }/a—: sind die Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen
y=a"(z=0): < :

y==a" (x=0,y=20),

z=y" (y=0,220),

y=7Vz (x=0,9y=0).
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4
3 e
74
, S Bild 1033
-4 -3 -2 —7l g1 2 3 hx
x x20 -1~
yx xE0 -
78
S ! &
=xOxE
y=xx: U‘I 4]
Bild 10.34

Die Kurve von y = V; (x = 0) ergibt sich deshalb durch spiegelung der Kurve von
y = 2" (# = 0) an der Geraden y = z. Die Einschrinkung des Definitionsbereiches:
ist wegen der auf nichtnegative Radikanden beschrinkten Wurzeldefinition not-
wendig. Bild 10.33 zeigt neben der Umkehrfunktion von y = a3, « =0, auch die
Umkehrfunktion von y = a3, x < 0, deren Funktionsgleichung wegen der Wurzel-
definition in der Form y = —’y —x (x =< 0) zu schreiben ist. Bild 10.34 zeigt die
Wurzelfunktionen y = ’V;ﬁir n = 2, 3,4. Die Kurvensind wegen des Zusammenhanges
mit den Potenzfunktionen Parabeln. Der Graph der Funktion y = nyaz -+ b +claBt
sich aus dem von y = J/z erschlieBen. Fiir « > 0 ist nach Abtrennen des Faktors Va:

i/ax +b =_’i/a(x Tbja) = Va-Vz + bla

2z erkennen, daB das Bild aus dem von y = = durch Strecken mit dem Faktor Ja
sowie durch Verschieben um #; = —b/a in z-Richtung und um y, = ¢ in y-Richtung
hervorgeht.

Im Falle a < 0 kommt, wie die Umformung

i/az +b= "}/—a . ']l/—(a: + blu)

zeigt, noch eine Spiegelung an der y-Achse hinzu.
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BEISPIELE
10.15. Der Graph von
y=12=12-Vz
ergibt sich aus dem von y = V= durch Streckung um den Faktor }2 in y-Richtung (vgl.
Bild 10.35).
. y-VEx
3
y=Vx
2
1
I Bild 10.35
ol 2 3 4 5 6 X

10.16. Der Graph der Funktion
y=1—V22+3=1—-12Vz+ 1,5

geht aus dem von y = V= durch Spiegelung an der z-Achse (y = —Va), Strecken um den
Faktor V2 (y = —Y2 V/z) sowie durch Verschieben um 2; = —1,5 und y; = +1 hervor
(Bild 10.36).

y=-¥2yx Bild 10.36

10.17. Der Graph der Funktion

y=2-Vig— %

ist zu skizzieren. )

Liosung: Wegen a < 0 wird wie folgt umgeformt:
y=2— 13- 1= =20

Der Graph ergibt sich aus dem von y = Yz durch
_Spiegeln an der z-Achse (y = —¥2),
Spiegeln an der y-Achse (y=—V=2),
Strecken um den Faktor V3 (y=—V3V—=),
Verschieben um @, = 2,5, y, =2 (vgl. Bild 10.37).
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45 o2 1 LT 7

y=2-Y7.5-3x ]
-2
y=3Yx Bild 10.37
Kontrollfragen
10.15. Welcher Zusam h besteht zwischen Potenz- und Wurzelfunktionen?

10.16. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Graphen von
a) y=V;undy: —Ya, b) y:}/;undyzy—a:?
Aufgabe: 10.16.

10.5. '  Transzendente Funktionen

10.5.1. Exponential- und Logarithmusfunktionen

Funktionen mit der Gleichung y = a* (a > 0) heiBen Exponentialfunktionen. Ist
« > 1, so wachsen die Funktionswerte mit wachsendem Argument; die Funktion ist
monoton wachsend. Da jede Potenz mit positiver Basis positiv ist, treten nur positive
Funktionswerte auf. Wegen a® =1 haben alle Exponentialfunktionen mit der
Gleichung y = a* das Wertepaar (0; 1) gemeinsam. Alle Kurven néhern sich asym-
ptotisch der 2-Achse. Das Bild 10.38 zeigt Beispiele fiir a = 2, « = e und a = 10. Die
Kurven von y = a* und y = a~* liegen spiegelbildlich zur y-Achse. Dieser Zusam-
menhang erlaubt es, ausgehend von der Kurve der Funktion y = 2% die Kurve von
y = (1/2)* = 2% zu skizzieren (vgl. Bild 10.39). Daraus liBt sich weiter ableiten,

daB die Exponentialfunktion fiir « < 1 monoton fillt.

Bild 10.38
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Die Exponentialfunktion y = a* kann fiir jedes « nach Gl. (2.49) umgeformt werden:

y = a* = (e = e:«lnaJ . (10.3)

Alle Exponentialfunktionen lassen sich somit auf die Funktion y = e** mit k=Ina
zuriickfiihren. Fiir |In ¢| > 1 ist der Graph von y = a® gegeniiher dem von y = €” in
z-Richtung gestaucht, fiir [In «| < 1 in 2-Richtung gestreckt. Beispiele sind y = 107
mit In 10 > 1 und ¥ = 2% mit In2 < 1 (vgl. Bild 10.38).

Bild 10.39

g —
3 2 a0 1 2 3 «x

Wegen ihrer Bedeutung fiir Naturwissenschaft und Technik soll auf die Funktion

y = aeb® bzw. y = ae b (b > 0)
noch etwas néher cingegangen werden. >
Fiir z = 0 ist y =« -e® = a-1=a. Der Graph beider Funktionen schneidet bei
y = adie y-Achse. Die Funktion y = « e"* wiichst fiir @ > 0 monoton, wie auch nach-
stehende Wertetahelle zeigt.

z | 0 1/b 2/b n/b
«

y ae ae? o ae®

Jeder Argumentzuwachs um Az = 1/b laBt den Funktionswert auf das e-fache
wachsen. Fiir b = 0,4 geschieht .dieses Anwachsen in Schritten von Az = 2,5, fiir
b = 2 in Schritten von Ax = 0,5 (vgl. Bild 10.40).

Bild 10.40
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Die Funktion y = ae™® (a > 0) fillt monoton. Wie nachstehende Wertetabelle
zeigt:

| 0 1b 2k ... ap

y l “ aet ae™? we  i@ET®

féllt der Funktionswert auf das e l-fache, wenn x um Az = 1/b wiichst (vgl. Bild
10.41).

In den Anwendungen ist die unabhingige Veriinderliche oftmals die Zeit. Deshalb
interessiert vornehmlich der Funktionsverlauf fiir z = 0. Wegen der dargestellten

y
A y=ae™
a
y=ae ™
0<b<1
;a-e"
} Bild 10.41
0 Y X

Eigenschaften lassen sich mit Hilfe der Exponentialfunktion Prozesse des Wachsens
und des Abklingens beschreiben. Als Beispiele seien genannt:

organisches Wachstum: b = by et b, Anfangsbestand
Wachstumsrate,
Gesetz des radioaktiven N = N, e~% N, Anzahl der zur Zeit ¢t =0
Zerfalls: aktiven Atomkerne
A Zerfallskonstante,
Kondensatorladung bei U = Uy(1 — e™!/) U, Ladespannung
Gleichspannung: : 7 = RC Zeitkonstante.

Beim radioaktiven Zerfall interessiert die Halbwertszeit T, . Das ist die Zeit, in der
die Hilite der aktiven Atomkerne zerfallen sind, die Radioaktivitiat also auf die
Hiilfte abgeklungen ist.
Aus

N

2 el =

N,, e #Ti: = 0,5
folgt

etTis = 2, also ATy, =In2,

In2

und als Halbwertszeit: T, = -
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BEISPIELE

"10.18.

10.19.

Die Abkiihlung eines erwirmten Korpers in einer kilteren Umgebung erfolgt nach dem
NewToNschen Abkihlungsgesetz

AT = Tye™.

Dabei ist T, die Ubertemperatur zur Umgebung zur Zeit ¢ =0, m die sogenannte
Abkiihlungskonstante. Das Gesetz ist fiir 7y = 120 K, m = 0,06 min~%, 0 < ¢ < 30 min
grafisch darzustellen.

Lésung: Mit t/; = 2 und AT/g = y ergibt sich die Zahlenwertgleichung
y = 120 oo

Wertetabelle: z l 0 10 20 30

y|120 66 36 20

Das Gesetz ist in Bild 10.42 dargestellt. Es ist zu erkennen, daB die Abkiihlung um so
langsamer fortschreitet, je weniger sich die Temperatur des Korpers von der der Um-
gebung unterscheidet. :

T

K
1207

90

Bild 10.42

o

Die Funktion
y = 4(1 — e087)
ist im Bgreich 0 < z < 6 grafisch darzustellen.
Lésung: Es ist eine zweckmiBige Wertetabelle aufzustellen.

»

3 0 1 2 3 4 5 6

g7 0 1 0,55 0,30 0,17 0,09 - 0,05 0,03
1 — e 082 0 0,45 0,70 0,83 0,91 0,95 10,97
y 0 1,80 2,80 3,32 3,64 3,80 3,88

Da e-96Z mit wachsendem 2 immer kleiner wird, (1 — e~%%) sich also dem Wert 1 nd-
hert, ist ¥ = 4 eine Asymptote der Kurve (vgl. Bild 10.43).

Die Logarithmusfunktion y = log, = (a > 0) ist die Umkehrfunktion der Exponen-
tialfunktion y = a*:

y=a* (z€ P,y € (0;00),
x=a¥ (v € P,x € (0; ),
y=logsz (r€(0;00),y€P).
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Aus diesem Zusammenhang ergibt sich, daB die Logarithmusfunktion nur fiir posi-
tive z definiert und fiir @ > 1 eine monoton steigende Funktion ist (vgl. Bild 10.44).
Die Wertetabelle der Logarithmusfunktion ist leicht iiber die der zugehorigen
Exponentialfunktion zu gewinnen:

z|—2 —1 0 05 lly
v 025 05 112 2]

Alle Logarithmusfunktionen lassen sich nach Gleichung (2.60) auf die Logarithmus-
funktion mit der Basis e zuriickfithren.

fry=2" 1 t frliy=log =

y=1logsz = lnia Inz (10.4)

Bild 10.45 zeigt die Kurve der Logarithmusfunktion fiir @ = 2, e, 10. Erivihnt seien
noch die Funktionen

y = log, (cx) und y = log, ',
deren Kurven sich nach der Umformung
t y = log, x + log, ¢ bzw. y=rlog,x
unmittelbar aus der von y = log,  gewinnen lassen (vgl. Bild 10.46).

y
)
5] ’
2 y=4(1-e795%)
14
e Bild 10.43
0 1 2 3 4 L 6 X

Bild 10.44
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Bild 10.45

y=logz3x

y=logz x

Bild 10.46

Kontrollfragen

10.17. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Exponential- und Logarithmusfun.ktiunen?
10.18. Wodurch ist der Definitionsbereich einer Logarithmusfunktion eingeschrinkt?

Aufgaben: 10.17 bis 10.19.

10.5.2. Trigonometrische Funktionen
Die trigononetrischen Funktionen gehoren zu den periodischen Funktionen.

Definition

Eine Funktion f heiBt periodiseh, wegn eine reelle Zahl a > 0 existiert, so da fiir
allex € X und x + ka € X sowie k € G

f@ + ka) = f(z)
gilt.

Die Konstante @ heiBt Periode der Funktion f. Die kleinste Periode p wird primitive
Periode genannt. Meist wird unter Periode die kleinste Periode verstanden.
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Die trigonometrischen Funktionen

y=sinz und Y = cos
haben die Periode p = 2=, )
y=tanx und y = cotx

die Periode p = = (vgl. Bilder 3.14 bis 3.17). Fiir sie gilt

Funktion Definitionsbereich Wertebereich
y=sinz P [—1;1]
Y = cosx P [—1;1] (10.5)
y=tanz P\{(2k+1)§ keG} P
y=cotz P\{krn|kec@ P
= . 2 2k 4+ 1
Fiir y = tan 2 bzw. y = cot z sind die Geraden » = mhzw. x =kn (k€ @)
Asymptoten. £
10.5.3. Zyklometrische Funktionen

Die zyklometrischen Funktionen — auch Arcusfunktionen genannt — sind die
Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen'.) Da nur eigentlich monotone
Funktionen eine Umkehrfunktion besitzen, muB bei der Umkehrung der trigono-

24

1T

\2
N\ y=arcsinx
z

Bild 10.47

1) Der gemeinsame Name der Funktionen riihrt von ihrer anschaulichen Deutung am Kreis her.
Der Funktionswert y wird am Kreis (griech. kyklos) durch den Kreisbogen (lat. arcus) darge-
stellt.
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metrischen Funktionen der Definitionsbereich in geeigneter Weise eingeschrankt
werden. Es ist iiblich, fiic die Umkehrung ein Intervall zu wihlen, das den Null-
punkt enthilt. .

Im Bild 10.47 ist zunéchst die Sinuskurve insgesamt an der Geraden y = x gespiegelt.
Der durchgehend gezeichnete Teil dieser Spiegelkurve, den auch Bild 10.48 wieder-
gibt, entspricht der Umkehrfunktion mit der Gleichung y = arcsin , dem Defini-
tionsbereich [—1; 1] und dem Wertebereich [ —=/2; ©/2]. Die Bezeichnung ,,aresin z*
leitet sich daraus ab, daB der Funktionswert am Einheitskreis als ,,arcus, dessen
Sinuswert @ ist“ zu deuten ist.

Ebenso lassen sich fiir die anderen trigonometrischen Funktionen Intervalle der
Linge © angeben, in denen sie eigentlich monoton und damit umkehrbar sind. In
nachstehender Tabelle sind die zyklometrischen Funktionen mit Definitions- und
Wertebereich zusammengestellt.

Funktion Definitionsbereich Wertebereich

y = arcsin [—1;1] [—%; %]

y = arccos [—1;1] [0; =] (10.6)
y = arctan x P (_%; %)

y = arccot P 0; =)

Die Bilder 10.48 bis 10.51 zeigen diese Funktionen. Thnen lassen sich die folgenden
Beziehungen fiir negative Argumente entnehmen:

aresin (—x) = —arcsinz; arccos (—x) = © — arccos x
arctan (—z) = —arctan x; arccot (—x) = © — arccot x

(10.7)

Zur Bestimmung von Funktionswerten der zyklometrischen Funktionen kann — wie
in 10.3. demonstriert — von der Umkehrfunktion ausgegangen werden.

Auf Taschenrechnern werden die zyklometrischen Funktionen hiufig mit sin~! usw.
bezeichnet. Da die Funktionswerte in diesem Zusammenhang zumeist in rad anzu-

y=arccos x

-1

5 2
Bild 10.48

Bild 10.49
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gebende Winkel sind, muB der entsprechende Modus eingestellt sein. Die Rechner
geben die Funktionswerte im genannten Wertebereich an. Wegen cot x = 1/tan «
wird arccot z als arctan (1/z) berechnet. Dabei lst im Falle 2 < O der unterschiedliche
Werteberelch zu beachten. In den folgenden Beispielen sind zusitzlich die Winkel
in ° angegeben, wie sie bei der Verwendung von Tabellen anfallen.

T3 =T =
-3 =2 -1 0 72 3 4 X

Bild 10.50 Bild 10.51

BEISPIEL .
10.20. Es ist a) nrcsin% ﬁ, b) arctan 1,2, c) arccos (—0,85), d) arccot (—0,8) zu bestimmen.

Lésung:
l —n/2 —x/4 0 =/4 /2 I Y
a)y=sina | 1 y=arcsinz
1 1 =
Y -1 —?VE 0 ;Vz . z

aresin _;. }/§ = 1:/_4
b) y = arctan 1,2 = 50,2° = 0,876.

c) Mit (10.7) folgt arccos (—0,85) = = — arccos 0,85 = 180° — 31,8° = 148,2° = 2,5!
Der Taschenrechner zeigt unmittelbar 2,59 an. —

d) Mit (10.7) folgt arccot (—0,8) = m — arccot 0,8 = 180° — 51,3° = 128/7° = 2,25.

Mit dem Taschenrechner ist durch Addition der Periode = auf den Wertebereich von
arccot z iberzugehen:

arceot (—0,8) = arctan (—1/0,8) + & = 2,25. ¥

Aus den bekannten Zusammenhéngen zwischen den trigonometrischen Funktionen
ergeben sich Beziehungen zwischen den zyklometrischen Funktionen. So folgt aus

:5: cos y = sin (/2 — y)
y=arccosz und =/2 —y = arcsinzx. =

Die Addition beider Gleichungen liefert

| arcsin z + arccos x = 7/2 (10.8)
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In éleicher Weise kann die Beziehung

arctan z + arccot z = =2 (10.9)

hergeleitet werden.

Kontrollfragen

10.19. Welche Periode haben die einzelnen tri ischen Funkti ?

10:20. Warum kénnen die Winkelfunktionen nicht in ihrem gesamten Definitionsbereich um-
gekehrt. werden?

10.21. Wie sind die Wertebereiche der zykl ischen Funkti festgeleg!

Aufgaben: 10.20. bis 10.22.

10.6. Operationen mit Funktionstermen

10.6.1. Rationale Operationen

Bei den Zahlen sind die vier Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division definiert. Das Ergebnis der Verkniipfung zweier Zahlen ist wieder eine
Zahl, das der ausgefiihrten Opemtlon entsprechend Summe, Differenz, Produkt bzw.
Quotient genannt wird. Da ein Term f(z) bei Belegung der freien Variablen mit einer
reellen Zahl eine reelle Zahl ist, lassen sich Funktionsterme ebenso verkniipfen. Der
durch die Verkniipfung entstehende neue Term definiert wieder eine Funktion. Es
lassen sich also die in nachstehender Tabelle aufgefiihrten Operationen zur Bildung
von Funktionen aus zwei gegebenen Funktionen ausfiihren.

Operation Name der abhingige Variable Definitionsbereich
gebildeten
Funktion

f+g Summe 8(z) = f(x) + g(x) Dyn D,

f—g Differenz d(x) = f(x) — g(z) Dy;n D,

fa % Produkt p(@) = f(z) - g() DynD,

f : f=)

A tient TP .o R D, n D, 0

- Quotien q(x) e ' 'y 0 9(x) +

Summe und Differenz zweier Funktionen kénnen auch grafisch durch punktweise
Konstruktion gebildet werden. Dabei ist es zweckmiBig, besonders geeignete Punkte
auszuwiihlen.

BEISPIEL
10.21. Der Graph von
y=2sinz -+ 1,5co8z
ist durch grafische Addition zu gewinnen.
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Losung: Fir die grafische Addition sind geeignete Stellen auszuwiihlen. Ginstig sind die
Nullstellen der Summanden (Punkte 1 bis 5 in Bild 10.52). Stellen mit entgegengesetzten
Funkti ten ligfern Nullstellen der § funktion (Punkte 6, 7), in den Schnitt-
punkten sind die Ordinaten zu verdoppeln (Punkte 8, 9). Unter Umstéiinden liegt dann
schon eine ausreichende Anzahl von Punkten der Summenfunktion vor.

y=1,5c0sx

y=sinx
Bild 10.52

Mitunter werden die Funktionswerte eines der Summanden mit wachsendem z be-
tragsmiBig immer kleiner, so daBl sein Einflu immer mehr verschwindet. Bei
Funktionswertberechnungen braucht dieser Summand schlieBlich nicht mehr beriick-
sichtigt zu werden. Im Bild ist der.,,betragsmiiBig groBe* Summand Asymptote der
Kurve. Auch die Symmetrieverhéltnisse bei geraden und ungeraden Funktionen sind
zu beriicksichtigen. Bei f(z) = f(—x) oder f(x) = —f(—x) wird die Wertetabelle nur
fiir z = 0 aufgestellt.

BEISPIEL
10.22. Die Funktion
Ty = 1,25(e% 4 e%1%) (Kettenlinie)
ist im Intervall —5 < 2 < 5 grafisch darzustellen.
Losung:
Aus  f(x) = 1,25(e%1% 4 e~0.i7)
und  f(—z) = 1,25(e~04% + 0i7)
folgt f() = f(~a).

Da f eine gerade Funktion ist, liegt der Graph symmetrisch zur y-Achse. Die Werte-
tabelle ist nur fiir 2 = 0 aufzustellen. AuBerdem wird e~%-4% fiir groBe z-Werte sehr klein.
y = 1,25¢%%* jst Asymptote der Kurve. Nullstellen treten keine auf, da beide Summan-
den fiir jeden Wert 2 positiv sind.

z 0 1 2 3 4 5
ez 1 1,492 2,226 3,320 4,953 7,389
e~0:47 1 0,670 0,449 0,301 0,202 0,135
o047 - g—04% 2 2,162 2,875 3,621 5,155 7,624

y | 256 27 3,34 453 - 644 9,41
Die Kurve zeigt Bild 10.53.
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Beim Produkt zweier Funktionen ist jede auftretende Nullstelle eines der Faktoren
auch Nullstelle des Produktes. Die Eigenschaften der Faktoren gehen in das Produkt
ein. Dieser Zusammenhang ist aber nur in besonderen Fillen iiberschaubar. Bei
Quotienten liegt fiir g(a) = 0 und f(«) = 0 eine Polstelle vor.

/e-O,IJX)

"/ y=1,25¢04%

y=125 (%% +

y=1.25¢ -04x

Bild 10.63

BEISPIEL
10.23. Die Funktion y = % ist fiir € [—2; 3] grafisch darzustellen.

Lésung: Der Zihler ist fiir jedes z verschieden von Null. Die Funktion hat keine Null-
stelle, aber einen Pol bei z = 0. Symmetrie liegt wegen |f(—=)| == |f(x)| nicht vor. Neben
ganzzahligen Argumenten sind zweckmiiBig weitere Argumente — vor allem in der Um-
gebung des Poles — zu wihlen.

z l —3 —2 -1 -05 —02-0 02 05 1 2 3

Y | —0,02 —0,07 —037 —1,21 —4,09 - 6,11 330 272 3,69 6,70

Die Funktion ist in Bild 10.54 dargestellt.

10.6.2. Verkettung von Funktionen

Eine weitere Moglichkeit, Funktionen zu verkniipfen, ist die Verkettung zweier
Funktionen g und % zu einer neuen Funktion f = ko g. Unter der Verkettung von g
und % wird das Nacheinanderausfithren der Funktionen g und A verstanden. Sind g
und % durch die Funktionsgleichungen

u = g(x) und y = h(u)
gegeben, so entsteht die Gleichung der Funktion f durch Einsetzen von u = g(z) in A
h(u):

y = f(z) = h{g(x)).

Die so gebildete Funktion f wird auch mittelbare Funktion genannt. Die Funktion g
wird als innere Funktion, % als #uBere Funktion bezeichnet. .
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Die Funktion g ordnet « den Funktionswert % zu, wiahrend « durch A der Funktions-
wert y zugeordnet wird:

u ist also zugleich Funktionswert von g und Argument von /. Da der Wertebereich W
von g nicht notwendig mit dem Definitionsbereich D von & iibereinstimmen muf,
kann der Definitionsbereich von f gegeniiber dem von g und & eingeschrinkt sein.
Wie Bild 10.55 zu entnehmen ist, muB « Element von W(g) und D(h) sein, d. h.

u € W(g) n D(h).
Deshalb gilt fiir Definitions- )md Wertebereich von f:
X € D(g) und Yo W‘(h).
BEISPIEL
10.24. Fir die ;Funktione'n
u=g@)=1—2° und y=~h)=2Vu git
D(y) = (—o0; +o0), __ D(h) = [0; +oo),

W(g) = (—o0; 1], T W) = [0; +oo).
Wegen u € W(g) n D(k) = [0; 1] ist fiir die Verkettung f = hog:
y=fx)=2V1—-42,

der Definitionsbereich auf X = [—1; 1] S D(g) und der Wertebereich auf ¥ = [0; 2]
S W(h) eingeschriinkt.

Bild 10.54 ) Bild 10.55
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Wenn kein AnlaB zu Verwechslungen oder Unklarheiten gegeben wird, kann die
Verkettung auch ohne Umbenennung der Variablen durchgefiihrt werden. Sind
zwei Funktionen :

y=g(® und y=~h().
gegeben, so folgt, wenn g die innere Funktion sein soll:

hog: y = h(g)).
Soll % die innere Funktion sein, so ergibt sich

goh: y=g(h().
Dabei ist im allgemeinen ko g % go k.

BEISPIEL
10.25. Aus den Funktionen
y=g@)=2—3 und y=h=Vz
sind die Funktionen f; = g o h und f, = h o g zu bilden und der Definitionsbereich von
f, und f; zu ermitteln.

Losung: fy=goh: y=g(ha) =21z —3, X =[0;00)
fa=hog: y=h(gx) =V2z—3, X =[1,5; 00).
Auch die Verkettung von mehr als zwei Funktionen ist méglich. In den Anwendungen
ist es oft erforderlich, innere und suBere Funktion einer mittelbaren Funktion zu er-
kennen und den Definitionsbereich zu besti
BEISPIEL
10.26. a) Die zu der mittelbaren Funktion
y = f(z) = In cos (22 — =)

verk Funkti gind zu 1
b) Der Definitionsbereich im Bereich 0 < z < = ist zu bestimmen.
Lisung:
a) Die Vi 11 in welchen Schritten ein Funkti t zu besti ist, fithrt

leicht auf die g;sncth Funktionen. Der Reihe nach werden berechnet:
u=2—m > v=cosu — y=Inv.
Esist also f = gohol mit

vu=1=z) =22 —m, Ennere Funktion,
v = h(u) = cos u, nichstinnere Funktion,
y=g(v) =lnv, #uBere Funktion.
b) Bei der Ermittl des Definitionsbereiches ist zu beachten, daB der Logaritk

nur fiir positiven Numerus definiert ist. Aus der Forderung
cos (2z — ) > 0
folgt unter Beachtung der Periode 2r der Cosinusfunktion
—n/2 + 2k < 22 — 7w < 72+ 2k,
w2 + 2%k n < 22 < 3m/2 + 2k,
n/d+kn<az<3n/d+krm
und schlieBlich gemiB Aufgabenstellung: X = (r/4; 3r/4).
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Die Verkettung von Funktion und Umkehrfunktion fiihrt auf die Funktion y = 2.
Da z. B.
y = g(z) = e* und y=h(x)=Inz

zueinander inverse Funktionen sind, folgt
goh: y=gh(x) =en* ==

Kontrollfragen

10.22. Welche Einschrinkungen kénnen sich bei der Verkniipfung von Funktionstermen er-
geben?

10.23. Was ist unter der Verkettung von Funktionen zu verstehen?

10.24. Was ist mit den Begriffen innere und duBere Funktion gemeint?

Aufgaben: 10.23. und 10.24.

10.7. Einteilung der reellen Funktionen

Die Einteilung der Funktionen in Funktionsklassen geschieht nach unterschied-
lichen Gesithtspunkten An dieser Stelle sollen nur zwei oft gebrauchte Einteilungs-
prinzipien genannt werden.

Alle Funktionen, die sich durch eine Gleichung der Form

Pal@) ¥+ Paa(2) 9771+ o+ 2i(2) Y + Pof) = O
(pi(z) Polynom von z)

darstellen lassen und gewissen Bedingungen geniigen, die hier nicht erschopfend er-
klirt werden konnen, heiflen algebraische Funktionen. Einfache Beispiele sind

y—22+32x—1=0, 2y —2=0, 22y +22—1=0
$B—224+1=0 (y=0), ¥ —ay+2=0 (y=1).

Zu den algebraischen Funktionen zihlen alle ganzrationalen und gebrochenrationa-
len Funl\tlonen, die Wurzelfunktionen und zusammengesetzte Typen wie y = f(z)
=222 — Va: + V1 —a22

Funktionen, die nicht algebraisch sind, werden transzendente Funktionen genannt
Einfache Vertreter sind Exponentialfunktionen, logarithmische Funktionen, trigo-
nometrische und zyklometrische Funktionen. Alle bisher aufgefiihrten Funktionen
lassen sich durch einen analytischen Ausdruck darstellen und gehéren zu den elenfen-
taren Funktionen.

Eine andere Einteilung der Funktionen ist die in rationale und nichtrationale Funk-
tionen. Zu den nichtrationalen Funktionen gehéren alle Wurzelfunktionen, die trans-
zendenten Funktionen und aus ihnen znsammengesetzte Funktionen wie

y=z+In(2®+ 1), y=}/;——sin(21:3-|—1).

Die nichtrationalen Funktionen uinfassen sowohl einen Teil der algebraischen Funk-
tionen als auch transzendente Funktionen, die nicht elementar zu sein brauchen.
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10.8. Logarithmische Funktionsleitern und Funktionspapiere

Grafische Darstellungen sind unentbehrliche Instrumente der Praxis. Sie vermitteln
anschauliche Vorstellungen und geben AufschluB iiber Zusammenhénge und Gesetz-
miiBigkeiten. Grafische Losungsverfahren helfen, Aufgaben mit vermindertem
Rechenaufwand zu lsen. Funktionsleitern und Funktionspapiere erschlieBen dazu
neue und vielfiltige Moglichkeiten. Ein wesentlicher Gesichtspunkt ist die Gerad-
streckung von Kurven in Funktionspapieren.

10.8.1. Logarithmische Funktionsleitern

Im cartesischen Koordinatensystem tragen die Koordinatenachsen eine gleich-
miBige Teilung, bei der mittels der Leitergleichung s(z) =e, -2 einer Zahl z, ein
Punkt P, auf der Koordinatenachse zugeordnet wird (vgl. 9.2.). Die durch An-
schreiben gleichabstiindiger z-Werte entstehende Leiter heifit regulire Leiter.
Soll eine solche Leiter mit dem Anfangswert 2, an einem gewihlten Anfangspunkt
P, beginnen, so lautet die Leitergleichung

8(x) = e(x — 7). (10.10)

s(x) ist die Entfernung des dem Wert x zugeordneten Punktes P vom Anfangspunkt
P,, e, die Einheitsstrecke (vgl. Bild 10.56).

Py P
o o x  F
!i s(x)=ex (x=xp) | Bild 10.56

Werden gleichabsténdige 2-Werte nach der Leitergleichung
s(z) = e(lg x — Ig %) (10.11)

von einem Anfangspunkt P, aus auf einer orientierten Geraden abgetragen, so ent-
steht eine logarithmische Leiter. Charakteristisch fiir eine solche Funktionsleiter ist,
daB die Teilstrichabstinde gleichabsténdiger z-Werte 2y, %, ..., %, ... nicht mehr
untereinander gleich sind, da diese Abstéinde die jeweilige Funktionswertdifferenz
1g %,y — lg z; darstellen. Die Einheitsstrecke e, erscheint als Abstand zweier Argu-
mente a und 10a wegen Ig 10a — Iga =1g 10 = 1.

BEISPIEL

10.27. Es ist eine Funktionsleiter fiir die Logarithmusfunktion y = Ig 2 im Bereich 0,1 =z
< 50 mit e, = 40 mm herzustellen.

Lésung: Der Anfangswert ist zp = 0,1. Die Leitergleichung lautet somit:
8(z) = 40 mm - (Igz — lg 0,1),
8(z) =40 mm - (1 + Ig 2).
z | 01 02 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

olz) 0 12,0 19,1 24,1 28,0 31,1 33,8 36,1 38,2 40,0-
mm
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Weitere Teilpunkte miissen nicht berechnet werden, weil sich die Teilung wegen Ig 10"z
= Ig 10" + gz = n 4 g z zwischen 1 und 10 und 10 und 100 wiederholt (vgl. Bild 10.57).
Die Einheitsstrecke e, erscheint als Abstand aufeinanderfolgender Zehnerpotenzen.
So haben 0,1 und 1 auf der Funktionsleiter den Abstand e, = 40 mm. Die Stufe Az mu
abschnittsweise verindert werden, weil die Teilstriche mit wachsendem z immer enger

zusammenriicken.
T T —
01 1 10 50 —=X
- ex . ex — Bild 10.57

' 10.8.2. Einfach-logarithmisches Papier

Bei den folgenden Betrachtungen wird im Interesse einer besseren Lesbarkeit der
Formeln s, statt s(z) geschrieben.
1In einfach-logarithmischem Papier ist eine Achsenrichtung regulér, die andere log-
arithmisch geteilt. Der Graph einer Funktion erscheint in einem solchen Parallel-
koordinatensystem verzerrt. Es soll untersucht werden, welche Funktionen in einem
solchen Funktionspapier als Geraden dargestellt werden. Die 2-Achse sei regulir, die
y-Achse logarithmisch geteilt. Da z, und lg y, als Konstanten nur Parallelverschie-
bungen im Koordinatensystem bewirken, soll zur Vereinfachung 2, = O und %, = 1,
also lg y, = 0, gesetzt werden. Dann lauten die Leitergleichungen der Koordinaten-
achsen
» 8, =¢€,%, s, =¢,-lgy.
Fiir eine Gerade durch die Punkte Py(0; b) und P(z; ) ergibt sich aus dem ‘Anstieg
(vgl. Bild 10.58)
8 — 8

8z
die der linearen Funktion entsprechende Beziehung

m=

m- 8+ 8. (10.12)

Sy

Nach Einsetzen der Leitergleichungen folgt
e-lgy=m-ex+e/lgh

lgy:mei-z—{—lgb.
€y

y

Bild 10.58
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Die Werte me,fe, = p und g b sind Zahlen, die durch die Einheitsstrecke und durch
die Lage der dargestellten Geraden bestimmt sind. Aus

gy —lgb=rpz
folgt

Y _ 1ome — (1002
¥ = 107 = (107)

und mit 107 = «
y=>b-a*.
Satz

In einfach-logarithmischem Papier mit regularer z-Achse wird die Exponential-
funktion

als Gerade dargestellt.

(10.13)

Umy=b-«¢*in einfach-logarithmischem Papier zu zeichnen, geniigt es demnach,
zwei Wertepaare der Funktion zur Gewinnung zweier Punkte zu bestimmen. Die
y-Achse wird wegen a® = 1 in P(0; b) geschnitten. Bild 10.59 zeigt die Funktionen

y=15%, y=2%, y=4%, y=05"

Weil b = 1 ist, laufen alle diese Geraden durch den Punkt P(0; 1). Fiir « > 1 steigt,
fiir 0 < a < 1 fillt die Gerade. y = 2% und y = 0,57 liegen wie im cartesischen Koor-
dinatensystem spiegelbildlich zur Geraden z = 0, da 0,5* = 2% ist. Die Graphen der
Funktionen k '

y=2%'y=05.25, y=3.27, y=8.2°

verlaufen parallel, weil sie wegen gleicher Basis « = 2 alle den gleichen Anstieg haben
(Bild 10.60).

y
10 E—r ™ = =
= =2 = *"15 £
+ = >
VAV =
/
1
'I ’I ~
Z 17 N\
pay i N
a1 A / \ \Bild 10.59
7 AN X
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y
10 3 =
S 4
)
14 4
==
Z
2 717
/// A
91— A Bild 10.60

7
4 -3 -2 -1 0 1 2 3% 4 5 6 «x

Werden in einer Exponentialfunktion

y=p-q

die Variablen z und y vertauscht, so ergibt sich die Umkehrfunktion

r=p-ql.

Logarithmiert und umgestellt folgt

lgz=lgp +ylgg,

g8 _law
lgg lgg’

Das ist eine Funktion der Form y = alg 2 + b.

Satz

In einfach-logarithmischem Papier mit reguldrer y-Achse wird die Funktion

alge+b _ (10.14)

als Gerade dargestellt.

BEISPIELE
10.28. Die Funktion y = 2603 jst, fiir —3& < z = b in einfach-logarithmischem Papier mit der

logarithmischen Einheitsstrecke 62,5 mm als Gerade darzustellen.

Lésung: Wegen 2e-0:3% — 2(e~0-) entspricht die Funktionsgleichung der GI. (10.13) und
kann gemiB der Aufgabenstellung als Gerade dargestellt werden. Mit der Wertetabell®

le 5 -5
v | 2 ous 9,0

sind zwei Punkte der Geraden und ein Kontrollpunkt gegeben (Bild 10.61).



10.8. Logarithmische Funktionsleitern und Funktionsp iere 301

10.29.

10.30.

Die Funktion y = In z ist fiir 0,1 < 2z < 20 in einfach-logarithmischem Papier als Ge-
rade darzustellen.

Lisung: Wegen Inz = In 10 - Ig = entspricht die Funktionsgleichung der Gl. (10.14).
Die Ordinatenachse ist regulir zu teilen. Es geniigt wieder, zwei Punkte und einen
Kontrollpunkt der Geraden zu bestimmen:

@ | 0,1 1 10

y | —23 0 23 (vgl. Bild 10.62).

Eine Fliissigkeit, deren Temperatur zur Zeit ¢ = 0 um 50,2°C iiber der Umgebungs-
temperatur liegt, kiihlt sich ab. Dabei wird folgender Verlauf der Ubertemperatur beob-
achtet: $

tu | O 2 4 6 8 10 12

AT/Kl 502 46,2 428 308 368 343 322

Bild 10.61

5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5

y=inx

=2

Bild 10.62

-3
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Es ist zu iiberpriifen, ob die Abnahme der Ubertemperatur dem NewToxschen Ab-
kithlungsgesetz AT = T, e-™ folgt. Das Gesetz ist aufzustellen.
Welche Ubertemperatur ist nach 20 min zu erwarten?

Lésung: In Bild 10.63 sind die im Versuch ermittelten Punkte in einfach-logarith-
ischem Papier einget; Sie liegen anniihernd auf einer Geraden. Die Wertepaare
geniigen also einer Funktionsgleichung der Form .

y=b-a* ' @

mit y = AT/ und 2 = #/py,.. Giinstig zu allen Punkten liegt eine Gerade durch die Punkte
(0; 50,2) und (10; 34,3). Diese beiden Wertepaare liefern durch Einsetzen in (I) zwei
Gleichungen fiir ¢ und b. Aus

50,2'=b.a® folgt b= 50,2.
Mit dem zweiten Wertepaar ergibt sich
34,3 =502-a,  a=09626.
Damit lautet die Funktionsgleichung
y = 50,2 - 0,9626¢,
Die Basis e wird durch @ = '@ eingefiithrt. Mit In @ = —0,038 folgt
y = 50,2 . g~0.0382
Abkiihlungsgesetz: AT = 50,2 K . e~0-038t/min

AT (20 min) = 50,2 K . e—0:938-20 — 93 5 K,

Die Ubertemperatur betrigt nach 20 min 23,5 K.

Bemerkung: m = 0,038 min! ist die sogenannte Abkiithlungskonstante. Sie kann nihe-
rungsweise so interpretiert werden, daf sich die Ubertemperatur in einer Minute um
etwa 3,89, verringert.

\

VA
K

100

50 -7, e~mt

- 40

30

20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 n @ L
min

Bild 10.63
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10.8.3. Doppelt-logarithmisches Papier

In doppelt-logarithmischem Papier sind die beiden Achsen mit gleicher Einheits-
strecke e, = e, geteilt. Wird wieder vereinfachend z, = y, = 1 gewiihlt, so lauten die
Leitergleichungen

.s,=e,-lgx s=e-lgy.

Unm festzustellen, welche Funktionen in diesem Papier als Gerade dargeétellf werden,
sind die Leitergleichungen in Gl. (10.12) einzusetzen:

e,~lgy=11L~e,-léx+ez-lgb,
lgy=m-lgz+1gb,
y=>b-am™
Dabei bestimmt b den Schnittpunkt mit der Geraden z = 2, = 1, also der y-Achse,
und der Exponent m den Richtungsfaktor der Geraden.
Satz
In doppelt-logarithmischem Papier wird die Potenzfunktion

y=b-an (10.15)

als Gerade dargestellt.
Bild 10.64 zeigt die Funktionen-
y==z, y=2, y=2, y==* y=Vz,
Bild 10.65 die Funktionen

y=Vz y=2z, y=>5lz y=02ya.

y
10 LY N

=3 A A

**
=

R
N\

\ i Bild 10.64]

o1
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y
. Ly e
0 ol
033
M~ﬁ _
P '—
1 A1
// ’/
7‘# = q.ﬁ/" = %
P
ﬂ"‘
01 Bild 10.65
o1 7 10 00 X
BEISPIEL
10.31. Bei der Untersuchung einer geradlinigen, leichférmigen Bewegung b
folgende MeBwerte:
tfs | 0,3 0,6 0,9 1,2 1,6 1,8
8/m | 0,11 0,44 1,00 1.77 2,71 3,99

Die MeBpunkte sind in doppelt-logarithmisches Papier zu iibertragen.
Das Weg-Zeit-Gesetz der Bewegung ist aufzustellen.

sich

Lésung: Die MeBpunkte liegen auf einer Geraden (Bild 10.66). Mit tly=a2und s/ =y
besteht zwischen den Wertepaaren die Beziehung

y==b-a",

in die, um b und » ermitteln zu kénnen, zwei Wertep:
sich beliebig auswiihlen, da sie alle der g

geniigen.
1,00 =15 -09"
3,99 =b5.1,8%

Rens

aare einzuse
o A

3

Es v‘vird b eliminiert, indem (II) durch (I) dividiert wird:

399 _ (1,8\"
1,00  \0,9

also n:M:
g2

Aus (I) ergibt sich mit n = 2

1,00 = 50,92,

b=123.

Kurvengleichung: y = 1,2322.

2,00

Das Bewegungsgesetz lautet: s = 1,23 m/s? - ¢2

tzen sind. Sie lassen
t niherungsweise

@

(IT)

und stellt eine gleichmiBig beschleunigte Bewegung mit der Beschleunigung

a = 2,46 m/s? dar.
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3o

L

g2
2011/
a=2,46 ms?

o1 Bild 10.66
o1 05 1

o~

Kontrollfragen

10.25. ‘Welche Funktionen werden in einfach-logarithmischem Papier als Gerade dargestellt?

10.26. Unter welcher Bedingung ergeben mehrere Exponentialfunktionen in einfach-logarith--
mischem Papier a) eine parallele Gerad har; b) ein Geradenbiischel durch den Punkt
P(0; k)?

10.27. a) Welche Funktionen werden in doppelt-logarithmischem Papier als Gerade dar-
© gestellt?

b) Wodurch wird der Anstieg dieser Geraden bestimmt?

Aufgaben: 10.25. bis 10.31.

10.9. Aufgaben

10.1. Von den folgenden Funktionen sind Definitionsbereich und Wertevorrat zu bestimmen.

a) y = —« b) y =22 —3 c)y=V1—2*
dyy=Va*—1 e) y=1lg(l +2) ) y=2+V1-2

g) 4 = f(a) = a® (4 Fliche, a Seite eines Quadrates)
10.2. ‘Wie lautet die explizite Form der Funktionsgleichung?
a)2z+3y —6=0 b) 222 — 4y =6
Q) y+a=0 y<0 d)ay—1=0 ealy=z+y
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10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

Welche der durch die nachstehenden Wertetabellen gegebenen Abbildungen sind keine
Funktionen? Begriindung!

z | -1 0 -2 2z |1 238 2
e — Fyt — -
oy 23 —a y| 2 —413
z|—‘210—1 2] =1 4 =1 4
Fyt —— Fyp o —m—
v | 2 22 2 v 2 0 3 1
Der Wertebereich ist so ei hriinken, da8 durch die nachstehenden Gleichungen eine
Funktion gegeben ist. Es ist die explizite Form der Funkti leichung auf; 1
a)y*—z=0 b)y*+z—1=0 e) y—a*=0
Fir die in 10.4. ermittelten Funkti leichungen ist der Funkti t y(3) zu be-
stimmen.
Von den nachstehenden Funktionen sind die Umkehrfunktionen zu bilden.
2|0 123 @ | -2 01 2
a)fi —— b)fi —— o
v |2 -1 23 y| -1023

10.7.

o) y=flz) =

10.8.

10.10.

10.11.

Die nachstehenden Funktionen sind umzukehren.
. 2
a)y = flx) =2z — 3 b)y=/(¢')=—?r—4

1
11—

Dy=fa)=1—2% 2¢P

e y=fz)=Vl+z z=—1

Welche der folgenden Funktionen sind gerade, welche ungerade?

a) y=2¢ b) y=22%—z+2 & gL

z
d)y=zi1 &) y=22 — g f) y=—320 + 22 4 2
Einer Zahlentafel sind neb hend z | y = f(z)
Wertepaare entnommen. ———
a) Welche Werte haben /(2,14) und /(2,27)? 21 | 09705
b) Zu y; = 0,9724 und y, = 0,9798 sind z, und z, zu bestimmen. 2,2 0,9757

2,3 0,9801

Die Dichte g trockener Luft bei 101,30 kPa. ist aus nachstehender Tabelle fir ¢ — 12 °C,
18°C, 24°C, 27°C zu bestimmen.

tpee I 0 5 10 15 20 25 30

egm— | 1,293 1,270 1,248 1,226 1,20 1,185 1,165

Fiir die Siedetemperatur des Wassers in Abhingigkeit vom Druck liefert eine Tabelle
folgende Werte:

PlkPa l 200,05 300,08 400,11 500,13 600,16 700,19 800,22  1000,27

tsoc I 120,2 133,5 1436 15,8 158,8 1649 170,4 180,0

a) Kann in dieser Tabelle linear interpoliert werden?

b) Durch lineare Interpolation ist tg fir » = 735,49 kPa zu bestimmen. Ist die erste
Dezimale nach dem Komma als sicher anzunehmen?
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10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

Art und Verlauf der Kurven der folgenden Funktionen sind zu beschreiben.
@) y=2:4—3 b)y=—%(z—3)5+l
4 5
e)y=—;(z+2)‘+3 d)y=?(z+l,5)’—2
Fir die angegeb Funkti ist unter An dung des HORN hen Sch
(vgl. 8.2.) eine Wertetabelle aufzustellen.
u)y=l(z)=z’—_4::’+l5z—9, z€{—2; —1; ..
b) y = f(z) = 2,32° — 3,22* + 5,5, z€({—8;—2;.
¢) y = f(a) = —0,32* 4 1,82% + 1,2z — 4,8, z€{—2; —1; !
d)'y = f(z) = —0,32* + 1,32° — 4,6z + 3,1, z€ (2,05 225
Nullstellen, Pole und Asymptoten nachstehender Funktionen sind zu bestimmen.
2 3z

VY=t Dy=53

2z 4+ 5 6 — dz

= — d) y=
Ay=""-3 V¥ =213
Welche der nachstehenden Funktionen sind im gesamten Definitionsbereich eigentlich
monoton? Die Art der M ie ist geben. Bei nich t Funkti sind
die Monotonieintervalle zu nennen.
1

a)y=a° b) y = || c)y=;- dyy=2—2¢+4
Die Bilder der folgenden Funktionen sind zu skizzieren. '

a)y=Ve—2 by=12—-2 . dy=VsF1

Die Funktionsgleichung y = log, z ist in y = l_nl; In z umzuformen.
a) y =logs z b) y =logsz o) y=lg=
Die Kondensatorspannung uc klingt bei der Entladung nach dem Gesetz

¢

ug=ft)=Upe *
ab (U, Spannung zur Zeit ¢ =0, T Zeitkonstante). Die Funktion ist fir Uy =3kV,
7=28,0=<t< 8s grafisch darzustellen.

10.19. Welche der folgenden Funktionen sind gerade, welche ungerade?

a) y =¥ ; b)y=e"
10.20. Desgl.

' a)y=cosz b) y=xsinz ¢) y=2sinz + tanz

10.21. Es sind zu bestimmen:'

a) arcsin 0,6 b) arecos 0,5 ¢) arctan 1

d) arccos (—1) e) arccos % vz ’ f) aresin (—% ﬁ)
10.22. Desgl. )

- a) arctan 1,85 b) arcsin (—0,64) ¢) arccos (—0,81)

d) arccos (—0,12) e) arcsin (—0,91) {) arccot (—2,66)
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10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

10.27.

10.28.

10.29.

10.30.

10.31.

Nachstehende Funktionen sind im Bereich 0 < z < 2r grafisch darzustellen:
a) y = 0,6z + sin 2z b) y = sin z + sin 2z
Die folgenden Funktionen sind grafisch darzustellen:

z

a)y=2 2 b) y=In(22 —1)

Die folgenden Funktionen sind im Bereich —5 =z = 5 in einfach-logarithmischem
Papier darzustellen. Fiir das Argument z, ist der Funktionswert abzulesen.

8) y=1,2%, z, =05 b)y=2.08% z, =15

o) y=29%, 2= _3

Die folgenden Funktionen sind fiir 0,1 < z < 10 in doppelt-logarithmischem Papier
darzustellen. Fiir das Argument 2, ist der Funktionswert abzulesen.

5,
Wy=2, =03 b y=Vz =z =02
z
) y=é, z, =07
V=
Die Frequenz des Fadenpendels betrigt bei kleiner Amplitude
~1q/z
==V

a) Die Beziehung ist fir 0,l m <! < 2m als Gerade darzustellen (g~ 9,81 m/s?,
2n & 6,28).

b) Aus der Darstellung ist die Fadenlinge abzulesen, fiir die f = 157 betriigt.
Beim freien Fall gilt

v = V2gh.
a) Das Gesetz ist fiir 0,1 m < h < 10 m als Gerade darzustéllen (g ~ 9,81 m/s?);

b) Aus der grafiz;chen Darstellung ist die Geschwindigkeit bei einem Fallweg von 6 m
zu entnehmen.

Die Funktion
y=05In 2
x

ist als Gerade darzustellen.

Die Beziehung
.3
T

ist in Funktionspapier fir 0,18 < 7' < 5 s als Gerade darzustellen.

Wird die Bewegung eines Korpers gleichmiiBig bis zum Stillstand verzogert, so ergibt
sich seine Anfangsgeschwindigkeit bei der Verzogerung a aus dem Bremsweg s:
v = J2as.

Die Beziehung ist fiir a = 2 m/s?, 3 m/s?, 4 m/s? und fiirr 1 m < ¢ < 50 m als Gerade
darzustellen.
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10.32.

10.33.

10.34.

10.35.
10.36.

10.37.

10.38.

10.39.

"10.40.

10.41.

10.42.

Von den folgenden Funktionen sind Definitionsbereich und Wertevorrat zu bestimmen.

W) y=—V1+2° b)y=2—3z ¢)y=1-—2at
dy—1+2 o y=lg— f)y—2—1

z
g) p=f(4) = % (p Druck, F, die auf die Fliche A wirkende Kraft)
Wie lautet die explizite Form der Funktionsgleichung?
a)dpf—ax+4=0 y=0 b)y#+2=0, y=0
) yP—dy—20=0, y=2 dyay=x+y+2
Der Wertebereich ist so einzuschriinken, daB durch die nachstehenden Gleichungen eine
Funktion gegeben ist. Es ist die explizite Form der Funkti leich au 11
a)yt—2y +a*=0 b) P +4y—at=0 c)yt—at=0

Fiir die in 10.34. ermittelten Funktionsgleichungen ist y(—2) zu bestimmen.
Die nachstehenden Funktionen sind umzukehren.

a) y = [(z) = |a] b)y=fx)=2a>—22x+1,z21
Oy=/w=—Ye 220

Welche der folgenden Funktionen sind gerade, welche ungerade?

a)y=3a*+1 b) y = ,1 c) y =22 — 4z
2 + 2

2 4+ 2 z 2 +1
1) y = —T— = L) y=
Dy B — 2 oy at 2 1y z 41
Aus der grafischen Darstellung sind die Nullstellen der nachstehend Funkti zu
bestimmen (Millimeterpapier!).
W) y=a+ 20 — 4z — 8 . b) y=12%—3.26z 4+ 1,5
©) y=2a"— 2,5zt + 4 — 10 d) y = 2% — 5,22* + 5,12
Die Nullstellen der Funktion y = a® + ax -+ b lassen sich auf grafischem Wege er-
mitteln, indem die Abszissen der Schnittpunkte der zu y = 2® und y = —az — b ge-
hérenden Kurven ermittelt werden (vgl. 8.1.).
aAy=2a—2r+1 b) y = 2% — 3,01z — 1,14
¢) y = —at — 0,5z + 3,2 d) y = 1,22® + 0,722 — 2,88
Nullstellen, Pole und Asymptoten nachstehender Funktionen sind zu bestimmen.

2 3z 46 2% 41 .
| —-— b) —_— =
vy 4 — 3z )y 4 — 22 9y 22— 2z 41
222 — 3z + 1

)y = §) = T
Dv=mT )= e

Welche der nachstehenden Funktionen sind im gesamten Definitionsbereich eigentlich
monoton? Die Art der Monotonie ist anzugeben. Bei nicht Funktionen sind
die Monotonieintervalle zu nennen. =

a)y=—a' +2 b)y:l—l c) y=a" d)y = |z —1]
x
Die Bilder der nachstehenden Funktionen sind zu skizzieren.

A y=—Vls—2a b) y = V2,25z + 4,5 c)y=1—V)6—4x
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10.43.
10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

10.48.

10.49.

Funktion y = f(z) = a® und Umkehrfunktion y = f~\(z) = log, z sind grafisch darzu-
stellen fiir

a)a=3 b) a = 1/2.

Die Funktionsgleichung y. = log, z ist in y = ﬁ In 2 umzuformen.

a)y= 1°g1 z b) y = logys z o) y=logy, =

Die Ku.rven der Funktlonen fas /3, /‘ in Bild 10. 67 smd aus der Funktion f, durch kon-
gruente T 2{ (Vi g und S ) herv igen. Wie lauten
die Funktionsgleichungen?

Welche der folgenden Funktionen sind gerade, welche ungerade?

8) y =a%e? b) y =sinz ¢) y =sinz + cosz

d) y =sin?z e) y = ecos¥ f) y=esinz

Das M ieverhalten der folgenden Funktionen ist im gesamten Definitionsbereich
zu beschreiben.

a)y=Inz b) y=2-* c)y=lni

Die folgenden Funktionen sind im Bereich —5 <2 <5 in emis.ch-lognnthmlschem
Papier darzustellen. Fiir das Argument z, ist der Funktionswert abzulesen.
a)y=167% gz, =25 b) y=27% =z =05

c) y = 2,6e%%, z = —4

Ein Betrag b, wiichst bei einem ZinsfuB p durch Zinseszins in n Zinsperioden anf den
Endwert

o
b,,:bo(1+%).

) Das Gesetz ist fiir b, = 100 M, p = 3; 3,25; 5 und fiir 0 < n < 50 als Gerade dar-
zustellen.

b) In welcher Zeit hat sich ein Betrag bei p = 3; 3,25; 5 verdoppelt, wenn die Zins-
periode 1 Jahr ist?

= .
hiy=25e"%

Bild 10.67
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10.50.

10.51.

10.52.

i |

Die folgenden Funktionen sind firr 0,1 <z < 10 in doppelt-logarithmischem Papier
d llen. Fiir das A t 2, ist der Funktionswert abzulesen.

1 3
a)y=-— z=08 b)y=15Vz z =24

V=

c) y=0,1z Yz, 2, =6

Nach dem WEBER-FECHNERschen Gesetz wiichst die Stirke der Empfindung eines Reizes
wie der Logarithmus der physikalisch gemessenen Reizstiirke. Als MaB fiir den Schall-
intensititspegel ist deshalb

Ly=10lg Ji (Dezibel)
L]

definiert, mit J, = 10-1* W/m? (Schallir itat an der Horschwelle bei 1 kHz).
Die Schallintensitit ist fiir 10-12 W/m? < J = 10-° W/m? als Gerade darzustellen.
Das Entlad des Kondensators

t
u,= Uy e RC
4
ist fiir 0 < ¢ < 308 als Gerade darzustellen (Uy =200V, R= 600 kQ, C = 20 uF).
7 =.RC ist die sog ith te. Die Sp des Kond snachf =7, 80-
wie 27 ist einzuzeichnen.




11. Kurven zweiter Ordnung

11.0. Vorbemerkung

In diesem Abschnitt werden anhand ausgewihlter Kurven, die fiir die Naturwissen-
schaft und Technik von besonderer Bedeutung sind, die Fahigkeiten zur Unter-
suchung geometrischer Probleme mit analytischen Methoden weiter vertieft. Es wird
gezeigt, wie aus der planimetrischen Definition einer Kurve die Kurvengleichung
hergeleitet werden kann, und wie sich dann aus der Kurvengleichung besondere
Eigenschaften der Kurve erkennen lassen. Gleichzeitig werden grundlegende Kennt-
nisse iiber diese Kurven, unter anderem auch einige Konstruktionsvorschriften, ver-
mittelt.

Es werden diejenigen Kurven betrachtet, die in einem cartesischen Koordinaten-
system durch eine Kurvengleichung 2. Grades der allgemeinen Form

Ax® 4+ Bzy + Cy* + Dx + Ey + F =0 (11.1)

dargestellt werden, Die zu (11.1) gehérenden Kurven, die sich je nach der Wahl der
Koeffizienten A bis F, d. h. nach ihrer Belegung mit reellen Zahlen ergeben, heiBen
Kreis, Ellipse, Parabel, Hyperbel und haben den gemeinsamen Namen Kurven
2. Ordnung oder Kegelschnitte, da sie als Schnittkurven beim Schnitt eines geraden
Kreiskegels mit einer Ebene auftreten.

11.1. Der Kreis

Bekannt ist aus der Planimetrie fiir den Kreis die

Definition
Der Kreis ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem festen Punkt
dieser Ebene einen konstanten Abstand haben.

Der feste Punkt heiit Mittelpunkt M, der konstante Abstand heiBt Radius » des
Kreises. .

Die zum Kreis gehérende Kurvengleichung ist aufzustellen. Der Mittelpunkt M
habe in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Koordinaten zy, yy. Es sei
P(z; y) ein variabler Punkt des Kreises (Bild 11.1). Nach der Definition ist stets

PM =r.
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Daraus folgt nach (9.1) niit den Koordinaten von P und M:
V@ —au)? + (y —yu)? =7  bzw.die

allgemeine Kreisgleichung l (@ — 2t + (Y — Yn)t = 72.J (11.2)

Die Gleichung wird einfacher, wenn das Koordinatensystem so gewihlt wird, daB
der Ursprung O und der Mittelpunkt M zusammenfallen (Bild 11.2). Mit zy = 0,
yu = 0 folgt aus (11.2) die

Mittelpunktsgleichung 2 o
des Kreises #ry

(11.3)

oder in expliziter Form

Damit der Radikand in (11.4) positiv bleibt, ist in Ubereinstimmung mit Bild 11.2
z€X=[—r;r] zu withlen, woraus nach (11.4) y € Y = [—r; r]folgt. Fiirz ¢ [—r;7],
also # < —r und z > r, wird y imaginér, und es gibt entsprechend Bild 11.2 keine
Kurvenpunkte mehr. .

In (11.3) kommen z und y nur in der 2. Potenz vor. Erfiillt daher ein Wertepaar
(2y; y;) die Kurvengleichung, d. h. ist Py(z,; %) ein Punkt des Kreises, dann liegen
auch die Punkte Py(—zy; %), Pa(@i; — ) Pa(—215 —%) auf dem Kreis (Bild 11.3).
Die z- und die y-Achse sind Symmetrieachsen des Kreises. Auch bef anderen Kurven-
gleichungen, die = und y nur in der 2. Potenz enthalten, kann gefolgert werden, dafl
die Koordinatenachsen Symmetrieachsen sind. 5
Fiir das Pluszeichen in (11.4) ergibt sich der iiber der z-Achse, fiir das Minuszeichen
der unter der 2-Achse gelegene Halbkreis (Bild 11.4).

Y
y P
m
] o Bild11.1 Bild 11.2
a Xy X X

Bnivy) Pilx1iyy)

ﬂl(‘Xﬁ'.h) — PJ(XVITYY)

Bild 11.3
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BEISPIELE

11.1.

11.2.

11.3.

Wie heiBt die Gleichung des Kreises, dessen Mittelpunkt im Ursprung liegt und der durch
den Punkt Py(1,5; —2) geht?

Losung: Die Koordinaten von P, miissen die Mittelpunktsgleichung (11.3) erfiillen:
1,60 4 (—2)2 =12,

Daraus folgt 72 = 6,25, und die Kreisgleichung lautet
22 + y® = 6,25. )

Gegeben ist ein Kreis 'mit der Gleichung -
322 4 3y® — 302 + 18y + 54 = 0. S
Wo liegt sein Mittelpunkt, und wie gro8 ist sein Radius?

Lgsung: Gleichung (I) wird auf die Form (11.2) gebracht, so daB sich 2y und y;, sowie »
sofort ablesen lassen.
Die Division der Kurvengleichung durch 3 und Umstellung ergibt

— 102 4 y* + 6y = —18.
Nach Addition der quadratischen Erginzungen der Glieder mit z und y folgt:
2 — 102+ 25+ y* + 6y +9=25+9 — 18
(. — 5+ (y + 3)* = 16.

Der Vergleich mit (11.2) liefert Zy =5,yy=—3undr =
Von der Achse eines im Kreisb it den Eisenbahngleises sind die Koordi

dreier Punkte bekannt:
A(201,20; 300,04), B(285,58; 214,36), C(436,85; 129,71).
Gesucht werden Radius und Mittelpunkt des Kreises.

Lésung: Der Kreis hat allgemein die Gleichung (11.2). Die Punkte 4, B, C sollen auf dem
Kreis liegen; das ergibt die Bedingungen:

Ak (201,20 — y)? + (300,04 — yp)? = 12 Kisy)

Bek: (285,58 — ay)? + (214,36 — yp)? = 12 (1)

Cek: (436,85 — zy)? + (120,71 — yp)? = 12 (Iv)
Aus den drei Gleichungen (II), (III) und v) konnen die drel Unbekannten Zyr, Yar und
r berechnet werden. Durch A en die G g

Zy® + yp? — 402,402y — eoo,osy,, + 130505,44 = 72 )

Zy® + ya® — 571,162y — 428,72y, + 127506,15 — 2 (V1)

Zy® + yu® — 873,702y — 259,42y, + 207662,61 = 12, (VII)
Die Gleichungen werden paarweise subtrahiert:

' (V)—=(VI): 168,76z — 171,36y, + 2999,29 = 0

(VI)—(VII):  302,54zy — 169,30y, — 80156,46 = 0.
Aus diesem iz Gleichungssy geben sich

zy = 612,03, yy = 620,25

. und durch Einsetzen dieser beiden Werte in eine der Gleichungen (II) bis (IV)

r = 520,88.
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11.4. Ein auf der Innenseite versilberter Kugelabschnitt stellt einen Hohlspiegel dar. Eine
Ebene durch die Kugelmitte schneide den Spiegel im Bogen eines Kreises mit der Glei-
chung:2? + y* = 144. Ein in der Schnittebene liegender und auf den Spiegel auftreffender
Strahl habe die Gleichung: y = —lz + 8. G ht wird die Gleict des reflektierten
Strahles. ¢ ‘
Lésung: Es sei g, der einfallende, g, der reflektierte Strahl (Bild 11.5). Zuniichst wird der
Schnittpunkt P zwischen dem Kreis k¥ und g; berechnet:

1 2
z’+(—-rz+8) = 144

22 — 8,765z — 75,2904 = 0.
Nach Bild 11.5 wird nur die positive Losung der quadratischen Gleichung verwendet:
zp = 10,76139.

Bild 11.5

X

Durch Einsetzen von zp in die Gleichung von g, folgt yp = 5,30965
MP = list d’s Einfallslot in P und hat die Gleichung:

y = Y8z — 0493402,
zp

Der Einfallswinkel « ist der Winkel zwischen g, und /. Unter Verwendung der Anstiege
m, = —0,25 der Geraden g, und m; = 0,49340 der Geraden ! folgt mit (9.6):
tan o = B . N 0,84800.
1 4 mym,
Nach dem Reflexionsgesetz ist der Einfallswinkel gleich dem Ausfallswinkel, das ist der
Winkel zwischen ! und g,:
TP L s =
1+ mgmy -
und umgestellt nach m,:
_ _tana +my
1 — tanamy
Damit lautet die Gleichung der Geraden g,: y = 2,30641z + b. Wegen P € g, gilt:
5,30965 = 2,30841 - 10,76139 + b, woraus b = —19,510 folgt.
Die Gleichung des reflektierten Strahles lautet:

y = 2,306z — 19,510.

=2,30641.
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In Bild 11.6 sei P ein beliebiger Punkt des Kreises und ¢ der Winkel zwischen der
positiven Richtung der z-Achse und dem Radius OP. Dann gilt: = r cost, y = r
X sin ¢t. Wird bei konstantem r der Winkel ¢ als variabler Winkel betrachtet, dann sind
auch z und y Variable. Durchliuft ¢ alle, Werte von 0° bis 360°, so durchliuft der
Punkt P einmal den Kreis. Seine Koordinaten z und y sind getrennt als Werte der
Funktionen x = z(t) bzaw. y = y(t) mit der unabhingigen Variablen ¢ dargestellt.

Bild 11.6

t wird als Parameter bezeichnet und stellt eine ,,Hilfsvariable‘* dar. Die aus Bild 11.6
abgelesenen Beziehungen fiir die Koordinaten heifien die

Parameterdarstellung

des Kreisos t € [0°, 360°). (11.5)

Bei vielen physikalischen und technischen Anwendungen ist der Parameter propor-
tional zur Zeit, woraus sich auch die Bezeichnung ¢ herleitet.

BEISPIEL

11.5. Ein Korper bewege sich mit der Geschwindigkeit v = 1,5 m/s auf einer Kreisbahn mit
dem Radius » = 20 m. Der Kreismittelpunkt falle mit dem Ursprung eines cartesischen
Koordinatensystems zusammen. Zu Beginn der Bewegung befinde sich der Korper im
Punkt Py(20; 0) (Bild 11.7).

y
s
Pu

i}

1]

« P 7

Bild 11.7
0l A

Wie lauten die Koordinaten der Punkte, in denen sich det Kérpernach 1s,25,3s,45,58
befindet?

1,5 m
Lésung: Nach 1 s befindet sich der Kérper in Py, und esist & = 2—3; = 0,075.



11.2. Die Ellipse 317

Die Koordinaten der Punkte P;, P,, P,, P,, P; ergeben sich nach (11.5) mit den Para-
meterwerten ¢ = &, 20, 3, 4x, 5x entsprechend folgender Wertetabelle:

t , 0,075 l 0,150 | 0,225 | 0,300 | 0,375
z 19,944 19,775 19,496 19,107 18,610
y 1,499 2,989 4,462 5,910 7,325

Aufgaben: 11.1. bis 11.8.

11.2. Die Ellipse
Definition

Die Ellipse ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe ihrer Abstinde
von zwei festen Punkten konstant ist.

Die festen Punkte F, und F, heiBen Brennpunkte der Ellipse. Fiir

die konstante Abstandsumme wird den Abstand der Brennpunkte wird
PF, + PF, = 2a I FF, =2 (II)

gesetzt (Bild 11.8). Die GroBe e heift lineare Exzentrizitit der Ellipse. Durch e und @
ist die Ellipse eindeutig bestimmt, und zwar muB e < @ sein. Das Verhiltnis ¢ =
ela < 1 heiBt numerische Exzentrizitit. Aus der Definition folgt unmittelbar die
Fadenkonstruktion: Um zwei Reifizwecken im Abstand 2¢ wird ein Faden gelegt,
der zu einer Schlinge verkniipft ist und den Umfang 2« 4 2e hat (Bild 11.9). Mit
einem in die Schlinge gesteckten Bleistift wird der Faden gespannt und die Kurve
umfahren.

Die Kurvengleichung der Ellipse wird am einfachsten, wenn die z-Achse durch die
Brennpunkte gelegt wird und O den Abstand der Brennpunkte halbiert (Bild 11.10).
Fiir einen variablen Ellipsenpunkt P(x; y) gilt nach der Definitionsgleichung (I)

1+ 1y = 2¢

1

Bild 11.8

Bild 11.9

- Bild 11.10
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oder

Ve+ta?+ 8 +Ye—27+4=2a
bzw.

Ve + 27 + 98 =20 — e — 2" + ¢
Quadriert ergibt
e’+2ez+x3+y'=4a2—4am+ez—2e:c+_z'+y’
ex —a= —a Vm. g
Hier wird nochmals quadriert und zusammengefafit:
. (a? — e?) 2® + a%y? = a®(u® — €?). (III)y
Zur Abkiirzupg wird

b2 (11.6)

a?

gesetzt, womit aus (III) folgt:
_ b 4 a?y? = a®?.
Die Division durch a2? ergibt die

Miuttelpunktsgleichung | 2*

der Ellipse ra L7y

Die Ellipse ist abhingig von @ und b bzw. allgemeiner wegen (11.6) von zwei der
drei GroBen a, b und e. Daher ist die Ellipse in der Mittelpunktslage durch zwei
Punkte festgelegt. Da die Mittelpunktsgléichung in z und y quadratisch ist, sind 2-
und y-Achse Symmetrieachsen der Ellipse. Die mit der z-Achse zusammenfallende
Symmetrieachse heiBt Hauptachse, die dazu senkrechte Symmetrieachse heiSt
Nebenachse der Ellipse.

Fiir y = 0 folgt aus (11.7) # = +a und fiir # = 0 folgt y = 4-b. Die Ellipse schneidet
also die 2-Achse in den Punkten A,(—a; 0) und A4(a; 0), die Hauptscheitelpunkte
heiBen, und die y-Achse in den Punkten B,(0; b), By(0; —b), die Nebenscheitelpunkte
genannt werden (Bild 11.11) (vgl. 18.5.). Die Strecke 4,4, = 2¢ und BB; = 2
heiBen groBe bzw. kleine Achse der Ellipse. a heift groBe Halbachse, b kleine Halb-
achse. ¥

Bild 11.11
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Aus (11.7) folgt die

explizite Form der Y — .
Ellipsengleichung | ¥ ~ t—Jat -2 (11.8)

Damit die Wurzel reell bleibt, muS X = [—a; a] sein, woraus ¥ = [—b; b] folgt.
Die Ellipse liegt daher, wie auch im Bild ersichtlich, vollig im Rechteck mit den
Seiten 2@ und 2b. '

Gl. (11.6) 1Bt sich nun auch unmittelbar aus Bild 11.11 ablesen. Fiir B, gilt nach (I):
TB, -+ F,B; = 24, und wegen F;B; = F;B, folgt F,B; = a. Aus dem Dreieck B, F,0
ergibt sich nach dem pythagoreischen Satz Gl. (11.6).

Sonderfall: Fiir « = b geht (11.8) in die Kreisgléichung (11.4) iiber (e =b=7).
Der Kreis ist ein Sonderfall der Ellipse, beide Brennpunkte fallen wegen e = 0 im.
Kreismittelpunkt zusammen.

Bild 11.12

Vorteilhaft ist die folgende Ellipsenkonstruktion:

Gegeben sind die Halbachsen a und b der Ellipse. Um den Ellipsenmittelpunkt O
wird ein Kreis mit dem Radius @, der Hauptscheitelkreis, und ein Kreis mit dem
Radius b, der Nebenscheitelkreis, gezeichnet (Bild 11.12). Ein beliebiger Strahl durch
0O schneidet den Hauptscheitelkreis in B und den Nebenscheitelkreis in Q. Die Paral-
lele zur Hauptachse (v-Achse) durch @ schneidet die Parallele zur Nebenachse (y--

Achse) durch R in dem Ellipsenpunkt P.
Beweis: Ist ¢ der positiv gemessene Winkel zwischen dem Strahl OF und der 2-Achse,.

dann folgt sofort aus dem Bild 11.12 i

z=acost, y=~"bsint. V)
Die erste Gleichung wird durch a, die zweite durch b dividiert, und beide Gleichungen:
werden quadriert:

2
% = cos®t, %; = sin?¢
und addiert:

2 2
%+%=cos"t+sin2t= 1,
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das ist die Mittelpunktsgleichung der Ellipse. Fiir ¢ € [0°; 360°) ergeben sich nach
(IV) alle Ellipsenpunkte. (IV) ist eine wichtige

Parameterdarstellung x = ucost

der Ellipse: hein | t€107:360°) (11.9)

Der Winkel ¢ heiBit exzentrische Anomalie.

Bei der Losung ingenieurtechnischer Aufgaben ist hiufig ein Kreis durch senkrechte
Projektion auf eine Ebene abzubilden. Ist die Ebene des Kreises nicht parallel zur
Bildebene, dann ergibt sich als Projektion des Kreises eine Ellipse. Beweis: In Bild
11.13 ist 7z die Bildebene, ¢ ist die Ebene des Kreises (vereinfachend wird nur der

Bild 11.13

Halbkreis dargestellt). In e wird ein Koordinatensystem z, y so gewihlt, dafl der Ur-
sprung O im Kreismittelpunkt und die 2-Achse in x liegen. Die Projektion der Achsen
z, y auf die Ebene 7 ergibt die Achsen z und y’, wobei 2 und #' zusammenfallen. Im
z,y-System hat der Kreis k£ mit dem Radius « die Gleichung

dtyr=a T W

Die Kurve &' ist die Projektion von k auf . P(x; y) sei ein beliebiger Kreispunkt,
P'(z"; /') als seine Projektion ist ein Punkt von &". Ist & der Winkel zwischen = und ¢,
dann ergeben sich nach Bild 11.13 folgende Beziehungen zwischen den Koordinaten
von P und P':

bzw. (VD
y =ycoswx y=—
Damit folgt aus (V)

y*

= gt
=a
cos? &

z'? +
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oder

Z’Z y’2

4 =

a® ' a®cos?« L. (¥
(VII) ist die Gleichung der Kurve &’ und stellt eine Ellipse mit den Halbachsen « und
b = a cos « dar.

BEISPIELE

11.6. Eine Ellipse hat die Gleichung 42* 4 5,76y* — 23,04 = 0. Gesucht werden ihre Halb-
achsen, Brennpunkte und die numerische Exzentrizitit.

Lésung: Nach Division durch 23,04 wird die Gleichung auf die Form (11.7) gebracht
z! y!
5,76 + 4

so daB @ = 2,4 und b = 2 abgelesen werden konnen. Die lineare Exzentrizitit ist nach

(11.6)
e=YVa* — b = V5,16 — 4 = V1,76 = 1,33,
und damit sind die Brennpunkte Fy(—1,33; 0), F,4(1,33; 0). Die numerische Exzentrizitit
ist e = e/a = 1,33/2,4 = 0,55.
11.7. Die Endpunkte R und @ einer Strecke konstanter Liinge gleiten auf zwei zueinander senk-

rechten Geraden. Welche Kurve durchliduft ein Punkt P der Strecke, dessen Entfernung
von R gleich m und von @ gleich = ist?

=1,

Lésung: Die zueinander senkrechten Geraden werden als Koordinatenachsen gewihlt,
und es wird <¢ OQP = t gesetzt. Aus Bild 11.14 werden die Gleichungen z = m cost,
y = nsint abgelesen. Nach (11.9) beschreibt also P einen Ellipsenbogen. Fir m > n
istm = a, n = b, fiir m < n wird n = a, m = b. Im zweiten Fall fillt die Hauptachse der
Ellipse mit der y-Achse zusammen.

Auf dieser Eigenschaft beruht erstens die Papierstreifenkonstruktion der Ellipse — die
Strecke RQ wird durch einen Papierstreifen realisiert, auf dem P markiert ist — und
zweitens die Wirkungsweise des Ellipsenzirkels. Bei diesem sind die senkrechten Geraden
durch Schienen ersetzt, und in P ist eine Schreibvorrichtung angebracht.

11.8. Bei der Rekonstruktion eines historischen Gebiudes ist ein Tor durch einen Ellipsen-
bogen zu iiberwélben. Die Breite des Tores ist gleich der Liinge einer zur Hauptachse
parallelen Sehne der Ellipse und betriigt s = 4,8 m (Bild 11.15), die zugehérige Pfeilhohe
ist p = 0,8 m. Das Verhaltnis von groBer zu kleiner Ellipsenachse betrigt 2: 1. Es sind
die Halbachsen a und b der Ellipse zu berechnen.

Y
i/?

Bild 11.14
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Lisung: Das Koordinatensystem wird nach Bild 11.15 so gewihlt, da8 fiir die Ellipse
Gleichung (11.7) gilt. Aus @: b = 2: 1 folgt @ = 2b, und (11.7) lautet:

2 %
2 4Ly, (VIII)

Bild 11.15

X

Die Koordinaten von @ erfiillen die Ellipsengleichung (VIII):

2,42 b — 0,8)%
28 (b= 082 _

4b? b2 !

Aus dieser Gleichung fiir b folgt:

b=13 und damit a=2,6.

Aufgaben: 11.9. bis 11.13.

© 113, Die Parabel

Definition

Die Parabel ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstdnde von einer festen
Geraden und einem festen Punkt gleich sind.

Die feste Gerade heiBt Leitlinie /, und der feste Punkt heit Brennpunkt F'. Der Ab-
stand des Brennpunktes F von der lLeitlinie I wird Halbparameter p genannt und
bestimmt die Gestalt der Parabel eindeutig (Bild 11.16). P sei ein beliebiger Parabel-
punkt, und L ist der FuBBpunkt des von P auf die Leitlinie / gefillten Lotes.

Laut Definition gilt stets

PF=PL (I)
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L
g <
S,
&
| £
g 2
5| 3
3 ggi
L 2( abelachse
S
7 F
S
{ 4
Bild 11.16 Bild 11.17

Aus (I) folgt unmittelbar eine Parabelkonstruktion:

Mit gegebenem Halbparameter p werden ! und F und anschliefend eine Schar von
Parhllelen zu [ gezeichnet (Bild 11.17). Wird eine Parallele ausgewihlt und um F mit
dem Radius, der gleich dem Abstand d dieser Parallele von der Leitlinie ist, der Kreis-
bogen geschlagen, so schneidet dieser die Parallele in zwei Parabelpunkten, falls

d> % ist. Fiir d = p/2 ergibt sich ein Beriihrungspunkt, der Scheitelpunkt S ge-

nannt wird. Fiir d < p/2 existieren keine Parabelpunkte. S halbiert den Abstand
zwischen Brennpunkt und Leitlinie. Die Strecke SF = p/2 = f wird Brennweite der
Parabel genannt. Die Konstruktion zeigte, da8 die Parabel die Gerade SF als Sym-
metrieachse hat. Die Parallele zur Leitlinie durch S berithrt die Parabel und heiit
Scheiteltangente.

Die Gleichung der Parabel wird am einfachsten, wenn der Koordinatenursprung im
Scheitelpunkt liegt und die z-Achse mit der Parabelachse zusammenféllt. Fiir einen
variablen Parabelpunkt gilt nach Bild 11.18:

PT:]/(J—%)2+y’ PL-z+2.
N N
Nach (I) folgt

quadrieit
2

2
x’—px+%+y":ﬂ+m+%

Scheitelgleichung der Parabel ¥ = 2px (11.10)

und als
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explizite Form:

+12pz (a1

Gl. (11.10) enthilt p als einzige Konstante. Da zu deren Bestimmung nur eine Glei-
chung benétigt wird, ist die Parabel in der angegebenen Scheitellage des Bildes 11.18
durch die Koordinaten eines Punktes bestimmt. Wegen p > 0 mufl nach (11.11)
auch z > 0 sein. Fiir 2 — oo folgt y — co. Es gilt daher X = [0, o), ¥ = P. Das
doppelte Vorzeichen in (11.11) bringt wieder die Symmetrie der Parabel beziiglich
der z-Achse (Parabelachse) zum Ausdruck. Fiir z = p/2 wird y = +p. Die Strecke
Py(p[2; p) Py(p/2; —p) ist eine Sehne der Parabel (Bild 11.19).

Y x+2- /_:7
L e
y 4 »
P 2
Lof & -
L e s 2 X L21F
2 &2 2 2
x P
2p
7]
l
Bild 11.18 P Bild 11.19

Die Parabelsehne, die im Brennpunkt auf der Parabelachse senkrecht steht, ist
gleich dem Parameter 2p.

Mit Hilfe der 3 Punkte S(0;0), Py(p/2; p), Py(p/2; —p) bzw. der noch hinzuge-
nommenen Punkte P,(2p; 2p), Ps(2p; —2p) 1Bt sich eine durch p gegebene Parabel
schnell und annihernd genau skizzieren.

BEISPIEL

11.9. Eine Parabel in Scheitellage entsprechend Bild 11.18 geht durch.den Punkt P,(8; 12).
Gesucht werden die Parabelgleichung und die Koordinaten des Brennpunktes.

Losung: In die Scheitelgleichung y* = 2pz werden die Koordi von P, eingesetzt:
144 = 2p - 8.

Fir den Halbparameter folgt p = 9. Die Parabelgleichung lautet
y: =182

und der Brennpunkt ist F(p/2; 0) = F(4,5; 0).

Das Bild 11.18 stellt eine nach rechts gedffnete Parabel dar. Die Bilder 11.20 bis 11.22
zeigen nach links, oben bzw. unten gedffnete Parabeln, deren Gleichungen durch
(11.12), (11.13) und (11.14) gegeben sind.
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Bild 11.20 Bild 11.21 Bild 11.22

= —2pr | (1112) 2 — 2py | (11.13) (11.14)

Zum Beispiel ergibt sich (11.12) aus (11.10) durch die Abbildung mit den Gleichungen
%= —x, § =y, wobei die Querstriche anschlieBend wieder weggelassen werden.
Diese Abbildung stellt aber nach (9.11a) eine Spiegelung der zu (11.10) gehorenden
Parabel an der y-Achse dar. Die Gleichungen (11.13) und (11.14) ergeben sich aus
(11.10) und (11.12) durch Vertauschen von x und y.

Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich, wenn der Scheitelpunkt der Parabel nicht
mit dem Koordinatenursprung zusammenfallt. Wird auf die Punkte der Parabel des
Bildes 11.18 eine Schiebung entsprechend Abschnitt 9.6.1 durchgefiihrt, so daB
der Scheitelpunkt die Koordinaten x5 und ys erhalt (Bild 11.23), dann geht die Schei-
telgleichung (11.10) iiber in die Parabelgleichung (11.15). Entsprechende Verallge-
meinerungen ergeben sich aus den Gleichungen (11.12) bis (11.14).

:

Parabel mit dem

Scheitelpunkt S(xs;ys), \ (y — ys)? = 2p(x — xs) (11.15)
nach rechts geiiﬂnet.

nach links gedfinet | (y — ys)? = —2p(x — xs) l (11.16)
nach oben gedffnet [ (x — x5)2 = 2p(y — Ys) l (11.17)
nach unten gedfinet. [ (x — xg)2 = —2p(y — ¥s) I (11.18)

¥s7
Bild 11.23
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Werden in den Gleichungen (11.15) und (11.16) bzw. (11.17) und (11.18) die Klam-
mern ausgerechnet und die Glelchungen nach x und y umgestellt, so ergeben sich die
Parabelgleichungen als ganzrationale Funktionen 2. Grades:

2=t + ayy + apy? | | Y= b+ b+ bt | (11.19) (11.20)

mit beliebigen reellen Koeffizienten «;, b;, aber a, == 0, b, & 0. Die Achsen der zu
(11.19) gehérenden Parabeln sind parallel zur z-Achse; die Achsen der zu (11.20) ge-
horenden Parabeln sind parallel zur y-Achse.

BEISPIELE
11.10. Ein parabolischer Bruckenbogen hat die Spannweite ! = 32 m und die Pfeilhohe

h = 6 m. In Abstiinden von je 4 m sind Vertikalstibe angebracht. Thre Lingen sind zu
berechnen.

One)
<
&0

A A
2 5
A %

b 1h |hs

>
&
s

4 N8, , Bild 11.24
) = ]
s -

Lésung: Die z-Achse wird durch die Auflagepunkte 4 und B gelegt, die y-Achse durch
den Scheitelpunkt § (Bild 11.24). Die Parabel ist nach unten gedffnet und hat die Glei-
chung 2 = —2p(y — 6) entsprechend (11.18) mit S(0; 6). Da A(—16; 0) auf der Parabel

liegt, gilt
256 = 12p oder 2p = %
Die Parabelgleichung lautet .

z’=—%s(y—6) bzw.y=6«——%1°

Fir #; = —12 und 24 = 12 wird y; = y; = %
9

fir z, = —8 und 25 = 8 wird y, = y; = =

- 45

fiir 2, = —4 und 2, = 4 wird y, = y, = T

.Die Langen der Vertikalstibe sind
By=th=2,625m, hy—h,=4500m, h, =h =5625m.
T

11.11. Das Leiterseil einer 110-kV-Leitung hat infolge des Durchhanges annihernd die Form
einer Parabel mit senkrechter Achse. Der waagerechte Abstand zweier Masten betrigt

8 = 301,4 m, der Héh hied der Aufhingepunkte 4 und B ist » = 23,6 m
(Bild 11.25). Der in der Mitte zwischen 4 und B gemessene ,,Durchhang“ ist f = 8,4 m.
Gesucht werden die Gleichung der Parabel in dem angeg Koordi ystem

und die Koordinaten des Scheitelpunktes.
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Lésung: Die Parabelachse ist parallel zur y-Achse, deshalb wird Gleichung (11.20) ver-

wendet:
y = by + byz + by?. (I
Zur Besti der Koeffizienten b,, b,, b, sind drei Gleichungen notwendig. Es

mﬁ.ssen deshalb drei Punkte der Parabel bekannt sein. Aus Bild 11.25 lassen sieh die

der drei Parabel e 4, B, C ablesen:
A(0;0), B(301,4; —23,6), C(150,7; —20,2).

0=A

i

I

2 Bild 11.25
Diese Koordinaten miissen jeweils (II) erfiillen:
0=1b,
23,6 = by -+ 301,4b, + 301,4%,
—90,2 = by + 150,7b, + 150,7%b,.
Aus den drei Gleichungen werden b, b,, b, berechnet:
by =0, b = —0,18978, b, = 0,00037.
Die Parabelgleichung lautet:
y = —0,18978z 4 0,00037a*

Gleichung (L1T) 1aBt sich schrittweise auf die Form (11.17) bringen:
22 — 513,1z = 2703,4y
* quadratische Erginzung addieren:

2% — 513,1z + 65817,9 = 2703,4y + 65817,9
(z — 256,5)2 = 2703,4(y + 24,3)

(IIT)

Aus dieser Gleichung lassen sich die Koordinaten g, yg des Scheitelpunktes ablesen:

8(256,5; —24,3).
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11.12. Ein Kérper wird mit der Geschwindigkeit v unter einem Winkel gegen die Horizontal-

ebene abgeworfen. Der Abwurfort liegt in der Horizontalebene.

a) Fiir die Bahnkurve des Korperschwerpunktes sollen eine Parameterdarstellung sowie
eine pprameterfreie Gleichung angegeben werden. o

b) Die erreichte Wurfhohe & und die Wurfweite w sind zu bestimmen.

Lésung: a) Nach Bild 11.26 wird ein Koordinatensystem gewihlt, dessen Ursprung in
dem Abwurfort liegt. Ohne den EinfluB der Schwerkraft wiirde sich der Korper auf der

A (3 X » Bild 11.26

Geraden y = tan « - z bewegen. Nach der Zeit ¢ wiirde er die Strecke 0Q = vt zuriick-
gelegt haben und sich im Punkte @ befinden. Durch die Einwirkung der Schwerkraft

fiillt er aber gleichzeitig um die Strecke QP = % t2. Nach der Zeit ¢ befindet sich daher

der Kérperschwerpunkt im Punkt P der gesuchten Bahnkurve. Aus dem Bild ist eine
Parameterdarstellung mit ¢ als Parameter abzulesen:

z=utcosa = 2(t), (IV) y = vtsina — -g— = y). )

Wird ¢ aus (IV) berechnet (x = 90°) und in (V) eingesetzt, dann ergibt sich die para-
meterfreie Gleichung

y=ztana—§z)7;xz. (V1)

Da nur die Variable = den Exponenten 2 hat, ist die Bahnkurve eine Parabel. Sie 1i8t
sich auf die Form (11.18) bringen:

(z _ vtsin 2oc)E _ _ 2v*cos’a (y _ v*sin? a)
29 g 29
2 gin?
b) Die Wurfhohe ist & = yg = “2;#
9
und die Wurfweite ist wegen der Symmetrie der Parabel beziiglich ihrer Achse
4
w =2z = 2sin 20
g

Die Wurfweite w ergibt sich auch aus (VI) als eine Losung der Gleichung y = 0.

Aufgaben: 11.14. bis 11.19.
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11.4. Die Hyperbel

Definition .

Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Differenz ihrer
Abstande von zwei festen Punkten konstant ist.

Diese Definition folgt aus der Definition der Ellipse, wenn dort lediglich die Summe
durch die Differenz ersetzt wird. Zwischen den Sitzen bzw. Gleichungen beider
Kurven bestehen daher trotz der unterschiedlichen Bilder im allgemeinen nur Vor-
zeichenunterschiede. Fiir die konstante Differenz wird

|PF; — PF;| = 20 m
und fiir den Abstand der Brennpunkte F,, F;, wird wieder
F\Fy = 2¢

gesetzt (Bild 11.27). e ist die lineare Exzentrizitit der Hyperbel. Fiir sie muBl e > a
sein. ¢ = e/a > 1 ist die numerische Exzentrizitat.

Zur Aufstellung der Kurvengleichung wird wie bei der Ellipse die z-Achse durch die
Brennpunkte gelegt, urid der Ursprung O halbiert den Abstand F,F, (Bild 11.28).
Aus der Definition folgt nach (I) fiir einen beliebigen Hyperbelpunkt P(z; y)

|ry — 1| = 2a

bzw.

Ve + o + 9 — Ve — ¢ + | = 2a.
Ahnliche Umformungen wie bei der Ellipse fiihren zur Gleichung
(€ — a?) 2 — a?y? = a®(e* — u?). (II)

Sie stimmt mit der Ellipsengleichung (111) aus 11.2. formal iiberein. Da aber fiir die
Hyperbel e > « ist, wird jetzt abkiirzend

e —a =0 (11.21)

gesetzt. Damit geht (I) iiber in
b2 — u?y® = a®b?. (11I)

R

Bild 11.27 Bild 11.28



© 330 11. Kurven zweiter Ordnung

Nach Division durch a2b? folgt daraus,die

Mittelpunktsgleichung a? oyt

der Hypetbel T 1 (11.22)

Die Hyperbel ist durch zwei der drei GréBen a, b und e bestimmt. Die Mittelpunkts-
gleichung ist rein quadratisch in 2 und g, d. h., 2- und y-Achse sind Symmetrie-
achsen der Hyperbel. Fiir y = 0 folgt aus (11.22) = 4-a. Die Hyperbel schneidet
die z-Achse in den Hauptscheitelpunkten A,(—a: 0) und Ay(a; 0) (Bild 11.29). Mit
x = 0 ergibt sich aus (11.22) y = +b]. Es existieren keine (reellen) Schnittpunkte
mit der y-Achse, d. h., die Hyperbel besteht aus zwei getrennten Asten.

@ heiBit die reelle Halbachse, b die imaginire Halbachse. Zwischen @ und b sind im
Gegensatz zur Ellipse die Relationen a < b, a = b und a > b méglich.

Die Mittelpunktsgleichung (11.22) lautet explizit

y= ;I;—Z- Ya? — a? ) (11.23)

Die Wurzel ist reell fiir || = «, d. h.,, X = (—o0, —a] u [4, o). Fiir z € (—a, a)
wird y imaginér; es existieren in diesem Intervall keine Hyperbelpunkte. Aus
|| — oo folgt |y| = oo, d. h., ¥ = P. Die beiden Aste erstrecken sich von 4, bzw. 4,
aus nach beiden Seiten unbegrenzt. Dabei zeigt die Hyperbel ein typisches, von der
Parabel abweichendes Verhalten, das untersucht werden soll. Wegen der Symmretrie
der Hyperbel beziiglich beider Koordinatenachsen wird die Betrachtung auf den
im L Quadranten liegenden Kurventeil beschrinkt. Gl. (11.23) wird in der Form

&t
y=§-xl/1—% x=a) (IV)

geschrieben. Wird z unbegrenat groBer, dann wird a%/2? immer kleiner und

2
néhert sich der Null. Damit nihert sich aber |/1 — % der Eins. Die Ordinaten 7 und y
.eines Punktes @ der Geraden mit der Gleichung y = 22 bzw. eines Punktes P der
"Hyperbel mit der Gleichung (1V) unterscheiden sich daher um so weniger, je groBer z
ist (Bild 11.30). Entsprechendes gilt fiir die anderen Quadranten. Die Hyperbel

¥

o
<
<1

Bild 11.29 Bild 11.30
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niihert sich also von der z-Achse herimmer mehr zwei durch den Ursprung gehenden
Geraden, ohne sie aber je zu beriihren oder zu schneiden. Diese Geraden heiflen

Asymptoten der Hyperbel (11.24)

Mit den Richtungsfaktoren j:% der Asymptoten und der Beziehung (11.21) ergibt

sich das in Bild 11.29 dargestellte rechtwinklige Dreieck 04, B. Es zeigt, wie aus den
gegebenen GroBen a und b die Asymptoten und die Brennpunkte konstruiert werden
konnen. Sind Scheitelpunkte und Asymptoten bekannt, dann 148t sich die Hyperbel
leicht angenihert zeichnen.

Y

A x

Bild 11.31

Wihrend der Sonderfall « = b bei der Ellipse den Kreis mit der Gleichung 22 + y*
= a? lieferte, ergibt sich hier fiir « = b die

gleichseitige Hyperbel (11.25)

Thre Asymptoteln y = +2 schneiden die Koordinatenachsen unter 45° und einander
unter 90° (Bild 11.31).

BEISPIELE

11.13. Eine Hyperbel hat den Hauptscheitelpunkt "4,(6/5; 0) und geht durch den Punkt
P,(2; 32/15). Wie heiBen die Hyperbel- und die Asymptotengleichungen; welchen Winkel
bilden die Asymptoten miteinander?
Lésung: Mit dem Hauptscheitelpunkt ist die Halbachse a = 6/5 gegeben. In die aus
(11.22) folgende Hyperbelgleichung

2t P o
36 b
werden die Koordinaten von P, eingesetzt:
_2.5-_4_ 1024 _
36 225b% y
Aus dieser Gleichung wird b berechnet: b = 8/5.
Hyperbelgleichung: 2::2 —2—2%2 =1, Asymptotengleichungen: y = j:% z.
b

Fiir den Winkel ¢ zwischen den Asymptoten folgt aus ¢ = 20 und tana =
schlieBlich & = 53° 08’, ' = 106° 16”. a

|k
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11.14. Die Mantelfliche des Kiihlturmes eines Heizkraftwerkes sei Teil eines s,einschaligen

Rotationshyperboloids‘ (Bild 11.32). Diese Fliche entsteht, wenn ein Ast der Hyperbel
mit der Gleichung (11.22) um die y-Achse gedreht wird. Alle ebenen Schnitte durch die
Drehachse ergeben als Schnittkurven Hyperbeln, wihrend die ebenen Schnitte senk-
recht zur Drehachse Kreise ergeben. Der Kreis mit dem kleinsten Durchmesser heiBt
Kehlkreis (k). Er wird von dem Scheitelpunkt des roti den Hyperbelastes erzeugt.

Bild 11.32 Bild 11.33

Von dem Kiihlturm sind nach Bild 11.33 der Radius R, = 17 m des Kreises der Grund-
fliche, der Radius R, = 9,5m des Kreises der Deckfliche sowie die Gesamthéhe
H = 48 m und die Hohe & = 40 m bis zum Kehlkreis gegeben. Gesucht wird der
Radius r des Kehlkreises.

Lisung: Bei Zugrundelegung des in Bild 11.33 gewihlten Koordinatensystems hat die
Hyperbel die Gleichung

und es ist 7 = a. Bekannt sind nach Bild 11.33 die zwei Hyperbelpunkte P(9,5; 8),
Q(17; —40). Thre Koordinaten erfiillen die Hyperbelgleichung:

9025 64
@ e
289 1600 _
@ e

Wird die 1. Gleichung mit 25 multipliziert und davon die 2. Gleichung subtrahiert, dann
ergibt sich

L’Z’% =24 bzw. a = 9,05.
a

Der Radius des Kehlkreises ist 7 = 9,05 m.
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11,15, Gesucht wird die Gleich der gleichseiti Hyperbel, wenn deren Asymptoten als
Koordinatenachsen gewihlt werden.
Lésung: Die Asymptoten werden entsprechend Bild 11.34 orientiert und als z’- und
y’-Achse bezeichnet. P ist ein variabler Hyperbelpunkt mit den Koordinaten z, y im
urspriinglichen und z’, 3" im neuen Koordi ystem. Unter Verwendung der einge-
zeichneten Hilfslinien sowie der Winkel § = 45° werden die Beziehungen abgelesen:

2 =04 =0B — AB=0B — DT:zcos45°—ysin45°:%}’§(z—y) )
o — AP = AD + bP = BC + Iﬁ:zsin45°+ycm45°=—;-ﬁ(z +9).
(VI)
,
y s
\ P
Y 4
K v
N
> = Bild 11.34
x
M-(A 7/
y 7
i
B
X
N
x
Die Gleichungen (V) und (V1) multipliziert. ergeben
-t
und mit (11.25)
1
PTIER NE 2 VII
2y 7 (VII)

Das Produkt der Abstinde eines Hyperbelpunktes von den Asymptoten ist also kon-
stant. Diese Eigenschaft gilt iibrigens allgemein und ist nicht auf gleichseitige Hyperbeln

beschrinkt. Mit ¢ = -;— a? folgt aus (VII) fiir die explizite Form

= (11.26)

Die gleichseitige Hyperbel erscheint hier als Graph einer gebrochenrationalen Funktion
(vgl. 10.4.2.).

11.16. Esist zu beweisen: Wenn eine Gerade die Hyperbel in den Punkten Py, Py und die Asym-
ptoten in den Punkten P,. P, schneidet, dann sind die Strecken P,P; und P,P, gleich
lang (Bild 11.35).
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Beweis: Zuerst werden die Schnittpunkte P,, P, und P,, P, berechnet, dann wird der
Mittelpunkt Py der Strecke P,P, sowie der Mittelpunkt Pj; der Strecke Py P, bestimmt.
Wenn beide Mittelpunkte zusammenfallen, muB P, P, = P,P, sein.

Da die Rech mit einer beliebigen Hyperbel und einer beliebigen Geraden durch-
gefiihrt werden, ist dieser s,analytische Beweis'* allgemein giiltig.

Die Hyperbel %, die Gerade g und die Asymptoten k,, ky haben die Gleichungen

h: b2 — a2%? = a%? (VIII) g:y=mx+n (IX)
k,:y:’—’x (X) kyy= ) @ (XI)
« a

Durch Einsetzen von (X) bzw. (XT) in (VIII) berechnen sich die Abszissen der Schnitt-
punkte P, P,:

Y2ai, — a¥(mzy, + n)? = a%h?.

Die Normalform dieser quadratischen Gleichung lautet:

a*mn P Ll 0

0 XII
b — arm2 TVt b2 a2m? D

T1a —

Die Abszisse des Mittelpunktes P’y ist nach (9.3) zy = HTJ:’ . Nach dem Wurzelsatz
von VIETA ist aber z; + 2, = —p (vgl. Gl. (6.3)). Damit folgt aus (XII):

Xy 4 2y a*mn

ey =

2 — atm?’
Die Abszi der Schnittpunkte P;, P, werden durch Gleichsetzen von (IX) und (X)
bzw. (IX) und (XI) berechnet: !
b
may - n= — ay; Mmry L n = —— x,.
« a
” “n x o= ~—an
T b —am '4_b+am'

Die Abszisse zjy des Mittelpunktes P}, ist mit obigen Werten

AN

o

Bild 11.35 ' Bild 11.36



11.5. Kurven zweiter Ordnung als Kegelschnitte . 335

Diese Hyperbeleigenschaft kann zur einfachen Konstruktion von Hyperbelpunkten
dienen, wenn mit den Asymptoten auch ein Hyperbelpunkt, z. B. P,, bekannt ist (Bild
11.36). Es werden beliebige Geraden durch P, gelegt und die jeweiligen Strecken von Py
bis zur Asymptote entsprechend Bild 11.35 von der anderen Asymptote aus bis zu den
Hyperbelpunkten Py, Py, Py, Py, ... abgetragen. Die Gerade kann auch beide Hyperbel-
iste schneiden. Mit Hilfe der erhaltenen Punkte konnen dann weitere Hyperbelpunkte
konstruiert werden.‘

Aufgaben: 11.20. bis 11.23.

11.5. Kurven zweiter Ordnung als Kegelschnitte

Die Kurven 2. Ordnung wurden in den vorangegangenen Abschnitten rein plani-
metrisch definiert als Menge von Punkten der Ebene, die bestimmte Bedingungen
erfiillen miissen. Es wurde aber bereits auf die stereometrische Definition als ebene
Schnitte eines Drehkegels hingewiesen.

Bild 11.37

In einer Ebene = liege ein Kreis & und senkrecht zu iiber dem Kreismittelpunkt M
ein Punkt S. Die Menge der Geraden durch S und durch die Punkte von % bilden einen
Drehkegel. Die Geraden sind Mantellinien des Kegels und schlieBen mit zz den Winkel
B ein (Bild 11.37).

Eine Ebene ¢ habe gegen = den Neigungswinkel &. Die Schnittkurve zwischen der
Ebene ¢ und dem Kegel ist abhiingig von der GroBenbeziehung zwischen « und .

Bild 11.38 Bild 11.39 Bild 11.40
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Als Schnittkurve ergibt sich fiir )
a < B die Ellipse (Bild 11.38), fiir « = 0 den Kreis,
a = f die Parabel (Bild 11.39)
« > f die Hyperbel (Bild 11.40).

Anmerkung: Ein Beweis fiir die Ubereinstimmung der Kurven 2. Ordnung mit den Kegel-
schnitten wird mit Hilfe der DanpELINschen Kugeln gefiihrt, worauf hier nicht eingegangen
wird. Auf die b dere Bed g der Brennpunkte der Kegelschnitte, das heiBt auf ihre
»»Brennpunkteigenschaften* kann hier ebenfalls nicht eingegangen werden. Einige Beispiele
werden im Abschnitt 18. behandelt.

Kontrollfragen

11.1. Wie heiBen die planimetrischen Definitionen von Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel
als Punktmengen der Ebene?

11.2. Wieviel Konstanten sind notwendig und welche sind es bzw. kénnen es sein, um jeden
der Kegelschnitte (unabhingig von seiner Lage in der Ebene) festzulegen?

11.3. Wieviel Symmetrieachsen hat jeder der Kegelschnitte?

11.4. Welche Punkte, Strecken und Geraden haben bei den Definitionen oder Konstruktionen

der Kegelschnitte eine b dere Bedeutung?

11.5. Welche geometrischen Konstruktionen sind fiir die Ellipse, die Parabel und die Hyperbel
bekannt?

11.6. Woran erkennt man an einer Kur leichung, daB sie (abgesehen von Sonderfillen)

einen Kegelschnitt beschreibt? Wann liegen ein Kreis, eine Ellipse, eine Parabel oder eine
Hyperbel vor?

11.7. Durch wieviel Punkte ist ein Kegelschnitt in der Ebene festgelegt, wenn mindestens eine
Symmetrieachse parallel zu einer Koordinatenachse ist oder mit dieser zusammenfill
und der Mittelpunkt bzw. Scheitelpunkt des Kegelschnitts a) im Koordinatenursprung
liegt, b) eine beheblge Lage im Koordinatensystem hat? Die Antwort ist unter Ver-
wendung der zugehérigen Kurvengleichung zu begr\mden

11.8 Was ist unter der Parameterdarstellung einer Kurve zu verstehen?

11.6. Aufgaben
11.1.  Wie lautet die allgemeine Gleichung des Kreises mit
a) M(3; —5),r=8 b) M(0; 10), r = 10
) M(1/8; —1/6), r = 5/24 d) M(—4;7),r =177
11.2. Essind Mittelpunkt und Radius der durch folgende Glelchungen bestimmten Kreise zu
ermitteln:
a) a4 y* — 122 + 6y — 99 =0 b)a?+yP+y—2=0"
c) 22 + 2y* + 82 =0 d) 2® 4 y* — 10,4z — 1,6y + 7,43 =0
. 20 7 2 1 5
2 P % ——=0 f) PPt oz——y+—=0
e) 5z* + 5y 3" W3 )r+y+3z 3y+6
5
g8) x‘+y‘+2r—y+—=0
11.3. Wie heiBt die Gleichung des Kreises, der den Mittelpunkt M (3 ~—) hat und durch

den Ursprung geht?
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11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

Ein Kreis mit dem Mittelpunkt 3f (-l; -
Gesucht wird seine Gleichung. 4

Ein Kreis beriihrt die y-Achse im Punkt P, [0; —%) und geht durch den Punkt
P, (l; —:—) . Wie heiBt seine ‘Gleichung?

2 geht durch den Punkt P, 3 3 16 3
3 4’3

Wie heiBt die Gleichung des Kreises durch die drei Punkte P;(8;16), Py(15; 9),
Py(8; —8)?

Es sind die Schnittpunkte zwischen Kreis und Gerade zu bestimmen. Welche Lage hat
die Gerade zum Kreis?

a) 2% + y* = 100 b) 22 4+ y* =T4
5 74
= Tx — 50 = — 4 =
y =i v=gety
c) 22 + ¥ = 30 dya®+y2— 10z +2y+6=0
x—3y—20=0 22 44y —26 =0

Der Kreis mit M(4; —4) und r = 10 wird von der Geradeny = —17x + 74 geschnitten.
Man berechne die Linge s der Sehne, den Sehnenmittelpunkt § und zeige, daB die
Gerade MS senkrecht zur Sehne ist.

Man bestimme die Mittelpunktsgleichung der Ellipse aus
aya=11; e=38 b) a = 8; £=%V—7- ¢) e=12; ¢=075
Man bestimme die Halbachsen, die Brennpunkte und & der Ellipsen

2 2 a2 42
2P g E L g o) 272 443 — 1161 =0
RATRETY ) 34t T Bal €} BlErey

Von einer Ellipse in Mittelpunktslage sind die groBe Halbachse @ = 5, die auf der
2-Achse liegt, sowie ein Punkt P(4; —1,8) gegeben. Wie heiit ihre Gleichung?

a) Von der Ellipse b%* + a?y* = a*b* sind die Punkte Py(8; 3,6), Py(6; 4,8) gegeben.
Wie groB sind ihre Halbachsen?

b) Desgl. fiir P,(10; 5), Py(8; 13).
Man bestimme die Schnittpunkte von der Ellipse und der Geraden:

2yt 1
a)—=+==1; =—— 3
Vs 4 ki

2 |
WE+L 1 y=—z+9
i y=—z+

2 9 Ve

2V g oy=—a 812
RIS v 3o+

Es sind Parabeln mit den Halbparametern p = 0,5 ¢cm, 1 cm, 3 cm und 5 cm zu kon-
struieren.

Man zeichne mit Hilfe von Wertetabellen die folgenden, durch ihre Scheitelgleich
gegebenen Parabeln: .

u)y’:—g-z b) y* = 4x c) = —3z

d) y =2 e) z-z=—5y
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11.16.

11.17.

11.18.

11.19.

11.20.

11.21,
11.22,

11.23.

a) Eine Parabel geht durch den Punkt P,(9; 6), ihr Scheitelpunkt liegt in O, und ihre
Achse fiillt mit der z-Achse zusammen. Wie heiBt die Scheitelgleichung?

-
Desgleichen b) P, (_%; %) 2 ¢) Py(2,75; —1,42)

Man ermittle die Gleichung einer Parabel aus
a) 8(—2; —5), p = 4, Parabel nach rechts geoffnet,
b)-8(3; 0), p = 0,5, Parabel nach unten gesfinet,

c) 8(—1;10),p = %, Parabel nach links geffnet,

d) S(6; —6), p = 7, Parabel nach oben geoffnet.

Eine Parabel ist durch drei Punkte und ihre Achsenrichtung bestimmt. Gesucht werden

die Scheitel- und die Brennpunktkoordinaten.

a) Py(10; 15), Py(1; —3), Py(—5/4; 6), Parabelachse parallel zur 2-Achse.

b) Py(1; 23/6), Py(2; 10/3), Py(8/3; 4/3), Parabelachse parallel zur y-Achse.

c) Py(—2,15;0,60), P,(—2,60;1,20), Py(—3,35; 1,80), Parabelachse parallel zur

2-Achse.

Der parabolische Triiger einer Briicke mit aufgehingter Fahrbahn CD hat die Spann-

weite / und die zugehérige Pfeilhthe & + « (Bild 11.41).

a) Es ist die Gleichung der Parabel im ang geb System auf: 11

b) Es sei in a) speziell « = k. Wie groB ist die Linge CD der Fahrbahn?

¢) Firl =36 m,k = 6 m,a = 3 m berechne man die Lange der Fahrbahn CD sowie die
Lingen der Vertikalstibe, die 5 m bzw. 10 m von der Briickenmitte entfernt ange-
bracht sind.

Bild 11.41

Man bestimme die Halbachsen, die Brennpunkte und die Asymptotengleichungen der
folgenden Hyperbeln:

P ¥
N3 144
c) a® — y® — 196 = 0

1 b) 2252% — 64y* + 14400 = 0,

Welchen Winkel schlieBen die Asymptoten der Hyperbel 1622 — 36y = 576 mit-
einander ein?

Eine Hyperbel hat die Asymptoteny = -+ (45/28) x und den Brennpunkt F,(—53/18; 0).
Wie groB sind die Halbachsen?

Man berechne die Schnittpunkte zwischen der Hyperbel 422 — 942 = 36 und den
folgenden Geraden und ver hauliche sich die Ergebnisse an einer Skizze.

a)y=2z—8 b)z—2y—1=0 ¢) y=2x+43

d) 5z + 6y +9 =0 e 22 +3y+15=0
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11.24.

11.25.

11.26,

11.27.

11.28.

11.29.

" 11.30.

11.31.

11.32.

11.33.

11.34.

11.35.

11.36.

Ein Kreis enthlt die Punkte P, (-}' —L)) und P, (—2; %9) . Sein Mittelpunkt liegt
auf der Geraden y = ——14—1 z+ i;— Gesucht wird die Kreisgleichung.

Von einem Dreieck sind die Eckpunkte Py(—11;0), Py(12; —7), P4(12; 23) gegeben.
Man berechne die Gleich der Mittelsenkrechten und die Gleick des Umbkreises.

Von einem Dreieck 4BC sind die Seite ¢ und das Verhiltnis a:b = m:n der Seiten a
und b gegeben. Auf welcher Kurve liegen die Punkte C aller Dreiecke, die die gegebenen .
Werte haben?

Von einem Punkt A(a; 0) wird auf eine Gerade g durch O das Lot gefillt. Gesucht wird
eine Parameterdarstellung fiir die Menge der LotfuBpunkte F, die den verschiedenen
Lagen der Geraden entsprechen, sowie eine parameterfreie Gleich der sich ergebend
Kurve.

(Gegeben sind der Kreis 2* + y* = r* und der Punkt A(0; b) mit b > r. Eine variable
(Gerade durch 4 schneide aus dem Kreis eine Sehne aus. Gesucht wird die Menge der
Schnenmittelpunkte.

Um ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a ist eine Parabel zu legen, deren Scheitel-
punkt in einer Ecke des Dreiecks liegt. Wie groB ist der Halbparameter p?

Von den folgenden Parabeln sind die Koordinaten des Scheitelpunktes und des Brenn-
punktes zu bestimmen.

a) 2y — 242 — 12y — 6=10 b) 522 + 40z + 25y + 230 =0

¢) -+ 4a+ 20y 4 100 =0 d) 322 — 21z — 3y + 36=0

Glesucht wird dic Menge der Mittelpunkte aller Kreise, die einen Halbkreis mit dem
Radius 7 und den zugehérigen Kreisdurch beriihren.

Man lege durch den Brennpunkt der Parabel mit der Gleichung y? = 4z eine Gerade mit

dem Anstieg —%. Welche Koordinaten hat der kt der auf der Geraden

liegenden Parabelsehne?

Sind von einer Parabel die Tangenten #; und ¢, durch ihre Beriihrungspunkte P, und P,
und ihren Schnittpunkt P, gegeben, dann kann man weitere Parabeltangenten durch
folgende Konstruktion finden: Man teilt die Strecken PyP; und PyP, in je n Teile
(n belicbig). Die erhaltenen Punkte R; € f; und @; € 1, numeriert man in der Reihenfolge
Ry=PLR,Ry... Ry =Py

Qo = Py Oy, Qo s @y = Poe

Die Verbindungslinien R;@; von Punkten mit gleichen Indizes sind dann die Parabel- -
tangenten (Hiillkonstruktion der Parabel). Man konstruiere danach fir z = 10 und
PoP, = Tcem, PP, = 13 em, & PyPoP, = 50° die Parabel durch einhiillende Tangen-
ten.

Von der Ellipse bz + a*y® = a*b* sind die Punkte P;(—3,6;4) und P,(4,8; —3)
gegeben. Man bestimme die numerische Exzentrizitit e und die Abstinde der Punkte Py
und P, von den Brennpunkten.

1n die Ellipse b%? + ay® = a®b* ist ein Quadrat einzyzeichnen, dessen Eckpunkte auf
der Ellipse liegen (und dessen Seiten damit parallel zu den Ellipsenachsen sind). Wie
groB ist seine Fliche?

Man berechne die numerische Exzentrizitit der elliptischen Erdbahn, wenn sich die
Entfernungen der Erde von der im Brennpunkt steh dén Sonne in ahe (Peri-
hel) und in Sonnenferne (Aphel) niherungsweise wie 29:30 verhalten.
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11. Kurven zweiter Ordnung

11.37.

11.38.

11.39.

11.40.

11.41.
11.42,

11.43.

11.44.

11.45.

Zwei Stibe OR = m und RP = = sind in R durch ein Gelenk miteinander verbunden.
OR dreht sich um O linksléufig mit der Winkelgeschwindigkeit o gegen die Ebene, wih-
rend sich RP um R mit der Winkelgeschwindigkeit 20> gegen OR rechtsliufig dreht.
Welche Bahn beschreibt Punkt P?

Eine Ellipse hat die Gleichung b%? + a%* = a%?. P, und P, sind zwei symmetrisch
zur z-Achse gelegene Ellipsenpunkte. Durch P, wird eine Gerade g, parallel zur z-Achse
gelegt und durch P, und den rechten Hauptscheitelpunkt 4, eine Gerade g,. Gesucht
wird die Menge der Schnittpunkte der Geraden g, und g,.

Wie lang ist die Sehne, die durch die Ellipse 10022 -+ 625y% = 62500 aus der Geraden

y= -_% x + 3—: herausgeschnitten wird?

2 2

Eine Hyperbel hat ihre Scheitelpunkte in den Brennpunkten der Ellipse % + !;6 =1

2
und die gleiche Nebenachse wie die Ellipse. Wo schneiden sich beide Kurven?
Eine Hyperbel 522 — a%? = a%?® geht durch den Punkt P(2;3), ihre Asymptoten
schlieBen den Winkel 2x = 120° ein. Man berechne die Halbachsen.
Eine Ellipse hat die Gleichung 192 + 64y* = 76. Welche Hyperbel hat mit der Ellipse
die Brennpunkte gemeinsam und geht durch den Punkt P;(5/4; 2)?
Welches ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Entf g von dem Mittelpunkt
M der Strecke AB = 2a die mittlere Proportionale zwischen ihren Entfernungen von 4
und B ist?
Die Seite BC = a eines Dreiecks liegt fest, wihrend die Spitze 4 sich so bewegt, daB
¥ = 2f ist. Auf welcher Bahnkurve bewegt sich der Punkt A des Dreiecks?
Eine Kurve ist durch eine Parameterdarstellung gegeben. Man stelle eine Wertetabelle
auf, zeichne die Kurve und bestimme ihre parameterfreie Gleichung F(z; y) = 0.

a) k:z=t—1 b)kg:r:ﬁ c) ky: 2 =2cost + 3
1 14t :
=—r_3 = —_—— =2 t,
¥y=- V=7 y sin
d) kg: 2 = 3cott
-2
sint

Lésungshinweis: Bei dem Ubergang von der Parameterdarstellung zur parameterfreien Dar-
stellung wird im allgemeinen ¢ dadurch eliminiert, daB die Gleichung z = z(¢) nach ¢ aufgelost
und der erhaltene Wert fiir £ in die zweite Gleichung y = y(t) eingesetzt wird.



Losungen

1.1. Aussagen: a), e); Aussageformen: b), ¢), g);
weder Aussagen noch A formen: d), f)

1.2. a) A=1{0,1,2,3,4 b) B={3,5 c) C= 0 (vgl Beispiel 1.6.)
1.3. a) ,,Pudel* ist Artbegriff, ,,Hund" Gattungsbegriff: 4 S B (es gilt sogar: 4 — B)
b) A=B ¢) A 2 B (es gilt sogar: 4 D B)

- 1.4. Vgl. Beispiele 1.30.,1.32.
a) H(x) = K(2), H(z) ist hinreichende Bedingung

de Bed;

b) notwendige und hinreick

¢) notwendige Bedingung

15 a) g st (st sl
b) {r, st up = 4; {t,u) = C; {r, 9); @
¢) {rs sty u v, w); 05 {8, L w) = A; o, w) = D
1.6. a) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; {4, 5, 6}; {0, 1, 2,3}; {7, 8,9, 10}
b) {0,1,2,3,4,5,6,8,9,10; 0; 4; C
¢) A4;D;{0,1,2,3}; ©
1.7. Beachte Formel (1.1) und Bild 1.10
a) 0;4;4;0  b) ;U304 o) ;U454
1.8. a) Vgl.Bild1.11: AuB b)0 c) A4 d) B
19. a) Knfn, 7} ={n} b) Ku{n,rs=1{mno0p¢r s}
KN\ {frnopgrstt={m d) K\ fopg={mn
1.10. a) QCR,QCS,R(:P,SCP,SCD,PCT,T: Vv,DcV

(folglich: Q= P, Qc T, Q = V,QcD,Rc=T, R V,ScT,8ScD, ScV,
PcV) :

b)Bn8=@TnD=8,PnD=S8
1.1

o

.a) {rs); {4,561\ 456,89, 10} =
b) {g}; {7, 8, 9, 10}

1.12. a) Siehe Bild L 1
b) (AnB)\D ¢ [D\(4uB)]u(CnD)

1.1

»

a) Siehe Bild L2 b) Siehe Bild L3
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(AnB)\C=(A\C)n B
Bild L2

(A\B)\C=A\(BuC) BIdL3

2.1. a) 0,213 b) 0,135 ¢) 0,09615384

2.2. a) [5,15), (7, 10], [5, 7], (10, 15)
b) vgl. Beispiele 2.3., 2.4.: (3, 7) u (7, 15) = (3, 15) \ {7}, &, [2, 10], {5}
) 3,101\ B =(3,7), 3,51\ 4 = (3,5)
d) AN (3,7 u(7,15)).= {1}, Cn (5, 10] = (5,T)

3bzy? 45pg® 4ab — 6ab®

.3. o 2ab; ———

723 a) o b) o ¢) Erw.-f.: 2ai 100 — <
d) Erw.f.: —3y; —12% — 16y

6zy — 15y
24ux — 36vz
1242 — 2702
3 —
15¢ b) 2r — 3y g = 5y
17363 4p + 5¢ 3z — 5y
o Ba+30)(Ba — ) _5a + 3
(3b — 50) (3a — b)) 3b— 5¢c
2.5. a) 60a%h%c; Erw.-f.: 5b%, 4a, 3ab®
b) 6m(4m + 5n) (4m — 5n); Erw.-f.: 3(4m 4 5n), (4m — 5n), 6m
c) Bab(a + 4b); Erw.-f.: 6b, 2a, b(a + 4b)

o) 92 109z — 10z + 3022 — 1502 — Omy _ 22 — ?

e) Erw.-f.: 3(2u — 3v);

2.4. a)

e) nicht kiirzbar

2.6.
15zyz xyz
b) (3u~4u)(u—u)= U — v
30(3u — 4v) 30
J c) den zweiten Bruch mit —1 erweitern: ... + &
" 42 — 10ay
4. B2 1258° 4 B0ay? — 126)0 — 82 4 20y _ 20+ By
10zy(22 — 5y) 2z — 5y
—ut 41 * —(u® — 1) 1 2u® — 10u — 150

W@ -0 wwine-D0_ = Qwinw@iin
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9a(a — b) .

1002y
2.7, 8) L gy dela=5)
8 =3 ) Ba T 5
5 1 B.R
28. a) > b) 3¢ — 4b =22 4) it
a2 ) ) 3ab YR+ R,
29. a) 9u2—7Tu+8 b) Ordnen9s® + 7v
b(
2@’ o 2 PR < M —————— S ]
c) 2ab - 4¥’ +3a‘+2ub—4b¢

d) 12528 + T5abyz + 4ba%y%? + 2Ty%2°
210.a) —2 b) 30 ¢ 6
2.11. Vgl. Beispiel 2.33.;  a) 10,4, —2, —8  b) 7,15, —11, =3

6r, r—2s=20
—2r + 165, r —28<0
) —u—3, 2u+v=0
1y + 30, 2u+2<0
2.13. Vgl Beispiel 2.32.; a) 4 = {10,20}  b) B = {—12,8}
2.14. a) 11 b) 4; vgl. Beispiel 2.44.

2.12. Vgl. Beispiel 2.34.; a) {

8
2.15.8) X (n +2) =26 b) 3 2 — na

n=3 i=1

4 5 9 5 5
2.16. a) 3 b)Y — ) T 4n d) 3 a2

i=1 i=3 Yi n=1 n=1

Es sind auch andere Darstellungen maoglich.

2.17. a) 6,38 b) 3,45 c) 3,78 d) 12,35
2.18. a) 0,0643 b) 3,76 - 10° ¢) 70,0
2.19. a) 4,65 ~ 4,6 b) 6,25.10¢ ~ 6,310 c) 895~ 8,9 - 10%
2.20. a) 18,6 b) 0,27
2.21. a) 115 - 100 _ LGy 100 _ oy 4

8,8,- 103 + 0,085 0,041,
1,91,-10° — 83,2 1,83, - 103

b = =28-10
) 65, 108 6,5, - 10°
S, 34,27, s, _
1,15, - 10° — 1,19- 105 —0,03, - 10°

Die Differenz zweier fast gleicher Zahlen im Nenner fithrt zu einer relativen Genauigkeit
von nur einer signifikanten Ziffer!

2.23. a) 16 b) 8 c) —2—14— d) 58 — 35 — 58 — 3 = —2.35 = —486
e) vgl. Beispiel 2.61.: (x — 2y)°

1 1
f) el 2, —ar? —a12, —z®
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(2-3)- (288 3

2.24. a) 2 3. =4 b) 3% vgl. Beispiel 2.63.
AGg—241 ,,m, wSpBets \12 w \12
¢) —— d) [———) =(—
1 ) viwbulwv’ v?
@+t +(1—ah)—1.25 1
e) 243 T

utvt - 3a?
f) ) vgl. Beispiel 2.66. g) o

1 —
225 8) f@ b d=Vz o # QVFE =615

1‘2
3 3— 3 2 3
e) Vc_“ =c3 Ye? f) a? g) a® h)yc 4
L & - 2
i) 2?23 = a? j) a8
(= B
226.0)4 b(i) =¢ o2 g
9 4
227.a) 80 —75=5 b) 3z - 4y = 122y ¢) nicht zerlegbar

OVBzTaF =% +4y V525271017 0 ag? |
g) vgl. Beispiel 2;76.; 4 |/§ h 1213

i) 15/2-6.6 —18Y3-6 -6 =18 (5 V2 — 6 3) i) 3(20 — V15)
k)va (BF=6 nYam=a  m V" =n'Var
nVa  gfmE-j@ piE gt

b | —
) Vi s) 832
5 = - 2
2.98. a) = V3 b) a? Yad o) 5(7 — 315) 4 = Vi5
< .
& 1%:% L iE—T
3
2.29. a) ~ 2. 102 b) ~ 410 ¢) ~ 910 d) ~ V80 10 ~ 4. 102
2.30. Vgl. Beispiel 2.90.; a) 5, —5 b) 5, —5 )3, % a) s, %
103 1
) 125,9,73—,}/2 ) 6,2.6,36
2.31. a) 2log,z — 3log, y — log, z b) % (5 + 2log, v — — Iog. )

) 10gp (o2 + 9) — 2logp (& +9) ) 5 ogs (1 +2) — logs (1 — 2]
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2 % 2 _ pe
2'3.2' a) log, (’?) b) log, Yurt ¢) logy, V:’ =5
m¥(m — n)*] _ _
d) log, [—m'(m ) = log, (m — n)

2.33. a) lgz = (—1,4248 — 0,8463) - 5 = — 11,3555 = (—11,3555 + 12) — 12
= 0,6445 — 12; 2 = 4,411 - 1022
b) Igz = (—0,6482):3 = (—0,2161 + 1) — 1 = 0,7839 — 1; = = 0,6081

[ P — | —
¢) z = /605,2 — 16,9 = 588,3 = 3,580 vgl. Beispiel 2.107.
d) 149,2 o) 0,1114 1) lgz = (g 1,35):10 = 0,0130; = = 1,030

g) In3,969 = 1,379 h) In4 — In 100 = —3,219 (oder: —In %0 = 25)
i) 0,4868 i) (n 1,24):(In 2) = 0,3103 k) 6 1) 2,215
234, 201g 22 dB — 1n = N; 8,686 dB — 1 N, 1dB = 0,115 N
U, U, "
BN T Y7 o Y
2.35.&)1:1/% b) T, = e)R=2L]/L-m2
I 5 LC
3
C - 4 T, Ing Ing
d = =B, F= — lg=gyh =L, y= N
) 7 B o lng=ylny T, InT,—InT,
Lo In —=
Tﬂ
1 F,+F
ﬂaner“’—Fz,ﬂ=7lﬂ ”F. 2
P
= 2 R— A
g) Uy =U,-10% h) ]n.:ill—_—‘_"_l‘%ﬂ D = d exp [2’!14}-(4&! ! ]
2.36. 3628800

2.37. e=1+41+4 0,5 + 0,166667 + 0,041667 + 0,008333
-+ 0,001389 -+ 0,000198 + 0,000025 + 0,000003 + ...

= 2,71828
5 1 1
Anleitung: z. B. T T = 0,166667:4 usw.
2.38. a) 792 b) 792 c) 1140 d) 1 e) 0 f) —4 g) 5

2.39. ) a® — 8a%b + 28a%h® — 5643 + 0t — 56a%S -+ 2802 — 8ab” + b°
1 1 1 2 1
Lot loy Loy 2 Lo
i b i A TR

) a% — 30a% 4 4352 — 4060a?" + — ... d) (Z) (—2)* = 2018

240. y = 5‘:—13 exp [—Lﬁ]
e | ®—4 | @2 | —'@:s | exp@ | 5:5,013
ol e ol @ | @ | v

y; = 0,027; 0,043; 0,065; 0,091; 0,121; 0,151; 0,176; 0,193; 0,199; 0,193; 0,176;...;
0,027. — Bild L 4
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2.41.

2
)60 1W 2-@|Ve | 5®

wl o Tel @ el ¥
y; = 0; 1,106; 1,491; 1,732; 1,886; 1,972; 2

24

a1

Bild L 4

T T T T T T

ol 7 x
242.a) —2j b) —6 ¢ 1,5 d)j—11 e —1,—j—1
2.43.a) 23— 2T b) (16 — 30j) (2 + 4j) = 152 + 4

22414 —150 490 10 .
et dl) T 209
i — o 3 T
1 1 11 7 1 1 4 19 .
by e e gy S S8 L el 8 9
) mom T a ( 510+510’)+(10 s’) 51 102’
= i\2
o) (—27 + 36)) + (%) — 27,58 4 35,01
f) [+ 4 = (—12 4 16)2 — —112 — 384 g) 38
2.44. a) 5,39(cos 21,8° + j sin 21,8°) b) 8,06[cos (—60,3%),+ j sin (—60,3%)]
¢) 23,7(cos 139,5° + jsin 139,5°)  d) 25,7(cos 256,5° + j sin 256,5°)

e) 183,5[cos (—4,37°) + j sin (—4,37°)]
f) 722,8(cos 265,0° + j sin 265,0°)

2.45. a) 5(cos 90° + j sin 90°) b) 10(cos 180° + j sin 180°)

¢) 8[cos (—90°) + j sin (—90°)] d) 6(cos 0° + j sin 0°)
2.46. 8) 16,9 + 10,8) b) —0,127 — 0,272j ¢) 3,69 — 1,54

d) —78,3 + 16,2j e) 0,327 + 6,69j f) —0,680 — 0,0368]
2.47. 8) —4 b) 12 ) 3 d) —20j

2.48. a) —11,64 4 2,90j b) 0,2e)206° = —0,1798 — 0,0877j
) (4el4°) = 19,8 -+ 60,9
d) 0,575 + 0,617j (k = 0), —0,821 + 0,190j (k — 1), 0,246 — 0,806 (k = 2)
e) —0,0783 + 0,595j (k = 0), 0,0783 — 0,595 (k = 1)
f) 3,00 + (0,436 + k-2m)j  g) —0,511 + (2,46 + k- 2n) j
h) 1,099 — (1,134 + k- 27) j
2.49. z; = 27,7 &!%%°, 2, = 18,2 7", z; = 16el°
2) 0,127e17° = 0,0227 + 0,125)
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2.50. a) (6,12) \\ (2, 10] = (10, 12)
b) (2,10] \\ (6, 8] = (2, 8] u (8, 10]
¢) D\ B = {12}, 4 n C = [3, 8]; Ergebnis: {12} u[3, 6]
-— 2
051, n 32t Mty — 30t _ 2t 3y
22(4z + by) (4z — by) 4z + 5y
b) —16m? — 20mn + 66n* _ 8m + 22n
(3m + 4n) (2m — 3n)  3m + 4n
o 27a% + 9a%h — 6ab® _  3a + 2b
6ab(3a + b) (3a — b)  2a(3a + b)
d)r"—2r’a+r"+2r’a—ﬂ;2r7a+4732+883—4r82—8§= 1
) r3(r + 28)% (r — 23) (r + 2s)*
b2z aly P — dy a+ 1
2.52. —_————= b,
® ay® ba? abz®y? ) 2p + 3
RR,R. 6 — 10z
2.53. 1= b =2
*) %%, _ R, — EF, ) 152 — 62)
4z + ——
10 N
—3st - 9
2.54. 222 4+ 1, — 0.8y* b) 11 - 9 + ———
a) 1,22 1,52y — 0.8y ) 11r + 128 +137_98+1”
2.55. a) {5} b) {—5, 3}
2.56. a 4 4 4 4 —4 —4 —4 —4
b 5 5 -5 =5 5 5 —5 —5
c 6 —6 6 —6 /6 —6 6 —6
s | 7 19 -3 9 —9 3 —19 =
257 —2 —1 0 1 2 3 4 5 6
y 3 2,5 2 1,5 1 1,5 2 2,5 3
2.58. a) —a — 4b;2a = 0,30 40 =0

b) 5,27e112:8°+k180°) — 4 (5,14 + 1,17j)
¢) 2,90 + j(—9,6° + k - 360°) = 2,90 + j(—0,166 + k- 2x)
d) 2e)0+k90°) — 2; 2j; —2; 2§

5a + 4b; 20 =0, 3¢ - 4b < O
—5a — 4b;2a < 0,30 + 4b =0
a4 4b;22 < 0,3z +4b <0
b) (—z+2;20+y=20220y—2220
3z ;2 +y=20,2=20,y —22<0 -
2+ 252 +y=20,2<0,y—2220
5z ;20 4+y=20,2<0,y — 20 <0
—bz 204+ y< 0,220,y — 22 =0
—r—2y;204+y<0,2=20y—2c<0
—3z ;22 4+y<0,2<0,y—20=0
=220 +y<0,2<0,y —22<0
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2.59.

2.60.

2.61.

2.62.

2.63.

2.64.

2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

=1 30+ 1
Es smd auch andere Darstellungen méglich.

. .
oz 8L wr-(5 efgm

) n
a) ¥ x; — n% = nZ — n% = 0 (denn aus der Definition folgt ¥ z; = n%)
=1 i=1

BT a-% %t 3 oat
i=1 i =

i=1 i=1

0,05, - 102 - 3,5 - 10° 0,2, - 105

= =04
0,0820, - 10° + 4,9, - 10° 5, 100
o w!-8 uBTH2y8
2) P T  rTr r ]
amamnanalcxm anttlgm a’—2h3s-9
) g gm0 e
rhtogn
d) (r — g)t-nyiHogh = ———
) (r —9) pr——

a) Va"bm — ap2 b) 8(7 — 413)
c) a%ha? }/c_l — ab%? ﬁ + o'z Vz — aba? ﬁ

38 o s 80
Q 1/%;@ o)

2 T—s b)(2+V§)+V§_2+V§+V§=2+5VE—3V§+4VE

(2+13F —3 3+412 23
2
1/(3~r) w5
a) —_5— b) jp (denn log, e = 1) c) —1—142=0

1

—In (z + Va? — 1) = In (————), Rationalmachen des Nenners durch Er-
z+ Y — 1 3

weitern mit z — Va? — 1

0,25

a) J = , v =299 ms?!

0,405
Py \ra05 _ 393 393 ow
b) (R )ieos - 28 9395, o _
) (93,25) 203 Py 3. = 258,2 kPa »
¢) C=400-1012F,L=03-10°H

- 2l V8,33 - 10 — 0,16 - 10° — 455 kHz
T

4 1 R
a) T,=100V%+(%’0) b) o, =0, + 2V, —
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2.69.

2.70.

2.71.

2.72.

2.73.

2.74.

2.75.

2.76.

2.71.

0,3

c,pn=1,s(1—io+1)" QB V%ﬂ—“
. 0

6) — = 0,748\~ -" z = 1,159
1,54 \0,532
1-3-5 5
Beispiel 2.12 _—— =
Vgl eispiel 2.125. a) 7.4.8.8 128
1-3.5-17 7 1-4 2 1-4-7 14
by —=21 T 22 _ 2 d) — .
V105,10 2% Rioriain ) 36 e st
o (PonE=NE—2 _ ntBEnilm (w2
3 1.2.3 1.2.3 j

an—1)  nn—1)(n—2) " n(n — 1) [3 + (n — 2)] _ (n+1)n(n —1)

b;
) 1.2 1.2.3 1-2-3 1:.2-3
a) 20a* 4 160a® 4 64 b) 1 — 15a + 105a* — 455a® + 1365a*

<) (2) (i)i .3 = %ﬁ d) (1 + 0,03 ~ 1,126

= 56000+ 6+ ()
z | @ +1 @| 4+:1-| In (5"
olel @ o] & |4
y; = 0; 1,44; 2,09; 2,49; —1,44; —2,09; —2,49
2| @ | 1:@ |@-6 |2+3|4:@®

olel @ @ | o [ v
y; = —0,964; —0,905; —0,762; —0,462; 0; 0,462; ...; 0,964
i B, —
a) 7580 + 40.0] ol 10%. (15224 — 412,8)) — 37,8 — 1,03
200 + 16j 40256
1,63 4+ 0,25]  0,5406 + 0,5j "
b = = 2,71 + 2,51
) 0,37 — 0,25 0,1994 b 2
a) (3= + 4y)) (3= — 4g)) b) (2 Ve + V56 ) (2 Va — V35 §)

) (5+ 2j) (5 — 2j)
2y = 126,5e-118:43°, 7, — 30,41ei94°, z; = 20e%°, z, = 0,304 6¢i23:20
a) 2 + 2z, = 150 — 35] = 154,0¢-i13:13";

24,98el4:15° = 24,91 + 1,81j

b) W —= 0,6218el(®:30°+k-120°)

= 0,614 + 0,100j; = —0,394 -+ 0,481j; = —0,220 — 0,582j
) (1,52 e~18050°)8 — 1,67 -4 3,00]
d) 3,41 + j(9,46° + k - 360°) = 3,41 + j(0,165 + k - 2r)

e) 3,90+j(?+k-2n)

142z 1,28 4 0,12
1—z 072 —0,12f
0,283 + j(7,41° + k- 180°) = 0,283 + j(0,129 + k. =)

f) — 1,761ei14:82°;
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3.1. a) 1,53897 = 88,176° = 88°10'35” = 97,974 gon
b) 4,06327 = 284,374° = 284°22'28"” = 315,972 gon
) 114,279° = 114°16'44” = 126,977 gon = 1,99454
d) 65,352° = 65°21’07” = 72,613 gon = 1,14061

e) 195°48’25” = 195,807° = 3,41748 = 217,563 gon
f) 228°32'08"” = 228,536° — 3,98870 = 253,928 gon
g) 54,685 gon = 0,85899 = 49,216° = 49°12'59"

h) 248,252 gon = 3,89953 = 223,427° = 223°25'36"

3.2. a) 111,2 km b) 27,80 km c) 1853 m (= 1 Seemeile) d) 30,89 m
33. 137pm
3.4. a) sin 59° b) cos 75° c) tan 173° d) cot 65°
e) !m% f) cos % g) tan %n h) cot %’1:
24 7 24
3.5. a) oosq:—%, t.anqz—a, cotqz—7
b) sing =0,8; tangp=1,3; cotg =075
c) sin 12 cos =0k cot, =2
TE T P12

3.6." a) Mit Beachtung von (3.11) und (3.9) ergibt sich:
sin @ ’=1 sin’qz=cos‘z sin® g _cos’w+ sin’(p_ 1
cos @ cosp coslp = coslg cos? @ cos? @
b) Analog zu a) bei Beachtung von (3.12) und (3.9)

3.7. a) cos g b) -1— c) 1
sin ¢

3.8. a)y=‘—cosn: b) y =tanz ¢) y = sin 2z d) y= —sinz

Durch Grenzwertuntersuchung ergibt sich bei d), daB die vereinfachte Funktion sogar
fiir die in der Aufgabenstellung aurgenommenen Winkel gilt.

3.9. a) 0,56347 b) —0,74652 ) —1,22804 d) 1,08440
e) 0,97762 1) 0,62399 g) —0,18356 h) 2,44771
i) —0,31074 j) —0,92172 k) —18,92765 1) —0,15552

3.10. a) @, — 238,674°; @, — 301,326°
b) @y = 76,415° @, = 283,685°
¢) gy = 56,979° @, = 236,979°
d) g, = 168,025% @, = 348,025°

3.11. Folgt aus (3.21) fiir § = « und das obere Vorzeichen

-

V3

3.1

o

a) Aus (3.17) und (3.18) mit cos 60° = sin 30° = -;—. sin 60° = cos 30° =
folgt als Losung: cos .
Entspreckend: b) sin « c) V2 cos o

4.
2
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3.13. Esist Gl. (3.17) anzuwenden.

3.14.
t wt
Aufgabe . Yo = asin @ | Spiegelung
Periode | Versch. Periode Versch.
’
a) 4n —n 2n —% —0,3 nein
b) n % o ‘%" 2,598 ja
c) 2n - 2n Z 1,414 nein
4 4
d) 6 A 2r = —0,125 nein
2 6
3.15. wt = 2,8274 = 162°; u = 27,81V
3.16. sin wt = sin (6,2832 f - 0,002 8) = 0,25
wt = 14,48° = 0,2527; f= 20,11 Hz
3.17. a) « = 30°31%; B = 59°29’; ¢ = 65cm; A4 =924 cm?; b, = 28,4 cm
b) &« = 18°55'; B = 11°05"; =70cm; A =840cm?;  h,= 22,7 cm
c) B =46°24'; b =42cm; ¢ = 58 cm; A = 840 cm?
d) g = 50°12; ¢ = 78,1 cm; a = 50 em; A = 1500 cm?
e) a = 36°52'; a=30cm; b =40cm; A = 600 cm?
3.18. a) & = 74,85°%; ¢ = 21,60 m; h, = 39,89 m; A4 = 430,9 m?
b) y = 89,40°%; a=1288m; h,=916m; A=829m?
c) « = 64,60°; a=3269m; h,=2953m; A= 414,0 m?*
d) « = 10,39°; ¢ v = 159,22°; ¢ =120cm; A = 660 cm?
e) ¢ =24 cm; a = 37cm; « = 71,08°; 7= 37,85°

3.19. b — s = 196 mm

3.21. a) F, =381 N; F,= 2201“1
¢) Fy = Fy=1000N

3.22. Fyy = 8060N; Fy=5910N

3.23. a) F; = F; = 2580 N

3.24, Fy = 818 N; Fy = 2077N; Fp — 623N
Zu beachten ist, daB fiir die Reibung gilt: Fp = u - Fy

3.25. E = 160 1x

3.26. a) p = 2r sin? %

3.20. A = 1,6089s
b) F, = 3780 N; F, = 3460N

b) Fy = F, = 1490 N

2
b) 4 = < sin2x

¢) A=%r"sin 3
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3.27. Supporteinstellwinkel % = 4,76°; Kegelwinkel o = 9,52°

3.28. Drehmomentensumme muB Null sein (Hebelgesetz):

myga + myga’ — myga = 0
Im Bild 3.54 gilt: cosx = %; sina = —
8

Einsetzen von @ und a’ sowie Division mit g:

- myl cos & + mys sin o — myl cos x = 0

Hieraus mit m, — my = Am: mA[:: ~ Aa'_m=m_f,s =E.
3.29. a) f = 128,950°; . a=13575m; ¢c=17386m

b) g = 105,999°; a = 178,98 m; b= 208,30 m

c) y = 17,482°%; o = 32,351°; a = 78,97 m

d) p, = 73,207°; 9, = 5T,975% ¢, = 385,66 m

By = 106,703°;  y, = 24,560% ¢, = 189,08 m

e) nicht lésbar

f) o = 21,709°; B = 100,086°; ¢=8640m; A = 1599,1 m?

g) B = 158,240°; y = 1,421°%; a—112,68m

h) o = 53,012°; B = 79,448°; y =47,540° A = 19148 m?

i) o = 42,551°; B = 119,356°; y = 18,093°; A = 379,58 m*
3.30. @ = 65 cm; b= 35cm; ¢ = 53 cm; A = 926,3 cm?;

« = 92,951°; f = 32,531°%; y = 54,518°

3.31. Zweimalige Anwendung von GIn. (3.41) ergibt
e=—20Y _ _ q47,04m
sin (&« +6)
3.32. Das Krafteck ist ein Dreieck, die gesuchten Winkel sind die AuBenwinkel des Dreiecks:
141,79°; 120,00°; 98,21°.
3.33. Die Berechnung in zwei Krifteparallelogrammen ergibt Fy = 842 N.
3.34. F, =248N; F,=179N
5 U, sing
3.35. @, = ¢ — gy = 45° Aus Bild L 5: t: =
Pr=9— P us Lr an @y U, + U,conp

Durch Umstellung: U, = Djsing _ U, cosp = 553 V.
tan @,

Aus Bild L 5 mit (3.40): U = YU + U + 20,0, cosg = 131 V

%)

._A BildL5
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3.36.

3.37.
3.38.

3.39.

3.40.

3.41.

3.42.

3.43.

3.44.

3.45.

3.46.

347,
3.48.

- _12_112_1227 . o o
(3.40): cos o= YA =—0,2; ¢ = 1015

Aus (3.40) durch Umstellung: U,® + U, -2U;cosp + U2 — U2 =0; U,="1718V
a) Anwendung von (3.17) auf 2« und & sowie Umformung mit Gln. (3.23), (3.28) und (3.9)
b) analog zu a)

a) und b) folgen aus (3.26) und (3.25), ¢) und d) aus a) und b). Zweite Lésung durch Er-
weitern mit 1 — cos & bzw. 1 4 cos & unter der Wurzel

a) cot (x — 45°) wegen (3.30) und (3.31) bei Beachtung von sin (90° — &) = cos o

b) sin (x + p) sin (x — f) nach Zerlegung mit der 3. binomischen Formel und Anwendung
von (3.30) und (3.31)

c) Anwendung von (3.11) und Bringen auf den Hauptnenner ergibt

sinocosf+ cosasing .o it Hilfe von (3.17) aut SR+ 6)

fiihrt.
cos « cos f cos o cos i

Benutzung der Gln. (3.30) und (3.23), Beriicksichtigung von Gl. (3.7) und schlieBlich

Anwendung von Gl. (3.29) fithren auf 4 cos % cos % cos %

tan o’ = tan x cos p; o’ = 28,15°
(a® + b®) cot g

tany’ =
e ab sin ¢
v=dsinx (1 — CD';“ = 1,94 mm
Vn? — sin®«
2
Aus Bild L 6: sin® = -2, tan = =22, Hieraus mit GL (8.14): p v .
2 2r 4 s 8r
Bild L6

Damit die Krifte im Gleichgewicht sind, muB Fj; = —F; die Resultierende von F
und Fq werden (Bild L 7). Da die Betrige von F und F g gleich sind, ergibt sich als Kraft-
eck ein gleichschenkliges Dreieck (Bild L 8), aus dem abgelesen werden kann: o = 60°;
Fy = 3464 N.

sin (wt + ¢) = 0,5; sinwt = 0,3; of = 17,46°; @ = 12,54°

Einzeichnen der Héhe kb, im Dreieck. Beweis von (3.39) durch Ansetzen von sin & und
sin # sowie Auflésen der GIn. nach %, Beweis von (3.40) durch zweimalige Anwendung
des Satzes von Pythagoras und Einfithrung vdn cos . AnschlieBend zyklische Ver-
tauschung
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Bild L7 Fp BidLS

3.49. Mit der Hohe h, = b sin « folgt aus 4 = -;— ch, die Formel 4 = b—; sin o.

3.50. Zweimalige Anwendung von Gl. (3.40).

3.51. Ergiinzung des Vierecks zu einem Parallel m und Besti von dessen Fliche
mit Gl. (3.41) :

3.52. Die Lut FQ und d.le Stubh'&ite bilden ein schiefwinkliges Dreieck, die Zerlegung von
Fg, in ten ergibt Fz und Fy: Fg; = 49330 N (Zug);
Fgy = 69580N (Druck); Fz = 39910 N; Fy = 29000 N.

sine 3 1
3. = 30°; =—; sinf=-—; =_}/ ;
53: a) & = 30 mp- 2 sin 3 cos f§ 3 2

d=2¢-‘;—§a(4— V8) = 2 — 0,16786a
b)s—-a—ﬁ+as, Bii ﬂ1=w°—ﬁ; &=o0 + o — 60°% &= 47,005°
o) g = JE a (4 — ¥8) = 0,16785a = 0,108814. Somit d = 2¢ — eg.
3.54. Gl (3. 35) kann aus Bild 3.60 nach Einzeichnung entsprechender Hilfslinien (Lote von

P,, Py und P, auf den variablen Schenkel des Winkels wt und Parallelen zu diesem
Schenkal durch P, und Py) abgelesen werden. Gl. (3.36) folgt aus A OP P, mit Gl. (3.40)

41, (5/7; 00) 42, (1;00) 43, (—ooi—12)
44, (—o00;3] 4.5, [—5; —1] 48, PN\ [=T; —1]
47. 8) [—2;8) b) [2; 4] o) (0;2) d) (—4;8)\[2;4]
48. {-2 4.9. @ (4 unbrauchbar) 4.10. {0}
PR 412, {_l @— b)} - {i ® = a)}
' e a
st Vomhd _1(V
4.13. { . } 414, rm = E . (wm )
445, r, = —T1— 416, r,= = Dfn
¢ —ary P —TY
a7, = TR : o b By =Na

3(mhp® — V) 2% — 3y
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4.19.
4.21,
4.24.
4.27.
4.29.
4.30.
4.31.
4.34.

4.3

3

4.3

®

4.40.

4.42,

444, n

5.1.
5.4.
5.6.

5.8.

5.10.

5.13.
5.16.

5.19.

5.20.
5.23.
5.26.
5.27.

2 {—% o+ b)} - {—u

Losungen

oy = (my + mg) W — (my + km) vy
my, — km

P
(2/3; 00)
(—o0; —5/2]
s) P b) P\ [—4;3)
a) [—6;1] b) (—3;1]
P\ [-1;0)
PN\ [-2;38]

G+ )

o] -fofo+ 2}

o= 26— 6
YF—7
_umta
a(zy + 2zg)
_ (r + 0,4a) Fy
Fl - F-'
{(4; —2)}
{(2;2 — 32) [z € P}
{(1,2311; —1,8275)}

(=2
(E4e)

{(0; 0); (2; 8)}

0,6371 01

81,8471 Benzin

B 20— 0 yo00; 5, =€),
elea— @) eles — @)

{(15; 12; 10)}

{(5/6; 3/2; 2/3)}

{(0,854; —0,738; 1,103)}

= 2y — Byy+ 3y, +8

Zy=—y1+ 3Yp— 2y — b6

7y = by, — 13y; + 9y, + 20

i

zeP}

4.20. (—o0; 2/7] .
4.22. 0 4.23. (—o0; —2)
4.25. P\ [0; 6] 4.26. (—o0; 3)
4.98. [4/3; 2]
c) (0;2] d) [—4;3)
o) {—8) ac
432, (1/2; 00) 4.33. (4/5;8)
4.35. [—2;1] 4.36. {60}
ab
4.38, { -= b}
2
41, ¢ =
A etan
4K
4.43. ’lEN—(leaQ—l'ﬂK)
200kv(s — c)

45, 5= ——N =)

= D e =0

52 {(11;10) 53. {(—1;3))
5.6. {(1,7208; —0,1877))

57, {(Ta — 4b; 8a + b))
a a
o e
541, {(1; 1)} 512, 0
514, {(—1;0)) 5.18. 17 om; 7 om
5.17. 288,65 g Cu 5.18. 55 om/min
211,5g Zn 88 om/min
100%;  Misch.-Verh.: &l = @)
osle — @)
5.21. {(5;2;8) 5.22. 0

5.24. {(—1;6)|t€ P} 526, {(0; —4;2;2)
5.28. 7= —Ty, — 8y, + Oy,

= 4y, + 4y — 3y

= 2+ Uh— %
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1 5 1
5.29. "I=I.’h +E!I| - l—zy.+l 5.30. 2, = —66y; + 39y, — 8ys + 1
1 2
Ty = TH—Fgnt2 7y = 41y, — 24y, + 5ys + 1
PPN L L T 2, = 1Ty, — 10y, + 295 + 2
s =7 % 1z Ya 12 Ys 3 %N 2 Y3
2 1 5 4 1 —1
.31. = ; A—B =
B3t A+ (4 0 6) (0 8 o)
du 2u —2u 20
632.A+B=|—v 0 |; A—B={(-3v 6v
2w w 4w —3w,
0 6 4
533.a+b+ec=(2]; a—-b+e=|0 a—-b—-—c=|4 5.34. O
9 1 1
1 8 9 5 7T —6 4 0 —16
5.35. ;b H
36. 8) (15 —6 7) ) (s —2 9) & (—9 4 3)
1,5- 13 0,2 3 2 —4 10 12 21
.36. 4 3 37. 3 5.38. 10?
5305402 (1,1 —4 3 ) 53 (7 5 1) (32 0 43)
1 /8 —4 15
.39, — 5.40. — 5.41. b 5.42.
5.39 12(2 12 _4) 1 a+b+te 2. 5
—6 0 -2 1 -7 =21 77
5.43. 44, 5.45.
43 ( 9 8 1) O (_2 —7 —14) (-12 2)
16
5.46,
(s
5.47. Der Spaltenvektor ay + Oy +a“) entsteht, wenn von rechts her mit (1 1 1)T,
Gy + Gy + Gy,
und der Zeilenvektor (a;; + @ @)y + Gap G15 + @) entsteht, wenn von links her mit
(1 1) multipliziert wird.
5.48. Es gilt allgemein (4 - B)T = BT . AT.
5.49. / 6,61 10,66 5.50. /36,12 5.61. ( 3 —-2)
18,67 23,71 59,04 —4 3
20,19 25,04 1,84,
552. 1 (7 —5 5.53. existiert nicht 5.64. -1
m\-2 3 o 1 0
1 1 -1
5.55. 110 5.56. -3 -2 3 () 5.57. (0,125 0,395
0t 1 -1 0 2 0,741 —0,433,
2
01 1 -1 -1 1 1
¥ —1 10 —1
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5.58. / 0420 0,000 —0,143 5.50. /0,151 0,149 —0,109
—1,143 1,000 0714 0012 1,012 1,172
—0,286 0,000 0,429 0,608 1,602 2,132
13
1 2 3 —1
x=Lw-sn=(21 61 X = — —
5.60. X = = (C —34) 561. X = —(4 +C) (4 . 3)
0 2
1 11 15 28
—54-1b — Az, — B! —
5.62. X =541 — (1) 5.63. X — A(C — B) (u o 27)
5.64. (2 EM) ze€ P} 5.65. 0 5.66. {(3; 2))
1,16
5.67. {(1/3; 2) 5.68. {(0,2562; —0,5262)}
5.69. {(1,5199; 1,2501)) 5.70. (3; —2)} 571, ((14; 2)}
5.72. {(:0) |z € P} 5.73. {B(a + b); alb — a)])
2 b! a‘ — b!
5.74. {(2a(a + b); 2b(@ — b 5. (2 g L —
{(2a(a + b); (@ — B)} s {(F5 s T )
a+4+b a—b 1 1
5.76. {( £, e )} 5.71. {(a+b’ a_b)}
5.78. {[(a 4 b)%; a® — b7 5.79. (3; 6) 5.80. {(3;3))
5.81. {(0;0); (3; 6)) 5.82. {(1/3; 1/4) 5.83. 0
5.84. {(z; % x) ze P} 5.85. {(5; 6)}
IR IR
5.86. A: 00 Tage; B: 45 Tage 587. I = —%_, 5 — 15
a g TR+ E T R+R
2a _ _2ai
5.88. d'=|’_-;T' d'_i-{—l

589, A4 —a A4 — b Tt b > a, 50 muB A4 > b* sein,
“b—a’ b—a - ist b<a, somuBAd < b sein.

5.90. Es existieren unbegrenzt viele Rechtecke mit den Seiten 2 > 2a und y = 2z — 2a, jedoch
nur fiir A4 = a®

5.91. {(5;3; 1)] 5.92. {(1;1; 2))
T LR | Y
5.93. {(—1;3; 2,5} 5.94. {[2 (b+e—a) = (a+o—b); 3 (a+b —c)]}
5.95. {[% (y — 22); 95 z] y,'z € P} 5.96. {(2; 0; —3; —1)}
5.97. {(3;2;1; 0)} 5.98. {(4;7;3;9; —1))

5.99. {(1 +z + 8t;2 — Tt;2;12t) 2,4, € P} 5.100. O
5.101. {(1,342; 2,140; —1,848)} 5.102. {(3,149; —2,179; 1,854)}
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5.103. 45; 25; 10 Zahne 5.104. 315 km; vg = 70 km/h;
vp = 45kn/h; vz = 30 km/h
1 1
5.105. 2z, = 1Ty, — Tys — 4¥s — Ya 5.108. 2, = 3 ¥+ Y ya—1
= 7,6y, — 3yy — — Y —4 1 2
EN 5y1 Ys — 23 — Ya Z:=—?yx+-3'1h+“a
Zy=—2 +4h +¥ +2
2y = —12y, + 5ys + Bys + o + 2 Ys =2y + 3y
5.107. 2, =4y, —yy — 2y; — 22y — 25
Zy=—y+2— %
=~ —Y +¥s — 2z
V=2 — ¥
5.108. 1 33\ - 5.109. 6 3 12
-8 23 a-bT=[4 2 8)=(®.-a0T; aT.b=12=0bT.a
4 1 2 1 4
5,633 —1,935
110,
841D (1,539 —5,191)
5.111. Mit : i z 5§ 5 ' g
= 1 5
A= , F=|3 2 3 Pl )
2 35 a=(10 20 b5) \
0 4 4
010
870 E,: 670 St.
Materialbereitstellg.: M = B . F.a¥ = [ 480 ) 4y, Fr 4605
835 E,: 835 St.
85, B,: 858t

5.112.

6.119.

Materialpreis: P = p - M Mark = 3980 Mark
Es ist A zu multiplizieren

010
a) von links mit (2 :J), b) von rechts mit (0 0o 1.

10 0
l( 5 —a) 5.114. _1_( b 0) : 5.115. (—0,181 0,573)
T\-7 5 ab \—c¢ a 1,076 —0,628
-5 —2 6 5.117. 656 —55 25\ 65118 /—7 —8 6
( 3 1 -3 6 —5 2 4 4 -3

1 0 —1 —2 2 -1 2 1 -1

0 —1 1 1 5.120. 3 -8 3 8
(0 o o 1 -3 3 o0 -2
0 1 0 —1 -1 -1 1
1 1 =1 =1 1 -1 0 1
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5121, / 0,208 0,106 —0,035 5.122. / 0,781 0,236 —0,408
0,088 0,263 0,246 0,204 —0,000 —0,750
20,063 0,158 —0,053, —0,360 —0,619 —0,074,
5.128. 18 7 22\ 5124, ' 10 1
X=AQE-B)'=|20 8 20) X=(A-E(C—-B=|01 0
9 4 11 20 1
5.126. 1 -1
X=A-Cr'd—-2B)=| o0 1
-1 0
61 (—12;12 82  {—3i;3j) 6.3. {—%j; % j}
64 {—2Ve/5;2V6/6 66 {—V—b/a; V—bja} 66. {—iVba; ] Voa}
61, {—4;3 68. (2;5 69. {—10;9
6.10. {3 + 2§; 3 — 2} 6.11. {0;3/2} 6.12. {—4/3; 0}
6.13. {% (1+i72); % (1-j ﬁ)} 614, {1/4:1/2 6.1, {"%”; “—;"—"}
6.16. {—2;a+5 617 {—a—ib; 5—':—”} 6.18. {% +i ]/%; % —j -'”1}
6.19. {0;a + b} 6.20. {2 —a; —c} 6.21. {—0,8219: 0,3306)
6.92. {0,0636 + 0,4971j; 0,0636 — 0,497 1j}
6.23. {—0,0428 + 0,0610j; —0,0428 — 0,0610j} 6.24. (—1,0237; 6,0237}
6.25. (z—3)(z +5) 6.26. z(z — 4) 6.27. (az + b) (z + d)
628, B—2—6=0 6.29. 23 — bz =0 6.30. o* + 8z + 16 =0
631, 28 —6z+13=0 6.32. 2% — 3(a + b) z + 2a® + 5ab + 26 = 0
633. P\ (—13;13) 6.34. P 6.35. 0
6.36. [—3/2;1/2] 6.37. 8 om 6.38. 0,88 m
8.30. Vergr.: d ()2 —1); D =d)2 6.40. 40;120  641.r}2
. 6.42. Die insgesamt verstreiohende Zeit setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 1. Zeit, wihrend
der der Stein gleichmiBig beschleunigt fallt, 2. Zeit fiir die gleichfdrmige Bewegung des
ior];:llll:x;tiefo: 151 m.
6.43. {—3; —2;2;3) 644, (—2;—1;1;2) 645 {9}
6.46. © 6.47. {—1) 648, {—3;6)
649, {—1} 6.50. ° 0 851 4; —T1
6.62. 0;44 6.53. 8;62 6.54. —6,533; 0,206
30,511; 1,846 6.56. (2% — 3z +2) (z — 2)
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6.57. (2® — 52 + 22 + 3) (z + 3) 6.58. zweif., (z + 2)% (z — 1)
6.59. einf., (z — 2) (2® + 32 — 4) 6.60. zweif., (z — 2)? (22 — 9)

6.61. 0;1;2 6.62. —7;3;5 6.63. 4;5j; —5f
6.64. 5;3 + 4j;3 —4j 6.65. 8cm;6cm; 12cm 6.66. 6cm; 10 cm
6.67. a—b;b—a 6.68. —aj; aj 6.69. —ab; ab
6.70. —b(a + 1); b(a + 1) 6.71. —1 + % ¥6; —1 —-;— Y6 6.72.73;5
6.73. —4;13 6.74. 1;7/4 8.75. —45/7; 2
6.76. —3;5 6.77. 20/24;2 6.78. —10;4
6.79. © 6.80. —28;1 6.81. 18/7;7
682 22,2 6.83. 0;2 —~ 6.88. a + b; 2b

b b c
6.85. 1,5021; 5,4436 6.86. —0,7480 + 1,5545); —0,7480 — 1,5545]
6.87. 0,5194; 3,3695 6.88. 0,4821 + 1,2816j; 0,4821 — 1,2816j
6.89. (z— 3+ 4j) (x— 3 —4j) 6.90. (2x—1)(2x+5) 6.91. (z—a)(z=—b)
6.92. (2 —a+ bj) (@ —a—bj) 6.93. 22 —a2=0 694 2+a2=0
6.95. 22 — 2z +22=0 696, 22— dazx + 4a? + 92 =0
6.97. 2+ (2a+3b)P=0 6.98. 9 6.99. {1}
6.100. P\ {%} 6.101. [—b;a] 6.102. P\ [—2; 1]
6.103. P\[1; 5] 6.104, (—o0; 1) U (2; 3) U (53 o0)

6.105. Ansatz: Benétigt der eine Monteur allein = Tage, so hat er eine Tagesleistung von 1/z
(gemessen als Bruchteil der Gesamtarbeit). Losung: 12 bzw. 15 Tage.

6.106. 84 min 6.107. 80 N; 150 N 6.108. 2,2 m
6.109. 4,83 cm g 6.110. 10,33 em 6.111. D = 26 cm; d = 20 cm
6.112.d = % D (V3 — 1) = 0,366D = 10,25 cm

6.113. K ick v die hte Relativgeschwindigkeit des Ruderers, so fahrt er mit der
Geschwindigkeit v — vy relativ zum Ufer stromauf und mit v + vp stromab.

8 8\?2
”——"+ (T) + vk

6.114. 0,67 cm 6.115. —2 ¥2; 0 zweif.; 2 V2

6.116. —1; 1; —2j; 2§ 6.117. —4;4; —j V3;i V3

6.118. —V3; V3; —jV3; i V3 6.119. 9; 25 6.120. 0; 25
6.121. (a + by 6.122. 1/2; 1 6.123. 2; 4
6.124. 5; 13 6.125. —3; 5 6.126. 0

6.127. a; b 6.128. 10 6.129. 0
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6.130. 2,5 ' 6.131. —2; 80 6.132. —7; 56
6.133. 1,649; 0,665 6.134. —0,637; 4,364

6.135. 0,053; —4,417 . 6.136. 15,608; 4,802

6.137. 2,758; —0,838 6.138. zweif., (z + 1)? (z — 3)

6.139. z, dreif., z, zweif., (z — 1)® (z — 2)?

3 3
6.140. ¥5; %VE(—I +i13); -;-V.'s(—l—j 13) 6.141. 05 3 + 2§; 3 — 2§
6.142. 0 zweif.; —5 6.143. 4; % (—5+3 ¥31); % (-6 —131)
6.144. 7; 3j; —3; 6.145. —6;4 + 3j; 4 — 3
6.146. 2 cm; 4 cm; 6 cm 6.147. 8 cm; 5,8 cm.

LR 72. —5 73 1 14 -5
7.5. 2,096 76, —1,743 77, —5308 7.8, 1,537
1 1+K

79. 210,0° 10, —
0, 7 = In -
711, 2,512 7.12. 6,651.10°
7.13. 18436 714, 100 7.15. 138 7.16. 7,389a"
. gFt0:16
7.47. Dy = -8 d

oI 11— etere

Fiir die folgenden Losungen gilt & € G.

7.18. 66,8° + k- 120°; 113,2° + k- 120°

7.19. 168,9° + k- 360°; 211,1° + k - 360°

7.20. 53,]:‘; + k- 360° 7.21. 0° + k- 360°; 270° + k - 360°
7.22. 72,5° + k- 360°; 216,4° 4 k - 360°

7.23. 197,6° + k- 360°; 342,4° 4 k- 360°

7.24. 45° 4+ k- 90°; 90° + k- 180°

7.25. 56,3“ + k- 180°; 135° + k- 180° 7.26. 4 7.271. —2/6
7.28. 2,861 7.29. —1,873 7.30. —2,650 7.31. —0,359
7.32. 5,090 7.33. —16,268 7.34. 2,140
7.35. In3 = 1,009 7.36. In1,5= 0,405 7.37. —;— In % = —0,203
7.38. 7 Jahre (6,58) 7.39. Bei der 919. Periode
7.40. RC-In2 ) 7.41. 601m
7.42. _lnp./p,— 7.43. 212,310

Pyl

2(W + )
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744, 1,025 7.46. 5,026 g 7.48. 22,747
7.47. 8 748. —8;8 749. a-e
7.50. e%a® = 20,086a2 7.51. ut® 7.52. afb
1

F F\sTooTF IgF —lgA—E-lgB

763 A=—2 . p=(E\wriE,; o8I — 82— "8 7,
N (A) e IgB-1gD
1gF—1gA—E-1gB

_lgF—lgd—C-gB-gD
Ig B

D=10 C-lg8 ; B
7.54. 10° + k. 90°
7.85. 29,2° + k - 360° 7.56. 28,9° + k- 360°; 262,5° + k - 360°
7.87. 0° + k- 180°; 131,8° + k - 360°; 228,2° + k - 360°
7.58. 78,6° + k-- 360°; 281,6° + k - 360°
7.59. 90° -+ k- 360°; 210° + & - 360°; 330° - & - 360°

7.60. tan ot — 2 80@ +D 8NG00 L g 0gr
a.cos@, + b-cosgp,

8.1. —1,470; —0,203; 1,673 8.2. —1,262;0,660; 3,602

8.3. 2,914; —1,457 + 1,835j; —1,467 — 1,836) 8.4. —1,158; 1,957
8.5. 0,266; 1,646 8.86. 0,052; 4,505 8.7. 0,774r; 1,226r
8.8. _V/4: 0,696r; V/2: r; 3V [4: 1,404r

8.9. —1,368; 1,646; 11,821

8.10. 1,000; 1,486; —1,243 + 1,071j; —1,243 — 1,071

8.11, 1,461 8.12. 0; 4,493 8.13. 2,129
8.14. —1,456; 1,455 8.15. 8,76 cm
9.1. a) eindeutig b) eineindeutig ) eineindeutig
d) eindeutig e) nicht eindeutig
9.2. »a) a—k b) a—1
b—1 b—2
c.'m c—3
dﬁﬁ d—4
nicht eindeutig eineindeutig
1 "
1 T
2:)< Ys u
Ya

nicht eindeutig eindeutig
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9.3, o) k—a

X Ft={k;a), (5 0), (; 0), (m; D), (n; ), (n; d)}

2-b  p1 = ((1;a), (2; D), (3; 0), (45 d)}
3—c eineindeutig

4—d
<) !h\
Vs % F1 = {(yy; 21), Ua3 2a), (433 22)s (W5 2y))
y'X,t' eindeutig
¥ /
()

'®

d) z&t F-1 = {(z;6), (25 0), (25 u))

TN

8

9.4. a) 4B = 1,81; « = 129,8% M(5,5; 4)

b) PP, = 5,44; & = 54,0°; M(—4,10; 0,9)

o) RQ = 6,94; o = 0°; M(—1,07; —2,18)

d) MN.= 9,46; « = 40,7°; M(9,22; 3,09)
9.5. Zwei Losungen: P,(11; 0), Py(—19; 0)
9.6. Es ist das Gleichungssystem .

@+ 40+ (y — 2)* = 160

(z — 16) + (y + 17)% = 6265

zu 16sen. Zwei Losungen: Py(8; 7), Py(—8; —10)
9.7. BidL9

y

Ky

BidL9

ks

9.8. Py €k, Py€ky Py€hy Py€ky Py€ky Py€ky Po€ly Py
9.9. a) Py(—5;2), b) Py(8; 0), Py(2; 4), ¢) kein Schnittpunkt
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9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

a) 2, =3 b) 2y, = +10 c) z,=l,a:,=4

d) kein Schnittpunkt

a)y =3, b) ¥, = £5, )y =1

d) kein Schnittpunkt

In die Gleichungen y = ma + b = tan« -« + b werden die Koordinaten von P ein-

gesetzt, und b wird berechnet.
a) y = 1,73z + 7,93
c) y=208
e) x = 3,48
5
Wy=——z+ _l_l
¢) y = 0,437z
iy = St § x4 2
ny )

G2y =2

b) y = —1,482 + 2,06
d) y = —z — 5,02

b) y = 0,55z + 4,74
d) = 1,7

2
yz:y=?z—2

g1y = 3z

1) Po(4; —2), 6 = 63° 26" bzw. 116° 3¢’

b) Py(2,28; 5,52), 6 = 90°

¢) kein Schnittpunkt, da g, || g5, 6 = 0°

d) Py(0; 3,2), 8 = 45° bzw. 135°

a)y=%z+1o,4

b) y = —3z + 26,4

(Die Querstriche wurden weggelassen)

a)y=%z—1 (Bild L 10)

Stauchung auf 1/3 in Richtung der y-Achse

b) y = —(z — 3)* (Bild L 11)

Qehioh Riol

g um 3 in

e) y=—— (Bild L12)

Streckung auf das 3fache in Richtung der y-Achse, Spiegelung an der y-Achse

Bild L 10

der z-Achse, Spiegelung an der z-Achse

BildL 11
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9.18.

9.19.

9.20.

9.21.

9.22.

d)y=%sin(—:—+§-) (Bild L 13)

Schiebung um — -;i in Richtung der 2-Achse,
Streckung auf das 2fache in Richtung der z-Achse,
Stauchung auf das % fache in Richtung der y-Achse

.3
Yo x 4
7 ) Y
V¥ 1#1_44 yrsinx
2
y,%sm(z x
’ O
Bild L 12 Bild L 13

a)Z=2—2,7=y—8
Schiebung um —2 in Richtung der z-Achse und um —8 in Richtung der y-Achse

-1

-

1, =
bE=mnj=
) 2 &Y

Schiebung um —1 in Richt der y-Achse, Stauchung auf das L fache in Richtung
der 2-Achse 2

- _ 1
c)==z—4.y=7y

Qohieh

ung um —4 in Richt der z-Achse, Stauchung auf das £ fache in Richtung

der y-Achse 2

a) Wenn jeder Gast nur ein Zimmer bewohnt (es kénnen aber mehrere Giiste in einem
Zimmer wohnen)

b) Wenn jeder Gast nur ein Zimmer bewohnt und in jedem Zimmer nur ein Gast wohnt.

8) A — B eineindeuti; B — A eineindeutig
b) A4 — B eineindeutig B — A eineindeutig
c) A — B eindeutig, B — A nicht eindeutig

d) A — B nicht eindeutig, B — 4 eindeuti

a) AB = 17,40, o = 137,609°
b) EF = 16,6 o = 90°

o) PQ =12640, o= 17" 24"
d) MN = 84,00, « = 26,074°

Die Bedingungen AP — BP und BP = CP ergeben zwei Gleichungen, aus denen sich
die Koordi von P b h lassen: P(2,86; 2,30)
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9.23.

9.24.

9.25.

10.1.

10.2.

10.3.

8) Py(2,74; 2,51), Py(—2,74; 2,51)

b) Py(2,18; 0,07), Py(2,18; —0,97)

c) Py(2;9)

d) kein Schnittpunkt

8) a = 11,70, b = 9,06, c = 13,0
5 13

b) A4B: y = 2%

AC: y=9z+ 15

4 62
BC:y=——2+4+ —
» BO:y n®rTu

11 5 1 28
o) A y=T2+ o, hyry=—ge+F

; 1218
hq =—= -
ot Y 53+ 5
d) H(0,21; 3,09)
S O TR R
ST T A R
8 4
8 y=—loz+m

1) 8(7/3; 5/3)
g) & = 61,0°% f = 42,6% y = 76,4°

a)f=-§z.§=4y

Stauchung auf das % fache in Richtung der z-Achse, Streckung auf das4fache in
Richtung der y-Achse

BE=2+ 3, §=y
Schiebung um % und Streckung auf das 2fache in Richtung der z-Achse

o)i=-1-z—£, y=ay
] ]

Schieb ,umd&s—:f he und Streckung bzw. Stauct ,sufdn%-hche in

Richtung der z-Achse, Streckung bzw. Stauchung auf das a-fache in Richtung der
y-Achse

a) X=P;Y=P b) X=P; Y =[-3; )
e X=[-1;1]; Y =[0;1] d) X =P\ (—1;1); ¥ = [0; o0)
e) X=(—1;00); Y=P f) X=[-1;1}; Y =[2;3]
g)a>0,4>0

-_2 i, 3 - V2
8y=—Fz+2 by=Sa—2 y=—V-z

1 - =
dy=— &) yimig—s

F; und F,. Die Zuordnungen sind nicht eindeutig.
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104. a) 1.y —2z2=0, y20; y="z
2.y —2=0, ys0; y=—1V=
bl y+z—1=0, y20; y=V1-
2.4 +2—1=0, ys0; y=-J1-—
01—t =0, y=20; y==zV=
2. —2*=0, y=0; =2z
105. 8) V3 baw. —13 b) nicht reell ¢)3Y3 bzw. —313
z -1 0 2 3
10.6. &) nicht eineindeutig b) i —|—
y -2 0 1 2
01, By=fE=Fz+ts  by=fi= ~Bee
o) y=/z) = z=d d) nicht eineindeutig
e)y=[fg)=2*—12=20
10.8. a) ungerade b) — c) ungerade d) —
e) — f) gerade
10.9. a) 0,9726; 0,9788 b) 2,14; 2,20
10.10. g/kg m— = 1,239; 1,213; 1,189; 1,177
10.11. &) Nur im Bereich p/kPa = 600,16 ... 800,22
b) ¢, = 166,8°C. Die letzte Ziffer ist sicher.
10.12. a) gestreckte Parabel 4. Grades, n. o. gedffnet, 8(0; -3)
b) gestauchte Parabel 5. Grades, gegeniiber der Normallage an der Geraden y = 1 ge-
spiegelt, um -3 in z-Richtung verschoben
¢) gestreckte Parabel 4. Grades, n. u. gedffnet, 8(—2; 3)
d) gestauchte Parabel 7. Grades, um —1,5 in z-Richtung, um —2 in y-Richtung ver-
schoben
10.13. a) z | -2 -1 0 1 2 3 4
| —63 —20 —9 3 13 2751
b) z | -3 -2 -1 0 1 2 3
Y | —854 —25,7 0 55 46 11,1 388
c) z I -2 -1 0 1 2 3 4
y | —48 —45 —48 —21 0 —93 —480
d) z | 2,0 22 24 26 28 30 3,2 34
y I —0,50 —021 008 028 032 01 —048 —1,53
10.14. a) keine Nullstelle; zp = —1,25;y = 0

b) 2y =0;2p = 2,8,y = 1,6
c) ey = —26;2p=3;y=2
d) ay = 1,5; 2p = —1,6;y = —2
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10.15.

10.18.

10.17.
10.18.

10.19.
10.20.
10.21.
10.22.
10.23.
10.24.
10.25.

a) monoton steigend

b) (—o0; 0]: monoton fallend; [0; o0): monoton steigend
¢) Fir alle z == 0 monoton fallend

d) (—o0; 1]: monoton fallend; [1; co): monoton steigend

a) vgl. Bild L 14 b) y=V—(z — 2), vgl. Bild L 14
c) vgl. Bild L 15
a) ¥ =0910In2 b)y=144Inz c) y=0434Inz
vgl. Bild L 16
y
N =7
SSF =
T2 y VL
>~
1 ~
N\
— —Y .~ BildLu
3 2 7 0 1 2 i 4 5 6 «x
Bild L 15
X
w <
kV
3 ¢
Uc=Upet
2
Up=3kV,T=2s
7
_— Bild L 18
0' } 2 5 4 5 6 £
5
a) — b) gerade
a) gerade b) gerade c¢) ungerade
a) /6 b) n/3 c) m/4 d) = e) w/4 f) —x/3
a) 1,075 b) —0,694 c) 2,515 d) 1,691 e) —1,143 f) 2,782
a) vgl. Bild L 17 b) vgl. Bild L 18
a) vgl. Bild L 19 b) vgl. Bild L 20
a) vgl. Bild L 21; 1,10 b) vgl. Bild L 21; 1,43

¢) vgl. Bild L 22; 1,9
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3 y=05x
y=05x*sin2x

1 /]\ y=sin2¥
] / Bild L 17
3 X
+ N/;' 7'\&/”

y =sinx *sin2x
y=sin2x
y-s:nx
Bild L 18

S

Bild L 19

34 y=in(x?1)

= T T T
=5 <4 -3 "2 \10 1/ 2 3 4 5§ x
-1

-2

Bild L 20
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10.26.

10.27.
10.28.
10.29,
10.30.

0

70 1 Go+—1
o=
05 _i =N
T t—a—t 1+,
p il N
TTTTYT N
[
at ; H

y
R
10 X 27
X = 5°C_
5 \ 3
—— ~
e T |
w e
=t —— - = %52 e, —
o5 T—4 ~
! N\,
) E
P !
|
a7 ey H N

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

a) vgl. Bild L 23; 6,7
b) vgl. Bild L 23; 0,76
c) vgl. Bild L 24; 1,13

a) vgl. Bild L 25 b) 0,25 m
a) vgl. Bild L 26 b) 10,8 m 5~
vgl. Bild L 27
vgl. Bild L 28

Bild L2t

Bild L 22
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y
10
B, N N ] 7 8
e . =1 9 (=3¢
N
5 R
i |
T q
N y'%’i 111
-4——.—JI.—— SF\ |2
1 T
= N
1 T
o= 1 T
Tt T N
frilt N
TT 1
I | -
a1 ! | Bild L 23
a1 N 05 1 . 5 10 x
y
5
.
Y
1
t T
| | -
05 | PARYA !
& T
NA
TS ¥
/T T
I ‘ | _
01 " L " Bild L 24
1 05 5 0 x
10.31. vgl. Bild L 20 _
10.32. 8) X = P; ¥ = (—o0; —1] b)X=P;¥Y=P
¢) X =P; Y =(—o0;1] d) X =P; Y =(1; )
e) X =(0;00); Y=P f) X=P; Y= (—1;00)

g) A> A4, 0<p<p
(po = Fo/ A, kritischer, vom Material abhéingi Druck.)
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Bild L 25

~lg

i

T

“l

PE —

05

05

Bild L 26

h
m
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Bild L 28
! T
0,1 05 1 I
v
-ms”! =
20 +—+ a'gms-z
p a=3ms
rHIH | A0 a=2ms?
v=v20s ]
10 =
7
5 -
A
Bild L 29
’ 50 £
1 5 0 s
T = S
g 222
z— 1
10.34. a) 1. 3> — 2y +-22 =0, y= 1 y=1+11—-2=
2. 42— 2 +a2=0, ys 1; y=1-11-2
b) 1. y*+4y—22=0, y=-—2; y=-—2+m
2. 4+ 4y —2t=0, ys -2 y=—2-Vi+ 2
o) 1.yt —a*=0, y= 0; y=la|
2 p—-22=0, ys 0; y=—|zl
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10.35. a) nicht reell b) —2 + ¥8 bzw. —2 —18
o) 2 bzw. —2

10.36. a) nicht eineindeutig b)y=fz)=1+1Vz 220
c)y=fMNz)=—2% 2<0

10.37. a) gerade b) gerade ¢) ungerade d) ungerade

e) ungerade f) —
10.38. a) 2; —2 b) 1,5; 0,5; —2 ¢) 2,6 d) 1,6; 1,86; —0,86
10.39. a) 0,62; 1; —1,62 b) 1,90; —0,40; —1,50 c) 1,36 d) 1,19

10.40. a) keine Nullstelle; zp = 4/3; y = 0
b)ay = —2;2p=2;y= —1,5
c) keine Nullstelle; 2p = 1, gerade; y = 2
d) zy = 0; 2; kein Pol; y = 2/3
e) zy = 0,5; 1; zp = —0,5 ungerade, 2p = 2 ungerade; y = 0,5
10.41. a) (—o0, 0]: monoton steigend; [0; co): monoton fallend
b) fiir alle 2 4= 0 monoton steigend
¢) n gerade:
(—00; 0]: monoton fallend; [0; oc): monoton steigend
n ungerade: monoton steigend
d) (—o0; 1]: monoton fallend; [1; 0o): monoton steigend

10.42. a) y = — V—(z — 1,5), vgl. Biid L 30
b) y = 1,6 Vz + 2, vgl. Bild L31

c)y=1—2Y—(x — 1,5), vgl. Bild L 32

y
7

-2 1

-
N

-14

/ y=-¥-(x-15] Bild L30

Bild L 31
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Y
4 y=3"
3
2 y=logs ¥
7
-2 -1 f‘l/ 2 3 & x
Bild L33

10.43. a) vgl. Bild L 33
1044, a) y = —1,44Inz

faory = 3,6(1 — e79)

b) vgl Bild L 34
b) y=—448Inz
10.45. fy: y = 2,6(e% — 1), fy: y = 2,6(1 — &%),

Bild L 32

Bild L 34

c) y=—0434Inz

10.46. a) — b) ungerade ¢) — .d) gerade e) gerade
f) ungerade
10.47. a) t igend b) ton fallend ¢) monoton fallend

10.48. 8) vgl. Bild L 21; 0,31
10.49. ) vgl. Bild L 35
b) 23,4 Jahre, 21,7 Jahre, 14,2 Jahre

10.50. a) vgl. Bild L 23; 1,20
b) vgl. Bild L 24; 2,01
¢) vgl. Bild L 24; 1,47

10.51. vgl. Bild L 38
10.52. vgl. Bild L 37
11.1. a) 2% + y* — 6z + 10y — 30 =0,

1 1
22 - —_—y=0
) z* + ¥ FRY

b) vgl. Bild L 22; 0,71

) vgl. Bild L 22; 1,12

b) 2t + y* — 20y = 0,

d) 2?+y*+ 82— 14y +16=0
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bn
M
1000 ! P8
T
PN
by = b, (”W
by = 100M L
500 — pe3,25°
A X _Ap-3]
400 —
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2009——{— 47(_/_ P
/ ,l T T
A (1
100 1 i1 Bild L 35
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0 Bild L 36
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112, a) M(8; —3),r = 12, b M (o; —%) r= %
c) M(—2;0),r=2, d) M(5,2;0,8), r = 4,5,
2 1 4
M=) 1=
o (3 5) =%
f)y M _.‘_; .1_) , r= Lt J» keine reelle Kurve
36 6
8) M(—l, %). r = 0, Punkt
5\* 169
11.3. —3) —) =
8 @—3+ y+4) =
K] 2\2 169
114. —_ —-) =—
(=+ 4) +(y+ 3) z
2 2\* 25
11.5. (.‘L‘— ?) + (y+ E) =3
11.8. (z — 3)® + (y — 4)* = 169
11.7. a) Py(8; 6), Py(8; —8): Die Gerade schneidet den Kreis.
b) Py(—5; 7) = P,: Die Gerade ist Tangente des Kreises.
¢) Py(2 + 3j; —6 -+ i), Py(2 — 3j; —6 — j): Die Gerade schneidet den Kreis nicht.
d) P,(7; 3) = P,: Die Gerade ist Tangente.
11.8. & =10 ¥2; S(11; —3); Richtungsfaktor der Sehne: m; = —7; Richtungsfaktor der
Geraden: my = =
y® a2 Pia 22 y?
11.9. —_ =1, b) — 4 =— =1, — 4+ L =1
)121+ ) estag =1t ) 256 T 112
11.10. a) a = 10; b = 6; F,(—8; 0); F4(8; 0); e = 0,8;
b) a = 2,9; b= 2,1; F;(0; 2); Fy(0; —2); ¢ = 0,69;
¢) a = V43; b = 3 V3; Fy(—4; 0); Fy(4;0); 6 = 0,81;
a2t
1111, —4+==1
- 25 + 9
1112 8) a=10;6=6, bla= ‘°V_ =5Y10
11.13. a) Py(4; 1); Py(2; 2), b) kein Schnittpunkt
o) P, (4V3; 2 V2); g ist Tangente
11.15. Parabel nach s), b) rechts, c) links, d) oben, e) unten gesffnet.
11.16. a) y* = 4z, b) y* = —10z, ¢) y* = 0,733z
11.17. 8) (y + 5)* = 8(z + 2), b) (z —3)} = —y,

) (y — 10y = —3(z + 1), d) (z — 6)* = 14(y + 6)



378 Lésungen
4 4 23
11.18. a) 8(—2; 3); F(1;3), b) 8 (-3— 4), F (—3— F)’
c) 8(—2;0); F(—2,6;0)
II
11.19. a) 2?2 = —4(}'_4'“—) (y — h)

11.20.

11.21.

11.22.

11.23.

11.24.

11.25.

11.26.

11.27.

11.28.

i i
b)“="$¢’=—a(y—h),yp=0=>zp=TVE,
wegenC—O=.0_D=xpfolgt% =%}/§

c) CD =29,4m; hy = h, = 3,22m; hy = hy = 5,31 m

8) @ =636 =12; Fy(—6 V5; 0); F4(6 V5;0); y = +2«
15

b) a = 15; b = 8; F;(0; 17); Fy(0; —17);y = + T

) a=b=14; F,(—14 V2; 0); Fy(14 V2; 0);y = +=

20 = 67° 23"
14 b5

=93

a) Py(3,44; —1,12); Py(5,66; 3,12),

b) Py(8,56; 1,28); Py(—6,14; —3,57),

¢) kein Schnittpunkt

d) Tangente: P, (-6; %) 5 . e) Py(—4,35; —2,1)
33)2 , 2993

(z + s) +(y— 3 = S = 46,766

(z — 4)2 + (y — 8)? = 289; 81:y=%7—3:c—170-,,ﬂ.:y=8.

Sry=—z+12

Wihlt man das Koordinatensystem so, da8 gilt: 4(0; 0), B(c; 0), dann folgt die Kurven-
gleichung

n% \* nme  \?
(z—,,._,,,,) +V‘=(,,T_—,;)-

Die gesuchte Kurve ist ein Kreis.

a at R A . : .
2p = e Yp = T das ist die Par ung einer Geraden mit dem

Richtungsfaktor m = ¢ der Geraden als Parameter. Die Kurve ist ein Kreis mit der
Gleichung

a\? a?
— 2=
(- 2) +v-4
b\* b
Kreisbogen, der auf dem Kreis mit der Gleichung 2® + (g - ?) =% liegt und
durch z, = —% b — 12, 2 = %— V6* — 72 begrenzt wird.
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a
11.29. p = —
p=518
2 29
11.30. a) 8(—1; 3); F(2; 3), b) S(—4; —6); F (—4; _I)'
7 1 7
8(0; —10); F(—1; —10), d —; ——); —s
o) 8(0; —10); F( 0 )s(2 4)1‘(2 0)
11.31. Parabel mit p = r, zum Durchmesser hin gedffnet
17 3
11.32. M (—; ——
1.8 8 2)

11.33. Bild L 38

11.34.
4a%h?
11.35. 4 =
1.35 g
1136, ¢ = = = 0,017
N [T

11.37. 2= (m + n)cosw ¢
y=(m—n)sincul;Ellipsemita=m+n,b=m—-n

11.38. Ellipse mit der Gleichung 5%z — 22) + a®® = a2, Diese Ellipse ist gegeniiber der
gegebenen Ellipse um 2a in der positiven Richtung der z-Achse verschob

11.39. & — 33,39
1140, z = +47/28 = £495;y = + = = +4,36
7 Vi

14l a=1;b=13
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Fd yﬂ
1142, ——= =1
L
16 4
at
11.43. Essei 0 = M: 2® — Y
a\?
Al ?) ¥
11.44. Man wihle B als Ursprung: = o 1
) )
11.45.&)%z’+z—y_—-:-=0, b)22—y+1=0

)2t +yt—6z+5=0, d) 42? — 94* + 36 =0
Bild L 39

Bild L 39




Sachwortverzeichnis

Abbildung 237, 249

Abszisse 93, 239

Achse, imaginire 65

—, reelle 65

Additionstheoreme 101

Addition von Sinus-
schwingungen 109

Allmenge 12

Alternative 17

Amplitude 107

Ankathete 91

Anstieg 240

Aquivalenz 15

Assoziativitat 20, 29, 165, 166

Asymptote 331

Aussage 10

—-form 11

Austauschverfahren 150

Basis 44 0
Bedingung, hinreichende 14,
115

—, notwendige 14, 115

—, — und hinreichende 15,115
Betrag, absoluter 34, 68
Bild 237
Binomialkoeffizient 61
binomischer Lehrsatz 62
BogenmaB 88
Brenn-punkt 317, 322, 329
— -weite 323

Bruch 256

—, echter 30

—, unechter 30

— -rechnung 30

Cofunktion 94
Cosinus 91
—-satz 113

Darstellung, analytische
—, grafische

—, tabellarische
dekadisches System 39

Definitionsbereich einer

Funktionen, logarithmische

Abbildung 237 282
— — Funktion 258 —, mittelbare 265
e (leiol Ungleich —. nick < onal
126 —, Potenz- 268
— eines Terms 126 —, quadratische 273
i zwei ige 176 —, rationale 296

Dezimalbruch 25

Disjunktion 18

Diskriminante 192
Distributivitit 20, 29, 166, 169
Drehstreckung 73
Dreiecks-berechnung 111

— -fliche 113

— -ungleichung 36

Einheits-kreis 88

— -strecke 239

Ellipse 312, 317

—, Parameterdarstellung 320
Ellipsenkonstruktion 317, 319
Elongation 107

Erfillung 11
Erfiillungsmenge 127
Erweitern 30

EvLrersche Formel 74
Exponent 44

Exzentrizitit 317, 329

Faktorenzerlegung 31

Fakultit 60

Fargsches Schema 169

Fehler 41

Fundamentalsatz der Algebra
203

Funktion 258
It algebraische 268

—, reelle 258, 296

—, transzendente 282, 296
—, Umkehr- 264

—, ungerade 269

—, Wurzel- 279

—, zyklometrische 288
Funktions-gleichung 262

— -leiter, logarithmische 297
— -papiere, logarithmische 298
— -terme, Operationen 291
— -wert 258

Gauss-sche Zahlenebene 65
— -scher Algorithmus 143
Gegenkathete 91
Geradengleichung 245
Gleichung 126

—, algebraische 127, 198, 203
—, —, Produktform 194, 204
—, —, Wurzeln 191, 204

—, dquivalente 128

—, Definitionsbereich 126
—, Exponential- 128

—, goniometrische 128, 216
—, identische 127

—, lineare 132

—, logarithmische 128, 214
—, Matrizen- 180

—, quadratische 191

- 128, 211

dent:

—, elementare 296

—, Exponential- 282

—, ganzrationale 268

—, gebro-henrationale 274
—, gerade 269

—, harmonische 105

—, lineare 245, 271

s

—, Wurzel- 197

—, Wurzel einer 127

Gleichungssysteme, lineare 136

—, linear abhingige 138, 148,
158

—, widersprechende 138, 149,
159
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Sachwortverzeichnis

Gon 89
Goniometrie $ Tri trie
Grund-aufgaben am Dreieck

— -bereich 11
— -rechenoperationen 28
— -ziffer 39

Halb-achse 318, 330

— -parameter einer Parabel
322 i

halblogarithmische Form 41

Haupt-achse 318

— -nenner 32

— -scheitel-kreis 319

— — -punkt 318, 330

HorxERr-Schema 198

Hyperbel 312, 329

—, gleichseitige 331

Hypotenuse 91

Imaginére Einheit 65
Implikation 14
Indextransformation 38
Inklusion 12
Interpolation, lineare 271
Intervall 27

— -schachtelung 225
inverse Funktion 264

— Matrix 174

inverses System 139, 150
Iteration 230

Kardinalzahl 24
Kegelschnitte 335
Kellerzeile 152
Kennzahl 54

Kurven-gleichung 242, 262
— — 2. Grades 312

— 2. Ordnung 312, 335
—, Schnittpunkt 244

—, Schnittwinkel 247
Kiirzen 30, 31

Leiter 297

Leitlinie 322
Linear-kombination 126, 137
— -transformation 139, 150
Logarithmen 51

—, dekadische 53

—, natirliche 53, 55

— -basis 52

— -gesetze 52

— -systeme 53

— komplexer Zahlen 76
Losung 11

Lésungsmenge 127

Mantisse 54

Matrix 161

—, Diagonal- 163

—, Einheits- 163

—, Element 161

—, Hauptdiagonale 163
—, inverse 174

—, Kehr- 174

—, Null- 165

—, quadratische 163
—, Rang 177

—, reguliire 177

—, singulire 177

—, Skalar- 163

—, transponierte 162

Kommutativitit 20, 29, 165; .—, Typ 161
166 Matrizen-operationen 163
Kompl t-bezichungen 84 — -gleich
— einer Menge 18 Menge 9
— -winkel 94 —, Element 9
komplexe Zahlen 64 —, leere 10
—, Argument 69 —, Losungs- 127
—, arithmetische Form 64 —, Ober- 12
—, Betrag 68 —, Teil- 12
—, goni ische Form 69 M Differenz 19
—, Exponentialform 74 —, disjunkte 13

Konjunktion 16

Koordinaten, rechtwinklige
92, 238

—, Polar- 92

Kreis 312

— -frequenz 107

— -gleichung 313

—, Parameterdarstellung 316

—, Durchschnitt 16
—, Gleichheit 13
—, Relationen 12
—, Vereinigung 17
Modul 57, 69

Niiherungsformel fiir kleine
Winkel 97

Niherungsverfahren,
grafisches 223

—, Intervallschachtelung 225

—, Iteration 230

—, NEwtoxNsches 227

Niiherungswerte, Rechnen mit
42

Neben-achse 318

— -scheitel-kreis 319

. — —-punkt 318

Negation 19

Nenner 25
Nullphasenwinkel 107
Nullstelle 194, 202
Numerus 44

Ordinalzahl 24
Ordinate 93

Parabel 312, 322

— -gleichung 323

— -konstruktion 323
—, Normal- 269
Parameter 149
Partialdivision 33, 200
Periode 106, 287
Phasen-unterschied 109
— -winkel 107
Pivot-element 152

— -spalte 152

— -zeile 152

Pol 276
Polarkoordinaten 92
Polynom 31, 198
Positionssystem 39
Potenz 44
Produkt-form 194

— -zeichen 39

Quadrantenbeziehungen 99

Radiant 88

Radikand 44

Rationalmachen des Nenners
49

reziprok 31

Richtungsfaktor 240

Runden 40

Schiebung 249

Schranke 263

Schreibweise von Zahlen 39
Schwingung, harmonische 105
Sinus 93
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trische Funktionen

" von Winkelsummen 104

Sachwortverzeichnis
Sinusfunktion, allg 105 .
— -satz 113
— -schwingung 105

— -werte kleiner Winkel 97
Skalar 163

— -produkt 167

Spiegelung 252

Stauchung 250

Strecke 240

Streckung 250
Summationsindex 37
Summenzeichen 37

Tangens 93, 95

— -werte kleiner Winkel 97

Term 125

Trigonometrie 87

tri ische F'
97, 287

— — am Einheitskreis 93

— —, Definition 91, 93

— — des doppelten Winkels
103

— — im rechtwinkligen Drei-
eck 91

— —, Periodizitit 94

— —, Produkt von 104

— —, Summen von 104

— —, Vorzeichen 93
— —, Zusammenhang
zwischen 96

Umformung, dquivalente 128
Umkehr-abbildung 238
— -funktion 264

— -operation 29

— -system 139
Ungleichung 126

—; dquivalente 128

—, lineare 128

—, quadratische 196
Urbild 237

Ursprung 238

Variable 11, 124

Vektor 162

—, skalares Produkt 167

Verkettung von Funktionen
203

Vollwinkel 88
Vorzeichenregeln 36, 93

Wahrheitswert 10
‘Werte-bereich 237, 258

Werte-vorrat 258

— -tabelle 259

Winkel 87

—, kleine 97

—, negative 87

— -einheiten 87

— -funktionen 1 trigono-
metrische Funktionen

— -Summe im Dreieck 113

Waurzel 46

— -siitze von VieTa 193

— einer Gleichung 127, 203

Zahlen, entgegengesetzte 36

—, ganze 25

—, ¥ebrochene 25

—, imaginire 65

—, irrationale 26

—, komplexe 64

—, —, konjugiert 67

—, —, Rechenoperationen 64,
67

—, natirliche 25

—, rationale 25

—, reelle 26

—, ebene, Gausssche 65
Zihler 25

Ziffer 39

Zweiwertigkeit, Satz der 10
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