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YVORWORT

Durch die Einfiihrung der Lehrplanwerkes der zehnklassigen allgemeinbilden-
den polytechnischen Oberschule erhiclt der Unterrichtsabschnitt ,,Proportionen*
erhohte Bedeutung. Es ist zu begriien, daB sich viele Lehrer und pidagogische
Wissenschaftler in den Schuljahren 1959/60 und 1960/61 der methodischen Be-
arbeitung dieses wichtigen Stoffgebietes zuwandten.

Die Ergebnisse der entsprechenden Untersuchungen zeigten zweierlei: erstens
ist die MaBnahme richtig, das selbstiindige und geschlossene Unterrichtsgebiet
,.Dreisatzrechnung‘‘ durch die intensivere Behandlung der Lehre von den Pro-
portionen zu ersetzen; zweitens sind fir den Unterricht in Klasse 7 im wesent-
lichen drei verschiedene Wege fiir die Behandlung dieses Stoffgebietes gecignet.
Durch das zur Zeit giiltige Lehrbuch ,,Rechnen, Messen, Konstruieren — Sieben-
tes Schuljahr* (Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1959), das ,,Metho-
dische Handbuch fiir den Lehrer — Mathematikunterricht* (Volk und Wissen
Volkseigener Verlag, Berlin 1960) und den vorliegenden ,,Methodischen Beitrag*
sollen die drei Wege zur Diskussion gestellt werden. Die Praxis muB erweisen,
welche Art der Behandlung des Lehrplanabschnittes ,,Proportionen’ optimale
Erziehungs- und Bildungserfolge bewirkt. Das Deutsche Pidagogische Zentral-
institut bittet hiermit alle Lehrer um kritische Hinweise und Einschétzungen zu
den zur Diskussion stehenden drei methodischen Hauptwegen.

H. Junge / Dr. F. Neigenfind
Wissenschaftliche Mitarbeiter des
Deutschen Padagogischen Zentralinstituts



EINLEITUNG

Im Rahmen der pulyt('(-hnischen Bildung und Erzichung, des Kernstiicks der
gesamten Bildung und Erziehung in der xu/l.\lnlm hen Schule, sind im Mathe-
mnukuntounht \\u,hu gc \ufbabcn zu lésen.

Der Unterricht in dor sozialistischen Produktion hat gezeigl, dal den Schiilern
friihzeitig solide mathematische Grundlagen vermittelt werden miissen. Nur dann
lernen die Schiiler in der Praxis 'ulftrctondv Probleme auch nach ihrer logisch-
mathematischen Seite hin sehen und mathematische Iilfsmittel richtig einsetzen.

Die Mathematik ist nicht nur in dieser Weise von unmittelbarer Bedeutung
fiir die polytechnische Bildung und Erzichung, sie ist es auch mittelbar als Hilfs-
wissenschalt der Naturwissenschaflten, insbesondere der Physik. Die Naturwis-
senschaften gehéren zu den wichtigsten Grundlagen der industriellen Produktion.

Dem Physikunterricht kommt ein bedeutender Platz im Fachunterricht un-
serer zehnklassigen allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule zu. Der
Mathematikunterricht hat unter anderem die Aufgabe, solche mathematischen
Begrilfe und Verfahren rechtzeitig bereitzustellen, mit deren Hilfe die Schiiler
im Physikunterricht zu tieferem Verstindnis und planméBiger Anwendung der
Naturgesetze gelithrt werden konnen.

Ein sowohl fiir den Mathematikunterricht als auch fiiv den Physikunterricht
besonders wichtiger Begrilf ist der der Proportionalitit. Unser giiltiger Lehrplan
gibt uns die Moglichkeit, diesen Begriff seiner Bedeutung entsprechend zu behan-
deln. Der hier vorliegende methodische Beitrag soll dem Lehrer dabei helfen, er
ist also fiir den Lehrer, nicht fiir die Hand des Schiilers bestimmt.

Nach einem einleitenden Kapitel, das aufl die Bedeutung der Lehre von den
Proportionen und von der Proportionalitiit hinweist, werden im 2. und 3. Kapitel
die mathematischen Sachverhalte und ihre Anwendungen ohne Riicksicht auf
unterrichtsmethodische Belange zusammengestellt. Dabei werden auch Beispiele,
die iiber den Rahmen unseres gegenwiirtigen Lehrplans hinausgehen, besprochen.
Der methodische Teil beginnt mit dem 4. Kapitel. Diese Darstellungsform wurde
gewiihlt, weil der Lehrer, um seinen Mathematikunterricht wissenschaftlich ein-
wandfrei aufbauen zu kénnen, die Sachverhalte unabhiingig von schulischen
Belangen kennenlernen und daraus SchluBfolgerungen fiir den Unterricht ziehen
sollte. Nur dann wird er den Schulstolf vorurteilslos priifen, die fachlichen und
erzieherischen Schwerpunkte erkennen und das betreffende Unterrichtsgebiet
dementsprechend gestalten.




1. Bedeulung der Proportionalitiit, des Verhiilinisses und der
Proportionen fiir die Erkenntnis von Natur und Gesell-
schaft und fiir das tigliche Leben

Bei der Erkenntnis von GesctzmiBigkeiten, die in der Natur und im gesell-
schaftlichen Leben bestehen, und bei der Formulierung der entsprechenden
Gesetze spielt die Proportionalitiit einc wichtige Rolle.

Am hiiufigsten bedienen sich die Physik und die Chemie des Begriffs der Pro-
portionalitit. Folgende Beispicle sollen dies zeigen: Bei der gleichformigen
Bewegung ist der zuriickgelegte Weg der dazu benétigten Zeit proportional.
Wird ein Stab oder Draht in axialer Richtung gedehnt, so ist in cinem bestimmten
Bereich (bis zur Proportionalititsgrenze) die Léngenzunahme proportional der
dehnenden Kraft. Beim Erwiirmen verschiedener Kérper aus gleichem Material
um einen bestimmten Temperaturbetrag sind die dazu notwendigen Wirme-
mengen den Massen der Kérper proportional. Beim ebenen Pendel ist die Schwin-
gungsdauer der Quadratwurzel aus der Pendellinge proportional. Bei idealen
Gasen ist bei konstantem Volumen und konstanter Temperatur der Druck pro-
portional der Gasdichte. Die Reaktionsgeschwindigkeit eines chemischen Prozesses
ist der Zahl der ZusammenstdBe der reagicrenden Molekiile proportional.

Aber auch in der politischen Okonomie spielte und spielt der Begrill der Pro-
portionalitit cine groBe Rolle. So nahmen Adam Smith und David Ricardot
irrtimlich an, daB die Nachfrage nach Arbeitskriften proportional mit der
Produktion wachse. In Wirklichkeit verdriingt die kapitalistische Akkumulation
den Arbeiter durch die Maschine. Dagegen gilt in der politischen Okonomie des
Sozialismus ein Gesetz von fundamentaler Bedeutung, das eine Proportionalitat
aussagt, das Gesetz von der planmiBigen und proportionalen Entwicklung der
Volkswirtschaft. In ihm wird festgestellt, daff ein normales Funktionicren der
sozialistisehen Wirtschaft davon abhingt, daB zwischen ihren einzelnen Zweigen
bestimmte Proportionen bestehen, die planmiBig hergestelll und cingehalten
werden miissen. Allerdings werden sich diese Proportionen mit der Zeit verdndern,
aber doeh so, daB in jedem Zeitpunkt das Gesetz gilt. So mul} sich die Konsum-
tionsmittelindustrie cines Landes proportional zu sciner Produktionsmittelindu-
strie entwickeln. Dies gilt auch fiir die einzelnen Produktionszweige: Ein starkes
Anwachsen der Rohstoffindustric zum Beispiel mull einc proportionale Ent-
wicklung aller anderen Produktionszweige nach sich zichen.

Gesetze der Proportionalitit wirken in allen Bereichen des wirtschaftlichen
Lebens. So miissen zwischen Arbeitslohn und Arbeitsproduktivitiit, zwischen
dem Gesamteinkommen der Bevilkerung und der produzierten Warenmenge
usw. bestimmte Proportionen gewahrt werden. Innerhalb des gesamten sozia-

1 Smith, englischer Staatswirtschaftslehrer und Begriinder ciner neueren Nationaldkonomie,
1723 —1790. Ricardo, englischer Nationalikonom, 1778 —1823, dessen Wertlehre Karl Marx
wesentliche Anregungen gab.



listischen. Weltsystems muB die Volkswirtschaft jedes cinzelnen Landes nach
dem Geselz von der planmiBigen proportionalen Entwicklung auf die Entwick-
lung der Volkswirtschalt aller anderen sozialistischen Linder abgestimmt wer-
den. Wenn also in cinem sozialistischen Land cine spezielle Industrie stirker
entwickelt wird (zum Beispiel die chemische Industrie in der DDR), so'muB dies
iiber die Landesgrenzen hinweg planmiillig zu einer proportionalen Entwicklung

der gesamten Volkswirtschaft auch in den anderen sozialistisehen Liandern fiilren.

| DIE STAHLERZEUGUNG IN DER SOWJETUNION UND IN DEN USA (in MillonenTonnen)

I SOWJETUNION
=TI

1913 1929 1938 1950 1955 1956 1957 1958 1959 1960 1961 1965
Abb. 1

Auch in der Statistik wird der Begrill der Proportionalitit viel verwendet. Das
obenstehende Schaubild (Abb. 1), das die Stahlerzeugung in der Sowjetunion
und in den USA in einzelnen Jahren gegeniiberstellt, veranschaulicht die cin-
zelnen Zahlen durch Rechteckstreifen von gleicher Breite, deven Hohen diesen
Zahlen proportional sind. Auch bei anderen Formen graphischer Darstellungen,
gleich ob dabei Kreissektoren oder Strecken zur Veranschaulichung benutzt
werden, liegt meist die Proportionalitit zugrunde.

In der Technik und im tiiglichen Leben findet die Proportionalitit gleichfalls
viele Anwendungen: Beim Bohren ist die Sehnit

hwindigkeit dem Durch-
und seiner Drehzahl proportional. MaBstibliche VergriBe-
rungen sl
sie zu den Grundlagen des technischen Zeichnens und wird bei Entwiirfen und
Modellen in der Bau- und Mobelindustrie gebraucht, aber auch bei bildlichen
Wiedergaben von ( i
deren Gebieten. Die aul Proportionalit
rung findet im Schiff- und Flugzeugbau cine bedeutsame Auwendung: Reynolds

messer des Bohre

rungen und Verklein

ensich aul die Proportionalitit. Daher gehirt

sgenstiinden aus der Biologic. der Geographie und aus

gestiitzte dreidimensionale Vewkleine-

hat 1883 gezeigt, dafl die Ergebnisse von Versuchen im Windkanal mit verklei-
nerten Modellen unter gewissen Bedingungen aul veale Verhiltnisse ibertragen
werden kénnen.

Auch kiinstlerische Wiedergaben stiitzen sich oft auf die Proportionaliti.

Wie tiel vorwissenschaftliche Vorstellungen von proportionalem Wachsen oder
von der Proportionalitil zwischen Ursache und Wirkung in unserem Denken ver-
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ankert sind und wieweit sie uns bei der Erfassung der Realitdt und bei unserem
Handeln leiten, liBt sich schwer feststellen. Jedenfalls deuten Schiilerfehler auf
eine Vorliebe fiir den Proportionalansatz hin, da er oft auch dort benutzt wird,
wo er nicht amPlatze ist.

Proportionalitit wird sprachlich in verschiedener Weise ausgedriickt: ,,Eine
GréBe hingt proportional von einer anderen ab®; ... nimmt proportional mit
einer anderen zu (ab) . wiichst (nimmt ab) im gleichen Mafle wie .. oy
e.. im gleichen Verhdltnis .,das Verhiltnis zwischen ... ist eine
feste Zahl*.

Sehr hiufig tritt in den Natur- und Gesellschaftswissenschaften, in der Tech-
nik, in der Wirtschaft und im Uiglichen Leben auch der Begrill der umgekehrten
Proportionalitit auf. Dies sollen folgende Beispiele zeigen: Die Lingeninderun-
gen, die gleich lange Driihte aus gleichem Material durch die gleiche Kraft er-
fahren, sind in bestimmten Bereichen den Querschnitten der Drihte umgekehrt
proportional. Die Kraft, mit der sich zwei ungleichnamig elektrisch geladene
Kugeln anziehen, ist dem Quadrat des Abstandes ihrer Mittelpunkte umgekehrt
proportional. Haben Rechtecke mit verschiedener Linge und Breite gleichen
Flicheninhalt, so sind die Breiten den Liingen umgekehrt proportional. Haben
bei einem Zahnradgetriebe zwei Zahnrdder verschiedene Durchmesser, so ver-
halten sich die Drehzahlen umgekehrt wie die Durchmesser und auch umgekehrt
wie die Anzahl der Zahne. Soll eine bestimmte Materialmenge durch Lastkraft-
wagen abtransportiert werden. so steht die Anzahl der erforderlichen Wagen im
umgekehrten Verhiltnis zum Fassungsvermogen der Wagen.

Auch hier werden verschiedene Redewendungen benutzt. Neben den oben
gebrauchten findet man folgende Ausdriicke: ,,... umgekehrt proportional zu

.. wachsen (oder abnehmen); ,umgekehrt proportional abhiingen von ... 43
,.sich im umgekehrten Verhiltnis dndern wie ... %

Dic angefiilhrten Beispiele sollten nur einen vorlidufigen Eindruck, kein voll-
stiindiges Bild von der Bedeutung der Proportionalitit geben. In vollem Umfang
kann die Wichtigkeit dieses Begriffs erst beim systematischen Ordnen der An-
wendungen erfait werden. Das setzt aber verschiedene Begrillserlauterungen
voraus, die in Kapitel 2 gegeben werden.

In enger Verbindung mil dem Begrill der Proportionalitit steht der Begrilf
Verhdlinis, der bereits oben verschiedentlich auftauchte. Schon fir sich betrach-
tet, stellt er ein wichtiges Mittel zum Vergleichen und Messen verschiedener
Grofien dar, dessen sich auch die Gesellschaftswissenschaften und die Publizistik
gern bedienen. So lesen wir, dall sich die Mengen des in der Sowjetunion in den
Vergleichsjahren 1960 und 1953 geernteten Getreides verhalten wie 8 zu 5. Die
Produktion von Zement in der Rumiinischen Volksrepublik wird nach den Kenn-
ziflern des Sechsjahrplans bis zum Jahre 1965 so weit gesteigert sein, daB sie
sich zu der Produktion von 1960 verhilt wic 2,3 zu 1. Auch in der Chemie wird
der Verhiltnisbegrilf hiiuflig benutzt: Chemische Elemente verbinden sich nach
festen Gewichtsverhiltnissen. Verbindet sich ein Element A in mehr als einem
Verhiltnis mit cinem Element B, so stelien die Gewichtsmengen von B, die sich
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mit der gleichen Gewichtsmenge (d. h. mit den gleichen Massen) von A verbinden,
im Verhiltnis kleiner ganzer Zahlen. Das sogenannte Molekulargewicht eines
Stoffes ist eine Verhiiltniszahl, bezogen auf Sauerstoll gleich 16.

DaB eine Verhiltnisbildung vorliegt, tritt nicht immer deutlich in Erscheinung.
Wenn es zum Beispiel heiit, daB sich in der Volksrepublik China die Kohle-
produktion im Jahre 1957 gogcnul\el dem Jahre 1949 vervierfacht hat, so liegt
das Verhiltnis 4 zu 1 vor. Uberall dort, wo gesagt wird, daB eine GroBe sich
vervielfacht oder auf einen Bruchteil rt-d\lzmll, ist der Sachverhalt auch durch
ein Verhiltnis ausdriickbar.

In den oben angefithrten Beispielen hatten die GroBen, die ins Verhiltnis
gesetzt wurden, gleiche Benennung. Vielfach treten aber auch Verhiiltnisbil-
dungen zwischen GréBen mit verschiedener Benennung auf. So wird in der
Geographie von dem Verhiltnis der Einwohnerzahl eines Landes zu der bewohn-
ten Fliche gesprochen, in der Wirtschaft von dem Verhiltnis der Produktion an
Milch zu der entsprechenden landwirtschaftlichen Nutzfliche, von dem Verhiilt-
nis des Fleischverbrauchs zur Bevolkerungszahl usw. Uberall, wo von einem
Pro-Hektar-Ertrag, von einem Pro-Kopf-Verbrauch oder dergleichen gesprochen
wird, liegt eine solche Verhiiltnisbildung zugrunde.

Von groBer Bedeutung fiir die Praxis sind Proportionen, das heilt Gleichungen
zwischen Verhiltnissen. Sie werden vielfach zu Berechnungen gebraucht und
machen die frither in der Schule betricbene Dreisatzrechnung iiberfliissig.

Uberall, wo Proportionalitit vorliegt, kénnen mit Hilfe von Proportionen aus
gegebenen Zahlen andere errechnet werden. In der Chemie ist das zum Beispiel
bei stochiometrischen Messungen der Fall. Proportionen werden in der verschie-
densten Weise verwendet, je nachdem welchen Charakter die Gleichung zwischen
den beiden Verhiiltnissen trigt. Auch darauf kann erst im néchsten Abschnitt
eingegangen werden.

In Technik, Wissenschalt, Wirtschaft und im tiglichen Leben findet die Pro-
zentrechnung, die sich, wie spiiter gezeigt wird, auf eine ganz bestimmte Propor-
tion stiitzt, breite Anwendung. Sie dient dem Vergleichen und Messen von Ver-
hiltnissen. Jeder Wirtschaftsbericht enthilt cine Fiille von Anwendungen der
Prozentrechnung, zum Beispiel: Rund 88 Prozent des gesamten in unserer
Republik im Jahre 1960 verbrauchten Zements und rund 10 Prozent des ver-
arbeiteten Walzstahls sind fiir Neubauwohnungen zur Verfiigung gestellt worden.
80 Prozent der vom VEB Carl Zeiss Jena hergestellten Hauptgerite tragen das
hochste Giitezeichen der Deutschen Demokratischen Republik. Die Miete fiir
Geschéftsrdume in Westberlin ist am 1. Mérz 1961 bis zu 150 Prozent erhsht
worden. In den einzelnen Wissenschaften wird der Prozentbegriff zur Priizisierung
von Verhiiltnissen verwendet: Die Aufgliederung der Bevélkerung in bestimmte
Gruppen, etwa in Altersklassen, wird in Prozenten ausgedriickt; Stihle werden
durch den prozentualen Anteil von Kohlenstoff, Nickel, Chrom, Wolfram usw.
charakterisiert; die Feuchtigkeit der Luft wird in Prozenten der Sittigungs-
feuchtigkeit gemessen. Im umseitigen Schaubild® aus dem ,,Neuen Deutschland*
vom 27. Januar 1961 (Abb.2) werden die prozentualen Anteile des sozialistischen
Weltsystems an der Weltproduktion in den Jahren 1929 und 1959 durch Recht-
ecke dargestellt. Weitere Anwendungen der Prozentrechnung liefert die Tages-
presse in reichlichem MaBe.

3 Das Schaubild welst cinige Miingel anf, die auf Seite 63 erdrtert Werden.
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ler Begriffe Proportionalitit,
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2. Mathematische Sachverhalte beim Verhiltnisbegriff, bei
Proportionen und bei der Proportionalitit

Jetzt sollen die Begriffe Proportionalitiit, umgekehrte Proportionalitiit, Ver-
hiiltnis, Proportion zuniichst in mathematischer Bezichung niher untersucht
werden.s Ohne damit eine Reihenfolge der unterrichtlichen Behandlung festzu-
legen, sei mit der mathematischen Klirung des Verhdltnishegriffs begonnen.

Der mathematische Ausdruck fiir das Verhiiltnis zweier Zahlen ist ein Quotient.
Dieser kann mit Hilfe des Doppelpunktes oder des Bruchstrichs (als Divisions-
zeichen) geschrieben werden. Bei Verhiltnissen findet sich meist der Doppel-
punkt.

Das Verhiiltnis dient, wie bereits gesagt, dem Vergleich zweier GriBen. Die
verglichenen Zahlen heifien ,,Glieder des Verhiiltnisses. Wenn zum Beispiel
bekanntgegeben wird, daB die Jahresproduktion von Zellulose und Halbzellulose
in der Volksrepublik Bulgarien von 18000 t im Jahre 1959 auf etwa 135000 t imn
Jahre 1965 steigen soll, so kann einmal die Produktionssteigerung durch Bildung
der Differenz angegeben werden: Die Produktion wird um 135000t — 18000,
also um 117000 t, steigen. Wirkungsvoller wird das Wachsen aber durch die
Verhiltnisbildung ausgedriickt: Die Produktion im Jahre 1965 soll sich zur Pro-
duktion im Jahre 1959 verhalten wie 135000 zu 18000, kurz geschrieben:

Produktionyggs : Produktionjgsg = 135000: 18000.5

Bei Angabe dieses Verhiiltnisses brauchen aber die verglichenen Zahlen nicht
in Erscheinung zu treten. So hiitte die Steigerung der Produktion auch durch
das Verhiiltnis 15:2 beschrieben werden kénnen, denn 135000: 18000 und 15:2
stellen gleiche Quotienten dar. Da 15:2 angenihert 8 ist, wird daraus ersichtlich,
daB sich die Produktion nahezu verachtfachen soll. Man kann Verhiiltnisse also
wie Briiche kiirzen und erweitern. So kann das auf Scite 8 des ersten Kapitels
genannte Verhiltnis 2,3: 1 auch als 23: 10 geschrieben werden. ;

Bisweilen wird der Betrag, um den eine GroBe wiichst, also die Differenz
zwischen End- und Anfangswert, in Bruchteilen des urspriinglichen Wertes an-
gegeben; dann kann das Verhiltnis des Endwertes zum Anfangswert leicht
berechnet werden. Zum Beispiel erfuhren wir aus der Presse, daB die Getreide-
produktion in der RSFSR, der grofiten Republik der Sowjetunion, im Jahre
1961 um etwa ein Siebentel gegeniiber 1960 gesteigert werden sollte. Fithren wir
zur Abkiirzung den mit einem Index versehenen Buchstaben E fiir den Ernte-

4 Bei allen Ausfiihrungen dieses Kapitels sollen nur reelle, von Null verschicdene Zahlen zugrunde

gelegt werden.

5 Eigentlich liegt hier schon eine Proportion vor, wenn auch keine mit Zahlenverhiltnissen. Mit
Riicksicht auf den Schulgebrauch soll aber dabei nur das Verhiiltnis beachtet werden.
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ertrag ein und driicken wic den Frtrag von 1961 in Bruchteilen des Ertrages
von 1960 aus, so erhalten wir:

. 8
a0 + = Eyo60 = i Eyg960

Eigar =
Fiisgis Biggor=0 £

Der Ernteertrag von 1961 wird sich also zum Ernteertrag von 1960 verhalten
wie 8:7.

Von mathematischer Seite gesehen, ist es gleichgiiltig, ob gleich oder ungleich
benannte Zahlen ins Verhiltnis gesetzt werden. Betrachten wir beispielsweise
das Verhiiltnis der Einwohnerzahl N der Volksrepublik China zur Zahl I der
Quadratkilometer ihrer Boden(liche. Aul rund 9700000 km? wohnen etwa
600000000 Chinesen. Also ist:

N:F = 600000000 : 9700000 (Menschen je km?).

Es ist zu beachten, daB in der Mathematik von allen substanticllen Besonder-
heiten abstrahiert wird. Daher sind bei den Gliedern eines Verhéltnisses die Be-
nennungen wegzulassen, sofern nicht die Belange eines bestimmten Fachs, etwa
der Physik, eine besondere Form wiinschenswert erscheinen lassen. Jedenfalls
sollte eine Schreibweise wie:

600000000 Menschen : 9700000 km?
zugunsten der oben gewiihlten Torm vermieden werden.

Bisher kamen als Verhaltnisglieder nur ganze oder gebrochene rationale Zahlen
vor. Bilden wir aber in der Kreislehre das Verhiltnis von Kreisumfang zu Durch-
messer, das heiBt, setzen wir die zugehorigen MaBzahlen ins Verhltnis, so tritt
die irrationale Zahl 7 auf. Wir fragen daher jetzt nach dem Zahlcharakter des
Verhiltnisses a:b in den verschiedenen méglichen Fillen. Es bestehen nach Fuf-
note 4 von S. 12 folgende Moglichkeiten:

4. a und b sind beide rationale Zahlen,
2. a und b sind beide irrationale Zahlen,
3. eines der beiden Glieder ist cine rationale, das andere eine irrationale Zahl.

Zu 1: Sind a und b rationale Zahlen, so ist ihr Quotient wieder eine rationale
Zahl. Sind a und b in Form von Briichen gegeben, so kann der Quotient nach
den Regeln der Bruchrechnung wieder als Bruch dargestellt werden. Beispiels-

weise betrachten wir cinen Produktionsvorgang, der bisher 1—4— Stunden bean-

1
spruchte, aber nach Einfihrung ciner Verbesserung nur noch 17 Stunden

7 3 71 6

dauert. Die Zeiten verhalten sich wie 1—-:
A
Speziell kann der Quotient eine ganze Zahl sein, dann nimlich, wenn der Divisor

12
cin Teiler des Dividenden ist, zum Beispiel in——: = = 4:1. Es kann aber auch
2
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bei der Division ein endlicher oder unendlicher Dezimalbruch entstehen : so fithrt
bei dem zweiten oben stehenden Beispiel die Division aul N: F = 61,8659 . . .
Bei Fortsetzung der Division mulB [rither oder spiiter eine Periode erscheinen;
denn ein unendlicher Dezimalbruch ist dann und nur dann eine rationale Zahl,
wenn er periodisch ist.6 In dem vorlicgenden Fall wire es jedoch sinnlos, so
lange weiterzurechnen, bis die Periode erscheint.

Zu 2: Es seien jetzt sowohl a als auch b ireational.

Line irrationale Zahl kann nicht als Quotient zweicr ganzer rationaler Zahlen
dargestellt werden.” Dennoch kann der Quotient aus zwei irrationalen Zahlen
cine rationale Zahl scin. Zum Beispicl ist « eine irrationale Zahl®. Simtliche
Vielfachen von m sind ebenfalls irrationale Zahlen. Wird das Verhiiltnis aus dem
Umlang eines Kreises mit dem Radius 1 em und cines Halbkreisbogens des
gleichen Kr Quotient der beiden irrationalen
MaBzahlen 27+ 1 und 7 - | die Zahl 2, also cine rationale Zahl.

let, so ergibt sich

Das Verhiltnis von zwei irvationalen Zahlen kann aber auch eine irrationale
Zahl sein. So ist das Verhiltnis der Malizahlen von Umfang und Durchmesser

fiir jeden Kreis 7, also irrational. Wird }ll als Kreisradius gewiihlt, so sind in dem

genannten Verhiltnis dic Zahlen in beiden Gliedern (27 - 12 und 2 ¥2)
chenso wie der Quotient (‘;r) irmtional EEbenso sind Verhiltnisse wie ]/7- }/E
Il‘l‘dll()lldl dnlb \ulmllma ]/aﬁ }l ist aber wieder rational wegen

56 : 1//—% V7 V/= =32, »

Zu 3: Ls sei a rational, aber b gleich ciner irrationalen Zahl g.

Jetzt ist der Quotient stets eine irrationale Zahl. Wire nimlich der Quotient
a:§ rational, so kénnte er als Quolient zweicr ganzer rationaler Zahlen p und g
dargestellt werden:

o ([

q v it

das heilit, § wiire entgegen der Vorausselzung eine rationale Zahl. Es ist klar,

dall auch 3 : a nicht rational sein kann.

Eine nette Hlustration des hier vorliegenden Sachverhalts lefert das folgen de
mathematische Scherzgedichtd, das das ., Verhiltnis™ ciner rationalen Zahl zu
einer irrationalen behandelt:

Vgl etwa Lemon-Schoenebery:
Leipzig 1952

7 Vgl.: Rechnen, Messen, Konstruicren, achies Schuljahr. Volk und Wissen Volkscigener Verlag,
Berlin 1959, 5. 151 11,
und: Mathematik, Lehrbuch fir die neunte Klasse der Obeeschule. Volk und Wissen Volks-
cigener Verlag, Berlin 1939, 8. 104 If.

s Vgl.: Rechnen, Messer
lag, Berlin 1939, . 16

9 Verfusser ist Mubert Cremer. Erschienen ist das lier aus dem Gedichtnis wicdergegebene
Gedicht in der Sammlung seiner Gedichte ., Der Hiiufungspunkt .

Vom periodischen Dezi bruch zur Zahlentheoric. Teubner,

Konstruicren, sicbentes Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener Vers
.
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Die Zwei und ihr Logarithmus,
die liebten cinander gar sehr.
Ein rationales Verhéltnis,

das war ihr ganzer Begelr.

Sie kamen zum strengen Gelehrten.
Der sprach kategorisch: ,,Nein!

Ein rationales Verhiltnis

kann zwischen cuch nimmermehr sein.

Denn du bist solch Transzendenter
vom Zahlenproletariati0;

und du bist als einzige gerade

die erste vom Primzahlenstaat.**

Sie rang voll Verzweiflung dic Hinde.
Doch er erwiderte schnell:

,, Will’s rational auch nicht gehen,

so geht es doch sicher reell!*

Und gibt der erritenden Schonen
geschwinde den Hochzeitskul.
Und das ist der kurzen Geschichte
nicht ganz moralischer Schlub.

Als niichster Begriff soll die Proportion in mathematischer Beziehung unter-
sucht werden. Wie oben schon erwahnt wurde, ist die Proportion eine Gleichung
zwischen zwei Verhiltnissen; a: b = ¢ : d. Die Zahlen a, b, ¢, d heillen in dieser
Reihenfolge das 1., 2., 3., 4. Glied der Proportion, a und b werden als Vorder-
glieder, ¢ und d als Hinterglicder, a und d als AuBenglieder, b und ¢ als Innen-
glicder der Proportion bezeichnet. Durch Multiplikation der Proportion mit b - d
ergibt sich die Produktgleichung a - d = ¢ - b.it Umgekehrt kann jede Gleichung
der Form u-z=v - w aul mehrere Arten in eine Proportion umgewandelt
werden: i
w:iv=w:zoderu:w=v:zoder viu=2z:woderw:u=z:v.

Dazu kommen die vier Proportionen, dic dus diesen durch Vertauschung der
Seiten entstehen.

Da eine Proportion zugleich mit ihrer Produktgleichung richtig oder falsch ist,
kann die Giltigkeit einer Proportion an Hand der Produktgleichung kontrolliert
werden.

Wer zum Beispiel bei der Proportion 4: 7 = 68: 119 nicht auf der rechten Seite
die Zahl 17 als gemecinsamen Teiler erkennt, gelangt sicher iber die Produkt-
gleichung zur Priifung der Richtigheit der Proportion.

10 Der Logarithmus von 2 ist cine transzendente Zahl. Das Wort ,,Zahlenproletariat** ist eine
Anspielung darauf, daB es im mengentheoretischen Sinn bedeutend mehr transzendente als
nichttranszendente reelle Zahlen gibt. Alle transzendenten Zahlen sind irrational. Niheres vgl.
Perron: Irrationalzahlen. De Gruyter, Berlin 1947, 8. 170 ff.

11 Man vermeide das an den Alt handel eri de Wort ,,Pr leich it
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Aus einer gegebenen Proportion a:b = c:d kénnen, wie oben angegeben,
durch geeignete Vertauschung der Glieder sicben weitere Proportionen gebildet
werden, die simtlich dieselbe Produktgleichung haben, némlich:

a:c=Db:d; b:a=d:c; c:a=d:b; c:d=a:b;
b:d=a:e: di:ec=b:a; d:b=c:a.

Auf nicht so unmittelbar einsichtige Weise kénnen aus der Proportion
a:b=c:d noch weitere Proportionen hergeleitet werden. Da Proportionen
Gleichungen sind, kann mit ihnen in der bekannten Weise operiert werden;
beispielsweise kann auf beiden Seiten der Gleichung 1 addiert werden:

a:b=c:d; | +1

a (o
B kA=l

a4+ b c+d
b 4 °
oder: (a4+b)-d=(c+d)-b.

Entsprechend gelangen wir durch Subtraktion von 1 in a:b=rc:d zu der
Proportion:

(@a—b):b=(c—d):d.

Dividieren wir die beiden letzten Gleichungen durcheinander, so entsteht wieder
eine neue Proportion:

(a4b):(a—b)=(c+d):(c—d),

falls wir voraussetzen, daBl bei der Subtraklion keine Nullen entstanden waren.
Die Herleitung dieser Proportionen aus der Proportion a:b=c:d wird als
.. korrespondierende Addition‘ bezichungsweisc ,,korrespondierende Subtraktion*
bezeichnet.22 Jede der neu gewonnenen Proportionen lifit die obengenannten
sieben Vertauschungen zu. In vielen Liillen erreicht man dadurch Erleichterungen
beim Errechnen einer in einer Proportion enthaltenen Unbekannten.

Wie oben erwiihnt, ist eine Proportion eine Gleichung. Nun kann cine Gleichung
zu drei in logischer und mathematischer Bezichung villig verschiedenen Kate-
gorien gehoren. Sie kann némlich
1. eine ldentitit,

2. eine Bestimmungsgleichung,
3. eine Funktionsgleichung

sein. Dies gilt auch fiir Proportionen.

12 Eine diesbeziigliche Anwendung auf Proportionen an Vicleckumfingen findet man in dem
Methodischen Beitrag Nr. 1 — ,,Aufbau des Planimetricunterrichts®. Volk und Wissen Volks-
eigener Verlag, Berlin 1960, S. 38.

15



1. Eine Identitit kann numerischer Art scin, etwa die Gleichung 3 4 4=7.
Eine zu dieser Kategorie gehérende Proportion ist zum Beispiel 2:3 =6:9.
Proportionen dieser Art bringen nur das Kiirzen oder Erweitern von Verhilt-
nissen zum Ausdruck.

Eine Identitit muB aber nicht an bestimmte Zahlen gebunden, sondern kann
allgemeingiiltig sein wie die bekannten binomischen Formeln, beispielsweise
(a4 b)2 = a2+ 2 ab 4 b2 Auch solche Identitiiten kénnen bei Proportionen
auftreten. So ist a:b = ka: kb cine fiir alle & und alle b =0, k= 0 richtige,
also allgemeingiiltige Proportion.

2. Eine Bestimmungsgleichung mit einer Unbekannten x ist eine Aussageform mit
der Variablen x. Die Aussageform geht durch Einsetzen gewisser Werte des
Grundbereichs fiir die Variable in eine richtige Aussage iiber. Das Lisen der
Bestimmungsgleichung bedeutet die Bestimmung der Losungsmenge, also einer
Teilmenge des Grundbereichs. Bei linearen Gleichungen enthilt sie in der Regel
nur ein einziges Element. Bestimmungsproportionen sind lir Berechnungen sehr
wichtig und nehmen in den meisten Lehrbiichern fiir den Mathematikunter-
richt cinen breiten Raum ein. Jede Dreisatzaulgabe, gleich ob mit direktem oder
indirektem Verhaltnis, kann durch eine Bestimmungsproportion gelost werden.
Zum Beispicl heiBe die Aufgabe:

30 kg Edelobst kosten 60 DM. Wieviel kosten 20 kg?

Die Preise verhalten sich wie die Obstmengen:
x: 60 = 20: 30.
Die Ausrechnung liefert:
x:60=120:30: |60
x = 40.
20 kg Edelobst kosten 40 DM.

Es sei noch cin Beispiel mit umgekehrtem Verhiltnis hinzugefigt:

20 Arbeiter brauchen fiir eine bestimmte Ausschachtung 4 Stunden. Wie lange
brauchen 23 Arbeiter?

Die Zahl der Stunden ist der Zahl der Arbeiter umgekehrt proportional.

x 14 =120:23; | -4
20 . 4
T I
80
x =335
x=35.

5
23 Arbeiter brauchen fiir dic Ausschachtung nur etwa 3+ Stunden.

Bestimmungsproportionen kinnen nur dann angesetzt werden, wenn entweder
zwei Paare direkt proportionaler oder umgekehrt proportionaler GrobBen vorliegen.
Bei Aufgaben dieser Art wird auch von der Bestimmung der .,vierten Proportio-
nalen gesprochen. Damit wird ausgedriickt, daB zu drei gegebenen Zahlen
diejenige vierte Zahl x bestimmt werden soll, die, mit den gegebenen in richtiger
ise verkniipft, zu einer giiltigen Proportion fithrt. Die Stellung von x ist be-




liebig. Der Terminus ,,vierte Proportionale™ driickt also eine bestimmte Beziehung
zwischen den vier Gliedern einer richtigen Proportion aus.

3. Es bleibt noch die Frage offen, ob cine Proportion auch eine Funktionsgleichung
sein kann. Das ist der Fall, und zwar licgt hier eigentlich der in wissenschaftlicher
Bezichung interessanteste und wesentlichste Fall der Lehre von den Proportionen
vor, der uns zur Lehre von der Proportionalitiit fithren wird.

Eine Funktionsgleichung driickt die eindeutige Zuordnung der Elemente ciner
Menget® W (Wertevorrat) zu den Elementen einer Menge D (Definitionsbereich)
aus. Es sei x ein Element aus D. dem durch die Zuordnung f genau cin Element
y aus W zugeordnet ist. Dafiir ist auch folgende Schreibweise iiblich: y = f(x):
x wird darin als unabhiingige, y als abhingige Variable bezeichnet.4 Eine Pro-
portion, die eine Funktionsgleichung darstellt, hat entwederdie Formy: x =c: 1
oder die Form y: | = ¢ x, wobei ¢ eine von x unabhingige Konstante darstellt,
withrend x ein Element aus dem Definitionshereich, y das x zugeordnete Element
aus dem Wertevorrat ist.

Zur Erliuterung diene das oben!s angefithrte Beispiel der Ausdehnung eines in
axialer Richtung gespannten Drahtes. Die Lingenzunahme, die der Draht unter
dem EinfluB der Kraft x erfihrt, sei mit y bezeichnet. Dann.besteht die Propor-
lion y: x : 1, wobei ¢ eine in gewissen Grenzen von der Kraft unabhiingige,
fiir das betreffende Material typische Konstante ist. Dieser Fall wird spiteri6 ge-
nauer behandelt werden. Wenn die Proportion in die Form y = ¢ - x gebracht
wird, so gelangt dic funktionale Abhiingigkeit noch besser zum Ausdruck. Jedem
x aus einem gewissen Definitionshereich ist durch diese Funktionsgleichung genau
ein y aus dem Wertevorrat zugeordnet, im Beispiel also eine ganz bestimmte
Liingenzunahme. Der Definitionshereich ist erstens durch die sogenannte Pro-
portionalitiitsgrenze, das ist dic obere Grenze fiir den Betrag der Kraft, bei dem
noch proportionale Verlingerungen auftreten, begrenzt. Werden fiir die Kraft
groBere Werte cingesetzt, so gilt die Funktionsgleichung nicht mehr; bei weiterer
Steigerung der Kraft reiBt schlieBlich der Draht. Zweitens kommen fiir die
Betriige der Kraft nur Zahlen, die groBer oder gleich Null sind, in Frage. Der
Definitionsbereich liiBt sich experimentell ermitteln. Der Wertevorrat ist einc
bestimmte Menge nichtnegativer Zahlen. Die durch die Proportion y:x=c: 1
amsgedriickte funktionale Abhingigkeit ist die der dirckten Proportionalitdt von
v zu X, auf die im folgenden Abschnitt niher eingegangen wird.

Als zweites Beispiel diene die Abhiingigkeit der Lingenzunahme voun Drihten
von ihrem Querschnitt. Anfangslinge, Material und Kraft werden konstant ge-
halten. Versuche zeigen, daB innerhalb gewisser Grenzen eine Verdoppelung des
Querschnitts zur Halbierung der Lingenzunahme, eine lalbierung des Quer-
schnitts zur Verdoppelung der Langenzunahme usw. fithrt, kurz, daB die Lingen-
zunahme umgekehrt proportional zur Verinderung des Querschnitts ist. Be-
zeichnen wir diese mit x, die Lingenzunahme wieder mit y, so heifjt in diesem
Fall die Funktionsgleichung v: | = ¢: x, wobei jetzt ¢ vom Querschuitt unab-

13 Niiheres iiber Mengen vgl.: Lnzyklopidie der Elementarmathematik. Deutscher Verlag der
‘Wissenschaften, Berlin 1954, Teil I, S. ff.,
und Dr. Asser: Einfiihrung in die héhere Mathematik. Padagogische Hochschule Potsdam,
Fernstudium der Oberstufenlehrer, 1955, 1. Teil, S. 1 ff.

1 Nﬂllsres iiber den Funktionsbegriff vgl.: Enzyklopidie, a. a. 0., S. 69 ff., und Asser, a.a. 0.
5.22.

15 Vgl S. 6
16 Vgl. S. 22 ff.
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hiingig ist.17 Die durch die Funktionsgleichung y: 1 = c: x ausgedriickte funk-
tionale Abhingigkeit ist die der umgekehrten Proportionalitit.

Beide Fille, die direkte und die umgekehrte Pmporhonalltat sollen im fol-
genden genauer behandelt werden.

Zuniichst soll die direkte Proportionalitit unabhiingig von den bisher behandelten
Begriffen des Verhiiltnisses und der Proportion betrachtet werden.

Die Aussage: ,,Eine Gréfie Yist ciner GroBe X direkt proportional*‘ (geschrieben
-Y ~ X)), ist nur eine andere Ausdrucksweise fiir folgenden Sachverhalt: Jedem
einzelnen Element x der Menge X entspricht genau ein Element y der Menge Y
vermoge cinerGleichung y = ¢ - x . Fiir die unabhiingige Variable kénnen belie-
bige Werte aus X eingesetzt werden. Der von x unabhéingige Term ¢, der eventuell
noch von anderen Parametern abhiingen kann, wird als Proportionalititsfaktor
bezeichnet.

Bei der Anwendung der Proportionalitiit kommen folgende beide Moglichkeiten
in Betracht: Die Menge X kann ein kontinuierlich zusammenhiingender Bereich
sein. So ist im Weg-Zeit-Gesetz s = v - t fiir die gleichféormige Bewegung die
Liinge Y (in. der Formel s) des zuriickgelegten Weges proportional zur Zeit X
(in der Formel t); Y ~ X. Dabei konnen die einzelnen Zeiten x einem konti-
nuierlich zusammenhéngenden Bercich X entnommen werden; dann gehéren
die zugehérigen Weglingen y einem kontinuierlich zusammenhiingenden Be-
reich Y an.

In vielen Fillen aber, in denen von Proportionalitit gesprochen wird, sind fiir
die unabhiingige Veriinderliche x diskrete, das heiBt einzelne isolierte Zahlen
einzusetzen; oft kommen nur endlich viele in Frage. Das bedeutet, daB fiir
die Veriinderliche x nur die Gieder ciner Folge xy, x5, X3,... einzusetzen sind.
Zu jedem x, gehért dann genau ein yp: zwar ist dieser Fall in der zuerst an-
gefiithrten Erklirung der Proportionalitiit einbegriffen, doch sei fiir ihn eine be-
sondere Definition gegeben, da einerseits bei der Einfiihrung des Begriffs der
Proportionalitit in Klasse 7 der Funktionsbegriff noch nicht zur Verfiigung
steht, andererseits die mecthodische Behandlung das mathematisch Wesent-
liche herausarbeiten soll.

Eine Folge y, y5. v, ... heiBit proportional zu der Folge x|, Xj, X3, ...
(y ~ x), wenn es cinen von allen x, unabhiingigen Faktor ¢ gibt, so daB fiir alle n
gilt:
¥n=-c¢ - Xp. Dieser Faktor ¢ heit Proportionalitatsfaktor. Durch Multipli-
kation mit ¢ kénnen aus gegebenen x-Werten die zugehérigen y-Werte berechnet

werden. 18

Wenn in der Physik auf Grund von Versuchen MeBreihen aufgestellt werden,
liegen stets mindestens zwei Folgen mit endlicher Gliederzahl vor. Natiirlich ist
dabei durchaus nicht immer die eine Folge zur anderen proportional.19 Als Beispiel
fiir Proportionalitiit bei endlicher Gliederzahl der Folgen diene erneut die Lingen-
ausdehnungteines gespannten Drahtes unter dem EinfluB einer Kraft. Die x-Folge
gebe die Gewichte der angehiingten Massenstiicke, gemessen in kp, die y-Folge
die zugehérigen Lingenzunahmen, gemessen in mm, an. Innerhalb der oben
bezeichneten Grenzen gilt y ~ x.20

17 Vgl. FubBnote 16.

18 Bei diesen d die Fi lied X undy; stets unbenannte Zahlen. Auf
Benennungen soll bei den A: d (S. 25 ff.) werden,

19 Vgl. die Beispiele von S. 50, 57 ff.

20 Vgl. S. 17.
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Kehren wir jetzt die Fragestellung in dem letzten Beispiel um: Welche Kraft
,muf} an dem Draht wirken, damit cine bestimmte Liingenzunahme hervorgerufen
wird? Hier werden wir aufl die Umkehrfunktion der vorher betrachteten Funktion
gefiihrt. Die in mm angegebene Lingenzunahme stellt jetzt die unabhiingige
Verinderliche dar und soll mit x bezeichnet werden; die in kp gemessene Kraft
wird zur abhiingigen Veriinderlichen und sei mit y bezeichnet. Auch jetzt liegt
Proportionalitiit vor: y ~ x. Das ergibt sich ohne besondere Versuche aus der
Gleichung y = ¢ - x. Der ncue Proportionalititsfaktor in der  Gleichung

1
x hat den Wert C = =

Wegen y = x, x = y liBt sichalsosagen: Aus y ~ x folgt x ~ y. Der Mathe-
matiker sagt dafiir: Die Proportionalitiit ist symmetrisch.

Hiufig wird noch von einer anderen Eigenschaft der Proportionalitiit Gebrauch
gemacht, die an folgendem Beispiel erlidutert werde: Ich erwarte cine Anzahl (x)
von Giisten. Jedem von ihnen mochte ich einc bestimmte Menge (y) von Apfeln
anbicten, und ich iiberlege, wieviel Geld (z) ich fiir die Apfel ausgeben muB. Es
werde y in kg, zin DM angegeben. Dann ist z proportional za y, y ist proportional
zu x, kurz geschrieben: z = cqy, y = ¢pX also z = cyeqx = ex ; das heiflt, das
fir die Apfel aufzuwendende Geld ist proportional zur Anzahl der Giiste. All-
gemein gilt: Wenn eine GréBe z einer Grofie y, die GroBe y ciner Grofle x pro-
portional ist, so ist auch die Grofe z proportional zur GroBe x, und der Pro-
portionalitiitsfaktor ist gleich dem Produkt der beiden gegebenen Proportionali-
titslaktoren. Diese Eigenschaft wird als Transitivitit bezeichnet. Bei Berech-
nungen wird héufig von ihr Gebrauch gemacht, zum Beispiel, wenn die Kosten
fiir den Farbanstrich einer Fliche crmittelt werden sollen: Der Preis ist der ge-
brauchten Farbmenge proportional, diese der Flichengrofe, also ist der Preis der
Flichengréfe proportional.

Fiigt man die hier sclbstverstindliche Beziehung der Reflexivitiit hinzu, daB
jede GroBe sich sclbst proportional ist (der Proportionalititsfaktor ist hier
gleich 1), so zeigt sich, daB die Proportionalitit eine sogenannte Aquivalenz-
relation 2! ist, die fir die Mengen aller Folgen erklirt ist. Als Aquivalenz-
relation bezeichnet man eine fiir je zwei Elemente einer Menge erklirte Be-
ziehung, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Bekannte Beispiele fiir
Kquivalenzrelationen liefern die Kongruenz und Ahnlichkeit von Figuren,
iiberhaupt alle sogenannten geometrischen Verwandtschaften, die Inhalts-
gleichheit von ebenen Figuren, die Volumengleichheit von Kérpern, die
Parallelitiit von Geraden, die zahlentheoretische Kongruenz (das ist die Eigen-
schaft zweier Zahlen, den gleichen Rest bei Division durch eine bestimmte
Zahl zu besitzen) und viele andere mathematische Beziehungen, vor allem
natiirlich die gewéhnliche Gleichheit. Jede Aquivalenzrelation fiihrt zu einer
Einteilung der Gesamtmenge in Klassen derart, dafl jedes Element einer und
nur einer Klasse angehort. Jede Klasse besteht dann aus untercinander dqui-
valenten Elementen der Gesamtmenge, und jedes von ihnen charakterisiert
seine Klasse cindeutig. So vertritt ein bestimmtes Dreieck die ganze Klasse
der zu ihm kongruenten Dreiecke. Elemente cin und derselben Klasse kénnen
also in gewisser Beziehung identifiziert werden.

Die Proportionalitiit bedeutet eine Klasseneinteilung simtlicher Folgen. Will
ich zum Beispiel allgemeine Eigenschaften einer Funktion untersuchen und

Niheres iiber Aqui jonen vgl.: Enzyklopidie, a.a. 0., S. 7L If. und S.136 ff. und
Asser, a.a. 0., 5. 30 ff.
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zeichne ich zu diesem Zweck ihr Bild in ein Koordinatensystem mit gleich-
miiig unterteilten Achsen, so wird die Allgemeinheit der Untersuchung nicht
ht‘cmtrachhat dadurch, daf} ich die .1licmhencn auf den Achsen irgendwie
festlegen muB; denn alle gleichmiiBigen Teilungen fithren auf proportionale
Folgen.

Bisher wurde nur die unmittelbare Proportionalitiit ciner Gréfle zu einer
anderen untersucht. Sehr hiulig ist aber eine GroBe proportional ciner Funktion
einer anderen Grofle. Zum Beispiel finden wir im Physiklehrbueh fiir Klasse 10
den Satz: .Der Querschnitt F cines abgegrenzien, von ciner punktférmigen
Lichtquelle ausgehenden Lichtstrahlenbiindels ist proportional dem Quadrat
des Abstandes a von der Lichtquelle. I ~ 2222 Bei Gewichtsberechnungen von
Wiirleln tritt die Proportionalitit des Gewichts G zur dritten Potenz der Kunten-
linge a auf, G ~ a3

Wirkt eine Kralt vom Betrag I auf cinen Massenpunkt. der nur auf ciner Kurve
beweglicluist, und schlieBen Kraltrichtung und Kurve jeweils den Winkel o ein,
so ist der Betrag der Kraftkomponente in Richtung des Weges " = F - cos a.
Bei konstantem I ist also F’ proportional zu cos .

Machen wir uns diese Sachverhalte wieder mit Iille von Folgen klar. Es sci x
die unabhiingige Verinderliche, fir die die Glieder einer Folge x|, xy, X3, ... cin-
gesetzl werden konnen. Es sei [(x) eine gegebene Funktion von x, etwa x2 oder
cos x. Der Folge der x, entspricht cine Folge vy = f(xy), also [(x,). f(xg), ...
I2s sei nun z wiederum cine zu y proportionale Folge. Es gibt also eine von x un-

abhiingige Zahl ¢ devart, daB fiie alle n jetzt 2y = ¢ - [(xy) ist. also z; = ¢ - f(x;).
zy = ¢ - [(xy). ... Jelzt liegen also drei Folgen vor:
Xp.
v = I(x),
Zp =€ - Ny
oder zp =c¢ - [(xp0 wieli

Fiir das vorhin genannte Beispiel des Wirfelgewichts bedeuten in dieser
Schreibweise x5 die Wiirfelkantenlingen. v, die Wiirfelvolumen, z, die Wiirfel-
gewichte mit ¢ als Wichte. In solchen Fillen wollen wir von verallgemeinerter
Proportionalitiit sprechen; denn die direkte Proportionalitit ist offenbar mit der
identischen Funktion y = [(x) = x, also z = ¢ - x. darin enthalten.

Von besonderer Bedeutung der Spezialfall, daB die Funktion durch

1 ]
f(x) = e gegeben ist. Dawit sind wir zur wmgekehrten Proportionalitit gelangt,

die schon auf Seite 8 erwiihnt wurde und die sich jetzt als Spezialfall der verall-
gemeinerten Proportionalitiit erweist. Wir betrachten zum Beispiel die Abhiingig-
keit der fiir eine bestimmte Arbeit nétigen Zeit z (in Stunden gemessen) von der
Zahl x der Arbeiter. Innerhall gewisser Grenzen fihrt Verdoppelung der Zahl
der Arbeiter auf Halbierung. Verdreifachung auf Dreiteilung der ;\rhvils'/.vil usw.

Kurz: Die Arbeitszeit z ist zu— proportional. Die in Frage kommende Funktion

22 Lehrbuch der Ph; fiir die Oberschule — Zehntes Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1938, S, 68,
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1
ist {(x) = —. Der Deutlichkeit halberseien die drei Folgen noch einmal zusammen-
gestellt.
Anzahl der Arbeiter:

1
f(x) = < also: vy

Arbeitszeit in Stunden: 7y =¢- —. 2y ek
‘\l X2

Der Proportionalitiitsfaktor ¢ bedeutet diejenige Anzahl von Stunden, die ein
cinziger Arbeiter fiir die Arbeit bendligl. Damit ist die umgekehrte Proportio-
nalitit aufl die dirckte Proportionalitiit zum reziproken Wert der unabhingigen
Veriinderlichen zuriickgeliihrt.

Hiufig tritt in der Physik aucl die verallgemeinerte Form der Proportionalitit

mit der Funktion y = aul.

Zum Beispicl ist beim Gravitationsgesetz und beim Coulombschen Gesetz die
anzichende Kraft dem Quadrat des Abstandes der Massen bezichungsweise
l.adungen umgekehrt proportional.

Wir haben uns bisher nur mit solchen Fiillen beschiiltigt, bei denen cine Grobe
zu ciner cinzigen anderen proportional war. Funktionen mil nur einer unab-
hiingigen Verinderlichen sind aber in den Naturwissenschalten relativ selten. In
der Regel hiingt cine beobachtete Grofle von mehireren unabhiingig voneinander
derlichen GriBen ab. Beispiclsweise wird der Ohmsche Widerstand eines
Drabtes dureh Linge, Querschnitt und Material bestimmt, also durch drei von-
cinander unabhiingige GroBen; die Schwingungsdauer cives Pendels hiingt von
der Pendellinge und von der an dem betreffenden Ort bestehenden Fallbeschleu-
nigung ab.

An verschiedenen Stellen unserer Physikbiicher finden wir Aussagen folgender
Art: Die Grifie y ist sowoll der Grobe x” als auch der Grofie x” proportjonal, also
ist sie auch deren Produkt x” - x’ proportional. Zumn Beispiel werden zwei MeB-
reihen durchgefiihrt, um die Abhingigkeit des Ohmschen Widerstandes R eines
Drahtes von der Linge 1 und dem Querschnitt A festzustellen. s zeigt sich, dafy

im ersten Fall Proportionalitit zu | besteht, im zweiten Proportionalitit zu %

1 1
Daraus wird geschlossen, daBl R proportional zu dem Produkt 1 Ty ist; R~ \ 2

Oder: Die Arbeit des elektrischen Stromes ist proportional zur Stromstiirke 1,
zur Spannung U und zur Zeit t, also ist sic auch dem Produkt I - U - t propor-
lional.2 Das Hookesche Gesetz lautet: Die Verlingerung Al cines Drabtes unter
dem EinfluB einer Kraft I ist proportional der Ausgangslinge 1, proportional
zu I und wmgekehrt proportional zam Querschnitt A, mithin ist Al auch

1
proportional zum Produkt aus I, ' und \ ;AL ~ 1. N %
23 Vgl.: Lehrbuch der Physik fiir dic Oberschule — Zehntes Schuljahr. Yolk und Wissen Volks -
eigener Verlag, Berlin 1938, S. 139.
24 Vgl.: Physik, ein Lebrbuch [iir das achte Schuljahr. Volk und Wissen Volkscigener Verlag,
Berlin 1960, S. 163 I.
% vgl, §. 22.
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Aussagen dieser Art enthalten ein Problem, das leicht unserer Aufmerksamkeit
entgleitet: Um das Gesetz zu finden, nach dem cine Grole von mehreren anderen
abhiingt, untersuchen wir sic in mehreren Versuchsreihen; bei jeder setzen wir
jeweils nur fiir eine der unabhiingigen Veréinderlichen Werte ein, wihrend wir alle
anderen konstant halten. Dieses Vorgehen hat sich in der Praxis bewihrt und
kann auch mathematisch gerechtfertigt werden.

Nehmen wir an, wir hétten bei jeder Versuchsreihe Proportionalitit festgestellt.
Mit welchem Recht behaupten wir nun, daB8 die abhingige GréBe auch zu dem
Produkt simtlicher unabhingiger GréBen proportional ist? Es kénnte ja ein ganz
anderes Abhiingigkeitsgesetz vorliegen, etwa derart, daf8 die abhingige GroBe
proportional zur Summe der unabhingigen GroBien ist. Im Physikunterricht wird
oft iiber diesen Punkt als Selbstverstiindlichkeit hinweggegangen, obwohl die
Schiiler gar nicht immer von dieser Selbstverstiindlichkeit iiberzeugt sind und
unter Umsténden dadurch das Gefiihl bekommen kénunen, auf unsicherem Boden
zu stehen. Vor dem Weiterlesen versuche der Leser vielleicht folgende Behauptung
zu beweisen, ohne dabei die Hilfsmittel der Analysis zu benutzen: Wenn eine
Folge y den einzelnen Folgen x’, x”, x’”, ... proportional ist, so ist sie ihrem
Produkt proportional. Dabei ist unter dem Produkt x’ - x’* die Folge mit den
Gliedern x”; « x,”, xp" + X3, x3” + x3”", ... zu verstehen, analog die Produkte der
anderen Folgen.

Wir wollen die Richtigkeit dieses Schlusses an Hand des zuletzt erwéhnten
Beispiels (HHookesches Gesetz) erliutern. Nehmen wir an, wir hitten uns durch
eine Versuchsreihe vergewissert, da A1 bei Einwirkung der konstanten Kraft ¥
bei verschiedenen urspriinglichen Langen diesen proportional, daB andererseits
A1 bei gleicher Ausgangslinge 1 der Grélle von F proportional ist, also:

Al~1, Al~F,
(1) Al=cy -1, (1) Al=c,- F.

Wir ziehen vorldufig nur Driihte von gleichem Querschnitt in Betracht und lassen
alle anderen Linfliisse, zum Beispiel die Temperatur, beiscite. Dann sind die
Proportionalitiitsfaktoren ¢; und ¢, keine absoluten Konstanten, sondern Funk-
tionen von F beziehungsweise |, also ¢y = ¢ (F) und ¢y = ¢, (1). Sie erscheinen in
den Gleichungen (1) und (1I) nur dann als Konstanten, wenn F beziehungsweise 1
konstant gehalten werden. Die Lingenzunahme bei ciner Anfangslinge von
1 = 1 Meter soll mit A l(1=1) bezeichnet werden. Setzen wir 1 =1 in (1) ein,
so entsteht:

(1) Alg—yy = c(F).

Aus Gleichung (II) wird:
(1V) Alg— gy =ey(1) - F.

Die rechten Seiten von (III) und (IV) sind also gleich: ¢j(F) = cy(1) - (F).
Diesen Ausdruck setzen wir in die Gleichung A1 = ¢,(F) - 1 ein. Dabei entsteht:

Al=cy(t) - F 1.



Mithin ist die Verlingerung A 1 dem Produkt F - 1 proportional. Der Propor-
tionalititsfaktor ist nimlich von F und von 1 unabhiingig. Wir schreiben das in
der Gleichung:

) Al=c¢;-F-1

nieder.
"Werden nun noch verschiedene Querschnitte A beriicksichtigt, so muB eine

1
entsprechende Betrachtung [ﬁrX durchgefiihrt werden, die dem Leser iiberlassen
sei. Sie fiihrt schlicBlich auf:

F.1
Al=a. —/—.

Der Proportionalititsfaktor a ist, wenn I in m, A in mm?, F in kp gemessen
werden, der Elastizititskoeffizient des betreffenden Stoffes.

Der allgemeine mathematische Beweis daliir, daB aus der Proportionalitit zu
mehreren unabhiéngigen Grofen die Proportionalitit zum Produkt aller dieser
GroBen folgt, verliuft entsprechend, so daB hier auf ihn verzichtet werden kann.

Wenn also experimentell festgestellt wird, daBl einec GrioBe y von zwei anderen
GroBen x” und x” proportional abhingt, so ist sie auch deren Produkt x” - x”
proportional. Dieser mathematische Sachverhalt berechtigt dazu, sich auf zwei
Versuehsreihen zu beschrinken, bei denen einmal x” konstant gehalten und x’
verindert wird, das andere Mal umgekehrt. Diese Vereinfachung gibt ein Bei-
spiel dafiir, daB allgemeingiiltige logisch-mathematische Schliisse fiir Unter-
suchungen in der Praxis von groBer Bedeutung sind.

Mit dieser Betrachtung sei der mathematische Teil abgeschlossen. Riickblickend
stellen wir fest: Der Begriff des Verhiiltnisses und der der Proportionalitit lassen
sich unabhingig voneinander erklidren. Zwar kann die Proportionalitit y ~ x,
y = c - x auch durch das konstante Verhiilinis y: x = ¢ ausgedriickt werden.
Die funktionale Zuordnung der Groflen gelangt aber klarer zum Ausdruck, wenn
die Funktionsgleichung in der expliziten Form y = ¢ - x zugrunde gelegt wird.
Eine bestimmte Reihenfolge in der unterrichtlichen Behandlung der Begriffe des
Verhiiltnisses und der Proportionalitiit kann also aus dem mathematischen Sach-
verhalt nicht abgeleitet werden.




3. Uberblick iiber die Anwendungen der Proportionalitil, des
Verhiltnisbegriffs und der Proportionen

3.1. Anwendungen der Proportionalitiit

3.1.1. Anwendungen in der Geomelric

Zuniichst soll nach Anwendungen der Proportionalitiit in der Mathematik ge-
sucht werden. Es wiirde zu weit fithren, hier auf ithre Anwendungen in der Algebra
und in der Lehre von den Funktionen einzugehen, da dann fast die gesamte
Theorie der lincaren Funktion entwickelt werden miifite.

1n der Geometrie wird die Proportionalitit in der Ahnlichkeitslehre angewendet.
Gegeben sei eine eindeutige Abbildung der Ebene auf sich, bei der Punkte in
Punkte, Geraden in Geraden ithergehen; liegt ein Punkt aul einer Geraden, so
liegt sein Bildpunkt auf der Bildgeraden. Eine solche Abbildung (cine ,,Kolli-
neation®) ist speziell eine Ahnlichkeitsabbildung, wenn das Bild a” einer Strecke a
stets eine Liinge 17 hat, die zur Linge 1 voun a proportional ist, das heiit, wenn
stets I’ = ¢ - 1gilt, wobei der Proportionalitiitsfuktor ¢ eine von der Lage und von
der Liinge von a unabhingige, fiir dic Abbildung charakteristische Zahl ist.2
Der Proportionalititsfaktor ¢ heiBit daher hier Ahnlichkeitsfaktor. Bei [¢[>1
entsteht VergroBerung, bei [¢|<<] Verkleinerung, der spezielle Wert [¢[ ==1 be-
deutet einc Kongruenzabbildung. Durch eine Ahnlichkeitsabbildung geht also
jede Folge von Strecken ay, ag, ag. ... stets in cine Folge von Strecken by, b,
by, ... iber, deren Lingen zu denen der ersten Folge proportional sind. Dafiir

_wird auch kurz gesagt, daf ,,die Strecken proportional sind.

Die Streckenproportionalitiit stellt keineswegs einen neuen geometrischen Be-
grill dar, sondern ist cine Anwendung des Begrilfs der Proportionalitit aul
gewisse Zahlen, die als Liingen irgendwelchen Strecken zugeordnet sind. Die
Lage der Strecken an spiclt dabei keine Rolle. Das ist kein Widerspruch zu der
Aussage des Strahlensatzes: Wird ein Strahlenbiindel von Parallelen geschnit-
ten, so sind die Streckenfolgen, dic von den Parallelen und dem Scheitel aufl
den Strahlen erzeugt werden, proportional. Hier spielt die Lage der Strecken
zwar eine Rolle, aber es wird ja nicht die Umkehrung behauptet, dafl propor-
tionale Streckenfolgen stets in der beschriebenen Art auf den Strahlen eines
von Parallelen geschnittenen Biindels liegen miiiten. Der Leser wiihle zum
Beispiel auf einer Landkarte der Deutschen Demokratischen Republik eine
beliebige Streckenfolge, etwa fiir a; die Strecke Berlin—Leipzig, fiir a, dic
Strecke Halle—Dresden, fiir a3 die Strecke Cottbus—Frankfurt, und suche die
cutsprechenden Strecken Dby, by, by aul ciner in einem anderen MaBstab
gezeichneten Karte der Deutschen Demokratischen Republik auf. Die Strecken-
folge der by ist der Folge der an proportional, ohne daB die Lage der einzelnen
an ciner Einschrinkung unterworfen wird. Der Vergréferungs- beziehungs-
weise Verkleinerungsfaktor wird in diesem Falle durch den Quotienten der

8

Diese Erklirung der Ahnlichkeit stimmt iiberein mit der zweiten Moglichkeit der Definition,
die in ,,Methodische Beitrige zum Unterricht im Fach Mathematik, Aufbau des Planimetrie-
unterrichts*'; Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1960, S. 32, genannt ist.
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MaBstibe der beiden Karten bestimmt. Auf die interessanten Anwendungen
des Verhiltnisbegriffs bei affinen Abbildungen kann hier nicht eingegangen
werden.

Ein beliebiges Polygon der Ebene geht durch cine Ahnlichkeitsabbildung in cin
iihnliches iiber, also in ein solches, dessen Seiten zu den entsprechenden Seiten des
Originalpolygons proportional und dessen Winkel den entsprechenden der Ori-
ginalfigur gleich sind.?7 Bei maBstiblichen Zeichnungen von ebenen Figuren wird
von diesen Sachverhalten Gebrauch gemacht. Das Seitenverhiiltnis ist ¢, das Ver-
hiiltnis der Flicheninhalte ¢ Das riumliche Analogon zu der ebenen Ahnlichkeit
findet im Modellbau, speziell in der Flugzeugtechnik, Anwendung.

3.1.2. Anwendungen in der Physik und der Chemie

Bevor wir uns den Anwendungen der Proportionalitit in den Naturwissen-
schaften zuwenden, sei auf eine Schwierigkeit aufmerksam gemacht, die schon oft
zu Meinungsverschiedenheiten zwischen Vertretern der Methodik des Physik-
und des Mathematikunterrichts gefiihrt hat. Wie schon auf Scite 12 gesagt wurde,
rechnet der Mathematiker mit unbenannten, der Physiker aber meist mit be-
nannten Zahlen. In der Physik haben Produkte von MaBeinheiten wie kp -+ m
oder Quotienten wie cm - se¢—? eine reale Bedeutung. Wenn der Physiker von
zueinander proportionalen Gréfen spricht, so treten also in der Regel Folgen
benannter Zahlen auf. Der Proportionalitiitsfaktor ist dann im Gegensatz zu
seinem Gebrauch in der Mathematik auch cine benannte Zahl. Die unten fol-
cenden Beispiele werden dies zeigen.

Das Auftreten der Proportionalitéit in der Physik ist bereits an vielen Einzel-
fillen gezeigt worden. Wir wollen jetzl versuchen, sie nach der Rolle, die dic
Proportionalitit in ihnen spielt, zu ordnen.

In vielen Fillen wird ein Naturgesetzin Form ciner Proportionalitiit formuliert:
im Grundgesetz der Mechanik (,,die Kraft ist proportional der Beschleunigung*),
im Gravitationsgesetz, im Hookeschen Gesetz, in den Faradayschen Gesetzen und
in vielen anderen physikalischen Gesetzen werden Proportionalititen ausge-
sprochen. In all diesen Fillen steht fest, was unter den in den Gesetzen aultreten-
den physikalischen GréBen zu verstehen ist. Von ihrer Messung soll zuniichst
abgesehen werden. Daneben gibt es Fille, in denen die Proportionalitat zur
Definition von physikalischen GroBen herangezogen wird. So wird die gleich-
formige Bewegung dadurch definiert, daf bei ihr Proportionalitit zwischen der
MaBzahl des zuriickgelegten Weges und der MaBzahl der dazu bendtigten Zeit
besteht; s ~ t; s = v - t. Der Proportionalitilsfaktor (Weg in der Zeiteinheit)
dient dabei zur Definition der Geschwindigkeit. — Die gleichmiiBig beschleunigte
Bewegung wird als eine solche definiert, bei der die Geschwindigkeit proportional
mit der Zeit wichst; durch den Proportionalititsfaktor (Geschwindigkeits-
zuwachs in der Zeiteinheit) wird die Beschleunigung angegeben. Die symbolische
Darstellung des clektrischen oder des magnetischen eldes durch Kraftlinien
stiitzt sich in dhnlicher Weise auf die Proportionalitiit: Die Dichte der Kraftlinien
in einem Punkt soll der in diesem Punkt herrschenden elektrischen heziehungs-
weise magnetischen Feldstiirke proportional sein.

27 Die Gleichheil entsprechender Winkel bei der A tnlichkeitsabbildung lith sich bei der hier ge-
wiihlten Definition dieser Abbildung beweisen.



Wir schen hier schon die groBe Bedeutung des Proportionalitiitsfaktors in der
Physik. Betrachten wir die Rolle, die er im cinzelnen spielt, genauer.

Oben war schon davon dic Rede, daB der Proportionalititsfaktor zur Definition
einer neuen physikalischen Grofle (Geschwindigkeit, Beschleunigung usw.) dienen
kann. Dabei hatten wir die MaBeinheiten zuniichst nicht beachtet. Gerade aber
bei der Festsetzung von Mafeinheiten kénnen Proportionalititsfaktoren eine
grole Rolle spielen. Vielfach wird der Proportionalititsfaktor selbst fir deren
Festsetzung verwendet. Zum Beispiel ist die bei der Elektrolyse abgeschiedene
Menge M eines Stolfes nach dem Faradayschen Gesetz der Elektrolyse proportional
zum Produkt aus Stromstirke I und Zeit t; M ~ 1 . t;als GleichungM =c -1 - t.
Der Proportionalititsfaktor ¢, das elektrochemische Kquivalenl des betreffenden
Stoflcs, ist eine Materialkonstante. Sie betriigt fiir Silber l,l18-18%-(3[i]|ig1'31111n
pro Coulomb). Auf Grund der Gleichung fiir M wurde frither die Einheit der
Stromstiirke, 1 Ampere, definiert als die Stiirke desjenigen Stromes, der in einer
Sekunde aus einer Silbernitratlosung 1,118 mg Silber ausscheidet. — Daneben
wird der Proportionalititsfaktor in anderer Weise zur Festsetzung von Einheiten
herangezogen. Eine MaBeinheit, iiber die noch verfiigt werden kann, wird auf
Grund eines physikalischen Gesetzes gern so gewihlt, daB der Proportionalitiits-
faktor den Wert 1 erhilt. Damit gewinnt das betreffende Gesetz eine besonders
cinfache Gestalt. Als Beispiel diene das Grundgesetz der Mechanik: Die Kraft F,
die einer Masse m die Beschleunigung b erteilt, ist sowohl zu m als auch zu b
proportional, also F ~ m - b . Messen wir m in kg, b in m - sec—2 und setzen wir
die Einheit der Kraft als dicjenige Kraft fest, die der Masse von 1 kg die Be-
schleunigung von 1 m - sec—2 erteilt, so nimmt der Proportionalititsfaktor den
Wert 1 an. Diese Einheit der Kraft heiBit 1 Newton. Das Grundgesetz der Mechanik
lautet dann einfach: F = m . b. Kin anderes Beispiel liefert das Ohmsche Gesetz:

U
I=c. " Wird Uin Volt, I in Ampere gemessen, und wird die Einheit des Wider-

standes so gewiihlt, daB bei einer elektromotorischen Kraft von 1 Volt ein Strom
von 1 Ampere flieBt, so wird ¢c= 1. Diese Einheit des Widerstandes heifit 1 Ohm.—
Die Definition von 1 Coulomb als Einheit fiir die Elcktrizititsmenge, von 1 Farad
als Einheit fiir die Kapazitit eines Kondensators und manche andere Definitionen
von MaBeinheiten liefern weitere Beispiele.

In vielen physikalischen Gesetzen stellt der Proportionalititsfaktor eine Mate-
rialkonstante dar, zum Beispiel im oben erwihnten Faradayschen Gesetz, in dem
er das elektrochemische Aquivalent eines Stolfes bedeutet. Auch der Proportio-
nalitiitsfaktor im Hookeschen Gesetzes erweist sich als eine Materialkonstante;
er gibt den Elastizititskoeffizienten des betreffenden Materials an.28 Auch bei der
von Gewicht zu Volumen und von Masse zu Volumen ist der
Proportionalititsfaktor jeweils eine Materialkonstante, ndmlich die Wichte be-
zichungsweise die Dichte. Ebenso steht es bei der spezifischen Wirme, beim
spezifischen Widerstand, bei der Dielektrizititskonstanten und in vielen anderen
Fiillen. Die hier genannten Gréflen treten als Proportionalititsfaktoren in einem
physikalischen Gesetz auf. Ein fiir einen Prozef typischer Proportionalitéitsfaktor
ergibt sich bei dem Gesetz: Die Reaktionsgeschwindigkeit v eines chemischen
Prozesses ist proportional dem Produkt der Konzentrationen [A] und [B] der an

28 Vgl. S. 23.
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der Reaktion beteiligten Stoffe A und B; v ~ [A] - [B]; als Gleichung
v =K . [A] - [B]. Der Proportionalititsfaktor K ist cine bei einer bestimmten
Temperatur durch den ProzeB gegebene Konstante. — Ahnlich steht es bei der
Kraftiibertragung durch eine mechanische Maschine, etwa durch einen Flaschen-
zug. Wird dabei eine Kraft von der Groe umgewandelt in cine Kraft von der
GroBe Fy, so gilt stets Fy ~ Fy, und der Proportionalitatsfaktor ist der Wirkungs-
grad der Maschine, der fiir den Umwandlungsproze typisch ist.

SchlieBlich sind diejenigen Proportionelititsgesetze zu nennen, bei denen der
Proportionalititsfaktor eine unicerselle Bedeutung hat. Hierher gehort das me-
chanische Wirmediquivalent J. Es gibt den Proportionalitétsfaktor bei der Um-
rechnung der Wirmemenge Q, gemessen in Kilokalorien, in die mechanische
Energic W, gemessen in Kilopondmetern, an: W~ Q oder W=J. Q mit
J = 427 kpm/kcal . Ebenso steht es mit der Umrechnung von clektrischer Energie
in Wirmeenergic. Als weiteres Beispicl diene das Volumen V ‘einer beliebigen
Gasmenge, die in einem festen Gefd eingeschlossen sei. Ist n die Anzahl der in
dem Gefil enthaltenen Mole des Gases, so gilt V ~ n. Der Proportionalitétsfaktor
ist das Molvolumen, das fiir alle Gase den konstanten Wert von 22,4 1 hat. Ferner
seien folgende universelle Konstanten genannt, die siimtlich als Proportionalitéts-
faktoren in cinem allgemeinen Proportionalititsgesetz auftreten: die Lichtge-
schwindigkeit, die Gravitationskonstante, die Loschmidtsche Zahl, das Planck-
sche Wirkungsquantum.?

3.2. Anwendungen des Verhiltnisbegriffs
3.2.1. Anwendungen in der Mathematik

Auf interessante Ergebnisse fiihrt die Fallunterscheidung von Seite 12f. in der
Geometrie. Die beiden Glieder a und b des Verhiiltnisses a : b seien Streckenldngen.
Fall 1 (sowohl a als auch b rational) bedeutet die ,»Kommensurabilitit der
Strecken, das heiBt, es gibt cine Strecke mit der Liingem (z. B. das ,,gré3te gemein-
same Mal der beiden Strecken®), die sich in beiden Strecken ohne Rest abtragen
1aBt. Denn das Verhiltnis aus zwei rationalen Zahlen a und b ist wieder eine
rationale Zahl, die als p: q mit ganzzahligen, teilerfremden p und q geschrieben
werden kann. Wird a = m - p, b = m - q gesetzt, so ist m die Linge des groBten
gemeinsamen MaBes. Es geht in a genau p-mal, in b genau q-mal auf. Hat zum

, 3 2
Beispiel die Strecke AA’ die Linge a = 5 dm, BB’ die Lénge b =7dm, soist:

b A 2 21 10 21 . 10
s sgg =gt PERE @SS Py =

. 1
die Streckenlinge m betrigt also I dm.

Ist aber eine der beiden Zahlen, a oder b, irrational (Fall3 auf S.12), so
existiert kein gemeinsames MaB. Die beiden Strecken heifien dann ,,inkommen-

29 Niiheres vgl. im Artikel von I. Manthe und Dr. W. Karsten: Proportionalitit und Proportio-
nalititsfaktor. In: ,,Mathematik und Physik in der Schule®, Heft 9/1960, S.533.
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surabel“.30 Zum Beispiel LBt sich die Diagonale d des Einheitsquadrats nicht mit
seiner Seite a = | messen, es gibt kein gemeinsames MaB. Giibe es nimlich ein
solches, das heiBit, giibe es eine Teilstrecke 2 von a, die ohne Rest sowohl in a
als auch in d abtragbar ist, a = ma’ und d = na’ (m und n ganze Zahlen), so

wiire d : n:m. Nunist aber d:a= a]/ : a, mithin \\':']re‘]/Z n:m. ]/2 ist
aber eine Irrationalzahl, also nicht als Quotient zweicr ganzer rationaler Zahlen
darstellbar. Somit existiert kein gemeinsames Mall von a und d; a und d sind
inkommensurabel.

Allgemein gilt: Zwei Strecken sind genan dann kommensurabel, wenn das Ver-
hiiltnis ihrer Lingen eine rationale Zahl ist.

Eine Lrrationalzahl, néimlich =, ergibt sich auch als Verhélinis vom Umfang |
zum Durchmesser d cines beliebigen Kreises. Also sind auch U und d inkommen-
surabel. Im gleichen Verhiiltnis =: 1 stehen iibrigens auch die Fliche FQ eines
heliebigen Kreises mit dem Radius r und die Fliiche I'— des Quadrats iiber r als
Seite: =

FO s

Es existiert also kein noch so kleines Quadrat, mit dem sich sowohl F‘* als
auch FO messen lassen. 3t e

3.2.2. Anwendungen auflerhalb der Mathematil

Bei allen Anwendungen des Verhiltnisbegrilfes aul nicht rein mathematische
Sachverhalte ist darauf zu achten, ob GréBien von gleicher oder ungleicher Dimen-
sion ins Verhiiltnis gesetzt werden. Je nachdem ist das Verhiiltnis eine unbenannte
oder eine benannte Zahl. Der erste Fall trifft zum Beispiel beim Molekulargewicht
cines Stoffes zu ; es stellt die Masse cines Molekiils, bezogen auf Sauerstoff gleich 16,
dar. Verhiltnisse von gleich dimensionierten GréBen dienen iiberhaupt in der
Regel GroBenvergleichen, wiihrend Verhiltnisse von GréBen verschiedener Di-
mensionen durch die Quotientenbildung aul neuc Begriffe fithren, zum Beispiel
Geschwindigkeit, Wichte, Bevélkerungsdichte, Pro-Kopf-Verbrauch, Hektar-
ertrag usw. Aulden Seiten 25f. wurde aufsolche Definitionen neuer physikalischer
Begrilfe schon eingegangen. Dabei erschien das betrelfende Verhiltnis als Pro-
portionalitiitsfaktor bei einer Proportionalitiit. Uberhaupt finden sich die meisten
Anwendungen des Verhiltnisbegrills in der Physik und der Chemie bei proportio-
nalen Folgen. Es wurde schon im Abschnitt 1 erwiithnt, daB die direkte und die
umgekehrte Proportionalitidt zweier GroBen oft ausgedriickt wird durch die
Aussage, daB sie ,,in gleichem Verhiiltnis** beziehungsweise ,in umgekehrtem
Verhiiltnis® stehen. Diese Verwendung des Verhiltnisbegrilfs bringt also nichts
Neues.

30 Ober die B I der K abilitiit im Unterricht vgl. ,,Planimetric, a. a. 0., 8. 34 ff.
3 7 ist eine transzendente Zahl, das heiBt, © kann nicht Losung einer algebraischen Gleichung

X faxB T ay X ray =0
mit rationalen Zahlen a; sein. Der Beweis dafiir wurde 1882 von Lindemann erbracht. Alle
transzendenten Zahlen sind irrational. Auf der Transzendenz von @ beruht die Unmoglichkeit,
die Kreisfliche allein mit Hilfe von Zirkel und Lineal in ein gle)ch grolles Qumlm! zu ver-
wandeln, Niheres vgl. z. B. Beutel: Die Quadratur des Kreises. Teubner, Leipziy 1.

%)
92



Eine eingehendere Belravhﬁ)g verdient noch eine in der Praxis des tiglichen
Lebens hiiufige Anwendung des Verhiiltnisbegriffs. Hier wird nicht immer be-
achtet, daff der mathematische Ausdruck fiir cin Verhltnis ein Quotient ist
und daB der Divisor von Null verschieden sein muB. So werden bei FuB- und
Handballspielen einfach die Anzahlen der erzielten Tore gegeniibergestellt, und
es wird dabei vom ,,Torverhiltnis* gesprochen, wobei Torverhiiltnisse wie 2: 0
durchaus vorkommen. Ein Verhiltnis im mathematischen Sinn liegt hier nicht
vor. Das zeigt sich auch darvin, daB ein Torverhiiltnis 2: 1 als knapper Sieg,
dagegen ein Torverhiiltnis 4:2 als klarer Sicg, also als ein anderes Kriftever-
hiiltnis, betrachtet wird, obwohl doch die mathematischen Verhiiltnisse 2 : 1 und
% : 2 identisch sind.

3.3. Anwendungen von Proportionen
3.3.1. Anwendungen in der Mathematil:

Als Rechenhilfsmittel werden hiiulig Bestimmungsproportionen gebraucht,
zum Beispiel beim Interpolicren oder beim Aufsuchen von Nullstellen von Funk-
tionen mittels der regula falsi. Die am hiufigsten gebrauchte Anwendung von
Proportionen stellt wohl die Prozentrechnung dar. Wie schon auf Seite 9 erwihnt
wurde, dient die Prozentrechnung dem Vergleichen und Messen von Verhiltnissen.
Dabei wird eine einheitliche MeBskala fiir das in Frage kommende Verhiltnis
geschalfen, indem die Zahl 100 als Vergleichszahl zugrunde gelegt wird. Eine
GroBe (,,Prozentwert P) wird in Hundertteilen der anderen GroBe (;,Grund-
werl” G) ausgedriickt. So entsteht die Proportion:

P:G=p: 100 oder P:G=pY,.

Die Zabl p heit ,,Prozentsatz™*. — Jeder Wirtschaltsbericht bringt eine Fiille von
Anwendungen der Prozentrechnung.32 Proportionen als Identititen dienen nur
der Vereinfachung von gegebenen Verhiltnissen durch Erweitern und Kiirzen.3
Proportionen, die I'unktionsgleichungen sind, driicken eine Proportionalitiit aus.
Sie wurden in Abschnitt 2. (S. 181f.) behandelt.

3.3.2. Anwendungen auflerhalb der Mathematik

In der Physik, der Chemic und der Technik spielen Bestimmungsproportionen
eine groBe Rolle. Es sei hier nur erinnert an die Berechnung der Wirmekapazitit
von Kérpern, an die Reduzicrung eines Gasvolumens auf Normaldruck in der
Wiirmelehre, an das Titrieren und Berechnen von Konzentrationen in der Chemie,
an die Berechnung von Drehzahlen und Getricben in der Technik. Aber auch im
tiglichen Leben und in der Wirtschaft gibt es cine Fiille von Aufgaben, die sich
durch Proportionen lssen lassen. Voraussetzung daliir ist, daBl entweder eine
direkte Proportionalitiit zweicr Folgen, y ~ x, oder eine verallgemeinerte Pro-
portionalitit, y ~ f(x), vorliegt. Ein zuswmmengehorendes Gliederpaar der Fol-

32 Vgl. §. 9.
33 Vgl . 17,
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gen, X, —> Yn, wird gegeben. Zu cinem weiteren sy soll dann das zugehorige yx
bestimmt werden. Bei der Losung der Aufgabe wird meist folgendes Schema

benutzt:

Liegt direkte Proportionalitit-vor, so lautet der Ansatz:
Yki¥Yn=Xk:Xp oder Yk Xk = Yn: Xn,
Xk * ¥Yn

N ==
Xn

Liegt verallgemeincrte Proportionalitit vor, so ist anzusetzen:

¥kt Yo = {(xx : {(xn) oder vkt [(xk = yn: {(xa),
o _f(_x‘k) " Yn
Yk f(xn)

Als Beispiel sci folgende Aufgabe behandelt: Eine Saite werde durch die Kraft
Fy = 0,64 kp gespannt. Ihre Frequenz sei ng = 180 Schwingungen je Sekunde.
Wie grof} ist die Frequenz ng, wenn dieselbe Saite durch die Kraft F, = 0,81 kp
gespannt wird?

Wir setzen an: n 2 Fy:

nyg = F,.

Hier liegt verallgemeinerte Proportionalitit vor. Die Frequenzen sind den
W urzeln aus den Spannungen proportional; n ~ ]/F . Die Proportion lautet:
ny:ng =}/Ez : }/Fl ny = 180 (Schw./sec)
o Vs Iy = 0,64 (kp)
VF, F, = 0,81 (kp)
180 - Y 0,81
\ ===
70,64
180 - 0,9
08

n, = 200.

Ty = = 202,5

Bei einer Spannung von 0,81 kp macht die Saite etwa 200 Schwingungen je
Sekunde.
Der bei umgekehrter Proportionalitit iibliche Lésungsansatz ist in dem oben

angegebencn allgemeinen Ansatz enthalten: Beim Einsetzen von —~ fiir {(x) ent-

steht das bekannte Schema.
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Bei all diesen Aufgaben muB vor dem Ansatz untersucht werden, ob iiberhaupt
und in welcher Gestalt Proportionalitit vorliegt. Dies unterliBt zum Beispiel
R. PoBecker in einem Artikel 35, der sonst wertvolle Hinweise fiir den Lehrer
enthilt. PoBecker will darin den Inhalt des Querschnitts von |_-Stiihlen durch
einen Proportionalansatz ermitteln. Da aber gar keine Proportionalitit — weder
direkte noch verallgemeinerte und auch nicht niherungsweise — vorliegt, diirfen
auch keine Proportionen aufgestellt werden. In Abschnitt 6 wird auf die hier
liegenden methodischen Schwierigkeiten eingegangen werden.

34 R. PoBecker: Mat ische S mit dem Kl Dei »Q itte der
Profilstihle*. In ,,Mathematik und Physik in der Schule*, Heft 1/1960, S. Za f.; vgl. auch den
Aufsatz des glelchen Autors: ,,Schulm‘ublmgen — ein Mittel zur Steigerung der Lernintensitiit
im M. erricht*. In:,,Pi ik*, Heft 1/1960, in dem zwar gleichfalls lesenswerte
Anregungen enthalten sind, aber auch wieder bei den Querschnittsinhalten der gleichen Profil-
stiihle félschlicherweise von ,,proportionalen Beziehungen* gesprochen wird.




4. Abgrenzung des Stoffs fiir dic Schule: Stellung des Unter-
richtsabschnilts ,,Proportionen® in fritheren Lehrplénen
und im giiltigen Lehrplan

Was mul der Schiiler iiber Proportionen und Proportionalitét wissen? Unsere
zehnklassige allgemeinbildende polytechnische Oberschule hat die Aufgabe, die
Schiiler zu allseitig gebildeten, sozialistisch denkenden und handelnden Menschen
zu erzichen, die die Grundlagen der Wissenschaften und der sozialistischen Pro-
duktion beherrschen. Das schlieBt ein, daB die Schiiler die in Natur und Gesell-
schaft bestehenden Gesetzmifigkeiten kennen und anwenden lernen. Dazu geniigt
es nicht, Gesetze nur in unbestimmt gualitativer Form zu erarbeiten, wie etwa:
,,Bei Erwirmung dehnen sich Kérper aus.“ Bei der notwendigen quantitativen
Fassung der Gesetze wird, wic bereits gezeigt, oftmals der Begriff der Proportio-
nalitét benutzt.

Dic direkte und die verallgemeinerte Proportionalitat bilden die Grundlage fiir
viele Berechnungen, die dann nicht mehr umsténdlich mit Hilfe der Dreisatz-
rechnung ausgefithrt zu werden brauchen, sondern unmittelbar durch Propor-
tionen lésbar sind. .

Dabei ist die Kenntnis des Verhaltnisbegrilfs erforderlich, der auch den Begriff
der Proportionalitit verdeutlichen kann. Proportionalitét, Proportionalitéts-
faktor, Verhiltnisbegriff und Proportionen gehiren daher zum Bildungsgut unse-
rer Schule.

Es geniigt nicht, die Proportionalitét in der friher iiblichen Form des direkten
und umgekehrten Verhiltnisses zu behandeln, sondern sie muB in der Fassung
und dem Umfang bereitgestellt werden, wie sie der Physikunterricht braucht.
Dabei ist, wie wir sehen werden, weniger der Gebrauch des Namens ,,Proportio-
nalitil entscheidend, als vielmehr die Einsicht, daBf es sich hier um eine be-
sondere, durchaus nicht iiberall bestehende GesetzmiBigkeit handelt, die an
bestimmten Merkmalen erkannt und mit der in bestimmter Weise gearbeitet wird.

Die Behandlung der Proportionalitéit und der Proportionen in einem besonderen
Unterrichtsabschnitt konnte mit folgender Begriindung abgelehnt werden: Die
Proportionalitit ist nur ein anderer Ausdruck dafiir, daf eine GroBe einer anderen
mittels einer linearen Funktion y = mx zugeordnet ist. Die eine Proportionalitit
aussprechenden Naturgesetze konnten daher als Anwendungen der linearen
Funktion behandelt werden. Auch aus Griinden der Zeitersparnis sei hier fiir
Proportionen der giinstigste Platz. Dagegen ist einzuwenden, daB bei der Be-
handlung der linearen Funktion die Einfihrung des Funktionsbegriffs und die
mathematische Form der linearen Funktionsgleichung im Vordergrund stehen
und daB dabei, wie die Erfahrung mit friheren Lehrplinen zeigt, nicht gleich-
zeitig die im Physikunterricht aultretenden Ausdriicke ,sproportional®, ,,Pro-
portionalititsfaktor” geniigend geklirt werden kénnen. Die Erfassung des Funk-
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tionsbegriffs, die verhaltnismiBig hohe Anspriiche an das Abstraktionsvermdgen
stellt, wird némlich erleichtert, wenn zuvor viel konkretes Material als Grundlage
fir die Abstraktionen bekannt ist. Dieses kann durch eine intensive Behandlung
der Proportionalitdt im Unterricht geliefert werden. Auf diese Weise wird die
Behandlung des Funktionsbegriffs propideutisch vorbereitet. Zudem miiBten ent-
weder diejenigen Naturgesetze, die eine Proportionalitit aussprechen, bis zur Be-
handlung der linearen Funktion zuriickgestellt, oder, wie es bisher geschah, die
Einfithrung der Proportionalitit dem Physikunterricht iiberlassen werden. Dort
kann die Proportionalitit in mathematischer Beziehung natiirlich nicht tiefgehend
behandelt werden. Es zeigten sich bisher im Physikunterricht selbst noch in
Klasse 10 oft Verstandnisschwierigkeiten, wenn eine Proportionalitit in eine
Gleichung umgeformt oder wenn mit dem Proportionalitétsfaktor operiert wurde.
Nun werden in unserer zehnklassigen Oberschule schon zu Beginn des Physik-
unterrichts der Klasse 7 die Wichte, die Ausdehnung eines Drahtes unter dem
EinfluB einer Kraft, die gleichfésrmige Bewegung und idhnliches, wo Proportio-
nalititen bestehen, behandelt. Es ist daher zu fordern, daB die Schiiler spitestens
gleichzeitig im Mathematikunterricht diesen Begrill kennen und anwenden lernen,
wie es ja nach dem jetzt giiltigen Lehrplan auch geschieht. Die Behandlung des
Rechnens mit Proportionen kann ebenfalls nicht bis zur Behandlung der linearen
Funktion aufgeschoben werden, da viele Berechnungen aus der sozialistischen
Produktion und aus dem tiglichen Leben entweder die Dreisatzrechnung oder
Proportionen als Lisungsweg verlangen. Es wiirde zu einer Isolierung unserer
Schule vom Leben fithren, wenn solche Aufgaben so lange aus dem Mathematik-
unterricht ausgeklammert werden miiBten. Dal} es aber besser ist, die Propor-
tionen auf die Proportionalitit anfzubauen als umgekehrt, wird spéter begriindet
werden.

Aus den Bildungszielen unserer Schule ergibt sich also die Forderung, Verhalt-
nisbegriff, Proportionen und Proportionalitét in einem besonderen Unterrichts-
abschnitt spitestens in Klasse 7 zu behandeln, falls die Schiiler in dieser Klasse
die ersten physikalischen Gesetze kennenlernen sollen. Sie miissen insbesondere
die Proportionalitit erkennen und mit ihr arbeiten lernen. Dazu gehort, daB sie
wissen, was ein Proportionalitdtsfaktor ist, daB sie ihn aus zwei zahlenmiBig
gegebenen Folgen herausfinden, ihn zur Berechnung anderer Werte verwenden
und iiberhaupt richtig und zweckvoll mit ihm umgehen kénnen. Zum Beispiel
miissen sie in der Lage sein, eine Proportionalitiat mit seiner Hilfe in eine Glei-
chung zu verwandeln, und sie miissen spéter verstehen, wie er zur Definition von
physikalischen GréBen und zur Festsetzung von MaBeinheiten verwendet wird.%
Dazu ist es nicht erforderlich, daB die Schiiler schon in Klasse 7 den Begriff der
Proportionalitdt in voller mathematischer Exaktheit formulieren kénnen.3
Insbesondere wird die verallgemeinerte Proportionalitit, abgesehen von der
umgekehrten Proportionalitit, nicht in Klasse 7 behandelt werden kénnen; denn
hier handelt es sich um Proportionalitit zu einer Funktion, der Funktionsbegrifl
wird aber erst in Klasse 8 eingefiihrt.

Die verallgemeinerte Proportionalitit mul} aber spitestens zu Beginn des Unter-
richts in Klasse 10 erarbeitet werden, da der Physikunterricht in dieser Klasse
hédufig von ihr Gebrauch macht. Physik- und Mathematikunterricht miissen
dabei Hand in Hand arbeiten.

35 Vgl. S. 26.
36 Vgl. S. 49 11,
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Bisher war von Bildungszielen unserer Schule die Rede. Erzichungs- und Bil-
dungsziele sind aber untrennbar miteinander verbunden. Es gehért zu den Zielen
der weltanschaulichen Bildung und Erziehung, die Schiiler davon zu iiberzeugen,
daB die GesetzméBigkeiten in Natur und Gesellschaft erkennbar sind. Dazu
ist, wie gezeigt wurde, der Begrill der Proportionalitit unerléBlich. Er ermog-
licht auch, wie spiiter gezeigt wird, bei der Behandlung der Proportionen eine
Kontrolle der eigencn Arbeit und kann damit zur Entwicklung des Verant-
wortungsgefiihls beitragen, Ferner bietet der Unterrichtsabschnitt ,,Proportionen,
Proportionalitat' bei geeigneter Behandlung gute Méglichkeiten, die Schiiler
zu selbstandigem, schopferischem Arbeiten anzuregen.

SchlicBlich vermag dieses Unterrichtsgebiet durch Auswahl geeigneter Auf-
gaben aus dem wirtschaftlichen, kulturellen und politischen Leben wesentlich zur
politisch-moralischen Bildung und Erziehung beizatragen.

Wenden wir uns der kritischen Betrachtung unserer friiheren Lehrpline und
des gegenwirtig giiltigen Lehrplans zu. Unser Unterrichtsabschnitt gehért zu
denjenigen, die groBe Verinderungen im Lehrplan erfahren haben.

Gelegenheiten zur Behandlung des Verhiltnisbegriffs, der Proportionalitit und
des Proportionalitiitsfaktors bestanden in den friiheren Plinen bei dem Unter-
richtsgebiet Dreisatzrechnung (SchluBrechnung), das im allgemeinen in _den
Klassen 5, 6 und 7 lag, bei der Lehre von den Proportionen, die meist zum Lehr-
stoff der Klasse 8 gehorte, und bei der Lehre von den linearen Funktionen, die in
der Regel in Klasse 9, eine Zeitlang auch in Klasse 8, behandelt wurde. Die Be-
handlung der Proportionalitit wurde nirgends ausdriicklich verlangt. Nur das
direkte und das umgekehrte Verhiltnis wurden gelegentlich in der Schlufl-
rechnung erwiihnt. Zwar kann bei entsprechender Behandlung des ,,direkten oder
geraden'* und des ,,indirekten oder ungeraden Verhiltnisses®, wie es damals hieB.
durchaus ein Verstiindnis fiir die hier bestehenden Unterschiede und eine gewisse
Vorstellung von der Proportionalitiit von Folgen erreicht werden. Dies geschah
zum Beispiclin dem Lehrbuch der Mathematik fiir die Grundschule, 6. Schuljahr,
Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1950, auf den Seiten 57 [. und 62 f.
Dort wurde von zwei Folgen (Bauzeit und Mauerhihe) ausgegangen. Das pro-
portionale Wachsen wurde durch zwei Schaubilder dargestellt, von denen das
erste symbolisch das Wachsen der Mauer mit der Zeit und das zweite die abstrakte
Darstellung durch eine Gerade zeigte. Entsprechend wurde das umgekehrte Ver-
haltnis durch zwei Folgen eingefiihrt und die Abhingigkeit durch eine Hyperbel
dargestellt. Auch die Formulicrungen kamen dem Begrill der Proportionalitit
recht nahe: ,,Zwei voneinander abhingige GréBen stehen im direkten Verhiltnis,
wenn beim Multiplizieren (Dividieren) der einen die andere Grofie mit derselben
Zahl multipliziert (dividiert) werden muB*37 und ,,... stehen im indirekten Ver-
haltnis, wenn beim Multiplizieren (Dividieren) der einen dic andere Zahl mit
derselben Zahl dividiert (multipliziert) werden mul.38 Abgesehen davon, dafl
bei der geringen hierfiir in Klasse 6 vorgesehenen Zeit kaum eine wirkliche
funktionale Erfassung méglich war — sie war auch wohl kaum beabsichtigt —,
ist zu bedenken, daB der Schwerpunkt doch zweifellos bei der Losung eines
bestimmten Typs von Aufgaben lag, fiir die der Dreisatz und spiter die Proportion
richtig angesetzt werden mufBten. Dagegen wurde die Tatsache villig vernach-

47 cbenda, S. 58.
38 ebenda, S. 63.
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lissigt, daB das direkte und das umgekehrte Verhiiltnis jeweils eine gewisse
zwischen zwei Folgen zwar héufig, aber durchaus nicht iiberall bestehende Gesetz-
miiBigkeit ausdriicken. Es finden sich daher auch nirgends Gegenbeispicle. Dies
aber ist entscheidend, nicht das Fehlen des Wortes ,,proportional®, das bei ge-
niigendem Einblick der Schiiler in die hier herrschende GesetzmiBigkeit spater
leicht hitte hinzugefiihrt werden kénnen. So ist es kein Wunder, dafl im Physik-
unterricht die Schwierigkeiten dort begannen, wo quantitative Aussagen mit
Hilfe der Proportionalitit formuliert wurden. Dabei half es nicht viel, daB3 die
Schiiler Dreisatzaufgaben mit direktem und umgekehrtem Verhiltnis — das
iibrigens meist aus der Aufgabe miihelos zu erkennen war — lésen konnten. Hier
lag ein allgemeiner Mangel unseres fritheren Mathematikunterrichts vor. Wichtige
neue mathematische Begriffe und Verfahren wurden zwar im allgemeinen me-
thodisch richtig eingefiihrt, aber doch so kurz wie nur irgend méglich, um recht
schnell zu einem festen Losungsschema fiir bestimmte Aufgabentypen zu ge-
langen. Das fiihrte zu Drill und Schematismus. Die Schiiler versagten, als sie der
Unterricht in der sozialistischen Produktion vor Aufgaben stellte, die nicht
schulméBig zurechtgestutzt waren. Auf die Griinde, die zu dieser Vernachlidssigung
der begrifflichen Klirung im Mathematikunterricht fithrten, kann hier nicht ein-
gegangen werden.

Es konnte also keine Rede davon sein, daB die Proportionalitit damals in einer
fiir den Physikunterricht und iiberhaupt fiir die polytechnische Bildung und
Erzichung ausreichenden Form erarbeitet wurde. Der Proportionalititsfaktor
tauchte allerdings einmal in dem Lehrplan von 1948 in Verbindung mit den
Proportionen auf. Auf Seite 50 ff. wird aber gezeigt werden, daB der Proportio-
nalitiitsfaktor nur an Hand von Proportionen, also ohne den Begnilf der Pro-
portionalitiit, nicht gewonnen werden kann. Die Proportionalitit wurde weder bei
den Proportionen noch bei den linearen Funktionen (auch nicht in den Plinen der
damaligen Oberschule) erwihnt, und es ist kaum anzunehmen, daB der Unterricht
hier mehr leistete, als der Lehrplan verlangte. So konnten die Schiiler tatsiichlich
nur in der SchluBrechnung einen gewissen Einblick in die Proportionalitiit ge-
winnen, der aber, wie gesagt, nicht ausreichend war. — Gleichungen wurden
in Klasse 7 eingefiihrt, so daB die Behandlung der Proportionen in Klasse 8
darauf gestiitzt werden konnte. Dagegen lag dic Behandlung der Prozentrechnung
in Klasse 7 vor der der Proportionen. Die Prozentrechnung wurde auf dem Bruch-
begriff, zum Teil auch auf dem Dreisatz aufgebaut und bereitete die Lehre von
den Proportionen vor. Etwa seit 1956 waren Bestrebungen im Gange, die Drei-
satzrechnung als selbstéindiges Unterrichtsgebiet zu tilgen und dafiir die Pro-
portionen in Klasse 6 oder 7 zu behandeln. Auf die Argumente dafiir soll spiter
eingegangen werden. Es fanden verschiedene Unterrichtsversuche statt, die
befriedigend verliefen.

Etwa gleichzeitig begann sich die Erkenntnis der Notwendigkeit durchzusetzen,
den Begriff der Proportionalitiit eingehender zu behandeln. Unabhiingig vonein-
ander erfolgten an verschiedenen Orten der Deutschen Demokratischen Republik
VorstiBe in dieser Richtung.

In unserem seit September 1959 geltenden Lehrplan ist die Lehre vo:n den Pro-
portionen fiir Klasse 7 vorgeschricben, und in Verbindung damit werden die
Proportionalitit und der Proportionalititsfaktor genannt. Die Reihenfolge der Be-
handlung ist nicht festgelegt. Die Dreisatzrechnung hat keinen eigenen Unter-
richtsabschnitt mehr. Die Lehre von den Gleichungen geht in Klasse 7 der Lehre

3
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von den Proportionen voran, in der die Prozentrechnung als Anwendungsgebiet
enthalten ist. Die geometrische An\\pn(lung der Proportionalitit und der Pro-
portionen in der Ahnhchkenslchre erfolgt in Klasse 8. Die Proportionalitiit be-
reitel den Funktionsbegrifl und die Emfuhmug in die Lehre von den linearen
Funktionen in Klasse 8 vor. Diese Reihenfolge erméglicht einen klaren, fach-
systematisch richtigen Aufbau, der auch den Belangen des Physikunterrichts
Rechnung trigt. Der neue Plan ist rationcller ‘und sowohl in mathematischer
als auch in methodischer Hinsicht, wie wir schen werden, belriedigender als die
alten Pline. -

Das eigentlich Neue dieses Unterrichtsgebiets im giiltigen Plan liegt in der Ein-
fithrung der Proportionalitit und des Proportionalitiitsfaktors, weniger in der Er-
setzung der Dreisatzrechnung durch das Rechnen mit Proportionen. Die Pro-
portionalitiit bildet den Schwerpunkt dieses Unterrichtsgebiets, und es ist be-
dauerlich, daB dies — wahescheinlich infolge der langen Tradition — nicht in der
Uberschrift des Stoffgebiets zum Ausdruck kommt. Wird die zentrale Stellung
dieses Begriffs nicht erkannt und werden statt dessen die Proportionen einseitig
in den Vordergrund geriickt, so kann der Unterricht zu demselben Aufgabendrill
fithren wie die alte Dreisatzrechnung. Auch die aus plakti:chen Griinden not-
wendige Vorverlegung der Lehre von den Proportionen in Klasse 7 ist nicht das
entschmdend Neue; das Neue und zugleich Wesentliche ist eine begrifflich klare
Erfassung und Anwendung der Proporuonahut Dies entspricht durchaus den
Zielen der weltanschaulichen Bildung und Erziehung, die unter anderem er-
fordert, daB die Schiiler die in Natur und Gesellschalt bestehenden Gesetz-
miiigkeiten erkennen, formulieren und anwenden lernen. Darin liegt ecine
Erweiterung des bisherigen Unterrichtsgebietes ,,Proportionen” nach Umfang
und Tiefe.

Eine besondere Bedeutung erhiilt dic Entwicklung unseres neuen Unterrichts-
gebietes durch den Vergleich mit dem Unterricht in Westdeutschland. Dort ist
die Behandlung der Proportionalitiit in der Volksschule auf die altiibliche Schluf3-
rechnung nach der frither bei uns in Klasse 5 und 6 durchgefiihrten Art und
auf Aufgaben aus dem praktischen Leben beschriinkt.3 Da keine Gleichungen be-
handelt werden, trifft das gleiche auch fiir Proportionen zu. Aber auch in der
zehnklassigen Mittelschule sieht es nicht wesentlich anders aus: Hier scheint das
duBerste, das verlangt wird, darin zu bestehen, daB im 7. Schuljahr der Unterricht
die letztlich die SchluBrechnung beherrschenden Funktionalzusammenhinge
,,je mehr, desto mehr** und ,,je mehr, desto weniger in Verbindung mit logischen
Schliissen hervortreten 1iBt.40 Die dort in den Lehrprogrammen noch enthaltenen
Proportionen sind in der Unterrichtspraxis immer mehr durch die Dreisatzrech-
nung verdriingt worden. Praktische Aufgaben stehen im Vordergrund. Uber die
Proportionalitit, den Proportionalititsfaktor und die so notwendigen Ver-
bindungen mit dem Physikunterricht fillt kein Wort. In den Gymnasialplinen
wird der Proportionalititsfaktor in der Obertertia, also recht spiit, bei der Be-
handlung der linearen Funktion erwiihnt.

-
39 Vgl.: Der mathematische Unterricht fiir die 6- bi ihrige Jugend in der Bundesrepublik

Deutschland. Verlag V. und 1958, S. 164 und 215; ferner:

Lehrplnne fiir den Rechammterrlchl an hawhchen Volksschulen; und Hagen: Wir rechnen,
fiir V. h Verlag, Bamb 1957, S. 9.

4O F, : Die G der Oberstufenhefte meines Rechenbuches. Frank-

furt a. M., 1952, S. 34.
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Dies deutet darauf hin, daB sowohl der Mathematik- als auch der Physik-
unterricht Westdeutschlands auch auf diesem Gebiet hinter dem auf den- For-
derungen unseres Lehrplans aufgebauten Unterricht in unserer sozialistischen
Schule zuriickbleiben. Der fortschrittliche Charakter unserer Schule zeigt sich
darin, daB alle Kinder in die wissenschaftliche Betrachtungsweise eingefiihrt
werden, daB sie alle die in Natur und Gesellschaft herrschenden GesetzmiBig-
keiten erkennen und anwenden lernen. Daher gehort die sorgfiltige Einfiihrung
und stindige Anwendung der Proportionalitit im Mathematik- und Physik-
unterticht zu den Forderungen der sozialistischen Schule.



5. Wege zum Aufbau des Unterrichtsgebiels ,,Proportionen®

Fiir den Aufbau des Unterrichtsgebiets ,,Proportionen* sind mindestens drei
Wege in unserer zehnklassigen Oberschule ausprobiert worden. die im folgenden
dargestellt und diskutiert werden sollen.

5.1. Erster Weg (Weg unseres Lehrbuchs)4!

Der Leser ziehe bei den folgenden skizzenhaften Darstellungen die betreffenden
Lehrbuchstellen heran.
1. Beginn mit dem Verhiltnis von gleich benannten Gréfien (S. 66 bis 69).
2. Die Proportion als identische Gleichung (Namen der Glieder, Produkt-
gleichung, Erweitern und Kiirzen von Verhiiltnissen, S. 69 bis 73).
3. Die direkte Proportionalitit. ‘Die Einfithrung geschieht an lland eines kon-
kreten Beispiels der Serienproduktion am Flielband:
Arbeitszeit (in Stunden): 1 2 3 4 5 6 7 8
Produzierte Geriite (in Stiick): 30 60 90 120 150 [80 210 240
Die Proportionalitit wird definiert als Verhiltnisgleichheit:
wZwischen zwei GroBen herrscht Proportionalitit, wenn das Verhiltnis aus
zwei Werten der einen Grofle stets genauso groB ist wie das Verhéltnis aus
den entsprechenden Werten der anderen Gréfle und wenn die Groflen in
cinem sachlichen Zusammenhang stehen** (S. 74).
Veranschaulichung durch grafische Darstellung (S. 73 bis 78).
4. Der Proportionalitdtsfaktor als ,,gemeinsamer Wert* der Verhiltnisse aus
zusammengehsrenden Werten proportionaler Gréen (S. 78 his 81).
5. Bestimmungsproportionen mit direkter Proportionalitit (S. 81 bis 88).
6. Die umgekehrte Proportionalitiit, cingefiihrt als Produktgleichheit (S. 88
bis 93).
Bestimmungsproportionen mit Produktgleichheit (S. 93 bis 96).
8. Gegeniiberstellung von Proportionalitiit und Produktgleichheit (S, 97 bis 104).

Wenn nun die Vor- und Nachteile dieses Weges aufgeziihlt werden, so soll dabei
nur auf diejenigen Punkte eingegangen werden, die den Aufbau betreffen. Die
Erorterung der methodischen Durchfiihrung erfolgt im Rahmen des niichsten
Abschnitts.

41 Rechnen, Messen, Konstruieren — Siebentes Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1959.
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Vorteile dieses Weges:

1. Das in unserem Lehrplan liegende Neue wird realisiert: Die Proportionalitit
erhilt ihren gebiihrenden Platz als eine besondere GesetzmiBigkeit von Folgen.
Das kommt unter anderem durch zahlreiche Beispiele und Gegenbeispiele sowie
durch die grafische Darstellung zum Ausdruck. Dadurch wird der in Klasse 8
beginnenden Lehre von den Funktionen und dem Physikunterricht bei der For-
mulierung der ersten quantitativen Aussagen wertvolle Hilfe geleistet.

2. In logisch-mathematischer Beziehung ist der Weg einwandfrei: Die Proportio-
nalitit y = ¢ - x (c = constans) kann in impliziter Form y:x =c¢ geschrieben
und als Verhéltnisgleichheit aufgefaBt werden. Auch die umgekehrte Proportio-
nalitit kann in der impliziten Form ausgedriickt und als Produktgleichheit
aufgefaBt werden. Die Zuriickstellung der Bestimmungsproportionen hinter die
Proportionalitit beziehungsweise hinter die Produktgleichheit ist sowohl in
mathematischer als auch in didaktischer Beziehung durchaus richtig.

3. Die Gegeniiberstellung von Proportionalitit und Produktgleichheit in Ver-
bindung mit gemischten Aufgaben regt die Schiiler zum kritischen Urteilen an.
Die Darstellung ist wirklichkeitsnah und im allgemeinen fiir die Schiiler falich.

Nachteile dieses Weges:

1. Die direkte und die umgekehrte Proportionalitit erscheinen in der Form von
Verhiltnis- beziehungsweise Produktgleichheit als villig verschiedene Gesetz-
maBigkeiten. Ihre Gemeinsamkeiten, die darauf beruhen, da$ beide Spezialfille
der allgemeinen Proportionalitét4? sind, bleiben im Hintergrund.

2. Der Aufbau wird durch die implizite Fassung der dirckten und der umgekehrten
Proportionalitit bestimmt. Die implizite Form bringt aber die funktionale
Abhiangigkeit einer GroBe von einey anderen nicht so klar zum Ausdruck wie die

‘e . . ¢ . . N
explizite Form y = ¢ + x beziehungsweise y = -—. Diese entspricht auch dem Ge-
x

brauch in der Physik besser.43 Dazu kommt, dall das Heranziehen des fiir die
Schiiler noch ziemlich neuen Verhiltnisbegrills bei der Erklirung der Proportio-
nalitdt zu methodischen Schwierigkeiten fiihrt. Auch aus diesem Grund ist es
besser, die direkte Proportionalitit auf rein multiplikative Beziehungen zu
stiitzen.
3. Die verschiedenen Abinderungen des Verhiiltnisbegriffs bringen methodische
Schwierigkeiten mit sich: Bei der Einfilhrung wurde das Verhiltnis zwischen
gleichbenannten Zahlen als das Ubliche hingestellt:

4

,,Man vergleicht gewshnlich die Mengen oder GréBen gleichartiger Dinge durch
Verhiiltnisse miteinander, zum Beispiel die Milchertrige verschiedener Kiihe
in ‘II(ilogmmm je Monat ; die Stahlproduktion verschiedener Staaten in Tonnen
je Jahr ...

Die Angabe ecines Verhiiltnisses ist also eine neue Art des Zahlenvergleichs, die
dem Messen einer Grélle mit einer anderen gleichartigen entspricht® (S. 66).

Auch bei denidentischen Proportionen werden, soweit es sich um benannte Groen
handelt, auf beiden Seiten Verhiltnisse aus gleichbenannten GréBen gebildet. Bei

42 Vgl. 8. 20.
43 Vgl. S. 56.



der Einfiihrung der Proportionalitit an Hand des FlieBbandbeispiels werden aber
dann Proportionen angesetzt, bei denen links andere GroBen stehen als rechts:
120 Stiick zu 90 Stiick und 4 Stunden zu 3 Stunden. Im Lehrbuch heifit es dazu:

»Es ist auch moglich, zwei Verhiltnisse zu vergleichen, von denen das eine aus
andersartigen Groflen gebildet ist als das andere (S. 73).

Zwar liegt, rein mathematisch gesehen, hier nichts Neues vor, da nur von der
Drittengleichheit Gebrauch gemacht wird. Zum Beispiel wird festgestellt, daBl
sich die Stiickzahlen wie 4 zu 3 verhalten, und die Arbeitsstundenanzahlen auch.
Also verhalten sich die Stiickzahlen wie die Zahlen der Arbeitsstunden. Aber fiir
die Schiiler liegt hier doch eine Erweiterung des Begriffs ,,Proportion‘‘ vor. Diese
Einfiihrung der Proportionalitiit fillt den Schiilern nicht leicht, zumal wenn die
etwas abstrakte Formulierung von Seite 76 benutzt wird. Bei der Einfiihrung des
Proportionalititsfaktors muf der Schiiler dann wiederum seinen Verhiltnisbegriff
erweitern und verschiedene GréBen ins Verhiltnis setzen. Wir finden im Lehrbuch
auf Seite 78 f. dazu die Siitze:

,» Wir bildeten bisher Proportionen, indem wir Verhiltnisse aus gleichartigen,
einander entsprechenden GréBenwerten gleichsetzten:

90:240=3:8.

Wir wollen jetzt Verhiltnisse aus ungleichartigen, cinander entsprechenden
GroBen bilden, also aus irgendeiner Arbeitszeit und der dazugehérigen Pro-
duktionsmenge. . .:

90 Stiick und 3 Stunden; 240 Stiick und 8 Stunden.

Diese Verhiiltnisse miissen gleich sein, denn
90:3=240:8...

Wenn zwei GréBen proportional sind, kann man stets eine solche Kette gleicher
Verhiltnisse aufstellen. Den "Lmemeamen Wert dieser Verhiltnisse nennt man
den Proportionalititsfaltor . .

Diese mehrfachen Veriinderungen des Verhiiltnisbegriffs und seiner Anwendung
in der Proportion bringen fiir die Schiiler Schwierigkeiten, die durchaus ver-
meidbar sind.44

4. Der Proportionalititsfaktor wird als Quotient und nicht als Faktor eingefiihrt.
Auf den etwas anfechtbaren Begriff des ,,Wertes von Verhaltnissen* soll im
niichsten Abschnitt eingegangen werden 45 Zwar wird dann im Buch beschrieben,
wie mit Hilfe dieses Quotienten durch Multiplikation aus gegebenen Zeiten die
zugehorigen Stiickzahlen errechnet werden kénnen; doch wire es einfacher, den
Proportionalitiitsfaktor auf Grund der Eigenschaft, die schon in seinem Namen
angegeben wird, einzufiihren, zumal den Schiilern jede Umkehroperation (hier
die Division) mehr Schwierigkeiten bereitet als die direkte Operation (hier die
Multiplikation).

5. Das zeitliche Auseinanderriicken der Behandlung von Proportionalitit und
Produktgleichheit kann leicht zu einer Verengung im Denken der Schiiler fithren,

4 Vgl. 8. 59 M1,
4 Vgl S. 59 11,
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zumal Schiiler im allgemeinen ohnehin zu einer Bevorzugung der direkten Pro-
portionalitat neigen. Die Schiiler lernen nur dann ein operatives Arbeiten mit
neuen Begriffen, wenn sie diese von Anfang an richtig abgrenzen; das geschicht
am besten durch Heranziehen von Nebenbegrilfen, wie ja im Buch durchaus
richtig auch Beispiele gebracht werden, bei denen iiberhaupt keine: Proportio-
nalitiit besteht. Die Zusammenstellung von Aufgaben mit direkter und umge-
kehrter Proportionalitiit, mit denen die Darstellung im Buch abschliefit, kommt
etwas spit fiir eine begriffliche Untermauerung der dirckten Proportionalitat.
Auf die Fassung der umgekehrten Proportionalitiit als Produktgleichheit soll
im nichsten Abschnitt eingegangen werden. AbschlieBend sei festgestellt, dal,
wie Unterrichtsversuche gezeigt haben, trotz der obengenannten Schwierigkeiten
der im Lehrbuch eingeschlagene Weg durchaus erfolgreich gestaltet werden kann.
Gewisse Umstellungen und Abiénderungen sind allerdings zu empfehlen.

5.2, Zweiler Weg (Weg des Methodischen Handbuchs)%

Der Lehrgang ,.Proportionen” des Methodischen Handbuchs enthilt eine
stundenmiBige Aufglicderung. Sein Aufbau ist folgender:
1. Das Verhaltnis von gleich und ungleich benannten Zahlen als Vergleich von
GroBen, gegeniibergestellt der Differenz als anderer Vergleichsmaglichkeit
(4 Stunden, S. 228 bis 231).
2. Identische Proportionen unter Benutzung einer Preistafel, die aber nicht zur
Einfiihrung der Proportionalitiit, sondern nur zur Aulstellung von Proportionen
verwendet wird:

11 kg Margarine ... kostet 4 DM. Wir stellen eine Preistafel (Wertetalel) auf.

kg|12345073
DM | 4 8 12 16 20 24 28

** (2 Stunden, S. 232/33).

Dabei findet sich die Bemerkung:
,,In der 6. Stunde ist an weiteren Sachverhalten zu untersuchen, ob Verhailt-
nisgleichheit besteht. Dabei werden vom Lehrer nur Beispicle mit geradem
Verhiiltnis ausgewiihlt . ..“ (S.233).
3. Umstellung von Proportionen an Hand der Preistafel (1 Stunde, S. 233/234)
4. Herleitung der Produktgleichung (1 Stunde, S. 234).
5. Die Proportion als Bestimmungsgleichung mit direktem Verhéltnis und mit
Produktgleichheit (1 Stunde, S. 235).
Jetzt werden Beispiele von proportionalen und produktgleichen GroBen gegen-
iibergestellt, um Stoff fiir weitere Bestimmungsgleichungen mit Proportionen zu
gewinnen. Uber die Einfiihrung der Begriffe ,,Proportionalitat® und ,,Produkt-
gleichheit* wird auch hier nur wenig gesagt:

,»Aufgaben der Proportionalitit und solche der Produktgleichheit werden iber
die Proportion gelést. Dazu ist erforderlich, daB nur gleichartig benannte

46 Mathematikunterricht — Methodisches Handbuch fiir den Lehrer. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1960, S. 227 bis 239.
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GréBen zu einem Verhiltnis vereinigt werden. Das bereitet nach der Betrach-
tung des Vertauschungsgesetzes keine Schwierigkeiten. ..

Bei diesen Aufgaben vergleichen wir durch das Verhiltnis nur solche Zahlen
miteinander, die gleiche Benennung tragen. Wir vergleichen die Margarine-
mengen. .. (8. 235).

6. Ubungen mit Bestimmungsproportionen (10 Stunden, S. 236/237).

7. Der Proportionalititsfaktor (1 Stunde, S. 237).

Der Proportionalititsfaktor wird als Fuktor cingefiihrt, mit dessen Hilfe Berech-
nungen an Hand der Preistafel erfolgen (Preis von 1kg Margarine). Als Vor-
bemerkung finden wir:

,,Nachdem die Schiiler in weiteren etwa zehn Stunden Sicherheit in der Losung
solcher Aufgaben bekommen haben, wird der Proportionalitiisfaktor und seine
Bedeutung betrachtet. Dabei wird der Unterschied zwischen Proportionalitit
und Produktgleichheit gezeigt. Es empfiehlt sich aber, diese Betrachtungen
nicht zu frith anzustellen, um die Schiiler nicht zu verwirren (S. 236/237).

Dann als Stundenziel:

,,Wir wollen an unseren Proportionen noch eine weitere GesetzmiBigkeit unter-
suchen* (8. 237).

Der Proportionalititsfaktor ist

.- .. ein Faktor, der fiir Proportionen aus dieser Tafel bestimmend ist ...
1. Er bestimmt das Verhaltms der DM-Zahlen zu den kg-Zahlen. 2. Er hat
cine bestimmte sachliche Bedeutung: Preis fiir 1 kg (S. 237).

8. Gegeniiberstellung von Proportionalitit und Produktgleichheit zwecks
richtiger Aufstellung von Proportionen. Untermauerung durch grafische Dar-
stellungen (1 Stunde, S. 238/239).

Der Abschnitt schlieBt mit der Bemerkung:

,,Bei der Zusammenfassung ist herauszuarbeiten:

Diese beiden so verschiedenen Sachverhalte werden mittels der Proportion
erfaBt. Deshalb ist es bei der Aufstellung der Proportion so wichtig, da} wir
genau untersuchen, an welcher Stelle x stehen muff** (8. 239).

Vorteile dieses Weges:

1. Das Verhiltnis wird sehr sorgfiltig in hinreichender Allgemeinheit, in aus-
reichender Zeit und wirklich operativ erarbeitet, indem sowohl gleich wie ungleich
benannte Zahlen ins Verhiltnis gesetzt werden und dem Verhiltnis die Differenz
als andere Vergleichsmoglichkeit gegeniibergestellt wird. Es ist bedauerlich, dall
das nicht konsequent beibehalten wird.47

2. Bei Einfithrung der Bestimmungsproportion werden von Anfang an sowohl
das direkte als auch das umgekehrte Verhiiltnis herangezogen. Dadurch wird das
kritische Urteilen der Schiiler gefordert. Auch die Gemeinsamkeit sowie die Unter-
schiede zwischen direktem und umgekehrtem Verhéltnis kénnen so klarer erkannt
werden.

47 Vgl. Punkt 4, S. 44 1.
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3. Da die Proportion eindeutig das Ziel aller Betrachtungen des Lehrgangs bildet
und auch fast die ganze Zeit ausfiillt, ist anzunchmen, daB die Schiiler — mit
einer unten zu erérternden Einschrankung — Fertigkeiten im Arbeiten mit Pro-
portionen erlangen.

4. Der Proportionalititsfaktor wird sinngemil als wirklicher Faktor eingefiihrt,
mit dessen Hilfe Berechnungen durchgefithrt werden.

Nachteile dieses Weges:

1. Der Charakter der direkten und der umgekehrten Proportionalitit als einer
besonderen, nicht iiberall bestehenden GesetzmébBigkeit kommt nicht geniigend
zum Ausdruck. Beide Begriffe dienen hierin erster Linie dem Zweck, zum richtigen
Ansatz von Proportionen zu fithren. Dadurch wird dem Physikunterricht eben-
sowenig geholfen wie durch den Unterrichtsabschnitt ,,Proportionen® in fritheren
Lehrplinen. Es bleibt unklar, wie und wann der Begriff der Proportionalitit
cingefiihrt werden soll. Dabei ist nicht entscheidend, daB dieses Wort gebraucht
wird, sondern daB die Schiiler die bei proportionalen Folgen bestehenden Gesetz-
miiBigkeiten aktiv erfassen. In dem Handbuchbeitrag werden die Schiiler aller-
dings an das Arbeiten mit proportionalen Folgen herangefiihrt: Sie erweitern
die Preistafel fiir Margarine durch weitere Kilogramm-Angaben und errechnen
die zugehorigen Preise, sie stellen die Wertetabelle auf Millimeterpapier dar und
ermitteln graphisch Zwischenwerte.48 Sicher tragen solche Ubungen dazu bei,
daB die Schiller die bei proportionalen Folgen bestchenden GesetzmiBigkeiten
erkennen. Es ist aber fraglich, ob sie diese voll erfassen konnen ohne Kenntnis
von Zuordnungen, bei denen solch eine GesetzmaBigkeit nicht besteht und von
denen sich die Fille mit Proportionalitit wirksam abheben konnten. Derartige
Betrachtungen fehlen in dem Handbuchbeitrag. Das richtige Aufstellen von
Proportionen steht im Vordergrund der methodischen Bemiihungen. Gute Lehrer
sind frither bei der SchluBrechnung in Klasse 6 ihnlich vorgegangen. Das wesent-
lich Neue in unserem Lehrplan liegt aber weniger darin, daBl unter Beibehaltung
der friitheren Darstellungen des direkten und des umgekehrten Verhiltnisses das
Dreisatzschema durch Proportionen ersetzt wird, sondern darin, daB der Begrilf
der Proportionalitit wirklich zum Tragen kommt.

2. Der Ansatz von Bestimmungsproportionen wird nicht in ausreichendem MaBe
auf funktionale Betrachtungen gestiitzt. Die Untersuchung vor dem Ansctzen
ciner Proportion darf sich nicht darauf beschriinken, festzustellen, ob ein Wachsen
oder Abnehmen stattfindet. Dies allein gibt uns noch nicht das Recht, cine Pro-
portion aufzustellen. Es gibt viele monoton wachsende oder abnehmende Folgen,
bei denen keineswegs irgendeine Form der Proportionalitiit vorliegt.4?

3. Wenn einscitig die Proportion Zielpunkt aller Teilabschnitte ist, so liegt die
Gefahr cines Aufgabenschematismus nahe. Gerade diesen Vorwurf erhebt der
Verlasser des hier erdrterten Abschnitts des ,,Methodischen Handbuchs® an
anderer Stelle gegen den Dreisatz5, und er weist aul die damit gegebene Ent-
fremdung sowohl von der Praxis als auch von der Mathematik hin. All die dort
erhobenen Vorwiirfe (keine Beriicksichtigung des Definitionsbereichs, in dem

¢ Vgl a. a. 0., S. 232 und das Zitat von S.233.

49 Vgl. Rechnen, Messen, Konstruieren — Siebentes Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener Ver-
lag, Berlin 1960, Aufgaben S. 77.

50 M. Buche: Bericht iiber ein methodisches Experiment. In ,,Mathematik und Physik in der
Schule*, Heft 11/1957, S. 601 f. .

43



noch Propertionalitit besteht, wirklichkeitsfremde Konstruktion von Aufgaben
und damit ,,Verschulung® dieses Unterrichtsstoffes) koénnen genauso gegen
die Anwendung von Proportionen erhoben werden. Die Einengungen bei Aul-
stellung von Bestimmungsproportionenst und der Ubergang von der begrifflichen
Klirung zum Lésungsschema konnen leicht zu formalistischem Schematismus
fiihren. Wahrscheinlich werden bei Befolgung dieses Lehrgangs die Schiiler
Bestimmungsproportionen, bei denen die direkte beziehungsweise die umgekehrte
Proportionalitit deutlich ersichtlich ist, richtig aufstellen und l6sen. Werden sie
aber nicht spiiter im Physikunterricht oder im Unterricht in der sozialistischen
Produktion, wo die Aufgaben nicht nach Unterrichtsgebieten geordnet anfallen,
auch dort zu Proportionen greifen, wo iiberhaupt keine Proportionalitit, weder
direkte noch umgekehrte noch verallgemeinerte, vorliegt?52

4. Der Aufbau enthilt. einige Inkonsequenzen: Wihrend anfénglich bei der Ver-
hiltnisbildung sowohl gleich als auch ungleich benannte Zahlen zugelassen werden,
wird dies bei Bestimmungsproportionen wieder cingeschrénkt.53 Der Grund dafiir
kann nur in dem Wunsch liegen, dem Schiiler formale Hilfen fiir die Aufstellung
von Proportionen zu geben (Entscheidung iiber die Stellung von x).5¢ Wenn dic
Schiiler die in der Proportionalitiit liegende GesetzmaBigkeit voll erfassen, sind
solche schematischen Einengungen iiberfliissig. Eine weitere Inkonsequenz liegt
darin, daB§ bei Einfilhrung der Bestimmungsproportionen sowohl das direkte als
auch das umgekehrte Verhiltnis beriicksichtigt werden, daB aber unmittelbar
darauf davor gewarnt wird, zu friih auf die Unterscheidung zwischen Proportio-
nalitit und Produktgleichheit einzugehen.5 AbschlieBend sei festgestellt: Kin
an Hand dieses Lehrgangs durchgefiihrter Unterricht gerit leicht in die Gefahr,
die Bedeutung der Proportionalitiit zu unterschétzen und bei dem ganzen Ab-
schnitt ,,Proportionen‘* inhaltlich nicht wesentlich iiber das Niveau der alten
Dreisatzrechnung hinauszugehen; lediglich in der Form liegt ein Unterschied,
indem die alten Dreisatzaufgaben mittels Proportionen behandelt werden. Der
jetzige Lehrplanabschnitt ,,Proportionen geht aber iiber die bloSe Ersetzung
des Dreisatzes durch Proportionen hinaus. Die leichte FaBlichkeit ist nicht allein
entscheidend. In Klasse 7 sollten die Schiiler ruhig vor schwierigere Urteile iiber
das Bestehen gewisser GesetzmiiBligkeiten gestellt werden. Das liegt sowohl im
Interesse des Physikunterrichts als auch der in der nichsten Klasse beginnenden
Lehre von den Funktionen, die mit der Untersuchung von proportionalen Folgen
vorbereitet werden soll. SchlieBlich entspricht es auch den Bildungs- und Er-
ziehungszielen unserer Schule, die Schiiler in zunehmendem MaBe vor solche
Schwierigkeiten zu stellen, wie sie die Produktionspraxis mit sich bringt. Diese
werden aber bei diesem Lehrgang durch die begriffliche Einengung auf die direkte
und die umgekehrte Proportionalitiit und auf das rasche Erarbeiten eines Lésungs-
schemas aus dem Wege gerdumt. Durch die Vernachlissigung der Behandlung
von proportionalen Folgen werden die Schiiler nicht geniigend zur Aufmerk-
samkeit gegeniiber den in Natur und Gesellschaft bestchenden GesetzmiBigkeiten
angehalten.56

51 Vgl. Zitat von S. 235 des Handbuchs auf S. 42 dieser Arbeit.

52 Vgl. das Beispiel auf S. 30.

53 Vgl. Zitat von S. 235 des Handbuchs auf S. 42 dieser Arbeit.

54 Vgl. Punkt 3 und Zitat von S. 239 des Handbuchs auf S. 42 dieser Arbeit.
55 Vgl. Zitat von S. 236/237 des Handbuchs auf S. 42 dieser Arbeit.

56 Auf methodi Einzelhei wird im ni Abschnitt
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5.3. Dritter Weg

Als dritter Weg sei hier ein Aufbau vorgeschlagen, der von der Abteilung Ma-
thematik des Instituts fiir Unterrichtsmethodik der Humboldt- Universitiit Berlin
erarbeitet und in den Schuljahren 1958/59 sowie 1959/1960 an einigen Berliner
Schulen erprobt wurde. Hier liegt der Schwerpunkt bei dem Begriff der Pro-
portionalitiit, der aus lachsystematischen und methodischen Griinden an den
Anfang gestellt wird.

L. Die direkte Proportionalitiit. Ausgang von dem FlieBbandbeispiel.57 Erarbei-
tung der funktionalen Bezichungen: monotones Wachsen, gleichmiiffiges Wach-
sen.® Weitere Beispiele von proportionalen Folgen. Erginzungsiibungen
Gegenbeispicle. Beschriinkung des Giiltigkeitsberciches, in dem ecine bestimmte
Folge zu einer anderen proportional ist. Ubungen an grafischen Darstellungen.

2. Die umgekehrte Proportionalitiit. Ausgang von dem Beispiel des Lehrbuchs.60
Die funktionalen Beziehungen. Weitere Beispicle und Gegenbeispiele. Ergiinzungs-
iibungen. Entwicklung der expliziten Schreibweise fiir die direkte und fiir die
umgekehrte Proportionalitit. Hinweis auf die Produktgleichheit.

3. Der Proportionalititsfaktor. Einfiihrung an Hand von Erginzungsiibungen als
dorjenige Wert der zweiten Folge, der dcx Lin der ersten Folge entspricht. Um-
wandlung von Proportionalititen in Gleichungen mit Hilfe des Proportionalitiits-
faktors. (So weit etwa 12 Stunden.)

4. Das Verhiiltnis von gleich und ungleich benannten Zahlen als besondere Art des
Vergleichens neben der Differenz.

5: Identische Proportionen; Produktgleichung.

6. Bestimmungsproportionen, entwickelt aus der direkten und der umgekehrten
Proportionalitit von Folgen; Ankniiplung an die fritheren Beispiele ; verschiedene
Formen des Ansatzes.

Vorteile diescs Weges:

L. Der Begrill der Proportionalitiit wird als Schwerpunkt behandelt. Er wird in
ciner Form bereitgestellt, die spiiter im Physikunterricht verwendet und weiter
ausgebaut werden kann.

2. Das Stiitzen der direkten Proportionalitiit aul den Verhiiltnisbegriff, der den
Schiilern noch nicht sehr vertraut ist, wird vermicden. Bei der Elklmunﬂ der
direkten und der umgekehrten Proportionalitiit werden nur die einfachen mu]u-
plikativen Bezichungen verwendet, an die der Schiiler von der Unterstufe an
gewdhnt ist,

3. Die Nebeneinanderbehandlung der direkten und der umgekehrten Proportio-
nalitiit sowie die Gegeniiber: %tcl]ung zu Gegenbeispielen lassen die Gemeinsam-
keiten sowie dic Untersclncdu dieser beiden GesetzmiiBigkeiten deutlicher her-
vortreten.

57 Vgl. S. 38.

58 Vgl S. 49

59 Vgl. S, 49,

0 Vgl. Lehrbuch $. 89,
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. .. . . c . . .
4. Die explizite Form y = ¢ - x bezichungsweise y = — bringt die funktionale
X

Abhéingigkeit besser zum Ausdruck.5! Sie erméglicht ein operatives Arbeiten und
bereitet den Funktionsbegriff vor.

5. Der Proportionalititsfaktor erscheint wirklich als Faktor. Er erméglicht die
Umformung einer Proportionalitiit in cine Gleichung, wie es im Physikunterricht
hiufig gebraucht wird.

6. Die logisch-mathematische Grundlage fiir kritisches Denken beim Aufstellen
von Proportionen ist vorhanden.

Nachteile dieses Weges:

Es werden bei der ganzen Anlage des Lehrgangs hohere Anforderungen an
Lehrer und Schiiler gestellt als bei den anderen Wegen; im einzelnen:
1. Die Schiiler miissen funktionale Betrachtungen anstellen, an die sie bisher
nicht gewdhnt sind.

9. Manche Schiiler werden sich nicht leicht an die hohen Anspriiche gewdhnen
kénnen, die der Lehrgang an ihre Aktivitét stellt. Er ist nicht ,.bequem* fiir die
Schiiler, inshesondere vermittelt er keine Rezepte.

3. Der Lehrer muB Wege finden, diese Schwierigkeiten zu iiberwinden. Er hat
keine Wegleitung durch das Lehrbuch, sondern mul das altgewohnte Gebiet der
Lehre von den Proportionen ganz neu durchdenken.

Die Lrfahrungen haben gezeigt, daB diese Nachteile iiberwunden werden
konnen und daB die Vorteile iiberwiegen. Sie werden sich erst recht im spiiteren
Verlauf des Unterrichts auswirken. Von den Schwierigkeiten, die bei der stéirkeren
Aktivierung der Schiilerarbeit auftauchen, sollten wir nicht zuriickschrecken.
Gerade bei diesem Lehrgang bestehen gute Moglichkeiten zur selbstiindigen
Schiilerarbeit.62 Eine gute Unterstiitzung findet der Lehrer in den wertvollen
Beispielen und Aufgaben des Lehrbuchs.

Der letzte Weg scheint den Bildungs- und Erziehungszielen unserer Schule
besonders gut angemessen.

61 Die Bezeichnungen x und y fiir Variable werden im Lehrgang nicht verwendet.
62 Vgl. S. 49.
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6. Methodische Schwerpunkte beim Aufbau des Unterrichts-
gebiets ,,Proportionen®

In diesem Abschnitt sollen einzelne Schwerpunkte und methodische Schwierig-
keiten bei dem zuletzt beschriebenen Aufbau der Lehre von den Proportionen
erdrtert werden. Es sollen zuerst die direkte (6.1.), dann die umgekehrte Proportio-
nalitit (6.2.), ferner der Verhiltnisbegriff (6.4.) und schlieBlich die Proportionen
(6.5.) behandelt werden. Dabei ist zu beachten, daB bei der unterrichtlichen
Behandlung direkte und umgekehrte Proportionalitiit sich zum Teil iiberdecken.
In den Unterrichtsversuchen mit diesem Lehrgang wurden die Beispiele und Auf-
gaben des Lehrbuchs verwendet, daher wird es auch hier herangezogen.

6.1. Einliihrung der direkien Proportionalitiit

Es wurde schon verschiedentlich erwihnt, daB die Proportionalitit fir die
Schiiler nicht etivas vollig Neues darstellt, sondern daB sie schon Vorstellungen
davon initbringen und diese auch oft bei ihren Uberlegungen richtig verwenden.
Schon beim Einkaufen haben sich die Schiiler scit Jahren an Preisberechnungen
auf Grund der Proportionalitiit des Preises zur Warenmenge gewohnt. Die Auf-
gabe unseres Unterrichtsabschnitts ist es, solche funktionalen Vorstellungen
bewuBtzumachen (6.1.1.), zu prézisieren (6.1.2.), cine korrekte Formulierung
zu erarbeiten (6.1.3.) und zum richtigen Arbeiten mit proportionalen Folgen zu
erziehen (6.1.4.).

6.1.1. Bewuftmachen von Vorstellungen iiber proportionale Abhiingigleiten

Den Schiilern kann die bisher von ihnen unbewubt angewendete Proportio-
nalitat bewuBtgemacht werden, indem cin Beispiel von zwei proportionalen Folgen
néher betrachtet wird. Gut eignet sich dafiir die Tabelle der FlieBbandproduktion
aus dem Lehrbuch63 (Beispiel 1). Obne das ncue Wort »proportional*’ zu erwéhnen,
werden Stiickzahlen, die in verschiedenen Laufzeiten fertig werden, gegeniiberge-
stellt. Dabei wird gefunden: Doppelte Laufzeit ergibt die doppelte Stiickzahl,
dreifache Laufzeit die dreifache Stiickzahl, halbe Laufzeit die halbe Stiickzahl.
Wenn wir wissen, wieviel Stiick in irgendeiner Zeit hergestellt werden, so kénnen
wir die Stiickzahl nach beliebiger Laufzeit angeben. An Hand der Wertetafel kann
gelegentlich auch einmal die umgekehrte I'rage gestellt werden: Wieviel Stunden
muB das Band laufen, damit 280, 75, 100 Stiick fertiggestellt werden? Dies darf
aber vorliiufig nicht dazu fiihren, die bevorzugte Stellung der Zeitfolge (unabhin-

63 A.a. 0, 3. 74; vgl. auch S. 38,



gige Variable!) aufzuheben. Als Veranschaulichungs- und Arbeitsmittel wird eine
grafische Darstellung nach Art des Lehrbuchs (Abb. 30 a von S. 75) entwickelt,
bei der die Stiickzahlen als senkrechte Strecken dargestellt werden. Die Verbin-
dungslinie der Streckenendpunkte ist
cine Gerade. Mit dieser Entdeckung
nehmen die Schiiler schon ein gutes Teil
des Unterrichtsstoffes iiber dic lineare
Funktion aus Klasse 8 vorweg. Der Leh-
rer versuche hier keine logischen Beweise,
fiir die ohnchin auf dieser Stufe die
mathematischen Voraussetzungen fchlen
und die nur von dem Schwerpunkt, dem
[lerausarbeiten des Wesens der Propor-
tionalitiit, ablenken wiirden. Besonders
einsichtig wird die Geradlinigkeit der
grafischen Darstellung, wenn Iolgen
mit einem kleinen ganzzahligen Pro-
portionalititsfaktor, zum Beispiel ¢ = 2
gewiihlt und die Zeichnungen auf K
AbDL. 3 chenpapier ausgefithrt werden (Abb. 3).

Die Schiiler kénnen an den hier entstchenden Rechteckdiagonalen Entdek-
kungen machen, die den Begrill des Ansticgs einer Geraden vorbereiten. Jedoch
sollten solche Betrachtungen nur am Rande stehen. Sie werden spiiter, wenn der
Proportionalititsfaktor eingefithrt worden ist, wieder aufgenommen und fort-
gefiihrt. Der Fall ¢ = 1 wird besser vermicden, weil die dabei entstehende Tden-
litit der beiden Folgen nicht dazu geeignet ist, deren Proportionalitiit erkennen
zu lassen. Bei den ersten grafischen Darstellungen gebe der Lehrer Hinweise fiir
die Wahl der Einheiten und fiir den fiir die Zeichnung bendtigten Platz auf dem
Zeichenpapier. Es muB moglich sein, die Achsen zu verliingern, und die Einheiten
diirfen nicht zu klein sein, damit extra- und interpoliert werden kann. Bei den
Ubungsbeispielen fiir proportionale Folgen achte der Lehrer darauf, daf} eine der
beiden Folgen als die erste ausgezeichnet wird; das kann durch Formulierungen
wie ,,Wenn ..., dann ...* geschehen. Dadurch wird das funktionale Vorstellungs-
vermdgen der Schiiler gestéirkt und der Begriff der unabhéngigen Variablen vor-
bereitet. Der Lehrer wihle vorlaufig nur solche Folgen, bei denen der Definitions-
bereich keine Schwierigkeiten macht: Ware—Preis, Fahrzeit—Weg (bei kon-
stanter Geschwindigkeit des Fahrzeugs), Stiickzahl—Gewicht. Dabei sollen die
Schiiler nach Maglichkeit selbst Beispicle bringen. Hier kann als Schiileraufirag
fiir den Unterricht in der sozialistischen Produktion die Aufgabe gestellt werden,
sich nach proportionalen Gréfien im Betrieb, umzusehen. SchlieBlich kann eine
vorliufige Erklirung des Begrilfs ,,proportional* erfolgen (vgl. 6.1.2.).

Als sehr wertvoll zur Entwicklung des Begriffs der Proportionalitiit haben sich
lirgéinzungsiibungen etwa folgender Art erwiesen:

Mutter hat 4 kg Aplelsinen mitgebracht und 16 DM bezahlt. Der Preis der
Aplelsinen ist proportional ihrer Menge. Zum Beispiel 8 kg kosten 32 DM. Fol-
gende Tabelle wird an die Tafel und in die Hefte geschrieben:
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Mengen Preis

in kg in DM

1. Zeile 4 16,—

2. Zeile 5

3. ZLeile 3

4. Zeile 8

5. Zeile 10

6. Zeile 12

7. Zeile 2

8. Zeile 7 (Beispiel 2)

In Stillbeschéftigung wird die Wertctalel vervollstandigt, ohne dall jemand an
der Wandtafel arbeitet. Der Lehwer, der die Schiiler wiihrend ihrer Arbeit kon-
trolliert, wird verschiedene Losungswege feststellen. In einem Heft findet er
vielleicht folgende Reihenfolge der Ausrechnung: 4., 7., 6., 3., 2. Zeile (der Preis
fiir 5 kg laBt sich durch Addition der Preise von 2 kg und 3 kg errechnen), 5.,
8. Zeile. In cinem anderen Hell ist die Reihenfolge: 7., 4., G., 2. Zeile; eventuell
wurde dabei in Gedanken oder auch schriftlich ,,1 kg* in einer weiteren Zeile
hinzugefiigt und fir die weiteren Rechnungen verwendet. Bei der Auswertung
begriinden die Schiiler ibre Rechenwege. Bei diesen leichten Rechenoperationen
kénnen sie sich leicht in die Rechenwege ihrer Klassenkameraden hineinfinden.
Es sollten mindestens 5 Zeilen gegeben werden, um die GesetzmiBigkeit deut-
licher werden zu lassen. Durch derartige Ubungen werden die Vorstellungen
von der Proportionalitiit geklirt und entsprechende Formulierungen vorbereitet.

6.1.2. Prizisierung von Vorstellungen iiber proportionale Abhiingighkeiten

Die Aufgabe, die vorstellungsmibBig bekannte Proportionalitiit zu prazisieren,
ist schon schwieriger. Das Zicl ist hier nicht nur, die Grundlagen fiir das Rechnen
mit Proportionen zu schaffen, sondern die Schiiler mathematische Beziehungen in
der sie umgebenden Realitiit entdecken zu Ichren, diese Bezichungen genauer zu
fassen und dabei zugleich den Funktionshegriff vorzubereiten. Zuniichst miissen
die"Schiiler die Proportionalitiit dort, wo sie vorliegt, erkennen und gine brauch-
bare Formulierung benutzen lernen. Dazu ist eine exakte mathematische Definition
wenig geeignet, wie ja iiberhaupt solche Definitionen zwar eine Forderung der
mathematischen Exaktheit sind, aber im Unterricht erst dann crfolgen sollten,
wenn dic Schiiler die Notwendigkeit ciner solchien Genauigkeit cingesehen haben —
damit kann in der Altersstufe der Klasse 7 gerechnet werden —, und wenn sie den
Gegenstand selbst schon kennen. Eine Definition der Proportionalitiit schon nach
dem ersten Beispiel wiire daher ganz unangebracht. Erst nach mehreren Ubungen
wird in cinem zusammenfassenden Unterrichisgespriich oder durch Lehrer-
mitteilung festgestellt: ,,In allen Beispiclen licgen Paare von Folgen vor. Zu jeder
Zahl der ersten Folge gehort genau cine Zahl der zweiten Folge (die Zahlen stehen
paarweise nebeneinander). Die zweite Folge swichst gleichmdfig mit der ersten
Folge, das heifit, Verdoppelung, Verdreifachung, Halbierung usw. einer Zahl der
ersten Folge fiihrt auf Verdoppelung, Verdreifachung, Halbierung usw. der ent-
sprechenden Zahl der zweiten Folge. In solchen Fillen sprechen wir von Pro-
portionalilit und sagen: die zweite Folge ist der ersten Folge proportional. Wir
schreiben dafiir das Zeichen ~ ; zum Beispiel ist die Stiickzahl P der Arbeitszeit A
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proportional: P ~ A. Diese Satze sollten nach hinreichender Kldrung in das
Merkheft diktiert werden. Eine genauere Definition ist vorliufig nicht erforderlich,
ja sogar schiidlich; denn wenn eine Begriffserklarung nicht durch deutliche Vor-
stellungen gestiitzt wird, helfen sich die Schiiler in der Regel durch Auswendig-
lernen der Definition, und der Lehrer konnte leicht die Korrektheit der Formu-
lierung als sachlich fundiertes Wissen der Schiiler ansehen.

Bei der Begrilfserliuterung weise der Lehrer auch darauf hin, daB ,,gleichmiéBig
wachsen® nicht bedeutet, daB die Vermehrung ciner Zahl der ersten Folge, etwa
um drei, auch die entsprechende Zahl der zweiten Folge um drei wachsen lilt.
Das liBt sich gut an den behandelten Beispielen zeigen. Wesentlich ist, daB die
Schiiler durch ihre Arbeit den Begriff der Proportionalitét erfassen: Sie suchen
in der linken Spalte des Schemas (vgl. S. 49) multiplikative Beziehungen (ctwa:
12 ist das Dreifache von 4) und bilden in der rechten Spalte das zugehérige Glied
in der entsprechenden Weise (das Dreifache von 16 ist 48). Auf diese Weise wird
der Begriff der Proportionalitét operatiy entwickelt, das heiBt, er erwiichst aus
dem Handeln der Schiller. Weitere Ubungen im Ergénzen von Tabellen fithren
zur Festigung des neuen Begriffs.

Zu der Prizisierung des Begriffs ,,proportional® gehort unbedingt scine Ab-
grenzung gegeniiber anderen funktionalen Zusammenhingen. Dazu kann fol-
gendes Beispiel dienen:

1. Folge: das Lebensalter eines Schiilers in verschiedenen Jahren;
2. Folge: das Alter seines um drei Jahre ilteren Bruders jeweils im gleichen Jahr.

Hier liegt keine Proportionalitét vor; denn beispielsweise fithrt die Verdoppe-
lung des Alters des Jiingeren nicht zur Verdoppelung des Alters des Alteren 64

Es geniigt aber nicht zu erkennen, daB nicht bei allen Folgen, die einander zu-
geordnet werden kénnen, Proportionalitiit vorliegt. Die Schiiler miissen auch die
Erfahrung machen, daf bei vielen Folgen, deren Bau in den ersten Gliedern dem
Bildungsgesetz der Proportionalitit unterworfen ist, gewisse Grenzen fiir die
Giiltigkeit der Proportionalitit bestehen. Dazu kann folgendes Beispiel verwendet
werden: Ein FuBginger, der 6 km je Stunde zu laufen pflegt, wandere 6 Stunden
lang hintereinander. Wie groB ist scin Weg nach jeweils 1, 2, ..., 6 Stunden?
Ein Unterrichtsgespriich wird zu der Feststellung fithren, daB der Wanderer
wohl in der doppelten Zeit, also in zwei Stunden, die doppelte Strecke, also
12 kin, zuriicklegen kann, aber kaum in sechs Stunden hintercinander 36 km.
Als weiteres Beispiel diene die Ausdehnung cines belasteten Drahtes. Ohne daB
hier auf die Proportionalitit eingegangen wird, ist ohne weiteres klar, daf bei
zu starker Belastung der Draht reifit, daB also auch hier nur innerhalb gewisser
Grenzen Verdoppelung der Belastung zur Verdoppelung der Verlingerung fiihrt.
Durch solche Betrachtungen wird das Versténdnis fiir den Définitionsbercich vor-
bereitet.

Stellen wir fest, inwieweit wit bisher dic zu Anfang von 6.1.2. genannten Ziele er-
reicht haben: Die Schiiler kdnnen Zuordnungen herstellen. Sie haben die Propor-
tionalitit als eine besondere GesetzmiiBigkeit gewisser Folgen erkannt. Sie kennen
Beispiele, bei denen diese GesetzmaBigkeit unbeschrinkt, und solche, bei denen
sie innerhalb gewisser Grenzen gilt. Sie kennen aber noch keine exakte mathe-
matische Formulierung fiir diese Abhingigkeit. Der Umfang der den Schiilern

64 Weitere Deispiele folgen in Abschnitt 6.2 (infiihrung der umgekehrten Proportionalitit).
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bekannten GesetzmiBigkeiten wird bald durch die umgekehrte Proportionalitit
erweitert werden.

6.1.3. Formulierung des Begriffs der Proportionalitit

Die Erarheituug einer korrekten Formulierung ist ‘an die Einfihrung des Pro-
portionalitétsfaktors gebunden. Dieser gehért in den Bereich der Proportio-
nalitdt und kann nicht aus Proportionen entwickelt werden.® Wir behandeln ihn
nicht in einem besonderen Unterrichtsabschnitt, da die Schiiler dies leicht als
unnétige Belastung mit immer neuen Begriffen empfinden kénnten, sondern lassen
ihn aus dem Arbeiten mit proportionalen Folgen in natiirlicher Weise heraus-
wachsen. Dazu kann ein Beispiel folgender Art dienen: Der Lehrer teilt zu Schul-
jahresbeginn Hefte aus, an jeden Schiiler die gleiche Anzahl. Fiir eine Klasse
von 32 Schiilern nimmt er aus dem Sckretariat 160 Hefte mit, fiir weitere Klassen
mit 25, 35, 28, 22 Schiilern 125, 175, 140, 110 Hefte. Wie hat er die Heftzahlen
errechnet?

Ein Schiiler kommt spiter. Er erhiilt 5 llefte. Wir stellen eine Tabelle auf und
rahmen die letzte Zeile ein:

Anzahl der Anzahl der
Schiiler Hefte
32 160
25 125
35 175
28 140
22 110

E 3]

Jetzt kann cinfach durch Multiplikation mit 5 die Anzahl der Hefte fiir
weitere Klassen errechnet werden.

Bisher haben wir innerhalb der Spalten gearbeitet, indem wir die links stchenden
Zahlen durch Multiplikation, Division, Addition oder Subtraktion zueinander in
Beziehung setzten und in der rechten Spalte das gleiche ausfithrten. Jetzt ge-
winnen wir aus cinem Glied der linken Spalte unmittelbar das neben ihm stehende
Glied der rechlen Spalte durch Multiplikation mit 5. Das gilt fiir jede Zeile der
Tabelle. Zur Ubung werden noch weitere Schiilerzahlen angegeben und dem
Schema die entsprechenden Zeilen zugefiigt. Wir haben also ein Verfahren ge-
wonnen, das stets zum Ziel fiihrt, solange Proportionalitit besteht. Der gemein-
same Faktor bei allen Multiplikationen, hier die Zahl 5, heiBt ,,Proportionalitils-
faktor”’. Er gibt an, wieviel Hefte jeder Schiiler erhilt. Damit ist eine operative
Fassung des Proportionalitéitsfaktors gewonnen, die der Schiiler nicht auswendig
zu lernen braucht, sondern durch Beschreibung séines eigenen Handelns findet.
Wiihrend die ersten Erganzungsiibungen nur mit natiirlichen Zahlen durchgefithrt
werden sollten, kann spéter mit Briichen (auch mit Dezimalbriichen) sowie mit
positiven und negativen Zahlen gerechnet werden. Alle Zahlen miissen aber den
realen Gegebenheiten entsprechen. Die Aufgaben des Lehrbuchs sind mit den

65 H. Simon: Der Proporti
4/1956.

In ,Mathematik und Physik in der Schule“, Heft



gegebenen Einschrinkungen (Vermeidung von Verhaltnishegrill und von Pro-
portionen) im allgemeinen gut brauchbar.

Auf einen Punkt ist zu achten: Zwar ist die Proportionalitiit als Aquivalenz-
relation cine gegenseitige Bezichung, das heilit, es kiounnte vou ,,zucinander pro-
portionalen* Folgen gesprochen werden. Davon wurde allerdings kein Gebrauch
gemacht, um die Entwicklung der Vorstellungen iiber [unklionale Zusammen-
héinge nicht zu hemmen. Sobald aber bei proportionalen Folgen nach dem Pro-
portionalitiitsfaktor gefragt wird, muf} unbedingt eine der beiden Folgen aus-
gezeichnet werden. Das ist bei Aufgabe 1a aufl Scite 79 des Lehrbuchs zu be-
achten, wo Réaumur- und Celsiusgrade cinander gegeniibergestellt werden.

Nach ausreichender Ubung ist cine exaktere Fassung der Proportionalitiit
moglich: ,,Eine Folge leiBt zu ciner anderen proportional, wenn jedem Glied der
cinen Folge genau cines der anderen Folge entspricht und wenn es aus dem zuge-
horigen Glied der ersten Folge durch Multiplikation mit einer bestimmicn Zahl
hervorgeht. Diese Zahl heifit der Proportionalititsfaktor*.

Die eindeutige Zuovdnung der Glieder der Folgen ist mathematisch wesentlich.
Es ist nicht erforderlich, von einem ,,sachlichen Zusammenhang** der beiden
GroBen zu sprechen, zwischen denen Proportionalitiit bestehen soll, wie es in der
Erklirung auf Seite 74 des Lehrbuchs ges hieht. Dadurch wiirde der Begriff
der Proportionalitit auf konkrete Fille beschrinkt und die notige Allgemeinhieit
kaum erreicht. Liegt ctwa ein ,sachlicher Zusammenhang'* zwischen einer
Einmaleinsfolge und der Folge der natiirlichen Zahlen vor? Bestelen solche Zu-
sammenhiinge zwischen den  proportionalen Seiten iihnlicher Dreiecke? Zu-
mindest fiiv die Schiiler diiefte ein soleher Zusammenhang schwer zu entdecken
sein.

Auch die genauere Definition der Proportionalitiit sollte in das Schiilerheft dik-
tiert werden, Besser aber als eine wortliche Reproduktion ist es, wenn die Schiiler
mit cigenen Worten das Wesentliche angeben und vor allem mit dem Proportio-
nalititsfaktor umgehen konnen. Dies wird durch zahlreiche Ubungen geférdert.
Zu formalen Aufgaben konnen Einmaleinsfolgen herangezogen werden.

Lrste Folge: 6, 7, 10, 12
Zweite Folge: 72, 85, 120, 144

Sind die Folgen proportional? Stelle durch Abindcrung Proportionalitit her!
Welches ist dann der Proportionalititsfaktor? Mit dem Proportionalitétsfaktor
ist ein zuverlissiges Mittel gegeben, um [estzustellen, ob zwei gegebene Folgen
proportional sind oder nicht. Die Glieder der zweiten Folge werden durch dic
cntsprechenden Glieder der ersten Tolge dividiert, und der Quotient wird gepriift.
Ist er konstant, so liegt Proportionalitit vor, andernfalls nicht. Der Verhiltnis-
begriff braucht zu diesem Zweck nicht cingelithrt zu werden.

Jetzt kann auch eine Umwandlung der Schreibweise von Beispiel 1 vorgenom-
men werden: Aus P~ A wird P = k « A; der Proportionalititsfaktor k gibt hicr
an, wieviel Stiick in einer Stunde Liergestellt werden. Diese fiir die Physik wichtige
Umformung wird an vielen Beispiclen und Aufgaben geiibt. Obwohl der Proportio-
nalititsfaktor in der Physik hiiufig eine Benennung trigt, ist es im Mathematik-
unterricht zundelist nicht nétig, ihn mit Benennung zu schreiben. In den Ta-
bellen standen ja auch unbenannte Zahlen. Der Ubergang zu den Benennungen
kann spiter bei Bedarl vollzogen werden.

SchlieBlich sei noch auf Schiilerfehler bei der Formulierung der Proportionalitit
hingewiesen. Die Schiiler priifen die Proportionalitiit von zwei Folgen etwa:
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Stoffmenge Preis
in m in DM
1,50 p
2,40
3,10

Anstatt zu sagen: ,,Der Preis ist der Stolfmenge proportional* oder: ,,Die Ane
zahl der DM ist der Anzahl der Meter proportional*, wird hisweilen gesagt: ,,Die
DM sind den Metern proportional oder auch: ,,36 DM sind 2,40 m proportional*,
Hier kann nur geduldiges Gegeniiberstellen und Uben helfen. Es wiire gut, nach
einer gewissen Zeil die Ausdrucksfihigkeit in ciner Zettelarbeit oder einer Klassen-
arbeit zu priifen, in der eine Aulgabe lauten sollte: .. Erklire an cinem Beispiel,
was Proportionalitit bedeutet!**

In Beispiel 1 war schon- auf die Umkehrung der gestellung eingegangen
worden. Sie fithrt zu der Erkenntnis, dall auch A ~ P, A =m . Pist. Der neue

1
Proportionalitiitsfaktor ist der Kehrwert des alten: m =T.Die]l(‘rlﬂitungsulllo
N

sorgfiltig an Hand der beiden gegeniibergestellten Folgen geschehen, bei denen
jeweils, wie oben angegeben, die Zeile mit der 1 cingerahmt wird. Eine Anwendung
findet das spiiter im Physikunterricht, etwa bei der Umrechnung von Wiirme-
energie in mechanische Iinergie und umgekehrt.

6.14. Arbeiten mit proportionalen Folgen

Wir kommen zum letzten Punkt. dem richtigen Arbeiten mit proportionalen
Folgen. Dazu sind viele Ubungen nitig. [ier kinnen die Aufgaben des Lehrbuchs
(S.77/78, Nr. 1 bis 3; S. 79 bis 81, Nr. 1 bis 5) herangezogen werden. Dabei sind
natiirlich vorerst alle Aufgaben auszuschlicfien, hei denen nach einem Verhiiltnis
oder nagh Proportionen gefragt wird. Da inzwischen, etwa nach der 6. Stunde,
auch die umgekehrte Proportionalitiit cingefiihrt worden ist, kommen Aufgaben
folgender Typen vor:

1. Gegeben sci ein Paar von Folgen. Es ist zu entscheiden, ob Proportionalitiit
vorliegt und, wenn ja, welche Form (Begriindung!). Im Falle der direkten Propor-
tionalitét ist der Proportionalititsfaktor anzugeben.

2. Gegeben seicn eine Folge und cine Zahl. s ist dicjenige Folge zu bilden,
die zu der gegebenen Folge proportional ist, wobei die gegebene Zahl der Propor-
tionalitétsfaktor sein soll.

3. Es werden gar keine Folgen gegeben, sondern nurzwei Grofengenannt (oder
durch die graphische Daurstellung gegeben), deren Abhiingigkeit zu untersuchen
ist. Damit liegt schon eine echte physikalische I'ragestellung vor: Wovon hingt
ein beobachteter Effekt ab? Hier miissen die Schiiler selber FFolgen (MeBreihen)
bilden.

Aufgaben dieser drei Typen findet der Leser im Lehrbuch an den angegebenen
Stellen. Der Unterricht in der sozialistischen Produktion liefert schon in Klasse 7
vicle gute Méglichkeiten, auf die M. Gimpel66 hingewiesen hat.

9 M. Gimpel: Uber die Einbeziehung technischer Aufgaben in das Stoffgebiet ,,Proportionen'*.
In ,,Mathematik und Physik in der Schule, Heft 4/1959, S. 177 if.
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In welcher Weise mit proportionalen Folgen bei der Aufstellung von Propor-
tionen gearbeitet wird, soll in Abschnitt 6.5. ausgefiihrt werden.

Innerhalb des Mathematikunterrichts sollte von nun an jede Gelegenheit wahr-
genommen werden, den Begriff der Proportionalitit anzuwenden. Gute Gelegen-
heiten zur Ubung bietet die Kreislehre in Klasse 7: Die Messung des Umfangs U
und des Durchmessers d verschiedener Kreise an Gegenstiinden des taglichen
Gebrauchs oder an Modellen fiihrt zur Aufstellung ciner Tabelle und zur Fest-
stellung der Proportionalitit. Werden dagegen die Inhalte I verschiedener auf
Millimeterpapier gezeichneter Kreise ausgezihlt und mit den Durchmessern in
ciner Tabelle zusammengestellt, so ergibt sich keine Proportionalitéit. DaB hier
ein Fall der verallgemeinerten Proportionalitit vorliegt, I ~ d2, sollte nurin Aus-
nahmefiillen bei einer besonders gut arbeitenden Klasse erortert werden. Weitere
Maglichkeiten bieten die Flichen- und Rauminhaltsberechnungen: Die Flichen
des Parallelogramms und des Dreiecks sind bei gleicher Grundlinie, die Volumina
von Prisma, Zylinder (Klasse 7), Pyramide (Klasse 8) bei gleicher Grundfliche
proportional zu den Héhen. In der Trigonometrie beinhaltet der Sinussatz die
Proportionalitit der Folge der Dreiecksseiten a, b, ¢ zu der Folge sin a, sin f,
sin y. Auf die zahlreichen Anwendungen in der Ahnlichkeitslehre soll hier nicht
cingegangen werden.67

Auch im Physikunterricht sollte von jetzt an in allen Klassenstufen bei jeder
Gelegenheit der Begriff der Proportionalitit angewendet werden. Als Beispiele
aus dem Physikunterricht der Klasse 7 seien genannt: Die Hangabtriebskraft, die
proportional zur Last68, die Arbeit, die proportional zur Massc®, die Leistung,
die proportional zur Arbeit?, der Auftrieb cines in eine Flissigkeit getauchten
Kérpers, der proportional zum Gewicht der von diesem Kérper verdringten
Fliissigkeitsmenge (und auch zur Wichte der Flissigkeit)7! ist. Auch die Frage:
»Welcher Zusammenhang besteht zwischen Kolbendruck und Kolbendruck-
kraft?“72 bietet ein Beispiel fiir Proportionalitét. Nicht iiberall werden im Physik-
unterricht der Klasse 7 schon bei der Erarbeitung die genannten Gesetze mit
Hilfe des Begrills der Proportionalitéit formuliert werden kénnen, weil die Pro-
portionalitit im Mathematikunterricht dieser Klasse nicht als erstes Stolf-
gebiet behandelt wird. Bei Wiederholungen und Ubungen sollten aber, sobald
proportionale Folgen behandelt worden sind, diese physikalischen GesetzmaBig-
keiten nach Maglichkeit mit lilfe des Begriffs der Proportionalitiit ausgedriickt
werden. In den Physiklehrbiichern der héheren Klassen wird dieser Gesichtspunkt
weitgehend beachtet. Allerdings wird dabei oft eine Ausdrucksweise benutzt, die
nicht einwandfrei ist. So heifit es bei der Gewinnung des Ohmschen Gesetzes nach
der Definition der Einheit des Widerstandes: ,,Durch diese Festlegung kann man
von der Proportion I ~ Tozur Gleichung iibergehen. Der Proportionalitatsfaktor
hat infolge der Festsetzung der Widerstandseinheit den Wert 1. Es ergibt sich

67 Vgl.: Methodische Beitriige zum Unterricht im Fach Mathematik, Aufbau des Planimetrie-
unterrichts. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1960, S. 31 ff.

68 Physik, Ein Lehrbuch fiir das sicbente Schuljahr. Volk und Wissen Volkscigener Verlag, Berlin
1960, S. 46.

68 Ebcenda, S. 89.

70 Ebenda, S. 90.

71 Ebenda, S. 111.

72 Ebenda, S. 103.
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U
somit das Ohmsche Gesetz: . . . =T{-.“7J Statt ,.Proportion muB es heiBlen

s, Proportionalitit®. Die gleiche Verwechslung findet sich bei der Proportio-
nalitéit der Arbeit eines Stroms zu Spannung, Stromstirke und Zeit7 und an
anderen Stellen.?

Auchinden anderen Fiichern, vor allem aberim Unterricht in der sozialistischen
Produktion, sollte der Begriff ..proportional” dort. wo er angebracht ist. ver-
wendet werden.

6.2. Einfilhrung der umgekehrten Proportionalitit: Produkigleichheit

Hier kann sich der Lehver nicht in gleichem Mafle aul vorhandene Vorstellungen
stiitzen wie bei der direkten Proportionalitiil. Daher erforderte die Behandlung des
umgekehrten Verhiltnisses** schon in den Zeiten des Dreisatzes besondere Auf-
merksamkeit. Die Schwierigkeiten werden kaum gemildert, wenn die umgekehrte
Proportionalitiit zeitlich wesentlich spiiter cingefiihrt wird. Wie wir sahen, stehen
dem gewichtige Griinde entgegen. Gerade die Gegeniiberstellung zur direkten
Proportionalitiit von Anfang an kann zu ciner klareren Erfassung der umge-
kehrten Proportionalitiit fiihren, da das Operieren mit multiplikativen Bezie-
hungen von dort auf den neuen Fall — bei entsprechenden Abéinderungen — iiber-
tragen werden kann. Hier entsteht die Irage. ob die umgekehrte Proportio-
nalitét als Produktgleichheit cinzufiihren ist.

Zweifellos hat das Produkt umgekehrt proportionaler GriBen eine éihnlich reale
Bedeutung wie der Proportionalititsfaktor. Der Leser mache sich das an dem
Beispiel aus dem Mathematiklehrbuch der Klasse 7, Seite 88f., klar: 72 m3 Bau-
sand sollen durch Kipper mit dem Fassungsvermogen von je 1 md abgefahren
werden. Es sind also 72 Fuhren nétig, die entweder von einem einzigen oder von
mehreren Kippern gefahren werden. Das Produkt aus der Zahl der verwendeten
Kipper und der Zahl der Fahrten je Kipper ist demnach stets gleich 72. Wird also
irgendeine Zahl K von Kippern genannt. so liBt sich die Zahl F der Fahrten je
Kipper durch cinfache Division finden. Es entsteht das Schema von Scite 89 des
Lehrbuches. Dieses Verfahren liBt sich den Schiilern sicher gut erkliiren.

Ein Vergleich dieses Vorgehens mit dem bei direkt proportionalen Folgen ein-
geschlagenen Weg zeigt, daB hier von vornherein nicht in Spalten, sondern in
Zeilen gearbeitet wird.

Die andere Fassung der umgekehrten Proportionalitiit stiitzt sich auf multi-
plikative Bezichungen innerhalb derlinken Spalte: Wir verdoppeln, verdreifachen,
halbieren usw. die Anzahl der Kipper. Mit den entsprechenden Gliedern der
zweiten Folge ist dann die umgekehrte Rechenoperation vorzunehmen. Von
Additionen und Subtraktionen sehen wir ab. Soll nun die umgekehrte Proportio-
nalitit als Spezialfall der verallgemeinerten Proportionalitiit erscheinen, so muf

1
von K zu e iibergegangen werden. Dic Schiiler miissen erkennen, daff Ver-

73 Physik, Ein Lehrbuch fiir das achte Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin
1960, S. 141f.

74 Ebenda, S. 164.

» Physik, Ein Lehrbuch fiir das neunte Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin
1960, S. 42 und 176.

76 Vgl. S. 40ff.




doppelung von K gleichbedeutend ist mit ITalbierung von — und umgekehrt.

K
. . . < 1 .
Dann erst kann die Proportionalitiit I' ~ K ausgesprochen  werden. Zweilellos
X

bestehen hier Schwierigkeiten fiir die Schiiler, zumal wenn in der Bruchrechnung
keine funktionalen Betrachtungen angestellt worden waren. Diese Schwierigkeiten
sind aber nicht uniiberwindlich, wenn neben die Spalten von K und F cine dritte

i
Spalte gestellt wird, die die Werte von N enthiilt.

Dagegen steht der Vorteil, dal} der Schiiler seine Erfahrungen mit proportio-
nalen Folgen zuniichst anzuwenden versucht und erkennt, daB gewisse Gemein-
samkeiten, aber auch grundlegende Unterschiede bestehen: Sowohl bei der di-
rekten als auch bei der umgekehrten Proportionalitit werden in der linken Spalte
multiplikative Beziehungen gesucht und entsprechende Operationen mit den
zugehorigen Gliedern der rechten Spalte ausgefithrt. Wihrend, diese Operation
aber bei der dirckten Proportionalitiit mit der in der linken Spalte tibereinstimmt,
ist bei der umgekehrten Proportionalitit die Umkehroperation auszufiihren.
Bei der direkten Proportionalitiit wiichst die zweite Folge gleichsinnig mit der
ersten, bei der umgekehrten Proportionalitiit hiingt sie gegenldufig von dieser ab.

Wenn die umgekehrte Proportionalitit in dieser Weise eingefiihrt wird, gewdh-
nen sich die Schiiler an das Arbeiten mit Analogien, das in der Mathematik ein
wertvolles Forschungsmittel ist.

Ein weiteres Argument spricht fiiv die explizite Form der umgekehrten Pro-
portionalitit: die in der Physik iibliche Ausdrucksweise. Selbst dort, wo — wie
heim Boyle-Mariotteschen Gesetz — die Konstanz cines Produkts hervorgehoben
wird, findet sich nicht der Ausdruck ..produkigleiche GroBen®. So heit esin dem
Physiklehrbuch fiir Klasse 8:

. Fiir cine abgeschlossene Gasmenge ist das Produkt aus Druck und Volumen
bei gleichbleibender Temperatur konstant ... wird ein Gas bei konstanter
Temperatur zusammengedriickt, so sind die Driicke den Volumina umgekehrt
proportional .77

Nun finden wir zwar auch diese Fassung der umgekehrten Proportionalitiit in
unserem Mathematiklehrbuch, aber doch erst an zweiter Stelle. Bekanntlich priigt
sich die erste Formulierung eines neuen Begriffs am starksten ein, zumal wenn sic
wie hier dem Rechenweg entspricht. Konsequenterweise miifite, falls die umge-
kehrte Proportionalitét als ,,Produktgleichheit™ bezeichnet wird, die direkte P’ro-
portionalitiit als ,, Quotientengleichheit”” benannt werden. Das entspriche gleich-
falls der Einfihrung dieses Begriffs mittels des Verhaltnisses. Quotientengleich-
heit und Produktgleichheit statt direkier und umgekehrter Proportionalitéit —
eine solche Terminologie wiirde sich stark von der in der Wissenschaft, in der
Technik und im tiglichen Leben iiblichen Ausdrucksweise-entfernen. Wenn aber
unsere Schiiler die allgemein gebriiuchliche Terminologie kennenlernen sollen,
entsteht die Frage: Warum werden die neuen Begriffe nicht in der durch den
Namen nahegelegten Art eingefiihrt, warum werden die Schiiler durch die andere
Formulierung belastet?

77 Physik, Ein Lehrbuch fiir das achte Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1960.
S.28.
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Aus diesen Griinden ist es wohl trotz der erwihnten Schwierigkeiten ratsam, die
umgekehrte Proportionalitiit parallel zur direkten Proportionalitiit zu erkliren
durch die Beziehung des Verdoppelns, Halbicrens usw. in einer Spalte und die
entsprechenden Umkehroperationen in der anderen Spalte. Auf die Produki-
gleichhieit kann dann spiter als Rechenhilfe hingewiesen werden, ohne diese
Eigenschalt als eine vollig neue GesetzmiBigkeit hinzustellen.

6.3. Gegeniiberstellung von direkter und umgekchrter Proportionalitit zu anderen
Formen der Abhingigkeit

r die Gegeniiberstellung von direkter und nmgekehrter Proportionalitiit gibt
es”n unseren alten und neuen Lehrbiichern eine Fiille von Beispiclen. Die Ent-
scheidung dariiber, welcher Fall vorliegt, wird meist unter Benutzung der For-
maulierungen vorgenommen: ,je grobier ... desto groBert (direkte Proportio-
nalitit) bezichungsweise .je groller ... desto kleiner** (umgekehrte Proportio-
nalitiit). Diese Gegeniiberstellung ist aber noch nicht ausreichend. Neben die
direkte Proportionalitiit sollten Abhiingigkeiten gestellt werden, bei denen cine
Folge zwar mit einer anderen wiichst, aber nicht proportional, und neben die
umgekehrte Proportionalitiit solche Abhiingigkeiten, bei denen eine Folge ab-
nimmt, wihrend die zugeordnete Folge wiichst, ohne daB dies umgekehrt pro-
portional geschieht.

Fiir den ersten Fall kann eine Tabelle mit Posttarilen fiir Inlandbriefe im Fern-
verkehr benutzt werden. Briefe bis zu 20 g (es miilite cigentlich ,,pond** heiBen!)
kosten 0,20 DM, von 20 g bis 250 g — 0,40 DM, von 250 g bis 500 g — 0,60 DM,
von 500 g bis 1000 g —- 0.80 DM. Wir verwenden als Folge I folgende Bricf-
gewichte in g:

10, 20, 30,40, ..., 200, 210, . .., 250, . .y 300, . oy

als Folge 11 das zugehérige Porto in DM. Ein Brief von 10 g kostet 0,20 DM, einer
von 100 g aber bedeutend weniger als das Zehnfache. Allerdings liegt hier nicht
cine im strengen Sinn monoton wachsende Folge vor. Daher empfichlt sich das
Heranzichen weiterer Beispicle. Von allgemeinem Bildungswert ist der Hinweis
auf den Bau von Reihenhiiusern oder auf die Massenanfertigung von genormten
Linzelteilen; hier ist der Herstellungspreis kleiner, als es der Proportionalitiit
entsprechen wiirde.

Gute Mbglichkeiten fiir Schiileriibungen enthiilt folgende Aufgabe: ,,Es sind
Dreiecke aus b =4 ¢m, ¢ = 6 em und a = 20°, 25°, 30°, 40°, 50°, 60°, 75° zu
konstruieren, wobei jedesmal die Linge der Seite a auszumessen ist. Stelle die
zusammengchérenden Werte von a und a in ciner Tabelle zusammen!* Dic
Schiiler erkennen, dafl zu jedem Wert von a genau ein Wert von a gehért, dali
ferner a mit « wiichst, daB aber Verdoppelung, Verdreifachung usw. von a keines-
wegs zur Verdoppelung, Verdreifachung usw. von a fiihrt. Zwar geniigt schon
eine einzige Gegeniiberstellung, zum Beispicl 2 = 20° und a = 40°, un zu zeigen,
dal} keine Proportionalitiit vorliegt, aber in diesem Alter wiichst mit der Anzahl
der Messungen die subjektive GewiBheit der Schiiler. Der Lehrer kann dann darauf
hinweisen, daB auch hier ein Gesetz fiir die Abhiingigkeit der Linge von a von der
Grolle des Winkels a« vorliegl, das sie als Schiiler der Klasse 10 kennenlernen
werden (Kosinussatz). Bei anderen Beispielen, wie bei der Abhiingigkeit des
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Flacheninhalts des Quadrats von der Liinge der Quadratseite, ist den Schiilern
das Gesetz der Abhédngigkeit bekannt. Diese Tatsache ist aber hier nicht ent-
scheidend. Es kommt vielmehr nur daraul an, die Schiiler davon zu iiberzeugen,
daB nicht jede Folge, die einer anderen gliedweise entspricht und gleichsinnig mit
ihr wichst, zu ihr proportional sein mul.

Beispiele von Folgen, deren Glieder gegenliufig zu den Gliedern einer ent-
sprechenden Folge abnelimen, interessieren uns hier ganz besonders, um die
umgekehrte Proportionalitdt richtig zu erfassen. Als Gegenbeispiel kann auch
hier die Massenanfertigung von genormten Einzelteilen herangezogen werden.
Die zur Herstellung von 1000 Stiick notwendige Zeit setzt sich zusammen aus der
Einrichtungszeit und der Produktionszeit. Betrachten wir als Folge 1 die Stiick-
zahl, als Folge II die fiir ein Stiick erforderliche Herstellungszeit. Je groBer 'die
Glieder der Folge I werden, desto kleiner werden die der Folge 11, da die Ein-
richtungszeit durch eine gréBere Zahl zu dividieren ist. Dennoch liegt keine um-
gekehrte Proportionalitiit vor. Als geometrische Aufgabe, die wieder Gelegenheit
zu Schiileriibungen gibt, sei folgende vorgeschlagen: ,,Zeichne gleichschenklige
Dreiecke mit den Basiswinkeln « = 20°, 40°, 60° und mi} jeweils den Winkel y
an der Spitze. Stelle @ und yin einer Tabelle zusammen!"“78 Auch jetzt gehort zu
jedem a genau ein v; y wird um so kleiner, je groBer « wird, aber es besteht keine
umgekehrte Proportionalitit. Das Funktionsgesetz kénnen die Schiiler finden:
v = 180° — 2 . Wiihrend dieses Beispiel daher auch rein rechnerisch erledigt
werden kann, sollte die folgende aus der Kreislehre entnommene Problemstellung
von ciner Zeichnung begleitet sein: ,,Eine Sekante eines Kreises mit dem Radius r
wird parallel zu ihrer Ausgangslage verschoben. Wie &ndert sich die Sehnenlinge s
mit dem Abstand a der b(‘k:\nl.e vom Kreismittelpunkt?* Obwohl hier dle

Funktionsgleichung s = 2 } 12— a2 erst nach Behandlung des Satzes des
Pythagoras gefund(‘u werden kann, schen die Schiiler ohne weiteres, dafl zu
jedem a genau cin s gehort, dal s um so kleiner wird, je gréBer a wird, daB aber
beispielsweise die Verdoppelung von a keineswegs zur Halbierung von s fiihrt.
Die Behandlung solcher Beispiele gewdhnt die Schiiler daran, vor dem Ansetzen
einer Bestimmungsproportion nicht nur die Richtung der Anderung, sondern auch
die Proportionalitit zu priifen. Zwar braucht der Lehrer fiir solche Betrachtungen
einige Zeit, die nicht unmittelbar dem Erwerb von Rechenlertigkeiten im Auflgsen
von Bestimmungsproportionen zugute kommt: derartige Ubungen dienen aber
der Entwicklung des kritischen Denkens,, helfen Fehler, insbesondere beim Aul-
stellen von Proportionen, vermeiden und bereiten den Funktionsbegrifl vor.-

6.4. Einfithrung des Verhilinisbegriffs

Die methodischen Schwierigkeiten, die erfahrungsgeméif bei der Einfiihrung des
Verhiiltnisbegriffs bestehen, liegen weniger in dem mathematischen Sachverhalt
als davin begriindet, daB hier ein Quotient, ein Bruch, nicht zur Angabe der Quan-
titat ciner Menge, sondern zum Messen des Zihlers am Nenner verwendet wird.
Auch der sprachliche Ausdruck und die Schreibweise bereiten den Schiilern
anfiinglich Schwierigkeiten.

78 Vgl. mit einer #hnli Aufgabe in: Rech Messen, Konstruieren; siebentes Schuljahr.
Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 195! 77 1., Nr. 3.
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Bei ‘der Bildung neuer mathematischer Begriffe ist es vorteilhaft, an Bekanntes
anzukniipfen und die Schalfung des neuen Begrifls ausreichend zu motivieren.
Daher empfichlt es sich, trotz der auf Scite 29 geéiuBerten Bedenken, von Spielen
auszugehen, bei denen der Sieg durch Torverhiiltnisse gemessen wird. Der Lehrer
erwiihnt beispielsweise das Ergebnis eines FuBballspiels, in dem cine Mannschaft
gegen eine andere ,,mit 5 zu 4 gesiegt** hat. Im Unterrichtsgespriich wird die Be-
deutung dieser Aussage geklirt. Dann mag folgender Fall zur Diskussion gestellt
werden: Mannschaft A siegte gegen Mannschaft B im Eishockey mit 12 zu 6,
gegen eine Mannschaft C in einem anderen Treffen mit 15 zu 8. Wann hat die
Mannschaft A besser gespielt? Im Unterrichtsgesprich wird festgestellt, daf3
Mannschaft A im ersten Treflen 6 Torec mehr als der Gegner erzielte, im zweiten
Treffen sogar 7 Tore mehr, dall aber die Mannschaft A dennoch im ersten Spiel
besser abgeschnitten hat, weil sie hier doppelt soviel Tore schoB wie der Gegner,
beim zweiten Spiel aber weniger als doppelt soviel. An diesem Beispiel wird klar,
daf} in manchen Fillen ein Vergleich durch Bildung der Differenz (Dilferenz der
Torzahlen) nicht das Wesentliche zum Ausdruck bringt. Damit wird die Ver-
hiilltnisbildung motiviert.

Der Lehrer fiihrt das Wort ,,Verhaltnis* ein: ,,Die Spielstirke der Mannschaft A
verhilt sich zur Spielstirke der Mannschaflt B wie 12 zu 6 An weiteren Beispielen
von Wettkiimpfen wird die Ausdrucksweise geiibt: ,,Die Spielstarke der Mann-
schaft C verhélt sich zur Spielstirke der Mannschaft A wie 8 zu 15. Als schrift-
liche Kurzform wird eingefiihrt:

Spielstirkec : Spielstirkey, = 8 : 15

Diese Ausdrucksweise wird auf éhnliche Fille iibertragen, zum Beispiel auf
Klassenwettbewerbe, die durch Punktvergleiche entschieden werden. Als vor-
iiufige Erklirung kann sich anschlieffen: Wir konnen Spielstirken von zwei
Mannschaften (Stand von zwei Klassen im Wettbewerh) miteinander vergleichen,
indem wir das Verhiiltnis der Torzahlen (Punktzahlen) bilden. Diese Zahlen
heien Glieder des Verhiltnisses.

Um die Bildung von Verhiiltnissen noch besser zu motivieren, empﬁehlt sich
ein Beispiel fo]gendel Art: In der Deutschen Demokratischen Republik studierten
1958 insgesamt 64 106, in Westdeutschland 155005 Menschen?, also bedeutend
mehr. Es wiire aber [alsch, die Bildungssituation der Bevélkerung nach diesen
Zahlen zu beurteilen, denn in Westdeutschland leben etwa dreimal soviel Men-
schen wie in der Deutschen Demokratischen Republik. Es studieren dort aber
iel weniger als dreimal soviel Menschen. Wir bilden das Verhiltnis: Zahl der
Studierenden zur Gesamtzahl der Bevilkerung. Das Verhiltuis fiir die Deutsche
Demokratische Republik lautet 64106 : 17311000, das fir Westdeutschland
155005 : 51453000. Wir werden spitter sehen, wie solche Verhiiltnisse verglichen
werden. Dabei wird sich zeigen, dal} in der Deutschen Demokratischen Republik .
. verhiiltnismiiflig” nichr Mcnsx hen als in Westdeutschland studieren. — Bei-
spiele dieser Art, deren Zahl der Lehrer durch aktuelles Material aus der Tages-
presse ohne Schwierigkeit vermehren kanu, zeigen, dafl in manchen Fillen erst
Zallverhiiltnisse ein sinnvolles Vergleichen erméglichen.

Schliefilich behandeln wir zur Ubung der Sprech- und Schreibweise Vergleichs-
aufgaben aus verschiedenen Gebicten, die nach den Schwierigkeiten zu steigern
sind, etwa:

79 Vgl. das Statistische Jahrbuch der Deutschen Demokratischen Republik 1959. VEB Deutscher
Zentralverlag, Berlin 1960, Anhang 11, S, 596.
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Beispiel 1. Die Anzahl der Arbeiter und Angestellten in der Volkswirtschaft
Sibiriens wuchs von 2,3 Millionen im Jahre 1940 auf 5,8 Millionen im Jahre 1960.
Erste Moglichkeit eines Vergleichs: Die Anzahl der dort arbeitenden Menschen
wuchs um 3,5 Millionen, kurz — zy = 3,5 Millionen. Zweite Moglichkeit des
Vergleichs: Die Anzahl der dort im Jahre 1960 arbeitenden Menschen verhilt
sich zur Anzahl der dort im Jahre 1940 arbeitenden Menschen wie 5,8 Millionen
zu 2,3 Millionen, kurz: zy: zy = 5800000 : 2300000.

Beispiel 2. Der bisher gebaute Schienendrehkran 10 VS hat eine Tragkraft von
10,5 t, der neue Eisenbahndrehkran dagegen cine solche von 20 t. Die beiden Ver-
gleiche fiihren auf: Ty — Ty = 9.5t und T,: Ty = 20: 10,5.

Beispiel 3. Die Masse von Sputnik | betrug 83,6 kg, die des am 4. 2. 1961 ge-
starteten Testsatelliten 6.5 t. Die Vergleiche fihren auf my — my = 6416,4 kg
und my: my = 6500 : 83,6.

Natiirlich ist die Sprechweise in jedem Fall zu @ben. Um die Schwierigkeiten
nicht zu hiufen, ist es vatsam, vorliufig nur die gegebenen Zahlen zu einem Ver-
hiiltnis zusammenzuliigen, ohne zu kiirzen oder zu erweitern. Vorerst sollte nur
in einfachen Fillen die Grofie des entstehenden Quotienten betrachtet werden,
etwa im Beispiel 1: In Sibirien arbeiten jetzt mehr als doppelt soviel Menschen
wie im Jahre 1940. Dadurch wird Klar, dall hier das Verhéltnis eine bessere
Vergleichsméglichkeit als die Differenz bietet. Allméhlich lernen die Schiiler
selbst entscheiden, welche Form des Vergleichs zu wiihlen ist. Auf alle Fiille
sollten bei der Einfiithrung des Verhiiltnisbegriffs Zahlenproportionen vorerst ver-
mieden werden. In der Niederschrift stehen links die verglichenen Gréfen,
eventuell zweckmiilig abgekiirzt, rechts die Zahlen, die einen quantitativen Ver-
gleich ermiglichen, ohine Benennung. Gegebenenlalls sind dabei Umrechnungen
wie in Beispiel 3 vorzunehmen.

Wir wiihlen jetzt Beispiele, bei denen das Verhiiltuis aus verschieden benannten
Zahlen gebildet wird, dhnlich wie s im Methodischen Handbuch® geschicht: Die
Pioniergruppe 7 sammelte 78 kg Schrott, die Pioniergruppe 6 sammelte 96 kg.
Wenn wir das Verhiltnis 78 zu 96 bilden, so sagt dies noch wenig iiber den Sam-
meleifer der Pioniergruppen, denn es komunt auf die Anzahl der Pioniere in jeder
Gruppe an. In Gruppe 7 befinden sich 20 Pionicre,in Gruppe 6 aber 30. Wir bilden
das Verhiiltnis von Schrottmenge zur Anzahl der Pioniere. Fiir Gruppe 7 ist dieses
Verhiltnis 78:20. Der Quotient gibt an, wieviel Schrott durchschnittlich ein
Pionier gesammelt hat, namlich 3.9 kg. Das entsprechende Verhiltnis fiir Gruppe 6
ist 96: 30. Hier hat ein Pionier durchschnittlich 3,2 kg gesammelt. Obwohl diesc

Gruppe mehr Schrott zusammengebracht hat, war (he .mdere Gruppe tiichtiger.
Ahnliche Betrachtungen lassen sich bei dem Brh[uc] auf Seite 12 dieses Beitrages
. anstellen, wo die Bo\ ulkvnuwsduhlv der Volksrepublik China durch das Ver-
hiiltnis Einwohnerzahl zu I Lu heng angegeben wird. Sie kann mit
der Bevilkerungsdichte anderer Linder verglichen werden: zum Beispiel lautet
das entsprechende Verhiiltnis fiir die Dewtsche Demokratische Republik 17400000
zu 107862 (Stand vom 31. 12 in Beispiel aus der Industrie noch
hinzugefiigt: Im Eisen- und Hiittenwerk Thale wird eine Maschine hergestellt.
mit der cin Arbeiter an cinem achtstiindigen Arbeitstag 6000 Tipfe formen kann.
Mit den alten Pressen formten acht Avbeiter an acht Maschinen an einem Tag

80 M, ikunterricht — Methodisches Handbueh fiir den Lehrer. Volk und Wissen Volks-
cigener Verlag, Berlin 1960, $. 230 f.
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zusammen nur 2000 Tépfe. Wir bilden zum Vergleich das Verhiiltnis der Anzahl
der Tépfe zur Anzahl der Pressen und finden im ersten Fall 6000 : 1, im zweiten
2000: 8. Die Quotienten sind 6000 beziehungsweise 250. Die neue Maschine
arbeitet also sehr viel rentabler. Das kann noch prizisiert werden durch erncute
Verhiiltnisbildung; Leistung der neuen Maschine zu Leistung der alten Maschine
wie 6000 :250. Der Quotient ist 24. Die ncue Maschine stellt in gleicher Zeit
24mal soviel Tépfe her wie eine alte.

In unseren Produktionsberichten begegnen uns hiiufig solche Verhiltnisbil-
dungen. Wenn eine landwirtschaftliche Produktionsgenossenschalt, die sich iiber-
wiegend mit der Rinderhaltung befaBt, ihren Kuhbestand in Stiick nennt, so
gibt dies erst in Verbindung mit der zugehérigen Hektarzahl einen Einblick in
die Stiirke der LPG. So nennt eine LPG des Typs 11T aus dem Kreis Stendal
cinen Besatz von 24 Kithen je 100 Hektar. Dieses Verhiiltnis will sie auf 31 Kiihe
je 100 Hektar erhohen. Die Marktproduktion an Milch wird dabei von 411 kg je
Hektar auf 790 kg je Hektar erhoht. Als Unterlagen fiir Planberechnungen
spiclen solche Verhiiltnisse aus verschicden benannten Zahlen gleichfalls eine
wichtige Rolle. So erhalten kiinftig die Genossenschaftsbauern von einer jihr-
lichen Marktproduktion an Milch von 400 kg an fiir je 100 kg Milch 4 kg Futter-
mittel.8 Anregungen zu weiteren Aufgaben dieser Art findet der Leser auch im
Lehrbuch fiir Klasse 7 auf den Seiten 92 und 93.

In diesen Fillen, wo verschicden benannte Groflen ins Verhiltnis gesetzt
werden, hat die Differenzbildung keinen Sinn; dagegen ist die Verhiiltnisbildung
durchaus sinnvoll: Sie schalft neue Begrifle (Milchertrag je Kuh, Hektarertrag,
Pro-Kopf-Verbrauch, Bevolkerungsdichte usw.), die wieder mit anderen, gleich-
artig gebildeten Begrilfen verglichen werden kénnen.

An Hand geeignet gewiihlter Aufgaben wird den Schiilern klar, daB der mathe-
matische Ausdruck fiir das Verhaltnis ein Quotient ist und daB mit ihm genauso
wie mit jedem anderen Quotienten gearbeitet werden kann. Verhiiltnisse kénnen
als gemeine Briiche geschrieben, gekiirzt oder erweitert und als Dezimalbriiche
angegeben werden. In Beispiel 2 ist das Verhiltnis 200 : 105 rund 1,9. In Beispiel 3
ist 65000 : 836 rund 77. Das Verhiiltnis der Anzahl der Studierenden zur Anzahl
der Gesamtbevdlkerung ist fiir die Deutsche Demokratische Republik 0,0037 und
fiir Westdeutschland 0,00303. Auf 10000 Einwohner kommen also in der Deut-
schen Demokratischen Republik 37, in Westdeutschland nur etwa 30 Studierende
im Durchschnitt. An solche Berechnungen wird spiter die Einfilhrung von Pro-
portionen angeschlossen.

Wertvolle Dienste, um die Briicke vom Verhiiltnis zum Quotienten zu schlagen,
vermag die graphische Darstellung zu lcisten. In den Beispielen 1 bis 3 kinnen die
bheiden miteinander verglichenen Gréfien jeweils als Rechteckstreifen mit gleicher
Breite dargestellt werden. Der Vergleich der Héhen ermiglicht Aussagen wie:
Die Zahl der in Sibirien arbeitenden Menschen ist auf mehr als das Doppelte
gestiegen (Beispiel 1).

Sobald das Verhiltnis als Quotient erkannt ist, kénnen auch Aufgaben mit
MaBstében gerechnet werden, zum Beispiel: ,,Die Entfernung Berlin—Leipzig
betrigt auf der Karte 34 cm, in der Natur 168 km. Berechne den Maflstab der

¥t Dic meisten Beispiele sind dem ,,Neuen Deutschland'* aus den Monaten Dezember 1960 bis
Miirz 1961 entnommen.
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Karte!" Umgekehrt kann mit Ililfe des gegebenen MaBstabes die Entfernung
zweier Orte aus ihrem Abstand aufl der Karte berechnet werden. Als weitere
Anwendungen von MaBstabrechnungen kénnen wieder graphische Darstellungen
herangezogen werden. Unsere Presse liefert zahlreiche gute Beispicle, die zur
iltnissen verwendet werden kinnen, allerdings auch Dhis-
weilen solche. die nicht unbedenklich sind. So werden hisweilen Zahlen fiir die

Berechnung von Verk

lh-|m-iduprmlukliun in den cinzelnen Liindern veranschaulicht durch gefiillte
cke. fitr die Schweinezucht dureh Schweine, fir den Schilfbau durch Schiffe.
\m h Abhbildung 4 gehirt hierher. Es bleibt bei diesen Darstellungen unklar,
ibliche Verkleinerung sich nur auf die Liinge bezichungsweise
Héhe, aul die abgebildete Fliche oder den (nur vorstellbaren) Rauminhalt be-
ziehen soll. Die abstrakie Darstellung durch Rechteckstreifen, Strecken oder
Kreissektoren driickt die  Zahlenverhiiltnis viel deutlicher aus, sofern die
ndlich gezeichnet.sind. Das ist bei Abbildung 2
II. Dagegen zeigen die Abbildungen 5 und 6, daB auch
svolle Wirkungen erzielt

ob eine malls

Abgrenzungslinien unmiBvers
.ulf Seite IU nicht der |F
bei abst

sakten. malistabgetreuen Darstellungen eindrue

werden kinnen.

SehlieBlich sei noch aufl cinen sehr weit verbreiteten Fehler in der Ausdruc
weise beim Vergleichen zweier Grofien hingewiesen: s wird gesagt, dal ein
zehnn ein Sputnik 77mal schwerer” ist: in ein und
clben Nummer der Zeitschrift . Sowjetwissenschalt”82 lesen wir richtig: ., An
den sowjetischen Hochschulen studieren fast viermal soviel Studenten wie in
England, Frankeeich, Westdeutschland und Italien zusammengenommen® 8 und
falsch: ., In den héheren Lehranstalten der UdSSR studieren gegenwiirtig etwi
viermal mehr Studenten als in England, Frankreich, Westdeutschland und Ltali
zusammengenommen, .. ."%. In der fa se werden die beiden
Méglichkeiten des Vergleichs, die Bildung der Differenz und die des Verhiilt-
nisses. miteinander vermengt. Der Komparativ ist nur bei der Dilferenz an-
wendbar und kann nur spezifiziert werden durch die Angabe, um wieviel das
Flugzeug schneller, der Sputnik schwerer ist usw. In den genannten Fiillen
muB es heiien: ..zehnmal so schnell*. 77mal so schwer*, viermal soviel*

schneller

n

schen Ausdruckswe

Der Schiiler muB sich die Verhéltnishildung als Hilfsmittel des GraBenvergleichs
der Sache nach, im Ausdruck und in der Sehreibweise véllig zu eigen machen.
Sobald der Schiiler damit vertrauter geworden ist, sollte der Lehrer aufl die
Ausgangsbeispicle (I'uliball- und Ilockeyspiele) zuriickkommen und erkliren,
warum hier keine Verhiiltnisse im mathematischen Sinn vorliegen: Es kann nicht
mit ihnen gerechnet werden wie mit mathematischen Verhiiltnissen; denn Ver-
hiiltnisse wie3 : Ogibt esin der Mathematik nicht. An Iland von Béispielen lernt der
Schiiler, ob er in bestimmten Fiillen besser eine Differenz oder ein Verhiiltnis zumn
Vergleich heranzieht. ob er gleich oder verschieden benannte GroBen ins Ver-
hiiltnis setzt. Seine Aktivitit um] sein Blick fiir diese Probleme kénnen geférdert
werden durch das Ilalten kleiner Vortriige oder die Anfertigung schriftlicher
Arbeiten aus Gebicten der Erdkunde. Staatshiirgerkunde oder Geschichte auf
Grund von Zeitungsartikeln, Broschiiren oder Lehrbuchabschnitten, in denen
Zahlen verglichen werden.

82 Sowjetwissenschaft, Gesellschaftswissenschaftliche Beitriige, Miirz 1961.
81 A a. 0., 5,301, .
8 A.a. 0, 8. 265.




6.5. Proportionen

Dic unterrichtliche Behandlung der Proportionen diirfte bei sorgfiltigem Vor-
gehen nach den in den vorangegangenen Abschnitten gekennzeichneten Schritten
auf keine besonderen Schwierigkeiten stofien. Wenngleich auf Seite 36 ausgefiihrt
wurde, dafl das Neue in unserem Lehrplan weniger in der Ersetzung der Drei-
satzrechnung durch Proportionen oder in deren fritherer Behandlung gesehen
wird, so darf dies nicht zu einer Geringsehiitzung dieses Unterrichtsabschnitts
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fiihren. Die Schiiler miissen vielmehr sichere Kenntnisse iiber Proportionen und
Fertigkeiten im Umgehen mit ihnen erwerben.

Wir beschiftigen uns zuerst mit der Einfithrung von Proportionen (6
darauf mit der Aufstellung und Lisung von Bestimmungsproportionen (6
um schlieBlich noch einen Blick aul den Dreisatz zu werfen (6.5.3.) und die
Stellung der Proportionen in unserem Unterricht zu kliren.

6.5.1. Einfithrung von Proportionen

Es empfiehlt sich, zuerst die identische Proportion einzufithren, wobei sich gut
an das Kiirzen und Erweitern von Verhiiltnissen ankniipfen 1Bt (vgl. S. 60 f.).
Dies geschieht auch bei allen dreiim Abschnitt 5 angefiihrten Wegen. Die Schiiler
haben ja bereits Proportionen vor sich, wenn sic Verhiiltnisse kiirzen oder er-
weitern. Der Lehrer braucht nur noch den Namen ,,Proportion* fiir solch cine
Gleichung zwischen zwei Verhiltnissen Dbeizusteuern. Die Bezeichnung der
Glieder kann sich anschlieBen. Der Name ,,Proportion* erinnert die Schiiler an
proportionale Folgen. In der Tat gibt es bei solchen viele gleiche Verhiltnisse.
Nehmen wir noch cinmal die Tabelle der FlieBbandproduktion von Seite 37 vor
und lesen wie folgt:

Arbeitszeit A Produzierte Geriite,
(in Stunden) Anzahl P
(in Stiick)
1 30
2 60
3 90
4 120
5 150
G 180
7 210
8 240

Es ist P~ A. Wir finden zum Beispiel: 120:90 =4:3; 120:4=90:3;
240: 150 = 8:5; 5: 150 = 8: 240 usw.

Das Aufsuchen von Proportionen bei umgekehrt proportionalen Folgen cr-
fordert ctwas Vorsicht und sollte fiirs crste zuriickgestellt werden.

In manchen Darstellungen finden wir die irklirung: Eine Proportion entsteht,
indem zwei Verhiltnisse, die den gleichen Wert haben, gleichgesetzt werden.
Der Begriff ,,Wert eines Verhiltnisses ist aber iiber(lissig. Das Verhiltnis zweicr
Zahlen ist zahlenmBig gleich ihrem Quolienten, also einer bestimmten Zahl (aufl
dieser Stule ist sie eine rationale Zahl). Zwei Verhiltnisse sind gleich, wenn sie
die gleiche Zahl darstellen. Dann und nur dann diirfen wir die Verhéltnisse durch
ein Gleichheitszeichen verbinden und erhalten eine Proportion.

Von jetzt an kann die tigliche Recheniibung durch Aufgaben folgender Art be-
reichert werden: Der Lehrer gibt ein Verhiltnis an und fordert die Schiiler auf,
durch Nennung eines gleichen Verhiltnisses eine Proportion zu bilden. Dafiir gibt
es beliebig viele Moglichkeiten. Bei griBeren Zahlen entsteht die Frage nach der
Priifung, ob die Proportion auch wirklich richtig ist. Die Schiiler gelangen durch
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sukzessives Kiirzen oder Erwecitern zum Ziel. Da dieses Verfahren oft recht
beschwerlich und zeitraubend ist, suchen wir nach einem Verfahren, mit dessen
Hilfe die Richtigkeit einer Proportion unmittelbar iiberpriift werden kann.

Die Proportion ist eine Gleichung, wir kénnen also mit ihr wie mit Gleichungen
arbeiten. Um ein den Schiilern gewohntes Bild zu erhalten. schreiben wir die Ver-

. - . . 9 o . . . .
hiiltnisse als Briiche; zum Beispiel: T (I). Solange dic Richtigkeit noch

85
187 —
nicht gesichert ist, setzen wir ein Fragezeichen iiber das Gleichheitszeichen. Wir
multiplizieren beide Seiten mit dem Produkt der Nenner und erhalten:

o ATIANTY;

()
(111)

Umgekehrt kénnen wir von (111) zu (I1) und von (11) durch Division durch
11 . 187 zu (I) iibergehen: Die Proportion ist richtig. ‘

Die Richtigkeit einer Proportion ist also gleichbedeutend mit derihrer Produkt-
gleichung. Allerdings kénnen wir aus einer Produkigleichung mehrere richtige
Proportionen bilden.

Sollten jetzt auch mingekehrt proportionale I‘olgen herangezogen werden? In
unserem Lehrbuch und im Methodischen Handbuch geschieht das, und in der Tat
kann dadurch die Aufstellung von Bestimmungsproportionen bei umgekehrter
Proportionalitit gut vorbereitet werden. Wiihlen wir das Beispiel von Seite 97
des Lehrbuchs:

Zahl der Arbeiter (N) benodtigte Zeit in Stunden (T)
1 40
2 20
3 1317y
4 10
5 8

1 ; g
Hier gilt: T ~—. Wenn wir gleiche Verhiltnisse an diesen beiden Folgen

suchen, so miissen wir anders vorgehen als bei direkt proportionalen Folgen. Wir
lnld('n das Verhiiltnis aus zwei belicbigen Glicdern ciner Spalte, zum Beispiel
2:5. Rechts muBl bei den unhpwd\cmln n Glicdern die Reihenfolge umgekehrt
\\l‘ulen, im Beispiel 8:20, also 2:5 =8:20. Werden innerhalb ciner Reihe

Verhiltnisse gebildet und gleichgesetzt, so entstehen keine richtigen Proportionen.

1 : .
Natiirlich entfallt diese Schwierigkeit, wenn als dritte Spullev hinzugeliigt wird.

Zwischen dieser Spalte und der T-Spalte kinnen wieder wie bei dem Beispiel
von Seite 65 Proportionen gebildet werden. Da aber die Aufstellung der dritten
Spalte etwas gekiinstelt und zeitraubend ist, wird in der Regel so vorgegangen:
Die Verhaltnishildung wird bei allen Folgen (auch bei direkter Proportionalitiit)
auf Glieder einer Spalte, also auf gleich benannte Zablen, eingeschriinkt. Dann
braucht bei der umgekehrten Proportionalitit nur die Reihenfolge der Hlinter-
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glieder richtig bestimmt zu werden. Das ist cine einfache und ziemlich sichere
Vorschrift. Nach Méglichkeit sollten aber doch Einschriankungen, deren Sinn der
Schiiler zuniichst nicht einsieht, vermicden werden. Bei der direkten Proportio-
nalitit kann sich der Schiiler unbedenklich von der Analogie leiten lassen. Bei der
umgekehrien Proportionalitit muf er aufpassen. Wenn das einige Male geiibt
worden ist. wird er selbst dazu gelangen, mit dem stets brauchbaren Verhiiltnis
innerhalb ciner Spalte (also mit gleich benannten GréBen) anzufangen. Dieser
Umweg zu dem gleichen Ziel hat scinen Wert darin, dal der Schiiler den Grund
fiir die Vorschrift einsieht.

Einen anderen Weg zur Vermeidung dieser Schwicrigkeit schligt M. Gimpel&s
vor. Er geht davon aus, daB bei der umgekehrten Proportionalitit Produki-
gleichheit besteht. Bei der Tabelle von Seite 66 bedeutet das Produkt die Gesamt-
anzahl der Stunden, die zur Bewiiltigung der Arbeit exforderlich sind. Die Aufgabe:
5 Arbeiter lmlucl\on 8 Stunden; wie lange brauchen 2 Arbeiter?* wird durch die

Gleichung 2 - 'x =5 - 8 gelost. Gegen dieses Verfahren ist von mathematischer
Seite hm' nichts cinzuwenden, nur ist es keine Losung mittels ciner Proportion.
Gimpel schreibt dazu in seinem lesenswerten Aufsatz: ., Wir unterscheiden nicht
mehr zwischen direktem und indirvektem Verhiltnis («Ilew Unterscheidung gab
es bisher nur im Mathematikunterricht), sondern zwischen \vrlm}lmaglm(hhcll
und Produkigleichheit. Daraus ergibt sich, daff man zwei Arten von Proportionen
gegeniiberstellen muB, die allerdings in einfacher Weise zusammenhingen, die
Verhiiltnisgleichung und die Produktgleichung.”* Eine Produkigleichung ist aber
zuniichst iiberhaupt keine Proportion. wenn sie auch leicht in eine solche um-
formbar ist. Sobald dies geschehen ist. kann die so entstandene Proportion nicht
von einer, die aus direkt proportionalen Folgen entstanden ist, unterschieden
werden. Es gibt also gar nicht zwei Arten von Proportionen, sondern nur zwei
Arten, zu einer Proportion zu gelangen.

Die l_lmwhci.dun" dariiber, welcher Weg einzuschlagen ist, mull, wie Gimpel
selbst bemerkt, vorher getroffen werden. Sie wird rlem Schiiler micht schwer-
fallen, wenn direkte und umgekehrte Proportionalitit vorher sorgfiltig gegen-
iibergestellt worden sind.

SchlieBlich soll noch auf eine Frage eingegangen werden: Sollen in dem Lelu-
gang ..Proportionen® in Klasse 7 auch ,fortlaufende Proportionen* bhehandelt
werden, also Ausdriicke wie 90: 3 = 120: 4 = 150: 5 = 240 : 8 (vgl. dic Tabelle
von S. 65)?

Manche Lehrer wenden dagegen cin, dali cine Gleichung nur zwei Seiten haben
kann. Sie haben damit insofern recht, als die Gleichheitsbezichung in der Mathe-
matik cine zweistellige Relation ist; du sie aber auch transitiven Charakter hat,
ist von mathen .ltlsrlmr Scite her gegen cine Ancinanderreihung von Gleichungen
nichts einzuwenden. Fortlaufende l’rnpurllum-n werden in Klasse Sin der -\hnln’h-
keitslehre gebraucht. Dort wird fir die Seitenverhiltnisse dhnlicher Dreiecke
geschrieben:

oder: ath:

Diese fortlaufende Verhiltnishildung stellt eine Zus:

Proportionen a:b==a":b", bre=1b":¢, a:c=a":c
geschrieben werden: == bisb?; b il =

sung der drei
dar. Daliir kann auch

85 M. Gimpel: Uber die Einbezi
In ,,Mathematik und Physi

chung Lechnischer Aufgaben in das Stoffgebiet ,, Proportionen*',
in der Schule, llcft 4/1959, S. 182,




In dieser Form werden fortlaufende Proportionen auch im Lehrbuch der Klasse 7
verwendet, um den Proportionalititsfaktor cinzufiihren. Bei dem hier vor-
geschlagenen Weg ist das nicht erforderlich, weil die Proportionalitét nicht auf
das Verhiltnis gestiitzt wird.

Um eine Zersplitterung zu vermeiden, sollte die Behandlung fortlaufender
Proportionen und Verhiltnisse bis zum Unterricht in der Ahnlichkeitslehre
(Klasse 8) zuriickgestellt werden.

Damit seien die Betrachtungen iiber identische Proportionen abgeschlossen.

6.5.2. Das Aufstellen und Lésen von Bestimmungsproportionen

Bestimmungsproportionen kénnen zwanglos aus den tiglichen Ubungen er-
wachsen, indem eine liickenhalte Proportion an die Tafel geschrieben und ergiinzt
wird, etwa: 3:5 = : 55 oder: 27 = 12:21. Dabei kann auch die Bruch-
form verwendet werden. Weitere Aulgaben, bei denen die Liicke durch x ausgefillt
wird, konnen fiir eine Stillbeschiiltigung gegeben werden. Auf das Lésungs-
verfahren soll im niichsten Abschnitt cingegangen werden. Nach formalen
Aufgaben werden eingekleidete Aufgaben und Anwendungsaufgaben gestellt.
Hierbei muB in jedem Fall gepriift werden, ob Proportionalitat vorliegt, und,
wenn ja, in welcher Form. Sobald wic moglich sollten Aufgaben mit direkter
und umgekehrter Proportionalitit gemischt auftreten, erginzt durch solche
Aulgaben, bei denen gar keine Bestimmungsproportionen aufzustellen, sondern
Verhiiltnisse zu errechnen sind, wic im Lehrbuch, Seite 84, Nr. 13:

,»Eine GieBpfanne enthilt 125 kp Rotgull. Dicse Legierung besteht zu 43 Teilen
aus Kupler, zu 5 Teilen aus Zinn und zu 2 Teilen aus Zink. Rechne!*

Diese Ubungen konnen durch Verwendung von Zeitungsberichten aufgelockert
und abwechslungsreicher gestaltet werden:

,,In der Rumiinischen Vol](sl'elxllblik betrug der Zementausstol§ im Jahre 1938
510000 t, im Jahre 1959 aber bereits 2850000 t.*

Nach Mbglichkeit sollen die Schiiler selber aus solchen Texten Aufgaben bilden.
So konnen sie nach dem Wachstum der Produktion oder nach dem Verhiiltnis
der Produktionszahlen fragen.

Interessant ist folgende Aufgabenstellung: Wie groB wird bei weiterem Wachsen
in gleichem Verhiiltnis die im Jahre 1965 erzeugte Zementmenge sein? Zur Losung
wird zuniichst die Differenz gebildet:

2850000 t — 510000 t = 2340000 1 .
Um diese Menge wurde die Produktion in 21 Jahren gesteigert. Wir brauchen

die Steigerung in weiteren 6 Jahren und stellen die Proportion auf (direkte Pro-
portionalitiit):

x: 2340000 = 6: 21
x:2340000 =2: 7
x = 700000.

Da im Jahre 1959 die Produktion 2850000 t betrug, miifite sie im Jahre 1965
angeniihert 700000 t mehr; also 3550000 t, betragen. Der Lehrer kann nach der
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Ausrechnung mitteilen, daB nach den Kennziffern des rumiinischen Sechsjahr-
planes eine Steigerung auf etwa 6.5 Millionen t. also auf fast das Doppelte,
vorgesehen ist. Die Planziffern enthalten in der Regel eine Steigerung der Pro-
duktion, die groBer ist, als sie bei proportionalem Anwachsen erreicht wiirde.

AuBer der Tatsache, daf} solche Aufgaben eine hohe Bedeutung fiir die politisch-
moralische Bildung und Erziehung dm Schiiler besitzen, ist ihr Wert fiir die fach-
liche Bildung darin zu sehen, daB zn ihrer Lésung verschiedene mathematische
Operationen angewendet werden miissen. Die Schiiler werden dadurch veranlaBt,
unter ihren mathematischen Hilfsmitteln Ausschau zu halten und brauchbare
Verfahren auszuwiihlen.

Es sei nun noch ein weiterer Bericht aus der Tagespresse als Anregung mit-
geteilt:

..Der neue Schaufelradbagger vom Typ RS 315 hat ein Gewicht von 25 t. Ein
iilterer Bagger dieser GréBe wiegt 33 t. Die Baggerleistung des neuen Typs ist
dabei um 450 m3/Std. gewachsen. Sie betrigt 1350 m8/Std.*

Zuniichst kinnen die Schiiler die Baggerleistung des alten Typs berechnen.
Dann kénnen folgende drei Verhiltnisse gebildet und betrachtet werden: das
Verhiiltnis der Gewichte, das Verhiiltnis der Leistungen beider Bagger und das
Verhiltnis Leistung je Tonne. Um auch Proportionen dabei iiben zu lassen, kann
der Lehrer die Angaben ergiinzen:

..Bei einem Braunkohlen-Tagebau sind 6000 m? Abraum fortzuschaffen.*

Jetzt konnen die Arbeitszeiten bei Verwendung des alten und des neuen
Baggers verglichen werden (umgekehrte Proportionalitiit!).

Aul alle Fille sollte jeder Aufgabendrill vermieden werden. Wenn nur Auf-
gaben gestellt werden, die das Ansetzen einer Bestimmungsproportion erfordern,
so ist ja die Trefferwahrscheinlichkeit fiir richtigen Ansatz 50 Prozent, gleich-
giiltig, ob das Problem verstanden wurde oder nicht. Eine Verfithrung zu ge-
dankenlos-formalem Arbeiten liegt in der Verwendung des Entsprechungs-
zeichens ,,2*. So finden wir in dem bereits erwiihnten Artikel von R. PoBeckers6
iiber Querschnittberechnungen von L-Stihlen:

L 30.30.52 278 em?
L 40.40.52 x em2
30: 40 2,78: x
x ~ 3.70

" AnschlieBend weist PoBiecker auf den symbolischen Charakter der Schreibweise
L b b-dhin und bemerkt, dafl nur bei konstantem d angeniherte Proportio-
nalitit besteht. Aus der von ihm selbst angegebenen Flachenformel
F =2 bd — d2 fiir den Querschnitt ergibt sich aber sofort, daB auch das nicht
aufrechterhalten werden kann. Mit ,angeniiherten* Proportionalititen sollten
die Schiiler im Mathematikunterricht sowieso nicht arbeiten.

Bei der auf Seite 68 genannten Aufgabe konnte eine gedankenlose Niederschrift
auf den Ansatz fiihren:

8 R. PoBecker: Mathematische Schii gen mit dem K z ,.Q hnitt der
Profilstiihle:. In , Mathematik und Physik in der Schule, Heft 1/1960.
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1938 510000 t
195¢ 2850000 t
1938: 1959 = 510000 : 2850000 ty

B> 11>

Die Schiiler neigen stets zu ciner Bevorzugung des Proportionalansatzes. Der
Lehrer versiume daher keine Gelegenheit. sie zu einer kritischen Ilaltung zu ver-
anlassen. Zum Beispiel kann er zwischen Aufgaben mit direkter und umgekehrter
Proportionalitit die Aufgabe stellen:

Ein Wiirfel mit der Kantenlidnge 2 ¢em wiege 25 p. Wieviel wiegt ein Wiirfel
aus gleichem Material mit der Kantenliinge 5 ¢cm? Die Notierung

2em&25p
Lo

5em X p
darf nicht zur Aufstellung einer Proportion fiihren, da hier tatsichlich weder
direkte noch umgekehrte Proportionalitit vorliegt.

Diese Hinweise sollen aber nicht bezwecken, das sehr brauchbare Entspre-
chungszeichen, dessen Verwendung vor cinem Miflbrauch des Gleichheitszeichens
schittzt. aus unserem Unterricht zu verbannen.

SchlieBlich ist noch auf den Giiltigkeitsbereich der Proportionalitiit zu achten.
Das kann durch Aufgaben etwa folgender Art geschehen:

Eine Stahlfeder dehne sich bei Belastung mit 5 p um 1,5 mm aus. Um wieviel
dehnl sie sich aus bei Belastung mit 7, 25, 100, 1000 p (!)?

Ilier sei auch an die bekannte Scherzaufgabe erinnert: 5 Maurer brauchen fir
die Errichtung einer Mauer von bestimmter Linge 8 Stunden. Wieviel Stun-
den brauchen 500 Maurer dazu?

Auf cine iholiche Aufgabe bezieht sich folgende Stelle eines Briefes an einen
Lehrer, die Walter Lietzmann in seiner ,,Methodik des Mathematikunterrichts®
wiedergibt: ,,Und wissen Sie, Herr Lehrer, wenn ein Lehrer einen Jungen 7 Jahre
unterrichtet, um einen tiichtigen Menschen aus ihm zu machen. wie viele Lehrer
diese Arbeit in cinem Tage vollbringen kénnen? Nun, etwa 2100 Lehrer, Herr
Lehrer . .

Das Losen von Bestimmungsproportionen stellt eine Weiterfiihrung der
Gleichungslehre dar und sollte auch an diese ankniipfen. Schwierigkeiten kénnen
dabei weniger durch die Proportion als durch den Charakter der Verhiltnisglieder
entstehen, wenn beispielsweise Briiche oder Dezimalbriiche aultreten. Hier soll
nur auf die Frage eingegangen werden, ob Bestimmungsproportionen mit Hilfe
des folgenden Normalverfahrens gelost werden sollen:

Jid=4:x Umschreiben in eine Bruchgleichung:
3 4 - — g
o= ..Uberkreuzmultiplikation **: —
) X

3.

37 W. Lietzmann: Methodik des mathematischen Unterrichts, 2. Teil. Verlag von Quelle und
Meyer. Leipzig 1923, S. 35.
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Dieses Lésungsverfahren mittels der Produktgleichung hat sich sehr einge-
biirgert. Es ist aber keineswegs das einfachste Verfahren. Es geht schneller, dic
Proportion so umzuformen, dall mit x angefangen wird:

x:4=5:3.

Dann wird wie mit einer iiblichen Gleichung operiert, beide Seiten werden also
mit 4 multipliziert :

\

Manche Lehrer verteidigen die .,l‘fl:(‘rl\rouzmu]liplikation" mit der Notwendig-
keit, von der Produktgleichung Gebrauch zu machen. Die Produktgleichung aber
stellt bei der Losung einen Umweg dar. Thre Bedeutung liegt doch wohl mehr
darin, die Richtigkeit von identischen Zahlenproportionen zu priifen. Unsere
Schiiler, die noch sehr zu einem schematischen Arbeiten neigen, sollten bei jeder
Gelegenheit dazu ermuntert werden, Rechenvorteile wahrzunehmen. Bei groBeren
Zahlen ist vorher ein Uberschlag zu machen. In der Art, wie ein Schiiler dabei
rundét, zeigt sich seine Geschicklichkeit und Kombinationsfiihigkeit. Doch da fiir
das Arbeiten mit Uberschlag in unserem Lehrbuch gute Beispicle angegeben sind,
sei hier darauf nicht weiter eingegangen.

6.5.3. Der Dreisatz in unserem Mathematikunterricht

| Wir sahen in Abschnitt 4., dal} der Dreisatz mit gutem Grund keinen eigenen
Unterrichtsabschnitt mehr in unserem Lehrplan einnimmt. Die Verwendung der
Bestimmungsproportion an Stelle des Dreisatzes stellt nun einmal das in mathe-
matischer Beziehung einfachere und klarere Verfahren dar; der Umweg iiber die
Einheit, der auch bei gewissen Problemstellungen irreal sein und daher metho-
dische Schwierigkeiten bereiten kann, wird erspart. Da die Behandlung der
Gleichungslehre in Klasse 7 unsere Schiiler zum Arbeiten mit Proportionen
befihigt, werden wir aufl dieses Arbeitsmittel nicht verzichten. Es wiire unnitiger
Zeitverlust, dancben ein zweites Losungsschema zu erarbeiten. Wir erblicken
darin einen Fortschritt gegeniiber dem Rechenunterricht an den Volksschulen
der westdeutschen Bundesrepublik, der aufl den Dreisatz angewiesen ist, da die
Gleichungslehre nicht behandelt wird.

Dennoch ist die Frage berechtigt, ob die SchluBrechnung. das heilit das
SchlieBen von einer Vielheit auf eine andere durch Zuriickgehen aufl die LEinheit,
villig aus unserem Unterricht verschwinden soll. Wir wiiBten in diesem Fall
alle derartigen Berechnungen bis Klasse 7 zuriickstellen. Das ist unangebracht,
da sie im Fach Werken und in anderen Fichern sowieso im tiglichen Leben
vorkommen. Auch stellt eine verniinftige Behandlung des direkten und des
umgekehrten Verhiltnisses — etwa in der Art unseres Lehrbuchs von 1950
fiir Klasse 68 — cine gute Vorbereitung auf die Behandlung der Lehre von den

88 Lehrbuch der Mathematik fiir die Grundschule, 6. Schuljahr. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1950, S. 57 ff. und 62 ff.
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Proportionen dar; denn es werden dabei nicht nur proportionale und umgekehrt
proportionale Folgen aufgestellt, sondern auch der Proportionalititsfaktor wird
ermittelt, natiirlich ohne diesen Namen zu verwenden. Die cinfachen Gesetz-
miBigkeiten solcher Folgen kénnen sicher schon von jingeren Kindern erfalit
werden, besonders dann, wenn einfache, den Schilern geliufige Problemstel-
lungen, wie Einkauf von Brétchen oder Verteilung von Heften, den Ausgangs-
punkt bilden. Ubungen mit den Preistabellen. wie sie im ,.Methodischen Hand-
buch — Mathematikunterricht** vorgeschlagen werden, sind durchaus schon iu
fritheren Jahren moglich, da sie nur einfache Uberlegungen und als mathematische
Hilfsmittel lediglich die Multiplikation und die Division erfordern. An Hand
solcher Folgen kann von der Unterstufe an gelegentlich der Zweisatz, das heifit
das SchlieBen von der Einheit auf eine Vielheit oder von einer Vielheit aufl die
Einheit, und spiter das SchlicBen von einer Vielheit auf eine Vielheit geiibt
werden. Dabei ist dem umgekehrten Verhiltnis besondere Aufmerksamkeit
zu schenken. Ein besonderes Loxungssth(-nm ist nicht erforderlich. Die tigliche
Recheniibung kann durch solche zwanglos eingellochtenen Aufgaben l)ewuln-ll
werden. Eine auf diese Weise betriebene ..Drelsdluedmun" wird von den
meisten der gegen sie erhobenen Einwiinde8 nicht betroffen. Die Linwande
richten sich in der Hauptsache gegen eine Aufgabenauswahl, die den realen
Gegebenheiten nicht Rechnung triigt, und gegen eine gedankenlos-formale Be-
handlung, unter anderem gegen die Nichtbeachtung der Grenzen, innerhalb derer
Proportionalitit herrscht.

Ahnliche Gefahren bestehen aber auch bei der Behandlung der Proportionen.
Daher ist eines der wichtigsten Anliegen dieses methodischen Beitrages, Wege zur
Vermeidung dieser Gefahren zu zeigen. Wir sahen, dal} bei ausreichender Stiitzung
auf die Proportionalitiit die Bestimmungsproportionen keinerlei Schwierigkeiten
zu bereiten brauchen. Daher sollten sie, sobald sie in Klasse 7 eingefiihrt worden
sind, {iberall dort herangezogen werden, wo das SchlieBen von eciner Vielheit
auf eine andere Vielheit schriftliche Rechnung erfordert. Wenn allerdings einfache
Zahlen eine Losung durch miindliches Rechnen gestatten, kann auch weiterhin
gelegentlich der Schluf iiber die Einheit angewendet werden, der fiir das Kopl-
rechnen besser geeignet ist als die Proportion. Auch hier ist es wichtig, den Mathe-
matikunterricht von jedem Schematismus frei zu halten und die Schiiler dahin
zu flithren, daB sie ihre Arbeitsmittel bewufit wiihlen und anwenden.

89 0. Mader: Bemerkungen zur Schlulrechnung. In .Mathematik. Physik und Chemie in der
Schule*, Heft 5/1954.
Martin Buche: Bericht iiber ¢in methodisches Experiment. Dic Ablosung des Dreisatzes durch
die Proportion; herausgegeben von der Fachkommission Mathematik, Pidagogisches Kreis-
kabinett Nauen. In ,,Mathematik und Physik in der Schule*, Helt 11/1957.




