


Ausgewihlte hiufig gebrauchte Formeln

Arithmetische Folgen | (konstante Differenz d)

a,=a, +(n—1)d s,,=a—'-2:1—"—n sy =an+ 05dn@ — 1)

Geometrische Folgen | (konstanter Quotient g)

n—1
a, = a,q""' so=ar 2
q—1
Partialsummenfolgen
S =a,; Sp = Spy + G Ay = Sp — Sp-)

Exponential- und Logarithmusausdriicke:

Ine=1; Inl =0; Ina=Iga-Inl0 e'"e = g; Ine* =z

Punkt-Richtungs-Form der Geradengleichung')

Y=o spez.: Tangente an Bild , _Y—X
X — Xo von fim Beriihrungs- f'(x0) = X — Xo
punkt Po(Xo; o)

m=

Schnittwinkel nicht-orientierter Geraden mit den Anstiegen
m, und m,

my; — m,

tang = | —————
¥ |I+m,mz

Orthogonalitatsbedingungen | (Auswahl)

m, -my; = —1 bzw. mz=—'—’:—; a-b=0 (f Vektoren)
1

1) auBer parallelen Geraden zur y-Achse
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Vorwort

Die Mathematik ist wesentlich an der wi haftlich-technischen Entwicklung beteiligt. Thr Ein-
flul auf die Forschung und die moderne Gestaltung des Lebens wichst stindig, und ihre Anwen-
dung wird immer mehr zur Voraussetzung fiir die Analyse und Steuerung der Prozesse in Natur
und Gesellschaft.
Vom Mathematiker werden heute nicht mehr allein slchere Kenntnisse von Formeln und Ge-
setzen verlangt. Er muB in der Lage sein, Vorginge auf allen Gebieten mathematisch zu erfassen,
2u beschreiben und zu interpretieren; er muB fahig sein, geeignete Verfahren der Geometrie, der
Algebra und der Analysis sinnvoll, zielgerichtet und rationell zur Losung der Aufgaben einzu-
setzen und Ergebnisse umf: d und eindeutig anzi den. Oft ist der Lernende anfangs ge-
neigt, Zahl und Formel als die wesentlichen El der Math ik zu betrachten. Er unter-
schitzt dabei zuweilen die Rolle der Methoden und Verfahren, deren Beherrschung erst Grund-
bedingung schopferischer mathematischer Tatigkeit ist.
Dieses vornehmlich fiir Stud der Fachschulen sowie Schiiler der Volkshochschulen und
dhnlicher Bild inrichtungen bestimmte Biichlein soll Anregungen und Hinweise zur Gestal-
tung des Losungsweges bei mathematischen Aufgaben geben. Es will weder Lehrbuch noch Wis-
P sein. Anli des Autors ist es vielmehr, dem Leser, der sich an Hand eines Lehr-
buchs, im Unterricht oder im Selbststudium den Stoff erarbeitet hat, Anleitung zum selbstandi-
gen Losen mathematischer Probleme zu geben, wobei vor allem solche Aufgaben gerechnet wer-
den, bei denen erfahrungsgemiB Schwierigkeiten auftreten.
So soll dieses Biandchen Unterrichtshilfe und Unterstiitzung im LernprozeB sein.
Gedankt sei an dieser Stelle den Herren Prof. Dr. Lohse und Beinhoff, die durch Anregungen
und Ergédnzungen an der Gestaltung des Buches mitgewirkt haben.
In der 4. Auflage ist ein zusitzlicher Abschnitt mit Aufgaben zu nichtrationalen Funktionen
aufgenommen worden. AuBerdem sind Ubersichten iiber Funktionen und zur Integration durch
Substitution, Ubungen zur quadratischen Funktion sowie eine Aufgabe zur Tangentenproble-
matik enthalten. .
Fir Anregungen und Hinweise aus dem Leserkreis sind Verlag und Autor stets dankbar.

Verfasser und Verlag
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Einfiihrung

In diesem Biichlein sind aus dem Bereich des Mathematikunterrichts der Fach- und Oberschulen
etwa 140 vollstindig durchgerechnete Aufgaben enthalten, deren Losung jeweils in Schritte
unterteilt ist:

Teil A: Aufgabenstellung

Teil B: Erste Losungsschritte, meist-mit dem Losungsplan, dem Ansatz und den not-
Yoruoer

Teil C: Durchfithrung der weiteren rechnerischen Operationen.

Teil D: Fixierung des Ergebnisses, Kontrolle und Formulierung der Antwort.

Hier werden auch SchluBfolgerungen gezogen, Verallgemeinerungen erwihnt und
Hi ise auf Erga gegeben.

Bei mehrgliedriger Problemstellung werden gelegentlich die Teilaufgaben getrennt in (B) und
(C) bearbeitet.

Neben einfachergn Aufgaben sind auch solche enthalten (K ich durch *), die ein tieferes
Eindringen in das Stoffgebict erfordern. Dem fortgeschrittenen Leser wird empfohlen, auch
selbstindig von der Aufgabenstellung zur Losung zu gelangen und sein Ergebnis mit dem des
Teils D zu vergleichen.

Jedem der 12 Abschnitte sind in gedriangter Form Leitsdtze, Verfah isen und Ubersich
vorangestellt, die eine gewisse Hilfestell fir die nachfolgenden Aufgaben geben sollen. Diese
Vorbetrachtungen ersetzen aber dem Leser weder die Formelsammlung noch das Lehrbuch.
Meist sind hier einfithrende Beispielaufgaben zu finden, deren Durchrechnung sich vor den
Ubungen empfiehlt.

Bereitet dem Leser ein Abschnitt Schwierigkeiten oder stellt er Liicken fest. so ist dringend,
anzuraten, den Abschnitt nach einem Lehrbuch zu wiederholen.




1. Formelumstellungen

In Technik, Physik und Mathematik sind gegenseitige Bezich ischen GroBen als For-
meln bekannt. Es handelt sich um Gleichungen, die entweder Identitiiten sind (fiir alle Belegun-
gen der Variablen gelten) oder innerhalb eines bestimmten Definitionsbereiches die objektive

Realitit widerspiegeln. Hiufig sind solche Bezichungen ihrer mathematlschen Struktur nach
Geb

glelchanlg aufgebaut. Die Bearbeitung der véllig verschied Gesetz-
maBigkeiten erfolgt deshalb oft log. Ein und derselbe Typ einer mathematischen Bezichung
beschreibt und charakterisiert also dann physikalische oder technische Verhiltnisse aus ver-
schiedenen Sachgebieten.
Beispiele:
Typ: s=v-t U=R-1 v=r-w Fy =p-Fy
A=B-C gleichférmige ~ OHMSCHES Dreh- Reibung
Bewegung Gesetz bewegung
sina =nsinf P=Io RT=p-V =n-d
Brechungs- Lichtstrom Gas- Kreisumfang
gesetz Optik gleichung
Typ: a=w-r? E=m-c? J= % o :=%'~I’
A=8-C* Radial- Gleichung von  Schallstirke Freier Fall
beschleunigung  EINSTEIN
F=20 A=nr P=R-I* A =Ao-k?
Zentri- Kreisfliche Elektrische Ahnlichkeit
fugalkraft Leistung bei Flichen
l m E -
Typ: = 2% /_ =2r- /__ =J_ =a-:
T=2x P T=2n o ¢ 2 d=a \/ 2
A=B\C Periodend Periodend Schall- Quadrat-
Fadenpendel physikalisches  geschwindig- diagonale
Pendel keit
_ _¥'G _ _Ri‘Ry _ a-b _ oL ‘L,
Typ: 5c e=g-6 R=®+r “avs ZI,+L
A= —— Dichte- KIRCHHOFF- Brennweite Betrag des Wider-
D+ E bestimmung sches Gesetz beim Spiegel standsoperators
Parallelschaltung
m - m; 1 0,0, my - my I-cose
Typ: ——F— F=—— = =
yp F=y F e 2 F=c¢ pE E 73
A=B b Anznehung CouLOMB- Magnetisches Beleuchtungs-
E? von Massen sches Gesetz Feld stirke
Typ: 1= V= R= ay—a; =
A=B1+0) lo(1 + & A1) Vo(l + y4t)  Ro(1 + ar) d(n - 1)
Lang Vol Widerstand arithmetische
ausdehnung ausdehnung in Abhingig- Folge
keit von der
Temperatur



Die Bezieh 1 (Gleich Formeln) enthalten in den Termen Variablen, die voneinander

abhingen.

Die Beziehung s
(Weg

v ot
Geschwindigkeit - Zeit)

kann als Funktionsgleichung

s(t) = v-t [sund ¢ variabel, v konstant]

dargestellt

werden.

Bedeutung: Der zuriickgelegte Weg s ist bei gleichférmig geradliniger Bewegung von der Zeit r

abhingig.

Entsprechend kann man schreiben:

U(R) = I- Rund o(r) = o - rund Fp(Fy) = g+ Fyund u(d) = = - d usw. Der Typ einer solchen
Abhingigkeit wird mathematisch durch die verallgemeinernde Symbolik f(x) = ... beschrieben.

In der Regel ist in einer Formel eine bestimmte Variable gesucht (unbekannt), die anderen
GroBen sind gegeben. Nicht immer ist jedoch die unbekannte Variable in Abhéngigkeit von den
anderen explizit dargestellt. Dann muB die Formel erst nach einer bestimmten (unbekannten)
Variablen aufgelost werden.

Das geschieht in folgender Weise:

Schritt Prinzip Muster
A Aufgabenstellung In einer Batterieschaltung sind n Elemente
(sachgebietsbezogen) in Reihe (hintereinander) geschaltet. Jedes
Element hat die Spannung U und den in-
neren Widerstand R,. Die Gesamtstrom-
stirke ist I. Der AuBenwiderstand R, ist
gesucht.
Aufstellen der Formel n-U
(bekannt oder gegeben, evtl. aus 1= n-R, + R,
der Formel 1 zu entneh )
Formulierung der mathematischen /= n-U
Aufgabe " n R + R,
(K ich der gesuch
Grobe) ist nach R, aufzuldsen.
B Beschreibung der mathematischen Terme Die gesuchte Variable steht als Summand

(Bei komplizierten Aufgaben:
Losungsplan)

Elementare Operationen zur Verein-
fachung .

(falls erforderlich, Wurzeln oder
Briiche beseitigen — falls unbekannte
Variable innerhalb eines durch
Klammern eingeschlossenen Terms,
Auflosen desselben oft zweckmiBig)

im Nenner eines Bruches.

In-Ri+R)=n"U

I'n-Ri+1-Ry=n-U




C Isolieren der unbekannten Variablen I'Ra,=n-U—-1'n"R,
(Ziel: Terme mit der unbekannten
Variablen stehen isoliert auf einer

Seite der Beziehung)

Division der gesamten Gleichung n-U—1I-n-R,

durch den Koeffizienten (Beiwert) Ry=——F—

der unbekannten Variablen

(Zuvor ist gegebenenfalls die unbe-

. Variable heben / aus-

zuklammern)

D Bessere Gestaltung der gefundenen U

Formel Ri=n—f-—nR

oder
U
R. =n -T - R.

Deutung und Diskussion Der AuBenwiderstand kann bestimmt wer-
den durch die mit der Anzahl der Elemente
multiplizierten Differenz von Gesamtwider-
stand und Innenwiderstand.

Beachten Sie:

Bei der Umstellung von Formeln gelten die GesetzmaBigkeiten des Lésens von Gleichungen
Es diirfen also nur fiquivalente Umformungen vorgenommen werden.

Grundsitzlich darf auf beiden Seiten einer Glei i ich nur die gleiche Operation aus-
gefithrt werden,

und zwar:

Addition oder Subtraktion eines Terms,

Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Term,

Division durch einen von Null verschiedenen Term,

Potenzieren mit ungeradzahligem Exponenten,)

Radizieren, sofern auf beiden Seiten positive Ausdriicke stehen.

Eine Divisioh durch 0 oder durch einen Term, der den Wert 0 annehmen kann, ist nicht zuldssig.

1) Auch das P i mit geradzahli (bzw. beliebig rationalem) Exp ist eine dquival
Umformung, wenn beide Seiten der Gleichung nur positive Werte annechmen, was bei fast allen Formeln
aus Naturwissenschaft und Technik gilt.

10



1.1. Die im Beispiel genannte Formel
nU
I = e—————e
nRy + R,
ist nach n aufzul6sen.
(Gesucht ist die Anzahl der in Reihe geschalteten Elemente.)
1.2. Die unter dem Namen ,,Geradengleichung* oder ,,Gleich einer Linearfunktion* be-
kannte Beziehung ‘
y =ao + a1x
ist nach x aufzuldsen.
{
1.3. Fiir die Berechnung des Widerstandswertes eines Drahtes gilt die Formel R = e
wobei g eine Materialkonstante (spez. Widerstand), 4 der Leitungsquerschnitt und / die
Linge der Leitung sind.
Fir A ist 7r? einzusetzen. Die Formel ist nach dem Radius des Leitungsdrahtes aufzu-
16sen.
1.4. Die Formel der RicHMANNschen Mischungsregel
mycy(t — 11) = maca(ty — 1)
ist nach der Mischtemperatur 7 aufzulosen.
1.5. Die Gleichung
1+m _a
1-m b
ist nach m aufzuldsen.
1.6. Im gleichseitigen Dreieck gilt fiir die Héhe & und die Seitenldnge a die Beziehung:
a
==\3
2
Die Seitenlinge a soll in Abhiingigkeit von der Hohe A angegeben werden.
1.7. Fir einen Kreis gelten bekanntlich die Formeln A4 = nr?2 fiir die Kreisfliche und u = 2xr
fiir den Kreisumfang.
Losen Sie beide Formeln nach r auf! Durch Glei zung ist hlieBend eine Be-
hen A und u her llen, die von r unabhhnglg ist.
1.8. Die Bezichung
v= \/ t+1
ist nach ¢ aufzulosen.
*1.9. Die Formel
q" -1
Sp=ay =1

gilt fir die Summe einer geometrischen Reihe. (Der Quotient zweier aufeinanderfolgender
Glieder ist konstant.)
Die Beziehung ist nach der Gliederzahl n aufzulosen.

11



1.1.  Die gesuchte Vanable steht im Zahler und  InR, + IR, = nU
in einem Summanden des Nenners eines (nach Multiplikation
Bruches. mit dem gesamten Nenner)
1.2. Die gesuchte Variable ist Faktor ineinem y — agp = a;x
Summanden der rechten Seite. oder
ayx =y —ap
1.3.  Es ist zunichst der Ausdruck fiir 4 einzusetzen. Die gesuchte Variable r steht dann in
quadratischer Form im Nenner eines Bruches.
! .
R=p0—5 Mit nr2 multipliziert:
nr
wegen A = mr? Rnr? = ol
1.4. Die gesuchte Variable 7 tritt links- und rechtsseitig als Glied einer Differenz auf, die mit
verschiedenen Faktoren multipliziert ist.
mycyt — mycyly = MaCaly — Niacyt
1.5. Die gesuchte Variable m steht im b1 + m) =a(l — m)
Zihler und im Nenner eines Bruches b+bm =a-—am
in einer Summe bzw. Differenz.
1.6. Die gesuchte Variable a ist Teil eines Produktes, das eine irrationale Zahl enthilt. Es
wird mit 2 multipliziert, durch \/3 dividiert. AnschlieBend werden die Seiten vertauscht.
2h 2h
—==a; a= —=
V3 V3
1.7. Beide Beziehungen werden durch die Koeffizienten von r bzw. r2 dividiert.
A u
—_—=r2 —_—
b r 2 r
1.8. Die gesuchte Variable ¢ tritt als Summand im Radikanden einer Wurzel auf. Es muB
t = —1 gelten. ZweckmiBigerweise wird zunichst quadriert. v = ¢ + 1
1.9. Die gesuchte Variable n tritt im Exponenten eines Gliedes im Zihler eines Bruchs auf.

12

Multiplikation mit (¢ — 1), Division durch a, .
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1.1. Glieder mit der unbekannten Variablen InR, — nU = —IR,

linksseitig zZusammengefaBt. aU~—IR)= IR,
1
Division durch die K "=U_R;1T'
- 1
1.2. Man dividiere durch g, : x= Z;_""
1
!
1.3, Zunichst ist durch Rr zu dividieren. r= 2
Zur Auflésung nach r ist die Wurzel zu ol
zichen: r=zfo=

Es ist aber nur der positive Wert verwendbar.

1.4. Glieder mit der unbekannten Variablen linksseitig zusammenfassen.
(mycy + macz) t = mycyty + macaty
mycyty + macaty
= myc; + maca

1.5:  Glieder mit m linksseitig f:
@+bym=a->
a-»b
rEY)

1.6.  Der entstandene Nenner sollte rational gemacht werden (Erweiterung mit \/ 3).

1.7. Zwei Wege moglich!

(1) Linksseitig radizieren und r (2) Rechte Gleichung quadrieren und r?
gleichsetzen. gleichsetzen.

A/T u A 2 u?
—e=— ==
T 2n 3 4

A u?

= 4n?

18 t=0v2-1

1.9. Man addiere beidseitig 1. Hier ist Logarithmieren angezeigt.

sg—D+a n sl — 1)+ a
—_—=g"= logg—————— =nlog, g
a, a,

Es konnen hier Logarithmen einer beliebigen Basis verwendet werden. In der Regel wird
man die dekadischen Logarithmen (Basis 10) nehmen.

13
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11

IR,
U-1IR,’
Die rechtsseitig in der Gleich henden GroBen /1, U, R, und R, sind bekannt.
Eine Division von Zahler und Nenner durch I fiihrt zu:
R,
[

TR

Die Anzahl der El istn =

n=

1.2,

- 1 a .
Statt des Quotienten x = o4 2. ist auch die Darstellung x = P a—° méglich,
1 1

aus der ersichtlich ist, daB auch x linear von y abhingt.

1.3.

_ [ _ e [T
r=N %= oder r= p R

(o ist eine Materialkonstante.)

1.4.

Die Mischtemperatur  ergibt sich als ein Bruch:
mycyty + macaty
T Tmer + mac;
Fir ¢, = 1, ergibt sich nach Kiirzen ¢t = ¢, = 1, (trivialer Fall).

1.5.

Die Grofle m ist der Quotient aus Differenz und Summe von a und b:
_a-b
“a+b

1.6.

’ 2.3
Im gleichseitigen Dreieck hingt gemi8 a = -5 h die Seitenlidnge linear von der Hohe
ab (ist ihr direkt proportional). -
23
3

Zuweilen wird zur Verdeutlich des funktionalen Zusammenhangs a(h) =

geschrieben.

L7

1 —_
Die Abhingigkeit zwischen 4 und « des Kreises kann durch 4 = W u?oderu =2 \/ Am

dargestellt werden. Die Fliche wichst mit dem Quadrat des Umfangs!

1.8.

t ist eine quadratische Funktion von v,
t=v2 -1

1.9.

Die Anzahl der Glieder n 148t sich nach der Formel

sig—1) + ay
ay

n = log, :log, q

bestimmen. Man beachte, daB » € N sein muB. Zuwellen muB wegen der Ungenauigkeit
der Tafelwerte etwas gerundet werden.



Einige Bemerkungen zum Lsungsplan

Bereits bei den Aufgaben des Abschnitts 1. wird der Leser festgestellt haben, daB beim Losen
mathematischer Aufgaben nichts dem Zufall {iberlassen bleiben sollte, sondern planvoll und
nelgcnchtet vorgegangen werden muB. In diesem Biichlein wird in der Regel jeweils nur ein
Lo g Vor hl Man iberzeuge sich jedoch an Hand folgender Aufgabe, daB
meist meh:ere Wege zum Ziel fithren. Jedem dieser Wege liegt ein gewi Plan, ein gewi:
Programm zugrunde, dessen wesentlicher Inhalt die Erreichung eines Texlzlel&s ist. Nlcht aur
dem Anfanger fillt es oft schwer, sich sofort fiir den el bzw. sch Lo

zu entscheiden. Zu einem Wechsel auf einen anderen Losungsplan wihrend der Arbeit ist nur
dann zu raten, wenn der ei hl ‘Weg nachweisbar nicht zum Ziel fithren kann. Im tibrigen
wird derjenige stets im Vorteil sein, der den groBeren Vorrat an Ldsungsverfahren parat hat.

Beispiel:

a—»b a—-b
Der Ausdruck 4 = = — — soll vereinfacht werden.
J a-— \/ b J; + \/ b

:h

Lésungsweg 1 (Programm : Es handelt sich um zwei Briiche, die zunéchst gl
sind.) _ _

Hauptnenner: (\/ a+ \/ b) (\/; - \/Z) =a- _b (bimim. Formel)
(a—b) (Ja+b) — @ — b (Ja— /b)

a—->b

Nach Erweiterung ergibt sich: 4 =

2Jba-b _,
a—b = s

o

Daraus folgt: 4 =

Lisungsweg 2 (Programm: Die Zihler beider Briiche sind gleich, infolgedessen sollte (a — b)
ausgeklammert werden.)

1 1
Ausheben: A=(a—b)(\/;_\/; _\/:+\/Z)
&2+ VD) - (fa - B
a—b

Gleichnamigmachen: A = (a —

und weiter: A=2 JZ

Lisungsweg 3 (Programm: Die beiden Briiche enthalten irraticnale Nenner, die Nenner sollten
also dchst rational ht werden.)

Rationalmachen:
__@-bGa+Vh)  @-p(a-Jb)
NN NN R VA TN AN

Die beiden Nenner sind gleich groB, namlich (e — b). Im Zihler wird (a — b) ausgehoben und
gegen den Nenner gekiirzt. Es bleibt 4 = 2 ﬁ




Liasungsweg 4 (Programm: Man erkennt, daB die Ausdriicke in Zihler und Nenner Bestandteile

der dritten binomischen Formel sind. Es gilt (v/a + \/b) (/@ — /b) = a — b. Die beiden
Zihler sind in ein Produkt zu verwandeln.)

Wa+ V0 a-b) _(a+b)(a—b)
Ja-b Ja+ b

Karzen: A = (a + /) - (Ja - /5)

und weiter: 4 = 24/b

Aufspalten der Zahler: 4 =

Lisungsweg 5 (Programm: Das Rechnen | mit den Wurzeln erscheint unbequem. Man fithrt eine
Substitution durch: u = y/a und v = /b.)
Neue Form des Ausdrucks nach Substitution:

ut—v2  u? -2
A=s —m - ———

u-—-v u+v

wUu—v)(u+v) (w—v)(u+v)

u-v u+v

Umformung der Zahler: 4 =
Kirzen: 4 = 2v

Die Substitution wird riickgingig gemacht: 4 = 2 \/ b.

Es gibt noch wei L6 ge. Alle — doch recht unterschiedlichen - Methoden
filhren zum Ziel. Nachtraglich kann sogar eingeschitzt werden, daB dabei keine groBen Unter-
schiede im Arbeitsaufwand auftreten.

Nachdem diese Aufgabe gel6st ist, sollte man auf die Deutung des Ergeb nicht verzich
Zur - kaum vorauszusagenden — Uberraschung hiingt .1 nicht von a ab, sondern nur von b: sym-
bolisch ausgedriickt.durch 4 = f(b).

Die Werte, die A fiir bestimmte GréBen a und b annimmt (z. B. fiir @ = 1013,65 und b = 6,25),
lassen sich mit der Darstellung 4 = 2 \/b viel schneller berech als in der A form.
Bei der Aufgabenstellung sollte iibrigens vermerkt werden, dal sowohl a als auch & nicht negativ
sein miissen!

2. Funktionen

Einige Bemerlk zur M e

Die Symbolik der Mengenlehre hat sich weitgehend in allen Bereichen der modernen Schul-
mathematik durchgesetzt. Sie zeichnet sich durch Kiirze und Abstraktion aus. Dem Anfinger -
der sich die Grundlagen der M lehre mittels der einschligigen Literatur aneignen sollte —
bereiten aber hiufig die elementaren Mengenoperationen und die Darstellung von Intervallen
Schwierigkeiten. Dabei sollte beachtet werden, daB die Zahlenbereiche in den Lehrbiichern nicht
immer mit den gleichen Symbolen gek ichnet werden.
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(In der folgenden Ubersicht den die an Fachschulen iiblichen Symbole rot ausgedruckt.)
Name der Menge Symbole Folgende Rechen-
nicht in der sonstige operationen sind innerhalb
standar- | Schul- Symbolik der Menge unbeschrankt
disiert mathem. ausfithrbar
iiblich
e | & €
s |3 g
AR AERE R
-] = € K3 S8
5 3 |38 -1 3
|32 |85 & |88
Leere Menge {Lo
Einermenge aus (0! ja |jal|ja|n n n
Element 0
Einermenge aus a} n [n |ja|ja |ja |ja
Element 1
Zweiermenge aus {0; 11 n |n |ja|ja [ja |ja
den Elementen 0
und 1
(Positive ungerade U, Un* n |n |ja|n ja n
Zahlen
Positive gerade Gr+ ja |n lja|n ja |n
Zahlen )
Natiirliche Zahlen N* N\ {0} ja|n |ja|n ja | n
(ohne Null)
Natiirliche Zahlen N N, N (ny) jaln |ja|n ja |n
(mit Null)
Ganze Zahlen G o, I ja |ja |ja|n ja |n
(gamma)
Ganze negative G- ja|n |[n |n n |n
Zahlen
Primzahlen Pr n|n |n|n n
Gebrochene R* ja|n |ja|ja |ja
(positive) Zahlen
Rationale Zahlen R P(rho), B, [ja |ja [ja |[ja |ja |n
K
Nichtrationale 1 n {n |n |n n ja
Zahlen
Reelle Zahlen P R,A(delta) [ja |ja |ja |ja |ja |ja
R
Komplexe Zahlen Z, K, 3, C
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Weitere Symbole

2€eN:
05¢G:
N<G:

2 ist Element von N

0,5 ist nicht Element von G

N ist (,,echte*) Teilmenge von G

N ist enthalten in G

Alle Elemente von N sind auch Elemente von G

A ist Teilmenge von B oder gleich B
[Verwechseln Sie diese Zeichen nicht mit < oder <!]

Beide Mengen sind gleich. Sie enthalten genau dieselben Elemente. (Die Reihen-
folge der Elemente bleibt unberiicksichtigt.)

(Zu den Teilmengen von A rechnet auch die Menge A selbst und die leere Menge 9.)

Angabe von Intervallen
Moderne Schreib- herkommliche Sprechweise
weise (Mengenlehre) Schreibweise
mit Ungleich-
heitszeichen
[a; b] oder <a; b) asx=<b beiderseits abgeschlossenes Intervall
(c;d) c<x<d beiderseits offenes Intervall
(m; n] m<x=n linksseitig offenes Intervall
(=00, =2)J (2; ©) x| > 2 zwei Intervalle vereinigt
(—o0; —8] | [12; ) Ix -2/ =10 dto.

Man beachte, daB einige der genannten Zeichen in verschiedenen Bereichen der Mathematik
zum Teil unterschiedliche Bedeutungen haben. Insbesondere beachte man:

2;3)
{2;3}
<4

e <4

Koordinaten eines Punktes (Zahl ) oder beidseitig offenes Intervall

M von zwei El
links geschlossene Begrenzung eines Intervalls
oder ,,Kleiner-als‘‘-Bezichung.

Fiir die Ausfilhrung von Mengenoperationen werden einheitlich die Symbole |J, N und \ ver-
wendet. (Vgl. Ubersicht auf der folgenden Seite.)
Mittels dieser Symbole werden vor allem folgende Tatbestinde verdeutlicht:

KNK,=S: Menge der gemeinsamen Punkte zweier Kurven (Schnitt- oder Beriithrungs-
punkte)

FFNF,=M: Gemeinsame Wertepaare zweier Funktionen (Losungen (x; y) eines Glei-
chungssystems)

L, auch E = {...}: Losungs- oder Erfillungsmenge einer Gleichung

18



Ubersicht @ber die M :

Symbolik AUB ANB A\B AXxB
Bezeichnung Vereinigungs- Durchschnitts- Diffe M
menge menge produkt
ErfaBt entweder sowohl in A zwar in A, Menge
werden alle in A oder in B als auch in B aber nicht in B aller mog-
Elemente, oder in beiden lichen Zah-
die... lenpaare
aus je
einem Ele-
ment von
... liegen A und
einem von
B
Bild- B A 8 | Eine Ab-
darstellung 4 % bildung
(Punkt- einer Menge
mengen) auf eine
andere
A J:] A ) (Funktion)
ist Teil-
M m menge des
Mengen-
produkts.
@& 2)&
[}
Beziehungen AUB= ANB=19 A\B=9
=>BCc A = A, B liegen =A< B
disjunkt A\B=A
(getrennt, isoliert) | = A4, B disjunkt
Abbildungen von Mengen

Gegeben sind zwei M

A und B.

Eine Abbildung aus der Menge A in die Menge B liegt vor, wenn eine Vorschrift gewissen Ele-

aus A g

nicht eindeutige Abbildungen

El in B zuordnet. Werden dabei alle Elemente von 4 und B erfaBt,
so spricht man von einer Abbildung von A4 auf B.

eindeutige Abb.

eineindeutige Abb.
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Bei einer eindeutigen Abbildung wird jedem Element g € A ein und nur ein Element b € B zuge-
ordnet.

Die Abbildung ist eineindeutig (oder umkehrbar eindeutig), wenn dabei auch jedem Element
b € B ein und nur ein Element a € 4 zugeordnet werden kann.

Funktionen und ihre Darstellung

Arbeiten Sie von Anfang an mit der mengentheoretischen Definition der Funktion!

Eine Funktion ist eine eindeutige Abbild aus der Zahl X in die Zahlen-
menge Y, d. h,, jedem x € X ist ein (und nur ein) Element y € Y zugeordnet.

[ X=>Y

Die Menge aller dadurch bestimmten Wertepaare (x,; y,) ist Teil des M ydukts
XxY.

Ist die Abbild sogar eineindeutig, so kann auch dle Umkehrfunkuon (mverse Funktlon)
gebildet werden. Es ist erstrebenswert, eine Funktion in f der Form zu | H

x 1)
f=‘(x;.v)lxeP/\x= gy ,

Im Bereich der Oberschulen und Fachschulen ist es jedoch in der Regel iiblich, aus ZweckmaBig-
keitsgrinden eine verkiirzte Schreibweise zu wihlen; fiir die ielle Funktion zum
Beispiel die zugehorige Funktionsgleichung

(=)f()= g5  mit dem Vermerk: x reell
In diesem Biichlein wird diese dem Schiiler vertraute Form der Funktionskennzeichnung ver-
wendet. Die f(x) stellen nur die Funktionswerte dar.

Beim Graph einer Funktion werden Definitionsbereich und Wertevorrat zeichnerisch dargestellt
und die Abbildung durch Pfeile veranschaulicht.

Man begniigt sich gelegentlich mit einer Wertetafel (Wertetabelle), die auszugsweise einige Zu-
ordnungen angibt.

Die graphische Darstellung einer Funktion wird im allgemeinen als Kurve bezeichnet. Dabei sind
die Koordi der Kurvenpunkte zugleich die Wertepaare der Abbildung. In der Schulmathe-
matik ist gegenwirtig statt Kurve auch die Bezeich Bild der Funktion iiblich.

Die geometrischen Eigenschaften der Kurve sind wesentlich durch die Koeffizienten der Funk-
tionsgleichung bestimmt. Eine Ubersicht iiber besonders hiufig vorkommende Funktionen und
ihre Kurven finden Sie auf den folgenden Seiten.

Die hier gegebenen Erlauterungen zum Funktionsbegriff entheben Sie nicht der Notwendigkeit,
sich ausfiihrlich und eingehend an Hand eines Lehrbuchs mit den theoretischen Grundlagen der
Mengen- und Funktionslehre auseinanderzusetzen!

1) Statt f wird zuwellen auch F verwendet. P ist hier die Menge der reellen Zahlen. Das Zeichen A

fordert die gleich Beril i beider Forderungen.
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Ubersicht iiber einige Funktionen und deren Bilder
Zu den Abschnitten: Mengenlehre und Kurvendiskussion

y=fx Beschrin- | Bild der Funktion Bemerkungen Null- g
Name der kungen (Kurve) stel- | £
Funktion len [C%
Name der -
Kurve g f 2
R
25<
ENC Y
f(x) m,b,xe P y m kennzeichnet -
=mx+b (reell) m=0; >0 den Anstieg lin.
m < 0 fallend Gleich.
N m > 0 steigend
Lineare gemeli..s RN m > 1 stirker
Funktion 00 \y als 45° an-
AN p steigend
// . m=tan« .
me, b kennzeichnet
Geraden / 50 den Schnitt-
m>1; <0 punkt
S,(0; b)
mit der y-Achse
Ux) = A%0 A kennzeichnet - C
=Ax*+ Bx | A,B,C,x die Offnung quadr.
+C epP A > O nach Gleich.
oben
A < 0nach
unten
Quadratische |4} < 1 ,,flach**
Funktion B kennzeichnet
die Rechts-
bzw. Links-~
lage des Schei-
Parabeln tels
C kennzeichnet
den Schnitt-
punkt mit
der y-Achse
Jix) = x" neN Gemeinsame 0o 0
(reine) (firn=0 Punkte auBer | auBer
Potenz- anx=0 0(0; 0) fiir fir
funktion nicht defi- (auBer n = 0) n= =0
niert) EQ;1)
Parabeln
verschiedener
Ordnung




N

Fortsetzung
y=f(x) Beschriin- Bild der Funktion Bemerkungen Null- | £
Name der kungen (Kurve) stel- §
Funktion len H
Name der 3=
Kurve ofo
i3f
234
ENCEN
X) x | neN\{0} Gemeinsame 0 0
f( ) \/ fir x < 0 Punkte
fmkm nicht defi- 0(0;0)
(Halbparabeln| niert E@1; 1)
nurein Ast!) | #=1 Kurve verlauft
uninteres- nur im ersten
sant Quadranten
1 ne N\ {0} Anniherung an keine | keine
f@=% |farx=0 die Koordinaten-
Potenzfkt. | nicht defi- achsen
mit negativen | niert (Asymptoten)
Exponenten | (Pol)
n=0 Gemeinsame
(einfache uninteres- Punkte
gebrochen- sant EQ;1)
rationale
Funktion)
Hyperbeln
f(x) = a* az0 Technik: keine | 1
Diampfung (auBer| (auBer
Expouential- Biologie: a=0)a=0)
funktion Fira =0 Entwicklung
anx S0 Physik:
nicht defi- radioaktiver
niert S~ Zerfall
Zq 1 x [0 =1
a=0 auBer g = 0
Exponential- f(l) =a
hucven Die Kurven zu
a; = aund
1
a = 2
liegen symme-
trisch zur
y-Achse
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Fortsetzung 3
y=f(x Beschriin- Bild der Funktion Bemerkungen Null- :.;
Name der kungen (Kurve) stel- | 2
Funktion len |%3%
Name der 8=
Kurve Ey
F3d
<
(13
fx)=sinx | =15 f(») Periodizitit 2r 0% [0
= +1 J(x) = f(x + 2km) | kn
Simus- y Anstieg im Ur-
funktion +2 prung 45°
~15 00 §+1 45° st:m bei
+1 x
_ %- % . I x== + 2krn
Sinus- Minima bei
kurve [Ea] [¥7a) (2289 * k13
x=—1% 2=
777, _7 7777 777, ’ 2
f() = tan x | nicht defi- y Periodizitat 2 0% |0
niert , , , Pole km
: : 45° . @k-D=x
Tangens- fr 3 H beix = —
funktion x= ) : : fo) =1
@k -1)= 1 : @ T
2 ; i E firx=2;
Tangens- - 5
kurve -z Z / 3—2" _:_ ;

—~
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Man beachte:

Aus dem Vorliegen einer Gleichung oder eines Kurvenbildes kann nicht auf das Vorhandensein
einer Funktion geschlossen werden.

So kann y = ¢ (¢ const.) eine Funktion darstellen, deren Bild eine Parallele zur x-Achse im Ab-
stand ¢ ist.

Dagegen ist x = s (s const.) Gleichung einer zur y-Achse parallelen Geraden, aber keine Funk-
tionsgleichung. (Zu x = s gehoren viele y-Werte!)

x2 + y% = r? ist Gleichung eines Kreises, aber nicht Funktionsgleichung. (Zu |x| < r gehdren
stets zwei y-Werte.)

y? = x ist Gleichung einer nach rechts geoffneten Parabel (Kegelschnitt), aber nicht Funktions-
gleichung. Die Pargbel setzt sich aus zwei Asten zusammen, die Bilder der Funktionen f;(x) = \/;
und f(x) = — \/x sind.

Zusammenstellung einiger Begriffe und Symbole:

(A dung in der Differentialrech D)

F(x) = ... Funktionsgleichung, auch y = ...

f(x0) Funktionswert, y-Wert an der Stelle x = xo

1) Funktionswert an der Stelle x = 0, y-Koordinate des Schnittpunkts des
Bildes von f mit der y-Achse

fx)=... (D) Erste Ableitung, Funktionsausdruck fiir den Tangentenanstieg

f(x0) (D) Erste Ableitung (Tangentenanstieg tan o an der Stelle x = xo

f(x) (D) Ausdruck fiir die Krii zweite Ablei der Funktion
Bedi fiir Nulistellen zum Besti der xy-Werte, an denen der

f(x)=0 Funktionswert Null ist.

Dort schneidet das Bild von fdie x-Achse oder beriihrt sie.

(D) Bedi fiir Extr 11
An diesen Stellen lauft das Bild von f horizontal.

Bedingung zum Ermitteln der x-Werte gemeinsamer Punkte der Bilder
von fund g

p (D) Bedingung zur Ermittlung der Stellen x,, an denen die Bilder von f
S(x1) = g'(x1) und g gleichen Anstieg (parallele Tangenten) haben.

Formel zur F 11 des ,,Schnittwinkels* zwischen zwei Kurven, d. h. des Winkels, den die
Tangenten an die Bilder von f und g im gemeinsamen Punkt bilden:

my o= f(x), my=gx)

my — nm

tang = 14+ mm;

24



A

2.1.

Die Menge A4 besteche aus den Produktivkriften, die Menge B aus den Produktions-
instr einer besti lischaftlichen Epoche. Welche Relation besteht
zwischen beiden Mengen?

2.2,

Gegeben seien Pr Menge der Primzahlen und U Menge der ungeraden positiven Zahlen.
Bestimmen Sie Pr|J U; Pr(\ U; Pr\ Uund U\ Pr!

2.3.

Von 39 sportinteressierten Studenten eines Seminars an der Universitit gehéren 11 einer
FuBballmannschaft, 19 einer Skivereinigung und 23 einem Schachklub an. Einer der Stu-
denten ist Mitglied aller drei Vereine, 4 weitere sind in der Fubalimannschaft und gleich-
zeitig im Schachklub, 7 gehéren der Skivereinigung an und sind Mitglieder im Schachklub,
spielen aber nicht FuBball, und2 gehdren nur zur Skivereinigung und zur FuBballmann-
schaft. Wieviel Studenten sind nur in einem der drei Vereine, wieviel in keinem der
Vereine?

2.4,

Fiir ein Teilverhiltnis 4 folgen aus Berech zwei Bedi :a) 4 21,5 und
b) —4 = 1 < 2. Welche Werte fiir 4 sind moglich?

2.5.

Ein Gleichungssystem a;x + b1y = ¢, a;x + b,y = ¢, hat die Eigenschaft
ay : by = az: b,. Was kann liber die Losungsmenge ausgesagt werden?

2.6.

Eine Parabel verlaufe sehr ,,flach*, sei nach oben gedffnet und schneide die y-Achse im
Scheitel bei (0; —4). Was kann iiber die Koeffizienten der zugehdrigen quadratischen
Funktion ausgesagt werden?

2.7.

Gegeben ist f(x) = —0,5x% — 2x + 3. Welche gualitativen Aussagen sind ohne Rech-
nung iiber den Verlauf ihres Bildes méoglich?

2.8.

Eine Gerade schneide die y-Achse bei (0; —3,5) und falle unter einem Winkel <45°
gegen die Horizontale. Was kann tuiber die Koeffizienten m und b ausgesagt werden?

2.9.

Der Verlauf der Bilder der Exponentialfunktionen f(x) = 2%, g(x) = 0,5% und A(x) = 2°*
ist zu vergleichen.

2.10.

Geben Sie die Intervalle /;; I, und 7/, an, fiir diemit xe Pgilt: x + 2 > 3; x + 7 = 10;
3J<x—-2=54.
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2.1. Die Produktionsinstrumente sind bekanntlich ein Teil der Produktivkrafte. Uberlegen Sie
auch, was noch zu den Produktivkriften gehort.
2.2. Man notiert sich zunichst die ersten Glieder der vorkommenden Mengen
Pr=1{2;3;5;7;11;13;17; ...}
U ={1;3;5;7;9;11; 13; ...}; 2 ist die einzige gerade Primzahl.
2.3.  In der FuBballmannschaft sind 11, davon 4 auch im Schachklub, 2 auch im Skiverein und
ein weiterer auch im Schachklub und in der Skivereinigung.
In der Skivereinigung finden wir 19, wovon 7 auch im Schachklub, 2 auch in der FuBball-
mannschaft und ein weiterer auch im Schachklub und der ,,Elf** mitmachen.
SchlieBlich sind im Schachklub 23, 4 davon auch in der FuBballmannschaft, 7 auch in
der Skivereinigung, einer schlieBlich auBerdem in der FuBballmannschaft und in der Ski-
vereinigung.
Nur in der EIf sind also 4, nur im Skiverein 9 und nur im Schachklub 11.
2.4. Die Bedingungen lautena) A < —1,5und A 2 1,5;b) —4 S 41 < 2.
2.5. " Man I6st beide Gleichungen nach y auf:
L. S . . 3
&1y = b‘x+b, 82y bzx+b;'
2.6. Kennzeichen:
a) sehr flacher Verlauf
b) Offoung nach oben
c) der Scheitel liegt auf der y-Achse
d) Schnittpunkt mit der y-Achse im Punkt (0; —4).
2.7. Aus 4 = —0,5 kann man sofort auf einen ,,flachen* Verlauf der Parabel und Offnung
nach unten schlieBen.
2.8. Aussagen iiber den Verlauf der Geraden:
a) die Gerade fallt
b) die Gerade verlduft flach
c) die Gerade schneidet die y-Achse unterhalb der x-Achse.
l x
2.9. Wegen der Potenzgesetze stimmen die Funktionen g und A iberein: (7) =2"*d.h,
fiir alle x € P ist g(x) = h(x).
2.10. Nach Umformung
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C

Die Produktionsinstrumente bilden eine Teilmenge der Produktivkrifte. Die letzteren
enthalten noch einige Elemente mehr, z. B. den arbeitenden Menschen selbst!

2.2,

Pr\) U wird alle ungeraden Zahlen einschlieBlich der 2 enthalten.
Pr () U enthilt nur die Primzahlen aufler der 2.

Pr\ U kann nur die 2 enthalten, weil diese nicht Element von U.
U\ Pr enthilt nur einen Teil der ungeraden Zahlen.

2.3.

Nur in der ,,EIf*: 4 Menge der ,,FuBballer: F

Nur bei der Skivereini 9 M der ,,Skisportler*: S

Nur im Schachklub: 11 Menge der ,,Schachspieler: X

Nur in einer: 24 Menge der Studenten in nur einem der drei Vereine (24)

(F\(SUK)IU[D\(FUS)]U[S\(FUK)]

der drei Vereine (wenn A4 die Menge aller 39 Studenten

ls!).N A\(FUSUK).

24.

Die beiden Intervalle lauten: a) I, = (—o0; —1,5]; I; = [1,5; 00); b) I3 = [—4;2).
Gesucht: I = (I, N L) Y T2 N ).

2.5.

Auf Grund der Bedingung a, : b; = a5 : b, sind die ,,Anstiege* gleich. Es sind zwei Fille
zu unterscheiden:

¢, : by gleich (1) oder ungleich (2) ¢, : b,.

Aussageq uber die Koeffizienten

a) |Al <1
b)A>0
c)B=0
d)C= -4

2.7.

Die + 3 (absolutes Glied) bedeutet: Schnittpunkt mit der y-Achse oberhalb der x-Achse.
Wegen B < 0 und 4 <-0 liegt der Scheitel links der y-Achse.

2.8.

Aussagen iiber m und b:

a) m ist negativ
b) Im| < tan 45°; |m| < 1
c) b ist negativ.

2.9.

Das Bild von f(x) steigt monoton, das von g(x) fillt. Das Ersetzen von x durch (—x)
uberfithrt fund g ineinander.

2.10.

Die entsprechenden Intervalle sind:
beidseitig offen links geschlossen links offen
rechts offen rechts geschlossen
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2.1. Es gilt B< A. Es handelt sich um eine echte Teilmenge. Die Fille B=0 und B =4
kommen nicht in Frage!

2.2. Es ergibt sich: Eleganter geschrieben:
PryU={1;2;3;5;7;9;11;...} PryYyU=UY {2}
PrNU={3;5;7;11;13;17; ...} PrO\U=Pr\{2}
Pr\U= {2}

U\Pr={1;9;15;21;25;...}
"2.3. 24 Studenten von den 39 gehoren nur einem Verein an. 1 Student ist in keinem der Ver-
eine.
FuBball- Ski-
mannschaft X vereinigung
TN,
JSehachklub
n
2,4, Fiir die moglichen 4 gibt es zwei Intervalle:
[—4; —1,5} und [1,5; 2).
25 ) (Dic beiden Geraden) Die Gleichungen sind linear abhingig,
fallen zusammen. &1Ng: =8 =g
2 (Die beiden Geraden) Es ergibt sich ein Widerspruch,
laufen parallel. gNg =9

26. Esist0<A<1, B=0, C= -4

2.7. Es handelt sich um eine flach verlaufende, nach unten geéffnete Parabel mit zwei Schnitt-
punkten mit der x-Achse. Die Symmetrieachse liegt links der y-Achse.

28 m: —-1<m<0
b: b= -35.

2.9. Die Bilder der beiden Funktionen verlaufen symmetrisch zueinander, gespiegelt an der

y-Achse, die im Punkt (0; 1) geschnitten wird.

2.10. I, =(1;0); I, =1[3;0); I,=(5;6].
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3. Anwendungsaufgaben zu linearen Gleichungssystemen
mit zwei unbekannten Variablen

Das Losen von A d fgaben (eingekleid Aufgaben, Textgleichungen) bereitet dem
Anfingerim all inen erhebliche Schwierigkeiten. Das ,,Finden des Ansatzes* (d. h. der mathe-
matischen Formulierung des Problems) darf nicht dem Zufall iiberlassen werden. Gibt es schon
kein festes ,,Rezept* zum Losen solcher Aufgaben, so helfen doch systematisches Vorgehen und
die Beachtung bestimmter Regeln neben dem hiufigen Uben weiter. Die Verfahrensweise ent-
spricht im Grunde dem Vorgehen bei allen h ischen Untersuch

Formeln / GesetzméBigkeiten

Eingabe
B (verg

Dimen -
sions -
festlegung

Lisung der
Gleichung
oder des
Gleichungs -
systems

Deutung
Kritik
Diskussion
SchiuBfolge-

Ruckkopplung

Bei einigen Textaufgaben lassen sich speziellere Regeln fiir das Vorgehen angeben, so z. B. bei
Mischungsaufgaben und Bewegungsaufgaben.
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Allgemeine Misch fgaben Bewegungsaufgaben

Textaufgaben

A Aufgabenstellung dto. dto.

(mehrfack. ...en, unklare
Begriffe kliren)

B Dimensionsfestlegung dto. Festlegen der Einheiten fir
Lingen und Zeiten. Wahl eines
geeigneten Anfangszeitpunkts
(Standpunktwahl)

Skizze, Wahl der Unbe-
kannten (Wonach ist
gefragt?)

Bereitstellen von
Formeln und Gesetzen

Formulierung der Aus-
sageformen und Ge-
setze mittels der ge-
wihlten Unbekannten

Ansatz

C Losung der Gleichung
oder des Gleichungs-
systems

Probe

D Logische Kontrolle
Verbale Formulierung
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meist ohne Skizze
Wahl der Unbekannten

Aufstellen einer
Tabelle, enthaltend
die Grundstoffe und
die Mischung

In der Tabelle ent-
stehen 2 Gleichungen:
eine, die den Preis oder
den Gehalt an Wirk-
stoffen enthilt, und die
Mengengleichung

Ansatz

(Gelegentlich auf eine
Gleichung mit einer Un-
bekannten zuriickzu-
fithren, wenn Mengen-
gleichung aufgeldst wird)

dto.

Probe
dto.

In der Regel: t Zeit bis zum Ein-
tritt des Ereignisses, gerechnet ab
Anfangszeitpunkt, s Weg des
einen Korpers bis zum Treffen
(Einholen), formale Skizze

Rerach der Geschwindi
keiten beider Korper

Es gilt:
Weg = Geschwindigkeit
mal Zeit
fiir jeden Korper bis zum Treff-
oder Uberholungspunkt

Jede Bewegung erhilt eine
eigene Gleichung, beide zu-
sammen bilden ein Gleichungs-
system.

,.Gegenverkehr*':

s, und s; = Gesamtstrecke
minus s,

,,Gleichgerichteter Verkehr*:
5 =82

(Ausgangspunkt der Zeit-
rechnung beachten!)

Ansatz

,,Gegenverkehr*:

Addition der Gleichungen
,,Gleichgerichteter Verkehr*:
Gleichsetzungsverfahren
Probe

Deutung der Zeitangabe.
Feststellen, ob das Treffen
auf der Verbindungsstrecke
geschieht.



A

3.1

Ein Betrieb plant eine Monatsproduktion von 4500 Erzeugnissen, die in verschiedener
Stiickzahl von den Teilwerken M und N hergestellt werden. Wenn aber das Teilwerk M
nur 80%; seines Plansolls, N aber das 1,2fache produziert, verlassen nur 4400 Erzeugnisse
den Betrieb. Die Erzeugnisse von M bnngen einen Relngewmn von je 40 Mark, die von
N einen solchen von je 60,— Mark. Vergleichen Sie die Produkti

3.2

Um die Tiefe eines Feuerloschbeckens zu bestimmen, wird eine Stange senkrecht auf Grund
gestellt. Sie ragt dann 80 cm aus dem Wasser heraus. Neigt man die Stange, so berihrt
sie 2,40 m seitlich die Wasseroberfliche. Die Linge der Stange ist nicht bekannt. Wie tief
ist das Feuerloschbecken?

3.3.

Mischungsaufgabe

Die Teesorten INDIA (51 Mark/kg) und GRUSINIA (36 Mark/kg) sollen so gemischt
werden, daB 10kg der Mischung ORIENTA ohne Verlust fiir 400,— Mark verkauft
werden kénnen. Wieviel Kilogramm jeder Sorte werden fiir die Mischung verwendet?

3.4.

Bewegungsaufgaben

Die Eisenbahnstrecke von 4 nach Fist 780 km lang und fiihrt iiber B (km 189), C (km 229),
D (km 251) und E (km 383). Der NORDEXPRESS fihrt ab 4 15°¢ und trifft in F45° ein.
Der SUDEXPRESS startet in F 1117 aind trifft in 4 2256 ein. Wo und wann begegnen sich
die Zige?

3.5.

Durch einen Berg soll ein Tunnel getrieben werden. Die beiden Ausginge 4 und B liegen
in gleicher Hohe und haben eine horizontale Entfernung von 2 km voneinander. Der
Vortrieb erfolgt gleich schnell, von 4 aus mit einem Anstieg 1 : 150, von B aus mit einem
solchen von 1: 60. Wo wird die Verbindung hergestellt werden?

3.6.

Eine Jugendgruppe unternimmt eine Radtour von A nach dem 40 km entfernten B. Sie
fahren mit einem nahezu gleichbleibenden Tempo von 15kmh-! und starten um 11°°,
Eineinhalb Stunden spater fahrt ihnen ein Motorradfahrer mit 55 kmh-! nach. Wo und
wann holt er die Gruppe ein?
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3.1. Einheit: St./Monat
Skizze: — Teilwerk M produziert nach Plan x St.,
nach Verdnderung 0,8x St.
Teilwerk N produziert nach Plan ySt.,
nach Verdnderung 1,2y St.
Der Reingewinn bleibt hst unberiicksichtigt.
Ges.: x+ y=4500
0,8x + 1,2y = 4400
3.2.  Skizze: Einheit: cm Gesetz: PYTHAGORAS
Es ist nur eine unbekannte Variable erforderlich.
Tiefe des Beckens: xcm,
Stangenldnge: (x + 80)cm.
PYTHAGORAS (x + 80)2 = 2402 + x2
(scheinbar quadratische Gleichung!)
3.3. Einheit: M und kg Preis Menge Wert
Sort: je ki ink in Mark
Es werden x kg INDIA orte e mxe in v
und y kg GRUSINIA INDIA 51 x 51x
verwendet GRUSINIA 36 y 36y
Skizze: — ORIENTA 40) x+y 51x + 36y
Preisgleichung: 51x + 36y = 400 Mengengleichung: x + y = 10
3.4. Einheit: (z. B. km, min) Beginn der ,,Zeitrechnung*: 11°°
Geschwindigkeiten: NORDEXPRESS 780 : 824 = 0,947
SUDEXPRESS 780: 699 = 1,116
,,Gegenverkehr* y: Entfernung A bis zum Treffpunkt in km
x: Zeit bis zum Treffen in min. nach 11°°
Bewegungsgleichungen: NORDEXPRESS : ¥ = 0,947 - (x — 246)
SUDEXPRESS: 780 — y = 1,116 (x — 17)
3.5. Einheit: m
Vortrieb: von A4 aus 1 m Hohe auf 150 m von B aus 1 m Hohe auf 60 m
Verbindungs- (Treff-) Stelle in x m Hohe iiber AB und in y m Entfernung von A4 aus.
Diese Stelle ist (2000 — y) m von B - horizontal gemessen — entfernt.
1
Von A aus: 50 Y
1
von B aus: x=-5-(2000—y)
3.6. Einheit: km, h. Zeit wird gemessen nach 11°°,
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Geschwindigkeiten: Gruppe 15 km h-!, Motorrad 55 km h-!

Der Motorradfahrer holt die Gruppe x Stunden nach 11°° y km hinter A ein.
ichungen: ,,F' ichgerich Verkel

Gruppe: =15-x

Motorradfahrer: y =55-(x-1,5)




3.1. Die erste Gleicﬁung wird mit (—1,2) multipliziert.
—1,2x — 1,2y = —-5400
08x + 1,2y = 4400
—0,4x = —1000
x =2500 y=2000

3.2.  Beim Auflosen der Quadrate zeigt sich, daB die Glieder mit x2 sich aufheben. Es entsteht
also eine lineare Gleichung.

x% + 160x + 6400 = 57600 + x?

160x = 51200
x = 320
3.3. Slx + 36y = 400 Zweite Gleichung mit (— 36) multipliziert:
x+ y= 10
51x + 36y = 400 15x = 40 x = 2,667
—36x — 36y = —360 2,667 +y =10
y=1333

3.4. Nach Ausmultiplikation der Klammern bietet sich das Additionsverfahren an:

y = 0,947x — 233,0
780 — y = 1,116x — 19,0

780 = 2,063x — 252,0

2,063x = 1032

x = 500 y=0,947-500 — 233
= 240,5

3.5. Die erste Gleichung wird zunichst mit 150, die zweite mit 60 multipliziert:

150x = y
60x = 2000 — y
nach Addition: 210x = 2000 x =952

y =150-9,52 = 1428

3.6. Nach Gleichsetzungsverfahren:
15x = 55x — 82,5
40x = 82,5
x = 82,5:40 = 2,0625
y =15-2,0625 = 30,94
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3.1. Nach dem Plan produzieren die Teilwerke

M 2500 und N 2000 St.

mit einem Gesamt-Reingewinn von 220000, — Mark.
Nach der Verinderung produzieren
M 2000 und N 2400 St.

mit einem Gesamt-Reingewinn von 224000, — Mark.
Trotz der geringeren Stiickzahl erhoht sich also hier der Gewinn, was durch die unter-
schiedlichen Gewinnsitze der Er isse bedingt ist. Uberzeugen Sie sich, daB keine
brauchbare Losung ht, wenn die in der Aufgabe genannten Stiickzahlen 3 500 (Plan)
und 4400 (nach Verianderung) betragen sollen.

3.2. Die Tiefe des Bassins betrigt etwa 3,20 m.

Die verwendete Stange ist etwa 4 m lang. R

Fiir eine Tiefenb reicht das verwendete Prinzip nicht aus. Uberzeugen
Sie sich davon, daB Veranderungen der Angabe 2,40 m erhebliche Unterschiede in der
berechneten Tiefe hervorrufen wiirden.

Waire mit zwei unbekannten Variablen (Beckentiefe x cm, S linge y cm) gerechnet
worden, entstiinde als Ansatz das Gleichungssystem:

y? = 2402 + x?

y = 80 +x

3.3.  Fir die Mischung werden 22/, kg INDIA und 7!/; kg GRUSINIA verwendet.

Dafiir werden 136, — Mark (INDIA-Anteil) und 264, — Mark (GRUSINIA-Anteil) aus-
gegeben und 400,— Mark fiir die 10 kg Mischung eingenommen.
Von der billigeren Teesorte ist etwa dreimal soviel enthalten wie von der teurcren.

3.4. Die beiden Zige begegnen sich etwa 240 km von A4 entfernt, und zwar findet das Treffen
etwa 500 min nach 11°° statt. Die beiden ExpreBziige fahren etwa gegen 192° aneinander
vorbei.

3.5. Der DurchstoB erfolgt 9 bis 10 m liber der Hohenlinie AB, und zwar in einer horizontal
gemessenen Entfernung von etwa 1430 m von A4 aus.

Daraus folgt, daB bei gleich schnellem Vortrieb der Tunnelbau von B aus wesentlich
spiter begonnen werden muB. Bei gleichzeitigem Baubeginn wiirde der Stollen von A4
aus ein Zwischenstiick des and treffen.

3.6. Der Motorradfahrer holt die Jugendgruppe nach etwa 31 km gegen 13°% ein.
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4. Quadratische Gleichungen und Gleichungen héheren Grades

Einige Bemerkungen zu den quadratischen Gleichungen

Liegt eine isch dratische Gleich vor, so muB in jedem Fall zunichst die ,,Normal-
form** hergestellt werden: Es wird die gesamte Gleichung durch den Koeffizienten des quadrati-
schen Gliedes (einschlieBlich seines Vorzeichens) dividiert.

Liegt eine quadratische Gleich mit besti Zahlen vor, wende man die Lsungsformel
an.

Sind die Koeffizienten Variablen (Buchstaben), so ist auch die Anwendung der ,,Methode der
quadratischen Ergénzung* moglich.

Fehlt das ,,absolute Glied* (d. h., ist dieses 0), so ist x ,,ab Iten* (; 13! n). Ent-
weder sind zwei Proben durch Einsetzen der Lsungen in die erstc (1) Zeile vorzunehmen, oder
es wird der Satz von VIETA angewendet, wobei dann aber zusitzlich die Losungsschritte bis zur
Herstellung der Normalform kontrolliert werden miissen.

Typische Fiille

x2—-Tx=—12 (Losungsformel) L={3;4)

Tx2 = 28 (,,reinquadratisch*) L={-2;2}
(Elemente der Losungsmenge unterscheiden sich nur durch
das Vorzeichen)

—2x2 4+ 5x=2 (Division durch —2) L ={0,5; 2}

3x2-10x+9=0 L = @ keine reellen

Ldsungen

x2—8x= —16 bzw. (x — 4)? = L = {4} (Doppellosung)

—x? + 2,42x = 1,19 (Koeffizienten sind Dezimalzahlen) L = {0,6865; 1,7335}

5r2 —4x =0 (absolutes Glied ist 0) s. 0.
x(5x—-4=0 L = {0;0,8}

0,5x2 — 3x = —8 (Division durch 0,5 oder L=9
Multiplikation mit 2)

Ax? —x=A+1 (Methode der quadratischen Erginzung)

2 1 _A+l 1 ‘_ 1 442 + 44
R e *~2a) T it T
1 24+ 1 1+ 4

=4 * a4 L=[“' Y ]

x2—gx=p (Die Anwendung der Losungsformel bringt die Gefahr von Fehlern
mit sich!)

q\? q*
(3] -2 %

x hier: = 0,5(7 + /4p + ¢2)

nicht mit aligemeiner Ldsungsformel verwechseln!

Vor der Bearbeitung von Gleichungen hdheren Grades sollten Sie unbedingt chherhelt im Ldsen
quadratischer Gleichungen erwerben!
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Gleichungen hoheren Grades

Stellen Sie zunichst den Grad n (h6chster auftretender Exponent von x) fest. Die Losungsmenge
kann héch n reelle El aufweisen.

Bei der Losung von Gleichungen von héherem als dem 2. Grad konnen Sie folgende Verfahren
anwenden:

1. Wenn das absolute thd 0 ist, so ist x auszuklammern. Eine Losung ist dann x; = 0. Sie
konnen danach durch x dividi und hlieBend die Gbrigen Losungen suchen.

2. Wenn IThnen eine Losung x; = a bekannt ist oder Sie haben diese durch Probieren gefunden
(man probiere vor allem x = +1 und x = +2), dann dividi Sie die Gleich durch
(x — a). Nach dieser Partial- oder Poly division ht eine Gleich ied Grades,
die Sie weiter bearbeiten missen.

3. Wenn die Gleichung nur Glieder geraden Grades (durch 2 teilbare Exponenten) oder nur
Glieder mit durch 3 teilbaren Exponenten enthilt, so fiihrt eine Substitution x? = z bzw.
x’ = z weiter. Man erhilt zunichst die L6 fiir z. AnschlieBend den aus der Substitu-
ti leich die Lo von x ermittelt.

4. Wenn die Gleichung als ein Produkt zweier Ausdriicke gegeben ist, welches gleich 0 ist, so wird
jeder Faktor gleich O gesetzt und so die Gleichung ,,zerlegt".

5. Im librigen besteht immer die Moglichkeit, mittels des Hc hen Sch die Lo
zu finden (siehe folgende Seite).

Die hier genannten Verfahren kénnen auch

4 dq

gekoppelt

Das Schema von Horner

Die Vorteile der Verwend des Ho hen Sch

Bequeme Rechnung (nur Addition und Multiplikation; Einsatz des Rechenstabs méoglich).
Schnelles Erl des Bereiches, in dem die zugehorige Funktion ihre charakteristischen
Eigenschaften hat.
Bei der Losung der betreffenden Gleichung erhilt man im interessierenden Bereich zusitzlich
genugend v:ele Werte fir eine Wertetafel der zugehorigen Funktion.

beziiglich der Beschrinkung auf ganzrauonale Funkuonen und i |m Hlnbhck

Aarfal

auf den seltenen Fall, daB mehrere Lo zwei
Zahlen liegen.

Beispiel:
3x5 + x* — 48x = 16

Alle Koeffizienten - auch die nicht geschriebene ,,1* und ,,0* fitr nichtvorhandene Glieder mit
einem Exponenten <n - sind in der Kopfzeile einzutragen. Fiir jedes ,,zu probende* x ist eine
Doppelzeile zu verwenden. Die Zahlen der unteren Reihe dieser Doppelzeile werden mit dem
x-Wert multipliziert und nach Notieren in der oberen Zeile zum Wert in der Kopfzeile addiert.
* gibt y-Wert an.

x| 3 1 0 0 —48 —16 |y | Bem.
0 l —16 | * | ohne Berech-
3 4 4 4 -4 nung
1 37 4 4 4 -4 —-60 | *
6 14 28 56 16
2 3”717 14 28 8 0 | * | Nullstelle
x = +2




,,Vorzeichengleichheit* (d. h. in der unteren Zeile iiberall gleiches Vorzeichen). ,,Oberhalb 2*¢
liegen (x > 0) Keine weiteren Losungen.!)

0 -16
-3 2 -2 2 46 .
Zwischen 0
-1 37 -2 2 -2 —46 30| * und —1 liegt

| eine Losung.

Die Lésung muB niher an O als an —1 liegen. Man probiere mit —0,3 oder —0,4. Man findet,
daB die Lésung zwischen —0,3 und —0,4 liegen muB. Nach weiterem Interpolieren findet man

1
L&sungxz= —T.

x ] 3 1 0 0 —-48 -—16 Bem.

-6 +10 -20 40 16
-2 3 -5 +10 -2 -8 o|*
Die dritte Losung x5 = —2 ist gefunden. Es kénnen nun hochstens noch zwei weitere Losungen
vorhanden sein.

-9 24 -72 216 -—504
-3 3 -8 24 ~72 168 -520

Die Vorzeichen der Zeile hseln ab. Man spricht vom ,,Vorzeichenwechsel*. ,,Unter-
halb —3* liegen keine weiteren Lésungen (x < 0).2)

Das Intervall (—3; +2) ist auch gleichzeitig das Intervall der Funktion f(x) = 3x% + x* — 48x
— 16, in dem sich die wesentlichen typischen Eigenschaften zeigen.

AuBerhalb dieses x-Bereiches ist der Verlauf des Bildes der Funktion ohne Besonderheiten.

Es liegen nur drei (von méglichen fiinf) reelle Losungen vor. Davon kann man sich wie folgt
uberzeugen: 1
Der Ausdruck (3x% + x* — 48x — 16) wird nacheinander durch (x + 2), (x — 2) und (x + T)
dividiert.

ZweckmiBigerweise dividiert man gleich durch

(x+2)'(x—2)'(x+%)=<x:’+-;—x’—4x—;;—)'

(3x% + x* + 0x3+ Ox? — 48x — 16):():3 +%—xz — 4x —;—) =3x2 + 12
3x5 + x* — 12x3 — 4x?
+ 12x + 4x% — 48x — 16
12x3 + 4x% — 48x — 16

Man erhiilt einen (quadratischen) Ausdruck, den man nun gleich 0 setzt, um eventuelle weitere
Lésungen zu finden. Diese quadratische Gleichung hat aber keine reellen Losungen mehr:
Ix+12=0

=>x2+4=0 L=29.
Die Losungsmenge der oben angefiihrten Gleichung 5. Grades lautet:

L={2;——1—;—2}.

1) ,,Oberhalb 2* heiBt: fiir x > 2
2) ,,Unterhalb — 3* heiBt: fiir x < —3
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Ubung zur quadratischen Funktion und zur quadratischen Gleichung
Gegeben ist eine quadratische Funktion f durch die Gleichung f(x) = —0,25x* — 0,5x + 3,75

(1) Voriiberlegung
Die Parabel ist wegen 4 = — %nach unten geéffnet und flach (gestaucht). Der Scheitelpunkt

(Gipfelpunkt, Maximumpunkt) liegt links der y-Achse. Die Parabel schneidet die y-Achse bei
Q(0; 3,75).

(2) Nulistellen

~0,25x% — 0,5x + 3,75 =0
XNy = =5, xy2=3
(3) Scheitelpunkt
x5 =050y + xn2) = —1;  ys=f(-1) =4 y
Eine Gerade liuft durch die Punkte
Py(—-11; —15)
P,3; 6).
(4) Gleichung dieser Geraden
| >

mx +n

P, -15=—-1lm+n
P, 6= 3m+n

m=1,5; = 1,5
y=gx=15x+ 1,5
(5) Schnittpunkte

der Bilder von fund g
I edingung:

Sf(xp) = g(xp)

—0,25x% — 0,5x + 3,75 = 1,5x + 1,5
—0,25x2 - 2x +2,25=0
x% 4+ 8x — 9 = 0 (Normalform)

x = -9, x, =1 (7) Integralrechnung (Abschnitt 10.)
yn=g(-9=-12, y,=3 Inhalt der Fliiche zwischen beiden Kurven
(6) Differentialrechnung (Abschnitt 7.)

1
I= [ (f(x) - g(x) dx
-9

1
= [(=0,25x2 — 2x + 2,25)dx
-9

Bestimmung der Schnittwinkel
f(x) = -0,5x — 0,5
f(-9=4 o =176
SO =-1 a,=135° =41 %
B (Gerade) = 56,3°

PR ) 2
o1 =197, @, =T8T Der gesuchte Flacheninhalt betragt 41 T FE.
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4.1

x4+ 2+ 5x2+2x+4=0

(maximal vier reelle Losungen)

4.2.

x*—Ix* —6x2 +24x =0

(bis zu vier reelle Losungen)

4.3.

3x3 — 18x2 — 59x + 258 = 0

(kubische Gleich héch 3 reelle Lo ind eine reelle Losung)

4.4.

xT —Ix* —8x =0

(Gleichung 7. Grades, es kénnen bis zu 7 reelle Lésungen auftreten, mindestens existiert
eine reelle Losung)

4.5.

¥ = f(x) = 6x* + 3Tx® + 47x% + 21x

Es handelt sich um eine Funktion 4. Grades. Diese kann bis zu 4 Nullstellen haben.
AuBer den Nulistellen der Funktion (Losungen der entsprechenden Gleichung) soll auch
eine Wertetafel aufgestellt werden.

4.6.

20% = Tx* — 14x2 + 40 =0
(Bei dieser Gleichung 6. Grades sind bis zu 6 reelle Losungen moglich.)

*4.7.

48x° + 256x* — 1875x = 10000

(Es liegt eine Gleichung ‘5. Grades vor, die maximal 5 reelle Losungen haben kann,
mindestens aber eine. Beachten Sie bitte, daB Glieder mit x* und x? fehlen.)
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4.1,

Es sind nicht sofort Losungen erkennbar. Das HoRNERsche Schema liefert fir x = 0
den Wert 4. Fiir x = 1 ergibt sich:

1 3 8 10 )
1 3 8 10 14 mit Vorzeichengleichheit.

4.2.

Das absolute Glied ist 0. Folglich ist eine Lésung x; = 0. Nach Division durch x bleibt
x3 — 7x®> — 6x + 24 = 0. Durch Probieren mit x = +2; +1; —1; —2 findet man
schnell x, = —2 als zweite Losung.

4.3.

Das HorNERsche Schema liefert fiir
x = 0 den Wert 258, s fir x = 1 den Wert 184,
x=2 92 und firx=3 0.

Also ist eine Losung x; = 3.

4.4.

Das absolute Glied ist 0. Also ist eine Losung x, = 0. Nach Division durch x bleibt
x% — 7x3 — 8 = 0. Hier bietet sich die Substitution x> = zan, diezuz2 -7z -8 =0
fiihrt. '

4.5,

Da eine Wertetafel gewiinscht wird, verfahre man sofort nach dem HorNERschen Schema.
Eine Nullstelle x; = 0 wird sofort erkannt.

Bereits x = 1 fiihrt zu ,,Vorzeichengleichheit* :
6 43 90 1

6 43 90 111 111

4.6.

Es wird zunichst substituiert x? = z, was zu einer Gleichung 3. Grades in z fiihrt:
223 =722 — 14z + 40 = 0.
Durch Probieren findet man schnell z; = 2.

4.7.
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Das HorNERsche Schema sieht fiir positive x wie folgt aus:

x= 48 256 0 0 -1875 —10000
0 -10000
48 304 304 304 —-157
1 48 304 304 304 —-1571 -11571
96 704 1408 2816 1882
2 48 352 704 1408 941 —8118
144 1200 3600 10800 26775
3 48 400 1200 3600 8925 +16775
probiert mit Vorzeichengleichheit
2,3, dann mit:
120 940 2350 5875 10000
25 48 376 ' 940 2350 4000 0



4.1. Das HorNersche Schema liefert fiir x = —1 den Wert 6.
Fir x = —2 ergibt sich: -2 0 -10 16
1 0 5 -8 20
Vorzeichenwechsel, denn 0 ist ,,nichtpositiv*.
4.2. Die Partialdivision durch (x + 2) fithrt auf eine quadratische Gleichung
x2—9x+12=0
.mit den Losungen x3,4 = 4,5 + 2,872,
4.3. Die Partialdivision durch (x —.3) fiihrt zu einer quadratischen Gleichﬁng:
3x2 — 9x — 86 = 0;
2
in der Normalform dazu: x> — 3x — 28 3= 0 mit den Losungen
x2,3 = 1,5 £ 5,56.
4.4, Die Losungen der quadratischen Gleichung in z
22 —7z=8sindz; = —1und z;; = 8.
4.5. B -24 -52 20 —164
x = —4 6 13 -5 41 —164 dazwischen
-30 -35 —-60 +195 Nulistelle
x= -5 6 7 12 -39 +195
Die Rechnung liefert fiir x = —4,63 den y-Wert —4,81; fir x = —4,64
kommt man der Null am néichsten.
x = —17 liefert Vorzeichenwechsel.
4.6. Nach Partialdivision durch (z — 2) kommt man zu 2z — 3z — 20 = 0 bzw.
z2 — 1,5z — 10 = 0 mit den Losungen z;; = 4 und z;;; = —2,5.
4.7. Die Fortfilhrung des HORNERschen Schemas liefert fiir x = —1 den Wert —7917, fiir

x = —2 den Wert —3690 und fiir x = —3 den Wert +4697.

Eine weitere Losung liegt also zwischen —3 und —2.

-120 —340 + 850 —2125 10000

-2,5 48 136 —340 + 850 —4000 0
240 —80 + 400 —2000 19375

=5 48 16 -80 + 400 —3875 9375
—288 192 —1152 6912 —30222

-6 48 -32 192 —-1152 5037 —40222

mit Vorzeichenwechsel. Eine ietzte Losung liegt also zwischen —6 und —5, zweifellos
nidher an ~5. Man probiere mit x = —5,3 (Wert + 1500) und dann mit:

Fiir x = —5,33 kommt man mit 122,9 der Null recht nahe. Exakt 0 erhilt man bei noch
stirkerer Anniherung mit x = —5/5.
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4.1,

Diese Gleichung 4. Grades hat keine rellen Lo Die Lo ist leer:
L=2#0.

4.2

Alle vier moglichen Lsungen existieren:
L = {-2;0;1,628; 7,372}.

4.3.

Diese Gleichung 3. Grades hat 3 reelle Losungen:
L = {—4,06; 3; 7,06}.

4.4,

z; = x> = —1liefert x, = —1
zn=x3= 8liefert xy =2

Die Losungsmenge ist L = {—1; 0; 2}.

4.5.

Es liegen zwei Nulistellen vor: x; = O und x, = —4,64.
Die Wertetafel fiir den interessanten Bereich der Funktion —7 £ x < 1 lautet:
x I -7 -6 =5 -4 -3 -2 -1 0 +1

y | 3871 1350 195 —164 —153 —54 -5 0 m

Die Aufli‘)sung_der Substitution x? = z liefert nur fiir z; = 2 die Lostingen x, = \/ 2
und x; = -—\/2 und fiir z;; = 4 die Losungen x3 = 2 und x4 = —2, keine weiteren
folgen dagegen aus zy; = —2,5. .

L = {-2; —1,414; 1,414, 2}.

4.7.
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Es liegen insgesamt 3 Losungen vor:

1 1 1
xl-—‘-—ST Xz = —2? und x3=+27.
Bemerkung: Mit etwas Geschick kommt man recht schnell zur 1nterpolation der Lésun-
gen zwischen +2 und +3 bzw. zwischen —5 und —6. Es sieht zwar zunichst so aus,
als ob die Losungen niher an 2 bzw. —2 ligen. Die Kriimmung der zugehérigen Funk-
tionskurve 1aBt es aber ratsam erscheinen, zuniachst mit +2,4 oder +2,5 zu probieren.



5. Ungleichungen, Wurzelgleichungen, goniometrische Gleichungen

Fiir das Losen der Aufgaben dieses Abschnittes ist die Einhaltung bestimmter Regeln unerliBlich.
Das Vorgehen richtet sich jeweils nach dem Typ der betreffenden Aufgabe. Gerade dem Anfanger
sei dringend empfohlen, in jedem Falle die notwendigen Proben durchzufiihren. Bei den Wurzel-

leich sind sie ohnehin B dteil der L6sung.
Ungleichungen
Fiir das Rech mit Ungleich gelten folgende Regeln:
a)
b a) Auf beiden Seiten der Ungleichung kann - wie bei Gleichun-
x-a <

gen — ein beliebiger Term addiert oder subtrahiert werden,
= ohne daB die Lésungsmenge sich dndert.

b)

b) Auf beiden Seiten einer Ungleichung kann — ebenfalls wie bei
xa <b Gleichungen — mit einem beliebigen positiven Term multipli-
xac<b-ec ziert oder dividiert werden.
wennc > 0
x-a <b
x-a:c<b:c
wenn ¢ > 0

<)

i b c) Die beidseitige Multiplikation oder Division der Ungleichung
x-a < mit einem negativen Term ist moglich, es muB aber dann das
x-a:c>b:c Uneleichheitszeich heel N
wenn ¢ < 0 Eine Multiplikation oder Division mit 0 ist unzuliissig.

d)

d) Werden die beiden Seiten einer Ungleichung ausgewechselt

;‘ ta : b a (vertauscht), so ist auch das Ungleichheitszeichen zu wechseln.
x*
e) .
e) Wird auf beiden Seiten einer Ungleichung der Kehrwert ge-
x'a <b bildet, so muB, wenn die Vorzeichen gleich sind, das Ungleich-
1 > l heitszeichen gewechselt werden,
x-a b
f)
x-a <b f) Ungleichungen mit gleichem Ungleichheitszeichen diirfen
x-c <d addiert oder subtrahiert werden.
xa+xc<b+d
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g)

g) Das Quadrieren und Radizi kann beidseitig: ausgefiihrt
x-a <b werden, wenn es sich um positive Ausdriicke handelt.
x;a;b>0
x*a® < b
Vxa < \/ b
h)
h) Bei Ungleichungen mit Absolutbetrigen ist besondere Vor-
x-a<lbl sicht geboten. In der Regel sollte dann mit Fallunterscheidun-
l.x-a<b gen gearbeitet werden.
wenn b > 0 . .
2. x-a< —b Beachten Sie dabei: |a| = a, wenna > 0
wenn b < 0 =0,wenna =0
3. xa<0 = —a,wenna < 0.
wenn b =0 (Dem Anfénger fillt es oft schwer zu begreifen, daB +z auch
eine negative Zahl, — z dagegen eventuell auch eine positive Zahl
sein kann.)
Die einzelnen Schritte beim Lésen einer Ungleichung folgen im all i in der gleich
Weise aufeinander (Vereinfachen, Auskl n, Isolieren usw.) wie bei Gleichungen.
Beispiel:

Ar(x+3)x—-4H>x-5x+2)
B: Ausmultiplizieren der Klammern
2 x—-12>x*-3x-10
Beidseitig: Addition von 3x + 12
Subtraktion von x?
2x >
C: Division durch die positive’ Zahl 2
x > 1

D: x kann jede beliebige (reelle) Zahl groBer als 1 sein, um die Ungieichung zu erfiillen.

Die L6 L ist ein beidseitig offenes Intervall L: x = (1; ), d. h.,

1 <x<o0.

Probe fiir

x = —1 (nicht Losung) x = 2 (Losung)

2:(=51(-6)-1 5:(=2)1(-3)-4

-10 < -6 —-10 > ~12

nicht erfiillt erfullt
(Recht komplizierte Ungleich lassen sich zuweilen etwas b 16sen, wenn man
voriibergehend stattdes U leichheitszeichens ein Gleichheitszeichen setzt und fiir die durch die
L6sung der ,,Gleich * abge Bereiche Giiltigkeit oder Nichtgiiltigkeit der Ungleichung

mittels geeigneter Reprdsentanten des Bereichs untersucht. Fiir Anfinger kann dieses Vorgehen
nicht empfohlen werden, da es wesentliche Gefahren in sich birgt, andererseits aber fiir einfach
Ungleichungen einen zu groBen Aufwand erfordert.)
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‘Wourzelgleichungen

Wir unterscheiden zwei Grundtypen:

I

II

Wenn in der gesamten Gleichung nur eine Wurzel, die die gesuchte Variable enthilt, auftritt,
so ist die Wurzel zu isoli und anschlieBend die Gleich (einmal) zu quadri

Sind zwei Wurzeln vorhanden, so sollte dafiir gesorgt werden, daB die Wurzeln je auf einer
Seite der Gleichung stehen. Beim Vorhandensein von zwei oder mehr Wurzeln ist ein mehr-
faches Quadrieren erforderlich. Dazwischen ist sinnvoll zu ordnen und zu vereinfachen (Kiirzen).

Die Proben sind bei Wurzelgleichungen unerliBlich, da durch das Quadrieren eine Gleichung
entsteht, die u. U. mehr Losungen als die Losungsmenge der Wurzelgleichung erlthﬁlt.

Man iiberzeuge sich an Hand der einfachen Wurzelgleich \/;= 3 und \/x = —3da-
von, die nach dem Quadrieren beide in x = 9 ibergehen. x = 9 ist aber nur Losung der
Wourzelgleichung \/ x = 3, da nach Definition die Wurzel einer (positiven) Zahl immer posi-
tiv ist!

Beispiel:
A:2+\/7—2x=x xeP
Beachten Sie: Der Radikand muB positiv sein, woraus auf alle Fille folgt: x < 3,5
B: Ordnen/Isolieren:
Vi-2x=x-2
Quadrieren: 7 — 2x = x2 — 4x + 4
C: Entstandene quadratische Gleichung 16sen:
x2—-2x=3
x1 =3 x; = —1
D: Beide Losungen erfiillen die Bedingung x < 3,5.
Durch die Proben \/ 1T+2(3
3=3
und Jo+21 -1
5% -1
muB x, ausgeschieden werden.
Die Losungsmenge ist L = {3}.
Goni ische Gleich

Wir unterscheiden folgende Typen goniometrischer Gleichungen:

I
I

111

v

Die Gleichung enthilt nur lineare Terme einer trigonometrischen Funktion.

Die Gleichung enthilt nur Terme einer trigonometrischen Funktion, aber in mehreren
Gliedern oder in quadratischer Form (nichtlinearer Form), zuweilen auch Terme trigono-
metrischer Funktionen von unterschiedlichen Argumenten.

Die Gleichung enthilt Terme verschiedener trigonometrischer Funktionen mit dem glei-
chen Argument.

Die Gleich thilt Terme verschied trigonometrischer Funktionen mit unterschied-
lichen Argumenten.
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Die Losungen goniometrischer Gleichungen konnen in Grad oder BogenmaB % = =« an-

-3
180°
gegeben werden.!) Beachten Sie die Periodizitat der trigonometrischen Funktionen bei der An-
gabe der Losungsmenge. (Zuweilen beschrankt man sich auch bewuBt auf die Angabe der ,,Haupt-
werte** der Losungen zwischen 0° und 360° bzw. zwischen 0 und 2r.)

Fiir die einzelnen Typen gibt es unterschiedliche Losungsverfahren, zuweilen fihrt aber auch
eine von der Norm abweichende Methode schneller zum Ziel.

Typ I: Hier ist nur ein Isolieren des trigonometrischen Terms erforderlich.

Typ II: Man fiihrt eine Substitution aus: z. B. sin x = z. Es ist dann zunachst die nicht-
goniometrische Gleichung in z zu 15sen.
Kommen Ausdriicke von mehrfachen Winkeln sin 2x, cos 2x, tan 2x, sin 3x usw.
vor, so werden diese zunichst entsbrechend den Formeln des Tafelwerks umge-
formt:
. ) 2tan x
z.B. sin2x = 2sinxcosx  tan2x = ———5—
1 —tan*x
sin 3x = 3sin x — 4sin®* x
cos2x = cos? x —sin?x = 1 — 2sin?x = 2cos?x — 1
cos 3x = 4 cos® x — 3 cos x usw.
Typ III: Man fiihrt fiir alle Terme die vorkc den tri rischen Funktionen auf
eine zuriick. Dabei verwendet man die Bezieh ischen den trigonometrischen
Funktionen im Tafelwerk, z. B. sin x = +J 1 — cos? x. Man beachte hierbei aber,
daB die entstehenden Funkuonswerte auch negatlv sein kénnen. Nach dem not-

wendigen Quadrieren sind L6 iden, die die Wurzelgleich nicht
erfiillen.
Bei den goni rischen Gleich der Form

asinx + beosx +¢c =0
ist der Weg Giber den Hilfswinkel (siche Beispiel) meist vorteilhafter.

Typ IV: Man fithre die Gleichung zunichst auf eine solche vom Typ II oder III zuriick.
Dazu werden vor allem die Additionstheoreme verwendet.

Beachten Sie:

Beim Dividieren durch einen trigonometrischen Term muB gesichert sein, daB dieser nicht 0
sein kann! Vielfach erfiillen mogliche Losungen nicht die A leich sie sind hei-
den. Deshalb ist eine Kontrolle (Proben) unerlaBlich.

Beispiel zum Typ ITI:

3sinx — \/Ecosx -2=0
Hilfswinkelverfahren : _

3 2
Man formt um zu sin x ——3cosx=7.
3 -

Man setzt tan ¢ = 5 mit 0 < @ < 90°; hier ist ¢ = 30°.

5 2
sin x — tan @ cos x =3

g
1) Einheit der BogenmaBangabe Radiant; 1° = 180 rad
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Nach Multiplikation mit cos ¢:

2
sin x cos @ — cos xsin @ = s e

Nach Additionstheorem:

2
sin (x — 30°) = -3-cos 30° = 0,5773

x — 30° = 3526° bzw. 144,74°
Xy = 65,26° xp = 174,74°.

Ubliches Verfahren:
3sinx + /3 - 3sinx =2
sinx =2z

3z—2=2/3-32
1

Nach dem Quadrieren ergibt sich z22 — z = — =

mit den Lésungen 2z, = sin x = 0,908
z; = sin x = 0,092.
Aus den so formal moglichen Losungen
x; = 65,25°, x; = [114,75°), x3 = [5,25°], x4 = 174,75°")
sind zwei auszuscheiden, da sie die urspriingliche goniometrische Gleichung nicht erfiillen.
(Proben!)
Es bleiben x; = 65,25° und x4 = 174,75°.
Angabe der Lésungsmenge (einschlieBlich Periodizitit)

L: x € {(65,26° + k 360°); (174,74° + k 360°) k | € G} oder
L: x€ {1,1390 + 2kr; 3,0498 + 2kr | k€ G).

1) In den hier angefilhrten Beispielen werden zur Verdeutlichung die Hauptwerte (im Bereich also von
0° bis 360°) der Winkel halbfett gekennzeichnet, z. B.: 51,8°. Winkelwerte, die heiden sind,
weil sie die goniometrische Gleichung nicht erfiillen, werden in eckigen Klammern angegeben.
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Einige Hinweise zum Umgehen mit e- und In-Ausdriicken

(vgl. Tafelwerk Mathematik-Physik-Chemie Klassen 11/12, Volk und Wissen 1982, S. 20ff)

I (Aufschlagen von In-Werten aus dem Tafelwerk)
Benutzung von Tafel S. 20/21

In0,5 = ]nl—so =In5-1n10
= 1,6094 — 2,3026 = —0,6932
1
oder =ln7=lnl —In2=-In2

—0,6931
In10-1g 0,5
= 2,303 - (0,6990 — 1) = —0,6932

oder

II (Aufschlagen von e-Werten aus dem Tafelwerk)

Benutzung der Tafel S. 20
1 1

7 T 2,4556

oder durch Substitution x = 0,9

Aufschlagen bei e"*
= 0,4066

e = % 0,408

I Auflisen von In-Gleichungen:

2In0,5x =3
In0,5x = 1,5
umgeschrieben zu: e'°%:3* = ¢!+
0,5x =eb3
= 4,4817
x = 8,9634

IV Auflsen von e-Gleichungen:

e F =05

s, Logarithmieren‘* der Gleichung fiihrt zu

me- % =i

ne 2 = nT

—0,5x = —0,6931
x =13862

Man beachte besonders:
e™*=x; Ine"=a
Ine=1

In1=0

Inx=1 mitder x=¢e
Inx=0 Lésung x=1
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Ungleichungen
51 05+2x=<S5
52. G+x0)@x-5=x+D@x-11

5.3.

1

1 .
H—X<I_+T' wobei X¢(—l, —0,5)

*5.4.

J;+x§6

*5.5.

Die Bczrchung lan — g1 < &(wo ¢ eine beliebig kleine positive Zahl ist) tritt bei der Grenz-
wer von Zahlenfol auf. g ist der Grenzwert. Die Formel ist zur geometri-
schen Veranschaulichung auf dem Zahlenstrahl nach ay aufzulésen.

‘Waurzelgleichungen

5.6.

3+/x+1=0

5.7.

x—+/-x+2=0

5.8.

Ix—8—4Jax+1=0

5.9.

1+4/x
1-+/x

=3

5.10.

Jr—a-yb=0

Goniometrische Gleichungen

5.11.

sinx-cosx =0

5.12.

sin?x — 2sinx —3=0

5.13.

sinx-cosx =1

5.14.

3sinx = 2cos? x
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5.1. Subtraktion von 0,5: 2x = 5-0,5
2x 545
5.2. Klammern ausmultiplizieren: 16x + 4x? — 5x — 20 < 4x2 — 22x + 2x — 11
Subtraktion von 4x?
1x —-20< —20x + 11
5.3. Voriiberlegung: x = —1 und x = —0,5 sind auszuschlieBen, da sonst der Nenner 0
wird. Es sind beidseitig die Kehrwerte zu vergleichen, das Ungleichheitszeichen ist zu
wechseln.
5.4. Wegen der Definition der Wurzel (positiv) gilk x = 0 und, da die rechte Seite von
x £ 6 — x positiv sein muB, x < 6. Zusammengefat: 0 < x < 6.
Dann folgt durch Quadrieren: x < 36 — 12x + x?
x3 — 13x = —36.
5.5. Fallunterscheidung:
a)ay—£>0 und b)an—g=0
5.6. Es folgt zunidchst x = —1.
Nach Subtraktion von 3 folgt \/ x+ 1= -3
5.7. \/ "~ wire nur dann Waurzel aus einer negativen Zahl, wenn x > 0 wire. Es muB also
gefordert werden: x < 0, Isolieren der Wurzel: —\/ —x = —x — 2. Die Vorzeichen
werden gewechselt (Multiplikation mit —1).
58. x2 —025 3x—8=4y/4x + 1 wird quadriert
9x2 — 48x + 64 = 64x + 16
9x2 — 112x = —48
59. L.xz0 2.x<1 _ - also [0; l_)
l+\/,-\:=3-3\/x -also2\/x=1
510. x=a Jx ~a= \/Z wird quadriert
x—a= b
5.11. ZweckmiiBigerweise spaltet man in zwei Teile auf:
(I)sinx=0 und (2)cosx =0.
5.12. Typ II Substitution sin x = z
Es entsteht eine quadratische Gleichung
22 — 2z — 3 = O mit den Losungen z; = 3und z, = —1.
5.13. Typ Ill cos x = ++/1 — sin® x
sin x+/T = sin? x = +1 wird quadriert, sin? x = z fithrt zu z(1 — z) = 1.
5.14. Typ III cos® x = 1 — sin? x fiihrt zu:
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5.1. Division durch 2 (also durch eine positive Zahl): x < 2,25.

5.2. Addition von 20x + 20:

9
31x < 9 Division durch 31 (positiv): x £ —

31

53 1+x>1+2x
Subtraktion von (1 + x): 0> x

54. (x—65)* = —36 + 42,25 = 6,25
Nxz65+25=9
Qx=<65-25=4

55 a)ayn—g<¢ b) —an+g<¢
an<g+e¢ —an< —g+ ¢
ay>g—¢

5.6. Ein Quadrieren ist gar nicht erst erforderlich, denn man sieht sofort die Unerfiillbarkeit,
da die Wurzel nie negativ sein kann.

5.7 /=x = x + 2 wird quadriert: —x = x2 + 4x + 4.
Die Losung dieser quadratischen Gleichung ist x = —2,5 + 1,5.

5.8. In der Normalform lautet die quadratische Gleichung

112 43 4
2 e x = — —mi O = = —
x 3% 3 mit den Lésungen x; = 12, x, 3"
5.9. Beim Quadrieren entsteht 4x = 1; x = 0,25.
510, x=a+b
5.11. (1) liefert die Hauptwerte x = 0°; 180°; 360°,
(2) liefert die Hauptwerte x = 90°; 270°.
5.12. Auflosung der Substitution:
2, = sin x = 3 picht erfiillbar, da sin x < 1.
z; =sinx = ~1.
x = 270°
513, z22—-z= —1. Bequemer kommt man zum Ziel, wenn man
z=sin?x = 0,5 + /0,75 stattsinx-cosx = 1
ohne reelle Losungen in z. schreibt: !/, sin2x =1  sin2x = 2.

514. 222 +3z=2
z2 + 1,5z = 1 mit den Lésungen
z; = sin x = —~2 nicht erfiillbar.
2z, =sinx = +0,5 x = 30°; 150°
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8.1. x =225 oder:
Die Losungsmenge ist L = {x | x€ P; (—0; 2,25]}.
5.2 =< i
2. xS
Losungsmenge L = {x | x € (—00; 9/31]}.
83, x<0, aber x¢[-1; —0,5]) Uberlegen Sie, daB sich ohne die in der
L={x|xe(-00; -1 (~0,5;0) Aufgab 11 Einschri
kungen andere Losungsmengen ergeben.
5.4. Der Fall (1) scheidet wegen x < 6 aus.
Aus dem Fall (2) bleibt
als Losung: 0 s x < 4 Beachte: x = 0!
Losungsmenge als Intervall: L = {[0; 4]}.
5.5 Losungsmenge:Ly:ay > g —¢;Ly:ay< g+ €.
Andere Schreibweisen: g — e <ay < g+ ¢
oderaye(g — €, 8 + ¢©).
Auf dem Zahlenstrahl handelt es sich um die sogenannte ,,e-Umgebung von g*.
5.6. Die Losungsmenge ist leer L = 8.
Kein reelles x erfiillt die Gleichung.
5.7. x; = —1; x, = —4 (beide iibrigens, wie gefordert, negativ).
Trotzdem ist nur (—1) Losung! Uberzeugen Sie sich, daB —4 die Gleichung nicht er-
fullt. L= {—1}.
5.8. Proben (12)36 —8(4-7
4 5
@9)—-8+4-— L={12}
3 3
59. P be'l+0’s 3 3=3
- IO T05 =
L = {0,25}
5.10. L = {a + b}
(Nicht verwechseln mit {a; b}!)
5.11. xe€ {0,5k~= | k€ G}
x€{90°k | ke G}
5.12. Aussinx = —1 folgt:
x € {270° + k 360° | k € G}
x€{l,5% + 2kr | ke G}
5.13. L = 9. Kein reelles x erfullt die Gleichung.
5.14. x € {30° + k 360°; 150° + k 360° | k € G}
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5.15. cos2x + cosx =0

4
‘S.IG.Tsinx+ 2cosx—-1=0

5.17. sin2x = 2sinx

5.18. cosx —sinx = —1

1
519. —— =2tanx + 1
cos” x

8.20. tan x = 2sinx

5.21. cos3x = —0,5+/2

5.22. 3cos®x + sin®x + 2sinxcos x < 4
Die Giiltigkeit dieser goniometrischen Ungleichung soll untersucht werden.
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5.15.

Fiir cos 2x kann bekanntlich eingesetzt werden:

cos 2x = cos? x — sin? x = 2cos? x — 1.

5.16.

TypIll 4sinx + 6cosx — 3 =0;cos x = i\/l — sin? x

ferner Substitution sin x = z fithrt zu

4z + 6\/ 1 — z2 = 3, also nach Isolieren und Quadrieren —522z2 + 24z = —27 mit den
Losungen z; = sinx = 0,9877 und z, = sin x = —0,5262 '

x; = [80,9°) X2 = 99,1° x3 =(211,7°] x4 = 328,3°.

Nach einer Probe scheiden x, und x; aus.

. 2sinxcosx = 2sinx

5.17.
sinxcosx = sinx
(1)sinx=0
sinx(cosx —1)=0=< (Qsinx+0
cosx =1
5.18. i-_\/l —sin?x =sinx — 1
1 —sin? x = sin? x — 2sinx + 1
2sin?x — 2sinx = 0= 2sinx(sinx — )= 1-sinx =0, 2:sinx =1
x; = [0°] (erfiillt nicht die Gleichung)
X3 = 90° x3 = 180°
5.19. GemiB Formel (iberzeugen Sie sich!) ist pyveavii 1 + tan® x
fiir cos x # 0.
Damit folgt: 1 + tan> x = 2tan x + 1
oder tan® x = 2tan x; tan x(tanx — 2) = 0.
5.20. (I)sinx=0 (x = 0° 180°) Kommt man nicht auf diesen Weg, so sollte
(2) Fiir sin x % 0; man bei gon. Gln. mit Termen mehrerer trigon.
dividiert durch sin x: Funkt. tan x, cot x durch sin x, cos x ersetzen.
1 si
—_2 mx 2sinx
cos x €os x
1
sin x (— - 2) =0
cos x
5.21. Der L&sunpweg cos 3x = 4 cos® x — 3 cos x (Additionstheorem)
4cos® x — 3cos x = —0,54/2
fiihrt auf eine Gleichung 3. Grades und ist hier viel zu aufwendig.
5.22. Man subtrahiere zunichst von der Ungleichung cos? x + sin? x = 1
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und erhalt:
2cos? x + 2sin xcos x < 3.
Statt cos? x wird 1 — sin? x geschrieben.



2 cos? x + cos x = 1, Substitution cos » = z, 22 4+ 0,5z = 0,5
mit den Losungen 2z; =cosx = —1 x; = 180°
z; =cosx =0,5 x, = 60°; 300°

5.16.

Oder: sin x + 1,5cos x = 0,75

sin x + tan @ cos x = 0,75 @ = 56,32°

sin x cos @ + cos xsing = 0,75 cos ¢

sin(x + @) = 04159  x; + ¢ = 24,58°
X2 + @ = 15542°

5.17.

Aus (1) folgt x = 0°; 180°; 360°
Aus (2) folgt x = 0°; 360°

5.18.

Oder: —sinx + cosx+1=0
sinx — tangcosx = 1; @ = 45°
sin (x — @) = cos 45° = 0,5/2 -
xy — @ =45°; x; — @ = 135°

5.19.

(Dtanx =0 x = 0°; 180°
(2)tanx =2
x = 63,43°; 243,43°

5.20.

cos x = 0,5
x = 60°; 300°

Substitution 3x =z fiihrt viel schneller zum Ziel:
cosz=—0,52 z = 135°;225°
= 45°; 75°

5.22.

2cos?x — 1+ 2sinxcosx < 2
sin2x + cos2x < 2
Substitution: 2x = z
sinz+cosz=2

ist natiirlich immer erfillt (d. h. fiir alle Werte von z bzw. x), denn es ist

sinz £1
cosz=<1

addiert: sin z + cos z £ 2.
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5.15. xe{60° + K 360°; 180° + k 360°; 300° + k 360° | k € G}
xe{§+ %em; m + 2kn;57"+ zlmlkec}

5.16. l(99,1° + k 360°} } ({1,7296 + 2km}
*€\{328,3° + k360°)) X €\{5,7300 + 2kn}
dabei immer: ke€G

Die Methode mit dem Hilfswinkel g ist rentabler.

5.17. xe {k180°| ke G}
xe{kr |keG}

5.18. xe {180° + k360°; 90° + k 360° | k€ G}
x € {r + 2kn; 0,57 + 2kn | ke G}

5.19. xe{0° + k180°; 63,43° k + 180° | k€ G}
x€ {0 + kmr; 1,1071 + kx| k€ G}

-5.20. x € {0°; 60°; 180°; 300° simtl. + k 360° | k € G}
5
xX€ {0;—1;—; n; T"simtl. + 2Im| keG}

5.21. xe {45° + k 360°; 75° + k 360° | k € G}

T4 2k o 4 2k |k G,
xel7+ ",ﬁ,+ T €

5.22. sin z und cos z konnen aber nicht beide gleichzeitig ihren hochsten Wert 1 elnnehmen,
so daB man die Ungleichung sogar noch allgemeingiiltig verscharfen kann!
Es gilt fiir alle x nicht nur

3 cos? x + sin® x + 2sin xcos x < 4, sondern _

sogar 3cos? x + sin? x + 2sinxcosx < 2 + \/2.

Versuchen Sie nun selbst, noch eine untere Grenze dgs angegebenen Ausdrucks zu finden.
Untersuchen Sie insbesondere, ob_der Ausdruck immer positiv sein mu8,

In der Tat finden Sie, daBl 2 — \/2 < 3cos? x + sin? x + 2 sin x cos x ist.
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. 6. Folgen, Grenzwert, Stetigkeit

Eigenschaften von Folgen

Folgen sind Funktionen, bei denen der Definitionsbereich nur die Menge der natiirlichen Zahlen
(hier meist ohne die Null) oder eine Teilmenge davon ist: i

@) a,=f(n) neN.

Eine solche Folge (hier werden nur Zahlenfolgen betrachtet) kann auf die eine oder andere der
folgenden Arten dargestellt werden:

a) tabellarisch (Darstellung der ersten Glieder)
n } 1. 2. 3. 4. 5. )

a, l ay a az [ as

b) verbal (in Worten)

c) analytisch-rekursiv durch eine Verbind beziehung zweier aufeinanderfolgender Glieder
einschlieBlich der Angabe des (oder der) Anfangsgliedes(r).2)
Vgl. die Folgen (b,) und (c,) auf S. 64.

d) analytisch-independent: Angabe des allgemeinen n-ten Gliedes a, durch eine Gleichung in n.

€) hische D 1i Dabei hen im Koordi y ,.isolierte*, d. h. nicht durch
einen Linienzug verbundene, Punkte.

Folgende Eigenschaften von Folgen interessieren vor allem:

I die Monotonie

Dazu ist zu untersuchen, ob a,,; > a, bzw. a,,; < a, fiir alle n gilt.
Bei a@,,1 = a, spricht man von monoton steigend,
bei a,,y < a, spricht man von monoton fallend.

Zuweilen wird auch zwischen ,,streng monoton steigend*‘ a,,, > a, und nur (einfach) monoton
steigend a,,, = a, unterschieden.

Die Untersuchung erfolgt durch einen Vergleich zweier aufeinanderfolgender Glieder.

positiv

negativ

(Die Differenz) a,,; — a, muB l fiir alle n sein.

II die Art des Steigens oder Fallens

Dazu untersucht man die Differenzen d = a,,, — a, zweier aufeinanderfolgender Glieder und

Qnyy

den Quotienten g =

n
Mit den Differenzen untersucht man die absoluten, mit den Quotienten die relativen Zu- bzw.
Abnahmen. (Diese Begriffe werden vornehmlich in der konomie verwendet.)

1) Bei der tabellarischen Angabe ist die Fortsetzung der Folge immer ungewiB. Je mehr Glieder ge-
geben sind, desto sicherer kann man eine naheliegende GesetzmaBigkeit erkennen.

2) Der Leser beachte die Analogie zum Beweis durch vollstandige Induktion (SchluB von n auf n + 1
und Anfangsfall).
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Ist d konstant, so liegt eine arithmetische Folge vor:
Formel fir das n-te Glied Summe der. Glieder der Folge (Reihe) oder n-tes Glied der

Partialsummenfolge
. a, + a,
a,=a +(@n—-1d 's,,_-_-%

. sn=an+ 0,5n(n - 1)d
Ubersicht iiber den absoluten und den relativen Verlauf von Folgen

(Beschreibung statistischer Entwicklungsreihen)
Giiltig fiir Zahlenfolgen, bei denen alle a, > 0

d mit zunehmen- q Mit zunehmen- Entwicklung
demn... demn...
>0 |d| wird groBer >1 g wird grofer stirker
(progressiv) wachsende als expo-
Zunah hsende abs. rel. Zunahmen nentiell
Zunahmen
g bleibt gleich exponentiell
gleichbleib. (geometrische
rel. Zunahmen Folge)
g wird kleiner
fallende
rel. Zunahmen
|d| bleibt gleich >1 g wird kleiner linear
gleichbleib. fallende (arithmetische
abs. Zunahmen rel. Zunahmen Folge)
|d| wird kleiner >1 g wird kleiner
(degressiv) fallende
fallende rel. Zunahmen
abs. Zunahmen
<0 |d| wird gréBer 0<g<l1 q wird kleiner
wachsende wachsende
Abnahmen abs. Abnahmen rel. Abnahmen
|d| bleibt gleich 0<g<l1 g wird kleiner arithmetisch
gleichbleib. wachsende linear
abs. Abnahmen rel. Abnahmen
|d| wird kleiner 0<gx<l1 g wird kleiner
fallende wachsende
abs. Abnahmen rel. Abnahmen
(auch:
abnehmende q bleibt gleich exponentiell
abs. Abnahmen) gleichbleib. gedampft
rel. Abnahmen
q wird groBer
fallende
rel. Abnahmen
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Ist ¢ konstant, so liegt eine geometrische Folge vor:

n-tes Glied Summe
qn -1 1 - qn
= o S sk Y

Bei einer arithmetischen Folge liegt ein linearer (geradliniger, gleichmiBiger) Anstieg vor, bei
einer geometrischen Folge ein exponentieller. In Wirtschaft und Technik wird in der Regel eine
geometrische Folge angenommen, wenn nur Randwerte vorliegen.

Partialsummen

Ss=ay+ax+ ...+ a,

Aus dem Bild z der Partial renfolge (s,) kann man auf das Bildungsgesetz der Grund-
folge schlieflen. Es gilt:

S§; = ay; an = Sp = Sp-1

IIT Grenzen und Grenzwert

Informi Sie sich zuniachst an Hand eines Lehrbuchs iiber die Definition des Grenzwerts,
und machen Sie sich mit der anschaulichen Erliuterung desselben vertraut!

Kann festgestellt werden, daB eine Folge gewisse Werte mit keinem Glied unterschreitet, so heifit
der héchste dieser Werte untere Grenze, die obere Grenze ist der kleinste der Werte, die nicht
tiberschritten werden.

lim a, heiBt Grenzwert der Folge g und braucht weder mit unterer noch oberer Grenze ubereln-
n—o

zustimmen. Grenzwert der Folge (a,) und Grenzwert der Partial folge (sp) sti in der
Regel nicht liberein. Konvergenz der Folge (a,) nach 0 (also Existenz des Grenzwertes lim a, = 0)
n—o0
ist aber eine Voraussetzung fiir die eventuelle Konvergenz der Partialsummenfolge lim s,,.
n-» o
Nulifolgen

sind Zahlenfolgen mit dem Grenzwert Null. Dazu gehéren u. a.
1 1 1 1\
(7),(7‘7),(m),(( )) (g™ fir jgl <1; ( ) (\/;— l) (\/n+2—\/n)
(na™) fir Jal <1
Moglichkeiten zum Vermuten des Grenzwertes

(1) auf Grund der tabellarischen Aufstellung geniigend vieler Glieder
(2) auf Grund des Vergleiches mit anderen Folgen oder des Zuriickfiihrens auf Nullfolgen

(3) Liegt ein Bruch vor, in dessen Zahler und Nenner P von n auft so vernach-
lassigt man im Zihler und Nenner alle Glieder mit A hme jeweils desjeni mit dem
hochsten Exponenten von n.

(3a) Ist der (hichste) Exponent von n im Nenner grofer als der (héchste) im Zahler, so liegt
eine Nullfolge vor.

(3b) Entsteht bei der Division ein von »n unabhingiger Wert, so konvergiert die Zahlenfolge
gegen diesen.

(3¢) Ist der (hochste) Exponent von n im Nenner kleiner als der (hdchste) im Zihler, so existiert
kein endlicher Grenzwert, die Folge ist divergent.
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Nachweis des Grenzwertes

Er kann erfolgen, indem man zeigt, daB die Folge (a, — g) Nullfolge ist, daB also |ay — gl
fiir alle n > N kleiner als eine beliebige positive (sehr kleine) Zahl & ist. .

Arithmetische Folgen und geometrische Folgen mit |g| > 1 sind immer divergent, geometrische
Folgen mit |g] < 1 konvergieren gegen Null.

Musterbeispiele

@) = (Tn%l—l—)

Weitere Darstellungsmoglichkeiten
tabellarisch:
1. 2. 3. 4, 5. 6.

= =2[7 =3[s —=*3 =5 +6
7. 8 9
+71s +8s +°/1 ...
rekursiv:
11
Ynt = e T oy An® — d0n

11
s =\l = 37 g

und ul=-—;-

verbal: wenig sinnvoll
Monotonie

Nicht monoton, da us < ug, aber
ug > us; allerdings ab 6. Glied
streng monoton fallend.

Art des Fallens
(ab 6. Glied)
d = p,y — Uy
_n+1 _ n
2n -9 2n - 11
_ -1
T 99 + an — 40n

fir n=6

<0
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l (0,) = (243; 162; 108; 72; ...)

independent:

2 n-1
v, = 243 - (T)

rekursiv:

Onyr = —3- “Un
und v, = 243
verbal: Folge der mit 243 multiplizierten

2
Potenzen von 3

Monotonie

streng monoton fallend, denn

2 n-1
Vpyy — Un= —81 (T) <0

ndmlich

2\" 2\n-1
= 243 (T) - 243 (T}
=243 2)"" 2 l)
- (T > -

2\"-1
d=vpy —Vy= — 81 (-3—}

d wird mit wachsendem » kleiner, also
fallende absolute Abnahmen

(3]

q= vn+l:vn=_2—,|:'=
243 (T)

2
3



|d| wird mit wachsendem n Kkleiner, also also gleichbleibende relative Abnahmen,

fallende absolute Ab gleichbleibende Quotienten g.
Es liegt eine geometrische Folge vor (exponen-
q = Upypy il tielle Dampfung).
n+1 2n-11
-9 n
2n? — 9n — 11
2n% — 9n
11

2n% — 9n
<l fir n26

=1-

Mit wachsendem » nihert sich ¢
wachsend der 1:
fallende relative Abnah

Grenzen, Grenzwert

0.G.=ug=6 0.G.=v, =243
uG. . =us= -5 u. G. = Grenzwert 0
Wegen (3b) Grenzwert vermutet bei Da eine geometrische Folge mit |g| < 1 vor-
& = 0,5. Zum Nachweis wird liegt, ist der Grenzwert 0.
n 11 G t der Partial fol
(""‘0'5):(2"—11 “0’5)=(4n—22) . (2)-
gebildet, das ist aber eine Nullfolge. 5 = 243 3/ 991 - 3)'
Die Partialsummenfolge divergiert. " . 2 3
3
lim s, = 729(1 — 0) = 729
n—

Grenzwerte von Funktionen, Unstetigkeitsarten

[
Da bei Funktionen der Definitionsbereich nicht nur auf die natiirlichen Zahlen beschrinkt

bleibt, kann auch ein Grenzwert lim f(x) (auch fiir ein xo ¢ N) neben lim f(x) interessieren.
x—+Xq X @

Gebrochen rationale Funktionen bestehen aus Zihler- und Nennerfunktion:

Z
8(x) = N((i))

Es konnen folgende Fille auftreten:

a) Z(x))# 0 N@x) + 0 Normaler Funktionswert

b) Z(x,)) =0  N(x)) +# 0  Nulistelle

O Z(x,) *0 N(x)) =0 Uneigentlicher oder ,,unendlicher Grenzwert*’, Pol
d) Z(x,) =0 N(x)) =0 Unstetigkeit, Liicke, Grenzwert untersuchen!

Im letzten Fall ist das Bild der Funktion an dieser Stelle unterbrochen. Gegebenenfalls muB ein
Ersatzwert definiert werden.
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Weitere Moglichkeiten der Unstetigkeit:

.. an nicht definierten (,,nicht erklirten“) Stellen, z. B. f(x) = \/ X fir x < 0, kann keine Stetig-

keit vorliegen.
.. an Sprungstellen, z. B. bei f(x) = ——an x = 0, mit unterschiedlichen ,,Grenzwerten*

.. und vor allem bei tngonomemschen Funktionen, z. B. bei f(x) = tan x an

x = [90°] = 0,5m.

Fiir die Stetigkeit an einer bestimmten Stelle ist erforderlich:

I die Definiertheit der Funktion an dieser Stelle f(xo)
II die Existenz des Grenzwerts an dieser Stelle lim f(x)

X=X,
III die Ubereinstimmung beider f(xo) = lim f(x).

X—Xo

(Vergleichen Sie hierzu auch Aufg. 6.7. bis 6.9.)
Fiir die Differenzierbarkeit an einer Stelle ist die Stetigkeit dort unbedingte Voraussetzung,

auBerdem die Existenz eines eindeutigen Differentialquotienten!
Ubersicht iber b Fiille der Stetigkeit und Differenzierbarkeit

~

y

f(x) =sinx

7<=

Funktion iiberall stetig, Verlauf periodisch, Nulistellen bei x = k=,
keG

Maxima bzw. Minima f(xy) = +1 bzw. —1

—1 = f(x) £ +1, iiberall differenzierbar

| N o

Nl

w3 X

Verlauf der Funktion periodisch, an x = +0,57; +1,5% usw. nicht
stetig und nicht differenzierbar, Nullstellen bei x = k=, k € G, keine

kr
Extrema, an x = = nicht differenzierbar

H
; /f(x)=ran5</
y Fiir x < 0 nicht stetig, da dort nicht definiert. In der Umgebung von
A x = 0 nicht iiberall definiert, ndmlich nicht fiirr x < 0.
fix)=yx An x = 0 nicht differenzierbar.

x = 1 ist eine Liicke, dort zunichst weder stetig noch differenzierbar.
Existierender G t an x = 1 ermdglicht die zusétzliche Definition
J(1) = 2, womit Unstetigkeit behoben.




v An x = 0 unstetig, da dort nicht definiert. Kurve n4hert sich von links
; und rechts zwei verschiedenen Punkten an. Unstetigkeit nicht hebbar.
Obwohl Tangente dort vorhanden, nicht differenzierbar, da nicht

RS S——— stetig.
X

1
— . i

y Uberall stetig.
fsin Aber an x = 0nicht differenzierbar, dort liegen verschiedene Tangenten-
anstiege fiir die Kurve vor.
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A

6.1

Als Werbung fiir den Zoo einer GroBstadt will die Deutsche Post eine Tiermotivserie von
7 Postwertzeichen mit dem kleinsten Wert 5 Pf und dem gréBten 2,— Mark herausgeben.
Die Werte sollen annihernd eine geometrische Folge bilden.

6.2.

Die Jahresproduktion eines Betriebes betrug 1975 230000 Mark und 1981 345000 Mark.
Welche Produktion war fiir 1982 zu erwarten? Wie groB war annehmbar das gesamte Pro-
duktionsvolumen von 1975 bis 1982 (einschlieBlich)?

6.3.

Ein Sortiment Nigel fiir eine Haushaltspackung soll 9 verschiedene Sorten (in einer geo-
metrischen Folge der Langen) enthalten. Der kleinste Nagel ist 8 mm lang, der gréBte
8cm.

6.4,

Untersuchen Sie die Eigenschaften der Folge

10n
@) = (—_70') :

6.5.

Untersuchen Sie die Ei haften der Folge
n? + 100
@) = (ZH—_so)

Untersuchen Sie die Ei haften der Folge
(@») = ((—1)® und der Folge
(bs) = ((=0,5)").

6.7.

Die Stetigkeit der Funktion
fx) = % firalle xeP\{0} und f(0)=1

ist an den Stellen x; = 0 und x, = 2 zu untersuchen.

6.8.

Die Stetigkeit der Funktion
2 — 2x
e(x) = jx_. firalle xeP\{0} und g(0)= -1

ist an den Stellen x; = 0 und x, = 2 zu untersuchen.

6.9.

258 Kastchen von 8 cm Breite und 11 cm Hohe sollen so pyramidenférmig an einer Wand
gestapelt werden, daB in der obersten Reihe 16 Kisten und in jeder folgenden jeweils
ein Kasten mehr untergebracht werden. Wieviel Reihen ergeben sich? Wieviel Kisten
liegen in der untersten Reihe? Welche Abmessungen muB die Wand mindestens haben?

5 Koch, Anleitung 65



6.1.

a =S5 a, = ayq"!
a; = 5¢° = 200
g% =200:5 = 40 q = 1,848
6.2. Eine geometrische Folge darf angenommen werden.
a,(1975) = 230000 Mark
a,(1981) = 345000 Mark a; = 230¢° = 345
g% = 1,500 q = 1,070
63. a, =8 a,=aq"?
as = 8-¢% = 80
q® =10 q = 1,335
64. n 1. 2. 3. 4. 5. 6. N 8.
a, -0,53 -1,25 -2,13 -10 +10 +3,75 242 1,82
9. 10. 12. 15.
1,49 1,25 097 0,74
65 1. 2. 3. 4. 5. 6. A 8.
-2,1 -2,5 -34 —6,4 - +6,2 3,0 2,2
9. 10. 20.
1,62 1,3 0,67 5. Glied nicht definiert, ab 6. Glied streng monoton
fallend.
Obere Grenze 6,2 und untere Grenze —2,1.
6.6. a, -1; 1; —-1; 1; -
. 0 5. 0 25. l . l .
On —=0,9; hids -3 16 ° + ...
Die erste Folge ist nicht konvergent, sie ist nicht monoton.
Die zweite Folge ist auch nicht monoton, aber konvergiert gegen 0.
6.7. An beiden Stellen ist die Funktion definiert:
f@O=1 und f2)=1.
6.8. An beiden Stellen ist die Funktion definiert:
£20)= -1 und g(2)=0.
6.9. Es handelt sich um eine arithmetische Folge mit

66

ay = 16; d=1; sy = 258.

258 = ayn + 0,5n(n — 1)d =

16n + 0,51(n — 1)

Daraus ergibt sich eine quadratische Gleichung fiir n.

0,57 + 15,5n — 258 = 0

n =12 (ny = —43)



61 a =5 ay=5-1348 =924
ay = 5-3,420 = 17,10; a, = 5-6,325 = 31,63;
as = 511,70 = 58,50; a¢ = 5-21,65 = 108,25; a, = 200
6.2. ag(1982) = 345-1,070
oder = 230 1,0707 = 369,1
1,070% — 1
53 = 230'—-—0’W= 2349
63. a,=8; a,=8:1335=107; a;=8-1,3352 = 14,2
as = 19,0; as = 25,3; ae¢ = 33,7,
ay = 450; ag = 59,9; as = 80
Die logarithmische Berech ist fehl t.
6.4. Ab 5. Glied streng monoton fallend.
d (ab 5. Glied) —6,25; -1,33; -0,60; -0,32;
q (ab 5. Glied) 0,38; 0,65; 0,75; 0,82;
d < 0,q < 1 unt. Grenze a4 = —10, ob. Grenze a5 = 10.
Grenzwert nach (3a) vermutet zu 0.
6.5. Nach (3b) Grenzwert vermutet zu 0,5. Zum Nachweis bildet man
_ n? + 100 05) = 62,5
@-8=\g5m—5"%)=\7=2)
Das ist aber eine Nullfolge.
d (ab 6. Glied) —3,2; —0,9; —0,48; ...
q (ab 6. Glied) 0,48; 0,7; 0,77; ...
Die Partialsummenfolge kann nicht konyergieren.
6.6. Die Partialsummenfolge von (a,) wurde von einem Ménch Guibo GRANDI 1750 in Paris
fehlerhaft gedeutet mit
@) -1+0-D+aq-1+ veey= -1
2 (-1+1D+(-=1+1)+.. =0. Siekann gar nicht konvergent sein.
Der Grenzwert der zweiten Folge ist 0, da es sich um cine geometrische Folge mit |g| < 1
handelt.
6.7. An x; = 2 existiert ein endlicher Grenzwert lim f(x) = 1.
x=2
An x; = 0 existiert kein einheitlicher Grenzwert.
Von rechts her (pos. x) strebt die Funktion der 1 zu, von links her der —1.
6.8. An x; und x, existiert je ein endlicher Grenzwert. lim g(x) = O und lim g(x) = —2
x—=2 x-0
6.9. Man bestimmt a;; = 16 + 111 = 27

b=27-8 =216
h=12-11 =132
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6.1. Die Serie besteht aus den Markenwerten (in Pf)
5/10/15/30/60/110/200.

Der Wert 1,10 Mark wird aus praktischen Griinden besser durch 1,20 Mark ersetzt wer-
den. Der gesamte Satz kostet 4,30 Mark bzw. 4,40 Mark.

6.2.  Fiir 1982 ist eine Produktion von 369100 Mark zu erwarten.

Das durchschnittliche Wachstumstempo betragt 107%. Von 1975 bis 1982 wurde ein
Gesamtproduktionsvolumen von etwa 2,35 - 10° Mark errechnet. Beachten Sie: Im Be-
reich des Anfangs- und Endwertes (also um 1975 und um 1981) werden die berechneten
Werte den wahren am néchsten kommen.

6.3. Die Sortimentsauswahl sollte so gestaltet werden, daB vor allem viele Sorten kleinerer

Nigel angeboten werden.

Die Langen betragen zweckmiBig (in mm):

8/11/14/19/25/34/45/60/ 80.

Eine arithmetische Folge hitte die Werte 8 /17 /26 /35 /44 /53 [ 62 /71 [ 80 ergeben,
was ungiinstiger ist.

6.4. Es handelt sich um eine ab 5. Glied (streng) monoton fallende Folge mit fallenden ab-
soluten Abnah: und fallenden relativen Abnah Der Quotient aufeinanderfoigen-
der Glieder néhert sich der 1. Untere Grenze ist — 10, obere Grenze + 10, der Grenzwert
ist 0. Die Konvergenz erfolgt sehr langsam.

6.5. Es handelt sich ab dem 6. Glied um eine streng monoton fallende Folge mit fallend
abs. und rel. Abnahmen. Untere Grenze ist — 6,4, ob. Grenze ist 6,2. Der Wert fiir n = §
ist nicht definiert. Grenzwert ist 0,5. Die Partialsummenfolge divergiert.

6.6.  Beide Folgen sind nicht monoton. Die erste ist divergent, die zweite konvergiert als geom,
Folge gegen 0, auch ihre Partialsummenfolge ist konvergent mit dem Grenzwert —1/,.

6.7. An x,; = 0 scheitert die Stetigkeit an dem Nichtvorhandensein eines einheitlichen Grenz-
werts.

Wegen f(2) = lim f(x) = 1 ist die Funktion an x, = 2 stetig.
x—=2

6.8. An x, = 0 scheitert die Stetigkeit an der Nichtiibereinstimmung von
£0) = =1 % limg(x) = —-2.

x=0
An x; = 2 liegt Stetigkeit vor: g(2) = lim g(x) = 0 (Nulistelle).
x=2
6.9. Es handelt sich um 12 Reihen. In der untersten Reihe lagern 27 Kasten. Die gestapelten

68

Kisten nehmen eine Breite von 2,16 m und eine Héhe von 1,32 m ein.
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6.10.

Ein Werktitiger verdiente 1973 6420,— Mark, im Jahre 1980 dagegen 7764, — Mark. Der
Verdienst erhohte sich jahrlich um den gleichen Betrag. Wieviel hat der Arbeiter insgesamt
vom 1. 1. 1973 bis zum 31. 12. 1980 verdient?

6.11.

Fiir die Entwicklung der Weltbevdlkerung (in Mrd. Menschen) liegen folgende Angaben

Jvor: 1910 1925 1940 1955 1970

1,62 1,86 2,20 2,73 3,62
Des weiteren wird der Energiebedarf in der Welt in Mrd. t Steinkohleneinheiten (SKE)
angegeben: 1900 1920 1940 1960
1,1 1,4 2,0 3,6
Untersuchen Sie die Eigenschaften beider Entwicklungen, und ziehen Sie Schlufifolge-

rungen!
(Angaben z. T. entnommen: URANIA 10/1966, S. 16)

6.12,

Die Amplituden der Schwi eines Fadenpendels wurden fiir jede Periode (volle
Schwingung) gemessen (in cm) und ergaben:

1. 2. 3. 4. S. 6.
100 82 67 55 45 37

Beschreiben Sie diese Entwicklung.
Versuchen Sie, eine entsprechende GesetzmiBigkeit analytisch anzugeben.

6.13.

Beim radioaktiven Zerfall versteht man unter der Halbwertszeit die Zeit, in der eine
bestimmte Menge eines radioakt. Isotops durch Strahlung auf die Hilfte reduziert wurde.
Sie betragt fiir das Isotop 2!!'Pb (3-Strahlung) 36 Minuten. Untersuchen Sie die Zerfalls-
folge, und stellen Sie fest, wieviel von dem Stoff nach 4 Stunden noch vorhanden ist.

6.14.

In der DDR gab es 1981 Miinzen mit den Werten 1; 5; 10; 20; 50 Pf und 1,— Mark;
2,~ Mark; 5,— Mark.
Untersuchen Sie die Eigenschaften der Miinzfolge, und ziehen Sie SchluBfolgerungen.

6.15.

Gegeben ist eine Zahlenfolge (a,) mit a, = -ﬁ . Von welchem n = nq ab liegen alle
Glieder der Folge in der ¢-Umgebung des Grenzwerts? (¢ = 10-2)

6.16.

Ein Waldbestand wird gegenwirtig auf a, = 10000 m® Holz, sein jihrlicher Zuwachs
durch Aufforstung auf 39 geschitzt. Wie grof wird der Holzbestand nach 10 Jahren
sein, wenn zwischenzeitlich kein Einschlag erfolgt? Wieviel Holz konnte jihrlich einge-
schlagen werden, wenn der gesamte Holzbestand nach 10 Jahren aufgebraucht sein soll?
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6.10.

Es liegt eine arithmetische Folge vor.
a,(1973) = 6420,—

ag(1980) = 6420 + 7d = 7764
7d=1344 d=192

6.11. Energiebedarf und Bevolkerungszahl entwickeln sich hmb t d
Energiebedarf:- d 0,3 0,6 1,6
q 1,27 1,43 1,80
Bevolkerungszahl: 4 0,24 0,34 0,53 0,89
q 1,15 1.19 1,24 1,33
6.12, Es handelt sich um eine fallende Folge.
d -18 -15 -12 -10 -8
q 0,82 0,82 0,82 0,82
Also liegen fallende absolute Abnah und gleichbleibende relative Abnah vor,

6.13. Der Zerfall erfolgt nach einem exponentiellen Gesetz bzw. einer geometrischen Folge.
Man setze an: g, = 100(%) @37 = 50 (%)
ayo = a,4%% %% =05 q= 3\6/(),5 = 0,981
Igg =0,9917 — 1 i
6.14. Man konnte natiirlich zunichst die absoluten und relativen Verinderungen (Zunahmen)
untersuchen:
d 4 5 10 30 50 100 300
q 50 20 20 25 20 20 25
Es liegen also wachsende absolute und hselnde relative Zunah vor. Schon hier
.wird deutlich, daB der Schritt von 1 Pf auf 5 Pf gegeniiber den anderen zu grof ist!
Uberlegen Sie, was das bedeutet!
1
6.15. Grenzwert g = T
no 1
e+ 3] <00
FJ_ < 0,0]
ne > 97
6.16. Es liegt eine geometrische Folge vor.
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a,; (Bestand nach 10 Jahren) = 10000 - 1,03'° = 13440
Die Menge des eingeschlagenen Holzes ist von der Aufforstung ausgeschlossen. Es ist
die Summenformel fiir die entspr. geom. Folge zu verwenden.
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6.10.

6420 + 7764
:.=+~ = 70928 = 56736

6.11.

Beide Folgen weisen eindeutig steigende absolute und relative Zunahmen auf.
Die Entwicklung erfolgt also starker als exponentiell. (Es ist empfehlenswert, die Entwick-
lungen in einer Graphik darzustellen.) Man erkennt sofort, daB die Quotienten
Weltenergiebedarf 0 stindi
Weltbevolkerungszahl —
Die Quotienten Q betragen etwa: 1910 1940 1970
0,77 0,91 1,22
Man erkennt, daB Q etwa um 1945 den Wert 1 annimmt. Zu diesem Zeitpunkt wiren
also etwa je Weltbewohner 1 t SKE bereitzustellen gewesen.

6.12.

Es handelt sich — wie physikalisch verstindlich - um eine exponentiell gedimpfte Ent-
wicklung!

Man kann also ansetzen: A, = Ao e"™
x =In(A4;:A4) =In082 = —-0,201 % —0,2;

oder man setzt eine geometrische Folge an:
Ay = Aog" mit g = A;: Ay = 0,82.

6.13.

Die Zerfallsfolge (in Minutenabstinden) gehorcht dem Gesetz:
a, = 100 0,981"-*,
Nach 4 Stunden sind 240 Minuten vergangen.

az41 = 100-0,98124°  Iga,,, = 0,0080
az4; = 1,02

Um die Unterschiede besser beurteilen zu konnen, ist es zweckmiBig, eine (zwangswe.isc)
geometrische Folge mit a; = 1 und ag = 500 anzusetzen.

ag = aiq’; q° = 500; g = 2,43.
Danach wiirden sich folgende Glieder (und gerundete Werte) fiir die Miinzfolge ergeben:

Glieder 1 2,4 59 143 349 84,7 2059 500
gerundet 1 2 6 14 35 85 206 500
Ist-Wert 1 5 10 20 50 100 200 500

Die Abweichungen sind im Anfangsbereich besonders stark.

6.15.

no muB groBer als 97 sein und ganzzahlig, also 7o = 98

6.16.

b (Gesar des eingeschl Holzes)
b= 1,031° — |

I X

= 11,47x
x =13440:11,47

=1172

!



6.10. Der Verdienst erhoht sich jahrlich um 192, — Mark (das entspricht monatlich 16,— Mark),
beginnend mit monatlich 535,— Mark (1973). Insgesamt wurden in den 8 Jahren
56736,— Mark verdient.

6.11. Auf Grund einer graphischen Darstellung kann fiir das Jahr 2000 abgeschatzt werden:
Weltenergiebedarf iiber 20 Mrd. (man rechnet mit 29 Mrd. t SKE).

Weltbevilkerung liber 5 Mrd. (man rechnet mit 7 Mrd. Menschen).
Der Bedarf je Weltbewohner diirfte sich bis dahin auf den fiinffachen Wert vom Beginn
des Jahrhunderts gesteigert haben. Bei einer genaueren Abschitzung der Weltbevolkerungs-
zahl miiBte die unterschiedliche Entwicklung des Bevolkerungszuwachses in den einzelnen
Erdteilen beriicksichtigt werden (Asien!).
6.12. Die Entwicklung kann dargestellt werden entweder durch 4, = 100 ¢:2"

(wie in der Physik und Technik iiblich)
oder durch 4, = 100 - 0,82"-1

(wie in der Mathematik tblich).

6.13. Die Zerfallsfolge gehorcht dem exponentiellen Gesetz a, = 100 + 0,981"-! oder
ay = 100 « ¢-0:0191#+0,0191
Fiir die Zeit nach 4 Std. ergibt sich (nach beiden Formeln), daB noch 1,02% des Stoffes
vorhanden sind. ’

6.14. Es fillt auf, daB zwischen den Werten 1 Pf und 5 Pf eigentlich ein Zwischenwert fehit.
Deswegen ist kaum von einer guten geometrischen Staffelung zu sprechen. Uberzeugen
Sie sich davon, daB die Einfithrung der 20-Pf-Stiicke vorteilhaft war und die Einfiihrung
von 2-Pf-Miinzen eine bessere Angleichung an eine geometrische Folge brichte.

6.15. Vom 98. Glied an liegen alle Glieder der Folge in der e-Umgebung des Grenzwertes.
Das 97. Glied ay9; = 0,32333... liegt auf dem Rand der e-Umgebung und nicht in ihr.

6.16. Es konnten jihrlich rund 1170 m® Holz eingeschlagen werden.
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6.17.

Eine aus 10 Gliedern bestehende Folge hat das Anfangsglied a; = 1 und das 10. Glied
ay0 = 38,44. Bestimmen Sie die Summe der 10 Glieder fiir den Fall, da8 es sich a) um
eine arithmetische, b) um eine geometrische Folge handelt!

6.18.

Jemandem werden zwei Angebote zum Sparen gemacht:

a) Je 1000,— Mark sollen pro Jahr 50,— Mark als Zinsen gutgeschrieben werden. Die
Zinsen werden nicht weiter verzinst.
b) 1000,— Mark Einlage sollen sich jahrlich auf 1039, des vorherigen Standes erhéhen.

Beurteilen Sie die beiden Angebote.

*6.19.

Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion
X342 -x—-2

x2 ~3x+2
sind zu untersuchen.

fix) =

6.20.

Vergleichen Sie die Folge (a,) = ( )
x+1

mit der Funktion f(x) =

6.21.

Untersuchen Sie die Funktionen f(x) =

-4 A
— und g(x) = 2*-2

auf Unstetigkeiten. (Hinweis: Erdrtern Sie vor allem die Verhéltnisse an x = 2.)

6.22,

Gegeben ist die Funktion f(x) = x(x + 2) x€P.

Vergleichen Sie die Ei haften der Funktion f(x) mit denen der Funktionen
- 4x
-2

o) = = fir xeP\{2) und g(2) =8
sowie

x2 -4
ho = x ==

fir xeP\{2} und AQ) =6.

6.23.

Gegeben ist eine Folge (a,) durch @y = 3 und a,,; = ax + (4k + 3). Weisen Sie die
Monotonie der Folge nach. Weisen Sie nach, daB die Folge auch dargestelit werden kann
durch b, = 2n? + n. Weisen Sie nach, daB es sich weder um eine arithmetische noch
geometrische Folge handeln kann.
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6.17.

a=1 ajo = 38,44
arithmetisch: 38,44 = 1 + 9d
9d = 37,44 d=4,16

geometrisch: 3844 =1-¢° g¢g= 2/38,44 = 1,50

6.18.

Beim ersten Angebot handelt es sich um eine arithmetische Folge mit @, = 1000 und
d = 50.
Beim zweiten Angebot liegt eine geometrische Folge mit @, = 1000 und g = 1,03 vor.

6.19.

Die Nennerfunktion N(x) = x> — 3x + 2 hat Nullstellen an x = 1 und x = 2 und kann
dargestellt werden als N(x) = (x — 1) (x — 2). Die Zahlerfunktion Z(x) = x> + 2x2
— x — 2 hat Nullstellen an x = 1, x = —1 und x = —2 und kann dargestellt werden als
Zx)=(x+1)(x—-1)(x+2).

6.20.

Zunichst werden Wertetabellen aufgestellt:

no| 1. 2 3 4 .. x| =3..-1 0 ...05...1 2
1 1 1 2 nicht 1
—_ 1= 1— I e 3002 1=

a, | 2 12 13 14 y 3 0 defin. l2

Fiir alle x € N'\ {0} stimmt die Wertetabelle der Funktion mit der der Folge iiberein. Die
Folge fillt monoton. Untere Grenze der Folge ist 1, obere Grenze 2.

6.21.

Unstetigkeiten liegen bei beiden Funktionen nur fir x = 2 vor.

V] L
Q)= v unbestimmt; g(2) = 2° nicht definiert.

6.22,

f(x) ist tiberall stetig. g(x) und A(x) sind an der Stelle x = 2 beide unstetig. Es ergibt sich
dort formal ein Wert 0: 0.

Eine weitere Untersuchung an dieser Stelle ist unter Zuhilfenahme der zusatzlich definierten
Werte g(2) und 4(2) erforderlich.

6.23.
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a) Es muf nachgewiesen werden a,,, > a, fir alle ne N.

b) Es ist zu zeigen, daB (b,) die gleiche Rekursionsformel und das gleiche Anfangsglied
wie (a,) hat.

¢) Es muB an (a,) oder (b,) nachgewiesen werden, daB a,,, — a, und a,,, : a, beide nicht
unabhingig von n sind.



1+ 38,44
6.17. arithmetisch: 5,0 = — 10 = 197,2
R 1,51 — 1
geometrisch: s = 1+ ——4/——— = 115,33
1,5-1
Der Wert bei der arithmetischen Folge ist auch ohne vorherige Bestimmung von d be-
rechenbar.
6.18. a, = 1000 + (n — 1) 50 = 950 + 507 (nach n — 1 Jahren) bzw. (geometrisch)
a, = 1000 1,03"-!
nach arithm. geom. nach arithm. geom.
Jahren Jahren
1 1050 1030 15 1750 1558
2 1100 1061 20 2000 1806
5 1250 1159 25 2250 2095
8 1400 1266 30 2500 2429
10 1500 1344 35 2750 2815
12 1600 1426 50 3500 4385
619. x= 2;2Z(22)+0; N2)=0 Der Differentialquotient lautet:
x= i;Z1)=0; N1)=0 4 _ 653 4 x2 _
=1 Z(z1)=0; N(-1) 0 10 == 6",+3" +2'22" 8
x=-2;2(-2)=0; N(-2) % 0 & =3x+2)
6.20. Der Grenzwert der Folge ist lima, = 1. Fiir die Funktion ergibt sich der Grenzwert
n=+00
lim f(x) = 1. Im Gegensatz zur Folge ist hier auch lim f(x) = 1 bildbar. Die Folge hat
X—+ 00 X— -0
keine Nullstelle, die Funktion die Nullstelle x5 = — 1. Einen Pol findet man fiir die Funk-
tion: xp = 0. Kurvenbild der Funktion ist eine Hyperbel. Die Asymptoten sind die
y-Achse und die Gerade g(x) = 1.
6.21. lim f(x) existiert mit f(2) = 4. Die Unstetigkeit von f(x) ist hebbar.
X2
Man vergleiche f(1,9) = 3,9 und f(2,1) = 4.1.
Dagegen ist g(1,9) & 0,001 und g(2,1) ~ 1000.
Hier liegt offenbar eine Sprungstelle vor. (Vergleichen Sie das Bild auf Seite 97).
6.22. Mit Ausnahme des zusitzlich definierten Wertes sti die Funktionen g(x) und Ah(x)
miteinander Uberein. Beide stimmen, wenn x #+ 2, auch mit f(x) in jeder Weise iiberein.
Als Grenzwert ergibt sich lim g(x) = lim A(x) = 8, tibrigens gleich f(2).
x-2 x=2 .
6.23. a) a,,; > a,gilt, wenn 4n + 3 > 0, also n > —0,75

b) bpyr — by =2(n+ D> +n+1—=2n*—n=4n+ 3 = a,,, — a,und
by=2+1=3
C) Gnyy — Gn = 4n + 3 = h(n)
Gnyriay = (2n% + 5n + 3): 2n® + n) = k(n)

Der Quotient hat den Grenzwert 1.
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6.17.

Die Summe der ersten zehn Glieder unterscheidet sich wesentlich, je nachdem, ob es
sich um eine arithmetische (197,2) oder eine geometrische (113,32) Folge/Reihe handelt.
Zum Vergleich einige Glieder:

2 5. 8. 10. -
arithm. 5,16 17,64 30,12 38,44

geom. 1,5 5,06 17,08 38,44

6.18.

Bis zu 33 Jahren Laufzeit ist das erste Angebot giinstiger. Bei etwa 17 Jahren ist der
Unterschied am groBten. Bei 33 Jahren unterscheiden sich beide Angebote im aufge-
laufenen Kapital nur um 3,— Mark; a) 2650,— Mark, b) 2653,— Mark. Bereits nach
50 Jahren ist Vorschlag b) um 25 9% iiberlegen. Die vergleichende Beziehung 10000 - 1,03"-*
= 950 + 50n ist nur graphisch oder durch systematisches Probieren zu 16sen.

6.19.

Es liegt Gberall auBer x = 1 und x = 2 Stetigkeit und Differenzierbarkeit vor. An x = 2
liegt ein Pol. An x = 1 liegt eine hebbare Unstetigkeit. Dort miiBte der Funktionswert
lim f(x) = f(1) = —6 zusitzlich definiert werden. Die Differenzierbarkeit konnte durch
x—1

:/’(l) = —11 zusitzlich gewihrleistet werden.

6.20.

Jede Folge ist eine Funktion, der Definitionsbereich der Funktion ist aber groBer. Der
Pol bei x = 0 tritt bei der Folge wegen 0 ¢ N\ {0} nicht in Erscheinung. Der Grenzwert
fiir n bzw. x nach oo ist der gleiche, nimlich 1. Obere und untere Grenze existieren bei der
Funktion nicht, wohl aber bei der Folge.

6.21.

Zur Untersuchung der Unstetigkeit ist das Verhalten in der Nihe von x = 2 zu iber-

priifen:

f(1,9) = 3,9; f(2,1) = 4,1; aber g(1,9) = 0,001; g(2,1)~ 1000. Die Unstetigkeit an
= 2 ist bei f(x) hebbar, bei g(x) liegt dort ein Pol vor.

6.22.

In allen Punkten auBer x = 2 stimmen die drei Funktionen tiberein. Die Stetigkeit an
x = 2 wire noch gegeben, wenn
a) g(2) = 8 bzw. h(2) = 6 definiert ist,
b) lim g(x) = 8 bzw. hm h(x) = 8 existiert und
X2
¢) dér definierte Wcrt mlt dem Grenzwert iibereinstimmt. Das ist bei g(x) der Fall, nicht
aber bei h(x).

6.23,
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Die durch Rekursionsformel gegebene Folge (a,) stimmt mit der analytisch-independent
gegebenen (b,) total iiberein. Die Folge ist (streng) monoton steigend. Es liegt weder eine
arithmetische noch geom. Folge vor. Die Entwicklung liegt ,,zwischen beiden* bei wach-
senden absoluten und fallenden relativen Zunahmen.



7. Funktionsuntersuchungen, Kurvendiskussionen

Durch eine ,,Kurvendiskussion* (besser: Funktionsuntersuchung) werden alle wesentlichen
Eigenschaften der betreffenden Funktion f bzw. ihres Bildes erfaBt. Es besteht die Moglichkeit,
ein vollstindiges ,,Bild** der Funktion im Definitionsbereich zu erhalten, indem man den Defini-
tionsbereich, die Pole, die Nullstellen, die y-Werte der Schnittpunkte mit der y-Achse, die Anstiege
in diesen Punkten, die lokalen Extrema und die Wendepunkte sowie das Verhalten im Unendlichen
untersucht. Oft wird aber nur das Erkennen eines Teils dieser Eigenschaften fiir die_weiteren
Untersuchungen benétigt. Fir den Anfinger empfiehlt sich dagegen immer, €ine vollstindige
Kurvendiskussion durchzufiihren:

Eig haften eines b igen Kurvenpunuxt
Kurven- Funktions- | (Kehrwert Abszisse Ordinate Anstieg Krimmung
eigenschaft merkmal | des tang
Funktions-
wertes)
1 . fir) 1) 170y 1)
f1z)
Unstetigkeiten Unstetig- =0 Bei ganzrationalen Funktionen keine Pole
und Pole keits- und > xe
Polstellen (&) — - - -
Schnittpunkt Anstieg - -
mit der - - =1 foan dort f/(0)
y-Achse
Schnitt- Nulistellen Anstieg
punkt(e) — fz) =0 =4 dort - -
mit der >y Py
z-Achse
Extrempunkte Extrem- - f@)=0 1 fz;) =0 0 Max. -
stellen —> 25 = 0 kein
Nach-
wers
0 Min,
Wendepunkte ‘Wende- - 1(z)y =0 flzy) Wende- =0 Existenz,
stellen > zy tangenten- wenn
anstieg +0
/'(zw)
3) Praktische Handhab bei gebroch ionalen Funkti

g 4 -
Es sind die Stellen zu suchen, wo kein endlicher Grenzwert existiert.
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Algorithmus der

Funktionsuntersuchung
s Tt
Unstetigkeiten v Lacken
Asymptoten

> mit der y-Achse

SN ey N ey

o H o |

[ Minimum | | Maximum |

r
l =) J——b—-! Exumpunhej
—D—F"(t) -0 H o

1"(z)

[ 1(m_]—»—[wmmﬂ

Es empfiehlt sich, zu Beginn der Untersuchung die 1., 2.
und 3. Ableitung der Funktion bereitzustellen. Die Unter-
suchung auf etwaige Unstetigkeiten (nicht bei ganzratio-
nalen Funktionen) ist sofort vorzunechmen, um gegebenen-
falls die Darstellung der Funktion vereinfachen zu
konnen.
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Beispiel: Kurvendiskussion der ganzrationalen Funktion
y =f(x) = 0,04x* — x> + 0,96

Ableitungen: y’ = f(x) = 0,16x> — 2x
Y = f"(x) =048x* - 2
Y7 = F(x) = 0,96x

Schnittpunkte mit den Achsen

Sx:iy=0 0,04x* — x2 + 0,96 = 0 x? = z substituieren
0,04z2 —z + 096 =0
1
—_—z2 —_—
25 z z+ 25 0

22 ~252+24 =0

25 625 96
ma=gE N o
25+23
2~ 2

zl=xz_-_—-24 z;=_._\:_2=l
x,=\/24; xz=—\/24; x3=1; x4=-1
S:1(4,899; 0); S:2(—4,899;0);  S;3(1;0);  Ska(—1;0)
Sy: x=0; f(0)=096; S5,(0; 0,96)

Lokale Extrempunkte

y=0 0,16x>* —2x =0
x(0,16x2 — 2) =0 XgL =
25 .
x‘ = T Xg2 = 7\/2
5 -
Xg3 = — 7\/2
Yy =0 f7(0) = -2 < 0 = Max.

5 -
r (7\/2) =4 > 0= Min,
5 .
r (— -7\/5) =4> 0= Min.
H(0;0,96); Ti(3,54; —5.29);  T2(-3,54; —5,29)

Wendepunkte
y' =0 0,48x2 — 2 =

5 -
Y70 f’"(?\/6) 40
-5 -
o (T \/6) +0
Wi(2,041; —2,51); Wy (—2,041; —2,51)

s Lal q 1

Anstiegs in den W punkten
f(2,041) = —2,72 = tan awy;  owy = 110,19°
[(—2,041) = 2,72 = tan ap; apz = 69,81°
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Verhalten im Unendlichen
lim y= lim (0,04x* — x? + 0,96)

Xx=» + 0 x—=+ 0

1 0,96 .
= lim (0,04—-—2—+ ‘)' lim x*
X X

X+ 0 X+ 0
=004 lim x*= +o0
X & x
Bild der Funktion y

y=004 x4 -x2+096

Beispiel: Kurvendiskussion der gebrochenrationalen Funktion

. Z(x) x*-4 N@x)=2x2-2=0
y=ﬂx)=.N_(x;= 2x2 -2 Xy = +1;x, = —1 Pole
Definitionsbereich:
xeP\{—1; +1}
Ableitungen
, 2x(2x% — 2) — (x? — 4) 4x 12x
Y =Se= @z —2¢ S
122x? — 2)* — 12x - 2(2x* — 2)[4x |
Y =1 = G
Kettenregel beachten
12X+ 24
T @-2p
" sy 144x(2x% — 2)° — (72x? + 24) 3(2x* — 2)*[4x
¥= ) =~

(2x* -2)¢
Kettenregel beachten

_ 576x® + 576x
o=
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Schnittpunkte mit den Achsen

St Zxo) =x*—4=0 x*=4
x =2 X3 = =2
N(xo) =2x*-2%0 NQ=6-2%0
N(=2)=6-2%0 8x1(2; 0), Sk2(—2;0)
x3 -4 -4
Sy:xs=0,ys=m=—__—2—=2 S,(O:Z)
Extrempunkte
. s 12xg
Y =f(x£)=(2x§_—_2)2=0 Xg=0 yg=flxg) =2

und NO) =4+ 0

Yy’ =f"0)=3>0(Min) T(0;2)

Wendepunkte keine, denn f*'(x) = 0 ohne reelle Losungen.
Asymptotengleichung Nebenrechnung

Z(x) x* -4 5 a2 1 -3
YENm T oz W -d =i
(=1
-3
_ X _l -3
)’—g(»\')‘f“(x)—?‘l-m

1
¥ = g(x) = = (Asymptotengleichung)

) 3
Bild der Funktion : |
y= x2-4 I !
2x7-2 : !
! 1
[ 1
i [
" St=r '
A 7 e
]
Asympfote y=05 o 1 1

Sx2

— |
N
1
T
|
|
[
|
}
|
|
I
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Bearbeitung einer Aufgabe zur Tangentenproblematik auf drei verschiedenen Wegen:

Aufgabe: Eine nach rechts geoffn. Parabel mit dem Scheitelpunkt S(2; 0) gehe durch den Punkt
P(20; 12). Die Gleichung der Parabel lautet dann y? = 8x — 16. Bestimmen Sie die Gleichung
jener Tangenten, die den Anstieg 0,5 besitzt! Geben Sie die Koord. des Berihrungspunktes an!

Elementarer Weg ‘Weg unter Benutzung Weg unter Benutzung
der Differentialrechnung der Tangentengleichung
. einer Parabel
Gleichungssystem Untersucht wird nur ein Kegelschnittgleich
(SzChmtt zwelzr Kurven) Parabelast f(x) = 2+/2x — 4 JimBx—16:p=4
»y¥=8x-1 2
) = fi(x) = —— Parabeltangente durch
Jl 05x +m \/2" -4 Py(x1; y1)
Tx’+xn+n’=8x—16 1 2 Yy = 4(x + x; — 4)
x=-2n+16 27 Jax - 4 4x, — 16
10 y=omxt
+ /192 — 64n X1 = N 1
= =8 e
Im Beriithrungsfall 7 =f (_]0) . Anstieg = 0,5
Doppellésung (Koordin. d. Beriihr.-P.) 4:9, =05y, = 8
(Radikand = 0) Tangentengleichung
192 = 64n (Punkt-Richtungs-Form) x, =10
n=3 05 = y—8 Tangentengleichung:
y=05x+3 T x-10 8y = 4(x + 10 — 4)
P,(10; 8) y =05x+3 y =05x+3
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7.1.  Untersuchen Sie den Verlanf des Bildes der Funktion
y=fx)=x*-2.
7.2. Untersuchen Sie die Ei haften der gebrochenrationalen Funktion
29
y=f(x)= ;;2—_3 , und skizzieren Sie den Verlauf ihres Bildes.
7.3. Die Funktion f(x) = x* + x? + ax mit a > 0 soll einen Horizontalwendepunkt haben.
Bestimmen Sie den Anstieg der Funktion in jhrer groBten Nullstelle.
7.4. Charakterisieren Sie die Eigenschaften des Bildes der Funktion
x3 -8
y=f=—"".
7.5. Untersuchen Sie die Ei haften der Funktion
x2—4
y=Jx)= 4
und beschreiben Sie den Verlauf ihres Bildes.
7.6. Fiihren Sie eine Kurvendiskussion zur gebrochenrationalen Funktion

s=s(1) =
durch.

t
2 +4

83



7.1.  Es liegt eine ganzrationale Funktion 3. Grades vor.
f'(x) = 3x2 f(x) = 6x f7(x) =6
1) = -2 o
f(x) =O0fihrtzux®=2; xy=1,26.

7.2.  Es liegt eine gebrochenrationale Funktion vor.
N(x) =3x2 — 3 =3(x2 - 1).
Durch N(x) = 0 erhilt man Polstellen fiir x = +1

48x 16x —432x7 — 144
)= GxZ—3)7 32 - 1)7. 16 = (x% - 3)

Dritte Ableitung nicht erforderlich, f(0) = 3.

7.3.  Es liegt eine ganzrationale Funktion dritten Grades vor.
fix) =3x*+2x+a f(x)=6x +2
f(x) =6 fO) =0
) =O0fihrtzux® + x* + ax = 0. xy; = 0; xn2.3 = —0,5 = 0,5y/1 — 4a.

7.4. An der Stelle x = 0 erkennt man sofort einen Pol. Nulistelle wird durch
Z(x) = 0; x> = 8; xy = 2 gefunden.

2x3 + 8 —16x + 2x* —16 + 2x3
fW=—0—; ff®=—"F9—— oder )= —

7.5. Z(x).= 0fihrt zu x> = 4; xy;,2 = *2.

N(x) = 0 fithrt zu x> = —4 ohne reelle Lésungen, also keine Pole. f(0) = —1.
16x : —48x2 + 64
f@O=tra /0=y
192x3 — 768x
[ =

7.6. Da die Nennerfunktion den Wert 0 nicht annehmen kann, liegen keine Pole vor. Einzige
Nullstelle ist 7y = 0. s(0) = 0.

—t2+4 213 — 24t
s = WZrar W=7
gy =61 + 9612 — 96
SO =y
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7.1.  f/(x) = O fihrt zu 3x% = 0, also x = 0.
f7(0) = 0, also kein echtes Extremum.
f”(x) = O fithrt zu 6x = 0, xy = 0.
f(0) ungleich 0, f(0) = —2, f/(0) = 0, also Horizontalwendepunkt.
7.2. f(x) =O0fihrtzud48x =0, x=0.
A -
70 = -7 = 16/3 > 0; Minimum.
f"(x) = O fihrt zu 432x2 = —144 ohne reelle Losungen.
7.3. f'(x) =O0fthrt zu3x® + 2x + a =0,
1 V1 -3a
X= -t — .
3 3
f"(x) = O fiihrt zu 6x = —2, x= —1/3.
rre 1
S (— 'i') =6%0
f’( l)— 1 1l gleich O sei
-3)= 3 + a soll gleic sein,
alsoa =1/3, f(-1/3) = —1/27.
74. f(x) =O0fohrtzux® = —4; x= —1,59.
S(x) = 0 liefert
Wendepunkt fiir xg = 2.
7.5. f/(x) =0fihrt zu x = 0(y = —1), Minimum.
£7(x) =Ofthrt zu x = % %\/5
2
/(+ T‘ﬁ) = -0,
2
f (— 3 \/5 ) = —0,5 aus Symmetriegriinden.
7.6. (1) =Ofihrtzur= +2

s(ts) = +1/16

1
s(tg) =+ ry

s”(t) = 0 fithrt zu ty, = Ound t2 = 12, also
twz = +3,46; ty3 = —3,46.
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711

Das Bild der Funktion ist stindig steigend. Im Punkt (0; —2) liegt ein Horizontalwende-
punkt. Der Schnittpunkt mit der x-Achse hat die Koordinaten (1,26; 0). Es handelt sich
um das 2 Einheiten nach unten verschobene Bild der allgemeinen kubischen Normal-
parabel.

7.2,

Es liegen zwei Polstellen xp = +1 vor, ferner zwei Nullstellen xy = +3. Die y-Achse
wird vom Bild in (0; 3) gmhnitten Dort liegt ein Minimum. Eine Asymptote ergibt sich

durch (x> — 9): (3x2 - 3) =

(3Jf2 3)
Asymptotengleichung: y = T (Bild: siehe S. 97).

7.3.

Die Forderung nach dem Horizontalwendepunkt verlangt @ = 1/3. Dann befindet sich
1

im Punkt (— 3737 ) ein Horizontalwendepunkt, was man auch an der Doppellésung

der quadratischen Gleich fir ver Extr llen erkennt. Extrema liegen nicht

vor. Die Kurve verlduft durch den Ursprung.

7.4.

Polstelle x = 0. Die Kurve nihert sich asymptotisch dem Bild der Funktion y = x2
A p leichung). Ein Mini liegt im Punkt (—1,59; 7,55). Der Wendepunkt
llegt auf der x-Achse (2; 0).

(Bild: siehe S. 97.)

1.5.

Das Bild der Funktion hat als obere Begrenzungsgerade die Asymptote y = 1. Schnitt-
punkte mit der x-Achse liegen bei x = +2, die y-Achse wird im Minimum (0; —1) ge-
schnitten. Wendestellen liegen bei x = +1,155; yp = 0,5. Die Kurve ist symmetrisch
zur y-Achse (Bild: siehe S. 97).

7.6.

86

Das Bild der Funktion ist zentralsymmetrisch zum Ursprung. Es steigt nicht Gber den
1

Maxlmalwert—“- und sinkt nicht unter das Minimum (—2; —0,25). Ein Wendepunkt ist

der Ursprung. Zwei weitere Wendepunkte existieren fiir x = +3,46. Die Kurve ndhert

sich beidseitig der r-Achse (Bild auf S. 97).



7.7. Diskutieren Sie den Verlauf des Bildes der Funktion
S(x) = 0,75x* + x* — 3x% + 1,25.
7.8. Eine gebrochenrationale Funktion ist gegeben durch
24x
»IO =G
Untersuchen Sie den Verlauf des Bildes dieser Funktion.
ax
* ie die Ei i - = —
7.9. Untersuchen Sie die Eigenschaften der Funktion y = f(x) Grt O°
a,b,ceP;
b und ¢ nicht beide gleich 0, a = 0.
7.10. Gegeben ist die trigc ische Funktion y = f(x) = sin x + cos x
im Intervall 0 £ x < 2r.
Untersuchen Sie ihre Eigenschaften.
7.11. Ein technisch-physikalischer Vorgang wird durch die Funktion (+ = 0)
y = f(t)=e"%cost
beschrieben.
Untersuchen Sie die Eigenschaften des Verlaufs des Bildes dieser Funktion.
7.12,

- 1
Untersuchen Sie die Ei haften der Funktion y = f(x) = \/x + '\/; = x%5 4 x5

fiir x > 0.
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1.7. f0) =125 f(x) =3x%+ 3x% — 6x
f(x) =9x% +6x—6
[7x)=18x+ 6
Losungen von f(x) = 0: x; = 1 (durch Probieren),
ebenfalls x, = 1; x3 = —0,61; x4 = —2,72.
3—x ” x -6
78. f(x)= 24?"'*'—3)? f'(x) = 48m
9 —x 1@ =0
) = 144(«\’_4-3—)’_ Nulistelle xy = 0
Pol bei x = —3
c— bx bx — 2c
19. f(x)= amT f(x) == 2ab m
3¢ — bx fo)=0
f(x) = 6ab* @ + bx)° Nullstelle xy = 0
Pol bei x = — -

7.10. f(x) =cosx — sinx

f"(x) = —sinx — cos x

S"(x) = —cos x + sin x

fO =1 f(x) =0=sinx + cosx = 0 (dividiert durch cos x)

tan x = —1(cos x % 0) (s. Abschn. 5.)

fiithrt zu den Nullstellen xy; = 0,757 (135°) und xy, = 1,757 (315°)

im angegebenen Intervall.
711, f(t) = —e (0,1 cost + sint)

f(t) = e 1%(—0,99 cos 1 + 0,2sin 1)

£7(t) = e°:1%(0,299 cos ¢ + 0,97 sin )

f(t) = 0an allen Stellen, wo cos ¢t = 0

f@ =1
712, f(x) = 0,5x"%%5 — 0,5x°1:%

88

f7(x) = —0,25x"1% 4 0,75x~%5

S7(x) = 0,375x"%% — 1,875x3:5

J(0) nicht definiert [f(x) nur definiert fiir x > 0]
f(x) = 0 nicht reell 16sbar.




C

77. S () =0=xg =0 xgz =1 Xg3 = =2
fO) =125 /=0 f(=2) = -675
Max., weil £7(0) < 0. Min., weil f“(1) > 0. Min., weil f(=2) > 0.
f7(x) = 0=> xpy = 0,55; xp2 = —1,22

78. f(x) =0=>xg=3; yg =2; f’Q) = —1/9; Max.
f7(x) = 0= xy = 6; f(6) = 16/9
176) = —8/81

" N c a . ” c -
79. fi(x) =0=>xg = 3 Ve = e Max., weil f (T <0
2c 2a
S0 =0=>xw == yw =g~
" a
[(xw) = — 27¢2
7.10. f’(x) = 0= sin x = cos x xg1 = 0,257 (45°)
=tanx =1 xg2 = 1,257 (225°)
S"ex) < OMax. yey =+/2 _
Sxez) > OMin. yg, = — /2
f(x) =0=>sinx = —cosx=>tanx = —1.
Die Nullstellen sind also gleichzeitig Wendestell

7.11. Der erste Faktor kann wegen e + O fir endliche z nicht gleich Null werden, deshalb

keine weiteren Nullstellen.

Extrema:

f@)=0 0,1cost = —sint
t = (174,29°) = 3,04
Minimum bei ¢ = 3,04 + 2k=
Maximum dagegen fiir 6,18 + 2kn

unter Beriicksichtigung der Periodizitat.

Aus f”(t) = 0 ergibt sich 0,99 cos ¢ = 0,2 sin t mit Losungen fir
(78,6°) 1,371 + kr.

712, f'(x)=0 fﬁhnzux:x\/; xg =1

f7(1) = 0,5 > 0 Minimum

@ =2

f"(x) = 0 fithrt zu x = 3
4 -
f(”=T‘/3
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1.7.

Das Bild der Funktion f(x) schneidet die y-Achse bei 1,25. Nullstellen liegen bei 1 (doppelt),
—0,61 und —2,72. In der Doppelnulistelle liegt eine Extremstelle (Minimum). Ein Maxi-
mum liegt bei x = 0, ein Minimum bei x = —2. Wendepunkte existieren fir x = 0,55
und x = —1,22 (Bild s. S. 97).

1.8.

Die zugehorige Kurve besteht aus zwei Teilen, die durch den Pol bei x = —3 getrennt
sind. Die Kurve geht durch den Ursprung, hat bei x = 3 ein Maximum und bei x = 6
einen Wendepunkt. Fiir x nach + oo nihert sich die Kurve der x-Achse (Bild s. S. 97).

71.9.

Es liegen qualitativ dieselben Erscheinungen wie bei der Funktion Aufgabe 7.8. vor.

7.10.

Es entsteht eine Uberlagerung zweier si tiger Kurven. Schni kt mit der y-Achse
(0; 1). Schnittpunkte mit der x-Achse bei 0,757 und 1,75w, das sind gleichzeitig Wende-
punkte. Extrema liegen bei (0,257; /2) und (1,257; —+/2) (Bild s. S. 97).

7.11.

Die cos-Kurve liegt innerhalb der durch das Exponentialgesetz gegebenen Begrenzung.
Die Schnittpunkte mit der x-Achse sind die gleichen wie bei der cos-Funktion. Extrema
liegen bei 3,04 und 6,18 + 2k= (Bild s. S. 97).

7.12.

Ein Schnitt mit der x-Achse liegt nicht vor. Die Kurve hat bei x = 1, y = 2 ein Minimum
und an der Stelle x = 3 einen Wendepunkt (Bild s. S. 97).



8. Schnittprobleme — Methode der unbestimmten Koeffizienten

I Zu untersuchen sind die Verhiltnisse beim Schnitt zweier Kurven miteinander. An diesen

Stellen miissen die Ordinaten beider Kurven, die Funktionswerte, und damit die Wertepaare
beider Funktionen iibereinstimmen. S = K; N K,.!). Zu diesem Zwecke wird gleichgesetzt:
S =ég(x). Das fiihrt zu einer Gleichung, deren Losung(en) die x-Koordinate(n) des Schnitts
liefert.?)
Gilt auBlerdem f'(xs) = g'(xs), so liegt eine Beriihrung vor, was man oft auch an der ,,Doppel-
16sung* der obigen Gleichung erkennen kann. [f’(x;) = g’(x;) allein sagt nur etwas aus iiber
die Parallelitit-der T: ten.] Der Schnittwinkel der beiden Kurven ist definiert als Winkel
zwischen den Tangenten an die beiden Kurven im Schnittpunkt. Er kann berechnet werden
nach Bestimmung der Anstiege f'(xs) und g’(xs) nach der Formel:

tan o = L 05) — £xs)
PETH 7o) 89

II Oft ist in der Praxis zwar der Charakter (Typ) der Funktion oder Kurve bekannt, gesucht
sind aber die Koeffizienten innerhalb der Kurvengleichung. Dazu sind nur die Koordinaten
einiger Kurvenpunkte gegeben.
In diesem Falle setzt man die Funktionsgleichung allgemein mit unbestimmten Koeffizienten
der Glieder an und findet fiir jeden Punkt, der gegeben ist, eine Gleichung. Alle diese Gleichun-
gen bilden ein System, das nach den unbestimmten (unbekannten) Koeffizienten aufzulosen
ist.%)

Musterbeispiel zur Schnittpunktuntersuchung:

A Gegeben sind die Funktionen

y=fx)=2x>+6x>4+6x+2 x€P
y=g(x)=3x+ 12 -1 xeP

Berechnen Sie die Koordinaten der gemeinsamen Punkte beider zugehériger Kurven, und
bestimmen Sie den Schnittwinkel.

B Aus f(x) = g(x) ergibt sich 2x> = —3x? mit den Losungen x; = x, = 0; f(0) = 2;
x3 = —1,5; f(—1,5) = —0,25. Die Doppellésung x, = x, liBt eine Beriihrung ver-
muten.

C f(x) = 6x* + 12x + 6; g'(x) = 6x + 6.

Es folgt f(0) = 6; g’0) = 6; f(—1,5) = 1,5; g'(—1,5) = —3. Die Gleichung f(x)
= g'(x) liefert x, = Ound x4 = —1.

1) Exakt bedeutet S = K,
{xsiyd} = {(x; 01y = f(X)}l’l {1y = g(0)}

2) Grundsitzlich werden die beiden Kur zu einem Gleich faB!
Dieses Gleichungssystem muB dann gelost werden. Hier wird das dabei am haufigsten verwendete
Verfahren angefiihrt.

3) In der Statistik gibt es iibrigens auch Methoden, nach denen die ungefihren Koeffizienten ermittelt
werden kdnnen, wenn mehr als genilgend viele Punkte bzw. Wertepaare gegeben sind. Auf diese Metho-
den wird hier nicht eingegangen.
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Die Schnittwinkel betragen 0° bei x = 0 - ohne Verwendung der Formel — (Beriihrung)
und (nach der Formel) 127,9° bei x = —1,5. Bei x = —1 laufen die Tangenten der
Kurven parallel! Skizzieren Sie jetzt selbst die von beiden Kurven eingeschlossene ,,nieren-
formige** Fliche (vgl. das Bild auf S. 97 rechts unten).

Musterbeispiel fiir die Anwendung der Methode der unbestimmten Koeffizienten:

Eine Parabel (mit der Symmetrieachse parallel zur y-Achse) verlduft durch die Punkte

| Pu=2; -1; P,2; 3) und Py4; 2)

Ansatz einer quadratischen Funktion:
f(x) = Ax* + Bx + C
Py 44 -2B+ C = -1

P, 44+2B+C= 3
Py, 164+4B+C= 2.

Losung dieses Gleichungssystems fiir 4, B und C:
A=-025 B=1 C=2

Die zugehorige Funktion lautet:

f(x) = —0,25x% + x + 2.

Die Parabel ist relativ flach, nach unten gedffnct, schneidet die y-Achse im Punkt P,(0; 2)
und hat den Scheitelpunkt im Punkt P,.

Es liegen 2 Nullstellen der Funktion (zwei Schnittpunkte,der Kurve mit der x-Achse) vor,
die durch f(x) = 0, also durch —0,25x2 + x = —2 zu finden sind: Py,(—1,464; 0) und
Py2(5,464; 0).



A

8.1.

Die Bilder der Funktionen f(x) = x2 und g(x) = \/ ' schneiden sich im Intervall [0; 1]
genau zweimal. Untersuchen Sie die Schnittwinkel. Wo laufen die Tangenten beider
Kurven parallel? :

8.2,

Die durch die Gleichungen x2 + y? = 25 und (x — 2)? + »? = 65 gegebenen Kreise
sind beziglich ihrer itigen Lage zu untersuch

8.3.

Bestimmen Sie die Winkel, unter denen sich die Kreise mit den Gleichungen x2 + y?
= 100 und (x — 14)? + (¥ — 2)® = 100 schneiden.

84.

Unter welchen Winkeln schneiden sich die Parabel mit der Gleichung f(x) = 0,1x? — 2x
+ 1,5 und die Gerade mit der Gleichung g(x) = —x — 1?

8.5.

Die Kurve einer Exponentialfunktion nach dem Gesetz f(x) = e4* gehe durch den Punkt
mit den Koordinaten P(4; 7,39). Untersuchen Sie den T: ieg in di
Punkt.

8.6.

Gegeben ist eine Funktion durch die Gleichung
y=*f(x)=ax®+ cx+d (x a,c, dreell).

Das Bild der Funktion schneidet die y-Achse im Punkt P;(0; 4). Die Kurve hat in diesem
Punkt Py den Anstieg m; = —3. Der Punkt Pg(l; yg) ist Extremum. Bestimmen Sie die
Koeffizienten a, ¢ und d.

*8.7.

Gegeben sind .Funktionen durch eine Gleichung der Form y = f(x) = ax? + bx + ¢
(x,a,b,creell) c > 0.

Die erste Ableitung einer Funktion dieser Form lautet y' = f(x) = 6x + 2. Die vom
Bild der Funktion, der y-Achse und der Geraden mit der Gleichung x = 2 sowie der
x-Achse eingeschlossene Fliche hat den Flacheninhalt 16 FE. Wie lautet die Funktion?

Gegeben sind zwei Geraden.

Erste Gerade: lauft durch die Punkte P,(1; 1) und P,(10; 11).

Zweite Gerade: lauft durch P5(4; 4) und hat den Anstieg tan 8 = 1,05.
Wo und unter welchem Winkel schneiden sie einander?
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8.1. Man stellt zunachst die Schnittpunkte fest:
f) =g x2=/xsx*=x
X =0 x;=1; fO=0; fih)=1
SG) =2x; g'(x) =055
/
8.2. Beide Kreisgleich werden gleich zt oder in einem Gleichungssystem zusammen-
gefaBt.
x2 +y? =25 y2=25-x
(x—22%+y* =65 y2=65—(x—-2)2
x=-22-x*=40 25 — x2 =65 — (x — 2)?
8.3.  Schnittpunktbestimmung: x2 + 2 =100
x2 — 28x + 196 + y* — 4y + 4 = 100
y = —7x + 50 wird in die erste Kreisgleich (b 1 ei zt
x2 4 2500 — 700x + 49x% = 100 => x> — 14x = —48
8.4. Man bestimmt zunichst die x-Werte der Schnittpunkte
01x2 —2x+1,5= —x—1=>x> - 10x = —-25
x; = x = 5 (Doppellosung, also kann Beriihrung vermutet werden).
8.5. Man setzt nach der Methode der unbesti Koeffizi an:
Sf(4) = 7,39 7,39 = ¢*4
—1In739 =44 =2,0001=>4 =0,5
8.6. Aus P, folgt sofort d = 4.
‘Man bildet f'(x) = 3ax> + ¢ f”(x) = 6ax
f(0) soll gleich —3 sein, also: ¢ = —3.
87 f(x) =ax*+bx+c
f(x)=2ax +b=6x+2
Alsob=2und 6 =2q,=>a=3.
88 giiy=mx+n Py: 1=m +n
Py: 11 =10m; + ny
n =01 m = 0,9

&2 my = 1,05, also y=105x+ n,
P3: 4=420+n,

D.: y=09%x+0,1 g:y=105x— 020




81 f@O=0 fI=2

£2°(0) nicht definiert, Tangente ist y-Achse.

g(1)=05; f/(x) =g @x)=>2x=05x"%% x+ 0

1 1
2 3 _ =

4x% = 4x=x = ls:x 0,3959
8.2, = —9 (Parallele zur y-Achse). Daraus kann noch nicht geschlossen werden, daB die

Kreise einander schneiden. Vielmehr ist y2 = 25 — 81 = —56 ohne Losungen.
8.3. x; = 6; x, = 8. Bestimmung der y-Werte erfolgt zweckmiBigerweise mittels der Schnitt-

geradengleichung:

—_— x
»n=_=8; = 4/100 — x2; Y= ——
1 y \/ \/ 100 — 22
—eee -x+ 14

ya=—6; y=2++-x2+28x—96; y = ———————

? v J—x* + 28x — 9
84. f(x)=02x -2 )= -1

£ = -1 e =-1

Im gemeinsamen Punkt existiert eine gemeinsame Tangente.
8.5. f(x)=€e"%*  fi(x)=0,5¢e%5" (Kettenregel beachten!)
86. f(x) =ax®—-3x+4

f/(x) = 3ax?® — 3 gleich Null gesetzt:

1
xt=—,
a

Das liefert nur dann eine Lésung x, = 1, wenna = 1.
8.7. f(x) = 3x% + 2x + c. (Wegen ¢ > 0 liegt im Intervall [0; 2] keine Nullstelle!)

2

I(]x‘ + 2x + o) dx = [x® + x* + cx)}

0

=8+4+2=16
c=2

8.8. Schnittpunktbestimmung

y =09x +0,1
y =105x - 0,2
xs=2; ys=19; m =09; my=1,05.
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8.1.

Der Schnittwinkel im Punkt O(0; 0) ist 90°. (Die Tangentenrichtungen sind zugrunde zu
1
, 2 — 5
legen!) Im Punkte P(1; 1) ergibt sich tan ¢ = — = 0,75;
= 36,87°. 142 >
An der Stelle x = 0,3959 laufen die Tangenten parallel.
(Uberpriifen Sie das selbst. Die Kurvenpunkte an dieser Stelle stimmen aber nicht iiber-
ein.)

8.2.

Die Kreise schneiden einander nicht! Der eine Kreis liegt vollstindig im anderen.

8.3,

Die Tangentenanstiege im Punkt (6; 8) werden untersucht:
6
1. Kreis: tan ¢, = — 5= -0,75; @, = —36,87° (fallend)
8
2. Kreis: tan g, = — = —; @, = 53,12°.

Die Tangenten stehen senkrecht aufeinander. Die Kreise schneiden einander in den
Punkten (6; 8) und (8; —6) orthogonal.

8.4.

Die Gerade ist Tangente an das Bild von f(x),
der Beriihrungspunkt ist B(5; — 6). Die Tangente féllt unter 45°.

8.5.

Die Exponentialfunktion heiBt f(x) = e°:5*.
Der Tangentenanstieg im Punkt P ist f'(4) = tan ¢ = 0,52 = 3,69; ¢ ~ 74,9°.

8.6.

Die Funktion lautet f(x) = x3 — 3x + 4.
Die beiden Extremstellen sind xg; = 1; xg; = —1;
f(1) = 2Min.; f(-1) = 6 Max.

8.7.

Die Funktion lautet f(x) = 3x% + 2x + 2.
Das Bild der Funktion ist eine Parabel. Der Scheitel (Minimum) liegt im Punkt

s '~12)
3 3)

Der Schnittwinkel im Punkt S(2; 1,9) wird bestimmt:

_Los-09 o1s o o
Bne =T 0945 © 1,945 00O
@ = 4,42°. (Beachten Sie: Bei einer zeichnerischen Losung ergeben sich wegen des an-
nihernd gleichen Anstiegs Schwierigkeiten beim Ablesen des Schnittpunkts.)
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Hinweis zu Seite 97:
Versuchen Sie, sich typische Bilder von Funktionstypen einzupragen!
(Beachten Sie auch die Tafeln 1 bis 3 auf S. 21 bis 22!)
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9. Extremwertaufgaben

(X} 1

In der Technik, Okonomie und vielen anderen Gebieten spielen Pr eine grofle
Rolle, bei denen Verhailtnisse unter optimalen Bedmgungen erortert werden mussen. Das Ziel
dieser Erorterungen besteht darin, gewisse GroBen entweder zu minimalisieren (Kosten, Zeiten,
Kraftaufwand) oder zu maximalisieren (Gewinne, Herstellungsmengen) Handelt es sich dabei
um lineare Funktionen und mehrere Variablen, so wird die Lij ierung zt. Bei
Extremwertaufgaben liBt sich das Problem auf die Abhédngigkeit von nur einer Variablen zuriick-
fithren.

Extremwertaufgaben bereiten Anfiangern vor allem Schwierigkeiten wegen des ,,Ansatzes* der
Extremalfunktion, weniger wegen des anschlieBend notwendigen (meist recht einfachen und for-
malen) Diffe i Die Verschiedenartigkeit der Sachbeziige und die Unterschiedlichkeit der
verwendbaren Funktionen und by 1 Nebenbedi lassen ein ,,allgemeingiiltiges Re-
zept* nicht zu. Es ist zunichst notwendig, sich im ,,Ubersetzen* verbaler Aussagen in die mathe-
matische Symbolik zu {iben.

Des weiteren sollte man sich dann beziiglich

— der Aufstellung der zu extremierenden GroBe (Wonach ist gefragt? Was soll extrem werden?)
— der Angabe der Hilfsbezieh oder Nebenbedi aus der Aufgab 11 und

- der Formulierung der zu extremierenden Funktion in Abhangigkeit von nur einer Variablen

h

an ein sy isches zielgeri Vorgehen halten.

Die folgende algorithmische lieschreibung gibt dazu Anhaltspunkte.

Beispiel zum Liosen einer Extremwertaufgabe:

A Aufgabenstellung: Ein Baubetrieb benétigt pro Jahr 1200 Wandplatten fiir die Block-
bauweise, die je Stiick 30,— Mark kosten. Die Lieferungen sollen gleichmaBig in »# Teilen
zu je x Stiick erfolgen, wobei jede Lneferung 80,—~ Mark Transportkosten verursacht. Fir
die Lagerung der bereit llenden E re hen jahrliche Kosten. Diese betragen
ky = 2,4 - x Mark.

Wieviel Lieferungen sind zu planen, damit méglichst geringe G kosten er hen?
B Extremalfunktion (Skizze nicht erforderlich) — Zielfunktion

K=k +ks+ ky=1200-30+ 80-n + 2,4: x— Min.!

Hilfsbeziehung n - x = 1200

x = 12001~

E: Ifunktion in Abbingigkeit von nur einer Variablen

K = K(n) = 36000 + 80n + 2,4-1200n"! —» Min.!
C Differentiation

K'(n) = 80 — 2880n2

K”(n) = +5760n~3 Da n auf alle Fille >0, ist fiir alle n K”(n) > 0.
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,»Schliisselgleichung*
K'm=0 2880
80 — 2880n2 = 0= 80 = —
n? =36
n = 6 fithrt zum Minimum!

K(6) = 5760: 216 = 26,67 > 0')

D Losung: Fir n = 6 bzw. x = 200 werden die Gesamtkosten minimal. Die minimalen
Gesamtkosten betragen (in Mark):
K = 36000 + 480 + 480 = 36960
Zum Vergleich seien angefiihrt die Kosten bei

= 1: K=136000+ 80+ 2880 = 38960

I

n= 5: K=36000+ 400 + 576 = 36976
n= T7: K=236000+ 560 + 411,4 = 36971,4
n=12: K= 36000 + 960 + 240 = 37200

Man erkennt, daB eine Abweichung in der Wahl des n nach oben (mehr Lieferungen!)
nicht so stark kostenerhéhend wirkt wie die Verringerung der Anzahl der Lieferungen.
Die Einsparung gegeniiber dem Fall einér einzigen Lieferung pro Jahr betrigt etwa
51%.

1) Hier erlibrigt sich die Berechnung von K*’(6), da weiter oben schon fiir allz nichtnegativen n dw zweite
Ableitung als positiv erkannt wurde. Die Berech der iten Abl fiir die E: muB8
jedoch erfolgen, wenn eine allgemeine Aussage obiger Art nicht méglich ist.
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9.1.

h : der hoch d

Zwei rechteckige Schornsteinziige sollen nder 8¢ , wobei die
Trennwand und die Seitenwinde eine Dicke von einheitlich 12 cm bek sollen.
Der Innenquerschnitt soll je 360 cm? betragen. Welche MaBe gibt man dem Schornstein,
dessen Hohe unberiicksichtigt bleiben soll, wenn der Materialverbrauch ein Minimum
werden soll?

9.2,

Eine nahezu geradlinige WasserstraBe fithrt von A4 nach dem Hafen H. Ein Ort C liegt
im rechten Winkel zu A H seitlich von A. Die Entfernungen AH sind = 80 km, AC = 40km.
Der Transport von Frachten auf dem Landwege ist Smal so teuer wie auf dem Wasser-
wege. Wo wird man die von C nach H zu transportierenden Waren auf Frachtkidhne ver-
laden, damit die gesamten Transportkosten minimal werden?

9.3.

Zwei Autobahnen NS und OW schneiden sich in K rechtwinklig. Ein Pkw P befindet sich
zur Zeit 60 km vor K und fihrt mit einer Geschwindigkeit von 80 km h~! in nérdlicher
Richtung, ein Motorradfaher M fihrt mit 50 kmh~! in westlicher Richtung und befindet
sich zur Zeit 40 km &stlich von K. Zu welchem Zeitpunkt ist die Entfernung (Luftlinie)
zwischen den beiden Fahrzeugen am geringsten?

9.4.

Uber einem Arbeitstisch (rund, Radius 50 cm) soll eine Lampe mit der Lichtstirke 7 in
einer solchen Hohe angebracht werden, daB die Arbeitsplitze am Rande des Tisches best-
mégliche Beleuchtung erhalten.

(Die Beleuch irke E ist definiert als E = I+ e 2-cos , wobei e die Entfernung
der Lampe vom Tischrand und § der halbe Offnungswinkel des Strahlenbiindels bis zum
Tischrand sind.)

Wann ist die Fliche eines Kreissektors bei gegebenem Umfang am groften?
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9.1. Extremalfunktion:
A = ab— 2-360 > Min. i
A=(x+36)(y + 24) — 720 - R S60om?
Hilfsbeziehung: x - y = 360 LA
» = 360x"! (fast gleichwertig mit x = 360y™1) '

360 12960
A=(2x+36)(7+24)—720= + 48x + 864 — Min.

x
x>0; y>0.
9.2, Ae X e p 80 -x P // Kosten f. 1 km Wasserweg: r M.
b N Kosten f. 1 km Landweg: 5r M.
s /f“"" Extremalfunktion :
& K = r(80 — x) + 5rs — Min.

Hilfsbeziehung: x2 + 402 = 52 (PYTHAGORAS)
s=+/x% + 1600, also K = r(80 — x) + 5r~/x + 1600
rconst.; x >0

9.3. L 40 s Extremalfunktion: (Man wiahlt zweck-
X m M miBigerweise E = e? statt e; E hat an
f— — — der gleichen Stelle ein Minimum.)
b 50kmh™ E = m* + k* nach PYTHAGORAS
S Hilfsbeziehungen m = 40 — 50¢;
k = 60 — 80r.
80km h-! E = (40 — 50t)* + (60 — 80¢)?
P = 5200 — 136007 + 89002,
(Schneiden sich die Bah nicht rechtwinklig, miiBte der Cosinussatz verwendet wer-
den!)
9.4. Extremalfunktion :

E = Ie2cos § - Max.; Iconst.

Hilfsbeziehungen:

(1) am zweckmiBigsten cos § = h: e
(2) auBerdem (PYTHAGORAS)

"
1
1
1
]
1
1
1
1
|
1
7z

24 e=H+r?
I-h )
E=W)—,'—,-—0Max.
r>0;, h>0.

9.5. Extremalfunktion: A4 = 0,5br (b ist Bogen des Sektors)
(nach Formelsammlung)
Hilfsbeziehung: u=2r+b
b=u-2r
A = 0,5r(u — 2r) = 0,5ur — r2 —» Max.
uconst; r>0.
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9.1. A(x) = 12960x~! + 48x + 864
A'(x) = —12960x"2 + 48
A”(x) = 25920x~3 > 0 (immer Min. fiir x > 0)
A'(x) = 0=>48x* = 12960 = x2 = 270_
Xeo = 33/30 % 164; yer = 360/3+/30 = 44/30 % 21,9,
Die Losung vereinfacht sich wesentlich, wenn man die Wanddicke vernachlissigt. Das
kann jedoch aus logischen Griinden nicht grundsitzlich empfohlen werden.
92, K(x) =80r — xr + 5r~/x* + 1600
5r-2x
K(x) = -r + ———e S S— Srx(x* + 1600)-°:5
2/x% + 1600
. 5r - 1600 . .
K'(x) = 7 1 1600)T° > 0 immer Min.
Srx
K(x) = 0= r = —e———
Jx% + 1600
Sx  =+/x* + 1600; 25x% = x? + 1600;
x2 = 66,7; xe = +8,2 (Das Minuszeichen entstand durch Quadrieren und entfallt.)
9.3. E(t) = 5200 — 13600t + 890012
E'(t) = —13600 + 17800¢
E”(t) = 17800 > 0 immer Minimum
E(t) = 0= 17800¢ = 13600 = £, = 0,764
me; =40-382=18
key =60—611=—1,1
E =e2=324+121=445; e,x21.
9.4. E() = Ikh? +r?)1s
E(h) = I(? - 2h%) (h* + r?)-25
E"(h) = 3IW2h? = 3r?) (A + r2)-35
2
E(Mh) =0=>r2=2n=h= \/Tr = 0,7071r
. . 1:1,5/2r(=2r?) )
E"(hey) = E”(0,7071r) = WS—' < 0; also Maximum.
9.5. A(r) =0,5ru—r?

A(r) = 0,54 — 2r

A’ = -2 <0 immer Max.
A(r) =0=0,5u=2r;

rex = 0,25u; bey = 0,5u.
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9.1. Diel Be des Schor hachtes verhalten sich bei minimalem Materialverbrauch
wie 4: 3 und betragen y = 21,9 cm und x = 16,4 cm. Die AuBenmaBe a = 68,8 cm und
b = 45,9 cm verhalten sich dann wie 3: 2.

Die auszumauernde Querschnittsfliche betrigt Ami, = 2438 cm? und ist damit etwa
3,5mal so groB wie die beiden Offnungen zusammen.

Die MaBe des Schornsteins entsprechen etwa den gingigen Verhiltnissen in der Praxis,
auf durch MauersteingroBe bedingte Gegebenheiten wurde hier keine Ricksicht ge-
nommen.

9.2. Um geringste Transportkosten zu erreichen, ist der Umschlagplatz 8,2 km von A entfernt
einzurichten.

Ubersicht iiber einige interessante Fiille:
x Umschlag Wasserweg | Landweg | Kosten
(Wasser) | (Land) | gesamt

80 in H 0 89,4 0 47r 47r

8,2 in P 71,8 40,8 71.8r 204r 2758 r

1] inA4 80 40 80r 200r 280 r
Geringfiigige Veranderungen der Lage von P spjelen keine wesentliche Rolle. Umschlag-
kosten selbst blieben unberiicksichtigt.

9.3. Die Fahrzeuge haben dann die minimale Entfernung 2,1 km voneinandet, wenn nach
0,764 Stunden (d. h. nach 45,8 Min.) sich der Motorradfahrer 1,8 km vor, der Autofahrer
dagegen 1,1 km hinter (!) der Kreuzung befindet (entgegen der Skizze!)

(Die Aufgabe wiirde wesentlich erschwert, wenn die Entfernung e selbst minimiert wiirde.
Das erforderte die Differentiation von Wurzeln )
Ahnliche Aufgab 11 konnen zum Beispiel auch bei der Auswertung scheinbarer
Bah von Hi Iskorpern auf astrophysikalischen Platten auftreten.
9.4. Die Beleuchtung ist maximal mit
1J2r242 243 - .
E—m— oz wenn h.’—\/2.2 gilt.
Fiir r = 50 cm ergibt sich A &~ 35cm.
Die GesetzmiBigkeit benutzt man auch in groBen Arbeitsriumen (Schulen) zur guten Aus-
leuchtung aller Plitze.
Uberpriifen Sie das an Ihrem Klassenzimmer. Beachten Sie hierbei bei mehreren Lampen
die Beleuchtung der Plitze in der Mitte des Raumes!
9.5. Die Fliche des Kreissektors ist am groBten, wenn der Bogen gleich dem doppelten Radius
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ist.

Dann ist der Offi inkel (Scheitelwinkel) 114,6° (Bc B:2)
1
Die Maximalfliche ist A, = -ﬁaz.
Die Berech unter Einbezieh des Bc Bes fiihrt natiirlich zum gleichen Ergeb-

nis, ist aber wesentlich komplizierter.
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9.6.

Untersuchen Sie, um welchen maximalen Betrag sich eine reelle Zahl x, fiir die |x] < 1
gilt, von ihrer 3. Potenz unterscheiden kann. ’

9.7.

Ein Wasserbehilter hat die Form eines Zylinders von 2 m Hohe und einem unten ange-
setzten Kegel von 6 m Mantellinie. Wie wihlt man die MaBe des Behilters, damit das
Volumen (Fassungsvermdgen) moglichst groB wird?

9.8.

Ein ovaler Sportplatz soll eine Laufbahnlinge von 450 m bekommen. Die Breite der Lauf-
bahn bleibe unberiicksichtigt. Im Innern liege ein Rechteck fiir ein FuBballfeld. Wie wahlt
man die MaBe dieses Feldes, damit es maximale Fliche bekommt?

Ein gerade gewachsener Baumstamm habe einen Durchmesser von 50 cm. (Die Abnahme
der St dicke sei so minimal, daB sie vernachlissigt werden kann.) Aus dem Stamm
soll ein Balken maximaler Tragfihigkeit geschnitten werden, dessen Querschnitt recht-
eckig ist.

Die Tragfahigkeit eines Balkens ist durch das Gesetz T = ca2b bestimmt, wobei b die
Breite, a die Hohe des Balkens und ¢ eine Materialkonstante ist; ¢ > 0.

9.10.

Zum Bau einer Kiste mit Eisenkanten stehen fir simtliche zwdlf Kanten zusammen
3 m Winkeleisen zur Verfiigung. Die eine Grundkante der Kiste muB aus technischen
Griinden dreimal so groB wie die andere sein. Wie wihlt man die Kanten, damit die Kiste
maximales Fassungsvermogen bekommt?
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9.6. D(x) = Dy(x) = x — x* fiurxe[0;1)
K=\ Dyx) = x* = x firxe(~1;0]
9.7.  Extremalfunktion:
1
V = nrh; + anzhx
1
=nr2p2 + ?hx — Max.
Hilfsbeziehung:
s2=ri4+h? (D)hc= \/sz — r2 unzweckmiBig; (2) r? = 52 — k2
1 .
V= 2r(36 — h¢?) + Thx"(m — hg?) - Max.; hg,r> 0.
\ s
_! ______________
(
R s
9.8. Extremalfunktion: ;é‘ A (FuBballfeld)
A = 2rs - Max. f/// //////
Hilfsbeziehung: === 0 T ——m———————
N 225 s
2nr + 25 = u = 450; 2s = 450 — 2rr vorteilhafter als: r = iy
filhrt zu 4 = 450r — 2nr2 > Max.; s20;r2 0.
9.9. Extremalfunktion: T = ca?h - Max.
Hilfsbeziehung: (PYTHAGORAS)
a? = d? — b? (vorteilhafter als: b = \/d2 - a?)
T =cbd* — b)) >Max.; a>0;b>0;c>0.
9.10. Extremalfunktion: V = abc - Max.
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1. Hilfsbeziehung: ¢ = 36
2. Hilfsbezichung: 4(a + b + ¢) = 4(a + 4b) = 3,00

am vorteilhaftesten aufgelost zu:

a = 0,75 — 4b.
V =a-3b% = 2,25 — 12b® - Max.; a; b;c > 0.



96. D,(x) =1 -3x* Dy'(x) =3x* -1
Dy"(x) = —6x < 0in [0; 1) D;"(x) = 6x < 0in(—1;0]
immer Max. immer Max.
Dy(x)=0 D,'(x) = 0.
=] =3x2=0. =>3x2-1=0.

- 1 -
x=%\/3 =0,577 x= 'T‘/3 = —-0,577
2 -
Dy(0,577) = Dy(~0,517) = —9-J3 = 0,385.
1
9.7, Vi) == (72 + 12hy + 22 — —3-hx=)
Vi(hg) = n(12 — 4hx — hg®)
V”(hx) = n(—4 — 2hx) < 0; maximal immer fiir kg > 0.
Vihy) = 0= hy? + dhg = 12
hy = +2(hx = —6 scheidet aus).
98. A(r) = 450r — 2nr?
A(r) = 450 — 4nr
A”(r) = —4n < 0 immer Max.
A(r) =0 450 = 4nr
225
Uy =— =116
ni
Sex = 112,5.

99. TOb) = cd*bh— cb®

T'(b) = cd? — 3cb?
T”(b) = —6cb < 0 immer Max. fiir b,¢c > 0
T'(}) =0=>d?=3b?
d\3
bmex = % (hier: 28,9)
d\/s
Amex = ; (hier: 40,8)
9.10. V(b) = 2,25b* — 12b*

V(b)) = 4,5b — 36b2

V() =45~ 172b

V() =0=4,5b=36b* b+ 0 _

b =0,125; V7(0,125)=4,5~-9=—-45<0;
also Max.

c = 0,375, a=0,75 - 0,5 = 0,25.
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9.6.

Es handelt sich um den abso- . D(x)
lut genommenen Unterschied Dix) =1x-x3|
zwischen einer Zahl und ihrer Mo 05 Max
dritten Potenz. ? [k ’ 2
Dieser ist an x = +0,577 s ",’
mit 0,385 maximal / /
im Bereich (—1; 1), fur ) ,‘\ X
|x| > 1 werden dagegen

durchaus hohere Werte er-

reicht. Die Differenz _05

D* = x — x* wire nur bui g
x = +0,577 gegeniiber der
Umgebung maximal, dagegen lige bei x = —0,577 ein lokales Minimum.

9.7.

Das maximale Fassungsvermogen liegt bei sy = 2 vor.') Es folgt
r=442 =565
Das Maximalvolumen betrigt

2 1
Viun = 1':(88 - 27) =855~ 268.

Das Verhiltnis r : h¢ betragt hier zufallig 2 \/ 2:1.
Uber den Materialverbrauch wurden keine Forderungen gestellt. Er wachst mit zu-
nehmendem r linear an gemdB M = 10nr bis zum Héchstwert bei r = 6.

9.8.

Es ergeben sich fiir die maximale FuBballfiiche die Abmessungen 71,6 m mal 112,5 m,
was innerhalb der verbindlichen MaBe (45 ... 90 m mal 90 ... 120 m, gebrauchlich 70 m
mal 105 m) liegt.

Die Fliche (maximal) des FuBballfeldes betrigt etwa 8060 m2.

Das Verhiltnis Linge zu Breite des FuBiballfeldes ergibt sich bei unbestimmter Bahnlinge
im Maximalfall zu = : 2.

Wire die Forderung nach maximaler Fliche des Ovals erhoben worden, ergébe sich ein

+ Kreis mit s = 0.

9.9.

Es kommt bei der A hl des Balk
an. _
Im Falle extremer Tragfahigkeitista: b = \/2 01

Die maximale Tragfihigkeit hingt noch von der Konstanten ¢ ab. Sie ist

querschnitts mehr auf die Hohe als auf die Breite

m..=—\/3cd’

Maximale Querschnittsfliche ergibe sich hingegen fiir einen quadratischen Querschnitt.

9.10.

Die MaBe der Kiste betragen bei maximalem Volumen 0,125 m; 0,25 m; 0,375 m.
Die Kantenlingen stehen also im Verhiltnis 1:2:3.

3
356 m? (d. h. etwas weniger als 121).
Die Materialien fiir die Oberfliche der Kiste (Holz o.4.) blieben bei dieser Aufgabe
unberiicksichtigt.

Das Volumen betrigt V. =

1) Bei dieser Aufgabe ergibt sich ,,zufallig' Ay = h fiir den extremen Fall!
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9.11.

Ein b des Dach hofB hat als Querschnitt ein gleichschenkliges Dreneck von
h =8mHoéheund s = 12 m Grundlinie. Der Querschnitt der auszubauenden Raumlich-
keiten soll ein Rechteck mit maximaler Querschnittsfliche sein. Welche MaBle haben die
DachgeschoBraume dann?

9.12,

Zwei Betriebe A und B befinden sich 4 km und 11 km von einer Hochspannungsleitung
(nach der gleichen Seite hin) entfernt. Die Lote von den Betrieben auf die Hochspannungs-
leitung sind 20 km voneinander entfernt. Wo baut man fiir beide Betriebe die gemeinsame
Transformatorenstation, damit aus kostentechnischen Griinden die gesamte Linge beider
Zuleitungen von der Transformator ion T an der Hochsy lei zu den Be-’
trieben minimal wird?

9.13.

P

Beim Einbau eines Rundb s (rechteckige Fliche mit aufgesetztem Halbkreis)
ist aus bautechnischen Griinden zu gewahrlei , daB ein Umfang von 8,00 m nicht iiber-
schritten werden darf. Welche Mafle hat das Fenster zu erhalten, wenn die Lichtausbeute
ein Maximum werden soll?

9.14.

(Duale Aufgabe zur vorhergehenden!)

Der Querschmtt eines Abwisserkanals besteht aus cinem Rechteck mit angesetztem
Halbkreis. Die Querschnittsfliche muB aus wasserwirtschaftlichen Griinden (mindestens)
einen Inhalt von 5,00 m? haben. Wie wihlt man die MaBe des Kanalquerschnitts, wenn
der Materialverbrauch fiir die Ummauerung (Umfang der Querschnittsfliche) moglichst
klein gehalten werden muf3?

(Zuweilen wird gefordert, daB zu Reparaturzwecken eine lichte Hohe von 2,00 m bzw.
sogar 2,50 m vorhanden sein muf3!)

9.15.

Ein geschlossener zylindrischer Olbehilter mit einem F: 'mdgen von 1801 soll
so konstruiert werden, daB méglichst wenig Material verbraucht wird (Blech). Der wahre
Blechverbrauch ist etwa um 20%; grofler, da Abfille entstehen. Wie sind die MaBe des
Zylinders zu wihlen?

109



9.11.
s __________
A = xy —» Max.
Nach Strahlensatz (Scheitel bei S):
B—x):8=y:12 (h—x):h=y:s
y=12 - 1,5x _ s
| _ odx=8-067y | YT T H”
A(x) = 12x — 1,5x% - Max. AQx) = sx — %xz - Max.
0<x<8. O0<x<h
912, L =54+ s Min. ° A
JA=\/XZ+ 16 — D% HSL
s5=+/(20 — x)? + 121 nach PyrHAGORAS 4
L) = /x* + 16 A
+ \/521 — 40x + x% - Min. sg "
0=<x<20 ¢
B8
9.13. Extremalfunktion: 4 = Agecneeck + Anarbkeets = Max.

A = 2ar + 0,57r? » Max.
Hilfsbeziehung: u = 8 = 2r + 2a + nr 8 — 2
Substitution @ = 0,5 (8 — 2r — =r) ist gegeniiber r = ey vorzuzichen.
A(r) = 8r — 2r2 — mr? + 0,572 +®
= 8r — 2r? — 0,57r2 - Max.
r>0.

9.14.

Extremalfunktion hier: 4 = 2a + 2r + nr - Min.
Hilfsbezichung hier:
A=5=2ar+ 0,5rtr2
zweckmiBigerweise in der Form
5 — 0,57r?
2r
da sonst Wurzeln durch quadratische Gleichung
entstehen.
. u(r) = 5r~! + 0,5%r + 2r — Min.; r > 0.

<

a= als Substitution zu verwenden,

9.15.
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Extremalfunktion: Gesamtfliche = Mantel + 2 Kreisflichen
A = 2rrh + 2nr? - Min.
Hilfsbeziechung: ¥V = wr2h = 180; v

kmiBige Substi iun:h=-———wr2

2V
A(r) = — + nr? - Min.

bzw. A(r) = ﬁ- + mr2=— Min.; r > 0.



9.11. A'(x) =12 - 3x
A’(x) = -3 < 0, also Max.
A'(x) = 0 fihrt zu:

A(x) =s—

12=3x=>x, = 4

2s
—x

2
=X

h

h

< 0, also Max.

2s
§= P Xa = 0,5h

Yex =12 —-6=6. Yex = 0,5s.
9.12. L'(x) o L & S 1 beachtent)
.12, x) = ge !
24/x +16  24/521 — 40x + x2

x _ 20— x
V@ +16 21 —dox+ 22
und nach dem Quadrieren:

x2(521 — 40x + x3) = (400 — 40x + x2) (x + 16)

L'(x) = O filhrt zu:

1
105x% 4 640x = 6400x., = 5 3 (andere Losung negativ, scheidet aus)

Uberzeugen Sie sich an Hand der 2. Ableitung, daB tatsichlich ein Minimum vorliegt.

9.13. A(r) =8 —4r —=nr
A’(r) = —4 — © < 0 (also entsteht Maximum)
A'(r) = 0 liefert:

8—4r—-—mr=0 mit r, =112

T+
ey = 0,5(8 — 2,24 - 3,52) = 1,12.

9.14. u'(r) = —5r72 + 0,57 + 2
u’(r) = 10r-3 > 0 (also entsteht Minimum)
u'(r) = 0 liefert:

5
5r-2=0,5t + 2 mit re, = ,'/ms—"- = 1,18

(negativer Wert liegt nicht im

Definitionsbereich)

Gy = (5 — 2,200/ 2,36 = 1,18; @ex = rex.

9.15. A'(r) = 2(—Vr~2 4 2rr) bzw. A'(r) = —360r-2 + 4nr
AY(r) = 2(2Vr-3 4 2x) > 0 (also Minimum)
A'(r) = Oliefert: Vr-2 = 2nr bzw. 180r-2 = 2nr

3
[V 3
und r= I bzw. r = 3/28,7 = 3,06.

111



D

9.11.

Der optimale Querschnitt wird erreicht, wenn die Héhe des Dachraums 509 der Dach-
hohe und die Breite 50%; der Dachbreite sind. Die Querschnittsfliche ist dann S0% des
Dachquerschnitts.

Die Hohe der entstehenden Raume ist b hnisch voll ausrei

hend

9.12,

s4 = 6,67; sz = 18,33. Die minimale Gesamtlinge betrigt L, = 25 km.

Spiegeln Sie den Punkt A (siche Skizze) an der Hoch l¢itung, dann erk Sie,
daB dann die kiirzeste Verbindung ATB vorliegt, wenn T am Schnittpunkt der Verbin-
dung 4B mit der Hoch leitung liegt. Es hen dhnliche Figuren. Uberzeugen
Sie sich, daB die Lage jedes anderen Punktes T ungiinstige1 wire.

Betrachten Sie die Figur S. 110 sorgfiltig! Die gleiche Figur tritt fiir das Reflexionsgesetz
an einem Spiegel (Optik) auf. Leicht laBt sich zeigen, daB auch fiir diese Aufgabe gilt:
¥ ATU = ¥ UTB. Der Weg des Lichtes von A iiber den Spiegel nach B ist dann am
kiirzesten, wenn das Reflexionsgesetz gilt.

9.13.

Im Falle der maximalen Lichtausbeute betrigt der Radius 1,12 m und die Gesamthohe
des Fensters 2,24 m. AuBere Breite und Hohe des Fensters miissen dann also gleich groB
sein.

9.14.

Der Materialverbrauch fiir die Ummauerung ist am geringsten, wenn die lichte maximale
Hohe des Abwisserkanals und seine Breite iibereinstimmend 2,36 m betragen (s. 0.!).
Darf der Wert 2,00 m nicht iiberschritten werden, so muB dieses MaB als bestmoglicher
nr?
2
verbrauch ist allerdings etwas groBer in diesem Fall.

Wert angesehen werden. Aus + 4r — 2r2 = §; folgt dann r = 1,13. Der Material-

9.15.

112

Im Minimalfall stimmen Hohe und Durchmesser des Behilters iiberein. Die Hohe betragt
hier 3,06 dm, also fast 31 cm. Der minimale Blechverbrauch betrigt in diesem Fall
BV = Apia + 20% = 1,2+ (118 + 59,3) dm? x 1,2+ 177 dm? ~ 2,12 dm?,



10. Flicheninhaltsberechnung durch Integration

Ubersicht zur Flicheninhaltsberechnung mittels der Integralrechnung

Fliiche zwischen Kurve und x-Achse
(keine Nullstellen im Integrationsintervall)

X2
I= [ f(xdx;

X1

A= I

FHliche zwischen Kurve und x-Achse
(Nulistelle im Integrationsintervall)

Man setze f(x) = 0 und findet xy. Wenn x; < xy < X, dann
sind zwei Integrationen auszufiihren.

L=[fmdxy; L= {fdx

A= L] + |Ll.

Fliiche zwischen zwei Kurven

Durch f(x) = g(x) findet man die gemeinsamen Punkte (nur Ab-
szissen erforderlich).
Die Integrationsgrenzen sind x; und x,. Die Integration muB
unterbrochen werden, wenn noch ein weiterer Schnittpunkt im
Intervall liegt.
X3

I= [ U - gt dx

X1
A = |I|. Eine Unterbrechung an den Nullstellen von f(x), g(x) ist nicht ndtig!

y
Fléche zwischen Kurven und y-Achse e /
- $) g

Man bilde die Umkehrfunktion (formal: y « — x) A zu f*

Sf(xa) e
I= { Kx)dx; fix)

S(xy)
A=|I. J




Differentialquotienten und unbestimmte Grundi einiger wichtiger Funktionen
Differentialquotient Funktion unbestimmtes Integral
™ f(x) §f(x)ydx
-1 _ a +1 .
anx® ax"(n¥ —1) "1 x*+ C
—ax~2? ax™! = % aln|xj + C
cos x sin x —cosx + C
~sinx €os x sinx + C
cos~2x =1 + tan? x tan x —Incosx + C
—sin"2x = cot x Insinx + C
—(1 + cot? x)
1 1.
sin 2x = 2 sin x cos x sin? x 7x—7smxcosx+c
1
—sin 2x cos? x —E-x+?sinxcosx+C
sin 2x 1
X Frr Teotx+ €
sin 2x 1
o T3 tanx + C
e* e* e+ C
a
a@lna a@>0;a+1) l—n—a-+C
x? Inx xlnx—-x+C
1
>In 10 Igx x(lgx — 0,4343) + C
1 - 2 —
R = x0.8 fall c
2\/,: \/x X 3 x\/x +
2x 1 . | Jl tr .
-7 - W< "WTTx *
x> 1 |an+'+c
2 1 x =1
T o7 T 2 arctan x + C
- 1 N
2
A+ x3)J1+x2 J1+x? Inlx + T+ | + €
+x 1 <1 . c
- Jl - \/l - xi < arcsinx + C
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A

10.1.

Berechnen Sie den Flicheninha!} der von den Bildern der beiden in Aufg. 8.1. genannten
Funktionen y = x> und y = \/ x vollstandig eingeschlossenen Fliche.

10.2.

4
Berechnen Sie das Integral der Funktion durch h(x) = x? — Tin den Grenzen x; = 0
bis x, = 2, und deuten Sie das Ergebnis geometrisch.

10.3.

Bestimmen Sie die Fliche zwischen dem Bild der Funktion s(r) = 10¢~! und der s-Achse
im Intervall zwischen ¢; = 2 und ¢, = 8.

10.4.

Berechnen Sie den Flicheninhalt zwischen dem Bild der Funktion f(x) = sin x und der
x-Achse im Intervall zwischen 0 und 2.

10.5.

Die Fliche zwischen der Parabel mit der Funktionsbezichung f(x) = ax? und der Ge-
raden mit der Gleichung g(x) = c ist zu berechnen und mit dem umbeschriebenen Recht-
eck zu vergleichen; a > 0.

10.6.

hel.

Das Volumen eines Tunnels mit einem durch ein Par. t besti Querschnitt
ist zu berechnen, wenn die maximale (Pfeil-) Hohe 8 m, die maximale Breite 20 m und die
Lange des Tunnels 1,4 km betragen.

10.7.

Ein geplanter S-Bahnhof erhilt ein parabolisches Gew6lbe. Die maximale Breite betragt
50 m, die Hohe maximal 18 m. Die Vorderfliche der Bahnhofshalle soll verglast werden,
wobei wegen der Zughdhe (bis zum Fahrleitungsdraht) eine Baufreiheit von 6 m gewihr-
leistet werden muB. Wieviel Quadratmeter Glas sind erforderlich?

10.8.

Gegeben ist die Gerade y = g(x) = mx. Auf dieser Geraden befinden sich die Punkte Py
und P, mit den x-Koordinaten x; und x,. Untersuchen und vergleichen Sie die Flichen
zwischen der Geraden und x- bzw. y-Achse in den Grenzen zwischen den beiden Punkten.
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10.1. Die Integrationsgrenzen sind x; = Ound x, = 1
1 1
1= () - g dx = J (2 = X% du.
0 0
2 s 8
4 1 4 8
= 2 ¢ = |—x3 — — =— - =0
10.2. 1 f(x 3)d.\ [3x Jx]o 3 3 0.
0
10.3. Im Integrationsintervall liegen keine Nullstellen.
8
10
1= der = 10(In |t}
2
10.4. Im Intervall von 0 bis 2r liegt eine weitere Nullstelle bei x = =. Hier muB die Integration
unterbrochen werden.
kd 2r
Il=Isinxdx Iz=fsinxdx
] 3
105. ax?=¢; x= % A/ %. Man bestimmt die Fliche zwischen dem Bild von fund der
) [c <
x-Achse im Intervall —  / — bis + J— .
a a
c <
+ ~/ a * »/ a
1= J. ax?dx = [g—x’]
< R
-5 -z
10.6. Zur Bestimmung der Querschnittsfliche muB vorher die Methode der unbestimmten
Koeffizienten auf f(x) = ax? + ¢ angewendet werden:
2
f0O=8=¢; f(10)=0=100a + 8; a= -3
2 P
fix) = - 25 ¥ + 8.
10.7. Wiederum setzt man an: y? = 2px (Parabel nach rechts geoffnet, Scheitelpunkt im Ur-
sprung, fiir dic Berechnung im zweiten Teil vorteilhafter)
625
x = 18; y=25=>625=36p=p=7
625
2 =
V=g
10.8. g(x)) = mxy;  g(x2) = mxz;
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X2
Ie = A = § mxdx = [0,5mx2]32 = 0,5m(x,? — x,2).

X1



1 2 1 1 2 1
=|—x3 — — x!'$ =— - — = - —
10.1. I [3x T ]o 3 3 3
4= 1
=3
10.2. Im Integrationsintervall hat A(x) eine Nullstelle.

4 2 -
x’=T x <0 xz=T\/3.

Man bildet zur Flichenberechnung der Fliche zwischen zugehoriger Kurve und x-Achse

32 -
L= —x’—-s—x] ) I+ 15l = 573 = 2,05.

10.3.

8
I=10{n|¢[}§ = 10(n8 — In2) = 101

104. I = [-cos x]T = I, = [—cos x]rz‘" = —-2.
108 1225 / [c ) A/_c_
o 3 a B NG
10.6." Vereinfachung: Es wird nur eine der kongruenten Teilflichen berechnet, anschlieBend
Multiplikation mit 2.
10
2 2 10
Aqu=2 f (—0,08x2 + 8)dx =2 [— Fx + BX]O
0

80 4
- [“T " so] =80 1067

10.7. Man berechnet nur den oberen Teil der Fliche (und multipliziert anschlieBend mit 2).
18 -
25 = 252 18
I= | = /2x054 =[ x /.] = 300.
f 5 \/ x x 9 YVx 0
0
»ur2
_ [ 2y _ o2
108. I, = 4, f dy = zm Y20 = 0.5m(xz? — x,2).
mx,
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10.1. Die Fliche zwischen den beiden Kurven hat den Flicheninhalt 1/3. Durch diese Fliche
wird das Quadrat aus den Punkten (0; 0) (1; 0)(1; 1) (0; 1) in drei gleich groBe Teile
geteilt. (Wﬁren X" und U; zugrunde gelegt worden, so wire der Inhalt der eingeschlos-
senen Fliche — ; : . Priifen Sie das selbst nach.)

n

10.2. Das Integral I hat den Wert 0. Dagegen ist die Flache zwischen dem Bild der Funktion
h(x) und der x-Achse im Intervall [0; 2) 4 = 2,05.

103. A=Ul=10In4 = 13863.

10.4. Der Flicheninhalt betrigt A = 11,1 + 11,1 = 4.

10.5. Der Flicheninhalt 4 des Parabel: ist gleich der Differenz zwischen Rechteckfliche
und Fliche zwischen Parabel und x-Achse

/ 2 4 /
A=2 L c J <= = <. Das ist ein Drittel der Rechteckfliche.
a 3 a 3 a
(Unterscheiden Sie: Das Parabel hat 2/3 der Fliche des hrieb Rechtecks
Das Volumen eines Parabolkérpers ist 1/2 des Vol des umbeschrieb Zylinders.)
10.6. Das gesuchte Volumen betrigt 149000 m3.
V= Aq, !l = 106,7 - 1400 = 149000.
10.7. Zu verglasen ist nur eine Fliche von 326,5 m2.
252 -1
A =2 [ v x Jx] = 326,5.
9 [
10.8. Die beiden Flichen sind gleich groB, unabhingig von dem vorliégendcn m (d. h. dem
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Anstieg der Geraden).
Der Flicheninhalt betrigt 4 = %(x;’ - x2).



11. Volumenberechnung von Rotationskérpern — Integrations-
methoden

Bei der Vol berechnung mittels der Integration ist besonders zu unterscheiden, ob die
Rotation um die x-Achse oder um die y-Achse erfolgt. Die Berechnungen zur Rotation um die
x-Achse werden im allgemeinen als leichter empfunden.') Bei durch y = f(x) vorgegebener
Kurvengleichung gilt fir die Rotation um die x-Achse:

Ve =7 [ F0P dx.

X1
Bei Rotation um die y-Achse gilt:
) Y2
Voy=Tm j x2 dy. Beachten Sie dabei die Grenzen y, = f(x,) und y, = f(x2)!
Y1

Dazu ist zunichst die Umkehrfunktion x = @(y) zu bilden. Diese Beziehung wird quadriert. Es
gilt dann:

Y2
Vor = = § [p()? dy.
R 4%

Rotiert die Fliche zwischen zwei Kurven um die x-Achse — man orientiere sich dabei immer an
Hand einer Skizze iiber die Form des entstehenden Rotationskdrpers - so ist zu berechnen:

£ X3 E2Y 2)
V=r [ {lAiP - La®P}dx bzw. V=r [ fthmrax - § LaeP dx]

Mittels der Integralrechnung konnen u. a. berechnet werden

X2
die Bogenlinge: s= [T+ 0P
X1
X2
die Mantelfliche: M =2r j S(x) \/ 1 4+ [f(x))? dx
Xy
X2
, . | *f1 dx
der Schwerpunkt von Rotationskdrpern: x5 = x‘n
frera
L3
und zahlreiche Ausdriicke in der Physik und Technik (Arbeitsi al, Trighei elektr.
Lei im Wechselstrom). Ein Beispiel fir U h an einem interessanten Rotations-
korper mittels der Integrairechnung finden Sie in Aufg. 11.4.
Sch Sie Ihr erhal Ergebnis immer ab!

1) Zuweilen 148t die Aufgabenstellung es zu, eine der beiden Moglichkeiten (Lage der Rotationsachse)
auszuwlhlen Die Erleichterung an Rechenaufwand bei der Integration muB dann oft mit erhéhten

i bei der Aufstell der zu integri den Funktion erkauft werden. Hier wird im
ibrigen die Methode der unbesti Koeffizi verwendet.

2) Beachten Sie: Dieser Ausdruck darf nicht mit & I U,(x) S2(x))? dx verwechselt werden!
Xy
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Abgesehen von den auf einer (unvollstindigen) Ubersicht auf S. 114 zusammengestellten Grund-
integralen lassen sich in vielen Fillen die Integrale mittels bestimmter Integrationsmethoden
berechnen. Von diesen Methoden seien besonders die folgenden genannt:

I. Lineare Substitution t = ax + b

Beispiele: (1) [e®3*dx = fefdr-2 a)t =0,5x
=2e'+ C=2e"%"+ C. b)x =2t
— dx
C) W=

) dydx = 2dr
(Z)J.\/a—bxdx=——l—J-\/;dt Ayt =a-br
b bx =2t
- 2 3/2 = b b

=gyt e dx 1

2 VH =%
=—-ﬁ(a—bx)\/a—bx+c. d)dx:—%dt

1I. Integrale einer gebrochenen Funktion, bei der im Zihler die Ableitung des Nenners steht

Losung: ';.((:)) dx=M|f(x)| + C
. sin x dx 1 ~bsin xdx 1
“ﬂ“f::ﬁa?-*ffzraa?——7““+“““+°

L. Integration des Produkts einer Funktion von g(x) und der Ableitung g’(x)
Losung: §fIg(x)) g'(x)dx = [f() dt

N 1
Beispiel:fsin’x-cosxdx= f[sinx}’-cosxdx = fr‘dr: 5+ C= Tsin’x-}- C.

1V. Integration tri; ischer Funkti

Man verwende die Substitution: ¢ = tan -;

Fiir eine solche Substitution gilt dann immer:

. 2 u R 2dr

an x = T— 7 sinx=-7—5; cosx= 7 =1y

Beispiel: dx x ’ b 2t

ispiel: T—sinx a)r—tan2 )tanx—l_',

) sinx = 2t
Q) sinx = 7=
d) x = 2arctan ¢
) dx 2 de 2 d
Y TTre T Ty Y
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Also: dx _ 2 1de
so'Jl—sinx ‘J1+:=] 21
T+

_ 2(1 + t?)dr _ 2dr 2 c= 2 ct
_J(l+t’)(l+t2-21)_j(l—t)‘_l-r+ - = )
1 — tan —

2

Hiufig lassen sich Integrale auf mehrere Arten bearbeiten. Zuweilen findet auch der versierte
Rechner nicht immer sofort den bequemsten und schnelisten Weg. Einige Integrale sogenannte
,.elliptische* Integrale) lassen sich sogar nur numerisch auswerten. Sie finden sehr viele Integrale
mit Losungsansatzen in dem Buch BRONSTEIN-SEMENDJAJEW, Taschenbuch der Mathe-
matik, BSB B. G. Teub Verlagsgesellschaft 1981, oder in Bartsch, Mathematische Formeln,
VEB Fachbuchverlag Leipzig 1984.

1) Im Grunde genommen sind die Typen II bis IV Abarten der Substitutionsmethode.
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Ubersicht

uber verschiedene mégliche Substitutionen bei der Integration

dx
1= [

Substitution 1
x+3=2
(naheliegend)

x =05z-15

dx =0,5dz
I=7[05z"%dz
=254+ C

Substitution 2

2x+3 =1t

x =05*-15

dx

—d—t—=l

dx =tds

T = [t 1tdet

=t+C

Substitution 3

1
=+3
(wenig gebrauchlich)
x =05u1—-15
:—j = —0,5u"2
dx = —0,54%du
I=-0,5fu"2u3du
= —0,5fut5du
=u%+C

Substitution 4
!

T

Substit. des vollen

Integranden
x =052-15
T
dx = —s3ds
= —fs3sds
= —fs2ds
=s5s14+C

I=J2x+3 +C

Hat der zu substituierende Ausdruck eine lineare Form ... Ax + B ..., so kann die Verfahrens-
weise durch folgende Uberlegung erlautert werden: Beim Differenzieren wire (Kettenregel)
eine nachtrigliche Multiplikation mit der Ableitung der inneren Funktion erforderlich. Da das

Integrieren dem Diffe

traglichen Division durch 4.
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zt ist, entspricht das beim Integrieren einer nach-



A

1L1.

Zwischen der Geraden y = mx und der x-Achse liegt im Intervall [x,; x,] eine Fliche,
die um die x-Achse rotieren soll.

Zwischen der Geraden y = mx und der y-Achse liegt im Intervall [y;; y.] eine Fliche,
die um die y-Achse rotieren soll.

Es gelte: y; = mx, und y, = mx,.

" Das Volumen beider entstehender Rotationskérper soll iibereinstimmen. Was kann dann

iiber den Koeffizienten m ausgesagt werden?

11.2.

Ein parabolisches GefiB hat eine innere Héhe von 10 cm und einen oberen lichten Durch-
messer von 16 cm. Besti Sie das F: mogen und die Fillhohe bei halber
Fiillung.

11.3.

2
Ein StativfuB hat eine hyperbolische Begrenzungskurve gemiB der Funktion y = >

Der groBte Durchmesser betrigt 2 dm, die Linge 3 dm. Berechnen Sie das Volumen.

*11.4.

Die Hiille einer Forschungsrakete besteht aus einem Rumpf und einem kegelformigen
Kopf.

Der Rumpf wird beschrieben durch Rotation der Fliche zwischen dem Bild der Funktion
mit der Gleichung f(x) = 1 — 0,5e~* und der x-Achse im Intervall [0; 10]. Die Mantel-
linie des Kegels ist Tangente an die Kurve im Punkte Po[0; f(0)). MaBangaben in m.
Bestimmen Sie das Volumen der Rakete.

11.5.

Weinfisser haben meist ellipsoidale Gestalt. Als Ausgangskurve soll der oberhalb der

x-Achse gelegene Teil der Ellipse mit der Glelchung— + —5 = 1 gewihlt werden. Die

bz
Flache zwischen ihr und der x-Achse rotiere im lntervall [-0,5/; +0,5 ]]um die x-Achse.
Welches Volumen entsteht fiir a = 5dm, b = 3dm und / = 8 dm?

*11.6.

2n
., cos x
Berech Sie f
0

1+ cos x

*11.7.

4

Berechnen Sie f
2

dx
xlnx '

11.8.

1
Berechnen Sie j e?* dx.
0
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X2

1 *2 m?
1L Vyx=Tm f m*x?dx = nm? [— x’] = — n(x;? — x,3).
3 x; 3
Xy
11.2. Zunichst wird eine zweckmaBige Lage des Koordinatensystems gewahit. Den Ursprung

legt man giinstig in den Scheitelpunkt einer nach rechts gedffneten Parabel, deren Achse
mit der x-Achse zusammenfillt.
Danach wird die ,,begrenzende‘* Parabelfunktion bestimmt (Methode der unbestimmten
Koeffizienten): y2 = 2px. Fir x = 10 ist'y = 8. Daraus folgt 2p = 6,4; p = 3,2;
y? = 6,4x.
h

¥ (bis zur Fiillhohe k) = = | 6,4x dx.

0

11.3,

Man stellt zunichst die Integrationsgrenzen fest:

2
f) =1; T=l=2x=2 x=xu+3=S5
' X

]
: 4d
Zu berechnen ist also V = = f xzx .

2

11.4.

Zunichst ist [f(x)]* zu bilden:
VP =1 — e~ + 0,25¢2*
10

Vau =7m[(1—e*+025e2)dx = nlx + e* — 0,125 25]3°

0
[10 + e~1° — 0,125¢72° — 0 — €° + 0,125¢°)
n(10+0-0-0-1+ 0,125) = 9,125x ~ 28,7.

al

11.5. Man stellt nach y? um:
bl
»=- Fz’ + b2. Man berechnet das Doppelte des Volumens bei Rotation im
Intervall [0; 0,5]
0,5! .
bz
V=2r J‘ (-— Fx’ + b’)dx.
0
1.6 1= tan X 1= dx = 2de
-6. t=tan—-; cosx = 77 x= 7
2r x=2r x=2m
cos x (1 =13 +1¥)2de 1-—12
—  dx = 5 = 5 dr.
1+ cosx A +12)2(1 +1?) 1+t
0 x=0 x=0
4 4
1
dx x
11.7. Man formt um in J —_—= f X dx.
xInx Inx
2
Jetzt steht im Zihler die Ableitung des Nenners.
11.8. Man substituiert 2x = ¢; x = 0,5¢; dx = 0,5d¢.
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11.1. Ferner Umkehrfunktion: x = y: m; f(x3) = mx,; f(x1) = mx;y

2
Vnu="f

mx.

mx,y

2
bd
m? dy =

m?

3

k. 1 mxy m
—[—-)'3] ——(xz - x%.

mx,

Beachten Sie bitte, daB dieses Volumen bei Rotation der Fliche zwischen der Geraden
und der y-Achse um die y-Achse entsteht. Es handelt sich also nicht um die Rotation der
im ersten Teil betrachteten Fliche!

11.2.

h
Vbish) = n [ 6,4x dx =
0

n[3,2x213 = 3,2mh3.

415 .
=nx [—] =n[-08 + 2] = 1,21 & 3,59.
X 2

11.4. Man bestimmt den Tangentenanstieg fiir x = 0:

fx)=05e*  f(0)=05=m;

fO) =1-105=0,5. .

Schni kt der Begr den des Kegels mit der x-Achse: xs = —1, Héhe des

Kegels = 1.
115 V=2 AERNPT L 0126 | o spar

il Rl e M s
2 0, ]25
= —nlb? [1,5 - l’]
x=21r1 2 = ) 2 x=2r d x=2r
-t —(1+1? 4

11.6. J‘ _1—+Td’ = f —1+Tdt—2 f Tz f dr

x= x=! x=0 x=0

= [2arctan ¢ — t + CR=2"
4
1
11.7. J x dx = [In(In |x))}§ = In1,3863 — In0,6931.
Inx
2
x=1

11.8. jehdx = § e 05dr = 0,5 [e'liz} = 0,5[¢**]} = 0,5¢* — 0,5¢° = 0,5(e% — 1).

x=0
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11.1.

nm?
Sollen die beiden Volumen gleich sein, so muB. ¥V, = ¥V, gelten. (x3? — x;%)

3
=xn ;(xf — x,%),also m = 0 oder m = 1; d. h., die Gerade y = mx muB entweder die

x-Achse sein oder unter 45° ansteigen.
Der Fall, daB m nach oo strebt, bleibt unberiicksichtigt. Der Fall m = 0 ist uninteressant,
das Volumen wire dann ebenfalls 0.

h=10; ~ V(10) = 3,2r - 100 = 1000.

500
Fiir ¥ = 500 (halbe Fiillung) folgt 500 = = - 3,2h%; h = A/—F =~ 7,07. Die Fiillhéhe
betragt dann etwa 71 mm (und nicht etwa 5 cm!). har

11.3. Das Volumen des StativfuBes betrigt etwa 3,6 dm3. Der FuB hat an seiner Spitze einen
Durchmesser von 0,8 dm. Ndhme man einen Kegelstumpf an, so wire das Volumen etwa
4,9 dm3,
11.4.  Vygmpr = 28,7; Vieger (Ohne Integration) = 0,26; Gesamtvolumen der Rakete:
V = 28,96 m>. Die Rakete ist 11 m lang und hat einen groBten Durchmesser von 2 m.
. 21b? 0,125 \ -
11.5. Das Fassungsvermégen kann nach V = 3 1,5 — —az—lz ermittelt werden. Fiir
a=5dm, b =3dm und / = 8 dm ergibt sich ¥~ 177 Liter. Wire der Durchmesser
einer Seitenfliiche gegeben (mit 2c), so ergibe sich allgemein:
!
V= "T(zb2 + ),
x x x1)
11.6. 2arctant — ¢ = 2arctan {tan —) — tan — = x — tan —
. 2 2 2
2r
J‘cosxdx_ xl"z 0-04+0x2
1+cosx—x—tan20—1r— - + = LT,
4
1.7 & 4 - =t 1w 2B2 o =06
T ) e T4 -In@n2) =g =lhpEm =2 =0
ist eleganter als
4
dx In 1,3863 — In 0,6931 = I 13863 =1In2=0,6931
xinx ool T 00 =Ing e T 0= 0L
1
118, fe**dx = 0,5(? — 1) = 0,5 6,3891 = 3,1945.
0

1) Man beachte:

x x
arctan (tan x) = x bzw. arctan (tan -—) = -
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12. Aufgaben zu nichtrationalen Funktionen
(Differential- und Integralrechnung)')

12.1

Gegeben ist eine Funktion fdurch

S = 2\/x +6—x—6; xe[—6; o]

Geben Sie die Koordinaten des Schnittpunkts des Bildes von f mit der x-Achse und die
des Extrempunktes E an! Berechnen Sie den Inhalt der Fliche zwischen Kurve und
x-Achse im Intervall [xg; 3]!

12.2.

Wie lautet die Gleichung der mit einem Winkel von 63,43° ansteigenden Tangente an
das Bild von fmit f(x) = €?*-! + 1. Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die vollstindig
vom Bild von f, der x-Achse und den Geraden x = 0,5 und x = 1 eingeschlossen wird!

12.3.

Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) = sin x; g(x) = \/ 3 cos x. Die Bilder
beider Funktionen im I. Quadranten und die y-Achse begrenzen eine Fliche allseitig.
Bestimmen Sie deren Innenwinkel und Inhalt!

12.4.

. (In x) . s .
Gegeben ist f(x) = T X> 0, reell. Best Sie_die E haften des Bildes

von f (Schnittpunkte mit den Achsen, Extrempunkte, Verhalten im Unendlichen), und
berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die vollstindig vom Bild von f, der x -Achse und
der Geraden x = e eingeschlossen wird!

12.5.

Gegeben sind Funktionen f mit

= f(x) = e** — a*x (areell; a > 0).
Berechnen Sie die Koordinaten des Extrempunktes aller dieser Funktionen, und ermitteln
Sie jene Zahl g, fir die gilt: f(xg) = 0.

12.6.

Gegeben ist eine Funktion f mit f(x) = ﬁ (x€(-0,5; 0)).
X

Das Bild von f, die Koordinatenachsen und die Gerade x = t (¢ > 0, reell) begrenzen je-
weils eine Fliche vollstindig. Ermitteln Sie  fiir den Fall, daB der Flicheninhalt 16 FE
betrigt!

12.7.

1
Berechnen Sie den Inhalt der Fliche zwischen dem Bild von f(x) = 3 + 2sin =% der
x-Achse und den Geraden x = —0,57 und x = 0,5x.

12.8.

Gegeben ist eine Funktion f mit
Sf(x) = 0,5sin 2x + cos x im Intervall 0 £ x < %—

Berechnen Sie die Nullstelle, f(0) und die Extremstelle im angegebenen Intervall, und
™ v

berechnen Sie | f(x) dx!
o

1) Ver

Jeichen Sie den Lehrabschnitt 5 und die Bemerkungen auf S. 48
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12.9. Gegeben ist

y=f(x)= _lnTx (x > 0; x reell).

- Stellen Sie eine Wertetafel fiir diese Funktion auf, berech Sie die Koordi des

Maximumpunktes vom Bild der Funktion und berechnen Sie den Inhalt der Fliche
zwischen der Kurve und der x-Achse im Intervall x € [1; ]!

12.10. Gegeben sind zwei Funktionen fund g durch die Gleichungen

y=f(x) = 0,25 + sin x

y=g(x) =05+ 0,5cos 2x

im Intervall 0 < x < =.

Berechnen Sie die Koordi der gemei Punkte beider Funktionsbilder!
Berechnen Sie, unter welchem Winkel die Funktionsbilder in diesen Punkten einander
schneiden!

Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die vollstindig von den Bildern beider Funktionen
begrenzt wird!

12.11. Die Bilder der Funktionen f; )(x) = i\/ 169 — x? erginzen einander zu einem Kreis

mit der Gleichung x2 + y? = 169. Auf dem Kreis liegen die Punkte P(—12;5),
Q(—12; —5), R(—5; 12), S(12; 5) und T(0; —13). _

Uberpriifen Sie, ob die Tangente an den Kreis in P der Strecke RQ parallel liuft!
Untersuchen Sie, ob das Dreieck PTS gleichseitig ist! Geben Sie seinen Fliacheninhalt an!

12.12. Gegeben ist eine Funktion fdurch y = f(x) = x~1.

128

Durch das Bild von f, die x-Achse und die Geraden x = nund x = n + 1 (n€ N) werden
Flichen A, vollstindig begrenzt. Die Inhalte dieser Flichen 4,, 4;, 4,, ..., 4, bilden
die Glieder einer Zahlenfolge. .
Berechnen Sie A4,, 42, A,! Geben Sie die Glieder sy, s der zugehérigen Partialsummen-
folge an!

Das n-te Glied der Partialsummenfolge hat den Wert s, = In (n + 1). Zeigen Sie das durch
vollstindige Induktion!



12.1.

B

1 —
fix) = Trize I £/ =—05x+ 6 52/x+6—x—-6=0 fihrt zu
x
x; = —6und x; = —2 (vgl. Abschnitt 5)
b

—_— R b
‘f(sz+5—x—6)dx= [%(x+6)\/x+6—0,5x’—6x]

12.2. tan 63,43° = 2 = Mgy,
f/(x) = 2€**~!, Esist f'(x) = m zu setzen. Das Bild der Funktion liegt nur oberhalb der
x-Achse. Es ist keine Unterbrechung an einer Nullstelle erforderlich.
12.3. Die Bilder beider Funktionen werden zundchst 0 < x < 0,57 skizziert. Aus \/ 3 cos x
= sin x folgt (vgl. Abschn.5.) x; = % (60°), y =0,5 \/3 Aus f'(x) = cos x mit
f(0) =1 und g'(x) = —\/5 sin x mit g’(0) = 0 folgen 2 der 3 Winkel der dreieckigen
Fliche zu 45° bzw. 90°.
124. f'(x) = x2Inx(2 — Inx) = 2x~2In x — x~2(In x)?
f(x) =2x3(-3Inx + (In x)? + 1) (Kettenregel beachten!).
Ein Pol liegt bei x, = 0 vor; aus f'(x) = 0 folgt xg; = 1 (Doppelnulistelle; Minimum),
Inx
Xgz2 = €2; yg2 = 4:¢? x 0,54 (Maximum); lim f(x) = hm — - limlnx =0
X~ 00 x X—+ 00
(S. 48 beachten! Grenzwertsitze Tafelwerk S. 44).
12.5. f'(x) = ae®* — a® (Kettenregel!)  f“(x) = a*e**
12.6. Zur Orientierung: f(0) = 8
f(x) = 0 unerfilllbar, keine Nullstellen. Eine Unterbrech der Integration ist nicht er-
forderlich.
12.7. Das Bild von f verlauft im I. und II. Quadranten. Es existiert kein Schnittpunkt mit der
x-Achse.
™ T
f(——2-)=3+2sin(—7)—3+25m( )—3—\/2
T . 0w
f0) = 3; I(T) =3+25m—z-=3+\/2
12.8. 0,5sin2x + cosx = 0 (Vgl. Abschnitt 5.)

cosx-(1 +sinx) =0
x = 0,57 (90°)
0 =1
f(x) =cos2x — sinx
= —2sin2x — cos x
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12.9. Wertetafel (ausgewihlte Werte)
x | 0,6 1 2 4 [3

f| -085 o 035 o035 02

1-1
f'(x)=-Tzni

12.10. Zu I5sen ist die goni rische Gleich 0,25 + sin x = 0,5 + 0,5 cos 2x; nach Um-

formung ergibt sich: sin x — 0,5 + sin? x = 0,25
sin? x + sinx — 0,75 = 0

Die Ableitungen lauten f'(x) = cos x; g'(x) = —sin 2x.

Zu bilden ist fir die Bestimmung des Flicheninhalts das Integral

X2
I=[(0,25 + 0,5 cos 2x — sin x) dx
x
= [b,ZSx + 0,25 sin 2x + cos x];g

12.11. Es gibt mehrere L& ge (Berithrungsradius, T

te steht senkrecht darauf; y-Form

der Geradengleichungen mit Schnittpunktsuche).
Am einfachsten:

=X 12
" =—— = —— =24
Jo0) = S e ~ I
17
mm = -7— = 2,429
Das Dreieck ist gleichschenklig bei T.
Auch hier mehrere Losungswege:
Lingenvergleich: PT = PS = 24

oder Winkel tan-%- = tan ¥ PTO < tan 30°

2
1212. 4, = [ x'dx=(Inx}} = In2
1

n+1

x+1

A,=jx“dx=[ln(x+1)—lnx]=ln P

n
S = 4,
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121, () =0; xg=-5 ye=f(-5=1; f(-5 <0, also Maximum
Zur Bestimmung des gesuchten Flicheninhalts ist eine Unterbrechung der Integration an
xo = —2 erforderlich.

4 - -2
I = [—3-(x+6)\/x+ 6—o,sx2-6x] =2

4 S 3 1
L= [?(x+ 6)\/x + 6 — 0,5x — 6x]_2.= -1¢

122 26t0t = 26307 = 1320 — 1 = 0 (Val. auch S.48) xo = 0,5; 109 =30 =2
1
- J‘(ezx—l + 1)dx =[0,5e**1 + x)§5 = Te
0,5

123, f (i) =05; g (%) - _%,

n
(v/3 cos x — sin x) dx = [\/3 sin x + cos x]7

°'—~w|a w

¢

1
124, I= f? (In x)? dx unter Beachtung von S. 120, I1I
1
1 .
= |— 3
[ 3 (In x) ]1 )

1
12.5. y’ = O fithrt zu g e®* = a@?; xz = 7*'" a (Beachten Sie S. 48)

1
y’ (an x= - In a) = a® > 0, also liegt ein Minimum vor.

ye=a—Ilna=a(l —Ina)

t t

12.6. 3 f 8(2x + 1)-%5 dx
sz +1
[}

[8 J2x + 1]} (Verkettung beachten! Substitution! Vgl. S. 122)

.
127. I= [ @3+ 2sin0,5x) dx (Verkettung beachten!)

(NE]

a

2 L3
=, }
= [3x — 405 0,5x] :=[T"—2J2}

2 -{—37"—2J5}=3n
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128. fi(x) =0
cos2x =sinx; r=sinx; 2+40,5=0,5

(= -1, t, =sinx = 0,5. .
n ™
Xg = -—(30"; Max.); f(?) =1,543%26

2
f(OSs‘n2x+cosx)dx
0
-

0,25 cos 2x + sin x]T
0

129. f'(x)=0 fihrtzu Inx =1;x =e = 2,718.. (Vgl. S. 48)
fe) =e!'x037

Inx
I=J‘ dx-f—lnxdx (Vgl. S. 120, III)

1
= 0,5 (in )?I§
. . b 5r
12.10. Losung der Gleichung sin x = 0,5 (und —1,5) x, = s und x; = wa
f(x1) = flx2) = g(x1) = g(x;) = 0,75

Aus Symmetriegrinden geniigt:

A (%) =053
Py (%) = 053
I= [-:% +0,25(-0,5+/3) - 0,5 ﬁ]
- [L +0,25(0,5y/3) + 0,5 JE]
=?-ozs\/‘—\/3_ ~1,64

12.11. Die Anstiege sind nicht gleich, weichen aber nicht viel voneinander ab!
Am einfachsten: tan 0,5 ¢ = 12:18 = 0,6667

12.12. Durch vollstindige Induktion ist zu zeigen: s, = In (n + 1)
Ind.-Anf.: .rl =A;,=In2 (s.0)
Ind.-Vor.: =Ink+1)
Ind.-Beh.: s.,,l =In(k + 2)

Ubergang vom k-ten zum (k + 1)-ten Glied durch Addition von 4,,; = In
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12.1.

Das Bild der Funktion steigt bei x = —6 senkrecht an, hat einen Maximumpunkt
M(—5; 1), fallt dann, durchstoB8t die x-Achse bei Q(—2; 0) und verldBt das Integrations-

1
intervall in P(3; —3). Der Inhalt der gesuchten Fliche betragt 9 < FE. Schiitzen Sie zur
Kontrolle den Flicheninhalt anhand einer Skizze ab!

12.2.

Die Punkt-Richtungs-Form der Geradengleich (Tafelwerk S. 51) liefert fiir die Tan-

gente mit Anstieg 2 und dem Beriihrungspunkt Py(0,5:2) 2 =
Der gesuchte Flacheninhalt betragt 1,36 FE. -

-2
—os odery=2x+1.

12.3.

Die drei Innenwinkel lauten 45°; 90°; 82,9°. Der gesuchte Inhalt der krummlinig be-
grenzten dreieckigen Fliche betriagt 1 FE. (Vgl. Bild auf S. 135!)

12.4.

Es ergibt sich die auf Seite 135 dargestellte Kurve. Der Flicheninhalt (schraffiert) betragt

lFl:‘.
3 FE.

12.5,

Die Minima liegen jeweils in dem Punkt £ (— Inag;a(l — In a)) .
Aus f(xg) = a(l — Ina) = 0 folgt:

1=Ina; a=e.

12.6.

=8J2r+1-8=16

8Vt +1=24; JU+1=3;1=4.
(Vgl. auch Abschn. 5.) Fiir ¢ = 4 ist der Inhalt der angegebenen Fliche 16 FE.

12.7.

Der gesuchte Flicheninhalt betragt 9,42 FE.
Aus Symmetriegriinden hitte es geniigt, den Inhalt der Fliche A4, zwischen x = 0 und

T
x =z bestimmen.

Aynes =37 — A,
Arecnts = Az; A = 3m.

12.8.

Das Bild ist ein Teilstiick einer sinusférmigen Kurve (siche Abb. S. 135) mit f(0) = 1 und
M(% 15 V/3; Maximum)

I=1{025+1} — {-0,25 + 0} =

Der gesuchte Fliacheninhalt'betrigt 1,5 FE.

12.9.

Der Maximumpunkt befindet sich bei M (e, ! ) Die x-Achse wird im Punkte N(1; 0)
geschnitten. :

(Ein Wendepunkt befindet sich bei 1#(4,48; 0,33).) Die Kurve néhert sich allmahlich der
x-Achse. (Vgl. Bild auf S. 135.)

Der gesuchte Flacheninhalt betrégt 0,5 FE.
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12.10. Die Bilder beider Funktionen sch

e

T 3
n(5:3)

und

P 5t 3

2 6 4

ang= 0,543 - (-0,5/3)
1-0,75

=4J3=6928 ¢=81,8

Der gesuchte Flicheninhalt betrdgt rund 1,65 FE (s. S. 135).

12.11. Man tiberzeuge sich durch Aufstell

weit vom Ursprung entfernt llegt.

0,5¢ = 33,7°. Das Dreieck ist nicht gleichseitig.
Der Flicheninhalt des Dreiecks betrigt 4 = 216 FE.

daB ein Schnittpunkt sehr

k
12.12. Induktionsbeweis: s, + Ax,y =In(k + 1) + In +
=lnk+1)+[nk+2)—Ink+ 1)

=Ink + 2),q.e.d.
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y=fix) ==

zu 12,9,
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Einige hiufig verwendete mathematische Begriffe

1. Ableitung
Differentialquotient

absolut (Mathem.)

Anstieg

Abstand

Argument (Mathem.)

Betrag (absoluter)

Funktion

Funktionswert

Goniometrische
Gleichung

Integrand

% ; f'(x) funktionaler Ausdruck, durch Differenzieren

von f(x) entstanden, kennzeichnet Anstieg von Kurven

a) von x freier Summand (konstantes Glied)
b) in ‘Betragsstriche eingeschlossen, stets nicht-negativ
m; tan «; Verhaltnis Gegenkathete (Hohe) zu Ankathete

im Anstiegsdreieck (Steigung dagegen meist Verhiltnis
Hoéhe zu Lange steigender Strecke)

Lotrechte Entfernung eines Punktes von einer Geraden,
senkrechte Entfernung zweier Parallelen

Element des Definitionsbereiches einer Funktion (vor
allem bei Log.- und trig. Funktionen) °
a) nicht-negativer Wert, definiert durch

lal =afira>0und g = —afira<0

b) Betrag von Vektoren = Vektorlange

la) =\/a-a
\
f, Kennzeichnung einer mindestens eindeutigen Abbildung
mit dem Bildungsgesetz y = f(x)

f(x0), y-Wert fiir den x-Wert x,

Gleichung, die x als Argument einer trigonometrischen
Funktion enthilt

GrdBe, die zu integrieren ist; steht zwischen | und dx



Meiden, Schneiden,
Beriihren

parallel

Radikand

Rechnen mit 0

reziproker Wert
(Kehrwert)

senkrecht
(orthogonal)

vertikal

Tangentenanstieg

Term

verkettete Funktion

Lagebeziehung, entscheidbar durch Losung eines Glei-
chungssystems. Bei quadratischen Gleichungen gilt:

Radikand negativ : Meiden

Radikand gleich 0: Beriihren

Geraden in gleicher Richtung m, = m,, mit gleichem
Abstand und ohne gemeinsamen Schnittpunkt im End-
lichen — nur fiir Geraden der Ebene

Gréfle, aus der die Wurzel zu ziehen ist
(muB nicht-negativ sein)

0:z=0; 0:0 unbestimmt; z:0 nicht ’geﬁniert, uber
alle Grenzen wachsend; 0-z=0; /0 =0; 0° =
(fiir a > 0)

Zahl, die durch Vertauschen von Zahler und Nenner
eines Bruchs entsteht

im rechten Winkel zueinander,
im rechten Winkel zu einer gegebenen Geraden

senkrecht zur Erdoberfliche oder zur Grundebene

m = tan « = f’(x,) Anstieg der Kurve oder der Tangente
in einem Punkt Py(x,: Vo)

mathematischer Ausdruck, meist Summand, kann auch
Produkt von Faktoren, mit Koeffizienten multiplizierte
GroBe oder Klammerausdruck sein

Funktion, die in sich (als Argument) eine andere Funk-
tion enthailt.

Erkennungsmerkmale:

z. B. Klammer mit x in anderer als |. Potenz oder nicht
nur aus x bestehender Exponent, Radikand oder Argu-
ment-Ausdruck bei trigonometrischer und Logarithmen-
funktion



Der Autor, Dr. rer. nat, Steffen Koch, hat als Lehrer an einer
Volkshochschule langjahrige Erfahrungen in der Erwach-
senenbildung gesammelt. Die im Unterricht aufgetretenen
Schwierigkeiten beim Losen von Mathematikaufgaben haben
ihn veranlaBt, etwa 140 ausgewihlte Aufgaben zusammen-
zustellen und die Lésungen in 4 Teilschritten anzugeben. Die
Aufgaben entsprechen dem Niveau der Fachschulen und
Oberschulen. Jede Aufgabe ist in folgende Abschnitte ge-
gliedert:

Teil A: Aufgabenstellung

Teil B: Erste Losungsschritte, meist mit dem Losungsplan,
dem Ansatz und den notwendigen Voriiberlegungen

Teil C: Durchfithrung der weiteren rechnerischen
Operationen

Teil D: Fixierung des Ergebnisses, Kontrolle und Formulie-
rung der Antwort.
Hier werden auch SchluBfolgerungen gezogen, Ver-
allgemeinerungen erwidhnt und Hinweise auf Ergén-
zungen gegeben.




