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Erlduterungen zur Arbeit mit dem Buch

Das Buch ist in fiinf Kapitel gegliedert. Die Gliederung ist aus dem Inhaltsver-
zeichnis am Anfang des Buches zu ersehen.

Innerhalb der einzelnen Kapitel werden Definitionen, Beispiele und Aufgaben
durch folgende Zeichen besonders hervorgehoben:

» Definitionen
B Beispiele
® Aufgaben

Definitionen, Beispiele und Aufgaben sind jeweils innerhalb der Kapitel fort-
laufend numeriert.

Aufgaben mit einer blauen Nummer miissen unbedingt gelost werden, da dies
zum Verstdndnis des Folgenden erforderlich ist.

Aufgaben mit schwarzen Nummern dienen der Ubung und Wiederholung. Fiir
alle Aufgaben, die durch einen Stern gekennzeichnet sind, befinden sich am
SchluB eines jeden Kapitels die Losungen.

Durch das Register am Ende des Buches ist eine schnelle Information iiber
wichtige Begriffe moglich.

Das Literaturverzeichnis enthdlt vorwiegend solche Titel, die auch fiir Schiiler
fiir ein vertiefendes Studium der Mengenlehre geeignet sind.
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Grundbegriffe
1 der Mengenlehre

1.1. Bilden von Mengen

B BIl: In einer Klasse sind 12 Schiiler aktive FuBballer in der Schulmann-
schaft, 18 Schiiler besuchen den Zirkel ,,Junge Sanitéiter*, 14 Schiiler
sind Mitglieder des Schulchores und nur 2 Schiiler gehoren keiner dieser
Arbeitsgemeinschaften an.

Wieviel Schiiler sind in dieser Klasse?

Aus diesen Angaben 14t sich die Frage nach der Anzahl der Schiiler der
Klasse nicht beantworten. Wenn jeder Schiller nur héchstens eine
Arbeitsgemeinschaft besucht, betragt die Klassenstirke 46 Schiiler. Es ist
jedoch durchaus méglich. daB sich einige Schiiler fiir die Teilnahme an
mehreren Gemeinschaften entschieden haben. Dann ist die Schiilerzahl
geringer.

Die Anzahl der Schiiler der Klasse 1i8t sich genau ermitteln, wenn man
zusétzlich noch folgende Angaben kennt:
8 FuBlballer nehmen am Zirkel ,,Junge Sanititer* teil.
5 FuBballer sind Mitglieder des Chores.
7 Chormitglieder nehmen am Zirkel ,,Junge Sanitédter teil.
2 Schiiler sind FuBballer, Chormitglieder und auflerdem gehéren sie
auch dem Zirkel , . Junge Sanitdter* an.




Zur Ermittlung der Schiilerzahl ist eine graphische Ubersicht wie in
Bild 1 zweckmiBig. Die dort angegebenen Zahlen sind entweder durch
den Sachverhalt direkt gegeben oder aus ihm durch die folgenden Uber-
legungen leicht zu finden.

2 Schiler sind Fuliballer Ma/'m}'fy/ime/- und auBer-

8=2+6 Fubballer besuchen den dem gehiren sie dem Zirkel, Junge Sanitéter”
Zirkel , Junge Sanitater” an
Hiasse: 12=2+3 +6 1.7 Schiler sind aktive
B=5+2+6+5 Sphaler nehmen FulRballer in der Schulmann-

schaft
§=2+3 Fubballer sind im Chor

om Zirkel , Junge Sanitdter” teil

7=2+5 Chormitglieder nehmen

om Zirkel , Junge Sanitater " teil P .
kel , Junge Sanitdter” tei 22 Schiler sind in keiner der drei

Arbeitsgemeinschaften

Bild 1 T4=5+2+3+& Schiiler sind Mitglieder des Chors

Addiert man die in Bild 1 blau gekennzeichneten Zahlen, so erhilt man
die Anzahl der Schiiler der Klasse. Sie betragt

246+3-1+5+5+4+2=28

Bei der Losung dieser Aufgabe haben wir von einer wichtigen mathemati-
schen Arbeitsweise — dem Arbeiten mit Mengen — Gebrauch gemacht.

Im obligatorischen Mathematikunterricht werden ab Klasse 6 einige Begriffe
aus der Mengenlehre eingefiihrt, und es wird bei verschiedenen Gelegenheiten
mit ihnen gearbeitet. Wir wollen zunachst diese Begriffe nochmals zusammen-
stellen, sie also wiederholen und vertiefen.

Als erstes ist zu kliren, was wir unter Menge verstehen wollen. Sicher ist die
umgangssprachliche Bedeutung des Wortes Menge im Sinne von viel (z. B. ,,Wir
haben eine Menge Hausaufgaben zu erledigen‘‘; ,,Der FC. .. hat eine Menge
Tore geschossen) fiir exaktes mathematisches Arbeiten nicht brauchbar.
Der Hallenser Mathematiker GEore CANTOR (1845—1918), der als Begriinder
der Mengenlehre gilt, gab folgende, inzwischen beriihmt gewordene Beschreibung
einer Menge:
Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche Elemente der Menge ge-
nannt werden — zu einem Ganzen.
Obwohl diese Beschreibung keine exakte Definition ist und bei unkritischer
Anwendung auch zu Widerspriichen fithren kann (hierauf wird spéter noch
eingegangen), soll sie zundchst einmal als Ausgangspunkt fir die Betrachtung
einiger Beispiele und Aufgaben dienen.
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B B2: Es lassen sich z. B. folgende Mengen bilden:
a) Menge aller Schiiler einer Klasse;
b) Menge aller natiirlichen Zahlen;
¢) Menge aller Héuser in Leipzig;
d) Menge aller Vierecke;
e) Menge aller Teiler der Zahl 60.
Uberlegen Sie in jedem Fall, welches die Elemente der Menge sind!

® 1. Bilden Sie selbstindig weitere Mengen!

Fiir ein rationelles Arbeiten mit Mengen ist es notwendig, entsprechende Zeichen
einzufithren. Aus dem Mathematikunterricht der Klasse 6 ist Ihnen bekannt,
daB Mengen im allgemeinen mit groBen Buchstaben, z. B. 4, B, M, N, R, und
ihre Elemente mit kleinen Buchstaben, z. B. a, b, ¢, z, y, bezeichnet werden und
daB man die Beziehung ,,a ist Element von M‘ durch ,,a € M* darstellt.

® 2.* M sei die Menge aller Teiler der Zahl 60 (7 B2 e)).
Untersuchen Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind!
a) 12¢ M; b) 14c¢M; ¢) 60cM; d) 0ecM; e) 1e¢M

Fiir den Fall, daB ein Element a nicht zu einer Menge M gehért, schreibt man
aeM.

Aus dem bisherigen Mathematikunterricht ist Thnen bekannt, daB man zwischen
endlichen und unendlichen Mengen unterscheiden kann. Im ersten Fall enthilt
die Menge endlich viele und im zweiten Fall unendlich viele Elemente.

® 3.* Untersuchen Sie, welche der im Beispiel 2 angegebenen Mengen endlich
sind!

Endliche Mengen kann man durch Aufzihlen ihrer Elemente angeben, man
schreibt diese dann in geschweifte Klammern, also z. B. M = {a, b, ¢, z, y} fiir
die endliche Menge M, die aus den finf Elementen a, b, ¢, , y besteht.

B B3: Die Menge P = {2,3,5,7,11,13,17,19} besteht aus den ange-
gebenen acht Zahlen und nur aus diesen.

®  4.* Uberlegen Sie, welche gemeinsame Eigenschaft die im Beispiel 3 ge-
nannten Zahlen haben!

Losen Sie unter Verwendung der bisher wiederholten Begriffe und Symbole
folgende Aufgaben:

® 3.* M sei die Menge aller Teiler der Zahl 60; geben Sie M durch Aufzahlen
der Elemente an!



6.* K sei die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem festen
Punkt O den Abstand 3 cm haben. Wihlen Sie einen Punkt O und
zeichnen Sie die mit K bezeichnete Punktmenge!

7.* Wie heiBt die Menge aller Punkte im Raum, die von einem festen
Punkt ein und denselben Abstand haben ?

8.* Wie heiBt die Menge aller Punkte einer Ebene, die von zwei fest vor-
gegebenen Punkten 4 und B jeweils den gleichen Abstand haben?
Waihlen Sie zwei Punkte 4 und B, und zeichnen Sie die so beschriebene
Menge!

9.* Wie bezeichnet man die Menge der Punkte auf der Erdoberfliche, die
von beiden Polen gleichweit entfernt sind ?

10.* Wie bezeichnet man die Menge aller Vierecke, deren Diagonalen gleich
lang sind und einander halbieren ?

11.* Z sei die Menge aller zweistelligen, durch 3 teilbaren Zahlen. Geben
Sie Z durch Aufzihlen der Elemente an!

12.* H sei die zweite Hauptgruppe im Periodensystem der Elemente. Geben
Sie die Elemente von H durch Aufzdhlen an!

(Verdeutlichen Sie sich die unterschiedliche Bedeutung des Wortes Element
— einmal fiir Objekte, die zu einer Menge zusammengefaBt werden, zum
anderen als chemisches Element.)

Betrachten wir noch einmal alle bisher behandelten Beispiele und Aufgaben, so
konnen wir feststellen, daB in allen Fillen die Elemente der jeweiligen Menge
— und damit die Menge selbst — durch das Zutreffen einer entsprechenden Aus-
sage auf genau die Elemente bestimmt sind.

Eine Zahl a ist also beispielsweise Element der in Beispiel 2 e) genannten Menge
M genau dann, wenn fiir sie die Aussage ,.a ist Teiler von 60 zutrifft.

o 13. Formulieren Sie fiir jede der in den Beispielen 2 und 3 gegebenen Men-
gen eine entsprechende Aussage!

Betrachten wir die bisher angegebenen Beispiele und Aufgaben genauer, so
konnen wir feststellen, daB fiir die Auswahl der Elemente der jeweiligen Menge
stets ein Grundbereich festgelegt war. In einigen Fillen wurde dieser Grund-
bereich ausdriicklich genannt, z. B. bei Aufgabe 6: die Menge aller Punkte einer
Ebene; bei Aufgabe 10: die Menge aller Vierecke.

In anderen Fillen ergab sich dieser Grundbereich direkt aus dem Zusammen-
hang der Aufgabe, z. B. bei Beispiel 3: die Menge aller nattirlichen Zahlen.
Grundsitzlich ist es bei Mengenbildungen wichtig, immer den jeweiligen Grund-
bereich zu kennen und zu beachten.

Die Cantorsche Beschreibung einer Menge kann nun zu folgendem Mengen-
bildungsprinzip prézisiert werden:
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Bei vorgegebenem Grundbereich und bei einer gegebenen Aussageform!) gibt es
eine Menge M, die genau aus denjenigen Elementen besteht, fiir die die Aussage-
form zu einer wahren Aussage wird.

Die bei endlichen Mengen verwendete Form der Darstellung

M = {a,b,c, ..., 2}
ist duBerst unrationell, wenn die Menge sehr viele Elemente enthilt. Dies zeigt
das folgende Beispiel.

B B4: M sei die Menge der natiirlichen Zahlen, die kleiner als eine Million
sind.
Wenn fiir jede Grundziffer und fiir jedes Komma zwischen zwei Elemen-
ten 0,5 cm benétigt werden, so wiirde die elementweise Darstellung dieser
Menge etwa 34 km lang sein.

® 14. Uberpriifen Sie die Zahlenangaben im Beispiel 4!

Es ist deshalb zweckmiBig, eine andere Darstellungsweise einzufiihren, die auf
der charakteristischen Aussage beruht. In die geschweifte Klammer wird zuerst
die Bezeichnung des Elementes (z. B. @ oder ) und nach einem Doppelpunkt
die entsprechende Aussage geschrieben.

B B5:4 = {a:aeN;3 <a <7} heiBt dann: Die Menge 4 enthilt genau
die natiirlichen Zahlen a, fir die 3 < a < 7 gilt.

® 15.* Geben Sie alle Elemente der Menge aus Beispiel 5 an!

16.* Geben Sie in den folgenden Fillen jeweils alle Elemente der Mengen
B, ..., Bgan! Dabei ist N die Menge der natiirlichen und R die Menge
der rationalen Zahlen.

a) By={2:zeN;z <10} d) B, =={b:beN;2<b<135}
b) B,={n:neR;|n|= 17} e) By={y:ye R;ac R;ay = a}

¢) By={a:aeN;a| 72} f) B={a:a€c R;y€ R;ay = a}
g) Nennen Sie von den Aufgaben a) bis f) die jeweilige charakteristische
Aussage!

Die zuletzt erlduterte Darstellungsform, die man allgemein in der Form
M = {z: H(z)} angibt, ist auch fiir unendliche Mengen verwendbar.

1) Aussageform heiBt jeder Ausdruck, in dem wenigstens eine Variable frei vorkommt. Sie wird
zu einer Aussage, wenn fiir alle freien Variablen Zeichen fiir wohlbestimmte Objekte einge-
setzt werden. So ist @ < 2a eine Aussageform, setzt man z. B.a = —2, s0 erhdlt man eine
(allerdings falsche) Aussage.
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B B6: Die Menge D aller durch 3 teilbaren natiirlichen Zahlen ist unendlich.
Sie kann durch
D= {n:neN;3|n}
dargestellt werden.

® 17.* Geben Sie fiir folgende Mengen jeweils eine entsprechende Darstellung
an!
a) A sei die Menge aller natiirlichen Zahlen, die groBer als 10 sind.
b) B sei die Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht durch 3 teilbar
sind.
¢) C sei die Menge der gebrochenen Zahlen, die kleiner als 1 sind.
d) D sei die Menge aller gebrochenen Zahlen, die kleiner als 15 und

gréBer als 10 sind.

18.* Formulieren Sie fiir die nachfolgenden Mengendarstellungen eine cha-
rakteristische Aussage!
a) D={d: d eN;7|d)}
b) E = {m: m e R*; m*> m}
e) F={z: 2 ¢R; 2 >ua)

19.* Geben Sie fiir die Elemente der folgenden Mengen jeweils eine Eigen-
schaft an, die alle Elemente bis auf eines besitzen! Welches Element
besitzt diese Eigenschaft jeweils nicht ?

a) 4 = {2, 8, 42, 53, 66}

b) B={3,5,17,9,11, 13}

¢) C ={1,9,25, 67,121}

d) D = {Dreieck, Quadrat, Rechteck, Kreis, Trapez}
¢) E = {Berlin, London, Prag, Moskau, Sofia}

f) F = {laufen, blau, fahren, schreiben, essen}

g) @ = {Maus, Elefant, Adler, Kuh, Schwein}

20.* Untersuchen Sie, welche der jeweils angegebenen Zahlen zu der ent-
sprechenden Menge gehoren!
8) M={(z:ze¢R; —3=<z< 3§}, —4;+2;—3; +3; + §

b) M = {a:ac N;a| 144}, 6; 8; 15; 16; 36
) M= {zx:zeR;|z| <3}, -1 3;-%,—-08; o
d) M= {y:yecR;y* <8), -2, 3-% @ —%
e) M = {z: z € N; z Primzahl}, 17; 35; 53; 91; 97

Im folgenden sei noch ein Problem erldutert, das bei der Mengenbildung be-
achtet werden muf:

In einem bestimmten Grundbereich kann man nach dem genannten Mengen-
bildungsprinzip beliebige Mengen bilden. Diese Mengen kénnen nun ihrerseits
wieder Elemente fiir neue Mengen, sogenannte Mengen zweiter Stufe sein. Ent-
sprechend lassen sich Mengen dritter, vierter und weiterer Stufen bilden.
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B B7: Nehmen wir zum Beispiel an, daB die Einwohner eines Kreises den
Grundbereich bilden, so ist eine Schulklasse eine Menge erster Stufe,
deren Elemente Schiler sind.

Eine Menge zweiter Stufe ist dann die Zusammenfassung der Klassen
einer Schule, die Elemente sind Klassen.

Eine Menge dritter Stufe ist die Zusammenfassung der Schulen eines
Kreises, die Elemente sind Schulen.

B BS8: In der Mathematik kénnen wir zum Beispiel die Menge aller Briiche
als Grundbereich wihlen. Die Zusammenfassung von solchen Briichen,
die durch Erweitern und Kiirzen auseinander hervorgehen, ist dann eine
Mengenbildung erster Stufe. Fat man zum Beispiel nun alle gebroche-
nen Zahlen, die kleiner als 1 sind, zusammen, so ist das eine Mengen-
bildung zweiter Stufe.

Mit einem derartigen stufenweisen Aufbau der Mengen vermeidet man Anti-
nomien (Widerspriiche), wie sie bei unkritischer Anwendung der CanTorschen
Mengenbeschreibung auftreten kénnen.

Die wohl bekannteste Antinomie ist die von dem englischen Philosophen und
Mathematiker BERTRAND RusSEL (1872—1970) entdeckte Antinomie der Menge
aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten.

Eine scherzhafte Einkleidung dieser Antinomie ist die Geschichte von dem
Schiffsbarbier, der bei Androhung einer hohen Strafe angewiesen wird, genau
die Personen auf dem Schiff zu rasieren, die sich nicht selbst rasieren.

Wie muB sich der Barbier in bezug auf seine eigene Person verhalten ?

1.2 Teilmengen

Nachdem wir den Begriff der Menge und den des Elementes sowie die Menge-
Element- Beziehung wiederholt und auf einige Aufgaben angewandt haben, gilt
es nun einen weiteren wichtigen Begriff zu wiederholen, den Begriff Teilmenge
einer Menge.
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Im Mathematikunterricht der Klasse 6 (7 [13b], S. 19) hatten wir folgende
Definition kennengelernt.

»

D1: Eine Menge A heit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element von A
auch Element von M ist. Wir schreiben dann: 4 & M.

Es gilt also: A & M genau dann, wenn fiir jedes & gilt: wenn x ¢ 4,50 & ¢ M.
Man sagt auch: Die Menge A ist in der Menge M enthalten, oder M ist eine Ober-
menge von A.

B9: M sei die Menge aller zweistelligen durch 4 teilbaren natiirlichen
Zahlen. Dann gilt:

M = {12, 186, 20, 24, 28, 32, ..., 96}.
A sei die Menge aller durch 8 teilbaren natiirlichen Zahlen, die zwischen
20 und 50 liegen, Dann gilt:

A = {24, 32, 40, 48).
Wie man durch Vergleich feststellen kann, gilt 4 & M.
Den Beweis, daB 4 Teilmenge von M ist, kann man auch wie folgt fithren:
Der Grundbereich ist fiir beide Mengen gleich N. Wenn eine Zahl durch 8
teilbar ist und zwischen 20 und 50 liegt, so ist sie auch durch 4 teilbar
und zweistellig.
Daraus folgt, daB jedes Element von 4 auch Element der Menge M ist,
also gilt A € M.

Die Beziehung zwischen einer Menge M und einer Teilmenge 4 kann man auch
grafisch durch sogenannte Mengendiagramme (Venn-Diagramme) veranschau-
lichen.

Es gibt nun den Fall, daB die Teilmenge 4 alle Elemente von M enthilt ( » Bild
2a)). Trifft dies nicht zu, gibt es also Elemente von M, die nicht zu 4 gehoren
(A Bild 2b)), so heiBt A eine echte Menge von M. Bild 3 veranschaulicht Bei-
spiel 9 mit Hilfe eines Mengendiagramms.

Bild 2a Bild 2b

>
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D2: Eine Menge A heibt echte Teilmenge einer Menge M, wenn gilt: Jedes Element

von A ist auch Element von M, und es gibt (mindestens) ein Element in M, das
nicht Element von A ist.
Fiir diesen Fall schreibt man 4 C M.



21. Zeigen Sie, daB in Beispiel 9 sogar 4 C M gilt!

22. Beweisen Sie folgenden Satz!
Fiir jedes A, B und C gilt: Wenn 4 C Bund B C C, so auch 4 C C.
Veranschaulichen Sie diesen Sachverhalt durch ein Mengendiagramm!

23.* Untersuchen Sie, ob fiir die nachfolgend angegebenen Mengen M
und 4 die Beziehung 4 S M oder sogar A C M gilt!
Begriinden Sie jeweils Ihre Entscheidung!
8) M = {x:xeN;z <100}, A={a:aeN;4|a}

b) M = {z:2¢N; 3|z}, A=1{a:aeN;6|a}
¢) M = {z:xz¢ R*}, A={a:aecN}
d) M = {z:xzecN; 4|2}, A= {a:acN;a=4n}

24. Beschreiben Sie die Mengen M und 4 und die gegebenenfalls vorhan-
dene Beziehung zwischen ihnen in Worten!
a) M sei die Menge aller ungeraden Zahlen zwischen 40 und 45,
A sei die Menge aller Primzahlen zwischen 40 und 45.
b) M sei die Menge aller Rechtecke,
A die Menge aller Quadrate.
¢) M sei die Menge aller Schiiler Ihrer Schule,
N sei die Menge aller Teilnehmer an der Arbeitsgemeinschaft ,,Arbei-
ten mit Mengen*‘.

Die Beziehungen zwischen Menge und Teilmenge lassen sich sehr gut verwenden,
um bestimmte Zusammenhinge deutlich zu machen.

B B10: Fiir die Mengen der natiirlichen Zahlen N, der gebrochenen Zahlen
R* und der rationalen Zahlen R gilt: N C R* C R.
B Bl11: Bezeichnet man mit / \

V: die Menge aller Vierecke,

T: die Menge aller Trapeze,

D: die Menge aller Drachenvierecke,

P: die Menge aller Parallelogramme,

R: die Menge aller Rechtecke

Rh: die Menge aller Rhomben,

Q: die Menge aller Quadrate, Bild 4 \
dann gilt:

QCRCPCTcCV und QCRhRCDCV und RRCP.
Veranschaulicht man die Teilmengenbeziehung durch ein Strichdia-
gramm, so erhélt man die in Bild 4 dargestellte Ubersicht iiber die Menge
aller Vierecke.

L]

25. Veranschaulichen Sie die in Beispiel 11 angegebenen Teilmengen-
beziehungen mit Hilfe von Mengendiagrammen!
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13. Gleichheit und Gleichméichtigkeit von Mengen

Eine weitere wichtige Beziehung zwischen Mengen, die wir aus dem Mathe-
matikunterricht kennen, ist die Gleichheit zweier Mengen.

» D3: Zwei Mengen heiBen gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Anders
ausgedriickt heiBt das: Eine Menge A ist gleich einer Menge B genau dann, wenn
fiir jedes Element @ € A auch a ¢ B gilt und fiir jedes Element b ¢ Bauchbe¢ 4
gilt. Man schreibt dann 4 = B.

® 26. Zeigen Sie, daB 4 = B gleichbedeutend mit (4 S B und B £ 4) ist!

B B12: Die Mengen 4 = {3,5,7}, B={5,7,3}, C= {7 }
D=(17,523}, E={315), F={53T1)
sind alle untereinander gleich.
Bei der Angabe von Mengen spielt also die Reihenfolge (bzw. Anordnung)
der Elemente keine Rolle.

® 27. Zeigen Sie, daB fiir die Gleichheit von Mengen folgende Beziehungen
gelten:
Fiir beliebige Mengen 4, B und C gilt stets:
a) A = A (Reflexivitit);
b) wenn 4 = B, so B = A (Symmetrie);
¢) wenn A = Bund B = C, so 4 = C (Transitivitit).

28.* Untersuchen Sie, welche der in Aufgabe 27 genannten Beziehungen
auch fir die Teilmengenbeziehung 4 & B gelten!

29.* Geben Sie alle Teilmengen der folgenden Mengen an!

a) M = {a,b,c)
b) Z ={0,0, A, V}
e¢) D ={1,2,3,4,5)

30.* Unter welchen Bedingungen sind die drei Mengen
M, = {a}, M,={b}), M;= {c} gleich?

Obwohl im allgemeinen die in der Aufgabe 30 genannten drei Mengen nicht
gleich sind, besteht doch eine Gemeinsamkeit zwischen ihnen darin, daB sie
alle nur aus einem Element bestehen, d. h. Einermengen sind. Man sagt in
diesem Fall, die Mengen sind gleichméchtig.

Ebenso sind alle Zweiermengen, d. h. alle Mengen, die aus zwei Elementen be-
stehen, gleichmichtig.

Entsprechend sind alle Dreiermengen gleichmiehtig usw.

Um die Gleichméchtigkeit von Mengen zu definieren, ist das oben angefiihrte
Vorgehen wenig geeignet, da man bei der Definition ohne den Anzahlbegriff
auskommen muB (wie wir in Kapitel 2 noch sehen werden). AuBerdem wiire eine
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Definition mit Hilfe des Anzahlbegriffes nur fiir endliche Mengen méglich. Wir
streben aber eine allgemeingiltige Definition an. Um diese zu erhalten, bezieht
man sich auf die Elemente und benutzt den Begriff der Zuordnung.

» D4: Zwei Mengen A und B heiBen gleichmdichtig, wenn jedem Element aus A
genau ein Element aus B und umgekehrt jedem Element aus B genau ein
Element aus A zugeordnet werden kann. Man schreibt dann 4 ~ B und liest
»A gleichmichtig B¢.

Auf Zuordnungen oder Abbildungen von Mengen werden wir im Kapitel 5
noch ausfiihrlicher eingehen. Fiir das Verstidndnis der Definition 4 geniigt es,
sich klar zu machen, was es heit, daB jedem Element aus 4 genau eines aus B
und jedem Element aus B genau eines aus 4 zugeordnet wird.

Wir wollen uns das mit Hilfe eines Bildes verdeutlichen (7 Bild 5).

Bild 5 A B

Es muB also jedem Element aus 4 ein (und nur ein) Element aus B entsprechen,
und es darf keine zwei Elemente in 4 geben, denen das gleiche Element in B
entspricht, und es darf keine Elemente in B geben, denen kein Element in 4
entspricht.

Das folgende Beispiel mége dies verdeutlichen.

B B13: Die Mengen 4 = {0, A, O, V} und B = {a, b, ¢, d} sind gleich-
miéchtig, denn man kann die folgende Zuordnung herstellen:
a~0O b=A; ¢+, d-V
(Sind auch andere umkehrbar eindeutige Zuordnungen (Abbildungen)
moglich ?)

® 31. Beweisen Sie, daB aus 4 = B folgt 4 ~ B!
Gilt die Umkehrung auch ?

32. Untersuchen Sie, ob die Beziehung ,,gleichméichtig® reflexiv, symme-
trisch und transitiv ist, d. h., ob fir beliebige 4, B und C gilt:
A~Ad;

A ~B,s0o B~A4;
wenn A ~ Bund B ~C, s0 4 ~C. (7 Aufgabe 27)
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1.4. Die leere Menge

Alle Mengen, die wir bisher betrachtet haben, waren entweder unendlich oder
hatten eine endliche Anzahl von Elementen. Dabei waren die Einermengen die
Mengen mit der geringsten Anzahl von Elementen (_# Aufgabe 30). Das Mengen-
bildungsprinzip erméglicht aber auch, die Menge zu bilden, die kein Element
enthalt.

»  D5: Die Menge, die kein Element enthilt, nennt man die leere Menge. Fiir sie ver-
wendet man das Symbol ,,0¢.

® 33. Uberlegen Sie, warum man den bestimmten Artikel verwenden kann,
also von der statt von einer leeren Menge spricht!

B B14: Im folgenden seien einige Beschreibungen der leeren Menge iiber
verschiedenen Grundbereichen angegeben:
a) die Menge aller sechsfiiBigen Hunde;
b) die Menge aller ebenen Dreiecke, deren Winkelsumme gréBer als 180°
ist;
¢) die Menge aller Teilnehmer einer Arbeitsgemeinschaft, die groBer als
3,00 m sind.

Geben Sie weitere Beispiele an!

® 34.* Suchen Sie von den nachfolgend genannten Mengen die leere Menge
heraus, und begriinden Sie Thre Entscheidung!
a) Die Menge aller Rechtecke, deren Seiten nicht alle gleich lang sind;
b) die Menge aller Rechtecke, deren Diagonalen nicht gleich lang sind;
¢) die Menge aller geraden Primzahlen;
d) die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke, fiir die das Hypotenusen-
quadrat groBer ist als die Summe der Kathetenquadrate.

35.* Formulieren Sie, ausgehend von Aufgabe 34 d), den Satz des PyTHa-
Goras unter Verwendung der leeren Menge!

36.* Welcher Unterschied besteht zwischen den Mengen 4 = {0} und
B=290?
Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge. Es gilt stets 6 & M.
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1.5. Operationen mit Mengen

Wir haben bisher einige Grundbegriffe der Mengenlehre kennengelernt, die fiir
unsere weitere Arbeit wichtig sind. Ebenfalls wichtig sind gewisse Operationen
mit Mengen. Zwei der wichtigsten werden nachfolgend behandelt.

» D6: Eine Menge V heiBt die Vereinigung zweier Mengen A und B, wenn sie genan
die Elemente enthilt, die in 4 oder B enthalten sind. Man schreibt dann
V = A4 v B und liest ,,A vereinigt mit B¢,
Es gilt also: * ¢ V= A v B genau dann, wenn * € 4 oder x ¢ B.

Hinweis: DaB ein Element in einer Menge A oder einer Menge B enthalten ist,
schlieBt nicht aus, dal3 dieses Element in beiden Mengen enthalten ist.

M BI15: A4 sei die Menge aller einstelligen Primzahlen, also 4 = {2, 3, 5, 7},
und
B sei die Menge aller geraden Zahlen, die kleiner als 10 sind, also
B =1{0,24,6,8},
dannist V=4 uB={0,2,3,4,5,6,7,8}. A
Dies kann man durch folgendes Mengen-
diagramm veranschaulichen (~ Bild 6).

v=AuB

Bild 6

® 37.* Was JaBt sich aus 4 u B= A und was aus 4 u B = B schlieBen ?
Veranschaulichen Sie diese Sachverhalte durch Mengendiagramme!

38.* Gegeben seien die Mengen
A={23,517; B=1{2346); C={3679).
Bilden Sie ¥V, =4 v Bund V,= B v C!
Bilden Sie ¥V, uC und 4 u ¥V, und vergleichen Sie die Ergebnisse!

Aus der Definition der Vereinigung (7 D6) folgt unmittelbar:
Fir alle Mengen 4, B, C gilt
(AuB)uC=A4 v (Bu() (Assoziativitdt)
AuB =Bud (Kommutativitat)

Die zweite grundlegende Operation mit Mengen ist Thnen aus dem Mathematik-
unterricht bekannt.

» D7: Eine Menge D heiBt Durchschnitt zweier Mengen A und B, wenn sie genau
die Elemente enthiilt, die in 4 und in B enthalten sind. Man schreibt dann
D = A n B und liest ,.4 geschnitten mit B<«.
Es gilt also: @ € D = A n B genau dann, wenn x € 4 und x € B.
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B B16: A sei wieder die Menge aller einstelligen Primzahlen, also
4=12,38,57}
und B sei wieder die Menge aller geraden Zahlen, die kleiner als 10 sind,
also
B = {0,2,4,6, 8},
dann ist
D=A4n B = {2}

A

Bild7 D=An8

Dies kann man durch ein Mengendiagramm ( # Bild 7) veranschaulichen.

® 39.* @ sei die Menge aller geraden Zahlen, U die Menge aller ungeraden
Zahlen. Bilden Sie D = G n U, und stellen Sie den Sachverhalt durch
ein Mengendiagramm dar!

Aus der Definition des Durchschnittes zweier Mengen folgt, daB dieser Durch-
schnitt genau dann die leere Menge ist, wenn die beiden Mengen kein gemein-
sames Element besitzen.

p D8: Mengen, die kein gemeinsames Element besitzen, heiBen elemenifremd oder
disjunkt.

Es gilt also: Zwei Mengen 4 und B sind genau dann disjunkt, wenn 4 n B = 0.

® 40.* Es gelte A C B. Was laBt sich iiber den Durchschnitt D = 4 n B aus-
sagen? Veranschaulichen Sie den Sachverhalt durch ein Mengen-

diagramm !

41.* Bilden Sie mit den in Aufgabe 38 gegebenen Mengen 4, B und C
a) Dy=AnB, ¢) D, nC,
b) D,=BnC, d) A nD,

Vergleichen Sie die Ergebnisse von a) und d)!

Aus der Definition des Durchschnittes ( # D7) folgt unmittelbar:
Fiir alle Mengen 4, B, C gilt
(AnB)ynC=An(BnC) (Assoziativitit)
AnB=Bnd (Kommutativitit)

® 42. Zeigen Sie, daB fir die Mengen 4, B und C aus Aufgabe 38 bzw. 41
folgende Beziehungen gelten:
a) An(BuQ)=(A4AnB)u(dn0)
b) Av(BnC)=(4AuB)n(4uv0)

Die vorstehenden Beziehungen gelten allgemein und bedeuten, dal
a) die Vereinigung distributiv beziiglich des Durchschnittes,
b) der Durchschnitt distributiv beziiglich der Vereinigung ist.
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® 43.* Esseien 4 und B zwei Mengen, fiir die gilt

1.6.

a) AuB={1,2,3,4,56,1,8,9)
b) A n B = {4,6,9)

¢) Au{3,4,5 ={1,3,4,5,6,8, 9}

d) Bu{2,4,8) ={2,4,5,6,7,8,9)

Bestimmen Sie zwei Mengen 4 und B so, daB sie diese Bedingungen
erfiillen.

Anwendungen und Aufgaben

Wir wollen uns nun einige Beispiele ansehen und dabei die bisher behandelten
grundlegenden Begriffe und Operationen der Mengenlehre anwenden. AuBerdem
sollen weitere Aufgaben gel6st werden.

Erstens wollen wir die Menge T der Teilnehmer an dieser Arbeitsgemeinschaft
in Ihrer Schule betrachten.

o 44.

45.

46.

47.

48.

Beschreiben Sie diese endliche Menge T'
a) durch Angabe ihrer Elemente, b) in der Form T = {z: H(z)} !

Bilden Sie folgende Teilmengen von 7' und beschreiben Sie diese durch
Angabe ihrer Elemente :
a) M = {z:z ist ein Mddchen},

b) F = {z: z ist Mitglied einer Singegruppe},

¢) S = {«: z ist Mitglied der Schulsportgemeinschaft},

d) B = {z: x ist Mitglied einer BSG},

e) C = {a: z ist Mitglied eines Sportclubs},

f) N = {z: z ist Nichtschwimmer},

g) A = {z: x ist im Monat August geboren},

h) H = {x: z hat eine Korperhche, die gréBer als 200 cm ist},
i) D = {z: z hat am Ende der Klasse 8 die Mathematiknote 2}.

Welche der Mengen M, F, ..., D aus Aufgabe 45 sind
a) die leere Menge, b) eine echte Teilmenge von 7',
¢) gleich der Menge T'?

Welche dieser Mengen M, F, ..., D sind paarweise
a) gleich, b) gleichméichtig, ¢) elementfremd ?

Bestimmen Sie fur die Mengen aus Aufgabe 45

a) M nF b) M v F e) MuS d) MnS
e) M uB 1) MnB g) MnC h) M uC
i) Muvd k) Mnd 1) MnD m) M vD
n) MuH o) M nH

und stellen Sie Vereinigung bzw. Durchschnitt jeweils durch Aufzihlen
der Elemente und in der Form M = {z: H(z)} dar!
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49.* Geben Sie die nachfolgend beschriebenen Mengen als Vereinigung bzw.
Durchschnitt der Mengen M, F, ..., D aus Aufgabe 45 an:
a) alle Middchen, die Mitglieder einer BSG sind;
b) alle Mitglieder einer Singegruppe, die Mitglieder einer BSG oder der
Schulsportgemeinschaft sind;
¢) alle Mitglieder einer BSG, die Mitglieder einer Singegruppe oder der
Schulsportgemeinschaft sind ;
d) alle Mitglieder einer Singegruppe, die sowohl einer BSG als auch der
Schulsportgemeinschaft angehoren.

Zweitens wollen wir nun Mengen betrachten, die wir im Grundbereich ,,alle
natiirlichen Zahlen* bilden kénnen.
Uber diesem Grundbereich lassen sich unter anderem folgende Mengen bilden:

B B17:
M, ={z:neN;xz=2n+ 1};
M, ={z:xzeN;neNundn > 1; wennn |z, son = 1 oder n = z};
M, = {z:xzcN;11|x)};
M, sei die Menge der ungeraden Zahlen, die groBer als die natiirliche
Zahl 1019 gind ;
M sei die Menge der nicht durch 2 teilbaren natiirlichen Zahlen;
M, sei die Menge der einstelligen natiirlichen Zahlen;
M, = {11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73,
79, 83, 89, 97};
M, sei die Menge der natirlichen Zahlen, die Vielfache von 11 und
kleiner als 100 sind;
M, sei die Menge der zweistelligen natiirlichen Zahlen, deren beide
Grundziffern gleich sind;
M,, sei die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen, die kleiner als die
natiirliche Zahl 101 sind.
@ 50.* Stellen Sie fest, welche der vorstehend gebildeten Mengen (M, bis M,,)
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a) endliche b) unendliche Mengen sind!
Begriinden Sie Ihre Feststellung!

51.* Geben Sie fiir jede der Mengen aus Beispiel 17 noch eine andere Dar-
stellung an!

52. Bilden Sie weitere endliche und unendliche Mengen mit den natiirlichen
Zahlen als Grundbereich!

53. a) Uberlegen Sie, wie man zweckmiBigerweise vorgeht, um diejenigen
Mengen M, bis My, zu bestimmen, die einander gleich sind!
b) Begriinden Sie, daB
My = M,; My + M,
ist!



54.* Gibt es unter den endlichen Mengen M, bis M,, gleichmichtige Men-
gen ? Begriindung ?

Wir wollen nun die Gleichméchtigkeit unendlicher Mengen niher untersuchen.

So gelten fiir die im Beispiel 17 angegebenen Mengen folgende Aussagen:

a) Da M, = M,, gilt erst recht M, ~ M,.

b) Ferner sind M, bzw. M auch der Menge N der natiirlichen Zahlen gleich-
maichtig, denn man kann jeder natiirlichen Zahl das um 1 vermehrte Dop-
pelte dieser Zahl zuordnen und umgekehrt:

0 1 2 3 4 n
! ! ! ! } !
1 3 5 7 9 o2n + 1

c) Auch zwischen den Elementen von M, und N kann eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung vorgenommen werden, indem man die Primzahlen der
GroBe nach geordnet aufschreibt:

1 2 3 4 5 n

! 1] ! { ! §

2 3 5 7 11 n-te
Primza.h]_»

® 55.* Zeigen Sie, daf}.
M,~N und M,~N,
und begriinden Sie, daB daraus folgt M; ~ M, .
56.* Es 1dBt sich nun zeigen, dal
My ~M;, ~My~ My~ M.
Beweisen Sie diese Aussage!
Man kann beweisen, daB alle unendlichen Teilmengen der Menge der natiirlichen

Zahlen mit dieser und untereinander gleichméachtig sind. Dennoch kénnen
zwischen ihnen echte Teilmengenbeziehungen bestehen.

W BI8: Fiir die Mengen M, und M, aus Beispiel 17 gilt
M,C M,.

® 57.* Beweisen Sie diese Beziehung unter Verwendung von Definition 2
(7 8.14)!

58.* Zeigen Sie, daB fiir Beispiel 17 weder M, C M, noch M, = M, gilt!
59.* Gilt in Beispiel 17 a) M, C M,, b) M, = M,?
60.* Untersuchen und begriinden Sie, welche der folgenden Aussagen fiir
Mengen aus Beispiel 17 wahr und welche falsch sind:
a) M,C M, b) M, S M, c) M,C M,
d) M, C M, e) M,,C M, ) M, = M,
g) M, & M, h) M,  C M, i) My,cC M,
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Wir wollen nun mit einigen der Mengen M, bis M,, (7 B17, S. 22) Vereinigungen
bzw. Durchschnitte bilden.

B BI19:
8) M, v M,
Mit Ausnahme des Elementes 2 € M, sind alle anderen Elemente von
M, auch Elemente von M,. Demnach ist M, v M, eine Menge, die
aus dem Element 2 und allen Elementen von M, besteht.
b) M, n M,
Da alle Primzahlen auBler 2 ungerade Zahlen sind, ist die Menge aller
ungeraden Primzahlen, also aller Primzahlen auBer der Primzahl 2, der
Durchschnitt dieser beiden Mengen.
e) Mg uM,=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97}
d) MgnM, =9
® 61.* Bilden Sie
a) M, v .M, b) M, v M, e) M,uvM,
d) M, v M, e) M, uM,, f) M,uvdM,
g) M, v My, h) M, n M, i) M, nM,
k) M, n M, 1) M, nM, m) M, n M,
n) M, n M, 0) My n M, pP) My nM,
q) M, n M, r) M, M, 8) Mg n M,
1.7. Aquivalenzrelationen

Fiir die Gleichheit und fiir die Gleichméchtigkeit von Mengen haben wir durch
Losen von Aufgabe 27 bzw. Aufgabe 32 gezeigt, daBl diese Beziehungen zwischen
Mengen reflexiv, symmetrisch und transitiv sind. Beziehungen zwischen mathe-
matischen Objekten werden mit dem Fachausdruck Relation bezeichnet. Stehen
die Objekte @ und b in der Relation R, so schreibt man dafiir a Rb.

Relationen, fiir welche die oben genannten drei Eigenschaften gelten, kommen
in der Mathematik hiufig vor. Sie heiBen Aquivalenzrelationen.

>
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D9: Eine Relation aRb heibt Aquivalenzrelation, wenn fiir jedes a, b, ¢ gilt:

(1) aRa (Reflexivitat);
(2) Wenn aRb, so bRa (Symmetrie);
(3) Wenn aRb und bRc, so aRc (Transitivitat).

Fiir Aquivalenzrelation verwendet man oft das Zeichen ,,~ und schreibt also
beispielsweise @ ~ b.



B B20: Wir wollen iiberpriifen, ob die Teilmengenrelation eine Aquivalenz-
relation ist. Es ist also fiir beliebige Mengen M, M,, M,, M, zu priifen,
ob gilt
(1) Mg M;

(2) wenn M, & M,,so M, & M,;

(3) wenn M, & M, und M, & M;, 0 M, S M,.

Wie wir beim Lésen von Aufgabe 28 (7 S. 16) gezeigt haben, gelten
(1) und (3), wihrend (2) nicht gilt.

Fiir die Teilmengenbeziehung gilt also die Eigenschaft der Symmetrie
nicht, und demnach ist die Teilmengenbeziehung keine Aquivalenzrela-

tion.

@ B21: Auch die Relation ,,}, ist echte Teilmenge von M,* ist keine Aqui-
valenzrelation. Diese Relation besitzt ndmlich weder die Eigenschaft der
Symmetrie noch die Eigenschaft der Reflexivitit, wie folgende Uber-
legung zeigt:

Nach Definition 2 (* S. 14) wire die Menge M eine echte Teilmenge
von sich selbst, wenn folgendes gilt: ,,Jedes Element von M ist Element
von M, und es gibt (mindestens) ein Element in M, das nicht Element
von M ist.* Der zweite Teil dieser Aussage widerspricht aber dem ersten
Teil. Die Annahme, M, wire echte Teilmenge von sich selbst, fithrt also
zu einem Widerspruch und kann daher nicht aufrecht erhalten werden.

® 62.* Zeigen Sie, daB auch nicht gilt:
Wenn M, C M,, so M, C M,!

Wir wollen nunmehr Relationen, diq .in endlichen oder unendlichen Mengen gel-
ten, daraufhin untersuchen, ob sie Aquivalenzrelationen sind. Dabei schlieBen
wir die leere Menge aus.

B B22: Als Grundbereich wihlen wir die Menge M der Schiiler Threr Schule.
Als Variable fir Elemente von M — also Schiiler Ihrer Schule — benutzen
wir nachfolgend s, s;, s,, 3. Ist dann die Relation R ,,s, geht in dieselbe
Klasse wie s, eine Aquivalenzrelation ?

Offensichtlich gilt fir jedes s, s;, S5, 85t

(1) sRs, d. h.: Jeder Schiiler geht in dieselbe Klasse wie er selbst.

(2) Wenn s, Rs,, 80 $,Rs,, d. h.: Wenn s, in dieselbe Klasse geht wie s,,
so geht auch s, in dieselbe Klasse wie s,. '

(3) Wenn s,Rs, und s,Rs;, so s,Rs;, d. h.: Wenn s, in dieselbe Klasse
geht wie s, und s, in dieselbe Klasse geht wie s;, so geht auch s, in
dieselbe Klasse wie s;.

In M ist also die Relation R ,,s, geht in dieselbe Klasse wie s, eine Aqui-

valenzrelation.
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B B23: In der Menge M der Schiiler Ihrer Schule gibt es noch weitere Aqui-
valenzrelationen wie etwa
a) s, ist am gleichen Tag geboren wie s,.
b) s, hat in diesem Kalenderjahr am gleichen Wochentag Geburtstag
wie 8,.1)
e) s, hat in diesem Schuljahr am gleichen Wochentag Geburtstag
wie 8,.1)
d) s, hat den gleichen Familiennamen wie s,.

e 63. Weisen Sie nach, daB die in Beispiel 23 genannten Relationen in M
Aquivalenzrelationen sind!

@ 64. Bilden Sie weitere Aquivalenzrelationen in M!

Natiirlich lassen sich in der Menge M der Schiiler Ihrer Schule auch Relationen
bilden, die keine Aquivalenzrelationen sind.

m B24: a) s, ist ein Bruder von s,.
b) s, hatte im letzten Zeugnis eine bessere Mathematiknote als s,.
¢) s, besiegt beim Tischtennisturnier ,,Alle gegen alle* s,

® 65.* Begriinden Sie, warum die in Beispiel 24 angegebenen Relationen keine
Aquivalenzrelationen in M sind!

66. Bilden Sie weitere Relationen in M, die keine Aquivalenzrelationen
sind!

67.* Grundbereich sei die Menge der Kraftfahrzeuge, die zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt zum Fuhrpark eines volkseigenen Betriebes gehoren.
Welche der folgenden Relationen R, bis R, sind Aquivalenzrelationen,
welche nicht ? (Begriindung ?)

R,: a hat dieselbe Motorleistung wie b.

R,: a hat eine hohere Nutzlast als b.

R;: a hat dasselbe Herstellungsjahr wie b.

R,: aist b im Anzugsvermogen iiberlegen.

R;: a hat einen geringeren Kraftstoffverbrauch als b.

Wir wollen uns nun Aufgaben und Beispielen aus der Mathematik zuwenden.

@ 68.* Grundbereich sei die Menge N, der zweistelligen natirlichen Zahlen n.
Welche der nachstehend genannten Relationen sind Aquivalenzrela-
tionen in N, ? Begriinden Sie ihre Entscheidungen!

1) Gibt es im betrachteten Kalender- bzw. Schuljahr keinen 29. Februar, so soll der 28. Februar fiir
die an einem Schalttag Geborenen als Geburtstag gelten.
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a) n, hat in der Einerstelle dieselbe Grundziffer wie n,.
b) =, hat in der Zehnerstelle dieselbe Grundziffer wie n,.
¢) 7, hat bei Division durch 11 den gleichen Rest wie n,.
d) =, hat bei Division durch 16 den gleichen Rest wie #,.
e) ny > n,

f) n,=3-m,

g) m, ist teilerfremd zu n,.

h) =, hat dieselbe Quersumme wie n,.

Auch aus der Qeometrie kennen Sie bereits zahlreiche Relationen, von denen
viele ebenfalls Aquivalenzrelationen sind.

W B25: In der Menge G aller Geraden g, &, , ... einer Ebene ist die Relation
,,g ist parallel 4 (g || &) eine Aquivalenzrelation, denn es gilt fir jedes g
und &

(1) ¢|| g (jede Gerade ist nach der Definition der Parallelitit zu sich
selbst parallel);

(2) wenng || h,sok||g;

(3) wenng | hund 2|/, s0g]| !l

B B26: Andererseits ist ,.g | h‘‘ (g steht senkrecht auf 2) in der Menge G
aus Beispiel 25 keine Aquivalenzrelation, weil die Relation des Senkrecht-
stehens weder reflexiv noch transitiv, sondern lediglich symmetrisch ist.

® 69.* 8) Machen Sie sich diese Aussagen iiber die Relation ,,g | %* an Hand
einfacher Skizzen klar!
b) Beweisen Sie, daB in G gilt: Wenng | Aundh | k,sog|| k!

70.* Untersuchen Sie, ob die folgenden Relationen zwischen den Geraden
einer Ebene Aquivalenzrelationen sind! Begriinden Sie Ihre Ergebnisse!
a) g ist nicht parallel zu A.
b) g schneidet A.

71.* S sei die Menge aller Strecken s, ¢, u, ... einer Ebene.
a) Zeigen Sie, daB ,,s ist kongruent ¢* eine Aquivalenzrelation ist!
b) Geben Sie eine (sinnvolle) Relation zwischen Strecken an, die keine
Aquivalenzrelation ist!

79.% D sei die Menge aller Dreiecke d, e, f, ... einer Ebene. Welche der fol-
genden Relationen sind in D Aquivalenzrelationen ?
a) d ist umfangsgleich e.
b) d ist flicheninhaltsgleich e.
¢) d ist kongruent e.
d) d ist dhnlich e.
e) d hat einen groBeren Flicheninhalt als e.
1) d hat einen kleineren Umfang als e.
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1.8. Klasseneinteilungen

Wir wollen uns nunmehr etwas ausfithrlicher mit Aquivalenzrelationen beschif-
tigen und betrachten dazu noch einmal einige der bisher behandelten Beispiele.
Wir waren in Beispiel 22 (_# S. 25) von der Menge M der Schiiler, die derzeitig
Ihre Schule besuchen, ausgegangen und hatten nachgewiesen, da8 in ihr die
Relation ,,5, geht in dieselbe Klasse wie s, eine Aquivalenzrelation ist. Durch
die Aquivalenzrelation in M wird die Menge M in bestimmte Teilmengen — die
Schulklassen — eingeteilt. Fiir die Menge der Schulklassen gelten folgende
Eigenschaften:

(1) Keine Schulklasse ist die leere Menge, d. h., es gibt keine Klasse, der nicht
mindestens ein Schiiler angehort.

(2) Jedes Paar von Schulklassen ist elementfremd, d. h., es gibt keinen Schiiler,
der (gleichzeitig) zwei verschiedenen Klassen angehort.

(3) Die Vereinigungsmenge aller Schulklassen ist gleich der Menge M, d. h.,
jeder Schiiler (jedes Element aus M) gehort mindestens einer Klasse an.

Durch eine Aquivalenzrelation wird also eine nicht leere Menge M in bestimmte
Teilmengen aufgeteilt. Diese Teilmengen von M werden — auch in der Mathe-
matik ganz allgemein — Klassen genannt. Die durch eine Aquivalenzrelation R
bewirkte Einteilung einer Menge heiBt eine Zerlegung von M nach R oder eine
Klasseneinteilung von M.

» D10: Eine Zerlegung oder Klasseneinteilung einer Menge M nach einer Aquiva-
lenzrelation R ist eine Einteilung von M in Teilmengen von M. Diese Teilmengen
heiBen Klassen.

Fiir das System der Klassen miissen folgende Eigenschaften gelten:

(1) Keine Klasse ist die leere Menge,
und

(2) das System dieser Klassen ist elementfremd, d. h., fiir zwei heliebige Klassen
K; und K, gilt K; n K; = 0, falls i = j,
und

(3) die Vereinigung aller Klassen ist gleich der Menge M.

Wir wollen jetzt nachweisen, dal auch die in Beispiel 23 b) (_ S. 26) genannte
Aquivalenzrelation eine Zerlegung in M bewirkt.

B B27:Die Aquivalenzrelation ,,. . . hat in diesem Kalenderjahr am gleichen
Wochentag Geburtstag wie . . .* fithrt in der Tat zu einer Zerlegung von
M in hiochstens 7 Klassen, ndmlich in die Klassen der ,,Montagsgeburts-
tagler’, der ,,Dienstagsgeburtstagler* usw. bis zur Klasse der ,,Sonntags-
geburtstagler*, wobei es jede dieser Klassen nur dann gibt, wenn min-
destens ein Schiiler an dem betreffenden Wochentag Geburtstag hat.
(Deshalb war es oben auch notwendig, von ,,héchstens 7 Klassen‘ und
nicht von ,,genau 7 Klassen‘‘ zu sprechen.)
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Diese Einteilung in hochstens 7 Klassen hat die Eigenschaften (1) bis (3)
(.~ D10, S. 28), die eine Klasseneinteilung definieren, denn:

(1) Es werden nur solche Klassen gebildet, die nicht leer sind, d. h. an denen
mindestens 1 Schiller Geburtstag hat.

(2) Kein Schiiler kommt in 2 oder mehr Klassen, weil er in einem Kalenderjahr
nicht an 2 oder mehr verschiedenen Wochentagen Geburtstag haben kann.

(3) Jeder Schiiler wird von der Klasseneinteilung erfat, denn jeder Schiiler hat
im Verlauf des Kalenderjahres an einem bestimmten Wochentag Geburts-
tag, wenn firr Schalttaggeborene die in Beispiel 23b) ( 7 S. 26) getroffene
Vereinbarung gilt.

© 73. Zeigen Sie, daB jede der in Beispiel 23 (7 S. 26) unter a), c) und d)
genannten Aquivalenzrelationen eine Klasseneinteilung von M erzeugt!

Nun soll die in Aufgabe 68a) (* S. 26f.) genannte Aquivalenzrelation in der
Menge N, der zweistelligen natiirlichen Zahlen # daraufhin untersucht werden,
ob sie jeweils eine Klasseneinteilung in N, erzeugt.

W B28: Die Aquivalenzrelation ,,n, hat in der Einerstelle dieselbe Grund-
ziffer wie n,'‘ ist in NV, eine Klasseneinteilung:
K, = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90} ,
K,_ a, 21,31, ..., 91},

K,o— (19 29,39, ..., 99} .
Diese 10 Klassen sind durchweg Neunermengen, die den Eigenschaften
(1) bis (3) der Definition der Klasseneinteilung ( D10, S. 28)
geniigen.
Es gilt nimlich offensichtlich fiir alle K; (i =1, 2,3, ..., 10):
(1) K, *90,
(2) KinKy=9,wenni +k,
3) KyuK,uKuK, uK; uKquK, uK;uK, uK,;=N,.

® 74.Zeigen Sie, daB die unter b), c), d) und h) in Aufgabe 68 (7 S. 27)
genannten Aquivalenzrelationen ebenfalls je eine Klasseneinteilung in
der Menge N, der zweistelligen Zahlen n erzeugen, und beschreiben Sie
diese!

Durch die in Aufgabe 68 unter c) genannte Aquivalenzrelation werden Klassen
erzeugt. Solche Klassen heifen Restklassen, weil alle in einer Klasse enthaltenen
Elemente beziiglich der Division durch 11 , restgleich sind. Wir kommen auf
sie noch ausfiihrlich in Kapitel 2 zuriick.

Auch in der (unendlichen) Menge N der natiirlichen Zahlen erzeugt die Aqui-
valenzrelation ,,restgleich beziiglich der Division durch 11* eine Klasseneintei-
lung von N in 11 Restklassen. Jede dieser Restklassen ist eine unendliche Teil-
menge der natiirlichen Zahlen und ihr gleichmachtig.
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Es lieBe sich beweisen, daB jede Aquivalenzrelation in einer nichtleeren Menge M
eine Klasseneinteilung von M erzeugt. Auf diesen Beweis miissen wir hier jedoch
verzichten.

® 75, zeigen Sie, daB jede der in Abschnitt 1.7. (7 S.25ff.) betrachteten
Aquivalenzrelationen eine Klasseneinteilung erzeugt!

Wir wollen nun untersuchen, ob die betrachteten Relationen, die keine Aqui-
valenzrelationen sind, ebenfalls Klasseneinteilungen erzeugen.

B B29: Es sei die Relation ,,n, > 2, in der Menge N, der zweistelligen
natiirlichen Zahlen n untersucht. Auch hier wird eine Einteilung von N,
vorgenommen, d. h., es entstehen Teilmengen von N,, nimlich

To = {98,97,96,...,11,10}, denn 99 ist groBer als jedes der

Elemente von Tg;

Tos = {97, 96, ..., 11, 10}, denn 98 ist groBer als jedes der Elemente

der Menge T'y;

Ty, = {10}, denn 11 > 10;

T,, = 9, denn 10 ist nicht groBer als irgendein Element aus N,.
DaB die durch die Relation ,,n, > n,’ bewirkte Einteilung keine Klassen-
einteilung ist, ist bereits an Ty und Ty zu erkennen. Diese beiden Teil-
mengen sind nicht elementfremd, vielmehr gilt: Ty n Ty = Ty, und
Ty ist nicht die leere Menge. Die Bedingung (2) aus Definition 10
(. S. 28) ist also nicht erfiillt.

Entsprechend 148t sich zeigen, daB alle Relationen in M, die keine Aquivalenz-
relationen sind, keine Klasseneinteilung von J/ erzeugen.

® 76. Fiihren Sie diesen Nachweis fiir die in d};ﬂ Aufgaben 67., 68., 70. und 72.
vorkommenden Relationen, die keine Aquivalenzrelationen sind!

Es erhebt sich nun die Frage, ob auch umgekehrt durch eine gegebene Klassen-
einteilung einer Menge M eine Aquivalenzrelation bestimmt ist. Das 1a8t sich
beweisen, worauf wir hier allerdings verzichten miissen. Wir betrachten lediglich
einige Beispiele.

B B30: Die drei Mengen
K, = {0,3,6,9,12, 15,18},
K, = {1,4,17,10, 13, 16, 19} ,
K, = {2, 5,8, 11, 14, 17, 20}
stellen offensichtlich eine Klasseneinteilung der Menge N, der natiir-
lichen Zahlen von 0 bis 20 dar, denn es gilt
(1) K, +0, K, +0, K, +0,
(2) KynK,=0,K, nK, =0 K, nK; =9,
(3) Ky uK, uK;=N,.
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K, ist offensichtlich die Restklasse ,,Rest Null bei Division durch 3,
K, die Restklasse ,,Rest 1 bei Division durch 3‘ und K, die Restklasse
,,Rest 2 bei Division durch 3. Demnach lautet eine durch die gegebene
Klassenemtellung von N, bestlmmte Aquwalenzrelablon ,»7; hat bei Divi-
sion durch 3 denselben Rest wie n,°

Man kann nun zeigen, daB es keine weitere Aquivalenzrelation in N, gibt, die
durch die gegebene Klasseneinteilung bestimmt wird. Auch auf diesen Nachweis

miissen wir hier verzichten.

B B31: Gegeben sei folgende Klasseneinteilung der Menge M aller Schiiler

Threr Schule
K, = {z:z hat im Januar Geburtstag} ,
K, = {z: z hat im Februar Geburtstag} ,

K,, = {z: z hat im Dezember Geburtstag} ,
wobei vorausgesetzt wird, daB keine dieser Mengen leer ist. Offensichtlich
lautet dann die durch diese Klasseneinteilung bestimmte Aquivalenz-
relation ,,. . . hat im gleichen Monat Geburtstag wie . . .*“.

77. Die Mengen
Ny={z:neN;x=2n},
Ny={z:neN;z=2n+ 1}

sind nicht leer, aber elementfremd, und ihre Vereinigung ist die Menge N
der natiirlichen Zahlen. Welche Aquivalenzrelation in N wird durch

diese Klasseneinteilung von N bestimmt ?

Die vorstehend erhaltenen Ergebnisse lassen sich zu folgendem Hauptsatz iiber

Aquivalenzrelationen zusammenfassen :

» Jede Aquivalenzrelation in der nicht leeren Menge M erzeugt genau eine Zerlegung

von M, und durch jede Zerlegung von M wird genau eine Aquivalenzrelation

bestimmt.



Ldsungen — Kapitel 1

2. Wahre Aussagen sind a), ¢), e)
3. a), ¢), e)
4. Primzahlen
5. M ={1,2,3,4,5,86, 10, 12, 15, 20, 30, 60}
6. Kreis mit dem Radius » = 3 cm
7. Kugeloberflidche
. Mittelsenkrechte der Strecke AB
. Aquator
10. Rechtecke
11. Z = {12, 15,18, 21, 24, 27, 30, ..., 99}
12. H = {Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ra}
15. A = {3, 4, 5, 6}
16. a) B, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}
b) B, = {—17,7}
¢) By={1,2,3,4,6,8,9,12,18, 24, 36, 72}
d) B,= {3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13}
e) By = {1}
1) B, = {0}
17. a) A= {n:n e N;n > 10}
b) B={z:x€N;3tz} oder B={z:2=3n+1,n¢eN)}
¢) C={a:acR*5a<1}
d) D={d:de R*;10 <z < 15)
18. a) D ist die Menge aller durch 7 teilbaren natirlichen Zahlen d.
b) E ist die Menge aller gebrochenen Zahlen m, die gréBer als 1 sind.
¢) F ist die Menge aller rationalen Zahlen  mit x < 0 oder z > 1.
19. a) gerade Zahl; 53 b) Primzahl; 9
¢) Quadratzahl; 67 d) n-Eck; , Kreis*
e) Hauptstadt eines sozialistischen Staates; ,, London‘
t) Verb; ,,blau*
g) Sidugetier; ,,Adler“

© o

20. a) +2, -3, +2 b) 6,8, 16, 36
) _‘2‘: 7: 570 d) -2, ‘;" _%z _171
e) 17, 53,97

23. a) 4 ist nicht Teilmenge von M, A ¢ M
b) A ist Teilmenge von M,
¢) A ist Teilmenge von M,
d)

28. Die Beziehung 4 S B ist
reflexiv, denn es gilt 4 S 4,
transitiv, denn aus 4 £ Bund B < C folgt 4 = C,
nicht symmetrisch, denn aus 4 S B folgt nicht B £ 4.

NN
innnN
RRE
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29. B) M = {a, b, C) b) zZ (Ot 0, A, V) Zl = (D: A}

M, = {a} 1= {0} Zy, ={O, V}
M, = {b} Z, = {0} Zyy = (A, V}
M, = {c} Zy = {A} Zy ={0,0, A}
M4={a';b} Zy= {V} Zpy = {0 A, v}
My = {a,c} Zy = (O, 0O} Zy ={0, 0, V}
My = {b, c} Zy = {O, A} Zy = {00, V, A}
(M1 = ﬂ)") Zﬂ = {O» v} (Zu — g)x)

e) D={1,2,3,4,5) D, bis Dy Dreiermengen
D, bis Dy Einermengen Dy bis Dy, Vierermengen
Dy bis Dy Zweiermengen (D3 = 0)Y)

30. a=b=c

34. b) die Menge aller Rechtecke, deren Diagonalen nicht gleich lang sind

d) die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke, fiir die das Hypothenusen-
quadrat gréBer ist als die Summe der Kathetenquadrate

35. Die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke, fiir die das Hypotenusenquadrat
nicht gleich der Summe der Kathetenquadrate ist, ist leer.

36. A ist eine Einermenge mit dem Element ,,0, B ist die leere Menge, d. h., sie
enthélt kein Element.

37. Aus 4 v B= A folgt B<S A ( Bild 8).
Aus 4 v B= Bfolgt A € B ( Bild 9).

2
)} A B
4 A A
oder oder
B

Bild 8 Bild 9
38. V,=12,3,4,5,6,T} Va=12,3,4,6,7,9}

VyuC={23,45,6,7,9}; A uV,=1{23,4,56,7 9}

VyuC=AuV,
39. D=0 (.~ Bild 10)
D=6ali=9 Bild 10

1) Die leere Menge ist an dieser Stelle noch nicht behandelt, sie ist eine Teilmenge jeder Menge.
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40.

41.

43.

49.
50.

51.

34

D= A(~Bild11) P A

s
Bild 11 0=A
a) D, = (2,3}, b) D, = {3, 6}
e) D, nC= {3}, d) A nD, = {3}, D, nC=AnD,

Aus a) folgt, daB 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 Elemente von A oder B (oder beiden)
sind.

Aus b) folgt, daB genau 4, 6, 9 Elemente von 4 und B sind.

Aus ¢) folgt, daB 1, 6, 8, 9 Elemente von 4 und 2, 7 nicht Elemente von 4
sind.

Aus b) folgt, daB 5, 6, 7, 9 Elemente von B und 1, 3 nicht Elemente von B
sind.

Damit ergibt sich nur eine Losung, ndmlich

A={(1,3,4,6,8,9};

B=1{24,5,6,7,9).

8) MnB by Fn(BuS) e Bn(FuS) d) Fn(BnS)

a) Endliche Mengen sind: Mq, M,, My, My, M,,

b) Unendliche Mengen sind: M;, M,, My, M,, M
M, =({z:z¢N;24z}

oder

M, ist die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen;
M, ist die Menge aller Primzahlen;

M, ist die Menge der durch 11 teilbaren natiirlichen Zahlen
oder

M; = {z:n € N und z = 11n};

M, = {z:z¢ Nundz > 10 und » ¢ N und z = 2» 4 1}
oder

M,={z:xe N;z> 101 und 2 { z};

My = {(z:2eN;2}z};

M, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};

M, ist die Menge der zweistelligen Primzahlen;

M, = {z:n €N und z = 11z und z < 100}

oder

M, = {0, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99} ;

M, = {11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99}

oder

My, ={z:neNundn +0; z < 100 und z = 11n};
M= {z:z2€¢Nund z < 10" und 2 } z} .



b4. M, ~ Mg, denn sowohl M, als auch M, enthalten genau 10 Elemente.

b6. Wegen
0 1 2 3 4 n
[ R }
0 11 22 33 44 11:n
ist My ~N.
Wegen
0 1 2 n
! ! } H
101000 4 ] 10000 4 3 1000 4 5 10000 4 9y + 1 ...
ist My ~N.

59.
60.
61.

62.

66.

3

Laut Ergebnis der Aufgabe 32 ist die Beziehung ,,gleichméchtig transitiv,
d. h. es gilt:

Wenn My ~ N und N ~ M,, so My ~ M,.

Da die Beziehung ,,gleichméachtig® auch symmetrisch ist (# Lésung von
Aufgabe 32), folgt aus M, ~ N auch N ~ M,. Demnach folgt aus My ~ N
und M, ~ N auch M; ~ M,.

. Wegen M, ~N, M, ~N, ..., My ~ N sowie der Symmetrie und der Tran-

sitivitdt der Beziehung ,,gleichméachtig‘ ist diese Aussage wahr.

. Nach Definition 1 (7 S. 14) gilt M, & M,. Ferner gilt 3 ¢ M, und 3 ¢ M,.

Dann gilt nach Definition 2 (7 S. 14) die Beziehung M, C M,.

. Wegen 2 ¢ M, und 2 ¢ M, gilt nach Definition 2 bzw. Definition 1 weder

M, C M, noch M, S M,.

Weil 22 € M, und 22 ¢ M, gilt weder M; C M, noch M, & M,.

a), b), d), e), g), h) sind wahre, alle anderen sind falsche Aussagen.

a) M, uMy;= {z:neNundz = 2n + 1 oder 22| z}
={0,1,3,5,17,9,11,13,15,17, 19, 21, 22, 23, ...}

b) M, uM, =M, = {z:neNund z = 2n + 1}

e) MyuM,=M, d) My uM,= M, e) M, uM,,=M,

1) M, uM, = {0,11,13,17, 19, 22, 23, 29, 31, 33, 37, 41, 43, 44, 47, 53,

55, 59, 61, 66, 67, 71, 73, 77, 79, 83, 88, 89, 97, 99}
g) M, uM,=M, h) M,nM; ={z:ze Nundz=11.(2n + 1)}

iy MynM =M, k) MynM, =({(1,8,5,7,9}

) M,0nM,=M, m) M, n M, = {11, 33, 55, 77, 99}
n) M, n My = {11} 0) My;n Mg = {0}

P) MynM,= M, Q M, nM,=96

ry M, nM;= {11} 8) M¢nM,={1,3,5719}

Nach Definition 2 (7 S. 14) bedeutet

a) M, C M,: Jedes Element von 3, ist Element von M,, und es gibt
(mindestens) ein Element in M,, das nicht Element von M, ist.

b) M, C M,: Jedes Element von M, ist Element von M,;, und es gibt
(mindestens) ein Element in J,, das nicht Element von M, ist.

Demnach ist M, C M, und M, C M, miteinander unvereinbar.

8) nicht reflexiv

b) nicht reflexiv und nicht symmetrisch

¢€) nicht reflexiv, nicht symmetrisch, nicht transitiv
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67. R, und R, sind Aquivalenzrelationen, R,, R, und R; nicht.

68. Aquivalenzrelationen liegen vor bei 8), b), ¢), d), h), bei e), 1) und g) da-
gegen nicht.

69. b) Aus Klasse 6 kennen wir den Satz:

Wenn Wechselwinkel an sich schneidenden Geraden kongruent sind, so sind

die Geraden parallel. (7 [13g])

Hier sind die Wechselwinkel kongruent, da beide 90° gro8 sind. Folglich

sind die Geraden g und k parallel.

70. a) und b) sind keine Aquivalenzrelationen.
71. a) 1. s= s, denn jede Strecke ist zu sich selbst kongruent.

2. Wenn s = ¢, 80 ¢ = s, denn zu jeder Verschiebung v, die s in ¢ iiber-
fithrt, gibt es eine entgegengesetzte Verschiebung v-1, die ¢ in s iiber-
fiihrt.

3. Wenn s =~ ¢ und ¢ = u, so $ = %, denn zu jeder Nacheinanderausfiih-
rung von zwei Verschiebungen, durch die s in ¢ und ¢ in % iberfiihrt
werden, gibt es eine resultierende Verschiebung, die s in # iiberfiithrt.

b) s | u,denn diese Beziehung ist weder reflexiv noch transitiv (7 B26)

72. a), b), ¢), d) sind Aquivalenzrelationen, e) und f) nicht.

[
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Arbeiten
Z mit Zahlenmengen

21. Einfihrung und Wiederholung

m BI1: Auf welchen Wochentag fillt der 1. Januar des Jahres 2000 ?

Beim Losen dieser Aufgabe konnen wir beispielsweise davon ausgehen,
daB der 1. Januar 1978 ein Sonntag ist. Da das Jahr 1978 365 Tage, also
52 Wochen und 1 Tag hat, ist der 1. Januar 1979 ein Montag. Entspre-
chend ergibt sich, daB der 1. Januar 1980 ein Dienstag ist. Der 1. Januar
1981 ist jedoch kein Mittwoch, sondern ein Donnerstag, denn das Jahr
1980 hat als Schaltjahr 52 Wochen und 2 Tage. Die weiteren Uberlegun-
gen schreiben wir uns folgendermaBen iibersichtlich auf:

Mo Di Mi Do Fr Sa So

78

79 80 81 82 83 84

85 86 87 88 89

90 91 92 93 94 95
96 97 98 99 2000

In diesem 2. Kapitel werden wir u. a. ein Verfahren kennenlernen, um Aufgaben
wie diese wesentlich schneller 16sen zu kénnen (7 S. 70f.).

Es sollen in folgendem vor allem Eigenschaften von Mengen untersucht werden,
deren Elemente Zahlen sind. Aber wir wollen auch unsere in Kapitel 1 erwor-
benen Kenntnisse iiber Mengen verwenden, um neue Fragen aufzuwerfen und
zu beantworten. Solche Fragen sind z. B.:

— Was sind natirliche Zahlen?

— Wie hdngen Begriffsbildungen zur Teilbarkeit naturlicker Zahlen (z. B.
gemeinsame Teiler, gemeinsames Vielfaches von natirlichen Zahlen) mit den
Begriffsbildungen der Mengenlehre zusammen?
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—  Welche Rolle spielen Begriffsbildungen der Mengenlehre bei den Zahlenbereichs-
erweiterungen ?

Einige Aufgaben zur Wiederholung:
Unter den Beispielen in Kapitel 1 gibt es zahlreiche Mengen, deren Elemente
Zahlen sind.

@ 1. Geben Sie einige Zahlenmengen an, die in Kapitel 1 vorkommen, und
stellen Sie jede dieser Mengen mindestens in zwei verschiedenen Formen
dar!

2. Bilden Sie weitere Zahlenmengen, und schreiben Sie diese in jenen For-
men auf, die Sie in Kapitel 1 kennengelernt haben!

8. Aus dem Mathematikunterricht sind Ihnen zahlreiche Mengen bekannt,
deren Elemente Zahlen sind. Beispielsweise kennen Sie
(1) die Menge N aller natiirlichen Zahlen,
(2) die Menge R* aller gebrochenen Zahlen,
(3) die Menge R aller rationalen Zahlen,
(4) die Menge P aller reellen Zahlen. (7 [13 g], S. 19ff.)
Geben Sie fir jede der Mengen N, R*, R, P
a) je fiinf Elemente,
b) eine unendliche, aber echte Teilmenge an!

4. Erlautern Sie, daB es sich bei der
a) Losungsmenge (einer Gleichung bzw. Ungleichung)
b) Menge der Teiler einer natiirlichen Zahl n
um Zahlenmengen handelt!

2.2, Mengen und natirliche Zahlen

Wir wollen nun genauer untersuchen, was die natiirlichen Zahlen sind, und dabei
unsere Kenntnisse aus Kapitel 1 anwenden. Dazu erinnern wir uns zunichst,
daB uns aus dem Mathematikunterricht nicht nur die unendliche Menge aller
natiirlichen Zahlen bekannt ist, sondern auch die Folge der natiirlichen Zahlen.
Das fithrt dazu, daB wir den Begriff ,,natiirliche Zahlen in zwei verschiedenen
Bedeutungen benutzen:

Erstens kann man mit den natiirlichen Zahlen Anzahlen kennzeichnen, z. B.
4 Bidume, 115 an einer Ubung teilnehmende Panzer, 15532 Zuschauer bei einem
FuBballspiel. Eine als Anzahl verwendete natiirliche Zahl wird in der Mathema-
tik endliche Kardinalzahl genannt. Jedes der genannten Beispiele ist eine end-
liche Menge, und die jeweilige Kardinalzahl (4 bzw. 115 bzw. 15532) beschreibt
deren Michtigkeit, d. h., sie gibt die Anzahl der Elemente der betreffenden
Menge an.
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Zweitens kann man unter Verwendung der Folge der natiirlichen Zahlen die
Elemente jeder endlichen Menge ,,durchnumerieren®, d. h., man ordnet jedem
Element dieser Menge genau eine natiirliche Zahl zu, und zwar so, da8 nachein-
ander die Zahlen 1, 2, 3, ... als zugeordnete Zahlen verwendet werden, bis alle
Elemente genau eine ,Nummer* erhalten haben. Diese Nummern sind zwar
auch natiirliche Zahlen, kennzeichnen aber keine Anzahlen, sondern die Stellung
jedes Elements in der vorgenommenen Ordnung der Elemente. Man nennt die
so verwendeten natiirlichen Zahlen Ordinalzahlen und schreibt meist — zur
Unterscheidung von den Kardinalzahlen — hinter ihrer Zifferndarstellung einen
Punkt.

® 5. Angenommen, der Leiter Ihrer Arbeitsgemeinschaft iibergibt Ihnen
ein Blatt mit 10 mathematischen Aufgaben. Erliutern Sie — unter Ver-
wendung von Kardinalzahl und Ordinalzahl — den Unterschied zwi-
schen den folgenden dann méglichen beiden Aufforderungen:
a) Losen Sie die zehn Aufgaben!
b) Losen Sie die zehnte Aufgabe!

2.3. Endliche Kardinalzahlen als Klassen
gleichméchtiger Mengen

Wir wollen nun die Frage kliren, was eine endliche Kardinalzahl ist. Dazu
betrachten wir zunichst ein Beispiel aus dem Mathematikunterricht der
1. Klasse.

B B2: Auf Seite 40 ist die Seite 8 aus dem Lehrbuch Mathematik, Klasse 1
(7 [13a]) wiedergegeben. Auf dieser Seite wird die Kardinalzahl 3 ein-
gefithrt. Dazu wird folgendermaBen vorgegangen: Es werden Mengen
von verschiedenen Objekten dargestellt, die untereinander gleichmaichtig
sind, ndmlich lauter Dreiermengen. Von den Unterschieden in der Art
der Objekte wird abgesehen, d. h., es wird abstrahiert. Als Gemeinsam-
keit bleibt dann nur, daB diese Mengen sidmtlich gleichmichtig der
Menge M = {O, @, ©} sind. Fiir diese Gemeinsamkeit wird dann (in
der deutschen Sprache) das Wort ,,drei* und (in dem von uns benutzten
Ziffernsystem) das Zeichen ,,3* eingefiihrt.
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An diesem Beispiel 1a8t sich im Prinzip erkennen, wie alle endlichen Kardinal-
zahlen gewonnen werden konnen bzw. was eine endliche Kardinalzahl eigent-
lich ist:

(1) Wir betrachten die Menge aller endlichen Mengen (1. Stufe), also ein Men-
gensystem.

(2) Fir dieses Mengensystem fithren wir die Aquivalenzrelation ,,gleichméch-
tig* (# Kap. 1, S. 17) ein.

(3) Durch diese Aqmvalenzrelatlon wird in dem betrachteten Mengensystem
eine Einteilung in Klassen gleichméchtiger Mengen bewirkt ( 7 Kap. 1, S. 28).

So liegen beispielsweise alle zur Menge M, = {(O} gleichmichtigen Mengen
in einer Klasse, und diese Klasse ist nichts anderes als die Kardinalzahl 1
Entsprechend liegen alle zur Menge M, = {O, O} gleichmichtigen Mengen
in einer Klasse, und diese Klasse ist die Kardinalzahl 2 usw.

» D1: Eine endliche Kardinalzahl ist eine Klasse endlicher Mengen, nimlich
aller derjenigen Mengen, die zu einer gegeb Menge gleichmichtig sind.

Durch diese Definition wird fiir unendlich viele, aber untereinander gleich-
michtige Mengen ein einziger Begriff, ndmlich ,,endliche Kardinalzahl* ein-
gefithrt. Dieser Begriff ist also das Ergebnis eines Abstraktionsprozesses, dem
die beschriebene Klassenbildung fiir das betrachtete System endlicher Mengen
1. Stufe zugrunde liegt. Dabei ist zu beachten, daB zur Definition der endlichen
Kardinalzahl ( D1) nicht der Begriff der Anzahl benétigt, sondern der
Begriff der Qleickmdchtigkeit endlicher Mengen verwendet wurde. Die Kardinal-
zahl 0 konnen wir als Abstraktionsklasse der leeren Menge auffassen. Jede
andere endliche Kardinalzahl ist dagegen eine Klasse, zu der unendlich viele
Mengen gehoren. Jede dieser Mengen heiflt ein Vertreter oder Reprdsentant
dieser Klasse, also der betreffenden endlichen Kardinalzahl. Unter bestimmten
Bedingungen ist es méglich, statt mit endlichen Kardinalzahlen mit je einem
ausgewahlten Vertreter firr jede dieser Kardinalzahlen zu ,,operieren‘, also
statt mit den Kardinalzahlen mit den sie reprisentierenden Mengen. Davon
werden wir nachfolgend noch Gebrauch machen.

2.4, Einige Bemerkungen zur historischen Entwickiung
des Zahlbegriffs

Uber das Wesen der natiirlichen Zahlen hat es in der historischen Entwicklung
der Mathematik unterschiedliche Auffassungen gegeben. So duBerte ein Mathe-
matiker des vorigen Jahrhunderts, daB die natiirlichen Zahlen der liebe Gott
geschaffen habe, alles andere in der Mathematik aber Menschenwerk sei. Dagegen
hielt ein anderer Mathematiker die natiirlichen Zahlen fiir eine freie Schépfung
des menschlichen Geistes. Beiden Auffassungen konnen wir heute entschieden
entgegentreten.
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o 6.* Widerlegen Sie beide Auffassungen, und verwenden Sie dabei Kennt-
nisse aus dem vorigen Abschnitt!

Wir vertreten folgende Auffassung:

Die Mathematik und damit auch die Mengenlehre erfaBt bestimmte Seiten und
Beziehungen in der objektiv und unabhingig von unserem BewuBtsein existie-
renden Welt. Alle mathematischen Begriffsbildungen sind zwar Ergebnisse
menschlicher Erkenntnis, sie sind aber deshalb keineswegs willkiirliche Kon-
struktionen menschlichen Denkens, sondern fuBlen auf der Erkenntnis der
Wirklichkeit. Das bestitigen auch die Ergebnisse von Forschungen zur histori-
schen Entwicklung des Zahlbegriffs. So konnte nachgewiesen werden, daB auf sehr
frithen Entwicklungsstufen der Menschheit in ein und derselben Sprache fiir die
Bezeichnung derselben Anzahl verschiedener Gegenstinde verschiedene Zahl-
worter benutzt wurden (7 [14]). Zum Beispiel gab es fiir ,,funf Topfe* bzw. ,.finf
Fische zwei verschiedene Zahlworter. Die Menschen haben also zuerst mit An-
zahlen konkreter Mengen operiert. Der Abstraktionsproze8 der Bildung end-
licher Kardinalzahlen wurde erst wesentlich spater vollzogen.

25, Die mengentheoretische Grundlage der Kleiner-Relation
fiir natiirliche Zahlen

Nachdem wir den Zusammenhang zwischen natiirlichen Zahlen und endlichen
Mengen kennen, konnen wir die Kleiner-Relation fiir natiirliche Zahlen auch
mit Hilfe der Begriffsbildungen der Mengenlehre untersuchen.

M B3: Wir betrachten das Beispiel 3 < 5 und gehen dazu von den endlichen
Kardinalzahlen 3 und 5 zu je einem Reprisentanten aus diesen beiden
Klassen iiber (7 Bild 1).
Offensichtlich ist M, ~ M,,
aber My ~ M,, denn sowohl
M als auch M, sind Dreier-
mengen. Ferner ist My, C M,.
In der Menge, die die groBere
Kardinalzahl  reprisentiert,
gibt es eine echte Teilmenge,
die mit der Menge, die die
kleinere Kardinalzahl repra-
sentiert, gleichméchtig ist.

Bild 1

Dieses Ergebnis legt folgende Definition der Kleiner-Relation fiir natiirliche
Zahlen nahe.
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p» D2: Die Menge A sei ein Reprisentant der Kardinalzahl a, die Menge B ein Repra-
sentant der Kardinalzahl b. @ < b bedeutet, daB es eine Menge B’ gibt mit B’ C B
und B’ ~ A.

Diese Definition ist jedoch nur dann sinnvoll, wenn sie unabhingig von der
Wahl der Reprisentanten 4 und B gilt. Dies ist tatséichlich der Fall, wie sich
durch folgende Uberlegung zeigen 148t :

Fir a sei der beliebige Reprisentant X, fir b der beliebige Repriasentant Y
gewihlt.

Dann gilt X ~ A4 und Y ~ B.

Wegen X ~ A4 und A ~ B’ gilt auch X ~ B’ (Transitivitit der Aquivalenz-
relation ,,gleichméachtig).

Wegen ¥ ~ B und B’ C B gibt es auch ein Y’ C ¥ mit ¥’ ~ B".

Wegen X ~ B’ und Y’ ~ B’ (bzw. B’ ~ Y’) gilt dann auch X ~ Y’ (Transi-
tivitdt der Aquivalenzrelation ,,gleichméchtig*).

Statt der Mengen A und B kénnen wir also die beliebigen Mengen X ~ 4 und
Y ~ B als Reprisentanten fiir die Kardinalzahlen a und b wihlen, d. h., Defi-
nition 2 ist tatsichlich repridsentantenunabhéngig.

Aus Definition 2 ist kein rationelles Verfahren zu gewinnen, um zu entscheiden,
ob zwei gegebene natiirliche Zahlen in der Kleiner-Relation stehen. Dies leistet
dagegen die folgende Definition.

» D3:a < b (a, b € N)genaudann, wenn es eine natiirliche Zahl = 5= 0 gibt, so daB
a—+x=b.

Beachten Sie aber, daB Sie in Klasse 1 nur auf die in Beispiel 3 dargestellte und
durch Definition 2 festgelegte Art und Weise entscheiden bzw. begriinden konn-
ten, ob bzw. warum zwei gegebene natiirliche Zahlen in der Kleiner-Relation
stehen. Dieses anschauliche, repriasentantenweise Vorgehen ist durch die vor-
stehenden Uberlegungen mengentheoretischer Art nachtriglich mathematisch
voll gerechtfertigt worden, und dies war hier zu zeigen.

2.6. Zur mengentheoretischen Grundlage
der Addition natirlicher Zahlen

Die Addition natiirlicher Zahlen 148t sich auf eine Operation mit Mengen zuriick-
fidhren.

W B4: Wir wollen fiir die Additionsaufgabe 4 4+ 3 = z eine mengentheore-
tische Deutung vornehmen.
Fiir die beiden Kardinalzahlen 4 und 3 wihlen wir je einen Vertreter M,
und M,, und zwar so, daB M, n M, = @ ist. Dann bilden wir M, v M,
(~ Bild 2).
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Die Vereinigung M, u M, ist dann ein Reprisentant fiir diejenige Zahl,
die gleich der Summe von 4 und 3 ist.

@ 7. Begriinden Sie, warum die Reprisentanten fiir die zu addierenden Kar-
dinalzahlen so gewahlt werden miissen, daB sie elementfremd sind!

Auf dem in Beispiel 4 dargestellten Weg haben Sie in Klasse 1 die ersten Auf-
gaben der Addition natiirlicher Zahlen gelost. Das geschilderte Vorgehen legt
folgende Definition fiir die Summe zweier natiirlicher Zahlen nahe.

» D4:aund b seien Kardinalzahlen, die durch die Mengen A hzw. Bmit A n B = 8
reprisentiert werden. Die Summe a 4+ b ist dann die Kardinalzahl, die durch
die Menge A u B reprisentiert wird.

Auch von Definition 4 1d8t sich zeigen, dal sie unabhiingig von den gewihlten
Reprisentanten fiir die beiden Kardinalzahlen ist. Unter Benutzung von Defi-
nition 4 und von Eigenschaften der Vereinigung el 1tfremder Mengen kénnen
u. a. folgende Rechengesetze der Addition natiirlicher Zahlen begriindet werden:

(1) Da aus der Definition der Vereinigung zweier Mengen M, und M, (7 S.19)
unmittelbar folgt
M, v M, =M, v M, (Kommutativitit der Vereinigung von Mengen),
gilt fiir die Summen zweier Kardinalzahlen ¢ und b:
a + b= b+ a (Kommutativitit der Addition natiirlicher Zahlen).

(2) Aus der Definition der Vereinigung von Mengen ergab sich auch fiir alle
Mengen M,, M,, M, die Beziehung
(My vM)) uMy= M, v(My uM;)=M, y M, u M,.
Daraus erhilt man fiir die Kardinalzahlen a, b, ¢ entsprechend
(@+b)+c=a+ (b+c)=a—+ b+ c (Assoziativitit der Addition
der natiirlichen Zahlen).

® 8.* Begriinden Sie die Aussagen in (1) und (2) unter Verwendung von
Definition 4!



27. Die Differenzmenge zweier endlicher Mengen
und die Subtraktion natiirlicher Zahlen

Zur Subtraktion natiirlicher Zahlen (Differenzbildung von Kardinalzahlen)
kennen wir bisher noch keine entsprechende Mengenoperation. Diese wollen wir
jetzt einfithren.

» Db: Eine Menge D heiBt die Differenz zweier Mengen A und B, wenn sie genau die
Flemente enthalt, die in A und nicht in B enthalten sind. Man sehreibt dann
D = A\ B und liest ,,D gleich Differenz aus A und B¢ oder ,,D gleich 4 minus
B«.

Wir wollen uns die neue Mengenoperation zunéchst an einigen Beispielen klar-
machen.

m B5: 4=1(23,5"17 B={024,6,8)
Nach Definition 5 ist hier
D, = A\B={3,51, Dy=B\A=1{0,4,6,8).
Die Mengendiagramme im Bild 3 veranschaulichen das Beispiel.

Bild 3

e 9.* 8) Bestimmen Sie 4 \ B und B\ 4 fiir
A=(1,35179); B={0,246,8).
b) Veranschaulichen Sie a) durch Mengendiagramme!
¢) Uberlegen und begriinden Sie, unter welcher Bedingung 4 \ B = 4
ist!

10*. a) Bestimmen Sie M, \ M, und M, \ M, fir
M, = {2,3,5,7}; M,={0,1,2,3,4,56,7,8,9}.
b) Veranschaulichen Sie a) durch Mengendiagramme!
¢) Uberlegen und begriinden Sie, unter welchen Bedingungen
M\ M, = 8 ist!
d) Gibt es Mengen M, und M,, fir die M, \ M, = M, \ M, gilt?
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11.* Geben Sie fiir die folgenden Paare von Mengen jeweils 4\ B und

B\ 4 an!

a) A= {z:zeN;z < 30und 3|z}
B={z:2e¢N;z < 30und 6|z}

b) A ={a:aeN;a <100 und 3| a}
B={a:aeN;a < 50und 4|a}

) A= {c:ceN;5|c}
B={c:ceN;7|c}

d) A=(e:ecN;3|e}
B={e:eecN;3te}

e) A sei die Menge aller Primzahlen.
B sei die Menge aller ungeraden Zahlen.

f) A sei die Menge aller Primzahlen.
B sei die Menge aller geraden Zahlen.

g) A sei die Menge aller Rechtecke.
B sei die Menge aller Quadrate.

h) A sei die Menge aller Drachenvierecke.
B sei die Menge aller Trapeze.

i) 4={a,pf el mu,s}
B={a,p,f e, 8,1, mn, e}

Nun kénnen wir fiir die Subtraktion natiirlicher Zahlen eine mengentheoretische
Deutung angeben, wobei wir von einem Beispiel ausgehen.

B B6: Wir betrachten die Subtraktionsaufgabe 5 — 3 = 2 und gehen von
den Kardinalzahlen 5 und 3 zunéchst zu je einer beliebigen Fiinfer- bzw.
Dreiermenge, Reprisentanten dieser Kardinalzahlen, iber:

My={A A A A A}, M, = {0, m [}
Nach Definition 5 gilt dann
Ml\Mz= {A A A, A AY,
und dies ist offensichtlich kein Vertreter fiir die Kardinalzahl 2 (dem uns
bekannten Ergebnis fiir diese Subtraktionsaufgabe).
‘Wiirde man dagegen fiir M, Teilmengen von M, wihlen, also etwa
M, = {A, A, A}, soist M\ M, = {A, A}
M, = {A, A, A}, soist M\ M, = (A, A}

R )
Die in allen sechs verschiedenen moglichen Fillen (welche sind das ?) er--
haltenen Differenzmengen sind Zweiermengen. Sie reprisentieren simt-
lich die Kardinalzahl 2, also das Ergebnis der betrachteten Subtraktions-
aufgabe.

Offensichtlich ist die mengentheoretische Grundlage der Subtraktion natiir-
licher Zahlen nicht die Mengenoperation M, \ M, schlechthin, sondern ein
Spezialfall, ndmlich M, \ M, und M, S M,, d. h., als Vertreter des Subtrahen-
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den ist eine Teilmenge des Vertreters des Minuenden zu wihlen. Von einer gege-
benen Menge wird also eine Teilmenge ,,weggenommen*‘.

Wichtig sind nun folgende Konsequenzen, die sich aus der mengentheoretischen
Deutung der Subtraktion ergeben:

(1) Da M, \ M, = M,\ M, nur gilt, wenn M, = M,, gilt fir die Differenz
zweier natiirlicher Zahlen a und b auch
a — b=>b — a genau dann, wenn b = a.

(2) Fir M, = M, gilt ferner M, \ M, = M, \ M, = 9 und entsprechend,
wenn b =a,danna —b=5b —a=0.

(3) Ist dagegen M, == M,, so gilt auch M, \ M, &= M, \ M, und entsprechend
fir @ b die Beziehung @ — b &b — @, d. h., die Subtraktion natiirlicher
Zahlen ist nicht kommutativ.

2.8. Eine mengentheoretische Deutung
der Multiplikation natiirlicher Zahlen,
Produktmengen

Will man eine mengentheoretische Deutung der Multiplikation zweier natiir-
licher Zahlen ¢ und b vornehmen, so ist diese fiir die meisten Aufgaben so még-
lich, wie das folgende Beispiel zeigt.

B B7: Die Multiplikationsaufgabe 3.2 = 6 soll mengentheoretisch ge-
deutet werden.

@5 @9 6 cwows

M,uMzu/-,j, Bild 4

Da der Term 3 -2 gleichbedeutend ist mit 2 4 2 4 2, gehen wir von
diesen natiirlichen Zahlen zu sie reprisentierenden elementfremden Men-
gen M,, M, und M, iiber und erhalten dann die Darstellung in Bild 4.

Auf diese Weise lassen sich jedoch die Multiplikationsaufgaben 1- 1, @ - 0 und
0 - a nicht interpretieren. Um auch fiir sie eine mengentheoretische Interpreta-
tion vornehmen zu kénnen, ist es notwendig, eine weitere Mengenoperation ein-
zufithren. Wir wollen diese Mengenoperation zundchst an einem Beispiel er-
léutern.
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B BS8: Die Tischtennismannschaft einer Schulklasse will gegen die Tisch-

tennismannschaft ihrer Patenbrigade einen Wettkampf im Tischtennis-
einzel austragen. Dabei soll jedes der vier Mitglieder s;, s,, 8, 8, der
Schiilermannschaft gegen jedes der drei Mitglieder w;,w,, w; der Mann-
schaft der Patenbrigade antreten.
Mit Hilfe geordneter Paare [s; w] konnen wir die dann durchzufithrenden
Spiele iibersichtlich aufschreiben, wobei wir noch festlegen, daB der
Spieler mit Heimvorteil im geordneten Paar an erster Stelle stehen soll.
Fiir die Spiele in der Schule erhélt man folgenden Spielplan:

[815 wi, [815 w,], [815 5]
[s2 wy), (525 we), [525 ws]
[s3; w1, [s3; we], [35 3]
[sa5 1], [84; w2l [845 ws).

Dieser Sachverhalt 1aBt sich unter Verwendung von Begriffsbildungen
aus der Mengenlehre folgendermaBen darstellen:
Gegeben sind zwei Mengen § und W durch

8= {8y, 8;, 85, 8} und W = {wy, wy, ws} .
Aus den Elementen dieser Mengen werden
nach folgender Vorschrift geordnete Paare
gebildet: Jedem Element aus der einen
Menge werden nacheinander alle Elemente
aus der anderen Menge zugeordnet, wobei
die Elemente aus der zuerst genannten
Menge im geordneten Paar auch an erster
Stelle stehen sollen. Auf diese Weise erhilt
man die oben angegebene Menge geordneter
Paare.

Die Menge der geordneten Paare aus den Mengen S und W im Beispiel 8 nennt
man die Produktmenge von S und W.
Man schreibt
P=8x W={[8;w], [s;; we], .., [5; we], [845 ws]}
und liest: ,,P gleich S kreuz W gleich ...

® 12.* Zwischen denselben Mannschaften wie in Beispiel 8 wird ein zweiter
Wettkampf, und zwar diesmal im Betrieb, vereinbart.
a) Stellen Sie den Spielplan fiir diesen Wettkampf auf!
b) Bestimmen Sie W X S und vergleichen Sie das Ergebnis mit
8 x W!

Fir die Produktmenge P der Mengen M, und M, gilt folgende Definition.
» D6: Die Produkimenge P = M, x M, ist die Menge aller geordneten Paare

[x;y] mit z € M, und y ¢ M,.
In Zeichen: M, X M, = {[x;y]: x € M, und yeM,}.
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Statt Produktmenge sind auch die Bezeichnungen Kreuzprodukt und Kreuzmenge
gebriuchlich.

® 13. Essei M, = {a,b,c}) und M, = {z, y}.
a) Ermitteln Sie M, X M, und M, x M,!
b) Begriinden Sie M, X M, =M, X M, und M, X M, n M, X M, = 0!
¢) Ermitteln Sie M, X M, und M, X M,!

Die Mengenoperation der Produktbildung hat u. a. folgende Eigenschaften:

(1) Sie ist nicht kommutativ, d. h., es gilt nicht fiir jedes M, und M, die Be-
ziehung M, X M, = M, X M,.

® 14.* a) Beweisen Sie diese Aussage!
b) Uberlegen Sie, ob es iiberhaupt Mengen M, und M, gibt, fir die
M, X M,= M, X M, gilt!

(2) Sie ist nicht assoziativ.

Um dies nachweisen zu konnen, miissen wir zunéchst den Begriff des
geordneten Tripels erkliren und sodann definieren, was unter der Produkt-
menge der Mengen M,, M,, M, zu verstehen ist. Mit Hilfe von geordnetes
Paar 1i8t sich das geordnete Tripel [a; b; c] definieren:

» D7: [a; b; c] = [[a; b]; c], d. h., das geordnete Tripel ist ein geordnetes Paar,
dessen erstes Element ebenfalls ein geordnetes Paar ist.

» D8: Die Produkimenge P = M, X M, x M, ist die Menge aller geordneten Tri-
pel [x; y; 2] = [[®; y]; 2] mitz € M,,y ¢ M, und z ¢ M,.
In Zeichen: M, x M, x M, = {[x;y;2]:xc M, und y ¢ M, und z € M,}.

® 15. Bilden Sie fiir
M, = {a,b,c}; My={m,n}; My={=zy}
sowohl (M, X M,) X M, als auch M, X (M, X M,)!

Man erhilt hier

(M x My) x M;+ M, x (M, X My),
denn bei der Produktmenge (M; X M,) X M, steht ein geordnetes Paar an
erster Stelle. Es ergeben sich also nach Definition 7 (7 S. 49) 12 Tripel, wihrend
bei den Elementen von M, X (M, X M,) ein geordnetes Paar an letzter Stelle
steht, also keine Tripel entstehen.
Das heiBt: Die in (M, X M,) X M; vorkommenden geordneten Paare stimmen
nicht mit denen, die in M, X (M, X M,;) vorkommen, iiberein.

(3) Fiir alle Mengen M,, M,, M, gelten u. a. folgende vier Beziehungen:
a) (My 0 My) X My= (M, X My) n (M, X My),
b) My x (M, n My) = (M3 X M) n(M; X M),
) (M, u My X My= (M, X My) v (M, X My),
d) My X (M, v M,) = (M X M;) u(M; X M,).
Auf die Beweise miissen wir hier verzichten.
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o 16. Es sei
M, = {r;s;t}, My={p;q;r;8}, My= {a;8;7}.
Zeigen Sie, daB fir diesen Fall die in (3) dargestellten Beziehungen
gelten!

(4

-

Wir wollen jetzt die Frage untersuchen, wie viele geordnete Paare bzw.
Tripel zur Produktmenge von zwei bzw. drei endlichen Mengen gehéren.
Dazu betrachten wir noch einmal Beispiel 8 und das Ergebnis von Auf-
gabe 12.

m B9: Obwohl wir in Beispiel 8 bzw. Aufgabe 12 gefunden haben, daB
S X W % W x 8, ist die Anzahl der geordneten Paare in beiden Pro-
duktmengen gleich groB, denn es ergab sich fir § x W:

34343+ 3=4-3= 12 (geordnete Paare)
und fir W x 8:
4+ 4 + 4= 3-4= 12 (geordnete Paare).

Man kann nun beweisen, daB sowohl die Produktmenge M, X M, als auch die
Produktmenge M, X M, aus m-n geordneten Paaren bestehen, wenn M,
m Elemente und M, n Elemente enthilt. (Wir miissen hier auf diesen Beweis
verzichten, weil dafiir ein Ihnen noch unbekanntes Beweisverfahren benotigt
wird.)

Die im allgemeinen voneinander verschiedenen Produktmengen M, X M, und
M, x M, sind immer gleichméchtig. Davon werden wir nachfolgend noch Ge-
brauch machen.

Die Multiplikation natiirlicher Zahlen kann unter Verwendung von Produkt-
mengen folgendermaBen mengentheoretisch gedeutet werden: Von den Fak-
toren @ und b (@, b € N) geht man zu den sie reprisentierenden Mengen M, und
M, iiber, bildet M, X M, und ermittelt die Anzahl der geordneten Paare in
M, X M,. Diese Anzahl ist das gesuchte Produkt a - .

@ 17.* Ermitteln Sie auf diese Weise folgende Produkte:
a) 1.1 b) 1.0 e) 0-1 d)a-1 e) a-0!

18. Begriinden Sie, warum die Multiplikation natiirlicher Zahlen a) kom-
mutativ, b) assoziativ, ¢) beziiglich der Addition natiirlicher Zahlen
distributiv ist!
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29. Teiler und Vielfache
einer natirlichen Zahl,
Teilbarkeitsbeziehungen

Aus Klasse 6 kennen Sie die Teilbarkeitsbeziehung fir geordnete Paare natiir-
licher Zahlen. Sie wurde dort folgendermaBen formuliert:

» D9: ,,Die natiirliche Zahl @ heiBt Teiler der natiirlichen Zahl b, wenn es eine
natiirliche Zahl x giht, so daB gilt: @ - * = b.« ( 7 [13g], S. 26)
Die Zahl b heiBt Vielfaches von a.

Ist die Zahl a Teiler der Zahl b, so schreibt man: a | b (gelesen: ,,a teilt 5*);
ist @ kein Teiler der Zahl b, schreibt man: a } b (gelesen: ,,a teilt nicht 5*).

e 19.* Esgilta) 3|18 b) 5|0 e) 3416 d) 84412
Begriinden Sie diese Aussagen unter Verwendung von Definition 9!

20.* Untersuchen Sie, ob in den folgenden geordneten Paaren [a;b] die
Zahl a ein Teiler der Zahl b ist!
a) [4;18] b) [4;28] e¢) ([15;105] d) [105;15]
e) [15;15] f) [18;9] g) [201;1407] h) [140;210] i) [0; 0]

21.* Untersuchen Sie, ob in den folgenden geordneten Paaren [a;b] die
Zahl a ein Vielfaches der Zahl b ist!
a) [132;12] b) [132;11] ¢) [132;13] d) [45;15]
e) [15;45] 1) [210;35] g) [154;11] h) [155;11]

22.* Zeigen Sie:
a) Fir alle natiirlichen Zahlen =z gilt: n | 0,
b) fiir alle von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen = gilt: 04 n.

Ebenfalls aus Klasse 6 kennen Sie die Begriffe
a) Menge der Teiler einer natiirlichen Zahl », nachfolgend mit 7', bezeichnet,
b) Menge der Vielfachen einer natiirlichen Zahl », nachfolgend mit V, bezeich-

net.

B  B10: 8) Ty = {z:2|105;z ¢ N} = {1, 3, 5,7, 15, 21, 35, 105}
b) Vi = {2:105 | z; 2 ¢ N} = {0, 105, 210, ..., 1050, ...}
oder: Vi = {z:2 = 105n;7n ¢ N}

23.* Ermitteln Sie fiir jede der folgenden Zahlen die Menge ihrer Teiler, und
stellen Sie die Menge ihrer Vielfachen dar!
a) 10 b)) 1 ¢ 100 d) 22 e 23 1) 1000
g) 625 h)101 i) 97 k) 120 1) 12000

Wir koénnen nun leicht zeigen, daB die Menge der Teiler einer natiirlichen Zahl
n + 0 eine endliche Menge ist:
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Wegen Definition 9 gilt ndmlich fiir alle Elemente z € T, mit 2 40, daB
z < n, d. h., es kénnen hochstens » Elemente in 7T, vorkommen, denn 0} n
fiir alle n <= 0.

Dagegen ist ¥, fiir n = 0 eine unendliche Menge, wie folgende Uberlegung zeigt:
Waire V, eine endliche Menge, so gibe es in ihr ein gréBtes Element, denn bei
jeder endlichen Menge natiirlicher Zahlen kann man die Elemente der GréBe
nach ordnen. Angenommen, m = a - n (a € N) sei das groBte Element dieser
Menge. Dann ist aber auch 2m Element dieser Menge, denn 2m = 2 - an ist
ebenfalls Vielfaches von n, und es gilt 2m > m.

Das heifit, die Annahme eines gréBten Elements fithrt auf einen Widerspruch,
und folglich ist sie falsch.

Unter den Mengen der Teiler der natiirlichen Zahl » > 2 treten zweielementige
Mengen auf, und diese enthalten dann die Elemente 1 und ». Natiirliche Zahlen
mit dieser Eigenschaft heiBen bekanntlich Primzahlen.

® 24. Definieren Sie ,,Primzahl* unter Verwendung der Begriffsbildungen
der Mengenlehre!

Unter den 7', gibt es aber auch Mengen, die mehr als zwei Elemente enthalten.
Natiirliche Zahlen mit dieser Eigenschaft heiBen bekanntlich zusammengesetzte
Zahlen.

® 26.* Definieren Sie ,,zusammengesetzte Zahl“ unter Verwendung der Be-
griffsbildungen der Mengenlehre!

26.* Begriinden Sie, warum es keine natiirliche Zahl n gibt, welche die
leere Menge als Menge ihrer Teiler hat!

27.* Fir welche zusammengesetzten Zahlen sind die Anzahlen der Ele-
mente in den Mengen ihrer Teiler
a) geradzahlig,
b) ungeradzahlig ?

28.* Zeigen Sie, daB a|b (a,b ¢ N) keine Aquivalenzrelation ( S. 24)
ist!

Wir wollen uns jetzt mit Verfahren zur Ermittlung der Menge der Teiler einer

gegebenen natiirlichen Zahl n beschiftigen. Einige solcher Verfahren sind Ihnen

bereits bekannt. Sie sollen jetzt kurz wiederholt werden, wobei auch einige
erginzende Bemerkungen, hauptsichlich vom Standpunkt der Mengenlehre aus,
gemacht werden sollen.

(1) Teiler einer gegebenen natiirlichen Zahl » lassen sich zunéchst ganz einfach
dadurch ermitteln, daB man die natiirliche Zahl a nacheinander durch die
natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ... zu dividieren versucht. Dabei ist folgendes
wesentlich: Ist a durch eine dieser Zahlen b teilbar, gibt es also eine Zahl
z ¢ N mit b - x = a, 8o sind mit einer Division zwei Teiler von a, ndmlich b
und z, ermittelt, wenn b % z. Ist dagegen b = z, so ist nur ein Teiler er-
mittelt.
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Bl1: a) Aus 24:3 = 8 folgt nicht nur 3 | 24,
sondern auch 8 | 24, also 3 € T,, und 8 € 7,,.
b) T,,1dBt sich also folgendermaBen schrittweise ermitteln:

1. Ty = {1, ..., 24} (wegen 24 = 1-24)
2. Tyy=1{1,2, .., 12, 24} (wegen 24 = 2-12)
3. T,y =1{1,2,3,..,8, 12,24} (wegen 24 = 3-8)
4. T,y ={1,2,3,4,6,8,12, 24} (wegen 24 = 4-6)

Natiirlich braucht man nur die Zeile (4) aufzuschreiben, wenn man
zwischen den geschweiften Klammern geniigend Platz zum schritt-
weisen Eintragen aller ,, Teilerpaare® 1a8t.

(2)

An dem vorstehenden Beispiel kénnen wir noch eine andere wichtige Ein-
sicht gewinnen: Es ist die Antwort auf die Frage, wie ,,weit* (d. h. fir
welche Zahlen) wir die Teilbarkeitsiiberpriifung durchfithren miissen, um
alle Teiler einer Zahl a zu ermitteln.

Aus a:b = z (z € N) folgt nicht nur b | ¢, sondern auch z | a.

Es gilt dann b - 2 = @, und daraus folgt fir z = b, daB 22 = b2 = a und
x = b = Ja ist. Demzufolge gilt fir < b, daB = < ya, fir = > b, daB
b < ;/Z ist. Einer der beiden Faktoren b und z ist also kleiner oder hiéch-
stens gleich a. Folglich braucht man in Beispiel 11 fiir die Bestimmung
von T,, nur zu iiberpriifen, ob 24 durch 2, durch 3 und durch 4 teilbar ist
(denn y24 < 5), wenn man zu diesen Teilern b immer jene Teiler 2 ermittelt
und aufschreibt, fir die b - x = 24.

Wir kénnen das in (1) beschriebene Verfahren weiter verbessern, indem wir
die uns aus Klasse 6 bekannten Teilbarkeitssitze fiir die Zahlen 10, 5, 2, 4,
8, 3, 9 und 6 nutzen, um ,,unnéstige Versuche der Division zu vermeiden.
(Unnétig ist der Versuch dann, wenn die Zahl, durch die dividiert werden
soll, kein Teiler der betrachteten Zahl ist.)

B12: T, ist zu ermitteln.

Statt 91 nacheinander durch die Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9 (denn

/91 < 10) zu dividieren, gehen wir hier folgendermaBen vor:

1. Wegen 24 91 (Begriindung: Teilbarkeitssatz fiir 2), ist 91 auch nicht
durch alle Vielfachen von 2, insbesondere auch nicht durch 4, 6
und 8 teilbar.

2. Wegen 3} 91 (Begriindung ?) ist 91 auch nicht durch alle Vielfachen
von 3, insbesondere auch nicht durch 9 teilbar.

3. 54 91 (Begrindung ?).

4. Demnach ist nur noch Teilbarkeit durch 7 zu iberpriifen, wofiir
Ihnen allerdings kein Teilbarkeitssatz zur Verfugung steht. Wegen
91:7 = 13 gilt 7| 91 und 13 | 91.

Demnach ist Ty, = (1, 7, 13, 91}.
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29. Wie lauten die Begriindungen fiir 2. und 3. in Beispiel 12 ?

30.* Ermitteln Sie nach dem in Beispiel 12 dargestellten Verfahren die
Mengen der Teiler folgender natiirlicher Zahlen:
a) 720 b) 51 ¢) 61
d 71 e 81 ) 120
g) 125 h) 130 i) 135

Ein anderes Verfahren zur Bestimmung der Menge der Teiler einer natiir-
lichen Zahl a geht von deren Darstellung als Produkt von Primfaktoren
aus.

Nach einem wichtigen Satz der Zahlentheorie gibt es fiir jede natiirliche
Zahl n > 1 genau eine Primfaktorendarstellung. (Das ist in dem Sinne ge-
meint, daB sich die Primfaktorendarstellungen fiir eine Zahl héchstens in
der Reihenfolge der Primfaktoren, nicht aber in den vorkommenden Fak-
toren selbst unterscheiden konnen.) Angenommen, die Primfaktorendar-
stellung der Zahl a lautet @ = p, - p, - p; - p,, Wobei wir zunéchst einschrin-
kend annehmen wollen, daB es sich um vier verschiedene Primfaktoren
handelt. Dann ist die Menge P, der Primfaktoren der Zahl a durch
P, = {py, Dy, D3, P} gegeben. Zwischen den Mengen 7', und P, besteht dann
folgender Zusammenhang:

Zu T, gehéren Das sind bzw. ist zugleich
a) die Zahl 1;

b) jeder der Faktoren p,, ..., p,; die Zahlen, die als Elemente in siémt-
lichen einelementigen Teilmengen
von P, vorkommen;

¢) jedes der sechs Produkte aus die Produkte der Zahlen, die als
zwei der vier Faktoren Elemente in den zweielementigen
Py e s Das Teilmengen von P, vorkommen;

d) jedes der vier Produkte aus drei die Produkte der Zahlen, die als Ele-
der vier Faktoren p,, ... , ps; mente in den dreielementigen Teil-

mengen von P, vorkommen;

e) das Produkt aus den vier das Produkt der Zahlen, die Ele-

Faktoren p,, ... , P, mente von P, sind.

Zu T, gehéren also — auBer der Zahl 1 — sowohl die einelementigen Teil-
mengen von P, als auch die Produkte der Elemente aus allen anderen Teil-
mengen von P,.

Dies gilt ganz allgemein fiir Zahlen, deren Primfaktorendarstellungen aus n
verschiedenen Primfaktoren besteht, und das erméglicht, die Menge der
Teiler einer solchen Zahl so zu bestimmen, wie das folgende Beispiel zeigt.



B BI13: T,,, ist zu bestimmen.
Lésung: Wegen 2310 = 2.3 -5-7- 11 ist die Menge der Primfaktoren
Py = {2,3,5,7,11).
Nach den vorstehenden Uberlegungen gehéren dann zu Ty, — auBer der
Zahl 1 — noch folgende Zahlen:

Teilmengen von Py,q: Teiler von 2310:
M, = (2}, M, = {3},.., M, = {11} 2,3,5,17,11
My = {2,3},.., My, = {2, 11} 6, 10, 14, 22
My, = (3,5}, My = {3,7}, M;, = (3,11} 15, 21, 33
My, = {5,7}, My, = {5, 11}, M, = {7, 11} 35, 55, 77
My = {2,3,5},.., My = {2,7,11} 30, 42, 66, 70,

110, 154
My, = {3,5,7}, ..., Myg = {5, 7,11} 105, 165, 231, 385
M, = {2,3,5, . , My = {2,3,7,11} 210, 330, 462
= {2, 5 7,11}, Mm,__ {8,5,17, 11} 770, 1155
M,l_. (2,3,5,7, 11} 2310

Auf das Aufschreiben der Teilmengen kann man verzichten, da ja nicht
die Teilmengen, sondern die Produkte ihrer Elemente benétigt werden.

Bemerkung: Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge ist 27
(einschlieBlich der leeren Menge ,,6).

Das vorstehend beschriebene Verfahren ist grundsitzlich auch dann anwendbar,
wenn die Primfaktorendarstellung der betreffenden Zahl auch gleiche Primfak-
toren enthélt. Diese miissen dann zunichst im Gegensatz zum Prinzip der Men-
genbildung als verschiedene Elemente der Menge der Primfaktoren angesehen
werden. Beispielsweise ist die Menge der Primfaktoren der Zahl 360 =
=2.2:2.3.3.5 durch Py, = {2, 2,2, 3, 3,5} gegeben. Bildet man dann
die Produkte der Elemente der Teilmengen, so erhilt man wiederholt dasselbe
Ergebnis, also durch mehrere Produktbildungen denselben Teiler.

©® 31.* Ermitteln Sie nach den vorstehend dargestellten Verfahren 74!

2.10. Gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache
von natirlichen Zahlen

Unter den gemeinsamen Teilern der natiirlichen Zahlen a, b, ¢, ... ,  versteht
man diejenigen Teiler von a, die sowohl Teiler von b, von , ... und von z sind.
Bezeichnet man die Menge der gemeinsamen Teiler von a,b,c, ...,z mit

Tap.e,.s» 80 gilt in Anwendung von Definition 7 (7 S.49) fir Ty, . »
folgende Definition.
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» D10: Topepa) =TanTon Ten ... 0Ty

In Worten: Die Menge der gemeinsamen Teiler der natiirlichen Zahlen a, b,
¢, ...,z ist gleich dem Durchsehnitt der Mengen der Teiler der natiirlichen
Zahlen a, b, c, ..., x.

Wichtig ist auch noch die folgende Begriffsbildung.

» DIi: Wenn Tgp,,...c) = {1}, 80 nennt man die natiirlichen Zahlen a, b, c, ... ,
teilerfremd.

Aus Definition 10 ergibt sich unmittelbar ein Verfahren zur Bestimmung der
Menge der gemeinsamen Teiler von zwei oder mehr als zwei natiirlichen Zahlen:

(a) Man bestimmt die Menge der Teiler fiir jede der betrachteten natiirlichen
Zahlen.
(b) Man bestimmt den Durchschnitt der nach (a) erhaltenen Mengen.

B Bl14: T (o7555,350) ist zu bestimmen.
Losung:
Tps = {1, 3, 7,13, 21, 39, 91, 273}
Ty, = {1,3,5,7,9,15, 21, 35, 45, 63, 105, 315}
Too = {1, 2, 5,7, 10, 14, 25, 35, 50, 70, 175, 350}
Teor3,815,350 = Tars 0 Tas 0 Taso = {1, 7}

Das in Beispiel 14 erlauterte Verfahren zur Bestimmung der Menge der gemein-
samen Teiler natiirlicher Zahlen ist wenig rationell. Die Menge der gemein-
samen Teiler von zwei oder mehr als zwei natirlichen Zahlen kann wesentlich
schneller aus der Primfaktorendarstellung dieser natiirlichen Zahlen ermittelt
werden, wie die folgende Uberlegung zeigt:

Nur wenn ein Primfaktor in der Zerlegung jeder der untersuchten Zahlen vor-
kommt (gemeinsamer Primfaktor), ist er ein gemeinsamer Teiler. Aber auch
alle Produkte aus gemeinsamen Primfaktoren sind gemeinsame Teiler: Ange-
nommen, es gibt in den Primfaktorendarstellungen von a, b und ¢ die gemein-
samen Primfaktoren p,, p,, p; und sonst keine weiteren, also

a=?1'?2‘?3'”1("1€1v)l
b=p D D3 Ny (nye N) und Ty oy = {1}.
6=P1'P2'Pa'na(”aEN)]
Dann gilt nach Definition 9 nicht nur
Plea, 7lb, P;lcy
pla,  m|b, pjc,
Psla, ps|b, Pslc,

sondern auch

Pcpea, PP b, P-pe|c,
p-psla, P Pa|b, Pi-pafc,
Prpsla,  Pps|b, Ppac
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und auch

PP pla, PP Palb, pioppa]c.
Dabei ist noch zu beachten, daB wir nicht vorausgesetzt haben, daB p, % p, 3-
= p,, d. h., derselbe Primfaktor kann mehrfach als gemeinsamer Faktor vor-
kommen.
Wenn T, ...y = {1}, so ist das Produkt g = p, - p, - p, zugleich der groBte
gemeinsame Teiler der Zahlen a, b und c, geschrieben:

88 Twpo=9="71"PPs.
Wie wir im vorherigen Abschmtt unter (3) (7 S. 54) gezeigt haben, ist die
Menge der Teiler von g gegeben durch

Ty = {1, Py, Ps; Ps» PrP2 P1P3s P2Ps, PrP2Ps} »
und das sind dieselben Teiler, die wir oben erhielten, wenn man dort noch den
Teiler 1 hinzufiigt.
Es gilt also

Tpe =Ty, wobeig=g.g Tpq Iist.
In Worten: Die Menge der gemeinsamen Teiler der natiirlichen Zahlen a, b, ¢
ist gleich der Menge der Teiler des g. g. T. der Zahlen a, b, c. Diese Beziehung
gilt auch fiir zwei und fiir mehr als drei natiirliche Zahlen, d. h.:
..... —'Tv mltg—ggT(abc, \z)
Das ermoghcht folgendes einfache Verfahren zur Ermittlung der gemeinsamen
Teiler von a, b, ¢, ... , x:

a) Man bestimmt den g. g. T.apc....) = ¢
b) Man bestimmt die Menge 7, der Teiler von g.

Fir a) ist Thnen aus dem Unterricht ein Verfahren bekannt, fiir b) haben Sie in
Abschnitt 2.9. (7 S. 53ff.) verschiedene Verfahren kennengelernt.

B B15: T(100,200,240,380) iSt zu ermitteln!

Lésung:
100 = 2 5.5
200=2-2-2 -5-5
240=2-2.2.2:3 -5
360=2-2.-2 -:3:-3-5
g.gT.=2-2 c5=22.5=20

Ta00,200,200380 = T = {1, 2, 4, 5, 10, 20}

® 32 * Bestimmen Sie

a) T'30,25,60,75) b) T(210,330,150,60)
€) T'(300,60.420,860) ) T'g0,550,110,1210)
e) Tusssm 1) Tis40,450,58,5)

33. Beweisen Sie folgenden Satz: Ist a =0 die kleinste der natiirlichen
Zahlen a, b, c, ..., z, so gilt
1=g.8 Tupe.n Sa.
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Unter der Menge der gemeinsamen Vielfachen der natiirlichen Zahlen a, b, c,
.., x, die wir mit Vi, . bezeichnen wollen, verstehen wir bekanntlich diejeni-
gen Zahlen z, die sowohl zur Menge V, der Vielfachen von a als auch zur Menge
Vs der Vielfachen von b als auch zur Menge V. der Vielfachen von ¢ ... als auch
zur Menge V, der Vielfachen von x gehéren. In Anwendung von Definition 7
(. S. 49) gilt also folgende Definition:

> pn: Viapernzy = Van Von Venwon Pz

Da die Mengen der Vielfachen der von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen
unendliche Mengen sind, konnen diese nicht durch Angabe ihrer Elemente,
sondern nur durch

Vo={0-a,1-a,2-a,..,n-a,..} oder

Vo= {x:x=mn-a.neN}oder V, = {x:a]|x}
dargestellt werden. Mit solchen Mengendarstellungen miissen wir operieren, wenn
wir das gemeinsame Vielfache gegebener natiirlicher Zahlen zu bestimmen
haben.
Wie man die Menge der gemeinsamen Vielfachen von gegebenen natiirlichen
Zahlen ermitteln kann, sei an einem Beispiel erlautert.

B B16: V202530 ist zu bestimmen.
Liésung:
Vo= {z:2=20-n;n¢N},
Vig={x:2=25-n;n€eN},
Vo= {x:2=30-n;neN}.
Nach den vorstehenden Uberlegungen miissen die Elemente w von
Vo530 = {w: w == f- n; n ¢ N}zugleich folgende Eigenschaften haben :

1 w=20m=2-2- 5- n,=22%.5. 2, und
(2) w= 25n, = 5:5-my = 52.. n, und
B)yw=3my=2- 3:5:- n3=2-3 - -5-n;5.

Damit w die Eigenschaft (2) hat, ist notwendig und hinreichend, daB w ein
Vielfaches von 25 = 5 - 5 = 5% ist. Damit w zugleich die Eigenschaften (2)
und (1) hat, ist auBer der Eigenschaft, Vielfaches von 25 zu sein, noch
notwendig, auch Vielfaches von 20 = 4 - 5 zu sein. Dafiir ist aber hin-
reichend, daB es sowohl Vielfaches von 25 als auch von 4 ist, was durch
4.25n = 2-2.5. 5n erfullt ist, denn jedes Vielfache von 5 - 5 ist erst
recht Vielfaches von 5. ’
Das Erfiilltsein der Eigenschaften (1), (2) und (3) erfordert nun auBer
der Eigenschaft, Vielfaches von 100 = 2.2.5-5 zu sein, auch Viel-
faches von 30 = 2 - 3 . 5 zu sein. Dafiir ist aber bereits hinreichend, daB
alle w die Eigenschaft haben, Vielfache von 3 - 100 = 22. 3 - 52 zu sein,
denn Vielfache von 22 bzw. 52 sind erst recht Vielfache von 2 bzw. 5.
Wir erhalten also

Viogssy = {w:w=2%-3.-52.n;neN}={w:w=2300n;n¢cN}.
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® 34. a) Wiederholen Sie die Definition des kleinsten gemeinschaftlichen
Vielfachen (k. g. V.) von natirlichen Zahlen!
b) Zeigen Sie, daB im Beispiel 16 der gefundene Wert f = 22. 3. 52
das k. g. V. der Zahlen 20, 25 und 30 ist!

Das im betrachteten Beispiel 16 gefundene Ergebnis gilt — wie hier nicht be-

wiesen werden soll — ganz allgemein, das heift:

Die Menge V... der gemeinsamen Vielfachen der natirlichen Zahlen

a,b,c, ...,z ist gleich der Menge der Vielfachen des k. g. V. dieser Zahlen.

® 35. Wiederholen Sie das Thnen aus dem Unterricht der Klasse 6 bekannte
Verfahren zur Bestimmun g des k. g. V. gegebener natiirlicher Zahlen!

36.* Geben Sie ein rationelles Verfahren zur Ermittlung der Menge der
gemeinsamen Vielfachen gegebener natiirlicher Zahlen an, bei dem das
k. g. V. dieser Zahlen benutzt wird!

37.* Wenden Sie dieses Verfahren bei der Bestimmung der Mengen der
gemeinsamen Vielfachen folgender Zahlen an!

a) 2,3.4,5 b) 20, 30, 40, 50
¢) 12,15,18 d) 45, 60, 75, 90
e) 210, 49, 350 f) 78,143, 221

38. Wozu haben Sie beim Arbeiten mit gebrochenen Zahlen
a) deng.g. T., b) dask.g. V.
zweier natirlicher Zahlen bendtigt ?

39.* Zeigen Sie, dal

a) V,cV,CV, b) V,C V, e) VeC Vs
Q) Vie=V,nV; e) Vo=V, n ¥, f) Vi = Vis 0 Vas
g) Ve=Ven7, h) Vg = Vo0V, i) Vo=V,

k) Ve nVy=VynV,
D VaunVyu=VisnVy="VsnVy

2.11. Der Eukuipische Algorithmus

Wir betrachten das geordnete Paar natiirlicher Zahlen [a; b]. Dann gilt
entweder b | a, das heift, es gibt einge N mita =b-g¢,

oder b} a, das heiBt, es gibt kein g ¢ N mita =b-gq.

Im Fall b} a gibt es jedoch ein g € N und ein r ¢ N mit 0 < r < b, so daB
a=b-q+r.

B B17:8) 5f13,aber13= 5-2+3
b) 124 77, aber 77 =12-6 + 5
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Die beiden Fille ,.entweder b | @ oder bt a‘“ konnen wir folgendermaBen zu-
sammenfassen :

Fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen @ und b mit b 3= 0 giht es stets natiirliche
Zahlen q und r,s0 daB gilt:a = b.-q + rmitqe N,re Nund 0 < r < b.

Durch die Bedingung r < b ist die Zahl ¢ und damit auch die Zahl r eindeutig
bestimmt. Die Berechnung dieser Zahlen ¢ und r zu zwei vorgegebenen natiir-
lichen Zahlen a und b =+ 0 heiBit Division mit Rest. Bei dieser Rechenoperation
wird also zu einem Zahlenpaar [a; b] ein Zahlenpaar [g; 7] als Ergebnis ermit-
telt. Die Division mit Rest fiir a:b ist demnach im Bereich der natiirlichen Zahlen
stets ausfithrbar, und ihr Ergebnis [g; r] ist stets eindeutig bestimmt.

B BIS: [a; b] | a=b-q+r | [g; 7]
[82; 17] 82 =174 + 14 [4; 14]
[26; 35] 26=35.0+ 26 fo; 26]
[0; 8] 0= 8.040 [0; 0]
[20; 20] 20=20-140 [1: 0]

Euxkuip (etwa 365 bis etwa 300 v. u. Z.) hat ein Rechenverfahren angegeben,
das in der wiederholten Anwendung der Division mit Rest besteht. Wir nennen
es den Eukuinischen Algorithmus. Dabei wird von den gegebenen Zahlen a und
b = 0 ausgegangen und auf sie die Division mit Rest folgendermaBen angewen-
det:

(1) a=b-q +r 0<r <b
@2)b=r-q+mn 0=n<r
B)r=rn-g+mn 0=7m<n
(4) 7'1=’z'q;3+7‘s 0§r?<72
(n) Ta-3 ="n‘—z qpo1 + a1 O érr‘»—l <Tpoe

Dab>r>r>r>..>r_; (d h, die nacheinander als Reste auftretenden
natiirlichen Zahlen 7, werden immer kleiner), mu8 nach endlich vielen Schritten
immer der Rest Null auftreten. Damit bricht dann der EvkLipische Algorithmus
ab. Ist r, der kleinste von Null verschiedene Rest, so gilt demnach

(4 1) Ta2 =Taz1 “Gn+ Ta,

(n + 2) Tl =Tn"qns1 + 0.

B B19: Der Evkripische Algorithmus lautet fir

a) [135;12] b) [135; 9] ¢) [135;10]
185=12.11 + 3 135=19-15+ 0 135=10-13 + 5
12= 3. 440 10= 5- 240

60



d) [135; 200] e) [17;21]

135 = 200- 0+ 135 17=21-0+ 17
200=135- 14+ 65 21 =17-1+ 4
135= 65- 24+ 5 17= 4.4+ 1
65= 5.13L 0 4= 1.4+ 0
1) [6213; 555]
6213 = 555 - 11 -+ 108
555 =108 54 15
108= 15- 7+ 3
5= 3-5+ 0

® 40. Geben Sie fiir die Beispiele 20 a) bis f) an, wie groB jeweils 7, bzw. n
sind!

41.* Wenden Sie den Evkripischen Algorithmus auf folgende Zahlenpaare
an!
a) [135;21] b) [135;22] ¢) [135; 23] d) [135; 24]
e) [185;25] f) [135;28] g) [987;610] h) [610; 377]
i) [2225328; 23535

42. a) Vergleichen Sie den Evkripischen Algorithmus fiir die Aufgaben
41. g) und 41. h)!

b) Warum ist es wenig sinnvoll, in Aufgabe 41. neben der Aufgabe g)
[987; 610] auch noch die Aufgabe [610; 987] zu stellen ?

Wir wollen nun zwei Anwendungsmaglichkeiten des Evkripischen Algorithmus

betrachten.

(1) Mit dem Euxrripischen Algorithmus fir ein geordnetes Paar [a; b] natiir-
licher Zahlen 1a8t sich der g.g.T.(,;,) ermitteln, ohne die Primfaktorenzer-
legung zu verwenden.

Es gilt nimlich:

a) Ist a>b und a =b.-¢ mit ge N, ¢ +0, so ist g.g.T.;;;; = b, denn
a =b-q ist unter den angegebenen Bedingungen nur eine andere
Schreibweise fiir b | a. Da aber b der groBte Teiler von b ist, kann das
Paar [a; b] keinen groBeren gemeinsamen Teiler als b haben.

b) Ista=>b-g+ rmit g e N und 0 < r < b, so ist der im Evkripischen
Algorithmus vorkommende letzte von Null verschiedene Rest 7, gleich
dem g.g.T.(5;5)-

® 43. Versuchen Sie das fiir den speziellen Fall, daB r; der letzte von Null

verschiedene Rest ist, zu beweisen!

Die Verwendung des EuxkLipischen Algorithmus zur Ermittlung des g.g. T.
gweier natiirlicher Zahlen ist vor allem dann zweckmiBig, wenn es schwierig ist,
die Primfaktorendarstellung der beiden Zahlen zu ermitteln.

44.* Berechnen Sie unter Verwendung des Evkvripischen Algorithmus

8) g.8.T.113505407; 655.427)
b) 2:2.T.ius16161; 655427
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(2) Als zweite Anwendung des Evkvripischen Algorithmus wollen wir noch eine
recht iiberraschende Darstellungsméglichkeit fir den g. g. T. der beiden
natiirlichen Zahlen ¢ und b betrachten. Der g.g.T.;,;) = r» kann auch in
der Form

m=a-g1+bg $:€G0¢cG
dargestellt werden (Hauptsatz iiber den g. g. T.).

o 45. Versuchen Sie das fiir den speziellen Fall, daB8 r, der letzte von Null
verschiedene Rest ist, zu beweisen !

Fiir r, sind g, bzw. g, keineswegs eindeutig bestimmt, wie das folgende Beispiel
zeigt.

m  B20: Es gilt g.g.T. (45, 30 = 15, und man erhilt fir
a) g, = +1, g = —1 die Gleichung 45-1 + 30- (—1) =15
b) ¢, = —1, g, = +2 die Gleichung 45 - (—1) + 30-2 = 15

@ 46.*a) Geben Sie weitere geordnete Paare ganzer Zahlen [g,; ¢,] an, fiir die
gilt 15 = 45 - ¢, 4 30 - g,!
b) Uberlegen Sie, wie Sie durch Umformen der Gleichung
15 = 459, + 30g, eine Beziehung erhalten kénnen, aus der Sie weitere
Paare bestimmen kénnen!

2.12. Restklassen

Die Gleichung a =b-¢g+ 7 mit ne N, beN, reN, ge N und 0 <r <b
findet auch Anwendung bei der Untersuchung der Menge der natiirlichen Zahlen
beziiglioh der Teilbarkeit durch irgendeine (von Null oder 1 verschiedene)
natiirliche Zahl. Wir wollen zunéchst ein Beispiel betrachten.

m B21: Die Menge der natiirlichen Zahlen N soll beziiglich der bei Division
durch 5 auftretenden Reste untersucht werden.
Nacha=0b-¢g+ 7 mit ge¢ N und 0 <r < b erhalten wir folgende
5 Teilmengen K, bis K,:

Fiir » = 0; K, = {0, 5, 10, 15, ..., 5m, ...}
r=1;K,={1,6,11,16,.., 50+ 1, ..}
r=2;K,=1{2,7,12,17,...,5n + 2, ...}
r=3; K;={(3,8,13,18, ..., 57 + 3, ...}
r=4;K, = {4,9,14,19, .., 5n + 4, ...}
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Diese in Beispiel 21 vorgenommene Aufspaltung der Menge der natiirlichen
Zahlen ist eine Klasseneinteilung (7 S. 28)!

® 47. a) Weisen Sie nach, daB in Beispiel 21 tatsdchlich eine Klasseneintei-
lung vorgenommen wurde! B
b) Wie wiirden Sie die dabei verwendete Aquivalenzrelation bezeich-
nen ?

Jede der in Beispiel 21 vorkommenden Klassen heiit eine Restklasse modulo 5.
Wihlt man aus jeder der Restklassen modulo 5 genau einen (beliebigen) Ver-
treter aus, so entsteht ein vollstindiges Restsystem modulo 5.

W B22: Die Menge R = {15, 6, 22, 3, 29} ist ein vollstindiges Restsystem
modulo 5.

® 48. Geben Sie weitere vollstindige Restsysteme modulo 5 an!

Waihlt man aus jeder der Klassen K, bis K, jeweils die kleinste Zahl als Ver-
treter aus, so erhilt man das System der kleinsten Reste R’ = {0, 1, 2, 3, 4}.

® 49. Geben Sie a) die Restklassen, b) ein Restsystem, ¢) das System der
kleinsten Reste an fiir die Restklassen modulo 4, modulo 7, modulo 12!

Esistniitzlich (,# S. 64ff.) und auch in der Mathemadtik iiblich, als Grundbereich
fir Teilbarkeitsuntersuchungen und deshalb auch fiir Restklassen nicht die
Menge der natiirlichen, sondern die der ganzen Zahlen zu verwenden. Das fithrt
u. a. zu folgenden Konsequenzen:

a) Die Definition fir die Teilbarkeit ganzer Zahlen [a; b] lautet:

» DI12: @ ist durch b teilbar genau dann, wenn es eine ganze Zahl g gibt, so da8
a=0>b-g.

m B23:
a) —3| 15, denn 15 = (—5) - (—3)
b) —3] —15,denn —15 =5 (—3)
e) 3| —15,denn —15= (—5) 3

b) Die Beziehunga=>5-¢ + r mit g ¢ N und 0 < r < b gilt fiir ganze Zahlen
a, b, g und r in der Form
a=b-g+r mit 0=|r| <[B.
Trotz der Forderung 0 < |r| < || sind dann ¢ und r nicht mehr eindeutig
bestimmt, wie das folgende Beispiel zeigt.
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B B24: Wegen
—20="7.(—3) + lbzw. —20 = 7- (—2) + (—6)
gilt sowohl
¢, = —3und r, = +1 alsauch ¢, = —2 und r, = —86.

c) Auch fiir die Menge G der ganzen Zahlen konnen wir Restklassen bilden.

W B25: In G erhalten wir modulo 5 die Restklassen

Ky= {..., —5n, , —10, —5, 0, 5, 10, ..., 5n, ...}

K={.,—5n+1..,— 9 —41,611,..,50+1,..}
Ky={,—5n+2..,— 8 —3,2,17,12,..,50 + 2, ...}
Ky={..,—5n+3..,—17,—23,813, ..,50+3,..}
Ky={w,—5n+4,..,— 6 —1,4914,.. 50 +4,..}

Nun kénnen auch negative ganze Zahlen als Vertreter der Restklassen gewéhlt
werden.

® b50. Geben Sie ein vollstindiges Restsystem modulo 5 an, das
a) nur aus negativen ganzen Zahlen besteht,
b) sowohl negative als auch positive ganze Zahlen enthalt!

Das System der kleinsten Reste (7 S.63) muB nunmehr als System der klein-
sten positiven Reste bezeichnet werden.

® b1* a) Ist S={—7,2,7, —2, —3, 6} ein vollstindiges Restsystem mo-
dulo 6?
b) Geben Sie das System der kleinsten positiven Reste modulo 6 an!
¢) Welche Elemente gehoren zum System der groBten negativen Reste
modulo 6 ?

Mitunter wird das System der Reste mit den kleinsten absoluten Betridgen ver-
wendet, beispielsweise

8, = {—2, —1,0, 1, 2} als Restsystem modulo 5 und

S, = {—2, —1,0,1, 2, 3} als Restsystem modulo 6.

2.13. Kongruenzen von Zahlen

Fiir die ganzen Zahlen a, und a,, die derselben Restklasse modulo b angehdren,
also beziiglich der Division durch b gleichrestig sind (den gleichen Rest lassen),
wird folgende Schreibweise verwendet :

a, = a, mod b. Gelesen: ,,a, kongruent @, modulo 5.
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Entsprechend bedeutet a; == @, mod b, daB a; und @, zu verschiedenen Rest-
klassen modulo b gehdren.

» D13: Zwei ganze Zahlen a, und a, heiBen nach dem Modul b kongruent, wenn sie
bei Division durch b gleichrestig sind, also zur selben Restklasse modulo b gehdren.

m B26:

a) —12 =13 mod 5,denn: —12=5.(—3) +|§],
13=5-2+[3],
also gleiche Reste.

b) —12 % 13mod 6, denn: —12 = 6- (—2) +[0],

13=s6-24{1],

also verschiedene Reste.

® 52.* Jemand behauptet, daB auch
—12 % 13mod 5,denn —12 =5 (—2) +[=2),
13=5.2+[3,

also verschiedene Reste.
Widerlegen Sie diese Auffassung!

53. Versuchen Sie folgenden Satz zu beweisen:
a, = a, mod b genau dann, wenn b | (a, — a,).

Mit Kongruenzen kann man rechnen. Neben anderen gelten fir alle a, € G,
2, €@, re@ req, beq, b =0 folgende Sitze:

Wenn @, = r, mod b und a, = r, mod b, so
(1) a, +ay,=7+ r,modb,
(2) ¢y —ay=r, —r,mod b,
3) ay-a, =r-7, modb.
Satz (1) konnen wir folgendermafBen beweisen:
a, = r, mod b kann dargestellt werden durch a, = bg, + n,,
a, = r, mod b entsprechend durch a, = bg, + 7,.
Dann ist

a +a,=bg + 1 +bg+ 7

=bg+ @) +rtr,.

Das ist gleichbedeutend mit

@+ a,=r + r,mod b w.z. b.w.

Satz (1) 1aBt sich auch auf mehr als zwei Kongruenzen ausdehnen:

(4) Wenn @, = r, mod b und @, =7, mod b und . . . und a, = r, mod b, so
g+ a,+...+a=nr~+7r+..+r.modb.
® 54, Beweisen Sie die Sitze (2), (3) und den Satz (4) fir den speziellen
Fall n = 4.
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Diese Sitze konnen wir u.a. verwenden, um bekannte Teilbarkeitssitze zu
beweisen bzw. neue Teilbarkeitssidtze zu gewinnen.

B B27: Wir untersuchen die natirliche Zahl
2=n-10" + @,_; - 10" + ..+ a,- 10 + @, - 10! + g,
mit 0 <a, <9 fir i=0,1,2,...,% und a, += 0 auf ihre Teilbarkeit
durch 9 und kommen zu folgenden Ergebnissen :
a, = g, mod 9
a,-10' =@, mod 9, denn 9 | (10a, — a,),d. h. 9| 9a,
a, - 102 = a, mod 9, denn 9 | (100a, — a,), d. h. 9| 99a,

a,_ 10"1=a,,,mod9 denn9|(10"1———1) An_y
a,. 10" = a, mod 9, denn 9| (10® — 1) - a,
Wegen Satz (4) gilt dann
an-10"+a, ,-10"" 1+ . 4a,-102 +a,-10' 4+ gy =a, + a,_; +
+..4+a,+a +a,mod9.

In Worten: Jede natiirliche Zahl 1dB8t bei Division durch 9 denselben
Rest wie ihre Quersumme.
Das heift: Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre
Quersumme durch 9 teilbar ist.

® 56.* a) Welches ist die kleinste fiinfstellige Zahl, die durch 9 teilbar ist ?

b) Geben Sie die Menge aller dreistelligen Zahlen an, die sowohl durch 9
als auch durch 5 teilbar sind!
56. 8) Zeigen Sie, daB fiir die natiirliche Zahl
2=0n 10" +a, ;-10""1 + ..+ a,-102 4+ q,- 10" 4 g,
mit 0 < e <9firi=1,2,...,7und a, 30 gilt
2= (@ + 8 + ... + aGz2n) — (@, + @3 + ... + Ggpnyy) mod 11..
b) Formulieren Sie den in a) angegebenen Teilbarkeitssatz fiir die Zahl 11.

B B28: Wegen 71113 = 1001 gilt
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1000° = 41 mod 7, 1000° = 41 mod 11, 1000° = 41 mod 13;
1000! = —1 mod 7, 1000 = —1 mod 11, 1000 = —1 mod 13.
Und wegen Satz (3) (7 S. 64) folgt aus der letzten Zeile:

10002 = 4-1 mod 7, 10002 = +1 mod 11, 10002 = 41 mod 13;

10002'" = +l mod 7, 1000*™ = +1 mod 11, 1000>™ = 41 mod 13;
10002™+1 = —1mod 7, 1000 +! = —1mod 11, 1000?"+1 = —lmod 13.
Folglich gilt fir b = 7 und fiir b = 11 und fiir b = 13 fiir die Zahl
2= Gn- 10" 4+ gy - 10" + ... + @y 107 + gy - 10 + ay:
(ag-10% + a,-10 + a)) =a,-10* + @, - 10 + g, mod b,

(@5 10® + @, - 104 + a,- 10%) = —(ag- 10* + a,- 10 + a;) mod b,

(ag - 108 + @, - 107 4+ a4 - 108) = + (ag- 10 + a,- 10 + a¢) mod b,




Also ist
z2=(a;- 102+ a,- 10 + a) — (as- 10? 4+ a, - 10 4 a;) +
+ (ag- 102 + a,- 10 + a¢) — ... mod b
mitb=7,6=11,b=13.

@ 57.Formulieren Sie Teilbarkeitssitze fir die Zahlen 7, 11 und 13 unter
Verwendung der Ergebnisse von Beispiel 28!

58. Wiihlen Sie sich selbst natiirliche Zahlen' unterschiedlicher Stellenzahl
und untersuchen Sie diese auf Teilbarkeit durch 7, 11 und 13.

59.* Begriinden Sie, warum eine Zahl, die durch 1001 teilbar ist, auch durch
77, 91 und 143 teilbar ist!

60.* Eine Zahl hat die Eigenschaft, durch 77 und 91 teilbar zu sein. Be-
griinden Sie, warum sie dann auch durch 1001 teilbar ist!

61.* Ermitteln Sie die Menge der Teiler fiir die Zahlen
a) 1002001 b) 16159

2,14, Lineare Kongruenzen

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel:

M B29: Welche ganzen Zahlen x sind modulo 7 der Zahl 2000 kongruent,
also z = 2000 mod 7 ?
Nach den in den Abschnitten 2.12. und 2.13. dargestellten Uberlegungen
ist diese Kongruenz fiir alle ganzen Zahlen z erfiillt, die zur selben Rest-
klasse modulo 7 gehéren wie 2000, aber auch nur fir diese. Wegen
2000 = —2 mod 7 bzw. 2000 = 5 mod 7 ist dies die Restklasse

Ri={..,—Tm+5,..,—9, —2,5,12,..,Tn + 5,...} mit n ¢ N mod 7.
Diese Restklasse R; heiBt die Losung der Kongruenz z = 2000 mod 7.
Es ist iiblich, diese Losung in der Form 2 = 5 mod 7 bzw. 2 = —2mod 7
anzugeben.

» DI14: Unter der Lésung der Kongruenz x = a mod b verstehen wir diejenige
Restklasse R, mod b, die @ enthilt.

Die Losung der Kongruenz z = @ mod b ist also eine unendliche Menge. Sie
wird meist in der Form = = a’ mod b dargestellt, wobei a’ das Element aus dem
System der kleinsten positiven Reste mod b ist, fiir das ¢’ = @ mod b gilt.

Als niichstes wollen wir die Frage untersuchen, welche Losungen die Kongruen-
zen  + ¢ = a mod b bzw. z — ¢ = a mod b haben.
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z+c=amodbd zr —c=amodb
gleichbedeutend sind mit
z+c=b-q+a(@eG) bzw. z—c=b-g+a(geq),
gilt auch
z=b-g+a—c z=b-g+a+c
und das ist gleichbedeutend mit
z=a—cmodbd r=a+ cmodb,
womit wir die Losungen erhalten haben.

M B30: Die Losungen der Kongruenzen
a) z + 200 = 31 mod 13 b) x —4="7mod 8
sind zu ermitteln:
a) z + 200 = 31 mod 13 b) z—4=17 mod 8
z = 31 — 200 mod 13 2="T7+4 4mod 8
z= —169 mod 13 z=11 mod 8
z=0 mod 13 z=3 mod 8

® 62.* Ermitteln Sie die Losungen folgender Kongruenzen

a) « = 300 mod 17 b) z = —300 mod 17
¢) z = —12 mod 50 d) = + 55 =21 mod 13
e) z — 21 =21 mod 21 f)  — 55= — 21 mod 15

g) =z — 72 = 255 mod 100

SchlieBlich sei noch die Frage untersucht, welche Losungen die Kongruenz
cz = ¢ mod b hat.

Da cx = amod b gleichbedeutend ist mit cx =b-¢q 4 a (¢ € @), erhilt man
z=l#‘. Nach Voraussetzung ist = ¢ G. Demnach hat die Kongruenz

cz = a mod b nur dann eine Losung, wenn ¢ | (bg + a).

B B31: Die Kongruenz 4z = 3 mod 6 hat keine Lésung, denn fir alle
g € Gist 6 - q geradzahlig und folglich 6 - ¢ + 3 ungeradzahlig. Es gibt
aber keine ungerade Zahl u, fir die 4 | » gilt.

Anderseits kann die Kongruenz cz =a mod b aber auch mehrere Lésungen
haben, wie das folgende Beispiel zeigt.

B B32: Die Kongruenz 4z = 2 mod 6 hat die Losungen
z = 2mod 6 und z=>5mod 6.’
Nach Satz (3) (7 S. 65) gilt namlich fiir
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r=2 und =5

42 =4-2mod 6 4x =4 - 5mod 6
4x=8 mod6 4x =20 mod 6
4z =2 mod6 4xz=2 mod6

Nach demselben Satz ergibt sich fiir

= 0mod 6, dafl 4 = 0 mod 6

= 1mod 6, daB 42 =4 mod 6

z = 3 mod 6, daBl 4z = 12 mod 6 und damit 42 = 0 mod 6
== 4 mod 6, daB 42 = 16 mod 6 und damit 4z = 4 mod 6.

In keinem der zuletzt betrachteten vier Fille ist 4 = 2 mod 6. Da vor-
stehend alle Restklassen mod 6 betrachtet wurden, gibt es also keine
weiteren Losungen der Kongruenz 4x = 2 mod 6.

Um mit Sicherheit alle Losungen der Kongruenz cz = @ mod b zu erhalten, ist
es niitzlich, folgende Multiplikationstabellen modulo b aufzustellen.

In einer Spalte schreibt man untereinander und -in einer Zeile schreibt man
nebeneinander jeweils alle Elemente aus dem System der kleinsten positiven
Reste mod b, also die Zahlen 0,1, 2, ..., 5 — 1.

An den Schnittstellen von je einer Spalte und einer Zeile trigt man jeweils die-
jenige Zahl aus dem System der kleinsten Reste ein, die dem Produkt aus der
betreffenden Spalten- und Zeilenzahl modulo b kongruent ist.

B B33: Multiplikationstabellen mod 6 und mod 7

x x

mod6|0 1 2 3 4 5 mod 7 jJo 1 2 3 4 5 6
¢c 0/{0 0 0 0 O O c 0f0 0 0 0 0 0 O
1j]o0 1 2 3 4 5 1j]10 1 2 3 4 5 6
210 2 4 0 2 4 2(0 2 4 6 1 3 5
3o 3 o0 3 o0 3 3]0 3 6 2 5 1 4
4/0 4 2 0 4 2 4/0 4 1 5 2 6 3
5|0 5 4 3 2 1 5|0 5 3 1 6 4 2
6|0 6 5 4 3 2 1

Beachten Sie, daB in den Zeilen 0, Hier kommen iiberall vollstandige

2,3und 4 keine vollstindigen Rest- Restsysteme modulo 7 vor.

systeme modulo 6 vorkommen.

Aus diesen Tabellen sind die Lisunigen aller Kongruenzen
cx=amod 6 bzw. cr=amod?7
aus den entsprechenden Zeilen und Spalten ablesbar:

32 = 1 mod 6: keine Losung, da 1 in der Zeile 3 nicht vorkommt;
2x = 4 mod 6: Losungen x = 2 mod 6 und x = 5 mod 6;
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3z = 5mod 7: Losung = = 4 mod 7;
55z = 100 mod 6 ist wegen 55 = 1 mod 6 und 100 = 4 mod 6 gleich-
bedeutend mit 1 - £ = 4 mod 6; Lésung x = 4 mod 6;
31z = —45 mod 7 ist wegen 31 = 3 mod 7 und —45 =4 mod 7
gleichbedeutend mit 3x = 4 mod 7; Losung x = 6 mod 7.

® 63. Bilden Sie selbst weitere Aufgaben, bei denen Kongruenzen vom Typ
¢z = a mod 6 bzw. cx = @ mod 7 zu lésen sind, und 16sen Sie diese Auf-
gaben!

Man kann folgendes zeigen:

Die Kongruenz cx = a mod b hat

keine Lisungen, wenn der g.g.T.; ) die Zahl a nicht teilt,

genau eine Losung, wenn g.g.T.;; s = 1 ist,

mehr als eine Losung, wenn der g.g.T.;; ) die Zahl a teilt.

Im letzten Fall hat die Kongruenz so viele Losungen, wie der g.g.T..;;
angibt.

B B34: Es sind alle Lésungen der Kongruenz
24z = 18 mod 30 zu ermitteln.
Wegen g.g.T.24; 30 = 6 und 6 | 18 hat diese Kongruenz 6 Liosungen, die
man folgendermagBen findet:
Man fiillt nur die Zeile 24 der Multiplikationstabelle modulo 30 aus und
erhiilt
mod30jo0 1 2 3 4 65 6 7. 12.. 17.. 22,

2¢[0 24 18 12 6 0 24 18.. 18.. 18. 1s..

(5]
~1

—
o

also
2 = 2mod 30, x = 7mod 30, z = 12 mod 30, z = 17 mod 30,
z = 22 mod 30, z = 27 mod 30.

Die Kongruenz cx = a mod b kann auch noch unter folgendem Gesichtspunkt
betrachtet werden :

¢z = amod b ist laut Definition gleichbedeutend mit b | (cx — a), und das ist
gleichbedeutend mit ¢z — a = by, wobeia € G, beG,ccG, xc G, ycG.

Dies kann als eine lineare Gleichung mit den beiden Variablen z ¢ G und y € G
aufgefallt werden. .

Ist eine solche lineare Gleichung gegeben und werden deren ganzzahlige Lo-
sungen gesucht, so konnen diese durch Riickfithrung auf die entsprechende
Kongruenz leicht gefunden werden.

Darauf werden wir in Kapitel 3 zuriickkommen. Hier wollen wir uns lediglich
noch einmal mit der in Beispiel 1 (7 8. 37) gestellten Aufgabe beschiftigen.
Die in diesem Kapitel gewonnenen Einsichten ermdglichen uns nunmehr folgen-
den Loésungsweg:
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a) Fir jedes der 17 Nichtschaltjahre bis 2000 gilt 365 = 1 mod 7.
b) Fir jedes der 5 Schaltjahre bis 2000 gilt 366 = 2 mod 7.
¢) Demnach gilt fiir den 1. 1. 2000:
17-1 4 5-2 =27 und 27 = 6 mod 7.
d) Also ist der 1. 1. 2000 gegeniiber dem 1. 1. 78 um 6 Wochentage (d. h. vom
Sonntag bis Sonnabend) ,,weitergeriickt‘’, er ist demnach ein Sonnabend.

2.15. Arbeiten mit Mengen beim Aufbau
weiterer Zahlenbereiche

Wir wollen nun kurz darstellen, wie man — ausgehend von der Menge der natiir-
lichen Zahlen — weitere Zahlenbereiche aufbauen kann. Im Unterschied zum
Mathematikunterricht beginnen wir mit dem Bereich der ganzen Zahlen.

Tm Bereich der natiirlichen Zahlen sind die Rechenoperationen Addition und
Multiplikation unbeschriankt austiihrbar, wihrend das firr die Subtraktion und
die Division nicht zutrifft.

Beispielsweise ist die Subtraktionsaufgabe 4 — 5 im Bereich der natiirlichen
Zahlen nicht 16sbar, d. h., es gibt keine natirliche Zahl z, fiir die z = 4 — 5,
d.h. z + 5 = 4 gilt.

Nun soll — unter Verwendung der Menge der natirlichen Zahlen — ein Zahlen-
bereich aufgebaut werden, bei dem die Subtraktion unbeschrinkt ausfiihrbar ist.
Dabei gehen wir folgendermaBen vor:

(1) Wir betrachten geordnete Paare natiirlicher Zahlen und untersuchen sie
auf Differenzengleichheit.

» D15: Zwei geordnete Paare natiirlicher Zahlen [a; b] und [c; d] heiSen differen-
zengleich genau dann, wenna +d =0 + c.

B B35: [5; 3] und [9; 7] sind differenzengleich, denn 5 + 7 = 3 + 9.
[2; 7] und [0; 4] sind nicht differenzengleich, denn 2 4+ 4 =0 + 7.
[5; 3] und [3; 5] sind nicht differenzengleich, denn 5 4+ 5 3 + 3.

(2) Die Differenzengleichheit geordneter Paare natiirlicher Zahlen [a; b], [c; d]
und [e; f] ist eine Aquivalenzrelation.

® 64. Weisen Sie (2) nach!

(3) Durch die Differenzengleichheit geordneter Paare natiirlicher Zahlen als
Aquivalenzrelation wird in der Produktmenge N x N eine Zerlegung (Klassen-
einteilung) erzeugt. Jede so erzeugte Klasse heifit ganze Zahl.

» DI16: Eine ganze Zahl ist eine Klasse differenzengleicher geordneter Paare natiir-
licher Zahlen.
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| B36:
a) Diegeordneten Paare[8;5],(9;6],[23;20],[3;0],...gehdren zur selben
Klasse differenzengleicher Paare natirlicher Zahlen, und diese Klasse ist
die ganze Zahl 4 3.
b) Die ganze Zahl — 3 ist dagegen die Klasse, zu der u. a. die geordneten
Paare [5; 8], [6; 9], [20;23], [0; 3], . . . gehoren.
c) die ganze Zahl 0 ist die Klasse, zu der die geordneten Paare [a; a],
a € N gehoren.

(4) Es ist nun notwendig, die Ordnung und die Rechenoperationen fiir diese
ganzen Zahlen zu definieren. Das geschieht einerseits ,reprisentantenweise‘,
d. h. unter Verwendung eines Reprisentanten fir die ganze Zahl (geordnetes
Zahlenpaar natiirlicher Zahlen), andererseits so, daB ,,Reprisentantenunabhén-
gigkeit** vorliegt.
» D17: Die ganze Zahl g, sei durch [a; b], die ganze Zahl g, durch [c; d] reprisentiert.

Dann soll gelten:

(a) 9, < g, genau dann, wennae +d < b + ¢,

(») yl+gz= [a; B] + [¢;d] 57 (@ + €5 b + d],

(¢) 9. —9:=[a;0] — [¢;d] 7 [@ — ;b —d],

@) g:- gz [e; b] - [¢; d] 57 [ac + bd; ad + be].

® 65. Esseia) 9, =—3,¢9,=+7;b) g, = -3, 9, = —7;
¢) =143, = —T7
Ordnen Sie jeweils die beiden Zahlen der drei Paare nach der Gré8e und
berechnen Sie jeweils Summe, Differenz und Produkt der beiden Zahlen
unter Verwendung von Definition 17!

(5) Die ganze Zahl Null und die positiven ganzen Zahlen sind eine echte Teil-
menge der ganzen Zahlen. Sie lassen sich den natiirlichen Zahlen eineindeutig
zuordnen. Nun gilt

+a < +b genau dann, wenna < b; +4acG, +beG,aeN,beN,

(+a) + (+b) = +cgenaudann, wenna 4+ b=c; +ac@G, +beG,ac N,

beN,
und Entsprechendes gilt fiir die Subtraktion und Multiplikation. Beziiglich der
Ordnung nach der GroBe und den Rechenoperationen Addition, Subtraktion
und Multiplikation ist die Teilmenge der ganzen Zahlen, bestehend aus der
ganzen Zahl Null und den positiven ganzen Zahlen gegen die Menge der natiir-
lichen Zahlen austauschbar. In diesem Sinne ist der Ausgangsbereich (hier die
Menge der natiirlichen Zahlen) in dem neuen Bereich (hier die Menge der ganzen
Zahlen) gewissermaBen mit enthalten.
Der Bereich der ganzen Zahlen kann nun benutzt werden, um den Bereich der
rationalen Zahlen aufzubauen. Dabei geht man analog zum Aufbau des Bereichs
der ganzen Zahlen aus dem der natiirlichen Zahlen vor.
Ziel dieser Erweiterung ist ein Zahlenbereich, in dem auch die Division — jedoch
mit Ausnahme der Division durch Null — unbeschriankt ausfiihrbar ist.
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® 66. a) Fiihren Sie diesen Aufbau durch, indem Sie von der Aquivalenz-
relation der Quotientengleichheit zwischen geordneten Paaren ganzer
Zahlen ausgehen!
b) Definieren Sie auch die Division rationaler Zahlen als Umkehr-
operation der Multiplikation!

67. Wihlen Sie sich Beispiele fiir Aufgaben der Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division rationaler Zahlen und lésen Sie diese Auf-
gaben
a) unter Verwendung der im Ergebnis von Aufgabe 66 erhaltenen Defi-
nitionen
b) unter Verwendung der Rechenregeln fiir die Rechenoperationen mit
rationalen Zahlen, die Sie aus dem Unterricht kennen!

68. Uberlegen Sie, welche Teilmenge der Menge der rationalen Zahlen sich
beziiglich der behandelten Relationen und Operationen ebenso verhilt
wie die Menge der ganzen Zahlen, aus denen wir die rationalen Zahlen
aufgebaut haben!

Im Bereich der rationalen Zahlen sind nicht nur die vier Grundrechenoperatio-
nen (mit Ausnahme der Division durch die rationale Zahl Null) unbeschrinkt
ausfithrbar. Dieser Bereich hat auch die Eigenschaft, daB seine Zahlen dicht
liegen. Darunter versteht man folgendes: Gilt fiir zwei rationale Zahlen a und b
die Beziehung a < b, so gibt es (mindestens) eine weitere rationale Zahl z mit
der Eigenschaft a < < b. Wie wir aber aus dem Mathematikunterricht der
Klasse 7 wissen, ist dennoch nicht jedem Punkt der Zahlengeraden eine ratio-
nale Zahl zugeordnet ( # [13c] S. 79). Es gibt auf der Zahlengeraden nédmlich
Punkte, denen solche Zahlen wie J2, |'5, J2 usw. zugeordnet sind, also Zahlen,
von denen Sie wissen, daB sie keine rationalen, sondern irrationale Zahlen sind.
Die Vereinigung der Menge der rationalen Zahlen und die der irrationalen
Zahlen heiBit die Menge P der reellen Zahlen.

2.16. Abzihlbarkeit und Nichtabz&hlbarkeit
unendlicher Mengen

Aus Kapitel 1 wissen wir bereits,

— was man unter gleichmachtigen Mengen versteht,

— daB die Gleichmichtigkeit von Mengen eine Aquivalenzrelation ist,

— daB unendliche Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen dieser gleich-
michtig sind.

Bei den unendlichen Mengen sind abzahlbare und nichtabzidhlbare unendliche
Mengen zu unterscheiden. (_7[15] S. 62ff.)
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» DI18: Eine unendliche Menge heiBt genau dann abzdhlbar, wenn sie der Menge der
natiirlichen Zahlen gleichmichtig ist. Ist dies nicht der Fall, so heiBt sie nicht-
abzdhlbar.

Nach dieser Definition sind z. B. alle unendlichen Teilmengen der Menge der
natiirlichen Zahlen abzihlbar. Beispielsweise haben wir fiir die Menge der unge-
raden Zahlen und die Menge der Primzahlen in Kapitel 1 gezeigt, daB sie der
Menge der natiirlichen Zahlen gleichmichtig sind, folglich sind diese Mengen
auch abzihlbar.

® 69. Geben Sie weitere Beispiele fir abzédhlbare Mengen an, die zugleich
echte Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen sind!

Aber auch fiir bestimmte weitere unendliche Mengen, die keine Teilmengen
der Menge der natiirlichen Zahlen sind, 148t sich zeigen, daB sie abzahlbar sind.

B B37: Wir wollen zunéichst zeigen, daB die Menge G der ganzen Zahlen
abziihlbar ist. Dazu brauchen wir nur zu zeigen, daB die Menge @ gleich-
michtig zur Menge N der natiirlichen Zahlen ist, d. h., daB es eine ein-
eindeutige Abbildung gibt, die G auf N abbildet.

Offensichtlich leistet dies die nachstehend vorgenommene Zuordnung.

N:oo 1 2 3 5 .. 2n 2n + 1
. 4

4
1 T o : !
G: 0 +1 —1 42 —2 43 . "o +@+1)..

® 70. Begriinden Sie, warum die natirlichen Zahlen gewissermaBen ,,aus-
reichen’, um jedem Element aus G eine natiirliche Zahl zuzuordnen!

W B38: Nun soll gezeigt werden, daB auch die Menge der Briiche abzdhlbar
ist. Dazu denken wir uns diese Menge zunichst in einer Form aufge-
schrieben, die garantiert, daB bei der Abzéhlung in Pfeilrichtung kein
Bruch ausgelassen wird. Das ist z. B. folgendermaBen méglich:

t—F i
Ve
L
ERE R
Ty
/

00— o
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Die umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen jedem Element der
Menge N der natiirlichen Zahlen und jedem Element der Menge B der
Briache 1a8t sich nun in der Weise herstellen, wie durch die oben einge-
zeichneten Pfeile angedeutet wird. Man erhilt die folgende Zuordnung:

N:o9 1 2 3 4 5 6 7 8
T N T A O
B3 1+ £ 3 ¥ ¥ ¥ 3 %

Damit ist gezeigt, daB die Menge B der Briiche abzihlbar ist.

DaB nicht jede unendliche Menge die Eigenschaft hat, abzdhlbar zu sein, zeigt
das folgende Beispiel.

B B39: Die Menge der reellen Zahlen P’ im Intervall 0 < 7 < 1 ist nicht-
abzdhlbar.
Beweis:
Bekanntlich kénnen wir die reellen Zahlen durch unendliche Dezimal-
briiche darstellen und damit alle reellen Zahlen r im Intervall 0 < » < 1
in der Form
7 = 0, 2,2,2%,25%%7 ..., Wobei die z, (1 = 1;2; 3;...) jeweils eine der
Grundziffern 0, 1, 2, ..., 9 sind.
Damit die Darstellung eindeutig wird, schlieBen wir den Fall, daB von
einer Stelle an alle z; gleich 9 sind, aus. Wegen 0 < r sind auch nicht
alle 2, gleich 0.
Nun nehmen wir an, daB die Menge P’ abzihlbar und damit in folgender
Form darstellbar ist:

n=219 Zy Zp P 2z

n =4 ™~

2 2y Zy \zz Zyy v e
n = A Zy Z5 zy\ Zy e
=0 oz oz, oz oz e

d. h,, in der Folge 7, 7,, ... kommen alle reellen Zahlen » mit 0 <7 <1
vor. .
Wir bilden nunmehr eine Zahl 7’, indem wir die Ziffern lings der ,,Diago-
nalen‘ (oben durch Pfeile angedeutet) dafiir auswihlen, namlich

7' = 0, 24123233244 -+
Ersetzen wir in dieser Darstellung z,, durch eine Ziffer g, % z,,, z,, durch
eine Ziffer g, =+ z,, usw., so erhalten wir eine Zahl

7" =0, ¢:9,95s ---
die zwar eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 ist, aber in der Folge 7y, 75, ...
nicht vorkommt. Die Annahme, daB die Menge der reellen Zahlen im
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Intervall abzéhlbar ist, fihrt also zu einem Widerspruch und kann daher
nicht mehr aufrechterhalten werden. Dies gilt, wie noch zu beweisen
wiire, auch fiir die Menge aller reellen Zahlen.

® 71. Nennen Sie weitere Beispiele fiir nichtabzihlbare Mengen !

Lésungen — Kapitel 2

6. In ihrer praktischen Tétigkeit muBten die Menschen von Anfang an mit
Mengen operieren. Indem die Menschen diese Tatigkeiten vorbedachten
und iiber sie nachdachten, haben Sie durch Abstraktion die natirlichen
Zahlen beim Operieren mit Mengen gewonnen. Auch hieran sieht man, da
Begriffe der Mathematik ,,nirgends anders herkommen als aus der wirk-
lichen Welt‘‘ (ENGELS), und zwar in dem Sinne, daBl dort objektiv Vorhan-
denes durch die menschliche Téitigkeit zu Erkanntem wird und damit
gegenitber dem objektiv Vorhandenen eine neue Qualitdt darstellt. Selbst
wenn die Auffassung, die natirlichen Zahlen seien von Gott geschaffen
keinen Glauben an Gott, sondern die Meinung zum Ausdruck bringen soll,
der Mensch habe sie vorgefunden, stimmt dies also nicht. Er muBte selbst
etwas tun, also seinen Verstand oder ,,Geist‘‘ anstrengen. Ebensowenig hat
der Mensch die natiirlichen Zahlen in seinem ,,Geist‘‘ frei erfunden, denn
die natiirliche Zahl ist ein abstrakter Begriff, durch den objektiv existier-
ende Sachverhalte (Mengen bestimmter Miachtigkeiten) abgebildet werden.

8. a) Begriindung fir die Kommutativitit der Addition natiirlicher Zahlen:

a + b sei reprasentiert durch M, v M, mit M, n M, = 0.
b + a ist dann repréisentiert durch M, v M, mit M, n M, = 0.
Wegen M, v M, = M, v M, gilt erst recht M, v M, ~ M, v M,.

Das heifst: Beide Vereinigungen sind gleichméchtig, reprasentieren also

dieselbe Kardinalzahl. Demnach ista + b = b + a.

b) Entsprechend 1aBt sich auch die Assoziativitdt der Addition natiirlicher

Zahlen begriinden.

9.a) A\NB={1,3,5,7,9) = 4; B\A=1{0,24,6,8 =8

s

¢) Aus Definition 5 folgt fiir alle Mengen 4 und B die Beziehung 4 \ B= 4

genau dann, wenn 4 n B = 0.
10. a) M\ M, =0; M,\ M, ={0,1,4,6,8,9)
¢) M,\ M, = 0 genau dann, wenn M, & M, [nach D5].
d) M,\ M, = M,\ M, genau dann, wenn M, = M,.
11. a) A\B={3,9,15,21,27} = {z:2=3-(2n + 1);2 ¢ N und = < 30},
B\NA=290
b) ANB={a:(3|aund 4ta;aecN)unda < 50}u{a:3|a;acN;
50 < a < 100}
B\A4={a:(4|aund 3} a; acN)und a < 50}
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12.

14.

17.

19

20.
21
22.

23.

¢) A\NB={c:5|cund Ttc;ce N}
B\A={c:7|cund 5} c;ceN}

d) ANB=(e:3|e,ec N} =A; B\A={e:3te;ecN}=

e) A\ B = {2}; B\ A4 ist die Menge aller zusammengesetzten ungeraden
Zahlen.

f) A\ B ist die Menge aller ungeraden Primzahlen.
B\ A ist die Menge aller geraden Zahlen mit Ausnahme der Zahl 2.

g) A\ B ist die Menge aller Rechtecke, die keine Quadrate sind.
B\A =0

h) 4 \ B ist die Menge aller Drachenvierecke, die keine Rhomben sind.
B\ A ist die Menge aller Trapeze, die keine Rhomben sind.

i) A\NB={m,u}; B\A={in, e}

8) [w; 8], [w;s], [w;s] [w;s]
[we; 8], [wa; 8], [we; s3] [wy; 8]
[ws; 8,),  [ws; 8p),  [ws; 8]  [ws; 8]
b) W x 8 = {[w; 8], [wy; se], ..., [ws; 85), [ws; 8]}
Esgilt W x 8 =8 X W, denn beide Produktmengen bestehen aus ver-
schiedenen geordneten Paaren.

a) Diesist schon durch Aufg. 12. b) bewiesen (Angabe eines Gegenbeispiels).
b) Nur wenn M, = M,, so gilt M, X M, = M, X M,.

a) M, = {a)} sei Reprisentant firr 1 und M, = {b} Reprisentant fiir 1.
Dann ist M; X M, = {[a; b]}, also erhédlt man 1 geordnetes Paar, also
ist1-1=1.

b) M, = {a)} sei Reprisentant fiir 1, und M, ist die leere Menge.

Daraus 148t sich kein geordnetes Paar bilden, denn es gibt kein Element,
das an zweiter Stelle steht. Die Anzahl der geordneten Paare ist gleich 0,
also1-0=0.

a) 3|18, denn fir x = 6 gilt 3. z = 18.

b) 5| 0, dennfirz=0gilt 5.2 = 0.

¢) 34 16, denn es gibt keine natiirliche Zahl z, so daB gilt 3 . z = 16.

d) 84} 12, denn es gibt keine natiirliche Zahl z, so da8 gilt 84 - 2 = 12.

a| b gilt fir b), ¢), e), g).

b | a gilt fur a), b), d), 1), g).

a) n | O fir alle natiirlichen Zahlen n, denn » - 0 = 0.

b) 04 = fiir alle von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen n, denn es gibt
keine natiirliche Zahl z, so daB gilt 0 - x = n, wenn n == 0.

a) T, =(1 2,5, 10} Vie={x:2x=10n;n ¢ N}
b T = TN

¢) T = (1 2,4, 5, 10, 20, 25, 50, 100}  Vyp = {2:z = 100n; n ¢ N}
1) Tio = (1,2, 4,5, 8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250, 500, 1000}
1) T = {1, 2,3, 4 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20, 24, 25, 30, 32, 40, 48, 50,

60, 75, 80, 96, 100, 120, 125, 150, 160, 200, 240, 250, 300, 375,
400, 480, 500, 600, 750, 800, 1000, 1200, 1500, 2000, 2400,
3000, 4000, 6000, 12000}

77



25.

Natiirliche Zahl, deren Menge der Teiler mindestens 3 Elemente enthilt.

26. Jede von Null verschiedene natiirliche Zahl ist mindestens durch 1 und sich

27.

28.
30.

31.

32.

36.

37.
39.

78

selbst teilbar; 0 ist durch jede von Null verschiedene natiirliche Zahl teilbar.

Die Anzahl der Elemente ist nur bei Quadratzahlen ungerade, sonst ist sie

— wegen der vorkommenden Teilerpaare — geradzahlig.

Die Teilbarkeitsrelation ist nicht symmetrisch.

8) Tho={1,2,34,56,8,9,10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 48,
60, 72, 80, 90, 120, 144, 180, 240, 360, 720}

b) Ts, = {1,3,17,51}

¢) Ty = {1, 61}

d) T, ={1,71}

e) Ty = {1,3,9,27,81}

1) Ty ={1,2, 34,5868, 10,12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}

8) T = {1, 5, 25, 125}
h) Ty = {1, 2, 5, 10, 13, 26, €5, 130}
i) Ty = {1,3,5,9,15,27, 45, 135}
Ty = {1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72,
90, 120, 180, 360}
a) T; = {1, 5)
b) Ty ={1,2,3,5,86,10, 15, 30}
¢) T ={1,2,3,4,5,86, 10, 12, 15, 20, 30, 60}
d) Ty = {1, 2,5, 10, 11, 22, 55, 110}
e) T, = {1}
1) T, ={1,3,9}
Angenommen, die natiirlichen Zahlen a, b, c, ..., = haben als k. g. V. die

Zahl z. Dann sind auch alle Vielfachen von z gemeinsame Vielfache dieser
Zahlen, wihrend alle anderen natiirlichen Zahlen keine gemeinsamen Viel-
fachen dieser Zahlen sind. Demnach ist die Menge der gemeinsamen Viel-
fachen der gegebenen natirlichen Zahlen gleich der Menge der Vielfachen
des k. g. V. dieser Zahlen.
a) Voo B) Vao €) Viee ) Voo ©) Visso 1) Viesss
a) Fir alle Elemente z € V, gilt 8 | 2 und damit erst recht 4 | z. Anderer-
seits gilt beispielsweise 4 € V, und 4 ¢ V. Somit gilt V C V,. Entspre-
chend 1Bt sich auch zeigen ¥V, C V,sowie V, C V; (b)und ¥y, C V5 (¢).
d) bis 1) ergeben sich aus dem Satz, daB
Vpen.y = Va0 Vo n V... n V. gleich der Menge der Vielfachen des
k. g. V. dieser natiirlichen Zahlen sind.



41.

44.
46.

51

52.
56.

59,

B

61.

62.

i) 2225328 = 23535 - 94 + 13038
23536 = 13038 - 1 4 10497
13038 = 10497 - 1 4+ 2541

10497 = 2541- 4+ 333
2541 = 333. 7+ 210
333 = 210 14+ 123
210 = 123 1 + 87
123= 87- 14+ 36
87 = 36- 2+ 15
36 = 15- 2 + 6
15 = 6- 24 3
6 = 3. 2
a) 1 b) 31
b) 15 = 45g, + 30g,| : 15
1=23g + 2¢,
1-3g,
9="—"3

Fir alle ungeraden g, ist l_;g' ganzzahlig, also z. B. [—3; 5], [—1; 2],
[+1; —1], [+3; —4] usw.

a) ja, denn —7'¢ Kymod 6; 2 ¢ K, mod 6; 7 € K, mod 6; —2 ¢ K, mod 6;
— 3¢ K;mod 6, 6 ¢ K, mod 6, also sind alle Restklassen mod 6 genau
einmal vertreten.

—2 = 3 mod 5, also doch gleichrestig

a) 10008

b) Dazu gehéren alle auf 0 endenden dreistelligen Zahlen, deren Quersumme
9 oder 18 ist (d. h. 900, 810, 180, 720, 270, 630, 360, 540, 450, 990) sowie
alle auf 5 endenden Zahlen, deren Quersumme 9 oder 18 ist, d. h. 135,
315, 225, 405, 495, 945, 585, 855, 675, 765.

Weil 7| 1001 und 11 | 1001 und 13 | 1001, gilt auch

(77=)7-11|1001, (91 =)7-13]|1001 (143 =)11-13|1001.

Aus 77| a und 91 | a folgt 7| aund 11 | ¢ und 13 | a.

Dann gilt auch (1001 =) 7-11-13] a.

8) Thoem = {1, 7, 11, 13, 49, 77, 91, 121, 143, 169, 539, 637, 847, 1001,

1183, 1573, 1859, 5929, 7007, 8281, 11011, 13013, 20,449,
77077, 91091, 143143, 1002001}

D) Tiase = {1, 11, 13, 113, 143, 1243, 1469, 16159}

a) z = 11 mod 17 b) x=6mod 17 ¢) z = 38 mod 50

d) z= 5mod13 e) z=0mod21 f) x= 4modl5

g) = = 27 mod 100

79



Arbeiten
mit Mengen
beim Lésen von Gleichungen

und Ungleichungen

341, Einfihrung

Die Begriffe Gleichung und Ungleichung sowie das Arbeiten mit ihnen spielen
im Mathematikunterricht von Anfang an eine wesentliche Rolle. Dies liegt vor
allem daran, daB zahlreiche praktische Problemstellungen mit Hilfe von Glei-
chungen bzw. Unglejchungen mathematisch bearbeitet werden kdnnen.

B Bi: Ein Dreher braucht zur Anfertigung eines Werkstiickes eine halbe
Stunde. Da mehrere gleiche Teile anzufertigen sind, wire eine Vorrich-
tung zweckmiBig. Mit einer solchen Vorrichtung konnte ein Teil in
20 Minuten hergestellt werden. Der Bau der Vorrichtung dauert 4 Stun-
den. -

Wieviel Teile miiBten mindestens hergestellt werden, damit durch den
Bau der Vorrichtung Zeit eingespart wird ? (Olympiadeaufgabe 1965,
Kl. 9)

Die Losung kann man folgendermaBen erhalten:

— Bei einem Werkstiick werden 10 Minuten eingespart.

— Um 4 Stunden, d. h. 240 Minuten einzusparen, miissen also 24 Werk-
stiicke hergestellt werden. Damit wire die Zeit fiur das Anfertigen
der Vorrichtung gewonnen.

— ZweckmiBig wird diese, wenn mehr als 24 Werkstiicke herzustellen
sind.

Nicht immer wird man aber durch derart einfache Uberlegungen zum Ziel
kommen, deshalb ist oftmals ein Einsatz einer mathematischen Theorie (z. B.
der Gleichungslehre) zweckmaBig. Dazu konnte man so vorgehen:

— n sei die Anzahl der herzustellenden Werkstiicke (n > 0, n € N).
— Ohne Vorrichtung wird dafiir die Zeit ¢, = n - + benétigt (Angabe in Std.)
— Mit Vorrichtung wird dafiir die Zeit ¢, = n - § + 4 benétigt.

— Essoll.t, <t,, also % +4< % sein.
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Diese Ungleichung wird fiir alle » > 24 zu einer wakren, firr alle n < 24 zu
einer falschen Aussage. Dies konnte man durch Probieren ermitteln. Das
geht aber nur bei einfachen Aufgaben. Deshalb sind Verfahren zum Lésen
von Gleichungen und Ungleichungen entwickelt worden, die Sie zum Teil
aus Threm Mathematikunterricht kennen.

Wir wollen im folgenden zeigen, wie beim Losen von Gleichungen bzw. Unglei-
chungen Begriffe und Arbeitsweisen der Mengenlehre vorteilhaft verwendet wer-
den kénnen. Dabei werden wir zunichst einige Grundbegriffe wiederholen und
dann das Lésen von Gleichungen bzw. Ungleichungen unterschiedlicher Typen
betrachten. Dabei geht es nicht um eine systematische Behandlung der Glei-
chungslehre, sondern um das Demonstrieren und Erldutern mengentheoreti-
schen Arbeitens an einigen wichtigen Beispielen.

3.2, Gleichungen und Ungleichungen
mit einer (freien) Variablen

3.21. Zusammenstellung wichtiger Grundbegriffe

» DI1: Ausdriicke, in denen zwei Terme') durch ein Gleichheitszeichen verbunden
sind, heifen Gleichungen.

» D2: Ausdriicke in denen zwei Terme durch eines der Zeichen ,,<¢¢, ,,>%, , <%,
3=, 4, verbunden sind, heien Ungleichungen.

Im folgenden werden hauptsichlich Ungleichungen, in denen das Zeichen ,, <*
oder das Zeichen ,,>‘‘ vorkommt, eine Rolle spielen.

» D3: Die Terme heiBen jeweils linke bzw. rechte Seite der Gleichung oder Un-
gleichung.

Bei Gleichungen und Ungleichungen ist zu unterscheiden, ob Variable vorkom-
men oder nicht. Enthilt keine der beiden Seiten eine Variable, so sind die Glei-
chungen bzw. Ungleichungen (wahre oder falsche) Aussagen.

o 1.* Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind!
a) 7T+ 5=13 b)24—1sg1
©) &7 =1 4 §:¢>3

1) Unter einem Term versteht man eine Ziffer oder eine Variable oder eine sinnvolle Zusammen-
setzung aus ihnen mit Hilfe von Operatlonszelchen (z. B. 5,4+, 5= 5", »»:*) und Klammern.
Eine Zeich ihe, die ein Relati hen enthilt, ist kein Term.
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2.* Setzen Sie zwischen die folgenden Terme an der durch - - - gekenn-
zeichneten Stelle eines der Zeichen ,,=*, ,,<“ oder ,,>*, so daB wahre
Aussagen entstehen!

a) 34+ 4..2+8 3+4. 4

b
¢) 3,76 — 1,55 ... 1,14 + 1,00 ) ¥.2..8_ 1

Fiir das Losen praktischer Probleme sind aber Gleichungen und Ungleichungen,
in denen Variable vorkommen, wichtiger. Dabei ist allerdings noch zu unter-
scheiden, ob die Variablen fre: oder gebunden sind. Eine Variable ist frei, wenn
fiir sie beliebige Elemente aus einem vorgegebenen Grundbereich eingesetzt
werden diirfen, ohne daB weitere einengende Vorschriften bestehen. Eine Varia-
ble ist gebunden, wenn in Zusammenhang mit dieser Variablen bestimmte
Formulierungen, z. B. ,,es gibt ein = oder ,fiir alle 2 gilt* auftreten. Die fol-
genden Beispiele enthalten gebundene Variable.

m B2:
a) Es gibt eine natiirliche Zahl #, so daB§ 3 4- n = 7.
b) Fiir alle reellen Zahlen e und b gilt:
(@ + b)* = a® + 2ab + b2.
¢) Es gibt eine natiirliche Zahl m, so dal 10 + m < 8.
d) Fir alle natiirlichen Zahlen » gilt: n + n < n2.
e) Fiir alle reellen Zahlen a, b und ¢ gilt: (@ + b) - ¢ > a + b.

Gleichungen und Ungleichungen, in denen alle vorkommenden Variablen gebun-
den sind, sind ebenfalls (wahre oder falsche) Aussagen.

® 3.* Welche der Aussagen im Beispiel 2 sind wahr, und welche sind falsch ?

Gleichungen bzw. Ungleichungen mit mindestens einer freien Variablen gehéren
zu den Aussageformen. Aus ihnen entstehen Aussagen. wenn fiir alle Variablen
Elemente aus dem jeweiligen Grundbereich eingesetzt werden.

Die Variablengrundbereiche miissen jeweils angegeben werden. In der Regel
sind es Mengen von Zahlen oder GréBen: Bei Anwendungsaufgaben werden die
Grundbereiche meist durch den praktischen Sachverhalt bestimmt.

Beim Uberfithren von Gleichungen bzw. Ungleichungen mit (mindestens einer)
freien Variablen durch Einsetzen von Elementen aus dem jeweiligen Grund-
bereich fiir alle Variablen (Belegen aller Variablen) sind besonders die Fille
interessant, bei denen wahre Aussagen entstehen. Dabei gibt es folgende Mog-
lichkeiten :

» Di4: Eine Gleichung bzw. Ungleichung mit (mindestens einer) freien Variablen
heiBt in einem Grundbereich
a) unerfiillbar genau dann, wenn es nicht moglich ist, die vorkommenden Variah-
len durch Elemente aus den Grundbereichen so zu ersetzen, daB eine wahre Aus-
sage entsteht.

82



b) erfiillbar genau dann, wenn es moglich ist, die vorhandenen Variablen dureh
FElemente aus den Grundbereichen so zu ersetzen, dal eine wahre Aussage entsteht.
Sie heiBt in diesem Grundbereich allgemeingiiltig genau dann, wenn durch Er-
setzung der vorkommenden Variablen durch jedes Element aus den jeweiligen
Grundbereichen eine wahre Aussage entsteht.

m B3: Die Gleichung = + 3 = 5 ist erfiillbar in N, ¢, R und P.})
Die Gleichung 3 — z = 5 ist unerfiilllbar in ¥ und R*,
aber erfiillbar in G, R und P.
Die Ungleichung 3 + z = 3 ist allgemeingiiltig in N und R*,
sie ist nicht mehr allgemeingiiltig in ¢, R und P.

e 4.* Entscheiden Sie, ob die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen im
angegebenen Grundbereich erfilllbar oder sogar allgemeingiiltig sind!
a) 3xr+T=x—4; zeN
b) (@ + b)2 = a?® + 2ab 4 b%; ac P;bec P
e) 2z + 4y <7 zeR,yeR

d) %+:=—2; zeR
e) 54b—37>16; beN

5.* Stellen Sie Gleichungen auf, die in N bzw. R
a) unerfiillbar, b) erfilllbar, ¢) allgemeingultig sind!

Eine Gleichung, die in einem Grundbereich all-
gemeingiltig ist, ist in diesem natiirlich erst recht
erfilllbar. Die Umkehrung gilt aber nicht.

G, sei Menge aller Gleichungen iiber einem Grund-
bereich, E die Menge der erfiillbaren, U die Menge
der unerfiillbaren und A4 die Menge der allge-
meingiiltigen Gleichungen iiber diesem Grund-
bereich. Die Beziehungen zwischen diesen Mengen
ist aus dem Diagramm in Bild 1 ersichtlich.

@ 6. Sind die Mengen G,, E, U, A endlich oder unendlich ?
Begriinden Sie Ihre Entscheidung!

7.* Stellen Sie die Zusammenhénge zwischen G,, E, U, 4 unter Verwen-.
dung der Teilmengenbeziehungen bzw. des Durchschnittes dar!

Gleichungen, die iiber einen gewissen Grundbereich allgemeingiiltig sind, heien
auch Identititen iber diesem Grundbereich.

Im folgenden wollen wir ichst Gleichungen und Ungleickungen betrachten, in
denen genau eine (freie) Variable vorkommt.

1) Die Symbole werden in gleicher Weise wie in Kap. 2 (/* S. 38) gebraucht.
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» D5: Es sei eine Gleichung bzw. Ungleichung mit einer Variablen gegeben. Jedes Ele-
ment aus dem Variablengrundbereich, das diese Gleichung bzw. Ungleichung er-
fiillt, d. h. zu einer wahren Aussage macht, heiBt Losung dieser Gleichung bzw.
Ungleichung.

» D6: Die Gesamtheit aller Losungen aus einem Grundbereich ist die Lésungsmen-
ge der Gleichung bzw. Ungleichung iiber diesem Grundbereich.

Eine Gleichung bzw. Ungleichung 16sen, heiBt alle Losungen — also die Lésungs-
menge — zu finden. Dabei wissen wir, daB die Losungsmenge einer Gleichung
bzw. Ungleichung vom Grundbereich abhingt.

m B4:
a) Die Gleichung 2z 4+ 3 = 4 ist in N unerfiillbar, man schreibt L, = 0
(die Losungsmenge ist die leere Menge).
In R* hingegen gilt: = %, also L, = {}}.
b) Die Ungleichung 3z — 4 < 5 hat in N die Lésungen 0, 1 und 2, also
L, = {0, 1, 2} (L, ist eine endliche Menge).
In P hingegen gibt es unendlich viele Lésungen, die die Bedingung
z < 3 erfilllen. Die Losungsmenge L, = {x;z ¢ P;x < 3} ist unend-
lich.
¢) Die Gleichung x? 4 z = 2 hat in N nur die Lésung 1, also L; = {1}.
In G hingegen hat sie die Losungen 1 und —2, also L, = {1; —2}.
In keinem der Fille a) bis ¢) gilt L, = L,!
d) Die Gleichung 2z + 1 = 5 hatin N und P die gleiche Lésung, namlich
2, also gilt L, = {2} und L, = {2}.

@ 8.*Ermitteln Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen bzw. Un-
gleichungen jeweils in N, R* und R!
(Bezeichnen Sie diese mit L,, L, und Lj!)
a8) 4 —z=3 b)a?—2z=2 ¢) 3x—1=4 d)2x+1<8

9.*Im Beispiel 4 gilt stets L, & L,. Zeigen Sie, daf bei Aufgabe 8 fiir die
Losungsmengen L,, L, und L, stets die Beziehung L, € L, S L, gilt!
Begriinden Sie diesen Zusammenhang!

» D7: Zwei Gleichungen bzw. Ungleichungen, deren Lésungsm im gleich
Grundbereich gleich sind, heiBen dquivalent beziiglich dieses Grundbereichs.

| Bb:
a) Die Gleichungen 22z — 3 = 1 und x = 2 sind dquivalent beziiglich P.
b) Die Gleichungen 2% + z = 6 und z = 2 sind dquivalent beziiglich N
aber nicht dquivalent beziiglich G oder R oder P.
¢) Die Ungleichungen 2z — 4 < 6 und x — 2 < 3 sind édquivalent be-
ziiglich P.
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d) Die Ungleichungen 2z < 5 und # < 2 sind équivalent beziiglich N
und G, sie sind aber nicht dquivalent beziiglich R* oder einem groBeren
Bereich.

Beim Lésen von Gleichungen bzw. Ungleichungen versucht man, von der vor-
gegebenen zu einer dquivalenten Gleichung bzw. Ungleichung iiberzugehen, aus
der die Losungen leichter bestimmbar sind. Man formt die Ausgangsgleichung
bzw. -ungleichung so um, daB eine einfachere — aber beziiglich des gewihlten
Grundbereichs dquivalente — Gleichung bzw. Ungleichung entsteht.

» DS8: Eine Umformung einer Gleichung bzw. Ungleichung, die nicht zu einer Ver-
anderung der Losungsmenge dieser Gleichung bzw. Ungleichung beziiglich des vor-
gegebenen Grundbereichs fiihrt, hei8t eine dquivalente Umfor g dieser Glei-
chung bzw. Ungleichung.

Im folgenden werden die wesentlichsten dquivalenten Umformungen, die zum
Ligsen von Gleichungen und Ungleichungen benstigt werden, kurz genannt:

1. Umformungen, die auf einzelnen Seiten vorgenommen werden kénnen

a) Auflésen von Klammern b) Ausklammern
Beispiel : Beispiel:
2z —3) — 42 —2)=5 7<% — 4
2 — 6 —8+4+4x=5 7< 2z —2)
¢) Kirzen von Briichen d) Erweitern von Briichen
Beispiel: Beispiel :
2z + 4 z+4 2r—1
3 <! 6 — 3
z+2<1 z+4 4z-—2
6 ~— 6

(auBer Erweitern bzw. Kiirzen mit z)
e) Ordnen (durch Anwendung der f) Zusammenfassen

Kommutativgesetze der Addi- Beispiel:

tion bzw. Multiplikation in 2r —z+ 32+ 3+6<17
den verschiedenen Zahlenbe- 4 +9<7
reichen)

Beispiel :

22+3—x+643x=17
2z —x+3x+34+6=7

2.  Umformungen, die an beiden Seiten gleichzeitig vorg werden
a) Vertauschen der beiden Seiten b) Vertauschen der beiden Seiten
einer Gleichung einer Ungleichung bei Umkeh-
Beispiel: rung des Relationszeichens
4—t=2+4z Beispiel:
242z =4—13% 34+ <2 —1
26 — 1> 3+ =z



c) Addieren bzw. Subtrahieren = d) Multiplizieren bzw. Dividieren
der gleichen Zahl (bzw. GroBe) beider Seiten einer Gleichung mit
auf beiden Seiten einer Glei- bzw. durch die gleiche (von Null
chung bzw. Ungleichung verschiedene) Zahl (bzw. GroBe)
Beisptel: Beispiel :
4r + 9 <17 |—9 dr = —2 [:4
2 +9—-9<7-9 tr=—-%

dr < — 2 T =—3
e) Multiplizieren bzw. Dividieren =~ f) Multiplizieren bzw. Dividieren

beider Seiten einer Unglei-
chung mit bzw. durch die glei-
che positive Zahl (bzw. GroBe)
Beispiel:

Z<4 |8

3 <

r <12

beider Seiten einer Ungleichung
mit bzw. durch die gleiche nega-
tive Zahl und Ersetzen des Rela-
tionszeichens durch dasentgegen-
gesetzte
Beispiel :
—3z <2
—3z 2

3~ 3

[: (—3)

. 2
> -3

Bei den Umformungen d), e) und f) ist zu beachten, daB die Multiplikation
mit der Variablen bzw. die Division durch die Variable (oder einen Term,
der die Variable enthilt) im allgemeinen keine dquivalente Umformung ist.

m B6: So hat die Gleichung x = 2 die Losungsmenge L, = {2}, die
Gleichung -z = 2x aber die Losungsmenge L, = {0, 2}.
Die Gleichung (z — 3) (r + 2) =7 (v — 3) hat die Losungsmenge
L, = {3, 5}. Dividiert man durch (x — 3), so erhilt man die Gleichung
z 4+ 2 = 17, diese hat die Losungsmenge L, = {5}.
In beiden Fallen ist L, == L,, es wurden also nichtdquivalente Umfor-
mungen vorgenommen.

MuB man beim Lésen einer Gleichung oder Ungleichung beide Seiten mit einem
Term, der die Variable enthilt, multiplizieren bzw. durch einen solchen Term
dividieren, so ist durch gesonderte Uberlegungen eine Verianderung der Losungs-

menge auszuschlieBen. So darf z. B. die Gleichung 2:; —:-?3 =1 (x €P.x+ — %)

mit dem Term (22 + 3) multipliziert werden, da ja wegen x &= — %dieser Term

entweder eine positive oder eine negative Zahl ist (7 B9, S. 90).
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322 Lésen linearer Gleichungen bzw. Ungleichungen
mit einer (freien) Variablen

» D9: Eine Gleichung (Ungleichung) heiBt lineare Gleichung (Ungleichung) mit
genau einer (freien) Variablen x, wenn sie durch aqulvalenteUmformungen auf die
Form ax + b =0 (ax + b = 0) mit fest vorgegebenen @ (@ &= 0) und b ge-
bracht werden kann.

Beim Losen linearer Gleichungen bzw. Ungleichungen mit einer Variablen be-
steht das Ziel darin, durch dquivalente Umformungen auf die Form = = ¢ bzw.
z < ¢ oder z > ¢ zu kommen, weil aus dieser die Losungen direkt abgelesen
werden konnen. Dabei ist die Reihenfolge, in der die dquivalenten Umformungen
vorzunehmen sind, nicht festgelegt. Man mu8 sich also nach jedem Schritt davon
iiberzeugen, da8 man dem gestellten Ziel auch tatséichlich naher gekommen ist.
Ein solches System von Regeln, bei dem die Reihenfolge der Anwendung nicht
genau festgelegt ist, heiBt ein Kalkiil.

Aus dem Mathematikunterricht kennen Sie die Anwendung dieses Kalkiils.
Im folgenden soll die Anwendung der einzelnen Regeln zur Losung einer Glei-
chung und einer Ungleichung nochmals kurz gezeigt werden, dabei gelte z € P.

| B7:
Gleichung Ungleichung
z _5 18 _ 73z —2) |5 (2d) | 3(4z—5) < 18z 3[: 3 (2d)
z—18=353z —2) |rS.(la)| 4 —5> 62+1 | (2b)
z — 18 =105z — 70 |(2a) 6z +1>4x — 5 |—dx — 1(2¢)
1060 — 70 =2 — 18 |—z+ 70 2> —6 |:2 (2d)
(2¢)
104z = 52 |: 104(24) z> -3
z =%
L={}} L={2:2¢P,z>— 3}

Da nur dquivalente Umformungen vorgenommen werden, ist eine Probe
mathematisch nicht erforderlich. Um aber die eigene Arbeit kritisch beur-
teilen zu kénnen und evtl. vorhandene Fehler zu finden, wollen wir die
Probe moglichst immer durchfithren.

Probe: z =% Probe:z= —3+p, p>0
Linke Seite: Linke Seite:

7;18 % 3(—12 + 4p — 5) = 12p — 51
Rechte Seite: Rechte Seite:
7(%—2)=—% 18(—3 + p) + 3 = 18p — 51

87



Vergleich:
7

Vergleich:
12p — 51 < 18p — 51, dap>0

10.* Lsen Sie folgende Aufgaben!

(Der Variablengrundbereich ist — wenn nichts anderes angegeben — stets die

Menge der reellen Zahlen P)

a) 8t — 256 +2xr —2=2—=x

b) 42z + 3) < z — 3(3 — 22)
3 24
")Hz— <=3

d) 4(17z + 8) + 3(9 — 6x) = 5z — 6(4z — 6)

:c+l_z—5
)z—l_z—3

(x #+1,2 %+ 3)

Betrachten wir nun eine Ungleichung, in der die Variable im Nenner auftritt.

. z+2 . 3
Bs.m<l (:ceP,x:O:—i)
Da x = — 3 ausgeschlossen wurde, ist der Nenner entweder positiv oder

negativ. Es sind 2 Fille zu unterscheiden.

1. Fall
2z + 3 > 0, daraus ergibt sich
als Losungsmenge fiir die Voraus-
setzung

Vi={z:z>—3}1
Unter dieser Voraussetzung erhilt
man nach 2.c) (7 S. 86)

r+2<2x+4+3

—1<z

und LY = {z:2> — 1}.
Da die Bedingungen 2z + 3 > 0
und z + 2 < 2z + 3 gelten, ist die
Losungsmenge L, der Durchschnitt
von ¥, und L}.
Li=V,nLf={z:2> — 1}

2. Fall

2z 4+ 3 < 0, daraus ergibt sich
als Losungsmenge fiir die Voraus-
setzung

Vo= {z:2 < — 3}.
Unter dieser Voraussetzung erhilt
man nach 2.f) (7 S. 86)

z+2>2x+4+3

—1>=z

und L} = {z:x << — 1}.
Da die Bedingungen 2z 4 3 < 0
und z 4 2 > 2x + 3 gelten, ist
die Losungsmenge L, der Durch-
schnitt von V, und L}.
L,=V,nL} = {I:Z(—%)

1) Zur Vereinfachung und auf Grund der allgemeinen Voraussetzung z € P wird-auf diese Angabe
hier und bei anderen Angaben von Losungsmengen verzichtet.
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Fir die Ungleichung gilt 2z + 3 > 0 oder 22 4 3 < 0, daher ist die
Loésungsmenge L die Vereinigung von L, und L,.

L=L uL,={z:2> —loderz < — 3§}
Bild 2 zeigt die Darstellung von L auf der Zahlengeraden.

Bild 2

AuBer den reellen Zahlen a mit — 3 < a < —1 erfiillen alle anderen die vorge-
gebene Ungleichung.

I'.* Lssen Sie folgende Ungleichungen!

2
a)": <2 (ze Pz +0)
3z +1 . 5
b)5x+2>l (xe Pyx % — 3)

11—z X 1
c)2z—_l-<—1 (xe P,z +3)

12.* Ermitteln Sie die reellen Zahlen, die folgende Bedingungen erfiillen!
a) Das Dreifache einer Zahl, vermindert um 5, ist gleich der Hilfte
dieser Zahl, vermehrt um 3.

b) Die Differenz aus dem Fiinffachen und dem Doppelten einer Zahl
ist kleiner als die um § verminderte Zahl.
Bilden Sie selbst weitere derartige Aufgaben, und lésen Sie diese!

13.* Bin Rechteck ist 3 cm linger als breit. VergroBert man beide Seiten
um 2 cm, so wichst der Flicheninhalt um 30 cm2. Wie lang sind die
Rechteckseiten ?

14.* Ein Stahlseil mit einem Querschnitt von 25 mm? darf auf Zug mit
héchstens 70 kp/mm? belastet werden. An ihm sei ein Bauaufzug mit
einem Eigengewicht von 200 kp befestigt. Wieviel Bauteile, von denen
jedes 700 kp wiegt, diirfen maximal zusammen beférdert werden ?

15.% Bei Erntearbeiten erzielte ein Mahdrescher vom Typ E 512 eine Durch-
schnittsleistung von 1,2 ha pro Stunde. Wieviel Méhdrescher miissen
eingesetzt werden, wenn eine Fliche von 80 ha in einer Zeit zwischen
10 und 16 Stunden abgeerntet werden soll ? (Setzen Sie zwei Unglei-
chungen an!)
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3.23. Losen von einfachen Gleichungen bzw. Ungleichungen mit Betrdgen

Im folgenden wollen wir Gleichungen bzw. Ungleichungen lésen, die den bisher
gelosten linearen Gleichungen bzw. linearen Ungleichungen sehr dhnlich sind,
sich von diesen aber durch das Vorhandensein absoluter Betriige unterscheiden,
wie z. B. die Gleichung

|22 4+ 3] =4 (x ¢ P) oder die Ungleichung |2z 4- 3| <4 (ze¢ P).
Um diese Gleichungen bzw. Ungleichungen 15sen zu kénnen, muB8 man wissen,
was unter dem absoluten Betrag |a| einer Zahl a zu verstehen ist.
a, fallsa =0

Es gilt bekanntlich: |a] = {_(L fallsa <0 (7 [13g], S. 43)

B B9: Unter Verwendung dieser Definition wollen wir nun die Gleichung
|2z + 3| = 4 l6sen. Dabei haben wir genau 2 Fille zu unterscheiden.

1. Fall 2. Fall

2z 4+ 3 = 0, daraus folgt 2z + 3 < 0, daraus folgt
Vi={z:2=—3}. Vo= {z:2 < — 3},

Unter dieser Voraussetzung Unter dieser Voraussetzung

gilt 22 + 3 = 4, woraus folgt gilt —(2 z +3) =: 4, woraus folgt
x = §,also LY = {3}. z = —3,5 also L¥ = {—3,5}.

Es gilt nun L, = L} n V,, also Esgilt nun L, = L n V,, also
L = {3} - L, = {-35}.

Da fiir die Gleichung |22 + 3| = 4 Fall 1 oder Fall 2 zutrifft, ergibt sich
die Losungsmenge L als Vereinigung von L, und L,

L=1L vL,={j; —3,5}.

Es 148t sich nunmehr allgemein feststellen:

Die Lésungsmenge einer Gleichung der Form |az + b| = ¢ erhélt man, indem
man diese durch Fallunterscheidung auf die beiden Gleichungen az + b =¢
und —(ax + ) = c zuriickfiihrt, diese unter Beachtung der Voraussetzung lost
und die Vereinigung der beiden Losungsmengen bildet. Auch hier hingt die
Lésungsmenge vom Variablengrundbereich ab.

® 16.* Wihlen Sie bei der im Beispiel 9 dargestellten Gleichung |22 + 3} = 4
als Grundbereich die Menge der gebrochenen Zahlen R*, und ermitteln
Sie L,, L, und L!

17.* Losen Sie folgende Gleichungen (der Grundbereich sei stets P)!
8) iu—l -1 b ‘§+4\=0

3
2z — 6
¢) ad

5

1
2

):2 d) [z +3 —4=

90



Bei der Losung von Ungleichungen mit Betrigen geht man nach dem gleichen
Prinzip vor, es gibt wieder genau 2 Fille.

B B10: |2z + 3] < 4 (x e P)
1. Fall 2. Fall
Es sei 2z + 3 = 0, also Es sei 22 4 3 < 0, also
Vi={z:z=—3}. Vo= {z:2 < — 3}.
Dann gilt Dann gilt
2+ 3 <4 —(2z + 3) < 4
2r <1 nach Regel 2f) folgt
z< g, 22 +3> —4
LY ={z:x < }}. z> -3,
Lt ={z:z>—%}.
Aus 22z 4+ 3 =0und 2r + 3 < 4 Aus 22 4+ 3 < 0 und
folgt L, = V, n L¥ —(2z + 3) < 4 folgt L, = V,nL}
L={x:—$=s2<13). L={z:—3<z<—3}.
Da fiir die Ungleichung |2z + 3| < 4 Fall 1 oder Fall 2 zutrifft, gilt
L=L vl,alsoL={z: —F <z <$}.
Veranschaulicht man die Losungsmenge L an der Zahlengeraden, erhilt
man die Darstellung in Bild 3.
) o} t
-3 : 0 3 Bild 3
® IS, Losen Sie die Ungleichung |2z + 3| > 4 (z € P), veranschaulichen Sie

die Losungsmenge L an der Zahlengeraden, und vergleichen Sie mit den
Ergebnissen von Beispiel 10!

19.* Losen Sie folgende Ungleichungen, und veranschaulichen Sie die
Losungsmenge an der Zahlengeraden!

a) [3z+1 <7 (z € P) b) |3z + 1] <7 (zeN)
2z +1| 1
o |2 |<E @eP)  q) ;_2‘>% @e P)

1
e) |—2r+4+1/ <3 (x e P) I)I—Ea:+2‘>l (zeP)
20.* Welche der folgenden Ungleichungen sind in P allgemeingiiltig, welche
sind erfiillbar, welche sind unerfiillbar ?

1 -3
8) 2z — 1| <5 b %5 1<o ©) [4z+1 < —3

2z — 4

2z — 5
3 |> -1

3 ERROY S LI

L)
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3.2.4. Losen von quadratischen Gleichungen

»  D10: Eine Gleichung heit quadratische Gleichung mit genau einer (freien)
Variablen, wenn sie durch dquivalente Umformungen auf die Form
ax? + bx + ¢ = 0 (a 3 0) gebracht werden kann. Dabei sind @, b und c fest
vorgegebene reelle Zahlen.

» DI11: Die Form x2 + px + ¢ = 0 heiBt Normalform einer quadratischen Glei-
chung.

® 21.* Zeigen Sie, wie eine Gleichung der Form az? + bx + ¢ = 0 in die Nor-
malform iberfithrt werden kann!

Aus der Normalform 22 4 px 4 g = 0 1Bt sich unter Verwendung der quadra-

tischen Erginzung —1;1 die Losungsformel
S V. i
29 = 5 + V4 g herleiten.

L4 Fiihren Sie die Herleitung dieser Losungsformel durch!

(Falls Sie nicht selbstandig die Herleitung bewiltigen, orientieren Sie sich in
[13g], S. 91, oder in [13e], S. 122!)

2
. Welchen EinfluB hat die Diskriminante D = —— — ¢ auf die Losungs-

menge ?
24.* Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungen (z ¢ P)!
a) 22422 —-3=0 b) 222 —6zx+1=0
e) 22 —2x =0 d)2z=+ z—2=0
e) 22—9 =0 f) +2x+3=0
4 z 8 —4
g);—-z=;—4(z=§=0) h)z+6 +3(x4=—6,x=k—3)

i) 2?+2+5 =0

Beachten Sie, daB sich die Aufgaben ¢) und e) durch die Zerlegungen
z(z — 2) = 0 bzw. (z + 3) (z — 3) = 0 leichter l6sen lassen.

Sind z, und =, die Lésungen der quadratischen Gleichung % + px 4+ ¢ = 0,

so gilt:
I(x—z) - (z—x)=2+pr+¢q (Zerlegung in Linearfaktoren)
I 2, -2, = g; 4T, =—p (Satz von ViETA)

26. Beweisen Sie diese Behauptung!

* Welche Bedingungen missen @, b und ¢ erfiillen, damit die Gleichung
ax?+bx+c=0(a +0)
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a) genau zwei Losungen hat ?
b) genau eine Losung hat ?

(Es sei nochmals daran erinnert, daB wir als Grundbereich stets die Menge
der reellen Zahlen P wihlen, sofern nichts anderes angegeben.)

27. Begrunden Sie, daB die Losungsmenge der Gleichung az? + bz + ¢ =0
stets zwei Elemente hat, wenn a und ¢ verschiedene Vorzelchen haben!
Gilt die Umkehrung dieses Satzes auch ?

28.* In einem rechtwinkligen Dreieck sei eine Kathete doppelt so lang wie
die andere. Die Linge der Hypotenuse sei 20 cm. Berechnen Sie die
Lingen der Katheten!

3.2.5. Lésen von quadratischen Ungleichungen

p» DI12: Eine Ungleichung, die durch dquivalente Umformungen auf die Form
ax? + bx + ¢ < 0 (a = 0) gebracht werden kann, heiBt quadratische Unglei-
chung mit einer (freien) Variablen.

x? + px + q = 0 hei8t Normalform einer quadratischen Ungleichung.

® 29. Zeigen Sie, daB der Fall az? 4 bz + ¢ > 0 auch in der Definition 12

enthalten ist.

Das Vorgehen zur Ermittlung der Losungsmenge einer quadratischen Unglei-
chung wird zunéchst an einem Beispiel erldutert.

m BIll: Es sei die Ungleichung
2* — 2z — 3 <0 (xreP) gegeben.
Zur Ermittlung der Losung sind zwei Wege méglich.
1. Lésen durch Bilden der quadratischen Erganzung:
2 —2x L1 —-3-1<0
(z— 1) —4 <0, daa?— b= (a + b)(a — b) folgt
[(#—1)+2][(x —1)--2] <0
@+ 1)(z —3) <0
Nun ist eine Fallunterscheidung erforderlich: Ein Produkt von zwei Fak-
toren ist negativ, wenn genau einer der Faktoren negativ ist.

1. Fall 2. Fall
z4+1>0und x—-3<0 z4+1<O0Ound 2—3>0
Vi={z:z> —1}; Vo= {z:2 < —1};
= {zx:x <3} Vo= {z:z> 3}
Da jeweils beide Voraussetzungen erfiillt sein miissen, gilt
L=V, nV, L,=V;nV,
Li={x: —1<z <3} L=0

93



Da fiir die Ungleichung Fall 1 oder Fall 2 zutrifft, gilt

L=L vL,, alsoL=L v0=1L,.
Zur Veranschaulichung kann man die Funktion y = 22 — 2z — 3 gra-
phisch darstellen (7 Bild 4).
Man erkennt, daB im Intervall y
—1 < z < 3 die y-Werte negativ sind.

7
2. Losen durch Zerlegen in Linearfaktoren
Man 16st zunichst die Gleichung

22 —2r—3=0

und erhilt z, = —1, z, = 3.
Nach der in Aufgabe 25 bewiesenen
Behauptung gilt

»r—2x—-3=(x+1)(x — 3)

Man erhilt also

(z+1)(x—3) <0

und kann wie oben (bei 1.) vorgehen.

94

30. Zeigen Sie, daB sich die Losungsmenge L der Ungleichung
2% — 2z — 3> 0 als Vereinigung der beiden Mengen

Li={z:zeP;z>3}und L, = {x:2¢ P;x < —1} ergibt!
31.* Losen Sie analog zum Beispiel 11 die Ungleichung —a2 + z + 6 > 0!
32.* Wie lautet die Losungsmenge der Ungleichung 22 + pz + ¢ < 0,

wenn die Digkriminante D = i— —qg=20ist?

33.* Welche der beiden folgenden Ungleichungen ist in P allgemeingiiltig,
2
wennD=%——q < 0ist?

a) 224+ pxr+9g<O0
b) 22+ px4+g¢>0

34. Wihlen Sie fiir den allgemeingiiltigen Fall in Aufgabe 32 ein Zahlen-
beispiel und veranschaulichen Sie die Losungsmenge!

35.* Die Zahl 28 soll so in zwei Summanden (natiirliche Zahlen) zerlegt
werden, daB deren Produkt kleiner als 160 ist. Geben Sie alle Werte an,
die der kleinere der beiden Summanden annehmen kann.



3.2.6. Lésen einiger Gleichungen bzw. Ungleichungen
héheren als zweiten Grades

Das bei der Ermittlung der Lésungsmenge einer quadratischen Ungleichung
verwendete Verfahren der Fallunterscheidung laBt sich auch zur Lésung von
Gleichungen bzw. Ungleichungen héheren als zweiten Grades verwenden, falls
diese in einer geeigneten Produktdarstellung gegeben sind.?)

m B2 (z+ }) (22 — 52+ 2)=0 (x e P)
Da ein Produkt Null ist, wenn einer der Faktoren Null ist, gibt es hier
genau 2 Fille.

1. Fall 2. Fall
r4+1+=0 222 —5xr4+2=0
r=—3 22—3x+1 =0
L= {—3} =2, 2,=%
L=1{21)

Da Fall 1 oder Fall 2 zutrifft, gilt
L=L vL,={—% %2}.

® .36.* Losen Sie die Ungleichung (z — 3) (z* — z — 2) < 0!
(Zerlegen Sie die Ungleichung in 3 Linearfaktoren, und fiihren Sie eine voll-
standige Fallunterscheidung durch!)
37.* Vervollstindigen Sie fiir die Funktion y = (z — ) (22 — z — 2) die
angegebene Wertetabelle, und skizzieren Sie das Bild dieser Funktion!
z | =8| -2 -t]-slofs|1|s)2]3 |4

P B B B B I

38.* Losen Sie folgende Gleichungen! (x € P)
8) (32} —z —2) (z +§) =0
b) (x + 3) (222 + 3z + 5) =0

1) An dieser Stelle sei erwiihnt, daB fiir das Lésen der allgemeinen Gleichung dritten Grades und
der allgemeinen Gleichung vierten Grades (also fir 23 + az? + bz + ¢ = 0 und
z* + az® + ba? + cz + d = 0) Formeln (die sog. CARDANOschen Formeln) existieren. Gleichun-
gen hoheren als 4. Grades sind — wie der norwegische Mathematiker ABEL gezeigt hat — nicht
allgemein lésbar. Eine allgemeine Gleichung dritten Grades kann man auch lésen, wenn man
eine Lésung z, kennt (durch Probieren findet). Dann ist die Polynomdivision durch den Linear-
faktor (z — z,) moglich, und man erhdlt 2® + az? + bz + ¢ = (z — ;) (m2? + ux + 7).
Da im vorliegenden Buch das Arbeiten mit Mengen im Vordergrund steht, wird weder auf die
Carpanoschen Formeln, noch auf die Polynomdivision eingegangen.
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e) (222 + 3z — 2) (322 — 8z 4 9) =0
d) (z2+ 22+ 5)(222 —x+1)=0

39.* Losen Sie folgende Ungleichungen! (x ¢ P)

8) 62 +2—1)(z—3) <0 b) (222 +2+1)(z—2)>0
33. Lésen von Gleichungen und Ungleichungen

mit mehr als einer Variablen

3341, Erweiterung der Definitionen fiir einige grundlegende Begriffe

Im Abschnitt 3.1. wurden die zentralen Begriffe ,Losung® und ,,Losungs-
menge* einer Gleichung bzw. Ungleichung zunéchst nur fiir Gleichungen bzw.
Ungleichungen mit genau einer (freien) Variablen definiert.

@ 40. Wiederholen Sie die Definitionen 5 und 6 (7 S. 84)!

Diese Definitionen sollen nun so erweitert werden, daB sie auch fiir Gleichungen
bzw. Ungleichungen mit zwei Variablen gelten.

Gegeben sei eine Gleichung bzw. Ungleichung mit zwei (freien) Variablen. Wir
schreiben allgemein

(*) Hz;y) <r,mitz e A, yec Bundre P.

Dabei sind 4 und B Zahlenmengen. In den nachfolgenden Beispielen und Auf-
gaben gilt sogar 4 = B = P.

» DI13: Ein geordnetes Paar [a; b] mita ¢ 4 und b ¢ B heiBt Losung der Gleichung
bzw. Ungleichung (*) genau dann, wenn es die Gleichung bzw. Ungleichung (*)
in eine wahre Aussage iiberfiihrt.

Wir erkennen, daB die Losung nicht mehr Element eines Variablengrundbereichs
(also A4 oder B) sein kann, denn sie ist ja als geordnetes Paar von den Elementen
der Grundbereiche grundsitzlich verschieden.

Deshalb kann die Definition 6 (7 S. 84) der Losungsmenge nicht einfach iiber-
nommen, sondern muB erweitert werden.

Dazu benstigt man zunichst den Begriff des Losungsgrundbereichs.

p DI14: Jede Menge geordneter Zahlenpaare [a; b] (@ € A, b ¢ B) heilt Losungs-
grundbereich Lg der Gleichung bzw. Ungleichung (*).

Jedes Element von Lg iberfithrt die Gleichung bzw. Ungleichung (*) in eine
wahre oder falsche Aussage.

Man erkennt auBerdem, da L; & A X B gilt und kann nun wie folgt defi-
nieren.



» D15: Die Gesamtheit aller Zahlenpaare [a; b] mit [a; b] € L, die die Gleichung
bzw. Ungleichung (*) in eine wahre Aussage iiberfiihrt, heiBt Lésungsmenge L
dieser Gleichung bzw. Ungleichung beziiglich des Lésungsgrundbereichs Lg.

Es gilt also stets L S Lo
o 41.* Wie heiBen Gleichungen bzw. Ungleichungen, fiir die L = Lg gilt ?

Die Definitionen 7 (# S. 84) und 8 (7 S. 85) sowie die Regeln fiir dquivalente
Umformungen von Gleichungen bzw. Ungleichungen mit genau einer Variablen
gelten auch fiir solche mit mehreren Variablen.

(Fiir Gleichungen bzw. Ungleichungen mit mehr als zwei Variablen miissen die
Begriffe Losung, Losungsmenge und Losungsbereich analog zu Definitionen 13,
14 und 15 erweitert werden.)

Nach diesen Begriffsklirungen kénnen wir uns nun dem Lésen von Gleichungen
bzw. Ungleichungen mit mehreren (freien) Variablen zuwenden.

33.2. Lésen von Gleichungen bzw. Ungleichungen des Typs
ax+ by=c bzw. ax+ by <c

B B13: Gegeben sei die Gleichung 3z — 2y = 1 mit z ¢ P, y ¢ P. Da die

Gleichung fiir alle reellen Werte von x bzw. y zu einer (wahren oder fal-
schen) Aussage wird, enthélt der Losungsgrundbereich alle Zahlenpaare
[a;b] mit a € Pund b € P.
Losungen der Gleichung kann man durch Probieren erhalten, z. B. er-
kennt man sofort, da8 [1; 1] eine Losung ist. Weitere Losungen erhilt
man, indem man fiir z (oder y) eine beliebige reelle Zahl einsetzt und den
zugehérigen Wert fiir y (oder x) ausrechnet. Setzt man z = 2, so folgt
daraus y = 2,5 (nachpriifen !), [2; 2,5] ist also auch eine Losung. Man
erkennt, daB die Losungsmenge L S L unendlich ist.

® 42.* Beweisen Sie, daB die Gleichung 3z — 2y = 1 nicht allgemeingiiltig
ist.
43.* Gegeben sei die Gleichung 2z + 3y = 1 mitz ¢ P, y ¢ P.
a) Ermitteln Sie mindestens fiinf Losungen!
b) Entscheiden Sie, welche der folgenden geordneten Zahlenpaare Ele-
mente der Lésungsmenge sind!
[0; 01, [§;0], [0;1], [—1; 1], [5; — 5]
[—6; 4], [—5;3], [5; —3), [ 2] [35 3]
Die Losungsmenge einer Gleichung des Typs az 4 by = ¢ (z € P, y ¢ P) besteht
aus geordneten Zahlenpaaren [a; b]. Aus dem Mathematikunterricht (7 [13d],
[13e]) ist bekannt, daB jedes geordnete Zahlenpaar als Punkt in der z-y-Ebene
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dargestellt werden kann. Damit kénnen wir die Lésungsmenge L der Gleichung
az + by = c als Menge von Punkten in der z-y-Ebene darstellen.

B Bl4: Die Losungsmenge der Gleichung
3z — 2y =1 ( B13) ergibt die Dar-
stellung in Bild 5.

Dabei ist jedem Punkt der Geraden um- ns x-2y=1
kehrbar eindeutig ein Element der Lo-
sungsmenge zugeordnet (weil @ ¢ P und ; L 1 !

b € P). Allerdings kann die Gerade (L&- -1 0, 7 x
sungsmenge) nur in einem Ausschnitt a1
dargestellt werden.

Bild 5

® 44, Stellen Sie ausschnittsweise die Losungsmenge der Gleichung
3z — 2y = 1 graphisch dar, wenn
a) z¢N und y¢ N,
b) 2¢ P und ye N.

Der Zusammenhang zwischen Gleichungen des Typs az + by = ¢ und linearen
Funktionen wird auch deutlich, wenn man diese Gleichung dquivalent umformt

zmy = — %x + %, wobei natiirlich b == 0 vorausgesetzt werden muB.
(Hierauf wird im Kapitel 5 noch niher eingegangen.)

® 45, Stellen Sie die Losungsmengen folgender Gleichungen ausschnittsweise
graphisch dar!
a) 22+ 3y=1(xeP,yecP) b) z+3y=4 (xeP,yecP)
e) 22+ y=6(reP,yecP) d) —22+ y=6 (xecN,yecN)
e) 6x—2y=4 (reR,yecR* 1) z+ y=1(xeN,yeP)

Beim Losen von Ungleichungen des Typs ax + by < ¢ kann man analog zum
Lisen entsprechender Gleichungen vorgehen.

® 46. Gegeben sei die Ungleichung 3z — 4y < 2mitz ¢ P,y ¢ P.
a) Ermitteln Sie mindestens fiinf Losungen dieser Ungleichung!
b) Entscheiden Sie, welche der folgenden geordneten Zahlenpaare Lo-
sung dieser Ungleichung sind!
[0;0], [2;1], [3;1], [; — 3], [3; 5]
[0;1], [1;0], [3; — %), [251), [m5 —1]

Die Losungsmenge einer Ungleichung vom Typ ax 4 by < ¢ kann man eben-
falls durch eine Menge von Punkten in der z-y-Ebene veranschaulichen. Unter
der Voraussetzung z € P und y ¢ P erhilt man eine Halbebene.
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B B15: Die Veranschaulichung der Lo-
sungsmenge der Ungleichung 4
3r — 2y <1 (xe P, ye P) ergibt die ~
Darstellung in Bild 6. kAl
] L
-1 % 7 x
L1
Bild 6

Es sei hier nur kurz bemerkt (ohne daB ein niheres Eingehen hierauf méglich
ist), daB derartige lineare Ungleichungen bei der ,linearen Optimierung* eine
groBe Rolle spielen ( 7 [12]).

333. Lésen (linearer) diophantischer Gleichungen

Im vorhergehenden Abschnitt wurden Gleichungen vom Typ az + by = ¢ be-
trachtet. Werden dabei als Losungen nur Paare aus ganzen Zahlen zugelassen
und wird der Variablengrundbereich fiir @, b und ¢ auf den Bereich der ganzen
Zahlen eingeschrinkt, so spricht man von diophantischen Gleichungen.?)

» D16 Eine lineare Gleichung ax + by = ¢ mit ¢c G, a+=0,bec G, b0,
ce€ G hei8t diophantische Gleichung, wenn fiir den Losungsgrundbereich
Le = G x G gilt.

(Entsprechend kann man auch diophantische Gleichungen bzw. Ungleichungen

definieren, die mehr als zwei (freie) Variable enthalten oder von hoherem Grad

sind. Im folgenden sollen nur diophantische Gleichungen mit genau zwei Vari-

ablen betrachtet werden.)

1) Diese Gleichungen sind nach dem griechischen Mathematiker DioPEANTOS von Alexandria
(um 250 u. Z.) benannt, der sich ausfihrlich mit ihrer Losung beschaftigte, dabei aber auch
Lésungen mit z € R* zulieB.
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B16: Zu 16sen ist die Gleichung
3r+2y=56mitze @, yeG,alsoLs=Gx G.
Mit Hilfe der in Kapitel 2 dargestellten Zahlenkongruenzen (~ S. 64ff.)
ist das folgendermaBen moglich:
Von 3z + 2y = 5 wird iibergegangen zu

3z + 2y = 5 mod 3, durch die Wahl des Moduls 3 entfillt die

Variable  und man erhilt
2y = 2 mod 3, daraus folgt
y = 1mod 3 als einzige Losung.

Das heift:
Zur Losungsmenge der Gleichung gehoren alley, mity = 3g + 1 (g € G).
Aus 3z + 2y = 5 erhilt man dann

3z + 203 +1) =5

3x4+6g4+2 =5
3z + 69 =3
z=1—2.

Die Losungsmenge der Gleichung 3z 4 2y = 5 ist also die Menge aller
geordneten Paare [z; y] mitz =1 — 2gund y = 3g + 1, d. h.
L={[z;y],x=1—29;9y =39+ 1,9 ¢G}, also
L= {.,[5 —5],[3; —2], [1;1], [—1; 4], [—3; 7], ...} .
Man kann die Losungen der Gleichung
3z 4 2y = 5 graphisch darstellen, in-
dem man zur Funktion y = — 32+ §
tibergeht, diese zeichnet und die auf dem
Bild der Funktion liegenden Punkte
mit ganzzahligen Koordinaten angibt
(~ Bild 7). Wegen des Niherungs-
charakters der graphischen Darstellung
ist eine rechnerische Uberpriifung un-
erlaBlich.)
Die Losungsmenge dieser diophanti-
schen Gleichung 3z + 2y = 5 ist un-
endlich.

Bild 7

gilt: Die Losungsmenge einer diophantischen Gleichung az + by = ¢ ist
entweder unendlich oder leer. Sie ist genau dann nicht leer, wenn der gréBte
gemeinsame Teiler von a und b (g.g.T.(,5) ein Teiler von ¢ ist. Dabei wird
vorausgesetzt, da a, b und ¢ ganze Zahlen sind, die keinen gemeinsamen
Faktor g (g € G, g & 1) mehr enthalten. Jede beliebige diophantische Glei-
chung 148t sich auf diese Form bringen.

{Auf den Beweis dieses Satzes muB hier verzichtet werden.)
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@ 47. Geben Sie auBer den dargestellten Losungen der Gleichung 3z + 2y = &
noch mindestens funf weitere an!

48.* Losen Sie folgende diophantischen Gleichungen!

a) 3z —Ty=2 b)2x —4y=6 e)dx+2y=1 d) —z+y=3
Diophantische Gleichungen ergeben sich auch bei Anwendungsaufgaben, wobei
oftmals die Variablengrundbereiche noch weiter eingeschrinkt werden, z. B.
auf die Menge der natiirlichen Zahlen N.

B B17: Ein Betrag von 50 Mark soll aus Zwei- und Funfmarkstiicken zu-
sammengesetzt werden. Welche Moglichkeiten gibt es ?
Diese Aufgabe fiihrt auf die diophantische Gleichung
2z + 5y=50mitze N,ye N,z> 0,y >0
Man geht iiber zu 2z + 5y = 50 mod 5
und erhélt 2z 0 mod 5
z 0 mod 5.
Also gehéren alle  mit x = 57 (n € N und 0 < n < 5, da 2z < 50) zur
Losung. Fiir y erhédlt man
2. 5n + 5y = 50
= 10 — 2n (n € N, n = 0), also die Lisungsmenge
L = {[5; 8], [10; 6], [15; 4], [20; 2]} .
In diesem Fall folgt aus der Bedingung L; = N X N, daf die Losungs-
menge endlich ist.

N

o 49.* Uberlegen Sie, ob fiir jede diophantische Gleichung aus einer Ein-
schrinkung des Losungsgrundbereichs auf L = N X N folgt, daB die
Losungsmenge endlich ist!

50.* Fiir 1,70 M sollen 10-Pfennig- und 25-Pfennig-Briefmarken gekauft
werden. Wieviel Marken von jeder Sorte konnen gekauft werden ? Er-
mitteln Sie alle Moglichkeiten!

51. Fir ein Kinderferienlager sollen fiir 83, — Mark Tomaten und Bananen
gekauft werden. Ein Kilogramm Bananen kostet 5,— Mark; ein Kilo-
gramm Tomaten 1,30 Mark. Wieviel Kilogramm Tomaten und wieviel
Kilogramm Bananen kénnen gekauft werden ?

52. Eine bestimmte Anzahl von Hasen und Génsen haben zusammen
62 Beine. Die Anzahl der Hasen ist groBer als die Anzahl der Ginse,
aber nicht grofer als das Doppelte dieser Zahl. Wie viele Tiere von
jeder Art kénnen es sein ?

53.* 730 t Braunkohlenbriketts sollen transportiert werden. Dazu stehen
Giiterwagen von 15 t und 20 t Ladefahigkeit zur Verfiigung.
Wie kann der Zug zusammengestellt werden, wenn er nicht mehr als
40 Wagen haben soll, aber nur 30 Wagen mit einer Tragfahigkeit von
20 t zur Verfugung stehen ?
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3.4. Lisen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen

Im Abschnitt 3.3. wurde das Losen von Gleichungen und Ungleichungen mit
mehreren Variablen behandelt.

Oftmals werden nun mehrere dieser Gleichungen bzw. Ungleichungen betrachtet,
d. h., man interessiert sich fiir diejenigen Zahlen bzw. Zahlenpaare (Zahlen-
tripel usw.), die alle vorgegebenen Gleichungen bzw. Ungleichungen gleichzeitig
erfiillen.

In einem derartigen Fall spricht man vom Losen eines Gleichungs- bzw. Un-
gleichu.ngssysbems.

» D17: Ein Sy von Glei gen bzw. Ungleichungen besteht aus mehreren
Glelehnngen bzw. Unglelchungen, die durch die Frage nach gemeinsamen Lisun-
gen verbunden sind.

» DI18: Eine gemeinsame Lisung aller Gleichungen bzw. Ungleichungen eines Sy-
stems heit Lésung dieses Systems. Die Gesamtheit aller dieser gemeinsamen
Losungen ist die Losungsmenge des Systems.

Die Elemente der Losungsmenge des Systems sind also genau diejenigen, die in
jeder Losungsmenge jeder Gleichung bzw. Ungleichung dieses Systems enthalten
sind. Die Losungsmenge eines Systems ist also der Durchschnitt der Losungs-
mengen der einzelnen Gleichungen bzw. Ungleichungen dieses Systems.

Aus dem Mathematikunterricht ist Ihnen ein Verfahren zur Lésung von Glei-
chungssystemen aus 2 Gleichungen mit 2 Variablen bekannt. Zur Wiederholung
soll das folgende Beispiel dienen.

B BI8: Gegeben sei das Gleichungssystem

@ 2x— y=1
) z+42y—8 (xeP,yeP)
Der Losungsgrundbereich fir jede einzelne Gleichung — und damit auch
fir das System — ist Lg = P X P.
Die Losungsmenge jeder einzelnen Gleichung besteht aus unendlich vielen
Zahlenpaaren. Beide Losungsmengen konnen graphisch dargestellt wer-
den (~ Bild 8).
Man erkennt, da sich beide Geradenim
Punkt § (2;3) schneiden. Vermutlich
ist also L, n L, = [2; 3]. Dies muB aber
wegen moglicher Zeichenungenauigkei-
ten noch rechnerisch iiberpriift werden.
Esgilt: 2.-2—-3=1, also[2;3]¢lL,
und 2 + 2 -3 =38, also [2;3]¢L,
Hieraus folgt [2; 3] € L, n L,. Weitere
Elemente kann der Durchschnitt nicht
enthalten.
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Will man die Losung eines Gleichungssystems ohne graphische Veranschau-
lichung gewinnen, so kann man das Substitutionsverfahren anwenden.

M B19: (I) 22— y=1] ausIfolgt:y=22z—1,
(II) =z + 2y = 8f dies wird in II eingesetzt,

man erhélt: x + 2(2x — 1) =8

z=2 undausl:y=3
Zur Probe setzt man beide Werte in beide Gleichungen ein.
Es gilt also L = {[2; 3]}.

® 51.% Losen Sie folgende Gleichungssysteme, (x ¢ P, y € P).

a) () 2z2+3y=-1 b) ) z+5y=—8
I) =z+3y =5 (II) 22 —Ty=1

o O y+2=1 d) (I) 3z+ 4y=26
() —y+3z=% (II) 3z 4 4y = —14

¢ () 3z+ y=1 ) (I 22—3y=18
(II) 6x+ 2y =2 (II) 22+4+3y=— 6

55. Veranschaulichen Sie die Losungsmengen L, und L, der Aufgaben
54. a) bis f) graphisch!

Ziel der rechnerischen Losung eines Gleichungssystems aus mehreren Gleichun-
gen mit mehreren Variablen ist immer, eine Gleichung zu erhalten, bei der die
Koeffizienten fast aller Variablen — moglichst nur mit Ausnahme einer ein-
zigen — gleich Null sind. Eine Voraussetzung zur Erreichung dieses Zieles ist,
daB die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Variablen iibereinstimmt
und die Gleichungen unabhingig sind.

AuBer dem Substitutionsverfahren, das zwar bei linearen Gleichungssystemen
stets zum Ziel fithrt, unter Umstinden aber etwas langwierig ist, lassen sich
manchmal andere Verfahren anwenden. So werden beim Additionsverfahren
beide Gleichungen — evtl. nach vorheriger Multiplikation mit geeigneten Fak-
toren — addiert. Dieses Verfahren ist anwendbar, wenn dadurch eine Variable
herausfillt, wie z. B. bei Aufgabe 54. f).

® 56.* a) Zeigen Sie, daB bei Aufgabe 54. e) die Lésungsmenge des Systems
L=1IL nL,=L, = L,ist!
Wie heiBen solche Gleichungen ?
b) Zeigen Sie, daB bei Aufgabe 54. d) die Losungsmenge des Systems
L =1L, nL,=9ist.
Wie heiBen solche Gleichungen ?

Hinweis : Stellen Sie die Lo gen jeweils graphisch dar!
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Die bisher gewonnenen Erkenntnisse tiber das Losen von Gleichungssyste-
men lassen sich auch anwenden, um Systeme aus Ungleichungen sowie Glei-
chungen und Ungleichungen zu l6sen.

Im folgenden sollen zunichst Systeme aus zwei linearen Ungleichungen be-
trachtet werden.

B B20: Gegeben seien die folgenden Ungleichungen.
I —22+ y< -1
4] c+2 <8 (xeP,yeP)
Aus Abschnitt 3.3. ist bekannt, daB die Lésungsmengen L, und L, der
Ungleichungen (I) und (II) als Punktmengen dargestellt werden kénnen
und dabei jeweils Halbebenen sind. Die Losungsmenge des Unglei-
chungssystems ist dann wie folgt als Durchschnitt der beiden Halb-
ebenen darstellbar ( # Bild 9)
L=L nkL,. /
Die Losungsmenge L ist also Y1 ([)4
unendlich. /
Schrinkt man den Variablen- /4
grundbereich auf die Menge = E L
der natiirlichen Zahlen ein =2
(xe N, ye N), so ergibt va
sich eine endliche Losungs- n
menge. Man kann sie fol- e — M| X
gendermaBen ermitteln : > L >
Aus (II) = 4+ 2y < 8 folgt A[ ||
y < 3, da aus (I)z > 0 folgt.
Analog erhélt man aus Bild 9
() z < 8.
Man betrachtet nun die 3 méglichen Félley = 0,y = 1und y = 2.
y=20 | y=1 | y=2
Die Ungleichungen (I) und (II) werden erfiillt von allen z mit
lsx<7 | 2<2<5 |2<z<3
Es ergeben sich folgende Losungsmengen
L, = {[1;0],[2;0]), [3;0), | Ly = {[2;1], [3;1], | Ly = {[2; 2],
[4; 0], [5; 0], [4;1], [5; 1]} [3; 2]}
[6; 0], [7; 0]}
Die Lésungsmenge L ergibt sich als Vereinigung von L;, L, und L,
L = L, v L, u L, besteht also aus 13 Elementen.
® 357. Stellen Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungssysteme gra-
phisch dar (z € P,y ¢ P),
a) (I) —2z2+4 y> —1 b)) I —-22+4 y<-—1
(I1) x4+ 2y > 8 (I1) z+ 2y > 8
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) O -2+ y> -1
(IT) r+2y <8

Analog zum Beispiel 20 kann man ein System aus einer linearen Gleichung und
einer linearen Ungleichung 16sen.

® 58, Losen Sie das folgende System und veranschaulichen Sie die Losungs-
menge.
I —2x+4+y=1
1) z+y <1

Im folgenden sollen Systeme betrachtet werden, die aus einer quadratischen
und einer linearen Gleichung bzw. Ungleichung bestehen.

B B21: Gegeben sei folgendes System
I z—y=3
(II) y=2a*—2x—3 (xeP,yeP),

die Losungsgrundmenge ist also Lg = P X P.
Die Losungsmenge der Gleichung (I) ergibt bei der graphischen Ver-
anschaulichung die Punkte einer Geraden.
Veranschaulicht man die Losungsmenge der Gleichung (II) in gleicher
Weise, erhilt man eine Parabel.
Der Durchschnitt beider Losungsmengen wird nun durch die Schnitt-
punkte von Gerade und Parabel dargestellt (7 Bild 10).
L =L, n L, = {[0; —3], [3; 0]}

Natiirlich vermag man aus einer graphi- yF
schen Darstellung die Lésungen nur Ly
niherungsweise zu ermitteln, so daB eine 1 1,

rechnerische Losung — zumindest aber
eine rechnerische Kontrolle durch Ein-
setzen der erhaltenen Werte in das Sy-
stem — unbedingt erfolgen sollte.
Fiir das vorgegebene System ist fol-
gende rechnerische Losung mdoglich.
I z—y=3
(IT) y==a*— 20— 3

Die Umformung von (I) nach y und
Einsetzen in (II) liefert Bild 10
x—3=2a%—2x — 3.

Diese Gleichung kann nun gelost werden. Man erhilt:

22— 3z =0
zx —3)=0
also =0,

%, = 3 und [0; y] bzw. [3; y] mit noch zu bestimmendem y.
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Durch Einsetzen in (I) erhélt man die zugehérigen y-Werte, y, = —3
und y, = 0.

Die Zahlenpaare [0; —3] und [3; 0] sind also Losungen des Gleichungs-
systems.

Die Durchfiithrung der Probe ist zweckmigig, um evtl. begangene Fehler
zu erkennen.

Probe:

1. Fiir die Losung [0; —3] 2. Fiir die Losung [3; 0]

Linke Seite Rechte Seite Linke Seite Rechte Seite
D0—(—3)=3 3 M3—0=3 3

(II) —3 02—2.0—-3=-3 (I1) 0 9—6—-3=0

Vergleich Vergleich
I 3=3 @3=3

(I1) —3= -3 Io=0

Beide Proben bestitigen die Richtigkeit der Losungen.
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59.* Losen Sie folgende Systeme!

a) (I) 22+y=3 b) O) 2z24+y=—1
(II) y=a*—4x+3 (I1) y=—24 2 45
e) () z—y=1 ) O z—y=1
(I1) y=a*—2r+4 2 1I) y=a2—2 —5

60. Veranschaulichen Sie die Losungsmengen der in Aufgabe 59. gegebenen
Gleichungen graphisch!

61.* Die Summe zweier Zahlen betrigt 20, ihre Differenz --24. Ermitteln
Sie die beiden Zahlen!

62.* Die Differenz zweier natiirlicher Zahlen ist 6, ihr Produkt 216. Wie
heiBen die Zahlen ?

63.* Von einem Ort A fihrt ein LKW nach einem Ort B, seine Durch-
schnittsgeschwindigkeit betrigt 50 km/h. Gleichzeitig fahrt von B nach
A ein PKW mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 70 km/h.
Nach welcher Zeit treffen sich beide Fahrzeuge, wenn die Entfernung
von A nach B 144 km betrigt ?

64.% Zwei Widerstinde ergeben bei Reihenschaltung einen Gesamtwider-
stand von 25 Q, bei Parallelschaltung einen von 6 Q.
Wie groB sind die Widerstéinde ?



Ldsungen — Kapitel 3

1. wahre Aussagen sind b) und ¢); falsche Aussagen sind a) und d)
2 8) ,<“  B) =% ¢ > ) ,<“
3. wahre Aussagen: a), b)
4. erfilllbar: b), ¢), d), e)
allgemeingiiltig: b)
5. Beispiele fiir Lésungen sind:
in N in R
unerfallbar: 26+ 3=1 222 = 4
erfallbar: 2t —3=1 222 =8
allgemeingtltig: 2 + ||l =+ 2 (x+a)(x+d)=22+(@+bz+a-b
7. UCG,; ACECGy EnU=9; EuvU=G,
8 L firzeN | L, fir z € BR* | Ly firz e R
a) {1} {1} {1}
b) {2} {2} {2; —1}
c) 0 {3} 3
d) {0,1, 2,3} (z:z < %} {z:z < %}
9. L, sei die Losungsmenge in N. Aus N C R folgt, daB jedes Element von L,
auch Loésung in R, also Element von L, ist, d. h., es gilt: L, S L,.
Analog schlieBt man, daB L, & L,.
10. ) z2=2 b)x<—21 ¢)2<—13 Q) za=—3% e)z=2
11. a) L = {z:z > 2 oder z < 0}
b) L =L, v L, c) L, =190
L =9, L= {2:0 <z <3}
L= {z:— <z < — %} L =L uL=1L
12. ) =12 b) e < — &
13. a=8cm, b=5cm
4. 2 <2
15. 5 oder 6
16. L, = (3}, L,=0,L =L,
17.8) L={%, — %) b) L={—8}) ¢) L={—2,8) d) L= {—17,5;1,5}
18. L = {z:2 < — % oderz > +}
19. 8) L={2: < —8<2<2} b) L={0,1} ¢) L={z: — <x<}}
d) L={z:z<soderz>Y} e L={z:—-1<z<2)}
) L= {z:2 <2oderz> 6}
20, allgemeingiiltig: f); unerfillbar: b), €)
21, ax’+b:c+c=:c”+%z+%= 0 (@ = 0 nach D10)
24. 8) L={—3,1} b) L= {1,564+ 05)7;1,5—05y7} ¢) L= (0,2}

d)L={—3——4—”/_7,—#1—7—} e) L={—3,3) 1) L={—3)
g) L={(—y8,y8y h)yL=9 i) L=29
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26. genau zwei Losungen, wenn b2 — 4ac > 0
genau eine Losung, wenn b2 — 4ac = 0

28. a? 4 (22)% = c? a=2
3. L={z—2<2<3}
2. L=y

33. allgemeingiiltig ist Ungleichung b)

35. L=1{0,1,2, 3,456, 7}

36. L= {z:2 < —loder 3 <z <2}

3.2 |-3 —2 -1 -} o} 1 % 2 3 4
2 41 0 —-1 —125 0 10 35

38. a) L={—2%, —3,1)}
b) L={—3)
¢) L={-23)
d) L=20

39.8) L={2:2< — Loderi <2< 3}
b) L= {z:2 <2}
41. allgemeingiiltig

42. Angabe eines Zahlenpaares (z. B. [1; 2]), das die Gleichung nicht erfiillt.

43. b) Zur Losungsmenge gehoren: [; 0], [—1; 1], [5; —3], [+; 1
48. a) L= {[z;y]:2=3+ 179, y=1+39,9¢G}
b) L= {[z;y]:2=3+29,y=9,9¢G)
¢) L=249
d) L={([x;9l:x2=9,y=3+9,9¢G}
49. nein, vgl. z. B. Aufgabe 48. a)
50. L = {[2; 6], [7; 4], [12; 2]}
53. Anzahl der Wagen mit 15t | 10 14
Anzahl der Wagen mit 20t | 29 26
54. a) L = {[—1;2]} b) L= {[-3; —1]} e) L={[%;3])
d L=29 e) L= {z:xz¢P) 1) L= {[3; —4]}
56. a) Beide Gleichungen sind identisch.
b) Beide Gleichungen widersprechen einander.
89. a) L={[0;3),[2; -1}  b) L={[2+2y2; —5—4)2],
[2 —2y2; —5 +4)2]}
) L=19 d) L= {[4;3], [-1; —2]}
61. 22; —2
62, 18; 12
63. £ h 2 72 min
64. 10 Q,15Q
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Arbeiten
‘; mit Mengen in der Geometrie

4. EinfGhrung

W Bl: BeiGelidndespielen ist es hiufig not-
wendig, den eigenen Standort in eine
Karte des Geldndes einzutragen. Wer
Karten gut lesen kann, wird dies nach
Orientierung im Gelinde und auf der
Karte mit mehr oder minder grofer
Genauigkeit tun konnen. Sicherer ist
jedoch das folgende einfache Verfahren,
zu dem man lediglich einen Kompaf,
einen Winkelmesser und ein Blatt durch-
sichtiges Papier benotigt:

Vom eigenen Standort S aus peilt man
drei auffillige Punkte 4, B, C im Gelinde an ( Bild 1), die auch in
der Karte eingetragen sind (Punkte 4’, B’, C’). Man miBt dabei die
Winkel ASB =« und BSC = $ und zeichnet diese so auf das durch-
sichtige Blatt Papier, wie Bild 2 zeigt. Dann wird dieses so auf die Karte

&

E2
s&gﬁ'&

Bild 2

3
S A"

gelegt, daB S''B"" durch B’ und S"'A" durch A’ und SC” durch C' ver-
laufen. Durch Verschieben und Drehen des Papierblattes auf der Karte
ist das immer erreichbar. Die Lage von S gibt den gesuchten Punkt .S’
auf der Karte an.
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Warum dieses Verfahren fiir « 4= 0° und # 3= 0° immer funktioniert und
bei richtiger Anwendung den gesuchten Kartenpunkt S’ liefert, 18t sich
durch Anwendung von Begriffsbildungen und Operationen der Mengen-
lehre exakt begriinden (7 S. 128f.).

Schon im Kapitel 1 gibt es zahlreiche Beispiele und Aufgaben, in denen Be-
griffe und Symbole aus der Mengenlehre auf Sachverhalte aus der Geometrie
angewendet werden. Die Elemente dieser Mengen sind meistens Punkte, wobei
als Grundbereich vor allem Punkte einer Ebene, aber auch Punkte im Raum
oder auf einer Geraden auftreten konnen. Auch geometrische Figuren wie Drei-
ecke, Vierecke usw. sowie geometrische Kérper konnen Grundbereiche der Men-
genbildung in der Geometrie sein. Da diese geometrischen Objekte ihrerseits
wieder als Mengen von Punkten aufgefalt werden konnen, sind Mengen solcher
Objekte Punktmengen zweiter Stufe. Beispielsweise ist die Menge aller Dreiecke
in einer Ebene eine Menge zweiter Stufe, wenn man als Grundbereich die Punkte
dieser Ebene wahlt und jedes Dreieck als Punktmenge auffaBt. Wir werden uns
nachfolgend fast nur mit Punktmengen 1. Stufe beschéftigen.

Beim Verwenden von Begriffen und Symbolen aus der Mengenlehre in der
Geometrie miissen wir folgendes beachten:

Im Geometrieunterricht der Schule ist es iiblich, Punkte mit GroBbuchstaben
zu bezeichnen. Das wollen wir nachfolgend auch beibehalten, d. h., wir werden
die Elemente der betrachteten Punktmengen mit GroBbuchstaben bezeichnen.
Dagegen sollen die aus diesen Elementen (Punkte) gebildeten Mengen nicht
mehr — wie bisher in diesem Buch — mit einem GroBbuchstaben, sondern
meistens mit einem Kleinbuchstaben bezeichnet werden.

Nachfolgend werden wir immer ein beliebiges Element der jeweils betrachteten
Punktmenge m mit ,, P bezeichnen. Kommen in der betreffenden Betrachtung
mehrere Punktmengen m,, m,, m;, ... vor, so wollen wir zur Kennzeichnung
eines beliebigen Elementes der Punktmenge m, das Zeichen ,,P’*, der Punkt-
menge m, das Zeichen ,,P"'* usw. verwenden. Genau wie bei der bisher verwen-
deten Darstellungsweise einer Menge M, deren Elemente x den Ausdruck H(z)
erfilllen, ndmlich M = {z: H(z)}, benutzen wir fiur die Punktmenge m, fir
deren Elemente der Ausdruck H(P) wahr ist, die Darstellungsweise

m = {P: H(P)}.

Einzelne Elemente aus m werden dagegen mit P,, P;, P, usw., aber auch mit
anderen GroBbuchstaben wie 4, B, ... bezeichnet werden.

® 1.* W bedeutet demnach
a) n= {P: AP =~ BP}, b) k= {P: MP =r}?
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4.2, Geometrische Elemente als Punkimengen

Bevor wir weiter mit Punktmengen arbeiten, wollen wir die wichtigsten geo-
metrischen Objekte wie Punkte, Geraden, Strecken, Strahlen und Winkel und
einige zwischen ihnen bestehende Beziehungen vom Standpunkt der Mengen-
lehre aus betrachten.

(1) Die in Bild 3 dargestellten Lagebeziehungen
a) der Punkt A liegt auf der Geraden g,
b) die Gerade g geht durch den Punkt 4
konnen wir unter Verwendung der Symbolik
der Mengenlehre durch Bild 3

Aeg

beschreiben. Das heifit: die Gerade g ist eine (unendliche) Punktmenge, und
der Punkt 4 gehort zu dieser Punktmenge.

>
<

® 2.* Begriinden Sie, warum g eine unendliche Punktmenge ist!

3.* In Bild 3 ist ferner B ¢ g. Wie lauten die entsprechenden Lagebeziehun-
gen zwischen B und g ?

In Bild 4 ist durch die (voneinander ver- > - L
schiedenen) Punkte 4 und B die Gerade g ge- ’ i
zeichnet. Hier gilt A egund Begund A =B Bild4

(Kennzeichnung als verschiedene Punkte).

Aus dem Geometrieunterricht ist Thnen auch die Schreibweise ,,g = 4 B*
bekannt. Wir konnen sie nur noch verwenden ( D3, S. 16), wenn wir
auch ,,AB* als die Bezeichnung einer Punktmenge (Gerade durch die Punkte
A und B) auffassen. Das wollen wir nachfolgend tun, also auch die Schreib-
weisen 4 € AB, B ¢ AB und P ¢ AB zulassen. Hier wird also eine Punkt-
menge, die Gerade AB, durch zwei GroBbuchstaben gekennzeichnet.

(2

-~

e 4.* Was ist falsch, wenn man den in (2) betrachteten Sachverhalt durch
g = AB = {4, B} darstellt ?

Auch die Strecke 2@_ in Bild 4 koénnen wir als Punktmenge s auffassen.
Obwohls C g (bzw. AB C g), ist sie ebenfalls eine unendliche Punktmenge.

It

-~

° Begriinden Sie, warum die Strecke s = AB eine unendliche Punkt-
menge ist!

Im Geometrieunterricht haben Sie nicht nur die Strecke s = AB, sondern
auch deren Liinge mit s bzw. A B bezeichnet. Eine Linge ist aber eine GriBe
(bestehend aus MaBzahl und Einheit) und 1aBt sich nicht als Punktmenge
auffassen.
Deshalb ist es notwendig, zwischen der Strecke A B als Punktmenge und der
Lange der Strecke 4B zu unterscheiden.
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B B2:a) InBe. AB bzw. B ¢ s bezeichnen z@_ bzw. s eine Punktmenge.
b) In AB = s = 2,7 cm bezeichnen 4B bzw. s eine GréBe.

® 6.* 4, Bund C seien Punkte einer Ebene. Was bedeuten dann die folgen-
den Beziehungen geometrisch ?
a) AcAB b) AcAB ¢) ABC AB d) Cc<AB o) Ce¢ AB

(4) Wir haben vorstehend schon mehrfach die Ebene e als Punktmenge auf-

gefaBt, d. h., fiir alle Punkte P dieser Ebene gilt P ¢ e. Andererseits soll die
Schreibweise @ ¢ e bedeuten, daBl der Punkt @ nicht in der Ebene e liegt.

— ><1
% — %k Tk

Bild 5.a Bild 5.b Bild 5.c

(6) In Bild 5 sind je zwei Geraden g, und g, dargestellt, wobei in

a) 91”% b) glllgzund91=gz c) g, # 9.
sein sollen. Diese Beziehungen lassen sich unter Verwendung von Begriffen
und Symbolen aus der Mengenlehre folgendermafBen darstellen:

a)gng,=9 b)gyngs=0=4g, ¢} gy g, = {8}

(6) In Bild 6 ist der im sog. Parallelenaxiom!) \J‘\
des Eukum formulierte geometrische Sach-
verhalt dargestellt. Unter Verwendung von \52
Begriffenund Symbolen der Mengenlehre kann 3
dieses Parallelenaxiom folgendermaBen for- !
muliert werden:
Wenn 4 ¢ g,, dann gibt es héchstens eine Gerade g, mit 4 ¢ g, und
ng =9

® 7.* Formulieren Sie das Parallelenaxiom des Evkum ohne Verwendung
von Begriffen und Symbolen der Mengenlehre!

~

-

Bild 6

(1

-

Wichtig ist auch folgende geometrische Aussage:

Essei Aeg,Beg,Cecg und A==B,4=C,B=5=C (d.h, es sind drei
verschiedene Punkte A4, B, C auf einer Geraden g gegeben).

Dann gilt: entweder A ¢ BC oder B ¢ AC oder C ¢ AB.

®  8.* Formulieren Sie diese Aussage auch ohne Verwendung von Begriffen
und Symbolen aus der Mengenlehre!
Fertigen Sie dazu auch entsprechende Zeichnungen an!

1) Ein Axiom ist eine Aussage, die als wahr angenommen wird, ohne daB man sie innerhalb der
betreffenden Theorie (hier: Geometrie der Ebcue) beweisen kann.

112



(8) In Bild 7 ist A € g. Der Punkt 4 zerlegt die 3 h

(0

—

Gerade g in zwei Strahlen % und k, die wir '
ebenfalls als Punktmengen auffassen kdnnen. A 4
Fiir sie gilt: Bild7

Aehund hCgbzw. Ackundk Cyg

bzw. h nk= {4} .

Der Punkt A heiit auch gemeinsamer Anfangspunkt der Strahlen % und k.
Bezeichnet man einen beliebigen Punkt des Strahls k mit P’ und des Strahls &
mit P'’, so kann man auch schreiben:

h= AP bzw. k= AP”

K

AN i
g § h

S
7 Bilds i

Bild 9

Auch den Winkel « kann man als Punktmenge auffassen ( # Bild 8).

FaBt man den Winkel « als die Menge w, aller Punkte auf, die auf seinen
Schenkeln k oder k liegen, so gilt w, = k u k.

Man kann aber auch den Winkelx als eine Punktmenge w, auffassen
( ~#Bild9), zu der alle Punkte P des Ebenenteils e, gehdren: w = {P: P € ¢,}.
Hier ist der Grundbereich die Menge aller Punkte der Ebene e. Auch bei
Winkeln hat man zu unterscheiden, ob die Punktmenge (geometrisches
Objekt) oder seine GroBSe (MaBzahl und Einheit) gemeint ist.

9.* Gegeben sind drei Geraden g¢,, ¢,, ¢ in einer Ebene e. Bestimmen Sie
d =g, ng; gy, wenn
8) ||g. und gl g
b) g1]lg. und g, 4 g5
c) g+ 9. und g, + g5 .
Hinweise: Beachten Sie, daB Sie nach (5) fiir g, || g, zwei Falle zu unter-
scheiden haben! Auch bei Aufgabe 9. c) ist eine Fallunterscheidung erforder-
lich!

10.* Gegeben sind in einer Ebene e eine Gerade g und ein Kreis k, die
a) keinen Punkt, b) einen Punkt, ¢) zwei Punkte
gemeinsam haben. Fertigen Sie eine Zeichnung fiir diese drei Fille an,
und beschreiben Sie die vorliegenden Sachverhalte unter Verwendung
von Symbolen der Mengenlehre!
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43. Weitere geometrische Objekte als Punktmengen

Wir wollen nun weitere Beispiele fiir Punktmengen betrachten, und zwar geo-
metrische Objekte, die Thnen aus dem Unterricht bereits bekannt sind.

B B3:
a) Die Menge d der Eckpunkte 4, B, C eines Dreiecks ist eine endliche
Punktmenge, nimlich d = {4, B,C}. Dem Grundbereich in diesem
Beispiel gehoren alle Punkte einer durch sie bestimmten Ebene e an.
b) Die Menge ¢ der Punkte P, die auf der Seite 4B des Dreiecks 4 BC
aus Beispiel 3 a) liegen, ist eine unendliche Punktmenge, die durch
¢ = {P: P ¢ AB} dargestellt werden kann.
¢) Die Menge m aller Punkte P, die auf den Seiten des Dreiecks 4 BC
liegen, kann durch
m = {P: Pc AB oder P ¢ BC oder P ¢ AC} = AB v BC v AC
dargestellt werden.

® 11.* Bestimmen Sie fiir das Dreieck 4 BC aus Beispiel 3
a) ABnBC nAC, b) m = (AB n BC) u (4B n AC) u (BC n AC)!

W B4: Als Grundbereich verwenden wir nunmehr die Punkte im Raum.
Dann kénnen wir u. a. folgende Mengen bilden:
a) Die Menge w aller Eckpunkte des in Bild 10 dargestellten Wiirfels
ist eine endliche Menge. Sie wird beschrieben durch
w={4,B,C,D,E,F,G H} .

4 ; 0

4

Bild 10 Bild 11
A B B8

b) Fiir die Menge k der Punkte P, die auf den Kanten des in Bild 11 dar-
gestellten Tetraeders liegen, gilt
k= {P:PcABoder Pc AC oder P ¢ BC oder P ¢ AD oder
PcBDoder PcCD) = AB yAC uBC v 4D v BD uCD.
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® 12.* Bestimmen Sie fiir Beispiel 4b) auch
e=AB nAC n BC n AD n BD n CD!

Wihrend bei den in 4.4. betrachteten geometrischen Objekten und Bezichungen

Begriffe und Symbole der Mengenlehre meist eine knappe und iibersichtliche

Darstellung geometrischer Sachverhalte erméglichen, trifft dies fiir die Beispiele

in diesem Abschnitt kaum bzw. nicht mehr zu. Hier wire eine Nutzung der Sym-

bolik der Mengenlehre nur dann gerechtfertigt, wenn sich daraus anderweitige

Vorteile, z. B. beim Beweisen geometrischer Aussagen ergiben. Darauf kénnen

wir hier jedoch nicht néher eingehen.

Wir wollen lediglich noch an einigen Beispielen zeigen, wie man geometrische

Objekte ,,mengentheoretisch‘‘ definieren kann. Im Geometrieunterricht unserer

Schule bleiben solche Objekte wie ,,Punkt®, , Gerade*, ,,Strahl®, ,Strecke‘

usw. undefiniert, ja selbst fiir den so héufig verwendeten Begriff des Dreiecks

wird keine Definition angegeben, wihrend z. B. der Begriff ,,Viereck* definiert

wird (7 [13b], S. 129).

Wir wollen nachfolgend unter Verwendung von Begriffen und Symbolen der

Mengenlehre eine Definition fiir ,,Dreieck® erarbeiten. Dazu miissen wir zu-

niichst festlegen, ob wir unter dem Dreieck die Menge der Punkte verstehen

wollen, die auf seinen drei Seiten liegen, oder ob auBerdem auch diejenigen

Punkte zum Dreieck gehoren sollen, die in seinem Innern liegen. Wir wollen

hier unter ,,Dreieck“ die Menge verstehen, di¢ von den Punkten seiner Seiten

gebildet wird. Dann erbalten wir:

Das Dreieck ABC (d. h. mit den Eckpunkten 4, B und C) ist die Menge aller

Punkte P, die folgende Eigenschaften haben:

a) Punkt C liegt nicht auf der Geraden 4 B.

b) Punkt P liegt auf der Strecke 4 B oder der Strecke BC oder der Strecke CA.
Dafiir kann man kurz schreiben:

AABC = {P: (P e AB oder P € BC oder P ¢ CA)und C ¢ AB}

Dazu ist noch folgendes anzumerken :

a) Als Grundbereich wihlen wir (bei dieser ebenen Figur) die Punkte einer
Ebene e. Man kann zeigen, da8 es fir 4 &= Bund 4 == C und B == C immer
genau eine Ebene e gibt, in der diese Punkte (und damit das Dreieck) liegen.

b) Die Eigenschaft C ¢ AB ist eine notwendige Bedingung dafir, daB ein
Dreieck vorliegt. Denn wire C ¢ AB, so lige kein Dreieck, sondern eine
Gerade vor, die durch die Punkte 4, B und C geht. Zugleich ist die Be-
dingung A ¢ BC aber auch hinreichend dafiir, daB ein Dreieck vorliegt,
denn aus C ¢ AB folgt A ¢ CBund B¢ AC.

® 13.* Im Lehrbuch fiir Klasse 6 (7 [13b], S. 129) befindet sich folgende
Definition fiir ,,Viereck*.
,,Unter einem Viereck 4 BCD versteht man eine Punktmenge mit fol-
genden Eigenschaften:
(1) Von den Punkten 4, B, C, D liegen je drei nicht auf ein und der-
selben Geraden.
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(2) Der Punktmenge gehoren genau die Punkte der Strecken 4B, BC,
CD und DA an. Diese Strecken heiBen ,,Seiten des Vierecks*.

Lisen Sie dazu folgende Aufgaben:
a) Stellen Sie die Eigenschaft (1) unter Verwendung von Begriffen und
Symbolen aus der Mengenlehre dar!
b) Stellen Sie die Eigenschaft (2) unter Verwendung von Begriffen und
Symbolen aus der Mengenlehre dar!

Zu der in Aufgabe 13 angegebenen Definition fiir das Viereck 4 BCD ist jedoch
noch eine wesentliche Bemerkung erforderlich. Das Lehrbuchkapitel, dem die
Definition entnommen ist, heiBt ,,Planimetrie’‘ (Geometrie der Ebene), d. h.,
in diesem Kapitel werden nur Punkte einer Ebene e als Grundbereich benutzt.
Es wird also stillschweigend vorausgesetzt, dal A ce, Bee, Cece, Dce.

Wihrend nun drei (voneinander verschiedene) Punkte immer in genau einer
Ebene liegen, ist dies fur vier Punkte keineswegs immer so. In Beispiel 4 b),
wo als Grundbereich die Punkte im Raum r verwendet wurden, gilt zwar 4 ¢ r,
Ber,Cecr,D ecr. Aber es gilt nicht D ¢ e, wenn wir mit e die Ebene bezeichnen,
in der die Punkte A, B und C liegen. Wir miissen deshalb bei der Definition fiir
das Viereck noch als dritte Eigenschaft hinzufiigen: A ce, Bee,Cce,Dce.

® 14.* Wie lautet demnach [im Ergebnis der vorstehenden Uberlegung und
von Aufgabe 13] eine Definition des Vierecks ABCD im Raum unter
Verwendung von Begriffen und Symbolen der Mengenlehre ?

15. Definieren Sie unter Verwendung von Begriffen und Symbolen der

Mengenlehre
a) das gleichseitige Dreieck RST, ¢) dasParallelogramm QRST,
b) das Drachenviereck 4 BCD, d) das Rechteck EFGH!

Wenn Sie innerhalb Ihrer Arbeitsgemeinschaft die Losungen der Aufgabe 15
miteinander vergleichen, werden Sie eventuell folgendes feststellen:

Zwei Losungen fiir dieselbe Aufgabe kénnen — zumindest teilweise — vonein-
ander abweichen und trotzdem beide richtig sein.

B B5: Bei Aufgabe 15. ¢) kinnen Sie zur Definition des Parallelogramms
QRST neben seiner Kennzeichnung als allgemeines Viereck sowohl die
beiden Eigenschaften
8) QRnST =0 und RSnTQ =20

als auch die beiden Eigenschaften
b) QR=ST und RS = TQ verwenden.
Nun besteht zwischen den Eigenschaften bei a) und denen bei b) folgen-
der Zusammenhang: Werden die Eigenschaften bei a) zur Definition des
Parallelogramms QRST benutzt, so sind die Eigenschaften bei b)
beweisbar und umgekehrt.

® 16.* Fiihren Sie diese Beweise!
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4.4. Punktmengen als Bestimmungslinien

Punktmengen wie m = {P: H(P)} oder m = {P:H,(P) und bzw. oder
Hy(P), ..., Ha(P)} erfassen alle Punkte P, fur die H(P) bzw. H,(P) und bzw.
oder Hy(P), ..., Ha(P) zu einer wahren Aussage wird. Sie erfassen aber auch
nur diese, d. h., zur Menge m gehort kein Punkt, dem die mengenbildende Eigen-
schaft H(P) bzw. H,(P) und bzw. oder Hy(P), ... , Hy(P) nicht zukommt. Liegen
die Punkte einer betrachteten Punktmenge auf einer Linie, z. B. auf einer Gera-
den, einer Strecke, einem Strahl, einem Kreis, einem Kreisbogen usw., so wird
diese Punktmenge auch Bestimmungslinie fiir alle Punkte der betrachteten Menge
genannt. Bestimmungslinien sind fiir das Losen geometrischer Aufgaben, ins-
besondere von Konstruktionsaufgaben, bedeutsam. Sie unterstiitzen das Finden
eines Losungsweges fiir solche Aufgaben und damit die Planung der Lésung,
bevor man diese ausfithrt. Wir wollen nachfolgend secks typische Bestimmungs-
linien betrachten.

(1) Gesuchtist die Menge k aller Punkte P einer Ebenee, die von einem Punkt
A ¢ e die Entfernung » haben.
Offensichtlich ist der Kreis £ um 4 mit dem Radius r die gesuchte Bestim-
mungslinie, denn fiir alle Punkte P des Kreises k gilt PA = r, und es gibt
andererseits keinen Punkt @ ¢ k¥ mit der Eigenschaft Q_A =r.
Liegt ndmlich @ im Innern des Kreises %, so gilt Q4 < r, und liegt Q auBer-
halb des Kreises k, so gilt Q4 > r. Man kann diesen Sachverhalt auch fol-
gendermaBen formulieren:
Die Bestimmungslinie fiir alle Punkte P einer Ebene e, die vom Punkt 4 ¢ e
eine gegebene Entfernung r haben, ist der Kreis k¥ um 4 mit dem Radius 7.
Die vorstehende Betrachtung zeigt aber auch, daB es keine Bestimmungs-
linie fir alle Punkte P einer Ebene e gibt, die von einem Punkt 4 ce
weniger oder mehr als r entfernt sind. Im ersten Fall gehtren némlich alle
Punkte P, die im Innern des Kreises & in der Ebene e liegen, zu der Punkt-
menge m, = {P': AP’ < r}, und diese liegen eben nicht auf einer Linie,
sondern auf einem flichenhaften Teil der Ebene e.

® 17.* a) Zeigen Sie, daB die Menge s aller Punkte einer Ebene ¢, die von
A ¢ e die Entfernung r, und von B ¢ e (mit B 5=4) die Entfernung 72
haben, gegeben ist durch
s=1Fk nk, mith = {P: AP =r)undk, = {P": AP" = r,}!
b) Zeigen Sie, daB die Menge s fiir 4 5= B hiochstens 2 Elemente hat!
¢) Konstruieren Sie alle Punkte S, die zu dieser Menge s gehéren, fiir

1. AB=42mm, r, = 37mm, r, = 15 mm
AB = 42 mm, 7, = 17 mm, 7, = 15 mm
AB = 42 mm, r, = 27 mm, r, = 15 mm
. A—§=42mm,rl= 57 mm, r, = 15 mm
. AB =42mm, r, = 65 mm, 7, = 15 mm!

o e
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(2

(3)
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Die Bestimmungslinie m fiir alle Punkte P der Ebenee, die von zwei
Punkten 4 ¢ e und Bece bei 4 =B gleich weit entfernt sind, ist die
Mittelsenkrechte der Strecke 4B.

Beweis:
WennMeﬁundm=M—B,soistMem
(.~ Bild 12)

Ferner gilt fiir die Menge m dieser Punkte _h

P: m = {P: AP = BP). ~
Nun haben wir noch zu zeigen, daB alle j M F)
Punkte P € m auf einer Linie liegen.
Das weisen wir folgendermaBen nach:
Wir wihlen einen beliebigen Punkt P ¢ m.
Fiir ihn gilt nach Voraussetzung
P4~ PB. Bild 12
Ferner gilt
AM = MB (siehe oben!)
und .
MP= MP.
Daraus folgt
A AMP =~ A\ MBP (nach Kongruenzsatz sss)
und weiter
X AMP =~ X BMP (als gleichliegende Stiicke in kongruenten Drei-
ecken).
Wegen <X AMP + < BMP = 180° folgt dann
X AMP = < BMP = 90°, also
PM | AB.
Wir haben damit fiir einen beliebigen Punkt P e m gezeigt, daB er auf der
Mittelsenkrechten (Symmetrieachse) der Strecke 4 B liegt. Damit haben wir
zugleich gezeigt, daB alle Punkte P ¢ m auf der Mittelsenkrechten von AB
liegen.

18.* a) Bestimmen Sie die Menge m aller Punkte P der Ebene ¢, die von
drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkten 4, B und C gleich weit
entfernt sind!

b) Begriinden Sie, daB diese Menge m genau ein Element enthdlt, und
geben Sie seine Bedeutung fiir das durch die Punkte gegebene Dreieck
ABC an!

Die Bestimmungslinien s, und s, fiir alle Punkte P, die mit einem gegebenen
Punkt A == P der Geraden g = AB verbunden einen gegebenen Winkel
PAB = & bilden, sind die beiden Strahlen s, und s, mit dem gemeinsamen
Anfangspunkt 4, die die Gerade g = 4B unter dem Winkel & schneiden.
Beweis:

Fir alle Punkte P ¢ s, gilt nimlich <t PAB =« und fiir alle Punkte
P ¢ 3, gilt ebenso X PAB = «.
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Ferner gilt fiir einen Punkt @ ¢ s, und Q ¢ s,, daB <X Q4B = & PAB, denn
I QAP £0°
Diese Bestimmungslinie wird auch freier Schenkel des Winkels @ genannt.

(4

-~

Die Bestimmungslinien fiir die Menge aller Punkte P, die von einer Gera-

den g den Abstand d 5= 0 haben, ist das Parallelenpaar zu g im Abstand d.

Beweis:

Nach Voraussetzung muB fiir alle Punkte P ¢ p, bzw. P’ ¢ p, gelten
PF=d bzw. PF =d,

wenn F bzw. F’ die FuBpunkte der Lote von P bzw. P’ auf g sind. Fiir

d=0istalsop, ng=0undp, ng=20,d. h,esgilt p, || g und p, || g.

(5

-

Die Bestimmungslinie fiir die Menge aller Punkte P, die von zwei Strahlen s,
und ¢, mit gemeinsamem Anfangspunkt S und verschiedener Richtung je-
weils den gleichen Abstand d haben, ist die Winkelhalbierende des von s,
und s, gebildeten Winkels.

® 19.* Beweisen Sie die Aussage (5)!

20. Ermitteln Sie die Menge aller Punkte P, die von zwei einander schnei-
denden Geraden g, und g, jeweils gleichen Abstand haben!

21. Als Losung der Aufgabe 20 erhalten Sie zwei Bestimmungslinien, nim-
lich die Geraden s, und s,. Beweisen Sie, daB s, | s,.

(6) Die Bestimmungslinie fiir die Menge aller
Punkte P einer Ebene ¢, von denen eine gege-
bene Strecke AB ¢ e unter einem gegebenen
Winkel y < 90° erscheint, sind die Kreishogen
k, und ¥, iiber der Sehne A B mit dem Radius
M,A = M,B (7 Bild 13), wobei M, bzw. M,
folgendermaBen bestimmt sind :

Bild 13
M, ¢m und M, ¢ m mit m = {P': P’A = P'B} (Mittelsenkrechte auf
AB) und
M, €8, mits, = {P"': X P'AB = 90° — yund 4 ¢ s,}
M, e 8, mit 8, = {P""': X P""BA = 90° — y und B ¢ s,}
® 22. Beweisen Sie die Aussage (6)!
23.* Gibt es eine Bestimmungslinie fiir die Menge aller Punkte P einer

Ebene e, von denen eine gegebene Strecke AB ¢ ¢ unter einem Winkel
von 90° erscheint ?

24.* Untersuchen Sie fiir (6) auch den Fall, daB y > 90° ist!
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25. Bestimmen Sie durch Konstruktion die Menge aller Dreiecke 4 BC,
wenn
AB =52mm und < ACB = 72°ist!

26.* Eine Strecke 4B sei 4,2 cm lang.
a) Bestimmen Sie durch Konstruktion alle Punkte, von denen 4B
unter einem Winkel von 90° erscheint.
b) Uberpriifen Sie, ob es in dieser Punktmenge Punkte gibt, die von AB

den Abstand
b,) d, = 0,2 cm; b,) d, = 2,0 cm;
by) dy = 2,1 cm; b,) d, = 2,2 cm;

b;) ds = 4,2 cm haben!

4.5. Anwendungen von Bestimmungslinien beim Lésen
von planimetrischen Konstruktionsaufgaben

Beim Lisen von Konstruktionsaufgaben (z. B. Dreiecks- oder Viereckskonstruk-
tionen) ist es hdufig niitzlich, sich vor der eigentlichen Konstruktion einen
Lésungsplan zu erarbeiten. Dafiir kann man Bestimmungslinien sehr gut ver-
wenden.

Ein Dreieck oder Viereck aus gegebenen Stiicken (Seiten, Winkeln, Héhen,
Seitenhalbierenden, Winkelhalbierenden, Radius des In- oder Umkreises, Umfang
des Dreiecks usw. bzw. Seiten, Innenwinkel, Diagonalen des Vierecks usw.) kon-
struieren heiBt, die Menge aller Dreiecke bzw. Vierecke zu bestimmen, die diese
gegebenen Stiicke enthalten. Jedes Element aus dieser Menge heit dann eine
Losung dieser Konstruktionsaufgabe. Dabei ist es iiblich, daB alle Lésungen, die
paarweise kongruent sind, als eine Losung angesehen werden.

Wir wollen zunéchst Dreieckskonstruktionen betrachten.

Ein Dreieck ist bekanntlich dann konstruiert, wenn man seine drei Eckpunkte
so konstruiert hat, daB die gegebenen Stiicke im konstruierten Dreieck in der
vorgeschriebenen Grée vorkommen. Dabei ist es meist so, daB man einen oder
zwei Eckpunkte sofort erhélt, wenn man eines der gegebenen Stiicke zeichnet.
Ist z. B. eine Seite gegeben, so erhilt man zwei Eckpunkte durch Zeichnen dieser
Seite, ist dagegen keine Seite, aber ein Innenwinkel gegeben, so erhilt man durch
das Zeichnen dieses Winkels nur einen Eckpunkt des Dreiecks. Letzteres gilt
auch fiir eine Hohe, eine Seiten- oder Winkelhalbierende. Das Problem besteht
nun darin, den oder die Eckpunkte zu bestimmen, die durch das zuerst gezeich-
nete Stiick noch nicht bestimmt sind.

Ob und wie dies méglich ist, hingt davon ab, wie viele Stiicke iiberhaupt gegeben
sind und wie die anderen gegebenen Stiicke zum zuerst gezeichneten liegen.
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B B6: Die Aufgabe, ein Dreieck 4BC zu
konstruieren, in dem AB = 42 mm ist,
hat unendlich viele Losungen. ol & Gy

Jedes der in Bild 14 gezeichneten Drei- -
ecke A BC,, A BC,, ABC,, ... erfiillt ndm- %
lich die Bedingung AB = 42 mm der ]
Aufgabenstellung, ist also eine Losung
der Aufgabe. Da dies fiir jeden Punkt P
der Ebene mit P ¢ ABgilt, hat die Auf-
gabe unendlich viele Losungen. Aller- Cs
dings folgt aus C, ==C, nicht, daB es sich Gy 3
um verschiedene Losungen handelt, wie
wir in Bild 14 erkennen kénnen. Dort  Biq 14
sind die Punkte C,, C,, C; und C, folgen-
dermaBen festgelegt worden:

AD =EB;(,C, | AB;C,C; | AB;C,D =C,D,C,E = C,E

und C,D = C,E .
Es laBt sich dann zeigen, da8

A ABC;=~ AN ABC; und A ABC,=~ A ABC,
ist.
SchlieBlich gilt auch A ABC, =~ A ABC,, d.h., alle vier Dreiecke
ABC,, ABC,, ABC, und ABC, sind paarweise kongruent. Wir haben sie
also als genau eine Losung zu betrachten. Dies dndert jedoch nichts daran,
daB es fiir die betrachtete Aufgabe unendlich viele Losungen gibt. Durch
die Bedingungen der Aufgabe ist die Lage von C nicht niher bestimmt,
insbesondere konnen wir auch keine Bestimmungslinie fiir C angeben.

>
™

27. Beweisen Sie, daB die in Bild 14 dargestellten vier Dreiecke 4 BC,,
ABC,, ABC,, ABC, unter den in Beispiel 6 angegebenen Voraussetzun-
gen paarweise kongruent sind!

M B7: Auch die Aufgabe, ein Dreieck A BC
zu konstruieren, in dem
AB = 42mm und X CAB = 36° ist,
hat unendlich viele Losungen. Jedes der
in Bild 15 gezeichneten Dreiecke 4 BC,,
ABC,, ... erfillt die Bedingungen der
Aufgabe, ist also eine Losung.
Im Unterschied zum Beispiel 6 gibt es
hier aber eine Bestimmungslinie fiir den
Eckpunkt C. Es ist der freie Schenkel
des in A an AB angetragenen Winkels Bild 15
CAB, also der Strahl s mit dem Anfangs-
punkt 4.
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28.* a) Konstruieren Sie Dreiecke, in denen
AB=42mm und BC = 35 mm!
b) Wie viele Losungen hat die Aufgabe ?
¢) Ermitteln Sie eine Bestimmungslinie fiir C, wenn sie zuerst
AB = 42 mm zeichnen!

BS: Es sollen alle Dreiecke 4 BC konstruiert werden, fiir die AB = 4,3 cm,
AC = 3,8 cm, X CAB = 77° ist.

Wir wollen nun zunéchst mégliche Losungsplane fiir diese Konstruktions-
aufgabe betrachten und diese in einer Kurzform aufschreiben.

a) Zeichnen von AB legt die Eckpunkte 4 und B fest.
Kurzform: (AB) > A, B
Erste Bestimmungslinie firr den noch fehlenden Eckpunkt C [Kurzform:
b,(C)] ist der freie Schenkel s des im Punkt 4 angetragenen Winkels CAB
[Kurzform: s = {P: & P, AB = 77°}], also

b(C) :s={P: X PLAB="77°und 4 ¢ s} .
Zweite Bestimmungslinie fir den noch fehlenden Eckpunkt C ist der
Kreis k um 4 mit dem Radius AC, in Kurzform:

by(C): k= {P':PA4A=ACund M, = A}

(M bedeutet: Mittelpunkt des Kreises k).
In Kurzform lautet also der Lisungsplan:

(A4By—~A, B

b(C): s={P: X PAB="77°und 4 € s}

by(C): k= {P:PA=ACund M, = A}
b) Lisungsplan fir den Fall, dal zuerst < CAB gezeichnet wird:

(X CAB)—>Aund s, ns, = {4}

by(B): 8 = AP

by(B): Kk = {P': PPA = ABund My, = 4}

b(C): s, = AP"

by(C): ky= {P"": P""4A — AC und M, = A}

Nun wollen wir iiberlegen, wie viele Losungen diese Aufgabe hat:
Die Menge ¢ der gemeinsamen Punkte von b,(C) und by(C), alsoc = s nk,
ist hier eine Einermenge, d.h. ¢ = 8 nk = {C}, denn der von 4 aus-
gehende Strahl s hat mit dem Kreis ¥ um 4 mit dem Radius AC genau
einen Schnittpunkt. Demnach hat die Aufgabe genau eine Lisung.
Zum gleichen Ergebnis miissen wir auch bei b) kommen. Das ist in der Tat
der Fall, denn 8, n k; = { B}, d. h., der Strahl s, mit dem Anfangspunkt 4
und der Kreis k; um 4 mit dem Radius 4 B schneiden sich in genau einem
Punkt B und (ganz entsprechend) s, n ky = {C}.
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Liosungspléne und die darauf aufbauenden Uberlegungen zur Anzahl der Losun-
gen ermoglichen Aussagen iiber die Konstruierbarkeit geometrischer Figuren aus
gegebenen Stiicken, ohne die Konstruktion selbst auszufiihren. Fiir die Konstru-
ierbarkeit von Dreiecken gelten u. a. folgende Sitze:

(1) Aus einem oder mehreren gegebenen Stiicken ist ein Dreieck
a) konstruierbar, wenn die Grofle der gegebenen Stiicke zu keinem Satz
iiber Dreiecke im Widerspruch steht,
b) nicht konstruierbar, wenn die GroBe der gegebenen Stiicke zu einem Satz
iiber Dreiecke im Widerspruch steht. Es gibt dann keine Losung.

(2) Fiir die Anzahl der Losungen bei konstruierbaren Dreiecken gilt in Abhén-
gigkeit von der Anzahl der gegebenen Stiicke:
a) bei einem und bei zwei gegebenen Stiicken gibt es unendlich viele
Lésungen,
b) bei dre: inand bhingigen gegebenen Stiicken gibt es endlich
viele Losungen. Die Anzahl der Losungen laBt sich dann aus einem
Losungsplan fir die betreffende Aufgabe bestimmen.

B B9: Nicht konstruierbar ist das Dreieck 4 BC, wenn beispielsweise
a) <X ABC = 180° gegeben ist,
b) zwei Innenwinkel dieses Dreiecks gegeben sind, deren Summe gleich
oder groBer als 180° ist,
¢) AB = 55mm und BC = 20 mm und AC = 34 mm gegeben sind,
d) AB=55mm und BC = 20 mm und ¥ ACB = 33° und
<X CAB = 100° gegeben sind.

@ 29.* a) Begriinden Sie die Nichtkonstruierbarkeit der Dreiecke aus Beispiel 9,
indem Sie jeweils einen Satz iiber Dreiecke angeben, der im Widerspruch
zu den jeweils gegebenen Stiicken steht!

b) Geben Sie weitere Beispiele fiir nicht konstruierbare Dreiecke an!

30.* Es sollen alle Dreiecke A BC konstruiert werden, fiir die
a) zwei Seiten,
b) eine Seite und der gegeniiberliegende Innenwinkel,
¢) zwei Innenwinkel
gegeben sind !
1. Bei welchen der drei Aufgaben a), b), ¢) gibt es Bedingungen fiir die
GroBen der gegebenen Stiicke, die erfillt sein miissen, damit éiberhaupt
ein Dreieck konstruierbar ist ?
2. Wie lauten diese Bedingungen ?
3. Zeigen Sie, daB alle Aufgaben im Falle der Konstruierbarkeit unend-
lich viele Losungen haben!
Hinweis: Stellen Sie dazu Losungspléine fiir selbstgewihlte Beispiele auf und
zeigen Sie, daB es zumindest fiir einen Eckpunkt des Dreiecks nicht zwei
Bestimmungslinien gibt!
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31. Bei den drei Konstruktionsaufgaben in Aufgabe 30 hitte man die
Konstruktion auch jeweils mit dem anderen gegebenen Stiick beginnen
konnen. Stellen Sie dafiir Losungspldne auf und zeigen Sie, daB es —
wenn iiberhaupt — dann unendlich viele Losungen gibt!

B B10: Es sollen alle Dreiecke 4 BC konstruiert werden, fiir die zwei Seiten
und ein von ihnen nicht eingeschlossener Winkel gegeben sind.
Losung :
Gegeben seien E, BC und < CAB < 180°.
Lésungsplan ( 7 Bild 16):
(<):CAB)—>A und 8, ns, = {4}
b(C): &= AP mit & PAP" = X CAB
by(C): Ky = {P': AP’ = AC und M, = A}
by(B): s, = AP mit X PAP" = X CAB
by(B): k= {P"":CP" = BCund M;, = C}

Anzahl der Losungen:
a) Fir < CAB < 90° (~ Bild 16) gilt:
8 nk, = {C}.
Es sind folgende Fallunterscheidungen erforderlich:
f) &sn k=90 keine Losung (7 Bild 16. a)
oder
f,) 8, nk, = {B} genau eine Losung (_~ Bild 16. b)
oder
fy) 8 nk, = {B,, By} zwei'L'dsungen (~ Bild 18. ¢c).

Bild 16.a Bild 16.b Bild 16.c
f,) ( Bild 16. a) gilt genau dann, wenn CB < CA4 - sin < CAB.
f;) ( Bild 16. b) gilt erstens dann, wenn CB | AB (B ist Beriihrungs-
punkt von k, mit 8,), zweitens dann, wenn CB = C4.
f,) ( Bild 16. ¢) gilt genau dann, wenn C4 - sin < CAB < CB < C4
ist. Wie Bild 16. c zeigt, sind dann die beiden Dreiecke 4 B,C und 4 B,C
— wegen B, =B, — nicht kongruent, es gibt also tatsichlich zwei
Losungen.
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b) Fiir < CAB = 90° (  Bilder 17 und 18) gilt:

& nk = (C}
und
£) s, nky=0
oder

f,) s, nk,= {B}.

Bild17.a

!
7,

1
/kl,
/

‘/f Py

f,) gilt g’e’;lé,u dann, wenn CB < CA ( Bild 17. a und 18. a),

&,
wenn CB der Fall f,)
genau dann, wenn CB > CA ( Bild 17.b und 18. b).

Bild 18.a

Bild 18.b
S7

pr

Zusammenfassend kann man feststellen, daB diese Aufgabe unabhingig
von der GréBe des gegebenen Winkels genau eine Lésung hat, wenn der
gegebene Winkel der groBeren der gegebenen Seiten gegeniiberliegt.

® 39 Begriinden Sie anhand der Ergebnisse zu Beispiel 10, warum die be-

sondere Bedingung im Kongruenzsatz (ssw) nicht weggelassen werden
darf!

33. Warum gibt es keinen Kongruenzsatz (www) fiir Dreiecke ?

Nun sollen einige Beispiele fiir Dreieckskonstruktionsaufgaben auf Konstruier-
barkeit und Anzahl der Losungen untersucht werden, bei denen sich unter den
gegebenen drei Stiicken auch Linien und Winkel im Dreieck wie Héhen, Winkel-
halbierende usw. und Winkel zwischen Seiten und diesen Linien befinden.

In manchen Fillen fithrt dies zu folgenden Schwierigkeiten:

Erstens kann es vorkommen, daB zunichst nur ein Teildreieck des zu konstru-
ierenden Dreiecks konstruierbar ist, so daB im Losungsplan auBer den drei Eck-
punkten mindestens ein weiterer Punkt vorkommt.

Zweitens finden wir in manchen Fillen die Losung der Aufgabe nur dann, wenn
wir die Konstruktion mit einem bestimmten der gegebenen Stiicke beginnen.
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B BI1: Es sollen alle Dreiecke 4 BC konstruiert werden, fir die CB, die
Héhe h,p = CF (mit F ¢ AB) und X ACF < 90° gegeben sind.
Losungsplan ( 7 Bild 19):

(CF)->C,F
b,(4): & = {P: X PFC = 90°} (denn FP | FC)
. by(d): &= {P': X P'CF= 4 ACF}
‘Wegen der Voraussetzungen F' ¢ ABund < ACF < 90° giltdann s, ns; =
= {4}, d.h., es gibt genau eine Losung. Damit ist zunichst nur das
Teildreieck AFC bestimmt, aber noch nicht das gesuchte Dreieck 4 BC.
Nun gilt aber ferner
by(B): 8= {P:_P;e AF},
by(B): k = {P"’:P"C=CBund M;=C}.
Fiir die Bestimmung der Anzahl der Lsungen sind unter den gemachten
einschrinkenden Voraussetzungen nur noch folgende Fallunterschei-
dungen erforderlich (in Bild 19 durch k, bis kg dargestellt):
fi) nk=20 genau dann, wenn CB < CF (keine Lgsung). (In
Bild 19 durch &, dargestellt.)
f,) 8 nk = {B} genau dann, wenn CB = CF (genau eine Losung).
(In Bild 19 durch %, bis ks dargestellt.)

Bild 19

® 34, Stellen Sie Losungspline fiir die Aufgabe in Beispiel 11 auf, wenn
a) BC,
b) <X ACF zuerst gezeichnet wird!
36.* a) Es sollen alle Dreiecke koniruiert werden, ﬁu‘ die 4B, <X ACB
und die Seitenhalbierende von AB durch sz = CS gegeben sind.
b) Fihren Sie fir AB = 42mm, X ACB = 68° und
835 =.CS = 30 mm diese Konstruktion aus!
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36.* Beweisen Sie, daB die beim Loésen von Aufgabe 35. b) entstehenden
beiden Dreiecke 4 BC, und 4 BC, kongruent sind!

37. Versuchen Sie fiir die Aufgabe in 35. a) einen Lésungsplan aufzustellen,
indem Sie davon ausgehen, daB CS = sz3 zuerst gezeichnet wird.

38.* Untersuchen Sie Konstruierbarkeit und Anzahl der Lésungen von Drei-
ecken, wenn
a) zwei Seiten und die Hohe auf einer dieser Seiten,
b) zwei Seiten und die Hohe auf der dritten Seite,
¢) eine Seite, ein dieser Seite anliegender Innenwinkel (< 180°) und
die Hohe auf der gegebenen Seite,
d) eine Seite, der dieser Seite gegeniberliegende Innenwinkel (== 90°)
und die Hohe auf der gegebenen Seite,
e) die Hohe auf einer Seite und beide an dieser Seite anliegende Innen-
winkel
gegeben sind!

® 39.* Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit von Dreiecken, wenn
a) eine Seite, deren Seitenhalbierende und die Hohe auf dieser Seite,
b) eine Seite, deren Seitenhalbierende und der dieser Seite gegeniiber-
liegende Innenwinkel,
¢) die Hohe auf einer Seite, die Seitenhalbierende derselben Seite sowie
ein ihr anliegender Winkel
gegeben sind!

40.* Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit rechtwinkliger Dreiecke, wenn
a) die Hypotenuse und ein anliegender Winkel,
b) eine Kathete und der ihr gegeniiberliegende Winkel,
¢) die Hypotenuse und die Seitenhalbierende der Hypotenuse,
d) eine Kathete und die Seitenhalbierende dieser Kathete,
e) eine Kathete und die Seitenhalbierende der anderen Kathete,
f) eine Kathete und die Seitenhalbierende der Hypotenuse,
g) zwei Hohen
gegeben sind!

41.* Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit gleichschenkliger Dreiecke,
wenn
a) zwei verschieden lange Seiten, b) die Basis und ein Innenwinkel,
¢) ein Schenkel und ein Innenwinkel, ’
d) ein Schenkel und die Hohe auf diesem Schenkel
gegeben sind!

42.*% Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit gleichschenklig-rechtwinkliger
Dreiecke, wenn
a) die Basis, ¢) die Hohe auf der Basis,
b) ein Schenkel, d) die Seitenhalbierende eines Schenkels
gegeben ist!
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43.* Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit gleichseitiger Dreiecke, wenn

a) eine Seite, ¢) eine Seitenhalbierende,
b) eine Hohe, d) der Umfang
gegeben ist!

Die Konstruierbarkeitsuntersuchungen lassen sich auch fiir Vierecke und andere
Vielecke durchfithren.

@ 44.* Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit von Vierecken, wenn

a) drei Seiten und zwei Diagonalen,

b) eine Seite, drei Winkel, deren Summe kleiner als 360° ist, und eine
Diagonale

gegeben sind!

45.* Untersuchen Sie die Konstruktion eines Trapezes aus

a) einer der beiden parallelen Seiten, den beiden ihr anliegenden Innen-
winkeln und dem Abstand der beiden parallelen Seiten,

b) den beiden parallelen Seiten, ihrem Abstand und einer Diagonalen,
¢) den beiden parallelen Seiten und den beiden an einer von ihnen an-
liegenden Innenwinkeln,

d) den vier Seiten!

46.* Konstruieren Sie ein Parallelogramm aus

a) zwei benachbarten Seiten und einer Diagonalen,
b) einer Seite, einem Innenwinkel und einer Diagonalen,
¢) den beiden Diagonalen und einer Seite!

47.* Konstruieren Sie ein Rechteck aus

a) einer Seite und einer Diagonalen,
b) einer Diagonalen und einem der Winkel zwischen den beiden
Diagonalen!

48.* Konstruieren Sie ein Quadrat aus einer seiner beiden Diagonalen!
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B12: AbschlieBend wollen wir noch einmal Beispiel 1 betrachten und
zeigen, daB das dort erlduterte Verfahren der Standortbestimmung unter
den angegebenen Bedingungen genau eine Losung liefert und dies der
gesuchte Kartenpunkt des Standortes ist. In Bild 20 ist der Punkt S kon-
struiert. Dort gilt
a) b,(M,): m, = {P: PA= PB)},

by(M,): s = {P': <X P'AB=90°—« und 4 € s,}

sowie m, n & = {M,};
b) by(M,): m, = {P"': P"B= P"C},

bo(M,): 8, {P"': <X P"'CB =90°— Bund C ¢ s,}

sowie my 0 8, = {M,};
e) by(S): k= {P;: LM, = MBund M, = M,},

b(S): k, = {P,: P,M, = M,Bund M; = M,}

sowie k; n k, = {S; B) und B ¢ AB sowie B ¢ BC.
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Bild 20

Demnach ist S der einzige Punkt, von _dem aus die Strecke AB unter
dem Winkel « und zugleich die Strecke BC unter dem Winkel g erscheint. -

® 49. Begriinden Sie, daB in Beispiel 12
a) m, ng& = {M,} (also genau ein Schnittpunkt),
b) my ns, = {M,} (also genau ein Schnittpunkt),
e) k, nk, = {8; B} und folglich S der einzige Pynkt ist, der den Be-
dingungen der Aufgabe geniigt!

Lésungen — Kapitel 4

1. a) n ist die Menge aller Punkte P, die vom Punkt 4 und vom Punkt, B
jeweils gleichweit entfernt sind.

b) % ist die Menge aller Punkte P, die vom Punkt M die Entfemu.ng r
haben. (Das ist der Kreis um M mit dem Radius 7, wenn' die Punkte
einer Ebene Grundbereich sind und M ein Punkt dieser Ebene ist. Sind
dagegen die Punkte eines Raumes Grundbereich, so ist das die Ober-
fliiche einer Kugel mit M als Mittelpunkt und r als Radius.)

2. Zu einer Geraden gehéren unendlich viele Punkté, denn bersits zwischen
zwei verschiedenen Punkten A und B einer Geraden-g gibt es mindestens
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einen weiteren Punkt C ¢ g, z. B. den Punkt C, der die Strecke AB halbiert.
Aber auch zwischen 4 und C gibt es mindestens einen weiteren Punkt D
usw. Da man dies beliebig fortsetzen kann, gibt es bereits zwischen den
Punkten 4 und B einer Geraden unendlich viele Punkte.
3. B liegt nicht auf g, bzw. g geht nicht durch B.
Die Gerade g ist keine Zweiermenge, denn zu g gehéren auBer 4 und B
noch unendlich viele andere Punkte.
Zwischen zwei Punkten S, und S, einer Strecke gibt es mindestens einen
weiteren Punkt S, also gibt es auch beispielsweise zwischen §; und S; einen
weiteren Punkt S, und zwischen 8, und S, einen weiteren Punkt S; usw.
Das heiBt, eine Strecke besteht aus unendlich vielen voneinander verschie-
denen Punkten.
6. a) A liegt auf der Geraden 4 B.
b) A liegt auf der Strecke 4 B.
¢) Die Strecke 4B ist eine Teilmenge der Geraden 4 B.
d) C ist kein Punkt der Geraden 4 B.
e) C ist kein Punkt der Strecke 4 B.
7. Durch einen Punkt 4 auBerhalb der Geraden g; gibt es hochstens eine Ge-
rade g,, die zu g, parallel ist.
Von drei gegebenen Punkten einer Geraden, die paarweise nicht zusammen-
fallen, liegt genau einer zwischen den beiden anderen.
a) Wenng, =g,und g, n g; = 0, dannd = 0.
Wenn g, = g, und g, = g5, dannd = g, = ¢, = g,.
Wenng, ng,=0undg, ng; =0, dannd = 0.
b) Wenn g, = g, und g, n g, = {S}, dann d = {S}.
Wenng, ng, =0 und g, ng; = {S}, dannd = 9.
¢) Wenng, ng, = {S;} und g, ngy = {S;},dannd =0, firS, =58,
d= {8}, fir §, =8,
Wenn g, ng, = {8} und g, ngs = {8,}, dann
d=0,firg, ng, =190
d =9, firg, ng; = {S;} und S, == 8S; oder S, = S,.
10. 8) gnk=0 b) g nk = {B)} (Berihrungspunkt) e¢) g nk = {S,, S;}

11. 8) ABnBCnAC=0 b) m= {4, B,C}, also die Eckpunkte des
Dreiecks

12. e=0
13. a8) A¢ BC,Be¢CD,Ce¢DA,D¢ AB

b) P e AB oder P ¢ BC oder P ¢ CD oder P ¢ DA
14. v= {P: Pc AB oder P ¢ BC oder PcCD oder PcDAund Ace, Bee,

Cce,Dceund 4 ¢ BC, BeCD,C ¢ DA, D ¢ AB}
16. a) Aus QR n ST = 0 und RS n TQ = 90 (vgl. Bild 21) folgt

Q8=@8
B = y (Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen QR
und T'S)

L

b

8.

by

9
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. 8

o == 6 (Wechselwinkel an RS und Q7')
A QRS = A QST (wsw)

QR=~ 3T
RS =TQ w.z.b.w.
b)  QE=ST (Vor.) Bild 21
RS~ TQ (Vor.)
Q8=98
AQRS= NAQST (sss)

x=z0

QT n RS =0 (Satz iiber kongruente Wechselwinkel an geschnit-
B=y tenen Geraden)

QR nST =6 w.z.b.w.

. 8) Nach (1) (7 8. 117) gilt .

ky = {P': AP’ =n} bzw. k= {P"' = BP" =r,}
und weiter (7 D7, 8. 19)

s=1k nk,
b) Es kénnen nur folgende Fille auftreten:
ky nky,=9, wenn r, + 1, < AB.

ky nky = {S,}, wenn 7, + 7, = AB.
ky 0 ky = {8, 8;}, wennr, — r, < AB < 7, + r, bzw.
7'2—7'1<A_£<’1+7'2- _

ky 0k, = {8}, wenn r;, — 7, = AB bzw. r, — r, = AB.

ky nk,=9, wennr, —r,> ABbzw.r, — r, > AB.

Also hat s hochstens zwei Elemente.

Es gilt nach (2) (~ S. 8. 118)
={P:AP'=PB} und my= {P":P"B= P'C}.

Da die Geraden m, und m, weder zusammenfallen noch parallel sind,

gilt m = my nm, = {8} (7 S. 112).

b) Es gibt also genau einen Punkt S; das ist der Mittelpunkt des Umkreises
des Dreiecks A BC, denn 48 = BS = CS.

. Beweis (vgl. Bild 22):

~

F,P~.PF, (nach Vor.)
< PF,S=~ X PF,S (= 90° nach Vor.)
SP=SP
A SF,P~ A SF,P (ssw)
Y FSP=~ & F,SP (entspr. Stiicke) °
SP ist Winkelhalbierende von < F,SF,, Bild 22
w.z.b. w.

. Ja, némlich den Kreis mit AB als Durchmesser, jedoch mit Ausnahme der
Punkte A und B selbst.
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24.

26.

28.
29.

30.
35.

36.

38.

132

Die gesuchte Bestimmungslinie b ist die Vereinigung zweier Kreisbogen

k, und k, mit folgenden Eigenschaften:

ky = ky/ky und ky = ke[ K, sowie

Aek,Bek,Aek, Bek,

wobei

ks und k, Bestimmungslinien firr alle Punkte sind, von denen aus die Strecke

AB unter dem Winkel 180°— y erscheint und

ks bzw. kg Vollkreise mit ky C ks und k, C kg sind.

a) Kreis um den Mittelpunkt M von 4B mit M4 = 2,1 cm als Radius

b,) 4 Punkte b,) 4 Punkte b;) 2 Punkte b,) 8 bs) 6

b) unendlich viele ¢) Kreis um B mit » = BC = 35 mm

a) und b) Satz iber die Summe der Innenwinkel

¢) Dreiecksseitenungleichung:
AB < BC+ AC, in der Aufgabe ist AB > BC + AC.

d) Wenn 4B > BC,so < ACB > < CAB.

1. und 2. bei b): Innenwinkel < 180°; bei ¢): Summe der Innenwinkel

< 180°

Lésungsplan fir b):

(4B)—> A, B

b, (C): ky={P: PM=MAud M, = M)

b, (C): ky= {P': P'S=30mm und M, =S}

b, (M): m = {P": P”"A =~ P"B}

b, (M): s ={P": L P"AB=90°—68°=22°Yund 4 ¢ s

snm={M}, ky nk, = {Cy; Cp}

A ABC, = A ABC,, denn das eine entsteht durch Spiegelung an der Ge-

raden SM aus dem anderen.

a) keine Losung, wenn die Lange der H6he auf der einen Seite groBer ist
als die Liange der anderen Seite;
genau eine Losung, wenn Héhe und andere Seite gleichlang sind;
genau zwei Losungen, wenn die Linge der Hohe kleiner ist als die Lange
der anderen Seite

b) genau zwei Losungen, wennh, < s, und k, < s,, genau eine Losung, wenn
ks = s, und k, < s, oder k; < s, und k, = s,, wobei k, die Linge der gege-
benen Héhe und s, bzw. s, die Linge der gegebenen Seiten bezeichnen;
keine Losung in allen anderen Fillen

¢) immer genau eine Losung

d) Angenommen, es sind die Seite ¢, Winkel y und Héhe A, gegeben. Dann
gily

— keine Losung, wenn b, > 5—— 2 sinp +5tn >

— genau eine Losung, wenn b, < ,d. h., es entsteht

= 2-siny +2 tany
entweder genau ein Dreieck oder es entstehen zwei kongruente Drei-
ecke,



e) Genau eine Losung, wenn die Summe der beiden gegebenen Innenwinkel
< 180° ist.

. 8) Angenommen die Seite s, die Hohe A, und die Seitenhalbierende s, sind
gegeben. Dann gilt:

keine Losung, wenn s, < h,,

genau eine Losung, wenn s; = k, (hochstens zwei kongruente Dreiecke).
Angenommen die Seite s, der Winkel ¢ < 90° und die Seitenhalbierende
s, sind gegeben. Dann gilt:

b

~

5 . § 1 s(1 + cos @)
keine Losung, wenn s, < 58 oder s, > W )
, " 1 3(1 + cos @)

genau eine Losung, wenn 3% <8 < ~2sing

(hochstens zwei kongruente Dreiecke).

¢) Angenommen der Winkel ¢ < 90°, die Héhe kb, und die Seitenhalbie-
rende s, sind gegeben. Dann gilt: keine Losung, wenn 8, < k,,

. . hl
genau eine Losung, wenn s, = k, oder s, = sing’
hy
sin ¢ °
Fiir ¢ = 90° sind weitere Untersuchungen erforderlich.

genau zwei Losungen, wenn kb, < s, <

a) keine Losung, wenn der anliegende Winkel = 90°,
genau eine Losung, wenn der anliegende Winkel < 90°
b) wie a)
¢) Fallunterscheidungen:
Die Linge der Seitenhalbierenden ist von der kalben Linge der Hypo-
tenuse verschieden: keine Losung.
Bei Gleichheit: unendlich viele Losungen.

d) keine Losung, wenn & < 5 (sx = Lénge der Seitenhalbie-
renden)
genau eine Losung, wenn s, > + k (k= Linge der gegebenen Kathete)
e) keine Losung, wenn s, < k (k = Lénge der gegebenen Kathete)

genau eine Losung, wenn s, < k  (s;» = Liénge der Seitenhalbieren-
den der anderen Kathete)

1) Wegen s, = + & gilt: (s» = Linge der Seitenhalbierenden
der Hypotenuse),
keine Losung, wenn k = 2s, (2 = Lénge der Hypotenuse),

genau eine Losung, wenn k < 2s, (k = Linge der Kathete).
Fallunterscheidungen :
(1) die Hohen auf den beiden Katheten, also die Katheten:
genau eine Losung
(2) die Hohe h, auf der Hypotenuse und die Hohe &, auf einer Kathete,
also die andere Kathete &’':
keine Losung, wenn by < by
genau eine Losung, wenn ke > k,

~

g
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41. a) immer genau eine Losung

b)

°)

4

Fallunterscheidungen:
b,) Basis b und Basiswinkel ¢

@ = 90°: keine Losung

@ < 90°: genau eine Losung
b,) Basis b und Winkel w an der Spitze

w = 180°: keine Losung

@ < 180°: genau eine Losung
Fallunterscheidungen :
¢,) Schenkel s und der Basiswinkel ¢: wie b,
¢,;) Schenkel s und der Winkel w an der Spitze: wie b,
keine Loésung, wenn &, > s
genaw eine Losung, wenn b, = s
genau zwei Losungen, wenn h, < s

42. a) bis d): immer genau eine Losung
43. a) bis d) immer genau eine Losung
44. a) Ist die Ungleichung fiir die Dreiecksseiten erfillt, so ist aus zwei gege-

b)

benen Seiten und einer Diagonale genau ein Teildreieck konstruierbar.
Fiir den vierten Eckpunkt gibt es folgende Bestimmungslinien: Kreis-
bogen um zwei der Eckpunkte des Teildreiecks mit der dritten Seite
bzw. der anderen Diagonalen als Radius. Ist auch fiir dieses Teildreieck
die Ungleichung fiir die Dreiecksseiten erfiillt, so gibt es genau eine
Losung.

Durch drei gegebene Winkel, deren Summe < 360°, ist auch der vierte
Innenwinkel des Vierecks gegeben. Aus der gegebenen Seite, einem Win-
kel und der gegebenen Diagonalen 1a8t sich unter bestimmten Voraus-
setzungen mindestens ein Teildreieck konstruieren. Ist die gegebene
Diagonale linger als die gegebene Seite, so gibt es genau eine Losung, ist
sie gleichlang oder kiirzer, sind weitere Fallunterscheidungen erforderlich
(keine, genau eine, genau zwei Losungen). Fiir den vierten Eckpunkt sind
die freien Schenkel zweier bekannter Winkel Bestimmungslinien. Danach
hat die Aufgabe verschieden viele Losungen in Abhingigkeit von der
GroBe der gegebenen Stiicke.

45. a) immer genau eine Losung, wenn die Summe der gegebenen Innenwinkel

b)

)

< 360° ist
keine Losung, wenn Abstand a > Diagonale d
genau eine Losung, wenn Abstand @ = Diagonale d
genau zwei Losungen, wenn Abstand e < Diagonale d
und d) : immer genau eine Losung, wenn bei ¢) die Summe der gegebenen
Winkel < 360° und bei d) die Summe der Schenkelléingen groler als die
Differenz der Lingen der beiden parallelen Seiten ist.

46. a) genau eine Losung, wenn die Ungleichung fiir die Seiten des Teildreiecks

b)

erfullt ist

Fallunterscheidungen :

Ist der gegebene Winkel = 180°, so gibt es keine Losung.
Ist er kleiner als 180°, so gibt es



(1) genau eine Losung, wenn der zum Konstruieren eines Teildreiecks
benutzte Winkel (d.h. der gegebene Winkel ¢ oder der Winkel
180° — @) der groBeren der gegebenen Strecken gegeniiberliegt;

(2) anderenfalls keine, genau eine oder genau zwei Losungen.

¢) genau eine Losung, wenn die Summe der Lingen der beiden Diagonalen
groBer ist als das Doppelte der Lange der gegebenen Seite,

anderenfalls keine Losung

47. a) keine Losung, wenn die gegebene Diagonale nicht langer als die gegebene

Seite ist,

anderenfalls genau eine Losung

b) genau eine Losung, wenn der Winkel kleiner als 180° ist
48. immer genau eine Losung



5 Abbildungen und Funktionen
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Bl: Bei einem Schulsportfest bestreiten das Finale des 100-m-Laufes
6 Schiiler. Wir nehmen an, sie heiBen Anton, Bernd, Carsten, Dieter,
Erich und Fritz.

Das Resultat des Laufes zeigt die folgende Tabelle:
Liufer |4 B C D E F

Platz |2 4 1 6 5 3 Tabelel
Von den Laufern wissen wir
Anton ist am 5. Mai geboren, er ist 1,62 m groB,

Bernd ist am 11. Januar  geboren, er ist 1,64 m gro8,
Carsten ist am 3. August  geboren, er ist 1,61 m groB,

Dieter ist am 8. Mai geboren, er ist 1,56 m groB,
Erich ist am 5. Dezember geboren, er ist 1,70 m groB,
Fritz  ist am 28. April geboren, er ist 1,67 m groB.

Ordnet man die Schiiler nach ihrer GréBe, so erhilt man die in Tabelle 2
dargestellte Rangfolge, ordnet man sie nach ihren Geburtstagen, so erhilt
man die Rangfolge der Tabelle 3.

Schiler | 4 B ¢ D E F Schiler | 4 B C D E F
Platz | 4 3 5 6 1 2 Platz | 3 1 5 4 6 2
Tabelle 2 Tabelle 3




In allen 3 Tabellen ist eine Beziehung zwischen der Menge der 6 Schiiler
S ={A4,B,C,D,E, F} und der Menge der natiirlichen Zahlen von 1
bis6 N = {n:neN;0<n <7} hergestellt.

Solche Beziehungen sind Abbildungen von Mengen. Sie spielen in der
Mathematik und im Mathematikunterricht eine wichtige Rolle.

Sie haben Abbildungen bereits in den geometrischen Stoffgebieten (z. B. Plani-
metrie in Klasse 6 (7 [13b]), Darstellende Geometrie in Klasse 7 (7 [13c])
oder Ahnlichkeit in Klasse 8 (7 [13d]), vor allem aber auch in den Stoffgebieten
Lineare Funktionen in Klasse 8 und Potenzen und Potenzfunktionen in Klasse 9
(. [13e]) kennengelernt.
Im folgenden sollen die aus den vorangehenden Kapiteln bekannten Begriffe
und Beziehungen der Mengenlehre dazu dienen, ein tieferes Verstindnis fiar den
Begriff ,,Abbildung‘‘ und den darauf aufbauenden Begriff ,Funktion* sowie
fir das Arbeiten mit diesen wichtigen Begriffen zu erreichen. Wie aus dem
anfangs gezeigten Beispiel deutlich wird, ist dabei die Produktmenge von Be-
deutung. Die Tabelle 1 ist ja nur eine andere Darstellung der Menge

T, = {[4; 2], [B; 4], [C; 1], [D; 6], [E; 5], [F; 3]}
und es gilt:

T,CSXN.

© 1. Wiederholen Sie die Definition 6 (7 S. 48), und geben Sie Beispiele fiir
Produktmengen an!
2.* Beweisen Sie die oben aufgestellte Behauptung: T, C S X N!

3.* Schreiben Sie die Tabelle 2 als T, und die Tabelle 3 als T in Mengen-
schreibweise und ermitteln Sie
TynT,, T, nT,, T, n T,!

(Beachten Sie dabei, daB zwei geordnete Paare [a; b] und [c; d] dann und
nur dann gleich sind, wenn a = c und b =d.)

4. Bilden Sie 4 X Bund B X A4 aus
A={1,3,6,7 und B = {2,5,8}!

5.* Bilden Sie den Durchschnitt von 4 X B und B X A4 der Mengen aus
Aufgabe 4!

Mit Hilfe des Mengenproduktes A X B 1aBt sich nun der Begriff Abbildung von
Mengen definieren.

» DI1: Jede nichtleere Teilmenge von A X B heit eine Abbildung aus A in B.

B B2: Die Mengen 4 und B seien wie folgt gegeben:
A=1{1,23); B={ab}.
Die Produktmenge 4 X B besteht aus allen geordneten Paaren, deren
erstes Glied aus 4 und deren zweites Glied aus B stammt. Es gilt also:
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4 X B={[1;a], [1;0], [2; a], [2; ], [3; a], [3; B]}.
Jede Teilmenge von A X B ist nun eine Abbildung aus 4 in B. Abbil-
dungen sind also
T, = {[1;a]} oder T, = {[1; b]}
Ty = {[1; a], [2; 0]} oder Ty = {[1; a], [3; a]}
Ty = {[1;a], [2; a], [3; ]} oder T = {[1; a], [1; ], [2; a]} oder
T, = {[1;0], [2; e, [3; a]}
Natiirlich ist auch 4 X B insgesamt eine Abbildung aus 4 in B, denn es
gilt A X BS AXB.

6.* Uberlegen Sie, wieviel verschiedene Teilmengen von 4 X B im Bei-
spiel 2 existieren. Ermitteln Sie dazu die Anzahl der Teilmengen mit
einem, zwei, drei, vier, finf und sechs Elementen. Beachten Sie, daB
auch # C 4 X B gilt.

Betrachten wir die im Beispiel 2 gegebenen Abbildungen 7', bis 7', so kénnen

wir

1.
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4 verschiedene Fille unterscheiden.

Bei den Abbildungen 7', T, und T, gibt es jeweils Elemente von 4, die
nicht als erstes Glied eines geordneten Paares vorkommen, und es gibt
jeweils Elemente von B, die nicht als zweites Glied eines geordneten Paares
vorkommen.

Entsprechend der Definition 1 sprechen wir in diesem Fall von einer Ab-
bildung aus 4 in B. (~ Bild 1)

0P 0.9 6

L=l % - (14} % ={0d 5
Bild 1 aus —=in
Bei der Abbildung 7’5 tauchen zwar alle Elemente A B
von A als erstes Glied eines geordneten Paares,
nicht aber alle Elemente von B als zweites Glied —
auf. Man kann in diesem Fall die Definition 1 =t

verschirfen ( D2), und man spricht von einer

Abbildung von 4 in B. ( Bild 2) % ~{lalZ2lls ,a]]
5 = {[Ta] (24

Bild 2 von —in

Bei den Abbildungen 7'; und 7'; tauchen zwar alle Elemente von B als
zweites Glied eines geordneten Paares auf, nicht aber alle Elemente von 4
als erstes Glied. Auch in diesem Fall kann man die Definition 1 verschérfen
(. D3), und man spricht von einer Abbildung aus 4 auf B. (7 Bild 3)



- =i

5 ~{1a], (2.8]) ={l1al (10,2, 0)f
Bild 3 aus — ouf

Bei der Abbildung 7', treten alle Elemente von 4 A B
als erstes Glied und alle Elemente von B als zweites

Glied eines geordneten Paares auf. Hier kann man

eine erneute Verschirfung der Definition vor- "‘-'
nehmen (7 D4), und man spricht von einer Abbil-

dung von 4 auf B. (7 Bild 4) Py a][.'?q]]
7 =L} 8,1%0]15

Bild 4 von —auf

Neben der allgemeinen Definition einer Abbildung aus 4 in B ( D1) sind
also noch folgende Spezialfille méglich.

>

10*

D2: Ist eine Teilmenge von A X B so beschaifen, daB jedes Element von A min-
destens einmal als erstes Glied eines der geordneten Paare vorkommt, so heiSt sie
Abbildung von A in B.

D3: Ist eine Teilmenge von A X B so beschaffen, daB jedes Element von B min-
destens einmal als zweites Glied eines der geordneten Paare vorkommt, so heiBt
sie Abbildung aus A auf B.

D4: Erfiillt eine Teilmenge von A X B sowohl die Forderungen der Definition 2
als auch die der Definition 3 (ist sie also so beschaffen, da8 jedes Element von 4
mindestens einmal als erstes Glied eines geordneten Paares und jedes Element
von B mindestens einmal als zweites Glied eines geordneten Paares vorkommt),
50 heiBt diese Teilmenge eine Abbildung von A auf B.

7.* a) Bilden Sie mit den Mengen 4 und B aus Beispiel 2 Abbildungen
von A in B!
b) Wieviel verschiedene derartige Abbildungen mit genau 3 Elementen
kénnen Sie bilden ?

8.* 8) Bilden Sie mit den Mengen 4 und B aus Beispiel 2 Abbildungen
aus A auf B!
b) Wieviel verschiedene derartige Abbildungen mit genau 2 Elementen
konnen Sie bilden ?

9. Bilden Sie mit den Mengen des Beispiels 2 Abbildungen von 4 auf B!

10.* Wie viele Elemente muf eine Abbildung vor 4 auf B (mit den Mengen
A und B des Beispiels 2) mindestens haben ?

11.* Entscheiden Sie, welcher Art die nachfolgend genannten Abbildungen
sind!
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a) A=1{1,3,571,911} B=1{24,6,8, 10,12}

T = {[3; 4], [5; 6], [7; 8], [11, 12]}
Nach welchen Gesichtspunkten wurde 7' gebildet ?
b) A= {x:xze¢N;x <10} B= {n:neN}

T = {[z;n]: n = 2z}
Geben Sie diese Abbildung 7' durch Aufzihlen aller Elemente an!
e) A={n:ne N} B = {gerade, ungerade}
Die Abbildung T' sei die Menge aller geordneten Paare, deren erstes
Element eine natirliche Zahl und deren zweites Element die zugehorige
Eigenschaft (gerade oder ungerade) ist; dabei wird keine natiirliche
Zahl ausgelassen.
d) A sei die Menge aller Schiiler Ihrer Klasse, B die Menge aller vor-
kommenden Korperhohen dieser Schiiler. Die Abbildung 7' entstehe,
indem von jedem Schiiler die KérpergroBe angegeben wird.
Geben Sie die Menge T' an!

Entsprechend den Definitionen 1 bis 4 kénnen wir bei Abbildungen von Mengen
(Teilmengen von A X B) vier Fille unterscheiden :
1. Abbildungen aus 4 in B
2. Abbildungen von 4 in B
3. Abbildungen aus 4 auf B
4. Abbildungen von 4 auf B
Den Zusammenhang kann man sich folgendermaBen verdeutlichen:
Wenn 9 die Menge aller Abbildungen aus 4 in B und
N die Menge aller Abbildungen von 4 in B und
B die Menge aller Abbildungen aus 4 auf B und
R die Menge aller Abbildungen von A auf B ist,
so gelten folgende Beziehungen:
RS M PsMm
NnP==R
® 12. Machen Sie sich diese Beziehungen an Beispielen klar, und veranschau-
lichen Sie diese Beziehungen mit Hilfe eines Mengendiagramms.

Abbildungen von A auf B sind also spezielle Fille der anderen genannten Ab-
bildungen. Da sie von besonderer Bedeutung in der Mathematik sind, werden
wir im folgenden hauptsichlich solche Abbildungen betrachten und nur in Aus-
nahmefillen auch Abbildungen von 4 in B untersuchen.

Anmerkung: Diese Einschriankung ist auch deshalb gerechtfertigt, weil man von
einer Abbildung aus 4 in B stets zu einer Abbildung von 4, auf B, iibergehen kann,
wenn man die Teilmengen 4, & 4 und B, & B richtig auswahlt.
® 13.* Gegeben sei 4 = (1,2,3,4,5}, B={6,17,8,9} und
Ty = {[1;7), [3; 8], [5; 91}.
Bestimmen Sie 4, und B, so, daB 7', eine Abbildung von 4, auf B, ist.
14.* Gegeben seien 4 = N und B = {n:7n ¢ N; n < 10} und die Abbil-
dung 7 derart, daB allen durch 3 teilbaren Zahlen genau die Zahl 3, allen
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durch 4 teilbaren Zahlen genau die Zahl 4 und allen durch 5 teilbaren
Zahlen genau die Zahl 5 zugeordnet wird.

a) Zeigen Sie, daB eine Abbildung aus 4 in B vorliegt.

b) Geben Sie 4, und B, so an, daB T eine Abbildung von A, auf B, ist.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der der Eindeutigkeit einer Abbildung.

» D5: Eine Teilmenge von A X B heiBt eine eindeutige Abbildung, wenn jedes
El t von A hichstens einmal als erstes El t eines geordneten Paares vor-
kommt.

Ein Vergleich mit den Definitionen 2 und 3 zeigt, daB eine eindeutige Abbildung
von A auf B dann vorliegt, wenn die Teilmenge von 4 X B so beschaffen ist,
daB jedes Element von 4 genau einmal als erstes Element eines geordneten
Paares und jedes Element von B mindestens einmal als zweites Element vor-
kommt.

® 15.* Welche der folgenden Abbildungen sind eindeutig ?
Begriinden Sie jeweils Ihre Entscheidung!
A= {zy,z2} B ={1,2,3,4}
a) T, = {[=; 1], [y; 4], [z; 4]}
b) T, = {[z; 2], [y; 1), [y; 4], [z; 3]}
¢) Ty ={[y;1], [z; 1]}
d) T, = {[z; 4], [y; 4], [2; 4]}
o) Ty = {[z;4], [y; 2], [z; 1]}
f) To= {[z;2], [y; 3], [2; 4], [=; 11}
g) T; = {[z; 1], [2; 3], [2; 4]}
Betrachten wir noch 2 Beispiele fiir eindeutige Abbildungen.

B B3: Die Abbildung bestehe darin, daB jeder rationalen Zahl ihr Betrag
zugeordnet wird.
Diese Abbildung ist eindeutig, denn jedes Element von @ kommt genau
einmal als erstes Glied eines geordneten Paares vor, d. h., jeder rationalen
Zahl wird genau eine rationale Zahl zugeordnet. DaB dabei zwei verschie-
denen Zahlen (entgegengesetzten Zahlen) der gleiche Betrag zugeordnet
wird, widerspricht nicht der Forderung der Eindeutigkeit.

B B4: Die Abbildung bestehe darin, daB jeder rationalen Zahl ihr Doppeltes
zugeordnet wird, auch diese Abbildung ist eindeutig.

® 16.* Geben Sie fiir die Abbildungen in den Beispielen 3 und 4 eine Mengen-
schreibweise an.

In beiden Beispielen handelt es sich um eine Abbildung von 4 auf B. Vertauscht
man jeweils in jedem Beispiel die Glieder aller geordneten Paare, so erhilt man
eine Abbildung von B auf 4 als Teilmenge von B x 4.
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® 17. Zeigen Sie, da8 die Vertauschung der Glieder der Zahlenpaare bei 7', in
Aufgabe 15. wieder eine eindeutige Abbildung liefert.

» D6: Eine Abbildung von A4 auf B heilt umkehrbar eindeutig (eineindeutig),
wenn die Teilmenge von A x B so beschaffen ist, daB jedes Element von A
genau einmal als erstes Glied und jedes El t von B g i 1 als
zweites Glied eines geordneten Paares vorkommt.

® 18, Vergleichen Sie die Definitionen 5 und 6 und zeigen Sie, an welchen
Stellen Gemeinsamkeiten bestehen und worin sich beide unterscheiden.

Eindeutige Abbildungen von einer Menge auf eine andere spielen in der Mathe-
matik eine groBe Rolle und haben deshalb einen gesonderten Namen. Sie heifien
— wie Sie aus dem obligatérischen Unterricht wissen — Funktionen.

» D7: Eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung von einer Menge A auf eine
Menge B. Dabei heilit die Menge A Definitionsbereich und die Menge B Werte-
bereich dieser Funktion.

Auf folgendes sei ausdriicklich aufmerksam gemacht:

Die Definitionen 1 bis 7 enthalten keinerlei Einschrankungen hinsichtlich der
Mengen A und B. Zwar spielen Zahlenmengen bei Betrachtungen von Funktio-
nen eine wichtige Rolle — im obligatorischen Unterricht werden fast aus-
schlieBlich Funktionen iiber Zahlenmengen betrachtet — die Definitionen sind
aber umfassender.

AuBerdem wurde an keiner Stelle vorausgesetzt, daBl die Mengen 4 und B ver-
schieden sein miissen. Bei einigen Beispielen war bereits 4 = B.

Bevor wir auf Funktionen, wie sie aus dem obligatorischen Mathematikunter-
richt bekannt sind, néher eingehen, sollen einige Abbildungen betrachtet werden,
fiir die 4 = B gilt.

B Bb6: Es sei 4 =(1,2,3}). Wir betrachten alle moglichen eindeutigen
Abbildungen von 4 auf sich selbst, dabei gibt es sechs Moglichkeiten. Eine
davon ist z. B.

T, ={[1;1], [2; 3], [3; 21}
Hierfiir wollen wir die einfachere Schreibweise

T, = (:gg) verwenden.

Die sechs Méglichkeiten der eindeutigen Abbildungen von 4 auf sich
selbst sind nun:

123 123 123
T, = (123) v Te= (132)' Ty = (213)

123 123 123
T.= (231) o Ts= (312) o Te= (321)‘

Bei der Abbildung 7', wurde jedes Element auf sich selbst abgebildet,
eine solche Abbildung nennt man identische Abbildung.
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»  D8: Eine Abbildung T einer Menge A auf sich selbst heilt identische Abbildung,
wenn gilt:
T = {[a; a]; ac A}, d. h. wenn jedes Element von A auf sich selbst abgebildet
wird.

Abbildungen kénnen nun miteinander verkniipft werden, indem man die durch
die Abbildungen entstehenden Zuordnungen nacheinander ausfiihrt. Wir wollen
dies auf die oben genannten Abbildungen 7, bis Ty anwenden.

B B6: Die Abbildung 7', in Beispiel 5 bedeutet, daB den Zahlen 1, 2, 3 die
Zahlen 1, 3, 2 zugeordnet werden.

11 12
T,:2—>3 T; bedeutet: 21
3—>2 3—>3

Fihrt man die Zuordnung nacheinander aus, so erhdlt man

1->1—>2
Tyo T;: 2—>3—->3 die Abbildung 7,.

3>2->1
(Bei T'; wird der ,,1° die ,,1‘‘ zugeordnet, dieser bei T, die ,,2%. Analog
geht man bei den anderen Zahlen vor. Das gleiche Ergebnis hitte man
durch 7', erhalten.)

Es gilt also T, Ty = T, (gelesen: T, verkniipft mit T, ist gleich 7).
® 19, Zeigen Sie, daB Ty e T, = T gilt!

B B7: Die Verkniipfung der Abbildungen aus Beispiel 6 ist also nicht kom-
mutativ. Es gilt: Ty o Ty == T30 T,.
Es laBt sich aber zeigen, daB eine Verkniipfung zweier beliebiger Abbil-
dungen 7, bis T, stets gleich einer dieser Abbildung ist.
Um eine Ubersicht zu erhalten, ist eine Verkniipfungstafel zweckmaBig.
Sie kann wie folgt angelegt werden:

|7, T, T, T, T, T,

T, T,
T, Ty

Das Ergebnis von Beispiel 6 (7,0 T; = T,) wurde in Zeile 2 und das
Ergebnis von Aufgabe 19 (T o T, = T') in Zeile 3 eingetragen.




® 20.* Vervollstindigen Sie die Verkniipfungstafel!

21. Zeigen Sie, daB T, o Ty = Tpo T, = T, (fir alle n =1,2,3,...,6)
gilt!
» D9: Abbildungen, fiir die Ty o Tyy = T, (T,: identische Abbildung) gilt, heiBen
zueinander invers.

® 22.* Ermitteln Sie zu jedem T, (n = 1, 2, ..., 6) die inverse Abbildung.

23.* Zeigen Sie unter Verwendung der Verkniipfungstafel, da
(TyoTs)e Ty = Too(Tyo Ty)
ist!
Wie heiBt diese GesetzmaBigkeit ?

Anmerkungen: Fiir die Menge It der in Beispiel 5 genannten Abbildungen

T, (n=1,2,..,6)gilt:

Die Verkniipfung zweier dieser Abbildungen ist gleich einer dieser Abbildungen.
Die Verkniipfung ist assoziativ.l)

Die Menge M enthalt die identische Abbildung 7',.

Zu jeder Abbildung T', existiert eine inverse Abbildung 75, so daB

TpoTi'= Ty o Tp= T, gilt.

Eine Menge, in der eine Verkniipfung mit diesen Eigenschaften erklart ist, nennt man
eine Gruppe. Ein niheres Eingehen auf Fragen der Gruppentheorie ist hier nicht
moéglich, Interessenten seien auf einschligige Literatur (z. B. [1]) verwiesen.

Andere Abbildungen einer Menge auf sich haben Sie im Geometrieunterricht
kennengelernt. So ist jede Verschiebung, jede Drehung und jede Spiegelung --
und natiirlich jede daraus zusammengesetzte Bewegung (7 [13b], S. 94ff.)
eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge aller Punkte der Ebene auf
sich.

Jede zentrische Streckung und — daraus folgt — auch jede Ahnlichkeitsabbil-
dung (7[13d], S. 29ff.) ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge
aller Punkte der Ebene auf sich. (7 [13c], S. 89ff.)

Die in der Darstellenden Geometrie verwendete Parallelprojektion ist hingegen
eine eindeutige Abbildung der Menge aller Punkte des Raumes auf die Menge
aller Punkte der Ebene.

® 24.* Wieso ist die Parallelprojektion keine umkehrbar eindeutige Abbil-
dung ?

Sowohl die in Beispiel 5 betrachteten als auch die aus dem Geometrieunterricht
bekannten Abbildungen sind eindeutig und damit Funktionen.

Weitere Beispiele fiir Funktionen kénnen aus dem Alltagsleben entnommen
werden.

1) Das wurde nicht allgemein bewiesen.
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B BS8: Die Abbildung der Menge der Schiiler einer Klasse auf die Menge der
Plitze, durch die jedem Schiiler sein Platz zugeordnet wird, ist eine
(umkehrbar eindeutige) Funktion.

® 25.* Welche Mengen werden abgebildet, wenn fiir das Feld eines 10000 m-

Laufes die Platzierungen angegeben werden ? Ist diese Abbildung ein-

deutig ? Unter welchen Bedingungen ist sie umkehrbar eindeutig ?

26. Nennen Sie weitere Beispiele fiir Funktionen aus dem téglichen Leben!

Bei den meisten Funktionen, die im obligatorischen Unterricht behandelt wer-
den, handelt es sich um Abbildungen von Zahlenmengen. Dies ist dadurch

begriindet, daB derartige Funktionen fiir die Widerspiegelung wichtiger Seiten
der objektiven Realitét auBerordentlich bedeutsam sind und zu den fundamen-
talen Elementen der gesamten Mathematik gehéren.

Fiir die Behandlung der Funktionen ist es wichtig, eine zweckmiBige Form der

Darstellung zu finden.
Betrachten wir einige Beispiele.

B BY9:Esseid = B= P, durch

FCAX B, F = {[a;bl:a€c A,be B;b = 2a + 3}
ist die Funktion F eindeutig, wenn auch vielleicht etwas umstandlich,
beschrieben.
Ublicherweise bezeichnet man nun den Definitionsbereich mit D, den
Wertebereich mit W und verwendet die Variablen = und y. Da sich bei
festgelegtem Definitionsbereich und bekannter Gleichung der Werte-
bereich ergibt, schreibt man kiirzer:

y=2x+3; zeD,
wobei man allerdings D anzugeben hat.
Eine solche Form nennt man analytische Darstellung der Funktion. Ist
der Definitionsbereich die Menge aller reellen Zahlen, wird vereinbarungs-
gemiB auf seine Angabe oftmals verzichtet.
Dennoch ist es wichtig, zu wissen: Die analytische Darstellung y = f(z),
x € D, bedeutet, daB die Funktion F die Menge der geordneten Paare
[z; y]mitz € Dundy = f(x) ist.
W ergibt sichdannals W = {y:y = f(z) und z € D}.
Insbesondere ist zu unterscheiden zwischen Funktion und Funktionswert.
Letzterer bezeichnet ein Element der Menge W.

® 27, Schreiben Sie folgende Funktionen in vollstandiger Mengenschreibweise!

a)y:x* (IGP)
b)) y=—2+7 (x € N)
c) y=sinz (z e P)
d) y=2a2—2 (x € P)
e)y=% (xe P;z+0)
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28. Geben Sie von jeder Funktion drei verschiedene Funktionswerte an!

Nicht alle Funktionen konnen auf relativ einfache Weise analytisch dargestellt
werden. Dafiir folgendes Beispiel :

B B10: 4 = N, B = Menge der Primzahlen

Man bildet die Abbildung F C 4 X B, indem den natiirlichen Zahlen der
Reihe nach die nach der Gré8e geordneten Primzahlen zugeordnet wer-
den. Man erhilt also F = {[0; 2], [1; 3], [2; 5], ...}. Die Abbildung F
ist eindeutig, also eine Funktion.

Es gibt aber keinen einfachen analytischen Ausdruck fiir diesen Sach-
verhalt. Deshalb muf man fiir diese Funktion die oben genannte — oder
eine dhnliche — Wortdarstellung verwenden.

® 29, Stellen Sie die in Aufgabe 27. gegebenen Funktionen in Worten dar!

Eine andere Moglichkeit, eine Funktion darzustellen, besteht darin, einige
geordnete Paare anzugeben. (Bei endlichen Abbildungen — also endlichen
Teilmengen von 4 X B — kann man sogar alle geordneten Paare angeben.)
Dies geschieht in Form von Tabellen, man spricht deshalb von tabellarischer
Darstellung einer Funktion.

B Bill:Esseid={z:2¢N;z <5}, B=Nund
F={[z;yl,zed,ye B;y=2x+1)}.
Die tabellarische Darstellung (Wertetabelle) hat folgendes Aussehen:

z |01 2 3 4
y |1 367 9

® 30. Stellen Sie die in Aufgabe 27. gegebenen Funktionen tabellarisch dar!

Eine besonders iibersichtliche Darstellung einer Funktion ist die geometrische
Darstellung, auch Bild (Graph) der Funktion genannt.

Bei der geometrischen Darstellung einer Funktion verwendet man die Abbil-
dung der Menge P X P auf die Menge aller Punkte einer Ebene. Durch ein Koor-
dinatensystem wird jedem Element von P X P, also jedem geordneten Zahlen-
paar [z; y] (mit z € P und y ¢ P) umkehrbar eindeutig ein Punkt 4 der Ebene
zugeordnet. Man nennt bekanntlich  die Abszisse und y die Ordinate (beide
zusammen die Koordinaten) des Punktes 4.

Ublicherweise verwendet man ein spezielles Koordinatensystem, bei dem die
Achsen gleichgeteilt sind und bei dem die y-Achse um +90° (also mathematisch
positiv) gegeniiber der x-Achse gedreht ist.
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B12: Die geometrische Darstellung der
Funktion aus Beispiel 11 besteht dann
aus 5 Punkten ( Bild 5).

Bild 5

31.* Gegeben sei die Funktion F = {[z;y]: v € A,y € P; y = 2z}. Welche
Bedingung muf} die Menge A erfiillen, damit die graphische Darstellung
von F (das Bild von F) ein Teil einer Geraden g ist ?

32. Stellen Sie die in Aufgabe 27. gegebenen Funktionen graphisch dar!

33. Stellen Sie folgende Funktionen in Worten sowie tabellarisch und geo-

metrisch dar! (Es sei stets D = P)

8) y=a? b)y=%af’—x

1
¢ y=2° ) y=_ @+0
e) y=log,x (x>0) 1) y=sinz

sinz
g) y=1—cosza h) y= (x +0)
) y=yz (> 0) k)y=13z—4

Die in Aufgabe 33. gegebenen Funktionen gehoren unterschiedlichen Funktionen-
klassen an. So sind in a), b), d) und k) rationale Funktionen gegeben, die man in
ganzrationale und gebrochenrationale Funktionen unterteilen kann. Sonder-
fille von ganzrationalen Funktionen sind lineare Funktionen, quadratische
Funktionen und Potenzfunktionen der Form y = a* (n € N).

® 34 * Bilden Sie den Durchschnitt von der Menge aller Potenzfunktionen

der Form y = 2* (n ¢ N) und der Menge aller quadratischen Funktionen!

Den rationalen Funktionen kann man nun solche Funktionen gegeniiberstellen,
deren analytischer Ausdruck zwar auch eine Gleichung in « und y mit rationalen
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Koeffizienten und Exponenten ist, bei denen aber y nicht nur linear auftritt.
Solche Funktionen sind z. B.

22 + 22y + y® = 4 oder 3z%y? — 42y® + 52°% + 6 = 0 oder

y? — 2z + 4 = 0 oder Potenzfunktionen y = 2™ mit » = % )
wobei p € @,q ¢ G und g.g. T, = 1gilt. Diese Funktionen nennt man irratio-
nale Funktionen, bekannt sind Ihnen davon die Wurzelfunktionen.
Rationale und irrationale Funktionen bilden zusammen die algebraischen Funk-
tionen. Ihnen kann man die transzendenten Funktionen, zu denen Winkel-,

Logarithmus- und Exponentialfunktionen gehéren, gegeniiberstellen.
Man kann fiir Funktionen folgendes Einteilungsschema angeben (Bild 6):

Funktionen - -+

transzendente Funktionen

L

algebraische Funktionen

Winkelfunktionen
Li/'/vafionale Funktionen ] L rationale Funktionen J Exponentialfunktionen
Logarithmusfunktionen
Wurzelfunktionen
) . I ; o |
rationale Fu ebrochent ki
[9"”2 onem |9 |
]——I/heaﬁe Funktionen
—— quadratische Funktionen
Bild 8 Potenzfunktionen der Form y=x" n€N,n>2

® 35. Geben Sie fiir jede Funktionsklasse zwei Vertreter an!

86. Geben Sie eine Ubersicht iiber die verschiedenen Funktionsklassen mit
Hilfe der Mengen-Teilmengenbeziehung.
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L&sungen —Kapitel 5

2.

3.

8 X N ={[z;y]:z¢8,ye N}, alle Elemente von T, haben diese Eigen-
schaft, also gilt 7; € 4 x N. AuBerdem gibt es mindestens ein Element,
das zu § x N und nicht zu 7', gehort. Z. B. gilt:

[A;11¢S x N und [4;1]¢ Ty, alsogilt T, C 4 x N.

T, nT,= {[D; 6]}, T,nT,=90, T, n Ty = {[C; 5], [F; 2]}

5. 4 X BnB x A={[5;5]}

6. 64 Teilmengen, (1 + 6 + 15 4 20 4- 15 4 6 + 1 = 64)
7.b) 8

8. b) 6

10. 3

11. a) aus 4 in B, aus 4 wurden die Primzahlen ausgewihlt,

13.
14.

15.
16.

20.

22.
23.
24.

26.

31.
34.

b) von 4 in B,

¢) von A auf B,

d) von 4 auf B

4, ={1,3,5}, B, = {17,8, 9}

b) A, = {z:2=3noderx = 4noderz = 5nundn e N}
B, = (3,4,5)

eindeutig sind 7', Ty, T, und T

B3: T, = {[a;b]:a € R,be R; b= |a]}

B4: T, = {[a;b]:ac R,be R; b= 2a}

vgl. Losung der Aufgabe 20.

vgl. Losung der Aufgabe 20. Assoziativitdt

Verschiedene Punkte haben das gleiche Bild, wenn sie auf einer Projektions-
geraden liegen.

Menge der Liufer in die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Abbildung ist
umkehrbar eindeutig, wenn nicht mehrere Liufer den gleichen Platz belegt
haben. :

Ac P

D = {y = 22}, die Menge enthélt nur ein Element, die Funktion y = 22,
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