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Vorwort

In den letzten Jahrzehnten hat die Matrizenrechnung im Zusammenhang mit der
Entwicklung der modernen Rechentechnik in wachsendem Mafle vielfaltige
Anwendungsmoglichkeiten in den Naturwissenschaften, in der Technik und in der
Okonomie gefunden. Deshalb ist es erforderlich, daB sich breitere Kreise von
Werktitigen mit Problemen der Matrizenrechnung beschaftigen.

Aus diesem Grunde wurde das vorliegende Buch als Monographie so abgefa8t,
daB sich der Leser auch im Selbststudium eine Einfiihrung in die Matrizenrechnung
erarbeiten kann. Insbesondere kénnen sich Werktatige, die sich im Rahmen ihrer
beruflichen Qualifizierung mit Matrizenrechnung beschiftigen miissen, mit seiner
Hilfe in dieses Stoffgebiet einarbeiten.

Der Bedeutung der Matrizenrechnung entsprechend, wurde auch im Rahmen des
fakultativen mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts in der erweiter-
ten Oberschule der Lehrgang ,,Matrizenrechnung und ihre Anwendung in Okonomie
und Elektrotechnik‘‘ geschaffen. y

Bei der inhaltlichen Gestaltung dieses Buches wurde besonderer Wert darauf
gelegt, den gesamten Stoff des Plans fiir den fakultativen Lehrgang ,,Matrizen-
rechnung und ihre Anwendung in Okonomie und Elektrotechnik** ausfihrlich zu
behandeln. Nur dort, wo Abrundungen oder Ausblicke auf weiterfithrende Betrach-
tungen niitzlich erschienen, wurden ergénzende Ausfiihrungen gemacht. Das
bezieht sich besonders auf die Einfithrung algebraischer Strukturen und die Be-
handlung des Austauschverfahrens zur Bestimmung der inversen Matrix. Der Leser
sei auf die determinantenfreie Darstellung der Matrizenrechnung hingewiesen, wie
sie im Plan fiir diesen Lehrgang gefordert wird. Besonders wurde darauf geachtet,
die einzelnen Stoffabschnitte und die erforderlichen Rechenverfahren iiberzeugend
zu motivieren, den Aufbau des Matrizenkalkiils in leicht versténdlicher, dabei aber
in wissenschaftlich einwandfreier Weise zu entwickeln und dadurch den Leser an
mathematische Denk- und Arbeitsweisen zu gewdhnen. Gerade die Matrizen-
rechnung eignet sich vorziiglich dazu, die enge Verbindung einzelner mathemati-
scher Disziplinen zu verdeutlichen, wie das z. B. in der algebraischen Behandlungs-
weise beim Aufbau des Matrizenkalkiils — einschlieBlich der Beweisfithrung in der
erforderlichen Strenge und der Einfithrung einfacher algebraischer Strukturen - ,
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in der geometrischen Interpretation der Matrizenrechnung mittels linearer Trans-
formationen und in der Entwicklung von Algorithmen und Programmablaufplénen
flir numerische Berechnungen zum Ausdruck kommt.

Beispiele verdeutlichen die Ausfihrungen, Arbeitsauftrige dienen der Vertiefung
des Stoffes. Zur Ubung werden am Ende eines jeden Kapitels Aufgaben gestellt,
deren zum Teil ausfiihrliche Lésung der Leser am Ende des Buches zur Uber-
priifung seiner Arbeit findet.

Anwendungsaufgaben zu den einzelnen Abschnitten des Buches werden insbeson-
dere dem ékonomischen Objektbereich entnommen. Dadurch soll der Leser stirker
mit ékonomischen Fragestellungen — bereits in der Schule — vertraut gemacht
werden. Aufgaben zur Berechnung von elektrischen Gleichstromnetzen erfordern
umfangreichere Kenntnisse (einschlieBlich der Bildung der inversen Matrix) und
werden deshalb erst am Ende des Buches gestellt. Auf Aufgaben zur Berechnung
von elektrischen Wechselstromnetzen muB verzichtet werden, da die Behandlung
komplexer Matrizen nicht Gegenstand des fakultativen Lehrgangs ist.

Fir das Verstindnis der Darlegungen in diesem Buch sind Vorkenntnisse in
Mathematik erforderlich, die im wesentlichen dem Stoff der zehnklassigen allge-
meinbildenden polytechnischen Oberschule entsprechen. Der im Buch behandelte
Stoff bietet vielfaltige Moglichkeiten, mathematische Kenntnisse, Fahigkeiten und
Fertigkeiten aus verschiedenen Stoffgebieten des obligatorischen Unterrichts zu
wiederholen und zu vertiefen. 5

Um eine bessere Ubersicht zu gewihrleisten, wurden durch die Zeichen

[> Definitionen und Sitze,
[J Beispiele,
QO Arbeitsauftrige

hervorgehoben. AuBerdem wurden die Definitionen, Sitze, Beispiele und Arbeits-
auftrige innerhalb jedes Kapitels durchnumeriert; dabei gibt die erste Zahl jeweils
die Nummer des Kapitels und die zweite Zahl die Nummer der Definition, des
Satzes, des Beispiels bzw. Arbeitsauftrags in dem entsprechenden Kapitel an.

Bei der Abfassung des Manuskripts haben mich Herr Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h. c.
Helmut Heinrich und Herr Prof. Dr. paed. habil. Wolfgang Lange, Technische
Universitéit Dresden, unterstiitzt. Dafiir méchte ich ihnen sehr herzlich danken.
Weiterhin méchte ich Herrn Diplommathematiker Dr. rer. nat. Claudeé-Joachim
Hamann, Technische Universitit Dresden, fiir wertvolle Hinweise Dank sagen.

Alfred Hilbert



1. Der Begriff ,, Matrix“

1.1. Einfiihrende Beispiele

Einige Beispiele aus verschiedenen Objektbereichen sollen die ZweckmaiBigkeit
der Einfiihrung eines neuen mathematischen Gebildes, der Matrix, verdeutlichen.

(] BEISPIEL 1/1:
Zur Berechnung des Bruttolohns der Arbeiter einer Brigade bendtigt die Lohnabteilung
eines volkseigenen Betriebs bestimmte Angaben. In stark vereinfachter Darstellung
miissen . \
— die Namen der Arheiter (z. B. 4;, Aj, ... , Am) einer Brigade,
— die Art der ausgefithrten Arbeiten (z. B. P, P,, ..., Py) und
— die Angabe der zur Ausfilhrung der Arbeiten benétigten Zeiten
erfaBt werden. Wir konnen diese Angaben fiir die monatliche Gesamtabrechnung der
Brigade in folgender (ebenfalls stark vereinfachter) Weise zusammenstellen (Tabelle 1):

Tabelle 1
Namen Ausgefithrte au?;::;‘ii‘;n
Memasliater | Gebdiie Arbeitsstunden
4, Py @y,
P, o
Pﬂ ain
4 By @y
1?’ G2z
P" ll.Zn
Ap Py am1
P, i
' amn




Wie

Pa»
den

Anmerkungen:

1. Das Auftreten der Doppelindizes (z. B. a,, — gelesen ,,a eins eins*) bei der Bezeich-
nung der Anzahl der aufgewendeten Arbeitsstunden erklirt sich aus der Notwendig-
keit zu erkennen, auf welchen Arbeiter und auf welche spezielle Arbeit sich die Zeit-
angabe bezieht.

2. Wurde von einem Arbeiter (z. B. 4,) eine Arbeit (z. B. P,) nicht ausgefiihrt, dann ist
das Element a, = 0 zu setzen.

Die Lohnabteilung des Betriebes berechnet den Bruttolohn jedes Arbeiters, indem die

aufg deten Arbeitszeiten mit den fiir die Arbeit geltenden Lohnsitzen der ent-

sprechenden Lohngruppe des Arbeiters, die Tabellen entnommen werden kénnen, multi-
pliziert und alle Produkte addiert werden. Fiir die Arbeit P, soll der Lohnsatz p,, fir
die Arbeit P, der Lohnsatz p, usw. gelten. Dann betrigt der Bruttolohn de

1. Arbeiters (4,) L =aup + 6Py + .o + a1aPp J

2. Arbeiters (d4,) ly=anp, + @up, + ... + azppp

m-ten Arbeiters (Am) In = am1p; + amePy + oo + Cunpy -

man sieht, ist ein System von m linearen Gleichungen mit n Variablen p,,

-, P entstanden. Werden zur Erhohung der Ubersichtlichkeit die Lohnsitze in

folgenden Ausfiihrungen mit 2, z,, ..., #, bezeichnet und die Seiten ver-

tauscht, so erhélt das Gleichungssystem die folgende Form:

A%y + A%y A+ o F @y =1
Ay + ooy + oo + Gony =1,

Am®y + Aoy + oo + Aun®n = Uy

Anmerkung: Obgleich es noch iiblich ist, in linearen Gleichungssystemen mit drei
Variablen die Variablen mit «, y, z zu bezeichnen, erweist sich die hier eingefiihrte
Bezeichnung mit Hilfe von Indizes besonders bei praktischen Problemen, bei denen oft
mehr als drei Variable auftreten, als zweckmaBiger.

Die reellen Zahlen ay (1 = 1,2, .., m; k= 1,2, ..., n) sollen die Koeftizienten und
die reellen Zahlen I, (i =1,2, ..., m) die (konstanten) rechten Seiten des Glei-
chungssystems genannt werden. .

Bei umfangreichen Gleichungssystemen ist man bestrebt, Schreibarbeit einzu-
sparen. Da es nur darauf ankommt, die Lage der Koeffizienten im Gleichungssystem
eindeutig zu kennzeichnen, geniigt es, statt der linken Seite des Gleichungssystems
die folgende Tabelle zu schreiben (Tabelle 2):
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Tabelle 2
Zeile Spalte
1 2 3 k n
1 11 Lot H a1k a1n
2 Gp1 G Qg3 agk a2n
+ @il aiz aig Gin
| : :
| m Am1 ame am3 Amk Gmn




Die Koeffizienten tragen doppelte Indizes (z. B. ay); dabei soll stets der erste
Index ¢ die Zeile, der zweite Index k die Spalte angeben.

Die in dieser Tabelle 2 enthaltene Information iiber das lineare Gleichungssystem
kann nach dieser Vereinbarung noch einfacher dadurch dargestellt werden, da8
wir nur das Koeffizientenfeld aufschreiben. Um die Zusammengehorigkeit hervor-
zuheben, schlieBen wir es durch groBe Klammern ein:

Am1  Om2 *** Qmn

Dadurch ist ein neues mathematisches Gebilde entstanden, das man Matrix
nennt. Da als Elemente der Matrix die Koeffizienten a;, des Gleichungssystems
auftreten, nennt man dieses Gebilde auch Koeffizientenmatrix.

(m] BEISPIEL 1/2:

In dem in der Skizze dargestellten elektrischen Gleichstrom-Netzwerk seien die Ur-
spannungen E,, B, und die Widerstinde R,, Ry, R;, B, bekannt (Bild 1).

Ry R3
L
 — 33—
g £
= . R, o
Ry
Bild 1 —

Zur Berechnung der Stromstirken I, I, I, I, in den einzelnen Zweigen miissen wir
ein Gleichungssystem aufstellen. Bekanntlich besteht ein elektrisches Netzwerk aus
Maschen?, die sich — wie aus Bild 1 ersichtlich — aus Zweigen zusammensetzen. Die
Zweige enden in Knotenpunkten (Verzweigungspunkten) und konnen Widerstinde
und Spannungsquellen enthalten. In jedem Zweig flieBt ein Strom unterschiedlicher
Stirke. Uber jedem Widerstand entsteht ein Spannungsabfall. Zur Berechnung der
Zweigstrome dienen die beiden KIrcHEOFFschen Siitze der Stromverzweigung:
EKnotenpunktsatz: Die Summe der zum Knotenpunkt hinflieBenden Strome ist gleich der
Summe der vom Knotenpunkt wegflieBenden Stréme.

Maschensaiz: Beim Umlauf in einer Masche ist die Summe der vorzeichenbehafteten

Urspannungen (E) gleich der Summe der vorzeichenbehafteten Sp biille (U)
iiber den Widerstinden.
Wir legen zunichst die Richt der Ursp und der Stréme fest, wobei ver-

einbart sei, da8 Stromrichtung und Richtung des Spannungsabfalls iiber einem Wider-
stand iibereinstimmen sollen (Bild 2). .

5,0 I3,Us
= (i L
—— —
& _[ ) _l_fz
{ ) 2t {
Bild 2 T —

1\In der Elektrizitatslehre versteht man unter einer Masche einen Teil eines
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Dann gelten die Gleichungen

IL—-I,-1I =0
Ty— ik =Tl nach dem Knotenpunktsatz
und
E,-U, -T, =0
d hensatz.
E, S U, 4 Uy + U, = nach dem Maschensatz

Beriicksichtigt man das OmMsche Gesetz U = R I, so kénnen die Gleichungen des
Maschensatzes folgendermaBen geschrieben werden:

E, — RJI, — R, =0

E, — R I, + R, 4+ BRI, =0 °

Das gesamte Gleichungssystem lautet in ausfiihrlicher Darstellung:

1L +(-D L+ (1) I+ 07,=0

1L +(-)L+ 0L+ (-1)I,=0

BRI, + R, - 0I,+ 01, =E

0L + R+ (~B) L+ (-R)L,=F,

o ARBEITSAUFTRAG 1/1:
1. Losen Sie das Gleichungssystem mit Hilfe eines Thnen bekannten Verfahrens!
2. Lésen Sie das Gleichungssystem, wenn folgende GroBen gegeben sind !
Ri=1Q,Ry=3Q, R,=1Q, R,=20Q, E, =4V, E,=2V.
Sie werden erkennen, daB selbst im Falle dieses besonders einfachen linearen Gleichungs-
systems von vier Gleichungen mit vier Variablen ein beachtlicher Rechenaufwand not-
wendig ist.

Unm ein zweckmaiBiges Verfahren fiir die Losung von Gleichungssystemen mit mehr
als drei Gleichungen und mehr als drei Variablen in den spateren Ausfithrungen ent-
wickeln zu kénnen, fiihren wir hier in Anlehnung an die Darstellungen im Beispiel
1/1 die Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems ein:

1 -1 -1 o
1 -1 0 -1
R R 0 0
0 R, —R, —R,

ZUSAMMENFASSUNG:

In der gesellschaftlichen Praxis gibt es eine Vielzahl von Sachverhalten
unterschiedlicher Art, denen exakt (oder wenigstens niherungsweise) direkte
Proportionalititen zugrunde liegen. Diese linearen Beziehungen sind eine
unmittelbare Verallgemeinerung der Proportionalitat von EinzelgroBen auf
GroBensysteme. Thre mathematische Behandlung fithrt auf lineare Glei-
chungssysteme von m Gleichungen mit » Variablen. Von Bedeutung fiir die
Charakterisierung eines solchen Gleichungssystems sind die Koeffizienten,
die in einem rechteckigen Schema zusammengefaBt werden kénnen. Das
dadurch entstehende neue mathematische Gebilde wird Koeffizientenmatrix
genannt.

12



1.2. Definition des Begriffs ,,Matrix*

Die einfiihrenden Beispiele machen deutlich, daB die Matrix ein geordnetes Schema
von Elementen darstellt. Die Elemente kénnen aus einem der bekannten Zahlen-
bereiche (natiirliche Zahlen, gebrochene Zahlen, rationale Zahlen, ganze Zahlen,
reelle Zahlen, komplexe Zahlen) stammen, sie kénnen aber auch GréBen, Funk-
tionen oder andere mathematische Gebilde (z. B. selbst wieder Matrizen) sein.
Wir vereinbaren, da8 in unseren Darlegungen — wenn nichts anderes festgelegt
wird — die Elemente der Matrizen reelle Zahlen sein sollen.

Weiterhin konnen wir aus Beispiel 1/2 erkennen, daB in den verschiedenen Zeilen
einer Koeffizientenmatrix unterschiedliche mathematische Gebilde auftreten
koénnen.

Die Matrix ist eine Kurzform zur klaren Darstellung und iibersichtlichen Formu-
lierung linearer Zusammenhénge aus Mathematik, Naturwissenschaften, Technik
und Okonomie. Solche linearen Zusammenhinge kénnen auch in Form von Tabel-
len erfaBt werden. Eine Vielzahl solcher Tabellen sind beispielsweise im Statisti-
schen Jahrbuch der DDR enthalten (Tabelle 3).

Tabelle 3
16. Industrielle Produktion ausgewdhlter Erzeugnisse!

Wertangaben in konstanten Preisen

Produktion
Erzeugnis Einheit
. 1955 | 1960 | 1965 | lo70 | 1072 | 1973
Metallurgische
Erzeugnisse
Roheisen 1000+ | 1516,6 | 1994,7 | 2338,0 | 1994,0 | 2150,6 | 2201,6
Rohstahl* 1000t | 2815,9 | 3749,9 | 4313,3 | 5052,7 | 5670,2 | 5891,7
‘Walzstahl, warm-
gewalzt** 1000t | 1884,1 | 2613,3 | 2986,3 | 3406,5 | 3708,2 | 3876,0
Erzeugnisse der
I1. metallurgi-
schen Verarbei-
tungsstufe 1000 t 312,1 | 497,56 | 1730,7 | 1692,4 | 2053,2 | 2314,4
. ich Fliissi 1 fiir F
** Ei H. fiir und Pre8 und fiir Rohre.

Verstehen wir unter einem linearen Zusammenhang (einer linearen Beziehung)
Ausdriicke von der Form

n

Y= X auty (=12.,m),
wobei die Produkte ay; bildbar und fiir jedes ¢ auch addierbar sein miissen, dann
ist die Matrix die angepaBte Darstellungsart fiir lineare Zusammenhiéinge.

1 Statistisches Jahrbuch 1974 der D: D, i ik. St g der D Demo-
kratischen Republik, Berlin 1974, S. 126. (Auszug)
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>  DEFINITION 1/1:
Das aus m Zeilen und n Spalten bestehende Schema

Ay Qg+t Gy

aAm1 Om2 *** Amp

heiBt die Matrix A.

In der deutschsprachigen Literatur ist es iiblich, die Matrizen durch groBe Frak-
turbuchstaben zu symbolisieren. Wir schlieBen uns jedoch bei der Bezeichnung der
Matrizen der international iiblichen Darstellungsweise an: Matrizen werden im
Druck durch fettgedruckte groBe Antiquabuchstaben, in der Schreibschrift durch
unterstrichene groBe Buchstaben der lateinischen Schrift bezeichnet.

Die Elemente einer Matrix tragen Doppelindizes, z. B. a,, (gelesen ,,a zwei eins®).
Gelegentlich benutzen wir unter Verwendung des allgemeinen Elements ay; eine
Kurzschreibweise fiir die Matrix

A = (@w)m,n»

wobei der Zeilenindex ¢ alle natiirlichen Zahlen von 1 bis m, der Spaltenindex % alle
natiirlichen Zahlen von 1 bis # durchlaufen soll. Fiir Zeilen und Spalten verwendet
man die gemeinsame Bezeichnung ,,Reihen®.
Das Zahlenpaar (m, n) ist der Typ der Matrix. Gelegentlich ist auch der Begriff
,,Format der Matrix‘* iiblich. DaB die Matrix A den Typ (m, n) hat, bringt man
durch 7(A) = (m,n) zum Ausdruck.
Die Matrizen vom Typ (m,n) bilden eine Menge, die wir mit My, n bezeichnen
wollen.
Ist m £ n, dann heiBt die Matrix rechteckig, ist m = n, heiBt sie quadratisch.
In diesem Falle nennt man m = n die Ordnung der quadratischen Matrix.
Zwei Matrizen sind dann und nur dann vom gleichen Typ, wenn sie die gleiche
Anzahl von Zeilen und die gleiche Anzahl von Spalten haben.

{

(@] BEISPIEL 1/3:
1 2 ;
A=|3 -1]); 7A) = (3,2)
5 4
A ist eine rechteckige Mutrig vom Typ (3, 2).

2 3 1
B=(6 0 5); =(B) = (3,3)
312

B ist eine quadratische Matrix 3. Ordnung, m = n = 3.

Alle Elemente ay, einer quadratischen Matrix mit ¢ = & bilden die Hauptdiagonale.
Eine Matrix vom Typ (m, 1) besteht nur aus einer Spalte. Sie kann auch — ent-
sprechend der koordinatenmiiBigen Darstellung eines Vektors — als Spaltenvektor
aufgefat werden. Eine Matrix vom Typ (1, 2) besteht nur aus einer Zeile. Sie wird
in Analogie dazu als Zeilenvektor bezeichnet.
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In Anlehnung an die Bezeichnungsweise der Matrizen wollen wir Spaltenvektoren
im Druck durch kleine fettgedruckte Antiquabuchstaben, in der Schreibschrift
durch unterstrichene kleine lateinische Buchstaben bezeichnen.

O  BEISPIEL 1/4:
2
a=|1] istein Spaltenvektor;
3

(5 1) ist ein Zeilenvektor.

Eine Matrix kann auch aus einem einzigen Element bestehen, z. B. (17). Sie ist
vom Typ (1,1). Dabei ist zu beachten, daB sie ein anderes mathematisches Objekt
als die reelle Zahl 17 ist und deshalb in Klammern eingeschlossen werden muB.

Erginzung:

Da in dieser Darstellung die Elemente der Matrizen dem Bereich der reellen Zahlen ent-
nommen werden sollen, ist es besonders fiir Beweisfithrungen vorteilhaft, wenn an dieser
Stelle die G tze fiir das Rech mit reellen Zahlen zusammengestellt werden:

Es seien a, b, ¢, d reelle Zahlen, dann gilt stets:

1. Je zwei reellen Zahlen @ und b wird durch die Verkniipfung Addition genau eine reelle
Zahl zugeordnet, die mit a +- b bezeichnet und die ,,Summe* von @ und b genannt wird.
. Es gilt das Kommutativgesetz der Addition: a +b=b+a
. Es gilt das Assoziativgesetz der Addition: (@ +b) +c=a+ (b+c)
. Die Zahl 0 ist das neutrale Element der Menge der reellen Zahlen beziiglich der Addition:
at+0=a
5. Die Gleichung a + @ = b hat genau eine reelle Losung. Diese wird mit z = b — a bezeich-
net und ,,Differenz‘‘ genannt.
6. Je zwei reellen Zahlen a und b wird durch die Verkniipfung Multiplikation genau eine
reelle Zahl zugeordnet, die mit ab bezeichnet und das ,,Produkt® von ¢ und b genannt wird.

W o

7. Es gilt das Kommutativgesetz der Multiplikation: ab = ba
8. Es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation: (ab) ¢ = a(bc)
9. Die Zahl 1 ist das neutrale Element der Menge der reellen Zahlen beziiglich der Multipli-

kation:a-1l=a

d
10. Die Gleichung az = d hat fiir @ 7 0 genau eine reelle Losung. Diese wird mit — bezeich-
net und ,,Quotient*‘ genannt. %
11. Es gilt das Distributivgesetz: (a + b)c=ac+ be

Hat eine Zahl indest: zwei verschied Elemente, sind fiir diese Elemente die
Verkniipf perati Addition und Multiplikation definiert und gelten die oben aufge-
stellten elf Gesetze, so sagt man, ,,diese Zahlenmenge bildet einen Korper*.

Die Menge der reellen Zahlen ist also beziiglich der in der iiblichen Weise erklirten Addition
und Multiplikation ein Kérper.

,,Korper** ist ein algebraischer Strukturbegriff. Solche Strukturen sind fir die moderne Be-
trach ise in der Math tik typisch. Ist eine Menge von Elementen gegeben und werden
auf dieser Menge Rechenoperationen definiert, so wird der Menge eine bestimmte Struktur auf-
geprigt. Man sagt auch: ,,Die Menge wird strukturiert.* Der Vorteil einer solchen Betrachtungs-
weise liegt darin, daB sich alle Folgerungen, die aus den durch Abstraktion gewonnenen Struk-
turgesetzen gezogen werden, auf jede andere Menge derselben Struktur iibertragen lassen.
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O  ARBEITSAUFTRAG 1/2:
Zeigen Sie, da
a) die Menge der rationalen Zahlen einen Kérper,
b) die Menge der ganzen Zahlen keinen Kérper bilden,
wenn die Addition und die Multiplikation in der iiblichen Weise definiert werden!

ZUSAMMENFASSUNG:

Der Begriff , Matrix‘‘ wird als ein aus m Zeilen und » Spalten bestehendes
Schema definiert, wobei die Elemente der Matrix in dieser Darstellung
reelle Zahlen sein sollen, wenn nichts anderes vermerkt wird. Matrizen wer-
den in diesem Buch in der international iiblichen Weise bezeichnet. Der Typ
der Matrix wird durch die Anzahl der Zeilen und die Anzahl der Spalten
bestimmt. Die Matrizen vom Typ (m, n) bilden die Menge M, »). Vektoren
konnen als einspaltige (bzw. einzeilige) Matrizen aufgefaBt werden. — Die
Menge der reellen Zahlen bildet einen Kérper.

1.3. Inzidenzmatrizen

In Okonomie und Technologie werden die Zusammenhiinge einzelner Objekte in
sog. Verflechtungen untersucht. Beispielsweise ist es fiir die Materialplanung
wichtig zu wissen, wie viele Einzelteile verschiedener Art zur Herstellung eines
bestimmten Enderzeugnisses bendtigt werden. Den stark vereinfachten Sach-
verhalt kann man durch folgende Darstellung (Bild 3) veranschaulichen:

Einzelteile 1 2 3

Enderzeugnis 4

Bild 3

Aus Bild 3 soll hervorgehen, daB zur Herstellung von einem Stiick des Enderzeug-
nisses 4

2 Stiick des Einzelteils 1,

3 Stiick des Einzelteils 2 und

1 Stiick des Einzelteils 3
gebraucht werden. Wir wollen dabei die Einschrinkung vornehmen, daB nur
solche Verflechtungen betrachtet werden, bei denen Teile des Enderzeugnisses
nicht wieder als ,,Rohstoffe Verwendung finden, wie z. B. die in chemischen
Prozessen frei werdende Energie.
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Sehen wir zunichst von der Anzahl der verwendeten Einzelteile ab, dann erkennen
wir, daB Zusammenhinge dieser Art durch Kopplungsnetze, sog. Netzwerke,
verdeutlicht werden konnen. Sie stellen Spezialfslle von Graphen® dar. Ein Graph
kann als eine strukturierte Menge aufgefaBt werden. Wir konnen die Elemente
dieser Menge durch Punkte und ihre Beziehungen durch gerichtete (oder ungerich-
tete) Strecken (,,Kanten* genannt) zwischen den Punkten veranschaulichen. Wir
sprechen dann von der geometrischen Veranschaulichung eines Graphen. Es ist
nur von Interesse, welche Punkte miteinander verbunden sind. Die Lénge der
Verbindungsstrecke wird nicht beriicksichtigt. Relationen dieser Art kénnten in
unserem Beispiel sein: ,,. . . ist Bauteil fiir . . .* oder ,,. . . wird bendtigt zur Her-
stellung von . . . oder, wenn man die Anzahl der verwendeten Einzelteile beriick-
sichtigen wollte: ,,Vom Bauteil ¢ werden r Stiick zur Herstellung von Erzeugnis
k benotigt.

Wir wollen diesen Sachverhalt mathematisch formulieren:
Es seien zwei Mengen gegeben: Menge M der Knotenpunkte und Menge A der
Kanten. Zwischen den Elementen von M und 4 besteht eine Relation, die ,,Inzi-
denz** genannt wird: Jedem Element von a € 4 ist eindeutig ein geordnetes Paar
von Knotenpunkten P, @ € M zugeordnet. Das Element a € A ist mit den beiden
Knotenpunkten P,Q inzident, d. h., a verbindet P und Q.

Beim Uberfithren in die Matrixform ist folgendes zu beachten:

Wenn eine Kante vom i-ten Punkt zum k-ten Punkt fithrt, wird das Element a;,
der Matrix gleich 1 gesetzt; ist aber der i-te Punkt nicht mit dem k-ten Punkt
verbunden, so lautet das Element a, = 0.

Dabei wird vorausgesetzt, daB kein Punkt mit sich selbst verbunden sein soll.
Auf diese Weise erhalten wir eine quadratische Matrix, die wir die Inzidenzmatrix
eines Graphen nennen wollen.

O  BEISPIEL 1/5:

Zuordnung einer Inzid trix zur g ischen Ver haulich eines geg
ungerichteten Graphen (Bild 4):

010000

101010

010100

001011

010100

00010 O

Bild 4

O BEISPIEL 1/6:

Zuordnung einer Inzidenzmatrix zur geometrischen Veranschaulichung eines gegebe-
nen gerichteten Graphen (Bild 5):

3 Die Graphentheorie ist eine sehr junge mathematische Disziplin. Sie untersucht mathematische Struk-

turen der Kombinatorik. Sie wurde 1936 von dem D. Kbx1e det, fand
aber anfangs nur wenig Beachtung. Erst mit der U in Technik und
(o} ie um 1950 sie groBe b und wurde weiterentwickelt.
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ocoooccooo
COO0OOCOCO O
cCoooooO~O
COOoO-O~OO
COOOCOCOO -
cooco~OoOOoO
SCoO~QOOCOO
CO~OOQOOO

Die Elemente in der Hauptdiagonalen solcher Inzidenzmatrizén sind auf Grund
der Bedingung, daB kein Punkt mit sich selbst verbunden sein soll, Null.

Will man in den Inzidenzmatrizen nicht bloB zum Ausdruck bringen, ob eine Re-
lation zwischen zwei Punkten besteht oder nicht besteht, sondern will man dar-
stellen, daB r Teile des Gegenstands ¢ zur Herstellung des Gegenstands & benotigt
werden, so setzt man in der Inzidenzmatrix das Element ag = 7. Auf diese Weise
entsteht fiir das Bild 3 die folgende Verflechtungsmatrix:

0 0 0 2

0 0 0 3

0 0 01

0 0 0 O
ZUSAMMENFASSUNG:

Ein weiterer, fiir die Praxis wichtiger Sonderfall einer Matrix ist die Inzidenz-
matrix eines Graphen. Sie wird zur mathematischen Beschreibung von Ver-
flechtungen 6konomischer Sachverhalte bendtigt.

1.4. Gleichheit zweier Matrizen

In gleicher Weise, wie im obligatorischen Unterricht beispielsweise nach der Defini-
tion des Begriffs ,,gebrochene Zahl* fiir die Menge der gebrochenen Zahlen Rela-
tionen und Operationen eingefithrt wurden, um mit diesen Zahlen ,,arbeiten** zu
kénnen, wollen wir fiir die Menge der Matrizen gleichen Typs Relationen und
Operationen festlegen, damit wir mit dem neuen mathematischen Gebilde ,,Matrix‘
rechnen kénnen. Wir wollen den Matrizenkalkiil aufbauen, der die Gesamtheit aller
Definitionen und die Gesetze fiir die Gleichheitsrelation und die Rechenoperationen
mit Matrizen umfafBt.

Wie bei dem bekannten Aufbau der Zahlenbereiche ist zunichst zu untersuchen,
ob fiir Matrizen eine Ordnungsrelation festgelegt werden kann. Der Fall, daB alle
oder einige Elemente einer Matrix A kleiner als die einer anderen Matrix B sind,
ist in unserem Zusammenhang bedeutungslos: Eine Kleiner- bzw. GroBerrelation
wollen wir deshalb fiir Matrizen nicht einfithren. Dagegen muB der Gleichheits-
begriff fir Matrizen festgelegt werden. Zwei Matrizen sind gleich, wenn zwei Be-
dingungen erfiill sind: Sie miissen sowohl im Typ als auch in den einander ent-
sprechenden Elementen iibereinstimmen.
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> DEFINITION 1/2:

Zwei Matrizen A = (@u)m,» und B = (by)y, , heiBen gleich genau dann, wenn
m = pund n = gsowie ay = b firl <i < mund1 < k < ngilt.

Sind zwei Matrizen VA und B gleich, gilt die Matrizengleichung A = B.

m} BEISPIEL 1/7:
Die beiden Matrizen A und B sind gleich:
2 3 4 ot 9141 g
A=(s 1 9) B=(2= 20 2=+1)
A =B,denn7(A) =7(B) unday="b,; firi=1,2 undk=1,2,3.

O  BEISPIEL1/8:
Wenn zwischen den Matrizen
Gy Gy Gy 5 4 3
A=|ay ay ay und B={6 0 2
31 (3 Qg 9 18
Gleichheit bestehen soll, dann muB Ubereinstimmung im Typ b
7(A) = (3,3) und z(B) = (3,3).

Diese Bedingung ist erfiillt.
Weiterhin muf} gelten: ¥

£t

;=5 4, =4 a3=3
ay =6 Ggy =0 g =2
g =9 Gz =1 ag =8

Der Matrizengleichung A = B, wobei A und B € M, 5 sein sollen, entsprechen
m - n skalare Gleichungen.

Erginzung:

Die Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation, die durch folgende Eigenschaften charakterisiert

wird: '

Reflexivitit, Symmetrie, Transitivitat.

Im Falle der Matrizengleichheit gilt:

— Jede Matrix A ist zu sich selbst gleich, A = A (Reflexivitit).

— Wenn A = B, dann gilt auch B = A (Symmetrie).

— Sind A, B und € Matrizen vom gleichen Typ, dann folgt aus A =B und B = C stets
A = C (Transitivitdt).

Eigentlich sind wir erst jetzt berechtigt, das bekannte Gleichheitszeichen auch
zwischen Matrizen zu verwenden.

ZUSAMMENFASSUNG:

Fiir Matrizen kann eine Gleichheitsrelation festgelegt werden, wenn beide
Matrizen Elemente der gleichen Menge Mz, »y sind.
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1.5. Historische Entwicklung des Matrixbegriffs

Der englische Mathematiker JaMEs JoserPH SYLVESTER (1814 bis 1897) fithrte im
Jahre 1850 den Begriff ,Matrix* zur Bezeichnung einer rechteckigen Anordnung
von Zahlen in die Mathematik ein. SyrvesTEr ist dafiir bekannt, daB er den mathe-
matischenObjekten phantasievolle Namen gab. ,,Matrix‘‘ sollte ein Platz sein, in
dem etwas sich entwickelt oder entsteht. Wir wollen ,,Matrix* im Sinne von ,,An-
ordnung‘‘ verstehen. Eine Matrix sei ein mathematisches Gebilde, das eine sinn-
volle schematische Anordnung von mathematischen Gebilden enthilt, die zeilen-
weise in linearen Beziehungen zueinander stehen.

Seit 1853 beschéftigte sich WiLriam Rowax Hammron (1805 bis 1865), seit 1858
ArTHUR CAYLEY (1821 bis 1895) mit Matrizen.

Die grundlegende Bedeutung dieser Begriffsbildung fir die Mathematik wurde
erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts erkannt. MaBgeblichen Anteil an der Weiter-
entwicklung der Matrizenrechnung hatte G. FROBENIUS (1849 bis 1917).

Die Algebraiker hatten einen Kalkiil geschaffen, der 1925 von WEerNER HEISEN-
BERG zur Beschreibung der Quantenmechanik angewendet wurde. 1942 fiihrte
FELDTREILER die Matrizenrechnung zur Berechnung elektrischer Netzwerke in
die Elektrotechnik ein. Der Grund dafiir, daB die Matrizenrechnung so spit erst
in auBermathematischen Objektbereichen zur Anwendung gelangte, besteht in der
in dieser Epoche zur Verfiigung stehenden Rechentechnik. Mit logarithmischer
Rechnung ist ein dauernder Wechsel von Multiplikation und Addition bei der
Bildung der linearen Zusammenhiinge (Skalarprodukte) sehr zeitaufwendig.
Rechenmaschinen dagegen eignen sich besonders gut zur Skalarproduktbildung, weil
die Produkte im Speicher addiert werden kénnen.

Erst in jiingster Zeit fand die Matrizenrechnung ein groBes Anwendungsfeld in der
Okonomie. Beispielsweise ist bei der Planung in Industriebetrieben eine groBe
Anzahl héufig wiederkehrender, massenhaft auftretender Rechenarbeiten zu
bewaltigen (z. B. die Ermittlung der Aufwendungen an Arbeitszeit und Material
fiir ein vorliegendes Produktionsprogramm). Solche Multiplikationen der Stiick-
zahlen der Produktion mit den verschiedenartigen Normen fiir den Aufwand
(technische Arbeitsnormen, Lohnfaktoren, Materialverbrauchsnormen u. a.) sind
duBerst zeitraubend, kénnen aber sehr rasch mit elektronischen Datenverarbei-
tungsanlagen bewiiltigt werden. Unter der Voraussetzung, daB lineare. Zusammen-
hénge vorliegen, ist die Matrizenrechnung zur mathematischen Behandlung solcher
6konomischer und technologischer Probleme gut geeignet. In den Systemunter-
lagen fiir elektronische Datenverarbeitungsanlagen gibt es spezielle Unterprogram-
me zur Matrizenrechnung und deren Anwendungen in der Okonomie.

In der Praxis treten aber oft Probleme auf, die nicht linear sind. Weil die als
lineare Gleichungssysteme formulierbaren Probleme leicht iiberschaubar und rech-
nerisch gut zu behandeln sind, liegt es nahe zu untersuchen, ob nichtlineare Pro-
bleme niherungsweise durch lineare Zusammenhinge wiedergegeben werden
kénnen. Ist das der Fall, spricht man von einer Linearisierung des betreffenden
Problems. Zur Lésung eines linearisierten Problems kann dann die Matrizen-
rechnung herangezogen werden.
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1.6. Aufgaben

Ll

Wie viele Elemente hat eine quadratische Matrix n-ter Ordnung ?

Eine Matrix hat 36 Elemente. Von welchen méoglichen Typen kann sie sein ?

Eine Matrix hat 11 Elemente. Von welchem Typ kann sie sein ?

Es sei A eine quadratische Matrix (m = ) mit den Elementen ay (3, k = 1, 2, ..., n).
Wie viele Elemente stehen a) iiber, b) in, ¢) unter der Hauptdiagonalen ?

Wie viele Elemente stehen in einer quadratischen Matrix n-ter Ordnung nicht in
der Hauptdiagonalen ?

Bilden Sie eine Matrix vom Typ (4,4), deren Elemente a;; durch

a)ag=1i+k blag=1ik c)ag=(—k? d)ay=/1% ik

gegeben sind!

Sind die Elemente dieser Matrizen symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonalen
angeordnet ?

Suchen Sie einen math tischen Ausdruck fiir die Bildung der Elemente ay der
folgenden Matrix!

1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6
A=|1 4 9 16 25 36
1 8 27 64 125 216

Wie lauten die Inzidenzmatrizen, die durch folgende Graphen. geometrisch ver-
anschaulicht werden ?

b)
0

S
o
<

N

Bild 6 Bild 7

Zeichnen Sie den ungerichteten Graphen, der durch die folgende Inzidenzmatrix
gegeben ist!

01010
10001
00010 .
10101
01010
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10.  Zeich Sie den gerichteten Graphen, der durch die folgende Inzidenzmatrix
gegeben ist!

ocoocooC
COO0OO
COOO=O
COoOOoO~OO
HO=OOO
SO0 O O

11.  Stellen Sie die Matrix der im Bild 8 gegebenen Verflechtung auf!

b e A

7 3

awe

> 8 K

Bild 8

12.  Berechnen Sie x,y,2¢ P (P...Menge der reellen Zahlen) in folgender Matrizen-
gleichung!

z 2z +y\_ (6 2
z+z 29+ z) T\ —22
13.  Welche Aussagen sind wahr ?
a) (0;0) = (0;0;0) b) (0 -0;0)=(0—0; 0-0)

(1—1 2-2
c)

e 3_3>=(0) mitz € P.



2. Der Vektorraum der Matrizen gleichen Typs

Nachdem im ersten Kapitel der Matrixbegriff erarbeitet und die Gleichheit von
Matrizen definiert worden sind, sollen nun in den-folgenden Abschnitten fiir das
neue mathematische Gebilde ,,Matrix‘‘ Rechenoperationen eingefithrt werden. In
diesem Abschnitt wird gezeigt, daB die Menge der Matrizen gleichen Typs beziig-
lich dieser Rechenoperationen ein Modell fiir einen Vektorraum bildet.

2.1. Addition von Matrizen

(] BEISPIEL 2/1:

Zwei Betriebsteile stellen jeweils die gleichen Enderzeugnisse A, B, C in den Qualitéts-
stufen Q, 1, 2 her. Aus Tabelle 4 geht die Anzahl der in den Betriebsteilen gefertigten
Enderzeugnisse — gegliedert nach Qualitiitsstufen — hervor.

Wie gro8 ist die G tzahl der Ender isse in den ten Qualité fen?
Tabelle 4
Enderzeugnisse
Qualitéts- - .
stufen Betriebsteil I Betriebsteil IT
A B c A B C

@ |20 150 300 |300 400 550

1 120 80 100 100 140 180

2 15 12 18 25 20 30

Wir konnen die Anzahlen der Enderzeugnisse des Betriebsteils I als Elemente der
Matrix A, die des Betriebsteils IT als El te der Matrix B auffassen:

250 150 300 300 400 5560
A=|120 80 100]}; B=[100 140 180]).
15 12 18, 25 20 30
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Beide Matrizen haben den glelchen Typ (3, 3).

Die G hl der E: beider Betriebsteile nach Qualiti fen wird
durch die Addition der Elemente bestimmt, die sich an einander entsprechenden Stellen
in Tabelle 4 befinden. Das bedeutet aber auch die Addition derjenigen Elemente in den
Matrizen A und B, die die gleichen Indizes tragen. Dadurch entsteht eine neue Matrix;
sie soll € genannt werden.

560 550 850
C =[220 220 280

40 32 48

Fiir die Ausfithrung der Addition von Matrizen ist notwendig, daB die zu addieren-
den Matrizen vom gleichen Typ sind? und da8 jedes Element der Matrix ¢ durch
die Addition der einander entsprechenden Elemente (d.h. die gleichen Doppel-
indizes tragenden Elemente) der Matrizen A und B gebildet wird. Ausfiihrlich
geschrieben : #

Oy Gyp " Gan by by v bin
Qg1 G ** d2n + by oy o+ ban
A1 Am2 *** Amn b1 bz *++ b
g +byn G +bp v G1n + bin Cy €t Cin
| by @y by o azm Fban | [ Cn €y Com
my + b1 Amz + bz = Gun + b Cm1 Cm2 *** Cmn

In Kurzschreibweise:
(@ik)m, n + Bix)m,n = (@i + bit)m,n = (Cit)m, n
fire =1,2,..,m; k=12 .. n
Als Matrizengleichung geschrieben:
A+B=C
Damit konnen wir jetzt die Addition zweier Matrizen definieren.

> DEFINITION 2/1:

Die Matrix € € My, 4, die bei der Addition der gleiche Doppelindizes tra-
genden Elemente der Matrizen A und B € My, , entsteht, heilt die Summe
der Matrizen A und B und wird mit A 4+ B bezeichnet.

O  BEISPIEL 2/2:
Gegeben seien die Matrizen

anfp 3 e -2

0 6 3 1 4
* Hinweis i der i Typs*: Es wiire in pruiabezogenan Aufgaben auch
der Fall denkbar, da8 z. B. der i il II keine i in der Q 2 Dann

‘wire die Matrix B zun#ichst vom Typ (3, 2). Es muB aber beriicksichtigt werden, da8 alle Elemente der
dritten Zeile in der Matrix B Null sind, so da8 doch eine (3,3)-Matrix zur Addition mit der Matrix A zur
Vertiigung steht.
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dann lautet die Summenmatrix
5 1 17

o=ara=(3 1 7).

BEISPIEL 2/3:

Gegeben seien die Matrizen

2 15
A=(0 6 3) und B =

© G R
D o D

Da beide Matrizen nicht vom gleichen Typ sind, kénnen sie nicht addiert werden.

Im folgenden wollen wir Eigenschaften der Matrizenaddition untersuchen. Die
auftretenden Matrizen seien Elemente der Menge Mm, n).

>

SATZ 2/1:
Die Addition von Matrizen ist kommutativ.
A4+B=B+A (Kommutativgesetz)
BEWEIS:

Voraussetzung: ay + by = by + au (Im Korper der reellen Zahlen gilt das
Kommutativgesetz der Addition)

Behauptung: A+B=B 4 A’
Beweis: A + B = (au) + (o) = (au + by) nach Definition der Matri-

zenaddition;

(@ + ba) = (bu + an) nach Voraussetzung;;

(b + aw) = (ba) + (@w) nach Definition der Matri-
zenaddition;

(ba) + (@a)=B + A
A+B=B+A wzbw

SATZ 2/2:
Die Addition von Matrizen ist assoziativ.
A+B+CO=A+B)+C (Assoziativgesetz)

ARBEITSAUFTRAG 2/1:

Fiihren Sie den Beweis fiir Satz 2/2 unter Beachtung der folgenden Hinweise selbst
durch!
1. Gestalten Sie den Beweis so, daB er auf das Rechnen mit reellen Zshlen zuriickgefiihrt
wird!
2. Beachten Sie die doppelte Bedeutung der runden Klammern!
(byg) - Klammerkurzschreibweise fiir Matrizen
(B + €) = ((bw) + (c)) - Neben der Klammerschreibweise fiir Matrizen ist noch
die Klammer um die Summe B + C zu beachten.
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BEISPIEL 2/4:
Gegeben sind die Matrizen

3 2 15 3 2
A=(a) rla) o-fd)
Dann ist:

3 2\ (4 7\ (109
s=A"'(B"'C)=(1 l)+(6 3)=(7 4)

s=(A+B>+C=_<§ Z)+(i §)=(; :)

79
S=A+B+C=(,7 4)

Das Assoziativgesetz kann auf eine beliebige Anzahl von Matnzen gleichen Typs
erweitert werden.

Die Addition von Matrizen ist umkehrbar.

>

SATZ 2/3:

Zu zwei Matrizen A und B € M,, 5 gibt es genau eine Matrix X ¢ M (m, n)> die die
Gleichung A + X = B erfiillt.

BEWEIS: .

Der Beweis dieses Satzes besteht aus zwei Teilbeweisen: Zunichst muB
bewiesen werden, daf eine solche Losung existiert; dann muf bewiesen wer-
den, daB es nur diese eine Losung gibt.

Beweis fiir die Existenz der Losung:

Voraussetzung: ay + (b — @) = @ + by — aw = by
(Addition im Kérper der reellen Zahlen)

Behauptung: X = (by, — ay) ist Losung der Gleichung
A+4+X=B8. d

Beweis: A + X = (ag) + (bg — au) = (@u + ba — ag)
= (by) = B, w.z.b.w.
Hinweis: Man beachte, daB (by, — ay) in der Voraussetzung eine reelle
Zahl, in der Behauptung und im Beweis eine Matrix bedeutet.
Bewets fiir die Einzighkeit der Losung: ‘
Behauptung: Es gibt eine und nur eine Matrix X, die Losung der Gleichung
A + X = B ist.

ARBEITSAUFTRAG 2/2:
Fiihren Sie den (indirekten) Beweis selbst durch!

Es existiert also genau eine Losung X der Gleichung A + X = B. Sie lautet
X = B — A. Dadurch haben wir die Umkehroperation der Addition von Matrizen
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festgelegt. Die Existenz und Einzigkeit dieser Umkehroperation zur Matrizen-
addition wurde oben nachgewiesen. Wir nennen sie in Anlehnung an dieUmkehr-
operation der Addition im Bereich der reellen Zahlen die Subtraktion von Matrizen.
Deshalb konnen wir jetzt definieren:

>  DEFINITION 2/2:
Sind A, B € My, ), dann heiBt die Losung X € My, ny der Gleichung A + X = B
die Differenz der Matrizen A und B. Sie wird mit X = B — A bezeichnet.
Kurzschreibweise :
X = (by — ay) fiir alle 4, k.

by — 0y b —@p v b — Gn

by — @y by — Gy o bon — G2n

bui — @m1 bmz— Amz ** Dmn — Gmn

Wir betrachten nun noch einige Spezialfdlle, die aus der Umkehrung der Addition
von Matrizen folgen:
1. Die Gleichung A -+ X = A hat die Losung X = A — A. Wir bezeichnen sie mit
0 und nennen sie Nullmatrix.
0 0.0
0 0.0

0 0.0

A und 0 sind Elemente derselben Matrizenmenge Mm,a). Die Nullmatrix ist
das neutrale Element der Matrizenmenge beziiglich der Addition.

2. Die Gleichung A + X = 0 hat die Lésung X = 0 — A. Sie heiBt die zu A ent-
gegengesetzte Matrix und wird mit —A. bezeichnet.

0=

Kurzschreibweise: (—@u)m, n

—O0pn O —1n

— Gy, —a =
—A 21 22 Q2n

—Qm1 —Omz *** —Omn

Fiir sie gilt A + (—A) = 0.
Nach der Einfiihrung der entgegengesetzten Matrix kann die Subtraktion von
Matrizen gleichen Typs auf die Addition in folgender Weise zuriickgefiihrt werden:
B—A=B+(—-4)

Erginzung:
Wi stellen die Eigenschaften der Addition von Matrizen zusammen:
1. Die Matrizenaddition ist in M(m, n) eindeutig ausfiihrbar. Sie ergibt stets eine Matrix vom
J gleichen Typ: A + B =C
2. Die Matrizenaddition ist assoziativ. Es gilt stets: A + (B 4 €) = (A + B)+C
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w

. Die Matrizenaddition ist umkehrbar. Fur
beliebige Matrizen A, B € M ist die Glei-
chung A 4 X = B eindeutig lésbar. Das
neutrale Element der Matrizenaddition
ist die Nullmatrix.

Die zu A entgegengesetzte Matrix ist —A,

4. Die Matrizenaddition ist kommutativ. Es
giltstets: A+ B =B + A

Durch diese Eigenschaften wird nach dem

sZahlenkorper* (siehe Ergidnzungen zu Ab-

schnitt 1.2.) eine weitere algebraische Struk-

tur charakterisiert: Sie wird Modul (additive

Aszrsche Gruppe) genannt.

Beispiele fiir weitere Moduln sind:

— die Menge der ganzen Zahlen beziglich
der Addition,

— die Menge der rationalen Zahlen beziig-
lich der Addition,

— die Menge der reellen Zahlen beziiglich
der Addition,

— die Menge der Vektoren des dreidimen-
sionalen Raumes beziiglich der Addition.

Fiir die mit den Symbolen der Rechen-
technik vertrauten Leser werden die
bei der Addition von Matrizen auszu-
fithrenden Rechenschritte in einem
Programmablaufplan veranschaulicht
(Bild 9).

ZUSAMMENFASSUNG:

In der Menge der Matrizen glei-
chen Typs kann eine Rechenope-
ration, die Addition, definiert
werden. Die Menge der Matrizen
gleichen Typs bildet beziiglich
der Addition einen Modul.
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2.2. Multiplikation éiner Matrix mit einer reellen' Zahl

(Operatoranwendung)
BEISPIEL 2/5:
Die Anzahl der Arbeitsstunden, die fiir jedes Erzeugnis in den Abteil Formerei,
Brennerei und Malerei aufgewendet werden, ist aus der Tabelle 5 ersichtlich.,
Tabelle 5
Abteilung Erzeugnis 1 Erzeugnis 2
Formerei 1,06 1,10
Brennerei 24,00 12,00
Malerei 1,76 2,30

Gesucht wird die Anzahl der Arbeitsstunden fiir 25 Stiick jedes Erzeugnisses. — Man er-
hilt die G hl der Arbei den fiir 25 Stiick jedes Erzeugnisses, indem jedes
Element der Tabelle mit 25 multipliziert wird. Wird der Tabelle 5 Matrizenform gegeben,
80 besteht die Aufgabe darin, jedes Element der Matrix mit einer reellen Zahl zu multi-
plizieren. Zur Vereinfachung der Schreibweise fiir diesen Sachverhalt wird die Multi-
plikation einer Matrix mit einer reellen Zahl eingefithrt. Wir schreiben in diesem Beispiel

1,06 1,10
25 24,00 12,00].
1,75 2,30

Diese Operation wird zweckmaBig so festgelegt, daB jedes Element der Matrix mit
der reellen Zahl multipliziert wird.

>

DEFINITION 2/3:

Wenn A eine Matrix vom Typ (m, n) und 4 eine reelle Zahl ist, dann bezeich-
net AA die Matrix vom Typ (m, n), in der jedes Element von A mit A multi-
pliziert worden ist.

Kurzschreibweise :
Maw) = (Aag) = (au) A

BEISPIEL 2/6:

Gegeben seien die Matrix
2 -5 O

A= (3 1 2)

und die reelle Zahl 4 = 5.

Dann ist

2 —5 0\ (10 —25 0\
M_5(3 1 2)=(15 5 10)'
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Die Multiplikation einer Matrix A € M, ,) mit den reellen Zahlen A und g hat
folgende Eigenschaften:

O GUI Wb~

1A=A
0A=0
. (—1)A = —A

. (Au) A = AuA)  Assoziativgesetz

: ;.}(.A—.‘_ —;‘—‘)B% : ﬁ'ﬁ 1’ 5‘]‘: } Distributivgesetze

Die Beweise fiir die Richtigkeit dieser Aussagen kénnen wiederum durch Zuriick-
fithrung auf die Rechengesetze fiir reelle Zahlen erbracht werden. Dazu eignet sich

die Kurzschreibweise fiir Matrizen. '
Die Richtigkeit von 1., 2. und 3. ist sofort verstandlich, weil jedes Element der

Matrix A mit 1 bzw. mit 0 bzw. mit (—1) multipliziert werden muB.

BEWEIS zu 4: )
Voraussetzung: (Ap) ag = Mpay) Assoziativgesetz fiir die Multlphkatlon
reeller Zahlen
Behauptung: (Ap) A = A(uA)
Beweis: (Au) A = (Au) (ax) andere Schreibweise fiir A ;
= ((Au) ay) nach Definition der Multiplikation einer Matrix
mit einer reellen Zahl; die d&uBeren Klammern
kennzeichnen eine Matrix;
= (l(ya(,)) Assoziativgesetz fiir das Produkt reeller Zahlen;
die duBeren Klammern kennzeichnen eine Matrix ;
= Auay) nach Definition der Multiplikation einer Matrix
mit einer reellen Zahl;

" = A(u(an)) nach Definition der Multiplikation einer Matrix
mit einer reellen Zahl; die inneren Klammern
kennzeichnen eine Matrix;

= AuA), wz.bw. '

O  ARBEITSAUFTRAG 2/3:
Fiihren Sie die Beweise zu 5. und 6. selbsténdig!
ZUSAMMENFASSUNG:

Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl erfolgt in der Weise,
daB jedes Element der Matrix mit der reellen Zahl multipliziert wird. Fiir sie
gelten ein Assoziativgesetz und zwei Distributivgesetze.
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2.3. Der Vektorraum der Matrizen gleichen Typs

O  ARBEITSAUFTRAG 2/4:

Wiederholen Sie Thre Kenntnisse aus dem Stoffgebiet ,,Vektorrechnung* des obliga-
torischen Un.tetrichts iiber den Begriff ,,Vektorraum*!

Fassen wir unser bisher erworbenes Wissen iiber die Operationen mit Matrizen
zusammen, dann kénnen wir unter Nutzung unserer Kenntnisse aus dem Stoff-
gebiet ,,Vektorrechnung‘‘ des obligatorischen Unterrichts erkennen, dal die Matri-
zen die Forderungen erfiillen, die an die algebraische Struktur ,,Vektorraum iiber
dem Korper der reellen Zahlen* gestellt werden.

> DEFINITION 2/4:

‘Wenn in einer Menge von Objekten die Operationen Addition und Multi-
plikation mit einer reellen Zahl definiert werden kénnen, so daB die folgen-
den Bedingungen erfiillt sind, dann heift diese Menge Vektorraum iiber
dem Korper der reellen Zahlen, und ihre Elemente heiBen Vektoren.

Bedingungen:

1. Die Menge bildet einen Modul.
2. Fir diese Menge gelten die im Abschnitt 2.2. genannten Gesetze fiir die
Multiplikation mit einer reellen Zahl.

Damit kénnen wir feststellen, daB auch die Menge der Matrizen glei(lahen Typs
(m, n) ein Modell des Vektorraums iiber dem Kérper der reellen Zahlen ist.

2.4. Lineare Abbildungen

\

Gegeben seien zwei Vektorraume B und B’. Wird durch die Vorschrift ¢ jedem
Element x (Original) aus $ genau ein Bild ¢(x) in B’ zugeordnet, dann sprechen
wir von einer Abbildung von 8 in B’. Werden bei diesen Abbildungen gerade die
einen Vektorraum charakterisierenden Eigenschaften der Addition und der Multi-
plikation mit einer reellen Zahl iibertragen, dann nennen wir sie eine lineare Abbil-
dung.

> DEFINITION 2/5:
Eine Abbildung, die den Bedingungen
@(x + x') = ¢(x) + @(x’) fiir alle x, x’ (Additivitat)
@(Ax) = Ap(x) fiir alle x und beliebige 2 (Homogenitét)
geniigt, heiBt lineare Abbildung.
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O  ARBEITSAUFTRAG 2/5:
T i Sie die Beding

der Definition 2/5 mit Thren Worten!

g

o1 LY

T2

[/
Wird wie im Beispiel 1/1 dem Vektor x = der Vektor 1 = 2 aus dem

Zm m
gleichen Vektorraum  vermittels der Matrix A zugeordnet (x At 1), dann entsteht
wegen der Giiltigkeit der Additivitdt und der Homogenitét eine lineare Abbildung
mit der Gleichung 1 = @(x) = Ax. Die Matrix A ist hierbei als linearer Operator
aufzufassen. Wie im Kapitel 4 gezeigt wird, bewirkt jede Matrix A vom Typ
(m,n) mit Hilfe der Vorschrift y = Ax eine lineare Abbildung des Vektorraums
B in den Vektorraum L),

2.5. Spezielle quadratische Matrizen

AuBer den bisher eingefiihrten besonderen Matrizen,
" — der quadratischen Matrix n-ter Ordnung und
— der Nullmatrix vom Typ (m, »),
gibt es weitere Spezialfille, die hier zusammengestellt werden sollen:

1. Eine quadratische Matrix, deren Elemente ‘e mit, ¢ 5% k gleich Null sind,
nennen wir Diagonalmatrix D:

4 0 0.0
0 dy 00
D={0 0 &--0

0 0 0. d,

Eine besondere Diagonalmatrix liegt vor, wenn alle Elemente in der Haupt-
diagonalen untereinander gleich sind. Wir nennen eine solche Matrix Skalar-
matrix §:

8=

Sind in einer Skalarmatrix alle Elemente in der Hauptdiagonalen gleich 1,
nennen wir diese Matrix die Einheitsmatrix E:

SO~
oo
_O O
(=N

E =
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2. Eine quadratische Matrix wird obere (untere) Dreiecksmatrix genannt, wenn
alle Elemente unterhalb (oberhalb) der Hauptdiagonalen gleich Null sind.
Zum Beispiel ist ;

Qyy Gq > lan by 0 - 0
0 ag - azn by byy -+ 0
A=[0 0 - as . B=| by by - O
0 0 - ann : ba baz ++ ban
eine obere Dreiecksmatrix, eine untere Dreiecksmatrix.

2.6. Das Transponieren einer Matrix

Fiir Matrizen gibt es eine Operation, bei der in einer gegebenen Matrix vom Typ
(m,n) die Zeilen mit den Spalten vertauscht werden. Beispielsweise konnten die
Eingénge in die Tabelle 4 (im Abschnitt 2.1.) vertauscht worden sein. Dadurch
entsteht eine neue Matrix.

> DEFINITION 2/6:

Die aus der Matrix A = (@)m, » durch Vertauschen der Zeilen mit den Spalten
entstehende Matrix vom Typ (n,m) heiBt die zu A gehorige transponierte
Matrix und wird mit A7 bezeichnet.

Bezeichnen wir die Elemente der transponierten Matrix A% mit af, so gilt:

AT = (af}) = ()

O BEISPIEL 2/7:
Wenn die Matrix A durch

1 2 5 3
A=f0 2 -2 0
6 —1 4 4

gegeben ist, dann lautet deren transponierte Matrix:

1 0 6
2 2 -1

v
AT=15 2 4
3 0 4

Im Falle einer quadratischeri Matrix werden beim Trahsponieren die Elemente an
der Hauptdiagonalen ,,gespiegelt‘.
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] BEISPIEL 2/8:
Die zu

2-1 0
A= 3 0 4
-1 2 8

gehérige transponierte Matrix AT
lautet:

2 3 -1
AT=|-1 o 2
0 4 8

O  ARBEITSAUFTRAG 2/6:
Bilden Sie die zu A = (aix)m, » gehérige transponierte Matrix ATy

Fiir transponierte Matrizen gelten folgende Eigenschaften:
1. AT =A

2. (A+B)T=A7 + B”

3. (AA)T =2AT AeP

(o] ARBEITSAUFTRAG 2/7:
Beweisen Sie die Giiltigkeit der A 1 bis 3!
Formulieren Sie diese Siitze mit Worten!

Werden Matrizen yom Typ (m,1), die als Vektoren aufgefaBt werden kénnen,
transponiert, dann entstehen Matrizen vom Typ (1, m), die als transponierte Vek-
toren bezeichnet werden.

O  BEISPIEL 2/9:
Zum Spaltenvektor

-

gehort als transponierter Vektor der Zeilenvektor
a’=(2 1 3).

Oft ist es aus drucktechnischen Griinden vorteilhaft, statt des Spaltenvektors seinen
zugehérigen transponierten Vektor (einen Zeilenvektor) zu schreiben. Man schreibt
dann fiir den Vektor a im Beispiel 2/9 a = (2 1 3)T.

Anmerkung: In diesem Buch soll als Vektor stets ein Spaltenvektor verstanden werden.
Wenn fiir die Elemente einer quadratischen Matrix ag, = ay gilt, ist diese Matrix

ihrer Transponierten gleich. Fiir sie wollen wir den Begriff ,,symmetrische Matrix«
benutzen.
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> DEFINITION 2/7:
Wenn A = AT gilt, dann heiBt die Matrix A symmetrisehe Matrix. -

m] BEISPIEL 2/10:

by, 1 2 —4 .
1 B 3 0

= _RT
B={ 2 3 3, 6 |=B
—4 0 6 by,

Die Matrix B ist symmetrisch.

Erginzung:

> DEFINITION 2/8:
Wenn fiir die Matrix A gilt A7 = —A, dann heiBt A antimetrische oder schi i
sche Matrix.

Fir antimetrischie Matrizen gilt:

1. agi = —ay firalled, k=1,2,...,n
2. Wenn i = k, dann a;; = 0.

O  BEISPIEL 2/11:
Es soll gezeigt werden, daB die Matrix A antimetrisch ist.

0 2 -3
A=(-2 0 1
3 -1 0

Lésung: Wir bilden A7 und —A und vergleichen die einander entsprechenden Elemente
der Matrizen AT und —A:

0-2 3 0 -2 3
AT = 2 0-1); -A= 2 0-1
-3 1 0 -3 1 0

Da AT = —A bzw. A + AT = 0 ist, ist die gegeb Matrix A antimetrisch.

D> SATZ 2/4:

Fiir jede quadratische Matrix A gilt: A ist die Summe aus einer symmetrischen Matrix A
und einer antimetrischen Matrix A,:

A=A+ A,

BEWEIS:

Wir berechnen die Matrizen A, und A,:
(1) A=A+A4A,

Durch Transponieren von (1) erhélt man:
@) AT = (A, +A)T = A7 + AT

(3) AZ = A, (Definition 2/7)

(4) AZ = —A, (Definition 2/8)
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Werden (3) und (4) in (2) eingesetzt, erhilt man:
(5) AT=A,—A,
Durch Addition von (1) und (5) erhilt man:
(6a) A+ AT = 24,
A+ AT
A, = 3
Durch Subtraktion von (1) und (5) erhilt man:
(6b) A — AT =2A,
A — A7
2

Die Matrix A 1Bt sich eindeutig in die symmetrische Matrix A und die antimetrische
Matrix A, zerlegen.

A, =

[} BEISPIEL 2/12:
Die Matrix A soll in einen symmetrischen und einen antimetrischen Anteil zerlegt
werden.
Gegeben:
1 0 2
A=[2 4 3
2 1 4
Lisung: Die transponierte Matrix lautet
12 2
AT =(0 4 1).
2 3 4
Man erhilt:
- 1 1/0-2 0\ f0o—-1 o
T
Av=5@-AN=5l2 0 2)=(1 0 1
0 -2 0 0 -1 0
2 2 4 1 1 2
1 P 1
A=gA+A)=5(2 8 4]={1 4 2
. 4 4 8 2 2 4
In der Tat ist A, eine symmetrische, A, eine antimetrische Matrix.
Probe:
1 0 2
A;+A,=(2 4 3)=A
2 1 4
ZUSAMMENFASSUNG::
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Durch Vertauschen der Zeilen und der Spalten in einer gegebenen Matrix A
entsteht die zu A gehoérige transponierte Matrix AZ.

Wenn A = AT gilt, heiBt die Matrix symmetrisch; wenn A = —AT gilt,
heiBt die Matrix antimetrisch.

Jede quadratische Matrix kann eindeutig als Summe aus einer symmetrischen
Matrix und einer antimetrischen Matrix dargestellt werden.



2.7. Aufgaben

1. Gegeben sind die Matrizen A, B, C durch

5 2 1 0 4 1 2 0 6
A= 3 0 2], B={|2 6 3|, C=(1 1 3).
-1 8 4 1 -2 1 2 5 6

Berechnen Sie

a) 2A — 3B — C, b) A + 2B — 3,
¢) AT 4 2B + 7, d) 2A — BT 4 2¢T1

2. Vereinfachen Sie durch Ausklammern eines allen Elementen gemeinsamen Faktors!
= 0,009 20 0,000 11 0
A = 0,000 34 —0,002 17 0,000 24
2y 2z
b)B:(xs—z 3a? z”—z)
1 3
e 5 ®
s 2 5
15 12
3. Bestimmen Sie X und Y, wenn
11 2 2
X+Y:(2 2) und X—Y=(l 1)
gleichzeitig gelten!
4. Beweisen Sie den Satz: Die Spur der Summe zweier Matrizen ist gleich der Summe

der Spuren der einzelnen Matrizen.

Hinweis: Unter der Spur sp A einer quadratischen Matrix versteht man die Summe
der Elemente in der Hauptdiagonalen.

5. Ist die Sum trix stets symmetrisch, wenn die zu addierenden Matrizen symme-
trisch sind ? Begriinden Sie Thre Antwort!
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3.

Multiplikation von Matrizen

3.1. Das Skalarprodukt zweier Vektoren

O

38

BEISPIEL 3/1:

Um die Selbstkosten bei der Herstellung eines Erzeugnisses berechnen zu konnen, ist
es erforderlich, den Aufwand an Arbeitszeit in Stunden fiir ein Erzeugnis je Arbeitsplatz
und je Besteller zu ermitteln.

Zuniichst sollen die Betrachtungen fiir einen Arbeitsplatz und einen Bestell gestellt
werden.

Fiir den Arbeitsplatz 1 sind die Arbeitszeiten in Stunden zur Herstellung einzelner Er-
zeugnisse in Tabelle 6 erfaBt:

Tabelle 6
Arbeits- Erzeugnisse In Vektordarstellung:
platz 1 ‘ 2 ‘ f n @
L]
a= ¥
1 ‘ ay | ay ‘ ’ [ :
D,

Ein Handelsorgan habe von den angebotenen Erzeugnissen folgende Bestellung auf-
gegeben (Tabelle 7): .

Tabelle 7
Erzeugnis Bestellung In Vel;torda.rstellu.ng 3
1
1 by b= l{’
2 b :
: : 5
n . b

Um den Aufwand an Arbeitszeit am Arbeitsplatz 1 fiir diese Bestellung zu ermitteln,
miissen die Produkte a,b,, b, ..., aub, gebildet und anschlieBend summiert werden.
Dies entspricht der Skalarproduktbild der Vektorrechnung in Koordinatendarstel
lung:

n
ky = ab, + agby + ... + by, = ‘Z;'atbl H




unter Verwend der Vek hreib
bl

k= aTh = (ay0, -+ an)
bn

[>  DEFINITION 3/1:

Unter dem Skalarprodukt zweier reeller Vektoren a, b € B versteht man die

reelle Zahl
bl
b, i -
aTh = (a3, an) | .° | = 'z;aibi = aby + aghy + .o + @uba -
: &
. ba

O BEISPIEL 3/2:
Gegeben seien die Vektoren a und b:

3 1
a=|2]; b=|[4

5 3
Es soll das Skalarprodukt a”h gebildet werden.
Lésung:

1
r=aTb=(3 2 5) (4)= 3+8+156=26
3

Fiir das Skalarprodukt zweier reeller Vektoren gelten
das Kommutativgesetz

aTh = bTa
und die beiden Distributivgesetze

aZ(b 4+ e) = aTh + aTe

(aT + bT) e = aZe 4 bTe.

O  ARBEITSAUFTRAG 3/1:
Beweisen Sie diese Gesetze!
Hinweis: Benutzen Sie dabei die Koordinatenschreibweise!

O  ARBEITSAUFTRAG 3/2:
Zeigen Sie, da8 das Assoziativgesetz fiir das Skalarprodukt nicht gilt!
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3.2. Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

[m} BEISPIEL 3/3:

Wir wollen jetzt Beispiel 3/1:dadurch erweitern, daB wir auch die Aufwendungen an
Arbeitszeit in Stunden bei der Herstellung der Erzeugnisse 1, 2, . .., n an den Arbeits-

plitzen 2,3,...,m ergi Dadurch entsteht Tabelle 8.
Tabelle 8
Arbeitsplatz Exzpugaisse
1 ' 2 n
1 ay, 1 [Py a1n
- ™ 2 i
7;'5 a;nl { 5;»2 a;nn

Die zweckmiiBige Verwendung der Doppelindizes wird dabei deutlich: Die Tabelle ent-
hilt die Arbeitszeit ag, die am i-ten Arbeitsplatz zur Herstellung fiir das k-te Erzeugnis
aufgewendet wird.

Die Tabelle 8 kann in Matrizform gebracht werden:

Oy Gz Gla
Ggp - G2n

A= an . _":2 _________ = (%it)m,n
aml @m2 *** Gmn,

Beriicksichtigen wir, daB die im Beispiel 3/1 genannte Bestellung eines Handelsorgans
bestehen bleibt — gegeben durch den Vektor b —, dann besteht die Aufgabe darin, den
Aufwand an Arbeitszeit an allen Arbeitsplitzen durch fortgesetzte Skalarproduktbildung
zu berechnen.

Unter Verwendung der Matri
Arbeiteplatz 1: &y = ay;b; + apby A ... + Ginba

Arbeitsplatz 2:  k, = ayb; + Ggby, + ... + a2nbp

Arbeitsplatz m: &y, = am1by + amoby + ... + Apnbp.

Wenn am Arbeitsplatz ¢ kein Beitrag zur Realisierung des k-ten Teils der Bestellung
geleistet wird, lautet das Element a; = 0.

Die einzelnen Gleichungszeilen konnen in einem System zusammengefaBt werden :

apby +apby, 4.+ by = ky
by + ayby + .. + a2aby = ky

amiby + amgby + ... + Gmnbn = kn

te (mit Doppelindizes) entsteht am

Aus dieser Darstellung wird deutlich, daB wegen der Skalarproduktbildung eine
Matrix nur dann mit einem Vektor multipliziert werden kann, wenn die Anzahl
der Spalten der Matrix A gleich der Anzahl der Zeilen des Vektors b ist. Wir
erkennen darin eine notwendige Bedingung fiir die Ausfiihrbarkeit der Multi-
plikation einer Matrix mit einem Vektor. Wir sagen, Matrix und Vektor miissen
(in dieser Reihenfolge) verketthar sein. Wenn die Bedingung der Verkettbarkeit
erfiillt ist, kann das Gleichungssystem durch die folgende Matrixgleichung beschrie-
ben werden:
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3.3.

Ab =k, wobei k=

BEISPIEL 3/4:

2

3 -1 4

Gegeben seien die Matrix A = (2 0 6) und der Vektor b = ( 1) ]
3

Es soll Ab = k gebildet werden.

Losung:

A und b sind verkettbar, weil z(A) = (2,3) und z(b) = (3,1).

Der Vektor k ist vom Typ (k) = (2,1).

Damit ist gezeigt, daB die Multiplikation dieser Matrix A mit diesem Vektor b ausge-
fithrt werden kann.

Die Elemente des Vektors k werden in Ab durch das Skalarprodukt der Zeilen der
Matrix A mit dem Vektor b gebildet:

e ()6

ky=38-(-2)+(-1):14+4.3=-6—-1+412=35
k,=2-(—2)+0-1 +6-3=-4+0+18=14

x=(d)

ARBEITSAUFTRAG 3/3:

Untersuchen Sie, ob fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor das Kommu-
tativgesetz gilt!

Multiplikation zweier Matrizen

BEISPIEL 3/5:

Wir wollen das Beispiel 3/1 erneut.erweitern: Wir wollen jetzt in Betracht ziehen, da
nicht nur ein Handelsbetrieb eine Bestellung, sondern daf mehrere Handelsorgane ihre
Bestellungen aufgegeben haben. Dann kénnen wir alle ,,Bestellvektoren zu einer
Matrix zusammenfassen.

Unter Verwendung der Doppelindizes lautet die Matrix B:

by by o bip
B= by by o bz

b1 bnz - bap

Bei der Berechnung der Aufwendungen an Arbeitszeit, die an jedem Arbeitsplatz
fiir jeden Besteller anfallen, miissen mehrere solcher Gleichungssysteme aufgestellt

41



werden ; bei p Handelsbetrieben sind es p Gleichungssysteme. Der Rechenaufwand
erhoht sich betrichtlich. Es erscheint niitzlich, eine vereinfachte Darstellung der
Skalarproduktbildung bei solchen umfangreichen Gleichungssystemen vorzuneh-
men. Dazu dient die Multiplikation von zwei Matrizen. Schon im Abschnitt 3.2.
haben wir erkannt, daB zur Ausfiihrung der Multiplikation einer Matrix mit einem
Vektor die Bedingung der Verkettbarkeit erfiillt sein muB. Das gilt natiirlich auch
bei der Multiplikation zweier Matrizen. Deshalb definieren wir den Begriff ,,ver-
kettbar* in folgender Weise.

> DEFINITION 3/2:

Die Matrix A heit verketthar mit der Matrix B, wenn die Anzahl der Spal-
ten der Matrix A mit der Anzahl der Zeilen der Matix B iibereinstimmt.

Das heifit: Zwei Matrizen A vom Typ (m,n) und B vom Typ (p, ¢) heiBen in
der Produktbildung AB verkettbar, wenn n = p ist.

O BEISPIEL 3/6:
3 2 1 8 5 0
A=|0 5] und B= ( )
(1 4) 2 5 4 3
sind in derProduktbildlmg AB verkettbar, weil 7{A) = (3,2) und (B) = (2,4) sind.
O BEISPIEL 3/7:
3 2 1 4
A=[0 5] und B=(2 5
1 4 3 6
sind in der Produktbildung AB nicht verkettbar, da 7(A) = (3,2) und 7(B) = (3,2) sind.
Unter der Voraussetzung, daB zwei Matrizen A und B in der Produktbildung AB
verkettbar sind, kann das Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors der Matrix A mit
dem k-ten Spaltenvektor der Matrix B zur Berechnung des Elements ¢, der Pro-

duktmatrix C gebildet werden. Somit kénnen wir die Multiplikation zweier Matri-
zen definieren. .

> DEFINITION 3/3:
Wenn die Matrix A = (¢u)m,, mit der Matrix B = (bix)n,p verkettbar ist,
dann heiBt die Matrix ¢ = (¢t)m,» = AB das Produkt der beiden Matrizen
A,B. Ihre Elemente c¢;» werden durch das Skalarprodukt der i-ten Zeile
bk
al = (@ - a4y) der Matrix A mit der k-ten Spalte b, = ( : )von B gebildet.
b
Definitionsgleichung:
n
AB = C, wobei ¢y = afby = X ayby und i =1,2,..,m; k=1,2,.. P
i=1

Kurzschreibweise :

n
AB = ( aub,,)
\ j=1 mp
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Der ProzeB der fortgesetzten Skalarproduktbildung soll durch folgende Ubersicht
veranschaulicht werden :

al —— b, by e by aTh, afb, - alh,
al — — alb Thy - alb,
AmwBun=| . = ff”?im?f
- aZb, alby - aZh,

(@] ARBEITSAUFTRAG 3/4:
Bilden Sie die Produktmatrix AB!

Gegeben:
O e by by bis
A=(a,1 an), B:(bn by bsa)
331 @32

m] BEISPIEL 3/8:

Die Produktmatrix AB soll gebildet werden, wenn

A—3g dB*ls}2 ben sind
A=|1 un =4 1 2 gegeben sind.

2 4
Lésung: ,
Da C = AB gesucht wird, muB zuniichst die Verkettbarkeit beider Matrizen gepriift
werden:

7(A)=(3.2); (B)=(23).

Beide Matrizen sind in der geforderten Reihenfolge verkettbar.

Die Matrix € ist vom Typ 7(C) = (3,3).

Nach Definition 3/3 werden die Elemente c;; der Matrix € durch das Skalarprodukt
der i-ten Zeile der Matrix A mit der k-ten Spalte der Matrix B gebildet, also

e-sa-(12)(t i )

z.B: ¢;=3-140-4=3
€=3:340:-1=9 usw.
Die Bildung des Elements ¢y, wurde durch Umrahmung hervorgehoben:
ey =2-3+4.1=6+4=10
Die Matrix C lautet:

3 9 6
C=19 56 6
18 10 12

[} BEISPIEL 3/9:
Gegeben seien

. 3 0 1 3
A=[1 2] und B={4 2].
2 4 5 1
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Gesucht wird: C = AB

Lisung:

Da 7(A) = (3,2) und #(B) = (3,2) sind, sind beide Matrizen in der geforderten Reihen-
folge nicht verkettbar. Deshalb kann die Produktmatrix AB nicht gebildet werden.
Die Aufgabe ist nicht l6sbar.

3.4. Rechengesetze fiir die Multiplikation von Matrizen

Nach der Definition der Matrizenmultiplikation muB nun iiberpriift werden, ob die
vom Rechnen mit reellen Zahlen her bekannten Gesetze (das Kommutativgesetz,
das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz) fiir die Matrizenmultiplikation
giiltig sind.

Zum Kommutativgesetz

© ARBEITSAUFTRAG 3/5:
Untersuchen Sie, ob fiir die Matrizenmultiplikation das Kommutativgesetz giiltig ist!

Anleitung:

(1) Untersuchen Sie zunichst die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes fiir rechteckige
Matrizen! Gehen Sie von einem Zahlenbeispiel aus!

(2) Priifen Sie, ob das Kommutativgesetz fiir quadratische Matrizen ein und derselben
Ordnung gilt! ¢

Aus den Uberlegungen im Arbeitsauftrag 3/5 wird versténdlich, daB bei der Ein-
fiihrung eines neuen mathematischen Gebildes die vom Rechnen mit reellen
Zahlen her bekannten GesetzmiBigkeiten nicht ohne Beweisfiihrung iibertragen
werden diirfen.

Nun kénnen wir aber zeigen, daB es doch einige Matrizen gibt, fir die gilt:

AB = BA
(] BEISPIEL 3/10:
e 1 -1 4B 2 1 i b
=lp 1) w o o) sSeien gegeben.
Dann sind
2 -1
0 2
0

()6
0 3o )= 73)

1
2 l) (1 -1
2/ \0
Fiir die beiden Matrizen A, B gilt AB = BA.

Ba —

Solche Matrizen wie im Beispiel 3/10 heiBen vertauschbar. Ein Paar vertauschbarer
Matrizen ist z. B. jede quadratische Matrix und die Einheitsmatrix - gleicher
Ordnung. Da AE = A und EA = A, gilt AE = EA.
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(e} ARBEITSAUFTRAG 3/6:
Bilden Sie zu
o 3 2
“\=2 3

eine Matrix B so, da AB = BA gilt!

Sind A und O verkettbare Matrizen, so gilt stets A0 = 0 und 0A = 0, wobei
gegebenenfalls die vorkommenden Nullmatrizen von verschiedenem Typ sind.
Es gibt aber auch verkettbare Matrizen A, B, fir die AB = 0, aber A # 0 und
B # O gilt. Solche Matrizen heiBen Nullteiler.

Hinweis: Bekanntlich gilt fiir reelle Zahlen a, b:
ab = 0 genau dann, wenn @ = 0 oder b = 0. In Zahlenkérpern gibt es keine Nullteiler.

(i} BEISPIEL 3/11:

Gegeben seien LV
A:(l 2) und B=( 2'2).
2 4 -1 1
Gesucht: AB
Lisung:
4 1 2 2 -2 0 0
AB:(z 4)<-1 1)=(0 0)=0

A und B sind Nullteiler.

O  ARBEITSAUFTRAG 3/7:
Gilt fiir die Matrizen aus Beispiel 3/11 auch BA = 0?

Zum Assoziativgesetz

> SATZ3/1:

Wenn A mit B und B mit € verkettbar sind, dann gilt fiir die Multiplikation
der Matrizen A, B, C (in dieser Reihenfolge) das Assoziativgesetz:

(AB) € = A(BC)

O  ARBEITSAUFTRAG 3/8:
Beweisen Sie das Assoziativgesetz der Multiplikation von Matrizen!

Da das Assoziativgesetz gilt, kann die Klammerschreibweise entfallen:

(AB) C = A(BC) = ABC
Das Assoziativgesetz kann fir endlich viele Matrizen erweitert werden, falls sie
in der angegebenen Reihenfolge verkettbar sind:

((AB) €] - ...- M) = ABC ..M
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O  BEISPIEL 3/12:
Gegeben seien die Matrizen A, B, €, die in der Produktbildung ABC verkettbar sind :

2 3 -1 -3 0 -
a=(o 5 4], B= 12,c=(2 3)
1 1 2 5 3

Unter Beriicksichtigung des Assoziativgesetzes fiir die Matrizenmultiplikation soll
P = ABC berechnet werden.

Liosung:

Es wird

-8 3\ 1 _ga [—2 %
(AB)C = 25 22 (2 3) =] 69 16
8 8 24 8
sowie
2 3 -1 -3 6 —2 25
ABC) =(0 5. 4 5 4)=| 69 16]) gebildet.
1 1 2 11 -1 24 8
Es besteht Ubereinstimmung.

Wenn eine Matrix quadratisch ist, kann das Produkt aus n Faktoren A gebildet
werden.

>  DEFINITION 3/4:

Unter der n-ten Potenz einer quadratischen Matrix A versteht man das Pro-
dukt A - A . ... Aausn Faktoren A mitn > 2.

Ar=A.A....A
——
n Faktoren
In Analogie zu den bekannten Potenzgesetzen fiir reelle Zahlen gilt
AMAN — Am+n
und
( Am)n = Amn

>  DEFINITION 3/5:
Esgilt: A=A und A°=E.

O  BEISPIEL 3/13:
Gegeben sei die Matrix

a=(; o)

Es sollen A2, A® und A’ berechnet werden.
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7 6 20 21
3 —
=3 g o)-(3 %)
R 20 21\ (2 3 61 60
. 7 6/\1 20 21
A — 61 60\ (2 3 L 182 183
20 21/\1 O 61 60
Andererseits kann man A® durch Bilden des Produkts A2A® berechnen:

7 6\ (20 21\ (182 183
2A8 — =
AA—(z 3)(7 6)_(61 60)

Zum Distributivgesetz

> SATZ3/2: y
Wenn B und € vom gleichen Typ und A mit B und A mit C verkettbar sind,
gilt:

A(B 4 C) = AB 4 AC

BEWEIS:
AB + €) =D = (dw)
‘Wir schreiben das Element d;:
n
i = ):1 aij(b + cjx)
Yo

= an(bw + c1) + @io(Bax + C2x) 4« + @inlbr + Cnz)
= @by + @inCix + Gighor + @isCor + - + Ginbnk + GinCur
= @by + ieber + «o + Ginbnr + GirC1 + GizG2k + oo + BinCnk

n n
= X aybp + X it
ji=1 j=1
' Das bedeutet in Matrixschreibweise:

D =AB 4 AC, w.z.bw.

] BEISPIEL 3/14:

Gegeben seien die Matrizen

e Yov= )o=( )

‘Wir berechnen
2 1\ (4 3 10 10
MBSO (3 o) (2 4) = (12 9)
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und

sl 0 46 20 )
9 92

Es besteht Ubereinstimmung.

> SATZ 3/3: -~
Wenn A und B vom gleichen Typ und A mit € und B mit C verkettbar sind,
gilt:

(A+B)C=AC+ BC
Auf den Beweis wollen wir verzichten, da er analog zum Beweis des Satzes
3/2 verlauft.

3.5. Der Ring der quadratischen Matrizen gleicher Ordnung

Nach Definition der Operation Multiplikation und nach der Untersuchung der Giiltigkeit der
bekannten Rechengesetze fiir die Multiplikation von Matrizen konnen wir einen weiteren
algebraischen Strukturbegriff einfithren: den Ring der quadratischen Matrizen gleicher Ord-
nung. Sind fir eine Menge

— die Operationen Addition und Multiplikation erkldrt,

— das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz der Addition gultig,

— die Umkehrbarkeit der Addition nachgewiesen,

— das Assoziativgesetz der Multiplikation und das Distributivgesetz giiltig,

dann heiBit die Menge ein Ring.

Die Menge der quadratischen Matrizen gleicher Ordnung mit reellen Zahlen als Matrizen-
elemente erfiillt diese Bedingungen.

Da das Kommutativgesetz der Multiplikation nicht gilt, ist der Matrizenring nicht kommutativ.
Er besitzt Nullteiler. Die Einheitsmatrix ist eindeutig bestimmtes neutrales Element der
Multiplikation. Beispielsweise bildet die Menge der ganzen Zahlen ebéenfalls einen Ring, der
jedoch kommutativ ist.

ZUSAMMENFASSUNG: I
Zur Ausfithrung der Multiplikation ist es erforderlich, daB beide Matrizen
verkettbar sind. Die Elemente der Produktmatrix werden durch das Skalar- -
produkt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B gebildet. Die Multi-
plikation einer Matrix vom Typ (m, n) mit einer Matrix vom Typ (n, p) ergibt
eine Matrix vom Typ (m, p). Es gelten das Assoziativgesetz und das Distri-
butivgesetz; das Kommutativgesetz gilt nicht.
Die Menge der quadratischen Matrizen gleicher Ordnung bildet einen Ring.
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3.6. Berechnung der Produktmatrix

Die Multiplikation von umfangreichen

&

Matrizen, wie sie in der Praxis haufig
auftreten, erfordert durch die Bildung
der Skalarprodukte einen grofen Re-
chenaufwand. Waren deshalb frither der
Nutzung der Matrizenrechnung Grenzen
gesetzt, so bietet sich heute der Einsatz
elektronischer Datenverarbeitungsanla-
gen zur Bewiltigung dieser umfangrei-
chen Rechnungen besonders an. Bei der
Vorbereitung des Einsatzes solcher An-
lagen miissen die im einzelnen auszu-
fiithrenden Rechenschritte in einem
Programmablaufplan veranschaulicht
werden. Fiir die mit den Symbolen der
Rechentechnik vertrauten Leser wird
der Programmablaufplan fiir die numeri-
sche Berechnung der Produktmatrix AB
angegeben (Bild 10), wobei A = (@it)m,n
und B = (biz),, p (s. Definition 3/3) sind.

Fiir die Multiplikation von mehr als
zwei Matrizen ohne den Einsatz maschi-
neller Rechenanlagen ist es zweckmaBig,
die Matrizen iibersichtlich anzuordnen
und Rechenkontrollen vorzusehen. Das
Farxsche Schema erfiillt diese Bedin-
gungen. Dabei wird vora tzt, daB

Eingabe
ik, bix, m, 0, P

Cp:=4 -

1

Jom7
g F——1
Gik * = Cik + jj bjk .

o+

L

die zu multiplizierenden Matrizen ver-
kettbar sind.

Falksches Schema
fur die Multiplikation
von zwes Matrizen

Wir ordnen die zu multiplizierenden
Matrizen A = (@i)m,» und B = (bi)s,p
und das Matrizenprodukt AB=C =
= (Cit)m, p S0 an, dafl das Element c;; der
Produktmatrix € im Schnittpunkt der
i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte
von B liegt (Tableau 1). In Abgrenzung
zu einer Tabelle nennen wir diese sche-
matische Darstellung ein Tableau. Zur
Vereinfachung der Darstellung seien
die Elemente in den Matrizen durch
Punkte angedeutet.

4 1001709)

jr=i+1

L
B,

Ausgabe

Cik

Bild 10
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Tableau 1

O  BEISPIEL 3/15:

Gegeben seien die Matrizen

-1 0 1 4
0o 1 2 o0
A= 1 2-3 2
3-2 4 0
2 1 1-1

Gesucht wird die Produktmatrix C mit Hilfe des Fargschen Schemas.

Losung (Tableau 2):

W -~

N - O N

w0

N O N

|o~

>

=~ (o-o
|
w

1
3 —
2

oo van

—
WO W=

Tableau 2

Im Schema wurde die Berechnung von ¢, durch Einrahmung hervorgehoben:

0

ey =aih,=(1 2 -3 2 ;=0+2—6+6=2
3

Rechenkontrollen sind bei Anwendung des Fargschen Schemas als Summenproben
leicht durchzufiihren. Zwei Kontrollverfahren sind moglich: die Spaltensummen-

probe und die Zeilensummenprobe.

Spaltensummengprobe:

/

Die Elemente jeder Spalte der Matrix A werden addiert und als Spaltensummen-
vektor 83 unter die Matrix A geschrieben. Nun wird das Skalarprodukt des Spalten-
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summenvektors 83 mit jedem Spaltenvektor der Matrix B gebildet. Die dabei auf-
tretenden Skalarprodukte werden jeweils in der betreffenden Spalte unter C
geschrieben.

Dadurch entsteht unter der Produktmatrix C ein Zeilenvektor 87. Andererseits
konnen die Elemente jedes Spaltenvektors von C addiert werden. Dadurch entsteht
der Spaltensummenvektor sg. Die Ubereinstimmung der Vektoren s¢ und sT
ist zu zeigen:

BEWEIS:
Behauptung: s§ = sT

Beweis:

Linke Seite:

m
s¢ = §4B, wobei 83 = (a) mit a; = ) ay mit j=1,..,n
i=1

und B = (big)n, p-
n n m
Also ist s3B = ( > a,b,-,,) = ( y ( x a,-,-) b,-,,).
VA §

j=1\i=1

Auf Grund der Giiltigkeit des Distributivgesetzes fiir reelle Zahlen ist die
Multiplikation mit der Summation vertauschbar:

m n m
§iB = (2 > (a.-,-bjk)) =(2 c,—;,.) fir k=1,..p
i=1j=1 i=1
Rechte Seite:

m
87 = (¢;) mite,= I ¢ fir k=1,..,p;
i=1

m
also ist 87 = (Z c.-k) .
i=1
Ubereinstimmung der linken und rechten Seite :

(£ ) =(£).

d.h., siB=3s8T bzw. sg=s7, wzbw.

(2] BEISPIEL 3/16:

Fiir die Aufgabe im Beispiel 3/15 soll die Spaltensummenprobe durchgefﬁlirt werden
(Tableau 3).
s%b, wird susfihrlich berechnet: 85h, = 15—2—10 + 5 = 8.
Das erste Element des Spaltensummenvektors von C, s, genannt, wird durch
m
‘Zen=-1-5+9+3+2=38
i=1

gebildet und ergibt Ubereinstimmung mit s3b,.
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Es

3 0 2
-1 1 0
—2 2 1 | B
1 3 2
-1 0 1 4 -1 14 7
0 1 2 0 -5 5 2
A 1 2 -3 2 9 2 3 | (=AB
3 -2 4 0 3 6 10
2 1 1 2 0 3
5% 5 2 5 5 8 27 25 |s? =siB
Tableau 3

Hinweis: Wir empfehlen, zuerst das Skalarprodukt 8 bl zu bilden und sofort mit s,
zu vergleichen, bevor man weiterrechnet. Dadurch kénnen mégliche Rechenfehler
schnell lokalisiert werden.

wiire auch denkbar, daB sich einmal zuféllig zwei oder mehrere Rechenfehler

gerade aufheben. Deshalb ist es empfehlenswert, auch die Zeilensummenprobe
durchzufiihren.

Zeilensummenprobe:
Sie wird in Analogie zur Spaltensummenprobe durch eine Schrittfolge beschrieben:

1.
2.
3.

Addiere die Elemente jedes Zeilenvektors der Matrix B! Dadurch entsteht der
Spaltenvektor zg.

Bilde die Skalarprodukte eines jeden Zeilenvektors von A mit zg! Dadurch ent-
steht der Spaltenvektor z.

Addiere die Elemente jedes Zeilenvektors von C! Dadurch entsteht der Spalten-
vektor z¢. Vergleiche die Elemente dieses Vektors zg mit cenen des Spalten-
vektors z, die im Schritt 2 bestimmt wurden!

Fiir die Zeilensummenprobe gilt also die Behauptung z = z¢, d. h. Azg = z¢.
Auf den Beweis der Ubereinstimmung dieser Vektoren wollen wir verzichten. Er
wird in Analogie zum Beweis der Spaltensummenprobe gefiihrt.

m]
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BEISPIEL 3/17:

Fir die Aufgabe im Beispiel 3/15 soll die Zeilensummenprobe durchgefithrt werden
(Tableau 4).

3 0 2 5
B| -1 1 0 0 |zp

-2 2 1 1 '
1 3 2 6
-1 0 1 4 -1 14 7 20
o .1 2 0 -5 5 2 2

A 1 2 _3 2 9 2 3 | 14 |z¢g=Azp
3 -2 4 0 3 6 10 19
2 1 1 -1 2 0 3 5

Tableau 4 C=AB



ZusammengefaBt ergibt sich fiir die Multiplikation von zwei Matrizen folgendes
Tableau (Tableau 5): '

B zp
A C=AB z¢ = Azp
sh sk =55B
Tableau 5
(e} ARBEITSAUFTRAG 3/9:

Zeigen Sie an der Aufgabe in den Beispielen 3/16 und 3/17, daB die Summe der Elemente
des Zeilensummenvektors zg¢ gleich der Summe der Elemente des Spaltensummenvektors
sg ist! Darin besteht die Moglichkeit einer weiteren Rechenkontrolle.

Fallksches Schema filr die Multiplikation
von mehr als zwei Matrizen

Wir setzen voraus, daB die Multiplikation der gegebenen Matrizen ausfiihrbar ist,
d. h., daB die Matrizen in der geforderten Reihenfolge verkettbar sind.

In der Darstellung beschrinken wir uns auf die Multiplikation von vier Matrizen,
aus der die ZweckmaiBigkeit der Anordnung bereits ersichtlich ist. Dafiir erweitern
wir das FaLgsche Schema.

Es bestehen zwei Moglichkeiten, die Matrizen in dem erweiterten FaLkschen Schema
anzuordnen:

1.

Anordnung nebeneinander: Man beginnt links und bildet nacheinander die
Matrizenprodukte AB, (AB) C, (ABC)D. Es ist zweckmiBig, das Farksche
Schema nach rechts fortzusetzen (Tableau 6). .

B |- ¢ « @ '
A . AB | ABC ABCD ‘
2 | % | X80 | Tableau s

Die Elemente in den Matrizen werden durch Punkte in der ersten Zeile und in
der ersten Spalte verdeutlicht. Daraus wird der Typ der Matrizen ersichtlich.
Um mogliche Rechenfehler beheben zu kénnen, sollte eine Rechenkontrolle
(Spaltensummenprobe) durchgefiithrt werden.

. Anordnung untereinander: Man beginnt oben und bildet nacheinander die

Matrizenprodukte CD, B (CD), A (BCD). Es ist zweckméaBig, das Farksche
Schema nach unten fortzusetzen (Tableau 7).
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é ' Ci) ' ZcD
1.3 Bi}D ' ZBCD
A . ABCD ZABCD

Tableau 7

Als Rechenkontrolle sollte man wenigstens die Zeilensummenprobe durchfithren.

O  BEISPIEL 3/18:
Gegeben sind die Matrizen

3 2 0 1 3 g 0 9 3 4
A=|1 5 2], B=|0o 3], C=(O 1 0), D= 0 -1
0 1 1 2 1 -2 1
Es soll mit Hilfe des erweiterten FarLkschen Schemas die Produktmatrix ABCD

berechnet werden.

Losung
Anordnung nebeneinander (Tableau 8):

B . D
——— c
1 3 | 3 4
0o 3 2 0 2 0 -1
A 2 1 0 1 o -2 1
3 2 0 3 15 6 15 6 6 15
1 5 2 5 20 10 20 10 10 30 | spcp
0 1 1 2 4 4 4 4 4 16
4 8 3 10 39 20 39 20 20 61 81
A 518 sinc 8iRcD
Tableau 8



Anordnung untereinander (Tableau 9):

D
3 4 1
0 -1 =31
Z]
¢ | o2 -1 L
T
2 0 2 2 10 12 |,
1 001 0 0 -1 =1 o
T 3 2 7 9
B 0 3 0 -3 -3 ZBCD
2 1 419 23
[ 3 2 o 6 15 21
1 5 2 10 30 40 ZABCD
001 1 4 16 20
A | & |
Tableau 9 T

3.7. Anwendung der Matrizenmultiplikation

In der Okonomie findet die Matrizenmultiplikation ein weites Anwendungsfeld,
7. B. bei Materialverflechtungen. Der ProduktionsprozeB fiir ein Erzeugnis besteht
meist aus mehreren Stufen. So werden beispielsweise in einem sehr einfachen Fall .
aus Binzelteilen Baugruppen und aus diesen und Einzelteilen wiederum Enderzeug-
nisse hergestellt. Auf Grund der bestehenden Technologie wird eine bestimmte
Anzahl von Einzelteilen benétigt, um die Baugruppen zusammenzustellen. Zwi-
schen den Baugruppen und den Einzelteilen bestehen lineare Beziehungen, d.h.
eine lineare Abbildung. Diese kénnen in Tabellen gegeben sein, fiir die sich auch die
Darstellung in Matrixform eignet. Werden nun die Baugruppen zu den Enderzeug-
nissen montiert, so besteht wiederum eine lineare Abbildung zwischen Enderzeug-
nissen und Baugruppen, die ebenfalls in Tabellen- oder Matrixform dargestellt
werden kann. Wird nun die Anzahl der bereitzustellenden Einzelteile gesucht, so
besteht die Aufgabe, diese zwei Tabellen durch eine Tabelle, die eine Aufeinander-
folge linearer Abbildungen zwischen den Enderzeugnissen und den Einzelteilen
enthilt, zu ersetzen. Dieser Substitution entspricht die Multiplikation der beiden
Matrizen, die die Proportionalitit zwischen Baugruppen und Einzelteilen sowie
zwischen Enderzeugnissen und Baugruppen wiedergibt. Dabei ist die Matrizen-
darstellung wesentlich iibersichtlicher.

O  BEISPIEL 3/19:

Bei der Herstellung der Erzeugnisse B, und E, werden die Bauelemente B, und B,
und zu deren Herstellung die Teile 7', T, und T} in der in den Tabellen 9a und 9b
angegebenen Anzahl bendtigt:
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Tabelle 9a

Zur Herstellung werden benétigt (in Stiick)
von B, B,
E, 2 3
E, 1 4

Tabelle 9b

Zur Herstellung werden benétigt (in Stick)
von T B L
B, 2 1 0
B, 1 0 3

Es soll die Anzahl der Teile 7;, T, und 7'; ermittelt werden, die zur Herstellung von
je einem Stiick des Enderzeugnisses erforderlich sind.

Lésung mit Hilfe der Aufeinanderfolge linearer Abbildungen.:

1) V haulichung der Verflechtung durch einen Graphen (Bild 11)
Teile T A 13
\z\ 7 U /
Bauelemente 8, 8,
2 ] w7 4
Erzeugnisse & g
Bild 11

2) Mathematische Formulierung des Problems

L E,=2B,+3B,
E,=1B,+ 4B,

IL. B,=2T,+1T,+ 0T,
B,=1T,+0T,+37, .
3) Nacheinanderausfithrung der linearen Abbildungen
B, =227, +1T,+0Ty) +3(17T, 40T, + 37T,
E,=12T,4+ 1T, +0T) 441 T,4+0T,+317T,)
E,=4T, +2T,+0T,+37,+0T,+97T,
B, =27, 4+ 17,4+ 0T, +4T,+0T, +127T,
=TT+2T,+97T,
e =6T, +1T;+ 12T,



4) Ergebnis:
Zur Herstellung von einem Stiick des Erzeugnisses E, werden 7 Teile T, 2 Teile T,
und 9 Teile 7', zur Herstellung von einem Stiick des Erzeugnisses F, werden 6 Teile
T}, 1 Teil T, und 12 Teile T, bendtigt.

Lisung mit Hilfe der Matrizenmultiplikation:
Wie im Abschnitt 2.4. dargestellt wurde, sind Matrizen g ignet, lineare Abbild zZu
beschreiben. Deshalb kann unter Verwendung der Koeffizientenmatrix

fiir Tabelle 9a fiir Tabelle 9b

B\ (2 3\ (B 31_210%
E)~\1 4)\B)’ B)~\1 o 3)\p
3,
geschrieben werden. Der Nacheinanderausfihrung der linearen Abbildungen ent-
spricht die Multiplikation der Koeffizientenmatrizen in folgender Weise:

E)-¢ 96 5 9(E-6 19

ARBEITSAUFTRAG 3/10:

Uberpriifen Sie durch Anwend der Matrizenmultiplikation die Richtigkeit dieser
Darstellung! Diese wesentlich kiirzere Darstellung fiihrt zum gleichen Ergebnis.

BEISPIEL 3/20:

Bei der Berechnung der Lohnkosten, die bei der Herstellung eines jeden Erzeugnisses
fiir jeden Kunden anfallen, sind folgende Daten gegeben:

Der Arbeitsaufwand in Stunden je Arbeitsplatz und je Erzeugnis durch die ,,Aufwands-
matrix*“ A in

Tabellenform Matrizenform

Er- Aufwand in Stunden

zeug- am Arbeitsplatz

nis 1-2 3 4 5 2 1 4 b5 0

A=(1 4 2 5 2

a |21 4 5 0 01 0 3 4
b 1 4 2 5 2

¢ o 1 0 3 4

Tabelle 10

Der Bedarf in Stiick je Kunde und Erzeugnis durch die ,»Bedarfsmatrix““ B in

Tabellenform Matrizenform
Erzeugnisse in
Kundo Stick
a b ¢ (0 4 2)
B=(0 2 4
K 0 4 2 5 10
L 0 2 4
M 5 1 0

Tabelle 11
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Die Lohnkosten in Mark je Arbeitsplatz durch den ,,Lohnkostenvektor* Yin

Tabellenform Matrizenform
. Lohnkosten
Arbeitsplatz in Mark

1 16’ 16

2 20 20

3 18 y=|18

4 18 18

5 16 18
Tabelle 12

Gesucht wird der Lohnkostenvektor k in Mark je Kunde.

Losung:

Da durch den ,,Lohnkostenvektor* y der lineare Zusammenhang zwischen Arbeitsplatz
und Lohnkosten und durch die ,,Aufwandsmatrix* A der lineare Zusammenhang zwi-
schen Erzeugnis und Arbeitszeit am Arbeitsplatz gegeben werden, gibt das Produkt
Ay den linearen Zusammenhang zwischen Erzeugnis und Lohnkosten. Da die ,,Bedarfs-
matrix*“ B den linearen Zusammenhang zwischen Kunde und Anzahl der Erzeugnisse
enthiilt, liefert das Produkt aus B (Ay) somit die fiir jeden Kunden aufzuwendenden

Lohnkosten. Die Berech dieses Produkts
k = BAy
erfolgt nun zweckmiiBigerweise im Farkschen Sch (Anordnung der M:
nebeneinander) (Tableau 10).
A y
B BA
'
T T
5B Sam S

Tableau 10

Numerische Berechnung einschlieBlich Kontrolle durch die Spaltensummenprobe (Ta-
bleau 11):

16
e 20
2 .1 4 5 0 18 y
1 4 2 5 2 18
B ) 1 0 3 4 16
0 4 2 ‘4 18 8 26 16 1292
0 2 4 2 12 4 22 20 1060 |k
5 1 0 11 9 22 30 2 1324
5 7 6 17 39 34 8 38 3676
Tableau 11

Ergebnis: Die Lohnkosten belaufen sich fiir die Bestellung des Kunden K auf M 1292, —,
die von L auf M 1060, — und die des Kunden M auf M 1324,—.’



3.8. Aufgaben .

1. Sind die folgenden Matrizen in der Produktbild AB verkettbar ?

1 4 6 —
a) A=[0" 2]; B= (3 )
3 5
2 3 -1 1
wa=( 37 3=(373)
= 6 3
c) A= ( i i) H B= 2 -5
-1 4
i i 5-3 1
dA=|2 3}; B= ( )
(3 n ¥
2. Gk‘aben Sie den Typ der folgenden Matrizen an!
r s & 1 3-a 4
A= 3 B=[2a 4 a—1
2 5 3°)° 4 0 1
o 0 0

In welcher Reihenfolge sind beide Matrizen verkettbar ?

3. Gegeben sind die Matrizen

3 0 5
A= 2 1 1);
-3 1-2

Berechnen Sie!

=

Il
—_—
w0 S
@ o -
)
N—
e

Il
——
[ )
oo
)
N—

a) F = AB b) 6 = BC c¢) H=CA
d) K= A(B+0C) e) L = A (BO) i)y M= (A+B)C
g) N = AC + BC h) P = ATBT i) Q = BTA
k) R = (ABY
4. Bilden Sie jeweils die Produktmatrix!
% 2 3 -1
a) (@ 7 @)Y b) (7 =) 0 5 4
Ys, E
2 -3 1 1
@—-2 1ft 2-3)[o
0 1 4/ \2 '
5. Beweisen Sie die folgenden Siitze! Es wird vorausgesetzt, daf die Matrizen verkettbar
sind.

a) Die Transponierte des Produkts zweler Matnzen 1st glelch dem Produkt der Transpo-
nierten der beiden Matri in ter "
(Behauptung: (AB)T = BAT)

b) A(AB) = (AA) B = A (AB) (A beliebige reelle Zahl)

Driicken Sie diesen Satz in Worten aus!
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Gegeben sind die'linearen Abbildungen 1, II, III. Wie lautet die Abbildung in Matrix-
form, in der x durch z ausgedriickt wird ?

2 =2u + uy — 2uy
Ty = uy + 3ug I
Zg = 2u; — ug

U =3v+20,+ v,
Uy=2v+ v, II

My = 1 Yy + 20

vy = — 32 + 32
V=22 +22 — 2z III.
v3=32 — 2z

Gegeben seien die Matrizen A, B, C und D. Berechnen Sie mit Hilfe des Fargschen
Schemas die Produktmatrix ABCD!

3 1 4 -8 1 -3
A=|5 6]); B=( ); C=
(2 0) 0 2 1 o

Zur Berechnung der Lohnkosten, die bei der Herstellung verschiedener Erzeugnisse fiir
jeden Kunden anfallen, sind folgende Daten bekannt (vgl. Beispiel 3/20):

SRR
[ =N

2 1 3
0 0 2
3]s D={3 o
0 11

MO -=O

Arbeitsaufwand (Tabelle 13):

Tabelle 13
Erzeugnis Aufwand in Stunden am Arbeitsplatz
1 2 3 4
a 1,2 0,8 2,1 3,0
b 0,5 1,3 0,2 2,8
c 1,0 1,1 1,8 2,56
Bedarf (Tabelle 14): Lohnkosten (Tabelle 15):
Kunde Erzeugnisse in Stiick Arbeitsplatz Lohnkosten in M
a b c
1 7,30
K 3 7 5 2 5,60
L 2 4 0 3 6,70
M 1 6 2 4 8,10
Tabelle 14 Tabelle 15

Die Verflechtung einzelner Teile, Baugruppen, die aus Teilen zusammengesetzt sind,
und Enderzeugnisse sei durch einen Graphen gegeben (Bild 12).

Stellen Sie die Verflechtungsmatrix auf und ermitteln Sie, wie viele Einzelteile zur
Herstellung eines jeden Enderzeugnisses benitigt werden!



Einzelteile

Baugruppen

Enderzeugnisse

Bild 12

"~




4. Lineare Transformationen durch Matrizen

4.1. Die lineare Punktabbildung

’

Im Abschnitt 2.4. wurde die lineare Abbildung definiert. Dort konnten wir fest-
stellen, daB jede Matrix A vom Typ (m, n) mit Hilfe der Vorschrift y — Ax
eine lineare Abbildung des Vektorraumes B in den Vektorraum Bm bewirkt.
Wir kénnen hierbei die Matrix A als einen linearen Operator auffassen.

Wir wenden uns nun speziell dem zwei- bzw. dreidimensionalen Vektorraum zu
in der Absicht, der Matrizenrechnung eine geometrische Interpretation zu geben.
Fassen wir wiederum die Matrizendarstellung eines linearen Gleichungssystems

-y = Ax

als Vorschrift auf und nehmen wir ein geeignetes Koordinatensystem an, so ver-
mittelt die Matrix A eine lineare Transformation des Vektors x in den Vektor y.
Seien die Koordinaten der Punkte X bzw. ¥ durch die Komponenten der Vektoren
X bzw. y beschrieben, dann bildet die durch die quadratische Matrix A vom Typ
(2,2) bzw. (3,3) vermittelte lineare Transformation alle Punkte X des zwei- bzw.
dreidimensionalen Vektorraumes in Punkte ¥ desselben Vektorraumes ab.

e (3)-(z 29(2),

Ye, o1 G/ \Zp

Y1 (CYRCPRC PN EAN
fiir B gilt Y2] = %1 Gp2 Gy |2 -
Ys, A31 Ogp  Qgs/ \%,

Eine rechteckige Matrix vom Typ (2,3) bewirkt eine Abbildung des dreidimensio-
nalen Vektorraumes in die Ebene. Dafiir gilt:

2,
(yl) = (”'u Az am) x:
Y2 o1 Ay Qg3 7

o BEISPIEL 4/1:
2 1
Der Punkt X (1;4) soll durch die Matrix A = (3 " 2) abgebildet werden.
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Liosung:

Fiir den Originalpunkt X (1;4) koénnen durch die lineare Transformation

=25+ 2
Yy, = 3z, — 22,

die Koordinaten des Bildpiinktes Y berechnelt werden :

=06, y.=—5; Y (6;-5)
In Matrizendarstellung: y = Ax

(::)z(g _;) (i)=(—§) v.=6

Man erhilt das gleiche Ergebnis.

G he Vi haulichung:

wird ein Vektor y und da-
mit der Punkt Y zugeord-
net (Bild 13).

Dem

(@)

Yp= —b.

Vektor x, der dem Punkt X zugeordnet ist,

X

1%

BEISPIEL 4/2:

Der Punkt X (1; 2; 3)
soll durch die Matrix

0 1 2

A= 2-1 1
-1 0 1
abgebildet werden.

Lisung:
Durch die lineare Transfor-
mation

h= %3 + 223
Y= 22—+ 2
Y= =% + 2

-1

<

(1)

Bild 13

konnen fiir den Originalpunkt X (1; 2; 3) die Koordinaten des Bildpunktes Y berechnet

werden :

$n=28 =3 yu=2 Y(8;3;2)
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Das gleiche Ergebnis erhilt man wesentlich kiirzer bei Anwendung von Ax =y:

L4 00-0)

Geometrische Veranschaulichung 3)
in Kavalierperspektive (Bild 14):

>

N

~l<

(7

BEISPIEL 4/3:

Der Punkt X (2; 3; —3) soll durch die Matrix
1 2 1

A= (2 0 2)

in die (1), (2)-Ebene abgebildet werden.

Losung:

Durch die lineare Transformation
Y= @& + 2z, + x5

Y = 22, + 2z

koénnen fiir den Originalpunkt
X (2; 3;—3) die Koordinaten
des Bildpunktes Y berechnet L

3

()

Bild 14

Bild 156

werden:

h=>5 wm=-2 Y5 -2
Das gleiche Ergebnis erhilt
man bei Anwendung von

Ax =y:

& ;) (_§)=(—3) @]

Geometrische Veranschaulichung
(Bild 15):

I<

(2)



Eine lineare Transformation y = Ax fithrt nicht nur einen Punkt in seinen Bild-
punkt iiber, sondern alle Originalpunkte einer geometrischen Figur in ihre zuge-
hérigen Bildpunkte. Durch eine lineare Transformation erhélt im allgemeinen jede
geometrische Figur eine andere Gestalt, und ihr Bild entsteht an einer anderen
Stelle des Koordinatensystems.

[m]

BEISPIEL 4/4:
Das Dreieck X YZ soll durch die Matrix

2 1 1
A=|0 1 2
1 2 0

abgebildet werden. Das Bild soll Dreieck X’ Y"Z’ heiBen.
Die Eckpunkte des Originals seien gegeben durch

X(1;2;3), ¥(0;1;1), Z(2;3;1)

Lésung:

Durch die lineare Transformation

7 =20+ % + 2

2 = 2, + 25

z3= @+ 2,

kénnen fiir den Punkt X(1; 2; 3) die Koordinaten des Bildpuniktes X’ berechnet werden.
Werden z; bzw. z; durch y, bzw. y; und schlieBlich durch z; bzw. z; ersetzt, so konnen
auch die Koordinaten der Bildpunkte ¥” (aus ¥) und Z’ (aus Z) berechnet werden:

2, =17, x,=8, x3,=5; X'(71;8;5)

n=2 =3 =2 Y232

z2,=8, 2z=05  2,=8; Z(8;5;8)

Die Anwendung der Matrizenmultiplikation fiihrt schneller zu dem gleichen Ergebnis:

Ax =x'

2 1 1\ /1 7

o 1 2){2)=(8); x=(1;857
1 2 o/ \3 5

Ay=Yy

2 1 1\ (0 p)

o 1 2){1])=(3); yv=3:27
1 2 o/ \1 2

Az =12’

2 1 1\ /2 8
o 1 2)(3)=(5); =z =587
1 2 o/ \1 8

Diese Abbildung kann auch durch D’ = AD dargestellt werden, wobei D = (x,y, z)
und " = (x’, ¥, #’) sind (Bild 16). .

Im dreidimensionalen Raum hat die lineare Abbildung die Eigenschaft, lineare
Gebilde wiederum in lineare Gebilde zu iiberfithren, d. h., es werden Geraden in
Geraden und Ebenen in Ebenen iiberfithrt. Aus diesem Grunde heif3t die Abbildung
,,linear*‘.

5
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Bild 16 @) p

1 (2)

(1) -

4.2. Matrizendarstellung
einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

Wir. wollen in diesem Abschnitt untersuchen, durch welche Matrizen bestimmte
Abbildungen von Punkten der Ebene bewirkt werden.

Abbildung in den Koordinatenursprung

Durch die Nullmatrix O werden alle Vek- 2)
toren X in den Nullvektor o abgebildet. B
Das bedeutet, daB durch die Nullmatrix X
alle Punkte der Ebene in den Koordi-
natenursprung transformiert werden. 1t

y=0x=0 mit 0=(g g)4

I

1 (1)

19 |lo

Geometrische Veranschaulichung (Bild 17): ¥~

Bild 17

66



Identische Abbildung 2)

Durch die Einheitsmatrix E werden alle
Vektoren X in sich selbst abgebildet. Das 1k
bedeutet, daB durch die Einheitsmatrix
alle Punkte der Ebene in sich selbst trans-

formiert werden.
G trische Veranschaulichung (Bild 18): 0

Abbildung durch Verschiebung

Die Vektoraddition y = x + ¢ bewirkt
eine Verschiebung des Vektors X um den
Vektor ¢ (Bild 19), wobei

+=(2) ,

Lineare Transformationen in der Form
y = Ax nennt man homogen. Inhomogene
lineare Transformationen enthalten ei-
nen Vektor als additives Zusatzglied:

Bild 19

y = Ax + ¢. Da die homogenen Transformationen lef’chter zu handhaben sind,
ist man bestrebt, inhomogene lineare Transformationen auf homogene zuriick-
zufiihren. Das erfolgt in unserem speziellen Fall y = x + ¢ zunéchst durch Einfiih-

rung der Einheitsmatrix E:
y=Ex+e¢

Austithrlich geschrieben bedeutet das:
p=12,+02+0
Yo=0mz + 1oy + ¢,

Ergiinzt man anschlieBend als dritte Zeile
1=02,4+0x,+ 1,

8o entsteht folgende homogene Matrizendarstellung:
Yy 1 0 ¢\ /%
%)=(0 1 &]|z
1 00 1/\1

[m] BEISPIEL 4/5:

2
Der Punkt P (1; 3) soll durch die Verschiebung um den Vektor ¢ = (1) in den Punkt

P’ abgebildet werden.

v 1 0 2\ /1 3
7]=(0 1 1) 3)=(4]), also: P’"(3;4)
1 0o 0 1 1 1

5%
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Geometrische Veranschaulichung (Bild 20): (2) c p
Y
i P
X
7 -
1 L 1 L

0 1 (1)

° Bild 20

Abbildung durch Spiegelung

Die Spiegelung werde durch die Matrix 8 in der linearen Transformation y = 8x
bewirkt. Wir wollen folgende Fille unterscheiden:

Spiegelung an durch die Matrix Beispiel Bild
dem Koordinatenursprung 8 = (_3) _(1)) 4/6a 21
1 0
der (1)-Achse 5, = ( : _1) 46b 22
’ -1 0
der (2)-Achse S, = ( 0 1) 4/6c 23
der Winkelhalbierenden des 1. und 0 1
3. Quadranten S, = ( 1 0) 4/6d e
der Winkelhalbierenden des 2. und 0 —1
4. Quadranten Sz = (— 1 0) Afe 20

O  BEISPIEL 4/6:

Gegeben sei der Punkt P (1;3). Es sind die Abbildungen durch die Matrizen §,, §;,
Sg, Sw1 und Sy durchzufiihren.

Lésung :
-1 0
a) Gegeben: P (1; 3) und 8, = ( 0 _1)
Durch die Matrix 8, erfolgt die Spiegelung des Punktes P am Koordinatenursprung
(Bild 21).
Es gilt: y = Sgx

()= ) 6)-)

Wir erhalten: y = (—1; —3)T und Py (—1; —3)
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@ @) @
L 4P L P B L
1+ 1+ 1t
0 L = Te ” L vl — 1 1 1
1 ] 7 7] 0 7 €
R L | B |
Bild 21 Bild 22 Bild 23

1 0
b) Gegeben: P (1;3) und 8, = (0 —l)

Durch die Matrix 8, erfolgt die Spiegelung des Punktes P an der (1)-Achse (Bild 22).
Es gilt: y = §;x '

w) (1 0\ 1y [ 1
o) =(o -3) ()= (=
Wir erhalten: y = (1; —3)T und Pj (1; —3)
-1 0
c) Gegeben: P (1; 3) und 8, = ( 0 1)

Durch die Matrix 8, erfolgt die Spiegelung des Punktes P an der (2)-Achse (Bild 23).
Es gilt: y = 8,x

(w=Co D6)=(3)

Wir erhalten: y = (—1; 3)T und P; (—1;3)

0 1
d) Gegeben: P (1; 3) und Sy1 = (l 0)
Durch die Matrix Sy erfolgt die Spiegelung
des Punktes P an der Winkelhalbierenden des
1. und 3. Quadranten (Bild 24).

Es gilt: y = Syix

(=0 o)-0)

Wir erhalten: § = (3; 1) und Py (3; 1) Bild 24
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0 -1 @\
e) Gegeben: P (1; 3) und Sye = (—l 0) P

Durch die Matrix Sy erfolgt die Spiege-
lung des Punktes P an der Winkelhalbie-
renden des 2. und 4. Quadranten (Bild 25).

Es gilt: y = Swz X

(yl 0 -1\ (1y (-3

yn):(—l 0) (3):(-1) :
Wir erhalien: y = (—3; —1)T

und P, (—3;,—1)

7
PWZ

Abbildung durch Streckung Bild 25

Die in der Ahnlichkeitslehre behandelte zentrische Streckung vom Urspru.ng als
Streckungszentrum aus erfolgt durch die Skalarmatrix

Z, = (0 g) mit z > 0 als Streckungsfaktor.

Eine allgemeine Streckung, bei der fiir die Koordinatenachsen unterschiedliche
Streckungsfaktoren gelten, wird durch die Matrix

_(a 0
e (0 z,)
bewirkt. Eine Streckung nur in einer Koordinatenrichtung erfolgt durch die
Matrix

_(n O (1 0
zl_(() 1) bzw. Z, (0 22)

O BEISPIEL 4/17:

Fiir den Punkt P (1;3) sollen die Abbildungen durch die Matrizen Z,, Z, Z, und
Z; mit z = 2,2, = 3 und 2z, = 2 ermittelt werden.

Losung:

0
a) Gegeben: P (1;3) und Z, = ((2) 2)

Durch die Matrix Z, wird eine Streckung des Vektors x vom Ursprung aus durchgefiihrt ;
da z = 2 ist, wird der Betrag des Vektors x verdoppelt (Bild 26).
Es gilt:y = Zyx

AN 2 0\ /1 2
()= =) )= ()
Wir erhalten: y = (2; 6)T und P (2; 6)

0 2

Durch die Matrix Z erfolgt eine allgemeine Streckung des Vektors x (Bild 27).
Es gilt: y = Zx

) 0
b) Gegeben: P (1;3) und Z = (3 )
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@l @ P(38)
P} (2;6)
| | P
P
1+ 7}
1 1 Il 1 28 1
0 1 a) 0 7 (1)
Bild 26 Bild 27

W\ (3 0\ (1| (8
()=6 2)6)=(e)
Wir erhalten: y = (3; 6)T und P’ (3; 6)

3 0
c) Gegeben: P (1;3) und Z, = (0 l)

Durch die Matrix Z, erfolgt eine Streckung des Vektors X nur in Richtung der (1)-Achse

(Bild 28).
@| @)

P R'(33)

7 (1;6)

Bild 28 Bild 29

(1)
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Esgilt:y =1Z.x
(=6 9 6)=G)
% 0 1)1\3 3
Wir erhalten: y = (3; 3)T und Pj (3;3)

1 0
d) Gegeben: P (1; 3) und Z, = ( )

0o 2
Durch die Matrix Z, erfolgt eine Streckung des Vektors X nur in Richtung der (2)-Achse
(Bild 29). '
Es gilt: y = Z,x

(=G 2) )=o)

Wir erhalten: y = (1; 6) und P, (1; 6)

Abbildung durch Scherung

Unter einer Scherung versteht man eine Abbildung, bei der jedem Punkt P ein
Bildpunkt P’ folgendermaBen zugeordnet wird:
(1) P’ liegt auf einer Parallelen zu einer Koordinatenachse (Scherungsachse).

(2) Der Abstand des Bildpunktes P’ vom Originalpunkt P ist dem Abstand des
Originalpunktes von der Scherungsachse proportional.

Bei Scherung parallel zur (1)-Achse ergibt sich nach Bild 30 der Proportionalitits-
faktor als Verhiltnis der Differenz der Abszissen beider Punkte und der Ordinate

und wird mit 7, bezeichnet; es gilt also:
Y
ry= 1

Bei Scherung parallel zur (2)-Achse erhilt man nach Bild 31 den Proportionalitéts-
faktor, der hierbei mit r, bezeichnet wird,

entsprechend; es gilt also: 2) .
Y% [
pn=22_=
o1
@
P ’
X2 Y2 [0 4 eI P
L 1 L
0 x % (1) 0 X1*¥1 (1)
Bild 30 Bild 31
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Eine Scherung parallel zur (1)-Achse wird durch die Matrix

Rl=((1) ;2) (Bild 30),

eine Scherung parallel zur (2)-Achse wird durch die Matrix

R2=(: ‘1)) (Bild 31)
1
bewirkt.

(| BEISPIEL 4/8:

Fiir den Punkt P (1; 3) sollen die Abbildungen durch die Matrizen R, und R, mit
7, = 2 und r, = 3 ermittelt werden.

Lésung:

13
a) Gegeben: P (1;3) undEl=(0 1)

Durch die Matrix R, erfolgt eine Scherung parallel zur (1)-Achse (Bild 32).
Es gilt: y = Ryx

B-6 9663

Wir erhalten: y = (10; 3)T und Pj (10; 3)

)
| » . P'(10;3)
1F
1 L 1 L 1 1 1 1 L
0 7 4 o (1)
Bild 32

' 1
b) GQegeben: P (1;3) und R, = (2 ':)

Durch die Matrix R, erfolgt eine Scherung parallel zur (2)-Achse (Bild 33).
Esgilt: y = Rx

w1 0\ (1 _[1
(=6 )6)-()
Wir erhalten: y = (1; 57 und P, (1; 5)
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2)
R (1;5)
2)
P i -‘! Pl
P
r o X
1 L 1 1 L L L
(1) 0 7 (1)
Bild 33 Bild 34

Abbildung durch Drehung
Die Drehung eines Vektors x um den Koordinatenursprung um den Winkel o
erfolgt durch die Matrix

y =(°.°s"‘ _*’i“"‘) (—180° < o < 180°)
S Cos
Geometrische Veranschaulichung erfolgt im Bild 34.

Herleitung der ,,Drehmatrix‘:

Aus Bild 35 ist ersichtlich, in welcher Weise y, und y, durch z, und =, gebildet
werden kénnen. Der Punkt P kann sowohl als Punkt X im (I), (2)-Koordinatensy-
stem durch seine Koordinaten z, und , ausgedriickt werden als auch als Punkt ¥
im (1), (2)-Koordinatensystem durch die Koordinaten », und y,:

y1=0~Q=ER—ﬁ=zlcosa—tzsma (& < 90°)
y.=PQ =BQ+ PB= AR -+ ﬁ:xlsinon-i-xg cos &
In Matrizendarstellung :

Y%\ = [cosax —sinx) [z, @)
Yp) = \Sin cosa) \2,) »lF PeX=y
Eine Drehung um den Winkel o = 90° (’D
wird durch die Matrix ’
= -1 A0
A= (1 0) 12 = "
bewirkt: X[ 4
®\al , |r,
7 % (1)

Bild 35
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4.3. Nacheinanderausfiihrung linearer Transformationen

Durch die Matrix A wird mit Hilfe einer linearen Transformation der Vektor X in den
Vektor y abgebildet. Wird nun auf den Vektor y eine weitere Transformation durch
die Matrix B angewendet, so entsteht der Bildvektor z. Es werden zwei Transfor-
mationen nacheinander ausgefiihrt: y = Ax und z = By. Sie sind einer Transfor-
mation z — BAx — (BA) x gleichwertig. Die Nacheinanderausfithrung linearer
Transformationen ist also auf die Matrizenmultiplikation zuriickzufithren.

O BEISPIEL 4/9: .

Gegeben sei der Punkt P (3; 2). Es sind nacheinander folgende Transfor i aus-
zufithren :

1. Transformation: Spiegelung an der (2)-Achse
2. Transformation: Zentrische Streckung vom Ursprung aus mit z = 2

Lésung (Bild 36):

LS, =(—~1 O); P (—3;2) z
0o 1)%

2. Ty = ((2) g) ; P (—6;4)

Die Matrizenmultiplikation ergibt den Bildvektor z:
CZSx— 2. 0\ (-1 0\(8 (-2 0\ (-6
. E=Z8x=g o)\ o 1)\2)7\ o 2/\2/T 4)

p* 2

Bild 36
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Durch zwei nacheinander ausgefiihrte Drehungen um den Koordinatenursprung
(erste Drehung um den Winkel o, zweite Drehung um den Winkel p) kénnen die
Additionstheoreme fiir die Sinus- und die Kosinusfunktionen in folgender Weise
hergeleitet werden (Bild 37):

@) k

Bild 37

Bei &ier Drehung um den Winkel & (—180° < & < 180°) wird durch die Matrix

A —(cosx —sing
T \sine cos

der Vektor x in den Vektor y abgebildet. AnschlieBend wird durch die Matrix
B =(eosﬂ - si.nﬂ)

sin cos f

bei der Drehung um den Winkel 8 der Vektor y in den Vektor z abgebildet.
Die resultierende Abbildung wird durch die Matrizenmultiplikation z = BAx = (x
gegeben.

C—BA — (cosﬂ —sinﬁ) (cosa —sintx)

sin 8 cos B/ \sinex cos &,
__ (cos B cosex — sin B sin & —cosff sinx — sin B cos
~ \sinf cosx + cosf sin « —sinf sina 4 cos B cosa

Andererseits wurde die Drehung um den Winkel (x + §) herbeigefiihrt, so daBl die
Transformation des Vektors x in den Vektor z durch die Matrix

0 (o8 @+p) —sin (x4 p)

sin (& + ) cos (x + B)

beschrieben werden kann.
Vergleichen wir die entsprechenden Elemente der Matrix € in beiden Darstellun-
gen, so erhalten wir die bekannten Additionstheoreme der Winkelfunktionen :

sin (& + f) = sinx cos § + cosx sin §

cos (& + B) = cosx cos  — sin sin B
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4.4. Aufgaben

1. Wenden Sie die Abbildung y = Ax auf die gegebenen Punkte an, und zeichnen Sie
Original- und Bildpunkt jeder Aufgabe in ein b deres Koordi y ein!

2 1
a,)A=(3 2); P (4; -3)

3 1 2
b)A=(4 0 3); P(-5; —1;3)

1 3 2
cos 90°  —sin90° 0
c) A =|sin90° cos90° 0); P(1; 3; 2)
0 0 1
2. Gegeben sei der Punkt P (3; —1). Fiihren Sie nachei der folgende Transfor

aus!

(1) Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten

(2) Verschiebung um den Vektor ¢ = (3; 17

(3) Zentrische Streckung vom Ursprung aus um z = 1,6

a) Losen Sie die Aufgabe zeichnerisch!

b) Stellen Sie die Transformationen in Matrizenform dar, bilden Sie die resultierende
Transformation mit Hilfe der Matrizenmultiplikation und vergleichen Sie das Ergeb-
nis mit der zeichnerischen Losung!

Veriindern Sie die Reihenfolge der auszufiihrenden Transformationen, z. B. (3), (1),
(2)! Zu welchem Ergebnis gel Sie?
3. Durch die Matrizen A, B, C sei (in dieser Reihenfolge) die ltierende Abbildung der

Strecke PQ bestimmt.

Gegeben:
P (3;3), @(5;1)

-1 0 1 0 05 0
A=( 0—1); =(o—1)‘ c=(0 0,5)

a) Ermitteln Sie P’ " rechnerisch!
b) Losen Sie die Aufgabe zeichnerisch, indem Sie die Abbildungen nacheinander aus-
fithren!

C

4. Durch welche Skalarmatrix A wird der Punkt P (2; —3) in den Punkt P’ (5; —17,5)
abgebildet ?



5. Der verkettete Algorithmus

5.1. Matrizenschreibweise linearer Gleichungssysteme

In dem einleitenden Beispiel 1/2 (Abschnitt 1.1.) wurde die Aufgabe gestellt, ein
lineares Gleichungssystem von vier Gleichungen mit den vier Variablen I, I,,
I, I, zu losen. Dabei zeigte sich, daB die Losung dieser Aufgabe unter Verwen-
dung der aus dem obligatorischen Mathematikunterricht bekannten Verfahren
sehr aufwendig war. Wir wollen deshalb zur Vereinfachung der Rechnung ein stark
schematisiertes Verfahren entwickeln, das auf der Anwendung der Matrizenrechnung
basiert.

Bekanntlich beruhen die zur Lésung linearer Gleichungssysteme von zwei bzw.
drei Gleichungen mit zwei bzw. drei Variablen in der Schule verwendeten Verfah-
ren (Einsetzungs-, Gleichsetzungs-, Additionsverfahren) auf der Methode der
schrittweisen Elimination der einzelnen Variablen, wobei es dem Losenden iiber-
lassen bleibt, in welcher Weise die Gleichungen zusammengefaBt werden. Bei
umfangreichen Gleichungssystemen (z. B. solchen mit 2000 und mehr Gleichun-
gen und ebenso vielen Variablen) sind die genannten Verfahren unzweckmaB8ig.
Die Eliminationsmethode muBl systematisch eingesetzt werden. Wir wollen die
von CarL FRIEDRICH GAUsS entwickelte Methode zur schrittweisen Elimination
der Variablen — den Gaussschen Algorithmus! — in einer tibersichtlich angeordne-
ten, rationellen und leicht kontrollierbaren Form, die der polnische Mathematiker
T. BANACHIEWIOZ im Jahre 1938 eingefiihrt hat, kennenlernen.

Fiir das lineare Gleichungssystem

% + Gty + oo+ Q12 = Fy
Aoy + gy + oo + A2n®y = ky

Am®y + ey + oo + CnnTn = Fm

 Unter einem Algorithmus versteht man eine genaue Vorschrift, nach der ein gewisses System von Opera-
tionen in einer i ist und nach der man alle Aufgaben eines gegebenen
Typs 16sen kann.

(Nach TRACHTENBROT, B. A.: Wieso konnen Automaten rechnen? VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin 1959.)
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konnen wir abkiirzend die Matrizendarstellung
Ax =k

schreiben, wobei

A = (@w)m,n die Koeffizientenmatrix,
X = (@, %y oo » ¥n)T der Vektor der Variablen,
k = (kg Koy ooe 5 Fom)T der Vektor der konstanten rechten Seiten sind.

Die Aufgabe, das Gleichungssystem Ax = k zu lésen, bedeutet, bei vorgeschriebe-
ner Matrix A und vorgegebenem Vektor k denjenigen Vektor x zu ermitteln, fiir
den die lineare Relation Ax = k wahr ist.

Es ist nicht méglich, in diesem Zusammenhang die vollstandige Theorie tiber lineare
Gleichungssysteme zu entwickeln. Wir wenden uns zunichst dem Spezialfall der
quadratischen Koeffizientenmatrix zu. Es sollen n Gleichungen zur Ermittlung von
n Variablen gegeben sein, wobei wir fordern, daB die Gleichungszeilen miteinander
vertraglich und nicht voneinander abhéngig? sein sollen. Weiter verlangen wir, daB
k 5 o ist. Wir werden also zunéichst inhomogene lineare Gleichungssysteme be-
handeln.

5.2. Aquivalente Gleichungssysteme

Bei der Losung linearer Gleichungssysteme mit Hilfe der Eliminationsmethode
miissen wir durch geeignete Zusammenfassung einzelner Gleichungszeilen schritt-
weise die Zahl der Variablen verringern, bis nur noch eine Gleichung mit einer Varia-
blen iibrigbleibt, aus der dann diese Variable ermittelt werden kann.

Im ProzeB der Umformung entsteht ein zu dem gegebenen iquivalentes ,,gestaf-
feltes** Gleichungssystem von der Form

bu®y + bygy + oo + b1atn =1
bosty + oo + bontn =1y

bnnfc.n =1,

> DEFINITION 5/1:

Zwei Systeme aus n linearen Gleichungen mit n Variablen zy, zy, ... , Za
heiBen zueinander Hquivalent, wenn sie die gleiche Losungsmenge haben.

Wurde aus der letzten Gleichung eines gestaffelten Gleichungssystems x, berechnet,
kann durch Einsetzen der reellen Zahl fiir z, in der vorhergehenden Gleichungs-
zeile z,_, ermittelt werden. Durch riickléufiges Einsetzen der berechneten z; erhilt
man ein geordnetes n-Tupel reeller Zahlen, das die Losungsmenge des linearen
Gleichungssystems darstellt.

Bei der schrittweisen Elimination der Variablen ist es erforderlich, Linearkombi-
nationen einzelner Gleichungszeilen zu bilden. Unter einer Linearkombination von

e T
1 Zwei Gleichungen sind voneinander linear abhingig, wenn die-eine G durch Multiplikation mit
einem von Null verschiedenen Faktor in die andere Gleichung umgeformt werden kann.
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zwei Gleichungen eines linearen Gleichungssystems wollen wir diejenige Gleichung
verstehen, die entsteht, wenn wir die gegebenen Gleichungen mit reellen Zahlen
multiplizieren und anschlieBend addieren.

O BEISPIEL 5/1:
Aus den Gleichungen
2+ 22, =4 -2
22,4+ =3 i |
erhalten wir durch Multiplikation mit den angegebenen Faktoren und anschlieBender
Addition beider Gleichungen die Linearkombination

4o, + 5, =11

Die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems erfiillt auch jede Linear-
kombination des Systems.
Aus einem Gleichungssystem entsteht ein dazu dquivalentes System, wenn

— zwei oder mehrere Gleichungen miteinander vertauscht werden,

— eine Gleichung mit einer von Null verschiedenen reellen Zahl multipliziert
wird,

— zu einer Gleichung des Systems das Vielfache einer anderen Gleichung dieses
Systems addiert wird.

5.3. Der Gausssche Algorithmus

Der in der Praxis tétige Mathematiker ist bestrebt, den ProzeB der Lésung eines
linearen Gleichungssystems in eine endliche Folge von Einzelschritten zu zer-
legen, die eindeutig ausfithrbar sind. Er gibt fiir
alle Aufgaben einer Art eine genaue Vorschrift
an, nach der gewisse Operationen in einer be-
stimmten Reihenfolge auszufiihren sind. Wir sa-
gen, er entwickelt einen Algorithmus.

Das von CarL FrRIEDRICH GAUSS (1777 bis 1855;
Bild 38) entwickelte Verfahren zur Losung eines
linearen Gleichungssystems besteht in der syste-
matischen schrittweisen Umformung eines gege-
benen Gleichungssystems in ein dazu dquivalentes
gestaffeltes Gleichungssystem.!

! Interessierten Lesern wird die Lektiire von WussinNg, H.:
Carl Friedrich Gauss. BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig 1974, empfohlen. Bild 38
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Ax =k
oder
Apy + Gy + o+ Qian = Ky
U@y + Gog®y + oo + GoaTn = Ky

A%y + Apa®y + o+ Qan®n = kn
soll folgen
Bx =1
oder
by + by + oo + binta =1
bogty + v + Donta = Uy

Die Matrix B ist eine obere Dreiecksmatrix:

by by - b
0 by - bay

Im einzelnen bestehen folgende Aufgaben:

1. Es ist eine Rechenvorschrift zu entwickeln, die angibt, wie man vom gegebenen
zum gestaffelten Gleichungssystem gelangt.

2. Aus der letzten Zeile des gestaffelten Systems findet man sofort die Losung
Z,. Die anderen Losungen @,_y, ..., %y, #; erhélt man durch ricklaufiges Einsetzen
der bereits gefundenen Losungen in die vorangehenden Gleichungszeilen des ge-
staffelten Gleichungssystems.

Wir wollen die erste Aufgabe am Beispiel eines linearen Gleichungssystems mit
zwei Variablen vorbereiten und am Beispiel eines linearen Gleichungssystems mit
drei Variablen erlautern.

O  BEISPIEL 5/2:
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit zwei Variablen:

@y + Gty =k (2 #0)
gty + By = Ky

Wir bilden eine Linearkombination, indem wir die erste Zeile mit 1 und die zweite
et
Zeile mit 1 multiplizieren und hlieBend beide Gleichungen addieren:
1 B B2 =
@ + Ay = Ky
—0y —ay —an
g% + gy = ky
G2y a1
—Aan‘l'“ﬂ)“’s =——=k+k
( @y an
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Schreibt man abkiirzend fiir

a, :
—:_uau‘F“na:bn und fiir —a_nkx‘f‘kz:lz
11 1

R Gleiol

und setzt man die Koeffizienten der ersten Zeile des g
11 = bu1s @y9 = by, ky =1, 50 entsteht das gestaffelte Gleichungssystem
bty + bz, =1,
bty = 1, .
z, kann sofort aus der zweiten Zeile berechnet werden; z, folgt aus der ersten Zeile durch
Einsetzen von z,.

BEISPIEL 5/3:
Gegeben sei das folgendé lineare Gleich Y mit drei Variablen:
(D) @y + @57, + ayery = ky
(TD) @y, + Gy + gty = ky
(1) ay@; + gy + 6575 = ks
Ziel der Umformung ist es, ein gestaffeltes Gleichungssystem zu entwickeln.

Losung:

de zwei Lineark

In der ersten Eliminationsstufe bilden wir fol

a1 <
und addieren

— Wir multiplizieren (I) mit dem ,,Eliminationskoeffizienten‘ ¢,;
diese Gleichung und (II).

— Wir multiplizieren (I) mit dem ,,Eliminationskoeffizienten* ¢, — —2 und addieren
diese Gleichung und (III). =

Im einzelnen erhalten wir:

G a1 e
— % + 2L o + —— s = ——k
1171 1252 193 = 1

—0n —@n —ay —0n

g%y + oy + g5y = Ky

a, a,
(II') (— a_m“u + azn) 5+ (— "2!“13 + az:) Ty = = ﬂkl +ky
11 @11 @1

sowie

%31 %31 3] @3
g, tunta =t —a,, Gt = . Gt ky
11 11 11 1

A% + | A%+ B3T3 = Ky

a. a, a,
(II1") ('~ o, + '132) z + (" ;:‘1’113 T aaa) By == j 1+ kg
(IT") und (IIT’) bilden ein Zwischengleichungssystem. Wu' wollen abku.rzend schreiben:
(AT) @52, + agery = k3
() a2, + agees = ky

In der zweiten Eliminationsstufe bilden wir folgende Lineark
Wir multiplizieren (II') mit dem ,,E]1mmatwnskoefflzlenten"

g

a“

G =

—g

und addieren diese Gleichung und (IIT).



Im einzelnen:

Q33 , 9 , g3,
—F Qgalty + —— Gpg%y = ks
a0 2 + ag, = T

g%y + a5y = ki
a; ag ,
(II1) ("‘ afa ag + a;a) T3 = — a_fﬂk; +,k3
23 23

Wir wollen dafiir abkiirzend wie folgt schreiben: agyz; = &y

Das gestaffelte Gleichungssystem erhalten wir, wenn wir jeweils die ersten Gleichungen
der Zwischengleichungssysteme zu einem neuen Gleick

it fassen:
ystem $

% + G + Aty = Ky
0%y + Gpgs = k)
e, =
Wenn wir die Koeffizienten des gestaffelten Gleichungssystems mit by, und die Kon-
stanten auf den rechten Seiten mit I; bezeichnen, dann erhalten wir:

b2y + bie?y + bigts =1y
bugy + bag®y =y
[

Die Auflésung dieses Gleichungssystems nach den Variablen z; erfolgh wiederum

durch riickldufiges Einsetzen der bereits ermittelten Variablen in die jeweils voran-
gehende Gleichung.

Wir wollen die Losung eines linearen Gleichungssystems mittels des Gaussschen
Algorithmus nunmehr an einem Zahlenbeispiel verdeutlichen.

[m]

BEISPIEL 5/4:

Der Lésungsvektor des Gleichungssystems
(03] 2 + 4x, + 33 =1

(II) 2z, + bz, + 4oy =4

(III)  — 3z, —223=5

soll ermittelt werden.

Lésung:
1. Eliminationsstufe:
Wir bilden eine Linearkombination, indem wir Zeile (I) mit dem ,,Eliminationskoeffi-

zienten®* ¢y = —— = — = —2 multiplizieren und zu Zeile (II) addieren. Daraus

erhalten wir %11

(IT) —3w, — 22, = 2.

Wir bilden eine weitere Linearkombination, indem wir die Zeile (I) mit dem ,,Elimina-
1

tionskoeffizienten‘ cg; = . =" 1 multiplizieren und zu Zeile (III) addieren.

Daraus erhalten wir 0 -

(III') —Txy — B2y = 4.
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Das Zwischengleichungssystem lautet also:

(I')  —3z; — 22, =2

(III') —Tx, — bxy =4

2. Eliminationsstufe:

Aus dem Zwischengleichungssystem bilden wir eine Linearkombination, indem wir die

a; -7 7 )
Zeile (IT') mit dem ,,Eliminationskoeffizienten® ¢z, = —T?Z =—{3- "3 multi-
—dly  —(=
plizieren nund zu Zeile (III') addieren. Wir erhalten:
1 2
) —ga=-3

Das gestaffelte Gleichungssystem lautet dann:
(I) @ + 4w, + 323=1
Ir) — 3z, — 22, =2

(II17) - i:z,, = - 2
3 3 )
Die Auflosung dieses Gleichungssystems nach den Variablen z;, #,, z; erfolgt riickliufig,
mit der 3. Zeile beginnend:
z3=2
Zur Berechnung von z, setzt man z; = 2 in die Zeile (II’) ein:
Xy = —2
#; berechnet man unter Verwendung von x, und z, aus Zeile (I):
2, =3
Die Probe wird in (IT) und (IIT) des gegeb Glei t durchgefiihrt.
Der Losungsvektor dieser Aufgabe 1nutet x=(3; —2; 2)T

ZUSAMMENFASSUNG:
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Der Gausssche Algorithmus besteht aus folgenden Schritten:

1. Festlegen der Eliminationszeile. Das wird im allgemeinen die erste Zeile
sein.

2. Elimination der Variablen z, aus simtlichen Gleichungen du.reh Multi-
plikation der Zeile (I) mit dem Eliminationskoeffizienten c; und nach-
folgender Addition zur i-ten Zeile. Dadurch entsteht das erste Zwischen-
gleichungssystem mit (» — 1) Gleichungen und (» — 1) Variablen.

3. Elimination der weiteren Variablen wy, @, ..., @, _ 1 aus den vorangehen-
den Zwischengleichungssystemen, bis nur noch eine Gleichung mit der
Variablen x, verbleibt.

4. Zusammenfassung der ersten Gleichungszeilen eines jeden Zwischen-
gleichungssystems zum gestaffelten Gleichungssystem.

5. Auflosung des gestaffelten Gleichungssystems nach den Variablen z,,
Zp_y, - Ty, #; durch ricklaufiges Einsetzen der bereits ermittelten Va-
riablen in die jeweils vorangehende Gleichung.



5.4. Der verkettete Algorithmus
zur Losung linearer Gleichungssysteme

Da der Aufwand an Schreibarbeit bei der Losung linearer Gleichungssysteme mit
Hilfe des Gaussschen Algorithmus durch das Niederschreiben der Zwischenglei-
chungssysteme noch betréchtlich gro8 ist, wenden wir uns der verketteten Form
des Gavssschen Algorithmus zu, wie sie von dem polnischen Mathematiker TADEUS
BANACHIEWICZ entwickelt wurde. Er hatte erkannt, daB sich bei der Umformung
eines linearen Gleichungssystems in ein gestaffeltes Gleichungssystem aus einer
quadratischen Koeffizientenmatrix A eine obere Dreiecksmatrix B bilden 1aBt
und daB die Eliminationskoeffizienten zu einer unteren Dreiecksmatrix € zusam-
mengefaBt werden konnen.

O  BEISPIEL 5/5:
Die Koeffizi triz des Gleich s im Beispiel 5/4 lautet

1 4 3
A=[2 5 4},
1 -3 -2

die obere Dreiecksmatriz des gestaffelten Gleichungssystems heiBt

1 4 3
0 -3 —2

B=oo N
)

die Matria der Eliminationskoeffizienten ist eine untere Dreiecksmatrix, deren Elemente
in der Hauptdiagonalen zweckméBigerweise gleich —1 gesetzt werden:

-1 0 0

-2 -1 0
¢ = 7

-1 -5 -1

Multiplizieren wir die Matrizen C und B,
-1 0 0 1 4

—2 -1 o\fo -3 -2 =1t .=8
CB = =(-2 -5 —4)= —-A,

= = .7_ . 0 0 — l -1 3 2

3 3

so erhalten wir die Koeffizientenmatyiz A mit negativem Vorzeichen. Wir vermuten also,
daB
CB=—-A
oder
—B=A("
gilt.
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D> SATZ5/1:

Zu jeder (reguliren’) quadratischen Matrix A gibt es genau eine obere
Dreiecksmatrix B und genau eine untere Dreiecksmatrix 0, fiir die gilt:

—CB=A
Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten.

Ubertragen wir diese Erkenntnis auf die Matrizendarstellung lincarer Gleichungs-
systeme, so gilt fiir die Umformung des Gleichungssystems Ax = k in das dazu
aquivalente gestaffelte Gleichungssystem Bx = 1:

Ax = k ist wegen Satz 5/1 gleichbedeutend mit —CBx = k. Andererseits gilt
wegen Bx =1 die Beziehung —CBx = —Cl. Folglich ist ’

k= —Cl.(*¥)

Zur Losung linearer Gleichungssysteme mit Hilfe des verketteten Algorithmus
verwenden wir ein erweitertes Tableau, in das auBer den Elementen der Koeffi-
zientenmatrix auch die Elemente des Vektors der konstanten rechten Seiten einge-
tragen werden. Es ist zweckméBig, im Tableau die rechten Seiten von der Koeffi-
zientenmatrix zu trennen und eine Kontrollspalte anzuschlieBen (Tableau 12).
Unter das Tableau fiir das gegebene Gleichungssystem werden in der im Tableau 12
angegebenen Weise die Elemente der oberen Dreiecksmatrix (Koeffizientenmatrix
des gestaffelten Gleichungssystems) und der unteren Dreiecksmatrix (Matrix der
Eliminationskoeffizienten) sowie der Vektor der konstanten rechten Seiten des
gestaffelten Gleichungssystems eingetragen und die Kontrollspalte vorgesehen. Die
Elemente ¢;; = —1 der Eliminationskoeffizienten werden aus Platzgriinden nicht
aufgeschrieben. Sie miissen aber bei den spiteren Rechnungen beriicksichtigt
werden. Fiir ein Gleichungssystem von drei Gleichungen und drei Variablen (vgl.
Beispiel 5/3) hat das Tableau folgendes Aussehen (Tableau 12):

Kontroll-
spalte
% Lt Gy ky
g Gop A3 ky
gy Q3 g3 ks
by b2 big I
Ca I 29 bz: 12
€31 Cgp | bss Iy
£ £ £ -1
Tableau 12

Die Elemente der Matrizen C und B werden zur iibersichtlichen Darstellung des
Tableaus durch einen Linienzug voneinander getrennt. ]

Die Aufgabe der Losung eines linearen Gleichungssystems von drei Gleichungen
und drei Variablen besteht aus zwei Teilen:

Teil 1: Berechnung der Elemente der Matrizen C und B sowie des Vektors 1.
Teil 2: Berechnung der Elemente des Lésungsvektors x.

1 Der Begriff wird in D ition 5/3 noch
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Teil 1:

Die Berechnung der Elemente der Matrizen ¢ und B sowie des Vektors 1 erfolgt

abwechselnd : Zuerst werden die Elemente c; fiir eine Zeile ermittelt, dann werden

mit ihnen die Elemente by, und I, der gleichen Zeile des Tableaus berechnet. Wir

haben zwei Moglichkeiten; die Elemente der Matrizen € und B bzw. des Vektors1

zu ermitteln:

ik Vergleich der Darstellungen in der Ubersicht ,,Gegeniiberstellung des GAUss-
schen Algorithmus und des verketteten Algorithmus* (Ubersicht auf S. 88/89)

2. Nach den Gleichungen (*) und (**) gelten folgende Zusammenhénge:
—CB=A und —Cl=k

Im einzelnen:

—CB=A
1 0 0\ [by by b\ (A" G G
—cn 1 0){0 by by)=|0n ap ax
—Cy —Cp 1/ N0 0 by 31 O3z Gsg
bzw. —Cl =k

1 0 0\ (L\ . [k
—cy 1 o) %)= \k
—Cyy —Cp 1/ \lg kg

Wir entwickeln zum besseren Verstindnis des Zusammenhangs von Gaussschem
Algorithmus und verkettetem Algorithmus einerseits und der Matrizendarstellung
andererseits fir die Berechnung der Elemente der Matrizen € und B sowie des
Vektors 1 eine Schrittfolge (Vergleichen Sie dazu die Ubersicht auf Seite 88/89!):

Schritt 1:

" Die erste Zeile von B ist der ersten Zeile von A gleich, weil die erste Zeile des
gegebenen Gleichungssystems in die erste Zeile des gestaffelten Systems iibernom-
men wird.

Es gilt also ayx = bk firk=1,..,n

Schritt 2:
Fiir die erste Eliminationsstufe gilt:

Im Gavssschen Algorithmus wurde der Eliminationskoeffizient c, durch
9

= — 22 pestimms.
—0n O
Andererseits erhalt man das Element ¢, aus der Skalarproduktbildung der 2. Zeile
von —C mit der 1. Spalte von B:
Awus

Ca =

O

—Cgby = ay folgt Cy =— e

In entsprechendér Weise findet man die weiteren Eliminationskoeffizienten der
1. Spalte von C:

i1

firi—3,4,..,n
_bll

Cip =
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Gegeniiberstellung des GAUssschen Algorithmus und des verketteten Algorithmus

Gavussscher Algorithmus

(1) Gegeben: 1. aya, + a7 + a2y =ky | - (_u,n) . (;"“)
IL ayn@; + agty + ay2y = ky ~ou, ~u

IIL. a2, + ag; + agex, = Ky

(2) 1. Eliminationsstufe:

A2 A an
I — =A% — = g%y — — ===l
3, T T M T @153 2
1L %+ Gpmt aury =k
%1 ot
(_Tﬂlz+an)zz+(—_uxa+%)xa a;’ﬁ“"%
[
mit — o Coyt
(Caa1p + 8g3)2p + (g + Ogs)2s = Cy By + Ky
. Goos + GngZy = Ky
s @31 @31 (31 3
I — =% — = ATy —— =——k
a1 g, 1%y an 13%3 an
IIL. ag; + A%+ Gy =Ky

a. a. a,
(“;l:_i“n + “sa)za + (‘i“ﬂ + ‘zss)zxz —;:—:kl + ks

. 31
mit — — = ¢y
an u
(en1012 + Aga) T + (03115 + Bga) Ty = Carky + ¥s
mr. awt o+ am -k

Fenaleioh

(3) Z fe

g im Zw

.
( a!a)
—Qgy

I, 0992 + @3% = ky
IIT'. a3 + age?y = ks

88

Verketteter Algorithmus
Gy Gy a4y | Ky
Gy g Gy | Ky
Gy Ggp Gy | Ky
oy =~
o Gn

Oy Gy g | Ky

P .
°n| @ap Qg | Ky

mit

g + Ggy = by
G35 = Clg + Gyy = byy
by =onky+ =1
und

¥ e
Gog =

@y = by,
k =1,

@y, = by,

ayg = by,

bll bll blS ll
Co1| by byg A

Cy =

Qg3 = Cy1p + Oz
G35 = Cpafhg + Ogg
by =oyky + ks



GAUssscher Algorithmus
(4) 2. Eliminationsstufe:

3 0 o Q39 i = 32 .
= 7 Gag¥y — o Qgg¥y = — K
2 27} Qgg
. , .
Qg%+ B3y = kg
ass , ' ay .
(_a' Gy +ag )% ==kt ks
22 22 ;

mit ——= = c5 (Casgs + @33) T3 = Cagky + kg
Ior. agers = kg

Reat des Li ktors
Die Berechnung der El te des Losungsvektors erfolgt aus

dem gestaffelten Gleichungssystem:

Aus buyy + bieZy + bigry =1,
20y + Dpgs = Iy
bygrs =1y
Iy
folgt Ty =3
g 8= bes
Iy — bys2y
2, = b
_ b — by — by,
o by

Verketter Algorithmus

__d

. ag
_ _Cutintan

22

by by by | U
021\ bay by Iy
C31 Csp Iaéa ks

mit

a5y = Cpallsg + Gag
= Cgabyy + €515 + a3
= Cyybyg + Cages + @35
= V53

oks + kg

ol + culy + ks

sl + Casla + K3

kY

= ¢y
= 03
=
=i,

b1s ll
byy Iy
bss Iy

bll bli blS ll

Ca| bz g L
| Ca1 s |bas l

=1

xT| &1 T 23

Multiplikation der Elemen-
te des Vektors 1 der rechteén
Seiten mit (—1), da durch
die negativen Diagonalele-
mente dividiert werden
muB:

=Lk _,
—bgy . °
(=1) Iy + zsbyy _
—bgy -
(—l)lx‘}‘xsbla"’ngu_ =
. —=by =
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Schrits 3:
Fiir die erste Eliminationsstufe gilt iiberdies:

1. Die Elemente der 2. Zeile der Matrix B konnen sowohl der Ubersicht auf
Seite 88 entnommen werden:

Cnnllyy + G = Qgy = byp bzw. - by = Cybys + g
Corltyz + Gy = gy = by bz = Cyybyg + @ag
als auch durch Skalarproduktbildung der 2. Zeile von —C mit der 2. bzw.
3. Spalte von B ermittelt werden:
—Opbig + by =gy 5 by = Cnbyy + Gy
—Cnbiz + Doy = ags ; beg = Cy1by5 + g
2. Die Umformung des Elements , in das Element J, erfolgt analog. Der Darstel-
lung in der Ubersicht kann entnommen werden:

Cuby +he=ky =1 ; 12‘=02111+k2'

Andererseits erhalt man das Element I, durch Skalarproduktbildung der
2. Zeile von —C mit dem Vektor 1:

—Cal + b=k ; Iy = "2111\"1‘ Ky .

Fiir die zweite Eliminationsstufe werden die Schritte 2 und 3 analog durchgefiihrt
(Ubersicht auf S. 89):

Schritt 2':
In der Ubersicht (S.89) kann aus der Gegeniiberstellung des Gaussschen Algo-
rithmus und des verketteten Algorithmus

Qga _ Cahip + dga _ Cybyp + a3y
—= 7 =
Oy g9 —bay

Cag

entnommen werden.
Andererseits erhalten wir das Element ¢y, durch Skalarproduktbildung der 3. Zeile
von —C mit der 2. Spalte von B:
—Carbiy — Caabyy = agy
_ Cabu +as,

C3p by

Schritt 3':

1. Das Element byy der Matrix B entnehmen wir der Gegeniiberstellung (Ubersicht
auf S. 89):

Gy = C3a; + g
Durch Umformen erhalten wir:
gy = Coghys + Conbys + g

= Cybys + C5bs + ags

= by

.

Andererseits finden wir das Element by, durch die.Skalarproduktbildung der
3. Zeile von —C mit der 3. Spalte von B:

—Caybig — Caobag + byg = @3
byg = €gbg + Cozbas + Gga

90



2. Das Element I; entniehmen wir der Gegeniiberstellung (S. 89):

Ky = oyl + K
Cagly + €y + kg
= caly + Cals + a3

=1

Andererseits finden wir das Element I; durch die Bildung des Skalarprodukts der

3. Zeile von —C mit dem Vektor1:

—eyh — ole + =1k

Iy = cyly + Cooly + Bs

Zusammenstellung der Beziehungen zur Berechnung der Elemente der Dreiecks-
matrizen € und B beim verketteten Algorithmus:

I

1. Zeile: a3z = by k=1,..,n
1. Spalte: ¢;; = G $=12 ey
_bll
Eliminationskoeffizienten :
k=1
aix + Z; cijbje -
W .~ S

i = =23, .,0; k=1—1

— b
Elemente der Matrix B:

i-1

b;;,=a.-;,—|—26,-,~bik i=2,...,n; k=7:,...,’lb
j=1 :

Elemente des Vektors1:
i-1

A =k1+’z;c;,lj t=1..,0

Merkregel fiir die Berechnung der Elemente der Dreiecksmatrizen B und C:

1. Die Eliminationskoeffizienten c;; entstehen als Summe aus dem Skalarprodukt
der i-ten Zeile der Matrix € mit der k-ten Spalte der Matrix B und dem Element
@, dividiert durch das negative Diagonalelement von B.

2. Die Elemente der Matrix B, by, werden als Summe aus dem Skalarprodukt der
i-ten Zeile der Matrix € mit der k-ten Spalte der Matrix B und dem Element a;;
gebildet. 2

3. Die Elemente des Vektors /; der konstanten rechten Seiten werden als Summe
aus dem Skalarprodukt der i-ten Zeile von € mit dem Vektor 1 und dem Element
k; gebildet.

Teil 2:

Die Berechnung der Elemente des Lésungsvektors x erfolgt aus dem gestaffelten
Gleichungssystem. Die Ubersicht auf Seite 89 zeigt die Gegeniiberstellung des
Gavussschen Algorithmus mit dem verketteten Algorithmus.

Wir berechnen z,, indem wir (—1) mit J; multiplizieren und durch —bs, dividieren.
Wir berechnen ,, indem wir (— 1) mit J, und a3 mit by; multiplizieren und die Summe
der Produkte durch —b,, dividieren.
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Wir berechnen #,, indem wir (—1) mit },, #; mit b, und z, mit b,, multiplizieren und
die Summe der Produkte durch —b,, dividieren.

Die Elemente des Losungsvektors werden in die untere Zeile des Tableaus einge-
tragen.

O  BEISPIEL 5/6:
Die Aufgabe des Beispiels 5/4 soll mit Hilfe des verketteten Algorithmus gelost werden.
Gegeben: =z, + 4z, + 3z, =1
22, + by + day =4
z; — 32, — 22, =156

Lésung (Tableau 13):

1 4 3 1
A 2 5 4 4 |y
1 -3 -2 5
B 1 4 3 1
-2 |-3 -2 2 |,
c o0 L 2
-t T38| T3
xT 3 -2 2 =1 Tableau 13

Der Losungsvektor X lautet: x = (3; —2; 2)7

Erlduterung der Rechnung:

2
~2

It

Ca1

-1

-1

1
=3
by =(—2)-44+5=-8+4+5=-3
byy =(—2)-3+4=—-6+4=-2
L =(=2)-1+4=-2+4= 2

_(-D)-4-3 —4-3 7
m=""_g = 35 ~ 3
@ 14 14 1
"a=(—1>"3+(—§)'<—2)—2="3+?—2=—5+§=—?
7 2
Iy =(-1)-1-—5:2486=—7%

Berechnung der Elemente des Losungsvektors:

2 2
e
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(=1)-@+2:(-2)  —2-4 —6_

—(=3) T N
(-1):14+2.34+(-2)-4 —-1+6-8 -3
= =" =3=0
=1 =1 -
Rechenkontrolle:

Uni mégliche Rechenfehler schnell lokalisieren zu kénnen, berechnet man die Ele-
mente der Kontrollspalte auf zwei verschiedenen Wegen:

1. Man bildet die Summe der Elemente einer Zeile der um das Element des Vek-
tors der rechten Seiten erweiterten Matrix B.

2. Man bildet das Skalarprodukt der Eliminationskoeffizienten einer Zeile mit
den Elementen der Kontrollspalte. Vergleich mit 1.

O  BEISPIEL 5/7:
Wir fithren fiir das Beispiel 5/6 die Rechenkontrolle durch (Tableau 14):

A k Kontrollspalte

4 3 1 9

2 5 4 4 15

1 -3 -2 5 1

B 1 4 3 1 9

-2 =3 -2 2 -3

7 1 2
¢l -t -3i-3 | -3 | !
T 1

x 3 =2 2 -1 Tableau 14

Erliuterung der Rechenkonirolle:

2. Zeile:

Zeilensumme —3

Skalarprodukt (—2):9 4+ 15 = —18 + 15 = —3
Der Vergleich zeigt Ubereinstimmung.

3. Zeile:

Zeilensumme —1

Skalarprodukt (—1)-9 + (—%) (=) +1=—-94T+1=-1

Der Vergleich zeigt Ubereinstimmung.
Die Probe muB durch Einsetzen der Losungen in das gegebene Gleichungssystem erfolgen.

O  ARBEITSAUFTRAG 5/1:
Entwickeln Sie aus der Skalarproduktbildung die Z hiinge zur Bereck g der
Eliminationskoeff; t der El te der oberen Dreiecksmatrix B und des
Vektors 1 fiir ein lineares Gleichungssystem von 4 Gleichungen und 4 Variablen! Stellen
Sie die Beziehungen zur Berechnung der El te des Losungsvektors fir dieses
Gleichungssystem auf!
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ZUSAMMENFASSUNG:

Der verkettete Algorithmus erméglicht
eine sehr iibersichtliche Form der Dar- A
stellung und Einsparung von Schreib-
arbeit bei der Losung linearer Gleichungs-
systeme. Durch eine Rechenkontrolle ist
die schnelle Lokalisierung von Rechen-
fehlern moglich.

Die Rechnung erfolgt zweckmiBig in
nebenstehendem Tableau (Tableau 15).

>
N

I~
IN

5.5. Bemerkungen zur Losbarkeit
linearer Gleichungssysteme Tableau 15

In den bisherigen Ausfiihrungen iiber lineare Gleichungssysteme hatten wir
wesentliche Einschrinkungen gemacht. Sie bestanden darin, daf I

— die Gleichungssysteme aus n Gleichungen mit » Variablen bestehen,
— die Gleichungszeilen voneinander unabhingig und miteinander vertraglich sein
sollten.

Uberdies trat in den bisher behandelten Beispielen nie der Fall ein, daB in der
oberen Dreiecksmatrix B des gestaffelten Gleichungssystems ein Diagonalelement
Null war. Das hitte bei der Ermittlung des Losungsvektors zu Schwierigkeiten ge-
fiihrt, weil bei der Berechnung der Elemente des Losungsvektors durch das ne-
gative Diagonalelement dividiert werden muf. ~

Auf diese Weise erreichten wir, daB nur solche Gleichungen behandelt wurden, die
eindeutig losbar waren.

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall inhomogener linearer Gleichungssysteme
(k £ 0) zu:

Wenn m die Anzahl der Gleichungen und » die Anzahl der Variablen eines Systems
sind, so miissen wir die Fille m < n, m = nund m > » unterscheiden.

Zur Untersuchung der Losbarkeit linearer Gleichungssysteme fithren wir den Rang-
begriff ein: Die maximale Anzahl linear unabhéingiger Spaltenvektoren heiBt
Rang der Matrix.

> SATZ 5/2:

Die maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilenvektoren ist gleich der
maximalen Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren (ohne Beweis).

Bei der Umformung eines Gleichungssystems in ein gestaffeltes System werden
Linearkombinationen aus zwei Gleichungszeilen gebildet, so da8 der Gausssche
Algorithmus (in seiner verketteten Form) zur Rangbestimmung verwendet werden
kann.
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>  SATZ 5/3:

Ist B eine Matrix mit by = O fiir s > k, so ist der Rang von B gleich der An-
zahl der von Null verschiedenen Elemente b;;.

x bedeutet: Das Element ist ungleich Null,

. bedeutet: Das Element ist groBer, gleich
oder kleiner als Null,

(.). ‘0 0 ¢ x 0 bedeutet: Das Element ist Null.

Auf den Beweis wird verzichtet.

SO x

x . .
B= 0 x o . mit

Wenn A € M, 4 die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystems und (A, k) die
um den Vektor der konstanten rechten Seiten erweiterte Matrix (Systemmatrix)
sind, so ist der Rang der Koeffizientenmatrix Rg (A) < min (m, n) und der Rang
der Systemmatrix Rg (A, k) < min (m, » 4 1).

Bei der Untersuchung der Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems ist festzu-
stellen, ob der Rang der Systemmatrix mit dem Rang der Koeffizientenmatrix
iibereinstimmt oder nicht.

Ohne Beweis sei mitgeteilt:

> SATZ 5/4:

Dann und nur dann, wenn Rg (A, k) = Rg (A) = r ist, ist ein inhomogenes
lineares Gleichungssystem l6sbar (Losbarkeitsbedingung).

Ist diese Bedingung erfiillt, dann bedeutet r < min.(m, n), daB r < mund r < n

ist. Deshalb miissen wir folgende Fille unterscheiden:

a) Ist r = m = n, so ist das Gleichungssystem eindeutig lsbar (Normalfall),

b) Ist r < m, so gibt es (m — r) iiberzdhlige Gleichungen.

c) Ist r < m, 8o gibt es (n — ) freie Parameter. Das Gleichungssystem hat eine
(n—r)-fache Losungsmannigfaltigkeit.

a BEISPIEL 5/8:

Es sei (B, 1) eine durch Anwendung des verketteten Algorithmus entstandene erwei-
terte Matrix des gestaffelten Gleichungssystems. Dann kann (B, 1) folgende Form haben:

Falla:z.B.m =4, n=4,r =4

x

|
Ty x:#£ 0
®y=o 5 ;1) mi {so
000 x| . %u=0

Das Gleichungssystem ist eindeutig lésbar.
Fallb:z.B.m=4,n=3,r=3

Das Gleich 'y ist eindeutig l6shar, es gibt eine iiberzihlige Gleichung.
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Falle:z.B.m=3,n=4,r=3

X...I.
®BH=[0 x . . :
00 x ., .

Das Gleichungssystem ist 16sbar; es gibt einen freien Parameter (z. B. z,). Die Losungs-
mannigfaltigkeit ist einfach.

Esist aber auch méoglich, in der Matrix (B, 1) sowohl freie Parameter als auch iiberzihlige
Gleichungen zu erkennen: Wenn m = 4, n = 6, r = 2, so gibt es vier freie Parameter
(@35 « « - » %g) und zwei iberzihlige Gleichungen:

®B,1) =

In diesen Schemata #uBert sich die Bedingung Rg (A) = Rg (A, k) darin, daB in den
Nullzeilen von B auch im Vektor 1 der rechten Seiten Null steht.

Aus Satz 5/4 folgt, daB ein inhomogenes lineares Gleichungssystem nicht lésbar
ist, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem Rang der Systemmatrix
nicht iibereinstimmt, d. h., wenn gilt: Rg (A) # Rg (A, k).

]

BEISPIEL 5/9:
Es sei B eine durch Anwendung des verketteten Algorithmus entstandene Koeffizienten-
matrix, (B,1) eine in gleicher Weise gebildete Systemmatrix eines gestaffelten Glei-

chungssystems, dann steht im Falle Rg (A)  Rg (A, k) in mindestens einer Nullzeile von
B rechts eine von Null verschiedene Zahl:

i

(B,1) =

SO O x
SO x

I
000:><
000,.

Ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax = o von m Gleichungen mit » Varia-
blen hat stets die triviale Losung x = o, wenn die Koeffizientenmatrix den Rang
r = n hat. Ist jedoch im Falle m < n der Rang r < n, so ist das Gleichungssystem
nicht trivial 16sbar, d. h., es gibt (n — r) freie Parameter.

5.6. Die Bestimmung des Rangs einer Matrix

mit Hilfe des verketteten Algorithmus

Wir wollen die Rangbestimmung mit Hilfe des verketteten Algorithmus an einigen
Beispielen zeigen.
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(] BEISPIEL 5/10:
Die Matrix

1 4 3
A=(2 5 4
1 -3 -2

hat den Rang Rg (A) = 3; denn es gilt (Tableau 16):

1 4 3
2 5 4
1 =3 -2
1 4 3
2| -8 -2
7 1

R e §

Tableau 16

Die Berechnung der einzelnen Elemente der Matrizen B und € wurde im Beispiel 5/6
durchgefiihrt.
Das homogene lineare Gleichungssystem

) + 4x, + 323 =0
2z) + bx, + 43 =0
2, — 33y — 223, =0

hat wegen r = n = 3 nur die triviale Lésung z; = 0, 2, = 0, 2, = 0.

O ~ BEISPIEL 5/11:
Der Rang der Matrix

2 3 -1
A=|1-2 -3
1 5 2

ist kleiner als n, denn (Tableau 17):

2 3 -1
1 -2 -3
1 5 2
2 3 -1
1 7 5
_?1 2 T2
1
y 1 0
Tableau 17

Die dritte Zeile ist als Linearkombination aus erster und zweiter Zeile aufzufassen. Der
Rang ist r = 2.

Da r < m ist, besteht in dem hc linearen Gleich y Abhiingigkeit.
Die Losungsmannigfaltigkeit ist (n —r)-fach, hier einfach.
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In dem hc Gleich y

2z, 4 32, — 23 =0

zy — 22, — 32y =0

z, + 52, + 223 =0

kann die Variable 2, hlelliebig vorgegeben werden. Wihlen wir z. B. z; = 1, dann werden

5
a:,=—7und:c,=7.

Da wir fiir z, jede beliebige reelle Zahl einsetzen kénnen, gibt es eine unendliche Anzahl
nichttrivialer Lésungen. Setzen wir z; = 0, dann werden auch #, = O und 2, = 0, d. h.,
wir erhalten die triviale Losung x = 0.

BEISPIEL 5/12:

Der Rang der Systemmatrix des inhomogenen linearen Gleichungssystems
2 — 3, + 27, = 10

3z, — 22, — = 9

2, + @ — 3wy = —1

betrigt r = 2; denn der verkettete Algorithmus (Tableau 18) ergibt

Rg(A)=Rg(A,k)=r.

1 -3 2 10
3 -2 -1 9
2 1 -3 -1
1 -3 2 10
-3 7 -7 —-21
—2 -1 l 0 0 Tableau 18
Die Losungsmannigfaltigkeit ist (n — r)-fach. Die Variable 25 kann beliebig vorgegeben
werden. Wihlen wir z. B. #; = 1, so erhalten wir z, = 2 und 2, = —2.
BEISPIEL 5/13:
Bei dem folgenden inh 1i Gleichungssystem besteht Ungleichheit zwi-

schen dem Rang der Koeffizientenmatrix und dem Rang der Systemmatrix des Glei-
chungssystems:
xy + xy — 4y = —11
2z, — @y 4 Tzg = 20
3z, + 23 — 223 = —10



Der verkettete Algorithmus ergibt (Tableau 19):

1 1 —4 -1
2 ~1 7 20
3 1 -2 -10
1 1 —4 -1
—2 -3 15 42
2
Y —t 0 -5
3 Tableau 19

Da Rg (A) # Rg (A, k), ist das Gleichungssystem nicht lsbar.

ZUSAMMENFASSUNG:

Mit Hilfe des verketteten Algorithmus kann iiber die Losbarkeit linearer
Gleichungssysteme entschieden und der Rang von Matrizen bestimmt werden.

5.7. Die Determinante einer quadratischen Matrix
und ihre Berechnung mit Hilfe des verketteten Algorithmus

Jeder quadratischen Matrix A kann eine reelle Zahl det A, die Determinante dieser
Matrix, zugeordnet werden, die in bestimmter Weise gebildet werden kann. Die
Lehre von den Determinanten soll im Rahmen dieser Darstellung nicht behandelt
werden. Wir wollen in diesem Zusammenhang die Determinante so definieren, da
wir die bisher erarbeiteten GesetzmiBigkeiten der Matrizenrechnung anwenden
konnen. SchlieBlich wollen wir Determinanten mit Hilfe des verketteten Algorith-
mus berechnen.

> DEFINITION 5/2:
Die der. quadratischen Matrix
Ay Gyg ot Qi
Qg Ggp v+ d2n

A=
aﬂl a’l2 e ann
zugeordnete Zahl, die bei Anwendung des verketteten Algorithmus durch
das Produkt der Diagonalelemente by; der oberen Dreiecksmatrix B gebildet
wird, heiBt Determinante der Matrix A und wird mit
O G Qip

det A = | T

Qp1 Qg *** Opn
bezeichnet.



Bemerkung: Diese Definition befindet sich mit anderen Definitionen der Determinante
in Einklang.

> DEFINITION 5/3:

Eine quadratische Matrix A heiBt reguliir, wenn det A £ 0, sie heiBt singulir,
wenn det A = 0 ist.

Die Determinante einer quadratischen Matrix A ist genau dann Null, wenn min-
destens ein Diagonalelement der oberen Dreiecksmatrix bei Anwendung des ver-
ketteten Algorithmus Null ist und auch nach Umstellen der Glemhungen Null
bleibt. Das heiBt aber, daB der Rang der Matrix kleiner als # ist.

Im Unterschied zur Gleichheit zweier Matrizen, bei der die an gleicher Stelle ste-
henden Elemente gleich sein miissen, kénnen zwei Determinanten gleich sein, wenn
ihre Elemente verschieden sind. -

Da bei der Umwandlung der Koefﬁz1entendetermmante des gegebenen in die des
gestaffelten Gleichungssystems Linearkombinationen der Gleichungszeilen gebildet
werden, dndert sich auf Grund der Determinantengesetze ihr Wert nicht; es gilt
also:

det A = det B = by by =+ bpp

Bei der Berechnung der Determinante einer quadratischen Matrix A mull

— der verkettete Algorithinus auf die gegebene Matrix A zur Entwicklung einer
oberen Dreiecksmatrix B angewendet und
— anschlieBend das Produkt der Diagonalelemente der Matrix B gebildet werden.

O BEISPIEL 5/14:

Gegeben sei die Matrix
1 3 2

A=|-1 0 4]).
2 .9 17

Gesucht wird det A.

Lésung:
Verketteter Algorithmus (Tableau 20):

1 3 2
-1 ) 4
2 9 - T
Berechnung der Determinante:
1 3 2 .
1|3 6 detA= [T be=13-(-3) = -
(SR b

- =L - detA = —9
Tableau 20
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5.8. Aufgaben

1. Bestimmen Sie den Rang folgender Matrizen!
L y 38

a)A =12 1-1 b) A =

1-1 2 2 4 3 -2
. 1-6-3 3
2. TUntersuchen Sie die Losbarkeit folgender Gleich yst
a) z,— 3w+ z3=—6 b) z — 4a, + 3z, = 21
2, + x3—23= 6 22) + 323 — zy= —1
4o, — 32, — 223 = O 8z, — z,+ 27, = 20
3. Losen Sie folgende Gleich y !

a) 2z, — 37,4+ 2= 2 b) x4+ 3z,+ 22,= -9
@ + 2, — zy=—1 —2, + dzyg= 9
4, — bz, — xy= 4 2, 4+ 9zy + Txg= —21

c) @ — 3z, + dxy= 12 d) z+ Z+ 3= 9

—2¢, + 8z, — 6y = —4 2, + 203+ dxy= 15
8z, — bz, + 16y = T2 2+ Bz, + 9xg= 23

e) Tz, + 6z, + Tzz = 100 f) z— 22,4+ 2= —2

o — 2+ z3= 0 2z, + @3 — 3wg= 11
T8y, 4+ 2, — 223= O 3z, + 2+ 22y = —17

g) 2, + day + 62y + 22, = 14
- Bt #y— z= 10
22, 4 3z, + 20, — 2= 4
Az, + 2z, — %5+ 22, = —4

h) 2+ Tt 2= —2 i) 2z — 3¢, — 8z, =0
EA — 3z, — 2= 0 b5z, + @3 — 3Tz =10
1

—Ezl—i— Ty — @+ 22 = —4 4z, + 11z, — 502, = 0
22 — 2, — X = T
4. Berechnen Sie die D inanten folgender Matrizen!
3 4 2 1
1 8 J 1 2 3 5
a)A=|-1 0 5 DB=|y, 7 1 2
z 18 1 2 4 0
1 0 1 1 3
E N 2 1 3-2 1
0C=|_5_9_3 o QD =|0-1 5 42
2 1 0 6 0 1-2 1 2
1 2 1 3 1
3.0 0
g F=[1 2 o
2 1 1

101



6. Inversion einer quadratischen Matrix

6.1. Matrizeninversion mit Hilfe des verketteten Algorithmus

Im Abschnitt 5.1. wurde bereits auf die Problematik der Losung eines linearen
Gleichungssystems in der Matrizendarstellung Ax — k hingewiesen. Wir stellen
uns nun die Aufgabe, diese Matrizengleichung nach x aufzulésen. .

Wir werden diese Betrachtungen auf Grund der Losbarkeitsbedingung (Satz 5/4)
nur fiir den Normalfall (r = m = n) durchfiihren kénnen.

Wir fassen die Gleichungen

Ax, =k, Ax;=k, .., Ax,=k,
zu

A(Xy, Xp, ony Xp) = (B, K, ..., Ky)

e Rkl S ol
X K

d.h.

AX =K
zZusammen.

Wir untersuchen zunéchst den Sonderfall AX = E.

Dabei wollen wir in Analogie zu der symbolischen Darstellungsweise bei der Lésung
der linearen Gleichung ax = 1 (mit a %« 0) durch z = a-! fiir den Sonderfall
AX = E symbolisch als Losung X = A-? schreiben. Da diese Matrix A~ die
Gleichung AX = E erfiillen soll, muB AA-1 = E gelten.

Zunichst miissen wir fragen, ob diese Matrix A-! existiert und ob fir die Multi-
plikation mit der Matrix A-! das Kommutativgesetz gilt. (Da die Matrix A qua-
dratisch ist, sind die Matrizen verkettbar.) AnschlieBend ist fiir diese Matrix A1
ein Name einzufiihren und ein Weg zur Berechnung dieser Matrix zu entwickeln.

D> SATZ6/1:

Fiir den Normalfall linearer Gleichungssysteme gibt es genau eine Matrix
X = A1, die die Gleichung AX = E erfiillt.
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BEWEIS (indirekt):

Wir nehmen an, es gabe nicht genau eine Matrix, die die Gleichung AX = E
erfiillt, dann wiirde es zwei quadratische Matrizen B, und B, von der gleichen
Ordnung wie die Matrix A geben, fiir die gilt:

BA—E (1) und AB,=E (2).

Wird (1) von rechts mit B, und (2) von links mit B, multipliziert, dann werden
(B,A)B, = EB, = B, 1),

B,(AB,) =B,E=B8, @). 1

Da die Multiplikation quadratischer Matrizen gleicher Ordnung stets ein-
deutig ausfithrbar ist und da das Assoziativgesetz fir die Matrizenmulti-
plikation gilt, ist

(B,A) B, = B,AB, = B, (ABy) ;

also

B,=B,,

d. h., es gibt genau eine Matrix, die die Gleichung AX = E erfillt, w.z.b.w.

>  DEFINITION 6/1:

Die zu einer reguliren Matrix A gebildete Matrix X, die die Gleichung
AX = E erfiillt, heiBt die zu A inverse Matrix (oder die Inverse zu A) und
wird mit X = A1 bezeichnet. Es gilt:

AA-1=AA=E

Bei der Bestimmung der inversen Matrix X = A-1, d. h. bei der Auflésung der
Matrizengleichung AX = E nach X, sind »n Gleichungssysteme zu losen, die alle
die gleiche Koeffizientenmatrix A, aber unterschiedliche rechte Seiten haben:

Ax, =e,
Ax, = ¢,
Ax, = e,

O BEISPIEL 6/1:

Bei gegebener Koeffizientenmatrix A sind fiir # = 3 die drei Gleichungssysteme aus
AX = E aufzustellen.

Losung:
Ty Ty Zys 100
AX = Az, @ ¥h)=|0 1 0
gy gy T, 0 01
Es sind die drei Gleichungssysteme zu lésen:
1 1 Ay yy + gy + Gya¥y = 1
Ax;=e; Alxy,|=|0}; Ay®yy + Gaglyy + Ggg¥yy = 0
31 Y A5%1y + Baglyy -+ Gae?ay = 0
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T2 0 A%y + B1ayp + Gy = 0
Ax,=e; Alap)=[1]; U1z + Ggg¥pp + Aggtyy = 1
Lo, 0 U1 %1p + Aaplyy + Ugg®yp = 0
Zg) 0 @315 + Qyppg + Byg¥sy = 0
Ax;=¢; Alxzy|=(0]; A %yy + Gpylag + Agelyy = 0
Zag, 1 G113 + Qaplgs + Ggg¥yg = 1

Zur Losung eines solchen Gleichungssystems dient der verkettete Algorithmus.
Der Vorteil der Anwendung dieses Verfahrens bei der Bestimmung der inversen
Matrix besteht darin, daB die Umformung der Koeffizientenmatrix A in die obere
Dreiecksmatrix B der Koeffizienten des gestaffelten Gleichungssystems und die
Bildung der unteren Dreiecksmatrix C der Eliminationskoeffizienten nur einmal
vorgenommen zu werden braucht. Im Tableau 21 ist die Bestimmung der inversen
Matrix durch Zusammenfassung der » Gleichungssysteme angegeben, an das die
Kontrollspalte fiir die Zeilensummen angefiigt ist.

>
™
IN

IN

Tableau 21

Bei der Umformung der Gleichungssysteme kénnen wir die rechten Seiten zu einer
unteren Dreiecksmatrix L zusammenfassen. Die Berechnung der Lésungsvektoren
erfolgt dem verketteten Algorithmus entsprechend mit Hilfe der Matrix —E.

] BEISPIEL 6/2:
Gegeben sei die Matrix

1 3 2
A= 2 5 3).
-3 -8 —4

Gesucht wird die zu A inverse Matrix A-1,
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Lésung:
Anfertigung des Tableaus zur Anwendung des verketteten Algorithmus (Tableau 22):

-3 -8 —4 0 0 1 —14

B 1 3 2 1 0 0 7
c -2 (-1 -1)| -2 1 0 -3 |z
3 1 1 1 1 1 4
L

Ayr 4 -2 1 0 -1 0| -E
1L =l 1 g 9 =1 Tableau 22

Die inverse Matrix A-? lautet:

-4 4 1
Al = 1 -2 -1
1 1 1

Hinweis: Es ist zu b
ihrer transponierten Form

ht. t4,

daB im verk Algorithmus die inverse Matrix in

h

Probe:

—4 4 1 1 3 2 1
A-A = 1 -2 -1 2 5 3)]=|{0
1 1 -3 -8 —4 0

o=0 omo
—-o o
N—

I

]

ZUSAMMENFASSUNG: :

Die Problematik der Auflésung eines linearen Gleichungssystems fithrt zur
Umkehrung der Matrizenmultiplikation. Fiir den Normalfall linearer
Gleichungssysteme (regulire Matrix A) gibt es genau eine Matrix X = A%,
die die Gleichung AX = E erfiillt. Diese Matrix A-* heilt die zu A inverse
Matrix. Thre Berechnung erfolgt zweckmiBig in einem Tableau (Tableau 21).

6.2. Das Austauschverfahren zur Bestimmung der inversen Matrix

Ein anderes in der Praxis héufig angewendetes Verfahren zur Bestimmung der
inversen Matrix ist das Austauschverfahren. Es beruht auf der Umformung des
Gleichungssystems y = Ax in das System x = A~y durch schrittweisen Austausch
der i-ten Zeile gegen die j-te Spalte des Systems y = Ax.
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Wir verdeutlichen das Austauschverfahren zunichst am Beispiel eines Gleichungs-
systems von zwei Gleichungen mit zwei Variablen: Fiir das Gleichungssystem
¥ = Ax, das ausfiihrlich geschrieben

Y = Ap%y + G @

Yg = Gy + Gggp
lautet, sei das Schema

| z EX
Y1 ay Gy
Y2 g L

eingefithrt. Es soll in das System x = By = A-ly umgeformt werden, das aus-
fihrlich geschrieben

% = bt + by

Zp = byyy + byse a
lautet. Es besteht damit die Aufgabe, das System (I) durch schrittweisen Aus-
tausch der Variablen z, y; in das System (II) nmzuformen und fiir die Durchfiihrung
eines solchen Austauschschrittes Umformungsregeln zu entwickeln.
Die Wahl eines Austauschschrittes ist beliebig. Wie noch ersichtlich werden wird,
bestimmen jedoch rechnerische Vorteile den ersten Austauschschritt.
Soll beispielsweise die i-te Zeile gegen die j-te Spalte ausgetauscht werden, so
bilden

— das Element a,; das Hauptelement, auch Pivotelement! genannt,
— die Elemente der i-ten Zeile die Hauptzeile (Pivotzeile) und
— die Elemente der j-ten Spalte die Hauptspalte (Pivotspalte). -

Wihlen wir zur Vereinfachung der Darstellung im ersten Austauschschritt das
Element a;, als Hauptelement (d. h., wir tauschen y, gegen z, aus), dann erhalten’'
wir aus der ersten Zeile des Systems (I)

1 a5y 1 [N
e = —_—— = — _|_

Oy Vet ey n —ln
Dabei wird deutlich, daB das Pivotelement a;, 7 0 gefordert werden mu8.
Im Zwischensystem erhalten wir

£ Z, .

et

1
by =— d b,=
5 O o R o

Setzen wir z, in die zweite Zeile des Systems (I) ein, so erhalten wir

Yo G
Yp = Q¥ + Ay = Gy (_ — =Ty | + G5,
11 O

_ Ay Qg
==Y — Qg —— Ty + Ay
ay a5

=%.’/1 + [“22 + azl( am)] T -
1

—0y

! pivot — franz. Angel-, Dreh- oder Hauptpunkt, Hauptstiitze
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Damit erhalten wir im Zwischensystem

21 %2 — Ol + Aty
by =—= und by =ay+a ( ) e A8 A
21 22 22 L 5

(Man vergleiche b,, im Beispiel 5/2!)
Das Zwischensystem hat in schematischer Darstellung folgendes Aussehen:

| Y1 Ty
1 [N
oy — =18
ay —ay
an Lt t]
= ayy + @,
Y an 22 21 ( —

Hieraus lassen sich fiir einen Austauschschritt die Umformungsregeln formulieren :

1. Das Hauptelement: b, = al mit @, #0
st

Qs
— O

2. Die Elemente der Hauptzeile: by = mit &k F#¢

3. Die Elemente der Hauptspalte: b, =%‘—‘ mit 1 #s
'3t

4. Fiir alle iibrigen Elemente gilt: by = ay + buan mit & #s, k F#t

Fiir die Berechnung des Produkts bya, ist es zweckmiiBig, die neue Hauptzeile by,
unter dem vorangehenden System als ,,Kellerzeile* anzubringen.

Nach den obigen Regeln muf nun in einem weiteren Schritt y, gegen z, ausge-
tauscht werden.

O  BEISPIEL 6/3:
Mit Hilfe des Austauschverfahrens soll die zu

a-(z 1)

inverse Matrix A~ gesucht werden.

Lésung:
Schematische Darstellung: ER z,
Y% l_l_l 3
Y2 2
Kellerzeile ’ 1 -3

1. Austauschschritt:

a,, wird als Hauptelement (eingerahmt) gewiihlt, da bei der Anwendung der Umfor-
mungsregeln die Division rechnerisch erleichtert wird. Es wird also y, gegen z, ausge-
tauscht.
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Im Zwischensystem lauten

1
das Hauptelement b,, = = 1,
1

1.
3
die Hauptzeile by, = . o f
g, -1
Beide Elemente werden unter das alte System als ,,Kellerzeile‘* geschrieben.
. @y 2
Die Hauptspalte lautet b,y =—=-—=2.
a; 1

Nun wird das restliche Element dieses Zwischensystems berechnet:
by =g + b0y =7+ (=3)-2=7—-6=1.

Schematische Darstellung: % A
X 1 -3
Y2 2 BJ
K -2 1

(Die erst im zweiten A
tragen.)

hritt entstehende Kellerzeile wurde bereits einge-

2. Austauschschritt:
y, wird gegen x, ausgetauscht, d. h., a,, wird Hauptelement (eingerahmt).

Schematische Darstellung: | A Y2
z, 7 -3
£ -2 1

Das Element b,; wird hier bestimmt durch
14 (—2)(=3)=1+6="17.

7 -3
Die zu A inverse Matrix A1 lautet A1 = (_2 ) 5

Probe:

T [ N

133
&

Fir den Fall eines linearen Gleichungssystems von drei Gleichungen mit drei
Variablen soll der erste Austauschschritt durchgefiihrt werden, wobei a,, als
Hauptelement gewahlt wird: Bei der Losung des linearen Gleichungssystems
¥ = Ax mit reguldrer Koeffizientenmatrix A wird die inverse Matrix A~ gebildet.
Im Gleichungssystem

Y1 = an®y + Ay + ay575

Yo = An®y + Gp¥p + Ay

Y3 = A%y + Ggep + Ggaly
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wird die erste Zeile nach x, aufgelost:

(2
eI
—0n

Yo — BaTy — AT 1 4T
=—y+ z +
O an —0n
Daraus kénnen wir ablesen:

X, =

1 a. [
by=—; by=—2; b=
ay —apn

—&u
Setzen wir , in die zweite Gleichungszeile ein,
Yo = Uy + Ugep + Aas%s

1 a
=0y (0'_11 %+

1z 13
z, + @3 ) + Gog®s + T3
—0n —0n

A1z E]
Ty + ag Ty + Apely + Aoy
ay —an

A
==y + an
an

3 [t} Q3
=—=u + (“zz + an Ty + | Qgs + A 23,
&1 ) —0n

—0y
8o kénnen wir daraus

a a a
by =25 by =an+an (_12) ;0 by =axn+ “21( 13)
g 11

— 0y,

ablesen. (Man vergleiche die Koeffizienten by, = a,, und by; = ay, in der Zeile IT'
des Beispiels 5/3).
Wir setzen z, in die dritte Gleichungszeile ein:

Y = Gy + Ggoly + 33T

1 ay a;
2 13
=Gy (— Y+ Zy + 23| + @se®s + ass
Lt —an —an
Qg1 - et} : 3
=—uy+ (a'az + ag 2y + | ass + a5 &3 -
11 —ay, —%n
Daraus lesen wir ab:
agy ° Qg ¢ i3
by =—; by = ag + a5 3 by = agy + oy | — .
@y —ay, ay

(Man vergleiche die Koeffizienten &y, = aj, und by, = @, in III' des Beispiels 5/3.)

Schematische Darstellung des Zwischensystems:

Y T 3
1 et i3
2, — B
an —ay —ayn
a, a. a
21 12 13
Yo == gy + gy g3 + G —
[H1 —0n oy
a3 et ()
Ys == gy + O3y g3 + g
—a.
an —0n 11
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BEISPIEL 6/4:

Die zu A inverse Matrix A1 ist mit Hilfe des Austauschverfahrens zu bilden.
Gegeben sei die Matrix

1 3 2
A=| 2 5 3 (vel. Beispiel 6/2)

-3 —8 —4
Lésung:
Schematische Darstellung:
Zy 1 3

Yy ]_| 3 2 Hauptelement seia,, = 1

Ys 2 5 3

Ys -3 -8 -4

K 1 -3 —2 DieKellerzeile wurde bereits aus dem ersten Austausch-

schritt iibernommen.

1. Austauschschritt: y, wird gegen z, ausgetauscht

Y% Ty Z3
2 1 -3 -2
Yo 2 |[=1] -1 Hauptelement seia; = —1
Ys -3 1 2
K 2 -1 -1

2. Austauschschritt: y, wird gegen z, ausgetauscht

Y1 Y2 3
EN -5 3 1
z, 2 -1 -1
Ys -1 -1 _IJ Hauptelement sei a3 = 1
K —4 4 1

3. Austauschschritt: y; wird gegen z, ausgetauscht

Y Y2 Ys
z, —4 4 1
N 1 -2 -1
EX 1 1 1

Die zu A inverse Matrix A~ lautet:

—4 4 1
Ar=( 1-2 -1
1 1 1

Die Probe wurde im Beispiel 6/2 durchgefiihrt.



6.3. Die Gruppe der regulidren Matrizen

Wir konnen alle quadratischen n-reihigen reguldren Matrizen, deren Elemente
reelle Zahlen sind, zu der Menge M, zusammenfassen. Diese Menge M, hat folgende
Eigenschaften :

1. Das Produkt zweier Matrizen aus M, ist wieder eine Matrix aus M,.
2. Es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation (vgl. Abschnitt 3.4.).
3. M, enthilt die Einheitsmatrix E mit der Eigenschaft EA = AE = A fiir jede
Matrix A aus M,. E ist das neutrale Element der Matrizenmultiplikation.
4. Zu jeder Matrix A € M, existiert in M, genau eine Matrix A-!, inverse Matrix
genannt, mit der Eigenschaft A-?A = AA-! = E.

Wenn fiir die Elemente einer Menge eine Rechenoperation (hier die Multipli-
kation) definiert ist und wenn diese Menge die Eigenschaften 1) bis 4) besitzt, dann
heiBt diese sfrukturierte Menge eine Gruppe.

Die Menge M, der quadratischen reguliren Matrizen bildet demnach hinsichtlich
der Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Ein weiteres Beispiel fiir eine Gruppe ist
die Menge der positiven rationalen Zahlen hinsichtlich der Multiplikation. Diese
Gruppe ist sogar kommutativ. ’

@) ARBEITSAUFTRAG 6/1:

a) Weisen Sie nach, daB die Menge der positiven rationalen Zahlen hinsichtlich der
Multiplikation eine Gruppe bildet!

b) Welche Bedingung mu8 erfiillt sein, damit wir bei dieser Gruppe von einer kommu-
tativen Gruppe sprechen kénnen ? ’

¢) Warum bildet die Menge der quadratischen reguliren Matrizen hinsichtlich der
Multiplikation keine kommutative Gruppe ?

o ARBEITSAUFTRAG 6/2:

a) Formulieren Sie die Eigenschaften, die eine Menge haben muf, wenn sie hinsichtlich
der Addition eine kommutative Gruppe bilden soll!

b) Zeigen Sie, daB die Menge der ganzen Zahlen hinsichtlich der Addition eine kommu-
tative Gruppe bildet!

6.4. Matrizengleichungen

Nach der Behandlung des Sonderfalls einer Matrizengleichung von der Form
AX = E in Abschnitt 6.1. kénnen wir uns nun der Losung der Gleichung

AX =K
zuwenden.

Die Aufgabe besteht darin, mit Hilfe einer Darstellung in Form eines Tableaus
n Gleichungssysteme zu l6sen:

Ax, =k,
Ax, =k,
Ax, =k,
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In Analogie zu der in Abschnitt 6.1.
gegebenen Losungsmoglichkeit wird
der verkettete Algorithmus angewen-
det (Tableau 23):

Tableau 23

O BEISPIEL 6/5: !

Gegeben sei die Matrizengleichung AX = K mit

—4

1 -3 4
A=|-2 8 —6 und K=
3 -5 15

Es soll X ermittelt werden.

Lésung (Tableau 24):

>

K z
L Z!
X7 £

2

6 —48

12
—4).
72

K
1 =3 4 —4 -6 12 4
A| -2 8 —6 2 -8 —4 —-10
3 -5 15 6 —48 72 43
7
B|1 -3 4 —4 —6 12 4
2 |2 2 -6 —20 20 —2
¢c| -3 -2 | -1 30 10 —4 35
197 27 —30 -1 0 o |
xT| 34 0 -10 0 -1 0 -E
14 6 4 0 0 -1
Tableau 24
197 34 14
X=( 27 o s
—30 —10 4
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Probe:
Durch die Multiplikation von A mit X erhalten wir K:

1 -3 4 197 3¢ 14 —4 -6 12
-2 8 —6])- 27 0 6)= 2 -8 —4
3 -5 15 —30 —10 4 6 —48 72

Damit kénnen wir uns nun schwierigeren Matrizengleichungen zuwenden, die vor
der Losung mit Hilfe des verketteten Algorithmus erst in geeigneter Weise umge-
formt werden miissen.

(]

8

BEISPIEL 6/6:

Zwischen den gegebenen quadratischen Matrizen A, B, C € M(y, n) bestehe die Gleichung
AX —2BX=C—B.

Es soll die Matrix X (X € My, n)) ermittelt werden.

Lésung:

Aus

AX —2BX=C-B

folgt

(A—2B)X=C-B.

Werden beide Seiten der Gleichung von links — das ist besonders zu beachten — mit
der Matrix (A — 2 B)~* multipliziert, (A —2B)~1 (A — 2B)X = (A — 2B)-*(C — B),
erhdlt man wegen

(A—-2B)*(A—-2B)=E

die Matrix X:

X=(A—-2B)*( —-B)

In der numerischen Berechnung bildet man zunéchst A — 2B =G undC — B =H

und kann anschlieBend die Matrizengleichung X = G—H mit Hilfe des verketteten
Algorithmus nach Beispiel 6/3 16sen.

BEISPIEL 6/7:

Gegeben sei die Matrizengleichung

AX +2X —-3C=B mit A,B,C,D¢Mu,n.
Gesucht sei die Matrix X € M(n, ) -

Lisung:

Nach Ergiinzung des zweiten Summanden der linken Seite durch die Einheitsmatrix
ist dieser Fall auf eine Gleichungsform des Beispiels 6/6 zuriickgefiihrt:

AX + 2EX =B + 3¢
(A+2E)X=BL3C, wobei E€Myn
(A+2E)'(A+2E)X=(A+2E)1(B+30)
X=(A+2E1(B+30
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ZUSAMMENFASSUNG:

6.5

114

Die Losung von Matrizengleichungen der Form AX = K wird auf die Bil-
dung der inversen Matrix mit Hilfe des verketteten Algorithmus zuriick-
gefiihrt. Zur Berechnung der Matrix X dient ein Tableau (Tableau 23).

Aufgaben

Beweisen Sie, daB (AB)~! = B-1A! gilt, wenn A, B € M;, , und regulir! Fassen Sie die-
sen Satz in Worte!

Bilden Sie die zu A inverse Matrix A-! mit Hilfe des verketteten Algorithmus und
machen Sie die Probe!

1 2-1 2 4 -1
a)A=[-1 4 2 mA=( 3 7 0
2 -2 -2 -1-2 1

Bilden Sie die zu A inverse Matrix A~! mit Hilfe des Austauschverfahrens und machen
Sie die Probe!

3 1-3 13 0 3
a)A=[2 1 -3 b)A=|-2-1 1
1 2 -5 . 0 2 -3

Lésen Sie die Gleichung B — 2 AX = € — 3X nach X anf! Gegeben sind die Matrizen

2 -1 0 4 3 5 1 3 -2
A=(3 0 2}; B=(-1 0 -2); c=(2 1 0].
0 1 1 2 5 3 0 —4 3

Durch Umkehrung der Transformation y = Ax mit regulirer Matrix A entsteht die

inverse Transformation x = A-ly.

a) Bilden Sie die inverse Matrix zur Matrix Z,, die eine zentrische Streckung vom
Ursprung aus bewirkt (vgl.-Abschnitt 4.2., Abbildung durch Streckung)!

b) Wie lautet die inverse Matrix, die die Umkehrung der Verschiebung in Beispiel 4/5
bewirkt ?



7. Matrizenmodelle
aus auBermathematischen Objektbereichen

Nachdem in den Kapiteln 1 bis 6 die Grundlagen des Matrizenkalkiils gelegt
worden sind, sollen nun einfache Anwendungsaufgaben aus auBermathematischen
Objektbereichen behandelt werden. Da die Aufbereitung praxisbezogener Auf-
gaben griindliche Sachkenntnis voraussetzt, erscheint es zweckmaBig, leicht iiber-
schaubare Problemstellungen aus der Okonomie und aus der Physik des Gleich-
stromkreises zu betrachten. Einleitend méchten wir einige Bemerkungen zum
Modellbegriff machen.

7.1. Bemerkungen zum Modellbegriff

Der Modellbegriff wird in der Mathematik in unterschiedlicher Weise gebraucht.

Wie wir im Abschnitt 2.3. gezeigt haben, nennt man jede Interpretation einer algebraischen
Struktur ein Modell. Dort wurde erwiihnt, daB beispielsweise die Menge der geordneten Zahlen-
paare, zwischen denen bestimmte Verkniipfungen festgelegt sind, ein Modell dieser Struktur
5, Vektorraum‘ ist.

Andererseits wird von der Seite der Anwender der Mathematik der Modellbegriff im Sinne des
Ergebnisses eines Abstraktionsprozesses verstanden. Bei den komplizierten Erscheinungen der
objektiven Realitéit wird bei der Bildung eines Modells von vielen Nebensichlichkeiten abstra-
hiert, indem nur diejenigen wesentlichen Seiten der Wirklichkeit, die unter einem spezifischen
Aspekt von Bedeutung sind, beriicksichtigt werden. Dadurch entsteht ein vereinfachtes und
damit ein niitzliches (praktikables) Abbild der Realitit, das auch Modell genannt wird. Bei-
spiele fiir solche Modelle sind #hnlich gestaltete Nachbildungen technischer Gegenstinde: Um
bestimmte physikalische Eigenschaften (Stromungseigenschaften) studieren zu kénnen, werden
in hydro- oder aerotechnischen Anlagen ihnlich gestaltete Kérper gewissen Bedingungen, wie
sie in der Realitéit existieren, ausgesetzt. Um eine Diskussi rundlage fiir die zweckmaBigste
Gestaltung des Aufbaus eines neuen Stadtteils zu geben, schafft der Architekt ein Modell in
verkleinerter Darstellung, aus der die Lage- und GroBenverhiltnisse entnommen werden
kénnen.

Werden zur Formulierung des Modells mathematische Ausdrucksmittel verwendet, erhoht sich
seine Allgemeingiiltigkeit infolge der der Mathematik innewohnenden hohen Abstraktionsstufe.
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Oft benétigt man ein System math tischer Gleichungen bzw. Ungleichungen, um die Ver-
héltnisse zwischen den die Sachverhalte charakterisierenden GréBen und ihre értliche und
zeitliche Anderung beschreiben zu kénnen, Wir bezeichnen dann das System mathematischer
Gleichungen und Ungleichungen als mathematisches Modell des betreffenden Sachverhalts.

Der Vorteil der mathematischen Modellbildung gegeniiber anderen wissenschaftlichen Metho-
den besteht vor allem in dem hohen Abstmktlonsgrad Mit dem gleichen Modell lassen sich
u. U. analoge Sachverhalte aus verschied ftszweigen charakterisieren. Die aus
dem Modell gezogenen SchluBfolgerungen smd immer richtig, wenn die Voraussetzungen richtig
waren, auf denen das Modell entwickelt wurde.

In der Praxis wird die Beschreibung quantitativer Zusammenhinge hiufig durch lineare
Relationen angestrebt. Im Abschnitt 1.5. wurde bereits auf die Moglichkeit der Linearisierung
eines praktischen Problems hingewiesen. Die linearen Zusammenhingen angepaBte Dar-
stellungsart ist aber die Matrix und der Matrizenkalkiil. Es ist also méglich, mit ein und dem-
selben Modell, dem Matrizenmodell, unterschiedliche Sachverhalte der objektiven Realitéit
zu beschreiben. So eignet sich die Matrizenrechnung sowohl zur Losung von Aufgaben aus der
Mechanik (Biegungsproblem, Schwingungen) als auch zur Berechnung von Gleichstrom- und
Wechselstromnetzen in der Elektrotechnik. Die Okonomen benutzen den Matrizenkalkiil zur
Beschreibung von Materialverflechtungen, zur Darstellung von betrieblichen und volkswirt-
schaftlichen Verflechtungen und zur Lésung von Optimierungsaufgaben. Aus der Vielzahl der
Anwendungsméglichkeiten sollen in dieser Darstellung nur ékonomische Verflechtungen und
elektrische Gleichstromnetze behandelt werden.

7.2. Okonomische Verflechtungen

Die wissenschaftliche Planungs- und Leitungstitigkeit in der entwickelten sozia-
listischen Gesellschaft erfordert die mathematlsche Modellierung im gesamten
Bereich der Volkswirtschaft.

Die ersten Untersuchungen iiber die Orgamsatlon der Volkswirtschaft wurden 1939
von dem sowjetischen Mathematiker J. W. KaNTorROWITSCE durchgefiihrt. Er
erkannte das Problem, das Problem der Linearoptimierung, und gab Wege zu
seiner Losung an.

In der 6konomischen Praxis werden Verflechtungen der gesamten Volkswirtschaft,
die sehr umfangreich sein kénnen, aufgestellt und mit Hilfe von Matrizen unter-
sucht. Aber auch Verflechtungen von Teilbereichen der Volkswirtschaft, z. B. sol-
che einer VVB, und von Betrieben werden mit Hilfe von Matrizen dargestellt und
Material-, Energie- und Arbeitskriftebilanzen aufgestellt. Die Matrizenrechnung
gestattet nicht nur eine iibersichtliche Darstellung komplizierter linearer Zusam-
menhénge 6konomischer Probleme, sondern soll dariiber hinaus zu neuen Erkennt-
nissen fithren. Damit Rechenautomaten eingesetzt werden konnen, miissen die
Rechnungen schematisiert werden. Auf diese Weise wird die Planung rationali-
siert.

Einfaches Modell einer Produktionsplanung
In unseren Darstellungen wollen wir ein deterministisches System betrachten. In
diesem ist eine bestimmte Anzahl von Erzeugnissen (Einzelteile, Halbfertig-

fabrikate, Baugruppen) gegeben, die zur Produktion von anderen Erzeugnissen,
besonders von Enderzeugnissen, bendtigt werden.
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Zur Vereinfachung des Problems wollen wir annehmen, daB zwischen den GréSen
lineare Beziehungen bestehen. Wir setzen fest, daB alle Verbrauchsmengen der
Bruttoproduktion proportional sind. Wir bezeichnen die einzelnen Erzeugnisse
(Einzelteile, Halbfertigfabrikate, Baugruppen, Enderzeugnisse) mit ¢ =1, ..., n.
Zwischen den einzelnen Erzeugnissen soll die im Bild 39 dargestellte technologische
Verflechtung bestehen.

Teile 1 2 3 4
% 1 \2 /
Baugrugpen 5 ) 7
2 7.1 7 V7 2 1
Enderzeugnisse 8 3 170
Bild 39

Die bewerteten Pfeile geben bekanntlich an, wie.viele Stiick vom i-ten Erzeugnis
zur Herstellung eines Stiicks des k-ten Erzeugnisses notwendig sind. Dem Graph
entspricht eine Matrix ; wir nennen sie die Matrix der direkten Einsatzkoeffizienten.
Man sagt auch: ,,Die Matrix B der direkten Einsatzkoeffizienten ist dem Netzwerk
isomorph‘‘. Wir kénnen z. B. aus Bild 39 folgende direkte Einsatzkoeffizienten by
ablesen:

by=1; by =2; byp=2.
Die Matrix B hat folgende Gestalt:

0000 '110"'200
0000 ,201 000
0000 ,012,000
000O0O ;001001
0000'000 ' 112
B=loooo!000! 010
0000 ,000,10]1
000010001000
0000'000"' 000
0000 ,000,00 0

Durch Einzeichnen von Hilfslinien kann die Matrix B in ,,Untermatrizen‘ zer-
legt werden, wobei man der Aufteilung in Teile (4), Baugruppen (3) und End-
erzeugnisse (3) folgen sollte. Dadurch vergréBern wir die Ubersicht. Noch kiirzer:
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110! 200

01 201,000
{012,000
st 000 4
et 11 e
0 0 010
PP SR, .

0! (R

Wenn nun auBerdem verlangt wird, daB Einzelteile und Baugruppen (Halbfertig-
fabrikate) als Ersatzteile zum Verkauf zur Verfiigung stehen, so ist es zur Auf-
stellung des mathematischen Modells zweckmaBig, mit

x den Vektor der Gesamtproduktion und mit

y den Vektor des Verkaufsprogramms
zu bezeichnen.
So umfaBt die Gesamtproduktion sowohl das Verkaufsprogramm als auch die
Produktion von einzelnen Teilen, die nach dem Netzplan zur Herstellung der
Enderzeugnisse benotigt werden.
Fiir die Gesamtstiickzahl des i-ten Erzeugnisses ergibt sich die Beziehung

=9+ X bure, wobei 4, k=1,..,n.
k=1

Bei n Erzeugnissen entstehen die folgenden n Gleichungen:
@y = g1 + bum + buts F oo+ biaa d
Ty = Yy + bun® + byp¥s + -r + Dan®a
n = Yo 1 b - B - e + buet
In Matrizenschreibweise kann dieser Zusammenhang wie folgt dargestellt werden:
x=y+ Bx :
‘Wenn der Vektor y des Verkaufsprégmmms gegeben und der Vektor x der Gesamt-
produktion gesucht ist, besteht die Aufgabe, die Gleichung
x=y + Bx

nach X aufzul6sen. !
Zunichst ist es erforderlich, diese Gleichung durch Einfithrung der Einheitsmatrix
E zu vervollstindigen:

Ex—Bx=y
Soll diese Gleichung eine eindeutige Losung besitzen, so muB E — B regular
vorausgesetzt werden. B selbst ist singulir. Mit Hilfe des verketteten Algorithmus
kann X ermittelt werden:

E-B)x=y

(E—B)'(E—B)x=(E—B)y

x=(E—B)y
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O  BEISPIEL 7/1:
Fiir das Strukturéiugramm nach Bild 39 laute der Vektor y fiir das Verkaufsprogramm
y=@ 0 5 0 3 4 0 5 10 157, :
Qesucht wird der Vektor x der Gesamtproduktion.

Losung: '
Die Berechnung von x = (E — B)~ly erfolgt mit Hilfe des verketteten Algorithmus
(Tableau 25):
E-B Yy
T T
1 0 0 0 1 -1 -1 0 1 -2 0 0 2
0 1 0 0 ! —2 0 -1 .0 0 0 0
0o 0 1 0 ' 0 -1 -2 0 0 0 5
0 0 0 1 : 0o 0 -1 " 0 0 ~1 0
1 0 0 1 -1 -1 -2 3
0 10 1 0 0 -1 0 4
o 0 1 -1 0 -1 0
_________ . e
0 .1 0 0 5
0 | 0 0 1 0 10 ,
| 10 0 1 15
| |
xT| 74 116 59 35 ! 48 14 20 ! 5 10 15 -1
| 1 |
Tableau 25
Ergebnis:

Der Vektorx = (74 116 59 35 48 14 20 5 10 157 gibt an, wie viele Stiicke
von jedem Einzelteil, von jeder Baugruppe und von jedem Enderzeugnis anzufertigen
sind, damit neben der Produktion nach Netzplan auch das Verkaufsprogramm ver-
wirklicht werden kann.

Modgell einer Materialplanung

Ber des G terialaufwands

Zur Bereitstellung des bendtigten Materials bei der Herstellung eines bestimmten
Erzeugnisses soll in einem Betrieb der gesamte Materialaufwand berechnet werden.
Wenn mit ay der Aufwand in der j-ten Materialposition fiir eine Einheit des
k-ten Erzeugnisses (j=1,..., m; k=1,..., n), mit a, der Gesamtaufwand in
der j-ten Position und mit x der Vektor der Gesamtproduktion bezeichnet werden,
dann kann a; dargestellt werden durch '
n
a; = 2 apxy fir j=1,..,m.
E=1

FaBt man alle a; zum Vektor a des Gesamtmaterialaufwands zusammen und
stellt die Koeffizienten a;; durch die Matrix A vom Typ (m, ) dar, dann gilt der
Zusammenhang a = Ax. A ist die Matrix der Materialverbrauchsnormen.

Nun kann man x durch (E — B)-ly ersetzen, so daB der Vektor des gesamten
Materialaufwands a ausgedriickt wird durch

a=AE —B)y.
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Berech der ¢ ardotl o4

Wenn die Materialverrechnungspreise m; fiir j = 1, ..., m gegeben sind, dann
konnen die Gesamtkosten k,, fiir das Material wie folgt berechnet werden :

m
ky = X m; =m"a = m"Ax = m7A (E — B)-1y
j=1

Der Vektor m der Materialverrechnungspreise muB als Zeilenvektor geschrieben
werden, damit das Skalarprodukt gebildet werden kann.

Berecl der Materialkosten fiir jede Materialposition

Werden die Kosten fiir jede einzelne Materialposition gefordert, dann gibt die
Diagonalmatrix der Materialpreise einen zweckmaBigen Ansatz:

m 0 0 . 0
0 my 0 -« 0

0O 0 0 - m,
Die Kosten fiir jede Materialposition im Vektor k erhilt man folgendermaBen:
ky
k = Ma = MAx = MA (E — B)ly = ’f*
e

Modell einer Maschinenzeit- und einer Arbeitszeitplanung

Nach der Voraussetzung, daB die erforderlichen Maschinenzeiten den Erzeugnis-
mengen proportional sind, kann in entsprechender Weise die benétigte Maschinen-
zeit geplant werden.
Es sei

T die Matrix der Maschinenzeitnormen,

x der Vektor der Gesamtproduktion und

t der Vektor der Maschinenzeiten.
Dann ist es fiir die Planung des Produktionsprozesses erforderlich, bei gegebenem
Vektor der Gesamtproduktion die Zeit des Einsatzes der Maschinen zu berechnen.
Es ist

Tx =t.
Diese Aufgabe ist mit Hilfe der Matrizenmultiplikation zu 16sen.
Oft besteht aber auch die Frage, wie bei bekannter Matrix T der Maschinenzeit-
normen und bei vorgegebenem Vektor t der Maschinenzeiten die Gesamtproduk-
tionsmengen der einzelnen Erzeugnisse berechnet werden kénnen. Die Gleichung
Tx = t ist nach x aufzulésen:

x =T
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Werden mit

Z die Matrix der Arbeitszeiten, mit
x der Vektor der Gesamtproduktionsmengen und mit
1 der Vektor der erforderlichen Zeitfonds bei den Arbeitsgingen

bezeichnet, dann gilt unter Voraussetzung der Proportionalitit zwischen f und x:
f=1x

Auch in dieser Aufgabe kann f mit Hilfe der Matrizenmultiplikation bei gegebenem
Z und x berechnet werden.

Bei vorgegebenen Zeitfonds kann mit Hilfe der Matrizeninversion eine Aussage
iiber die Gesamtproduktionsmengen durch

x=1Zf
gemacht werden.

7.3. Elektrische Gleichstromnetze

Die Berechnung elektrischer Netze beruht auf den linearen Zusammenhéngen
zwischen Spannungen und Stromstirken. Nichtlineare Schaltelemente sollen
naherungsweise durch lineare Elemente ersetzt werden (Linearisierung).

Diese linearen Zusammenhinge kénnen durch lineare Gleichungssysteme beschrie-
ben werden, zu deren theoretischer Formulierung und praktischer Berechnung
Matrizen Verwendung finden koénnen.

Wir wollen mit Hilfe der Matrizenrechnung Stromstirken und Spannungsabfélle
in einem Gleichstrom-Netzwerk berechnen. Im Beispiel 1/2 wurde der Aufbau eines
elektrischen Netzwerkes aus Maschen, die von Zweigen begrenzt werden, erldutert.
Dort wurde gefordert, die Strome in den Zweigen und die Spannungsabfélle iiber
den Widerstanden zu berechnen, wenn die Widersténde und die Urspannungen
bekannt sind. In der Elektrotechnik wird gezeigt, daB bei n Knoten und m Zweigen
immer (m — » -+ 1) unabhéngige Maschen auftreten.

Der Ansatz der Gleichungen erfolgt mit Hilfe der im Beispiel 1/2 genannten
KircEHOFFschen Sitze der Stromverzweigung. Dabei treffen wir folgende Ver-
einbarungen :

— Die Richtung der Strome I soll mit der Richtung der Spannungsabfélle Uy
iibereinstimmen. (k = 1, ... , m).

— Die Umlaufstréme in einer Masche werden mit z; bezeichnet. Es gibt ebenso
viele Maschenumlaufstréme, wie unabhéngige Maschen im Netzwerk vorhanden
sind.

Wenn nun die Widerstinde By und die Urspannungen E; gegeben sind, besteht die

Aufgabe, die Maschenumlaufstrome und daraus die Spannungsabfille {iber jedem

Widerstand und die Teilstrome in den Zweigen rechnerisch zu ermitteln. Die

Zusammenhinge (in Vektorform) zwischen den Leiterstromen und den Maschen-

umlaufstromen und zwischen den Urspannungen und den Spannungsabféllen

werden durch eine Verkniipfungsmatrix angegeben. Der Zusammenhang zwischen
den Leiterstromen und den Spannungsabfillen tiber den Widerstéinden wird durch
das Onmsche Gesetz (in Matrizendarstellung) gegeben.
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Zur Bearbeitung der Problematik entwickeln wir eine Schrittfolge, die auf der
Anwendung des Maschensatzes beruht. In der Literatur wird dieses Verfahren als
Umlaufverfahren bezeichnet.

Schrittfolge

1. Wir numerieren die Zweige des Netzes und wéhlen in jedem Zweig die gleiche
Richtung (durch Einzeichnen von Pfeilen) fiir die Leiterstromstiirke I, und die
tiber dem Widerstand R, abfallende Spannung U,.

2. Wir ermitteln die voneinander unabhéingigen Maschen. Bei m Zweigen und
n Knoten gibt es immer (m — n + 1) unabhingige Maschen. In jeder Masche
legen wir die Richtung des zugehérigen Maschenumlaufstroms z, fest.

3. Da das elektrische Netzwerk OmMsche Widerstinde enthalt, fithren wir die Wi-
derstandsmatrix R ein. Sie ist eine Diagonalmatrix. .

I
4. Wir stellen den linearen Zusammenhang zwischen den Leiterstromen I, und
den Maschenumlaufstromen z; durch die Verkniipfungsmatrix V her. Thre -
Zeilenanzahl ist gleich der Anzahl der Zweige, ihre Spaltenanzahl ist gleich der
Anzahl der voneinander unabhéngigen Maschen. Eine Zeile der Verkniipfungs-
matrix V gibt durch 1, —1 oder 0 an, ob der Leiterstrom I, zum Maschenumlauf-
strom @, in gleicher oderin entgegengesetzter Richtung beitrigt oder nicht bei-
tragt. Das geschieht am zweckméaBigsten so, daB wir in den einzelnen Spalten
von V aufschrejben, welche Strome (unter Beriicksichtigung ihrer Richtung)
zum Maschenumlaufstrom beitragen. Die m Gleichungen des linearen Gleichungs-
systems werden in Matrizendarstellung durch i = Vx erfaBt, wobei i der Vektor
der Leiterstréme und x der Vektor der Maschenumlaufstrome sind.

5. Bezeichnen wir mit u deén Vektor der Spannungsabfille, dann gilt auf Grund
des Ommschen Gesetzes:

u = Ri

Beriicksichtigen wir noch den Zusammenhang zwischen Leiterstromen und
Maschenumlaufstromen in der Beziehung i = Vx, dann konnen wir schreiben:

u = RVx
6. Um die im Netz wirkenden Urspannungen beriicksichtigen zu kénnen, fithren
wir den Vektor e der Urspannungen ein. Fir e gilt:
e = YV7u
7. Damit besteht die Aufgabe, die Matrizengleichung
e = VTRVx
nach x aufzul6sen. Es ist zweckmiBig, zunachst
VIRV = A
mit Hilfe des FaLEschen Schemas zu berechnen und anschlieBend
Ax =e
nach x mit Hilfe des verketteten Algorithmus aufzulésen.
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8. Die Leiterstrome berechnen wir aus der Gleichung

i=Vx,
die Spannungsabfille durch die Beziehung
u=RVx.

(] BEISPIEL 7/2:

In dem durch Bild 40 dargestellten Netz-
werk sind die Leiterstrome und die '_ﬁtL'
Spannungsabfille iiber den Widerstiin- —
den zu berechnen. Bild 40

£

Gegeben:
R =1Q, R,=3Q, R,=10, R=2Q, E, =4V, E,=2V.

Lisung unter A d: der b Schrittfol
1. und 2. Festlegung der Zweige und der LY LU,
unabhiingigen ~ Maschenumlaufstrome 3 - .

(Bild 41):

Anzahl der Zweige: m = 4
Anzahl der Knoten: n = 3 Ei* 'L

= X
Anzahl der unabhiingigen Maschen: U

m—-n+1=2

e

. Widerstandsmatrix
unter Verwendung der
GroéBen MaBzahlen

R, O 0 O 1 0 0 0

0 R 0 O R— 0o 3 0 0

0 0 R, 0 =lo o 1 o

0 0 0 B, o 0 0 2

- —r
Bild 41 Iy,

R=

'S

. Verkniipfungsmatrix, z. B.
I, liefert einen Beitrag zu z,, gleiche Rxchtung, also v;;, = 1;
I liefert keinen Beitrag zu x;, also vy =
I » liefert einen Beitrag zu 25, entgegengesetzt gerichtet; also vy = —1.
1 0
1 -1
0 1
0 1
Esgilt: i=Vx

. Nach dem Ommschen Gesetz ist u = RVx.

V=

=

. Vektor der Urspannungen in den einzelnen Maschen in
GroBen MaBzahlen .

. (B -4
e = B, e = 2
E, ist dem Maschenumlaufstrom entgegengesetzt.

7. Berechnung des Vektors der Maschenumlaufstrome:
A wird mit Hilfe des FALKschen Schemas, x mit Hilfe des verketteten Algorithmus
berechnet (Tableau 26).
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8. Berechnung des Vektors der Leiterstréme (Tableau 27): i = Vx

6
= .

4

v 1
6 - 8
1 0 -5 =
14 14
1 -1 -1 -
4 i i= 4
1 = s
0 is I
4 4
0 1 = —15

Tableau 27

Berechnung des Vektors der Spannungsabfille (Tableau 28): u =Ri

6
-5
14
15
A i
1
4
B -
8 6
1 0 0 0 5 T
14 14
0 3 0 0 _i N P _f
0 0 1 o0 -4 .
8 8
0 0 0 2 T s
Tableau 28
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Ergebnis:

Die Masct laufstrome betragen =z, = % A und z, = ;—5 A (in entgegengeset'zter
Richtung als angegeben), :
die Leiterstrome I, = %A, L= ;—; AT = % A; I = %A (in entgegengesetzter
Richtung als angegeben),

die Spannungsabfille U, = 1% V,U,= % V,U;= ;g V, U= 1% V (in entgegengesetzter
Richtung als angegeben).

(Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Losung des Arbeitsauftrages 1/1, Punkt 2!)

ZUSAMMENFASSUNG:

7.4.

Die bei 6konomischen und elektrotechnischen Sachverhalten aufgestellten
Systeme linearer Gleichungen kénnen mit Hilfe der Matrizenrechnung iiber-
sichtlich angeordnet und systematisch gelost werden.

Weitere praxisbezogene Aufgaben der Mechanik und der Schwingungslehre,
z. B. bei der Bestimmung von Eigenfrequenzen, fiihren auf das Problem der
Eigenwerte einer gegebenen Matrix, auf deren Bestimmung im Rahmen
dieser Darstellung nicht eingegangen werden kann.

A/t
Aufgaben
5
Um den Gesamtbedarf an Erzeug- 2
nissen (Rohstoffe, Zwischenerzeug- Asft Ap/kWh
nisse, Enderzeugnisse) bei der Pro-

duktion in einem Betriebsteil zu

ermitteln, wurde mnebenstehendes 7 4
(vereinfachtes) MaterialfluBbild auf-
gestellt (Bild 42): A, /1000 tick

Bild 42

Berechnen Sie den Bedarf an jedem einzelnen Erzeugnis, wenn die Planauflage durch
den Vektory = (0 0 3 5)7 gegeben ist!

Berechnen Sie die gesamten Material-
kosten fiir folgende Verflechtung! 7 2 3
Gegeben : Strukturdiagramm (Bild 43)
Vektor des Verkaufsprogramms:
y=B8 156 79 10)T

Matrix des Materialaufwands:

10 O = D O
(S =
WWH O
WO OoOWO
ODOoONWO O
RSN

Vektor der Materialverrechnungspreise: .
m=(12 3 6 10 4 37T Bild 43
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Im folgenden Netzwerk sind die Urspannungen E; = 1V und E, = 2 V sowie die OEM-
schen Widerstinde R, =1Q, B, =2 Q, Ry = 2 Q und R; =3 Q gegeben (Bild 44).

h Sie die Masch laufstréme dxe Zweigstrome und die Spannungsabfille
iiber den Widerstinden mit Hilfe der Matrizenrechnung!

R; &
Ty R,
[ —{—  —
&ET
. Rz
—
T e
Bild 44 — I
- k
] 2]
Zur Berech der Maschenumlaufstro der Zweigstrome und der Spannungs-
abfille iiber den Widerstdnden in. dem Ni k nach Bild 45 sind folgende Daten ge-

geben:

B, =1V, E,=3V, E,=2V, E,=1V
R=1Q, R,=10Q, R, =20, R, =30, R,=20Q, B,=20Q, R, =1Q.

A ) |1
Il el l II
K & R;
Rs 4
Re Ry
1 1
Bild 45 .2 3l £x



Losungen

Kapitel 1
Arbeitsauftriige:
1 NI = (Bs + Ry By + B, (B, — By) = BBy + (B + By) By
’ 17 (By+ R) (Bs+ By) + BBy *" (B, + R) (B + R) + B,R,’
L=1 RyEy — (By + Ry By
s =

T (B, + B) (B, + R) + BB,
6 14 4
L =7zA, Li=3A, L=I=3A

2. a) Es seien a, b, ¢, d rationale Zahlen, d.a.nn sind fiir diese Elemente die Verkniipfungs-
* operationen Addition und Multiplikation definiert, und es gelten stets folgende Gesetze:

Nae+b=c (6)ab=d

2ae+b=b+a (7) ab = ba

@B)@+d+ec=a+ (d+0) (8) (ab) ¢ = @ (be)
“4)a+0=a ¢ 9a-l=a
(5) Die Gleichung @ 4 « = b hat . (10) Die Gleichung az = d hat fiira # 0

genau eine rationale Losung genau eine rationale Losung
- z=b—a. & =
a

(11) (@ + b) c = ac + be
Die Menge der rationalen Zahlen bildet einen Kgrper.

' b) Die Gleichung az = d hat in der Menge der ganzen Zahlen nicht immer eine ganz-
zahlige Losung; deshalb bildet die Menge der ganzen Zahlen keinen Korper.

Aufgaben:

1.  Eine quadratische Matrix n-ter Ordnung hat »? Elemente.

2.  Folgende Typen sind méglich: (1, 36), (2,18), (3, 12), (4, 9), (6, 6), (9, 4), (12, 3), (18, 2),
(36, 1).

3. (1,11), (11, 1).
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a) Uber der Hauptdiagonalen stehen

4.

% (n — 1) Elemente,

+@-1)

04+1+42+..

b) in der Hauptdiagonalen stehen n Elemente,

n

c) unter der Hauptdiagonalen stehen 0 (n — 1) Elemente.

n? — n = n (n — 1) Elemente stehen nicht in der Hauptdiagonalen.

H 0 O~
N Hn o

NMm

a)A =

6.

2 6 12 20
6 16 30 48
12 30 54 84
20 48 84 128

A=

SH~O
-~
O -

X X

c)A=

a = ki1

—
SO0 O0O0OO-HOO

COO0OOOCOoOO=OO
COCOCOmMOOm ™
COOO0OOmOOOQ
OC-OOCOO--HOO
CoOoOmOoOOOOOOO
CONMOOODOOO
OmMOmMmM OO0
_—FOoOMOOHOOOO

omMooo0o0OOO
 —_
=

—_—
cCooCcoOmOoOOOCOO

mFOOOOQOOoOMOO
COOOCOOmOmO
CoooOoOMOmOO
CO0OHOHOOO
COOHOHOOOO
COoOHOHMOOOO ™
CHOHOQOOOOO
_HOMOOOOOOO
OHOOCOOOO~O

]

Bild 46

9.

Bild 47

10.
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11. 000010020
000021300
0000O0O1000
00000O0O1100
000O0O0OOOT1O0
000O0O0OOGO01 2
000O0O0OOO0OTO0?2
0 00O0OO0OOOO O

\0 0000O0OOOO

12, 2=6, y=-10, z= -2

13. a)F bW o) F

Kapitel 2

Arbeitsauftriige:

1. Beweis des Satzes 2/2:

Voraussetzung: @ + (b + ¢ix) = (@4 + bix) 4 i (Im Korper der reellen Zahlen gilt
das Assoziativgesetz der Addition)
Behauptung: A + (B +C)=(A+B)+C
Beweis:
A + (B + €) = (ag) + ((buw) + (ca)) = (aux + (bix + cu))  nach Definition
(a + (b + car)) = (@ + bux) + ca)  nach Voraussetzung
(@ + bu) + cw) = ((@w) + (b)) + (o) nach Definition
(@) + (b)) + (cax) = (A + B) + €, w.z.b.w.

2. Beweis fiir die Einzigkeit der Losung: »
Behauptung: Es gibt genau eine Matrix X, die Losung der Gleichung A + X = B ist.
Beweis (indirekt): Angenommen, es giibe eine weitere Matrix Y (mit X 5 Y), die die
angegebene Gleichung erfiillt, dann wire A + X = B und A + Y = B. Daraus folgte
A+X=A+Y,dh, fir alle ¢, k gilt
Gy + e = A + Yoo bZW. T = Y -

Das bedeutet wiederum X = Y.
Das ist aber ein Widerspruch zu der Annahme, es gibe eine weitere Losung dieser Glei-
chung. Daraus folgt, daB genau eine Losung X existiert, w.z.b.w.

3. Beweis der Distributivgesetze:
5)(A+mA=1A+puA

Voraussetzung: (A + p) ay = Aag + pag (Im Korper der reellen Zahlen gilt das Di-
stributivgesetz)
Behauptung: (A + p) A = AA + pA
Beweis:
A+mwA =G+ p (@) =(A+ p) aw) nach Definition
(A + p) ag) = (Aag + pag) nach Voraussetzung
9 10017091 129.
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(Ao + pag) = (Aag) + (pag) nach Definition
(Aag) + (pag) = Aaw) + plaw)
—A+

pA, w.z.b.w.

6) AA +B)=4A + /B

Voraussetzung: Mag, + by) = Aay, + Aby, A(Im Korper der reellen Zahlen gilt das

Distributivgesetz)

Behauptung: A(A + B) = 1A + iB
Beweis:
AMA +B) = M(aw) + (b)) = Maw + bix) nach Definition
Mag + bp) = (AMaw + b)) = (Aagy + Aby) nach Voraussetzung
(Aag + Abg) = (Aag) + (Aby) nach Definition
(Aaq) + (Ab) = Aaw) + Adu)

= AA + 4B, F w.z.b.w.

Mathematik-Lehrbuch fir Klasse 11 (Ausgabe 1969), Volk und Wissen Volkseigener
Verlag Berlin, Seiten 175 und 176.

Die Bedingungen der Definition 2/5 lauten kurzgefaft:

1. Das Bild einer Summe von Elementen ist gleich der Summe der Bilder der Elemente.
?. Das Bild eines Vielfachen eines Elements ist gleich dem Vielfachen des Bildes dieses
Elemex?ts.
Die zu
@y Gt n @y Gy v Gm
A= ’_131. . .a.’_’_ o uz,. transponierte Matrix lautet AT = a“‘ . .a.“.’ o a"‘z
aml Gm2 ***  Cmn, d1n G2n °*  Omn,

B;aweis fiir die Giiltigkeit der Eigenschaften transponierter Matrizen:

1.

X

Voraussetzung: A = (@g)m, n
Behauptung: (AT)T = A

Beweis: In Kurzschreibweise gilt A = (ay).

AT = (a31) nach Definition
AT)T = ()T = (au) = A, wzb.w.
Satz: Die Transponierte einer transponierten Matrix ist gleich der ,,urspriinglichen‘
Matrix.

. Voraussetzung: A = (@), ni B = (bix)m,n; @ und by reell

Behauptung: (A + B)T = AT 4 BT

Beweis: (A +B)T = ((aw) + 0u))T = (@ + )= (car)T nach Definition
()™ = (cxe) nach Definition
(cx) = (@rs + bro)

= (@) + (bre)
= AT BT, w.z.b.w.

Satz: Die Transponierte einer Summe zweier Matrizeni st gleich der Summe der Trans-
ponierten der beiden Matrizen.



3. Behauptung: (AA)T = AAT
Beweis: (AA)T = (Maw))T = (la)T = May)T

= AT, w.z.b.w.
Satz: Die Transponierte einer mit einer reellen Zahl multiplizierten Matrix ist gleich
der mit dieser reellen Zahl multiplizierten Transponierten dieser Matrix.
Aufgaben:
8 —8 -7 -1 10 -15
. a)8=|-1-19 -8 bys=( 4 9 -1
-7 17 -1 -5 —11 —12
7 12 3 14 4 5
c)S=|6 13 19 ds§=(2 -4 16
9 1 12 9 19 19
2. Mogliche Losungen:
: 920 11 0 x 2%y 2
— 10-5 =
s D (34—217 24) by B "(ﬁ—l 3¢ x—l)

112 9
°)C=E(—s 25)

31 1 . qf=1 =1

5 X:?(l 1)" Y_?( 1 1)

4. Voraussetzung: SpA=ay,; + @y + ... + apy

spB =0 + by + ... +byy
sp (A +B) = (a5, + byy) + (@22 + Boa) + . + (@nn + bnn)
Behauptung: sp (A +B) =spA + spB
Beweis: sp (A + B) = (ay, +_b11) + (a2 + b2) + oo + (@pn + bpn)
=8y + Gp + oo + Gpp + Byy + bop + oo + b
=spA +spB, w.zb.w.

5. Ja. Wenn A = A7 und B = B7, dann A + B = AT + BT = (A + B)T.
Unter den genannten Bedingungen ist die t: ponierte Sum trix gleich der Sum-
menmatrix; diese Summenmatrix ist also stets symmetrisch. '

Kapitel 3

Arbeitsauftriige:

1. 1) Beweis des Kommutativgesetzes fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren:
Voraussetzung: a;b; = ba; (Kommutativgesetz der Multiplikation reeller Zahlen)
Behauptung: aTh = hTa
Bewets:

b,
L g bl i
aTh = (2,5 a) | 2 | = ayb; + @by + ... + andy
b"
9
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@y
bTa = (Bdy -~ bp) | % | = byay + bay + v + bran
an/ = ab; + @by + .. + @by = aTh, w.zb.w.

2) Beweis der Distributivgesetze fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren:

a) Voraussetzung: ai(b; + ¢;) = a;b; + a0,  (Distributivgesetz fiir reelle Zahlen)

Behauptung: aT(h 4 ¢) = a”b + aTe
Beweis: b, + ¢,

a7(b 4 ¢) = (a,0, - @) b.’. .—*j.c.s

= ay(b, + ¢) + ay(by + o) -+ -.. + Bnlbn + )
= @by + @by + oo + apbp + 3401 + 8oy + oo+ AnCa
= aTb + aTe, - w.z.b.w.
b) Voraussetzung: (a; + b;) ¢; = ascq + bicy (Distributivgesetz fiir reelle Zahlen)

Behauptung: (a7 - bT) ¢ = a’e + bTe

Beweis: ¢y
(T £ bT) 0 = (G + Gy oo + G+ by + by + oo + 00 [ ?
Cn,

= .6, + AuCy + oo + @ntp + i6y + b0y + oo + Dya

= aTe¢ + bZe, w.z.b.w.
Das Skalarprodukt zwejer Vektoren ist kein Vektor, sondern eine reelle Zahl. Deshalb
ist eine weitere skalare Multiplikation mit einem Vektor nicht moglich.

Fiir die Multiplikation einer Matrix A mit einem Vektorb gilt das Kommutativgesetz
nicht, weil die Bedingung der Verkettbarkeit nicht erfiillt ist. Daz(b) = (m, 1) ist, miiBte

die Matrix vom Typ 7(A) = (1, g) sein.
Da 7(A) = (3, 2) und 7(B) = (2, 3), sind die Matrizen A und B in dieser Reihenfolge ver-
kettbar. Dann gilt:

% %\ (b, b by
AB = (azl alﬂ) (bEl b22 bZS)

31 G,

3,013 + igba @yybys + Grobo yab1g + @rgbes
= | Gubys + 2o by + Basbys gybys 4 Gabog

@sbyy + @by g1by + Ggobao 3b13 + @aobys

(1) Da zur Ausfithrung der Matrizenmultiplikation die Verkettbarkeit der Matrizen not-
wendig ist, kann fiir rechteckige Matrizen das Kommutativgesetz nicht giiltig sein.

Ein mégliches Zahlenbeispiel:

Wenn 7(A) = (3, 2) und z(B) = (2,4) gegeben sind, dann ist zwar AB ausfithrbar,
BA jedoch nicht. ,

Gelegentlich kénnen Zwar im Fall rechteckiger Matrizen beide Matrizenprodukte
AB und BA gebildet werden (vgl. Beispiel 3/8). Die Produktmatrizen sind aber von
unterschiedlichem Typ. Im Beispiel 3/8 ist 7(AB) = (3,3), 7(BA) = (2,2). Wegen
7(AB) % 7(BA) konnen AB und BA nicht gleich sein.



(2) Auch fiir quadratische Matrizen von ein und derselben Ordnung gilt das Kommuta-
tivgesetz der Multiplikation nicht.
Beispiel:
Wir wiihlen zwei Matrizen

31 13
A=(2 o) pnd B=(2 1)

und bilden sowohl das Produkt AB als auch BA:

3 1\ /1 3 5 10 1 3\//3 1 9 1
AB:(z o)(2 1)=(2 6); BA=(2 1)(2 o)=(s 2);
also AB # BA.

Da bei Allaussagen der Nachweis der Falschheit durch Angabe eines Gegenbeispiels
erbracht werden kann, ist bewiesen, da das Kommutativgesetz auch fiir die Multi-
plikation quadratischer Matrizen nicht gilt.

Um B so zu bestimmen, dafl gilt AB = BA, setzen wir an:

AB = ( 3 2) (bu bu) _‘( 3byy + 2by, 3b32 + 2bu)

—2 3 \by bw/ \—2by+ 3by —2by5 + 8by,

BA = (bll bli) ( 3 2) - (3bll + (—2)',12 2b11 + 3b12)
by b/ \—2 3 3byy + (—2)by 2by, + b
Wenn AB = BA, muB gelten:
3byy + 2by; = 3by; — 2by,
—2byy + 8byy = 3byy — 2bpp
3by, + 2by, = 2by; + 3byq
—2byy + 3byy = 2by + 3by,
Die Losung dieses Gleichungssystems ergibt:
by = by
b= by

by, und b;, kénnen beliebig gewihlt werden.

5 2 =2\ (1 2 -2 —4
Nem,dennBA=(_1 1)(2 4)=( 1 2);&0

Beweis des Assoziativgesetzes fiir die Multiplikation von Matrizen:
Voraussetzing: v(A) = (m, n), (B)=(n,), =(C)=(p,9)
Behauptung: (AB) C = A(BC)

Beweis: (AB) C = RC mit

@by e Ginbur v Ggbip + e+ G1nbap rip
R — Ggby + e+ G2pba1 0 Anbip A+ e+ a2nbap r2p
\Gmbyy + oo + Gmabar 0 Gmabip + o+ Gnnbnp Tmp,
712611+ oo+ T1pep1 o TypClg + e+ T1ptpg
RC = To1C11 e - T2pCp1 o TpyC1g e+ T2pCpg | zZ
\"m1Cy + oo + TmpCpl v Tm1Clg + e+ TmpCpg
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Die ausfiihrliche Berechnung soll nur am Element z,, durchgefiihrt werden:
1 = T3l F e+ gl

= (Bbpy + oo + G10bn1) 6y + oo + (@1301p + oo + G10bnp) Cp1

= 101011 + oo + G1abn16y; + o 4 @1b1pep1 + .. + B10bnpep1

ABC) =AS =Y mit

byy611 + oo + b1pep1 byicig + .. + biptpq 81y 81g
§— byiCyy + oo + b2pep byn01g + oo + Daplpg | _ [ 8 824
bn16y1 + «ov + Dugpr bpic1g + - + bupepq, Sn1 8ng,

@11811 + o0+ B1ndn1
) e 4+ agps;
AS= 9181 + + a2nén1

@m18yy + o + Gmndn1

@1181¢ + «o+ + G1ndng
@g:81g + « + G2ndng -

@m181g + o + @mnSng,

Die ausfiihrliche Berechnung soll nur am Element y,, durchgefithrt werden:
Yn = 8udy + - + G1ndm )

= 8yy(bysCas + -+ + B1pep1) + oo + A1a(bn16yy + v + bupp1)

= bty + - + aubipep1 + ... + A1abnrcsy + oo + G1nbuptpr

Durch Umordnen der Summanden und Ausklammern der Faktoren c,, und cy; erhilt
man:

Y11= (@13dyy + - + 1nbn1) €33 + o + (@3d1p + . + G1bp) €1
Damit ist die Ubereinstimmung mit dem Element z,, gezeigt.
9. DieS§ der El te des Zeil
204+2+144+194+5=60.
Die Summe der Elemente des Spaltensummenvektors 83 ergibt
84274+ 25=60.
Damit wurde die Ubereinstimmung gezeigt.
10. Farl:
E, =2B, + 3B,
E,= 1B, + 4B,
Far II:
B, = 2T, + 17T, + 0T,
By = 1T, + 0T, + 3T,

vektors zg ergibt

Aufgaben:

1. a) T(A) = (3, 2),
b)7(A) = (2,3),
) 7(A) = (2,2),
d)7(A) = (3, 2),

2. 7A)=(43),

©(B) = (2,2);
B) = (2,2);
(B) = (3,2);
B) = (2,4);
(B) = (3,3);

verkettbar
nicht verkettbar
nicht verkettbar
verkettbar

die beidden Matrizen sind in der Reihenfolge

A, B verkettbar.
15 18 11 13 2 7
3. aF=| 5 5 8 b)yG=(22 13 9
—4 -9 —5 15 16 6
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16 5 16 26
ogH=[0 1 3 d) K= 12
11 4 25 21 —26 —10
114 86 51 22 22
eyL=| 63 33 29 )M = 24
—47 —25 —24 2
36 20 156 2 7 49 22 22\
g) AC = 1 11 4); BC= 22 13 s N= AC +BC=| 33 2¢ 13
=17 —-17 -5 15 16 -2 -1 1
— —3 1 -5 b5 —4
h) P = 3 iyQ=|-6 3 -1
- 4 16 9 4 11
f15 5 —4
kR=FT'=(18 5 -9
11 8 -5
a) (%) + ZoYs + ZaYs) b) (27, 3z, + b1, — %y + 4zy)

1
) (0 —6 11) (o)= (22)
2

a) Voraussetzung: (a;) (by) = (¢x) mit @, b reell

Lid t=1.,m
don — i e
und ¢, 1§1a”bn ir {k —1..p

Behauptung: (AB)T = BTAT
n T
Beweis: (AB)T = ( 21 a(,b,,) = (ear)T= (cxs)
i=
n n
= X aybyy = X bpay =BTAT, wab.w.
i=1 j=1

b) Voraussetzung: A und B seien verkettbar; a, b, 4 reell
Behauptung: A(AB) = (1 A)B = A(/B)
Beweis: AAB) = A((aw) (b)) = (Maw) (bux))

o { (4 ag) (bx) = (AA)B
(a) (A by) = A(AB), w.z.b.w.

In Worten: Das Produkt zweier Matrizen multipliziert mit einer reellen Zahl ist
gleich dem Produkt aus der mit der reellen Zahl multiplizierten ersten Matrix und
der zweiten Matrix oder gleich dem Produkt aus der ersten Matrix und der mit
der reellen Zahl multiplizierten zweiten Matrix.

) 4 -6, 13\ [z
6. zm|=| 25 —21 18| |z
%3, -2 =3 7] \z,
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Tableau 29:

0 2 5 2 1 3
1 3 4 0 0 2
4 -8 1 = -3 0 1 0 3 3 0
0 2 1 0 2 5 1 0 1 1
3 1 12 —-22 4 -9 —40 . —-83 —37 36 —115 —250
5 6 20 —-28 11 -15 —58 —108 —27 73 —66 —317
2 0 8 —-16 2 -6 —28 —60 —30 22 —96 —182
10 7 40 —66 17 —30 —126 —251 —94 131 —277 —T749
Tableau 29
k = BAy (Tableau 30):
7,30
1,2 0,8 2,1 3,0 5,60
0,5 1,3 0,2 2,8 6,70
1,0 1,1 1,8 2,5 8,10
3 7 b5 12,1 17,0 16,7 41,1 628,33
2 4 0 4,4 6,8 5,0 17,2 243,02
1 6 2 6,2 10,8 6,9 24,8 352,85
6 17 7 22,7 34,6 28,6 83,1 1224,20
Tableau 30
Nach Bild 48 gilt:
X1 X2 X3 Xy
7 7 4 1/
Y7 J2 Vs
3 4 1 7 3
Z7 Zz Z;
Bild 48




z\ (2 2 0 0\ (2 3 0 0\/L 2 0 o\ [2
z)=(0 0 1 0 ; +(0 1 2])(3 1 2 5 xi
23, o 0 0 O . 0o 0 3/\0 4 0 1 i
, T,
2 2 0 o\ (2 3 6 0 02
=fo o 1 of[2)+|3 o 2 7).
3 3
o 0 0 O \e, 012 0 3 =,
5 8 0 0\ (2
=(3 9 38 7 x’
2 0 3 r
0 - ,
Zur Herstellung des werden . . . Einzelteile der 1
Erzeugnisses Nr. . . . Nr. . .. gebraucht .
1 2 3 4
8 '8 8 0 0
9 3 9 3 7
10 0 12 0 3
Kapitel 4
Aufgaben:
_ v\ (2 1 4 5 , .
1. a) y = Ax (ya) = (3 2) (_3 =g P’ (5;6)  (Bild 49)
(2) @
L. Pl -
2 L P
= p
s 7
1 L 1 1 I S— L 1 | 1 L 1 1 | 1 L L
0 (1) 07 @
P
T |
Bild 49 Bild 50
¥, 3 2\ /-5 —~10
b)[g.]=14 -1)=|-1n P’ (—10; —11; —2) (Bild 50)
s, 1 3 -2 i
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A co8 90° —sin90° 0\ /1 0 -1 o\ /1 -3
) (%, ) =(sin 90° c0s90° o) [3]=[1 o o}(3)=| 1
Ys, 0 1 0 2 0o 0 1 2 2,

P’ (—3;1;2) (Bild 51)
3) @)

138

12)
Bild 51 Bild 52
a) Bild 52
0 1\ [ 8\ (-1 ,
b) 1. Transformation: (l ° (—l) =( 3) i P'(=1;3)
2. Transformation: - A_(3):  pree
- Transformation: | o) +| )= NE (2;2)
. 1,6 0 2 3 S
3. Transformation: (0 1’5) (2) = (3); P’ (3;3)
) 1,5 0 3 4,5
¢) 3. Transformation: (0 1,5) (_1) = (_1’5)
(0 1\ [ 45 —15
1. Transformation: (1 0 (_1,5) = ( 4,5)

o =18 3\ (15 —
2. Transformation: ( 4’5) + (_1) = (3’5) 3 P77 (L,553,5)

Die resultierende Transformation stimmt nicht mit der in a) und b) ermittelten iiberein.

05 0 1 0 -1 0\ /3 —1,5
BE ""T‘”bl““a”:(:)=(o 0,5) (0 _1)( 0 —1) (3) =( 1,5)

1 0 -1 0 3 5
0 -1 0 -1 3 1
05 0 0,5 0 —-05 0 —-1,5 —-0,56 0 —2,5
0 0,5 0 —0,5 0 0,5 1,5 0 05 0,5
Tableau 31 Tableau 32




Q" (Tableau 32):

()=6°

0

os)

1 0
0 -1

) (%o )

0="os)

b) Durch A erfolgt eine Spi
@ (=5; —1)

P (-3;-3),

Durch B erfolgt eine Spiegelung an der (1)-Achse;

P (-3;3),

Durch C erfolgt eine zentrische Streckung vom Ursprung aus um z = 0,5;

am Koordi

Q7 (=5;1).

P’ (—-1,5; 1,),

pr

Q" (—2,5; 0,5).

@)

(Bild 53)

sprung;

Bild 53

P

2,5 0
Durch die Matrix Z, = ( 0 9 5) erfolgt die geforderte Abbildung. Sie bewirkt eine

zentrische Streckung vom Ursprung aus um z = 2,5.

Kapitel 5

Arbeitsanftrige:

1.

Fiir die Elemente im Tableau 33 gilt:

biy by bis b1y A

Ca1 l [ bag byy Iy

€31 C32 l bss byy Iy

Ca1 Caz Cy3 | by Iy

£ Zy £ EA -1
Tableau 33
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(1) bix = axx fir k=1,..,4
L=k
@ o1 =—2  fir i=23,4
—by
(8) —pbys + 1byy = ayy,  daraus by, = by + @,
—CouBys + 1byy = @5y,  daraus by, = cybys + any
—Cybyy + 10y = ayy,  daraus by, = cyybyy + @y
—Cgly + 1, =ky, daraus I, =cyly +k,
(4) —egbyp — by = gy
o Caabis + 5
—bs
—Caib1z — Cagbpo = @y
o= cubmb"!‘ L)
—0gp
(8) —Cqbig — Cspbpy + 1 by = g ;
byg = g1b15 + Csabyy + g
—Cqbyy — Cagbyy + 1 by = ay,
by = Carbig + Cobyy + gy
—tyly —Cyply + 1l =k
. Iy =cgly + caly + ¥
(8) —cybis — Casbay — Cpshys ™= ayg
_ Cubis + Coabos + 245
—byy
(7) —Carbyy — Caabapy — Cosbyy + 1By = ayy !
by = Carbyg + Cuobyg + Cusbyy + a4y
—tuh — Cply — oyl + 11 =k,
le = cqly + euly + culs + by
(8) Berechnung der Elemente des Losungsvektors:

[(=1) 4]:(—by) = 2,

[(=1) 15 + 4By ): (—bgs) = 25

[(=1) Ty + 24y + @3bys]: (—bys) = 2,

[(=1) ¥ + 2y + 2gbys + by]: (—byy) = =,



Aufgaben:

1.

xT

a) Tableau 34:

b) Tableau 35:

1 2 -3 1 3 2 5
2 1 -1 3 -2 0 1
1 -1 2 2 4 3 -2
1 —6 -3
1 2 -3 3
) | -3 5 1 3 2 5
-1 -1] o -3 -1 —s —14
Rangr = 2 —2 _111 ‘ % _.%‘
- -1 -2 1 ’ 0
Rangr =3
a) Tableau 36:
Das Gleick y ist eindeuti
1 -3 1 -6 =17 16sbar. Der Lésungsvektor lautet:
2 1 -2 6 7 x=( 2 -1
4 -3 -2 0 -1
1 f3 1 —6 -7
-2 7 —4 18 21
] [ [
-4 —7‘ 7 7 0
b) Tableau 37:
Das Gleichungssystem ist nicht ein-
1 —4 3 21 21 deutig 16sbar, dan =3 undr = 2. Es
2 3 -1 —1 3 besteht Abhdngigkeit. Es gibt einen
_ freien Parameter. Wird z. B. 2, = 4
3 ! 2 20 % gewihlt, sind z, = —2, 23 = 3.
1 4 3 21 21
2| 1 -7 | -4 -39
-3 -1 | 0 0 0
a) Tableau 38: b) Tableau 39:
2 -3 1 2 2 1 3 2 -9 -3
1 2 -1 -1 1 -1 0 4 9 12
4 -5 -1 4 2 2 9 7 |-21 -3
2 -3 1 2 2 1 3 2 -9 -3
1 73 1[ 3 6 0 9
) i B 0
z' 2 ~2 —2 -1 l -3 | -3 —6
2| 18 4
= _7‘_7 7| =2 o5 2 1] -1 |
1 2 2
T T3 T ‘ -1 }
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x7

xT

xT
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¢) Tableaun 40:

d) Tableau 41:

1 -3 4 12 14 1 1 1 9 12
—~2 8 —6 —4 -4 1 2 15 22
3 -5 15 72 85 1 3 9 23 36
1 -3 4 12 14 1 1 1 9 12
2 2 2 20 24 -1] 1 3 6 10
-3 -—2|-1 —4 -5 -1 -2 |2 2 4
14 6 4 -1 T 5 3 1 -1
e) Tableau 42: f) Tableau 43:
7 6 7| 100 120 1 -2 1 -2 =2
-2 1 0 0 2 1 -3 11 11
1 -2 0 2 3 2 2 | -17| —-10
100 120 1 -2 1 -2 =2
100 | 120 —2 5 —5 15 15
7 7
= ‘0 -3 —%‘ 7 | '-35 | —28
| -1 -2 —5 -1
-1
g) Tableau 44: h
2 4 6 2 14 28
1 -1 1 -1 10 10
2 3 2 -1 4 10
4 2 = 2 —4 3
2 4 6 2 14 28
1
-5 | -3 —2 -2 3 —4
| 3 10 7 50
=l =y =3 -3 | -1 —3
27 83 83
-2 -2 ~i0 ©| ~io 9
# B -3 4 -1 -1
h) Tableau 45:
0 1 1 1 -2
1 0o -3 -1 0
= ) N | 2 —4
2 -2 -1 0 7




Die Umstellung der Gleich ilen ist erforderlich, weil a,, = 0. Bei der Anwendung
Qes verketteten A]gonthmus ‘miiBte sonst durch 0 dividiert werden. Eine Méglichkeit
der Umstellung des Gleich ystems ist folgende (Tableau 46):

z
1 0 -3 -1 0 -3
0 1 1 1 -2 1
2 —2 -1 0 1 6
1 3
> 1 -1 2 —4 -

—
o
|
)
|
)
|
@

[
o= 9
|
- o
|
|-
Sk
|
N
-
o w

T — - o
x 2 2 L L Tableau 46
i) Tableau 47: 2
r=2
2 -3 =B =9 * Der Rang der Koeffizientenmatrix
5 1 —37 -31 ist kleiner als n, also ist das homo-
4 11 —50 —35 - gene Gleichungssystem nicht- trivial
losbar. Es gibt (n'-- r) freie Para-
_3 -8 —9 meter:n —r=3 —-2=1
5 17 17
‘?| 3z U -z
-2 —2| o 0

Die Darstellung im gestaffelten Gleichungssystem ergibt 1—27 2, — 172,=0.

Also 2, = 2.

Wird beispielsweise 2, = 1 gewah]t so werden z, = 2 und z, = 7. Ein méglicher Lé-
sungsvektor lautet X = 7 2 1T,

a) Tableau 48: % b) Tableau 49: z
1 3 5 1 10
= | 0 5 4 5 11,

2 1 3 6 2 4

0 7

1 3 1 5

1 |3 6 9 1 10

5 14 23

-2 3T ' 11 11 2
15

detA=1.3.11=33 —5 -
-1 -7

detB=3-3-(-3) (-1 =35
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¢) Tableau 50:

1 1 2 1 5
2 0 -2 0 0

-2 -3 -2 0 -6

2 1 0 6 9

1 1 2 1 5 detC=1.(—2)-2-6=—24
—2| —2 -6 -2 | -10

2 |2 2 4

1 1

-2 -3 3| 6 6
d) Tableau 51: z

1 0 1 j R | 6

2 1 3 —2 1 5

[\ 4 -2 6

0 1 -2 2 2

1 2 1 3 1 8

1 0 1 1 3 6

-2 |1 1 -4 -5 —7

0 1 6 0 -7 -1

o o s 3| 0%
a3 bt

detl)=1-1.6-5.(_%)=_40

e) Da F eine untere Dreiecksmatrix ist, gilt det F =3.2.1 = 6.

Kapitel 6

Arbeitsauftriige:
1 a) Die Menge der positiven rationalen Zahlen bildet hinsichtlich der Multiplikation
eine Gruppe, weil

— das Produkt zweier positiver rationaler Zahlen a, b wieder eine positive rationale
- Zahlist (@-b=c), i
~ fiir positive rationale Zahlen das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt
((ad) c = a(bo)),
— ein neutrales Element der Multiplikation vorhanden ist,
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_ zu jeder positiven rationalen Zahl a genau eine positive rationale Zahl a~* existiert,
fiir die gilt:

ala=aat=1; al=—.
a
b) Wir sprechen dann von einer kommutativen Gruppe, wenn das Kommutativgesetz
der Multiplikation gilt (ab = ba).

Die Menge der quadratischen reguléren Matrizen bildet hinsichtlich der Multiplika-
tion keine kommutative Gruppe, weil das Kommutativgesetz der Multiplikation fir
Matrizen nicht gilt. 5

C,

2. a) Eine Menge, die hinsichtlich der Addition eine kommutative Gruppe bildet, mu8 fol-
gende Eigenschaften haben:
1) DieSumme zweier Elemente der Menge ist wieder ein Element derMenge: a 4 b=c.
2) In der Menge gilt das Assoziativgesetz der Addition: a + B+oc)=(a+0b)+ec.
3) Die Menge enthilt das neutrale Element 0 mit der Eigenschaft Q +a=a 4 0=a.
4) Zu jedem Element a der Menge existiert in der Menge genau ein Element —a mit
der Eigenschaft —a +a =a 4 (—a) =0.
.5) In der Menge gilt das Kommutativgesetz der Addition: e + b=b+a.
b) Die Menge der ganzen Zahlen bildet hinsichtlich der Addition eine kommutative
Gruppe, weil fiir g, b, ¢ € G gilt:
1) Die Summe zweier ganzer Zahlen ist wieder eine ganze Zahl:a+b=c.
2) In der Menge der ganzen Zahlen gilt das Assoziativgesetz der Addition:
at+@b+o=(a+Dd+e
3) Die Menge der ganzen Zahlen enthilt das neutrale Element 0 mit der Eigenschaft
0O4+a=u+0=a. )
4) Zu jeder ganzen Zahla existiertin der Menge der ganzen Zahlen genau eine ganze
Zahl —a mit der Eigenschaft —a + a = a 4 (—a) = 0.
5) In der Menge der ganzen Zahlen gilt das Kommutativgesetz der Addition:
a+b=>b+a.

Aufgaben:
1. Beweis:

Voraussetzung: A, B € M(n, n); A, B regulir
(AB)C =A (BC) (Es gilt das Assoziativgesetz
A-1A=E, EB=B der Matrizenmultiplikation)
Behauptung: (AB)~1 = B~1A1
Beweis: (1) (B1A™!) (AB) =B* (A-A)B
=B-1(EB)=B'B=E
. (2) Setzen wir fiir B-2A~1 = C, dann gilt C (AB) = E.

(3) Da nur die zu einer gegebenen Matrix (AB) zugehdrige inverse Matrix (AB™?)
bei der Multiplikation mit der gegeb Matrix die Einheitsmatrix E ergibt,
muB ¢ = (AB)~? sein.

Satz: Die Inverse der Produktmatrix zweier reguliirer (quadratischer) Matrizen ist gleich
dem Produkt der Inversen beider Matrizen in umgekehrter Reihenfolge.
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2.
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a) Tableau 52:

2 -1 1 0 0 3
-1 4 2 0 1 0
-2 -2 0 0 1 -1
1 2 -1 1 0 1] 3
1| 6 1 1 1 0 9
—2 1 l 1| — 1 1 2
2 1
-5 3 -1] -1 0 0
1 0 1 0 -1 0
4 1
5 -7 1 0 0 -
2 4
-3 1 3
A1 1 1
370 -%
-1 1 1
Probe:
2 4
1 2 -1\ ["F ! -3
AA =1 4 2 1 1)
2 =g .8 3 3
-1 1 1
b) Tableau 53:
2 4 -1 1 0 0 6
3 7 0 0 1 0 11
-1 -2 1 0 0 1 -1
2 4 -1 1 0 0 6
3 3 3
_E| 1 3 |[-3 1 o 2
1 1 1
5 0 > =z 0 1 2
7 -3 1 -1 0 0
-2 1 0 0 -1 0
7 -3 2 0 0 -1
|
Probe.
’ 2 4 -1 7T-2 7 1 0
AA1 = 3 7 0 -3 1 -3)=|0 1
-1 -2 1 1 0 2 0o o0




a) b)
%y z, EN ‘ 4 z, P
" 3 1 E ) Yy 13 0 3
Y 2 [1] 72 Y2 2 =T )
oy, 1 2 -5 Ys Y 2 -3
K -2 1 3 K -2 -1 1
- Yo £ Ty Y2 3
" 1 1 0 Y1 13 0 3
@, -2 1 3 Ty -2 el 1
¥ -3 2 1] Y = -2 =1
X 3 —2 1 ’ K —4 -2 -1
2 Y2 Ys | Lot Y2 Ys
" 1] 1 0 % 1] -6 -3
z, 7 -5 3 EX -6 -3 -1
3 3 =2 1 A —4 —2 i
K 1 -1 0 K 1 6 3
Y1 Y2 Ys Y Y2 ' Ys
z 1 —1 0 x, 1 6 3
z, 7 —12 3 Z2 =6 -39 —19
7y 3 -5 1 g —4 —26 -13
1 -1 0 1 6 3
A1=|7 —-12 3 Al=|-6 —39 —19
3 -5 1 —4 —26. —13
Probe Probe:
3 1 -3\ /1 -1 13 0 3 1 6 3
AA1 =2 1 =37 —12 AAt=(-2 -1 1 —6 —39 —19
1 2 —5/\3 -5 0 2 -3/ \—4 —26 —13,
1 0 0 1 0 0
=|0 1 0 =10 1 0
0 0 1 0 0 1
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4. Durch Umformung erhélt man: 3EX —2AX=C-B
BE -2A)X=C—B
X = (3E — 2A)1(C — B)
Zur Abkiirzung schreiben wir 3E — 2A =D undC — B = K.

-1 2 0 -3 0 -7
p=[(-6 3-4); E=| 3 1 2
0-2 1 -2 -9 0,
Tableau 54 ' z
-1 2 0 -3 0 -7 -9
—6 3 —4 3 1 2 -1
0o -2 1 -2 -9 0 —12
—1 2 0 -3 0 -7 -9
-6 -9 —4 | 21 1. 44 53
0 2| 17 20 838 88 214
T 9| "9 T9 —9 e
25 13 60
7 1w —m | ! 0 0
70 35 83
w wmw| 0 -1 0 Lf 2 710 31
31 4 88 =5|-13 35 —44
m ~mw-w| 0 0 -1 "\ —60 —83 —88
5. a) Die inverse Matrix, die zur Matrix Z, gebildet werden kann, lautet:
Lo z 0 1 0
P . 0 z 0 1
0 —
z Z 0 1 0
0 z 0 1
— 0 -1 0
1
Tableau 55 0 z 0 =1
1 0-2
b)A-i=(0 1 —1 1,0 2 1 0 0 4
0o 0 1 1 0 1 0 3
0 1 0 0 1 2
1 ) 2 1 0 0 4
0] 1 1l o 1 o| 3
0 0] o o 1| 2
1 0 0 -1 0 0
1 ) 0 -1 0
Tableau 56 -2 -1 1 0 0 -1
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Kapitel 7

Aufgaben:

1.

Vereinfachte Darstellung (Bild 54):

Bild 54

Matrix der direkten Einsatzkoeffi-
zienten:

0

0o 3
0o 2
0o 0

OB O

0
D= 0
0o 0 0
Aus (E —D)x=Y
folgt x= (B —D)'y.
1 0-3 0
0 1 -2 —4
E-D=|g o0 1-1
0o 0 0 1

Der Bedarf an jedem einzelnen Er-
zeugnis wird durch den Vektor
x=(2¢ 36 8 5)7 bestinimt. Mit
Worten: Von 4, werden 24 t, von 4,
16 kWh, von A, 8 t bendtigt, um
5000 Stiick von A4, herzustellen.

Aus Bild 43 kann die Matrix B der
direkten Einsatzkoeffizienten abge-
lesen werden:

Zur Berechnung des Vektors x der Ge-

Tableau 57

|
]

oo
QOO =

1
'S
awoo |9

o =R NV
|
—

(= NN -]
ocoo0oOC

samtproduktion ist unter Beriicksich-  Tableau 58

tigung des Vektorsy des Verkaufs-
programms die Gleichung

(E-B)x =y
nach x aufzulosen (Tableau 58):

xT

cocoo0o0oQ
COON =W
OB WO =

244 97 103

x= (244 97 103 37 49 10)7

Die Berechnung des gesamten Materialaufwandes erfolgt durch a = Ax:

244
97
103
37
49
10

®

0
O -G
C ==
[T CRR-R S
pMOoOROWS
ooPMWo o
€@ 0o = kO B =

1433
1257

799
1044
1216
1436

I
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a=(1433 1257 799 1044 1215 1436)7
Durch &y = mTa werden die Gesamtmaterialkosten berechnet:

1433
N 1257
ky=(12 3 6 10 4 3) 1322 = 45369
1215
1436
Die gesamten Materialkosten betragen 45369 M.
(1) Bild 556
3 Ry
—F ———
" b— —T
b Il
Ez*_ﬂl'_ 393 4% .
B2 2
——r—
g -
—
L,
5t "_‘D
— It
Bild 55 L=l ¥
Ry -
&
(2) Es existieren (6 — 5 + 1) = 2 unabhiingige Maschen.
(3) Widerstandsmatrix: (4), (6) Verkniipfungsmatrix:
1 0 0 O \ 1 0
0 2 0 O 1 -1
B=lo o0 2 o ¥={g 3]s o=B¥
o 0 0 3 0 1
(8) Vektor der Urspannungen :
1
= . = V7T
o= (2) ; e=V0u
(7) Berechnung der Maschenumlaufstrome (Tableau 59):
A=VTRV und Ax=e
v
1 0 0 0 1 0
Rl 0 2 o0 o 1 -
0 0 2 0 0 1
vr 0 0 0 3 0 1 e %
1 1 0 0 1 2 0 0 3 -2 1 2
-1 1 1 -2 2 3 -2 ki 2 7
A 3 — 1 2
2 17 8 25
B 3 B B
11 8 |
Tableau 59 xT 1 7| -1 ‘




4.

Der Vektor der Maschenumlaufstrome lautet: x = (i—; %)T

(8) Berechnung der Leiterstrome durch i = Vx:

i=(;—;— 3 8 S)T

7 171
Berech der Sp bfille iiber den Widerstinden durch u = RVx:
_ (11 8 16 24\T
=\ v w ﬁ)
Bild 56
£ R 3
| — il
bl = i
- LU, =
2,2
22
wltae G Oa)  n
‘ ;U || s
Rs Ry
— —
= —
Iy Us Iy.‘UI[.
Ry
. = 4
X;
3 I7|U7 —E:
Es existieren 3 unabhéngige Maschen.
Widerstandsmatrix : Verkin‘lpfungsmatrix g
1 0 0 0 0 0 O 1 0-1
0 1 0 0 0 0 O 1 0-1
0 0 2 0 0 0 O 0 1-1
R=|0 0 0 3 0 0 O vy=|0 1 0
0O 0 0 0 2 0 O 1-1 0
0o 0 0 0 0 2 O 1 0 O
\0 0 0 0 0 0 1 kO 0 1
Vektor der Urspannungen:
E,+ E, 3
e= E, — Eg = 1
—E, —E,+EJ. \-3

l e
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Berechnung des Vektors x der Maschenumlaufstrome (Tableau 60):

R v
1 0 00 00O 1 0 -1
0 1 00 00O 1 0-1
0 0 20 00O 0 1 -1
0 0 03 00O 0o 1 0
0 0 00 200 1-1 0
0 0 00 020 1 0 0
) VT 0 0 00 001 0 0 1| ¢ 4
1 1 00 110 1 1 00 2 20 6 —2 —2 3 5
0 0 1 1-100 0O 0 23-200)|-2 7-2 1 4
-1-1-10 001{<-1-1-20 001 |-2-2 5|-3|-2
6 —2 -2 3| b
1| 19 8 17
3| 33| 2| F
1 8| 183 22( 117
3 18| BT | T 18| BT
Tableau 60 |8 —ﬁ—i -1
- 58 10 22\T
Der Vektor der Maschenumlaufstrome lautet: X = (33 g —ﬁ)

Berechnung des Vektors i der Leiterstréme:

1 0-1
1 0-1
0 1-1
0 1 0
1-1 0
1 0 0O
0 0 1

Der Vektor der Leiterstrome lautet:

1
I=1m

53
122
10
Gy
22

Y

97
iz
07
122
32
Y
10
o1
33
122
53
122
22

o

(97 97 64 20 33 53

—44)T




Berechnung des Vektors u der Spannungsabfille iiber den Widerstinden (Tableau 61):

v
1 0 -1
1 0 -1
0 1 -1
538
o 1 o0 | i3
1 -1 0 o |
61
1 0 o0 o
R o 0o 1 | -&
1 0 0 0o 0 0 o 1 0 -1 |
0 1 0 0 0 0 0 1 o0 -1 | &=
0o 0o 2 0 0 0 0 o 2 -2 |. &
0 |®
0 0 0o 3 0 0 0 o 3 o | =
0 0 0o 0 2 0 0 2 -2 o0 | =
0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 | w
o 0 0 0 0 0 1 o o 1 | -2

Tableau 61
Der Vektor der Spannungsabfille lautet:
1

u=gs (97 97 128 60 66 106 —44)T
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Typ einer Matrix 14
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Vektor 31, 34
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