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Vorwort

Im vorliegenden Teil 1T der ,,Grundbegriffe der Mathematik™ wird die Behandlung
der Zahlenbereiche fortgesetzt. Es werden der Reihe nach die gebrochenen, die
rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen eingefithrt. Den Ausgangspunkt
bildet die im Teil T ausfiihrlich dargelegte Theorie der natiirlichen Zahlen.

Die Konstruktion der gebrochenen, der rationalen und der komplexen Zahlen wird
wie allgemein iiblich mit Hilfe geordneter Paare vollzogen. Die ganzen Zahlen werden
als spezielle rationale Zahlen definiert. Bei der Behandlung der gebrochenen Zahlen
wurde auf Vorschlag von Herrn Prof. Dr. G. AssER eine konsequente Unterscheidung
zwischen Briichen und gebrochenen Zahlen angestrebt. DemgeméiB erscheinen Briiche
stets in der fiir geordnete Paare iiblichen Schreibweise. Von den bekannten Varianten
zur Konstruktion der reellen Zahlen habe ich eine ausgewiihlt, die der Definition der
reellen Zahlen im Lehrbuch der 9. Klasse entspricht. Die reellen Zahlen werden als
unendliche Dezimalbriiche definiert. Fiir den Nachweis der Korpereigenschaften des
Bereichs der reellen Zahlen wurden die von Prof. Dr. J. FLacasMEYER und Prof. Dr.
F. TerpE in den Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft der DDR, Heft 1
(1968), dargelegten Gedanken zugrunde gelegt. Die Abschnitte 4.10., 5.8., 6.3.3. und
7.6. haben ergéinzenden Charakter.

Die Ausfithrungen iiber die Theorie der Zahlenbereiche werden durch die von
Herrn Prof. Dr. H. WussiNG verfaBten Abschnitte iiber die historische Entwicklung
des Zahlbegriffs wesentlich erginzt.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. G. AsskR fiir zahlreiche wertvolle Hin-
weise, insbesondere bei der Gestaltung der Abschnitte 4 und 6.3. Herrn SCHNEIDER
méchte ich fiir die Hilfe danken, die er mir beim Lesen der Korrekturen gewihrte.

Giistrow, im Herbst 1973 JURGEN WISLICENY
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4. Der Bereich der gebrochenen Zahlen

41.  Einleitung

Die natiirlichen Zahlen entstanden durch den Zahlproze8. Als Kardinalzahlen werden
sie zur Angabe der Anzahl der Elemente einer endlichen Menge und als Ordinalzahlen
zum Durchnumerieren der Elemente einer endlichen Menge benutzt. Zur Heraus-
bildung weiterer Zahlenbereiche fiihrte insbesondere die Titigkeit des Messens. Beim
MeBprozeB wird die zu messende GroBe (MeBgroBe) mit einer festen VergleichsgroBe
(MaBeinheit) verglichen. Wir wollen uns an der Léingenmessung orientieren und diese
schrittweise wie folgt vornehmen: Im ersten Schritt stellen wir fest, wie oft die MaB-
einheit hintereinandergelegt werden kann, ohne die MeBgroBe zu iibertreffen. Die er-
haltene natiirliche Zahl ist im allgemeinen nur ein Néherungswert, denn eine gering-
tiigige Anderung der MeBgroBe beeinfluBt unser Ergebnis nicht. Fiir den n-ten MeB-
schritt (n = 2) denken wir uns die MaBeinheit in » gleichlange Teile zerlegt und
wihlen eine zu diesen Teilen gleichlange GroBle — den n-ten Teil der MaBeinheit — als
neue VergleichsgroBie. Wir stellen im n-ten MeBschritt fest, wie oft der n-te Teil der
MaBeinheit hintereinandergelegt werden kann, ohne die MeBgréBe zu iibertreffen.
Bezeichnet man diese Anzahl mit m, so beschreibt das geordnete Paar (m, n) mit einer
bestimmten Genauigkeit das Verhiltnis der MeBgroBe zur MaBeinheit. Es kann der
Fall eintreten, daB fiir ein # die MefgréB8e durch das Hintereinanderlegen des n-ten
Teiles der MaBeinheit vollstindig ausgeschopft wird. Wir nennen dann die MeBgroBe
beziiglich der MaBeinheit kommensurabel. Fiir eine derartige MeBgroBe gibt es also
geordnete Paare natiirlicher Zahlen, die ihr Verhiltnis zur MaBeinheit genau bestim-
men. Ist (m, n) ein solches geordnetes Paar natiirlicher Zahlen und k eine beliebige
von Null verschiedene natiirliche Zahl, so trifft das auch fiir das geordnete Paar
(km, kn) zu (vgl. Abb. 1).

Aus einfachen zahlentheoretischen Uberlegungen erhalten wir, daB zwei geordnete
Paare (my, 1), (mg, n,) die gleiche GroBe beschreiben, wenn mn, = mqn, gilt.

Die Langenmessung macht von der anschaulich plausiblen Tatsache Gebrauch, dal
die VergleichsgroBe in beliebig viele gleichlange Stiicke geteilt werden kann. Die Mog-
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lichkeit der Teilung einer gegebenen Gréfe in gleiche Teile spielt auch bei alltiiglichen
Verteilungsaufgaben eine groBe Rolle. Um etwa m gleiche Torten unter » Personen
aufzuteilen, so daB keine Person benachteiligt wird, kann jede Torte in n gleiche Stiicke
geteilt werden. Jede Person erhilt dann m Stiicke. Gilt mn, = nm,, so wird diese Ver-
teilungsaufgabe auch durch Teilung jeder Torte in n, gleiche Stiicke geldst, wobei
dann jede Person m; Stiicke erhilt. Das Ergebnis einer solchen Verteilungsaufgabe
wird ebenfalls durch geordnete Paare aus N x N* beschrieben. Zwei geordnete Paare
(M4, my), (M,, n,) legen dabei das Ergebnis ein und derselben Verteilungsaufgabe dieser
Art fest, wenn mn, = myn, gilt. Es handelt sich hier also um die gleiche Beziehung
zwischen geordneten Paaren wie bei der Beschreibung der Liinge einer kommensura-
blen Grofe.

(e S o—— n-fe Teile der MaBeinheit

T ———o———1—— nik-fe Teile derMaBeinheir
k 2k (m-1) k mk

Abb. 1

Wir stellen uns in diesem Kapitel das Ziel, den Zahlenbereich der natiirlichen Zahlen
so zu erweitern, daBl einerseits jede beziiglich einer gegebenen MaBeinheit kommen-
surable Liange durch eine MaBzahl aus diesem Zahlenbereich erfaBt wird und anderer-
seits das Ergebnis einer Verteilungsaufgabe der oben genannten Art durch eine Zahl
dieses Zahlenbereiches beschrieben werden kann. Die bisherigen Uberlegungen ma-
chen deutlich, daB die gesuchten Zahlen etwas mit geordneten Paaren natiirlicher
Zahlen zu tun haben miissen. Wir werden die geordneten Paare natiirlicher Zahlen zur
Konstruktion der gesuchten Zahlen heranziehen.

An einen Bereich, der eine Erweiterung eines bereits bekannten Zahlenbereiches
darstellen soll, miissen bestimmte Forderungen gestellt werden. Fiir Zahlenbereiche
ist charakteristisch, daB in ihnen zwei algebraische Operationen, eine Addition und
eine Multiplikation, definiert sind. Die wesentlichen Eigenschaften dieser Operationen
werden durch Strukturgesetze (auch Grundgesetze oder Axiome genannt) beschrieben,
aus denen andere Rechengesetze abgeleitet werden konnen. Im Bereich der natiir-
lichen Zahlen ist weiterhin eine Ordnungsrelation erklirt, die in bestimmter Weise mit
der Addition und Multiplikation zusammenhangt und deren Eigenschaften ebenfalls
durch Strukturgesetze bestimmt werden. Fiir den Bereich der natiirlichen Zahlen
formulieren wir die folgenden bekannten Eigenschaften (vgl. MfL Bd. 1, 3.) als
Strukturgesetze :

(A0) Die Addition ist eine algebraische Operation in N.
(A1) Die Addition ist assoziativ: (@ + b) + ¢ =a + (b + ¢).

(A2))  Beziiglich der Addition existiert (genau) ein neutrales Element 0 (Null-
element) mita + 0 =0+ a =a.
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(A3) Die Addition ist kommutativ:a +b =10 4 «a.

(M0)  Die Multiplikation ist eine algebraische Operation in N.

(M1) Die Multiplikation ist assoziativ: (@-b)-¢c =a- (b-c).

(M2,) Bexziiglich der Multiplikation existiert (genau) ein neutrales Element 1 (Eins-
element) mite-1 =1.a =a.

(M3)  Die Muliplikation ist kommutativ:a -b =b - a.

(M4) Die Multiplikation ist beziiglich der Addition distributiv:
a-b+c)=a-b+a-c, ®+c)-a=b-a+c-a.

(01) Die Relation ,,<* ist eine irreflexive totale Ordnung.

(02) Die Addition ist beziiglich der Ordnung ,,<<*‘ monoton:
a<b=>a-+t+c<b+tec.

(03) Die Multiplikation ist beziiglich der Ordnung ,,<<** monoton:
a<brc>0=>a-c<b-c.

Auf Grund dieser Strukturgesetze bildet der Bereich der natiirlichen Zahlen als

algebraische Struktur einen sogenannten geordneten Halbring mit Null- und Eins-

element. Wir werden daher auch vom Halbring der natiirlichen Zahlen sprechen. Von

einer Zahlenbereichserweiterung des Bereichs der natiirlichen Zahlen fordern wir, daf

die genannten Strukturgesetze auch im neuen Zahlenbereich weitgehend giiltig blei-

ben.
Im Bereich der natiirlichen Zahlen kénnen Gleichungen der Form

at+x=0b, a-x=>b bzw. a"=b

im allgemeinen nicht geldst werden. Mit der Schaffung neuer Zahlenbereiche sollen
diese algebraischen Unvollsténdigkeiten nach Moglichkeit behoben werden.

4.2. Gebrochene Zahlen

Die Uberlegungen in 4.1. legen es nahe, in der Menge N x N* folgende Relation
»=¢ zu betrachten:

(1) (my, ny) =4 (Mg, Ng) 1 MyMy = MyNy .

Diese Relation ist offenbar reflexiv und symmetrisch. Ferner folgen aus (m,, n,) =,
(1, ma) Und. (Mg, mg) =, (Mg, ng) die Beziehungen myn, = myn, und myng = myn,, also
auch myngng = mgn ny; wegen ny == 0 ergibt sich daraus m,ny = mqn,, also (m,, n,) =,
(mg, ng). Die Relation ,, =, ist somit auch transitiv und daher eine Aquivalenz-
relation, die wir die Quotientengleichheit nennen.
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Die Elemente aus N x N*, d. h. die geordneten Paare (m, n) mit m, n € Nundn == 0,
nennen wir Briiche, wobei die Zahl m der Zéhler und die Zahl n der Nenner des Bruches
(m,n) heiBt. Die Aquivalenzklassen von N x N* nach der Quotientengleichheit (vgl.
MfL Bd. 1, 2.5.) nennen wir demgegeniiber gebrochene Zahlen, und wir bezeichnen die

durch den Bruch (m, n) bestimmte Aquivalenzklasse mit g DefinitionsgemaB ist also
n
m

— die Menge aller Briiche (m’, n’), die zum Bruch (m,n) quotientengleich sind :
n

2)

ERE

= {(m',n'): (m',n') € NX N*Am'n =mn'}.

Wiahrend die Briiche (m,, n;) und m,, n,) genau dann gleich sind, wenn ihre Zihler
my, my sowie ihre Nenner n,, n, iibereinstimmen,

(3) (Mg, my) = (Mg, Ng) & My = My A1y = 1y,

. . m m, . . "
sind die gebrochenen Zahlen — und —2 genau dann gleich, wenn die Briiche
ny

0y
my, ny) und (m,, n,) quotientengleich sind:
my  m
4) — = 2 & myny = mgn,.
ny oy
Die Menge aller gebrochenen Zahlen, d. h. das Restsystem von N X N* modulo =,,
bezeichnen wir mit Q,, also

(5) Q, = IE:IIL,JLENAILiO}.
n

In der Menge Q, werden wir im folgenden eine Ordnung, eine Addition und eine
Multiplikation definieren. Nach der Herleitung entsprechender Strukturgesetze
werden wir berechtigt sein, die Menge Q. als einen Zahlenbereich anzusehen, den wir
den Bereich der gebrochenen Zahlen nennen werden. Insbesondere wird dieser Zahlen-
bereich die in 4.1. genannte Zielstellung erfiillen, also als MaBbereich fiir die beziig-
lich einer MaBeinheit kommensurablen GroBen ausreichend sein. Wir wollen aber
schon jetzt die Elemente von Q, gebrochene Zahlen nennen.

Istac Q, a= . , 8o nennen wir den Bruch (m, n) einen Reprisentanten und lnl

eine Bruchdarstellung der gebrochenen Zahl a. Fiir jede natiirliche Zahl k > 1 ist auf
Grund von (1) mit (im, n) stets auch (mk, nk) ein Reprisentant von @ und umgekehrt.
Den Ubergang von (m, n) zu (mk, nk) bezeichnet man als Erweitern (mit der Zahl
k > 1), den Ubergang von (mk, nk) zu (m, n) als Kiirzen (durch die Zahl k). Dann gilt:
Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen aus einem gegebenen Bruch entstehen,

" s : o m m’ N :
reprisentieren die gleiche gebrochene Zahl. Ist a = —, b = —, so konnen wir
n n
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insbesondere (m,n) mit »' und (m',;n’) mit n erweitern und erhalten

mn' b m'n

’? '

Zu beliebigen gebrochenen Zahlen a, b existieren also natiirliche Zahlen m,, m, und
k == 0, so daB

< 5 ; m m’ 3
ist, wobei man im Falla = —, b = — als gemeinsamen Nenner & das Produkt nn’
n n

oder auch (Beweis!) das kleinste gemeinsame Vielfache 7 | | »' nehmen kann. Briiche
(my, k), (my, k) mit dem gleichen Nenner k heiBen gleichnamig.

Ein Bruch heiBt reduziert, wenn sein Zihler und sein Nenner teilerfremd sind :
(6) (m,n) reduziert : &> m[n =1.

Man zeigt leicht (Ubungsaufgabe), daB es zu jeder gebrochenen Zahl a genau einen

reduzierten Bruch (m,n) gibt, der @ reprasentiert. In diesem Fall heifit 7 die redu-
zierte Bruchdarstellung von a. n

Bemerkung. Hiufig werden auch die Briiche durch die Bezeichnung z, wieder-
n

gegeben, was aber wegen der unterschiedlichen Gleichheit (vgl. (3) bzw. (4)) unzweck-
miBig ist, so daB wir im Interesse einer begrifflichen Klarheit im folgenden die hier
entwickelte Terminologie verwenden. Man beachte: Die Briiche (1, 3) und (2, 6) sind

verschieden, die gebrochenen Zahlen% und% sind gleich!

43.  Anordnung gebrochener Zahlen

Unter Verwendung der Anordnung natiirlicher Zahlen wollen wir in Q, eine irrefle-
xive totale Ordnung definieren und damit der Vergleichbarkeit von MeBgroBen Rech-
nung tragen.

In 4.2. wurde gezeigt, daB zwei gebrochene Zahlen a, b durch gleichnamige Briiche
reprisentiert werden konnen. Es gelte nun a = P B ogng 5 =10 — m_2,
o My ny Ny



14 4. Der Bereich der gebrochenen Zahlen

wobei 7, n, von Null verschiedene natiirliche Zahlen sind. Die Beziehungen m; < m,’
und m, < m," sind dann gleichwertig mit mn, < my'ng baw. mon; < my'n, (vgl.
ML Bd. 1, 3.4. (19), (21)). Benutzen wir noch m;n, = myny und my'ny = my’ ny, s0
erhalten wir die Gleichwertigkeit der Beziehungen my < my" und my < my'. Dieses
Ergebnis erméglicht die folgende

Definition (Anordnung gebrochener Zahlen).

m_om' A
(1) —_—<—om<m.
n n
Bemerkungen.

1. Die Erklirung der Anordnung gebrochener Zahlen wurde mit Hilfe von Re-
présentanten, d. h. durch nicht eindeutig bestimmte Darstellungen von a bzw. b,
vorgenommen. Derartige Definitionen unter Verwendung von Reprisentanten
kommen in der Mathematik héufig vor. Um mit einer solchen Definition zu einer ein-
deutigen Festlegung zu gelangen, ist es erforderlich, daB alle fiir die Definition mog-
lichen Darstellungen zur gleichen Aussage fiihren. In Verbindung mit einer solchen
Definition ist also die Unabhangigkeit von den Reprisentanten nachzuweisen. Die
Rechnungen vor der Definition beinhalten gerade den Nachweis der Unabhéngigkeit
von den Reprisentanten fiir diese Definition.

2. Das Zeichen ,,<‘‘ wird in der Definition (1) in zweierlei Bedeutung benutzt. Es
bezeichnet einerseits (rechts) die irreflexive totale Ordnung im Bereich der natiir-
lichen Zahlen und andererseits (links) eine Relation in Q,, die durch diese Definition
erklért wird. Entsprechendes werden wir auch bei weiteren Definitionen vorfinden.
Eine Unterscheidung in der Bezeichnung nach den unterschiedlichen Bedeutungen
wiire jeweils konsequent; wir wollen jedoch darauf verzichten, da sich die unter-
schiedliche Bedeutung spiter als belanglos erweisen wird.

Um zwei gebrochene Zahlen 2 und 71, hinsichtlich der Relation ,,<* zu ver-

n n
gleichen, sind gemiB der Definition dieser Relation die Briiche (m,n) und (m', n’) zu-
néchst gleichnamig zu machen. Insbesondere kénnen wir zu den Bruchdarstellungen
™ baw. m_rlb iibergehen. Die Anordnung der Zahlen 2 und i wird
nn n n

’

damit durch

m m’

2) —<—om <mn
n o onm

beschrieben.

Fir die in Q, definierte Anordnung gilt der folgende

Satz 1 (Eigenschaften der Anordnung gebrochener Zahlen).
(01) Die Relation ,,<** ist eine irreflexive totale Ordnung in Q,, d. h., es gelten :



4.3. Anordnung gebrochener Zahlen 15

-V a<<a (Irreflexivitit),
6eQ,
A (@a<bab<c=a<c) (Transitivitit),
a,b, ce@,
A (@b>a<bvb<a) (Konnexitdt).
a,be@,

Beweis. Reprisentieren wir die auftretenden Zahlen jeweils durch Briiche mit
gleichem Nenner, so ergeben sich diese Eigenschaften unmittelbar aus der Definition
der Anordnung gebrochener Zahlen und den entsprechenden Eigenschaften der An-
ordnung natiirlicher Zahlen.

Von der irreflexiven totalen Ordnung ,,<‘‘ gelangen wir durch die Festlegung
3) a=b:oa<bva=0>

zu einer reflexiven totalen Ordnung in @, (vgl. MfL Bd. 1, 2.5. (28), (43)). Man zeigt
leicht, daB folgendes gilt:

m _m
1) —=—oem=m';
n n
m _m
2) —=—omn Zm'n.
n n

Die irreflexive totale Ordnung kann aus der reflexiven totalen Ordnung durch
(4) a<bsoa=brazsb
zuriickgewonnen werden (vgl. MfL Bd. 1, 2.5. (26), (34)).

Gilt @ < ¢ < b oder b < ¢ < @, s0 sagen wir, daBl ¢ zwischen a und b liegt.

Im Bereich der natiirlichen Zahlen gibt es keine Zahl, die zwischen einer natiirlichen
Zahl n und ihrem Nachfolger » - 1 liegt. Dagegen gilt

Satz 2. 5
AN (@a<b=>V (@a<cac<b)).
a,beQ, ceQy

Man sagt hierfiir auch, daB Q, beziiglich der Relation ,,<* dicht ist.
Beweis. Wir reprisentieren a und b durch gleichnamige Briiche (m, n) und (m', n).
2m +
2n
brochene Zahl ¢ mit @ < ¢ < b; denn wegen m < m' ist 2m < 2m + 1 < 2m’ und
daher nach (1)
2m  2m+1 _ 2m'
—_— X £e—,
2n 2n 2n

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte m < m'. Dann ist eine ge-

Die gebrochenen Zahlen kénnen wir auf einer gegebenen Geraden veranschaulichen.
Dazu legen wir auf dieser Geraden zwei Punkte P, und P, fest, wobei bei einem Ver-
lauf der Geraden von links nach rechts der Punkt P, rechts von P, liegen moge. Wir
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betrachten die Strecke P,P, als MaBeinheit (Einheitsstrecke) und ordnen dann der
gebrochenen Zahl a = Edenjenigen Punkt P, zu, der durch m-maliges Abtragen
n

des n-ten Teiles der Einheitsstrecke vom Punkt P, ausgehend nach rechts erreicht
wird (Abb. 2).

Die Veranschaulichung der gebrochenen Zahlen hingt mit der in der Einleitung
beschriebenen Langenmessung zusammen und ist Ausdruck dafiir, daBl die gebroche-
nen Zahlen als MaBzahlen fiir beziiglich einer MaBeinheit kommensurable Lingen
dienen. Da @ < b genau dann gilt, wenn P, rechts von P, liegt, wird deutlich, daB die
definierte Anordnung gebrochener Zahlen die Vergleichbarkeit von MeBgroBen
widerspiegelt.

+— n-ter Teil Von RA

T T T e ————

I A BFa
n

Abb. 2

4.4.  Addition gebrochener Zahlen

Um die Addition gebrochener Zahlen a, b zu erklaren, benutzen wir wieder Dar-

'
; . . my; m,
stellungen dieser Zahlen mit gleichem Nenner. Ist ¢ = — — — und b — —
my' my+my" my -+ my ™ "2 n
s : 1 1
=— soigt L 2T g4,
Ny ny Ny
ng(my + my') = ngmy + ngm,’ = nymy + nym,’ = ny(my + my')

gilt. Fir die folgende Definition der Addition gebrochener Zahlen ist damit die Un-
abhéingigkeit von den Repréisentanten nachgewiesen.

Definition (Addition gebrochener Zahlen).1)

m m’ m -+ m'
(1) LR L L
n n n
Die Definition der Addition gebrochener Zahlen wird durch die Langenmessung
motiviert, wenn die Addition gebrochener Zahlen mit dem Hintereinanderlegen zweier
Lingen in Beziehung gesetzt wird.

1) Vgl. 4.3. Bemerkung 2.
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m
Zur Beschreibung der Addition gebrochener Zahlen mit den Darstellungen w
m’
5 konnen wir wieder nn’ als gemeinsamen Nenner benutzen und erhalten dann

m m'  mn 4+ m'n
@) —t— = __.+_

n n' nn'

Beim praktischen Rechnen wird allerdings vielfach nicht nn’, sondern das kleinste
gemeinsame Vielfache n [ | »’ — der sogenannte Hauptnenner der Briiche (m, n) und
(m,n") — als gemeinsamer Nenner genommen.

Wir wenden uns nun den Eigenschaften der Addition zu. Zunschst sei bemerkt,
daB alle Briiche der Form (0, n) quotientengleich sind. Bezeichnen!) wir mit 0 die zu-
gehérige Aquivalenzklasse

®3) 0:={(0, n): m € N¥},
so wird damit eine gebrochene Zahl definiert, fiir die

m
(4) —=0sm=0,
n

6) A (@=0=a>0)
acQ,

gelten.
Satz 1 (Eigenschaften der Addition in Q,).
(A0) A (@e@nrbeQ@,=a+bcQ,),
a,b

(A1) AN (@+b)+c=a-+ (b+c) (Assoziativgesetz),

a,b,ceQ,
(A2)) A a+0=a (Eigenschaft des Nullelementes),
(3~
(A3) AN at+b=b+a (Kommutativgesetz).
a,beQ,
Beweis.
(A0) folgt unmittelbar aus der Definition der Summe gebrochener Zahlen.
(A1) Es seien a :ﬁ, b=—,c= ™ Die Addition natiirlicher Zahlen ist asso-
n n n

ziativ, und daher ist

1) Vgl. 4.3. Bemerkung 2.
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n

m  m m' m+m om
—— =T L
n n n

(‘1+b)+0=(;+— +
(m +m') +m" w4 (' 4 wm") m 4 m' + m'’

n n n n

=ﬁ+fi+ﬂ):a+w+w
n n n

ey a-rga X _BLL B _,

n n

n n

(A3). Die Addition natiirlicher Zahlen ist kommutativ, woraus

m m m-+m wm+m o m m
d+b=—+—=——=¢=—+—=b+a
noon n n n o on

folgt.
Zwischen der Anordnung und der Addition gebrochener Zahlen besteht ein Zu-

sammenhang, den wir durch den folgenden Satz beschreiben.

Satz 2 (Monotonfe der Addition beziiglich der Ordnung).
02) AN (@ea<besat+c<b+tec);

a,b,c €Q,

(02) N (@=bsa+c=b+o).

a,b,c €Q,
Beweis. Benutzen wir gleichnamige Briiche zur Darstellung der Zahlen a, b, ¢, so
folgen (02) und (02’) unmittelbar aus den entsprechenden Gesetzen in N.
Als Folgerung aus Satz 2 erhalten wir die wichtige Regel iiber die Addition gleich-
gerichteter Ungleichungen :

(6) asbrc=d=>a-+t+c=b-+d.

Beweis. Indem wir zweimal das Monotoniegesetz (02') benutzen, erhalten wir
a+c=b-+cundc+ b =<d -+ b. Kommutativitit der Addition und Transitivitit
der Ordnung liefern dann @ + ¢ < b + d. Steht zwischen a, b oder c, d in (6) statt
,, < das Zeichen ,,<“, so kann in @ + ¢ < b + d das Zeichen ,,<* durch das Zei-
chen ,,<‘ ersetzt werden (Ubungsaufgabe).

‘Wir wollen uns nun den Gleichungen der Form a@ +4 » = b zuwenden. Es gilt
M  atz=—aty>z=y.
Aus z = y folgt nimlich # < y oder y < x und daher @ + 2 == @ + y nach Satz 2.
Eine Gleichung der Form a 4 x = b kann also hochstens eine Losung besitzen.

Satz 3 (Losbarkeit der Gleichung @ + = b in Q,). Sind a, b gebrochene Zahlen, so
existiert genau dann eine (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung a + x = b in Q,,
wenn a < b gilt.
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. Beweis. Wegen # = 0 fiir « € Q. gilt nach (6) stets @ + @ = a. Eine Losung der
Gleichung @ + » = b kann also nur im Fall @ < b existieren. Bei Verwendung gleich-
namiger Briiche (m, n), (m', n) als Darstellungen fiir @ bzw. b erhalten wir fiir a < b die
Beziehung m < m/'. Es existiert dann eine natiirliche Zahl k& mit m + & = m’, und

k
die gebrochene Zahl % ist Losung der Gleichung @ + x = b.

Die fiir @ < b eindeutig bestimmte Losung der Gleichung @ -+ 2 = b bezeichnen wir
mit b — @ und nennen sie die Differenz der Zahlen b und a. Es gilt also
(8) at+c=bsc=0b—a.

Es sei noch ausdriicklich betont, daB das Minuszeichen hier nur zur Bezeichnung
der gebrochenen Zahl b — a benutzt wird. (Bis jetzt haben Bildungen wie —a,
@ +(—b) noch keinen Sinn.)

Wann sind zwei Differenzen a — b, @’ — b’ gleich? Aus b + (¢ — b) = a und
@' =b"+ (@’ — b’) erhalten wir

b4 (a—0b)+a =a+b + (@ —1b)
und unter Verwendung von (7)
9) a—b=a—bsa+t+b=>b+a.
Die Bildung der Differenz von Bruchdarstellungen erfolgt nach der Regel

10 m 1 mk—nl m l
(10) n k nk

Es gilt namlich

n = k)

(%

2 mk—nl_nl-i—(mk—nl)_ﬂ_&
k nk nk T ak on’

Ferner gelten

(11) a—b<c—dea+d=c+b (Vergleich von Differenzen)

und

(12) (@—0b)+4 (¢c—d)=(a+c)— (b +d) (Addition von Differenzen).

Die Regel (11) ergibt sich aus dem Monotoniegesetz der Addition, indem wir von der
Ungleichung @ — b < ¢ — d zur Ungleichung

@—=b+Mmr+d=(—d+ +d)

iibergehen. Die Regel (12) erhalten wir durch den Nachweis der Giiltigkeit der
Beziehung (b + d) + ((@ — b) + (¢ — d)) =a + ¢ (Ubungsaufgabe).
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4.5.  Multiplikation gebrochener Zahlen

 k
Die Multiplikation gebrochener Zahlen soll nun so definiert werden, daB ?7

k k k 1k
das m-fache 7 + e 7 (m Summanden) von g hingegen; 7 den n-ten Teil

k
von—, d. h. eine gebrochene Zahl rmjt% +r = —, ergibt. Unter Beriicksichtigung der

7
Definition der Addition gebrochener Zahlen bedeutet das
m k _ mk 1k _k
[ n 1l nl

Fordern wir fiir die Multiplikation noch das Assoziativgesetz, so ergibt sich fiir das
Produkt beliebiger gebrochener Zahlen
m k (m l)lc_m(l k) m k_ mk

1

T\ T) T T

n 1 n 1

Die genannten Wiinsche fithren damit zur
Definition (Multiplikation gebrochener Zahlen)!).

Zur Rechtfertigung dieser Definition ist wieder der Nachweis der Unabhingigkeit
von den Reprisentanten erforderlich (Ubungsaufgabe).

Bevor wir nun Eigenschaften der Multiplikation gebrochener Zahlen nennen, wollen
wir noch bemerken, daB alle Briiche der Form (n, n) quotientengleich sind und die
zugehérige Aquivalenzklasse mit 1 bezeichnet!) wird,

(2) 1 :={(n,n):n € N*.
Satz 1 (Eigenschaften der Multiplikation in Q,).2)
(MO) AN (@e@QAbeEQ. =a-beQ,),
a,b
(M1) AN (@-b)-c=>a-(b-c) (Assoziativgesetz),
a,b, c€@,

M2,) A a-1=a (Bigenschaft des Einselementes),
6EQ,

1) Vgl. 4.3. Bemerkung 2.

%) Das Zeichen ,,-* fiir die Multiplikation wird vielfach weggelassen, wenn dadurch kein MiB-
verstéindnis entstehen kann. Bei Definitionen sowie bei der Formulierung von Multiplikations-
gesetzen wollen wir aber der Deutlichkeit halber stets das Operationszeichen setzen.
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M2,) A (@==0=V a-b=1) (BExistenz inverser Elemente),

acQ, beQ,
M3) A a-b=b-a (Kommutativgesetz).
a,be@,

Beweis. Die Eigenschaften (MO0), (M1), (M2,) und (M3) ergeben sich unmittelbar
aus der Definition des Produktes gebrochener Zahlen sowie aus entsprechenden Ge-
setzen fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen. Beim Beweis der Eigenschaft (M2,)
gehen wir von einer beliebigen von Null verschiedenen gebrochenen Zahl a = i

n
aus. Dann ist m == 0 und daher b = 2 cine gebrochene Zahl. Nach der Definition
0

der gebrochenen Zahl 1 gilt a-b= o2 _ ™ _ | Damit ist auch (M2,)

n m nm
bewiesen.

Das Strukturgesetz (M2,) besagt, daB fiir jede von Null verschiedene gebrochene
Zahl a die Gleichung @ - * = 1 wenigstens eine Losung besitzt. Neben dieser Existenz-
aussage gilt auch die folgende Eindeutigkeitsaussage: Die Gleichung @ - = 1 besitzt
hochstens eine Losung, d. h.

(3) a-by=1Aa-b,=1=b, =b,.

Beweis. by =by-1 =by-(a-b;) = (by-a)- b, =b,-(@-b)) =b;-1=0b.
(Bei diesem Beweis haben wir nur die Strukturgesetze (M 1), (M2,) und (M3) benutzt.)

Nach (M2,) und (3) besitzt die Gleichung a - = 1 fiir @ == 0 genau eine Losung.
Diese eindeutige Losung wird mit a-! bezeichnet und die zu @ inverse (auch reziproke)
gebrochene Zahl genannt:

(4) b=alica-b=1.

Die beiden folgenden Sitze zeigen, dal Multiplikation und Addition sowie Multi-
plikation und Anordnung im Bereich der gebrochenen Zahlen miteinander zusammen-
héngen.

Satz 2 (Distributivitdt der Multiplikation beziiglich der Addition).

(M4) AN a-(b+c)=a-b+ta-c.
@,b,c€Q;
Beweis. Mita = ﬂ, p=" o= % erhalten wir
n n

11t

m om m m'n'’ + m'n’
n n'n

m
a-(b+c)=—~(—,+ ,,
n n n

m(m'n"" 4+ m''n")  mm'n

-+ mm''n’

117 117

nn'n nnn
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mm'n"’ mm''n’
nn'n'’ nn'n'’
mm’  mm'’
=— —=a-b+a-c.
nn nn

Satz 3 (Monotonie der Multiplikation beziiglich der Ordnung).

(03) AN (@<bre>0=a-c<b-c),
a,b,0€Q,

(03") AN @=b=>a-c=<b-¢).

a,b,ceQ,
Beweis. Bei Verwendung gleichnamiger Briiche zur Darstellung von @ und b er-
geben sich (03) und (03’) unmittelbar aus den Monotoniegesetzen in N.
Analog zur Regel iiber die Addition gleichgerichteter Ungleichungen (vgl. 4.4. (6))
erhalten wir fiir die Multiplikation gleichgerichteter Ungleichungen in Q, :
5) a=brc=d=a-c<bh-d.
Der Beweis hierfiir verlduft in gleicher Weise wie der von (6) aus 4.4. (Ubungsaufgabe).
Wir wollen jetzt die Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen von Gleichungen der
Form a - & = b untersuchen. Im Unterschied zur Gleichung a + x = b wird sich die
eindeutige Losbarkeit der Gleichung a - @ = b fiir @ == 0 stets ergeben. Wir betrachten
zundchst den Fall @ = 0. Unter Verwendung des Distributivgesetzes (M4) erhalten
wir
0-24+0=0-2=0+0)-2=0-2+0-z
Wegen (7) aus 4.4. folgt daraus
(6) AO-2 =0.

€@,
Fir @ = 0 besitzt die Gleichung @ - & = b also nur dann Lésungen, wenn b ebenfalls 0
ist. In diesem Fall ist jede gebrochene Zahl Losung der Gleichung @ - x = b. Fiir
@ == 0 erhalten wir den zu (7) aus 4.4. analogen Satz
(7) a=ayra+0=>a=y.

Beweis. Ausax = ay folgt a-laz = a-lay und daher & = y. (Dieser Beweis unter-
scheidet sich von dem der Aussage (7) aus 4.4. Wihrend dort die Anordnung der
gebrochenen Zahlen herangezogen werden mufte, erhalten wir hier das analoge Er-
gebnis unmittelbar aus (M2,).)

Als einfache Folgerung (Ubungsaufgabe) aus (6) und (7) ergibt sich
(8) a-b=0sa=0vb=0.

Satz 4 (Losbarkeit der Gleichung a - 2 = b in Q,). Sind a, b gebrochene Zahlen und
ist @ == 0, so besitzt die Gleichung a - x = b genau eine Lisung in Q,.
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Beweis. Wegen (7) brauchen wir nur noch die Existenz einer Losung der Glei-
chung a - © = b fiir @ == 0 nachzuweisen. Es gilt a(a™! - b) = (@ -a)b =1-b = b,
und daher ist a1 - b fiir @ == 0 eine Losung der Gleichung a - x = b.

Die fiir @ == 0 eindeutig bestimmte Losung der Gleichung @ - # = b bezeichnen wir
mit b:a und nennen sie den Quotienten der gebrochenen Zahlen b und a. Der Beweis
von Satz 4 liefert

9) bia =at-b.

In 4.7. werden wir auf das Rechnen mit Quotienten ausfithrlich eingehen. Zuvor
wollen wir jedoch den Bereich der natiirlichen Zahlen in den Bereich der gebrochenen
Zahlen einbetten und damit Q, als eine Erweiterung von N ansehen.

4.6.  Die natiirlichen Zahlen als gebrochene Zahlen

Eine gebrochene Zahl der Form mT betrachten wir als MaBzahl fiir die durch m-mali-

ges Hintereinanderlegen der MaBeinheit entstehende Linge, das m-fache der MaBein-
heit. Dieser MeBgroBe konnen wir allerdings einfacher die natiirliche Zahl m selbst als
MaBzahl zuordnen. Bei der Auffassung der gebrochenen Zahlen als MaBzahlen ist es

daher verniinftig, die natiirlichen Zahlen mit den gebrochenen Zahlen der Form ?

zu identifizieren. Eine derartige Identifizierung ist nun auch unter Beriicksichtigung
der Anordnung, der Addition und der Multiplikation in N bzw. Q, gerechtfertigt;

denn das Rechnen mit gebrochenen Zahlen der Form _"lﬁ erfolgt in gleicher Weise wie
das Rechnen mit natiirlichen Zahlen. Eine genaue Formulierung dieses Sachverhaltes
beinhaltet der folgende

Satz 1 (isomoiphe Einbettung von N in Q.). Durch die Zuordnung f(m) = % fiir

m € N wird ein Isomorphismus f von N auf eine Teilmenge von Q, definiert: f ist eine
eineindeutige Abbildung von N in Q. mit

a) m < n & fm) < f(n),
b) flm +n) = f(m) + f(n),
°) fm - n) = f(m) - f(n).
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Beweis. Die Abbildung f ist eineindeutig, da ';—L und % genau dann die gleiche

gebrochene Zahl beschreiben, wenn m = n gilt. Die Aussagen a), b), c) ergeben sich
unmittelbar aus der Definition der Anordnung, Addition bzw. Multiplikation ge-
brochener Zahlen.

Im folgenden wollen wir die natiirliche Zahl m von der gebrochenen Zahl”—ll nicht

mehr unterscheiden. Die Menge der natiirlichen Zahlen wird damit eine Teilmenge der
Menge der gebrochenen Zahlen, wobei sich die in N definierte Anordnung, Addition
und Multiplikation jeweils als Einschrankung der fiir gebrochene Zahlen definierten
Anordnung, Addition bzw. Multiplikation ergibt (vgl. auch Bemerkung 2 in 4.3.).
Insbesondere brauchen wir nicht mehr die gebrochene Zahl 1 von der natiirlichen
Zahl 1 sowie die gebrochene Zahl 0 von der natiirlichen Zahl 0 begrifflich zu unter-
scheiden.

Auch nach dieser Einbettung der natiirlichen Zahlen in den Bereich der gebrochenen
Zahlen soll m|n (,,m teilt n*) bedeuten, daB eine natiirliche Zahl k mit mk — n existiert.

Fiir die Summe bzw. das Produkt einer natiirlichen Zahl » und einer beliebigen

gebrochenen Zahl lﬁ erhalten wir (Ubungsaufgabe)

(1) m +

k _ ml+ k.
o
(2) m-

Der folgende fiir viele Betrachtungen grundlegende Satz sagt etwas iiber die Ver-

teilung der natiirlichen Zahlen im Bereich der gebrochenen Zahlen aus.

Satz 2 (Archimedisches Axiom). Zu jeder gebrochenen Zahl a existiert eine (von @
abhdngige) natiirliche Zahl n mit a < n:

(3) ANV a<n.
a€Q, neN

Beweis. Gilt @ = ;, 80 besitzt » + k = 1 (im Falll = 2, & > 1 kann sogarn =k
gesetzt werden) die im Satz genannte Eigenschaft.

Dem Satz 2 gleichwertig ist die folgende Aussage:
(4) AN bB>0=>V n-b>a).

a,beQ, neN
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47.  Rechnen mit Quotienten (Bruchrechnung); Potenzen

Wir werden in diesem Abschnitt Regeln zusammenstellen und begriinden, auf denen

die sogenannte Bruchrechnung basiert. In 4.5. haben wir gezeigt, daB fiir gebrochene

Zahlen a, b jede Gleichung der Form a - 2 = b fiir @ == 0 genau eine Losung in Q.

besitzt. Die gebrochene Zahl oot wegen 7 - L zf— =m Losung
n n n

der Gleichung nx = m fiir n = 0. Fiir natiirliche Zahlen m, n mit n 3 0 gilt also

m . . . . . . . . .
— = m:n. In Ubereinstimmung hiermit werden wir auch einen beliebigen Quotien-
n

ten b:a (¢ == 0) in der Form i schreiben, also
a
b
(1) — =bia (@ & 0)
a

b 1.
setzen. Das Ergebnis (9) aus 4.5. besagt dann, daB @' - b = — sowie a™! = — ist
und daher gilt e a

,  b_1,
(2) a _a b

Den Ubergang von gebrochenen Zahlen a, b (@ # 0) zum Quotienten b:a konnen wir als eine
zweistellige Operation ansehen. Obwohl wir fiir die Bildung vonb:anur a = 0 zu fordern brauchen,
wollen wir, um in Ubereinstimmung mit derin Mfl Bd. 1 gegebenen Definition 2.6. (2) einer Opera-
tion zu bleiben, dabei auch b == 0 fordern Es handelt sich dann ndémlich um eine Operation in der
Menge Q,* der von 0 verschiedenen gebrochenen Zahlen. Diese Operation nennen wir Division.

Jede gebrochene Zahl a ist offensichtlich die Losung der Gleichung bz = ba(= ab), woraus
a = (ab):b folgt. Ferner gilt auch (a:b)-b = a. Die Gleichungen a = (ab):b = (a:b) - b geben
AnlaB zu der Sprechweise: Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Im Unterschied
zur Multiplikation ist die Division weder kommutativ noch assoziativ.

Eigenschaften der Division kommen in den nachfolgenden Regeln fiir den Umgang mit Quo-
tienten zum Ausdruck.

Es seien a, b, ¢, d beliebige, soweit erforderlich, von 0 verschiedene gebrochene
Zahlen. Dann gelten die Beziehungen:

3) % = % < ad = be (Gleichheit von Quotienten);
(4) & 8O (Kiirzen, Erweitern);
b be
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)

%<§©ad<bc
a ¢ ad + be
b+d“ bd
B, B0 el
b d bd b= d
& Lo g
b d bd

L
B8t 0@ wi
b'd ¢ b ¢ ¢

d

(Vergleich von Quotienten);

(Addition von Quotienten);

(Subtraktion von Quotienten);

(Multiplikation von Quotienten);

(Division von Quotienten bzw.
Beseitigung eines ,,Doppel-
bruches*).

Sind a, b, ¢, d natiirliche Zahlen, so gehen die Regeln (3) bis (8) in bereits bekannte
Regeln iiber, wihrend (9) die Umrechnung eines Quotienten gebrochener Zahlen auf

die Bruchdarstellung ™ beschreibt. Unter Verwendung von (9) kénnen insbesondere
n

auch Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten von Quotienten gebrochener

Zahlen auf die Form umgerechnet werden. Solche Umwandlungen bilden den
n

Hauptinhalt der sogenannten Bruchrechnung.

Wir wollen uns auf die Beweise der Regeln (5) und (6) beschrinken und die Beweise
der iibrigen Regeln dem Leser als Ubungsaufgaben stellen.

Beweis von (5). Nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation gilt

<

o=

a c
= 500 < —-@d)

e

und daher wegen % (bd) = (% ; b) d = ad baw. % . (bd) = be schlieBlich

%<%:}>ad<bc.

Entsprechend ergibt sich

a c
d<be=>— < —,
“ et
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wenn wir nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation von ad < bc zur Ungleichung

(ad) - 1 . l < (be) - il iibergehen und (2) anwenden.
b d b d

Beweis von (6). Der Quotient

e —Z be ist die eindeutige Losung der Gleichung

(bd) x = ad + be. Wir zeigen, daB auch % + % diese Gleichung 16st:

a ¢ a c
=42 )= e =)= be = 5
(bd) (b + zl) d(b b) —|—b(d d) da + be = ad + be

Fiir das Rechnen mit Ungleichungen beweisen wir:

1 1
(10) 0<a<b=>0<—<;.

b
Aus 0 < a < b ergibt sich nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation
1 1
0<a—<b-—
N ab = ab
und daraus
1 1
0Z—=—
< b a

Mit Hilfe der Regel (10) gewinnen wir die folgende Fassung des Archimedischen
Axioms (vgl. 4.6. Satz 2):

(11) (aEQ+/\/\ a<-£):>a:0.

neN* n

Ausa > 0und A a < i folgt wegen (10) ndmlich A »n < i und damit ein Wider-
neN* n neN* a
spruch zum Archimedischen Axiom.

Wir wollen jetzt noch Potenzen der Form a" (@ € @, n € N) betrachten, die wie im
Fall @ € N durch

(12) a®=1, a"'' =a"-a

induktiv erklart werden.
Es gelten dann ebenfalls die Potenzgesetze (vgl. MfL Bd. 1, 3.5.):

(13)  amm =aam;
1) @ =am
(18)  (ab)" = ambn
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sowie die Monotoniegesetze
(16) a<ban=+0=>a" <bn;
(17) a=b=a" < b7,
(18) n<maa>1=a" <am
(19) n=mAra=1=a" < am™.

Die Beweise seien dem Leser als Ubungsaufgaben iiberlassen.

4.8.  Darstellung gebrochener Zahlen durch periodische Dezimal-
briiche

Bisher haben wir fiir die Darstellung (Bezeichnung) gebrochener Zahlen Briiche (m, n)
mit m, n € N, n == 0 benutzt und die Arithmetik in Q, iiber die Bruchdarstellung der
gebrochenen Zahlen aufgebaut. Die Bruchdarstellung einer gebrochenen Zahl hat den
Vorteil, daB damit jede gebrochene Zahl durch endlich viele Ziffern beschrieben wer-
den kann, wenn wir fiir Zahler und Nenner eines darstellenden Bruches etwa die
Dezimaldarstellung (vgl. MfL Bd. 1, 3.8) benutzen. Ein wesentlicher Nachteil der
Bruchdarstellung gebrochener Zahlen besteht allerdings in der Mehrdeutigkeit dieser
Darstellung. Zihler und Nenner eines darstellenden Bruches sind durch die zu be-
nennende gebrochene Zahl nicht eindeutig festgelegt. Fiir den Nachweis der Gleich-
heit zweier gebrochener Zahlen in der Bruchdarstellung ist ein gewisser Rechenauf-
wand erforderlich.

Wir wollen jetzt eine der Dezimaldarstellung natiirlicher Zahlen analoge Schreib-
weise fiir gebrochene Zahlen entwickeln. Dazu werden wir jeder gebrochenen Zahl
eine eindeutig bestimmte Ziffernfolge — einen sogenannten Dezimalbruch — zu-
ordnen. Die Verwendung von Dezimalbriichen zur Darstellung gebrochener Zahlen
wird einerseits fiir das praktische Rechnen sehr zweckmiéBig sein, andererseits die in
6.2. dargelegte Methode zur Einfiihrung der reellen Zahlen vorbereiten. Zur Gewin-
nung der Dezimalbruchdarstellung einer gebrochenen Zahl werden wir einen speziellen
MeBprozeB erkliren und als Ergebnis seiner arithmetischen Beschreibung einen Al-
gorithmus erhalten, durch den zu jeder gebrochenen Zahl eine eindeutig bestimmte
Ziffernfolge gebildet werden kann.

Um die Lange einer MeBgroBe zu bestimmen, vergleichen wir diese nacheinander
P = 1 : .
mit GroBen der Langen 1; B; 10 ;- - - (bezogen auf die zugrunde gelegte MaBeinheit)
und stellen jeweils fest, wie oft die einzelnen VergleichsgroBen hintereinandergelegt
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werden kénnen, ohne die MeBgroBe zu iibertreffen. Beim Ubergang vom MeBschritt

mit der VergleichsgroBe I;—" zum MeBschritt mit der VergleichsgroBe gentigt

10741

es dabei festzustellen, wie oft die Vergleichsgréfe der Lange Tomt auf dem Rest

abgetragen werden kann, der beim MeBschritt mit der VergleichsgroBe o iibrigblieb.

Wir nehmen an, daB die gegebene MeBgroBe beziiglich der MaBeinheit kommen-

surabel ist. Ihre Linge wird dann durch eine gebrochene Zahl z (p, g€ N, g =+0)
q

erfaBt, die wir zur arithmetischen Beschreibung des genannten MeBprozesses schritt-
weise mit Briichen mit den Nennern 1, 10, 102, ... vergleichen:

1. Schritt:

Auf Grund des Archimedischen Axioms (vgl. 4.6. Satz 2) und des Prinzips der
kleinsten Zahl (vgl. MfL Bd. 1, 3.4. (31)) existiert eine natiirliche Zahl a, mit a,
= 2 < a, + 1. Bezeichnen wir die Differenz 2_ @, mit by, so erhalten wir p = a,q
+ byq. (Die Zahl a, gibt an, wie oft die VergleichsgroBe mit der Lénge 1 auf der Mef-
groBe der Lange £ abgetragen werden kann; die Zahl b, entspricht der Linge des

iibrigbleibenden Teiles.) Da b, kleiner als 1 ist, gilt fiir die natiirliche Zahl r; = boq die
Beziehung 0 < 7, < ¢, und die zuvor genannte Gleichung geht in p = a¢g + 71 iiber.
Es handelt sich hier also um die eindeutig bestimmte Darstellung, die aus dem Satz
iiber die Division mit Rest (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (11)) bekannt ist.

Ergebnis nach dem ersten Schritt:

Zu jeder gebrochenen Zahl P existiert eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl a,,
q
so daB
P=aW+r mt0=r <gqg

gilt. Gleichwertig damit ist die Aussage P _ ay + by mit 0 < by < 1 (Abb. 3).
q

b=t
) A P Poy  RFp Poym
T

Abb. 3

2. Schritt:

Die Differenz by = 2 a, vergleichen wir mit den Vielfachen der Zahl li Es
q
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sei nun ¢, die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl, fiir die

1 1
“1'1—0'§60<(“1+1)'E

gilt. Die Differenz b, — %6 bezeichnen wir mit b,. (Die Zahl a, gibt an, wie oft die
VergleichsgroBe der Linge 10 auf dem im ersten Schritt iibriggebliebenen Teil der
Liinge b, abgetragen werden kann; die Zahl b, entspricht der Léinge des dabei iibrig-
gebliebenen Teiles.) Dann gilt

b»;f—(‘)—%bl und 0§b1<%.
Daraus folgt

10bog = a,g + 10gb; und 0 < 10gb, < q.
Setzen wir r, = 10gb; und benutzen wir r, = byg, so erhalten wir

10r, = a9+ r, mit 0 <1, < gq.

Damit ist a, der Koeffizient von ¢ bei der Division von 107, durch g. Wegen r; < ¢
gilt fiir die natiirliche Zahl a, auBerdem a, < 9.

Ergebnis nach dem zweiten Schritt:

Fiir die natiirlichen Zahlen ay, a,, die sich eindeutig aus

P=ag+r, O=n<gq;
0r, =ag+r, O0=rn<g
ergeben, gilt

£=an+b°:an+ﬂ+bl mit0§b1<Lund a; <9.
q 10 10

3. Schritt:
Die Differenz b, =5, — f—(l) vergleichen wir mit den Vielfachen der Zahl %0

Mit a, bezeichnen wir die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl, fir die

1

1
L P
%0 =<+ 1)15

gilt. Die Differenz b, — IaT:O bezeichnen wir mit b,. (Die Zahl a, gibt an, wie oft die

VergleichsgroBe der Linge ﬁ) auf dem im zweiten Schritt iibriggebliebenen Teil der
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Linge b, abgetragen werden kann; die Zahl b, entspricht der Lange des dabei iibrig-
bleibenden Teiles.) Dann gilt

by =1—"(;—0+b2 und 0§b2<ﬁ.
Daraus folgt
100gb, = a,q + 100gb, und 0 < 100¢b, < q.
Setzen wir r, = 100gb, und benutzen 7, = 10gb,, so erhalten wir
10r, = a.q + ry mit 0 < rg3 < gq.

Damit ist @, der Koeffizient von ¢ bei der Division von 10r, durch ¢. Wegen r, < ¢
gilt fiir die natiirliche Zahl a, aulerdem a, < 9.

Ergebnis nach dem dritten Schritt:

Fiir die natiirlichen Zahlen a,, a,, a,, die sich eindeutig aus

P =ag + i, 0=nrn<g;
10r; = a,g + 13, 0=r<g
10ry = ayq + 73, 0=r<gq
mit 0 < by < — und 0 < a; < 9 fiiri=1,2
100
ergeben, gilt
P & a4 ay
== — 4+ b =ay+— +——+ b
q an+10+ 1 o+10+100+ 2

Die Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt den

Satz 1 (Divisionsalgorithmus). Ist 2 gine gebrochene Zahl und n eine beliebige

natiirliche Zahl, so gilt fiir die natirlichen Zahlen @y, Ay, ..., Ay, die sich eindeutig aus
1) p=ag+rn, 0=n<g
10r, = ayq + 7y, 0=r<g;

10r, = @pg + Ts1, 0 =10 <@

ergeben, die Beziehung

P .
==3 —=4b,
q

mit 0 < b, < % und a; <0 fiir i =1,2,...,n. Dabet sind b, und ., durch die

Gleichung 1y, = 10"gb; verkniipft (k = 0, ..., n).
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Umgekehrt folgt aus einer Darstellung der Zahl 2in der Form
q

P _

q =0 10'

by,

5 . 2 1
wobei a;’ natiirliche Zahlen mit0 < a;' <9 fiiri —=1,2, ..., n sindund 0 < b, < Ton
gilt, a;' = a; fiiri =0,1,...,n

Beweis. Es braucht nur noch der letzte Teil des Satzes — die Eindeutigkeit der
Darstellung (2) — bewiesen zu werden. Wir fiihren den Beweis durch vollstindige
Induktion.

Fir n =0 ergibt sich P a,' + by mit 0 < by’ < 1. Daraus folgt p = a,q
q

=+ by'q. Wegen 0 = by'q < ¢ gilt daher @, = a,. Es gelte die Eindeutigkeit der Dar-
stellung fiir n = k. Wir zeigen, daB daraus die Eindeutigkeit der Darstellung fiir
n =k + 1 folgt.

Es sei

p_ ., % . @' @i ’
A T TR TSt

1 S
i ergibt sich

@'y ; 9 1 1
1os T O < ge T ige = Tor
Indem wir ‘11(;&:11 + b'k41 = b’ setzen, erhalten wir auf Grund der Induktions-

voraussetzung a," = ay, ..., @," = a; und damit

v — % k1 ,
;‘—(an‘l' s +10k) 10k+1+ k1 = 10A+1+bk+1-

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei a;,; = @’;4;. Dann ist

1 , 1
0 = (s — @) —— o =0 — by < —— 0"

Das ist aber nur fiir @;,, = a';4; mdglich. Damit ist der Satz bewiesen.
Durch den im Satz 1 erklirten Divisionsalgorithmus (1) kann zu einer gegebenen

Zahl £ eine Folge natiirlicher Zahlen ay, a,, ... schrittweise berechnet werden. Aus der
q
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im Satz 1 dargelegten Eindeutigkeit der Darstellung (2) schlieBen wir, daf die Folge
@y, @y, @y, ... nicht von der gewihlten Bruchdarstellung der gebrochenen Zahl abhéngt.
Der Divisionsalgorithmus ordnet daher jeder gebrochenen Zahl eindeutig eine Folge
aus natiirlichen Zahlen zu. Die dadurch definierte Funktion DA ist sogar eine ein-
cindeutige Abbildung von der Menge Q, in die Menge der Folgen aus natiirlichen
Zahlen. Fiir @,a’ € Q., a = @’ und DA(a) = DA(a’) folgt nimlich aus (2) fiir jedes

1
n € N die Ungleichung ¢ — a’ < 1_0" und daher nach dem Archimedischen Axiom

(vgl. 4.7. (11)) @ = a’. Von einer Folge (a,),cn, die als Bild bei dieser Funktion auf-
tritt, wissen wir bereits, dall @, eine beliebige natiirliche Zahl sein kann, wihrend alle
iibrigen Folgenglieder a; die Bedingung 0 < a; < 9 erfiillen. Das veranlaBt uns zu
folgender

Definition 1. Unter einem Dezimalbruch verstehen wir eine Folge (a,),.n aus
natiirlichen Zahlen mit a, < 9 fiir alle » = 1.

Nach dieser Definition sind die Dezimalbriiche Objekte begrifflicher Natur. Das in
3.8. (vgl. MfL, Bd. 1) begriindete Dezimalsystem zur Bezeichnung der natiirlichen
Zahlen wollen wir nun zu einer zweckméiBigen Bezeichnung der Dezimalbriiche be-
nutzen. Zu diesem Zweck bilden wir aus den Dezimaldarstellungen der Folgenglieder
eines Dezimalbruches (a,),¢N eine Zeichenreihe (ein ,,unendliches Wort*), indem wir die
Dezimaldarstellungen der Zahlen a, nebeneinandersetzen und den durch a, bestimm-
ten Teil durch ein Komma vom restlichen Teil dieser Zeichenreihe abtrennen. Aus
@y Lygby By b1 by, @y A g @y, @y Lyg @,,... ergibt sich dann fiir den Dezimalbruch
(@,),en die Bezeichnung by,b,,-y...0,00,@,a;.... Im folgenden werden wir b,b,;...b,b,,
... oder auch ay,a,a,,... statt byby,-;...b,bo,a,@,... schreiben. Durch ay,a,a,... (auf-
zufassen als Zeichenreihe aus Ziffern 0, ..., 9) wird damit der Dezimalbruch (@)ven
bezeichnet.

Mit R, bezeichnen wir die Menge aller Dezimalbriiche. Dann ist DA eine einein-
deutige Abbildung von @, in die Menge R.. Wir wollen die Funktionswerte von DA,
d. h. die Dezimalbriiche, die den gebrochenen Zahlen durch den Divisionsalgorithmus
zugeordnet werden, genauer beschreiben. Dazu fiihren wir den Begriff des periodischen
Dezimalbruches ein:

Definition 2. Ein Dezimalbruch ag,a,a,... heiBt periodisch, wenn natiirliche
Zahlen I und k (k = 'l) existieren, so dal a, = a,.; fiir alle » > 1. gilt. Fiir ag,a,a,...
schreiben wir dann auch a,a,a,...@ .., und nennen (,,, ..., a,,;) eine Periode
des Dezimalbruches.

Mit R,® bezeichnen wir die Menge der periodischen Dezimalbriiche. Im Fall k = 1
und ¢, = 0 schreiben wir statt a,,a,a,...¢,0 auch ag,a,a,...a,. Solche Dezimalbriiche
nennen wir endlich und bezeichnen mit R, die Menge aller endlichen Dezimalbriiche.

Die Menge der Bilder der Abbildung DA wird durch die beiden folgenden Sitze
charakterisiert. ’
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Satz 2. Fiir jede gebrochene Zahl a ist DA(a) ein Dezimalbruch ohne Neunerperiode,
d. h., es gibt keinen Folgenindex 1, so dap a, = 9 fiir alle v > 1 gilt.

Beweis. In (1) erhalten wir aus 10r, = 9¢ + r,,; und 0 < r, < ¢ unmittelbar
7,41 < 7,; denn aus r,,; = r, folgt

99 + 7y = 99 + 7, > 9, + 7, = 10r,.

Wiirde also ein I mit der im Satz genannten Eigenschaft existieren, so wére 7., > 7.,
>7,3 > ---. Da die Reste 7, natiirliche Zahlen sind, ist das nicht moglich.

Fiir die weiteren Betrachtungen werden also die Dezimalbriiche mit Neunerperiode
ohne Bedeutung sein. Wir bezeichnen mit R, die Menge aller Dezimalbriiche ohne
Neunerperiode und mit R, die Menge aller periodischen Dezimalbriiche ohne
Neunerperiode.

Satz 3. Die Abbildung DA ist eine eineindeutige Abbildung von Q, auf die Menge R.(®).
Beweis. Es sei a = L € Q, und DA(a) = ay,a,a,.... Wir zeigen, daB ay,a,a,...
q

periodisch ist. Die beim Divisionsalgorithmus auftretenden Reste ; sind natiirliche
Zahlen kleiner als ¢. Nach spétestens ¢ Schritten muB sich daher ein Rest wiederholen.
Aus einer Gleichung 7y, = 71444 (k = 1) folgt nach dem Divisionsalgorithmus a;,;
= Qg1 pva = Qugeps ... Fiir jedes v > 1 gilt also a, = a,,.
'}
Wir zeigen, daB DA: Q, — R, surjektiv ist. Fir die gebrochene Zahla = %
i=o
(@1 € N, @;,; = 9) erhalten wir nach Satz 1 bei Anwendung des Divisionsalgorithmus den
Dezimalbruch ay,a,a,...a;. Damit besitzt jeder Dezimalbruch aus R, ein Urbild. Als
nichstes zeigen wir, dal

k
> a, - 10F* 1
@ — =1 _ 04 )
1

0k — 1 99...9
Urbild von 0,a,a,...a;. ist.
Die Anwendung des Divisionsalgorithmus auf @ ergibt
a,a,..a, = 0(10* — 1) + a,a,...a;,
a,a,..0,0 = a,(10* — 1) + a,..,0 + a; = a,(10* — 1) + a,..qq,,
aa,..a;_0 = a (10 — 1) + a,a,...a;.
Daraus erhalten wir DA(a) = 0,a,a,..6;.

1) Der Fettdruck soll darauf hinweisen, dal jeweils die Dezimaldarstellung und nicht das
Produkt der durch die Ziffern bezeichneten Zahlen gemeint sind.
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SchlieBlich ista = b ﬁ ein Urbild von ay,a,...4;@ 7..@,;, wenn wir b als Urbild
von ay,a,...a; und ¢ als Urbild von 0,a,,;...a;,; bestimmen. Um das einzusehen, wihlen
wir fiir @, b, ¢ Bruchdarstellungen mit gleichem Nenner: a = ﬁ, b= &, o= &.
Nach dem Vorhergehenden gilt ! ! !
a

a
b= i IR
ay + 10+ + 100

und es ist ¢ < 1. Wir erhalten also

¢ Loa; c ., C 1
a=b+t+—=3—4— mit —<—,
i 10 zé; 107 * 10 10t~ 10t
Bezeichnet a,',a,'a,’... den Dezimalbruch DA(a), so gilt daher nach Satz 1 zunichst
ay =ay, ..., o' = a sowie

c
Tiyg = (10"9)'1—0,=Q'0 =P
fiir den bei der Berechnung von DA (a) auftretenden Rest r,,,. Andererseits ist p, der

erste Rest, der bei der Anwendung des Divisionsalgorithmus auf ¢ = P2 auftrits.
q

Das bedeutet a’y; = ay,; fiir 2 = 1. Damit ist der Satz bewiesen.

Das in Satz 3 ausgesprochene Ergebnis gibt uns die Méglichkeit, die Dezimalbriiche
aus R, als Darstellungen fiir gebrochene Zahlen zu benutzen, d. h. auch mit
@,y % 13 @1y, bezeichnen wir hinfort diejenige gebrochene Zahl a, die bei der
Anwendung des Divisionsalgorithmus zu diesem Dezimalbruch fiihrt.

Die Umwandlung einer gebrochenen Zahl aus der Bruchdarstellung 2 in die

Dezimalbruchdarstellung erfolgt durch den Divisionsalgorithmus (1). Aus dem Beweis
von Satz 3 ist ersichtlich, wie umgekehrt aus der Dezimalbruchdarstellung eine Bruch-
darstellung gewonnen werden kann. Dazu merken wir uns:

" oa,

3 Oy = —,
(3) g,y Ay vé; 0

. 13

> a, - 105

P a,a,...q

4 0, . __x=1 —_ 12 k.
@) e T | 99..9

(Diese Gleichungen bedeuten die Gleichheit der entsprechenden gebrochenen Zahlen.)
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Beispiel. Die durch 0,747 dargestellte gebrochene Zahl besitzt nach (4) die Bruch-

darstellung E Durch Kiirzen erhalten wir 8—3
999 111

Fir die praktische Handhabung der Dezimalbruchdarstellungen gebrochener
Zahlen ist eine Beschreibung der Anordnung, der Addition und der Multiplikation
gebrochener Zahlen in der Dezimalbruchdarstellung erforderlich. Besonders einfach
konnen gebrochene Zahlen in der Dezimalbruchdarstellung hinsichtlich der Relation
»<'‘ verglichen werden. Es gilt der

Satz 4. Sind a, a' gebrochene Zahlen und aya,a,... bzw. ay,a,'ay’... ihre Dezimal-
bruchdarstellungen, so gilt a << a’ dann und nur dann, wenn fiir den kleinsten Index 9
(ip = 0) mit a;, + a;, die Bezichung a;, < a, besteht.

Beweis. Es gelte a; < aj, fiir den kleinsten Index i, mit a, = a;. Aus (2) folgt

i1

@ =y ke Ly Dy,
ST 10 10w + 30u T b
. o @i —1 10
S T RTO= ST
mit 0 < b;, < — 0 ,0 =08 < —_— “’egen a;, < a;, ergibt sich daraus
a;". L
10% 10% 10%
also
Gy, G, %,
106 T % <o = Tou

und damit @ < a’.

Umgekehrt muBl aus @ < a' dann notwendigerweise a;, < a;, fir den kleinsten
Index 4, mit a;, + a;, folgen.

Die Addition und Multiplikation endlicher Dezimalbriiche erfolgt im wesentlichen
nach den gleichen Verfahren wie die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen
in der Dezimaldarstellung. Um das einzusehen, beweisen wir zunéchst den

Satz 5. Es sei bybyy...by die Dezimaldarstellung der natiirlichen Zahl a, und
@g,ay...ay = bpbyy...b0,,...0, die Dezimalbruchdarstellung der gebrochenen Zahl a. Die
Dezimalbruchdarstellung von 10%a erhalten wir aus der Dezimalbruchdarstellung von a,
indem wir das Komma wm k Stellen nach rechts verschieben. Entsprechend wird bei der

o A .
Multiplikation mit T das Komma um k Stellen nach links verschoben. (Gegebenenfalls

sind fehlende Stellen durch entsprechend viele Nullen zu schaffen.)
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf bei der Multiplikation von @ mit 10* das Komma
um £ Stellen nach rechts verschoben wird. Wir konnen » > k voraussetzen; andern-
falls denken wir uns die Dezimalbruchdarstellung von a um entsprechend viele Nullen
verlangert. Aus

@ a,
=0,10m 4 ..o 4+ bo10° + —L 4 ... =B

a e oee by - 10+ + o

erhalten wir

Ay

10+

105 = B O™ oo - blOF 1 @ 1051 |- ..o - @, 10° “f—;)‘ NP

Also hat 10%a die Dezimalbruchdarstellung
by Doy W@y,

Addition und Multiplikation endlicher Dezimalbriiche (aufgefaBt als gebrochene
Zahlen) werden durch die beiden folgenden Sitze beschrieben.

Satz 6. Sind b,..bya,..a, bzw. bp..by,a..a, die Dezimalbruchdarstellungen
von @ und @', so erhalten wir die Dezimalbruchdarstellung von a + a' aus der Dezimal-
darstellung der Summe der beiden natiirlichen Zahlen mit den Dezimaldarstellungen
by Doyt bz, 'y, bg'ay" .., indem wir vor die letzten n Ziffern ein Komma setzen.

Beweis. Nach Satz 5 bedeutet das im Satz dargelegte Vorgehen den Ubergang von
a, @’ zu 10" + 10"a’ = 10"(a + @’) und von dieser Zahl zur Zahl a + a'.

Satz 7. Sind by,...bo,a,...a, b2w. by, by’ @y .4, die Dezimalbruchdarstellungen von
a und a', so erhalten wir die Dezimalbruchdarstellung von aa’ aus der Dezimalbruch-
darstellung des Produktes der beiden natiirlichen Zahlen mit den Dezimaldarstellungen
bty b2w. Uy, e, tndem wir vor die letzten n + n’ Ziffern ein Komma setzen.

Beweis. Nach Satz 5 beschreibt dieser Satz den Ubergang von a, a’ zu 107 . 10"'a’
= 10" . ga’ und von dieser Zahl zu aa’.

Die Beschreibung der Addition und Multiplikation belicbiger gebrochener Zahlen
unter Verwendung der Dezimalbruchdarstellung erfolgt durch eine praktischen
Anforderungen gentigende Niherungsrechnung. Fiir eine beliebige gebrochene Zahl
@ = @y,a,a,... gilt wegen (2) und (3) fiir jedes n € N

(5) g0y 0y S @ < @o,0y...0, + s
Wenn wir noch abkiirzend a(® := a,, a,...a, setzen, geht (5) iiber in

1
5 an Za<a™4 —,
®) & + 15

Daraus erhalten wir fiir die Suﬁlme bzw. das Produkt der gebrochenen Zahlen
@ = @5,0,,... und b = by,byb,... die Abschitzungen
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(6) am + b < a4 b < a® 4+ b %;

1 1 1
. b ). () _—_ ) =
@ A S ab < b0 (a" 10" + B 10" + 102ﬂ)

1 i
< am.pm 4 W(“o‘i’ 1+0+1 +1—0n)
Die Differenzen @ + b — (a™ + b™) und @ - b — a™ - b™ werden also beliebig klein
(kleiner als jede beliebig vorgegebene positive Zahl), wenn » hineichend groB gewihlt
wird, und der Fehler, den wir machen, wenn wir @ 4 b durch a® + b™ bzw. a - b
durch a™ . b™ ersetzen, wird durch die Ungleichungen (6) bzw. (7) abgeschitzt.
Wenn wir Rechenfehler im Rahmen einer vorgegebenen Fehlergrenze zulassen,
konnen wir somit das Rechnen mit gebrochenen Zahlen in der Dezimalbruchdar-
stellung auf das Rechnen mit endlichen Dezimalbriichen zuriickfiihren. Das Rech-
nen mit gebrochenen Zahlen in der Dezimalbruchdarstellung erfolgt damit nach den
Rechenschemata, die wir fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen in der Dezimal-
darstellung benutzen. Zusétzlich ist i.allg. allerdings eine Fehlerabschétzung erforder-
lich.

49.  Periodenlinge und Vorperiodenlinge

Die Periodizitét der unendlichen Dezimalbriiche, die den gebrochenen Zahlen durch
den Divisionsalgorithmus zugeordnet und zur Darstellung gebrochener Zahlen be-
nutzt werden, fiihrt naturgeméB zur Frage nach der Linge einer Periode bzw. nach
der Anzahl der Ziffern nach dem Komma, die vor einer Periode stehen (Lénge einer
Vorperiode). Der Divisionsalgorithmus (vgl. Beweis von Satz 3 aus 4.8.) gibt uns die
Moglichkeit, eine Vorperiode und eine zugehorige Periode der Dezimalbruchdar-

stellung @y,a,a,... einer gebrochenen Zahl Pin Verbindung mit der schrittweisen Be-
q

rechnung der Ziffern zu bestimmen. Es ist interessant und fiir verschiedene Betrach-
tungen (insbesondere im Schulunterricht) sehr niitzlich, daB man unter Verwendung
einfacher zahlentheoretischer Uberlegungen bereits aus der Bruchdarstellung iiber
Periodenlange und Vorperiodenlinge der Dezimalbruchdarstellung einen vollsténdigen
Uberblick gewinnen kann.

Die Dezimalbruchdarstellung einer gebrochenen Zahl benutzt wie die Dezimal-
darstellung einer natiirlichen Zahl die Zahl 10 als Grundzahl, wobei die besondere
Rolle der Grundzahl deutlich im Satz 1 aus4.8. zum Ausdruck kommt. Verwendet man
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an Stelle der Zahl 10 eine beliebige natiirliche Zahl g = 2, so erhilt man analog dem
Vorgehen in 4.8. periodische g-adische Briiche, die ebenfalls als Darstellungen fiir ge-
brochene Zahlen benutzt werden konnen.

Ein g-adischer Bruch wird durch eine Zeichenreihe b,,b,,—;...b;Dg,a,@,... beschrieben,
die aus Zitfern (Zeichen) fiir die natiirlichen Zahlen 0, 1, ..., g — 1 besteht, wobei der

die gebrochene Zahl 2 arstellende g-adische Bruch durch die fiir jedes n ¢ N giiltige
q

Bedingung
a a, 1
1) 2—(bm!7"'+“'4—170.1104-—1'4-"'—i-—:><7
q 9 g 4

charakterisiert wird.

Wir werden die zahlentheoretischen Uberlegungen zur Bestimmung der Vorperioden-
und Periodenlédngen gleich fiir den allgemeinen Fall g-adischer Briiche vornehmen,
wodurch das Wesentliche dieser Uberlegungen noch deutlicher wird. Wir kénnen uns
allerdings auf echte Briiche, d. h. auf gebrochene Zahlen kleiner 1, beschréanken.

Es sei 0,6,s..4@11..075 die g-adische Darstellung einer gebrochenen Zahl

=2 < 1. Wir nennen die Ziffernfolge (a4, ..., @) eine Vorperiode und die Ziffern-

folge (@y, ..., @) eine zugehdrige Periode dieses g-adischen Bruches. Die Zahlen
! und k heiBen die Lingen dieser Vorperiode bzw. Periode. Es gibt fiir einen perio-
dischen g-adischen Bruch offensichtlich beliebig lange Vorperioden und ebenfalls be-
liebig lange Perioden. Von Interesse sind die Lingen einer Periode kleinster Lénge
sowie der Vorperiode kleinster Léinge. (Falls eine Periode unmittelbar nach dem
Komma beginnt, sprechen wir von der Vorperiode mit der Lénge 0.) Die Lénge I,
der Vorperiode kleinster Lénge nennen wir primitive Vorperiodenlinge, die Lange k,
einer Periode kleinster Linge primitive Periodenldnge. Ein periodischer g-adischer
Bruch heiBt reinperiodisch, wenn ly = 0, gemischtperiodisch, wenn I, > 0 gilt.

Die Ziffern 0, a4, a, ... der g-adischen Darstellung von r ergeben sich aus den
I

Gleichungen (Divisionsalgorithmus):

(2) p=0-q+n, 0smn<g;
ger=ay-g+ry 0<r<g
g 1, =a,q+ Ty, 0=ra<g¢

Gilt 7143 = 714145, SO bilden ayy,...,a;4 eine Periode der Linge £. Wenn umgekehrt
die Ziffern @41, ..., @14 eine Periode der Linge k bilden, gilt DA(g - 7/4,) = DA(g - 14141)»
und aus der Eineindeutigkeit von DA folgt daher 7, = 7y, 14p-
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Die primitive Vorperiodenlinge I, ist daher die kleinste der natiirlichen Zahlen 1,
zu denen es eine natiirliche Zahl % > 1 mit Tre1 = Ppyer @ibt (r,, ist also der erste
Rest, der sich im Verlauf der Rechnung wiederholt). Ferner ergibt sich die primitive
Periodenlinge k, als kleinste der natiirlichen Zahlen & = 1, fiir die 7,4y = 7y.p4p ist.

Die Reste 7, kénnen wir recht einfach durch Kongruenzen modulo ¢ ausdriicken.
Aus (2) folgen die Kongruenzen

(3) n=p mod g¢;
R=g-n mod ¢;
Ty =g-r, mod ¢;

Daraus erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl » die Kongruenz
(4) Ty =g" - p mod g¢.
Wegen 0 < r, < ¢ fiir jeden Rest r, folgt aus der Kongruenz modulo ¢ zweier Reste
ihre Gleichheit. Also gilt:
(5) Tnel =Ty S g"-P=g"-p modg.

Wir wollen jetzt noch voraussetzen, daB p und g teilerfremd sind, d. h., wir benutzen
die reduzierte Bruchdarstellung. Dann ist (5) mit
(6) Tatl = Ty © g"=g™ mod g
gleichwertig (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (72)). Damit sind I, und k, die kleinsten natiirlichen
Zahlen, die die Kongruenz

9'=g"+ modgq t=0, k=1)

erfiillen.

Den Modul g zerlegen wir in zwei Faktorengq’, ¢’ derart, daB q'’ der groBte Teiler von
q ist, der zu g teilerfremd ist. Die Zahl ¢’ ist dann gleich 1 oder ihre Primzerlegung
besteht genau aus den Primzahlpotenzen der Primzerlegung von ¢, die zu Primzahlen
der Primzerlegung von g gehoren. Es gilt:

g'=g* modge qq’| (¢ —g")
© Vg'lgh — 1) = sq'q".
8eN

Die Gleichung g'(g* — 1) = sq'q" ist auf Grund der Festlegung von ¢’ und ¢’ genau
dann erfiillt, wenn ¢’ |g* und ¢”'| (9* — 1) gelten. Ferner ist ¢'|g' mit ¢'=0 mod ¢’
und ¢’ |(¢* — 1) mit g* =1 mod ¢"’ gleichbedeutend. Somit ist Iy die kleinste natiir-
liche Zahl I mit g’ = 0 mod ¢’ und %, die kleinste natiirliche Zahl & = 1 mit ¢=
mod ¢"'.
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Wir fassen die bisherigen Uberlegungen zusammen :

Satz 1. Bs sei 2 die reduzierte Bruchdarstellung einer gebrochenen Zahl a, g eine
q

natiirliche Zahl = 2, q'' der grofte Teiler von q, der zu g teilerfremd ist und q' der zu ¢’
komplementére Teiler von q. Bei der g-adischen Darstellung von « ergibt sich die primitive
Vorperiodenlinge 1, als kleinste natiirliche Zahl 1 mit gt =0 mod ¢', die primitive
Periodenlinge ko als kleinste natiirliche Zahl k mit g* =1 mod q"'.

Die y-adische Darstellung von a ist

a) reinperiodisch genau dann, wenn g und ¢ teilerfremd sind,
b) endlich genau dann, wenn jeder Primteiler von q auch ein Primteiler von g ist.

Beweis. Den ersten Teil des Satzes haben wir bereits bewiesen. Die g-adische Dar-
stellung von @ ist genau dann reinperiodisch, wenn [, = 0 und daher ¢'|1 gilt. Das ist
gleichwertig mit ¢’ = 1 bzw. ¢"" = ¢. Damit ist a) bewiesen. Die Endlichkeit der
g-adischen Darstellung von @ ist mit r;,; = 0 und daher wegen (4) mit g - p=0
mod ¢ gleichwertig. Da p und ¢ teilerfremd sind, ist das mit glg" gleichbedeutend.
Damit ist auch b) bewiesen.

Wir wollen noch die aus Satz 1 folgende Tatsache hervorheben, daB die Zahlen k,
und I, nicht vom Zéhler der reduzierten Bruchdarstellung abhéngen. Satz 1 zeigt
ferner, daB die Beantwortung der Frage nach der Endlichkeit der g-adischen Dar-
stellung einer gebrochenen Zahl von der gewihlten Grundzahl g abhingt. (Demgegen-
iiber ist die g-adische Darstellung einer gebrochenen Zahl stets periodisch.)

Nach dem Satz von Evrer (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (78)) ist k, < ¢(¢"'). Es gilt sogar
der

Satz 2. Die primitive Periodenldnge ko ist ein Teiler der Anzahl ¢(q"’) der zu q''
teilerfremden natiirlichen Zahlen <q'"'.

Beweis. Die Division von ¢(g") durch k, liefert @(¢'') =h-ko+1r, 01 <k
(h, r € N). Daraus folgt

1= gr@") = ghhotr = (gl)h . g" = ¢ mod q"'.

Da k, die kleinste Zahl £ =1 mit g* =1 mod ¢'' ist, muB r = 0 gelten, d. h.
kolw(g")-

Beispiele.

1. ¢ =10;
7

a) a = 9’

Die Zahlen 7 und 92 sind teilerfremd, und 22 . 23 ist die Primzerlegung von 92. Es ist
also ¢’ =22, ¢ =23. Aus 10'=2mod4, 102= 0 mod 4 erhalten wir [, = 2.
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Bei der Bestimmung von %, beachten wir, daB ,|p(23) gelten muB. Wegen ¢(23) = 22
kommen daher fiir &, nur die Zahlen 1, 2, 11, 22 in Frage:

10 = 10 mod 23,
102 = 8 mod 23,
104=8.8= 64 = 18 mod 23,
108 = 18- 18 = 324 = 2 mod 23,
10 = 2.8 = 16 mod 23,
101 = 10 - 16 = 160 = 22 mod 23,
1022 =1 mod 23.

Also ist 22 die primitive Periodenlinge.

b) a =i.
21

Die Zahlen 4 und 21 sind teilerfremd. Da 10 und 21 teilerfremd sind, ist der Dezimal-

bruch von a reinperiodisch. Es ist ¢(21) = 21(1 -—% 1— %) =12 (vgl. MiL

Bd. 1, 3.7.). Fiir ky kommen also nur die Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, 12 in Frage:
10 = 10 mod 21,
102= 16 mod 21,
103= 13 mod 21,
10¢= 4 mod 21,
108= 1 mod 21.
Damit ist 6 die primitive Periodenlinge.

9

c)a=—6—06.

Zunichst missen wir zur reduzierten Bruchdarstellung iibergehen: a = % Die

Primzerlegung von ¢ = 200 lautet 200 = 23 . 52. Der Dezimalbruch von a ist endlich,
da jeder Primteiler von 200 Primteiler von 10 ist. Da 10 die Primteiler 2 und 5 nur
in erster Potenz enthalt, ergibt der hochste Primzahlexponent von 23 - 52 die primitive
Vorperiodenlinge, also I, = 3.

2.9=2.
3

a) a =—.
20
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Die Zahlen 3 und 20 sind teilerfremd, und 22 . 5 ist die Primzerlegung von 20. Es ist
daher ¢’ = 22, ¢ = 5. Aus 2! = 2 mod 4, 22 = 0 mod 4 erhalten wir /, = 2. Wegen
@(5) = 4 kommen fiir k, nur die Zahlen 1, 2, 4 in Frage:

N=2mod5, 22=4mod5, 2= 1mod5.
Also ist 4 die primitive Periodenldnge.
Mit Hilfe von (2) gewinnen wir 210 = 0,001001 als 2-adische Bruchdarstellung von

2%, womit das Ergebnis I, = 2, k, = 4 bestéitigt wird.

Da 2 und 5 teilerfremd sind, ist die 2-adische Bruchdarstellungfeinperiodisch. Als
primitive Periodenlinge erhalten wir wieder ko = 4. Die 2-adische Bruchdarstellung

von % lautet 0,0011.

L

c) a= s

—_-

Wegen 16 = 21 ist jeder Primteiler von 16 auch Primteiler von 2. Die 2-adische
Bruchdarstellung von liﬁ ist daher endlich, und es gilt l, = 4. Die 2-adische Bruch-
darstellung von % lautet 0,0001.

Aufgabe. Wann ist die Dezimalbruchdarstellung a) reinperiodisch, b) endlich?
Wann ist die 2-adische Bruchdarstellung a) reinperiodisch, b) endlich?

410. Kettenbriiche

In 4.8. haben wir jeder gebrochenen Zahl @ = 2 cinen periodischen Dezimalbruch
@,,... zugeordnet. Die Zahlen ay, aj, a,, ... lassen sich mit Hilfe des Divisions-
algorithmus berechnen. Indem wir die Gleichungen (1) von Satz 1 aus 4.8. mit L

&L A 7 v
multiplizieren und b; = —*1 setzen, erhalten wir
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a =ay + by, 0<b,<1, ay € N;
(1) 100y = ay + b,, 0=b <1, a, € N;
10b; = ay + b,, 0<b,<1, a, € N;

Aus der (i + 1)-ten Gleichung ergibt sich also a; als groBte natiirliche Zahl, welche
die auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Zahl nicht iibertrifft. Der jeweils
auftretende Rest b; wird mit 10 multipliziert, wodurch eine nichttriviale Fortsetzung
des durch (1) erklirten Verfahrens ermdglicht wird, solange der Rest b; von 0 ver-
schieden ist. Es wird dann namlich durch die Multiplikation mit der Basiszahl 10 er-
reicht, daB nach endlich vielen Schritten auf der linken Seite eine Zahl groBer oder
gleich 1 entsteht.

Wenn wir die auftretenden von 0 verschiedenen Reste b; durch eine geeignete von
der Basiszahl unabhingige Umformung in Zahlen groBer oder gleich 1 iiberfiihren,
kénnen wir hoffen, durch ein dhnliches Verfahren zu einer sinnvollen von einer Basis-
zahl unabhingigen Darstellung einer gebrochenen Zahl zu gelangen.

Fiir eine gebrochene Zahl b mit 0 < b < 1 kann % gebildet werden, und es gilt

dann 1 < % Ist @ eine von 0 verschiedene gebrochene Zahl, so 1iBt sich daher das

durch
a =ay+ by, 0<b,<1, ag € N;
(2) bi:a1+b,, 0=bh <1, a; € N;
)
L—ath, 0=t <1, G e N;
1

zur Bestimmung der natiirlichen Zahlen a; gegebene Verfahren entweder beliebig
lange fortsetzen (wenn niemals b; = 0) oder bis zu einer Gleichung, bei der als Rest b,
die Zahl 0 erscheint. Die natiirlichen Zahlen @y, @y, Ay, ... sind durch a eindeutig be-

stimmt. Unter Verwendung der Schreibweise 2 fiir die gebrochene Zahl a wollen wir

zundchst die unter (2) genannten Bedingungen zur Bestimmung der Zahlen @; schritt-
weise umformen.
Aus @ = ay + by, 0 < b, < 1 ergibt sich zunachst

P =ag + bg, 0=byg<g.
Wir setzen r, = byg und erhalten dann

P =aq+r, 0=rn<g.
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Aus der zweiten Gleichung unter (2) folgt dann, falls r, &= 0 ist,

Lt+b, 0=bh <t

1
und daher mit r, = b,r, die Beziehung

g=ayr + 1y, 0=r<rn.
Genauso ergibt sich fiir den Fall r, &= 0 die Beziehung r; = ayr, + 15, 0 <73 <1y
aus der dritten Gleichung unter (2) mit 73 = byr,.
Durch Fortsetzung dieser Umformungen erhalten wir insgesamt das zur Bestimmung
der Zahlen a; zu (2) gleichwertige Schema:

P =ayg + 1y 0=n<g, a, € N;

(3) q =+ 1y, 0=r<ry, a, € N;
ry = Qgry + T3, 0=ry<r, a, € N;

Timg = @i + Tis1s 0=rm<ri, a; € N;

Das durch (3) beschriebene Verfahren ist der uns bereits bekannte euklidische
Algorithmus (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (25)). Dieser bricht nach endlich vielen Schritten
ab, wobei der letzte von Null verschiedene Rest r, der groBte gemeinsame Teiler von
p und g ist. Damit haben wir folgendes Ergebnis:

Satz 1. Zu jeder gebrochenen Zakl a existieren eine natiirliche Zahl n = 0 und natiir-
liche Zahlen ay, ay, ..., a,') mit

a =ay + by, 0<b <1
1
— =a +b, 0<b <1
by
1

(2" b =ay + by, 0<b <1
1
1
— =y + by, 0<byy <1
b’l_z
1
— =ay.
b1

Dabei sind n und aq, ..., a, eindeutig bestimmt, und esgilta; = 1 firl <i <n — 1so-
wie a, > 1, falls n = 1 ist. Die natiirlichen Zahlen ay, a,, ..., &, konnen aus einer Bruch-

darstellung 2 yon a mit Hilfe des euklidischen Algorithmus nach dem Schema (3) be-
q

rechnet werden.

1) Fiir n = 0 besteht (2’) nur aus der Gleichung a = a,.
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Aus den unter (2') genannten Gleichungen kénnen wir durch entsprechendes Ein-
setzen die gebrochene Zahl a durch die Zahlen g, ..., @, ausdriicken. Es ergibt sich

1
a=a0+bu:ao+al+bl=ao+ F:...
' ay + b,
ay + i
=
1
a; +
! a; +
1
et
ay

Den zuletzt entstandenen Ausdruck nennen wir einen Kettenbruch mit den Gliedern
oder Teilnennern a,, ,, as, ..., a, . Wir schreiben fiir ihn abkiirzend [ao; @1, g, -, ay].
Dabei ist a, der ganzzahlige Teil von [ay; ay, @, .., a,].

Satz 2. Jede gebrochene Zahl a besitzt genau eine Darstellung als Kettenbruch
[ag; @y, s, ..., @), bei dem fir n = 1 simtliche Teilnenner natiirliche Zahlen grofer
oder gleich 1 sind und a, > 1 gilt.

(Fiir den Fall, daBl @ eine natiirliche Zahl ist, wollen wir a — ay = [a,] als einen
Kettenbruch ohne Teilnenner ansehen.)

Beweis. Wir brauchen nur noch die Eindeutigkeit der Darstellung nachzuweisen.

Essei[¢y; ¢y, -.., ¢,] irgendein Kettenbruch mit der im Satz 2 genannten Eigenschaft.
Wir setzen
1 1
dyimm—————, G, .,
[erseasenesCm) [eas 35 -vs €]
1 1
'm—2 dpey =

- [em-15 om]” [c_m] i

Fir die Zahlen d; (0 < ¢ < m — 1) gilt offensichtlich 0 < d; < 1, und wir kénnen
ohne Schwierigkeiten die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen feststellen :

1 1 1
a=ctdy, —=c1+dy.., — =Cpq+ lpy, — = 0.
dO 'm—2 dm-l
Nach Satz 1 gilt dann aber m = n und ¢y = @y, ¢, = ay, ..., ¢, = ay,.

Die Kettenbruchdarstellung gebrochener Zahlen wollen wir im folgenden dazu be-
nutzen, Niherungswerte fiir diese Zahlen zu bestimmen. Fiir das praktische Rechnen
spielen die Naherungswerte a™ = ay,a,...a, einer gebrochenen Zahl a = ag,a,a,...
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eine grofie Rolle (vgl. 4.8.). Wenn wir allerdings einen Naherungswert von a in
der Form p—angeben wollen, sind dazu die gebrochenen Zahlen a™ vielfach unzweck-

miBig, da die reduzierte Bruchdarstellung einer solchen Zahl a(™ i. allg. einen ver-
héiltnismaBig groBen Nenner besitzt. Das ist nicht verwunderlich, da wir uns mit den
Zahlen a™ von vornherein auf Nenner beschranken, die eine Zehnerpotenz bilden.

Die Kettenbruchdarstellung wird hingegen die Bestimmung von Néherungswerten 2
q

einer Zahl a ermaglichen, bei denen der benutzte Nenner ¢ mit der Giite der durch 2

erzielten Anniherung minimal ausfillt. Mit den folgenden Betrachtungen werden wir
uns dieser Problematik — der sogenannten besten Approzimation — zuwenden.

TFiir die Gewinnung bester Approximationen spielen fiir eine Zahla = [ao; ay, ..., @4]
die gebrochenen Zahlen s, = ag, 8; = [@g3a4], .-+, 8 = [@g; @y ..., @,] eine entschei-
dende Rolle. Die gebrochene Zahl s, nennen wir den k-ten Ndiherungsbruch von
[@gty, .- ., a,]- Der folgende Satz zeigt eine Moglichkeit, die Naherungsbriiche rekursiv
zu gewinnen.

Satz 3. Ist [ag; @y, --., ay) ein beliebiger Kettenbruch (wir fordern hier nur, dap die
Teilnenner positive gebrochene Zahlen sind), so gilt

@ =
gi
fiir die Niherungsbriiche s; von [aq; @y, ..., @] (i =0, 1, ..., n), wenn die Zahlen p;, q;
durch das folgende Bild tz bestimmt werden:
(5) Po = @, =1,
Py =a +1, ¢ = a,

(6) Pr = P12 + Di—2» e = Qe1% + Q-2 2=k=n).

Beweis. Die ‘Gleichungen s, = o, 8 = ot ergeben sich leicht durch Aus-
o T
rechnen. Die Giiltigkeit von s; = Pt i = 2, ..., n beweisen wir durch vollstéan-

dige Induktion tiber » = 2. ¢

Fiir n = 2 ist nur die Giiltigkeit von s, = P2 hachzuweisen. Es ist

92
P _ 1% + Po - (@o; + 1) @y + ao
9> 02 + o aa, + 1
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Andererseits gilt
L]
aa; + 1

1
ay = [ag; ay,a,] = ag + 1 =ay +
a + —
s
:ao(alaz +1)+a, _ (@2 + 1) a, 4 a,
@, + 1 aa; + 1 ’

‘Wir nehmen an, daB die Beziehungen (4) fiir einen beliebigen Kettenbruch mit 7 = 2
Teilnennern schon bewiesen seien, und zeigen die Giiltigkeit dieser Beziehungen fiireinen
Kettenbruch [a; a,, @y, ..., a;, a;,;] mit I + 1 Teilnennern. Die Néherungsbriiche
80,81, .-+, & sind sdmtliche Naherungsbriiche des Kettenbruches [ag; a1, ag, ..., a],
und aus (5) und (6) folgt, daB die Zahlen p,, p,, ..., P15 90 Qs - - @ Tiir die beiden
Kettenbriiche [ay; ay, a,, ..., a;,,], [ag; a1, as, ..., @] jeweils iibereinstimmen. Nach

Induktionsvoraussetzung gilt daher fiir [ag;@s, ..., a1,,] zundchst s; T

i
i =1,..., 1. Der Kettenbruch [ay; a;, @, ..., a,,,] entsteht aus [ay; @y, ..., @], indem

a; durch @) =a; + ersetzt wird, also

A4y
1
[ag; a1, s @] = |3 @y, ooy @y @ + — .
A4y
Die Zahlen py, py, ..., D113 9o, @15 -+ -5 @11 VO [ag; @y, ..., a;,,] stimmen mit den ent-
sprechenden Zahlen py’, py’, ..., p/-1; ¢’ 41’ ---» ¢/— von [ay, ay, ..., 1, @;'] liberein,
und die Zahlen p,’ und ¢, ergeben sich aus

1 .
P =pia (al + —) + P 4 =qn (ﬂz + —) + @-a-
Ar4q

1
Qpyq

Nach Induktionsvoraussetzung gilt s;,; = s," = P_:l und daher
'l

1

A4y

P (al =t ) + P2

Str1 = - 1

11 (al + —) + -
A4y,

_ (P + pros)a + Py

@+ 9m) G+ @

_ Pt + P _ P
Q% + Q1 Qi

Damit ist Satz 3 bewiesen.
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Mit Hilfe von Satz 3 leiten wir wichtige Eigenschaften der Naherungsbriiche s; = b
i
eines Kettenbruches her:
() @i — Pidins =1 fiir gerades i.
(8) Pigis1 — giPinn = 1 fiir ungerades 1.
Um die Beweise dieser beiden Formeln nicht unnétig kompliziert zu gestalten, werden
wir an dieser Stelle von den ganzen Zahlen Gebrauch machen. Statt (7) und (8)
konnen wir dann zusammenfassend
9 giPin1 — Piginn = (—1))  (=0,1,...,n —1)
schreiben.
Beweis von (9). Fiir ¢ = 0 erhalten wir aus (5)
9oP1 — Dot = (@2 + 1) — aga; =1,
fiir i = 1 ergibt sich unter Verwendung der Rekursionsformeln (6)
4iPir1 — Pili+1 = Gi(Piis1 + Pin1) — Pi(¢i%in1 + im1)
= ¢iPi-1 — Pidicr = —(@i1Pi — Dinri)-
Aus gypy — pogi = 1 und gipisy — Piginn = —(@iaPi — Pinag) (=1,...,m—1)
erhélt man leicht die Formel (9).

Als Ergiinzung zu Satz 3 ergibt sich aus den Formeln (7) und (8), daBl — B die redu-
zierte Bruchdarstellung von s; ist. i

Bezeichnet d den groBten gemeinsamen Teiler von p; und g;, so gilt namlich wegen
(7) bzw. (8) d|1 und daher d = 1.

Wir kénnen nun Aussagen tiber die Lage der Naherungsbriiche s; in bezug auf die
Zahl a = [ay; a4, ..., a,] =s, gewinnen. Der folgende Satz gibt uns einen voll-
stindigen Uberblick iiber die Anordnung der Naherungsbriiche.

Satz 4. Ist n eine gerade natiirliche Zahl (n = 2 - 1), so erfiillen die Néherungsbriiche
8; von a = [ay; @y, ..., a,] die Ungleichungskette

ST 8y T8y T v T8y =@ < Sy < e << 8y < g

Ist n eine ungerade natiirliche Zahl (n = 21 + 1), so gilt entsprechend
8o T Sp T vve TSy <@ =384 <o <8< 8

(Abb. 4).
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Beweis. Wir zeigen die Giiltigkeit der Ungleichungen

Spive — 83 > 0, S9is1 — Spisa > 0, Sp1q — Sy > 0.
Aus
__ Pois2  Poi _ Paivefoi — Paifeisz
Spiveg — S = — = = ———————
Qeizz i %2i2it2
_ (P2is1@ir2 + Pai) Goi — Poi(Gaiva®aiva + Goi)
22iQ2i+2
_ (Pein1f2i — Paifaiv1) Boiva _ %2
92iQ2i+2 ©2iQ2i+2
folgt
@o:
(10) Spivg — Spi = —t

2i2ive

und daher 8y, — 85; > 0. Entsprechend ergibt sich

Qi3
(11) Spiv1 — Soiyg = ——
Q2i+192i+3

und daraus sp;,; — Spirg > 0. SchlieBlich folgt sy, ; — 85 > 0 aus der Gleichung

1
(12) Spix1 — Spi = )
%2i92i+1
die fiir jedes 7 giiltig ist. Nach (7) und (8) ergibt sich namlich
_ Poix1 _ Pei _ Prina@ei — Paifein _ 1
Spix1 — S = — — = = 9
Div1 Q2i ) 2i2i+1 92i2i 1

Uber die Giite der Approximation einer Zahl a durch einen Néherungsbruch er-
halten wir aus der Formel (12) unmittelbar den

Satz 5. Es gilt

) 1
0= s —a< L > 0=a—sy< .
Q2i+192iv2 %2i92i+1
Beispiel.
4938
@ =—.
1497

Die Kettenbruchentwicklung von a erhalten wir durch Anwendung des euklidischen
Algorithmus:
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4938 = 3. 1497 | 447,
1497 =3 . 447 156,
447 = 2. 156 + 135,
156 =1- 1354 21,
135=6- 214 9,
21=2. 9+ 3,
9=3- 34 0.

Es gilt also 4938 =1[3;3,2,1,6,2,3].
1497
Die Zahlen p; und ¢; gewinnen wir aus (5) und (6):
Po =3, P =1,
pp=3-3+1=10, ¢ =3,
p=10-2 + 3 =23, =3-2+1=17,
ps =23-1+4 10 =33, ¢G=T-1+3=10,
Py =33.6+ 23 =221, 9 =10-6 +7 =67,
ps =221.2 4 33 =475, ¢ =67-2+ 10 = 144,
Ps = 4753 + 221 = 1646, g = 144 -3 4 67 = 499.
Daraus ergeben sich die Niherungsbriiche
3 10 s 23 33 s 221 . 475 . 1646 e
S = 8 = — =, 83=—, — == g =T
ST T BT BT T e BT U T ame
1
Wenn wir ¢ durch 23 ersetzen, wird durch 0§a—§<—=L der Fehler
7 7 295 70
abgeschitazt.

Die Qualitit der Approximation einer Zahl @ durch einen Néherungsbruch wollen
wir jetzt durch den bereits genannten Begriff der besten Approximation charakteri-
sieren, wodurch die Bedeutung der Niherungsbriiche offensichtlich wird. Eine ge-

brochene Zahl mit der reduzierten Bruchdarstellung L nennen wir eine beste Approxi-
q

mation der Zahl a, wenn fiir jede gebrochene Zahl L mit s < ¢ die Zahl 2 niher bei
; 8 q
der Zahl a liegt als L
s
Satz 6. Ist a =[ay;a,,ay,...,a,] eine belichige gebrochene Zahl, so ist jeder
Niéherungsbruch eine beste Approximation von a.

Beweis. Zunichst gelten die Ungleichungen

(13) 0§?—a<a—z—“ 1 <2+1=<n),
2i+1 2i

4*
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(14 O0=a-—-P_Pi1_, g
Qi G2i-1

Fiir 20 4 1 = n bei der ersten bzw. 2i = n bei der zweiten Ungleichung folgt das un-

mittelbar aus Satz 4. Es sei 1 < 25 + 1 < n. Wir erhalten dann nach Satz 4, Formel

(10) und Satz 5

IIA

2 < ).

s Pai > Privz _ Pai _ _%eise
©i Qv Qi ©idaise
- 1 < 1

T Gieise | Geinoise

>R 5,
Gaiv1

Entsprechend wird die Ungleichung (14) bewiesen.

Die Ungleichungen (13) und (14) besagen, daf} Pirt stets niher als 2 bei o liegt
(0 <k <mn). Wire Pt eine beste Approximg,:;:m, so miifite eingk gebrochene
Zahl £ mit q < Qs ’:;istieren, die niher als 2L bei a liegt. Fiir gerades k be-
deutetqda,s &

Be_ P _ P
% 9 Qi1

Daraus folgt

9 % B U
Weiterhin ergibt sich aus 0 < P Prge Absch{i.tzuﬁg
q 03
PP _Ph—gp 1 1 P B
79 % 99 99 DT T Gk

und damit ein Widerspruch zu
P_P_Per_ P
79 % T

Entsprechend verfahrt man fiir ungerades k.

Satz 6 beinhaltet, daB es zu einem Naherungsbruch s, - von a keine ge-
)

k
brochene Zahl mit kleinerem Nenner als g, geben kann, die niher als s; bei a liegt.
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Nach diesem Ergebnis ergibt sich die folgende interessante Fragestellung: Wie groB
muB der Nenner von 2 wenigstens gewéhlt werden, damit P piher als % bei a
q 9 ke

liegt? Damit gleichwertig ist die Frage nach der besten Approximation von @ mit dem
Prent
Qi1
antwortung der gestellten Frage wollen wir uns auf einseitige Approximationen be-
schranken. Wir werden im folgenden nur Néherungswerte von a beriicksichtigen, die
groBer oder gleich a sind, wir werden also nur den Fall der rechtsseitigen Approxi-
mation untersuchen. Die Ergebnisse lassen sich auf den Fall der linksseitigen Approxi-
mation iibertragen. Fiir den Fall der gleichzeitigen Approximation von rechts und
links werden wir die oben gestellte Frage allerdings nicht vollstéindig beantworten.

Die Néherungsbriiche ungerader Ordnung sind nach Satz 4 Niherungswerte fiir die
rechtsseitige Approximation. Ferner wissen wir, dafl @ << sy4; << 8y, fiir3 <214 1
< mn gilt und sy,,, 8y, sogar beste Approximationen im Sinne einer beider-
seitigen Approximation sind. Wir wollen feststellen, ob zwischen s,,_, und sy,; noch
beste Approximationen im Sinne einer rechtsseitigen Approximation liegen, und uns
gegebenenfalls einen Uberblick iiber diese verschaffen.

Wir benétigen den folgenden einfachen Hilfssatz:

a+c ¢
+<

néchstgroBeren Nenner. (Das braucht durchaus nicht zu sein.) Bei der Be-

b d b b4d d

a—+c

b

heiBt auch

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Medianwert von % und % .
Durch Medianwertbildungen erhalten wir von Pur . P ausgehend :
Q-1 qu

D1 Pa + P < _@’
Ga-1 Qa1+ qu qu
P 2 X
Pai = Par-1 + Pu - Par-1 + 2Py ~ &,
Qo1 Qa1+ Qu Qa1+ 2qu qu

Pat-1 _ Pa-1 + P Pa-1 + 2pa o Pa-1 + QuaPa  Pan
B > P > > = fam
Qi1 Qu-r T G Gu-r T+ 29n Qo-1 + QG GQan
Pai1 und Pai+1

Die hier fiir ay,, >1 zwischen stehenden gebrochenen
Qa1-1 Qa1+1

Zahlen heiBen Zwischenbriiche. Die Zwischenbriiche sind Zahlen, die niher als sy;_;

bei a liegen. Sie kommen also durchaus als beste Approximationen in Frage. Die Be-

deutung der Zwischenbriiche ergibt sich aus dem
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Satz 7. Jede beste Approximation 2 von @ mit @y, = ¢ = (o,4p oder ¢y, < ¢
q
= Qoyer, d- ko, P ol zwischen zwei rechtsseitigen bzw. zwei linksseitigen Niherungs-
q

briichen von a eingeschlossen sein, ist entweder ein Niherungsbruch oder ein Zwischen-
bruch.

Pat yng Pun gelegene
G211 Qat+1
Zwischenbruch beziiglich der rechtsseitigen Approximation eine beste Approximation

Aus diesem Satz erhalten wir, daB jeder zwischen

darstellt. Das gilt zunichst fir den Zwischenbruch pﬂ_'—_,-p“ Er st
Qo1 +

pﬂ_l; zwischen ihm und Do

921 Ga1-1

kann aber nach Satz 7 keine gebrochene Zahl liegen, die eine beste Approximation

darstellt. Das bedeutet, daB dieser Zwischenbruch selbst eine beste Approximation
beziiglich der rechtsseitigen Approximation sein mu8.

Entsprechend ergibt sich das fiir die weiteren Zwischenbriiche. (Ein Zwischenbruch
braucht allerdings keine beste Approximation im Sinne der beiderseitigen Approxi-
mation zu sein.) Zusammenfassend erhalten wir folgenden Approximationssatz iiber
die rechtsseitige Approximation :

néamlich ein besserer Niherungswert von a als

Satz 8. Eine gebrochene Zahl 2 it Qo1 = 4 = Qoy41 18t genaw dann eine beste

Approximation beziiglich der rechtsseitigen Approximation, wenn 2 oin Niiherungs-

bruch oder ein Zwischenbruch ist. (Eine entsprechende Aussage gilt fiir die linksseitige,
aber nicht fiir die zweiseitige Approximation.)

Wir wollen die Bedeutung von Satz 8 an dem bereits behandelten Beispiel er-
lautern:

4938

a=——=103;3,2,1,6,2,3].
1497
Die Zahlen s, = E, 83 = E, S5 = 1 sind als Niherungsbriiche beste
3 10 144

Approximationen von a. Wegen a; = 1 liegt zwischen s, und s, kein Zwischenbruch,
wegen a; = 2 liegt hingegen zwischen s; und s; genau ein Zwischenbruch. Dieser

<) 154
lautet M = @ Die Zahlen E, E, 2—54, 45 sind also die sdmtlichen
10 + 67 77 37107 77 144

besten Approximationen 2 beziiglich der rechtsseitigen Approximation, fiir die 3 < q
=< 144 gilt. g
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Beweis von Satz 7. BEs sei 2 cine beste Approximation beziiglich der rechts-
q
seitigen Approximation. Wir nehmen an, daf 2 \eder ein Néherungsbruch noch ein
[

Zwischenbruch ist, und leiten daraus einen Widerspruch ab. Fiir geeignete ! und ¢
(0 =<4 < @y,y) mub nach der Annahme

Pai-1 + %le < B Pun " (L: + 1) pa >a
Qa1 + 1 ¢ Quat+ @+ 1)qu

gelten. Daraus folgt

Por—1 + 1P _ Puat @+ 1) py - Par-1 + ipu _ P
Qo+ g Qua T (1) qn Gua g g

> 0.

Durch Anwendung der Formeln (7) und (8) erhalten wir fiir die linke Seite der Un-
gleichung

1
(at-1 + i) (a1 -+ (+ 1) g)

Fiir den mittleren Teil der Ungleichung gilt die Abschétzung

PurtiPu P 1
Qo1+ ¢ (Qu- T iGu) ¢

Damit erhalten wir aus der obigen Ungleichung

1 1 .
—_— bzw. ¢ > gy + (1 + 1) gy
Qo1+ (04 1) g q

Da Pat-1 T (7, + 1) pu
Qo1+ (0 + 1) gy

sein.

niherals £ beia liegt, kann somit 2 eine beste Approximation
q q

411.  Algebraische Charakterisierung des Bereiches der gebrochenen
Zahlen

Wir fassen noch einmal die wesentlichen Merkmale des Zahlenbereiches @, zusammen.
In Q, sind eine Ordnungsrelation ,,<‘, eine Addition ,,4‘ und eine Multiplikation
.+ erklirt, wobei die bereits in N giiltigen Strukturgesetze (vgl. 4.1.) (A0), (A1),
(A2)), (A3), (M0), (M1), (M2,), (M3), (M4), (O1), (02), (0O3) gelten. Die gebrochenen
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Zahlen bilden also ebenfalls einen geordneten Halbring mit Null- und Einselement
(vgl. 4.1.). Zu diesen auch in N giiltigen Strukturgesetzen kommt fiir den Bereich Q,
das Gesetz (M2,) (vgl. 4.5. Satz 1) als weiteres Strukturgesetz hinzu. Auf Grund der
genannten Strukturgesetze bildet der Bereich der gebrochenen Zahlen als algebraische
Struktur einen sogenannten geordneten Halbkérper. Uber den Bereich Q(<, +,-)
der gebrochenen Zahlen wissen wir weiterhin, daB er den Bereich N(<, +, ) der
natiirlichen Zahlen als Teilstruktur enthilt: N(<, +,.) S Q.(<, +, -). (Diese
Schreibweise soll neben N S @, auch zum Ausdruck bringen, daf} ,,<*, ,, %, , -«
in N die Einschrinkungen von ,,<*, ,,+*, ,.“ in @, sind, also

m < nin N & m<nin @,
m+n=~kinN & m-+n==rkinQ,,
m.n=~kinN & m-.-n=£kinQ,.)

Der folgende Satz zeigt, daBf der Bereich der gebrochenen Zahlen hinsichtlich der
genannten Eigenschaften minimal ist.

Satz (algebraische Charakterisierung von Q,). Der Bereich Q. (<, +, <) der ge-
brochenen Zahlen ist bis auf Isomorphie der kleinste geordnete Halbkorper, der den Bereich
N(<, +, ) der natiirlichen Zahlen als Teilstruktur enthiilt.

Beweis. Wir haben noch zu zeigen, daB ein Bereich M, in dem eine Relation ,, <
und zwei Operationen ,, P, ,,®* erklirt sind, so daB die genannten Strukturgesetze
sowie N(<, +,+) S M(<<,®, ®) gelten, einen zu Q,(<, -+, ) isomorphen Teil-
bereich M'(<, @, ®) enthilt. Aus MfL Bd. 1, 2.6. folgt, da M genau ein Nullelement
— bezeichnet mit 0 — und genau ein Einselement — bezeichnet mit 1 — besitzt.
0 stimmt dabei mit der natiirlichen Zahl 0 und 1 mit der natiirlichen Zahl 1 iiberein.
Aus 00 =0+0=0=06 0 folgt nimlich nach (01) und (02), daB 0 — 0
gelten muB. Entsprechend zeigt man 1 = 1. Nach(M2,) existiert zu jedem @ ¢ M
mit a0 ein bEM mit e Rb=>bRa=1. Aus b, Da=a Rb; =a @b,
=b, ® a =1 folgt

by=b01=0b3 (a®b) = (b 2 a) @b, =1® by, =b,.

Zu a = 0 existiert beziiglich
Wir setzen

** also genau ein Inverses, das wir mit a* bezeichnen.

(%)

={n*@m:n,m e NAn =+ 0).

Dabei ist n* @ m die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung n @ z = m. Mit
ny =% 0 und n, == 0 ist auch »y, ) ny = n, - ny = 0 und daher

* ) my << ng* Ry & (¥ D my) @ (1 @ ng) << (ng* D My) @ (ny & my)
S My X Ny << My D Ny My Ny < My - Ny



4.11. Algebraische Charakterisierung 57

Hierbei wurden (M1), (M3), (03) sowie N(<, +, ) & M(<, @, ®) benutzt. Es gilt
also insbesondere
2 my My
nF R My =n* QMg S My Mg =My My & — = —.
ny Ny
Durch f: LU ® m wird daher eine eineindeutige Abbildung von @, auf M’
n
definiert. Wir zeigen nun:
a)  a<b>fa)<f0),
b) fla + b) = f(a) D [(b),
°) fa-b) = f(a) ® f(b).
Zu a): Aus der schon bewiesenen Beziehung
! < o S My Ny < My - Ny & MF Q) My < ¥ Q) My
ny ng
folgt sofort a).
Zu b): Wir setzen a =ﬁ, b =]—,—l3, womit @ + b = Mty F Moy und daher
ny Ny nyNy
fl@ 4+ b) = (mna)* @ (mymg + many)
wird, f(a + b) ist die eindeutig bestimmte Losung von
(M) @ & = MmNy + Mgy,
Wir zeigen, dal
fl@) @ f(b) = (m* @ my) D (n2* D my)
diese Gleichung 16st:
(mng) ® & = (1 @ 1a) @ ((ne* ® my) D (ne* X Mmy))
= (1 ® 12 @ ny* @ my) D (ny & 1y @ ng* X my)
= (my ® ) @ (my @ ny) = myny + Mman,y.
Zu c): Mit den obigen Bezeichnungen fiir @ und b erhalten wir
fla-b) = (mma)* @ (mams),
d. h., f(a - b) ist die eindeutige Lésung von (n,n,) @ & = mym,. Es gilt
(nm2) ® (f(@) @ 1(B)) = (11 ® m9) @ ((m* ® M) B (ng* @ my))
=my Q) Mg = MMg,
womit f(a - b) = f(a) ® f(b) gezeigt ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Als Folgerung aus den Strukturgesetzen (MO0), (M1), (M2,), (M2,), (M3) erhielten
wir (vgl. 4.5. Satz 4), daB fiir @ =& 0 jede Gleichung a - © = b genau eine Losung be-
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sitzt. Daher gilt erst recht:
M2) A (@a=0=V a-c=0»b).

a,beQ, ceQ,
Wir wollen jetzt noch zeigen, daB man umgekehrt aus (M0), (M1), (M2) und (M3) die
Strukturgesetze (M2,;) und (M2,) zuriickgewinnen, also auf die Existenz eines be-
ziiglich der Multiplikation neutralen Elementes sowie auf die Existenz inverser
Elemente (fiir von Null verschiedene Zahlen) schlieBen kann. Dazu betrachten wir fiir
irgendein @ =+ 0 eine Losung e der Gleichung @ - © = a. Es giltdanna.e =¢.a = a.
Ist b ein beliebiges Element und ¢ eine Loésung von a - x = b, so erhalten wir

b-e=e-b=c-(a-c)=(e-a)rc=a-c=bh.

Damit ist (M2,) gezeigt. Ferner ergibt sich nun (M2,) als Spezialfall von (M2), indem
dort fiir b das neutrale Element e eingesetzt wird.

Bei der algebraischen Beschreibung der gebrochenen Zahlen durch Strukturgesetze
konnen somit die Gesetze (M2,) und (M2,) gegen das eine Gesetz (M2) ausgetauscht,
werden. Insbesondere folgt aus (M0), (M1), (M2) und (M3), daB fiir @ == 0 jede Glei-
chung a - @ = b eindeutig 16sbar ist.
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5.1.  Einleitung

Mit dem Bereich @, der gebrochenen Zahlen haben wir einen Zahlenbereich erhalten,
in dem jeder beziiglich einer gewihlten MafBeinheit kommensurablen Lénge eine
MaBzahl zugeordnet werden kann. Bei der Veranschaulichung der gebrochenen
Zahlen auf einer Geraden g konnten wir zunichst die beiden Basispunkte Py und Py,
die den Zahlen 0 und 1 entsprechen, willkiirlich festlegen. Nach dieser Festlegung ist
dann fiir jede gebrochene Zahl a derjenige Punkt P,, der diese Zahl représentiert,
eindeutig bestimmt, und die Gesamtheit dieser Punkte ist in der durch die Basis-
punkte bestimmten von P, ausgehenden Halbgeraden enthalten. Die gebrochenen
Zahlen liegen also nur auf einer Halbgeraden der gewihlten Geraden g.

Bei verschiedenen praktischen Aufgaben ist eine Messung in zwei ,.entgegen-
gesetzte Richtungen‘* vorzunchmen. Beispielsweise wird beim iiblichen Quecksilber-
thermometer die Temperatur nicht allein durch den Abstand des Endpunktes der
Quecksilbersiule von der 0-Markierung, sondern dariiber hinaus durch die Richtung
bestimmt, in der sich dieser Endpunkt befindet (oberhalb oder unterhalb der 0-Mar-
kierung). Mit der Konstruktion eines neuen Zahlenbereiches soll der Bereich der
gebrochenen Zahlen so erweitert werden, daB dem Messen in zwei Richtungen Rech-
nung getragen wird, indem durch die MaBzahl auch die Richtung mit zum Ausdruck
gebracht wird.

Aus dieser Zielstellung wird erkennbar, daB sich ein solcher Zahlenbereich beziiglich
einer verniinftigen Anordnung unbegrenzt in zwei Richtungen ausdehnen mufl. Fer-
ner wird in naheliegender Weise ein Ansatz zur Konstruktion des gesuchten neuen
Zahlenbereiches motiviert. Zu jeder gebrochenen Zahl @ muB eine ,,entgegengesetzte
Zahl** —a in dem neuen Zahlenbereich vorhanden sein, die beziiglich der Zahl 0 zu @
,,symmetrisch liegt. Die Konstruktion eines neuen Zahlenbereiches kann entspre-
chend durch ,,Symmetrisierung®, d. h. durch Hinzunahme der Elemente einer ge-
eigneten Menge als zu den gebrochenen Zahlen , entgegengesetzte Zahlen®, vollzogen
werden.
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Eine Erweiterung des Zahlenbereiches Q, wird auch durch rein algebraische Uber-
legungen motiviert. Wenn man namlich die Rechengesetze der Addition und Multi-
plikation miteinander vergleicht, so fallt auf, daB @, hinsichtlich der Multiplikation
vollstindiger als hinsichtlich der Addition ist. Eine Gleichung der Form ax = b ist
fiir alle @ == 0 eindeutig l6sbar, eine Gleichung der Forma +- o = b dagegen nur unter
der recht einschrinkenden Voraussetzung @ < b. In 4.11. haben wir @, als kleinsten
Zahlenbereich charakterisiert, der die natiirlichen Zahlen enthélt und in dem jede
Gleichung der Form a - v = b (a == 0) eindeutig losbar ist. Die Gleichungen der Form
@ + @ = b fithren zur Frage nach einem kleinsten Zahlenbereich, der Q, enthélt und
in dem jede solche Gleichung eindeutig losbar ist.

Aus der Annahme der Existenz eines solchen Zahlenbereiches wird ein Konstruk-
tionsweg mit Hilfe von Aquivalenzklassen geordneter Paare gebrochener Zahlen
nahegelegt, wenn man ein geordnetes Paar (a, b) mit der Losung von b 4+ @ = @ in
Beziehung setzt.

Wir haben zwei Gesichtspunkte genannt, die zeigen, daB der Zahlenbereich Q.
Unzulénglichkeiten besitzt, und aus denen die Aufgabe erwichst, den Bereich Q, zu
einem umfassenderen Zahlenbereich zu erweitern. Beide Gesichtspunkte legen auBler-
dem Wege zur Konstruktion einer entsprechenden Erweiterung nahe. Diese Wege
unterscheiden sich zunichst wesentlich, fiihren jedoch beide (bis auf Isomorphie) zum
gleichen Zahlenbereich. Diesen Zahlenbereich Q werden wir den Bereich der rationalen
Zahlen nennen.

Fiir eine Konstruktion von Q durch Symmetrisierung von @, spricht eine grofle
Anschaulichkeit und begriffliche Einfachheit der einzelnen erforderlichen Kon-
struktionsschritte, wodurch dieser Weg als der fiir die Schule gegebene erscheint.
Nachteilig erweist sich allerdings die durch fortlaufende Fallunterscheidung bedingte
langwierige Beweisfiihrung fiir die einzelnen Strukturgesetze. Aus diesem Grunde
werden wir die Konstruktion der rationalen Zahlen zunéchst iiber Aquivalenzklassen
geordneter Paare gebrochener Zahlen vornehmen. Die Konstruktion von @ durch
Symmetrisierung von @, erfolgt anschlieBend. Um die dazu notwendigen Beweise
abzukiirzen, werden wir die Darstellbarkeit einer beliebigen Zahl aus Q als ,,Diffe-
renz‘* zweier gebrochener Zahlen gleich zu Beginn nachweisen, wodurch dann der
AnschluBl an das bereits dargelegte Konstruktionsverfahren hergestellt wird.

5.2.  Konstruktion und algebraische Charakterisierung des Bereiches
der rationalen Zahlen

Der Bereich Q, = Q,(<, -+, ) soll zu einem Zahlenbereich Q — Q(<, +, +) er-

weitert werden. Dabei stellen wir folgende Forderungen:

a) Die in Q, giiltigen Strukturgesetze (vgl. 4.11.) sollen auch in Q gelten.
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b) Jede Gleichung der Form a + x = b soll losbar sein, d. h., es gelte
(A2) a,éch/Qa+c =b.

¢) Q soll minimal hinsichtlich der Forderungen a) und b) sein, d. h., es soll keine
echte Teilmenge von Q existieren, die a) und b) erfiillt und die die Menge der gebro-
chenen Zahlen als Teilstruktur enthélt.

Analog den Betrachtungen am SchluB von 4.11. ergibt sich aus den Struktur-
gesetzen (A0), (A1), (A2), (A3) die folgende Aussage:

b’) Jede Gleichung der Form a + 2 = b besitzt genau eine Losung. Die Forderun-
gen a), b) und c¢) sind somit insgesamt den Forderungen a), b’) und c) gleichwertig.

Wir wollen zunichst weitere Aussagen iiber einen derartigen Zahlenbereich @ aus
den genannten Forderungen folgern — wir wissen allerdings zur Zeit noch nicht, ob
ein solcher Zahlenbereich iiberhaupt existiert. Bezeichnen wir mit 0’ das Nullelement
aus @, so muB 0 + 0’ = O gelten. Andererseits gilt auch 0 4 0 = 0. Aus der ein-
deutigen Losbarkeit!) der Gleichung 0 + @ = 0 in Q folgt daher 0’ = 0. Ganz ent-
sprechend ergibt sich aus der eindeutigen Losbarkeit einer Gleichung der Form
a-x=D>b (a = 0),daB die gebrochene Zahl 1 das Einselement in @ sein muf} (Ubungs-
aufgabe).

Tn Ubereinstimmung mit der Erklirung der Differenzen in 4.4. bezeichnen wir in @
mit b — a die eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung @ + x = (a,b € Q) und
nennen diese Zahl die Differenz der Zahlen b, a.

Fiir diese Differenzen gelten:

(1) a—b=ad —boa+d =ad+0b,

(2) a—b<c—doatd<c+b,

3) @—b+@c—d=@+ec)—0G+a.

Diese Beziehungen lassen sich wie im Fall der in 4.4. behandelten Differenzen aus der
Definition der Differenz gewinnen.

Fiir die Differenz 0 — a schreiben wir auch —a und nennen —a die zu @ entgegen-
gesetzte Zahl. Definitionsgema8 ist also a + (—a) = 0.

Da a 4 (—b) Losung der Gleichung b + & = a ist, gilt
) a—b=a+ (—b).

Wir beweisen noch:

(5) —(—a) =a,

(6) —a = (—1)a,

(7) —(ab) = (—a) b =a(—b),
(8) (—a) (=b) =ab,

9) —(@+b)=—a—0b.

1) Man kann 0 = 0’ auch aus (O1) und (02) gewinnen (vgl. den Beweis des Satzes aus 4.11.).
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Beweise.

Zu (5). Wegen —a +a = 0 und —a - (—(—a)) =0gilt a = —(—a).

Zu (6). Aus @ + ((—1)a) = (1 + (—1))a=0-a =0folgt —a = (—1)a.

Zu (7). —(ab) =(—1)ab = ((—1)a) b = (—a) b, entsprechend erhalten wir
—(ab) = a(—b).

Zu (8). (—a) (=B) = ((—1) @) ((—1)B) = (—1) (—1) ab = —(—1) ab — ab.

Zu (9). —(@+b)=(—1)(a+b) =(—1)a -+ (—1)b = —a —b.

Unter Verwendung von (4) ergeben sich damit auch leicht die folgenden Regeln fiir
das Rechnen mit Differenzen:

(10) @—=b)—(c—d)=(@+d) — (b+o),
(11) (@ —b) (c — d) = (ac + bd) — (ad + be).

Wir betrachten in Q die Menge @ = {¢ — b : a,b € Q,}. Wegena — 0 = aist Q,
eine Teilmenge von Q. Aus (3) und (11) ergibt sich, daB Addition und Multiplikation
aus @ nicht herausfiihren und daher zweistellige Operationen in @ sind. Dariiber
hinaus erfiillt Q = @Q (<, -+, -) die Bedingungen a) und b).

Zum Nachweis von a) geniigt es zu zeigen, daB jede Gleichung der Form (@ — b) - @
=1 (a,b€Q,, a—b==0) eine Lésung in Q besitzt; denn die iibrigen Struktur-
gesetze libertragen sich unmittelbar von Q auf Q. Gilt @ > b, so ist @ — b eine ge-
brochene Zahl und (@ — b) - « = 1 sogarin @, lésbar. Fiir < b betrachten wir zu-
niichst die Gleichung (b — a) - y = 1, die eine gebrochene Zahl ¢ als Losung besitzt.
Wegen

(@—b)-(0—¢c)=bc—ac=(d—a)c=1 und 0—cecQ@

ist auch fiir @ < b die Gleichung (¢ — b) - # = 1 in Q lésbar.

Die Giltigkeit der Bedingung b) folgt unmittelbar aus (10). Da Q die Bedingung c)
erfiillt, muBl Q mit Q iibereinstimmen.

Jedes Element ¢ aus Q besitzt also eine Darstellung der Form ¢ = ¢ — b mit a,
b€ Q,.Gilt dabeia = b, so ist ¢ eine gebrochene Zahl. Fiir den Fall ¢ < b erhalten wir

e=a—b=(a+(—a) — b+ (—a) =0—(b—a) — —(b —a).
Also ist ¢ eine gebrochene Zahl oder entgegengesetzte Zahl einer gebrochenen Zahl,
d. h., '
(12) Q=Q, U{—a:acQ,).

Wir wollen jetzt die Ewistenz eines Zahlenbereiches @ mit den geforderten Eigen-
schaften nachweisen, indem wir einen derartigen Zahlenbereich konstruieren. Dabei
werden die einzelnen Konstruktionsschritte durch die aus der Annahme der Existenz
von Q gefolgerten Eigenschaften dieses Zahlenbereiches weitgehend motiviert.
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Jedes Element aus Q miiBte sich als Differenz zweier gebrochener Zahlen a, b dar-
stellen lassen, kénnte also durch ein geordnetes Paar gebrochener Zahlen reprasentiert
werden.

Zwei geordnete Paare (a, b), (¢, d) miiiten dabei nach (1) genau dann zur gleichen
Zahl aus Q gehéren, wenn @ + d = b + ¢ gilt. Durch

(13) (@b)~(cd:ca+d=>b+c

wird nun in @, X Q, eine Aquivalenzrelation definiert. Reflexivitdt und Symmetrie
dieser Relation ergeben sich unmittelbar aus der Definition dieser Relation. Zum
Nachweis der Transitivitit betrachten wir drei geordnete Paare (a, b), (c, d), (e, f) mit
(@, b) ~ (¢, d) und (c,d) ~ (e, f),d.h.a +d =b +¢, ¢+ f = d + e. Indem wir zur
ersten Gleichung f und zur zweiten Gleichung b addieren, erhalten wir @ 4+ d + f
=b -+ ¢+ fbzw. c+[+b_d—|—e+b.Darausfolgta+d+f:d+e+bund
daher @ + f = e + b, also (a,b) ~ (e, f).

Es bezeichnet @ die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich dieser Aquivalenz-
relation und @ © b diejenige Aquivalenzklasse, die das geordnete Paar (a, b) enthilt.
Dann gilt

(14) a@b=cOdsat+d=>b+c.

Falls ein Zahlenbereich @ mit den geforderten Eigenschaften existiert, wiirde damit
durch @ @ b > a — b eine eincindeutige Abbildung von Q auf Q erklirt werden.
In der Menge @ wollen wir nun eine Ordnung, eine Addition und eine Multiplikation
definieren, die — entsprechend der Darstellung der Elemente von @ in der Form
a© b — dem Rechnen mit Differenzen in @ entsprechen soll. Dazu benutzen wir die
Beziehungen (2), (3) und (11) als Definitionen:
1. a@Db<cOd:oa+d<btec,
II. (@b +(Qd =@+ 0+d,
III1. @@ b)-(cOd) := (ac + bd) © (ad + be).
Zur Rechtfertigung miissen wir die Unabhiingigkeit von den Reprisentanten nach-

weisen. Wir beschrinken uns dabei auf die Definitionsgleichung fiir die Multipli-
kation: Es gelte a @b =a’ © V', also @ 4- b’ = a’ + b. Um zu zeigen, daB dann

@@b)-(c@d) =@ V) (cOd)
gilt, miissen wir

(ac + bd) © (ad + be) = (a’c + b'd) © (a'd + bc),
d.h.

ac + bd + a'd 4+ b'c = a'c + b'd + ad + be,
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nachweisen. Diese Gleichung ergibt sich aber durch Addition der Gleichungen
(@+d)c=@+b-c, (@+b)-d=(@a+tb)-d.

Gilt dariiber hinaus noch c@Q d = ¢’ O d’, so erhalten wir entsprechend
@Ob)-(cOd) =@Ob) (')

und insgesamt
@20 (cOd =@Ob)-(Od).

Wir beweisen jetzt die in 4.11. fiir Q, genannten Strukturgesetze fiir den Bereich
Q=a(<, +, ).

Die Giltigkeit der Gesetze (A0), (A1), (A3), (MO0), (M3) folgt unmittelbar aus der
Definition der Addition bzw. Multiplikation in @. Ferner sind (A2)) und (M2,) er-
tiillt, da mit 0 © 0 ein Nullelement und mit 1 © 0 ein Einselement vorhanden sind.
Die Gesetze (M3) und (M4) ergeben sich sehr einfach durch Ausrechnen. Um (M2,)

einzusehen, betrachten wir ein von 0 Q) 0 verschiedenes Element a@®b aus Q. Es
sind die beiden Fille @ > b und b > a méglich. Fiir a > b erhalten wir

1 a b
m@m&j79ﬁ=L_b®a_J=1eo

(letzteres nach (14)) und fiir @ < b entsprechend
1
b0 —])=(100).
eon(0o;=)-uo0

Aus der Definition der Relation ,,< * in @ und den Eigenschaften der Relation ,,<*
in Q, ergibt sich sofort, daB ,,<*‘ in @ irreflexiv und konnex ist.
Wemn a©b<ecOd, cOd<e®f und daher a +d < ¢ -+ b, ct+f<etd
gelten, folgt unter Verwendung des Monotoniegesetzes der Addition in Q,
atddf=ct+b+f, ctf+b<etdtd,

d.h.a+d+i<e+d—|—b,unddnrausa-{—f<e+b,alsoa@b < e© f. Damit
ist ,,<““in Q auch transitiv und (01) bewiesen. (02) ergibt sich sehr einfach aus dem
Monotoniegesetz der Addition in Q,.

Jetzt haben wir noch die Giiltigkeit von (O 3) festzustellen. Es geltea O b<cOd
und e f > 00O 0. Es ist dann e > f und daher

@8 EOf)=@0b)(e—fO0) =al—f)Oble—f)
€O d) €O f) =cle — O (de— ).

Aus @ + d < ¢ 4 b und dem Monotoniegesetz der Multiplikation in @, erhalten wir
@+d)e—f<(e+b)(e—f.

bzw.



5.2. Konstruktion und algebraische Charakterisierung 65

Das ist aber gleichbedeutend mit
ae—NQble—f)<cle—HOdE—1),
@Ob) (D) <(Od(EDN.
In Q ist jede Gleichung der Form (¢ @ b) + & = ¢ © d losbar, da
Qb+ (b+0)Q@+d)=@+b+)Ob+at+d=cOd

also

gilt.

Um eine Zah_le_ubereichserweiterung von @, mit Hilfe von Q zu gewinnen, werden
wir zeigen, dafl Q einen zu @, isomorphen Teilbereich enthilt. Dazu betrachten wir
die Menge Q, = {a© 0: a € Q,}. Wegen

a@0=b000sa=0,
a@Q0<bO0sa<h,
@O0+ (300 =@+500,
(@®0) (6O 0) = (@)>0
wird durch a > a @ 0 ein Isomorphismus f von Q, auf Q, definiert. Wenn wir daher

ein Element der Form a © 0 mit der gebrochenen Zahl a identifizieren, erhalten wir
aus Q eine Zahlenbereichserweiterung von Q,, die wir mit Q bezeichnen.

Um den Ubergang von 6(<, —+,+)z2uQ(<<, +, -) exakt vorzunehmen, setzen wir
=@\ajva.
und definieren durch
g(2) = x, wennxeg\Qp
(), wenn 2 € Q,
eine eineindeutige Abbildung g von Qauf Q.
Addition, Multiplikation und Anordnung werden dann in @ durch
z+y = glg7'() + 97)),
z-y:=glg=) ),
© <y > g() < g(y)
definiert.

Der konstruierte Zahlenbereich Q erfiillt auch die Forderung c), da wegen der fiir
jedes a © b aus Q@ giiltigen Gleichung (6 0) + (@ @ b) = a © 0 jedes Element aus
Q als Differenz zweier Zahlen aus Q, dargestellt werden kann.

Wir zeigen jetzt, daB Q(<, 4, -) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmi ist. Als

Erweiterung von Q. mit den Eigenschaften a), b) und c) stimmt @ mit @ iiberein,
d. h., jedes Element aus Q kann als Differenz von Elementen aus @, dargestellt
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werden . Auf Grund von (1), (3) und (11) ist daher @ bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt.

Wir haben folgenden Satz bewiesen:

Satz 1. Fir den Bereich Q,(<, +, -) der gebrochenen Zahlen existiert eine (bis auf
Isomorphie) eindeutig bestimmte Zahlenbereichserweiterung Q(<<, -, ), die die Be-
dingungen a), b), c) erfillt.

Den Zahlenbereich Q(<<, -+, -) nennen wir den Bereich der rationalen Zahlen.

Wir wollen jetzt noch die Konstruktion von Q(<, +, -) durch Symmetrisierung
vornehmen. Dazu wéhlen wir eine zu Q, gleichmichtige Menge Q_ mit @, N Q_ = {0}
und eine eineindeutige Abbildung f von @, auf @Q_ mit f(0) = 0 aus. Auf Q := Q,
U @_ erweitern wir zunéchst die Addition von @, durch folgende Festlegungen fiir
beliebige a, b aus Q, :

. |a—0, wenna = b,
@+ fb) = {f(b—-a), wenna < b,

fa) + f() := f(a + b).
(Fir @ =0 oder b = 0 beinhalten beide Festlegungen das gleiche.) Wegen ¢ = «

+ f(0), f(a) =0 + f(a) besitzt jedes Element aus Q eine Darstellung der Form
a + f(b) (a, b € Q,). Dabei gilt

1)  a+fb)=a +fV)eat+b =a +b.
Beweis. Wegen Q, N Q_ = {0} folgt aus a + f(b) = a’ + f(b’)
@=bra" Zb)v@<baad <V).

Im ersten Fall ist @ — b =a’ — b’ und daher a + b’ =b + a’, im zweiten Fall
f(b —a) =f(b" — a’) und daher b — a =b' — a’, also ebenfalls @ + b =b + a’.
Ahnlich zeigt man, daB aus @ + b’ =b -+ a’ die Gleichung a + f(b) = a’ + f(b')
folgt.

Wenn wir @ © b fiir @ + f(b) schreiben, kénnen wir in gleicher Weise fortfahren
wie beim bereits dargelegten Konstruktionsverfahren, wobei als Vereinfachung a © 0
schon mit der gebrochenen Zahl a iibereinstimmt.

Durch den Satz 1 wird der Bereich der rationalen Zahlen auch algebraisch charak-
terisiert. Zu den bereits in Q, giiltigen Strukturgesetzen kommt fiir den Bereich der
rationalen Zahlen
(A2) a,QQ .,-Xa a+c=b
als weiteres Strukturgesetz hinzu.

Eine Folgerung aus (A2) ist:
(A2) a/E\Q bl/o“ +E=0
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Mit den gleichen Uberlegungen wie am SchluB von 4.11. kann gezeigt werden, daB
die beiden Gesetze (A2;), (A2,) dem Gesetz (A2) in dem Sinne gleichwertig sind,
daf ein gegenseitiger Austausch in den Strukturgesetzen von Q erfolgen kann.

Ein Bereich, der die Strukturgesetze (A0), (A1), (A2), (A3); (MO), (M1), (M2),
(M3); (M4); (01), (02), (03) erfiillt, wird als algebraische Struktur ein geordneter
Korper genannt. Den Satz 1 konnen wir auch in der folgenden Form aussprechen:

Satz 2 (algebraische Charakterisierung von Q). Der Bereich der rationalen Zahlen
ist der kleinste geordnete Korper, der den Bereich der gebrochenen Zahlen als Teilstruktur
enthilt.

Ist K(<, 4, -) ein beliebiger geordneter Kérper, der den Bereich der natiirlichen
Zahlen als Teilstruktur enthélt, so bildet K, = {z:x € K; A x = 0} einen geordneten
Halbkérper, der die natiirlichen Zahlen enthélt. Andererseits ist X durch K, genauso
wie Q und @, eindeutig bestimmt. Aus Satz 2 und dem Satz aus 4.11. erhalten wir
daher:

Satz 3. Der Bereich Q(<, +,-) der rationalen Zahlen ist der kleinste geordnete
Kdrper, der den Bereich N(<, -, -) der natiirlichen Zahlen enthiilt.

Wir wollen nun noch eine Charakterisierung des Bereiches der rationalen Zahlen
geben, bei der keine weiteren Zahlenbereiche herangezogen werden.

Satz 4. Jeder geordnete Korper K = K(<, -+, -) enthdlt einen zu Q(<, -+, +) iso-
morphen Teilbereich.

Beweis. Mit o bezeichnen wir das Nullelement und mit ¢ das Einselement von K.
Es gilt 0 < e; denn aus ¢ < o wiirde 0 << —e nach (02) und daraus e(—e) < 0 (—e)
nach (03) folgen, womit gleichzeitig 0 << —e¢ und —e < 0 im Widerspruch zu (01)
gelten wiirde. Fiir jede natiirliche Zahl n soll nun ne einen Sinn erhalten, indem
ne durch Oe = o0 und (n + 1)e = ne + e induktiv definiert wird. Damit ist ne € K,
und nach (02) gilt ne < (r + 1)e fiir alle n.

Nach (M2) besitzt fiir n > 0 jede Gleichung der Form (ne) - & = me in K genau

: & L. me A
eine Losung, die wir mit — bezeichnen.

Fiir diese Quotienten gelten:

(15) —=——omn =mn,
ne n'e
me m'e  (mn' + m'n)e
(1e) gt LR
ne n'e (nn')e

(17) me m'e _ (mm')e )

ne n'e (nn)e,
me m'e

(18 — < —— & mn < m'n.
ne n'e
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Diese Regeln kénnen genauso bewiesen werden wie die entsprechenden Regeln fiir das
Rechnen mit Quotienten in Q, (vgl. 4.7., 4.1.). Aus den genannten Regeln folgt, daBl
durch die Zuordnung

m me m me
’(7)=w ’(_77) =T e

ein Isomorphismus von Q,(<, -+, +) in K(<, -+, -) definiert wird.

Durch den Satz 4 wird der geordnete Kérper der rationalen Zahlen als der kleinste
geordnete Korper charakterisiert.

Jeder geordnete Korper kann auch als Korper angesehen werden. Der Bereich
K = K(+, -) wird ein Kérper genannt, wenn fiir die Addition und Multiplikation von
K die Strukturgesetze (A0), (A1), (A2), (A3), (M0), (M1), (M2), (M3) und (M4)
gelten. Wihrend jeder geordnete Korper aus unendlich vielen Elementen besteht, gibt
es auch endliche Korper (vgl. 5.6., S. 79). Insbesondere gibt es daher auch Kérper, in
denen keine irreflexive totale Ordnung definiert werden kann, so daB damit ein geord-
neter Korper entsteht.

Eine Teilmenge K' eines Korpers K heilit Teilkdrper von K, wenn K’ ein Korper
hinsichtlich der in K definierten Addition und Multiplikation ist. Man kann leicht zei-
gen, daB jeder Teilkorper von K das Nullelement von K als Nullelement und das Eins-
element von K als Einselement enthélt und daB der Durchschnitt beliebig vieler Teil-
korper eines Korpers K selbst wieder ein Teilkorper von K ist. Der Durchschnitt aller
Teilkorper von K wird der Primkorper von K genannt.

Mit o bezeichnen wir wieder das Nullelement und mit e das Einselement von K.
Man nennt K einen Kérper der Charakteristik 0, wenn ne == o fiir alle natiirlichen
Zahlen n = 1 gilt. Im Beweis von Satz 4 wurde gezeigt, daB jeder geordnete Korper
ein Korper der Charakteristik 0 ist. Eine Verschirfung von Satz 4 ist der folgende

Satz 5. Der Primkérper K, eines Kiorpers K der Charakteristik 0 ist isomorph zum
Korper der rationalen Zahlen.

Beweis. Der Primkorper K, enthilt das Einselement e und daher auch alle Viel-
fachen ne. Da K ein Korper der Charakteristik 0 ist, gilt ne == o fiir alle n € N*.

Bezeichnen wir wieder fiir n € N* mib%}e die Losung der Gleichung (ne)x = me,
so miissen diese Quotienten und die dazu entgegengesetzten Elemente — % eben-
falls zu K, gehoren. Aus (15), (16) und (17) folgt nun (vgl. Beweis von Satz 4), daB
K' :{B:m, n €N, n:i:O}U{-B:m, neN, n:t:O}
ne ne
zu Q(+, -) isomorph und daher ein Teilkérper von K ist. Wegen K’ = K, und der

Definition des Primkérpers muff K’ = K, gelten. Der Primkorper K, ist also iso-
morph zum Kérper der rationalen Zahlen.
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5.3.  Positive und negative rationale Zahlen, Rechnen mit
Ungleichungen

Nach (12) aus 5.2. besteht Q aus den gebrochenen Zahlen und den zu den gebrochenen
Zahlen entgegengesetzten Zahlen:
(1) Q=Q,UQ =Q,U{—a:ac@,)}.
Die von Null verschiedenen Zahlen aus Q, heiBen auch positive rationale Zahlen, die
von Null verschiedenen Zahlen aus Q_ entsprechend negative rationale Zahlen. Jede
positive rationale Zahl ist groBer als Null (vgl. 4.4. (5)).

Wir zeigen, daB jede negative rationale Zahl kleiner als Null ist :
(2) acQra+0=>a<0.

Nach (5) aus 5.2. folgt aus « € Q_ ndmlich —a € @, und daher 0 < —a. Nach (02)
ergibt sich daraus @ < @ + (—a) und daher @ < 0.

Auf Grund von (1) kann eine Bezeichnungsweise fiir gebrochene Zahlen sofort zu
einer Bezeichnungsweise der rationalen Zahlen erweitert werden, indem fiir eine ne-
gative Zahl das Zeichen ,,—* als Vorzeichen benutzt wird, d. h., vor das Zeichen fiir

3 .
eine gebrochene Zahl a wird das Zeichen ,,—‘ gesetzt. So bezeichnet ) die zur
3
gebrochenen Zahl > entgegengesetzte Zahl bzw. —0,53 die zur gebrochenen Zahl
0,53 entgegengesetzte Zahl. Vielfach wird fiir die positiven rationalen Zahlen das

Zeichen ,,+ als Vorzeichen benutzt, d. h., man schreibt auch +3 statt i bzw.
+0,53 statt 0,53. 2 2

Es ist zu beachten, daB das Zeichen ,,—‘ in verschiedenen Bedeutungen benutzt
wird :

a) Als Vorzeichen zur Bezeichnung der negativen rationalen Zahlen.

b) Zur Bezeichnung der zu einer beliebigen (rationalen) Zahl entgegengesetzten
Zahl.

¢) Zur Bezeichnung der Differenz zweier (rationaler) Zahlen.

Alle Rechengesetze fiir das Rechnen mit gebrochenen Zahlen, die ohne Benutzung

von (03) aus den in @, giiltigen Strukturgesetzen hergeleitet werden kénnen, gelten
in gleicher Weise auch in Q. Dazu gehéren insbesondere die Rechenregeln fiir Quotien-

ten (2), (3), (4), (6), (8), (9) und (7) ohne die Einschréinkung% = %aus 4.7.

Potenzen der Form «" mit a € Q und n € N werden wieder durch a®:=1,
@™ := a" . a induktiv definiert. Es gelten dann ebenfalls die Potenzgesetze (13), (14),
(15), aus 4.7.
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Beim Rechnen mit Ungleichungen muB beachtet werden, da8 die Bedingung ¢ > 0
in (03) fir Q eine Einschrénkung bedeutet, wihrend hingegen in N bzw. Q, alle von
Null verschiedenen Elemente diese Bedingung erfiillen. Es gelten folgende Rechen-
regeln fiir Ungleichungen:

(3) 0<ae —a<0;

(4) a<boa—b<0s —-b<—as0<b—a;
5) a<brc<d=a4c<bitd;

(6) a<bae<0=bec <ac;

(7) a<br0=c<dAr0<b=ac<bd;

8) 0<an0<b=0<ab,
a<0Ab<0=0<ab,
a<0A0<b=>ab<0;

9) a=+0=>a>0;

1

1
(10) 0<a<b$0<;<—,
a

1 1
a<b<0=>—<—<0;
b a

(11) a<b=>a<#<b.

Beweise.

Zu3) 0<a=>0+(—a)<a+(—a)=> —a<0.

Zud). a<boa+ (—b)<b+(—bosa—>b<s0
©—a+@—b)<—ae—b<—a
&S —-bt+tb<—atbes0<b—a.

Zu (5). Vergleiche (6) aus 4.4.

Zu 6). a <brc<0=>a<br—c>0
= a(—c¢) < b(—c)=> —ac < —bc= be < ac.

Zu (7). a<bAa0=c<dr0<b=>ac=<bcabc <bd=>ac<bd.
Zu (8). Fiir den Fall @ > 0 und b > 0 ist das ein Spezialfall von (03).

a<0Ab<0=20< —an0< —b=>0< (—a)(—b)=>0<ab.
a<0A0<b=>0< (—a)h=ab<0.

Zu (9). Durch Fallunterscheidung folgt (9) unmittelbar aus (8).
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Zu (10). Die erste Aussage stimmt mit (10) aus 4.7. iiberein ;

1 1 1 1
a<b<0=20< b —a=20<—<—=>—<—<0.
—a —b b a

Zu(1l). a <b=>a+b<2bA2a<a-+b

a-+b a-+b a-+b
2 2

= <b/\av<T@a<

Wir wollen jetzt noch die Veranschaulichung der gebrochenen Zahlen auf einer
Geraden ¢ in naheliegender Weise zu einer Veranschaulichung der rationalen Zahlen
auf g erweitern. Aus der Zielstellung heraus, Ergebnisse von Messungen in zwei ent-
gegengesetzte Richtungen durch MaBzahlen auszudriicken, wird einer negativen
Zahl —a (@ € Q,) auf der Geraden g der Punkt P_, zugeordnet, der zu P, beziglich P,
symmetrisch liegt. Wegen (1) werden auf diese Weise simtliche rationalen Zahlen
auf g durch Punkte veranschaulicht. Aus (4) ist ersichtlich, daf durch diese Ver-
anschaulichung die Anordnung der rationalen Zahlen beriicksichtigt wird. Durch die
zum Nullpunkt P, symmetrische Lage von P, und P_, wird der Tatsache Rechnung
getragen, daB die Linge einer MeBgroB8e nicht von der Richtung abhingt, in die sie
gelegt wird. Die Punkte der Geraden g, die eine rationale Zahlrepréisentieren, nennen
wir rationale Punkte. Wir werden spéter zeigen (vgl. den Schlufl von 5.6.), daB es auf
der Geraden g auch nichtrationale Punkte, sogenannte irrationale Punkte, gibt. Eine
zur Veranschaulichung der rationalen Zahlen gewiihlte Gerade g wird Zahlengerade
genannt.

5.4, Beschrinkte und unbeschrinkte Mengen (Schranken, Maximum,
Minimum, Supremum, Infimum)

Durch die folgenden Begriffsbildungen werden die Teilmengen einer geordneten
Menge hinsichtlich ihrer Lage in der gesamten Menge charakterisiert.

Definition 1. Es sei X eine beliebige Menge und ,,<* eine reflexive totale Ord-
nung in X. Es sei ferner 4 eine (nichtleere) Teilmenge von X und s ein Element von X.
Wir definieren:

s obere Schranke von Ain X: & A (@€ A=a <s),
a
s untere Schranke von Ain X: & A (ac Ad=>a=5s),
a
A nach oben beschrdnkt in X: < V_(s obere Schranke von A4 in X),
s€X

A nach unten beschrdnkt in X: & V (s untere Schranke von 4 in X),
S€X
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A beschrinkt in X: & A nach oben beschrinkt in X A 4 nach unten be-
schrankt in X.
Beispiele.

1.X=Q, 4, ={z:26 XA0=Zzx<1};

2 X=Q,, A, ={z: 2 Xn0<a<1);

3. X=Q, 4;=N;

4. X=Q,, 4, ={z: xc X na?<2);

5. X=Q, 4,=AQ.

In Beispiel 1 ist 1 eine obere und 0 eine untere Schranke von 4. Jede grofiere Zahl
als 1 ist ebenfalls eine obere, jede kleinere Zahl als 0 ebenfalls eine untere Schranke.

In Beispiel 2 ist wiederum 1 eine obere und 0 eine untere Schranke von 4,. Im
Unterschied zum Beispiel 1 ist hier 0 die einzige untere Schranke.

In Beispiel 3 ist A5 nach unten, aber nicht nach oben beschrinkt. Die Menge der
natiirlichen Zahlen ist in @ also nicht beschrinkt.

In Beispiel 4 ist 4, nach oben und nach unten beschrinkt.

In Beispiel 5 ist 45 weder nach oben noch nach unten beschréinkt.

Im Bereich der rationalen Zahlen besitzt jede nach oben beschrinkte Teilmenge
unendlich viele obere, jede nach unten beschrinkte Teilmenge unendlich viele untere
Schranken (Ubungsaufgabe).

Definition 2. Es sei A eine nichtleere Teilmenge von X. Wir definieren:
m Mazimum von A: &meAn A (@ A=>a<m),
a
m Minimum von A: smeAn A (@€ A=m < a).
G

Aus der Antisymmetrie der reflexiven totalen Ordnung ergibt sich sofort, daB eine
Menge hochstens ein Maximum bzw. hochstens ein Minimum besitzen kann. Eine
Menge braucht kein Maximum bzw. Minimum zu besitzen. Im Falle der Existenz ist
das Maximum (Minimum) einer Menge eine obere (untere) Schranke dieser Menge.
Es ist definitionsgemaB dann das ,,groBte” (bzw. ,,kleinste*) Element der Menge. Mit
max 4 bezeichnen wir das Maximum, mit min 4 das Minimum der Menge 4.

Wir betrachten als Beispiele die oben genannten Teilmengen A, bis A;:

4, besitzt 0 als Minimum und kein Maximum. Fiir ¢’ = max 4, miiBte nimlich

- A, die Beziehung 0 < a’ < 1 und daher 0 < d ! < 1 gelten. Also

il ebenfalls zu 4, gehéren und @’ < @+t

wegen a’ €

erfiillen. Damit kann a’

wiirde

2

kein Maximum sein.



5.4. Beschrinkte und unbeschrankte Mengen 73

A, besitzt 1 als Maximum und kein Minimum (Ubungsaufgabe).

A, besitzt 0 als Minimum und kein Maximum (Ubungsaufgabe).

A, besitzt 0 als Minimum und kein Maximum.

Aj besitzt weder ein Minimum noch ein Maximum (Ubungsaufgabe).

Definition 3. Es sei A eine nichtleere Teilmenge von X und g € X. Wir defi-
nieren:
g obere Grenze (Supremum) von 4 in X
:& g Minimum von {s: s obere Schranke von 4 in X},

g untere Grenze (Infimum) von 4 in X
:& g Maximum von {s: s untere Schranke von 4 in X}.

Als Minimum der Menge der oberen Schranken bzw. Maximum der Menge der
unteren Schranken sind das Supremum bzw. Infimum einer Menge eindeutig bestimmt.
Eine Menge 4 kann héchstens dann ein Supremum (Infimum) besitzen, wenn 4 nach
oben (unten) beschrinkt ist. Im Falle der Existenz ist das Supremum (Infimum) de-
finitionsgeméB die ,kleinste** obere Schranke (,,groBte‘ untere Schranlke). Mit sup 4
bezeichnen wir das Supremum, mit inf 4 das Infimum der Menge A.

Die im Beispiel 1 genannte Menge A4, besitzt 0 als Infimum und 1 als Supremum
(Ubungsaufgabe). Das Infimum stimmt also mit dem Minimum iiberein. Diese Menge
hat zwar ein Supremum, aber kein Maximum.

Die Menge A4, in Beispiel 2 besitzt ebenfalls 0 als Infimum und 1 als Supremum.
Hier existiert weiterhin ein Maximum, das mit dem Supremum iibereinstimmt, aber
kein Minimum.

Im Beispiel 4 ist 4, zwar nach oben beschriinkt, besitzt aber kein Supremum. Den
Nachweis fithren wir indirekt, indem wir aus der Annahme der Existenz von
2’ = sup A einen Widerspruch herleiten. Wegen X = @, muB a’ eine gebrochene Zahl
sein. Da bekanntlich keine (vgl. Folgerung aus Satz 3 in 5.6.) gebrochene Zahl exi-
stiert, deren Quadrat 2 ist, muB 2’2 < 2 oder ' > 2 gelten. &' < 2: Es sein eine von
0 verschhiedene natiirliche Zahl, die wir noch genauer festlegen. Wir setzen jetzt

1
xg ="+ —;.Es gilt

n?

1\2 2 1 4 1 5
(r'+—) e e R P L
n n n n n

Wir wihlen n so groB, daB n > = und daher 5 < 2 — a'2 gilt. Damit wird

1)\2 "
(7« + —) <a?+2—2" =2 dh, 2+ i ist eine gebrochene Zahl, die zur
n n

Menge A gehort. Also kann 2 keine obere Schranke von 4 sein.
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*'2 > 2: Wir werden jetzt eine noch kleinere obere Schranke von A konstruieren,

. . 1 . 1\2 2z’ 1
die wir in der Form a’ — — ansetzen. Esist (o' — —) — a2 _ 2% 1
n n n n?

2z’ . . 2%’ 27
> 2’2 — —t. Wir wihlen » jetzt so groB, daB il < a2 — 2 und daher — e
n n n

> 2 — a'? wird. Daraus folgt

1\2 2’
(-T'——) >1"2——z—>m'2+2-m'2:2.
n n

Damit ist 2’ — e eine gebrochene Zahl und obere Schranke von A, die kleiner als 2’
ist. n

Den in den Beispielen festgestellten Zusammenhang zwischen Maximum, Minimum
einerseits und Supremum, Infimum andererseits formulieren wir allgemein in dem

Satz 1.

m Maximum von 4 = m Supremum von A4,
m Minimum von A = m Infimum von A.

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Nachweis der Aussagen iiber Maximum
und Supremum. Ist nun m Maximum von A, so ist m eine obere Schranke. Da m ein
Element von 4 ist, mufl m kleiner oder gleich sein als jede obere Schranke von 4. Also
ist m Minimum der Menge der oberen Schranken.

Wir bemerken, dal die Umkehrungen von Satz 1 im allgemeinen nicht gelten, d. h.,
eine nach oben (unten) beschrankte Menge, die kein Maximum (Minimum) hat, kann
ein Supremum (Infimum) besitzen.

Fiir endliche Teilmengen einer geordneten Menge gilt:

Satz 2. Jede endliche nichtleere Teilmenge einer geordneten Menge hat ein Maximum
und ein Minimum.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstindige Induktion iiber die Anzahl
der Elemente. Jede einelementige Teilmenge besitzt offensichtlich ein Maximum und
ein Minimum. Wir nehmen nun an, daB fiir die natiirliche Zahl k = 1 alle k-elemen-
tigen Teilmengen ciner geordneten Menge ein Maximum und ein Minimum haben.
Bezeichnet dann 4 eine (k + 1)-elementige Teilmenge und a irgendein Element von 4
s0 ist A\{a} ein k-elementige Teilmenge. Diese besitzt nach Induktionsvoraussetzung
ein Maximum m, und ein Minimum m,. Wegen der Linearitit der reflexiven totalen
Ordnung sind m, und m, mit @ vergleichbar. Also existieren m’ — max{a, m,} und

m’" = min{a, m,). Es gilt dann m’ = max 4 und m'" — min 4.
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5.5. Der absolute Betrag einer rationalen Zahl

5.5.  Der absolute Betrag einer rationalen Zahl

Fiir eine von Null verschiedene rationale Zahl ist von den beiden Zahlen @ und —a
genau eine positiv. Bei zahlreichen Betrachtungen wird es darauf ankommen, a durch
diese positive Zahl zu ersetzen bzw. diese positive Zahl abzuschitzen.

Definition. Fiir jede rationale Zahl a setzen wir
fira =0
1 t= @ e
M lal { —afira <0
und nennen |a| den (absoluten) Betrag von a.

Offensichtlich ist fiir @ == 0 der Betrag von a die positive der beiden Zahlen @ und
—a und folglich auch die groBere dieser beiden Zahlen. Es gilt also:

(2) la| = max{a, —a}.

Bei der Veranschaulichung der rationalen Zahlen auf einer Zahlengeraden be-
schreibt || den Abstand des Punktes P, vom Nullpunkt Pyund |a — b| den Abstand
der Punkte P, und P, voneinander.

Fiir Rechnungen, in denen der absolute Betrag eine Rolle spielt, sind folgende
Regeln grundlegend :

(3) la| 20, o] =0%a=0;
4) |—a| =la|, [b—al=la—b];
= . g’- _‘_‘ﬂ | — |qln:
(5) la-b| = |al - b], 5|~ ol (®=+0), "] = |a|";
(6) ol <ee —c<a<e, lal =cs —c=a=sc;
(7) [a + b = |a| + |b], @ —b| < |a — ¢| + |c — b| (Dreiecksungleichung)
(8) é)__?l lal;
@ ol — Bl < o —bl;

(10) AceEQre>0=>al<e)=a=0,
¢

d. h., gilt |@| < ¢ fiir jede positive rationale Zahl ¢, so ist @ = 0.

Beweise. Die Aussagen (3) und (4) sind unmittelbare Folgerungen aus der Defi-
nition des absoluten Betrages.

Die Aussage |a - b| = |a| - |b| ergibt sich einfach durch Unterscheidung der Fille
a-b=0,a-b>0,a-b <0 (Ubungsaufgabe). Die Gleichung |a”| = |a|” kann dann

mit Hilfe vollsténdiger Induktion bewiesen werden. Fiir b == 0 erhalten wir l % ‘[Z:
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aus | 2| = al = |a| & , da wegen || 1 = bi = |1| =1 die Gleichung
b b b b
% = ﬁ gilt. Damit ist (5) bewiesen. Die Aussage (6) erhalten wir aus (2), da

max (@, —a} < ¢ den Aussagen a < ¢, —a < ¢ und daher zu —¢ < a < ¢ gleich-
wertig ist. Hierbei kann ,,<* durch ,,<‘* ersetzt werden.

Um die Dreiecksungleichung in der Form |a - b| < |a| + |b| zu erhalten, betrach-
ten wir die Ungleichungen

asle, —a<la; b=, —b=[p,

aus denen @ 4 b < |a| + |b] und —(a + b) < la| + |b] folgen. Wegen (2) gilt daher
la + b| < |a| + |b|. Die Dreiecksungleichung in der Form la —b] < |a—c| + |c — b|
erhalten wir aus der soeben bewiesenen, indem wir dort @ durch ¢ — ¢ und b durch
¢ — b ersetzen. Die Aussage (8) ergibt sich aus (7) durch vollstindige Induktion
(Ubungsaufgabe).

Zum Nachweis von (9) betrachten wir die Abschiitzungen

la] = |(@ —b) + b] < |a —b] + [b],
bl = —a)+al <|b—al + |a| =|a —b| + |a],
aus denen
—le =0 = la| — [b] = |a — b
und nach (6) daher
lial — 1bl] < la — 3]
folgt.
Den Beweis von (10) fithren wir indirekt. Aus der Annahme a =+ 0 ergibt sich
la] > 0. Mit ¢ = % haben wir der Voraussetzung widersprechend eine positive

rationale Zahl gefunden, fiir die ¢ < |a| gilt.

5.6.  Der Bereich der ganzen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen nehmen im Bereich der gebrochenen Zahlen eine Sonder-
stellung ein. Jede gebrochene Zahl 1aBt sich als Quotient zweier natiirlicher Zahlen
darstellen. Der Zahlenbereich Q, wird also durch die Umkehrung der Multiplikation
natiirlicher Zahlen in Q erzeugt.
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5.6. Der Bereich der ganzen Zahlen

Wir wollen jetzt den Zahlenbereich betrachten, der durch die Umkehrung der
Addition natiirlicher Zahlen in Q entsteht.

Eine Differenz m — n natiirlicher Zahlen m, n ist fiir m = n eine natiirliche, fir
m < n eine zu einer natiirlichen Zahl entgegengesetzte Zahl. Andererseits kann jede
natiirliche Zahl und jede zu einer natiirlichen Zahl entgegengesetzte Zahl als Differenz
natiirlicher Zahlen dargestellt werden. Es gilt daher

1) fm —n:m,n e N} =NU {—m:meN}.

Wir setzen Z := N U {—m: m € N} und nennen die Zahlen aus Z ganze Zahlen
bzw. Z den Bereich der ganzen Zahlen. Die besondere Stellung der ganzen Zahlen
im Bereich der rationalen Zahlen resultiert daraus, daB Z einen geordneten Halbring
bildet, in dem dariiber hinaus noch das Strukturgesetz (A2) gilt. In Z gelten also die
Strukturgesetze (A0), (A1), (A2), (A3); (MO), (M1), (M2,), (M3); (M4); (01), (02),
(03). Als algebraische Struktur bildet Z damit einen geordneten Ring.

Satz 1 (algebraische Charakterisierung von Z). Der Bereich Z (<, +, - der ganzen
Zahlen ist bis auf Isomorphie der kleinste geordnete Ring, der den Bereich N(<, +, -)
der natiirlichen Zahlen als Teilstruktur enthdlt.

Beweis. DaB Z ein geordneter Ring ist, folgt wegen (1) aus den in 5.2. genannten
Regeln (3), (10) und (11) fiir das Rechnen mit Differenzen sowie aus den Struktur-
gesetzen von Q. Da jeder geordnete Ring, der die natiirlichen Zahlen enthilt, wegen
(A2) auch die Differenzen natiirlicher Zahlen enthalten muf, ist Z der kleinste ge-
ordnete Ring, der N(<, +, -) enthilt.

Ein Vergleich von Z und @Q,* als Erweiterungen von N bzw. N* zeigt, 0 die
ganzen Zahlen hinsichtlich der Addition das gleiche leisten wie die gebrochenen Zahlen
hinsichtlich der Multiplikation. Die Aussage (1) bringt aber eine bevorzugte Stellung
der Addition in N gegeniiber der Multiplikation in N* zum Ausdruck. Wéhrend Z aus
N durch Symmetrisierung, d. h. durch Hinzunahme der zu den natiirlichen Zahlen
entgegengesetzten Zahlen entsteht, wird der Ubergang von N* zu Q,* nicht allein
durch Hinzunahme der zu den natiirlichen Zahlen reziproken Zahlen verwirklicht.

In der Zahlenmenge N* U {i tmE€ N*} sind Addition und Multiplikation keine
Operationen. n

Eine rationale Zahl a ist offensichtlich genau dann eine ganze Zahl, wenn |a| eine
natiirliche Zahl ist. Sind a, b ganze Zahlen und a == 0, so kénnen wir daher die Frage
nach der Losbarkeit von a - @ = b in Z auf eine entsprechende Frage in N zuriick-
fithren:

(2) @-z =b ist in Z genau dann lésbar, wenn |a| - @ = |b] in N losbar ist.

Beweis. Ist ¢ € Z eine Losung von a - « = b, so gilt |a| - [¢| = [b], d. h., |¢| ist eine
Losung von |a| - @ = |b| in N. Wenn umgekehrt |a| - « = |b] eine Losung in N besitzt,
folgt a - n = b oder —(a - n) = b. Eine der beiden ganzen Zahlen n, —n ist daher eine
Losung vona -x =b.
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Unter Verwendung der Teilbarkeitsrelation?)
(3) a]b:@cyza,c:b
kénnen wir fiir (2) auch schreiben:
(4) ab & lal[[B] (@, b€ Z).

Die Teilbarkeitstheorie in Z weist geringfiigige Unterschiede zur Teilbarkeitstheorie
in N auf. Diese lassen sich darauf zuriickfithren, da in einer Teilbarkeitsbeziehung
alb die Zahlen @ oder b durch —a bzw. —b ersetzt werden kénnen. Die Zahl 1 besitzt
daher 1 und —1 und jede von 0, 1 und —1 verschiedene ganze Zahl a die vier Zahlen
a, —a, 1, —1 als , triviale* Teiler. Die Teilbarkeitsrelation in Z ist keine reflexive
teilweise Ordnung, da aus a|b und bje nur auf || = |b| geschlossen werden kann.

Die Aussage (4) gibt uns die Moglichkeit, Teilbarkeitseigenschaften ganzer Zahlen
aus Teilbarkeitseigenschaften natiirlicher Zahlen zu gewinnen. Den dazu erforder-
lichen Ubergang von a zu la| werden wir in der folgenden Definition des groBten
gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen ganzer Zahlen beriick-
sichtigen.

Wir definieren fiir beliebige a, b aus Z:

(5) ab:=|al b,
(6) allb:=la|Llb],

wobei auf der rechten Seite dieser Gleichungen die fiir den Zahlenbereich N erklirten
Bildungen gemeint sind. Die beiden ganzen Zahlen @ und b heiien zueinander feiler-
fremd, wenn a6 = 1 gilt.

Die fiir den groBten gemeinsamen Teiler, das kleinste gemeinsame Vielfache und
die Teilerfremdheit im Bereich N gewonnenen Aussagen lassen sich sinngemaB auf
diese Begriffsbildungen fiir ganze Zahlen iibertragen. Dabei ist zu beachten, daf in
diesen Aussagen ganze Zahlen, die nicht durch die Zeichen 5% 1% 5L gebunden
sind, durch ihre Betrige zu ersetzen sind. So ergibt sich beispielsweise aus der Regel
a(be) = (ab) M (ac) (vgl. MEL Bd. 1, 3.7. (23)) fiir den Bereich der ganzen Zahlen
la|(b M ¢) = (ab) M (ac). Durch die Forderungen (14a), (14b) bzw. (32a), (32b),
aus MfL Bd. 1, 3.7. werden der groBte gemeinsame Teiler und das kleinste gemein-
same Vielfache im Bereich der ganzen Zahlen nur dem Betrage nach bestimmt. Die
fiir den Bereich Z gegebene Definition bedeutet gegeniiber (14a), (14b) bzw. (32a),
(32b) eine zusatzliche Normierung durch Auswahl der positiven Reprisentanten.

Da jede negative ganze Zahl in eindeutiger Weise als Produkt einer natiirlichen
Zahl und der Zahl —1 dargestellt werden kann, kénnen wir die Ergebnisse iiber Prim-
zahlen und die Primzahlzerlegung natiirlicher Zahlen unmittelbar fiir die Teilbarkeits-

1) Die in N erklirte Teilbarkeitsrelation ist offensichtlich die Einschrinkung der hiermit
in Z definierten Teilbarkeitsrelation.
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lehre in Z nutzen. Insbesondere erhalten wir aus dem Hauptsatz iiber die eindeutige
Primzahlzerlegung (vgl. MfL Bd. 1, 3.7. (56")) fiir ganze Zahlen den

Satz 2 (Primzahlzerlegung ganzer Zahlen). Jede von Null verschiedene ganze Zahl &
besitzt genaw eine Darstellung der Form a = e [] p™®*@, wobei & eine der beiden Zahlen

DEP
1, —1 und exp,(a) durch exp,(a) = max {v:v € N A p’|a} bestimmt ist.

Kongruenzen modulo m, wobei m wieder eine von 0 verschiedene natiirliche Zahl
sein soll (vgl. MfL Bd. 1, 3.7.), lassen sich durch

(7) a=bmodm:&m|a—b

auf Z erweitern. Das Rechnen mit Kongruenzen in Z fiihrt gegeniiber dem Rechnen
mit Kongruenzen in N zu Vereinfachungen. Bei konkreten Aufgaben, die mit Hilfe
von Kongruenzen zu 16sen sind, kommt es vielfach darauf an, fiir eine Kongruenz der
Form z =: @ mod m eine dem Betrage nach moglichst kleine Losung zu finden. Wie
das Beispiel 2 = 19 mod 10 zeigt, ist das in Z oft besser erfiillbar als in N. Kongru-
enzen in Z mit gleichem Modul kénnen addiert, multipliziert und dariiber hinaus auch
subtrahiert werden.

Die Kongruenz modulo m ist auch in Z eine Aquivalenzrelation R, und fiihrt zu
einer Zerlegung von Z in m Restklassen, die wir mit k™ (i =0,...,m — 1) be-
zeichnen :

(8) k™ :={a:a € Z und a = ¢ mod m}.

Die Restklasse k(™ enthiilt also die in MfL Bd. 1, 3.7. erkléirte Restklasse K;™ als
Teilmenge und entsteht aus dieser durch Hinzunahme der zu i modulo m kongruenten
negativen ganzen Zahlen. Es gilt z. B.

KM =(3,10,17, 24, ...},
by = {..., —25, —18, —11, —4, 3,10, 17,24, .. }.

In der Menge Z/R,, = {ko™, ..., kg ,} kénnen wir genauso eine Addition ,,:—“ und
eine Multiplikation ,,~*‘ wie in N/R,, erkliren. Die Bereiche (N/R,, TF, 7)und (ZR,,
—T—, 7) sind dann zueinander isomorph, da durch K™ i ;™ ein Isomorphismus
zwischen diesen beiden Bereichen erkléirt wird. Fiir diese Bereiche gelten die Struktur-
gesetze (A0), (A1), (A2), (A3); (MO), (M1), (M2,), (M3), (M4).

Beziiglich der Addition, Multiplikation und Subtraktion kann man also mit den
Restklassen modulo 7 genauso rechnen wie mit ganzen Zahlen. Der Bereich (Z/R,,

Tﬂ—, 7) bildet fiir m > 1 als algebraische Struktur einen Ring. Wir nennen (Z/R,,, o )
daher auch den Restklassenring modulo m.

Eine Kongruenz der Form @ - # = b mod m mit a == 0 mod m braucht nicht losbar
und im Falle der Losbarkeit nicht eindeutig losbar zu sein. In 5.7. wird gezeigt, dal3
ax = b mod m genau dann eindeutig losbar ist, wenn a und m teilerfremd sind.
Daraus folgt, daB der Restklassenring modulo m genau dann (M2) erfiillt und daher
als algebraische Struktur einen Korper bildet, wenn m eine Primzahl ist.
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Gilt a € k™, so wollen wir fiir £ auch die Bezeichnung [a],, benutzen. Fir diese
Darstellung der Restklassen ergibt sich:

9) [alm = [b]n © @ =bmod m,

(10)  [aly F [Bln = [a £ bn,

(11) [an 7 [bln = [ab)-

Im Unterschied zu (N/R,, T, 7) kann die Subtraktion in (Z/R,, T, 7) genauso wie
die Addition und Multiplikation repriisentantenweise vorgenommen werden.

Fiir die von Null verschiedene (rationale) Zahl @ wollen wir jetzt noch den Begriff
der Potenz auf ganzzahlige Exponenten erweitern. Wir definieren dazu fiir n € N*
1
(12) ot = ey
Die bereits benutzte Schreibweise a1 fiir die zu a inverse Zahl steht mit dieser Defi-
nition in Ubereinstimmung. Es gelten wieder die Potenzgesetze :

(13) am™n = gm . g" (@ ==0;m,n€ Z);
(14) (a™)" = a™n (@a==0;m,nc Z);
(15) (@-b)ym =am.bpm (a,b =0, me Z).

Die Beweise ergeben sich sehr leicht aus der Definition (12) und den entsprechenden
Potenzgesetzen fiir natiirliche Exponenten.

Als Anwendung dieser Potenzen wollen wir den Hauptsatz iiber die Primzahl-
zerlegung auf den Null verschiedene rationale Zahlen erweitern. Jede gebrochene

Zahl a besitzt eine eindeutig bestimmte reduzierte Bruchdarstellung%, Mit

s =[] p™®® und t =[] p***>® erhalten wir a = JJ p*<P+®—exps() Wir setzen
peP pep peP

exp,(a) := exp, (s) — exp,(f) und erhalten damit
16)  a=[]p.

PEP
Dabei sind die Zahlen exp,(a) ganze Zahlen, wobei nur endlich viele dieser Zahlen von
Null verschieden sind. Die Darstellung (16) ist eindeutig, da sie durch Trennung der
positiven und negativen Exponenten zur eindeutig bestimmten reduzierten Bruch-
darstellung von a fithrt. Damit gilt der

Satz 3 (Primzahlzerlegung rationaler Zahlen). Jede von Null verschiedene rationale
Zahl a besttzt genau eine Darstellung der Form a = & J[] p°**#®, wobei ¢ eine der beiden

PEP
Zahlen 1, —1 ist und die Zahlen exp,(a) ganze Zahlen sind, von denen nur endlich viele
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von Null verschieden sind. Dabei ist a genau dann eine von Null verschiedene ganze Zahl,
wenn expy(a) = 0 fiir alle Primzahlen p gilt.

Mit Hilfe dieses Satzes zeigen wir, daB fiir natiirliche Zahlen m > 1 und n = 2 die
Gleichung 2" = m in @ nur dann lésbar sein kann, wenn sie bereits in Z l6sbar ist. Fiir
eine Losung x = JJ p “P*® muf} niamlich am = J] p" *>»® eine ganze Zahl sein.

3 P
Nach Satz 3 gilt gﬂ,;' alle Primzahlen p daher n - :xp,,(x) = 0. Daraus folgt exp,(z)
= 0 fiir alle p, und daher ist  nach Satz 3 auch eine ganze Zahl. Als Beispiel betrach-
ten wir den Fall n = 2 und m = 2, also die Gleichung 2% = 2. Da diese Gleichung
offensichtlich keine ganzzahlige Losung besitzt, existiert auch keine Losung im Be-
reich der rationalen Zahlen. Wenn wir auf der Zahlengeraden die Linge der Dia-
gonalen des Einheitsquadrates vom Punkt P, aus abtragen, kommen wir zu einem
irrationalen Punkt der Zahlengeraden.

5.7.  Diophantische') Gleichungen und lineare Kongruenzen mit einer
Unbekannten

Verschiedene Aufgaben fiihren auf eine Gleichung der Form
1 Oy + gy + - + AT, = b,

bei der a,, ay, ..., a,, b gegebene ganze Zahlen sind und fiir die ganze Zahlen z,, x,,
..... v, als Losung gesucht werden.

Wir betrachten folgende Aufgaben als Beispiele:

a) Von drei Sorten Kuchen mit einem Stiickpreis von 0,12 M; 0,28 M bzw. 0,42 M
soll fiir genau zwei Mark Kuchen gekauft werden, wobei nach Méglichkeit von jeder
Kuchensorte wenigstens ein Stiick gewéhlt werden soll.

b) Man zerlege % in Partialbriiche mit den Nennern 15 und 27.

c) Welche ganzen Zahlen lassen durch 4 geteilt den Rest 1 und zugleich durch 7
geteilt den Rest 67

Diese Aufgaben fiihren (Ubungsaufgabe) auf die Gleichungen

a) 122, + 28, + 422, = 200,

b) 92, + 5z, =71,

c) 4, — T, = 5.

1) DioPHANT von Alexandria (um 250 u. Z.).
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Eine Gleichung der Form (1) nennen wir eine (lineare) diophantische Gleichung mit
n Unbekannten. (Beachte: a; € Z, @; € Z fir¢ =1, ..., n).

Wir werden zunichst die Frage nach der Existenz von Lésungen einer diophan-
tischen Gleichung beantworten. Danach wollen wir uns einen Uberblick iiber die
Gesamtheit der Losungen einer diophantischen Gleichung mit zwei Unbekannten
verschaffen und Methoden zur Losung einer solchen Gleichung kennenlernen.

Die diophantische Gleichung 4, -+ 6x, = 5 ist offensichtlich nicht 16sbar. Denn fiir
eine Losung (2;, #,) wire die linke Seite durch 2, die rechte Seite der Gleichung aber
nicht durch 2 teilbar. Uber die Existenz von Lésungen einer diophantischen Gleichung
gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 1 (Losbarkeit einer diophantischen Gleichung). Die diophantische Gleichung
a2y + ATy + -+ + @@, = b ist dann und nur dann lGsbar, wenn der grofte gemein-
same Teiler d = a, [ ay -+ [ a, ein Teiler von b ist.

Beweis. Falls (1) losbar ist, mufl nach dem Einsetzen einer Losung jeder Summand
der linken Seite durch d und daher auch die Summe, d. h. die Zahl b, durch d teilbar
sein. Es gelte nun d|b. Aus MfL Bd. 1, 3.7. (15') wissen wir, daB ganze Zahlen c,, c,,
..., ¢, mit der Eigenschaft ¢,a; + cya; + -+ + ¢,a, = d existieren. Bezeichnet ¢ den
zu d komplementéren Teiler von b, so folgt a,¢,¢ + aycoc + -+ + ayc,c = de = b. Die
ganzen Zahlen c,c, ¢4, ..., ¢,¢ bilden damit eine Losung von (1).

Nach Satz 1 sind die unter a), b), ¢) genannten diophantischen Gleichungen lésbar.

Bei der Untersuchung der Gesamtheit aller Losungen einer losharen diophantischen
Gleichung beschrinken wir uns auf die diophantische Gleichung mit zwei Unbekann-
ten

(2) a2, + ayry = b.

Dabei wollen wir voraussetzen, daB diese Gleichung bereits durch den groBten gemein-
samen Teiler der Koeffizienten der linken Seite geteilt wurde, also @, Ma, = 1 gilt.
Es sei (2,0, 2,() irgendeine Losung von (2). Wir setzen m = |a,| und erhalten aus
@,2,® — b = —x,"a, die Kongruenz a,x,® = b mod m. Ist (z,’, z,’) eine weitere
Losung von (2), so mull ebenfalls a,z," = b mod m gelten. Wegen a, [m = a, [ a,
=1 folgt dann z,® = a," mod m. Die méglichen z,-Werte fiir Losungen von (2)
liegen also alle in ein und derselben Restklasse modulo m. SchlieBlich sei x,"" eine
beliebige zu ,(® modulo m kongruente ganze Zahl. Wir erhalten dann a2, =b
mod m und daher a,|a,z," — b. Bezeichnen wir den zu a, komplementéren Teiler von
a2, — b mit —=z,", so erhalten wir a,z," + a,x,"" = b. Damit ist (x,”, z,"’) eine
Losung von (2). Wir haben folgendes Ergebnis gewonnen:

Satz 2. Die x,-Werte fiir Losungen der diophantischen Gleichung (2) bilden mit

m = |ay| eine Restklasse modulo m. Diese Restklasse wird durch die lineare Kongruenz
a,x = b mod m bestimmt.
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Da wir eine Lésung (v, %,) von (2) wegen x, = 2B x; bereits durch die
2 2
Angabe des x,-Wertes kennen, beinhaltet Satz 2 eine Zuriickfiihrung der diophan-
tischen Gleichung (2) auf eine lineare Kongruenz mit einer Unbekannten :

(3) ax; = bmod m, aMm=1.

Insbesondere ist auf Grund der Losbarkeit von (2) auch (3) 15sbar und wegen a, [ m
= 1 sogar eindeutig losbar. Als Folgerung aus Satz 1 ist eine beliebige lineare Kon-
gruenz mit einer Unbekannten :

(4) ax = b mod m, alllm =d

genau dann I6sbar, wenn d|b gilt. Sie ist aber nur dann eindeutig losbar, wenn die
Beziehung a Mm = 1 gilt (vgl. MfL Bd. 1, 3.7.).

Aus Satz 2 erhalten wir unmittelbar den

Satz 3 (Gesamtheit der Losungen einer diophantischen Gleichung). Es sei a,,
+ @yx, = b eine diophantische Gleichung mit a, [ a, = 1. Die Gesamtheit der Losungen
dieser Gleichung erhdlt man aus einer speziellen Losung (2,©, x,®) in der Form x, = ,(®)
+ cay, ¥y = 2,0 — cay, wobei ¢ alle ganzen Zahlen durchliuft.

Beweis. Nach Satz 2 sind 2, 4 ca, die moglichen a,-Werte fiir Losungen der
genannten diophantischen Gleichung. Aus

@@+ agty = b, ¥ =, + cay, a2, + a0, =b
folgt
2y = b — ay% = a;2,® 4 4,2, — 4,2, — a,ca, = a,x,© — aya.c.
Also ist 3 = 2,0 — a,c der zu 2, -+ ca, gehorige x,-Wert.
Nach Satz 3 kennen wir also die Gesamtheit der Losungen einer diophantischen

Gleichung mit zwei Unbekannten, sobald uns eine spezielle Losung bekannt ist. Das
Aufsuchen einer speziellen Losung von

2) @) + axx, = b, @ [a, =1

kann nach verschiedenen Methoden erfolgen. Wir wollen hier drei behandeln.

1. Besti g einer speziellen Lisung mit Hilfe des euklidischen Algorithmus

In MfL Bd. 1, 3.7. wurde bereits gezeigt, wie man mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus fiir den groBten gemeinsamen Teiler d zweier Zahlen a, b eine Darstellung
der Form a - ¢; 4 b - ¢, = d gewinnen kann. Fiir die gegebene diophantische Glei-
chung kann also eine Darstellung der Form a,¢; - ayc, = 1 mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus berechnet werden. Dann bilden x,©® = ¢b, x,® = ¢c;b eine spezielle
Losung von (2).
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3. Bestimmung einer speziellen Losung unter Verwendung von Kettenbriichen
Zur Berechnung einer Losung von (2) konnen wir die Kettenbruchdarstellung von
X penutzen. Fiir die Niherungsbriiche (vgl. 4.10.) ﬁ, mgilt‘ dann p, = a,,
s I In
Gn = @y SOWie @@y — Ppty = (—1)" (vgl 4.10. (9)). Mit 2, = (—1)"" gy,
2,0 = (—1)" p,—; haben wir daher eine spezielle Losung von a;x; + @y, =1 ge-
wonnen, aus der wir durch Multiplikation mit b eine spezielle Losung von (2) erhalten.
Um nach dieser Methode die diophantische Gleichung 136x, + 300w, = 20 zu
losen, gehen wir zunéchst wieder zur Gleichung 34, + 752, = 5 iiber und entwickeln

34
3—5 in einen Kettenbruch
7

4 1 1
i i i
= D= 2= 2
5 S a T T
= 44 —
7
- l — P
1 §
24+ - %
4+ 1
1 —
+6
Daraus erhalten wir
Pt 5
G 4, 1 1’
441
2,0 = (—1)y*-1.11.5 = —55, ,® = (—1)*. 5.5 = 25 bilden somit eine spezielle

Losung der gegebenen diophantischen Gleichung.

Wir wollen abschlieBend noch kurz auf die diophantische Gleichung mit drei
Unbekannten

(5) @y + @y, 4 agr; =0, aMaMa; =1

eingehen. Zunichst bestimmen wir diejenigen ,, fiir die (5) 6sbar ist, indem wir statt
(5) @, + ayry = b — agwy schreiben. Diese Gleichung ist genau dann losbar, wenn
a; May | b — azx;, also agz; = b mod a, [ @, gilt. Die simtlichen fiir Lésungen von
(5) moglichen x;-Werte kénnen wir wegen @ [ (¢, [1@;) = 1 nach einem der ge-
nannten Verfahren berechnen. Fiir jeden méglichen Wert x; ergibt sich danach eine
diophantische Gleichung mit zwei Unbekannten.

Als Beispiel betrachten wir die eingangs genannte Aufgabe 12z, + 28z, | 42z,
= 200. Wir kénnen diese Gleichung durch 2 dividieren und erhalten danach die dio-
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Als Beispiel betrachten wir die diophantische Gleichung 1362, + 300z, = 20. Wir
bestimmen zunéchst 136 [ 300 mit Hilfe des euklidischen Algorithmus:

300 = 2136 + 28,
136 =4 - 28 + 24,
28 =1-24 4 4,
24 =6-4+0; also 13677300 =4.
Wegen 4/20 ist die gegebene diophantische Gleichung losbar und gleichbedeutend
mit der diophantischen Gleichung 34, + 75z, = 5, wobei 34 [ 75 = 1 gilt. Bei der
Anwendung des euklidischen Algorithmus auf 75 und 34 erhalten wir 75 = 2 - 34 + 7,
34 =4.7+4+6,7=1-6+1,unddaraus 1 =7 —1.-6=7— (34 —4.7) = —34
+5.-7T=—-3445(76—2-34) =5-75 — 11 - 34. Somit bilden 2, = —11-.5
= —5b, 2, =5 . 5 = 25 eine Losung der gegebenen Gleichung.
2. Besti g einer speziellen Losung mit Hilfe der Eulerschen Funktion

Wir benutzen die Zuriickfithrung einer diophantischen Gleichung (2) auf die lineare
Kongruenz (3). Nach dem Satz von EULER (vgl. ML Bd. 1,3.7.) gilt ¢, = 1 mod m
Wegen a,a,*™-1b = b mod m ist somit

2,0 =q¥m-1 b,

b a,

b
2,0 = — — — @M1 ) =— (1 — a,%™)
a, a, a,

eine Losung von (2). Da ¢(m) nach der Formel

1
g(m) =m - J] (1 ——)
plm P
berechnet werden kann, haben wir eine explizite Darstellung einer speziellen Losung
erhalten.

Als Beispiel betrachten wir wieder die diophantische Gleichung 136x, + 300z,
= 20. Wir miissen diese zunéchst auf die Form 34, + 752, = 5 bringen. Wir setzen
m = 75 und bestimmen ¢(75):

¢(75)=75-n(1—1):75(1—%)(1~i)=751—6_:30,

/75 P 5 5
Danach ist

1
B0 = 3495, H® = - (1 — 34M) = — (1 — 34%)

55
75
eine spezielle Losung. Der Nachteil dieser Losungsmethode wird deutlich auf Grund
der i. allg. betragsméBig groBen Zahlen, die als Losungswerte auftreten.
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phantische Gleichung 6z, + 14, -+ 21a; = 100, wobei 6 (714721 = 1 gilt. Es ist
614 = 2. Fir die moglichen a;-Werte erhalten wir 212, = 100 mod 2. Offensicht-
lich ist a3(® = 2 eine Losung dieser Kongruenz. Die moglichen x,-Werte sind daher
durchzy =2 + ¢ - 2(c € Z) gegeben. Fiir 2,0 = 2 wollen wir die simtlichen Losungen
@y, @, bestimmen: 6 + 142, = 100 — 21 - 2 = 58 fithrt auf 3¢, + Ta, = 29. Mit
Hilfe des euklidischen Algorithmus gewinnen wir x," — —58, &,’ = 29 als spezielle
Losung dieser Gleichung. Damit ist &, = —58 4+ ¢+ 7, @, =29 — ¢ - 3, @y = 2 die
Gesamtheit der Losungen von 12, + 28z, + 42z, = 200, bei denen vy =2 gilt.

Fiir die unter a) eingangs genannte Aufgabenstellung bendtigen wir natiirliche
Zahlen als Losungswerte. Wir setzen dazu ¢ = 9 und erhalten 2,0 = 5, 2,0 — 2,
a3(® = 2 als eine brauchbare Losung.

5.8.  Der Weg: Natiirliche Zahlen — ganze Zahlen — rationale Zahlen

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen haben wir den Bereich der rationalen Zahlen
durch eine zweimalige Erweiterung gewonnen. Zunichst wurde der Bereich Q, der
gebrochenen Zahlen und danach der Bereich @ der rationalen Zahlen konstruiert.
Dabei erwies sich Q. als der kleinste geordnete Halbkérper, der N, und Q als der
kleinste geordnete Korper, der @, bzw. N enthilt. Den Bereich Z der ganzen Zahlen
haben wir weiterhin als den kleinsten geordneten Ring beschrieben, der N enthilt.
Unser Weg fithrte von den natiirlichen Zahlen iiber die gebrochenen Zahlen zu den
rationalen Zahlen. Auf diese Weise wurde zunéchst ein Mangel der Multiplikation
(vgl. (M2)) und danach ein Mangel der Addition (vgl. (A2)) behoben. Es liegt die
Frage nahe, ob man die Reihenfolge der in 4.2. bzw. 5.2. genannten Konstruktions-
schritte vertauschen kann. Das ist méglich und fithrt dariiber hinaus zum gleichen
Ergebnis, ndmlich wieder zum Bereich der rationalen Zahlen. Bei diesem Weg wird
zuerst der kleinste geordnete Ring gebildet, der den Bereich N enthilt, also der Be-
reich der ganzen Zahlen. Danach wird der kleinste geordnete Halbkérper konstruiert,
der den geordneten Ring der ganzen Zahlen umfaBt. Dieser erweist sich sogar als
geordneter Korper und muB auf Grund der algebraischen Charakterisierung der
rationalen Zahlen bis auf Isomorphie mit Q iibereinstimmen.

Die Konstruktion von Z aus N erfolgt nach dem Vorgehen von 5.2. durch die Bil-
dung der Klassen:

mOn ={k):k,IcNAm+1=k+n},

fiir die dann Anordnung, Addition und Multiplikation entsprechend I, IT, III aus 5.2.
definiert werden. Die natiirlichen Zahlen ergeben sich in der Form m © 0 und die
negativen ganzen Zahlen in der Form 0@ m. Die fir Z giiltigen Strukturgesetze
lassen sich analog zu entsprechenden Beweisen in 5.2. herleiten.
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Von Z kommen wir danach zu den rationalen Zahlen, indem wir analog dem Vor-
gehen in 4.2. die Menge Z X N* in Klassen zerlegen:

a
— = e, d): ad = cb).

Anordnung, Addition und Multiplikation fiir diese Klassen werden wie in 4.3., 4.4.
bzw. 4.5. bei der Konstruktion von @, definiert. Die Strukturgesetze von Q lassen

sich dann ebenfalls miihelos beweisen. Die Klassen der Form il (@ € Z) bilden einen
zu Z isomorphen Bereich. 1



6. Der Bereich der reellen Zahlen

6.1.  Einleitung

Die Veranschaulichung der rationalen Zahlen auf einer Geraden beschreibt die Tat-
sache, daBl die rationalen Zahlen als MaBzahlen fiir kommensurable Lingen verwendet
werden konnen. Die Beziehung zwischen den rationalen Zahlen und Punkten dieser
Geraden, die damit hergestellt wird, fithrt naturgemif zu einem Vergleich der Ge-
raden mit dem Bereich der rationalen Zahlen. Geometrische Uberlegungen fiihrten
bereits im Altertum zu der Erkenntnis, daB es neben kommensurablen Lingen auch
inkommensurable gibt, d. h. Lingen, deren Verhiiltnis zur MaBeinheit nicht durch ein
geordnetes Paar natiirlicher Zahlen (vgl. 4.1.) und daher nicht durch eine gebrochene
Zahl bestimmt wird. Es gibt also auf der Zahlengeraden irrationale Punkte. In diesem
Sinne ist die Zahlengerade reichhaltiger als der Bereich der rationalen Zahlen. Tm
Vergleich zur Geraden enthélt der Bereich der rationalen Zahlen Liicken.

Um jeder Léinge eine MaBzahl zuordnen zu kénnen, werden wir danach streben, den
Bereich der rationalen Zahlen zu einem Zahlenbereich zu erweitern, der in gleicher
Weise liickenlos ist, wie wir es uns von der Geraden vorstellen. Die Konstruktion einer
Erweiterung des Bereiches der rationalen Zahlen wére nun in der Weise denkbar, da
man die irrationalen Punkte der Zahlengeraden zur Bildung neuer Zahlen benutzt
und mit Hilfe geometrischer Einsichten die arithmetischen Eigenschaften von Q auf
diese Erweiterung iibertréiigt. Eine exakte Ausfiihrung dieses Programms wiirde aller-
dings erfordern,”daB wir unsere anschaulichen Vorstellungen von der Geraden in
prizisen Aussagen festlegen. Dem entgegen ist es ein Anliegen der Arithmetik und fiir
die Anwendung der Zahlen von Bedeutung, die einzelnen Zahlenbereiche rein arith-
metisch auf der Grundlage der Logik und Mengenlehre zu gewinnen. Wie auch bei
den bisherigen Konstruktionen von Zahlenbereichen soll daher die gewiinschte Fr-
weiterung der rationalen Zahlen von Eigenschaften der Geraden oder anderer geome-
trischer Objekte losgelst vorgenommen werden. Geometrische Einsichten kénnen
natiirlich wieder zur Veranschaulichung und Motivierung gewisser Konstruktions-
schritte, aber an keiner Stelle fiirr Beweise herangezogen werden.
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Eine Liickenhaftigkeit von Q kam auch bei der negativen Beantwortung einer rein
algebraischen Fragestellung zum Ausdruck. Wie in 5.6. gezeigt wurde, ist nicht jede
gebrochene Zahl Quadratzahl im Bereich der gebrochenen Zahlen. Eine Gleichung der
Form a" = a (n = 2) besitzt nur fiir spezielle gebrochene Zahlen a eine Losung im
Bereich der rationalen Zahlen.

Eine exakte Erweiterung des Bereiches der rationalen Zahlen zu einem liickenlosen
sogenannten stetigen Zahlenbereich wurde erstmals von DEDEKIND vorgenommen.
Der entscheidende Schritt bestand dabei in der genauen Formulierung dieser ge-
wiinschten Eigenschaft. Nach DEDEKIND heilt eine durch eine reflexive totale Ordnung
geordnete Menge (X, <) stetig, wenn sie dicht ist und zu jeder Zerlegung von X in zwei
nichtleere Mengen 4, B mit A4 b/\H a < bein Element ¢ aus X existiert (¢ liegt entwe-

der in 4 oder in B), so dal /\ /\ a < ¢ =< b gilt. Wir beschreiben die gewiinschte
Eigenschaft der Stetigkeit du.rch das folgende Stetigkeitsaxiom :
(04) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge besitzt ein Supremum.

Wir haben in 5.4. bereits nachgewiesen, daBl in Q dieses Axiom (04) nicht erfiillt
ist. In 6.3. werden wir auf die Gleichwertigkeit von (04) mit der Stetigkeit nach
DEDEKIND eingehen. Die Aussage (04) ist gleichwertig mit:

(04')  Jede nichtleere nach unten beschrinkte Menge besitzt ein Infimum.
Den Beweis von (04) & (04') iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Das Ziel dieses Abschnittes besteht nun darin, den Bereich der rationalen Zahlen
zu einem stetigen Zahlenbereich zu erweitern. An eine solche Erweiterung von @
stellen wir dariiber hinaus die Forderung, daB die fiir das Rechnen in Q mafigeblichen
Strukturgesetze giiltig bleiben. Es gibt verschiedene Wege, eine stetige Erweiterung
von @ zu konstruieren. Das allgemeine Prinzip solcher Konstruktionen besteht darin,
die in Q vorhandenen ,Liicken* durch geeignete Gebilde zu charakterisieren und
dann diese Gebilde zum Bereich der rationalen Zahlen hinzuzunehmen. An spiterer
Stelle (vgl. 6.3.) wird gezeigt, daB es bis auf Isomorphie genau eine stetige Erweite-
rung von @ gibt. Die verschiedenen Konstruktionsverfahren fiihren also zum gleichen
Zahlenbereich und sind daher vom Ergebnis her als gleichwertig anzusehen. Wir
werden die in @, vorhandenen ,,Liicken* durch nichtperiodische Dezimalbriiche
charakterisieren und unter Beachtung dessen, daf} jeder periodische Dezimalbruch
eine gebrochene Zahl darstellt, die nichtnegativen reellen Zahlen als Dezimalbriiche
gewinnen. Die Erweiterung des Bereiches der nichtnegativen reellen Zahlen zum
Bereich der reellen Zahlen kann danach in der gleichen Weise vorgenommen werden
wie die Erweiterung von Q, zum Bereich Q. Weitere Konstruktionsverfahren wer-
den wir in 6.3. kurz darlegen.
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6.2. Konstruktion des Bereiches der reellen Zahlen mit Hilfe von
Dezimalbriichen

Die Charakterisierung der in Q, vorhandenen Liicken durch Dezimalbriiche ist eng
mit der Langenmessung verkniipft und ergibt sich, wenn wir das durch den Divi-
sionsalgorithmus beschriebene MeBverfahren auf eine beliebige Linge anwenden.
Dieses MeBverfahren liefert bei unbegrenzter F ortsetzung eine monoton wachsende
Folge gebrochener Zahlen ay; @g,a,; @,a,a,; ... und bestimmt daher eindeutig einen
Dezimalbruch ag,a,a,.... Im Fall einer beziiglich der MaBeinheit kommensurablen
Lange entsteht ein periodischer Dezimalbruch. Dieser stellt eine gebrochene Zahl dar,
die MaBzahl der kommensurablen Lénge ist. Aus der Sicht des MeBverfahrens ist die
Periodizitit allerdings als ein zufillig eintretender Sonderfall anzusehen. Im all-
gemeinen wird sich ein nichtperiodischer Dezimalbruch ergeben. Dieser charakterisiert
dann eine Liicke im Bereich der rationalen Zahlen. Das wird sehr anschaulich, wenn
wir neben den gebrochenen Zahlen To = Qg; Ty = Ag,Q1; Ty = @y,a4@s; ... Noch die

1 1
gebrochenen Zahlen sy =ry 4+ 1; s, =r + E; 8 =1, + 1—02; ... betrachten.

. S
Jedes s, ist dann groBer als jedes r,, und die Differenz Sy — Ty = o wird fiir ge-

niigend groBe » kleiner als eine beliebig vorgegebene positive gebrochene Zahl, d. h.,
die Zahlen r,, s, riicken mit wachsendem » immer dichter zusammen. Es existiert
jedoch keine gebrochene Zahl g mit 7, < a < 8, tiir alle ». In Abb. 5 veranschaulicht
der Punkt P der Zahlengeraden diese Liicke im Bereich Q.

P

: o —
) T1 T2 5257 So=rp*?
Abb. 5

Wie in 4.8. bezeichnet R, die Menge aller Dezimalbriiche ohne Neunerperiode, R, ()
die Menge aller periodischen Dezimalbriiche ohne Neunerperiode und R,® die Menge
aller endlichen Dezimalbriiche. Entsprechend den Ergebnissen aus 4.8. wollen wir
zwischen gebrochenen Zahlen und periodischen Dezimalbriichen ohne Neunerperiode
nicht unterscheiden, setzen also Q, = R,®.

6.21.  Anordnung der Dezimalbriiche

Wir erkliren zunichst eine irreflexive totale Ordnung ,,<“ in R..

Definition 1. Sind a = aga,a,..., b = bobiby... zwei verschiedene Dezimal-
briiche, so soll @ < b genau dann gelten, wenn a, < b, fiir » = min {v:a, =b,) zu-
trifft.
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Es ist unmittelbar einzusehen, daf diese Relation irreflexiv, transitiv und konnex
ist (Ubungsaufgabe). Die aus dieser Ordnungsrelation in R, resultierende Anordnung
entspricht der Anordnung der Woérter eines Lexikons, wenn wir die Dezimalbriiche
als (unendliche) Worter des Alphabets 0, 1, ..., 9 auffassen?). Wir sprechen daher auch
von der lexikographischen Ordnung in R.. Dem Satz 4 aus 4.8. entnehmen wir, daB
die Einschrinkung dieser Relation auf @, mit der bereits in Q, erkldrten Ordnung
iibereinstimmt. Aus der Definition der lexikographischen Ordnung in R, ergeben sich
dariiber hinaus sehr einfach die beiden folgenden Sitze iiber die ordnungsméBige
Verteilung der gebrochenen Zahlen in der Menge R..

Satz 1 (Dichtheit von Q, in R,). Die gebrochenen Zahlen liegen dicht in der Menge
R,, d. h., zwischen zwei verschiedenen Elementen aus R, liegt stets eine gebrochene Zahl.

Beweis. Sind @ = ag,a,a,..., b = by,b,b,... verschiedene Elemente aus R, mit
a < b, so gilt fiir den kleinsten Index n mit a, == b, die Beziehung a, < b,. Ist dann
a,,; eine auf a, folgende von 9 verschiedene Ziffer von a, so ist a,,a,...a,...a,.1,9 eine
gebrochene Zahl ¢ mit @ < ¢ < b.

Satz 2 (Archimedisches Axiom). Zu jedem Element a aus R, existiert eine natiirliche
Zahl n mit a < n.

Beweis. Fiir @ = ag,a,a,... ist n = ag + 1 eine natiirliche Zahl mit der gewiinsch-
ten Eigenschaft.

Auf Grund der Giiltigkeit des Archimedischen Axioms nennen wir R, auch archi-
medisch geordnet. Wir zeigen jetzt, daB R, das bereits genannte Stetigkeitsaxiom (04)
erfullt.

Satz 3 (Stetigkeit von R,). In R, besitzt jede nichtleere nach oben beschrinkte Teil-
menge ein Supremum.

Beweis. Es sei M eine durch b = byb;b,... nach oben beschrinkte nichtleere
Teilmenge von R,. Fiir jedes a = a,,a,a,... aus M gilt dann a, = b,. Die Menge aller
ay, fiir die ein @ € M mit @ = a,,a,a,... existiert, ist daher eine nach oben beschrankte
Menge natiirlicher Zahlen und besitzt ein Maximum c,. Sodann sei ¢, die groBte Zahl,
die als Ziffer a, bei den Dezimalbriichen c¢,,@,a,... aus M vorkommt. AnschlieBend wird
¢, als die groBte Zahl gewihlt, die als Ziffer a, bei den Dezimalbriichen cg,c,asa;... aus
M vorkommt. So fortfahrend wird ¢, fiir jedes n aus N eindeutig festgelegt. Falls
€ = €g,¢,Cy... €in Dezimalbruch ohne Neunerperiode ist, haben wir mit ¢ eine kleinste
obere Schranke von M gefunden. Fiir den Fall, daB ¢ kein Dezimalbruch aus R, ist,
existiert eine kleinste Zahl ny mit 7y = 1 und ¢, = 9 fiir alle n = n,. Wir setzen dann

c, fir v <myg—1,
e,/ =q¢,+ 1 fir v=mny—1,
0 fir » = n,

1) Hierbei ist natiirlich die Stellung des Kommas zu beachten.
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und erhalten mit ¢’ = ¢y’,c,c,’... einen Dezimalbruch ohne Neunerperiode, so daB ¢’
kleinste obere Schranke von M in R, ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Insbesondere erhalten wir: Zu jeder nichtleeren nach oben beschrinkten Menge M
von gebrochenen Zahlen gibt es ein a € R, mit @ — sup M.

Wir bemerken, dal man auch umgekehrt jedes Element a ¢ R. als Supremum ciner
nichtleeren Menge von gebrochenen Zahlen, ja sogar von Elementen aus R, erhalten
kann. Ist nidmlich @ = aga,a,..., so ist mit am — ag,ay...a, offenbar a = sup (a™:
n € N}.

Nachdem wir die geordnete Menge @, zu einer stetig geodneten Menge R, erweitert
haben, kommt es darauf an, die in @, erklirte Addition und Multiplikation auf R,
fortzusetzen, so daB die in Q, giiltigen Strukturgesetze auch fiir R, gelten. Am SchluB
von 4.8. wurde gezeigt, daB wir die Summe und das Produkt zweier gebrochener
Zahlen @ = ag,a,a,... und b = by,b;b,... mit einer vorgegebenen Genauigkeit erhalten,
wenn wir fiir geniigend groBes n die Summe bzw. das Produkt von a® — Ag,y...a,
und ™= by,b;...b, bilden. Fiir beliebige gebrochene Zahlen a, b gilt dann (Beweis!)

(1) a + b =sup {a™ 4 b™:n ¢ NJ, @b =sup {a™.bm:nec Nj.

Wir konnen nun aber auch zu beliebigen Elementen a, b aus R, die gebrochenen
Zahlen a™ und b™ bilden. Die Mengen {a™ - b™: n ¢ N}, {a™ . b™: n € N} sind
dann in R, nach oben beschrinkt. Wegen (1) werden somit die Definitionen

(2) a+b:=sup{a® +b™:ne N}, a-b:=sup{a®.bm:pc N}

fiir eine Addition bzw. Multiplikation beliebiger Dezimalbriiche aus R, nahegelegt.
Durch die Definitionen (2) werden die Addition und die Multiplikation in R, auf die
entsprechenden Operationen in Q, zuriickgefiihrt. Eine unmittelbare Herleitung der
Strukturgesetze fiir R,(<, -, -) auf der Grundlage dieser Definitionen wire allerdings-
recht langwierig. Wir wollen daher zunichst eine zu (2) gleichwertige Formulierung
gewinnen, die eine einfache Herleitung der Strukturgesetze ermoglicht. Dazu wird der
fiir die gesamte Analysis grundlegende Konvergenzbegriff eine wichtige Rolle spielen.
Durch ihn ist es méglich, die bereits durch @ — sup {@™: n € N} beschriebene der
Anniherung beliebiger Elemente aus R, durch gebrochene Zahlen allgemeiner darzu-
legen.

6.2.2. Konvergenz in der Menge R.

Zunichst geniigt es, daB sich der Leser in diesem Abschnitt mit den Begriffsbildungen
der Intervallschachtelung und Konvergenz sowie mit dem Inhalt des Satzes 12 ver-
traut macht. Da wir Folgen (a,),cN;, (b,)yeNs - - - aus R, betrachten, werden wir in diesem
Abschnitt die Ziffern eines Dezimalbruches aus R. mit griechischen Buchstaben be-
zeichnen: a = &g,x;..., b = By,B1fs... usw. Wir erkliren zunichst den Begriff der
Intervallschachtelung.
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Definition 2 (Intervallschachtelung in R,). Es seien (a,),en und (b,),en Folgen aus
R, mit folgenden Eigenschaften:

a) "é\N (ay = tpiq Abgyy < by),
b) "é\N a, < by,
c) sup {a,: v € N} =inf {b,:» € N}.

Wir sagen dann, daB die beiden Folgen (a,),en; (B,),en €ine Intervallschachtelung bilden,
die wir mit (a,|b,) bezeichnen. Den Dezimalbruch z = sup {a,:v € N} nennen wir
Limespunkt von (a,b,).

Der Name Intervallschachtelung deutet darauf hin, daB die abgeschlossenen Inter-
valle [@,, b, ] = {c: a, = ¢ = by} ineinandergeschachtelt sind : [@n.1, bus1 ] S (@ns b0
fiir alle n. Dabei ist 2 der einzige Punkt, der in jedem Intervall enthalten ist (Abb. 6).
Statt sup {a,: v € N} bzw. inf {b,: » € N} schreiben wir auch kurz sup q, bzw. inf b,.

X

T 7T 7 T T T T

ap 3 @838, b by b B by
Abb. 6

In der folgenden Definition der Konvergenz einer Folge benutzen wir die Sprech-
weise ,,fast alle® fiir die Glieder einer Folge. Wir sagen: Fast alle Glieder einer Folge
besitzen eine bestimmte Eigenschaft H(z), wenn nur endlich viele Folgenglieder
existieren, die die Eigenschaft H(x) nicht besitzen.

In Band 1 wurden fiir eine Eigenschaft (Aussage) H(x) allgemein die Generalisierung ,, Y L
z
(,.fiir jedes z gilt: ...“) und die Partikularisierung ,, \/ .. (,yes gibt ein @ mit ...%“) betrachtet,
z

zwischen denen die folgende Aquivalenz besteht:
A H@@)& - V 1 H(z).
x z

Die gleiche Aquivalenz gilt, wenn wir ,, A ...*“ als , fir fast alle z gilt: ... und ,, VV ... “ als ,,es gibt
: z

x
unendlich viele z mit ... interpretieren.

Definition 3 (Konvergenz in R,). Eine Folge (z,),.n aus R, heiBt konvergent
gegen , wenn es eine Intervallschachtelung (a,|b,) mit dem Limespunkt x gibt, so dal
in jedem Intervall [a,, b,] fast alle x, enthalten sind. Ist die Folge (x,),en gegen @
konvergent, so heiit @ Grenzwert dieser Folge.

Ist « Grenzwert der konvergenten Folge (2,),¢n, S0 sehen wir z als einen Dezimalbruch
an, dem sich die Dezimalbriiche x, der Folge beliebig nihern. Wir wollen die durch
die Konvergenz beschriebene Annéherung an einigen Beispielen verdeutlichen:
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1. Die Folge (L) ist gegen 0 konvergent. Fiir die Intervallschachtelung (a,|b,)
v veN*

mit @, = 0 und b, = %gﬂt namlich sup {a,: v € N} = inf {by:» € N} = 0 sowie
1

— € [a, b,] fiir fast alle » bei beliebiger Wahl von » (vgl. Satz 6).

n

2. Ist @ = £o,5,5,... ein beliebiger Dezimalbruch aus R., so konvergiert die Folge
@ sen = Colalar-Lr)en gogen @ (vel. Satz 8).

3. Ist {o,818p..., ein endlicher Dezimalbruch mit L <9und 2, = ,‘0,4‘152...4‘,,9_'[3,
so konvergiert die Folge (2,),en gegen @ = (4,0105...851(Cn + 1). Setzen wir nimlich
a, =, und b, = z fiir alle », so ist (q,|b,) eine Intervallschachtelung mit den erforder-
lichen Eigenschaften.

Die Konvergenz einer Folge aus R, liBt sich auch recht einprigsam durch das Verhalten der
Ziffern der Dezimalbriiche dieser Folge beschreiben. Dazu sei z — Lol18s-.. der Grenzwert der
Folge (zy)ven und @, = £,0, £,0)2,0).... Setzen wir « ¢ R.() voraus, so besagt (Beweis!) die Kon-
vergenz, daB fiir jedes k € N die Gleichheit £,() = ¢, fiir fast alle » gilt. Wenn wir wieder z(®)
= Co» £1800.Ly und z,(M = Zo,5 ML M...E,™ setzen, so gilt daher auch (™ = z,( fiir fast alle ».

Fiir den Fall, daB z ein endlicher Dezimalbruch ist, kann die direkte Beschreibung der Kon-
vergenz mit Hilfe der Ziffern komplizierter werden (vgl. Beispiel 3).

In den folgenden Sitzen werden wir einige Eigenschaften der Konvergenz in R,
zusammenstellen.

Satz 4 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Jede konvergente Folge besitzt genau einen
Grenzwert.

Beweis. Es seien , 2’ Grenzwerte der Folge (2,),.N, und es geltex < 2’. Nach Satz 1
existiert ein " mit x < o < a’. Es sei (a,]b,) eine Intervallschachtelung mit dem
Limespunkt z, so daB in jedem Intervall (@, b, ) fast alle 2, liegen. Entsprechend sei
(a,’'|b,’) eine Intervallschachtelung mit dem Limespunkt «, so daB in jedem [a,’, b,']
fast alle z, liegen. Wegen & = inf b,, 2’ = sup a,’ existiert ein nq mit by, < 2 <a,,'.
Es gilt also a,, < by, < a,, <b),. Es kénnen aber nicht zugleich fast alle Folgen-
glieder der Folge (x,),¢n in den disjunkten Intervallen [ay,. by, ) und [a;,, b;, ] liegen.

Den eindeutig bestimmten Grenzwert a einer konvergenten Folge (x,),cn bezeichnen
wir mit lim z,.

V200

Satz 5 (Vertraglichkeit der Ordnung mit der Konvergenz). Es seien @ )rens (@ )ven

konvergente Folgen mit a,’ < =, fiir fast alle n. Dann gilt

limz, < lim a,.

y—>00 »—>00
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Beweis. Wir fiithren die Annahme z = lim #, < lim 2, = &’ zum Widerspruch.
o v—00
Wie im Beweis von Satz 4 konnen im Fall x < 2’ disjunkte Intervalle [ay,, b, J,
Lay,, by, ) mit 2, € @y, by, Jund &, € [a;,, by, Jfirfastalle nsowied,, < a;, gefunden
werden. Daraus folgt @, <, fiir fast alle n und daher ein Widerspruch zur Voraus-
setzung.

Bemerkung. Aus z,’ < @, kann i. allg. nicht auf 2" < x geschlossen werden.

Satz 6. Esseien (a,),en und (b,),en Folgen aus Q. mita, < x =< b, fiir alle n. Dann
gilt sup a, = inf b, = & genau dann, wenn bei beliebiger Wahl einer gebrochenen Zahl
r > 0 die Ungleichung b, — a, < r fiir fast alle n gilt.

Beweis. Es gelte b, — a, < r bei beliebiger Wahl einer gebrochenen Zahl r > 0
fiir fast alle n. Es sei x, = sup a,, " = inf b,. Aus @, < & < b, fiir alle nerhalten wir
2 <a <. Falls ' < ' ist, existieren nach Satz 1 zwei gebrochene Zahlen r;, r,
mit &' <r <1, <. Daraus folgt 0 <7, — 7 < b, — a, fir alle n. Wenn wir
r = r, — 1, setzen, erhalten wir damit einen Widerspruch.

Es sei nun sup @, = inf b, = x und r eine beliebig vorgegebene positive gebrochene

2 ;
Zahl. Wir bestimmen eine natiirliche Zahl » mit — < r und setzen m, = min Im:
n
meENax < E} Wegen sup a, = infb = z gilt dann
n

my — 1

o, 2b B tL
n

also b, — a, < i < r fiir fast alle ».
n

Satz 7. Zu jedem x aus R, existiert eine Intervallschachtelung (a,|b,) mit folgenden
Eigenschaften:

a) x tst Limespunkt von (a,|b,).

b) /e\N (@, € Q. A D, € Q).

c) /\N a, < & < by, falls x > 0, bzw. /\N a, =0<b,, fallsx =0.
nEl nEl

Ist (x,),n eine beliebige gegen a konvergente Folge, so liegen fast alle @, in jedem
Intervall einer solchen Intervallschachtelung.
Beweis. Es sei # = £y,l,C,... beliebig aus R,. Ist 2 kein endlicher Dezimalbruch,

1
so setzen wir @, = 2™ = (0.0, und b, = a, + T Auf Grund von Satz 1 aus

4.8. ist b, ebenfalls ein endlicher Dezimalbruch der Form (y',(,"...5,", und wegen
a, < b, gilt daher £,0y...L, < Coililen < 8o 1 -.La’. Nach Satz 6 folgt sup @, = inf b,
=@
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Ist @ ein endlicher Dezimalbruch, so ist z eine gebrochene Zahl. Im Fall z = 0
1
setzen wir @, =0, b, =——, und fiir « > 0 setzen wir a, = max 40, x — =t 5
1 10" 10"
b, =2+ o Wir erhalten nach Satz 6 wieder sup a, = inf b, = x. SchlieBlich sei

(%,),en eine beliebige gegen x konvergente Folge. Es existiert also eine Intervallschach-
telung (a,'b,’) mit a,’ < x, < b,’ fiir fast alle n bei beliebiger Wahl von ». Es sei
(a,/b,) eine Intervallschachtelung mit den mm Satz genannten Eigenschaften. Wir
wollen jetzt & > 0 voraussetzen. Fiir @ = 0 verlaufen die Uberlegungen shnlich. Wegen
@, <z und sup a,” = x existiert ein a, mit a, > a,. Entsprechend kann ein b,, mit
by, < by, gefunden werden. Wegen L@, 07,3 < [@p, b, ] liegen damit auch in (@, bu]
fast alle a,. Damit ist der Satz bewiesen.

Aus dem Beweis von Satz 7 ergibt sich insbesondere, daB fiir @ aus R, die Folge
(*),en gegen & konvergiert. Damit gilt:

Satz 8. Zu jedem x aus R, existiert eine Folge (x,),en aus @, mit @ = lim x,.

Eine Folge, die gegen Null konvergiert, nennen wir eine N ullfolge. Wir werden jetzt
cin Kriterium dafiir angeben, wann eine Folge aus Q, eine Nullfolge ist.

1
Satz 9. Eine Folge (x,),on aus Q, konvergiert genau dann gegen Null, wenn z, < —
m

fiir fast alle n bei beliebiger Vorgabe von m gilt (m € N*),

Beweis. Zunichst ist {0 = eine Intervallschachtelung nach Satz 6 mit dem
m

Limespunkt Null. Danach folgt der Satz 9 unmittelbar aus der Definition der Kon-
vergenz und aus Satz 7.
Uber das Rechnen mit N ullfolgen aus @, beweisen wir den

Satz 10. Sind (x,),en und (4,),en Nullfolgen aus Q. so ist auch (v, + Y)ven €tne Null-
folge. Ist (x,),n eine Nullfolge aus @, und (¥5).en eine beschriinkte Folge aus Q. so ist
(@, * Y)sen eine Nullfolge aus Q,.

Beweis. Der erste Teil des Satzes ergibt sich unmittelbar aus Satz 9. Es sei (@)en
eine Nullfolge aus Q, und (y,),n eine beschrinkte Folge aus Q,. Es existiert also ein »

1
aus @, mit y, < 7 fiir alle n. Da (z,),y eine Nullfolge ist, gilt x,, < — fiir fast alle n
bei beliebiger Wahl von m ¢ N*. Daraus folgt rm

r
TalYn = ar < ™

d. h,, (2, - y,),N ist eine Nullfolge.
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Der Satz 6 ermoéglicht nun die folgende Charakterisierung einer Intervallschachte-
lung, die durch Folgen aus @, erklirt ist.

Satz 11. Es seien (a,),en und (b,),en Folgen aus Q, mita, < a,,y, byyy < b, und a,
< by fir alle n. Dann bilden die Folgen (a,),en und (b,),en genau dann eine Intervall-
schachtelung, wenn lim (b, — a,) = 0 gilt.

y—>00

Der folgende Satz ist wesentlich fiir die Moglichkeit der Ubertragung der Rechen-
operationen und Rechengesetze von Q, auf R,.

Satz 12. Sind (x,),en und (x,’),en konvergente Folgen aus Q,, so sind auch die Folgen
(@, + 2,"),en und ., - (x,),en konvergent. Gilt ferner noch x,, == 0 fiir alle n und lim x, == 0,

. , 1 . ) v
so ist auch die Folge (—) konvergent. Dabei hingen die Grenzwerte der Folgen
Ty /veN

1

(2, + 2, )vens (@, - @, )yen und (—) nur von den Grenzwerten der Folgen (,),en bzw.
Ty /veN

(,"),en ab.

Beweis. Es gelte + =lim 2,, 2’ = lim 2,". Wir beschrinken uns jeweils auf den
>0 -0

Fallx > 0, 2" > 0. Fiir v bzw. 2’ seien (a, | b,) bzw. (a,’ | b,") Intervallschachtelungen

mit den in Satz 7 genannten Eigenschaften. Aus den Sétzen 10 und 11 erhalten wir

lim (b, + b, — (@, + @,')) =0 und daher eine Intervallschachtelung (a, 4+ a,’ | b,

00
+ b,) mit a, + a," <, + x,” < b, + b,’ fiir fast alle » bei beliebigen n. Damit ist
gezeigt, daB (v, 4 @,'),.y eine konvergente Folge ist. Um zu zeigen, daB (z, - 2,’),en
konvergiert, benutzen wir die Umformung b,b," — a,a,’ = (b, — a,) b," + (b,
— a,)a,, aus der wir mit Hilfe der Sétze 10 und 11 lim (b,," — a,a,’) = 0 erhalten.

Daher ist (a,a,’ | b,b,') eine Intervallschachtelung, u;:imwegen aa, < ax, <bb,
fiir fast alle » bei beliebigem n ist (2,@,"),cN eine konvergente Folge. SchlieBlich zeigen
wir noch die Konvergenz von % . Wegen » > 0 kénnen wir zunéchst zu den in
Satz 7 genannten Eigenschaften v'or'1E ?a, | b,) noch @, > O fiir alle » voraussetzen. Es
ist dann L < i < = fiir fast alle » bei beliebigem 7. Wegen

n a" ail
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Also ist (L) konvergent. Die Grenzwerte der Folgen (z, + 2,’),ens (@, * @,"),en und
2,
1 v/ reN

(——) héngen nur von den Grenzwerten der Folgen (z,),.n bzw. (%,'),en ab, da nach
Zv/veN

Satz 7 die genannten Intervallschachtelungen (a, |b,), (a,’|b,’) in gleicher Weise
benutzt werden konnen, wenn wir von zwei anderen Folgen ausgehen, die die gleichen
Grenzwerte wie (z,),en und (2,'),.n besitzen.

6.2.3. Algebraische Operationen in der Menge R,

Das mit Satz 12 erhaltene Ergebnis benutzen wir zunichst zur Definition einer
Addition und einer Multiplikation im Bereich R,.

Definition 4 (Addition und Multiplikation in R,). Es seien z, 2’ beliebige Elemente
aus R, sowie (z,),en, (@,'),en gegen @ bzw. 2’ konvergente Folgen aus Q,. Dasnach
Satz 12 durch 2 und 2’ eindeutig bestimmte Element lim (z, + @,’) bezeichnen wir

[
mit 2 + 2’ und nennen es die Summe von z und 2’. Entsprechend bezeichnen wir
mit z - 2’ den Grenzwert lim (z, - 2,') und nennen « - 2’ das Produkt der Elemente
und z’. Also: el

3) x + 2’ :=lim (z, + 2,’); x.2' :=lim (z,-2,’).
00 100
Statt (3) kénnen wir auch
3" lim #, 4+ lim 2," = lim (z, + 2,’), lim , - lim z,” = lim (z, - @)
00 00 00 o0 00 00
schreiben, wenn (,),.y und (,’),en konvergente Folgen aus @, sind.
Wegen @ = sup 2™ = lim 2™ sind die unter (2) genannten Definitionen mit der
n—so0
Definition 4 gleichwertig.
Wir kénnen jetzt ohne Schwierigkeiten die Giiltigkeit der Strukturgesetze von Q.
fiir R, nachweisen.
Satz 13. Der Bereich R.(<, +, -) bildet einen geordneten Halbkérper, der den Bereich
Q. (<, +, *) als Teilstruktur enthdlt.
Beweis. Es seien z, 2/, '’ beliebige Elemente aus R, und (@ )vens (@ Jvens (@ )ven
gegen z, &’ bzw. x"’ konvergente Folgen aus R,.
A & 1'7 4 der AJJ"'
@+ 2') + 2" =lim (z, + &) + 2"’ = lim ((z, + @) + @,")

>0

=lim (%, + (&' + ")) =2+ lm @, +2,") =2+ @ +2").
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K ivgesetz der Additi

2+ a' =lm (z, + 2,)) = lim (2, + 2,) =2’ 4 -

Eaxistenz eines Nullelementes:
Fiir die Folge (a,),cy mit @, = 0 fiir alle » gilt lim @, = 0 und daher

x4+ 0 =lim (2, + 0) =limz, = 2.

v—00 >
Assoziativgesetz der Multiplikation:

(@2')a’” = lim (2,,") - lim 2, = lim ((,2,"),”) = lim (2,(2,'z,""))
y—>00 y—00 V=00 P=>00
= lim 2, - lim (z,'z,") = z(2'2"’).

y—>00

tati 7 ltinlikats
K der Multip

ax’ = lim (z,2,') = lim (v,'2,) = 2'z.
—>00 P00
Euistenz eines Einselementes:
Fiir die Folge (a,),en mit @, = 1 fiir alle » gilt lim @, = 1 und daher
00
z-1=Im (1) =limz, =2.
v—>00 00

Ezistenz inverser Elemente:
Es sei # 5 0 und «,, = 0 fiir alle #n. Nach Satz 12 ist dann auch (l
und es gilt

)z

) konvergent,
7eN

=00 \ T, 500 &, 00
Distributivgesetz:
z(@ + &'’) = 2 lim (2, + 2,”) = lim (2,(z," + ,”))
= lim (2,2, 4 2,2,”) = lim (z,2,") + lim (z,2,”) = 22’ + ax”’.
Monotoni tz der Addsti

9

Es sei < a'. Es existieren gebrochene Zahlen a, b mit » < a < b < a'. Fiir fast
alle n gilt dann @, < @, + (b — a) < z, und daher auch

, + 2, <, + (b—a)+ 2, <z, + 2,
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Nach Satz 5 erhalten wir daraus

lim (v, 4+ 2,”) < lim (2, + (b — @) + 2,”) < lim (z,” + 2,”),
dh,r4+2"=c+2"+0—a) =2 +2". Aus x+ 2’ =2’ + 2" wirde nun
@+ 2" =a 42" 4 (b — a) und durch vollstindige Induktion sogar x + ' =
+ &' + n(b — a) fir jede natiirliche Zahl n folgen. Da b — a eine positive rationale
Zahl ist, existiert nach dem Archimedischen Axiom ein & € N mit k(b — a) > a + ",
also wiirde

42" <kb—a)=kb—a)+a+a’ =a+a"

im Widerspruch zur Irreflexivitit der Relation ,,<*‘ gelten. (Bei der Abschiitzung
k(b —a) < k(b — a) +« + 2’ wurde die bereits bewiesene Aussage v < a' =
+ 2 <2’ + 2" benutzt.)

Monotoniegesetz der Multiplikation:

Aus @ < 2’ und 2’ > 0 folgt &, < a,” und z,”” > 0 fiir fast alle n. Wir erhalten
dann also w,x,” < x,'x,” fiir fast alle n und nach Satz 5 daher z2”’ < 2’2"’. Es muB}
nun sogar xa”’ < a'z"" gelten, da wegen 2"" > 0 und der bereits bewiesenen Existenz
inverser Elemente sonst = 2’ folgen wiirde.

Der Bereich R,(<, 4+, -) erfiillt also die Strukturgesetze (A0), (A1), (A2,), (A3);
(M0), (M1), (M2) (M2,), (M3); (M4); (O1), (02), (O3) und ist daher ein geordneter
Halbkérper. Wegen Q. (<, +, ) S R.(<C, +, ) (hinsichtlich der Bedeutung dieser
Schreibweise vgl. S. 56) ist Satz 13 damit bewiesen.

6.2.4.  Der Korper der reellen Zahlen

Mit dem Halbkorper R.(<, +, -) haben wir eine Erweiterung von Q. (<, +, .) ge-
wonnen, in der das Archimedische Axiom sowie das Stetigkeitsaxiom gelten. Wir
kénnen nun R.(<, +, -) nach der in Kapitel 5 fiir den Ubergang von Q, zu Q dar-
gelegten Methode zu einem archimedisch geordneten Korper R(<c, +, -) erweitern,
der den Bereich der rationalen Zahlen enthiilt. Es istleicht zu zeigen (Ubungsaufgabe),
daB bei diesem Ubergang von R, zu R die Stetigkeit erhalten bleibt. Somit ist R ein
archimedisch geordneter Korper, der das Stetigkeitsaxiom erfiillt und der den Bereich
der rationalen Zahlen umfaft. Die Elemente aus R nennen wir reelle Zahlen bzw. R den
Bereich der reellen Zahlen. Eine reelle Zahl, die keine rationale Zahl ist, wird eine
irrationale Zahl genannt.

Nach der Konstruktion von R kann jede reelle Zahl o als unendlicher Dezimal-
bruch ohne Neunerperiode @,a,a,... bzw. in der Form —ay,a,a,... dargestellt werden,
je nachdem, ob a positiv oder negativ ist.

Diein5.2.und 5.3. fiir Qhergeleiteten Rechenregeln gelten auch fiir das Rechnen inR.
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Der Betrag einer reellen Zahl wird in gleicher Weise wie der Betrag einer rationalen
Zahl erklirt :

J a, wenn a = 0,

@) lal = |—a, wenn a < 0.

Das Rechnen mit Betrigen erfolgt in R ebenfalls nach den gleichen Rechenregeln wie
in Q.

Wir wissen, daB} bei der Veranschaulichung der rationalen Zahlen auf einer Geraden
die den rationalen Zahlen zugeordneten Punkte die Zahlengerade nicht lickenlos aus-
tiillen. Nach der Erweiterung des Korpers der rationalen Zahlen zum Kérper der
reellen Zahlen ergeben sich die folgenden Fragen: LiiBt sich die Veranschaulichung der
rationalen Zahlen auf einer Geraden zu einer Veranschaulichung aller reellen Zahlen
auf der Geraden forsetzen? Wird gegebenenfalls dabei jedem Punkt der Zahlengeraden
eine reelle Zahl zugeordnet?

Die Moglichkeit der Veranschaulichung der reellen Zahlen auf der Zahlengeraden
ist mit der Stetigkeit der Geraden im Sinne des Stetigkeitsaxioms (04) gleichwertig.
Ist @ = a4,a,a,... aus R, \ Q, so wird dieser Zahl derjenige Punkt P, = P auf der
Geraden zugeordnet, den wir zur Veranschaulichung der durch @ in @, charakterisierten
Liicke verwendeten (vgl. Abb. 5). Die Zahl —a wird durch den zu P, beziiglich P,
symmetrisch liegenden Punkt veranschaulicht.

Ist P ein beliebiger rechts von P, gelegener Punkt der Zahlengeraden, so kénnen
wir auf die Strecke OP das dem Divisionsalgorithmus zugrunde liegende MeBverfahren
anwenden. Wir erhalten eine Folge ay: ., ; ag,@,a,;... gebrochener Zahlen und daher
einen eindeutig bestimmten Dezimalbruch ag,a,a,.... Wir zeigen, daB ag,a,a,... eine
reelle Zahl ist, indem wir nachweisen, daf} die Periode 9 nicht auftreten kann. Fiir den
Fall, da8 OP beziiglich der Einheitsstrecke OP; kommensurabel ist, haben wir den
Beweis schon gefiithrt (vgl. 4.8.). Es sei OP beziiglich OP, inkommensurabel. Wir
wollen die Annahme, daB a,,a,a,... die Periode 9 enthilt, zum Widerspruch fiihren.
Ist k& der groBte Index, fiir den @, < 9 ist, so betrachten wir den endlichen Dezimal-
bruch b = ay,a,...ay_,(a; + 1). Dannist OP, beziiglich OP, kommensurabel und daher
Py von P verschieden. Wir wollen uns iiberlegen, daBl zwischen P und P, ein rationaler
Punkt P’ liegt, fiir den also OP’ kommensurabel ist. Dazu betrachten wir den n-ten
Teil OP; der MafBeinheit OP,, wobei wir # so gro wihlen konnen, dal OP; kiirzer

als PP, wird.}) \v’on den rationalen Punkten P’i (k=1,2,...), die wir bei fortlau-

"
fendem Nebeneinanderlegen der Strecke OP, erhalten, wihlen wir denjenigenPunkt
P, aus, der erstmals rechts von P liegt. Auf Grund der Festlegung von n ist P’ = Py

n n

1) Die zur Veranschaulichung der Zahlen auf einer Geraden benutzten Eigenschaften einer
Geraden stehen in Ubereinstimmung mit unserer Vorstellung. Eine genaue Analyse dieser Eigen-
schaften und ihre Begrindung im Sinne einer exakten mathematischen Theorie erfolgt in der
Geometrie (vgl. MfL Bd. 6).
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ein rationaler Punkt, der zwischen P und P, liegt. Nach der Bedeutung der einzelnen
Ziffern beim genannten MeBproze muf im Sinne der lexikographischen Ordnung die
Beziehung

Aoy < bobiby... < agay...ar_y(a; - 1)
fir 2 bg,b,b;... gelten. Ein solcher Dezimalbruch by,b,b,... kann aber offensichtlich
n

nicht existieren.

Die reellen Zahlen lassen sich also auf der Zahlengeraden veranschaulichen und
fiillen dabei die Zahlengerade liickenlos aus.

Wihrend im Bereich der rationalen Zahlen nicht jede Gleichung der Form 2* = a
(@ € @, n € N¥) 16sbar ist, gilt fiir den Bereich der reellen Zahlen der folgende

Satz 14 (Existenz und Eindeutigkeit der n-ten Wurzel). Jede Gleichung der Form
a" = a mit a € R,, n € N* besitzt genau eine nichinegative Losung.

Fiir den Fall der Gleichung 2 = 2 haben wir den Beweis praktisch schon in 5.4.
gefiihrt. Wir haben dort gezeigt, daB in @, fiir ein Supremum 2’ der Menge {z: = € Q,
A a? < 2} weder &2 < 2 noch 2’2 > 2 gelten kann. Das laBt sich in R, genauso fiir das
Supremum b der nach oben beschréinkten Menge {: & € R, A 2% < 2} zeigen. Es muB
danach b = 2 gelten. Unter Verwendung des binomischen Satzes kann der Beweis
ahnlich fiir beliebige » € N* und a € R, gefiihrt werden. Einen Beweis von Satz 14
findet der Leser auch in MfL Bd. 4.

Die eindeutige nichtnegative Losung b der Gleichung 2" = a (2 € R,, n € N¥*) heiit

n-te Wurzel von @ und wird mit i/; bezeichnet. Es gelten also:

® Jazo, (fa) —a

Die Begriffe der Intervallschachtelung und der Konvergenz einer Folge kénnen
analog den in 6.2.2. gegebenen Definitionen fiir den Bereich R der reellen Zahlen er-
klért werden. Der folgende Satz beinhaltet eine zweckmiiBige Beschreibung der
Konvergenz einer beliebigen Folge (,),en aus R.

Satz 15.
©®  lmz,—=ce A V. A BZNE | —a <o)
Y >0 N(e)eN neN

Beweis. Die Existenz einer natiirlichen Zahl N(e) mit |a, — 2| < ¢ fiir alle
n = N(e), ist gleichwertig damit, daBl die Ungleichung |z, — x| < e fir fast alle n
gilt. Es seilim #, = z und & > 0 beliebig. Es existiert dann eine Intervallschachtelung

(@, | b,) mit a,, < 2, < by, fir fast alle n bei beliebigem m und sup @, = inf b, = a.
Unter Verwendung von Satz 1 und Satz 6 kann m = m, so gewéhlt werden, daB
by, — ap, < & erfillt ist. Dann gilt |¢ — 2,| < by, — @y, < ¢ fiir fast alle n.

Es gelte nun |¢, — @| < & fiir fast alle n bei beliebiger Wahl vone > 0. (a, | b,) sei
eine Intervallschachtelung mit dem Limespunkt a und a, < & < b, fiir alle m. Wir
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betrachten ein beliebiges Intervall [[@,,, by, ) dieser Intervallschachtelung und setzen
& = min {b,, — 2, — a,,}. Wegen |z, — x| < ¢ fiir fast alle n gilt z, € [ay,, by, ) fiir
fast alle n. Das bedeutet lim 2, = «.
y—00

Um ein weiteres wichtiges Konvergenzkriterium zu gewinnen, beweisen wir zu-
néchst fiir eine beliebige Folge (z,),.N aus R
(7 (,),en konvergent < sup inf ,, = inf sup ,,.

n m>n n m>n

(Die rechte Seite dieser Aussage ist eine Abkiirzung fiir sup {y,: 7 € N} = inf {z,: n
€ N}, wobei y, und z, durch y, = inf {x,,: m > n} bzw. 2, = sup {,,: m > n} erklirt
sind.)

Beweis. Es sei (2,),en konvergent und lim 2, = 2. Wegen inf a,, < sup ,, bei be-

liebiger Wahl von n, und n, aus N gilt stets *—* Lt Wy
(8) sup mf z,,, < inf sup z,,.
n m>n

Wir nehmen an, daB sup inf ,, < inf sup ,, gilt, und setzen

n m>n n m>n

¢ = inf sup #,, — sup inf #,,.

n m>n n m>n
Ferner sei n, so gewihlt, daBl |z — x,| < %fﬁr alle n = n, erfiillt ist. Dann gilt
e <z, <t —
3 3
fiir alle n = 7, und daher auch

—iSmfa:,,,gsupxms:t—l—-—

3 m>ny m>n,
Also ist
x_igsupmfmmginfsupxm gx-f-i
3 n m>n n m>n 3
und daher
- 2
inf sup «,, — sup inf z,, < — +—=—‘5 <e.
n m>n n m>n 3

Damit haben wir einen Widerspruch erhalten.
Es gelte nun sup inf ,, = inf sup @, = 2. Zu & > 0 existiert dann ein 7, mit
n m>n n m>n

r—e<info, Sox<supwx, <+ e

m>ng m>ng

Das bedeutet x — ¢ << x,, < + efiir fast alle m. Alsoist |x — z,| < efiir fast alle m.
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Satz 16 (Cauchysches Konvergenzkriterium). Es sei (z,),eN eine beliebige Folge aus
R. Dann gilt:

& =N Xy — 4 .
9) (@,),en konvergent < :/>\u N(X&N m.{'\EN (n, m = N(e) = |, m < €)

Beweis. Es sei (¢,),n konvergent und ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein Ne),
so daB | — a,| < —i— tiir alle » = N(e) ist. Daraus ergibt sich |a, — @, < |2, — 2|

+ o — @] < & fiir m, n = N(e).
Zu jedem ¢ > 0 moge ein N(e) existieren mit |z, — x,,| < ¢ fir alle m, n = N(e).
Dann giltalsox, — & < @, < @, + efiirm, n = N(¢) und daher inf z,, + 2 = sup a,,

m>n m>n
fiir n = N(e). Daraus folgt sup inf a,, -+ 26 = inf sup a,, fiir jedes ¢ > 0. Es gilt somit
m>

n n n m>n
sup inf 2, = inf sup @, und wegen (8) und (7) ist damit die Konvergenz von (z,),en
n m>n n m>n
bewiesen.

6.3.  Verschiedene Charakterisierungen und Konstruktionsmaglich-
keiten des K&rpers der reellen Zahlen

In 6.1. haben wir bereits darauf hingewiesen, daB es bis auf Isomorphie genau eine
stetige Erweiterung des Korpers @Q gibt. Wir werden uns in 6.3.1. dem Beweis dieser
Charakterisierung des Korpers der reellen Zahlen zuwenden. Zu verschiedenen Charak-
terisierungen der stetigen Korper gelangen wir in 6.3.2. dadurch, daB wird das Stetig-
keitsaxiom durch gleichwertige Bedingungen ersetzen. Aus den einzelnen Charak-
terisierungen der stetigen Kérper ergeben sich weitere Konstruktionsméglichkeiten
tiir den Bereich der reellen Zahlen, auf die wir in 6.3.3. kurz eingehen.

6.3.1.  Der Bereich der reellen Zahlen als einziger stetiger Kérper

Es sei zunichst K = K( <, +, -) ein beliebiger geordneter Korper. Nach Satz 4 aus
5.2. enthilt K einen zu Q(<C, +, -) isomorphen Teilbereich, der als Primkérper von K
(vgl. 5.2. Satz 5) eindeutig bestimmt ist. Wir wollen den zu Q isomorphen Teilbereich
von K mit Q identifizieren und daher stets Q als einen Teilkérper von K bzw. K als
einen Erweiterungskorper von Q auffassen.

Fir beliebige Elemente a, b aus K bezeichnen wir mit ¢ — b die Lésung der Glei-

chung b + 2 = @ und fiir b 5 0 mit % die Losung der Gleichung b - v = a. Ferner

sei |a| wieder das nichtnegative Element aus der Menge {a, —a}. Beziiglich der Addition
Subtraktion, Multiplikation und Division sowie mit Ungleichungen und Betrigen
kann in K weitgehend genauso gerechnet werden wie im Kérper der rationalen Zahlen.
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Die Eigenschaften des in 6.2. konstruierten Korpers R der reellen Zahlen veran-
lassen uns zu folgender

Definition (stetiger Korper). Der geordnete Korper K = K(<, +, -) wird ein
stetiger Kérper genannt, wenn er das Stetigkeitsaxiom (04) erfiillt:

Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge besitzt ein Supremum.

Der Kérper R der reellen Zahlen ist nach dieser Definition ein stetiger Korper.
Ferner wissen wir, daB R archimedisch geordnet ist. Der folgende Satz zeigt, daB das
Archimedische Axiom aus dem Stetigkeitsaxiom folgt.

Satz 1. Jeder stetige Korper ist archimedisch geordnet.

Beweis. Wir fithren die Annahme, daf K stetig ist und das Archimedische Axiom
nicht erfiillt, zum Widerspruch. Da K nicht archimedisch geordnet sein soll, ist die
Menge N der natiirlichen Zahlen nach oben beschriinkt und besitzt daher wegen der
geforderten Stetigkeit von K ein Supremum. Wenn wir b = sup N setzen, ist b — 1
kleiner als b und daher keine obere Schranke von N. Es existiert also ein natiirliche
Zahl n mit b — 1 < n. Daraus folgt b < n + 1 im Widerspruch dazu, daB b eine
obere Schranke von N ist.

Wir bemerken, daB es auch geordnete Korper gibt, die das Archimedische Axiom nicht erfiillen.

Als Beispiel betrachten wir den Bereich der rationalen Funktionen der Form %, wobei f(x)
g(x

und g(x) Polynome mit Koeffizienten aus Q sind und g(x) vom Nullpolynom verschieden ist. Die
fiir Polynome iibliche Addition und Multiplikation léBt sich analog dem Vorgehen in Kapitel 4
auf den Bereich der rationalen Funktionen fortsetzen. Ein Polynom f(z) = a,a" 4 -+ 4+ a;2 + a,
wird positiv genannt, wenn sein hochster (nicht verschwindender) Koeffizient a,, positiv ist. Die
dadurch im Bereich der Polynome definierte Ordnung lii8t sich nun ebenfalls auf den Bereich der
rationalen Funktionen fortsetzen. Beziiglich der erklirten Addition, Multiplikation und Ordnung
ist der Bereich der rationalen Funktionen ein geordneter Kérper, der das Archimedische Axiom

nicht erfillt. So ist beispielsweise z groBer als jede rationale Zahl, das positive Element e hin-
z

gegen kleiner als jede positive rationale Zahl. Im Korper der rationalen Funktionen existieren also
sogenannte unendlich groBe (gréBer als jede rationale Zahl) und unendlich kleine Elemente (kleiner
als jede positive rationale Zahl), aber groBer als Null. Solche Elemente kann es in einem archime-
disch geordneten Kérper nicht geben.

Wir setzen nun voraus, dafl der Korper K archimedisch geordnet ist. Dann gelten:
(1) Zu a,b,c € K mit @ < b und ¢ > 0 existiert eine natiirliche Zahl m, so dall

4 .
a+ — < bgilt.
m

(2) Zwischen je zwei Elementen aus K liegt eine rationale Zahl.

Beweise. Gilta < b, so existiert nach dem Archimedischen Axiom eine natiirliche

Zahl n mit :
b

1
< n. Daraus folgt — < b — @ und daher a + l < b Zuc
—a n n



106 6. Der Bereich der reellen Zahlen

konnen wir eine natiirliche Zahl k¥ mit ¢ < % finden. Wir erhalten ¢ < E und mit
n

1
m = kn daher ¢ < 22, Wegen£<—unda +—1-< b gilt a.lsoa+£<b.
n m n m

Um (2) zu beweisen, setzen wir 0. B. d. A. 0 < ¢ < b voraus und bestimmen 7 so,

daB a + L < b gilt. Wie bereits aus dem Beweis von (1) hervorgeht, existieren
n
natiirliche Zahlen m mit @ < —~. Fir my = min {m: a <ﬂ} ist die Ungleichung
n n
a <2 < b erfiillt.
n

Als Folgerung aus (1) erhalten wir:
(1) Ausy <b+ < fiir alle natiirlichen Zahlen n = 1 folgt a < b.
n

Wiire namlich b < @, so miiBte nach (1) fiir ein » die Ungleichung b -+ % < a erfillt
sein.

Ist K ein stetiger Korper, so besitzt jede nach oben beschriinkte nichtleere Menge M
ein Supremum in K. Dieses eindeutig bestimmte Element aus K bezeichnen wir mit
sup M bzw., wenn aus dem Zusammenhang nicht hervorgeht, welcher stetige Korper
gemeint ist, mit supy M.

Sind M;, M, beliebige Teilmengen von K, so setzen wir:

(3) M+ My :=(x+y:x€ Myayc M),
4) MM, :=(xy:2€ Mynyc M,).

Diese Mengenbildungen spielen im Beweis von Satz 2 eine Rolle. Wir werden die
folgenden Aussagen benétigen: Sind M, und M, nach oben beschrinkte nichtleere
Teilmengen von K, (:= {z:x € K A& = 0}), wobei K ein stetiger Korper sein soll,
so gelten:

(5) sup (M, + M,) = sup M, + sup M,,
(6) sup (M, M;) = sup M, - sup M,.

Wir beschrénken uns auf den Beweis der Formel (6). Aus a; € M,, a; € M, folgt aa,
= sup M, - sup M,. Also ist sup M, - sup M, eine obere Schranke von MM, und
daher sup (M, M;) < sup M, - sup M,. Ist n eine beliebige von Null verschiedene

natiirliche Zahl, so sind sup M, — l und sup M, — L keine oberen Schranken von
n n

3 5 1
M, bzw. M,. Es existieren also Elemente a, € My, ay € M, mit sup M, — — <a,
n
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und sup M, — L < a,. Daraus erhalten wir
n
sup M, - sup M,

1 1 1 1
<(a, +—)(a2+—‘)=“1“2 + = (@ +a) +
n n n

n
1
=< sup (M, M) + n (sup (M, + M) + 1)

und nach (1') daher sup M, - sup M, < sup (M, M,).

Satz 2. Sind K und K’ stetige Korper, so gibt es genaw einen Isomorphismus von K
auf K'. Dieser Isomorphismus lifpt die rational Zahlen el tweise fest.

Beweis. Wir werden zunichst zeigen, daB ein Isomorphismus von K auf K’
existiert. Es sei @ € K,. Wir definieren

(7 Q:={r:2€ QAax<a)fira>0, Q:={(0}.

Da Q, eine nichtleere durch a nach oben beschrénkte Teilmenge von K ist, existiert
supx Q,, und es gilt 0 < supy Q; < a. Wir zeigen

(8) supg Q@ = a.

Fiir @ = 0 ist das klar. Wiirde fiir @ > 0 die Ungleichung supg @, < a gelten, so
kénnten wir nach (2) eine rationale Zahl » finden, die zwischen supy Q, und a liegt.
Nach Definition von @, miiBte » dann zu @, gehdren. Das wire aber ein Widerspruch
zur Definition des Supremums.

Die Mengenbildung (7) ist mit der Addition und Multiplikation vertraglich:

9) Quir = Q@+ @, Qup = Q.

Wir beschrinken uns auf den Nachweis der zweiten Gleichung. Der Beweis der ersten
Gleichung ist danach eine einfache Ubungsaufgabe. Im Fall @ = 0 oder b = 0 sind
beide Gleichungen trivial. Wir konnen daher a - b > 0 voraussetzen. Es sei r € QR
Es existieren dann 7, € Q,, 7, € @, mit r =7,7,. Wegen 0 <17, <a, 0 =7, <b
ergibt sich 0 < ryr, < ab und daher r € Q. Damit ist Q,Q, S @ bewiesen. Es sei

1
nun r € Q. Dann gilt r < ab, und nach (1) gibt es eine natiirliche Zahl » mit » 4 —
n
< ab. Zu einer beliebigen natiirlichen Zahl m existieren wegen (8) rationale Zahlen 7,

1
und 7, aus Q, bzw. Q, mit r, 4 1 > a, r, + — > b. Wir erhalten also
m m

r+l<ab< (rl+l)(r2+i) <rlr2—|——1—(a+b+1).
n m m m
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1
Bei festgehaltenem n sei m so groB gewahlt, da — > 1 (@ + b 4 1) gilt. Es folgt
nom

dann r < r;r, und daher L < 1y, also L € Q. Aus der Darstellung r = r, LA koén-
ry r ry
nen wir somit auf r € Q,Q, schlieBen.

Die Mengen der Form @, werden jetzt zur Erklirung einer Abbildung von K in K’
benutzt. Als Teilmenge von Q ist Q, auch eine Teilmenge von K'. Da @, in K nach
oben beschrinkt ist, besitzt @, nach dem Archimedischen Axiom auch eine natiirliche
Zahl als obere Schranke. Das bedeutet aber, daB @, auch in K’ nach oben beschriinkt
ist. Es existiert daher supg Q,. Durch supg Q, - supyg. @, wird eine Abbildung ¢
von K, in K.’ definiert.

Die Definition (7) kénnen wir auch fiir beliebige Elemente aus K.’ vornehmen:
(7") Q, :={r:0€Q Az <a'} fir ¢’ > 0.

Es gilt dann:

(10) Q) = Q,.

Fiir @ = 0 ist das klar. Esseia > Ound r ¢ Q,(»). Dann gilt r < supg. @,. Es existiert
also ein s mit s € Q, und r < s. Daraus folgt » < @ und daher r € Q,. Umgekehrt
existiert nach (2) zu einem r aus @, ein s aus @, mit r < s. Daraus folgt 7 € Qpq).

Wir zeigen nun, daf} ¢ ein Isomorphismus von K, auf K,’ ist. Die Abbildung ¢ ist
monoton (a < b= gla) < qr(b)) und daher auch injektiv: Es seien a, b aus K, und
@ < b. Da zwischen a und b eine rationale Zahl liegt, ist Q, eine echte Teilmenge von
Q. Wegen (10) folgt daraus g(a) < ¢(b).

Die Abbildung g ist surjektiv: Esseia’ ¢ K,'. Fiira = supy Q, gilt dann Q,=Q,
und daher ¢g(a) = a’.

Die Abbildung g ist additiv ((p(a +b) = gla) + (p(b)): Aus a, b € K, folgt

@l + b) = supg: Quup = supg: (@, + Q) (nach 9))
= supg: Q, + supg: Q, (nach (3)
= g(a) + ¢(b).
Die Abbildung ¢ ist multiplikativ ((p(a +b) = ¢(a) - q)(b)): Aus a, b € K, folgt
#(ab) = supy: Q = supy: (Q,Q;) (nach 9))
= supg Q- supy Q, (nach (6))
=9(a) - ¢(b).

Der Isomorphismus ¢ von K, auf K.’ kann zu einem Isomorphismus von K auf
K’ fortgesetzt werden, indem fir a ¢ K_(:={z:2 € Kaw < 0}) die Zuordnung
a +— —@(—a) erklirt wird.

Es sei nun y ein beliebiger Isomorphismus von K auf K. Wegen

(@) = yla + 0) = y(a) + y(0)
muf y(0) = 0 gelten. Entsprechend beweist man p(1) = 1. Fiir jede natiirliche Zahl
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m gilt daher
pim) =y + -+ 1) =p(1) + -+ y(1) =m,

1
und fiir jede gebrochene Zahl der Form 1 folgt » (-—-) = 4 aus
n n n

lzw(%-n) :w(%)-yv(ﬂ):w(%)An.

Daraus ergibt sich nun

(m) ( 1) (1) 1 m
pl—) =y m-—)=pm)-p|—)=m  —=—
n n n n n

tiir jede gebrochene Zahl. Fiir ein beliebiges Element « aus K, gilt @ = supg Q,. Es
sei @' = supg Q,. Wir wollen a’ = y(a) beweisen, indem wir die Aussagen a’ < y(a)
bzw. y(a) < @’ zum Widerspruch fiithren. Im Falle @’ < y(a) konnen wir nach (2)
eine gebrochene Zahl r mit @’ < r < y(a) finden. Daraus folgt y~!(a’) < r < @ und
daher r € Q,. Das ist aber ein Widerspruch zu supy: Q, = @’ < r. Falls y(a) < a’ ist,
existiert eine gebrochene Zahl r mit y(a) < r < @’. Aus y(a) < r erhalten wir durch
Anwendung von 3! die Beziehung a < r und daher 7 ¢ @,. Dem widersprechend
bedeutet r < a’ = supg Q,, daB r < a, also r € Q, gelten muB. Es ist also y(a) = a’
— ¢(a) fiir alle a € K,. Ist schlieBlich @ € K_, so gilt —a € K, und daher

0 = yla — a) = y(a) + y(—a) = y(@) + ¢(—a).

Daraus folgt y(@) = —¢(—a) = g(a). Der Isomorphismus y stimmt also mit ¢
iiberein und 1iBt jede rationale Zahl fest. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Der Satz 2 beinhaltet, daB der in 6.2. konstruierte Korper der reellen Zahlen bis auf
Tsomorphie der einzige stetige Korper ist. Da ferner die Strukturgesetze (A0), (A1),
(A2); (A3); (MO), (M1), (M2), (M3); (M4); (01), (02), (03), (O4) die definierenden
Eigenschaften eines stetigen Korpers sind, wird der Korper der reellen Zahlen durch
diese Strukturgesetze eindeutig charakterisiert. Mit anderen Worten: Die genannten
Strukturgesetze (A0), ..., (04) bilden ein Axiomensystem fiir den Korper der reellen
Zahlen. Nach Satz 2 existiert zu je zwei Modellen dieses Axiomensystems genau ein
Isomorphismus des einen Modells auf das andere, d. h., dieses Axiomensystem ist
strikt kategorisch (vgl. MfL Bd. 1, 3.5.).

6.3.2. Weitere Charakterisierungen des Krpers der reellen Zahlen

Die Ergebnisse aus 6.3.1. zeigen die groBe Bedeutung des Stetigkeitsaxioms (04). In
diesem Abschnitt wollen wir einige wichtige Eigenschaften des Korpers der reellen
Zahlen betrachten, die eng mit dem Stetigkeitsaxiom zusammenhingen. Mit Hilfe
dieser Eigenschaften gelangen wir zu weiteren Charakterisierungen des Korpers der
reellen Zahlen.
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Ist M eine beliebige nichtleere nach oben beschriinkte Teilmenge von R, so erhalten
wir eine Zerlegung (4, B) vonR in zwei Klassen 4 und B, wenn wir B als die Menge
der oberen Schranken von M definieren und 4 = R \ B setzen. Diese Zerlegung hat
die Besonderheit, daB jedes Element der Klasse A kleiner ist als jedes Element der
Klasse B. Bei der Veranschaulichung der reellen Zahlen auf einer Zahlengeraden kann
die Zerlegung (4, B) als ,,Zerschneiden‘* der Zahlengeraden in zwei Teile gedeutet
werden.

Fiir einen beliebigen geordneten Kérper K definieren wir nun:

(11) (A, B) Dedekindscher Schnitt in K :<
cAcKAK=AUBna ,{\K(aEA/\bEBéa<b).
a,bE.

Ist (4, B) ein Dedekindscher Schnitt in X, so nennen wir 4 die Unterklasse und B die
Oberklasse von (A, B). Da jeder Dedekindsche Schnitt (4, B) in K eine Zerlegung von
K mit den beiden Klassen 4 und B ist, wird (4, B) durch seine Unterklasse (bzw.
Oberklasse) eindeutig charakterisiert. Es gilt:

(12) 4 Unterklasse eines Dedekindschen Schnittes in K <
VoA Kna /\K (@cdAdnra <a=>a €A).
a,a’€.

Den Beweis dieser Aussage sowie die Formulierung der entsprechenden Aussage fiir
die Oberklasse iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Die Austfithrungen vor der Definition (11) zeigen, daB jede nichtleere nach oben
beschréinkte Teilmenge M von R (oder auch eines beliebigen geordneten Korpers K)
einen Dedekindschen Schnitt (4, B) erzeugt. Da R ein stetiger Korper ist, existiert
¢ =sup M. Fir diese Zahl ¢ gilt: /\h (@cArbeB=a<cAc<b). Allgemein

definieren wir fiir cinen Dedekindschen Schnitt (4, B) in K

(13) ¢ Schnittelement von (4, B) :&
CEKA N (@€ArbeEB=>a<cac=bh).
a,beK

Jeder Dedekindsche Schnitt (4, B) besitzt héchstens ein Schnittelement (welches
dann entweder zu 4 oder zu B gehért). Sind némlich ¢, und ¢, Schnittelemente von
(4, B) mit ¢; < c;, so folgt fiir das Element ¢ = if' aus K sowohl ¢ ¢ 4 als
auch ¢ ¢ B. Das ist ein Widerspruch zu 4 U B = K.

Eine Charakterisierung der stetigen Korper mit Hilfe Dedekindscher Schnitte
beinhaltet der folgende

Satz 3. Der geordnete Korper K ist genaw dann stetig, wenn jeder Dedekindsche
Schnitt in K ein Schuittelement besitzt.
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Beweis. Es sei K ein geordneter Kérper, in dem jeder Dedekindsche Schnitt ein
Schnittelement besitzt, und es sei M eine beliebige nichtleere nach oben beschrinkte
Teilmenge von K. Fiir das Schnittelement ¢ des von M erzeugten Dedekindschen
Schnittes (K \ B, B), bei dem also B die Menge der oberen Schranken von M ist,
gilt ¢ = sup M. Somit ist K ein stetiger Kérper.

Wird nun umgekehrt K als ein stetiger Korper vorausgesetzt und ist (4, B) ein
beliebiger Dedekindscher Schnitt in K, so existiert ¢ = sup A4 fiir die nichtleere nach
oben beschrinkte Menge A. Das Element ¢ ist Schnittelement von (4, B).

Bei den folgenden Betrachtungen wird der bereits in 6.2. behandelte Begriff der
Konvergenz einer Folge sowie der Begriff der Fundamentalfolge eine wichtige Rolle
spielen. Ist (2,),en eine Folge aus dem geordneten Korper K und x ein Element aus K,
so definieren wir in Ubereinstimmung mit Satz 15 aus 6.2:

(14) limz, =2 :&

»—>00

A (n = N| - .
s>({,\sex N(e)eN neN (n 2 Nie)=> I x| <e)

Im Fall & = lim z, nennen wir (,),cn eine (in K) konvergente Folge und x Grenzwert

00
dieser Folge. Man kann leicht zeigen, daB jede konvergente Folge aus K genau einen
Grenzwert besitzt.

Fiir Konvergenzuntersuchungen im Bereich der reellen Zahlen erweist sich die
Giiltigkeit des Cauchyschen Konvergenzkriteriums (vgl. Satz 16 aus 6.2.) als sehr
wesentlich. Beim Beweis dieses Kriteriums wurde die Eigenschaft der Stetigkeit
benutzt, so daB wir nicht erwarten kénnen, daB in einem beliebigen geordneten Kor-
per K jede Folge mit der im Cauchyschen Konvergenzkriterium genannten Eigen-
schaft (vgl. rechte Seite von (9) aus 6.2.) auch konvergent ist. Zur genaueren Darle-
gung dieser Zusammenhéinge definieren wir den Begriff der Fundamentalfolge:

(15) (,)yen Fundamentalfolge in K :&

= — .
e b iy (7 5 B (o~ <2 5)
Das in 6.2. bewiesene Cauchysche Konvergenzkriterium besagt, daB in R die
Fundamentalfolgen mit den konvergenten Folgen iibereinstimmen. Fiir einen be-
liebigen geordneten Kérper K und eine beliebige Folge (2,),n aus K gilt:

(16) (2,),en konvergent in K = (,),en Fundamentalfolge in K.

Dies folgt unmittelbar aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag.

Wenn K ein stetiger Korper und daher isomorph zu R ist, gilt auch die Umkehrung
von (16). Allerdings kann allgemein aus der Giiltigkeit der Umkehrung von (16) nicht
auf die Stetigkeit von K geschlossen werden. Gilt fiir den geordneten Kérper K die
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Umkehrung von (16), so heiBt K ein vollstindiger Korper:

17) K vollstandiger Kérper :&
(2,)yen Fundamentalfolge in K = (2,)yen konvergent in K.

Der stetige Korper der reellen Zahlen ist somit ein vollstindiger Kérper. Wihrend aus
der Stetigkeit von K das Archimedische Axiom folgt, gibt es nichtarchimedisch ge-
ordnete vollstindige Kérper. (Jeder geordnete Korper kann nimlich zu einem geord-
neten vollsténdigen Kérper erweitert werden.) Der folgende Satz zeigt, daB fiir archi-
medisch geordnete Korper die Stetigkeit und die Vollsténdigkeit gleichwertig sind.

Satz 4. Der geordnete Korper K ist genau dann stetig, wenn er archimedisch geordnet
und vollstindig ist.

Beweis. Wir brauchen nur noch zu zeigen, da8 ein archimedisch geordneter voll-
stindiger Korper K stetig ist. Es sei M eine beliebige nichtleere nach oben beschrinkte
Teilmenge des archimedisch geordneten vollstindigen Kérpers K. Zu jeder natiir-
lichen Zahl n existiert nach dem Archimedischen Axiom eine ganze Zahl k,, so daf

b keine, by 1 hingegen eine obere Schranke von M ist. Wir setzen a, — =
2"! 211 21’

kat1 . . - ’ : s
und b, = P Es gilt dann a, < b, fiir beliebige m, 7. Zu jedem & > 0 existiert

1
eine natiirliche Zahl N(e) mit — < & Daraus folgt fiir m, n = N(e) und n > m
die Beziehung Ne)
1 1
lay — ay,| =a, — a, < b, —a, = on < o) <e.

Also ist (a,),n eine Fundamentalfolge und daher konvergent. Es ist leicht zu zeigen,
daB der Grenzwert lim @, Supremum von M ist.

In einem geordneten Kérper K hingt der Begriff der Fundamentalfolge eng mit
dem Begriff der Intervallschachtelung zusammen. Ist K ein geordneter Kérper und
sind (a,),en und (b,),cn Folgen aus K, so sagen wir, daB diese Folgen eine Intervall-
schachtelung (a, | b,) in K bilden, wenn folgendes gilt:

a) A (ay < @y Ay £0,),
neN
b) ng‘ a, < b,,
>N —
¢) Y N(E\)/m (n = N(e) = b, — a, <e).

Fiir den stetigen Kérper R stimmt diese Definition der Intervallschachtelung mit der
in 6.2. gegebenen iiberein.

Das Element ¢ aus K heiBt Limeselement der Intervallschachtelung (a, | b,) in K,
wenna, = ¢ < b, fiir jedes » gilt. Bine Intervallschachtelung (a, | b,) besitzt (Beweis!)
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genau dann ein Limeselement ¢, wenn wenigstens eine der Folgen (a,),n; (B,),en kon-
vergiert; in diesem Fall ist ¢ der Grenzwert der beiden Folgen (a,),cn und (B, )veN-
Fiir eine beliebige Intervallschachtelung (a, | b,) sind die Folgen (@,),en und (B,),en
offensichtlich Fundamentalfolgen in K. Es gilt daher:
Satz 5. Ist K ein vollstindiger Korper, so besitzt jede Intervallschachtelung in K ein
Limeselement.
Wir zeigen nun, daB fiir einen archimedisch geordneten Korper auch die Umkehrung
gilt:
Satz 6. Ist K ein archimedisch geordneter Korper und besitzt jede Intervallschachte-
lung in K ein Limeselement, so ist K vollstindig.

Beweis. Wir zeigen, dafl zu jeder Fundamentalfolge (@,),en in K eine Intervall-
schachtelung (a, | b,) in K gefunden werden kann, so daB in jedem Intervall (@ b,]
fast alle Folgenglieder der Folge (x,),cy liegen. Danach folgt dann unmittelbar, daB
(@.)en gegen das Limeselement von (g, | b,) konvergiert. Nach der Definition der

1
Fundamentalfolge konnen wir zu jedem 7 € N ein k, € N mit |2, — 2| < —— fiir

on+1
1
alle m = k, bestimmen. Wir setzen nun e, = x;, — = und b, =, + o Aus
1 1 1
Qpyy — Ay = T, — o Z, + > = — |, — |+ > A
1t 1 1
T Toe T e
sowie
1 1
by — bpy = a4, + o T T am
1 1 1 1 1
= — |, — 2, +§—W — 2n+1+§—ﬁ =0

folgt @, < a,, und b,,; < b, fiir alle n. Ferner gilt @, < b,. Damit sind die fiir eine
Intervallschachtelung geforderten Bedingungen a) und b) erfiillt. Zum Nachweis der
Bedingung c) bendtigen wir, daBl K archimedisch geordnet ist. Zu jedem &> 0

existiert nach dem Archimedischen Axiom eine natiirliche Zahl N(¢) mit "N—:s)_—l <e.
Fiir n = N(e) folgt dann “

1 1 1
bn~a":2-§=ﬁ§m<s.

Damit giltauch c), d. h., die Folgen (a,),en und (b,),¢n bilden eine Intervallschachtelung.
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1
Wegen |a;, — @, < et fiir alle m mit m = k, erhalten wir schlielich

1
<, + o= =by,

1 1
a,,:a'kn—;<1'kn——<x,,,<;rk"+ 2

on+l on+l
womit gezeigt ist, daBl in jedem Intervall [a,, b,] fast alle Folgenglieder liegen.
Aus den Sitzen 4, 5 und 6 erhalten wir eine Charakterisierung der stetigen Kérper
mit Hilfe von Intervallschachtelungen:

Satz 7. Der geordnete Korper K ist genau dann stetig, wenn er archimedisch geordnet
ist und jede Intervallschachtelung in K ein Li; ! t besitzt.

Die genannten verschiedenen Charakterisierungen des stetigen Korpers fassen wir
in dem folgenden Satz zusammen.

Satz 8. Fiir einen geordneten Korper K sind die folgenden Bedingungen gleichwertig :

a) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge besitzt ein Supremum.

b) Jede nichtleere nach unten beschrinkte Menge besitzt ein Infimum.

c) Jeder Dedekindsche Schnilt besitzt ein Schnittelement.

d) Der Korper K ist archimedisch geordnet und vollstindig.

e) Der Korper K ist archimedisch geordnet, und jede Intervallschachtelung besitzt ein
Limeselement.

Jede der in Satz 8 genannten Bedingungen ist notwendig und hinreichend dafiir,
daf} K isomorph zum Korper der reellen Zahlen ist.

6.3.3. Konstruktionsméglichkeiten fiir den Bereich der reellen Zahlen

In 6.2. haben wir den Bereich der reellen Zahlen mit Hilfe der Dezimalbriiche kon-

struiert. Jeder nichtperiodische Dezimalbruch charakterisiert eine Liicke im Bereich

der gebrochenen Zahlen und die Konstruktion von R, erfolgte durch Hinzunahme der

nichtperiodischen Dezimalbriiche zur Menge Q.. Der Satz 8 bietet nun weitere Mog-

lichkeiten, die in @Q vorhandenen Liicken durch geeignete Objekte zu charakteri-

sieren und den Bereich Q zu vervollstandigen.

Wir betrachten die folgenden Mengen :

9%, = Menge aller nichtleeren nach oben beschrinkten Teilmengen von @, die in @
kein Supremum besitzen;

M, = Menge aller nichtleeren nach unten beschrinkten Teilmengen von @, die in Q
kein Infimum besitzen;

M; = Menge aller Dedekindschen Schnitte in @ ohne Schnittelement;

M, = Menge aller Fundamentalfolgen in @, die in @ nicht konvergieren;

M; = Menge aller Intervallschachtelungen in @ ohne Limeselement.
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Jede dieser Mengen ist nach Satz 8 nicht leer, da der archimedisch geordnete Kor-
per @ nicht stetig ist. In jeder Menge IN; definieren wir nun eine Relation ,,~;*
(i =1,...,5):

A4y~ 4, :& (¥: ¥ € QA obere Schranke von 4,)
= {2: @ € Q A @ obere Schranke von 4,),

By ~; By :& [a: € QA 2 untere Schranke von B}
= {@: ¥ € QA x untere Schranke von B,},

(4, By~ (A", B') 2 A = A’ AB =B,

@hen ~s (#)oen i lim (v, — y,) =0,

y—>00

(a, | b,) ~5 (@, | b)) :& lim (@, — a,’) = 0.

y—>00

Es ist leicht zu sehen, daB diese Relationen Aquivalenzrelationen sind. Die zugehéri-
gen Restklassen sind nun jeweils geeignete Objekte zur Charakterisierung der in Q
vorhandenen Liicken und kénnen zur Vervollstindigung von @ benutzt werden.

Wir bemerken zunichst, daB zwischen den Restklassen nach den Relationen ,,~ ",
5~ und ,,~;* sowie zwischen den Restklassen nach den Relationen ,,~,* und
»~s  ein enger Zusammenhang besteht. Wie in 6.3.2. gezeigt wurde, erzeugt namlich
jedes Element aus 9, ein Element aus I, wobei Elemente 4, und 4, aus 9%, genau
dann das gleiche Element aus 9; erzeugen, wenn A4, ~; 4, gilt. Ein analoger Zu-
sammenhang besteht zwischen den Elementen von 9, und 9,. Die Restklassen nach
»~1" bzw. ,,~," konnen also in natiirlicher Weise den Restklassen nach ,,~; ein-
eindeutig zugeordnet werden. Ferner wird jede Intervallschachtelung durch zwei
spezielle Fundamentalfolgen gebildet. Es sei F die Korrespondenz von der Menge 9,
in die Menge 9, die der Intervallschachtelung (a, | b,) die beiden Folgen (@,)yen und
(b,),en zuordnet. Der Beweis von Satz 6 zeigt, daBf diese Korrespondenz eine 1-1-Ab-
bildung von der Menge der Klassen nach der Relation ,,~;* auf die Menge der Klassen
nach der Relation ,,~, vermittelt.

Es soll nun die Vervollstindigung von Q mit Hilfe der Restklassen nach ,~;
beschrieben werden. Wir kénnen uns dabei auf die Fille i — 3 und ¢ = 4 beschrinken.
Aus den eben genannten Zusammenhingen ist nimlich ersichtlich, wie die weiteren
Moglichkeiten (¢ = 1, 2, 5) auf diese beiden zuriickzufiihren sind. Die Fille i = 3 und
i = 4 bedeuten allerdings wesentlich verschiedene Arten der Vervollsténdigung. Bei
der Vervollstindigung mit Hilfe Dedekindscher Schnitte wird die Ordnungsstruktur
von @, bei der Vervollstindigung mit Hilfe von Fundamentalfolgen hingegen die
Konvergenzstruktur von @ benutzt.

Wir werden nun die Konstruktion der reellen Zahlen mit Hilfe Dedekindscher
Schnitte sowie mit Hilfe der Fundamentalfolgen in den hauptsichlichen Schritten
kurz darlegen :
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I. Konstruktion von R mit Hilfe Dedekindscher Schnitte

a) Festlegung einer Ausgangsmenge:
Es sei & die Menge aller Dedekindschen Schnitte in @ (also M; = &).

b) Definition einer Aquivalenzrelation in der Ausgangsmenge:

Falls zwei Dedekindsche Schnitte aus & ein Schnittelement besitzen, so sollen sie
dquivalent heilen, wenn ihre Schnittelemente iibereinstimmen. Dedekindsche Schnitte
aus € ohne Schnittelement seien nur zu sich selbst dquivalent.

¢) Bestimmung einer Grundmenge fiir die Erweiterung:

Es bezeichne & die Menge der Aquivalenzklassen. Ein Schnitt (4, B) aus &, der
kein Schnittelement besitzt, liegt in der einelementigen Aquivalenzklasse {(4, B)},
em Schnitt (4, B) aus & mit einem Schnittelement ¢ hingegen in der zweielementigen
Aquivalenzklasse {(4 \ {c}, Bu {c}), (4 u (¢}, B\ {c})}.

d) Definition einer Ordnung in der Grundmenge:

Sind @, b Elemente aus &, so setzen wir

a < b :& Esgibt (4,, B)) € aund (4,, B,) € b mit 4, S 4,.

e) Definition einer Addition und Multiplikation in der Grundmenge :

Sind a, b Elemente aus &, so werden @ + bund a - b reprisentantenweise definiert :
Mit (4,, By), (4, By)ist auch (4, + 4,, B, + B;) (vgl. (3)) ein Dedekindscher Schnitt
in Q. Fiir (4,, B)) € a, (4,, B,) € bsetzenwira + b = ¢, wenn (4; + 4y, B; + By) € ¢
gilt. Bei der Erklirung der Multiplikation sind Fallunterscheidungen erforderlich.
Wir wollen uns auf den Fall beschrinken, daB fir (4,, B) € a, (4,, B,) € b die Ober-
klassen aus nichtnegativen Elementen bestehen: B, S Q,, B, S Q.. Es ist dann
(@ \ B,B,, B,B,) (vgl. (4)) ein Dedekindscher Schnitt, und wir setzen ab:= d, wenn
(@ B,B,, B|B;) € d gilt. (Fiir den Fall 4, € Q_, 4, £ @Q_ ist beim Produkt 4,4,
als Oberklasse, fiir den Fall 4, S Q_, B, S Q, als Unterklasse 4,B, zu setzen.)

f) € =&(<, +,-) ist ein stetiger Korper.

g) Einbettung von Q in den konstruierten stetigen Korper:

Die zweielementigen Aquivalenzklassen bilden einen zu Q isomorphen Bereich.
Durch Identifizierung der zweielementigen Aquivalenzklassen mit den jeweiligen
Schnittzahlen wird Q isomorph in & eingebettet.

II. Konstruktion von R mit Hilfe von Fundamentalfolgen
a) Festlegung einer Ausgangsmenge:

Es sei §§ die Menge aller Fundamentalfolgen in @ (also M, < §).
b) Definition einer Aquivalenzrelation in der Ausgangsmenge:
In ¥ betrachten wir die Aquivalenzrelation ,,~,.
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¢) Bestimmung einer Grundmenge fiir die Erweiterung:

Es sei § die Menge der Aquivalenzklassen von beziiglich der Relation ,,~,*.
d) Definition einer Ordnung in der Grundmenge :

Sind @, b Elemente aus §, so setzen wir

a =b :& Es gibt eine Folge (,),n aus @ und eine Folge (y,),en aus b mit
x, = ¥, fir alle n.

e) Definition einer Addition und Multiplikation in der Grundmenge:
Sind a, b Elemente aus §, so werden @ + bund a - b reprasentantenweise definiert:

Mit (2,),en und (#,),en sind auch (@, 4 9,),en und (2,9, ),eny Fundamentalfolgen in Q. Wir
setzena + b :=cunda-b :=d, wenn

@hen€a, (Uhen€0, (2 + Y)en€c und (@Y)en €D

gelten.
(Die genannten Definitionen sind von den Reprisentanten unabhéngig.)

f) § =F(<, +, ) ist ein stetiger Korper.

g) Einbettung von Q in den konstruierten stetigen Korper:
Enthélt a eine in Q konvergente Folge (2,),¢N, so ist jede Folge aus a gegen die gleiche
rationale Zahlkonvergent. Die Menge aller Elemente aus §, die aus in @ konvergenten
Folgen bestehen, bilden einen zu Q isomorphen Bereich. Durch Identifizierung dieser
Elemente mit den entsprechenden Grenzwerten wird Q in § isomorph eingebettet.

Abschlieend wollen wir noch darauf hinweisen, daf3 sich die Definition der reellen
Zahlen durch Dezimalbriiche in das hier genannte Konstruktionsverfahren IT mit
Hilfe von Fundamentalfolgen einordnen lift. Einen Dezimalbruch a = a4,a,a,...
konnen wir namlich als die Folge (a®),.y der gebrochenen Zahlen a®) = aya,...qa,
auffassen. Diese Folge ist eine Fundamentalfolge in @, und liegt daher in einer
Aquivalenzklasse von §. Wird nun jedem Dezimalbruch seine Aquivalenklasse
zugeordnet, so wird dadurch eine eineindeutige Beziehung zwischen den Dezimal-
briichen aus R, und den nichtnegativen Aquivalenzklassen hergestellt. Die Defi-
nition der reellen Zahlen durch Dezimalbriiche kann also als eine Auswahl spezieller
Reprisentanten angesehen werden, durch die die Klassenbildung umgangen wird.
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7.1.  Einleitung

Nach der Konstruktion des Kérpers der reellen Zahlen ist in gewisser Weise ein natiir-
licher Abschlufl im ProzeB der Zahlenbereichserweiterungen erreicht. Der Korper der
reellen Zahlen ist némlich bis auf Isomorphie der einzige stetige Korper. Wiihrend wir
bisher forderten, daf alle fiir den gegebenen Zahlenbereich betrachteten Struktur-
gesetze hinsichtlich der Ordnung, der Addition und der Multiplikation auch fiir den
neuen Zahlenbereich erfiillt werden, miissen wir bei einer Erweiterung des Bereiches
der reellen Zahlen auf gewisse Strukturgesetze verzichten. Die bisher behandelten
Zahlenbereiche lassen sich iiberdies nach einem einheitlichen Prinzip auf einer Gera-
den veranschaulichen. Da durch die reellen Zahlen simtliche Punkte der Geraden
erfaflt werden, kann — zumindest unter Beibehaltung dieses Prinzips — eine Veran-
schaulichung einer Erweiterung von R auf einer Geraden nicht mehr moglich sein.
Eines der Motive fiir die bisher durchgefiihrten Zahlenbereichserweiterungen be-
stand jeweils in dem Wunsch, bestimmte Gleichungen 16sen zu kénnen. Der Wunsch
nach der Losbarkeit einer beliebigen Gleichung der Forma - 2 = b (@ == 0) fithrte vom
Bereich der natiirlichen Zahlen zum Bereich der gebrochenen Zahlen, der Wunsch
nach der Losbarkeit einer Gleichung der Form @ + 2 = b vom Bereich der gebroche-
nen Zahlen zum Bereich der rationalen Zahlen, und schlieBlich fithrte der Wunsch nach
der Losbarkeit einer Gleichung der Form 2" = a (@ > 0) zum Bereich der reellen
Zahlen. Eine Gleichung der Form 2" = a ist fiir @ > 0 im Bereich der reellen Zahlen
fiir gerades » nicht losbar. Ist es nun auch wiinschenswert, eine solche Glei-
chung l6sen zu kénnen? Wir verbinden mit dieser Gleichung sicher keinen anschau-
lichen Sachverhalt und kénnten daher diese Aufgabe als uninteressant beiseite tun.
Tatsachlich fiihren jedoch Losungsansitze verschiedener sinnvoller mathematischer
Aufgaben auf die Gleichung @2 = —1. Um derartige Losungsansitze nicht von vorn-
herein verwerfen zu miissen, hat man sich eine von einer reellen Zahl verschiedene
,,Zahl“ gedacht, der man die Eigenschaft, Losung von a? = —1 zu sein, zuschrieb.
Wenn wir eine solche ,,Zahl* mit i bezeichnen, wurde also mit dem Buchstaben i wie
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mit einer reellen Zahl gerechnet und zusiitzlich die Eigenschaft i2 — —1 benutzt. Eine
Rechtfertigung fiir dieses Vorgehen bestand zunéchst in der Brauchbarkeit dieser
Methode. Wir wollen das am Beispiel der Cardanoschen?) Formel erldutern.

Es handelt sich dabei um eine Losungsformel fiir eine kubische Gleichung der Form
a3 + pa + g = 0. Sie lautet

SRR e

und liefert eine Losung der gegebenen Lubischen Gleichung, falls die rechte Seite

existiert.?) Das ist genau dann der Fall, Wenn — + ¢ = 0 ist. Fur — + > <0

27

2
ist l/(%) + (%) nicht erklirt und die Cardanosche Formel als Losunasansatz an-

sch;inend unbrauchbar. Dieser bei der Gleichung 2® — 6x 4+ 4 = 0 eintretende
Fall ging als ,,casus irreducibilis* in die Geschichte der Mathematik ein. Der italieni-
sche Mathematiker BoMBELLI®) hatte erkannt, daBl die Cardanosche Formel auch
Losungen liefert, wenn man die Existenz einer ,,Zahl* ¢ mit der Eigenschaft /2 = —1
voraussetzt. Fiir die Gleichung 23 — 6x + 4 = 0 ergibt die Cardanosche Formel

T—V— 7] /4784—‘/—7—14—8‘1/* +2V 1+]/—9—2]/_1

s
2 2 —J1+3 —8—i+V1—3—8+:

*

224

Py
F

s
J
M
3 3 3 3
11+3i+3i2+1’3+V1—3i+352—i3 =7 + B+ Y —p
* * *
=14+ 1—d)=2.

Wir kénnen uns davon iiberzeugen, daB die mit Hilfe der Cardanoschen Formel er-
haltene Zahl 2 eine Losung der gegebenen kubischen Gleichung ist. In 7.5. werden wir
genauer auf die Cardanosche Formel eingehen.

Die Bedeutung der Gleichung 22 = —1 fithrt nun zur Frage nach einem Zahlen-
bereich C, in dem diese Gleichung Losungen besitzt. Wir konnen nicht alle Struktur-
gesetze von R beriicksichtigen, wir sollten aber sicher folgende Forderungen stellen:

I Der Bereich C ist ein Erweiterungskérper von R.
1I. In C existiert eine Zahl 7 mit 12 = —1.
II11. Der Bereich C ist mit den Eigenschaften I und II minimal.

In 7.2. zeigen wir, daBl es bis auf Isomorphie genau einen Korper C gibt, der die
genannten Bedingungen erfiillt.

1) Hieronmo Carpaxo (1501—1576).

2) Die Bedeutung der hier benutzten Wurzelzeichen wird in 7.5. erklirt.
3) RaFaiL BoMBELLI (1530—1572).
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7.2.  Konstruktion des Bereiches der komplexen Zahlen

Eindeutigkeit von C:

Um einen Kérper C mit den genannten Eigenschaften I, IT, IIT zu konstruieren,
werden wir zunéchst einen Bereich mit den gewiinschten Eigenschaften als gegeben
voraussetzen — unabhingig davon, ob ein solcher Bereich iiberhaupt existiert — und
daraus Konstruktionshinweise ableiten. Gleichzeitig wird sich dabei zeigen, daB es
bis auf Isomorphie hochstens einen Kérper C mit den genannten Eigenschaften geben
kann,

Es sei also C = C(+, -) ein Bereich mit den Eigenschaften I, IT, IIL. Sind a, b be-
liebige reelle Zahlen, so ist @ - b7 ein Element z aus C. Aus z — a; + byt = ay + byt
(a1, @3, by, by € R) folgt @; — a, = (b, — b,)i und daraus (@, — a)? + (b, — b)2 = 0.
Diese Beziehung zwischen reellen Zahlen ist dann und nur dann erfiillt, wenn @, = a,
und b; = b, gilt. Fiir die Elemente z der Form a + b sind somit @ und b eindeutig be-
stimmte reelle Zahlen.

Es sei C; = {a 4 bi: a, b € R). Es ist leicht zu sehen, da8 fiir C, die Beziehungen
RS C, < Cund i€ C, gelten. Wir wollen zeigen, daB C; einen Kérper bildet. Dazu
haben wir die Strukturgesetze (A0), (A1), (A2,), (A2,), (A3); (MO), (M1), (M2)),
(M2,), (M3); (M4) nachzuweisen. Da C, ein Teilbereich des Korpers C ist, iibertragen
sich (A1), (A3), (M1), (M3), (M4) unmittelbar von C auf C,. Wegen

(1) (@ + byi) + (@5 + byi) = (ay + @) + (by + by)i,
(2) (@ + byi) (ap + byi) = (@38, — biby) + (a1by + bay)i

gelten (A0) bzw. (M0) in C,. Da die Zahlen 0, 1 zu C; gehéren, sind auch (A2)) und
(M2,) fir C, erfiillt. Das Gesetz (A2,) ergibt sich aus (¢ + bi) + (—a + (—b)t) = 0.
Um schlieBlich das Gesetz (M2,) einzusehen, wollen wir versuchen, die Gleichung
(@ + bi) (x + i) = 1 fiir @ + bi & 0 zu losen. Fiir die linke Seite dieser Gleichung
erhalten wir (ax — by) 4 (ay + bx)i. Wegen der Eindeutigkeit dieser Darstellung
kann dieses Element nur 1 sein, wenn die Gleichungen

axr — by =1,
®3)
ay +bx =0

gelten. Indem wir die mit @ multiplizierte erste Gleichung und mit b multiplizierte
zweite Gleichung addieren, erhalten wir aus (3) die Gleichung a2x + b% = a. Wegen

@+ bi &= 0 konnen wir aus dieser Gleichung x = gewinnen. Wir multi-

a
a2 + b2
plizieren jetzt die erste Gleichung von (3) mit —b und die zweite Gleichung mit @ und
erhalten durch nachfolgende Addition beider Gleichungen &% - a%y = —b, woraus



7.2. Konstruktion des Bereiches der komplexen Zahlen 121

b .o

Y= = + x ——— folgt. Man kann leicht nachpriifen, daf ——— o + 7] + T 1 die Losung
der Gleichung (a -+ bi)x =1 in C ist, d.h., (¢ + bi)? gehért zu C,;, womit auch
(M2,) nachgewiesen ist. Der Teilbereich C; von C erfiillt also genauso wie C die For-
derungenI und IT und muB daher wegen der an C gestellten Forderung ITT mit C
iibereinstimmen.

Damit haben wir folgendes Ergebnis gewonnen: Falls ein Koérper C = C(+, -)
mit den Eigenschaften I, II, III existiert, muB fir diesen C = {a + bi:a,b € R}
gelten. Die Darstellung der Elemente von C in der Form a + bi ist dabei eindeutig.

Existenz von C:

Da jedes Element aus einem Korper C mit den Eigenschaften I, II, ITI eindeutig
ein geordnetes Paar reeller Zahlen bestimmt:

(4) a+ b (a,b),

werden wir versuchen, eine Konstruktion mit Hilfe geordneter Paare reeller Zahlen
vorzunehmen. Wir setzen C = R R. Die Defmltlouen fiir eine Addition und Multi-
plikation in € werden durch (1), (2) motiviert:

(6) (@1, by) + (@2, by) 2= (a1 + @5, by + b2),
(6) (@1, by) (@2, by) = (@109 — biby, a1D; + byas).

Wir zeigen zunéchst, dal C damit ein Kérper ist. Die Strukturgesetze (A0) und
(MO) gelten in € auf Grund der Definitionen (5) und (6). Weiterhin folgen (A1), (A3),
(M3) fiir € unmittelbar aus der Giiltigkeit der entsprechenden Strukturgesetze in R.
Aus (5) ist ersichtlich, daB (0, 0) Nullelement von C und (—a, —b) das zu (a, b) ent-
gegengesetzte Element ist. Damit gelten auch (A2,) und (A2,) in C. Die Giiltigkeit von
(M1) und (M4) kénnen wir durch Ausrechnen bestitigen (Ubungsaufgabe). Das ge-
ordnete Paar (1, 0) ist Einselement von €, da (a,b) (1,0) = (1,0) (a,b) = (a,b) fiir ein
beliebiges Element (@, b) aus c gilt. Fir (a,b) = (0,0) ist a® 4 b > 0. Wir konnen

daher L, —=b bilden und erhalten
a? + b2 a2 + b2
a —b a? b2 —ab ba
b = A =(1,0).
(@, )(az—i-b"az—i—bz) (a2+b2+a2 + b2 a2+b2+a2+b2) (1.0

Damit sind (M2,) und (M2,) nachgewiesen. Der Bereich C(+, -) ist also ein Korper.

Um eine Erweiterung von R zu gewinnen, zeigen wir, daB C einen zu R isomorphen
Teilbereich enthalt. Nach (4) entsprechen den reellen Zahlen die geordneten Paare
der Form (e, 0). Wir definieren durch @ > (a, 0) eine Abbildung f von R in C. Offen-
sichtlich ist f eine eineindeutige Abbildung. Unter Beachtung der Definition der
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Addition und Multiplikation in C erhalten wir weiterhin
fla+ ) = (a +b,0) = (a, 0) + (b, 0) = f(a) + {(b),
f(ab) = (ab, 0) = (a, 0) (b, 0) = f(a) f(b).

Die Abbildung f ist also ein Isomorphismus von R auf die Menge R : = {(a, 0): 2 € R).
Wenn wir entsprechend der Zuordnung a > (a, 0) die Mengen R und R identifi-
zieren, erhalten wir aus C eine Erweiterung C von R (C := (C\ R) U R).

Nach (4) ist das geordnete Paar (0, 1) der ,,Zahl* ¢ zugeordnet. Es ist daher nahe-
liegend, zu untersuchen, ob (0, 1) eine Lésung der Gleichung @2 = —1 in C ist. Nach
der Definition der Multiplikation in € gilt (0,1) (0,1) = (—1,0), und daher ist die
Beziehung (0, 1)(0,1) = —1 in C erfiillt. Wir setzen 7 :— (0, 1) und erhalten damit
fiir ein beliebiges Element (a, b) aus €

(@) = (@,0) + (0,b) = (a,0) + (5,0) (0, 1) = (a, 0) + (b, 0)i.

Beim Ubergang von € zu C kénnen wir fiir (a, b) daher @ + bi schreiben.

Mit dem Kérper C haben wir eine Erweiterung von R gewonnen, die den Bedingun-
gen T und IT geniigt. Der Koérper C erfiillt auch die Minimalitéitsforderung II1, da sich
jedes Element von C in der Form a + bi (a, b € R) schreiben 1aBt. Die Ergebnisse
iiber die Existenz und Eindeutigkeit eines Kérpers mit den Eigenschaften I, ITund ITT
fassen wir in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 1. Bis auf Isomorphie gibt es genau einen minimalen Erweiterungskorper C von
R, in dem die Gleichung a® = —1 l6sbar ist. Bezeichnet dabei i eine Lésung der Gleichung
@? = —1, so besitzt jedes Element aus C eine eindeutige Darstellung der Form a -+ bi,
wobet a, b reelle Zahlen sind.

Den eindeutig bestimmten Kérper C = C(+, -) nennen wir den Bereich der kom-
plexen Zahlen. Dieser Zahlenbereich ist ein Erweiterungskérper von R(+, -), d. h.,
beziiglich der Addition und der Multiplikation!) kann man mit komplexen Zahlen
genauso rechnen wir mit reellen Zahlen, und die reellen Zahlen sind spezielle komplexe
Zahlen. Das in C(+, -) ausgezeichnete Element ¢ (imaginire Einheit) erfiillt die Glei-
chung i2 = —1. Die bei der Darstellung z = a + bi einer komplexen Zahl z eindeutig
bestimmten reellen Zahlen a und b heiflen Realteil bzw. Imagindrtesl von z und werden
mit Re z bzw. Im z bezeichnet: @ = Re z, b = Im 2. Eine komplexe Zahl ist genau
dann eine reelle Zahl, wenn ihr Imaginirteil 0 ist. Komplexe Zahlen der Form z = bi
heiBen rein imaginir. Sie sind durch Re z = 0 charakterisiert.

Bei der Konstruktion von C haben wir die Ordnung von R nicht beriicksichtigt. Wir
wissen auch, daB C kein stetiger Kérper sein kann. Es dringt sich die Frage auf, ob
die in R erklirte Ordnung auf C fortgesetzt werden kann, so daf3 C wenigstens ein
geordneter Korper wird. Diese Frage wird durch Satz 2 negativ beantwortet.

1) Fiir Quotienten vereinbaren wir alle gleiche Schreibweise wie in den bisher behandelten
Zahlenbereichen.
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Satz 2. Im Kérper C der komplexen Zahlen kann keine Ordnungsrelation erkldrt
werden, so daf C damit ein geordneter Korper wird.

Beweis. Sei, < eine irreflexive totale Ordnung in C. Wir zeigen, daBd C(<<, +, -)
kein geordneter Korper sein kann. In einem geordneten Kérper miissen von Null
verschiedene Elemente der Form a2 positiv sein. Fiir @ > 0 folgt das sofort aus dem
Monotoniegesetz der Multiplikation. Aus @ < 0 folgt —a > 0 und daher (—a) (—a)
> 0. Es ist leicht zu zeigen, daB (—a) (—a) = —(a(—a)) = —(—(aa)) = a*gilt (vgl.
entsprechende Beweise in Kapitel 5). Wegen i2 = —1, 12 = 1 miifiten also —1 und 1
in C(<, -+, -) beide positiv sein, wenn C(<, +, +) ein geordneter Korper wire. Das
ist nicht méglich, da in cinem geordneten Kérper das zu einem positiven Element ent-
gegengesetzte Element negativ ist.

7.3.  Veranschaulichung der komplexen Zahlen und der Rechen-
operationen in der GauBschen Zahlenebene

Wir haben bereits erwihnt, daB eine Erweiterung von R nicht mehr auf einer Geraden
veranschaulicht werden kann. Fiir den Korper der komplexen Zahlen ist das auch auf
Grund von 7.2. Satz 2 einleuchtend. Da jede komplexe Zahl durch ihren Realteil
und Tmaginirteil, d. h. durch ein geordnetes Paar reeller Zahlen bestimmt wird, ist es
naheliegend, die komplexen Zahlen in einer Ebene zu veranschaulichen. Wir betrachten
dazu eine Ebene, in der ein kartesisches Koordinatensystem ausgezeichnet ist. Die
Punkte dieser Ebene werden in der iiblichen Weise durch geordnete Paare reeller
Zahlen beschrieben (Abb. 7). Die komplexe Zahl z = a -+ bi soll dem Punkt P, der
Ebene zugeordnet werden, der durch das geordnete Paar (a, b) dargestellt wird.

Y

]

Pbi Py

1

L s P X
Abb. 7
Als Koordinatenachsen sind die x-Achse bzw. y-Achse Zahlengeraden. Als Teil-

mengen der Ebene stellen die Punkte dieser beiden Geraden bei der Veranschaulichung
der komplexen Zahlen in der Ebene komplexe Zahlen dar. Auf der x-Achse werden die
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komplexen Zahlen mit dem Imaginirteil 0, also die reellen Zahlen, auf der y-Achse
die komplexen Zahlen mit dem Realteil 0, also die rein imaginiren Zahlen veran-
schaulicht. Eine Ebene, die zur Veranschaulichung der komplexen Zahlen benutzt
wird, nennt man Gaupsche Zahlenebene.

Im Bereich der reellen Zahlen wird jeder Zahl durch die Betragsbildung eine nicht-
negative Zahl zugeordnet. Bei der Veranschaulichung der reellen Zahlen auf einer
Zahlengeraden kann der Betrag einer reellen Zahl als Abstand des entsprechenden
Punktes vom Nullpunkt gedeutet werden. Diese geometrische Deutung legt es nahe,
auch fiir komplexe Zahlen z eine Betragsbildung zu erkliren, so daB der Betrag von z
den Abstand der Punkte P, und P, beschreibt.

Fiir z = a -+ bi definieren wir daher
(1) |z] :=7Va? + b2.

Fiir eine reelle Zahl z = a liefert (1) wegen }/a® = |a| den bereits erklirten Betrag einer
reellen Zahl.

Mit dem Betrag einer komplexen Zahl kénnen wir weitgehend in gleicher Weise
rechnen wie mit dem Betrag einer reellen Zahl. Es gelten die folgenden Beziehungen :

(2) lz2] =0, 2l =02z =0;
(3) |—2] = ||, [21 — 25| = |25 — 2y
@ el = lal Il ”‘—‘ | A
2y [z
[2"] = [2I";
(5) 21 + za| = |21| + |24, 21— 2] < oy — 23] + |23 — 2,
(Dreiecksungleichung);

n n
(6) Xzl =X ks
v=1 v=1
(7) ”211 - |za|l = |z —2;
(8) A(CERAC>0= | <)=>2=0,
c
d. h., gilt [z] < ¢ fiir jede positive reelle Zahl ¢, so ist z — 0.

Beweise. Zu (2). Nach (1) ist |2| eine nichtnegative reelle Zahl. Aus der Bezie-
hung z = 0 = 0 4 0 ¢ folgt offensichtlich |2| = 0, und aus z — a + bi, |z| = 0 ergibt
sich @® 4+ 52 =0, alsoa = b = 0.

Den Nachweis von (3) iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.



7.3. Veranschaulichung der komplexen Zahlen

125

u (4). Mit 2, = a, + byi, 2, = @, + i erhalten wir

2122 = (@@, — byby) + (@b + ah,)i
und daher

[212e] = V(alaz — b1b2)? + (a1 + ashy)?

= Va,%a.2 — 2a,a:b,b, + b%b? + @%b, + 20,520, + a,%b,*

=Va2ag? + by?;® + a,%bs* + a.%b:%.
Weiterhin ist

al lzal = Va? + b2 Va2 + b2 = V(as® + bi?) (@ + by?)
= V”qzazg + a%b;? + b%a,? + by,

Damit ist |z2,2,] = |24] [22] bewiesen. Fiir z = @ + bi == 0 ist

1__a b .
zﬂa“—l-b2 a? + b2
mddaher
1 @ v 1 _ 1
z @+ o @+ yarim

Daraus folgt fiir z, &= 0

% 1
Al y—
2 2,

=2

= s Wl el

1\ e 1 2]

Die Gleichung |2"| = |z|" kann leicht durch vollstindige Induktion bewiesen werden.

Zu (5). Es seien z; = a; + byi, 2, = @y -+ byi. Wir erhalten

2+ 2= (a; + ap) + (by + b2)i
und daraus
21 + 2al? = (@1 + a2)* + (by + ba)?
= a,® 4 20,0, + a.? + b® + 2b1b2 =+ ba?.
Weiterhin gilt
(|22 + [2a])? = [2al® + 2lz] [2e + [2a]?
= a2 + b2 + 2V (e + brF) (e + bF) + @z + bi*.
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Die Ungleichung [z, + z,| < |2y] + [2,] ist daher genau dann erfiillt, wenn

2V(@® + %) (@2 + by?) = a,® + 2040, + a2 +- b:® + 2b,b, - by?
— (@2® + by® + ay® + by?)
= 2(a1a, + biby),
also
V(alz + b:?) (@g® + b?) = aya, -+ by,

gilt. Die letzte Ungleichung erhalten wir aber aus der Ungleichung (a,b, — b,a,)?
=0:

@;%by? o by%a,? = 2a,a5b,b,,
a’a,® + a,%,® 4 b%a,? + by%,* = ar’ag? + 2a,a,b,b, + b,%,2,
(@® + by (@2 4 by?) = (asa, + b1b,)?,

V(@:® + by?) (@22 o by?) = |aya, - biby| = aya; 4 byb,.

Damit ist der erste Teil von (5) bewiesen. Die restlichen Aussagen iiber den Betrag
einer komplexen Zahl werden in gleicher Weise bewiesen wie die entsprechenden Aus-
sagen iiber den Betrag einer rationalen (bzw. reellen) Zahl (vgl. 5.5.).

Wegen - = “[;lzb' fiir 2 = a + bi == 0 ergibt sich mit
2z 2

(9) Zi=a—br

fir £ die einfache Schreibweise
z

ay Lo
z

Wir nennen z die zu z konjugiert komplexe Zakl. Aus der Definition von 3 ergeben sich
die folgenden Beziehungen:

1y gl =Yz

(12) Rez:z_gz, Imz:zgz;
(13) Z=z;

14) st z=2+

18)  zmz =z

(16) Z =z & zreell



7.3. Veranschaulichung der komplexen Zahlen 127

Die Beweise sind sehr einfach. Wir erhalten z. B. (15) aus

2% = (@ + b1i) (ag + byi) = (st — bibo) + (@be + ashy)i
= (@y — biby) — (@bs + @by)i = (@ — byi) (@2 — boi) =72 2.

Die Aussagen (13), (14), (15), (16) liefern zusammengefa3t den folgenden

Satz. Die durch den Ubergang von einer komplexen Zahl z zu ihrer konjugiert kom-
plexen Zahl % definierte Abbildung ¢ ist ein Isomorphismus von C auf C, der die Elemente
aus R festlipt und fiir den @ = @7 gilt.

Beweis. Wegen (13) ist ¢ injektiv und surjektiv. Aus z, = Z, folgt nimlich z, =z,
und daher z, = z, nach (13). Die Abbildung ¢ ist also injektiv. Fiir ein beliebiges
Element z aus C gilt ¢(2) = z. Alsoist ¢ auch surjektiv. Nun bedeuten (14) und (15),

daB ¢ ein Tsomorphismus von C auf C ist. Aus (13) folgt weiterhin ¢ = ¢*. Schlief3-
lich besagt (16), daB ¢ die reellen Zahlen festlift.

Als Folgerungen aus diesem Satz erhalten wir noch:

(17) 2T % =2 T R
s A=Ay
22 Zg
1t
(19) 1 =—.
z 2

Diese Beziehungen lassen sich natiirlich auch direkt unter Verwendung der Defi-
nition von z gewinnen (Ubungsaufgabe).

Bei der Veranschaulichung der komplexen Zahlen in der GauBschen Zahlenebene
bedeutet der Ubergang von einer komplexen Zahl z zu ihrer konjugiert komplexen
Zahl 7 einfach die Spiegelung an der x-Achse.

Fiir verschiedene Aufgaben und Untersuchungen ist die Darstellung einer kom-
plexen Zahl in der Form a + bi unzweckméBig. So ist z. B. die Berechnung eines Pro-
duktes mit mehreren komplexen Zahlen als Faktoren recht aufwendig und uniiber-
sichtlich. Die Gleichung (4) zeigt andererseits, daB sich der Betrag eines Produktes
einfach als Produkt der Betriige der einzelnen Faktoren ergibt und daher unmittelbar
aus den Betriigen der einzelnen Faktoren gewonnen werden kann. Durch den Betrag
r = || allein ist die komplexe Zahl z nicht eindeutig festgelegt. Als zweites Bestim-
mungsstiick wollen wir fiir eine von Null verschiedene komplexe Zahl z den Winkel ¢
(—z < @ = =) nehmen, der von dem positiven Teil der z-Achse und der.durch die
Strecke PyP, bestimmten von P, ausgehenden Halbgeraden gebildet wird. Die Fest-
legung des Winkels ¢ soll dabei so erfolgen, daff den Punkten P, oberhalb der x-Achse
positive, unterhalb der z-Achse negative Winkel entsprechen. Den Winkel ¢ nennen
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wir Argument von z und schreiben ¢ = arg z. Unter Verwendung trigonometrischer
Funktionen (vgl. MfL Bd 4) wird ¢ = arg z analytisch durch

(20) sin(p:%, cosqa:i —am<@g=a=n
2

Il
fiir 2 = @ + bi festgelegt. Daraus erhalten wir
(21) 2 = [z (cos arg z + i sin arg z) = r(cos ¢ + i sin ).

Die trigonometrische Darstellung (21) einer komplexen Zahl z ist fiir die Beschrei-
bung der Multiplikation komplexer Zahlen geeigneter. Es gelten namlich

(22) 212y = 11(C08 @1 + 4 sin @) ry(cos @, + 4 sin ®2)
= rira(cos(p; + @) +- @ sin(g; + @,));
(23) 2" = (r(cos @ +- 7 sin @))" = r"(cos ng + i sin ng) (Moivresche!) Formel);

l 2

(24) o ri(cos ¢, + 4 sin ;) _

7 ;o
— —= (cos(py — @) + i sin(p, — 72))-
2 T(COS @, - 7 sin @) T2

S}

Beweis. Esist

212y = 11(C08 @y - i sin @) ry(cos @, -+ 4 sin @,)
= 1175(C08 @, cos g, — sin @, sin g, + (cos ¢, sin g, + cos @, 8in @,)7).

Hieraus erhalten wir fiir z,z, unter Verwendung eines Additionstheorems die Dar-
stellung ry75(cos(@; + @,) + 4 sin(g; + @,)). Damit ist (22) bewiesen.

Aus (22) folgt (23) durch vollsténdige Induktion. Fiir z = r(cos ¢ + i sin @) erhalten
wir Z = r(cos (—¢) + ¢sin (——lp)) und daraus unter Verwendung von (10) und (22)
die Aussage (24).

Wir wollen nun die Addition und die Multiplikation komplexer Zahlen in der GauB-
schen Zahlenebene geometrisch deuten. Realteil und Imaginérteil einer komplexen
Zahl z bilden die Koordinaten des Punktes P, in der Ebene. Nach der Erklirung der
Summe zweier komplexer Zahlen erfolgt der Ubergang von P, und P, zum Punkt
P, ,., durch koordinatenweise Addition. Der Addition komplexer Zahlen entspricht
daher die Vektoraddition in der GauBschen Zahlenebene (Abb. 8).

Fiir die Veranschaulichung der Multiplikation benutzen wir die trigonometrischen
Darstellungen

2 = ri(cos @y + isin @), 2z, = ry(cos @ + i sin ¢y).

Nach (22) werden bei der Multiplikation die Betrige multipliziert und die Argumente
modulo 2z addiert. Die von P, ausgehende Halbgerade durch den Punkt P, . kann

2,2,

!) ABRAHAM DE MOIVRE (1667 —1754).
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also einfach durch Abtragen der Argumente von z,, z, aus den Halbgeraden durch P,
und P,, bzw. Py und P,, ermittelt werden. Um den Punkt P,,,, aus den Punkten P, ,
P,, zu erhalten, wird zum Dreieck PyP,P,, ein éhnliches Dreieck PP, P gezeichnet,
wobei P auf der Halbgeraden durch P, und P, liegen soll und die Seiten PP, und
PyP,,, PP, und P, P, sowie PyP, und P,P jeweils einander entsprechende Seiten
sein sollen. P ist dann der Punkt P, . (Abb. 9).

Die Veranschaulichung der Subtraktion, der Inversenbildung und der Division in
der GauBschen Zahlenebene iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Y Pry4z, g
Loz,
Pzz
Pz1
2,
7
Py '
I X ) Py X
Abb. 8 Abb. 9

7.4, Gleichungen n-ten Grades im Bereich der komplexen Zahlen

Im Bereich der reellen Zahlen besitzt fiir @ > 0 die Gleichung 2" = a fiir eine ungerade

natiirliche Zahl » genau eine, fiir eine gerade natiirliche Zahl » genau zwei Losungen.

Wir wollen jetzt in C die Gleichung " — a betrachten, wobei wir @ als eine beliebige

von Null verschiedene komplexe Zahl und » als eine natiirliche Zahl voraussetzen.
Unter Verwendung der trigonometrischen Darstellungen

z =r(cos ¢ + 7 sin ¢), a = ry(cos @, + i sin ¢g)
erhalten wir ‘

r%(cos ng -+ ¢ sin ng) = ry(cos ¢, + 7 sin g,)
fiir 2" = a. Also ist 2z genau dann eine Losung von 2" =a, wenn r = i/”—n und
n-p =@+ k-2a (k€ Z) gilt. Fir ¢ folgt daraus die Bedingung

qj=q70+lc-2n.
n
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Wenn wir

_@ot+1l-27
n

(7 ¢=0,1,...,n—1)

setzen, erhalten wir aus

2n
Py <Py 27 und g — v =2,
n n n

daB die Winkel y,, 4, ..., p,—; bei der Veranschaulichung am Einheitskreis der GauB3-
schen Zahlenebene diesen in n gleiche Teile zerlegen.

Jeder Winkel ¢ mit der Eigenschaft
o= @+ k-2n
n

unterscheidet sich von einem der Winkel y; durch ein ganzzahliges Vielfaches von 2z.
Wir schliefen daraus auf genau n verschiedene Winkel @y, @, ..., ¢,y mit —z < ¢

<msodaB z = i/;o(oos @; + i sin ¢;) eine Losung von z" = a ist.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 1. Eine Gleichung der Form a" = a (= ry(cos g, + @ sin ¢,) == 0) besitzt in C
fiir eine beliebige von Null verschiedene natiirliche Zahl n genau n verschiedene Losungen.
Dabes ist

i (cosﬂju smﬂ)
n n

eine Losung, und alle n Losungen bilden bei threr Veranschaulichung in der Gaufschen
Zahlenebene die Eckpunkte eines regelmdfigen n-Ecks.

Als Spezialfille dieses Satzes wollen wir die Gleichungen 2? = —1 und 2" =1
untersuchen.

a2 = —1:
Aus der trigonometrischen Darstellung —1 = cos @ -+ 4 sin zx erhalten wir y, :; ;

P = 32_:: Die komflexen Zahlen

Ed Ed
Zp=¢co8—Fi8in—=0+1¢=1
) 2+ P +

und
3z . . 37 . .
A :cos?+1sm?=0—z=—z

sind daher die Losungen der Gleichung a2 = —1.
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Bezeichnen wir mit j eine beliebige der beiden Lésungen, so besitzt nach Satz 1 aus
7.2. jedes Element z aus C genau eine Darstellung der Form a + bj mit a, b € R. Wir
erhalten damit eine Ubersicht tiber alle Isomorphismen von C auf sich, die die reellen
Zahlen festlassen. Bei einem Isomorphismus f von C auf C muB eine Losung der
Gleichung #? = —1 wieder in eine Lésung dieser Gleichung iibergehen. Wir setzen
7 = f(i). Wenn f die Elemente von R festlaBt, gilt daher

fla + bi) = f(a) + f(bi) = f(a) + f(©) - (5) = a + bj.

Fir ¢ = j ist f also die identische Abbildung fiir j = —¢ der Isomorphismus, der den
Ubergang zur konjugiert komplexen Zahl beschreibt. Es gibt somit genau zwei Iso-
morphismen von C auf sich, die die reellen Zahlen festlassen.

a*=1:

Es gilt 1 = cos 0 + ¢ sin 0 und daher

2 27
Yo=0, p=—,. ., pa=m—1)=.
n n

Die n Losungen
2 . 27
z :cos(l—)-l-tsm(l—) ?=0,1,...,n—1)
n n
der Gleichung
o= heiBen n-te Einheitswurzeln. Wir erhalten

fir » =2 die Zahlen 1 und —1 als zweite Einheitswurzeln,
fiir » =3  die Zahlen

1, o, = cos (%n)—l—isin(%n),

0. cos 4 -+ 4 sin 4 cos 2 % sin 2 o
= = — )= - Zal=

Q2 3” 3 375 37‘ 01

als dritte Einheitswurzeln,

fir n =4 die Zahlen 1, 5, —1, —3 als vierte Einheitswurzeln.

Die n-ten Einheitswurzeln bilden bei ihrer Veranschaulichung in der GauBschen
Zahlenebene die Eckpunkte eines regelmafigen n-Ecks, fiir das P, Mittelpunkt und P,
ein Eckpunkt ist.

Die Menge der n-ten Einheitswurzeln weist beziiglich der Multiplikation folgende
Besonderheiten auf:

a) Mit z und 2’ ist auch 2z’ eine n-te Einheitswurzel.

b) Ist z eine n-te Einheitswurzel, so ist auch —1— eine n-te Einheitswurzel.
2
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‘. S i 27
¢) Jede n-te Einheitswurzel ist eine Potenz der n-ten Einheitswurzel z; = cos =
n

o v &
+zsm—n.
n

. 1N 1
Beweis. Aus 2" =1,2" =1 folgen (z2')" =2"'" =1 sowie [—] =— = 1.
z

n

,

Mit der obigen Durchnumerierung der n-ten Einheitswurzeln erhalten wir z, = z,'
firl =0,1,...,n — 1.

Die Aussagen a) und b) beinhalten, daB die n-ten Einheitswurzeln beziiglich der
Multiplikation eine Gruppe mit n-Elementen bilden. Dariiber hinaus folgt aus c),
daB diese Gruppe zyklisch und daher insbesdndere kommutativ ist (vgl. MfL Bd. 3).

Eine Erginzung von Satz 1 ist der folgende

Satz 2. Aus einer Losung z der Gleichung 2™ = a (a == 0) ergeben sich die n Losun-
gen dieser Gleichung, wenn man z mit den n-ten Einheitswurzeln multipliziert.

Den einfachen Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Den Ausgangspunkt fiir die Erweiterung des Bereiches der reellen Zahlen zum
Bereich der komplexen Zahlen bildete die Gleichung 2* = —1. Wir haben festgestellt,
daB im Bereich der komplexen Zahlen sogar jede Gleichung der Form 2" = a lésbar
ist, und zwar fiir @ 3 0 genau 7 verschiedene Losungen besitzt. In der Algebra sind
dariiber hinaus die allgemeineren Gleichungen der Form a,2" 4 --- + a;x + @y =0
stets von groBem Interesse gewesen. Die algebraische Bedeutung der komplexen
Zahlen wird durch den Fundamentalsatz der klassischen Algebra begriindet, der erst-
mals von GAvUss bewiesen wurde und den wir hier ohne Beweis nennen.

Satz 3 (Fundamentalsatz der klassischen Algebra). Jede Gleichung der Form
@t + - +a@x+a;=0(a,€C;v=0,1,...,n;a, = 0)besitzt im Kérper der kom-

lexen Zahlen bei geeigneter Zahl: enau b Losungen.
geerg g

Wir wollen auf einige mit diesem Satz zusammenhéngende Aussagen bzw. einfache
Folgerungen aus diesem Satz eingehen.

Ein Ausdruck der Form a,a" + -+ + a2 + @y (@, = 0) wird in der Algebra ein
Polynom n-ten Grades mit der Unbestimmten v genannt.!) Die komplexen Zahlen
n ”
@y, ..., a, heiBen die Koeffizienten des Polynoms. Zwei Polynome } a,2” und 3, a,’2”
=0 v=0
sind definitionsgeméB genau dann gleich, wenn sie den gleichen Grad besitzen und
a, = a,’ fiir alle v gilt.

1) Eine genaue Erklirung des Begriffs Polynom erfolgt in der Algebra (vgl. MfL Bd. 3).
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Wir beweisen den folgenden

Satz 4. Ist a eine Losung der Gleichung a,a® + -+ + a,x + ay = 0, so konnen wir
vom Polynom a,a® + --- + ax + a, das lineare Polynom x — a als Faktor abspalten.

Es existiert also etn Polynom (n — 1)-ten Grades
byt + oo by + by
mit
(bpag@™l + oo o by + by) (@ — @) = a2 + - + @@ + a.

Beweis. Wir setzen

n
b, := 3 aatt*+d w=0,1,...,n — 1),
u=v+1
also
byoy = @y,
by = @n_1 + ana,
by =@y + @10+ 0%,

by = a; + @@ + -+ + ayatt.
Es gilt dann

n—1 n—1 n—1
X b’ —a) =3 bt — X bax
=0 v=0 v=0

n—1 n—1
S bt 4 bt — 3 b — ba
y= v=1

n—1 n

=F (2 a) # + gz

v=1 \u=v

n—1 n n
S ( v auawrlf(’%l)) ¥ — S a“au
+ =1
n—1 n n—1
% ( b aya“*") @+ 3 0 + a
w1 =1

=1/ = n
- ( 2 a0t =3 a, 0"
iz 1 u=1
n u n n n

=Yax" — Yaa' =Y ax — Ya,a" = Ya,x".

=t =1 v=0 “=0 =0

Eine Losung a der Gleichung @,2" 4 --+ 4+ a;& + @, = 0 heiBt eine k-fache Wur-
zel, wenn von @,a" + -+ + ax + a, das Polynom (z — ), aber nicht (x — a)k+*
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als Faktor abgespalten werden kann. Die Zihlung der Losungen bei der Aussage des
Fundamentalsatzes der klassischen Algebra hat so zu erfolgen, daB eine k-fache Wur-
stelle k-mal gezéhlt wird.

Sind @, @y, ..., %, die # Lésungen der Gleichung
(1) " 4 @y g2t A o @ g =0

(gewisse x; kénnen als mehrfache Wurzeln zusammenfallen), so kénnen wir nach
Satz 4 von a" 4 @, ,a"! + .-+ 4 a2 + @, schrittweise die Linearfaktoren z — ay
abspalten und erhalten danach

Tt g2 e e gy = (@ — ) (@ — ) - (2 — ).

Die rechte Seite dieser Gleichung kénnen wir ausmultiplizieren und nach Potenzen
von z ordnen. Ein Vergleich mit der linken Seite liefert uns auf Grund der Gleichheit
zweier Polynome eine Beziehung zwischen den Koeffizienten a,_,, ..., a,, a, des
durch die Gleichung (1) gegebenen Polynoms und den Lésungen dieser Gleichung. Wir
erhalten die Vietaschen!) Formeln:

—@ypy =X+ Xyt X :4\:;-‘75”

p_g = Xy + +o0 A Ty + T + o0+ B, = J22,,
v<p

—lp—g = BTaly + Vel + et Tyglyg @y = Y Tyl s
y<p<i

(—1)ay = zyxy-- -2, .
Uber Gleichungen mit reellen Koeffizienten gilt der
SBatz 5. Bs sei a,a" 4 .- + a;x + a4 ein Polynom mit a, <R (v =0, 1, ..., n).
Ist dann a eine Lisung der Gleichung a,a" + --- 4 ax 4 ay = 0, so ist auch die zu a
konjugiert komplexe Zahl @ eine Losung dieser Gleichung.
Beweis. AI;S a,a" + - + a,a + ay = 0 folgt
0 =T F o F oy = a + - + a8 +
=8,0" + @@ +a=a,a" + -+ a@ + a
auf Grund der Eigenschaften fiir den Ubergang zur konjugiert komplexen Zahl.

1) Frangors VIETA (1540—1603).
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7.5.  Aufldsung von Gleichungen zweiten und dritten Grades

In diesem Abschnitt werden wir fiir die Gleichungen zweiten und dritten Grades
Losungsformeln herleiten und anhand der Losungsformeln verschiedene Typen sol-
cher Gleichungen unterscheiden. Dabei werden wir uns inbesondere fiir die Fille
interessieren, bei denen in den Gleichungen nur reelle Koeffizienten auftreten.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades
a? + ayw + ap =0 (az = 0)

besitzt nach dem Fundamentalsatz der klassischen Algebra genau zwei Losungen.
Wegen der moglichen Division durch @, konnen wir uns auf die normierte Gleichung

(1)  at4prtg=0
beschrinken. Nach der Umformung
2 2 2 2
x2+px+q=wﬂ+2§x+%+q—”z:<x+§) +¢-F

erhalten wir fiir (1) die Gleichung

2
Bezeichnen wir mit z,, z, die beiden Lésungen der Gleichung 22 = 2. q, so er-
halten wir als Losungen von (1) 4

.’I:1:7£+21, ﬂf'z:—ﬂ‘i‘zzz_z‘—zr

2 2 2
2

Die Zahl D = I—i — g nennen wir die Diskriminante der quadratischen Gleichung (1).
Die beiden Losungen z, und «, stimmen genau dann iiberein, wenn D = 0 gilt.

Die Vietaschen Formeln fiir die quadratische Gleichung (1) lauten
l Xy + X = —p,
l T4 = (.

Sind p und g reelle Zahlen, so besitzt die Gleichung (1) genau dann reelle Losungen,
wenn D = 0 gilt. Fiir diesen Fall erhalten wir die Losungsformel in der gewohnten

Form
e
pu p=——
+ V 4 q

@)

[EIES]

Ty = —
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Gilt D < 0, so erhalten wir zwei zueinander konjugiert komplexe Zahlen als Lésungen
von (1). Diese lassen sich in der Form

P . P
11,z=—;ill/€l—1

angeben.

Wir betrachten nun die allgemeine Gleichung dritten Grades
a®® + 4,22 4 a4 ay = 0 (a3 == 0).

Nach der Aussage des Fundamentalsatzes der klassischen Algebra besitzt diese Glei-
chung genau drei Losungen im Bereich der komplexen Zahlen. Im einleitenden Ab-
schnitt hatten wir bereits die Cardanosche Formel zur Lésung spezieller kubischer
Gleichungen genannt. Wir wollen uns jetzt genauer mit dieser Lésungsformel be-
schéftigen.

Die gegebene kubische Gleichung dividieren wir durch ay:

a,

4+ ba? 4 bz 4 by = 0 (b.= ,v:o,l,z).

ag

1 .
Durch die Substitution x =y — 3 b, erhalten wir aus

by \? b, \? b

a® o+ bya® + b + b, :(y—?i) + b, (y—?i) +b|(y——32-)+b0=0
durch Ordnen nach Potenzen von y eine Gleichung

Cy® + cay? + ey + ¢ =0,
bei der ¢; = 1 und ¢, = 0 gilt. Mit p = ¢;, ¢ = ¢, ergibt sich ® 4+ py + ¢ = 0. Die
Losungen dieser Gleichung sind dann mit den Losungen der Gleichung
g + a? + a@ - ag =0 durch » = Y — é—bz =y— ;—2 verkniipft. Die Be-

a3

stimmung der Losungen einer beliebigen Gleichung dritten Grades ist damit auf
die Bestimmung der Lésungen einer Gleichung der Form

3) P+ry+q9=0

zuriickgefiihrt worden. Dieses ist der Gleichungstyp, der fiir die Cardanosche Formel
in 7.1. vorausgesetzt wurde.

Um die Cardanosche Formel zu gewinnen, setzen wir y; = u -+ v fiir eine Losung y,
der Gleichung (3). (Dieser Ansatz ist fiir uns naheliegend, da wir bereits die Carda-
nosche Formel kennen.) Aus (u 4 v)? + P(u + v) + g = 0 folgt durch Umformung

w4 0% + (Buv + p) (u + v) + ¢ = 0.
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Eine Vereinfachung dieser Gleichung ergibt sich, wenn u, » so gewéhlt werden kénnen,
daB3uv + p = O wird. Ausu + v = y;, und 3uv + p = 0 folgt fiir v == 0 die Bedingung

i unddaheru+v:—£+ v =y, alsov? — vy, — £:O.Diefﬁrp =0

3v 3v 3
von Null verschiedenen Lésungen v, v, dieser Gleichung in v erfiillen nach den
Vietaschen Formeln (2) die Gleichungen v, + v, = y; und v, = — 2. Mit v, = v
und v, = % erhalten wir 3

(ut+v=uy,

v 3
Jm__gﬁ, ww — — (2,
3 3

)
‘u3 + ¥ = —q.
Nach den Vietaschen Formeln sind daher «? und v* die Losungen der quadratischen

3
Gleichung 2% +- gz — (ﬂ) = 0. Es gilt also

Damit haben wir mit

e e R e

die Cardanosche Formel erhalten.

Die Wurzelzeichen werden hier allerdings in einem allgemeineren Sinn verwendet
als sonst iiblich (vgl. 6.2. Satz 14). In der Cardanoschen Formel bezeichnet

I 4 PN oivie womiptons Zahl oo, dic T der Blemhiama 8 — (L) 4 [2)
— 3 omp exe Zal w, die DSqu er elc. ungz =|— + ==

2 5 2 3
i*st. Ferner steht |/ — % -+ w fiir eine der drei komplexen Losungen u,, u, u, der
* - g f—
Gleichung z® = —% + w und /-— —Zq_ — w entsprechend fiir eine der drei komplexen
Losungen v,, v,, v3 der Gleichu'ng P= —% —w.

Die Zahlen u,;, v; wollen wir uns so durchnumeriert denken, daB u, + »; = y, gilt.
Ferner seien uy = 0,%;, U3 = 05ty SOWie ¥, = Qq¥;, V3 = 0¥, Wobei g;, 0, die von 1 ver-
schiedenen dritten Einheitswurzeln bezeichnen sollen (vgl. 7.4. Satz 2). Die Losungen
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der Gleichung (3) ergeben sich dann in der Form
(5) Y1 =1u + vy,
Yo = U + V2 = 01t + 0301,
Ys = Uz + Vg = 0ot + 012,
Die beiden nicht notwendig verschiedenen Zahlen Uy ~+ ¥y, U3 + 3 sind namlich wegen

wd + vt = —q (k=2,3),

Uy = Q1% * Q¥ = (01017%) Uy = Uy = “g
sowie
Ugls = Qatly * 0101 = (0a057") Uy¥y = wyv; = — g

tatsichlich Losungen von (3), und auf Grund der fiir y, durchgefiihrten Uberlegungen
muB sich jede Losung von (3) als Summe eines u; mit einem v, schreiben lassen. Fiir
14k, k=1,23) und p = 0 kann u, + v, keine Losung von (3) sein, da die Be-

dingung wup, = — g nicht erfiillt wird (heispielsweise st upwy = g%, - 00y

-er(-§)+-5)

Un eine Losung von (3) mit Hilfe der Cardanoschen Formel zu gewinnen, muf} zu
einer Losung von

eine geeignete Losung von

addiert werden. Aus der Darstellung dieser Losung in der Form y;, = u, + v, erhalten
wir dann nach (5) die beiden weiteren Losungen.

Beispiel 1.

y3+3§(1~ﬁi)y—3=0.
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3

Ttk s =318 (1 — ¥3'i), ¢ = —3. Wir erhalten
2

3

ARSI SR Y CRNE TR S
2+V(2)+<3)—2+ s 1 2t
* *

(2-)3=%(1—1/§i)3=%(1—31/§i-|—3-3i2—31/§i3)=—3,

Zur Berechnung der u;, v, benutzen wir die trigonometrischen Darstellungen
i+ﬁi =3 V_3+l¢ =3 (cos 30° + i sin 30°),
2 2 2 2

% = ‘%3 =13 (cos (—30°) -+ i sin(—30°)).

Wir setzen (vgl. 7.4. Satz 1)

3= . 6,—
u = ]/3 (cos 10° + 4 sin 10°) = }/3 (cos 10° + 4 sin 10°)

und
8 /= 6, —

o =]/V3 (eos (—10°) + i sin (—10°)) = /3 (cos 10° — i sin 10°).

Es ist
6 3
u = (]/5)2 (cos? 10° + sin? 10°) = ]/{?
Um — g __ _23 ( Vg ) zu erhalten, miissen wir %,»’ mit der dritten Einheits-

wurzel ( % 1/—1) multiplizieren. Damit ist

— (— % + gz) — 15 (cos 110° 4 i sin 110°).
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Die drei Losungen der gegebenen Gleichung sind :
6 s [
Y1 ="+ v =13 (cos 10° + i sin 10°) 4 3 (—cos 70° + i sin 70°),
Y2 = 01%; + 090
6, — [ -
= V3 (—cos 50° -+ i sin 50°) + /3 (cos 10° — ¢ sin 10°),
Y3 = 02Uy + o
[ - 8 ,
= ¥/3(—cos 70° — 4 sin 70°) - /3 (—cos 50° — i sin 50°).

2 3
Besonders einfach wird die Cardanosche Formel fiir (%) + (ﬁ) = 0. Das gilt

genau dann, wenn die Diskriminante 3
(6) D = —4p® — 27g2
gleich Null ist. Wir haben dann zur Bestimmung der . bzw. v, jeweils die Gleichung
7.1 . 21g 27¢° q
2 = — — zu lésen. Aus D = 0 erhalten wir — =+ — { und daher —L — _ =
2 3 4p3 8pt 2
Das bedeutet, daB u, — 2—qeine Lésung von 23 = — %ist. Wegen
P
9q2 9 2’
wu, =2 _ P (2N p
4pr 3 \4p? 3

3
ist ¥, = w, und daher y; = u, + v, = 2 eine Losung. Weiter erhalten wir
P

Yo = Uy + Vp = 01%; + 050y = 03Uy + 05ty

ui(oy + 02)

Il

sowie
Yz = Uz - V3 = 0gty + 012y = (01 + 0,).
Im Fall D = 0 stimmen also wenigstens zwei der drei Losungen iiberein. Es ist

3 — 3 2 3
“1(@14’@2):%(91 + o) :%2003547:_%-

Fiir den Fall D = 0 und p == 0 besitzt die Gleichung (3) die Losungen
3¢ 3¢

== Y2 =W =—7—
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Wir wollen nun zeigen, dafl umgekehrt fiir D == 0 die drei Losungen ¥, ¥», ¥3 von
(3) paarweise verschieden sein miissen. Wire etwa y, = y;, so miifite

Y= U + 1, Yo = 01ty + 0201 = sty + 011
gelten. Daraus folgt
(01 — 02) wy = (01 — @2)1
und daher u; = v,. Es gilt also
C (Y 4 (BY = — e — — L 7/(2) 4 (2)
2 +l/(2) +(3) sw=wEoy ) s
*

und damit

Das ist aber gleichwertig mit D = 0.

Die Diskriminante ist also dann und nur dann gleich Null, wenn von den drei
Losungen ¥, Y, Ys Wenigstens zwei tibereinstimmen.

Bisher konnten p und ¢ beliebige komplexe Zahlen sein. Wir werden jetzt voraus-
setzen, daB p und g reell sind. Fiir die Charakterisierung der Losungen unterscheiden
wir die Falle D < 0, D =0, D > 0.

1. D<0:

3
Es ist dann (% (%) > 0, und die Zahlen

ARG

sind daher reell. Wir bezeichnen mit u, die reelle Losung der Gleichung

und mit v' die reelle Losung der Gleichung

uaz_g_VW.

Da u,v, die reelle Zahl — g ergibt, muB v, reell sein und daher mit v’ iibereinstimmen.
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Also ist y; = u; + v, eine reelle Zahl. Weiter folgt dann

Yo = 011 + 020
= (—cos 60° + i sin 60°) + v,(—cos 60° — 3 sin 60°)

1 1=
=—;(u1+v1)+zgv3 (0 — vy).

Y3 = 0st1 + 010y
= uy(—cos 60° — ¢ sin 60°) + v,(—cos 60° 4 ¢ sin 60°)

1 o 4 g
_E (uy + vy) +1—‘V3 (01 — w).
2
Insbesondere gilt (vgl. auch 7.4. Satz 5) y, = y,. Fiir D < 0 existieren also drei
verschiedene Losungen, von denen eine reell ist und die beiden anderen zueinander
konjugiert komplexe Zahlen sind.

2. D=0:
Wir erhalten die reellen Lésungen
_ 3¢ . — 34
Y = s Y=Y = 2
3. D>0:
q 2 P 3 q 2 P 3
Esist jetzt (E) + (?) < 0. Die Lésungen w;, w, der Gleichung 22 = > + (E—)

sind rein imaginire zueinander entgegengesetzte Zahlen. Daher sind

5o YT BT - T

zueinander konjugiert komplexe Zahlen. Ist u; = a, -+ bi eine Loésung von
s _ 9 a\? P\
u 2 - V(2) o+ 3)
¥ *
va_—3_—35_ 4 AN AN
—biP =gt =g L g EA
(2 1%) Uy Uy 2 V(z ) g (3 )

also u, eine Losung von

so ist
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Ferner ist u,u, eine reelle Zahl und daher uy = v Mity, = u, + v, = uy + U, = 2a,
erhalten wir also eine reelle Losung von (3). Weiterhin sind auch

Yo = Us + Vo = Q1% + Q¥ = 1% + 91771 = 03U + 1%
und

Y3 = Us + Vg = 0¥ + 01V = Qaths + Ez’ul = 02t +32;1

reelle Losungen. Wir haben hiermit den Fall des ,,casus irreducibilis** geklart. Die
kubische Gleichung (3) besitzt genau dann drei verschiedene reelle Losungen, wenn
D > 0 ist. Jede dieser Losungen ergibt sich dabei aus der Cardanoschen Formel als
Summe zweier (nicht reeller) konjugiert komplexer Zahlen.

Das oben betrachtete Beispiel 1 zeigt, daB wir unter Verwendung einer Tafel fir
die trigonometrischen Funktionen die Cardanosche Formel zur naherungsweisen Be-
rechnung der Losungen einer kubischen Gleichung benutzen koénnen. Ein Nachteil
der Cardanoschen Formel besteht darin, dal ganzzahlige Losungen einer kubischen
Gleichung i. allg. nicht als solehe aus der Cardanoschen Formel gewonnen werden
konnen. Dazu betrachten wir das

Beispiel 2.
28 4 3z +4=0.

2 3
Esist p=3,¢ =4 und (%—) + (g) =4+ 1=>5>0,also D < 0. Die Gleichung

besitzt daher genau eine reelle Lésung. Diese ergibt sich aus der Cardanoschen Formel
als

3 — 3 —
n=umto=|-2+V5 +]-2-15.

Wir kénnen «, und »; nur niherungsweise berechnen, da bereits ]/5_ eine irrationale
Zahlist. Andererseits ist — 1 eine Losung der gegebenen Gleichung und daher y, =:— 1.

7.6.  Gleichungen vierten Grades

Die allgemeine Gleichung vierten Grades

(1) a2t 4 aad + bt +cx+d=0

konnen wir mittels der Transformation v =y — % in eine Gleichung der Form

(2) Y+ t+e+r=0

iiberfithren. Die vier Losungen dieser Gleichung bezeichnen wir mit y,, ¥, ¥3, ¥s-
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Fiir die Losung y, setzen wir y, = % + % + % mit der Zielstellung, eine der

Cardanoschen Formel éhnliche Methode zur Bestimmung der Losungen einer Glei-
chung vierten Grades zu erhalten. Durch Einsetzen von 2y, = u; 4+ v; + w, in die
zu (2) gleichwertige Gleichung 16y* + 16py2 + 16gy + 16r = 0 ergibt sich nach
einigen Umformungen
(3) (u® + v + w,?) + 4w, + v, + wi) (0 + 0% 4 w,® + 2p)

T+ 4p(u® + 0,2 + wy?) + 8(ujvwy + q) (1 + vy + w,)

+ 4(ur?0,% + v 2wy + wiu?) + 16r = 0.
Zur Vereinfachung dieser Gleichungen wollen wir versuchen, die Zahlen Uy, V5, W, SO

zu bestimmen, daf neben u, 4 v, + wy = 2y, auch noch ,2 4 v,2 4 w,? + 2p =0
und wyvw; 4 ¢ = 0 gelten. Wegen

4y = 4 0% + w? + 2u, + 20w, + 2w,u,
ist
u? + 02+ w2+ 2p =0
gleichwertig mit
Uy + Wy + Wy = 2y, 4 p.
Die Gleichungen
—(u + v 4 wy) = —2y,,
4) vy + vy + wyuy = 2y, + p,
UV W, =g

werden nach den Vietaschen Formeln (vgl. 7.4. (2)) erfiillt, wenn wir fiir «,, v, w, die
Losungen der kubischen Gleichung

2 =22+ P+ pe+ ¢ =0
wihlen. Die Gleichung (3) geht dann iiber in
U, 20,2 + i,’wlz + wu? = p? — 4r.
Aus den damit fiir y,2, v, w,? gewonnenen Gleichungen
u? + 02 + w2 = —2p,
(5) w0 4 v 2w,% + w,u,® = p? — 4r,
w2, fw,2 = g2

folgt ebenfalls nach den Vietaschen Formeln, daB u,2, v,2, w,? die Losungen z;, z,, 2,
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der kubischen Gleichung

© PRt — =0

sind. Bei geeigneter Durchnumerierung der Losungen von (6) gilt daher:
%, ist eine Losung der Gleichung u? = z,,
v, ist eine Losung der Gleichung v2 = z,,
w, ist eine Losung der Gleichung w? = z;.

Erklaren wir analog zu (4) u, vy, wy fiir y, (k = 2, 3, 4), so miissen auch w;, v, w;
Losungen von u? =z, v® = z, bzaw. w? = z; sein und die Bedingung wwuw, = —q
erfiillen. Es ist also u; = 4wy, v, = 4-v,, w; = ~w,. Bei geeigneter Durchnumerie-
TUNg VON ¥,, ¥, ¥4 erhalten wir daher

2y, =uy + v +wy,
2y =uy — vy — Wy,

@)
2yy = —uy + vy — wy,
2y = —uy — v + w;.

Um eine Gleichung vierten Grades (2) zu losen, hat man also zunichst die Losungen
21, 2y, 2 der kubischen Gleichung (6) zu bestimmen. Danach ermittelt man u, als eine
Lésung von u? = z, und v, als eine Losung von v = z,. Von den beiden Losungen ',
w'’ der Gleichung w? = z; wihlt man dann diejenige als w, aus, die u,v,w, = —q er-
fiillt. Die vier Losungen von (2) ergeben sich dann aus den Gleichungen (7).

Das Losen einer Gleichung vierten Grades kann somit nach einem einheitlichen
Verfahren auf rationale Operationen (Addition, Multiplikation, Subtraktion, Division)
und das Lésen von Gleichungen zweiten und dritten Grades zuriickgefiihrt werden.
Nennen wir das Losen einer Gleichung der Form a" = a abkiirzend Radizieren, so
konnen wir iiber Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades zusammenfassend
folgendes aussagen:

Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades lassen sich nach einem jeweils
einheitlichen Rechenschema mit Hilfe rationaler Operationen und durch mehr-
faches) Radizieren gewinnen. Wir sagen hierfiir auch, daB eine Darstellung durch
Radikale moglich ist.

Man kénnte nun erwarten, dafl diese Eigenschaft auch den Gleichungen héheren
Grades zukommt. Der norwegische Mathematiker N. H. ABEL zeigte, daB die Losun-
gen einer Gleichung der Form a,a™ + --- + @@ + ay = 0 fiir » = 5 keine von den
Koeffizienten @, a;, ..., a, abhingige Radikaldarsstellung besitzen konnen. Es
gibt fiir n = 5 sogar konkrete Gleichungen, bei denen fiir die Losungen keine Radikal-
darstellung existiert. Die Frage, wann die Losungen einer konkreten Gleichung n-ten
Grades mit » = 5 Radikaldarstellungen besitzen, wird in der Algebra durch die
Galoissche Theorie beantwortet.



Zur Geschichte der Zahlzeichen und des Zahlbegriffes

Hans WussiNG

Der Begriff der Zahl ist einer der grundlegenden Begriffe der Mathematik. Seine
historische Entwicklung, die Entwicklung von Umfang und Inhalt des Begriffes
,»Zahl*, spiegelt bis zu einem gewissen Grade auf seine Weise das Leistungsvermdgen
der Mathematik und den Grad der Reife und Durchbildung der Grundlagen der
Mathematik wider, auch und vielleicht gerade deswegen, weil der Gang der histori-
schen Entwicklung sich nur teilweise mit dem heute gewihlten logischen Aufbau des
Zahlensystems deckt.

1. Die Herausbildung des Zahlbegriffes in der Antike

Zahlen gehort zu den éltesten geistigen Tatigkeiten der Menschheit und hatte un-
mittelbare Bediirfnisse bei der Auseinandersetzung des Menschen mit der Natur zu
erfiillen.

Fiir die Ausbildung und Weiterfiihrung der Zahlreihe haben die erste gesellschaft-
liche Arbeitsteilung, die Trennung in Ackerbauer und Viehziichter, und das Auf-
kommen von Privateigentum in der beginnenden Klassengesellschaft die bestim-
mende Rolle gespielt. Aus der Notwendigkeit, Viehherden zu tiberblicken, Tausch-
und Geldgeschifte zu betreiben u. a. m. entwickelte sich die Fahigkeit zum Zahlen.

Die Zahlensysteme wurden meist auf dezimaler Grundlage ausgebildet (10 Finger!).
Weit verbreitet waren auch 20er Systeme (Zehen und Finger!), unter anderem bei den
Kelten, den friihen Einwohnern Frankreichs und Englands. Noch heute erinnert
franzésisch 80 = quatre-vingt (4 mal zwanzig) daran. Vereinzelt wurde auch die 12
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(6 Knochel an der Hand) als Basis des Zahlsystems zugrunde gelegt. In alten Sprachen
fallt ,,10 sehr haufig mit ,,beide Hande*, ,,20° mit ,,ein Mensch* zusammen (Abb. 1
und 2).

N NN AT

Zehner ——=== :I =

Hunderter wie Einer,usw.

Abb. 1. Altchinesische Bambusziffern (seit 2. Jh. v. u. Z. bis etwa 12, Jh. u. Z.)
: F P FTEYYTT

kid 2 13 14 15 16 17 18 19 a

Abb. 2. Zahlzeichen der Maya (seit etwa 500 u.Z.). Unreines 20er System, spiter
Positionssystem mit Nullzeichen

Wie philologische Untersuchungen an alten Sprachen ergaben, hing urspriinglich
das gewéhlte Zahlwort von der Art des geziihlten Gegenstandes ab; die Anzahl wurde
also als Eigenschaft der Gegenstinde aufgefaBt. Davon existieren auch in der deut-
schen Sprache noch Reste: Man spricht von einem Paar Schuhe, einer Mandel Eier,
einem Joch Ochsen, einem Ries Papier.

Es bedeutete in der Geschichte der Menschheit einen ungeheuren Schritt vorwirts,
als ein abstrakter, vom zu zihlenden Gegenstand losgeloster Anzahlbegriff heraus-
gearbeitet werden konnte. Doch gehérte dazu ein bedeutender Erfahrungsschatz
beim rechnerischen Umgang mit Zahlenwerten, wie er uns in den frithen, hochent-
wickelten Klassengesellschaften entgegentritt.

Hervorragend ausgebildet waren schon vor 4000 Jahren die Zahlensysteme im
alten Agypten und besonders in Mesopotamien, im Zweistromland zwischen Euphrat
und Tigris, auf dem sich lange Zeit ein GroBreich mit der Hauptstadt Babylon halten
konnte.

Das altégyptische Zahlsystem war dezimal aufgebaut, aber kein Positionssystem.
Fiir jede der Zehnerpotenzen bi ¢ 10 existierte ein Individualzeichen, eine spezielle
Hieroglyphe (Abb. 3). Die Zahlen wurden durch Reihung der Individualzeichen aus-
gedriickt (Abb. 4); erst spiter kam eine Art Verzifferung in Gebrauch. Auch mit
Bruchteilen des Ganzen wurde in der altigyptischen Mathematik gerechnet. Neben

besonderen Individualzeichen fiir hiufig vorkommende Werte wie % und % war
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die Rechnung auf Stammbriichen l aufgebaut; geschrieben wurde der ,,Nenner* n;
n
1
ein dariibergesetzter Punkt unterschied den Wert — von n.
n

Wie aus den éltesten Keilschrifttexten hervorgeht, entstand das babylonische
Zahlensystem, ein hochentwickeltes Positionssystem zur Basis 60, Schritt fiir Schritt
aus der Uberlagerung eines urspriinglichen Dezimalsystems mit einem 6er System der
MaBeinheiten fiir Linge, Gewicht und Wéhrung.

nel|sy

Abb. 3. Altigyptische Individualzeichen fiir die Zehnerpotenzen bis 108. Das Zeichen
fiir 100 ist das Sinnbild fiir eine MeBleine, das Zeichen fiir 1000 eine Lotosblume, fiir
10000 ein Schilfkolben, fiir 100000 ein Frosch. Das Zeichen fiir 106 stellt den digyptischen
Gott des Luftraumes dar

eNNll
ennlll

Abb. 4. Die Zahl 2246 in altigyptischer Schreibweise; Reihung von Individualzeichen

Im ausgereifteren Zustand wurden zwei Zeichen verwendet, Keile und Winkel-
haken, die mit einem Holzstibchen in den feuchten Ton gedriickt wurden und aus
denen sich neben Schriftzeichen auch die 60 Ziffern des Zahlensystems zusammen-
setzten (Abb. 5). Ab ungetahr 600 v. u. Z., d. h. zur Perserzeit, wurde sogar ein inneres
Liickenzeichen, eine innere ,,Null**, verwendet.

Im babylonischen Positionssystem bedeutet die ,,Ziffer Eins®, der Teil, also nicht
nur 1, sondern 60=* mit £ ganz. Im iibrigen ging die GroBenordnung der Zahlen aus
dem Zusammenhang hervor, da die groBen Spriinge der GroBenordnung eine Ver-
wechslung ausschlossen. Dieses Positionssystem besaB daher den groBen Vorteil,
daB — durch eine gedankliche Verschiebung der GroBenordnung — auch die Bruch-
rechnung im ganzzahligen Bereich vorgenommen werden konnte. Das sexagesimale
Positionssystem hat sich darum in der Antike iiberall dort durchgesetzt, wo in gro-
Berem Umfang schwierige numerische Rechnungen bewiltigt werden muBten, vor
allem also in der Astronomie. Von etwa 200 v. u. Z. wurde es zur Rechengrundlage der
hellenistischen Astronomie: von dort ist es schlieBlich durch Vermittlung der ara-
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Abb. 5. Altbabylonischer Felderplan. Liegende Schriftzeichen bedeuten Zahlenangaben fiir die
FlichenmaBe

bischen Gelehrten in den européischen Kulturkreis eingedrungen und behauptet sich
noch heute in der Zeit- und Winkelmessung und in der Trigonometrie.

Trotz aller hochentwickelten Rechentechnik im alten Agypten und in der baby-
lonischen Mathematik zeigen aber die erhaltenen Quellen in keinem einzigen Fall eine
kritische Reflexion, die auf eine Begriffsbestimmung von ,,Zahl* hindeuten kénnte.
Der Zahlbegriff war sozusagen nur implizit vorhanden.

Die explizite Herausarbeitung eines Zahlbegriffes erfolgte vielmehr erst zur Zeit
der Herausbildung der vollentwickelten Sklavenhaltergesellschaft, wihrend des 6.
und 5. Jahrhunderts v. u. Z., in enger Berithrung mit der ionischen Naturphilosophie.
In einer Atmosphire der Besinnung auf das Wesen der Natur und die Art des Zu-
sammenhanges, wihrend des Uberganges vom Sammeln und Beschreiben von Fakten
zum Verstehenwollen und Begreifen hat sich auch der Umschlag von einer rezept-
artig betriebenen zu einer allgemeine Sétze aufstellenden und Beweise heranziehenden
Mathematik vollzogen, die auf Definitionen aufbaute.

In diesem allgemeinen Zusammenhang einer sich herausbildenden eigenstéindigen
Wissenschaft Mathematik erfolgte auch die Herausarbeitung des Zahlbegriffes.
Diese Entwicklung wurde vermutlich schon mit THALES von Milet (etwa 624 — etwa,
548 v. u. Z.) eingeleitet oder wenigstens zu seinen Lebzeiten. Nach spéteren Berichten
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definierte THALES das ,,Wieviel, das ist die Zahl als Zusammenfassung von Ein-
heiten‘ ([12], S. 28).

Die Pythagoreer verlichen den Zahlen Eigenschaften, z. B. Hal} und Liebe, minn-
lich und weiblich. Trotz des Ballastes idealistischer Vorstellungen wurden — so-
zusagen unbeabsichtigt — aber auch echte, wissenschaftliche Ergebnisse erzielt. Auf
die Pythagoreer gehen die Unterscheidung von geraden und ungeraden Zahlen, die
Anfénge einer Teilbarkeitslehre und die Lehre von den vollkommenen und den Prim-
zahlen zuriick. Diese Leistungen sind dann spiter in die ,,Elemente** des EUKLEIDES
(etwa 365 — etwa 300 v. u. Z.) aufgenommen worden.

Vom Begriffsumfang her verstanden die Pythagoreer unter ,,Zahl‘ lediglich posi-
tive ganze rationale, also natiirliche Zahlen groBer als Null. Die 1 selbst galt in der
pythagoreischen Schule (und auch spiter bei EvKLEIDES) nicht als Zahl, sondern als
Quelle und Ursprung aller Zahlen.

Mit dieser Vorstellung von der so verstandenen Zahl errichteten die Pythagoreer
ein idealistisches philosophisches Gebéiude, wonach die ,,ganze Welt Zahl“ (oder
Verhéltnis von Zahlen) sei. Es brach zusammen, als noch innerhalb der pythagore-
ischen Schule, wahrscheinlich durch Hrepasos von Metapont (um 450 v. u. Z. ), die
Entdeckung gemacht wurde, daB es Strecken gibt, die sich nicht als Verhaltnis von
(ganzen, positiven) Zahlen ausdriicken lassen. Beispielweise gilt dies fiir die Diagonale
im Einheitsquadrat; Quadratseite und Diagonale ,,messen sich nicht gegenseitig*,
wie man damals sagte, sie sind zueinander inkommensurabel.

Das Problem der geistigen Bewiltigung der Inkommensurabilitit hat sich durch
die ganze antike Mathematik hindurchgezogen : Es existieren gegeneinanderinkommen-
surable Strecken, man kann sie konstruieren. Aber es gibt keine Zahl und kein Ver-
héltnis von Zahlen, das ein arithmetisches Aquivalent des geometrischen Objektes
sein kann.

Ein Ausweg aus diesem inneren Widerspruch hitte die begriffliche Definition der
irrationalen Zahl sein miissen, doch konnte dieser Weg in der Antike nicht beschritten
werden, da die begriffliche Bewiltigung von Grenziibergiingen (die fiir die Definition
der Irrationalzahlen unvermeidlich sind) damals noch nicht geleistet werden konnte.
Vielmehr schritt die antike Mathematik durch die Herausarbeitung der Methode der
s0g. geometrischen Algebra voran. Die Lésung algebraischer Probleme — z. B. die
von algebralschen Gleichungen — wird dann durch geometrische Konstruktion ge-
funden.

Damit blieb vom Umfang her der Begriff der Zahl auf den der natiirlichen Zahl >1
beschrinkt. Briiche traten als Verhiltnisse von Zahlen auf, wurden aber nicht selbst
als ,,Zahlen‘* empfunden.

Auch auf geometrischem Wege, also mit den Methoden der geometrischen Algebra,
Lieferte THEATTETOS (etwa 410—368 v. u. Z.) eine Systematisierung der quadratischen
Irrationalitéten (also von Strecken!) und Evpoxos von Knidos (etwa 408— etwa
355 v. u. Z.) ordnete die Irrationalititen unter dem allgemeinen Begriff der GroBe in
das System der antiken Mathematik ein.
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Erst in hellenistischer Zeit, vor allem bei ARCHIMEDES (etwa 287—212 v. u. Z.),
verstirkte sich das Gefiihl, daB inkommensurable GroBen auch einen Zahlenwert
haben und Zahlen gleichgestellt werden konnen. ARCHIMEDES formuliert ganz ein-
wandfrei, irrationale GroBenverhaltnisse kénnen ,,zwischen rationale Verhéltnisse ein
geschlossen® werden. Ein Beispiel findet sich in seiner ,,Kreismessung®: Dort schliefit
ArcHIMEDES den Wert von 7, wenn wir uns modern ausdriicken, zwischen den

Grenzen 3 }7—01 und 3 % ein. Doch zu einer anderen als bei EUKLID auftretenden
i

expliziten Definition von Zahl ist es auch bei ihm nicht gekommen, nicht einmal bei
EuTokros (um 600 u. Z.) ganz am Ausgang der antiken Tradition, der immerhin von
,,ganzer Zahl* spricht, moglicherweise im Unterschied von Zahlen, die demnach auch
als nichtganz vorgestellt werden konnten.

Der strengen, wenn auch enggefaBten Genauigkeit des Begriffes Zahl stand jedoch
auch in der Antike ein ausgedehnter Gebrauch von Zahlen gegeniiber. Doch war es
unter den Bedingungen der Sklavenhaltergesellschaft, die alle produktive Arbeit
diskreditierte, zu einer tiefgreifenden Trennung zwischen der wissenschaftlichen
Mathematik der Freien und den mathematischen Methoden der Praxis gekommen.
PraToON eiferte gegen jede Form der Anwendung der Mathematik, gegen jene, die
Mathematik ,;um des Kaufens und Verkaufens willen wie Handelsleute und Krémer
betreiben* ([26], S. 95).

Die Trennung zwischen ,,offizieller” Mathematik und der Mathematik der Praxis
durchzog auch das Rechnen. Entsprechend unterschied man peinlich genau zwischen
der (edlen) Arithmetik und der (inferioren) Logistik.

In der griechischen Antike waren zwei Zahlensysteme in Gebrauch, ein dlteres,
das attische oder herodianische Zahlensystem, und ein jiingeres, das sog. mile-
sische Zahlensystem. .

Das attische Zahlensystem diente vorwiegend zum kaufménnischen Rechnen, zur
Fixierung von Geld- und Warenangaben sowie zur Bezeichnung der Spalten auf dem
Abacus. Es war aus einem durch ein Fiinfersystem iiberlagerten Dezimalsystem her-
vorgegangen. Die dezimalen Stufen 10, 100, 1000 und 10000 wurden durch die An-
fangsbuchstaben des griechischen Zahlwortes bezeichnet, also bedeutete

A= 10 von griechisch AEKA,

H = 100 von griechisch HEKATON,
X = 1000 von griechisch XTAIOT,

M = 10000 von griechisch MYPIOL.

Die Einer wurden durch Striche bezeichnet. Die Biindelung zu finf wurde mit dem
Anfangsbuchstaben IT von griechisch ITENTE, fiinf, vorgenommen, wobei die alte
Schreibweise I' von Il Verwendung fand. Also bedeutete

A" = 50, [T = 500,

[X' = 5000, [M' = 50000.
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Zum Rechnen war das attische Zahlensystem denkbar ungeeignet. Im wissenschaft-
lichen Zusammenhang benutzte man vielmehr das milesische Zahlensystem; z. B.
rechneten ARCHIMEDES und DIOPHANTOS (um 250 u. Z.) milesisch. Fiir schwierige
und umfangreiche Rechnungen stand iiberdies das weitaus bequemere babylonische
Sexagesimalsystem zur Verfiigung.

1 2 3 4 5 7 8 9
Einer A B A E F V4 H 6
a B vy b6 & & n @
Zehner I K A4 M N E 0 I Q@
[’ x A u v £ 0 G
Hunderter P X T Y & X ¥ @0 LY
¢ o T v @ X P w0 X
Tausender @ By b & s & ;g B

Abb. 6. Milesisches Zahlensystem

Im milesischen Zahlensystem (Abb. 6) wurden 24 griechischen und 3 semitischen
Buchstaben der Reihe nach die Zahlenwerte 1, 2, ...,9; 10, 20, ..., 90; 100, 200, ...,
900 zugeordnet. Hohere Stellenwerte der ,,Ziffern wurden u. a. durch Vorsetzen
eines kleinen Striches angedeutet. Um der Verwechslung mit den Buchstaben in
Wértern zu begegnen, wurde etwa die ganze Zahl iiberstrichen; doch gab es noch

—
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Abb. 7. Altslawisches Zahlensystem. Die Tilde unterscheidet den Zahlenwert vom
gleich hriebenen Buchstaben in Wértern
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andere Bezeichnungsweisen. Einzelheiten wiirden hier zu weit fithren. Doch sei des
allgemeinen kulturhistorischen Interesses wegen vermerkt, daB das romische Zahlen-
system, welches vom Typ her dem attischen sehr nahe steht, und das slawischeZahlen-
system (Abb. 7), welches, wiederum als Typ, dem milesischen Zahlensystem eng ver-
wandt ist, noch bis in die Neuzeit, bis ins 15. und 16. Jahrhundert, in Gebrauch waren.

2 Die Ausdehnung der Zahlbereiche im Feudalismus und Friih-
kapitalismus

Auf der Erde haben sich heute fast allgemein die indisch-arabischen Ziffern und das
dezimale Positionssystem durchgesetzt. Die Urspriinge unseres heutigen Zahlen-
systems reichen weit zuriick, doch ist der Entstehungsproze8 noch nicht in allen Ein-
zelheiten geklart.

Die altindische Zihlweise war seit alters her, trotz einiger Reste eines Vierersystems,
dezimal aufgebaut. Das Zahlsystem wurde, in enger Verbindung zur herrschenden
Religion, dem Buddhismus, weit ausgefiihrt und besaB schonim 3. Jahrhundertv. u. Z.
Zahlworte, die zur Bezeichnung der Zahl 102! ausreichten!

Zwei Zahlenschreibweisen waren in Gebrauch ; eine von ihnen mit den sog. Brahmi-
ziffern war weit verbreitet und bildete den historischen Ausgangspunkt unserer
jetzigen Ziffernschreibweise (Abb. 8). Viele Inschriften in Brahmiziffern sind aus dem
3. Jahrhundert v. u. Z. erhalten geblieben. Einige mit Sicherheit verbiirgte Zahlen-
angaben in Positionsschreibweise stammen aus dem 6. Jahrhundert. Die élteste in
Indien selbst erhaltene Inschrift, in der die Null auftritt, stammt von GuaLIOR und
wurde 876 verfaBt (Abb. 9); doch gibt es Nachrichten aus China, Indonesien und
Kambodscha iiber die zeitlich frithere Verwendung einer Null nach indischem Vor-
bild.

Im iibrigen ist die Herkunft des Zeichens fiir die Null, eines Punktes oder eines
kleinen Kreises, noch umstritten. Es ist unklar, ob die indischen Mathematiker die
..Null* selbst ,erfunden haben und ob und wieweit babylonische Einfliisse mit-
gewirkt haben Doch bleibt die welthistorische Leistung der frithen indischen Mathe-
matik unbestritten, alle Momente eines dezimalen Positionssystems mit Einschluf3
der Ziffernschreibweise konsequent durchgebildet zu haben. Das sanskritische Wort
.sunja* fir ,,das Leere”* war jedenfalls seit dem 5. Jahrhundert in Gebrauch; im
Arabischen wurde daraus spiter al-sifr, daraus entstand schlieBlich das Wort Ziffer
(deutsch) oder mudpa (russisch) oder chiffre (franzosisch) usw.

Die ersten Nachrichten iiber das neue indische Zahlensystem drangen bereits im
7. Jahrhundert lings der Karawanenwege nach dem Westen vor. Im Jahre 662
schrieb ein syrischer Gelehrter von den Indern und ,,ihrer Zahlenschreibweise, die
iiber jedes Lob erhaben ist ([15], S. 107). Am Ende des 8. Jahrhunderts lernte man
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Abb. 9. Wandinschrift in Gualior

die indischen Ziffern in Bagdad. dem kulturellen und wissenschaftlichen Zentrum des
mittlerweile entstandenen arabischen Weltreiches, kennen. Die arabischen Mathe-
matiker erkannten sehr rasch die Vorteile der neuen Zahlenschreibweise. Bereits der
bedeutende Mathematiker ar-HwArazmi (etwa 780—etwa 850) schrieb eine aus-
fiihrliche Erliuterung zum Gebrauch der indischen Ziffern und des ,,kleinen Kreises
dhnlich dem Buchstaben o',

Uber die damals von den Arabern teilweise besetzte Pyrenienhalbinsel wurden die
christlichen Ménche im 11. Jahrhundert erstmals mit den indischen Ziffern bekannt,
und zwar mit einer inzwischen entstandenen Modifikation der Schreibweise, die im
westarabischen Raum verwendet wurde, den sog. Gobar-Ziffern. Doch verstand man
das Wesen der Ziffern anfangs nicht, verwendete sie vielmehr ganz sinnlos als Be-
schriftung der Rechensteine des Abacus, als sog. Apices. Erst rund zweihundert Jahre
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spiter fanden die indisch-arabischen Ziffern wenigstens in Ubersetzungen aus dem
Arabischen eine sachgeméBe Interpretation. Doch hat es noch bis ins 15. und 16. Jahr-
hundert gedauert, ehe sich die indisch-arabischen Ziffern, zusammen mit dem schrift-
lichen Rechnen, gegen die romischen Ziffern und das Rechnen auf dem Abacus durch-
setzen konnten. Es waren die Rechenmeister und Kaufleute, also die Vertreter des
Friihkapitalismus, die dem Neuen gegen Widerstinde aus reaktionir-kirchlichen
Kreisen und gegen Aberglauben und Unverstindnis zum Sieg verhalfen (Abb. 10).

Abb. 10. Sieg des Ziffernrechnens iiber das Abacus-Rechnen. Zeitgendssis
stellung vom Jahre 1504, PyTHAGORAS, der damals als Erfinder des Abacus-Rechnens
galt, sitzt griesgriimig noch beim Rechnen, wiihrend Boermtus (links), der angebliche
Erfinder des schriftlichen Rechnens mit indischen Ziffern, bereits fertig ist. Die Gottin
Arithmetica im Hintergrund beaufsichtigt den Wettbewerb

Die Schreibweise der Ziffern hat dabei natiirlich im Laufe der vielen hundert Jahre
und bei dem weiten Weg iiber viele Volker hinweg manche Anderung erfahren; im
ganzen aber ist sie erstaunlich getreu iiberliefert worden, wenn man dies etwa mit
Schriftzeichen vergleicht.

Zu den Aspekten eines vollentwickelten Positionssystems, das die Menschheit
der indischen Mathematik verdankt, gehort auch der véllig korrekte Umgang mit der
Zahl Null und mit negativen ganzen Zahlen. Aber auch die frithe chinesische Mathe-
matik kannte, zu Beginn unserer Zeitrechnung, negative Zahlen.



156 Anhang

Die positiven Zahlen nannte man in Indien dhana oder sva (Eigentum), die nega-
tiven rina oder kSaya (Verminderung, Sehuld). Der bedeutende indische Mathematiker
BraaMaGupra (*598) erliuterte Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
von positiven und negativen Zahlen, z. B. heiBit es: ,,Die Summe zweier positiver Zah-
len ist positiv, die zweier negativer Zahlen negativ® ([15], S. 125). Mit quadratischen
Irrationalititen hat man sich in der indischen Mathematik ebenfalls ausfiihrlich be-
schéftigt, aber nur im Hinblick auf die numerischen Verfahren zur Berechnung ihrer
(Néherungs)Werte. Zur Unterordnung der Trrationalititen unter den Begriff ,,Zahl**
ist man jedoch nicht vorgestoBen.

Diese tiefe Einsicht wurde vielmehr erst von arabischen Mathematikern erzielt.
In kritischer Auseinandersetzung mit den Auffassungen der griechisch-hellenistischen
Mathematik entwickelten arabische Mathematiker eine eigene Theorie und dehnten
den Begriff der Zahl auf die Menge der positiven reellen Zahlen aus. AL-HAYYAM
(1048—1131) gehrt zu den herausragenden Anhingern dieser Ansicht, die jedoch von
anderen wieder bestritten wurde. Die weitreichenden Ergebnisse in der ostarabischen
Mathematik zur Theorie der irrationalen Zahlen wurden in Europa erst im 16./17.
Jahrhundert bekannt, als die Entwicklung der numerischen Methoden dort ebenfalls
zu einer Erweiterung der Zahlenbereiche gedriingt hatte.

Mit der Entwicklung des Friihkapitalismus in Europa withrend des 15. und 16. Jahr-
hunderts und der damit verbundenen Ablésung der Naturalwirtschaft durch die
Geldwirtschaft stieg das allgemeine Bediirfnis sprunghaft an, das Rechnen zu er-
lernen. Sogenannte Rechenmeister tibernahmen auf eigene Kosten oder im Auftrage
der Stadtverwaltungen diese Bildungsaufgabe, iiberall, wo sich der Friithkapitalismus
auszubreiten begonnen hatte. Von den deutschen Rechenmeistern ist auf Grand
seiner vorziiglichen Lehrbiicher Apam Rres (1492— 1559) am bekanntesten geworden.

Versténdlicherweise konnten im Zusammenhang mit dem kaufménnischen Rechnen
die negativen Zahlen als ,,Schulden* eine einleuchtende Erklérung finden. Eine ne-
gative Losung eines Gleichungssystems, die wirklich als Losung eines mathematischen
Problems anerkannt wird, trat in Europa zuerst bei LEoNaRDO Freoxaccr von Pisa
(etwa 1180—etwa 1250) auf, dem Leiter einer italienischen Handelsniederlassung in
Nordafrika. LEONARDO behandelte die Aufgabe der Verteilung einer gefundenen
Geldsumme unter vier Personen, die ihrerseits schon gewisse Geldbetrige besitzen.
Dann fihrt er fort: , Ich werde zeigen, daB diese Aufgabe unlosbar ist, wenn nicht zu-
gestanden wird, daB der erste Partner Schulden hat* ([12], 8. 53). Doch hat sich — bei
stindig zunehmendem Gebrauch — die Anerkennung der negativen Zahlen als voll-
wertige Zahlen lange hingezogen, noch RENE DESCARTES (1596—1650) spricht bei ne-
gativen Gleichungslosungen von , falschen‘ Losungen.

Ahnlich umstritten war die Frage, ob ,,rrationale GroBen® echte Zahlen sind.
Wohl beherrschte man schon im 15. Jahrhundert sehr gut numerische Verfahren des
Radizierens, aber sind die Wurzeln Zahlen? Beispielsweise stellte M. STIFEL (etwa
1487—1567), einer der fithrenden Vertreter der ,,CoB¥, 1544 die fiir die damalige Zeit
bewundernswert scharfsinnige Uberlegung an: ,,Mit Recht wird bei den irra tionalen
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Zahlen dariiber disputiert, ob sie wahre Zahlen sind oder nur fingierte. Denn bei Be-
weisen an geometrischen Figuren haben die irrationalen Zahlen noch Erfolg, wo uns
die rationalen im Stich lassen, und sie beweisen genau das, was die rationalen Zahlen
nicht beweisen konnten, jedenfalls mit den Beweismitteln, die sie uns bieten. Wir wer-
den also veranlaBt, ja gezwungen, zuzugeben, daf sie in Wahrheit existieren, némlich
auf Grund ihrer Wirkungen, die wir als wirklich, gewi8 und feststehend empfinden.

Aber andere Griinde veranlassen uns zu der entgegengesetzten Behauptung, dafl
wir nimlich bestreiten miissen, daB die irrationalen Zahlen Zahlen sind. Némlich
wenn wir versuchen, sie der Ziahlung zu unterwerfen und sie mit rationalen Zahlen in
ein Verhiltnis zu setzen, dann finden wir, daB sie uns fortwithrend entweichen, so daf}
keine von ihnen sich genau erfassen liBt. . .. Es kann aber nicht etwas eine wahre
Zahl genannt werden, bei dem es keine Genauigkeit gibt und was zu wahren Zahlen
kein bekanntes Verhaltnis hat. So wie eine unendliche Zahl keine Zahl ist, so ist eine
irrationale Zahl keine wahre Zahl, weil sie sozusagen unter einem Nebel der Unendlich-
keit verborgen ist ...” ([12], S. 68/69).

Das Problem, ob also irrationale GréBen zu den Zahlen zu rechnen seien, wurde
positiv entschieden mit der Herausarbeitung der Methode der analytischen Geo-
metrie. R. DESCARTES hatte — zu Beginn seiner Abhandlung ,,La géometrie”* von
1637 — gelehrt, daB man jeder Strecke eine Zahl zuordnen soll. Da die Rechenopera-
tionen der Addition, der Subtraktion, der Multiplikation, der Division und des
Quadratwurzelziehens in geometrischen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal aus-
fithrbar sind, also wiederum Strecken ergeben, kann man auch irrationale Groen
mit demselben Recht als Zahl interpretieren, denn — wie J. WaLLis (1616—1703)
zur Mitte des 17. Jahrhunderts argumentiert — ,,diese (DESCARTES, F. VAN SCHOOTEN
und andere, Wg.) haben geometrische Konstruktionen den arithmetischen Operati-
onen angeglichen und dabei die Einheit nicht als Punkt angesehen, sondern als eine
beliebig angenommene Strecke, und die iibrigen Zahlen kennzeichnen sie dann als
andere Strecken, die zu der angenommenen Strecke das gleiche Verhéltnis haben wie
die in Rede stehenden Zahlen zur Einheit* ([12], S. 71).

Ahnlich duBerte sich auch G. W. LemB~1z (1646—1716). Bei I. NEWTON heift es
schlieBlich endgiiltig: ,,Unter Zahl verstehen wir nicht sowohl eine Menge von Ein-
heiten, sondern vielmehr das abstrakte Verhéltnis irgendeiner GroBe zu einer anderen
GroBe derselben Gattung, die als Einheit angenommen wird. Sie ist von dreifacher
Art: ganz, gebrochen und irrational; ganz, wenn die Einheit sie mift; gebrochen,
wenn ein Teil der Einheit, dessen Vielfaches die Einheit ist, sie mi3t; irrational, wenn
die Einheit mir ihr inkommensurabel ist* (lateinisch [19], S. 4, deutsch [12], S. 71/72).
Eine schiirfere begriffliche Definition der irrationalen Zahlen konnte erst im 19. Jahr-
hundert gefunden werden.

Noch miihsamer war der Weg, der den komplexen Zahlen ein endgiiltiges Heimat-
recht in der Mathematik verschaffte. Eine erste, bewuBte Konfrontation mit dem
Problem der komplexen (oder imaginéiren) Zahlen trat bei G. CarpaNo (1501 —1576)
in dessen ,,Ars magna‘‘ von 1545 auf, und zwar bei der Behandlung der Aufgabe, 10 so
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in zwei Teile zu teilen, daB ihr Produkt 40 ist. CARDANO sagt, die Aufgabe sei ,,un-
méglich®. Er gibt aber Losungen an, nimlich5-5 - R4 -15und 5 - 7 - R - i - 15,
wobei $, 7 und R die Symbole fiir Plus, minus und Wurzelzichen bedeuten. Noch
verwirrender wurde die Situation bei der Behandlung kubischer Gleichungen, und
zwar beim sog. ,casus irreducibilis, wo der Loésungsweg formal auf komplexe
Losungen fiihrt, die Losung aber reell ist. Der italienische Ingenieur R. BomBELLI
(1526—1573) ist diesem Problem ausfiihrlich nachgegangen: ,,Ich habe noch eine
andere Art von Kubikwurzeln aus zusammengesetzten Ausdriicken gefunden, die
von den andern sehr verschieden ist; sie entsteht bei dem Gleichungstyp 23 = pa - ¢,
3 2

wenn (g) grofer als (g) ist.* (italienisch [4], S. 30, deutsch [12], S. 59/60).

BoMBELLT gab fir die dann entstehenden »,sophistischen* Lésungen formal alle
Rechenregeln an, die dem heutigen Rechnen mit komplexen Zahlen dquivalent sind ;
allerdings bemiihte er sich vergeblich um eine geometrische Interpretation. S. STEvIN
(1548—1620), durch den in Europa die Dezimalbriiche heimisch wurden, meinte,
wenn es keine Deutung dieser ,,Rechenausdriicke* gibt, konnte man ganz gut auf die
Beschéftigung mit ihnen verzichten. Der Ausdruck imaginire (eingebildete)
Zahlen geht auf DESCARTES zuriick, der diese Wendung im Zusammenhang mit der
von A. GIRARD (1595—1632) aufgestellten Behauptung gebrauchte, wonach eine
Gleichung n-ten Grades genau n Wurzeln hat. Lerexiz noch sprach von den imagi-
niren Zahlen als von ,,einem Wunder der Analysis, dem Monstrum der idealen Welt,
fast einem Amphibium zwischen Sein und Nicht-Sein** (lateinisch [17], S. 357,
deutsch [2], S. 214).

Gerade im Hinblick auf den Fundamentalsatz der Algebra, aber auch in Zusammen-
hang mit der Trigonometrie erhielten komplexe Zahlen zur Mitte des 18. Jahrhunderts
einen festen Gebrauchswert. L. EvLER fiihrte das Symbol i ein, und man rechnete,
,»wie wenn 2 = —1 sei”. Bei EULER findet sich die fiir uns heute sehr unbestimmt
klingende Definition: ,,Eine GroBe heiBit imaginér, wenn sie weder groBer als Null,
noch kleiner als Null, noch gleich Null ist. Das ist etwas Unméogliches, wie z. B. ]/ T
oder allgemein a - b }'CI,“ (franzosisch [9], 8. 79, deutsch [12], S. 66).

Gerade der Fundamentalsatz der Algebra und seine allgemeine Formulierung von
der Ubereinstimmung von Grad und Losungsanzahl hielten das stindige Interesse an
den komplexen Zahlen wach. Nachdem formal die Rechenregeln mit dem Symbol &
festgelegt waren, wurde insbesondere nach einer geometrischen Interpretation der
komplexen Zahlen gesucht. Dem norwegisch-dinischen Geoditen C. WESSEL (1745
bis 1818) gelang dies zuerst, indem er, wie er sich ausdriickte, ,.die Richtung von
Strecken durch analytische Zeichen ausdriickte®. Fiir den Fall zweier Dimensionen
deckten sich seine Verfahren der Addition, Subtraktion, Multiplikation usw. der
Strecken mit den entsprechenden geometrischen Konstruktionen bei den Rechen-
operationen mit komplexen Zahlen in der GauBschen Zahlenebene.
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Doch blieben WessELs Vorstellungen damals fast ohne Wirkung. Andere Ansétze
in dhnlicher Richtung stammten beispielsweise auch von dem franzosischen Mathe-
matiker und glithenden Republikaner L. N. M. Carxor (1753—1823), der eine um-
fassende ,,Geometrie der Lage* anstrebte. Den entsprechenden Beitrag lieferte je-
doch erst C. F. Gauss (1777—1855).

Der von ihm 1797 gegebene erste exakte und vollstindige Beweis des Fundamental-
satzes der Algebra benutzte zwar implizit, in keiner Weise jedoch explizit die Vor-
stellung der komplexen Zahl. Doch behielt er sich schon zu diesem Zeitpunkt eine
Rechtfertigung und eine ,eingehende Auseinandersetzung dieser ganzen Sache (d. i.
der Verwendung komplexer Zahlen, Wg.) fiir eine andere Gelegenheit* ([11], 8. 7)
ausdriicklich vor. Er kam darauf zuriick im Jahre 1831 in seiner Selbstanzeige zur
,-Theorie der biquadratischen Reste: ,,Die Versetzung der Lehre von den biquadra-
tischen Resten in das Gebiet der complexen Zahlen kénnte vielleicht manchen, der
mit der Natur der imaginiren Gréssen weniger vertraut und in falschen Vorstellungen
davon befangen ist, anstossig und unnatiirlich scheinen, und die Meinung veranlassen,
daB die Untersuchung dadurch gleichsam in die Luft gestellt sei, eine schwankende
Haltung bekommen, und sich von der Anschaulichkeit ganz entferne. Nichts wiirde
unbegriindeter sein als eine solche Meinung. Im Gegenteil ist die Arithmetik der
komplexen Zahlen der anschaulichsten Versinnlichung fahig . . .““ ([10], S. 174). Dann
setzt Gavuss die Prinzipien dessen auseinander, was wir heute als Darstellung der
komplexen Zahlen in der GauBschen Zahlenebene bezeichnen. Zum Schluf§ fiihlt er
aus: ,,Wir haben geglaubt, den Freunden der Mathematik durch diese kurze Dar-
stellung der Hauptmomente einer neuen Theorie der sogenannten imaginéren Groflen
einen Dienst zu erweisen. Hat man diesen Gegenstand bisher aus einem falschen
Gesichtspunkt betrachtet und eine geheimnisvolle Dunkelheit dabei gefunden, so ist
dies grossentheils den wenig schicklichen Benennungen zuzuschreiben. Hétte man
+1, —1, /=1 nicht positive, negative, imaginéire (oder gar unmogliche) Einheit,
sondern etwa direkte, inverse, laterale Einheit genannt, so hétte von einer solchen
Dunkelheit kaum die Rede sein kénnen.* ([10], S. 178).

Die iiberzeugenden Darlegungen und die groBle Autoritét von Gauss raumten bei
den zeitgendssischen Mathematikern die letzten Vorbehalte gegen den Gebrauch der
komplexen Zahlen aus. Eine andere Sache aber war ein logisch und begrifflich ein-
wandfreier Aufbau des ganzen Zahlensystems. Dies fiel den Mathematikern der
19. Jahrhunderts als Aufgabe zu.
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3. Verschirfung des Zahlbegriffes und Begriindung des Zahlen-
systems im 19. und 20. Jahrhundert

Mit dem Aufkommen des Fabriksystems wihrend der industriellen Revolution und
dem stiirmischen Aufschwung der Produktivkrifte bei der Erstarkung der kapita-
listischen Produktionsweise nahmen in ganz Europa wihrend des 19. Jahrhunderts
auch die Naturwissenschaften und die Mathematik einen raschen Aufschwung. Auf
dem Hintergrunde eines breiten gesellschaftlichen Interesses an der Mathematik und
ihrer zunehmenden Leistungsfihigkeit in Wirtschaft, Technik und Wissenschaft
konnten auch die Grundlagen der Mathematik einer eingehenden Erérterung unter-
zogen werden. Neben der Verschirfung der Grundlagen der Analysis, an der C. F.
Gauss, N. I. LoBAGEVSKIy (1789—1857), und dann spiter K. WEIERSTRASS (1815
bis 1897), H. HANKEL (1839—1873) und P. G. LESEUNE-DIRICHLET (1805—1859)
mitwirkten, stand insbesondere die damit eng zusammenhingende Erklirung des
Zahlbegriffes im Vordergrund, die logische Absicherung aller langst in Gebrauch be-
findlichen ,,Zahlenarten‘‘. Einer der friithesten Versuche, einen zusammenhingenden
Autbau des Zahlensystems von den natiirlichen zu den reellen Zahlen rein arithmetisch
vorzunehmen, stammt von dem béhmischen Mathematiker B. Borzaxo (1781—1848),
jedoch blieb das noch nicht abgeschlossene Manuskript ,,Reine Zahlenlehre* unver-
offentlicht und hat auf den Ablauf der Forschung im 19. Jahrhundert keine Wirkung
ausiiben konnen.

Noch die erste Hilfte des 19. Jahrhunderts brachte eine einwandfreie Begriindung
der komplexen Zahlen mittels des Begriffes der reellen Zahl. Nach einem noch nicht
sehr weitreichenden gedanklichen Ansatz von CavucHY verstand der irische Mathe-
matiker W. R. Hamrwrox (1805—1865) im Jahre 1833 die komplexen Zahlen als
Paare reeller Zahlen, Addition und Multiplikation werden durch die Definitions-
gleichungen

(@1, @) + (by, by) = (ay + by, @ + by),

(@1, @) - (b1, by) = (arby — ashs, arb, + azh,)
festgelegt. Ubrigens hat erst G. FROBENTUS (1849—1917) im Jahre 1878 bewiesen,
daB nur der durch die zweite Gleichung repriisentierte Ansatz auf einen kommu-
tativen Korper fiihrt.

Durch die Untersuchungen von Hamrurox, die schlieBlich in seine Studien iiber
Quaternionen und nichtkommutative Verkniipfungen einmiindeten, riickten die
Verkniipfungsgesetze selbst in den Vordergrund des Interesses. Von G.BooLE
(1815—1864), A. CAvLEY (1821—1895) in GroBbritannien, mit B. PEIRCE (1809 bis
1880) und seinem Sohn C. S. PERcE (1839—1914) in den USA, mit H. GRASSMANN
(1809—1877) und H. HANKEL in Deutschland wurde hier eine Entwicklung eingeleitet,
die noch am Ausgang des 19. Jahrhunderts zur Begriindung der mathematischen
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Logik und der axiomatischen Methode fithrte und dann spéter auch der Begriindung
des Zahlensystems zugute kommen sollte.

Mit der arithmetischen Definition der komplexen Zahlen war die strenge Begriin-
dung des Zahlensystems auf eine Grundlegung der Theorie der reellen Zahlen zuriick-
gefiihrt worden. Logischerweise muBte der nichste historische Schritt darin bestehen,
die irrationalen Zahlen mit Hilfe des (vorausgesetzten) Bereiches der rationalen Zahlen
zu begriinden.

Der eine Weg dahin wurde von R. DEDERIND (1931 —1916) gewiesen und von ihm
selbst noch vollendet. Danach werden die irrationalen Zahlen als Schnitte im Bereich
der rationalen Zahlen erzeugt. DEDEKIND hat diese Theorie im Herbst des Jahres 1858
konzipiert und sie in seinen beriihmten Schriften ,,Stetigkeit und irrationale Zahlen*
(1872) und ,,Was sind und was sollen die Zahlen* (1883) publiziert. Uber die Motive
und seine Zielstellung dufert sich DEDEKIND riickblickend so: ,,Ich befand mich da-
mals (1850, Wg.). . . zum ersten Male in der Lage, die Elemente der Differential-
rechnung vortragen zu miissen, und fiihlte dabei empfindlicher als jemals frither den
Mangel einer wirklich wissenschaftlichen Begriindung der Arithmetik . . .. Fiir mich
war damals dies Gefiihl der Unbefriedigung ein so iiberwiltigendes, daB ich den festen
EntschluB faBte, so lange nachzudenken, bis ich eine rein arithmetische und vollig
strenge Begriindung der Prinzipien der Infinitesimalanalysis gefunden haben wiirde.*
([7], S.9/10) ... ,,Die bisher iibliche Einfithrung der irrationalen Zahlen kniipfte
néimlich geradezu an den Begriff der extensiven Grofen an — welcher aber sonst
nirgends streng definiert wird — und erklirt die Zahl als das Resultat der Messung
einer solchen GroBe durch eine zweite gleichartige. Statt dessen fordere ich, daf} die
Arithmetik sich aus sich selbst heraus entwickeln soll. Dal} solche Ankniipfungen an
nicht arithmetische Vorstellungen die néchste Veranlassung zur Erweiterung des
Zahlbegriffs gegeben haben, mag im allgemeinen zugegeben werden . . .; aber hierin
liegt ganz gewiB kein Grund, diese fremdartigen Betrachtungen selbst in die Arith-
metik, in die Wissenschaft von den Zahlen aufzunehmen. Sowie die negativen und
gebrochenen rationalen Zahlen durch eine freie Schopfung hergestellt, und wie die
Gesetze der Rechnungen mit diesen Zahlen auf die Gesetze der Rechnungen mit gan-
zen positiven Zahlen zuriickgefiihrt werden miissen und kénnen, ebenso hat man da-
hin zu streben, daB auch die irrationalen Zahlen durch die rationalen Zahlen allen
vollstindig definiert werden.* ([7], S. 17)

Auf einem anderen Wege als DEDEKIND gelangten G. CANTOR (1845—1918), der
Begriinder der Mengenlehre, und kurz vor und unabhéngig von ihm der franzdsische
Mathematiker CH. MERAY (1835—1911) im Jahre 1872 zum gleichen Ziel. Im An-
schluB an ausfiihrliche, von WEIERSTRASS in seinen Vorlesungen vorgetragene Uber-
legungen fithrte CANTOR im Bereich der rationalen Zahlen , Fundamentalreihen™
mit ihren Grenzwerten lim a, = b ein. (CaNTOR sagt Reihe, wo wir Folge sagen wiir-
den). Fiir diese Fundamentalfolgen definiert CaANTOR die Gleichheit und Rechen-
operationen. Da sie durch entsprechende Definitionen denselben Rechengesetzen
geniigen wie die rationalen Zahlen, werden sie von CANTOR auch als Zahlen bezeich-
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net, auch dann, wenn der Grenzwert keine rationale Zahl ist. Diese seine Auffassung
hat CaxTor dann 1883 als Teil seiner schrittmachenden gréBeren Publikation
,;Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre* dargestellt und sie u. a. mit
der von DEDEKIND verglichen. Er kommt zum Resultat: ,,Zur Definition einer irra-
tionalen reellen Zahl gehort stets eine wohldefinierte unendliche Menge erster Michtig-
keit; hierin besteht das gemeinschaftliche aller Definitionsformen, ihr Unterschied
liegt in dem Erzeugungsmoment, durch welches die Menge mit der durch sie defi-
nierten Zahl verkniipft ist und in den Bedingungen, welche die Menge zu erfiillen hat,
damit sie als Grundlage fiir die betreffende Zahlendefinition sich eigne.* ([2], S. 246)

Die von CaNTOR gegebene Definition der irrationalen Zahlen ist dann von P. BAcH-
MANN (1837—1920) im Jahre 1892 in seiner Monographie ,,Vorlesungen iiber die
Theorie der Irrationalzahlen‘ in der Weise modifiziert worden, daB fiir die Fundamental-
folgen Intervallschachtelungen benutzt werden; darunter lassen sich bequem auch
unendliche Dezimalbriiche verstehen. BAcHMANN definiert dann: ,,Zwei gegenein-
ander convergierende Zahlenreihen bestimmen miteinander eine Zahl oder es ent-
spreche ihnen eine Zahl.“ [(1], S. 8). Selbstverstindlich sind alle drei Definitionen der
irrationalen Zahlen miteinander dquivalent.

Der weitere historische Gang folgte nicht dem niichstliegenden logischen Erforder-
nis: Das Axiomensystem fiir die natiirlichen Zahlen — bereits weitgehend formali-
siert — stellte G. PEaANO (1858—1932) schon 1889 auf, withrend die Definition der
rationalen Zahlen als Paare natiirlicher Zahlen durch H. WEBER (1842—1913) erst
auf das Jahr 1895 zuriickgeht. Bei WEBER heifit es: ,,Die natiirlichen Zahlen bilden
eine geordnete Menge; zwischen zwei aufeinander folgenden ihrer Elemente liegt kein
weiteres Element. Eine solche Mannigfaltigkeit heillt eine discrete. Eine geordnete
Menge von der Eigenschaft, dass zwischen je zwei Elementen immer noch andere
Elemente gefunden werden, hei3t dicht. Eine dichte Menge kann man bilden, wenn
man die natiirlichen Zahlen in Paaren zusammenfaB3t, und diese Paare als Elemente

einer Menge auffasst. Diese Paare sollen Briiche genannt und mit m:n oder & be-
n

zeichnet werden, und zwei solche Briiche m:n und m’: n’ werden einander gleich ge-
setzt, wenn mn’ = nm' ist. FaBt man alle unter einander gleichen Briiche zu einem
Element zusammen, so erhilt man eine Mannigfaltigkeit, die geordnet ist, wenn man
noch feststellt, da m:n groBer als m/: n'- ist, wenn mn’ > nm' ist.* ([25], S. 4/5). Da-
mit sind die positiven rationalen Zahlen erklirt. Durch Dedekindsche Schnitte werden
die positiven reellen Zahlen erzeugt; schlieBlich werden die negativen reellen Zahlen
erklirt durch eine Art ,,Umkehrung® der GréBenbeziehung.

Mit der Herausarbeitung der abstrakten Strukturbegriffe der Algebra an der Wende
des 19. zum 20. Jahrhundert erhielt dieser Weg eine tiefere, allgemeinere algebraische
Einbettung. L. KRONECKER (1823 —1891) und DEDEKIND hatten den Begriff ,,Kor-
per’ in seiner Bedeutung fiir die Algebra herausgestellt, E. SteiNrrz (1871—1928)
gab in der beriihmten zusammenfassenden Darstellung ,,Algebraische Theorie
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der Kérper eine abstrakte Theorie der Kérper. Dort wird unter anderem bewiesen,
daB sich jeder Integrititsbereich in einen Korper einbetten liBt; der Ubergang von
den (positiven und negativen) ganzen Zahlen zu den rationalen Zahlen ist ein Spezial-
fall.

SteINITZ hatte an D. HILBERT (1862—1943) angekniipft, der seinerseits im Jahre
1900 in der Abhandlung ,,Uber den Zahlbegriff** einen axiomatischen Aufbau des
Zahlensystems vorgenommen hatte. ,.In der Theorie des Zahlbegriffes gestaltet sich
die axiomatische Methode wie folgt: Wir denken ein System von Dingen; wir nennen
diese Dinge Zahlen und bezeichnen sie mit a, b, ¢, ... Wir denken diese Zahlen in ge-
wissen gegenseitigen Beziehungen, deren genaue und vollstéiindige Beschreibung
durch die folgenden Axiome geschieht*. ([14], S. 181). Es folgen die bekannten sechs
Axiome der Verkniipfung, die sechs Axiome der Rechnung, die vier der Anordnung
und die zwei der Stetigkeit (Archimedisches Axiom und Axiom der Vollstdndigkeit).
Dann fihrt Hilbert fort: ,,Einige der Axiome . . . sind Folgen der iibrigen, und es ent-
steht so die Aufgabe, die logische Abhingigkeit der genannten Axiome zu erdrtern.
... ([14], S. 183) In diesem Nachweis (der Widerspruchslosigkeit der aufgestellten
Axiome, Wg.) erblicke ich zugleich den Beweis fiir die Existenz des Inbegriffes der
reellen Zahlen . . .*“ ([14], S. 184). Und an anderer Stelle driickt sich HILBERT so aus:
,.Die Bedenken, welche gegen die Existenz des Inbegriffs aller reellen Zahlen und un-
endlicher Mengen iiberhaupt geltend gemacht worden sind, verlieren bei der oben ge-
kennzeichneten Auffassung jede Berechtigung: unter der Menge der reellen Zahlen
haben wir uns . . . zu denken . . . ein System von Dingen, deren gegenseitige Berech-
nungen durch das obige endliche und abgeschlossene System von Axiomen . .. ge-
geben sind, und iiber welche neue Aussagen nur Giiltigkeit haben, falls man sie mittelst
einer endlichen Anzahl von logischen Schliissen aus jenen Axiomen ableiten kann®.
([14], S. 355)

Doch zeigte die Aufdeckung der Antinomien der Mengenlehre um die Jahrhundert-
wende, dal — gegen die damalige Ansicht von HILBERT — doch begriindete Bedenken
gegen diesen Aufbau des Zahlensystems vorgebracht werden konnten. Auch der
Beweis der Widerspruchsfreiheit dieses Axiomensystems erforderte génzlich neue
Uberlegungen.

Unter dem Eindruck der schweren gesellschaftlichen und ideologischen Krisen der
imperialistischen Staaten zu Anfang des 20. Jahrhunderts wurden die vorhandenen
Grundlagenschwierigkeiten der Mathematik zu einer Art Existenzkrise der Mathe-
matik iiberhaupt hochgespielt. HILBERT aber wandte sich gegen die Dramatisierung
und betonte die Méglichkeit, die Schwierigkeiten zu iiberwinden. Sein Beitrag be-
stand im Aufbau einer Beweistheorie, einer mathematischen Theorie, die die Aussage
kraft der Beweise von Sitzen und Theorien selbst einer mathematischen Unter-
suchung unterwirft. Der von HILBERT gewiesene und von seinen Schiilern W. ACKER
MANN (1896—1962) und J. voN NEUMANN (1903 —1957) beschrittene Weg erwies sich
als fruchtbar, wenn auch nicht in allen Punkten nach den urspriinglichen Plinen reali-
sierbar, vor allem wegen des von K. GODEL (*1906) im Jahre 1931 erzielten Ergebnisses.
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Doch kénnen wir hier auf die sehr komplizierten mathematischen und philosophischen
Fragen nicht néiher eingehen.

Es reicht die Feststellung, daB heute durch die grundlegenden Arbeiten u. a. von
G. GENTZEN (1909—1945) aus dem Jahre 1938, von P. BERNAYS (*1888) aus dem
darauffolgenden Jahr und 1950 durch P. LorENzEN (¥1915) der Beweis fiir die
Widerspruchsfreiheit, fiir die reine Zahlentheorie in vollem Umfang gefithrt werden
konnte. Und da der Aufbau der genetisch gesehen hoheren Zahlenarten — gebrochene
Zahlen, rationale Zahlen, reelle Zahlen, komplexe Zahlen — logisch einwandfrei auf
dem System der natiirlichen Zahlen vorgenommen werden kann, ist der Aufbau des
gesamten Zahlensystems heute abgeschlossen.
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