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Vorwort

Der vorliegende Band 11 der Studienbiicherei ,,Math tik fiir Lehrer* vermittelt
eine Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und iu die mathematische Stati-
stlk Dies sind Gebiete, deren Bedeutung fiir die verschiedensten Anwend - und

haftlichen Forschungsbereiche auBerordentlich groB ist und die deshalb
berelts Eingang in die Mathematikausbildung an erweiterten Oberschulen gefun-
den haben.

Dieses Buch ist entsprechend dem allgemeinen Anliegen der Reihe ,Mathematik
fiir Lehrer primir als Lehrbuch im Rah der Mathematiklehrerausbildung ge-
dacht. Dariiber hinaus diirfte es sich aber auch fiir Studenten a.nderer Fachrichtungen
eignen, die withrend ihres Studiums mit Wahrscheinlichkeit g und Statistil
oder mit Gebieten in Berithrung kommen, in denen wahrscheinlichkeitst} tiscl
Methoden oder statistische Verfahren verwendet werden. SchlieBlich soll mit diesem
Buch den im Schuldienst stehenden Lehrern ein verldBlicher und rationeller Zugang

zur Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematischen Statistik angeboten und auch
ein zweckmiBiger Ratgeber bei der Vorbereitung und Durchfiihrung von Lehrgingen
und Arbeitsgemeinschaften entsprechender Thematik in die Hand gegeben werden.

Von den insgesamt dreizehn Kapiteln dieses Buches dienen sieben der Darstellung
der Wahrscheinlichkeitstheorie; dabei enthalten dle ersten drei Kapitel den Stoff,
den man vielfach auch als Wahrscheinlichkeit ichnet, wihrend die
Kapitel 4 bis 7 der Behandlung von ZufallsgréBen gew:dmet, sind und mit Aussagen
zum Gesetz der groBen Zahlen und zum Zentralen Grenzwertsatz ihren Héhepunkt
erreichen. Im AnschluB an Kapitel 8 zur beschreibenden Statistik erfolgt in den Ka,pl-
teln 9 bis 11 die Behandlung der tlichen Fragestell der
Statistik; Schwerpunkte hierbei bilden Punkt- und Konﬁdenzschatzungen sowie
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Slgmﬁkanzwste. Das Kapitel 12 enthiilt elmge Tafeln und Tabellen; einerseits soll
damit ein zahlenmaBiger Uberblick fiir einige wichtige Wahrsoheinlichkei

teilungen gegeben werden, und andererseits werden lner fiir die praktische Durch-
fithrung von Konfldenzschatfmngen und Signifikanztests hiufig bendtigte Quantile
zu den Priifvert: gen der mathematischen Statistik zusammengestellt. Mit dem
Kapitel 13 wird ein kuizer AbriB8 der Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung ge-
geben. SchlieBlich ist auf das Literaturverzeichnis am SchluB des Buches hinzuweisen ;

man findet hiér auch einige Hinweise, die bei der A hl geeigneter Literatur be-
hilflich sein sollen (z. B. fiir die Anwendung statistischer Verfahren in der pwdago-
gischen Forschung oder fiir die Durch.fuhmng von Lehrgingen und Arbeitsg
sohaften zur Wahrscheinlichkeit 2).

Ich habe mich sehr darum bemiiht, die grundlegenden Begriffe und Aussagen der
Wahrscheinlichkeitstheorie mathematisch exakt und dabei aber immer auch anschau-
lich ‘darzustellen. Die wesentliche Zielstellung der Kapitel zur mathematischen Sta-
tistik ist in der Erliuterung und Begriindung der prinzipiellen SchluBweisen dieser
Disziplin zu sehen. Die Darstellung ist dabei insgesamt so angelegt, daB die praktische
Anwendung kaum Schwierigkeiten bereiten diirfte. AuBerdem wurden hierfiir zahl-
reiche Beispiele aus den verschiedensten Gebieten ei beitet. Auf emenbesonderen
Aufgabenteil, der auch die volle Anwendungsbrelte der Wahrscheinlichkeitstheorie
und mathematischen Statistik zeigt, muBte aus Griinden des Umfanges verzichtet
werden. Der intereesierte Leser findet auch hierfiir entsprechende Hinweise im Litera-
turverzeichnis.

Ich méchte die Gelegenheit nutzen, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Pro-
fessor Dr. rer. nat. habil. P. H. MOLLER auf das herzlichste zu danken. Herr Professor
MULLER hat das gesamte Manuskript duBerst kritisch durchgesehen und mir zahlreiche
und stets sehr wertvolle Hinweise sowohl zur Anlage und Gliederung des Buches als
such bei der endgiiltigen Formulierung gegeben. Es ist mir des weiteren eine ange-
nehme Pflicht, den Herausgebern der Studienbiicherei ,,Mathematik fiir Lehrer* —
insbesondere ihrem federfiihrenden Herausgeber, Herrn Professor Dr. sc. nat.
W. ENGEL — und dem VEB Deutscher Verlag der Wi haften — iell Frl.
Dipl.-Math. E. ARNDT und der Lektorin dieses Buches, Frau Dipl.-Math. K. Bratz
— fiir angenehme Zusammenarbeit, Unterstiitzung und sachkundige Beratung zu
danken. Herzlich danken méchte ich ferner den Setzern des VEB Druckhaus ,,Maxim
Gorki‘ in Altenburg fiir die von ihnen geleistete sorgfaltige Arbeit. SchlieBlich habe
ich Frl. I. TrrrEL und meiner Frau zu danken beide haben mich bei der Fertig-
stellung des Manuskripts sehr unterstiitzt.

Ich hoffe, daB das Buch den Erwartungen entspricht. Hinweise aus dem Leser-
kreis nehme ‘ich gern entgegen.

Dresden, im Februar 1976 GERT MAIBAUM



1.

11,
1.2.

13.1.
13.2.
1.3.3.
1.34.
1.3.5.
14.

1.5.

2.1.
2.3.

2.4.
2.5.

3.1.
3.2

3.4.
3.5.

4.1,
4.2

Inhalt

* Elnleftang . . . . . . ... ... e e e e e e e e e e PR § |
Zufillige Ereignisse . . . . . . ... .. .... e e e e 14
ZufilligeVersuche . . . . . . . ... ... ... e e e e e e 14
Zufillige Ereignise . . . . . . . . .00 e e e e e e e e e 15
Operati ischen zufilligen Ereignissen . . . . . . . . . . ... ... 19
Summe von Ereignissen . . . . . . . . .. ... 0o e 20
Produkt von Ereignissen . . . . . . . . . . . . ... 21
Ent, g oder kompl tires Ereignis . . . . . . ... ... .. 23
Differenz von Ereignissen . . . . . . . . . . .. 0000000 24
Symmetrische Differenz von Ereignissen . . . . . . . . . .. ... ... 24
Das Ereignisfeld . . . . . . . . .. ouoi e e e e 25
Ereignisfelder und Mengenalgebren . . . . . . . . . .. ... ... ... 27
‘Wabhrsoheinlichkelt . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e 30
Relative Hiufigkeit . . . . . . . . . e e e e e 31
Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . .. ... .. 34
G ische Definition der Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . . .. ... 38
Axi tische Definition der Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . .. . .. 41
Recheng fir Wahrscheinlichkeiten . . . . . . . . .. .. ... ... “
Bedingte Wahrsoheinlichkeit . . . . . . . . ... ........... 4
Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . ... ... .. 47
Multiplikati tz fir Wahrscheinlichkeiten . . . . . . . . . . ... .. 51
Unsbhiingigkeit zufilliger Ereignisse . . . . . . . . . . .. ... . ... 58
Formel der totalen Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . . ... ... ... 56
Bayessche Formel . . . . . . . . . ... ............... 57
Diskrete ZufallsgrdBen . . . . . . . . . . . ... ... 60
All ine Definition der ZufallsgrdBe . . . . . . . . . .. .. ... ... 61

Definition der diskreten ZufallsgréBe . . . . . . . . . . . e ... 68



8 Inhalt

43. C]nnkhrutlken diskreter ZufallsgréBen . . . . . . . .. ... ... .. 68
44. Die disk ichmiBige Verteilang . . . . . . . ... ... ...... %
4.5. Die Bmomlvertmlung ......................... 74
4.6. Die hyperg lang . . . ... Lo Lo oo oo 80
4.7, Die Poissonverteilung . . . . . . . . . . . . ... ..o 82
5. Stetige Zufallsgrdfien . . . . . . . . . . . . .. .. ... 86
5.1. Definition der stetigen ZufallsgrdBe . . . . . . . . . . ... ... .... 87
5.2 Charakteristiken stetiger ZufallsgroBen . . . . . . . . . . . .. .. .. .. 89
5.3. Die stetige gleichmiBige Verteilung . . . . . . . . .. ... ... .... 93
b5.4. Die Normalverteilung . . . . . . . . . . ... ... ... .. ... 94
5.5. Die Exponentialverteilang . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 101
5.6. g3 t-und F-Verteilung . . . . . . . .. ... ....... ... .. 103
5.6.1. Diey*-Verteilang . . . . . . . . . . . . . ... 104
5.6.2. Diet-Verteilang . . . . . . . . . ... ... 106
5.6.3. Die F-Verteilang . . . . . . . ... ......... e e e 107
6. Zufkllige Vektoren . . . . . . . . . . . ... .0 109
6.1. Allgemeine Definition des zufilligen Vektors . . . . . . . . . . ... ... 110
6.2. Diskrete zufillige Vektoren . . . . . . . . . .. ... .. L. 113
6.3. Stetige zufillige Vektoren . . . . . . . . . ... ... .. 118
6.4. Unabhiingigkeit von ZufallsgroBen . . . . . . . . . . . ... ... ... 123
6.5. Verteilung von Funktionen von ZufallsgréBen. . . . . . . . . . . ... .. 127
7. Grenzwertslitse . . . . . . . . . ... ... 134
71, Dle Cebydeveche Ungleichung . . . . . . . . . o o o v 135
7.2. ten in der Wahrscheinlichkeitstheorie . . . . . . . . . .. .. 138
7.3. Du Bernoullische und du Poissonsche Gesetz der groBen Zshlen . . . . . . . 142
74. Allgemeine Fassung des Gesetzes der groBen Zahlen . . . . . . . . . .. .. 145
7.5. Der Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE . . . . . . . . . . . ... .. 149
7.6. Allgemeine Fassung des Zentralen Grenzwertsatzes . . . . . . . . . . . . . 162
8. Beschrefbende Statistik . . . . . . . ... ... ... ..., 158
8.1. Methoden bei einem meBbaren Merkmal . . . . . . . . . ... ... ... 1587
8.2. Statistische MaBzahlen bei einem meBbaren Merkmal . . . . . . . . . . . . 160
8.2.1. Mittelwerte . . . . . . . . . . .. ... 161
8.2.2. StreuungsmaBe . . . . . . . ... L. Lo 162
8.3. Methoden bei zwei meBbaren Merkmalen . . . . . . . . . ... ... ... 163
8.4. Statistische MaBzahlen bei zwei meSbaren Merkmalen . . . . . . . . . . .. 164
9. Grundbegritfe der mathematischen Suﬂsﬂk ............... 167
9.1. Aufgabenstell der mathematischen Statistik . . . . . . . . ... ... 167
9.2, Grand, theit und Stichprobe . . . . . . . . ... ... 169
9.3. Der Ha: ptsatz der math ischen Statistik . . . . .. . ... ... ... 172
9.4. Stichprobenfunktionen . . . . . . . . .. ... L0000 176
10. Einfilhrung in dle Schiitstheorde . . . . . . . . . . ... ... ... .. 180
10.1. Aufgab llungen der Schitztheorie . . . . . . . . . . . .. ...... 180
10.2. Punktachi (Eigenschaften). . . . . . . .. ... ... ...... 183
10.3. Zur Konstruktlon von P\lnkmhltzungen ................. 191
10.4. chhtlge ispiele fiir Punktschiitzungen. . . . . . . . . . . .. ... .. 196
104.1.  Punkt g fir unbek Erwnmmgswert ............. 198
10.4.2.  Punktaschi gen fiir unbek UNE . . . e 197



Inhalt 9

10.4.3.
10.4.4.
10.4.5.
10.5.

10.6.

10.6.1.
10.6.2.
10.6.3.

11.
11.1.
11.2.
11.3.
114,
114.1.
11.4.2.
114.3.
11.4.4.
11.4.5.
11.5.
11.5.1.
11.5.2.
11.6.3.
11.5.4.
11.6.5.
11.6.

12,

12.1.
12.2.
12.3.
12.4.
12.5.
12.6.

18.

Punktschitzung fiir unbel Wahrscheinlichkeit . . . . . .. ... ... 198
Punktschitzung fiir Verteilungsfunktion . . . . .. ... ... 198
Punktachitzung fiir unbek Kor koeffizienten . . . . . . . .. 199
Konfidenzschiitzangen . . . . . . . . . . .. ... 200
Wichtige Beispiele fir Konfid hiitzungen . . . . . . . . e 205
Konfidenzintervalle fiir die Pt ter einer Normal ilung . . . ... .. 205
Konfid hi g bokannte Wahrscheinlichkeit . . . . . . . . . . . 207
Konfid hiitzung fiir unbekannte Verteilungsfunktion . . . . . . . . . . . 209
Einfiihrung in die Testtheorfe . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 211
Aufgab llung der Testtheorie . . . . . . . .. ... ......... 211
Grundbegriffe der Testtheorie . . . . . . . . .. ... ......... 213
Alligemeines Vorgehen beim Signifikanztest . . . . . . . . . ... ... .. 219
Wichtige Beispiele fiir P: tests . . . . . .. e 223
Einfacher¢-Test . . . . . . . . . . . . . ... .. 223
Doppelter ¢-Test . . . . . . . . . . . ... ... ... 225
x2-Streuungstest

FTest. .......
Test fir eine unb
Wichtige Beisp

x%-Anpassungstest

Kolmogorov-Test

x*-Homogenitdtstest . . . . . . . .. . .. ... ... ... ..., 231
Zeichentest . . . . . . . . . .. ... oo e 232
x*-Unabhiingigkeitatest . . . . . . . . ... .......... e . 282
Ein Anwendungsbeispiel . . . . . . . . ... ... 000000 234
Tafeln su einigen wichtigen Vertellungen . . . . . . . . . .. ... ... 236
Zur Binomialverteilang . . . . . ... .. ... 0000 237
Zur Poissonverteilang . . . . . . ... ... L0000 o000 240
Zur Normalverteilung . . . . . . . . ... ... ... ..., 243
Zury*Verteilung . . . . . . . .. . ... ... 246
Zurt-Verteilung . . . . . . . ... L. 248
Zur F-Verteilung . . . . . . . . . .. . .. 00 L. . 249
Zur Geschichte der Wahrschelnlt hnung . . . . .. ... ... 254
........ . 1]



0. Einleitung

Das in di Buch behandelte Gebiet Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische
Statistik ist eine relativ j junge eigenstindi thematische Disziplin. Dabei besitzt
die Wahrscheinlicheitstheorie einerseits als selbstindige Theorie — mit wiederum
zahlrelohen Spezialdisziplinen. und Anwendungsgebieten — und andererseits als
Fu t der mathematischen Statistik besondere Bedeutung.

Die Wahrscheinlichkeststheorie liefert mathematische Modelle zur Beschreibung
von Erscheinungen, die zufilligen Einfliissen unterllegen, wobei das wesenthche An-
liegen die mathematische Erf: g von GesetzmiiBigkeiten der Zufall h
ist. Einem heutzutage iiblichen und bewihrten Vorgehen entsprechend wird “die
Wahrscheinlichkeitstheorie axiomatisch aufgebaut, und sie bedient sich in starkem
MaBe der Methoden und Ergebnisse der Analysis.

Die mathematische Statistik liefert auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie
Verfahren, mittels derer anhand stlchprobenn.rtlgen Datenmaterials Aufschliisse iiber
die jeweils zu untersuchende Grundg theit gewonnen werden konnen ; sie begriin-
det damit auch Methoden der A!ipa,saung eines zufillige Effekte beriicksichtigenden
mathematischen Modells an einen entsprechenden realen Vorgang auf Grund kon-
kreten Datenmaterials. Die Entwicklung leistungsstarker elektronischer Datenver-
arbeitungsanl, forderte erheblich die A.uvl dung von Verfahren der mathema-

B

tischen Statistik — dere der statistischen Analyseverfahren (hierzu zihlen
beispielsweise die Korrelati lyse, die R\:s i lyse, die Varianzanalyse
und die Faktorenanalyse) — in den verschied Bereichen der Praxis.

In den letzten Jahrzehnten wurden zahlreiche Disziplinen entwickelt, die sich mit
speziellen Fragestellungen der Wahrscheinlichkeitstheorie und mit der Anwendung
wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden und statistischer Verfahren in verschie-
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denen Natur- und Gesellschaftswissenschaften — u. a. auch in der Piddagogik und
Payohologle —, in der Medizin, Techmk und Okonomie befassen. Hierzu zihlen z. B.
theorie, Zuverlissig rie, Erneuerungstheone, Spieltheorie, Ent-
heidungstheorie, Informationstheorie, Ergodentheorie, Versuchspl g, Bio-
metrie, sba.tlstmche Qualitdtskontrolle, Monte-Carlo-Smmhtlon AuBerdem bedient
man sich auch in der Militdrwissenschaft, im Rahmen der Operationsforschung, der
Entscheidungsfindung bei volkswirtschaftlichen Prozessen und in der Kybernetik
zunehmend und mit Erfolg wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden.

Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische Statistik, einschlieSlich deren
Spezialdisziplinen und Anwendungsbereiche — also alle Wlssenschuftsgeblete die smh

tlich mit der mathematischen Behandlung von Zufall h b
tigen — werden in neuerer Zeit unter dem Namen Stockastik (6 cmilo; = das Ziel,
die MutmaBung; griech.) zusammengefat.

Hervorzuheben ist neben den reinen Anwendungszwecken der Wahrschemhch-
keitstheorie (z. B. bei der Untersuehung der Zuverlissigkeit von Syst:
der Zuverlissigkeit der einzel B te, bei der Dimensionierung von Be-
dienungseinrichtungen oder bei der Durchfiihrung von Qualititskontrollen im Rah-
men von Massenproduktionen) vor allem auch die Bedeutung dieser Disziplin unmit-
telbar im Bereich der Ndturwissenschaften; mit den Begriffsbildungen und Metho-
den der Wahrscheinlichkeitstheorie gelang es, zahlreiche Erschemnngen (z. B.
Probleme, die mit der Bewegung von El tarteilchen zusa i die
Mendelschen Gesetze in der Biologie, die Gasgesetze in der Chemie und Phymk) in
einer der objektiven Realitit mathematisch noch besser angepaften Form zu be-
schreiben, die bereits vorliegenden Resultate auf neue, und zwar sehr aufschluB-
reiche Weise zu interpretieren und dariiber hinaus auch zu neuen erkenntnisreichen
Aussagen zu gelangen.

Der praktischen Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie und der mathemati-
schen Statistik liegt die Uberzeugung zugrunde, daB sich der Grad der Unbestimmt-
heit des Eintretens zufallsbedingter Ereignisse in objektiver Weise durch jeweils
eine Zahl — die Wahrscheinlichkeit — erfassen 1aBt. Hierbei wird weiterhin — in
Ubereinstimmung mit der objektiven Realitit — davon ausgegangen, daB den zufalls-
abhiingigen Erscheinungen ebenso wie den deterministisch ablaufenden Vorgiingen
GesetzmiiBigkeiten innewohnen, daB also Zufall nicht totale Regellosigkeit oder Chaos
bedeutet. In di Zusa hang ist noch darauf aufmerksam zu machen, da8
sich der mathematische Wahrscheinlichkeitsbegriff, der also die Wahrscheinlichkeit
eineg zufilligen Ereignisses in objektiver Weise und quantitativ erfaBt, von dem in
der Umgangssprache verwendeten Begriff des Wahrscheinlichen, der ist stark
subjektive Ziige trigt und mit dem oftmals auch nur qualitative Aussagen beab-

ichtigt werden, unterscheidet. Dabei zeigt sich allerdings, daB sich subjektive Vor-
stellungen von der Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses mit zunehmendem
Erfahrungsschatz mehr und mehr den objektiven, mit dem mathematischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff erfaBten Verhiltnissen angleichen.
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Wir wenden uns nun dem systematischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie
zu. Die Darstellung der Wahrscheinlichkeitstheorie erfolgt im Rahmen von sieben
Kapiteln; dabei enthalten d.le ersten drel Knpltel den Stoff, den man gewdhnlich
auch als Wahrscheinlichkeit.




1. Zuféllige Ereignisse

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit zufilligen Ereignissen, das sind Ereig-
nisse, die unter gegebenen Bedingungen eintreten kénnen, aber nicht eintreten miis-
sen; wir werden sie auffassen als Ergebnisse von zufilligen Versuchen, das sind Ver-
suche, deren Ausgang im Rahmen verschiedener Mdglichkeiten ungewi ist. Neben
der ausfithrlicheren Erliuterung dieser und einiger weiterer Begriffe behandeln wir
in Kapitel 1 Operats wschen zufilligen Ereigni. SchlieBlich lernen wir den
fiir den axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitstheorie wichtigen Begriff des
Ereignisfeldes kennen ; dabei gehen wir auch auf den Zusammenhang zwischen Ereig-
nisfeldern, Booleschen Algebren und speziell Mengenalgebren ein.

1.1.  Zufillige Versuche

Unter einem zufilligen Versuch verstehen wir einen Versuch, dessen Ausgang im
Rahmen verschiedener Moglichkeiten ungewiB ist und der sich unter Einhaltung der
den Versuch kennzeichnenden éuBeren Bedingungen beliebig oft (zumindest gedank-
lich) wiederholen 1iB8t.

Beispiele.

1. Das Werfen einer Miinze ist ein zufélliger Versuch. Die moglichen Ausgiinge
dieses Versuches sind durch ,,Zahl oben* und ,,Wappen oben‘ gekennzeichnet.

2. Das (einmalige) Wiirfeln mit einem Spielwiirfel ist ein zufilliger Versuch. Die
moglichen Ausgiinge dieses Versuches sind durch die gewiirfelte Augenzahl gekenn-
zeichnet.
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3. Das n-malige Wiirfeln mit einem Spielwiirfel kann als ein zufilliger Versuch
angesehen werden. Wenn man sich nur fiir die Anzahl der dabei auftretenden Sechsen
interessiert, hat dieser Versuch n 4 1 Ausgiinge. (Die Anzahl der Sechsen ist eine
sogenannte diskrete ZufallsgriBe, die die n + 1 Werte 0, 1, 2, ..., #n annehmen kann.)

4. Die Entnahme einer Stichprobe von » Stiick aus einer Grundgesamtheit (z. B.
der Tagesproduktion eines Betriebes) von N Stiick, die M fehlerhafte Teile enthilt,
kann als ein zufilliger Versuch aufgefaBt werden; dabei werde die Stichprobe auf
einmal entnommen (Stichprobe ohne Zuriicklegen), und jedes der insgesamt N Teile
habe die gleithe Chance, bei der Entnahme der Stichprobe mit entnommen zu wer-
den. Interessiert man sich nur fiir die Anzahl der fehlerhaften Teile in der Stichprobe,
80 hat dieser Versuch n + 1 Ausgiinge, falls M = = gilt. (Die Anzahl der fehlerhaften
Teile ist ebenfalls eine diskrete ZufallsgrBe, deren sog te Wahrscheinlichkeit
verteilung in der statistischen Qualititskontrolle eine groSe Rolle spielt.)

5. Jede Messung (z. B. einer Linge, eines Winkels, einer Zeit, einer physikalischen
GroBe) kann als zufilliger Versuch angesehen werden. Einerseits werden solche Mes-
sungen am gleichen Objekt infolge der Unzulinglichkeiten des Beobachters bei
Wiederholung i. a. unterschiedlich ausfallen, andererseits werden Messungen an
mehreren gleichartigen Objekten infolge der immer vorhandenen Unterschiedlichkeit
von solchen Objekten ebenfalls zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren.

Bei einem zufilligen Versuch gibt es also Einfliisse, die bei der Beschreibung des
Versuches — also bei der Aufziihlung der den Versuch kennzeichnenden Bedingungen
— nicht beriicksichtigt sind und dazu fiihren, daB das Ergebnis dieses Versuch
im Rahmen verschiedener Moglichkeiten ungewiB ist.

In der obigen Erklirung des zufilligen Versuches haben wir auch betont, da8
zufiillige Versuche — zumindest gedanklich — beliebig oft wiederholbar sein miissen.
Diese Voraussetzung erlaubt das Studium von solchen GesetzmiBigkeiten, die erst
durch eine groBe Anzahl von unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wieder-
holungen eines ent: henden zufilligen Versuches erkennbar werden. (Diesen
Sachverhalt driickt man gelegenthch auch dadurch a.us, daB man sagt, die im Hin-
blick auf solche GesetzmiBigkeiten zu untersuchenden Erschei sind Massen-
erscheinungen.) Das Studium der GesetzmiBigkeiten bei zufa.lhgen Erscheinungen
lﬂtd&ﬂ W +1inh Anli g del' wa." heinlichkeitath rie.

1.2, Zufillige Ereignisse

Als zufdlliges Ereignis bezeich wir ein Ergebnis eines zufilligen Versuches. Es
ist also dadurch charakterisiert, daB es unter den Bedingungen, die den betrachteten
zufélligen Versuch kennzeichnen, eintreten kann, aber nicht eintreten mus.
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Ein zufilliges Ereignis beschreiben wir gewdhnlich durch die Schilderung der
Situation, bei der es eintritt. Wir bezeichnen i. a. zufillige Ereignisse mit groSen
lateinischen Buchstaben, die wir gegebenenfalls noch mit Indizes versehen.

Beispiele. Wir beziehen uns auf die Beispiele aus 1.1.
1. 4 ... Das Wappen erscheint oben.
2. A, ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich k (k = 1, 2, ..., 8).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist eine gerade Zahl.
3. A; ... Die Anzahl der gewiirfelten Sechsen ist gleich k (¢ =0, 1, 2, ..., n).
4. A, ... Die Anzahl der fehlerhaften Teile in der Stichprobe ist gleich &
(k=0,1,2,...,n).
6. A ... Die zu messende GroBe liegt innerhalb der Toleranzgrenzen.

In die Betrachtungen iiber zufillige Ereignisse wollen wir Ereignisse einbeziehen,
die als Grenzfiille zufilliger Ereignisse angesehen werden ko : sichere Ereignisse
und unmégliche Ereignisse.

Sichere Ereignisse sind dadurch charakterisiert, daB sie unter den Bedingungen,
die den betrachteten zufilligen Versuch kennzeichnen, eintreten miissen; unmagliche
Ereignisse sind dadurch charakterisiert, daB sie nicht eintreten konnen.

Sichere Ereignisse werden wir einheitlich mit 2 (lies: GroB8-Omega) bezeichnen,
unmégliche Ereignisse mit & (also mit dem Symbol der leeren Menge).

Beispiel. Der zuféllige Versuch bestehe im einmaligen Wiirfeln mit zwei Spiel-
wiirfeln. Ein sicheres Ereignis besteht z. B. darin, daB die Summe der oben erschei-
nenden Augenzahlen < 12 ist; ein unmégliches Ereignis besteht z. B. darin, daB
die Summe der Augenzahlen < 2 ist.

Oftmals lassen sich zuféllige Ereignisse durch Teilmengen auf der Zahlengeraden
oder in der Ebene veranschaulichen.

Beispiele.

1. Der zufillige Versuch bestehe im Drehen eines Gliicksrades, an dem ein Zeiger
befestigt ist. Die unendlich vielen denkbaren Versuchsausgiinge sind die Stellungen,
die der Zeiger beim Stehenbleiben des Rades haben kann. Jede dieser Stellungen
kann durch die WinkelgroBe ¢ gekennzeichnet werden, die durch die positive z-Achse
und den Zeiger gebildet wird (Abb. 1). Dadurch kann jedes im Zusammenhang mit
diesem zufilligen Versuch stehende Ereignis A durch eine Menge 4 von Winkel-
groBen @ beschrieben werden, und zwar durch die Menge derjenigen Winkelgroen ¢,
die fiir das betrachtete Ereignis A ,giinstig sind, giinstig in dem Sinne, daB8 das
Ereignis 4 genau dann eintritt, wenn die Stellung des Zeigers beim Stehenbleiben
des Gliicksrades durch eine WinkelgroBe ¢ aus der Menge 4 gekennzeichnet wird.
Besteht z. B. das Ereignis 4 darin, daB der Zeiger im dritten Quadranten stehenbleibt,
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so_ordnen wir diesem Ereignis auf der ¢-Achse das Intervall von = bis %n zu, also

die Menge 4 = {qz:n S¢=s %} (vgl. Abb. 1).

/% /% |7 ['6 |

Abb. 2

2. Der zufillige Versuch bestehe im SchieBen auf eine Scheibe mit zehn konzen-
trisch angeordneten Kreisen mit den Radien 7, > r, > -« > 1, > 0 (vgl. Abb. 2).
Jedes im Zusammenhang mit diesem Versuch stehende zufillige Ereignis 4 liBt
sich durch die Menge 4 aller fiir das betrachtete Ereignis ,,giinstigen* Punkte in der
z, y-Ebene beschreiben, giinstig in dem Sinne, daB A genau dann eintritt, wenn
das Auftreffen des Schusses auf einen Punkt aus 4 erfolgt. Besteht z. B. das Ereignis
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A darin, daB der abgegebene SchuB ein Treffer ist, so wird also 4 durch die Menge
=@yt +y=n
beschrieben. Die Menge
B=(zy):rd<2z*+y=n
stellt das Ereignis B dar, das genau dann eintritt, wean der SchuB in den von den
Kreisen mit den Radien r; und ry; begrenzten Kreisring trifft, d. h., wenn eine ,,2*
geschossen wurde.

Dariiber hinaus veranschaulicht man sich gern auch bei allgemei Iberl
zufillige Ereignisse durch Punktmengen in der Ebene. Wir werden auf den engen
Zusammenhang zwischen zufilligen Ereignissen und Mengen spiter etwas genauer
eingehen (vgl. 1.5.).

Nachfolgend wollen wir eine Relation zwischen zufa.lhgen Emlgmssen definieren,
mit der sich dann auch die Gleichheit zufilliger Ereig in math her Form
fassen liiit. Dabei stellen wir uns immer vor, da8 die betrachteten zufilligen Ereig-
nisse zu einem bestimmten zufilligen Versuch gehéren.

Definition 1. Wenn mit dem Eintreten des zufilligen Ereignisses 4 stets auch
das Eintreten des zufilligen Ereignisses B verbunden ist, échreiben wir

ASB
(lies: A zieht B nach sich, A impliziert B, A st ein Teil von B), vgl. Abb. 3.

A B8

ASB8  Abb.3

Wir benutzen also hier ein Symbol der Mengenlehre (vgl. MfLL Band 1, 1.5.);
Abb, 3 soll an den entsprechenden Sachverhalt bei Mengen erinnern. (Man kann'
nimlich einem zu einem zufilligen Versuch gehtrenden System von Ereignissen
ein System von Teilmengen einer Grundmenge so zuordnen, da8 genau dann die Rela-
tion 4 < B fiir zufillige Ereignisse 4 und B besteht, wenn die dem Ereignis 4 zuge-
ordnete Menge eine Teilmenge der dem Ereignis B zugeordneten Menge ist. Ins-
besondere ist dabei dem sicheren Ereignis die Grundmenge und dem unméglichen
Ereignis die leere Menge zugeordnet (vgl. 1.5.).)
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Beispiel. Wiirfeln mit einem Spielwiirfel.
A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 8 (4 = {8)),
B... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (B = {2, 4, 6})
Man bestitigt mit Definition 1 sofort, daB fiir jedes zufillige Ereignis 4 die folgen-
den Aussagen gelten: ’
0cd ASA AcQ. (1)

}=>Ag3.

Wenn mit dem Ereignis A stets auch das Ereignis B eintritt und B das Ereignis C
impliziert, zieht offenbar das Ereignis 4 auch das Ereignis C nach sich, in Formeln:

ASB, BSC=>4cC. (2)
Wir kommen nun zur Definition der Gleichheit zufilliger Ereignisse.

Definition 2. Zwei zufillige Ereignisse 4 und B heiBen gleich (4 = B), wenn
sowohl das Ereignis A das Ereignis B nach sich zieht (4 S B) als auch umgekehrt
das Ereignis B das Ereignis 4 nach sich zieht (B & 4).

Diese Definition beinhaltet, daB zwei zufillige Ereignisse genau dann als gleich
angesehen werden, wenn bei jeder Wiederholung stets beide Ereignisse eintreten
oder beide Ereignisse nicht eintreten.

Sind zwei zufillige Ereignisse 4 und B nicht gleich, so driicken wir dies durch
A =+ Baus.

SchlieBlich weisen wir darauf hin, daB die Relation & wegen (1) und (2) reflexiv
und transitiv und wegen Definition 2 antisymmetrisch ist, d. h., daB die Relation S
eine teilweise Ordnung ist (vgl. MfL Band 1, 1.5.). Anstelle von 4 & B schreiben
wir auch B 2 4.

1.3.  Operationen zwischen zufilligen Ereignissen

Wir behandeln in diesem Abschnitt Operationen zwischen zufélligen Ereignissen,
deren Verwendung sehr zweckmiiBig ist und oft zu einer recht iibersichtlichen For-
mulierung von Sachverhalten fiihrt. Dabei treten Operationssymbole auf, die bereits
bei der Behandlung der Mengenlehre vorkamen (vgl M.fL Band 1, 1.4.). Wir weisen
darauf hin, daB bei Ersetzung der vorke Ereignisse durch Mengen aus
den nachfolgenden Aussag (uber Ereig ) stets wahre Aussagen der Mengen-
lehre entstehen; umgekehrt erh&lt man aus entsprechenden Aussagen der Mengen-
lehre bei Ersetzung der vor den Mengen durch zufillige Ereignisse stets
wahre Aussagen iiber zufillige Erelgmsse (Die Begrundung h:erfur liefert ein Satz
iiber die Isomorphie zwischen Ereignisfeldern und Mengenalg, vn, den wir in Ab-
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schnitt 1.5. behandeln.) Die bei den folgenden Definitionen fiir die Operationen
zwischen zufilligen Ereignissen angegebenen Abbildungen sollen an die Definitionen
der entsprechenden Operationen bei Mengen erinnern. Alle Beispiele in diesem Ab-
schnitt beziehen sich der Einfachheit halber auf den zufilligen Versuch, der im ein-
maligen Wiirfeln mit einem Spielwiirfel besteht.

1.3.1. Summe von Ereignissen
Definition 1. S8ind 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse A und B eintritt, mit
"ZAuB
(lies: A oder B, Summe von A und B, A vereinigt mit B), vgl. Abb. 4.

A Q 8

. AuvB Abb. 4

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.

A ' ...Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = (2, 4, 6}).

B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist = 3 (B =1{3,4,5,6)).

A u B.... Die gewiirfelte Augenzahl ist == 1 (AuB=1(2,3,4,5,6)).
Die folgenden Aussagen sind leicht zu bestitigen:

Av@=A, AvA=A4, AuvQ=2Q, (1)
AZS AuB, BC AuB, (2)
AuB=Bud (Kommutativgesetz), (3)
Au(BuC)= (4 uB)uC (Assoziativgesetz). (4)

Auf Grund der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes kann man dle Summe von 7 (= 2)
zufélligen Erelgmssen in folgender Weise definieren.

Definition 2. Sind A4,, 4,, ..., 4, zufillige Ereigni 8o bezeich wir das
Ereignis, das genau dann eintritt, wenn mindestens eines der Ereignisse 4; (¢ = 1, 2,
..., 1) eintritt, mit

Ayuvdyu-vd,
oder auch mit

"
U 4;.

(=1
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In weiterer Verallgemeinerung dazu bezeichnen wir das Ereignis, das genau dann
intritt, wenn mindestens ein Ereignis der (unendlichen) Folge 4,, 4,, ... von Ereig-
nissen 4, (§ = 1,2, ...) eintritt, mit

Ayudyu-e

oder auch mit

U 4;.
=1

1.3.2. Produkt von Ereignissen

Definition 3. 8iid 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeich wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn sowohl 4 als auch B eintritt, mit

AnB
(lies: 4 und B, Produkt von A und B, A geschnitten mit B), vgl. Abb. 5.
A Q 8

@D

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.

A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = {2, 4, 6}).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist < 3 (B=1(1,2)).

A n B... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 2 (4 n B = {2}).

Abb. 5

Die folgenden Aussagen sind wiederum leicht zu bestéitigen:

An@ =8, And=A4, AnQ=A4, ()]
AnBZ A, AnBS B, (6)
AnB = BnA (Kommutativgesetz), (U]
An(BnC)=(4nB)nC (Assoziativgesetz). (8)
Auf Grund der G""'O‘ it des Auwniuﬁvo tzes konnen wir das Produkt von

7 (= 2) zufiilligen Ereigni in folgender Weise defini

Definition 4. Sind A,, A,, ..., A, zufillige Ereigni 80 bezeich wir das
Ereignis, das genau dann eintritt, wenn jedes der Erelgmme 4;¢=12,..,n)
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eintritt, mit
Ay ndgn--nd,
oder auch mit
.
N4;.
=1
In weiterer Verallgemeinerung dazu bezeichnen wir das Ereignis, das genau dann
eintritt, wenn jedes der Ereignisse der (unendlichen) Folge 4,, 4,, ... von Ereignissen
A; (5 = 1,2,...) eintritt, mit
A ndgn e
oder auch mit
-3
) A‘ .

fm1

Wir wollen hier noch zwei Begriffe einfiihren, auf die wir spiiter zuriickkommen.

Definition 5. Zwei zufillige Ereignisse A und B heiBen unvereinbar, wenn
AnB=g
gilt. (4 n B = @ bedeutet inhaltlich, daB das gemei Eintreten der Ereigni
A und B unmoglich ist. Man sagt dann auch, da8 sich 4 und B ausschlieBen oder
daB 4 und B disjunkt sind, vgl. Abb. 6.)

Q

&S @

Definition 6. Eine Menge {4,, 4,, ..., 4,, ...} von zufilligen Ereignissen 4; # 0
heiBt ein vollstindiges System von Ereignissen, wenn
Aody=0 G+h,
AyvAdyu e vd uee =9

AnB-g Abb. 6

gilt.

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel. )

4; ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich ¢ (+ = 1, 2, 3, 4, 5, 6).
(4,, 45, Ay, Ay, A5, A,) ist ein vollstéindiges System von Ereigni
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Betrachten wir allgemein einen zufilligen Versuch, als dessen Ausgang genau
eines der zufilligen Ereignisse 4,, 4,, ..., 4,, ... eintritt, so bildet die Menge dieser
Versuchsausgiinge ein vollstindiges System von Ereignissen.

1.3.3. Entgegengesetztes oder komplementires Ereignis

Definition 7. Ist A ein zufilliges Ereignis, so bezeichnen wir das Ereignis, das
genau dann eintritt, wenn A nicht eintritt, mit 4 und nennen es das zu A4 enigegen-
tzte oder komp ddre Ereignis (vgl. Abb. 7).

Q

mm.A Abb.7

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.

4 ... Die gewiirfslte Augenzahl ist < 3 (4=11,2,3)).

A ... Die gewiirfelte Augenzahlist >3 (4 = (4, 5, 6}).

Offensichtlich bestehen fiir ein beliebiges Ereignis A die Beziehungen

AuA=Q und And=0. (9)

Ist also A ein zufilliges Ereignis, das weder unméglich noch sicher ist (d. h. 4 + @,
4 + Q), so ist die Menge (4, 4} ein vollstindiges System von Ereignissen.

Ferner bestiitigt man ittelbar die Giiltigkeit der Ausssagen

=0, 0=0, (A)=A. (10)
Wir stellen einige wéitere Aussagen zusammen, die unschwer zu beweisen sind :
ASB=>BcdAd, (1)
—— - - L4 Lad —
AnB=AuB, allgemeiner: N 4;=U 4;, (12)
(=1 =]
D— o —
AUB =4 n B, allgemeiner: U 4; = N'4;. (13)

=1 i=1
AbschlieBend hierzu geben wir Zerlegungsformeln fiir die Summe zweier zufilliger
Ereignisse in paarweise unvereinbare Ereignisse an (vgl. dazu Abb, 8).

AuB=Au(Bn4d), (14)
AuB=Bu(4nB), (18)
AuB=(AnB)u(AnB)u(4nB). (16)

Den einfachen Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser.
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Q Q
“

1.3.4. Differenz von Ereignissen

Definition 8. Sind 4 und B zufillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn das Ereignis 4, aber nicht das Ereignis B eintritt, mit
AN\B
(lies: 4 und nicht B, Differenz von A und B, A minus B), vgl. Abb. 9.
A Q B

.. A\8 Abb.9

Beispiel. Wurf mit dem Spielwiirfel.

A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (4 = (2,4, 6)).
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist < 3 (B=11,2,3)).
AN\ B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 4 oder 8 (4 \ B = {4, 6)).
B\ A4 ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 1oder 3 (B\ 4 = (1, 3}).

Da die Operation \ auf Grund der Beziehung
ANB=An B (17)

durch die Operationen n und - ausgedriickt werden kann, konnen wir auf weitere
Ausfiihrungen verzichten. Wir weisen nur darauf hin, da8 fiir die Operation \
das K¢ tativgesetz offensichtlich nicht gilt (vgl. obiges Beispiel).

1.3.5. Symmetrische Differenz von Ereignissen

Definition 9. 8ind 4 und B zufiillige Ereignisse, so bezeichnen wir das Ereignis,
das genau dann eintritt, wenn 4 oder B, nicht aber beide Ereignisse eintreten, mit

AAB
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(lies: genau eines der Ereignisse A und B, symmetrische Differenz von A und B), vgl.
Abb. 10.

EE..AaB Abb. 10

Da die Operation A auf Grund der Beziehung
AAB=(ANBu(B\A)=AnB)u(Bnd) (18)
durch die Operationen n, u und - ausgedriickt werden kann, verzichten wir auch

hier auf weitere Erérterungen; wir weisen nur noch auf die Giiltigkeit des Kommu-
tativgesetzes fiir die Operation A hin.

1.4.  Das Ereignisfeld

Ein Ereignisfeld ist eine Menge von zufiilligen Ereignissen, die — grob gesprochen —
auBer den im Zusammenhang mit einem zufilligen Versuch unmittelbar interessie-
renden Ereignissen auch alle diejenigen enthiilt, die sich darch Anwendung der be-
handelten Operationen hieraus ergeben. Die genaue Festlegung dieses Begriffes be-
inhaltet die folgende Definition.

Definition 1. Eine Menge ¥ von zufilligen Ereignissen heiBt em Erewma/dd
(oder auch: eine Ereignisalgebra), wenn es folgende Eigenschaften b

1. Das sichere Ereignis gehort zu %: 2 € 9[.

2. Mit zwei zufilligen Ereignissen enthilt % auch deren Summe:

' A€U,BcU>AuBEN

3. Mit jedem zufélligen Ereignis enthiilt % auch das dazu komplementéire Ereignis:

deu=>d e
Enthilt % unendlich viele Elemente, so habe % auch die folgende Eigenschaft:
4, Mit jeder Folge von zufilligen Ereignissen enthilt % auch deren Summe:

L]
A;eA(E=12..)=>U4d;eN.
=1
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Aus den in Definition 1 g ten Eigenschaften ergeben sich leicht weitere Eigen-
schaften.

Folgerung 1. Es sei ¥ ein Ereignisfeld. Dann besitzt W zusdtzlich folgende Eigen-
schaften:

1. Das unmogliche Ereignis gehort zu %: @ € A.

2. Mst zwes zufdlligen Ereignissen enthilt N auch deren Produki, deren Differenz
und deren symmetrische Differenz:

AeN,BeA=>AnBec A, ANBecH, AABcH.

3. Mit jeder Folge von zufdlligen Ereignissen enthilt % auch deren Produkt:

AeU(E=12.)>N4 €.

Beweis.
1. Esgilt 3 = @ (vgl. 13. (10)). Mit den Eigenschaften 1 und 3 des Ereignisfeldes folgt damit
fewn

2. Es gelten die folgenden Gleichungen:
AnB=AuE (vgl. 1.3. (12)),

A\B=A4nB . (vgl. 1.3. (17)),
AAB=(AnB)u(Bn ) (vgl 13.(18)).

Sind 4 und B Elemente des Ereigniafeldes ¥, so lolgt auf Grund der Eigenschaften 2 und 3 d.u
Ereignisfeldes zunkichst A n B € % und hi (wied unter Verwendung der Eigenschaft:
und 3)

AN B€¥ und 4 ABe¥.

o« o __
3. Es gilt N 4; = U] (vgl. 1.3. (12)). Sind 4, (s = 1, 2, ...) Elemente des Ereigniafeldes %,
=1 f=1
so folgt wegen der Eigenschaft 3 des Ereignisfeldes 4; € % (i = 1, 2, ...). Unter Beachtung der
Y
Eigenschaft 4 erhilt man (J 4; € % und hieraus — wiederum wegen der Eigenschaft 3 — schlieB-
i=1

o o
lich U 4; € ¥, d. h. wegen der anft b Beziehung N 4; € ¥,
=1 fe=1

Ein Ereignisfeld ist somit eine Menge von zufiilligen Ereignissen mit der Eigen-
schaft, daB Anwendungen der in 1.3. eingefiihrten Operationen auf Elemente dieser
Menge nicht aus dieser Menge hinausfiihren, also immer wieder Elemente dieser
Menge liefern.

Wir beschlieBen diesen Absohnitt mit der Definition des sog ten atomaren
Ereignisses und mit einer Bemerkung zur mathematischen Struktur des Ereignis-
feldes.
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Definition 2. Es sei ¥ ein Ereignisfeld. Ein Ereignis 4 € % heiBt atomares Eresg-
nis (beziiglich %), wenn es kein Ereignis B € %, B & ﬂ B+ .Agibt,s0daB BS 4
gilt. Anderenfalls heiBt 4 ein tztes Eres

Folgerung 2. Die folgenden Aussagen sind dgqusvalent:

1. A € A ist esn atomares Ereignis.

2. A € A ist nicht in der Form A =BuC mit B€ A,C€ %, B + A, C <+ A dar-
stellbar.

3. A € U iat so beschaffen, dap fiir jedes B € A entweder A n B =0 oder A S B
gilt.

Von der mathematischen Struktur her ist ein Ereignisfeld eine Boolesche Algebra. Bevor wir
dies begriinden, erinnern wir an die Definition einer Booleschen Algebra.

Definition 3. Es sei M eine Menge, auf der zwei Verkniipfungen + und - (d. h. Funktionen,
die je zwei Elementen z € M, y € M in M gelegene Elemente z + y und z - y zuordnen) gegeben
sind. M heiBt eine Boolesche Algebra, wenn die folgenden Aussagen erfiillt sind (fir beliebige
Elemente z, y, z aus M):

lL.z+y=y+z, z-y=y-z (Kommutativgesetze),
2.z24+(y+2)=(+y)+z z-(y-z2)=(x-y -2 (Assoziativgesetze),
2z4+(z-y)=2 z-(z+y)=2 (Absorptionsgesetze),
42+ (Y 2)=(@+y)-(z+2) (Distributivgesetz).

5. Es existieren Elemente o und ¢ in M mitz-0 =0 und z 4 ¢ =e.

6. Zu jedem x € M existiert ein 2’ € M (das sogenannte Komplement von z) mit z-2’ = o
undz 4 2’ =e.

Folgerung 3. Jedes Ereignisfeld ist eine Boolesche Algebra.

Beweis. Als Verkniipfung -+ verwenden wir die Operation v, als Verlk fung - die Opera-
tion n auf einem Ereignisfeld ¥. Dann gelten die oben angegabenen Gesotze 1 bis 4. Als nentrales
Element hinsichtlich der Addition (+) verwenden wir das dgliche Ereignis , als neutrales
Element der Multiplikation (- ) d.u slchero Erelgnla. und schlieBlich verwenden wir als Komple-
ment von 4 € I das zu 4 g ige kom is A. Diese Elemente besitzen die in
der Definition geforderten En chaften und liegen sii tlich in %. Damit ist % also eine Boole-
sche Algebra.

1.5.  Ereignisfelder und Mengenalgebren

Wir gehen nun auf den engen Zusammenhang zwischen zufélligen Ereignissen und
Mengen — genauer: zwischen Ereignisfeldern und Mengenalgebren — ein. Dazu
erinnern wir an die Definition einer Mengenalgebra.
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Definition 1. Ein System % von Teilmengen einer Grundmenge £ heiit eine
Mengenalgebra (iiber 2), wenn es folgende Eigenschaften besitzt:
1. Die Grundmenge £ gehért zu %: 2 € A,
2. Mit zwei Teilmengen enthilt- % auch deren Vereinigung:
AU, BecUA=>AuBeN.
3. Mit jeder Teilmenge enthilt % auch das Kompl t dieser Teilmenge beziig
lich der Grundmenge:
AcU=>A6eY,
Ist auBerdem die nachfolgende Bedingung 4 erfiillt, so heiBt % eine o-Algebra
von Teilmengen von 2; das Paar [, %) HeiBt dann ein mepbarer Raum.
4. Mit jeder Folge von Teilmengen enthilt % auch deren Vereinigung:

A;eA(3=12,..)>U 4;eN.
=1

Folgerung 1. Jede M lgebra ist esne Boolesche Algebra.

Beweis. Verlauft analog dem Beweis von Folgerung 3 (1.4.).

Den angekiindigten Z; h zwischen Er feldern und Meng

3

algebren liefert der- folgende Satz von M. H. STONE.

Satz 1. Zu jeder Ereignisalgebra lift sich eine tsomorphe Mengenalgebra angeben.

Auf den Beweis dieses sehr tief liegenden Sat ii wir verzichten; wir wollen
aber den Inhalt des Satzes noch etwas erliutern. B

Ist % ein Ereignisfeld, so existieren also eine Grundmenge £ und eine Algebra %
von Teilmengen dieser Menge 2 mit folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt eine eineindeutige Abbildung von ¥ auf .

2. Dem sicheren Ereignis Q ist die Grundmenge { zugeordnet, dem unméglichen
Ereignis ist die leere Menge zugeordnet.

3. Bezeichnen wir mit ¢ die dem Ereignis C € % zugeordnete Menge (€ ), s0 ist
der Summe der Ereignisse 4 und B (d. h. dem Ereignis 4 v B) die Vereinigung der
Mengen A und B (d. h. die Teilmenge 4 u B von {2) zugeordnet, dem Produkt der
Ereignisse 4 und B (d. h. dem Ereignis 4 n B) ist der Durchschnitt der Mengen 4
und B (d. h. d1e Teilmenge A n B von {3) zugeordnet, und dem Ereignis 4 ist die
Kompl ge von A beziiglich £ (d. h. die Teilmenge 4 von $3) zugeordnet.

4. Ist. mit dem Emtreten des Erelgmsses A (€ ¥) stets auch das Eintreten des Er-

ignisses B (€ %) verbunden (d. h., gilt A S B), so ist 4 eine Teilmenge von B (d. h.,
esgilt 4 < B).

Wir konnen also anstelle eines Ereignisfeldes % stets die nach obigem Satz existie-

rende isomorphe Mengenalgebra & betrachten und .wissen, wie sich die Operationen
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zwischen zufilligen Ereigni als Operationen zwischen den zugeordneten Mengen
susdriicken. (Dieses haben wir iibrigens schon durch Verwendung gleicher Ope-
rationssymbole vorweggenommen. Damit ist auch klar, daB Rechenregeln fiir das
Operieren mit zufilligen Ereignissen immer auch Rechenregeln fiir das Op
mit Mengen beinhalten und umgekehrt.) Bei den weiteren Darlegungen werden wir
auf Grund des Satzes von M. H. STONE oftmals nicht von einem Ereignisfeld aus-
gehen, sondern von der dazu isomorphen Mengenalgebra. Dabei werden wir stets
voraussetzen, daB es sich um eine o-Algebra handelt. AuBerdem wollen wir die
Schreibweise dahingehend vereinfachen, daf wir Ereign.isfeld \md zugoordneto
o-Algebra mit dem gleichen Symbol % bezeich D h i wir
Ereignisse und zugeordnete Mengen mit dem gleichen Symbol insbesondere be-
zeichnen wir die dem sicheren Ereignis Q zugeordnete Gru.ndmenge ebenfal’ls mit Q
(deren Elementﬁ man iibrigens oft als el tare Er ich

it Betrachtungen wird also entweder ein Ereignis-
feld 91 oder ein meBbarer Raum [Q, %] sein.
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In diesem Kapitel wenden wir uns nun dem Wahrscheinlichkestsbegriff zu, dem zen-
tnlen \md grundlegenden Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie und auch der
Statistik. Wir werden dabei den Wahrscheinlichkeitsbegriff —
einem in der modernen Mathematik h iiblichen Vorgehen entsprechend —
durch Aziome charakterisieren (Abschnitt 2 4) Bei der Aufstellung des Axiomen-
systems gehen wir von gemeinsamen Eigenschaften der relativen Hdufigkeit (Ab-
schnitt 2.1.) und des sogenannten klassischen Wahracheinlichkestsbegriffes (Abschnitt
2.2. und 2.3.) aus. Dem klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff liegt die — allerdings
nicht universell anwendbare — s ate klassische Definition der Wahrscheinlich
kest zugrunde, nach der die Wahracheinlichkeit eines zufa.lhgen Ereignisses- gleich
dem Quotienten aus der Anzahl der fiir das betrachtete Ereignis ,giinstigen* Ver-
suchsausgiinge und der Gesamtanzahl der moglichen Versuchsausginge ist; dabei
heiBt in einem solchen Zusa hang ein Versuchsausgang giinstig fiir ein Ereignis,
wenn das Auftreten dieses Versuchsausganges das Eintreten des betrachteten Ereig-
nisses nach sich zieht. Die Betrachtungen zur relativen Héufigkeit sollen uns ins-
besondere davon iiberzeugen, da8 sich der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens
eines zufilligen Ereignisses stets und in objektiver Form durch eine Zahl — also
quantitativ — erfassen liBt. In diesem Zusammenhang weisen wir darauf hin, da8
der in der Umgangssprache verwendete Wa,hrscheinlichkeitsbegriff hiufig subjektive
Ziige aufweist; man beabsichtigt luerbel oftmals auch nur, eine qualitative Aussage
hinsichtlich des eig, Uberzeugtseins vom Eintreten einer bestimmten Situation
zu geben.
Mit Wahrscheinlichkeiten wurde schon gerechnet, bevor ein axiomatischer Aufbau
der Wahrscheinlichkeiterechnung vorlag (z. B. im Rahmen der Bevolkerungs-
statistik, bei Versicherungsproblemen und auch bei Gliicksspielen). Die stiirmische
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Entwicklung der Technik und der Naturwissenschaften seit Beginn unseres Jahr-

hunderts stellte jedoch an die Wahrscheinlichkei hnung erhhte An.fonierungen
Hieraus ergab sich die Notwend.lgkelt die Wahrscheinlichleit — und
damit die mathemati Statistik — als eine streng begriindete mathematische

Disziplin aufzubauen. Die Lésung dieses Problems — es handelt sich dabei um eines
der 23 von dem beriihmten deutschen Mathematiker D. HmLBERT (1862—1943)
auf dem 2. Internationalen Mathematikerkongre8 in Paris (1900) genannten groBen
Probleme der Mathematik — gelang dem bedeutenden sowjetischen Mathematiker
A. N. KoLMogorov (geb. 1903) A.N. KorMoaorov verdffentlichte 1933 einen
axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der zur Grundlage aller
derzeit vorhandener moderner Lehrbiicher iiber Wahrscheinlichkeitstheorie geworden
ist.

Es ist interessant, daB D. HILBERT in seinem Vortrag im Jahre 1900 in Paris die
Wahrscheinlichkeitsrechnung als ein Kapitel der Physik ansah, in dem mathematische
Methoden eine iibemgende Rolle spielen. Erst durch die axiomatische Begriindung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und die damit verbundene K.lnrstellung der Grund-
begriffe durch A. N. KoLMocorov fiigt sich die Wahrscheinlichkeit g har-
monisch und als vollwertige Spezialdisziplin in das Gebdude der Mathematik ein.

21.  Relative Haufigkeit

Es bezeichne A ein zufilliges Ereignis, das im Zusammenhang mit irgendeinem
zufilligen Versuch steht. (Zum Beispiel kann A das Wiirfeln einer ,,6 beim ein-
maligen Wiirfeln mit einem Spielwiirfel sein.) Wir wiederholen diesen Versuch #-mal
unabhingig voneinander uad zihlen, wie oft in diesen Versuchen das Ereignis 4
eingetreten ist. Ist A insgesamt m-mal eingetreten, so heiBt m die absolute Haufighkest

von A4, und ™ heiBt die relative Hdufigkeit von A in diesen n Versuchen.
n

Allgemein wollen wir die absolute Haufigkeit von 4 in n Versuchen mit H,(4)
und die relative Haufigkeit von A in n Versuchen mit A,(4) bezeichnen. Als Werte
fiir die absolute Hiufigkeit H,(4) eines Ereignisses 4 in n Versuchen kommen die
n + 1 Zahlen 0,1,2,...,n — 1,7 in Frage, als Werte fiir die relative Hiufigkeit

ha(d) die Zahlen 0, i % ey 2 : 1 1. Welchen Wert die absolute bzw. relative
Hiufigkeit bei einer kon.krewn Versuchsreihe annehmen wird, kann nicht mit Sicher-
heit vorausgesagt werden; die absolute bzw. relative Hiiufigkeit sind vom Zufall
abhiingige GroBen, sogenannte ZufallsgroBen. (Wir werden sie spiiter als diskrete
ZufallsgroBen einordnen und die zugehérige Wahrscheinlichkeitsverteilung be-
stimmen.)
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Nachfolgend stellen wir einige Eigenschaften der relativen Hiiufigkeit zusammen,
deren Nachweis wir dem Leser iiberlassen.

Folgerung 1.

LOSh(d) 1.

ha(Q) = 1.

ha(A v B) = hy(d) + ho(B) fir A n B = .
. hy(9) =

h-(I) =1—h,(4).

ha(4 U B) = hy(4) + ha(B) — ha(4 n B).

. Aus A S B folgt hy(4) < ho(B).

Wir bemerken im Zusammenhang mit den Eigenschaften 2 und 4, daB aus

he(4) = 1 bzw. h,(4) = O nicht darauf geschlossen werden kann, daB A ein sicheres
bzw. unmdgliches Ereignis ist.

N o @

Die Zuordnung A — h,(A) (n feste natiirliche Zn.h.l) konnen wir als eine Funktion
auffassen, die jedem zufiilligen Ereignis 4, das im Z hang mit dem betrach
teten zufiilligen Versuch steht, eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl zuordnet,
wobei die tlichen Eigenschaften dieser Funktion in der Folgerung 1 zum Aus-
druck k Der Definitionsbereich dieser Funktion ist also eine Menge von
zufilligen Ereignissen; wir wollen dabei stets annehmen, da8 es sich um ein Ereignis-
feld handelt.

Im Zusammenhang mit Folgerung 1 ist auf einen fiir die Vorgeh ise bei der axi isch
Charskterisierung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes wichtigen Sachverhalt sufmerk 70 mach
Jede auf einem Ereignisfeld definierte reellwertige Funktion /, die die Eigenschaften 1 bis 3 be-
sitzt, besitzt auch die Eigenschaften 4 bis 7. Wir wollen dies hier nur an einem Beispiel demon-
strieren; wir zeigen, daB aus den Eigenschaften 2 und 3 die Eigenschaft 5 folgt: Esgilt A n 4 = @
und nach Eigenschaft 3 demzufolge f(4 v A) = f(4) + f(4). Wegen 4 v A = Q gilt nach Eigen-
schaft 2 die Beziehung f(4 u 4) = 1. Also gilt 1 = f(4) + (), d. h., es gilt {(4) = 1 — }(A).

Wir wollen uns nun mit der Frage befassen, inwieweit die relative Hiufigkeit eines
Erelgmsses (in einer Serie von n unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wieder-
holungen ein und desselben Versuches) eine geeignete MaBzahl fiir den Grad der
Unbestimmtheit des Eintretens dieses Ereignisses ist. Zur Bestimmung eines kon-
kreten Wertes der relativen Hiufigkeit muB man erst einmal eine solche Versuchs-
reihe wirklich durchfiihren, zum anderen wird sich bei Wiederholung einer solchen
Versuchsreihe i. a. ein anderer Wert ergeben. Wenn man aber lange Reihen von unab-
hingigen Wiederholungen ein und desselben Versuches durchfiihrt und jeweils die
relative Hiufigkeit des betrachteten zufilligen Erelgmases ermittelt, stellt man
immer wieder fest, daB sich diese Zahlen nur wenig i terscheiden, d. h.,
daB die relative Hiufigkeit eine gewisse Stabilitit zeigt. Die relativen Hu.uﬁgkelten
des Ereignisses 4 schwanken also i. a. nur wenig um einen gewissen Wert, den wir
aber hiufig nicht kennen. Diesen Wert wollen wir als Wahrscheinlichkest des Ereig-
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nisses 4 bezeiohnen, wobei wir uns dariiber im klaren sein miissen, daB8 wir auf diesem

Wege die Wahrscheinlichkeit eines Ereigni nicht berech ko sondern
immer nur einen Schitzwert fiir diese Zahl erhalten. Wir gewinnen aber hier die Uber-
zeugung, daB sich der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens eines zufilligen Er-

eignisses durch eine Zahl in objektiver Weise charakterisieren liBt.

Beispiel. Wir entneh dieses Beispiel der Literatur. Bedeutende Wi haft-
ler, z. B. der Graf DE Bur¥oN (1707—1788, Begriinder einer wahrscheinlichkeits-
theoretischen Methode zur angem'iherten Bestimmung der Zahl #x) und K. PEaR-
sox (1857 1936, Begmnder einer beriihmten Schule auf dem Gebiet der mathe-

hen Statistik in E: d) haben den Effekt der Stabilisierung der relativen
Hiiufigkeit u.a. auch am Bewplel des Miinzwurfes studiert. Es bezeiohne 4 das
Ereignis ,,Zahl oben*.

Anzshl der Absolute Hiufigkeit von 4: Relative Hiufigkeit von 4:
A
Minzwiirfe: n | Hy(4) hy(d) = "( )
DE Burron 4040 2048  (2020) 0,6080
K. PransoN 12000 6019  (6000) 0,5016
K. PEARsSON 24000 12012 (12000) 0,5005

Wir erwarten, daB etwa in der Hilfte aller Miinzwiirfe das Ereignis A eintritt.
In der dritten Spalte der obigen Tabelle haben wir die erwarteten Anzahlen in
Klammern angegeben. Die Tabelle zeigt deutlich, da8 unsere Erwartung um so
besser erfiillt ist, je groBer die Anzahl der ausgefiihrten Miinzwiirfe ist.

Schlielich wollen wir uns noch mit der Frage beschiftigen, ob nicht fiir fede
konkrete Versuchsreihe die Folge (hy(4)) der relativen Hiufigkeiten A (4) eines
Ereignisses A fiir n — oo gegen einen g men G t h(4) konvergiert.
(Wiire dies der Fall, so kénnte man die Wahracheinlichlkeit eines zufilligen Ereig-
nisses einfach als Grenzwert der Folge der relativen Hiufigkeiten definieren.) Dies
ist aber nicht so. Einerseits ist es ja immer nur méglich, eine endliche Folge relativer
Hiufigkeiten zu erzeugen, so daB man niemals entscheiden kann, ob Konvergenz
der ermittelten Folge relativer Hiufigkeiten vorliegt, Konvergenz verstanden im
Sinne der Konvergenz von Zahlenfolgen. LiBt man einmal diesen Umstand auBer
acht, so kann man sich andererseits auch vorstellen, da8 eine Konvergenz der Folge
(ha(A4)) nicht bestehen muB. Wire lim A,(4) = h(4), so existierte also zu jedem

N—+00
& > 0 eine natiirliche Zahl n,, so daB |k,(A4) — k(A)| < & fiir alle n = n, gilt. Zuriick-
greifend auf obiges Beispiel kann man sich aber vorstellen, da8 auch in sehr langen
Versuchsreihen kein einziges Mal das Ereignis ,,Zahl oben* eintritt, so da8 die Un-
gleichung |h,(4) — k(4)] < & bei geniigend kleiner Zahl & > 0 nicht fiir alle » von
einem gewissen Index n, an gilt. (Allerdings erscheint uns ein solcher Fall sehr ,,un-
wahrscheinlich.)
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Eine prizise mathematische Formulierung des Stabilisierungseffektes der relativen
Haufigkeit erfolgt spiiter auf einem anderen Wege bei der Behandlung des Geset:
der groBen Zahlen.

2.2 Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit

Schon lange vor der axiomatischen Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrech

wurde mit Wahrscheinlichkeiten gerechnet. Die dieser Wahrscheinlichkeitsrech
zugrunde liegende Definition der Wahrscheinlicheit wird heute als klassische Defi-
nition der Wahrscheinlichkeit bezeichnet; wir wollen sie in diesem Abschnitt be-
handeln. ’

Ausgangspunkt ist ein zufsl].lger Versuch mit endlich vielen Versuchsausgiingen,
wobei jeder Versuch schmoglich sein soll, d. h., wobei die Versuchsaus-
giinge hinsichtlich des Grades der Unbestimmtheit des Eint nicht unterscheid

bar sein sollen. Jedes mit dem betrachteten zufilligen Versuch im Zusammenhang
stehende zufillige Ereignis A liBt sich durch Aufzihlung derjenigen Versuchsaus-
giinge kennzelchnen, die fiir dieses Ereignis giinstig sind, d. h., die das Eintreten des
Ereignisses A bewirken. Bezeichnen wlr mit g(4) deren Anmhl und mit k(< o0)

die Gesamt: hl der Versuch 80 vermittelt das Verhiltnis von g(4)
zu k eine Vorstellung iiber den Grad der Sicherheit des Eintretens des zufilligen
Ereignisses 4. Im Rah der sog ten klassischen Definition der Wahrsches:

lichkeit wird nun dieser Quotient Wahrscheinlichkeit des zufilligen Ereignisses 4

genanpt und mit P(4) bezeichnet:

y(A) Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuchsausging, )
& G t hl der Versuchsausging '
Bemerkung. Hiufig findet man in der Literatur Formulierungen, die sich von

dieser nur dadurch unterscheiden, da8 anstelle des Wortes ,,Versuchsausgang

eines der Worter ,,Moglichkeit oder ,,Fall* gebraucht wird. Die Formel (1) geht
auf den franzésischen Mathematiker P. S. LAPLACE (1749—1827) zuriick; das der

Formel (1) zugrunde liegende Prinzip nennt man oft das Laplacesche Prinzip der

gleichmoglichen Falle.

Beispiel. In einem Behilter befinden sich 160 Stanzteile, unter diesen sind 21
nicht maBgerecht. Der zufiillige Versuch bestehe in der Entnahme eines Stanzteiles,
wobei jedes Stanzteil die gleiche Chance habe, entnommen zu werden. Wir berechnen
die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 das in dieser Weise zufiillig entnommene Stanzteil
maBgerecht ist (Ereignis 4).

Anzahl der Versuchsausgiinge: k = 150,

Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuch inge: g(4) = 160—21 = 129,

P(4) =

)
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Damit ergibt sich
P4) = —=————086—-86%

Die Anwend der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit ist nur im
Rahmen bestimmter zufilliger Versuche zulidssig. Wir wollen uns iiberlegen, wie
sich die Voraussetzungen iiber die zufilligen Versuche in (zusitzlichen) Eigenschaften
der Ereignisfelder widerspiegeln. Bezeichnen wir mit % das Ereignisfeld, zugehorig
zu einem zufilligen Versuch mit den endlich vielen gleichméglichen Versuchsaus-
gingen A,, 4,,..., 4;, so sind diese als atomare Ereignisse dieses Ereignisfeldes

fzuf Jedes beliebige zufiillige Ereignis A € ¥, 4, 4 @, liBt sich als Summe
derjenigen atomaren Ereignisse 4; ausdriicken, die 4 nach sich ziehen, d. h., fiir die
A4; < A gilt. Fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4 ist — neben der Gesamt-
anzahl & der atomaren Ereignisse — nur die Anzahl der atomaren Ereignisse 4;, die
A nach sich ziehen, entscheidend. Damit ist auch klar, da8 mittels (1) jedem zufilligen
Ereignis 4 € % in eindeutiger Weise eine reelle Zahl zugeordnet ist, d. h., dag mittels
(1) auf ¥ eine reellwertige Funktion erkliirt ist. Insbesondere gilt wegen

g(dy) = g(dy) = - =g(ds) =1
die Beziehung
1
P(A,) = P(4,) =+ = P(4,) = n (2)
d. h., die V. der Gleichméglichkeit der Versuchsausgiinge A4; sPlegelt

sich n.lso in der Glelchwa.hrscheml.lchkelt. der atomaren Ereignisse 4; (§ = 1, 2, ..., k)
wider.

Nachfolgend stellen wir einige Eigenschaften und Rechenregeln fiir den klassisch
Wabhrscheinlichkeitsbegriff — und damit fiir die durch (1) auf % gegebene Funktion
A - P(A) — zusammen, deren Nachweis wir dem Leser iiberlassen (vgl. 2.1., Folge-
rung 1).

‘Folgerung 1.

LOSPA) 1.

2. P(Q) =1.

3. P(AuB)=P(d) + P(B) firAnB=0.
4. P@) =0.

5. P(4) = 1 — P(A).

6. P(4 uB) = P(4) + P(B) — P(A n B).
7. dus A S B folgt P(4) < P(B).

In Ergiinzung der Eigenschaften 2 und 4 weisen wir darauf hin, daB aus P(4) = 1 bzw. P(4) =0
hier 4 = Q2 bzw. A = 9 folgt. Ein zufilliges Emngml A hat &Im  genau dann die Wahrscheinlich-
keit Eins bzw. Null, wenn es ein sich bzw. h ist.
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AuBerdem ist darauf hi isen, daB es genigt, die Aussagen 1 bis 3 zu beweisen, da — wie
bereits in Abschnitt 2.1. ausgefiihrt wurde — jede auf einem Ereignisfeld definierte reellwertige
Funktion, die die Eigenschaften 1 bis 3 besitzt, auch die Eigenschaften 4 bis 7 besitzt.

Der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit kommt deshalb besondere Be-
deutung zu, weil man auf dieser Grundlage Wahrscheinlichkeiten berech kann.
Die Berechnung interessierender Wahrscheinlichkeiten, d. h., die Berechnung der
Anzahl der méglichen Fille und der Anzahl der jeweils giinstigen Fiille erfolgt dabei
i. a. mit Methoden der Kombinatorik (vgl. MfL Band 1, 3.6.). Dies ist nicht immer
80 ganz einfach.

Beispiele.

1. Wir berech die Wahrscheinlichkeit dafiir, mit einem Tip im Tele-Lotto
(,,0 aus 35) zu gewinnen (Ereignis @); d. h., mit einem Tip einen Dreier (Ereignis D),
einen Vierer (Ereignis V) oder einen Fiinfer (Ereignis F) zu erzielen. Es ist

35 35-.34.33-32.31
k= = — = 324632,
( 5) 1.2.3.4.5
5\ /30 5-4 30.29
D) = = — . —— = 4350
oD} (3)( 2) 1.271.2
5\ (30 5 30
V)= =—.— = 150,
=) () =13
5\ /30!
F) = =1.1=1.
o = (5) (o)
Damit erhalten wir
P(D) = g(ﬁ = 4350 ~ 0,0134 (Wahrscheinlichkeit eines Dreiers),
k 324632
P(V)= g(_V) = 150 ~ 0,0005 (Wahrscheinlichkeit eines Vierers),
k 324632
P(F) = M = ! ~ 0,000003 (Wahrscheinlichkeit eines Fiinfers).

k324632

Nun gilt @ = D u V u F, wobei die Ereignisse D, V und F paarweise unvereinbar
sind. Also gilt P(@) = P(D) + P(V) + P(F) (vgl. Folgerung 1, Aussage 3), und
wir erhalten schlieBlich P(G) ~ 0,014 (Wahrscheinlichkeit eings Gewinns).

2. Aus einer groBen Menge von Personen (z. B. aus der Menge der derzeitigen
Dresdner Einwohner) werden n Personen zufiillig ausgewihlt (zufillig in dem Sinne,
daB jede Person die gleiche Chance habe, ausgewihlt zu werden) und deren Geburts-
tage notiert. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB unter
diesen n Personen mindestens zwei den gleichen Geburtstag haben (Ereignis A4).
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Bei der Lﬁsung dieser Aufgabe setzen wir zusitzlich voraus, daB Personen, die am
29. Februar eines Schaltjahres geboren worden sind, nicht ausgewihlt werden, so

daB insgesamt nur mit 385 Tagen gerechnet werden muB. AuBerdem nehmen wir an,
daB die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine zufillig ausgewiihlte Person an einem
bestimmten Tag (z. B. am 1. Januar) Geburtstag hat, fiir alle 365 Tage gleich, also

gleich —3—;—5 ist.

Wir ermitteln zuerst die Anzahl k der moglichen Versuchsausgiinge, wobei ein
moglicher Versuchsausgang darin besteht, aus 365 Tagen n (nicht notwendig ver-
schiedene) Tage auszuwihlen. Die Anzahl solcher Méglichkeiten ist (unter Beriick-
sichtigung der Reihenfolge) k = 365 - 365 ... 365 = 365%. (Fur n > 4 ist k = 365"
iibrigens gréBer als eine Billion.) ™ 7 raroren

Zur Berechnung der gesucht Wn“ heinlichkeit miiSten wir nun die Anzahl
g(A) der fiir 4 giinsti 2 Versuct ermitteln. Es erwemt, sich als wesentlich

giinstiger, zuerst die Anzahl g(4) der fur A giinstigen Ver iinge zu berech

Das Ereignis 4 besteht darin, daB unter den n ausgewihlten Personen nicht min-
destens zwei den gleichen Geburtstag haben, d. h. darin, daB jede der n Personen
an einem von a.llen n,nderen Geburtstagen verschied Tag Geburtstag hat. Die

Anzahl der fiir 4 giinstigen Versuchsausginge ist (wiederum unter Beriicksichtigung
der Reihenfolge)

9(d) = 365 - 364 - (365 — (n — 1)) = (365) oal.
n

» Faktoren
Daraus erhalten wir
(365
P(4) = V(A) _\=» )
k 366"

woraus sich nach einer obigen Formel (vgl. Folgerung 1, Aussage 5) die gesucht
Wabhrscheinlichkeit ergibt:
(385
n!

365"

In der folgenden Tabelle geben wir fiir verschiedene n die Wahrscheinlichkeit dafiir,
an, daB unter # Personen mindestens zwei den gleichen Geburtstag haben:

Pd)=1—PA)=1—

m | 10 20 2 2 2% 30 40 5
P4)| 012 o041 048 051 054 071 08 097
(Fiir n > 366 ergibt sich natiirlich P(4) = 1.)
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2.3. Geometrische Definition der Wahrscheinlichkeit

Die in Abechnitt 2.2. angegebene Formel (1) zur Berechnung von Wahrscheinlich
keiten zufilliger Ereignisse ist nur dann anwendbar, wenn der betrachtete zufiillige
Versuch endlich viele Versuchsausginge besitzt, die alle gleichméglich sind. Es gibt
nun eine Reihe von zufilligen Versuchen, die zwar diese Bedingungen nicht erfiillen,
bei denen man aber in ebenso natiirlicher Weise eine Formel zur Berechnung inter-
essierender Wahrscheinlichkeiten angeben kann. Immer dann, wenn sich der zufillige
Versuch modellmiBig als ,,zufilliges** Werfen eines Punktes auf irgendeinen Grund-
bereich E des n-dimensionsalen euklidischen Raumes interpretieren liBt, wobei das
Wort ;,zufallig* so zu verstehen ist, daB

1. der geworfene Punkt auf jeden beliebigen Punkt aus E fallen kann und

2. Ereignissen 4 und B, denen Teilbereiche gleichen MaBes (z. B. Intervalle gleicher
Liinge, Punktmengen in der Ebene gleichen Flicheninhalts, Korper im dreidimen-

sionalen Raum gleichen Vol ) entsprechen, auch die gleiche Wahrscheinlich-
keit zukommt,
bemch.net man die Wahrscheinlichkeit eines mit einem solchen Versuch im Zusam-
g stehenden Ereigni A nach der Formel
P4) = m(4) _ MaB des dem Ereignis 4 entsprechenden Teilbereiches von F W
m(E) MaB des Grundbereiches B

(geometrische Definition der Wahrscheinlichkeit), vgl. Abb. 11.

A £

Abb. 11

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereigni ist also unabhiingig von der speziellen
Gestalt und der Lage des das Ereignis darstellenden Teilbereiches, sie ist proportional
dem MaB (d. h. proportional der Linge, dem Flicheninhalt, dem Volumen) dieses
Teilbereiches. Anders formuliert ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses also
gleich dem Verhiiltnis der MaBe des fiir das Ereignis giinstigen Teilbereiches und
des Grundbereiches. In dieser Formulierung der geometrischen Definition der Wahr-
scheinlichkeit zeigt sich deutlich die Verwandtschaft zur klassischen Definition der
Wahrscheinlichkeit. Das der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit zugrunde
liegende Laplacesche Prinzip der gleichméglichen Fille kommt in der geometrischen
Definition der Wahrscheinlichkeit dadurch zum Ausdruck, daB8 Ereignissen, denen
maBgleiche Teilbereiche entsprechen, die gleiche Wahrscheinlichkeit zukommt.
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Beispiel. Zwei Personen vereinbaren, sich an einem bestimmten Ort zwischen 0
und 1 Uhr zu treffen. Jede der Personen wiihlt den Zeitpunkt der Ankunft unabhiin-
gig von der anderen. Beide Personen versprechen aber, mit Sicherheit zwischen 0 und
1 Uhr am vereinbarten Ort einzutreffen ; genauere Angaben hinsichtlich der Ankunfts-
zeit kénnen beide Personen nicht machen. Sie verabreden nun, daB jede der beiden
Personen auf die andere nétigertfalls 156 Minuten wartet, danach aber geht. Wir fragen
nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich die beiden Personen treffen. Zur Be-
rechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit legen wir die geometrische Definition
der Wahrscheinlichkeit zugrunde.

Die Ankunftszeiten der zwei Personen bezeichnen wir mit  bzw. y (z. B. beide
in Minuten und Bruchteilen von Minuten nach 0 Uhr) und stellen sie als

y
60

Abb. 12
0 15 30 45 x

Punkte in der Ebene dar (Abb. 12). Das Ereignis 4, das darin besteht, daB sich die
beiden Personen treffen, wird durch die Menge {(z,y):0 <z < 60,0 <y < 60,
|# — y| < 15} beschrieben. Der Abb. 12 entnehmen wir unmittelbar

45 - 46
G
und erhalten somit fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
P(A4) = M= 1— (i)’- 1.
m(E) 4 16
(Die Wahrscheinlichkeit des Treffens bei 15 Minuten Wartezeit ist also etwas kleiner
als 0,5. Wir iiberlassen es dem Leser nachzurechnen, daB z. B. die Wahrscheinlich-
keit des Treffens bei 30 Minuten Wartezeit gleich 0,75 ist. AuBerdem kann sich der
Leser leicht eine allgemeine Beziehung zwischen der Wahracheinlichkeit des Treffens
und der Wartezeit herleiten.)

Wir weisen darauf hin, daB zufilligen Ereignissen, denen ein Teilbereich entspricht,
der eine kleinere Dimension als der Grundbereich besitzt (z. B. ein Punkt auf der Zahlen-
geraden, eine Gerade in der Ebene, eine Ebene im Raum), die Wahrscheinlichkeit
Null zukommt.

m(4) =60.60 — 2. m(E) = 60 - 60
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Die geometrisohe Definiti der Wahrscheinlichkeit gab in fritherer Zeit AnlaB zu allerlei Mi8-
Inﬁmmnndknt&m,mﬁhrﬁehﬂwmmmmAbbhnmgdﬂWAhr
heinlichkeit als wi haftliche Diszipli t wurde dies mit dem Hinweis

.uf Au!gnben deren Lém.ng von der Loau.nglmothodo Abhi.ng;g ist, d. h., die bei unterschiedlichen

ngs fnhren Dernmhehlerfﬂrhngtubermohtm
a,.L .‘ des trischen W heinlichkeitabegrifes, sondern in der
ungentigenden Pﬂzmnmng du;mnllgqn Aufgab llung. Wir bri hierzu ein Beispiel,
das in der Li » belannt ist; es "— wie viele andere &hn-

liche Beispiele — von dam ﬁ\nzhuohan Mathematiker J. BERTRAND (1822—1800).

Aufgabe. In einem Kreis wird ,,zuféllig* (,,auf gut Glick*) eine Sehne gezogen. Wie gro8 ist
die WAhnohomllchkut dafiir, daB deren Dnge die Liinge der Seite eines dem Kreis einbeschrie-
benen g itigen Dreiecks bertrifft (Ereignis 4)?

Ldsung 1. Wir geben eine Richtung der Sehne vor und betrachten einen Durch senk-
recht zu dieser Richtung (vgl. Abb 13). Das Ereignis 4 tritt genau dann ein, wenn die Sehne den

Dnmhmwurzwmchm? und?rmﬁt.Alsogﬂt

Abb. 13 Abb. 14

Ldsung 2. Wir geben einen Endpunkt der Sehne auf dem Kreis vor, ziehen die Tangente an
den Kreis in diesem Punkt und zeichnen ein gleichseitiges Dreieck in den Kreis ein (vgl. Abb. 14).
Das Ereignis A tritt genau dann ein, wenn die Sehne in den mittleren Winkelraum fillt. Also gilt

n
_m4)_ 3 _ 1
P(A)_mw) — =

Lésung 3. Die Linge der Sehne ergibt sich in eindeutiger Weise aus der Lage des Mittel-
punktes der Sehne. Ist ¢ der Abstand des Mittelpunktes der Sehne vom Mittelpunkt des Kreises
und bezeichnet ! die Liinge der Sehne, so gilt I = 2 }r3 — g? (vgl. Abb. 16)DuEtﬂgmnAmtt
genau dann ein, wenn ! 2> r Y_(— Lange der Seite eines dem Kreis einbesch

g 4

Dreiecks) gilt,d. h..wenn ¢ < ; gilt. Also gilt

G-
bl KL
Py = A _\2 =%.

mE) ra
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OR

In der Aufgab llung ist nicht festgelegt, was unter dem ,,zufélligen** Ziehen einer Sehne
zu verstehen ist. Bei den angegebenen Léosungen wurde dies jeweils unterschiedlich aufgefaBt.
In der Lésung 1 wird modellméBig vom zufilligen Werfen eines Punktes auf ein Intervall der
Linge 2r ausgegangen, in der L3sung 2 vom zufiilligen Werfen eines Punktes auf ein Intervall der
Linge » und in der Loeung 3 vom zufilligen Werfen eines Punktes auf eine Kreisfliche mit dem
Radius r, wobei hier das Wort ,.mmhg jeweils so zu verstehen m, wie in der geometrischen
Definition der Wahrschei gegeben. Die drei angegeb g smdalno 11 t
nicht Losungen der obigen Aufgab dern L& dreier and und der ver-
schiedener Aufgaben; die Aufgabe selbst ist in der mgegebonan Form — also ohne Priizisierung
dessen, was unter dem zufélligen Ziehen einer Sehne zu verstehen ist — nicht ldsbar.

2.4. Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkelt

In Abschnitt 2.1. zogen wir aus den Uberlegungen zum Stabilisierungseffekt bei
der relativen Hiufigkeit den SchluB, daB sich der Grad der Unbestimmtheit des Ein-
tretens eines zufiilligen Ereignisses 4 in objektiver Weise durch eine Zahl — genannt
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4, bezeichnet mit P(4) — charakterisieren ligt.
In den Abschnitten 2.2. und 2. 3 haben wir — bei Erfiilltsein gewisser (und zwar
doch recht einschriinkender) itzlicher Eigenschaften uber den zufilligen Versuch
— Formeln zur Berechnung von Wahrscheinlichkeit 1. Eine in jedem Fall
anwendbare Formel zur Berech.nu.ng von thrschemhchkelten glbt es nicht und kann
es auch gar nicht geben. Dem weiteren Aufbau der Wahrscheinlichkei h
wollen wir deshalb einige Annahmen — Axiome — zugrunde legen, die in Elgensclmf—
ten und Rechenregeln iiber den Wahrscheinlichkeitsbegriff zum Ausdruck kommen,
die wir ohne Beweis als giiltig anerkennen. Dabei-gehen wir natiirlich von unseren
gesamten bisherigen Erfahrungen mit dem Wahmchemhchkeltsbegnff aus, d. h
also, wir heben das Axic ystem der Wahrscheinlichkei ung aus
samen Eigenschaften der relativen Hiufigkeit, des klassischen und desg gec
Wahrscheinlichkeitsbegriffes ab.

Zur Formulierung des Axic yst der Wahrscheinlichkeitsrechnung gehen
wir von einem Ereignisfeld % aus. Wir sagen, daB auf % eine Wahkrachesnlichkest

&
trianh
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(oder ein Wahrscheinlichkeitsmaf) P definiert ist, wenn P eine Funktion mit den in den
nachfolgenden Axiomen angegeb Eigenschaften ist.

Axiom 1. Jedem zufdlligen Ereignis A € U ist in eindeutiger Weise eine Zahl P(4),
die te Wah ""‘"vonA,_,, "‘wobet

0<PU4)<1

gilt.

Mit Axiom 1 wird also Definitions- und Wertebereich der Funktion P festgelegt;
P igt eine auf einem Ereignisfeld definierte reellwertige Funktion mit Werten zwi-
schen Null und Eins. Axiom 1 beinhaltet auch, daB jedes zufillige Ereignis eine wohl-

te Wahrscheinlichkeit besitzt

Axiom 2. Die Wahrscheinlichkest des sicheren Ereignisses ist gleich Eins:
P(Q) =1 (Normierungsaxiom).

Das sichere Ereignis ist definitionsgemi8 stets ein El t des Ereignisfeldes ¥,
d. h., ein El t des Definitionsbereiches der Funktion P. Das Axiom 2 besagt,
daB der Wert der Funktion P fiir das Argument 2 gleich Eins ist.

Axlom 3. Die Wahrscheinlichkest dafiir, dap von zwei unvereinbaren zufilligen
Ere;, des betrachteten Ereignisfeldes eines eintritt, ist gleich der Summe der
Wahrschesnlichkesten dieser Ereignisse:

A€A, BeW AnB=0= P4uB)=Pd) + PB)

(Additionsaxiom).

Wir bemerken hierzu, da8 ein Erei ignisfeld def gemifl mit den zufa.lhgen
Ereignissen 4 und B stets auch 4 v B enthilt, d. h., duB mit 4 und B auch 4 v B
zum Definitionsbereich der Funktion P gehort.

Unter alleiniger Verwendung von Axiom 3 kann man mit dem Prinzip der voll-
stindigen Induktion die folgende Aussage beweisen.

Folgerung 1. Die Wahrschesnlichkeit dafiir, daf von n (= 2) paarweise unverein-

baren zufilligen Ereignissen des. betrachteten Erewma]ddu eines eintritt, sst gleich der
S der Wahrscheinlichkesiten dieser Ereigni.

A;€AG=12..,n), }=>1,,(L-'J A’)=Z~,P(A’).
,n) j=1

AinAdy=0G+kik=12.. jor

Eine entsprechende Rechenregel fiir die Wahrscheinlichkeit der S bziihl
bar-unendlich vieler paarweise unvereinbarer zufilliger Ereignisse lit sich mit
Axiom 3 nicht beweisen; wir unterstellen aber dem allgemeinen Wahrscheinlichkeit:
begriff zweckmiBig auch die Giiltigkeit einer solchen Rechenregel.
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Axiom 4. Die Wahrscheinlichkest dafiir, daf von abzihlbar-unendlich vielen paar-

wesse unvereinbaren zufilligen Ereignissen des betrachteten Ereignisfeldes eines eintritt
18t gleich der S der Wahrscheinlichkeiten dieser Eresg
A;eA(G=12..), hod fad
P A;) = 3 P(4)).
AinA, =06 +kik=12..) Y A ,‘_‘:; 4

Wir weisen hier darauf hin, da8 ein Ereignisfeld definitionsgemi8 mit den Ereig-
-3

nissen 4;(j =1,2,...) stets auch U 4; enthiilt, d.h., daB mit 4;(j =1,2,...)
o j=1

auch U 4; zum Definitionsbereich der Funktion P gehort. (Uberhaupt ist der Be-

griff des Ereignisfeldes so festgelegt, daB alle in den Axiomen und den daraus ableit-
baren A gen des Abschnittes 2.5. vorke Ereigni zum Ereignisfeld,
d. h., zum Definitionsbereich der Funktion P gehéren.)

Die im Axiom 4 zum Ausdruck ki de Eigenschaft bezeichnet man als 0-Additivitiit des
‘Wahrscheinlichkeit: Bes P. Sie beinhaltet eine Stetigkeitsei haft in folgendem Sinne.

Satz 1. Es sei (4;) esne Folge zufdlliger Eresgnisse A;€ U (j = 1,2, ...).

©0
a) Gilt A, S A, S ~--,ao.'dP( UA,) = lim P(4)).
j=1
b) Gilt 4, 2 4, 2 ,aoutP(ﬁ A,) = lim P(4;).
Wir beweisen diesen Satz hier nicht, lmmmentleren ihn aber noch etwas. Ist (4;) eine Folge
von Teilmengen (einer Grundmenge £2), so sind Folgen mit 4, S 4,5 bzw A p4 =

im Smno des mengenalgebraischen Limes konvergent, und es gilt lim 4, = UA, bzw. lim 4,
L el | e
= n 4;. Die im Satz enthal Aussagen bed: dann die Gnltngkelt von P(hm A,)
j=1
= lim P(4;). Dies ist zur Stetigkeit von P dquivalent.
j>oo

Die Axiome 1 bis 3 beinhalten Aussagen, die im Fall der Anwendbarkeit der klassi-
schen Definition der Wahrscheinlichkeit beweisbar sind (vgl. 2.2., Folgerung 1,
Aussagen 1 bis 3). Ebenso sind entsprechende Aussagen fiir die Funktion A,, die jedem
zufilligen Ereignis 4 € U die relative Hiufigkeit des Eintretens von 4 in n unab-
hingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen des betrachteten Versuches
zuordnet, giiltig (vgl. 2.1., Folgerung 1, Aussagen 1 bis 3). Die dariiber hinaus bei
der relativen Hiufigkeit und beim klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff festge-
stellten gemeinsamen Eigenschaften formulieren wir nicht als Axiome fiir den all-
gemeinen Wahrscheinlichkeitsbegriff, weil sie sich bereits aus den Axiomen 1 bis 3
herleiten lassen (vgl. 2.5.). Auch fordern wir nicht, daB A ein sicheres Ereignis ist,
wenn P(4) = 1 gilt, da diese Aussage schon im Rahmen der geometrischen Defini-
tion der Wahrscheinlichkeit nicht wahr ist (vgl. 2.3.). In diesem Zusammenhang fiih-
ren wir zwei Begriffe ein.
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Definition 1. Gilt P(4) =1 bzw. P(4) =0, so heifit das zufillige Ereignis
A (€ %) ein fast sicheres Ereignis bzw. ein fast unmogliches Eresgnis.

AbschlieBend geben wir noch die Definitionen zweier in der Wahrscheinlichkeits-
theorie hiiufig benutzter Begriffe.

Definition 2. Ist ¥ ein Ereignisfeld und P eine Wahrscheinlichkeit auf ¥, so
*heiBt das Paar [%, P] ein Wahracheinlichkeitsfeld.

Bei der axiomatischen Einfiihrung des Wahracheinlichkeitsbegriffes kann man
wegen des in Abschnitt 1.5. festgestellten engen Zusammenhangs zwischen Ereignis-
feldern und meBbaren Riumen auch von einem meBbaren Raum [Q, %] ausgehen.
Man nennt dann eine auf der o-Algebra % von Teilmengen der Grundmenge 2 defi-
nierte Funktion P ein WahrscheinlichkeitsmaB, wenn sie die in den Axiomen 1 bis 4

zum Ausdruck ke den Eigenschaften hat.

Definition 3. Ist [, %] ein meBbarer Raum und P ein WahrscheinlichkeitsmaB8
auf %, so heiBt das Tripel (2, ¥, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Bei wahrscheinlichkeitstheoretisct Unt hungen geht man heutzutage
generell von einem Wahrsoheinlichkeitsraum aus.

2.5.  Rechengesetze fir Wahrschelinlichkeiten

Wir formulieren und beweisen in diesem Abschnitt Aussagen fiir das Rech mit
Wahrscheinlichkeiten, die sich unmittelbar aus den Axiomen der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ergeben und den Eigenschaften 4 bis 7 in Folgerung 1 der Abschnitte
2.1. und 2.2. entsprechen. Dabei stellen wir uns vor, daB ein Wahrscheinlichkeitsfeld
[%, P] vorliegt, d. h., daB ein Ereignisfeld % vorliegt, auf dem eine den Axiomen 1
bis 4 geniigende Funktion P definiert ist. (Ebensogut kénnen wir natiirlich auch
von einem Wahrscheinlichkeitsraum [£2, %, P] ausgehen, d.h. von einer Grund-
menge Q, einer o-Algebra von Teilmengen von £ und einer auf ¥ definierten Funk-

tion P, die die in den Axiomen 1 bis 4 zum Ausdruck ke den Eig haften
hat.)
Satz 1. Die Wahrscheinlichkeit des unméoglichen Ereignisses st gleich Null,
P(2) =0. 1

Beweis. Es gilt & ¢ % (vgl. 1.4., Folgerung 1, Aussage 1), d. h., das unmégliche
Ereignis gehért also zum Definitionsbereich von P. Wegen @ n @ = @ gilt nach
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Axiom 3
P(B u B) = P(@) + P(8) = 2P(D).
Da Qud =9 git, gilt P(@ uP) = P(@) und somit P(@) = 2P(P), woraus sich
(1) ergibt.
Satz 2. Fiir jedes zufillige Ereignis A € % gilt
P(d) = 1= P(4). @
Beweis. Mit A € A gilt 4 € A (vgl. 1.4., Definition 1), d. h., mit 4 gehért auch 4
zum Definitionsbereich von P. Nun gelten die Aussagen A n 4 = Qund A vd = Q

(vgl. 1.3. (9)). Mit den Axiomen 3 und 2 folgt hieraus P(4 v 4) = P(4) + P(4)
und P(4 v 4) = 1, woraus sich 1 = P(4) + P(4) und damit (2) ergibt.

Satz 3. Fiir beliebige zufillige Ereignisse A € W und B € ¥ gilt

P(4 v B) = P(4) + P(B) — P(4 n B). @)
Beweis. Es bestehen die folgenden Gleichungen .

AuB=Au(Bnd) (vgl. 1.3. (14)),

AuB=Bu(4dnB) (vgl. 1.3. (18)),

AuB=(AnB)u(Bnd)u(4dnB) (vgl 13.(16));

dabei sind die jeweils rechts stehenden S den paarweise unvereinbar (vgl.
Abb. 8). Anwendung von Axiom 3 und der im Anschlu8 daran angegebenen Folge-
rung ergibt

P(A u B) = P(A) + P(B n 4),

P(A uB)= P(B)+ P(A n B),

P(AuB)=P(An B)+ P(BnAd)+ P(4 nB).
Bilden wir nun die Differenz zwischen der Summe der ersten beiden Gleichungen
und der dritten Gleichung, so entsteht gerade (3).

B A Q

EB.8~Z  Abb. 16

Satz 4. Wenn mit dem Einireten des zufilligen Ereignisses A € A stets auch das
Eintreten des zufilligen Ereigni. B € A verbunden ist (d. h., wenn A S B gilt),
dann gilt P(4) < P(B).
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Beweis. Es gilt (vgl. Abb. 16)
B=AuyBnAd) mit An(Bnd)=29.

Mit Axiom 3 erhilt man P(B) = P(4) + P(B n 4). Nach Axiom 1gilt P(B n 4) =0,
womit P(B) = P(4) folgt.

Satz B. Ist die Menge {4,, A,, ..., Ay, ...} ein vollstindiges System von zufilligen
Ereignissen, so gilt
ZP(AH) =1.
»
Beweis. Es gilt also voraussetzungsgemi8 (vgl. 1.3., Definition 6)
U4, =9, Ajnd,=0 (G*k).

Die Anwendung der im AnschluB an Axiom 3 angegebenen Folgerung bzw. Axiom 4
liefert unter Beachtung von Axiom 2 die Aussage dieses Satzes.



3. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir fithren in diesem Kapitel den Begriff der bedingten Wahrschesnlichkest ein (Ab-
sohnitt 3.1.) und gewinnen daraus eine Formel zur Berechnung der Wahrscheinlich
keit des Produkts zufilliger Ereignisse (Multiplikationssatz, Abschnitt 3.2.). Hierauf
aufbauend behandeln wir in Abschnitt 3.3. den fiir die gesamte Wahrscheinlich-
keitsrechnung auBerordentlich wichtigen Begriff der Unabhdngigkeit zufdliger
Ereignisse. SoplieBlich befassen wir uns mit zwei bei zahlreichen praktischen Frage-
stellungen niitzlichen Formeln, der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit (Ab-
schnitt 3.4.) und der Bayesschen Formel (Abschnitt 3.5.). Dabei werden wir jeweils
ein Beispiel betrachten, in dem eine fiir die Anwendbarkeit dieser Formeln typische
Situation vorliegt.

3.1.  Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit

Wir gehen von einem zufilligen Versuch aus, den wir uns mathematisch durch ein
Wahrscheinlichkeitsfeld (¥, P] erfaBt denken, d. h. durch ein Ereignisfeld % und
eine darauf definierte Wahrscheinlichkeit P. Die Zahl P(4) gibt also die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses 4 € % im Rahmen der Bedingungen an, die den betrachteten
zufilligen Versuch kennzeichnen. Nehmen wir gedanklich zu diesen Bedingungen
noch die Bedingung ,,Das zufillige Ereignis B € % ist eingetreten* hinzu, so wird
der Grad der Unbestimmtheit des Eintretens des Ereignisses 4 nunmehr durch eine
im allgemeinen von P(A) verschiedene Zahl beschrieben. Diese Zahl werden wir
spiiter mit P(4|B) bezeichnen und (bedingte) Wahrscheinlichkeit von 4 unter der
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Bedi g B Die mathematische Definition der (bedingten) Wahrschein-
lichkeit von A unter der Bedingung B wollen wir dabei natiirlich so vornehmen, da8
sie den oben erliiuterten inhaltlichen Vorstellungen von diesem Begriff entspricht.
Dazu stellen wir einige Voriiberlegungen hinsichtlich der relativen Haufigkeit und
des klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes an.

Ist in % unabhingig voneinander durchgefuhrben Wiederhol des betrach-
teten zufilligen Versuches m-mal das Ereignis B und i-mal das Ereignis 4 n B
eingetreten, so gilt fiir die relative Hiufigkeit h,.(A|B) des Eintretens von 4 in den
m Versuchen, in denen B eingetreten ist, die Bezi

1
M) = = =2 = ",:_’(;f’ . ()
-

Hat der betrachtete zufillige Versuch & (< oo) Versuchsausgiinge und sind diese
gleichméglich, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(4|B) des Ereignisses A unter der
Bedingung, da8 das Ereignis B eingetreten ist, nach der klassischen Definition der
Wahrscheinlichkeit die Bezieh

g(4 n B)

P —40B __k __PUnB) ®
9(B) 9(B) P(B)
k

wobei — wie frither — mit g(C) die Anzahl der Versuchsausgiinge bezeichnet ist, die

das Eintreten des Ereignisses C' bewirken.
Die Beziehungen (1) und (2) sind die Grundlage fiir die folgende allgemeine Defi-

nition der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Definition 1. Es seien ¥ ein Ereignisfeld, P eine Wahrscheinlichkeit auf % und
B € 9 ein zufilliges Ereignis positiver Wahrscheinlichkeit (P(B) > 0). Dann heiBt

P(A n B)
P(B)

die (bedsngte) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € A unter der Bedingung (oder
auch: unter der Hypothese) B oder kurz die bedingte Wahrscheinlichkest von A beziig-
lich B (vgl. Abb. 17). : :

Beispiel. Ein Masohi tem bestehe aus drei hintereinand rdnet
Maschinen I, IT und ITI; es fullt genau dann aus, wenn eine der Maschmen ausfillt,
wobei wir annehmen, da8 irgendzwei Maschinen nicht gleichzeitig ausfallen kénnen.

P(A|B) = 3)
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei Ausfall des Maschineusystems die Ursache
an der Maschine I'liegt, sei gleich p (0 < p < 1), fiir die Maschine IT gleich g (g = 0,
P + g < 1) und fiir die Maschine III gleich 1 — (p + g), vgl. Abb. 18.

A

AnB 8 Q

Es sei nun das Maschinensystem ausgefallen, und es sei bereits vergeblich nach
einem Fehler an der Maschine I gesucht worden. Wir berech die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB die Ursache des Ausfalls an der Maschine II liegt. Dazu fiihren
wir die folgenden Ereignisse ein:

A ... Die Ursache des Ausfalls liegt an der Maschine II.

B ... Die Ursache des Ausfalls liegt nicht an der Maschine I.

Es ist also P(4|B) zu bestimmen. Nach (3) gilt P(4|B) = M Nun ist A & B

und folglich 4 n B = A. Damit gilt P(B)
P B) = 2A4)
P(B)

Mit P(4) = g und P(B) =1 — P(B) = 1 — p erhalten wir

P(A|B) = ﬁ

(vgl. nochmals Abb. 18).

Wir geben einige unmittelbare Folgerungen aus (3) an, die die ZweckmaBigkeit
der Definition 1 weiter begriinden.
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Folgerung 1. Wenn mitdem Einireten des zufilligen Ereignisses B € %, P(B) > 0,

stets auch das Bintrelen des zufalligen Ereignisses A € % verb

gilt P(A|B) = 1.

ist (B S A), 0

Folgerung 2. 8ind A € ¥ und B € A unvereinbare zufdllige Ereignisse (4 n B = 0)

und gilt P(B) > 0, 50 ist P(A|B) =

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) von 4 beziiglich B kann kleiner, groBer
und auch gleich der (unbedmgtcn) ‘Wahrscheinlichkeit P(A) sein. (Mit dem Fall

der Gleichheit werden wir uns in Abschnitt 3.3. g

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.

B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gerade (P(B) = % = %-)

a) A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist nicht gréfer als 3:
(P(A) = %= %) P(4|B) = % < P(4).

b) 4 ... Die gewiirfelt.e Augenzahl ist gleich 2, 3 oder 4:
(P(A) —-= %) P(A|B) = % > P(4).

c) A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 1 oder 2:

(P(A) - % - %) PU|B) = L — Pa).

)

Wir weisen auch darauf hin, daB die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) von 4
beziiglich B genau zu unterscheiden ist von der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|4)
von B beziiglich A und auch von der Wahrscheinlichkeit P(4 n B) des gemeinsamen

Eintretens der Ereignisse 4 und B.

Beispiel. Wurf mit einem Spielwiirfel.
A ... Die gewiirfelte Augenzahl ist nicht griBer als 4.
B ... Die gewiirfelte Augenzahl ist gleich 3, 5 oder 6.

1

P(4 0 B) =%, P(4)B) = %. P(BI4) = .

Die Zuordnung
4~ P(A|B), A €¥,

(4)
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fiir ein festes Ereignis B € % positiver Wahrscheinlichkeit (P(B) > 0) ist eine auf dem
Ereignisfeld % definierte Fun]mon Wir bezeichnen diese Funktion mit Py; es gilt
also
P(A n B)
P(B) *
Der nachfolgende Satz — d Beweis wir dem Leser sehr empfehlen — enthilt
tliche Eigenschaften der Funktion Pj.

Satz 1. Es seien [%, P) ein Wahkrscheinlichkestsfeld und B € U ein zufilliges Ereignis

s Wahrschesnlichkeit. Die durch (4) definierte Funkiion Pp besitzt alle die

E;gmchaﬂen, die in den Azi 1 bis 4 (Abschnitt 2.4.) zum Ausdruck kommen,
dh[uP‘]ml ‘"e"lW...lu Y oinlichkestateld. .

Wegen der Giiltigkeit von Satz 1 besitzt dann die bedingte Wahrscheinlichkeit Py
auch alle die Eigenschaften, die fiir die (unbedingte) Wn heinlichkeit P b
wurden (vgl. 2.5., Siitze 1 bis 5).

SchlieBlich weisen wir darauf hin, daB sich die (u.nbedmgba) ‘Wahrscheinlichkeit
als bedingte Wahrscheinlichkeit beziiglioh des sich igni interpreti
liBt; es gilt nimlich fiir jedes zufillige Emlgms Ae¥

pajg) = 2409 _P4) _ P(4). ®)

Py(4) = P(4]B) =

3.2.  Multiplikationssatz fiir Wahrscheinlichkelten

Wir bef: uns in di Abschnitt mit der Berechnung der Wahrscheinlichkeit
des Produkts zweier zufilliger Ereignisse 4 und B. Dabei setzen wir voraus, daB 4
und B positive Wahrscheinlichkeit besit: (Anderenfalls gilt wegen A n B S A
bzw. 4 n B S B die Beziehung P(4 n B) = 0 (vgl. 2.5., Satz 4), so daB dann jede
weitere Untersuchung unnétig ist.) Die Wahrscheinlichkeit P(4 n B) trat in Ab-
schnitt 3.1. bei der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit auf. Durch Auf-
16sung der Gleichung (3) aus 3.1. erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 1 (Multiplikationssatz). Es seten A und B zufillige Ereignisse mit positiven
Wahrscheinlichkeiten. Dann gilt

P(4 n B) = P(4|B) P(B) = P(B|A) P(4). ()
Die Wahrscheinlichkeit des Produkts zweier zufilliger Ereignisse mit poemven
Wshrschemhchkenen ist also gleich der bedingten Wahrscheinlichkeit des einen Er-

L"Il.du 4. Er' ‘mdder( l):)wl hoinlinh
kelt des a.nderen
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Aus (1) ergibt sich unmittelbar die folgende interessante Beziehung, die wir spiiter
noch benétigen: .

P(4|B) _ P(B|4)
P4)  P@B)’

Die Anwendung der Formel (1) zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit des g
samen Eintretens zweier Ereignisse setzt natiirlich insbesondere voraus, daB man die
in (1) vorkommende bedingte Wahrscheinlichkeit kennt. In konkreten Aufgaben-
stellungen ist es oftmals moglich, bedingte Wahrscheinlichkeiten durch Uberlegungen
zu gewinnen, die auf der inhaltlichen Bedeutung des Begriffes der bedingten Wahr-
scheinlichkeit beruhen.

Beispiel. In einer Schachtel befinden sich zehn Sicherungen, darunter sind vier
defekt. Es werden nacheinander zwei Sicherungen entnommen, wobei vor der zweiten
Entnahme die zuerst entnommene Sicherung nicht zuriickgelegt wird und bei jeder
Entnahme jede der in der Schachtel befindlichen Sicherungen die gleiche Chance
habe, entnommen zu werden. Wir berech die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die
beiden entnommenen Sicherungen funktionsfihig sind (Ereignis 4). Dazu fithren
wir folgende Ereignisse ein:

4, ... Die bei der i-ten Entnahme gezogene Sicherung ist funktionsfihig (¥ = 1, 2).

Dann gilt 4 = 4, n A, und also P(4) = P(4, n A,). Wir verwenden zur Berechnung
dieser Wahrscheinlichkeit die Formel (1) in der Form

2

P(4, n 4,) = P(4,) P(4,|4,).
Es gilt (unter Verwendung der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit)

6 3 5
P(A1)=1—0‘=€» P(4,|4,) = ?

Damit wird

(Man kann dieses Ergebnis auch direkt mittels der klassischen Definition der Wahr-

(6 (4)

2/ \0, 6-5 1.2 1

inli i lten: = 2 e

scheinlichkeit erhalten: P(4) (IO) 12 105-3 )
2

Wir geben schlieBlich noch: eine entsprechende Formel fiir die Berechnung der
Wahrscheinlichkeit eines Produkts von n (= 2) zufilligen Ereignissen an.
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Satz 2. Es seien A,, 4,, ..., A, zufdllige Ereignisse mit
PA,ndygn--ndy,)>0.
Dann gilt
P(A, n Ay 0+ 0 Ay) = P(4,) - P(44]4,) -+ P(A|4; 0 Ay 0 -+ 0 Ausy). (3)

Den Beweis dieser Aussage iiberlassen wir dem Leser; er ist mit dem Prinzip der
vollstindigen Induktion auf der Grundlage von Satz 1 zu fiihren.

3.3.  Unabhingigkeit zufilliger Ereignisse

Es seien 4 und B zufillige Ereignisse mit positiven Wahrscheinlichkeiten. Bei der
Behandlung dér bedingten Wahrscheinlichkeit haben wir darauf hingewiesen, da8
die bedingte Wahrscheinlichkeit P(4|B) auch gleich der (unbedingten) Wahrschein-
lichkeit P(A) sein kann (P(A|B) P(A)) Die Hinzunahme der Bedingung ,,Ereig-
nis B ist eingetreten* zu den Bedingungen, die den betrachteten zufilligen Versuch
kennzeichnen, hat also in diesem Fall keinen EinfluB auf die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses 4, d. h., das Ereignis 4 ist in diesem Sinne vom Ereignis B unabhéngig.
Nun folgt aus P(4|B) = P(A) die Beziehung P(B|4) = P(B) (vgl. 3.1. (2)), d. h.,
ist 4 im obigen Sinne unabhingig von B, so ist auch B — im gleichen Sinne — unab-
hiingig von 4, und es gilt P(4 n B) = P(A4) P(B) (vgl. 3.1., Satz 1). Diese Beziehung
verwenden wir zur mathematischen Definition der Unabhiingigkeit zweier zufélliger
Ereignisse.

Definition 1. Zwei zufillige Ereignisse 4 und B heiBen (voneinander) unab-
hingig (auch: stochastisch unabhingig), wenn

. P(4 n B) = P(A) - P(B) )

gilt, d. h., wenn die Wahrscheinlichkeit des Produkta der Ereignisse gleich dem Pro-
dukt der Wn heinlichkeiten der Ereig ist.

Bemerkung. Wir haben in dieser Definition die eingangs angegebene Einschréin-
kung, da8 A4 und B positive Wahrscheinlichkeit besitzen, weggel Zwei zufiillige
Ereignisse, von denen mindestens eines die W&hrschemhchkelt Null hat, werden
also gemiB Definition 1 als voneinander unabhiingig angesehen, da dann (1) stets

erfiillt ist.

Die Begriffe ,, inbar** und bhangig' bei zufiilligen Ereignissen sind genan zu unter-
heiden. Die U inbarkeit zweier Ereij g A\mdB" tet, daB 4 n B = @ gilt, und hat
zur Folge, .daB P(4 n B) =0 gilt. Die Unabhingigkeit hi bedeutet, daB P(4 n B)
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= P(4) - P(B) gilt. Folglich sind zwei unvereinbare Ereignise positiver Wahracheinlichkeit
nicht voneinander unabhéngig.

Folgerung 1. Sind die Ereignisse A und B voneinander unabhdngig, so sind es
auch die Ereignisse A und B, A und B und auch die Ereignisse A und B.

Beweis. Es geniigi zu zeigen, daB8 aus der Unabhingigkeit von 4 und B die
Unabhangigkeit von 4 und B folgt; das Weitere ist damit klar. Es seien also 4 und
B unabhiingig, d.h., es gelte P(4 n B) = P(4) - P(B). AusB=(4nB)u(d nB)
und (4 nB)n (4 n B) =@ folgt nach Axiom 3 die Beziehung P(B) = P(4 n B)
+ P(4 n B). Mit P(4 n B) = P(A) - P(B) erhalten wir daraus

P(4 n B) = P(B) — P(4) - P(B) = (1 — P(4)) P(B) = P(d) - P(B),
d. h., 4 und B sind voneinander unabhingig

Das nachfolgende Beispiel soll nicht nur den Begriff der Unabhiingigkeit zweier
Ereignisse illustrieren, sondern auch die Erweiterung der Definition der Unabhiingig-
keit auf den Fall von mehr als zwei Ereignissen vorbereiten.

Beispiel. Wir wiirfeln einmal mit zwei Wiirfeln — die Wiirfel denken wir uns
numeriert — und betrachten die folgenden Ereignisse:

A ... Die mit Wiirfel 1 gewiirfelte Augenzahl ist ungerade.

B ... Die mit dem Wiirfel 2 gewiirfelte Augenzahl ist gerade.

C ... Die gewiirfelten Augenzahlen sind beide gerade oder beide ungernde
Neh.men wir an, daB alle 36 moglichen Ergebnisse des einmaligen Wiirfelns mit zwei
Wiirfeln gleichwahrscheinlich sind, so erhalten wir (mittels der klassischen Defini-
tion der Wahrscheinlichkeit)

18 1
P(4) = P(B) = P — =
(4) = P(B) = P(C) = oo = &,
PAnB)=PAnC)=PBnC) ==L
- - T 36 4
Die Ereignisse 4, B und C sind also paarweise voneinander unabhingig. Es gilt

aber z. B. P(C|4 n B) = 0 % P(C), d. h., das Ereignis C ist nicht unabhingig vom’
Ereignis ‘A n B. Man wird also die Ereignisse 4, B und C nicht als vollstindig von-
einander unabhiingig bezeichnen.

Dehmtlon 2 Dle zufilligen Ereignisse 4,, 4, ..., 4, heiBen vollstindig (unter-
der) bhingig (auch: stochastisch bhingig), wenn fiir ]ede natiirliche Zahl
k<n und behebl.ge patiirliche Zahlen 4y, ..., mit 1 < §; < - < §; < n die Be-

ziehung
P(4; 0+ nd;) = P(4;) - P(4,) 2
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gilt. Die zufilligen Ereignisse 4,, 4,, ..., 4,, ... einer nnendlicilen Folge heiBen
vollstindig unabhiingig, wenn fiir jede natiirliche Zahl » die Ereignisse 4,, 4,, ..., 4,
vollstindig unabhiingig sind.

Folgerung2 Sind die Ereignisse A,, Ay, ..., A, vollstindig unabhdngig, so sind
ste auch paarweise unabhingig.

Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus Definition 2. Wie obiges Beispiel zeigt,
ist aber die Umkehrung falsch, d. h., aus der paarweisen Unabhiingigkeit folgt nicht
die vollstindige Unabhingigkeit.

Zum AbschluB wollen wir einen Satz angeben, der i te Einsichten dber Wahrscheinlich
keitafelder und auch dber den Begriff der Unabhingigkeit vermittelt.

Satz 1 (Borel-Cantellisches Lemma). Es seien [¥, P) ein Wahracheinlichkeitsfeld und (4,)nen
eine Folge zufilliger Ereignisse A, € W. Mit A, bezeichnen wir das zufdllige Ereignis, das genau dann
eintritt, wenn unendlich viele Eresgnisse der Folge (Agz)ney einireten.

a) GWEP(A.)< 00, 80 18t P(Aes) = 0, d. h., mit Wahracheinlichkeit 1 treten hochstens endlich
viele Ent;;soue der Folge (Ay)aey in.

b) Gile L‘ P(A,) = oo und sind die Ereignisse A,, A,, ... paarweise voneinander unabhingig,
s0 gilt P(A,,) =1

Dieser Satz, den wir nicht beweisen wollen, spielt beim Beweis von Verschirfungen des Gesetzes

der groBen Zahlen eine wesentliche Rolle. Wir wollen aber weni, begriinden, da8 die Aussag
des Satzes fiberhaupt sinnvoll ist, d. h., daB A, € ¥ gilt. Dies folgt wegen der Elgennchnﬁon eines

Ereignisfeldes (vgl. 1.4., Definition 1 und Folgerung 1) auf(}mndderBezlehnng A = n UA.
N0 kmn
(Sind 4,, 4,, ... Teil einer Grundmenge 2, 80 ist Ao :_ﬁ UA, der sogenannte Limes
N0 ke=n
superior der Folge (4,)aey; ©8 gilt genau dann z € Ao, wenn z Element unendlich vieler Teil-
mengen A, ist.) .

3.4.  Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit dient zur Berechnung der Wahrschein-
lichkeit P(B) eines zufilligen Ereignisses B aus den Wahrscheinlichkeiten P(4;)
eines vollstindigen Systems (4,, 4, ..., 4,) von Ereignissen 4; (vgl. 1.3., Defini-
tion 6) und den bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|A4;) des Ereignisses B beziiglich
4,0=1,2,...,n)

Satz 1. Es sesen [%, P] ein Wahrscheinlichkeitsfeld und (4,, A,, ..., A,) eine Menge
von paarweise unvereinbaren zufilligen Ereignissen A; € U positiver Wahrscheinlich-
keit (s = 1,2, ..., n), deren Summe das sichere Ereignis ist. Dann gilt fiir jedes zufallige
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Ereignis B€ %
P(B) =.2-. P(B|4;) P(4;) )
(Formel der totalen Wahrscheinlichkeit).

Bemerkung. Die Formel (1) heiBt Formel der tota.len odu' auch voll'h.nd.lgon ‘Wahrschein-

lichkeit, weil man damit aus bedingten Wah eines Enre i B die (unbe-
dingte) Wahracheinlichki it von B berech kmn.dlemd:uemmemenhmgnuohclstotde
llstindige Wahrscheinlichkeit bezeich

7 /Y
m Abb. 19

Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen iiber die Ereignisse A4,, 4,,..., 4
tritt das Ereignis B mit genau einem dieser Ereignisse ein. Das Ereignis B ist
also darstellbar als Summe der » paarweise unvereinbaren Ereignisse B n 4;,
i=1,2,...,n (vgl. Abb. 19):

L]
B=y(Bn4).
=1
Hieraus folgt (vgl. dazu 2.4., Folgerung 1)
P(B) = J P(B n 4,).
i=1
Anwendung des Multiplikationssatzes (vgl. 3.2., Satz 1) liefert schlieBlich
"
P(B) =} P(B|4;) P(4;),
=1

d. h., es gilt (1).

Beispiel. Wir betrachten ein einfaches Modell eines Nachrichteniibertragungs-
systems, bestehend aus einer Nachrichtenquelle, einem gestorten Kanal und einem
Empfiinger (vgl. Abb. 20). Die Quelle sendet genau eines der Signale z,, 2y, ..., 7,
aus, dieses wird iiber den Kanal iibertragen und dabei zu einem der Signale
Y1, Y1, ++1» Ym, und dieses Signal wird vom Empfinger empfangen. Die Quelle sei
dabei durch die Wahrscheinlichkeit p; > 0 des Auftretens der Signale z; (§ = 1, 2,
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..., n) beschrieben; der gestorte Kanal sei durch die Wahrscheinlichkeiten p;; fiir
den Ubergang des Signals z; in das Signal y, (s =1,2,...,7; j = 1,2, ..., m) be-
schrieben. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeiten ¢; des Auftretens der
Signale y; j = 1, 2, ..., m) im Empfénger.

Im |gestorter Kanol Enpldngat]
fx) (x—=y) ty Abb. 20

Wir fithren die folgenden Ereignisse ein:
A; ... Die Quelle sendet das Signal z; (s = 1,2, ..., n).
B, ... Der Empfinger empfiingt das Signal y; (j = 1, 2, ..., m).

Dann gilt 4;n 4, =0 (8 + %), 4, vA4,u - ud, = Q. AuBerdem sind die Zahlen

= P(4;) gegeben und > 0 (§ = 1, 2, ..., n); ferner sind die Zahlen p;; = P(B;|4;)
$=1,2,..,n;j=1,2,,..,m) gegeben. Fiir g = P(B,) erhalten wir damit auf
Grund der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

P(B) = 5 P(B|4) PU), w0 ;=5 pipi (=12, m).

Fassen wir noch die Zahlen p,, p,, ..., p, zur einzeiligen Matrix p und die Zahlen
P11s -+ Pam.Zur Matrix P zusammen, so gilt also fiir die einzeilige Matrix ¢ der Zahlen
1, sy --+» Gm die Bezlel;\mg g = pP, wobei sich die Multiplikation auf der rechten
Seite dieser Gleichung als M;lti;lil:ation zweier Matrizen versteht.
Zahlenbeispiel.n =m = 3,3 = (0,5, 0,3, 0,2)
07 02 0,1
P= (0,3 0,6 0,2)
T \o3 o o7

(Zum Beispiel geht also das Signal z, mit Wahrscheinlichkeit 0,3 in y, und mit Wahr-
scheinlichkeit 0,7 in y, iiber.) Damit ergibt sich q= _pf = (0,5, 0,25, 0,25).

3.5.  Bayessche Formel

Die Bayessohe Formel dient zur Berech der bedingten Wahrscheinlichkeit
P(A,|B) der Ereignisse 4, emol vol.latandxgen Systems (4,, 4,, ..., 4,} von Ereig-
nissen beziiglich eines Erei B positiver Wahrscheinlichkeit (k =12,..n)
aus den Wahrscheinlichkeiten P(4;) und den bedingten Wahrschemhohkelten
P(B|4;)(s=1,2,...,n).
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Satz 1. Es seien [¥, P) ein Wahrscheinlichkeitsfeld, (4,, A,, ..., A,} eine Menge
von paarweise unvereinbaren zufdlligen Ereigns. A; € A positiver Wahrscheinlich
keit (1 = 1,2,...,n), deren Summe das sichere Ereignis ist, und B € % ein zufdlliges
Ereignis positiver Wahrschesnlichkest. Dann gilt

P(BIA:) P(4y)

- P(44|B) = k= 1,2,...,%)

E P(B|A,)|P(4;)
(Bagessche Formel).
Beweis. Es gilt (vgl. 3.2. (2))
P(44B) _ P(Bl4y)
P(4y) P(B)
Hieraus folgt

P(4|B) =

k=1,2,...,n).

P(B|4s) P(4s)
P(B)

Da die Voraussetzungen zur Anwendung der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit
erfiillt gind (vgl. 3.4., Satz 1), erhalten wir damit

P(B|4,) P(4))
‘z'; P(B|4;) P(4))

(k=1,2,...,n).

P(44B) = (k=1,2,..,m),

d. h., es gilt (1).

Beispiel. Wir setzen das Beispiel aus dem Abschnitt 3.4. fort und interessieren
uns jetzt fiir die Wahrscheinlichkeit ry,, daB das Signal z, gesendet wurde, wenn das
Slgnsl Y empfangen wurde. (Man bezeichnet diese Wahrscheinlichkeiten oft als

RiickschluBwahrscheinlichkeiten.) Es gilt mit obigen Bezeichnungen
ri = P(A,|B,). Mittels der Bayesschen Formel erhslten wir

P(B)|4:) P(4y) _ P12
ra = P(4, B)=—=——
w = P(44|By P(B,) o
k=1,2,...,n;5=12,...,m),
wobei die Zahlen g; durch ¢, = 2 Pipi G = 1,2, ..., m) gegeben sind.

Zahlenbeispiel. Wir verwenden die Angaben des Zahlenbeispiels aus dem Ab-
sohnitt 3.4. und erhalten

0,70 0,18 0,12
(’!t)l-}.s.s= 040 060 O .

020 024 0,66
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(Zum Beispiel gilt r,, — 2252 % = 0,24, d. h., mit Wahrscheinlichkeit 0,24
9s »
wurde das Signal z, gesendet wenn das Signal y, empfangen wurde.)
Wir wollen die B tung der Bayesschen Formel noch etwas begriinden. Dabei

kénnen wir davon ausgehen, daB ein zufilliger Versuch betrachtet wird, bei dem
jeweils genau eines der Ereignisse 4,, 4,, ..., 4, eintritt. Wir stellen uns vor, dag8
eine direkte Beobachtung des Versuches hinsichtlich des Eintretens der Ereignisse
A,, A4,, ..., A, nicht moghch)st daB aber die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereig;
bekannt smd oder Schitzwerte fiir diese Wahrscheinlichkeiten vorliegen. (In diesem
h ichnet man die Wahrscheinlichkeiten P(4;) (s = 1,2, ...,n)
Auch als a-pmm Wahrscheinlichkeiten.) Beobachtet man nun bei Durchfuhru.ng des
Versuches das Eintreten des Ereignisses B, so ist man bestrebt, diese Information
bei der Entscheidungsfindung dariiber, welches der Ereignisse 4,, 4,, ..., 4, in
diesem Versuch eingetreten ist, zu verwenden. Dazu wird man die bedingten
Wahrscheinlichkeiten P(A4,|B) der Erelgmsse Ay k=1, 2 o n) bezughoh B nach
der Bayesschen Formel berech (Ind Zusa ichnet man die
Wahrscheinlichkeiten P(4,|B) (k= 1,2,...,n) auch als apoatenon - Wahrschein-
lichkeiten.) Eine mogliche und dabei recht nahehegende Entscheidungsregel best/eht
darin, da8 man bei Vorliegen des Ereig B dasjenige der Ereig
A, (k=1,2,...,n) als eingetreten ansieht, das unter der Hypothese ,Ereignis B
ist eingetret.en“ die groBte Wahrscheinlichkeit hat; man wiihlt also dasjenige Ereig-
nis unter den Ereignissen 4, (k¢ = 1, 2, ..., n) aus, das unter der Beobachtung von B
die groBte Wahrscheinlichkeit hat. Selbstverstindlich ist diese Entscheidung mit
einem Fehler behaftet; es ist aber mdoglich, die Wahrscheinlichkeit einer Fehl-
techeidung geben. Dieses Entscheidungsprinzip liegt vielen Uberlegungen
besonders in der mathematischen Statistik zugrunde; es geht auf TH. BAYES (gest.
1763), einen englischen Geistlichen, zuriick, wurde aber erst nach einer Neuformulie-
rung durch P. S. LapLackE bekannt und verwendungsfihig.

Beispiel. Wenden wir das geschilderte Entscheidungsprinzip auf das oben be-
trachtete Modell eines Nachrichteniibertragungssystems an, so bedeutet dies, da8
wir bei empfungenem Slgnnl v; da.s;emge Signal z, als gesendetes Signal ansehen, fiir
dasdieRii hluBwahr lichkeit r;, im Vergleich zu denZahlenry, (k = 1,2,...,n)
maximal ist, d. h., das die groBte Wahrscheinlichkeit hat, gesendet worden zu sein.
Fiir das Zahlenbeispiel bedeutet dies; daB bei empfangenem y, auf z,, bei empfan-
genem y, auf 2, und bei empfangenem Signal y, auf z, entschieden wird. (Diese drei
Entscheidungen sind mit Fehlern behaftet; die Wahrscheinlichkeit einer Fehlent-
scheidung beim SchluB von y, auf , betriigt 0,3, die beim SchluB von y, auf z, betriigt
0,4 und die beim SchluB von y; auf z, betrigt 0,44.)
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Der Begriff der ZufallsgriBe ist von zentraler Bedeutung in der Wahrscheinlichkeits-
theorie und deren Anwendungen. Mittels ZufallsgroBen werden zahlenmiiBig erfaB-
bare Merkmale bei zufiilligen Erscheinungen beschrieben. So werden z. B. die Anzahl
der AusschuBteile in eirfer Stichprobe aus der Tagesproduktion eines Betriebes, die
Anzahl der von einer radioaktiven Substanz in einer bestimmten Zeit emittierten
a-Teilchen, die Lebensdauer einer Gliihlampe oder das Ergebnis irgendeines MeBvor-
ganges in der Technik durch ZufallsgroBen beschrieben. Hiufig dient die Durch-
fiihrung eines zufilligen Versuches dazu, einen zahlenmiiBigen Wert einer Zufalls-
groBe zu ermitteln. Es liegt in der Natur der Sache, daB bei Wiederholungen des
zufilligen Versuches verschiedene Werte der Zn.fu.llsgroBe beobachtet werden konnen.
Fiir die wahrscheinlichkeitstk ti K hnung einer ZufallsgréBe reicht
nun die Angabe der Menge der denkbaren Werte nicht aus; man benétigt vielmehr
die Wahrscheinlichkeiten von solchen zufiilligen Ereignissen, die mit der betrachteten
ZufallsgroBe im Zusammenhang stehen, z. B. die Wahracheinlichkeiten, mit denen
die ZufallsgroBe bestimmte Werte oder Werte aus bestimmten Intervallen annimmt.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit sogenannten diskreten Zufallsgrofen be-

sohiiftigen, deren gemeinsames K ichen darin besteht, daB sie endlich oder
abzihlbar-unendlich viele Werte annehmen konnen; in Kn.pitel 6 befassen wir uns
mit ten stetigen Zufall aﬂen, deren denkbare Werte ein Intervall ausfiillen.

Diesen Batmohtungen wollen wir die allgemeine Definition der Zufallsgréfe —.
die Bezug nimmt auf den Begnﬂ des Wahrscheinlichkeitsraumes — ‘und die Deﬁ.
nition der Verteslungsfunktion einer ZufallsgroBe voranstellen.
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44.  Aligemeine Definition der ZufallsgréBe

Die folgenden Abschnitte enthalten zu den hier allgemein eingefiihrten Begriffen
viele Beispiele und Motivati so daB sich bald ein gewisses Vertrautsein mit
diesen Begriffen ergeben wird.

Definition 1. Es sei [2, %, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine auf 2 definierte
reellwertige Funktion X (w € 2 — X(w) € R) heiBt eine Zufallsgrope (iiber [2, ¥, P]),
wenn fiir jede reelle Zahl

(w € 2: X(w) <2} €A

gilt.

Um MiBverstindnissen vorzubeugen, die sich aus der Bezeichnung ,,ZufallsgroBe“
ergeben konnten, sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB eine ZufallsgroSe X
(iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum [£2, %, P]) eine Funktion ist, d. h., daB durch
Angabe der unabhiingigen Veridnderlichen w (€ £2) der Wert X(w) (€ R) der Zufalls-
groBe X eindeutig festgelegt ist. Die Zufilligkeit liegt allein in der Auswahl der unab-
hiingigen Veriinderlichen » € Q, und diese Auswahl erfolgt gemid8 dem Wahrschein-
lichkeitsmaB8 P. Wir wollen nun die Definition 1 weiter erliutern. Dabei schreiben
wir anstelle von {w € 2: X(w) < z} kurz (X < z), entsprechend schreiben wir anstelle
von {w € 2:a < X < b} bzw. (w € 2: X(w) =¢} kurz (@ £ X < b) bzw. (X =¢).
Die Definition 1 besagt dann, da8 bei einer ZufallsgroBe X jede der Mengen (X < z),
z € R, zur o-Algebra % von Teilmengen der Menge 2 gehort, d. h., daB jede dieser
Mengen zum Definitionsbereich von P gehért. (Hieraus ergibt sich unschwer, daBauch
jede der Mengen (¢ < X < b) und (X = ¢) zum Definitionsbereich von P gehért.)
Damit ist es sinnvoll, von der Wahrscheinlichkeit dafiir zu sprechen, daB eine Zu-
fallsgroBe X einen Wert kleiner als z (2 € R) annimmt. Fiir diese Wahrscheinlich-
keit, d. h. fiir P({w € 2: X(w) < z}), schreiben wir kurz P(X < z).

Definition 2. Es seien [, %, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zu-
fallsgréBe iiber [2, A, P). Die durch
Fy(z)=PX<2z), zcR, (1)
definierte Funktion Fy heiBt Verteilungsfunktion der ZufallsgroBe X.

Der Wert der Verteilungsfunktion F, einer ZufallsgréBe X an der Stelle z ist also
definitionsgemaB gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die ZufallsgroBe X einen
Wert annimmt, der kleiner als z ist. ’

Mittels der Verteilungsfunktion einer Zu.fa]]sgroBe kann man die Wahrscheinlich-

keiten praktisch aller mit dieser ZufallsgréBe im Zi g stehenden zufélli-
gen Ereignisse ausdriicken. So gilt z. B.
Pla £ X <b) = Fy(b) — Fxla); @

den Nachweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser.
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Auf der Grundlage der Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie Iassen sich die im
folgenden Batz aufgefiihrten Eigenschaften einer Verteilungsfunktion F beweisen.

Satz 1. Es ses F die Verteslungsfunktion einer Zufallsgrofe. Dann gilt:
i. Firallez ¢ Rist 0 < F(z) < 1.

2. F ist monoton nichi-fallend (z, < zy => F(z,) < F(z,)).

3. F st linkssestig stetrg (lim F(z) = F(z,)).

4. lim F(z) = 0, lim F(z) = 1.

2+—c 2—++00

Beweis. Es bezeichne X eine ZufallsgroBe mit der Verteilungstunktion F.

1. Da F(z) die Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses angibt, gilt 0 < F(z) <1
(vgl. 2.4., Axiom 1),

2. Aus 2, < z, folgt (X <2;) & (X <a,) und hieraus (vgl. 2.5, Satz' 4) P(X < z,)
S P(X < z,),d. h. F(z;) S F(zy).

3. Iat (zy) eine Folge reeller Zahlen z, < a mit lu:nz.—a, 80 gilt (X < z,) & (X < Zpqq)
und U(X<z.) (X < a). Hieraus folgt (vgl. 2.4., Snu 1) P(X < a) —hmP(X<Z.). d.h.
F(u)=hm1"(z.),womtd.|e kaseitige Stetigkeit von F bewi ist. >

4. Dte"‘ i der b G te folgt aus der Monotonie und der B ink
vonF(An-ngenlnnd2),nn.ﬂndsmglltoﬂenbuOShmF(z)§lml"(z‘)§1 Elgsnngta.lno

2—++00
ru zeigen, daB lim F(—») = 0 und lim F(n) = 1 gﬂt,woboxndeengodﬂmﬂthohonZ&hlen

00 00
durchliuft. Dazu betrachten wir die paarweise unvereinbaren Ereignisse 4; = (j — 1 < X < j),
#=0,+£1, £2,...). Dann gilt (vgl. 2.4., Axiome 2 und 4)

1=P@Q)= P(’_QQA,) =i_§wp(4,) —lm 3 P(4)).

00 jm—n+1
Wegen (2) gilt
P4) = P(j — 1S X < ) = FG) — FG — 1)
und folglich
.
lim L‘ P(A,) = hm Z' (FG) — F(§ — 1)) = lim (F(n) — F(—n)).
o0 jm—ntl -—nt1 w00
Insgesamt gilt also lim F(n) — limF(—n) =1
0 Py
Da die Differenz zweier zwischen Null und Eins gelegener Zahlen nur dann den Wert Eins haben
kann, wenn der Minuend gleich Eins und der Subtrahend gleich Null ist, folgt hieraus lim F(n) = 1
und lim F( n) = 0, womit nun alles bewiesen ist. Wir stellen nur nooh fest, da8 s:;:m Eigen-
haften. 2 und 4 ittelbar.die Eigenschaft 1 folgt.
Bemerkung. Die in Satz 1 angegebenen Eigenschaften sind in dem Sinne charakteristisch,

daB es zu jeder Funktion F, die dieee Eigenschaften hat, eine ZufallsgrdBe X gibt, deren Ver-
teilungsfunktion Fy mit der Funktion F ibereinstimmt.
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SchlieBlich weisen wir noch auf die Giiltigkeit der Gleichung
P(X = ¢) = Fx(c + 0) — Fx(c) (3)

hin; dabei bezeichnet Fy(c + 0) den rechtsseitigen Grenzwert der Verteilungs-
funktion Fy der ZufallsgroBe X an der Stelle c. Ist also ¢ ein Stetigkeitspunkt der
Verteilungsfunktion von X, so nimmt X den Wert ¢ mit der Wahrscheinlichkeit
Null an, d. h., das Ereignis (X = c) ist ein fast unmogliches Ereignis.

Mit (3) besta.tlgt man dann leicht die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen:

Pla < X < b) = Fx(b) — Fxla + 0), 0]
Pla < X S b) = Fx(b + 0) — Fx(a +0), ®)
P(a < X <b) = Fx(b + 0) — Fx(a), )

die im Verein mit (1) zeigen, wie man mittels der Verteilungsfunktion Fy die Wahr-
heinlichkeit dafiir berechnet, da8 die ZufallsgroBe X einen Wert aus einem beliebig
vorgegebenen Intervall annimmt.

Wir wollen nun kurz Funktionen von ZufallsgroBen behandeln. Zuvor beschif-
tigen wir uns mit der Gleichheit von ZufallsgroBen. ZufallsgroBen sind Funktionen,
und damit ist die Gleichheit zweier ZufallsgroBen eigentlich bereits definiert. In der
Wahrscheinlichkeitstheorie ist es aber zweckmiBig und iiblich, einen etwas alige-
meineren Glelch.heltsbegnff zugrunde zu legen, der die Besonderheit des gemeinsamen

Definitionsb (= Grundmenge eines Wahrscheinlichkeit: ) in ange-
paBter Weise beriicksichtigt.
Definition 3. Zwei iiber einem gemei Wahrsoheinliohkeit: [Q, %, P]
definierte ZufallsgroBen X und Y heiBen gleich (symbolisch: X = ¥), wenn
Pl(w € 9: X(w) = F(w))) =1 "

gilt, d. h., wenn das Ereignis (X = Y) ein fast sicheres Ereignis ist.

Satz 2. Es seien [Q2, ¥, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine Zufallsgrofe (iiber
[Q, ¥, P)) und g eine auf der reellen Aduc definierte recllwertige stetige Funktion. Dann
vst die durch

(X)) () = 9(X (), weR (8)
definierte Funktion g(X) ebenfalls eine Zufallsgrope (iiber [2, %, P]).

Auf den Beweis dieses Satzes verzichten wir; wir wollen aber noch fiir einige
spezielle Funktionen g die Verteilungsfunktion von Y = g(X) durch die Ve:tel.l\mgs
funktion von X ausdriicken.
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Satz 3. Es ses X eine Zujallsgrofe mit der Verteslungsfunkiion Fy.
1. Pir Y =aX 4 b (a == O reell, b reell) gilt

Fy(@) = Fy (’” : b) fir a>0, )

F,(z):l—F,(’_" ) fir a<O. (10)

2. Fir Y = Xdgilt

_fo fir z <0,
Frie) = {F,(V;) — Fe(~Vz +0) fir z>o0. an
3. Fir Y = |X| gilt ’
o fir z=0,
Frle) = {F,(z) — Fy(—z4+0) fir z>0. a2

Beweis. Es werden die Gleichungen (1) bis (6) verwendet.
1. Esgei a > 0. Dann gilt

Fy@®) =P(Y <2)=P@X +b<2)=
d. h. (9). Im Fall ¢ < 0 erhilt man

(=)

Fy(z)nP(aX+b<.z)=P( "")=1—P( _’_b)-x—rx(’_"
a a a

d. h. (10).

2. Fir z < 0 gilt Fy(z) = P(X?* < z) = 0. Fiir z > 0 erhiilt man
Fy(@) = P(X* < ) = P(1X| < Vz) = P(— Yz < X < Vz) = Fe(Vz) — Fx(— ¥z +0),
d. h. (11).

3. Fir z < 0 gilt Fy(z) = P(|X| < z) = 0. Fiar 2 > 0 erhilt man

Fy(z) = P(X| < 2) = P(—z < X < 2) = Fx(z) — Fx(—2z +0),
d. h. (12).

Unsere allgemeinen Bet; “_c iiber ZufallsgréBen wollen wir mit einem Hin-
weis darauf abschheﬂen, daB bei einer ZufallsgroBe der zugrunde hegende Wahrschein-
lichkeitsraum oftmals gar nicht explizit auftritt. Wesentlich bei wahrscheinlichkeit:
theoretischen Unt: hungen von ZufallsgréBen in Anwendnngxfillen sind die
‘Wahrscheinlichkeitsverteilungen der betrachteten ZufallsgréBen, die durch die Ver-
teilungsfunktionen gekennzeichnet sind.

SohlieBlich weisen wir darauf hin, da8 in manchen Lehrbiichern die Verteilungs-
funktion Fy einer ZufallsgroBe X nicht — wie hier mittels Definition 2 — durch
Fr(z) = P(X < z), sondern durch Fy(x) = P(X < z) eingefiihrt wird.
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4.2.  Definition der diskreten ZufallsgréBe

Definition 1. Eine ZufallsgroBe heiBt diskret, wenn sie endlich oder abzéhlbar-
unendlich viele Werte annehmen kann, d. h., wenn der Wertebereich eine hochst:
abzihlbare Menge ist.

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung kénnen wir eine diskrete
ZufallsgroBe X dann als gegeben ansehen, wenn die verschied Werte z, der
ZufallsgrBe X und die sogenannten Einzelwahrscheinlichkesten py = P(X = z;),
mit denen die ZufallsgroBe X diese Werte annimmt, gegeben sind. Dabei fiihrt man
in konkreten Fillen zweckmiBig nur solche Werte z; an, fiir die die zugehdrige
Einzelwahrscheinlichkeit p, positiv ist; wir wollen dies aber nicht streng vereinbaren,
da sich dadurch bei theoretischen Betracht unnétige Erschwernisse ergeben.

Man kennzeichnet eine dmkrebe Zuin,llsgroﬂe X, die die Werte z; mit den Wahr-

heinlichkeiten p, annimmt, gern durch die sogenannte Verteslungstabelle

FEESES
X: » Pe=PX =gz), (1)
P | Pa| Ps | -

die man — falls méglich — auch graphisch darstellt (vgl. Abb. 21).

P(Xex)
“ P2
"l
A
? Tbon,  Abb. 21
X, X2 XJ X‘ v Xn x
DaB durch die Verteilungstabelle die Verteilungsfunktion der betrachteten Zu-

fallsgréBe tatsichlich festgelegt ist, zeigt u. a. der folgende Satz

Satz 1. Es sei X eine diskrete Zufallsgrofe mit der Verteilungstabelle (1). Dann
gelten die folgenden Aussagen:

Lp20, Yp=1
3
2. Fe(z) = J' P, wobei die S tion iiber alle diejensgen k zu erstrecken ist, fiir
Em<z

die z, < z gilt.
3. Die Verteilungsfunktion Fy ist eine Treppenfunktion, die an den Stellen z,
Spriinge der Hohe p, besitzt.
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Den einfachen Beweis dieses Satzes iiberlassen wir dem Leser; er ergibt sich
unmittelbar aus den Axiomen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und durch Zuriick-
gehen auf die Definition der Verteilungsfunktion.

Wir haben in der Definition 1 den Fall, da8 die ZufallsgréBe X nur einen einzigen
Wert z, annehmen kann — diesen Wert nimmt sie dann mit der Wahrscheinlichkeit 1
an — nicht ausgeschlossen. Die zu dieser ZufallsgroBe X gehorige Verteilungstabelle
und die Verteilungsfunktion haben die folgenden einfachen Formen:

1 0 fir z<az,
: y PX=zx)=1; F, = =
x 1 ( %) x(®) {1 fir >z,

(vgl. Abb. 22).

y=Fyix)

Abb. 22

[ ]

Man sagt auch, daB X eine Einqmnldverteilfmg (im Punkt z,) besitzt. Una.bhingig

vom Versuch b t also eine einpunktverteilte ZufallsgroBe immer ein und
denselben Wert. Dieser Fall kann als Grenzfall des Zufilligen angesehen werden.
Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Beispiel

Beispiel. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Schiitze ein Ziel trifft, betrage
bei jedem SchuB 0,4. Es wird vereinbart, da8 nur im Fall des Nichttreffens mit dem
ersten SchuB ein zweites Mal geschossen wird. Wird auch dann das Ziel nicht ge-
troffen, so wird ein drittes und gegebenenfalls — im Fall des Nichttreffens beim
dritten SchuB — ein viertes Mal geschossen. Unabhiingig davon, ob der vierte Schu
ein Treffer ist oder nicht, wird danach kein weiteres Mal geschossen. Mit X be-
zeichnen wir die Anzahl der Schiisse, die von dem Schiitzen abgegeben werden;
X ist eine diskrete ZufallsgroBe. Mogliche Werte dieser ZufallsgroBe sind die Zahlen
1,2,3 und 4. Wir berechnen nun die Einzelwahrscheinlichkeiten p, = P(X = k)
fiir k = 1, 2, 3, 4. Dazu fiihren wir die folgenden Ereignisse ein:

A; ... Der i-te SchuB ist ein Treffer (i = 1, 2, 3, 4).

Es gilt P(4;) = 0,4 und P(4;) = 0,6. AuBerdem sind die Ereignisse 4,, 4,, 4,, 4,
vollstindig unabhiingig (vgl. 3.3., Definition 2). So ist z. B. die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses ,,Treffer mit dem dritten Schu* gleich der Wahrscheinlichkeit diesea
Ereignisses unter der Bedingung, da8 die vorangegangenen Schiisse Treffer waren;
bei dieser Uberlegung spielt also keine Rolle, daB beispielsweise im Fall eines Tref-
fers mit dem ersten SchuB gar keine weiteren Schiisse abgegeben werden.
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Wir driicken ‘nun die Ereignisse (X = 1), (X = 2), (X = 3) und (X = 4) durch
die Ereignisse 4,, Ay, A3, A, aus:
X=1)=4,
X=2=4 041.
(X=3)=4,nd,nA4,,
(X=4)=I,n3',nZ..
" Es zeigt. sich also, daB wir hierzu das Ereignis 4, nicht benétigen.

Unter Beachtung der Unabhiingigkeit der Ereignisse 4,, 4,, 45, 4, erhalten wir
damit '

m=P(X = 1) = P(4,) = 04,

P = P(X = 2) = P(4, n 4,) = P(4,) P(4,) = 0,6 - 04 = 0,24,

ps = P(X = 3) = P(4, n 4, n 4,) = P(4,) P(4,) P(4,)
=06-06-04 =0,144,

po= P(X = 4) = P(4, n 4y n 4;) = P(4,) P(4,) P(4,)
=0,6-0,6-06 = 0,216. '

(Die Berechnung von p, hiitt | wir uns einfacher machen konnen, da die Ereignisse
(X=1), (X=2), (X=3), (X=4) ein vollstindiges System von Ereignissen
bilden und somit p, + py + Py + p, = 1 gilt.)

P(Xex)

04 04

a3 )

0z Q26 06
Qs

q1

Abb. 23

o 1 2

Die Verteilungstabelle der ZufallsgrBe X hat also folgendes Aussehen (vgl.
auch Abb. 23):

1 2 3 4
0,4 10,240,144 | 0,216
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Fiir die Verteilungsfunktion Fy ergibt sich

0 fir 251,
P =04 fir 1<zs<2,
Frz)=PX <z)={ p, +py =064 fir 2<z<3,

P+ Py + Py = 0,784 fir 3<zs<4,

PtPtpto=1 fir z>4
(vgl. auch Abb. 24).

a9 L yaFy(x)

0784

Q6L
a

as qs

ar Abb. 24

43.  Charakteristiken diskreter ZufallsgréBen

Hiiufig ist man gar nicht so sehr an der vollstindigen Kenntnis aller Einzelwahrschein-
lichkeiten einer diskreten ZufallsgroBSe interessiert; vielmehr interessiert man sich

fiir gewmse KenngréBen. — auch Charakteristiken g —, die ebenfalls einen
gewissen AufschluB iiber die ZufallsgréBe und deren Wahrsoheinlichkeitsverteil
liefern. Wir behandeln in di Abschnitt den Erwartungswert und die Stmuung

bei diskreten ZufallsgroBen. Erwartungswert und Streuung gehoren zu den sogenann-
ten Momenten einer ZufallsgroSe.

Definition 1. Es sei X eine diskrete ZufallsgriBe, die die Werte z, mit den Wahr-
soheinlichkeiten p, annimmt. Dann heiBt die durch

EX =§Z|»Pn (1)

definierte Zahl EX Erwartungswert der Zufallsgrofe X ; dabei ist vorausgesetzt, daB
die in (1) auf der rechten Seite stehende Reihe absolut konvergiert, d. h., daB
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2. 1%l Pe < oo gilt. (Diese Voraussetzung ist in dem Fall, da8 X nur endlich viele
E

Werte besitzt, trivialerweise erfiillt, so daB jeder diskreten ZufallsgréBe mit endlich
vielen Werten gemiB (1) ein Erwartungswert zugeordnet ist.)

Der Erwartungswert einer diskreten ZufallsgroBe ist also der gewogene Mittelwert
aller Werte z; von X, wobei als Gewicht eines jeden Wertes z; die zugehorige Einzel-
wahrscheinlichkeit p, verwendet wird. (Die bei einem gewogenen Mittelwert noch
iibliche Division durch die Summe aller Gewichte tritt hier nicht explizit auf, da diese
Summe gleich Eins ist.)

Man haulicht sich gern die Verteil get belle einer disk ZufallsgroBe, diedie Wertez,
mit den W heinlichkeiten p; anni als ein System von Punktmassen, das an denStellen zp
Massen p; besitzt (und folglich die Gesamtmasse Eins hat). Bei dieser Veranschaulichung ent-
spricht dem Erwartungswert der ZufallsgroBe der Schwerpunkt des Punktmassensystems.

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 4.2. betrachtete
ZufallsgroBe X den Erwartungswert: '

EX =) 'zp,=1.04+42.024 4 3.0,144 4 4.0,216 = 2,176.
E

Wie auch das Beispiel zeigt, ist der Erwartungswert i. a. kein Wert der betrachteten
ZufallsgroBe. Selbst dann, wenn der Erwartungswert ein Wert der ZufallsgroBe ist,
wird er i. a. nicht einer derjenigen Werte der ZufallsgroBe sein, die im Vergleich
zu den anderen die groBte Wahrscheinlichkeit haben — solche Werte nennt man
iibrigens Modalwerte — und den man deshalb am meisten erwarten .wiirde. Der
Grund fiir die Benennung von EX als Erwartungswert ist darin zu sehen, da8 das
arithmetische Mittel von beobachteten Werten der ZufallsgroBe ungefiihr gleich dem
Erwartungswert ist, wobei dies um so besser erfiillt ist, je groBer die Anzahl der bei
der Mittelbildung verwendeten beobachteten Werte ist (vgl. 7.4.).

Die folgenden Bitze enthalten Aussagen, die fiir das Rechnen mit Erwartungs-
werten niitzlich sind.

Satz 1. Es seien X eine diskrete Zufallsgrope mit dem Erwartungswert EX und a
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

E(@X +b) =aEX +b. (2)

Beweis. Nimmt die ZufallsgréSe X die Werte z; mit den Wahrscheinlichkeiten
Px an, 8o nimmt die ZufallsgroBe ¥ = aX + b die Werte y, = ax; + b mit den Wahr-
scheinlichkeiten p, an. Also gilt

EY=E(“x+b)=¥ykpk=2(Mk+b)l’k=a§%ﬁ+b{:1’p

Mit EX = 3 2;p, und J p, = 1 folgt hieraus die Behauptung.
) [
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Insbesondere gilt also (@ = 1,5 = —EX)
E(X — EX) =0; (3)

den Ubergang von der ZufallsgréBe X zur ZufallsgréBe X — EX nennt man Zen-
irieren.

Satz 2. Es seien X eine diskrete Zufallsgrofe, die die Werte z mit den Wahrschein-
lichkeiten p, annimmt, und g eine auf der reellen Achse definserte reellwertige stetige
Funlktion. Konvergiert die Reihe ) g(z) pp absolut (d.h., gilt }; |g(zy)| px < 00),
s0 gilt E ¥

Ey(X) = %‘ 9(@4) Pe- 4)

Den Beweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser. Fiir g(z) = z gilt der Satz 2 auf
Grund von Definition 1. Fiir g(z) = (z — c)! bzw. g(z) = |z — ¢|’ (j beliebige natiir-
liche Zahl, ¢ beliebige reelle Zahl) ergibt sich mit (4)

EX —cf = { (o — oY px (5)
bzw.
E|X —cf = ‘F 2 — clf P, (8)

sofern die auf der rechten Seite von (6) stehende Reihe konvergent ist.

ZufallsgréBen mit gleichem Erwartungswert konnen sich noch sehr wesentlich in
den Verteilungstabellen unterscheiden, da der Erwartungswert u. a. keinerlei Aus-
kunft dariiber gibt, wie stark die einzelnen Werte der ZufallsgréBe vom Erwartungs-
wert abweichen. Die gebriiuchlichste MaBzahl fiir die Abweichung der Werte von dem
durch den Erwartungswert beschrieb durchschnittlichen Wert der ZufallsgrBe
ist die sogenannte Streuung.

Definition 2. Es sei X eine diskrete ZufallsgroBe mit dem Erwartungswert EX,
die die Werte z, mit den Wahrscheinlichkeiten p, = P(X = z,) annimmt. Dann
heiBt die durch

DX = E(X — EX)? =} (z; — EX)*p, (7)
k

definierte Zahl DX Streuung (auch Dispersion oder Varianz) der ZufallsgroBe X,
wobei die Konvergenz der auf der rechten Seite von (7) stehenden Reihe (d. h. also
X (zx — EX) p, < 00) vorausgesetzt wird. (Diese Voraussetzung ist wiederum in
s .

dem Fall, daB X nur endlich viele Werte besitzt, trivialerweise erfiillt, so da8 jeder
diskreten Zufallsgré8e mit endlich vielen Werten gemi8 (7) eine Streuung zugeordnet
ist.) Die Zahl

o = VDX ®

heiBt dann Standardabweichung der ZufallsgroBe X.
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Die Streuung einer diskreten ZufallsgroBe X ist also der gewogene Mittelwert
der Quadrate der Abweichungen der Werte z; von X vom Erwartungswert EX d.leser
ZufallsgroBe, wobeials Gewichte wiederum die Einzelwahrscheinlichkeiten ver
werden, mit denen diese Werte auftreten.

Veranschaulicht man sich eine diskrete Zufallsgrofe X (Erwartungswert EX, Streuung D*X)
als ein System von Punktmassen (lmt dem Schwerpunkt EX), so entepricht der Streuung D3X
das Tréghei t dieses Syst: iiglich einer Achse duroh den Schwerpunkt.

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschni 4.2, betrachtete
ZufallsgroBe X die Streuung und die Standardabweichung; dabei verwenden wir
EX = 2,176:

DX = 3 (m — EX)'p, = (1 — 2,176)2. 0,4 + (2 — 2,176)3 . 0,24
k
+ (3 — 2,176)2. 0,144 + (4 — 2,176)3 - 0,216 ~ 2,267,

ox = VDX ~ V2,257 ~ 1,603.

Die im folgenden Satz enthaltene Formel empfiehlt sich hiufig zur Berechnung
der Streuung.

Satz 3. Es ses X eine diskrete Zufallsgrofe mit Erwartungswert EX und Streuung

DAX, die die Werte z, mst den Wahrscheinlichkesten py smmé. Dann existiert EX3,
und es gilt
DX = %‘ 2 — (%‘ z,,p,,)’ = EX? — (EX). (9)

Beweis. Unter Verwendung von (7), (1) und J p, = 1 ergibt sich
®
DX = %' (@ — EX) p, = %' (24* — 2, EX + (EX)") p;
= %‘ =Py — 2(EX)‘12 TP + (EX)’A:.—,' P = %‘ =Py — (%' zkpk)’;

das Weitere ergibt sich daraus mit (4), wenn dort g(x) = a* gesetzt wird.

Veranschaulicht man sich eine diskrete ZufallsgréBe als om Syntem von Punktmassen mit der
Gesamtmasse Eins, so gibt Satz 3 den in der Mechanik und als Stei hen Satz
bezeichneten Sachverhalt wieder, nach dem das Trigheit: t eines solchen Syst: von
Punktmassen beziiglich einer Achse durch den Nullpunkt gleich der S; aus dem Triigheit:
moment beziiglich einer Achse durch den Schwerpunkt und dem Quadrat des Abstandes des
Schwerpunktes vom Nullpunkt ist. Aus diesem Grunde bezeichnet man in der Wahrscheinlich-
keitstheorie die Aussage des Satzes 3 auch als Satz von STEmNER.

Wir bringen nun eine Aussage, die unseren inhaltlichen Vorstellungen vom Begritf
der Streuung gut entspricht.
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Satz 4. Die Streuung einer diskreten ZufallsgroPe ist genav dann gleich Null, wenn
die Zufallsgrope eine Einpunkiverteilung besstzt.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser; er ergibt sich unmittelbar aus (7).

Fiir das Rechnen mit Str ist der folgende Satz niitzlich.

)

Satz 5. Es seien X eine diskrete Zufallsgrofe mit der Streuung DAX und a und b
beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

D¥aX + b) = a*D*X. (10)
Beweis. Mit (7) und (2) ergibt sich
D*aX +b) = E(aX + b — E(@X + b))* = E@@X + b —aEX —b)* .
= E(a%X — EX ) = a*B(X — EX)* = a?D*X.
Insbesondere gelten also die Gleichungen

DY— X) = DX (11)
und
X
D ——|=1. (12)
()
Den Ubergang von der ZufallsgroBe X zur ZufallsgroBe ;X nennt man Normieren.
]i‘iirdieZuf«.llsgnliliesZ=ﬂ gilt also EZ = 0 und D*Z = 1; den Ubergang
X—& VDX
von X zu ———— nennt man Standardisieren.
VD'X
Die soe behandelten Charakteristiken — Erwartungswert und Streunung — gehéren zu den
ten M ten. Wir bri hfolgend die Definition der M

Definition 3. Es seien X eine diskrete Zu!nllagroﬂe die die Werte z;, mit den Wahrsoheinlich-
keiten p, annimmt, j eine natiirliche Zahl und c eine beliebige reelle Zahl. Dann heiBt die Zahl

pile) = B(X —o)i = 2 (2 — c)ipe (13)

bzw.
oyle) =E|X —clf = {7 | — olipy (14)

gewdhnliches bzw. absolutes Moment j-ter Ordnung beziglich ¢, wobei die absolute Konvergenz der
in (13) rechts stehenden Reihe (d. h. also die Konvergenz der in (14) rechts stehenden Reihe)
vorausgesetzt ist. Fir ¢ = 0 spricht man dabei von An]anqmwmaum fiir ¢ = EX von zenéralen
M ten (wobei die Exi von EX g ist).
Man sieht sofort, daB die Gleichungen 4x,(0) = EX, u,(EX) = 0, u3(0) = EX?, xy(0) =

und uy(EX) = DAX = oy(EX) bestehen. Die Gleichung (9) besagt, daB uy(EX) = uy(0) — [1,(0)*
gilt. .
Wir wollen hier noch eine Ungleichung fiber zweite M( te angeben und b
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Satz 6. Es ses X eine diskrete Zujallagrofie mit der Strewung DX und ¢ eine beliebige reelle Zahl.
Dann gilt
DX S pale); (15)

dabes steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn ¢ = EX gesetzt wird.
Beweis. Wir verwenden (13), (1), X' p; = 1, (9) und erhalten
E
tfe) = B(X —c)* = 1;2 (T —cfpe = {.‘ (@4* — 2czp + ) i
={,‘z.'p,—%{‘z,p,+c‘{'p,=EX’—2cEX+c‘
— EX — (EX) + (EX) — 2cEX + o* = DX + (EX — o = D°X,
worsaus sich die Aussage von Satz 8 ergibt.
Satz 6 zeigt, daB die 8 n.nmdenM ten zweiter Ordnung das klei ist. Der Leser
leiche diese Aussage mit, der entap Aussage iiber Trigheit
Der folgende, ohne Beweis ;ngegebene Satz enthilt einige weitere Auugen iiber Momonoe.
wobelwfnrdxegowo} lich g te j-ter Ordnung die B g m; ver -
14(0)), fir die gewdhnli tralen M te j-ter Ordnung d.wBemm.hnnng wy (g
= p,(Ei)) und fiir die absoluten Anfmglmomentn j-ter Ord.mmg die Bezeichnung f; (8; = «,(0)).
Satz 7. Es gelten die folgenden Aussagen:
1. my; = Py, allgemeiner py(c) = oy;(c). ,
2. Ezulurtﬁ,,nmdurtauhﬂ,[ur0< 1< j, und es gilt die Uukmngﬁ,sw?,
3. = ):( —1)i=t ( mmyf—t + (—1)i"1(f —)mf  (§=2,3,..).
(Firj—2lu[ertdmp, my — my?, d. h. die Gleichung (9).)
Von Bedeutung fu.r die Bourtoxlung einer Wahmhmnhchkmhnrtmlnng sind formr dlo durch

die folg g ten, aus den M
Definition 4. Es sei X eine diskrete ZufallsgroBe mit positiver S ung. Dann heiBit
= %x V; . e ..
v=ox = oy Variationskoeffiziens, (16)
E(X — EX)* .
(—') £ - Schiefe, n
or /™)
_BX-BX} ,
——UX.——:*—E—:‘) Ezzep; (18)
dabei ist die Exil der vork den M te und in (16) EX = 0 vorausgesetzt.

Der Variationskoeffizient ist ein auf den Erwutnnguwort bezogenu Slnnlmgmﬁ Die
Schiefe erweist sich als eine MaBzahl fir die An_y trie einer W
wobelmna"‘“, Be X mit der Verteil ktion F als sy trisch (beziigli lu)bemml:n-
net wird, wenn eine Zahl a existiert, so da P(X < a — z) = P(X > a + 2), d. h. F(a — z)
=1 —F(a+z+0)ﬁr]edonelleZahlzg|lc SchlieBlich wird der ExzeB als eine MaBzahl far
die A g einer Wi teilung von der (in 5.4. behandelten) Normalvertei-
lung verwendet. (Far die Normalverteilung gilt n = 0.)
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4.4.  Die diskrete gleichmaBige Vertellung

In diesem und den folgenden Abschnitten behandeln wir einige spezielle Wahrschein-
lichkeitsverteilungen diskreter ZufallsgroSen.

Definition 1. Eine diskrete Zuiallsgroﬂe X mit den Werten z,, z,, ..., z, heiBt
gleichmdpig verteslt, wenn

=PX=m) A=% (k=1,2,...,n) It

gilt. Man sagt dann auch, daB X eine diskrete gleickmipige Verteilung (auf den Werten
Zy, Xy, ..., Ty) besitzt.
1

Eine diskrete gleichmiiBig verteilte ZufallsgroBe ist also dadurch gekennzeichnet,
daB sie nur endlich viele Werte annehmen kann und alle diese Werte die gleiche
Wahraoheinlichkeit haben. (Eine gleichmiiBige Verteilung auf abzihlbar-unendlich
vielen Werten kann es offenbar nicht geben.)

In Anwendungsfillen wird man eine Zufallsgré8e mit endlich vielen Werten dann
als gleichmiBig verteilt ansehen, wenn die ZufallsgréBe — anschaulich gesprochen
— keinen ihrer Werte bevorzugt. 8o wird man z. B. annehmen, daB beim Wiirfeln
die Augenzahl eine (auf den Zahlen 1 bis 6) gleichmiiBig verteilte ZufallsgréBe ist
und daB die beim Tele-Lotto ermlttelben Zahlen eine gleichmiBige Verteilung be-
sitzen.

Fiir den Erwartungswert EX einer auf den Werten 2, zy, ..., 2, gleichmiBig
verteilten Zufn.llsgroﬂe ergibt snch.(,vgl 4.3. (1))

EX = — Z s 2
N k=i
also das arithmetische Mittel der Werte; fiir die Streuung gilt (vgl. 4.3. (9))
., ) 3
D’X:l):‘;c,’—(-l—z‘z.). 3)
N kel N ket

4.5.  Die Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung, die groBe praktische Bedeutung
besitzt. AuBerdem stellt sie ein geeignetes Hilfsmittel bei der Untersuchung von
GesetzmiBigkeiten zufalliger Erscheinungen dar, die fiir die Wahrscheinlichkeits-
theorie und fiir ihre praktische Anwendung von fund taler Bedeutung sind.
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Definition 1. Es seien n eine beliebige natiirliche Zahl und p ~ei::\e zwischen Null
und Eins gelegene Zahl. Eine Zufallsgré8e X, die die Werte 0, 1, 2, ..., » annimmt,
heiBt binomialverteilt mit den Parametern n und p, wenn

P =p = (}) # - prt ®

fir £ =0,1,2,...,n gilt. Man sagt dann auch, daB X eine Binomialverteilung mit
den Parametern n und p besitzt.

Bevor wir die Binomislverteilung etwas genauer untersuchen, wollen wir uns mit
dem Vorkommen der Binomialverteilung beschiiftigen. Ausgangspunkt ist ein zufil-
liges Ereignis 4, das im Ergebnis ei.es bestimmten zufilligen Versuches mit der Wahr-
scheinlichkeit P(4) = p auftritt. Die (zufillige) Anzahl H,(4) des Auftretens von
A in n unabhingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen des betrachteten
zufiilligen Versuches ist eine diskrete Zufallsgrofe mit den » + 1 Werten 0, 1, 2, ..., n.
Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiten ~

o= P(H(A) =¥ fir £=0,1,2,..,n

bercchnen. Das Ereignis (Ho(a) = k) tritt genau dann ein, wenn in der beschriebe-
nen Versuchsserie k-mal das Ereignis 4 und (n — k)-mal das Ereignis 4 eintritt.
Jede solche Ereignisfolge besitzt wegen der Unabhiingigkeit der einzelnen Ver-

suche die Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)*—%. Da es (:) Ergebnisfolgen gibt, bei denen

k-mal 4 und (n — k)-mal 4 vorkommt, ergibt sich
P =1 = (}) 0 — @

Die — als ZufallsgroBe aufgefaBte — absolute Hiufigkeit des Eintretens des Ereig-
nisses A (P(A) =p) in # unabhangigen Wiederholungen des zugrunde liegenden
Versuches besitzt also eine Binomialverteilung mit den Parametern » und p (vgl.
hierzu 2.1.).
Um die Abhingigkeit der Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = k) einer mit den
Parametern # und p binomialverteilten ZufallsgroBe von diesen Parametern hervor-
heben, benutzt man gelegentlich fiir diese Zahlen die Bezeiochnung b(k; », p),

bk; n, p) = (’,:) 1 —py-*. ®

Der Name Binomialverteilung beruht darauf, daB die Einzelwahrscheinlichkeiten
b(k;n,p) fir ¥=0,1,2,...,,n die 8 den der Binomialentwicklung von

[(1 — p) + )" sind, womit auch die Beziehung Z-‘ b(k; n, p) = 1 klar ist.
k=0
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Die Binomialverteilung geht auf JAKoB BERNOULLI (1654—1705), einen der ersten Bearbeiter
der Theorie der Wahrscheinlichkeit zuriick. JAkoB BERNOULLI und sein ebenso berithmter
Bruder JoEANN BERNOULLI (1667 —1748) gehéren zu den bedeutendsten Schiilern von G. W. Le1B-
NIz (1646—1716); JaKoB BERNOULLI lehrte von 1687 bis zu seinem Tode an der Universitit

Basel. Vonlhm die ,,An jeotandi‘ (p 1713 veréffentlicht), eines der ersten Bicher
iiber Wahracheinlichk g; sie enthilt wesentliche Aussagen insbesondere auch zur
Bummmlvamllung Die Bmommlverbellung findet man deshalb auch hﬂuﬁg unwr dem Nunen
Bernoulls noch hiiufiger ist die B h des oben beschri

(unabhingige Wlodarholungen ein und desselben Versuches) als Bernoullisches Sdmna

Beispiel. In einem Betrieb werden Stanzteile hergestellt. Der Hersteller ver-
sichert, daB der Anteil der maBgerechten Stanzteile mindestens 909, betriigt. Es
werden nun der laufenden Produktion 20 Stanzteile entnommen; unter diesen be-
finden sich nur 15 maBgerechte Teile. Wir wollen uns mit der Frage beschiftigen,
ob man berechtigt ist, die Angaben des Herstellers hinsichtlich des Anteils der ma8-
gerechten Stanzteile auf Grund der Stichprobe in Zweifel zu ziehen. Dazu betrachten
wir die ZufallsgroBe X, die die (zufillige) Anzahl der nicht maBgerechten Stanzteile
in einer Stichprobe vom Umfang n = 20 angibt. Nehmen wir — entsprechend der
Angabe des Herstellers — an, da die Wahrscheinlichkeit fiir das Produzi eines
nicht maBgerechten Stanzteiles gleich 0,10 (= 10%,) ist, so besitzt die ZufallsgroB8e X
eine Binomialverteilung mit den Parametern n = 20 und p = 0,10. Die Einzel-
wahrscheinlichkeiten P(X .= k) dieser ZufallsgroBe X sind also nach der Formel

P(X = k) = b(k; 20, 0,10) = (2:) 0,10(1 — 0,10)~*

(k=0,1,2, ..., 20) zu berechnen; wir erhalten die Verteilungstabelle

0 1 2 | 3| 4 5| 6 7
0,122 0,270] 0,285 | 0,190 0,090( 0,032 | 0,009 | 0,002

und- P(X = k) < 0,0006 fiir £ = 8, 9, ..., 20 (vgl. Tafel 1 (12.1.) und Abb. 26). Es
zeigt sich damit, daB das oben geschilderte Stichprobenergebnis (6 nicht maBge-
rechte Stanzteile in der Stichprobe von 20 Teilen) unter der Annahme p = 0,10
eine Wahrscheinliohkeit besitzt, die etwa gleich 0,03 = 39, ist. Also wird man auf
Grund dieser Stichprobe die Angaben des Herstellers doch ernsthaft in Zweifel ziehen.
— Will man die Wahrscheinlichkeit p fiir das Produzieren eines nicht maBgerechten
Stanzteiles auf Grund der Stichprobe — also unabhiingig von den Angaben des Her-
stellers — schéitzen, so wird man als Schiitzwert 9 die relative Hiufigkeit des Auf-
tretens nicht msﬂgemchter Teile in der Stichprobe verwenden, d. h., man wird die

Zahl p = % = — = 269, verwenden. (Man iiberlegt sich leicht, daB $ diejenige
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Zahl ist, fiir die die Funktion p — b(6; 20, p) das Maximum annimmt, d. h., da8 p
diejenige Wahrscheinlichkeit p ist, bei der die erhaltene Stichprobe die groSte
Wahrscheinliohkeit hat.)

PfXex)
® 27010285
9 0190
o 1972 wo
1992 go09 9002 0000 pgp, 25
0o 1 2z 3 ¢ 5 6 7 §x

Die groBe praktische Bedeutung der Binomialverteilung zeigt sich schon in diesem
Beispiel. Allgemein konnen wir namlich feststellen, daB die zufillige Anzahl der
AusschuBteile (oder der durch irgendeine andere Eigenschaft ausgezeichneten Teile)
in einer Stichprobe vom Umfang n aus einer laufenden Produktion, deren Ausschu8-
anteil 100 p %, betrigt, eine Binomialverteilung mit den Parametern n und p be-
gitzt. Auch die zufiillige Anzahl der AusschuBteile in einer Stichprobe vom Umfang n
aus einer endlichen Grundgesamtheit (z. B der Tagesprodukt.mn eines Betriebes)
mit einem AusschuBanteil von 100 p %, besitzt eine B; Iverteilung mit den Para-
metern n und p, wenn die Entnahme der einzelnen Teile hinterei der durchgefiihrt
wird und vor jeder Entnahme das vorher entnommene Teil wieder zuriickgelegt
wird. (Man nennt eine so entnommene Stichprobe eine Stichprobe mit Zuriicklegen.
Es ist zu beachten, daB bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen die zufillige Anzahl
der AusschuBteile keine Biomialverteilung besitzt, sondern eine sogenannte hyper-
geometrische Verteilung; mit dieser Verteilung befassen wir uns im néichsten Ab-
sohnitt.)

Fiir die praktische Berechnung von Einzelwahrscheinlichkeiten binomialver-
teilter ZufallsgroBen sind die im folgenden Satz angegeb Aussagen wichtig.

Satz 1. Es gelten die Gleichungen

b(k; n, p) = b(n — k;n, 1 — p), 4
—k

bk + 1;n,p) = k—+l 'l"—b(k i, P), (5)
k 1

bk — 1;n, p) = %”b(k;u. . 6)

n—k+l‘
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Die Beweise fiir die angegebenen Formeln sind durch Benutzung der Definition
des Binomislkoeffizienten und natiirlich unter Verwendung von (3) einfach zu erbrin-
gen. Formel (4) zeigt, daB man sich bei Vertafelungen auf den Fall 0 < » < 0,6
beschrinken kann; die Formeln (6) und (6) sind Formeln zur rekursiven Berechnung
von b(k + 1; n, p) und b(k — 1; n, p) aus b(k; n, p). Ansonsten ist zu beachten, dag
die Berechnung von b(k; n, p) besonders fiir groBe » und kleine p auf Schwierig-
keiten st68t; wir werden spiiter gerade fiir diese Fille geeignete Niherungsformeln
kennenlernen.

Wir wenden uns nun der Bestimmung von Erwartungswert und Streuung bino-
mialverteilter Zufallsgro8en zu.

Satz 2. Es ses X eine mit den Parametern n und p binomialverteslée Zufallsgrofe.
Dann gilt

EX =mnp, ™

DX = np(1 — p), ®

or =Vl —p). ©

Beweis. Wir beweisen nur (7); die Formel (8) ergibt sich durch analoge Rech-
nungen, und (9) ergibt sich sofort aus (8). Fiir den Erwartungswert ergibt sich

Ex=.§'ok-1’<X=k)=.§k( )p*(l—m--* zk( )p*(l—m- -+

k=1

t - :
= (” 1 l) Pl — p)*~ti =nplp +(1 — p)*~! = np.

Wir nehmen zur Kenntnis, daB — in Ubereinsti g mit inhaltlichen
Vorstellungen — der Erwnmmgswert. der absoluten Hn.uﬁgkelt H,(A) des Eintretens
von 4 in n bhiingigen Wiederhol eines Versuches gleich dem Produkt

aus der Versuchsanzahl #» und der Wahrschemhchkelt P(A) dieses Em:gmsses ist
und daB die Streuung fiir p = 0 und p = 1glewhNu]lundfurp=; maximal ist.
Der folgende Satz gibt Auskunft @iber den Variationskoeffizienten v, die Schiefe y und den Ex-
208 7 einer Binomialverteilung.
Satz 3. Es sei X eine mit den P etern n und p bi salverteilte Zujallagrofe. Dann gilé

Y= I/l;p, (10)
np




4.5. Die Binomialverteilung 9

1—-2p
Y=, (11)
Ynp(1 — p)
_1—6p(l —p) 12
T Twi—m )

Auf den Beweis von (11) und (12) verzichten wir, (10) ist auf Grund von (7) und (9) klar. Wir
bemerken noch, da8 im Fall p = -;— die Schiefe y gleich Null ist. In diesem Fall gilt P(X = k)

= P(X = n — k), waa zur Symmetrie der Binomialverteilung mit den Parametern n und p = 1
dquivalent ist. 2

Zum AbschluB der Betrachtungen iiber die Binomialverteilung wollen wir einen
grundlegenden Zusammenhang zwischen der relativen Haufigkeit eines Ereignisses
in n Versuchen (vgl. 2.1.) und der Wahrscheinlichkeit dieses Ereigni fdeck

Satz 4. Es sei A ein zufilliges Ereignis, das im Ablauf eines bestimmien Versuches
mist der Wahracheinlichkest P(A) auftritt. Weiter bezeichne hy(A) die (als Zufallsgrofe
aufgefapte) relative Hdiufigkest des Einiretens von A in n unabhdngsg voneinander
durchgefiihrten Wiederholungen dieses Versuches. Dann gilé

Ehy(4) = P(4), (13)
DW(4) >0 fiir n—>oo. (14)

Beweis. Wir bezeichnen mit H,(4) die (als ZufallsgroBe aufgefaBte) absolute
Hiiufigkeit des Eintretens von 4 in einem Bernoullischen Schema. Nach obigen
Uberlegungen ist H,(4) binomialverteilt mit den Parametern » und p = P(4).
Auf Grund von (7) und (8) gilt also EH,(4) = np und D3H,(4) = np(1 — p).
Zwischen der absoluten Haufigkeit H,(A4) und der relativen Hiufigkeit k,(4) besteht
Hy4)

n

der Zusa hang hy(4) =

a=-—1—~\mdb=0)
n

. Hieraus ergibt sich (vgl. 4.3. (2) und (10) mit

Ehd)=E (M) =L ey =L np=p=rPu,
n n n

1

DYh,(d) = D* (M) — 1w =Lapt—p =212, 0o
n n' n n

Die Beziehungen (13) und (14) zeigen, daB zwischen der axiomatisch eingefiihrten
‘Wabhrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses und den praktisch ermittelbaren
relativen Hiufigkeiten dieses Ereignisses sehr enge Beziehungen bestehen. Die Giiltig-
keit der angegebenen Beziehungen ist bereits ein ausreichendes Motiv dafiir, ‘die
Wahrscheinlichkeit eines zufilligen Ereignisses durch relative Hiufigkeiten zu
schiitzen, wobei dieser Schitzwert einen um so besseren Naherungswert fiir die Wahr-
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scheinlichkeit darstellen wird, je groBer die Anzahl der durchgefiihrten Versuche ist.
Diese Moglichkeit des sinnvollen Schitzens von Wahrscheinlichkeiten macht die
‘Wahrscheinlichkeitstheorie zu einer praktisch anwendungsfihigen mathematischen
Disziplin.

4.6.  Die hypergeometrische Verteilung

Die hypergeometrische Verteilung ist eine diskrete Verteilung, die groBe praktische
Bedeutung vor allem in der statistischen Qualitiitskontrolle besitzt.

Definition 1. Es seien N, M und » natiirliche Zahlen mit M < N und n < N.
Eine ZufallsgroBe X, die die natiirlichen Zahlen k mitk < n,k < M,n —k <N —M
(das sind also die Zahlen k¥ = max (0, — (N — M)), ..., min (M, n)) als Werte
besitzt, heiBt hypergeometrisch verteilt, wenn

PX =} =(7‘!) (s )
(=)

gilt. Man sagt dann auch, daB X eine hypergeometrische Verteilung besitzt.

Wir haben bereits im vorigen Abschnitt darauf hingewiesen, daB die hypergeo-
metrische Verteilung im Zusammenhang mit Stichproben ohne Zuriicklegen auftritt ;
wir wollen dies hier genauer ausfiihren.

Ein Warenposten umfaBt N Teile, unter denen sich M AusschuBteile (oder durch
irgendeine andere Eigenschaft ichnete Teile) befinden. Wir entnehmen dem
Wi et zufb.lhg heinander und ohne Zuriicklegen oder — was auf dasselbe
hinausliuft — auf einmal n Teile; dabei bedeutet ,,zufillig*, daB die mogllchen Stich-
proben alle die gleiche Wahrscheinlichkeit haben sollen. Bezeichnen wir mit X
die als ZufallsgroBe aufgefaBte Anzahl der AusschuBteile in einer solchen Stichprobe,
80 ist' eine natiirliche Zahl k offenbar genau dann ein Wert von X, wenn k < n,
k<M und n — k < N — M gilt. Fiir die Berechnung der Einzelwahrscheinlich-
keiten P(X = k) stellen wir fest, daB das Ereignis (X = k) genau dann eintritt, wenn
von den M vorhandenen AusschuBteilen k¥ Teile in der Stichprobe enthalten sind —

hierfiir gibt es (M)

& Moglichkeiten — und wenn von den N — M fehlerfreien Teilen

N —
n — k Teile in der Stichprobe enthalten sind — hierfiir gibt es ( e :’) Méglich-
keiten. Da es insg t (1:) Méglichkeiten gibt, aus N Teilen n Teile auszuwihlen,
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ergibt sich unter Verwendung der klassischen Definition der Wahrscheinlichkeit (vgl.
2.2. (1)) fiir P(X = k) gerade die Gleichung (1), d. h., X ist hypergeometrisch ver-
teilt. ‘Wir weisen noch darauf hin, daB die (zufiillige) Anzahl der AusschuBteile in
einer Stichprobe mit Zuriicklegen binomialverteilt ist mit den Parametern n und
M

P=%-

Beispiel. Es sei N = 100, M = 5 und n = 10. Es bezeichne X die (zufillige)
Anzahl der AusschuBteile in einer Stichprobe

a) mit Zuriicklegen,

b) ohne Zuriicklegen.
Wir herechnen jeweils die Wahrscheinlichkeit P(X = 1).

) P(X = 1) = b(1; 10, 0,05) = (110) 0,06(1 — 0,05)° = 0,32.

Ol _(E)
1/\10—-1 1/\9
b)PX =1)= 100 =" ~ 0,34.
(o) ()
Es liegt die Vermutung sehr nahe, daB sich die jeweiligen Einzelwahrscheinlichkei-
tender hypergeometrischen Verteilung und der Binomialverteilung dann nicht wesent~
lich unterscheiden werden, wenn der Stichprobenumfang n klein gegeniiber dem
Umfa.ng N des Warenpostens ist (n < N). In diesem Fall hat z. B. das Nlchtzu.ruok-
legen eines entnommenen AusschuBteiles auf die Wahrscheinlichkeit: ung fiir
die niichste Entnahme keinen wesentlichen Einflu8. (In diesem memenhnng ist
die folgende A int t: Die Wahrscheinlichkeit der Entnahme eines Aus-
schuBteiles ist such bei der Btwhprobe ohne Zuriicklegen fiir die einzelnen Entnahmen

gleich ; sie betrigt p = 17,)

Der folgende Satz bestiitigt die oben angegebene Vermutung.
Satz 1. Es gilt [ﬂ.lr kE=012,...,n

M\ (N - M
b, %ﬂ:)p‘u—pr*- @
n
— = pm=oonst

Auf die Darstellung des nicht schwierigen Beweises verzichten wir. Wir entnehmen
8atz 1, daB man im Fall » < N die Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = k) einer
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hypergeometrisch verteilten ZufallsgréBe X durch die Einzelwahrscheinlichkeit:

b(k; n, p) einer binomialverteilten ZufallsgriBe ersetzen kann, wobei p = % zu
setzen ist.

SchlieBlich geben wir Erwartungswert und Streuung einer hypergeometrisch ver-
teilten ZufallsgroBe an.

M
Satz 2. Es sei X eine hypergeometrisch verteslte Zufallsgrofe. Dann gilt mit p = —

N

EX =np, ' 3
N —

DX = nplt — ) —7- @

Den Nachweis hierfiir iiberlassen wir dem Leser. Wir vergleichen noch Erwar-
tungswert und Streuung der (zufilligen) Anzahl der AusschuBteile bei einer Stich-
probe ohne Zuriicklegen (hypergeometrische Verteilung) mit den entsprechenden
Parametern bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen (Binomialverteilung, vgl. 4.5.
(7) und (8)). Wie man sieht, sind die Erwartungswerte bei den beiden Methoden der
Stichprobenentnahme gleich. Hingegen ist die Streuung bei der Stichprobe ohne

N —
Zuriicklegen kleiner als bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen (np(1 — p) - ';
<np(l — p) fiir 1 <n < N); der Unterschied ist aber bei groBem N gering

-n

(l.i.m np(l — p) N o1— np(l — p)), wie dies auch auf Grund von Satz 1 zu erwar-
N—+o0 -

ten war.

4.7.  Die Poissonverteilung

Die Poissonverteilung ist eine diskrete Verteilung auf abzihlbar-unendlich vielen
Werten; sie spielt als G rteilung der Binomialverteilung eine wichtige Rolle,
insbesondere bei der zahlenmiiBigen Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeit
b(k; n, p) fiir groBe n und kleine p.
Definition 1. Es sei 4 eine beliebige positive Zahl. Eine ZufallsgroBe X, die die
Werte 0, 1, 2, ... annehmen kann, heiBt poissonverteilt mit dem Parameter A, wenn
2k
—_ _—— gk
PX=k=17¢ )

fiir k= 0, 1, 2, ... gilt. Man sagt dann auch, daB X eine Poissonverteilung mit dem
Parameter A besitzt.
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DaB durch (1) tateichlich eine Wahrscheinlichkeit definiert ist, ergibt sich unmittel-

%0 Ak
bar unter Verwendung der Reih twicklung der Exp tialfunktion ¢! = 2
: r=0 k

— o0 <4<oo. Un dis Abhiingigkeit der Einzelwahrscheinlichkeiten P(X — k)
einer mit dem Parameter 4 poissonverteilten ZufallsgroBe X von diesem Parameter A
hervorzuheben, benutzt man fiir diese Zahlen gelegentlich die Bezeichnung p(k; 1),

A
Plki2) = 7re” @)
Dw Pomlonvorhllung gnht auf S.D.PomsoN (1781—1840) zuriick, einen auBerordentlich
P tik dnalenNmmtuhlmo.hmBagnﬂendumﬂnmn-
tik verbund: ut(zB;' hes Integral, Poi h i in der Potentialthearie).

Wir geben nun Erwartungswert und Streuung einer mit dem Parameter 4 poisson-
verteilten ZufallsgroBe an; dabei wird auch die Rolle des Parameters 4 klar.

Satz 1. Es sei X eine mit dem Parameter A > 0 poissonverteilte Zufallsgrope. Dann

EX =1, @)
DX =2. 4y
Beweis. Wir beweisen hier nur (3); der Leser beweise (4) zur Ubung. Es gilt
o 2k
EX="‘:'2.p.=§kp(k;l)f—-Zk~k —2'0 —'6“
- = lt_l y R 'y
=l,§",(k—l lz—e = Jele~d = A.
Weiteren AufschluB dber den EinfluB des P ters A bei der Poil ilung gibt der
folgende Satz. .
8atz 2. Es sei X eine mit dem Parameter A > 0 poi ilte Zujallogrofe. Dann gilé
y= % (Variationskosffizient), )
1
-— (Schiefe), Q
4 i (Schiefe), )
0= % (Bzze). @

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen der Binomialverteilung
und der Poissonverteilung her.
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Satz 3 (Grenzwertsatz von PoissoN). Es gilt fiir k =0, 1,2, ...

lim (:) PpEl — p)*t = i—: e-t, (8)

n—>00

Ap=A=const

Beweis, Mitp = 2 gilt
n

Nt — gt = MA= Dok D A AN A
(k)p‘u Pt = “(1 )(1 )

n-n-n n n

L]
Hieraus ergibt sich fiir n — 00, p — 0, np = A = const mit hm(l— -1—) =e!
unmittelbar (8). n

Der Satz 3 zeigt, daB man die Einzelwahrscheinlichkeit: b(k;n,p) einer mit den
Parametern n und p binomislverteilten ZufallsgréBe im Fall einer groBen Zahl n
und einer kleinen Zahl p durch die Einzelwahrscheinlichkeiten p(k; 1) einer mit dem
Parameter 4 = np poissonverteilten ZufallsgroBe ersetzen kann; fiir 2> 1 und

p < 1gilt also
b(k;n, p) ~ p(k; ) mit 2 =mnp. ©)

Da die Zahlen b(k; n, p) besonders fiir den Fall n > 1, p £ 1 schwer zu berechnen
gind, ist (9) fiir die zahlenmiBige Ermittlung von Einzelwahrscheinlichkeiten der

Binomialverteilung sehr niitzlich. Fiir die Berechnung der Einzelwahrscheinlich-

keiten der Poissonverteilung — die man auch bei der Anwendung von (9) benétigt
— sind die im nachfolgenden Satz angegeb Rekursionsformeln geeignet.

Satz 4. Es gelten die Beziehungen

a
Pk +1;2) =k—+—1PU$,l). k=0, (10)
M= L= Spkin,  EZ L. ()

Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus (2).

Die Einzelwahrscheinlichkeiten der .Poissonverteilung findet man fiir- miBig
groBe 2 in Tafeln (vgl. Tafel 2 (12.2.), dort A < 20); fiir groBere 2 werden wir spiter
Niiherungsformeln kennenlernen.

Wir beschiiftigen uns nun mit der Frage, welche in Anwendungsfiillen auftretenden
ZufallsgroBen eine Poissonverteilung besitzen.

LBt sich eine ZufallsgroBe X modellméBig als Anzahl des Eintretens eines zu-
filligen Ereignisses 4 in einer langen Serie unabhiingiger Versuche interpretieren,
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bei denen das Ereignis 4 stets eine kleine Wahrscheinlichkeit hat, so kann X niihe-
rungsweise als poissonverteilt angesehen werden. Die mathematische Begriind
hierfiir ist darin zu sehen, da8 die (zufillige) Anzahl des Eintretens eines Ereig

A in n unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen ein und desselb
Versuches eine Binomialverteilung mit den Parametern n und p besitzt und da8 im
Falln> 1und p < £ 1 die Aussage (9) gllt (Wegen P < 1 wird die Pomsonverteﬂung
oft auch als Verteilung der selt Erei hnet, eine offenbar wenig gliick-
liche Bezeichnung.) ) Den Parameter A setzt man dabei zweckmiiBig gleich dem
arithmetischen Mittel von beobachteten Werten der ZufallsgroBe (vgl. hierzu (3)
und 4.3., Bemerkung vor Satz 1). AbschlieBend hierzu nennen wir einige konkrete
Beispiele von ZufallsgroBen, die unter Bezug auf die oben geschilderte Modellvor-
mll\mg als poissonverteilt a.ngenommen werden konnen die (zufa.ll.lge) Anzahl der
in einer Telefonzentrale withrend einer bestimmt. it ankc den An-
rufe, die Anzahl der Fadenbriiche in einer Spinnerei bei emer bestimmten Garnsorte
innerhalb eines vorgegeb Zeitabschnittes, die Anzahl der Atome einer radio-
aktiven Substanz, die in einem vorgegebenen Zeitn.bschnitt zerfallen.

-]

‘Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel. Eine Ladung Saatgut wird in Pidckchen verkauft. Jedes Piickchen ent-
hélt (rund) 1000 S korner. Von friih Priifungen sei bekannt, daB (etwa)

0,6% der Korner nicht der Soite des Saatgut héren. Wir berechnen die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB in einem (zufillig a,usgewnhlten) Piickchen mehr als fiinf
nicht der Sorte des Saatgutes angehsrige Samenkérner sind (Ereignis B).

Dazu bezeichne X die (zufillige) Anzahl der nicht der Sorte des Saatgutes ange-
hérenden Kérner in einem Pickchen. Den Angaben entsprechend wird angenommer,
daB X binomialverteilt ist mit den Parametern n = 1000 und p = 0,005. Es gilt
dann

P(B)=P(X>5)=1—P(X§5)=1—£‘P(X=k)
k=0

1]
=1— % b(k; 1000, 0,006).

=0
Wir verwenden (9) mit 2 = np = 1000 - 0,005 = 5 und erhalten
5
PB)y~1— ) p(k;5) ~ 1 — 0,616 = 0,384
=0
(vgl._Ta,fel 2 (12.2.)).
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In diesem Kapitel wollen wir uns mit stetigen Zufa.llsgroﬂen befassen, deren gemein-
sames K ichen darin besteht, daB der Wertebereich ein Intervall ist (wobei auch
die Menge R zugelassen ist). Bei stetigen ZufallsgroBen interessiert man sich ins-
besondere dafiir, daB die betrachtete ZufallsgroBe Werte aus einem beliebig vor-

gegebenen Intervall anmmmt Dabel ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine stetige
ZufallsgrdBe irgendei ten Wert annimmt, stets gleich Null, so daB sich
die Wahrscheinlichkeitsvert ilung einer stetigen ZufallsgroBe nicht durch die Angabe
der Einzelwahrscheinlichkeiten charakterisieren li8t. Stetige ZufallsgroBen sind
nun dadurch gekennzeichnet, daB sich die Wahrgoheinlichkeit fiir das Hineinfall
der ZufallsgroBe in ein beliebiges Intervall als Flicheninhalt zwischen der z-Achse
und der sog ten Wahrscheinlichkeitsdichte iiber dem betrachteten Intervall
ergibt. Dies fiihrt also zur Verwendung des Integralbegriffes und insbeéondere auch
zur Verwendung uneigentlicher Integrale (vgl. MfL Band 5, 4.).

Bei der Lektiire des Kapitels 5 beachte der Leser die Analogie bei Definitionen,
Formeln und Aussagen zu entsprechenden Definiti Formeln und Aussagen in
Kapitel 4; sie unterscheiden sich oftmals nur darin, daB anstelle des Summen--
zeichens ein Integral und anstelle der Einzelwahrscheinlichkeit das Differential
der Verteilungsfunktion ateht. .

Unter Einsatz einer nllgememen MaB- und Integrationstheorie kann mn k Imd m'»ige
ZufallsgrdBen gemei deln. Auf diesem Wege lassen sich i d
lichkeiten, Erw-.rmng-wort Streuung und héhere Momente einheitlich durch geelgnm Integrale
dAﬂtAlIen wobel sich im disk bzw. stetigen Fall natiirlich die in diesem Buch mgegobonen

i In und A ben. Den hieran interessierten Leser verweisen wir auf
du Schrifttum (vgl. das hmmrvemwhms am SchluB des Buches). '
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5.1.  Definition der stetigen ZufallsgréBe
Definition 1. Eine ZufallsgréBe X heiBt stetig, wenn es eine auf der Menge R
der reellen Zahlen definierte nichtnegative und — zumindest stiickweise — stetige
Funktion fy gibt, so da8
b
PosX <b)= [ fxle)de )
[

fiir alle reellen Zahlen @ und b mit a < b gilt (vgl. Abb. 26).

Fxlxp) =PX<xy)

Plas X5b)
yafylx)

Abb. 26

Vom Standpunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung konnen wir eine stetige Zu-
fallsgroBe X dann als gegeben ansehen, wenn wir die Funktion fr kennen. Die Funk-
tion"fr heiBt Wahrscheinlichkeitsdichte (auch: Verteilungsdichte, Dichte oder Dichte-
funktion) der ZufallsgroBe X. DaB durch die Dichtefunktion die Verteilungsfunktion
der betrachteten ZufallsgriBe tatsichlich festgelegt ist, zeigt u. a. der folgende Satz
(vgl. 4.2, Satz 1).

Satz 1. Es sei X eine stetige ' Zufallsgroe mit der Dichtefunkiion fx. Dann gelten
die folgenden Aussagen:

1. fx(z) = Ofirallexz € R, flx(z)dx= 1.

2. Fr(z) = ff,(c) dt (vgl. Abb. 27).

3. Die VW‘W’!@‘U’M’IBI‘M& Fy ist eine stetige Funktion, die an allen Stetigkeits-
stellen von fy differenzierbar ist, wobes Fy'(x) = fr(x) gilt.

y Felxg) =PIX <x,)
1

VE,{b)-Fyla)=PlakX % b)

yaFylx)

Abb. 27
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Den Beweis iiberlassen wir auch hier dem Leser; dabei ist zu beachten, daf fiir
eine stetige ZufallsgroBe X und fiir eine beliebige reelle Zahl ¢
PX=c)= f;,(z) dz=0
gilt (vgl. 4.1. (3)). )
Wir bringen nun ein Beispiel.
Beispiel. Wir betrachten die durch

2 2 a+b
— (1 - - fii Sz sb
fz) = b—a( b—a| 2 I) ur a=r=0
0 sonst
gegebene Funktion f (vgl. Abb. 28).
y
b
-y= f(x)
= %L Y = Abb 28

Diese Funktion ist nichtnegativ, und es gilt f f(z)dz = 1 (vgl. hierzu Abb. 28).

Besitat eine stetige ZufallsgrBe X diese Funktion f als Dichtefunktion (fy = f),
8o gilt z. B.

P(x_s_a)=o,P(agxg"’;b) (‘”‘"gxsa) %
P(X 2b)=1.
Fiir die zugehdrige Verteilungsfunktion F' dieser ZufallsgroBe ergibt sich
0 fir z<a,
2("’_ )' fiir aszg“;"’,
Fz) = P(X <2)= f fo dt =
1-2(””)' e 2 X2 <2<,
b—a 2
1 fir z=0%

(vgl. Abb. 29).
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Die durch die Wahracheinlichkeitadichte f bzw. durch die Verteilungsfunktion F!

gekennzeichnete Wahrscheinlichkeit ung bezeichnet man als Dreieckver-
teslung.
y y=Fix)
1 }
b
T Abb. 29
a N 1,'2 x

AbschlieBend geben wir fiir einige spezielle Funktionen g den Zusammenhang zwi-
schen der Wahrsoheinlichkeitadichte fy einer stetigen Zufallsgrde X und der Wahr-
scheinlichkeitedichte fy der Zufallsgroie Y = g(X) an.

Satz 2. Es sei X eine stetige Zufallsgrofe mit der Dichtefunktion fx.

1. Die Zufallsgrofe ¥ = aX + b (a & 0, b reell) besitzt die Dichtefunktion

z —

frz) = ﬁ /x(
2. Die Zufallsgréfe ¥ — X besitat die Dichtefunktion fy,

b), —oo <z <oo. (2)
a

0 fir 2<0,
) = l’—(—-)——(—-)" vz ;Vg ) o a >0. ®
3. Die Zufallsgrofe Y = |X| besstzt die Dichtefunktion fp,

_fo fir z<0,
i) = {Mz) +fr—2) fir z>0.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unschwer mit dem Satz 3 aus Abschnitt 4.1.
i Verwendung der Aussage 3 des Satzes 1.

4)

5.2,  Charakteristiken stetiger ZufallsgréBen

Wir behandeln in diesem Abschnitt Erwartungswert und Streuung als wichtige
Charakteristiken stetiger ZufallsgroBen. Der Leser beachte dabei die Analogien zu
den entsprechenden Definitionen und Aussagen in Abschnitt 4.3. iiber die Charak-
teristiken diskreter ZufallsgroBen.
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Definition 1. Es sei X eine stetige ZufallsgroBe mit der Wahracheinlichkeits-
dichte fy. Dann heiit die durch

EX = [efya)de 0

definierte Zahl EX Erwartungswert der ZufallsgroBe X ; dabei ist vorausgesetzt, daB
das in (1) auf der rechten Seite stehende Integral absolut kdnvergiert, d. h., da8

12l 12(2) 42 < oo gilt.

Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 5.1. betrachtet
ZufallsgrdBe X den Erwartungswert: ’
S b‘) e

E'X=fz[x(z)dz=fz-%(1— 2 >

b—a

-f (i)
+f el e Lt

Die folgenden Siitze sind fiir das Rechnen mit Erwartungswerten niitzlich.

Satz 1. Es seien X eine stetige Zufallsgrofe mit dem Erwartungswert EX und a = 0
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

E(@X + b) =aEX +b. (2)
Beweis. Besitzt die ZufallsgroBe X die Wahrscheinlichkeitsdichte x- 80 besitzt
die ZufallsgroBe: Y = aX + b die Wahrscheinliohkeitsdichte fy, fy(z) = 'x( )
(vgl B.1., Satz 2, Aussage l) Damit erhalten wir unter Verwendung von (1) und
fJ:«) d=1

EY = E(@X +b) fz[y(x)da: f”/,("'_b)d,e

a

= [+ 0ix0dt=a [ifcdt +b ] fely &t = aBX +5.
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-

(Beim Nachrechnen fithre man eine Fallunterscheidung hinsichtlich des Vorzeichens
von g durch!)
Insbesondere gilt also auch fiir eine stetige ZufallsgroBe X die Beziehung

E(X — EX)=0. ®

Batz 2. Bs seien X eine stetige Zufallsgrofe mit der Wahrscheinlichkestsdichte fr
und g esne auf der reellen Achse definierte reelwertige stetige Funktion. Konvergiert

das Integral fg(z) fx(z) dz absolut (d. h., gilt f|g(z)1 fxlz) dz < oo), %0 gilt

Eg(X) = f 9(z) fr(@) de. @

Auf die Darstellung des (iibrigens nicht so ganz einfachen) Bewei icht,
wir, Wir bemerken aber, daB fiir g(z) = z der Satz 2 auf Grund von Deﬁmtmn 1 gilt.
Die Berechnung des Erwartungswertes Eg(X) ohne Verwendung von BSatz 2
o .

hiitte mit der Formel Eg(X) = f Yfax)(¥) dy zu erlolgen, was also erst einmal die

Er der Wahrscheinlichkeitadichte for, der Zufn.l]agroﬂe g(X) erfordert (vgl.
Beweis zu Sstz 1). Dies ist. bei Verwendung von (4) nicht erforderlich, wodurch sich
die Berechnung von Eg(X) oft erheblich vereinfacht; hieraus ergibt sich die Be-
deutung von Satz 2.

Fiir g(z) = (z — c) bzw. g(z) = |z — c|f (j beliebige natiirliche Zahl, ¢ beliebige
reelle Zahl) ergibt sich nach (4)

BX — oy = [z — of frle) do ®)

BIX— o = [le — o o) e, b

sofern das auf der rechten Seite von (6) stehende Integral konvergent ist.

Definition 2. Es sei X eine stetige ZufallsgroBe mit dem Erwartungswert EX
und der Wahrscheinlichkeitsdichte fr. Dann heit die durch

DX = E(X — EXp = fm(z — EXY fy(z) dz ™

definierte Zahl D*X Streuung (auch: Dispersion oder Varianz) der ZufallsgrdBe X,
wobei die Konvergenz des auf der rechten Seite von (7) stehenden Integrals voraus-
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gesetzt wird. Die Zahl
o =VD'X ®
heiBt Standardabweichung der ZufallsgroBe X.
Beispiel. Wir berechnen fiir die im Beispiel des Abschnittes 5.1. betrachtete
ZufallsgroBe X die Streuung; dabei verwend wirEX=";'b:

0o b
an=f(z—EX)*f,(z)dz=f(z_“+")'. 2 (1— 2

2 b—a b—a

z
2 2 1
= . 1 — — = — (b —a).
2[" b'—a( b—a)d‘ 24( a)
0
Die folgenden Biitze gind fiir die Berechnung der Streuung niitzlich.

Batz 3. Es ses X eine stetige Zufallsgrofe mit Erwartungswert EX, Streuung D’X
und Wahrschesnlichkestsdichte fx. Dann existiert EX3, und es gilt

DX = [y(e) e — ( [eteto) az)' = EX* — (EXP. ®

Der Beweis dieses Satzes verliuft analog dem Beweis von Satz 8 (4.3.). (Formal
hat man ' durch f » 23 durch  und p, durch fy(z) dz zu ersetzen.)
E -»

Satz 4. Es seien X eine stebige Zufallsgrofe mit der Stréuung DX und a #+ 0
und b beliebige reelle Zahlen. Dann gilt

DAaX + b) = a?DAX. (10)
Der fiir Satz 5 (4.3.) gegebene Beweis ist auch hier giiltig.
Insbesondere gelten also auch fiir stetige ZufallsgroBe X die Beziehungen

DY— X) = D'X (11)
D (V%) =1. (12)

Wie bei diskreten ZufallsgroBen verwendet man auch bei stetigen ZufallsgroBen fiir
den Ubergang von X zu X — EX den Begriff Zentrieren, fiir den Ubergang von X
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den Begriff Normieren und fir den Ubergang von X zu %

}/x

den Begriff Standardisteren.

AbcohlieBend weisen wir darauf hin, daB Erwartungswert und Streuung — wie bei diskreten
ZufallsgréBen — spezielle Momente sind, die wir in der nachfolgenden Definition charakteri-
sieren.

Definition 3. Es seien X eine stetige ZufallsgroBe mit der Wahrscheinlichkeitadichte fr,
4 eine natirliche Zahl und ¢ eine reelle Zahl, Dann heift

Bile) = B(X — off = [ (z — o [z() d= (13)

oyle) = B |X —cff = f lz — clf fx(z) dz 14)

gewdhnliches bzw MM Moment j-ter Ordnung bezuglich ¢, wobei die Konvergenz dee in (14)
rechts stehend ist. Fir ¢ = 0 spricht man dabei von Anfangsmomenten,
fir ¢ = £X von zenmkn Momenten (wobei die Existenz von EX vorausgesetzt ist).

Die im Anschlu8 an Definition 3 (4.3.) angegebenen A iber Momente gelten auch fir
stetige ZufallsgrdBen. Ebenso sind die aus den Momenten abgvlemtm KenngrdBen Variations-
koeffiziens, Schiefe und Ezzef fir stetige ZufallsgroBen definiert wie fir disk ZufallsgrdBen

(vgl. 4.3., Definition 4).

5.3.  Die stetige gleichmiBige Verteilung

In diesem und den folgenden Abschnitten behandeln wir einige spezielle Wahrschein-
lichkeitsverteil tetiger ZufallsgroBen.

) )

<

1 y=kix
b-a

Abb. 30

a x

Definition 1. Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt gleichmdpsg verteilt (iiber dem
Intervall fa, b]), a < b), wenn die Wahrscheinlichkeitadichte fy die Form

1 " .
fl) = —a fir a <20, o
0 sonst
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine gleschmdpige Verteilung (iiber dem Intervall
[a, b]) oder eine Rechteckverteslung besitzt (vgl. Abb. 30).
Fiir die Verteilungsfunktion Fy ergibt sich

0 fir z<a

2
Fie) =P <2)= [t == fr asosb @
-0 —a
1 fir z=b
(vgl. Abb. 31).
y y=Fild
1 |
Abb. 31
a

Fiir den Erwartungswert EX ergibt sich

o »
EX= ztx<=)dz=fbjaae=“j". ®
fiir die Streuung D*X erhiilt man .
© e b
—[z— =f(e—2E8) L g =2
D’X_f(z EX)’Ix(z)dx_f(z . ) o= @

Eine gleichmaBige Verteilung liegt fiir eine stetige ZufallsgréBe genau dann vor,
wenn sie in Teilintervalle gleicher Liinge ihres Wertebereiches (= Intervall) mit
gleicher Wahrscheinlichkeit hineinfdllt. In Anwendungsfillen wird man also eine
Zufallsgro8e dann als gleichmiiBig verteilt h wenn sie — grob gesprochen —
unter Teilintervallen (ihres Wertebereiches) gleicher Linge keines bevorzugt.

5.4.  Die Normalverteilung-

Die Normalverteilung ist diejenige Verteilung stetiger ZufallsgroBen, die in den An-
dungen der Wahrsoheinlichkeitstheorie sehr hiiufig benutzt wird. Bevor wir aber

hierauf niiher eingehen, wollen wir die Normalverteilung durch die zugehérige Wahr-

scheinlichkeitadichte charakterisieren und ausfiihrlich untersachen.
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Definition 1. Es seien u eine reelle und o eine positive Zahl. Eine stetige Zufalls-
groBe X heiBt normalverteslt mit den Parametern u und o® oder N(u, o%)-verteslé, wenn
die Wahrscheinlichkeitedichte fy die Form

_ls—m
e ¥, —o0<z<o00, (1)

fx(z) ==
o

hat. Man sagt dann auch, daB X eine Normalverteilung mst den Parametern u und o*
oder eine N(u, o%)- Verteilung besitzt (vgl. Abb. 32).

y
1
250
“y=fylx)
— Abb. 32
p-0 u o x

Der Nachweis, da8 durch (1) tatsichlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte definiert
ist, beruht hauptsichlich auf der Gleich

fetdt=Yn (vgl MIL Band 5, 4.3.4. (7).

Fir die Wahrscheinlichkeitsdichte einer N(u,o%)-verteilten ZufallsgréBe ver-
det man allgemein die Bezeichnung @, wobei die Abhiingigkeit von x und ¢* in
der Form )

_lz—w® .
ozipot)=—e >, —c0<z<00 (2)
zum Ausdruck gebracht wird.
Den Einflu8 der Parameter x und ¢* auf Lage und Gestalt der durch (2) gegebenen
Kurve erkennt man bereits aus Abh. 32; die Kurve verliuft symmetrisch zu
der durch # = 4 gegebenen Geraden, sie begitzt an den Stellen 4 — o und x + o

Wendepunkte und hat bei 2 = u ein Maximum mit dem Funktionswert

[
Fiir die Verteilungsfunktion Fy einer N(u, o%)-verteilten ZufallsgroBe X gilt

—n"

Frle) = V%: f T . ®)
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Die in (3) unter dem Integralzeichen stehende Funktion ist nicht geschlossen inte-
grierbar; man kann aber mit geeigneten Verfahren der praktischen Mathematik
fiir jedes z einen Naherungswert zu obigem Integral geforderter Genauigkeit angeben.

Fiir die Verteilungsfunktion einer N(u, o%)-verteilten ZufallsgréBe verwendet man
allgemein die Bezeichnung ®, wobei — analog (2) — die Abhingigkeit von 4 und ¢*
in der Form

: . 1 [t
D(z; u, 0%) = | @(t; 4, o) dt = — 20* ¢ 4
(2; u, o*) ~) olt; u, 0% },zw_: (4

zum Ausdruck gebracht wird.
Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die wahrecheinlichkeitstheoretische Bedeu-
tung der Parameter 4 und o*

Satz 1. Es ses X eine mit den Parametern u und o® normalverieilte Zujallsgrofe.
Dann gilt

DX =8, ®
o _&
Beweis. Mitt = ~—F und [ ¢ * dt = }2n ergibt sich
o . x
f £ 1 ~ _u;p)'
EX = z[(z)dx=f (2; 4, 0% dz = —— | ze " dx

1 .8 1 -t
= te 2dttpu-—|e 2dt=np.
Tz’-‘—m VE—«:
Damit und mit

f:'e'%a—_-fa‘%a:}’ﬁ

erhiilt man

DX = [ (¢ — BX) fx(e) dz = [ (z — p)* p(a; , o) do

~ _a—m® 2o e
=t f(z—-,u)’e = d:r:=i the Tt =o0
0 Vg—

Vams
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‘Uber hdhere Momente der Normalverteilung und @iber aus den Momenten abgeleitete Kenn-
groBen gibt der folgende Satz Auskunft. :

Satz 2. Es ses X eine N(u, 0%)-verteilte Zufallsgrofe. Dann gilt

papn = E(X —EX)¥1 =0, k=1,2,..., ™
py=EX —EX)¥™=1-3...2k—1)o%, k=12,..., 8)
0= % (Variationskoeffizient), ®)
y=0 (Schiefe), (10)
n=0 (Bxzep), (11)

wobes in (9) u + 0 vorausgesetzt ist.

Den nicht schwierigen Beweis dieser Formeln mag der Leser selbst durchfhren. Wir erginzen,
daB eine mit den Parametern u und o* normalvemllm Zuhllsgrﬁﬂe symmetrisch zu z == 4 ist,
und wir stellen also fest, da8 alle auf x4 b M der Ordnung und auch die
Schiefe gleich Null sind. Der ExzeB ist gerade so definiert, da8 diese KenngrdBe speziell fir die
Normalverteilung gleich Null wird (vgl. 4.3., SohluB).

Wir beschiiftigen uns nun mit der N(0, 1)-Verteilung. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
einer N(0, 1)-verteilten ZufallsgréBe wollen wir mit ¢, die zugehérige Verteilungs-
funktion mit @ bezeichnen. Es gilt also

#(z) = plz; 0,1) = V_IE- €7, —w<z< o0, (12)

1 -
¢(z)=¢(:::;0,l)=—fe Tdt, —oo<z<00 (13)
Vo=

(vgl. die Abbildungen 33 und 34).

Die Funktion @ (und iibrigens auch ¢) ist vertafelt (vgl. Tafel 3 (12.3.)); wegen
o(— 7) = p(2), —0 <z < 00, (14)
H(~z)=1—P(x), —00 <z < 00, (16)

kann man sich dabei auf nichtnegative Arg te z besohriinken.
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Wir berechnen nun die W#hrscheinlichkeit dafiir, daB eine N(0, 1)-verteilte Zu-
fallsgroBe X Werte zwischen —k und +k annimmt (k natiirliche Zahl). Es gilt

P(X| <k)y=P(—k < X < k) = (k) — B(—k) = 20(k) — 1; (16)

dabei haben wir (16) und P(X = ¢) = 0 (X stetige ZufallsgréBe, ¢ reelle Zahl) ver-
wendet.

-

y=9ix)

M=

3 2 o0 T2 5y Abb.3

yeplx)
(y=p(x;u0?))

E 2 1 2 %
(u-30) (u-20) (u-0) (W) [(u+0) (L+26) (p+36}  Abb. 35

Fiir k = 1, 2, 3 erhalten wir also (vgl. Tafel 3 (12.3.) und Abb. 36)

P(X] < 1) ~ 0,683 = 68,3%, (17
P(X| < 2) ~ 0,956 = 95,6%, (18)
P(X| < 3) ~ 0,997 = 99,7%. (19)

Die Beziehung (19) driickt aus, daB es praktisch sicher ist, daB eine mit den Para-
metern # = 0 und ¢* = 1 normalverteilte ZufallsgréBe nur Werte zwischen —3 und
+3 annimmt. Der Leser beachte dabei, da8 fiir jedes beliebig vorgegebene Intervall
die Wahrscheinlichkeit des Hineinfallens bei einer N(0, 1)-verteilten ZufallsgriBe
positiv ist; es ist aber praktisch unméglich, daB eine solche ZufallsgréBe Werte aus
einem Intervall annimmt, das zum Intervall von —3 bis +3 disjunkt ist.

Wir zeigen nun, wie man die Werte ®(z; u, 0®) der Verteilungsfunktion einer
mit beliebigen Parametern x4 und o* normalverteilten ZufallsgréBe anhand der
Werte ®(z) der Verteilungsfunktion & einer mit den Parametern 4 = 0 und o® = 1
normalverteilten ZufallsgréBe berechnen kann.
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Satz 3. Fir jede reelle Zahl z gilt

1 —
w(zm.a')=;w(z—6”). (20)
Ploi o) = (f%") (21)
Beweis.
oy =l L L I 1 (e
w(z'l‘:a’)—mae = U.}/2_7¢‘ —:W(_d—')t

B(z;p, o) = [@(t; p, 0¥ &t = lf@('—_—"-)a = [ plu) du = qp(‘”;l‘),
[ g o

Hieraus ergibt sich leicht die folgende Aussage.

Stz 4. Ist X N(u, oY)verteilt, so ist >-—% N(0, 1)-verteilt.
[

Beweis.

Fx;,(2)=P(x:" <z)=P(X<=w+p)

= &(zo + p; p, 0% = ¢’(m+a¢) = P(z).

(Wir beachten, daB wegen EX — 4 und D'X — o die ZufallsgroBo =—# gtets
o

den Erwartungswert Null und die Streuung Eins hat; die wesentliche Aussage des

Satzes 4 besteht darin, daB mit X auch — normalverteilt ist.)

Diese A statten es, in einfacher Weise unter Verwendung einer Tafel
fiir & die Wahrscheinliohkeit dafisr zu berechnen, daB eine mit den Parametern u
und o* normalverteilte ZufallsgroBe X einen Wert aus einem beliebigen Intervall
annimmt. Es gilt

P(a<X<b)=¢(b%/‘_)—¢(;'“)- (22)

¢
Insbesondere erhalten wir fiir eine beliebige natiirliche Zahl &
P(X — | < ko) = B(k) — B(—k) = 20(k) — 1 (23)
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(vgl. (18)), woraus sich fiir k = 1, 2, 3 mit (17), (18) und (19)

P(X — p| < o) ~ 0,683 = 68,3%, @4
P(IX — p| < 20) ~ 0,955 = 95,6%, (25)
P(IX — p| < 30) ~ 0,997 = 99,7% (29)

ergibt. Es ist also praktisch sicher, daB eine N(u, 0%)-verteilte ZufallsgroBe nur Werte
zwischen y — 3¢ und 4 + 3¢ annimmt, d. h., die vom Erwartungswert u einen Ab-
stand haben, der kleiner ist als das Dreifache der Standardabweichung ¢. Diese Regel
heiBt 3g-Regel (vgl: Abb. 35).

Wir wollen nun auf des Vorkommen der Normalverteilung eingehen. Bei vielen in
praktischen Problemstellungen auftretenden ZufallsgroBen zeigt sich (z. B. anhand
von beobachtéten Werten der speziell betrachteten ZufallsgroBe), daB die Wahr-
soheinlichkeitsverteilung sehr gut durch eine Normalverteilung beschrieben werden
kann. Ein i ichen solcher ZufallsgroBen besteht hiufig darin,
daB sie sich durch addmve Uberlagerung einer groBen Anzahl weitgehend vonein-
ander unabhingiger zufilliger Effekte ergeben, wobei jeder dieser Effekte nur einen
im Verhiltnis zur Summe der anderen unbedeutenden Einfluf auf die betrachtete
ZufallsgriBe besitzt. Auf die mathematische Begriindung dafiir, daﬂ solche Zufalls-
groBen in guter Niherung als normalverteilt angesehen werden k gehen wir
spiter ein (vgl. 7.8.). Hier wollen wir nur mitteilen, daB Beobachtungsfehler bei
Merotgangen (z. B. bei Lnngenmemungen) und auch zahlenmiBig erfaBbare Eigen-
schaften eines Produkts bei einer Serienfertigung (z. B. die Druckfestigkeit bei
Betonwiirfeln oder der Inhalt von automatisch gefiillten Flaschen) oftmals als normal-
verteilte ZufallsgroBen angesehen werden.

Beispiel. Auf einer Metallhobelmaschine werden Platten hergestellt, deren
Dicke X untersucht wird. Es wird auf Grund von Erfnhmngen angenommen, daB
X normalverteilt ist und bei einer besti M instellung den Erwartungs-
wert FX =y = 10mm und die Streuung D*X = ¢* = (0,02 mm)’ besitzt. Eine
Platte ist maBgerecht und damit verwendungsfihig, wenn die Dicke zwischen
9,97 mm und 10,056 mm liegt. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine
Platte maBgerecht ist; dabei verwenden wir (22), (15) und Tafel 3 (12.3.):

1005 — 10\ _ o (9,97 — 10
0,02 0,02
= 9(2,5) — B(—1,6) = B(2,6) + B(1,5) — 10,927,

P(9,97 < X < 10,06) = 45(

In Anbetracht der vorgegebenen Toleranzgrenzen ist es infolge der Symmetrie der
Normalverteilung offenbar giinstiger, eine Maschi instellung mit 4 = 10,1 mm
zu wihlen. Bei unverinderter Streuung ¢® = (0,02 mm)? ergibt sich fiir die unter-

hte Wahrscheinlichkeit 0,955, was der Leser mit (25) unmittelbar bestiitigen kann,
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e

Wir wollen unsere Bet: ungen zur N Iverteilung mit einigen Bemerkungen zur Ge-
schichte dieser heute so viel ten und verwend Verteilung vorliufig abschlieBen. Als
Geburtsdatum der Normalverteilung kann man den 12. November 1733 ansehen; an diesem Tage
erschien eine kleine Schrift von A. pE Morvee (1667 —1754, ein aus Frankreich vertriebener und
in London eich mit Ratachligen fir Glickmpleler durch das Leben schlagenrhr hochbegabter

Mathematiker), in der die N 1 ung inschlieBlich Funktionsg — als Grenz-
verteilung der Bmomu]vemllung gelei wird Praktische A d ben sich erst
durch die i U h von P.S. Larrace (1749—1827 1812
erschien sein groBes Werk zur Wahrscheinlichkei hnung) und C.F. Gauss (1777—1855)

im Rahmen der Theorie der Beobachtungsfehler, wobei die Normalverteilung wiederentdeokt
wurda Im danuchapmhlgen Raum wnrd deshsalb das Bild der Wahrscheinlichkeitadichte der
Bsche Glock ve bezeichnet (vgl. Abb. 33). Das sogenannte GauB-

sche Fahlenntbgml
z
2 e
Gz) = — |e " dt 27)
123
[1
hingt mit der Verteilungsfunktion & der N(0, 1)-Verteilung durch die Gleichungen
Gz) =20(z 12) — 1, (28)
1 1 z
W lich zur Verbreitung der Normalverteilung trug der auf sehr.vielen Gebieten

tiitig gewesene belgische Wissenschaftler A. QUETELET (1786 —1874) bei, der als Entdecker der
Normnlvertmlnng fiir die Biometrie gilt und von dem wohl auch der Name ,.Nomnlvertellnng“
Diese Bezeich war fiir allerlei Fehldeutungen AnlaB, Es ist eines der Verdienste
von K leon (1887— 1930 der sich iibrigens intensiv mit der Geschichte der Normalverteilung
hat), festgestellt zu haben, daB es in der Natur durchaus auch ZufallsgrdBen gibt, die

nicht normalverteilt sind und daB dies nicht etwa anormal ist.

5.5.  Die Exponentialverteilung

Die Exp tialverteilung ist eine Vert: tetiger ZufallsgroBen, die in An-
wendungsfu.llen insbesondere bei der Beeohnelb\mg von zufallsabhingigen Zeiten und
Zeitdifferenzen auftritt. Mathematisch zeichnet sich die Exponentialverteilung
dadurch aus, daB sie sehr einfach zu handhaben ist.

Definition 1. Es sei « eine positive Zahl. Eine stetige ZufallsgréBe X heiBt
exponentialverteslt mit dem Parameter , wenn die Wahrscheinliohkeitedichte fr
die Form

fir 2 <0,
fx() =

{ae-“ fir >0 m
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine Ezponentialverteilung mit dem Parameler
besitzt (vgl. Abb. 36).
(Der Leser iiberlege sich, daB durch (1) tatsichlich eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung definiert wird, d. h. insbesondere, da8 f Jx(z) dz = 1 gilt.)

y=fy(x), =2
yetylx), oc=1

Abb. 38
x

Fiir die Verteilungsfunktion Fy einer mit dem Parameter « exponentialverteilten
ZufallsgroBe X gilt
0 fir 2 <0,
=0, 9
Fxlx) = f"(‘)d' { —e* fir 2=>0 @

(vgl. Abb. 37).

Wir geben nun Erwartungswert und Streuung einer mit dem Parameter a > 0
exponentn.lvertellten ZufallsgriBe an; dabei zeigt sich auch die wahrscheinlichkeits-

tische Bedeutung des P ters o.
y J[-&Ix}, as2
7
y=Fy(x), asl
0 " s Abb. 37
Satz 1. Es sei X eine mit dem Parameter & > 0 exp ialverteilte Zufallsgrofe.
Dann gilt
x=1, ®

(-3
1 ]
DX = (—) . @
-3
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Beweis. Wir beweisen nur (3); der Beweis von (4) verliduft entsprechend. Es gilt

'S b b
fzaz"'=-—ze"‘|+fe-"dx_=—be-‘°—-lr"+l.
° o 0 « «

Mit lim (— be=®) — h(—i e-"’) — 0 erhalten wir
b—s00 b—s00

1

EX fz/x(:) dz = f:mr“ dr = hmfzar" dz = g

—o0 b—+00 0
8ind also X, und X, exponentialverteilt mit den Parametern «; und a,, 8o bestehen
im Fall &; < &, die Ungleichungen EX;, > EX, und D*X, > DAX,. Diese Aussagen
stimmen gut iiberein mit der Vorstellung von der Exponentulvettel.lu.ng, die man an-
hand der Abb, 36 von der Exp tialverteilung g

Beuplol. ‘Wir berech die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine mit dem Para-
meter « > 0 exponentialverteilte ZufallsgroBe X einen Wert annimmt, der kleiner
als der Erwartungswert ist. Mit (3) und (2) ergibt sich

B 1
P(X<Ex)=P(x<-1—)=F,(l)=1—e"7=1—e-l—o,ea.
(.3 o

Diese Wahrscheinlichkeit ist also unabhiingig von « und gréer als 0,5.

Zum AbschluB wollen wir einige in Anwendungsfillen auftretende ZufallsgréBSen
deren Wahrscheinlichkeitsverteilung hiufig durch eine Exponentialver-
teilung beschrieben wird: Zeitdauer von Telefongespriichen, Zeitdifferenz zwischen
dem Auftreten von Stérungen an einem Maschinenpark oder allgemeiner zwischen
dem Eintreffen von Kunden in einer Bedienungseinrichtung, Lebensdauer von
Schaltelementen und auch Lebewesen. Dabei wird man zweckmiiBig den Parameter
« gleich dem Reziproken des arithmetischen Mittels von beobachteten Werten der
jeweilig betrachteten ZufallsgroBe setzen (vgl. dazu (3) und 4.3., Bemerkung vor
Satz 1).

5.6.  x*, t- und F-Verteilung

In diesem Abschnitt stellen wir einige weitere Wahrscheinlichkei teilungen
sbemger ZufallsgroBen vor, die in der mathematischen Statistik eine Rolle spielen
und in diesem Zusammenhang als Priifverteslungen bezeichnet werden; es handelt
sich um die y3-Verteilung, die ¢-Verteilung und um die F-Verteilung. Dabei charak-
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terisieren wir jeweils die Verteilung durch die Wahrsoheinlichkeitadichte und ge-
ben Erwartungswert und Streuung an. Auf Beweise verzichten wir; der interessierte
Leser findet sie in der Literatur.

Fiir die praktische Durchfiihrung statistischer Verfahren benétigt man vielfach
zu vorgegebenem p (0 < p < 1) einen Wert z, der jeweiligen Zufallsgréfie X, fiir
den die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB X groBere Werte als z, annimmt, gleich
1— p ist (P(X > z,) = 1 — p). Bolche Werte z, heiBen Quantile der Ordnung p,
deren genaue Kennzeichnung anhand der Verteilungsfunktion Fr die folgende
Definition beinhaltet.

Definition 1. Es seien X eine stetige ZufallsgrBe (Wahrscheinlichkeitsdichte fr,
Verteilungsfunktion Fy) und p eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl. Dann
heiBt eine Zahl z, Quantil der Ordnung p, wenn

Fr(z) =p (1

gilt (vgl. Abb. 38). Ein Quantil der Ordnungp = -21 heift Median.

Abb. 38

*p

Fir die hfolgend behandelten Priifverteilungen sind in Kapitel 12 einige
Quantile mgegeben, beziiglich umiangrelcherer Tafeln sei auf das im Literaturver-
zeichnis angegebene Tafelwerk verwiesen.

5.6.1. Die y*-Vertellung

Definition 2. Es sei m eine natiirliche Zahl. Eine stetige ZufallsgréBe X heiBt
o-verteilt mit m Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fr die Form

0 fir z2<0,
1 -7

fxl@) =13 fir >0 (2)
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine y-Verteilung mit m Freiheitsgraden besitzt
(vgl. Abb. 39). Das Quantil der Ordnung p der 3*-Verteilung mit m Freiheitsgraden
bezeichnen wir mit z§,.,.

In (2) bedeutet I" die durch

I'(z) = fwt‘-‘c-‘ &, z2>0, ®)
()

definierte sogenannte vollstindige Gammafunktion.

|/«

y=ty(x) (m=6)

Abb. 39

" L L n "

0 2z 4 6 -8 0 2 u=x

Die Gammafunktion geht auf L. EvLER (1707—1783) zurfick, den woh! produktivsten Mathe-
matiker zumindest des 18. Jahrhunderts. Obwohl EvLEs 1736 ein Ange verlor \md 1166 voll-
stindig erblindete, verfaBte er insg 886 Manuskrip eine eind Anzahl
von Lehrbiichern.

Fiir unsere Belange geniigt es, die folgenden Aussagen iiber die Gammafunktion
zu kennen. Es gilt

T(2)=(Z—l)f(z—-l) fir z>1, )
ray=1, r(%) =Vx, ®)
sioh insbesond

IPm)=(m—1)! fir m=1,meN, ®

ergibt (vgl. MfL Band 5, 4.3.2.).

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber Erwartungswert und Streuung der y*-Ver-
teilung mit m Freiheitsgraden; dabei wird auch der EinfluB von m klar.

Satz 1. Es besitze X eine y3-Verteilung mit m Freiheitsgraden. Dann gilt
EX =m, (U]
DX = 2m. ®)
Wir weisen noch darauf hin, daB die y*-Verteilung mit m = 2 Freiheitsgraden
‘eine Exponentidvomilu.ﬁg mit dem Parameter & = % ist (vgl 8.5.).
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Die y*-Verteilung steht in einem engen Zusamme zur Normalverteilung.

An dieser Stelle bringen wir dazu die folgende sp g

Satz 2. Es sei X eine N(0, 1)-verteslte Zufallsgrofe. Dann besitzt die Zufallsgrope
T = X1 eine y*-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.

Beweis. Es gilt (vgl. 5.1., Satz 2, Aussage 2.)

far 250,
fria) = I;(D_t’_xﬁz_). far 2> 0.
2yz y
R

Mit fx(t) = @(t) = 7—15- ¢ £ und p(—*) = p(t) ergibt sich hieraus

1 z
fr(@) = ME) —1‘-!——2=1—l:r:?_1=_2 fir z> 0,
2V— V_ V— 7 1
2 I"(?)

womit die Aussage des Satzes bewiesen ist.

Die y*-Verteilang wurde 1876 von R. HELMERT entdeckt (als Verteilung der Summe von Qua-
draten unabhiingiger N(0, 1)-verteilter ZufallsgrdBen) und 1900 von K. PEARSON, dem Begriinder
einer sehr leistungafihigen Schule der mathematischen Statistik in England, wiedergefunden;
sie wird deehalb auch als Helmert- oder Helmert-Pearson-Verteilung bezeichnet.

5.6.2. Die t-Verteilung
Definition 3. Es sei m eine natiirliche Zahl. Eine stetige ZufallsgroBe X heiBt
t-verteslt mit m Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fy die Form
r (m ;— 1) .
fr(@) = . Py
Yam r(’f) (1 + E)T
2 m
hat. Man sagt dann auch, daB X eine ¢-Verteslung mit m Freiheitsgraden besitzt (vgl.

Abb. 40). Das Quantil der Ordnung p der ¢-Verteilung mit m Freiheitsgraden be-
zeichnen wir mit ¢,,,.

— o0 <z < 00, 9)

In (9) bedeutet I" wiederum das Symbol fiir die vollstindige Gammafunktion. Wir
bemerken, da8 die Dichte der ¢-Verteilung mit m Freiheitagraden eine gerade Funk-
tion ist (fz(— z) = fx(x) fiir alle € R), deren graphische Darstellung sich fiir groBe
m nicht tlich von der GauBschen Glockenkurve (vgl. Abb. 33) unterscheidet.
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Fiir m = 1 erhalten wir speziell die Dichtefunktion fz,
l
fx(z) = l+z’ — 00 <7< oo, (10)

(vgl. Abb. 40); die hierdurch bestimmte Wahrscheinlichkeitaverteilung nennt man
zu Ehren von A.-L. Cavony (1789—1857) auch Cauchy-Verteilung.

yatylx) m=1)
yabyle) (m=4)

) R 2 " s Abb. 40
4 3 -2 -1 0 1 2 3 4x

Uber Erwartungswert und Streuung der i-Verteilung mit m Freiheitsgraden gibt
der folgende Satz Auskunft.

Satz 3. Es besitze X eine t-Verteilung mit m Freiheitsgraden. Dann gilt

EX=0 (m=2), (11)
px=—"_ mz3. 12
m—2

Wir ergiinzen, daB eine #-verteilte ZufallsgroBe mit m Freibeitagraden nur M te der Ord-
nung k < m — 1 besitzt. Insbesondere besitzt also die C.nohy-vmﬂn.ng keinen Erwartungs-
wert.

Dno * Vertellung wurde von W. S Gosser, (1876 — 1937) der unter dem Pseudonym ,,Student*

tdeckt und ht (1908); aus diesem Grunde findet man dies-Verteilung auch
unter dem Nunen Student-Verteilung.

5.63. Dle F-Vertellung

Definition 4. Es seien m, und m, natiirliche Zahlen. Eine stetige ZufallsgroBe X
heiBt F-verteilt mit (my, my) Freiheitsgraden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte fx
die Form

r "sz"-),,,l‘—;,,,.% T
. fir 2> 0
fx(®) = i B ¢
) 1‘("—;‘) 1‘("—;‘) (my -+ m2) F

0 fir 250
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hat. Man sagt dann auch, daB X eine F-Verteilung mit (m,, m,) F’ralmtaarad.m
besitzt (vgl. Abb. 41) Das Quantil der Ordnung p der F-Verteilung mit (m,, m,)

Freiheiteg h Wir mit Fypy m,:p-

gg -yaty(x)  (my=10, m, =50}
a6
as

yafylxl (M= 4,my=2)

. " R R Abb. 41
] 1 2 x .
Batz 4. Es besitze X eine F-Verteilung mit (my, my) Freiheitsgraden. Dann gilt
EX=_—— (m 2 3), (14)
my — 2
Dix = 2l + ma — 2)
My(my — 2)* (my — 4)

Wir bemel:ken, daB der Erwartungswert nicht von m, abhingt und da8 EX s 1
fiir my > 1 gilt. AuBerdem ergéinzen wir, daB fiir my < 2 kein Erwartungswert und
fiir my < 4 keine Streuung existiert.

(my2 B). (16)

Die F-Verteilung geht auf R. A. FisaEe (1890 —1962) zurfick, einen der bekanntesten Vertreter
dc mt.hmnhmhm Statistik in England, der auBerdem auf dem Gebiet der mathematischen
1 e beitat hat.




6. Zufillige Vektoren

Zufillige Vektoren smd Vektonen, deren Komponenten ZufallsgréBen sind. Sie
di der mathemati h er zahlenmiiBig erfaBbarer Merkmale
bei einer zufilligen Erscheinung. So werden z. B. die Linge, Breite und Hohe eines
automatisch hergestellten Werkstiickes quaderformiger Gestalt oder KérpergroBSe
und Korpergewicht eines Menschen durch einen zufilligen Vektor beschrieben.

Nach der allgemeinen Definition und wahrscheinlichkeitsth ischen Kenn-
zeichnung eines zufilligen Vektors (Abschnitt 6.1.) behandeln wir in Abschnitt 6.2.
sogenannte diskrete zufdllige Vektoren — die Behandlung erfolgt dabei in Anlehnung
an die der diskreten ZufallsgréBen (vgl. 4.2. und 4.3.) —, und in Abschnitt 6.3.
beschiiftigen wir uns dann mit den sogenannten stetigen zufilligen Vekioren, wobei
wir hier an die Unt h iiber stetige ZufallsgroBen anschlieBen (vgl. 5.1.

)

und 5.2.). Von besonderem Interesae sind dabei jeweils Charakteristiken fiir die Er-
fassung der gegenseitigen Abhingigkeit, des Z hangs der Komponenban
eines zufilligen Vektors; wir behandeln insbesondere den s ten Korrel
koeffizienten zur Erfassung linearer Abhiingigkeit zwischen “awei ZufallsgréBen. In
Abschmtt 6.4. befagsen wir uns mit dem Begriff der Unabhdngigkeit von Zufalls-
groPen, einem zentralen Begriff der g ten Wahrscheinlichkeitstheorie. Dabei
leiten wir auch Konsequenzen der Unabhingigkeit her, die sich beim praktischen
Umgang mit unabhingigen ZufallsgréBen als sehr niitzlich erweisen. SchheBlmh
erfolgt in Abschnitt 6.5. die Charakterisierung der Wahrscheinlichkeit

fiir Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabhingiger stotlger Zufn.]ls-
groBen; die hier angegebenen Sitze benétigen wir insbesondere in der mathematischen
Statistik.
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6.1.  Allgemeine Definition des zufilligen Vektors

Bei der Darstellung dieses Abschnittes leh wir uns eng an den Abschnitt 4.1.
an; der Leser orientiere sich nétigenfalls noch einmal dort.

Definition 1. Es seien [€2, ¥, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, X, ..., X,
(n = 2) ZufallsgroBen (iiber [$2, ¥, P]). Dann heiBt das n-Tupel (X,, X, ..., X,)ein
(n-dimensionaler) zufilliger Vektor (iiber [Q, %, P]).

Wir wollen uns nun der K ichnung der Wahrscheinlichkeit teil -emes
zufilligen Vektors zuwenden. Dazu selen ), Z3, +.., Ty beliebige reelle Za.h.len Da
die Grﬁ}en X, ZufallsgroBen sind, gilt (X, < z,) € A (k= 1,2,...,n). Nun ist %

L ]
eine g-Algebra, 8o daB insb dere die Beziehung N (X} < z;) € A besteht. Wegen
k=1

(0 € 2: X\(0) < 24, +voy Xa() < 73] = ﬁllw € 0: Xy(w) < )
.
= r.\ (X < )
k=1

folgt hieraus {w € 2: X (@) < 2y, ..., Xy(@) < z,} € A.

Kennzeichnen wir die Teilmenge {w € 2: X,(w) < ;, ..., Xa(®) < 2,} von Q kurz
durch (X, < x,, ..., X, < ,), 80 ist es also sinnvoll, von der Wahrscheinlichkeit des
zufiilligen Ereignisses (X, < 2, ..., Xy < z,) zu sprechen; fir diese Wahrschein-
liohkeit schreiben wir kurz P(X; < 2y, ..., X, < 2,).

Definition 2. Esseien [Q2, ¥, P]ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xl, Xy, e00y X)
ein zufilliger Vektor. Die durch
Fux x,..x.) (@ %y o0y ) = PXy <2, Xy < %y, .00y Xy < 7,) (1)
(@meR k=12, ...,7)

doflmerte Funktion qu..x, . helBt Verteshmqa/unktwn des zufdlligen Vektors
(X,, Xy, ..., X,)0derg Verteslungsfunldion der Zufallsgropen X,, X,, ..., X,

Die Verteilungsfunktion eines n-dimensionalen zufilligen Vektors ist also eine
mellwerhge Funktion von n reellwertigen Variablen. Mittels der Verteilungsfunktion
eines zufilligen Vektors kann mn die Wahrscheinlichkeiten praktisch aller mit dem
zufilligen Vektor im Z g stehenden zufilligen Ereignisse ausdriicken.
Bo gilt z. B. im Falln = 2

PasX<be=sY<d) = F(x,l’)(b d) — (X }')(b c) — F(X l’)(a: d) + F(x r)(a: c)
(vgl. Abb. 42). (2)
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Abb. 42

Im folgenden Satz stellen wir Ei, haften der Verteilungsfunktion .eines zu-
fiilligen Vektors zusammen. ‘

Satz 1. Es sei F die Verteilungsfunktion eines n-di ’ 2ufdlligen Vektors.
Dann gilt:

1. Firallez, ¢ R(k=1,2,...,7) 180 < F(z,,Zy, ..., 7,) S 1.

2. F ist in jeder Variablen x, monoton nicht-fallend.

3. F ist in jeder Variablen z, linksseitig stelig.

4. lim F(z), 2y, ..., 24) =0 (k = 1, 2, ..., n), lim F(z), 73, ..., 2,) = 1.

Tye— i+t

l'.-+en

Der Beweis verlduft entsprechend dem Beweis zu Satz 1 (4.1.); wir iiberlassen
ihn dem Leser.

Wie das folgende Beispiel zeigt, sind die in Satz 1 angegeb Aussagen nicht hinreichend
dafiir, daB eine Funktion F mit diesen Eigenschaften die Verteilungsfunktion eines zufilligen
Vektors ist.

Beispiel. Wir betrachten die durch

_ [0 far z4+y=0,
F("”)—‘{l fir z4y>0

bene Funktion F. Offenbar besitzt F alle in Satz 1 angegebenen Eigenschaften. Es gilt aber
F(1,1) — F(1,0) — F(0,1) + F(0, 0) = 1—1—140 = —1;

wegen (2) kann also F nicht Ver gaf ion eines zweidi ionalen zufilligen Vektors sein.
lich ergiinzender Bedingungen, die sichern, daB eine Funktion von meh Veriind
lichen Verteilungsfunktion eines zufiilligen Vektors ist, verweisen wir auf die Literatur.

In der mathematischen Statistik werden wir uns oft mit Funktionen eines zufélligen
Vektors (X, Xj, ..., X,) beschiftigen, z. B. mit den Funktionen g(X,, X, ..., X,)
=X+ X + - + X, und g(X,, Xy, .0, X,) = X0+ X + -+ + X1 Da wir
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md.beil 4. nfﬁl‘diﬂwﬁ-:‘u Thainlinhbkait il 14k F Trds, m“r_

ist es wichtig, eine hinreichend groBe K]asae von Funktionen ¢ zu kennen,
fiir die die durch [g(X,, Xj, .. ,X.)] (@) = g(x,(a,),x.(m), voey Xo(w)) auf Q defi-
nierte Funktion g(X;, X,, ..., X,) eine ZufallsgroBe ist, also eine Wahrscheinlichkeita-
verteilung besitzt. Wir geben dazu ohne Beweis den folgenden Satz an:

Satz2. Es seien [Q,9, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Xy, Xy, ..., X,) ein
n-dimensionaler zuflliger Vektor (dber [Q, ¥, P]) und g eine auf der Menge aller
n-Tupel reeller Zahlen definierte reellwertige sletige Funkiion. Dann ist die durch

[9(Xy, Xy, ooy Xa)) (@) = v(xl(w)t Xy(@), oeey -(0)) (3)
auf Q definierte Funktion g(X,, X,, ..., X,) eine Zufallsgrope (iiber [Q2, ¥, P)).
Sperziell sind also fiir die durch

91, Ty, 0eey Ta) = 1 + Ty + -+ + Ty

9@, Zay ooy Ta) = 22+ Ty + o0 - 7!
oder

G(@yy Tyy ooey Ty) = Ty Ty *++ Ty
gegebenen Funktionen g die auf Q definierten Funktionen g(X,, X,, ..., X,) Zufalls-
groBen.

Nachfolgend beschrinken wir uns auf den Fall n = 2; wir beschiftigen uns also
speziell mit zweidimensionalen zufilligen Vektoren (X, ¥). Von Interesse ist oftmals
die Wahrscheinlichkeitaverteilung z. B. der ZufallsgroBe X im Rahmen des zufilligen
Vektors (X, ¥). Es gilt (vgl. 2.4., Satz 1)

Friz)=P(X <2)=PX <2 ¥ < o)
=lmP(X <z, Y <y) =lim Fizyz,y).
o y—+0

Definition 2. Die durch
Fx(z) = im Fiz y(2, y) (4
oo

b Verteilungsfunktion Fy heiBt Randwmdunga/unldwn von X der gemem-
samen Verteilung ‘von X und Y; die hierdurch g hnete Wahrschei
keitsverteilung heiBt Randverteilung von X der gemeumamen Verteilung von X und
Y. (Entsprechende Definition fiir die Randverteilungsfunktion Fy von Y der ge-
meinsamen Verteilung von X und Y.)

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, da8 man zu einem
n-dimensionalen zufilligen Vektor offenbar k Randverteilungen k-dimensionaler
zufilliger Vektoren betrachten kann (k =1, 2,...,n — 1),
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6.2.  Diskrete zufillige Vektoren

Definition 1. Ein zufilliger Vektor heiBt diskret, wenn er endlich oder abzéhlbar-
unendlich viele Werte annehmen kann.
In den weiteren Ausfiihrungen wollen wir uns auf den Fall eines zweidimensionalen

zufilligen Vektors beschriinken.
Vom Standpunkt der Wahrsoheinlichkeitsrechnung kénnen wir einen zweidimen-

sionalen zufilligen Vektor (X, Y) dann als gegeben msehen, wenn alle Werte (z;, yi)
des zufiilligen Vektors und die zugehérigen sogenannten Emulwahrodaemlocbbe\un

Pu=PX=z,Y=y), (1
mit denen der zufillige Vektor (X, Y) diese Werte annimmt, gegeben sind. Einen
zweidimensionalen zufilligen Vektor (X, ¥) kann man daher auch durch die so-
genannte Verteilungstabelle

Y
X n Y+ Ys

z *Pu P P P
EN D1 P P Ps.
(2)
Pa P2 Py - |P. =1

kennzelchnen (Die Bedeutung von p, und p; erkliren wir etwas spéter.) Fiir die
El " hainlichkait p‘. 8‘1

Pu 20, £Pu=1- (3)
Die Werte der Verteilungsfunktion Fy y, ergeben sich aus den Einzelwahrschein-
lichkeiten p;; gemi8

Fup(@,y)=PX<z,Y<y)=) PX=z,Y=y) —).7 Pus (4)

f;‘.<<‘v l h<'
wobei die Summation iiber alle § und k zu erstrecken ist, fiir die z; <z und y, <y

gilt.

Wir wollen nun die B.mdvertexlungen eines diskreten zufilligen Vektors (X, ¥)
kennzeichnen. Die Randverteilung von X ist eine diskrete Verteilung; X nimmt die
Werte z; mit den Wahrscheinlichkeiten

=§‘pn=§1’(x=z.-,Y=yr) (8)
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an. Ebenso ist die Randverteilung von Y eine diskrete Verteilung; ¥ nimmt die
Werte y, mit den Wahrscheinlichkeiten

Pe=Zru=IPEX =z Y=y 0)
an. In der Verteilungstabelle (2) haben wir die die Randverteilung von X bzw. ¥
den Zahlen p; bzw. p, in der letzten Spalte bzw. Zeile eingetragen.

Wir wollen uns nun mit einigen Charakteristiken bei zweidimensionalen diskreten
zufilligen Vektoren (X, Y) beschiftigen. Neben Erwartungswert und Streuung
der ZufallsgroBen X und Y — sofern diese GroBen existieren — interessiert ins-

besondere eine MafBzahl zur Erf: g der g iti Abhiingigkeit der Zufalls-
groBen X und Y. Wir behandeln hier “die sogenannte Kovarianz und — darauf suf-
— den ten Korrelationskoeffizienten. Zuvor notieren wir eine

Formel zur Berechnung des Erwartungswertes einer Funktion eines diskreten zufil-
ligen Vektors, woraus sich Formeln fiir den Erwartungswert und die Streuung einer
Summe von ZufallsgroBen ergeben.

Satz 1. Es seien (X, Y) esin diskreter zufilliger Vektor, der die Werte (z;, yi) mit den
Wahrscheinlichkesten py annimmi, und g esne auf der Menge aller Paare reeller Zahlen
definierte recllwertige stetige Funktion. Konvergiert die Reihe z‘ 9(zi, Yi)Pir absolut
(d. b., gine 2 1921, 9)| Pix < 00), 30 gilk

Bg(X, ¥) = X' g(=i, y0) Pu ™M
.,
(vgl. 4.3., Satz 2).
Avuf die Darstellung des Beweises verzichten wir.
Fiir g(z, y) = = bzw. g(z, y) = y erhalten wir speziell
EX =} z;p;, bzw. EY =} ysps, (8)
; *
d. h. den Erwartungswert der Zufallsgréfe X bzw. ¥ im Rah der g
Verteilung der ZufallsgréBen X und Y, sofern die in (8) angegebenen Reihen absolut
konvergieren.
Unter entsprechender Vor tzung ergibt sich fiir g(z, y) = (z — EX)? bzw.

g(z, y) = (y — EY)® die Streuung der Zufallsgrofe X bzw. ¥ im Rahmen der
gemeinsamen Verteilung der ZufallsgréBen X und Y,

DX =) (x; — EX)*p;, bzw. DAY =) (yp — EY) p,. 9)
i ]

Wir wollen uns jetzt dem Fall g(z, y) = z + y zuwenden.
Satz 2. Es sei (X, Y) ein diskreter zuféliger Veldor. Dann gilt
E(X + Y)=EX + EY, (10)



6.2. Diskrete zufillige Vektoren 116

wobei die Existenz der auf der rechten Seite von (10) angegeb Erwartungswerte
vorausgesetzt ist.

Beweis. Die durch g(z,y) =z + y gegebene Funktion erfiillt alle in Satz 1
genannten Voraussetzungen. Also gilt (7) und damit

EX +7Y) =Zk.' (=i + 9x) P = Z: ZiPie +§.'M’u
ol i, il
=X zip;. + %‘ yps=EX + EY.
Die Giiltigkeit der folgenden Aussage ergibt sich hieraus unmittelbar mit dem Prin-
zip der vollstindigen Induktion.

Folgerung 1. Es seien X, X,, ..., X, diskrete Zu/Mgr&ﬂen mit den Erwartunga-
werten EX,, EX,, ..., EX,. Dann gdt

EX, + X; + - + X,) = EX, + EX, + - + £EX,. (11)

Wir bemerken, da8 man zur Berechnung des Erwartungswertes einer Summe
diskreter ZufallsgroBen nicht deren gememsame Verteilung bendtigt; dazu reicht
die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsve gen der einzel ZufallsgriBen aus.
Anders verhilt es sich bei der Streuung.

Satz 3. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor. Dann gilt
DMX + Y) = D*X + DY + 2(EXY — (EX) (EY)), (12)

wobet die Existenz der auf der rechten Seite von (12) angegebenen Grofen vorausgesetzt
st. ’

Beweis. Unter Verwendung von D3Z = EZ* — (EZ)* (vgl. 4.3., Satz 3) und
obiger Folgerung 1 erhalten wir

DX + ¥)=E(X + Y)*— (BX + V) .
= E(X* 4 2XY + Y% — (EX + EY)
= EX* 4 2EXY + EY* — (EX)* — 2(EX) (EY) — (EY)
= D*X + DY + 2(EXY — (EX) (EY)).

Definition 2. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor, der die Werte (z;, y;)
mit den Wahrscheinlichkeiten p;; immt. Dann heiBt die durch

0¥ (X, ¥) = B(X ~ EX)(Y — BY) = 2 (z; — EX) (g — EY)pi  (13)

definierte Zahl Kovarianz von X und Y ; dabei ist neben der Existenz von EX und
EY die absolute Konvergenz der auf der rechten Seite von (13) stehenden Reihe
vorausgesetzt,
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erhabonm(la) zu beuheen,dnswegendnrsutlgkentdordumhg(z, y)=(z—EX)(y— EY)

die a i ktion (X — EX) (Y — EY) eine ZufallsgroBe ist
und daB fﬁ.r den Erwurhlnywm dieser Zuhlhgroﬂe auf Grund der Voraussetzungen in der
Definition 2 gemiB (7) die Beziehung

B ~ EX) (Y ~ ED) = £ (5~ BX) (4~ ED) 3t

gilt.
Man rechnet leicht nach, da8
oov (X, ¥Y) = EXY — (EX) (EY) (14)
gilt, so daB man (12) auch in der Form
DYX + Y) = DX + DY + 2c0v (X, ¥) (18)
hreiben kann. Offenbar gilt.cov (X, X) = D3X. Die (symmetrische) Matrix
(wirn ™) w
bezeichnet man als Kovars triz des zufilligen Vektors (X, ¥). Allgemein heiBt

die einem n-dimensionalen diskreten zufiilligen Vektor (X,, Xj, ..., X,) zugeordnete
Matrix (b;), by = cov (X;, X;) Kovarianzmatrix; in der Hn.nptdmgomla stehen dabei
die 8t gen der Komp ten des zufilligen Vektors (b; = cov (X;, X;) = DAX; i)

Definition 3. Es sei (X, Y) ein diskreter zufilliger Vektor, der die Werte (z;, yi)
mit den Wahrscheinlichkeiten p;; annimmt. Dann hei8t die durch

oov (X, ¥) 2(3.‘—Ex)(!h—EY)Pa

VD XYDY F > @ = B p, 1’2@. EY)p,

oX, ¥)= (17)

definierte Zahl Korrelationskoeffizient von X und Y ; dabei ist die absolute Konver-
genz der in (17) vorkommenden Reihen und D*X > 0, DAY > 0 vorausgesetzt.

Uber die Eigensohaften des Korrelationskoeffizienten gibt der folgende Satz
Auskunft,

Satz 4. Es ses (X, Y) ein diskreler zufalliger Vekior mit dem Korvelationskoeffi-
zienten o(X, Y).
1. Esgilt |o(X, Y)| < 1.

2. Es gilt |o(X, Y)| = 1 genau dann, wenn es Zahlen a = 0 und b gibt, so daf
Y =aX + bgilt.



8.2. Diskrete zufillige Vektoren 117

Beweis. Wir betrachten die durch Standardisieren aus X und Y hervorgehenden Zufalls-

X —EX Y - EY
Ben X, = d ¥, = . Wi EX,= EY, =0 gilt
groBen X, oz o= oy Ween B o = 0 gil
X -EX\ ([Y—-E E(X — EX)(Y — EY)
Xy ¥o) = EX, Y, =F =
o7 Ko Yo) = BX T (m)(vy—r VDX VDT
=X, 7).

Mit DAX, = D*Y, = 1 erhalten wir damit (vgl. (15))
DNX, 4 Y,) = D*X, + D*Y, + 2 cov (X, ¥,) = 2(1 + elX, Y)). *
1. Da die Streuung einer ZufallsgroBe eine nichtnegative Zahl ist, folgt aus (*): 1 + ¢(X, ¥)
20,al0g(X, ) 2 ~1 und (X, ¥) < 1, d. h. jo(X, F)| S 1.

2. ) Gilt o(X, ¥) ="+1, so ist wegen (*) D¥X, F Y,) = 0. Die ZufallsgroBe X, F ¥,
besitzt also eine Einpunktverteilung (vgl. 4.3., Satz 4). Wegen

E(XyF Yo) =EX, FEY;=0F 0=0

folgt P(X, F Y, = 0) = 1,d. h,, es gilt ¥, = + X,, oder anders ausgedriickt, ea gilt ¥ = aX + b
mit

o=+12Y 4 y—prFEx. 12X
1754 VD'x

b) Gilt ¥ = aX + b(a, b reell), so gilt EY = aEX + b (vgl. 4.3., Satz 1), DAY = a?DAX
(vgl. 4.3., Satz 5) und damit

loov (X, ¥)| _ |B(X — EX) (aX + b — aBX — b)|

X, Y)| =
e, T VDX VDY VDX Ya'D'X
_lGlEX_EXp DX _
s|YDX YD’X DX

Damit ist S8atz 4 vollstindig bewiesen.

Der Satz 4 beinhaltet, daB der Korrelationskoeffizient eine zwischen —1 und 41
gelegene MaBzahl fiir die lineare Abhiingigkeit zweier ZufallsgroBen ist, wobei lineare
Abbhiingigkeit dann und nur dann vorliegt, wenn der Betrag des Korrelationskoeffi-
zienten gleich Eins ist. Auf den Fall p = 0 ke wir in Abschnitt 6.4. zuriick;
jedenfalls folgt aus ¢ = 0 nicht, daB zwischen den ZufallsgroBen X und Y keine
funktionale Abhingigkeit, also keine Beziehung der Form Y = g(X) bestehen kann.

Beisliiel. X nehme jeden der Werte —1, 0 und +1 mit der Wahrscheinlichkeit
%an. Dann gilt EX = 0 und D*X > 0. Wir setzen nun ¥ = X*; es gilt D*Y > 0.

Die ZufallsgréBe X - ¥ = X® nimmt dann auch jeden der Werte —1, 0 und +1 mit
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der Wahrscheinlichkeit % an, 80 daB EX® — 0 gilt. Damit wird (vgl. (14))

cov (X, ¥) = EXY — (EX) (EY) = EX* —0=0—0=0

und also o(X, ¥) = 0. wobei aber zwischen ¥ und X eine funktionale Abhiingigkeit
(und zwar ¥ = X3) besteht.

6.3.  Stetige zﬁfilllge Vektoren

Wir beschriinken uns auch hier auf die Betrachtung zweidi ionaler zufilliger
Vektoren ; dabei wird klar, wie der allgemeine Fall zu behandeln ist.

Definition 1. Ein zufilliger Vektor (X, Y) heiBt stetig, wenn es eine auf der Menge
aller Paare reeller Zahlen definierte nichtnegative stetige Funktion fx,y) gibt, so daB

b d .
PasXsbesY<d) = [fun (zy)dyde )

fﬁrnllereel]anZnhlena,b c,dmite < b, ¢ < d gilt.

Die Wahrscheinlichk ilung eines stetigen zufilligen Vektors (X, Y)ist durch
die Funktion fr,y, die als Wahrscheinlichkestadichte (auch: Verteilungsdichte,
Dichte oder Dichtefunktion) des zufilligen Vektors (X, ¥) oder als gemeinsame
Wahrscheinlichkestsdichte der ZufallsgroBen X und Y bezeichnet wird, festgelegt
Die Werte der Verteilungsfunktion Fx, v, ergeben sich anhand der Wahrscheinlich
keitedichte f.r,y, gemiB

Faml@ ) = [ [ fan(u, o) dvdu. @

Den Zusammenhang (2) zwischen Verteilungsfunktion Fr,y, und Wahrscheinlich-
keitedichte f,r,y, kann man auch in der Form
a.F(X.Y)(z» y)
oz oy
ausdriicken.
Wir befassen uns nun guniichst — der Behandlung der diskreten zufilligen Vek-

toren entsprechend — mit den Randverteilungen und interessieren uns danach fiir
spezielle Charakteristiken bei stetigen zufdlligen Vektoren; Definitionen und Aus-

= fa.r(® y) (3)
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sagen erweisen sich dabei weitgehend als analog zu entsprechenden Definitionen und
Aussagen in Abschnitt 6.2.

Die Randverteilung der ZufallsgréBe X im Rahmen des stetigen zufilligen Vektors
(X, Y) ist eine stetige Verteilung; wegen

Fy(z) = lim F(x n(@y) = f ff(x n(t y) dy dt

ist die Wshrschemhcbkentodmhte fx der ZufallsgréBe X — die in diesem Zusammen-
hang als Randverteilungsdichte bezeichnet wird — durch

@) = [ fanl@ y) dy @
gegeben. Ebenso ist die Randverteilung von Y eine stetige Verteilung; fiir die Rand-
verteilungedichte fy gilt

frle) = f fa.n(=, 9) de. ®)

‘Wir geben nun — ohne Beweis — eine Formel zur Berechnung des Erwartungs-
wertes einer Funktion eines stetigen zufilligen Vektors an.

Satz 1. Es seien (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit der Wahrscheinlichkeits-
dichte fx,y) und g eine auf der Menge aller Paarz reeller Zahlen definierte reellwertige

stetige Funktion. Konvergiert das Integral f f 9(2, ¥) fx.v)(2, y) dz dy absolut (d. h.,
gile f f 0@ )| iz, ) da dy < o), s0 gt

B, =] f 9(%, 9) i@, y) dz dy ®)

(vgl. 6.2., Satz 2, und 6.2., Satz 1).

Erwartungswert und Streuung von X bzw. Y im Rahmen der gemeinsamen Ver-
teilung von X und Y ergeben sich hiermit unter Verwendung der entsprechenden
Randverteilungsdichten zu

EX = f, zfx(z)dz bzw. EY = f yivly) dy ™
und - i

DX = f(z — EXpfy(x)dz bzw. DAY = f“(y —EYpfy(y)dy,  (8)

wobei die absolute Konvergenz der auftretenden Integrale vorausgesetzt ist.
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Wir wollen uns nun der Berechnung des Erwartungswertes E(X 4 Y) im stetigen
Fall zuwenden.

Satz 2. Es ses (X, Y) ein stetiger zufilliger Vekior. Dann gilé
E(X + Y)=EX + EY, ()]
wobes die Ezistenz der auf der rechten Seite von (9) angegeb Erwartungswerte vo
geseizt st (vgl. 6.2., Satz 2).

Beweis. Die durch g(z,y) = z + y gegebene Funktion erfiillt alle im Satz 1
genannten Voraussetzungen. Also gilt (6) und damit

EX +7)= f f &+ 9 fare y) dzdy
= f(z f fx.p(@ ¥) dy) dz + fn(y fa;(x,n(z- Y) h) dy

= [afz(z)dz + [ yte(y) dy
=EX + EY.

Der Erwartungswert einer S von stetigen ZufallsgroBen ist also — wie bei
diskreten ZufallsgroBen — gleich der Summe der Erwartungswerte. Damit gilt die
Formel

DYX + Y¥) = D'X + D*Y + 2(EXY — (EX) (EY)) (10)
(vgl. 8.2., Satz 3) auch fiir stetige ZufallsgroBen X und Y, denn im Beweis zu Satz 3.

(6.2.) haben wir nur Rechenregeln fiir Erwartungswert und Streuung in Anspruch
genommen, die auch im stetigen Fall giiltig sind.

Unter Bezugnahme auf Satz 1 definieren wir — analog dem Vorgehen im diskreten
Fall —~ Kovarianz und Korrelationskoeffizient fiir den stetigen Fall.

Definition 2. Es sei (X, Y) ein stetiger zufélliger Vektor mit der Wahrsoheinlich-
keitedichte f.r,y). Dann heiBt die durch

cov (X, Y) = B(X —|EX) (Y — EY) = [ [(z— EX)(y — EY)fx.rz y) dedy

= (an
definierte Zahl Kovarianz von X und Y ; dabei ist neben der Existenz von EX und
EY die absolute Konvergenz des auf der rechten Seite von (11) stehenden Integrals
vorausgesetzt.
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Definition 3. Es sei (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit der Wahrscheinlich-
keitedichte f,r,y,. Dann heiBt die durch

cov (X, Y) J [@—EX) @ — ED) fuxfey) dedy

Rz ]/ [e-mxrtma]/ fu-rmnmma

(12)

definierte Zahl Korrelationskoeffizient von X und Y ; dabei ist die absolute Konver-
genz der in (12) vorkommenden Integrale vorausgesetzt.

olX, ¥

Dllchwouzutht(02)keme‘ iellen Eigenschaften disk ZufallsgrdBen, sond

nur R t und Stre varmdatwu\'lsn,dxemehfﬂrlﬁoﬁgu
anﬂhgrbﬂmgﬂlt:gnnd galundmAumgende-SAtul4(62).n«hfﬂrdeAl.lM|gotZu-
fallagrdBen,

Batz 3. Es ses (X, Y) ein stetiger zufilliger Vektor mit dem Korrelationskoeffizienten
olX, Y).

1. Es gikt |o(X, T)| S 1.

2. Es gilt |o(X, Y)| = 1 genau dann, wenn es Zahlen'a == 0 und b gibt, so daf
Y =aX 4 bgilt.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Untersuchung der sogenannten zwei-
dimensionalen Normalverteilung, einer in den Anwendungen sehr hiufig verwendeten
Verteilung eines zweidi ionalen stetigen zufilligen Vektors.

Definition 4. Es seien y, und u, beliebige reelle Zahlen, 0, und g, beliebige
positive Zahlen und o eine beliebige Zahl mit |o| < 1. Ein zweidimensionaler stetiger
zufilliger Vektor (X, Y) heiBt normalverteilt (mit den Parametern u,, s, 0,3, 0,4, o),
wenn die Wahrsoheinlichkeitsdichte f,r,y, die Form

1 [e—m* (8=p) (9—ps) | (y—pa)*
! e -1 o ~% 0100 R ]

fx.nfz, y) = (13)

270104 VITQ’
(—oo<z<o00,— 00 <y < o0)

hat.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Bedeutung der Parameter einer zwei-
dimensionalen Normalverteilung (vgl. dazu Abschnitt 5.4.).

Batz 4. Es ses (X, Y) normalverteilt mit den Parametern p,, py, 0,3, 0,3, 0.

1. Die Randverteilung von X ist ¢ine N(u,, 0,%)-Verteilung.

2. Die Randverteslung von Y ist eine N(u,, 0,)-Verteilung.

3. Es gilt cov (X, Y) = goy0, und o(X, Y) = o.
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Beweis. Fir die Randverteilungsdichte fr, fx(z) = f/(x y)Z» y) dy ergibt sich unter Ver.
wendung der Substitution

;_L(V_?_l‘-._.‘,"’__l‘l)
Oy

Y1—¢* 4%
o _#
und mit [e 2 d¢ =25 die Beziehung
—0o0

‘ _la—wt ® o . _(z—m)®
2 o 2 24,*
Ir(®x) =-—2¢ v e dt=——e¢e i
20, 2n 0y

= p(z; py 01%),

d. h., Xutnnmulvarblltmtdnnl’maump, (= EX) uncla-,'(= DAX). Damitist klar, daB Y
normalverteilt ist mit den Parametern 4, (= EY) und o,? (= D*Y).
Fir die Kovarianz

o o0
oov (X, Y) = f [ (@ — EX) (y — EY) fix,y)(=, y) dzdy

erhilt man mit den Substituti s=z—“'\mdv—y—”‘dio“ ieh
oy

Tr(' o%)®
X, ¥) = " dv |du.
oov (X, ¥) ?al—q‘fu ([ )u

Fir das innere Integral ergibt sich mit der Substitution

t=

L o—ew
e

o £ » _£ _
und mit [¢ 3 dt = ¥27 und [ t¢ 3 d¢ =0 der Wert gu J2x; hiermit ergibt sich unter Beach-
~00 -00

o _*
tung von f Wl 3 du = ¥2x sohlieBlich

oov (X, ¥) = a',a -0 ¥2m . 127 = 10
und damit ¢(X, ¥) = ¢

Wir halten insbesondere fest, daB die Randverteilungen einer zweidimensionalen
Normalverteilung auch Normalverteilungen sind, SchlieBlich bemerken wir, da8 im
Fall ¢ = 0 die Beziehung

fx.r(@ y) = @(@; 1, 1) + QY3 s, 07) (14)
gilt, d h., daB im Fall p = 0 das Produkt der Randverteilungsdichten gleich der
Wahrscheinlichkeitedichte ist.

&
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6.4.  Unabhingigkeit von Zufallsgré8en

Der Begriff der Unabhiingigkeit von ZufallsgroBen ist von zentraler' Bedeutung in
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Bevor wir die Unabhiingigkeit von ZufallsgroBen
definieren, erinnern wir an die Definition der Unabhiingigkeit bei zufélligen Ereig-
nissen: Zwei zufillige Ereignisse 4 und B heiBlen unabhiingig voneinander, wenn
P(A n B) = P(A4) P(B) gilt (vgl. 3.3., Definition 1). Entspnechend wird man zwei
ZufallsgréBen X und Y als voneinander unabhingi h wenn jedes mit
der ZufallsgroBe X im Z: tehend Erelgms A unabhiingig ist von
jedem mit der Zufallsgrofe Y im Zusar h tehenden Ereignis B, d. h. ins-
besondere, wenn fiir beliebiges z € R und belleblges y € R die Ereignisse (X < z)
und (Y < y) unsbhingig sind, also P(X <z, Y <y) = P(X < z) P(Y < y)gilt.

In der nachfolgenden Pefinition wird diese Beziehung dem Begriff der Unabhiingig-
keit von zwei ZufallsgroBen zugrunde gelegt, wobei zur Formulierung die gemein-
same Verteilungsfunktion der ZufallsgroBen X und Y und die Randverteilungs-
funktionen von X und Y herangezogen werden.

Definition 1. Es sei (X, Y) ein zufilliger Vektor mit der Verteilungsfunktion
F,X y) und den Ra.ndvertellungufun]monen Fy und Fy. Die ZufallsgréBen X und Y
‘ d. ) N (n’“ch 4, b, tearh ) § 7 .‘.,' wenn

~ Fan@y) = Frlz) Fy(!l) (1)

fiir alle reellen Zahlen z und y gilt.
Wir weisen darauf hin, da man in jedem Fall aus der gemeinsamen Verteilungs-
funktion der ZufallsgroSen X und Y die Randverteilungsfunkti dieser Zufalls-
groBen bestimmen kann (vgl. 6.1., Definition 2). Im Fall der Unabhiingigkeit von X

und Y ist auch das Umgekehrte moghch man kann aus den Randverteilungsfunk-
tionen gemiB (1) die gemeinsame Verteilungsfunktion berechnen.

Die folgenden beiden Sitze enthalten équivalente Formulierungen der Unabhiingig-
keit zweier ZufallsgréBen X und Y fiir den Fall, daB (X, Y) diskret bzw. stetig ver-
teilt ist; diese Formulierungen erfolgen anhand der Einzelwahrscheinlichkeiten
bzw. der Wahrscheinlichkeitsdichten und sind im konkreten Fall leicht nachpriifbar.

Satz 1. Es sei (X, Y) ein diskreter zufélliger Vektor, der die Werle (z;, ys) mit den
Wahrschesnlichkesten ;. annimmi. Die Zufallsgropen X und Y sind genau dann unab-
hingig voneinander, wenn

PX=2,Y=y)=P(X=22)PY =u),
d. h., wenn

Pir = PiPx (2)
filr alle s und k gils.




124 6. Zufkllige Vektoren

Beweis. a) Es seien X und Y unabhiingig voneinander. Dann gilt (1) und damit far jede
positive Zahl ¢ (vgl. 6.1. (2))

PrisX<zitenpsY<y+e
=Fup @+ ey + 8 — Fury @ + 6 9) — Fir,yy (@ ye + 9 + Fia,y) (2o vp)
= Fx(z; + &) Fy(ys + &) — Fx(z; + &) Fylyr) — Fxiz) Fy(yy + ) + Fx(z) Fy(yy)
= (Fx(@ + o) — Fx(@)) (Fy + 5 — Fylm))-

Fir s —+ 0 ergibt sich hieraus (vgl. 2.4., Satz 1, und 4.1. (3))
PX =z, Y=y) =pp=PX =2)P(Y =y) = pi.ps»

d. h., ea gilt (2).
b) Es gelte (2) fiir alle § und k. Dann gilt fiir beliebige reelle Zahlen z und y
Fixyfzy) =X pp = X pips = ( Z pi ) ( z Pn) = Fx(z) Fy(y),
. i<z im<z 1 k:

‘ <z | \kwa<y
En<y  En<y

d. h., es gilt (1).

Satz 2. Es ses (X, Y) ein stetiger zufdlliger Vekdor mit der Wahrscheinlichkestsdichte
fx.xy) und den Randverteslungsdichten fx und fy. Die Zufallsgrfen X und Y sind genau
dann unabhingig voneinander, wenn

fux.r(@ ) = fx(z) fr(y) 3
fiir alle reellen Zahlen z und y gilt:

Beweis. a) Es seien X und Y unabhingig voneinander. Dann gilt (1) und damit (vgl. 8.3., (3))

PFap®y) _ PFx(z) Fyly) _ dFx(z)dFy(y)
oz oy ox oy dz dy

hxy)z y) = =fx(z) fy),

.d. h., es gilt (3).
b) Es gelte (3) fiir alle z € R und y € R. Dann gilt

z ¥y z v
Faxfey) = [ [hxpiwv)dode = [ [ fx(u) fr(v) dv du

x 1
= ( J 1xtw) -iu) ( IR dv) = Fx(z) Fy(u),
d.h., es gilt (1). - -
Der folgende Satz beinhaltet einfach beweisbare K der Unabhiingig-

keit zweier ZufallsgréBen, die fiir das praktische Arbeiten mit unabhiingigen Zufalls-
groBen sehr niitzlich sind.

Satz 3. Bs ses (X, Y) ein diskreter bzw. stetiger zufalliger Vektor mst Z |Zye| P < 00

f [ 1ol fer(#,v) de dy < co. Dann gilt im Foll der Unabldngigheit der
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Zufallsgrofen X und Y :

1. EXY = (EX) (EY),
2. cov (X, ¥) =0,

3. o(X, ¥) =0,

4 DNX + Y) = DX + DY,

(Bei 3. und 4. ist die Existenz und Positivitit der Streuungen von X und Y voraus-
gesetzt.)

Beweis. Die Aussagen 2, 3 und 4 ergeben sich ittelbar aus der A ge 1 (fir den dis-
kreten Fall vgl. daza 6.2. (14), (17) und (15)). Es geniigt also, die Aussage 1 zu beweisen.

a) Es sei (X, Y) diskret. Dann gilt mit Satz 1 (vgl. auch 8.2. (7) fir g(z, y) = zy)
EXY = X zypip = X a9ipi.px = (E zm.) (2’.‘ m..) = (EX) (EY).
ok Lk ‘ k
b) Es sei (X, Y) stetig. Dann gilt mit Satz 2 (vgl. auch 6.3. (6) fiir g(z, y) = zy)

EXY = [ [ zyliz,yz y) dzdy = [ [ zyfx() fy(y) dxdy

- ( [tz dz)( Fotv dy) = (BX) (EY).

Aus der Unabhingigkeit der ZufallsgroBen X und Y folgt also, daB der Korrela-
tionskoeffizient o(X, Y) gleich Null ist. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht,
aus o(X, Y) = 0 folgt nicht die Unabhingigkeit von X und Y. (Vgl. hierzu das Bei-

spiel am SchluB von 6.2.; es gilt o(X, ¥) = 0, aber z. B. (X =1, ¥ = 1) = _;.
% %% = P(X = 1) P(Y = 1), s0 daB X und Y nicht unabhingig sind.)

Definition 2. Es sei (X, Y) ein (diskreter oder stetiger) zufilliger Vektor. Gilt
o(X, Y) = 0, so heiBen die ZufallsgroBen X und Y unkorreliert.

Bemerkenswert ist die folgende Aussage iiber die zweidi ionale Normalver-
teilung (vgl. 8.3., Definition 4), die sich ittelbar mit Satz 2 ergibt (vgl. auch 6.3.
(14)).

Satz 4. Es sei (X, Y) ein normalverteilter zufilliger Vektor. Sind die Zufallsgrofen
X und Y unkorreliert (o(X, Y) = @ = 0), s0 sind sie unabhdngig.

Die Aussage 4 aus Satz 3 1aBt sich ausdehnen auf den Fall einer beliebigen end-
lichen Anzahl paarweise unkorrelierter ZufallsgroBen.
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Satz b. Es seien X, X,, ..., X, paarweise unkorrelierte Zufallsgropen (o(X;, X;) =0
fiarj £ k;j,k=1,2,..., n). Dann gilt

DXX, + X, + - + X,) = DX, + DX, + - + DX, @
Beweu Mit b'Z EZ* — (EZ)%, cov (X, Y) = EXY — (EX) (EY) u.nd der Au-ngo d.lB
der Erwartungswert einer Summe von ZufallsgrdBen gleich der 8 g
dieser ZufallsgroBen ist, ergibt sich

2 (Ex) - (Zx) - (=(Zx))

(zx-+2zxx,) (f,‘Ex;)’
=1 -1
i<k

» . " L
=T EX2 +2 Y EX;X; — Y (EX;! — 2 J (EX)) (EX,)
i=1 j=1 i=1 jlem1
i<k j<k
" n
=.21(EX-" — (BX;?) + ?kEl(Ex;Xn — (EX)) (EX)))
- 1
2z
= Z‘D'xl + 2 2 cov (X;, X;).
= na
Gilt nun g(X;, X,) = O fir § + k, 60 ist cov (X;, X;) = 0 fir j = k, und es gilt also (4).
Wir wollen nun — in Erweiterung der Definition 1 — erkliren, was wir unter der
Unabhiingigkeit von n ZufallsgréBen verstehen (n natiirliche Zahl).

Definition 3. Es sei (X, X,,..., X,) ein n-dimensionaler zufilliger Vektor mit
der Verteilungsfunktion F(X. Xy X Die ZufallsgréBen X,, X,, «esy Xy heiBen
(untereinander vollstandig) gig (auch: stochastisch bhingig), wenn

Fu'.,x.,....x.)(zn Tyy ooy Tp) = Fx,(zl) . Fx,({":) Fx_(-”-) (5)

fiir alle reellen Zahlen z,, 7, ..., 2, gilt; dabei bezeichnet Fy, die Randv.erteilungs-
funktion von X; (§ = 1, 2, ..., n).

Aus der vollstindigen Unabhiingigkeit der ZufallsgréBen X, X, ..., X, folgt offen-
sichtlich deren paarweise Unabhingigkeit; die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht
(vgl. dazu auch das Beispiel in Abschnitt 3.3.).

Ist (X,, X, ..., X,) ein diskreter bzw. stetiger zufilliger Vektor, so ist zur voll-
stindigen Unabhingigkeit der ZufallsgréBen X, X, ..., X, eine der Formel (2)
bzw. (3) entsprechende Aussage éiquivalent.

Beim Arbeiten mit unabhiingigen Zufallsgri8en benétigt man zuweilen die folgende
— inhaltlich sehr einleuchtende — Aussage, die wir aber nicht beweisen wollen.
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Satz 6. Es seien X,, X,, ..., X, unabhingige Zufallsgrofen, g,, gs, ..., ga auf der
Menge der reellen Zahlen definterte reellwertige stetige Funktionen. Dann sind g,(X,),
91(Xs), ..., ga(X,) ebenfalls unabhingige Zufallsgrofen. _

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit der Erklirung, was wir unter einer Folge
‘I"IALL" . Z“fan g s vp._.l. .

Definition 4. Eine unendliche Folge X,, X,, ..., X,, ... von ZufallsgroBen heiBt
eine Folge unabhingiger Zufallsgrofen, wenn fiir jede natiirliche Zahl n = 2 die
ZufallsgroBen X, X,, ..., X, untereinander vollstindig unabhiingig sind.

6.5.  Verteilung.von Funktionen von ZufallsgréBen

In diesem Abschnitt wollen wir in der Hauptsache die Wahrscheinlichl verteil
von Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabhingiger Zuia.llsgrﬁﬂen
Wir begi mit speziellen Aussagen hierzu iiber die Binomialver-
teilung (vgl. 4.5.) und iiber die Poissonverteilung (vgl 4.7.).
Satz 1. Die ZufallsgroPen X und Y seien bhingig und bi \alverteilt mit den
Parametern n, und p bzw. ny und p. Dann ist Z = X+ Y binomialverteilt mit den
Parametern n, + ny und p.

Auf die Darstellung des nicht schwierigen Beweises verzichten wir; die Aussag
ist ohnehin klar, wenn man sich daran erinnert, daB die absolute Haufigkeit des Eintre-
tens eines zufilligen Ereignisses 4 mit der Wahrscheinlichkeit P(4) = p in # unab-
hiingigen Wiederholungen des zugrunde liegenden Versuches binomisalverteilt ist
mit den Parametern » und p (vgl. 4.5., insbesondere die Ausfilhrungen nach Defi-
nition 1),

Satz 2. Die Zufallsgrifen X und Y seien bhingig und pos. rieilt mit dem
Parameter A bzw. u. Dann st Z = X + YpouaonuertemmudemPammdefl+p

Beweis. Die Werte von Z sind die Zahlen 0, 1, 2, .... Es gilt fiir1 =0, 1, 2, ...

P(Z=l)=P(X+Y=l)=z"P(X=7‘,Y'=l—j)
j=0

1l 1
=,);;P(X=7')P(Y=l—j) =£'p(i;1)?(‘—i;#)

L) i et 1 (]
=) =t e = MuHt
P Ry ] ig(i) -

‘
_@ -;-l/l) e = p(l; A + ),
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d. h., Z ist poissonverteilt mit dem Parameter 4 + u; dabei haben wir Satz 1 (6.4.),
die Definition der Poissonverteilung (vgl. 4.7., Definition 1 und Formel (2)), die Defi-
nition des Binomialkoeffizienten und schlieBlich den binomischen Satz (vgl. MfL
Band 1, 3.5. (26)) verwendet.

‘Wir befassen uns nun mit stetigen ZufallsgroBen. Zuerst leiten wir eine Formel —
die sogenannte Faltungsformel — fiir die Wahrscheinlichkeitadichte zweier (nicht
twendig unabhiingiger) ZufallsgroBen her.

5

Batz 3. Es sei (X, Y) ein stetiger zufalliger Vektor mit der Wahrachesnlichkeitsdichie
fur.ry Dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fg der Zufallsgrofe Z = X + Y durch

150 = [ fm(e, 2 — 9)da, — o0 <2< oo, W
gegeben. -
Beweis. Es gilt
Fyt)=P(Z<2)=PX+ Y <2)= f' [ tan(@ y) dz dy,
dabei ist das Integrationsgebiet

B=(@y):z+y<z={Ey):—c0<z<o00,—00<y<z—a2.
Hieraus ergibt sich (vgl. Abb. 43)

Fw =/ (_Z fan(v) dy) ds = z( [roi—a Je) da

=_i(_£/<x.n(z' t—2) d-'l‘) dt,

woraus
152) = [ fanl@ 2 — 2)dz
folgt. -

.. 8={xy)xey<z}
Abb. 43

Mit der Faltungsformel 1iBt sich die folgende inter te Aussage iiber die Nor-
malverteilung beweisen.
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Satz 4. Es sei (X, Y) ein normalverteilter zufilliger Veldor (Parameter u,, py, 0,3,
o3%, 0). Dann ist Z = X + Y normalverteilt (und zwarmudenParamdemp, + py und
0, + 0;® + 200,0,).

Wir fiihren den Beweis nicht vor; wir entnehmen aber dem Satz 4 insbesondere,
daB die Summe zweier unabhiingiger normalverteilter Zufallsgrofen wiederum nor-
malverteilt ist. Bemerkenswert ist die Giiltigkeit der Umkehrung dieser Aussage:
Ist die Summe zweier unabhingiger ZufallsgroBen normalverteilt, so sind auch die
Summanden normalverteilt. Diese recht tiefliegende Aussage stammt von dem
sohwedischen Mathematiker H. CRaMER (geb. 1893), der auch die mathematische

Statistik durch tliche Aussagen bereichert hat.
Im folgenden Satz k ich wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Sum-
me, Differenz, Produkt und Quotient zweier unabhingiger stetiger ZufallsgriBen.
Satz 5. s seien X und Y bhingige stetige Zufallsgrofen mit den Wahrschein-
lichkeitsdichten fy bzw. fy. :

1. Die stetige Zujallsgréfe Z = X + Y besitzt die Wahrachesnlichkeitsdichte [,
15(2) = f fx(@) fr(z — 2)dz, — o0 <z<oo. @)

2. Die stetige Zufallsgrofe Z = X — ¥ besitet die Wabrscheindichkestodichte fs,
f2(2) =__£}x(z) frlz —2)dz, —o0<z<oo. @

3. Die stetige Zufallsgrofe Z = X - Y besitzt die Wahrscheinlichkestsdichte |,
cml 2
/‘(l)=f—’x(z)ly(—) dz, —o0o<z<oo. 4)
[ z
4. Die stetige Zufallsgrope Z = % besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte fz,

15@) = [ Ial fx(=2) fr(@) dz, — o0 <z < oo. ()

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage; die anderep Aussagen ergeben sich
prinzipiell in gleicher Weise.
Fiir die Dichte f; der Summe Z zweier stetiger ZufallsgréBen X und Y gilt die

Faltungsformel, fz(z) = f fx.v)(®, 2 — z) dv. Wegen der vorausgesetzten Unab-
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hingigkeit der ZufallsgroBen X und ¥ gilt
fan(® 2 — 2) = [x(2) fy(z — @)
(vgl. 8.4., Satz 2) und damit

fslz) = f fx(@) fr(z — 2) d.

Die in den folgenden Sitzen enthaltenen Aussagen ergeben sich durch Anwendung
der Aussagen des Satzes 5; wir benitigen sie spiter bei der Behandlung spezieller
Verfahren der mathematischen Statistik. Dabei treten die y*-, die ¢- und die F-Vertei-
lung auf (vgl. 5.8.), und es wird auch der bei diesen Verteilungen vorkommende
Begriff des Freiheitsgrades motiviert.

Satz 6. Die Zufallsgrofen X und Y seien unabhingsg und y3-verteslt mit m, bzw. my
Fresheitsgraden. Dann ist Z = X + Y y2-verteilt mit m; 4+ m, Freihestsgraden.

Beweis. Wir verwenden die Formel f;(z) = f”[x(z) Jy(z — z)dz. Da X und Y yi.verteilt
sind, gilt (vgl. 5.8., Definition 2) fx(z) = 0 fir z ;06 und fy(z — z) = 0 fiir z < z. Hieraus ergibt
sich einerseits fz(z) = 0 fir z < 0 und andererseits f;(z) = f[x(z) ty(z — z) dx fir z> 0.

)

Setzen wir hier die Dichten fy und /, ein, 8o erhalten wir

_- 1 - My _1 ‘—‘
I3(z) = e (z —z)% e I
2 r("h m.)

mtm  z m LT
=T, % 02 l(l—t)’ 1de.

1 @
S 3)
Verwenden wir ﬁo Beziehung

: I'(p) I'g)
,q) = [2-1(1 —tp-1dt = LR 0,¢>0),
B(p, q) ofv a—tp Totrg @>%2>0
die wir ohne Beweis mitteilen, 8o erhalten wir insgesamt
0 fir 250,

Iete) = ~m‘_r(mf ° fir 2> 0,

d. h., Z ist y*-verteilt mit m = m, -+ m, Freiheitegraden.
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Folgerung 1. Es seien X,, X, ..., X, unabhdngige N(0, 1)-verteilte Zufallsgrofen.
Dann ist Z = X, + X3 + -+ + X,3 yl-verteilt mit n Freshestsgraden.

Beweis. Nach Satz 2 (5.6.) sind die ZufallsgroBen X3 (k = 1, 2, ..., n) y3-verteilt
mit einem Freiheitsgrad ; auf Grund von Satz 6 (6.4.) sind sie auBerdem unabhiingig.
Alles Weitere ergibt sich dann aus Satz 6 mit dem Prinzip der vollstindigen Induk-
tion, wobei man noch zu beachten hat, da8 aus der (vollstindigen) Unabhiingigkeit
von X, ¥ und Z die Unabhiingigkeit von X + ¥ und Z folgt.

Satz 7. Ist X N(0, 1)-verteskt, Y y*-verteilt mit m Freiheitsgraden und sind X und ¥
unabhingig, dann ist Z = x t-verteilt mit m Fre;hzmpmden
Y

m

Beweis. Aus der Unabhiingigkeit vonX\md Y folgt dievon X und ¥ = l/ (vgl. 6.4., 8atz 8).
Mit Satz 5, Aussage 4, gilt also [,(z) = f 2| fx(z2) f§(z) dz.
—00
Wir berech ichst die W heinlichkeitadichte f¢. Es gilt far 2 > 0

Fo@)=PF <2) =P (l/:f < z) = P(Y < mz%) = Fy(mat)

dFg(z)

und damit (vgl. 6.1, Satz 1) fg(z) = X

= fy(ma*) 2mz; fir z < O gilt fg(x) = 0.
Damit erhalten wir

f2(2) = [ afx(zz) fy(ma®) 2ma dz
[']

o0
2

om . m2 ’;'. _met
= ze ™% % zdz
Vom 271‘(ﬂ)
2
0
- oo
ot —o(25m)
= a™e dz
m=1
o)
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m+1
Mit I ("‘—"2'1) - f ¢ & 'e™" & (vgl. 5.6.(3)) ergibt sich schlieBlich

0
I,m+l
1

f5(2) = Y;P(%).F?'

a.m,z-iyim.mummimwm

Satz 8. Die Zufallsgropen X und Y seien unabhdngig und yd-verteilt mit m, bzw. my

Freiheitsgraden. Dann ist Z = ‘Z—Th F-verteilt mit (my, my) Freihestagraden.

Beweis. Aus der Unabhingigkeit von X und ¥ folgtdinmx-iud Y=ml.(v;1.
6.4., Satz 6). Mit Satz 5, Aussage 4, gilt also

15() = [ |2l 2(a2) f3(2) d=.
Wegen [£(z) = mfz(m,z) und f§(z) = myfy(myz) (vgl. 5.1., Satz 2) folgt
I5z) = mymy j I2] fxrlmaz) fy (my) de.

Da X und Yz‘mbﬂtsind,gllt(vgl 5.6., Daﬁmtlon2)fx(mlu)=0fﬁrzz50./y(ﬂl|z) =0
fir 2 5 0. Hmmergibtmheineneluh(z) 0 fir z < 0 und andererseits fir

fa(z) = j fx(myzz) fy(myz) de.
Sotunmrhmd:echhun/;undlyem.loarhlunwu

- Lot -. _.-_.I
= [ e T e T TE
o)
0
” -. -~ ~
T Ll _,(--+-m)
m‘ L z e 2 dz
E)
Tt T ; mim
=T T . z P R e ds.

r(B)r(F) m+ma ;
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183

.
mtm,
mer("—"%')= ¢ £ "¢ &t (vgl. 5.8:(3)) ergibt sich sohlisBlich insgeasmt
[
0 fir 250,
mam) 3T =,
r -
=] DB mT ™ —t >,
R —

dh,Z= %’l%. ist, Fverteilt mit (m;, m;) Froiheitegraden.




7. Grenzwertsdtze

Die Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie neh einen zentralen Platz
in dieser mathematischen Disziplin ein und besitzen prinzipielle Bedeutung besonders
auch in der mathematischen Statistik; sie beinhalten Aumgen iber das Grenz-
verhalten von Folgen von ZufallsgroBen, wobei — den praktischen Bediirfnissen ent-
sprechend — Aussagen iiber die Verteilungsfunktion der Summe von n unabhiin-
gigen ZufallsgroBen fiir n — oo von besonderem Interesse sind.
Mit den Abschnitten 7.1. und 7.2. bereiten wir die Darstellung der Grenzwertsitze
der Wahrsoheinlichkeitstheorie vor. Dazu behandeln wir in Abschnitt 7.1. die soge-
te Cebydevsche Ungleichung, die als Hilfsmittel beim Beweis spezieller Grenz-
wertsiitze eine wesentliche Rolle spielt, und in Abschnitt 7.2. stellen wir die wich-
tigsten der in der Wahrscheinlichkeitstheorie verwendeten K genzarten fiir
Folgen von ZufallsgréBen vor. Die Abschnitte 7.3. und 7.4. sind dem sogenannten
Gesetz der grofen Zahlen gewidmet Ein Gesetz der groBen Zahlen besteht — grob
gesprochen — in der Angabe hinreichender Bedingung: d.a.fur, daB das arithme-
tische Mittel einer Folge von ZufallsgroBen mit wachsend d hl gegen
eine Konstante strebt. Dabei vermittelt das in Abschnitt 7.3. behandelt
Bernoullische Gesetz der groPen Zahlen einen weiteren und genaueren Embhck in den
Zusammenhang zwischen der relativen Haufigkeit und der Wahracheinlichkeit eines
zufilligen Ereignisses; der Abschnitt 7.4. liefert einen Uberblick iiber allgemeinere
Fassungen des Gesetzes der groBen Zahlen. Die Abschnitte 7.5. und 7.6. sind dem
sogenannten Zeniralen Grenzwertsatz gewidmet. Ein Zentraler Grenzwertsatz be-
steht — grob gesprochen — in der Angabe hinreichender Bedingungen dafiir, da8
die Verteilung der Summe einer Folge von ZufallsgroBen mit wachsender Summan-
denanzahl gegen die Normalverteilung strebt. Der in Abschnitt 7.5. dargestellte
sogenannte Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace, der eine solche Aussage fiir eine
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Folge binomialverteilter ZufallsgroBen beinhaltet, ist die Grundlage fiir eine Nihe-
rungsformel zur praktischen Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, die mit der
Binomialverteilung (Parameter # >> 1) im Zusammenhang stehen. SchlieBlich infor-
miert Abschnitt 7.8. tiber allgemeinere Fassungen des Zentralen Grenzwertsatzes,
die in praktischen Anwendungen hiufig die Rechtfertigung dafiir liefern, eine Zu-
fallsgroBe niaherungsweise als normalverteilt anzusehen.

71.  Die Cebysevsche Ungleichung

Die Rolle der Streuung DX einer Zufallsgro8e X als MaBzahl fiir die Abweichung
der Werte dieser ZufallsgroBe von dem durch den Erwart rt EX beschrieb

o'

Zentrum wird — auch quantitativ — besonders deutlich an der Ungleich

P(1X — EX| 2%VD*X) = % 1)

die fiir jede natiirliche Zahl % gilt. Dariiber hinaus erweist sich diese Ungleichung
als sehr zweckmiiBig beim Beweis von Gesetzen der groSen Zahlen (vgl. Ab-
achmtt 7.3.). Wir leiten die Ungleichung (1), die man zu Ehren des bedeutenden
r hen Mathematikers P.L.CEBY3Ev (1821—1894) Cebydevsche Ungleichung
nennt, als Folgerung des nachstehenden Satzes her.

Satz 1. Es seten Y eine nichinegative Zufallsgrofe (d. h., es gelte P(Y = 0) = 1)
mit dem Erwartungswert EY und 8 eine beliebige positive Zahl. Dann gilt

PrzysSl @

oder — in dazu dquivalenter Formulierung —

P(r<a)21_1’76—y ®)

Beweis. Wir fithren den Beweis gei:rennt fiir diskrete und stetige ZufallsgroBen;
der Leser beachte aber die Analogien im Vorgehen.

a) Es sei Y eine diskrete ZufallsgroBe, die die Werte g, = 0 mit den th.rschom-
lichkeiten p, annimmt. Dann gilt

EY = Z!InPkZE.'thZiZ‘Pk—JP(YZJ),
N

woraus sofort (2) folgt.
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b) Es sei Y eine stetige ZufallsgroSe mit der Wahracheinlichkeitedichte fy. Dann
gilt wegen P(Y < 0) =

EY = [yty(y)dy = [ ylrly)dy = [ vivly) dy 2 8 [ frly) dy
—o ] L] L]

=P(Y 2 9),
woraus wiederum sofort (ﬁ) folgt.

Folgerung 1. Es seien X eine Zufallsgrofe mit dem Erwartungswert EX und der
Streuung DX und e eine beliebige positive Zahl. Dann gilt die Cebysevsche Ungleichung

P(X —EX| 28 < P-'i @

oder — in dazu dquivalenter Formulierung —

P(X — EX|< &) = 1-%. (6)

Beweis. Wir setzen 4 — & und ¥ — |X — EX]%. Dann gilt P(¥ 2 0)=1,

4 > 0 und EY = E|X — EX* = D*X. Bei Anwendung von Satz 1 erhalten wir

P(X — EX]P = &) g%‘-. Beriicksichtigen wir weiterhin, da8 das Ereignis

(IX — EX|* = &%) gensu dann eintritt, wenn das Ereignis (|X — EX| = ¢) eintritt,
80 ist damit (4) bewiesen.

Bemerkungen.

1. Die Cebysevsche Ungleichung hat offensichtlich nur fiir solche ZufallsgroBen
einen 8inn, die eine (endliche) Streuung besitzen.

2. Die eingangs angegebene Form der Cebydevschen Ungleichung ergibt sich
aus (4) fiir e = kY D'X.

3. Die Ungleichungen (2) und (3) bzw. (4) und (5) gelten insbesondere fiird < EY
bzw. & < YD'X, sind aber in diesen Fillen trivial.

Im Fall s = 3YD°X besagt (5), daB fiir jede positive ZufallsgroBe X (mit endlicher
Streuung) die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 X Werte annimmt, deren Abstand vom
Erwartungswert kleiner als das Dreifache der Standardabweich ist, mindest.

8 g
leich — ist,
gleio, °

P(IX —EX| < 3YD*X) 2 % ~ 0,89. (8)



7.1. Die Cebyevache Ungleichung 137

Es liegt in der Natur der Sache, daB eine so allgemeine Aussage wie die Ceby-
Sevache Ungleichung — die also von der Wahrscheinlichkeitsverteilung der betrach-
teten ZufallsgroBe nicht mehr in Ansprach nimmt als Erwartungswert und Streuung
— in Spezialfilllen sehr grob sein kann. 8o ergibt sich beispielsweise in dem Fall,
daB X normalverteilt ist, die Aussage P(]X — EX| < 3YDX ) ~ 0,997 (vgl 5.4.
(28)). Die Cebysevsche Ungleichung 1iBt sich aber — wie das folgende Beispiel zeigt
— ohne zusitzliche Voraussetzungen iiber die betrachtete Klasse von ZufallsgroSen
nicht verbessern.

Beispiel. Die ZufallsgroBe X besitze die Werte —k, k und 0 (dabei sei k eine
beliebige Zahl = 1), und es gelte

PX=—-k=PX =k =%, PX =0) = 1—%.
Denn gilt EX = 0, D'X=EX'=I¢’-$J=1unddamit

P(|X — EX| 2 kYD*X) = P(1X| 2 k) = P(X = —k) + P(X = k) =%.
In der Cebygevachen Ungleichung steht also in diesem Fall das Gleichheitezeichen.

AbschlieBend geben wir noch eine Verallgemeinerung der CebySevschen Ungleichung an, die
ol he Ungleich

Satz 2. Es seien X,, X,, ..., X, unabhingige Zufallagrofen mit (endlicher) Strexung und & eine
beliebige positive Zahl. Dann gilt

. R I px,
P ( mex | 2 (x,~ £x) zq 52— ™
1Skse|i=1 &
oder — in dazw dquicalenter Formulierung —
" [ ‘E‘D’x’
P(n (IZ(X¢—EX;)|<,3)21—J"—. ®)
ke \[{=1 &
isen die Kol he Ungleiohung nicht; wir bemerken nur, da8 sich fir & =

Wir b 8!
die CebySevsche Ungleichung ergibt.
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7.2,  Konvergenzarten in der Wahrscheinlichkeitstheorie -

Wir stellen in diesem Abschnitt eunge Konvergenzdefinitionen fiir Folgen von Zu-
fallsgréBen vor. Dabei bezeichnen wir mit (X,) stets eine Folge von Zuia.l]sgrol!en
und mit X eine weitere ZufallsgroBe iiber ein und d Iben Wahrscheinlichl
raum [Q, ¥, P).

Definition 1. Man sagt, die Folge (X,) k giert mst Wahrschesnlichkest Eins
(oder: konvergiert fast sicher) gegen X, wenn

P({w € 2:lim X (w) = X(m)}) =1 (1)
gilt. Hiorfiir schreiben wir kurs P (lim X, = X) = 1 und symbolisch X X
Die Konvergenz mit Wahrsoheinlichkeit Eins liegt also dann vor, wenn die Menge

aller der]emgen w € Q, fiir die die Zahlenfolge (X,(w)) gegen die Zahl X(w) kon-
rt, die Wahrscheinlichkeit Eins besitzt, d. h., wennduErelgms(l:.mX —X)

ein hst gicheres Ereignis ist. Damit entspricht die fast sichere Konvergenz in der

‘Wahrscheinlichkeitstheorie dem Wesen nach der gewdhnlichen Konvergenz einer
Funktionenfolge in der Analysis.

Eine i Charakterisierung der Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit Eins liefert der
folgende Satz.

Sa.tzl.E:m’uX.—‘ibquMnn,mn/&rida, stive Zahl ¢ die Beziehung

o«
I.imP( U (@€ Q: | Xw) - X(w)| 2 l) =0 2)
>0 \k—n
3
Beweis. Es sei 8 > 0 beliebig. Wir fihren folgende Bezeichnungen ein:

Aye) = ( Xy — X| =), Byfe) =.§'A,, 0= (lim X, ~X),
Cale) = 00 By), D(e) = (lim sup | X, — X| Z¢).

Dann gilt Bpyy(e) S Bye), folglich Cpyy(e) S Cpe) und slso (vgl. 2.4., Satz 1)
lim P(Cy @)= P (51 c,(e)).

1. Es gelte X, —bx,dh P(C) = 1. ist Es ﬁC(¢)=ﬂ u.ndalaohmP(O.(c)) 0.
Mit P(B,,(c)) = P(Cy(e)) folgt lim P(B.(c)) =0,4d.h, eo gllt @).
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2. Es gelte (2), d.h, lim P(By(e)) = 0. Nun ist Die) S By(e) fir n = 1,2, .... Folglich gilt

P(D(z)) =0. Aus C S U D ( l) folgt damit P(C) =0, d.h., es gilt P(C) =1, was mit
X, Loy x glelehbedeutend ist.
Definition 2. Man sagt, die Folge (X,) konvergiert in Wahrscheinlichkest (oder:
konvergiert stochastisch) gegen X, wenn fiir jede positive Zahl ¢
lim P(jo € 2: | X,(@) — X()| <el) =1 ®)
nr00

gilt. Hierfiir schreiben wir kurz lim P(IX, — X| < ¢) = 1 und symbolisch X, =+ X.
psoo

Die Beziehung (3) bedeutet, daB bei stochastischer Konvergenz von (X,) gegen
X die Abweichung von X, und X um mindestens ¢ — also das Ereignis (| X, —X| = ¢)
— eine Wahrscheinlichkeit besitzt, die mit n — oo gegen Null konvergiert; dabei
ist ¢ eine beliebige positive Zahl. Die Beziehung (3) besagt aber nicht, da8 es bei
festem w € 2 zu jedem & > 0 eine natiirliche Zahl n, gibt, so daB | X,(0w) — X(w)| <e
fiir alle n = n, gilt, d. h., daB lim X,(w) = X () gilt.

A—+00

Zwischen der fast sicheren Konvergenz und der stochastischen Konvergenz be-
steht der folgende Zusammenhang.
Satz 2. Konvergiert die Folge (X,) mit Wahrscheinlichkeit Eins gegen X, so kon-
vergiert sie auch in Wahrscheinlichkeit gegen X, d. h., es gilt
X, x5 x, 2 X, @
Beweis. Wir verwenden die im Beweis zum Satz 1 eingefiihrten Bezeichnungen A,(e) und
By(e). Aus X, LN folgt mit Satz 1 lnn P(B (€)) = 0. Wegen A,(e) S By(e) ergibt sich
hieraus unmittelbar lim P(4,(¢)) =0, d h., es gilt lim P(X, — X|=¢) =0, was zu
llm P(X, — X| <e¢) :ml und damit zu X, 2, X aqm;n.lont ist.

Definition 3. Die Zufallsgrofen X, (» = 1,2, ...) und X mogen eine (endliche)
Strevung besitzen. Man sagt, die Folge (X,) konvergiert im quadratischen Mittel
gegen X, wenn

lim E(X, — X)® =0 (6)
gilt. Hierfiir schreiben wir symbolisch X, Loy, ¥,
Die Konvergenz im quadratischen Mittel beinhaltet, daB hm D’(X X)=

gilt, d. h., daB die Folge der Streuungen D¥X, — X) gegen dle Streuung einer ein-
punktverteﬂten ZufallsgrsBe konvergiert (vgl. 4.3., Satz 4).
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Zwischen der Konvergenz im quadratischen Mittel und der stochastischen Kon-

heataht £nl Ao 7 hano
verg der folg g

Satz 3. Konvergiert die Folge (X,) im quadratischen Mittel gegen X, so konvergiert
sie auch stochastisch gegen X, d. h., es gilt

X, 2%, x o x, 5 X, ()

Beweis. Es sei ¢ > 0. Wir verwenden Satz 1 (7.1.) mit 8 = e und ¥ = |X, — X|*
und erhalten

P(X,~X| 2 o) = P(X, — Xpz oy s 2R 2 X0 FE 2 D

S’
Gilt X, 2%+ X, d. h. lim E(X, — X)* = 0, so folgt hieraus lim P(|X, — X| = ey
B—+00 A=+00
= 0 fiir jedes & > 0, d. h., es gilt X, — X.
Definition 4. Man sagt, die Folge (X,) & giert den Verteslungsfunkis nach

ol

(oder: konvergiert in Verteilung) gegen X, wenn zwischen den Verteilungsfunktionen
Fy_und Fy die Beziehung

lim Fy (z) = Fr(z) U]

an allen Stetigkeitsstellen z von Fy gilt. Hierfiir achreiben wir symbolisch X, A% x.

'Wir weisen ausdriicklich darauf hin, daB die Aussage (7) nicht fiir alle z gelten muB ;
sie darf verletzt sein fiir solche z, in denen die Verteilungsfunktion Fy der Zufalls-
groBe X unstetig ist. Wenn aber die Verteilungsfunktion Fy stetig ist — dies ist
z. B. dann der Fall, wenn die ZufallsgroBe X stetig ist —, so ist, die Konvergenz in
Verteilung von (X,) gegen X mit der gewohnlichen Konvergenz der Funktionenfolge
(Fx,) gegen die Funktion Fyr équivalent.

Farianh

1)
besteht der fol de 7
)

der Konv in Wahrscheinlichkeit und der Konvergenz in Verteilung

g

Satz 4. Konvergiert die Folge (X,) in Wahrscheinlichkeit gegen X, so konvergiert
sie auch in Verteilung gegen X, d. h., es gilt

X, X=X, X, (®)

Beweis. Es sei ¢ > 0 beliebig. Wir setzen 4, = (|X, — X| < s). Dann gilt voraussetzungs-
gemiB lim P(4,) = 1. Auf Grund der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit (vgl. 3.4., Satz 1)

A=>00
erhilt man fir eine beliebige reelle Zahl z
Fr,(2) = P(X, < 2) = P(X, < z4,) P(4,) + P(X, < 2|4,) P(4,).
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Einerseits folgt hieraus Fy () < P(X, < 2|4,) P(4,) + P(A4,), woraus sich mit
P(Xy<2) 0 (1Xs — X <¢))
P(4,)
_ P(Xp<a)n(X< X, +e)n(X> X, —¢)
B P(4,)

P(X, < z|4,) =

PX <z+8)
P(4,)

A

und lim P(4,) = 0 die Aussage
lim sup Fy (z) = Fx(z + &)
ergibt; andererseits folgt
Fr(2) 2 P(X, < z|4,) P(4,) = P((X, < z) n (X, — X| < ¢)),

woraus sich mit
P(Xy<z)n(Xy~X|<e)+P(X, —X|26) 2PX<z—8)

und _

lim P(4,) = lim P(|X, — X| 2 ¢) =0
die Beziehung

lim inf Fx _(2) = Fx(z — ¢)
ergibt. e

Ist nun z eine Stetigkeitsstelle von Fy, so erhalten wir fir ¢ -0 die Ungleichungen
lim syp Fyxy(z) < Fx(z) und lim inf Fy (z) = Fx(z). Also gilt lim Fy () = Fy(z) an allen
N—+00 R0 N=>00

Stetigkeitsstellen von Fy, d. h., es gilt X, —» X,

Die Konvergenz in Verteilung erweist sich damit als die schwiichste unter den hier
definierten Konvergenzarten. Besitzt die ZufallsgréBe X eine Einpunktverteilang,
d. h., gibt es eine Zahl ¢ mit P(X = ¢) = 1, und konvergiert die Folge (X,) in Ver-
teilung gegen X, so konvergiert sie auch in Wahrscheinlichkeit gegen X. (Hierfiir
schreiben wir kurz X, <+ ¢ und sagen, daB die Folge (X,) stochastisch gegen ¢ kon-
vergiert.) Es gilt also der folgende Satz:

Satz 5. Es besitze X eine Einpunktverteilung. Eine Folge (X,) konvergiert genau
dann stochastisch gegen X, wenn sie den Verteilungsfunkiionen nach gegen X konver-
giert.

Beweis. Es sei X eine einpunktverteilte Zufallsgrofe, o. B. d. A. konnen wir
P(X = 0) = 1 annehmen. Auf Grund von Satz 4 ist nur noch zu zeigen, daB unter
dieser Voraussetzung aus der Konvergenz in Verteilung die stochastische Konver-
genz folgt.
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Es gelte also

lim F, () = Fx(o) = { 9 hr =l

1 fir >0
an allen Stetigkeitsstellen von Fy, d. h., es gelte

smre={] G 150
Fiir beliebiges ¢ > 0 gilt

P(X,| <&)=P(X, <¢&) — PX, < — &) = Fx_(e) — Fx(—e+0),
woraus fiir n — co auf Grund der Voraussetzungen

 LImP(X,|<e&)=1—0=1
N=+00

folgt. Dies bedeutet gerade die stochastische Konvergenz der Folge (X,) gegen 0.

73. Das Bernoullische und das Poissonscl&esetz
der groBen Zahlen

In di Abschnitt kommen wir nochmals auf den Zusa hang zwischen der
relativen Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit zuriick. Das nachfolgend darge-
stellte Bernoullische Gesetz der groSen Zahlen kann als eine mathematische Formu-
lierung des in konkreten Fillen immer wieder zu beobachtenden Effekts der Stabili-
sierung der relativen Hiufigkeit (vgl. 2.1.) angesehen werden.

Es bezeichne A4 ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufilligen Versuches
mit der Wahrscheinlichkeit P(4) = p eintritt; mit h,(A4) bezeichnen wir — wie
friiher (vgl. Abschnitt 4.5.) — die zufillige relative Hiufigkeit des Eintretens von 4

in einer Serie von # unabhiingigen Wiederholungen dieses zufiilligen Versuches.
Satz 1. Fiir jede positive Zahl ¢ gilt
lim P(lhy(4) — p| <) =1 (¢))
N—>00

oder — in dazu dquivalener Formulierung —
lim P(ha(4) — p| Z¢) =0, 2
Ling

d. h., die Folge (hy(A)) konvergiert stochastisch gegen p (Bernoullisches Gesetz der grofen
Zahlen, 1712).
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Beweis. Es gilt Bhy(4) =p (n=1,2,...) und Dh(d) = 2L =P Lo gy
n

n — oo (vgl. 4.6. (13) und (14)). Anwendung der (lebydevschen Ungleichung
(vgl. 7.1., Satz 2; anstelle von X ist h,(4) einzusetzen) liefert fiir beliebiges e > 0
die Ungleichung

(1 —p) 1
P(h) —pl 20 s 2B (g 4,w,),

woraus sich durch den Grenziibergang » — oo die Aussage (2) des Satzes ergibt.

Das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen besagt also, daB die Wahrscheinlich-
keit der Abweichung der relativen Haufigkeit %,(4) eines Ereignisses 4 von der
Wahrscheinlichkeit P(4) = p dieses Ereignisses um weniger als eine beliebig vor-
gegebene positive Zahl ¢ beliebig nahe an Eins liegt, wenn nur die Anzahl n der Wie-
derhol des betr zufilligen Versuches geniigend gro8 ist. Dies bedeutet,
daB bei genugend groBer Versuchsanzahl die Wahrscheinlichkeit einer nur gering-
fiigigen Abweichung zwischen relativer Haufigkeit und der Zahl p nahezu gleich
Eins ist. Insbesondere zeigt das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen, da8 jedes
zuféllige Ereignis positiver Wahrscheinlichkeit — wie klein diese auch sein mag —
in einer geniigend langen Versuchsreihe mit einer beliebig nahe an Eins gelegenen
Wahrscheinlichkeit mindestens-einmal vorkommt. Aus diesen Erliduterungen geht
auch hervor, wie es zur Bezeichnung der Aussage von Satz 1 als Gesetz der groBen
Zahlen kommt.

Wir wollen noch eine den Satz 1 enthaltende Aussage, das sogenannte Poissonsche
Gesetz der groBen Zahlen herleiten. Ausgangspunkt ist eine Serie von n unabhingigen
zufilligen Versuchen, in denen ein Ereignis 4 mit einer Wahrscheinlichkeit eintritt,
die — im Gegensatz zum vorher betrachteten Bernoullischen Versuchsschema —
von der Nummer des zufélligen Versuches abhiingt (Posssonsches Versuchsschema).
Mit p, bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit des Erelgmases A im k-ten Versuch.
Wir betrachten die ZufallsgroBen X,

hiot

X, — { 1, falls Ereignis 4 im k-ten Versuch eintritt, k=127

0, falls Ereignis 4 im k-ten Versuch eintritt,
Dann gilt P(X; = 1) = p,, P(X; = 0) = 1 — p,. Folglich bestehen die Gleichungen
EXy=1-pe+0-(1—p) =
und

DXy =(1—pPp + (0— 2 (1 — o) = el — p4).
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Bezeichnen wu' wwder mit h.(A) die zufillige relative Haufigkeit des Eintretens von
A in einem P h so gilt

hid) = T (X, + X, + - + X,

woraus (vgl. 4.3., S8atz 1, und 6.2., Folgerung 1)
EX + - +EXy _pt ot

n n

Bhd) = L B, + - + X)) =

und — wegen der Unabhiingigkeit der ZufallsgrBen X,, X,,..., X, — (vgl. 6.4.,
Satz 5)

DX, + - + DX,
nl

Pl —p) + - + (1 — ) (gl-»o ﬁi”‘_Hw)
nd in

Dihy(d) = o DX, + o+ Xy) =

folgt. A dung der Cebygevachen Ungleichung (vgl. 7.1., Satz 2; anstelle von X
ist hy(4) ei tzen) liefert ittelbar die Aussage des folgenden Sat

Satz 2. Filr jede positive Zahl & gilt
EmP(Ib.(A)—M <a)=l @)
oder — in dazu dquivalenter Formulierung —

’_'+'_”.'"'&g,)=o @)

P (|h.(A> -

(Poissonsches Geseiz der grofen Zahlen).

Wir stellen einerseits fest, daB sich in dem Fall, daB die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses 4 in allen Versuchen gleich ist (p; = p fiir alle k), sich hieraus das Ber-
noullische Gesetz der groBen Zahlen ergibt; wir bemerken andererseits aber auch,
daB sich eine dem Bemonllmchen Gesetz der groBen Zahlen entsprechende Aussage
such bei weniger einschriink Vi tzungen ergibt. Uber weitere Verall-
gemeinerungen des Bernoullischen Gesetzes der groSen Zahlen gibt der folgende Ab-
schnitt Auskunft.
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7.4.  Allgemeine Fassung des Gesetzes der groBen Zahlen

Bei der Herleitung des Poissonschen Gesetzes der groen Zahlen gingen wir von einer
speziel.len Folge (X,) von ZufallsgréBen aus, betrachteten die Folge der arithmetischen

M.lttel (X 1 + X3 + -+ + X,) und untersuchten das Konvergenzverhalten dieser
Folge. Dxe Aussage des Satzes 2 (7.3.) 1aBt sich dann dahingehend formulieren, da8
die Folge (Y,) der zentrierten arithmetischen Mittel ¥,

R C R ART SR 8 &

LT k=1

stochastisch gegen Null konvergiert. Dieser Sachverhalt bildet den Hintergrund fiir
die folgende Definition.

Definition 1. Man sagt, daB eine Folge (X,) dem Geselz der grofen Zahlen geniigt,
wenn die Folge (Y,) der zentrierten arithmetischen Mittel ¥,,

Y_=lz"x,—1:(iz" x,):lz," (X — EXy)
R k=1 N k=1

7 k=)
stochastisch gegen Null konvergiert.

In dieser Formulierung ist also die Exi der vork den Erwartungswerte voraus-
gesetzt. Existieren diese nicht, so sagt man, die Folge (X;) geniigt dem Geutz der groSien Zahlen,

wenn es eine Zahlenfolge (a,) gibt, so daB die Folge (Y,), ¥, = i 2 X, — a,, stochastisch
gegen Null konvergiert. L

Das weitere Ziel besteht nun in der Angabe hinreichender Bedi gen dafiir, daB
eine Folge von ZufallsgroBen dem Gesetz der groBen Zahlen genugt

Wesentliche Aussagen in dieser Richtung stammen yon namhaften Vertretern der
von P.L.CEBYSEV begriindeten russischen Schule der Wahrscheinlichkeitstheorie,
die das Zentrum der theoretischen Forschung auf dem Geblet der Wa.hmcheml.lch-
keitstheorie zu Anfang unseres Jahrhunderts darstellte — »ndere von P. L. CE-
BY3BV und sei berithmten Schiiler A. A. MARgov (1856—1922) — und den
sowjetischen Mathematikern A.Ja. CHINSIN (1894-1959) und A. N. KoLMoGoOROV,
dem Begriinder der axiomatischen Wahrscheinlichkeitstheorie

Satz 1 (Markovsches Gesetz der groBen Zahlen). Es sei (X,) esne Folge von Zufalls-
gropen, die die Bedingung
»(£x)
lim 2=l [ =0 (Markovsche Bedingung) 2
n—00 »

erfillis. Dann genilgt die Folge (Xy) dem Gesetz der grofen Zahlen.
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Beweis. Anwendung der Cebygevachen Ungleichung (vgl. 7.1., Folgerung 1; anstelle
von X ist 1 Z" X, einzusetzen) liefert fiir beliebiges ¢ > 0

L T
) 2(Ex)

niet

Pur.lge)=P(|le.—E(l z'X.) .
n p=1

N kel

woraus sich fiir n — oo bei Giiltigkeit der Markovschen Bedingung (2) sofort
lim P(|¥,| = ¢) = 0 ergibt. Also konvergiert die Folge (¥,) stochastisch gegen Null,

:l?:., die Folge (X;) geniigt dem Gesetz der groSen Zahl

Satz 2 (Cebysevsches Gesetz der groBen Zahlen). Es sei (X,) eine Folge paarwesse
unkorrelierter Zufallsgrofen, deren Streuungen beschrinkt sind. (Es gibt also eine Zahl
M > 0, 30 dap D*X, < M fiir alle k gilt.) Dann geniigt die Folge (X,) dem Geselz der
grofen Zahlen.

Beweis. Da die Zufallsgro8en X, paarweise unkorreliert sind, gilt (vgl. 6.4., Satz 5)

D-(z" x,,) = é"lp-x,,

k=1

und also auf Grund der Voraussetzung

D’( 'f,‘ x.) _ E.:x‘ s

Hieraus folgt, daB die Markovsche Bedingung (2) erfiillt ist, womit durch Satz 1
die Giiltigkeit des Gesetzes der groSen Zahlen fiir die Folge (X)) bewiesen ist.

Als Spezialfall des Cebysevschen Gesetzes der groSen Zahlen ergibt sich unmittel-
bar das Poissonsche Gesetz der groBen Zahlen (vgl. 7.3., S8atz 2; dort gilt fiir alle k

1
DX, =p(l —p) = y wegen 0 < p, < 1).

nM
nt

a‘lg

Bei der Formulierung weiterer Aussagen verwenden wir einen Begriff, den wir in
der folgenden Definition festlegen.

Definition 2. Die Elemente einer Menge von ZufallsgroBen heifen sdentisch
verteilt, wenn alle ZufallsgroBen dieser Menge ein und dieselbe Verteilungsfunktion
besitzen, -

Wir weisen im Zusammenhang mit dieser Definition darauf hin, da8 identisch
verteilte ZufallsgréBen nicht gleich sein miissen; hingegen sind natiirlich gleiche Zu-
fallsgréBen identisch verteilt. Der Leser mache sich diese Sachverhalte selbst klar.
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Satz 3. Es ses (X) eine Folge unizbhdngiqer, sdentisch verteilter Zufallsgrofen mit
dem. (gemes: ) Erwartungswert u und der (gemeinsamen) Strewung o%. Dann
gmflqt die Folge (X,) dem Gesetz der gropen Zahlen. Insbesondere konvergiert die Folge

— ZX.) der arithmetischen Mittel der Folge (X,) stochastisch gegen den (gemeinsa-
LR TS
men) Erwartungswert u.

Die Aussage dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Cebydevschen Gesetz
der groBen Zahlen; wir iiberlagsen es dem Leser, dies zu bestimgen Von der Aussa.ge
des Satzes 3 werden wir in der mathematischen Statistik niitzlich
machen. Hier weisen wir nur noch darauf hin, daB sich als Spezialfall dieses Satzes
unmittelbar das Bernoullische Gesetz der groBen: Zahlen ergibt (vgl. 7.3., Satz 1).

Bemerkenswert ist, daB auf die Voraussetzung der Existenz der Streuung verzichtet werden
kann,

Sntz 4 (Chmbmmhas Gesetz der groBen Znhlen) Es sei (X,) eine Folge unabhdangiger, identisch
grofen mit dem (g Er rt p. Dam. genigt die Folge (X,)

demGumdermmeabkn ImbemdeulcmwergwrtdwFolge (n X x,) stochastisch gegen p.
k=1

‘Wir wollen noch einige A zum ken Geeetz der groBen Zahlen zusam-

menstellen, Dabei gehen wir von der folganden Definition aus.

Definition 3. Man sagt, daB eine Folge (X;) dem aslarken Geselz der grofen Zahlen geniigt,
wenn die Folge (),

y,.=_ X, — EX}),
“{.‘l( ¥ ¥ 1)

fast sicher gegen Null konvergiert; dabei ist die Existenz der Eryartungswerte X, vorausgesetzt.
(Existieren diese nicht, so sagt man, die Folge (X,) geniigt dem starken Gesetz der groSen Zahlen,
wenn es eine Zahlenfolge (a,) gibt, so daB die Folge (¥,), ¥, = 1 L" X, — a,, fastsicher gegen
Null konvergiert.) L B
Die Definiti 1und 3 unterscheid snchalao nu:mderKonvergenmdarFolge(Y.)gegm
in Wah der Defini-

Null; in Definition 1 wird von der K
tion 3 llegt die Konvergenz mit W!hmhemlmhkmt Eins zugrunde. Da aus der Konvergenz mit
Wah

inlichkeit Eins die K in Wahrscheinlichkeit folgt (vgl. 7.2., Satz 2), geniigt
eine Folge (X.),ﬂirdlodnatukoGesefzdergroBen Zalilen gilt, auch dem Gesetz der groBen
Zahlen. (Zur b ichnet man das durch Definition 1 gek ichnet:
GesotzdargmﬂenZAhlenalaod&wuchuGudzd«mﬂenZM)
Die folgenden Sitze — sie st von A. N. Kor v — beinhalten hinreichende Be-
dingungen fiir die Giltigkeit des starken Gesetzes der groBen Zahlen.
Satz 5. Es sei (X;) eine Folge von unabhingigen Zufallsgrofen, die die B g
2—'-<oo (Kolmogorovache Bedingung) 3)

k=1
erfidlt. Dann genigt die Folge (X,) dem starken Gesetz der groPen Zahlen.
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Der Beweis dieses Satzes beruht wesentlich auf der Kol hen Ungleichung (vgl. 7.1.,
Satz2); wir fithren ihn nicht aus. Wir bemerken aber, da in Satz 6 die E: der vork d
‘Streuungen vorausgesetzt ist.

Jede der folgenden Bedingungen an eine Folge (X,) von ZufallsgroBen ist hinreichend fiur
die Giiltigkeit der Kolmogorovachen Bedingung (3) und — im Verein mit der Unabhingigkeit der
Zufnl]ngr&ﬂen X,, X,,... — damit auch fir die Giltigkeit des starken Gesetzes der groSen
Zahlen.

1. X,, X,, ... identisch verteilt (mit Erwartungswert 4 und Streuung o?). |In diesem Fall
»
ergibt sich - 5 X, —“—»,4)
L T}

2. Es gibt M > 0, 80 daB D*X, < M fir alle k gilt.

Die letztgenannte Bedingung zeigt, da8 im Fall einer Folge um.bhi.nglger Zu.fnllsgréﬂon du
CebyBevscho Gesetz der groBen Zshlen (vgl. Satz 2) — und damit insb
Geeetz der groBen Zahlen (vgl. 7.3., Satz 2) — auch als starkes Gesetz der groBen Znhlen gilt.

Die erstgenannte Bedingung zeigt, daB das in Satz 3 formulierte Gesetz der groBen Zahlen —
und damit insbesondere das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen (vgl. 7.3., S8atz 1) — auch
als starkes Gesetz der groBen Zahlen gilt. Die Folge (ha(4)) der als anlngn‘sﬂen aufgefaften rela-
tmm Hmﬁghmm (A.(A)) des Eintretens eines zufilligen Emngnmes A in einer Serie von n

ein und deeselben zufilligen V hes, bei dem das Ereignis

A die thnchemhuhkelt P(4) = p hat, konvergiert also mit n — oo nicht nur stochastisch
gegen p, sondern sogar fast sicher.

Diese Aussage bemerkte erstmalig 1009 der franzgsische Mathematiker E. BorEL (1871—1856);
sie wird daher auch als Borelaches Gesetz der grofen Zahlen bezeichnet.

AbsochlieBend geben wir noch einen sehr aufschluBreichen Satz beziglich der Giltigkeit des
starken Geeetzes der groBen Zahlen bei einer Folge unabhiingiger, identisch verteilter Zufalls-
groBen an.

Satz 6 (Kolmogorovsches Gesetz der groBen Zahlen). Es sei (X,) eine Folge unabhangsger,
identioch verteilter Zufallagrofen.

1. Ezistiert EX, = p, so genigt die Folge (X,) dem starken Gesetz der grofen Zahlen. Insbeson-
»
dereyflldann% X X,&bp.
r=1

2. Konvergiert die Folge (i > x,,) gegen eine Zujallegrofe X, s0 ist X einpunktverteilt, d. h.,
n ya1
e8 gibt eine Zahl a, 00 daf - 3 Xy L2+ a. Auferdem existiert dann EX,, und es gilt BX, = a.
n k=1

Auf den recht schwierigen Beweis des Kolmogorovschen Gesetzes der groBen Zahlen verzichten
wir; er erfolgt unter wesentlicher Einbeziehung des Lemmas von BorEr-CanreLir (vgl. 3.3.,
Satz 1). Wir weisen aber noch darauf hin, daB auf Grund der ersten Aussage des Satzes 6 dn
Chindinsche Gesetz der groBen Zshlen (vgl. Satz 4) auch als starkes Gesetz der groBen Zahlen

gilt.
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75. Der Grenzwert{ati von de Moivre-Laplace

Unter einem Grenzwertsatz versteht man in der Wahrscheinlichkeitstheorie in der
. Hauptsache eine Aussage iiber das Grenzverhalten einer Folge (F; ) von Verteilungs-
funktionen einer vorgegebenen Folge (Z,) von ZufallsgroBen. Die in den Abschnitten
7.3. und 7.4. behandelten Gesetze der groBen Zahlen sind Beispiele fiir solche Grenz-
wertsiitze; es werden hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, da8 fiir eine vor-

n
gegebene Folge (X,) die Folge (Z,), Z, = 1 J) (X, — EX,), stochastisch (oder sogar
N k=1

fast sicher) gegen Null konvergiert, woraus die Konvergenz der Folge Z, den Ver-
teilungsfunktionen nach gegen Null folgt (vgl. 7.2., Satz 4).

Vielfach — und mit solchen Fillen befassen wir uns in diesem und dem folgenden
Abschnitt — bestehen Grenzwertsiitze in der Angabe. hinreichender Bedingungen
fiir die Konvergenz einer Folge.von Verteilungsfunktionen gegen die Verteilungs-
funktion @ einer mit den Parametern u = 0 und ¢* = 1 normalverteilten Zufalls-
groBe; hierbei ergeben sich auch besonders markante Charakterisierungen der Nor- -
malverteilung.

In diesem Abschnitt lernen wir den sogenannten Grenzwertsatz von de Moivre-
Laplace (A. DE MoIveE, 1730, P. S. LAPLACE, 1812) kennen, der eine solche Aussage
fiir binomialverteilte ZufallsgroBen beinhaltet.

Es sei 4 ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufilligen Versuches mit
der Wahrscheinlichkeit P(4) = p, 0 < p < 1, eintritt. Wir bezeichnen — wie friiher
(vgl. Abschnitt 4.5.) — mit H,(A4) die zufiillige Anzahl des Eintretens von 4 in einer
Serie von n unabhingigen Wiederholungen dieses Versuches. Wie wir wissen, ist die
diskrete Zufallsgré8e H,(4) binomialverteilt mit den Parametern n und p, und es
gelten die Beziehungen EH,(A4) = np und D3H,(A4) = np(1 — p). Auf Grund des
Bernoullischen Gesetzes der grofien Zahlen (vgl. 7.3., Satz 1) wissen wir, daB die
FOISO (yu);

Y, =h(d)—p

_H(4) _ H(4)—np_ Hy(A)— EH,(4)
T = n a n ’

fiir » — oo stochastisch — nach dem Borelschen Gesetz der groBen Zahlen (vgl.
7.4., vor Satz 6) sogar fast sicher — gegen Null konvergiert. Die Grenzverteilungs-
funktion ist also die Verteilungsfunktion einer einpunktverteilten Zufallsgrofe, also
einer ZufallsgroBe, die die Streuung Null hat. Wir beachten dabei, daB

DY, = 1 DH,(4) = -7
n? n
und also
lim DY, = 0
N=—+00

gﬂt. Die ,,Entartung‘* der Grenzverteilungsfunktion wird dadurch plausibel.
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Wir wollen daher jetzt die durch Standardisieren aus der Folge (E.(A)) hervor-
gehende Folge (Z,),

H-(A) — EH;(A) = HI(A) — np
VD*H,(4) Yrp(1—p)

betrachten; die ZufallsgroBen Z, stehen mit den zuvor betrachteten ZufallsgréBen

Zy =

Y,
Y, in dem Zusammenhang Z, =}n —="—, und es gelten also die Bezie-
' Vo(1 — p)
hungen EZ, = EY, =0 und D2, = ﬁ DY,=1 (n=1,2,..). Fir
ol —p

die Folge (Z,) gilt nun der folgende Satz:

S8atz 1 (Grenzwertsatz von DR MOIVRE-LAPLACE). Es sei (H,) eine Folge von
ZufaBlsgrofen H, ; dabes ses H,, binomialverteilt mit den P ternnundp (0 <p <1,
n = 1,2,...). Fiir die Folge (Fz ) der Verteslungsfunkts F;, der Zufallsgrofen Z,,

chdl

_H,—EH, _ Hy,—np

Z. - - ’
yD'H, Yap(1 — p)

gilt an jeder Stelle x die Beziehung
x 1 -s
lim Fz (z) = ®(x) =f}/7_n' e ?d, (1)

d. h., die Folge (Z,) konvergiert in Verteilung gegen eine N(0, 1)-verteilte Zujallsgrofe.

Ein iibersichtlicher Beweis dieses Satzes erfordert Hilfsmittel, die den Rah
dieses Buches iibersteigen. Wir beschriinken uns daher darauf, die Bedeutung von
Satz 1 und insbesondere die Verwendung dieser Aussage in Anwendungsfillen zu
erliutern.

Ist eine ZufallsgroBe X binomialverteilt mit den Parametern n (n>> 1) und p
(0 < p < 1), 80 ist — wir wiesen bereits in Abschnitt 4.5. darauf hin — die Berech-
nung der Einzelwahrscheinlichkeit:

P = b = bkimp) = () 20— g

kompliziert. In diesem Fall — also im Fall » >> 1 — interessiert man sich aber gar
nicht so sehr fiir solche Einzelwahrscheinlichkeiten — diese sind in ihrer Vielzahl
sehr klein — ; man int jert sich vielmehr dafiir, daB X Werte aus einem beliebig
vorgegebenen Intervall — also Werte innerhalb beliebig vorgegeb G -
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annimmt, Unter Verwendung von Satz 1 ergibt sich fiir P(a < X < b)

PasX<h=P(-2=rt_ < X_m _ b_m
Yap(l—p)  Vup(l —p)  Vap(l —p)

of2=m2 \ _of(2="r ) @
Vnp(1 — p) Vnp(1 — p)
(Der angegebem;, Ausdruck stellt gleichzeitig auch eine Néiherung fiir die Wahrschein-
lichkeiten P(a < X < b), P(a < X < b) und P(a < X < b) dar.)

Eine mit den Parametern # (3> 1) und p (0 < p < 1) binomialverteilte Zufalls-
groBe besitzt somit niherungsweise eine Normalverteilung mit den Parametern
# = npund ¢* = np(1 — p).

Beispiel. Ein Betrieb liefert Gliihlimpchen in Kartons zu je 1000 Stiick. Es ist
bekannt, daB der Betrieb im Mittel 39, Ausschuf8 (d. h. defekte Limpchen) produ-
ziert. Man wird also erwarten, daB in einem Karton mit 1000 Limpchen etwa
30 defekt sind. Wir interessieren uns fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 sich in
einem Karton zwischen 20 und 40 defekte Gliihlimpchen befinden. Dazu bezeichnen
wir mit X die (zufillige) Anzahl der defekten Limpchen in einem Karton mit 1000
Stiick. Die ZufallsgréBe X ist binomialverteilt mit den Parametern » = 1000 und
p = 8% = 0,03; insbesondere gilt also

EX =1000.0,03 =30 und DX = 1000.0,03 (1 — 0,03) = 29,1.
Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich

o 4 (1000
POX<40)=YPX=k=2 ( )0,03'(1 — 0,03)1000-%

=20 =20\ &
Mit dieser Formel liBt sich aber die gesuchte Wahrscheinlichkeit praktisch nicht
berech Wir ver den die Niherungsformel (2) mit a = 20, b = 40, n = 1000,
p=0,03,1 — p = 0,97 und erhalten

P(zoéxgm)mb(m—looo-o,oa) (20—1000-0,03)

1000.0,03.097)  \/1000.0,03.0,97

=¢i_¢-——_10=2¢1_0_1
29,1 29,1 29,1
~ 20(1,85) — 1~ 2-0,97 — 1 = 0,94 = 94%,.
Also betriigt die gesuchte Wahrscheinlichkeit etwa 0,94.
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7.6.  Aligemeine Fassung des Zentralen Grenzwertsatzes

Bei der Formulierung des Grenzwertsatzes von DE MOIVRE-LAPLACE gingen wir von
einer Folge binomialverteilter ZufallsgréBen H,, aus. Nun léBt sich eine mit den Para-
metern n und p binomialverteilte Zufallsgro8e H, als Summe von n diskreten, unab-
hingigen, identisch verteilten ZufallsgroBen X, Xy, ..., X, darstellen, H, = X, + X,
+ ..« + X,, deren Verteilungstabelle durch

1 0 -
X,: k=1,2..mn)
p|l1—p

gegeben ist (vgl. 7.3., Ausfilhrungen nach dem Bernoullischen Gesetz der groSen

Zahlen). Die ZufallsgroBen Z, = H.— BB, der im Grenzwertsatz von DE MOIVRE-
D*H,

LAPLACE betrachteten Folge (Z,) sind wegen EH, = 2 EX, und D*H, = 2 DX,

auch in der Form

5 (X, — EX,)
P )

]/é"lnﬂx.

darstellbar. Der Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE beinhaltet, daB die gemiB
(1) aus der Folge (X;) unabhiingiger, identisch verteilter ZufallsgroBen gebildete
Folge (Z,) in Verteilung gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe konvergiert. Dieser
Sachverhalt bildet den Hintergrund fiir die folgende Definition.

Definition 1. Man sagt, daB eine Folge (X;) unabhiingiger ZufallsgroSen dem
Zentralen Grenzwertsatz geniigt, wenn die Folge (Z,),

A‘.—:‘ (X, — EX)
A =
l/ 3 DX,

k=1

, (0]

den Verteilungsfunktionen nach gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgréBe konver-
giert, d. h., wenn fiir die Folge (F; ) der Verteilungsfunktionen von Z, die Beziehung

z

£
'lim F; (z) = Plx) = Viﬂ e tTdl, —oo<z<oo, 2)
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In dieser Formulierung ist also die Existenz vorkommender Erwartungswerte und Streuungen

vorausgesetzt, wobei noch DX, > 0 ang wird. Existi diese GréBen nicht, so sagt
man, die Folge (X,) geniige dem Zentralen G wenn es Zahlenfol, (ay) und (5,),
b, = 0, gibt, so daB die Folge (Z,),
"
XXy —ay
Zy =2t @)
bﬂ

den Verteilungsfunktionen nach gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe konvergiert.

Das weitere Ziel besteht nun in der Angabe hinreichender Bedingungen dafiir, da.8
eine Folge von Zufallsgro8en dem Zentralen Grenzwertsatz geniigt. Dazu stellen wir
erst einmal fest, daB auf Grund des Grenzwertsatzes von DB MOIVRE-LAPLACR eine
Folge (X,) unabhiingiger und identisch zweipunktverteilter ZufallsgréB8en dem Zen-
tralen Grenzwertsatz geniigt. Es zeigt sich nun, da8 auf die Voraussetzung der Zwei-
punktverteilung verzichtet werden kann.

Satz 1. Es ses (X,) eine Folge unabhingiger, identisch verteslter Zufallsgrofen mist
endlicher, positiver Streuung. Dann geniigt die Folge (X,) dem Zentralen Grenzwert-
safz.

Dieser Satz geht auf J. W. LixpEBERG (1922) und P. Lfvy (1925) zuriick: er
wird deshalb auch als Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy bezeichnet. In der math
matischen Statistik ist gerade dieser Grenzwertsatz von groBer Bedeutung; er be-
inhaltet, daB die standardisierten S Z, unsabbingiger, identisch verteilter
ZufallsgréBen X, asymptotisch (d. h. mit nach co strebender Summandenanzahl)
N(0, 1)-verteilt sind, wenn fiir die Summanden X; neben dem (gemeinsamen) Er-
wartungswert 4 auch die (gemeinsame) Streuung o* existiert (o* < oo) und positiv
ist (o > 0).

Dies bedeutet also, da8 die Zufallsgr8en

S —EX) SXi—p NXi—m
kw1 —_ kw1 — kel
Z.'D'xk Ynot oYn

k=1

z, =

(4)

fiir groBe n niherungsweise N(0, 1)-verteilt sind oder — in anderer Formulierung —,
daB die Summen J' X, fiir groBe » néherungsweise N(nu, no®)-verteilt sind.

k=1

Verzichtet man in Satz 1 auf die Vor tzung, daB die identisch verteilten Zu-
fallsgroBen X, X,, ... eine endliche positive Streuung besitzen, oder darauf, da8 die
ZufallsgroBen X,, X,, ... identisch verteilt sind, so geniigt eine solche Folge im all-
gemeinen nicht mehr dem Zentralen Grenzwertsatz; es gibt aber eine Reihe von Aus-
sagen, die sich mit der Giiltigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes auch im Fall nicht
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identisch verteilter ZufallsgréBen beschiftigen, z. B. den Grenzwertsatz von Ljapunov
und den Grenzwertsalz von Lindeberg-Feller.

Wir fihren zuniichst den Grenzwertsatz von Lyarunov an. (A. M. Lyarunov (1857—1918)
war einer der bedeutendsten Vertreter der von P. L. CEBYSEV gegriindeten berihmten russischen
Schule der Wahrscheinlichkeitstheorie.)

Satz 2. Es ses (X,;) esne Folge unabhangiger Zufallsgrofen, die Momenle dritter Ordnung be-
sitzen. Wenn fur die Folgen (b,) bzw. (c,) mst

3w )
by = I[ L E\Xy — EX,|* bew. ¢, = VED’X. (6)
k=1 k=1

die Bedingung

lim "; =0 (Liapunovsche Bedingung) ®

R=+00
erfalit ist, genigt die Folge (X;) dem Zentralen Grenzwertsatz.
Die Ljapunoveche Bedingung ist offensichtlich erfiillt, wenn die ZufallsgrdBen (X) zusitzlich
identisch verteilt sind.
Die Giiltigkeit der Ljapunovschen Bod.mgung ist auf Grund von Satz 2 hinreichend fiir die
Gﬁlhgkext des Zentralen Grenzwertsatzes; sie ist aber nicht notwendig. Insbesondere ist es nicht
einmal derlich, daB #berhaupt M te hoherer als zweiter Ordnung existieren. LINDXBERG
gab eine hinreichende Bod.mgnng fir die Galtigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes an, zu deren
Formulierung — auf die wir hier verzichten — man hohem als zwolh Momanu nicht bendtigt.

Aus der Galtigkeit dieser Bedi — der Li Bedingung — folgt
im Fall der Existenz der dritten Momante die Gﬂltlgkelt der Ljnpnnomhm Bedingung. Uberdies
folgt aus der Giiltigkeit der Lindeberg gung die Aussage

lim max —2X_ o, m

a-r0 1SkSH i; DX,
i=1

Dieu Beziehung beinhaltet, daB die Streuung jedes Summanden X, in der Summe X, + X, +
«+ 4+ X, klein ist im Verhiiltnis zur Streuung dieser Summe.
SchlieBlich bewies W. FELLER (1935), daB bei Vonumbznng von n ﬁr die Gﬂtlgkelt ‘des
Zentralen Grenzwertsatzes die Gilltigkeit der Lindeberg g dig ist.

Diese Grenzwertsame sind von groSer Bedeutung sowohl in theoretisoher —
jell erk i tischer — Hinsicht als auch im Hinblick aof praktische
Anwend\mgen Oftmals ergibt sich aus diesen Sitzen die Rechtferhgung dafiir, die
Verteilung einer ZufallsgroBe niherungsweise als Normalverteilung zu beschreiben.
8o kann z. B. angenommen werden, da8 eine ZufallsgroB8e dann eine Normalvertei-
lung besitzt, wenn sie sich durch Uberlagerung einer Vielzahl weitgehend unter-
einander unabhiingiger zufilliger Effekte ergibt, wobel jedoch jeder dieser Effekte
nur einen im Verhiltnis zur 8 der and deutenden EinfluB auf die be-
trachtete ZufallsgroBe hat (vgl. dazu (7)). Hierbei ist von den Wahrscheinlichkeits-
verteilungen der bei der Uberlagerung beteiligten zufilligen Effekte nur die Kennt-
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nis der Erwartungswerte und Streuungen erforderlich, und das Ergebnis einer sol-
chen Ubetlagerung wird dann sehr gut durch die Normalverteilung erfa8t, wenn die
Anzahl dieser zufiiligen Effekte recht groB ist.

Diese b ki ten G miiBigkeiten bei zufilligen Erschei diesichin itati
Form in den Zentralen G 3 undin, litativer Form in den Gesetzen der groBSen
Zahlen ausdriicken, haben zu herlei — auch tionalen — Hervorhebungen und geradezu

Huldigungen an die Normalverteilung gefihrt; wir geben dazu eine AuBerung des englischen Bio-
logen und Statistikers Sir Fraxcis Gu.'rou (1822— 191 1) |.n lremr ‘Ubersetzung wieder: ,,Ich

wiite kaum etwas zu nennen, was die Ph sozub dchte wie die wunder-
bare Form der kosmischen Ordnung, die sich im Gesetz der groBen Zahlen ausdriickt. Hiitten die
Griechen dieses Gesetz gekannt, sie hitten es p ifiziert und als Gottheit angeb Mit Ge-
lassenheit und vélliger Selbltverleugnung iibt es seine Hi haft inmi der wild Unord-

nung. Je riesiger die Menge und je grofer die scheinbare A.nmlne, um 8o vollkommener ist seine
Gewalt. Es ist das oberste Gesetz des Chaos. Sobald man eine groSe Masse von mgolloum Elemen-
ten groBenmiBig ordnet, zeigt sich, daB eine unvi und wund harmo-
nische RegelmiBigkeit bereits in ihnen verborgen war.*

Damit wollen wir unsere AusfuhnmgenzurWA--- heinlichkeitstheorie abschlieB:

und uns den Probl der ti Statistik zuwend




8. Beschreibende Statistik

Die Methoden und Verfahren der beschreibenden Statistik haben das Ziel, vorgeleg-
tes Datenmaterial in iibersichtlicher und anschaulicher Form darzustellen und
sinnvoll f um das Wesentliche des Dat terials klar und ver-
stindlich zum Ausdruck zu bringen. Dies erfolgt einerseits mittels Strichlisten,
Tabellen, graphischer Darstellungen und andererseits auf dem Wege der Berechnung
von sogenannten statistischen Mapzahlen (z. B. Mittelwerten). Man gewinnt damit
vorerst immer nur Aussagen iiber das vorgelegte Dat, terial, und die hierbei ver-
wendeten Methoden und Verfahren sind ziemlich unabhiingig von der Wahrschein-
lichkeitstheorie. Das wesentliche Anliegen bei der Untersuchung eines vorliegend

konkreten Dat terials — einer sog ten Stichprobe — besteht aber letztlich
darin, allgemeinere A — iiber sog te Grundg theiten — zu gewinnen.

Hierzu dienen die Methoden und Verfahren der mathematischen Statistik (Kapitel 9
bis 11), die auf der Wahrscheinlichkeitstheorie beruhen.

Entsprechend der Zielstellung dieses Buches werden wir uns daher ausfiihrlicher
mit der mathematischen Statistik beschiftigen und nur kurz auf die gebriuchlich-
sten Methoden und Verfahren der beschreibenden Statistik eingehen. Dabei behandel
wir in Abschnitt 8.1. Methoden bei einem meBbaren Merkmal und in Abschnitt 8.3.
Methoden bei zwei meBbaren Merkmalen. AuBerdem stellen wir jeweils einige
typische statistische MaBzahlen vor (Abschnitte 8.2. und 8.4.), die groBtenteils in
den folgenden Kapiteln zur mathematischen Statistik wieder vorke werden.

An dieser Stelle wollen wir — ein fiir allemal — auf die vom Verlag Schéifers Fein-
papier Plauen herausgegebenen Funktionspapiere fiir die praktische Durchfiihrung
statistischer Verfahren hinweisen.
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81.  Methoden bei einem meBbaren Merkmal

Grundlage einer statistischen Untersuchung ist eine Menge von Objekten, an denen
ein oder mehrere Merkmale untersucht werden sollen. In diesem und dem folgenden
Abschnitt gehen wir davon aus, da8 ein meBbares (n.llgemeinel‘ zahlenmiBig erfa8-
bares) Merkmal X an n Objekten zu untersuchen ist, und wir bezelchnen mit 2y, ..., Ty
die sich hierbei ergebenden — nicht notwendig voneinander ver — MeB-
werte (oder allgemeiner: Zahlen).

Es kann sich dabei z. B. um die Anzahl der Punkte in einer Lemtungakontrolle
bei n Studenten, um die KorpergréBe von n gleichaltrigen Schiilern, um die Mittags-
temperatur an n verschiedenen Orten oder — ein Beispiel aus dem technischen Be-
reich — um die Abweichung des Durch s vom SollmaB bei n auf einer auto-

tischen Dreh hine hergestellten Bolzen handel

Im Rdxmen rler mathematischen Statistik faBt man X als ZufallsgréBe und z,, ..., z, als in
n k V beobachtete Werte von X auf.

Die Zahlen x,, ..., %, bilden eine sogenannte MeBreihe (vom Umfang ). Die Zu-
tellung der El te einer MeBreihe in der Reihenfolge, wie sie entstanden
sind, heiBt Urliste.

Beispiel 1. Die folgende Tabelle enthiilt das Ergebnis einer schriftlichen Lei-
stungskontrolle fiir 100 Studenten. Dabei wurde die Leistung jedes dieser Studenten
anhand einer vorher festgelegten Punktbewertung erfaBt, wobei maximal 16 Punkte
zu erreichen waren.

7 6 138 7 11 10 13 8 14 10 .
4 8 3 12 14 8 11 10 ;2 14
9 8 12 3 9 5 4 9 8 1B
12 9 8 10 6 11 7 11 11 12
3 4 13 0 6 3 8 6 17 13
6 13 2 14 4 9 B 9 9 6
9 10 10 9 10 10 10 12 0 12
1 7 5 2 12 1 7 138 6 10
11 9 10 15 11 10 13 8 12 14
8 12 8 11 13 12 10 14 12 9

Wie man schon an diesem Beispiel erkennt, ist eine Urliste recht uniibersichtlich,
und es fillt nicht leicht, Typisches und Besonderheiten zu erkennen. Deshalb ordnet
man allgemein die MeSwerte der GroBe nach und ermittelt — gegebenenfalls anhand
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einer sogenannten Strichliste — die a.bsolute Hiiufigkeit der voneinander verschie-
denen MeBwerte. Die so entstehende tell der MeBwerte wird als
Haiufigkeitstabelle oder als primiire Verteilungstabelle bezei ch

Beispiel 2. Wir geben die Hiiufigkeitstabelle zu dem in Beispiel 1 betrachteten
Zsahlenmaterial an.

Punkte | Strichliste | Hiufigkeit Punkte | Strichliste | Haufigkeit
0 ] 2 8 grTging 10
: ! L 9 | 1
2 n 3 10 prigtll] 13
3 i 4 1 AN 9
4 I 4 12| I 1
3 It 3 13 M 8
6 il 7 14 M 6
7 jing 6 16 Il 2

Hiufigkeitstabellen sind iibersichtlicher und kiirzer als die Urliste und schon gut
geeignet fiir eine Beurteilung der Verteilung; sie sind mit keinerlei Informationsver-
lust (gegeniiber der Urliste) verbunden. Man veranschaulicht Haufigkeitstabellen
gern auch durch graphische Darstell ’

Beispiel 3. Wir veranschaulichen die in Beispiel 2 angegebene Hiufigkeitstabelle
durch graphische Darstellungen (vgl. Abb. 44).

Eine graphische Darstellung wie Abb. 44a heiBt ein Treppenpolygon, Staffelbild
oder Histogramm; die in Abb. 44b ar b graphische Darstellung wird als
Polygonzug (oder kurz: Polygon) bezeichnet. Will man mehrere MeBreihen unter-
schiedlichen Umfangs (im Rahmen ein und desselben Problems) miteinander ver-
gleichen, so triigt man auf der Ordinatenachse anstelle der (a.bsoluten) Hiufigkeiten
die relativen Hiufigkeiten auf.

ol M

11

3

Heufighet —

—wsnwoNumo

~N

Abb. 448

T2 34567 800NBBKD
Punkte —
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Liegen sehr umfangreiche MeBreihen vor, so empfiehlt es sich, durch Zusammen-
fagsung mehrerer groBenmiiig aufeinanderfolgender Werte eine Gruppierung oder
Klassifizierung der MeBwerte vor h Diesem Vorgehen legt' man eine Klassen-

131
2

n
/m Abb, 44b

012345678 910N1R21B3KS5
Punkte —

dufiokedt
~NWRLON®D ©S

“einteilung — das ist eine disjunkte Zerlegung der Menge der méglichen Werte des
betrachteten Merkmals — zugrunde. Die mit einer Klasseneinteilung im natiirlichen
Zusammenhang stehenden Begriffe — wie z. B. Klassenanzahl, Klassenbreite, Klas-
sengrenzen, Klassenmitte — bediirfen keiner weiteren Erliuterung. Was die Technik
der Klassenbildung anbetrifft, so verweisen wir auf das Literaturverzeiohnis.

ﬁ Abb. 45a

L {2t S 6 7 8 9 0 N 2B W BAnke
Roud] | KaRE? KDME3 KRGl Kikes

lNoteI (Noted)  (Note3)  (Note2) (Notel)

Beispiel 4. Wu' gmpplemn das l.n Beispiel 1 angegeb Zahl terial ent-

sprechend der fc d g:
Klassel. 0, 1, 2, 3, 4 Punkte
Klasse 2: 5,6, 7 Punkte
Klasse 3: 8,9,10  Punkte
Klasse 4: 11, 12, 13 Punkte

Klasse 5: 14, 15 Punkte
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(Den Hintergrund dieser Kl inteilung bildete die Bewertung der Leistungen mit

den Noten 1 bis 6; dabei entsprach der Klasse 1 die Note 5, der Klasse 2 die Note 4
usf.)

35

30

1 25

5 20

gns

£10
5

3 Abb. 45b
Note —e

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle — einer sogenannten sekundiren
Verteilungstabelle — zusammengestellt und in Abb. 46 graphisch veranschaulicht.

relative

Klasse l (Note) | Strichliste i Haufigkeit ‘ Haufigkeit
1 (8 | M 4 0,14
2 4) JHE I T | 16 0,18
3 (3) HEJHT AT I JHE U 100 - 34 0,34
4 (2) HHT T JRTAHT T 1 28 0,28
5 (1) i 8 0,08

Wir beachten, da8 mit dem Gewinn an Ubersichtlichkeit bei einer Klassifizierung
des Zahlenmaterials ein Informationsverlust (gegeniiber der Urliste oder der primiren
Verteilungstafel) auftritt

8.2.  Statistische MaBzahlen bel einem meBbaren Merkmal

Zur Beurteilung einer Mefireihe werden hiiufig GroBen — sogenannte statistische
MaBzahlen — herangezogen, die aus den MeBwerten berechnet werden. Wir wollen
uns zuerst mit Mittelwerten beschiftigen, die eine MeBreihe jeweils durch eine einzige
Zahl — einen ,,durchschnittlichen Wert — ocharakterisieren, und im Anschluf
darin gehen wir auf empirische Str gsmapfe ein, die die Ausbreitung der MeBwerte
in der MeBreihe zum Ausdruck bringen.
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8.21. Mittelwerte

Unter den Mittelwerten ist der bekannteste der arithmetische Mittelwert. Der arith-
metische Mittelwert (kurz: das arithmetische Mittel) Z, einer MeBreihe 2, ..., z,
ist durch

==Xz (1)

definiert. Ist das Zahlenmaterial in ¥ Klassen eingeteilt und bezeichnet u; die Klas-
senmitte der j-ten Klasse und m; die Klassenhiufigkeit der j-ten Klasse (= Anzahl
der MeBwerte, die in der j-ten Klasse liegen), so definiert man den arithmetischen
Mittelwert durch

1 &
Ty=— Y umy. @
N jumi
Bei der praktischen Ermittlung des arithmetischen Mittelwertes — insbesondere
bei groBem Umfang n der MeBreihe — empfiehlt sich die Verwendung eigens hierfiir
ausgearbeiteter Verfahren (z. B. mittels Einfiihrung eines sogenannten provisorischen
Mittelwertes) ; wir gehen darauf nicht niher ein.

Beispiel. Fiir das Zahlenmaterial aus Beispiel 1 (8.1.) ergibt sich Z, = 8,92.
(Bei Verwendung der in Beispiel 4 (8.1.) angegeb Kl inteilung erhilt man
7, = 8,82.)

>

Weitere Mittelwerte sind der empirische Median %,, der Smpirisohe Modalwert 2,
und der geometrische Mittelwert Z,.

Unter dem empirischen Median %, versteht man im Fall einer ungeraden Zahl n
den mittelsten Wert.der gréBenmiBig geordneten MeBreihe; im Fall einer geraden
Zahl n setzt man %, gleich dem arithmetischen Mittel der beiden in der Mitte liegen-
den Werte der groflenmiBig geordneten Mefreihe. (Fiir das von uns betrachtete
Beispiel ergibt sich %, = 9.) Der empirische Median ist also — grob gesprochen —
dadurch charakterisiert, daB rechts und links von ihm die Hiilfte der MeSwerte liegen.

Als empirischen Modalwert £, bezeichnet man jeden solchen MeBwert einer MeS-
reihe, der mindestens ebenso oft wie jeder andere MeBwert in der MeBreihe vorkommt.
(Fiir unser Beispiel ergibt sich als empirischer Modalwert £, = 10.) Empirische Modal-
werte einer MeBreihe sind also MeBwerte groBter Hiufigkeit in der betrachteten MeS-
reihe.

Der geometrische Mittelwert %, einer MeBreihe z,,...,z, ist gegeben durch

%, = i/z, +++ %,; er«ist nur fiir MeBreihen mit positiven Gliedern definiert. Im
Vergleich zum arithmetischen Mittelwert wird der geometrische Mittelwert weniger
stark von Extremwerten der MeBreihe beeinfluBt; er findet in der Praxis vor allem
in.der Wirtschaftsstatistik (z. B. bei der K ichnung eines durchschnittlich

‘Wachstumstempos) Anwend : )

-3
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8.2.2. StreuungsmaBe

Einen ersten Aufschlu8 iiber die Ausbreitung einer MeBreihe liefert die Spannweste
(oder: Variationsbreite) d,, die als Differenz des Maximums und des Minimums der
MeBwerte definiert ist,

8 = Tmux — Zumn mit Znax = mf"x {15 oo es Zaly (3)

T = min (@), ..., Z,) .

Die Spannweite hiingt also nur von den extremen Werten einer MeBreihe ab; sie
liefert insbesondere keine Information dariiber, wie stark die MeBwerte in der MeS-
reihe z. B. um den arithmetischen Mittelwert Z, dieser MeBreihe konzentriert sind.
Als hierfiir geeignete MaBzahlen erweisen sich die durch

8,8 =

‘.3:'1 (i — T @

n—1

definierte empirische Streuung 8,2 und deren (positive) Quadratwurzel s,,

8y = a.’ P

i z—u)" (5)

die als empirische Standardabweichung bezeichnet wird. (DaB man 8,3 nicht als arith-
metisches Mittel der Quwdmbe der Abwelchu.ngen der MeBwerte vom arithmetischen

Mittelwert, d. h. nicht uls - 2 (z; — z,)* definiert, hat Griinde, die uns erst im
B im1

Rahmen der Ausfiihrungen zur mathematischen Statistik klar werden; vgl. 10.4.2.b).)

Zur praktischen Berechnung verwendet man die (aus (4) leicht herleitbare) Formel

8,3 = — 1 “_‘:;z, - (4§ :c.).] (6)

Ist das Zahlenmaterial in Klassen eingeteilt, so definiert man (mit den Bezeichnun-
gen aus 8.2.1.) die empirische Streuung s,? durch

8,3 =

k
ig.: (us — Z)*my, Y]

n—1

wobei Z, nach (2) zu berechnen ist.
Belsplel Fiir das Zshlenmaterial aus Beispiel 1 (8.1.) ergibt sich mltE z = 9216
und Z z; = 892 die empirische Streuung 8,3 gemiB (6) zu 8,* = 12, 72 woraua sich

il

fiir die empirische Standardabweichung s, die Zahl 3,67 ergibt. (Bei Verwendung der
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in Beispiel 4 (8.1.) angegeb Kl inteilung erhdlt man s,* = 13,35 und
hieraus s, = 3,66.)

SchlieBlich wollen wir noch auf den fiir Z, 4 0 durch

Vg = — (8)

definierten empirischen Variationskoeffizienten (oder: Variabilititskoeffizienten) v, fiir
eine MeBreihe hinweisen. Der Variationskoeffizient wird zum Vergleich mehrerer
MeBreihen beziiglich ihrer empirischen Standardabweich unter Beriicksichti
gung der arithmetischen Mittelwerte herangezogen und debei héiufig in Prozent
angegeben.

8.3. Methoden bel zwei meBbaren Merkmalen

In di und dem folgenden Abschnitt wollen wir davon ausgehen, daB gleichzeitig
zwei meBbare Merkmale X und Y an n Objekten zu untersuchen sind, und wir be-
zeichnen' mit (zy, ,), ..., (s, ¥a) die sich hierbei ergebenden (nicht notwendig von-
einander verschiedenen) Paare von MeBwerten.

Es kann sich dabei z. B. um die Punktzahlen in zwei Mathematik-Klausuren bei
n Studenten, um KorpergroBe und Korpergewicht von = gleichaltrigen Schiilern
oder — ein Beispiel aus dem 6konomischen Bereich — um den Grad der Erfiillung
des Produktionsplanes und des Finanzplanes in n Betrieben handeln.

Im Rah der math ischen Statistik hBt man (x Y) nla (zweidimensionalen) zufalligen
Vektor und (25, %), ..., (T, ¥u) 8l8 in 7 konk bachtete Werte von (X, Y)
auf.

Die Zusammenstellung der Paare (z;, y;) in der Reihenfolge, wie sie entstanden
sind, wird wiederum als Urliste bezeichnet. ZweckmiBigerweise geht man auch in
diesem Fall zu einer primdren Vertesl: tabelle (Hiufigkeststabelle) iiber, die also
fiir jeden moglichen Wert (z, y) von (X, Y) die (absolute oder relntlve) Hiufigkeit
des Vorkommens dieses Paares in dem betrachteten Zahl terial enthalt, (vgl
dazu das nachfolgende Beispiel), wobei man g falls eine Kl
fiir die Merkmale X und Y vornimmt. Der weiteren Veranschaulichung dienen
graphische Darstellungen des Zahlenmntemls 2. B. durch Punkte in der z, y-
Ebene oder in Form von (riumlichen) Histog Wir gehen darauf nicht niher
ein und beschlieBen diesen kurzen Abschnitt mit einem Beispiel.

Beispiel. Bei 100 neugeborenen Kindern wurden die Korperlinge X (in cm)
und der Kopfumfang ¥ (in cm) g Wir verzichten auf die Wiedergabe der
Urliste und geben gleich die entsprechende Hiufigkeitstafel der auf ganze Zentimeter
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gerundeten MeBwertpaare an. (Nicht ausgefiillte Felder denke man sich mit Nullen
besetzt.)

N 32 |33 | 34|35 | 3 [ 37|38 3

47 11113 5
48 1|6 |7 14
49 1|5 |10 5 21
50 1| 4|99 |1 24
51 3|6 | 4|1 14
52 31|71 | o2
53 1 121 |1]1 7
54 1 1 2
55 0
56 1 1

3 [17 {33 |25 (14 | ¢ | 2 | 2 |(100)

Wie man sieht, kommen unter den 100 untersuchten Neugeborenen Kinder mit
einer Korperlinge zwischen 48 und 52 cm und einem Kopfumfang zwischen 33 und
36 cm recht hiufig vor; hingegen kommen Kinder mit sehr kleiner (groBer) Kérper-
liinge und sehr groBem (kleinem) Kopfumfang iiberhaupt nicht vor.

8.4.  Statistische MaBzahlen bei zwei meBbaren Merkmalen

Das Ziel bei der gleichzeitigen Erfassung zweier Merkmale X und Y an n Objekten
besteht letztlich immer darin, Aufschlu8 dariiber zu gewinnen, ob und in welchem
MaBe die Merkmale X und ¥ zusammenhiingen. In diesem Abschnitt wollen wir zwei
statistische MaBzahlen speziell hierfiir angeben, die sogenannte empirische Kovarianz
und — hierauf aufbauend — den sogenannten empirischen Korrelationskoeffizienten.
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Dazu seien (2, ¥3), -+, (%, ¥») die Ergebnisse der Messung zweier Merkmale X
und Y an n Objekten. Wir bezeichnen mit 7, bzw. a: «» das arithmetische Mittel bzw.
die empirische Streuung der aus den 2-K P bildeten MeBreihe z,, ..., Zy;
entsprechende Bedeutung mégen ¥, und s}, fiir die aus den y-Komponenten ge-
.bildete MeBreihe y,,...,y, haben. Diese statlstxschen MaBzahlen sagen natiirlioh
nichts iiber das Abhingigkeitsverhalten zwischen X und Y aus. Zur Beurteilung
des Abhiingigkeitsverhaltens eignet sich die durch

1 hd — —
Bspn = n—1 iﬁ‘.—’: (@ — %) (s — %) (1)

definierte empirische Kovarianz s,,,. Man iiberlegt sich leicht, daB s_,,, positiv aus-
fillt, wenn zu groBen z-Werten groBe y-Werte und zu kleinen z-Werten kleine
y-Werte gehdren; entsprechend iiberlegt man sich, daB die empirische Kovarianz s, ,
negativ ausfillt, wenn zu kleinen z-Werten groBe y-Werte und zu groBen z-Werten
kleine y-Werte gehdren.

Eine noch aussagekriiftigere statistische MaBzahl fiir das Abhingigkeitsverhalten
erhilt man, wenn man die empirische Kovarianz auf das Produkt der empirischen

Standardabweichungen s,,, = Vs, und s,,, = Y8} , bezieht, d. h., mit dem durch

s 5 (@ — %) 4 — To)
Ty = .. —_ i1 (2)

81, Sy é‘: (x; — Fy) l/é: Wi — v

definierten empirischen Korrelationskoeffizienten. Es ist 5, > 0 bzw. r, < 0 genau
dann, wenn s,,,, > 0 bzw. 8, < 0gilt. AuBerdem besteht die Ungleichung |r,| < 1;
dabei ist |ry| = 1 genau dann, wenn die durch Punkte in der z, y-Ebene veranschau:
lichten Zahlenpaare (;, y;) simtlich auf einer (gemeinsamen) Geraden liegen (vgl.
dazu 8.2., Satz 4). Der empirisché Korrelationskoeffizient kann somit als eine MaB8-
zahl fiir die Tendenz (Richtung) und Intensitit (Stdrke) der linearen Abhéngigkeit
zwischen den z-Werten und den y-Werten interpretiert werden.

Bei der praktischen Ermittlung des empirischen Korrelationskoeffizienten emp-
fiehlt es sich, die (aus (2) leicht herleitbare) Beziehung

-

Zayi—n 7,9,
ry = —i=L (3)
Vo — 1) a3, Vin — D sy,
oder — wenn Z,, ¥,, 83, und &) , vorher nicht berechnet wurden — die Beziehung
" 1 - Ld
L‘z.-y.- - —(_Z-'Cs) (zyi)

™= " 3 (4)
Dl ——(Zz.) Tt - —(‘Zya)

i=1 i=1 N \i=1

zu verwenden.
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Beispiel. Der empirische Korrelationskoeffizient r, fiir das Zahlenmaterial aus
dem Beispiel in Abschnitt 8.3. ergibt sich mit » = 100,

L] "

2z, =500, J'z? = 251215,
i=1 i=1

"

"
2y =3460, 3'y3 = 119908,
=1

=1

L ]
3 @y = 173477

i=1
unter Verwendung von (4) zu r, = 0,674.

‘Wir wollen unsere Ausfiihrungen zur beschreibenden Statistik mit einer allgemeinen
Bemerkung zur Anwend oglichkeit der in den Abschnitten 8.2. und 8.4. ange-
gebenen Formeln beschlieBen. Bei der Anga.be dieser Formeln gingen wir stets davon
aus, daB die verwendeten Zahlenwerte Ergebnisse von MeBvorgiingen sind, denen
also eine Ehnheltensknh zugrunde liegt, oder — mit anderen Worten —, daB sich
die verwendet: ht te vergleichen lassen (im Sinne groBer, kleiner,
gleich), wobei a.uch die leferenzen der MeBwerte sinnvoll interpretierbar sind. Be-
sonders in der pidagogischen, aber auch in der psychologischen und soziologischen
Forschung werden oft Merkmale untersucht, die nicht mit einer solchen Einheiten-
skala erfaBt werden kinnen, sogenannte qualitative Merkmale. (Man denke z. B.
an das Merkmal ,,Ergebnis einer Priifung®; dieses Merkmal 16t sich zwar zahlen-
miBig erfassen — etwa durch die Noten 1 bis 5 —, die Differenzen zwischen Noten
lassen sich aber kautn sinnvoll interpretieren. Ein anderes Beispiel hierfiir ist das
Merkmal ,soziale Herkunft*.) In solchen Fillen sind die angegebenen Formeln
nicht bedenkenlos anwendbar; es gibt aber eine Reihe von Mdglichkeiten, um auch
bei qualitativen, nicht durch eine Einheitenskala erfaBbaren Merkmalen z. B. das
Abhiingigkeitsverhalten zahlenmiBig zu erfassen (beispielsweise durch Berechnung
des sog ten Rangkorrelationskoeffizienten oder des sog K
koeffizienten).

)



9. Grundbegriffe der mathematischen Statistik

Dieses Kapitel beinhaltet eine Einfiihrung in die mathematische Statistik. Nach
der Darstellung der prinzipiellen Aufgabenstell der mathematischen Statistik
(Abschnitt 9.1.) erfolgt in Abschnitt 9.2. die ]!‘estleg\mg der Begriffe Grundgesams-
hest und Stichprobe. Der fiir a.lle Verfahren der mathematischen Statistik grundlegende
Satz, der s t pisatz der mathematischen Statistik, wird in Abschnitt 9.3.
dargestellt ; dabei schlieBen wir ittelbar an das Bernoullische Gesetz der groBen
Zahlen an. SchlieBlich beschiftigen wir uns im Abschnitt 9.4. mit sogenannten Stich-
probenfunktionen — auch Statistiken genannt —, wobei wir uns in der Hauptsache
auf solche Aussagen beschrinken, die im Rahmen der weiteren Ausfiihrungen zur
tischen Statistik eine Rolle spielen.

9.1.  Aufgabenstellungen der mathematischen Statistik

Viele reale Vorgiinge werden zweckmii8ig durch mathematische Modelle beschrieben,
m denen ZufallsgroBen oder auch andere Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie vor-
Solche mathematischen Modelle werden stochastische Modelle t

Die Wahrscheinlichkeitaverteilungen der bei der Beschreibung eines realen Vorgmges
durch ein stochastisches Modell auftretenden ZufallsgroBen sind oftmals nicht oder
nicht vollstéindig bekannt. Dies ist die Ausgangssituation der mathematischen Sta-
tistik. Anhand von Beobachtungen, V hen und M gen soll das stochastisch

Modell dem realen Vorgang moglichst gut angepaBt werd
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Im einfachsten Fall geht es z. B. darum, anhand von beobachteten Werten einer
ZufallsgroBe — sogenannten Realisierungen der ZufallsgroBe — spezielle unbekannte
Parameter der ansonsten bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgréBe
— beispielsweise den Parameter x4 oder den Parameter o* einer Normalverteilung —
in geeigneter Weise zu schiitzen. Eine weitere Aufgabenstellung besteht darin, anhand
von Realisierungen der betmchteben Zu.fa].lsgroBe zu pru.fen, ob die Annahme einer

jellen Wahrscheinlichkei — z.B. einer Normalverteilung — im
Rahmen des stochastischen Modells gerecht.fertlgt ist.

Die genannten konkreten Aufga.benstellungen smd typische Belsplela fiir zwei

wesentliche Problemklassen der mathemati 1 Statistik, mit denen wir uns in den
Kapiteln 10 und 11 befassen werden.

Dabei dient das Kapitel 10 der Darst: tlicher EI te der Schétz-
theorie, deren praktische Aufgabenstellung n.lso darin besteht, fiir unbekannte Pa.m-
meter eines stochastischen Modells in ter Weise Schi te
Unter unbekannten Parametern diirfen Wahrscheinlichleit inzel zufi.l.hger
Ereignisse, spezielle KenngroBen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen (z.B. Er-

wartungswert, Streuung, Korrelationskoeffizient), aber auch Verteﬂungsfu.nktlonen
verstanden werden. Die Schiitztheorie beinhaltet allgemein die Angabe von Schiit-
zungen fiir solche unbekannten Parameter — dies schlieBt Methoden zur Konstruk-
tlon von Schiitzungen ein —, sie beinhaltet die Untersuchung von Schitzungen

ichtlich ieller Eigenschaften und — darauf aufbauend — den Vergleich ver-
schiedener Schntzungen “fiir ein und denselben Parameter. Konkrete Schitzwerte
ergeben sich auf der Grundlage konkreten Dat terials — s8¢ ter Stich-
proben (vgl. 9.2.) — unter Benutzung von sogenannten Stichprobenfunktionen
(vgl. 9.4.); sie sind daher von zufilligen Einfliissen abhiingig. Bei der Konstruktion
von Schiitzungen legt man oftmals — und dies in naheliegender Weise — das Prinzip
zugrunde, fiir unbekannte Parameter solche Werte als Schitzwerte zu verwend
die dem konkreten Datenmaterial die gré8te Wahrscheinlichkeit verleihen (Maximum-
Likelihood-Methode, vgl. 10.3.).

Das Kapitel 11 gibt einen Einblick in die Testtheorie, deren praktische Aufgaben-
stellung darin besteht, anhand konkreten Datenmaterials spezielle Annahmen im
Rahmen eines stochastischen Modells — die hier als Hypothesen bezeichnet werden
— zu iiberpriifen. Solche Hypothesen kénnen sich auf die Wahrscheinlichkeit emes
speziellen zufélligen Ereignisses, auf Parameter von Wahrscheinlichkei
gen, aber auch auf die gesamte Verteilungsfunktion einer Zufallsgroﬂe bezlehen
Eine Uberpriffung einer derartigen Hypot,hese ittels eines sog statisti
schen Tests besteht — grob gesprochen — in der Feststellung, ob aus dem konkreten
Dat terial berechenbare und mit der Hypothese vergleichbare Gré8en wesent-
lich von den entsprechenden, durch die Hypothese fixierten Gro8en abweichen oder
nicht. Unterschiede zwischen den aus dem konkreten Dat: terial berechenb:
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GréBen und den entsprechenden, durch die jeweilige Hypothese fixierten Gro8en
werden auf Grund der zufilligen Einfliisse im Datenmaterial in der Regel immer vor-
handen sein; ein statistischer Test hat somit die Aufgabe zu priifen, ob die ermittel-
ten Unterschiede durch diese zufilligen Einfliisse erklirt werden kénnen oder aber
auf eine falsche Hypothese hinweisen. Letzteres fiihrt dann zur Ablehnung der Hypo-
these.

An dieser Stelle wollen wir noch auf einen fiir jede Anwendung statistischer Ver-
fahren wichtigen Sachverhalt hinweisen, der sich auf den Wahrheitsgehalé statists-
scher Aussagen bezieht. Auf der Grundlage eines statistischen Verfahrens — z. B.

eines Tests der oben angedeuteten Art — konnen in der Regel keine sicheren Aus-
sagen getroffen werden. Das ist auch gar nicht anders zu erwarten, da immer nur
endlich viele Daten im Rah eines statistischen Verfahrens verarbeitet werden,
wiihrend sich die A ge auf eine sog te Grundgesamtheit (vgl. 9.2.), eine
im all i fi dere Menge beziehen. Der Vorteil der Anwendung statisti-
scher Verfahren (z. B. bei der Priifung einer Hypothese) besteht darin, da8 man die
Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung (z. B. der Ablehnung einer wahren Hypo-
these) beurteilen kann. Wir gehen hierauf in den Kapiteln 10 und 11 noch genauer
ein.

Bei der praktischen Anwendung statistischer Verfahren ist nicht nur das hierbei
verwendete Datenmat®rial selbst von Interesse, sondern auch die Art und Weise
seiner Entstehung. Es ist z. B. von Wichtigkeit, ob das Datenmaterial durch Beob-
achtung des Wertes einer ZufallsgroBe in unabhiingig voneinander durchgefithrten
Wiederholungen eines zufilligen Versuches entstanden ist oder ob diese Versuche
untereinander abhiingig waren. Mit solchen grundlegenden Problemen, die sich also
auf Methoden der Stichprobenerhebung beziehen, befassen wir uns im folgenden Ab-
schnitt.

9.2.  Grundgesamtheit und Stichprobe

Der Begriff der Stichprobe ist bei statistischen Problemen von grundlegender Be-
deutung und immer mit dem Begriff der Grundg theit verbunden. Wir wollen
diese Begriffe an Beispielen erliutern und hlieSend mathematisoh fassen.

Beispiele.
1. In einem Betrieb werden Batterien fiir Ta.schenhmpen hergestellt. Die Tages-

produktion sei dabei so umfangreich, da8 es unokonomisch ist, jede einzelne Batterie
auf Funktionstiichtigkeit zu priifen. Um aber einen Eindruck von der Qualitit der
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produzierten Batterien zu gewinnen, wird man eine gewisse Anzahl von Batterien —
eine sogenannte Stichprobe — herausgreifen und deren Funktionstiichtigkeit
priifen; dabei wird man zweckmiBigerweise die Auswahl so vornehmen, da8 jede
Batterie der Tagesproduktion — dies ist hier die sog te Grundg theit —
die gleiche Chance hat, herausgegriffen zu werden.

2. Ein blutdrucksenkendes Medik: t (Antihypertonikum) soll auf seine Wirk-
samkeit untersucht werden. Dazu wird man das Medikament an einer Anzahl von
Patienten, die an Bluthochdruck leiden, testen. Diese Menge bildet hier die Stich-
probe, die zugehorige Grundgesamtheit wiire die Menge aller an Hypertonie leiden-
den Menschen (z. B. im Absatzgebiet des Herstellers).

Eine Stichprobe ist also eine endliche Teilmenge einer Grundmenge Q, die in die-
sem Zusa hang als Grundg theit bezeichnet wird. Um AnschluB an wahr-

heinlichkeitstk tische Betrachtungen zu gewinnen, setzen wir voraus, da Q
heinlichkei ist.

Definition 1. Es sei [Q2, %, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heiBt jede
endliche nichtleere Teilmenge 4 von 2, A4 € U, eine Stichprobe (aus der Grund-
gesamtheit Q). Besteht die Menge 4 aus n Elementen, 80 heiBt A eine Stichprobe vom

die Grundmenge eines Wah

Umfang 7, und n wird als Stichprob fang b t
Im zuerst angegebenen Beispiel ist 2 die Menge der an einem Tage produzierten
Batterien, % die Menge aller Teilmengen von £, und P(4) istegleich der Wahrsohei

lichkeit dafiir, daB eine entsprechend dem Auswuhlverfalmm entnommene Batterie
zur Menge A & Q gehort.

Wir wollen nun die bereits in den Abschnitten 4.5. und 4.6. verwendeten Begriffe
,,Stichprobe mit Zuriicklegen‘ und ,,Stichprobe ohne Zuriicklegen* einordnen. Dazu
gehen wir von dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, %, P] aus, wobei Q eine endliche
‘Menge (mit N Elementen w,, wy, ..., wy) ist, A die Menge aller Teilmengen von 2

bezeichnet und das Wahrscheinlichkeit “PdurchP((w‘l)=%(i=1,2,..., N

gegeben ist. (Eine solche Situation ist realisierbar durch einen Behilter — in der
‘Wahracheinlichkeitsrechnung gewéhnlich als Urne bezeichnet —, der N geometrisch
gleiche Teile — z. B. N gleichartige Kugeln — enthilt. Nach guter Durchmischung
der Teile hat bei einem einmaligen ,,blinden‘* Hineingreifen in den Behalter jedes
Teil die gleiche Wahrscheinlichkeit, herausgegriffen zu werden.) Entnehmen wir der
Menge 2 nacheinander » Elemente, wobei das jeweils entnc El t vor der
nichsten Entnahme zuriickgelegt wird und jedes Teil immer wieder die gleiche Chance
habe, entnommen zu werden, so erhalten wir eine sogenannte Stichprobe mit Zuriick-
legen vom Umfang n aus der Grundgesamtheit Q2. Eine Stichprobe mit Zuriicklegen
vom Umfang 7 wird also aus n Stichproben vom Umfang 1 (entsprechend Definition 1)
gebildet. Bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen ist es daher moglich, daB ein und
dasselbe Element w € 2 mehrere Male entnc wird; auch kann der Stichproben-
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umfang n beliebig groB sein. Werden hingegen bei den einzelnen Entnahmen die
Elemente nicht zuriickgelegt, so spricht man von einer Stichprobe okne Zuriick-
legen vom Umfang n aus der Grundgesamtheit 2. Eine Stichprobe ohne Zuriicklegen
vom Umfang n ist also eine Stichprobe vom Umfang n im Sinne der Definition 1.
Bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen kann daher jedes Element w € 2 hochstens
einmal entnommen werden, und fiir den Stichprobenumfang = gilt n < N.

Viele Stichprobenerhebungen in der Volkswirtschaft — insbesondere im Rahmen
der statistischen Qualititskontrolle (SQK) — und auch bei anderen wissenschaftlichen
Untersuchungen beruhen auf dem Modell einer Stichprobe ohne Zuriicklegen. Das
Ziel dieser Stichprobenerhebungen besteht oftmals darin, AufschluB iiber den Anteil
der Elemente in einer Grundgesamtheit zu gewinnen, die durch eine bestimmte
Eigenschaft ,,E* gel ichnet sind (z. B. durch ein besonderes Qualitidtsmerkmal)
Dazu kann man eine Stichprobe vom Umfang = in folgender Weise durch Zufalls-
gréBen X, X,, ..., X, beschreiben:

1, falls das bei der k-ten Entnahme entnommene
X, = Teil die Eigenschaft ,,E‘‘ besitzt,

k=1,2,...,n).
0 sonst ( ")

Bei einer Stichprobe mit Zuriicklegen sind die ZufallsgréBen X,, X, ..., X,
unabhiingig und identisch verteilt. Die ZufallsgroBe S = X, + X, + --- + X,,
die die (zufillige) Anzahl der Elemente mit der Eigenschaft ,,E in der Stichprobe
angibt, ist binomialverteilt mit den Parametern n = Stichprob fang und p =
Wahrscheinlichkeit des Vorhandenseins der Eigenschaft ,,E" in der Grundgesa.mt—
heit. Bei einer Stichprobe ohne Zuriicklegen sind die ZufallsgroBen X, X,, ..., X,
ebenfalls identisch verteilt, aber sie sind untereinander nicht unabhéngig. Die Zu.fa.]]s-
groBe 8 = X, + X, + -+ + X, besitzt eine hypergeometrische Verteilung. Das kon-
krete Ergebnis einer Stichprobenerhebung — gleichgiiltig, ob mit oder ohne Zuriick-
legen — kann somit durch eine endliche Folge von Zahlen 0 oder 1 beschrieben
werden.

Bei unseren weiteren Betrachtungen werden wir allgemein Stichproben durch
ZufallsgréBen beschreiben. Dazu seien [£2, %, P] ein Wahrscheinlichkeiteraum und
X eine ZufallsgroBe iiber diesem Wahracheinlichkeitsraum. Um Aufschliisse iiber die
i. a. unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgréBe X zu gewinnen,
wird man einen Versuch n-mal unabhingig voneinander wiederholen, wobei jedesmal
ein konkreter Wert der ZufallsgréBe — eine Realisierung also — beobachtet wird.
Wir erhalten somit Zahlen z,, z,, ..., z,, die simtlich Realisierungen der Zufallsgro8e
X sind. Fassen wir die Zahl z, — also die Realisierung der Zufallsgré8e X im k-ten
Versuch — als Realisierung einer ZufallsgroBe X, auf, so sind die ZufallsgroBen
X,, X,, ..., X, untereinander unabhingig und identisch wie X verteilt. Dies bildet
den Hintergrund fiir die folgende Definition.
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Definition 2. Es sei X eine ZufallsgroBe mit der Verteilungsfunktion F. Dann
heiBt der zufillige Vektor (X,, X, ..., X,), dessen Komponenten X, unabhingig
und identisch wie X verteilt sind, eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus
der Grundgesamtheit X mit der Verteslungsfunktion F. Die ZufallsgroBen X, Xy, ..., X,
heiBen in diesem Zusammenhang Stichprobenvariable. Eine Realisierung (z,, zy, ..., %,)
des zufilligen Vektors (X, X, ..., X,) bezeichnen wir als konkrete Stichprobe vom
Umfang n aus der Grundgesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F.

Bemerkung. Wir haben oben festgelegt, daB unter einer Grundgesamtheit die
Grundmenge eines Wahrscheinlichkeitsraumes zu verstehen ist. Dieser Wahrschein-
lichkeitsraum ist in diesem Fall gekennzeichnet durch die Menge aller n-Tupel
reeller Zahlen, d. h. durch die Menge R* und durch die Wahrscheinlichkeitsver
des zufilligen Vektors (X,, X,, ..., X,). Die Wahrscheinlichkeitsverteil des
zufilligen Vektors (X, X, ..., X,) w1rd gekennzeichnet durch die Ver'oellungsfunk
tion Fir, r,...x,), die mit der Verteilungsfunktion F der ZufallsgréSe X gemif

Fux,x.x (@1 Ty ov0s Za) = F(2y) - F(z,) - Flzy)
(vgl.6.4.(1)) hingt. Die Grundg theit ist also in jedem Fall die
Menge R®; die fiir wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungen wesentliche
Information enthélt die Verteilungsfunktion F der ZufallsgroSe X. Dies motiviert
die in der Definition 2 eingefiihrten Benennungen.

9.3.  Der Hauptsatz der mathematischen Statistik

Der Hauptsatz der mathematischen Statistik zeigt, daB durch Stichproben geniigend
groBen Umfanges die im allgemeinen unbekannte Verteilungsfunktion der betrach-
teten Grundgesamtheit niherungsweise erfaBt und also erkennbar wird. Auf diesem
Satz beruhen im Prinzip alle Verfahren und Methoden der mathematischen Stati-
stik; er stellt damit das wesentliche Bindeglied zwischen der Wahrscheinlichkeits-
theorie und der mathematischen Statistik dar, woraus sich auch die Bezeichnung
dieses Satzes als Hauptsatz der mathematischen Statistik ergibt.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist eine konkrete Stichprobe (z,, s, ..., )
vom Umfang # aus einer Grundgesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F. Zu
beliebig vorgegebener reeller Zahl z ermitteln wir fiir diese konkrete Stichprobe die
Anzahl m,(z) der Stichprobenelemente, die kleiner als z sind, und wir betrachten

dazu die GroBe w,(z) m.,( ) , die die relative Haufigkeit des Hineinfallens der
Stichprobenelemente in das Intervull von — oo bis z angibt.
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Definition 1. Die auf der reellen Achse durch

z = wy(z) =

ma(x)  Anzahl der z,, z,, ..., Z,, die kleiner als 2 sind
n n

definierte Funktion w,, deren Werte Zahlen zwischen Null und Eins sind, heiBt
empirische Verteilungsfunktion der konkreten Stichprobe (x,, zy, ..., Z,).

Die empirische Verteilungsfunktion w, einer konkreten Stichprobe (z, Zs, ..., Z)
ist eine linksseitig stetige Treppenfunktion, die an den Stellen z; Spriinge besitzt;

die Sprunghéhe ist dabei gleich 1 , falls der Wert z; in der Stichprobe genau einmal
n

vorkommt, anderenfalls gleich ﬁ, wenn m; die Anzahl der Stichprobenelemente

bezeichnet, die gleich z; sind. Fur z S mm z; gilt wy(z) = 0, und fiir z > max z;
15ise
gilt w,(x) = 1. Diese Eigenschaften zelgen, da8 w, eine Verteilungsfunktion ist

(vgl. 4.1., Bemerkung nach Satz 1); dies rechtfertigt auch die in Definition 1 einge-
fiihrte Bezeich In welchem Sinne nun diese Funktion w, eine Naherung der Ver-
teilungsfunktion Fder Grundgesamtheit ist, erkennt man, wenn man die Gesamtheit
aller méglichen konkreten Stichproben und damit die Gesamtheit aller moglichen

empirischen Vert ktionen bei festem Stichprob f 7 zur vorgege-
benen Grundgesamthelt ins Auge faBit. Dazu wihlen wir jetzt als Ausgangspunkt
eine mathematische Stichprobe (X,, X,, ..., X,) vom Umfang n aus der Grund-

gesamtheit X mit der Verteilungsfunktion F. Fiir eine beliebige reelle Zahl z be-
zeichne M ,(z) die Anzahl der Stichprobenvariablen, die kleiner als z sind. Die GréBe

M, (z) ist eine ZufallsgroBe, die oben definierte GroBe m.(z) ist als eine Realisierung
von M,(z) aufzuf Entsprechend der Vorg im Fall einer konkreten

Stichprobe betrachten wir nun die Zufallsgr&Be Wy(z) = ﬁ
n

Definition 2. Die durch

z—> Wy(z) =

M) Anzahl der X,, X,, ..., X,, die kleiner als z sind
n n

auf der reellen Achse definierte Funktion W,, deren Werte Zuia.llsgroBen sind, heiBt
empirische Verteilungsfunkion der mathematiochen Stichprobe (Xs, Xy, ..o, Xa).

Fiir jede Zahl = € R ist also W ,(z) eine ZufallsgrsBe; sie gibt die (zufillige) relative
Hilufigkeit des Hineinfallens der EI te X; der mathematischen Stichprobe
(X, Xy, +.+, X,) in das Intervall von — oo bis z an. Die Funktion W,, die also einer
beliebigen reellen Zahl = die ZufallsgroBe W,(z) zuordnet, ist ein Beispiel fiir eine

te zujillige Funktion. Der Wert w,(z) der empirischen Verteilungsfunktion
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w, einer konkreten Stichprobe (z,, @,, ..., z,) an der Stelle « ist als Realisierung der
ZufallsgroBe W,(z) aufzufassen; in diesem Sinne ist die Funktion w, als Realisierung
der zufilligen Funktion W, zu bezeichnen.

7 h 1

Wir wollen nun auf den engen g zwil der empirischen Ver-
teilungsfunktion . W, einer mathematischen Stichprobe (X, X,,..., X,) vom Um-
fang n aus einer Grundgesamtheit X und der Verteilungsfunktion F dieser Grund-
gesamtheit eingehen. '

Eine konkrete Stichprobe (z,,zs,...,z,) konnen wir auffassen als konkretes
Ergebnis einer Serie von n unabhingigen Wiederholungen ein und desselben Ver-
suches, wobei dieser Versuch in der Realisierung der ZufallsgréBe X besteht. Es sei
nun z eine beliebige reelle Zahl. Die (als Zufallsgroe aufgefaSte) Anzahl des Eintretens
des Freignisses (X < z) — das ist also die ZufallsgroBe M,(z) — ist somit bino-
mialverteilt mit den Parametern p = P(X < z) = F(z) und n = Stichproben-
umfang. Folglich bestehen die Beziehungen (vgl. 4.5., Satz 2)

BM,(x) = np = nF(z), D'M,(z) = np(l — p) = nF(z) (1 — F(z)),

woraus sich mit W,(z) = Y= die Aussagen
n

EW,(2) = F(z) (n€N) - (1)

und .

F(z)(1 — F(z))
n

DIW,(z) = -0 (n—>o0) 2

ergeben. Der Erwartungswert des Wertes der empirischen Vérteilungsfunkt,ion W,
einer mathematischen Stichprobe (X,, Xj, ..., X,) vom Umfang # aus der Grund-
gesamtheit X an der Stelle z ist also — unabhiingig vom Stichprobenumfang n —
gleich dem Wert der Verteilungsfunktion F dieser Grundgesamtheit an der Stelle z,
und die Streuung der ZufallsgroBe W,(x) konvergiert mit wachsendem Stichproben-
umfang n (n — oo) gegen Null. Noch klarer zeigt sich der Zusammenhang zwischen
der empirischen Verteilungsfunktion einer Stichprobe und der Verteilungsfunktion
der hierbei betrachteten Grundgesamtheit in dem folgenden Satz, der eine abge-
schwichte Form des Hauptsatzes der mathematischen Statistik darstellt.

Satz 1. Fir jede positive Zahl ¢ und jede reelle Zahl x gilt

lim P(|W,(z) — F(z)| <¢) =1, ®

d. h., fiir jede reelle Zahl z konvergiert die Folge (W,(z)) stochastisch gegen F(z).

Beweis. Es sei z eine beliebige reelle Zahl. Dann ist W,(x) gleich der (zufilligen)
relativen Héufigkeit A,(4) des Ereignisses 4 = (X < z) in einer Serie von # unab-
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hiingigen Wiederholungen ein und desselben Versuches, wobei dieser Versuch in der
Realisierung der ZufallsgroBe X besteht und A4 jed 1 die Wahrscheinlichkeit
p = P(4) = P(X < z) = F(z) besitzt. Auf Grund des Bernoullischen Gesetzes der
groBen Zahlen (vgl. 7.3., Satz 1) gilt fiir jede positive Zahl ¢

lim P(|ky(4) — p| <€) =1, d.h.hier lim P(|W,(z)— F(z)| <¢) =1,

was zu beweisen war.

Da das Bernoullische Gesetz der groBen Zahlen auch als starkes Gesetz der groBen Zahlen gilt
(vgl. 7.4., Borelsches Gesetz der groSen Zahlen), kann die Aussage des Satzes 1 verschiirft werden
zu

P( lim Wy(@) = Fla) = 1. )

Dies bodouut dnB f\lr pdo reelle Zahl z die Folge (W ,(z)) fast sicher gegen F(z) konvergiert. Ein
‘noch bnis enthilt der folgende Satz, der auf dén sowjetischen Mathema-
tiker V. I. GLIVENEO (1933) zuruukgaht

Satz 1 (Satz von GLIVENKO). Es gilt
P( lim sup |Wu(z) — F(z)] = 0) =1. (6)

—0<T<o

Wir beweisen diesen Satz nicht, wir wollen ihn aber noch etwas erldutern. Die Aussage (4) zeigt,
daB P(lim |W4(2) — F(z)] = 0\ = 1 fiir jede reelle Zahl z gilt, d. h., daB fir jede reelle Zahl =

#—>00
die Folge (Dy(2)), Da(z) = |W4(x) — F(z)|, fast sicher gegen Null konvergiert. Die Aussage (5)
bedeutet, daB diese Konvergenz sogar gleichmiBig (in z) erfolgt, d. h., daB die Folge (D,),
e = 8up |W,(z) — F(z)|, fast sicher gsgen Null konvergiert. Der dumh (5) ausgedriickte Zu-
—w<l<w
isohen der empirischen Verteilungsfunktion einer b  har Stichorab

'P

und der Jowalhgen Verteilungsfunktion der Gr ‘: theit wird als Haup der hemati
schen Statistik bezeichnet.

AbschlieSend zu d.uaum Problnmknm geben wir ohne Beweis eine quantitative Formulierung
des Hi der

Satz 3 (Satz von KoLmoaorov). Ist die Verteilungsfunkiion F der Grund, heit sletig, %0

P

lim P(ﬁ sup_ IWa@) — Fla) < y) = K(y)

mib
(=1t e 2% fir y>0
K(y) =q k=-c (]
0 fir y<0.

Zur Erliuhmng dieses Satzes bemerken wir, daB auf Grund des Satzes von GLIVENKO die
Folge (D,), Dy = lnp |W.(x) F(z)|, fast sicher gegen Null — also gegen eine einpunktverteilte

ZufallagroBe — knnvarglert. Der obige Satz von KoLuoaorov zeigt, daf die Folge (YnD,) den
Verteilungsfunktionen nach gegen eine ZufallsgroBe konvergiert, deren Verteilungsfunktion die
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Funktion K ist. Bemerk: t ist dabei insbesond dABdleloGnnzverwdnngdunkﬁnnK
mchtvonF.bhlngt,wannnanmtigist.Aufdieur A hen Tests hinsichtlich der Ver-
teilung einer Grund heit; die hierzu erforderlichen Werte der Funktion K liegen in Tafeln
zur mathematischen Statistik vor.

9.4.  Stichprobenfunktionen

Bei der Anwendung von Verfahren der mathematischen Statistik verwendet man
hiufig GroBen, die aus einer konkreten Stichprobe berechnet werden (z. B. das
arithmetische Mittel oder die empirische Streuung). Der Berechnung solcher GroBen
liegt jeweils eine auf einer Menge von n-Tupeln reeller Zahlen definierte reellwertige
Funktion ¢ zugrunde,

(@11 ++es Za) (€ R®") > (21, ..., 7) (€ RY). oY)
(So handelt es sich z. B. im Fall des arithmetischen Mittels um die durch

L]
P21y o0 Ty) = 1 X z; gegebene Funktion.)
LN

Wir gehen nun sallgemein von einer Funktion ¢: R* — R! aus, betrachten eine iiber
dem Wahrscheinlichkeitsraum [, %, P] definierte Zufallsgrofe X und dazu eine
mathematische Stichprobe (X, ..., X,) vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X
Dann wird durch

[P(Xs, o0 X2)] (@) = o Ks(@), ..., Do) (@ € Q) @
eine reellwertige Funktion ¢(Xj, ..., X,) auf der Menge Q definiert, die in diesem
Zusammenhang als Stichprobenfunktion (oder: Statistik) bezeiohnet wird, wobei wir
immer annehmen wollen, da8 ¢(Xj, ..., X,) eine ZufallsgroBe (iiber [2, ¥, P]) ist.

Wir geben nachfolgend omlge Bempxele fiir Stichprobenfunktionen an, die auch in
den weiteren Ausfiihrungen eine Rolle spielen werden dabei fiihren wir einige im
weiteren verwendete Abkiirzungen ein.

Beispiele.
) -
1. p(Xy, ..., Xp) = - _zlx‘ =:X,.
1 "
2. p(Xy, ..., Xp) = " 2 (X —p)p=:82% (4 R fest).
=1

1 hd -
3 PXyy ey Xg) = —— 3 (X.- - X.)’ =:8,3.
n—1;"1 .

4. 9(X,, ..., X,) = max (X, ..., X,}.
6. ¢(X,, ..., X,) = min (X, ..., X,}.
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Von entscheidender Bedeutung bei der Durchfiihrung vieler Verfa.hren der mathe-
matischen Statistik ist die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit ung speziell
Stichprobenfunktionen ; da.bel sind sowohl Aussagen iiber die Vertellung einer Stich-
probenfunktion ¢(Xj, ..., X,) bei festem » als auch iiber das asymptotische Ver-
ha.lten(dhfiirn—»oo)voni‘ Diese Problemstell sind ein zentral
Anli der mathematischen Statistik. Aus der Vielzahl der hierzu vorliegenden
Aussagen formulieren wir nur einige wenige, und zwar bevorzugt solche, die wir bei
der Behandlung der Schiitz- und Testtheorie (Kapitel 10 und 11) bengtigen.

Satz 1. Es ses (X,, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus der
Grundgesamtheit X mit der Verteslungsfunktion F. Fir die Verteslungsfunktion G
bzw. H der Stichprobenfunktion max (X,, ..., X,} bzw. min (X, ..., X,} gilt

@) =[F@I* (— o0 <z <o) 3)

Hz)=1—-[1—-F@I (—o0 <z<00). )

Beweis. Da die Stichprobenvariablen Xj, ..., X, unabhingige und identisch wie
X verteilte ZufallsgroBen sing; gilt fiir jedes z € R?

G(z) = P(max (X,,..., X,} <2)=PX, <z,.. X, <2z)

| = P(X; < z) - P(X, < %) = Fy,(x) - -+ - Fx (%) = [F()]*
unf
H(z) = P(min (X, ..., X,} < ) = 1 — P(min (X,, ..., X) = 2)

=1—PX, 22,...X,22)=1—PX,22).- - P(X, =2
=1— (1 — Fr(2)) -+ (1 — Fr (@) = 1 —[1 — F)]*.

Fiir die folgenden Sitze 2, 3, 4 und 5 ist vorausgesetzt, daB (X,, ..., X,) eine mathe-
matische Stichprobe vom Umfang n aus einer N(u, o%)-verteilten Grundgesamtheit
ist.

% =1

Satz 2. Die Stichprobenfunktion X, = — 2 X, besitzt eine N (,‘, ”’) - Verteslung.

Beweis. Da die Summe unabhingiger normalverbellter ZufallsgréBen normal-
verteilt ist (vgl. 6. 5 Bemerlmng nach Satz 4), ist 2 X; eine N(nu, no%)-verteilte
und folglich X, = — 2 X, eine N (,,, c’)-vertellte ZufallsgroBe.

Bemerkungen.

1. Aus Batz 2 folgt unmittelbar, daB Y 22— eine N(0, 1)-verteilte Zufalls-
groBe ist. o
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2. Setzen wir iiber die betrachtete Grundgesamtheit X nur voraus, daB 0 < DX
< oo gilt, 80 konvergiert die Folge (}/; X';XEX-) den Verteilungsfunktionen nach
gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgrBe (vgl. 7.8., Satz 1). Folglich ist X, fiir groBe n

Ds
niherungsweise N (EX ) Tx)-verteilt.

*3 " .
nSs =12(X;-—p)‘ben'tzt¢in¢
a* n =1

23-Verteilung mit n Fresheitsg

Beweis. Die ZufallsgréBen Y; = Xi—p (¢ = 1,...,n) sind unabhiingige, N(0, 1)-
'
verteilte ZufallsgroBen. Nach Folgerung 1 (6.5.) ist also

L 1 = 1 = nS_*3
Y= — P —— . — X, — y)? = on
4§ T Z;( —u a’ n ‘E( i—# o
x*-verteilt mit n Freiheitegraden.
. . S T —1)8,? X, — X,
Satz 4. Die Stichprobenfunkt n a’) = .?1 ( Uit ~ ) besitzt eine

22-Verteslung mit n —. 1 Freihestsgraden.
Auf den etwas schwierigen Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten.

Satz 6. Die Smbproben[unldm ——l‘ besitzt eine i-Verteslung mit n — 1
Freiheitsgraden. 53

n

Die Aussage dieses Satzes ergibt sich aus den Aumgen der Sitze 2 und 4, der Aus-
sage, da8 X, und S,? stochastisch unabhiingig voneinander sind und schlieBlich
der Aussage von Satz 7 (6.5. )e

Satz 6. Es ses (X,, ..., X,) bzw. (Y4, ..., Y,) eine mathematische Stichprobe vom
Umfang m bzw. n aus einer N(u,, o%)-verteilten bzw. N (us, 0%)-verteilten Grundgesamt-
heit X bzw. Y; dabei seien X und Y stochastisch unabhingig. Dann besitzt die

t]
Stichprobenfunktion %5 mat

o=y £ (&= X wnd =

esne F-Verteslung mit (m — 1, n — 1) Freiheitsgraden.
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Die Aussage dieses Satzes basiert tlich auf der Aussage von Satz 4. Danach
ist m _:‘) '?:" bzw. (n —:.) Spa y3-verteilt mit m — 1bzw. n — 1 Freiheitsgraden.
D X und ¥ unabhiingig sind, trifft dies auch fiir <™ _:’) Tim g & _:’) S
zu. Die Aussage des Satzes 6 ergibt sich schlieBlich mit Satz 8 (6.5.).

it totische A iiber Verteilungen von Stichprobenfunk-

tionen geben wir ohm Bewem an den cémllen an, an denen wir diese Aussagen ein-
setzen.




10.  Einfihrung in die Schétztheorie

Das folgende Kapitel enthiilt eine Einfiihrung in die Schdéztheorse, eines der wichtig-
sten Gebiete der mathematischen Statistik. Dabei behandeln wir die in den An-
wendungen sehr hiiufig ver det: ten Punktschatzungen (10.2. bis 10.4.)
und die sogenannten Intewall— oder Kon[tdmzachatzuugen (10.5. und 10.6.). Bei vor-
liegendem konkretem Datenmaterial fithren Punktschitzungen zu Naherungswerten
fiir einen unbekannten Parameter, hingegen fiihren Intervallschitzungen zu Nihe-
rungsintervallen fiir einen unbekannten Parameter.
M.lt den folgenden Absohmttaen werden die Grundbegriffe bei Punkt- und Konfi-
tisch exakt eingefilhrt und dabei auch motiviert, die
Methoden und generellen Vorgehensweisen dargelegt und deren wahrscheinlichkeits-
theoretischer Hintergrund aufgezeigt, \md es werden natiirlich fiir einige besonders
hiiufig auftretende Schitzprobl gnete Schiit: — und zwar sowohl
Punkt- als auch Konﬁdenuchﬁtzungen - angegeben Die praktische Anwendung
solcher Schitzungen liuft in der Hauptsache auf eine Berechnung statistischer MaB-
zahlen hinaus und bereitet gedanklich also keine Schwierigkeiten, so daB auf Zahlen-
beispiele weitgehend verzichtet werden kann.

10.1.  Aufgabenstellungen der Schitztheorie

Die grundsntzhche Aufgabenstellung der Schiitztheorie besteht darin, Methoden zur
Er g von Schiit ten fiir unbekannte P ter eines stochastischen Modells
auf Grund von Stichproben anzugeben.
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&'

Wir wollen uns in der Hauptsache auf den Fall beschriinken, daB ein unbelm.nnter

anmeber zu schitzen ist. Diesen Parameter werden wir all, in mit y bezeich
mit y, k ich wir gel tlich den ,,wahren‘ (a.ber unbekannten) Wert
dieses Parameters, und die Menge der im Rahmen des jeweils betrachteten Probl

méglichen Werte dieses Parameters erhilt das S8ymbol I', wobei wir voraussetzen,
daB I' ein Intervall auf der reellen Achse ist.

Zur mathematischen Formulierung der grundlegenden Aufgabenstellung der
Schiitztheorie gehen wir von einer Grundgesamtheit X aus, deren Verteilungsfunk-
tion F von einem Parameter y € I" abhingt, und wir betrachten dazu eine mathe-
matische Stichprobe (X, ..., X,) vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X. Die
Schitztheorie hat nun die Aufgabe, zur Schitzung von y geeignete Stichproben-
funktionen ¢(X,, ..., X,) zu fmden und im Hinblick auf die Abhéngigkeit der zuge-
hongen ‘Wahrschei liohkei gen vom Parameter y zu untersuchen. Liegt
dann eine konkrete Stlchprobe (z,, ++, Zy) vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X
vor, g0 verwendet man die Zahl ¢(z,, ..., z,), die also als Realisierung der Zufalls-
groBe p(X,, ..., X,)aufgefaBt werden kann, als Schalzwert fiir yo; die hierbei zugrunde
liegende Stichprobenfunktion ¢(Xj, ..., X,) bezeichnet man in diesem Zusammen-
hang als eine Schatzung (fiir ). Eine Schitzung ist also eine ZufallsgréBe, deren Werte
in der Menge I" der méglichen Parameterwerte liegen ; ein Schitzwert ist eine reelle
Zahl (€ I).

Solche Schitzungen, die also im konkreten Fall Zahlen (Punkte auf der reellen
Achse) liefern, wollen wir zur Unterscheidung von den noch einzufiihrenden soge-

ten Intervallschit; als Punktschit: bezeich Im Sinne der Auf-
gabenstellung strebt man “als Pun.ktschatzungen mturhch Stichprobenfunktionen
an, die auf Grund ihrer wahrscheinlichkei Eig haften eine még-

lichst ,,gute** Approximation des zu schitzenden Parameters liefern.

Beispiel. Die Grundgesamtheit X besitze eine Normalverteilung mit der Streuung
DX = gg* (0, bekannt, z. B. g, = 1), unbekannt sei der Erwartungswert EX.
Wir setzen also y = EX und I' = R. Ist (X, ..., X,) eine mathematische Stich-
probe vom Umfang n aus dieser Grundgesamtheit, so besitzt die Stichprobenfunk-
tion

o(Xy, o0 Xo) =X, ———ZX =19

N =1
2
den Erwartungswert y (Ey, =1y), und es gilt DY, =%, Auf Grund der Ceby-
n
Sevschen Ungleichung (vgl. 7.1., Folgerung 1) gilt also fiir jedes ¢ > 0 die Beziehung
P(p—yl Ze) S 2,
ne
d. h. lim P(jp, — y| <e) = 1.
N=+00
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"
Die Folge (94), Pu = 1 2 X, konvergiert somit stochastisch gegen y. (Diese Aus-
7=t

sagen gelten fiir jedes y € I' = R?, insbesondere also fiir den ,,wahren Wert y,.)
Bei geniigend groBem Stichprobenumfang n darf man somit erwarten, daB das
arithmetische Mittel 7, der Elemente einer konkreten Stichprobe (z,, ..., z,) einen
passablen Schiitzwert fiir den unbekannten Parameter darstellt. (Bei den obigen
Uberlegungen haben wir iibrigens nicht in Anspruch genommen, daB die Grund-
samtheit X normalverteilt ist; es geniigt zu wissen, daB die Grundgesamtheit X
fiir jeden Wert des Parameters eine (endliche) Streuung besitzt.)

Wie schon das angegebene Beispiel zeigt, ist fiir die Beurteilung einer Stichproben-
funktion als Schiitzung fiir einen unbekannten Parameter das asymptotische Ver-
halten, das ist also das Verhalten fiir n — oo, von groBer Bedeutung. Bei der prak-
tischen Anwendung sind asymptotische Aussagen natiirlich erst dann relevant, wenn
der vorliegende Stichprobenumfang » groB ist; was allerdings unter einem ,,groBen*
Stichprobenumfang zu verstehen ist, kann nicht genau angegeben werden, und dies
hiingt auch sehr stark von dem betrachteten Problem ab. AuBerdem ist darauf

hinzuweisen, da8 mit einer Punktschitzung fiir einen unbel ten Par ter nicht
automatisch auch Aussagen iiber die Genauigkeit der sich hieraus ergebenden Schiitz-

werte verbunden sind. (Ist z. B. die als Schiitzung verwendete Stichprobenfunk-
tion eine stetige ZufallsgroBe, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Schiit-
zung den wahren Wert des Parameters liefert, gleich Null. Dies bedeutet wiederum
nicht, daB ein ermittelter Schiitzwert nicht sehr nahe am wahren Wert des Parameters
liegen kann, was man im Fall n > 1 sogar erwarten wird.) Sind nun Genauigkeits-
aussagen erwiinscht oderist der Stichprobenunfang n klein, so stellt man sich die
Aufgahe, anhand einer thematisch Stichprobe (Xj, ..., X,) ein Intervall
J(X,, ..., X,) zu konstruieren, das den unbekannten Parameter mit einer vorge-
gebenen (i. a. nahe an Eins geleg ) Wahrscheinlichkeit iiberdeckt. Die End-
punkte dieses Intervalls sind von den Stichprobenvariablen X,,..., X, abhiingig,
also selbst ZufallsgréBen. Ein in diesem Sinne zufilliges Intervall J(Xj, ..., X,)
wird als Intervall- oder Konfid: hitzung bezeichnet. Fiir eine konkrete Stichprobe
(21, ..., z,) erhilt man auf der Grundlage einer Konfid hitzung J(X,, ..., X,)
ein Intervall J(z;, ..., ,) S I', ein sogenanntes konkretes Schitzintervall fiir den
unbekannten Parameter. Im Sinne der Aufgabenstellung strebt man dabei Inter-
vallschitzungen an, die -einerseits méglichst ,kleine* konkrete Schitzintervalle
liefern und andererseits den unbekannten Parameter mit einer moglichst nahe an
Eins geleg, Wahrscheinlichkeit iiberdecken.

. Ausfiihrlich werden wir uns mit Konfid hiitzungen in den Abschnitten 10.5.

und 10.8. beschiftigen; die folgenden Abschnitte sind den Punktschitzungen ge-
widmet.
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10.2. Punktschitzungen (Eigenschaften)

Wie in Abschnitt 10.1. gesagt, " verstehen w1r unter einer Punktschiitzung — auch
kurz: Schiitzung — 7,furemen bek: Py ter y eine Stichprobenfunktion
@(X,, ..., X,), deren Werte in der Menge I' der mdglichen Pmmeﬁerwem liegen.
In diesem Abschnitt definieren wir Eigenschaften von Punktschétzungen, auf deren
Grundlage eine Beurteilung von Schiitzungen und ein Vergleich verschied Schiit-
zungen im Rahmen ein und desselben Schitzproblems vorgenommen werden kon-
nen. Dabei gehen wir stets von der in Abschmtt 10.1. gesohllderten Situation aus

(Grundg theit X, Wahracheinlichkeitsverteilung abhiingig von einem Parameter
yer Q R, (X,, ..., X,) mathematische Stichprobe vom U n g n aus der Grund-
gesamtheit X).

Definition 1. Eine Schitzung 9, heiBt erwartungstreue (oder: unverzerrte) Schdt-
zung fiir y, falls der Erwartungswert von 9, — berechnet unter der Annahme, da8 y
der wahre Wert des Parameters ist — gleich y ist, und zwar fiir jedes y € I. Wir
schreiben hierfiir kurz

Epy =y (YEI')-' (1)

Es wird die Giiltigkeit von (1) fiir jedes y € I" verlangt; damit gilt dann (1) ins-

besondere fiir ,, den wahren Wert des Parameters.

Beispiel 1. Es sei X gleichmiBig iiber dem Intervall [0, 5], b > 0, verteilt; b sei
unbekannt. Wir setzen y = b und I"' = {y: y > 0}. Weiter sei (X, ..., X,) eine mathe-
matische Stichprobe vom Umfang » aus der Grundgesamtheit X. Fiir die Stichproben-
funktion

—-— 1
Xy Xp) = Xy = — I X,
gilt (vgl. 5.3.(3))
1
Bp(Xy . Xa) = —-n- L =L

fiir die Schitzung 9, = 2¢(X,, ..., X,) = 2X, ergibt sich hieraus
Epy=2-7 =y >0),

d. h., 9, ist eine erwartungstreue Schétzung fiir y.

Im Zusammenhang mit mchterwartungstreuen Schiitzungen verwendet man den
Begriff des sog ten sy tischen Fehlers, den wir in der folgenden Definition
kennzeichnen.
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Definition 2. Fiir eine Schitzung 9, heiBt
ba(y) =Eps —y (veD) (2)

der systematische Fehler von 9, gegeniiber y.

Fiir erwartungstreue Schitzungen 9, fiir y gilt also by(y) = 0 fiir jedes y € I'.
Die ZufallsgroBe 9, — E,P, heiBt zufilliger Fehler von $,, und die Zuful.lngroﬂe
Pa— 7= (9a — E,9) + (E,ps — 7), die sich also aus der § des syst bi
Fehlers von $, gegeniiber y und des zufélligen Fehlers von 9, ergibt, glbt die zufillige
Abweichung der Schitzung 9, von y an.

Beispiel 2. Wir betrachten die in Beispiel 1 geschilderte Situation und unter-
suchen hier die Stichprobenfunktion

9s = max (X, ..., X,}.

Zur Berechnung von E,p, bendtigen wir die Verteilungsfunktion bzw. die Dichte
von 9,, die wir mit @, bzw. g, bezeichnen wollen, wobei wir annehmen, dag y der
wak.re Wert des Parameters ist. Es gilt (vgl. 9.4., Satz 1) G,(z) = [F,(=)]*; dabei
bezeichnet F, die Verteilungsfunktion der Grundg theit X unter der Annahme,
daB y der wahre Wert des Parameters ist. Mit

0 fir 250,
Fe=|> fir 0szsy
1 fir 22y
erhalten wir
0 fir 20,
x "
Gy(z) = (7) fir 0s52<y,
1 fir 2=y

und somit
0 fir z <0 und fir z > y,
=3 21!
0:(%) ”F fir 0<z<y.
Fiir E,9, ergibt sich damit

g y
z* n
E = = . — e
Pn f”’r(z)dz f" y.dz n+17:
—o0 [
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und fiir den systematischen Fehler b,(y) von 9, gegeniiber y erhalten wir

ba(y) = Epy — 7——7—7—— 4 (» >0).

n+1 n+1
Wir bemerken, daB lim b,(y) = O und &lso li.m E,p, = y gilt fiir jedes y.
W00
Zur all inen K ichnung des in B ',"2 letzt festgestellten Sachver-
halts dient die folgende Definition.

Definition 3. Eine Folge (9,) von Schitzungen 9, fiir y heiBt asymplotisch
erwartungstreu, wenn

lmEp, =y (yel) ®)

gilt. (Man verwendet bei Giiltigkeit von (3) fiir eine Schiitzung ¢, auch die Sprech-
weise, daB 9, asymptotisch erwartungstreu ist.)

In der Regel wird man erwartungstreue, zumindest aber asymptotisch erwartungs-
treue Schiitzungen verwenden wollen. Da die Erwartungstreue einer Sclmtzu.ng
aber noch nichts dariiber aussagt, ob und wie stark die Wahrscheinlichkeit
der Schiitzung um den unbekannten Parameter konzentriert ist, wird man solohe
Schitzungen besonders bevorzugen, die sich fiir n — co auf den unbekannten Para-
meter hen. Mathematisch erfassen wir dleses »Zusammenziehen*
mittels der Konvergemrben der Wahrscheinlichkeitstheorie (vgl. 7.2.) in den fol-
genden Definitionen.

Definition 4. Eine Folge ($,) von Schiitzungen fiir y heiBt (schwach) konsistent,
wenn fiir jede positive Zahl ¢

umpy(l?-—rlée)=0 (yenl (4)

gilt; dabei ist P,(|p, — y| = ¢) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (|9, — y| = &),
berechnet unter der Annahme, daB y der wahre Wert des Parameters ist. (Man
verwendet bei Giiltigkeit von (4) fiir eine Schitzung 9, auch die Sprechweise, da8
s (schwach) konsistent; ist.)

Die Konsistenz einer Folge von Schiitzungen bedeutet also das Vorliegen einer Kon-
vergenz in Wahrscheinlichkeit. Die im folgenden Satz genannten hinreichenden Be-
dingungen fiir die Konsistenz sind oftmals leichter nachpriifbar als (4) selbst.

Satz 1. Fiir die (achwadle) Konsistenz einer Folge (9,) von Schétzungen 9, fiir y
sind die folgend, hinreichend:

Chadde)

1, lim E, s = ¥ (v € '), d. h., die Folge (p,) ist asympiotisch erwartungstreu.
>0
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2. lim D%, = 0 (y € I); dabei bedeutet D, die Streuung von 9, berechnet unter
der A::th, dap y der wahre Wert des Parameters sst.
Beweis. Auf Grund von 8atz 1 (7.1.) gilt fiir beliebiges positives &

E,(ps — ¥)*
Pp -yl 2o s 0 2E,
Nun ist
Ey(pn — ¥)* = E,(9s — E\ps + Eypu — 7)*
= E,[(pn — Epu)* + 209 — E,9a) (BP0 — 7) + (E)Ps — 20|
=E,(ps — Epu)* + 0 + (B9 — 7)* = Dy + (Eypa — ).

Sind die im Satz genannten Bedingungen erfiillt, so folgt hieraus unmittelbar
lim E,(py — )* = 0 und damit lim P,(|p, — y| = ¢) = 0.
B—>00 N—+00

Beispiel 3. Wir betrachten die in Beispiel 1 untersuchte Schiitzung 9, = 2X,.

4
Es gelten die Beziehungen E,p, =y und DY, = — .n. 17% = £— (vgl. 6.3.(4)).
Nach Satz 1 ist die Folge ($,) schwach konsistent. »

Beispiel 4. Wir betrachten die bereits in Beispiel 2 untersuchte Schitzung 9,
= max (X,, ..., X,). Wie dort festgestellt wurde, gllt lim E, = i ?="
Fir D,%, erhulten wir ) “ +

D;"?n = 7?;' - (EW-)’ = f"ﬂr(z) dz — (Er?n)’

:I+1 n ] n . n 1
—f (n+lr) ="+27—("+17)

Tt 1)' nw+2 7

Also sind fiir die Folge (9,), 4 = max {X;, ..., X,}, die in Satz 1 genannten Be-
dingungen erfiillt, und die Folge (9,) ist somit ebenfalls konsistent.

Definition 5 Eine Folge (9,) von Schiitzungen 9, fiir y heiBt stark konsistent,
wenn

Pr(.;hﬂ?;=7)=l (el (8)
gilt. '
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Die starke Konsistenz einer Folge von Schitzungen bedeutet also das Vorliegen

einer Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit Eins.

Existiert fiir eine Grundg theit X der Er Ing) .Ex,loQO!GnmddnKol
mogorovechen Gesetzes der groBen Zahlen (vgl. 7.4., sme) dnhlgo(y.),p.-x‘=— zx‘,
eine stark konsi Folge von Schatzungen fiir y = EX.

Die folgenden Deimmonen beinhalten Moglichkeiten fiir den Vergleich ver-
schiedener erwartung Schiitzungen im Rahmen ein und desselben Schitz-
probl ittels der Streuungen dieser Schitzungen. Dazu bezeichne I, -die Menge

aller erwartungstreuen Schiitzungen fiir y auf der Grundlage einer mathematischen
Stichprobe vom Umfang n mit positiver endlicher Streuung; fiir 9, € I', gilt also
E,py =y und 0 < D%, < oo fiiralley € I'.

Definition 8. Eine Schitzung 9, € I', heiBt wirk als eine Schiitzung #, € r,,
falls -

D, <D, (yel) (6)
gilt. Das Verhiltnis D,%,:D,%, bezeichnet man als Wirkungsgrad von #, in bezug
auf 9,.

Beispiel 5. Wir betrachten wiederum die in Beispiel 1 geschilderte Situation
und vergleichen die Schiit

)

+1

- L) n
Py =2X, = .Z;X; und P, = - max (X, ..., X,}.
i=

3|

Es gelten die Aussagen
Erﬁu =¥ Dy.f'- =
(vgl. Beispiele 1 und 3),

e
Epa=v, =—r
e =7 D;*a a(n + 2)
(vgl. Beispiele 2 und 4).
Beide Schitzungen sind also erwartungstreu und besitzen endliche Streuung fiir
]edes7>0(}'-€rm?u -)
Wegen

Dy, =2

n(n+2)—3n =Dy >0

ist die Schétzung 9, wirksamer als die Schitzung #,. (Man iiberlege sich dazu noch
einmal die inhaltliche Bedeutung der beiden Schiitzungen bei diesem Schiitzpro-
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blem.) Der Wirkungsgrad der Schétzung #, in bezug auf die Schitzung 9, betrigt

1"
Dipe _nin+2)_ 3
D3, 7 nt2
3

. 1
und ist also unabhingig von y. Fiir » = 4 ergibt sich z. B. der Wirkungsgrad 3
fiir n —> oo konvergiert der Wirkungsgrad von #, in bezug auf $, monoton gegen Null.

Definition 7. Eine Schitzung 9,* € I', heiBt wirksamste (oder effektive) Schit-
zung, wenn fiir alle Schitzungen 9, € I,

DM * =DM, (yeI) (W]

gilt. Der Wirkungsgrad von 9, € I', in bezug auf eine effektive Schiitzung 9% € I',,
d.h.

._ D5t
&)= 1;,'p, (el @®)

heiBt Wirksamkeit (oder Effizienz) von 9,.

Eine effektive Schitzung ist also in der betrachteten Menge I', von Schitzungen
eine Schiitzung mit kleinster Streuung.

Unter ziemlich allgemei Bedi an die Wahrscheinlichkeit ilung

der betrachteten Gmndgeea.mthelt kann man fiir die Str gen der Schiit

9 € Iy eine positive untere Schranke angeben. Hat man denn eine Schitzu.ng
9* € I, gefunden, deren Streuung gleich dieser unteren Schranke ist, 8o ist $,*
offenbar eine effektive Schitzung. Auf diese Problematik gehen wir nachfolgend

noch etwas genauer ein.

Es sei X eine ZufallsgroBe, deren W heinlichkei wuuusvonemomx ter y € I'
abhiingt. Wir setzen voraus, da8 X fir )edel y € I stetig verteilt ist, und wir bezeichnen die ent-
sprechende Dichte mit f,. Weiter setzen wir voraus, daB die Funktion y — f,(z) (y € I) fiir jedes

z€R! imal stetig diff jerbar nach y ist und daB die Menge {z:f,(z) > 0} fir jedes y € I'
die gleiche ist.
Satz 2. Unter dem g Regularitd gen gilt fir jede Schatzung Py € I, die
Ungleichung
1

D, —_— T ()

7'7.31.(7) (ver) )
mit

L,(9) = nDp (-‘—"‘;;(ﬁ) . (10)
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Die Unglelclmng (9), die fiir eine 808 bene Schiitzung ¢, eine A iiber deren Genauigkeit
liefert, wird in der Li als Informati leichung oder als Rao-Cmm& Ungleichung (im
englischsprachigen Raum) bzw. Fréchet-Darmoss- -Ungleich g (im fi higen Raum)
bezeichnet. Die durch (10) gegebene GroBe wird Fisherache Infommtm gsnmnt- sie ist eine MaB-
zahl fiir die in der S thaltene Infe tion iiber den zu schiitzenden Parameter
hiingt im sllgememan sowohl vony (€ I') als auch dem Stlchpmbennmhng » ab. Aus (10) ent-
nehmen wir insbesondere, daB — unter den getmﬂenen 3 — die

g der Schétzungen 9, einer Folge von erwart Sch héch von

der Ordnung —”- gegen Null gehen kinnen.

Beispiel 8. Es besitze X eine N(u, 0,3)-Verteilung; dabei sei 4 unbekannt und g,® bek
Wir setzen y = u und I' = R!. Dann gilt

(z—y)*

fylz) = e 2o (— 00 < z <00,y € RY),

1
V270,
und es sind also die oben b atzlichen Ve gen fiir diese Grundg thait
erfiillt. Fiir I,(y) erhalten wir wegen D,3X = g,?

I,(y) = aDy? (d—hgﬂ) =D} (}y (— In V270, — u))

20,3
X—.y 1 ; 1 n
=nD,‘( pr )=“'7.3D"x="'¢—.4"’°'=ﬁ'

und damit gilt fér alle erwartung; Schiitzungen 9, fir y

L]
DM 2% (eR.

Fir die Schitzung ?.=— ZX gllt Ep, = yundD,‘p.:-— (vgl. dazu das Beispiel
n =
in Abschnitt 10.1.). Also ist 9, = — L‘ X; emeeﬂaktlvoSohAtzu.ngfury

Drahlamk

Wir wollen diesen P
ungleichung abschlieBen.

L . . A Tepe s
mit einig zur

Satz 3. Es mogen die oben genannten Voraussetzungen hinsichilich der GmdpuamM X
erfulls sesn. Dann gelten die folgenden Aussagen. .

1. Wenn eine erwartungstreue Schatzung 9, mi¢ D), (v € ') existiert, besitzt f, die
Darstellung I ( )

fy(@) = exp {4(y) B(z) + C(y) + Diz)} (—o0<z<oo,y€T),
d. ., |, sst vom sogenannten Exponentiallyp.
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2. Ist f, vom Exponentialtyp, d. h., gil¢
f,(@) = exp {A(y) B(z) + C(y) + D(z)} (— o0 <z <oo,y€T),

und ist P, = -}‘émxi)auwmumsm«umy,»w

=1
" I(y) !

d. h., P, iat eine effektive Schitzung fir y.

3. Wenn es eine erwartungstreue Schatzung 9, mit DY, =
erwartungsireue Schdizung mit dieser Eigenachaft. 1, (7)

Wir illustrieren diesen Satz an einem Beispiel.

Beispiel 7. Die in Beispiel 6 betrachtete Dichte

1 _le—y*

Q 73 —
o= s =omp (2 - 25— s Vi)

——— gibt, dann ist 9, die einzige

ist vom Exponentialtyp (4() = X5, B(z) = z, Cty) = _i’, D) = — In}Bma, — i)
Fir die Schiitzung L 20, 20,

) - 1 %
?--—EB(xs)=—Zx;
glltE . =7 AnfGnmddarAn-nga2du8a.tuc3utslsaf.omaeﬂektnveSohnz\mgfnry—

dies haben wir im obigen B duokt h —, und suf Grund der Aussage 3 ist 9,
die einzige erwartungs etfeltive Schi fﬁry

Viele der gebrauchlichen Schiitzungen erweisen sich bei geniigend groBem Stich-
probenumfang als niherungsweise normalverteilt. Diesen Sachverhalt prizisieren wir
in der folgenden Definition.

Definition 8. Eine Folge (9,) von Schnt.z\mgen 9a € I', fiir y heiBt asympiotisch
Mrmalvemdl wenn

IimP,('_y<.z)=¢(x) (—o<z<o0,y€T) (11)

VD, 7'?-

gilt. (Man verwendet bei Vorliegen von (11) fiir eine Schétzung 9, auch die Sprech-
weise, daB 9, asymptotisch normalverteilt ist.)

Die durch Definition 8 gekennzeichnete Eigenschaft bedeutet also das Vorliegen
einer Konvergenz in Verteilung, und zwar gegen eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe.

Beispiel 8. Es sei 4 ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufilligen
Versuches mit der Wahrscheinlichkeit p eintritt; p sei unbekannt (0 < p < 1).
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Wir betrachten die ZufallsgréBe X,

X = 1, falls 4 eintritt,
0, falls 4 eintritt,

und stellen uns die Aufgabe, den Parameter y = p anhand einer mathematisch
Stichprobe (Xj, ..., X,) vom Umfang » aus der Grundgesamtheit X zu schiitzen.

Dazu verwenden wir die Schi: °9.=lz"x.,diedsodiezumngemhﬁve

Hiiufigkeit des Emtretens von A in einer Sene von n unabhiingigen Wiederholungen
des betrachteten V. ibt. Es gelten die Aussagen

=9
n

Epy=y und DM, = o<y<1

(vgl. 4.5., Satz 4); (9,) ist also eine schwach — und iibrigens such stark — konsi-
stente Folge von Schétzungen fiir y = p = P(4) (vgl. hierzu auch 7.3., 8atz 1 und
Satz 6). Aus dem Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE (vgl. 7.5., Satz 1) ergibt
sich unmittelbar

li.mP,(y'—7<z)=limP Tl A = O(z)

| y(1—1y)
n

(— o0 <z <00, 0<y<1),d. h., die Folge (9,) ist asymptotisch normalverteilt.

10.3. Zur Konstruktion von Punktschitzungen

In den bisherigen Beispielen sind wir i:nmer von vorgegebenen Punktachitzungen
ausgegangen und haben diese im Hinblick auf spezielle Eigenschaften (z. B. Erwar-
tungstreue, Konsistenz, Effizienz) untersucht. Nun stellt sich natiirlich die Frage,
wie man iiberhaupt zu Punktschiitzungen gelangt, insbesondere dann, wenn man
zusiitzlich gewisse Eigenschaften dieser Schitzungen (z. B. Konsistenz) verlangt.
Es sind hierzu eine Reihe von Methoden entwickelt worden, z. B. die sogenannte
Mazimum-Likelihood-Methode — die in engem Zusammenhang zur Methode der
kleinsten Quadratsumme steht — und die sogenannte Momentenmethode. Wir wollen
uns hier etwas mit der Manmum-hkehhood-Methode beschiftigen und danach
nur kurz auf die M t thode ei

)
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Der Maximum-Likelihood-Methode liegt das folgende Schitzprinzip zugrunde.
Als Schitzwert fiir einen unbekannten Parameter einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung verwendet man einen solchen Wert des Parameters, bei dessen Vorliegen der
konkreten Stichprobe eine méglichst groBe Wahrscheinlichkeit zukommt. Hieraus
erklirt sich auch der Name dieser Methode (likelihood = Wahracheinlichkeit; engl.,
aber mehr im umgangssprachlichen als im mathematischen Sinne).

Ausgn.ngspunkt bei der Darstellung dieser Methode ist eine ZufallsgroBe X, deren
‘Wahrschei itaverteilung von einem Parameter y € I" abhiingt. Mit f,(z) bezeich-
nen wir im Fall einer stetlgen ZufallsgrBe X die Dichte von X an der Stelle z unter
der Annahme, daB y der wahre Wert des Parameters ist; im diskreten Fall sei f,(z)

(X = z). Weiter sei (X,, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang n
aus der Grundgesamtheit X, d.h. ein n-dimensionaler zufilliger Vektor, dessen
Komponenten unabhiingig und identisch wie X verteilt sind. Ist X stetig, so gibt

"
I1 1,(z;) den Wert der Wahrscheinlichkeitsdichte des zufilligen Vektors (X, ..., X,)
=1

an der Stelle (z, ..., 2,) unter der Annahme, daB y der wahre Wert des Parameters
ist, an (vgl. 6.4., Satz 2); im Fall einer diskreten ZufallsgréBe X gilt

‘121,@:.-) = P (X, =2y, Xo = 2,)

(vgl. 6.4., Satz 1).

Definition 1. Ist (2, ..., z,) eine konkrete Stichprobe vom Umfang n aus der
Grundgesamtheit X, so heift die durch

Lo min) = [[h@) D) m

auf I" definierte Funktion die Likelihood-Funktion der konkreten Stichprobe (z,, ..., Z,).

Nach der dariiberstehenden Erliuterung gibt also L(z,, ..., z,; ) im diskreten
Fall die Wahrscheinlichkeit dafiir an, da8 die mathematische Stichprobe (X,, ..., X,)
den Wert (2, ..., z,) annimmt (unter der Annahme, daB8 y der wahre Wert des Para-
meters ist); im stetigen Fall gibt L(z,, ..., s; ¥) den Wert der Dichte der mathe-
matischen Stichprobe (Xj, ..., X,) an der Stelle (z,, ..., z,) unter der entsprechenden
Annahme an. '

Das der Maximum-Likelihood-Methode zugrunde liegende Schiitzprinzip besteht
nun darin, bei vorliegender konkreter Stichprobe (=, ..., #,) einen solchen Wert als
Schitzwert fiir den unbekannten Parameter zu verwenden, fiir den die Likelihood-
Funktion dlesor Stlchprobe einen maximalen Wert annimmt. Zur Bestimmung emes

Ichen Schi bedient man sich — ent hende Diff ierbarkeiti
schaften der kaehhood Funktion, die in Anwendungsfallen gewdhnlich erfiillt amd




10.3. Zur Konstruktion von Punktschitzungen 183

vorausgesetzt — oft der Differentialrechnung. Dadlahnkhoneny > L%y, ..., Za3 ¥)
und y — In L{(z,, ..., Zs; ¥) (y € I') an den gleichen Stellen maximale Werte an-
nehmen, beschiftigt man sich dabei zweckmiBigerweise nicht mit der Gleichung
% L(z,, ..., Zy; ) = 0, sondern mit der (in vielen Fillen einfacheren) Gleichung
d
— Lz, ..., 2;7) =0
dy

Definition 2. Ist (z,,...,2,) eine konkrete Stichprobe vom Umfang n aus der

Grundgesamtheit X, so heiBt
d
ElnL(z,,...,z.;y)=0 (2)

Likelthood-Gleichung der konkreten Stichprobe (z,, ..., z,).

Ersetzt man in der Losung der Likelihood-Gleichung die Werte x; der konkreten
Stichprobe durch die zugehérigen Stichprobenvariablen X (¢ = 1, ..., n), so gelangt
man zu einer Schiitzung 9, = @¢(Xj, ..., X,).

Definition 3. Eine Schitzung 9, = ¢(Xj, ..., X,), die fiir jede konkrete Stich-
probe (z,, ..., z,) eine Losung der Likelihood-Gleichung ist (d. h., fiir die die Beziehung

Likelihood-Funktion erweist, heiBt Maximum-Likelshood-Schatzung fiir y.

(Bei nur einfilhrenden Darstellung der Maximum-Likelihood-Methode
haben wir Fragen der Existenz von Maximum-Likelihood-Schitzungen und auch
Fragen der Einzigkeit ansgeklammert.)

Wir wollen jetzt die Maximum-Likelihood-Methode an zwei Beispielen demonstrie-
ren.

Beispiel 1. Es besitze X eine Exp tialverteilung mit dem Parameter & (vgl.
5.5., Definition 1); « sei unbekannt. Wir setzen also y = &, y > 0. Dann gilt

(1] fir z<0,
he) = {yc-" fir x> 0.

Es sei (2, , ..., 2,) eine konkrete Stichprobe vom Umfang n aus der Grundgesamtheit

X. Fiir die Likelihood-Funktion dieser Stichprobe ergibt sich

"

[ » - X
Lizs, o 2ai ) = [Thim) = [Ty = y% Tim ™
und hieraus

lnL(x..---,z.;v)=nlnr—r‘les-
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Die Likelihood-Gleichung lautet also

d n *

—In L(zy, eo0, Zg3;p) = — — )} 2; =0.

dy . y =1

s
Die einzige Losung dieser Gleichung ist y = T l- ; wegen %lnL(z,, ooy Ta3 Y)
"
i=

= — 2 <0 handelt es sich dabei um die Stelle eines Maximums der Likelihood-
Funktion.

Fiir eine konkrete Stichprobe ergibt sich also als Schitzwert nach der Maximum-
Likelihood-Methode das Reziproke des arithmetischen Mittels der Stichproben-
werte. Ersetzen wir nun noch die Stichprobenwerte durch die zugehérigen Stich-
probenvariablen, so erhalten wir als Maxi Likelihood-Schitzung fiir y die
Schitzung

P =

1
18"
— X
7 =1
Beispiel 2. Es besitze X eine Poissonverteilung mit dem Parameter A (vgl. 4.7.,
Definition 1); A sei unbekannt. Wir setzen also y = 4, y > 0. Dann gilt

ho) =pein =P =5=L e @=0,12,..).
Es sei (z;, ..., %,) eine konkrete Stichprobe vom Umfang » aus der Grundgesamt-
heit X. Fiir die Likelihood-Funktion dieser Stichprobe ergibt sich

» " A L] 1

Lz, oo ms y) = IT ) = IT 2 er = errpdi ——
i=1 i=1 7!

Hz;l

=1

und hieraus

In L(zy, ..., 243 7) = —”V+'"7‘Z;“—Z"l“’s'-
Die Likelihood-Gleichung lautet also )

%hL(ﬁ, nZaiy) = —n 4+ £ T =0,

Yi=1

Die einzige Losung dieser Gleichung ist y = 1 X z;; wegen
n =1

P’}

d’ ln . 3 ™ !
W Ly, oo, 243 ¥) ’-':"élli = —n (.2 z;) <0
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handelt es sich dabei um die Stelle eines Maximums der Likelihood-Funktion. Fiir
eine konkrete Stichprobe ergibt sich also als Schiitzwert nach der Maximum-Likeli-
hood-Methode das arithmetische Mittel der Stichprobenwerte. Ersetzen wir nun noch
die Stichprobenwerte durch die zugehorigen Stichprobenvariablen, so erhalten wir
als Maxi Likelihood-Schétzung fiir y die Schéitzung

1 2 x

Pa= ;“_’.—.; i
Die Bedeut der Maxi leehhood Methode besteht darin, daB sie —
unter zi .l," Bedi Qohit mit giinstigen Eigensohaf.

ten liefert. Emtxert z. B. eine erwartungstmue und effektive Schutzung 7.‘ fiir y,
80 ergibt sich diese Schitzung in eindeutiger Weise nach der Maximum-Likelihood-
Methode, und eine Folge solcher Schétzungen erweist sich dariiber hinaus als konsi-
stent und asymptotisch normalverteilt. Im Rahmen unserer Darstellung konnen

wir aber auf diese Aussagen nicht niher eingehen.

Wir wollen unsere Ausfilhrungen zum Problem der Konstruktion von Punkt-
sohitzungen mit einigen Bemerkungen zur Mc t thode abschlieB

A ket ist wi eine Grund it X, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung von
einem Parameter yer ;bhlngt weiter sei (X,, ..y X,;) eine mathematische Stichprobe vom
Umfang » aus der Grundgesamtheit X. Wir setzen voraus, daB X Anfangsmomente bis zur Ord-
nung k, k = 1 (vgl. 4.3., Definition 3, bzw. 6.2., Definition 3), besitzt. Diese Anfangsmomente
werden dann im allgemeinen Funktionen von y € I sein,

m=EXi=[(y) eI), j=1,...,k. 3

Wir wollen jetzt h daB die Beziehung (3) fiir = j, eindeutig nach y aufldebar ist:
? = fr(my). 4)
Das der M " thods zugr :v_ de Sohiitzprinzip besteht darin, da8 man die GrdBe my,

;owelln durch die Stlchp:obenhnktlon - L‘ X;fo érvetzt. Auf diese Weise erhilt man mittels (4)
eine Schiitzung 9, fir y,

T )

die als SchAtzung nach der M thode beseichnet wird.

Beispiel 3. Es besitze X eine Exponentialverteilung mit dem P: «; o sei unbekannt.
Wir setzen y = «, ¥ > 0. Dann gilt (vgl. 6.5., Satz 1)

= BX =~ = )
und somit

=L ).
7= h(my)
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L
Wir ersetzen nun m, durch die Stichprobenfunktion % Z X;und erhalten damit die Schitzung
=1

fiir . (Nach der Momentenmethode entstpht also in diesem Fall die gleiche Schiitzung wie nach
der Maximum-Likelihood-Methode, vgl. Beispiel 1).

(Eme andere — allerdings kompliziertere und auch in den Eigenschaft: iger giinstig
itzung nach der M hode wiirde sich auf Grund von
2
E, DX + (B X)* = —_——=—= ,
my = B X = + (E,X) y,+y, v h)
d.h.
y= ]/.2_ -/
7 ™ Fi(my),
zu
2
Pn= T
- 2 X3
i1
ergeben.)

Fiir die praktische A dung der M t thod, lpnohtmwelanFaﬂenLhreEmM
heit; man bendtigt nicht mehr als einen eindeutig aufléebaren fi
nlmn dem P ter und einem Anfang nt, und es werden dabei auch nur Snohpmben

leicher Art ver det. Von th ischer Seite ist allerdi iber S
nach der Momentanmethode nicht allzn vml beknnnt M.m welB in der Hmptnuho nur, da8 d:e
far die Anf: erwartung stark konsi-

stente und uympﬁotmh normalvertejlte Schiit: 'T der Anf te sind.

10.4. Wichtige Beispiele fur Punktschitzungen

Wir stellen in diesem Abschnitt einige in den Anwendungen hiufig verwendete
Punktschiitzungen zusammen; dabei werden sich insbesondere Punktschitzung
fiir die wesentlichen Parameter ergeben, die in den von uns behandelten Wahrschei

Liohkeitavartail
)

vorke

10.4.1. Punktschitzung fiir unbekannten Erwartungswert

Der Erwartungswert EX einer ZufallsgroBe X ist anhand einer mathematischen
Stichprobe (X, ..., X,) vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X zu schitzen.
Wir setzen also y = EX und I = R!. Als Punktschiitzung 9, fiir y verwenden wir das
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arithmetische Mit.tel der Stichprobenvariablen X, ..., X,,
— 1 =
?I=xl=_2‘xl" (1)
=1

Die Punktschitzung 9, ist erwartungstreu,

L "
Er?-=Er(lei)=leyxi="1""'7'=7 (» € RY);
Nl N =1 n
dabei wurde iiber die Grundg: theit X nur vorausg
wert EX existiert.

AuBerdem gilt unter der Voraussetzung, da8 X — unabhiingig vom Wert des Para-
meters — eine endliche Streuung besitzt (D,3X < oo fiir alle y € R?)

DAX

tzt, daB der Erwartungs-

-0

DM, = Dp li‘x _li‘pax._l.n.pax_
t A4 el t4 ﬂi=1 ' —ﬂ’l‘=1 b4 I"‘n’ b4 -
(n — o0)

fiir jedes y € R1. Hieraus folgt mit Satz 1 (10.2.) die (schwache) Konsistenz der Folge
(9a), eine Aussage, die sich auch unmittelbar aus den Ausfiihrungen zum Gesetz
der groBen Zahlen (vgl. 7.4., Satz 3) ergibt. (Auf die Voraussetzung D,*X < oo
(y € RY) kann iibrigens verzichtet werden, vgl. 7.4., 8atz 4; auBerdem erweist sich die
Folge (p,) auf Grund des Kolmogorovschen Gesetzes der groSen Zahlen (vgl. 7.4.,
Satz 6) sogar als stark konsistent.) Die Punktschitzung 9, ist fiir groBe # niiherungs-

3
weise N (y, D—lz)-verteilt (vgl. Bemerkung 2 nach Satz 2 (8.4.)), und folglich ist
n

(9a) asymptotisch normalverteilt (vgl. 10.2., Definition 8).
Mit (1) gewinnen wir insbesondere Punktschitzungen fiir den Parameter u einer
normalverteilten ZufallsgroBe und fiir den Parameter 4 einer Poissonverteilung.

10.4.2. Punktschitzungen fiir unbekannte Streuung

Die Streuung D3X einer ZufallsgroBe X ist anhand einer mathematischen Stichprobe
vom Umfang n aus der Grundgesamtheit X zu schiit Wir setzen also y = D3X
tnd I' = {y: y > 0). Im folgenden unterscheiden wir zwei Fille:

8) pg = EX bekannt
Als Punktschitzung 9, fiir y verwenden wir das arithmetische Mittel der Quadrate
der Abweichungen der Stichprobenvariablen X; (¢ = 1, ...,#) vom (gemeinsamen)
Erwartungswert u,,

Pam 8,70 = = B (X, — o @
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Die Punktschitzung 9, ist erwartungstreu,

1 1" 1
Er?-=Ey(;.§(xi_I‘o)‘)=:‘§Ey(xi_l‘o)’=';'“'7=7
(veD).

AuBerdem erweist sich die Folge (9,) auf Grund des Kolmogorovschen Gesetzes der
groBen Zahlen als stark konsistent.

Mit (2) gewinnen wir insbesondere eine Punktschiitzung fiir den P ter o*
einer normalverteilten ZufallsgréBe bei bekanntem Parameter u = uo.

b) u = EX unbekanni
Wir verwenden in diesem Fall die Stichprobenfunktion

&%y ®

als Punktschiitzung fiir y.
Die Schatzung (3) ist eme erwartungst; Schi; fiir y. Damit liefert (3)
insbesondere eine erwartung — und iibrigens such konsistente — Punkt-
g fiir den Parameter. o® einer normalverteilten Zufallsgré8e bei unbekann-

tem Parameter u.
Bemerkung. Die durch (2) gegebene Punktsohutzung ist hier nicht verwendbar,
da in (2) fiir den betrachteten Fall.ein unbek P ter vork t. Ersetzt

man diesen durch X,, so erhilt man mit (2) eine zwar nichterwartungstreue, aber
asymptotisch erwartungstreue Schiitzung fiir y.

P = 8,2 =

hat

10.4.3. Punktschitzung fir unbekannte Wahrscheinlichkeit

Als Schitzwert fiir die (unbekannte) Wahrscheinlichkeit p eines zufilligen Ereig-
nisses A verwenden wir die relative Hiufigkeit des Eintretens dieses Erelgmases
in einer Serie von » unabhiingig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen ein
und desselben Versuches, bei dem das Ereignis 4 die Wa.hmhemhchkelt 2 hat. Die
diesem Vorgehen zugrunde liegende Punktschiitzung 9, wurde in 10.2. (Beispiel 8)
untersucht; sie erwies sich als eine erwartungstreue Schitzung fiir p, und es wurde
dort auch festgestellt, daB8 die Folge (9,) konsistent und asymptotisch normalverteilt
ist.

10.4.4. Punktschitzung fiir unbekannte Verteilungsfunktion

Das Problem der Schitzung des unbekannten Wertes der Verteilungsfunktion F
einer ZufallsgroBe X an einer Stelle z € R, d. h. von F(z), ist gleichbedeutend mit
dem Problem der Schiéitzung der Wahrscheinlichkeit des zufilligen Ereignisses
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(X < z). Liegt eine konkrete Stichprobe (=, ..., %,) aus der Grundgesamtheit X
vor, 80 verwendet man als Schitzwert fiir F(x) — der Vorgehensweise in 10.4.3.
entsprechend — den Wert der empirischen Verteilungsfunktion w, der konkreten
Stichprobe (zy, ..., 2,) (vgl. 9.3., Definition 1) an der Stelle z, d. h., die Zahl w,(z).
Dle hierbei zugnmde liegende Punktschn.tzung ist der Wert der empmschen Ver-

sfunktion W, einer mathematischen Stichprobe (X,, ..., X,) (vgl. 9.3., Defi-
nition 2) aus der Grundgesamtheit X an der Stelle . Dazu bemerken wir noch,
daB durch die in 9.3. angegebene Beziehung (1) die Erwartungstreue der Schiit-
zung W,(z) und mit Satz 1 (9.3.) die Konsistenz der Folge (W,(z)) susgedriickt wird.

10.4.5. Punktichitzung fiir unbekannten Korrelationskoeffizienten

Es sei (X, Y) ein zweidimensionaler zufilliger Vektor (vgl. 6.1.) mit dem (unbekann-
ten) Korrelationskoeffizienten ¢ (vgl. 6.2., Definition 3, bzw. 6.3., Definition 3). Der
Parameter y = g soll anhand einer mathematischen Stichprobe ((X,, Yy), eens (Xas Y,.))
vom Umfang n aus der Grundgesamtheit (X, ¥) — das ist also ein n-dimensionaler
zufilliger Vektor, dessen Komponenten (X;, Y;) unabhingig und identisch wie
(X, Y) verteilt sind — geschitzt werden. Dazu verwendet man die Stichproben-
funktion

Sm-E)r-7)
Vz(x o E -

Im Fall einer konkreten Stichprobe ((:c,, y,), s (z., y,.)) erglbt sich auf der Grund-

O

lage dieser Punktschitzung fiir den Korrel ten als Schitzwert der
empirische Korrelationskoeffizient
L — —
2 (2 — Z) (yi — F,)
s = =t (5)
L] i
Z: (=i — 5':)"/.2; (y: — ¥,)°
dieser konkreten Stichprobe.

Die Untersuchung der Punktschiitzung R, und die Behandlung sich hierauf be-
ziehender Probleme (z. B. Konfiderenzschiitzung fiir den Korrelationskoeffizienten,
Tests n.u! Unabha.nglgkelt von ZufallsgréBen) sind Teilaufgaben der sogenannten
Korr lyse, eines statistischen Analyseverfahrens, das in den verschiedenen
Anwendungsgebieten der mathematischen Statistik eine groBe Rolle spielt. Im Rah-
men unserer Einfilhrung kénnen wir darauf nicht niher eingehen. Wir vermerken
nur (ohne Beweis), daB im Fall eines normalverteilten zufélligen Vektors (X, ¥)
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die Aussagen
— oM
ER,~o und DRy~ L= (51
" -
gelten.
10.5. Konfidenzschitzungen
Wir bef uns in di Abschnitt mit Konfid ‘it gen, die insb d
dann angewendet werden, wenn Genauigkeitswiinsche hinsichtlich der Schit:

eines unbekannten Parameters vorliegen, denen man mit einer Punkuchn.tzung
nicht gerecht werden kann (z. B. auf Grund zu kleinen Stichprobenumfanges). Die
Ausgangssituation ist dabei die gleiche wie bei den Punktschitzangen: Die Wahr-

heinlichkeitsverteilung einer Grund; theit X hingt von einem Parameter
7 €' S R! ab; der wahre — aber unbekannte — Wert des Parameters y werde
mit y, bezeichnet. Weiter sei (Xj, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom
Umfang # aus der Grundg theit X. Wie in Abschnitt 10.1. veroi.nhart, verstehen
wir unter einer Konfidenzschitzung J(Xj, ..., X,) ein sogenanntes zufilliges Inter-
vall, d. h. ein Intervall, dessen Endpunkte von den Stichprob iablen abhiingige
GroBen — also ZufallsgrdBen — sind; fiir jede konkrete Stichprobe (y, ..., ,) ist
J(2y, ..., %,) ein in I" gelegenes Intervall.

Von entscheidender Bedeutung bei einer Konfidenzschitzung ist die Wahrschein-
lichkeit, daB das zufillige Intervall J(X,, ..., X,) den wahren Wert y, des Para-
meters tiberdeckt; fiir dieses zufillige Ereignis schreiben wir (J(X,, ..., X,) 3 y‘,)
Es interessiert also P, (J(Xj, ..., X,) 3 7). Da wir aber y, nicht kennen, behuan wir
uns allgemeiner mit der Wshrschemhchkelt dafiir, daB das zufillige Intervall
J(X;, ..., X,) den Wert y € I' iiberdeckt, berechnet unter der Annahme, da8 y der
wahre Wert des Parameters ist, d. h., mit P,(J(X,, ..., X,) > y) firy € I

Definition 1. Es sei J(X,, ..., X,) eine Konfidenzschitzung. Die Zahl
¢ = min P,{J(X;, .. X2) 37) )
ve .

heiBt Konfidenzkoeffizient der Kontid hiitzung J(X,, ..., X,).
Definition 2. Eine Konfidenzschitzung J(Xj,..., X,) heiBt eine Konfidenz-
schdtzung zum Konfidenzniveau 1 — & (0 < & < 1, vorgegeben) fiir ¥, wenn
P(J(Xy,...X)39)21—a (yeI) @
d.h.s=1— agilt.
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das zufillige Intervall J(Xj,..., X,) den
Wert y iiberdeckt, berechnet unter dér Annahme, da8 y der wahre Wert des Para-
meters ist, betriigt also bei einer Konfidenzschitzang zum Konfidenzniveau 1 — «
mindestens 1 — «. Dabei wird die Giiltigkeit von (2) fiir jedes y € I'" verlangt; damit
gilt (1) insbesondere fiir y,, den wahren Wert des Parameters.

Beispiel 1. Die ZufallsgroBe X sei gleichméiBig iiber dem Intervall [0, 5),56>0,
verteilt; b sei unbekennt. Wir setzen y = b und I = {y: y > 0}, und wir wollen fiir y
eine Konﬁdenmha.tzung zum Konfidenzniveau 1 — & (0 < & < 1, fest) angeben.
Dazu verwenden wir die Punktschitzung 9, = max (X, ..., X,} (vgl. Beispiel 2
(10.2.)). Wir setzen das zufillige Intervall in der Form

J( X3y 00y Xg) = [4190, 6:90] mit 19, <6

an. (Dies ist im Prinzip etwas willkiirlich, aber naheliegend.) Nun bestimmen wir 4,
und ¢, 80, daB die Ungleichung P,(J(X;, ..., X,) 3 ) 2 1 — afiir alle y € I" besteht.
Es gilt

P,(J(X,, ey Xa) 3 7') =P,(0ps Sy S hpa) =P, (_6_7'_ ShsS dl)
h h
Beachten wir nun, da8 die Verteilungsfunktion Fy, der ZufallsgriBe 9, — be-
rechnet unter der Annahme, da8 y der wahre Wert des Parameters ist — durch
0 fir <0,
z L]
Fy (z) = (—) fir 0<z=vy,
v
1 fir 22y
gegeben ist (vgl. 9.4., Satz 1), so erhalten wir

Y A WD N A W 2 O 2 L W S
PJ(Xy, ..., Xy) 3 7). = Fy, ("1) B (d,)_(d,y) (0:7) oWt o

Wﬁ.hlenwirz.B.d,=;und 4 = Lmll:. o 2 0,00>0, 04y =0,
so gilt 1— V;

P(J(X;, ... X)) =1—0y —ay=1—«,
d.h,,

i [t

ist eine Konﬁdenmhibzung fiir y zum Konfidenzniveau 1 — «. Fiir eine konkrete
Stichprobe (z;, ..., ,) erhiillt man mittels dieser Konfidenzschitzung das konkrete

[0 ST (% 20,08 >0, + &% = &x)
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Schéatzintervall

.1"'“1 %

mit 2y,, = max {z,,...,2,) (vgl. Abb. 46a). Fiir «; = 0, &y = & ergibt sich das
konkrete Schiitzintervall

J(@1 een Za) = {r: e P

23

Ji(@1y e Za) = [’y: Tm S M] (vgl. Abb. 46b),

und fiir &y — 0, &, — & ergibt sich das konkrete Schiitzintervall

1—«

Ts(@1y oev Ta) = {y: T << 4 oo} (vgl. Abb. 46c¢).

J(xp, - Xn)
a) :0 +—t t
Xmax X x
1-0 vl!;
4%y, %)
b — + Lt +
0 'max X x
=
ot : . J2(xy, ., Xn) Abb. 46
0

Hmax X, x
F‘g'a

Bel Vorliegen einer konkreten Stlohprobe (24, + -+, %) erhiilt man mittels einer Kon-
fi hiit zum Konfid 1 — « ein Intervall J(z,,...,2,) S I" und
fiillt gewohnl.\ch die Entscheidung ,,yo € J(2,, ..., %,)*. Divse Entscheidung ist im
konkreten Fall richtig oder falsch; jedenfalls hat eine solche Entscheidung nichts mit
»Zufall zu tun, und es handelt sich dabei auch nicht um eine Aussage, die mit Wahr-
scheinlichkeit = 1 — & richtig ist. Allerdings liBt sich die Wahrscheinlichkeit &
einer Fehlentscheidung fiir das der geschilderten konkreten Entscheldung zugrunde
liegende Prinzip abschit Eine Fehlentscheidung k t immer denn zustande,
wenn der wahre Wert y, des Parameters nicht zum Intervall J(2y, ..., z4) gehort.
Also gilt

=P, (J(Xy, ..., Xa) D 70)- 3)
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Wegen (2) folgt 4 < «, und zwar unabhiingig davon, welchen Wert y, in I" besitzt.
Damit ist auch die Rolle des Parameters « gekliirt; bei dem geschilderten Entschei-
dungsprinzip braucht man durchschnittlich mit nicht mehr als 100 4%, Fehlent-
scheidungen zu rechnen, und man wird « entsprechend — natiirlich unter Beachtung
der konkreten Aufgabenstellung und insbesondere der Folgen einer Fehlentscheidung
— festlegen. (Hiufig withlt man &« = 6%, « = 2%, oder « = 19%,.) Dabei hat man
speziell zu bedenken, daB eine Verkleinerung von &« zu im allgemeinen lingeren
konkreten Schitzintervallen fiihrt. (Fiir « = O ergibt sich zwangsliiufig fiir alle
konkreten Stichproben (z,, ..., z,) als Schiitzintervall die Menge I" aller méglichen
Werte des Parameters; in diesem Fall wird also die in der Stichprobe enthaltene In-
formation iiber den wahren Wert des Parameters iiberhuupt nicht verwendet.)

In der Konstruktion einer Konfid hiit; Konfid 1—-a
steckt — wie schon das Beispiel 1 zeigt — noch eine gemue > Willkir (Auswahl der zugrunde
gelegten Punktschitzung, Ansatz fir die Endpunkte des zufilligen Intervalls).

'Wir wollen uns daher noch etwu omgohonder mit der Beurtmlu.ng und — darauf aufbauend —

dem Vergleich von Konfid \g! hes Hilfsmittel dazu ist die soge-
nannte Kennfunktion.
Definition 3. Es sei J(X,, ..., X,) eine Konfidenzschiitzung. Dann heiBt die durch
K(y,y') = P(J(Xy, ..., X5) 3¥) 4)
auf I' X I definierte Funktion K Kennfunktion der gegeb Konfid hitzung
Der Wert K(y, 9') der Kennfunktion K an der Stelle (y. yY)eErxTr glbt also die Wahrschein-
lichkeit dafir an, daB die betrachtete Konfi den P 9y’ tiberdeckt, be-
rechnet unter der Annahme, daS y duwnhreWertduPnnmemlut Eagdttlnomh
0= K(y,y') = 1. Ist J(X,,...,X,) speziell eine Konfid g zum Konfid
1 —~oa,80gilt K(y,y) =1 —afiralleyerI.
Beispiel 2. Wir b h die Kennfunktion der in Beispiel 1 angegeb Konfid:
schitzung :
J(Xyy ooy X)) = ) 9—"- (03 20,04 > 0,y + g = )
==

zum Konfidenzniveau 1 — . Esglltf\'n'y>0,y'>0

E@,y) = PyJ(Xy .. Xa) 37) = P, ( P <y s ")
M=o ¥

V_) B, (T ay) - 7y, (i)

(52 -

(1—a)(’7')' fir 0<y s —%Y—,

=P,(Vmy 9 <
T—m

i
"y‘

(T)=‘-*(%)' “‘“,1 S?SE'
1 -1 =0

o
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Fér &, = 0, &, = a, d. h. fiir die Konfidenzschitzung
Xy oo Kg) = “:9,,. 2!-]] (vgl. Abb. 46b)
Ve,

rum Konfid i 1 — &, erhalten wir speziell die Kennfunktion K,

(1_¢)(”7)' fir 0<y Sy,
A <y <X
Ky =11 “(y) fr y=v "
° far y =L,
Va
‘Wir bemerken, daB K,(y, ") < Ky(y,y) = 1 — a fir alle y > 0, 9" > 0 mit y 5 9’ gilt.

Dnmnmpulzmm gestellte Eig “‘"““dsBjedor,,fnhohe"Wmdu

der Konfid 5 mit klei Wahrscheinlichkeit dberdeckt wird als der

wdms Wert des Pmmetan, glomhgultlg. welchar Pmemerwart der wahre ist. Diesen Sachver-
halt erf: wir

Definition 4. Eine Konﬁdanmhﬂtmng J(X,, ..., X,) heiBt unverfdlscht, wenn fir die Kenn-
ion K

K y) 2 K. (ny)€TXT) ®
Sthohwumonwd&mn!lun daB der Vergleich von Konfid hiitzungen (im Rah
ein und deeselb ptaiohlich auf den Vergleich der zugehdrigen Kennfunk

tionen zuriickgefiihrt wird.
Definition 5. D seien J,(X,, X,) und J,(X,, X,) Konfid ungen (im Rah
ein und desselb mlt den K K, \lnd K, Die Konlldenmhlhn.ng
Ji(Xy, ..oy X,) heiBt beaser (oder: drfer) als die Konfid: ung Jy(X,, ..., X,), wenn
K;(v. YIS K ¥) (n¥)ETXPy +7v) (8)

liuMotivfﬂrd.iuoDuﬁnitioniatmhdem‘v' stehenden unter Beachtung der Definition
der Kennfunktion klar.

Beispiel 3. In wei For g des Beispiels 1 betrachten wir die Konfid
Jo( Xy o0 Xy) = || 5 < S |[ (vgl. Abb. 46c¢)
1—a
zum Konfidenziveau 1 — «, die sich aus der in Beispiel 1 hergelei Konfid: hiits

J(X; ...y X,) zum Konfidenzniveau 1 — & durch den (formnhn) Grenziibergang o, - &« orglbt
Fir die zngohbnge Kennfunktion K, ergibt sich

« —a)(i)' fir 0<y <<
”
Ky, 7') =

1 far y' 2 —2

1—a
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(Wir bemerken am Rande, daB Jy(X,, .., X,) nicht unverfalscht ist; es gilt beispielsweise Ki(y, ")

=1> K{y,y) =1 — afiralle (y, ) mity’ =2 —%—, >0,
l—a
g wir diese K mltderm ispiel 2 betrachteten K ktion K, der

Konfidenzaohitzung Jy(Xy, ..., X,) = [[9,, ]] 50 erhalten wir

Vergleich fnkti

Env) = Esn, ) 0> 0,9'> 0,y %),
d. h., die Konfidenzschiitzung J,(Xj, ..., X,) ist beeser als die Konfidenzachiitzung Jy(Xj, ..., X,).

10.6. Wichtige Beispiele fiir Konfidenzschitzungen

In diesem Abschnitt geben wir fiir die Parameter einer normalverteilten Zufalls-
groBe, fiir die Wahrscheinlichkeit eines zufiilligen Ereignisses und fiir die Verteilungs-
funktion einer ZufallsgroBe Konfidenzschitzungen zum Konfidenzniveau 1 —
(0 < & < 1) an. Dem Leser wird dabei sehr empfohlen, sich die inhaltliche Bedeutung
der Konfidenzgrenzen (d. h. der Endpunkte des Konfidenzintervalles), zu iiberlegen,
den jeweils zugrunde liegenden Ansatz fiir das Konfidenzintervall damit zu moti- -
vieren und den EinfluB von «, n und gegebenenfalls weiteren KenngroBen zu unter-
suchen.

10.6.1. Konfidenzintervalle fiir die Parameter einer Normalverteilung

Es sei X eine mit den Parametern 4 und o* normalverteilte ZufallsgroBe; weiter sei
(Xy, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus der’ Grundgesamt-
heit X. In die Konfidenzgrenzen der nachfolgend angegebenen Konfidenzintervalle
gehen die Stichprobenfunktionen X,, S,2und $,** (vgl. 9.4.) und auBerdem Quantile
der standardisierten Normalverteilung, der ¢-Verteilung und der y*-Verteilung ein
(vgl. 5.8., Definitionen 1, 2 und 3; Tafeln 3, 4 und 5); dabei bezeichnen wir mit z,
das Quantil der Ordnung p der standardisierten Normalverteilung (ﬁ(z,) = p). Bei
der Angabe von Konfidenzschitzungen zum Konfidenzniveau 1 — & fiir y = u
unterscheiden wir danach, ob o* bekannt ist oder nicht ; entsprechend unterscheiden
wir bei der Angabe von Konfidenzschitzungen fiir y = ¢%, ob u bekannt ist oder nicht.

a) y = p, 0% = 0,* (bekannt)

Satz 1. Es seien «, und x, positive Zahlen mit x, + xy = «. Dann ist

I, oo .)—|[x ~new Rt n V‘]] W

eine Konfidenzschatzung fir y zum Konf:denzmmu 1—a
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Beweis. Es ist zu zeigen, d.a K@, 7) = P(J(Xy, ..., Xp) 37) 2 1 — & fir alle y € RY gil:

E0.) =P(Xyon X 39) = P, (o — 210 L Sy S Xa 11y E!)
1 1

=P, (—21—-. staZa=2 sz,_..) (210 — P(— 21-a)
=1- —[1—(1—a.)1=1—<a,+a.)=n—a.

(Dabei wurde verwendet, daB far N(y, o,%)-verteilte ZufallsgroBe die ZufallsgraBe ¥m —~—Z
N(0, 1)-verteilt ist, vgl. 9.4., Bemerkung 1 nach Satz 2.)

Wir bemerken, daB die (in diesem Fall nicht zufillige) Linge des Konfidenz-
intervalles gleich (z,_,, + z,_,.)d—"

b) y = u, o® unbekannt
Satz 2. Es seien «, und «, positive Zahlen mit «; + ay = «. Dann ist

— s '
J(Zyy o Ky) = IIX. — e, ]/ LS A, l/%—]| @

esne Konfidenzschdtzung fir.y zum Konfidenzniveau 1 — o; dabes bezeichnet t,_,.,
das Quantil der Ordnung f der t-Verteslung mit n — 1 Freshestsgraden.

ist; sie wird minimal fir al=a'=%,d~ h.

Bemerkung Gegeniiber der in Satz 1 angegeb Konfid hitzang (1)
gind in (2) oo® durch S,* und die Quantile der N| (0 1)-Vc.‘ ilung durch die Quantil
der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ausget t worden.

Beweis.

E(,y) = Py(J(Xy, .0 Xg) 37)

= Py (x; — ba—1i1—a, |’ % sys x-_+ fa—1i1—a, |[ E;—"

=P [ =ty 110, S Xy Sta-151-a |
8,0
n

=l—n—[l—(l-a)l=1-@+tan)=1—a.

(D.b.. warde verwendet, da8 fir N(y, o*)-verteilte ZufallsgroBe die ZufallsgroBe TV cine

-V ung mit » — 1 Fr den besitzt, vgl. 9.4., Satz 5.) 82
l‘ n
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Wir bemerken, da8 der Erwartungswert der Linge des Konfidenzintervalles fiir
m=n= minimal wird.

©) ¥ = 0% 4 = o (bekannt)

Satz 3. Es seien «, und «, positive Zahlen mit a«; + ay = «. Dann st

3 *3

I Ky =[5, 5] mi = Z B @
®i1—ay l- ian -

eine Konfidenzschdtzung fiir y zum Kon/.denzmmu l —; dabes bezeichnet y., das

Quantil der Ordnung p der y3-Verteilung mit n Fresheitsg

Beweis.
ﬂ.s 2
E(,7) = P,(J(Xyy s X,) 37) = P, (Z Sys 2 )

CREPN Anien

ﬂg"
=P,(z.‘.-,.§7' sz:;._..) —l—m—s=1—a

=
(Dabei warde verwendet, das far N(u, y)-verteilte ZufallsgrdBe X die ZufallsgroBe "2 eine
x*-Verteilung mit n Freiheitagraden besitzt, vgl. 9.4., Satz 3.) 14

d) y = o, u unbekannt
Satz 4. Es seien &, und a, positive Zahlen mst x, + ay = «. Dann st

n—1)82 (n—1)8,;*
I (Xyy oo Xo) = (t:-m_.. T ]I @
eine Konfidenzschiitzung fiir y zum Konfidenzniveau 1 — .
Beweis.
K(y,9) = P,(J(Xy ... Xp) 37) = P, ((" L EAR (n —1)88 )
11— To-1;08
=P, (z:_.;,.g ("T‘ slﬂ—m-n) —lem—gg=l—a
(Dabei wurds verwendet, daB fir N(u, y)-verteilte Zufallsgroe X die Zufallsgroge <= 71) 82

eine x-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden besitzt, vgl. 9.4., Satz 4.)

10.6.2. Konﬂdenzsch;a'tzung fir unbekannte Wahrscheinlichkeit
Es sei A ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines Versuches mit der Wahrschein-
lichkeit p eintritt; p sei unbekannt (0 < p < 1). Wir betrachten die Zufallsgrsge X,
X= 1, falls A eintritt,
"1 0, falls 4 eintritt,
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und stellen uns die Aufgabe, fiir den Parameter y = p anhaiid einer mathematisch
Stichprobe (X, ..., X,) vom Umfang n aus der Grundgesu.mtholt X eine Konfidenz-
schiitzung zum Konfldenzmvea.u 1 — « anzugeben. Dabei legen wir die Stichproben-
funktion
»
M = H,(4) = Z; X;
i-

zugrunde, die also die absolute Hiufigkeit von A4 in n Versuchen angibt. Die Zufalls-
groBe M ist binomialverteilt mit den Parametern n und y, falls y der wahre Para-
meterwert ist. Wir setzen die Konfidenzschiitzung J(X,, ..., X,) in der Form

I(Xyy 0eey Xy) = [Pl(M)l P:(M)] (5)
an; die Konfidenzgrenzen sollen also Funktionen der ZufallsgréBe M sein.

Satz B. Die Konfidenzschdizung (B) ist eine Konfidenzschdtzung zum Konfidenz-
niveau 1 — «, wenn fir jede Realisierung m von M die Grenzen p,(m) und py(m) des
konkreten Konfidenzintervalles [py(m), py(m)] so festgelegt werden, dap die Beziehun-
gen

£ (3) w1 — o+ = 5 ®
k=m
Z (i) womrr 1 - pimr-r = 5 m
k=0

gelten.

Wir wollén auf den Beweis dieser Aussage verzichten. Die Intervallgrenzen p,(m)
und py(m) kénnen fiir spezlelle & (& = 6%, « = 1%) und méBig grofe n (n < 30)
Tafeln und Di werden. Fiir groBere n verwendet man zur
Berechnung der Konfid g Formeln, die sich aus dem folgenden Satz ergeben.

Satz 6. Fir die Konfidenzschitzung (5) gilé

lim P([p(M), ;s(M)]37) 21— (0<y<1) ®
(d. h., (B) ést fiir n — 0o esne Konfidenzschdizung zum Konfidenzniveau 1 — «), wenn

M +2}_«—2 o M£(1—£)+z:_:_
2 T n n 2

®)

nM) = 2 (n + z:_i)
2
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und

2M 4+ 22 & +2 o énj—l l—-j—l)+z’_.
-3 - n n 1 -

2 2 .

(n+zl_?)

P(M) = (10)

gesetzt wird und z,_ o das Quantil der Qrdnung 1 — ;;- der standardisierten Normalver-
teilung bezeichnet. *
Der Beweis dieses Satzes beruht wesentlich auf dem Grenzwertsatz von pE MOIVRE-
LaPLACR (vgl. 7.5., Satz 1), wonach insbesondere lim P, ( _M——wy < zl_L)
oo \[Ymp(1 —y) 3
= 1 — « gilt. Hieraus gewinnt man nach einiger Rechnung die in (9) und (10) ange-
gebenen Konfidenzgrenzen.

Wir illustrieren Satz 6 noch an einem Zahlenbeispiel.

Zahlenbeispiel. Fiir n = 200, m = 88 ergibt sich als Schiitzwert fiir die unbe-
kannte Wahrscheinlichkeiﬁ % = 0,44. Wihlen wir a« = 5%, so ist z,_« = 1,96,

und wir erhalten nach (9) als untere Konfidenzgrenze die Zahl 0,37 und nach (10)
als obere Konfidenzgrenze die Zahl 0,561. Als konkretes Schitzintervall fiir die unbe-
kannte Wahrscheinlichkeit ergibt sich damit das Intervall [0,37, 0,61]. Wihlen
wir hingegen « = 1%, so erhalten wir als konkretes Schiitzintervall das Intervall
0,35, 0,63].

Wir wollen abschlieBend darauf hinweisen, daB es graphische Hilfsmittel zur Be-
stimmung der konkreten Konfidenzgrenzen gibt.

1063, Konfidenzschitzung fiir unbekannte Verteilungsfunktion

Das Problem der Konfidenzschiitzung fiir den (unbekannten) Wert der Verteilungs-
funktion F einer ZufallsgréBe X an einer Stelle z € R! ist gleichbedeutend mit dem
Problem der Konfidenzachiitzung fiir die Wahrscheinlichkeit des zufilligen Ereig-
nisses (X < z). Damit liBt sich dieses Problem prinzipiell mit den in 10.6.2. dar-
gestellten Methoden behandeln.

Wir wollen noch auf eine andere Mglichkeit zur Behandlung dieses Probl hen. Diese
Mdghohkalt buum auf dem in Abschnitt 9.3. dargestellten engen Znummenlnng  zwischen der
gafunktion W, einer mathematisch 8( hprob (I., ,X,) vom Um-

fnngfuludar" d it X und der Verteilungsfunk F dieser G it. Dabei

setzen wir voraus, daB F mug ist.
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Satz 7. Fir das als Konfidenzschitzung fir y = F(z) betrachiete zufdRige Intervall

JiKyeen Ka) = ]lwz) - "ﬁ Wa@) + %I[ )
lim Py(J,(Xy - » Xa) 37) 21— (2€RLOSYST) 12)
00
(d. B, (11) ist fir n—> 0o eine Konfidenzachitzung zum Konfidenznivesw 1 — ); dabei iof g,
Lisung der Gleichung
E@) = 2 (—DF e =1 —q. (13
Beweis. Es gllt
lim Py o(XKy, s Xo) 37) = lim P Wo() — Y2 <y < Wola) + 2

= lim P | Wa@) — ¥l < )

ZlmP(fs sup |Wa@) — ¥ <u.)
—+00 —0<E<O0
=K(y,) =1 —a;
dabei haben wir den (in diesem Buch allerdings nicht bewiesenen) Satz 3 (9.3.) verwendet.

Fir eine konk Stichprobe (z,, ..., ,) berechnet man die hérige empirische Verteil
funktion w, (vgl. 9.3., Detinition 1) und verwendet — d groBen Stichprob £
vorausgesetzt —

I (e ) = ]] o) = 22, o) + 22 [[ (14
als konkretes Schitzintervall fir F(z), dle Zahl Ya hnn dnbel Tafeln entnommen werden. Der
Vorteil besteht offenbar darin, da8 man I --..vfﬂri'(z) léichzeitig fir
allez € R!erhilt. Bei der Anwendung dieser Konfid: hiitzung kann phischer Hilfs-

mittel bedienen.



11.  Einfihrung in die Testtheorie

Das folgende Kapitel bringt nun eine Einfiihrung in die Testtheorie, ein zentrales
und weit ausgeba.um Geblet der mathematischen Statistik. Die Testtheorie hat in

den verschied wil haftlichen Disziplinen eine iiberaus starke Anwendung
erfahren. Die allgemeine Aufgabenstellung der Testtheorie besteht darin, geeignet
Methoden und Verfah geben und auf.der Grundlage der Wahrsoheinlich-

keitstheorie zu untersuchen, mit denen objektive Entscheidungen iiber Hypo-
thesen — das gind Annahmen im Rahmen eines stochastischen Modells — anhand
von Stichproben herbeigefiihrt werden konnen. Der Vorteil bei der Verwendung sol-
cher Entscheidu_ngnverfahren ist.auch darin zu sehen, daB man hierbei die Anzahl
der méglichen Fehlentacheidungen titativ beurteilen kann.

Nach der Einfiihrung der wichtigsten Grundbegriffe der Testtheorie (Abschnitt
11.2.) gehen wir auf sogenannte Signifikanztests (Abschnitt 11.3.) ein und geben
hierzu in den Abschnitten 11.4. und 11.5. eine Reihe von Beispielen an (u. a. ¢-T
F-Test, y3-Test). Der Abschnitt 11.6. enthilt schlieBlich ein Anwendungsbeispiel.

9

11.1.  Aufgabenstellung der Testtheorie

Wie bereits skizziert, besteht die grindsitzliche Aufgabenstellung der Testtheorie
darin, Methoden zur Uberpriifung von Annshmen iiber unbekannte Parameter
eines stochastischen Modells. — sogenannte statistische Hypothesen (oder kurz:
Hypothesen) — auf Grund von Stichproben anzugeben und zu. analysieren. Die
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Uberpriifung einer Hypothese erfolgt mit Hilfe eines sog ten statistischen Tests
(oder kurz: Tests). Das Anliegen eines Tests besteht darin, auf Grund einer Stich-
probe eine Entscheidung iiber Annahme oder Ablehnung einer vorliegenden Hypo-
these herbeizufiihren. Liegt eine konkrete Stichprobe (2, ..., Z,) vor, 8o wird anhand
eines Tests also entweder die Entscheidung ,,Hypothese wird abgelehnt* oder die
Entscheidung ,,Hypothese wird angenommen* getroffen. (Wir weisen ausdriicklich
darauf hin, da8 die Entscheidung ,,Hypothese wird angenommen* nicht die Richtig-
keit der Hypothese bedeutet; vgl. dazu auch 9.1.). Damit li8t sich ein Test prinzi-
piell durch die Menge aller der (zy, ..., x,) charakterisieren, die die Entscheidung
»Hypothese wird abgelehnt bewirken. Diese Menge nennt man Ablehnungsbereich
oder kritischen Bereich (der betrachteten Hypothese).

Bevor wir uns in Abschnitt 11.2. genauer mit den genannten und weiteren Grund-
begriffen der Testtheorie und insbesondere mit Mindestforderungen bei der zweck-

miiBigen Festl g des kritischen Bereiches beschiftigen, wollen wir — zur Illu-
stration der Problematik und auch der typischen Vorgeh ise — ein Beispiel
betrachten.

Beispiel. Die Grundgesamtheit X besitze eine Normalverteilung mit der Streuung
DX = g} (0, bekannt, z. B. 0, = 1), unbekannt sei der Erwartungswert EX. Wir
setzen y = EX, und mit y, bezeichnen wir den wahren (aber unbekannten) Wert
des Parameters y. Wir wollen die Hypothese H:y, = y* (y* vorgegebene reelle
Zahl; y* kann dabei ein vermutet: teter oder auch angezweifelter Wert
fiir den unbekannten Parameter sein, ha.uilg hat »* die Bedeutung eines Sollwertes)
anhand einer mathematischen Stichprobe (Xj, ..., X,) vom Umfang » aus der Grund-

"
gesamtheit X iiberpriifen. Dazu betrachten wir die Stichprobenfunktion X, = —'l‘- X,
i=1

die eine geeignete Schiitzung fiir y darstellt (vgl. 10.4.1.). Falls die Hypothese
H:yy = y* wahrist, besitzt X, eine N (y -—)-Vertellung (vgl. Satz 2 (9.4.)) und daher

o
T = V—X,_y eine N(0, 1)-Vertéilung. Bei Vorliegen einer konkreten Stich-

%o
probe (z, ..., z,) wird man die Hypothese H: yy = y* dann ablehnen, wenn der hier-
aus errechnete Wert ¢ = V_ 2 dem Betrage nach sehr groBe Werte annimmt

(vgl. hierzu 5.4., Formeln (17) bls (19) und Abb. 35). Zur Priizisierung dieser Vor-
gehensweise geben wir eine kleine Zahl & (0 < « < 1, 2. B. « = 0,05) vor und be-
sh.mmen eine Zahl t* > 0 80, daB P,.(|T| > t*) = « gxlt d. h. so, daB die Wahr-

inlichkeit einer Ablehnung der Hypothese H: y, = y* — falls diese Hypothese
wahr ist — gleich der vorgegebenen Zah « ist. Fiir t* ergibt sich wegen

*
Pu(IT| > %) = 1 — Pu(IT| S %) = 1 — (20(%) — 1) = 2(1 — B(t*) =a
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das Quantil der Ordnung 1 — % der standardisierten Normalverteilung, d. h.
= zl_%; vgl. dazu auch Abb. 47. (Fiir « = 0,06 ergibt sich ¢* = 1,96.) Gilt
also fiir den aus einer konkreten Stichprobe (,...,,) berechneten Wert
t—}/_" L die Ungleichung |¢| >z, 80 wird die Hypothese H: y, = y*
sbgelehnt 1m anderen Fall nicht. Der Ablefmungsberelch K von H ist damit durch

13 L2 Nt B .}
T -z
gegeben, und es gilt

Pou((Xyy oo Xp) € K) = P,.(lTl > zl_;)-= a.
2

K = {(zl, ceny Zy)t

Dichte vonT,
foils H wahr ist
(N(0)1)-Verteilung)

Die Wahrscheinlichkeit fiir die Ablehnung von H: y, = y* ist — falls H wahr ist —
gleich «. Hierbei haben wir die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Hypothese
H:y, =y* — falls sie falsch ist — nicht abgelehnt wird, d. h. P, (|T[ <z ,)

-3

fiir ¥ <= y* auBer acht gelassen. Wir priifen also bei dem angegebenen Vorgehen nur,
ob die Hypothese H mit der Stichprobe vertriglich ist oder ob signifikante Unter-
schiede bestehen.

11.2.  Grundbegriffe der Testtheorie

Bei der allgemei thematischen Formulierung der Aufgabenstellung der Test-
theorie gehen wir von einer Grundgesamtheit X aus, deren Verteilungsfunktion F
von einem Parameter y € I' abhiingt. Mit p, wollen wir wieder den wahren (aber
unbekannten) Parameterwert bezeichnen. Unter einer (statistischen) Hypothese
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verstehen wir eine Aussage der Form, daB y, ein Element einer vorgegebenen nicht-
leeren Teilmenge I, von I ist. Hierfiir schreiben wir kurz H: y, € I',. Ist I'y ein-
elementig, I'y = {y*}, so spricht man von einer einfachen Hypothese, und wir schrei-
ben H: y, = y*, Anderenfalls nennt man die Hypothese H: y, € Iy eine zusammen-
gesetzte Hypothese. Wird neben einer Hypothese H,: y, € I'y noch eine weitere Hypo-
these H,:y,€ It S I'\ I, betrachtet, so bezeichnet man H, als Nullhypothese
und H , als Alternativhypothese.

Weiter sei nun (X,,...,X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang =
aus der Grundgesamtheit X. Unter einem Test, genauer einem Test der Nullhypo-
these H, gegen die Altemativhypothese H,, verstehen wir ein Verfahren, mit dem
eine G iiberstell der Hyp H, und H, zur Stichprobe (Xj,..., X,)
mogl.lch ist und das fur jede konkrete Stichprobe (x,, ..., z,) zu einer der Entschei-
dungen ,,H, wird abgelehnt (H, wird angenommen)* oder ,,H, wird abgelehnt
(H, wird angenommen)* fithrt. Wir werden uns im Weiteren hauptsichlich auf
den Fall der Alternativhypothese H,: yo € I'\ Iy beschrinken und einen
Test von Hy: y, € I'y gegen diese Alternativhypothese einfach einen Test von H,.
Dabei verwenden wir fiir die entsprechenden Entscheidungen die Formulierungen
»»H¢o wird abgelehnt‘‘ und ,,H, wird nicht abgelehnt*, und wir vermeiden es in diesem
Fall, von der Annahme der Hypothese H, zu sprechen. Ein solcher Test ist voll-
stindig beschrieben durch die Menge K aller konkreten Stichproben (z,, ..., %,),
fur die die Entscheldu.ng ,,Hy wird abgelehnt‘‘ getroffen wird, d. h. durch den A4b-

gsbereich oder kritischen Bereich von H, Zwischen einem Test und dem zuge-
hérigen Ablehnungsbereich K brauchen wir also nicht zu unterscheiden; wir sp
kiinftig vom Test K, wenn der Test den Ableh bereich K besitzt. Uber die zweck-
miBige Festlegung des kritischen Bereiches ist damlt noch nichts gesagt. Bevor wir
uns mit gewissen Mindestforderu.ngen beschiiftigen, die bei der Festlegung des kriti-
schen Bereiches zu beriicksichtigen sind, wollen wir die bei dem Entscheidungsver-
fahren im Rahmen eines Tests moghchen Fehler betrachten:

H,: p, € Ty ist wahr Hy:po€ '\ T,
ist wahr

H,, wird abgelehnt Entscheidung falsch | Entscheidung richtig
(Fehler 1. Art)

H, wird nicht Entscheidung richtig | Entscheidung falsch
abgelehnt (Fehler 2. Art)

Ein Fehler 1. Art tritt immer dann auf, wenn die konkrete Stichprobe in den
Ablehnungsbereich von H, fillt und H, wahr ist. Die Wahrsoheinlichkeiten von
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Fehlern 1. Art lassen sich (nach oben) abschitzen durch
sup (P,(Xy, ..., X,) € K);
y€r,

im Fall einer einfachen Hypothese H, :y, = ¥* ist die Wahrscheinlichkeit eines
Fehlers 1. Art gleich P,.((X;, ..., X,) € K). )

Ein Fehler 2. Art tritt immer dann auf, wenn die konkrete Stichprobe nicht in
den Ablehnungsbereich von H, fillt und H, wahr ist. Die Wahrscheinlichkeiten von
Fehlern 2. Art lassen aich entsprechend abschiitzen durch

ﬂs;;sr{’,((x,, w XN ¢ K) =1 -—’ei‘:_l\f\ f:,((x,, .o X,) € E).

Dies legt es nahe, einen Test K von H, durch die nachfolgend definierte Giitefunktion
zu beurteilen.

Definition 1. Es sei K ein Test von Hy. Dann heiBt die durch
Gly) = Pr((xl’ o Xg) € K) (el (1)

auf I' definierte Funktion Gilfefunktion des Tests K (vgl. Abb. 48).

moglicher Verlouf idealer Veriou?
einer Gutefunktion einer Gitetunktion
1 = - 1 —
BEE
R
0 5 0 1 N ¥ Abb. 48
/] i
— Db
r r

Der Wert der Giitefunktion an der Stelle (€ I') gibt also die Wahrscheinlichkeit
dafiir an, daB die Hypothese H, abgelehnt wird, berechnet unter der Annahme, dag’
y der wahre Wert des P ters ist. Die Wahrscheinlichkeiten der Fehler 1. Art
werden durch den Verlauf von @ iiber I'; erfaBt, die Wahrsoheinlichkeiten der Fehler
2. Art durch den Verlauf von 1 — @ iiber I'\ I,.

Beispiel 1. Wir berechnen die Giitefunktion G des in Abschnitt 11.1. angege-
benen Tests der Hypothese H,: y, = y* fiir eine N(y,, oo%)-verteilte Grundgesamtheit
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X mit unbekanntem y, und bekanntem o¢®. Es gilt fiir y € I' = R?
() = P,((Xy, ..., Xa) € K) = P,(]T] > zl_i_)

X — oyt
=1-P(TIS2_\=1-P[-z . <fnZ2=2_, .,
-3 -3 % -3

p—y X — ¥
=1_P,(-'“z1__-_—}/;u<}/;x' y<zx-.'__ﬁy—,L).
2 . gy n (]

Beachten wir nun, daB fiir N(y, o,%)-verteilte ZufallsgroBe X die ZufallsgrsBe

Yo Ly eine N(0, 1)-Verteilung besitzt (vgl. 9.4., Bemerkung 1 nach Satz 2), so
0o

erhalten wir mit &#(— z) = 1 — P(z) (vgl. 5.4. (16))

G(y)=1——¢(zl_i_}/;7:—y.) +¢(_zl_;—ﬁ7:7.) .
2 o 3 0

—o(RETE g ro (- )

%
(vgl. Abb. 49).

-4

Abb. 49

7

Man wird nun versuchen, den kritischen Bereich so festzulegen, daB die Wahr-
soheinlichkeiten fiir Fehler 1. Art und 2. Art moglichst klein gind. Da sich nicht beide
zugleich minimisieren lassen, geht man bei der Bestimmung eines Tests in der Regel
80 vor, daB man in der Klasse aller Tests, bei denen die Wahracheinlichkeiten der
Fehler 1. Art eine vorgegebene Zahl & (0 < & < 1) nicht iibersteigen, einen solohen
sucht, fiir den die Wahrscheinlichkeiten der Fehler 2. Art minimal werden. Die For-
derung, daB die Wahrscheinliohkeiten fiir Fehler 1. Art eine vorgegebene Schranke
o nicht iibersteigen, betrachtet man als Mindestforderung an einen Test.
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Definition 2. Es sei « (0 < & < 1) eine vorgegebene Zahl. Dann heiBt ein Test
K von H,: yy € I'y mit der Giitefunktion G ein Signifikanztest zum Signifikanz-
niveau « (auch: Signifikanztest mit der statistischen Sicherheit 1 — «x), wenn

Oy) =P((X),.... X)) €K) S (peTy) 2
gilt (vgl. Abb. 50).

- ;o
Uitefunktion eines
Signifikanztests zum
Signifikanzniveau o¢

Abb. 50

) T

Il

Beispiel 2. Der in Abschnitt 11.1. angegebene Test von Hy: y, = p* fiir eine
N(po, 0o?)-verteilte Grundgesamtheit X mit unbekanntem y, und bekanntem oy}
ist ein Signifikanztest zum Signifikanzniveau «. (Vgl. auch Beispiel 1; ea gilt

= o(-ag) o) =2t (- 5)) o)

Mit Signifikanztests werden wir uns noch ausfiihrlicher in Abschnitt 11.3. be-
schiftigen; die Abschnitte 11.4. und 11.5. enthalten eine Reihe von wichtigen Bei-
spielen fiir Signifikanztests.

‘Wir wollen uns noch etwas mit der Beurteilung eines Tests und mit dem Vergleich von Tests
beschifti Die Behandlung dieser Aufgaben erfolgt mittels der Gitefunktionen auf der Grund-
lage der folgenden Definitionen.

Definition 3. Ein Test K von Hy: y, € I', mit der Gatefunktion @ heiBt unverfdlscht, wenn

inf G(y) 2 up G(y) ®
yer\re

gilt.

Ist H, eine einfache Hypothese (Hy: y, = y*), 80 ist ein Test von H|, definitionsgeméaB unver-
filscht, wenn

Gy) 2 Gy*) (v€T) 4)
gilt.

Bei einem unverfilschten Test von H,, ist also — grob hen — die Wahrscheinlichkei
der Ablehnung von H, bei falscher Hypothese H, nicht kleiner als bei wahrer Hypothese H,.
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Beispiel 3. Wir betrachten wied den in Abschnitt 11.1. dargestellten Test. Fir die Gite-
hnktlonGdluesTelugdt(vgl Beispiel 1)

y—7* r—v*
0<y)=¢>(ﬁ = —zl_%)w(—ﬁ =2 ﬁ_%)-

Man bestitigt leicht, daB
0> (=2, _o) +O(=1,_c) =007 ==
. 2 )

fir alle y 3= p* gilt, d. h., daB der zugrunde liegende Test unverfilscht ist (vgl. Abb. 49).

Definition 4. Es seien K, und K, zwei Tests von Hy: y, € I'y mit den Gatefunktionen G,
und G;. Der Test K, heiBt besser (oder: trennacharfer), wenn

Gi(y) 2 Guly) (Y€ \T,) (8)

Ist K, besser als K,, so ist also die Wahrsoheinlichkeit der Ablehnung der Hypothese H,,
berechnet unter der Annahme, daB ¥ € I"' \\ Iy der wahre Wert des Parameters ist, beim Test
K,fﬂr)ednsolohoymmdntausogroﬂmeboml‘utx,.odar grob gesprochen — die Ab-

g lichkeit einer falschen Hypothese ist bei K, mindestens so groB wie bei K,.

Bei allen bisherigen Betrachtungen haben wir einen featan Stlchpmbenumhng zugrunde gelegt.

F‘llegtmdnanmduSmho daB far hsenden Sti i guver-

ko znverlhuxger im Sinne einer Verklemamng der

Wahmhomhohkolm fiir Fehler 1. und 2. Art. Man untersucht daher Folgen (X,) von Telta -
Signifiki zum Bignifikanzniveau o (0 < & < 1, vorgegeben, unal

von n) — in Abhh.ngnghlt von n; dabei gilt also fir die Ablehnungsbereiche K, < R® (s € N)

Definition 5. Es sei (K,) eine Folge von Tests K, von H,:y, € I', mit der Giitefunktion
@G, (n € N). Die Folge (K,) heiBt konsistent, wenn

lim @u(y) =1 (v€I' \ I,) 6)
00
gilt.

Fir eine konsi Folge (K,) k giert also die Wahrscheinlichkeit der Ablehnung von H,,
berechnet unter der Annahme, dAByeI‘\I’.durwnhnWartdestmmm,ﬁrn»oo
gegen 1, oder — grob gesprochen — die A g heinlichkeit einer falschen Hypothese .
strebt gegen 1. .

Beispiel 4. Wir betrachten die Folge (K,) von Tests von Hy: y, = y* fiir eine- N(y., oY)-
verteilte Grundg, heit X mit unbek: und bek oy}; dabei ist K, der in Ab-
schnitt 11.1. angegebene Signifik zumSngmhl:.. i o. Far die Giitefunktion G, gilt
(vgl. Beispiel 1) _

lim@p) = lim [o R 2= _ . N+of-wr=2_. .
a—+00 N—>00 [:/3 1-— 'S 1_?

- .
{l+0 1 far y>y} L far oy,

0+1=1 fir p <y
d. h., die Folge (K,) ist konsistent.
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11.3. Allgemeines Vorgehen beim Signifikanztest

Definitionsgemi8 versteht man unter einem Signifikanztest zum Bignifikanzniveau
« (0 < & < 1, vorgegeben) einen Test von Hy: yo € I'y mit dem Ablehnungsbereich
K, dessen Giitefunktion G die Bedingung )

Gy) = P((X,, ... X)) €K) S (y€To) (1)

erfiillt (vgl. 11.2., Definition 2). Bei einem Signifikanztest iiberschreiten also die
Wabhrscheinlichkeiten fiir Fehler 1. Art (H, wird abgelehnt, obwohl H, wahr ist)
eine vorgegebene Zahl « — das Signifikanzniveau — nicht; Fehler 2. Art (H.,
nicht abgelehnt, obwohl H, falsch ist) werden nicht in die Betrachtungen ei
Signifikanztests werden daher dann angewendet, wenn anhand einer konkreten
Stichprobe (z;, ..., z,) aus der betrachteten Grundgesamtheit X beurteilt werden
soll, ob eine Hypothese H, iiber die Verteilung dieser Grundgesamtheit mit der kon-
kreten Stichprobe (z,,...,x,) vertriglich ist oder ob signifikante (statistisch ge-
sicherte) Abweichungen auftreten. Im letzten Fall wird auf Grund des Tests H, abge-
lehnt, im anderen Fall ist auf Grund des verwendeten Tests nichts gegen die Hypo-
these H|, einzuwenden. Das Signifikanzniveau « ist dabei unter Beachtung der kon-
kreten Aufgabenstellung und insbesondere der Folgen eines Fehlers 1. Art festzu-
legen; es handelt sich hierbei nicht eigentlich um ein mathematisches Anliegen.
(Héufig wihlt man in den Anwendungen & = 5%, & = 29%, oder & = 19%,.)

Bei der Festlegung des kritischen Bereiches K S R® geht man zweckmiBig so
vor, daB man K durch Bedingungen fiir die Werte einer geeigneten Stichprobenfunk-
tion 7' beschreibt. Genauer, ist ¢ eine auf der Menge R* definierte reellwertige Funk-
tion und bezeichnet T' die Stichprobenfunktion ¢(Xj, ..., X,), T = ¢(X;, ..., X,),
8o withlt man zu vorgegebenem Signifikanzniveau « einen (méglichst groBen) Teil K*
des Werteberejches von T'so,daB P,(T € K*) < « fiir alley € I, gilt. Fiir den kritischen
Bereich K = {(z), ..., Z,): ¢(y, ..., Z,) € K*} gilt dann

P,((X,,..., X,) € K) < « fiiralle y€ Ty,
d. h., K ist ein Signifikanztest zum Signifikanzniveau «. (Vgl. hierzu das Beispiel

in Abschnitt 11.1.; dort ist 7 = }/——x—undK‘—{t M>z_.)
2

Die ZufallsgroBe 7' heiBt in diesem Zusammenhang Testgrofe. Um K* so festzu-
legen, da8 P,(T € K*) < « (y € I'y) gilt, muB man natiirlich die Verteilung der Test-
groBe T unter der Annahme ,,H, wahr* vollstiindig kennen, zumindest aber —
Fall groBen Stichprobenumfanges n — asymptotisch (d. h. fiir # — o0). Es emp-
fiehlt sich, als TestgroBen ZufallsgroBen zu verwenden, die aus Punktschitzungen
fiir den unbekannten Parameter abgeleitet sind. Da K* den Ablehnungsbereich
K von H, eindeutig festlegt, kann man auf die explizite Angabe von K verzichten,
und man bezeichnet dann K* als Ablehnungsbereich oder kritischen Bereich von H,.
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In den meisten Fillen ist K* von der Form (t: ¢t < al, {¢: ¢ > b} oder (¢: ¢ < a oder
> b).

Das allgemeine Vorgehen bei einem Signifikanztest zum vorgegebenen Signifikanz-
niveau « liBt sich damit folgendermaBen schematisieren (vgl. hierzu auch das nach-
folgende Beispiel):

0. Voraussetzungen iiber die Grundgesamtheit,

1. Aufstellen einer Hypothese H,,

2. Konstruktion einer Testgrofe T,

3. Wahl des kritischen Bereiches K*,

4. Entscheidungsregel: Man berechnet fiir eine vorliegende konkrete Stichprobe
(24, ..., z,) den Wert ¢ der TestgroBe 7'. Gilt t € K*, so wird H,, abgelehnt, im anderen
Fall (¢ ¢ K*) ist nichts gegen H|, einzuwenden (vgl. Abb. 51).

Dichte der TestgrofeT,

falls H wahr ist

Abb. 51

tek" tek®
{—= Hy ablehnen) (= Hy nichtablehnen)
L_k*(t:t<a odert>b]
(kritischer Bereich von Hp)

teK
(—Hp ablehnen)

Die Einzelheiten eines Tests, insbesondere die Wahl des Signifikanzniveaus und
die des kritischen Bereiches, sind unbedingt vor der Auswertung einer konkreten
Stichprobe festzulegen. Anderenfalls ist es — durch passende Wahl des Signifikanz-
niveaus und/oder durch geschickte Festlegung des kritischen Bereiches — immer
moglich, mit der Hypothese , wunschgemiB“ zu verfahren, also z.B. eine Ab-
lehnung herbeizufiihren, wenn dies der Wunsch des Bearbeiters ist. Es ist klar, da8
bei einem solchen Vorgehen die Verwendung der Verfahren der mathematischen
Statistik jeden objektiven Sinn verliert.

Wir betrachten noch ein Beispiel ; dabei wolleu wir auch auf den engen Zusammen-
hang zwischen Konfidenzschitzungen und Signifikanztests eingehen.

Beispiel. .

0. Es besitze X eine gleichmiiBige Verteilung iiber dem Intervall [0, y,], o > 0
sei unbekannt.

1. Hy: yo = y* (y* vorgegebene positive Zahl)

2. H, ist sicher dann falsch, wenn fiir eine konkrete Stichprobe (z,, ..., z,) aus der
Grund theit X die Bezieh max (z, ..., Z,) > p* gilt. Dies legt den Ge-

L) -]
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danken nahe, als TestgroBe die Zufallsgrofe 7' = max {X,, ..., X,} zu verwenden;
dabei ist (X, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang » aus der Grund-
gesamtheit X. Ist Hy: yo = p* wahr, so ist die Verteilungsfunktion Fr der Test-
groBe T' durch

0 fir 250,
) fir 0szsy*
Fre) =1 |5%) for 0sz=o%
1 fir z=9y*
gegeben (vgl. 10.2., Beispiel 2).
3. Den kritischen Bereich K* setzen wir in der Form K* = {¢: ¢t < a oder ¢t > b)
mit 0 < a <b < y* an; die Hypothese H, soll also abgelehnt werden, wenn fiir

eine konkrete Stichprobe (z,, .. ., #,) eine der Ungleichungen max {z,, ..., z,} < a oder
max (z, ..., ,) > b besteht. Nun sind die Zahlen a und b 8o zu bestimmen, da8

P(T € K*) = Pu(T <a) + Pu(T > b) =&

=y = x,
gilt. Dazu seien «, und &, zuniichst beliebige nichtnegative Zahlen mit «; + a; = «.
Aus P,o(T < a) = Fyla) = (y‘:) =0 folgt a = Yazy*, und aus Pu(T > b)

L n "
=1— Fp(d) =1— L. =, folgt b =1 — a; y*. Fiir K* = (t: ¢ < Yy p*oder
~— Y4
t > V1 — «, y* gilt damit P,o(T € K*) = a.

4. Entscheidungsregel: Gilt fiir eine konkrete Stichprobe (z,,...,%,) eine der
Ungleichungen max (z;, ..., Z,} < “}/a_,y' oder max (@, ..., Z,} > Y1 — &, 9%, so
wird Hy: yo = y* abgelehnt; anderenfalls ist gegen H,, auf Grund dieses Teste nichts
einzuwenden.

Damit ist ein Signifikanztest fiir die Hypothese Hy: y, = y* iiber den Parameter y,
einer auf dem Intervall [0, ,] gleichmiBig verteilten ZufallsgriBe zum Signifikanz-
niveau « vollstindig beschrieben. Zur Ubung der in Abschnitt 11.2. eingefiihrten
Begriffe verfolgen wir dieses Beispiel noch etwas weiter.

Die Giitefunktion G dieses Tests ist — wie der Leser nachrechnen mag — durch

1 fir 0<ysim*
ﬂ)' fir Var*<y<¥T—
Gy = a,(y Yo sy <VT—o0*

1—(1—a) (2';‘)' fir T—ay* sy
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gegeben. Betrwhut man die Folge (K,*) von Signifikanztests zum Signifikanzniveau & mit K,,

= (t:6 < Voay* oder ¢ > VT — oy 7™, %4 + @ = a, 80 gilt fir die Folge (G,) der
Giitefunktionen @, die Beznhung lim G.(y) =1(y % »*), d. h,, die Folge (K,*) ist konsistent
(vgl. 11.2., Definition 5).

Wihlen wir speiell a; = 0 und ay = @, 80 erhalten wir & — ¥a 4* und b = »*, Far den kriti-
schen Bereich K* der Hypothese Hy:y, = y* gilt dann K* = {#:¢ < }’;y‘oderl>y‘)=:K,‘,
fiir die zugehérige Gatefunktion @, ergibt sich

1 far 0<ysiart,
) = a(y;-‘)- fir Yar*sysye

y‘l
1—(1—a)(7) fir y*<y.

Man stellt leicht fest, daB G,(y) = Gy(y*) = & gilt. Der Test K,* ist somit ein unverfalschter Test
(vgl. 11.2., Definition 3). Wihlen wir dagegen &, = & und a4 = 0, so erhalten wir ¢ = 0 und

AR
b=1)1 —ay*. Far den kritischen Bereich K* der Hypothese H,:y, = * gilt dann K*
= {#:4 < 0 oder ¢ > V1 — & ¥*} =: K,*, far die zugehorige Gitefanktion @, ergibt sich

0 far 0<ys<VI—ar®,
1—(1—a)("7')' fir T—ay* <y

Gy(y) =

Der Test K,* ist nicht unverfilscht, es gilt z. B. G4(1T — a*) = 0 < G,(*) = o. Ubrigens
sind die Tests K,* und K,* vergleichbar (im Sinne der Definition 4 (11.2.)), und zwar erweist sich
der Test K,* besser als der Test K,*, d. h., es gllc G,(y) 2 Gy(y) fiar alle y > 0. (Der Leser iiberlege
sich jeweils die inhaltliche Bed dleser

Wle a.ngekund.lgt wollen wir anhand dieses Beispiels auf den engen Zusammenhang
Kor hitzungen und Slgm.fl.kanzteabs hinweisen. Das in Beispiel 1

(10.5.) a.ngegebene Konfidenzintervall J(X,, ..., X,) zum Konfidenzniveau 1 — &,
_Pa
J(Xy oo Xp) = ]I mit 9, = max (X, ..., X,},
’ — % V"‘l

enthiilt fiir eine konkrete Stichprobe (z,, ..., z,) genau diejenigen y*, fiir die die
Hypothese H,: y, = p* bei obigem Test K* zum Signifikanzniveau « nicht abge-

lehnt wird. (Es ist némlich y* € J(zy, ..., z,), d. h. ; =y s _L mit
Vi— ay

t = max (z,, ..., z,} dquivalent zu 'a.y" <ts i/l — a7* d.h. zu t ¢ K* und
dies ist gleichbedeutend damit, daB H,: y, = »* nicht abgelehnt wird.)
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Ist allgemein J(X,...,X,) eine Konfidenzschitzung zum Konfidenzniveau
1 — & (0 < & < 1) fiir einen Parameter y, so definiert die folgende Entscheidungs-
regel einen Signifikanztest von H,: y, = y* zum Signifikanzniveau «: Zu konkreter
Stichprobe  (zy, ..., z,) ermittelt man das konkrete Schitzintervall J(z,, ..., %,).
Gilt »* ¢ J(%,, ..., %), 80 lehnt man H, sb, im anderen Fall (y* € J(zy, ..., 7))
nicht.

11.4. Wichtige Beisplele fiir Parametertests

AlsParamderlat bezeichnet man einen Test zur Priifung einer Hypothese uber emen

t ter einer ansonsten bekannten Wahrscheinlichkeit: g5
dabei wird dnese Kenntnis iiber die Wahrscheinlichkeit ilang tlich be-
nutzt.

Nachfolgend bringen wir einige wichtige Beispiele fiir Parametertests. Dabei
handelt es sich um Signifikanztests (zum vorgegebenen Signifikanzniveau  «,
0 < « < 1), und wir legen das in 11.3. angegebene allgemeine Schema zugrande. Es
sind dies
— ein Test fiir den Parameter 4 einer normalverteilten Grundgesamtheit bei unbe-

kannter Streuung (esnfacher ¢-Teat),

— ein Test auf Gleichheit der Erwartungswerte zweier umbhknglger normalver-
teilter Grundg theiten mit gleichen (aber bekannt ) Streuungen (doppel-
ter t-Teat), _

— ein Test fiir den Parameter ¢* einer normalverteilten Grundgesamtheit bei unbe-
kanntem Erwartungswert (y?-Streuungstest),

— ein Test auf Gleichheit der Str gen zweier unabhingiger normalverteilter
Grund theiten mit unbekannten Erwartungswerten (F-Test) und schlieBlich

— ein Teat fiir eine unbekannte Wahrsoheinlichkeit

11.4.1. Einfacher t-Test

0. Es sei X eine N(y,, 0o?)-verteilte ZufallsgroBe; y, und o, seien unbekannt.

1. Hy: yo = y* (y* vorgegebene reelle Zahl).
(Diese Hypothese ist — streng g — eine tzte Hypoth
und wiire genauer durch Hy: (o, 0o?) € ((y*, 0%): ¢* > 0} zu kennze!chnen. Ist og?
bekannt, so handelt es sich um eine einfache Hypothese und man verwendet den
in Abschnitt 11.1. angegebenen Test.)
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2. Bei der Konstruktion der TestgroBe legen wir die Strichprobenfunktion
X, =% ‘ﬁ‘:; X; zugrunde, die sich in 10.4.1. als geeignete Punktschitzung fiir y,
erwiesen hat. Die ZufallsgroBe X, besitzt — falls H, wahr ist — eine NV (y‘, %’)-
Verteilung (vgl. 9.4., Satz 2). Den hierbei auftretenden unbekannten Par ter o,d

" —
schitaen wir durch die Punktschitzung S, = - L 5 (X — Xo)p (vgl10.4.2. b))

-1

X — y*
und verwenden damit als TestgroBe die ZufallsgréBe T' = V; X._'y, die — falls
8,

L]
H, wyahr ist — eine ¢-Verteilung mit » — 1 Freiheitsgraden besitzt (vgl. 9.4., Satz 5).

Dichte vonT,

folis Hy wahr ist
(t-Verteilung mit n-1
Freiheitsgraden)

K {E1120, 4]

3. Den kritischen Bereich K* setzen wir in der Form K* = {t: |t| > t*] an (vgl.
Abb. 52) und bestimmen ¢* so0, daB

Pu(T ¢ K% = Pu(T| > 1) =1 — Po(—* ST <t*) =a

gilt. Hieraus ergibt sich fiir ¢* das Quantil der Ordnung 1 — % der t-Verteilung

mit n — 1 Freiheitsgraden (l' = '._1-1_1) und damit der kritische Bereich
K.={‘:l‘|>t-—l-l_i}‘ e
i

4. Entscheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe (2, ..., Z,) berechnet man

—F — y*
z, und a,% hieraus ¢ = ¥n Za — 7 und lehnt H,: yo = y* genau dann ab, wenn
t € K*,d. h., wenn a2

o Pt a4
"
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11.4.2. Doppelter t-Test

0. Es seien X eine N(u,, 0,)-verteilte ZufallsgroBe und Y eine N(u,, 043)-verteilte Zufalls-
groBe. Die ZufallsgroBen X und Y seien unabhiingig voneinander; die Zahlen y,, s, 0,* und o3®
seien unbekannt, und wir gehen von der Voraussetzung ¢, = g, aus. (Die letzte Voraussetzung
prift man gegebenenfalls mit dem in 11.4.4. vorgestellten F-Test.) Weiter sei (X, ..., X,) bzw.
(¥,, ..., Y,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang m bzw. n aus der Grundgesamtheit X
bzw. Y.

1. Hy: py = pg.
2. TestgroBe:
- Y, - X, mn(m 4+ n — 2)
Vim—1)Sm + (n — 1) S0 m+n
mit
- 1
Xp=— XX, =—27,
im1 N jmi
1
im = —— Z(Xi — Xn)', 3} = ).
m—1
Die TestgroSe T' besntzt — falls H. wa.hr ist — eine t-Vortellnng mit m + n — 2 Freiheitsgraden.
(Dies kann man unter B ung der Unabhiingigkeit von X und ¥ und unter Ver-

wendung der Sitze 2 und 4 aus 9.4. und der der Sitze 6 und 7 aus 6.5. bestiitigen.)
3. Kritischer Bereich K* = f¢:[¢|> ¢, o ‘___}
2

4. Entscheldunguragel Fir konkrete Stlchpmben (Z3y +++» Zyy) und (yy, ..., ¥) berechnet man
T Uy 82,m und 8 , lnersus

. ] Un — T -llmn(m+n—2)
Vim — 1) a3+ (n—1) 8}, m+n

und lehnt Hy: sy = s genau dann ab, wenn ¢ € K*, d. h,, wenn |¢| > LA o l__ a gilt.

Sind die Zahlen ¢,* und o,® beide beksannt (nicht notwendig gleich), so verwendet man die
TestgroBe
Y. -X,

Y
Yz

die — falls H, wahr ist — eine N(0, 1)-Verteilung besitzt, und den kritischen Bereich

= {l: ¢l > z‘__;_}.

Die allgemel.nem Frage nach der Uberprifung der Gleichheit der Erwu-tungswerto von
mehr als zwei mbhnnglgen nomalvertollton ZufalisgroBen fithit auf Probleme, die in das Ge-
biet der sog; Var Im Rah Einfihrung in die mathe-
matische Statistik konnen wir darauf nicht niher eingehen.

T=
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11.4.3. y*-Streuungstest
0. Es sei X eine N(uy, y,)-verteilte ZufallsgroBe; 4, und y, seien unbekannt.

1. H,: y, = y* (y* vorgegebene positive Zahl).
2. Bei der Konstruktion der TestgroBe legen wir die Stichprobenfunktion

8t =

2 (X, — X

n— 1 i=1
zugrunde, die sich in 10.4.2.b) als geeignete Punktschitzung fiir y, erwiesen hat. Die
ZufallsgroBe
7= ("—7_:)5-’
besitzt — fu.lls H, wahr ist — nach Satz 4 (9.4.) eine y3-Verteilung mit n — 1 Frei-
he; Den kntmchen Bereich K* setzen wir m der Form K* = (t:t <a odert > b)

an (vgl. Abb. 53) und bestimmen a und b so, daB P,«(T < a) = P(T > b) = —
— und folglich P,«(T € K*) = « — gilt. Hieraus ergibt sich fiir a bzw. b das Quantil
der Ordnung % bzw. 1 — % der’ y3-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden, d. h.
6=y ;= u.nd b= z’_m__;_. Wir erhalten damit den kritischen Bereich

E*= {t:t < xﬁ_l;%_ oder ¢ > lﬁ—m-%}'

Dichte vonT,
folls Hy wahr ist
(x2-Verteilung mitn-1 Freiheitsgraden)

- Abb. 53

Ko, § °'lzn.1;1-§
R P

4. Entscheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe (zy, ..., Z,) berechnet man

(” _ l) ‘-'

8,3, hieraus ¢ = und lehnt H,:y, = y* gensu dann ab, wenn ¢ € K*,

d. h., wenn entweder ¢ < x__, a odert > y2_,. 4 gilt.



11.4. Wichtige Beispiele fir Parametertests 227

11.44. F-Test

0. Es seien X eine N(y,, 0,")-verteilte und Y eine N(u,, 0,2)-verteilte ZufallsgroBe. Die Zufalls-
groBen X und Y seien unabhiingig voneinander; die Zahlen u,, s, 0, und o,? seien unbekannt.
Weiter sei (X, ..., X,,) bzw. (¥, ..., ¥,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang m bzw. n
aus der Grundgesamtheit X bzw. Y.

1. Hy:0,* =a,t.

2. TestgroBe:
) -y _ 1=
T—s:- mit .= m_——l Z(x - XN 3:.-—;‘__1',{1(7-'*7;)'-

Die TestgroBe T besitzt — falls H, wahr ist — eine F-Verteilung mit (m — 1, n — 1) Freiheite-

graden (vgl. 9.4., Satz 6).
3. Kritischer Bereich:

K* = {:: t< 1‘__‘,__1% oder ¢ > F__"___,:,_%};
dabei bezeichnet F_1,4—1;s das Quantil der Ordnung § der F-Verteilung mit (m — 1, n — 1) Frei-
heiugraden (vgl. Abb. 54).
4. E gereg F\"u" k Stichproben (z,, ..., z,) und (y,, ..., y,) berechnet man
o m undn:., hieraust = :—‘15 und lehnt Hy: 0,® = o,* genau dann ab, wenn ¢ € K*, d. h.,

wenn entweder ¢ < F-—l: ,_odart>1‘,. 1a— ll__gllt

Dichte vonT,

falls H, wohr ist
(F-Verteilung mit
m-1,n-1 Freiheitsgraden)

Abb. 54

[ZEXER | Fntnat, 1-§
K= {t:t<Fny 01, g 0dert> Foo 1.9 )

11.4.5. Test fiir eine unbekannte Wahrscheinlichkeit

0. Es sei 4 ein zufilliges Ereignis, das im Rahmen eines zufilligen Versuches mit
der Wahrscheinlichkeit p, = P(4) eintritt; p, sei unbekannt. Wir betrachten die
ZufallsgroBe X,

X— 1, falls ‘-4. eintritt,
0, falls 4 eintritt.
Weiter sei (Xj, ..., X,) eine mathematische Stichprobe vom Umfang n aus der

Grundgesamtheit X.
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1. Hy: p, = p* (p* vorgegebene Zahl zwischen Null und Eins).
2. TestgroBe:

— np* »
= Ll‘=np mit M =.Z X;.
Vnp*(1 — p*) i=1

(Die ZufallsgroBe M gibt also die zufiillige absolute Hiufigkeit von 4 in n unab-
hiingigen Wiederholungen des zugrunde liegenden zufilligen Versuches an und besitzt
somit — falls H, wahr ist — eine Binomialverteilung mit den Parametern # und p*.)
Die TestgroBe T besitzt — falls H, wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir n — oo0) auf
Grund des Grenzwertsatzes von DE MOIVRE-LAPLACE eine N(0, 1)-Verteilung.

3. Kiritischer Bereich: K* = {l: 1t > zl__;_}. (Es gilt

. . M — np* )
lim Pyo(T € K*) = lim Py (|-—"ro— -
n—s00 w ) o0 ’(}/‘np‘(l—p") -3
X M — np*
=1—lim Ppe || —= s
to e (5| = -4
=1—(1—-0a)=«,

d. h., K* definiert fiir n — oo einen Signifikanztest zum Signifikanzniveau a.) .
4. Entscheidungsregel: Fiir konkrete Stichprobe (z,, ..., z,) (= n-Tupel von Zah-

"
len 0 und 1) ermittelt man m = } z; (= Anzahl des Eintretens von 4 in n Ver-

i=1
— np*
hen), berechnet ¢t = 2" _ und lehnt H,: p, = p* genau dann ab, wenn
_ Vnp‘(l‘— ?*)
t € K* d. h., wenn -m_—__L— >z, _a gilt.
Yap*t —p%| T
Bemerkung. Ist n so klein, daB eine Anwendung des Gr teatzes von

DR MOIVRE-LAPLACE nicht als gerechtfertigt erscheint, so konstruiert man einen
Signifikanztest, indem man unmittelbar von der Verteilung der TestgroBe M (Bino-
mialverteilung mit den Parametern n und p*, falls H: p, = p* wahr ist) ausgeht.

11.5.  Wichtige Beispiele fiir verteilungsfreie Tests

Unter einem verteslungsfreien Test versteht man einen Test zur Uberpriifung einer
Hypothese iiber eine Grundg theit, bei dem Kenntnisse iiber den Typ der Wahr-

heinlichkeitsverteilung der betrachteten Grundgesamtheit nicht in Anspruch
genommen werden.




11.5. Wichtige Bei

piele fiir ilungsfreie Tests 229

Als wichtige Beispiele fiir verteilungsfreie Tests stellen wir nachfolgend — wieder-
um unter Verwendung des in 11.3. angegebenen allgemeinen Schemas — zwei
Anpassungstests (y3-Anpassungstest, Kolmogorov-Test), zwei Homogenitéitstests
(x3-Homogenititstest, Zeichentest) und einen Unabhingigkeitstest (y3-Unabhd:

Unter einem Anpassungstest versteht man allgemein einen Test fiir die Hypo-
these, daB die wahre (aber unbekannte) Verteilungsfunktion F, einer Grundgesamt-
heit gleich einer vorgegebenen Verteilungsfunktion F* ist. Als Homogenstatstest
bezeichnet man einen Test iiber die Gleichheit der (unbekannten) Wahrscheinlich-
keitsverteilungen von mehreren Grundgesamtheiten. Unter einem Unabhéingigkests-
test versteht man einen Test zur Priifung der Hypothese, daB zwei oder auch mehr
betrachtete ZufallsgroBen untereinander unabhingig sind.

11.5.1.  x3-Anpassungstest

1. Hy: Fy = F* (F* vorgegebene Verteilungsfunktion).

2. Konstruktion der Tedtgrofe: Man nimmt eine Einteilung des Wertebereiches
von X in k Intervalle I = [&;, &ml, j =1,...,k — sogenannte Klassen — mit
— 00 St <& <o <& <y S + 0o vor; dabei ist k (= 2) eine beliebige
natiirliche Zahl. Fiir eine mathematische Stichprobe (X,,..., X,) vom Umfang n
aus der betrachteten Grundgesamtheit bezeichne M; die (zufdllige) sogenannte
Klassenhiiufigkeit der Klasse I;, das ist die (zufillige) Anzahl der Stichproben-

. k
variablen X;, die in I; liegen. (Es gilt also 3 M; = n.)
jum1
Die ZufallsgroBe M; ist binomialverteilt mit den Parametern » und p; mit p;

= PME) — FHE), falls Hy: Fy = F* wahrist (j = 1, ..., k); M= " pesitat
: Vapy(t — p))

also asymptotisch (d. h. fiir n — oo) eine N(0, 1)-Verteilung (vgl. dazu Satz 1 (7.5.)).

Man kann nun zeigen, daB die (im weiteren als TestgroBe verwendete) ZufallsgrsBe
po bGP MR

j=1 np; j=1 "Pj

— falls H, wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir n — 00) eine y*-Verteilung mit k — 1

Freiheitsgraden besitzt. (Auf den verhiltnismiBig schwierigen Beweis hierfiir wollen

wir verzichten.)

3. Weichen fiir eine konkrete Stichprobe (2, ..., #,) die ermittelten Klassenhédufig-
keiten m, stark von den bei Giiltigkeit von H, erwarteten Werten np, ab, so wird die
TestgroBe T groBe Werte annehmen, und man wird H,, ablehnen. Daher setzen wir
K* in der Form K* = {t: ¢ > t*} an und legen ¢* so fest, daB

lim Ppo(T € E*) = lim Ppo(T > t¥) = &
N=+00 A—+00

n
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gilt. Da T — falls H,: Fo = F* wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir # — 0o) eine
x*-Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden besitzt, ergibt sich fiir ¢* das Quantil der
Ordnung 1 — « der y*-Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden, d. h. ¢* =y} _,,;_,,
und damit K* = {t:¢ > x}_,.,_,} (vgl. Abb. 55). .

4. Entscheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe (z, ..., z,) ermittelt man
zu der gewihlten Klasseneinteilung die absoluten Klassenhiufigkeiten m;
(7 = 1, ..., k), berechnet die durch die Hypothese H|, fixierten Wahrscheinlichkeiten
p; (i =1, ..., k) und hiermit

kA
t= oo n.
j=1 1P;

Gilt ¢ € K*, d. h.

kma

{]
Z; ’; —n> 2 1.
J= tl

80 lehnt man E;,: F, = F* ab, im anderen Fall nicht.

Dichte vonT,

fiir n— o,

foils Hy wahr ist.
(x2-Vertellung mit k-1Freshertsgroden)

Fiiir die Aussagekraft des y*- Anpassungstests ist natiirlich die Wahl der Klassenein-
teilung von Bedeutung. Bei der praktischen Anwendung wiihlt man hiufig gleichlange
Intervalle (gegebenenfalls mit Ausnahme der Randintervalle). Es hat sich als giinstig
erwiesen, mit zunehmendem Stichprobenumfang n auch die Anzahl der Klassen zu

erhohen (z.B. ks lgn, k=~ i’;; dabei wird empfohlen, die Klassen 1; so festzu-
legen, daB np; = 1 (j = 1, ..., k) gilt.

11.5.2, Kblmogorov-Test

0. Die Verteilungsfunktion F, der Grund, heit X sei stetig.

1. Hy: Fy = F* (F* gebene stetige Verteilungsfunktion)

2. TestgroBe: T = Yn sup |W,(z) — F*(z)|; dabei bezeichnet W(z) den Wert der empiri-
—n<s<0
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schen Verteilungsfunktion einer mathematischen Stichprobe vom Umfang n aus der Grund-
gesamtheit X an’der Stelle z. Die TestgroBe T' besitzt — f-,llnH,wnhrm fiar » — oo die durch

0 fir y <0,
= oo
Ko =1 Fprewnr far y>o0
k=—o0
bene Verteilungsfunktion K (vgl. 9.3., Satz 3).

Ts. K.ntmcher Bereich: K* = {:6 = y.), dabei bezeichnet y, die Lasung der Gleichung
K(y) = 1 — &. (Die Wahracheinlichkeit dafiir, da8 7' Werte = y, annimmt, konvergiert — falls
H, wahr ist — ﬁirn—»oogegnnm)

4. Entscheldungmgel Fﬂr eine konhote Stichprobe (,, ..., z,) ittelt man die harigy
konlk iri Ver berechnet ¢ = ¥ sup |wy(z) — F*(z)| und
lehnt H,: F. F‘gonnudmmsb wenn ¢ € K‘ d. h., wenn gilt —®<#<x

10 sup_fwn() — F@)| 2 .

—00<

11.5.3. x3-Homogenititstest

0. Die ZufallsgroBen X und Y seien unabhingig. Die (unbekannte) Verteilungs-
funktion von X werde mit F,, die von Y mit G, bezeichnet.

1. Hy: Fo = G,.

2. Konstruktion der TestgroBe: Man nimmt eine Einteilung des (gemeinsamen)
Wertebereiches der ZufallsgroBen X und Y in k disjunkte Intervalle I; (j = 1, ..., k)
vor; dabei ist k¥ (= 2) eine beliebige natiirliche Zahl. Bezeichnet M; bzw. N, die
(zu.falhge) K.Inasen.hau.ﬁgkelt der Klasse I; fiir eine mathematische Stichprob
(X, ..., Xp) bzw. (Y3, ..., ¥,) vom Umfang m bzw. n aus der Grundgesamthelt X
bzw. Y, so besitzt die Testgrofe

k N 3
T = mn Z‘_l—(ﬁ_ﬂ)
j i

m n

— falls H, wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir m — c0 und # — o0) eine y*-Ver-
teilung mit & — 1 Freiheitsgraden.
3. Weichen fiir konkrete Stichproben (z,, ..., Zy) und (¥, ..., ¥,) die relativen
Klassenhsufigkeiten — und 2L (j =1, ..., k) stark voneinander ab, so wird die
m n

TestgréBe T groBe Werte annehmen, und man wird H, ablehnen. Daher setzen wir
K* in der Form K* = {t: ¢ > y}_,.;_,} fest. (Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
(T € K*) konvergiert bei Giiltigkeit von H| fiir m — oo und n — oo gegen «; vgl.
Abb. 56.

4. Entscheidungsregel: Fiir konkrete Stichproben (zy,...,%y) und (91, ..., Ya)
ermittelt man zu der gewiihlten Kl inteilung die absoluten Klassenhiufigkeiten
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m; und n; (j = 1, ..., k), berechnet hieraus
m \2

t=mn 5 _t (ﬂ — ﬂ)

j=tmy 4+ ny; n

und lehnt Hy: Fy = G, genau dann ab, wenn t > x§_y.;_, gilt.

11.5.4. Zeichentest

Der Zeichentest ist ein sehr schnell durchfiihrbarer Test — ein sogenannter Schnell-
test — zur Uberpriifung der Hypothese H,: Fy = G, iiber die Gleichheit der als stetig
vorausgesetzten unbekannten Verteilungsfunktionen zweier unabhiingiger Grund-
gesamtheiten X und Y anhand von Stichproben gleichen Umfangs aus diesen Grund-
gesamtheiten. Er wird speziell dann angewendet, wenn F, 3 G, erwartet wird. Im
Grunde g ist der Zeichentest ein Test fiir eine unbekannte Wahrscheinlich-
keit (vgl. 11.4.5.). Falls H, wahr ist, besitzt niimlich das zufillige Ereignis

=X-Y< 0) (X < Y)die thrschemhchkelt —. Man priift nun die Hypo-

these f,: P(4) = (z B. mitdemin 11.4.5. angegebenen Test) und lehnt H, ab,
wenn A, abgelehnt w1rd.

11.5.5. y*Unabhingigkeltstest

Ausgangspunkt ist eine zweidimensionale Grundgesamtheit (X, ¥). Bei der Dar-
sbell\mg dea K -Unubhanglgkeltstesta den man auch als Unabhdngigkeitstest in
K )] ichnet, wollen wir uns der Einfachheit wegen auf den Fall
dlskret,er Zufs.].l.sgroBen X und Y beschrinken und annehmen, daB X die Werte
1,...,r und Y die Werte 1, ..., s anhimmt.

1. Hy: X und Y sind voneinander unabhiingig.
(Aquivalent dazu ist die Giiltigkeit der Beziehung)

pu=PX =i, Y=k =PX =0PY =k =pips

firt=1,..,rund k = 1,..., 8 (vgl. 6.4, Satz 1))

2. Konstruktion der TestgroBe: Es sei ((X,, Y1), een (X Y,)) eine mathematische
Stichprobe vom Umfang n aus der (zweidimensionalen) Grundgesamtheit (X, Y).
Mit N;; bezeichnen wir die (zufillige) Anzahl der Stichprobenvariablen, deren erste
Komponente gleich ¢ und deren zweite Komponente gleich k ist. Weiter sei

L] r
=X Nuy Nip=J Na.
=} =



11.5. Wichtige Beispiele fir verteilungstreie Tests 233

(Es giltdann 3 3 Ny = 2 Ni=J3Ny= n.) Wir betrachten die ZufallsgroBe
-1

i=1k=1 17
N;N,\*
s, N,-. — l” .t)
T=n
:‘-Z;:gn N;N,

Man kann zeigen, daB T — falls H, wahr ist — asymptotisch (d. h. fiir 2 — 0o)
eine y*-Verteilung mit (r — 1) (¢ — 1) Freiheitsgraden besitzt.

3.Kritischer Bereich: K* = {¢:¢ > x& _;),_1):1-,} . (Die Wahracheinlichkeit des Ereig-
nisses (7' € K*) konvergiert bei Giiltigkeit von H, fiir n — oo gegen «.)

4. Entscheidungsregel: Fiir eine konkrete Stichprobe ((zy, 91), ««, (€, ¥y)) ermit-
telt man die Zahlen n;, (= Anzahl der Stichprobenelemente (¢, k) in der vorliegenden
Stichprobe),

(]
=EZ;"», n.—Zn., G=1..rk=1,..2%),

berechnet hieraus
r s (”ii - _ﬂ.‘_ﬂ,g )’
t=nj Y \___* /]
(=1 k=1 NN,

und lehnt H, genau dann ab, wenn ¢ > xf._1),—1):1—. ilt-
Fiir die praktische Du.rchiuhmng dleses Tests empileh]t gich die Darstellung der

konkreten Stichprobe in einer sog Kontingenziafel, die alle fiir den Test
benétigten Zahlenwerte enthilt:
,N 1 2 8
1 LOT s My M,
2 By gy gy s,
r Ny Nyp Nrs Ny,
LAY Ny n, n

(Im Fall r = s = 2 bezeichnet man die entsprechende Kontingenztafel als Vier-
feldertafel oder 2 x 2-Tafel.)
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11.6.  Ein Anwendungsbeispiel

Bei 286 Bewerbern fiir ein Mathematikstudium wurden zwei Merkmale untersucht,
das Pridikat X der Eignungspriifung und die Abiturnote ¥ im Fach Mathematik.
Das Ergebnis ist in der folgenden Hiufigkeitstabelle (Kontingenztafel) zusammen-
gestellt; die Bedeutung der in runden und eckigen Klammern angegebenen Zahlen
erkliren wir spiter.

N 1 2 3
1 (26,38) (19,87) (2,74)
(besonders 40 9 0 49 (=n,)
geeignet) [13,62) [10,87] [2,74)
2 (77) (58) 8

88 52 3 143 (=n,)
(geeignet) (11] (6] (8]
3 (14,54) (10,95) (1,81)
(bedingt 8 18 1 27 (=my)
geeignet) [6,64] * [10,95) [0,61]
4 (36,08) (27,17) (3,76)

18 37 12 87 (=mn,)
(ungeeignet) [18,08] [9,83] [8,25])

164 (=n,) | 116 (=n,) | 16 (=n,) 286 (=n)

Wir fassen X und Y als (diskrete) ZuIa.Ilngréﬁen auf und wollen die Hypothese
Hy: X und Y sind voneinander unabhingig

mit dem (in 11.5.5. behandelten) y*-Unabhingigkeitstest zum Signifikanznivean
« = B9, priifen. Fiir unser Beispiel gilt r =4, s =3 und also (r—1)(s — 1)
= (4 — 1) (3 — 1) = 6. Da das Quantil der Ordnung 1 — « = 0,95 der y*-Verteilung
mit sechs Freiheitsgraden gleich 12,6 ist, ergibt sich fiir den kritischen Bereich
K* = {t: t > 12,6}. Wir berechnen nun den Wert ¢,

3 2
n; Ny TRy
. e ——— . Ny — ———
n n

t=nX ¥

fel kel nin, imlkml NNy

der TestgroBe 7 fiir unser Beispiel.
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Es ist n = 286, r = 4, 8 = 3. Die Zahlen 7, n; und n, sind unmittelbar der
oben angegebenen Kontingenztafol zu entnehmen. In runden Klammern haben wir

in dieser Tabelle die Za.hlen % und in eckigen Klammern die Zahlen [n;, — i’{
n

(¢=1234;,k=1,23) angegeben. Damit ergibt sich
__ 13620 1087 2,74* 118 6 +Q
T 2638 ' 19,87 ' 274 71 ' 58 ' 8
6,548 7,080 0511 18,08 9,83 8258
1454 ° 10,956 1,51 36,08 ' 27,17 3,76
= 7,03 + 5,94 + 2,74 + 1,67 4 0,62 4 3,12
+ 2,94 + 4,64 + 0,17 + 9,06 + 3,56 -+ 18,16
= 59,46.

Der Wert ¢ der TestgroBe liegt also im kritischen Bereich, und wir lehnen die Hypo-
these H,, daB das Pridikat der Elgn\mgspmf\mg fiir ein Mathemtlksmdmm und
die Abiturnote im Fach Mathematik v bhiingig sind, ab. (Zum glei-
chen Resultat wiirden wir auch bei Verwendung des Slgm iveaus & = 19,
kommen; es ist 13,09 = 16,8 < 59,45.)




12.  Tafeln zu einigen wichtigen Verteilungen

Die in den nachfolgenden Absohnitten 12.1., 12.2. und 12.3. angegebenen Tafeln
zur Binomialverteilung, Poissonverteilung nnd zur Norma.lvertmlung liefern einen
zahlenmiBigen Uberblick iiber diese Wahrscheinlichkeit Hingegen
enthalten die in den Abschnitten 12.4., 12.6. und 12.8. angegebenen Tafeln zu den

iifverteilungen der mathematisch St tistik (y*-Verteilung, ¢-Verteilung, F-Ver-
teilung) nur einige Quantile, die aber zur praktischen Durchfiihrung der wichtigsten,
in diesem Buch behandelten Konfid hitzungen und Signifikanztests ausreichend
sein diirften. Die Benutzung der Tafeln demonstrieren wir dabei jeweils durch ein
Ablesebeispiel.

Ausfiihrlichere und weitere Tafeln zur Durchfiihrung von Verfahmn der mathe-
matischen Statistik findet man in dem im Literaturv gegeb Tafel-
werk.

undl26nnd—z'l‘nnr

Die in 12.1., 12.2. und 12.3, nngegsbeandalnlmd[a]antmmmm die Tafeln in 12.4., 12.5.
—[20]
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121.  Zur Binomialvertellung

_Die Tafel 1 enthiilt die Einzelwahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung,
PX = k) = blk; m, ) = (:)p*u —p, E=0,1,..,m,

fir n=1,2,...,10,15,20 und einige p < 0,50; freie Stellen bedeuten dabei
b(k; n, p) < 0,0008.

Fir p> 0,50 verwendet man die Beziehung b(k;n,p) =b(n — k;n, 1 — p)
(vgl. 4.5., SBatz 1, Formel (4)).

Fnrgmﬂenundklomepmltnp < 20 setzt man np = A und legt die sich aus dem
Grenzwertsatz von Poissox ergebende Beziehung b(k; n, p) ~s p(k; A) zugrunde (vgl.
4.., Satz 3 und Formel (9)); dabei sind die Zahlen p(k; A) der Tafel zur Poissonver-
teilung (vgl. 12.2.) zu entnehmen.

Fiir groBe n empfiehlt sich die Approximation der Binomialverteilung durch die
Normalverteilung auf Grund des Grenzwertsatzes von DE MOIVAE-LAPLACE (vgl.
7.5., Satz 1 und Formel (2)).

Tafel 1

Ablesebeispiel: 5(3; 8, 0,30) = 0,254

|k =001 0,02 006 010 0,15 020 025 030 040 0,50
110 0,990 0,880 0,850 0,800 0,860 0,800 0,750 0,700 0,600 0,600
1 0,010 0,020 0,060 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 0,400 0,500
2|10 0,880 0,960 0,802 0,810 0,722 0,640 0,662 0,490 0,360 0,250
1 0,020 0,039 0,085 0,180 0,265 0,320 0,375 0,420 0,480 0,600
2 0,002 0,010 0,022 0,040 0,062 0,000 0,160 0,250
3| o 0,870 0,841 0,857 0,720 0,614 0,612 0,422 0,343 0,216 0,126
1 0,029 0,068, 0,135 0,243 0,325 0,384 0,422 0441 0,432 0,375
2 0,001 0,007 0,027 0,067 0,086 0,141 0,189 0,288 0,376
3 0,001 0,003 0,008 0,016 0,027 0,064 0,125
41 0 0961 0,822 0,816 0,666 0,622 0,410 0,316 0,240 0,130 0,062
1 0,039 0,076 0,171 0,292 0,368 0,410 0,422 0,412 0,346 0,250
2 0,001 0,002 0,014 0,049 0,008 0,154 0,211 0265 0,346 0,375
3 0,004 0,011 0,026 0,047 0,076 0,154 0,250
4 0,001 0,002 0,004 0,008 0,026 0,062
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— ) &' .

Tafel 1 (Fortsetzung)

nl| k =001 0,02 005 0,10 0415 020 025 030 040 0,60

5] 0 0,951 0,904 0,774 0,690 0,44¢ 0,328 0,237 0,168 0,078 0,031
1 0,048 0,002 0,204 0,328 0,392 0,410 0,396 0,360 0,269 0,166
2 0,001 0,004 0,021 0,073 0,138 0,206 0,264 0,300 0,346 0,312
3 0,001 0,008 0,024 0,061 0,088 0,132 0,230 0,312
4 0,002 0,008 0,016 0,028 0,077 0,156
5 0,001 0,002 0,010 0,031
6| 0 0,941 0,886 0,736 0,631 0,377 0,262 0,178 0,118 0,047 0,016
1 0,057 0,108 0,232 0,354 0,389 0,393 0,356 0,303 0,187 0,094
2 0,001 0,006 0,031 0,008 0,176 0,246 0,207 0,324 0,311 0,234
3 0,002 0,015 0,041 0,082 0,132 0,158 0,276 0,312
4 0,001 0,005 0,016 0,033 0,060 0,138 0,234
5 0,002 0,004 0,010 0,037 0,084
(] 0,001 0,004 0,016
71 0 0,932 0,868 0,608 0,478 0,321 0,210 0,133 0,082 0,028 0,008
1 0,086 0,124 0,257 0,372 0,396 0,367 0,311 0,247 0,131 0,065
2 0,002 0,008 0,041 0,124 0,210 0,275 0,311 0,318 0,261 0,164
3 0,004 0,023 0,062 0,115 0,173 0,227 0,280 0,273
4 0,003 0,011 0,020 0,068 0,007 0,194 0,273
5 0,001 0,004 0,012 0,025 0,077 0,164
(] 0,001 0,004 0,017 0,065
7 0,002 0,008
8 0,923 0,851 0,663 0,430 0,272 0,168 0,100 0,068 0,017 0,004

0,076 0,139 0,279 0,383. 0,385 0,336 0,267 0,198 0,080 0,031
0,003 0,010 0,061 0,149 0,238 0,284 0,311 0,286 0,209 0,109
0,006 0,033 0,084 0,147 0,208 0,264 0,279 0,219

0,006 0,018 0,046 0,087 0,136 0,232 0,273

0,003 0,000 0,023 0,047 0,124 0,219

0,001 0,004 0,010 0,041 0,109

0,001 0,008 0,031

0,001 0,004

0,914 0,834 0,630 0,387 0,232 0,134 0,075 0,040 0,010 0,002
0,083 0,153 0,290 0,387 0,368 0,302 0,226 0,166 0,060 0,018
0,003 0,013 0,063 0,172 0,260 0,302 0,300 0,267 0,161 0,070
0,001 0,008 0,045 0,107 0,176 0,234 0,267 0,251 0,164

0,001 0,007 0,028 0,066 0,117 0,172 0,261 0,246

0,001 0,005 0,017 0,039 0,074 0,167 0,246

0,001 0,003 0,000 0,021 0,074 0,164

0,001 0,004 0,021 0,070

0,004 0,018

0,002

L]
DB TIIN R W -O @I W= O




Tafel 1 (Fortsetzung)
nlk p=0,01 0,02 005 0,10 015 020 025 030 040 0,60

10 0,904 0,817 0,699 0,349 0,197 0,107 0,066 0,028 0,006 0,001
0,001 0,167 0,315 0,387 0,347 0,268 0,188 0,121 0,040 0,010
0,004 0,015 0,075 0,194 0,276 0,302 0,282 0,233 0,121 0,044
0,001 0,010 0,057 0,130 0,201 0,250 0,287 0,216 0,117

0,001 0,011 0,040 0,088 0,146 0,200 0251 0,205

0,001 0,008 0,028 0,068 0,103 0,201 0,246

0,001 0,006 0,016 0,037 0,111 0,205

0,001 0,003 0,000 0,042 0,117

0,001 0,011 0,044

0,002 0,010

15 0,860 - 0,739 0,463 0,206 0,087 0,035 0,013 0,006 0,000 0,000
0,130 0,226 0,366 0,343 0,231 0,132 0,087 0,031 0,006 0,000
0,009 0,032 0,136 0,267 0,286 0,231 0,166 0,002 0,022 0,003
0,003 0,031 0,129 0,218 0,260 0,226 0,170 0,063 0,014

0,006 0,043 0,116 0,188 0,225 0,219 0,127 0,042

0,001 0,010 0,045 0,103 0,166 0,208 0,188 0,082

0,002 0,013 0,043 0,092 0,147 0,207 0,153

0,003 0,014 0,039 0,081 0,177 0,196

0,001 0,003 0,013 0,035 0,118 0,196

0,001 0,003 0,012 0,061 0,153

10 0,001 0,003 0,024 0,002
11 0,001 0,007 0,042
12 0,002 0,014

CRUNCORWNRO [Comusamhwemo
4
8

0 0,818 0,668 0,358 0,122 0,039 0,012 0,003 0,006 0,000 0,000
1 0,185 0,272 0,377 0,270 0,137 0,068 0,021 0,007 0,000 0,000
2 0,016 0,053 0,189 0,285 0,229 0,137 0,087 0,028 0,003 0,000
3 0,001 0,006 0,060 0,190 0,243 0,206 0,134 0,072 0,012 0,001
4 0,001 0,013 0,090 0,182 0,218 0,180 0,130 0,035 0,005
5 0,002 0,032 0,103 0,175 0,202 0,179 0,076 0,016
(] 0,000 0,045 0,109 0,169 0,192 0,124 0,037
7 0,002 0,016 0,085 0,112 0,164 0,166 0,074
8 .0,006 0,022 0,061 0,114 0,180 0,120
9 0,001 0,007 0,027 0,086 0,160 .0,160

10 0,002 0010 0031 0,17 0,176
11 0,003 0012 0,071 0,160
12 0,001 0,004 0,035 0,120
13 0,001 0016 0,074
i4 0,006 0,037
15 0,001 0,015
18 0,005
17 0,001
18

19
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12.2.

Zur Poissonverteilung

h

AR BRI

In der Tafel 2 sind die Einzelwah

in

der Poi

&
P(X=k)=p(k;1)=—:—lr‘, £=0,1,2,..,

teilung,

fiir einige 4 < 20 zusammengestellt; freie Stellen bedeuten dabei p(k; 4) < 0,00005.

Tajed 2

Ablesebeispiel : p(3; 2,0) = 0,1804

i
k
0,1 02 0,3 .04 0,6 0,6 0,7 08
[} 0,048  0,8187 0,7408 0,6703 0,6085 0,6488 0,4966 0,4493
1 0,0005 0,1637 0,2222 0,2681 0,3033 0,323 0,3476 0,3505
2 0,0045 0,0184 0,0333 0,0536 0,0758 0,0088 0,1217 0,1438
3 0,0002  0,0011 0,0033 0,0072 0,0126 0,0198 0,0284 0,0383
4 0,0001 0,0003-  0,0007 0,00168 0,0030 0,0050 0,0077
L] 0,0001 0,0002 0,0004 0,0007 0,0012
[] 0,0001 0,0002
A
k
0,9 1,0 1,6 2,0 2,6 3,0 3,6 4,0
0 0,4066  0,3679 0,2231 0,1353 0,0821 0,0408 0,3020 0,0183
1 0,3659  0,3679 0,3347 0,2707 0,2052 0,1494 0,1507 0,0733
2 0,1647 0,1839 0,2510 0,2707 0,2565 0,2240 0,1850 0,1485
3 0,004 0,0613 0,1265 0,1804 0,2138 0,2240 0,2158 0,1954
4 0,0111  0,0163 0,0471 0,0902 0,1336 0,1680 0,1888 0,1954
5 0,0020  0,0031 0,0141 0,0361 0,0868 0,1008 0,1322 0,1563
[] 0,0003  0,0005 0,0038 0,0120 0,0278 0,0504 0,0771 0,1042
7 0,0001 0,0008 0,0034 0,0099 0,0216 0,0385 0,0506
8 0,0001 0,0009 0,0031 0,0081 0,0169 0,0298
9 0,0002 0,0009 0,0027 0,0066 0,0132
10 0,0002 0,0008 0,0023 0,0053
1 0,0002 0,0007 0,0019
12 0,0001 0,0002 0,0008
13 0,0001 0,0002
14 0,0001
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Tafel 2 (Fortsetzung)
i
k
4,5 5,0 8,0 7,0 8,0 9,0 10,0

0 0,0111  0,0087  0,00256  0,0000  0,0003  0,0001

1 0,0500 00337 00149 00084 0,027 00011  0,0005
2 0,1126 00842 0,0446 0,0223 0,007 0,0060 0,0023
3 0,1687 0,1404  0,0892  0,0521  0,0286  0,0150  0,0076
4 0,1808 0,17556  0,1339  0,0912  0,0573 0,037  0,0189
5 0,1708 0,1755  0,16086  0,1277  0,0016  0,0807  0,0378
[] 0,1281 0,1462  0,1606  0,1490  0,1221  0,0911  0,0631

7 0,0824 0,1044  0,1377  0,1490  0,1306  0,1171  0,0801

8 0,0463 00853 01033 0,1304 0,1396  0,1318  0,1126

9 0,0232 0,033 0,0688 0,1014 0,1241 01318  0,1251
10 0,010¢ 00181  0,0413 00710 0,0003 0,186  0,1251
1 0,0043 0,0082 00226 00462 0,0722 0,070  0,1137
12 0,0016 0,0034 0,0113 0,0264 00481  0,0728  0,0048
13 0,0006 0,0013 0,0052 00142 00296 00504 0,0729
14 0,0002 0,0006 0,022 00071 00169 00324  0,0521
15 0,0001  0,0002 0,009 00033 00090 00194  0,0347
16 | - 0,0003  0,0014  0,0045 00109  0,0217
17 0,0001  0,0008 0,0021 00068 00128
18 0,0002  0,0009 0,0020  0,0071
19 0,0001  0,0004 0,014  0,0037
20 0,0002  0,0008  0,0019
21 0,0001  0,0003  0,0009
22 0,0001  0,0004
23 0,0002
24 0,0001
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Tafel 2 (Fortsetzung)
A
k
12 14 16 18 20.

1 0,0001

2 0,0004  0,0001

3 0,0018  0,0004  0,0001

4 0,0063 0,0013  0,0003  0,0001

5 0,0127  0,0037  0,0010  0,0002

[} 0,0265 0,0087  0,0026  0,0007  0,0002
7 0,0437 0,0174  0,0060 0,0019  0,0006
8 0,0855 0,0304 0,0120 0,0042  0,0013
9 0,0874 0,0473  0,0213  0,0083  0,0029
10 0,1048 0,0863  0,0341  0,0150  0,0059
11 0,1144 0,0844  0,0406 00,0245  0,0108
12 0,1144 0,0984 0,061  0,0368  0,0176
13 0,1065 0,1060  0,0814  0,0609  0,0271
14 0,0806 0,1060 0,0030 0,055  0,0387
15 0,0724 0,0880 0,092  0,0786  0,0517
18 0,0643 0,0866 0,002  0,0884 0,045
17 0,0383 0,0713  0,0934 0,0936  0,0760
18 0,0256 0,0664  0,0830  0,0036  0,0844
19 0,0161 0,0409  0,0609 0,0887  0,0888
20 0,0087 0,0286  0,0659  0,07908  0,0888
21 0,0055 0,0191 0,0426  0,0684  0,0846
22 0,0030 00121  0,0310 0,0669  0,0769
23 0,0016 0,0074  0,0216 0,0438  0,0689
24 0,0008 0,0043 0,0144  0,0328  0,0557
26 0,0004 0,0024  0,0002 0,0237  0,0445
26 0,0002 00013 0,0067 0,0164  0,0343
27 0,0001  0,0007 0,0033 0,0109  0,0254
28 0,0003  0,0019  0,0070  0,0181
29 0,0002  0,0011  0,0044  0,0125
30 0,0001  0,0008 0,0026  0,0084
31 0,0002 0,0015  0,0053
32 0,0001  0,0009  0,0034
33 0,0001  0,0006  0,0020
34 0,0003  0,0013
35 0,0001  0,0007
36 0,0004
87 0,0002
38 0,0001



12.3. Zur Normalverteilung 243

12.3. Zur Normalverteilung

Die Tafel 3 gibt eine Ubersicht iiber die Verteilungsfunktion ® der st iardisierten
Normalverteilung,

2 z ‘.
o) =f.p(t)d4 =VLE T,

fir 0 <z <3,9; fir x <0 verwendet man die Beziehung ®¥(z) =1 — &(— z)
(vgl. 5.4.(16)).

Einige Quantile der standardisierten Normalverteilung, die bei der praktischen
Durchfiihrung der in 10.6.1.a) und 10.8.2. angegeb Konfid hiitzungen und
der in 11.1. und 11.4.5. beschriebenen Signifikanztests hiiufig benotigt werden, sind
in der folgenden Tabelle zusa gestellt :

3 l 1-Z Z o
2 15
0,01 0,995 2,675829
0,02 0,99 2,326348
0,05 0,976 1,959964
.0,10 0,956 1,644 854
0,20 0,9 1,281552

- 0 z
N3 -3
7-12 12

((4.g)-1-%)
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Tafel 3
Ablesebeispiel : P(1,43) = 0,923642
z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04
0,0 0,500000 0,603989 0,607978 0,611966 0,515953
0,1 0,539828 0,643795 0,647758 0,651717 0,555670
0,2 0,679260 0,683166 0,687064 0,590954 0,594 838
03 0,617911 0,621720 0,625516 0,629300 0,633072
0,4 0,655422 0,859007 0,662757 0,666402 0,670031
0,6 0,691462 0,694974 0,698468 0,701044 0,705402
0,6 0,725747 0,7290690 0,732371 0,735653 0,738014
0,7 0,7580368 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350
08 0,788145 0,791030 0,793892 0,786731 0,799546
0,9 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826301
1,0 0,841345 0,843752 0,846136 0,848495 0,850830
1,1 0,864334 0,868500 0,868643 0,870762 0,872857
1% 0,884930 0,886861 0,888768 0,880651 0,892512
1,3 0,903200 0,804902 0,806582 0,808241 0,809877
1,4 0,919243 0,920730 0,922106 0,023642 0,925066
1,6 0,933103 0,034478 0,835744 0,936992 0,938220
1,6 0,845201 0,846301 0,847384 0,048449 0,849497
1,7 0,855434 0,956367 0,957284 0,958185 0,959070
1,8 0,964070 0,964852 0,965 620 0,966375 0,967116
1,9 0,971283 0,971933 0,872571 0,973197 0,973810
2,0 0,977250 0,977784 0,978308 0,878822 0,979325
2,1 0,082138 0,982571 0,982997 0,983414 0,983823
2,2 0,986097 0,986447 0,886701 0,987126 0,987454
2,3 0,089276 0,989556 0,988830 0,880097 0,990358
2,4 0,891802 0,992024 0,992240 0,082451 0,992656
2,6 0,893790 0,993063 0,884132 0,004207 0,904457
2,6 0,995339 0,895473 0,995604 0,985731 0,985855
2,7 0,996533 0,896638 0,996736 0,996833 0,996928
2,8 0,997445 0,997523 0,997599 0,997673 0,987744
2,9 0,008134 0,998193 0,098250 0,898305 0,998350
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
3,0 0,898650 0,999032 0,999313 0,999517 0,009663




Tafel 3 (Forteetzung)

0 %

z 0,056 0,08 0,07 0,08 0,09

0,0 0,619938 0,623922 0,5627803 0,531881 0,635856
0,1 0,659618 0,683560 0,667495 0,671424 0,575348
0,2 0,598706 0,602568 0,608420 0,610261 0,614082
0,3 0,636831 0,640576 0,644 309 0,648027 0,651732
0,4 0,673645 0,677242 0,680822 0,684386 0,687933
0,5 0,708840 0,712260 0,715661 0,718043 0,722405
0,6 0,742154 0,745373 0,748571 0,751748 0,754903
0,7 0,773373 0,776373 0,779350 0,872306 0,785236
0,8 0,802338 0,805108 0,807850 0,810570 0,813267
09 0,828044 0,831472 0,833977 0,8368457 0,838913
1,0 0,853141 0,855428 0,857680 0,850929 0,862143
1,1 0,874928 0,876976 0,879000 0,881000 0,8829077
1,2 0,894 350 0,8861656 0,8979568 0,899727 0,901475
13 0,011462 0,0130856 0,914656 0,816207 0,917736
1,4 0,826471 0,927856 0,920219 0,930563 0,931889
1,5 0,939429 0,840620 0,941792 0,9429047 0,844 083
1,6 0,950528 0,051543 0,952540 0,953521 0,854 486
1,7 0,959941 0,960796 0,961636 0,862462 0,963273
1,8 0,067843 0,868557 0,860258 0,860946 0,870621
1,9 0,874412 0,875002 0,975581 0,876148 0,976704
2,0 0,079818 0,880301 0,980774 0,881237 0,981601
2,1 0,984222 0,984614 0,084097 0,985371 0,885738
2,2 0,087776 0,888089 0,988396 0,088 696 0,888989
23 0,990613 0,880862 0,801106 0,891344 0,891576
24 0,8028657 0,983053 0,893244 0,993431 0,993613
2,6 . 0,004614 0,904766 0,984915 0,885060 0,895201
2,6 0,985975 0,896003 0,996207 0,996319 0,898427
2,7 0,897020 0,997110 0,997187 0,997282 0,897365
2,8 0,897814 0,087882 0,907948 0,898012 0,998074
2,9 0,998411 0,008462 0,898511 0,098559 0,898605

0,6 0,6 0,7 0,8 0,9
3,0 0,989767 0,899841 0,899892 0,009928 0,899952



246 12, Tafeln zu einigy ichtigen Verteil

12.4. . Zur y*-Vertellung

Die Tafel 4 enthilt einige Quantile z5., der y*- Verteilung mit m Freiheitsgraden
(vgl. 56., Definition 2) fiir m = 1, 2, ..., 30, 40, ..., 100, die bei der praktischen
’ der in 10.6.1. (¢) und d)) angegebenen Konfid héitzangen und der
in 11.4.3., 11.5.1., 11.8.3. und 11.5.5. beschriebenen Signifikanztesta (y*-Streuungs-
test, y%-Anpassungstest, y3-Homogenititstest, y'-Unabbingigkeitatest) hiufig be-
notigt werden.

Tafel 4
Ablesebeispiel: 13,095 = 12,60

p =09 0,876 0,95 0,06 0,025 0,01
™ | 1—p=001) (0,025 (0,05) (0,85) (0,975) (0,69)
1 6,636 5,024 3,841 0,0039 0,0010 0,0002
2 9,210 7,378 5,991 0,1026 0,0506 0,0201
3 11,34 9,348 7,815 0,3618 0,2158 0,1148
4 13,28 11,14 9,488 0,7107 0,4844 0,2971
5 15,09 12,83 11,07 1,146 0,8312 0,6643
[] 16,81 14,45 12,69 1,635 1,237 0,8721
7 18,48 16,01 14,07 2,187 1,890 1,239
8 20,09 17,63 15,61 2,733 2,180 1,648
9 21,67 19,02 16,02 3,326 2,700 2,088
10 23,21 20,48 18,31 3,940 3,247 2,668
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Tafel 4 (Fortsetzung)
P =099 0,978 0,95 0,05 0,025 0,01
4 (1—p=001) (0,025) (0,05) (0,95) (0,975) (0,99)
11 24,72 21,02 19,68 4,676 3,816 3,053
12 26,22 23,34 21,03 5,226 4,404 3,871
13 27,69 24,74 22,36 5,892 5,000 4,107
14 29,14 26,12 23,68 6,571 5,629 4,660
15 30,68 27,49 25,00 7,261 6,262 6,229
16 32,00 28,85 26,30 7,062 6,008 5,812
17 33,41 30,19 27,69 8,672 1,564 6,408
18 34,81 31,63 28,87 9,300 8,281 7,015
18 36,19 32,85 30,14 10,12 8,007 7,633
20 37,67 34,17 31,41 10,85 9,601 8,260
21 38,93 3548 32,67 11,69 10,28 8,807
22 40,29 36,78 33,92 12,34 10,98 9,542
23 41,64 38,08 35,17 13,00 11,69 10,20
24 42,98 39,36 36,42 13,85 12,40 10,86
25 44,31 40,66 37,65 14,61 13,12 11,62
26 45,64 41,92 38,80 15,38 1384 12,20
27 46,96 43,19 40,11 16,15 14,67 12,88
28 48,28 44,46 41,34 16,93 15,31 13,66
29 49,569 45,72 42,66 17,11 16,05 14,26
50,89 46,98 43,77 18,49 16,79 14,95
40 63,69 59,34 55,76 26,51 24,43 22,16
50 76,15 71,42 617,50 34,76 32,36 29,71
60 88,38 83,30 79,08 43,19 40,48 37,48
70 100,42 965,02 90,53 51,74 48,76 45,44
80 112,33 106,63 101,88 60,39 57,15 53,64
90 124,12 118,14 113,14 69,13 65,66 61,76
100 135,81 129,66 124,34 77,93 74,22 70,08
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125. Zur t-Verteilung

Die Tafel 5 enthiilt einige Quantile ¢, ., der ¢-Verteilung mit m Freiheitsgraden (vgl.
5.8., Definition 3) fiirm = 1, 2, ..., 30, 40, 60, 120, oo, die bei der praktischen Durch-
fithrung der in 10.8.1. b) angegebenen Konfidenzschitzung und der in 11.4.1. und'
11.4.2. beschriebenen Signifikanztesta (einfacher ¢-Test, doppelter ¢-Test) bendtigt
werden.

Tafd §
Ablesebeispiel: ;7.5 75 = 2,110

- p=09 095 0,975 0,99 0,995
(1—p=01) (0,05 (0,025) (0,01) (0,005)

1 3,078 6,314 12,706 31,821 83,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 0,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,671 3,365 4,032
[ 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,805 2,365 2,008 3,400
8 1,307 1,860 2,308 2,806 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,160
1 1,363 1,796 2,201 2,718 3,108
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,065
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,748 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,667 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,003 2,530 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
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Tafel 5 (Fortsetzung)

" p=09 0,95 0,975 0,99 0,995
(1—p=01) (0,05) (0,025) (0,01) (0,005)

21 1,323 1,721 2,080 2,618 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,084 2,402 2,797
25 1,318 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,316 1,708 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,711
28 1,313 1,701 2,048 2,487 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,607 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
60 1,296 1,671 2,000 2,300 2,660
120 1,280 1,658 1,980 2,358 2,617
00 1,282 1,645 1,960 2,326 2,676

12.6. Zur F-Verteilung

Die Tafel 6a) bzw. 6b) enthilt die Quantile F,, .., der F-Verteilung mit (m,, m,)
Freiheitsgraden (vgl. 5.8., Definition 4) fiir p = 0,96 bzw. p = 0,99. Diese Quantile
benétigt man insbesondere bei der praktischen Durchfiihrung des in 11.4.4. be-
schriebenen Signifikanztests (F-Test) zum Signifikanzniveau & = 109, bzw. & = 2%;
die hierbei auBerdem erforderlichen Zahlen F, n ., fiir » = 0,95 bzw. p = 0,99

sind wegen
1

Fll.ﬂ.',l—’ = 7

Mgy P

ebenfalls der Tafel 6a) bzw. 6b) zu entnehmen.
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Tafel 6
Ablesebeispiele: Fy, 150,00 = 3,37,
: 1 1
Faoinog = —— = — = 0,32
20,15:0,01 Fu‘”;o.” 3'(» 0,3
a) p=0,95 (1 — p = 0,05)
m
1 2 3 4 5 () 7 8 9
my
1 161,4 199,6 215,7 224,6 | 230,2 | 234,0 (2368 |238,9 |240,6
2 18,61 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,35 | 19,37 | 19,38
3 10,13 9,66 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81
4 7,1 6,94 6,39 6,69 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00
] 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77
(] 5,99 5,14 4,76 4,63 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10
7 5,69 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,68 3,50 3,44 3,39
9 5,12 4,26 3,88 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18
10 4,96 4,10 3,1 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02
11 4,84 3,98 3,69 3,36 3,20 3,00 3,01 2,95 2,90
12 4,76 3,89 3,49 3,26 3.11 3,00 2,91 2,856 2,80
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71
14 4,60 3,74 3,39 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65
16 4,54 3,68 3,29 3,66 2,90 2,79 2,11 2,64 2,59
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,64
17 4,45 3,69 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,66 2,49
18 4,41 3,66 3,18 2,93 2,77 2,68 2,68 2,61 2,46
19 4,38 3,62 3,13 2,90 2,74 2,63 2,64 2,48 2,42
20 4,36 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,456 2,39
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,67 2,49 2,42 2,37
22 4,30 3,44 3,06 2,82 2,66 2,66 2,46 2,40 2,34
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,63 2,44 2,37 2,32
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,61 2,42 2,36 2,30
25 4,24 3,39 2,09 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28
26 4,23 3,37 2,08 2,74 2,69 2,47 2,39 2,32 2,27
27 4,21 3,36 2,96 2,73 2,67 2,48 2,37 2,31 2,26
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,66 2,45 2,36 2,29 2,24
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,66 2,43 2,35 2,28 2,22
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,63 2,42 2,33 2,27 2,21
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,26 2,18 2,12
60 4,00 3,15 2,76 2,63 2,37 2,26 2,17 2,10 2,04
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,00 2,02 1,96
oo 3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94 1,88
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Tafel 6 (Fortsetzung)

1-p
0 me yMo;p
m
\ 10 12 16 20 24 30 40 60 120 oo
My
1 241,9 |243,9 (2459 [248,0 |249,1 [260,1 |[261,1 [252,2 |253,3 |254,3
2 19,40 | 19,41 | 19,43 | 19,45 | 19,45 | 19,46 | 19,47 | 19,48 | 19,40| 19,60
3 8,79 8,74 8,70 8,66 8,64 8,62 8,59 8,67 8,66| 8,63
4 5,96 5,91 5,88 5,80 5,77 5,76 5,72 5,60 5,66| 5,63
] 4,74 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40| 4,36
6 4,08 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3,70 3,87
7 3,64 3,67 3,51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 3,27| 3,23
8 3,356 3,28 3,22 3,16 3,12 3,08 3,04 3,01 2,97| 2,03
9 3,14 3,07 3,01 2,04 2,80 2,86 2,83 2,79 2,75 2,711
10 2,98 2,91 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 2,62 2,58| 2,64
11 2,85 2,79 2,72 2,65 2,61 2,67 2,63 249 | 245| 2,40
12 2,76 2,69 2,62 2,64 2,61 2,47 2,43 2,38 2,34 2,30
13 2,67 2,60 2,63 2,46 2,42 2,38 | 2,34 2,30 2,25| 2,21
14 2,60 2,63 2,46 2,39 2,35 2,31 2,27 2,22 2,18 2,13
16 2,54 24,8 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2,16 2,11| 2,07
16 2,49 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,16 2,11 2,08| 2,01
17 2,45 2,38 2,31 2,23 2,19 2,16 2,10 2,08 2,01 1,08
18 2,41 2,34 2,27 2,19 2,16 2,11 2,08 2,02 1,97 1,92
19 2,38 2,31 2,23 2,18 2,11 2,07 2,03 1,08 1,93| 1,88
20 2,35 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,09 1,95 1,90( 1,84
21 2,32 2,25 2,18 2,10 2,05 2,01 | 1,96 1,92 1,87 1,81
22 2,30 2,23 2,16 2,07 2,03 1,98 1,84 1,80 1,84 1,78
23 2,27 2,20 2,13 2,06 2,01 1,86 1,01 1,86 1,81 1,76
24 2,25 2,18 2,11 2,03 1,98 1,04 1,89 1,84 1,79 1,73
25 2,24 2,18 2,00 2,01 1,96 1,92 1,87 1,82 1,771 1,11
26 2,22 2,16 2,07 1,99 1,956 1,80 1,85 1,80 1,75 1,69
27 2,20 2,13 2,08 1,97 1,93 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67
28 2,19 2,12 2,04 1,96 1,01 1,87 1,82 1,77 1,11 1,65
29 2.18 2,10 2,03 1,94 1,90 1,85 1,81 1,76 1,70| 1,64
30 2,16 2,09 2,01 1,93 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68| 1,62
40 2,08 2,00 1,92 1,84 1,79 1,74 1,69 1,64 1,68] 1,51
60 1,99 1,02 1,84 1,76 1,70 1,65 1,69 1,63 1,47 1,39
120 1,91 1,83 1,76 1,66 1,61 1,66 1,50 1,43 1,35 1,26
oo 1,83 1,76 1,67 1,67 1,62 1,46 1,39 1,32 1,22 1,00
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Tafel 6 (Fortsetzung)
b) p =099 (1 — »p=0,01)

Y 1 2 3 4 5 [ 7 8 9
My
1 4052 4909,56 |5403 5626 5764 850 |5028 . [5982 hm
2 98,50 | 90,00 99,17 99,25| 99,30 ©90,33| 09,36 | 99,37 | 99,39
3 34,12 | 3082( 2046 28,71 | 28,24| 27,01 27,67| 27,49| 27,35
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,62 | 1521 14,08 | 14,80 | 14,66
5 16,26 13,27 12,08 | 11,39 10,07 | 10,67 1046| 10,20 | 10,16
(] 13,78 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,08
7 12,25 9,566 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72
8 11,28 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,01
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35
10 10,04 7,56 6,66 5,99 5,64 5,39 5,20 5,08 4,94
11 9,65 7,21 6,22 5,87 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63
12 9,33 6,93 5,86 5,41 5,08 4,82 4,64 4,60 4,39
13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19
14 8,86 6,51 5,66 5,04 4,60 4,46 4,28 4,14 4,03
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,66 4,32 4,14 4,00 .3,809
16 8,63 6,23 529 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,03 3,79 3,68
18 8,20 6,01 5,00 4,58 4,25 4,01 3,84 3,1 3,60
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,84 3,11 3,63 3,62
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,66 3,46
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,61 3,40
22 1,95 5,72 4,82 4,31 3,94 3,76 3,69 3,456 3,36
23 7,88 5,66 4,76 3,26 3,1 31 3,64 3,41 3,30
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,80 3,67 3,60 3,36 3,28
25 17| 5,67 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22
26 1,72 5,63 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,20 3,18
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,66 3,39 3,26 3,16
28 7,64 5,46 4,57 4,07 3,76 3,53 3,36 3,23 3,12
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,60 3,33 3,20 3,00
30 1,66 5,39 4,61 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,61 3,29 3,12 2,99 2,89
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,86 2,82 2,72
120 6,85 4,7 3,85 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56
oo 6,63 4,61 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,61 241



12.6. Zur F-Verteilung

253

Tafel 6 (Forteetzung)

o 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo
My

1 6056 6106 16157 (62090 (6236 |6261 |6287 [6313 6339 6366
2 99,40 | 9942 | 99,43| 09,45| 99,46 | 09,47 99,47 | 90,48 99,40 | 99,50
3 27,23| 27,06| 26,87| 26,60| 2660 26,50| 26,41| 2632| 26,22 26,13
4 14,56 | 14,37 | 14,20 14,02| 13,93 | 13,84 13,76| 13,65| 13,66 | 13,46
5 10,06 9,89 9,72 9,56 9,47 9,38 9,20 9,20 9,11 9,02
(] 7,87 7,72 7,56 7,40 7,31 7,23 7,14 7,08 6,97 6,88
7 6,62 6,47 6,31 6,16 6,07 5,89 5,91 5,82 5,74 5,65
8 5,81 5,87 5,62 5,36 5,28 5,20 5,12 5,03 4,95 4,86
] 5,26 5,11 4,96 4,81 4,73 4,65 4,67 4,48 4,40 4,31
10 4,85 4,1 4,66 4,41 4,33 4,25 4,17 4,08 4,00 3,01
1 4,64 4,40 4,26 4,10 4,02 3,04 3,86 3,78 3,69 3,60
12 4,30 4,18 4,01 3,86 3,78 3,70 3,62 3,54 3,456 3,36
13 4,10 3,06 3,82 3,66 3,69 3,51 343 3,34 3,26 3,17
14 3,04 3,80 3,66 3,51 3,43 3,35 3,27 3,18 3,00 3,00
15 3,80 3,67 3,62 3,37 3,29 3,21 3,13 3,06 2,96 2,87
16 3,69 3,56 3,41 3,26 3,18 3,10 3,02 2,93 2,84 2,78
17 3,69 3,46 3,31 3,18 3,08 3,00 2,92 2,83 2,76 2,66
18 3,61 3,37 3,23 3,08 3,00 2,92 2,84 2,76 2,68 2,67
19 3,43 3,30 3,15 3,00 2,02 2,84 2,76 2,687 2,68 2,49
20 3,37 3,23 3,08 2,94 2,86 2,78 2,60 2,61 2,62 2,42
21 3,31 3,17 3,03 2,88 2,80 2,72 2,64 2,66 2,46 2,38
22 3,26 3,12 2,98 2,83 2,76 2,67 2,68 2,60 2,40 2,31
23 3,21 3,07 2,93 2,78 2,70 2,62 2,64 2,45 2,36 2,26
24 3,17 3,03 2,89 2,74 2,66 2,68 2,49 2,40 2,31 2,21
25 3,13 2,99 2,85 2,70 2,62 2,54 2,46 2,36 2,27 2,17
26 3,00 2,96 2,81 2,66 2,68 2,60 2,42 2,33 2,23 2,13
27 3,08 2,03 2,78 2,63 2,66 2,47 2,38 2,29 2,20 2,10
28 3,03 2,80 2,75 2,60 2,62 2,44 2,36 2,26 2,17 2,08
29 3,00 2,87 2,73 2,67 2,49 2,41 2,33 2,23 2,14 2,03
30 2,98 2,84 2,70 2,66 2,47 2,39 2,30 2,21 2,11 2,01
40 2,80 2,68 2,62 2,37 2,29 2,20 2,11 2,02 1.92 1,80
60 2,63 2,60 2,36 2,20 2,12 2,03 1,04 1,84 1,73 1,60
120 2,47 2,34 2,19 2,03 1,95 1,86 1,76 1,68 1,63 1,38
) “2,32 2,18 2,04 1,88 1,79 1,70 1,69 1,47 1,32 1,00



13.  Zur Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Nachdem wir nun den derzeitig iiblichen mathematischen Aufbau der Wahrsohem-
lichkeitstheorie dargelegt und tliche Aufgabenstell der mathemati

Statistik behandelt haben, wollen wir in dlesem abschheﬂenden Kapitel einen kurzen
AbriB der Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung geben, mit dem auch die in

den vorangeg Kapiteln eingeflochtenen historischen Bemerkungen ergiinzt,
abgerundet und emgeordnet werden sollen.
Die Wahrscheinlichkei hnung gehért zu den verhiltnismiBig jungen mathe-

matischen Disziplinen, sie ist erst reichlich drei Jahrhunderte alt. Die geheimnisvolle
Welt des Zufalls interessierte aber die Gelehrten bereits im friihesten Stadium wissen-
schaftlichen Denkens. So taucht der Begriff der Wahrscheinlichkeit schon in der
antiken griechischen Philosophie auf. Und auch der Gedanke, daf sich die Gesetze
der Natur durch eine ungeheure Anzahl zufilliger Erscheinungen ausdriicken, kommt
schon bei den antiken griechischen Materialisten vor. (Sehr deutlich nimmt dieser
Gedanke z.B. in dem Gedicht ,,De rerum natura® (Uber die Natur der Dinge)
von Luxexz (1. Jh. v u. Z.) Gestalt an.) Die Entmckl\mg zu einer selbstdndigen
haftlich iplin beginnt aber erst in der Mitte des 17.Jahrhunderts.
Angeregt durch Fra.gen nach Gewinnch bei Gliicksspielen, die ein leidenschaft-
hcher Spieler — der Chevalier pE MR — seinem Freund, dem berilhmten fran-
ischen Mathematiker BLAISE PascaL (1623—1662) gestellt hatte, kam es im
Jahre 1654 zu einem Briefwechsel zwischen PAscAL und dem nicht minder berithmten
PrerrE DE FERMAT (1601—1665), in dem — iiber den eigentlichen Anla8 hi
gehend — wichtige Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung entwickelt wur-
den. Zwar beschiiftigten sich schon zuvor Gelehrte mit speziellen Aufgaben iiber Wahr-
scheinlichkeiten bei Gliicksspielen, so z. B. der Fra.nmsk&nermonch Luca pE PACIOLI
(1445—1514) in seinem 1494 erschienenen Buch ,,§ de Arithmetica, G
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Proportioni e Proportionalitd*, der Mailinder Arzt HreroNmo Carpano (1601 bis
1676) in seinem Werk ,Liber de ludo aleae‘“ (Buch iiber Gliicksspiele) und auch
GALILEO GALILET (1564 —1642). Als ein adiiquates Mittel zur Erforschung von Zufalls-
erscheinungen wurde die Wahrscheinlichkeitsrechnung aber wohl erstmalig von
PascAL und FERMAT angesehen.

Auch der hollindische Physiker, Mathematiker und Astronom CHRISTIAAN HuUY-
GENS (1620— 1695) war sich der Bedeutung dieser neuen mathematischen Richtung

bewuBt. So schreibt er in sei 1658 erschi auf die von PAscAL und FERMAT
geiiuBerten Gedanken bezugnehmenden Buch ,,De ratiociniis in ludo aleae* (Uber
die bei Gliicksspielen méglichen Ber gen), ,,... daB der Leser bei einem aufmerk-

samen Studium des Gegenstandes bemerkt, daB es hier nicht nur um Spiele geht,
sondern daB hier die Grundlagen einer sehr interessanten und ergiebigen Theorie ent-
wickelt werden‘?). Nur blieben infolge des relativ niedrigen Entwicklungsstandes
der- Naturwissenschaften in dieser Zeit Gliicksspiele, Fragen der Bevélkerungs-
statistik und Versicherungsaufgaben vorerst die einzigen konkreten Probleme, an-
hand derer die Wahrscheinlichlse hnung entwickelt werden konnte.

Im genannten Buch von HuyGENS kommt iibrigens der Begriff ,,Wahrscheinlich-
keit* nicht vor, dort ist immer vom ,,Wert der Hoffnung* die Rede, also von der
GroBe, die wir heute als Erwartungswert bezeichnen. Erstmalig definiert wird der
Begriff der Wahrscheinlichkeit in dem 1713 verdffentlichten Buch ,,Ars conjectandi*
(Die Kunst des Vermutens) von JAKoB BERNOULLI (1654—1705); unter Wahrschein-
lichkeit wird dabei ,,der Grad der GewiBheit, welcher sich zur GewiBheit wie der Teil
zum Ganzen verhilt“?) verstanden, eine Definition also, die mehr philosophischen
als mathematischen Charakters ist.

Die Schnft, ,,Ars conjectandi*, die man als erstes Lehrbuch der Wahrscheinlich-
Keitsr ichnen kann, enthilt neben einer vollstindigen Behandlung aller
von HUYGENS ohne Losung angegebenen Probleme vor allem eine nicht nur fiir
damalige Verhiltnisse bemerkenswert exakte Herleitung der heute als Bernoulli-
sches Gesetz der groBen Zahlen formulierten Aussage, mit der also der Stabilisierung
der relativen Haufigkeit, dieser immer wieder beobachteten und auch schon vor
BeeNouLLI bekannten Tateache, eine theoretische Erklirung gegeben wird. Das
Verdienst von BERNOULLI besteht also nicht in der Entdeckung dieses Phinomens —
dazu schreibt BERNOULLI in der ,,Ars conjectandi* selbst: ,,Jedem ist auch klar, daB
es zur Beurteilung irgendeiner Erscheinung nicht ausreicht, eine oder zwei Beobach-
tungen zu machen, sondern es ist eine groBe Anzahl von Beobachtungen erforderlich.
Aus diesém Grunde weif selbst der beschrinkteste Mensch aus einem natiirlichen
Instinkt heraus von selbst und ohne jegliche vorherige Belehrung (was sehr erstaun-
lich ist), daB, je mehr Beobachtungen in Betracht gezogen werden, desto kleiner die

1) Das Zitat wurde [15] entnommen.
3) Das Zitat wurde [6] entnommen.
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Gefahr ist, das Ziel nicht zu erreichen.!) —; das Verdienst von JAKOB BERNOULLI
besteht vielmehr in der streng begriindeten theoretischen Erklirung dieses Sach-
verhalts. Es ist fiir diese Zeit charakteristisch, da8 empirische Tatsachen — wie z. B.
die Stabilisierung bei relativen Hiufigkeiten — zwar zur Kenntnis genommen wur-
den, daB man aber kaum theoretische Begriind dafiir ; diese Tatsach
wurden vielmehr als Offenbarung der gottlich Oni.nung a hen, die somit
keiner weiteren Erklirung bediirfen.

Dem franzdsischen Mathematiker ABRAHAM DE MoIVRE (1667—1754) gelang
dann u. a. die quantitative Formulierung des Bernoullischen Gesetzes der groSen
Zahlen mit der Aussage, die wir als Grenzwertsatz von DE MOIVEE-LAPLACE be-
zeichnet haben, und in diesem Zusammenhang auch die Entdeckung der Normal-
verteilung (vgl. dazu den SchluB von 5.4.).

Die explizite Angabe der sogenannten klassischen Definition der Wahrschein-
lichkeit findet man erst in dem 1812 erschienenen grundlegenden Werk ,, Théorie
unnlythue des probablhtés“ (Analytische Theorie der Wahrscheinlichkeiten) des

den franzosischen Mathematikers und Physikers Prerer SmoN LAPLACE
(1749—1827). Dort wird — in volliger Ubereinsti g mit der heutigen Auffas-
sung — die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit weniger als eine Definition,
sondern vielmehr als eine Berechnungsformel fiir Wahrscheinlichkeiten in konkreten
Fillen bei Erfiilltsein gewisser Bedingungen angesehen; LAPLAOR schreibt: ,Die
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist das Verhiltnis der Zahl der giinstigen Fiille
zu der aller maglichen Fille, wobei die verschiedenen Fille ala gleich moglich voraus-
gesetzt werden. )

Das genannte Werk von LAPLACE enthillt in systematmoher Darstellung die
klassischen Ergebnisse der Wahrscheinlichkeit es den die damals
bekannten Sitze — insbesondere die heutzutage als Grenzwertsatz von pE MOIVEE-
LaPLAOE bezeichnete Aussage — ausfiihrlich bewiesen; auBerdem legte LAPLACE
die von ihm (und unabhiingig davon etwa gleichzeitig von CaRL FRIEDRICH GAUSS
(1777—1856) und ADRIEN MARIE LEGBNDRE (1762—1833)) entwickelte Methode
der kleinsten Quadratsumme im Zusa hang mit Probl der Fehler- und Aus-
gleichsrechnung dar. Er befaBte sich ferner mit der Anwend g der Wahrschei
lichkeitsrechnung auf Fragen der Bevilkerungsstatistik und fiihrte statistische Unter-

hungen anhand umfangreichen Zahlenmaterials durch.

Die Arbeiten von LAPLACE auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung ver-
kérpern — zusammen mit den Arbeiten des franzosischen Mathematikers Smfiox
Dexts Posson (1781—1840) — die groBten Fortschritte auf diesem Gebiet an der
Wende vom 18. zum 19. Jahrhundert. PorssoN nahm eine Verallgemeinerung des
Bernoullischen Gesetzes der groSen Zahlen — von ihm stammt iibrigens auch der
Begriff ,,Gesetz der groBen Zahlen — auf den Fall unabhéngiger Versuche, bei

1) Das Zitat wurde [15] entnommen.
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denen die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses von der Nummer
des Versuches abhiingig ist, vor. AuBerdem erweiterte PorssoN den Grenzwertsatz
von DE MOIVRE-LAPLACE auf diesen Fall und entdeckte dabei die nach ihm be-
nannte Wahrscheinlichkeitsverteilung; die erzielten Resultate wendete er insbe-
sondere in der Ballistik an.

Durch pDE MorvRE, LAPLACE und PoissoN kam es zu einem beachtlichen Auf-
schwung bei der Entwicklung spezieller analytischer Methoden in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung mit zahlreichen wertvollen und schénen Resultaten; Anregungen
hierfiir boten vor allem Probleme der Naturwissenschaften (z. B. der Ballistik, der

Astronomie) und Fragestellungen im Zu hang mit der Theorie der Beob-
achtungsfehler.

Allerdings gab es in der damaligen Zeit beziiglich der Einsatzmoglichkeiten der
Wahrscheinlichkeitsrechnung auch ziemliche Fehleinschitzungen, denen teilweise

selbst ihre prominentesten Vertreter erlagen. So wurde z. B. — mit nachdriicklicher
Fiirsprache und Férderung von LAPLACE und Po1ssoN — versucht, mittels der
Wahrscheinlichkei hnung den Wahrheitsgehalt eines durch Stimmenmehrheit
zustandegekommenen Gerichtsurteils zu erfassen. Dies wirkte sich nachteilig fiir
die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus. Auf Grund der — sich
hierbei gsliufig einstellenden — MiBerfolge schlug die in den wissenschaftlichen
Zentren Westeuropa.s a.nfangs vorhandene Begeisterung fiir die Wahrscheinlich-
keitsrech in Enttduschung um, es entstanden Zweifel oder sogar Ablehnung
bestenfalls wurde die Wahrschemhchkeltsrechnung als Gegenstand der math

schen Unterhaltung angesehen.

Demgegeniiber stellte die sich stiirmisch entwlckelnde Physik an die Mathematik
im allgemeinen und an die Wahrscheinlichkeit: im besonderen héchste
Anforderungen. In dieser Zeit entwickelte sich eine starke Schule der Wahrschein-
lichkeitsrechnung im damaligen 8t. Petersburg. Sie wurde begriindet von PArNuTI
Lvovis CEByYSEV (1821 1894), der insgesamt zwar nur vier Arbeiten zur Wahr-

heinlichkeit; g verdffentlicht hat, deren EinfluB auf die weitere Entwick-
lung dieser Disziplin aber erheblich ist. Cnnvsnvs ‘Verdienste bestehen vor n.llem dar-
in, daB er zu den Gr tbeziehung der Wahrscheinlichkeit

- Abschitzungen iiber die méglichen Abweichungen von den Grenzgesetzmaﬁlgkelten
angab und hierfiir auch geeignete Methoden ausarbeitete. Dariiber hinaus setzte er
die Forderung nach absoluter Strenge in den Beweisen der Grenzwertsitze durch
und wies den Begriffen ,,Zufallsgré8e‘ und ,,Erwartungswert‘* den ihnen gebiihren-
den zentralen Platz im Begriffssystem der Wahrscheinlichkeitsrechnung an. Be-
riihmte Vertreter der von OEBYSEV begriindeten russischen Schule der Wahrschein-
lichkeitsrechnung sind ANDRES ANDREEVIO MARKOV (1856—1922) und ALEXANDER
MioBAILOVIS LyaPUNOV (1857 —1918); diese Namen sind uns bereits bei der Behand-
lung der Gesetze der groBen Zahlen und der Grenzwertsiitze der Wahrscheinlichkeits-

rechnung begegnet.
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So bedeutsam die Resultate waren, die am Ende des vorigen und Anfang unseres

Jahrhunderts auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrech und bei deren An-
wendung erzielt wurden, hinsichtlich der Entwwklu.ng der Gmndla.gen der mathe-
matischen Theorie blieb die Wahrscheinlichkeit: hinter anderen dies-

beziiglich vergleichbaren Theorien weit zuriick. Von der gewultlgen Wandlung der
Mathematik im 19. Jahrhundert, die gekennzeichnet ist durch einen von dem realen
Hintergrund abgeldsten, in sich geschlossenen, logisch widerspruchsfreien, axio-
matischen Aufbau mathematischer Theorien (z. B. Mengenlehre, Topologie) wurde
die Wahrscheinlichkeitsrechnung iiberraschend lange nicht beriihrt. Wir wiesen be-
reits darauf hin (vgl. dazu die Einleitung von 2.), daB Davip HiLBERT (1862—1943)
auf dem 2. Internationalen MathematikerkongreB in Paris im Jahre 1900 die Klar-
stellung der Grundbegnffe der Wahrscheinlichkeitsrech als eines der wesent-
lichst: ischen Probleme benannte. Mit dieser Aufgabe haben sich viele
Mathematiker beschiftigt, darunter auch der 6sterreichische Mathematiker RICHARD
VON Misgs (1883 —1953), dessen Versuch zur Losung dieser Aufgabe sehr heftige —
und dabei durchaus fruchtbare — Diskussionen ausléste und das Interesse vieler
Mathematiker erregte. Eine befriedigende Losung des von HILBERT formulierten
Problems erfolgte mit einer Versffentlichung (1933) des beriilhmten sowjetischen
Mathematikers ANDREY NIROLAEVIS KorMogorov (geb. 1903); nach zahlreichen
Vomrbelten gelnng es hiermit, einen dem Geist der modernen Mathematik ent-
pr den axiomatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeifsrechnung vor h

Hlerbel werden die zufilligen Ereignisse durch M repriisentiert, , und die Wahr-
scheinlichkeit wird als eine auf diesen Mengen definierte Funktion mit bestimmten,
durch Axiome charakterisierten Eigenschaften verstanden. Dieser Aufbau fiihrte
damit nicht nur zu einer K.In.rsbell\mg der loglschen Grundlagen der Wn.h.rscheml.lch-
keitsrechnung, sondem er stattet ndere die Verwend h ickelt
moderner math Di ipli z. B. der Mengenlehre, der Analysis — ins-
besondere der MaB- und Integrationstheorie. Die Wahrscheinlichkeitarechnung ent-
wickelte sich seither stiirmisch, und zwar sowohl hinsichtlich der mathematisch
Theorie als auch beziiglich des Anwendungsbereiches dieser Theorie.

Heutzut.a.ge gxbb es eine groBe Anzahl leistungsstarker Zentren, die sich mit Wahr-
inlichkeitsth tischer Statistik und den zahlreichen hieraus her-
vorgegang Spezialdiszipli beschiiftigen. Eine unumstritten fiihrende Rolle
kommt dabei u.a. den sow,etmchen Wahrscheinlichkeitstheoretikern zu, deren
Arbeiten internationales Interesse und Anerkennung genieBen..Konzentrierte sich
in den ersten Jahren nach der Oktoberrevolution der Kreis derer, die sich in der
UdSSR mit Wahrscheinlichkeitstheorie beschiftigten, vornehmlich in Moskau um
ALEXANDER JAKOVLEVI0 CHINOIN (1884— 1959), einen der bedeutendsten Vertreter
der Wahrscheinlichkeitstheorie unseres Jahrhunderts, und A. N. KoLMOGOROV, 80
gibt es heute eine Vielzahl von international beachteten Zentren der Wahrschei
lichkeitstheorie in der Sowjetunion.
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In der DDR nimmt die Wahrscheinlichkeitstheorie im Rah der A g an
Universititen und Hochschulen und auch in der mathematischen Forschung einen
festen Platz ein. Auf dem Wege dahin erwies sich die Lehrtétigkeit von B. V.GNE-
DENEO im Jahre 1953 an der Humboldt-Universitit zu Berlin als sehr forderhch
und viele der heute in der DDR auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie

i haftlich titigen Mathematiker wurden in der Sowjetunion ausgebildet oder
wellten zu Studienaufenthalten dort.

Beit einigen Jahren gibt es — auch im mtema.tlom.len Rahmen — in versta.rktem
MaBe Bemiihungen, die Wahrscheinlichkeit. mn g Weise in die
Mathematiksusbildung an allgemeinbildend Sohuler Y
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